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Introduction generale

Les modélisations probabilistes sont de plus en plus répandues dans des do-
maines aussi divers que la abilité industrielle, la nance ou encore la biologie. En
e et, celles-ci permettent non seulement de rendre compte de phénomeénes purement
aléatoires mais également d'appréhender des systemes déterministes pour lesquels
on manque d'information ou de données observables ou qui sont soumis a des im-
précisions de mesures ou encore a des aléas extérieurs. Enn, certains systemes
déterministes du fait de leur grande complexité sont avantageusement assimilés a
des modéles probabilistes.

Les outils probabilistes adaptés a la description de I'évolution au cours du temps
de tels modeles sont les processus stochastiques a temps continu. Parmi ces pro-
cessus, on peut distinguer deux familles. D'une part, celle des processus de type
di usion, objets de la théorie des équations di érentielles stochastiques et du cal-
cul stochastique d'lté qui est sans nul doute, la plus répandue dans la littérature.
D'autre part, la famille tres hétérogene des processus de type non-di usif. Ce sont
ces derniers que M.H.A. Davis cherche a unier dans [Davis, 1984]. Il introduit,
dans ce but, la classe générale d€socessus Markoviens Déterministes par Mor-
ceaux (PMDM) qui combinent des trajectoires déterministes a des sauts aléatoires
et qu'il présente comme étant a general family of stochastic models covering vir-

tually all non-di usion applications.

Les PMDM sont des processus stochastiques hybrides c'est-a-dire qu'ils peuvent
comporter a la fois une composante discréte et une composante euclidienne. En pra-
tique, la composante euclidienne peut contenir les variables d'intérét comme par
exemple la position, la température, la pression ou encore I'épaisseur d'aluminium
corrodée. La composante discrete, quant a elle, appeléenade, peut correspondre a
I'ambiance ou a I'environnement dans lequel évolue le processus ou encore au régime
de fonctionnement du systeme. Les lois qui régissent I'évolution du PMDM peuvent
étre trés di érentes dans chacun de ces modes.

Les PMDM, parfois appelégprocessus markoviens de saut avec déripeesentent
a la fois des trajectoires déterministes et des sauts aléatoires. Plus précisément, a
I'instant initial, le processus entame son mouvement en suivant un ot déterministe.
Ce ot est obtenu comme solution d'équations di érentielles portant sur les com-
posantes euclidiennes du systéme. Ces équations di érentielles peuvent di érer en
fonction du mode. La trajectoire du processus s'e ectue donc le long de ce ot jus-
gu'au premier instant de saut qui est aléatoire. Ce saut peut avoir deux origines :

9
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il peut se produire spontanément avec un certain taux qui dépend de la position
du processus ou bien il peut étre lui-méme déterministe et se produire parce que le
processus a heurté une frontiere de son domaine d'évolution. Cette double nature
des sauts est une caractéristique importante des PMDM et permet de couvrir une
large classe de modéles. La position aprés saut est ensuite sélectionnée de maniere
aléatoire selon une loi qui ne dépend que de la position du processus immédiatement
avant le saut. A partir de cette nouvelle position, le processus suit a nouveau un ot
déterministe jusqu'au deuxiéme instant de saut et ainsi de suite.

De nombreuses recherches s'intéressent aux propriétés des PMDM. Citons entre
autres : la stabilité et I'ergodicitdl} la représentation des PMDM par réseaux de
Petri coloréd?, le contrdle stochastique d'un PMDM la loi des grands nombres et
les grandes déviatior§ I'étude des lois marginales d'un PMDN# et les cas ou celles-
ci admettent des densité@. En plus de l'ouvrage fondateur|/[Davis, 1993], il existe
également deux ouvrages de référefitqui abordent les PMDM et notamment la
théorie asymptotique.

Du point de vue applicatif, les PMDM sont déja présents dans de nombreux et
treés divers domaines parmi lesquels on peut citer la abilité et la sdreté industrielle,
la génétique, les neurosciences, les réseaux de télécom et internet, la nance et I'as-
surance. En e et, en raison de leur double nature déterministe et stochastique, ils
sont particulierement bien adaptés pour décrire des systemes obéissant a des lois dé-
terministes (des équations issues de la physique par exemple) mais également soumis
a une source d'aléa (incertitude quant a certains parametres, in uence d'évenements
extérieurs, régime de fonctionnement,...).

Cette these est nancée par Astrium dans le cadre de 'TANR FAUTOCOES
(ANR-09-SEGI-004). La multiplication des modéles utilisant les PMDM est a l'ori-
gine d'un besoin croissant de méthodes numériques e caces. Ainsi, les ingénieurs
d'Astrium ont souhaité obtenir des méthodes permettant d'évaluer numériquement
une durée de service. Mathématiquement, ceci correspond a I'étude d'un temps de
sortie. Nous proposons donc des méthodes numériques pour approcher les moments
et la distribution d'un temps de sortie d'un PMDM. Nous poursuivons alors le dé-
veloppement de méthodes numériques pour les PMDM dans deux directions : I'ap-
proximation d'espérance de fonctionnelles et I'arrét optimal partiellement observé.
Cette thése est donc composée de quatre parties : une premiere partie introductive
suivie de trois parties respectivement dédiées a chacun des trois problemes évoqués
plus haut et illustrés d'exemples numériques.

1. [Dufour and Costa, 1999/ Costa and Dufour, 2008]

2. |Everdij and Blom, 2005]

3. [Vermes, 1985, | Gugerli, 1986, | Lenhart, 1989, [ Costa and Davis, 1989, Costa, 1991,
Dempster, 1991/ Dempster and Ye, 1995, Costa et al., 2000]

4. [Faggionato et al., 2009/ Faggionato et al., 2010]

5. [Cocozza-Thivent et al., 2006b]

6. |[Tyran-Kami«ska, 2009]

7. [Jacobsen, 2006, Koroliuk and Limnios, 2005]
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Partie I[] Cette premiére partie, le chapitrd [, constitue une introduction aux tra-
vaux présentés dans les parties suivantes. Nous y dé nissons notamment les proces-
sus markoviens déterministes par morceaux, détaillons certaines de leurs propriétés
et décrivons quelgques exemples dont un modele de corrosion fourni par Astrium.
Nous discutons ensuite des aspects numériques relatifs aux PMDM et présentons la
méthode de quanti cation qui sera a la base des méthodes numériques développées
dans cette these.

Partie I] | Cette partie traite de I'approximation d'espérance de fonctionnelles de
PMDM. Dans le chapitre[2, nous commengons par délimiter le probléeme qui nous
intéresse et par énoncer nos hypothéses. Nous développons ensuite notre méthode
numérique qui est basée sur une formulation récursive de l'espérance de fonction-
nelle issue de [Davis, 1993] que nous approchons par quanti cation d'une chaine de
Markov sous-jacente au PMDM. Nous prouvons la convergence de notre méthode et
obtenons une borne de la vitesse de convergence. Dans le chapitre 3, nous étendons
notre méthode au cas de fonctionnelles dépendant du temps et notamment a celui
de la fonctionnelle & horizon déterministe. Nous illustrons ensuite notre méthode sur
trois exemples numériques.

Partie I[T ] Dans cette partie, nous nous intéressons au temps de sortie d'un
PMDM. Nous commencons, dans le chapitie] 4, par exposer deux approches pos-
sibles que nous n'avons pas retenues dans la suite. D'une part, nous présentons la
méthode, issue de [Helmes et al., 2001], d'approximation des moments par program-
mation linéaire et nous expliquons pourquoi elle s'adapte mal au cas des PMDM.
D'autre part, nous montrons dans quelle mesure les résultats de la partie précé-
dente permettent d'approcher I'espérance d'un temps de sortie. Ensuite, dans le
chapitre [§, nous détaillons une méthode originale permettant d'approcher les mo-
ments et la fonction de survie du temps de sortie d'un PMDM. Celle-ci est a nouveau
basée sur une formulation récursive des quantités d'intérét et sur la quanti cation
d'une chaine de Markov sous-jacente au PMDM. En n, le chapitrg] 6 détaille deux
exemples numériques.

Partie IV | Cette derniére partie concerne l'arrét optimal partiellement observeé.

A la di érence des deux parties précédentes, il nous faut tout d'abord développer

le cadre théorique nécessaire a la mise en place d'un schéma numérique. Ceci sera
I'objet des chapitres[7 et B. Le premier étudie la question du Itrage tandis que

le second établit I'équation de programmation dynamique. En n, nous développons
nos méthodes numériques dans le chapitfé 9 qui visent, d'une part, & approcher
la fonction de valeur du probleme d'arrét optimal et, d'autre part, a expliciter un
temps d'arrét -optimal calculable en pratique. Un exemple académique illustre nos
résultats.
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Chapitre 1

Processus Markoviens
Déterministes par Morceaux et
methodes numériques

Ce chapitre introductif a pour but de présenter les Processus Markoviens Dé-
terministes par Morceaux (PMDM), de xer certaines notations et dé nitions et
de dresser les grandes lignes des méthodes numeériques que nous développerons par
la suite. Nous commencons par donner une dé nition précise des PMDM que nous
illustrons de plusieurs exemples. Nous exposons ensuite les idées directrices de nos
méthodes numériques, notamment, nous décrivons la méthode diteqienti cation.
En n, nous présentons les trois problémes que nous étudierons respectivement dans
les trois parties suivantes.

1.1 Processus Markoviens Déterministes par Mor-
ceaux

Les Processus Markoviens Déterministes par Morceaux ont été introduits par
M.H.A. Davis (voir [Davis, 1993]) qui les présente comme une classe générale de
modeles stochastiques non-di usifs. Pour Schal [Schal, 1998], le résultat suivant de
Cinlar et Jacod [Cinlar and Jacod, 1981] justi e I'analyse de Davis :

Tout processus de Markov for(X,);q d'espace d'étatE, borelien deRY, dont
les trajectoires sont continues et a variations localement bornées est déterministe
c'est-a-dire queX; = ( Xo;t) avec : R™ ! E un ot déterministe.

En conséquence, un processus de Markov fort non trivial présente nécessairement
des trajectoires de variation totale in nie ou est soumis a des sauts. Le premier cas
conduit a l'introduction des processus de di usions qui sont largement représentés
dans la littérature. La deuxieme possibilité suggere d'étudier des processus présen-
tant des saut et, d'apres le résultat de Cinlar et Jacod, suivant un ot déterministe
entre ces instants de saut. Il s'agit des Processus Markoviens Déterministes par Mor-
ceaux et c'est donc trés naturellement que I'on est amené a considérer cette famille

15



16 CHAPITRE 1. PMDM ET METHODES NUMERIQUES

importante.

Une caractéristiqgue importante des PMDM est qu'il s'agit de processus hybrides.
Un PMDM (X{);o est donc de la formgXi)io = (m¢; )10 OU My représente la
partie discrete, appeléde mode, et ; est une variable euclidienne. Le mode est a
valeurs dans un ensemble fi{M, avec en généraM  N. L'évolution d'un PMDM
est régie par trois caractéristiques locales, c'est-a-dire dépendant du mod@ M : le
ot ., letaux de saut ., et un noyau de transitionQ., qui permet de déterminer
la position aprés un saut. Le processus part d'un point = (m; ) dans l'espace
d'état, la partie euclidienne  suit alors le ot déterministe t ! m( ;1) jusqu'au
premier temps de saufl; qui se produit soit spontanément de fagcon poissonienne
avec un taux m( m(;t)) ou bien lorsque le ot ,(;t) touche la frontiére de
I'espace d'état. Dans tous les cas, la position du processus a l'instant de s@yest
sélectionnée a l'aide du noyau de transitio®mn( m(;T1); ) et le processus repart
depuis ce nouveau poinKr, = (mr,; 1,) noté Z;. On dé nit de la méme maniére le
temps S, jusqu'au prochain saut, l'instant du prochain saut est ainsi, = T, + S,,
la nouvelle position aprés le saut est, = X, et ainsi de suite. La gure[1.] donne
un exemple de PMDM représenté jusqu'au deuxieme temps de saut.

Figure 1.1 Exemple de trajectoire d'un PMDM. Les deux composantes connexes
de l'espace d'état peuvent correspondre a deux modes.

Ainsi, on associe au PMDM, deux chaines de Markov a temps disc(&t,; Tn)non
donnée par les positions aprés un saut et les temps de saut(£t; Sy)n2n , dONnée
par les positions apres un saut et les durées inter-sauts. En choisissant judicieuse-
ment les caractéristigues m; m;Qm)mz2m , ON obtient des modeéles stochastiques
recouvrant un grand nombre de problémes de recherche opérationnelle. Nous pré-

1. Dans [Davis, 1993], l'auteur considére une dé nition plus générale des PMDM car il permet a
M d'étre in ni dénombrable. Cependant, cette généralisation n'est utile dans aucun des exemples
gue nous considérerons.
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senterons des exemples dans la sectjon| 1.2.

1.1.1 Equations di érentielles ordinaires et champs de vec-
teurs

Avant de dé nir précisément les PMDM, nous devons rappeler quelques résultats
concernant les équations di érentielles ordinaires et la notion de champs de vecteur.
Ceci nous permettra de décrire les parties déterministes des trajectoires des PMDM.
Dans la suite, on xed un entier supérieur ou égal a 1.

Soitb: RY! RY une fonction lipschitzienne. L'équation di érentielle ordinaire

d
It X(t) = bx() ; x(0) = x 2 RY; (1.1.1)
posséde une unique solution noté¢x;t). A partir de l'unicité de la solution, on
obtient la propriété de semi-groupe suivante : pour touk 2 RY et tous s;t 2 R,
on a

xtys = ( xt+s)

On dé nit maintenant X un opérateur di érentiel du premier ordre de la facon
suivante : pour toutf : R9! RY continiment di érentiable,

xd
Xf (x) = g:((x)bi(x) (1.1.2)

i=1

ou on a noteh la i-ieme coordonnée db. On peut alors montrer|[Davis, 1993, section
22] que (x; ) satisfait I'équation (1.1.1) si et seulement si pour touf : RY! R
in niment di érentiable, on a

d

—f () =X (xt

5 0 ;)

On dit alors que X est un champ de vecteuret est le ot associé aX. Dans
nos exemples, on donnera le ot sans nécessairement expliciter la fonctioln de
I'équation di érentielle ordinaire associée|(1.1]1).

1.1.2 Dé nition d'un PMDM

Nous donnons maintenant une dé nition plus précise des Processus Markoviens
Déterministes par Morceaux et nous introduisons quelques notations et hypothéses
générales.

Pour tout espace métriqueE, on note B(E) sa tribu borelienne,B (E) I'espace
des fonctions a valeurs réelles, bornées et mesurables dé nies Euet BL (E) le
sous-espace des fonctions &4E ) qui sont Lipschtziennes. On note@ Esa frontiere,
E son adhérence et pour tout sous-ensemiflede E, on note A¢ son complémentaire
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dans E.

Soit M un ensemble ni appelé I'ensemble des modes du PMDM. En pratique, le
mode peut représenter I'environnement ou le régime d'évolution du processus. Pour
tout m 2 M, le processus évolue darfs,,, sous-ensemble ouvert dBY. Soit

E=1fm; )ym2M; 2EyQg:

Il s'agira de I'espace d'état du processuX ()pr+ = (M¢; t)pr+ CONStruit ci-apres.

Un PMDM est dé ni par ses caractéristiques locale6 m; m;Qm)mam -

Pout tout m 2 M, , :RY R* ! RYestune fonction continue appelée
le ot dans le mode m. La fonction , est obtenue comme solution d'une
équation di érentielle ordinaire ainsi que nous l'avons décrit dans la section
. On rappelle alors que pour tout 2 R*, ,(;t) estun homéomorphisme
ett! m(;t) est un semi-groupe i.e. pour tout 2 RY, ., (;t + ) =

m( m(;s);t). Pourtout x =(m; ) 2 E, on dé nit maintenant le temps de
sortie déterministe deE :

t(x)=inf ft> Otelque n(;t)2 @KQ:
On utilisera dans toute la suite la conventioninf ; =+ 1.

Pour tout m2 M, le taux de saut ,, : E,! R* est mesurable et satisfait :
z

8(m; )2 E,9 > Otel que m( m(;t)dt< +1: (1.1.3)
0

Cette condition permettra d'éviter que le processus ne saute immédiatement.

Pour tout m 2 M, Q, est un noyau de transition markovien suE; B(E))
qui satisfait : B
8 2 Em, Qu(; f(m; )g%)=1:
Cette condition permet d'assurer que le processus ne saute pas sur place.
Chaque saut modi e le mode et/ou la composante euclidienne.

A partir de ces caractéristiques, Davis [Davis, 1993, page 57] montre qu'il existe
un espace probabilisé ; F;(Fi)pr+;(Px)xee Sur lequel est dé ni un processus

(X¢)pr+. Partant d'un point x 2 E, on peut construire ses trajectoires de la fagon
suivante. SoitT; une variable aléatoire positive de fonction de survie :

(

(x;t) i .
Pu(Ti>t) = e si0 t<t (X);

0 sit t(X);

oupourx=(m; )2 E ett2][0;t (x)], on a posé
Zt
(x;t) = ) m( m(;s))ds:
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D'apres la condition d'intégrabilité (1.1.3) imposée sur le taux de saut, onR(T; =
0) = 0. On tire alors une variable aléatoireZ,; a valeurs danskE selon la loi
Qm( m(;Tq); ). Latrajectoire de X; pourt T; est donnée par :

U Gty sit<To

Xi= Z, Sit= Tq:

Partant du point X1, = Z;, on choisit alors d'une fagon similaires, = T, T; le
temps entre T, et le saut suivant,Z, la position apres le deuxiéme saut et ainsi de
suite. Davis montre, dans|[Davis, 1993, section 25], que le processus ainsi obtenu
est un processus de Markov for(X)pr+. Ce processus est continu a droite avec
des limites a gauche et saute aux instantd ),y (avec To = 0). Par ailleurs, les
processuSZn; Tn)nan €t (Zn; Sn)nan OU Z, = X1, est la position aprés le saut et

S, =T, T, (avecSy = 0) est la n-eme durée inter-sauts sont des chaines de
Markov a temps discret. Ces chaines de Markov jouent un réle crucial dans notre
étude, aussi, nous en détaillons certaines propriétés dans la secfion 1.1.4.

Concernant les temps de saut, on fera dans toute la suite I'hypothése de non
explosion suivante qui est standard (voir par exemplé [Davis, 1993, section 24]) :

hp i
Hypothese 1.1 Pour tout (x;t) 2E R, Ex  1fr,«g < +1.

Elle implique en particulier queT, tend vers I'in ni p.s. lorsque n tend vers I'in ni.

1.1.3 Notations

A n de simpli er les notations, toute fonction h dé nie sur E sera identi ée avec
ses fonctions composantds,, dé nies sur E,,. Ainsi, on pourra écrire

h(x) = hn( ) lorsquex =(m; )2 E:
On dé nit également un ot généralisé : E R* ! E de la facon suivante
(x;t) = (m; m(;t)) lorsquex =(m; )2 E: (1.1.4)

De cette maniére, on pourra raisonner st 2 E sans nécessairement préciser que
X se décompose exn=(m; ). Le mode, caché dans la variable d'état, n'apparaitra
explicitement que rarement, ce qui allegera les notations.

On dé nit sur E la distance suivante, pourx = (m; ) etx°=(m% 9 2 E,

. +1 si m 6=m®
xoxi= § sinon. (1.1.5)

Pour tout x 2 E et tout sous-ensemblé de E, on noterad(x; A) la distance de
X a A dé nie par
d(x;A) =inf jx aj:
a2A
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Pour toute fonction w dansB (E), on introduit les notations suivantes
z

Qw(x) = . w(y)Q(x; dy), Cw = sup jw(x)j;
X2 E
et pour toute fonction Lipschitz w de B (E), on note [w]F ou, s'il n'y a pas d'ambi-
guite, [w] sa constante de Lipschitz :

J'w(>_<) w(y)j .

wlfF = su :
W X6=Y£)E Xyl

avec la conventionl— =

Remarque 1.1.1 Pour w2 B(E) et d'aprés la dé nition de la distance surE, on
a [wF = maxmam [Wm]5™.

En n, on utilisera également les notations suivantes. Pour tous; b2 R, on note
a” b=min(a;b),a_b=max(a;b)eta” = a_ 0. On notera aussi (Y) la tribu
engendrée par une variable aléatoiré et si A et B sont deux sous-tribus de, on
notera A_ B la tribu engendrée parA et B c'est-a-dire la plus petite sous-tribu de
F qui contient A et B.

Décrivons maintenant plus en détail les deux chaines de Mark,; S,)non €t
(Zn; To)non Que nous avons évogquées plus haut.

1.1.4 Structure sous-jacente des PMDM

Bien qu'il s'agisse d'un processus en temps continu, un PMDM contient une
structure sous-jacente atemps discret donnée par la chaine de Mark,,; Sy)nan
ou encore(Z,; Ty)nan OU
l'instant du n-ieme saut estT,, (avec Ty = 0),
la variable S, représente lan-eme durée inter-sauts (ave§&, = 0), on a S, =
T, T,1 ouencoreT,= S+ .+ S,
la position aprés len-ieme saut est noté&,, i.e. Z, = Xr,.

Ces chaines de Markov joueront un réle crucial dans toute notre discussion. Chacune
d'entre elles contient tout I'aléa du PMDM puisque les trajectoires entre les ins-
tants de sauts sont déterministes. Il est possible de reconstituer, grace a l'une de ces
chaines discrétes, l'intégralité du processus continu. En e et, a partir d&,; Tn)nan »

on a pour toutt O,

Xt: ( Zn;t Tn) SiTn t<Tn+1:

On peut écrire une relation similaire a partir de(Z,; Sy)non pUisque T, = P k=0 Sk-
Ces deux chaines de Markov o rent donc la tres intéressante possibilité de résumer
en une chaine a temps discret le processus original a temps continu. De maniere plus
précise, en notant(F,)r - la Itration naturelle engendrée par le PMDM (X )R+
Davis montre [Davis, 1993, théoreme A2.1] que

Fro = ZoiSo;tiZn;Sh = ZoyToriiZn Tn

n
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Davis montre également [Davis, 1993, section 25] q(i&,; Sn)n2n €St une chaine
de Markov homogéne dont le noyau de transition est comme suit : poar2 B (E
R*), on a

E[h(Zn;Sh) Zn1 ;Sn1 ]
Z, Z

= . c h(z;s)Q((Z n1 ;S);d2) (Z n1;8) €% " Ny 2., )gds
Z
+ h(z;t (Zn1 ))Q((Z n1 ;t (Zn1 ));dz) e@ nt it @n1)); (1.1.6)
E

Par ailleurs, on peut remarquer que le noyau de transition ci-dessus ne dépend
pas deS,: , laloi de(Z,;S,) ne dépend que de la positiod,,; aprés le précédent
saut. En d'autres termes, on a la propriété suivante

E[h(zn;sn)znl ;Snl ]: E[h(zn;sn)znl ]:

Les deux termes de la somme dans l'expression du noyau de transition corres-
pondent respectivement aux parties absolument continue et singuliére par rapport
a la mesure de Lebesgue de la loi du temps inter-sauts. En e et, insistons sur le
fait que les sauts du processus peuvent étre de deux natures di érentes. D'une part,
iIs peuvent se produire tout au long du ot de fagcon poissonienne au taux on
guali era ces sauts desauts aléatoires quand ils se produisent, on &, <t (Z,1 ).
D'autre part, les sauts sont forcés lorsque le processus atteint la frontiére de I'es-
pace d'état, on parlera alors desauts déterministes ils correspondent aux cas ou
S, =t (Z,1 ). Cette dualité est source de nombreuses di cultés lors de développe-
ments aussi bien théoriques que numériques. La loi des durées inter-sauts est en e et
tres dépendante de la géométrie de I'espace d'état et peut donc varier considérable-
ment en fonction du probleme considéré. Elle peut contenir une partie absolument
continue et/ou une partie singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue. Enn,
au sein d'un méme modele, les situations peuvent varier en fonction du mode. Les
exemples que nous considérons ci-apres rendent compte de cette diversité de situa-
tions.

1.1.5 Le processus augmenté du temps

Dans cette section, nous décrivons une transformation du processus, introduite
dans [Davis, 1993, section 31], qui permet de traiter les problemes dépendant explici-
tement du temps. Partant d'un PMDM (X).o , nous allons ainsi dé nir un nouveau
processugX);o dit augmenté du temps, dé ni sur un nouvel espace d'états an
d'inclure le temps dans la variable d'état. En e et, les paramétres du probléme qu'on
considére (comme les fonctions de colt d'un probleme de contréle) peuvent dépendre
du temps. Il sera alors utile d'e ectuer cette transformation car la dépendance en
temps des paramétres deviendra alors implicite (le temps sera en e et inclus dans
la trajectoire du processus). C'est le cas par exemple lorsque I'on s'intéresse a des
problémes a horizon de temps déterministe, comme a la secfior] 3.3. Nous verrons un
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autre exemplé?] de I'utilité d'introduire le processus augmenté du temps a la section
[3.7. Nous dé nissons le processasigmenté du tempsle la maniére suivante.

Dé nition 1.1.2  On introduit le nouvel espace d'état
E=E R'
muni de la norme dé nie par : pour tous =(x;t), °=(x%t9 2 E,

j 9=jx x§+ijt 1§ (1.1.7)

ou la norme surE est donnée par(l.1.5). Sur cet espace d'états, on dé nit un
nouveau processus diaugmenté du temps

X, = (X 1):

Le processugX);o est encore un PMDM dont les caractéristiques locales, notées
(% & 0®), sont données pour tout = (x;t) 2 E par

8
3 U)= X
: € ;s = (x;s);t +s pours t (x),

® ;A ftg =Q x;A  pourtout A2B(E),

avec pour tout =(x;t) 2 E,
£()=inffs> Otel que §;s) 2 @g=t (X):

Nous utiliserons cette dé nition dans les sectiorjs 3.2 et 3.3 pour étudier des pro-
bléemes dont les paramétres dépendent explicitement du temps.

Par ailleurs, il peut arriver que les caractéristiques du PMDM (le taux de saut
le noyau de transitionQ et la fonction b de I'équation di érentielle ordinaire (1.1.1)
dé nissant le ot ) dépendent explicitement du temps et non pas seulement de
la variable d'état (voir par exemple le modele présenté a la sectipn 1]2.4). Dans
[Davis, 1993, section 31], l'auteur expligue comment est alors modi ée la dé nition
du processus augmenté du temps ci-dessus. Les caractéristiques du nouveau PMDM
ne dépendent alors plus que de la variable d'état (la dépendance en temps est im-
plicite puisque le temps fait désormais partie de la variable d'état). Grace a cette
transformation, il n'est pas restrictif de considérer seulement des PMDM dont les
caractéristiques ne dépendent pas du temps ainsi que nous l'avons fait dans la sec-
tion [L.1.7. En e et, comme I'écrit Davis, le cas des PMDM dont les caractéristiques
dépendent explicitement du temps peut, de fagcon paradoxale, étre vu comme un cas
particulier des PMDM dont les caractéristiques ne dépendent pas du temps.

Ceci conclut notre présentation des Processus Markoviens Déterministes par
Morceaux et nous décrivons maintenant quelques exemples.

2. ll s'agira d'approcher I'espérance d'une fonctionnelle qui dépend de la trajectoire d'un PMDM
mais également du temps.
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1.2 Exemples de PMDM et applications

Les PMDM sont présents dans de nombreux domaines applicatifs. Ces domaines
sont aussi divers que la modélisation de processus de dégraddjda abilité et la
sreté de fonctionnemerff, la génétiqué?}, les neurosciencé les réseaux de télécom
et internet[, la nanceff] et I'assurancé} On trouvera également plusieurs exemples
de modeles utilisant les PMDM dans [Davis, 1993, section 21]. En n, nous citons
I'article [Davis et al., 1987] qui traite du capacity expansion problem et qui consti-
tue l'application historigue des PMDM.

Nous décrivons maintenant les cinq exemples que nous étudierons dans la these.
Les deux premiers sont académiques, les trois suivants correspondent a des applica-
tions réelles issues de l'industrie ou de l'assurance.

1.2.1 Processus de Poisson

Nos premiers exemples seront les trés classiques processus de Poisson et proces-
sus de Poisson composé. En e et, ils font partie de la famille des PMDM.

Processus de Poisson simple

Soit (Sh)n2n UNe suite de variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées de loi exponentielle de paramétre Pour tout n 2 N, on poseT, =
S+ :::+ S, et pour tout t 2 R*, on pose

5
Nt = 1an tg :
n=1
Le processus(N);o est appeléprocessus de Poisson de paramétre C'est un
PMDM d'espace d'étatE = R*, d'intensité constante , de ot constant (x;t)= X
pour tout (x;t) 2 (R*)? et dont le noyau de transition vérie Q(x; fx + 1g) =1
pour tout X 2 R™.

Processus de Poisson composé

Soit ( »)n2nv  UNE suite de variables aléatoires a valeurs daR$ indépendantes
identiquement distribuées de loi. On appelle processus de Poisson composé de
paramétres et , le processus(N; )io dé ni par

b
Nt = nlantg .
n=1

[Chiquet et al., 2009]

[Gonzalez, 2010} de Saporta et al., 20110, Cocozza-Thivent et al., 2006, Eymard et al., 2008]
[Zeiser et al., 2010]

[Pakdaman et al., 2010]

[Graham and Robert, 2009/ Graham and Robert, 2010, Busic et al., 2012]

[Jacobsen, 2006, chapitre 10]

[Dassios and Embrechts, 1989, Embrechts and Schmidli, 1994]

©CoNO AW
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Le processugN, );o est également un PMDM. Par rapport au précédent, la seule
caractéristique qui change est le noyau de transition qui est alors donné, pour tout
x 2 RY, parQ(x; )= (x + ). Dans cet exemple, comme dans le précédent, on peut
remarguer que le processus ne rencontrera jamais de frontiere de I'espace d'état, on
a donc pour toutx 2 R*, t (x) =+ 1.

Processus de Poisson avec ot

On dé nit maintenant Y, = t+ N;. Le processugY;);o est également un PMDM
d'espace d'étatE = R* dont les caractéristiques sont comme suit.
Le taux de saut est constant : pour toutx 2 E, (X) = . Ainsi les durées
inter-sauts Sy suivent des lois exponentielles de paramétreindépendantes.
Le ot estdénisur (R*)2par (x;t)= x+t,ilnya pas de frontiére et on
apourtoutx2 R*, t (x)=+ 1.
En n, les positions aprés les sauts sont données p@(x; fx +1g) = 1 pour
tout x 2 E.
La gure [[.2 représente un exemple de trajectoire. Cette exemple sera étudié
dans la sectior] 61, on s'intéressera en particulier au temps de sortie de l'intervalle
[0; 10].
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Figure 1.2 Une trajectoire du processugY;);io (avec = 1) représentée jusqu'au
10°™ temps de saut.

1.2.2 Un exemple académique

On présente maintenant un nouvel exemple académique similaire a celui étudié
dans [de Saporta et al., 2010]. Soit I'espace d'état = [0; 1].
Pourx 2 E ett 0,le otestdénipar (x;t) = x+ vt. Ainsi, t (X) =
(1 x)=v est partout ni, et méme borné par1=v.
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Le taux de saut est donné par(x) = ax pour una> 0.
Le noyau de transitionQ(x; ) correspond a une distribution uniforme sur un
ensemble niE;, E.
Ainsi, le processus évolue linéairement a vitesgerers 1 et, plus il est proche de
1, plus il est susceptible de sauter vers un point d&. La gure [[.3 représente un
exemple de trajectoire. Dans la section 9.3, on s'intéressera & un probléme d'arrét
optimal partiellement observé pour cet exemple.
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Figure 1.3 Une trajectoire du processus représentée jusqu'@i™ temps de saut
aveca=3,v=1 et Ey= fO; %; %g. Les lignes pointillées représentent les valeurs
vers lesquelles il est possible de sauter.

1.2.3 Un modele d'atelier de maintenance

Ce modéle d'atelier de maintenance est adapté de [Davis, 1993, section 21.15].

Dans une usine, une machine peut tomber en panne avec un ta(ix) dépendant

de son age . Elle est alors envoyée a l'atelier pour réparation. Par ailleurs, la
direction de l'usine a décidé que, lorsque la machine a fonctionné toute une année
sans panne, elle est également envoyée a l'atelier pour maintenance. On suppose que
la réparation et la maintenance ont toujours la méme durée de 7 jours et on suppose
également qu'a l'issue de cette période, la machine est totalement réparée, sans trace
d'usure. On considere donc trois modes :

la machine fonctionne (n = 1),

la machine est en réparationrf = 2),

la machine est en maintenance (ns 3).
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L'état de cette machine est modélisée par un PMDM notéX);o = (my; ¢;t)to OU
¢ est le temps depuis le dernier changement de mode (ce parametre est nécessaire
puisque le taux de panne dépend de I' age de la machine).

Remarque 1.2.1 Ce PMDM correspond au processus augmenté du temps tel que
décrit dans la sectiorj 1.1.6. En e et, pour décrire le modéle, on aurait pu se conten-
ter du PMDM (my; );o C'est-a-dire ne contenant pas explicitement la variabke
Nous verrons a la sectiofi 3.4]1 pourguoi il est intéressant d'inclure le temps dans le
processus.

L'espace des modes ed = f1;2; 3g et I'espace d'état est
E= flg [0;365] R" [ f2g [0;7] R" [ f3g [0;7] R" :

Dans chaque mode, le otest ,, (;t);u = ( + u;t+ u). Le temps de sortie
déterministet est donc donné par

t (1, ;t)=365 ;
t(m;;t)=7 pour m 2 f 2; 3g.
Décrivons maintenant les sauts du processus. Dans le mode 1, le processus saute

vers le mode 2 au taux( ) si < 365et un saut est forcé vers le mode 3 lorsque
= 365. On a ainsi :

Q (1; ;t);f(2; 0;t)g =1 si < 365;
Q (1; ;t);f(3;0;t)g =1 si =365:

Dans les modes 2 et 3, les sauts sont nécessairement déterministes i==0 et ne
se produisent que lorsque = 7. On a donc

Q (27:1):f(1; 0;)g = Q (3;7:1);f(1; O;t)g =1:
La gure .4 représente un exemple de trajectoire du processus.

On suppose que l'opérateur peut agir sur le fonctionnement de la machine en
choisissant la valeur d'un parameétrex 2 [0;1]. Par exemplex peut représenter
une charge ou une cadence imposée a la machine. Les codts ou pro ts relatifs a la
machine sont alors comme suit :

- mode 1 : la machine produit des biens dont la valeur journaliére es{Xx),
- mode 2 : en réparation, elle engendre un co(t journaligs(x),
- mode 3 : en maintenance, le colt est(x) avec raisonnablemenp(x) > q(x).

Notre but est de trouver la valeur du paramétrex qui maximise l'espérance du
béné ce total B(x) i.e. la valeur actualisée (le taux d'intérét sera noté) de la
production a laquelle on retranche les codts liés a la maintenance et a la réparation
sur une périodet; =5 années :

Bmax = sup B(x)
x2[0;1]
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Figure 1.4 Un exemple de trajectoire du modéle d'atelier de maintenance. Le
processus part du pointZ, dont le mode estm = 1 (machine en fonctionnement).
La machine peut étre envoyée a l'atelier pour réparationm{ = 2) ou maintenance
(m =3).

th
B(X) = Ewoo o e' r(lm.=ig PX)Llim,=2g AX)Lim,=3g Ot :

On étudiera cet exemple dans la sectign 3.4.1. Remarquons simplement Bie)
peut étre approché par des simulations de Monte Carlo mais qu'il serait laborieux
de résoudre le probleme d'optimisation par cette méthode. En e et, il faudrait ef-
fectuer une nouvelle série de simulations pour chaque valeur xleNotre méthode
s'a ranchira de cet obstacle.

1.2.4 Une assurance garantie de revenus

Ce modele d'assurance est adapté de [Davis, 1993, section 21.12].

Une compagnie d'assurance propose une assurance garantie de revenus en cas
d'arrét maladie prolongé qui fonctionne de la maniére suivante. Lorsqu'un arrét
maladie se prolonge au-dela d'une durge(en années), l'assuré recoit de la part de
la compagnie une indemnité déterminée a l'avance jusqu'a la reprise d'activité, la
date de n de contrat t; ou le déces de l'assuré. Ainsi, du point de vue de l'assureur,

il existe quatre situations :
I'assuré est en bonne santén(=1),
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I'assuré est en arrét maladie (durée inférieure @) et ne percoit pas encore
d'indemnité de la part de la compagnie (n¥ 2),

l'assuré est en arrét maladie (durée supérieurep et percoit des indemnités
(m =3),

I'assuré est décédé (nr 4).

Dans cet exemple, nous allons voir que le taux de saut dépend du temps depuis la
derniere transition (changement de mode) mais également du temps courant (temps
depuis le début du contrat). Comme indiqué dans la secti¢n 1.1..5, nous allons donc
inclure le temps dans la variable d'état, c'est-a-dire considérer un processus aug-
menté du temps, a n d'obtenir un PMDM qui entre dans le cadre de la dé nition
que nous avons xée dans la sectign 1.1.2.

La situation d'un assuré est modélisée par un PMDM (augmenté du temps) noté
X0 = (My; ¢;t)io ou ¢ est le temps depuis le dernier changement de mode.
L'espace d'état est

E= flg (R")*[ f2g [0;p] R* [ f3g (R")* [ f4g (R")* :

Dans chaque mode, le otest ,, (;t);u =( + u;t+ u). Ainsi, le temps de sortie
déterministet est donné par

t@t)=p ;
t(m; ;t)=+1 sim2f1,;3;4q:

Remarquons qu'on est ici dans une situation mixte ou un mode posséde une frontiere
tandis que les autres n'en ont pas.

Les transitions entre les états bonne santé (B), malade (M) et décédé (D)
se font a des taux BM (;t), MB(;t), BP(;t) et MP(;t) ol représente le
temps depuis le dernier changement d'état (ce qui permet de prendre en compte la
durée de la maladie par exemple) dtle temps depuis le début du contrat (ce qui
permet de prendre en compte |'age de I'assuré) comme indiqué sur la giire]1.5.

Remarque 1.2.2 Comme dans I'exemple précédent, le PMDM que nous décrivons
dans ce modéle d'assurance est augmenté du temps. Cependant, c'est ici une nécessité
car le taux de saut est susceptible de dépendre du temps.

Ainsi, dans le mode 1, le taux de saut estt™ + BP et lorsqu'un saut se produit,
on peut sauter du point(1; ;t) vers(2;0;t) ou vers(4;0;t) avec les probabilités
BM () .
BM () + BP(5t)

Q (L ;)2 0y =1 Q (L ;t):f(4; 0:)g =

Dans le mode 2, le taux de saut est® + MP on peut sauter vers les modes 1 ou
4. Cependant, lorsque la durée de I'arrét maladie excédeon passe immédiatement
dans le mode 3. En d'autres termes, un saut est forcé depuis tout poif&; p;t)
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Figure 1.5 Transitions entre les états dans le modéle d'assurance garantie de
revenus.

vers le point(3;0;t). Le mode 2 est le seul mode ou peuvent se produire des sauts
déterministes, c'est le seul mode dans lequelsoit ni. On a donc si <p,

OV F1 O D = Vv HA O D = "B () .
Q (2’ !t)’f(l1 O’t)g =1 Q (21 ’t)1f(4’ 01t)g - MB('t)+ MD(.t)a

etsi =p,
Q (Z;p;1):f(3; 0;)g =1:
Dans le mode 3, le taux de saut estM® + MP et on peut sauter du point

(3; ;t) vers(1;0;t) ou vers(4;0;t) avec les mémes probabilités que dans le mode
précédent :

MB(5t) .
MB(;t)+ MD(;t)'

Q (3 t)f(1;0ng =1 Q (3 ;1):f(4, 0:0)g =

Le mode 4 est un mode cimetiére, le taux de saut y est nul et le processus ne
peut en sortir.

La gure [[.6 représente un exemple de trajectoire du processus.

Dans la section 3.4]3, on cherchera & déterminer le prix d'une telle assurance
qui est donné par la valeur actualisée (le taux d'intérét sera not¢ des versements
futurs : Z,

E(l;O;O) 0 et 1fm1:39 dt :

Cette quantité correspond au co(t total de I'assurance d'un euro par an de garantie
de revenus.
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Figure 1.6 Un exemple de trajectoire du modéle d'assurance.

1.2.5 Un modéle de corrosion fourni par Astrium

Cet exemple de modele de corrosion nous a été fourni par Astrium.

Figure 1.7 Mis en service en septembre 201Q¢ Terrible est le quatrieme sous-
marin nucléaire lanceur d'engins nouvelle génération de la marine francaise.

On considére une structure en aluminium susceptible d'étre corrodée. La struc-
ture métallique fait partie d'un missile balistique stratégique pouvant étre stocké
dans un sous-marin nucléaire. Ce missile séjourne successivement dans trois envi-
ronnements qui sont plus ou moins corrosifs. La durée de stockage peut étre assez
longue et les exigences de sécurité sont tres fortes. Les contraintes mécaniques exer-
cées sur la structure dépendent de son épaisseur. Une perte d'épaisseur augmentera
ainsi le risque de rupture. On considere qu'au-dela de 0.2 mm de perte d'épais-
seur, la structure est inutilisable et doit étre remplaceée. Il est alors crucial d'étudier
I'évolution de la perte d'épaisseur de la structure au cours du temps.
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Décrivons maintenant plus en détail le modéle. Le missile est stocké dans trois
environnements successivement :
I'atelier (noté m = 1),
le sous-marin en opération en mer (s 2),
le sous-marin en cale seche (m3).

Ensuite, il retourne a l'atelier et ainsi de suite. Le missile reste dans chaque environ-
nement pendant une durée aléatoire qui suit une loi exponentielle dont le parameétre
m dépend de I'environnement. La loi de dégradation qui gouverne la perte d'épais-
seur dépend alors de I'environnement a travers deux parametres : une période de

transition déterministe ,, et un taux de corrosion aléatoire uniformément distri-
bué sur un intervalle donné, dépendant de I'ambiance. Typiquement, |'atelier et la
cale seche sont les environnements les plus corrosifs mais le temps passé en opé-
ration en mer est plus important. L'aléa sur le taux de corrosion rend compte des
petites variations et des incertitudes sur le caractere plus ou moins corrosif de chaque
environnement.

Dans chaque environnementn 2 f1;2;3g, I'évolution au cours du temps de la
perte d'épaisseud,, satisfait :

S

dn(;s) = s+ n ezm 1 (1.2.1)

Le tableau[1.] indique les valeurs des di érents paramétres.

environnement 1 environnement 2 environnement 3
m (ht) (17520)* (131400) (8760)*
m (h) 30000 200000 40000
(mm.h1) [108 ;10° ] [107 ;10° ] [108 ;10° ]

Table 1.1 Valeurs des parametres du modele de corrosion.

Initialement, la structure se trouve dans l'environnementm = 1 et la perte
d'épaisseur est nulle. On tire alors la taux de corrosiony, selon une distribution
uniforme sur lintervalle [10° ;10° ] et la date du premier changement d'environ-
nement T, qui suit une loi exponentielle de parameétre ; = (17520)' heures' .
La corrosion débute selon I'équation] (1.2.1), ainsi, pour told t Ty, la perte
d'épaisseur est;( o;t). La structure passe alors dans l'environnemenh = 2 et le
processus évolue de maniere similaire : on tire un nouveau taux de corrosignse-
lon une distribution uniforme sur[107 ;10° ], la date du second sauT, est tirée de
facon queT, T, suit une loi exponentielle de paramétre, = (131400)! heurest
etpour T, t Ty, la perte d'épaisseur est;( o; T1) + dx( 1,;t Ty) et ainsi de
suite. A chaque changement d'ambiance, un nouveau taux de corrosiorest tiré
selon une loi uniforme sur l'intervalle correspondant.

La perte d'épaisseur, quant & elle, évolue contindment. La gufe 1.8 représente un
exemple de trajectoire de la perte d'épaisseur, les ruptures de pente correspondent
aux instants de saut.
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Figure 1.8 Exemple de trajectoire de I'évolution de la perte d'épaisseur (en milli-
metres) au cours du temps (en heures). Au-dela de 0.2 mm, la structure est réputée
inutilisable.

Modélisation par PMDM

L'espace d'état E. La perte d'épaisseur est modélisée par un PMDM dont les
modes sont les di érents environnements. Soit donM = f1; 2;3g. Le PMDM
(X¢)to contiendra les composantes suivantes : le mode2 M, la perte d'épaisseur
d, le temps depuis le dernier saus (a n que le processus soit bien markovien), le
taux de corrosion (ce parametre aléatoire change aprés chaque saut) et le temips
(si on consideére le processus augmenté du te@s Remarquons qu'on a toujours
s t, on considére ainsi I'espace d'états suivant :

n [0}
E= (mds;;t)2M R* R"* [107;10°] R* telques 't

10. Les caractéristiques du processus ne dépendent pas explicitement du temps, l'inclusion du
temps dans I'espace d'état n'est donc pas une nécessité. Nous allons étudier ce modele de corrosion
a deux reprises, concernant deux problémes di érents. Dans la sectign 6.2, on pourra e ectivement
se passer de la variablé. Dans la section cependant, on verra qu'elle sera nécessaire.
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Le ot . Le otestdonné pourtoutu O par
0 1 0 1
m m
d d+ dn(;s +u) dn(;s)
( S ;U= s+ u
t t+u

ou on rappelle qued,, représente la perte d'épaisseur dans le modeet est donnée
par I'équation (1.2.1). Dans cette exemple, il n'y a pas de frontiére de l'espace d'état
pouvant provoquer un saut déterministe, on a ainsi

8x 2 E;t (x)=+ 1:

Le noyau de transition Q. Etudions maintenant les sauts du processus. Lorsque
le processus saute depuis un poirt=(m;d;s; ;t) 2 E, m devientm+1 modulo 3
(noté m+ 1[3]), d et t restent inchangéss devient 0. Seul est choisi aléatoirement
selon une loi uniforme sur un intervalld min ; max] qui dépend du nouveau mode.
On adonc pourw 2 B(E), x=(m;d;s; ;t)2 E,etu O,

0 1 0 1
m m

d d+ dn(;s +U) dn(;s)
Qw (B s ;u) = Qw s+ U
t t+ u

0
m + 1[3]
1 Z d+ dn(;s +u) dn(;9)
= w 0 d+ (1.2.2)
max min min -
t+ u

On étudiera cet exemple dans les sections 314.2, ou on estimera la perte d'épais-
seur moyenne dans l'environnement 2, gt 6.2, ou on s'intéressera aux moments et a
la loi du temps de dépassement du seuil critique de 0.2 mm de perte d'épaisseur.

Nous avons présenté un assez large éventail d'exemples qui sont représentatifs
de la diversité des situations que l'on peut rencontrer lorsqu'on étudie les PMDM.
Signalons par exemple que nous disposons d'un modéle dans lequel les caractéris-
tiques dépendent du temps (le taux de saut dans le modéle d'assurance). De plus,
nous observons que certains modes sont complétement déterministes (les modes 2 et
3 du modele d'atelier, le mode 4 du modele d'assurance) : le taux de saut y est nul
et le noyau de transition dégénéré. En n, une des caractéristiques importantes des
PMDM est I'éventuelle présence de frontieres de I'espace d'état qui engendrent des
sauts déterministes. Remarquons que, sur ce point, les exemples ci-dessus couvrent
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les di érents cas possibles. Dans le modéle d'atelier de maintenance, il y a des fron-
tieres dans tous les modes (test toujours ni). Dans le modele de corrosion, il n'y

a pas de frontiere, les durées inter-sauts suivent alors des lois absolument continues
par rapport a la mesure de Lebesgue (lois exponentielles en l'occurence). Ceci cor-
respond a la situation dans laquelle = + 1 dans tout I'espace d'état. Dans le
modeéle d'assurance en n, la situation est mixte, il y a une frontiere dans le mode 2
(t y est ni) mais pas dans les autres modes (ty est in ni).

Ceci conclut notre présentation des PMDM. Nous nous tournons a présent vers
I'aspect numérique et discutons des approches spéci ques au PMDM.

1.3 Méthodes numériques pour les PMDM

Dans la préface de [Davis, 1993], Davis note que it is hard to deny that the
Stochastic Di erential Equation model has received more than its fair share of at-
tention. Il est vrai en e et que la plupart des méthodes numériques développées pour
les processus markoviens le sont dans le cadre des processus de di usions et sont en
général di ciles a transposer au cas des PMDM. Donnons deux exemples représen-
tatifs. 1l est souvent e cace d'approcher un processus de di usion par un processus
discrétisé en temps avec un pas uniforme (c'est par exemple le principe d'une ap-
proximation par schéma d'Euler). Cette approche ne convient pas aux PMDM. En
e et, ceux-ci sont discontinus en des instants aléatoires. De plus, entre ces instants
de saut, le processus est parfaitement déterministe voire explicite dans certaines ap-
plications. Dans ces conditions, la discrétisation a pas de temps constant du PMDM
apparait comme mal adaptée. Notre deuxieme exemple concerne le générateur in-
nitésimal du processus. Celui du PMDM, décrit dans|[Davis, 1993, section 26],
contient un terme intégral qui dépend notamment de la géométrie du domaine et
qui n'a pas d'équivalent dans le cas des processus de di usion. Ainsi, les techniques
numériques reposant sur la forme particuliere du générateur in nitésimal d'une dif-
fusion ne sont pas adaptables au cas des PMDM (voir parfie [lll). En conclusion, il
apparait nécessaire de développer des méthodes numériques spéci ques aux PMDM.
Certains travaux existants vont déja dans ce sens.

Dans [Cocozza-Thivent et al., 2006, Eymard et al., 2008], les auteurs s'intéres-
sent a la discrétisation des équations de Chapman-Kolmogorov. lls obtiennent ainsi
une approximation pour l'espérance d'une fonctionnelle du PMDM en résolvant les
éqguations par des méthodes de volumes nis. Malheureusement, leur méthode n'au-
torise pas de saut du processus a la frontiere. Dans [Davis, 1993], Davis montre que
certaines espérances de fonctionnelles de PMDM (que nous étudierons dans la par-
tie [l] satisfont un systéme d'équations integro-di érentielles ouvrant ainsi la voie
a des techniques numériques, voie qui est empruntée par K. Gonzalez dans sa these
[Gonzalez, 2010]. Elle y développe en détail une méthode numérique basée sur la ré-
solution de ce systéme d'équations. Elle appliqgue sa méthode a un exemple industriel
concret qui constitue un cas test souvent cité dans la littérature car représentatif de
I'industrie gaziére et pétroliere.
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L'approche développée dan$ [de Saporta et al., 2010] pour résoudre numeérique-
ment le probleme d'arrét optimal est complétement di érente et exploite la struc-
ture spéci que des PMDM. Les auteurs commencent par interpréter les équations
de programmation dynamique de [Gugerli, 1986] en fonction de la chaine de Markov
(Zn; Sh)non SOus-jacente au PMDM. Ensuite, ils discrétisent cette chaine de Markov
a l'aide d'une méthode nomméguanti cation, que nous décrirons dans la section
suivante, en un processus a espace d'état ni. Sous des hypothéses de continuité Lip-
schitz, ils obtiennent la convergence de I'approximation. C'est cette idée qui guidera
les méthodes numériques présentées dans cette these :

1. interpréter nos di érents problemes en fonction d'une chaine de Markov a
temps discret, sous-jacente au PMDM,

2. approcher cette chaine de Markov par quanti cation.

L'utilisation de la chaine de Markov sous-jacentéZ,; Sy)non remplace en quelque
sorte I'étape de discrétisation a pas régulier dans le cas des équations di érentielles
stochastiques dans le sens ou elle permet de se ramener a I'étude d'une chaine de
Markov a temps discret. Elle apparait particulierement bien adaptée dans le cas des
PMDM puisqu'elle n'induit aucune perte d'information. Nous avons en e et déja
remarqué que cette chaine discréte contient tout I'aléa du processus continu. Dans
la section suivante, nous décrivons le principe de la méthode de quanti cation.

1.4 Quanti cation

Les méthodes de quanti cation se sont développées au cours des vingt derniéres
années dans le domaine des probabilités numériques en vue d'applications en -
nance (voir par exemple|[Pagés, 1998] qui a ouvert la voie a ce type de méthodes
mais également|[Bally and Pagés, 2003, Bally et al., 2005, Pagés et al., 2004] et le
site www.quantize.maths- .com). L'objectif de la quanti cation est d'approcher au
mieux (dans un sens dé ni plus bas) une variable aléatoire a espace d'état continu
par une variable aléatoire a espace d'état ni c'est-a-dire de trouver une discrétisa-
tion optimale de I'espace d'état.

Plus précisément, la quanti cation d'une variable aléatoireX consiste en la
recherche d'une grille nie de l'espace d'état telle que la projectioX de X sur
cette grille minimise une normeL.? de l'erreur X X . Par exemple, une telle grille
aura plus de points dans les zones de forte densité. Ainsi qu'il est expliqué dans
[Pagés et al., 2004, section 3], sous certaines hypothéses de continuité Lipschitz, on
peut obtenir des bornes pour la vitesse de convergence de fonctionnelles de la variable
guanti ée vers la variable originale, ce qui rend cette technique particulierement
intéressante. Dans la suite de cette section, nous donnerons quelques détails supplé-
mentaires sur les méthodes de quanti cation. Pour une présentation plus compléte,
nous renvoyons & [Gray and Neuho, 1998] ou [Pages et al., 2004] par exemple.
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1.4.1 Quanti cation d'une variable aléatoire

ConsidéronsX une variable aléatoire & valeurs danf® telle que kX k, < 1
pour un certainp 1 et xons un entier. La quanti cation LP-optimale de la
variable aléatoireX consiste en la recherche de la meilleure approximation, au sens
de la normelLP, de X par un variable aléatoire X prenant au plus valeurs :

1. Trouver une grille nie R avec = fx1:::;x 0.

2. PoserX = X avecX = proj (X) et ou proj est la projection au plus
proche voisin sur pour la normep correspondante.

Figure 1.9 Grille de quanti cation de 200 points associée a une variable aléatoire
gaussienne centrée réduite en dimension 2.

La gure [[.9 représente un exemple de grille de quanti cation optimale pour une
variable aléatoire gaussienne centrée réduite en dimension 2. On observe une concen-
tration des points dans la zone centrale qui est de plus forte densité. Une telle grille,
adaptée a la loi deX, fournit une meilleure approximation qu'une discrétisation
réguliere.

Les propriétés asymptotiques de la quanti cation sont données par le théoréme
de Zador (voir par exemple[[Pages et al., 2004]) :
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Théoréme 1.4.1 Si E[jXjP* ]< +1 pour un certain > 0 alors on a

z 1+p=d
lim p:djnjjin kX X Kb = Jpa  jhj P (u)du ;

ou la loi de X estPx(du) = h(u) 4(du)+ avec ? 4, Jpq UNe constante et 4
la mesure de Lebesgue s&®Y.

Remarguons queX doit avoir des moments jusqu'a l'ordrep+ pour assurer
la convergence ci-dessus. L'algorithme que nous utilisons pour obtenir la grille de
guanti cation optimale est de type gradient stochastique, il s'agit de I'algorithme
Competitive Learning Vector Quantizationdécrit dans [Bally and Pagés, 2003, sec-
tion 3]. Du théoreme ci-dessus, on retiendra principalement que

)

ou est le nombre de points dans la grille de quanti cation et est la dimension
du vecteur aléatoireX . Dans les applications numériques, nous comparerons cette
vitesse de convergence théorique avec les vitesses empiriques que nous observerons

dans les sectiong 3.4.2, 3.4[3, B.1[et]6.2.

Q-

kX X k= O

1.4.2 Quanti cation d'une chaine de Markov

Il existe une procédure similaire pour la quanti cation optimale d'une chaine
de Markov (X)1k N OUN est un entier xé nommeéhorizon de calcul. Deux ap-
proches sont possibles. La premiere est appeféarginal quantization. Elle consiste
en la quanti cation & chaque tempsk de la variable aléatoireXy, les probabilités
de transition étant ensuite estimées par des simulations de Monte-Carlo. La se-
conde approche, nomméMlarkovian quantization permet de conserver la propriété
de Markov. Dans tous les cas, la chaine obtenue n'est pas homogene. Ces deux mé-
thodes sont décrites en détails dans [Pages et al., 2004, section 3]. Nous utiliserons
I'approche marginal quantization pour des raisons de simplicité et parce qu'il est
expliqgué dans|[Pagés et al., 2004, section 3] qu'elle semble donner de meilleurs ré-
sultats numériques.

L'algorithme de quanti cation du processus aléatoire(Xy)ox n fournit donc
pour chaque pas de temp® k N une grille nie ¢ de l'espace d'état deXy
ainsi que des matrices de transition@k)()k n 1 de yvers y.i.Soitp ltel que
pour tout K N, X« a des moments nis au moins jusqu'a l'ordrep et soit proj ,
la projection au plus proche voisin sur . Le processus quanti §X)xn prend des
valeurs pour chaquek dans la grille nie et est déni pourtout 0 k N par

Xk = proj , (Xg): (1.4.1)

En pratigue, on e ectuera le calcul des grilles de quanti cation qui nécessite
simplement de savoir simuler le processus. Cette étape peut étre assez longue en
terme de temps de calculs, surtout lorsque le nombre de points dans les grilles
est important. De plus, le temps de calcul des grilles est proportionnel a I'horizon
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de calculN. Cependant, les grilles ne sont calculées qu'une fois pour toutes, elles
peuvent étre stockées et réutilisées. En e et, les grilles de quanti cation ne dépendent
gue de la dynamique du processus. On peut donc utiliser les mémes grilles pour
di érents schémas d'approximation portant sur le méme processus. Par ailleurs, ces
schémas d'approximation sont en général peu colteux en temps car le processus
guanti é est a espace d'état ni. Par exemple, un calcul d'espérance ou d'espérance
conditionnelle pour le processus quanti &€ n'est rien de plus qu'une somme nie.
Ainsi, toute la complexité du calcul réside dans le calcul des grilles de quanti cation
qui peut s'e ectuer de maniere préliminaire. Il en résulte une grande exibilité dans
l'utilisation des méthodes numériques basées sur la quanti cation qui constitue un
avantage important par rapport a des méthodes de Monte-Carlo par exemple. Cette
exibilité sera notamment illustrée a la sectior] 3.4J1. Nous y résoudrons le probléme
d'optimisation déja décrit dans la sectiorf 1.2]3 pour lequel nous avons remarqué
gu'une résolution par simulations de Monte Carlo serait tres laborieuse. Signalons
également que dans la partig 1)1, dédiée a I'étude d'un temps de sortie, les mémes
grilles nous permettront d'approcher a la fois la distribution et les moments de ce
temps de sortie.

1.5 Contribution de la thése

L'objectif de cette these est de développer de nouvelles méthodes numériques
adaptées aux PMDM. Par développement de méthodes numériques , nous enten-
dons :

développement de résultats théoriques spéci ques nécessaires a la mise en place
d'un schéma d'approximation original,

description précise du schéma numérique,

preuve et analyse ne de la convergence (vitesse de convergence),
programmation e ective de notre méthode dans le cadre d'exemples acadé-
miques et d'applications réelles (notamment le modeéle fourni par Astrium),
analyse des résultats numériques (comparaison avec la méthode de Monte
Carlo, étude empirique de la convergence).

Nous nous intéressons a trois problémes que nous traitons respectivement dans
les trois prochaines parties. Ces trois probléemes sont : (i) I'approximation d'espé-
rance de fonctionnelles du PMDM, (ii) I'approximation de la loi et des moments d'un
temps de sortie et (iii) I'arrét optimal partiellement observé. Dans chacun des cas,
notre approche numérique sera basée sur la quanti cation d'une chaine de Markov
a temps discret sous-jacente au PMDM.

Partie 1l.  Tout d'abord, nous abordons la question de I'approximation de fonc-
tionnelles du PMDM (X);o de la forme suivante :
2 3

4Z ™ X 5
+
E o (X¢)dt - C(XTj )ix r 2@
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ou | et c représentent deux fonctions dites de codt. Nous avons déja mentionné
une possible approche par résolution d'un systéme d'équations di érentielles (voir
[Davis, 1993, section 32] ef [Gonzalez, 2010]). Notre approche est trés di érente et
s'appuie sur I'exploitation de la structure a temps discret sous-jacente, conformément
aux idées développées daris [de Saporta et al., 2010]. Notre principale contribution
dans cette partie est alors I'extension de la méthode, d'une part a des fonctionnelles
dépendantes du temps,

ZZT 3

o\
N
E4 1Xgtdt+ o Tl 2e8®;
=1 J

et d'autre part, a des fonctionnelles a horizon de temps déterministe2 R* (plutét
gu'a horizon de temps donné par un temps de saut),

Z ts X
E [(X¢; t)dt + X7 T)lix _ 208 :
0 Tt ! i
Partie Il Dans la troisieme partie, nous étudierons les temps de sortie du

PMDM. Nous développons des méthodes numériques pour approcher les moments
et la distribution d'un temps de sortie noté , c'est-a-dire pourj 2 Nets2 R, les
quantités h i

E | etP( >s):

A nouveau, nous utilisons la quanti cation d'une chaine de Markov a temps discret
sous-jacente au PMDM. Cependant, dans cette partie, en raison de la non-continuité
Lipschitz de certains opérateurs, la convergence du schéma n'est plus aussi directe.
Nous parvenons malgré tout a l'obtenir (ainsi qu'une vitesse dans le cas des mo-
ments) grace a des arguments plus ns concernant l'algorithme de quanti cation.

Partie IV. En n, le dernier probleme que nous abordons est celui de l'arrét opti-
mal partiellement observé. Pour ce faire, nous nous appuyons sur [Gugerli, 1986] et
[de Saporta et al., 2010] qui étudient respectivement l'arrét optimal complétement
observé du point de vue théorique et numérique. Nous supposons que les temps de
sauts sont parfaitement observés mais que les positions aprés un saut sont observées
au travers d'un bruit. L'opérateur n'a donc pas acces au process@8);o Mmais
seulement a un processu¥:)io appeléprocessus observé. 'information disponible

pour la prise de décision n'est donc pas la Itration engendrée par le processus ori-
ginal (X{);o mais seulement celle engendrée pfY,);o dite Itration observée et
notée(F\ )0 . On s'intéresse alors au probléme d'arrét optimal partiellement observé

sup E[o(X )5

ou g est une fonction dite de colt et estun(F/ )i, -temps d'arrét i.e. un temps
d'arrét par rapport a la Itration observée.
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Pour étudier ce probleme, nous introduisons, pour tolk 2 N, le Itre | corres-
pondant a la loi de la position aprés le sauZ, conditionnellement a l'information
disponible au temps de sauiy i.e. F}(k. Le Itrage, dans le cas particulier des PMDM
n'‘ayant pas encore, a notre connaissance, été étudié, nous commencons par établir
une formule de récurrence satisfaite par la suite des Itres. Nous donnons ensuite
I'équation de programmation dynamique du probléme d'arrét optimal. Finalement,
grace a la quanti cation du ltre, nous décrivons des méthodes numériques pour
approcher la fonction de valeur du probleme d'arrét optimal partiellement observé
mais également pour construire un temps d'arrétoptimal.

Chacune de nos méthodes est illustrée par des exemples numériques. Par ailleurs,
concernant les hypothéses que nous formulerons par la suite, nous avons cherché a
les choisir de facon a ce qu'elles ne soient pas restrictives vis-a-vis des applications.
Certaines trouvent leur justi cation dans l'ouvrage de M.H.A. Davis [[Davis, 1993].

Les autres ont été mises a I'épreuve, d'une part, par des échanges avec les ingénieurs
d'Astrium (notamment Charles Elegbede) qui sont en mesure de nous renseigner
guant a leur caractere réaliste dans les applications réelles et d'autre part, au tra-
vers des di érents exemples que nous avons présentés dans la seftign 1.2 et que nous
considérons comme représentatifs.
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Introduction

Dans cette partie, nous proposons une méthode numérique permettant d'appro-
cher des espérances de fonctionnelles d'un Processus Markovien Déterministe par
Morceaux. Notre méthode s'appuie sur la quanti cation d'une chaine de Markov a
temps discret sous-jacente au processus a temps continu. Nous prouvons la conver-
gence de notre approximation en précisant la vitesse de convergence. Trois exemples
viennent illustrer notre discussion.

Cette partie est adaptée de l'articleNumerical method for expectations of piecewise-
deterministic Markov processe$Brandejsky et al., 2012] paru dans la revue électro-
nigue Communications in Applied Mathematics and Computational Science (CAM-
CoS)

Plus précisément, nous cherchons a approcher des espérances de la forme suivante

22-|- 3

N X
Ex4 o I(X¢)dt + C(XTj )1ix . 2@E° ;
i=1 j
ou (Xt),, estun PMDM, oul et c sont des fonctions a valeurs reelles, bornées et ou
@ Eest la frontiere de I'espace d'étakE . De telles espérances interviennent en général
en tant que fonctions de colt ou de récompense au sein de problémes d'optimi-
sation. On nomme le premier termeso(t instantané et le secondcodt de saut a la
frontiere. Dans le cadre de la théorie du contrble, on parle parfois delt d'inter-
vention pour désigner le deuxieme terme. M.H.A. Davis montre, dans [Davis, 1993,
chapitre 3], que la forme ci-dessus est assez générale dans le sens ou elle contient de
nombreuses fonctionnelles de natures apparemment di érentes comme par exemple
I'espérance d'un temps de sortie, d'un temps de séjour ou encore pour 0 xe,
la loi de X, (i.e. Ex[1¢(X{)] ou F est un ensemble mesurable). Dans le domaine de
la abilité, on peut également s'intéresser a de telles espérances pour calculer par
exemple des probabilités d'évenements redoutés ou la valeur moyenne d'une durée
de service d'un composant.

Etonnamment, il existe assez peu de travaux dans la littérature consacrés au
calcul de telles espérances par d'autres moyens que des simulations de Monte-
Carlo. M.H.A. Davis a montré que ces espérances satisfont des équations integro-
di érentielles. Cependant, ces systemes d'équations aux dérivées partielles sont assez
inhabituels. 1l s'agit en e et d'équations de transport a vitesse non constante, cou-
plées par les conditions aux frontieres et par un terme intégral faisant intervenir
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un noyau qui dépend du processus stochastique sous-jacent. La résolution numé-
rique de telles équations dépend fortement du probléme considéré et de sa géome-
trie car chacune d'entre elles doit étre résolue sur un domaine di érent. Malgré
tout, dans sa thése, K. Gonzalez [Gonzalez, 2010] met en oeuvre cette méthode
dans un cas-test de la littérature a n d'approcher des probabilités d'évenements re-
doutés. Une approche similaire a celle de Davis a été développée récemment dans
[Cocozza-Thivent et al., 2006, Eymard et al., 2008]. Elle est basée sur la discrétisa-
tion des équations de Chapman-Kolmogorov satisfaites par la loi ¢X:),, . Les
auteurs proposent alors une approximations des espérances grace a des méthodes de
volumes nis. Malheureusement, leur méthode n'autorise pas de saut a la frontiéere.
Notre approche, complétement di érente, ne repose sur aucune équation di éren-
tielle mais plutdt sur le fait qu'une telle espérance peut étre obtenue en itérant un
opérateur intégral notéG”. Cet opérateur ne fait intervenir que la chaine de Mar-
kov sous-jacentdZ,,; Sy)non €t des espérances conditionnelles. Il est alors naturel de
suivre l'idée développée dans [de Saporta et al., 2010] et de proposer une méthode
numeérique basée sur la quanti cation de cette chaine de Markov.

Dans cette partie, nous développons une méthode numeérique pour calculer des
espérances de la forme ci-dessus lorsque les fonctions de tditc satisfont des
conditions de continuité Lipschitz. Nous rappelons tout d'abord les résultats de
M.H.A. Davis selon lesquels I'espérance peut étre obtenue en itérant un opérateur
noté G”. Ensuite, nous exprimons 'opérateuG” en fonction de la chaine de Markov
sous-jacentdZ; Sy)n2n €t la remplagons par son approximation quanti ée. De plus,

a n de prouver la convergence de notre algorithme, nous remplacons la fonction indi-
catrice 1 2@ dans la fonctionnelle par une approximation lipschitzienne. Nous

J
obtenons alors des bornes pour la vitesse de convergence. Dans un deuxiéme temps,
et c'est notre principale contribution, nous traitons ensuite deux aspects importants
qui n'avaient pas été abordés dans [de Saporta et al., 2010].

Le premier aspect consiste a autoriseret | a dépendre du temps, tout en restant

lipschitziennes, si bien que nous pouvons alors approcher des espérances de la forme
2, . 2 3
E, 4 o |(Xt;t)dt + C(XTJ. ;Tj )1fx . 2@595 .
j=1 j

Cette généralisation est importante du point de vue des applications. Par exemple,
elle autorise des fonctions de coldctualiséescommel(x;t) = e! I(x) et c(x;t) =
e' c(x) ou représente un taux d'intérét. Pour calculer I'espérance ci-dessus, notre
stratégie consiste a considérer, ainsi que le suggére M.H.A. Davis, le processus aug-
menté du tempsX; = (X;t) que nous avons décrit a la secti.5. Il est alors
naturel, pour aborder le probléme dépendant du temps, d'appliquer notre précédent
schéma numérique au processus augmenté du teniks):o . Cependant, il n'est pas
du tout évident que les hypothéses nécessaires a notre méthode numérique seront
encore valides pour ce nouveau PMDNK )0 .

La seconde importante généralisation est celle du cas d'un horizon de temps
déterministe. En e et, il semble crucial du point de vue des applications de pouvoir
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approcher des espérances de la forme

th X
E, . [(X; t)dt + c(XTJ_ ;T ) Lix . 20@Eg

Tt !

pour un t; > 0 xé indépendamment du nombre de sauts qui se produiront avant
cette date déterministe. Pour calculer cette quantité, nous commencgons pas choisir
un nombreN 2 N tel que P (Ty <t¢) soit proche de zéro si bien que l'espérance
précédente est approchée par

ZZT 3

X
N
Ex4 o XeDlee gdt+  e(Xy STl 2@el; (g0

j:l ]

A premiere vue, cette fonctionnelle est de la forme précédente. Cependant, souvenons-
Nnous que nous avions eu recours a des hypothéses de continuité Lipschitz des fonc-
tions de colt. Une application directe des résultats précédents est alors rendue im-
possible par les fonctions indicatrice$; ; | 3. Nous traitons ces fonctions indicatrices

de deux maniéres. D'une part, nous prouvons que I'hypothése de régularité sur le
codt instantané peut étre relachée et que notre algorithme converge en dépit de la
discontinuité. D'autre part, ce raisonnement ne pouvant s'appliquer au terme de
saut, nous bornons la deuxieme fonction indicatrice entre deux approximations lip-
schitziennes. Ceci fournit des bornes pour l'espérance de la fonctionnelle a horizon
déterministe.

Un avantage important de notre méthode réside dans sa exibilité. En e et, ainsi
gu'il est noté dans [Bally and Pages, 2003], une méthode basée sur la quanti cation
est obstacle free ce qui signi e, dans notre cas, qu'elle fournit, une fois pour toute,
une discrétisation du processus indépendamment des fonctions de dagitc puisque
les grilles de quanti cation ne dépendent que de la dynamique du processus. Elles
ne sont calculées qu'une fois, peuvent étre stockées et servir plusieurs ns. Une fois
gu'elles ont été obtenues, nous pouvons aisément et rapidement approcher une autre
espérance. Cette exibilité est un avantage important par rapport a une méthode de
Monte-Carlo standard ou nous aurions a refaire le calcul intégralement pour chaque
espérance. Nous illustrons cet argument dans la section|3.4 ou nous résolvons aisé-
ment un probléme d'optimisation dont la résolution par la méthode de Monte-Carlo
aurait été laborieuse.

Le plan de cette partie est le suivant. Dans le chapitfd 2, aprés avoir introduit des
dé nitions et énoncé nos hypothéses (secti¢n 2.1), nous introduisons la méthode de
calcul récursif de I'espérance (sectign 2.2). Nous développons ensuite (se¢tign 2.4) le
schéma d'approximation numérique dont nous prouvons la convergence et bornons
la vitesse de convergence. Notre principale contribution se trouve dans le chapitre 3
dans lequel nous étudions le processus augmenté du temps (se¢tion 3.1) pour ensuite
présenter les généralisations aux cas de fonctions de colt dépendantes du temps
(section[3.2) et de I'horizon de temps déterministe (sectin 3.3). En n, nos résultats
sont illustrés par trois exemples dans la sectign 3.4.
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Chapitre 2

Approximation d'espérances de
fonctionnelles d'un PMDM

Dans ce chapitre, nous commencons par dé nir le cadre de notre étude en intro-
duisant nos hypotheses. Nous rappelons ensuite que I'espérance qui nous intéresse
peut étre obtenue de facon récursive par itération d'un opératel®” (formulation
due a[Davis, 1993]). En n, nous décrivons notre schéma d'approximation dont nous
prouvons la convergence a l'aide de la continuité Lipschitz de l'opérate@”* que
nous établissons également.

2.1 Deé nitions et hypotheses

Pour la dé nition des PMDM, ainsi que pour certaines notations, on renvoie a la
section[1.1. Nous introduisons maintenant les dé nitions et hypothéses spéci ques
a ce chapitre. Nous avons déja annoncé que I'hypothése de continuité Lipschitz des
fonctions de colt jouera un réle crucial dans la preuve de convergence de notre
schéma numérique. Nous introduisons donc des espaces de fonctions qui seront dites
lipschitziennes le long du ot.

Dé nition 2.1.1  On note L.(E) I'ensemble des fonctionsv 2 B(E) qui sont lip-
schitziennes le long du ot i.e. les fonctions a valeurs réelles, bornées, mesurables,
dé nies sur E et qui satisfont les conditions suivantes :

Pour tout x 2 E, w((x; )) : [0;t (X)[! R estcontinue,limu () W( (X;1))

existe et est notéav (x;t (X)) ,
il existe [W]f 2 R* tel que pour tousx;y 2 E ett 2 [0;t (X) * t (y)], on ait :

w(gt)  w((y; ) WITix yj;

il existe [w]5 2 R* tel que pour tousx 2 E ett;u 2 [0;t (x)], on ait :
w(;t)  w(u) Wisjt  uj;

il existe [W]F 2 R* tel que pour tousx;y 2 E, on ait :

wieet () w(ly;t o) WIEix i
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On note aussiL .(@ B I'ensemble des fonctions a valeurs réelles, bornées, mesurables,
dé nies sur @Equi satisfont la condition suivante :
il existe [W]@E2 R* tel que pour tousx;y 2 E, on ait

Wt () w(yst (i W% i

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité, on notera[w], au lieu de [w]F pour i 2
f1; 2; g et [w] au lieu de[w]@E

Dans la dé nition ci-dessus, nous avons utilisé le ot généralisé dé ni par I'équa-
tion (L.1.4). Par exemple, la dé nition de[w], est équivalente a la suivante : pour
tout m 2 M, il existe [wy]1 2 R* tel que pour tous ; °2 E, ett 2 [0;t (m; )~
t (m; 9], on ait :

Win( m(5t)) Wn( m( O;t))] [Wmn]aj q:

On pose alordw]; = max mam [Wm]1-

Dans le chapitrg B, lorsque nous nous tournerons vers des espérances de fonction-
nelles dépendant du temps, nous aurons besoin d'une notion de continuité Lipschitz
le long du ot plus faible que la précédente. Ainsi, au lieu d'étre globalement lipschit-
ziennes le long du ot jusqu'ert , les fonctions de I'espack."(E), dé ni ci-aprés, ne
sont que localement lipschitzienne le long du ot au sens ou elle ne sont lipschitzienne
gue jusqu'enu”™t .

Dé nition 2.1.2  Pour tout u 0, on noteL."(E) I'ensemble des fonctionsv 2
B (E) lipschitziennes le long du ot jusqu'a l'instantu i.e. les fonctions a valeurs
réelles, bornées, mesurables, dé nies skr et qui satisfont les conditions suivantes :
Pour tout x 2 E, w((X; )) :[0;t (X) » u[! R est continue et sit (x) u,
alorslimy; o9 W((x;t)) existe et est notéav (x;t (X)) ,
il existe W]5" 2 R* tel que pour tousx;y 2 E ett 2 [0;t (x) At (y)” u], on
ait :
WD) wlyt)i WYX i
il existe [w]5" 2 R* tel que pour tousx 2 E et t;t°2 [0;t (x) ~ u], on ait :

west)  w(eet 9 Wzttt

il existe [w]F¥ 2 R* tel que pour tousx;y 2 E,sit (xX) wuett(y) u, on
ait :
wieat () wllyst )i WSx i
Remarquons que pour toutd  u  u® onalL;(E) LGM(E) avec[w]™
-1 0 . .
[W]F" oui 2f1;2; g.Deplus, pourtoutu 0,L.(E) L(E)avecw]™ [w]F
oui 2 f 1;2; g. Par ailleurs, la continuité Lipschitz (locale ou non) le long du ot est
une notion plus forte que la continuité Lipschitz usuelle. En e et, soitv une fonction
localement lipschitzienne le long du ot jusqu'a l'instantu  Oi.e.w 2 L."(E), pour
tousx,y2 E,ona

W) wy)i = w( 0)  w((y; 0)i  WIr“ix i
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En résumé, on a les implications suivantes :

w lipschitzienne le long du ot
+

w localement lipschitzienne le long du ot
+

w lipschitzienne

Les implications réciproques sont, en général, fausses. En e et, dans I'exemple
suivant, w est lipschitzienne au sens classique mais pas le long du ot (ni méme
localement).

Exemple Pour exgiber un contre-exemple, on souhaite ici considérer un ot de la

forme (x;t) ! x+ t an dexploiter la non continuité Lipschitz ent = 0 mais,

cette fonction ne véri e pas la propriété de semi-groupe. On a alors recours a une

seconde variable d'étas qui indique le temps depuis lequel le processus parcourt

e ectivement le ot sans sauter. On pose don& =[0;1] [O;1]et on dé nitle ot
surE  R" par

I !
X x+pt+s ps )

s D= t+s

(

La fonction w(x;s) = x est bien une fonction deB (E), lipschitzienne de constante
[w] = 1 mais n'est pas localement lipschitzienne le long du ot, elle n'est dahs"(E)

pour aucune valeur dei. En e et, on a
! !

w5 w X o=t

gu'on ne peut borner parConstante jt t9 sur aucun intervalle[O;ul].

Cependant, remarquons en n que sous des hypothéses de continuité Lipschitz
(respectivement Lipschitz locale) au sens classique sur le otet le temps de sor-
tie déterministet , on a les implications réciproques (respectivement seulement la
deuxieme implication réciproque).

Les hypotheses spéci ques a cette partie sont alors les suivantes.

Hypothése 1.1 Le taux de saut est borné et il existd ] ;1 2 R tel que pour tous
X;y2Eett2[0;t (x) "t (y)], on ait :

J((x1) ((y; D) [1ax Vi

Hypothése 1.2 Le temps de sortie déterministe d&, noté t , est borné et lip-
schitzien surE. En d'autres termes, il existeC, , [t ] 2 R* telles que, pour toux,
y2E:

0 t(x) GCi;
tx t@) [tlx vy:
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Puisque le temps de sortie déterministe est borné parC; , on peut remarquer
queLM(E) = Lc(E) lorsqueu C; .

Le temps de sortie déterministé n'est pas toujours naturellement borné comme
nous avons pu le constater dans les exemples décrits dans la se¢tion 1.2. Cependant,
nous allons voir qu'en général, dans le cadre d'applications pratiques, ceci n'est pas
un obstacle a la mise en place d'un schéma numérique. En e et, dans la plupart des
applications, les propriétés physiques du systeme assurent quest borné (voir les
exemples présentés dans les sectipns 1.2.P et 1.2.3) ou bien que le probléme possede
naturellement un horizon de temps déterministe ni (date de n de contrat dans le
modéle d'assurance de la sectipn 1.P.4 ou seuil critique de 0.2 mm dans le modéle de
corrosion de la sectiofi 1.2]5). Dans ce dernier cas, on ne perd pas en généralité en
considérant quea est borné par cet horizon déterministé . Ceci conduit a remplacer
C; part;. On présente un exemple d'une telle situation dans la sectipn 3}4.2 au sein
de laquelle on développe le modeéle de corrosion introduit dans la secfion 1.2.5.

Hypothése 11.3 Le noyau de transition markovienQ est Lipschitz dans le sens
suivant : il existe [Q] 2 R* tel que pour toutu O et pour toute fonctionw 2
L:Y(E), on ait

1. pour tousx;y 2 E ett 2 [O;t (X) Mt (y) " uf,
QW((Gt)  Qw((y:t)i  [QIWE“jx Vi
2. pour tousx;y 2 E tel quet (x) _t (y) u,

QW it (9)  Qw((yit ()i [QI W +[wlf™ jx i

L'hypothese[I1.3 ci-dessus est Iégérement plus restrictive que sa contrepartie dans
[de Saporta et al., 2010] (hypothese 2.5) a cause de l'introduction de I'esphg&(E)
(a la place deL.(E) qui contient moins de fonctions qué.."(E)). Ceci nous permet-
tra de montrer que le processus augmenté du temps satisfait une hypothése similaire

(voir section[3.7).

2.2 Formulation récursive de l'espérance

Désormais, on suppose que le processus part du poi2 E xé i.e. Zg = X p.S.
Pour tout N 2 N xé, on cherche a approcher numériquement la quantité

ZZT 3

N X
In(e)(x) = Ex4 . |(X¢)dt + C(XTj Mix 2@Eg° ; (2.2.1)
j:]_ ]

oul 2 B(E), c 2 B(@B et X; estla limite a gauche deX;. Ainsi, X; =

J
(Z j1,;S)) est la position avant lej -eme saut. Puisque les saut a la frontiere se
produisent exactement aux temps de sortie déterministe de, on a

22-|- 3

N X
In(ic)(x) = Ex4 . IXdt+ ¢ (Z 1t (Zj1) Lis;=t @1 )9°:
i=1



2.2. FORMULATION RECURSIVE DE L'ESPERANCE 53

Dans de nombreuses applicationdy (I; c)(x) apparait comme une fonction de codt
oude récompense (voir par exemple les applications présentées dans la se¢tioh 3.4).
Le premier terme, qui dépend de, est appelé le colt instantané et le second, qui
dépend dec, est le colt de saut a la frontiére.

Dans le reste de ce chapitre, on cherche une formulation de I'espérance ci-dessus
qui nous permettra de mettre en place une méthode d'approximation numérique.
La propriété de continuité Lipschitz sera un élément crucial pour prouver la conver-
gence de notre schéma numérique. Pour cette raison, la premiére étape consiste a
remplacer la fonction indicatrice dely (I; c)(x) par une fonction lipschitzienne. Nous
présenterons alors une formule de récurrence fournissant I'espérance souhaitée. Cette
formulation récursive sera le point de départ de notre méthode numérique.

2.2.1 Continuité Lipschitz des fonctions de co(t

On introduit une hypothese de régularité Lipschitz sur les fonctions de colit
et c.

Hypotheése 11.4 On suppose qué2 L.(E) etc2 L. (@B.

De plus, nous remplacons la fonction indicatrice dank (I; c)(x) par une fonc-
tion lipschitzienne notée #, avec A > 0. La fonction # est une approximation
triangulaire de cette fonction indicatrice, représentée sur la gure 3.1, et dé nie sur
E R par

; At (t® 1) pourt 2 [t (x) &t (X)];
Axt) = s At (t()+ ) pourt2 [t (it (x)+ Al
-0 sinon:

Pour tout x 2 E, lafonctiont! A(x;t) tend verst! 1g g lorsqueA tend
vers I'in ni. On pose alors

ZZT 3

N X
JAe)x) = Ex4 . I(X)dt+ ¢ (Zj1:t(Zj1) "(Zj1:5)5;
j=1

La proposition suivante prouve la convergence lorsque tend vers l'in ni de
J&(;c)(x) versJdy(l;c)(x) et donne une borne de l'erreur.

Proposition 2.2.1  Sous I'hypothésé¢ TIJL, pour toux 2 E, A> O,N 2 N, | 2
B(E) etc2 B(@B, on a

NC.C |
o

INGe)®)  In(e)x)
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Figure 2.1 Lafonctiont! A(x;t) est une approximation lipschitzienne de la
fonction indicatrice t ! 1¢= (xyg -

Démonstration Pour tout x 2 E, on a
J,G\(I;C)(X% In (5 ©)(x)

N
= Ex* ¢ (@1t Z) AZi1iS) syt i O

X h A i
Cc_ Ex (Zj 1 ;Sj) 1ij=t (Zj1 )9

Cc Ex E "(Zj1:S) lis;=t @19 Zi1
=1

Rappelons que, d'apres I'équation (1.1.6), la loi conditionnelle d§ sachantZ; ,
admet sur l'intervalle [0;t (Z; 1 )[ la densité

sl (Zj1;8) e@ 119y

et place un poidse ¢ i1 Zi1) sur le pointt (Z; ; ). Dans I'espérance condition-
nelle ci-dessus, les termes provenant de la masse ponctuelle €5; ; ) dans # et
dans la fonction indicatrice se compensent. Nous rappelons aussi quest borné
d'aprés I'hypothésd 1.]1. Enn, on a
NGO In(he)x)
X Zy Zj1)
E

X 1
j=1 t(Zj1) 7

#
AZj1:s) (Z1;s)e® 119ds
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D'ou le résultat.

En conséquence de cette proposition, nous nous intéressons désormais a l'ap-
proximation de J{(I;c)(X) pour un A xé, susamment grand pour assurer que
I'erreur précédente est aussi petite que souhaité. On discutera du choix adéquat de
A dans la sectiorl 2.4]2.

2.2.2 Formulation récursive

M.H.A. Davis [Davis, 1993, section 32] montre que I'espérandg (I;c)(x) qui
nous intéresse peut étre obtenue en itérant un opérateur que nous noterdds.
Nous présentons maintenant cette méthode qui nous permettra ensuite de dé nir
notre schéma d'approximation dans la section 2.4.

Dé nition 2.2.2  On introduit les fonctionsL, CA et FA dé nies pour tousx 2 E
ett 2 [0;t (X)] par
VA t
L(x;t) = . I (x;s) ds;

CA(x;t)= ¢ (x;t (X)) Ax);

FA(X;t) = L(x;t)+ CA(x;t);
ainsi que l'opérateurG* : B(E)! B(E)

G w(x) = E, hFA(x; S+ W(Zl)l :

Nous dé nissons maintenant, par récurrence rétrograde, une suite de fonctions
(Vk)ok n & partir d'itérations de l'opérateur G*. La quantité J{ (I;c)(x) que nous
cherchons a approcher pourra s'exprimer en fonction dse.

Dé nition 2.2.3  On introduit la suite de fonctions (vk)ox n de B(E) dé nie
comme suit : (

Ww(x) =0;

V(X)) = GMViaa (X):

M.H.A. Davis montre alors dans|[Davis, 1993, équation 32.33], que pour tokit2
fO;::5;N g,
2 3
z Tk XK A
Nk (X) = Ex40 IX)dt+ ¢ (Zj1:t(Zj1)) “(Zj1:5)>:
j=1

Ainsi, comme nous I'avons annoncé, on & (I; c)(x) = Vo(X).

La récurrence ci-dessus sur des fonctions peut se traduire en une récurrence,
plus facile a manier numériquement, sur de simples variables aléatoires. En e et,
remarguons que, grace a la propriété de Markov de la chaif®,; S, )n2n, ON @ pour
tout k2f0;::;;N  1g,

|

h
G*W(X) = E FA(Zi;Sks1) + W(Zis1) Zk = X - (2.2.2)
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Ainsi, pour tout k 2 f 0;:::;Ng, on poseVik = w(Zk) eton a
(
W =0iy i
Vi = E FA(Zk; S ) + Vi Zx

Cette récurrence rétrograde fournit la quantité souhaitée, puisqu'on a supposé que
Zyo= XPp.s.
Vo = I (I; )(x):

Par conséquent, nous devons approcher la suite de variables aléatoi¥g3ox ~ -
Cette suite vérie une récurrence qui ne dépend que de la chai(@y; Sk)ok n -
Il apparait donc naturel de suivre l'idée développée dans [de Saporta et al., 2010]
en proposant un schéma basé sur une quanti cation de cette chaine. Cependant,
avant de présenter la méthode numérique proprement dite, nous allons discuter de
la continuité Lipschitz de I'opérateur G* et des fonctionsF* et v,,. Ces propriétés
seront en e et essentielles pour prouver la convergence de notre méthode dans la
section[Z.4.

2.3 Continuité Lipschitz de  F”, G* et v,

Le but de cette section est d'obtenir la continuité Lipschitz des fonctions,,)on
dé nies ci-dessus. Aprés quelques calculs préliminaires, nous obtenons la continuité
Lipschitz de la fonction FA ainsi que celle de I'opérateuG* dans un sens précisé
plus bas. La continuité Lipschitz de I'opérateur nous permet alors d'établir celle des
fonctions v,.

2.3.1 Calculs préliminaires et continuité Lipschitz de FA

Nous commencgons par un lemme qui résume quelques propriétés de la fonc-
tion A.

Lemme 2.3.1 Sous I'hypothésg IR, la fonction # est Lipschitz par rapport a cha-
cune de ces variables : pour tous y2 E etu,t2 R, on a

jAY Ayl ALt Dix i
At Agu) At uj;
De plus, on a pour toux 2 E ett;s Otelsquet+s t (x),

ACx;s)t )= At +s):

Démonstration La continuité Lipschitz par rapport a la variable de temps est
immédiate puisque, par constructiont ! A(x;t) esta ne par morceaux. Soit alors
X,y 2 E ett 2 R, remarquons que la fonction”(y; ) est égale a #(x; ) translatée
det (x) t(y):

Ayi= At+t ()t (y)):
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Ceci a deux conséquences. D'une part, la continuité Lipschitz par rapport a la va-
riable d'espace peut étre obtenue a partir de la continuité Lipschitz par rapport a
la variable de temps :

A Ayt =i At A xtrt () t(y) ]

At (x) T (y)i
Alt lix yj:

D'autre part, rappelons quet ((x;s)) = t (x) s, on obtientalorsle comportement
de A(;t) le long du ot

Aoyt )= Axt+t () t((xs) = “(xt+s)
ce qui conclut la preuve.

Nous sommes maintenant en mesure d'établir la continuité Lipschitz de*.

Proposition 2.3.2  Sous les hypothésgs 1.2 gt 14, la fonctioR *, introduite dans
la dé nition 2.2.2] est Lipschitz par rapport a chacune de ces variables. Pour tous
X, y2E etu;v2[0;t (xX) "t (y)],ona

FAGU)  FAY;VI [FALix yi+[F Liu v
avec

[FAlL
[FAL2

Ci [Ila+[c] + Al ]IC;
C + AC.:

Démonstration Pourx;y2 Eett2 [0;t (X) ~t (y)],ona
z t
JFAGH  FAY: D Sl 6s) 1 (yis) ds
+c (Gt () At ¢ (it (v) At
(Ci [lla +[c] + Alt] Co)ix Vi

Pour x 2 E etu,v 2 [O;t (X)], on a

ZU
JFAXU)  FAX V) I (x;8) ds+ c (x;t (X)) “(gu)  A(xv)

(Ci+ ACo)ju Vi
D'ou le résultat.
Les deux lemmes suivants constituent des résultats préliminaires nécessaires pour

établir la continuité Lipschitz de G*. Le premier est adapté de [de Saporta et al., 2010]
(lemme A.1).
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Lemme 2.3.3 Sous I'hypothése II., pouth 2 Lc(E), pour tous x, y 2 E, et pour
t t(x)"t(y),ona

Zy Zy

() _ ) .
" h((x;s))e *9 ds ’ h((y;s))e ¥ Jds

Ce[hli+ CZ[11+[t]Cn jx Vi

Démonstration On suppose sans perte de généralité quéx) t (y), ona

Z Z
£ h . xs) d to) h . s )d
((x;s))e s ((y;s)e S

Z (x Zt ()
h(pcs)e ©9  h((y:she ¥ ) ds + t(x)y h (y;s) e%s )ds:

D'une part, le lemme A.1 de|[de Saporta et al., 2010] donne

jih(ecspe & h((y;s)e ¥° ) [hlijx  yj+ ChCi [1aix  Yi;
et puisquejt (x) t C;,ona

VAR

h((x;s)e 9 h((y;s)e ¥ ) ds
([hLC: + ChCZ10)ix  yi: (2.3.1)
D'autre part, on a

Zt )
()y h (y;s) e% )ds [tIChx Vi (2.3.2)
t (X

En n, on obtient le résultat en additionnant les équations [(2.3.11) et[(2.3]2).

De plus, on rappelle un cas particulier du lemme A.1 de [de Saporta et al., 2010].

Lemme 2.3.4 Sous les hypothés¢s 1.1 £t 112, poun 2 L (@B[ L¢(E) etx;y 2
E,ona

et ®h (xt (x) eVt Oh (yit (y))

[h] +Cy G [I2+[t]IC  jx Vi
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2.3.2 Ecriture intégrale de I'opérateur GA

Nous introduisons maintenant une dé nition qui sera utile dans les prochaines
preuves. Pourw 2 L (E), x 2 E ett 2 [0;t (x)], on dé nit

h i
GPw(x) = Exh FAMX; S1) + W(Z1) Lts,

= Ex L(XS1)+ C*(X;S1)+ W(Z1) s, g

Cet opérateur, qui contientG* en tant que cas particulier (en e et, Gy = G*),
apparaitra naturellement lorsque nous étudierons le comportement gg le long du

ot (voir lemme £.3.8). A n de prouver la continuité Lipschitz de cet opérateur, il
sera plus approprié d'en donner une écriture sous forme d'intégrale plutét que sous
forme d'espérance. C'est I'objet des deux lemmes suivants.

Lemme 2.3.5 Sous 'hypothése 1.4, poux 2 E ett 2 [0;t (X)], on a

h i
Ex L(X;S1)lts, g = 1(X0D)+  2x1)

ou _ R
(1) = e® L1 (x;s)ds;

R :
60 = (¥ (xs)e ®9 ds:

Démonstration ~ Notons' g, (du) la loi de S; sousPy. D'apres I'équation (1.1.6),
on a
s (du)= ((ue Y g g (ydu+ e OB (u)
h i
On va véri er que I'on peut calculerEx L(x;S1)lss,g €n appliquant le théoreme

de Fubini. On a

Z Z Z

u
. I((x;s)) ds ' s, (du) t Cu' s, (du) CE«[S1] CC; < +1:
Le théoréeme de Fubini donne alors
h i Za 2y
Ex L(X;S1)lts,tg = I((x;8))ds ' s,(du)
t 0
Z . Z .,

= 1((x;s)) , =(du) ds

= l( (X; S)) € G 1fs_tt (X)g ds
°  z z

X;t t t (X) X;S

=e () I((x;s))ds + I((x;s)e *° ds:

0

D'ou le résultat.

Notons que dans la démonstration précédente, on a utilisé le fait que est
supposé étre borné. Cet argument est assez fort car il sut en réalité qu& soit
intégrable ce qui est tres souvent le cas méme lorsquen’est pas borné (voir par
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exemple les sections 1.2.1, 1.2.4|et 1]2.5).

Le lemme suivant donne la deuxiéme partie de I'écriture intégrale dg;. On
introduit une notation utile, pour w 2 L.(E), on pose :

Qw (x) = (X)Qw (x):
Remarquons qu'on a alors
Cow CCy;
[Qw ] C [Qlw]ls + Cw[] 1

Lemme 2.3.6 Pour tousw 2 L.(E), x2 E ett 2 [0;t (X)], on a
Ex CAXGS)+W(Z1) lis,ig = s+ 4+ 5(X)

ou R
) = ¢ (xt ) % Axs)  (x;s)e ®9 ds;
A6 = (% Qw (xs)e ®9 ds;
5(X) et M) Qw+c (xt (X):

Démonstration  Soitw 2 L.(E). On dé nit la fonction h:E R! R par
h(x;s)= ¢ (x;t (X)) “(xs)+ Qw (x;s)

Remarquons que pour tout 2 [0;t (x)], on a alors
h [

Ex CA(S1)+ W(Z1) lis,g = Ex h(X;S1)ls, g

De plus, d'aprés I'équation|(1.1.6)S,; admet sousPy la loi
((Gu)e &% Mpgp o (uydu+ et Do) (u);
d'ou
h i Lt _ .
Ex h(x;S1)lis,1g = hx;s) (x;s)e &9 ds+e&t O hxt (x)):
t

Enn, en remarquant que “(x;t (X)) =1, on obtient le résultat.

Enn, d'aprés les lemmeg 2.3]5 6t 2.3.6 ci-dessus, on a I'écriture intégraleGd,
pourw?2 L.(E), x2 E ett 2 [0;t (X)],

GiwX) = 1)+ )+ s+ L)+ (%) (2.3.3)
ou on rappelle que

06D = gt T (9)ds;

2061 = (U1 (xs)e 9 ds;

s = ¢ (st (9) ¢ Y Aks)  (xs)e ©9 ds;

A6 = 1% Qw  (xs)e ®9 ds;

s(x) = e® M Qw+c (xt (X))
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2.3.3 Continuité Lipschitz de  G* et Gf

La proposition suivante établit la continuité Lipschitz de I'opérateurG;* qui nous
permettra d'obtenir directement celle deG” et ensuite celle des fonctions,.

Proposition 2.3.7 Sous les hypothéses 1.1, 1112, 11.3 et 1.4, on aGfw 2 B(E)
lorsquew 2 B(E) avec

Corw Gt G+ Cet Cut
De plus, pourw 2 L¢(E), (x;y) 2 E2ett 2 [0;t (X) A t (y)], on a

Giw(x) Gfw(y) KA W)X Vi

ou K (A;w) = E; + ExA + E3[w]y + E4Cy, +[Q][w] ou les constante€, E,, E; et
E4 ne dépendent que des caractéristiques du PMDM et des fonctions de codt :

E;= 2[C + C [t ]1+2C32[]1 +[c] 1+C C
+C¢ 2[]:C + C CZ[]1+2[t]C ;

E.-= CC Clt]

1+C, C [Q];

Ea= 2C [t ]+ Ci []1 2+ C C

m
w
1

I'équation

Démonstration  La premiére assertion est claireG;* étant dé nie comme I'es-
pérance d'une fonction qui est bornée d'apres nos hypothéses. Soit maintenant
W 2 L¢(E), (x;y) 2 E2ett 2 [0;t (x) ~ t (y)]. Etant donné I'équation (2.3.3),
il est naturel de décomposejGrw(x) Grw(y)j en la somme de cing di érences :

X4

iGrw(x)  Giw(y)j i) i+ s sy

i=1

La premiére estj 1(x;t) 1(y;1)j, elle est bornée par
Zt

it i CeGe® eV 4+ | (x;s) | (y;s) ds
0

CZCl1+ Collh jx i

Les di érencesj ,(x;t) 2(y; ) et 4(x;t) 4(y;t)] peuvent étre bornées
grace au lemmé¢ 2.3]3 en prenant successivembnt | eth = Qw .

Concernant la di érence des termess, on utilise le lemmd 2.3)4 aveb = Qw+ ¢
en remarquant que

CQw+c CW + Cc;
[Qw+c] [Q] [w] +[w], +[c]:
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Il nous reste a bornerj 3(x;t) 3(y;1)j, on suppose sans perte de généralité
quet (x) t (y) et, en raisonnant comme dans le lemnje 2.B.3, on a

j 3%t 3(y; )]

VAR

Cc Axs) (sl W9 Ays)  (yis)e U0 )ds
t
Z¢ () A _ . i

+C. (v;s) (v;s)e ¥® )ds+[c]C, Cjx vj

Ce C A(x;s) A(y;s) +[]4x yj+C e®  gWs ) (g
t
+C [t ]C jx yj+[c] C C jx i

On conclut notamment grace au lemmé 2.3.1 qui énonce la continuité Lipschitz
de ~:

j 3(x:t) 3(y; )]
CCi CAt]+[]1+CC[]1 +CJt]C +[c]CC jx Vi

On en déduit le résultat.

Notons que la constante obtenu& (A; w) ne dépend pas dé Ainsi, pour t =0,
on obtient en particulier la continuité Lipschitz de I'opérateurG* avec la méme
constante de Lipschitz.

2.3.4 Continuité Lipschitz de v,

On cherche maintenant a prouver que les fonctiong, sont lipschitziennes le
long du ot dans le sens précisé plus haut. Pour cette raison, nous allons étudier
le comportement dev, le long du ot. On a alors le lemme suivant, similaire a
[Davis, 1993, lemme 51.7] et dans lequel I'opérateBf*, dé ni au début de la section,
apparait naturellement.

Lemme 2.3.8 Pourtousn2fO;:::;N 1g,x2 E ett2 [0;t (X)], on a
Zt
n((1) = % GPvye (X) | (x;s)ds:
0

Démonstration  D'apres I'équation (2.3.3) et en y remplagantv par vy, t par
0 etx par (x;t), on a

Va((61) = G (1))
t (Xt e
= Tl xt +s)e(®0s gs
0

Z ¢ )t N
+c (Xt (X)) Ax:t+s)  (x;t + s)e (s (s
0
Zi xt

+ QVnu1 (Xt + s)e (s Igg
0

+e (0L M0 Oy +c (Kt (X):
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Eneet,onautilisét ((x;t))= t (x) t, lapropriété de semi-groupe du ot
((x1);8)= (x;t  +s)ainsi que la propositior} 2.3]1 selon laquellé ( (x; t); s) =
Alx;t + s).

De plus, étudions le comportement dg ;s) le long du ot

ZS

((%1);8) = . (((x;t); u))du
ZS

= ((x;t  + u)du
ZOt+s

((x;u))du
(xt +s) (xt):

Ainsi, en factorisant pare™? et en posant le changement de variable= t + s,
on obtient

wy O ()
Vn((x;t) = e\ t I (xue Y% du
2t
+¢ (Xt (X)) Ax;u)  (x;u)e XYW du
t
Z (% )
+ QV n1 x;we Y du

t
+e Bt M) Qv +c (Xt (X))
Zy
= ek G?le (x) . | (x; u)du:

On a le résultat souhaité.

Nous avons étudié le comportement de, le long du ot, nous sommes donc
maintenant en mesure d'établir sa continuité Lipschitz.

Proposition 2.3.9  Sous les hypothéses II.1L, 11{2, 1.3 gt 11.4, pour toun 2 f 0;1;::;;Ng,
Vv, est lipschitzienne le long du ot i.e.

Vh 2 L(E)
avecCy, =[wli=[wl2=[wn] =[w]=0 etpourtoutn2f0;:::;N 1g,
C, (N n)CC+C,;
Vali €5 ¢ KA Vp)+(N  nCi[]1 CC+C. +C [l
Vo], €t€¢ C, CC +2C,+CC.+(2N 2n 1)C C C+C. +C;

Va]l  [Val1 + [t ][Vn]2:
Vil K(A;Vpe1):
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Démonstration ~ Tout d'abord, on a bien le résultat attendu au rangN puisque
vy = 0. Fixons maintenantn 2f0;:::;N 1g. Rappelons que pour touk 2 E, on
a d'aprés la dé nition [2.2.2

Vn(X) = G Vnir (X) = Ex[L(X;S1)]+ Ey hCA(x; Sl)i + Ey[Vae1 (ZD]:

Ainsi, C,, CC+C.+C,, (N n) C; C + C. par récurrence puisque
vy =0 etdoncC,, =0.

On s'intéresse maintenant gv,];. Le lemme[2.3.B qui précise le comportement
dev, le long du ot donne
v ((50))  va((y; D)) .
t
je ™Y Glvp (x) eYY Ghvpa(y)i+ | (xs) | (y;s) ds
0

e GV (¥) ) GV ()] + GV ()] 0™ ™Y J+Co [Ihix i
@) (b) ©

On obtient le résultat en utilisant la proposition[2.3.7 pour borner le terme (a) :
@ KAVm)ix i
en remarquant que

xt) G C;
(€) € Ci[lix Vi

et en utilisant la proposition[2.3.7 pour obtenir (par récurrence) :
(b) CGC+C.+Cy,, (N n)CCH+C:
Considérons maintenanfv,],. Pourx 2 E et s, t 2 [0;t (X)] avecs t,ona
a((61) V(X))
xt) A A H i~ A P e (Xt) x;s) H i
e Gi'Vner (X) . GoVner (X)) + |GS ViRe1 (X)) J€ e +Cijt s
[CtVn1 (X) ) Gs Vs ()] + ]G Vs (] | &0 JFCit sl
(d) (e) ()
D'apres I'équation (2.3.3), on a
h [
(d) Ex F (X; Sl) + Vhi1 (Z 1) 1fsS 1<tg
z

_ Zy _ s 2 :
e 9 1006 u)du e (9 Clecudu IO u)e &9 du
z, s
+c (Xt (X)) Au)  (xu)e &9 du
z, s
+ Qv (cue ®Y  du;
S

C:Cje® e j+Cjt s + Cjt sj

+ CCjt sj + CC,,Jjt s :
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Par ailleurs, on a également
f) etCcCijt sj
et comme pour le terme (b) :
e) (N n)CC+C:
Enn, la borne de [v,] est une conséquence directe de la proposition 2|3.7.

Nous avons obtenu la continuité Lipschitz des fonctioné/n)onn , NOUS NOUS
tournons a présent vers le schéma d'approximation numérique proprement dit.

2.4 Schéma d'approximation

Nous avons montré dans la sectidn 2.2.2 que I'espérance qui nous intéresse peut
étre obtenue par itération de I'opérateuiG* qui ne dépend que de la chaine de Mar-
kov a temps discret(Z; Sk)ok n - La premiere étape de notre méthode numérique
consiste donc a discrétiser cette chaine a n d'approcher I'opérate@”.

2.4.1 Quanti cation de la chaine (Zx; Sk)k N

La méthode de discrétisation que nous utilisons est la quanti cation. Nous I'avons
détaillée dans la sectioh 1}4. Nous ne rappellerons ici que I'essentiel a n, notamment,
de xer les notations.

L'algorithme de quanti cation de la chaine de Markov a temps discret «)xn =
(Zx; Sk)kn  nous fournit pour chaque pas de temp8 k N une grille nie ¢
E R™ ainsique des matrices de transition@f@k)f)k n 1 de yvers yi.Soitp 1
tel que pour toutk N, Zy et S¢ ont des moments nis au moins jusqu'a l'ordre
p. On note alorsproj , la projection au plus proche voisin d& R*™ sur  (pour

la distance associée a la norm®. Le processus quanti &P )kn = (2 8)kn &
valeur pour chaquek dans la grille nie ( deE R" est alors dé ni par

(2;8) = proj , (Z«; Sk): (2.4.1)
De plus, on note respectivement? et ¢ les projections de  sur E et R*.

Rappelons également que le processus de quanti cation optim&l®,)n con-
verge vers le processus k)kn au sens de la norméP lorsque le nombre de points
dans les grilles tend vers ['in ni (voir le théoréme 1.4]1). En n, et c'est un des prin-
cipaux avantages de notre méthode par rapport a des simulations de Monte-Carlo
standards, nous insistons sur le fait que les grilles de quanti cations permettent une
grande exibilité. En e et, leur calcul peut étre assez long en pratigue mais, une
fois obtenues, elles peuvent étre stockées et réutilisées pour calculer rapidement dif-
férentes espérances des lors que la dynamique du processus n'est pas modi €e.
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Nous présentons maintenant notre schéma numérique qui consiste simplement a
remplacer les variables aléatoiregy et Sy par leur approximation quanti ée dans
l'opérateur G*. L'approximation suit alors trés simplement puisque le processus
guanti € a un espace d'états ni.

2.4.2 Approximation de l'espérance et vitesse de conver-
gence

Nous allons utiliser le processus quanti €2 )«n = (2c;8)kn an de dé -
nir une version quanti ée de l'opérateurG* et d'approcher les variables aléatoires
(Vk)kn - Remarquons que le processus quanti € n'est plus une chaine de Markov
homogene donc nous obtiendrons un opérateur di érent pour chaque pas de temps
k. Dans la section précédente, on a déja remarqué, c'est I'équatipn (2.2.2), que pour
tout k2f1;::;;Ngetx2E, .
|

Ghw(x) = EhFA(Zkl 1 SK) + W(Zk) Zkr =X
La dé nition de l'opérateur quanti € suit naturellement.
Dé nition 2.4.1  Pour tousk 2f 1;::;;Ng, w2 B( ) etz2 §,, on pose
Brw(z)= E hFA(Z;Qk) + W(2) By = ZI :
on dé nit alors les fonctions (¥«)ok n

( (z) =0; pour toutz2 %;
b (z) = B, b.1(z); pourtoutk2f0;:;;N 1getz2 Z:

En n, pour tout k 2 f 0;:::;Ng, on pose
Vi = W (2i):

L'espérance conditionnelle dan@ﬁw(z) est une somme nie. Ainsi, le calcul
numérique de la suite(Y )« sera facile & e ectuer dés que I'on aura obtenu le pro-
cessus quanti é(P)xn (c'est-a-dire les grilles de quanti cation et les matrices de
transition).

Nous avons supposé qué, = X p.s. Ainsi, l'algorithme de quanti cation fournit
2, = x p.s. également. Par conséquent, la variable aléatoily = ©,(2,) est, en
réalité, déterministe. Le théoréme suivant énonce la convergence Wevers \V, =
J&(I;¢)(x) et borne la vitesse de convergence.

Théoreme 2.4.2 Sous les hypothésés 11.1, T4, 1.3 et 1.4, I'erreur d'approxima-
tion vérie :

InGok) Wi w0 XA
ou
NC.C X1
 + 2[Vi+1 |KZ k41 zk+1kp
A k=0

+ 2MJ]+[F L KZk 2k +[F kS Senky

"N X A) =
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les di érentes constantes intervenant ci-dessus ayant été dé nies dans la section
précédente.

La proposition[2.2.] suggére qu& devrait étre aussi grand que possible. Cepen-
dant, les constantedF*];, [F*]» et [vn] qui apparaissent dans la borne de I'erreur
d'approximation du théorem¢ 2.4 P ci-dessus augmentent linéairement avedAinsi,

a n de contrdler I'erreur, il est nécessaire que l'ordre de grandeur de l'erreur de quan-
tication k x Pyk, soit au plus de+.

La convergence du schéma d'approximation est une conséquence du théofemsg 2.4.2
ci-dessus. En eetk bkkp peut devenir arbitrairement petit lorsque le hombre
de points dans la grille de quanti cation tend vers I'in ni. La preuve de ce théoreme
fait I'objet de la section suivante.

2.4.3 Démonstration du théoreme 2.4.2 ]

La continuité Lipschitz des fonctionsv, a été prouvée dans la proposition 2.3.9.
Soit maintenant A > 0, remarquons tout d'abord que

NGO Wi § InGoX) Vot Vo Wi
La proposition[2.2.] assure que

NC.C |
A )

Inio)x) Vo
puisqueVy = J{ (I; c)(x). Nous nous cherchons maintenant a borne/, Yoj.

Dans la suite, la preuve emprunte certains arguments a celle du théoreme 5.1 de
[de Saporta et al., 2010]. Rappelons qu&/y Y k=0 et xons k2f0;::;;N 1g.
A n de borner l'erreur d'approximation, on la décompose en trois termes

kVi Yk, 1+t 2t 3
ol on a posé

> 1 = kw(@Z)  k(Zkp;
KG Vs (Bk) B Vicss (B)Ky
k@ﬁ+1 Vi+1 (Zk) @‘ﬁﬂ | ) (2k)kp:

> 2
3

Le théoréme est maintenant une conséquence directe des trois prochains lemmes qui
fournissent des bornes pour chacun des trois termes ci-dessus.

La borne pour le premier terme est immédiate, elle découle de la continuité
Lipschitz des fonctionsvi énoncée par la propositiop 2.3.9.

Lemme 2.4.3 Sous les hypothéses 1.1, T2, T3 et 1.4, le premier terme ; est
borné par

KV(Zk)  Wi(Z)ke  [VidKZk  Ziky:
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Lemme 2.4.4 Sous les hypothéesés 1.1, T2, 1.3 et 1.4, le deuxieme terme, est
borné par

KG*Vier () By Vi (B,
Vke1 IKZks1  Ziaa Ko+ M+ [F21 KZk  2ekp + [FALKSker  Seen kp:

Démonstration ~ D'apres I'équation (2.2.2), on a

h i
GMViat (k) = E FARc Sket) + Vier (Zar) Zi = 2k

De plus, on rappelle que
B Ve (B) = E hFA(EkJ Bee1) + Viet (i) 2kl ;
ainsi, on obtient
KG Vit (Zk) By Viet (Zi)Kp 1+ 2+ 3

ou on note

=kE F (Zk; Ske1) + Ve (Zi+1) 2k E hFA(Zk;Sk+1) + Vi1 (Zs1) Z = Zkl Kp;
2 =kE th+1 (Zks1) Vi1 (Busn) Z’k P
3=kE FA(Zk;Se)  FA(BkiSen) 2 K

Tout d'abord, d'aprées la proposition2.3.9v.1 est Lipschitz. Donc, , est borné

par
o k1 IKZker  Prsrky:

Ensuite, rappelons qug2,;8,) = proj ., (Z.;S,), onadonc (2,)  (Zn;Sh),
et puisque (Z,;Sn) F 1,, la loi des espérances conditionnelles itérées et la pro-
priété de Markov du processu$X)pr+ assurent que

E F (zk,sk+1)+vk+1(zk+1)?k =E E F (zk,sk+1)+vk+1(zk+1)JFTk Zk
=E E F (Zi; Sis1) + vk+1(zk+1)Jzk 2k ;

Par conséquent, grace a la continuité Lipschitz deg, on obtient une borne pour ;

1 E E[FA(Zk;Ske) + Ve (Zs1)iZk]  E[FA(Zi; Sker) + Viss (Zis1 )iZk = 24 2,

KE hGAVk+1 (ZK) G Vier (Zi) 2kI K
KG *Vie1 (Zk) G Viar (Zi)Ko

kv «(Zk)  W(Zokp

[ WlkZ 2k,
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Enn, on borne 3 grace a la propositior 2.3]2 qui énonce la continuité Lipschitz
de FA

s [FALKZK  2ekp +[FALKSt1 S kp:
D'ou le résultat.

Lemme 2.4.5 Sous les hypothésés 1.1, T2, T3 €t 1.4, le troisieme terme 3 est
borné par

KB, 1 Vieer (Z4) fat POk M lkZiker  Zoeakp + KVier Ve kp:

Démonstration  La dé nition de l'opérateur &2,, donne

h i
G@ﬂ Vi+1 (2k) @ﬁﬂ bk+1 (?k) 0 = E Vi+1 (Zk+1) bk+1 (Zk+1) 2k b
Vk+1 (Zk+1) V1 (2k+1) 0 .
On intercale le termevy.; (Zk+1) par inégalité triangulaire
BRavier (B By Bt (20) )

Vik+1 (2k+1) Vik+1 (Z k+1) D + Vi (Z k+1) t’k+1 (2k+l) D

[Vk+1] 2k+1 Zk+1 p+ Vk+1 \gk+l p:

Pour la derniere inégalité, on a utilisé la continuité Lipschitz dey, énoncée par la
proposition , ainsi que les dé nitions d&/.; et "

On dispose donc d'un schéma numérique dont on a prouvé la convergence et
obtenu une vitesse de convergence. Ceci nous permet d'approcher les espérances de
fonctionnelles de PMDM ainsi que nous l'avions annoncé. Dans le chapitre suivant,
nous étendons ces résultats au cas de fonctionnelles dépendant du temps (notamment
le cas de I'espérance a horizon de temps déterministe). Nous présentons ensuite les
résultats numeériques obtenus lors de la mise en +uvre de notre méthode dans des
exemples concrets.
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Chapitre 3

Fonctionnelles déependant du
temps et résultats numerigues

Dans ce chapitre, nous allons étendre les résultats précédents au cas de fonc-
tionnelles dépendant du temps puis nous développerons trois exemples numériques :
le modele d'atelier de maintenance (sectidn 1.2.3), le modéle d'assurance (section

[1.2.4) et le modéle de corrosion (secti¢n 1.p.5).

Nous abordons maintenant la contribution principale de cette partie en présen-
tant deux généralisations du probleme précédent. D'une part, nous allons étudier

des fonctionnelles de la forme

2 3
Z 1, X!
Ex4 IXgndt+  eXy Tl 2e®

j:l ]

ou | et c sont lipschitziennes. D'autre part, nous souhaitons remplacer I'norizon de
temps aléatoireTy par un horizon déterministe notét; i.e.

ZZt 3

f X
E, 4 , [(X¢;t)dt + . c(XTj ;Ti)1ex . 2@Eg° -
it

Nous allons raisonner de la fagon suivante. Ainsi que le suggere M.H.A. Davis dans
[Davis, 1993], nous utilisons le processus augmenté du teniks)io = (Xi;t)io qui
inclut la variable de temps dans l'espace d'états et que nous avons dé ni a la section
[1.1.5. En e et, nous verrons alors que I'espérance de la fonctionnelle dépendant du
temps et celle a horizon déterministe se ramenent a des espérances de fonctionnelles
de la forme étudiée dans le chapitre précédent pour le processus augmenté du temps
(X):o . Ainsi, nous chercherons & appliquer le schéma d'approximation précédent
a ce nouveau PMDM. Cependant, il est loin d'étre évident que les hypotheses de
continuité Lipschitz [IT.1] [T.2]et [I.3]seront toujours valables pour le nouveau pro-
cessus.

Ainsi, ce chapitre est organisé de la maniéere suivante. Tout d'abord, nous mon-
trons que le processus augmenté du temps satisfait les hypotheses de continuité
Lipschitz requises par notre schéma d'approximation. Ensuite, nous verrons que le

71
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cas de la fonctionnelle dépendant du temps correspond au cas d'une fonctionnelle ne
dépendant que de la variable d'état du processus augmenté du temps (la dépendance
en temps devient implicite) et peut donc étre obtenu grace a la méthode précédente.
En n, nous étudierons le cas de I'horizon de temps déterministe qui fait apparaitre
une nouvelle diculté : la présence de fonction indicatrices qui ne sont donc pas
lipschitziennes.

3.1 Propriétés du processus augmenté du temps

M.H.A. Davis suggeére, dang [Davis, 1993, section 31], que le cas de fonctionnelle
dépendant du temps peut étre traité en ajoutant la variable de temps a l'espace
d'états. Ainsi, nous pourrons appliquer notre méthode du chapitre précédent au
processus augmenté du temps. Cependant, et c'est I'objet de cette section, il faut
véri er que les hypotheses de continuité Lipschitz sont toujours valables. Nous avons
déja décrit le processus augmenté du temps a la section 1.1.5, nous en rappelons ici la
dé nition et les caractéristiques a n de xer les notations pour la suite du chapitre.

Dé nition 3.1.1  On introduit le nouvel espace d'état
E=E R
muni de la norme dé nie par : pour tout =(x;t), °=(x%t% 2 E,
j §=jx x3+ijt I (3.1.1)

ou la norme surE est donnée par I'équatior{1.1.5). Sur cet espace d'états, on dé nit
le nouveau processus diugmenté du temps

X = (X 1):
Les caractéristiques locales du PMDMX,);o , notées(® ®;§ sont données

pour tout =(x;t) 2 E par

)=

/'\

;S = (x;s);t +s pours t(x),
;A ftg = Q x;A  pourtout A 2B(E).

"W /W0

{
Q

De plus, on dé nit naturellement pour tout = (x;t) 2 E
£()=inffs> Otelque §;s) 2 @g=1 (x):
Clairement, les hypothesef T1]1 €t TT]2 sont toujours vraies avec
B:=011 Ce=C; [E]=[t] Ce = Ci:

Cependant, il est plus délicat de montrer I'nypothése 11]3. Nous commengons par
le lemme suivant.
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Lemme 3.1.2 Soitu;t Oetw2 L:“(E). On note w; la fonction deB(E) dé nie
par
we() = w(;t):

Sous I'hypothésé TI.R, on a alors

w; 2 LY (E);

avec ) X
=R ) RO )
g D™ I+ W
TOwETY L[] [w]E

Démonstration Soitu;t  Oetw 2 LM(B). Tout d'abord, pour x;x°2 E et
s t(X) Mt (xY Mt u,ona

wi((s)  w((x %s)ji=w ©(xt sys w ® (x5t s)s
On utilise alors le fait quew 2 L."(E), ce qui nous donne puisque u

we(068)  w((x )i WIEY (st s) (Gt s)i=[wlrt x X%
Do, [w s [w]FY.

Ensuite, on raisonne de méme poym;J5"™ . Soitx 2 E ets;® t (x) * t” u,
on a

we((s)  wi((ss Y= w & (xt s)ys ow & (xt sY;s°

On intercale le termew © (x;t s9;s et on a alors, puisquew 2 L “(E) et

s;8° u,
we(06s)  wi(06s N WIEC st s) (ot S+ [wzts s
WIF +[wi* s 8
cest-a-dire[w 5™ [wIFY +[w]F".

Enn, pour x;x°2 E telsquet (x) _t (x% t~u,ona

we (06t () we((x Gt (x)]
= w °(xt tX)t (X wo€ (xSt t(xt (x9

= w & (xt tX);EMt t(X) w e (x5t ot (x9);exht t(x9)
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De plus, puisquew 2 L M(B) et (x;t t (X)) _€(x%t t (x9 wu,ona

we( ot 00)  we((x St Mt t ) Gt t(x9):

On conclut grace a I'hypothése de continuité Lipschitz 1112 sut qui implique
Gt tx) &%t t(x9  1+[t] x x° Finalement, on aw; 2 L™ (E)

avec[w;JF"™  [w]BY 1+[t] .

La proposition suivante montre que I'hypothésé T1]3 est toujours vraie pour le
processus augmenté du temp& )0 .

Proposition 3.1.3  Sous les hypothéseés 1.2 3 (énonceées pour le processus ori-
ginal (X{)to ), pour tout w2 L.“(E), on a

1. pourtous , 2 E ets2[0;8( )" E( 9~ u,
Gw e ;s Gw e %  (Q_Dpw O
2. pourtous , °2E telsquet () _€(9 u,

Gw © ;e() Gwe %e(9
QI_1 1+[t] W +[wlf" j

En d'autres termes, I'hypothésg TI.3 est véri ée pour le processus augmenté du temps

KX)o avec[®= [Q_1 1+[t].

Démonstration  Pour =(x;t) 2 E etw 2 L Y(E), on a, par dé nition de ®,
z z

Qw( )= w( 9@ (x;t);d © = __W@HQ xdz = Qw(x): (312

Nous pouvons alors véri er I'hypothése de régularité su®. Soit = (x;t) et
0= (x%t9 2 E. Soits 2 [0;€( )" (Y~ u]. Grace a la dé nition de © et a
I'équation I'équation (3.1.2) on a

Gw € ;s Gw ¢ Cs

Gw (x;s)it +s  Ow (x %s);t%+ s
= Qwus (X8)  Qwns (x 99)

Nous décomposons ceci en la somme de deux di érences

QWus (X;S)  Qwins (X 55)
Qwus  (X;S) QWus (X 5S) + QWus  Wais) (X &5)
e n el

D'une part, rappelons que grace au Iem.YZ/HS 2 L M9 (E) si bien que,
puisques  (t+ s)” u, nous pouvons utiliser I'hypothesg 1.3 de continuité Lipschitz
sur Q. Le terme (a) est alors borné comme suit

@  [Qlwus 5™ x  x§:
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De plus, le lemme 3.1[2 fournit égalemeritvis 5™ W] ainsi

@ [QIWF'x x§:

D'autre part, concernant le terme (b), on a

(b) MWIF'jit 5

Finalement, on obtient
Ow e ;s  Ow® %s  (Q_ymfEF'

On borne de maniére similaire I'expressio®w € ;€ () Gw € C%e(9
ou =(x;t) et °=(x%t9) 2 E sonttelsquet () _€( 9 u.L'équation I'équa-

tion (B.1.2) implique
Qw € ;€() Gw*© %8(9
= QWi g (Xt (X)) QWiost (xo (X ot (X())

gue nous décomposons en

QWi (Xt (X)) QWiost (xo (X Ot (X(b)
|QWt+t o (Xt (X)) {7QWt+t o (X Ot (XO)) )
(c)
+ |(QWt+t ) QWt0+{tz x9) (X %t (x9) }:
(d)

Grace au lemme 3.1[2wu; y 2 L ®™ (E). De plus, nous supposons, sans
perte de généralité, que (x) t(x)dout(x) _tx9 (t+1t (X)) " u. Par
conséquent, le terme (c) est borné grace a I'hypothégse ]1.3 de continuité Lipschitz
sur Q et au lemme[ 3.1.2 (qui donne les constantes de Lipschitz g, () par

(© [Q] (L+[t DIw]® +[wlF* jx  x§:

Par ailleurs, pour le terme (d), on a

y
(d) = . wz;t+t (x) wz:t’+tx% Q (x %t (x9):dz
ZZ
WIEit 100t Q (x Gt (x):dz ;

z2E

d'apres la remarqul. De plu®Q (x %t (x9); étant une probabilité, on a

d) Wit P+t t 9 WGt t9+[tIx  x9):
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En n, en regroupant (c) et (d), on obtient

Ow € ;e() Gwe %e(9
[ QI+t DIwI®jx  x§+[wlf" [Qlix x§+jt t§+[tlx x§
[QI_1 1+[t] W +[wf" |

D'ou le résultat.

C'est a la lueur de ce résultat que nous comprenons l'importance de l'introduc-
tion de la notion de continuité Lipschitz locale. En e et, si nous avions formulé
I'hypothése[I1.3 seulement pour les fonctions globalement lipschitzienne le long du
ot (telle qu'elle était formulée initialement dans [de Saporta et al., 2010]), nous
n‘aurions pas pu prouver qu'elle s'étendait au processus augmenté du temps.

Par conséquent, nous pouvons appliquer notre méthode numérique au processus
augmenté du temps(X,);o . En d'autres termes, pourl 2 L. (E), ¢ 2 L(@)
et 2 E, notre schéma d'approximation permet d'approchedy (I;c)( ) que nous
dé nissons par

ZZ 3

&m®u=E4;deuwcdnmﬁ

j=1

»aga® (3.1.3)

Nous allons maintenant voir que les fonctionnelles dépendant du temps et celles a
horizon déterministes se réduisent a de telles quantitég (I; c)( ) pour des fonctions
| et c convenablement choisies.

3.2 Fonctions de codt lipschitziennes

Nous étudions tout d'abord le probleme des fonctionnelles dépendant du temps
avec fonctions de codt lipschitziennes par rapport aux deux variableset t. Ainsi,
on xe | 2 L¢(E), c2 L.(@E) et x 2 E. On souhaite calculer
2 3
Z TN N\
EX4 o |(Xt;t)dt+ C(XTJ- ;Tj)lfxT 2@595 .
i

j=1

Il est immédiat de remarquer que cette quantité peut étre exprimée en utilisant
le processus augmenté du temps partant du poing = (x; 0). En e et, on a

ZZT 3

X

N

Ao o) = Ext IXutdt+ Xy Tl 208
j:]_ ]

ol K (;c)( o) est donné par I'équation I'équation [(3.1]3). Les fonctions de colt

| et c dépendent du temps. Cependant, dans le terme de gauche, elles sont vues
comme des fonctions du processus augmenté du temps. La dépendance en temps
est alors cachée dans la variable d'état et elles apparaissent comme des fonctions ne
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dépendant que de cette variable d'état. L'espérance de la fonctionnelle dépendant du
temps est donc obtenue en calculant I'espérance d'une fonctionnelle pour le PMDM
transformé. Cette nouvelle fonctionnelle ne dépend pas explicitement du temps et
entre donc dans le cadre du schéma numérique décrit dans la secfion 2.4. C'est ce
gu'énonce le théoréme suivant dont la preuve est une conséquence de la discussion
précédente.

Théoréme 3.2.1 Soitl 2 L.(E) etc2 L (@E). Sous les hypothés.@Z et
1.3](qui portent toujours sur le processus origina(X+);o ), on applique le schéma
d'approximation de la sectio au processus augmenté du tengfis).o et on

obtient

22-|- 3

X

N

Ex4 . [(X¢; t)dt + C(XTj T Lex 05 W "n(iC X A):
j:]_ ]

ol on a noté"y (I;c; X; A) la borne de I'erreur d'approximation fournie par le théo-
reme[2.4.2 lorsque le schéma d'approximation est appliqué avec les fonctions de codt
| et c au processus augmenté du temp¥);o .

La quantité "y (I;c; X; A) est calculée par rapport au processu&);o au lieu
de (X()io ainsi que cela est fait dans I'‘énoncé du théorérne 2]4.2. On a ainsi

NC.C X!
Af + 2[Vice1 I8kt 2|<+1kp

k=0

"n{c X A) =

+ 2B H[FAL + AFAIRKE. B+ [FAI9+ AIFAPKSer Bk,

ol (2¢; S )kon représente la suite des positions aprés saut et des durées inter-saut
pour le processus augmenté du temg& )., et avec

[FA = Ci [IIF +[cl; [FAR°= [t IC;
[FA)8= C; [FAI°= Ce;
[Vn]Ig k(A;an );

et pour tout w2 L¢(E), K (A;w) = B + E,A + B5[w]® + E,C,, +[©@][W]® ot enn

QI_1 1+[t];

B, = 2[lIfC, + C [t ]+2C2[]:1 +[cf 1+C. C
+C. 2[]1:Ct + C C2[]1+2[t]C ;

Es; = 1+C C [Q]

Ak € ¢ KMAVh)+(N nC[l1 G C+Co +C I

<)
I

Vi &€ CCC +2C+CC+(2N 2n 1)C C C+C. +C;
[Va]® [ValE + [t 1va]5:

Les autres constantes restent inchangées.
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3.3 Horizon de temps déterministe

Dans l'optique des applications, il semble pertinent d'étudier le probleme a hori-
zon de temps déterministe; . Par exemple, on peut vouloir estimer un codt moyen
sur une période donnée indépendamment du nombre de sauts qui se produiront du-
rant cette période. En pratique, nous choisirons un horizon de temps de la forme
t ~ Ty avecN susamment grand pour s'assurer que leN -éme saut se produira
apres linstant ty avec une grande probabilité i.e. qu®, Ty <t soit proche de
zéro. Nous reportons la discussion concernant le choix d'un té| avec en particulier
une borne théorique d&?, Ty <t , ala section suivante 3.3/4. Remarquons sim-
plement qu'en pratique, cette probabilité peut étre estimée, de facon préliminaire,
par des simulations de Monte-Carlo. On cherche donc a approcher pdut L (E),
c2 L. (@) etx 2 E, la quantité

ZTNAtf X
EX o |(Xt,t)dt+ C(XTJ- 1Tj)1fX T 20
Tt ¢ J
Z 1, X
= Ex . I(X¢; )15 g0t + C(XTj »Ti) e T_ 2@gglfrjt (g ¢
j=1 !

L'approche naturelle consisterait a tuer le processus a l'instamt ainsi que le sug-
géere M.H.A. Davis dans|[Davis, 1993, section 31], et a appliquer notre méthode au
nouveau processus. Cependant, le processus ainsi tué ne remplira plus les hypotheses
de continuité Lipschitz du fait de la discontinuité introduite a l'instant t; .

Une autre idée consisterait alors a utiliser les résultats précédents, c'est-a-dire a uti-
liser le processus augmenté du temps en pos&;t) = I(x;t)1¢; 4 et e(x;t) =
c(x;t)1x: ,4. Cependant, un probleme similaire se présente. En e et, de telles fonc-
tions P et e ne sont plus lipschitziennes en temps alors que notre schéma numérique
nécessite cette hypothese. Dans le reste de cette section, nous allons voir comment
surmonter cet obstacle. D'une part, nous prouverons que I'hypothése de continuité
Lipschitz sur | peut étre relachée si bien que notre méthode numérique pourra étre
appliquée directement, malgré la fonction indicatrice dans le terme de codt instan-
tané, pour approcherX (P c) avecc 2 L (@E). D'autre part, dans le cas général,
nous traiterons la discontinuité dee en I'encadrant entre deux fonctions lipschit-
ziennes.

3.3.1 Estimation directe du terme de codt instantané

Nous allons expliquer comment I'hypothése de continuité Lipschitz sur la fonc-
tion de colt instantané peut étre relachée a n que le théorénje 2.4.2, qui énonce la
convergence de notre schéma d'approximation, reste vrai lorsque la fonction de colt
instantané est de la formef(x;t) = I(x;t)1«; ,4 avecl 2 L.(E) et que la fonction

de co(t des sauts a la frontiere est 2 L.(@€) (les constantes dans la borne de la
vitesse de convergence seront légerement modi ées). En e et, la fonction de co(t
instantané F apparait dans une intégrale qui aura un e et régularisant en nous per-
mettant de prouver les propriétés de continuité Lipschitz de la fonctionnelle malgré
la discontinuité de la fonction indicatrice. Nous présentons maintenant les détails de
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ce raisonnement.

Dans ce paragraphe, nous étudions I'approximation appliquée au processus aug-
menté du temps dont les caractéristiques locales sofit € et @ dé nies dans la
section. De plus, on xe une fonction 2 L (E) et on dé nit F2 B(E) par

pour tout =(x;t) 2 B, K )= 1(xt)1q: g

On cherche a prouver que le théoré.2, reste vrai si on chdfsibmme fonction

de codt instantané bien qu'elle ne véri e pas I'hypothese de continuité Lipschitz 11.4
i.e. F62L.(E). En e et, cette continuité Lipschitz est utilisée quatre fois dans la
preuve du théoreme, une fois dans la propositign 2.B.2, deux fois dans la proposi-
tion (lorsqu'on cherche a borner la di érence des termeg et celle des ;)

et une fois dans la propositiori 2.3]9 (lorsqu'on borng,];). Dans chaque cas, la
continuité Lipschitz de la fonction de codt instantané est utilisée pour borner des

termes de la forme
z

0
Tpoe 'u P € %y du (3.3.1)

S

pour , °2 E ets,s°2[0;€( )" &( 9], ou de la forme

Ze(re(o .
Pe ue° ™ pe oye® ™ qu (3.3.2)

S

our , 2B ets2[0;8( )" €( 9] dans lequel on a noté naturellement ;u) =
o € §;v ))dv. Concernant cette seconde forme, I'équatiof (3.8.2), remarquons que

Ze(ye(9 e . e o
B e :yue M f € %yue M du

S

Ze(ye(9 Ze(yre(y e . e o

B e .y B & %y du+C e " e " du
S S
Ze(ye(o
e ;u P € %u du+ CC?[]: 0.

S

Par conséquent, pour assurer que le théoré4.2 reste vrai &eamme fonction
de co(t instantané, il su t de parvenir & borner les termes de la formg (3.3.1). C'est
I'objet du lemme suivant.

Lemme 3.3.1 Sous I'hypothés@, pour = (x;t); %= (x%9 2 B ets 2
[0;()~€(9], ona

B e :u F € %udu (C[L+Q) g:
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Démonstration  Soit = (x;t); °=(x%t)92E ets2[0;8()*€( 9, ona

ZS
P e :u PF € %y du
oz,
| © ;U Lt 9 | € %U Lpow ,gdu
ZOS ZS
I §u) 1§ Su)du+C luwr ;g Llrowr ,gdu:
12 {z | {z }
(@) (b)

Le terme (a) est borné par
@ Gl %

puisquel 2 L (E). Concernant le terme (b), on suppose sans perte de généralité
quet t%ona

1ft+ut i g 1ft0+ut g — 1ftt fug 1ft0t fug  — 1ftt ¢ u<t Ot ¢gs

ainsi, le terme (b) est borné par

Ztotf . .
by C du=Gjt t§ Cj g:

tt ¢

D'ou le résultat.

Finalement, le théorém2 reste vrai si on choifitcomme fonction de codt
instantané. Il sut de modi er Iégerement les constantes de Lipschitz données dans
les propositiong 2.3/2 2.3|7 et 2.3.9. Les term€s [I]; doivent étre remplacés par
C: [I]1 + C,. Par conséquent, notre schéma d'approximation peut étre utilisé pour
calculer 5 (Pc)( ) avecc 2 L. (@) et 2 E. On rappelle queXy est dé ni par
I'équation (3.1.3) et que pour toutx 2 E, on a

2 3
4 Tn s X
:FN (ﬁ C)(X; O) = EX 4 o |(Xt, t)dt + - C(XTJ. ,TJ )1fx r 2@Eg5

On s'intéresse maintenant a la fonction indicatricé.r, ¢ , 4 requise dans le terme de
colt des sauts a la frontiére.

3.3.2 Bornes pour le terme de colt des sauts a la frontiere

Nous avons vu que la condition de continuité Lipschitz surpeut étre relachée.
Cependant, elle est incontournable dans le cas deet notre méthode ne peut étre
utilisée directement avece(x;t) = c(x;t)1¢; ,4. On surmonte cet obstacle en uti-
lisant des approximations lipschitziennes de la fonction indicatrice. En e et, pour
B > 0, on introduit les fonctions a valeurs réellegg et Ug représentées sur la gure
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[3.1 et dé nies surR par

8 ) L
21 sit<t; g,
ug()=_ B (t t) sity g t<ty,
-0 Si ts t,
8 .
2 1 Sit<tg,
Us()= _ B (t t)+1 sity t<ty+ 3,
-0 Sitf'*'Bi t.

Figure 3.1 Lafonctiont! 14; ,4 (courbe continue) et ses deux approximations
lipschitziennes.

Le lemme suivant est immédiat.

Lemme 3.3.2 Pour tout t 0, limg: +1 Ug(t) = 1py ((t) etlimgin; Ug(t) =
104, 1(t). De plus, pour toutB > 0, ug etUg sont Lipschitz de constante de Lipschitz
B. Enn,ona

Ug 1[0;tf] 1[tf 2t ];

Us 1[0;tf ] 1[tf ity + BA];
et
Us 1y Us:

Ainsi, on dé nit pour | 2 L (E)
R t) = 10601 qe g (3.3.3)
et pourc2 L.(@) etB > 0,
= cxug(t) et Te(xt)= c(xt)Us(b): (3.3.4)

Véri ons que ces fonctions satisfont nos conditions de continuité Lipschitz le long
du ot.
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Proposition 3.3.3  Sous les hypothesgs 1.2, ét T1}4, les fonctiong et Tz appar-
tiennent a L (@) avec

[cg] [c] +BC(I_[t]);  [ce] [c] + BC(1_Tt ]):

Démonstration On prouve le résultat pourcg, I'autre cas étant similaire. Pour
tous =(x;t); °=(x%t9 2 E,ona
ce Tit () o T %t(9
= c % B()ugt+€() ct Te(9 us(t’+€(9
[c] ] G+ Cougt+€()) ug(t®+€(9
[c]lj  9+CBjt t§+[tlx xj
[c] +CBA_T[t]) ] g:

D'ou le résultat.

Ainsi, les fonctionscg et Tz sont des fonctions de colt de saut a la frontiére
admissibles. Notre schéma permet donc d'approchBy (P cg )(x; 0) et F (P ¢z )(x; 0).
De plus, nous pouvons encadrer I'espérance a horizon déterministe par

ZZ 3

Tn X
JeN (E QB)(X; O) Ex 4 0 |(Xt)1ftt fgdt + C(XTJ. )1fX T 2@Eg1ij t f95
j:l I

It (P Te)(x; 0):
La proposition suivante fournit la convergence des deux bornes.

Proposition 3.3.4  Sous I'hypothésé TI.}4, pour touk 2 E, on a

BI!Irg1 S (P ts)(x; 0) ;
Z Tn M )N

E, 4 . [(X¢; t)dt + C(XTJ- ;i) Lix . 2@l t (g2

]

j=1

o lim Fu (P cg)(x; 0)

La convergence ci-dessus est valable pour taut> 0 dans le cas def (P ¢z )(x; 0)
mais seulement pour presque towit > 0 par rapport & la mesure de Lebesgue sBr
dans le cas defy (P cg)(x; 0).

Ce résultat asymétrique peut paraitre étrange a priori mais il s'explique assez sim-
plement. La fonction Ug converge simplement verd ., qui est bien la fonction
indicatrice présente dans le membre de droite ci-dessus alors gieconverge vers
I'indicatrice de l'intervalle semi-ouvertly., ;. La convergence seulement presque par-
tout, énoncée par la proposition, résulte alors de I'éventuelle présence d'une masse
ponctuelle de la loi d'un des temps de saut eh. Rappelons en e et que les lois
des temps de sauts ne sont pas absolument continues par rapport a la mesure de
Lebesgue en raison de la présence des frontieres.
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Démonstration  Soit x 2 E. On étudie d'abord 5 (B ¢z )(x; 0). On va majorer la

di érence
2
z Tn "t X
EX4 o I(Xt,t)dt + C(XTJ- ;Tj)lfx ; Z@Eglﬂ'j t fgs \FN (ECB)(X, O) .
j=1 i

Remarquons tout d'abord que les termes de co(lt instantané se compensent, il reste
donc a étudier

2 3
X
Ex 4._1 C(XT]- ,Tj)le Tj Z@Eglij tig __1CB(XTJ- 1Tj)1fX Tj Z@EQS
J_ 2 J— 3
X
Ex4 C(XTj 1) 1t Us(Tj)®
i=1
2

CCEX4 1ftf<Tjtf+Blgs
j=1

w 1 1 1
Ce it + =) ty)
j=1 B

ou'; est la fonction de repartition deT;. Or, pour tout j N,
li ity + ! it =0
Sim §) pte) =
puisque' ; est continue a droite, ce qui prouve la convergence souhaitée.

On étudie maintenant le cas def (P, cg)(x; 0). Des calculs similaires donnent
2 3

X

Ex4 C(XTi Ti)lix . 2@t g cs (X T 1)L 2@Eg°

i=1 J j=1 i
1

7):

X\‘ 1 1
Cec pte) "ty 5

i=1
On ne peut pas conclure comme dans le cas precédent cam'est pas continue a
gauche sit; est un atome de la distribution deT;. On suppose donc que ce n'est pas
le cas ce qui nous donne alors le résultat puisque pour tgut N,
li it it Ly - 0:
ghim"tr) ite 5) =0:

On remarque nalement que I'ensemble des atomes @gétant au plus denombrable,

la convergence a lieu pour presque towf par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R.

3.3.3 Bornes dans le cas général

Le résultat précédent montre que l'espérance a horizon déterministe peut étre
bornée en appliquant notre méthode numérique successivemerffa;) et a (P cg).
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On obtient ainsi les deux suites de variables aléatoir€¥ .z Jox n , respectivement
(VB )ok N » correspondant a la suite de variables aléatoir€®y)ox n , décrite dans
la section[2.4, lorsqu'on applique notre schéma d'approximation numérique au pro-
cessus augmenté du temp€X,);o avec fonctions de colt(P cg), respectivement
(P cs), dé nies par les équations|(3.313) et/ (3.34). Les bornes de I'erreur d'approxi-
mation fournies par le théorémm.z sont notées respectiveménil; cs; X; A;B)
et"n(; s, X;AB).

En d'autres termes, on a montré le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.5 Soitl 2 L.(E) etc2 L.(@E). Sous les hypothés.@Z et
(qui portent toujours sur le processus originalX¢){o ), on a

Vor “"n(ice:X:A:B
Vos "n(licg 5 ) 3
ZTN"tf X
Ex4 . |(X¢; t)dt + C(XTj Ti)lix . 2@l (g°
j:l J

Voe + "n(;Ta; X;A;B):

Dans le théoréme précédent, la quantité (I; cg; X; A;B ) (et de maniére simi-
laire "\ (I; G X A:B )) est calculée par rapport au processu(sf(t)to au lieu de
(X1)to ainsi que cela est fait dans I'énoncé du théoreme 2]4.2. Ainsi, on a

NC.C X!
A(\: + 2[Vk+1 ]Ekzkﬂ ?k+l kp

k=0

"n(;cg; K AB) =

+ 2MEHFAIHFAPRH[FAIYB k2, Bikot [FALHFATA kSen 8Biaik,

ol (Z¢; S )kon représente la suite des positions aprés saut et des temps inter-saut
pour le processus augmenté du temg& )., et avec

[FAIP% Ce(1_[t D);
Valf €4 ¢ K(AB;va1 )+ nC[]1 CC+C. +C [If
Val®  K(A;B;Vn1);

et pour tout w 2 L¢(E), K (A;B;w) = E%+ EIB + E,A + B5[w]® + E,C,, +[ ®][W]®
ouenn
E0= 2[]®C, + C [t ]1+2C2[]1 +[cf 1+C, C
+C¢ 2[]11Ct + C CZ[]1+2[t]C ;
EX= C(l_[t]) 1+CC
Les autres constantes restent inchangées et on renvoie a la secfion 3.2 pour leur
expression précise.

Par ailleurs, il est important d'insister sur le fait qu'appliquer deux fois notre
méthode numérique (pour les couples de fonctions cofficg) puis (P cz)) n'aug-
mente pas signi cativement le temps de calcul. En e et, I'obtention des grilles de



3.3. HORIZON DE TEMPS DETERMINISTE 85

guanti cation est de loin I'étape la plus colteuse. Ces grilles, qui ne dépendent que
de la dynamique du processus, peuvent ensuite étre stockées et utilisées pour le cal-
cul des deux bornes.

On étudie maintenant la question du choix du paramétré8. Cette discussion
est similaire a celle du choix déA dans la sectiorf 2.4]2. La propositioh 3.3.4 sug-
gere queB doit étre choisi aussi grand que possible. Cependant, Bi est grand,
les constantes de Lipschitz le seront également ce qui va diminuer la précision des
bornes"y (I;cg; X;A;B ) et "\ (I; ts; X; A; B ) pour l'erreur d'approximation dans le
théoréeme 3.3.b. En e et, on véri e aisément quév,] augmente linéairement ave®
(voir ci-dessus les expressions précises des constantes de Lipschitz). Ainsi, an de
controler I'erreur proposée par le théorenie 3.3.5, il faut que I'ordre de grandeur de
I'erreur de quanti cation k , bnkp soit au plus deBi.

3.3.4 L'horizon de calcul

Avant de conclure cette section et de présenter nos résultats numeériques, nous
allons discuter du choix de I'norizon de calcull . Nous avons déja vu que cet horizon
de calcul doit étre choisi de fagon quB,(Tn <t;) soit faible. Bien entendu, une ap-
proche possible consiste a choidit de fagon arbitraire puis a valider ou non le choix
e ectué en approchant la probabilité par simulations de Monte Carlo. Cependant, il
pourra étre utile de disposer d'un borne théorique et c'est lI'objet de ce paragraphe :
nous allons fournir, sous certaines conditions, une borne 8(Ty < t¢) en fonc-
tion de N. Les hypothéses dont nous aurons besoin dans cette discussion sont les
suivantes :

Hypothese 11.5 Le taux de saut est borné parC .

Hypothese 11.6 Il existe > O tel que pour toutx 2 E, Q(x;A ) =1 ouA =
fx 2 E tel quet (xX) g. En d'autres termes, les sauts ne peuvent envoyer le pro-
cessus trop pres de la frontiere dE.

L'hypothése[Il.§ est satisfaite dans une large majorité d'applications (elle est
valable dans tous les exemples que nous avons présentés dans la s¢ctipn 1.2) ; I'hypo-
theés€ 11.6 est également assez générale, elle est introduite par Davis dans [Davis,|1993,
section 24] (elle est satisfaite dans tous nos exemples).

Nous commencons par étudier plus précisément la construction du processus

(X¢) a n d'obtenir un résultat concernant les temps de saut$§Ty)won. Soit (; A;P)
un espace probabilisé sur lequel est dé ni une suife ¢)kon de variables aléatoires
indépendantes uniformément distribuées syp; 1]. Soitx = (m; )2 E et! 2
Détaillons maintenant la construction de la trajectoirefX (! ), t > Og du processus
partant du point x = (m; ). Soit

g 1 R sit  0;

't x) = S P o (M; m(;s)ds si0 t<t (x);
-0 sit t(x):
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Il s'agit de la fonction de survie du premier temps de saud; = T; sousP (voir
section[1.1.R). Son inverse généralisée est :

s(u;x)=infft 0:" s(t;x) ug:

On peut alors construire le premier temps de saut en posa® (! ) = T.(') =
s( 1(! );x) et pourtout t<T (),

Xe(M)=(m; n(;t)):

SiTi(') < +1, on choisit X1, = (my,; 1,) de loi Q(; m(;T1)). Supposons que
la trajectoire soit ainsi construite jusqu'au tempsTy. Si T (! ) < +1, soit

Scer (M) = s k()i X))
Ti+1 (' ): Tk(l )+ Si+1 (' ):

Si Tker (1) < +1, on choisit Xy, = (M7, 7., ) de 10l Q5 my (7,5 Sks1)-
En n, la trajectoire est construite par récurrence.

Avec les mémes notations que ci-dessus, on a le lemme suivant qui nous permet
de déduire une majoration dé?,(Ty <t;) a partir d'une minoration de la fonction
de survie des durées inter-saut.

Lemme 3.3.6 Soit H une fonction de survie telle que pour tout2 R et pour tout
x 2 E, H({) ' s(tx). Il existe une suite de variables aléatoires indépendantes
(Sk)k2n de loiH et telle queBt; 2 R, 8N 2 N,

Px(Tn <tf)  Py(Tn <ty):

N " P
ol on a poséTy = -y Sk.

Démonstration Soit H une telle fonction de survie. Notons g son inverse géné-
ralisée i.e.
s(u=infft O:H() ug:

L'hypothése faite surH implique que pour toutx 2 E, s(u) s(u; x). Pour tout
k2 N etpourtout! 2 , on pose

Skt )= s «(*)):

Remarquons que l'on utilise les mémes variables que dans la dé nition deSy, ce
qui nous permet d'écrire queS,  S¢ p.S. et doncTy Tk p.S. Le résultat suit.

On cherche maintenant a borneP,(Ty <t;) pourt; > 0 xé. Soit

8

> 1 sit O
H)=_ e® ' si0 t<;

-0 Sit
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La distribution H correspond a la pire distribution pour les durées inter-saut
dans le sens ou elle entraine les sauts les plus fréquents. En e et, en notaptla

fonction de survie deSy, on aH ' ¢ pour tout k 2 N. Par conséquent, le lemme
fournit une variable aléatoireTy = [, Sy, ou lesS, sont indépendants et

ont pour fonction de survie la fonctionH, telle que
Px(Tn <tf)  Px(Tn <ty):

Des calculs standards donnerfE,[Ty] = Nms et V[Ty]= N 2 ou on a posé

1
Ms = Ex[S4] = c 1 e
1
2=V, [Si]= o 1 2C e°© e

Supposons maintenant qué&l soit tel queNms >t et en remarquant que
Px(Tn <tf) Px Tn E [Tn] > E [Tn] t
I'inégalité de Tchebychev donne :

N &

Px(Tn <ty) m:
s

Le terme de droite majoreP,(Ty <t¢) et tend vers zéro lorsqué\ tend vers I'in ni.
Il peut étre utilisé pour choisira priori une valeur de I'horizon de calcuN.

3.4 Reésultats numériques

Dans cette section, on applique nos résultats a trois exemples présentés dans
le premier chapitre : le modéle d'atelier de maintenance (sectipn 1]2.3), le modéle
industriel de corrosion proposé par Astrium (sectiop 1.2.5) et le modele d'assurance

garantie de revenus (section 1.2.4).

3.4.1 L'atelier de maintenance

On étudie ici le modéle d'atelier de maintenance introduit dans la section 1.P.3.

Rappelons qu'il s'agit d'une machine pouvant se trouver dans trois états (les
trois modes du processus correspondant) :
- mode 1 la machine fonctionne et produit des biens d'une valeur journaliergx),
- mode 2 la machine est en réparation et colte chaque joy(x),
- mode 3 en maintenance, le co(t journalier est|(x).

Les codts et pro ts liés a la machine dépendent d'un paramétre 2 [0; 1] choisi par
l'opérateur, notre but est donc de trouver la valeur dex qui maximise I'espérance
du béné ce total B(x) :

Bmax = sup B(X);
x2[0;1]
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Z t;
B (X) = E(1;0;0) 0 e { I'(X)l fm ¢=1g p(X)l fm =2g Q(X)l fm +=3g dt :

On utilisera les valeurs suivantes(x) = x, p(x) = 100x2, q(x) =5, = %X etle
taux de saut est tel que la durée de séjour dans le mode 1 suit une loi de Weibull
de paraméetres = 2 et = 600. Pour x 2 [0;1] xé, nous souhaitons calculer

Ji (P 0)(1;0;0) ot

P(m; t) = e! I’(X):I-fmzlg p(x)lfm:Zg Q(X)lfm:Sg Liit tg-

Remarquons que nous aurions pu choigit p et q plus généraux en les autorisant a
dépendre du temps. Les hypothésés|I/1, TI.1 et 1).2 sont clairement véri ées. L'hy-
pothése[ 1.3 est aisée a vérier car le noyau de transitio® est dégénéré. Quant

a I'hypothése[Il.4, elle se raméne a une hypothése de continuité Lipschitz au sens
classique suif puisque le ot est lui-méme lipschitzien. Celle-ci se véri e aisément
et on peut appliquer notre méthode numérique. Nous devons tout d'abord trouver
N 2 N tel que P@.0.0(Tn < tf) soit faible. Des simulations de Monte-Carlo sug-
gerent la valeurN = 18 car on a alorsP (1,0.0)(Tn <t¢) de l'ordre de10° . Avant de
présenter les résultats numériques, intéressons-nous a la méthodologie développée
dans la sectiorf 3.3]4 pour estimer a priori I'norizon de calciN . Les hypothéses de
cette section sont en e et véri ées. Pour que la borne théoriqgue que nous y avons
obtenue soit de I'ordre del0® , il faut choisir N > 400ce qui est bien sr irréaliste.

Insistons sur le fait que, lorsque les grilles de quanti cation ont été obtenues,
nous pouvons approcheB (X) presque instantanément pour n'importe quet 2 [0; 1]
parce que les mémes grilles sont utilisées pour chaque calcul. Grace a cette exibilité,
nous pouvons tracer la fonctiork | B(x) et, ainsi, résoudre aisément le probléeme
d'optimisation. C'est un avantage important de notre méthode. En e et, si nous
utilisions une méthode standard de Monte-Carlo, il faudrait répéter l'intégralité des
calculs pour chaque valeur de et il serait alors laborieux de résoudre le probleme
d'optimisation.

La gure représente |'approximation (500 points dans les grilles de quanti-
cation) de la fonction B obtenue sur une grille dg0; 1] avec un pas constant de
102 . Ceci conduit a la solution du probléme d'optimisation. On obtientB 2 =
B (Xmax) = 537:84 0U Xmax = 0:78 est la valeur du parametrex qui maximise le
béné ce de l'usine. Soit maintenantx = 0:78, le tableay 3.]L présente les valeurs de
Y\, 'approximation de B(x), en fonction du nombre de points dans les grilles de
quanti cation. Une valeur de référence, obtenue par simulation de Monte-Carlo (30
simulations) estByonte carlo = 537:69.

La gure B.3 présente la vitesse de convergence empirique de notre approxima-
tion de B (Xmax ). Cette vitesse de convergence, estimée par un modéle de régression,
est -1.08. La valeur théorique de la vitesse de convergence de la quanti cation opti-
male, donnée par le théorénle 1.4.1, serait de -0.5 si on considérait que la dimension
estici 2 (en eet, =0 immédiatement apres un saut donc on ne quanti e que les
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Figure 3.2 La fonction x ! B(x) calculée avec 500 points dans les grilles de
guanti cation en tout point x = ﬁ) pour0 k 100.

Points dans les grilles de quanti cation ¥y erreur relative a537:69

20 points 542.14 0.83 %

50 points 539.57 0.35 %

100 points 538.24 0.10 %

500points 537.84 0.03 %
Monte Carlo (10 simulations) 537.69

Table 3.1 Résultat des simulations pour le béné ce moyen optimal dans le modele
d'atelier de maintenance.

variablesm et t). On constate que la valeur empirique est plus proche de -1, ce qui
correspondrait a un processus de dimension 1. Ceci peut s'expliquer par le fait que
la variable de modem est en fait déja discrete.

Du point de vue du temps de calcul, nous avons déja signalé que le calcul de
grandes grilles de quanti cation est, de loin, I'étape la plus colteuse. L'approxima-
tion de l'espérance qui suit étant presque instantanée. Cependant, nous pouvons
remarquer dans le tableau ci-dessus, qu'une série de grilles ne contenant que 50
points fournit déja un résultat assez précis (une erreur de 0.35% seulement). De
telles grilles sont obtenues tres rapidement. Par ailleurs, nous avons déja remar-
gué que les mémes grilles peuvent avoir plusieurs ns. Par exemple, nous pourrions
aussi nous intéresser au temps moyen que la machine passe a l'atelier en choisissant
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I(m; ;t)= 1fm2f2;3gg .

Figure 3.3 Logarithme de I'erreur dans I'approximation du béné ce moyen opti-
mal par rapport au logarithme du nombre de points dans les grilles de quanti cation.
La vitesse de convergence empirigue, estimée par modéle de régression, est -1.08.

3.4.2 Le modele de corrosion

Nous considérons maintenant le modéle de corrosion, fourni pas Astrium, que
nous avons présenté dans la sectipn 1]2.5 et a laquelle nous renvoyons pour la des-
cription précise du PMDM modélisant la situation. Nous cherchons a calculer la
perte d'épaisseur moyenne dans l'environnement 2 jusqu'a la date= 18 années
(cette durée correspond a la durée moyenne d'un cycle de passage dans les trois
environnements successifs).

Cet exemple est particulierement intéressant car nous allons voir que certaines
de nos hypothéses ne sont pas véri ées notamment |'hypothdse |Il.2, selon laquelle
t doit étre borné, puisqu'on at (x) =+ 1 pour tout x 2 E. Nous allons voir que
la mise en oeuvre de notre schéma numérique sera toujours possible : I'horizon de
temps déterministet; jouera le réle deC; et les fonctions qui nous intéressent seront
nulles au-dela de; .

Rappelons maintenant les principales caractéristiques du PMDM modélisant
I'évolution de la corrosion. L'espace d'état est

n (0]

E= (mds;;t)2M R* R* [107:;10°] R* telques 't
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Le ot est donné pour tout u O par

0 1 0 1
m m
d d+ dn(;s +u) dn(;s)
( [S u) = S+ U
t t+ u

ou dp, représente la perte d'épaisseur dans le mode et est donnée par I'équation
I'équation (1.2.1) que nous rappelons :

dn(;s) = s+ n ezm 1 (3.4.1)

La fonction de coltl 2 B(E) est dé nie pour tousx = (m;d;s; ;t) 2 E et
u Opar

1 s+u d

I((x;u)) = 1 Ee N au dn(;s + U) Llim=g : (3.4.2)
On dé nit ensuite T((x;u)) = 1((X;u))1 et g, ON & aiNSi
Z u
L(x;u) = M (xu 9 du

0

z .

AURRY
= x:u 9 du°

0

dn(;s +u” (s 7)) du(;S) Lim=zg ;

ce qui correspond a la perte d'épaisseur dans le mode 2 depuis le poiat(m; d;s; ;t)
et pendant une duréau”™ (t;y t)*.

Les hypothéses T]1 ef TTJ1 sont clairement satisfaites car le taux de saut est
constant dans chaque ambiance. De plus, il est aisé, d'aprés I'équation I'équa-
tion (B.4.2), de véri er que I'hypothese[11.4 est véri ée, c'est I'objet du lemme sui-
vant.

Lemme 3.4.1 La fonction de co(tl dé nie par I'‘équation (3.4.3) est lipschitzienne
le long du ot i.e.
| 2 L(E):

En d'autres termes, I'hypothésg Tl.4 est véri ée.

Démonstration  Soit x = (m;d;s; ;t), x°=(m%d%s® ¢t% 2 E etu, u’°2 R*,
nous allons borner la quantité

eecu)  1(x Su9):

Le seul cas non trivial est le casn = m°= 2 car sim 6= 2et m° 6= 2 la quantité
ci-dessus est nulle et si un seul des modes est le mode 2, on a, d'apres la norme
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dé nie sur E par[1.1.5,jx x§=+1 etilny arien & prouver. On suppose donc
quem=m°=2 etona

1 s 1 s%u®
eecw) 10 Sudi= 1 5€ 72 °1 5€ 72
On intercale le terme © 1 le 2z . En remarquant que 1 le 2z 1et
0 10%,0na
1 s %O
iHeecw) 10 Sui 9+ *105 ez e %2
. 1 .
j (]+ 105 js s§+ 4—2105 ju ul:

or, j G+ 7£10%js s§ jx  x9 puisque;£10° 1. On obtient donc la
continuité Lipschitz del le long du ot avec

LI

1
5 —10°:
[ ]2 4 )
Dans cette exemplet est inni, il n'y a donc pas lieu de dé nir [I]F, le lemme est
prouve.

On se tourne maintenant vers I'hypothesg 1|3 et nous verrons que, bien qu'elle
ne soit pas vraie pour toute fonctionw 2 L.'(E), elle I'est pour une sous classe
de fonctions su samment grande. Nous commencgons par une remarque : rappelons-
no%%que pour toutx = (m;d;s; ;t) 2 E etpourtout k 2 f 0;:::;Ng, onavy « (x) =
Ex ol (U) gt ,gdu, donc pourtoutk 2 f 0;:::; Ngla fonction vy ainsi que
la fonction I"satisfont la condition suivante :

pour tout x =(m;d;s; ;t) 2 E telquet t¢; onaw(x)=0: (3.4.3)

L'étape suivante consiste a pouver que I'hypothésge 1.3 est valable pour toute
fonction w 2 L.Y(E) qui satisfait également la condition I'‘équation [(3.4]3). C'est
I'objet du lemme[3.4.2. Ceci est su sant car, dans la preuve du théoréme qui assure
la convergence de notre schéma numérique I hypothEll 3 n est utilisée que pour les
le lemme, nous rappelons I'équatiorj (1.3.2) satisfaite par Ie noyau de transiti@n:
pourw?2 B(E), x=(m;d;s; ;t)2 E,etu 0,

0 1 0 1
m m + 1[3]
d 1 d+ dn(; s+u) dn(;S)
Qw (B s &;u) = d+
t t+u

(3.4.4)
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Lemme 3.4.2 Il existe[Q] 2 R* tel que pour tousy Oetw 2 L.Y(E) qui satisfait
la condition I'équation (B.4.3), on a pour tousx, xX°2 E et0 u v,

Qw (xu)  Qw (x Su)  [QIWIFVix x§:

Démonstration  Soit x = (m;d;s; ;t) et x° = (m%d%s® ¢t% 2 E avec par
exemplet  t° Tout d'abord, on peut choisirm = m® En e et, dans le cas contraire,
ix x§=+1 etilnyarien a prouver. Il existe alors trois cas :
sity, t+u t°+u,alorsonaQw (x;u) = Qw (x %u) =0 parce que
w satisfait la condition I'équation (3.4.3) et il n'y a rien & montrer.
sit+u t;  t°+wu,alorsQw (x 2u) = Qw ((m %d%s® %t );u) =0
(c'est une conséquence de la condition I'équatioh (3.4.3)) si bien que nous
sommes ramenes au cas suivant,
Supposons désormais quer u  t°+ u  t;. On cherche a borner

Qw (x;u) Qw (x %u)

D'aprés I'équation I'équation {3.4.4), on a

0 1 0 1
m m
d d°
Qw (B s &;u) Qw (B s®f&;u)
0
t t0
0 1
0
d d+ dn(;s +u) dn( 2+ u)+ dn( %9 dn(;s)
[W]T 0
0
t t°

Ainsi, il sut de prouver que la fonction (;s) ! dy(;s), dé nie par I'équa-
tion (B.4.7)), est lipschitzienne par rapport a ses deux variables sur I'ensemble

[107 ;10° ] [O;ts]:

On peut se limiter a cet ensemble carons tets? t ainsis;s%s+ u; s+
u t;. Des calculs élémentaires impliquent :

jdm(;s)  dn( 58D si 9+3 9 S
tf ] J+ Z10°js S
D'ou le résultat.
Dans la démonstration précédente, le rble dg est essentiel car la fonction

(;8) ! dmn(;s) n'est pas Lipschitz sur[10 ;10°] R*: Remarquons que I'uti-
lisation de t; aurait été inutile sit avait été borné car on aurait alors considéré
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la fonction sur I'ensemblg[107 ;10° ] [0;C; ]. L'horizon de temps déterministet;
joue ici le r6le duC; manquant.

En n, I'hypotheése [[I.2]n'est pas satisfaite parce que dans notre modéle de corro-
sion, on at (x) =+ 1 pour tout x 2 E. Nous avons vu, dans la preuve précédente,
gue I'horizon de temps déterministd; joue le réle deC; . En e et, toutes les fonc-
tions qui nous intéressent sont nulles au-dela de (voir I'‘équation (B.4.3)), il est
inutile de considérer le processus au-dela tie

Plus généralement, nous allons voir que dans notre probleme a horizon de temps
déterministe, I'hypothése selon laquell¢ doit étre borné peut étre supprimée et
nos résultats restent vrais en remplacanC; par t;. C'est clair dans le cas de la
proposition parce que la fonctiori™ satisfait la condition I'équation (3.4.3).

La proposition[2.3.9 reste vraie également en replaca@t par t;. En e et, d'une

part, il est clair que L(x;u)  t; C,. D'autre part, lors du calcul dejv,( (x; u))

Va((x % u9)j, trois cas peuvent se présenter (comme dans la preuve du lenjme 3.4.2) :
sitt  u  uConav,((x;u) = vo((x %u%) =0 (cecirésulte de la condition
I'équation (3.4.3)),
siu tr uonajva((u)  va((x Su9)j = jva((6u)  va((x Str))
puisquevy( (X %u9) = va((x %tr)) = 0 (c'est la condition I'équation (3.4.3)
encore une fois) et on est ramené au cas précédent,
siu u® t;, les calculs restent inchangés et remplaceC; pour borneru
et ul

Des simulations de Monte Carlo suggeérent d'utiliser la valeul = 14 comme
horizon de calcul. En e et, on obtient alorsP(Ty < t;) de l'ordre de 10* . Pour
obtenir une borne de cette ordre de grandeur, la méthodologie de la secfion 3.3.4
suggeére de choisiN > 1000. Le tableal 32 présente les valeurs de la perte moyenne
d'épaisseur dans I'environnement 2 obtenues grace a notre schéma ainsi qu'une ap-
proximation par simulations de Monte-Carlo (obtenue aved® simulations) et les
erreurs relatives de nos valeurs par rapport a la valeur Monte Carlo.

La gure présente la vitesse de convergence empirique. Cette vitesse de
convergence, estimée par un modéle de régression, est -0.35. Cette valeur est tres
proche de la vitesse de convergence de la quanti cation optimale, donnée par le
théoreme[1.4.]1, qui est0:33 puisque la dimension est ici 3. En e et, la succession
des modes étant déterministe, il n'est pas nécessaire de quanti er cette variable. De
plus, s = 0 immédiatement aprés un saut donc on ne quanti e que les variablesd
ett

Par ailleurs, le tableal 3.B présente le temps nécessaire au clide I'espérance
a partir des grilles de quanti cation. Nous pouvons observer que, une fois les grilles
de quanti cation obtenues, notre schéma d'approximation est trés rapide.

1. les calculs sont e ectués avec Matlab R2010b sur un MacBook Pro 2.66 GHz i7 processor.
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Points dans le grilles de quanti cation Y, erreur

20 points 0.038386 4.43 %
50 points 0.037804 2.85 %
100 points 0.037525 2.09 %
200 points 0.037421 181 %
500 points 0.037264 1.38 %
1000 points 0.037160 1.10 %
2000 points 0.037041 0.77 %
4000 points 0.037007 0.69 %
6000 points 0.036973 0.57 %
8000 points 0.036944 0.49 %
10000 points 0.036911 0.40 %
12000 points 0.036897 0.36 %
Monte Carlo 0.036755

Table 3.2 Résultat des simulations pour l'approximation de la perte d'épaisseur
moyenne (en mm) dans l'environnement 2 en fonction du nombre de points dans
les grilles de quanti cation et une approximation par la méthode Monte-Carlo (0
simulations).

Figure 3.4 Logarithme de l'erreur dans l'approximation de la perte d'épaisseur
par rapport au logarithme du nombre de points dans les grilles de quanti cation. La
vitesse de convergence empirique, estimée par modele de régression, est -0.35.
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Grilles de quanti cation temps de calcul (secondes)
20 points 0.0059
50 points 0.0085
100 points 0.014
200 points 0.034
500 points 0.12
1000 points 0.37
2000 points 15
4000 points 5.6
6000 points 13
8000 points 24
10000 points 35
12000 points 54
Monte Carlo (1¢° simulations) 16 000

Table 3.3 Temps de calcul nécessaire a l'approximation de I'espérance dans le
modele de corrosion.
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3.4.3 Evaluation d'une assurance garantie de revenus

On étudie ici le modeéle d'assurance introduit dans la section 1.P.4.

Rappelons que I'on cherche a déterminer le prix de l'assurance donné par :
Z,, t
E(l;O;O) 0 e 1fm1:39 dt :

Il s'agit du codt total d'une assurance qui paie 1 euro par an a l'assuré a partir
du moment ou la durée d'un arrét maladie excedp années et jusqu'a la reprise
d'activité, la n de contrat ou le déces de l'assuré.

On choisit les valeurs numériques suivantes M (;t) =0:3, MB(;t) = 2:8,

BD(:;t) = MP(:;t)=0:001,p = 0:5 années, = 0:03 et t; allant jusqu'a 25
années. Nos hypotheses sont véri ées sauf I'hypoth¢se|llt2 horné) mais on peut,
par les mémes arguments que dans I'exemple précédent, remplaCerpar t;. An
d'appliquer notre schéma d'approximation, il faut choisir un horizon de calclNl tel
que P(1.0,0)(Tn < t¢) soit faible lorsquet; = 25 années. Des simulations de Monte
Carlo suggerent la valeuN = 28 car la probabilité P (1.0.0)(Tn < tf) est alors de
I'ordre de 10° . La méthodologie de la sectioh 3.3.4, quant a elle, fournit une borne
de la probabilité du méme ordre de grandeur poud > 500.

La gure représente la fonction
Z,, :
tr ' E@oo . €' lfm =zgdt ;

pour t; 2 [0; 25] (tracée avec un pas de temps égal a 0.5) estimée par notre schéma
numeérique pour 100, 200 et 2000 points dans les grilles de quanti cation. Dans le
tableau% on a xé la valeurty = 25 années et on donne les approximations

de E(1.00) éf e' 1 =3¢dt en fonction du nombre de points dans les grilles de

guanti cation. A l'aide de 10® simulations de Monte Carlo, on obtient la valeur de
référence 0.3945 euros. La gure 3.6 présente la vitesse de convergence empirique.
Cette vitesse de convergence, estimée par un modele de régression, est -0.89. La
valeur théorique de la vitesse de convergence de la quanti cation optimale, donnée
par le théoremdq 1.4]1, serait de -0.5 si on considérait que la dimension est ici 2 (en
eet, =0 immédiatement apres un saut donc on ne quanti e que les variableset

t). On constate que la valeur empirique est plus proche de -1, ce qui correspondrait

a un processus de dimension 1. Ceci peut s'expliquer par le fait que la variable de
modem est en fait déja discréete.

Dans cet exemple, on peut a nouveau apprécier la exibilité o erte par la quan-
ti cation. En e et, les grilles de quanti cation ne dépendent pas de la date de n de
contrat t; . Ainsi, une fois les grilles obtenues, on peut obtenir rapidement |'approxi-
mation du co(t de l'assurance pour n'importe quelle valeur dg (dans la limite
imposée par I'hgtizon de calcuN ). Ceci nous a permis de tracer aisément la fonc-

tion t; ! E1.0,0) éf e' 1 =3gdt représentée surla gur5. Au contraire, si on
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. . thf t I ~ 1
Figure 3.5 Lafonction t; ! E@.o0 o €' lim,=3gdt (colt de l'assurance en
fonction de la durée du contrat) calculée par quanti cation avec 100 points, 200
points et 2000 points. La courbe obtenue par simulations de Monte-Carlo n'est pas

représentée ici pour plus de clarté car elle est pratiquement confondue avec celle
obtenue par quanti cation avec 2000 points.

opte pour une méthode de simulations de Monte Carlo, on doit e ectuer a nouveau
tous les calculs si on décide de changer la date de n de contrat a posteriori.

Grilles de quanti cation Yo erreur relative a 0.3945

100 points 0.3899 1.17 %
200 points 0.3927 0.46 %
500 points 0.3938 0.18 %
1000 points 0.3940 0.13 %
2000 points 0.3942 0.07 %
Monte Carlo 0.3945

Table 3.4 Résultats des simulations pour I'évaluation de I'assurance garantie de
revenus de durée de contra; = 25 années.

En n, comme dans I'exemple précédent, on présente le temps nécessaire au cal-
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Figure 3.6 Logarithme de I'erreur dans l'approximation de la valeur de lI'assurance
par rapport au logarithme du nombre de points dans les grilles de quanti cation. La
vitesse de convergence empirigue, estimée par modéle de régression, est -0.89.

culf] de I'espérance a partir des grilles de quanti cation dans le tabledu 8.5. Nous
observons a nouveau que notre schéma d'approximation est trés rapide une fois les
grilles de quanti cation obtenues. Par ailleurs, le temps de calcul (pour notre schéma
ainsi que pour la méthode de Monte Carlo) est plus important dans cet exemple que
dans le précédent. Ceci s'explique par I'horizon de calcul qui est Ne= 28 dans cet
exemple et qui n'était que deN = 14 dans le précédent.

Grilles de quanti cation temps de calcul (secondes)
100 points 0.040
200 points 0.087
500 points 0.42
1000 points 15
2000 points 5.7
Monte Carlo (1¢° simulations) 32 000

Table 3.5 Temps de calcul nécessaire a l'approximation de I'espérance dans le
modéle d'assurance.

2. les calculs sont e ectués avec Matlab R2010b sur un MacBook Pro 2.66 GHz i7 processor.
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3.4.4 Quanti cation et probleme d'échelles

A n de conclure cette section concernant les exemples numériques, nous décri-
vons ici une di culté rencontrée lors du calcul pratique des grilles de quanti cation
et liée a des problemes d'échelles.

Dans I'exemple du modele de corrosion, les composantes du processus a quanti er
sont d'ordres de grandeur trés di érents. Les temps de sali sont de l'ordre de
10 alors que le taux de corrosion est voisin de10° . L'algorithme classique de
guanti cation fournit alors des résultats peu satisfaisants : les composantes dont
I'ordre de grandeur est plus faible ne sont pas prises en compte. En e et, celles-ci
sont négligées dans I'étape de recherche du plus proche voisin puisque ce plus proche
voisin s'entend au sens de la normg usuelle.

A n de corriger ce probléme, nous avons utilisé une norme (en pratique, une
norme euclidienne) pondérée de maniére a niveler les ordres de grandeur des di é-
rentes coordonnées. Nous illustrons cet e et par un exemple. Il s'agit de la quanti -
cation d'un vecteur aléatoire de loi uniforme suf0; 1] [0; 2000]. On voit clairement
que dans le cas de l'algorithme standard ( gurg 3.7), seule la deuxieme coordonnée
est prise en compte, tous les points de la grille ont une abscisse prochéde Au
contraire, dans le cas de l'algorithme pondéré ( gure 3.8), la distribution uniforme
des points de la grille parait beaucoup plus satisfaisante.

Figure 3.7 Quanti cation d'une loi uniforme sur [0;1] [0;1000]. Algorithme
standard.
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Figure 3.8 Quanti cation d'une loi uniforme sur [0;1] [0;1000]. Algorithme
pondéré.
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Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté une méthode numérique e cace et fa-
cile & implémenter visant a approcher des espérances de fonctionnelles de Processus
Markoviens Déterministes par Morceaux. Nous avons prouvé la convergence de l'al-
gorithme en exhibant une vitesse de convergence.

Bien que notre méthode soit développée dans le cadre de fonctionnelles inva-
riantes en temps, elle s'étend aux cas de fonctionnelles dépendantes du temps et de
fonctionnelles a horizon déterministe. En e et, nous avons montré que, grace a l'in-
troduction du processus augmenté du temps, ces deux derniers probléemes peuvent
étre vus, paradoxalement, comme des cas particuliers du probléme initial indépen-
dant du temps.

Parmi nos hypothéses, celle que nous jugeons la plus restrictive est sans conteste
I'hypothése[Il.2 selon laquelle le temps de sortie déterministe doit étre borné.
Ceci exclut en e et toutes les applications dans lesquelles au moins un des modes
ne comporte pas de frontiere. Cependant, nous avons vu que cette restriction peut
étre contournée lorsqu'on étudie un probleme a horizon de temps déterministe
Ce phénoméne est détaillé dans I'exemple du modéle de corrosion de la seftion 3.4.2,
nous y observons qué& joue le réle de la borne manquante de. Ceci permet d'ap-
pliquer notre schéma numérique a une large classe de processus.

Notre méthode est simple a mettre en oeuvre car elle nécessite simplement d'étre
capable de simuler le processus. De plus, bien que le temps de calcul des grilles de
guanti cation puisse étre assez important, il peut étre e ectué de facon préliminaire
car ces grilles ne dépendent que de la dynamique du processus et non des fonctions de
codt. Par conséquent, elles peuvent étre stockées et réutilisées. Ainsi que l'illustrent
les exemples développés dans les sections B.4[1 et]3.4.3, ceci confére a notre méthode
une exibilité appréciable. En e et, le calcul de I'espérance étant tres rapide, une fois
les grilles obtenues (voir a ce sujet les tablealix B.3 et[3.5), on peut décider de modi er
la fonctionnelle ou de réévaluer les parametres physiques qui ne modi ent pas la
dynamique du processus, le nouveau résultat sera calculé presque instantanément.
Cette exibilité est un avantage important par rapport a une méthode de Monte-
Carlo.
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Introduction

Dans cette partie, nous présentons une méthode de calcul de la fonction de survie
et des moments d'un temps de sortie pour un PMDM. Notre approche numérique
est a nouveau basée sur la quanti cation d'une chaine de Markov a temps discret
sous-jacente au PMDM. L'approximation que nous proposons est facile a mettre en
+uvre et posséde une certaine exibilité vis-a-vis du temps de sortie considéeré. Nous
prouvons la convergence de nos algorithmes et obtenons une vitesse de convergence
dans le cas des moments. Deux exemples numériques illustrent notre méthode : le
premier est le processus de Poisson avec ot présenté dans la segtion]1.2.1, le second
est le modele de corrosion introduit dans la sectién 1.2.5.

Cette partie est adaptée de l'articleNumerical methods for the exit time of a
piecewise-deterministic markov procesgBrandejsky et al., 2012]) paru dans la re-
vue Advances in Applied Probability

Le calcul numérique des moments d'un temps de sortie pour les processus de Mar-
kov a été étudié par K. Helmes, S. Rohl et R.H. Stockbridge dans [Helmes et al., 2001].
Partant d'une hypothése relative au générateur du processus, ils obtiennent un
systéme d'équations linéaires satisfaites par les moments. A ces équations, ils ad-
joignent un nombre ni de conditions de Hausdor pour les moments qui sont éga-
lement des contraintes linéaires. Le probleme d'optimisation ainsi obtenu est alors
un probleme classique de programmation linéaire pour lequel de nombreux logi-
ciels e caces sont disponibles. J.-B. Lasserre et T. Prieto-Rumeau introduisent dans
[Lasserre and Prieto-Rumeau, 2004] une méthode similaire mais ils améliorent I'e -
cacité de I'algorithme en remplacgant les conditions de Hausdor par des contraintes
de semi-dé nie positivité de matrices de moments. Cependant, leur approche ne
s'applique pas aux PMDM parce que I'hypothese sur le générateur du processus
n'est pas satisfaite en général. Nous détaillerons ce point dans la secfiorj 4.1 aprés
avoir exposeé l'approche de K. Helmes, S. Rohl et R.H. Stockbridge.

Dans [Davis, 1993, section 33], Davis présente une méthode itérative permettant
de calculer I'espérance du temps de sortie du PMDP mais son approche nécessite
la résolution d'un grand nombre d'équations di érentielles ordinaires dont la forme
dépend fortement du probléme considéré et notamment du comportement du pro-
cessus a la frontiére de l'espace d'état.

Par ailleurs, avant de présenter notre méthode de calcul des moments et de la
fonction de survie, nous montrons comment les résultats de la partie précédente
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permettent de calculer I'espérance du temps de sortie d'un ensembld)J E. En

e et, si I'on suppose que le proceRssus ne peut plus revenir Bnune fois qu'il en
est sorti, on peut écrire * Ty = " 1lix ,2ugds qui est bien une fonctionnelle du
processus qui entre dans le cadre etudle lors de la partie précédente.

Dans le contexte des applications, il apparait important d'étudier également la
distribution du temps de sortie. Aussi, hous présentons une nouvelle approche dans
cette partie qui permet non seulement de calculer I'espérance du temps de sortie
mais aussi ses autres moments et sa distribution.

Par la suite, nous nous intéressons a un PMDIX ;),, d'espace d'étatE et nous
présentons des méthodes de calcul des moments et de la fonction de survie du temps
de sortie d'un ensemble notéJ E conditionné au fait que le processus quitté&)
avant le N-ieme temps de sauffy du PMDM. Dans notre approche, la premiere
étape consiste a exprimer I¢-ieme moment (respectivement la fonction de survie)
comme le dernier terme d'une suit€p.; )k n  (respectivement(px)w n ) satisfaisant
une relation de récurrence.1; = (P«;) (respectivementpc.y = (px)).

Dans ce contexte, une fagon naturelle de traiter ce probleme consiste a suivre
I'idée utilisée dans la partie précédente c'est-a-dire a écrire les récurrences en fonc-
tion d'une chaine de Markov sous-jacente a temps discret et a la remplacer par
son approximation quanti ée. Les expressions d@y; )« et (pk)x contiennent des
discontinuités en raison de la présence de fonctions indicatrices mais comme dans
[de Saporta et al., 2010], nous montrons qu'elles n'arrivent qu'avec une su sam-
ment faible probabilité. Cependant, il est impossible d'appliquer directement les
idées de la partie précédente en raison d'une importante diculté, inédite dans
cette partie : la fonction telle quepcs1; = (Pkj) €t pk+1 =  (Px) n'est pas lip-
schitzienne. En e et, les relations de récurreng&.1j = (Pk;j) €tpkss = (P«) sont
les analogues de la relatiom, = G*vy.; dans la partie précédente et on a vu que la
continuité Lipschitz de I'opérateurG* y jouait un rdle crucial. L'une des principales
contributions de ce chapitre réside dans le fait que nous parvenons a surmonter cet
obstacle en utilisant des arguments plus ns relatif a I'algorithme de quanti cation.
Nous prouvons alors la convergence de notre schéma d'approximation. De plus, dans
le cas des moments, nous obtenons méme une borne de la vitesse de convergence.
Soulignons également que nos hypotheses sont raisonnables au vu des applications.

Comme dans la partie précédente, un avantage important de notre méthode ré-
side dans sa exibilité vis-a-vis deU c'est-a-dire vis-a-vis du temps de sortie. En
e et, si on s'intéresse au temps de sortie d'un nouvel ensemtle, on pourra, si
U° satisfait les mémes hypothéses qué, obtenir trés rapidement les moments et
la distribution du nouveau temps de sortie. En e et, les grilles de quanti cation,
calculées pour le premier temps de sortie, peuvent étre réutilisées.

Cette partie est organisé de la fagon suivante. Dans le chapifrie 4, nous présentons
deux approches que nous avons étudiées mais qui ne donnent pas des résultats assez
satisfaisants. D'une part, nous présenterons I'approche de [Helmes et al., 2001] et



111

verrons en quoi elle s'adapte mal au cas des PMDM (section|4.1). D'autre part, nous
etendrons les résultats de la partie précédente au calcul de I'espérance d'un temps de
sortie (section[4.2).Dans le chapitrg|5, qui constitue le coeur de notre contribution
dans cette partie, nous présentons les schémas d'approximation des moments et
de la distribution du temps de sortie ainsi que les preuves de convergence. Enn,

le chapitre[6 regroupe deux exemples pour lesquels nous détaillerons les résultats
numeériques obtenus.
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Chapitre 4

Approximation de l'esperance
d'un temps de sortie : premieres
approches

Avant de présenter la méthode numérique que nous avons retenue pour le calcul
des moments et de la distribution du temps de sortie d'un PMDM. Nous décrivons
dans ce chapitre deux approches possibles pour le calcul de l'espérance d'un temps
de sortie. La premiére méthode est assez générale pour les processus markoviens mais
nous verrons qu'elle s'adapte mal au cas particulier des PMDM. Dans la deuxiéme
section, nous verrons dans quelle mesure les résultats de la partie précédente per-
mettent d'envisager le calcul de l'espérance d'un temps de sortie.

4.1 Programmation linéaire pour le calcul des mo-
ments

Il existe une méthode numérique e cace et assez générale, développée notam-
ment dans [Helmes et al., 2001] €t [Lasserre and Prieto-Rumeau, 2004], pour le cal-
cul des moments du temps de sortie d'un processus markovien. Il est donc naturel de
chercher a utiliser cette méthode dans le cadre des PMDM. Dans la section suivante,
nous allons décrire cette méthode, qui s'appuie sur une hypothése concernant le gé-
nérateur in nitésimal du processus, puis nous verrons qu'elle n'est pas envisageable
dans le cas des PMDM, I'hypothése en question n'étant que rarement satisfaite.

4.1.1 L'approche de Helmes, Rohl et Stockbridge

Dans cette section, nous présentons l'approche adoptée par Helmes, Rohl et
Stockbridge dans[Helmes et al., 2001] pour calculer numériquement I'espérance d'un
temps de sortie pour un processus markovien.

Soit (Yy);o un processus markovien a valeurs darR® dont le générateur est
noté A et a pour domaineD(A). Les auteurs considérent un ouvert borné&) 2 R
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et cherchent & encadrer numériquement I'espérance de
= inffs Otel queYs 62UQg: (4.1.1)

Le point de départ de la discussion se situe alors dans la remarque que pour
toute fonction f 2 D (A), le processus

Zt
f(V) f(Yo) Af(Y)ds

est une martingale. Ainsi, pour toutt > 0, on obtient

Z
E f (Yt" ) f (Yo) Af (YS)dS =0:
0

En supposant alors que est ni presque surement, on peut passer a la limite lorsque
t tend vers I'in ni pour obtenir

Z
Eff(Y)] E[f(Ya] E _ Af(Yds =0: (4.1.2)

Les auteurs dé nissent alors deux mesureg et ; de la fagon suivante :
la mesure ( est une mesure suR? (en fait sur U) appelée mesure d'occupation
moyenne jusqu'a dé nie pour B 2 B(RY) par
z
oB)=E . 1ty 28 gdS ;

la mesure ; est une mesure de probabilité sur? (en fait sur @) appelée loi
de la position de sortie deJ dé nie pour B 2 B(RY) par

«(BY=P (Y 2B):

Si on suppose que le process(i% ), part d'un point yo 2 RY xé, I'équation
(#.1.2) devient
z z
UAf () o(dy) + f (yo) @Uf (y) 1(dy)=0: (4.1.3)

C'est cette equation, nommédasic adjoint equation, qui permettra aux auteurs de
mettre en place leur méthode numérique.

Par ailleurs, il est montré dans{[Kurtz and Stockbridge, 1998] que I'équation (4.1..3)
caractérise la mesure d'occupationg et la loi de la position de sortie ; d'un pro-
cessus ayant pour générateuk.

Les auteurs introduisent alors I'hnypothése importante de leur discussion.

Hypothese 1ll.1  les polyndmes font partie d®(A) et sif est un polynéme alors
Af l'est également.
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En e et, cette hypothése va permettre de traduire I'équation|(4.1]3) en un systéme
d'équations linéaires sur les moments des mesurgset ; qui seront notés(m; ); oy«

et (q )J 2Nd . Z Z
mp= Yooy b=y a(dy):
Plus précisément, pour un multi-indicek 2 l\g' on posef(y) = y* = yk :: :y('jd.
D'aprés I'hypothése[ 111, on a alorsAf(y) = * ; ¢ (k)y! pour une certaine suite

de réels(c; (k)); na. On applique I'équation [4.1.8) erf, pour obtenir des équations
linéaires reliant les moments. Pour touk 2 N9, on obtient

G(K)m; +ys b =0: (4.1.4)
j
Il est alors important de remarquer que
z z
E[ 1= ds= oRY)= _ o(dy)= mo
0 Rd

Le calcul de I'espérance de a donc été ramené au calcul dey sachant que
les moments(m; );one €t (1), one des mesures o et | veri ent les équations de la
forme (4.1.4). Cependant, ces équations ne sont pas su santes car elles ne garan-
tissent pas que les solutions seront des suites de moments. Il est donc nécessaire
d'y adjoindre des conditions a n assurer que les suite#n;); ne €t (I)jone SoOiENt
bien des moments de mesures. Deux types de conditions ont été considérées dans la
littérature : des contraintes linéaires (LP) et des contraintes semi-dé nies (SDP).

Contraintes LP Dans [Helmes et al., 2001], les auteurs choisissent d'utiliser les
conditions de moments de Hausdor qui sont des conditions nécessaires et su santes
(voir [Feller, 1966, page 222]). Ces équations étant linéaires, elles permettent d'envi-
sager une résolution par programmation linéaire pour laquelle il existe de nhombreux
solveurs e caces.

Contraintes SDP Dans [Lasserre and Prieto-Rumeau, 2004], les conditions de
moments de Hausdor sont remplacées par des contraintes de semi-dé nie positi-
vité de certaines matrices de moments. Ces derniéres conditions semblent fournir de
meilleurs résultats numériques (on pourra également consulter [Lasserre, 2003] pour
une comparaison des performances des approches LP et SDP).

Cette méthode peut également étre adaptée pour approcher les moments d'ordre
supérieur de . Il s'agit donc d'une méthode e cace permettant d'approcher n'im-
porte quel moment du temps de sortie dés lors que I'hypothésg TITJ1 est satisfaite.
Nous l'avons vu, cette hypothése est en e et cruciale dans la discussion précédente.
Elle est satisfaite pour une large classe de processus tels que les processus de di u-
sions (le générateur étant alors essentiellement un opérateur di érentiel).

Nous allons voir dans la section suivante que I'hypothése Tll.1 n'est en général
pas satisfaite pour les PMDM, cette approche ne pourra donc pas étre envisagée
dans notre cas et il sera nécessaire de développer des techniques originales adaptées
aux PMDM.
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4.1.2 Le générateur in nitésimal des PMDM

Dans cette section, nous allons rappeler le résultat de [Davis, 1993, section 26]
qui décrit le générateur in nitésimal d'un PMDM. Nous montrons ensuite sur des
exemples que I'hypothése TIT]1 n'est pas valable en général pour les PMDM.

Un important résultat de la théorie des PMDM tient dans le fait qu'une descrip-
tion précise du générateur in nitésimal et de son domaine est disponible [Davis, 1993,
théoréeme 26.14]. Le domain®(A) contient les fonctionsf mesurables surlE qui
véri ent certaines conditions techniques de régularité et d'intégrabilité ainsi que la
condition de bord : pour toutx 2 @E

z

Fy= TR dy): (4.1.5)

Théoréme 4.1.1 Le générateur in nitésimal A d'un PMDM (X;);o de caractéris-
tiques(; ;Q) est donnég, pour toutf 2 D (A), par
z

Af(x)= XE)+ () Tly) Tx) Qi dy): (4.1.6)

ou X est le champ de vecteur associé au ot et dé ni en (1.1.2).

Le générateur des PMDM étant décrit avec précision, nous pouvons nous intéres-
ser a I'nypothésg I11.]. Notons qu'elle est satisfaite pour le processus de Poisson avec
ot présenté dans la section 1.2]1. Dans ce cas, on a en e et d'aprés le théoréme 4.1.1

Af (xX) = (C:X(x)+ f(x+1l) f(x :

Cette situation est cependant assez marginale parmi les PMDM et nous donnons
maintenant des arguments a n de convaincre le lecteur que I'hypothége TlI.1 n'est
en général pas satisfaite pour les PMDM.

La condition de bord [4.1.5) est trés contraignante et rarement véri ée par
les polyndmes. Dans |'exemple académique de la secfion 1.2.2, @ &= flg
mais pourk 1 7
k . 1 X k
yQxdy)= — y' <1
E JEOJ y2E o
et la condition de bord n'est donc pas satisfaite. Ceci est assez général dés que
le noyau de transition est dégénéré comme dans les modéles des seg¢tions 1.2.3
et[I.Z.2.

Dans I'équation {4.1.6), considérons le term¥f (x) (notons queA se réduit aX
lorsque le taux de saut est nul). Rappelons que pofiin niment di érentiable,
on a

X @f
Rappelons que dans I'équation ci-dessus, les fonctidnglé nissent I'équation
di érentielle ordinaire d'ou est issu le ot (voir I'‘¢quation [L.1.1). Pour queX

Xf (x) = (x)bi (x):
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véri e I'nypothése(lll.1] il est nécessaire que pour tout, la i-iéme coordonnée
b de b soit un polynéme (en e et, choisirf (X) = X; dans la dé nition de X ci-
dessus). Cette condition est trés restrictive et n'‘est par exemple pas satisfaite
dans le cas du modéle de corrosion de la section 1.2.5.

Au vu du terme intégral (x) RE f(y) f(x) Q(x;dy) de I'‘équation (4.1.6),

il semble peu probable que I'hypothéde TI1 soit véri ée si n'est pas un po-
lynédme. Cette condition serait trés contraignante car elle limiterait fortement

le choix concernant les lois des temps de saut (méme si, dans un souci de sim-
plicité, nous avons souvent choisi de prendre constant dans nos applications
numeriques).

En n, supposons que les conditions précédentes soient tout de méme remplies :
la condition ay bord est satisfaite et les fonctionbet sont des polynémes,
alors le terme ¢ f (y)Q(x; dy) peut encore s'opposer a ce que I'hypothése TlI.1
soit véri ée. Considérons en e et I'exemple suivant. Supposons qu'il existe
;2 E tels que pour toutx 2 E, on aQ(x;f; g)=1, ona alors

z

_YQUdy) = aQeif g)+ B 1 Qxif g)
qui ne sera un polynéme que (x; f g) l'est.

Finalement, nous avons vu que le générateur in nitésimal d'un PMDM ne pourra
satisfaire I'nypotheésd Tl.1 que dans certains cas trés particuliers. L'approche déve-
loppée par Helmes, Ro6hl et Stockbridge ainsi que par Lasserre et Prieto-Rumeau ne
peut donc pas constituer une méthode générique pour le calcul des moments dans
le cas des PMDM.

4.2 Une premiere méthode numérique par quan-
ti cation

Dans cette section, nous allons voir comment les résultats de la partie précédente
peuvent étre utilisés pour calculer I'espérance du temps de sortie d'un PMDM.

Soit U un borélien deE. On suppose que le processus part d'un poirt2 U xé
c'est-a-direZy = x p.s. et on considére le temps de sortiede U :

= inffs  Otel que X5 62UQg:

Puisque nous nous intéressons au calcul numérique, il semble naturel de sup-
poser que est ni Py-p.s. On va chercher a exprimer comme une fonctionnelle
du processus an dappliquer les résultats de la partie précédente pour calculer
I'espérance du temps de sortie. On suppose donc que les hypothéses de la partie
précédente| 1.1 1.2 et/ 1.3, sont satisfaites par les caractéristiques du processus.
On leur adjoint I'hypothése suivante, qui sera cruciale pour exprimer comme une
fonctionnelle du processus.
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Hypothese 111.2  Le processus ne peut retourner darid une fois qu'il en est sorti
le. 822 U5P,(9t 0;X;2U)=0:

Pour s'assurer que I'nypothésg TITJ2 est véri ée, il peut paraitre naturel d'intro-
duire le processusué au temps , noté (X, )pr+, €t dé ni par :

X¢ pourt<

Xy = pour t

ou représente un état cimetiére. Ce nouveau processus est le méme que le pro-
cessus original jusqu'a l'instant . Ensuite, lorsqu'il cherche a sortir deJ, on force

un saut qui I'envoie dans un état cimetiere dans lequel il demeure indé niment. Le
processus(X )pr+ VEri e donc trivialement I'hypothése [Il1.2] Cependant, le fait

de tuer le processus modie les caractéristiques du processus en introduisant une
discontinuité. De maniére générale, les caractéristiques du processus tué ne véri ent
plus les hypothéses de continuité Lipschitz qui leur ont été imposées notamment
I'hypothése[I1.3. L'introduction de I'nypothése[lll.2 constitue donc une véritable
restriction qui ne peut, en général, étre levée par aucun arti ce.

Notre méthode a alors pour point de départ la remarque suivante qui est une
conséquence de I'hypothése TI1.2 :
Z .,
= o 1x ou gds:

Ainsi, pour tout N 2 N, ~ Ty peut se mettre sous la forme d'une fonctionnelle qui
entre dans le cadre de la partie précédente, on a
- - 4

Ex[ * Tn]= Ex . lix c2ugds = In(Lu; 0)(X):

De plus, lorsqueN tend vers I'inni, ona Ty ! +1 d'aprés I'hypothésg .1, donc
par convergence monotone

N!ir[ll In(Lu; 0)(X) = Ex[ [

Finalement, on peut approcherE4[ ] par IJn(1y;0)(X) pour un N su samment
grand que nous nommonghorizon de calcul

La quantité Jy (1y;0)(X) ne peut étre obtenue directement par le schéma nume-
rique de la partie précédente car la fonction de codt instantan, est discontinue
et ne véri e donc pas la condition de continuité Lipschitz de I'hypothése T]4. Nous
verrons, dans un premier temps, qu'on peut malgré tout obtenir un encadrement
de cette quantité. Puis, nous verrons que sous certaines conditiodg,(1y;0)(x)
peut étre obtenu directement en passant outre I'hypothése de continuité Lipschitz.
Cependant, avant d'aller plus loin, nous discutons dans la section suivante du choix
adéquat de I'horizon de calcuN . En e et, comme dans la partie précédente (section
8.3.4), le premier probléme rencontré pour formaliser mathématiquement la quan-
tité que nous voulons calculer est celui de I'horizon de calcul en terme de nombre
de sauts du processus.
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4.2.1 L'horizon de calcul

Tout comme Davis [Davis, 1993, section 33], nous approchonpar " Ty pour
un certain N 2 N puisque " Ty ! lorsqueN ! +1 d'aprés I'hypothése T.1.
Il est donc nécessaire de choisM su samment grand pour que P (Ty < ) soit
faible. En e et, dans ce cas, I'évolution du processus au-dela dg n'aura qu'un
faible impact sur la loi du temps de sortie.

Il est di cile d'estimer cette probabilité en toute généralité car le lien entre et
les temps de sauts dépend fortement du probléme considéré. Ainsi, on estimera sou-
vent N par des simulations préliminaires. En e et, on pourra calculeP (Ty < )
pour N xé par la méthode de Monte-Carlo puis augmenter la valeur dil jusqu'a
ce que la probabilité devienne su samment faible.

Cependant, nous présentons ici une autre méthode pour borner cette probabilité
qui pourra étre utile dans les applications. Tout d'abord, remarquons que pour tout
K> 0,o0na

fTn< g f Ta<Kg[f >K g:

On en déduit
I:)x(TN < ) PX(TN <K )+ Px( > K ):

Cette majoration sera particulierement utile lorsque sera borné (comme dans
I'exemple du processus de Poisson présenté ala sedtion [L.2.1 ou encore dans I'exemple
suivant) car il existe alorsK tel que Py( >K ) =0. Dans le cas contraire, lorsque

ne sera pas borné, il sera parfois possible de trouu€rtel que P,( > K ) soit
faible. Dans cette optique, I'exemple suivant, bien que simple, est assez typique.

Exemple : un modéle de propagation de ssure

Nous adaptons ici un exemple étudié dans [Chiquet and Limnios, 2008], qui
modélise une propagation de ssure. Le processus r€g|).o représente la dimension

de la ssure, il vérie :

( Yo> 0;

Y: = A.Y; pour toutt 0.

ou A; est un processus markoviens de saut dont I'espace d'état £st g avec
0< . On s'intéresse a l'instant ou la ssure atteint une taille critique
Ye. Le processugX )0 = (A¢; Yi)io est un PMDM, A, représentant le mode d'évo-
lution & l'instant t. On peut alors borner le temps de sortie en considérant le ot le
plus lent, ce qui correspond dans notre cas au mode: on a clairement pour tout
t 0,Y Yee' etainsiP (> 1In(¥))=0.

Par ailleurs, concernant le termeP,(Ty < K ), on renvoie a la sectio4
de la partie précédente ou une borne théorique a déja été donnée sous certaines
conditions. Finalement, lorsque est borné avec une grande probabilité et lorsque
les hypothéses de la sectign 3.8.4 sont satisfaites, on peut chdisia priori tel que
P (Ty < ) soit faible.
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4.2.2 Encadrement de I'espérance du temps de sortie

Nous avons ramené le calcul de I'espérance du tempde sortie deU a celui de
la quantité Jy (1y; 0)(x) étudiée dans la partie précédente. Cependant, a n d'appli-
guer le schéma numérique de la partie précédente, nous devons nous débarrasser de
la fonction indicatrice 1. Pour ce faire, comme dans la sectign 3.8.2, nous allons
I'encadrer entre deux fonctions lipschitziennes indexées par un paramebe2 R* .
Le prix & payer pour avoir un encadrement n sera de grandes constantes de lipschitz
et donc des bornes importantes pour la majoration de I'erreur du théoréme 2]4.2.
Nous allons montrer que cet e et peut néanmoins étre compensé en prenant su -
samment de points dans la grille de quanti cation ce qui nous permettra malgré tout
d'obtenir un encadrement précis dely (1y;0)(x). Dé nissons donc pourD 2 R* |
les approximations lipschitziennes, et I, de 1, de la fagon suivante : pour tout
X2 E, (
Ip(x) =1 7~ (Dd(x; U 9));
Ip(x)=0 _ (1 Dd(x;U)):

Figure 4.1 La fonction indicatrice 1, et ses approximations lipschitziennes avec
D=2etU=] 1;1]

On a alors

Ipb 1y Ip:

On en déduit que pour toutD 2 R*
In(p;0()  In(Lu;0)(x)  In(lp; 0)(x):

Nous allons voir maintenant que les fonctiong, et Iy sont lipschitziennes ce
qui nous permettra d'appliquer notre méthode numérique pour évaluer les bornes
de I'encadrement ci-dessus. C'est I'objet du lemme suivant.

Lemme 4.2.1 Les fonctionsl, et [y sont lipschitziennes et on a

" o] =[lo] = D;
ClD = CTD =1:
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Démonstration Il est clair que C,, = C;, = 1, montrons que[lp] = D, la dé-
monstration étant similaire pourlp.

Fixons x;x°2 E, écartons le cadp(X) = 15(x9) = 1 et supposons par symétrie
quelp(X) 15 (x9. Onadoncly(x)= D d(x; U). Fixons x°°2 U°,

b(x9 D dx®u°
D jx © x%
D jx % xi+D jx X%

On obtient le résultat en passant a la borne inférieure lorsque®2 U°.

Les fonctionsl, et Ip sont lipschitziennes. Ainsi, comme nous l'avons remar-
qué a la section 2]1, sous hypothéses de continuité Lipschitz du ot, elles sont
également lipschitzienne le long du ot et on peut appliquer le schéma numérique
de la partie précédente avec ces fonctions de colt instantané. Conformément aux
conventions de la partie précédente, notons, , (respectivementV.p) I'approxima-
tion de Jy (Ip; 0)(X) (respectivementdy (Ip;0)(x)) et "n(Ip;0;X) (respectivement
" (Ip; 0; X)) la borne de l'erreur fournie par le théorém.2. Remarquons en ef-
fet que ces bornes ne dépendent pas du paraméfecar la fonction de codt des
sauts a la frontierec est nulle. On a alors I'encadrement suivant pour I'espérance
Ex[ » Tn]l= In(Ly;0)(xX) dont la démonstration découle directement de la discus-
sion précédente.

Théoreme 4.2.2 Sous les hypotheséds 1.1, T2, TTR[ 1.2 et si le ot est lip-
schitzien, on a l'encadrement suivant :

Voo  "n(p;0;X)  Ex[ *Tnl Voo + "n(Ip;0;X):

Pour régler le parametreD de facon optimale, on raisonne comme pour le para-
meétre B a la section. Les fonctionk, et I seront d'autant plus proches de
la fonction indicatrice qu'elles encadrent qu® sera grand. Cependant, les erreurs
"n(Ip;0;X) ety (Ip; 0; X) augmentent linéairement ave® (on peut le véri er aisé-
ment a partir de leurs expressions données dans le théoréme 2.4.2 et les propositions
e 2.3.9). Ainsi, pour controler ces erreurs, il faut que le nombre de points dans
la grille de quanti cation soit tel que I'erreur de quanti cation soit au plus de I'ordre
de 2.

4.2.3 Evaluation directe de I'espérance du temps de sortie

Dans cette section, nous allons montrer que sous certaines conditions, on peut
appliquer directement le schéma numérique de la partie précédente aux fonctions
de codt(l;c) = ( 1y;0) pour approcher I'espérance du temps de sortie. L'algorithme
sera convergent malgré la discontinuité de la fonction indicatrice.

A linstar de t , on dé nit u le temps de sortie déterministe d&J.
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Dé nition 4.2.3  Pour tout x 2 U, on introduit u (xX) comme étant le temps pour
gue le ot partant de x quitte I'ensembleU :

u(x)=inf fs 0tel que (x;s) 62UQ:

Cette dé nition est assez naturelle. En e et, nous ne sommes intéressés que par la
trajectoire du processus a l'intérieur déJ qu'on peut d'une certaine maniere consi-
dérer comme notre nouvelle espace d'éfatLa fonction u joue ainsi le role det
dans ce probleme.

Le nouvelle condition dont nous aurons besoin dans cette section sera la conti-
nuité Lipschitz de u . En e et, en reprenant les notations de la partie précédente,
si on cherche a appliquer notre méthode numérique avec les fonctions de codt
(I,c)=(1 y;0), on a pour tousx 2 E ett 2 [0;t (X)],

z t
FA(X; t) = L(X,t) = lf(x;s)zu gdS: u (X) A
0

Pour que le schéma numérique de la section précédente reste convergent en pre-
nant (I;¢) = (1 y; 0) comme fonctions de codit, il faut véri er que les fonctions* = L
et v, restent lipschitziennes. Nous allons montrer que c'est le casusiest elle-méme
lipschitzienne. Concernant la fonctiorL, on a le lemme suivant.

Lemme 4.2.4 Siu est lipschitzienne alord. I'est également par rapport a chacune
de ses variables avec

[L]s =[u];
[L].=1:

Démonstration Soientx;y 2 E ets;t2 [0;t (x) A t (y)], on a alors
LGt Ly;t =ju )t u)™g ju () uy) [ulx i
Par ailleurs,
L) Lxs) =ju()rt u()”spjt s
d'ou le résultat.

On se tourne maintenant vers la continuité Lipschitz des fonctions,. Nous avons
déja remarqué dans la section 3.3.1 qu'on peut se passer de la continuité Lipschitz
de la fonction de colt instantanél si on est capable de borner des termes de la

forme (3.3.1) que nous rappelons ici

| xxu | x%u du;

1. Ceci sera particulierement vrai dans le chapitre suivant car nous pourrons considérer le
processus tué au temps.
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avecl = 1y ets;s2 [0;t (x) ~ t (x9]. Supposons par symétrie qua (x) u (x9,
remarquons que la di érence de fonctions indicatrices

jlf(x;u)ZU g 1f(x Gu)2u gj

est non nulle si et seulement Sifpuou g = 0 €t 1ix oypug = 1 C'est-a-dire si

uX u<u (x9F On en conclut que

Z o
Licwou g Lix oupeu gidu

I x;u | x%u du
Zsso
= . 1, (X) u<u (xo)jdu
jux9rs® u _s

ju@) u i

[ulix®  xi:

Par conséquent, sous I'nypothése de continuité Lipschitz de, le théorémdg 2.4 2
reste vrai si on choisitl = 1, comme fonction de co(t instantané. On modi e
léegerement les constantes dans I'expression de l'erréi(it y; 0; X). Les constantes
[FA]1 et [FA], deviennent respectivement les constantgk]; et [L], du Iemme
et dans les constantes de Lipschitz de,, les termesC; [l]; deviennent[u ]. En
d'autres termes, on a montré le résultat suivant.

Théoréme 4.2.5 Sous les hypothéses 1., M2, 1.3, TIT.2, et siu est lipschitzienne
alors, on peut appliquer le schéma numérique de la sectjon 2.4.2 avec les fonctions
de codt(l;c) = (1 y;0) et I'erreur d'approximation vérie :

PIn@u 000 Yoi "N (X);

ou

lj(l
"NX) = 2[Vi+1 JKZ k41 2k+1 Ko+ 2[w] +[u] kZy Z’kkp + kSy+1 g|<+1 Kp;
k=0
avec
Val K YWVne1 )
et Kqw) = EQ% Ez[w]; + E4Cy, + [Q][w] ou la constanteE ?he dépend que des
caractéristiques du PMDM :
EX% 2[u ]+ [t ]+2C2[] 1;
C, (N nC;;
Vi € ¢ (Kvna)+ (N n)Cy [11Ci ) +[u];

Vol €€ C C +2+(@2N 2n 1)CC +1;
[Vn] [Vnls + [t ][Vnl2;

et enn Ej; et E4 restent inchangés et sont données dans la propositjon 23.7.

2. En réalité, les inégalités sont ici larges ou strictes selon quéx;u (x)) et (x %u (x9)
appartiennent ou non aU mais cela n'a pas d'importance dans la suite. On s'est placé ici dans le
cas ouU est un ouvert.
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En conclusion, sous I'hypothése supplémentaire T1).2, on peut utiliser le schéma
numeérique de la partie précédente pour calculer I'espérance du temps de sortie d'un
ensembleU  E. D'une part, nous pouvons obtenir un encadrement de cette es-
pérance. D'autre part, sous une hypothése supplémentaire de continuité Lipschitz
du temps de sortie déterministe deJ, on peut également en calculer une évalua-
tion directe. L'avantage de cette méthode est qu'elle s'inscrit directement dans le
cadre de la précédente. Si on a mis en +uvre la méthode de calcul des espérances
de fonctionnelles, on est en mesure, sous I'hypothése supplémentaire]lll.2, d'obtenir
directement, comme cas patrticulier, I'espérance d'un temps de sortie.

Dans le chapitre suivant, nous présentons une méthode plus ambitieuse car elle
permettra d'approcher non seulement I'espérance du temps de sortie mais egalement
n'importe quel autre moment ainsi que la fonction de survie. La méthode que nous
venons de décrire n'est cependant pas a bannir car les hypotheses sous-jacentes
seront di érentes.



Chapitre 5

Approximation des moments et de
la distribution d'un temps de
sortie

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle méthode numérique permettant
d'approcher les moments et la distribution d'un temps de sortie d'un PMDM. Apres
avoir dé ni le probleme et introduit nos hypothéses, nous présenterons des formu-
lations récursives des moments et de la fonction de survie qui nous permettront
de mettre en place notre schéma d'approximation numérigue. Celui-ci est a nou-
veau basé sur la quanti cation d'une chaine de Markov a temps discret sous-jacente
au PMDM. Nous prouvons sa convergence et obtenons une vitesse dans le cas des
moments.

5.1 Présentation du probleme et hypotheses

Nous commencons par exposer plus précisément le probleme du temps de sortie
en dé nissant notamment lI'ensembleJ duquel on veut calculer le temps de sortie.
Nous énoncerons également les hypothéses spéci ques a ce chapitre.

Pour tout m 2 M, soit U,, un borélien deE,, et soit
U=1fm; )ym2M,; 2 Uy,g:
On s'intéresse au temps de sortie dg noté
= inffs  Otel que X5 62UQ: (5.1.1)

Notons la distribution de I'état initial Zy = X du processus. L'hypothése suivante
est naturelle pour que le probleme soit bien poseé.

Hypothése 111.3  Le processus part d'un point d&J et nit par en sortir presque
strement i.e. le support de est inclus dansU etP ( < +1)=1 .

Comme dans le chapitre précédent, le temps de sortie déterministe deU,
dé ni en @.2.3, jouera un rble de premier plan dans notre discussion. En e et, dans
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le probleme du temps de sortie, il remplacera d'une certaine maniere le tentpsle
sortie déterministe deE. Nous formulons a son sujet I'hypothese suivante.

Hypothese 1l11.4 La fonction u est
a. lipschitzienne : il existe[u ] 2 R* tel que, pour tousx, y 2 E :

u® ufy) [ulx vy;
b. bornée : il existeC, 2 R* tel que, pour toutx 2 E :
0O uXx GCy:

Sauf lorsque le ot a une expression assez simple (comme dans I'exemple du pro-
cessus de Poisson), il n'est pas possible d'obtenir une formule explicitewell ne
sera en général connu qu'au travers d'une équation de la formex;u (xX) 2 @U
C'est par exemple le cas dans le modeéle de corrosion que nous étudierons dans la
section[6.2. Dans cet exemple, nous verrons cependant qu'une telle équation sut a
établir sa continuité Lipschitz.

On formule par ailleurs deux hypothéses sur I'ensemblé

Hypothése 1I1.5 Pour tout m 2 M, I'ensembleU,, est convexe.

Cette hypothese permet d'exploiter une propriété de l'algorithme de quanti ca-

tion (voir la proposition 5.3.).

Hypothese 111.6  Pour > 0, soitU = fx 2 E tel qued(x; @V g. Il existe
C>0et > Otel que pourtoutk 2f0;::;;Ng, P (Zx2U ) C

Cette hypothese signi e qu'il est peu probable que le processus saute pres de la
frontiere deU. Nous verrons dans le chapitre suivant que cette condition est véri ée
pour le processus de Poisson avec ot (sectipn 1J2.1) ainsi que dans le modéle de
corrosion (sectior] 1.2]5). De plus, nous verrons, dans ces mémes exemples comment
I'nypothése peut étre obtenue de maniere assez générale lorsguea une densité
bornée. En n, notons que siZx est a valeurs dans un ensemble discrgy, I'hypo-
thése est véri ée dés lors quanfye , d(X; @Y > Oﬂ

Les trois hypotheses ci-dessus, [11.4, TM.5 ét 1116 joueront un réle crucial dans
notre discussion. Nous introduisons maintenant deux hypothéses supplémentaires
qui n'impliquent aucune perte de généralité car elles peuvent se déduire des précé-
dentes quitte a e ectuer une transformation du processus que nous allons préciser.
La premiére a déja été utilisée dans le chapitre précédent, il s'agit de I'nypothése ]lI.2
selon laquelle le processus ne peut retourner Enapres l'avoir quitté. La seconde
est la suivante.

1. On n'a cependant pas I'équivalence comme le montre I'exemple suivant. On pos¢ = R* et
on suppose queZy est a valeurs dansEq = f4-;j 2 N gavec pourtoutj 2N ,P Zy = & = 4.
On véri e alors que pour tout > 0,P Z, 2 U 2 mais queinfye , d(x; @Y =0.



5.2. FORMULATION RECURSIVE DES PROBLEMES 127

Hypothese 11l.7 La fonction t est bornée parC; .

Si I'une de ces deux hypothéses n'est pas satisfaite par le proceg3ugpr+, On
introduit le processustué au temps , noté (X, )pr+, €t dé ni par :
(
_ Xy pourt<
X, =
pour t

ou représente un état cimetiere. L'espace d'état du processus tué Est= U[f ¢

et I'nypothese[lll.2 est véri ée puisque le processus reste en apres avoir quitté

U. De plus,t , le temps de sortie déterministe dé&c pour le processus tué, est
égal au qui est borné d'aprés I'hypothesg TITJ4.b. En n, quitte a tuer le processus,
on peut supposer que les hypothéses Tll.2 [et TT).4 sont satisfaites. Remarquons que
nous avions déja évoque le processus tué au tempslans le chapitre précédent.
Cependant, cette transformation n'était alors pas licite car elle ne conservait pas les
hypotheses de continuité Lipschitz formulées sur les caractéristiques du processus
alors que dans cette partie, nous n'aurons pas besoin de ces dernieres hypothéses.
La condition de non retour enU qui apparaissait comme restrictive dans le chapitre
précédent ne I'est plus désormais.

Le but de ce chapitre est de développer un schéma d'approximation pour la
fonction de survie et les moments du temps de sortie Notre méthode sera trés
facile a mettre en +uvre car elle nécessitera seulement d'étre capable de simuler
le processus. Notre approche est basée sur un calcul récursif utilisant la chaine de
Markov (Zn; Tn)n2n - Par conséquent, nous étudierons” Ty plutdt que  pour un
certain N 2 N que nous appellerons I'horizon de calcul. En e et, d'apres I'hypothese
.7, lorsqueN tend vers I'in ni, on a

N ! P p.s.

On peut ainsi approcher par ~ Ty si N est choisi (susamment grand) pour
qgue la probabilité P ( > T y) soit assez petite. En e et, dans ce cas, I'évolution
du processus au-dela d&y n'aura qu'un faible impact sur la loi et les moments
du temps de sortie. On a déja discuté du choix d'un tell dans la sectior] 4.2]1 a
laguelle nous renvoyons.

Dans la section suivante, nous présentons les équations récursives qui permettent
de calculer la fonction de survie de * Ty puis ses moments.

5.2 Formulation récursive des problemes

Comme dans la partie précédente, notre stratégie va consister a exprimer les
probléemes qui nous intéressent au moyen d'une récurrence dépendant d'une chaine
de Markov a temps discret sous-jacente au PMDM a n de pouvoir mettre en place
un schéma d'approximation par quanti cation. Dans cette section, nous décrivons
ces récurrences.
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5.2.1 Distribution

Notre premier but est le calcul numérique d'une approximation de la loi du temps
de sortie . Plus précisément, on cherche a approcher ( > s Tn) pour tout
s > 0. Nous commencgons par établir que cette quantité peut s'obtenir par un calcul
récursif.

Dé nition 5.2.1  Pour tout s > 0, on dé nit les suites(px(S)) ko » (Gk)ko €t(rk(s) ko
de la maniére suivante :

8
3 (s) =P (>s Tv);
2 q< =P ( Tk);
re(s) =P (f >sg\fT < Ty+10):

La probabilité conditionnelle pc(s) n'est pas dé nie lorsquegc = 0. On choisit
d'étendre la dé nition en posant alorspk(s) = 0.

Notre objectif est d'approcherpy (s) ou N représente I'horizon de calcul. La
proposition suivante fournit une relation de récurrence pour la suitéy)kn - On
remargue alors qugy peut étre calculé des que les suitég)kn et (rk)kn 1 sont
connues.

Proposition 5.2.2  Sous I'hypothesé II.B, pour touk 2 N, s > 0, on apy(s) =0
et
S ACLNCR Si Quy 6= 0

S) = Ok +1 .
P () 0 sinon.

Démonstration Tout d'abord, puisque To = 0 et puisque le processus part de
I'ensembleU d'aprés I'hypothésg T11.3, on ap, = 0.
Ensuite, soitk 2 N tel que gk+; 6= Oet en remarquant que

f Tks19=f Tkg [T « < Tk+10;

on obtient
P (f >sg\f Ty+10)
+1(S) =
Pr+1 (S) P ( Tee)
_ P (f >sg\f Tg)+ P (f >sg\fT < Tk+10)
Gk+1

P (S)0k + ri(s).
Gk+1 ’

ce qui montre le résultat.

Avant d'aborder les calculs numeériques, nous présentons le second probleme qui
nous intéresse.
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5.2.2 Moments

Notre deuxieme objectif est 'approximation des moments du temps de sortie
de U i.e. pour tout j 2 N, on s'intéresse && [ ! Ty]. La méthode que nous
introduisons est a nouveau basée sur une construction itérative de la quantité a
calculer.

Dé nition 5.2.3  Pour tout j 2 N, on dé nit les suites (pk;j )ko €t (rkj)ko de la
maniere suivante : 8 h i

< Pej = E h . T i

: Nei = E Jlfrk< Tyag -
Notre objectif est d'approcherpy; ou N représente a nouveau I'horizon de calcul.
Comme dans la section précédente, la sui{py;)xn satisfait une relation de re-
currence dont les parametres sont les suitégq)x n , précédemment introduites, et
(N kN 1 -

Proposition 5.2.4  Sous I'hypothesg TIT.8, on a pour touk;j 2 N, pp; =0 et

(o gt .
_ Pi;j Ok *T k; : si Q<+1 6=0
pk+l;j = Ok +1 .
0 sinon.

Démonstration La preuve est similaire a la précédente, celle de la proposition
5.2.2.

Nous sommes a présent en mesure de nous tourner vers les schémas d'approxi-
mation numérique.

5.3 Schémas d'approximation

Tout comme dans la partie précédente, nos schémas d'approximation sont basés
sur la quanti cation d'une chaine de Markov a temps discret sous-jacente au PMDM
a temps continu. Nous renvoyons a la sectign 1.4 pour une présentation détaillée de
la quanti cation.

Dans la partie précédente, nous avons quanti é la chaine de Markov formée des
positions apres sauZy et des durées inter-saut$y. Dans cette partie, il sera plus
avantageux de considérer la chaine

( Wkn =(Zik; Tk

formée des positions aprés un saut et des temps de sauts. Parce qu'elle remplit le
méme rble que dans la partie consacrée aux espérances de fonctionnelles, nous notons
a nouveau( ¢)xkn la chaine de Markov a temps discret que nous considérons, ce
n'‘est cependant pas la méme que précédemment. L'algorithme de quanti cation
fournit ainsi pour chaque pas de temp® k N une grile nie  E R*

ainsi que des matrices de transitions(Bk)OK n 1 de yvers g1 eton pose

(2 Be) = proj , (Zi; Tw): (5.3.1)
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Dans ce chapitre, on aura également besoin d'une propriété ne de l'algorithme
de quanti cation, démontrée dans|[Bouton and Pages, 1997].

Proposition 5.3.1 Le processus quanti &€ évolue dans l'enveloppe convexe du sup-
port de la loi du processus original.

Ainsi, dans notre cas, d'aprés I'hypothésg TI|5 de convexité dé, si Z, 2 U p.s.
pour un certain k 2 f0;:::;N g alors 2, 2 U p.s. également. Cette propriété sera
importante dans la suite, plus précisément dans les démonstrations des propositions
et(5.3.9.

5.3.1 Schéma d'approximation de la distribution et preuve
de convergence
On a déja remarqué dans la proposition 5.2.2 qui (s) = P ( > sj Tn)
peut étre calculé des lors que les suitdsk)kn €t (rk)kn 1 Sont connues. Par
conséquent, on va cherche a exprimer ces suites en fonction de la chaine de Markov

(Z«: Tk que nous remplacerons ensuite par la chaine quanti é8; P)xn an
de dé nir leurs approximations (§)kn €t (b )kn 1 -

Tout d'abord, remarquons quefTy < g=fZ, 2 Ugetf Tvg = fZ 62Ug
d'aprés I'hypothése[ Tl1.2 selon laquelle le processus ne peut plus retourner én
lorsqu'il en est sorti.

De plus, sur I'évenementZ 2 U; Zy+; 62Jg, on aP -p.s.
= (T + u (Zk)) " Tieas
oliu (x) est le temps de sortie déterministe d&J depuis le pointx, dé ni en 4.2.3.
En e et, le processus ne peut sortir d&J qu'en franchissant la frontiere@ Ulors de

son mouvement déterministe le long du ot ou bien lors d'un saut.

Des deux observations précédentes, on déduit que :
(

0 E [Luc(ZW)];

5.3.2
re(S) = E [Lir +u @) T war >sg Lu(Zi)Luc(Zi+ )] ( )

Les équations ci-dessus seront cruciales dans notre discussion. Dorénavant, nous les
utiliserons sans mentionner I'hypothése TITJ2.

Avant de présenter le schéma d'approximation proprement dit, nous allons énon-
cer quelques propriétés de la suifgk)xn  qui seront importantes dans les preuves de
convergence. La suitéqy)x est croissante puisqué Tvg f Ty+1 g pour tout
k N 1. De plus, remarquons quep =0 et lim, +; ¢, =1 d'aprés I'hypothese
Par conséquent, il existe un indice not& 1 tel que

pour tout k < K, onag =0,
pour tout k K, onagqg > 0.
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On note &= @, la premiére valeur strictement positive de la suite si bien qug ¢
pour tout k K. En d'autres termes, on a la dé nition suivante.

Dé nition 5.3.2  Soit
R=inf fk Otel queg > Og;

&= G
l.e. erest la premiere valeur strictement positive de la suit@l)wzfo.::N g-

On dé nit maintenant naturellement les approximations quanti ées des suites
précédentes.

Dé nition 5.3.3  Pourtouts > 0, on dé nit les suites(&)kzfo.:n g €t (B )k2i0::N 19
de la fagon suivante :

Yoo = E e
B(S) = E [y by hy vsg 10RO Lue(Bisa)I:

Il est important de remarquer quei et b(s) peuvent étre facilement calculés a
partir des grilles de quanti cation. En e et, on a :

X
& = P(Pv= )
=(z;t) 2
z 62U
X X
b (s) = Ligru @)t Osg P(Px= )O(; 9
=(z;0)2 «  °=(%t92 4
z2 U %620

Rappelons que d'aprés la propositiof 5.2.2, la suitgy)«n  satisfait une ré-
currence dépendant de deux paramétres(gx)kn €t (rk)kn 1 , qu€ Nnous sommes
maintenant en mesure d'approcher. Ainsi, en remplacant ces parametres par leur ap-
proximation quanti €e, on construit par récurrence une nouvelle suite notéggy )k n -
Dans le reste de cette section, on s'attachera a prouver la convergencq jugx n
vers(px)kn - Cette convergence est loin d'étre triviale car d'une part, les dé nitions
des suiteg(0k)kn €t (rx)kn 1 font intervenir des fonctions indicatrices qui ne sont
pas lipschitziennes et d'autre part, la formule de récurrence donnapt.; a partir
Pk, Gk, CGk+1 €t ry n'est pas non plus lipschitzienne.

Dé nition 5.3.4  Pour tout s > 0, on poseby(s) = 0 et pour toutk 2 f 0;::;;N 1g,
on pose

8
< Bs)+h(s) . i -
R S si 6=0

Per(S)= . B Gy (5.3.3)

-0 sinon.

Les deux propositions suivantes seront nécessaires pour prouver la convergence du

schéma d'approximation. Elles énoncent respectivement la convergence(ggx n
et (bkn 1 Vvers(kn et (f)kn 1 -
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Proposition 5.3.5 Sous les hypotheses IlIl6 et 111]2, pour touk 2 f 0;:::;Ng, &
converge vergy lorsque I'erreur de quanti cation k bkkp tend vers zéro. Plus

précisément, l'erreur est bornée par
0 1 o 1

+ + P
i G Cpf@pp + 2T Az 2

ou C et sont dé nies dans I'hypothésg TIT.B.

Démonstration  Pour tout k 2 f 0;::;; Ng, I'équation (5.3.2) donne

% &i=JE [1uZ) 1u@l:
La di érence de fonctions indicatrices est non nulle si et seulementzj et 2, sont
de part et d'autre de @U Dans ce cas, pour tout > 0, si Zy 2k , alors

dZg;, @Y . Ainsi, on a toujours Z 2, > ouzZc2U. L'inégalité de Markov
et I'hypothese[I1.§ donnent :

E 10(Zy) 1u®) P Z¢ 2 > +P Z2U

p
kZy pZ’kkp ‘. C

et le résultat suit.

1
- poB
Cette borne est minimale pour = %

Proposition 5.3.6  Sous les hypothéses I1114.a, I11)6 et I11.2, pour touk 2 f 0;:::;; N
1g et pour presque tous > 0 par rapport a la mesure de Lebesgue sk,

b(s)! rk(s)

lorsque l'erreur de quanti cationk b|kp tend vers zéro pout 2 f k;k + 1g.

Comme dans la propositiofn 3.3]4 de la partie précédente, on n'a pas la convergence
en tout point a cause de la présence de frontieres.

Démonstration Soitk 2f0;:;N  1gets> 0, I'équation (5.3.2) donne
ri(s)  b(s)i A+ B;
avec
A= E  Lmou @orTsss b dyhassg 20@0L0e@ie)
B=E g by, ssy TuZi)lue(Zis) 1u(2)1ue(Zisr)
Dans le termeA, on borne grossieremently(Zy) et 1y<(Zx+1) par 1 et on se

concentre sur la di érence des fonctions indicatrices. Cette di erence est non nulle
si et seulement si(Ty + U (Zy)) » Tesr et (B + u (2) » Peer sont de part et
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d'autre de s si bien qu'ils appartiennent tous les deux a l'intervallds  ;s+ ]ou
= (Te+ U @Z)) A Tesr (Pt u () Pusr , on a alors :

Lt @rTiasss Liheu By Boissg LTt @O s o

et donc
A P (Teg+u (@)™ Tksr S

Le reste de la preuve consiste a remarquer qu'on a l'alternative suivante : soit
est petit et la probabilité que(Tx + u (Zk)) * Tk+1 soit dans l'intervalle[s  ;s+ ]
I'est également, soit est grand mais ceci se produit avec une faible probabilité
lorsque I'erreur de quanti cation tend vers zéro. Pour tout > 0, on a

AP (Tk+tu(Z))" T s +P (> )
P (Tk+u(Zk) " Tksa S +P (> )
K

k(s ) k(s )+
ou' i représente la fonction de répartition déT, + u (Zy)) » Tx+1. Fixons > 0et
supposons que n'est pas un atome de cette loi si bien qu'il existe; > 0 tel que
"k(s+ 1) k(s 1) . Par ailleurs, d'aprés I'hypothése I11.4.a qui énonce la

continuité Lipschitz deu , on a Te P +[ulZy 2¢+ Twsr Peir . Deplus,

puisque l'erreur de quanti cation tend vers zéro, on peut supposer qlkek, 1P,
En posant = ; dans les calculs précédents, on a

k

>~
TO

2

A T(st+ 1) k(s 1)t

T

L'ensemble des atomes de la loi dd@y + u (Zx)) ® Tk+1 €tant au plus dénombrable,
les calculs précédents sont valables pour presque t@ut O par rapport a la mesure
de Lebesgue. Majorons maintenant le term@

B E Lu(Z)lu:(Zyn) 1u(2k)1%,c(2k+1h) i
E 10o(Zin) 10(ZW) () +E L) Lue(Zier)  Lue(Bio)
Ok & * Oksn Cker s
qui tend vers zéro d'apreés la proposition 5.3.5.

La convergence de notre schéma d'approximation pour la distribution du temps
de sortie est désormais une conséquence directe de la proposition suivante.

Proposition 5.3.7 On suppose que les hypothéses T1[3, .5, M6 €t TII.R2 sont
véri ées. Soit ( k)kn 1 et (bk)kn 1 deux suites de nombres a valeurs dafs 1].

Soit ( K)ok N €et(bk)ok n dé nis de la maniére suivante : o = by =0 et
( .
qui"'k’ Si q(+1 6: O
K+1 = Ok +1 .
0 sinon.
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8

< bkh("'bk . i —
br+1 = . L S! i1 620

: Sinon.

Pour 0 k N, sil'erreur de quanti cation est telle que pour toutt k on a

0 1, 1
p P p r e 1
+ @ — L A p+ A
C» 5 + kZ, 2k 26(,
alors
2 o o .
]k by p k1 &1+ ) k1 bkijt ]k bk1])
sup
N 2( +1).

7 % 4
ou on a posé P = maxok N k-

Démonstration La di culté de cette preuve repose dans la non continuité Lip-
schitz de la fonction donnant .; a partir , Gk, Gk+1 €t k en raison de la division
par ok+1 . Pour surmonter cet obstacle, nous allons utiliser la borne inférieure stric-
tement positive de la suite(gx)xn  décrite plus tot. En e et, rappelons que, d'aprées
la dé nition il existe un indiceR tel quec &> Opourtout k Retg =0
pour tout k < K. De plus, on va mettre en évidence une borne inférieure similaire
pour la suite (&)kn €n exploitant la convergence dé§ vers o.

Prouvons par récurrence qué, converge vers . Tout d'abord, onaby= =0.
Soit maintenantk 2 f 1;:::; Ng.

Sik < Kk, alors g, = 0 et I'hypothése[lll.5 entraine quet, = 0 également. En
eet, g =0 signie que Z, 2 U p.s. U étant convexe, la propositio 5.3]1 implique
2. 2 U p.s. également. En d'autres termesy = 0. En n, d'aprés leurs dé nitions,
ona = b,=0.

Sik K, alorsgc > 0. An de borner l'erreur entre et by, il est en e et
nécessaire de disposer d'une borne inférieure strictement positive pogren raison
de la division par g dans la relation de récurrence. Nous cherchons maintenant a
obtenir le méme genre de borne pouy en exploitant la proposition[5.3.5 qui énonce
la convergence dé versog. En e et, supposons désormais que le nombre de points
dans les grilles de quanti cation soit su samment grand, et donc que l'erreur de
guanti cation soit su samment petite, pour assurer que pour toutj 2 fK;:::;;Ng,
jg qj %q. Alors, on a la borne inférieure requisé %q > 0. Par conséquent,
on obtient

k1 k1 + k1 b1 €1 + by

j by a a
. . . ) 1. )
%JQKl Q<1]+-q<q<ll k-l bli*‘aJ k1 Pxa]

[0 PO +

+) k1 k1 + k1 ]/

Ok &
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Posons maintenant " = maxgx v k. On a

J ko by

P 1. o1, _ : .
9 JOk1 G )* EJ ki DPea )+ EJ k1 bra j+( Su'o+1)JQKO‘<‘;‘<Q(J
2 . . . . . . 2 sup+1 ) .
Er( Pigks &1t )kr bkajtjkr bkt (qZ)qu ;

qui est le résultat annoncé.

Remarquons que, dans la proposition précédente, on peut obtenir une vitesse
pour la convergence déy vers , des lors qu'on connait une vitesse pour la conver-
gence deb, vers , et un majorant de la suite( x)ok N -

En n, nous pouvons énoncer l'un de nos principaux résultats, la convergence du
schéma d'approximation de la distribution du temps de sortie :

Théoréme 5.3.1 Sous les hypothésgs T3, TIT.4.af TI.5,[TIT.6] et [TIT.2] pour tout

k 2 fO;:::; N g et pour presque touts > 0 par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R, on a la convergence

p(s) ! px(s);

lorsque l'erreur de quanti cationk bj ko tend vers zéro pour touf 2 f 0;:::; kg.

Démonstration Soit s > O tel que pourtoutk 2f0;:::;N 1g, b(S) converge
vers ri(s). On applique la proposition[5.3.F ave€ k)ok n 1 = (rk(S))ok n 1 et

(b)ok N 1 =(b(S))ok n 1 sibienque( ok N =(P(S)ok n €t (bk)ok N =
(pc(S))ok n - Remarquons en n que(pk(s))ok n €st borné par 1.

Il est intéressant de remarquer que nous n'avons pas utilisé I'hypothédse Tj1.4.b
selon laquelle la fonctioru doit étre bornée. Cette condition sera cruciale dans le
cas des moments mais est inutile pour I'approximation de la distribution.

Finalement, nous avons développé une approximation aisée a mettre en +uvre
de la fonction de survie du temps de sortie. Nous nous tournons a présent vers ses
moments. Bien entendu, ils peuvent étre obtenus grace a la distribution. Cependant,
nous présentons une méthode directe dans la section suivante pour laquelle nous
obtiendrons une borne pour la vitesse de convergence.

5.3.2 Schéma d'approximation des moments et vitesse de
convergence

Comme pour la distribution, les moments peuvent étre approchés grace a la
guanti cation du processus( k)kn = (Zx; Tk)kn - Cependant, il est important de
souligner que nous serons en mesure d'obtenir une vitesse de convergence pour ce
nouveau schéma. On peut remarquer que, d'aprés la proposition 5 2.4 et comme
dans le cas de la distributionpy; = E [ /] Tn] peut étre calculé dés que les
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suites (Q)kn €t (rej)kn 1 Sont connues. La premiere a été approchée dans la
section précéedente et il reste a trouver une expression de la seconde qui ne dépende
gue de la chaine de MarkoyZ; Tx)x a n de dé nir son approximation quanti ée

(b )kn 1 . D'aprés l'hypothése[ 1.2, les mémes arguments que dans la section
précédente donnent

. "
j
g = E  (Tk+ U (Z) N Tesr 1u(Zi)luc(Zisr) (5.3.4)

Ensuite, on dé nit naturellement les approximations quanti €ées des suite@j Jkn 1
et (P Jkn -

Dé nition 5.3.8  Pour toutj 2 N, on dé nit la suite (b )kz0::n 19 PAr
" #

by =E (Pt u )™ Ber  1o(E)Llue(Prnr) :

.....

8
< By b+bg . si 6=0
pk+1;j = . B ' -Q<+l
-0 sinon.
Tout comme & et h(s) dé nis dans les sections précédenteb,; peut facilement
étre calculé a partir des grilles de quanti cation. En e et, on a:

X X j
Pej = t+u@)"t® P(Pe=)O(; 9
=(z;)2 «  °=(Z%t92
z2 U %620

La proposition suivante prouve la convergence dg; versry; .

Proposition 5.3.9 Sous les hypotheses Tll.4.a, TITJ6l TM1.2 et 1.7, pour toutk 2
fO;:::;;N  1get pourtoutj 2 N, b converge vers,; lorsque I'erreur de quanti -

cation k | b|kp tend vers zéro pour tout 2 f k; k +1g. Plus précisément, l'erreur
est bornée par

. . . j1
INk;j bk;jJ J (k + 1)Ct J KT -Pkkp + [U ]kzk 2kkp + KTyt -Pk+1 kp

+ k+1C ok G F Oker G

Démonstration Soitk2f0;::;;N 1lgetj 2 N,ona:
jrk;j bk;j j A + B:

A= E (Tk + U (Zi) ™ Tiaa ! B+ u @) " P ! 1u(Zk)lue(Zis1)
" i

B=E  (B+u@)”Pos  10Z0lusZier)  1o(@)Llus(Beor)
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D'apres I'hypothése T11.7, les durées inter-saut§; sont p.s. bornés parC; si bien
queT; iCy ps.et(Ti+u (Z))"Ts (i +1)C; p.s.. D'apres la proposition
, ces bornes sont également valides pour le processus quarifié iC, et
P+u@)N P Pa (+1C ps.

Considérons tout d'abord le termeA, on borne grossiérement les fontions indi-
catrices par 1. De plus, notons = (Ty+ U (ZW) » Tksr (Pt u () » Pusr et
remarquons que la fonctionx ! x! est lipschitzienne sur tout ensembl§0; M ] avec
pour constante de LipschitziM | 1 . On obtient

i1

e K Ky

A E j (k+1)C, i (k+1)C,

et grace a I'hypothésé Tl.4.a qui énonce la continuité Lipschitz de , on a

A j k+1)C, T KTk Peko+[UTKZk  Pekp+ KTier  Prorks

De plus, le termeB est borné par :
B (k+1)Ci 'E 1yZ)luc@is1) 1u(P)lue(Zusr)
K+DC ok Qi+ iGer Qe
On conclut avec la propositiorj 5.3]5.

On peut maintenant énoncer l'autre résultat principal de ce chapitre : la conver-
gence du schéma d'approximation des moments du temps de sortie avec une borne
pour la vitesse de convergence.

Théoreme 5.3.2 Sous les hypothesés TMML3, TIT.4.a] T.%,[TIT.6| 1.2 ]et (.7, |pour

tout k 2 fO;:::;;N g et pour toutj 2 N, p; converge versy; lorsque l'erreur de

quanti cation k bjkp tend vers zéro pour touf 2 f 0;:::; kg.
Plus précisément, si I'erreur de quanti cation est telle que pour todt k on ait
0 ' o I ¢ 1
p+q p+q _Pq_ 1
Cra @ g + P A kZ, 2|k3+q e
p q 2
alors on a

P Pyl p (NC{ Vjok: G j+ipkyy  Pezj T+ ey B

e e

La vitesse de convergence dépend de la quantgédont la valeur exacte peut
étre inconnue dans les applications complexes. Dans ce cas, elle pourra toujours étre
approchées par des simulations de Monte-Carlo (voir les exemples du chagifre 6).
Quoiqu'il en soit, les théoréme$ 5.3.1 ét 5.3.2 prouvent la convergence de notre
schéma d'approximation indépendamment de la valeur dg
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Démonstration  Soitj 2 N. On applique la proposition 5.3.f ave¢ )« = (i )«

et (be)k = (b )k Si bien que( )k = (P et (b)k = (Pxj)k. Enn, ainsi que nous
I'avions remarqué aprés la démonstration du lemnje 5.8.7, on obtient une borne pour
la vitesse de convergence puisque la su{i@;)ox n €est bornée par :

h i h i h ) i ) )
pk;j = E ! Tk E le( Tk E (kCt )J Tk (kCt )J (N Ct )J:

D'ou le résultat.

Finalement, nous avons développé deux méthodes numériques permettant de
calculer respectivement la fonction de survie et les moments d'un temps de sortie
pour un PMDM. Nous avons prouvé leur convergence et obtenu une vitesse dans le
cas des moments. Dans le chapitre suivant, nous présentons les résultats numériques
obtenus sur deux exemples.



Chapitre 6

Exemples et résultats numeriques

Dans ce chapitre, nous montrons comment mettre en +uvre nos méthodes sur
deux exemples : le processus de Poisson avec ot (sectjon 6.1) et le modele de

corrosion (sectior] 6.2).

6.1 Processus de Poisson

On étudie ici I'exemple du processus de Poisson introduit dans la sectjon 1.2.1.

Soit donc N un processus de Poisson. On xe son parametre a la valeus 1
et on poseY; = t + N;. On a vu que(Y;);o est un PMDM. On s'intéresse au calcul
du temps ,, de sortie de l'intervalle] 1; b[pour le processugY;);o . Cette étude
nous servira de cas test car il est possible de trouver la valeur exacte de la fonction
de survie a n de la comparer avec les valeurs numériques fournies par notre schéma
d'approximation.

Rappelons, on s'en servira a plusieurs reprises, que pour tduR N , la durée
inter-sauts Sy suit une loi exponentielle de paramétre 1. Ces mémes durées inter-
sauts étant indépendantes, on en déduit la loi d&. Il s'agit d'une loi gamma de
parametresk et 1 que I'on notera (k; 1).

6.1.1 Veérication des hypotheses

Avant de se tourner vers les simulations numériques, véri ons que les hypotheses
nécessaires sont satisfaites. Sdit= 10 i.e. U =] 1; 10[ On peut choisirN =10
puisqueYr, = Ty + Nty = Ty + N N. Par ailleurs, il est clair que pour tout

y2] 1; 10[u (y) =10 vy.Les hypothesefsIIl.4 sont clairement satisfaites.
L'hypothése[Ill.6, quant a elle, résulte du lemme suivant.

Lemme 6.1.1 Pour tout > 0 et pour toutk 2 f0;:::;Ng,
P (Z¢k2U) 2:

139
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Démonstration Soitk=0.0naZy=0 p.s.etU =[10 ; 10+ ]. Ainsi, on
considére deux cas.

Si < 10alorsP (Zp2 U )
Si 10alorsP (Zo2 U )

o 2.
1 1

1

2 .

Soit maintenant k 2 f 1;:::;;Ng. Notons f (1) la densité de la loi (k;1) et

k
Ck = ﬁ kL ' sa borne supérieure. Puisqu® suit la loi (k; 1), Z, = k+ Ty

a pour densitéfz, () = f (k) qui est egalement bornée pa€y. Enn, on a :
P (Zv2U)=P (Z¢k2[10 ; 10+ ]) 2G  2:

En eet, la suite (Cy)xko est décroissante donc on & C;, = 1 pour tout
k2f1;:::;Ng.

De plus, I'nypothésd T11.2 est satisfaite puisque les trajectoires du processus sont
croissantes. L'hypothesg TI1.J7, au contraire, ne I'est pas car(x) =+ 1 pour tout
x 2 E. Cependant, comme nous l'avons remarqué dans la sectjon]|5.1, on peut
contourner cet obstacle en considérant le processus tué lorsqu'il dépasse la valeur
b=10.

Rappelons que la valeur dd peut étre obtenue a partir deZ, puisque Ty =
Z¢ k. Ainsi, il sut de quantier le processus (Zyx)xn au lieu de (Zx; Ti)kn -
Cette reduction de dimension du processus a quanti er conduit & une amelioration
du taux de convergence et nous constatons en e et, dans les tableaux suivants, que
nos schémas convergent rapidement.

6.1.2 Approximation des moments

Nous décrivons ici les résultats obtenus lors de la mise en +uvre de l'approxima-
tion numérique des moments.

Temps moyen de sortie

Le tableau[6.] présente les approximations de I'espérance du temps de sortie.
On y trouve, pour di érents nombres de points dans les grilles de quanti cation, la
valeur depy.1, qui approche I'espérance dey, ainsi que I'erreur relative par rapport
a une valeur de référence obtenue par la méthode de Mote-Carlo&s0nulations) :

E[ 10lMonte caro = 5:1248. Comme nous nous Yy attendions, l'erreur décroit avec le
nombre de points dans les grilles de quanti cation.

Le second moment

On présente les résultats de I'approximation du second moment dans le ta-
bleau[6.2. Notre valeur de référence obtenue par la méthode de Monte-Carlo est
E[ Z)Jvonte caro = 27:5084. A nouveau, l'erreur décroit avec le nombre de points
dans les grilles de quanti cation.



6.1. PROCESSUS DE POISSON 141

Nombre de points py.1  Erreur relative
20 points 5.1635 0.75 %
50 points 5:1029 0.43 %
100 points 5.1342 0.18 %
200 points 5.1177 0.14 %
500 points 5.1274 0.051 %
1000points 5.1237 0.023 %
2000points 5.1240 0.016 %
4000points 5.1244 0.0078 %

Monte Carlo 5.1248

Table 6.1 Résultats des simulations pour la moyenne du temps de sortie pour le
processus de Poisson.

Nombre de points  py:2 Erreur relative
20 points 27.9318 1.5%
50 points 27.2522 0.93 %
100 points 27.5896 0.30 %
200 points 27.4346 0.27 %
500 points 27.5290 0.075 %
1000points 27.4991 0.034 %
2000points 27.5024 0.022 %
4000points 27.5042 0.015 %

Monte Carlo 27.5084

Table 6.2 Résultats des simulations pour le second moment du temps de sortie
pour le processus de Poisson.

La gure représente la vitesse de convergence empirique pour l'approxima-
tion des deux premiers moments. Elle est estimée a travers un modele de régression
linéaire et vaut 0:88 pour le premier moment et 0:93 pour le deuxieme. Ces
vitesses sont du méme ordre de grandeur que la vitesse de convergence du quan-
ti cateur optimal, énoncé par le Théoremd 1.4]1, qui est de -1, la dimension étant
ici 1.

6.1.3 Approximation de la fonction de survie

Ainsi que nous l'avons annoncé plus haut, on peut obtenir la valeur exacte de la
fonction de survie du temps de sortie.

Proposition 6.1.2 Notons ent(;) la fonction partie entiere. Pour touts;b2 R*,
ona: (

P[T s >S our touts Db,

P[ b S] — [ ent(b s)+1 ] p

0 sinon.
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Figure 6.1 Représentation log-log de l'erreur d'approximation en fonction du
nombre de points dans les grilles de quanti cation pour le premier et le second
moments dans I'exemple du processus de Poisson. Les vitesses de convergence em-
piriques sont -0.88 et -0.93.

Rappelons queTy suit la loi  (k; 1), le terme de droite dans la proposition pré-
cédente peut donc étre calculé facilement.

Démonstration Soit s > 0. Remarquons queYs s, ainsi , < s p.s. lorsque
s > b. Supposons maintenant que b, on a:

P[b s]=P[Ys Db]=P[Ns b s]=P[Ns ent(b s)]=P[Tenps+1 S|
D'ou le résultat.

La gure .2 représente & la fois la fonction de survie exacte et son approximation
par quanti cation. Le tableau [6.3 présente I'erreur empirique entre les deux fonc-
tions. La vitesse empirique de convergence, présentée sur la glre 6.3, est estimée
a travers un modéle de régression et vaud:94. Remarquons qu'elle est du méme
ordre de grandeur que celle du quanti cateur optimal énoncée dans le théoréme
[1.4.1, qui est de -1, la dimension étant ici d&.

Nous avons déja insisté sur le fait que notre approche est exible par rapport a
U. Dans cet exemple, on peut obtenir tres rapidement la moyenne ou la distribu-
tion d'un autre temps de sortieU°=] 1;b 9 pour n'importe quel0<b® b= 10.
Eneet, P( p>Tio) =0 eton peut donc utiliser les mémes grilles de quanti cation.
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Figure 6.2 Fonction de survie de 1o et son approximation quanti ée avec 50 et
4000 points dans les grilles de quanti cation. La courbe exacte et celle obtenue avec
4000 points dans les grilles de quanti cation sont indistinguables.

Grilles de quanti cation maxsjpn(S) bn ()]

20 points 0.065

50 points 0.027
100 points 0.013
200 points 0.0056
500 points 0.0037
1000points 0.0015
2000points 0.00098
4000points 0.00037

Table 6.3 Résultats des simulations pour la distribution du temps de sortie pour
le processus de Poisson.

6.1.4 Vitesse de convergence pour la distribution

On peut remarquer, d'apres la preuve de la propositign 5.8.6, qu'une vitesse de
convergence de la distribution du temps de sortie peut étre obtenue des que pour
tout k 2 fO;::;; N 19, la fonction de survie dgTyx + u (Zg)) ™ Tk+1, NOtée' |, est
Lipschitz continue par morceaux. Bien qu'il soit di cile d'énoncer des hypothéses
générales sous lesquelles cette assertion est vraie, la proposition suivante prouve que
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Figure 6.3 Représentation log-log de l'erreur d'approximation en fonction du
nombre de points dans les grilles de quanti cation pour la fonction de survie dans
I'exemple du processus de Poisson. La vitesse de convergence empirique est -0.94.

cette condition est satisfaite dans notre exemple.

Proposition 6.1.3 Pour tout k 2 f0;::;;N 19, la fonction de survie, notéeé i,
de (Tx + u (Zg)) ™ Tk+1 est lipschitzienne suj 1; b k[etsur]b k;+1[ avec
pour constante de Lipschitf' (] 1.

Démonstration Soitk=0ets>0,ona:

"o(s) = P ((Tot u(Zo) " T1>5)
P (b" Ty >5)

lipssg P (T1>5)

= lipsgg e’ ;

puisqueT; suit une loi exponentielle de paramétré. Par conséquent, la fonction o
est égale a zéro sub; +1[ et est lipschitzienne avec pour constante de Lipschitz
sur ]0; b,

Soitk 1ets > 0. Rappelons que les variables aleatoiréS;); , sont inde-
pendantes et suivent des lois exponentielles de parametrsi bien qu'en particulier,
T et Sk+1 sont indépendantes efTy suit la loi  (k; 1). Rappelons également que
Zy=k+ Tgetqueu (X)= b x.

"k(s) = E’ (Tk + u (Zk) " Tksr >8)

= R 2 1f(t+(b k 1) u>sg f (k;1) (t)f (k+1;1) (u)dtdu;
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ou on notef ; 1y la fonction de densité de la loi (j; 1) pourj 2fk;k+1g.
Soits’>s> 0,ona:

Z
k) k()] R 2 Liok yuss o L k yussg [ ey (DF 1.1y (U)dtdu
z
e Lk yuass agf n OF +1) (U)dtdu
4

(R*)? 1fb k 2]s;s%%g + 1fu2]s;s Og f (k;1) (t)f (k+1;1) (u)dtdu

- 0 .
Lk 2[s;s%g + G (k+1;1) IS SJ

liok 2s:s9g + JS°  Si;

: k . .
puisque C; .., = ﬁ % 1. Enn, si s et s appartiennent tous les deux

a lintervalle ]0;b K[ ou s'ils appartiennent tous les deux g§b k;+1[, on a
ik k() j s° sj. D'ou le résultat.

Enn, dans cet exemple, nous pouvons énoncer une borne pour la vitesse de
convergence de I'approximation de la distribution du temps de sortie. La proposition
suivante constitue donc une amélioration de la propositign 5.3.6 et du théoréme 5.3.1.

Proposition 6.1.4 Pour tout k 2 f0;::;;N  1g, posonss > 0 et supposons que
I'erreur de quanti cation soit su samment petite pour assurer que

_1 p
'32) KT Pko+ KZk Peko* KTeor  Pasky © <jb ks
on a alors
(e h© 2 5" Sl KT Rk k2 2ot KTew Pesky T

+ CIk Q< + Qk+1 Q<+1:

De plus, pour toutk 2 f O;:::; Ng, si lI'erreur de quanti cation est telle que pour tout
|k |

on a alors

ipk(s)  Bx(s)i ajqkl Q1+ ipks (S) b1 (S)i+irks (s) be1 (9))
4. )
"‘;JQk &)

Démonstration La preuve est une conséquence directe des preuves de la propo-
sition et du théorémé 5.3]1. Il sut de remarquer que le termé de la preuve
de la proposition[5.3.p peut étre borné grace a la continuité Lipschitz des fonctions
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"ksur] 1 ;b k[etsur]o k;+1[.Soits> 0,s6=b Kk, etsoit > O0tel que

b k62s ;s+ ]ie. < jb Kk sj,onadapres la preuve de la proposition
k kP k kP
A kst ) k(s )"‘ﬁp 2+7pp;
pk Kp T

car[' k] 1. La borne ci-dessus atteint son minimum en = et celui-ci

P 1

vaut 2k kp* 2 Pt 1+ 5 - On conclut en rappelant que

2

k ko KT« Pko+[ulkZk 2uko+ KTsr  Prasky;
avec[u ] =1.

On peut calculer la valeur exacte det qui est la premiére valeur strictement
positive de la suite P (Z¢ 62U) o Onag=P (Z,62L ;10)=P (T, 9)=¢e°®
car T, suit une loi exponentielle de paramétrd.

6.2 Modele de corrosion

On considére maintenant le modele de corrosion, fourni par Astrium, que nous
avons présenté dans la sectipn 1.2.5. On cherche & approcher I'espérance et la fonction
de survie du temps de dépassement du seuil critique de 0.2 mm de perte d'épaisseur.

L'état de la structure métallique est représentée par un PMDM qui a été décrit
dans la sectior] 1.2]5. Cependant, on modi e lIégérement cette modélisation car il
n'est pas nécessaire de considérer ici le processus augmenté du temps. On pose donc
M = f1;2;3g, pour chaqguem2 M, E,, = R* R* [107 ;10%] et

E=M R R" [10":;10°]:

Pour 2 E,,, représente le triplet(d;s; ) oud est I'épaisseur corrodées le temps
depuis le dernier saut et le taux de corrosion. On dé nitU,, = [0;0:2] R
[107 ;10° ] pour chaguem 2 M et

U=M [0;0:2] R* [107;10°1]:

Le temps de dépassement du seuil critique est ainsi le temps de sortiedldeEn n,
le ot dans le modem est:

0o 1 0 1
d+ dn(t+s) du(s)

d
nBski)=0 t+s

Le parametred évolue continlment entre les sauts alors queest choisi aléatoirement
et indépendamment aprés chaque saut.
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6.2.1 Vérication des hypotheses

Les ensembledJ,, étant convexes, I'hypothése¢ T11.p est satisfaite. Par ailleurs,
remarquons quas est bornée (hypothés.a). Eneet, 107 et 200000si
bien quedn(t) 107 (t 200000)tenn u  0:2 10'+200000 =22 1P heures.
Notons C, cette borne. Les hypothésgs 1116 €t I11}4.b (continuité Lipschitz des )
proviennent respectivement des lemmeés 6.R.1[et 6]2.2 ci-dessous. En n, I'hypothése
[MT.2]est satisfaite mais I'nypothéseg T11.7 ne I'est pas. Pour cette raison, on considére,
comme indiqué dans la section 5.1, le processus tué au temp©n introduit donc
un état cimetiere et on remplace le processu¥);o par le suivant :

X Xy pourt<
= pour t

Lemme 6.2.1 Pour tout > 0 et pour toutk 2 f0;:::;Ng,

P (@Z«2U) 5:

Démonstration On introduit quelques notations supplémentaires. SoiMy, Dy
et Ry les valeurs dem, d et aprés lek-ieme saut. En d'autres termes, on & =
(My; Dg; 0; Ry). Remarquons alors que

P Zy2U =P jDk 02]
On étudie donc plus précisément la loi dB. NotonsFy(s) = s+ ¢ e 1 ou
la suite ( x)xo est déterministe. On a alors

(
Do:0

D= Dyq1 + Rka(Sk) pour tout k 1.

Nous allons montrer que pour toutk, la variable aléatoireRF¢(Sx) a une densité
bornée. Rappelons quér, suit une loi uniforme sur[ag;h] [107 ;10°] et S
une loi exponentielle de paramétrey. Soit alorsh une fonction mesurable bornée a
valeurs réelles. On a

Z, Zy

E [h(RkF«(SK)] = o . h(F «(s)) ke “°dds:

1
b
On introduit le changement de variables suivant :

(
u=

v= F k(S);

dont le jacobien est}(F,' )(¥) ainsi on a

Za °z b e R @EDHY !
E [h(RkF«(SK)] = . h(v) @ N (b ak)l: UZduA dv:
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Ainsi, on obtient la densité de la variable aléatoirdRF¢(Sx) et une intégration par
parties fournit

Z Lo(v Z (v
o CWEOHT L Lt e R OEHTD
a (b a)u be  a a u? |
1 Fl Vv IbK Z Fl 1 .
= ue kT« (U) e kM (G)du
b& e a ag

En n, la densité de la variable aléatoireR,Fy(Sx) est bornée par

“h e RCWOEND, ath,, 2

a (b a)u ! be  a makZ:

Ensuite, par récurrence on obtient que la variable aléatoirB suit la loi o pour
k = 0 et admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgug bornée par 2
pour k > 0. En e et, dans le second cas, la densité de, peut étre obtenue par
convolution puisqueDy 1 et R¢F¢(Sk) sont des variables aléatoires indépendantes.

Par conséquentP Do 0:2] = 1t 0:2g 5 puisqueDy =0 et pourk > 0,

. . z 0:2+
P Dk 0:2 = (V)dv - 4
0:2

puisque 2. Le résultat suit.

Lemme 6.2.2 Soit 8 = M [0;0:2] fOg [107 ;10° ]. La fonction u est lip-
schitzienne sur I'ensembld avec pour constante de Lipschitz

u] 2 100 1+C, +4 10 :

Démonstration ~ Tout d'abord, remarquons que la continuité Lipschitz sur I'en-
semble8 sut a notre discussion. En e et, bien que U = M 0;0:2] R*

[107 ;10° ],onaenfaitZ, 2 8[ p.s.et, d'aprésla propositiolﬁk 2 9]

p.s. également. Il sut ensuite de remarquer que, dans les sections précédentes, la
fonction u n'est évaluée qu'en les positions apres un saut c'est-a-dire Zgp pour

un k 2 N.

Montrons maintenant que la fonctionu est lipschitzienne sur cet ensembl§.
Soit (m; d;0; ) 2 8, la quantité u (m;d;0; ) est solution de I'équation suivante.

d+dy(u)=d+ u+ ez 1 =0:2

FixonsO0 d;d® O0:2etnotonsu = u (m;d;0; ; 0) et u®= u (m;d%0; ; 0).
Remarquons qued + dy,(u) = d°+ d, (U9 puisque ces deux quantités sont égales a
0.2. Par conséquentjd,(u)  dn(u9j = jd° djet, en remarquant que 2 10,
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on a
u UO
jd dj= u u+ ez ez
1 u"u0
1 Ze T j
5€ ju uj
107 .
5l ug;

ce qui prouve la continuité Lipschitz deu par rapport a la variabled sur 8.

De la méme maniére, xons; °2 [107 ;10° ] et notonsu = u (m;d;0; ; 0) et
u LJO
u’= u (m;d;0; 20).Onaencoradl+ u+ ez 1 =d+ °2u+ ez 1

u0
car ces deux quantités sont égales 4 0.2. On soustrd# u°+ e 2 1 dans
les deux termes précédents pour obtenir

0 . u®
u u+ ez ez =] Guw+ ez 1

On a déja calculé plus haut une borne inférieure pour le terme de gauche. Le terme
de droite, quant a lui, est borné par C, +4 10 | 9, puisque 2 1C°, on

a donc
10’ u
2 ! :

ce qui prouve la continuité Lipschitz deu par rapport a sur 8. Enn, la fonction
u est lipschitzienne sur8 aveclu] 2 10 1+C, +4 10 .

C, +4 10°j 9

6.2.2 Approximation de l'espérance

Les résultats des simulations pour l'approximation de l'espérance du temps de
sortie sont donnés dans le tabledu 6.4. A n d'avoir une valeur de référence, on a ob-
tenu par la méthode de Monte-Carlo 1P simulations) le résultatE[ Juonte carlo
250:1 10 h. La vitesse empirique de convergence est représentée sur la 6.4.
Elle est estimée a0:35 au moyen d'un modéle de régression. Remarquons qu'elle
est du méme ordre de grandeur que la vitesse de convergence du quanti cateur opti-
mal donnée par le théoreme 1.4.1, la dimension étant ici de 3. En e et, comme dans
la partie précédente (section 3.42), la succession des modegst déterministe,s
est égal a zéro apres un saut, on ne quanti e donc que I'épaisseur corrodée, le taux
de corrosion et les instants de saut.

6.2.3 Approximation de la fonction de survie

Dans notre schéma d'approximation pour la distribution du temps de sortie, on
peut remarquer que la valeur quanti éefy (s) n'est pas nécessairement plus petite
gue 1. Par conséquent, il apparait naturel de remplacek, (s) par pn (s) * 1. Ceci
ne change rien a la convergence énonceée par notre théoreme et ne peut qu'améliorer
I'erreur d'approximation. Il est également possible, et c'est ce que nous faisons dans
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Grilles de quanti cation pPy:.1 (10 3 h) Erreur relative a 250:1 10°h

20 points 287.0 15%

50 points 282.3 13%

100 points 273.3 9.3%

200points 270.0 8.0%

500points 264.6 5.8%
1000points 261.6 4.6%
2000points 259.2 3.6%
4000points 257.0 2.8%
6000points 255.6 2.2%
8000points 255.0 2.0%
10000points 254.5 1.8%
Monte Carlo 250.1

Table 6.4 Résultats des simulations pour I'espérance du temps de sortie dans le
modéle de corrosion.

Figure 6.4 Représentation log-log de I'erreur d'approximation en fonction du
nombre de points dans les grilles de quanti cation pour le premier moment dans
I'exemple du modele de corrosion. La vitesse de convergence empirique est -0.35.

les résultats présentés ci-dessous, de remplage(s) par Py (S)=pPn (0) puisquepy (0)
tend vers 1 lorsque le nombre de points dans les grilles de quanti cation tend vers
I'in ni.

La gure représente la fonction de survie de obtenue au moyen de simula-
tions de Monte Carlo et obtenue grace a notre schéma d'approximation. On observe
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que les deux fonctions sont trés proches.

Figure 6.5 Fonction de survie de obtenue par des simulations de Monte Carlo
(courbe pointillée), par notre schéma d'approximation (courbe continue) avec 8000
points dans les grilles de quanti cation.

La tableau[6.% contient I'erreur empirique en fonction du nombre de points dans
les grilles de quanti cation. La vitesse empirique de convergence est représentée sur
la gure B.6]. Elle est estimée a0:64 au moyen d'un modéle de régression. Remar-
quons qu'elle est meilleure que la vitesse de convergence du quanti cateur optimal
donnée par le théorémé 1.4.1, qui est de -0.33, la dimension étant ici de 3. Ceci
signi e probablement que notre schéma d'approximation de la fonction de survie
converge, sur cet exemple, plus rapidement que le quanti cateur optimal.

Au moyen de simulations de Monte Carlo, on peut approcher la valeur @e On
obtient ici ' 0:057avec10® simulations.



152 CHAPITRE 6. EXEMPLES ET RESULTATS NUMERIQUES

Grilles de quanti cation maxsjpn(S) pn ()]

20 points 0.1041
50 points 0.0664
100 points 0.0447
200 points 0.0335
500 points 0.0112
1000points 0.0091
2000points 0.0058
4000points 0.0039
6000points 0.0028
8000points 0.0024
10000points 0.0023

Table 6.5 Résultats des simulations pour la distribution du temps de sortie dans
le modéle de corrosion.

Figure 6.6 Représentation log-log de l'erreur d'approximation en fonction du
nombre de points dans les grilles de quanti cation pour la fonction de survie dans
I'exemple du modele de corrosion. La vitesse de convergence empirique est -0.64.



Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté dans le chapifre 5 des méthodes numé-
riques permettant d'approcher les moments et la fonction de survie d'un temps de
sortie pour un PMDM. Nous avons prouve la convergence de nos algorithmes et
obtenu une vitesse dans le cas des moments. Nous avons ensuite mis en +uvre la
méthode sur des applications pratiques dans le chapifrg 6.

Dans le chapitre[4, nous avons également montré comment les résultats de la
partie précédente pouvait permettre de calculer (ou du moins d'encadrer) I'espé-
rance d'un temps de sortie. Cette approche est beaucoup moins ambitieuse car elle
ne s'intéresse qu'a l'espérance et non aux autres moments ni a la distribution. Elle
présente tout de méme un intérét car les hypothéses associées aux deux méthodes
sont di érentes. En e et, I'nypothése|[lll.2] est cruciale pour la méthode du chapitre
[ alors que nous avons vu que, dans le chapifre 5, elle peut étre introduite par une
transformation du processus si elle n'est pas veéri ée au départ. Au contraire, I'hy-
pothése Tl1.4.a de continuité Lipschitz deu est essentielle dans le chapitig 5 alors
gu'il est toujours possible d'obtenir un encadrement de I'espérance du temps de sor-
tie grace a la méthode du chapitr¢]4 méme si la condition de continuité Lipschitz
de u n'est pas remplie. De plus, on peut remarquer que la méthode du chapitre
[ repose sur des hypothéses de régularite, JI[1, ]1.2[et 1.3, des caractéristiques du
processus alors que celle du chapifré 5 impose des contraintes a I'ensetdtdeiquel

on cherche a calculer le temps de sortie, 11].5 gt T1.6.

Nos méthodes, parce qu'elles s'appuient sur la quanti cation présentent certains
avantages du point de vue pratique. Elles sont faciles a mettre en +uvre car il sut
de savoir simuler le processus. Par ailleurs, elles présentent une exibilité appré-
ciable. En e et, les grilles de quanti cation ne sont calculées qu'une fois pour toutes
et peuvent servir plusieurs ns. Par exemple, il est important de signaler que, dans
le cas du modele de corrosion, nous avons utilisé, dans ce chapitre, les grilles qui
avaient déja été construites et utilisées dans le cadre du chapitre précédent. Ce sont
les mémes grilles qui ont servi, dans la partfe]ll, & approcher I'espérance de fonc-
tionnelle du PMDM et, dans ce chapitre, a approcher les moments et la fonction de
survie du temps de sortie.

Concernant les méthodes développées dans cette partie en particulier, notons
qu'une fois les grilles obtenues, la procédure permettant le calcul plg(s) et de py;
est simple et rapide car il ne s'agit que de calculer des sommes nies. Concernant la
distribution, puisque py (S) peut étre calculé presque instantanément pour n'importe
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guelle valeur des, on peut obtenir trés rapidement toute la fonction de survie. De la
méme maniere, dans le cas des momerpig; peut étre obtenu tres rapidement pour
n'importe quel j si bien que n'importe quel moment est disponible. De plus, dans
les deux cas, on peut décider de changer I'ensemhle c'est-a-dire de considérer
le temps de sortie ° d'un nouvel ensembléU® Ceci changera les suitefk)ox n
(bj)ok n 1 €t(pj)ok n dans le cas de lI'approximation dy-eme moment ou les
suites (&)ok N » ((S))ok n 1 et (k(S))ok n Si On s'intéresse a la distribution.
Ces nouvelles suites seront obtenues rapidement et facilement puisque le processus
guanti € restera le méme et qu'on utilisera donc les mémes grilles. Bien entendu,
I'ensembleU° devra toujours satisfaire les hypothesds 1.4 @ T11}2 et étre tel que
P (Tn < 9 reste faible pour ne pas avoir a changer I'horizon de calchl. Cette
derniére condition est remplie si, par exempldJ® U. Cette exibilité est un
avantage important vis-a-vis d'une méthode de Monte-Carlo classique.
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Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons a un probleme d'arrét optimal par-
tiellement observé pour les PMDM. Ce travail est inspiré dé [Pham et al., 2005] qui
s'intéresse au cas d'une chaine de Markov a espace d'état ni. Les auteurs y étudient
la question du ltrage optimal et proposent ensuite une méthode de quanti cation
de ce processus de ltrage. Les résultats sont appliqués a un probleme d'arrét op-
timal partiellement observé dont ils approchent la fonction de valeur. Dans cette
partie, nous nous placons dans le cadre des PMDM. En patrticulier, il s'agit d'un
probléeme en temps continu et non plus en temps discret. De plus, I'hnypothe@d)
de [Pham et al., 2005] (il s'agit d'une hypothése d'absolue continuité qui n'est pas
satisfaite par la loi du PMDM) n'est pas véri ée ce qui rend plus délicat I'étude du
Itre. Par ailleurs, une étude ne de la structure des temps d'arrét est nécessaire
pour établir I'équation de programmation dynamique. Nous obtenons non seulement
I'approximation de la fonction de valeur du probléme d'arrét optimal mais surtout
un temps d'arrét -optimal calculable en pratique.

Plus précisément, nous considérons un PMDKKX);, , contenant les variables
d'intérét mais qui n'est pas observé directement. Le processus obsef¥g;, dé-
pend du processus originafX)io et d'un processus de bruit indépendant. Pour
l'opérateur souhaitant arréter le processuéX;);o an de maximiser une certaine
récompense, la seule information disponible &5t , la Itration naturelle engendrée
par (Yi)to . Une propriété importante des PMDM réside dans le fait que tout l'aléa
du processus est contenu dans une chaine de Markov a temps dis€Zgt S,)non -
Nous supposerons que les durées inter-sa@s sont parfaitement observées et que
seules les positions aprés saudt, sont observées au travers d'un bruit.

Pour une fonction de récompensg donnée et un horizon de calcuN 2 N, nous
nous intéressons au probleme d'arrét optimal partiellement observé suivant

sup E[o(X )I;

ou est un temps d'arrét par rapport a la lItration observéeFY .

Contrairement aux deux parties précédentes, le cadre théoriqgue nécessaire a la
mise en place de méthodes numériques n'est pas directement disponible. En e et,
dans la partie[[l, ce cadre est fourni parf [Davis, 1993] : il s'agit de la construction de
l'espérance de fonctionnelle par itération de I'opérate@” (voir section). Dans
la partie [IT) les résultats théoriques qui sous-tendent les schémas numériques sont
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développés in situ. Cependant, ils se limitent aux deux propositiofs 5.2.2[et 5|2.4
(qui donnent des formulations récursives originales de la fonction de survie et des
moments). Dans le cas présent, nous commencerons donc par étudier le probleme
d'arrét optimal partiellement observé d'un point de vue théorique (chapitrefs| 7 f 8)
avant de se tourner vers les méthodes numériques (chapitfe 9).

Une méthodologie générale pour résoudre un tel probleme consiste a le scinder
en deux sous-problemes. Le premier, I'étape de Itrage, a pour but d'obtenir le pro-
cessus de ltre c'est-a-dire I'espérance conditionnelle d€ par rapport a la tribu
observéeF)Y an de convertir le probleme initial en un probleme d'arrét optimal
standard, i.e. completement observé, pour le processus de ltre. La seconde étape
consiste a résoudre le probleme ainsi reformulé. En contrepartie de son caractéere
compléetement observé , ce nouveau probleme est de dimension accrue voire in -
nie. En e et, le processus de Itre est a valeurs dans un ensemble de mesures de
probabilité. Un panorama des principales méthodes permettant d'aborder ces deux
sous-problemes est présenté dans [Ludkovski, 2009]. Concernant I'étape de ltrage,
mentionnons simplement le Itre de Kalman-Bucy (voir [Kalman and Bucy, 1961])
qui correspond au cas d'un modele linéaire gaussien et qui dispose d'une formule
explicite. Remarquons cependant que, jusqu'ici, aucun résultat de ce genre n'avait
été développé concernant le Itrage des PMDM. La principale di culté repose dans
la double nature, tant6t aléatoire tant6t déterministe, des sauts des PMDM.

Les résultats qui sont présentés dans cette partie sont inspirés de [Gugerli, 1986]
et [de Saporta et al., 2010] qui étudient le probleme d'arrét optimal complétement
observé pour les PMDM. Le premier établit I'équation de programmation dynamique
tandis que le second présente des méethodes numériques pour approcher la fonction de
valeur et un temps d'arrét -optimal. Le point de départ dans [de Saporta et al., 2010]
réside dans l'observation que tout I'aléa du PMDMX);o est contenu dans la chaine
de Markov a temps discret(Z,,; Sy)non - A N de respecter la méthodologie a deux
étapes décrite plus haut, la remarque précédente nous conduit a considérer le pro-
cessus de ltrage , a temps discret dé ni comme étant I'espérance conditionnelle
de la position apres sautZ,, par rapport a l'information disponible au tempsT,
c'est-a-direF} . De plus, an que le ltre soit de dimension nie, nous supposons
gue les positions aprés sau,, prennent un nombre ni de valeurs.

Par conséquent, la premiére étape consiste désormais a donner une formulation
explicite du processus de ltrage( ,)non. Etant donné la nature a temps discret
du ltre, nous sommes en mesure d'établir une formule de récurrence satisfaite par
le ltre en utilisant la méthode de prédiction/correction issue du cas de Kalman-
Bucy. Cependant, il est nécessaire de prendre certaines précaution en raison de la
nature a la fois absolument continue et singuliere de la loi du PMDM. En e et, la
récurrence obtenue est similaire a celle présentée dans [Pham et al., 2005] dans le
cas d'un chaine de Markov mais son établissement est beaucoup moins direct car
I'hnypothése (H) de [Pham et al., 2005] n'est pas Véri ée.

Ensuite, le probleme initial est réduit a un probleme d'arrét optimal compléte-
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ment observé pour le processus a temps discet,; Sp)onn  pour lequel nous cher-
chons a établir I'équation de programmation dynamique. Les résultats concernant
I'arrét optimal completement observé d'un PMDM de [[Gugerli, 1986] ne peuvent
s'appliquer parce que la chainé ,;S,)onn nN'est pas la chaine de Markov sous-
jacente d'un PMDM. Cependant, nous sommes en mesure de dé nir les contreparties
des opérateurs de programmation dynamique de [Gugerli, 1986]. Une di érence im-
portante réside dans le fait suivant : les opérateurs de [Gugerli, 1986] sont lipschit-
ziens alors que les nétres ne le sont qu'entre des points de discontinuité, méme si on
impose des contraintes de régularité aux caractéristiqgues du PMDM. Ceci consti-
tuera une importante di culté lors de la preuve de convergence des méthodes numé-
riques. Concernant I'équation de programmation dynamique, notre preuve s'appuie
essentiellement sur la propriété de Markov du processus de ltrage, que nous établis-
sons, et sur la structure ne degF/);o -temps d'arrét que nous détaillons a l'aide
d'un résultat de [Brémaud, 198i1] portant sur les processus ponctuels.

En n, nous proposons des méthodes numériques qui visent a la fois a approcher
la fonction de valeur mais également a obtenir un temps d'arrétoptimal. Il est a
noter que notre méthode fournit un véritable temps d'arrét adapté a la lItration
observée et non pas seulement une approximation. Une facon naturelle de procéder
consiste alors a suivre les idées développées dans [de Saporta et al.] 2010] c'est-a-dire
a remplacer, au sein de I'équation de programmation dynamique, le Itre, et les
durées inter-sautsS, par leur approximation quanti ée. Cependant, comme nous
I'avons fait remarquer plus haut, la continuité Lipschitz des opérateurs, qui était
un argument crucial dans|[de Saporta et al., 2010], n'est plus valable en raison de
points de discontinuité. Nous parvenons a surmonter cet obstacle en décomposant les
opérateurs en leurs restrictions sur les intervalles sur lesquels ils sont continus. Par
ailleurs, a n de prouver la convergence de nos algorithmes, nous avons besoin d'ex-
primer les opérateurs, qui sont dé nis comme des espérances, sous forme intégrale.
Pour obtenir ces formes, la formulation récursive du ltre est a nouveau nécessaire.
Enn, la quanti cation P, du Itre , este ectuée selon les idées développées dans
[Pham et al., 2005] i.e. elle s'appuie sur la formulation récursive du Itre plutdt que
sur une discrétisation du processus d'observatiofy a partir de laquelle le Itre peut
étre déduit.

Cette partie est organisée de la fagon suivante. Dans le chapifre 7, nous dé -
nissons précisément le probléme d'arrét optimal, le processus d'observation et les
hypothéses attachées a cette partie (sectipn [.1) puis nous explicitons le processus
de ltrage (section[7.2). Dans le chapitrg B, apres quelques résultats préliminaires
(sectiond 8.1 ef 8.2), nous convertissons le probleme d'arrét optimal partiellement ob-
servé pour le processuX();o €n un probléme d'arrét optimal completement observé
pour le processu$ n; Sy)non (Section[8.3). En n, nous exploitons cette nouvelle for-
mulation pour établir I'équation de programmation dynamique (sections 8.4 ¢t 8.5).
En n, le chapitre P| présente nos méthodes numériques et établit leur convergence
(section[9.2) aprés avoir étudié la continuité Lipschitz des opérateurs de program-
mation dynamique (sectior] 9.11). En n, nos méthodes sont appliquées a un exemple
académique (sectiof 9]3).
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Chapitre 7

Arrét optimal partiellement
observe et ltrage

Dans ce chapitre, nous allons dé nir le probléme que nous étudions, notamment
en précisant le processus d'observation et en énoncant les hypothéses spéci ques
a cette partie. Ensuite, avant de nous tourner vers le probléme d'arrét optimal
proprement dit, nous établissons une formulation récursive du processus de lItrage.
Ce résultat sera fondamental puisque le lItre jouera, dans la suite, le réle qu'avaient,
dans les deux parties précédentes, les positions apres saut, ces derniéres n'étant
désormais observées qu'au travers d'un bruit.

7.1 Dé nition du probleme et hypotheses

Nous considérons un PMDMX);o dont I'état initial Xo = Zy est déterministe
c'est-a-dire que le processus part d'un pointg 2 E xé. Nous supposons que ce
PMDM est observé de maniére bruitée. Avant de dé nir le probléme d'arrét optimal
gue nous étudions, il convient de préciser le processus d'observation.

Nous supposons que les temps de sauts sont parfaitement observés mais pas les
positions aprés saut. Si on se place dans le cadre d'une application pratique comme
le modéle de corrosion décrit & la sectign 1.2.5, ceci correspond & la situation ou on
sait a quels moments se produisent les changements d'environnement mais ou on
prend en compte une imprécision des mesures des parametres physiques au moment
de ces changements d'ambiance. Ainsi, pour toat2 N, nous supposons qug, est
parfaitement observé mais qué,, ne I'est pas (sauf I'état initial Zy). Nous supposons
gue le processusbservélors de la mesure bruitée d&,,, noté Y,, est de la forme
suivante : Yo = X, (déterministe) et pourn 1,

Yo="'(Z n)+ W, (7.1.1)
ou' :E! RYetou lebruit (W,),1 estune suite de variables aléatoires a valeurs

dansRY, identiquement distribuées admettant la méme densité borndeg, qui sont
egalement indépendantes d& ,; Sp)nan -
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A n de dé nir des temps d'arrét en temps continu adaptés au processus d'obser-
vation, nous devons considérer un processus d'observation en temps continu. Nous
dé nissons donc un processus ponctuel (i.e. constant par morcea(X)):o , avec un
léger abus de notatioff, par

®
Yi = 1[Tj T+ [(t)Yj :
j=0

NotonsFY = (F));o la Itration engendrée par (Y;);o (la Itration observéget
F=(Fy)io la ltration engendrée par (X¢; Y;)io (la Itration totale). Sans changer
ces notations, nous complétons ces lItrations avec tous les ensemiteségligeables.
Ceci nous conduit a la dé nition de I'ensemble des temps d'arrét observables.

Dé nition 7.1.1  Notons Y I'ensemble deqF) ), -temps d'arrét qui sont nis
p.s. et pourn 2 N, on pose également

Y : Y °
n= 2 tel que T, p.s. :

Notons qu'avec cette construction, le processus poncty#l);o Ssaute aux mémes
instants T, que le PMDM original (X);o . Ainsi, nous montrerons (lemmé¢ 8.2|1)
gue ces instants de sauts sont des temps d'arrét adaptés a la Itration observée

(F o -

La position aprés sauZ,, du processus d'origine, quant a elle, n'est connue qu'au
travers de la tribu F{_. Par conséquent, nous allons introduire la loi conditionnelle de
Z, sachantFY que nous nommerons ldtre . Celui-ci est & valeur dans un espace de
mesures qui est, a priori, de dimension in nie. A n d'obtenir une méthode numérique
utilisable en pratique, il est nécessaire de se restreindre a un Itre de dimension nie.
Ceci nous conduit a la principale hypothese de cette partie

Hypothése IV.1 Il existe un ensemble niEq = fx1;:::;Xq0 E tel que pour
toutx 2 E,onaQ(x;Eg)=1.

En d'autres termes, pour toutn 2 N, Z, ne prend ses valeurs que dans I'ensemble
ni Eo. Remarquons que cette hypothese est satisfaite dans I'exemple académique
de la section 1.22 mais également pour le modéle d'atelier de maintenance de la
section[1.2.B si on ne considére plus le processus augmenté du temps. Cette hypo-
thése sur le noyau de transitiorQ est assez restrictive, cependant, si elle n'est pas
Véri ée, il est toujours possible d'envisager une discrétisation préliminaire du noyau
an de l'introduire.

Avant de dé nir le processus de ltrage, introduisons quelques notations sup-

X2,..., Xq SONt numMerotés de sorte qug;, t, ... t,. De plus, on posd, = 0.
Nous notonsM(E ;) I'ensemble des mesures signées de masse nieBget M 1(Eo)

1. La quantité Y, représente la valeur du processufY;);o alinstant t = T, a ne pas confondre
avec la valeur du processus a l'instant = n.
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le sous-ensemble des mesyres de probabilités Byr Nous munissonsM(E o) de la
normej j donnée parj j= &, j 'jou (fx;g) est noté .

Pour tout n 2 N, nous dé nissons maintenant le Itre , a valeurs dandM ((Ey).
La quantité ,(fx ;g), notée |, représente la probabilité de I'événemerZ , = x;g
sachant l'information disponible a l'instant T, i.e.

8i2f1;::::q; L= E[liz ,=x g FY. I: (7.1.2)

Finalement, soitN 2 N que nous nommeronéhorizon et g 2 B(E) unefonction
de récompense, nous nous intéressons au probleme d'arrét optimal partiellement
observé d'horizonTy suivant
h i
v( )= squ EogX) o= ; (7.1.3)
2 N

ou est une mesure de probabilité su¥ 1(Eg). On obtient en n la valeur souhaité
en posant = .

La fonction v se nomme lafonction de valeurdu probleme d'arrét optimal. Par
ailleurs, un temps d'arrét 2 ) est dit optimal s'il véri e

h [
EoX ) o= =v()
et un temps d'arrét 2 ) est dit -optimal s'il vérie
h [
EgX ) o= v()

En général, il n'existe pas de temps d'arrét optimal mais des temps d'arrét
optimaux existent toujours pour tout > 0.

Dans le chapitre[ 9, on proposera un schéma d'approximation numérique de la
fonction de valeur ainsi que le calcul d'un vrai temps d'arrét-optimal. Cepen-
dant, avant de se tourner vers des considérations numériques, il est nécessaire de
développer le cadre théorique dans lequel on pourra mettre en place une méthode
d'approximation.

Ainsi que nous l'avons exposé plus haut, I'étude d'un tel probleme partiellement
observé se décompose en deux sous-problémes.
Le premier, qui est I'objet du reste de ce chapitre, est constitué du calcul du
processus de Itrage car c'est lui qui permettra de reformuler le probleme en
un probléme completement observe.
Le second, étudié dans le chapitig 8, consiste a résoudre ce nouveau probléme
en exhibant I'équation de programmation dynamique correspondante.

L'hypothése suivante ne sera vraiment cruciale que pour prouver la convergence
de nos schémas numériques dans le chapjtfe 9 mais nous l'introduisons d'ores et déja
par commodité.
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Hypothese 1V.2 Le temps de sortie déterministé est borné surk, i.e. pour tout

On en déduit que la fonctiont est bornée suiE, par t,. Ainsi, pour tout n 2 N,
la durée inter-sautsS,, satisfait S, t,, P ps.

Le reste de ce chapitre est consacré a I'étude du processus de Itrage. Nous
établissons dans la section suivante une formule de récurrence pour calculer le ltre.

7.2 Filtrage optimal

L'objectif de cette section est d'obtenir une formulation récursive du ltre .
En e et, pour autant que nous le sachions, il n'existe pas, jusqu'alors, de tel résultat
dans le cas des PMDM. Nous renvoyons cependant a [Arjas et al., 1992] pour une
formulation récursive du Itre dans le cas des processus ponctuels qui constituent
une sous-classe des PMDM.

vation a temps continu(Y;);o €tant un processus ponctuel au sens développé dans
[Brémaud, 1981], on &} = (G,) (il s'agit du résultat [Brémaud, 1981, page 58,
Theorem T2]). De plus,Fr, = (Zo;:::;Zn) _ F‘T(n. Concernant le ltre ,, notons
tout d'abord que, puisqu'il s'agit d'une variable aléatoireFy -mesurable, il existe

pour tout n 2 N une fonction mesurable , : RY R* "M 1(Ep) telle que

n= n(G):

Comme dans le cas du Itre de Kalman-Bucy, l'itération permettant de passer
delaloi ,; alaloi , se décompose en deux étapes : prédiction et correction. On
introduit donc pour tout n 1,  la loi conditionnelle de(Z,; S,) sachantF{ .
Ainsi, , est un noyau de transition dé ni sur R R* "B (Eo R") tel que,

n

pourtout j 2f1;:::;cgetpourtout ,; 2 RY R* , on ait

n(n1™Xj0;ds)=P(Zn = X%;;85,2dsjG1 = a1 ): (7.2.1)

La relation de récurrence satisfaite par le Itre sera alors obtenue selon la mé-
thode suivante.

Prédiction : n1 ! . Laloide(Z,;S,) est prédite a partir des observations
jusqu'a l'instant T, .

Correction : I ,. L'estimation précédente est corrigée a l'aide de la nou-

n
velle observationY,,.

Le lemme suivant constitue I'étape de prédiction, il s'agit d'un calcul d'espérance
conditionnelle.
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n

Lemme 7.2.1 Pourtousn 1, ,; 2 RY R* etj 2f1;:::;0p, laloi ,
dé nie par I'équation (7.2.1), satisfait

a(n1;fXj0;ds)

L 1
— X 1 @xq i . (x is8) sy x:)A d
= fs2]t ;it, ., [9 n1 (n1)((x i;9)e Q((x i;8); %))~ ds
r=0 i=r +1
Xa .
+ f1(n1)e®™ QX rit,);%;)  (ds):
r=1

Démonstration  Soit une fonctionh 2 B(E, R*). Puisque (Gy1 )= FY |
Fr.. , la loi des espérances conditionnelles itérées donne

h i h h i i
E h(Zn;Sn)Gnl = nl = E E h(Zn;Sn) FTI"Il Gnl = nl : (7.2.2)

Par ailleurs,Fr,, = (Zo;So;Wo;:::;Zn1 ;Sh1 ;Wn1 ) Si bien que

h i h i
E h(Zn;Sy)Fr,, = E h(Zn;Sh)Z0;So;:::5Zn1 1S

par indépendance des suite@V,)non €t (Zn; Sh)non - On applique alors la propriété
de Markov de la chaindZ,; S,)nn @ n d'obtenir
h i h i
E h(Zn,Sn) FTnl = E h(Znysn)an 1Snl

Finalement, la loi conditionnelle de(Z,; S,) sachant(Z,1 ;S,1 ) est connue (voir
I'équation (1.1.6)), en particulier, on a

h i h i
E h(Zn;Sn) FTI’]l = E h(Zn;Sn)an

En n, dans I'équation (7.2.2), on explicite le terme ci-dessus, la loi conditionnelle
étant donnée par I'équation |(1.1.6).

h
E h(Zn';‘Sn)Gnl = n1

. #
xd h i
= E 1on1 = igE h(Zn;Sn)Znr =X G = n1
i=1
NS xa £ x 9
= B lpnoig W09 (K 58D ® Pl QU 19)x)ds
i=1 j=1
+h(x;;t)e ™ "MIQ((X i:t):iXj) Gu1 = n1
"z

xa
L NeGis) b Cna ) (6 i9)e® P liea 4Q((x 139)ix)ds
j=l i=1
#

xa .
+ h(x5t) by (e )e® QX 5t)ix;) ¢
i=1



168CHAPITRE 7. ARRET OPTIMAL PARTIELLEMENT OBSERVE ET FILTRAGE

En supprimant les fonctions indicatrices contenant leg, ceci s'écrit de fagon eéqui-
valente.
h i
E h(zn;”Sn)Gnl = n1
PG G xa ) '
= h(x;:s) 1 (1) ((x i58))e ™ "®Q((x i;8);x;) ds

: — t i
=1 r=0 r i=r +1
) #

xd .
+  h(x;5t) n1 (n1 Je X HIQ((x i t)i %)
i=1

D'ou le résultat.

L'étape de correction a pour point de départ la formule de Bayes selon laquelle
pourtous o1 2 RY R* ,y2RYets2R",

P Zy=X;Yn2dy;$2dsGyy = n1 =
P Zn=X%XG=(n1:y;8) P Yh2dy;$2dsG1 = n1
On reconnait dans la formule ci-dessus,( o1 ;y;8)= P Z, = Xi Gh=( n1:Y:9) ,

il convient donc d'étudier les lois conditionnelles d€Z,;Y,;S,) et (Y,;S,) sa-
chant FY . C'est 'objet des deux lemmes suivants.

n

Lemme 7.2.2 Pourtout ,; 2 RY R* | on alégalité de mesures de probabi-
lités surEq RY R* suivante, pour toutj 2 f1;:::; g,

P@n=Xi¥n2 dyi$ 2 88Gs = n1)= o ifGGd9u(y ()
Démonstration  Soit une fonctionh 2 B E, RY R* , d'aprés I'équation
(7-1.3) qui dé nit Y,, on a

h
E h(zné]Yn;Sn)Gnl = n1

E h(Zn;'(Z n)+Wn;Sn)Gnl = n1
Z

h(x;3 (¢ ) + WiS)P(Zn = X;5Sn 2 dSiWh 2 dwiGny = n1 ):
j=1

De plus, W, est indépendant de (Z,;Sy) _ F{u = (Zn;Sh; Gy ) et admet la
densitéfy,. On a donc
h i
E h(Zn;Yn;Sn) Gi1 = n1
z
h(xj;'(X j)+ W;S)P(Zn = X;;S, 2 dsjG1 = n1 )fw(w)dw

h(Xj;¥;9)P(Zn = X;;80 2dsjGi1 = 1 )fw(y '(x j))dy:



7.2. FILTRAGE OPTIMAL 169

La derniere égalité est obtenue par le changement de varialjle= '(x ;) + w et
donne le résultat attendu.

En intégrant par rapport a la premiere variable dans le lemme précédent (i.e. en
sommant sur lesx;), on obtient le résultat suivant.

n

Lemme 7.2.3 Pourtout ,; 2 RY R* ,on alégalité de mesures de probabi-

lités sur R R* suivante,
2 3

xa
P(Yn2dy;$2dsjGiy = n1)=4 (n1sfXjoids)fw(y  '(x j))°dy:

=1

Nous énoncons maintenant le résultat principale de ce chapitre a savoir la for-
mulation récursive du Itre ( )non -

Proposition 7.2.4 Soit =( Y:::; 9:M(Eo) RY R*IM 4(Eo) dé nie
de la fagon suivante : pour touf 2f1;:::;q,
| Xt I(Gyis) X I (y)
'Gyis)= Lyt 0= fo=t  g=
o T Cyisy T L T T )

ou on a posé

l(;y;s) = " irs)e® TOQ((x s)ix)fwly (X))
i=r +1
Gy;s) = LGoyis);
j=1
Fy) = QX ot )ix)fwly (X))

_ xa )
(y) = P (y):
j=1

Alors, le ltre, dé ni par I'équation ([7.1.2), vérie § = P(Z, = X;) et satisfait a la
récurrence suivante : pour toutn 1

P-p.s,, n=0 n1;YnS):

Ve . - 71z 7 n 1
Démonstration Soit ;1 un élément xé de RY R* . Comme nous l'avons

P Zy=X;Yn2dy;$2dsGyy = n1 =
P Zn=X%XG=(n1:y;8) P Yh2dy;$2dsG1 = n1
Les lemmes 7.2]2 ét 7.2.3 donnent alors

n(n1 s fXjords)fw(y  '(x j))dy 4

xd
=P Zo=%G =( n1:Y;9 n(n1 o fXegrds)fw(y  '(x «)) dy:

k=1
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Par rapport a y, on reconnait I'égalité de deux mesures absolument continues par
rapport a la mesure de Lebesgue s®® ce qui implique I'égalité presque partout des
densités. Ainsi, on a pour presque toug 2 RY par rapport & la mesure de Lebesgue,

nCnsXgords)fw(y  '(xg)) 4

xa
=P Z,=%G =( n1:Y;9 A (n1 s fXkg;ds)fw(ly  '(x «) @ (7.2.3)

k=1

L'équation (7.2.3) énonce alors I'égalité de deux mesures SRt qui contiennent
a la fois une partie absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et
des masses de Dirac. Notorgs (y; s) 1(ds) (respectivementg(y;s) »(ds)) le terme
de gauche (respectivement de droite) de I'équation précédente. L'équati¢n (7].2.3)
signi e que pour toute fonctionF 2 B(R*) et pour presque touty 2 RY par rapport
a la mesure de Lebesgue, on a

z z

F(S)au(y:s) 1(ds) =  F(s)02(y:s) 2(ds): (7.2.4)

Rappelons alors que, d'aprés le lemme 7.2.1, la Iqj( n1 ;fx;g; ds) admet une
densité sur l'intervalle]t,;t, ., [, que nous noterong( 1 ;X;;S), donnée par

xa . .
fr( n1i%;8)= 1 (n1 ) ((x i58)e ® ¥Q((x i;8);%):
i=r +1
Dans I'équation (7.2.4), nous prenons tout d'abordF (s) = H (S)1sszy , .., [¢ Si bien
gue pour toute fonctionH 2 B(R*), on a

Ztr+1
t H(S)r(n1 x5 9)fwly  '(x j))ds

; |

tr+1 xq .
= HES)P Zn =X G =( n1:Y;9) fr( ne s xS)fw(y ‘(X «) ds;
r k=1

et ainsi surlt,;t,,; [, presque sGrement par rapport a la mesure de Lebesgue, on a

o fr( nil ;Xj;S)fW(y I(X J))
; E:]_fr( ni ;Xk;s)fW(y I(X k))

P Zo=%XG =( n1,Y;9 =

fournit I'égalité des masses sur le poirti, d'od, en utilisant le lemme[7.2]1,

P Z,=XG =( n1:Y:t;)
- Ty (na)e® “Q((x it )ix fwly (X))
b1 b1 (n)e® rIQ((X it ) ixi)fw(y (X «))
QX st )ix))fwly 'x;) .
o1 QX it )ix)fw(ly "X K)

= P
- Lg

Jusqu'ici, nous avons montré qu'il existe deux ensembles mesuratigs R et
Ns R*nft;;:::;t,9, négligeables par rapport aux mesures de Lebesgue Rdret
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R* respectivement, tels que pour tous,; 2 RY R* ', y2 RInNy, s 2 R nN,
on ait

n(n13Y;9)=( n1(n1)iy;s) (7.2.5)
Par ailleurs, d'une part, nous avons

X
P(Yn 2 Ny) P((x ;)+ W,h 2 N,)=0;
=1

par absolue continuité de la loi daV,. D'autre part,

P(Sn 2 Ng) =0;

(G YniSn) = (1 (Goz ) Yas Sn):

Nous concluons en rappelant qu€-p.s., ona , = (G1;Yn;Sy) et 1 =

ni (Gnl )

Notons que la structure spéci que des PMDM apparait dans la formule du Itre
gue nous venons d'établir car elle contient a la fois une partie absolument continue
et des masses ponctuelles.

Cette proposition jouera un réle crucial dans la suite. D'une part, ce résultat nous
permettra d'établir la propriété de Markov par rapport a la Itration observée des
processus n;Yn;Sino s ( n;Sn)no et ( n)no . Dautre part, cette formulation
récursive permettra de simuler e ectivement le processys ,)no et donc d'envisa-
ger sa quanti cation.

Munis de cette étude préliminaire du processus de lItrage, nous allons chercher a
reformuler le probleme d'arrét optimal partiellement observg (7.1.3) pour le proces-
sus(Xt)to €n un probléeme d'arrét optimal completement observé pour le processus
(' n;Sn)n2n pour ensuite résoudre ce nouveau probleme.
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Chapitre 8

Programmation dynamique

Dans ce chapitre, nous allons établir I'équation de programmation dynamique
pour le calcul de la fonction de valeur du probléme d'arrét optimal partiellement
observé [(7.1.8). Apres une étude préliminaire de la structure des temps d'arrét de

I, la premiére étape consistera a convertir le probléme d'arrét optimal partielle-
ment observé pour le PMDM(X);o €n un probleme complétement observé pour le
processuy n;Sn)n2n - Alors, a partir de cette nouvelle formulation, nous introdui-
rons des opérateurs permettant de construire une suite de fonctifv,)onn  dont
nous montrerons gu'elles sont respectivement les fonction de valeur des problemes
d'arréts optimaux d'horizon (Ty n J)onn - En particulier, nous prouverons quev
est la fonction de valeur du probléeme d'arrét optimal[(7.1]3) qui nous intéresse et
nous détaillerons la construction d'une famille de temps d'arrétoptimaux.

8.1 La chaine de Markov ( n;Sh)no

Dans cette premiére section, nous établissons la propriété de Markov de plusieurs
processus a l'aide de la formule de récurrence du ltre.

Proposition 8.1.1 Lessuites( n;Yn;Sn)nens (i Sn)nan €E( n)non SONt des chaines
de Markov pour la ltration (FY )nan -

Démonstration Soit une fonctionh 2 B(M 1(E;) RY R*). On a d'aprés la
loi des espérances conditionnelles itérées

E h n;Yn;Sn F-|Y—nl =EEHN n;Yn;Sn FTnl F¥nl

173
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Nous utilisons alors la propositior] 7.2]4 d'apres laquelle pour towt 1, , =
( n1;Yn:Sy) etl'équation (7.1.1) qui dé nit Y,,. On obtient

E h n;Yn;Sn FTnl

E h ( nil ;'(Z n)+ Wn;Sn);'(Z n)+ Wn;sn FTnl
xd Z

= h (a1 '(X )+ ws)'(x )+ w;s

j=1

P (Zn = X;;W, 2 dw; S, 2 dsFy,, ):

De plus, en remarquant quaV, est indépendante de (Z,;S,) _ Fr,, et admet la
fonction de densitéf\, et en posant le changement de variable= '(x ;) + w on a,
comme dans la preuve du lemnie 7.2.2,

E h n;Yn;Sn FTnl

xd Z
= h ( n1,Y:9)5Y;S P(Zn= XSy 2dsFr,, fw(y '(x;))dy:

j=1

Par ailleurs, nous avonP (Z, = X;;Sy 2 dsFr,, ) = P(Zn = X;;Sy 2 dsZ,1 ),
cette loi conditionnelle étant décrite par I'équation|(1.1.6), on obtient

E h n;Yn;Sn FTnl
0
Xa xaZ o Zy N
liz o1 =xig @ . h ( nisysshyss ((x i3s)e® &Q((x i;s);x;)ds
i=1 i=1
1

+h ( asyst)yst e® 59Q (it )ixg Afwly  '(x j))dy:
En prenant I'espérance conditionnelle par rapport &}  , on a

Eh oYS: FY,

0
a oxal 2y .
= o @ h (ayishyis ((x is)e® Q((x iis)ix;)ds

1
+h ( arsyt)yst €@ Q (x it )x; Afw(y  (x j)dy:

AinsiE h  .;Y;; S, F{ . nestfonction que de ,, ce qui établit la propriété
de Markov des trois processus.

Nous aurons besoin de la propriété de Markov des trois processus précedents.
Celle de( n;Yn;Sh)non permettra d'étudier dans la section suivante la structure
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des (F{ )io -temps d'arrét. La propriété de Markov de la chaind ;S,)nn S€ra
nécessaire pour pouvoir envisager sa quanti cation lorsque nous mettrons en place
un schéma d'approximation numérique dans le chapitf¢ 9. En n, c'est la propriété de
Markov de la chaing( n»)non que nous utiliserons pour démontrer les théoremnes 8]5.1
et[8.5.2 qui établissent I'équation de programmation dynamique.

8.2 Les (F)o -temps d'arrét

Le probléme d'arrét optimal qui nous intéresse porte sur l€E, );o -temps d'ar-
rét, il semble ainsi naturel de les étudier et, plus précisément, de mettre en évidence
une structure similaire a celle utilisée dans [Gugerli, 1986]. Cette section contient
donc quelques résultats préliminaires techniques qui seront nécessaires pour établir
I'équation de programmation dynamique et qui détaillent la structure de¢F/ )0 -
temps d'arrét.

Commencons par le résultat suivant, qui sera utilisé a plusieurs reprises.

Lemme 8.2.1 Pour tout n 2 N, T, est un(F) ), -temps d'arrét.

Démonstration Remarquons que pour toutn 2 N, P(Y, = Yy ) = 0. Ceci
résulte de l'absolue continuité des lois des variables aléatoil@¥,).,n puisque

fYn=Yoag [ Wn Wi ="(x1) '(x)g:

Alors, pour tousn 2 N ett 2 R*, gn a, a un ensemble® négligeable prés,
fT, tg=1fN{y ngouonnoteN; = g ltv,e=y g L€ processugN);o est
FY-adapté ainsifN; ng2 FY et puisque la Itration FY contient les ensemble®

négligeables, on 4T, tg 2 F/. Pour tout n 2 N, T, est donc un(F/);o -temps
d'arrét.

Nous rappelons alors un résultat de P. Brémaud ([Brémaud, 1981, théoreme A2
T33]) concernant la structure des temps d'arrét pour les processus ponctuels. C'est
ce résultat qui était utilisé dans|[Gugerli, 1986] pour établir I'équation de program-
mation dynamique. Nous montrons ensuite comment l'appliquer dans notre cas.

Dé nition 8.2.2  Soit la ltration (FP);o dé nie par
FP=  1y,oaglirasg:n 1,0 s tA2BRY

Théoréme 8.2.3 Soit un (FP)o -temps d'arrét. Il existe, pour toutn 2 N, une
variable aléatoire positiveR,, qui est F} mesurable et telle que sur I'évenement
f T,g, on ait

NToar = Ta+ Ry A Thert

Notre processus d'observation a temps continfy;);o €étant un processus ponc-
tuel qui entre dans le cadre étudié par [Brémaud, 1981], nous cherchons & appliquer
le théoreme ci-dessus a d¢B,’ );o -temps d'arrét. Ceci est permis d'aprés le résultat
suivant selon lequel la ltration (Ff);o est en réalité notre Itration (F):o .
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Proposition 8.2.4 Pourtoutt 0, onaF/ = F}.

Démonstration D'une part, montrons que FY FP. Soit un événementA 2
B(RY) et0 s tona

stzAg:nLN fThn, sS<Tnig\fY ,2Ag 2FF F:

Dans I'équation ci-dessus, nous avons utilisé le fait qdg et Yy sont, par hypothése,
déterministes.

D'autre part, on a F{  FY. En e et, soit un événementA 2 B(RY, n 2 N
et0 s t Rappelons que, avec un léger abus de notatiol, = Yr,. On a
fY+1, 2 Ag 2 F{_ puisque(Y;);o estF" adapté et puisqueT, est un(F);o -temps
d'arrét d'aprés le lemmg 8.2]1. Par conséquent, on a

fY,2 Ag\fT , sg2F! F :
D'ou le résultat.

Nous pouvons donc appliquer le théorénje 8.2.3 a():o -temps d'arrét. En
d'autres termes, on dispose du résultat suivant.

Théoréme 8.2.5 Soit un (F)io -temps d'arrét. Pour toutn 2 N, il existe une
variable aléatoire positiveR, qui est F{ mesurable et telle que, sur I'évenement
f Thg, on ait

NToar = Ta+t Ry N Therd

Nous énoncons alors le résultat suivant, qui est une conséquence directe du théo-
reme[8.2.5, car il sera utilisé a plusieurs reprises dans la suite.
Lemme 8.2.6 Soit un (F) ), -temps d'arrét. Pour toutn 2 N, on a

T, <T n19=1T, g\f Sp+1 > RnQ:

Démonstration ~ D'apres le théoreme 8.2|5, sur I'évenemefit, g, ona "
T = Tn+ Ry ™ She1 Si bien que, toujours sur cet évenemerd |, g, on a

<T i, Rn<Sha:

On en déduit le résultat.

Nous cherchons maintenant a étudier I'e et de I'opérateur de translation de la
chaine de Markov( n;Yn;Sn)n2n Sur les(F)io -temps d'arrét. Nous avons déja
prouvé (voir la proposition[8.1.1) que( n; Yn;Sn)nan est une(FY, )nan chaine de
Markov. Nous considérons alors son espace canoniqee(M 1(Eq) RY RN,
Ainsi, pour ! = (gt g;::0) 2 ,ona ( n;Ya;S)( ) = 1, Par ailleurs, nous
dé nissonsl'opérateur de translation par
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Nous posons alors® = Id et par récurrence poud 2, ' = 't Ainsi,
pour tous ;1 2 N, on a( n;Yn:Sh) ' = ( i ; Yes ; Soe ). En rappelant que
To=0,0onaenn

X0 X
Th = Sk = Sket = T i
k=1 k=1

Les résultats suivants de cette section, le lemnje 8]2.7, la dé nition 8.2.8, les
propositions[8.2.9 ef 8.2.70 et le corollaire 8.2]11, sont énoncés sans preuve car
leur démonstration est similaire a celle détaillée dans [de Saporta et al., 2010] et
dont ils sont adaptés (lemme B2, dé nition B3, propositions B4 et B5 et corrolaire
B6). Cependant, il est important de remarquer que les résultats qui sont obtenus
dans [de Saporta et al., 2010] ne peuvent étre appliqués directement ici car la suite
(' n:Yn; Sn)n2n, bien que ce soit une chaine de Markov, n'est pas la chaine de Mar-
kov sous-jacente d'un PMDM.

Soit 2 Y. On rappelle que, d'aprés le théoréme 8.2.5, pour tout 2 N,
il existe une variable aléatoire positiveR, qui est F{. mesurable et telle que, sur
I'évenementf T,g, on ait

ANTar = T+ Ry M Theat

Lemme 8.2.7 SoitRo= Ro etpourk 1, R¢ = Rilg, g, o- On a alors

= ﬁn 1 N Sn:
n=1

Ce lemme prouve que, dans le théoré2.5, la suiie,)on peut étre rem-
placée par(R,)n2n . Par conséquent, dans la suite, nous supposerons, sans perte de
généralité que la suite(R,)non Satisfait la condition suivante : pour toutn 2 N,
Rn+1 =0 sur I'évenementfS ..; > R Q.

Comme,F¥k = (Y;;S;] k), il existe une suite de fonctions mesurables réelles
;. k+1
(r)ken dé nies sur RY RY telles que

Rk = r«(Go);

Dé nition 8.2.8  Soit | 2 N . Soit (R)xn Une suite de fonctions dé nies sur
RO R par
Ro(:! )= n( )
et pourk 1,
R(i! )= 1 G (D1, g o)
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Proposition 8.2.9  Supposons qud Tn. On a alors pour toutk 2 N,
RW(G; ') = Riu et
=Ti+e(G; ),
avece : R¢ R+ I R* dé ni de la facon suivante
NI
e(;! )= Ry (1)NS():
n=1

Proposition 8.2.10 Soit (U,)non UNe suite de variables aléatoires positives telle
que pour toutn 2 N, U, soit F}(n mesurable etU,;; = 0 sur I'événementfS ;1 >
U,g. On dé nit

n=1

Alors U est un(Fy)o -temps d'arrét.

Corollaire 8.2.11 Pourtout 2 RY R* Pri

rét.

, e(; ) estun(F)o -temps d'ar-

Ces résultats qui concluent nos sections préliminaires, seront cruciaux pour dé-
montrer les théoréme$ 8.51 dt 8.5.4 qui établissent I'équation de programmation
dynamique.

8.3 Probleme d'arrét optimal complétement ob-
serve

Dans cette section, nous montrons que notre probléeme d'arrét optimal partielle-
ment observé pour le processX);o peut étre converti en un probleme d'arrét op-
timal complétement observé pour la chaine de Markdyv ;S,)onn - Remarquons
gue, non seulement le probléme devient completement observé, mais également nous
substituons au processu$X);o a temps continu la chaine( »;S))onn Qui est
a temps discret. Cependant, ce résultat ne signi e pas que nous sommes rameneés
au probleme d'arrét optimal complétement observé étudié du point de vue théo-
rique dans [Gugerli, 1986] et numérique dans [de Saporta et al., 2010] car la suite
( n:Sn)no , bien gu'elle soit une chaine de markov, n'‘est pas la chaine de Markov
sous-jacente d'un PMDM.

Avant de nous tourner vers la formulation completement observée du probleme
d'arrét optimal, nous établissons un résultat technique, un calcul d'espérance condi-
tionnelle, dont nous aurons besoin et qui s'appuie sur le théoreme suivant qui est
trés classique (voir par exemple [Ouvrard, 2004]).

Théoréme 8.3.1 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles intégrables dé nies
sur un espace de probabilite; A;P) a valeurs respectivement dans deux ensembles
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mesurabled~; et F,. Soit B une sous-tribu deA telle queX soit B mesurable ety
soit indépendante deB. Soitf 2 B(F; F;), on a alors

E'TOCY)B = RX):

ou
fx)= E[f (x;Y)]:
Il sera également nécessaire de rappeler brievement la construction des variables

aléatoires(Si)kon que nous avons déja évoquée a la sectjon 3.3.4 (on pourra trouver
davantage de détails dans [Davis, 1993, section 24]).

Aprés un saut du processus au poirt 2 E, la fonction de survie de la durée
jusqu'au prochain saut est

8

> 1 ift O;
's(bz)=_ e@Y  if0 t<t (2);

-0 ift t(2):

On dé nit son inverse généralisée
s(u;z) =infft Otel que' s(t;z) ug:
Alors, pour tout k 2 N, on a
Sker = s k5 Zk); (8.3.1)

ou les ¢ sont des variables aléatoires uniformément distribuées sjiy; 1] et indé-
pendantes deF, .

Le lemme technigue que nous évoquions plus haut est alors le suivant.

Lemme 8.3.2 Pour toutk 2 N, on a
h i

— Z Rk) -
E 1fSk+1>ng FTk - 1ka<t (Zk)ge( R

h i h [
Démonstration OnakE 1,5k gF1, = E f( «;Z;Ry) Fr, ouf(u;z;r) =
1t @az)s>r g ON remarque alors qu€Zy; Ry) est Fy, mesurable et que | est inde-
pendante deFr, . En n, on obtignt le résultat en appliquant le théoremg 8.3]1 et en

remarquant qUeE 1t (( ,prg = Lt (g€ @ ).

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat principal de cette
section a savoir la reformulation de notre probleme initial, partiellement observé
pour le processu$X):io , €n un probleme completement observé pour le processus
( ni;Sn)n2n- En e et, pour tout;temps darrét 2 Y, le lemme suivant interpréte
la quantité E g(X ~r,) o=  comme étant I'espérance d'une fonctionnelle qui ne
dépend que du(Fy )., -temps d'arrét (plus précisément de la décomposition qu'en
donne le théorem¢ 8.25), du ltre et des temps de sauts (ou de fagon équivalente
des durées inter-sauts).
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Lemme 8.3.3 Soituntemps darrét 2 Y etn 1.Pourtout 2M ,(Eo) ona

h i
E gX ~,) o=
|
xtooxd _h Ay i
= E 1, ¢lir,<t, g9 (X i Re & TR =
k=0 i=1
X3 h _ i
+ E lm, ¢9Xi) n o=
i=1
h i
Démonstration Nous commencgons par décomposeér g(X ~r,) o=  en dis-

criminant selon la position du temps d'arrét par rapport aux temps de sautsTy
h | %t xa h i
E oX ~r,) o= = E 1, <7 vuolize=xigd (X iiRk) o=
k=0 i=1
X3 h i
+  E lir, gliz,=x;g9(Xi) o=

i=1
On note alors (
Awi = 1ka <T ks gle =xig9 (x i; Rg);
Bi =1, oliz,=xg9(Xi):
h i _
D'une part, onaE B F{ = g(xi)lf, 4 n puisquefT, g 2 F{_(voir par
exemple [Brémaud, 1981, page 298, Theorem T7]).
h i
D'autre part, pour calculer E Ay; F{ , nous commencons par rappeler que,
selon le lemm¢ 8.2|6, on a

ka <T k+1g:ka g\f Sk+1 >ng:

On obtient alors
i h v i
1, o9 (X i;ReE hlfs k+1 >R kgle K=Xig FTk ) i
i
1ka gg (X i Rk)E 1fZ Kk =X |gE 1fS k+1 >R k9 FTk FTk

h i
On applique alors le lemme 8.3/2 qui donne l'expression Be 1ss, ,, sr g F,

h
E A FY,

i h i
I, ¢ (X ROE lgz =gl <t @zge€ @ R F\T(k

Ire o9 (X i;Rk)lkaqige(X R

h
E A FY,

Le résultat suit.

Ce lemme est le point de départ de la résolution du probleme d'arrét optimal.
Nous allons I'exploiter dans le reste du chapitre pour établir I'équation de program-
mation dynamique.
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8.4 Opérateurs de programmation dynamique

En se basant sur la décomposition donnée par le lemine 8.3.3, nous sommes
maintenant en mesure d'introduire les opérateurs qui interviendront dans I'équation
de programmation dynamique satisfaite par la fonction de valeur du probléme d'arrét

optimal (7.1.3).
Dé nition 8.4.1  L'opérateur

H:B(E)! BMi(Ey) R");
est dé ni pour tout h 2 B(E) par

h i
Hh(;u)= E h (Z o;U)lts;5ug 0=

pour tout (;u) 2M ((Eq) R™.
Le lemme suivant donne une forme développée de l'espérance ci-dessus.

Lemme 8.4.2 Pourtouth 2 B(E) et pour tout(;u) 2M 1(Eg) R, l'opérateur
H satisfait

xa
Hh(;u) = 'L iuet ige(X W (X U
i=1

Démonstration Soith2 B(E)et(;u) 2M (Eg) R",ona
h [

Hh(;u)= E h (Z o;U)lts,5ug 0=
xd h h i i
= h (X WE 1lz,x,¢E lts;sug Zo o=
i=1
La loi conditionnelle deS; est,donnée par I'équation{(1.1]6), on en déduit que sur
I'événementfZ o = x;g, on aE lis,>ug Zo = lu<t g€ ). On obtient donc
X h i B
Hh(;u)=  h (X GUE lz,xg 0= I« g&® ™Y
i=1

xd . .
= h (X i ’ u) | 1fu<t i ge (X |,U)
i=1

La derniére ligne résulte de la dé nition du ltre.

La fonctionu ! Hh(;u) est continue a droite avec des limites a gauche, est
continue sur les intervalles de la formét, ;t,., [ pour tout r 2f0;:::;q 1get est
nulle pour u  t,. Elle n'est cependant pas continue suR™ tout entier car elle
saute aux pointst,. Anticipons légérement sur le chapitre suivant : a n de prouver
la convergence de la méthode numérique que nous développerons, il sera nécessaire,
comme nous l'avons fait dans la partig ]I, de s'intéresser aux propriétés de continuité
Lipschitz de l'opérateurH (et des suivants). Dans cette optique, nous considérons
pour tout h 2 B(E), la restriction deHh aM 1(Eo) [t,;t,., [ que nous prolongeons
ensuite continlment par des constantes B ;(Eq) R™ tout entier. Nous notons
H'"h la fonction obtenue.
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Dé nition 8.4.3 Pourtoutr 2f0;:::;q 1g, nous dé nissons l'opérateur
H':B(E)! B(M 1(Eq) R")

de la facon suivante
siu<t,, H'h(;u) = Flh(;t e
siu t,H'h(;u)= L, Te® i) (x putt,,).

Pour tout r 2 f0;:::; 1g et pour tout h 2 B(E), 2 M 31(Ey), la fonction
u! H"h(;u) estcontinue. De plus, elle est constante si®;t,] et sur[t,,,;+1[ .
Enn,ona
g(l
Hh(;u) = I, ,,, ((UH "h(;u):

r=0
Dé nition 8.4.4  Les opérateurs

| :B(M 1(Eo)) ! B(M 1(Eq) RY);
G:B(M 1(Eg))! B(M 1(Eq) R*):;
K :B(M 1(Eo)) ! B(M 1(Eo));

sont dé nis pour toutv 2 B(M 1(E)) par

h i
Iv(;u) = EhV( Dlsict @zog 0=
|
Gv(;u) = EhV( Dlis,ug 0=
|
Kv() = E V(1) o= =Gv(;ty)

pour tout (;u) 2M ((Eq) R".

Comme dans le cas de l'opérateutd, on donne des formes développées des es-
pérances ci-dessus.

Lemme 8.4.5 Pour tousv2 B(M ((Ep)) et(;u) 2M ((Eq) R*,ona

xa L, _
lv(;u) = e (x i;59e & i)
i=1 0
Z X
LV GY 58)Q xsdix fw(y® (x j)dy° ds’
j=1
xa )
Gv(;u) = Iv(;u)+ "L g 1)

i=1

xd
eV Gy 5t) Q (X i5t)ix; fw(y® '(x j)dy®

i=1

z



8.4. OPERATEURS DE PROGRAMMATION DYNAMIQUE 183

Démonstration Soitv 2 B(M 1(Ep)) et (;u) 2 M 1(Eg) R*. En utilisant

I'équation (7.1.1) qui dé nit Y; ainsi que la formule de récurrence satisfaite par le

ltre et énoncée par la proposition 7.2.4, on a
h

lv(;u) = E Vv (L'(Z 1)+ Wy S1) Lis,<unt zoyg 0=

xa
= E lz,xsEV (5'(Z 1)+ Wi;S1) Lis,<un igzo 0=
i=1
Z

= E lizo=g v ('x )+ ws)
i=1 i=1

Liscor xiyg P Zi=X;Wi2dw;§2dsZy o=
On conclut alors, comme dans la preuve de la propositipn 8J1.1, en explicitant la
loi conditionnelle P(Z; = Xxj;W; 2 dw; S, 2 dsZp). Celle-ci est en e et egale a
P(Z1 = X;;S1 2 dsZg)f w(w)dw par indépendance deW; et de Fy, avec la loi

P(Z1= X;;S1 2 dsZ,) donnée par I'équation|(1.1.6). Le calcul est similaire dans le
cas de l'opérateurG.

Comme dans le cas de l'opératelt, remarquons que la fonctioru! Gv( ;u)
est continue a droite avec des limites a gauche et est continue sur les intervalles de
la forme]t,;t,.,[ avecr 20;:::;q 1g. Pour toutv 2 B(M 1(Eo)), on considére
la restriction de Gv a M 1(Eo) [t,;t,., [ que nous prolongeons contindment et par
des constantes M 1(E;) R* tout entier. On note G'v la fonction obtenue.

Dé nition 8.4.6 Pourtoutr 2f0;:::;q 1g, nous dé nissons l'opérateur

G":B(M 1(Eg)) ! B(M 1(Eq) R);

par
siu<t,, G'v(;u)= Gv(;t,)
siu t,
X ,
G'v(;u) = Iv(iu M)+ et )
7 |:1>@
oV Gy St) Q (X iit)ix fw(y® '(x ;))dy®
j=1

Pour tout r 2 fO;:::;q 1get pour tout v 2 B(M 1(Eg)), 2 M 1(Ey), la
fonction u ! G'v(;u) est continue. De plus, elle est constante syo;t,] et sur
[t,s1;+1[ . Enn,ona

&1
Gv(;u) = It (WG 'V U) + Lpa ((WKV ()

r=0
Dé nition 8.4.7  Les opérateurs
J:B(M 1(Eg) B(E)! B(M 1(Eo) R*);
L:B(M 1(Eo)) B(E)! B(M 1(Eo));
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J':B(M 1(Eq)) B(E)! B(Mi(Eq) RY);
sont dé nis pour tout (v;h) 2 B(M 1(Eg)) B(E) par

J'(v;h)(;u) H'h(;u)+ G'v(;u);
J(v;h)(;u) Hh(;u)+ Gv(;u);
L(v;h)( ) = supJ(v;h)(;u);
u0

pour tout (;u) 2M (Eq) R™.

Comme dans les cas des opérateurs et G, pour tout r 2 f0;:::;q 1get
v2B(M 1(Eo), h2B(E), 2M 4(Ey),lafonctionu! J"(v;h)(;u) estcontinue.
De plus, elle est constante suiO;t,] et sur[t,,,;+1[ . Enn, on a

9(1
J(v;h)(;u) = 1it,

r=0

(WIT(ViMGu) + L (UKV ()

r+1

Au vu des dé nitions ci-dessus, il semble naturel de distinguer les castur t,
etout, <t,,,.

Dé nition 8.4.8 Soit Qo f 0;:::;q 1gl'ensemble des indicesn qui sont tels
quet, <t,,,.

Remarquons qué), est non vide. En e et, il contient au moins l'indice 0 puisque
nous avons supposé qug > 0 = t,,.

Le lemme suivant est une conséquence directe des dé nitions précédentes.

Lemme 8.4.9 Pour (v;h)2 B(M 1(Eog)) B(E)et 2M 4(Ep), ona

0 1
L(vi)( )= @ max U [Jr(v;h)(;u) A_Kv()
u rilrsg
0 1

@max  sup J'(v;h)(;u) A _Kv():

r2Qo  yo[t, g [

L'intérét de cette formulation de l'opérateur de maximisationL réside dans le
fait qu'elle ne dépende que des opérateud$ et K dont nous prouverons qu'ils sont,
en un certain sens, lipschitziens. Ce n'est pas le cas de l'opératdyrnous avons
vu en e et que la fonctionu ! J(v;h)(;u) = Hh(;u)+ Gv(;u) est sujette a
des sauts aux pointg,. Par ailleurs, cette écriture est comparable a la dé nition de
l'opérateur de programmation dynamiquel de [Gugerli, 1986] car nous avons dis-
tingué le cas ou on est sOr de ne pas s'arréter avant l'instant de saut (I'opératdy.

Nous allons montrer que I'on peut construire la fonction de valeur du probleme
d'arrét optimal en itérant I'opérateur L qui correspond a la maximisation du gain
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jusqu'au premier temps de saut. Une interprétation des di érents opérateurs décrits
ci-dessus permet de mieux comprendre cette construction. La quantiév; h)( ; u)
correspond a la stratégie qui consiste a s'arréter a l'instant™ S; lorsque Zy suit

la distribution , lorsque la fonction de gain esh et lorsquev est la quantité que
I'on gagne en ne s'arrétant pas avant le prochain temps de saut. Cette quantité
J(v;h)(;u) est alors décomposée en la somme Hd(;u) et Gv(;u) qui cor-
respondent respectivement au caS; > u et S;  u. La stratégie qui consiste a
ne pas s'arréter avant le prochain saut est représentée par I'opérateqr, il s'agit

ici d'un cas particulier de la précédente puisqués; t;, P p.s. et on a donc
Kv( )= J(\;h)(;t,) = Gv(;tg). Enn, l'opérateur L correspond a la maximi-
sation du gain parmi toutes ces stratégies. Il s'agit bien d'une maximisation parmi
toutes les stratégies ayant pour horizon le premier temps de saut car le théoréme 8.2.5
assure que tous les temps d'arrét, majoré par le premier instant de saufl; = S;
sont de la forme = Ry” T, avecR, déterministe.

Dé nition 8.4.10  Nous dé nissons par récurrence la suitév,)onn de fonctions

deM ;(Eo) sur R par 5
w() = & gti) 5
Va1 () = L(va;9)( ):

Dans le reste de ce chapitre, on s'attachera a montrer que les fonctiepsont les
fonctions de valeur des problemes d'arréts optimaux d'horizory , . En particulier,
Vo est celle du probléme[(7.1]3). On donnera également la construction d'une famille
de temps d'arrét -optimaux.

8.5 Construction récursive de la fonction de va-
leur et d'un temps d'arrét -optimal

Les deux théorémes suivant§, 8.5.1 et 8.5.4, établissent aqijeest la fonction de
valeur du probléme d'arrét optimal partiellement observé d'horizoy ,, . De plus,
le theoréme 8.54 fournit une construction explicite d'une famille de temps d'arrét
-optimaux. Certains arguments de cette section sont adaptés de [Gugerli, 1986]. Re-
marquons, par ailleurs, que les résultats contenus dans ce dernier article ne peuvent
s'appliquer directement a notre cas puisque le probleme complétement observé for-
mulé dans le lemmé¢ 8.3|3 n'est pas un probléeme d'arrét optimal complétement ob-
servé pour un PMDM.

Ce premier résultat montre quev, majore la fonction de valeur du probleme
d'arrét optimal d'horizon Ty ,, .

Théoreme 8.5.1 Pourtousl n N et 2M 3(Ep), ona

h i
SUpE g(X ) o= W ()
2n
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Démonstration La preuve se fait par récurrence. Soit 2 Y. Pourn =1, le
lemme[8.3.8 donne

h i ¥ h ey [
E g(X ’\Tl) 0= = - E 1fRO<tigg (X i;RO)e xiRo) Io (e
= {z }
()
¥ h _ [
+ _ E 17, ¢9(Xi) 1 o=
= {z }
(b)

Puisque R, est déterministe, nous reconnaissons dans le terme (a), 'opératedir
(plus précisément la forme donnée dans le lemine 8]4.2), ainsi

(@) = Hg(;R o)

Nous nous tournons a présent vers le terme (b) dans lequel nous reconnaissons

I'opérateur G dé ni en 8.4.4. En e et, le lemme[8.2.6 énonce qud;, g=fS;
Rog et on a donc

X #
(b) = E Lis,reg O(Xi) 1 o=
i=1 :
h i
= E 1t,r ggVN( 1) o=

= GW(;Ro):

Par ailleurs, d'apres la dé nition|8.4.7 on al(vy ; g) = Hg+ Gvy, ainsi, en ajoutant
(a) et (b),ona
h [
E gX ~) o= =JIMWn:9GR0) sng(vN;g)(;u): LOvn;9)( )= w1 ()
u

Soit alors2 n N, supposons que pour tout 2 [, ,
h i
EaX) o= Wy ()
Le lemme[8.3.B donne

h i Xt x@ _h Ry |
E g(X "Tn) 0= E 1ka glfR k<tigg (X i;Rk)e bR :( 0=
k=0 i=1

X h _ i
+ E lg, o0X) , o=
i=1

Comme dans le casm = 1, le terme correspondant & = 0 est égal aHg( ;R o).

Remarquons que les autres termes sont nuls sur I'événemént, > g, ainsi, on
peut factoriser parls, o= lis,r o9 Qui €st par aiIIeursF\T(1 mesurable. En prenant
I'espérance conditionnelle par rapport &7, dans ces termes, on obtient

|

h
=HY(;R0)+E lts,reg 0= ; (8.5.1)

h
E oX ~r,) o=
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ou on dénit par
1 xa , oo ,
= E I, olire<t, g8 (X ;RJe™ RIS+ 1 og(xi) FY,
k=1 i=1 i=1
Nous utilisons alors la propriété de Markov de la chaing )xo . En e et, pour
k 1,ona = 1 .Deplus,lorsquer, , 0N a, d'apres la proposition 8.219,
Rk = R, (en e et, nous avons remarqué apres avoir énonce le Iem que
lesRy peuvent étre remplacés par leB, dé nis dans le Iemm7 et = T,+e
ou Rl, et e sont dé nis dans la dé nition et la proposition 8.2.9 (avet = 1
dans le cas présent). Ainsi, puisque polr 1, Ty = Ty + Ty1 ,0n a

1ka 9~ 1ka1 €g
En n, la propriété de Markov de la chaine( «)xo donne
%2 xa

— -@1 [
=0 i=

R L

+ 0 lg. eg9(Xi) h1
i=1

En d'autres termes, nous dé nissons
h i
W()=E dgXew,, ) o=

et en utilisant le lemme[8.3.B, nous reconnaissons que= w( ;). De plus, on
aw() Vnmy () par hypothése de récurrence puisque”™ Thy 2 Y, (en
eet, e et T,y sont des(F) )i -temps d'arrét d'aprés le corollairg 8.2.11 et la
proposition[8.2.] respectivement). On a alors

Wy (2 (8.5.2)

En n, en combinant les équations|(8.5.[1) et|(8.5/2), on obtient
h i h i
E g(X ~,) o= HG(iR o)+ E Wy ( dltsireg 0=

Dans le second terme, on reconnait I'opérate@ ce qui donne
h i
E oX ~r,) o= Hg(;R o)+ GWw 1y (iR o)

= JWnpy ;9)(R 0)
ilblpJ(VN ny 9 u)

= Lvhpy 59)()
= VNn ( );

ce qui prouve la récurrence.
Le théoréme[ 8.5]1 prouve que, est une borne supérieur de la fonction de va-

leur du probleme d'horizonTy » . Nous établissons a présent l'inégalité inverse en
construisant une famille de temps d'arrét-optimaux.
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Dé nition 85.2 Pour > 0,1 n N etpour 2M ;(Eo), nous dé nissons

ro( )=inf fu> 0:J(vnn;9(;u) >vnnr () g:

PosonsRy g = ro( o) etpour2 n N,

8
_ =2 :
% Rio =rn1 (o)
_ , =(2%1) f k 2:
§ Rn;k - rn%kl )( k):l-fRn;k . S k9 orl n )
_ =" ,
) Rn;nl =T ( nil )1fRn;n2 S n1 O
etenn
)@ N
Un = Rn;k 1 Sk:
k=1
Le lemme suivant concerne les e ets de l'opérateur de translationsur la suite
(Rox)innok  n1 o il sera utile an dappliquer la propriété de Markov dans la

preuve du théoréme suivant.
Lemme 8.5.3 Pourn 2etl k n 1,surlévénementT; UZg,ona
Rn Lk 1 = Rﬁ;k:

Démonstration Pour n = 2, il sut de montrer que sur I'événement fT; U2 g,
onaRy, = Rg;l. Or, d'apres la dé nition de la suite (R, )innok n1 ,ONQ

Ry = ro( 1);
2
2 _ .7 .
R21= 10 ( D)1z, s o
On a le résultat car on est sur 'évenemerfT;, UZg=fR3, Sig0.

Pour n 3 xé, nous prouvons le lemme par récurrence sr k n 1. Soit
donck =1. On a d'apres la dé nition de la suite(R, ., )inn; ok n1

Rn 1:0 = rr?Z ( 1);
2
2 _ 7 .
Rn;l =T ( Dlw 20 S 19"

On obtient R, 1 = RZ, parce gue nous avons supposé que nous sommes sur
'évenementfT, UZg= fR3, S:0.La propagation de la récurrence est simi-
laire au cask = 1.

Munis de ce résultat préliminaire (qui jouera dans la démonstration suivante le
réle que jouait la propositior| 8.2.9 dans la preuve du théoréme précédent), nous pou-
vons maintenant prouver qugU, )1y €St une suite de temps d'arrét-optimaux.

Théoreme 8.5.4 Pourtoutl n N et > 0,onay,2 [ et

h i
E oXu,) o= Vnn ()
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Démonstration Soit n 2 f1;:::;N g. Remarquons tout d'abord qu'en consé-
quence directe de la propositiof 8.2.1L0, la variable aléatoitg, est un (F{)o -
temps d'arrét. En e et, par construction, lesR,, sont Fy, mesurables et satisfont
la corll,dition Rox = 0 sur I'évenementfS, > R, ; g. Il est également clair que
U, by Sk=Th.Enn,onabieny,2 .

Nous prouvons maintenant la deuxiéme assertion par récurrence. Spit= 1.
Soit 2 M 4(Ey), nous notonsr, = rq( ). Puisque R4 = r, est déterministe, on
a clairementR,, 2 Y et nous pouvons appliquer le Iemm.3 a= Ry, (et
n = 1) ce qui donne (nous utilisons aussi le fait qué; = S;)

h i @ h o i
E 0XRryrsi) 0= = E lra,g8 (X iTo)e domd o=
= {z }
(c)
X h _ i
+ E lts,r ,g9(Xi) 1 o=
= {z }

(d)

Comme dans la preuve du théoréme précédent, nous reconnaissons respective-
ment les opérateursH et G dans les termes (c) et (d). Plus précisément,

(c) = Hg(;r o);
#

xa _ h i
(d=E Ls,r g 9Xi) 1 0= =E Ls;r gW( 1) 0= = GwW(:ir )
i=1
si bien que, en ajoutant (c) et (d),
h i
E 0XRrns.) 0= = J(Wn: Q05T o)
Enn, la dé nition de ry donned(vn;9)(;r o) VN1 () et ainsi
h i
E 0(XRr,ns1) 0= Wi ()
Soit maintenant2 n  N. Supposons que pour tout> 0, on ait
h i
E gXu,) o= Wny ()
Le lemme[8.3.B donne
h i
E oXuz) o=
Xl oxd h : i

R2
i k=0 i=1 E lmugolr ik <t; g9 (X i Rﬁ;k)e b iRud k 0=
h _ i
* B lmuzedi) v o=
i=1
Notonsr,, = r,; ( ). Comme dans le can = 1, le terme pourk = O est égal
aHg(;r ., ) puisqueR3, = r.; ( o). En prenant I'espérance conditionnelle par
rapport FY, dans les autres termes, on obtient
h i h i
E oXuw) o= =Hg(:r g1 )+ E %miuzg o= (8.5.3)
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avec
1 xa -
¢ = - R2 iR2
B E 1ka u r% glfR ﬁ;k <ti gg (X i Rn;k)e x nk ) L
k=1 i=1

+ Lr,uzg9Xi) o FY,
i=1
On souhaite appliquer la propriété de Markov dé |)«on dans le terme ° Rappelons
que, d'aprés le lemme 8.5.3, on B, 1 = RZ pourn 2etl k n 1
sur I'événementfT,; UZg=fS; RZ,g (I'égalité de ces événements résulte du
lemme[8.2.6). Ainsi, sur cet ensemble, on a

X 5 A
S+ Rn;k 1 Sk
k=2

X
T1+ (Rnl;k 2 )A (Skl )
k=2

Ti+ U,

U2

n

Par ailleurs, rappelons que pouk 1,onaT,= Ty + Tx; et ainsi

lr,uzg= Lty v h1
Par conséquent, la propriété de Markov de la chaire k)xo donne

IXZ X 1 1 ‘R (x iRy ) i
1 TeU ., ol <t;09 (X iiRy1 )e ' k
k=0 i=1

i
+ g,y ou,, o9(Xi) na
i=1

En d'autres termes, on a
i

h
wl{)=E gXu,, ) o=

et en utilisant le lemme[8.3 B, nous reconnaissons queé= wY ;). De plus, d'apres
I'hypothese de récurrence, on&¥ ) V@1 () si bien que

Wy (1) (8.5.4)

En n, en combinant les équations|(8.5.3) et|(8.5/4) et en remarquant qu#& ;
U2g=1S: r,, g(le lemme[8.2.5), on obtient

h
E gXyz) o= . _
|
H(;r n1 )+ E Wiy ( Dlis,r,, g o=
= Hg(ir 11 )+ Gy (irng)
= JUnpy 90T 1)
wn () 2;
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d'aprés la dé nition de r,,; . Ceci prouve la récurrence.

Les théoreme$ 8.5]1 ¢t 8.5.4 établissent que est la fonction de valeur du pro-
bleme d'horizon Ty , et en particulier que vy est celle du probleme[(7.1]3). La
récurrence qui dé nit la suite (v)onn  peut se traduire en une récurrence, plus
facile a manier, sur des variables aléatoires. Introduisons ainsi la sui¥¢)onn de
variables aléatoires dé nies par

Vo = V()

=] : , .

En d'autres termes, on avVy = 2, g(x;) | etpour0 n N 1, 'équation de
programmation dynamique suivante

i

h
sup E g (Z n;u)1f8n+1 >ug + Vn+1 1fsn+1 ug n
u2[0;t 4]

Vi

h i
= max SUp E g (Z n;U)lfSn+1 >ug + Vn+1 lmel ug n
r2Qoh u2lt,it, .y [
|

_E Vn+1 n -

Notre objectif dans le chapitre suivant consiste ainsi a fournir un schéma nume-
rique basé sur la discrétisation de cette récurrence rétrograde a n d'obtenir une
approximation de la fonction de valeurVy. Nous fournirons également une preuve

de convergence de notre schéma ainsi qu'une borne de la vitesse de convergence.
De plus, nous avons construit une famille de temps d'arrétoptimaux, nous nous
baserons sur cette construction pour expliciter une nouvelle famille de temps d'arrét
-optimaux qui peuvent étre calculés en pratique.
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Chapitre 9

Schéma d'approximation et
exemple numérique

Apres avoir étudié le ltrage et le probleme de l'arrét optimal du point de vue
théorique, nous nous tournons a présent vers l'aspect numérique. Dans ce cha-
pitre, nous proposons un schéma d'approximation pour la fonction de valeur et une
construction explicite d'un temps d'arrét -optimal qui peut étre calculé numérique-
ment. Nous les illustrons ensuite en les mettant en +uvre sur I'exemple académique
présenté a la section 1.2.2.

A n d'établir la convergence de nos schémas, nous introduisons deux hypothéeses
supplémentaires. La premiére, concernant le taux de saut, est véri ée dans tous nos
exemples.

Hypothése IV.3 Le taux de saut appartient aB(E) i.e. est borné parC .

La deuxieme est une hypothése de régularité de type Lipschitz le long du ot
concernant la fonction de récompensgassociée au probleme d'arrét optimal.

Hypothése IV.4 La fonction g appartient aB (E) i.e. est bornée paiCy et il existe

jg((x ;1) o((x ;u)i  [glit ui:

Remarquons que cette hypothese est moins forte qu'une hypothése de continuité
Lipschitz le long du ot au sens de la partig I|. Elle est également moins forte que
celles de l'arrét optimal complétement observé de [de Saporta et al., 2010], ceci tient
au fait que nous supposons qug, prend ses valeurs dans un ensemble ni.

A linstar de la partie [T] la preuve de convergence du schéma s'appuiera sur
les propriétés de continuité Lipschitz des opérateurs impliqués dans la récurrence
satisfaite par la fonction de valeur. Ce sera donc l'objet de la section suivante.

193
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9.1 Continuité Lipschitz des opérateurs

Dans cette section, nous allons établir des propriétés de continuité Lipschitz des
opérateursH', 1, G", K et L an d'en déduire la continuité Lipschitz des fonctions
de valeur(Vn)onn

Proposition 9.1.1 Pourr 2 Qq, pour tous(;u), (=) 2 M(Eq) R* 2, on a
jH'g(;u)  H'gz ®)j Cg ~j+ [gh+ CC ju
ou [g], est dé ni dans I'hypothesg IV.4.

Démonstration Puisque la fonctionu! H"h(;u) est constante sur les inter-
valles[O;t,] et [t,,,;+1[ , nous pouvons supposer, sans perte de généralité an de
prouver la continuité Lipschitz, queu, & 2 [t,;t,,,] si bien qu'on a

r X ia (X )
H'g(;u) = e™ "Wg (x u)
i=r +1

et une equation similaire pourHg(~ &). Alors, d'une part, on a

jH'g(;u)  Hgzuj = oS e g (x 4;u)

i=r +1
D'autre part, le lemme A.1 de|[de Saporta et al., 2010] fournit
e Mg (xiu) e® g (x e [dl+ CC ju
Le résultat suit.

Le lemme technique suivant sera utile pour établir la continuité Lipschitz de

l'opérateur |, il établit, dans un certain sens, la continuité Lipschitz de la fonction

qui donne la formulation récursive du ltre dans la proposition 7.2]4. La premiere
partie de la preuve est adaptée dé [Pham et al., 2005].

Lemme 9.1.2 Pourtous , ~2M ;(Eg), on a

&1 Z, Z

TGy %Y (~y%s) T (Gy 8Sddyds® 2~

d
r=0 U R

Démonstration  Soit s° 2]t,;t,,, [ et y° 2 RY Rappelons que /(;y %s9 =

i(.y O — P }
% et (;y%sy="1.; X(;y%sY. Dans les calculs suivants, nous notons
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L =(;y%s)et-=(5y%s) ona

—~ A0y ) —
| ~ | = — — r !
R N S IR
_ IO M) e )
j=1 r(!"“)
e+ 2Oy ey
j=1 j=1 r(!‘)
On remarque queP jqzl L(*)= ((*) et le second terme devient alors le méme que
le premier () (*) = 1) I(HjEnnona

_ xa .
¢y ) () 2 ) )

j=1

On abandonne maintenant les notations et ~ et on utilise I'inégalité ci-dessus pour
évaluer la quantité qui fait I'objet du lemme.

L Ztr+1 z B
: Gy 8% (=;y°%s) . (y %sHdyus’
r=0 °r
s 2y, a2 . 4
2 TGy 88y I(zy %sY) dyds®
r=0 t =1 R
s« xa Zy . @t
2 i N ((X i;s())e x ;59
r=0i=r +1 & j=1 R

Q ((x ;Y x)fw(y® '(x ;))dyHs>

R
On simpli e I'expression ci-dessus en notant quesw fw y° '(x ) dy’=1 et que

i 1 Q (xi;8%;x; =1.0n obtient
9(1 Z tr+1 Z —
t Gy %s%)  (=1y%sh iy %sHdyds’
r=0 *r
Rl xq H H z tr+1 .
2 b ((x ;s9)e & g
r=0 i=r +1 t

En changeant I'ordre des sommations, on obtient
gl Z t Z o
Gy 589 (=y%s) ((y & shdyds’

xa Ly
2 . ((x i;s9)e & ®)gs
0

i=1

p Rt. .
Enn, le résultat est obtenu en remarquant que 8 ((x i;89e & 1890 = 1
e ) 1.

On peut maintenant établir la continuité Lipschitz de l'opérateurl .
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Proposition 9.1.3 Pourv 2 BL(M 1(Ey)) et pour tous(;u), (5 &) 2 M 1(Ey)

2
R* ,ona

jvi;u) v w)j CG+2vj  ~+CClu o
Démonstration D'une part, il est clair que

xa
jiv(G;u)  Iv(; v 'urt; et C,C  C,Cju  d:
i=1
D'autre part, on a
jiv(iu) vz
xa Ly 2
Cj ~+ v Gy 58 v (=Y S8s)
i=1 0 R

T g b ) isde® ayst

j=1
Par ailleurs, nous avons supposé que la fonctionest lipschitzienne donc
v Gy 98) v (=y%s) MGy %) (=iySs):

Ainsi, on a
iv(iiy;siu)  Iv(zy;siu)i
xa 2
Ci A+

i=1

t, £

Gy %8)  (~;y%s)

xd
Q (x ;9% fw®® '(x ;) (x ;89 * dyds’
j=1
s« xa Ly, 72
Cij  ~i+I[v] '

r=0 i=r +1 t

T i b ) isde® ayst

j=1

LGy 88) (=iySs)

Dans I'équation ci-dessus, nous reconnaissong (;y ¢s9 d'ou

jiv(iy;s;u)  Iv(zy;s;u)j
: : xt Zt”l z 0. 0. — 0. 0.
Cj ~+I[v] o Gy 58) (=Y Ss) m(y 6s)dys’

r=0 U
On conclut a l'aide du lemme précédent.

On s'intéresse maintenant aux opérateur§&s” dont la continuité Lipschitz se
déduit en partie de celle dd .

Proposition 9.1.4 Pour r 2 Qg, pour v 2 BL(M 1(Eo)) et pour tous ( ;u),
2
()2 M4(Eo R" ,ona

jG'v(;u) G'v(zwj 2CG+2[vl]j ~+CCju
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Démonstration Comme dans la proposition 9.1]1, nous pouvons supposer, sans
perte de généralité quel, & 2 [t,;t,,,] Si bien que

r . — . X i (X jit)
G'v(;u)= Iv(;u)+ e i

|=;<qz
oV Gy St) Q (xat)x; fw(y® '(x ;)dyS

j=1
avec une équation similaire pouG'v(~ &). Le second terme ne dépend pas de
o jG'v(;u)  G'v(; w)j=jlv(;u)  Iv(; w)j:
De plus, rappelons que(;y %t) = (~;y%t;) (voir la dé nition de dans la
proposition[7.2.4). Par conséquent, on a

jG'v(;u)  G'v(zuwj j Iv(iu)  Iv(zwj + G
D'ou le résultat.

PuisqueKv ( ) = Gv(;t ;), on peut aisément adapter la preuve précedente pour
obtenir la continuité Lipschitz de l'opérateurK .

Proposition 9.1.5 Pour tout v 2 BL (M 1(Ey)) et pour tous , ~2 M 1(E)?, on
a
JKv() Kv(=)j 2G+2[vl] -~

Démonstration Cette preuve est en tout point similaire a la preuve précédente
puisqueKv ( )= Gv(;t ).

La continuité Lipschitz de l'opérateur de maximisationL découle de celles des
opérateursH', G" et K.

Proposition 9.1.6 Pour v2 BL(M 1(E)) et pour tous , ~2M 1(Eo)?, on a
jLiv;g)( ) L(vig)(~)i (Cg+2C, +2[v])j  ~it

Démonstration Ona

L(vig)( ) L(vig)(~)
0 1

max@ sup J'(v;o)(;u)  J'(v;ig)(zu) A_Kv() Kv(~)

r2Qo  u2[t,;t

r+l

(Co+2C, +2[V)] s

en conséquence directe des propositions 9/1.1, 9.1.4 et 9.1.5 puisque notamment
J'(v;g)= H'g+ G'v.

Enn, en itérant le résultat précédent, on obtient la continuité Lipschitz des
fonctions de valeur(vy)onn
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C., Cg
[Vn] 2N n+2 3 Cy:

Démonstration Nous avons prouvé que, est la fonction de valeur du probleme
d'arrét optimal d'horizon Ty, ainsion a

h [
Va( )= sup Eg(X ) o= Cy:
2

N n

Par conséquent, pour toutn 2 fO;:::; N g, la fonction v,, est bornée parC,, C,.
On prouve la deuxieme assertion par récurrence rétrograde. Soit~ 2 M 1(Eo).
On a

X . .

() w(~) ax;)) '~ G =

j=1
donc nous avons le resultat poun = N with [v] Cg. De plus, puisquev, =
L(vner;0) pourO n N 1, la proposition[9.1.6 fournit

[Vn] 3Cg + 2[Vn+1 ];

ce qui prouve la propagation de la récurrence.

Nous nous tournons a présent vers les schémas d'approximation numeériques pro-
prement dits. Les résultats que nous venons d'établir permettront de prouver leur
convergence.

9.2 Approximation numeérique par quanti cation

Dans le chapitre précédent, nous avons établi I'équation de programmation dyna-
mique fournissant la fonction de valeur du probleme d'arrét optimal partiellement
observé [(7.1.8) et nous avons construit une famille de temps d‘arréoptimaux.
Nous nous intéressons maintenant a I'approximation numériqgue. Comme dans les
deux parties précédentes, notre approche est basée sur la quanti cation d'un pro-
cessus a temps discret. Il s'agit dans cette partie de la chaife,;Sy)onn car
elle détermine complétement notre équation de programmation dynamique. Nous
noterons donc désormais

( man =( nSa)an -

Remarquons néanmoins que dans les deux parties précédentes, cette notation dési-
gnait successivementZ,; Sy)nn €t (Zn; Ta)nn - Ces derniéres jouaient alors exac-
tement le méme réle que celui qui sera rempli pdr »;S,)nn dans le reste de ce
chapitre et c'est pourquoi nous conservons la méme notation.

Pour approcher le Itre, une premiéere idée consisterait a discrétiser le processus
d'observation (Y,)non €0 UN processuﬁ’n)nz,\l et a approcher le ltre | par la loi
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Section 3.1], il est possible de quanti er directement, en raison de son caractére
markovien, le processué n;Sn)onn - Par ailleurs, nous disposons de la récurrence

formulée dans la proposition 7.2]4 qui nous permet de simuler e ectivement le pro-

cessus de Itrage et donc d'envisager la mise en oeuvre pratique de l'algorithme de
quanti cation.

Celui-ci fournit ainsi pour chaque pas de temp® n N une grille nie

n M 1(Eo) R* ainsi que des matrices de transition(;@n)OHN ; de , vers
n+1 €t on pose

(20:8) = proj . ( n:Sn): (9.2.1)

Nous notons également,,, la projection de , surM ;(Ey), et par >, la projection
de ,, surR".

9.2.1 Approximation de la fonction de valeur

Notre schéma d'approximation de la suit€V,))onn  Suit les idées développées
dans [de Saporta et al., 2010] mais, encore une fois, les résultats qui y sont obtenus
ne peuvent s'appliquer directement car le process{s)x2n N'est pas la chaine de
Markov sous-jacente d'un PMDM. Nous procéderons en deux étapes. La premiére
consiste a discrétiser l'opérateut. de maximisation en temps continu en un opéra-
teur LY de discrétisation sur un ensembe ni. L'étape suivante consiste, comme dans
les deux parties précédentes, a remplacer la chaine de Markoy))non = ( n; Sh)non
par son approximation quanti € (Prn)non = (Pn:8.)nen dans I'équation de pro-
grammation dynamique. Ainsi, les espérances conditionnelles deviendront de simples
sommes nies.

Commencons par construire une grille de temps adaptée a notre probleme an
de discrétiser |I'opérateur de maximisation en temps continu.

Dé nition 9.2.1  Soit > 0 tel que

n [0}
< ;min jti  tjavecO i, qtel quet; 6=t (9.2.2)

Pour tout r 2 Qg i.e. lorsquet, <t,,,, soit Gr.() la grille nie sur [t,;t,,;]
dé nie par

Gre()= t+i; 1 i i [ t.

n (0]
ouir =max i2 Ntelquet +i <t,, . En n, on notera également

GrO= L, cr0:

Remarque 9.2.2 Soitr 2 Q,. D'aprés I'équation (9.2.2), la grille Gr,() est non
vide. De plus, elle satisfait les propriétés suivantes qui seront cruciales dans la suite :

a. pour toutt 2 [t,;t,,,], il existeu 2 Gr,() telqueju t
b. pour toutu2 Gr,() etpourtoutO< < ,ona [u u+ ]t st



200CHAPITRE 9. SCHEMA D'APPROXIMATION ET EXEMPLE NUMERIQUE

C'est lors de la dé nition des grillesGr,() que I'hypothése V.2 selon laquelle
le temps de sortie déterministeé est borné devient nécessaire. En e et, elle permet
d'assurer que les grilles sont bien nies.

L'opérateur de maximisation discrétiséL® approchant I'opérateur L est alors
dé ni de la maniere suivante.

Dé nition 9.2.3  Soit
LY:B(M 1(Eo)) B(E)! B(M 1(Eo));

dé ni pour tout 2 M 1(Eo) par
Lvih)( )= max J(v;h)(;u) _Kv():
u2Gr ()
En d'autres termes, on a

dgy,- — [ fyg- . .
L v;h)( )= [Tzlng uzgrl% J"(v;h)(;u) _Kv():

Nous procédons maintenant a notre deuxieme étape : remplacer la chaine de
Markov ( n)onn =( n;Sh)onn par son approximation quanti ée(bn)OnN =
(Ph:8)onn  au sein des opérateurs impliqués dans la construction de la fonction
de valeur. Par ailleurs, a la di érence de la chaine originale, la chaine quanti ée n'est
pas homogene en temps. Ainsi, il est nécessaire de dé nir un opérateur par pas de
temps.

Dé nition 9.2.4  Nous dé nissons lesopérateurs quanti ésF,, ., K, B, et ¢
pourn2f1;:::;Ng,v2B( »), h2B(E), 2 ,, etu Opar

xa h i
A,h(;u) = | '1fu<tigh (x i;uE 1f9n>ug bnl = :
= i
GnV(;u): Ehv(bn)lfj;n ug b?l = ;
Rov( )= E V(bn) bn1 = ;

w;nGu = Hyh(u)+ Guv(;u);
Bdvih)( )= max max Hvih(u)  _Rav( )

r2Qo  u2Gr ()

L'approximation quanti ée de la fonction de valeur suit naturellement.

Dé nition 9.2.5 Pour 0 n N, nous dé nissons les fonctionss, sur |, par

( o () =Piq:1 gx;) ' pourtout 2 |,

Y1 () = B9b,;0)( ) pourtout 2 ;.

PourO n N, soit

\Vn = bn(bn):
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Nous pouvons alors énoncer I'un de nos principaux résultats dans ce chapitre
concernant I'approximation numerique.

Théoréme 9.2.6 Soit > Otelque pourtoutd n N 1,

kSn+1 §n+1 kp . .
2C '

alors, on a la borne suivante de I'erreur d'approximation

N

kVn Vn kp Vn+1 Vn-{-]_ P + a + b kSn+1 gn-}-l kp

+Ch n bn p+2[Vn+1] n+1 bn+1 p;

1

oua=[g+2C,C, b=4C4 2C Z ety = [Va] +4Cy + 2[Vps1 ] et avec|v,] et
[Vn+1 ] dé nis dans la proposition[9.1.7 et[g], dé ni dans I'hypothésed 1V.4.

Le théorémd 9.2J6 établit la convergence de notre schéma d'approximation nume-
rique et fournit une borne de la vitesse de convergence. Plus précisément, il donne
une vitesse de La convergence au sens de la noilmiede W, versV,. En e et, on a
kW Wke=k 3 0xi) & PN ke Cgk v PykpsibienqueV, ¥, peut
devenir arbitrairement petit lorsque les erreurs de quanti catior(k bnkp)on N
tendent vers zéro i.e. lorsque le nombre de points dans les grilles de quanti cation
tend vers I'in ni (voir théoréme [1.4.1)).

9.2.2 Démonstration du théoréeme 9.2.6 |

An de prouver le théoreme[9.2.5, nous procédons comme dans la preuve du
théoreme[ 2.4.R et nous décomposons l'erreur d'approximation en quatre termes

kVn \Vnkp 1+t 2t 3t 4
avec

1= kva( ) Vn(bn)kp;

2= KLV :9)(Pn)  LOWVner; 9)(Pn)kp;

3= KLAWVni1:9)(Pn) By (Vier : 9)(P o)k
4= KBSy o1 50)(Pn)  Bihay (Bne1 5 9)(Po)ky:

Il 'y a ici quatre termes, et non trois comme dans la démonstration du théo-
reme[2.4.2. En e et, le terme , qui correspond a I'approximation de la maximisation
en temps continu (opérateurL) par la maximisation sur une grille nie (opérateur
L9 n'a pas son équivalent dans le cas du théoré4.2 (dans lequel il n'y a pas
d'opérateur de maximisation).
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Premier terme de l'erreur

La borne du premier terme est une conséquence immédiate de la proposition 9.1.7
qui énonce la continuité Lipschitz de la fonction de valeur.

Lemme 9.2.7 Le premier terme ; est borné de la fagon suivante
kvn( n) Vn(bn)kp [VnlK bnkp;

avec[v,] dé ni dans la proposition[9.1.7.

Deuxiéeme terme de l'erreur

Pour le deuxieme terme ,, nous étudions I'erreur qui résulte du remplacement
de l'opérateur de maximisation en temps continu par l'opérateur de maximisation
sur la grille nie Gr().

Lemme 9.2.8 Pour tout r 2 Qg, pour tout v 2 B(M 1(Eg)) et pour tout 2
M 1(Eo) on a

sup J'(v;ig)(;u) LS J'(v;g)(;u)  ([gl+ CC +C,C) ;

u2[t, it 1
ou [g]. est dé ni dans I'hypothésé IV.4.

Démonstration  La fonction u ! J'(v;h)(;u) étant continue, il existet 2
[t,;t,..] tel que sup,,;, ;trﬂ]Jf(v; h)(;u) = J7(v;h)(; ©). De plus, d'aprés la re-
marque.a, on peut choisit 2 Gr,() tel queju {j . Les propositions
[0.1.1 etf[9.1.4 énongant la continuité Lipschitz d8" donnent alors

0 sup  J"(v;h)(;u) max J"(v;h)(;u)
U2t it 4 u2Gr ()
J'(v;ih)(; § I (vih)(; T)

([gl+ C4C + C,C)jt T
(gl + C,C + C,C)

D'ou le résultat.
On en déduit la borne du deuxiéme terme.
Lemme 9.2.9 Le deuxiéme terme , est borné de la facon suivante

KL(Vhe1;0)(Pn)  LOVae1;0)(Pa)ke  ([al2 +2C4C )

Démonstration  C'est une conséquence directe du lemme précédent une fois qu'on
a remarqué que pour touta, b,c,d2 R,onaja_b c¢c_dj ja cj_jb dj
Remarquons également que la proposition 9.1.7 fourrd, C,.

n+l
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Troisieme terme de l'erreur

Le troisieme terme 3 est le terme le plus délicat a borner. En e et, il contient
des fonctions indicatrices qui en particulier ne sont pas lipschitziennes. Comme dans
[de Saporta et al., 2010], nous parvenons a surmonter cette di culté en montrant
gue I'évenement sur lequel se trouve la discontinuité est de probabilité su samment
faible. C'est I'objet du lemme suivant.

Lemme 9.2.10 Pourtout0 n N 1, pourtoutr 2 Qg et pourtoutO< <
on a
b kSn+]_ Qn+1 kp

L e

Démonstration Soit 0 < < | remarquons que la diérence des fonctions
indicatrices est égale a 1 si et seulement Sj,; et 8., sont de part et dautre

de u. Par conséquent, si la di érence des fonctions indicatrices est égale a 1, on a
I'alternative suivante : jSp:1  Uj oujSn:1  Uj > et, dans ce dernier cas, on

a égalemeniS,;;  8.1j> puisquejSnii 8he1j > jSmer Uj. On obtient

Liswn g Lig., ug Lisi Bup o Lissau o
ainsi
max E 1w, w 1y b
u2Gr ¢ () +1 Uug 0
i ) b .
KL fsn B o0t uzg:?z() E lgspwu o °n -
P

D'une part, l'inégalité de Markov donne

kSn+1 Qn+l kp .

klfjs m1 o Bha > gkp =P an+1 §n+lj > °

D'autre part, puisque u 2 Gr,(), on a (voir remarque 9.2.2]b) [u U+ ]
It;;t,., [ @insi la loi de Sp.; est absolument continue sur l'intervallefu u+ ]
(puisqu'il ne contient aucun dest; ). Par ailleurs, rappelons queP, = proj 00
dou, (Pn)  (Pn)  ( n). Nousavons également( ) FY  Fr,,laloi des
espérances conditionnelles itérées fournit

E 1ij n+l Uj g bn = E E E 1ij o1 Uj g FTn F¥n bn
ZU+ .
= EE Z ws) e "IgsFL b,
n u
xa L | #
= E h (x i;s) e® ®ds b
u

En n, on obtient
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d'ou le résultat.
On s'intéresse alors a l'erreur commise en remplacant la chaine de Markov

( n)onn par son approximation quanti ée(?,)onn  dans I'espérance condition-
nelle de l'opérateurK .

Lemme 9.2.11 PourtoutO n N 1,ona

KVn+1(bn) Rn+l Vn+1(bn)
h [

[Vn+1]E n+1 bn+1 bn + 2Cg+2[vn+l] E J n bnj bn ;
oU [Vn+1 ] est dé ni dans la proposition[9.1.7.

Démonstration On a

h i h [
KVn+1(bn) Kn+1Vn+1(bn) = EhVn+1( nt1) n = bn. EhVn+1(bn+1) bn.
| |
|E Vet (ne1) = b{n E Vie1 ( ne1) bn
z
h @ i

+ |E Vn+1( n+1) {Vn+1(bn+1) bn
Z

(b)

D'une part, la proposition[9.1.7 donne
(b) [vna]E n+l bn+1 bn :

D'autre part, on cherche & borner le terme (a). On 4°,;8,) = proj (0 Sp) si
bien que (P,) ( n;Sn). D'aprés la loi des espérances conditionnelles itérées ,
ona h b | h h oy

E Vit ( n+2) "n = E E Vour ( ne1) niSn n -

De plus, rappelons que nous avons prouvé, dans la proposition 8.1.1, que la loi
conditionnelle de ,+; sachant( ,;S,) ne dépend que de , dans le sens ou elle
véri e h i h i
E Vi1 ( n#1) nm0Sn = E Vs ( ne1) n
On a alors
h Lio_h L #
@ = EE Vaur( ne1) n="n E Ve ( ne1) n n

h |
E KVn+1(bn) KVn+1( n) bn

On conclut grace a la propositiot 9.1]5 qui énonce la continuité Lipschitz de I'opé-
rateur K et la proposition[9.1.7 selon laquell€,,.,  Cq.

En combinant au résultat précédent un résultat similaire relatif cette fois aux
opérateursJ’, on obtient une borne pour le troisieme terme.
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Lemme 9.2.12 Pour tout 0< < , le troisieme terme 3 est majoré par

L %Vne1;9)(Pn) By (Vier 5 9)(Pn) )
[Vasr ] ne2 bn+1 o +(4Cg+2[Vhe1]) n bn
|

r2c, ©om Sk oo

p

oU [Vn+1 ] est dé ni dans la proposition9.1.7.

Démonstration On a

I—OI(Vn+1 ;o)( bn) It—)g+l (Vn+1 5 9)( bn)

Ir‘ggl?)( uzgl% J"(Vn+15;9)(Pnsu) JJn+1 (Vn+159)(Pni )

_ KVn+l(bn) Kn+1Vn+1(bn) :

Le terme impliquant l'opérateur K a été étudié dans le lemme précédent et on se
tourne a présent vers le terme contenart”. Soit u un élément xé deGr, (). Nous
4 i . 0= Pa .
dénissons (; %s9="1, 'g (xi;u) ltsosug + Ve ( ‘)1fsoug . On a alors
3" Wne1; 9)( P u) th+1 (Vnez ; 9)( s u) - ,
| |
= E (n n1:Sw1) n= bn E (bn;bn+1;§n+1) bn
En procédant comme dans le lemnje 9.2]11, on obtient
h i h [
E ( n n+1;Sn+1) n = bn E (bn;bn+1;gn+1) bn A+B;
avec
h b .b b |
A=E ( n n1:Sm) ("n; n+1;§n+1) no
h i h i
B=EE (n n1;Sw1) n= bn E ( n n1:S1) n bn

La proposition[9.1.7 énonce qu€,,,, Cg, ainsion a
A CgE n bn bn +[Vn+1]E n+l bn+l bn
*2C4E lis,u wg  Lig,, o b (9.2.3)
Dans le termeB, on reconnait l'opérateurd’,
B=E J'(Vaer;9)(Pnit) 3" (WVoer:0)( nit) Pn
n+t1,9 ns» n+t1,9 ns» n
et d'aprés les proposition§ 9.1]1 ¢t 9.1.4, on a

B 3G +2[viu] E P, , By (9.2.4)
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Enn, en combiant les équations [(9.2]3) et[(9.2]4) ainsi que le lemnje 9.2.11, on
obtient

I—d(Vn+1 ;g)(bn) Eﬁﬂ (Vn+1 ;g)(bn)
[Vn+1 JE n+1 bn+1 bn
h i
+ 4Cg+2[Vn+l] _ 2Cg+2[Vn+1] Ejn bnj bn

b .
+2Cgu2rGr:§z() E lis.. ug 1fbn+1 ug n -

On conclut en prenant la normelP dans I'équation ci-dessus et en utilisant le lemme
[9.2.10 pour borner le dernier terme contenant les fonctions indicatrices.

Quatrieme terme de l'erreur

En n, dans le dernier terme, on ne compare que deux sommes nies.
Lemme 9.2.13 Le quatrieme terme de l'erreur 4 est borné par

keﬂﬂ (Vn+1 5 9)( bn) Eg+1 (%n+1 5 9)( bn)kp [Vaer]  na2 bn+1 p"’ Vi ‘pn+1 ;
oU [Vn+1 ] est dé ni dans la proposition[9.1.7.

Démonstration Ona

Ik—)g+1 (Vn+1 5 9)( bn) Eg+1 (U415 0)( bn) 0

= max max F'|n+1g(bn;u)+d3n+1Vn+1(bn;u) _Kn+1Vn+1(bn)
r2Qo u2Gr ()

max max Pl g(Poiu) + Brig et (Pnsu) _ Riper 00ar (P)
I'ZQOUZGrr() p

gue nous majorons par la plus grande des di érences

BRt (15 9(Pn)  BRg (9015 9)(Pn)

b b b
pgg?)( uzgl?z() E Vo1 (Pne1)  9ne2 (Prsn) lf g ug N
h i
_E Vnu1 (bn+l) Yn+1 (bn+1) b”
p

Vn+1(bn+1) t7n+1(bn+1) p:
On intercale alors le termev,.1 ( n+1) pour obtenir la somme de deux di érences.
BRt (a5 9)(Pn) By (O 9)(Pn)

Vn+1(bn+l) Vn+1( n+1) p+ Vn+1( n+1) bn+1(bn+1) p:
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La continuité Lipschitz de vn,; énoncée par la propositiofi 9.1.7 nous permet de
majorer le premier terme tandis qu'on reconnaiV,.; et V.., dans le second.

Bl (Ve 5 O)(Pn) By (Bnea 5 0)(Pn)

[Vn+l ] n+1 bn+1 P + Vn+1 Vn+l p

D'ou le résultat.

On a donc établi la convergence de notre schéma d'approximation numérique de
la fonction de valeur. Cependant, dans les applications, on imagine aisément que
c'est moins la fonction de valeur que la construction pratique d'un temps d'arrét
permettant d'approcher cette fonction de valeur qui est intéressante. C'est donc le
point que nous abordons dans la section suivante : I'approximation en pratique d'un
temps d'arrét -optimal.

9.2.3 Construction numérique d'un temps d'arrét -optimal

Dans la dé nition B.5.2, nous avons décrit la construction d'un temps d'arrét
-optimal. Dans cette section, nous allons remplacer dans son expression la chaine
de Markov ( n)onn  par son approximation quanti ée (°,)onn . Ceci fournira
une suite de variables aléatoiresgn)()n n - Nous véri erons d'une part, que ce sont
de véritables temps d'arrét adaptés a la Itration observééF, );o et d'autre part,
que la récompense espérée lorsqu'on s'arrét au temllg constitue une bonne ap-
proximation de la fonction de valeur\.

Pour tous (;s) 2 M ((Eg) R" etO n N, nous notons(b,;8,) =
proj . (;s) ou nous rappelons queroj , représente la projection au plus proche
voisin deM 1(Eg) sur ,. Soit

Snn(;8)=min t2Gr() telque

J)n(bn;g)(bnl ;t): max :Pn(bn;g)(bnl ;U) :
u2Gr ()
Pourl n N etpour 2M 31(Ep), nous dé nissons
(

By o (:S)= t, si R by (bn1 ) > maxyer () Fa(Wn; @)(bna ;u);

8nn (;s) sinon.

Soit alors pourn 1,

8
< Ii?n;o = bn1 (05 So);
' I12n;k = b1k ( k;Sk)lflbn;k .S g pourl k n 2

et enn, on pose
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Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition 8.2.10. C'est un
résultat trés fort car il arme que les variables aléatoiresB,, qui peuvent étre
calculées numeériquement, constituent de veéritables temps d'arrét pour la Itration
observéeF, )0 .

Théoréme 9.2.14 Pour0 n N, la variable aléatoireB, est un (FY )to -temps
d'arrét.

Nous cherchons maintenant & prouver qu'en s'arrétant au temp , on obtient
une bonne approximation de la fonction de valeu¥y. Pour tous 2 M 1(Ey) et
0O n N nous introduisons donc la récompense moyenne attendue lorsqu'on
s'arréte au temps(By)onn

h i
V()= E oXg,. ) o=

et les variables aléatoires correspondantes
V, = Va( n):

Théoréme 9.2.15 Soit > Otel que pourtout0O n N 1,

|l 1

kSn+]_ Qn+1 kp 2 .
2C ’

on a alors la borne suivante pour l'erreur entre la récompense moyenne attendue en
s'arrétant au temps@n et la fonction de valeur

kVn vn kp \ n+1 vn+1 D + Vn \pn D +V n+1 \pn+1 D

+d, bn 0 +2[Vhs1]  nn1 bn+1 -

1
2

+b kSni1  Suiky

1

oub=4Cy 2C ? etd, = 6Cy+4[Vnsy ] avec[vy1 ] dé ni dans la proposition|9.1.7.
Ainsi, B, est un temps d'arrét -optimal pour le probléme d'arrét optimal d'horizon
Tnn OU  est donné par la borne ci-dessus.

: P . _

Il est important de remarquer quevy( ) = &, 9(x;)) ' = wy( ) et ainsi

Vn = V. Par conséquent, le théoreme précédent prouve gjyg V,j tend vers

zéro lorsque l'erreur de quanti cation(k bnkp)On n tend vers zéro. En d'autres

termes, la récompense attendu¥, en s'arrétant a tempsBy peut étre rendue arbi-

trairement proche de la fonction de valeuiv, du probléme d'arrét optimal partiel-
lement observé[(7-1]3) et aindBy est un temps d'arrét -optimal.

Démonstration Dans la premiére partie de cette preuve, nous cherchons a trouver
une relation de récurrence satisfaite par la suit®/,)onn @ n de comparer celle-ci
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avec I'équation de programmation dynamique d'ou est isg¥h)onn . S0it0 N
N 1. Tout d'abord, le lemme[8.3.B donne

h i
E oXp, ) o
Nyl xd
= E 1
k=0 =1
X h . [
+'1 E 1fTNn Oy, gg(xi) In 0 -
i=

. i;'b n; i
Tk an glfIbN n;k <tigg (X i'I:QN nk )e " o) L 0

Le terme correspondant & = 0 dans la somme ci-dessus est égaHay( o; Ry no ).
En prenant I'espérance conditionnelle par rapport &Y, dans les autres termes et
en remarquant quefT ; Oy 4 g= 1S, Ry no O (d'aprés le Iemm6), on a

h [ [

i h
E g(Xan) o = Ho( O;FQN“;O)-'- E O(j'fsl Rymo g O ;

avec
Nrl xd
00 — . iRy [
= E 1ka an glfIbN n;k <tigg (X i’I:bN nk )e ’ ) L
k=1 =1
xd

g, b, o900) VFY
i=1

Nous cherchons maintenant a appliquer la propriété de Markov a la suite )n2n
dans le terme % En raisonnant de facon similaire a la démonstration du lemme
, on obtient pourn 1, que sur I'ensembldT ; By 4 g, on a

I3QN nlk 1 = I:‘QN nk i
pourtout 1 k n 1. Ainsi, sur I'ensemblefT ; lFJN n g,0na
lgN n =T+ lgN ni

En n, rappelons que pourk 1, Ty = Ty + Ty d'ou

1ka Oy n g_lkal Ovni g

Nous pouvons donc appliquer la propriété de Markov et utiliger le lemrhe 83.3, nous
reconnaissons alors que®= v,.; ( 1) puisquevy.i ( ) = E g(X by o ) o=
En n, nous obtenons

Vn( O) = Hg( O;FQN n;0 )+ Gvn+1( O;RN n;0 ): \](Vn+1 19)( O;FQN n;0 ):

Rappelons queRy no = bun1 ( o;Sp) et appliquons l'opérateur de translation "
a n d'obtenir la récurrence suivante

vn = J(vn+1;g)( n;bN ni ( n;Sn)): (9-2-5)

Nous sommes désormais en mesure d'étudier I'erreur erifg et ¥, en comparant
I'équation (9.2.8) et I'équation de programmation dynamique. Commencgons par rap-
peler que, d'apres sa dé nition,by n1 ( n;Sn) est égal a8 v n1 ( n; Sp) lorsque
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R ne1 Yoot (Pn) est plus petit quemaxuogr () Fher (Une1 ; 9)(Pn;u) ou at, sion a l'in-
égalité inverse. Dans ce dernier cas, remarquons qUen+1;9)( n;ty) = KVnia ( n).

Enn, on a

Vn vn 1fb\l n1 ( H;Sn):tqu+ 1fb\1 nt o ( n;sn):bN n1 ( n;Sn)gB A—B’

N
>
I

K Vns1 ( n) Kn+1*7n+1(bn) ;
= \](Vn+1;g)( n;gan ( n)) maquGr() :Pn+1(bn+1;g)(bn;u):

oy}
|

Commencons par majorer le termé. Nous intercalons la fonctionv,.; et mettons
a pro t sa continuité Lipschitz

A KVnia ( n) KV (n) + KV (Cn) KVn+1(bn)
I {z P {z }
(© (d)
+ KVn+1(bn) Kn+1Vn+1(bn) + Kn+l Vn+1(bn) Kn+l bn+1(bn) :
I {z o {z }

(e) ®)
h i
Dans la somme ci-dessus, on(@) E Vo1 Vhe1] n . Pour majorer le terme
(d), on utilise la proposition[9.1.5 qui énonce la continuité Lipschitz de I'opérateur
K. On majore le terme (e) a l'aide du lemmp 9.2.111. Quant au terme (f), il est borné
dans la preuve du lemmé 9.2.13. Nous nous tournons a présent vers le teBne
Dans les calculs suivants, nous notorss = 8 y 1 ( n;Sp). Ona

B= J(Vni1 ;0 n;8) FPrs (Brur;0)(°n;8) :

Encore une fois, on intercale la fonction,.; et puisqu'on a

h o
JWVn15;9)( n38) J(Vne139)( n:8) E jVier Vo o

il sutde borner
J(Vn+1;g)( n;§) :Pn+1(bn+1;g)(bn;§) .

Nous procédons comme dans le cas de l'opératddret intercalons les quantités
J(Vns1 ;9)(Pn:8) et Pt (Voer ;9)(P°n:8 ). Nous obtenons la somme de trois di é-
rences. La premiére est majorée par les propositions 9 1.1 et 9.1.4 qui énoncent
la continuité Lipschitz de I'opérateurJ. Les deux suivantes sont majorées a l'aide
d'arguments similaires a ceux développés respectivement dans les lemmes 9.2.12 et
9.2.13.

On a établi la convergence de nos schémas numériques pour la fonction de valeur
et pour le temps d'arrét -optimal. Dans la prochaine et derniére section, nous
illustrons ces résultats avec un exemple numérique.
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9.3 Exemple numérique

Dans cette section, nous appliquons notre méthode au cas du PMDM académique
présenté dans la sectiop 1.2.2. Rappelons brievement ces caractéristiques. L'espace
d'état est E = [0;1]. Pour x 2 E ett O, le ot est donné par (x;t) = X+ vt
dout (x) =(1 x)=v. Le taux de saut est(x) = ax pour un certaina > 0 et le
noyau de transitionQ(x; ) est celui d'une loi uniforme sur un ensemble nky E.
Ainsi, le processus évolue linéairement vers 1 et saute vers un pointElgavec une
probabilité d'autant plus importante qu'il se rapproche de 1.

Ce processus est partiellement observé. Plus précisément, comme dans I'équa-
tion (7.1.1)), I'observation de lan-ieme position apres sauZ, estY, = '(Z )+ W,
ou on pose€(x) = xetW, N (0; ?) pour un certain 2> 0. Enn, on choisit la
fonction de récompens@(x) = x ce qui signi e qu'on cherche a s'arréter lorsque le
processus est proche de 1. Nos hypothéses sont clairement satisfaites.

Les simulations sont e ectuées avea = 3, v = 1, Eq = f0; ;39, 2= 7 et
N = 9. La valeur exacte deV, est inconnue mais, puisque le temps d'arr@ décrit
a la section] 9.2.8 appartient & I'ensembley; des(F{);o -temps d'arrét majorés par
Tn, On a, comme dans [de Saporta et al., 2010],

. #
o h [
Vo=E 9oXp ) Vo=sup E[gX )] E L Sup g(Xy) : (9.3.1)
2 | N

Le premier et le dernier termes peuvent tout deyx étre estimés par simulations de
Monte Carlo. On a ainsi, avecl(® trajectoires, E supyt , 9(X{) = 0:9944. Les

valeurs deV, qui dépendent du nombre de point dans les grilles de quanti cation,
sont également obtenues par simulations de Monte Carlo et sont rassemblées dans
le tableau . Celui-ci contient également I'approximatiot¥, de V, ainsi que la
borne théorique de l'erreuV, VY,j fournie par le théorém6 (notéBy, ). Nous
remarquons que cette borne décroit avec le nombre de points dans les grilles de
quanti cation ainsi que nous l'attendions. De plus, I'équation [(9.3]1) fournit une
borne empirique de l'erreur (NotéB¢y,),
# !
Mo Woj max jVo VojijE L Sup aXy) W
N
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Quantization grids Vo Y, Bem B
50 points 0.1179 0.7900 0.8135 0.181 683
100 points 0.0970 0.8031 0.8250 0.169 467
300 points 0.0731 0.8182 0.8407 0.154 271
500 points 0.0634 0.8250 0.8477 0.147 211

1000 points 0.0535 0.8313 0.8545 0.140 152
2000 points 0.0453 0.8361 0.8599 0.135 110
4000 points 0.0381 0.8408 0.8643 0.130 80
6000 points 0.0345 0.8430 0.8666 0.128 67
8000 points 0.0321 0.8479 0.8725 0.122 58
10000 points 0.0303 0.8497 0.8742 0.120 53
12000 points 0.0290 0.8521 0.8771 0.117 49

Table 9.1 Résultats des simulations. Les terme8.,, et By, représentent res-

pectivement la borne empirique et celle fournie par le théorérme 9]2.6 pour I'erreur
Vo Woi.



Conclusion

Dans cette partie, notre but était de développer des méthodes numériques pour
I'arrét optimal partiellement observé des PMDM. Contrairement aux parties préce-
dentes, il a été nécessaire de développer tout le cadre théorique dans lequel s'ins-
crivent nos méthodes numériques. En e et, dans la part[e]ll, ce cadre est fourni par
[Davis, 1993] (voir la sectior] 2.2]2) tandis que dans la partfe |lI, il se limite aux
formulations de la fonction de survie et des moments des propositigns 5.2.2 et $.2.4.

Ainsi, dans le chapitre 7, nous avons explicité le processus de Itrage sous forme
récursive, ce qui constitue un résultat original dans la théorie des PMDM. L'étude
du ltre représente une étape essentielle dans la résolution d'un probléme partielle-
ment observé car c'est ce processus qui permet de convertir le probleme initial en
un nouveau probleme completement observe.

Dans le chapitre[ 8, aprés avoir reformulé le probléme a l'aide du Itre et nous
avons établi I'équation de programmation dynamique donnant la fonction de valeur.
Nous avons également détaillé la construction d'un temps d'arréoptimal.

Comme dans les parties précédentes, les méthodes numériques que nous propo-
sons ici (chapitrg 9) sont basées sur la quanti cation d'une chaine de Markov a temps
discret. De ce fait, elles béné cient de certains avantages parmi lesquels une grande
exibilité d'utilisation. Dans le cas présent, nous pouvons remarquer que les grilles
de quanti cation ne dépendent pas de la fonction de récompense. Par conséquent,
pour un processus donné, il est possible de réutiliser les mémes grilles pour étudier
plusieurs problémes d'arréts optimaux correspondant a des fonctions de récompense
di érentes, les di érentes approximations étant alors obtenues trés rapidement.

213
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Conclusion générale

En conclusion de cette these, rappelons brievement les résultats obtenus avant
de présenter quelques perspectives de travaux futurs.

Bilan

Dans cette thése, nous avons développé des méthodes numeériques pour les PMDM
concernant trois probléemes. Aprés avoir développé les cadres théoriques nécessaires
a la mise en place de schémas numériques, nous avons prouvé la convergence de nos
algorithmes et obtenu, dans presque tous les ¢asine borne de la vitesse de conver-
gence. Nous avons testé nos méthodes aussi bien sur des exemples académiques que
sur des applications réelles. Toutes nos méthodes sont basées sur la quanti cation
d'une chaine de Markov. Celle-ci est en e et particulierement bien adaptée puisque
les PMDM possédent une structure sous-jacente a temps discret dans le sens ou tout
I'aléa du processus a temps continu est contenu dans une chaine de Markov a temps
discret.

Le premier point que nous avons abordé est celui de I'approximation d'espé-
rances de fonctionnelles de PMDM (chapitrefs| 2 ¢f 3). En partant d'une formu-
lation récursive, fournie par [[Davis, 1993], de l'espérance a calculer, nous avons
développé, dans le chapitr¢]|2, une méthode numérique basée sur la quantica-
tion d'une chaine de Markov sous-jacente au PMDM en suivant les idées exposées
dans [de Saporta et al., 2010]. Cette méthode permet de calculer des espérances de
fonctionnelles dont I'horizon aléatoire est un temps de saut du processus et néces-
site des hypothéses de continuité Lipschitz des caractéristiques du PMDM et des
fonctions de codt. Notre principale contribution réside alors dans le chapitré 3 dans
lequel nous étudions le cas de fonctionnelles dépendant du temps. D'une part, nous
montrons gque ce nouveau probléme peut étre réduit au précédent si on considére
le processus augmenté du temps en établissant que celui-ci véri e les hypothéses de
continuité Lipschitz requises. D'autre part, nous généralisons également la méthode
précédente au cas de fonctionnelles a horizon déterministe. Cette extension est non
triviale car elle fait apparaitre dans la fonctionnelle des fonctions indicatrices qui ne
sont, en particulier, pas lipschitziennes. Nous montrons que cette di culté peut étre
surmontée en relachant I'hypothése de continuité Lipschitz dans certains cas ou en
encadrant la fonction indicatrice par deux approximations lipschitziennes dans le cas

1. c'est-a-dire pour tous nos algorithmes sauf celui concernant I'approximation de la distribution
du temps de sortie.
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général. Notre méthode est mise en +uvre dans trois exemples d'applications réelles
et fournit des résultats que nous comparons avec des simulations de Monte-Carlo et
qui s'averent tres satisfaisants.

Ensuite, nous nous tournons vers I'évaluation d'un temps de sortie d'un PMDM
(chapitres[4,[$ e{ 6). L'approximation de son espérance et de sa distribution consti-
tuait le probléme a l'origine de cette thése. Nous commencons, dans le chafitre 4
par étudier plusieurs pistes qui ne s'averent que peu satisfaisantes ; notamment I'uti-
lisation des résultats de la partie précédente. Dans le chapifre 5, nous développons
alors une nouvelle méthode numérique permettant d'approcher les moments et la
fonction de survie du temps de sortie et qui a pour point de départ une formulation
récursive originale des quantités d'intérét. A la di érence de la partie précédente,
les hypothéses de continuité Lipschitz sur les caractéristigues du PMDM ne sont
pas requises. En revanche, nous rencontrons une di culté nouvelle : les équations de
récurrence sont moins réguliéres et les preuves de convergences de nos schémas s'ap-
puient alors sur une propriété ne de l'algorithme de quanti cation. Le chapitre p
présente les résultats numeériques obtenus sur deux exemples.

En n, notre derniére partie concerne l'arrét optimal partiellement observé (cha-
pitres [7,[§ et[9). Le cas complétement observé avait en e et été étudié du point de
vue théorique dans [Gugerli, 1986] et numérique dans [de Saporta et al., 2010]. Dans
cette partie, avant de se tourner vers les aspects numeriques, il est nécessaire d'étu-
dier ce probléme du point de vue théorique. Ainsi, hous commencgons par étudier
le processus de Itrage dans le chapitrg] 7 pour ensuite établir I'équation de pro-
grammation dynamique dans le chapitrg]8. L'étude du ltre dans le cas des PMDM
est, pour autant que nous le sachions, originale. Nous parvenons a expliciter une
relation de récurrence a laquelle il satisfait. Cette étude préliminaire nous permet de
reformuler le probléeme partiellement observé concernant le PMDM en un probleme
complétement observé concernant le processus de lItrage. Nous établissons ensuite
I'équation de programmation dynamique de ce nouveau probléme et donnons une
construction explicite d'un temps d'arrét -optimal. Dans le chapitre[9, nous déve-
loppons des méthodes numériques permettant d'approcher la fonction de valeur et de
calculer un temps d'arrét -optimal et qui sont illustrées par un exemple académique.

Nous avons établi la convergence de chacun de nos algorithmes lorsque I'erreur
de quanti cation tend vers zéro i.e. lorsque le nombre de points dans les grilles
tend vers I'in ni. De plus, nous avons obtenu pour la plupart de nos algorithmes une
borne de la vitesse de convergence. Celle-ci est de I'ordre de oude = dansle
cas de l'arrét optimal (d étant la dimension). Les vitesses empiriques observées sur
nos exemples numériques con rment ces bornes et suggérent que, dans certains cas,
les vitesses de convergence de nos schémas numeériques peuvent étre meilleures que
les bornes que nous avons obtenues (voir la sectjon §.2.3).

Toutes nos méthodes sont basées sur la méthode de quanti cation. De ce fait,
elles possedent certains avantages et certains inconvénients. Nos méthodes sont ca-
ractérisées par un calcul préalable des grilles de quanti cation nécessaire avant de
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pouvoir appliquer les schémas numériques proprement dits. Cette étape préalable
de construction des grilles concentre I'essentiel de la complexité du calcul. En e et,
dans nos exemples, elle a nécessité de quelgues minutes pour des petites grilles a
guelques jours pour des grilles de 12000 points. La mise en +uvre de nos schémas
numériques ne prend alors que quelques secondes puisqu'il sut de calculer des
sommes nies. L'intérét principal de cette décomposition en deux étapes est qu'elle
engendre une grande exibilité de la méthode. En e et, les grilles de quanti cation,
qui ne dépendent que de la dynamique du processus, peuvent étre stockées et utili-
sées a plusieurs ns. Ainsi, dans le cadre de la parfig Il, aprés avoir obtenu les grilles
de quanti cation, il est possible de calculer I'espérance de la fonctionnelles pour
n'importe quelles fonctions de codt et c (qui véri ent nos hypothéses) sans avoir

a reprendre l'intégralité des calculs. Pour chaque choix de fonctions de codt, seule
la deuxieme étape des calculs est a e ectuer et on obtient le résultat en quelques
secondes. Il en est de méme dans la paitie| [Il concernant le temps de sortie : chaque
moment et chaque valeur de la fonction de survie peut étre obtenu trés rapidement
une fois que les grilles ont été construites. Il est également possible de considérer un
nouveau temps de sortie tout en conservant les mémes grilles. Dans la pdrtig IV, on
obtient la méme exibilité vis-a-vis de la fonction de recompense. En résume, tous les
parametres qui n'in uent pas sur la dynamique du processus peuvent étre modi és
sans que I'on ait a calculer de nouvelles grilles de quanti cation. Remarquons en n
que nous avons utilisé les mémes grilles de quanti cation dans les partigs Il ef Il
pour le modele de corrosion. Cette exibilité est un avantage certain par rapport

a des simulations de Monte Carlo. Cependant, elle ne présente pas d'intérét si on
cherche seulement a e ectuer un calcul ponctuel et des simulations de Monte Carlo
semblent alors plus adaptées. Par ailleurs, la exibilité de nos méthodes connait
certaines limites. D'une part, les grilles de quanti cation dépendent de I'état initial

du processus qui n'est donc pas un paramétre que l'on peut modi er. D'autre part,
les grilles de quanti cation sont calculées jusqu'alN -ieme temps de saut pour un
certain horizonN xé a l'avance. Ainsi, par exemple, on peut considérer un temps
de sortie dans la mesure ou il respecte la condition (énoncée a la secfion 5.1) selon
laguelle la probabilité P( > T y) doit étre petite. Il en est de méme concernant
I'horizon déterministe des fonctionnelles de la secti¢n B.3. La valeur, xé a l'avance,
de I'horizon de calculN limite donc la exibilit¢é de notre méthode. Enn, la né-
cessité de satisfaire certaines hypothéses constitue une contrainte de notre méthode
par rapport a celle de Monte Carlo. Cependant, cette contrainte est a relativiser. En

e et, nos hypotheses sont véri ées dans de nombreuses applications et nous avons
vu qu'il est parfois possible de les contourner lorsqu'elles ne le sont pas (voir par

exemple la sectiof 3.4]2).

Perspectives

La méthode numérique que nous avons développée dans le chapitre 2, c'est-a-dire
pour I'approximation d'espérances de fonctionnelles ne dépendant pas explicitement
du temps, est largement adaptée de celle de [de Saporta et al., 2010] concernant l'ar-
rét optimal completement observé de fonction de réecompeng) et dont I'horizon
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est le N-ieme temps de saufly . Par conséquent, en introduisant dans ce dernier
probleme le concept de continuité Lipschitz locale le long du ot et le processus
augmenté du temps, la méthode dé [de Saporta et al., 2010] peut étre généralisée a
un probléme d'arrét optimal dont la fonction de récompensg(x;t) dépend explici-
tement du temps. Il serait alors Iégitime de considérer, comme nous l'avons fait a la
section[3.8 dans le cas des espérances de fonctionnelles, le cas d'un probléme d'arrét
optimal a horizon déterministet; . Une facon naturelle d'aborder un tel probléeme
serait alors de I'assimiler a un probléme d'arrét optimal de fonction de récompense
a(x;t)1 «: , 4 etdhorizon Ty choisi de telle sorte qu'avec une forte probabilité, on ait

Ty >ts. Ce probleme ne rentre pas tout a fait dans le cadre précédent car la fonction
de récompense n'est pas lipschitzienne mais nous sommes en mesure d'encadrer la
fonction de valeur du probleme d'arrét optimal a horizon déterministe en encadrant
cette fonction indicatrice par deux approximations lipschitziennes (comme dans la
section[3.3.P). Nous pouvons alors nous demander, d'une part, s'il est parfois pos-
sible de relacher I'hypothése de continuité Lipschitz (comme nous l'avons fait pour

le terme de codt instantané a la sectioh 3.3.1) et d'autre part, ce que devient la
construction du temps d'arrét -optimal.

Dans les exemples que nous avons traités, le ot qui détermine les trajec-
toires déterministes du processus était connu explicitement. Or celui-ci étant dé ni
par I'‘équation di érentielle ordinaire (1.1.1), il peut arriver qu'il ne posséde pas de
formule explicite. Dans ce cas, il est toujours possible de mettre en +uvre nos me-
thodes en approchant le ot a l'aide d'un schéma d'approximation de la solution
d'une équation di érentielle ordinaire. Il serait alors intéressant d'étudier les e ets
d'une telle approche. Il y a fort a parier qu'elle n‘aura qu'une in uence limitée sur
la vitesse de convergence puisque ce type de méthodes convergent en régle générale
plus rapidement que les méthodes probabilistes comme celles que nous proposons.
On pourra se référer a [Riedler, 2011] qui aborde ce point.

Par ailleurs, concernant nos résultats sur l'arrét optimal partiellement observé,
remarquons que I'hypothésg TV]1, selon lagquelle les positions aprés saut sont a va-
leurs dans un ensemble ni, a été introduite a n que le Itre soit de dimension nie
et puisse étre quanti é. Par conséquent, les questions du lItrage et de la program-
mation dynamique devraient pouvoir étre envisagées sans cette hypothése.

De plus, nous avons fait I'nypothése que les temps de saut sont parfaitement ob-
servés. Cette hypothése est cruciale pour notre méthode qui ne semble pas pouvoir
s'adapter au cas de temps de saut partiellement observés. Ce dernier cas représente
un enjeu important du point de vue industriel mais également un probléme beau-
coup plus délicat mathématiquement.

En n, une extension naturelle, mais di cile, de ce probléme est le contrdle im-
pulsionnel partiellement observé dans lequel le contrdleur choisit non seulement les
instants de contréle mais également les positions aprés un contrble. En e et, le cas
completement observé est étudié dans [de Saporta and Dufour, 2011] et I'arrét opti-
mal partiellement observé constitue la brique élémentaire du contréle impulsionnel



BIBLIOGRAPHIE 221

partiellement observé. Dans les applications, ce dernier probleme correspond, par
exemple, au cas ou on peut e ectuer des maintenances partielles sur un systeme.
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Méthodes numeériques pour les processus markoviens déterministes
par morceaux

mots -clés : Processus markovien déterministe par morceaux ; Méthode numeérique ;
Quantification ; Arrét optimal.

résumeé : Les processus markoviens déterministes par morceaux (PMDM) ont été
introduits dans la littérature par M.H.A. Davis en tant que classe générale de modeles
stochastiques non-diffusifs. Les PMDM sont des processus hybrides caractérisés par des
trajectoires déterministes entrecoupées de sauts aléatoires. Dans cette these, nous
développons des méthodes numériques adaptées aux PMDM en nous basant sur la
guantification d'une chaine de Markov sous-jacente au PMDM. Nous abordons
successivement trois problemes : l'approximation d'espérances de fonctionnelles d'un
PMDM, l'approximation des moments et de la distribution d'un temps de sortie et le
probleme de l'arrét optimal partiellement observé. Dans cette derniere partie, nous
abordons également la question du filtrage d'un PMDM et établissons I'équation de
programmation dynamique du probléme d'arrét optimal. Nous prouvons la convergence de
toutes nos méthodes (avec le plus souvent des bornes de la vitesse de convergence) et
les illustrons par des exemples numeériques.

Numerical methods for piecewise -deterministic Markov processes

key-words: Piecewise-deterministic Markov process ; Numerical method ; Quantization ;
Optimal stopping.

abstract: Piecewise-deterministic Markov processes (PDMP’s) have been introduced by
M.H.A. Davis as a general class of non-diffusive stochastic models. PDMP’s are hybrid
Markov processes involving deterministic motion punctuated by random jumps. In this
thesis, we develop numerical methods that are designed to fit PDMP's structure and that
are based on the quantization of an underlying Markov chain. We deal with three issues :
the approximation of expectations of functional of a PDMP, the approximation of the
moments and of the distribution of an exit time and the partially observed optimal stopping
problem. In the latter one, we also tackle the filtering of a PDMP and we establish the
dynamic programming equation of the optimal stopping problem. We prove the
convergence of all our methods (most of the time, we also obtain a bound for the speed of
convergence) and illustrate them with numerical examples.
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