
�>���G �A�/�, �i�2�H�@�y�y�d�j�j�d�j�R

�?�i�i�T�b�,�f�f�i�2�H�X���`�+�?�B�p�2�b�@�Q�m�p�2�`�i�2�b�X�7�`�f�i�2�H�@�y�y�d�j�j�d�j�R

�a�m�#�K�B�i�i�2�/ �Q�M �R�N �a�2�T �k�y�R�k

�>���G �B�b �� �K�m�H�i�B�@�/�B�b�+�B�T�H�B�M���`�v �Q�T�2�M ���+�+�2�b�b
���`�+�?�B�p�2 �7�Q�` �i�?�2 �/�2�T�Q�b�B�i ���M�/ �/�B�b�b�2�K�B�M���i�B�Q�M �Q�7 �b�+�B�@
�2�M�i�B�}�+ �`�2�b�2���`�+�? �/�Q�+�m�K�2�M�i�b�- �r�?�2�i�?�2�` �i�?�2�v ���`�2 �T�m�#�@
�H�B�b�?�2�/ �Q�` �M�Q�i�X �h�?�2 �/�Q�+�m�K�2�M�i�b �K���v �+�Q�K�2 �7�`�Q�K
�i�2���+�?�B�M�; ���M�/ �`�2�b�2���`�+�? �B�M�b�i�B�i�m�i�B�Q�M�b �B�M �6�`���M�+�2 �Q�`
���#�`�Q���/�- �Q�` �7�`�Q�K �T�m�#�H�B�+ �Q�` �T�`�B�p���i�2 �`�2�b�2���`�+�? �+�2�M�i�2�`�b�X

�G�ö���`�+�?�B�p�2 �Q�m�p�2�`�i�2 �T�H�m�`�B�/�B�b�+�B�T�H�B�M���B�`�2�>���G�- �2�b�i
�/�2�b�i�B�M�û�2 ���m �/�û�T�¬�i �2�i �¨ �H�� �/�B�z�m�b�B�Q�M �/�2 �/�Q�+�m�K�2�M�i�b
�b�+�B�2�M�i�B�}�[�m�2�b �/�2 �M�B�p�2���m �`�2�+�?�2�`�+�?�2�- �T�m�#�H�B�û�b �Q�m �M�Q�M�-
�û�K���M���M�i �/�2�b �û�i���#�H�B�b�b�2�K�2�M�i�b �/�ö�2�M�b�2�B�;�M�2�K�2�M�i �2�i �/�2
�`�2�+�?�2�`�+�?�2 �7�`���M�Ï���B�b �Q�m �û�i�`���M�;�2�`�b�- �/�2�b �H���#�Q�`���i�Q�B�`�2�b
�T�m�#�H�B�+�b �Q�m �T�`�B�p�û�b�X

�J�û�i�?�Q�/�2�b �M�m�K�û�`�B�[�m�2�b �T�Q�m�` �H�2�b �T�`�Q�+�2�b�b�m�b �K���`�F�Q�p�B�2�M�b
�/�û�i�2�`�K�B�M�B�b�i�2�b �T���` �K�Q�`�+�2���m�t

���/�`�B�2�M �"�`���M�/�2�D�b�F�v

�h�Q �+�B�i�2 �i�?�B�b �p�2�`�b�B�Q�M�,

���/�`�B�2�M �"�`���M�/�2�D�b�F�v�X �J�û�i�?�Q�/�2�b �M�m�K�û�`�B�[�m�2�b �T�Q�m�` �H�2�b �T�`�Q�+�2�b�b�m�b �K���`�F�Q�p�B�2�M�b �/�û�i�2�`�K�B�M�B�b�i�2�b �T���` �K�Q�`�+�2���m�t�X
�S�`�Q�#���#�B�H�B�i�û�b �(�K���i�?�X�S�_�)�X �l�M�B�p�2�`�b�B�i�û �"�Q�`�/�2���m�t �R�- �k�y�R�k�X �6�`���M�Ï���B�b�X ���L�L�h �, �k�y�R�k�"�P�_�R�9�8�j�9���X ���i�2�H�@
�y�y�d�j�j�d�j�R��

https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00733731
https://hal.archives-ouvertes.fr


THÈSE
PRÉSENTÉE À

L'UNIVERSITÉ BORDEAUX 1

ÉCOLE DOCTORALE DE MATHÉMATIQUES ET INFORMATIQUE

par Adrien BRANDEJSKY

POUR OBTENIR LE GRADE DE

DOCTEUR

SPÉCIALITÉ : Mathématiques Appliquées

MÉTHODES NUMÉRIQUES POUR LES
PROCESSUS MARKOVIENS

DÉTERMINISTES PAR MORCEAUX

Directeurs de recherche : François Dufour et Benoîte de Saporta

Soutenue le 2 juillet 2012,

Devant la commission d'examen formée de :

B. de Saporta Université Bordeaux 4 Directrice de thèse
F. Dufour Institut Polytechnique de Bordeaux Directeur de thèse
B. Gaujal INRIA Rhônes-Alpes Rapporteur
G. Pagès Université Pierre et Marie Curie Rapporteur
O.L.V. Costa Universidade de São Paulo Examinateur
C. Elegbede Astrium Examinateur



n�d'ordre : 4534

Thèse soutenue pour ASTRIUM dans le cadre d'un contrat spéci�que de thèse
passé avec Inria.



à Zohra,



4

Remerciements

Tout d'abord, je tiens à remercier mes directeurs de thèse à l'INRIA François
Dufour et Benoîte de Saporta. Leur encadrement, leur disponibilité et leur impli-
cation m'ont été très précieux et ont grandement contribué à ma formation. Dans
le même temps, ils m'ont laissé une grande liberté et m'ont témoigné une grande
con�ance en encourageant toujours mes initiatives. Je remercie également Charles
Elegbede, mon encadrant Astrium, pour son aide, son accompagnement au �l de ces
années et pour le modèle qu'il nous a fourni.

Ensuite, je tiens à exprimer ma reconnaissance à Gilles Pagès et à Bruno Gau-
jal pour avoir accepté d'être les rapporteurs de ma thèse. La pertinence de leurs
remarques et de leur suggestions prouve l'intérêt qu'ils ont porté à mon travail et
je les en remercie. Je remercie également Oswaldo Luiz do Valle Costa pour avoir
accepté de rejoindre le jury en tant qu'examinateur.

Pour leur aide et leur gentillesse, je remercie chaleureusement les membres de
l'équipe CQFD et notamment Huilong Zhang qui a bien voulu m'enseigner les mys-
tères de la boucle de calcul. Je pense à Hicham et à Romain avec qui j'ai partagé
l'expérience, tantôt grati�ante, tantôt désolante, de l'enseignement. Je pense égale-
ment à tous ceux qui ont été mes collègues : Karen, Jade, Raphaël, Camille, Laurent
et Philippe. De façon plus générale, je remercie le personnel de l'INRIA et de l'uni-
versité Bordeaux 1 qui ont contribué au bon déroulement de ces trois années de thèse.

En�n, je remercie ma famille, particulièrement ma grand-mère Ljerka, ainsi que
ma belle-famille avec une mention spéciale pour les enfants sans lesquels (parfois)
on s'ennuierait : Lazare, Inès, Gaya, Sirine, Elissa, Idris, Manèle, Yasmine, Nicolas
et Mélissa.

Dans le désordre, et parce qu'eux aussi m'ont accompagné tout au long de ces
années, j'ai une pensée pour Sheldon Cooper, Spike, Tyrion Lannister et l'amiral
William Adama.

Mes pensées les plus tendres vont à Jéhane et Zohra. Ma �lle Jéhane est une
source intarissable d'amour, d'a�ection et de franche rigolade. Quant à Zohra, je ne
la remercierai jamais assez pour tout le bonheur qu'elle m'apporte.



Table des matières

Introduction générale 9

I Processus Markoviens Déterministes par Morceaux 13

1 PMDM et méthodes numériques 15
1.1 Processus Markoviens Déterministes par Morceaux . . . . . . . . . . 15

1.1.1 Equations di�érentielles ordinaires et champs de vecteurs . . . 17
1.1.2 Dé�nition d'un PMDM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.1.3 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.1.4 Structure sous-jacente des PMDM . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.1.5 Le processus augmenté du temps . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.2 Exemples de PMDM et applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.2.1 Processus de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.2.2 Un exemple académique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.2.3 Un modèle d'atelier de maintenance . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.2.4 Une assurance garantie de revenus . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.2.5 Un modèle de corrosion fourni par Astrium . . . . . . . . . . . 30

1.3 Méthodes numériques pour les PMDM . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
1.4 Quanti�cation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.4.1 Quanti�cation d'une variable aléatoire . . . . . . . . . . . . . 36
1.4.2 Quanti�cation d'une chaîne de Markov . . . . . . . . . . . . . 37

1.5 Contribution de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

II Espérance de fonctionnelles 43

Introduction 45

2 Approximation d'espérances de fonctionnelles 49
2.1 Dé�nitions et hypothèses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.2 Formulation récursive de l'espérance . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.2.1 Continuité Lipschitz des fonctions de coût . . . . . . . . . . . 53
2.2.2 Formulation récursive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.3 Continuité Lipschitz deF A , GA et vn . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.3.1 Calculs préliminaires et continuité Lipschitz deF A . . . . . . 56
2.3.2 Ecriture intégrale de l'opérateurGA . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.3.3 Continuité Lipschitz deGA et GA

t . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5



6 TABLE DES MATIÈRES

2.3.4 Continuité Lipschitz devn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.4 Schéma d'approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2.4.1 Quanti�cation de la chaîne(Z k ; Sk)k�N . . . . . . . . . . . . . 65
2.4.2 Approximation de l'espérance et vitesse de convergence . . . . 66
2.4.3 Démonstration du théorème 2.4.2 . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3 Fonctionnelles dépendant du temps 71
3.1 Propriétés du processus augmenté du temps . . . . . . . . . . . . . . 72
3.2 Fonctions de coût lipschitziennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
3.3 Horizon de temps déterministe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.3.1 Estimation directe du terme de coût instantané . . . . . . . . 78
3.3.2 Bornes pour le terme de coût des sauts à la frontière . . . . . 80
3.3.3 Bornes dans le cas général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
3.3.4 L'horizon de calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.4 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
3.4.1 L'atelier de maintenance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
3.4.2 Le modèle de corrosion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
3.4.3 Évaluation d'une assurance garantie de revenus . . . . . . . . 97
3.4.4 Quanti�cation et problème d'échelles . . . . . . . . . . . . . . 100

Conclusion 103

III Temps de sortie 107

Introduction 109

4 Premières approches 113
4.1 Programmation linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

4.1.1 L'approche de Helmes, Röhl et Stockbridge . . . . . . . . . . . 113
4.1.2 Le générateur in�nitésimal des PMDM . . . . . . . . . . . . . 116

4.2 Une première méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
4.2.1 L'horizon de calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
4.2.2 Encadrement de l'espérance du temps de sortie . . . . . . . . 120
4.2.3 Evaluation directe de l'espérance du temps de sortie . . . . . . 121

5 Approximation des moments et de la distribution 125
5.1 Présentation et hypothèses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.2 Formulation récursive des problèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

5.2.1 Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
5.2.2 Moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

5.3 Schémas d'approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
5.3.1 Schéma d'approximation de la distribution et preuve de conver-

gence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
5.3.2 Schéma d'approximation des moments et vitesse de convergence135



TABLE DES MATIÈRES 7

6 Exemples et résultats numériques 139
6.1 Processus de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

6.1.1 Véri�cation des hypothèses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
6.1.2 Approximation des moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6.1.3 Approximation de la fonction de survie . . . . . . . . . . . . . 141
6.1.4 Vitesse de convergence pour la distribution . . . . . . . . . . . 143

6.2 Modèle de corrosion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
6.2.1 Véri�cation des hypothèses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
6.2.2 Approximation de l'espérance . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
6.2.3 Approximation de la fonction de survie . . . . . . . . . . . . . 149

Conclusion 153

IV Arrêt optimal partiellement observé 157

Introduction 159

7 Arrêt optimal partiellement observé et �ltrage 163
7.1 Dé�nition du problème et hypothèses . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
7.2 Filtrage optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

8 Programmation dynamique 173
8.1 La chaîne de Markov(� n ; Sn )n�0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
8.2 Les(FY

t )t�0 -temps d'arrêt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
8.3 Problème d'arrêt optimal complètement observé . . . . . . . . . . . . 178
8.4 Opérateurs de programmation dynamique . . . . . . . . . . . . . . . 181
8.5 Fonction de valeur et temps d'arrêt�-optimal . . . . . . . . . . . . . 185

9 Schéma d'approximation et exemple numérique 193
9.1 Continuité Lipschitz des opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
9.2 Approximation numérique par quanti�cation . . . . . . . . . . . . . . 198

9.2.1 Approximation de la fonction de valeur . . . . . . . . . . . . . 199
9.2.2 Démonstration du théorème 9.2.6 . . . . . . . . . . . . . . . . 201
9.2.3 Construction numérique d'un temps d'arrêt�-optimal . . . . . 207

9.3 Exemple numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

Conclusion 213

Conclusion générale 217

Table des �gures 224

Liste des tableaux 225

Bibliographie 230



8 TABLE DES MATIÈRES



Introduction générale

Les modélisations probabilistes sont de plus en plus répandues dans des do-
maines aussi divers que la �abilité industrielle, la �nance ou encore la biologie. En
e�et, celles-ci permettent non seulement de rendre compte de phénomènes purement
aléatoires mais également d'appréhender des systèmes déterministes pour lesquels
on manque d'information ou de données observables ou qui sont soumis à des im-
précisions de mesures ou encore à des aléas extérieurs. En�n, certains systèmes
déterministes du fait de leur grande complexité sont avantageusement assimilés à
des modèles probabilistes.

Les outils probabilistes adaptés à la description de l'évolution au cours du temps
de tels modèles sont les processus stochastiques à temps continu. Parmi ces pro-
cessus, on peut distinguer deux familles. D'une part, celle des processus de type
di�usion, objets de la théorie des équations di�érentielles stochastiques et du cal-
cul stochastique d'Itô qui est sans nul doute, la plus répandue dans la littérature.
D'autre part, la famille très hétérogène des processus de type non-di�usif. Ce sont
ces derniers que M.H.A. Davis cherche à uni�er dans [Davis, 1984]. Il introduit,
dans ce but, la classe générale desProcessus Markoviens Déterministes par Mor-
ceaux (PMDM) qui combinent des trajectoires déterministes à des sauts aléatoires
et qu'il présente comme étant �a general family of stochastic models covering vir-
tually all non-di�usion applications�.

Les PMDM sont des processus stochastiques hybrides c'est-à-dire qu'ils peuvent
comporter à la fois une composante discrète et une composante euclidienne. En pra-
tique, la composante euclidienne peut contenir les variables d'intérêt comme par
exemple la position, la température, la pression ou encore l'épaisseur d'aluminium
corrodée. La composante discrète, quant à elle, appelée lemode, peut correspondre à
l'ambiance ou à l'environnement dans lequel évolue le processus ou encore au régime
de fonctionnement du système. Les lois qui régissent l'évolution du PMDM peuvent
être très di�érentes dans chacun de ces modes.

Les PMDM, parfois appelésprocessus markoviens de saut avec dérive, présentent
à la fois des trajectoires déterministes et des sauts aléatoires. Plus précisément, à
l'instant initial, le processus entame son mouvement en suivant un �ot déterministe.
Ce �ot est obtenu comme solution d'équations di�érentielles portant sur les com-
posantes euclidiennes du système. Ces équations di�érentielles peuvent di�érer en
fonction du mode. La trajectoire du processus s'e�ectue donc le long de ce �ot jus-
qu'au premier instant de saut qui est aléatoire. Ce saut peut avoir deux origines :

9
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il peut se produire spontanément avec un certain taux qui dépend de la position
du processus ou bien il peut être lui-même déterministe et se produire parce que le
processus a heurté une frontière de son domaine d'évolution. Cette double nature
des sauts est une caractéristique importante des PMDM et permet de couvrir une
large classe de modèles. La position après saut est ensuite sélectionnée de manière
aléatoire selon une loi qui ne dépend que de la position du processus immédiatement
avant le saut. A partir de cette nouvelle position, le processus suit à nouveau un �ot
déterministe jusqu'au deuxième instant de saut et ainsi de suite.

De nombreuses recherches s'intéressent aux propriétés des PMDM. Citons entre
autres : la stabilité et l'ergodicité1, la représentation des PMDM par réseaux de
Petri colorés2, le contrôle stochastique d'un PMDM3, la loi des grands nombres et
les grandes déviations4, l'étude des lois marginales d'un PMDM5 et les cas où celles-
ci admettent des densités6. En plus de l'ouvrage fondateur [Davis, 1993], il existe
également deux ouvrages de référence7 qui abordent les PMDM et notamment la
théorie asymptotique.

Du point de vue applicatif, les PMDM sont déjà présents dans de nombreux et
très divers domaines parmi lesquels on peut citer la �abilité et la sûreté industrielle,
la génétique, les neurosciences, les réseaux de télécom et internet, la �nance et l'as-
surance. En e�et, en raison de leur double nature déterministe et stochastique, ils
sont particulièrement bien adaptés pour décrire des systèmes obéissant à des lois dé-
terministes (des équations issues de la physique par exemple) mais également soumis
à une source d'aléa (incertitude quant à certains paramètres, in�uence d'évènements
extérieurs, régime de fonctionnement,...).

Cette thèse est �nancée par Astrium dans le cadre de l'ANR �FAUTOCOES�
(ANR-09-SEGI-004). La multiplication des modèles utilisant les PMDM est à l'ori-
gine d'un besoin croissant de méthodes numériques e�caces. Ainsi, les ingénieurs
d'Astrium ont souhaité obtenir des méthodes permettant d'évaluer numériquement
une durée de service. Mathématiquement, ceci correspond à l'étude d'un temps de
sortie. Nous proposons donc des méthodes numériques pour approcher les moments
et la distribution d'un temps de sortie d'un PMDM. Nous poursuivons alors le dé-
veloppement de méthodes numériques pour les PMDM dans deux directions : l'ap-
proximation d'espérance de fonctionnelles et l'arrêt optimal partiellement observé.
Cette thèse est donc composée de quatre parties : une première partie introductive
suivie de trois parties respectivement dédiées à chacun des trois problèmes évoqués
plus haut et illustrés d'exemples numériques.

1. [Dufour and Costa, 1999, Costa and Dufour, 2008]
2. [Everdij and Blom, 2005]
3. [Vermes, 1985, Gugerli, 1986, Lenhart, 1989, Costa and Davis, 1989, Costa, 1991,

Dempster, 1991, Dempster and Ye, 1995, Costa et al., 2000]
4. [Faggionato et al., 2009, Faggionato et al., 2010]
5. [Cocozza-Thivent et al., 2006b]
6. [Tyran-Kami«ska, 2009]
7. [Jacobsen, 2006, Koroliuk and Limnios, 2005]
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Partie I Cette première partie, le chapitre 1, constitue une introduction aux tra-
vaux présentés dans les parties suivantes. Nous y dé�nissons notamment les proces-
sus markoviens déterministes par morceaux, détaillons certaines de leurs propriétés
et décrivons quelques exemples dont un modèle de corrosion fourni par Astrium.
Nous discutons ensuite des aspects numériques relatifs aux PMDM et présentons la
méthode de quanti�cation qui sera à la base des méthodes numériques développées
dans cette thèse.

Partie II Cette partie traite de l'approximation d'espérance de fonctionnelles de
PMDM. Dans le chapitre 2, nous commençons par délimiter le problème qui nous
intéresse et par énoncer nos hypothèses. Nous développons ensuite notre méthode
numérique qui est basée sur une formulation récursive de l'espérance de fonction-
nelle issue de [Davis, 1993] que nous approchons par quanti�cation d'une chaîne de
Markov sous-jacente au PMDM. Nous prouvons la convergence de notre méthode et
obtenons une borne de la vitesse de convergence. Dans le chapitre 3, nous étendons
notre méthode au cas de fonctionnelles dépendant du temps et notamment à celui
de la fonctionnelle à horizon déterministe. Nous illustrons ensuite notre méthode sur
trois exemples numériques.

Partie III Dans cette partie, nous nous intéressons au temps de sortie d'un
PMDM. Nous commençons, dans le chapitre 4, par exposer deux approches pos-
sibles que nous n'avons pas retenues dans la suite. D'une part, nous présentons la
méthode, issue de [Helmes et al., 2001], d'approximation des moments par program-
mation linéaire et nous expliquons pourquoi elle s'adapte mal au cas des PMDM.
D'autre part, nous montrons dans quelle mesure les résultats de la partie précé-
dente permettent d'approcher l'espérance d'un temps de sortie. Ensuite, dans le
chapitre 5, nous détaillons une méthode originale permettant d'approcher les mo-
ments et la fonction de survie du temps de sortie d'un PMDM. Celle-ci est à nouveau
basée sur une formulation récursive des quantités d'intérêt et sur la quanti�cation
d'une chaîne de Markov sous-jacente au PMDM. En�n, le chapitre 6 détaille deux
exemples numériques.

Partie IV Cette dernière partie concerne l'arrêt optimal partiellement observé.
A la di�érence des deux parties précédentes, il nous faut tout d'abord développer
le cadre théorique nécessaire à la mise en place d'un schéma numérique. Ceci sera
l'objet des chapitres 7 et 8. Le premier étudie la question du �ltrage tandis que
le second établit l'équation de programmation dynamique. En�n, nous développons
nos méthodes numériques dans le chapitre 9 qui visent, d'une part, à approcher
la fonction de valeur du problème d'arrêt optimal et, d'autre part, à expliciter un
temps d'arrêt �-optimal calculable en pratique. Un exemple académique illustre nos
résultats.
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Chapitre 1

Processus Markoviens
Déterministes par Morceaux et
méthodes numériques

Ce chapitre introductif a pour but de présenter les Processus Markoviens Dé-
terministes par Morceaux (PMDM), de �xer certaines notations et dé�nitions et
de dresser les grandes lignes des méthodes numériques que nous développerons par
la suite. Nous commençons par donner une dé�nition précise des PMDM que nous
illustrons de plusieurs exemples. Nous exposons ensuite les idées directrices de nos
méthodes numériques, notamment, nous décrivons la méthode dite dequanti�cation.
En�n, nous présentons les trois problèmes que nous étudierons respectivement dans
les trois parties suivantes.

1.1 Processus Markoviens Déterministes par Mor-
ceaux

Les Processus Markoviens Déterministes par Morceaux ont été introduits par
M.H.A. Davis (voir [Davis, 1993]) qui les présente comme une classe générale de
modèles stochastiques non-di�usifs. Pour Schäl [Schäl, 1998], le résultat suivant de
Cinlar et Jacod [Çinlar and Jacod, 1981] justi�e l'analyse de Davis :

Tout processus de Markov fort(X t )t�0 d'espace d'étatE, borelien deRd, dont
les trajectoires sont continues et à variations localement bornées est déterministe
c'est-à-dire queX t = �( X 0; t) avec� : R+ ! E un �ot déterministe.

En conséquence, un processus de Markov fort non trivial présente nécessairement
des trajectoires de variation totale in�nie ou est soumis à des sauts. Le premier cas
conduit à l'introduction des processus de di�usions qui sont largement représentés
dans la littérature. La deuxième possibilité suggère d'étudier des processus présen-
tant des saut et, d'après le résultat de Cinlar et Jacod, suivant un �ot déterministe
entre ces instants de saut. Il s'agit des Processus Markoviens Déterministes par Mor-
ceaux et c'est donc très naturellement que l'on est amené à considérer cette famille

15
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importante.

Une caractéristique importante des PMDM est qu'il s'agit de processus hybrides.
Un PMDM (X t )t�0 est donc de la forme(X t )t�0 = ( mt ; � t )t�0 où mt représente la
partie discrète, appeléele mode, et� t est une variable euclidienne. Le mode est à
valeurs dans un ensemble �ni1 M , avec en généralM � N. L'évolution d'un PMDM
est régie par trois caractéristiques locales, c'est-à-dire dépendant du modem 2 M : le
�ot � m , le taux de saut� m et un noyau de transitionQm qui permet de déterminer
la position après un saut. Le processus part d'un pointx = ( m; � ) dans l'espace
d'état, la partie euclidienne� t suit alors le �ot déterministe t ! � m (�; t ) jusqu'au
premier temps de sautT1 qui se produit soit spontanément de façon poissonienne
avec un taux � m (� m (�; t )) ou bien lorsque le �ot � m (�; t ) touche la frontière de
l'espace d'état. Dans tous les cas, la position du processus à l'instant de sautT1 est
sélectionnée à l'aide du noyau de transitionQm (� m (�; T 1); �) et le processus repart
depuis ce nouveau pointX T1 = ( mT1 ; � T1 ) noté Z1. On dé�nit de la même manière le
temps S2 jusqu'au prochain saut, l'instant du prochain saut est ainsiT2 = T1 + S2,
la nouvelle position après le saut estZ2 = X T2 et ainsi de suite. La �gure 1.1 donne
un exemple de PMDM représenté jusqu'au deuxième temps de saut.

Figure 1.1 � Exemple de trajectoire d'un PMDM. Les deux composantes connexes
de l'espace d'état peuvent correspondre à deux modes.

Ainsi, on associe au PMDM, deux chaînes de Markov à temps discret(Zn ; Tn )n2N

donnée par les positions après un saut et les temps de saut, et(Zn ; Sn )n2N , donnée
par les positions après un saut et les durées inter-sauts. En choisissant judicieuse-
ment les caractéristiques(� m ; � m ; Qm )m2M , on obtient des modèles stochastiques
recouvrant un grand nombre de problèmes de recherche opérationnelle. Nous pré-

1. Dans [Davis, 1993], l'auteur considère une dé�nition plus générale des PMDM car il permet à
M d'être in�ni dénombrable. Cependant, cette généralisation n'est utile dans aucun des exemples
que nous considèrerons.
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senterons des exemples dans la section 1.2.

1.1.1 Equations di�érentielles ordinaires et champs de vec-
teurs

Avant de dé�nir précisément les PMDM, nous devons rappeler quelques résultats
concernant les équations di�érentielles ordinaires et la notion de champs de vecteur.
Ceci nous permettra de décrire les parties déterministes des trajectoires des PMDM.
Dans la suite, on �xe d un entier supérieur ou égal à 1.

Soit b : Rd ! Rd une fonction lipschitzienne. L'équation di�érentielle ordinaire

d
dt

�
x(t)

�
= b

�
x(t)

�
; x(0) = x 2 Rd; (1.1.1)

possède une unique solution notée�(x; t). A partir de l'unicité de la solution, on
obtient la propriété de semi-groupe suivante : pour toutx 2 Rd et tous s; t 2 R,
on a

�
�
�(x; t); s

�
= �( x; t + s):

On dé�nit maintenant X un opérateur di�érentiel du premier ordre de la façon
suivante : pour tout f : Rd ! Rd continûment di�érentiable,

Xf (x) =
dX

i=1

@f
@xi

(x)bi (x) (1.1.2)

où on a notébi la i-ième coordonnée deb. On peut alors montrer [Davis, 1993, section
22] que�(x; �) satisfait l'équation (1.1.1) si et seulement si pour toutf : Rd ! Rd

in�niment di�érentiable, on a

d
dt

f
�
�(x; t)

�
= Xf

�
�(x; t)

�
:

On dit alors que X est un champ de vecteuret � est le �ot associé àX. Dans
nos exemples, on donnera le �ot� sans nécessairement expliciter la fonctionb de
l'équation di�érentielle ordinaire associée (1.1.1).

1.1.2 Dé�nition d'un PMDM

Nous donnons maintenant une dé�nition plus précise des Processus Markoviens
Déterministes par Morceaux et nous introduisons quelques notations et hypothèses
générales.

Pour tout espace métriqueE, on note B(E ) sa tribu borelienne,B(E ) l'espace
des fonctions à valeurs réelles, bornées et mesurables dé�nies surE et BL (E ) le
sous-espace des fonctions deB(E ) qui sont Lipschtziennes. On note@Esa frontière,
E son adhérence et pour tout sous-ensembleA deE, on noteAc son complémentaire
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dans E.

Soit M un ensemble �ni appelé l'ensemble des modes du PMDM. En pratique, le
mode peut représenter l'environnement ou le régime d'évolution du processus. Pour
tout m 2 M , le processus évolue dansEm , sous-ensemble ouvert deRd. Soit

E = f(m; � ); m 2 M; � 2 Emg:

Il s'agira de l'espace d'état du processus(X t )t2R + = ( mt ; � t )t2R + construit ci-après.

Un PMDM est dé�ni par ses caractéristiques locales(� m ; � m ; Qm )m2M .

� Pout tout m 2 M , � m : Rd � R+ ! Rd est une fonction continue appelée
le �ot dans le mode m. La fonction � m est obtenue comme solution d'une
équation di�érentielle ordinaire ainsi que nous l'avons décrit dans la section
1.1.1. On rappelle alors que pour toutt 2 R+ , � m (�; t ) est un homéomorphisme
et t ! � m (�; t ) est un semi-groupe i.e. pour tout� 2 Rd, � m (�; t + s) =
� m (� m (�; s); t ). Pour tout x = ( m; � ) 2 E, on dé�nit maintenant le temps de
sortie déterministe deE :

t � (x) = inf ft > 0 tel que � m (�; t ) 2 @Emg:

On utilisera dans toute la suite la conventioninf ; = + 1.

� Pour tout m 2 M , le taux de saut� m : E m ! R+ est mesurable et satisfait :

8(m; � ) 2 E, 9� > 0 tel que
Z �

0
� m (� m (�; t ))dt < +1: (1.1.3)

Cette condition permettra d'éviter que le processus ne saute immédiatement.

� Pour tout m 2 M , Qm est un noyau de transition markovien sur(E m ; B(E))
qui satisfait :

8� 2 E m , Qm (�; f(m; � )gc) = 1 :

Cette condition permet d'assurer que le processus ne saute pas sur place.
Chaque saut modi�e le mode et/ou la composante euclidienne.

A partir de ces caractéristiques, Davis [Davis, 1993, page 57] montre qu'il existe
un espace probabilisé

�

; F ; (F t )t2R + ; (P x )x2E

�
sur lequel est dé�ni un processus

(X t )t2R + . Partant d'un point x 2 E, on peut construire ses trajectoires de la façon
suivante. SoitT1 une variable aléatoire positive de fonction de survie :

P x (T1 > t ) =

(
e��(x;t) si 0 � t < t � (x);
0 si t � t � (x);

où pour x = ( m; � ) 2 E et t 2 [0; t � (x)], on a posé

�(x; t) =
Z t

0
� m (� m (�; s))ds:



1.1. PROCESSUS MARKOVIENS DÉTERMINISTES PAR MORCEAUX 19

D'après la condition d'intégrabilité (1.1.3) imposée sur le taux de saut, on aP(T 1 =
0) = 0. On tire alors une variable aléatoireZ1 à valeurs dansE selon la loi
Qm (� m (�; T 1); �). La trajectoire de X t pour t � T1 est donnée par :

X t =

(
(m; � m (�; t )) si t < T 1;
Z1 si t = T1:

Partant du point X T1 = Z1, on choisit alors d'une façon similaireS2 = T2 � T1 le
temps entreT1 et le saut suivant,Z2 la position après le deuxième saut et ainsi de
suite. Davis montre, dans [Davis, 1993, section 25], que le processus ainsi obtenu
est un processus de Markov fort(X t )t2R + . Ce processus est continu à droite avec
des limites à gauche et saute aux instants(Tn )n2N (avec T0 = 0). Par ailleurs, les
processus(Zn ; Tn )n2N et (Zn ; Sn )n2N où Zn = X Tn est la position après le saut et
Sn = Tn � Tn�1 (avec S0 = 0) est la n-ème durée inter-sauts sont des chaînes de
Markov à temps discret. Ces chaînes de Markov jouent un rôle crucial dans notre
étude, aussi, nous en détaillons certaines propriétés dans la section 1.1.4.

Concernant les temps de saut, on fera dans toute la suite l'hypothèse de non
explosion suivante qui est standard (voir par exemple [Davis, 1993, section 24]) :

Hypothèse I.1 Pour tout (x; t) 2 E � R+ , Ex

hP
k 1fT k <tg

i
< +1.

Elle implique en particulier queTn tend vers l'in�ni p.s. lorsque n tend vers l'in�ni.

1.1.3 Notations

A�n de simpli�er les notations, toute fonction h dé�nie sur E sera identi�ée avec
ses fonctions composanteshm dé�nies sur Em . Ainsi, on pourra écrire

h(x) = hm (� ) lorsquex = ( m; � ) 2 E:

On dé�nit également un �ot généralisé� : E � R+ ! E de la façon suivante

�(x; t) = (m; � m (�; t )) lorsquex = ( m; � ) 2 E: (1.1.4)

De cette manière, on pourra raisonner surx 2 E sans nécessairement préciser que
x se décompose enx = ( m; � ). Le mode, caché dans la variable d'état, n'apparaîtra
explicitement que rarement, ce qui allègera les notations.

On dé�nit sur E la distance suivante, pourx = ( m; � ) et x0 = ( m0; � 0) 2 E,

jx � x0j =

(
+1 si m 6=m0;
j� � � 0j sinon.

(1.1.5)

Pour tout x 2 E et tout sous-ensembleA de E, on noterad(x; A) la distance de
x à A dé�nie par

d(x; A) = inf
a2A

jx � aj:
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Pour toute fonction w dansB(E), on introduit les notations suivantes

Qw(x) =
Z

E
w(y)Q(x; dy), Cw = sup

x2 E
jw(x)j;

et pour toute fonction Lipschitz w de B(E ), on note [w]E ou, s'il n'y a pas d'ambi-
guïté, [w] sa constante de Lipschitz :

[w]E = sup
x6=y2E

jw(x) � w(y)j
jx � yj

;

avec la convention 1
1 = 0.

Remarque 1.1.1 Pour w 2 B(E) et d'après la dé�nition de la distance surE, on
a [w]E = max m2M [wm ]Em .

En�n, on utilisera également les notations suivantes. Pour touta; b2 R, on note
a ^ b = min( a; b), a _ b = max( a; b) et a+ = a _ 0. On notera aussi� (Y ) la tribu
engendrée par une variable aléatoireY et si A et B sont deux sous-tribus deF , on
notera A _ B la tribu engendrée parA et B c'est-à-dire la plus petite sous-tribu de
F qui contient A et B.

Décrivons maintenant plus en détail les deux chaînes de Markov(Zn ; Sn )n2N et
(Zn ; Tn )n2N que nous avons évoquées plus haut.

1.1.4 Structure sous-jacente des PMDM

Bien qu'il s'agisse d'un processus en temps continu, un PMDM contient une
structure sous-jacente �à temps discret� donnée par la chaîne de Markov(Zn ; Sn )n2N

ou encore(Zn ; Tn )n2N où
� l'instant du n-ième saut estTn (avec T0 = 0),
� la variable Sn représente lan-ème durée inter-sauts (avecS0 = 0), on a Sn =

Tn � Tn�1 ou encore,Tn = S1 + ::: + Sn ,
� la position après len-ième saut est notéeZn i.e. Zn = X Tn .

Ces chaînes de Markov joueront un rôle crucial dans toute notre discussion. Chacune
d'entre elles �contient tout l'aléa� du PMDM puisque les trajectoires entre les ins-
tants de sauts sont déterministes. Il est possible de reconstituer, grâce à l'une de ces
chaînes discrètes, l'intégralité du processus continu. En e�et, à partir de(Zn ; Tn )n2N ,
on a pour tout t � 0,

X t = �( Zn ; t � Tn ) si Tn � t < T n+1 :

On peut écrire une relation similaire à partir de(Zn ; Sn )n2N puisqueTn =
P n

k=0 Sk .
Ces deux chaînes de Markov o�rent donc la très intéressante possibilité de �résumer�
en une chaîne à temps discret le processus original à temps continu. De manière plus
précise, en notant(Ft )t2R + la �ltration naturelle engendrée par le PMDM (X t )t2R + ,
Davis montre [Davis, 1993, théorème A2.1] que

FTn = �
�
Z0; S0; :::; Zn ; Sn

�
= �

�
Z0; T0; :::; Zn ; Tn

�
:
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Davis montre également [Davis, 1993, section 25] que(Zn ; Sn )n2N est une chaîne
de Markov homogène dont le noyau de transition est comme suit : pourh 2 B(E �
R+ ), on a

E[h(Z n ; Sn )
�
�
�Z n�1 ; Sn�1 ]

=
Z +1

0

� Z

E
h(z; s)Q(�(Z n�1 ; s); dz)

�

�
�
�(Z n�1 ; s)

�
e��(Z n�1 ;s)1fs<t � (Z n�1 )gds

+
� Z

E
h(z; t � (Zn�1 ))Q(�(Z n�1 ; t � (Zn�1 )); dz)

�

e��(Z n�1 ;t � (Z n�1 )) : (1.1.6)

Par ailleurs, on peut remarquer que le noyau de transition ci-dessus ne dépend
pas deSn�1 , la loi de (Zn ; Sn ) ne dépend que de la positionZn�1 après le précédent
saut. En d'autres termes, on a la propriété suivante

E[h(Z n ; Sn )
�
�
�Z n�1 ; Sn�1 ] = E[h(Z n ; Sn )

�
�
�Z n�1 ]:

Les deux termes de la somme dans l'expression du noyau de transition corres-
pondent respectivement aux parties absolument continue et singulière par rapport
à la mesure de Lebesgue de la loi du temps inter-sauts. En e�et, insistons sur le
fait que les sauts du processus peuvent être de deux natures di�érentes. D'une part,
ils peuvent se produire tout au long du �ot de façon poissonienne au taux�, on
quali�era ces sauts desauts aléatoires; quand ils se produisent, on aSn < t � (Zn�1 ).
D'autre part, les sauts sont forcés lorsque le processus atteint la frontière de l'es-
pace d'état, on parlera alors desauts déterministes; ils correspondent aux cas où
Sn = t � (Zn�1 ). Cette dualité est source de nombreuses di�cultés lors de développe-
ments aussi bien théoriques que numériques. La loi des durées inter-sauts est en e�et
très dépendante de la géométrie de l'espace d'état et peut donc varier considérable-
ment en fonction du problème considéré. Elle peut contenir une partie absolument
continue et/ou une partie singulière par rapport à la mesure de Lebesgue. En�n,
au sein d'un même modèle, les situations peuvent varier en fonction du mode. Les
exemples que nous considérons ci-après rendent compte de cette diversité de situa-
tions.

1.1.5 Le processus augmenté du temps

Dans cette section, nous décrivons une transformation du processus, introduite
dans [Davis, 1993, section 31], qui permet de traiter les problèmes dépendant explici-
tement du temps. Partant d'un PMDM (X t )t�0 , nous allons ainsi dé�nir un nouveau
processus( fX t )t�0 dit augmenté du temps, dé�ni sur un nouvel espace d'états a�n
d'inclure le temps dans la variable d'état. En e�et, les paramètres du problème qu'on
considère (comme les fonctions de coût d'un problème de contrôle) peuvent dépendre
du temps. Il sera alors utile d'e�ectuer cette transformation car la dépendance en
temps des paramètres deviendra alors implicite (le temps sera en e�et inclus dans
la trajectoire du processus). C'est le cas par exemple lorsque l'on s'intéresse à des
problèmes à horizon de temps déterministe, comme à la section 3.3. Nous verrons un
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autre exemple2 de l'utilité d'introduire le processus augmenté du temps à la section
3.2. Nous dé�nissons le processusaugmenté du tempsde la manière suivante.

Dé�nition 1.1.2 On introduit le nouvel espace d'état

eE = E � R+

muni de la norme dé�nie par : pour tous� = ( x; t), � 0 = ( x0; t0) 2 eE,

j� � � 0j = jx � x0j + jt � t0j (1.1.7)

où la norme sur E est donnée par(1.1.5). Sur cet espace d'états, on dé�nit un
nouveau processus ditaugmenté du temps

fX t = ( X t ; t):

Le processus( fX t )t�0 est encore un PMDM dont les caractéristiques locales, notées
( e�; e�; eQ), sont données pour tout� = ( x; t) 2 eE par

8
>><

>>:

e�(� ) = �(x);
e�

�
�; s

�
=

�
�(x; s); t + s

�
pour s � t � (x),

eQ
�
�; A � ftg

�
= Q

�
x; A

�
pour tout A 2 B(E ),

avec pour tout � = ( x; t) 2 eE,

et � (� ) = inf fs > 0 tel que e�(�; s) 2 @eEg = t � (x):

Nous utiliserons cette dé�nition dans les sections 3.2 et 3.3 pour étudier des pro-
blèmes dont les paramètres dépendent explicitement du temps.

Par ailleurs, il peut arriver que les caractéristiques du PMDM (le taux de saut�,
le noyau de transitionQ et la fonction b de l'équation di�érentielle ordinaire (1.1.1)
dé�nissant le �ot �) dépendent explicitement du temps et non pas seulement de
la variable d'état (voir par exemple le modèle présenté à la section 1.2.4). Dans
[Davis, 1993, section 31], l'auteur explique comment est alors modi�ée la dé�nition
du processus augmenté du temps ci-dessus. Les caractéristiques du nouveau PMDM
ne dépendent alors plus que de la variable d'état (la dépendance en temps est im-
plicite puisque le temps fait désormais partie de la variable d'état). Grâce à cette
transformation, il n'est pas restrictif de considérer seulement des PMDM dont les
caractéristiques ne dépendent pas du temps ainsi que nous l'avons fait dans la sec-
tion 1.1.2. En e�et, comme l'écrit Davis, le cas des PMDM dont les caractéristiques
dépendent explicitement du temps peut, de façon paradoxale, être vu comme un cas
particulier des PMDM dont les caractéristiques ne dépendent pas du temps.

Ceci conclut notre présentation des Processus Markoviens Déterministes par
Morceaux et nous décrivons maintenant quelques exemples.

2. Il s'agira d'approcher l'espérance d'une fonctionnelle qui dépend de la trajectoire d'un PMDM
mais également du temps.



1.2. EXEMPLES DE PMDM ET APPLICATIONS 23

1.2 Exemples de PMDM et applications

Les PMDM sont présents dans de nombreux domaines applicatifs. Ces domaines
sont aussi divers que la modélisation de processus de dégradation3, la �abilité et la
sûreté de fonctionnement4, la génétique5, les neurosciences6, les réseaux de télécom
et internet 7, la �nance 8 et l'assurance9. On trouvera également plusieurs exemples
de modèles utilisant les PMDM dans [Davis, 1993, section 21]. En�n, nous citons
l'article [Davis et al., 1987] qui traite du �capacity expansion problem� et qui consti-
tue l'application historique des PMDM.

Nous décrivons maintenant les cinq exemples que nous étudierons dans la thèse.
Les deux premiers sont académiques, les trois suivants correspondent à des applica-
tions réelles issues de l'industrie ou de l'assurance.

1.2.1 Processus de Poisson

Nos premiers exemples seront les très classiques processus de Poisson et proces-
sus de Poisson composé. En e�et, ils font partie de la famille des PMDM.

Processus de Poisson simple

Soit (Sn )n2N � une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées de loi exponentielle de paramètre�. Pour tout n 2 N, on poseTn =
S1 + : : : + Sn et pour tout t 2 R+ , on pose

N t =
+1X

n=1

1fT n �tg :

Le processus(N t )t�0 est appeléprocessus de Poisson de paramètre�. C'est un
PMDM d'espace d'étatE = R+ , d'intensité constante�, de �ot constant �(x; t) = x
pour tout (x; t) 2 (R+ )2 et dont le noyau de transition véri�e Q(x; fx + 1g) = 1
pour tout x 2 R+ .

Processus de Poisson composé

Soit (� n )n2N � une suite de variables aléatoires à valeurs dansRd indépendantes
identiquement distribuées de loi�. On appelle processus de Poisson composé de
paramètres� et �, le processus(N �

t )t�0 dé�ni par

N �
t =

+1X

n=1

� n1fT n �tg :

3. [Chiquet et al., 2009]
4. [Gonzalez, 2010, de Saporta et al., 2010, Cocozza-Thivent et al., 2006, Eymard et al., 2008]
5. [Zeiser et al., 2010]
6. [Pakdaman et al., 2010]
7. [Graham and Robert, 2009, Graham and Robert, 2010, Busic et al., 2012]
8. [Jacobsen, 2006, chapitre 10]
9. [Dassios and Embrechts, 1989, Embrechts and Schmidli, 1994]
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Le processus(N �
t )t�0 est également un PMDM. Par rapport au précédent, la seule

caractéristique qui change est le noyau de transition qui est alors donné, pour tout
x 2 Rd, par Q(x; �) = �(x + �). Dans cet exemple, comme dans le précédent, on peut
remarquer que le processus ne rencontrera jamais de frontière de l'espace d'état, on
a donc pour tout x 2 R+ , t � (x) = + 1.

Processus de Poisson avec �ot

On dé�nit maintenant Yt = t + N t . Le processus(Yt )t�0 est également un PMDM
d'espace d'étatE = R+ dont les caractéristiques sont comme suit.

� Le taux de saut est constant : pour toutx 2 E, �(x) = �. Ainsi les durées
inter-sauts Sk suivent des lois exponentielles de paramètre� indépendantes.

� Le �ot est dé�ni sur (R+ )2 par �(x; t) = x + t , il n'y a pas de frontière et on
a pour tout x 2 R+ , t � (x) = + 1.

� En�n, les positions après les sauts sont données parQ(x; fx + 1g) = 1 pour
tout x 2 E.

La �gure 1.2 représente un exemple de trajectoire. Cette exemple sera étudié
dans la section 6.1, on s'intéressera en particulier au temps de sortie de l'intervalle
[0; 10].
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Figure 1.2 � Une trajectoire du processus(Yt )t�0 (avec� = 1) représentée jusqu'au
10ème temps de saut.

1.2.2 Un exemple académique

On présente maintenant un nouvel exemple académique similaire à celui étudié
dans [de Saporta et al., 2010]. Soit l'espace d'étatE = [0; 1[.

� Pour x 2 E et t � 0, le �ot est dé�ni par �(x; t) = x + vt. Ainsi, t � (x) =
(1 � x)=v est partout �ni, et même borné par1=v.
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� Le taux de saut est donné par�(x) = ax pour un a > 0.
� Le noyau de transitionQ(x; �) correspond à une distribution uniforme sur un

ensemble �ni E0 � E .
Ainsi, le processus évolue linéairement à vitessev vers 1 et, plus il est proche de

1, plus il est susceptible de sauter vers un point deE0. La �gure 1.3 représente un
exemple de trajectoire. Dans la section 9.3, on s'intéressera à un problème d'arrêt
optimal partiellement observé pour cet exemple.
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Figure 1.3 � Une trajectoire du processus représentée jusqu'au9ème temps de saut
avec a = 3, v = 1 et E0 = f0; 1

4 ; 1
2g. Les lignes pointillées représentent les valeurs

vers lesquelles il est possible de sauter.

1.2.3 Un modèle d'atelier de maintenance

Ce modèle d'atelier de maintenance est adapté de [Davis, 1993, section 21.15].

Dans une usine, une machine peut tomber en panne avec un taux�(� ) dépendant
de son �âge� � . Elle est alors envoyée à l'atelier pour réparation. Par ailleurs, la
direction de l'usine a décidé que, lorsque la machine a fonctionné toute une année
sans panne, elle est également envoyée à l'atelier pour maintenance. On suppose que
la réparation et la maintenance ont toujours la même durée de 7 jours et on suppose
également qu'à l'issue de cette période, la machine est totalement réparée, sans trace
d'usure. On considère donc trois modes :

� la machine fonctionne (m = 1),
� la machine est en réparation (m = 2),
� la machine est en maintenance (m= 3).
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L'état de cette machine est modélisée par un PMDM noté(X t )t�0 = ( mt ; � t ; t)t�0 où
� t est le temps depuis le dernier changement de mode (ce paramètre est nécessaire
puisque le taux de panne� dépend de l'�âge� de la machine).

Remarque 1.2.1 Ce PMDM correspond au processus �augmenté du temps� tel que
décrit dans la section 1.1.5. En e�et, pour décrire le modèle, on aurait pu se conten-
ter du PMDM (m t ; � t )t�0 c'est-à-dire ne contenant pas explicitement la variablet.
Nous verrons à la section 3.4.1 pourquoi il est intéressant d'inclure le temps dans le
processus.

L'espace des modes estM = f1; 2; 3g et l'espace d'état est

E =
�
f1g � [0; 365]� R+

�
[

�
f2g � [0; 7]� R+

�
[

�
f3g � [0; 7]� R+

�
:

Dans chaque mode, le �ot est� m

�
(�; t ); u

�
= (� + u; t + u). Le temps de sortie

déterministe t � est donc donné par

t � (1; �; t ) = 365 � �;

t � (m; �; t ) = 7 � � pour m 2 f 2; 3g.

Décrivons maintenant les sauts du processus. Dans le mode 1, le processus saute
vers le mode 2 au taux�(� ) si � < 365 et un saut est forcé vers le mode 3 lorsque
� = 365. On a ainsi :

Q
�
(1; �; t ); f(2; 0; t)g

�
= 1 si � < 365;

Q
�
(1; �; t ); f(3; 0; t)g

�
= 1 si � = 365:

Dans les modes 2 et 3, les sauts sont nécessairement déterministes i.e.� = 0 et ne
se produisent que lorsque� = 7. On a donc

Q
�
(2; 7; t); f(1; 0; t)g

�
= Q

�
(3; 7; t); f(1; 0; t)g

�
= 1:

La �gure 1.4 représente un exemple de trajectoire du processus.

On suppose que l'opérateur peut agir sur le fonctionnement de la machine en
choisissant la valeur d'un paramètrex 2 [0; 1]. Par exemple,x peut représenter
une charge ou une cadence imposée à la machine. Les coûts ou pro�ts relatifs à la
machine sont alors comme suit :

- mode 1 : la machine produit des biens dont la valeur journalière estr (x),

- mode 2 : en réparation, elle engendre un coût journalierp(x),

- mode 3 : en maintenance, le coût estq(x) avec raisonnablementp(x) > q(x).

Notre but est de trouver la valeur du paramètrex qui maximise l'espérance du
béné�ce total B (x) i.e. la valeur actualisée (le taux d'intérêt sera noté�) de la
production à laquelle on retranche les coûts liés à la maintenance et à la réparation
sur une périodet f = 5 années :

Bmax = sup
x2[0;1]

B(x)
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Figure 1.4 � Un exemple de trajectoire du modèle d'atelier de maintenance. Le
processus part du pointZ0 dont le mode estm = 1 (machine en fonctionnement).
La machine peut être envoyée à l'atelier pour réparation (m = 2) ou maintenance
(m = 3).

où

B(x) = E (1;0;0)

� Z t f

0
e��t

�
r (x)1 fm t =1g � p(x)1 fm t =2g � q(x)1 fm t =3g

�
dt

�

:

On étudiera cet exemple dans la section 3.4.1. Remarquons simplement queB(x)
peut être approché par des simulations de Monte Carlo mais qu'il serait laborieux
de résoudre le problème d'optimisation par cette méthode. En e�et, il faudrait ef-
fectuer une nouvelle série de simulations pour chaque valeur dex. Notre méthode
s'a�ranchira de cet obstacle.

1.2.4 Une assurance garantie de revenus

Ce modèle d'assurance est adapté de [Davis, 1993, section 21.12].

Une compagnie d'assurance propose une assurance �garantie de revenus� en cas
d'arrêt maladie prolongé qui fonctionne de la manière suivante. Lorsqu'un arrêt
maladie se prolonge au-delà d'une duréep (en années), l'assuré reçoit de la part de
la compagnie une indemnité déterminée à l'avance jusqu'à la reprise d'activité, la
date de �n de contrat t f ou le décès de l'assuré. Ainsi, du point de vue de l'assureur,
il existe quatre situations :

� l'assuré est en bonne santé (m = 1),
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� l'assuré est en arrêt maladie (durée inférieure àp) et ne perçoit pas encore
d'indemnité de la part de la compagnie (m= 2),

� l'assuré est en arrêt maladie (durée supérieure àp) et perçoit des indemnités
(m = 3),

� l'assuré est décédé (m= 4).

Dans cet exemple, nous allons voir que le taux de saut dépend du temps depuis la
dernière transition (changement de mode) mais également du temps courant (temps
depuis le début du contrat). Comme indiqué dans la section 1.1.5, nous allons donc
inclure le temps dans la variable d'état, c'est-à-dire considérer un processus aug-
menté du temps, a�n d'obtenir un PMDM qui entre dans le cadre de la dé�nition
que nous avons �xée dans la section 1.1.2.

La situation d'un assuré est modélisée par un PMDM (augmenté du temps) noté
(X t )t�0 = (m t ; � t ; t)t�0 où � t est le temps depuis le dernier changement de mode.
L'espace d'état est

E =
�
f1g � (R+ )2

�
[

�
f2g � [0;p] � R+

�
[

�
f3g � (R+ )2

�
[

�
f4g � (R+ )2

�
:

Dans chaque mode, le �ot est� m

�
(�; t ); u

�
= ( � + u; t + u). Ainsi, le temps de sortie

déterministe t � est donné par

t � (2; �; t ) = p � �;

t � (m; �; t ) = + 1 si m 2 f 1;3;4g:

Remarquons qu'on est ici dans une situation mixte où un mode possède une frontière
tandis que les autres n'en ont pas.

Les transitions entre les états �bonne santé� (B), �malade� (M) et �décédé� (D)
se font à des taux� BM (�; t ), � MB (�; t ), � BD (�; t ) et � MD (�; t ) où � représente le
temps depuis le dernier changement d'état (ce qui permet de prendre en compte la
durée de la maladie par exemple) ett le temps depuis le début du contrat (ce qui
permet de prendre en compte l'âge de l'assuré) comme indiqué sur la �gure 1.5.

Remarque 1.2.2 Comme dans l'exemple précédent, le PMDM que nous décrivons
dans ce modèle d'assurance est augmenté du temps. Cependant, c'est ici une nécessité
car le taux de saut est susceptible de dépendre du temps.

Ainsi, dans le mode 1, le taux de saut est� BM + � BD et lorsqu'un saut se produit,
on peut sauter du point(1; �; t ) vers (2; 0; t) ou vers(4; 0; t) avec les probabilités

Q
�
(1; �; t ); f(2; 0; t)g

�
= 1 � Q

�
(1; �; t ); f(4; 0; t)g

�
=

� BM (�; t )
� BM (�; t ) + � BD (�; t )

:

Dans le mode 2, le taux de saut est� MB + � MD , on peut sauter vers les modes 1 ou
4. Cependant, lorsque la durée de l'arrêt maladie excèdep, on passe immédiatement
dans le mode 3. En d'autres termes, un saut est forcé depuis tout point(2; p; t)
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Figure 1.5 � Transitions entre les états dans le modèle d'assurance �garantie de
revenus�.

vers le point (3; 0; t). Le mode 2 est le seul mode où peuvent se produire des sauts
déterministes, c'est le seul mode dans lequelt � soit �ni. On a donc si � < p,

Q
�
(2; �; t ); f(1; 0; t)g

�
= 1 � Q

�
(2; �; t ); f(4; 0; t)g

�
=

� MB (�; t )
� MB (�; t ) + � MD (�; t )

;

et si � = p,
Q

�
(2; p; t); f(3; 0; t)g

�
= 1:

Dans le mode 3, le taux de saut est� MB + � MD et on peut sauter du point
(3; �; t ) vers (1; 0; t) ou vers (4; 0; t) avec les mêmes probabilités que dans le mode
précédent :

Q
�
(3; �; t ); f(1; 0; t)g

�
= 1 � Q

�
(3; �; t ); f(4; 0; t)g

�
=

� MB (�; t )
� MB (�; t ) + � MD (�; t )

:

Le mode 4 est un mode cimetière, le taux de saut y est nul et le processus ne
peut en sortir.

La �gure 1.6 représente un exemple de trajectoire du processus.
Dans la section 3.4.3, on cherchera à déterminer le prix d'une telle assurance

qui est donné par la valeur actualisée (le taux d'intérêt sera noté�) des versements
futurs :

E (1;0;0)

� Z t f

0
e��t 1fm t =3g dt

�

:

Cette quantité correspond au coût total de l'assurance d'un euro par an de garantie
de revenus.
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Figure 1.6 � Un exemple de trajectoire du modèle d'assurance.

1.2.5 Un modèle de corrosion fourni par Astrium

Cet exemple de modèle de corrosion nous a été fourni par Astrium.

Figure 1.7 � Mis en service en septembre 2010,Le Terrible est le quatrième sous-
marin nucléaire lanceur d'engins nouvelle génération de la marine française.

On considère une structure en aluminium susceptible d'être corrodée. La struc-
ture métallique fait partie d'un missile balistique stratégique pouvant être stocké
dans un sous-marin nucléaire. Ce missile séjourne successivement dans trois envi-
ronnements qui sont plus ou moins corrosifs. La durée de stockage peut être assez
longue et les exigences de sécurité sont très fortes. Les contraintes mécaniques exer-
cées sur la structure dépendent de son épaisseur. Une perte d'épaisseur augmentera
ainsi le risque de rupture. On considère qu'au-delà de 0.2 mm de perte d'épais-
seur, la structure est inutilisable et doit être remplacée. Il est alors crucial d'étudier
l'évolution de la perte d'épaisseur de la structure au cours du temps.
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Décrivons maintenant plus en détail le modèle. Le missile est stocké dans trois
environnements successivement :

� l'atelier (noté m = 1),
� le sous-marin en opération en mer (m= 2),
� le sous-marin en cale sèche (m= 3).

Ensuite, il retourne à l'atelier et ainsi de suite. Le missile reste dans chaque environ-
nement pendant une durée aléatoire qui suit une loi exponentielle dont le paramètre
� m dépend de l'environnement. La loi de dégradation qui gouverne la perte d'épais-
seur dépend alors de l'environnement à travers deux paramètres : une période de
transition déterministe � m et un taux de corrosion aléatoire� uniformément distri-
bué sur un intervalle donné, dépendant de l'ambiance. Typiquement, l'atelier et la
cale sèche sont les environnements les plus corrosifs mais le temps passé en opé-
ration en mer est plus important. L'aléa sur le taux de corrosion rend compte des
petites variations et des incertitudes sur le caractère plus ou moins corrosif de chaque
environnement.

Dans chaque environnementm 2 f1; 2; 3g, l'évolution au cours du temps de la
perte d'épaisseurdm satisfait :

dm (�; s) = �
�
s + � m

�
e� s

2� m � 1
��

: (1.2.1)

Le tableau 1.1 indique les valeurs des di�érents paramètres.

environnement 1 environnement 2 environnement 3
� m (h�1 ) (17520)�1 (131400)�1 (8760)�1

� m (h) 30000 200000 40000
� (mm.h�1 ) [10�6 ; 10�5 ] [10�7 ; 10�6 ] [10�6 ; 10�5 ]

Table 1.1 � Valeurs des paramètres du modèle de corrosion.

Initialement, la structure se trouve dans l'environnementm = 1 et la perte
d'épaisseur est nulle. On tire alors la taux de corrosion� 0 selon une distribution
uniforme sur l'intervalle [10�6 ; 10�5 ] et la date du premier changement d'environ-
nement T1 qui suit une loi exponentielle de paramètre� 1 = (17520)�1 heures�1 .
La corrosion débute selon l'équation (1.2.1), ainsi, pour tout0 � t � T1, la perte
d'épaisseur estd1(� 0; t). La structure passe alors dans l'environnementm = 2 et le
processus évolue de manière similaire : on tire un nouveau taux de corrosion� T1 se-
lon une distribution uniforme sur [10�7 ; 10�6 ], la date du second sautT2 est tirée de
façon queT2 � T1 suit une loi exponentielle de paramètre� 2 = (131400)�1 heures�1

et pour T1 � t � T2, la perte d'épaisseur estd1(� 0; T1) + d2(� T1 ; t � T1) et ainsi de
suite. A chaque changement d'ambiance, un nouveau taux de corrosion� est tiré
selon une loi uniforme sur l'intervalle correspondant.

La perte d'épaisseur, quant à elle, évolue continûment. La �gure 1.8 représente un
exemple de trajectoire de la perte d'épaisseur, les ruptures de pente correspondent
aux instants de saut.
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Figure 1.8 � Exemple de trajectoire de l'évolution de la perte d'épaisseur (en milli-
mètres) au cours du temps (en heures). Au-delà de 0.2 mm, la structure est réputée
inutilisable.

Modélisation par PMDM

L'espace d'état E. La perte d'épaisseur est modélisée par un PMDM dont les
modes sont les di�érents environnements. Soit doncM = f1; 2;3g. Le PMDM
(X t )t�0 contiendra les composantes suivantes : le modem 2 M , la perte d'épaisseur
d, le temps depuis le dernier sauts (a�n que le processus soit bien markovien), le
taux de corrosion� (ce paramètre aléatoire change après chaque saut) et le tempst
(si on considère le processus augmenté du temps10). Remarquons qu'on a toujours
s � t, on considère ainsi l'espace d'états suivant :

E =
n
(m; d; s; �; t ) 2 M � R+ � R+ � [10�7 ; 10�5 ] � R+ tel que s � t

o
:

10. Les caractéristiques du processus ne dépendent pas explicitement du temps, l'inclusion du
temps dans l'espace d'état n'est donc pas une nécessité. Nous allons étudier ce modèle de corrosion
à deux reprises, concernant deux problèmes di�érents. Dans la section 6.2, on pourra e�ectivement
se passer de la variablet. Dans la section 3.4.2 cependant, on verra qu'elle sera nécessaire.
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Le �ot �. Le �ot est donné pour tout u � 0 par

�(

0

B
B
B
B
B
B
@

m
d
s
�
t

1

C
C
C
C
C
C
A

; u) =

0

B
B
B
B
B
B
@

m
d + dm (�; s + u) � dm (�; s)

s + u
�

t + u

1

C
C
C
C
C
C
A

où on rappelle quedm représente la perte d'épaisseur dans le modem et est donnée
par l'équation (1.2.1). Dans cette exemple, il n'y a pas de frontière de l'espace d'état
pouvant provoquer un saut déterministe, on a ainsi

8x 2 E; t � (x) = + 1:

Le noyau de transition Q. Etudions maintenant les sauts du processus. Lorsque
le processus saute depuis un pointx = ( m; d; s; �; t ) 2 E, m devient m + 1 modulo 3
(noté m + 1[3]), d et t restent inchangés,s devient 0. Seul� est choisi aléatoirement
selon une loi uniforme sur un intervalle[� min ; � max ] qui dépend du nouveau mode.
On a donc pourw 2 B(E ), x = ( m; d; s; �; t ) 2 E, et u � 0,

Qw
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d~�: (1.2.2)

On étudiera cet exemple dans les sections 3.4.2, où on estimera la perte d'épais-
seur moyenne dans l'environnement 2, et 6.2, où on s'intéressera aux moments et à
la loi du temps de dépassement du seuil critique de 0.2 mm de perte d'épaisseur.

Nous avons présenté un assez large éventail d'exemples qui sont représentatifs
de la diversité des situations que l'on peut rencontrer lorsqu'on étudie les PMDM.
Signalons par exemple que nous disposons d'un modèle dans lequel les caractéris-
tiques dépendent du temps (le taux de saut dans le modèle d'assurance). De plus,
nous observons que certains modes sont complètement déterministes (les modes 2 et
3 du modèle d'atelier, le mode 4 du modèle d'assurance) : le taux de saut y est nul
et le noyau de transition dégénéré. En�n, une des caractéristiques importantes des
PMDM est l'éventuelle présence de frontières de l'espace d'état qui engendrent des
sauts déterministes. Remarquons que, sur ce point, les exemples ci-dessus couvrent
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les di�érents cas possibles. Dans le modèle d'atelier de maintenance, il y a des fron-
tières dans tous les modes (t� est toujours �ni). Dans le modèle de corrosion, il n'y
a pas de frontière, les durées inter-sauts suivent alors des lois absolument continues
par rapport à la mesure de Lebesgue (lois exponentielles en l'occurence). Ceci cor-
respond à la situation dans laquellet � = + 1 dans tout l'espace d'état. Dans le
modèle d'assurance en�n, la situation est mixte, il y a une frontière dans le mode 2
(t � y est �ni) mais pas dans les autres modes (t� y est in�ni).

Ceci conclut notre présentation des PMDM. Nous nous tournons à présent vers
l'aspect numérique et discutons des approches spéci�ques au PMDM.

1.3 Méthodes numériques pour les PMDM

Dans la préface de [Davis, 1993], Davis note que �it is hard to deny that the
Stochastic Di�erential Equation model has received more than its fair share of at-
tention�. Il est vrai en e�et que la plupart des méthodes numériques développées pour
les processus markoviens le sont dans le cadre des processus de di�usions et sont en
général di�ciles à transposer au cas des PMDM. Donnons deux exemples représen-
tatifs. Il est souvent e�cace d'approcher un processus de di�usion par un processus
discrétisé en temps avec un pas uniforme (c'est par exemple le principe d'une ap-
proximation par schéma d'Euler). Cette approche ne convient pas aux PMDM. En
e�et, ceux-ci sont discontinus en des instants aléatoires. De plus, entre ces instants
de saut, le processus est parfaitement déterministe voire explicite dans certaines ap-
plications. Dans ces conditions, la discrétisation à pas de temps constant du PMDM
apparaît comme mal adaptée. Notre deuxième exemple concerne le générateur in-
�nitésimal du processus. Celui du PMDM, décrit dans [Davis, 1993, section 26],
contient un terme intégral qui dépend notamment de la géométrie du domaine et
qui n'a pas d'équivalent dans le cas des processus de di�usion. Ainsi, les techniques
numériques reposant sur la forme particulière du générateur in�nitésimal d'une dif-
fusion ne sont pas adaptables au cas des PMDM (voir partie III). En conclusion, il
apparaît nécessaire de développer des méthodes numériques spéci�ques aux PMDM.
Certains travaux existants vont déjà dans ce sens.

Dans [Cocozza-Thivent et al., 2006, Eymard et al., 2008], les auteurs s'intéres-
sent à la discrétisation des équations de Chapman-Kolmogorov. Ils obtiennent ainsi
une approximation pour l'espérance d'une fonctionnelle du PMDM en résolvant les
équations par des méthodes de volumes �nis. Malheureusement, leur méthode n'au-
torise pas de saut du processus à la frontière. Dans [Davis, 1993], Davis montre que
certaines espérances de fonctionnelles de PMDM (que nous étudierons dans la par-
tie II) satisfont un système d'équations integro-di�érentielles ouvrant ainsi la voie
à des techniques numériques, voie qui est empruntée par K. Gonzalez dans sa thèse
[Gonzalez, 2010]. Elle y développe en détail une méthode numérique basée sur la ré-
solution de ce système d'équations. Elle applique sa méthode à un exemple industriel
concret qui constitue un cas test souvent cité dans la littérature car représentatif de
l'industrie gazière et pétrolière.
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L'approche développée dans [de Saporta et al., 2010] pour résoudre numérique-
ment le problème d'arrêt optimal est complètement di�érente et exploite la struc-
ture spéci�que des PMDM. Les auteurs commencent par interpréter les équations
de programmation dynamique de [Gugerli, 1986] en fonction de la chaîne de Markov
(Zn ; Sn )n2N sous-jacente au PMDM. Ensuite, ils discrétisent cette chaîne de Markov
à l'aide d'une méthode nomméequanti�cation, que nous décrirons dans la section
suivante, en un processus à espace d'état �ni. Sous des hypothèses de continuité Lip-
schitz, ils obtiennent la convergence de l'approximation. C'est cette idée qui guidera
les méthodes numériques présentées dans cette thèse :

1. interpréter nos di�érents problèmes en fonction d'une chaîne de Markov à
temps discret, sous-jacente au PMDM,

2. approcher cette chaîne de Markov par quanti�cation.

L'utilisation de la chaîne de Markov sous-jacente(Zn ; Sn )n2N remplace en quelque
sorte l'étape de discrétisation à pas régulier dans le cas des équations di�érentielles
stochastiques dans le sens où elle permet de se ramener à l'étude d'une chaîne de
Markov à temps discret. Elle apparaît particulièrement bien adaptée dans le cas des
PMDM puisqu'elle n'induit aucune perte d'information. Nous avons en e�et déjà
remarqué que cette chaîne discrète contient tout l'aléa du processus continu. Dans
la section suivante, nous décrivons le principe de la méthode de quanti�cation.

1.4 Quanti�cation

Les méthodes de quanti�cation se sont développées au cours des vingt dernières
années dans le domaine des probabilités numériques en vue d'applications en �-
nance (voir par exemple [Pagès, 1998] qui a ouvert la voie à ce type de méthodes
mais également [Bally and Pagès, 2003, Bally et al., 2005, Pagès et al., 2004] et le
site www.quantize.maths-�.com). L'objectif de la quanti�cation est d'approcher �au
mieux� (dans un sens dé�ni plus bas) une variable aléatoire à espace d'état continu
par une variable aléatoire à espace d'état �ni c'est-à-dire de trouver une discrétisa-
tion �optimale� de l'espace d'état.

Plus précisément, la quanti�cation d'une variable aléatoireX consiste en la
recherche d'une grille �nie de l'espace d'état telle que la projectioncX de X sur
cette grille minimise une normeLp de l'erreur X � cX . Par exemple, une telle grille
aura plus de points dans les zones de forte densité. Ainsi qu'il est expliqué dans
[Pagès et al., 2004, section 3], sous certaines hypothèses de continuité Lipschitz, on
peut obtenir des bornes pour la vitesse de convergence de fonctionnelles de la variable
quanti�ée vers la variable originale, ce qui rend cette technique particulièrement
intéressante. Dans la suite de cette section, nous donnerons quelques détails supplé-
mentaires sur les méthodes de quanti�cation. Pour une présentation plus complète,
nous renvoyons à [Gray and Neuho�, 1998] ou [Pagès et al., 2004] par exemple.
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1.4.1 Quanti�cation d'une variable aléatoire

ConsidéronsX une variable aléatoire à valeurs dansRd telle que kX kp < 1
pour un certain p � 1 et �xons � un entier. La quanti�cation Lp-optimale de la
variable aléatoireX consiste en la recherche de la meilleure approximation, au sens
de la norme Lp, de X par un variable aléatoire cX prenant au plus � valeurs :
cX 2 f x1; : : : ; x� g. La procédure se décompose en deux étapes :

1. Trouver une grille �nie � � Rd avec� = fx 1; : : : ; x� g.

2. Poser cX = cX � avec cX � = proj � (X ) et où proj � est la projection au plus
proche voisin sur� pour la normep correspondante.

Figure 1.9 � Grille de quanti�cation de 200 points associée à une variable aléatoire
gaussienne centrée réduite en dimension 2.

La �gure 1.9 représente un exemple de grille de quanti�cation optimale pour une
variable aléatoire gaussienne centrée réduite en dimension 2. On observe une concen-
tration des points dans la zone centrale qui est de plus forte densité. Une telle grille,
adaptée à la loi deX , fournit une meilleure approximation qu'une discrétisation
régulière.

Les propriétés asymptotiques de la quanti�cation sont données par le théorème
de Zador (voir par exemple [Pagès et al., 2004]) :
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Théorème 1.4.1 Si E[jX jp+� ] < +1 pour un certain � > 0 alors on a

lim
� !1

� p=d min
j� j��

kX � cX � kp
p = Jp;d

� Z
jhj d=(d+p) (u)du

� 1+p=d

;

où la loi de X est PX (du) = h(u)� d(du) + � avec� ? � d, Jp;d une constante et� d

la mesure de Lebesgue surRd.

Remarquons queX doit avoir des moments jusqu'à l'ordrep + � pour assurer
la convergence ci-dessus. L'algorithme que nous utilisons pour obtenir la grille de
quanti�cation optimale est de type gradient stochastique, il s'agit de l'algorithme
Competitive Learning Vector Quantizationdécrit dans [Bally and Pagès, 2003, sec-
tion 3]. Du théorème ci-dessus, on retiendra principalement que

kX � cX � kp = O(� � 1
d )

où � est le nombre de points dans la grille de quanti�cation etd est la dimension
du vecteur aléatoireX . Dans les applications numériques, nous comparerons cette
vitesse de convergence théorique avec les vitesses empiriques que nous observerons
dans les sections 3.4.2, 3.4.3, 6.1 et 6.2.

1.4.2 Quanti�cation d'une chaîne de Markov

Il existe une procédure similaire pour la quanti�cation optimale d'une chaîne
de Markov (X k)1�k �N où N est un entier �xé nomméhorizon de calcul. Deux ap-
proches sont possibles. La première est appeléemarginal quantization. Elle consiste
en la quanti�cation à chaque tempsk de la variable aléatoireX k , les probabilités
de transition étant ensuite estimées par des simulations de Monte-Carlo. La se-
conde approche, nomméeMarkovian quantization permet de conserver la propriété
de Markov. Dans tous les cas, la chaîne obtenue n'est pas homogène. Ces deux mé-
thodes sont décrites en détails dans [Pagès et al., 2004, section 3]. Nous utiliserons
l'approche marginal quantization pour des raisons de simplicité et parce qu'il est
expliqué dans [Pagès et al., 2004, section 3] qu'elle semble donner de meilleurs ré-
sultats numériques.

L'algorithme de quanti�cation du processus aléatoire(X k)0�k �N fournit donc
pour chaque pas de temps0 � k � N une grille �nie � k de l'espace d'état deX k

ainsi que des matrices de transitions( bQk)0�k �N �1 de� k vers� k+1 . Soit p � 1 tel que
pour tout k � N , X k a des moments �nis au moins jusqu'à l'ordrep et soit proj � k

la projection au plus proche voisin sur� k . Le processus quanti�é( cX k)k�N prend des
valeurs pour chaquek dans la grille �nie � k et est dé�ni pour tout 0 � k � N par

cX k = proj � k (X k): (1.4.1)

En pratique, on e�ectuera le calcul des grilles de quanti�cation qui nécessite
simplement de savoir simuler le processus. Cette étape peut être assez longue en
terme de temps de calculs, surtout lorsque le nombre de points dans les grilles
est important. De plus, le temps de calcul des grilles est proportionnel à l'horizon
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de calcul N . Cependant, les grilles ne sont calculées qu'une fois pour toutes, elles
peuvent être stockées et réutilisées. En e�et, les grilles de quanti�cation ne dépendent
que de la dynamique du processus. On peut donc utiliser les mêmes grilles pour
di�érents schémas d'approximation portant sur le même processus. Par ailleurs, ces
schémas d'approximation sont en général peu coûteux en temps car le processus
quanti�é est à espace d'état �ni. Par exemple, un calcul d'espérance ou d'espérance
conditionnelle pour le processus quanti�é n'est rien de plus qu'une somme �nie.
Ainsi, toute la complexité du calcul réside dans le calcul des grilles de quanti�cation
qui peut s'e�ectuer de manière préliminaire. Il en résulte une grande �exibilité dans
l'utilisation des méthodes numériques basées sur la quanti�cation qui constitue un
avantage important par rapport à des méthodes de Monte-Carlo par exemple. Cette
�exibilité sera notamment illustrée à la section 3.4.1. Nous y résoudrons le problème
d'optimisation déjà décrit dans la section 1.2.3 pour lequel nous avons remarqué
qu'une résolution par simulations de Monte Carlo serait très laborieuse. Signalons
également que dans la partie III, dédiée à l'étude d'un temps de sortie, les mêmes
grilles nous permettront d'approcher à la fois la distribution et les moments de ce
temps de sortie.

1.5 Contribution de la thèse

L'objectif de cette thèse est de développer de nouvelles méthodes numériques
adaptées aux PMDM. Par �développement de méthodes numériques�, nous enten-
dons :

� développement de résultats théoriques spéci�ques nécessaires à la mise en place
d'un schéma d'approximation original,

� description précise du schéma numérique,
� preuve et analyse �ne de la convergence (vitesse de convergence),
� programmation e�ective de notre méthode dans le cadre d'exemples acadé-

miques et d'applications réelles (notamment le modèle fourni par Astrium),
� analyse des résultats numériques (comparaison avec la méthode de Monte

Carlo, étude empirique de la convergence).

Nous nous intéressons à trois problèmes que nous traitons respectivement dans
les trois prochaines parties. Ces trois problèmes sont : (i) l'approximation d'espé-
rance de fonctionnelles du PMDM, (ii) l'approximation de la loi et des moments d'un
temps de sortie et (iii) l'arrêt optimal partiellement observé. Dans chacun des cas,
notre approche numérique sera basée sur la quanti�cation d'une chaîne de Markov
à temps discret sous-jacente au PMDM.

Partie II. Tout d'abord, nous abordons la question de l'approximation de fonc-
tionnelles du PMDM (X t )t�0 de la forme suivante :

E

2

4
Z TN

0
l (X t )dt +

NX

j =1

c(XT �
j

)1 fX
T �

j
2@Eg

3

5
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où l et c représentent deux fonctions dites �de coût�. Nous avons déjà mentionné
une possible approche par résolution d'un système d'équations di�érentielles (voir
[Davis, 1993, section 32] et [Gonzalez, 2010]). Notre approche est très di�érente et
s'appuie sur l'exploitation de la structure à temps discret sous-jacente, conformément
aux idées développées dans [de Saporta et al., 2010]. Notre principale contribution
dans cette partie est alors l'extension de la méthode, d'une part à des fonctionnelles
dépendantes du temps,

E

2

4
Z TN

0
l (X t ; t)dt +

NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg

3

5 ;

et d'autre part, à des fonctionnelles à horizon de temps déterministet f 2 R�+ (plutôt
qu'à horizon de temps donné par un temps de saut),

E
� Z t f

0
l (X t ; t)dt +

X

Tj �t j

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg

�

:

Partie III. Dans la troisième partie, nous étudierons les temps de sortie du
PMDM. Nous développons des méthodes numériques pour approcher les moments
et la distribution d'un temps de sortie noté� , c'est-à-dire pourj 2 N et s 2 R, les
quantités

E
h
� j

i
et P(� > s):

A nouveau, nous utilisons la quanti�cation d'une chaîne de Markov à temps discret
sous-jacente au PMDM. Cependant, dans cette partie, en raison de la non-continuité
Lipschitz de certains opérateurs, la convergence du schéma n'est plus aussi directe.
Nous parvenons malgré tout à l'obtenir (ainsi qu'une vitesse dans le cas des mo-
ments) grâce à des arguments plus �ns concernant l'algorithme de quanti�cation.

Partie IV. En�n, le dernier problème que nous abordons est celui de l'arrêt opti-
mal partiellement observé. Pour ce faire, nous nous appuyons sur [Gugerli, 1986] et
[de Saporta et al., 2010] qui étudient respectivement l'arrêt optimal complètement
observé du point de vue théorique et numérique. Nous supposons que les temps de
sauts sont parfaitement observés mais que les positions après un saut sont observées
au travers d'un bruit. L'opérateur n'a donc pas accès au processus(X t )t�0 mais
seulement à un processus(Yt )t�0 appeléprocessus observé. L'information disponible
pour la prise de décision n'est donc pas la �ltration engendrée par le processus ori-
ginal (X t )t�0 mais seulement celle engendrée par(Yt )t�0 dite �ltration observée et
notée(FY

t )t�0 . On s'intéresse alors au problème d'arrêt optimal partiellement observé

sup
� �T N

E [g(X � )] ;

où g est une fonction dite �de coût� et � est un (FY
t )t�0 -temps d'arrêt i.e. un temps

d'arrêt par rapport à la �ltration observée.
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Pour étudier ce problème, nous introduisons, pour toutk 2 N, le �ltre � k corres-
pondant à la loi de la position après le sautZk conditionnellement à l'information
disponible au temps de sautTk i.e. FY

Tk
. Le �ltrage, dans le cas particulier des PMDM

n'ayant pas encore, à notre connaissance, été étudié, nous commençons par établir
une formule de récurrence satisfaite par la suite des �ltres. Nous donnons ensuite
l'équation de programmation dynamique du problème d'arrêt optimal. Finalement,
grâce à la quanti�cation du �ltre, nous décrivons des méthodes numériques pour
approcher la fonction de valeur du problème d'arrêt optimal partiellement observé
mais également pour construire un temps d'arrêt�-optimal.

Chacune de nos méthodes est illustrée par des exemples numériques. Par ailleurs,
concernant les hypothèses que nous formulerons par la suite, nous avons cherché à
les choisir de façon à ce qu'elles ne soient pas restrictives vis-à-vis des applications.
Certaines trouvent leur justi�cation dans l'ouvrage de M.H.A. Davis [Davis, 1993].
Les autres ont été mises à l'épreuve, d'une part, par des échanges avec les ingénieurs
d'Astrium (notamment Charles Elegbede) qui sont en mesure de nous renseigner
quant à leur caractère réaliste dans les applications réelles et d'autre part, au tra-
vers des di�érents exemples que nous avons présentés dans la section 1.2 et que nous
considérons comme représentatifs.
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Introduction

Dans cette partie, nous proposons une méthode numérique permettant d'appro-
cher des espérances de fonctionnelles d'un Processus Markovien Déterministe par
Morceaux. Notre méthode s'appuie sur la quanti�cation d'une chaîne de Markov à
temps discret sous-jacente au processus à temps continu. Nous prouvons la conver-
gence de notre approximation en précisant la vitesse de convergence. Trois exemples
viennent illustrer notre discussion.

Cette partie est adaptée de l'articleNumerical method for expectations of piecewise-
deterministic Markov processes[Brandejsky et al., 2012] paru dans la revue électro-
nique Communications in Applied Mathematics and Computational Science (CAM-
CoS)

Plus précisément, nous cherchons à approcher des espérances de la forme suivante
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0
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où (X t )t�0 est un PMDM, où l et c sont des fonctions à valeurs réelles, bornées et où
@Eest la frontière de l'espace d'étatE. De telles espérances interviennent en général
en tant que fonctions de �coût� ou de �récompense� au sein de problèmes d'optimi-
sation. On nomme le premier termecoût instantané et le secondcoût de saut à la
frontière. Dans le cadre de la théorie du contrôle, on parle parfois decoût d'inter-
vention pour désigner le deuxième terme. M.H.A. Davis montre, dans [Davis, 1993,
chapitre 3], que la forme ci-dessus est assez générale dans le sens où elle contient de
nombreuses fonctionnelles de natures apparemment di�érentes comme par exemple
l'espérance d'un temps de sortie, d'un temps de séjour ou encore pourt � 0 �xé,
la loi de X t (i.e. Ex [1F (X t )] où F est un ensemble mesurable). Dans le domaine de
la �abilité, on peut également s'intéresser à de telles espérances pour calculer par
exemple des probabilités d'évènements redoutés ou la valeur moyenne d'une durée
de service d'un composant.

Etonnamment, il existe assez peu de travaux dans la littérature consacrés au
calcul de telles espérances par d'autres moyens que des simulations de Monte-
Carlo. M.H.A. Davis a montré que ces espérances satisfont des équations integro-
di�érentielles. Cependant, ces systèmes d'équations aux dérivées partielles sont assez
inhabituels. Il s'agit en e�et d'équations de transport à vitesse non constante, cou-
plées par les conditions aux frontières et par un terme intégral faisant intervenir
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un noyau qui dépend du processus stochastique sous-jacent. La résolution numé-
rique de telles équations dépend fortement du problème considéré et de sa géomé-
trie car chacune d'entre elles doit être résolue sur un domaine di�érent. Malgré
tout, dans sa thèse, K. Gonzalez [Gonzalez, 2010] met en oeuvre cette méthode
dans un cas-test de la littérature a�n d'approcher des probabilités d'évènements re-
doutés. Une approche similaire à celle de Davis a été développée récemment dans
[Cocozza-Thivent et al., 2006, Eymard et al., 2008]. Elle est basée sur la discrétisa-
tion des équations de Chapman-Kolmogorov satisfaites par la loi de(X t )t�0 . Les
auteurs proposent alors une approximations des espérances grâce à des méthodes de
volumes �nis. Malheureusement, leur méthode n'autorise pas de saut à la frontière.
Notre approche, complètement di�érente, ne repose sur aucune équation di�éren-
tielle mais plutôt sur le fait qu'une telle espérance peut être obtenue en itérant un
opérateur intégral notéGA . Cet opérateur ne fait intervenir que la chaîne de Mar-
kov sous-jacente(Zn ; Sn )n2N et des espérances conditionnelles. Il est alors naturel de
suivre l'idée développée dans [de Saporta et al., 2010] et de proposer une méthode
numérique basée sur la quanti�cation de cette chaîne de Markov.

Dans cette partie, nous développons une méthode numérique pour calculer des
espérances de la forme ci-dessus lorsque les fonctions de coûtl et c satisfont des
conditions de continuité Lipschitz. Nous rappelons tout d'abord les résultats de
M.H.A. Davis selon lesquels l'espérance peut être obtenue en itérant un opérateur
noté GA . Ensuite, nous exprimons l'opérateurGA en fonction de la chaîne de Markov
sous-jacente(Zn ; Sn )n2N et la remplaçons par son approximation quanti�ée. De plus,
a�n de prouver la convergence de notre algorithme, nous remplaçons la fonction indi-
catrice 1fX

T �
j

2@Eg dans la fonctionnelle par une approximation lipschitzienne. Nous

obtenons alors des bornes pour la vitesse de convergence. Dans un deuxième temps,
et c'est notre principale contribution, nous traitons ensuite deux aspects importants
qui n'avaient pas été abordés dans [de Saporta et al., 2010].

Le premier aspect consiste à autoriserc et l à dépendre du temps, tout en restant
lipschitziennes, si bien que nous pouvons alors approcher des espérances de la forme

Ex

2

4
Z TN

0
l (X t ; t)dt +

NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg

3

5 :

Cette généralisation est importante du point de vue des applications. Par exemple,
elle autorise des fonctions de coûtactualiséescommel(x; t) = e��t l (x) et c(x; t) =
e��t c(x) où � représente un taux d'intérêt. Pour calculer l'espérance ci-dessus, notre
stratégie consiste à considérer, ainsi que le suggère M.H.A. Davis, le processus aug-
menté du temps fX t = ( X t ; t) que nous avons décrit à la section 1.1.5. Il est alors
naturel, pour aborder le problème dépendant du temps, d'appliquer notre précédent
schéma numérique au processus augmenté du temps( fX t )t�0 . Cependant, il n'est pas
du tout évident que les hypothèses nécessaires à notre méthode numérique seront
encore valides pour ce nouveau PMDM( fX t )t�0 .

La seconde importante généralisation est celle du cas d'un horizon de temps
déterministe. En e�et, il semble crucial du point de vue des applications de pouvoir
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approcher des espérances de la forme

Ex

� Z t f

0
l (X t ; t)dt +

X

Tj �t j

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg

�

;

pour un t f > 0 �xé indépendamment du nombre de sauts qui se produiront avant
cette date déterministe. Pour calculer cette quantité, nous commençons pas choisir
un nombre N 2 N tel que P (TN < t f ) soit proche de zéro si bien que l'espérance
précédente est approchée par

Ex

2

4
Z TN

0
l (X t ; t)1 ft�t f gdt +

NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg1fT j �t f g

3

5 :

A première vue, cette fonctionnelle est de la forme précédente. Cependant, souvenons-
nous que nous avions eu recours à des hypothèses de continuité Lipschitz des fonc-
tions de coût. Une application directe des résultats précédents est alors rendue im-
possible par les fonctions indicatrices1f��t f g. Nous traitons ces fonctions indicatrices
de deux manières. D'une part, nous prouvons que l'hypothèse de régularité sur le
coût instantané peut être relâchée et que notre algorithme converge en dépit de la
discontinuité. D'autre part, ce raisonnement ne pouvant s'appliquer au terme de
saut, nous bornons la deuxième fonction indicatrice entre deux approximations lip-
schitziennes. Ceci fournit des bornes pour l'espérance de la fonctionnelle à horizon
déterministe.

Un avantage important de notre méthode réside dans sa �exibilité. En e�et, ainsi
qu'il est noté dans [Bally and Pagès, 2003], une méthode basée sur la quanti�cation
est �obstacle free� ce qui signi�e, dans notre cas, qu'elle fournit, une fois pour toute,
une discrétisation du processus indépendamment des fonctions de coûtl et c puisque
les grilles de quanti�cation ne dépendent que de la dynamique du processus. Elles
ne sont calculées qu'une fois, peuvent être stockées et servir plusieurs �ns. Une fois
qu'elles ont été obtenues, nous pouvons aisément et rapidement approcher une autre
espérance. Cette �exibilité est un avantage important par rapport à une méthode de
Monte-Carlo standard où nous aurions à refaire le calcul intégralement pour chaque
espérance. Nous illustrons cet argument dans la section 3.4 où nous résolvons aisé-
ment un problème d'optimisation dont la résolution par la méthode de Monte-Carlo
aurait été laborieuse.

Le plan de cette partie est le suivant. Dans le chapitre 2, après avoir introduit des
dé�nitions et énoncé nos hypothèses (section 2.1), nous introduisons la méthode de
calcul récursif de l'espérance (section 2.2). Nous développons ensuite (section 2.4) le
schéma d'approximation numérique dont nous prouvons la convergence et bornons
la vitesse de convergence. Notre principale contribution se trouve dans le chapitre 3
dans lequel nous étudions le processus augmenté du temps (section 3.1) pour ensuite
présenter les généralisations aux cas de fonctions de coût dépendantes du temps
(section 3.2) et de l'horizon de temps déterministe (section 3.3). En�n, nos résultats
sont illustrés par trois exemples dans la section 3.4.
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Chapitre 2

Approximation d'espérances de
fonctionnelles d'un PMDM

Dans ce chapitre, nous commençons par dé�nir le cadre de notre étude en intro-
duisant nos hypothèses. Nous rappelons ensuite que l'espérance qui nous intéresse
peut être obtenue de façon récursive par itération d'un opérateurGA (formulation
due à [Davis, 1993]). En�n, nous décrivons notre schéma d'approximation dont nous
prouvons la convergence à l'aide de la continuité Lipschitz de l'opérateurGA que
nous établissons également.

2.1 Dé�nitions et hypothèses

Pour la dé�nition des PMDM, ainsi que pour certaines notations, on renvoie à la
section 1.1. Nous introduisons maintenant les dé�nitions et hypothèses spéci�ques
à ce chapitre. Nous avons déjà annoncé que l'hypothèse de continuité Lipschitz des
fonctions de coût jouera un rôle crucial dans la preuve de convergence de notre
schéma numérique. Nous introduisons donc des espaces de fonctions qui seront dites
lipschitziennes le long du �ot.

Dé�nition 2.1.1 On note L c(E ) l'ensemble des fonctionsw 2 B(E ) qui sont lip-
schitziennes le long du �ot i.e. les fonctions à valeurs réelles, bornées, mesurables,
dé�nies sur E et qui satisfont les conditions suivantes :

� Pour tout x 2 E, w(�(x; �)) : [0; t � (x)[ ! R est continue,lim t!t � (x) w(�(x; t))
existe et est notéew

�
�(x; t � (x))

�
,

� il existe [w]E1 2 R+ tel que pour tousx; y 2 E et t 2 [0; t � (x) ^ t � (y)], on ait :

jw(�(x; t)) � w(�(y; t))j � [w]E1 jx � yj;

� il existe [w]E2 2 R+ tel que pour tousx 2 E et t; u 2 [0; t � (x)], on ait :

jw(�(x; t)) � w(�(x; u))j � [w]E2 jt � uj;

� il existe [w]E� 2 R+ tel que pour tousx; y 2 E, on ait :

jw(�(x; t � (x))) � w(�(y; t � (y)))j � [w]E� jx � yj:
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On note aussiL c(@E) l'ensemble des fonctions à valeurs réelles, bornées, mesurables,
dé�nies sur @Equi satisfont la condition suivante :

� il existe [w]@E
� 2 R+ tel que pour tousx; y 2 E, on ait

jw(�(x; t � (x))) � w(�(y; t � (y)))j � [w]@E
� jx � yj:

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté, on notera[w]i au lieu de [w]Ei pour i 2
f1; 2; �g et [w]� au lieu de[w]@E

� .

Dans la dé�nition ci-dessus, nous avons utilisé le �ot généralisé dé�ni par l'équa-
tion (1.1.4). Par exemple, la dé�nition de[w]1 est équivalente à la suivante : pour
tout m 2 M , il existe [wm ]1 2 R+ tel que pour tous�; � 0 2 Em et t 2 [0; t � (m; � ) ^
t � (m; � 0)], on ait :

jwm (� m (�; t )) � wm (� m (� 0; t))j � [wm ]1j� � � 0j:

On pose alors[w]1 = max m2M [wm ]1.

Dans le chapitre 3, lorsque nous nous tournerons vers des espérances de fonction-
nelles dépendant du temps, nous aurons besoin d'une notion de continuité Lipschitz
le long du �ot plus faible que la précédente. Ainsi, au lieu d'être globalement lipschit-
ziennes le long du �ot jusqu'ent � , les fonctions de l'espaceL c

u(E ), dé�ni ci-après, ne
sont que localement lipschitzienne le long du �ot au sens où elle ne sont lipschitzienne
que jusqu'enu ^ t � .

Dé�nition 2.1.2 Pour tout u � 0, on note L c
u(E ) l'ensemble des fonctionsw 2

B(E ) lipschitziennes le long du �ot jusqu'à l'instantu i.e. les fonctions à valeurs
réelles, bornées, mesurables, dé�nies surE et qui satisfont les conditions suivantes :

� Pour tout x 2 E, w(�(x; �)) : [0; t � (x) ^ u[! R est continue et sit � (x) � u,
alors lim t!t � (x) w(�(x; t)) existe et est notéew

�
�(x; t � (x))

�
,

� il existe [w]E;u
1 2 R+ tel que pour tousx; y 2 E et t 2 [0; t � (x) ^ t � (y) ^ u], on

ait :
jw(�(x; t)) � w(�(y; t))j � [w]E;u

1 jx � yj;

� il existe [w]E;u
2 2 R+ tel que pour tousx 2 E et t; t 0 2 [0; t � (x) ^ u], on ait :

jw(�(x; t)) � w(�(x; t 0))j � [w]E;u
2 jt � t0j;

� il existe [w]E;u
� 2 R+ tel que pour tousx; y 2 E, si t � (x) � u et t � (y) � u, on

ait :
jw(�(x; t � (x))) � w(�(y; t � (y)))j � [w]E;u

� jx � yj:

Remarquons que pour tout0 � u � u0, on a L c
u0

(E ) � L c
u(E ) avec [w]E;u

i �
[w]E;u 0

i où i 2 f 1;2; �g. De plus, pour tout u � 0, L c(E ) � L c
u(E ) avec[w]E;u

i � [w]Ei
où i 2 f 1;2; �g. Par ailleurs, la continuité Lipschitz (locale ou non) le long du �ot est
une notion plus forte que la continuité Lipschitz usuelle. En e�et, soitw une fonction
localement lipschitzienne le long du �ot jusqu'à l'instantu � 0 i.e. w 2 L c

u(E ), pour
tous x, y 2 E, on a

jw(x) � w(y)j = jw(�(x; 0)) � w(�(y; 0))j � [w]E;u
1 jx � yj:
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En résumé, on a les implications suivantes :

w lipschitzienne le long du �ot

+

w localement lipschitzienne le long du �ot

+

w lipschitzienne

Les implications réciproques sont, en général, fausses. En e�et, dans l'exemple
suivant, w est lipschitzienne au sens classique mais pas le long du �ot (ni même
localement).

Exemple Pour exhiber un contre-exemple, on souhaite ici considérer un �ot de la
forme (x; t) ! x +

p
t a�n d'exploiter la non continuité Lipschitz en t = 0 mais,

cette fonction ne véri�e pas la propriété de semi-groupe. On a alors recours à une
seconde variable d'états qui indique le temps depuis lequel le processus parcourt
e�ectivement le �ot sans sauter. On pose doncE = [0; 1] � [0; 1] et on dé�nit le �ot
� sur E � R+ par

�(

 
x
s

!

; t) =

 
x +

p
t + s �

p
s

t + s

!

:

La fonction w(x; s) = x est bien une fonction deB(E ), lipschitzienne de constante
[w] = 1 mais n'est pas localement lipschitzienne le long du �ot, elle n'est dansL c

u(E )
pour aucune valeur deu. En e�et, on a

jw(�(

 
x
0

!

; t)) � w(�(

 
x
0

!

; t0))j = j
p

t �
p

t0j

qu'on ne peut borner parConstante � jt � t0j sur aucun intervalle[0;u].

Cependant, remarquons en�n que sous des hypothèses de continuité Lipschitz
(respectivement Lipschitz locale) au sens classique sur le �ot� et le temps de sor-
tie déterministe t � , on a les implications réciproques (respectivement seulement la
deuxième implication réciproque).

Les hypothèses spéci�ques à cette partie sont alors les suivantes.

Hypothèse II.1 Le taux de saut� est borné et il existe[�] 1 2 R+ tel que pour tous
x; y 2 E et t 2 [0; t � (x) ^ t � (y)], on ait :

j�(�(x; t)) � �(�(y; t))j � [�] 1jx � yj:

Hypothèse II.2 Le temps de sortie déterministe deE, noté t � , est borné et lip-
schitzien surE. En d'autres termes, il existeCt � , [t � ] 2 R+ telles que, pour tousx,
y 2 E :

0 � t � (x) � Ct � ;
�
�
�t � (x) � t � (y)

�
�
� � [t � ]

�
�
�x � y

�
�
�:
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Puisque le temps de sortie déterministet � est borné parCt � , on peut remarquer
que L c

u(E ) = L c(E ) lorsqueu � Ct � .

Le temps de sortie déterministet � n'est pas toujours naturellement borné comme
nous avons pu le constater dans les exemples décrits dans la section 1.2. Cependant,
nous allons voir qu'en général, dans le cadre d'applications pratiques, ceci n'est pas
un obstacle à la mise en place d'un schéma numérique. En e�et, dans la plupart des
applications, les propriétés physiques du système assurent quet � est borné (voir les
exemples présentés dans les sections 1.2.2 et 1.2.3) ou bien que le problème possède
naturellement un horizon de temps déterministe �ni (date de �n de contrat dans le
modèle d'assurance de la section 1.2.4 ou seuil critique de 0.2 mm dans le modèle de
corrosion de la section 1.2.5). Dans ce dernier cas, on ne perd pas en généralité en
considérant quet � est borné par cet horizon déterministet f . Ceci conduit à remplacer
Ct � par t f . On présente un exemple d'une telle situation dans la section 3.4.2 au sein
de laquelle on développe le modèle de corrosion introduit dans la section 1.2.5.

Hypothèse II.3 Le noyau de transition markovienQ est Lipschitz dans le sens
suivant : il existe [Q] 2 R+ tel que pour toutu � 0 et pour toute fonction w 2
L c

u(E ), on ait

1. pour tousx; y 2 E et t 2 [0; t � (x) ^ t � (y) ^ u[,

jQw(�(x; t)) � Qw(�(y; t))j � [Q][w]E;u
1 jx � yj:

2. pour tousx; y 2 E tel quet � (x) _ t � (y) � u,

jQw(�(x; t � (x))) � Qw(�(y; t � (y)))j � [Q]
�
[w]E;u

� + [ w]E;u
1

�
jx � yj:

L'hypothèse II.3 ci-dessus est légèrement plus restrictive que sa contrepartie dans
[de Saporta et al., 2010] (hypothèse 2.5) à cause de l'introduction de l'espaceL c

u(E )
(à la place deL c(E ) qui contient moins de fonctions queL c

u(E )). Ceci nous permet-
tra de montrer que le processus augmenté du temps satisfait une hypothèse similaire
(voir section 3.1).

2.2 Formulation récursive de l'espérance

Désormais, on suppose que le processus part du pointx 2 E �xé i.e. Z0 = x p.s.
Pour tout N 2 N� �xé, on cherche à approcher numériquement la quantité

JN (l; c)(x) = Ex

2

4
Z TN

0
l (X t )dt +

NX

j =1

c(XT �
j

)1 fX
T �

j
2@Eg

3

5 ; (2.2.1)

où l 2 B(E ), c 2 B(@E) et X t � est la limite à gauche deX t . Ainsi, X T �
j

=
�(Z j �1 ; Sj ) est la position avant le j -ème saut. Puisque les saut à la frontière se
produisent exactement aux temps de sortie déterministe deE, on a

JN (l; c)(x) = Ex

2

4
Z TN

0
l (X t )dt +

NX

j =1

c
�
�(Z j �1 ; t � (Z j �1 ))

�
1fS j =t � (Z j �1 )g

3

5 :
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Dans de nombreuses applications,JN (l; c)(x) apparaît comme une fonction de �coût�
ou de �récompense� (voir par exemple les applications présentées dans la section 3.4).
Le premier terme, qui dépend del, est appelé le coût instantané et le second, qui
dépend dec, est le coût de saut à la frontière.

Dans le reste de ce chapitre, on cherche une formulation de l'espérance ci-dessus
qui nous permettra de mettre en place une méthode d'approximation numérique.
La propriété de continuité Lipschitz sera un élément crucial pour prouver la conver-
gence de notre schéma numérique. Pour cette raison, la première étape consiste à
remplacer la fonction indicatrice deJN (l; c)(x) par une fonction lipschitzienne. Nous
présenterons alors une formule de récurrence fournissant l'espérance souhaitée. Cette
formulation récursive sera le point de départ de notre méthode numérique.

2.2.1 Continuité Lipschitz des fonctions de coût

On introduit une hypothèse de régularité Lipschitz sur les fonctions de coûtl
et c.

Hypothèse II.4 On suppose quel 2 L c(E ) et c 2 L c(@E).

De plus, nous remplaçons la fonction indicatrice dansJN (l; c)(x) par une fonc-
tion lipschitzienne notée� A , avec A > 0. La fonction � A est une approximation
triangulaire de cette fonction indicatrice, représentée sur la �gure 2.1, et dé�nie sur
E � R par

� A (x; t) =

8
>><

>>:

A
�
t � (t � (x) � 1

A )
�

pour t 2 [t � (x) � 1
A ; t � (x)];

�A
�
t � (t � (x) + 1

A )
�

pour t 2 [t � (x); t � (x) + 1
A ];

0 sinon:

Pour tout x 2 E, la fonction t ! � A (x; t) tend verst ! 1ft=t � (x)g lorsqueA tend
vers l'in�ni. On pose alors

J A
N (l; c)(x) = Ex

2

4
Z TN

0
l (X t )dt +

NX

j =1

c
�
�(Z j �1 ; t � (Z j �1 ))

�
� A (Z j �1 ; Sj )

3

5 ;

La proposition suivante prouve la convergence lorsqueA tend vers l'in�ni de
J A

N (l; c)(x) vers JN (l; c)(x) et donne une borne de l'erreur.

Proposition 2.2.1 Sous l'hypothèse II.1, pour tousx 2 E, A > 0, N 2 N� , l 2
B(E ) et c 2 B(@E), on a

�
�
�J A

N (l; c)(x) � JN (l; c)(x)
�
�
� �

NCcC�

A
:
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Figure 2.1 � La fonction t ! � A (x; t) est une approximation lipschitzienne de la
fonction indicatrice t ! 1ft=t � (x)g .

Démonstration Pour tout x 2 E, on a
�
�
�J A

N (l; c)(x) � JN (l; c)(x)
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
Ex

2

4
NX

j =1

c
�
�(Z j �1 ; t � (Z j �1 ))

��
� A (Z j �1 ; Sj ) � 1fS j =t � (Z j �1 )g

�
3

5

�
�
�
�
�
�

� Cc

NX

j =1

Ex

h�
�
�� A (Z j �1 ; Sj ) � 1fS j =t � (Z j �1 )g

�
�
�
i

� Cc

NX

j =1

Ex

�

E
� �
�
�� A (Z j �1 ; Sj ) � 1fS j =t � (Z j �1 )g

�
�
�

�
�
�
�Z j �1

��

:

Rappelons que, d'après l'équation (1.1.6), la loi conditionnelle deSj sachant Z j �1

admet sur l'intervalle [0;t � (Z j �1 )[ la densité

s ! �
�
�(Z j �1 ; s)

�
e��(Z j �1 ;s) ;

et place un poidse��(Z j �1 ;t � (Z j �1 )) sur le point t � (Z j �1 ). Dans l'espérance condition-
nelle ci-dessus, les termes provenant de la masse ponctuelle ent � (Z j �1 ) dans � A et
dans la fonction indicatrice se compensent. Nous rappelons aussi que� est borné
d'après l'hypothèse II.1. En�n, on a

�
�
�J A

N (l; c)(x) � JN (l; c)(x)
�
�
�

� Cc

NX

j =1

Ex

" Z t � (Z j �1 )

t � (Z j �1 )� 1
A

� A (Z j �1 ; s)�
�
�(Z j �1 ; s)

�
e��(Z j �1 ;s)ds

#

�
NCcC�

A
:
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D'où le résultat. �

En conséquence de cette proposition, nous nous intéressons désormais à l'ap-
proximation de J A

N (l; c)(x) pour un A �xé, su�samment grand pour assurer que
l'erreur précédente est aussi petite que souhaité. On discutera du choix adéquat de
A dans la section 2.4.2.

2.2.2 Formulation récursive

M.H.A. Davis [Davis, 1993, section 32] montre que l'espéranceJ A
N (l; c)(x) qui

nous intéresse peut être obtenue en itérant un opérateur que nous noteronsGA .
Nous présentons maintenant cette méthode qui nous permettra ensuite de dé�nir
notre schéma d'approximation dans la section 2.4.

Dé�nition 2.2.2 On introduit les fonctions L, CA et F A dé�nies pour tous x 2 E
et t 2 [0;t � (x)] par

L(x; t) =
Z t

0
l
�
�(x; s)

�
ds;

CA (x; t) = c
�
�(x; t � (x))

�
� A (x; t);

F A (x; t) = L(x; t) + CA (x; t);

ainsi que l'opérateurGA : B (E ) ! B (E )

GA w(x) = Ex

h
F A (x; S1) + w(Z1)

i
:

Nous dé�nissons maintenant, par récurrence rétrograde, une suite de fonctions
(vk)0�k �N à partir d'itérations de l'opérateur GA . La quantité J A

N (l; c)(x) que nous
cherchons à approcher pourra s'exprimer en fonction dev0.

Dé�nition 2.2.3 On introduit la suite de fonctions (vk)0�k �N de B(E ) dé�nie
comme suit : (

vN (x) = 0 ;
vk(x) = GA vk+1 (x):

M.H.A. Davis montre alors dans [Davis, 1993, équation 32.33], que pour toutk 2
f0; :::; N g,

vN �k (x) = Ex

2

4
Z Tk

0
l (X t )dt +

kX

j =1

c
�
�(Z j �1 ; t � (Z j �1 ))

�
� A (Z j �1 ; Sj )

3

5 :

Ainsi, comme nous l'avons annoncé, on aJ A
N (l; c)(x) = v0(x).

La récurrence ci-dessus sur des fonctions peut se traduire en une récurrence,
plus facile à manier numériquement, sur de simples variables aléatoires. En e�et,
remarquons que, grâce à la propriété de Markov de la chaîne(Zn ; Sn )n2N , on a pour
tout k 2 f 0; :::; N � 1g,

GA w(x) = E
h
F A (Z k ; Sk+1 ) + w(Z k+1 )

�
�
�Z k = x

i
: (2.2.2)
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Ainsi, pour tout k 2 f 0; :::; Ng, on poseVk = vk(Z k) et on a

(
VN = 0;
Vk = E

h
F A (Z k ; Sk+1 ) + Vk+1

�
�
�Z k

i
:

Cette récurrence rétrograde fournit la quantité souhaitée, puisqu'on a supposé que
Z0 = x p.s.

V0 = J A
N (l; c)(x):

Par conséquent, nous devons approcher la suite de variables aléatoires(Vk)0�k �N .
Cette suite véri�e une récurrence qui ne dépend que de la chaîne(Z k ; Sk)0�k �N .
Il apparaît donc naturel de suivre l'idée développée dans [de Saporta et al., 2010]
en proposant un schéma basé sur une quanti�cation de cette chaine. Cependant,
avant de présenter la méthode numérique proprement dite, nous allons discuter de
la continuité Lipschitz de l'opérateur GA et des fonctionsF A et vn . Ces propriétés
seront en e�et essentielles pour prouver la convergence de notre méthode dans la
section 2.4.

2.3 Continuité Lipschitz de F A, GA et vn

Le but de cette section est d'obtenir la continuité Lipschitz des fonctions(vn )0�n�N

dé�nies ci-dessus. Après quelques calculs préliminaires, nous obtenons la continuité
Lipschitz de la fonction F A ainsi que celle de l'opérateurGA dans un sens précisé
plus bas. La continuité Lipschitz de l'opérateur nous permet alors d'établir celle des
fonctions vn .

2.3.1 Calculs préliminaires et continuité Lipschitz de F A

Nous commençons par un lemme qui résume quelques propriétés de la fonc-
tion � A .

Lemme 2.3.1 Sous l'hypothèse II.2, la fonction� A est Lipschitz par rapport à cha-
cune de ces variables : pour tousx, y 2 E et u, t 2 R, on a

j� A (x; t) � � A (y; t)j � A[t � ]jx � yj;

j� A (x; t) � � A (x; u)j � Ajt � uj;

De plus, on a pour tousx 2 E et t; s � 0 tels quet + s � t � (x),

� A (�(x; s); t ) = � A (x; t + s):

Démonstration La continuité Lipschitz par rapport à la variable de temps est
immédiate puisque, par construction,t ! � A (x; t) est a�ne par morceaux. Soit alors
x, y 2 E et t 2 R, remarquons que la fonction� A (y; �) est égale à� A (x; �) translatée
de t � (x) � t � (y) :

� A (y; t) = � A (x; t + t � (x) � t � (y)):



2.3. CONTINUITÉ LIPSCHITZ DE F A , GA ET VN 57

Ceci a deux conséquences. D'une part, la continuité Lipschitz par rapport à la va-
riable d'espace peut être obtenue à partir de la continuité Lipschitz par rapport à
la variable de temps :

j� A (x; t) � � A (y; t)j = j� A
�
x; t

�
� � A

�
x; t + t � (x) � t � (y)

�
j

� Ajt � (x) � t � (y)j

� A[t � ]jx � yj:

D'autre part, rappelons quet � (�(x; s)) = t � (x) � s, on obtient alors le comportement
de � A (�; t ) le long du �ot

� A (�(x; s); t ) = � A
�
x; t + t � (x) � t � (�(x; s))

�
= � A (x; t + s)

ce qui conclut la preuve. �

Nous sommes maintenant en mesure d'établir la continuité Lipschitz deF A .

Proposition 2.3.2 Sous les hypothèses II.2 et II.4, la fonctionF A , introduite dans
la dé�nition 2.2.2, est Lipschitz par rapport à chacune de ces variables. Pour tous
x, y 2 E et u; v 2 [0;t � (x) ^ t � (y)], on a

jF A (x; u) � F A (y; v)j � [F A ]1jx � yj + [ F A ]2ju � vj

avec
[F A ]1 = Ct � [l ]1 + [ c]� + A[t � ]Cc;
[F A ]2 = Cl + ACc:

Démonstration Pour x; y 2 E et t 2 [0;t � (x) ^ t � (y)], on a

jF A (x; t) � F A (y; t)j �
Z t

0

�
�
�
� l

�
�(x; s)

�
� l

�
�(y; s)

� �
�
�
�ds

+
�
�
�
�c

�
�(x; t � (x))

�
� A (x; t) � c

�
�(y; t � (y))

�
� A (y; t)

�
�
�
�

� (Ct � [l ]1 + [ c]� + A[t] � Cc)jx � yj:

Pour x 2 E et u,v 2 [0;t � (x)], on a

jF A (x; u) � F A (x; v)j �
�
�
�
�

Z u

v
l
�
�(x; s)

�
ds

�
�
�
� +

�
�
�c

�
�(x; t � (x))

� �
�
�

�
�
�
��

A (x; u) � � A (x; v)
� �

�
�
�

� (Cl + ACc)ju � vj:

D'où le résultat. �

Les deux lemmes suivants constituent des résultats préliminaires nécessaires pour
établir la continuité Lipschitz deGA . Le premier est adapté de [de Saporta et al., 2010]
(lemme A.1).
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Lemme 2.3.3 Sous l'hypothèse II.2, pourh 2 L c(E ), pour tous x, y 2 E, et pour
t � t � (x) ^ t � (y), on a

�
�
�
�
�

Z t � (x)

t
h(�(x; s))e ��(x;s) ds �

Z t � (y )

t
h(�(y; s))e ��(y;s )ds

�
�
�
�
�

�
�

Ct � [h]1 +
�
C2

t � [�] 1 + [ t � ]
�
Ch

�

jx � yj:

Démonstration On suppose sans perte de généralité quet � (x) � t � (y), on a

�
�
�
�
�

Z t � (x)

t
h(�(x; s))e ��(x;s) ds �

Z t � (y )

t
h(�(y; s))e ��(y;s )ds

�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�

Z t � (x)

t

�
h(�(x; s))e ��(x;s) � h(�(y; s))e ��(y;s )

�
ds

�
�
�
�
�
+

�
�
�
�
�

Z t � (y )

t � (x)
h

�
�(y; s)

�
e��(y;s )ds

�
�
�
�
�
:

D'une part, le lemme A.1 de [de Saporta et al., 2010] donne

jh(�(x; s))e ��(x;s) � h(�(y; s))e ��(y;s ) j � [h]1jx � yj + ChCt � [�] 1jx � yj;

et puisquejt � (x) � tj � Ct � , on a

�
�
�
�
�

Z t � (x)

t

�
h(�(x; s))e ��(x;s) � h(�(y; s))e ��(y;s )

�
ds

�
�
�
�
�

� ([h]1Ct � + ChC2
t � [�] 1)jx � yj: (2.3.1)

D'autre part, on a

�
�
�
�
�

Z t � (y )

t � (x)
h

�
�(y; s)

�
e��(y;s )ds

�
�
�
�
�
� [t � ]Ch jx � yj: (2.3.2)

En�n, on obtient le résultat en additionnant les équations (2.3.1) et (2.3.2). �

De plus, on rappelle un cas particulier du lemme A.1 de [de Saporta et al., 2010].

Lemme 2.3.4 Sous les hypothèses II.1 et II.2, pourh 2 L c(@E) [ L c(E ) et x; y 2
E, on a

�
�
�
�e

��(x;t � (x)) h
�
�(x; t � (x))

�
� e��(y;t � (y )) h

�
�(y; t � (y))

� �
�
�
�

�
�

[h]� + Ch

�
Ct � [�] 1 + [ t � ]C�

� �

jx � yj:
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2.3.2 Ecriture intégrale de l'opérateur GA

Nous introduisons maintenant une dé�nition qui sera utile dans les prochaines
preuves. Pourw 2 L c(E ), x 2 E et t 2 [0;t � (x)], on dé�nit

GA
t w(x) = Ex

h�
F A (x; S1) + w(Z1)

�
1fS 1 �tg

i

= Ex

h�
L(x; S 1) + CA (x; S1) + w(Z1)

�
1fS 1 �tg

i
:

Cet opérateur, qui contient GA en tant que cas particulier (en e�et, GA
0 = GA ),

apparaîtra naturellement lorsque nous étudierons le comportement devn le long du
�ot (voir lemme 2.3.8). A�n de prouver la continuité Lipschitz de cet opérateur, il
sera plus approprié d'en donner une écriture sous forme d'intégrale plutôt que sous
forme d'espérance. C'est l'objet des deux lemmes suivants.

Lemme 2.3.5 Sous l'hypothèse II.4, pourx 2 E et t 2 [0;t � (x)], on a

Ex

h
L(x; S 1)1 fS 1 �tg

i
= � 1(x; t) + � 2(x; t)

où
� 1(x; t) = e��(x;t) Rt

0 l � �(x; s)ds;
� 2(x; t) =

Rt � (x)
t l � �(x; s)e ��(x;s) ds:

Démonstration Notons ' S1 (du) la loi de S1 sousP x . D'après l'équation (1.1.6),
on a

' S1 (du) = �(�(x; u))e ��(x;u) 1[0;t � (x)] (u)du + e��(x;t � (x)) � t � (x) (u)

On va véri�er que l'on peut calculerEx

h
L(x; S 1)1 fS 1 �tg

i
en appliquant le théorème

de Fubini. On a

Z +1

t

� Z u

0

�
�
�
� l (�(x; s))

�
�
�
�ds

�

' S1 (du) �
Z +1

t
Clu' S1 (du) � ClEx [S1] � ClCt � < +1:

Le théorème de Fubini donne alors

Ex

h
L(x; S 1)1 fS 1 �tg

i
=

Z +1

t

� Z u

0
l (�(x; s))ds

�

' S1 (du)

=
Z +1

0
l (�(x; s))

� Z +1

s_t
' S1 (du)

�

ds

=
Z +1

0
l (�(x; s))

�
e��(x;s_t) 1fs_t�t � (x)g

�
ds

=e ��(x;t)
Z t

0
l (�(x; s))ds +

Z t � (x)

t
l (�(x; s))e ��(x;s) ds:

D'où le résultat. �

Notons que dans la démonstration précédente, on a utilisé le fait quet � est
supposé être borné. Cet argument est assez fort car il su�t en réalité queS1 soit
intégrable ce qui est très souvent le cas même lorsquet � n'est pas borné (voir par
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exemple les sections 1.2.1, 1.2.4 et 1.2.5).

Le lemme suivant donne la deuxième partie de l'écriture intégrale deGA
t . On

introduit une notation utile, pour w 2 L c(E ), on pose :
�
�Qw

�
(x) = �(x)Qw (x):

Remarquons qu'on a alors

C�Qw � C� Cw ;

[�Qw ]1 � C� [Q][w]1 + Cw [�] 1:

Lemme 2.3.6 Pour tous w 2 L c(E ), x 2 E et t 2 [0;t � (x)], on a

Ex

��

CA (x; S1) + w(Z1)
�

1fS 1 �tg

�

= � 3(x; t) + � 4(x; t) + � 5(x)

où
� 3(x; t) = c � �(x; t � (x))

Rt � (x)
t � A (x; s)� � �(x; s)e ��(x;s) ds;

� 4(x; t) =
Rt � (x)

t

�
�Qw

�
� �(x; s)e ��(x;s) ds;

� 5(x) = e��(x;t � (x))
�
Qw + c

�
� �(x; t � (x)):

Démonstration Soit w 2 L c(E ). On dé�nit la fonction h : E � R ! R par

h(x; s) = c
�
�(x; t � (x))

�
� A (x; s) + Qw

�
�(x; s)

�
:

Remarquons que pour toutt 2 [0;t � (x)], on a alors

Ex

��

CA (x; S1) + w(Z1)
�

1fS 1 �tg

�

= Ex

h
h(x; S1)1 fS 1 �tg

i
:

De plus, d'après l'équation (1.1.6),S1 admet sousP x la loi

�(�(x; u))e ��(x;u )1[0;t � (x)[ (u)du + e��(x;t � (x)) � t � (x) (u);

d'où

Ex

h
h(x; S1)1 fS 1 �tg

i
=

Z t � (x)

t
h(x; s)� � �(x; s)e ��(x;s) ds+ e��(x;t � (x)) h(x; t � (x)):

En�n, en remarquant que � A (x; t � (x)) = 1 , on obtient le résultat. �

En�n, d'après les lemmes 2.3.5 et 2.3.6 ci-dessus, on a l'écriture intégrale deGA
t ,

pour w 2 L c(E ), x 2 E et t 2 [0;t � (x)],

GA
t w(x) = � 1(x; t) + � 2(x; t) + � 3(x; t) + � 4(x; t) + � 5(x) (2.3.3)

où on rappelle que

� 1(x; t) = e��(x;t) Rt
0 l � �(x; s)ds;

� 2(x; t) =
Rt � (x)

t l � �(x; s)e ��(x;s) ds;
� 3(x; t) = c � �(x; t � (x))

Rt � (x)
t � A (x; s)� � �(x; s)e ��(x;s) ds;

� 4(x; t) =
Rt � (x)

t

�
�Qw

�
� �(x; s)e ��(x;s) ds;

� 5(x) = e��(x;t � (x))
�
Qw + c

�
� �(x; t � (x)):
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2.3.3 Continuité Lipschitz de GA et GA
t

La proposition suivante établit la continuité Lipschitz de l'opérateurGA
t qui nous

permettra d'obtenir directement celle deGA et ensuite celle des fonctionsvn .

Proposition 2.3.7 Sous les hypothèses II.1, II.2, II.3 et II.4, on aGA
t w 2 B(E )

lorsquew 2 B(E ) avec
CGA

t w � Ct � Cl + Cc + Cw :

De plus, pourw 2 L c(E ), (x; y) 2 E 2 et t 2 [0;t � (x) ^ t � (y)], on a
�
�
�GA

t w(x) � GA
t w(y)

�
�
� � K (A; w)jx � yj;

où K (A; w) = E1 + E2A + E3[w]1 + E4Cw + [ Q][w]� où les constantesE1, E2, E3 et
E4 ne dépendent que des caractéristiques du PMDM et des fonctions de coût :

E1 = 2[ l ]1Ct � + Cl

�
[t � ] + 2C 2

t � [�] 1

�
+ [ c]�

�
1 + Ct � C�

�

+C c

�
2[�] 1Ct � + C� C2

t � [�] 1 + 2[ t � ]C�

�
;

E2 = CcCt � C� [t � ];
E3 =

�
1 + Ct � C�

�
[Q];

E4 = 2C � [t � ] + Ct � [�] 1

�
2 + Ct � C�

�
:

l'équation

Démonstration La première assertion est claire,GA
t étant dé�nie comme l'es-

pérance d'une fonction qui est bornée d'après nos hypothèses. Soit maintenant
w 2 L c(E ), (x; y) 2 E 2 et t 2 [0;t � (x) ^ t � (y)]. Etant donné l'équation (2.3.3),
il est naturel de décomposerjGA

t w(x) � GA
t w(y)j en la somme de cinq di�érences :

jGA
t w(x) � GA

t w(y)j �
4X

i=1

j� i (x; t) � � i (y; t)j + j� 5(x) � � 5(y)j:

La première estj� 1(x; t) � � 1(y; t)j, elle est bornée par

j� 1(x; t) � � 1(y; t)j � Ct � Cl

�
�
�
�e

��(x;t) � e��(y;t)
�
�
�
� +

Z t

0

�

l � �(x; s) � l � �(y; s)
�

ds

�
�

C2
t � Cl [�] 1 + Ct � [l ]1

�

jx � yj:

Les di�érencesj� 2(x; t) � � 2(y; t)j et j� 4(x; t) � � 4(y; t)j peuvent être bornées
grâce au lemme 2.3.3 en prenant successivementh = l et h = �Qw .

Concernant la di�érence des termes� 5, on utilise le lemme 2.3.4 avech = Qw+ c
en remarquant que

CQw+c � Cw + Cc;

[Qw + c]� � [Q]
�
[w]� + [ w]1

�
+ [ c]� :
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Il nous reste à bornerj� 3(x; t) � � 3(y; t)j, on suppose sans perte de généralité
que t � (x) � t � (y) et, en raisonnant comme dans le lemme 2.3.3, on a

j� 3(x; t) � � 3(y; t)j

� Cc

Z t � (x)

t

�
�
�
��

A (x; s)� � �(x; s)e ��(x;s) � � A (y; s)� � �(y; s)e ��(y;s )
�
�
�
�ds

+C c

Z t � (y )

t � (x)

�
�
�
��

A (y; s)� � �(y; s)e ��(y;s )
�
�
�
�ds+ [ c]� Ct � C� jx � yj

� Cc

Z t � (x)

t

�
C�

�
�
�� A (x; s) � � A (y; s)

�
�
� + [ �] 1jx � yj + C�

�
�
�e��(x;s) � e��(y;s )

�
�
�
�

ds

+C c[t � ]C� jx � yj + [ c]� Ct � C� jx � yj:

On conclut notamment grâce au lemme 2.3.1 qui énonce la continuité Lipschitz
de � A :

j� 3(x; t) � � 3(y; t)j

�
�

CcCt �

�
C� A[t � ] + [ �] 1 + C� Ct � [�] 1

�
+ Cc[t � ]C� + [ c]� Ct � C�

�

jx � yj:

On en déduit le résultat. �

Notons que la constante obtenueK (A; w) ne dépend pas det. Ainsi, pour t = 0,
on obtient en particulier la continuité Lipschitz de l'opérateurGA avec la même
constante de Lipschitz.

2.3.4 Continuité Lipschitz de vn

On cherche maintenant à prouver que les fonctionsvn sont lipschitziennes le
long du �ot dans le sens précisé plus haut. Pour cette raison, nous allons étudier
le comportement devn le long du �ot. On a alors le lemme suivant, similaire à
[Davis, 1993, lemme 51.7] et dans lequel l'opérateurGA

t , dé�ni au début de la section,
apparaît naturellement.

Lemme 2.3.8 Pour tous n 2 f 0; : : : ; N � 1g, x 2 E et t 2 [0;t � (x)], on a

vn (�(x; t)) = e�(x;t) GA
t vn+1 (x) �

Z t

0
l � �(x; s)ds:

Démonstration D'après l'équation (2.3.3) et en y remplaçantw par vn+1 , t par
0 et x par �(x; t), on a

vn (�(x; t)) = GA vn+1 (�(x; t))

=
Z t � (x)�t

0
l � �(x; t + s)e��(�(x;t);s )ds

+c � �(x; t � (x))
Z t � (x)�t

0
� A (x; t + s)� � �(x; t + s)e��(�(x;t);s) ds

+
Z t � (x)�t

0

�
�Qv n+1

�
� �(x; t + s)e��(�(x;t);s )ds

+e ��(�(x;t);t � (x)�t)
�
Qvn+1 + c

�
� �(x; t � (x)):
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En e�et, on a utilisé t � (�(x; t)) = t � (x) � t, la propriété de semi-groupe du �ot
�(�(x; t); s) = �(x; t + s) ainsi que la proposition 2.3.1 selon laquelle� A (�(x; t); s) =
� A (x; t + s).

De plus, étudions le comportement de�(�; s) le long du �ot

�(�(x; t); s) =
Z s

0
�(�(�(x; t); u))du

=
Z s

0
�(�(x; t + u))du

=
Z t+s

t
�(�(x; u))du

= �(x; t + s) � �(x; t):

Ainsi, en factorisant pare�(x;t) et en posant le changement de variableu = t + s,
on obtient

vn (�(x; t)) = e�(x;t)
� Z t � (x)

t
l � �(x; u)e ��(x;u) du

+c � �(x; t � (x))
Z t � (x)

t
� A (x; u)� � �(x; u)e ��(x;u) du

+
Z t � (x)

t

�
�Qv n+1

�
� �(x; u)e ��(x;u) du

+e ��(x;t � (x))
�
Qvn+1 + c

�
� �(x; t � (x))

�

= e�(x;t) GA
t vn+1 (x) �

Z t

0
l � �(x; u)du:

On a le résultat souhaité. �

Nous avons étudié le comportement devn le long du �ot, nous sommes donc
maintenant en mesure d'établir sa continuité Lipschitz.

Proposition 2.3.9 Sous les hypothèses II.1, II.2, II.3 et II.4, pour toutn 2 f 0;1; :::; Ng,
vn est lipschitzienne le long du �ot i.e.

vn 2 L c(E )

avecCvN = [ vN ]1 = [ vN ]2 = [ vN ]� = [ vN ] = 0 et pour tout n 2 f 0; : : : ; N � 1g,

Cvn � (N � n)
�
Ct � Cl + Cc

�
;

[vn ]1 � eCt � C�

�

K (A; vn+1 ) + (N � n)Ct � [�] 1

�

Ct � Cl + Cc

��

+ Ct � [l ]1;

[vn ]2 � eCt � C�

�

Ct � ClC� + 2Cl + C� Cc + (2N � 2n � 1)C�

�
Ct � Cl + Cc

� �

+ Cl ;

[vn ]� � [vn ]1 + [ t � ][vn ]2:

[vn ] � K (A; vn+1 ):
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Démonstration Tout d'abord, on a bien le résultat attendu au rangN puisque
vN = 0. Fixons maintenant n 2 f 0; : : : ; N � 1g. Rappelons que pour toutx 2 E, on
a d'après la dé�nition 2.2.2

vn (x) = GA vn+1 (x) = Ex [L(x; S 1)] + Ex

h
CA (x; S1)

i
+ Ex [vn+1 (Z1)]:

Ainsi, Cvn � Ct � Cl + Cc + Cvn+1 � (N � n)
�
Ct � Cl + Cc

�
par récurrence puisque

vN = 0 et donc CvN = 0.

On s'intéresse maintenant à[vn ]1. Le lemme 2.3.8 qui précise le comportement
de vn le long du �ot donne

jvn (�(x; t)) � vn (�(y; t))j

� je �(x;t) GA
t vn+1 (x) � e�(y;t) GA

t vn+1 (y)j +
Z t

0

�
�
�l � �(x; s) � l � �(y; s)

�
�
�ds

� e�(x;t) jGA
t vn+1 (x) � GA

t vn+1 (y)j
| {z }

(a)

+ jGA
t vn+1 (y)j

| {z }
(b)

je�(x;t) � e�(y;t) j
| {z }

(c)

+C t � [l ]1jx � yj:

On obtient le résultat en utilisant la proposition 2.3.7 pour borner le terme (a) :

(a) � K (A; vn+1 )jx � yj;

en remarquant que

�(x; t) � Ct � C� ;

(c) � eCt � C� Ct � [�] 1jx � yj:

et en utilisant la proposition 2.3.7 pour obtenir (par récurrence) :

(b) � Ct � Cl + Cc + Cvn+1 � (N � n)
�
Ct � Cl + Cc

�
:

Considérons maintenant[vn ]2. Pour x 2 E et s, t 2 [0; t � (x)] avecs � t, on a

jvn (�(x; t)) � vn (�(x; s))j

� e�(x;t) jGA
t vn+1 (x) � GA

s vn+1 (x)j
| {z }

(d)

+ jGA
s vn+1 (x)j

| {z }
(e)

je�(x;t) � e�(x;s) j
| {z }

(f )

+C l jt � sj:

D'après l'équation (2.3.3), on a

(d) � Ex

h�
�
�F (x; S1) + vn+1 (Z1)

�
�
�1 fs�S 1<tg

i

�
�
�
�
�e

��(x;t)
Z t

0
l (�(x; u))du � e��(x;s)

Z s

0
l (�(x; u))du

�
�
�
� +

Z t

s

�
�
�
� l (�(x; u))e ��(x;u)

�
�
�
�du

+
�
�
�c � �(x; t � (x))

�
�
�
Z t

s

�
�
�
��

A (x; u)� � �(x; u)e ��(x;u)
�
�
�
�du

+
Z t

s

�
�
�
�

�
�Qv n+1

�
� �(x; u)e ��(x;u)

�
�
�
�du;

�
�

Ct � Cl je��(x;t) � e��(x;s) j + Cl jt � sj
�

+
�

Cl jt � sj
�

+
�

CcC� jt � sj
�

+
�

C� Cvn+1 jt � sj
�

:
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Par ailleurs, on a également

(f ) � eCt � C� C� jt � sj;

et comme pour le terme (b) :

(e) � (N � n)
�
Ct � Cl + Cc

�
:

En�n, la borne de [vn ] est une conséquence directe de la proposition 2.3.7. �

Nous avons obtenu la continuité Lipschitz des fonctions(vn )0�n�N , nous nous
tournons à présent vers le schéma d'approximation numérique proprement dit.

2.4 Schéma d'approximation

Nous avons montré dans la section 2.2.2 que l'espérance qui nous intéresse peut
être obtenue par itération de l'opérateurGA qui ne dépend que de la chaîne de Mar-
kov à temps discret(Z k ; Sk)0�k �N . La première étape de notre méthode numérique
consiste donc à discrétiser cette chaîne a�n d'approcher l'opérateurGA .

2.4.1 Quanti�cation de la chaîne (Z k; Sk)k�N

La méthode de discrétisation que nous utilisons est la quanti�cation. Nous l'avons
détaillée dans la section 1.4. Nous ne rappellerons ici que l'essentiel a�n, notamment,
de �xer les notations.

L'algorithme de quanti�cation de la chaîne de Markov à temps discret(� k)k�N =
(Z k ; Sk)k�N nous fournit pour chaque pas de temps0 � k � N une grille �nie � k �
E � R+ ainsi que des matrices de transitions( bQk)0�k �N �1 de� k vers� k+1 . Soit p � 1
tel que pour tout k � N , Zk et Sk ont des moments �nis au moins jusqu'à l'ordre
p. On note alorsproj � k la projection au plus proche voisin deE � R+ sur � k (pour
la distance associée à la normep). Le processus quanti�é( b� k)k�N = ( bZk ; bSk)k�N à
valeur pour chaquek dans la grille �nie � k de E � R+ est alors dé�ni par

( bZk ; bSk) = proj � k (Z k ; Sk): (2.4.1)

De plus, on note respectivement� Z
k et � S

k les projections de� k sur E et R+ .

Rappelons également que le processus de quanti�cation optimale( b� k)k�N con-
verge vers le processus(� k)k�N au sens de la normeLp lorsque le nombre de points
dans les grilles tend vers l'in�ni (voir le théorème 1.4.1). En�n, et c'est un des prin-
cipaux avantages de notre méthode par rapport à des simulations de Monte-Carlo
standards, nous insistons sur le fait que les grilles de quanti�cations permettent une
grande �exibilité. En e�et, leur calcul peut être assez long en pratique mais, une
fois obtenues, elles peuvent être stockées et réutilisées pour calculer rapidement dif-
férentes espérances dès lors que la dynamique du processus n'est pas modi�ée.
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Nous présentons maintenant notre schéma numérique qui consiste simplement à
remplacer les variables aléatoiresZk et Sk par leur approximation quanti�ée dans
l'opérateur GA . L'approximation suit alors très simplement puisque le processus
quanti�é a un espace d'états �ni.

2.4.2 Approximation de l'espérance et vitesse de conver-
gence

Nous allons utiliser le processus quanti�é( b� k)k�N = ( bZk ; bSk)k�N a�n de dé�-
nir une version quanti�ée de l'opérateurGA et d'approcher les variables aléatoires
(Vk)k�N . Remarquons que le processus quanti�é n'est plus une chaîne de Markov
homogène donc nous obtiendrons un opérateur di�érent pour chaque pas de temps
k. Dans la section précédente, on a déjà remarqué, c'est l'équation (2.2.2), que pour
tout k 2 f 1; :::; Ng et x 2 E,

GA w(x) = E
h
F A (Z k�1 ; Sk) + w(Z k)

�
�
�Z k�1 = x

i
:

La dé�nition de l'opérateur quanti�é suit naturellement.

Dé�nition 2.4.1 Pour tous k 2 f 1; :::; Ng, w 2 B(� Z
k ) et z 2 � Z

k�1 , on pose

bGA
k w(z) = E

h
F A (z; bSk) + w( bZk)

�
�
� bZk�1 = z

i
;

on dé�nit alors les fonctions (bvk)0�k �N :
(

bvN (z) = 0 ; pour tout z 2 � Z
N ;

bvk(z) = bGA
k+1 bvk+1 (z); pour tout k 2 f 0; :::; N � 1g et z 2 � Z

k :

En�n, pour tout k 2 f 0; :::; Ng, on pose
bVk = bvk( bZk):

L'espérance conditionnelle dansbGA
k w(z) est une somme �nie. Ainsi, le calcul

numérique de la suite( bVk)k sera facile à e�ectuer dès que l'on aura obtenu le pro-
cessus quanti�é( b� k)k�N (c'est-à-dire les grilles de quanti�cation et les matrices de
transition).

Nous avons supposé queZ0 = x p.s. Ainsi, l'algorithme de quanti�cation fournit
bZ0 = x p.s. également. Par conséquent, la variable aléatoirebV0 = bv0( bZ0) est, en
réalité, déterministe. Le théorème suivant énonce la convergence debV0 vers V0 =
J A

N (l; c)(x) et borne la vitesse de convergence.

Théorème 2.4.2 Sous les hypothèses II.1, II.2, II.3 et II.4, l'erreur d'approxima-
tion véri�e :

jJN (l; c)(x) � bV0j � "N (l; c; X; A)

où

"N (l; c; X; A) =
NCcC�

A
+

N �1X

k=0

�

2[vk+1 ]kZk+1 � bZk+1 kp

+
�
2[vk ] + [ F A ]1

�
kZk � bZkkp + [ F A ]2kSk+1 � bSk+1 kp

�

;
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les di�érentes constantes intervenant ci-dessus ayant été dé�nies dans la section
précédente.

La proposition 2.2.1 suggère queA devrait être aussi grand que possible. Cepen-
dant, les constantes[F A ]1, [F A ]2 et [vn ] qui apparaissent dans la borne de l'erreur
d'approximation du théorème 2.4.2 ci-dessus augmentent linéairement avecA. Ainsi,
a�n de contrôler l'erreur, il est nécessaire que l'ordre de grandeur de l'erreur de quan-
ti�cation k� k � b� kkp soit au plus de 1

A .

La convergence du schéma d'approximation est une conséquence du théorème 2.4.2
ci-dessus. En e�et,k� k � b� kkp peut devenir arbitrairement petit lorsque le nombre
de points dans la grille de quanti�cation tend vers l'in�ni. La preuve de ce théorème
fait l'objet de la section suivante.

2.4.3 Démonstration du théorème 2.4.2

La continuité Lipschitz des fonctionsvk a été prouvée dans la proposition 2.3.9.
Soit maintenant A > 0, remarquons tout d'abord que

jJN (l; c)(x) � bV0j � j JN (l; c)(x) � V0j + jV0 � bV0j:

La proposition 2.2.1 assure que

jJN (l; c)(x) � V0j �
NCcC�

A
;

puisqueV0 = J A
N (l; c)(x). Nous nous cherchons maintenant à bornerjV0 � bV0j.

Dans la suite, la preuve emprunte certains arguments à celle du théorème 5.1 de
[de Saporta et al., 2010]. Rappelons quekVN � bVN kp = 0 et �xons k 2 f 0; :::; N � 1g.
A�n de borner l'erreur d'approximation, on la décompose en trois termes

kVk � bVkkp � � 1 + � 2 + � 3

où on a posé
8
><

>:

� 1 = kvk(Z k) � vk( bZk)kp;
� 2 = kGA vk+1 ( bZk) � bGA

k+1 vk+1 ( bZk)kp;
� 3 = k bGA

k+1 vk+1 ( bZk) � bGA
k+1 bvk+1 ( bZk)kp:

Le théorème est maintenant une conséquence directe des trois prochains lemmes qui
fournissent des bornes pour chacun des trois termes ci-dessus.

La borne pour le premier terme est immédiate, elle découle de la continuité
Lipschitz des fonctionsvk énoncée par la proposition 2.3.9.

Lemme 2.4.3 Sous les hypothèses II.1, II.2, II.3 et II.4, le premier terme� 1 est
borné par

kvk(Z k) � vk( bZk)kp � [vk ]kZk � bZkkp:
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Lemme 2.4.4 Sous les hypothèses II.1, II.2, II.3 et II.4, le deuxième terme� 2 est
borné par

kGA vk+1 ( bZk) � bGA
k+1 vk+1 ( bZk)kp

� [vk+1 ]kZk+1 � bZk+1 kp +
�
[vk ] + [ F A ]1

�
kZk � bZkkp + [ F A ]2kSk+1 � bSk+1 kp:

Démonstration D'après l'équation (2.2.2), on a

GA vk+1 ( bZk) = E
h
F A ( bZk ; Sk+1 ) + vk+1 (Z k+1 )

�
�
�Z k = bZk

i
:

De plus, on rappelle que

bGA
k+1 vk+1 ( bZk) = E

h
F A ( bZk ; bSk+1 ) + vk+1 ( bZk+1 )

�
�
� bZk

i
;

ainsi, on obtient

kGA vk+1 ( bZk) � bGA
k+1 vk+1 ( bZk)kp � � 1 + � 2 + � 3;

où on note

� 1 =kE
h
F A (Z k ; Sk+1 ) + vk+1 (Z k+1 )

�
�
� bZk

i
� E

h
F A (Z k ; Sk+1 ) + vk+1 (Z k+1 )

�
�
�Z k = bZk

i
kp;

� 2 =kE
h
vk+1 (Z k+1 ) � vk+1 ( bZk+1 )

�
�
� bZk

i
kp;

� 3 =kE
h
F A (Z k ; Sk+1 ) � F A ( bZk ; bSk+1 )

�
�
� bZk

i
kp:

Tout d'abord, d'après la proposition 2.3.9,vk+1 est Lipschitz. Donc,� 2 est borné
par

� 2 � [vk+1 ]kZk+1 � bZk+1 kp:

Ensuite, rappelons que( bZn ; bSn ) = proj � n (Zn ; Sn ), on a donc� ( bZn ) � � (Zn ; Sn ),
et puisque� (Zn ; Sn ) � F Tn , la loi des espérances conditionnelles itérées et la pro-
priété de Markov du processus(X t )t2R + assurent que

E
h
F A (Z k ; Sk+1 ) + vk+1 (Z k+1 )

�
�
� bZk

i
=E

h
E

h
F A (Z k ; Sk+1 ) + vk+1 (Z k+1 )jF Tk

i �
�
� bZk

i

=E
h
E

h
F A (Z k ; Sk+1 ) + vk+1 (Z k+1 )jZ k

i �
�
� bZk

i
:

Par conséquent, grâce à la continuité Lipschitz desvk , on obtient une borne pour� 1

� 1 �







 E

�

E[F A (Z k ; Sk+1 ) + vk+1 (Z k+1 )jZ k ] � E [F A (Z k ; Sk+1 ) + vk+1 (Z k+1 )jZ k = bZk ]
�
�
�
�

bZk

� 








p

�kE
h
GA vk+1 (Z k) � GA vk+1 ( bZk)

�
�
� bZk

i
kp

�kG A vk+1 (Z k) � GA vk+1 ( bZk)kp

�kv k(Z k) � vk( bZk)kp

�[ vk ]kZk � bZkkp:
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En�n, on borne � 3 grâce à la proposition 2.3.2 qui énonce la continuité Lipschitz
de F A

� 3 � [F A ]1kZk � bZkkp + [ F A ]2kSk+1 � bSk+1 kp:

D'où le résultat. �

Lemme 2.4.5 Sous les hypothèses II.1, II.2, II.3 et II.4, le troisième terme� 3 est
borné par

k bGA
k+1 vk+1 ( bZk) � bGA

k+1 bvk+1 ( bZk)kp � [vk+1 ]kZk+1 � bZk+1 kp + kVk+1 � bVk+1 kp:

Démonstration La dé�nition de l'opérateur bGA
k+1 donne






 bGA

k+1 vk+1 ( bZk) � bGA
k+1 bvk+1 ( bZk)








p
=






E

h
vk+1 ( bZk+1 ) � bvk+1 ( bZk+1 )

�
�
� bZk

i 






p

�





v k+1 ( bZk+1 ) � bvk+1 ( bZk+1 )








p
:

On intercale le termevk+1 (Z k+1 ) par inégalité triangulaire





 bGA

k+1 vk+1 ( bZk) � bGA
k+1 bvk+1 ( bZk)








p

�





v k+1 ( bZk+1 ) � vk+1 (Z k+1 )








p
+






v k+1 (Z k+1 ) � bvk+1 ( bZk+1 )








p

� [vk+1 ]





 bZk+1 � Zk+1








p
+






V k+1 � bVk+1








p
:

Pour la dernière inégalité, on a utilisé la continuité Lipschitz devk , énoncée par la
proposition 2.3.9, ainsi que les dé�nitions deVk+1 et bVk+1 . �

On dispose donc d'un schéma numérique dont on a prouvé la convergence et
obtenu une vitesse de convergence. Ceci nous permet d'approcher les espérances de
fonctionnelles de PMDM ainsi que nous l'avions annoncé. Dans le chapitre suivant,
nous étendons ces résultats au cas de fonctionnelles dépendant du temps (notamment
le cas de l'espérance à horizon de temps déterministe). Nous présentons ensuite les
résultats numériques obtenus lors de la mise en ÷uvre de notre méthode dans des
exemples concrets.
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Chapitre 3

Fonctionnelles dépendant du
temps et résultats numériques

Dans ce chapitre, nous allons étendre les résultats précédents au cas de fonc-
tionnelles dépendant du temps puis nous développerons trois exemples numériques :
le modèle d'atelier de maintenance (section 1.2.3), le modèle d'assurance (section
1.2.4) et le modèle de corrosion (section 1.2.5).

Nous abordons maintenant la contribution principale de cette partie en présen-
tant deux généralisations du problème précédent. D'une part, nous allons étudier
des fonctionnelles de la forme

Ex

2

4
Z TN

0
l (X t ; t)dt +

NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg

3

5

où l et c sont lipschitziennes. D'autre part, nous souhaitons remplacer l'horizon de
temps aléatoireTN par un horizon déterministe notét f i.e.

Ex

2

4
Z t f

0
l (X t ; t)dt +

X

Tj �t f

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg

3

5 :

Nous allons raisonner de la façon suivante. Ainsi que le suggère M.H.A. Davis dans
[Davis, 1993], nous utilisons le processus augmenté du temps( fX t )t�0 = ( X t ; t)t�0 qui
inclut la variable de temps dans l'espace d'états et que nous avons dé�ni à la section
1.1.5. En e�et, nous verrons alors que l'espérance de la fonctionnelle dépendant du
temps et celle à horizon déterministe se ramènent à des espérances de fonctionnelles
de la forme étudiée dans le chapitre précédent pour le processus augmenté du temps
( fX t )t�0 . Ainsi, nous chercherons à appliquer le schéma d'approximation précédent
à ce nouveau PMDM. Cependant, il est loin d'être évident que les hypothèses de
continuité Lipschitz II.1, II.2 et II.3 seront toujours valables pour le nouveau pro-
cessus.

Ainsi, ce chapitre est organisé de la manière suivante. Tout d'abord, nous mon-
trons que le processus augmenté du temps satisfait les hypothèses de continuité
Lipschitz requises par notre schéma d'approximation. Ensuite, nous verrons que le

71
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cas de la fonctionnelle dépendant du temps correspond au cas d'une fonctionnelle ne
dépendant que de la variable d'état du processus augmenté du temps (la dépendance
en temps devient implicite) et peut donc être obtenu grâce à la méthode précédente.
En�n, nous étudierons le cas de l'horizon de temps déterministe qui fait apparaître
une nouvelle di�culté : la présence de fonction indicatrices qui ne sont donc pas
lipschitziennes.

3.1 Propriétés du processus augmenté du temps

M.H.A. Davis suggère, dans [Davis, 1993, section 31], que le cas de fonctionnelle
dépendant du temps peut être traité en ajoutant la variable de temps à l'espace
d'états. Ainsi, nous pourrons appliquer notre méthode du chapitre précédent au
processus augmenté du temps. Cependant, et c'est l'objet de cette section, il faut
véri�er que les hypothèses de continuité Lipschitz sont toujours valables. Nous avons
déjà décrit le processus augmenté du temps à la section 1.1.5, nous en rappelons ici la
dé�nition et les caractéristiques a�n de �xer les notations pour la suite du chapitre.

Dé�nition 3.1.1 On introduit le nouvel espace d'état

eE = E � R+

muni de la norme dé�nie par : pour tout� = ( x; t), � 0 = ( x0; t0) 2 eE,

j� � � 0j = jx � x0j + jt � t0j (3.1.1)

où la norme surE est donnée par l'équation(1.1.5). Sur cet espace d'états, on dé�nit
le nouveau processus ditaugmenté du temps

fX t = ( X t ; t):

Les caractéristiques locales du PMDM( fX t )t�0 , notées(e�; eQ; e�) sont données
pour tout � = ( x; t) 2 eE par

8
>><

>>:

e�(� ) = �(x);
e�

�
�; s

�
=

�
�(x; s); t + s

�
pour s � t � (x),

eQ
�
�; A � ftg

�
= Q

�
x; A

�
pour tout A 2 B(E ).

De plus, on dé�nit naturellement pour tout � = ( x; t) 2 eE

et � (� ) = inf fs > 0 tel que e�(�; s) 2 @eEg = t � (x):

Clairement, les hypothèses II.1 et II.2 sont toujours vraies avec

[e�] 1 = [ �] 1; Ce� = C� ; [ et � ] = [ t � ]; Cet � = Ct � :

Cependant, il est plus délicat de montrer l'hypothèse II.3. Nous commençons par
le lemme suivant.
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Lemme 3.1.2 Soit u; t � 0 et w 2 L c
u( eE). On note wt la fonction deB(E ) dé�nie

par
wt (�) = w(�; t ):

Sous l'hypothèse II.2, on a alors

wt 2 L c
t^u (E );

avec 8
>>><

>>>:

[wt ]
E;t^u
1 � [w]eE;u

1 ;

[wt ]
E;t^u
2 � [w]eE;u

1 + [ w]eE;u
2 ;

[wt ]E;t^u
� �

�
1 + [ t � ]

�
[w]eE;u

� :

Démonstration Soit u; t � 0 et w 2 L c
u( eE). Tout d'abord, pour x; x0 2 E et

s � t � (x) ^ t � (x0) ^ t ^ u, on a

jwt (�(x; s)) � wt (�(x 0; s))j =
�
�
�
�w

�
e�

�
(x; t � s); s

� �

� w
�

e�
�
(x0; t � s); s

� � �
�
�
� :

On utilise alors le fait quew 2 L c
u( eE), ce qui nous donne puisques � u

jwt (�(x; s)) � wt (�(x 0; s))j � [w]eE;u
1

�
�
�(x; t � s) � (x0; t � s)j = [ w]eE;u

1

�
�
�x � x0

�
�
�:

D'où, [wt ]
E;t^u
1 � [w]eE;u

1 .

Ensuite, on raisonne de même pour[wt ]
E;t^u
2 . Soit x 2 E et s; s0 � t � (x) ^ t ^ u,

on a

jwt (�(x; s)) � wt (�(x; s 0))j =
�
�
�
�w

�
e�

�
(x; t � s); s

� �

� w
�

e�
�
(x; t � s0); s0

� � �
�
�
� :

On intercale le termew
�

e�
�
(x; t � s0); s

� �

et on a alors, puisquew 2 L c
u( eE) et

s; s0 � u,

jwt (�(x; s)) � wt (�(x; s 0))j � [w]eE;u
1

�
�
�(x; t � s) � (x; t � s0)j + [ w]eE;u

2

�
�
�s � s0j

�
�
[w]eE;u

1 + [ w]eE;u
2

� �
�
�s � s0

�
�
�

c'est-à-dire[wt ]
E;t^u
2 � [w]eE;u

1 + [ w]eE;u
2 .

En�n, pour x; x0 2 E tels quet � (x) _ t � (x0) � t ^ u, on a

jwt (�(x; t � (x))) � wt (�(x 0; t � (x0)))j

=
�
�
�
�w

�
e�

�
(x; t � t � (x)); t � (x)

� �

� w
�

e�
�
(x0; t � t � (x0)); t � (x0)

� � �
�
�
�

=
�
�
�
�w

�
e�

�
(x; t � t � (x)); et � (x; t � t � (x))

� �

� w
�

e�
�
(x0; t � t � (x0)); et � (x0; t � t � (x0))

� � �
�
�
�:
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De plus, puisquew 2 L c
u( eE) et et � (x; t � t � (x)) _ et � (x0; t � t � (x0)) � u, on a

jwt (�(x; t � (x))) � wt (�(x 0; t � (x0)))j � [w]eE;u
�

�
�
�(x; t � t � (x)) � (x0; t � t � (x0))

�
�
�:

On conclut grâce à l'hypothèse de continuité Lipschitz II.2 surt � qui implique�
�
�(x; t � t � (x)) � (x0; t � t � (x0))

�
�
� �

�
1 + [ t � ]

� �
�
�x � x0

�
�
�. Finalement, on awt 2 L c

t^u (E )

avec[wt ]E;t^u
� � [w]eE;u

�

�
1 + [ t � ]

�
. �

La proposition suivante montre que l'hypothèse II.3 est toujours vraie pour le
processus augmenté du temps( fX )t�0 .

Proposition 3.1.3 Sous les hypothèses II.2 et II.3 (énoncées pour le processus ori-
ginal (X t )t�0 ), pour tout w 2 L c

u( eE), on a

1. pour tous� , � 0 2 eE et s 2 [0; et � (� ) ^ et � (� 0) ^ u],
�
�
� eQw

�
e�

�
�; s

��
� eQw

�
e�

�
� 0; s

�� �
�
� � ([Q] _ 1)[w]eE;u

1

�
�
�� � � 0

�
�
�;

2. pour tous� , � 0 2 eE tels queet � (� ) _ et � (� 0) � u,
�
�
� eQw

�
e�

�
�; et � (� )

��
� eQw

�
e�

�
� 0; et � (� 0)

�� �
�
�

�
�
[Q] _ 1

��
1 + [ t � ]

��
[w]eE;u

� + [ w]eE;u
1

�
j� � � 0j;

En d'autres termes, l'hypothèse II.3 est véri�ée pour le processus augmenté du temps
( fX )t�0 avec[ eQ] =

�
[Q] _ 1

��
1 + [ t � ]

�
.

Démonstration Pour � = ( x; t) 2 eE et w 2 L c
u( eE), on a, par dé�nition de eQ,

eQw(� ) =
Z

� 02 eE
w(� 0) eQ

�
(x; t); d� 0

�
=

Z

z2E
w(z; t)Q

�
x; dz

�
= Qwt (x): (3.1.2)

Nous pouvons alors véri�er l'hypothèse de régularité sureQ. Soit � = (x; t) et
� 0 = ( x0; t0) 2 eE. Soit s 2 [0;et � (� ) ^ et � (� 0) ^ u]. Grâce à la dé�nition de e� et à
l'équation l'équation (3.1.2) on a

�
�
� eQw

�
e�

�
�; s

��
� eQw

�
e�

�
� 0; s

�� �
�
� =

�
�
� eQw

�
�(x; s); t + s

�
� eQw

�
�(x 0; s); t0+ s

� �
�
�

=
�
�
�Qwt+s

�
�(x; s)

�
� Qwt0+s

�
�(x 0; s)

� �
�
� :

Nous décomposons ceci en la somme de deux di�érences
�
�
�Qwt+s

�
�(x; s)

�
� Qwt0+s

�
�(x 0; s)

� �
�
�

�
�
�
�Qwt+s

�
�(x; s)

�
� Qwt+s

�
�(x 0; s)

� �
�
�

| {z }
(a)

+
�
�
�Q(wt+s � wt0+s )

�
�(x 0; s)

� �
�
�

| {z }
(b)

:

D'une part, rappelons que grâce au lemme 3.1.2,wt+s 2 L c
(t+s)^u (E ) si bien que,

puisques � (t + s)^ u, nous pouvons utiliser l'hypothèse II.3 de continuité Lipschitz
sur Q. Le terme (a) est alors borné comme suit

(a) � [Q][wt+s ]E;(t+s)^u
1 jx � x0j:
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De plus, le lemme 3.1.2 fournit également[wt+s ]E;(t+s)^u
1 � [w]eE;u

1 ainsi

(a) � [Q][w]eE;u
1 jx � x0j:

D'autre part, concernant le terme (b), on a

(b) � [w]eE;u
1 jt � t0j:

Finalement, on obtient

�
�
� eQw

�
e�

�
�; s

��
� eQw

�
e�

�
� 0; s

�� �
�
� � ([Q] _ 1)[w]eE;u

1

�
�
�� � � 0

�
�
�:

On borne de manière similaire l'expression
�
�
� eQw

�
e�

�
�; et � (� )

��
� eQw

�
e�

�
� 0; et � (� 0)

�� �
�
�

où � = (x; t) et � 0 = (x 0; t0) 2 eE sont tels queet � (� ) _ et � (� 0) � u. L'équation l'équa-
tion (3.1.2) implique

�
�
� eQw

�
e�

�
�; et � (� )

��
� eQw

�
e�

�
� 0; et � (� 0)

�� �
�
�

=
�
�
�Qwt+t � (x)

�
�(x; t � (x))

�
� Qwt0+t � (x 0)

�
�(x 0; t � (x0))

� �
�
�

que nous décomposons en
�
�
�Qwt+t � (x)

�
�(x; t � (x))

�
� Qwt0+t � (x 0)

�
�(x 0; t � (x0))

� �
�
�

�
�
�
�Qwt+t � (x)

�
�(x; t � (x))

�
� Qwt+t � (x)

�
�(x 0; t � (x0))

� �
�
�

| {z }
(c)

+
�
�
�(Qw t+t � (x) � Qwt0+t � (x 0))

�
�(x 0; t � (x0))

� �
�
�

| {z }
(d)

:

Grâce au lemme 3.1.2,wt+t � (x) 2 L c
(t+t � (x))^u (E ). De plus, nous supposons, sans

perte de généralité, quet � (x) � t � (x0) d'où t � (x) _ t � (x0) � (t + t � (x)) ^ u. Par
conséquent, le terme (c) est borné grâce à l'hypothèse II.3 de continuité Lipschitz
sur Q et au lemme 3.1.2 (qui donne les constantes de Lipschitz dewt+t � (x) ) par

(c) � [Q]
�
(1 + [ t � ])[w]eE;u

� + [ w]eE;u
1

�
jx � x0j:

Par ailleurs, pour le terme (d), on a

(d) =
�
�
�
�

Z

z2E

�

w(z; t + t � (x)) � w(z; t0+ t � (x0))
�

Q
�
�(x 0; t � (x0)); dz

� �
�
�
�

�
Z

z2E

�

[w]eE;u
1 jt � t0+ t � (x) � t � (x0)j

�

Q
�
�(x 0; t � (x0)); dz

�
;

d'après la remarque 2.1. De plus,Q
�
�(x 0; t � (x0)); �

�
étant une probabilité, on a

(d) � [w]eE;u
1 jt � t0+ t � (x) � t � (x0)j � [w]eE;u

1 (jt � t0j + [ t � ]jx � x0j):
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En�n, en regroupant (c) et (d), on obtient
�
�
� eQw

�
e�

�
�; et � (� )

��
� eQw

�
e�

�
� 0; et � (� 0)

�� �
�
�

�[ Q](1 + [ t � ])[w]eE;u
� jx � x0j + [ w]eE;u

1

�
[Q]jx � x0j + jt � t0j + [ t � ]jx � x0j

�

�
�
[Q] _ 1

��
1 + [ t � ]

��
[w]eE;u

� + [ w]eE;u
1

�
j� � � 0j:

D'où le résultat. �

C'est à la lueur de ce résultat que nous comprenons l'importance de l'introduc-
tion de la notion de continuité Lipschitz locale. En e�et, si nous avions formulé
l'hypothèse II.3 seulement pour les fonctions globalement lipschitzienne le long du
�ot (telle qu'elle était formulée initialement dans [de Saporta et al., 2010]), nous
n'aurions pas pu prouver qu'elle s'étendait au processus augmenté du temps.

Par conséquent, nous pouvons appliquer notre méthode numérique au processus
augmenté du temps( fX t )t�0 . En d'autres termes, pour l 2 L c( eE), c 2 L c(@eE)
et � 2 eE, notre schéma d'approximation permet d'approchereJN (l; c)(� ) que nous
dé�nissons par

eJN (l; c)(� ) = E �

2

4
Z TN

0
l ( fX t )dt +

NX

j =1

c( fX T �
j

)1 f eX
T �

j
2@eE g

3

5 : (3.1.3)

Nous allons maintenant voir que les fonctionnelles dépendant du temps et celles à
horizon déterministes se réduisent à de telles quantitéseJN (l; c)(� ) pour des fonctions
l et c convenablement choisies.

3.2 Fonctions de coût lipschitziennes

Nous étudions tout d'abord le problème des fonctionnelles dépendant du temps
avec fonctions de coût lipschitziennes par rapport aux deux variablesx et t. Ainsi,
on �xe l 2 L c( eE), c 2 L c(@eE) et x 2 E. On souhaite calculer

Ex

2

4
Z TN

0
l (X t ; t)dt +

NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg

3

5 :

Il est immédiat de remarquer que cette quantité peut être exprimée en utilisant
le processus augmenté du temps partant du point� 0 = ( x; 0). En e�et, on a

eJN (l; c)(� 0) = Ex

2

4
Z TN

0
l (X t ; t)dt +

NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg

3

5 ;

où eJN (l; c)(� 0) est donné par l'équation l'équation (3.1.3). Les fonctions de coût
l et c dépendent du temps. Cependant, dans le terme de gauche, elles sont vues
comme des fonctions du processus augmenté du temps. La dépendance en temps
est alors cachée dans la variable d'état et elles apparaissent comme des fonctions ne
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dépendant que de cette variable d'état. L'espérance de la fonctionnelle dépendant du
temps est donc obtenue en calculant l'espérance d'une fonctionnelle pour le PMDM
transformé. Cette nouvelle fonctionnelle ne dépend pas explicitement du temps et
entre donc dans le cadre du schéma numérique décrit dans la section 2.4. C'est ce
qu'énonce le théorème suivant dont la preuve est une conséquence de la discussion
précédente.

Théorème 3.2.1 Soit l 2 L c( eE) et c 2 L c(@eE). Sous les hypothèses II.1, II.2 et
II.3 (qui portent toujours sur le processus original(X t )t�0 ), on applique le schéma
d'approximation de la section 2.4 au processus augmenté du temps( fX t )t�0 et on
obtient

�
�
�
�
�
�
Ex

2

4
Z TN

0
l (X t ; t)dt +

NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg

3

5 � bV0

�
�
�
�
�
�
� "N (l; c; fX; A):

où on a noté"N (l; c; fX; A) la borne de l'erreur d'approximation fournie par le théo-
rème 2.4.2 lorsque le schéma d'approximation est appliqué avec les fonctions de coût
l et c au processus augmenté du temps( fX t )t�0 .

La quantité "N (l; c; fX; A) est calculée par rapport au processus( fX t )t�0 au lieu
de (X t )t�0 ainsi que cela est fait dans l'énoncé du théorème 2.4.2. On a ainsi

"N (l; c; fX; A) =
NCcC�

A
+

N �1X

k=0

�

2[vk+1 ]eE k eZk+1 � beZ k+1 kp

+
�
2[vk ]eE + [ F A ]01 + A[F A ]00

1

�
k eZk � beZ kkp +

�
[F A ]02 + A[F A ]00

2

�
k eSk+1 � beSk+1 kp

�

:

où ( eZk ; eSk)k2N représente la suite des positions après saut et des durées inter-saut
pour le processus augmenté du temps( fX t )t�0 et avec

[F A ]01 = Ct � [l ]eE
1 + [ c]eE� ; [F A ]00

1 = [ t � ]Cc;
[F A ]02 = Cl ; [F A ]00

2 = Cc;
[vn ]eE � fK (A; vn�1 );

et pour tout w 2 L c(E ), fK (A; w) = eE1 + E2A + eE3[w]eE
1 + E4Cw + [ eQ][w]eE

� où en�n

[ eQ] =
�
[Q] _ 1

��
1 + [ t � ]

�
;

eE1 = 2[ l ]eE
1 Ct � + Cl

�
[t � ] + 2C 2

t � [�] 1

�
+ [ c]eE�

�
1 + Ct � C�

�

+C c

�
2[�] 1Ct � + C� C2

t � [�] 1 + 2[ t � ]C�

�
;

eE3 =
�
1 + Ct � C�

�
[ eQ];

[vn ]eE
1 � eCt � C�

�
fK (A; vn�1 ) + (N � n)Ct � [�] 1

�

Ct � Cl + Cc

��

+ Ct � [l ]eE
1 ;

[vn ]eE
2 � eCt � C�

�

Ct � ClC� + 2Cl + C� Cc + (2N � 2n � 1)C�

�
Ct � Cl + Cc

� �

+ Cl ;

[vn ]eE
� � [vn ]eE

1 + [ t � ][vn ]eE
2 :

Les autres constantes restent inchangées.
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3.3 Horizon de temps déterministe

Dans l'optique des applications, il semble pertinent d'étudier le problème à hori-
zon de temps déterministet f . Par exemple, on peut vouloir estimer un coût moyen
sur une période donnée indépendamment du nombre de sauts qui se produiront du-
rant cette période. En pratique, nous choisirons un horizon de temps de la forme
t f ^ TN avec N su�samment grand pour s'assurer que leN -ème saut se produira
après l'instant t f avec une grande probabilité i.e. queP x

�
TN < t f

�
soit proche de

zéro. Nous reportons la discussion concernant le choix d'un telN , avec en particulier
une borne théorique deP x

�
TN < t f

�
, à la section suivante 3.3.4. Remarquons sim-

plement qu'en pratique, cette probabilité peut être estimée, de façon préliminaire,
par des simulations de Monte-Carlo. On cherche donc à approcher pourl 2 L c( eE),
c 2 L c(@eE) et x 2 E, la quantité

Ex

� Z TN ^t f

0
l (X t ; t)dt +

X

Tj �t f

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg

�

= Ex

� Z TN

0
l (X t ; t)1 ft�t f gdt +

NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg1fT j �t f g

�

:

L'approche naturelle consisterait à tuer le processus à l'instantt f ainsi que le sug-
gère M.H.A. Davis dans [Davis, 1993, section 31], et à appliquer notre méthode au
nouveau processus. Cependant, le processus ainsi tué ne remplira plus les hypothèses
de continuité Lipschitz du fait de la discontinuité introduite à l'instant t f .
Une autre idée consisterait alors à utiliser les résultats précédents, c'est-à-dire à uti-
liser le processus augmenté du temps en posantel (x; t) = l(x; t)1 ft�t f g et ec(x; t) =
c(x; t)1 ft�t f g. Cependant, un problème similaire se présente. En e�et, de telles fonc-
tions el et ec ne sont plus lipschitziennes en temps alors que notre schéma numérique
nécessite cette hypothèse. Dans le reste de cette section, nous allons voir comment
surmonter cet obstacle. D'une part, nous prouverons que l'hypothèse de continuité
Lipschitz sur l peut être relâchée si bien que notre méthode numérique pourra être
appliquée directement, malgré la fonction indicatrice dans le terme de coût instan-
tané, pour approcher eJN (el; c) avec c 2 L c(@eE). D'autre part, dans le cas général,
nous traiterons la discontinuité deec en l'encadrant entre deux fonctions lipschit-
ziennes.

3.3.1 Estimation directe du terme de coût instantané

Nous allons expliquer comment l'hypothèse de continuité Lipschitz sur la fonc-
tion de coût instantané peut être relâchée a�n que le théorème 2.4.2, qui énonce la
convergence de notre schéma d'approximation, reste vrai lorsque la fonction de coût
instantané est de la formeel (x; t) = l(x; t)1 ft�t f g avec l 2 L c( eE) et que la fonction
de coût des sauts à la frontière estc 2 L c(@eE) (les constantes dans la borne de la
vitesse de convergence seront légèrement modi�ées). En e�et, la fonction de coût
instantané el apparaît dans une intégrale qui aura un e�et régularisant en nous per-
mettant de prouver les propriétés de continuité Lipschitz de la fonctionnelle malgré
la discontinuité de la fonction indicatrice. Nous présentons maintenant les détails de
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ce raisonnement.

Dans ce paragraphe, nous étudions l'approximation appliquée au processus aug-
menté du temps dont les caractéristiques locales sonte�, e� et eQ dé�nies dans la
section 3.1. De plus, on �xe une fonctionl 2 L c( eE) et on dé�nit el 2 B( eE) par

pour tout � = ( x; t) 2 eE, el (� ) = l(x; t)1 ft�t f g:

On cherche à prouver que le théorème 2.4.2, reste vrai si on choisitel comme fonction
de coût instantané bien qu'elle ne véri�e pas l'hypothèse de continuité Lipschitz II.4
i.e. el 62L c( eE). En e�et, cette continuité Lipschitz est utilisée quatre fois dans la
preuve du théorème, une fois dans la proposition 2.3.2, deux fois dans la proposi-
tion 2.3.7 (lorsqu'on cherche à borner la di�érence des termes� 1 et celle des� 2)
et une fois dans la proposition 2.3.9 (lorsqu'on borne[vn ]1). Dans chaque cas, la
continuité Lipschitz de la fonction de coût instantané est utilisée pour borner des
termes de la forme

Z s0

s

�
�
�
�
el � e�

�
�; u

�
� el � e�

�
� 0; u

� �
�
�
�du; (3.3.1)

pour � , � 0 2 eE et s, s0 2 [0;et � (� ) ^ et � (� 0)], ou de la forme

Z et � (� )^ et � (� 0)

s

�
�
�
�
�
el � e�

�
�; u

�
e

� e�
�

�;u

�

� el � e�
�
� 0; u

�
e

� e�
�

� 0;u

� �
�
�
�
�
du; (3.3.2)

pour � , � 0 2 eE et s 2 [0;et � (� ) ^ et � (� 0)] dans lequel on a noté naturellemente�(�; u) =
Ru

0
e�( e�(�; v ))dv. Concernant cette seconde forme, l'équation (3.3.2), remarquons que

Z et � (� )^ et � (� 0)

s

�
�
�
�
�
el � e�

�
�; u

�
e

� e�
�

�;u

�

� el � e�
�
� 0; u

�
e

� e�
�

� 0;u

� �
�
�
�
�
du

�
Z et � (� )^ et � (� 0)

s

�
�
�el � e�

�
�; u

�
� el � e�

�
� 0; u

� �
�
� du + Cl

Z et � (� )^ et � (� 0)

s

�
�
�
�
�
e

� e�
�

�;u

�

� e
� e�

�
� 0;u

� �
�
�
�
�
du

�
Z et � (� )^ et � (� 0)

s

�
�
�el � e�

�
�; u

�
� el � e�

�
� 0; u

� �
�
� du + ClC2

t � [�] 1

�
�
�� � � 0

�
�
�:

Par conséquent, pour assurer que le théorème 2.4.2 reste vrai avecel comme fonction
de coût instantané, il su�t de parvenir à borner les termes de la forme (3.3.1). C'est
l'objet du lemme suivant.

Lemme 3.3.1 Sous l'hypothèse II.2, pour� = (x; t); � 0 = (x 0; t0) 2 eE et s 2
[0;et � (� ) ^ et � (� 0)], on a

Z s

0

�
�
�
�
el � e�

�
�; u

�
� el � e�

�
� 0; u

� �
�
�
�du � (Ct � [l ]1 + Cl )j� � � 0j:
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Démonstration Soit � = ( x; t); � 0 = ( x0; t0) 2 eE et s 2 [0;et � (� ) ^ et � (� 0)], on a

Z s

0

�
�
�
�
el � e�

�
�; u

�
� el � e�

�
� 0; u

� �
�
�
�du

�
Z s

0

�
�
�
� l � e�

�
�; u

�
1ft+u�t f g � l � e�

�
� 0; u

�
1ft 0+u�t f g

�
�
�
�du

�
Z s

0

�
�
�
� l � e�(�; u) � l � e�(� 0; u)

�
�
�
�du

| {z }
(a)

+ Cl

Z s

0

�
�
�
�1ft+u�t f g � 1ft 0+u�t f g

�
�
�
�du

| {z }
(b)

:

Le terme (a) est borné par

(a) � Ct � [l ]1j� � � 0j;

puisque l 2 L c( eE). Concernant le terme (b), on suppose sans perte de généralité
que t � t0, on a

�
�
�
�1ft+u�t f g � 1ft 0+u�t f g

�
�
�
� =

�
�
�
�1ft�t f �ug � 1ft 0�t f �ug

�
�
�
� = 1ft�t f �u<t 0�t f g;

ainsi, le terme (b) est borné par

(b) � Cl

Z t0�t f

t�t f

du = Cl jt � t0j � Cl j� � � 0j:

D'où le résultat. �

Finalement, le théorème 2.4.2 reste vrai si on choisitel comme fonction de coût
instantané. Il su�t de modi�er légèrement les constantes de Lipschitz données dans
les propositions 2.3.2, 2.3.7 et 2.3.9. Les termesCt � [l ]1 doivent être remplacés par
Ct � [l ]1 + Cl . Par conséquent, notre schéma d'approximation peut être utilisé pour
calculer eJN (el; c)(� ) avec c 2 L c(@eE) et � 2 eE. On rappelle que eJN est dé�ni par
l'équation (3.1.3) et que pour toutx 2 E, on a

eJN (el; c)(x; 0) = Ex

2

4
Z TN ^t f

0
l (X t ; t)dt +

NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg

3

5 :

On s'intéresse maintenant à la fonction indicatrice1fT j �t f g requise dans le terme de
coût des sauts à la frontière.

3.3.2 Bornes pour le terme de coût des sauts à la frontière

Nous avons vu que la condition de continuité Lipschitz surl peut être relâchée.
Cependant, elle est incontournable dans le cas dec et notre méthode ne peut être
utilisée directement avecec(x; t) = c(x; t)1 ft�t f g. On surmonte cet obstacle en uti-
lisant des approximations lipschitziennes de la fonction indicatrice. En e�et, pour
B > 0, on introduit les fonctions à valeurs réellesuB et uB représentées sur la �gure
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3.1 et dé�nies surR par

uB (t) =

8
><

>:

1 si t < t f � 1
B ,

�B (t � t f ) si t f � 1
B � t < t f ,

0 si t f � t,

uB (t) =

8
><

>:

1 si t < t f ,
�B (t � t f ) + 1 si t f � t < t f + 1

B ,
0 si t f + 1

B � t.

Figure 3.1 � La fonction t ! 1ft�t f g (courbe continue) et ses deux approximations
lipschitziennes.

Le lemme suivant est immédiat.

Lemme 3.3.2 Pour tout t � 0, limB ! +1 uB (t) = 1[0;t f [(t) et limB !+1 uB (t) =
1[0;t f ](t). De plus, pour tout B > 0, uB et uB sont Lipschitz de constante de Lipschitz
B . En�n, on a �

�
�uB � 1[0;t f ]

�
�
� � 1[t f � 1

B ;t f ];
�
�
�uB � 1[0;t f ]

�
�
� � 1[t f ;t f + 1

B ];

et
uB � 1[0;t f ] � uB :

Ainsi, on dé�nit pour l 2 L c( eE)

el (x; t) = l(x; t)1 ft�t f g (3.3.3)

et pour c 2 L c(@eE) et B > 0,

cB (x; t) = c(x; t)u B (t) et cB (x; t) = c(x; t) uB (t): (3.3.4)

Véri�ons que ces fonctions satisfont nos conditions de continuité Lipschitz le long
du �ot.
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Proposition 3.3.3 Sous les hypothèses II.2, et II.4, les fonctionscB et cB appar-
tiennent à L c(@eE) avec

[cB ]� � [c]� + BCc(1 _ [t � ]); [cB ]� � [c]� + BCc(1 _ [t � ]):

Démonstration On prouve le résultat pourcB , l'autre cas étant similaire. Pour
tous � = ( x; t); � 0 = ( x0; t0) 2 eE, on a

�
�
�cB

�
e�(�; t � (� ))

�
� cB

�
e�(� 0; t � (� 0))

� �
�
�

=
�
�
�c

�
e�(�; et � (� ))

�
uB (t + et � (� )) � c

�
e�(� 0; et � (� 0))

�
uB (t 0+ et � (� 0))

�
�
�

� [c]� j� � � 0j + Cc

�
�
�uB (t + et � (� )) � uB (t 0+ et � (� 0))

�
�
�

� [c]� j� � � 0j + CcB
�
jt � t0j + [ t � ]jx � x0j

�

�
�
[c]� + CcB(1 _ [t � ])

�
j� � � 0j:

D'où le résultat. �

Ainsi, les fonctionscB et cB sont des fonctions de coût de saut à la frontière
admissibles. Notre schéma permet donc d'approchereJN (el; cB )(x; 0) et eJN (el; cB )(x; 0).
De plus, nous pouvons encadrer l'espérance à horizon déterministe par

eJN (el; cB )(x; 0) � Ex

2

4
Z TN

0
l (X t )1 ft�t f gdt +

NX

j =1

c(XT �
j

)1 fX
T �

j
2@Eg1fT j �t f g

3

5

� eJN (el; cB )(x; 0):

La proposition suivante fournit la convergence des deux bornes.

Proposition 3.3.4 Sous l'hypothèse II.4, pour toutx 2 E, on a

lim
B ! +1

eJN (el; cB )(x; 0) = lim
B ! +1

eJN (el; cB )(x; 0)

= Ex

2

4
Z TN ^t f

0
l (X t ; t)dt +

NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg1fT j �t f g

3

5 :

La convergence ci-dessus est valable pour toutt f > 0 dans le cas deeJN (el; cB )(x; 0)
mais seulement pour presque toutt f > 0 par rapport à la mesure de Lebesgue surR
dans le cas deeJN (el; cB )(x; 0).

Ce résultat asymétrique peut paraître étrange a priori mais il s'explique assez sim-
plement. La fonction uB converge simplement vers1[0;t f ] qui est bien la fonction
indicatrice présente dans le membre de droite ci-dessus alors queuB converge vers
l'indicatrice de l'intervalle semi-ouvert1[0;t f [. La convergence seulement presque par-
tout, énoncée par la proposition, résulte alors de l'éventuelle présence d'une masse
ponctuelle de la loi d'un des temps de saut ent f . Rappelons en e�et que les lois
des temps de sauts ne sont pas absolument continues par rapport à la mesure de
Lebesgue en raison de la présence des frontières.
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Démonstration Soit x 2 E. On étudie d'abord eJN (el; cB )(x; 0). On va majorer la
di�érence

�
�
�
�
�
�
Ex

2

4
Z TN ^t f

0
l (X t ; t)dt +

NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg1fT j �t f g

3

5 � eJN (el; cB )(x; 0)

�
�
�
�
�
�
:

Remarquons tout d'abord que les termes de coût instantané se compensent, il reste
donc à étudier

�
�
�
�Ex

2

4
NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg1fT j �t f g �

NX

j =1

cB (X T �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg

3

5
�
�
�
�

� Ex

2

4
NX

j =1

�
�
�c(X T �

j
; Tj )

�
�
�
�
�
�1 fT j �t f g � uB (Tj )

�
�
�

3

5

� CcEx

2

4
NX

j =1

1ft f <T j �t f + 1
B g

3

5

� Cc

NX

j =1

�

' j (t f +
1
B

) � ' j (t f )
�

;

où ' j est la fonction de répartition deTj . Or, pour tout j � N ,

lim
B ! +1

�

' j (t f +
1
B

) � ' j (t f )
�

= 0

puisque' j est continue à droite, ce qui prouve la convergence souhaitée.

On étudie maintenant le cas deeJN (el; cB )(x; 0). Des calculs similaires donnent

�
�
�
�Ex

2

4
NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg1fT j �t f g �

NX

j =1

cB (X T �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg

3

5
�
�
�
�

� Cc

NX

j =1

�

' j (t f ) � ' j (t f �
1
B

)
�

:

On ne peut pas conclure comme dans le cas précédent car' j n'est pas continue à
gauche sit f est un atome de la distribution deTj . On suppose donc que ce n'est pas
le cas ce qui nous donne alors le résultat puisque pour toutj � N ,

lim
B !+1

�

' j (t f ) � ' j (t f �
1
B

)
�

= 0:

On remarque �nalement que l'ensemble des atomes deTj étant au plus dénombrable,
la convergence a lieu pour presque toutt f par rapport à la mesure de Lebesgue sur
R. �

3.3.3 Bornes dans le cas général

Le résultat précédent montre que l'espérance à horizon déterministe peut être
bornée en appliquant notre méthode numérique successivement à(el; cB ) et à (el; cB ).
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On obtient ainsi les deux suites de variables aléatoires(V k;B )0�k �N , respectivement
(V k;B )0�k �N , correspondant à la suite de variables aléatoires(Vk)0�k �N , décrite dans
la section 2.4, lorsqu'on applique notre schéma d'approximation numérique au pro-
cessus augmenté du temps( fX t )t�0 avec fonctions de coût(el; cB ), respectivement
(el; cB ), dé�nies par les équations (3.3.3) et (3.3.4). Les bornes de l'erreur d'approxi-
mation fournies par le théorème 2.4.2 sont notées respectivement"N (l; cB ; fX; A; B )
et "N (l; cB ; fX; A; B ).

En d'autres termes, on a montré le théorème suivant.

Théorème 3.3.5 Soit l 2 L c( eE) et c 2 L c(@eE). Sous les hypothèses II.1, II.2 et
II.3 (qui portent toujours sur le processus original(X t )t�0 ), on a

V 0;B � "N (l; cB ; fX; A; B )

� Ex

2

4
Z TN ^t f

0
l (X t ; t)dt +

NX

j =1

c(XT �
j

; Tj )1 fX
T �

j
2@Eg1fT j �t f g

3

5

� V 0;B + "N (l; cB ; fX; A; B ):

Dans le théorème précédent, la quantité"N (l; cB ; fX; A; B ) (et de manière simi-
laire "N (l; cB ; fX; A; B )) est calculée par rapport au processus( fX t )t�0 au lieu de
(X t )t�0 ainsi que cela est fait dans l'énoncé du théorème 2.4.2. Ainsi, on a

"N (l; cB ; fX; A; B ) =
NCcC�

A
+

N �1X

k=0

�

2[vk+1 ]eE k eZk+1 � beZ k+1 kp

+
�
2[vk ]eE +[ F A ]01+[ F A ]00

1A+[ F A ]000
1 B

�
k eZk � beZ kkp+

�
[F A ]02+[ F A ]00

2A
�
k eSk+1 � beSk+1 kp

�

:

où ( eZk ; eSk)k2N représente la suite des positions après saut et des temps inter-saut
pour le processus augmenté du temps( fX t )t�0 et avec

[F A ]000
1 = Cc(1 _ [t � ]);

[vn ]eE
1 � eCt � C�

�
fK (A; B; v n�1 ) + nCt � [�] 1

�

Ct � Cl + Cc

��

+ Ct � [l ]eE
1 ;

[vn ]eE � fK (A; B; v n�1 );

et pour tout w 2 L c(E ), fK (A; B; w ) = E 0
1 + E 00

1B + E2A + eE3[w]eE
1 + E4Cw + [ eQ][w]eE

�
où en�n

E 0
1 = 2[ l ]eE

1 Ct � + Cl

�
[t � ] + 2C 2

t � [�] 1

�
+ [ c]eE�

�
1 + Ct � C�

�

+C c

�
2[�] 1Ct � + C� C2

t � [�] 1 + 2[ t � ]C�

�
;

E 00
1 = Cc(1 _ [t � ])

�
1 + Ct � C�

�

Les autres constantes restent inchangées et on renvoie à la section 3.2 pour leur
expression précise.

Par ailleurs, il est important d'insister sur le fait qu'appliquer deux fois notre
méthode numérique (pour les couples de fonctions coût(el; cB ) puis (el; cB )) n'aug-
mente pas signi�cativement le temps de calcul. En e�et, l'obtention des grilles de
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quanti�cation est de loin l'étape la plus coûteuse. Ces grilles, qui ne dépendent que
de la dynamique du processus, peuvent ensuite être stockées et utilisées pour le cal-
cul des deux bornes.

On étudie maintenant la question du choix du paramètreB . Cette discussion
est similaire à celle du choix deA dans la section 2.4.2. La proposition 3.3.4 sug-
gère queB doit être choisi aussi grand que possible. Cependant, siB est grand,
les constantes de Lipschitz le seront également ce qui va diminuer la précision des
bornes"N (l; cB ; fX; A; B ) et "N (l; cB ; fX; A; B ) pour l'erreur d'approximation dans le
théorème 3.3.5. En e�et, on véri�e aisément que[vn ] augmente linéairement avecB
(voir ci-dessus les expressions précises des constantes de Lipschitz). Ainsi, a�n de
contrôler l'erreur proposée par le théorème 3.3.5, il faut que l'ordre de grandeur de
l'erreur de quanti�cation k� n � b� nkp soit au plus de 1

B .

3.3.4 L'horizon de calcul

Avant de conclure cette section et de présenter nos résultats numériques, nous
allons discuter du choix de l'horizon de calculN . Nous avons déjà vu que cet horizon
de calcul doit être choisi de façon queP x (TN < t f ) soit faible. Bien entendu, une ap-
proche possible consiste à choisirN de façon arbitraire puis à valider ou non le choix
e�ectué en approchant la probabilité par simulations de Monte Carlo. Cependant, il
pourra être utile de disposer d'un borne théorique et c'est l'objet de ce paragraphe :
nous allons fournir, sous certaines conditions, une borne deP x (TN < t f ) en fonc-
tion de N . Les hypothèses dont nous aurons besoin dans cette discussion sont les
suivantes :

Hypothèse II.5 Le taux de saut� est borné parC� .

Hypothèse II.6 Il existe � > 0 tel que pour toutx 2 E, Q(x; A � ) = 1 où A � =
fx 2 E tel quet � (x) � �g. En d'autres termes, les sauts ne peuvent envoyer le pro-
cessus trop près de la frontière deE.

L'hypothèse II.5 est satisfaite dans une large majorité d'applications (elle est
valable dans tous les exemples que nous avons présentés dans la section 1.2) ; l'hypo-
thèse II.6 est également assez générale, elle est introduite par Davis dans [Davis, 1993,
section 24] (elle est satisfaite dans tous nos exemples).

Nous commençons par étudier plus précisément la construction du processus
(X t ) a�n d'obtenir un résultat concernant les temps de sauts(Tk)k2N . Soit (
; A ; P)
un espace probabilisé sur lequel est dé�ni une suite(� k)k2N de variables aléatoires
indépendantes uniformément distribuées sur[0; 1]. Soit x = ( m; � ) 2 E et ! 2 
.
Détaillons maintenant la construction de la trajectoirefX t (! ), t > 0g du processus
partant du point x = ( m; � ). Soit

' S(t; x) =

8
>><

>>:

1 si t � 0;
exp

�
�

Rt
0 �(m; � m (�; s))ds

�
si 0 � t < t � (x);

0 si t � t � (x):
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Il s'agit de la fonction de survie du premier temps de sautS1 = T1 sousP x (voir
section 1.1.2). Son inverse généralisée est :

 S(u; x) = inf ft � 0 : ' S(t; x) � ug:

On peut alors construire le premier temps de saut en posantS1(! ) = T1(! ) =
 S(� 1(! ); x) et pour tout t < T 1(! ),

X t (! ) = ( m; � m (�; t )):

Si T1(! ) < +1, on choisit X T1 = ( mT1 ; � T1 ) de loi Q(�; � m (�; T 1)). Supposons que
la trajectoire soit ainsi construite jusqu'au tempsTk . Si Tk(! ) < +1, soit

Sk+1 (! ) =  S(� k(! ); X Tk );

Tk+1 (! ) = Tk(! ) + Sk+1 (! ):

Si Tk+1 (! ) < +1, on choisit X Tk +1 = ( mTk +1 ; � Tk +1 ) de loi Q(�; � mTk
(� Tk ; Sk+1 )).

En�n, la trajectoire est construite par récurrence.

Avec les mêmes notations que ci-dessus, on a le lemme suivant qui nous permet
de déduire une majoration deP x (TN < t f ) à partir d'une minoration de la fonction
de survie des durées inter-saut.

Lemme 3.3.6 Soit H une fonction de survie telle que pour toutt 2 R et pour tout
x 2 E, H (t) � ' S(t; x). Il existe une suite de variables aléatoires indépendantes
( �Sk)k2N de loi H et telle que8t f 2 R, 8N 2 N,

P x (TN < t f ) � P x ( �TN < t f ):

où on a posé�TN =
P N

k=0
�Sk .

Démonstration Soit H une telle fonction de survie. Notons� S son inverse géné-
ralisée i.e.

� S(u) = inf ft � 0 : H (t) � ug:

L'hypothèse faite surH implique que pour tout x 2 E, � S(u) �  S(u; x). Pour tout
k 2 N et pour tout ! 2 
, on pose

�Sk(! ) = � S(� k(! )):

Remarquons que l'on utilise les mêmes variables� k que dans la dé�nition deSk , ce
qui nous permet d'écrire que�Sk � Sk p.s. et donc �Tk � Tk p.s. Le résultat suit. �

On cherche maintenant à bornerP x (TN < t f ) pour t f > 0 �xé. Soit

H (t) =

8
><

>:

1 si t � 0;
e�C � t si 0 � t < �;
0 si t � �:
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La distribution H correspond à la �pire� distribution pour les durées inter-saut
dans le sens où elle entraîne les sauts les plus fréquents. En e�et, en notant' k la
fonction de survie deSk , on a H � ' k pour tout k 2 N. Par conséquent, le lemme
3.3.6 fournit une variable aléatoire�TN =

P N
k=0

�Sk , où les �Sk sont indépendants et
ont pour fonction de survie la fonctionH , telle que

P x (TN < t f ) � P x ( �TN < t f ):

Des calculs standards donnentEx [ �TN ] = NmS et V x [ �TN ] = N� 2
S où on a posé

mS = Ex [ �S1] =
1

C�

�
1 � e�C � �

�
;

� 2
S = V x [ �S1] =

1
C2

�

�
1 � 2C� �e�C � � � e�2C � �

�
:

Supposons maintenant queN soit tel que NmS > t f et en remarquant que

P x ( �TN < t f ) � P x

� �
�
� �TN � E � [ �TN ]

�
�
� > E � [ �TN ] � t f

�
;

l'inégalité de Tchebychev donne :

P x ( �TN < t f ) �
N� 2

S

(Nm S � t f )2 :

Le terme de droite majoreP x (TN < t f ) et tend vers zéro lorsqueN tend vers l'in�ni.
Il peut être utilisé pour choisir a priori une valeur de l'horizon de calculN .

3.4 Résultats numériques

Dans cette section, on applique nos résultats à trois exemples présentés dans
le premier chapitre : le modèle d'atelier de maintenance (section 1.2.3), le modèle
industriel de corrosion proposé par Astrium (section 1.2.5) et le modèle d'assurance
�garantie de revenus� (section 1.2.4).

3.4.1 L'atelier de maintenance

On étudie ici le modèle d'atelier de maintenance introduit dans la section 1.2.3.

Rappelons qu'il s'agit d'une machine pouvant se trouver dans trois états (les
trois modes du processus correspondant) :

- mode 1 la machine fonctionne et produit des biens d'une valeur journalièrer (x),

- mode 2 la machine est en réparation et coûte chaque jourp(x),

- mode 3 en maintenance, le coût journalier estq(x).

Les coûts et pro�ts liés à la machine dépendent d'un paramètrex 2 [0; 1] choisi par
l'opérateur, notre but est donc de trouver la valeur dex qui maximise l'espérance
du béné�ce total B (x) :

Bmax = sup
x2[0;1]

B(x);
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où

B(x) = E (1;0;0)

� Z t f

0
e��t

�
r (x)1 fm t =1g � p(x)1 fm t =2g � q(x)1 fm t =3g

�
dt

�

:

On utilisera les valeurs suivantesr (x) = x, p(x) = 100x 2, q(x) = 5 , � = 0:03
365 et le

taux de saut � est tel que la durée de séjour dans le mode 1 suit une loi de Weibull
de paramètres� = 2 et � = 600. Pour x 2 [0; 1] �xé, nous souhaitons calculer
eJN (el; 0)(1;0;0) où

el (m; �; t ) = e��t
�
r (x)1 fm=1g � p(x)1 fm=2g � q(x)1 fm=3g

�
1ft�t f g:

Remarquons que nous aurions pu choisirr , p et q plus généraux en les autorisant à
dépendre du temps. Les hypothèses I.1, II.1 et II.2 sont clairement véri�ées. L'hy-
pothèse II.3 est aisée à véri�er car le noyau de transitionQ est dégénéré. Quant
à l'hypothèse II.4, elle se ramène à une hypothèse de continuité Lipschitz au sens
classique surel puisque le �ot est lui-même lipschitzien. Celle-ci se véri�e aisément
et on peut appliquer notre méthode numérique. Nous devons tout d'abord trouver
N 2 N tel que P (1;0;0)(TN < t f ) soit faible. Des simulations de Monte-Carlo sug-
gèrent la valeurN = 18 car on a alorsP (1;0;0)(TN < t f ) de l'ordre de10�5 . Avant de
présenter les résultats numériques, intéressons-nous à la méthodologie développée
dans la section 3.3.4 pour estimer a priori l'horizon de calculN . Les hypothèses de
cette section sont en e�et véri�ées. Pour que la borne théorique que nous y avons
obtenue soit de l'ordre de10�5 , il faut choisir N > 400ce qui est bien sûr irréaliste.

Insistons sur le fait que, lorsque les grilles de quanti�cation ont été obtenues,
nous pouvons approcherB(x) presque instantanément pour n'importe quelx 2 [0; 1]
parce que les mêmes grilles sont utilisées pour chaque calcul. Grâce à cette �exibilité,
nous pouvons tracer la fonctionx ! B(x) et, ainsi, résoudre aisément le problème
d'optimisation. C'est un avantage important de notre méthode. En e�et, si nous
utilisions une méthode standard de Monte-Carlo, il faudrait répéter l'intégralité des
calculs pour chaque valeur dex et il serait alors laborieux de résoudre le problème
d'optimisation.

La �gure 3.2 représente l'approximation (500 points dans les grilles de quanti-
�cation) de la fonction B obtenue sur une grille de[0; 1] avec un pas constant de
10�2 . Ceci conduit à la solution du problème d'optimisation. On obtientBmax =
B(xmax ) = 537:84 où xmax = 0:78 est la valeur du paramètrex qui maximise le
béné�ce de l'usine. Soit maintenantx = 0:78, le tableau 3.1 présente les valeurs de
bVN , l'approximation de B(x), en fonction du nombre de points dans les grilles de
quanti�cation. Une valeur de référence, obtenue par simulation de Monte-Carlo (108

simulations) estBMonte�Carlo = 537:69.

La �gure 3.3 présente la vitesse de convergence empirique de notre approxima-
tion de B(xmax ). Cette vitesse de convergence, estimée par un modèle de régression,
est -1.08. La valeur théorique de la vitesse de convergence de la quanti�cation opti-
male, donnée par le théorème 1.4.1, serait de -0.5 si on considérait que la dimension
est ici 2 (en e�et, � = 0 immédiatement après un saut donc on ne quanti�e que les
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Figure 3.2 � La fonction x ! B(x) calculée avec 500 points dans les grilles de
quanti�cation en tout point x = k

100, pour 0 � k � 100.

Points dans les grilles de quanti�cation bVN erreur relative à537:69
20 points 542.14 0.83 %
50 points 539.57 0.35 %
100points 538.24 0.10 %
500points 537.84 0.03 %

Monte Carlo (108 simulations) 537.69

Table 3.1 � Résultat des simulations pour le béné�ce moyen optimal dans le modèle
d'atelier de maintenance.

variablesm et t). On constate que la valeur empirique est plus proche de -1, ce qui
correspondrait à un processus de dimension 1. Ceci peut s'expliquer par le fait que
la variable de modem est en fait déjà discrète.

Du point de vue du temps de calcul, nous avons déjà signalé que le calcul de
grandes grilles de quanti�cation est, de loin, l'étape la plus coûteuse. L'approxima-
tion de l'espérance qui suit étant presque instantanée. Cependant, nous pouvons
remarquer dans le tableau ci-dessus, qu'une série de grilles ne contenant que 50
points fournit déjà un résultat assez précis (une erreur de 0.35% seulement). De
telles grilles sont obtenues très rapidement. Par ailleurs, nous avons déjà remar-
qué que les mêmes grilles peuvent avoir plusieurs �ns. Par exemple, nous pourrions
aussi nous intéresser au temps moyen que la machine passe à l'atelier en choisissant
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l(m; �; t ) = 1fm2f2;3gg .

Figure 3.3 � Logarithme de l'erreur dans l'approximation du béné�ce moyen opti-
mal par rapport au logarithme du nombre de points dans les grilles de quanti�cation.
La vitesse de convergence empirique, estimée par modèle de régression, est -1.08.

3.4.2 Le modèle de corrosion

Nous considérons maintenant le modèle de corrosion, fourni pas Astrium, que
nous avons présenté dans la section 1.2.5 et à laquelle nous renvoyons pour la des-
cription précise du PMDM modélisant la situation. Nous cherchons à calculer la
perte d'épaisseur moyenne dans l'environnement 2 jusqu'à la datet f = 18 années
(cette durée correspond à la durée moyenne d'un cycle de passage dans les trois
environnements successifs).

Cet exemple est particulièrement intéressant car nous allons voir que certaines
de nos hypothèses ne sont pas véri�ées notamment l'hypothèse II.2, selon laquelle
t � doit être borné, puisqu'on at � (x) = + 1 pour tout x 2 E. Nous allons voir que
la mise en oeuvre de notre schéma numérique sera toujours possible : l'horizon de
temps déterministet f jouera le rôle deCt � et les fonctions qui nous intéressent seront
nulles au-delà det f .

Rappelons maintenant les principales caractéristiques du PMDM modélisant
l'évolution de la corrosion. L'espace d'état est

E =
n
(m; d; s; �; t ) 2 M � R+ � R+ � [10�7 ; 10�5 ] � R+ tel que s � t

o
:
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Le �ot est donné pour tout u � 0 par

�(

0

B
B
B
B
B
B
@

m
d
s
�
t

1

C
C
C
C
C
C
A

; u) =

0

B
B
B
B
B
B
@

m
d + dm (�; s + u) � dm (�; s)

s + u
�

t + u

1

C
C
C
C
C
C
A

où dm représente la perte d'épaisseur dans le modem et est donnée par l'équation
l'équation (1.2.1) que nous rappelons :

dm (�; s) = �
�
s + � m

�
e� s

2� m � 1
��

: (3.4.1)

La fonction de coût l 2 B(E ) est dé�nie pour tous x = ( m; d; s; �; t ) 2 E et
u � 0 par

l(�(x; u)) = �
�

1 �
1
2

e� s+u
2� m

�

1fm=2g =
d

du

�

dm (�; s + u)
�

1fm=2g : (3.4.2)

On dé�nit ensuite ~l(�(x; u)) = l(�(x; u))1 ft+u�t f g, on a ainsi

L(x; u) =
Z u

0

~l
�
�(x; u 0)

�
du0

=
Z u^(t f �t) +

0
l
�
�(x; u 0)

�
du0

=
�

dm (�; s + u ^ (t f � t) + ) � dm (�; s)
�

1fm=2g ;

ce qui correspond à la perte d'épaisseur dans le mode 2 depuis le pointx = ( m; d; s; �; t )
et pendant une duréeu ^ (t f � t) + .

Les hypothèses I.1 et II.1 sont clairement satisfaites car le taux de saut est
constant dans chaque ambiance. De plus, il est aisé, d'après l'équation l'équa-
tion (3.4.2), de véri�er que l'hypothèse II.4 est véri�ée, c'est l'objet du lemme sui-
vant.

Lemme 3.4.1 La fonction de coûtl dé�nie par l'équation (3.4.2) est lipschitzienne
le long du �ot i.e.

l 2 L c(E ):

En d'autres termes, l'hypothèse II.4 est véri�ée.

Démonstration Soit x = ( m; d; s; �; t ), x0 = ( m0; d0; s0; � 0; t0) 2 E et u, u0 2 R+ ,
nous allons borner la quantité

jl (�(x; u)) � l (�(x 0; u0))j :

Le seul cas non trivial est le casm = m0 = 2 car si m 6= 2et m0 6= 2, la quantité
ci-dessus est nulle et si un seul des modes est le mode 2, on a, d'après la norme
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dé�nie sur E par 1.1.5, jx � x0j = + 1 et il n'y a rien à prouver. On suppose donc
que m = m0 = 2 et on a

jl (�(x; u)) � l (�(x 0; u0))j =
�
�
�
��

�

1 �
1
2

e� s+u
2� 2

�

� � 0
�

1 �
1
2

e� s0+u 0

2� 2

� �
�
�
� :

On intercale le terme� 0
�

1 � 1
2e� s+u

2� 2

�

. En remarquant que
�

1 � 1
2e� s+u

2� 2

�

� 1 et

� _ � 0 � 10�5 , on a

jl (�(x; u)) � l (�(x 0; u0))j � j � � � 0j +
1
2

10�5
�
�
�
�e

� s+u
2� 2 � e� s0+u 0

2� 2

�
�
�
�

� j� � � 0j +
1

4� 2
10�5 js � s0j +

1
4� 2

10�5 ju � u0j:

Or, j� � � 0j + 1
4� 2

10�5 js � s0j � jx � x0j puisque 1
4� 2

10�5 � 1. On obtient donc la
continuité Lipschitz de l le long du �ot avec

[l ]E1 � 1;

[l ]E2 �
1

4� 2
10�5 :

Dans cette exemple,t � est in�ni, il n'y a donc pas lieu de dé�nir [l ]E� , le lemme est
prouvé. �

On se tourne maintenant vers l'hypothèse II.3 et nous verrons que, bien qu'elle
ne soit pas vraie pour toute fonctionw 2 L c

v(E ), elle l'est pour une sous classe
de fonctions su�samment grande. Nous commençons par une remarque : rappelons-
nous que pour toutx = ( m; d; s; �; t ) 2 E et pour tout k 2 f 0; :::; Ng, on avN �k (x) =
Ex

hRTk
0 l

�
�(x; u)

�
1ft+u�t f gdu

i
, donc pour tout k 2 f 0; :::; Ng la fonction vk ainsi que

la fonction ~l satisfont la condition suivante :

pour tout x = ( m; d; s; �; t ) 2 E tel que t � t f ; on a w(x) = 0 : (3.4.3)

L'étape suivante consiste à pouver que l'hypothèse II.3 est valable pour toute
fonction w 2 L c

v(E ) qui satisfait également la condition l'équation (3.4.3). C'est
l'objet du lemme 3.4.2. Ceci est su�sant car, dans la preuve du théorème qui assure
la convergence de notre schéma numérique, l'hypothèse II.3 n'est utilisée que pour les
fonctions (vk)k2f0;:::;N g qui satisfont la condition l'équation (3.4.3). Avant d'énoncer
le lemme, nous rappelons l'équation (1.2.2) satisfaite par le noyau de transitionQ :
pour w 2 B(E ), x = ( m; d; s; �; t ) 2 E, et u � 0,

Qw
�
�(

0

B
B
B
B
B
B
@

m
d
s
�
t

1

C
C
C
C
C
C
A

; u)
�

=
1

� max � � min

Z � max

� min

w

0

B
B
B
B
B
B
@

m + 1[3]
d + dm (�; s + u) � dm (�; s)

0
~�

t + u

1

C
C
C
C
C
C
A

d~�:

(3.4.4)
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Lemme 3.4.2 Il existe [Q] 2 R+ tel que pour tousv � 0 et w 2 L c
v(E ) qui satisfait

la condition l'équation (3.4.3), on a pour tousx, x0 2 E et 0 � u � v,
�
�
�Qw

�
�(x; u)

�
� Qw

�
�(x 0; u)

� �
�
� � [Q][w]E;v

1 jx � x0j:

Démonstration Soit x = ( m; d; s; �; t ) et x0 = ( m0; d0; s0; � 0; t0) 2 E avec par
exemplet � t0. Tout d'abord, on peut choisirm = m0. En e�et, dans le cas contraire,
jx � x0j = + 1 et il n'y a rien à prouver. Il existe alors trois cas :

� si t f � t + u � t0+ u, alors on aQw
�
�(x; u)

�
= Qw

�
�(x 0; u)

�
= 0 parce que

w satisfait la condition l'équation (3.4.3) et il n'y a rien à montrer.
� si t + u � t f � t0+ u, alors Qw

�
�(x 0; u)

�
= Qw

�
�((m 0; d0; s0; � 0; t f ); u)

�
= 0

(c'est une conséquence de la condition l'équation (3.4.3)) si bien que nous
sommes ramenés au cas suivant,

� Supposons désormais quet + u � t0+ u � t f . On cherche à borner
�
�
�Qw

�
�(x; u)

�
� Qw

�
�(x 0; u)

� �
�
� :

D'après l'équation l'équation (3.4.4), on a

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

Qw
�
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; u)
�

� Qw
�
�(
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B
B
B
B
B
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@

m
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s0

� 0

t0

1

C
C
C
C
C
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; u)
�
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�
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�
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�
�
�

� [w]E1

�
�
�
�
�
�
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�

0

B
B
B
B
B
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@

0
d � d0+ dm (�; s + u) � dm (� 0; s0+ u) + dm (� 0; s0) � dm (�; s)

0
0

t � t0

1

C
C
C
C
C
C
A

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Ainsi, il su�t de prouver que la fonction (�; s) ! dm (�; s), dé�nie par l'équa-
tion (3.4.1), est lipschitzienne par rapport à ses deux variables sur l'ensemble

[10�7 ; 10�5 ] � [0;t f ]:

On peut se limiter à cet ensemble car on as � t et s0 � t0, ainsi s; s0; s+ u; s0+
u � t f . Des calculs élémentaires impliquent :

jdm (�; s) � dm (� 0; s0)j � sj� � � 0j +
3
2

� 0js � s0j

� t f j� � � 0j +
3
2

10�5 js � s0j:

D'où le résultat. �

Dans la démonstration précédente, le rôle det f est essentiel car la fonction
(�; s) ! dm (�; s) n'est pas Lipschitz sur[10�7 ; 10�5 ] � R+ : Remarquons que l'uti-
lisation de t f aurait été inutile si t � avait été borné car on aurait alors considéré
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la fonction sur l'ensemble[10�7 ; 10�5 ] � [0;Ct � ]. L'horizon de temps déterministet f

joue ici le rôle duCt � manquant.

En�n, l'hypothèse II.2 n'est pas satisfaite parce que dans notre modèle de corro-
sion, on at � (x) = + 1 pour tout x 2 E. Nous avons vu, dans la preuve précédente,
que l'horizon de temps déterministet f joue le rôle deCt � . En e�et, toutes les fonc-
tions qui nous intéressent sont nulles au-delà det f (voir l'équation (3.4.3)), il est
inutile de considérer le processus au-delà det f .

Plus généralement, nous allons voir que dans notre problème à horizon de temps
déterministe, l'hypothèse selon laquellet � doit être borné peut être supprimée et
nos résultats restent vrais en remplaçantCt � par t f . C'est clair dans le cas de la
proposition 2.3.2 parce que la fonction~l satisfait la condition l'équation (3.4.3).
La proposition 2.3.9 reste vraie également en replaçantCt � par t f . En e�et, d'une
part, il est clair que L(x; u) � t f Cl . D'autre part, lors du calcul de jvn (�(x; u)) �
vn (�(x 0; u0))j, trois cas peuvent se présenter (comme dans la preuve du lemme 3.4.2) :

� si t f � u � u0, on avn (�(x; u)) = vn (�(x 0; u0)) = 0 (ceci résulte de la condition
l'équation (3.4.3)),

� si u � t f � u0, on a jvn (�(x; u)) � vn (�(x 0; u0))j = jvn (�(x; u)) � vn (�(x 0; t f ))j
puisquevn (�(x 0; u0)) = vn (�(x 0; t f )) = 0 (c'est la condition l'équation (3.4.3)
encore une fois) et on est ramené au cas précédent,

� si u � u0 � t f , les calculs restent inchangés ett f remplaceCt � pour borner u
et u0.

Des simulations de Monte Carlo suggèrent d'utiliser la valeurN = 14 comme
horizon de calcul. En e�et, on obtient alorsP(TN < t f ) de l'ordre de 10�4 . Pour
obtenir une borne de cette ordre de grandeur, la méthodologie de la section 3.3.4
suggère de choisirN > 1000. Le tableau 3.2 présente les valeurs de la perte moyenne
d'épaisseur dans l'environnement 2 obtenues grâce à notre schéma ainsi qu'une ap-
proximation par simulations de Monte-Carlo (obtenue avec108 simulations) et les
erreurs relatives de nos valeurs par rapport à la valeur Monte Carlo.

La �gure 3.4 présente la vitesse de convergence empirique. Cette vitesse de
convergence, estimée par un modèle de régression, est -0.35. Cette valeur est très
proche de la vitesse de convergence de la quanti�cation optimale, donnée par le
théorème 1.4.1, qui est�0:33 puisque la dimension est ici 3. En e�et, la succession
des modes étant déterministe, il n'est pas nécessaire de quanti�er cette variable. De
plus, s = 0 immédiatement après un saut donc on ne quanti�e que les variables�, d
et t.

Par ailleurs, le tableau 3.3 présente le temps nécessaire au calcul1 de l'espérance
à partir des grilles de quanti�cation. Nous pouvons observer que, une fois les grilles
de quanti�cation obtenues, notre schéma d'approximation est très rapide.

1. les calculs sont e�ectués avec Matlab R2010b sur un MacBook Pro 2.66 GHz i7 processor.
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Points dans le grilles de quanti�cation bV0 erreur
20 points 0.038386 4.43 %
50 points 0.037804 2.85 %
100 points 0.037525 2.09 %
200 points 0.037421 1.81 %
500 points 0.037264 1.38 %
1000 points 0.037160 1.10 %
2000 points 0.037041 0.77 %
4000 points 0.037007 0.69 %
6000 points 0.036973 0.57 %
8000 points 0.036944 0.49 %
10000 points 0.036911 0.40 %
12000 points 0.036897 0.36 %
Monte Carlo 0.036755

Table 3.2 � Résultat des simulations pour l'approximation de la perte d'épaisseur
moyenne (en mm) dans l'environnement 2 en fonction du nombre de points dans
les grilles de quanti�cation et une approximation par la méthode Monte-Carlo (108

simulations).

Figure 3.4 � Logarithme de l'erreur dans l'approximation de la perte d'épaisseur
par rapport au logarithme du nombre de points dans les grilles de quanti�cation. La
vitesse de convergence empirique, estimée par modèle de régression, est -0.35.
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Grilles de quanti�cation temps de calcul (secondes)
20 points 0.0059
50 points 0.0085
100 points 0.014
200 points 0.034
500 points 0.12
1000 points 0.37
2000 points 1.5
4000 points 5.6
6000 points 13
8000 points 24
10000 points 35
12000 points 54

Monte Carlo (108 simulations) � 16 000

Table 3.3 � Temps de calcul nécessaire à l'approximation de l'espérance dans le
modèle de corrosion.
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3.4.3 Évaluation d'une assurance garantie de revenus

On étudie ici le modèle d'assurance introduit dans la section 1.2.4.

Rappelons que l'on cherche à déterminer le prix de l'assurance donné par :

E (1;0;0)

� Z t f

0
e��t 1fm t =3g dt

�

:

Il s'agit du coût total d'une assurance qui paie 1 euro par an à l'assuré à partir
du moment où la durée d'un arrêt maladie excèdep années et jusqu'à la reprise
d'activité, la �n de contrat ou le décès de l'assuré.

On choisit les valeurs numériques suivantes :� BM (�; t ) = 0 :3, � MB (�; t ) = 2 :8,
� BD (�; t ) = � MD (�; t ) = 0 :001, p = 0:5 années,� = 0:03 et t f allant jusqu'à 25
années. Nos hypothèses sont véri�ées sauf l'hypothèse II.2 (t � borné) mais on peut,
par les mêmes arguments que dans l'exemple précédent, remplacerCt � par t f . A�n
d'appliquer notre schéma d'approximation, il faut choisir un horizon de calculN tel
que P (1;0;0)(TN < t f ) soit faible lorsquet f = 25 années. Des simulations de Monte
Carlo suggèrent la valeurN = 28 car la probabilité P (1;0;0)(TN < t f ) est alors de
l'ordre de 10�3 . La méthodologie de la section 3.3.4, quant à elle, fournit une borne
de la probabilité du même ordre de grandeur pourN > 500.

La �gure 3.5 représente la fonction

t f ! E (1;0;0)

� Z t f

0
e��t 1fm t =3g dt

�

;

pour t f 2 [0; 25] (tracée avec un pas de temps égal à 0.5) estimée par notre schéma
numérique pour 100, 200 et 2000 points dans les grilles de quanti�cation. Dans le
tableau 3.4, on a �xé la valeur t f = 25 années et on donne les approximations
de E (1;0;0)

hRt f
0 e��t 1fm t =3g dt

i
en fonction du nombre de points dans les grilles de

quanti�cation. A l'aide de 108 simulations de Monte Carlo, on obtient la valeur de
référence 0.3945 euros. La �gure 3.6 présente la vitesse de convergence empirique.
Cette vitesse de convergence, estimée par un modèle de régression, est -0.89. La
valeur théorique de la vitesse de convergence de la quanti�cation optimale, donnée
par le théorème 1.4.1, serait de -0.5 si on considérait que la dimension est ici 2 (en
e�et, � = 0 immédiatement après un saut donc on ne quanti�e que les variablesm et
t). On constate que la valeur empirique est plus proche de -1, ce qui correspondrait
à un processus de dimension 1. Ceci peut s'expliquer par le fait que la variable de
modem est en fait déjà discrète.

Dans cet exemple, on peut à nouveau apprécier la �exibilité o�erte par la quan-
ti�cation. En e�et, les grilles de quanti�cation ne dépendent pas de la date de �n de
contrat t f . Ainsi, une fois les grilles obtenues, on peut obtenir rapidement l'approxi-
mation du coût de l'assurance pour n'importe quelle valeur det f (dans la limite
imposée par l'horizon de calculN ). Ceci nous a permis de tracer aisément la fonc-
tion t f ! E (1;0;0)

hRt f
0 e��t 1fm t =3g dt

i
représentée sur la �gure 3.5. Au contraire, si on
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Figure 3.5 � La fonction t f ! E (1;0;0)

hRt f
0 e��t 1fm t =3g dt

i
(coût de l'assurance en

fonction de la durée du contrat) calculée par quanti�cation avec 100 points, 200
points et 2000 points. La courbe obtenue par simulations de Monte-Carlo n'est pas
représentée ici pour plus de clarté car elle est pratiquement confondue avec celle
obtenue par quanti�cation avec 2000 points.

opte pour une méthode de simulations de Monte Carlo, on doit e�ectuer à nouveau
tous les calculs si on décide de changer la date de �n de contrat a posteriori.

Grilles de quanti�cation bV0 erreur relative à 0.3945
100 points 0.3899 1.17 %
200 points 0.3927 0.46 %
500 points 0.3938 0.18 %
1000 points 0.3940 0.13 %
2000 points 0.3942 0.07 %
Monte Carlo 0.3945

Table 3.4 � Résultats des simulations pour l'évaluation de l'assurance garantie de
revenus de durée de contratt f = 25 années.

En�n, comme dans l'exemple précédent, on présente le temps nécessaire au cal-
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Figure 3.6 � Logarithme de l'erreur dans l'approximation de la valeur de l'assurance
par rapport au logarithme du nombre de points dans les grilles de quanti�cation. La
vitesse de convergence empirique, estimée par modèle de régression, est -0.89.

cul 2 de l'espérance à partir des grilles de quanti�cation dans le tableau 3.5. Nous
observons à nouveau que notre schéma d'approximation est très rapide une fois les
grilles de quanti�cation obtenues. Par ailleurs, le temps de calcul (pour notre schéma
ainsi que pour la méthode de Monte Carlo) est plus important dans cet exemple que
dans le précédent. Ceci s'explique par l'horizon de calcul qui est deN = 28 dans cet
exemple et qui n'était que deN = 14 dans le précédent.

Grilles de quanti�cation temps de calcul (secondes)
100 points 0.040
200 points 0.087
500 points 0.42
1000 points 1.5
2000 points 5.7

Monte Carlo (108 simulations) � 32 000

Table 3.5 � Temps de calcul nécessaire à l'approximation de l'espérance dans le
modèle d'assurance.

2. les calculs sont e�ectués avec Matlab R2010b sur un MacBook Pro 2.66 GHz i7 processor.
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3.4.4 Quanti�cation et problème d'échelles

A�n de conclure cette section concernant les exemples numériques, nous décri-
vons ici une di�culté rencontrée lors du calcul pratique des grilles de quanti�cation
et liée à des problèmes d'échelles.

Dans l'exemple du modèle de corrosion, les composantes du processus à quanti�er
sont d'ordres de grandeur très di�érents. Les temps de sautTk sont de l'ordre de
105 alors que le taux de corrosion� est voisin de10�6 . L'algorithme classique de
quanti�cation fournit alors des résultats peu satisfaisants : les composantes dont
l'ordre de grandeur est plus faible ne sont pas prises en compte. En e�et, celles-ci
sont négligées dans l'étape de recherche du plus proche voisin puisque ce plus proche
voisin s'entend au sens de la normep usuelle.

A�n de corriger ce problème, nous avons utilisé une normep (en pratique, une
norme euclidienne) pondérée de manière à niveler les ordres de grandeur des di�é-
rentes coordonnées. Nous illustrons cet e�et par un exemple. Il s'agit de la quanti�-
cation d'un vecteur aléatoire de loi uniforme sur[0; 1]� [0; 1000]. On voit clairement
que dans le cas de l'algorithme standard (�gure 3.7), seule la deuxième coordonnée
est prise en compte, tous les points de la grille ont une abscisse proche de0:5. Au
contraire, dans le cas de l'algorithme pondéré (�gure 3.8), la distribution uniforme
des points de la grille paraît beaucoup plus satisfaisante.

Figure 3.7 � Quanti�cation d'une loi uniforme sur [0; 1] � [0; 1000]. Algorithme
standard.
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Figure 3.8 � Quanti�cation d'une loi uniforme sur [0; 1] � [0; 1000]. Algorithme
pondéré.
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Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté une méthode numérique e�cace et fa-
cile à implémenter visant à approcher des espérances de fonctionnelles de Processus
Markoviens Déterministes par Morceaux. Nous avons prouvé la convergence de l'al-
gorithme en exhibant une vitesse de convergence.

Bien que notre méthode soit développée dans le cadre de fonctionnelles inva-
riantes en temps, elle s'étend aux cas de fonctionnelles dépendantes du temps et de
fonctionnelles à horizon déterministe. En e�et, nous avons montré que, grâce à l'in-
troduction du processus augmenté du temps, ces deux derniers problèmes peuvent
être vus, paradoxalement, comme des cas particuliers du problème initial indépen-
dant du temps.

Parmi nos hypothèses, celle que nous jugeons la plus restrictive est sans conteste
l'hypothèse II.2 selon laquelle le temps de sortie déterministet � doit être borné.
Ceci exclut en e�et toutes les applications dans lesquelles au moins un des modes
ne comporte pas de frontière. Cependant, nous avons vu que cette restriction peut
être contournée lorsqu'on étudie un problème à horizon de temps déterministet f .
Ce phénomène est détaillé dans l'exemple du modèle de corrosion de la section 3.4.2,
nous y observons quet f joue le rôle de la borne manquante det � . Ceci permet d'ap-
pliquer notre schéma numérique à une large classe de processus.

Notre méthode est simple à mettre en oeuvre car elle nécessite simplement d'être
capable de simuler le processus. De plus, bien que le temps de calcul des grilles de
quanti�cation puisse être assez important, il peut être e�ectué de façon préliminaire
car ces grilles ne dépendent que de la dynamique du processus et non des fonctions de
coût. Par conséquent, elles peuvent être stockées et réutilisées. Ainsi que l'illustrent
les exemples développés dans les sections 3.4.1 et 3.4.3, ceci confère à notre méthode
une �exibilité appréciable. En e�et, le calcul de l'espérance étant très rapide, une fois
les grilles obtenues (voir à ce sujet les tableaux 3.3 et 3.5), on peut décider de modi�er
la fonctionnelle ou de réévaluer les paramètres physiques qui ne modi�ent pas la
dynamique du processus, le nouveau résultat sera calculé presque instantanément.
Cette �exibilité est un avantage important par rapport à une méthode de Monte-
Carlo.
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Introduction

Dans cette partie, nous présentons une méthode de calcul de la fonction de survie
et des moments d'un temps de sortie pour un PMDM. Notre approche numérique
est à nouveau basée sur la quanti�cation d'une chaîne de Markov à temps discret
sous-jacente au PMDM. L'approximation que nous proposons est facile à mettre en
÷uvre et possède une certaine �exibilité vis-à-vis du temps de sortie considéré. Nous
prouvons la convergence de nos algorithmes et obtenons une vitesse de convergence
dans le cas des moments. Deux exemples numériques illustrent notre méthode : le
premier est le processus de Poisson avec �ot présenté dans la section 1.2.1, le second
est le modèle de corrosion introduit dans la section 1.2.5.

Cette partie est adaptée de l'articleNumerical methods for the exit time of a
piecewise-deterministic markov process([Brandejsky et al., 2012]) paru dans la re-
vue Advances in Applied Probability.

Le calcul numérique des moments d'un temps de sortie pour les processus de Mar-
kov a été étudié par K. Helmes, S. Röhl et R.H. Stockbridge dans [Helmes et al., 2001].
Partant d'une hypothèse relative au générateur du processus, ils obtiennent un
système d'équations linéaires satisfaites par les moments. A ces équations, ils ad-
joignent un nombre �ni de conditions de Hausdor� pour les moments qui sont éga-
lement des contraintes linéaires. Le problème d'optimisation ainsi obtenu est alors
un problème classique de programmation linéaire pour lequel de nombreux logi-
ciels e�caces sont disponibles. J.-B. Lasserre et T. Prieto-Rumeau introduisent dans
[Lasserre and Prieto-Rumeau, 2004] une méthode similaire mais ils améliorent l'e�-
cacité de l'algorithme en remplaçant les conditions de Hausdor� par des contraintes
de semi-dé�nie positivité de matrices de moments. Cependant, leur approche ne
s'applique pas aux PMDM parce que l'hypothèse sur le générateur du processus
n'est pas satisfaite en général. Nous détaillerons ce point dans la section 4.1 après
avoir exposé l'approche de K. Helmes, S. Röhl et R.H. Stockbridge.

Dans [Davis, 1993, section 33], Davis présente une méthode itérative permettant
de calculer l'espérance du temps de sortie du PMDP mais son approche nécessite
la résolution d'un grand nombre d'équations di�érentielles ordinaires dont la forme
dépend fortement du problème considéré et notamment du comportement du pro-
cessus à la frontière de l'espace d'état.

Par ailleurs, avant de présenter notre méthode de calcul des moments et de la
fonction de survie, nous montrons comment les résultats de la partie précédente
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permettent de calculer l'espérance du temps� de sortie d'un ensembleU � E. En
e�et, si l'on suppose que le processus ne peut plus revenir enU une fois qu'il en
est sorti, on peut écrire� ^ TN =

RTN
0 1fX s 2U gds qui est bien une fonctionnelle du

processus qui entre dans le cadre étudié lors de la partie précédente.

Dans le contexte des applications, il apparaît important d'étudier également la
distribution du temps de sortie. Aussi, nous présentons une nouvelle approche dans
cette partie qui permet non seulement de calculer l'espérance du temps de sortie
mais aussi ses autres moments et sa distribution.

Par la suite, nous nous intéressons à un PMDM(X t )t�0 d'espace d'étatE et nous
présentons des méthodes de calcul des moments et de la fonction de survie du temps
de sortie d'un ensemble notéU � E conditionné au fait que le processus quitteU
avant le N -ième temps de sautTN du PMDM. Dans notre approche, la première
étape consiste à exprimer lej -ième moment (respectivement la fonction de survie)
comme le dernier terme d'une suite(pk;j )k�N (respectivement(pk)k�N ) satisfaisant
une relation de récurrencepk+1;j =  (pk;j ) (respectivementpk+1 =  (pk)).

Dans ce contexte, une façon naturelle de traiter ce problème consiste à suivre
l'idée utilisée dans la partie précédente c'est-à-dire à écrire les récurrences en fonc-
tion d'une chaîne de Markov sous-jacente à temps discret et à la remplacer par
son approximation quanti�ée. Les expressions de(pk;j )k et (pk)k contiennent des
discontinuités en raison de la présence de fonctions indicatrices mais comme dans
[de Saporta et al., 2010], nous montrons qu'elles n'arrivent qu'avec une su�sam-
ment faible probabilité. Cependant, il est impossible d'appliquer directement les
idées de la partie précédente en raison d'une importante di�culté, inédite dans
cette partie : la fonction  telle que pk+1;j =  (pk;j ) et pk+1 =  (pk) n'est pas lip-
schitzienne. En e�et, les relations de récurrencepk+1;j =  (pk;j ) et pk+1 =  (pk) sont
les analogues de la relationvk = GA vk+1 dans la partie précédente et on a vu que la
continuité Lipschitz de l'opérateurGA y jouait un rôle crucial. L'une des principales
contributions de ce chapitre réside dans le fait que nous parvenons à surmonter cet
obstacle en utilisant des arguments plus �ns relatif à l'algorithme de quanti�cation.
Nous prouvons alors la convergence de notre schéma d'approximation. De plus, dans
le cas des moments, nous obtenons même une borne de la vitesse de convergence.
Soulignons également que nos hypothèses sont raisonnables au vu des applications.

Comme dans la partie précédente, un avantage important de notre méthode ré-
side dans sa �exibilité vis-à-vis deU c'est-à-dire vis-à-vis du temps de sortie. En
e�et, si on s'intéresse au temps de sortie d'un nouvel ensembleU0, on pourra, si
U0 satisfait les mêmes hypothèses queU, obtenir très rapidement les moments et
la distribution du nouveau temps de sortie. En e�et, les grilles de quanti�cation,
calculées pour le premier temps de sortie, peuvent être réutilisées.

Cette partie est organisé de la façon suivante. Dans le chapitre 4, nous présentons
deux approches que nous avons étudiées mais qui ne donnent pas des résultats assez
satisfaisants. D'une part, nous présenterons l'approche de [Helmes et al., 2001] et
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verrons en quoi elle s'adapte mal au cas des PMDM (section 4.1). D'autre part, nous
étendrons les résultats de la partie précédente au calcul de l'espérance d'un temps de
sortie (section 4.2).Dans le chapitre 5, qui constitue le coeur de notre contribution
dans cette partie, nous présentons les schémas d'approximation des moments et
de la distribution du temps de sortie ainsi que les preuves de convergence. En�n,
le chapitre 6 regroupe deux exemples pour lesquels nous détaillerons les résultats
numériques obtenus.
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Chapitre 4

Approximation de l'espérance
d'un temps de sortie : premières
approches

Avant de présenter la méthode numérique que nous avons retenue pour le calcul
des moments et de la distribution du temps de sortie d'un PMDM. Nous décrivons
dans ce chapitre deux approches possibles pour le calcul de l'espérance d'un temps
de sortie. La première méthode est assez générale pour les processus markoviens mais
nous verrons qu'elle s'adapte mal au cas particulier des PMDM. Dans la deuxième
section, nous verrons dans quelle mesure les résultats de la partie précédente per-
mettent d'envisager le calcul de l'espérance d'un temps de sortie.

4.1 Programmation linéaire pour le calcul des mo-
ments

Il existe une méthode numérique e�cace et assez générale, développée notam-
ment dans [Helmes et al., 2001] et [Lasserre and Prieto-Rumeau, 2004], pour le cal-
cul des moments du temps de sortie d'un processus markovien. Il est donc naturel de
chercher à utiliser cette méthode dans le cadre des PMDM. Dans la section suivante,
nous allons décrire cette méthode, qui s'appuie sur une hypothèse concernant le gé-
nérateur in�nitésimal du processus, puis nous verrons qu'elle n'est pas envisageable
dans le cas des PMDM, l'hypothèse en question n'étant que rarement satisfaite.

4.1.1 L'approche de Helmes, Röhl et Stockbridge

Dans cette section, nous présentons l'approche adoptée par Helmes, Röhl et
Stockbridge dans [Helmes et al., 2001] pour calculer numériquement l'espérance d'un
temps de sortie pour un processus markovien.

Soit (Yt )t�0 un processus markovien à valeurs dansRd dont le générateur est
noté A et a pour domaineD(A). Les auteurs considèrent un ouvert bornéU 2 Rd
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et cherchent à encadrer numériquement l'espérance de

� = inf fs � 0 tel que Ys 62Ug: (4.1.1)

Le point de départ de la discussion se situe alors dans la remarque que pour
toute fonction f 2 D (A), le processus

f (Yt ) � f (Y0) �
Z t

0
Af (Ys)ds

est une martingale. Ainsi, pour toutt > 0, on obtient

E
�

f (Yt^� ) � f (Y0) �
Z t^�

0
Af (Ys)ds

�

= 0:

En supposant alors que� est �ni presque surement, on peut passer à la limite lorsque
t tend vers l'in�ni pour obtenir

E [f (Y� )] � E [f (Y0)] � E
� Z �

0
Af (Ys)ds

�

= 0: (4.1.2)

Les auteurs dé�nissent alors deux mesures� 0 et � 1 de la façon suivante :
� la mesure� 0 est une mesure surRd (en fait sur U) appelée mesure d'occupation

moyenne jusqu'à� dé�nie pour B 2 B(Rd) par

� 0(B ) = E
� Z �

0
1fY s 2B gds

�

;

� la mesure� 1 est une mesure de probabilité surRd (en fait sur @U) appelée loi
de la position de sortie deU dé�nie pour B 2 B(Rd) par

� 1(B ) = P (Y� 2 B) :

Si on suppose que le processus(Yt )t�0 part d'un point y0 2 Rd �xé, l'équation
(4.1.2) devient

Z

U
Af (y)� 0(dy) + f (y0) �

Z

@U
f (y)� 1(dy) = 0 : (4.1.3)

C'est cette équation, nomméebasic adjoint equation, qui permettra aux auteurs de
mettre en place leur méthode numérique.

Par ailleurs, il est montré dans [Kurtz and Stockbridge, 1998] que l'équation (4.1.3)
caractérise la mesure d'occupation� 0 et la loi de la position de sortie� 1 d'un pro-
cessus ayant pour générateurA.

Les auteurs introduisent alors l'hypothèse importante de leur discussion.

Hypothèse III.1 les polynômes font partie deD(A) et si f est un polynôme alors
Af l'est également.
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En e�et, cette hypothèse va permettre de traduire l'équation (4.1.3) en un système
d'équations linéaires sur les moments des mesures� 0 et � 1 qui seront notés(m j ) j 2N d

et (bj ) j 2N d :

mj =
Z

Rd
yj � 0(dy); bj =

Z

Rd
yj � 1(dy):

Plus précisément, pour un multi-indicek 2 Nd, on posef k(y) = yk = yk1
1 : : : ykd

d .
D'après l'hypothèse III.1, on a alorsAf k(y) =

P
j cj (k)y j pour une certaine suite

de réels(cj (k)) j 2N d . On applique l'équation (4.1.3) enf k pour obtenir des équations
linéaires reliant les moments. Pour toutk 2 Nd, on obtient

X

j

cj (k)m j + yk
0 � bk = 0: (4.1.4)

Il est alors important de remarquer que

E[� ] =
Z �

0
ds = � 0(Rd) =

Z

Rd
� 0(dy) = m0:

Le calcul de l'espérance de� a donc été ramené au calcul dem0 sachant que
les moments(m j ) j 2N d et (bj ) j 2N d des mesures� 0 et � 1 véri�ent les équations de la
forme (4.1.4). Cependant, ces équations ne sont pas su�santes car elles ne garan-
tissent pas que les solutions seront des suites de moments. Il est donc nécessaire
d'y adjoindre des conditions a�n assurer que les suites(m j ) j 2N d et (bj ) j 2N d soient
bien des moments de mesures. Deux types de conditions ont été considérées dans la
littérature : des contraintes linéaires (LP) et des contraintes semi-dé�nies (SDP).

Contraintes LP Dans [Helmes et al., 2001], les auteurs choisissent d'utiliser les
conditions de moments de Hausdor� qui sont des conditions nécessaires et su�santes
(voir [Feller, 1966, page 222]). Ces équations étant linéaires, elles permettent d'envi-
sager une résolution par programmation linéaire pour laquelle il existe de nombreux
solveurs e�caces.

Contraintes SDP Dans [Lasserre and Prieto-Rumeau, 2004], les conditions de
moments de Hausdor� sont remplacées par des contraintes de semi-dé�nie positi-
vité de certaines matrices de moments. Ces dernières conditions semblent fournir de
meilleurs résultats numériques (on pourra également consulter [Lasserre, 2003] pour
une comparaison des performances des approches LP et SDP).

Cette méthode peut également être adaptée pour approcher les moments d'ordre
supérieur de� . Il s'agit donc d'une méthode e�cace permettant d'approcher n'im-
porte quel moment du temps de sortie� dès lors que l'hypothèse III.1 est satisfaite.
Nous l'avons vu, cette hypothèse est en e�et cruciale dans la discussion précédente.
Elle est satisfaite pour une large classe de processus tels que les processus de di�u-
sions (le générateur étant alors essentiellement un opérateur di�érentiel).

Nous allons voir dans la section suivante que l'hypothèse III.1 n'est en général
pas satisfaite pour les PMDM, cette approche ne pourra donc pas être envisagée
dans notre cas et il sera nécessaire de développer des techniques originales adaptées
aux PMDM.
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4.1.2 Le générateur in�nitésimal des PMDM

Dans cette section, nous allons rappeler le résultat de [Davis, 1993, section 26]
qui décrit le générateur in�nitésimal d'un PMDM. Nous montrons ensuite sur des
exemples que l'hypothèse III.1 n'est pas valable en général pour les PMDM.

Un important résultat de la théorie des PMDM tient dans le fait qu'une descrip-
tion précise du générateur in�nitésimal et de son domaine est disponible [Davis, 1993,
théorème 26.14]. Le domaineD(A) contient les fonctionsf mesurables surE qui
véri�ent certaines conditions techniques de régularité et d'intégrabilité ainsi que la
condition de bord : pour tout x 2 @E,

f (x) =
Z

E
f (y)Q(x; dy): (4.1.5)

Théorème 4.1.1 Le générateur in�nitésimal A d'un PMDM (X t )t�0 de caractéris-
tiques (�; �; Q) est donné, pour toutf 2 D (A), par

Af (x) = Xf (x) + �(x)
Z

E

�
f (y) � f (x)

�
Q(x; dy): (4.1.6)

où X est le champ de vecteur associé au �ot� et dé�ni en (1.1.2).

Le générateur des PMDM étant décrit avec précision, nous pouvons nous intéres-
ser à l'hypothèse III.1. Notons qu'elle est satisfaite pour le processus de Poisson avec
�ot présenté dans la section 1.2.1. Dans ce cas, on a en e�et d'après le théorème 4.1.1

Af (x) =
df
dx

(x) + �
�
f (x + 1) � f (x)

�
:

Cette situation est cependant assez marginale parmi les PMDM et nous donnons
maintenant des arguments a�n de convaincre le lecteur que l'hypothèse III.1 n'est
en général pas satisfaite pour les PMDM.

� La condition de bord (4.1.5) est très contraignante et rarement véri�ée par
les polynômes. Dans l'exemple académique de la section 1.2.2, on a@E= f1g
mais pourk � 1 Z

E
ykQ(x; dy) =

1
jE 0j

X

y2E 0

yk < 1

et la condition de bord n'est donc pas satisfaite. Ceci est assez général dès que
le noyau de transition est dégénéré comme dans les modèles des sections 1.2.3
et 1.2.4.

� Dans l'équation (4.1.6), considérons le termeXf (x) (notons queA se réduit àX
lorsque le taux de saut est nul). Rappelons que pourf in�niment di�érentiable,
on a

Xf (x) =
dX

i=1

@f
@xi

(x)bi (x):

Rappelons que dans l'équation ci-dessus, les fonctionsbi dé�nissent l'équation
di�érentielle ordinaire d'où est issu le �ot (voir l'équation 1.1.1). Pour queX
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véri�e l'hypothèse III.1, il est nécessaire que pour touti, la i-ième coordonnée
bi de b soit un polynôme (en e�et, choisirf (x) = x i dans la dé�nition de X ci-
dessus). Cette condition est très restrictive et n'est par exemple pas satisfaite
dans le cas du modèle de corrosion de la section 1.2.5.

� Au vu du terme intégral �(x)
R

E

�
f (y) � f (x)

�
Q(x; dy) de l'équation (4.1.6),

il semble peu probable que l'hypothèse III.1 soit véri�ée si� n'est pas un po-
lynôme. Cette condition serait très contraignante car elle limiterait fortement
le choix concernant les lois des temps de saut (même si, dans un souci de sim-
plicité, nous avons souvent choisi de prendre� constant dans nos applications
numériques).

� En�n, supposons que les conditions précédentes soient tout de même remplies :
la condition au bord est satisfaite et les fonctionsb et � sont des polynômes,
alors le terme

R
E f (y)Q(x; dy) peut encore s'opposer à ce que l'hypothèse III.1

soit véri�ée. Considérons en e�et l'exemple suivant. Supposons qu'il existe
�; � 2 E tels que pour tout x 2 E, on a Q(x; f�; � g) = 1, on a alors

Z

E
ykQ(x; dy) = akQ(x; f� g) + bk

�
1 � Q(x; f� g)

�

qui ne sera un polynôme que siQ(x; f� g) l'est.

Finalement, nous avons vu que le générateur in�nitésimal d'un PMDM ne pourra
satisfaire l'hypothèse III.1 que dans certains cas très particuliers. L'approche déve-
loppée par Helmes, Röhl et Stockbridge ainsi que par Lasserre et Prieto-Rumeau ne
peut donc pas constituer une méthode générique pour le calcul des moments dans
le cas des PMDM.

4.2 Une première méthode numérique par quan-
ti�cation

Dans cette section, nous allons voir comment les résultats de la partie précédente
peuvent être utilisés pour calculer l'espérance du temps de sortie d'un PMDM.

Soit U un borélien deE. On suppose que le processus part d'un pointx 2 U �xé
c'est-à-direZ0 = x p.s. et on considère le temps de sortie� de U :

� = inf fs � 0 tel que X s 62Ug:

Puisque nous nous intéressons au calcul numérique, il semble naturel de sup-
poser que� est �ni P x -p.s. On va chercher à exprimer� comme une fonctionnelle
du processus a�n d'appliquer les résultats de la partie précédente pour calculer
l'espérance du temps de sortie. On suppose donc que les hypothèses de la partie
précédente, II.1, II.2 et II.3, sont satisfaites par les caractéristiques du processus.
On leur adjoint l'hypothèse suivante, qui sera cruciale pour exprimer� comme une
fonctionnelle du processus.
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Hypothèse III.2 Le processus ne peut retourner dansU une fois qu'il en est sorti
i.e. 8z 2 Uc; P z(9t � 0; X t 2 U) = 0 :

Pour s'assurer que l'hypothèse III.2 est véri�ée, il peut paraître naturel d'intro-
duire le processustué au temps� , noté (X �

t )t2R + , et dé�ni par :

X �
t =

(
X t pour t < � ,
� pour t � � .

où � représente un état cimetière. Ce nouveau processus est le même que le pro-
cessus original jusqu'à l'instant� . Ensuite, lorsqu'il cherche à sortir deU, on force
un saut qui l'envoie dans un état cimetière dans lequel il demeure indé�niment. Le
processus(X �

t )t2R + véri�e donc trivialement l'hypothèse III.2. Cependant, le fait
de tuer le processus modi�e les caractéristiques du processus en introduisant une
discontinuité. De manière générale, les caractéristiques du processus tué ne véri�ent
plus les hypothèses de continuité Lipschitz qui leur ont été imposées notamment
l'hypothèse II.3. L'introduction de l'hypothèse III.2 constitue donc une véritable
restriction qui ne peut, en général, être levée par aucun arti�ce.

Notre méthode a alors pour point de départ la remarque suivante qui est une
conséquence de l'hypothèse III.2 :

� =
Z +1

0
1fX s 2U gds:

Ainsi, pour tout N 2 N, � ^ TN peut se mettre sous la forme d'une fonctionnelle qui
entre dans le cadre de la partie précédente, on a

Ex [� ^ TN ] = Ex

" Z TN

0
1fX s 2U gds

#

= JN (1U ; 0)(x):

De plus, lorsqueN tend vers l'in�ni, on a TN ! +1 d'après l'hypothèse I.1, donc
par convergence monotone

lim
N ! +1

JN (1U ; 0)(x) = Ex [� ]:

Finalement, on peut approcherEx [� ] par JN (1U ; 0)(x) pour un N su�samment
grand que nous nommonsl'horizon de calcul.

La quantité JN (1U ; 0)(x) ne peut être obtenue directement par le schéma numé-
rique de la partie précédente car la fonction de coût instantané1U est discontinue
et ne véri�e donc pas la condition de continuité Lipschitz de l'hypothèse II.4. Nous
verrons, dans un premier temps, qu'on peut malgré tout obtenir un encadrement
de cette quantité. Puis, nous verrons que sous certaines conditions,JN (1U ; 0)(x)
peut être obtenu directement en passant outre l'hypothèse de continuité Lipschitz.
Cependant, avant d'aller plus loin, nous discutons dans la section suivante du choix
adéquat de l'horizon de calculN . En e�et, comme dans la partie précédente (section
3.3.4), le premier problème rencontré pour formaliser mathématiquement la quan-
tité que nous voulons calculer est celui de l'horizon de calcul en terme de nombre
de sauts du processus.
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4.2.1 L'horizon de calcul

Tout comme Davis [Davis, 1993, section 33], nous approchons� par � ^ TN pour
un certain N 2 N puisque� ^ TN ! � lorsqueN ! +1 d'après l'hypothèse I.1.
Il est donc nécessaire de choisirN su�samment grand pour que P � (TN < � ) soit
faible. En e�et, dans ce cas, l'évolution du processus au-delà deTN n'aura qu'un
faible impact sur la loi du temps de sortie.

Il est di�cile d'estimer cette probabilité en toute généralité car le lien entre� et
les temps de sauts dépend fortement du problème considéré. Ainsi, on estimera sou-
vent N par des simulations préliminaires. En e�et, on pourra calculerP � (TN < � )
pour N �xé par la méthode de Monte-Carlo puis augmenter la valeur deN jusqu'à
ce que la probabilité devienne su�samment faible.

Cependant, nous présentons ici une autre méthode pour borner cette probabilité
qui pourra être utile dans les applications. Tout d'abord, remarquons que pour tout
K > 0, on a

fT N < � g � f TN < K g [ f� > K g:

On en déduit

P x (TN < � ) � P x (TN < K ) + P x (� > K ):

Cette majoration sera particulièrement utile lorsque� sera borné (comme dans
l'exemple du processus de Poisson présenté à la section 1.2.1 ou encore dans l'exemple
suivant) car il existe alorsK tel que P x (� > K ) = 0 . Dans le cas contraire, lorsque
� ne sera pas borné, il sera parfois possible de trouverK tel que P x (� > K ) soit
faible. Dans cette optique, l'exemple suivant, bien que simple, est assez typique.

Exemple : un modèle de propagation de �ssure

Nous adaptons ici un exemple étudié dans [Chiquet and Limnios, 2008], qui
modélise une propagation de �ssure. Le processus réel(Yt )t�0 représente la dimension
de la �ssure, il véri�e :

(
Y0 > 0;
_Yt = A tYt pour tout t � 0.

où A t est un processus markoviens de saut dont l'espace d'état estf�; � g avec
0 < � � � . On s'intéresse à l'instant � où la �ssure atteint une taille critique
yc. Le processus(X t )t�0 = ( A t ; Yt )t�0 est un PMDM, A t représentant le mode d'évo-
lution à l'instant t. On peut alors borner le temps de sortie en considérant le �ot le
plus lent, ce qui correspond dans notre cas au mode� : on a clairement pour tout
t � 0, Yt � Y0e�t et ainsi P � (� > 1

� ln( yc
Y0

)) = 0 .

Par ailleurs, concernant le termeP x (TN < K ), on renvoie à la section 3.3.4
de la partie précédente où une borne théorique a déjà été donnée sous certaines
conditions. Finalement, lorsque� est borné avec une grande probabilité et lorsque
les hypothèses de la section 3.3.4 sont satisfaites, on peut choisirN a priori tel que
P � (TN < � ) soit faible.
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4.2.2 Encadrement de l'espérance du temps de sortie

Nous avons ramené le calcul de l'espérance du temps� de sortie deU à celui de
la quantité JN (1U ; 0)(x) étudiée dans la partie précédente. Cependant, a�n d'appli-
quer le schéma numérique de la partie précédente, nous devons nous débarrasser de
la fonction indicatrice 1U . Pour ce faire, comme dans la section 3.3.2, nous allons
l'encadrer entre deux fonctions lipschitziennes indexées par un paramètreD 2 R�+ .
Le prix à payer pour avoir un encadrement �n sera de grandes constantes de lipschitz
et donc des bornes importantes pour la majoration de l'erreur du théorème 2.4.2.
Nous allons montrer que cet e�et peut néanmoins être compensé en prenant su�-
samment de points dans la grille de quanti�cation ce qui nous permettra malgré tout
d'obtenir un encadrement précis deJN (1U ; 0)(x). Dé�nissons donc pourD 2 R�+ ,
les approximations lipschitzienneslD et lD de 1U de la façon suivante : pour tout
x 2 E, (

lD (x) = 1 ^ (Dd(x; U c));
lD (x) = 0 _ (1 � Dd(x; U )):

Figure 4.1 � La fonction indicatrice 1U et ses approximations lipschitziennes avec
D = 2 et U =] � 1; 1[.

On a alors
lD � 1U � lD :

On en déduit que pour toutD 2 R�+

JN (l D ; 0)(x) � JN (1U ; 0)(x) � JN (lD ; 0)(x):

Nous allons voir maintenant que les fonctionslD et lD sont lipschitziennes ce
qui nous permettra d'appliquer notre méthode numérique pour évaluer les bornes
de l'encadrement ci-dessus. C'est l'objet du lemme suivant.

Lemme 4.2.1 Les fonctionslD et lD sont lipschitziennes et on a

(
[lD ] = [ lD ] = D;
ClD = ClD

= 1:
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Démonstration Il est clair que ClD = ClD
= 1, montrons que [lD ] = D, la dé-

monstration étant similaire pour lD .

Fixons x; x0 2 E, écartons le caslD (x) = lD (x0) = 1 et supposons par symétrie
que lD (x) � lD (x0). On a donc lD (x) = D � d(x; Uc). Fixons x002 Uc,

lD (x0) � D � d(x0; Uc)

� D � jx 0 � x00j

� D � jx 0 � xj + D � jx � x00j:

On obtient le résultat en passant à la borne inférieure lorsquex002 Uc. �

Les fonctionslD et lD sont lipschitziennes. Ainsi, comme nous l'avons remar-
qué à la section 2.1, sous hypothèses de continuité Lipschitz du �ot, elles sont
également lipschitzienne le long du �ot et on peut appliquer le schéma numérique
de la partie précédente avec ces fonctions de coût instantané. Conformément aux
conventions de la partie précédente, notonsV 0;D (respectivementV 0;D ) l'approxima-
tion de JN (l D ; 0)(x) (respectivementJN (lD ; 0)(x)) et "N (l D ; 0; X ) (respectivement
"N (lD ; 0; X )) la borne de l'erreur fournie par le théorème 2.4.2. Remarquons en ef-
fet que ces bornes ne dépendent pas du paramètreA car la fonction de coût des
sauts à la frontièrec est nulle. On a alors l'encadrement suivant pour l'espérance
Ex [� ^ TN ] = JN (1U ; 0)(x) dont la démonstration découle directement de la discus-
sion précédente.

Théorème 4.2.2 Sous les hypothèses II.1, II.2, II.3, III.2 et si le �ot � est lip-
schitzien, on a l'encadrement suivant :

V 0;D � "N (l D ; 0; X ) � Ex [� ^ TN ] � V 0;D + "N (lD ; 0; X ):

Pour régler le paramètreD de façon optimale, on raisonne comme pour le para-
mètre B à la section 3.3.3. Les fonctionslD et lD seront d'autant plus proches de
la fonction indicatrice qu'elles encadrent queD sera grand. Cependant, les erreurs
"N (l D ; 0; X ) et "N (lD ; 0; X ) augmentent linéairement avecD (on peut le véri�er aisé-
ment à partir de leurs expressions données dans le théorème 2.4.2 et les propositions
2.3.2 et 2.3.9). Ainsi, pour contrôler ces erreurs, il faut que le nombre de points dans
la grille de quanti�cation soit tel que l'erreur de quanti�cation soit au plus de l'ordre
de 1

D .

4.2.3 Evaluation directe de l'espérance du temps de sortie

Dans cette section, nous allons montrer que sous certaines conditions, on peut
appliquer directement le schéma numérique de la partie précédente aux fonctions
de coût (l; c) = ( 1U ; 0) pour approcher l'espérance du temps de sortie. L'algorithme
sera convergent malgré la discontinuité de la fonction indicatrice.

A l'instar de t � , on dé�nit u� le temps de sortie déterministe deU.
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Dé�nition 4.2.3 Pour tout x 2 U, on introduit u� (x) comme étant le temps pour
que le �ot partant de x quitte l'ensembleU :

u� (x) = inf fs � 0 tel que�(x; s) 62Ug:

Cette dé�nition est assez naturelle. En e�et, nous ne sommes intéressés que par la
trajectoire du processus à l'intérieur deU qu'on peut d'une certaine manière consi-
dérer comme notre nouvelle espace d'état1. La fonction u� joue ainsi le rôle det �

dans ce problème.

Le nouvelle condition dont nous aurons besoin dans cette section sera la conti-
nuité Lipschitz de u� . En e�et, en reprenant les notations de la partie précédente,
si on cherche à appliquer notre méthode numérique avec les fonctions de coût
(l; c) = (1 U ; 0), on a pour tousx 2 E et t 2 [0;t � (x)],

F A (x; t) = L(x; t) =
Z t

0
1f�(x;s)2U gds = u� (x) ^ t:

Pour que le schéma numérique de la section précédente reste convergent en pre-
nant (l; c) = (1 U ; 0) comme fonctions de coût, il faut véri�er que les fonctionsF A = L
et vn restent lipschitziennes. Nous allons montrer que c'est le cas siu� est elle-même
lipschitzienne. Concernant la fonctionL, on a le lemme suivant.

Lemme 4.2.4 Si u� est lipschitzienne alorsL l'est également par rapport à chacune
de ses variables avec

[L]1 = [ u� ];

[L]2 = 1:

Démonstration Soient x; y 2 E et s; t 2 [0;t � (x) ^ t � (y)], on a alors

jL(x; t) � L(y; t)j = ju � (x) ^ t � u� (y) ^ tj � ju � (x) � u� (y)j � [u� ]jx � yj:

Par ailleurs,

jL(x; t) � L(x; s)j = ju � (x) ^ t � u� (x) ^ sj � jt � sj

d'où le résultat. �

On se tourne maintenant vers la continuité Lipschitz des fonctionsvn . Nous avons
déjà remarqué dans la section 3.3.1 qu'on peut se passer de la continuité Lipschitz
de la fonction de coût instantanél si on est capable de borner des termes de la
forme (3.3.1) que nous rappelons ici

Z s0

s

�
�
�
� l � �

�
x; u

�
� l � �

�
x0; u

� �
�
�
�du;

1. Ceci sera particulièrement vrai dans le chapitre suivant car nous pourrons considérer le
processus tué au temps� .
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avecl = 1U et s; s0 2 [0;t � (x) ^ t � (x0)]. Supposons par symétrie queu� (x) � u� (x0),
remarquons que la di�érence de fonctions indicatrices

j1 f�(x;u)2U g � 1f�(x 0;u)2U gj

est non nulle si et seulement si1f�(x;u)2U g = 0 et 1f�(x 0;u)2U g = 1 c'est-à-dire si
u� (x) � u < u � (x0) 2. On en conclut que

Z s0

s

�
�
�
� l � �

�
x; u

�
� l � �

�
x0; u

� �
�
�
�du =

Z s0

s
j1 f�(x;u)2U g � 1f�(x 0;u)2U gjdu

=
Z s0

s
1u � (x)�u<u � (x 0) jdu

= ju � (x0) ^ s0 � u� (x) _ s

� j u� (x0) � u� (x)j

� [u� ]jx0 � xj:

Par conséquent, sous l'hypothèse de continuité Lipschitz deu� , le théorème 2.4.2
reste vrai si on choisit l = 1U comme fonction de coût instantané. On modi�e
légèrement les constantes dans l'expression de l'erreur"(1 U ; 0; X ). Les constantes
[F A ]1 et [F A ]2 deviennent respectivement les constantes[L]1 et [L]2 du lemme 4.2.4
et dans les constantes de Lipschitz devn , les termesCt � [l ]1 deviennent [u� ]. En
d'autres termes, on a montré le résultat suivant.

Théorème 4.2.5 Sous les hypothèses II.1, II.2, II.3, III.2, et siu� est lipschitzienne
alors, on peut appliquer le schéma numérique de la section 2.4.2 avec les fonctions
de coût(l; c) = (1 U ; 0) et l'erreur d'approximation véri�e :

jJN (1U ; 0)(x) � bV0j � "N (X );

où

"N (X ) =
N �1X

k=0

2[vk+1 ]kZk+1 � bZk+1 kp +
�
2[vk ] + [ u� ]

�
kZk � bZkkp + kSk+1 � bSk+1 kp;

avec
[vn ] � K 0(vn+1 );

et K 0(w) = E 000
1 + E3[w]1 + E4Cw + [ Q][w]� où la constanteE 000

1 ne dépend que des
caractéristiques du PMDM :

E 000
1 = 2[u� ] + [ t � ] + 2C 2

t � [�] 1;

Cvn � (N � n)Ct � ;

[vn ]1 � eCt � C� (K 0(vn+1 ) + (N � n)Ct � [�] 1Ct � ) + [ u� ];

[vn ]2 � eCt � C�

�

Ct � C� + 2 + (2 N � 2n � 1)C� Ct �

�

+ 1;

[vn ]� � [vn ]1 + [ t � ][vn ]2;

et en�n E3 et E4 restent inchangés et sont données dans la proposition 2.3.7.

2. En réalité, les inégalités sont ici larges ou strictes selon que�(x; u � (x)) et �(x 0; u� (x 0))
appartiennent ou non à U mais cela n'a pas d'importance dans la suite. On s'est placé ici dans le
cas oùU est un ouvert.



124 CHAPITRE 4. PREMIÈRES APPROCHES

En conclusion, sous l'hypothèse supplémentaire III.2, on peut utiliser le schéma
numérique de la partie précédente pour calculer l'espérance du temps de sortie d'un
ensembleU � E. D'une part, nous pouvons obtenir un encadrement de cette es-
pérance. D'autre part, sous une hypothèse supplémentaire de continuité Lipschitz
du temps de sortie déterministe deU, on peut également en calculer une évalua-
tion directe. L'avantage de cette méthode est qu'elle s'inscrit directement dans le
cadre de la précédente. Si on a mis en ÷uvre la méthode de calcul des espérances
de fonctionnelles, on est en mesure, sous l'hypothèse supplémentaire III.2, d'obtenir
directement, comme cas particulier, l'espérance d'un temps de sortie.

Dans le chapitre suivant, nous présentons une méthode plus ambitieuse car elle
permettra d'approcher non seulement l'espérance du temps de sortie mais également
n'importe quel autre moment ainsi que la fonction de survie. La méthode que nous
venons de décrire n'est cependant pas à bannir car les hypothèses sous-jacentes
seront di�érentes.



Chapitre 5

Approximation des moments et de
la distribution d'un temps de
sortie

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle méthode numérique permettant
d'approcher les moments et la distribution d'un temps de sortie d'un PMDM. Après
avoir dé�ni le problème et introduit nos hypothèses, nous présenterons des formu-
lations récursives des moments et de la fonction de survie qui nous permettront
de mettre en place notre schéma d'approximation numérique. Celui-ci est à nou-
veau basé sur la quanti�cation d'une chaîne de Markov à temps discret sous-jacente
au PMDM. Nous prouvons sa convergence et obtenons une vitesse dans le cas des
moments.

5.1 Présentation du problème et hypothèses

Nous commençons par exposer plus précisément le problème du temps de sortie
en dé�nissant notamment l'ensembleU duquel on veut calculer le temps de sortie.
Nous énoncerons également les hypothèses spéci�ques à ce chapitre.

Pour tout m 2 M , soit Um un borélien deEm et soit

U = f(m; � ); m 2 M; � 2 Umg:

On s'intéresse au temps de sortie deU noté � :

� = inf fs � 0 tel que X s 62Ug: (5.1.1)

Notons � la distribution de l'état initial Z0 = X 0 du processus. L'hypothèse suivante
est naturelle pour que le problème soit bien posé.

Hypothèse III.3 Le processus part d'un point deU et �nit par en sortir presque
sûrement i.e. le support de� est inclus dansU et P � (� < +1) = 1 .

Comme dans le chapitre précédent, le tempsu� de sortie déterministe deU,
dé�ni en 4.2.3, jouera un rôle de premier plan dans notre discussion. En e�et, dans
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le problème du temps de sortie, il remplacera d'une certaine manière le tempst � de
sortie déterministe deE. Nous formulons à son sujet l'hypothèse suivante.

Hypothèse III.4 La fonction u� est

a. lipschitzienne : il existe[u� ] 2 R+ tel que, pour tousx, y 2 E :
�
�
�u � (x) � u� (y)

�
�
� � [u� ]

�
�
�x � y

�
�
�;

b. bornée : il existeCu � 2 R+ tel que, pour toutx 2 E :

0 � u� (x) � Cu � :

Sauf lorsque le �ot a une expression assez simple (comme dans l'exemple du pro-
cessus de Poisson), il n'est pas possible d'obtenir une formule explicite deu� . Il ne
sera en général connu qu'au travers d'une équation de la forme�

�
x; u � (x)

�
2 @U.

C'est par exemple le cas dans le modèle de corrosion que nous étudierons dans la
section 6.2. Dans cet exemple, nous verrons cependant qu'une telle équation su�t à
établir sa continuité Lipschitz.

On formule par ailleurs deux hypothèses sur l'ensembleU.

Hypothèse III.5 Pour tout m 2 M , l'ensembleUm est convexe.

Cette hypothèse permet d'exploiter une propriété de l'algorithme de quanti�ca-
tion (voir la proposition 5.3.1).

Hypothèse III.6 Pour � > 0, soit U� = fx 2 E tel qued(x; @U) � � g. Il existe
C > 0 et � > 0 tel que pour toutk 2 f 0; :::; Ng, P � (Z k 2 U� ) � C� � .

Cette hypothèse signi�e qu'il est peu probable que le processus saute près de la
frontière deU. Nous verrons dans le chapitre suivant que cette condition est véri�ée
pour le processus de Poisson avec �ot (section 1.2.1) ainsi que dans le modèle de
corrosion (section 1.2.5). De plus, nous verrons, dans ces mêmes exemples comment
l'hypothèse peut être obtenue de manière assez générale lorsqueZk a une densité
bornée. En�n, notons que siZk est à valeurs dans un ensemble discretE0, l'hypo-
thèse est véri�ée dès lors queinf x2E 0 d(x; @U) > 01.

Les trois hypothèses ci-dessus, III.4, III.5 et III.6 joueront un rôle crucial dans
notre discussion. Nous introduisons maintenant deux hypothèses supplémentaires
qui n'impliquent aucune perte de généralité car elles peuvent se déduire des précé-
dentes quitte à e�ectuer une transformation du processus que nous allons préciser.
La première a déjà été utilisée dans le chapitre précédent, il s'agit de l'hypothèse III.2
selon laquelle le processus ne peut retourner enU après l'avoir quitté. La seconde
est la suivante.

1. On n'a cependant pas l'équivalence comme le montre l'exemple suivant. On poseU = R+ et
on suppose queZk est à valeurs dansE0 = f 1

2j ; j 2 N� g avec pour tout j 2 N� , P
�
Zk = 1

2j

�
= 1

2j .
On véri�e alors que pour tout � > 0, P

�
Zk 2 U �

�
� 2� mais queinf x2E 0 d(x; @U) = 0 .
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Hypothèse III.7 La fonction t � est bornée parCt � .

Si l'une de ces deux hypothèses n'est pas satisfaite par le processus(X t )t2R + , on
introduit le processustué au temps� , noté (X �

t )t2R + , et dé�ni par :

X �
t =

(
X t pour t < � ,
� pour t � � .

où � représente un état cimetière. L'espace d'état du processus tué estE � = U[f �g
et l'hypothèse III.2 est véri�ée puisque le processus reste en� après avoir quitté
U. De plus, t �� , le temps de sortie déterministe deE � pour le processus tué, est
égal àu� qui est borné d'après l'hypothèse III.4.b. En�n, quitte à tuer le processus,
on peut supposer que les hypothèses III.2 et III.4 sont satisfaites. Remarquons que
nous avions déjà évoqué le processus tué au temps� dans le chapitre précédent.
Cependant, cette transformation n'était alors pas licite car elle ne conservait pas les
hypothèses de continuité Lipschitz formulées sur les caractéristiques du processus
alors que dans cette partie, nous n'aurons pas besoin de ces dernières hypothèses.
La condition de non retour enU qui apparaissait comme restrictive dans le chapitre
précédent ne l'est plus désormais.

Le but de ce chapitre est de développer un schéma d'approximation pour la
fonction de survie et les moments du temps de sortie� . Notre méthode sera très
facile à mettre en ÷uvre car elle nécessitera seulement d'être capable de simuler
le processus. Notre approche est basée sur un calcul récursif utilisant la chaîne de
Markov (Zn ; Tn )n2N . Par conséquent, nous étudierons� ^ TN plutôt que � pour un
certain N 2 N que nous appellerons l'horizon de calcul. En e�et, d'après l'hypothèse
I.1, lorsqueN tend vers l'in�ni, on a

� ^ TN ! � P � p.s.

On peut ainsi approcher� par � ^ TN si N est choisi (su�samment grand) pour
que la probabilité P � (� > T N ) soit assez petite. En e�et, dans ce cas, l'évolution
du processus au-delà deTN n'aura qu'un faible impact sur la loi et les moments
du temps de sortie. On a déjà discuté du choix d'un telN dans la section 4.2.1 à
laquelle nous renvoyons.

Dans la section suivante, nous présentons les équations récursives qui permettent
de calculer la fonction de survie de� ^ TN puis ses moments.

5.2 Formulation récursive des problèmes

Comme dans la partie précédente, notre stratégie va consister à exprimer les
problèmes qui nous intéressent au moyen d'une récurrence dépendant d'une chaîne
de Markov à temps discret sous-jacente au PMDM a�n de pouvoir mettre en place
un schéma d'approximation par quanti�cation. Dans cette section, nous décrivons
ces récurrences.
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5.2.1 Distribution

Notre premier but est le calcul numérique d'une approximation de la loi du temps
de sortie � . Plus précisément, on cherche à approcherP � (� > s

�
�
�� � TN ) pour tout

s > 0. Nous commençons par établir que cette quantité peut s'obtenir par un calcul
récursif.

Dé�nition 5.2.1 Pour tout s > 0, on dé�nit les suites(pk(s)) k�0 , (qk)k�0 et (r k(s)) k�0

de la manière suivante :
8
>><

>>:

pk(s) = P � (� > s
�
�
�� � Tk);

qk = P � (� � Tk);
r k(s) = P � (f� > sg \ fT k < � � Tk+1 g):

La probabilité conditionnelle pk(s) n'est pas dé�nie lorsqueqk = 0. On choisit
d'étendre la dé�nition en posant alorspk(s) = 0 .

Notre objectif est d'approcherpN (s) où N représente l'horizon de calcul. La
proposition suivante fournit une relation de récurrence pour la suite(pk)k�N . On
remarque alors quepN peut être calculé dès que les suites(qk)k�N et (r k)k�N �1 sont
connues.

Proposition 5.2.2 Sous l'hypothèse III.3, pour tousk 2 N, s > 0, on a p0(s) = 0
et

pk+1 (s) =

( pk (s)qk +r k (s)
qk +1

; si qk+1 6= 0
0 sinon.

Démonstration Tout d'abord, puisque T0 = 0 et puisque le processus part de
l'ensembleU d'après l'hypothèse III.3, on ap0 = 0.

Ensuite, soit k 2 N tel que qk+1 6= 0et en remarquant que

f� � Tk+1 g = f� � Tkg [ fT k < � � Tk+1 g;

on obtient

pk+1 (s) =
P � (f� > sg \ f� � Tk+1 g)

P � (� � Tk+1 )

=
P � (f� > sg \ f� � Tkg) + P � (f� > sg \ fT k < � � Tk+1 g)

qk+1

=
pk(s)qk + r k(s)

qk+1
;

ce qui montre le résultat. �

Avant d'aborder les calculs numériques, nous présentons le second problème qui
nous intéresse.
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5.2.2 Moments

Notre deuxième objectif est l'approximation des moments du temps de sortie
de U i.e. pour tout j 2 N, on s'intéresse àE � [� j

�
�
�� � TN ]. La méthode que nous

introduisons est à nouveau basée sur une construction itérative de la quantité à
calculer.

Dé�nition 5.2.3 Pour tout j 2 N, on dé�nit les suites (pk;j )k�0 et (r k;j )k�0 de la
manière suivante : 8

<

:

pk;j = E �

h
� j

�
�
�� � Tk

i
;

r k;j = E �

h
� j 1fT k <� �T k +1 g

i
:

Notre objectif est d'approcherpN;j où N représente à nouveau l'horizon de calcul.
Comme dans la section précédente, la suite(pk;j )k�N satisfait une relation de ré-
currence dont les paramètres sont les suites(qk)k�N , précédemment introduites, et
(r k;j )k�N �1 .

Proposition 5.2.4 Sous l'hypothèse III.3, on a pour toutk; j 2 N, p0;j = 0 et

pk+1;j =

( pk;j qk +r k;j

qk +1
; si qk+1 6= 0

0 sinon.

Démonstration La preuve est similaire à la précédente, celle de la proposition
5.2.2. �

Nous sommes à présent en mesure de nous tourner vers les schémas d'approxi-
mation numérique.

5.3 Schémas d'approximation

Tout comme dans la partie précédente, nos schémas d'approximation sont basés
sur la quanti�cation d'une chaîne de Markov à temps discret sous-jacente au PMDM
à temps continu. Nous renvoyons à la section 1.4 pour une présentation détaillée de
la quanti�cation.

Dans la partie précédente, nous avons quanti�é la chaîne de Markov formée des
positions après sautZk et des durées inter-sautsSk . Dans cette partie, il sera plus
avantageux de considérer la chaîne

(� k)k�N = ( Zk ; Tk)k�N ;

formée des positions après un saut et des temps de sauts. Parce qu'elle remplit le
même rôle que dans la partie consacrée aux espérances de fonctionnelles, nous notons
à nouveau(� k)k�N la chaîne de Markov à temps discret que nous considérons, ce
n'est cependant pas la même que précédemment. L'algorithme de quanti�cation
fournit ainsi pour chaque pas de temps0 � k � N une grille �nie � k � E � R+

ainsi que des matrices de transitions( bQk)0�k �N �1 de � k vers � k+1 et on pose

( bZk ; bTk) = proj � k (Z k ; Tk): (5.3.1)
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Dans ce chapitre, on aura également besoin d'une propriété �ne de l'algorithme
de quanti�cation, démontrée dans [Bouton and Pagès, 1997].

Proposition 5.3.1 Le processus quanti�é évolue dans l'enveloppe convexe du sup-
port de la loi du processus original.

Ainsi, dans notre cas, d'après l'hypothèse III.5 de convexité deU, si Zk 2 U p.s.
pour un certain k 2 f0; :::; N g alors bZk 2 U p.s. également. Cette propriété sera
importante dans la suite, plus précisément dans les démonstrations des propositions
5.3.7 et 5.3.9.

5.3.1 Schéma d'approximation de la distribution et preuve
de convergence

On a déjà remarqué dans la proposition 5.2.2 quepN (s) = P � (� > sj� � TN )
peut être calculé dès lors que les suites(qk)k�N et (r k)k�N �1 sont connues. Par
conséquent, on va cherche à exprimer ces suites en fonction de la chaîne de Markov
(Z k ; Tk)k�N que nous remplacerons ensuite par la chaîne quanti�ée( bZk ; bTk)k�N a�n
de dé�nir leurs approximations ( bqk)k�N et (br k)k�N �1 .

Tout d'abord, remarquons quefT k < � g = fZ k 2 Ug et f� � Tkg = fZ k 62Ug
d'après l'hypothèse III.2 selon laquelle le processus ne peut plus retourner enU
lorsqu'il en est sorti.

De plus, sur l'évènementfZ k 2 U; Zk+1 62Ug, on aP � -p.s.

� = ( Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1 ;

où u� (x) est le temps de sortie déterministe deU depuis le pointx, dé�ni en 4.2.3.
En e�et, le processus ne peut sortir deU qu'en franchissant la frontière@Ulors de
son mouvement déterministe le long du �ot ou bien lors d'un saut.

Des deux observations précédentes, on déduit que :
(

qk = E � [1Uc (Z k)];
r k(s) = E � [1f(T k +u � (Z k ))^T k +1 >sg 1U (Z k)1Uc (Z k+1 )]:

(5.3.2)

Les équations ci-dessus seront cruciales dans notre discussion. Dorénavant, nous les
utiliserons sans mentionner l'hypothèse III.2.

Avant de présenter le schéma d'approximation proprement dit, nous allons énon-
cer quelques propriétés de la suite(qk)k�N qui seront importantes dans les preuves de
convergence. La suite(qk)k est croissante puisquef� � Tkg � f� � Tk+1 g pour tout
k � N � 1. De plus, remarquons queq0 = 0 et limn! +1 qn = 1 d'après l'hypothèse
III.3. Par conséquent, il existe un indice noté~k � 1 tel que

� pour tout k < ~k, on a qk = 0,
� pour tout k � ~k, on a qk > 0.
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On note ~q = q~k la première valeur strictement positive de la suite si bien queqk � ~q
pour tout k � ~k. En d'autres termes, on a la dé�nition suivante.

Dé�nition 5.3.2 Soit

~k = inf fk � 0 tel queqk > 0g;

~q = q~k

i.e. ~q est la première valeur strictement positive de la suite(qk)k2f0;:::;N g.

On dé�nit maintenant naturellement les approximations quanti�ées des suites
précédentes.

Dé�nition 5.3.3 Pour tout s > 0, on dé�nit les suites( bqk)k2f0;:::;N g et (br k)k2f0;:::;N �1g

de la façon suivante :
(

bqk = E � [1Uc ( bZk)];
br k(s) = E � [1f( bTk +u � ( bZk ))^ bTk +1 >sg 1U ( bZk)1Uc ( bZk+1 )]:

Il est important de remarquer quebqk et br k(s) peuvent être facilement calculés à
partir des grilles de quanti�cation. En e�et, on a :

bqk =
X

� = ( z; t) 2 � k

z 62U

P( b� k = � );

br k(s) =
X

� = ( z; t) 2 � k

z 2 U

X

� 0 = ( z0; t0) 2 � k+1

z0 62U

1f(t+u � (z ))^t 0>sg P( b� k = � ) bQk(� ; � 0):

Rappelons que d'après la proposition 5.2.2, la suite(pk)k�N satisfait une ré-
currence dépendant de deux paramètres :(qk)k�N et (r k)k�N �1 , que nous sommes
maintenant en mesure d'approcher. Ainsi, en remplaçant ces paramètres par leur ap-
proximation quanti�ée, on construit par récurrence une nouvelle suite notée( bpk)k�N .
Dans le reste de cette section, on s'attachera à prouver la convergence de( bpk)k�N

vers(pk)k�N . Cette convergence est loin d'être triviale car d'une part, les dé�nitions
des suites(qk)k�N et (r k)k�N �1 font intervenir des fonctions indicatrices qui ne sont
pas lipschitziennes et d'autre part, la formule de récurrence donnantpk+1 à partir
pk , qk , qk+1 et r k n'est pas non plus lipschitzienne.

Dé�nition 5.3.4 Pour tout s > 0, on posebp0(s) = 0 et pour tout k 2 f 0; :::; N � 1g,
on pose

bpk+1 (s) =

8
<

:

bpk (s)bqk + br k (s)
bqk +1

; si bqk+1 6= 0
0 sinon.

(5.3.3)

Les deux propositions suivantes seront nécessaires pour prouver la convergence du
schéma d'approximation. Elles énoncent respectivement la convergence de( bqk)k�N

et (br k)k�N �1 vers (qk)k�N et (r k)k�N �1 .
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Proposition 5.3.5 Sous les hypothèses III.6 et III.2, pour toutk 2 f 0; :::; Ng, bqk

converge versqk lorsque l'erreur de quanti�cation k� k � b� kkp tend vers zéro. Plus
précisément, l'erreur est bornée par

jqk � bqk j � C
p

p+�

0

@

 
�
p

! p
p+�

+

 
p
�

! �
p+�

1

A kZk � bZkk
p�

p+�
p ;

où C et � sont dé�nies dans l'hypothèse III.6.

Démonstration Pour tout k 2 f 0; :::; Ng, l'équation (5.3.2) donne

jqk � bqk j = jE � [1U (Z k) � 1U ( bZk)]j:

La di�érence de fonctions indicatrices est non nulle si et seulement siZk et bZk sont
de part et d'autre de @U. Dans ce cas, pour tout� > 0, si

�
�
�Z k � bZk

�
�
� � � , alors

d(Zk ; @U) � � . Ainsi, on a toujours
�
�
�Z k � bZk

�
�
� > � ou Zk 2 U� . L'inégalité de Markov

et l'hypothèse III.6 donnent :

E �

�
�
�1U (Z k) � 1U ( bZk)

�
�
� � P �

� �
�
�Z k � bZk

�
�
� > �

�
+ P �

�
Zk 2 U�

�

�
kZk � bZkkp

p

� p
+ C� � :

Cette borne est minimale pour� =
�

pkZ k � bZk kp
p

�C

� 1
p+�

et le résultat suit. �

Proposition 5.3.6 Sous les hypothèses III.4.a, III.6 et III.2, pour toutk 2 f 0; :::; N�
1g et pour presque touts > 0 par rapport à la mesure de Lebesgue surR,

br k(s) ! r k(s)

lorsque l'erreur de quanti�cation k� l � b� lkp tend vers zéro pourl 2 f k; k + 1g.

Comme dans la proposition 3.3.4 de la partie précédente, on n'a pas la convergence
en tout point à cause de la présence de frontières.

Démonstration Soit k 2 f 0; :::; N � 1g et s > 0, l'équation (5.3.2) donne

jr k(s) � br k(s)j � A + B;

avec

A =
�
�
�
�E �

��

1f(T k +u � (Z k ))^T k +1 >sg � 1f( bTk +u � ( bZk ))^ bTk +1 >sg

�

1U (Z k)1Uc (Z k+1 )
� �

�
�
�;

B =
�
�
�
�E �

�

1f( bTk +u � ( bZk ))^ bTk +1 >sg

�

1U (Z k)1Uc (Z k+1 ) � 1U ( bZk)1Uc ( bZk+1 )
�� �

�
�
�:

Dans le terme A, on borne grossièrement1U (Z k) et 1Uc (Z k+1 ) par 1 et on se
concentre sur la di�érence des fonctions indicatrices. Cette di�erence est non nulle
si et seulement si(Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1 et ( bTk + u� ( bZk)) ^ bTk+1 sont de part et



5.3. SCHÉMAS D'APPROXIMATION 133

d'autre de s si bien qu'ils appartiennent tous les deux à l'intervalle[s � � ; s + � ] où
� =

�
�
�(Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1 � ( bTk + u� ( bZk)) ^ bTk+1

�
�
�, on a alors :

�
�
�1 f(T k +u � (Z k ))^T k +1 >sg � 1f( bTk +u � ( bZk ))^ bTk +1 >sg

�
�
� � 1fj(T k +u � (Z k ))^T k +1 �sj�� g;

et donc
A � P �

� �
�
�(Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1 � s

�
�
� � �

�
:

Le reste de la preuve consiste à remarquer qu'on a l'alternative suivante : soit�
est petit et la probabilité que(Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1 soit dans l'intervalle [s � � ; s+ � ]
l'est également, soit� est grand mais ceci se produit avec une faible probabilité
lorsque l'erreur de quanti�cation tend vers zéro. Pour tout� > 0, on a

A � P �

� �
�
�(Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1 � s

�
�
� � �; � � �

�
+ P � (� > � )

� P �

� �
�
�(Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1 � s

�
�
� � �

�
+ P � (� > � )

�
�
�
� �' k(s + � ) � �' k(s � � )

�
�
� +

k� kp
p

� p
;

où �' k représente la fonction de répartition de(Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1 . Fixons � > 0 et
supposons ques n'est pas un atome de cette loi si bien qu'il existe� 1 > 0 tel que�
�
� �' k(s + � 1) � �' k(s � � 1)

�
�
� � �. Par ailleurs, d'après l'hypothèse III.4.a qui énonce la

continuité Lipschitz de u� , on a � �
�
�
�Tk � bTk

�
�
� +[ u� ]

�
�
�Z k � bZk

�
�
� +

�
�
�Tk+1 � bTk+1

�
�
�. De plus,

puisque l'erreur de quanti�cation tend vers zéro, on peut supposer quek� kp � � 1�
1
p .

En posant � = � 1 dans les calculs précédents, on a

A �
�
�
� �' k(s + � 1) � �' k(s � � 1)

�
�
� +

k� kp
p

� p
1

� 2�:

L'ensemble des atomes de la loi de(Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1 étant au plus dénombrable,
les calculs précédents sont valables pour presque touts > 0 par rapport à la mesure
de Lebesgue. Majorons maintenant le termeB :

B � E �

�
�
�1U (Z k)1Uc (Z k+1 ) � 1U ( bZk)1Uc ( bZk+1 )

�
�
�

� E �

h
1Uc (Z k+1 )

�
�
�1U (Z k) � 1U ( bZk)

�
�
�
i

+ E �

h
1U ( bZk)

�
�
�1Uc (Z k+1 ) � 1Uc ( bZk+1 )

�
�
�
i

�
�
�
�qk � bqk

�
�
� +

�
�
�qk+1 � bqk+1

�
�
�;

qui tend vers zéro d'après la proposition 5.3.5. �

La convergence de notre schéma d'approximation pour la distribution du temps
de sortie est désormais une conséquence directe de la proposition suivante.

Proposition 5.3.7 On suppose que les hypothèses III.3, III.5, III.6 et III.2 sont
véri�ées. Soit (� k)k�N �1 et (b� k)k�N �1 deux suites de nombres à valeurs dans[0; 1].
Soit (� k)0�k �N et (b� k)0�k �N dé�nis de la manière suivante :� 0 = b� 0 = 0 et

� k+1 =

( � k qk +� k
qk +1

; si qk+1 6= 0
0 sinon.
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b� k+1 =

8
<

:

b� k bqk + b� k
bqk +1

; si bqk+1 6= 0
0 sinon.

Pour 0 � k � N , si l'erreur de quanti�cation est telle que pour toutl � k on a

C
p

p+�

0

@

 
�
p

! p
p+�

+

 
p
�

! �
p+�

1

A kZ l � bZ lk
p�

p+�
p �

1
2

~q;

alors

j� k � b� k j �
2
~q

�

� supjqk�1 � bqk�1 j + j� k�1 � b� k�1 j + j� k�1 � b� k�1 j
�

+
2(� sup + 1)

~q2
jqk � bqk j;

où on a posé� sup = max 0�k �N � k .

Démonstration La di�culté de cette preuve repose dans la non continuité Lip-
schitz de la fonction donnant� k+1 à partir � k , qk , qk+1 et � k en raison de la division
par qk+1 . Pour surmonter cet obstacle, nous allons utiliser la borne inférieure stric-
tement positive de la suite(qk)k�N décrite plus tôt. En e�et, rappelons que, d'après
la dé�nition 5.3.2, il existe un indice ~k tel que qk � ~q > 0 pour tout k � ~k et qk = 0
pour tout k < ~k. De plus, on va mettre en évidence une borne inférieure similaire
pour la suite ( bqk)k�N en exploitant la convergence debqk vers qk .

Prouvons par récurrence queb� k converge vers� k . Tout d'abord, on a b� 0 = � 0 = 0.
Soit maintenant k 2 f 1; :::; Ng.

Si k < ~k, alors qk = 0 et l'hypothèse III.5 entraîne quebqk = 0 également. En
e�et, qk = 0 signi�e que Zk 2 U p.s. U étant convexe, la proposition 5.3.1 implique
bZk 2 U p.s. également. En d'autres termes,bqk = 0. En�n, d'après leurs dé�nitions,
on a � k = b� k = 0.

Si k � ~k, alors qk � ~q > 0. A�n de borner l'erreur entre � k et b� k , il est en e�et
nécessaire de disposer d'une borne inférieure strictement positive pourqk en raison
de la division par qk dans la relation de récurrence. Nous cherchons maintenant à
obtenir le même genre de borne pourbqk en exploitant la proposition 5.3.5 qui énonce
la convergence debqk versqk . En e�et, supposons désormais que le nombre de points
dans les grilles de quanti�cation soit su�samment grand, et donc que l'erreur de
quanti�cation soit su�samment petite, pour assurer que pour tout j 2 f ~k; :::; N g,
jqj � bqj j � 1

2 ~q. Alors, on a la borne inférieure requisebqk � 1
2 ~q > 0. Par conséquent,

on obtient

j� k � b� k j �

�
�
�
�
�
� k�1 qk�1 + � k�1

qk
�

b� k�1 bqk�1 + b� k�1

bqk

�
�
�
�
�

�
� k�1

bqk
jqk�1 � bqk�1 j +

bqk�1

bqk
j� k�1 � b� k�1 j +

1
bqk

j� k�1 � b� k�1 j

+ j� k�1 qk�1 + � k�1 j
jqk � bqk j

qk bqk
:
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Posons maintenant� sup = max 0�k �N � k . On a

j� k � b� k j

�
� sup

bqk
jqk�1 � bqk�1 j +

1
bqk

j� k�1 � b� k�1 j +
1
bqk

j� k�1 � b� k�1 j + (� sup + 1)
jqk � bqk j

qk bqk

�
2
~q

(� supjqk�1 � bqk�1 j + j� k�1 � b� k�1 j + j� k�1 � b� k�1 j) +
2(� sup + 1)

~q2
jqk � bqk j;

qui est le résultat annoncé. �

Remarquons que, dans la proposition précédente, on peut obtenir une vitesse
pour la convergence deb� k vers � k dès lors qu'on connaît une vitesse pour la conver-
gence deb� k vers � k et un majorant de la suite(� k)0�k �N .

En�n, nous pouvons énoncer l'un de nos principaux résultats, la convergence du
schéma d'approximation de la distribution du temps de sortie :

Théorème 5.3.1 Sous les hypothèses III.3, III.4.a, III.5, III.6 et III.2, pour tout
k 2 f0; :::; N g et pour presque touts > 0 par rapport à la mesure de Lebesgue sur
R, on a la convergence

bpk(s) ! pk(s);

lorsque l'erreur de quanti�cation k� j � b� j kp tend vers zéro pour toutj 2 f 0; :::; kg.

Démonstration Soit s > 0 tel que pour tout k 2 f 0; : : : ; N � 1g, br k(s) converge
vers r k(s). On applique la proposition 5.3.7 avec(� k)0�k �N �1 = ( r k(s))0�k �N �1 et
(b� k)0�k �N �1 = ( br k(s))0�k �N �1 si bien que(� k)0�k �N = ( pk(s))0�k �N et (b� k)0�k �N =
( bpk(s))0�k �N . Remarquons en�n que(pk(s))0�k �N est borné par 1. �

Il est intéressant de remarquer que nous n'avons pas utilisé l'hypothèse III.4.b
selon laquelle la fonctionu� doit être bornée. Cette condition sera cruciale dans le
cas des moments mais est inutile pour l'approximation de la distribution.

Finalement, nous avons développé une approximation aisée à mettre en ÷uvre
de la fonction de survie du temps de sortie. Nous nous tournons à présent vers ses
moments. Bien entendu, ils peuvent être obtenus grâce à la distribution. Cependant,
nous présentons une méthode directe dans la section suivante pour laquelle nous
obtiendrons une borne pour la vitesse de convergence.

5.3.2 Schéma d'approximation des moments et vitesse de
convergence

Comme pour la distribution, les moments peuvent être approchés grâce à la
quanti�cation du processus(� k)k�N = ( Zk ; Tk)k�N . Cependant, il est important de
souligner que nous serons en mesure d'obtenir une vitesse de convergence pour ce
nouveau schéma. On peut remarquer que, d'après la proposition 5.2.4 et comme
dans le cas de la distribution,pN;j = E � [� j j� � TN ] peut être calculé dès que les



136CHAPITRE 5. APPROXIMATION DES MOMENTS ET DE LA DISTRIBUTION

suites (qk)k�N et (r k;j )k�N �1 sont connues. La première a été approchée dans la
section précédente et il reste à trouver une expression de la seconde qui ne dépende
que de la chaîne de Markov(Z k ; Tk)k a�n de dé�nir son approximation quanti�ée
(br k;j )k�N �1 . D'après l'hypothèse III.2, les mêmes arguments que dans la section
précédente donnent

r k;j = E �

" �

(Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1

� j

1U (Z k)1Uc (Z k+1 )

#

: (5.3.4)

Ensuite, on dé�nit naturellement les approximations quanti�ées des suites(r k;j )k�N �1

et (pk;j )k�N .

Dé�nition 5.3.8 Pour tout j 2 N, on dé�nit la suite (br k;j )k2f0;:::;N �1g par

br k;j = E �

" �

( bTk + u� ( bZk)) ^ bTk+1

� j

1U ( bZk)1Uc ( bZk+1 )

#

;

et la suite ( bpk;j )k2f0;:::;N g par bp0;j = 0 et

bpk+1;j =

8
<

:

bpk;j bqk + br k;j

bqk +1
; si bqk+1 6= 0

0 sinon.

Tout comme bqk et br k(s) dé�nis dans les sections précédentes,br k;j peut facilement
être calculé à partir des grilles de quanti�cation. En e�et, on a :

br k;j =
X

� = ( z; t) 2 � k

z 2 U

X

� 0 = ( z0; t0) 2 � k+1

z0 62U

�

(t + u� (z)) ^ t0
� j

P( b� k = � ) bQk(� ; � 0):

La proposition suivante prouve la convergence debr k;j vers r k;j .

Proposition 5.3.9 Sous les hypothèses III.4.a, III.6, III.2 et III.7, pour tout k 2
f0; :::; N � 1g et pour tout j 2 N, br k;j converge versr k;j lorsque l'erreur de quanti�-
cation k� l � b� lkp tend vers zéro pour toutl 2 f k; k + 1g. Plus précisément, l'erreur
est bornée par

jr k;j � br k;j j � j
�
(k + 1)C t �

� j �1 �
kTk � bTkkp + [ u� ]kZk � bZkkp + kTk+1 � bTk+1 kp

�

+
�
(k + 1)C t �

� j �
jqk � bqk j + jqk+1 � bqk+1 j

�
:

Démonstration Soit k 2 f 0; :::; N � 1g et j 2 N, on a :

jr k;j � br k;j j � A + B:

où

A =
�
�
�
�E �

�� �
(Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1

� j
�

�
( bTk + u� ( bZk)) ^ bTk+1

� j
�

1U (Z k)1Uc (Z k+1 )
� �

�
�
�;

B =
�
�
�
�E �

" �

( bTk + u� ( bZk)) ^ bTk+1

� j �

1U (Z k)1Uc (Z k+1 ) � 1U ( bZk)1Uc ( bZk+1 )
� # �

�
�
�:
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D'après l'hypothèse III.7, les durées inter-sautsSi sont p.s. bornés parCt � si bien
que Ti � iC t � p.s. et (Ti + u� (Z i )) ^ Ti+1 � (i + 1)C t � p.s.. D'après la proposition
5.3.1, ces bornes sont également valides pour le processus quanti�ébTi � iC t � et
( bTi + u� ( bZ i )) ^ bTi+1 � bTi+1 � (i + 1)C t � p.s.

Considérons tout d'abord le termeA, on borne grossièrement les fontions indi-
catrices par 1. De plus, notons� =

�
�
�(Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1 � ( bTk + u� ( bZk)) ^ bTk+1

�
�
� et

remarquons que la fonctionx ! x j est lipschitzienne sur tout ensemble[0; M ] avec
pour constante de LipschitzjM j �1 . On obtient

A � E �

�

j
�
(k + 1)C t �

� j �1
�

�

� j
�
(k + 1)C t �

� j �1
k� kp

et grâce à l'hypothèse III.4.a qui énonce la continuité Lipschitz deu� , on a

A � j
�
(k + 1)C t �

� j �1
�

kTk � bTkkp + [ u� ]kZk � bZkkp + kTk+1 � bTk+1 kp

�

:

De plus, le termeB est borné par :

B �
�
(k + 1)C t �

� j
E �

�
�
�1U (Z k)1Uc (Z k+1 ) � 1U ( bZk)1Uc ( bZk+1 )

�
�
�

�
�
(k + 1)C t �

� j �
jqk � bqk j + jqk+1 � bqk+1 j

�
:

On conclut avec la proposition 5.3.5. �

On peut maintenant énoncer l'autre résultat principal de ce chapitre : la conver-
gence du schéma d'approximation des moments du temps de sortie avec une borne
pour la vitesse de convergence.

Théorème 5.3.2 Sous les hypothèses III.3, III.4.a, III.5, III.6, III.2 et III.7, pour
tout k 2 f0; :::; N g et pour tout j 2 N, bpk;j converge verspk;j lorsque l'erreur de
quanti�cation k� j � b� j kp tend vers zéro pour toutj 2 f 0; :::; kg.
Plus précisément, si l'erreur de quanti�cation est telle que pour toutl � k on ait

C
p

p+q

0

@

 
q
p

! p
p+q

+

 
p
q

! q
p+q

1

A kZ l � bZ lk
pq

p+q
p �

1
2

~q;

alors on a

jpk;j � bpk;j j �
2
~q

�
(NC t � ) j jqk�1 � bqk�1 j + jpk�1;j � bpk�1;j j + jr k�1;j � br k�1;j j

�

+
2((NC t � ) j + 1)

~q2
jqk � bqk j:

La vitesse de convergence dépend de la quantité~q dont la valeur exacte peut
être inconnue dans les applications complexes. Dans ce cas, elle pourra toujours être
approchées par des simulations de Monte-Carlo (voir les exemples du chapitre 6).
Quoiqu'il en soit, les théorèmes 5.3.1 et 5.3.2 prouvent la convergence de notre
schéma d'approximation indépendamment de la valeur de~q.
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Démonstration Soit j 2 N. On applique la proposition 5.3.7 avec(� k)k = ( r k;j )k

et (b� k)k = ( br k;j )k si bien que(� k)k = ( pk;j )k et (b� k)k = ( bpk;j )k . En�n, ainsi que nous
l'avions remarqué après la démonstration du lemme 5.3.7, on obtient une borne pour
la vitesse de convergence puisque la suite(pk;j )0�k �N est bornée par :

pk;j = E �

h
� j

�
�
�� � Tk

i
� E �

h
T j

k

�
�
�� � Tk

i
� E �

h
(kCt � ) j

�
�
�� � Tk

i
� (kCt � ) j � (NC t � ) j :

D'où le résultat. �

Finalement, nous avons développé deux méthodes numériques permettant de
calculer respectivement la fonction de survie et les moments d'un temps de sortie
pour un PMDM. Nous avons prouvé leur convergence et obtenu une vitesse dans le
cas des moments. Dans le chapitre suivant, nous présentons les résultats numériques
obtenus sur deux exemples.



Chapitre 6

Exemples et résultats numériques

Dans ce chapitre, nous montrons comment mettre en ÷uvre nos méthodes sur
deux exemples : le processus de Poisson avec �ot (section 6.1) et le modèle de
corrosion (section 6.2).

6.1 Processus de Poisson

On étudie ici l'exemple du processus de Poisson introduit dans la section 1.2.1.

Soit donc N t un processus de Poisson. On �xe son paramètre à la valeur� = 1
et on poseYt = t + N t . On a vu que(Yt )t�0 est un PMDM. On s'intéresse au calcul
du temps � b de sortie de l'intervalle] � 1; b[ pour le processus(Yt )t�0 . Cette étude
nous servira de cas test car il est possible de trouver la valeur exacte de la fonction
de survie a�n de la comparer avec les valeurs numériques fournies par notre schéma
d'approximation.

Rappelons, on s'en servira à plusieurs reprises, que pour toutk 2 N� , la durée
inter-sauts Sk suit une loi exponentielle de paramètre 1. Ces mêmes durées inter-
sauts étant indépendantes, on en déduit la loi deTk . Il s'agit d'une loi gamma de
paramètresk et 1 que l'on notera
 (k; 1).

6.1.1 Véri�cation des hypothèses

Avant de se tourner vers les simulations numériques, véri�ons que les hypothèses
nécessaires sont satisfaites. Soitb = 10 i.e. U =] � 1; 10[. On peut choisir N = 10
puisqueYTN = TN + NTN = TN + N � N . Par ailleurs, il est clair que pour tout
y 2] �1; 10[, u� (y) = 10 � y. Les hypothèses III.4 et III.5 sont clairement satisfaites.
L'hypothèse III.6, quant à elle, résulte du lemme suivant.

Lemme 6.1.1 Pour tout � > 0 et pour tout k 2 f 0; :::; Ng,

P � (Z k 2 U� ) � 2�:

139
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Démonstration Soit k = 0. On a Z0 = 0 p.s. et U� = [10 � �; 10 + � ]. Ainsi, on
considère deux cas.
Si � < 10 alors P � (Z0 2 U� ) = 0 � 2� .
Si � � 10 alors P � (Z0 2 U� ) = 1 � 1

10� � 2� .

Soit maintenant k 2 f 1; :::; Ng. Notons f 
 (k;1) la densité de la loi 
 (k; 1) et

Ck = 1
(k �1)!

�
k�1

e

� k�1
sa borne supérieure. PuisqueTk suit la loi 
 (k; 1), Zk = k + Tk

a pour densitéf Zk (�) = f 
 (k;1) (� � k) qui est également bornée parCk . En�n, on a :

P � (Z k 2 U� ) = P � (Z k 2 [10� �; 10 + � ]) � 2Ck � � 2�:

En e�et, la suite (Ck)k�0 est décroissante donc on aCk � C1 = 1 pour tout
k 2 f 1; :::; Ng. �

De plus, l'hypothèse III.2 est satisfaite puisque les trajectoires du processus sont
croissantes. L'hypothèse III.7, au contraire, ne l'est pas cart � (x) = + 1 pour tout
x 2 E. Cependant, comme nous l'avons remarqué dans la section 5.1, on peut
contourner cet obstacle en considérant le processus tué lorsqu'il dépasse la valeur
b= 10.

Rappelons que la valeur deTk peut être obtenue à partir deZk puisqueTk =
Zk � k. Ainsi, il su�t de quanti�er le processus (Z k)k�N au lieu de (Z k ; Tk)k�N .
Cette réduction de dimension du processus à quanti�er conduit à une amélioration
du taux de convergence et nous constatons en e�et, dans les tableaux suivants, que
nos schémas convergent rapidement.

6.1.2 Approximation des moments

Nous décrivons ici les résultats obtenus lors de la mise en ÷uvre de l'approxima-
tion numérique des moments.

Temps moyen de sortie

Le tableau 6.1 présente les approximations de l'espérance du temps de sortie.
On y trouve, pour di�érents nombres de points dans les grilles de quanti�cation, la
valeur de bpN;1, qui approche l'espérance de� 10, ainsi que l'erreur relative par rapport
à une valeur de référence obtenue par la méthode de Mote-Carlo (108 simulations) :
E[� 10]Monte Carlo = 5:1248. Comme nous nous y attendions, l'erreur décroît avec le
nombre de points dans les grilles de quanti�cation.

Le second moment

On présente les résultats de l'approximation du second moment dans le ta-
bleau 6.2. Notre valeur de référence obtenue par la méthode de Monte-Carlo est
E[� 2

10]Monte Carlo = 27:5084. A nouveau, l'erreur décroît avec le nombre de points
dans les grilles de quanti�cation.
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Nombre de points bpN;1 Erreur relative
20 points 5.1635 0.75 %
50 points 5:1029 0.43 %
100points 5.1342 0.18 %
200points 5.1177 0.14 %
500points 5.1274 0.051 %
1000points 5.1237 0.023 %
2000points 5.1240 0.016 %
4000points 5.1244 0.0078 %
Monte Carlo 5.1248

Table 6.1 � Résultats des simulations pour la moyenne du temps de sortie pour le
processus de Poisson.

Nombre de points bpN;2 Erreur relative
20 points 27.9318 1.5 %
50 points 27.2522 0.93 %
100points 27.5896 0.30 %
200points 27.4346 0.27 %
500points 27.5290 0.075 %
1000points 27.4991 0.034 %
2000points 27.5024 0.022 %
4000points 27.5042 0.015 %
Monte Carlo 27.5084

Table 6.2 � Résultats des simulations pour le second moment du temps de sortie
pour le processus de Poisson.

La �gure 6.1 représente la vitesse de convergence empirique pour l'approxima-
tion des deux premiers moments. Elle est estimée à travers un modèle de régression
linéaire et vaut �0:88 pour le premier moment et�0:93 pour le deuxième. Ces
vitesses sont du même ordre de grandeur que la vitesse de convergence du quan-
ti�cateur optimal, énoncé par le Théorème 1.4.1, qui est de -1, la dimension étant
ici 1.

6.1.3 Approximation de la fonction de survie

Ainsi que nous l'avons annoncé plus haut, on peut obtenir la valeur exacte de la
fonction de survie du temps de sortie.

Proposition 6.1.2 Notons ent(:) la fonction partie entière. Pour tout s; b 2 R+ ,
on a :

P[ � b � s] =

(
P[Tent(b �s)+1 > s] pour tout s � b,
0 sinon.
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Figure 6.1 � Représentation log-log de l'erreur d'approximation en fonction du
nombre de points dans les grilles de quanti�cation pour le premier et le second
moments dans l'exemple du processus de Poisson. Les vitesses de convergence em-
piriques sont -0.88 et -0.93.

Rappelons queTk suit la loi 
 (k; 1), le terme de droite dans la proposition pré-
cédente peut donc être calculé facilement.

Démonstration Soit s > 0. Remarquons queYs � s, ainsi � b < s p.s. lorsque
s > b. Supposons maintenant ques � b, on a :

P[ � b � s] = P[Ys � b] = P[Ns � b� s] = P[Ns � ent(b � s)] = P[Tent(b�s)+1 � s]:

D'où le résultat. �

La �gure 6.2 représente à la fois la fonction de survie exacte et son approximation
par quanti�cation. Le tableau 6.3 présente l'erreur empirique entre les deux fonc-
tions. La vitesse empirique de convergence, présentée sur la �gure 6.3, est estimée
à travers un modèle de régression et vaut�0:94. Remarquons qu'elle est du même
ordre de grandeur que celle du quanti�cateur optimal énoncée dans le théorème
1.4.1, qui est de -1, la dimension étant ici de1.

Nous avons déjà insisté sur le fait que notre approche est �exible par rapport à
U. Dans cet exemple, on peut obtenir très rapidement la moyenne ou la distribu-
tion d'un autre temps de sortieU0 =] � 1; b 0] pour n'importe quel 0 < b0 � b= 10.
En e�et, P(� b0 > T 10) = 0 et on peut donc utiliser les mêmes grilles de quanti�cation.
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Figure 6.2 � Fonction de survie de� 10 et son approximation quanti�ée avec 50 et
4000 points dans les grilles de quanti�cation. La courbe exacte et celle obtenue avec
4000 points dans les grilles de quanti�cation sont indistinguables.

Grilles de quanti�cation maxs jpN (s) � bpN (s)j
20 points 0.065
50 points 0.027
100points 0.013
200points 0.0056
500points 0.0037
1000points 0.0015
2000points 0.00098
4000points 0.00037

Table 6.3 � Résultats des simulations pour la distribution du temps de sortie pour
le processus de Poisson.

6.1.4 Vitesse de convergence pour la distribution

On peut remarquer, d'après la preuve de la proposition 5.3.6, qu'une vitesse de
convergence de la distribution du temps de sortie peut être obtenue dès que pour
tout k 2 f0; :::; N � 1g, la fonction de survie de(Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1 , notée �' k , est
Lipschitz continue par morceaux. Bien qu'il soit di�cile d'énoncer des hypothèses
générales sous lesquelles cette assertion est vraie, la proposition suivante prouve que
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Figure 6.3 � Représentation log-log de l'erreur d'approximation en fonction du
nombre de points dans les grilles de quanti�cation pour la fonction de survie dans
l'exemple du processus de Poisson. La vitesse de convergence empirique est -0.94.

cette condition est satisfaite dans notre exemple.

Proposition 6.1.3 Pour tout k 2 f 0; :::; N � 1g, la fonction de survie, notée�' k ,
de (Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1 est lipschitzienne sur] � 1; b� k[ et sur ]b� k; + 1[ avec
pour constante de Lipschitz[ �' k ] � 1.

Démonstration Soit k = 0 et s > 0, on a :

�' 0(s) = P � ((T0 + u� (Z0)) ^ T1 > s)

= P � (b^ T1 > s)

= 1fb>sg P � (T1 > s)

= 1fb>sg e�s ;

puisqueT1 suit une loi exponentielle de paramètre1. Par conséquent, la fonction�' 0

est égale à zéro sur[b; +1[ et est lipschitzienne avec pour constante de Lipschitz1
sur ]0;b[.

Soit k � 1 et s > 0. Rappelons que les variables aléatoires(Sj ) j �0 sont indé-
pendantes et suivent des lois exponentielles de paramètre1 si bien qu'en particulier,
Tk et Sk+1 sont indépendantes etTk suit la loi 
 (k; 1). Rappelons également que
Zk = k + Tk et queu� (x) = b� x.

�' k(s) = P � ((Tk + u� (Z k)) ^ Tk+1 > s)

=
Z

(R+ )2
1f(t+(b �k �t))^u>sg f 
 (k;1) (t)f 
 (k +1;1) (u)dtdu;
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où on notef 
 (j; 1) la fonction de densité de la loi
 (j; 1) pour j 2 f k; k + 1g.
Soit s0 > s > 0, on a :

j �' k(s0) � �' k(s)j �
Z

(R+ )2

�
�
�1 f(b�k )^u>s 0g � 1f(b �k )^u>sg

�
�
� f 
 (k;1) (t)f 
 (k +1;1) (u)dtdu

�
Z

(R+ )2
1f(b�k )^u2]s;s 0]gf 
 (k;1) (t)f 
 (k +1;1) (u)dtdu

�
Z

(R+ )2

�
1fb �k 2]s;s 0]g + 1fu2]s;s 0]g

�
f 
 (k;1) (t)f 
 (k +1;1) (u)dtdu

� 1fb�k 2[ s;s0]g + Cf 
 ( k +1;1)
js0 � sj

� 1fb�k 2[ s;s0]g + js0 � sj;

puisque Cf 
 ( k +1;1)
= 1

(k )!

�
k
e

� k
� 1. En�n, si s et s0 appartiennent tous les deux

à l'intervalle ]0;b � k[ ou s'ils appartiennent tous les deux à]b � k; + 1[ , on a
j �' k(s0) � �' k(s)j � j s0 � sj. D'où le résultat. �

En�n, dans cet exemple, nous pouvons énoncer une borne pour la vitesse de
convergence de l'approximation de la distribution du temps de sortie. La proposition
suivante constitue donc une amélioration de la proposition 5.3.6 et du théorème 5.3.1.

Proposition 6.1.4 Pour tout k 2 f0; :::; N � 1g, posonss > 0 et supposons que
l'erreur de quanti�cation soit su�samment petite pour assurer que

� p
2

� 1
p+1

�

kTk � bTkkp + kZk � bZkkp + kTk+1 � bTk+1 kp

� p
p+1

< jb � k � sj;

on a alors

jr k(s) � br k(s)j � 2
� p

2

� 1
p+1

 
1
p

+ 1

! �

kTk � bTkkp + kZk � bZkkp + kTk+1 � bTk+1 kp

� p
p+1

+
�
�
�qk � bqk

�
�
� +

�
�
�qk+1 � bqk+1

�
�
�:

De plus, pour toutk 2 f 0; :::; Ng, si l'erreur de quanti�cation est telle que pour tout
l � k

2
� p

2

� 1
p+1

 
1
p

+ 1

!

kZ l � bZ lk
p

p+1
p �

1
2

~q;

on a alors

jpk(s) � bpk(s)j �
2
~q

�

jqk�1 � bqk�1 j + jpk�1 (s) � bpk�1 (s)j + jr k�1 (s) � br k�1 (s)j
�

+
4
~q2

jqk � bqk j:

Démonstration La preuve est une conséquence directe des preuves de la propo-
sition 5.3.6 et du théorème 5.3.1. Il su�t de remarquer que le termeA de la preuve
de la proposition 5.3.6 peut être borné grâce à la continuité Lipschitz des fonctions
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�' k sur ] � 1 ; b� k[ et sur ]b� k; + 1[ . Soit s > 0, s 6=b� k, et soit � > 0 tel que
b� k 62[s � � ; s + � ] i.e. � < jb � k � sj, on a d'après la preuve de la proposition
5.3.6

A �
�
�
� �' k(s + � ) � �' k(s � � )

�
�
� +

k� kp
p

� p
� 2� +

k� kp
p

� p
;

car [ �' k ] � 1. La borne ci-dessus atteint son minimum en� =
�

pk� kp
p

2

� 1
p+1 et celui-ci

vaut 2k� k
p

p+1
p

�
p
2

� 1
p+1

�
1 + 1

p

�
. On conclut en rappelant que

k� kp � kT k � bTkkp + [ u� ]kZk � bZkkp + kTk+1 � bTk+1 kp;

avec[u� ] = 1. �

On peut calculer la valeur exacte de~q qui est la première valeur strictement
positive de la suite

�
P � (Z k 62U)

�

k
. On a ~q = P � (Z1 62]�1 ; 10[) = P � (T1 � 9) = e�9

car T1 suit une loi exponentielle de paramètre1.

6.2 Modèle de corrosion

On considère maintenant le modèle de corrosion, fourni par Astrium, que nous
avons présenté dans la section 1.2.5. On cherche à approcher l'espérance et la fonction
de survie du temps de dépassement du seuil critique de 0.2 mm de perte d'épaisseur.

L'état de la structure métallique est représentée par un PMDM qui a été décrit
dans la section 1.2.5. Cependant, on modi�e légèrement cette modélisation car il
n'est pas nécessaire de considérer ici le processus augmenté du temps. On pose donc
M = f1; 2; 3g, pour chaquem 2 M , Em = R+ � R+ � [10�7 ; 10�5 ] et

E = M � R+ � R+ � [10�7 ; 10�5 ]:

Pour � 2 Em , � représente le triplet(d; s; �) où d est l'épaisseur corrodée,s le temps
depuis le dernier saut et� le taux de corrosion. On dé�nit Um = [0; 0:2] � R+ �
[10�7 ; 10�5 ] pour chaquem 2 M et

U = M � [0; 0:2]� R+ � [10�7 ; 10�5 ]:

Le temps de dépassement du seuil critique est ainsi le temps de sortie deU. En�n,
le �ot dans le modem est :

� m (

0

B
@

d
s
�

1

C
A ; t) =

0

B
@

d + dm (t + s) � dm (s)
t + s

�

1

C
A :

Le paramètred évolue continûment entre les sauts alors que� est choisi aléatoirement
et indépendamment après chaque saut.
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6.2.1 Véri�cation des hypothèses

Les ensemblesUm étant convexes, l'hypothèse III.5 est satisfaite. Par ailleurs,
remarquons queu� est bornée (hypothèse III.4.a). En e�et,� � 10�7 et � � 200000si
bien quedm (t) � 10�7 (t � 200000)et en�n u� � 0:2� 107+200000 = 2:2� 106 heures.
Notons Cu � cette borne. Les hypothèses III.6 et III.4.b (continuité Lipschitz deu� )
proviennent respectivement des lemmes 6.2.1 et 6.2.2 ci-dessous. En�n, l'hypothèse
III.2 est satisfaite mais l'hypothèse III.7 ne l'est pas. Pour cette raison, on considère,
comme indiqué dans la section 5.1, le processus tué au temps� . On introduit donc
un état cimetière � et on remplace le processus(X t )t�0 par le suivant :

X �
t=

(
X t pour t < � ,
� pour t � � .

Lemme 6.2.1 Pour tout � > 0 et pour tout k 2 f 0; :::; Ng,

P � (Z k 2 U� ) � 5�:

Démonstration On introduit quelques notations supplémentaires. SoitM k , Dk

et Rk les valeurs dem, d et � après lek-ième saut. En d'autres termes, on aZk =
(M k ; Dk ; 0; Rk). Remarquons alors que

P �

�
Zk 2 U�

�
= P �

�
jD k � 0:2j � �

�
:

On étudie donc plus précisément la loi deDk . Notons Fk(s) = s + � k

�
e� s

2� k � 1
�

où
la suite (� k)k�0 est déterministe. On a alors

(
D0 = 0
Dk = Dk�1 + RkFk(Sk) pour tout k � 1.

Nous allons montrer que pour toutk, la variable aléatoireRkFk(Sk) a une densité
bornée. Rappelons queRk suit une loi uniforme sur [ak ; bk ] � [10�7 ; 10�5 ] et Sk

une loi exponentielle de paramètre� k . Soit alorsh une fonction mesurable bornée à
valeurs réelles. On a

E � [h(RkFk(Sk))] =
Z +1

0

Z bk

ak

h(�F k(s))
1

bk � ak
� ke�� k sd�ds:

On introduit le changement de variables suivant :
(

u = �
v = �F k(s);

dont le jacobien est1
u (F �1

k )0( v
u ) ainsi on a

E � [h(RkFk(Sk))] =
Z +1

0
h(v)

0

@
Z bk

ak

� ke�� k F �1
k ( v

u )(F �1
k )0( v

u )
(bk � ak)u

du

1

A dv:
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Ainsi, on obtient la densité de la variable aléatoireRkFk(Sk) et une intégration par
parties fournit

Z bk

ak

� ke�� k F �1
k ( v

u )(F �1
k )0( v

u )
(bk � ak)u

du =
1

bk � ak

Z bk

ak

u �
� ke�� k F �1

k ( v
u )(F �1

k )0( v
u )

u2
du

=
1

bk � ak

 
h
ue�� k F �1

k ( v
u )

i bk

ak
�

Z bk

ak

e�� k F �1
k ( v

u )du

!

:

En�n, la densité de la variable aléatoireRkFk(Sk) est bornée par

�
�
�
�
�
�

Z bk

ak

� ke�� k F �1
k ( v

u )(F �1 )0( v
u )

(bk � ak)u
du

�
�
�
�
�
�
�

ak + bk

bk � ak
+ 1 �

2bk

bk � ak
� 2:

Ensuite, par récurrence on obtient que la variable aléatoireDk suit la loi � 0 pour
k = 0 et admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue k bornée par 2
pour k > 0. En e�et, dans le second cas, la densité deDk peut être obtenue par
convolution puisqueDk�1 et RkFk(Sk) sont des variables aléatoires indépendantes.
Par conséquent,P �

�
jD 0 � 0:2j � �

�
= 1f��0:2g � 5� puisqueD0 = 0 et pour k > 0,

P �

�
jD k � 0:2j � �

�
=

Z 0:2+�

0:2��
 k(v)dv � 4�;

puisque k � 2. Le résultat suit. �

Lemme 6.2.2 Soit eU = M � [0; 0:2]� f0g � [10�7 ; 10�5 ]. La fonction u� est lip-
schitzienne sur l'ensembleeU avec pour constante de Lipschitz

[u� ] � 2 � 107 �
�
1 + Cu � + 4 � 105

�
:

Démonstration Tout d'abord, remarquons que la continuité Lipschitz sur l'en-
semble eU su�t à notre discussion. En e�et, bien que U = M � [0; 0:2]� R+ �
[10�7 ; 10�5 ], on a en faitZk 2 eU [ � p.s. et, d'après la proposition 5.3.1,̂Zk 2 eU [ �
p.s. également. Il su�t ensuite de remarquer que, dans les sections précédentes, la
fonction u� n'est évaluée qu'en les positions après un saut c'est-à-dire enZk pour
un k 2 N.

Montrons maintenant que la fonctionu� est lipschitzienne sur cet ensembleeU.
Soit (m; d; 0; �) 2 eU, la quantité u� (m; d; 0; �) est solution de l'équation suivante.

d + dm (u� ) = d + �
�

u� + �
�

e� u �

2� � 1
��

= 0:2:

Fixons 0 � d; d0 � 0:2 et notons u = u� (m; d; 0; �; 0) et u0 = u� (m; d0; 0; �; 0).
Remarquons qued + dm (u) = d0+ dm (u0) puisque ces deux quantités sont égales à
0.2. Par conséquent,jdm (u) � dm (u0)j = jd0 � dj et, en remarquant que� � 2 � 105,
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on a

jd � d0j = �
�
�
�
�u � u0+ �

�
e� u

2� � e� u 0

2�

� �
�
�
�

� �
�

1 �
1
2

e� u^u 0

2�

�

ju � u0j

�
10�7

2
ju � u0j;

ce qui prouve la continuité Lipschitz deu� par rapport à la variable d sur eU.

De la même manière, �xons�; � 0 2 [10�7 ; 10�5 ] et notons u = u� (m; d; 0; �; 0) et

u0 = u� (m; d; 0; � 0; 0). On a encored+�
�
u + �

�
e� u

2� � 1
��

= d+� 0
�

u0+ �
�

e� u 0

2� � 1
��

car ces deux quantités sont égales à 0.2. On soustraitd+ �
�

u0+ �
�

e� u 0

2� � 1
��

dans

les deux termes précédents pour obtenir

�
�
�
�
�u � u0+ �

�
e� u

2� � e� u 0

2�

� �
�
�
� = j� � � 0j

�
�
�
�u

0+ �
�

e� u 0

2� � 1
� �

�
�
� :

On a déjà calculé plus haut une borne inférieure pour le terme de gauche. Le terme
de droite, quant à lui, est borné par

�
Cu � + 4 � 105

�
j� � � 0j, puisque� � 2 � 105, on

a donc
�
Cu � + 4 � 105

�
j� � � 0j �

10�7

2
ju � u0j;

ce qui prouve la continuité Lipschitz deu� par rapport à � sur eU. En�n, la fonction
u� est lipschitzienne sureU avec[u� ] � 2 � 107

�
1 + Cu � + 4 � 105

�
. �

6.2.2 Approximation de l'espérance

Les résultats des simulations pour l'approximation de l'espérance du temps de
sortie sont donnés dans le tableau 6.4. A�n d'avoir une valeur de référence, on a ob-
tenu par la méthode de Monte-Carlo (106 simulations) le résultatE[� ]Monte�Carlo =
250:1� 103 h. La vitesse empirique de convergence est représentée sur la �gure 6.4.
Elle est estimée à�0:35 au moyen d'un modèle de régression. Remarquons qu'elle
est du même ordre de grandeur que la vitesse de convergence du quanti�cateur opti-
mal donnée par le théorème 1.4.1, la dimension étant ici de 3. En e�et, comme dans
la partie précédente (section 3.4.2), la succession des modesm est déterministe,s
est égal à zéro après un saut, on ne quanti�e donc que l'épaisseur corrodée, le taux
de corrosion� et les instants de saut.

6.2.3 Approximation de la fonction de survie

Dans notre schéma d'approximation pour la distribution du temps de sortie, on
peut remarquer que la valeur quanti�éep̂N (s) n'est pas nécessairement plus petite
que 1. Par conséquent, il apparaît naturel de remplacer̂pN (s) par p̂N (s) ^ 1. Ceci
ne change rien à la convergence énoncée par notre théorème et ne peut qu'améliorer
l'erreur d'approximation. Il est également possible, et c'est ce que nous faisons dans
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Grilles de quanti�cation p̂N;1 (�10 3 h) Erreur relative à 250:1� 103h
20 points 287.0 15%
50 points 282.3 13%
100points 273.3 9.3%
200points 270.0 8.0%
500points 264.6 5.8%
1000points 261.6 4.6%
2000points 259.2 3.6%
4000points 257.0 2.8%
6000points 255.6 2.2%
8000points 255.0 2.0%
10000points 254.5 1.8%
Monte Carlo 250.1

Table 6.4 � Résultats des simulations pour l'espérance du temps de sortie dans le
modèle de corrosion.

Figure 6.4 � Représentation log-log de l'erreur d'approximation en fonction du
nombre de points dans les grilles de quanti�cation pour le premier moment dans
l'exemple du modèle de corrosion. La vitesse de convergence empirique est -0.35.

les résultats présentés ci-dessous, de remplacerp̂N (s) par p̂N (s)=p̂N (0) puisquep̂N (0)
tend vers 1 lorsque le nombre de points dans les grilles de quanti�cation tend vers
l'in�ni.

La �gure 6.5 représente la fonction de survie de� obtenue au moyen de simula-
tions de Monte Carlo et obtenue grâce à notre schéma d'approximation. On observe
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que les deux fonctions sont très proches.

Figure 6.5 � Fonction de survie de� obtenue par des simulations de Monte Carlo
(courbe pointillée), par notre schéma d'approximation (courbe continue) avec 8000
points dans les grilles de quanti�cation.

La tableau 6.5 contient l'erreur empirique en fonction du nombre de points dans
les grilles de quanti�cation. La vitesse empirique de convergence est représentée sur
la �gure 6.6. Elle est estimée à�0:64 au moyen d'un modèle de régression. Remar-
quons qu'elle est meilleure que la vitesse de convergence du quanti�cateur optimal
donnée par le théorème 1.4.1, qui est de -0.33, la dimension étant ici de 3. Ceci
signi�e probablement que notre schéma d'approximation de la fonction de survie
converge, sur cet exemple, plus rapidement que le quanti�cateur optimal.

Au moyen de simulations de Monte Carlo, on peut approcher la valeur de~q. On
obtient ici ~q ' 0:057avec106 simulations.
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Grilles de quanti�cation maxs jpN (s) � bpN (s)j
20 points 0.1041
50 points 0.0664
100points 0.0447
200points 0.0335
500points 0.0112
1000points 0.0091
2000points 0.0058
4000points 0.0039
6000points 0.0028
8000points 0.0024
10000points 0.0023

Table 6.5 � Résultats des simulations pour la distribution du temps de sortie dans
le modèle de corrosion.

Figure 6.6 � Représentation log-log de l'erreur d'approximation en fonction du
nombre de points dans les grilles de quanti�cation pour la fonction de survie dans
l'exemple du modèle de corrosion. La vitesse de convergence empirique est -0.64.



Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté dans le chapitre 5 des méthodes numé-
riques permettant d'approcher les moments et la fonction de survie d'un temps de
sortie pour un PMDM. Nous avons prouvé la convergence de nos algorithmes et
obtenu une vitesse dans le cas des moments. Nous avons ensuite mis en ÷uvre la
méthode sur des applications pratiques dans le chapitre 6.

Dans le chapitre 4, nous avons également montré comment les résultats de la
partie précédente pouvait permettre de calculer (ou du moins d'encadrer) l'espé-
rance d'un temps de sortie. Cette approche est beaucoup moins ambitieuse car elle
ne s'intéresse qu'à l'espérance et non aux autres moments ni à la distribution. Elle
présente tout de même un intérêt car les hypothèses associées aux deux méthodes
sont di�érentes. En e�et, l'hypothèse III.2 est cruciale pour la méthode du chapitre
4 alors que nous avons vu que, dans le chapitre 5, elle peut être introduite par une
transformation du processus si elle n'est pas véri�ée au départ. Au contraire, l'hy-
pothèse III.4.a de continuité Lipschitz deu� est essentielle dans le chapitre 5 alors
qu'il est toujours possible d'obtenir un encadrement de l'espérance du temps de sor-
tie grâce à la méthode du chapitre 4 même si la condition de continuité Lipschitz
de u� n'est pas remplie. De plus, on peut remarquer que la méthode du chapitre
4 repose sur des hypothèses de régularité, II.1, II.2 et II.3, des caractéristiques du
processus alors que celle du chapitre 5 impose des contraintes à l'ensembleU duquel
on cherche à calculer le temps de sortie, III.5 et III.6.

Nos méthodes, parce qu'elles s'appuient sur la quanti�cation présentent certains
avantages du point de vue pratique. Elles sont faciles à mettre en ÷uvre car il su�t
de savoir simuler le processus. Par ailleurs, elles présentent une �exibilité appré-
ciable. En e�et, les grilles de quanti�cation ne sont calculées qu'une fois pour toutes
et peuvent servir plusieurs �ns. Par exemple, il est important de signaler que, dans
le cas du modèle de corrosion, nous avons utilisé, dans ce chapitre, les grilles qui
avaient déjà été construites et utilisées dans le cadre du chapitre précédent. Ce sont
les mêmes grilles qui ont servi, dans la partie II, à approcher l'espérance de fonc-
tionnelle du PMDM et, dans ce chapitre, à approcher les moments et la fonction de
survie du temps de sortie.

Concernant les méthodes développées dans cette partie en particulier, notons
qu'une fois les grilles obtenues, la procédure permettant le calcul debpN (s) et de bpN;j

est simple et rapide car il ne s'agit que de calculer des sommes �nies. Concernant la
distribution, puisque bpN (s) peut être calculé presque instantanément pour n'importe
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quelle valeur des, on peut obtenir très rapidement toute la fonction de survie. De la
même manière, dans le cas des moments,bpN;j peut être obtenu très rapidement pour
n'importe quel j si bien que n'importe quel moment est disponible. De plus, dans
les deux cas, on peut décider de changer l'ensembleU, c'est-à-dire de considérer
le temps de sortie� 0 d'un nouvel ensembleU0. Ceci changera les suites( bqk)0�k �N ,
(br k;j )0�k �N �1 et ( bpk;j )0�k �N dans le cas de l'approximation duj -ème moment ou les
suites ( bqk)0�k �N , (br k(s))0�k �N �1 et ( bpk(s))0�k �N si on s'intéresse à la distribution.
Ces nouvelles suites seront obtenues rapidement et facilement puisque le processus
quanti�é restera le même et qu'on utilisera donc les mêmes grilles. Bien entendu,
l'ensembleU0 devra toujours satisfaire les hypothèses III.4 à III.2 et être tel que
P � (TN < � 0) reste faible pour ne pas avoir à changer l'horizon de calculN . Cette
dernière condition est remplie si, par exemple,U0 � U. Cette �exibilité est un
avantage important vis-à-vis d'une méthode de Monte-Carlo classique.
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Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons à un problème d'arrêt optimal par-
tiellement observé pour les PMDM. Ce travail est inspiré de [Pham et al., 2005] qui
s'intéresse au cas d'une chaîne de Markov à espace d'état �ni. Les auteurs y étudient
la question du �ltrage optimal et proposent ensuite une méthode de quanti�cation
de ce processus de �ltrage. Les résultats sont appliqués à un problème d'arrêt op-
timal partiellement observé dont ils approchent la fonction de valeur. Dans cette
partie, nous nous plaçons dans le cadre des PMDM. En particulier, il s'agit d'un
problème en temps continu et non plus en temps discret. De plus, l'hypothèse(H)
de [Pham et al., 2005] (il s'agit d'une hypothèse d'absolue continuité qui n'est pas
satisfaite par la loi du PMDM) n'est pas véri�ée ce qui rend plus délicat l'étude du
�ltre. Par ailleurs, une étude �ne de la structure des temps d'arrêt est nécessaire
pour établir l'équation de programmation dynamique. Nous obtenons non seulement
l'approximation de la fonction de valeur du problème d'arrêt optimal mais surtout
un temps d'arrêt �-optimal calculable en pratique.

Plus précisément, nous considérons un PMDM(X t )t�0 , contenant les variables
d'intérêt mais qui n'est pas observé directement. Le processus observé(Yt )t�0 dé-
pend du processus original(X t )t�0 et d'un processus de bruit indépendant. Pour
l'opérateur souhaitant arrêter le processus(X t )t�0 a�n de maximiser une certaine
récompense, la seule information disponible estFY , la �ltration naturelle engendrée
par (Yt )t�0 . Une propriété importante des PMDM réside dans le fait que tout l'aléa
du processus est contenu dans une chaîne de Markov à temps discret(Zn ; Sn )n2N .
Nous supposerons que les durées inter-sautsSn sont parfaitement observées et que
seules les positions après sautZn sont observées au travers d'un bruit.

Pour une fonction de récompenseg donnée et un horizon de calculN 2 N, nous
nous intéressons au problème d'arrêt optimal partiellement observé suivant

sup
� �T N

E [g(X � )] ;

où � est un temps d'arrêt par rapport à la �ltration observéeFY .

Contrairement aux deux parties précédentes, le cadre théorique nécessaire à la
mise en place de méthodes numériques n'est pas directement disponible. En e�et,
dans la partie II, ce cadre est fourni par [Davis, 1993] : il s'agit de la construction de
l'espérance de fonctionnelle par itération de l'opérateurGA (voir section 2.2.2). Dans
la partie III, les résultats théoriques qui sous-tendent les schémas numériques sont
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développés in situ. Cependant, ils se limitent aux deux propositions 5.2.2 et 5.2.4
(qui donnent des formulations récursives originales de la fonction de survie et des
moments). Dans le cas présent, nous commencerons donc par étudier le problème
d'arrêt optimal partiellement observé d'un point de vue théorique (chapitres 7 et 8)
avant de se tourner vers les méthodes numériques (chapitre 9).

Une méthodologie générale pour résoudre un tel problème consiste à le scinder
en deux sous-problèmes. Le premier, l'étape de �ltrage, a pour but d'obtenir le pro-
cessus de �ltre c'est-à-dire l'espérance conditionnelle deX t par rapport à la tribu
observéeFY

t a�n de convertir le problème initial en un problème d'arrêt optimal
standard, i.e. complètement observé, pour le processus de �ltre. La seconde étape
consiste à résoudre le problème ainsi reformulé. En contrepartie de son caractère
�complètement observé�, ce nouveau problème est de dimension accrue voire in�-
nie. En e�et, le processus de �ltre est à valeurs dans un ensemble de mesures de
probabilité. Un panorama des principales méthodes permettant d'aborder ces deux
sous-problèmes est présenté dans [Ludkovski, 2009]. Concernant l'étape de �ltrage,
mentionnons simplement le �ltre de Kalman-Bucy (voir [Kalman and Bucy, 1961])
qui correspond au cas d'un modèle linéaire gaussien et qui dispose d'une formule
explicite. Remarquons cependant que, jusqu'ici, aucun résultat de ce genre n'avait
été développé concernant le �ltrage des PMDM. La principale di�culté repose dans
la double nature, tantôt aléatoire tantôt déterministe, des sauts des PMDM.

Les résultats qui sont présentés dans cette partie sont inspirés de [Gugerli, 1986]
et [de Saporta et al., 2010] qui étudient le problème d'arrêt optimal complètement
observé pour les PMDM. Le premier établit l'équation de programmation dynamique
tandis que le second présente des méthodes numériques pour approcher la fonction de
valeur et un temps d'arrêt�-optimal. Le point de départ dans [de Saporta et al., 2010]
réside dans l'observation que tout l'aléa du PMDM(X t )t�0 est contenu dans la chaîne
de Markov à temps discret(Zn ; Sn )n2N . A�n de respecter la méthodologie à deux
étapes décrite plus haut, la remarque précédente nous conduit à considérer le pro-
cessus de �ltrage� n à temps discret dé�ni comme étant l'espérance conditionnelle
de la position après sautZn par rapport à l'information disponible au tempsTn

c'est-à-dire FY
Tn

. De plus, a�n que le �ltre soit de dimension �nie, nous supposons
que les positions après sautZn prennent un nombre �ni de valeurs.

Par conséquent, la première étape consiste désormais à donner une formulation
explicite du processus de �ltrage(� n )n2N . Etant donné la nature à temps discret
du �ltre, nous sommes en mesure d'établir une formule de récurrence satisfaite par
le �ltre en utilisant la méthode de prédiction/correction issue du cas de Kalman-
Bucy. Cependant, il est nécessaire de prendre certaines précaution en raison de la
nature à la fois absolument continue et singulière de la loi du PMDM. En e�et, la
récurrence obtenue est similaire à celle présentée dans [Pham et al., 2005] dans le
cas d'un chaîne de Markov mais son établissement est beaucoup moins direct car
l'hypothèse(H) de [Pham et al., 2005] n'est pas véri�ée.

Ensuite, le problème initial est réduit à un problème d'arrêt optimal complète-
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ment observé pour le processus à temps discret(� n ; Sn )0�n�N pour lequel nous cher-
chons à établir l'équation de programmation dynamique. Les résultats concernant
l'arrêt optimal complètement observé d'un PMDM de [Gugerli, 1986] ne peuvent
s'appliquer parce que la chaîne(� n ; Sn )0�n�N n'est pas la chaîne de Markov sous-
jacente d'un PMDM. Cependant, nous sommes en mesure de dé�nir les contreparties
des opérateurs de programmation dynamique de [Gugerli, 1986]. Une di�érence im-
portante réside dans le fait suivant : les opérateurs de [Gugerli, 1986] sont lipschit-
ziens alors que les nôtres ne le sont qu'entre des points de discontinuité, même si on
impose des contraintes de régularité aux caractéristiques du PMDM. Ceci consti-
tuera une importante di�culté lors de la preuve de convergence des méthodes numé-
riques. Concernant l'équation de programmation dynamique, notre preuve s'appuie
essentiellement sur la propriété de Markov du processus de �ltrage, que nous établis-
sons, et sur la structure �ne des(FY

t )t�0 -temps d'arrêt que nous détaillons à l'aide
d'un résultat de [Brémaud, 1981] portant sur les processus ponctuels.

En�n, nous proposons des méthodes numériques qui visent à la fois à approcher
la fonction de valeur mais également à obtenir un temps d'arrêt�-optimal. Il est à
noter que notre méthode fournit un véritable temps d'arrêt adapté à la �ltration
observée et non pas seulement une approximation. Une façon naturelle de procéder
consiste alors à suivre les idées développées dans [de Saporta et al., 2010] c'est-à-dire
à remplacer, au sein de l'équation de programmation dynamique, le �ltre� n et les
durées inter-sautsSn par leur approximation quanti�ée. Cependant, comme nous
l'avons fait remarquer plus haut, la continuité Lipschitz des opérateurs, qui était
un argument crucial dans [de Saporta et al., 2010], n'est plus valable en raison de
points de discontinuité. Nous parvenons à surmonter cet obstacle en décomposant les
opérateurs en leurs restrictions sur les intervalles sur lesquels ils sont continus. Par
ailleurs, a�n de prouver la convergence de nos algorithmes, nous avons besoin d'ex-
primer les opérateurs, qui sont dé�nis comme des espérances, sous forme intégrale.
Pour obtenir ces formes, la formulation récursive du �ltre est à nouveau nécessaire.
En�n, la quanti�cation b� n du �ltre � n est e�ectuée selon les idées développées dans
[Pham et al., 2005] i.e. elle s'appuie sur la formulation récursive du �ltre plutôt que
sur une discrétisation du processus d'observationYn à partir de laquelle le �ltre peut
être déduit.

Cette partie est organisée de la façon suivante. Dans le chapitre 7, nous dé�-
nissons précisément le problème d'arrêt optimal, le processus d'observation et les
hypothèses attachées à cette partie (section 7.1) puis nous explicitons le processus
de �ltrage (section 7.2). Dans le chapitre 8, après quelques résultats préliminaires
(sections 8.1 et 8.2), nous convertissons le problème d'arrêt optimal partiellement ob-
servé pour le processus(X t )t�0 en un problème d'arrêt optimal complètement observé
pour le processus(� n ; Sn )n2N (section 8.3). En�n, nous exploitons cette nouvelle for-
mulation pour établir l'équation de programmation dynamique (sections 8.4 et 8.5).
En�n, le chapitre 9 présente nos méthodes numériques et établit leur convergence
(section 9.2) après avoir étudié la continuité Lipschitz des opérateurs de program-
mation dynamique (section 9.1). En�n, nos méthodes sont appliquées à un exemple
académique (section 9.3).
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Chapitre 7

Arrêt optimal partiellement
observé et �ltrage

Dans ce chapitre, nous allons dé�nir le problème que nous étudions, notamment
en précisant le processus d'observation et en énonçant les hypothèses spéci�ques
à cette partie. Ensuite, avant de nous tourner vers le problème d'arrêt optimal
proprement dit, nous établissons une formulation récursive du processus de �ltrage.
Ce résultat sera fondamental puisque le �ltre jouera, dans la suite, le rôle qu'avaient,
dans les deux parties précédentes, les positions après saut, ces dernières n'étant
désormais observées qu'au travers d'un bruit.

7.1 Dé�nition du problème et hypothèses

Nous considérons un PMDM(X t )t�0 dont l'état initial X 0 = Z0 est déterministe
c'est-à-dire que le processus part d'un pointx0 2 E �xé. Nous supposons que ce
PMDM est observé de manière bruitée. Avant de dé�nir le problème d'arrêt optimal
que nous étudions, il convient de préciser le processus d'observation.

Nous supposons que les temps de sauts sont parfaitement observés mais pas les
positions après saut. Si on se place dans le cadre d'une application pratique comme
le modèle de corrosion décrit à la section 1.2.5, ceci correspond à la situation où on
sait à quels moments se produisent les changements d'environnement mais où on
prend en compte une imprécision des mesures des paramètres physiques au moment
de ces changements d'ambiance. Ainsi, pour toutn 2 N, nous supposons queSn est
parfaitement observé mais queZn ne l'est pas (sauf l'état initial Z0). Nous supposons
que le processusobservélors de la mesure bruitée deZn , noté Yn , est de la forme
suivante : Y0 = x0 (déterministe) et pour n � 1,

Yn = '(Z n ) + Wn (7.1.1)

où ' : E ! Rd et où le bruit (Wn )n�1 est une suite de variables aléatoires à valeurs
dansRd, identiquement distribuées admettant la même densité bornéef W qui sont
également indépendantes de(Zn ; Sn )n2N .
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A�n de dé�nir des temps d'arrêt en temps continu adaptés au processus d'obser-
vation, nous devons considérer un processus d'observation en temps continu. Nous
dé�nissons donc un processus ponctuel (i.e. constant par morceaux)(Yt )t�0 , avec un
léger abus de notation1, par

Yt =
+1X

j =0

1[Tj ;Tj +1 [(t)Y j :

NotonsFY = ( FY
t )t�0 la �ltration engendrée par (Yt )t�0 (la �ltration observée) et

F = ( Ft )t�0 la �ltration engendrée par (X t ; Yt )t�0 (la �ltration totale). Sans changer
ces notations, nous complétons ces �ltrations avec tous les ensemblesP-négligeables.
Ceci nous conduit à la dé�nition de l'ensemble des temps d'arrêt observables.

Dé�nition 7.1.1 Notons � Y l'ensemble des(FY
t )t�0 -temps d'arrêt qui sont �nis

p.s. et pourn 2 N, on pose également

� Y
n =

n
� 2 � Y tel que� � Tn p.s.

o
:

Notons qu'avec cette construction, le processus ponctuel(Yt )t�0 saute aux mêmes
instants Tn que le PMDM original (X t )t�0 . Ainsi, nous montrerons (lemme 8.2.1)
que ces instants de sauts sont des temps d'arrêt adaptés à la �ltration observée
(FY

t )t�0 .

La position après sautZn du processus d'origine, quant à elle, n'est connue qu'au
travers de la tribu FY

Tn
. Par conséquent, nous allons introduire la loi conditionnelle de

Zn sachantFY
Tn

que nous nommerons le�ltre . Celui-ci est à valeur dans un espace de
mesures qui est, a priori, de dimension in�nie. A�n d'obtenir une méthode numérique
utilisable en pratique, il est nécessaire de se restreindre à un �ltre de dimension �nie.
Ceci nous conduit à la principale hypothèse de cette partie

Hypothèse IV.1 Il existe un ensemble �niE0 = fx 1; : : : ; xqg � E tel que pour
tout x 2 E, on a Q(x; E 0) = 1 .

En d'autres termes, pour toutn 2 N, Zn ne prend ses valeurs que dans l'ensemble
�ni E0. Remarquons que cette hypothèse est satisfaite dans l'exemple académique
de la section 1.2.2 mais également pour le modèle d'atelier de maintenance de la
section 1.2.3 si on ne considère plus le processus augmenté du temps. Cette hypo-
thèse sur le noyau de transitionQ est assez restrictive, cependant, si elle n'est pas
véri�ée, il est toujours possible d'envisager une discrétisation préliminaire du noyau
a�n de l'introduire.

Avant de dé�nir le processus de �ltrage, introduisons quelques notations sup-
plémentaires. Pour tout r 2 f1; : : : ; q g, on note t �

r = t � (x r ) et on suppose quex1,
x2,. . . , xq sont numérotés de sorte quet �

1 � t �
2 � . . . � t �

q. De plus, on poset �
0 = 0.

Nous notonsM(E 0) l'ensemble des mesures signées de masse �nie surE0 et M 1(E0)

1. La quantité Yn représente la valeur du processus(Yt )t �0 à l'instant t = Tn à ne pas confondre
avec la valeur du processus à l'instantt = n.
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le sous-ensemble des mesures de probabilités surE0. Nous munissonsM(E 0) de la
norme j � j donnée parj� j =

P q
i=1 j� i j où � (fx i g) est noté� i .

Pour tout n 2 N, nous dé�nissons maintenant le �ltre� n à valeurs dansM 1(E0).
La quantité � n (fx i g), notée� i

n , représente la probabilité de l'évènementfZ n = x i g
sachant l'information disponible à l'instant Tn i.e.

8i 2 f 1; : : : ; qg; � i
n = E[1fZ n =x i g

�
�
�FY

Tn
]: (7.1.2)

Finalement, soitN 2 N que nous nommeronsl'horizon et g 2 B(E) unefonction
de récompense, nous nous intéressons au problème d'arrêt optimal partiellement
observé d'horizonTN suivant

v(� ) = sup
� 2� Y

N

E
h
g(X � )

�
�
�� 0 = �

i
; (7.1.3)

où � est une mesure de probabilité surM 1(E0). On obtient en�n la valeur souhaité
en posant� = � x0 .

La fonction v se nomme lafonction de valeurdu problème d'arrêt optimal. Par
ailleurs, un temps d'arrêt � � 2 � Y

N est dit optimal s'il véri�e

E
h
g(X � � )

�
�
�� 0 = �

i
= v(� );

et un temps d'arrêt � � 2 � Y
N est dit �-optimal s'il véri�e

E
h
g(X � � )

�
�
�� 0 = �

i
� v(� ) � �:

En général, il n'existe pas de temps d'arrêt optimal mais des temps d'arrêt�-
optimaux existent toujours pour tout � > 0.

Dans le chapitre 9, on proposera un schéma d'approximation numérique de la
fonction de valeur ainsi que le calcul d'un vrai temps d'arrêt�-optimal. Cepen-
dant, avant de se tourner vers des considérations numériques, il est nécessaire de
développer le cadre théorique dans lequel on pourra mettre en place une méthode
d'approximation.

Ainsi que nous l'avons exposé plus haut, l'étude d'un tel problème partiellement
observé se décompose en deux sous-problèmes.

� Le premier, qui est l'objet du reste de ce chapitre, est constitué du calcul du
processus de �ltrage car c'est lui qui permettra de reformuler le problème en
un problème complètement observé.

� Le second, étudié dans le chapitre 8, consiste à résoudre ce nouveau problème
en exhibant l'équation de programmation dynamique correspondante.

L'hypothèse suivante ne sera vraiment cruciale que pour prouver la convergence
de nos schémas numériques dans le chapitre 9 mais nous l'introduisons d'ores et déjà
par commodité.
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Hypothèse IV.2 Le temps de sortie déterministet � est borné surE0 i.e. pour tout
r 2 f 1; : : : ; qg, on a 0 < t �

r < +1.

On en déduit que la fonctiont � est bornée surE0 par t �
q. Ainsi, pour tout n 2 N,

la durée inter-sautsSn satisfait Sn � t �
q, P p.s.

Le reste de ce chapitre est consacré à l'étude du processus de �ltrage. Nous
établissons dans la section suivante une formule de récurrence pour calculer le �ltre.

7.2 Filtrage optimal

L'objectif de cette section est d'obtenir une formulation récursive du �ltre� n .
En e�et, pour autant que nous le sachions, il n'existe pas, jusqu'alors, de tel résultat
dans le cas des PMDM. Nous renvoyons cependant à [Arjas et al., 1992] pour une
formulation récursive du �ltre dans le cas des processus ponctuels qui constituent
une sous-classe des PMDM.

Pour tout n 2 N, nous notonsGn = ( Y0; S0; : : : ; Yn ; Sn ). Le processus d'obser-
vation à temps continu(Yt )t�0 étant un processus ponctuel au sens développé dans
[Brémaud, 1981], on aFY

Tn
= � (Gn ) (il s'agit du résultat [Brémaud, 1981, page 58,

Theorem T2]). De plus,FTn = � (Z0; : : : ; Zn ) _ FY
Tn

. Concernant le �ltre � n , notons
tout d'abord que, puisqu'il s'agit d'une variable aléatoireFY

Tn
-mesurable, il existe

pour tout n 2 N une fonction mesurable� n :
�
Rd � R+

� n+1
! M 1(E0) telle que

� n = � n (Gn ):

Comme dans le cas du �ltre de Kalman-Bucy, l'itération permettant de passer
de la loi � n�1 à la loi � n se décompose en deux étapes : prédiction et correction. On
introduit donc pour tout n � 1, � �

n la loi conditionnelle de(Zn ; Sn ) sachantFY
Tn�1

.

Ainsi, � �
n est un noyau de transition dé�ni sur

�
Rd � R+

� n
� B (E0 � R+ ) tel que,

pour tout j 2 f 1; : : : ; qg et pour tout 
 n�1 2
�

Rd � R+
� n

, on ait

� �
n (
 n�1 ; fx j g; ds) = P(Zn = x j ; Sn 2 dsjGn�1 = 
 n�1 ): (7.2.1)

La relation de récurrence satisfaite par le �ltre sera alors obtenue selon la mé-
thode suivante.

Prédiction : � n�1 ! � �
n . La loi de (Zn ; Sn ) est �prédite� à partir des observations

jusqu'à l'instant Tn�1 .

Correction : � �
n ! � n . L'estimation précédente est �corrigée� à l'aide de la nou-

velle observationYn .

Le lemme suivant constitue l'étape de prédiction, il s'agit d'un calcul d'espérance
conditionnelle.
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Lemme 7.2.1 Pour tous n � 1, 
 n�1 2
�

Rd � R+
� n

et j 2 f 1; : : : ; qg, la loi � �
n ,

dé�nie par l'équation (7.2.1), satisfait

� �
n (
 n�1 ; fx j g; ds)

=
q�1X

r =0

1fs2]t �
r ;t �

r +1 [g

0

@
qX

i=r +1

� i
n�1 (
 n�1 )�(�(x i ; s))e��(x i ;s)Q(�(x i ; s); x j )

1

A ds

+
qX

r =1

�
� r

n�1 (
 n�1 )e��(x r ;t �
r )Q(�(x r ; t �

r ); x j )
�

� t �
r
(ds):

Démonstration Soit une fonctionh 2 B(E0 � R+ ). Puisque � (Gn�1 ) = FY
Tn�1

�
FTn�1 , la loi des espérances conditionnelles itérées donne

E
h
h(Z n ; Sn )

�
�
�Gn�1 = 
 n�1

i
= E

h
E

h
h(Z n ; Sn )

�
�
�FTn�1

i �
�
�Gn�1 = 
 n�1

i
: (7.2.2)

Par ailleurs, FTn�1 = � (Z0; S0; W0; : : : ; Zn�1 ; Sn�1 ; Wn�1 ) si bien que

E
h
h(Z n ; Sn )

�
�
�FTn�1

i
= E

h
h(Z n ; Sn )

�
�
�Z 0; S0; : : : ; Zn�1 ; Sn�1

i
;

par indépendance des suites(Wn )n2N et (Zn ; Sn )n2N . On applique alors la propriété
de Markov de la chaîne(Zn ; Sn )n2N a�n d'obtenir

E
h
h(Z n ; Sn )

�
�
�FTn�1

i
= E

h
h(Z n ; Sn )

�
�
�Z n�1 ; Sn�1

i
:

Finalement, la loi conditionnelle de(Zn ; Sn ) sachant (Zn�1 ; Sn�1 ) est connue (voir
l'équation (1.1.6)), en particulier, on a

E
h
h(Z n ; Sn )

�
�
�FTn�1

i
= E

h
h(Z n ; Sn )

�
�
�Z n�1

i
:

En�n, dans l'équation (7.2.2), on explicite le terme ci-dessus, la loi conditionnelle
étant donnée par l'équation (1.1.6).

E
h
h(Z n ; Sn )

�
�
�Gn�1 = 
 n�1

i

= E

" qX

i=1

1fZ n�1 =x i gE
h
h(Z n ; Sn )

�
�
�Z n�1 = x i

i �
�
�Gn�1 = 
 n�1

#

= E
� qX

i=1

1fZ n�1 =x i g

qX

j =1

� Z

R+
h(x j ; s)�(�(x i ; s))e��(x i ;s)1fs<t �

i gQ(�(x i ; s); x j )ds

+h(x j ; t �
i )e��(x i ;t �

i )Q(�(x i ; t �
i ); x j )

� �
�
�Gn�1 = 
 n�1

�

=
qX

j =1

" Z

R+
h(x j ; s)

qX

i=1

� i
n�1 (
 n�1 )�(�(x i ; s))e��(x i ;s)1fs<t �

i gQ(�(x i ; s); x j )ds

+
qX

i=1

h(x j ; t �
i )� i

n�1 (
 n�1 )e��(x i ;t �
i )Q(�(x i ; t �

i ); x j )

#

:
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En supprimant les fonctions indicatrices contenant lest �
i , ceci s'écrit de façon équi-

valente.

E
h
h(Z n ; Sn )

�
�
�Gn�1 = 
 n�1

i

=
qX

j =1

" q�1X

r =0

 Z t �
r +1

t �
r

h(x j ; s)
qX

i=r +1

� i
n�1 (
 n�1 )�(�(x i ; s))e��(x i ;s)Q(�(x i ; s); x j )

!

ds

+
qX

i=1

h(x j ; t �
i )� i

n�1 (
 n�1 )e��(x i ;t �
i )Q(�(x i ; t �

i ); x j )

#

:

D'où le résultat. �

L'étape de correction a pour point de départ la formule de Bayes selon laquelle
pour tous 
 n�1 2

�
Rd � R+

� n
, y 2 Rd et s 2 R+ ,

P
�
Zn = x j ; Yn 2 dy; Sn 2 ds

�
�
�Gn�1 = 
 n�1

�
=

P
�
Zn = x j

�
�
�Gn = ( 
 n�1 ; y; s)

�
� P

�
Yn 2 dy; Sn 2 ds

�
�
�Gn�1 = 
 n�1

�
:

On reconnaît dans la formule ci-dessus� j
n (
 n�1 ; y; s) = P

�
Zn = x j

�
�
�Gn = ( 
 n�1 ; y; s)

�
,

il convient donc d'étudier les lois conditionnelles de(Zn ; Yn ; Sn ) et (Yn ; Sn ) sa-
chant FY

Tn�1
. C'est l'objet des deux lemmes suivants.

Lemme 7.2.2 Pour tout 
 n�1 2
�

Rd � R+
� n

, on a l'égalité de mesures de probabi-

lités sur E0 � Rd � R+ suivante, pour toutj 2 f 1; : : : ; qg,

P(Zn = x j ; Yn 2 dy; Sn 2 dsjGn�1 = 
 n�1 ) = � �
n (
 n�1 ; fx j g; ds)fW (y � '(x j ))dy:

Démonstration Soit une fonction h 2 B
�
E0 � Rd � R+

�
, d'après l'équation

(7.1.1) qui dé�nit Yn , on a

E
h
h(Z n ; Yn ; Sn )

�
�
�Gn�1 = 
 n�1

i

= E
h
h(Z n ; '(Z n ) + Wn ; Sn )

�
�
�Gn�1 = 
 n�1

i

=
qX

j =1

Z
h(x j ; '(x j ) + w; s)P(Zn = x j ; Sn 2 ds; Wn 2 dwjGn�1 = 
 n�1 ):

De plus, Wn est indépendant de� (Zn ; Sn ) _ FY
Tn�1

= � (Zn ; Sn ; Gn�1 ) et admet la
densitéfW . On a donc

E
h
h(Z n ; Yn ; Sn )

�
�
�Gn�1 = 
 n�1

i

=
qX

j =1

Z
h(x j ; '(x j ) + w; s)P(Z n = x j ; Sn 2 dsjGn�1 = 
 n�1 )f W (w)dw

=
qX

j =1

Z
h(x j ; y; s)P(Z n = x j ; Sn 2 dsjGn�1 = 
 n�1 )f W (y � '(x j ))dy:
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La dernière égalité est obtenue par le changement de variabley = '(x j ) + w et
donne le résultat attendu. �

En intégrant par rapport à la première variable dans le lemme précédent (i.e. en
sommant sur lesx j ), on obtient le résultat suivant.

Lemme 7.2.3 Pour tout 
 n�1 2
�

Rd � R+
� n

, on a l'égalité de mesures de probabi-

lités sur Rd � R+ suivante,

P(Yn 2 dy; Sn 2 dsjGn�1 = 
 n�1 ) =

2

4
qX

j =1

� �
n (
 n�1 ; fx j g; ds)fW (y � '(x j ))

3

5 dy:

Nous énonçons maintenant le résultat principale de ce chapitre à savoir la for-
mulation récursive du �ltre (� n )n2N .

Proposition 7.2.4 Soit 	 = (	 1; : : : ; 	 q) : M 1(E0) � Rd � R+ ! M 1(E0) dé�nie
de la façon suivante : pour toutj 2 f 1; : : : ; qg,

	 j (�; y; s ) =
q�1X

r =0

1fs2]t �
r ;t �

r +1 [g
	 j

r (�; y; s )
	 r (�; y; s )

+
qX

r =1

1fs=t �
r g

	 �j
r (y)

	
�
r (y)

où on a posé

	 j
r (�; y; s ) =

qX

i=r +1

� i �(�(x i ; s))e��(x i ;s)Q(�(x i ; s); x j )f W (y � '(x j ));

	 r (�; y; s ) =
qX

j =1

	 j
r (�; y; s );

	 �j
r (y) = Q(�(x r ; t �

r ); x j )f W (y � '(x j ));

	
�
r (y) =

qX

j =1

	 �j
r (y):

Alors, le �ltre, dé�ni par l'équation (7.1.2), véri�e � j
0 = P(Z 0 = x j ) et satisfait à la

récurrence suivante : pour toutn � 1

P-p.s., � n = 	(� n�1 ; Yn ; Sn ):

Démonstration Soit 
 n�1 un élément �xé de
�
Rd � R+

� n
. Comme nous l'avons

déjà fait remarquer, la formule de Bayes fournit pour toutj 2 f 1; : : : ; qg,

P
�
Zn = x j ; Yn 2 dy; Sn 2 ds

�
�
�Gn�1 = 
 n�1

�
=

P
�
Zn = x j

�
�
�Gn = ( 
 n�1 ; y; s)

�
� P

�
Yn 2 dy; Sn 2 ds

�
�
�Gn�1 = 
 n�1

�
:

Les lemmes 7.2.2 et 7.2.3 donnent alors

� �
n (
 n�1 ; fx j g; ds)fW (y � '(x j ))dy

= P
�
Zn = x j

�
�
�Gn = ( 
 n�1 ; y; s)

�
" qX

k=1

� �
n (
 n�1 ; fx kg; ds)fW (y � '(x k))

#

dy:
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Par rapport à y, on reconnaît l'égalité de deux mesures absolument continues par
rapport à la mesure de Lebesgue surRd ce qui implique l'égalité presque partout des
densités. Ainsi, on a pour presque touty 2 Rd par rapport à la mesure de Lebesgue,

� �
n (
 n�1 ; fx j g; ds)fW (y � '(x j ))

= P
�
Zn = x j

�
�
�Gn = ( 
 n�1 ; y; s)

�
" qX

k=1

� �
n (
 n�1 ; fx kg; ds)fW (y � '(x k))

#

: (7.2.3)

L'équation (7.2.3) énonce alors l'égalité de deux mesures surR+ qui contiennent
à la fois une partie absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue et
des masses de Dirac. Notonsg1(y; s)� 1(ds) (respectivementg2(y; s)� 2(ds)) le terme
de gauche (respectivement de droite) de l'équation précédente. L'équation (7.2.3)
signi�e que pour toute fonctionF 2 B(R+ ) et pour presque touty 2 Rd par rapport
à la mesure de Lebesgue, on a

Z
F (s)g1(y; s)� 1(ds) =

Z
F (s)g2(y; s)� 2(ds): (7.2.4)

Rappelons alors que, d'après le lemme 7.2.1, la loi� �
n (
 n�1 ; fx j g; ds) admet une

densité sur l'intervalle ]t �
r ; t �

r +1 [, que nous noteronsf r (
 n�1 ; x j ; s), donnée par

f r (
 n�1 ; x j ; s) =
qX

i=r +1

� i
n�1 (
 n�1 )�(�(x i ; s))e��(x i ;s)Q(�(x i ; s); x j ):

Dans l'équation (7.2.4), nous prenons tout d'abordF (s) = H (s)1 fs2]t �
r ;t �

r +1 [g si bien
que pour toute fonctionH 2 B(R+ ), on a

Z t �
r +1

t �
r

H (s)f r (
 n�1 ; x j ; s)f W (y � '(x j ))ds

=
Z t �

r +1

t �
r

H (s)P
�
Zn = x j

�
�
�Gn = ( 
 n�1 ; y; s)

�
 qX

k=1

f r (
 n�1 ; xk ; s)f W (y � '(x k))

!

ds;

et ainsi sur ]t �
r ; t �

r +1 [, presque sûrement par rapport à la mesure de Lebesgue, on a

P
�
Zn = x j

�
�
�Gn = ( 
 n�1 ; y; s)

�
=

f r (
 n�1 ; x j ; s)f W (y � '(x j ))
P q

k=1 f r (
 n�1 ; xk ; s)f W (y � '(x k))
:

En�n, pour r 2 f 1; : : : ; qg, on choisit F (s) = 1fs=t �
r g dans l'équation (7.2.4) ce qui

fournit l'égalité des masses sur le pointt �
r d'où, en utilisant le lemme 7.2.1,

P
�
Zn = x j

�
�
�Gn = ( 
 n�1 ; y; t�

r )
�

=
� r

n�1 (
 n�1 )e��(x r ;t �
r )Q(�(x r ; t �

r ); x j )f W (y � '(x j ))
P q

k=1 � r
n�1 (
 n�1 )e��(x r ;t �

r )Q(�(x r ; t �
r ); xk)f W (y � '(x k))

=
Q(�(x r ; t �

r ); x j )f W (y � '(x j ))
P q

k=1 Q(�(x r ; t �
r ); xk)f W (y � '(x k))

:

Jusqu'ici, nous avons montré qu'il existe deux ensembles mesurablesNy � Rd et
Ns � R+ nft �

1; : : : ; t�
qg, négligeables par rapport aux mesures de Lebesgue surRd et
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R+ respectivement, tels que pour tous
 n�1 2
�
Rd � R+

� n
, y 2 RdnNy, s 2 R+ nNs,

on ait
� n (
 n�1 ; y; s) = 	( � n�1 (
 n�1 ); y; s): (7.2.5)

Par ailleurs, d'une part, nous avons

P(Yn 2 Ny) �
qX

j =1

P('(x j ) + Wn 2 Ny) = 0 ;

par absolue continuité de la loi deWn . D'autre part,

P(Sn 2 Ns) = 0 ;

car la loi Sn est absolument continue surR+ nft �
1; : : : ; t�

qg et on aNs \ft �
1; : : : ; t�

qg = ;.
Nous obtenons alors, d'après l'équation (7.2.5) queP-p.s.,

� n (Gn�1 ; Yn ; Sn ) = 	( � n�1 (Gn�1 ); Yn ; Sn ):

Nous concluons en rappelant queP-p.s., on a � n = � n (Gn�1 ; Yn ; Sn ) et � n�1 =
� n�1 (Gn�1 ). �

Notons que la structure spéci�que des PMDM apparaît dans la formule du �ltre
que nous venons d'établir car elle contient à la fois une partie absolument continue
et des masses ponctuelles.

Cette proposition jouera un rôle crucial dans la suite. D'une part, ce résultat nous
permettra d'établir la propriété de Markov par rapport à la �ltration observée des
processus(� n ; Yn ; Sn )n�0 , (� n ; Sn )n�0 et (� n )n�0 . D'autre part, cette formulation
récursive permettra de simuler e�ectivement le processus(� n )n�0 et donc d'envisa-
ger sa quanti�cation.

Munis de cette étude préliminaire du processus de �ltrage, nous allons chercher à
reformuler le problème d'arrêt optimal partiellement observé (7.1.3) pour le proces-
sus(X t )t�0 en un problème d'arrêt optimal complètement observé pour le processus
(� n ; Sn )n2N pour ensuite résoudre ce nouveau problème.
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Chapitre 8

Programmation dynamique

Dans ce chapitre, nous allons établir l'équation de programmation dynamique
pour le calcul de la fonction de valeur du problème d'arrêt optimal partiellement
observé (7.1.3). Après une étude préliminaire de la structure des temps d'arrêt de
� Y

N , la première étape consistera à convertir le problème d'arrêt optimal partielle-
ment observé pour le PMDM(X t )t�0 en un problème complètement observé pour le
processus(� n ; Sn )n2N . Alors, à partir de cette nouvelle formulation, nous introdui-
rons des opérateurs permettant de construire une suite de fonction(vn )0�n�N dont
nous montrerons qu'elles sont respectivement les fonction de valeur des problèmes
d'arrêts optimaux d'horizon (TN �n )0�n�N . En particulier, nous prouverons quev0

est la fonction de valeur du problème d'arrêt optimal (7.1.3) qui nous intéresse et
nous détaillerons la construction d'une famille de temps d'arrêt�-optimaux.

8.1 La chaîne de Markov (� n; Sn)n�0

Dans cette première section, nous établissons la propriété de Markov de plusieurs
processus à l'aide de la formule de récurrence du �ltre.

Proposition 8.1.1 Les suites(� n ; Yn ; Sn )n2N , (� n ; Sn )n2N et (� n )n2N sont des chaînes
de Markov pour la �ltration (FY

Tn
)n2N .

Démonstration Soit une fonction h 2 B(M 1(E0) � Rd � R+ ). On a d'après la
loi des espérances conditionnelles itérées

E
�

h
�

� n ; Yn ; Sn

� �
�
�
�F

Y
Tn�1

�

= E
�

E
�

h
�

� n ; Yn ; Sn

� �
�
�FTn�1

� �
�
�
�F

Y
Tn�1

�

:
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Nous utilisons alors la proposition 7.2.4 d'après laquelle pour toutn � 1, � n =
	(� n�1 ; Yn ; Sn ) et l'équation (7.1.1) qui dé�nit Yn . On obtient

E
�

h
�

� n ; Yn ; Sn

� �
�
�
�FTn�1

�

= E
�

h
�

	(� n�1 ; '(Z n ) + Wn ; Sn ); '(Z n ) + Wn ; Sn

� �
�
�FTn�1

�

=
qX

j =1

Z
h

�

	(� n�1 ; '(x j ) + w; s); '(x j ) + w; s
�

�P (Zn = x j ; Wn 2 dw; Sn 2 ds
�
�
�FTn�1 ):

De plus, en remarquant queWn est indépendante de� (Zn ; Sn ) _ FTn�1 et admet la
fonction de densitéf W et en posant le changement de variabley = '(x j ) + w on a,
comme dans la preuve du lemme 7.2.2,

E
�

h
�

� n ; Yn ; Sn

� �
�
�
�FTn�1

�

=
qX

j =1

Z
h

�

	(� n�1 ; y; s); y; s
�

P(Z n = x j ; Sn 2 ds
�
�
�FTn�1 )f W (y � '(x j ))dy:

Par ailleurs, nous avonsP(Zn = x j ; Sn 2 ds
�
�
�FTn�1 ) = P(Zn = x j ; Sn 2 ds

�
�
�Z n�1 ),

cette loi conditionnelle étant décrite par l'équation (1.1.6), on obtient

E
�

h
�

� n ; Yn ; Sn

� �
�
�
�FTn�1

�

=
qX

i=1

1fZ n�1 =x i g

qX

j =1

Z
0

@
Z t �

i

0
h

�

	(� n�1 ; y; s); y; s
�

�(�(x i ; s))e��(x i ;s)Q(�(x i ; s); x j )ds

+h
�

	(� n�1 ; y; t�
i ); y; t �

i

�

e��(x i ;t �
i )Q

�
�(x i ; t �

i ); x j

�
1

A f W (y � '(x j ))dy:

En prenant l'espérance conditionnelle par rapport àFY
Tn�1

, on a

E
�

h
�

� n ; Yn ; Sn

� �
�
�
�F

Y
Tn�1

�

=
qX

i=1

� i
n�1

qX

j =1

Z
0

@
Z t �

i

0
h

�

	(� n�1 ; y; s); y; s
�

�(�(x i ; s))e��(x i ;s)Q(�(x i ; s); x j )ds

+h
�

	(� n�1 ; y; t�
i ); y; t �

i

�

e��(x i ;t �
i )Q

�
�(x i ; t �

i ); x j

�
1

A f W (y � '(x j ))dy:

Ainsi E
�

h
�

� n ; Yn ; Sn

� �
�
�
�F

Y
Tn�1

�

n'est fonction que de� n�1 ce qui établit la propriété

de Markov des trois processus. �

Nous aurons besoin de la propriété de Markov des trois processus précédents.
Celle de (� n ; Yn ; Sn )n2N permettra d'étudier dans la section suivante la structure
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des (FY
t )t�0 -temps d'arrêt. La propriété de Markov de la chaîne(� n ; Sn )n2N sera

nécessaire pour pouvoir envisager sa quanti�cation lorsque nous mettrons en place
un schéma d'approximation numérique dans le chapitre 9. En�n, c'est la propriété de
Markov de la chaîne(� n )n2N que nous utiliserons pour démontrer les théorèmes 8.5.1
et 8.5.2 qui établissent l'équation de programmation dynamique.

8.2 Les (FY
t )t�0 -temps d'arrêt

Le problème d'arrêt optimal qui nous intéresse porte sur les(FY
t )t�0 -temps d'ar-

rêt, il semble ainsi naturel de les étudier et, plus précisément, de mettre en évidence
une structure similaire à celle utilisée dans [Gugerli, 1986]. Cette section contient
donc quelques résultats préliminaires techniques qui seront nécessaires pour établir
l'équation de programmation dynamique et qui détaillent la structure des(FY

t )t�0 -
temps d'arrêt.

Commençons par le résultat suivant, qui sera utilisé à plusieurs reprises.

Lemme 8.2.1 Pour tout n 2 N, Tn est un (FY
t )t�0 -temps d'arrêt.

Démonstration Remarquons que pour toutn 2 N, P(Yn = Yn+1 ) = 0 . Ceci
résulte de l'absolue continuité des lois des variables aléatoires(Wn )n2N puisque

fY n = Yn+1 g � [
1�i;j �q

fW n � Wn+1 = '(x i ) � '(x j )g :

Alors, pour tous n 2 N et t 2 R+ , on a, à un ensembleP négligeable près,
fT n � tg = fN t � ng où on note N t =

P
0�s�t 1fY s 6=Ys� g. Le processus(N t )t�0 est

FY -adapté ainsifN t � ng 2 FY
t et puisque la �ltration FY contient les ensemblesP

négligeables, on afT n � tg 2 FY
t . Pour tout n 2 N, Tn est donc un(FY

t )t�0 -temps
d'arrêt. �

Nous rappelons alors un résultat de P. Brémaud ([Brémaud, 1981, théorème A2
T33]) concernant la structure des temps d'arrêt pour les processus ponctuels. C'est
ce résultat qui était utilisé dans [Gugerli, 1986] pour établir l'équation de program-
mation dynamique. Nous montrons ensuite comment l'appliquer dans notre cas.

Dé�nition 8.2.2 Soit la �ltration (Fp
t )t�0 dé�nie par

Fp
t = �

�
1fY n 2Ag 1fT n �sg ; n � 1;0 � s � t; A 2 B(Rd)

�
:

Théorème 8.2.3 Soit � un (Fp
t )t�0 -temps d'arrêt. Il existe, pour toutn 2 N, une

variable aléatoire positiveRn , qui est Fp
Tn

mesurable et telle que sur l'évènement
f� � Tng, on ait

� ^ Tn+1 =
�
Tn + Rn

�
^ Tn+1 :

Notre processus d'observation à temps continu(Yt )t�0 étant un processus ponc-
tuel qui entre dans le cadre étudié par [Brémaud, 1981], nous cherchons à appliquer
le théorème ci-dessus à des(FY

t )t�0 -temps d'arrêt. Ceci est permis d'après le résultat
suivant selon lequel la �ltration (Fp

t )t�0 est en réalité notre �ltration (FY
t )t�0 .
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Proposition 8.2.4 Pour tout t � 0, on a FY
t = Fp

t .

Démonstration D'une part, montrons que FY
t � Fp

t . Soit un évènementA 2
B(Rd) et 0 � s � t, on a

fY s 2 Ag = [
n2N

�
fT n � s < Tn+1 g \ fY n 2 Ag

�
2 Fp

s � Fp
t :

Dans l'équation ci-dessus, nous avons utilisé le fait queT0 et Y0 sont, par hypothèse,
déterministes.

D'autre part, on a Fp
t � FY

t . En e�et, soit un évènementA 2 B(Rd), n 2 N�

et 0 � s � t. Rappelons que, avec un léger abus de notation,Yn = YTn . On a
fY Tn 2 Ag 2 FY

Tn
puisque(Yt )t�0 est FY adapté et puisqueTn est un (FY

t )t�0 -temps
d'arrêt d'après le lemme 8.2.1. Par conséquent, on a

fY n 2 Ag \ fT n � sg 2 FY
s � FY

t :

D'où le résultat. �

Nous pouvons donc appliquer le théorème 8.2.3 aux(FY
t )t�0 -temps d'arrêt. En

d'autres termes, on dispose du résultat suivant.

Théorème 8.2.5 Soit � un (FY
t )t�0 -temps d'arrêt. Pour tout n 2 N, il existe une

variable aléatoire positiveRn qui est FY
Tn

mesurable et telle que, sur l'évènement
f� � Tng, on ait

� ^ Tn+1 =
�
Tn + Rn

�
^ Tn+1 :

Nous énonçons alors le résultat suivant, qui est une conséquence directe du théo-
rème 8.2.5, car il sera utilisé à plusieurs reprises dans la suite.

Lemme 8.2.6 Soit � un (FY
t )t�0 -temps d'arrêt. Pour tout n 2 N, on a

fT n � � < T n+1 g = fT n � � g \f Sn+1 > R ng:

Démonstration D'après le théorème 8.2.5, sur l'évènementfT n � � g, on a � ^
Tn+1 = Tn +

�
Rn ^ Sn+1

�
si bien que, toujours sur cet évènementfT n � � g, on a

� < T n+1 , Rn < S n+1 :

On en déduit le résultat. �

Nous cherchons maintenant à étudier l'e�et de l'opérateur de translation de la
chaîne de Markov(� n ; Yn ; Sn )n2N sur les (FY

t )t�0 -temps d'arrêt. Nous avons déjà
prouvé (voir la proposition 8.1.1) que(� n ; Yn ; Sn )n2N est une (FY

Tn
)n2N chaîne de

Markov. Nous considérons alors son espace canonique
 = (M 1(E0) � Rd � R+ )N.
Ainsi, pour ! = ( ! 0; ! 1; : : :) 2 
, on a (� n ; Yn ; Sn )(! ) = ! n . Par ailleurs, nous
dé�nissonsl'opérateur de translation par

� :

(

 ! 


(! 0; ! 1; : : :) ! (! 1; ! 2; : : :):
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Nous posons alors� 0 = Id 
 et par récurrence pourl � 2, � l = � � � l �1 . Ainsi,
pour tous n; l 2 N, on a (� n ; Yn ; Sn ) � � l = (� n+l ; Yn+l ; Sn+l ). En rappelant que
T0 = 0, on a en�n

Tn � � l =
nX

k=1

Sk � � l =
nX

k=1

Sk+l = Tn+l � Tl :

Les résultats suivants de cette section, le lemme 8.2.7, la dé�nition 8.2.8, les
propositions 8.2.9 et 8.2.10 et le corollaire 8.2.11, sont énoncés sans preuve car
leur démonstration est similaire à celle détaillée dans [de Saporta et al., 2010] et
dont ils sont adaptés (lemme B2, dé�nition B3, propositions B4 et B5 et corrolaire
B6). Cependant, il est important de remarquer que les résultats qui sont obtenus
dans [de Saporta et al., 2010] ne peuvent être appliqués directement ici car la suite
(� n ; Yn ; Sn )n2N , bien que ce soit une chaîne de Markov, n'est pas la chaîne de Mar-
kov sous-jacente d'un PMDM.

Soit � 2 � Y . On rappelle que, d'après le théorème 8.2.5, pour toutn 2 N,
il existe une variable aléatoire positiveRn qui est FY

Tn
mesurable et telle que, sur

l'évènementf� � Tng, on ait

� ^ Tn+1 =
�
Tn + Rn

�
^ Tn+1 :

Lemme 8.2.7 Soit R0 = R0 et pour k � 1, Rk = Rk1fS k � Rk �1 g. On a alors

� =
1X

n=1

Rn�1 ^ Sn :

Ce lemme prouve que, dans le théorème 8.2.5, la suite(Rn )n2N peut être rem-
placée par(Rn )n2N . Par conséquent, dans la suite, nous supposerons, sans perte de
généralité que la suite(Rn )n2N satisfait la condition suivante : pour tout n 2 N,
Rn+1 = 0 sur l'évènementfS n+1 > R ng.

Comme,FY
Tk

= � (Yj ; Sj ; j � k), il existe une suite de fonctions mesurables réelles

(r k)k2N dé�nies sur
�
Rd � R+

� k+1
telles que

Rk = r k(Gk);

où Gk = ( Y0; S0; : : : ; ; Yk ; Sk).

Dé�nition 8.2.8 Soit l 2 N� . Soit ( eRl
k)k2N une suite de fonctions dé�nies sur

�
Rd � R+

� l+1
� 
 par

eRl
0(
; ! ) = r l (
 );

et pour k � 1,
eRl

k(
; ! ) = r l+k (
; Gk�1 (! ))1 fS k � eR l
k �1 g(
; ! ):
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Proposition 8.2.9 Supposons queTl � � � TN . On a alors pour tout k 2 N,
eRl

k(Gl ; � l ) = Rl+k et
� = Tl + e� (Gl ; � l );

avec e� :
�
Rd � R+

� l+1
� 
 ! R+ dé�ni de la façon suivante

e� (
; ! ) =
N �lX

n=1

eRl
n�1 (
; ! ) ^ Sn (! ):

Proposition 8.2.10 Soit (Un )n2N une suite de variables aléatoires positives telle
que pour toutn 2 N, Un soit FY

Tn
mesurable etUn+1 = 0 sur l'évènementfS n+1 >

Ung. On dé�nit

U =
1X

n=1

Un�1 ^ Sn :

Alors U est un (FY
t )t�0 -temps d'arrêt.

Corollaire 8.2.11 Pour tout 
 2
�
Rd � R+

� p+1
, e� (
; �) est un(FY

t )t�0 -temps d'ar-
rêt.

Ces résultats qui concluent nos sections préliminaires, seront cruciaux pour dé-
montrer les théorèmes 8.5.1 et 8.5.4 qui établissent l'équation de programmation
dynamique.

8.3 Problème d'arrêt optimal complètement ob-
servé

Dans cette section, nous montrons que notre problème d'arrêt optimal partielle-
ment observé pour le processus(X t )t�0 peut être converti en un problème d'arrêt op-
timal complètement observé pour la chaîne de Markov(� n ; Sn )0�n�N . Remarquons
que, non seulement le problème devient complètement observé, mais également nous
substituons au processus(X t )t�0 à temps continu la chaîne(� n ; Sn )0�n�N qui est
à temps discret. Cependant, ce résultat ne signi�e pas que nous sommes ramenés
au problème d'arrêt optimal complètement observé étudié du point de vue théo-
rique dans [Gugerli, 1986] et numérique dans [de Saporta et al., 2010] car la suite
(� n ; Sn )n�0 , bien qu'elle soit une chaîne de markov, n'est pas la chaîne de Markov
sous-jacente d'un PMDM.

Avant de nous tourner vers la formulation �complètement observée� du problème
d'arrêt optimal, nous établissons un résultat technique, un calcul d'espérance condi-
tionnelle, dont nous aurons besoin et qui s'appuie sur le théorème suivant qui est
très classique (voir par exemple [Ouvrard, 2004]).

Théorème 8.3.1 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles intégrables dé�nies
sur un espace de probabilité(
; A ; P) à valeurs respectivement dans deux ensembles
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mesurablesF1 et F2. Soit B une sous-tribu deA telle queX soit B mesurable etY
soit indépendante deB. Soit f 2 B(F1 � F2), on a alors

E
h
f (X; Y )

�
�
�B

i
= ef (X );

où
ef (x) = E [f (x; Y )] :

Il sera également nécessaire de rappeler brièvement la construction des variables
aléatoires(Sk)k2N que nous avons déjà évoquée à la section 3.3.4 (on pourra trouver
davantage de détails dans [Davis, 1993, section 24]).

Après un saut du processus au pointz 2 E, la fonction de survie de la durée
jusqu'au prochain saut est

' S(t; z ) =

8
><

>:

1 if t � 0;
e��(z;t) if 0 � t < t � (z);
0 if t � t � (z):

On dé�nit son inverse généralisée

 S(u; z) = inf ft � 0 tel que ' S(t; z ) � ug:

Alors, pour tout k 2 N, on a

Sk+1 =  S(� k ; Zk); (8.3.1)

où les � k sont des variables aléatoires uniformément distribuées sur[0; 1] et indé-
pendantes deFTk .

Le lemme technique que nous évoquions plus haut est alors le suivant.

Lemme 8.3.2 Pour tout k 2 N, on a

E
h
1fS k +1 >R k g

�
�
�FTk

i
= 1fR k <t � (Z k )ge��(Z k ;Rk ) :

Démonstration On a E
h
1fS k +1 >R k g

�
�
�FTk

i
= E

h
f (� k ; Zk ; Rk)

�
�
�FTk

i
où f (u; z; r ) =

1f S (u;z )>r g. On remarque alors que(Z k ; Rk) est FTk mesurable et que� k est indé-
pendante deFTk . En�n, on obtient le résultat en appliquant le théorème 8.3.1 et en
remarquant queE

h
1f S (� k ;z)>r g

i
= 1fr<t � (z )ge��(z;r ) . �

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat principal de cette
section à savoir la reformulation de notre problème initial, partiellement observé
pour le processus(X t )t�0 , en un problème complètement observé pour le processus
(� n ; Sn )n2N . En e�et, pour tout temps d'arrêt � 2 � Y , le lemme suivant interprète
la quantité E

h
g(X � ^T n )

�
�
�� 0 = �

i
comme étant l'espérance d'une fonctionnelle qui ne

dépend que du(FY
t )t�0 -temps d'arrêt (plus précisément de la décomposition qu'en

donne le théorème 8.2.5), du �ltre et des temps de sauts (ou de façon équivalente
des durées inter-sauts).
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Lemme 8.3.3 Soit un temps d'arrêt� 2 � Y et n � 1. Pour tout � 2 M 1(E0) on a

E
h
g(X � ^T n )

�
�
�� 0 = �

i

=
n�1X

k=0

 qX

i=1

E
h
1fT k �� g1fR k <t �

i gg � �(x i ; Rk)e��(x i ;Rk ) � i
k

�
�
�� 0 = �

i
!

+
qX

i=1

E
h
1fT n �� gg(x i )� i

n

�
�
�� 0 = �

i
:

Démonstration Nous commençons par décomposerE
h
g(X � ^T n )

�
�
�� 0 = �

i
en dis-

criminant selon la position du temps d'arrêt� par rapport aux temps de sautsTk

E
h
g(X � ^T n )

�
�
�� 0 = �

i
=

n�1X

k=0

 qX

i=1

E
h
1fT k ��<T k +1 g1fZ k =x i gg � �(x i ; Rk)

�
�
�� 0 = �

i
!

+
qX

i=1

E
h
1fT n �� g1fZ n =x i gg(x i )

�
�
�� 0 = �

i
:

On note alors (
Ak;i = 1fT k ��<T k +1 g1fZ k =x i gg � �(x i ; Rk);
B i = 1fT n �� g1fZ n =x i gg(x i ):

D'une part, on a E
h
B i

�
�
�FY

Tn

i
= g(x i )1 fT n �� g� i

n puisquefT n � � g 2 FY
Tn

(voir par
exemple [Brémaud, 1981, page 298, Theorem T7]).

D'autre part, pour calculer E
h
Ak;i

�
�
�FY

Tk

i
, nous commençons par rappeler que,

selon le lemme 8.2.6, on a

fT k � � < T k+1 g = fT k � � g \f Sk+1 > R kg:

On obtient alors

E
h
Ak;i

�
�
�FY

Tk

i
= 1fT k �� gg � �(x i ; Rk)E

h
1fS k +1 >R k g1fZ k =x i g

�
�
�FY

Tk

i

= 1fT k �� gg � �(x i ; Rk)E
h
1fZ k =x i gE

h
1fS k +1 >R k g

�
�
�FTk

i �
�
�FY

Tk

i
:

On applique alors le lemme 8.3.2 qui donne l'expression deE
h
1fS k +1 >R k g

�
�
�FTk

i

E
h
Ak;i

�
�
�FY

Tk

i
= 1fT k �� gg � �(x i ; Rk)E

h
1fZ k =x i g1fR k <t � (Z k )ge��(Z k ;Rk )

�
�
�FY

Tk

i

= 1fT k �� gg � �(x i ; Rk)1 fR k <t �
i ge��(x i ;Rk ) � i

k :

Le résultat suit. �

Ce lemme est le point de départ de la résolution du problème d'arrêt optimal.
Nous allons l'exploiter dans le reste du chapitre pour établir l'équation de program-
mation dynamique.
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8.4 Opérateurs de programmation dynamique

En se basant sur la décomposition donnée par le lemme 8.3.3, nous sommes
maintenant en mesure d'introduire les opérateurs qui interviendront dans l'équation
de programmation dynamique satisfaite par la fonction de valeur du problème d'arrêt
optimal (7.1.3).

Dé�nition 8.4.1 L'opérateur

H : B(E ) ! B (M 1(E0) � R+ );

est dé�ni pour tout h 2 B(E ) par

Hh(�; u) = E
h
h � �(Z 0; u)1 fS 1>ug

�
�
�� 0 = �

i
;

pour tout (�; u) 2 M 1(E0) � R+ .

Le lemme suivant donne une forme développée de l'espérance ci-dessus.

Lemme 8.4.2 Pour tout h 2 B(E ) et pour tout (�; u) 2 M 1(E0) � R+ , l'opérateur
H satisfait

Hh(�; u) =
qX

i=1

� i 1fu<t �
i ge��(x i ;u) h � �(x i ; u):

Démonstration Soit h 2 B(E ) et (�; u) 2 M 1(E0) � R+ , on a

Hh(�; u) = E
h
h � �(Z 0; u)1 fS 1>ug

�
�
�� 0 = �

i

=
qX

i=1

h � �(x i ; u)E
h
1fZ 0=x i gE

h
1fS 1>ug

�
�
�Z 0

i �
�
�� 0 = �

i
:

La loi conditionnelle deS1 est donnée par l'équation (1.1.6), on en déduit que sur
l'évènementfZ 0 = x i g, on aE

h
1fS 1>ug

�
�
�Z 0

i
= 1fu<t �

i ge��(x i ;u) . On obtient donc

Hh(�; u) =
qX

i=1

h � �(x i ; u)E
h
1fZ 0=x i g

�
�
�� 0 = �

i
1fu<t �

i ge��(x i ;u)

=
qX

i=1

h � �(x i ; u)� i 1fu<t �
i ge��(x i ;u) :

La dernière ligne résulte de la dé�nition du �ltre. �

La fonction u ! Hh(�; u) est continue à droite avec des limites à gauche, est
continue sur les intervalles de la forme]t �

r ; t �
r +1 [ pour tout r 2 f0; : : : ; q � 1g et est

nulle pour u � t �
q. Elle n'est cependant pas continue surR+ tout entier car elle

saute aux pointst �
r . Anticipons légèrement sur le chapitre suivant : a�n de prouver

la convergence de la méthode numérique que nous développerons, il sera nécessaire,
comme nous l'avons fait dans la partie II, de s'intéresser aux propriétés de continuité
Lipschitz de l'opérateur H (et des suivants). Dans cette optique, nous considérons
pour tout h 2 B(E ), la restriction de Hh à M 1(E0) � [t �

r ; t �
r +1 [ que nous prolongeons

ensuite continûment par des constantes àM 1(E0) � R+ tout entier. Nous notons
H r h la fonction obtenue.
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Dé�nition 8.4.3 Pour tout r 2 f 0; : : : ; q� 1g, nous dé�nissons l'opérateur

H r : B (E ) ! B (M 1(E0) � R+ )

de la façon suivante
� si u < t �

r , H r h(�; u) = Hh(�; t �
r ),

� si u � t �
r , H r h(�; u) =

P q
i=r +1 � i e��(x i ;u^t �

r +1 )h � �(x i ; u ^ t �
r +1 ).

Pour tout r 2 f0; : : : ; q � 1g et pour tout h 2 B(E ), � 2 M 1(E0), la fonction
u ! H r h(�; u) est continue. De plus, elle est constante sur[0;t �

r ] et sur [t �
r +1 ; + 1[ .

En�n, on a

Hh(�; u) =
q�1X

r =0

1[t �
r ;t �

r +1 [(u)H r h(�; u):

Dé�nition 8.4.4 Les opérateurs

I : B (M 1(E0)) ! B (M 1(E0) � R+ );

G : B(M 1(E0)) ! B (M 1(E0) � R+ );

K : B(M 1(E0)) ! B (M 1(E0));

sont dé�nis pour tout v 2 B(M 1(E0)) par

Iv (�; u) = E
h
v(� 1)1 fS 1<u^t � (Z 0 )g

�
�
�� 0 = �

i
;

Gv(�; u) = E
h
v(� 1)1 fS 1 �ug

�
�
�� 0 = �

i
;

Kv (� ) = E
h
v(� 1)

�
�
�� 0 = �

i
= Gv(�; t �

q);

pour tout (�; u) 2 M 1(E0) � R+ .

Comme dans le cas de l'opérateurH , on donne des formes développées des es-
pérances ci-dessus.

Lemme 8.4.5 Pour tous v 2 B(M 1(E0)) et (�; u) 2 M 1(E0) � R+ , on a

Iv (�; u) =
qX

i=1

� i
Z u^t �

i

0

�

� � �(x i ; s0)e��(x i ;s0)

�
Z

Rd
v

�
	(�; y 0; s0)

� qX

j =1

Q
�
�(x i ; s0); x j

�
f W (y0 � '(x j ))dy0

�

ds0;

Gv(�; u) = Iv (�; u) +
qX

i=1

� i 1ft �
i �ug e��(x i ;t �

i )

�
Z

Rd
v

�
	(�; y 0; t �

i )
� qX

j =1

Q
�
�(x i ; t �

i ); x j

�
f W (y0 � '(x j ))dy0:
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Démonstration Soit v 2 B(M 1(E0)) et (�; u) 2 M 1(E0) � R+ . En utilisant
l'équation (7.1.1) qui dé�nit Y1 ainsi que la formule de récurrence satisfaite par le
�ltre et énoncée par la proposition 7.2.4, on a

Iv (�; u) = E
h
v

�
	(�; '(Z 1) + W1; S1)

�
1fS 1<u^t � (Z 0 )g

�
�
�� 0 = �

i

=
qX

i=1

E
�

1fZ 0=x i gE
�

v
�
	(�; '(Z 1) + W1; S1)

�
1fS 1<u^t �

i g

�
�
�Z 0

� �
�
�� 0 = �

�

=
qX

i=1

E
�

1fZ 0=x i g

qX

j =1

Z
v

�
	(�; '(x j ) + w; s)

�

1fs<u^t � (x i )g � P
�
Z1 = x j ; W1 2 dw; S1 2 ds

�
�
�Z 0

� �
�
�� 0 = �

�

:

On conclut alors, comme dans la preuve de la proposition 8.1.1, en explicitant la
loi conditionnelle P(Z1 = x j ; W1 2 dw; S1 2 ds

�
�
�Z 0). Celle-ci est en e�et égale à

P(Z 1 = x j ; S1 2 ds
�
�
�Z 0)f W (w)dw par indépendance deW1 et de FT1 avec la loi

P(Z 1 = x j ; S1 2 ds
�
�
�Z 0) donnée par l'équation (1.1.6). Le calcul est similaire dans le

cas de l'opérateurG. �

Comme dans le cas de l'opérateurH , remarquons que la fonctionu ! Gv(�; u)
est continue à droite avec des limites à gauche et est continue sur les intervalles de
la forme ]t �

r ; t �
r +1 [ avecr 2 f0; : : : ; q � 1g. Pour tout v 2 B(M 1(E0)), on considère

la restriction de Gv à M 1(E0) � [t �
r ; t �

r +1 [ que nous prolongeons continûment et par
des constantes àM 1(E0) � R+ tout entier. On note Gr v la fonction obtenue.

Dé�nition 8.4.6 Pour tout r 2 f 0; : : : ; q� 1g, nous dé�nissons l'opérateur

Gr : B (M 1(E0)) ! B (M 1(E0) � R+ );

par
� si u < t �

r , Gr v(�; u) = Gv(�; t �
r )

� si u � t �
r ,

Gr v(�; u) = Iv (�; u ^ t �
r +1 ) +

rX

i=1

� i e��(x i ;t �
i )

�
Z

Rd
v

�
	(�; y 0; t �

i )
� qX

j =1

Q
�
�(x i ; t �

i ); x j

�
f W (y0 � '(x j ))dy0:

Pour tout r 2 f0; : : : ; q � 1g et pour tout v 2 B(M 1(E0)), � 2 M 1(E0), la
fonction u ! Gr v(�; u) est continue. De plus, elle est constante sur[0;t �

r ] et sur
[t �

r +1 ; + 1[ . En�n, on a

Gv(�; u) =
q�1X

r =0

1[t �
r ;t �

r +1 [(u)G r v(�; u) + 1[t �
q ;+1 [(u)Kv (� ):

Dé�nition 8.4.7 Les opérateurs

J : B(M 1(E0)) � B (E ) ! B (M 1(E0) � R+ );

L : B (M 1(E0)) � B (E ) ! B (M 1(E0));
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et pour tout r 2 f 0; : : : ; q� 1g,

J r : B (M 1(E0)) � B (E ) ! B (M 1(E0) � R+ );

sont dé�nis pour tout (v; h) 2 B(M 1(E0)) � B (E ) par

J r (v; h)(�; u) = H r h(�; u) + Gr v(�; u);

J (v; h)(�; u) = Hh(�; u) + Gv(�; u);

L(v; h )(� ) = sup
u�0

J (v; h)(�; u);

pour tout (�; u) 2 M 1(E0) � R+ .

Comme dans les cas des opérateursH et G, pour tout r 2 f0; : : : ; q � 1g et
v 2 B(M 1(E0)), h 2 B(E ), � 2 M 1(E0), la fonction u ! J r (v; h)(�; u) est continue.
De plus, elle est constante sur[0;t �

r ] et sur [t �
r +1 ; + 1[ . En�n, on a

J (v; h)(�; u) =
q�1X

r =0

1[t �
r ;t �

r +1 [(u)J r (v; h)(�; u) + 1[t �
q ;+1 [(u)Kv (� ):

Au vu des dé�nitions ci-dessus, il semble naturel de distinguer les cas oùt �
r = t �

r +1
et où t �

r < t �
r +1 .

Dé�nition 8.4.8 Soit Q0 � f 0; : : : ; q� 1g l'ensemble des indicesm qui sont tels
quet �

r < t �
r +1 .

Remarquons queQ0 est non vide. En e�et, il contient au moins l'indice 0 puisque
nous avons supposé quet �

1 > 0 = t �
0.

Le lemme suivant est une conséquence directe des dé�nitions précédentes.

Lemme 8.4.9 Pour (v; h) 2 B(M 1(E0)) � B (E ) et � 2 M 1(E0), on a

L(v; h)(� ) =

0

@ max
0�r �q �1

�

sup
u2[ t �

r ;t �
r +1 [

J r (v; h)(�; u)
�

1

A _ Kv (� )

=

0

@max
r 2Q 0

�

sup
u2[ t �

r ;t �
r +1 [

J r (v; h)(�; u)
�

1

A _ Kv (� ):

L'intérêt de cette formulation de l'opérateur de maximisationL réside dans le
fait qu'elle ne dépende que des opérateursJ r et K dont nous prouverons qu'ils sont,
en un certain sens, lipschitziens. Ce n'est pas le cas de l'opérateurJ , nous avons
vu en e�et que la fonction u ! J (v; h)(�; u) = Hh(�; u) + Gv(�; u) est sujette à
des sauts aux pointst �

r . Par ailleurs, cette écriture est comparable à la dé�nition de
l'opérateur de programmation dynamiqueL de [Gugerli, 1986] car nous avons dis-
tingué le cas où on est sûr de ne pas s'arrêter avant l'instant de saut (l'opérateurK ).

Nous allons montrer que l'on peut construire la fonction de valeur du problème
d'arrêt optimal en itérant l'opérateur L qui correspond à la maximisation du gain
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jusqu'au premier temps de saut. Une interprétation des di�érents opérateurs décrits
ci-dessus permet de mieux comprendre cette construction. La quantitéJ (v; h)(�; u)
correspond à la stratégie qui consiste à s'arrêter à l'instantu ^ S1 lorsqueZ0 suit
la distribution � , lorsque la fonction de gain esth et lorsquev est la quantité que
l'on gagne en ne s'arrêtant pas avant le prochain temps de saut. Cette quantité
J (v; h)(�; u) est alors décomposée en la somme deHh(�; u) et Gv(�; u) qui cor-
respondent respectivement au casS1 > u et S1 � u. La stratégie qui consiste à
ne pas s'arrêter avant le prochain saut est représentée par l'opérateurK , il s'agit
ici d'un cas particulier de la précédente puisqueS1 � t �

q, P p.s. et on a donc
Kv (� ) = J (v; h)(�; t �

q) = Gv(�; t �
q). En�n, l'opérateur L correspond à la maximi-

sation du gain parmi toutes ces stratégies. Il s'agit bien d'une maximisation parmi
toutes les stratégies ayant pour horizon le premier temps de saut car le théorème 8.2.5
assure que tous les temps d'arrêt� , majoré par le premier instant de sautT1 = S1

sont de la forme� = R0 ^ T1 avecR0 déterministe.

Dé�nition 8.4.10 Nous dé�nissons par récurrence la suite(vn )0�n�N de fonctions
de M 1(E0) sur R par

(
vN (� ) =

P q
i=1 g(x i )� i ;

vn�1 (� ) = L(v n ; g)(� ):

Dans le reste de ce chapitre, on s'attachera à montrer que les fonctionsvn sont les
fonctions de valeur des problèmes d'arrêts optimaux d'horizonTN �n . En particulier,
v0 est celle du problème (7.1.3). On donnera également la construction d'une famille
de temps d'arrêt �-optimaux.

8.5 Construction récursive de la fonction de va-
leur et d'un temps d'arrêt �-optimal

Les deux théorèmes suivants, 8.5.1 et 8.5.4, établissent quevn est la fonction de
valeur du problème d'arrêt optimal partiellement observé d'horizonTN �n . De plus,
le théorème 8.5.4 fournit une construction explicite d'une famille de temps d'arrêt
�-optimaux. Certains arguments de cette section sont adaptés de [Gugerli, 1986]. Re-
marquons, par ailleurs, que les résultats contenus dans ce dernier article ne peuvent
s'appliquer directement à notre cas puisque le problème complètement observé for-
mulé dans le lemme 8.3.3 n'est pas un problème d'arrêt optimal complètement ob-
servé pour un PMDM.

Ce premier résultat montre quevn majore la fonction de valeur du problème
d'arrêt optimal d'horizon TN �n .

Théorème 8.5.1 Pour tous 1 � n � N et � 2 M 1(E0), on a

sup
� 2� Y

n

E
h
g(X � )

�
�
�� 0 = �

i
� vN �n (� ):
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Démonstration La preuve se fait par récurrence. Soit� 2 � Y . Pour n = 1, le
lemme 8.3.3 donne

E
h
g(X � ^T 1 )

�
�
�� 0 = �

i
=

qX

i=1

E
h
1fR 0<t �

i gg � �(x i ; R0)e��(x i ;R0 ) � i
0

�
�
�� 0 = �

i

| {z }
(a)

+
qX

i=1

E
h
1fT 1 �� gg(x i )� i

1

�
�
�� 0 = �

i

| {z }
(b)

:

Puisque R0 est déterministe, nous reconnaissons dans le terme (a), l'opérateurH
(plus précisément la forme donnée dans le lemme 8.4.2), ainsi

(a) = Hg(�; R 0):

Nous nous tournons à présent vers le terme (b) dans lequel nous reconnaissons
l'opérateur G dé�ni en 8.4.4. En e�et, le lemme 8.2.6 énonce quefT 1 � � g = fS 1 �
R0g et on a donc

(b) = E

"

1fS 1 �R 0g

qX

i=1

g(x i )� i
1

�
�
�� 0 = �

#

= E
h
1fS 1 �R 0gvN (� 1)

�
�
�� 0 = �

i

= GvN (�; R 0):

Par ailleurs, d'après la dé�nition 8.4.7 on aJ (vN ; g) = Hg + GvN , ainsi, en ajoutant
(a) et (b), on a

E
h
g(X � ^T 1 )

�
�
�� 0 = �

i
= J (vN ; g)(�; R 0) � sup

u�0
J (vN ; g)(�; u) = L(v N ; g)(� ) = vN �1 (� ):

Soit alors 2 � n � N , supposons que pour tout� 2 � Y
n�1 ,

E
h
g(X � )

�
�
�� 0 = �

i
� vN �(n�1) (� ):

Le lemme 8.3.3 donne

E
h
g(X � ^T n )

�
�
�� 0 = �

i
=

n�1X

k=0

qX

i=1

E
h
1fT k �� g1fR k <t �

i gg � �(x i ; Rk)e��(x i ;Rk ) � i
k

�
�
�� 0 = �

i

+
qX

i=1

E
h
1fT n �� gg(x i )� i

n

�
�
�� 0 = �

i
:

Comme dans le casn = 1, le terme correspondant àk = 0 est égal àHg(�; R 0).
Remarquons que les autres termes sont nuls sur l'évènementfT 1 > � g, ainsi, on
peut factoriser par1fT 1 �� g = 1fS 1 �R 0g qui est par ailleursFY

T1
mesurable. En prenant

l'espérance conditionnelle par rapport àFY
T1

dans ces termes, on obtient

E
h
g(X � ^T n )

�
�
�� 0 = �

i
= Hg(�; R 0) + E

h
�1 fS 1 �R 0g

�
�
�� 0 = �

i
; (8.5.1)
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où on dé�nit � par

� = E
� n�1X

k=1

qX

i=1

1fT k �� g1fR k <t �
i gg � �(x i ; Rk)e��(x i ;Rk ) � i

k +
qX

i=1

1fT n �� gg(x i )� i
n

�
�
�FY

T1

�

:

Nous utilisons alors la propriété de Markov de la chaîne(� k)k�0 . En e�et, pour
k � 1, on a� k = � k�1 � � . De plus, lorsqueT1 � � , on a, d'après la proposition 8.2.9,
Rk = eR1

k�1 � � (en e�et, nous avons remarqué après avoir énoncé le lemme 8.2.7 que
lesRk peuvent être remplacés par lesRk dé�nis dans le lemme 8.2.7) et� = T1+ e� � �
où eR1

k�1 et e� sont dé�nis dans la dé�nition 8.2.8 et la proposition 8.2.9 (avecl = 1
dans le cas présent). Ainsi, puisque pourk � 1, Tk = T1 + Tk�1 � � , on a

1fT k �� g = 1fT k �1 � e� g � �:

En�n, la propriété de Markov de la chaîne(� k)k�0 donne

� = E � 1

� n�2X

k=0

qX

i=1

1fT k � e� g1f eR1
k <t �

i gg � �(x i ; eR1
k)e��(x i ; eR1

k ) � i
k

+
qX

i=1

1fT n�1 � e� gg(x i )� i
n�1

�

:

En d'autres termes, nous dé�nissons

w(� ) = E
h
g(X e� ^T n�1

)
�
�
�� 0 = �

i
;

et en utilisant le lemme 8.3.3, nous reconnaissons que� = w(� 1). De plus, on
a w(� ) � vN �(n�1) (� ) par hypothèse de récurrence puisquee� ^ Tn�1 2 � Y

n�1 (en
e�et, e� et Tn�1 sont des (FY

t )t�0 -temps d'arrêt d'après le corollaire 8.2.11 et la
proposition 8.2.1 respectivement). On a alors

� � vN �(n�1) (� 1): (8.5.2)

En�n, en combinant les équations (8.5.1) et (8.5.2), on obtient

E
h
g(X � ^T n )

�
�
�� 0 = �

i
� Hg(�; R 0) + E

h
vN �(n�1) (� 1)1 fS 1 �R 0g

�
�
�� 0 = �

i
:

Dans le second terme, on reconnaît l'opérateurG ce qui donne

E
h
g(X � ^T n )

�
�
�� 0 = �

i
� Hg(�; R 0) + GvN �(n�1) (�; R 0)

= J (vN �(n�1) ; g)(�; R 0)

� sup
u�0

J (vN �(n�1) ; g)(�; u)

= L(v N �(n�1) ; g)(� )

= vN �n (� );

ce qui prouve la récurrence. �

Le théorème 8.5.1 prouve quevn est une borne supérieur de la fonction de va-
leur du problème d'horizonTN �n . Nous établissons à présent l'inégalité inverse en
construisant une famille de temps d'arrêt�-optimaux.



188 CHAPITRE 8. PROGRAMMATION DYNAMIQUE

Dé�nition 8.5.2 Pour � > 0, 1 � n � N et pour � 2 M 1(E0), nous dé�nissons

r �
n (� ) = inf fu > 0 : J (vN �n ; g)(�; u) > v N �n�1 (� ) � �g :

PosonsR�
1;0 = r �

0(� 0) et pour 2 � n � N ,
8
>>><

>>>:

R�
n;0 = r �=2

n�1 (� 0);

R�
n;k = r �=(2 k +1 )

n�1�k (� k)1 fR �
n;k �1 �S k g for 1 � k � n � 2;

R�
n;n�1 = r �=(2 n�1 )

0 (� n�1 )1 fR �
n;n�2 �S n�1 g;

et en�n

U�
n =

nX

k=1

R�
n;k �1 ^ Sk :

Le lemme suivant concerne les e�ets de l'opérateur de translation� sur la suite
(R �

n;k )1�n�N;0�k �n�1 , il sera utile a�n d'appliquer la propriété de Markov dans la
preuve du théorème suivant.

Lemme 8.5.3 Pour n � 2 et 1 � k � n � 1, sur l'évènementfT 1 � U2�
n g, on a

R�
n�1;k �1 � � = R2�

n;k :

Démonstration Pour n = 2, il su�t de montrer que sur l'évènement fT 1 � U2�
2 g,

on a R�
1;0 � � = R2�

2;1. Or, d'après la dé�nition de la suite (R �
n;k )1�n�N;0�k �n�1 , on a

R�
1;0 � � = r �

0(� 1);

R2�
2;1 = r

2�
2

0 (� 1)1 fR 2�
2;0 �S 1g:

On a le résultat car on est sur l'évènementfT 1 � U2�
2 g = fR 2�

2;0 � S1g.

Pour n � 3 �xé, nous prouvons le lemme par récurrence sur1 � k � n � 1. Soit
donc k = 1. On a d'après la dé�nition de la suite(R �

n;k )1�n�N; 0�k �n�1 ,

R�
n�1;0 � � = r

�
2
n�2 (� 1);

R2�
n;1 = r

2�
4

n�2 (� 1)1 fR 2�
n;0 �S 1g:

On obtient R�
n�1;0 � � = R2�

n;1 parce que nous avons supposé que nous sommes sur
l'évènementfT 1 � U2�

n g = fR 2�
n;0 � S1g. La propagation de la récurrence est simi-

laire au cask = 1. �

Munis de ce résultat préliminaire (qui jouera dans la démonstration suivante le
rôle que jouait la proposition 8.2.9 dans la preuve du théorème précédent), nous pou-
vons maintenant prouver que(U �

n )1�n�N est une suite de temps d'arrêt�-optimaux.

Théorème 8.5.4 Pour tout 1 � n � N et � > 0, on a U�
n 2 � Y

n et

E
h
g(X U �

n
)
�
�
�� 0 = �

i
� vN �n (� ) � �:
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Démonstration Soit n 2 f1; : : : ; N g. Remarquons tout d'abord qu'en consé-
quence directe de la proposition 8.2.10, la variable aléatoireU�

n est un (FY
t )t�0 -

temps d'arrêt. En e�et, par construction, lesR�
n;k sont FY

Tk
mesurables et satisfont

la condition R�
n;k = 0 sur l'évènementfS k > R �

n;k �1 g. Il est également clair que
U�

n �
P n

k=1 Sk = Tn . En�n, on a bien U�
n 2 � Y

n .

Nous prouvons maintenant la deuxième assertion par récurrence. Soitn = 1.
Soit � 2 M 1(E0), nous notonsr �

0 = r �
0(� ). Puisque R�

1;0 = r �
0 est déterministe, on

a clairement R�
1;0 2 � Y et nous pouvons appliquer le lemme 8.3.3 à� = R�

1;0 (et
n = 1) ce qui donne (nous utilisons aussi le fait queT1 = S1)

E
h
g(X R �

1;0 ^S 1 )
�
�
�� 0 = �

i
=

qX

i=1

E
h
1fr �

0<t �
i gg � �(x i ; r �

0)e��(x i ;r �
0 ) � i

0

�
�
�� 0 = �

i

| {z }
(c)

+
qX

i=1

E
h
1fS 1 �r �

0gg(x i )� i
1

�
�
�� 0 = �

i

| {z }
(d)

:

Comme dans la preuve du théorème précédent, nous reconnaissons respective-
ment les opérateursH et G dans les termes (c) et (d). Plus précisément,

(c) = Hg(�; r �
0);

(d) = E

"

1fS 1 �r �
0g

qX

i=1

g(x i )� i
1

�
�
�� 0 = �

#

= E
h
1fS 1 �r �

0gvN (� 1)
�
�
�� 0 = �

i
= GvN (�; r �

0);

si bien que, en ajoutant (c) et (d),

E
h
g(X R �

1;0 ^S 1 )
�
�
�� 0 = �

i
= J (vN ; g)(�; r �

0):

En�n, la dé�nition de r �
0 donneJ (vN ; g)(�; r �

0) � vN �1 (� ) � � et ainsi

E
h
g(X R �

1;0 ^S 1 )
�
�
�� 0 = �

i
� vN �1 (� ) � �:

Soit maintenant 2 � n � N . Supposons que pour tout� > 0, on ait

E
h
g(X U �

n�1
)
�
�
�� 0 = �

i
� vN �(n�1) (� ) � �:

Le lemme 8.3.3 donne

E
h
g(X U2�

n
)
�
�
�� 0 = �

i

=
n�1X

k=0

qX

i=1

E
h
1fT k �U 2�

n g1fR 2�
n;k <t �

i gg � �(x i ; R2�
n;k )e��(x i ;R2�

n;k ) � i
k

�
�
�� 0 = �

i

+
qX

i=1

E
h
1fT n �U 2�

n gg(x i )� i
n

�
�
�� 0 = �

i
:

Notons r �
n�1 = r �

n�1 (� ). Comme dans le casn = 1, le terme pour k = 0 est égal
à Hg(�; r �

n�1 ) puisqueR2�
n;0 = r �

n�1 (� 0). En prenant l'espérance conditionnelle par
rapport FY

T1
dans les autres termes, on obtient

E
h
g(X U2�

n
)
�
�
�� 0 = �

i
= Hg(�; r �

n�1 ) + E
h
� 01fT 1 �U 2�

n g

�
�
�� 0 = �

i
; (8.5.3)
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avec

� 0 = E
� n�1X

k=1

qX

i=1

1fT k �U 2�
n g1fR 2�

n;k <t �
i gg � �(x i ; R2�

n;k )e��(x i ;R2�
n;k ) � i

k

+
qX

i=1

1fT n �U 2�
n gg(x i )� i

n

�
�
�FY

T1

�

:

On souhaite appliquer la propriété de Markov de(� k)k2N dans le terme� 0. Rappelons
que, d'après le lemme 8.5.3, on aR�

n�1;k �1 � � = R2�
n;k pour n � 2 et 1 � k � n � 1

sur l'évènementfT 1 � U2�
n g = fS 1 � R2�

n;0g (l'égalité de ces évènements résulte du
lemme 8.2.6). Ainsi, sur cet ensemble, on a

U2�
n = S1 +

nX

k=2

R2�
n;k �1 ^ Sk

= T1 +
nX

k=2

(R �
n�1;k �2 � � ) ^ (Sk�1 � � )

= T1 + U�
n�1 � �:

Par ailleurs, rappelons que pourk � 1, on aTk = T1 + Tk�1 � � et ainsi

1fT k �U 2�
n g = 1fT k �1 �U �

n�1 g � �:

Par conséquent, la propriété de Markov de la chaîne(� k)k�0 donne

� 0 = E � 1

� n�2X

k=0

qX

i=1

1fT k �U �
n�1 g1fR �

n�1;k <t �
i gg � �(x i ; R�

n�1;k )e��(x i ;R �
n�1;k ) � i

k

+
qX

i=1

1fT n�1 �U �
n�1 gg(x i )� i

n�1

�

:

En d'autres termes, on a

w0(� ) = E
h
g(X U �

n�1
)
�
�
�� 0 = �

i
;

et en utilisant le lemme 8.3.3, nous reconnaissons que� 0 = w0(� 1). De plus, d'après
l'hypothèse de récurrence, on aw0(� ) � vN �(n�1) (� ) � � si bien que

� 0 � vN �(n�1) (� 1) � �: (8.5.4)

En�n, en combinant les équations (8.5.3) et (8.5.4) et en remarquant quefT 1 �
U2�

n g = fS 1 � r �
n�1 g (le lemme 8.2.6), on obtient

E
h
g(X U2�

n
)
�
�
�� 0 = �

i

� Hg(�; r �
n�1 ) + E

h
vN �(n�1) (� 1)1 fS 1 �r �

n�1 g

�
�
�� 0 = �

i
� �

= Hg(�; r �
n�1 ) + GvN �(n�1) (�; r �

n�1 ) � �

= J (vN �(n�1) ; g)(�; r �
n�1 ) � �

� vN �n (� ) � 2�;
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d'après la dé�nition de r �
n�1 . Ceci prouve la récurrence. �

Les théorèmes 8.5.1 et 8.5.4 établissent quevn est la fonction de valeur du pro-
blème d'horizon TN �n et en particulier que v0 est celle du problème (7.1.3). La
récurrence qui dé�nit la suite (vn )0�n�N peut se traduire en une récurrence, plus
facile à manier, sur des variables aléatoires. Introduisons ainsi la suite(Vn )0�n�N de
variables aléatoires dé�nies par

Vn = vn (� n ):

En d'autres termes, on aVN =
P q

i=1 g(x i )� i
N et pour 0 � n � N � 1, l'équation de

programmation dynamique suivante

Vn = sup
u2[0;t �

q ]
E

h
g � �(Z n ; u)1 fS n+1 >ug + Vn+1 1fS n+1 �ug

�
�
�� n

i

= max
r 2Q 0

�

sup
u2[ t �

r ;t �
r +1 [

E
h
g � �(Z n ; u)1 fS n+1 >ug + Vn+1 1fS n+1 �ug

�
�
�� n

i �

_ E
h
Vn+1

�
�
�� n

i
:

Notre objectif dans le chapitre suivant consiste ainsi à fournir un schéma numé-
rique basé sur la discrétisation de cette récurrence rétrograde a�n d'obtenir une
approximation de la fonction de valeurV0. Nous fournirons également une preuve
de convergence de notre schéma ainsi qu'une borne de la vitesse de convergence.
De plus, nous avons construit une famille de temps d'arrêt�-optimaux, nous nous
baserons sur cette construction pour expliciter une nouvelle famille de temps d'arrêt
�-optimaux qui peuvent être calculés en pratique.
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Chapitre 9

Schéma d'approximation et
exemple numérique

Après avoir étudié le �ltrage et le problème de l'arrêt optimal du point de vue
théorique, nous nous tournons à présent vers l'aspect numérique. Dans ce cha-
pitre, nous proposons un schéma d'approximation pour la fonction de valeur et une
construction explicite d'un temps d'arrêt�-optimal qui peut être calculé numérique-
ment. Nous les illustrons ensuite en les mettant en ÷uvre sur l'exemple académique
présenté à la section 1.2.2.

A�n d'établir la convergence de nos schémas, nous introduisons deux hypothèses
supplémentaires. La première, concernant le taux de saut, est véri�ée dans tous nos
exemples.

Hypothèse IV.3 Le taux de saut� appartient à B(E) i.e. est borné parC� .

La deuxième est une hypothèse de régularité de type Lipschitz le long du �ot
concernant la fonction de récompenseg associée au problème d'arrêt optimal.

Hypothèse IV.4 La fonction g appartient à B(E) i.e. est bornée parCg et il existe
[g]2 2 R+ tel que pour tousi 2 f 1; : : : ; qg et t; u 2 [0; t �

i ], on ait

jg(�(x i ; t)) � g(�(x i ; u))j � [g]2jt � uj:

Remarquons que cette hypothèse est moins forte qu'une hypothèse de continuité
Lipschitz le long du �ot au sens de la partie II. Elle est également moins forte que
celles de l'arrêt optimal complètement observé de [de Saporta et al., 2010], ceci tient
au fait que nous supposons queZn prend ses valeurs dans un ensemble �ni.

A l'instar de la partie II, la preuve de convergence du schéma s'appuiera sur
les propriétés de continuité Lipschitz des opérateurs impliqués dans la récurrence
satisfaite par la fonction de valeur. Ce sera donc l'objet de la section suivante.
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9.1 Continuité Lipschitz des opérateurs

Dans cette section, nous allons établir des propriétés de continuité Lipschitz des
opérateursH r , I , Gr , K et L a�n d'en déduire la continuité Lipschitz des fonctions
de valeur(vn )0�n�N .

Proposition 9.1.1 Pour r 2 Q 0, pour tous (�; u), (~�; ~u) 2
�
M 1(E0) � R+

� 2
, on a

jH r g(�; u) � H r g(~�; ~u)j � Cgj� � ~� j +
�
[g]2 + CgC�

�
ju � ~uj;

où [g]2 est dé�ni dans l'hypothèse IV.4.

Démonstration Puisque la fonctionu ! H r h(�; u) est constante sur les inter-
valles [0;t �

r ] et [t �
r +1 ; + 1[ , nous pouvons supposer, sans perte de généralité a�n de

prouver la continuité Lipschitz, queu, ~u 2 [t �
r ; t �

r +1 ] si bien qu'on a

H r g(�; u) =
qX

i=r +1

� i e��(x i ;u) g � �(x i ; u);

et une équation similaire pourH r g(~�; ~u). Alors, d'une part, on a

jH r g(�; u) � H r g(~�; u)j =

�
�
�
�
�
�

qX

i=r +1

�
� i � ~� i

�
e��(x i ;u) g � �(x i ; u)

�
�
�
�
�
�

� Cg

qX

i=r +1

�
�
�� i � ~� i

�
�
�:

D'autre part, le lemme A.1 de [de Saporta et al., 2010] fournit

je��(x i ;u) g � �(x i ; u) � e��(x i ;~u) g � �(x i ; ~u)j �
�
[g]2 + CgC�

�
ju � ~uj:

Le résultat suit. �

Le lemme technique suivant sera utile pour établir la continuité Lipschitz de
l'opérateur I , il établit, dans un certain sens, la continuité Lipschitz de la fonction
	 qui donne la formulation récursive du �ltre dans la proposition 7.2.4. La première
partie de la preuve est adaptée de [Pham et al., 2005].

Lemme 9.1.2 Pour tous � , ~� 2 M 1(E0), on a

q�1X

r =0

Z t �
r +1

t �
r

Z

Rd

�
�
�
�	(�; y 0; s0) � 	(~�; y 0; s0)

�
�
�
�	 r (�; y 0; s0)dy0ds0 � 2j� � ~� j:

Démonstration Soit s0 2]t �
r ; t �

r +1 [ et y0 2 Rd. Rappelons que	 j (�; y 0; s0) =
	 j

r (�;y 0;s0)
	 r (�;y 0;s0)

et 	 r (�; y 0; s0) =
P q

k=1 	 k
r (�; y 0; s0). Dans les calculs suivants, nous notons
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! = ( �; y 0; s0) et ~! = (~�; y 0; s0), on a
�
�
�
�	(! ) � 	(~! )

�
�
�
�	 r (! ) =

qX

j =1

�
�
�
�
�
	 j

r (! )
	 r (! )

�
	 j

r (~! )
	 r (~! )

�
�
�
�
�
	 r (! )

=
qX

j =1

�
�
�
�
�
	 j

r (! )	 r (~! ) � 	 j
r (~! )	 r (! )

	 r (~! )

�
�
�
�
�

�
qX

j =1

�
�
�	 j

r (! ) � 	 j
r (~! )

�
�
� +

qX

j =1

	 j
r (~! )

	 r (~! )

�
�
�	 r (! ) � 	 r (~! )

�
�
� :

On remarque que
P q

j =1 	 j
r (~! ) = 	 r (~! ) et le second terme devient alors le même que

le premier
�
�
�	 r (! ) � 	 r (~! )

�
�
� =

P q
j =1 j	 j

r (! ) � 	 j
r (~! )j. En�n, on a

�
�
�
�	(! ) � 	(~! )

�
�
�
�	 r (! ) � 2

qX

j =1

�
�
�	 j

r (! ) � 	 j
r (~! )

�
�
� :

On abandonne maintenant les notations! et ~! et on utilise l'inégalité ci-dessus pour
évaluer la quantité qui fait l'objet du lemme.

q�1X

r =0

Z t �
r +1

t �
r

Z

Rd

�
�
�
�	(�; y 0; s0) � 	(~�; y 0; s0)

�
�
�
�	 r (�; y 0; s0)dy0ds0

� 2
q�1X

r =0

Z t �
r +1

t �
r

qX

j =1

Z

Rd

�
�
�	 j

r (�; y 0; s0) � 	 j
r (~�; y 0; s0)

�
�
� dy0ds0

� 2
q�1X

r =0

qX

i=r +1

Z t �
r +1

t �
r

qX

j =1

Z

Rd

�
�
�� i � ~� i

�
�
��(�(x i ; s0))e��(x i ;s0)

�Q (�(x i ; s0); x j )f W (y0 � '(x j ))dy0ds0:

On simpli�e l'expression ci-dessus en notant que
R

Rd f W

�
y0 � '(x j )

�
dy0 = 1 et que

P q
j =1 Q

�
�(x i ; s0); x j

�
= 1. On obtient

q�1X

r =0

Z t �
r +1

t �
r

Z

Rd

�
�
�
�	(�; y 0; s0) � 	(~�; y 0; s0)

�
�
�
�	 r (�; y 0; s0)dy0ds0

� 2
q�1X

r =0

qX

i=r +1

�
�
�� i � ~� i

�
�
�
Z t �

r +1

t �
r

�(�(x i ; s0))e��(x i ;s0)ds0:

En changeant l'ordre des sommations, on obtient

q�1X

r =0

Z t �
r +1

t �
r

Z

Rd

�
�
�
�	(�; y 0; s0) � 	(~�; y 0; s0)

�
�
�
�	 r (�; y 0; s0)dy0ds0

� 2
qX

i=1

�
�
�� i � ~� i

�
�
�
Z t �

i

0
�(�(x i ; s0))e��(x i ;s0)ds0:

En�n, le résultat est obtenu en remarquant que
Rt �

i
0 �(�(x i ; s0))e��(x i ;s0)ds0 = 1 �

e��(x i ;t �
i ) � 1. �

On peut maintenant établir la continuité Lipschitz de l'opérateurI .
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Proposition 9.1.3 Pour v 2 BL (M 1(E0)) et pour tous(�; u), (~�; ~u) 2
�
M 1(E0) �

R+
� 2

, on a

jIv (�; u) � Iv (~�; ~u)j �
�
Cv + 2[v]

�
j� � ~� j + CvC� ju � ~uj:

Démonstration D'une part, il est clair que

jIv (�; u) � Iv (�; ~u)j �
qX

i=1

� i
�
�
�u ^ t �

i � ~u ^ t �
i

�
�
�CvC� � CvC� ju � ~uj:

D'autre part, on a

jIv (�; u) � Iv (~�; u)j

� Cv j� � ~� j +
qX

i=1

� i
Z t �

i

0

Z

Rd

�
�
�
�v

�
	(�; y 0; s0)

�
� v

�
	(~�; y 0; s0)

� �
�
�
�

�
qX

j =1

Q
�
�(x i ; s0); x j

�
f W (y0 � '(x j ))� � �(x i ; s0)e��(x i ;s0)dy0ds0:

Par ailleurs, nous avons supposé que la fonctionv est lipschitzienne donc
�
�
�v

�
	(�; y 0; s0)

�
� v

�
	(~�; y 0; s0)

� �
�
� � [v]

�
�
�	(�; y 0; s0) � 	(~�; y 0; s0)

�
�
�:

Ainsi, on a

jIv (�; y; s; u ) � Iv (~�; y; s; u )j

� Cv j� � ~� j + [ v]
qX

i=1

� i
Z t �

i

0

Z

Rd

�
�
�
�	(�; y 0; s0) � 	(~�; y 0; s0)

�
�
�
�

qX

j =1

Q
�
�(x i ; s0); x j

�
f W (y0 � '(x j ))� � �(x i ; s0)e��(x i ;s0)dy0ds0

� Cv j� � ~� j + [ v]
q�1X

r =0

qX

i=r +1

� i
Z t �

r +1

t �
r

Z

Rd

�
�
�
�	(�; y 0; s0) � 	(~�; y 0; s0)

�
�
�
�

�
qX

j =1

Q
�
�(x i ; s0); x j

�
f W (y0 � '(x j ))� � �(x i ; s0)e��(x i ;s0)dy0ds0:

Dans l'équation ci-dessus, nous reconnaissons	 m (�; y 0; s0) d'où

jIv (�; y; s; u ) � Iv (~�; y; s; u )j

� Cv j� � ~� j + [ v]
q�1X

r =0

Z t �
r +1

t �
r

Z

Rd

�
�
�
�	(�; y 0; s0) � 	(~�; y 0; s0)

�
�
�
�	 m (�; y 0; s0)dy0ds0:

On conclut à l'aide du lemme précédent. �

On s'intéresse maintenant aux opérateursGr dont la continuité Lipschitz se
déduit en partie de celle deI .

Proposition 9.1.4 Pour r 2 Q 0, pour v 2 BL (M 1(E0)) et pour tous (�; u),

(~�; ~u) 2
�
M 1(E0) � R+

� 2
, on a

jGr v(�; u) � Gr v(~�; ~u)j �
�
2Cv + 2[v]

�
j� � ~� j + CvC� ju � ~uj:
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Démonstration Comme dans la proposition 9.1.1, nous pouvons supposer, sans
perte de généralité queu, ~u 2 [t �

r ; t �
r +1 ] si bien que

Gr v(�; u) = Iv (�; u) +
rX

i=1

� i e��(x i ;t �
i )

�
qX

j =1

Z

Rd
v

�
	(�; y 0; t �

i )
�
Q

�
�(x i ; t �

i ); x j

�
f W (y0 � '(x j ))dy0;

avec une équation similaire pourGr v(~�; ~u). Le second terme ne dépend pas deu
d'où

jGr v(�; u) � Gr v(�; ~u)j = jIv (�; u) � Iv (�; ~u)j :

De plus, rappelons que	(�; y 0; t �
i ) = 	(~ �; y 0; t �

i ) (voir la dé�nition de 	 dans la
proposition 7.2.4). Par conséquent, on a

jGr v(�; u) � Gr v(~�; u)j � j Iv (�; u) � Iv (~�; u)j + Cv j� � ~� j:

D'où le résultat. �

PuisqueKv (� ) = Gv(�; t �
q), on peut aisément adapter la preuve précédente pour

obtenir la continuité Lipschitz de l'opérateurK .

Proposition 9.1.5 Pour tout v 2 BL (M 1(E0)) et pour tous� , ~� 2 M 1(E0)2, on
a

jKv (� ) � Kv (~� )j �
�
2Cv + 2[v]

�
j� � ~� j:

Démonstration Cette preuve est en tout point similaire à la preuve précédente
puisqueKv (� ) = Gv(�; t �

q). �

La continuité Lipschitz de l'opérateur de maximisationL découle de celles des
opérateursH r , Gr et K .

Proposition 9.1.6 Pour v 2 BL (M 1(E0)) et pour tous� , ~� 2 M 1(E0)2, on a

jL(v; g )(� ) � L(v; g)(~� )j � (Cg + 2Cv + 2[v]) j� � ~� j:

Démonstration On a
�
�
�L(v; g )(� ) � L(v; g)(~� )

�
�
�

� max
r 2Q 0

0

@ sup
u2[ t �

r ;t �
r +1 [

�
�
�J r (v; g)(�; u) � J r (v; g)(~�; u)

�
�
�

1

A _
�
�
�Kv (� ) � Kv (~� )

�
�
�

� (Cg + 2Cv + 2[v]) j� � ~� j;

en conséquence directe des propositions 9.1.1, 9.1.4 et 9.1.5 puisque notamment
J r (v; g) = H r g + Gr v. �

En�n, en itérant le résultat précédent, on obtient la continuité Lipschitz des
fonctions de valeur(vn )0�n�N .



198CHAPITRE 9. SCHÉMA D'APPROXIMATION ET EXEMPLE NUMÉRIQUE

Proposition 9.1.7 Pour tout n 2 f 0; : : : ; Ng, on a vn 2 BL(M 1(E0)) avec

Cvn � Cg;

[vn ] �
�
2N �n+2 � 3

�
Cg:

Démonstration Nous avons prouvé quevn est la fonction de valeur du problème
d'arrêt optimal d'horizon TN �n ainsi on a

vn (� ) = sup
� 2� Y

N �n

E
h
g(X � )

�
�
�� 0 = �

i
� Cg:

Par conséquent, pour toutn 2 f0; : : : ; N g, la fonction vn est bornée parCvn � Cg.
On prouve la deuxième assertion par récurrence rétrograde. Soit� , ~� 2 M 1(E0).
On a

�
�
�vN (� ) � vN (~� )

�
�
� �

NX

j =1

g(x j )
�
�
�� j � ~� j

�
�
� � Cg

�
�
�� � ~�

�
�
�;

donc nous avons le résultat pourn = N with [vN ] � Cg. De plus, puisquevn =
L(v n+1 ; g) pour 0 � n � N � 1, la proposition 9.1.6 fournit

[vn ] � 3Cg + 2[vn+1 ];

ce qui prouve la propagation de la récurrence. �

Nous nous tournons à présent vers les schémas d'approximation numériques pro-
prement dits. Les résultats que nous venons d'établir permettront de prouver leur
convergence.

9.2 Approximation numérique par quanti�cation

Dans le chapitre précédent, nous avons établi l'équation de programmation dyna-
mique fournissant la fonction de valeur du problème d'arrêt optimal partiellement
observé (7.1.3) et nous avons construit une famille de temps d'arrêt�-optimaux.
Nous nous intéressons maintenant à l'approximation numérique. Comme dans les
deux parties précédentes, notre approche est basée sur la quanti�cation d'un pro-
cessus à temps discret. Il s'agit dans cette partie de la chaîne(� n ; Sn )0�n�N car
elle détermine complètement notre équation de programmation dynamique. Nous
noterons donc désormais

(� n )n�N = (� n ; Sn )n�N :

Remarquons néanmoins que dans les deux parties précédentes, cette notation dési-
gnait successivement(Zn ; Sn )n�N et (Zn ; Tn )n�N . Ces dernières jouaient alors exac-
tement le même rôle que celui qui sera rempli par(� n ; Sn )n�N dans le reste de ce
chapitre et c'est pourquoi nous conservons la même notation.

Pour approcher le �ltre, une première idée consisterait à discrétiser le processus
d'observation (Yn )n2N en un processus( bYn )n2N et à approcher le �ltre � n par la loi
conditionnelle deZn sachant bY1; : : : ; bYn . Cependant, comme dans [Pham et al., 2005,
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Section 3.1], il est possible de quanti�er directement, en raison de son caractère
markovien, le processus(� n ; Sn )0�n�N . Par ailleurs, nous disposons de la récurrence
formulée dans la proposition 7.2.4 qui nous permet de simuler e�ectivement le pro-
cessus de �ltrage et donc d'envisager la mise en oeuvre pratique de l'algorithme de
quanti�cation.

Celui-ci fournit ainsi pour chaque pas de temps0 � n � N une grille �nie
� n � M 1(E0) � R+ ainsi que des matrices de transitions( bQn )0�n�N �1 de � n vers
� n+1 et on pose

( b� n ; bSn ) = proj � n (� n ; Sn ): (9.2.1)

Nous notons également� �
n , la projection de� n sur M 1(E0), et par � S

n , la projection
de � n sur R+ .

9.2.1 Approximation de la fonction de valeur

Notre schéma d'approximation de la suite(Vn )0�n�N suit les idées développées
dans [de Saporta et al., 2010] mais, encore une fois, les résultats qui y sont obtenus
ne peuvent s'appliquer directement car le processus(� k)k2N n'est pas la chaîne de
Markov sous-jacente d'un PMDM. Nous procèderons en deux étapes. La première
consiste à discrétiser l'opérateurL de maximisation en temps continu en un opéra-
teur Ld de discrétisation sur un ensembe �ni. L'étape suivante consiste, comme dans
les deux parties précédentes, à remplacer la chaîne de Markov(� n )n2N = (� n ; Sn )n2N

par son approximation quanti�é ( b� n )n2N = ( b� n ; bSn )n2N dans l'équation de pro-
grammation dynamique. Ainsi, les espérances conditionnelles deviendront de simples
sommes �nies.

Commençons par construire une grille de temps adaptée à notre problème a�n
de discrétiser l'opérateur de maximisation en temps continu.

Dé�nition 9.2.1 Soit � > 0 tel que

� <
1
2

min
n
jt �

i � t �
j j avec0 � i; j; � q tel quet �

i 6=t �
j

o
: (9.2.2)

Pour tout r 2 Q 0 i.e. lorsque t �
r < t �

r +1 , soit Gr r (�) la gril le �nie sur [t �
r ; t �

r +1 ]
dé�nie par

Gr r (�) =
�

t �
r + i�; 1 � i � i r

�

[
�

t �
r +1 � �

�

où i r = max
n
i 2 N tel quet �

r + i� < t �
r +1 � �

o
. En�n, on notera également

Gr (�) = [
r 2Q 0

Gr r (�):

Remarque 9.2.2 Soit r 2 Q 0. D'après l'équation (9.2.2), la gril le Gr r (�) est non
vide. De plus, elle satisfait les propriétés suivantes qui seront cruciales dans la suite :

a. pour tout t 2 [t �
r ; t �

r +1 ], il existe u 2 Gr r (�) tel queju � tj � �,

b. pour tout u 2 Gr r (�) et pour tout 0 < � < �, on a [u � � ; u + � ] �]t �
r ; t �

r +1 [.
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C'est lors de la dé�nition des grillesGr r (�) que l'hypothèse IV.2 selon laquelle
le temps de sortie déterministet � est borné devient nécessaire. En e�et, elle permet
d'assurer que les grilles sont bien �nies.

L'opérateur de maximisation discrétiséLd approchant l'opérateur L est alors
dé�ni de la manière suivante.

Dé�nition 9.2.3 Soit

Ld : B (M 1(E0)) � B (E ) ! B (M 1(E0));

dé�ni pour tout � 2 M 1(E0) par

Ld(v; h)(� ) =
�

max
u2Gr (�)

J (v; h)(�; u)
�

_ Kv (� ):

En d'autres termes, on a

Ld(v; h)(� ) =

 

max
r 2Q 0

�

max
u2Gr r (�)

J r (v; h)(�; u)
� !

_ Kv (� ):

Nous procédons maintenant à notre deuxième étape : remplacer la chaîne de
Markov (� n )0�n�N = (� n ; Sn )0�n�N par son approximation quanti�ée( b� n )0�n�N =
( b� n ; bSn )0�n�N au sein des opérateurs impliqués dans la construction de la fonction
de valeur. Par ailleurs, à la di�érence de la chaîne originale, la chaîne quanti�ée n'est
pas homogène en temps. Ainsi, il est nécessaire de dé�nir un opérateur par pas de
temps.

Dé�nition 9.2.4 Nous dé�nissons lesopérateurs quanti�és cHn , bGn , cK n , bJn et bLd
n

pour n 2 f 1; : : : ; Ng, v 2 B(� n ), h 2 B(E ), � 2 � �
n�1 et u � 0 par

cHnh(�; u) =
qX

i=1

� i 1fu<t �
i gh � �(x i ; u)E

h
1f bSn >ug

�
�
� b� n�1 = �

i
;

bGnv(�; u) = E
h
v( b� n )1 f bSn �ug

�
�
� b� n�1 = �

i
;

cK nv(� ) = E
h
v( b� n )

�
�
� b� n�1 = �

i
;

bJn (v; h)(�; u) = cHnh(�; u) + bGnv(�; u);

bLd
n (v; h)(� ) =

 

max
r 2Q 0

�

max
u2Gr r (�)

bJn (v; h)(�; u)
� !

_ cK nv(� ):

L'approximation quanti�ée de la fonction de valeur suit naturellement.

Dé�nition 9.2.5 Pour 0 � n � N , nous dé�nissons les fonctionsbvn sur � �
n par

(
bvN (� ) =

P q
i=1 g(x i )� i pour tout � 2 � �

N ,
bvn�1 (� ) = bLd

n (bvn ; g)(� ) pour tout � 2 � �
n�1 .

Pour 0 � n � N , soit
bVn = bvn ( b� n ):
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Nous pouvons alors énoncer l'un de nos principaux résultats dans ce chapitre
concernant l'approximation numérique.

Théorème 9.2.6 Soit � > 0 tel que pour tout0 � n � N � 1,

� >

 
kSn+1 � bSn+1 kp

2C�

! 1
2

;

alors, on a la borne suivante de l'erreur d'approximation

kVn � bVnkp �





V n+1 � bVn+1








p
+ a� + b

�

kSn+1 � bSn+1 kp

� 1
2

+cn






� n � b� n








p
+ 2[vn+1 ]






� n+1 � b� n+1








p
;

où a = [ g]2 + 2CgC� , b = 4Cg

�
2C�

� 1
2 et cn = [ vn ] + 4Cg + 2[vn+1 ] et avec[vn ] et

[vn+1 ] dé�nis dans la proposition 9.1.7 et[g]2 dé�ni dans l'hypothèse IV.4.

Le théorème 9.2.6 établit la convergence de notre schéma d'approximation numé-
rique et fournit une borne de la vitesse de convergence. Plus précisément, il donne
une vitesse de la convergence au sens de la normeLp de bV0 vers V0. En e�et, on a
kVN � bVN kp = k

P q
i=1 g(x i )

�
� i

N � b� i
N

�
kp � Cgk� N � b� N kp si bien que

�
�
�V0 � bV0

�
�
� peut

devenir arbitrairement petit lorsque les erreurs de quanti�cation(k� n � b� nkp)0�n�N

tendent vers zéro i.e. lorsque le nombre de points dans les grilles de quanti�cation
tend vers l'in�ni (voir théorème 1.4.1).

9.2.2 Démonstration du théorème 9.2.6

A�n de prouver le théorème 9.2.6, nous procédons comme dans la preuve du
théorème 2.4.2 et nous décomposons l'erreur d'approximation en quatre termes

kVn � bVnkp � � 1 + � 2 + � 3 + � 4;

avec

� 1 = kvn (� n ) � vn ( b� n )kp;

� 2 = kL(v n+1 ; g)( b� n ) � Ld(vn+1 ; g)( b� n )kp;

� 3 = kLd(vn+1 ; g)( b� n ) � bLd
n+1 (vn+1 ; g)( b� n )kp;

� 4 = k bLd
n+1 (vn+1 ; g)( b� n ) � bLd

n+1 (bvn+1 ; g)( b� n )kp:

Il y a ici quatre termes, et non trois comme dans la démonstration du théo-
rème 2.4.2. En e�et, le terme� 2 qui correspond à l'approximation de la maximisation
en temps continu (opérateurL) par la maximisation sur une grille �nie (opérateur
Ld) n'a pas son équivalent dans le cas du théorème 2.4.2 (dans lequel il n'y a pas
d'opérateur de maximisation).
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Premier terme de l'erreur

La borne du premier terme est une conséquence immédiate de la proposition 9.1.7
qui énonce la continuité Lipschitz de la fonction de valeur.

Lemme 9.2.7 Le premier terme� 1 est borné de la façon suivante

kvn (� n ) � vn ( b� n )kp � [vn ]k� n � b� nkp;

avec[vn ] dé�ni dans la proposition 9.1.7.

Deuxième terme de l'erreur

Pour le deuxième terme� 2, nous étudions l'erreur qui résulte du remplacement
de l'opérateur de maximisation en temps continu par l'opérateur de maximisation
sur la grille �nie Gr (�).

Lemme 9.2.8 Pour tout r 2 Q 0, pour tout v 2 B(M 1(E0)) et pour tout � 2
M 1(E0) on a

�
�
�
�
�
�

sup
u2[ t �

r ;t �
r +1 ]

J r (v; g)(�; u) � max
u2Gr r (�)

J r (v; g)(�; u)

�
�
�
�
�
�
� ([g]2 + CgC� + CvC� ) � ;

où [g]2 est dé�ni dans l'hypothèse IV.4.

Démonstration La fonction u ! J r (v; h)(�; u) étant continue, il existe t 2
[t �

r ; t �
r +1 ] tel que supu2[ t �

r ;t �
r +1 ] J r (v; h)(�; u) = J r (v; h)(�; t). De plus, d'après la re-

marque 9.2.2.a, on peut choisiru 2 Gr r (�) tel que ju � tj � �. Les propositions
9.1.1 et 9.1.4 énonçant la continuité Lipschitz deJ r donnent alors

0 � sup
u2[ t �

r ;t �
r +1 ]

J r (v; h)(�; u) � max
u2Gr r (�)

J r (v; h)(�; u)

� J r (v; h)(�; t) � J r (v; h)(�; u)

� ([g]2 + CgC� + CvC� ) jt � uj

� ([g]2 + CgC� + CvC� ) � :

D'où le résultat. �

On en déduit la borne du deuxième terme.

Lemme 9.2.9 Le deuxième terme� 2 est borné de la façon suivante

kL(v n+1 ; g)( b� n ) � Ld(vn+1 ; g)( b� n )kp � ([g]2 + 2CgC� ) �:

Démonstration C'est une conséquence directe du lemme précédent une fois qu'on
a remarqué que pour touta, b, c, d 2 R, on a ja _ b � c _ dj � j a � cj _ j b � dj.
Remarquons également que la proposition 9.1.7 fournitCvn+1 � Cg. �
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Troisième terme de l'erreur

Le troisième terme� 3 est le terme le plus délicat à borner. En e�et, il contient
des fonctions indicatrices qui en particulier ne sont pas lipschitziennes. Comme dans
[de Saporta et al., 2010], nous parvenons à surmonter cette di�culté en montrant
que l'évènement sur lequel se trouve la discontinuité est de probabilité su�samment
faible. C'est l'objet du lemme suivant.

Lemme 9.2.10 Pour tout 0 � n � N � 1, pour tout r 2 Q 0 et pour tout 0 < � < �,
on a












max
u2Gr r (�)

E
� �
�
�1 fS n+1 �ug � 1f bSn+1 �ug

�
�
�

�
�
�
�
b� n

� 










p

�
kSn+1 � bSn+1 kp

�
+ 2 �C � :

Démonstration Soit 0 < � < �, remarquons que la di�érence des fonctions
indicatrices est égale à 1 si et seulement siSn+1 et bSn+1 sont de part et d'autre
de u. Par conséquent, si la di�érence des fonctions indicatrices est égale à 1, on a
l'alternative suivante : jSn+1 � uj � � ou jSn+1 � uj > � et, dans ce dernier cas, on
a égalementjSn+1 � bSn+1 j > � puisquejSn+1 � bSn+1 j > jSn+1 � uj. On obtient

�
�
�1 fS n+1 �ug � 1f bSn+1 �ug

�
�
� � 1fjS n+1 � bSn+1 j>� g + 1fjS n+1 �uj�� g;

ainsi











max
u2Gr r (�)

E
� �
�
�1 fS n+1 �ug � 1f bSn+1 �ug

�
�
�

�
�
�
�
b� n

� 










p

� k1 fjS n+1 � bSn+1 j>� gkp +












max
u2Gr r (�)

E
�

1fjS n+1 �uj�� g

�
�
�
�
b� n

� 










p

:

D'une part, l'inégalité de Markov donne

k1fjS n+1 � bSn+1 j>� gkp = P
�
jSn+1 � bSn+1 j > �

� 1
p �

kSn+1 � bSn+1 kp

�
:

D'autre part, puisque u 2 Gr r (�), on a (voir remarque 9.2.2.b) [u � � ; u + � ] �
]t �

r ; t �
r +1 [ ainsi la loi de Sn+1 est absolument continue sur l'intervalle[u � � ; u + � ]

(puisqu'il ne contient aucun dest �
i ). Par ailleurs, rappelons queb� n = proj � n (� n ),

d'où, � ( b� n ) � � ( b� n ) � � (� n ). Nous avons également� (� n ) � FY
Tn

� FTn , la loi des
espérances conditionnelles itérées fournit

E
�

1fjS n+1 �uj�� g

�
�
�
�
b� n

�

= E
�

E
�

E
�

1fjS n+1 �uj�� g

�
�
�
�FTn

� �
�
�
�F

Y
Tn

� �
�
�
�
b� n

�

= E
�

E
� Z u+�

u��
�

�
�(Z n ; s)

�
e��(Z n ;s)ds

�
�
�
�F

Y
Tn

� �
�
�
�
b� n

�

= E

" qX

i=1

� i
n

Z u+�

u��
�

�
�(x i ; s)

�
e��(x i ;s)ds

�
�
�
�
b� n

#

:

En�n, on obtient

E
�

1fjS n+1 �uj�� g

�
�
�
�
b� n

�

� 2�C � ;



204CHAPITRE 9. SCHÉMA D'APPROXIMATION ET EXEMPLE NUMÉRIQUE

d'où le résultat. �

On s'intéresse alors à l'erreur commise en remplaçant la chaîne de Markov
(� n )0�n�N par son approximation quanti�ée( b� n )0�n�N dans l'espérance condition-
nelle de l'opérateurK .

Lemme 9.2.11 Pour tout 0 � n � N � 1, on a
�
�
�Kv n+1 ( b� n ) � cK n+1 vn+1 ( b� n )

�
�
�

� [vn+1 ]E
� �
�
�� n+1 � b� n+1

�
�
�

�
�
�
�
b� n

�

+
�
2Cg + 2[vn+1 ]

�
E

h
j� n � b� n j

�
�
� b� n

i
;

où [vn+1 ] est dé�ni dans la proposition 9.1.7.

Démonstration On a
�
�
�Kv n+1 ( b� n ) � cK n+1 vn+1 ( b� n )

�
�
� =

�
�
�E

h
vn+1 (� n+1 )

�
�
�� n = b� n

i
� E

h
vn+1 ( b� n+1 )

�
�
� b� n

i �
�
�

�
�
�
�E

h
vn+1 (� n+1 )

�
�
�� n = b� n

i
� E

h
vn+1 (� n+1 )

�
�
� b� n

i �
�
�

| {z }
(a)

+
�
�
�E

h
vn+1 (� n+1 ) � vn+1 ( b� n+1 )

�
�
� b� n

i �
�
�

| {z }
(b)

:

D'une part, la proposition 9.1.7 donne

(b) � [vn+1 ]E
� �
�
�� n+1 � b� n+1

�
�
�

�
�
�
�
b� n

�

:

D'autre part, on cherche à borner le terme (a). On a( b� n ; bSn ) = proj � n (� n ; Sn ) si
bien que� ( b� n ) � � (� n ; Sn ). D'après la loi des espérances conditionnelles itérées ,
on a

E
h
vn+1 (� n+1 )

�
�
� b� n

i
= E

h
E

h
vn+1 (� n+1 )

�
�
�� n ; Sn

i �
�
� b� n

i
:

De plus, rappelons que nous avons prouvé, dans la proposition 8.1.1, que la loi
conditionnelle de� n+1 sachant (� n ; Sn ) ne dépend que de� n dans le sens où elle
véri�e

E
h
vn+1 (� n+1 )

�
�
�� n ; Sn

i
= E

h
vn+1 (� n+1 )

�
�
�� n

i
:

On a alors

(a) =

�
�
�
�
�
E

"

E
h
vn+1 (� n+1 )

�
�
�� n = b� n

i
� E

h
vn+1 (� n+1 )

�
�
�� n

i �
�
�
�
b� n

#�
�
�
�
�

=
�
�
�E

h
Kv n+1 ( b� n ) � Kv n+1 (� n )

�
�
� b� n

i �
�
� :

On conclut grâce à la proposition 9.1.5 qui énonce la continuité Lipschitz de l'opé-
rateur K et la proposition 9.1.7 selon laquelleCvn+1 � Cg. �

En combinant au résultat précédent un résultat similaire relatif cette fois aux
opérateursJ r , on obtient une borne pour le troisième terme.
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Lemme 9.2.12 Pour tout 0 < � < �, le troisième terme � 3 est majoré par





L d(vn+1 ; g)( b� n ) � bLd

n+1 (vn+1 ; g)( b� n )







p

� [vn+1 ]





� n+1 � b� n+1








p
+ (4C g + 2[vn+1 ])






� n � b� n








p

+2Cg

 
kSn+1 � bSn+1 kp

�
+ 2 �C �

!

;

où [vn+1 ] est dé�ni dans la proposition 9.1.7.

Démonstration On a
�
�
�L d(vn+1 ; g)( b� n ) � bLd

n+1 (vn+1 ; g)( b� n )
�
�
�

� max
r 2Q 0

 

max
u2Gr r (�)

�
�
�J r (vn+1 ; g)( b� n ; u) � bJn+1 (vn+1 ; g)( b� n ; u)

�
�
�

!

_
�
�
�Kv n+1 ( b� n ) � cK n+1 vn+1 ( b� n )

�
�
� :

Le terme impliquant l'opérateur K a été étudié dans le lemme précédent et on se
tourne à présent vers le terme contenantJ r . Soit u un élément �xé deGr r (�). Nous
dé�nissons� (�; � 0; s0) =

P q
i=1 � i g

�
�(x i ; u)

�
1fs 0>ug + vn+1 (� 0)1 fs 0�ug . On a alors

�
�
�J r (vn+1 ; g)( b� n ; u) � bJn+1 (vn+1 ; g)( b� n ; u)

�
�
�

=
�
�
�E

h
� (� n ; � n+1 ; Sn+1 )

�
�
�� n = b� n

i
� E

h
� ( b� n ; b� n+1 ; bSn+1 )

�
�
� b� n

i �
�
� :

En procédant comme dans le lemme 9.2.11, on obtient
�
�
�E

h
� (� n ; � n+1 ; Sn+1 )

�
�
�� n = b� n

i
� E

h
� ( b� n ; b� n+1 ; bSn+1 )

�
�
� b� n

i �
�
� � A + B;

avec

A =
�
�
�E

h
� (� n ; � n+1 ; Sn+1 ) � � ( b� n ; b� n+1 ; bSn+1 )

�
�
� b� n

i �
�
� ;

B =
�
�
�
�E

�

E
h
� (� n ; � n+1 ; Sn+1 )

�
�
�� n = b� n

i
� E

h
� (� n ; � n+1 ; Sn+1 )

�
�
�� n

i �
�
�
�
b� n

� �
�
�
� :

La proposition 9.1.7 énonce queCvn+1 � Cg, ainsi on a

A � CgE
� �
�
�� n � b� n

�
�
�

�
�
�
�
b� n

�

+ [ vn+1 ]E
� �
�
�� n+1 � b� n+1

�
�
�

�
�
�
�
b� n

�

+2CgE
� �
�
�1 fS n+1 �ug � 1f bSn+1 �ug

�
�
�

�
�
�
�
b� n

�

: (9.2.3)

Dans le termeB, on reconnaît l'opérateurJ r ,

B = E
�

J r (vn+1 ; g)( b� n ; u) � J r (vn+1 ; g)(� n ; u)
�
�
�
�
b� n

�

;

et d'après les propositions 9.1.1 et 9.1.4, on a

B �
�
3Cg + 2[vn+1 ]

�
E

� �
�
� b� n � � n

�
�
�

�
�
�
�
b� n

�

: (9.2.4)
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En�n, en combiant les équations (9.2.3) et (9.2.4) ainsi que le lemme 9.2.11, on
obtient

�
�
�L d(vn+1 ; g)( b� n ) � bLd

n+1 (vn+1 ; g)( b� n )
�
�
�

� [vn+1 ]E
� �
�
�� n+1 � b� n+1

�
�
�

�
�
�
�
b� n

�

+
��

4Cg + 2[vn+1 ]
�

_
�

2Cg + 2[vn+1 ]
��

E
h
j� n � b� n j

�
�
� b� n

i

+2Cg max
u2Gr r (�)

E
� �
�
�1 fS n+1 �ug � 1f bSn+1 �ug

�
�
�

�
�
�
�
b� n

�

:

On conclut en prenant la normeLp dans l'équation ci-dessus et en utilisant le lemme
9.2.10 pour borner le dernier terme contenant les fonctions indicatrices. �

Quatrième terme de l'erreur

En�n, dans le dernier terme, on ne compare que deux sommes �nies.

Lemme 9.2.13 Le quatrième terme de l'erreur� 4 est borné par

k bLd
n+1 (vn+1 ; g)( b� n )� bLd

n+1 (bvn+1 ; g)( b� n )kp � [vn+1 ]





� n+1 � b� n+1








p
+






V n+1 � bVn+1








p
;

où [vn+1 ] est dé�ni dans la proposition 9.1.7.

Démonstration On a





 bLd

n+1 (vn+1 ; g)( b� n ) � bLd
n+1 (bvn+1 ; g)( b� n )








p

=







 max

r 2Q 0
max

u2Gr r (�)

�
cHn+1 g( b� n ; u) + bGn+1 vn+1 ( b� n ; u)

�

_ cK n+1 vn+1 ( b� n )

� max
r 2Q 0

max
u2Gr r (�)

�
cHn+1 g( b� n ; u) + bGn+1 bvn+1 ( b� n ; u)

�

_ cK n+1 bvn+1 ( b� n )









p
;

que nous majorons par la plus grande des di�érences





 bLd

n+1 (vn+1 ; g)( b� n ) � bLd
n+1 (bvn+1 ; g)( b� n )








p

�







 max

r 2Q 0
max

u2Gr r (�)
E

��

vn+1 ( b� n+1 ) � bvn+1 ( b� n+1 )
�

1f bSn+1 �ug

�
�
� b� n

�

_E
h
vn+1 ( b� n+1 ) � bvn+1 ( b� n+1 )

�
�
� b� n

i 








p

�





v n+1 ( b� n+1 ) � bvn+1 ( b� n+1 )








p
:

On intercale alors le termevn+1 (� n+1 ) pour obtenir la somme de deux di�érences.





 bLd

n+1 (vn+1 ; g)( b� n ) � bLd
n+1 (bvn+1 ; g)( b� n )








p

�





v n+1 ( b� n+1 ) � vn+1 (� n+1 )








p
+






v n+1 (� n+1 ) � bvn+1 ( b� n+1 )








p
:
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La continuité Lipschitz de vn+1 énoncée par la proposition 9.1.7 nous permet de
majorer le premier terme tandis qu'on reconnaîtVn+1 et bVn+1 dans le second.






 bLd

n+1 (vn+1 ; g)( b� n ) � bLd
n+1 (bvn+1 ; g)( b� n )








p

� [vn+1 ]





� n+1 � b� n+1








p
+






V n+1 � bVn+1








p
:

D'où le résultat. �

On a donc établi la convergence de notre schéma d'approximation numérique de
la fonction de valeur. Cependant, dans les applications, on imagine aisément que
c'est moins la fonction de valeur que la construction pratique d'un temps d'arrêt
permettant d'approcher cette fonction de valeur qui est intéressante. C'est donc le
point que nous abordons dans la section suivante : l'approximation en pratique d'un
temps d'arrêt �-optimal.

9.2.3 Construction numérique d'un temps d'arrêt �-optimal

Dans la dé�nition 8.5.2, nous avons décrit la construction d'un temps d'arrêt
�-optimal. Dans cette section, nous allons remplacer dans son expression la chaîne
de Markov (� n )0�n�N par son approximation quanti�ée ( b� n )0�n�N . Ceci fournira
une suite de variables aléatoires( bUn )0�n�N . Nous véri�erons d'une part, que ce sont
de véritables temps d'arrêt adaptés à la �ltration observée(FY

t )t�0 et d'autre part,
que la récompense espérée lorsqu'on s'arrêt au tempsbUN constitue une bonne ap-
proximation de la fonction de valeurV0.

Pour tous (�; s) 2 M 1(E0) � R+ et 0 � n � N , nous notons (b� n ; bsn ) =
proj � n (�; s) où nous rappelons queproj � n représente la projection au plus proche
voisin deM 1(E0) sur � n . Soit

cs�
N �n (�; s) = min

�

t 2 Gr (�) tel que

bJn (bvn ; g)( b� n�1 ; t) = max
u2Gr (�)

bJn (bvn ; g)( b� n�1 ; u)
�

:

Pour 1 � n � N et pour � 2 M 1(E0), nous dé�nissons

brN �n (�; s) =

(
t �
q si cK n bvn (b� n�1 ) > maxu2Gr (�)

bJn (bvn ; g)( b� n�1 ; u);
cs�

N �n (�; s) sinon.

Soit alors pourn � 1,
8
<

:

bRn;0 = brn�1 (� 0; S0);
bRn;k = brn�1�k (� k ; Sk)1 f bRn;k �1 �S k g pour 1 � k � n � 2,

et en�n, on pose
bUn =

nX

k=1

bRn;k �1 ^ Sk :
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Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition 8.2.10. C'est un
résultat très fort car il a�rme que les variables aléatoires bUn , qui peuvent être
calculées numériquement, constituent de véritables temps d'arrêt pour la �ltration
observée(FY

t )t�0 .

Théorème 9.2.14 Pour 0 � n � N , la variable aléatoire bUn est un (FY
t )t�0 -temps

d'arrêt.

Nous cherchons maintenant à prouver qu'en s'arrêtant au tempsbUN , on obtient
une bonne approximation de la fonction de valeurV0. Pour tous � 2 M 1(E0) et
0 � n � N nous introduisons donc la récompense moyenne attendue lorsqu'on
s'arrête au temps( bUn )0�n�N :

vn (� ) = E
h
g(X bUN �n

)
�
�
�� 0 = �

i
;

et les variables aléatoires correspondantes

V n = vn (� n ):

Théorème 9.2.15 Soit � > 0 tel que pour tout0 � n � N � 1,

� >

 
kSn+1 � bSn+1 kp

2C�

! 1
2

;

on a alors la borne suivante pour l'erreur entre la récompense moyenne attendue en
s'arrêtant au temps bUn et la fonction de valeur

kVn � V nkp �





V n+1 � V n+1








p
+






V n � bVn








p
+






V n+1 � bVn+1








p

+d n






� n � b� n








p
+ 2[vn+1 ]






� n+1 � b� n+1








p

+b
�

kSn+1 � bSn+1 kp

� 1
2

;

où b= 4Cg

�
2C�

� 1
2 et dn = 6Cg +4[vn+1 ] avec[vn+1 ] dé�ni dans la proposition 9.1.7.

Ainsi, bUn est un temps d'arrêt�-optimal pour le problème d'arrêt optimal d'horizon
TN �n où � est donné par la borne ci-dessus.

Il est important de remarquer quevN (� ) =
P q

i=1 g(x i )� i = vN (� ) et ainsi
V N = VN . Par conséquent, le théorème précédent prouve quejV0 � V 0j tend vers
zéro lorsque l'erreur de quanti�cation(k� n � b� nkp)0�n�N tend vers zéro. En d'autres
termes, la récompense attendueV 0 en s'arrêtant a tempsbUN peut être rendue arbi-
trairement proche de la fonction de valeurV0 du problème d'arrêt optimal partiel-
lement observé (7.1.3) et ainsibUN est un temps d'arrêt�-optimal.

Démonstration Dans la première partie de cette preuve, nous cherchons à trouver
une relation de récurrence satisfaite par la suite(V n )0�n�N a�n de comparer celle-ci
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avec l'équation de programmation dynamique d'où est issu( bVn )0�n�N . Soit 0 � n �
N � 1. Tout d'abord, le lemme 8.3.3 donne

E
h
g(X bUN �n

)
�
�
�� 0

i

=
N �n�1X

k=0

qX

i=1

E
�

1fT k � bUN �n g1f bRN �n;k <t �
i gg � �(x i ; bRN �n;k )e��(x i ; bRN �n;k ) � i

k

�
�
�� 0

�

+
qX

i=1

E
h
1fT N �n � bUN �n gg(x i )� i

n

�
�
�� 0

i
:

Le terme correspondant àk = 0 dans la somme ci-dessus est égal àHg(� 0; bRN �n;0 ).
En prenant l'espérance conditionnelle par rapport àFY

T1
dans les autres termes et

en remarquant quefT 1 � bUN �n g = fS 1 � bRN �n;0 g (d'après le lemme 8.2.6), on a

E
h
g(X bUN �n

)
�
�
�� 0

i
= Hg(� 0; bRN �n;0 ) + E

h
� 001fS 1 � bRN �n;0 g

�
�
�� 0

i
;

avec

� 00 = E
� N �n�1X

k=1

qX

i=1

1fT k � bUN �n g1f bRN �n;k <t �
i gg � �(x i ; bRN �n;k )e��(x i ; bRN �n;k ) � i

k

+
qX

i=1

1fT N �n � bUN �n gg(x i )� i
n

�
�
�FY

T1

�

:

Nous cherchons maintenant à appliquer la propriété de Markov à la suite(� n )n2N

dans le terme� 00. En raisonnant de façon similaire à la démonstration du lemme
8.5.3, on obtient pourn � 1, que sur l'ensemblefT 1 � bUN �n g, on a

bRN �n�1;k �1 � � = bRN �n;k ;

pour tout 1 � k � n � 1. Ainsi, sur l'ensemblefT 1 � bUN �n g, on a

bUN �n = T1 + bUN �n�1 � �:

En�n, rappelons que pourk � 1, Tk = T1 + Tk�1 � � d'où

1fT k � bUN �n g = 1fT k �1 � bUN �n�1 g � �:

Nous pouvons donc appliquer la propriété de Markov et utiliser le lemme 8.3.3, nous
reconnaissons alors que� 00= vn+1 (� 1) puisquevn+1 (� ) = E

h
g(X bUN �n�1

)
�
�
�� 0 = �

i
.

En�n, nous obtenons

vn (� 0) = Hg(� 0; bRN �n;0 ) + Gvn+1 (� 0; bRN �n;0 ) = J (vn+1 ; g)(� 0; bRN �n;0 ):

Rappelons quebRN �n;0 = brN �n�1 (� 0; S0) et appliquons l'opérateur de translation� n

a�n d'obtenir la récurrence suivante

V n = J (vn+1 ; g)(� n ; brN �n�1 (� n ; Sn )): (9.2.5)

Nous sommes désormais en mesure d'étudier l'erreur entreV n et bVn en comparant
l'équation (9.2.5) et l'équation de programmation dynamique. Commençons par rap-
peler que, d'après sa dé�nition,brN �n�1 (� n ; Sn ) est égal àcs�

N �n�1 (� n ; Sn ) lorsque
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cK n+1 bvn+1 ( b� n ) est plus petit quemaxu2Gr (�)
bJn+1 (bvn+1 ; g)( b� n ; u) ou à t �

q si on a l'in-
égalité inverse. Dans ce dernier cas, remarquons queJ (vn+1 ; g)(� n ; t �

q) = K vn+1 (� n ).
En�n, on a

�
�
�V n � bVn

�
�
� � 1f br N �n�1 (� n ;Sn )=t �

q gA + 1f br N �n�1 (� n ;Sn )= bs�
N �n�1 (� n ;Sn )gB � A _ B;

avec
8
<

:

A =
�
�
�K vn+1 (� n ) � cK n+1 bvn+1 ( b� n )

�
�
� ;

B =
�
�
�J (vn+1 ; g)(� n ; cs�

N �n�1 (� n )) � maxu2Gr (�)
bJn+1 (bvn+1 ; g)( b� n ; u)

�
�
� :

Commençons par majorer le termeA. Nous intercalons la fonctionvn+1 et mettons
à pro�t sa continuité Lipschitz

A �
�
�
�K vn+1 (� n ) � Kv n+1 (� n )

�
�
�

| {z }
(c)

+
�
�
�Kv n+1 (� n ) � Kv n+1 ( b� n )

�
�
�

| {z }
(d)

+
�
�
�Kv n+1 ( b� n ) � cK n+1 vn+1 ( b� n )

�
�
�

| {z }
(e)

+
�
�
� cK n+1 vn+1 ( b� n ) � cK n+1 bvn+1 ( b� n )

�
�
�

| {z }
(f )

:

Dans la somme ci-dessus, on a(c) � E
h
jV n+1 � Vn+1 j

�
�
�� n

i
. Pour majorer le terme

(d), on utilise la proposition 9.1.5 qui énonce la continuité Lipschitz de l'opérateur
K . On majore le terme (e) à l'aide du lemme 9.2.11. Quant au terme (f), il est borné
dans la preuve du lemme 9.2.13. Nous nous tournons à présent vers le termeB.
Dans les calculs suivants, nous notonscs� = cs�

N �n�1 (� n ; Sn ). On a

B =
�
�
�J (vn+1 ; g)(� n ; cs� ) � bJn+1 (bvn+1 ; g)( b� n ; cs� )

�
�
� :

Encore une fois, on intercale la fonctionvn+1 et puisqu'on a

�
�
�J (vn+1 ; g)(� n ; cs� ) � J (vn+1 ; g)(� n ; cs� )

�
�
� � E

h
jV n+1 � Vn+1 j

�
�
�� n

i
;

il su�t de borner
�
�
�J (vn+1 ; g)(� n ; cs� ) � bJn+1 (bvn+1 ; g)( b� n ; cs� )

�
�
� :

Nous procédons comme dans le cas de l'opérateurK et intercalons les quantités
J (vn+1 ; g)( b� n ; cs� ) et bJn+1 (vn+1 ; g)( b� n ; cs� ). Nous obtenons la somme de trois di�é-
rences. La première est majorée par les propositions 9.1.1 et 9.1.4 qui énoncent
la continuité Lipschitz de l'opérateur J . Les deux suivantes sont majorées à l'aide
d'arguments similaires à ceux développés respectivement dans les lemmes 9.2.12 et
9.2.13. �

On a établi la convergence de nos schémas numériques pour la fonction de valeur
et pour le temps d'arrêt �-optimal. Dans la prochaine et dernière section, nous
illustrons ces résultats avec un exemple numérique.
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9.3 Exemple numérique

Dans cette section, nous appliquons notre méthode au cas du PMDM académique
présenté dans la section 1.2.2. Rappelons brièvement ces caractéristiques. L'espace
d'état est E = [0; 1[. Pour x 2 E et t � 0, le �ot est donné par �(x; t) = x + vt
d'où t � (x) = (1 � x)=v. Le taux de saut est�(x) = ax pour un certain a > 0 et le
noyau de transitionQ(x; �) est celui d'une loi uniforme sur un ensemble �niE0 � E .
Ainsi, le processus évolue linéairement vers 1 et saute vers un point deE0 avec une
probabilité d'autant plus importante qu'il se rapproche de 1.

Ce processus est partiellement observé. Plus précisément, comme dans l'équa-
tion (7.1.1), l'observation de lan-ième position après sautZn est Yn = '(Z n ) + Wn

où on pose'(x) = x et Wn � N (0; � 2) pour un certain � 2 > 0. En�n, on choisit la
fonction de récompenseg(x) = x ce qui signi�e qu'on cherche à s'arrêter lorsque le
processus est proche de 1. Nos hypothèses sont clairement satisfaites.

Les simulations sont e�ectuées aveca = 3, v = 1, E0 = f0; 1
4 ; 1

2g, � 2 = 1
4 et

N = 9. La valeur exacte deV0 est inconnue mais, puisque le temps d'arrêtbUN décrit
à la section 9.2.3 appartient à l'ensemble� Y

N des(FY
t )t�0 -temps d'arrêt majorés par

TN , on a, comme dans [de Saporta et al., 2010],

V 0 = E
h
g(X bUN

)
i

� V0 = sup
� 2� Y

N

E [g(X � )] � E

"

sup
0�t�T N

g(X t )

#

: (9.3.1)

Le premier et le dernier termes peuvent tout deux être estimés par simulations de
Monte Carlo. On a ainsi, avec106 trajectoires, E

h
sup0�t�T N

g(X t )
i

= 0:9944. Les
valeurs deV 0, qui dépendent du nombre de point dans les grilles de quanti�cation,
sont également obtenues par simulations de Monte Carlo et sont rassemblées dans
le tableau 9.1. Celui-ci contient également l'approximationbV0 de V0 ainsi que la
borne théorique de l'erreurjV0 � bV0j fournie par le théorème 9.2.6 (notéeB th ). Nous
remarquons que cette borne décroit avec le nombre de points dans les grilles de
quanti�cation ainsi que nous l'attendions. De plus, l'équation (9.3.1) fournit une
borne empirique de l'erreur (notéBem),

jV0 � bV0j � max

 

jV 0 � bV0j; jE

"

sup
0�t�T N

g(X t )

#

� bV0j

!

:
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Quantization grids � V 0
bV0 Bem B th

50 points 0.1179 0.7900 0.8135 0.181 683
100 points 0.0970 0.8031 0.8250 0.169 467
300 points 0.0731 0.8182 0.8407 0.154 271
500 points 0.0634 0.8250 0.8477 0.147 211
1000 points 0.0535 0.8313 0.8545 0.140 152
2000 points 0.0453 0.8361 0.8599 0.135 110
4000 points 0.0381 0.8408 0.8643 0.130 80
6000 points 0.0345 0.8430 0.8666 0.128 67
8000 points 0.0321 0.8479 0.8725 0.122 58
10000 points 0.0303 0.8497 0.8742 0.120 53
12000 points 0.0290 0.8521 0.8771 0.117 49

Table 9.1 � Résultats des simulations. Les termesBem et B th représentent res-
pectivement la borne empirique et celle fournie par le théorème 9.2.6 pour l'erreur
jV0 � bV0j.



Conclusion

Dans cette partie, notre but était de développer des méthodes numériques pour
l'arrêt optimal partiellement observé des PMDM. Contrairement aux parties précé-
dentes, il a été nécessaire de développer tout le cadre théorique dans lequel s'ins-
crivent nos méthodes numériques. En e�et, dans la partie II, ce cadre est fourni par
[Davis, 1993] (voir la section 2.2.2) tandis que dans la partie III, il se limite aux
formulations de la fonction de survie et des moments des propositions 5.2.2 et 5.2.4.

Ainsi, dans le chapitre 7, nous avons explicité le processus de �ltrage sous forme
récursive, ce qui constitue un résultat original dans la théorie des PMDM. L'étude
du �ltre représente une étape essentielle dans la résolution d'un problème partielle-
ment observé car c'est ce processus qui permet de convertir le problème initial en
un nouveau problème complètement observé.

Dans le chapitre 8, après avoir reformulé le problème à l'aide du �ltre et nous
avons établi l'équation de programmation dynamique donnant la fonction de valeur.
Nous avons également détaillé la construction d'un temps d'arrêt�-optimal.

Comme dans les parties précédentes, les méthodes numériques que nous propo-
sons ici (chapitre 9) sont basées sur la quanti�cation d'une chaîne de Markov à temps
discret. De ce fait, elles béné�cient de certains avantages parmi lesquels une grande
�exibilité d'utilisation. Dans le cas présent, nous pouvons remarquer que les grilles
de quanti�cation ne dépendent pas de la fonction de récompense. Par conséquent,
pour un processus donné, il est possible de réutiliser les mêmes grilles pour étudier
plusieurs problèmes d'arrêts optimaux correspondant à des fonctions de récompense
di�érentes, les di�érentes approximations étant alors obtenues très rapidement.
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Conclusion générale

En conclusion de cette thèse, rappelons brièvement les résultats obtenus avant
de présenter quelques perspectives de travaux futurs.

Bilan

Dans cette thèse, nous avons développé des méthodes numériques pour les PMDM
concernant trois problèmes. Après avoir développé les cadres théoriques nécessaires
à la mise en place de schémas numériques, nous avons prouvé la convergence de nos
algorithmes et obtenu, dans presque tous les cas1, une borne de la vitesse de conver-
gence. Nous avons testé nos méthodes aussi bien sur des exemples académiques que
sur des applications réelles. Toutes nos méthodes sont basées sur la quanti�cation
d'une chaîne de Markov. Celle-ci est en e�et particulièrement bien adaptée puisque
les PMDM possèdent une structure sous-jacente à temps discret dans le sens où tout
l'aléa du processus à temps continu est contenu dans une chaîne de Markov à temps
discret.

Le premier point que nous avons abordé est celui de l'approximation d'espé-
rances de fonctionnelles de PMDM (chapitres 2 et 3). En partant d'une formu-
lation récursive, fournie par [Davis, 1993], de l'espérance à calculer, nous avons
développé, dans le chapitre 2, une méthode numérique basée sur la quanti�ca-
tion d'une chaîne de Markov sous-jacente au PMDM en suivant les idées exposées
dans [de Saporta et al., 2010]. Cette méthode permet de calculer des espérances de
fonctionnelles dont l'horizon aléatoire est un temps de saut du processus et néces-
site des hypothèses de continuité Lipschitz des caractéristiques du PMDM et des
fonctions de coût. Notre principale contribution réside alors dans le chapitre 3 dans
lequel nous étudions le cas de fonctionnelles dépendant du temps. D'une part, nous
montrons que ce nouveau problème peut être réduit au précédent si on considère
le processus augmenté du temps en établissant que celui-ci véri�e les hypothèses de
continuité Lipschitz requises. D'autre part, nous généralisons également la méthode
précédente au cas de fonctionnelles à horizon déterministe. Cette extension est non
triviale car elle fait apparaître dans la fonctionnelle des fonctions indicatrices qui ne
sont, en particulier, pas lipschitziennes. Nous montrons que cette di�culté peut être
surmontée en relâchant l'hypothèse de continuité Lipschitz dans certains cas ou en
encadrant la fonction indicatrice par deux approximations lipschitziennes dans le cas

1. c'est-à-dire pour tous nos algorithmes sauf celui concernant l'approximation de la distribution
du temps de sortie.
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général. Notre méthode est mise en ÷uvre dans trois exemples d'applications réelles
et fournit des résultats que nous comparons avec des simulations de Monte-Carlo et
qui s'avèrent très satisfaisants.

Ensuite, nous nous tournons vers l'évaluation d'un temps de sortie d'un PMDM
(chapitres 4, 5 et 6). L'approximation de son espérance et de sa distribution consti-
tuait le problème à l'origine de cette thèse. Nous commençons, dans le chapitre 4
par étudier plusieurs pistes qui ne s'avèrent que peu satisfaisantes ; notamment l'uti-
lisation des résultats de la partie précédente. Dans le chapitre 5, nous développons
alors une nouvelle méthode numérique permettant d'approcher les moments et la
fonction de survie du temps de sortie et qui a pour point de départ une formulation
récursive originale des quantités d'intérêt. A la di�érence de la partie précédente,
les hypothèses de continuité Lipschitz sur les caractéristiques du PMDM ne sont
pas requises. En revanche, nous rencontrons une di�culté nouvelle : les équations de
récurrence sont moins régulières et les preuves de convergences de nos schémas s'ap-
puient alors sur une propriété �ne de l'algorithme de quanti�cation. Le chapitre 6
présente les résultats numériques obtenus sur deux exemples.

En�n, notre dernière partie concerne l'arrêt optimal partiellement observé (cha-
pitres 7, 8 et 9). Le cas complètement observé avait en e�et été étudié du point de
vue théorique dans [Gugerli, 1986] et numérique dans [de Saporta et al., 2010]. Dans
cette partie, avant de se tourner vers les aspects numériques, il est nécessaire d'étu-
dier ce problème du point de vue théorique. Ainsi, nous commençons par étudier
le processus de �ltrage dans le chapitre 7 pour ensuite établir l'équation de pro-
grammation dynamique dans le chapitre 8. L'étude du �ltre dans le cas des PMDM
est, pour autant que nous le sachions, originale. Nous parvenons à expliciter une
relation de récurrence à laquelle il satisfait. Cette étude préliminaire nous permet de
reformuler le problème partiellement observé concernant le PMDM en un problème
complètement observé concernant le processus de �ltrage. Nous établissons ensuite
l'équation de programmation dynamique de ce nouveau problème et donnons une
construction explicite d'un temps d'arrêt �-optimal. Dans le chapitre 9, nous déve-
loppons des méthodes numériques permettant d'approcher la fonction de valeur et de
calculer un temps d'arrêt�-optimal et qui sont illustrées par un exemple académique.

Nous avons établi la convergence de chacun de nos algorithmes lorsque l'erreur
de quanti�cation tend vers zéro i.e. lorsque le nombre� de points dans les grilles
tend vers l'in�ni. De plus, nous avons obtenu pour la plupart de nos algorithmes une
borne de la vitesse de convergence. Celle-ci est de l'ordre de� � 1

d ou de� � 1
2d dans le

cas de l'arrêt optimal (d étant la dimension). Les vitesses empiriques observées sur
nos exemples numériques con�rment ces bornes et suggèrent que, dans certains cas,
les vitesses de convergence de nos schémas numériques peuvent être meilleures que
les bornes que nous avons obtenues (voir la section 6.2.3).

Toutes nos méthodes sont basées sur la méthode de quanti�cation. De ce fait,
elles possèdent certains avantages et certains inconvénients. Nos méthodes sont ca-
ractérisées par un calcul préalable des grilles de quanti�cation nécessaire avant de
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pouvoir appliquer les schémas numériques proprement dits. Cette étape préalable
de construction des grilles concentre l'essentiel de la complexité du calcul. En e�et,
dans nos exemples, elle a nécessité de quelques minutes pour des petites grilles à
quelques jours pour des grilles de 12000 points. La mise en ÷uvre de nos schémas
numériques ne prend alors que quelques secondes puisqu'il su�t de calculer des
sommes �nies. L'intérêt principal de cette décomposition en deux étapes est qu'elle
engendre une grande �exibilité de la méthode. En e�et, les grilles de quanti�cation,
qui ne dépendent que de la dynamique du processus, peuvent être stockées et utili-
sées à plusieurs �ns. Ainsi, dans le cadre de la partie II, après avoir obtenu les grilles
de quanti�cation, il est possible de calculer l'espérance de la fonctionnelles pour
n'importe quelles fonctions de coûtl et c (qui véri�ent nos hypothèses) sans avoir
à reprendre l'intégralité des calculs. Pour chaque choix de fonctions de coût, seule
la deuxième étape des calculs est à e�ectuer et on obtient le résultat en quelques
secondes. Il en est de même dans la partie III concernant le temps de sortie : chaque
moment et chaque valeur de la fonction de survie peut être obtenu très rapidement
une fois que les grilles ont été construites. Il est également possible de considérer un
nouveau temps de sortie tout en conservant les mêmes grilles. Dans la partie IV, on
obtient la même �exibilité vis-à-vis de la fonction de récompense. En résumé, tous les
paramètres qui n'in�uent pas sur la dynamique du processus peuvent être modi�és
sans que l'on ait à calculer de nouvelles grilles de quanti�cation. Remarquons en�n
que nous avons utilisé les mêmes grilles de quanti�cation dans les parties II et III
pour le modèle de corrosion. Cette �exibilité est un avantage certain par rapport
à des simulations de Monte Carlo. Cependant, elle ne présente pas d'intérêt si on
cherche seulement à e�ectuer un calcul ponctuel et des simulations de Monte Carlo
semblent alors plus adaptées. Par ailleurs, la �exibilité de nos méthodes connaît
certaines limites. D'une part, les grilles de quanti�cation dépendent de l'état initial
du processus qui n'est donc pas un paramètre que l'on peut modi�er. D'autre part,
les grilles de quanti�cation sont calculées jusqu'auN -ième temps de saut pour un
certain horizon N �xé à l'avance. Ainsi, par exemple, on peut considérer un temps
de sortie� dans la mesure où il respecte la condition (énoncée à la section 5.1) selon
laquelle la probabilité P(� > T N ) doit être petite. Il en est de même concernant
l'horizon déterministe des fonctionnelles de la section 3.3. La valeur, �xé à l'avance,
de l'horizon de calculN limite donc la �exibilité de notre méthode. En�n, la né-
cessité de satisfaire certaines hypothèses constitue une contrainte de notre méthode
par rapport à celle de Monte Carlo. Cependant, cette contrainte est à relativiser. En
e�et, nos hypothèses sont véri�ées dans de nombreuses applications et nous avons
vu qu'il est parfois possible de les contourner lorsqu'elles ne le sont pas (voir par
exemple la section 3.4.2).

Perspectives

La méthode numérique que nous avons développée dans le chapitre 2, c'est-à-dire
pour l'approximation d'espérances de fonctionnelles ne dépendant pas explicitement
du temps, est largement adaptée de celle de [de Saporta et al., 2010] concernant l'ar-
rêt optimal complètement observé de fonction de récompenseg(x) et dont l'horizon
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est le N -ième temps de sautTN . Par conséquent, en introduisant dans ce dernier
problème le concept de continuité Lipschitz locale le long du �ot et le processus
augmenté du temps, la méthode de [de Saporta et al., 2010] peut être généralisée à
un problème d'arrêt optimal dont la fonction de récompenseg(x; t) dépend explici-
tement du temps. Il serait alors légitime de considérer, comme nous l'avons fait à la
section 3.3 dans le cas des espérances de fonctionnelles, le cas d'un problème d'arrêt
optimal à horizon déterministet f . Une façon naturelle d'aborder un tel problème
serait alors de l'assimiler à un problème d'arrêt optimal de fonction de récompense
g(x; t)1 ft�t f g et d'horizon TN choisi de telle sorte qu'avec une forte probabilité, on ait
TN > t f . Ce problème ne rentre pas tout à fait dans le cadre précédent car la fonction
de récompense n'est pas lipschitzienne mais nous sommes en mesure d'encadrer la
fonction de valeur du problème d'arrêt optimal à horizon déterministe en encadrant
cette fonction indicatrice par deux approximations lipschitziennes (comme dans la
section 3.3.2). Nous pouvons alors nous demander, d'une part, s'il est parfois pos-
sible de relâcher l'hypothèse de continuité Lipschitz (comme nous l'avons fait pour
le terme de coût instantané à la section 3.3.1) et d'autre part, ce que devient la
construction du temps d'arrêt �-optimal.

Dans les exemples que nous avons traités, le �ot� qui détermine les trajec-
toires déterministes du processus était connu explicitement. Or celui-ci étant dé�ni
par l'équation di�érentielle ordinaire (1.1.1), il peut arriver qu'il ne possède pas de
formule explicite. Dans ce cas, il est toujours possible de mettre en ÷uvre nos mé-
thodes en approchant le �ot à l'aide d'un schéma d'approximation de la solution
d'une équation di�érentielle ordinaire. Il serait alors intéressant d'étudier les e�ets
d'une telle approche. Il y a fort à parier qu'elle n'aura qu'une in�uence limitée sur
la vitesse de convergence puisque ce type de méthodes convergent en règle générale
plus rapidement que les méthodes probabilistes comme celles que nous proposons.
On pourra se référer à [Riedler, 2011] qui aborde ce point.

Par ailleurs, concernant nos résultats sur l'arrêt optimal partiellement observé,
remarquons que l'hypothèse IV.1, selon laquelle les positions après saut sont à va-
leurs dans un ensemble �ni, a été introduite a�n que le �ltre soit de dimension �nie
et puisse être quanti�é. Par conséquent, les questions du �ltrage et de la program-
mation dynamique devraient pouvoir être envisagées sans cette hypothèse.

De plus, nous avons fait l'hypothèse que les temps de saut sont parfaitement ob-
servés. Cette hypothèse est cruciale pour notre méthode qui ne semble pas pouvoir
s'adapter au cas de temps de saut partiellement observés. Ce dernier cas représente
un enjeu important du point de vue industriel mais également un problème beau-
coup plus délicat mathématiquement.

En�n, une extension naturelle, mais di�cile, de ce problème est le contrôle im-
pulsionnel partiellement observé dans lequel le contrôleur choisit non seulement les
instants de contrôle mais également les positions après un contrôle. En e�et, le cas
complètement observé est étudié dans [de Saporta and Dufour, 2011] et l'arrêt opti-
mal partiellement observé constitue la brique élémentaire du contrôle impulsionnel
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partiellement observé. Dans les applications, ce dernier problème correspond, par
exemple, au cas où on peut e�ectuer des maintenances partielles sur un système.
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Méthodes numériques pour les processus markoviens déterministes 
par morceaux  
 
mots -clés :  Processus markovien déterministe par morceaux ; Méthode numérique ; 
Quantification ; Arrêt optimal. 
 
résumé  : Les processus markoviens déterministes par morceaux (PMDM) ont été 
introduits dans la littérature par M.H.A. Davis en tant que classe générale de modèles 
stochastiques non-diffusifs. Les PMDM sont des processus hybrides caractérisés par des 
trajectoires déterministes entrecoupées de sauts aléatoires. Dans cette thèse, nous 
développons des méthodes numériques adaptées aux PMDM en nous basant sur la 
quantification d'une chaîne de Markov sous-jacente au PMDM. Nous abordons 
successivement trois problèmes : l'approximation d'espérances de fonctionnelles d'un 
PMDM, l'approximation des moments et de la distribution d'un temps de sortie et le 
problème de l'arrêt optimal partiellement observé. Dans cette dernière partie, nous 
abordons également la question du filtrage d'un PMDM et établissons l'équation de 
programmation dynamique du problème d'arrêt optimal. Nous prouvons la convergence de 
toutes nos méthodes (avec le plus souvent des bornes de la vitesse de convergence) et 
les illustrons par des exemples numériques. 
 
 
 
 
 
Numerical methods for piecewise -deterministic Markov processes  
 
key-words:  Piecewise-deterministic Markov process ; Numerical method ; Quantization ; 
Optimal stopping. 
 
abstract:  Piecewise-deterministic Markov processes (PDMP’s) have been introduced by 
M.H.A. Davis as a general class of non-diffusive stochastic models. PDMP’s are hybrid 
Markov processes involving deterministic motion punctuated by random jumps. In this 
thesis, we develop numerical methods that are designed to fit PDMP's structure and that 
are based on the quantization of an underlying Markov chain. We deal with three issues : 
the approximation of expectations of functional of a PDMP, the approximation of the 
moments and of the distribution of an exit time and the partially observed optimal stopping 
problem. In the latter one, we also tackle the filtering of a PDMP and we establish the 
dynamic programming equation of the optimal stopping problem. We prove the 
convergence of all our methods (most of the time, we also obtain a bound for the speed of 
convergence) and illustrate them with numerical examples. 
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