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Introduction générale

Les modélisations probabilistes sont de plus en plus répandues dans des do-
maines aussi divers que la fiabilité industrielle, la finance ou encore la biologie. En
effet, celles-ci permettent non seulement de rendre compte de phénomenes purement
aléatoires mais également d’appréhender des systemes déterministes pour lesquels
on manque d’information ou de données observables ou qui sont soumis a des im-
précisions de mesures ou encore a des aléas extérieurs. Enfin, certains systemes
déterministes du fait de leur grande complexité sont avantageusement assimilés a
des modeles probabilistes.

Les outils probabilistes adaptés a la description de I’évolution au cours du temps
de tels modeles sont les processus stochastiques a temps continu. Parmi ces pro-
cessus, on peut distinguer deux familles. D’une part, celle des processus de type
diffusion, objets de la théorie des équations différentielles stochastiques et du cal-
cul stochastique d’It6 qui est sans nul doute, la plus répandue dans la littérature.
D’autre part, la famille tres hétérogene des processus de type non-diffusif. Ce sont
ces derniers que M.H.A. Davis cherche & unifier dans [Davis, 1984]. Il introduit,
dans ce but, la classe générale des Processus Markoviens Déterministes par Mor-
ceaur (PMDM) qui combinent des trajectoires déterministes a des sauts aléatoires
et qu’il présente comme étant “a general family of stochastic models covering vir-
tually all non-diffusion applications”.

Les PMDM sont des processus stochastiques hybrides c’est-a-dire qu’ils peuvent
comporter a la fois une composante discrete et une composante euclidienne. En pra-
tique, la composante euclidienne peut contenir les variables d’intérét comme par
exemple la position, la température, la pression ou encore 1’épaisseur d’aluminium
corrodée. La composante discrete, quant a elle, appelée le mode, peut correspondre a
I’ambiance ou a I’environnement dans lequel évolue le processus ou encore au régime
de fonctionnement du systéme. Les lois qui régissent I’évolution du PMDM peuvent
étre tres différentes dans chacun de ces modes.

Les PMDM, parfois appelés processus markoviens de saut avec dérive, présentent
a la fois des trajectoires déterministes et des sauts aléatoires. Plus précisément, a
I’instant initial, le processus entame son mouvement en suivant un flot déterministe.
Ce flot est obtenu comme solution d’équations différentielles portant sur les com-
posantes euclidiennes du systeme. Ces équations différentielles peuvent différer en
fonction du mode. La trajectoire du processus s’effectue donc le long de ce flot jus-
qu’au premier instant de saut qui est aléatoire. Ce saut peut avoir deux origines :
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il peut se produire spontanément avec un certain taux qui dépend de la position
du processus ou bien il peut étre lui-méme déterministe et se produire parce que le
processus a heurté une frontiere de son domaine d’évolution. Cette double nature
des sauts est une caractéristique importante des PMDM et permet de couvrir une
large classe de modeles. La position apres saut est ensuite sélectionnée de maniere
aléatoire selon une loi qui ne dépend que de la position du processus immédiatement
avant le saut. A partir de cette nouvelle position, le processus suit a nouveau un flot
déterministe jusqu’au deuxieme instant de saut et ainsi de suite.

De nombreuses recherches s’intéressent aux propriétés des PMDM. Citons entre
autres : la stabilité et 'ergodicité[l la représentation des PMDM par réseaux de
Petri colorésp), le contréle stochastique d'un PMDMP] la loi des grands nombres et
les grandes déviationsF_f], I’étude des lois marginales d’un PMDME]et les cas ou celles-
ci admettent des densitésﬂ En plus de l'ouvrage fondateur [Davis, 1993], il existe
également deux ouvrages de référence[]] qui abordent les PMDM et notamment la
théorie asymptotique.

Du point de vue applicatif, les PMDM sont déja présents dans de nombreux et
tres divers domaines parmi lesquels on peut citer la fiabilité et la streté industrielle,
la génétique, les neurosciences, les réseaux de télécom et internet, la finance et I'as-
surance. En effet, en raison de leur double nature déterministe et stochastique, ils
sont particulierement bien adaptés pour décrire des systemes obéissant a des lois dé-
terministes (des équations issues de la physique par exemple) mais également soumis
a une source d’aléa (incertitude quant a certains parametres, influence d’événements
extérieurs, régime de fonctionnement,...).

Cette these est financée par Astrium dans le cadre de ’'ANR “FAUTOCOES”
(ANR-09-SEGI-004). La multiplication des modeles utilisant les PMDM est a ’ori-
gine d’un besoin croissant de méthodes numériques efficaces. Ainsi, les ingénieurs
d’Astrium ont souhaité obtenir des méthodes permettant d’évaluer numériquement
une durée de service. Mathématiquement, ceci correspond a 1’étude d’un temps de
sortie. Nous proposons donc des méthodes numériques pour approcher les moments
et la distribution d’un temps de sortie d'un PMDM. Nous poursuivons alors le dé-
veloppement de méthodes numériques pour les PMDM dans deux directions : 'ap-
proximation d’espérance de fonctionnelles et I'arrét optimal partiellement observé.
Cette these est donc composée de quatre parties : une premiere partie introductive
suivie de trois parties respectivement dédiées a chacun des trois probléemes évoqués
plus haut et illustrés d’exemples numériques.

1. [Dufour and Costa, 1999, [Costa and Dufour, 2008§]

2. [Everdij and Blom, 2005]

3. [Vermes, 1985,  |Gugerli, 1986, |Lenhart, 1989, [Costa and Davis, 1989, [Costa, 1991]
Dempster, 1991], Dempster and Ye, 1995 [Costa et al., 2000]

4. [Faggionato et al., 2009, [Faggionato et al., 2010]

5. [Cocozza-Thivent et al., 2006b]

6. [Tyran-Kaminska, 2009]

7. [Jacobsen, 2006l [Koroliuk and Limnios, 2005]
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Partie [l Cette premiére partie, le chapitre [T} constitue une introduction aux tra-
vaux présentés dans les parties suivantes. Nous y définissons notamment les proces-
sus markoviens déterministes par morceaux, détaillons certaines de leurs propriétés
et décrivons quelques exemples dont un modele de corrosion fourni par Astrium.
Nous discutons ensuite des aspects numériques relatifs aux PMDM et présentons la
méthode de quantification qui sera a la base des méthodes numériques développées
dans cette these.

Partie [T Cette partie traite de 'approximation d’espérance de fonctionnelles de
PMDM. Dans le chapitre 2, nous commencons par délimiter le probléme qui nous
intéresse et par énoncer nos hypotheses. Nous développons ensuite notre méthode
numeérique qui est basée sur une formulation récursive de l’espérance de fonction-
nelle issue de [Davis, 1993] que nous approchons par quantification d’une chaine de
Markov sous-jacente au PMDM. Nous prouvons la convergence de notre méthode et
obtenons une borne de la vitesse de convergence. Dans le chapitre [3| nous étendons
notre méthode au cas de fonctionnelles dépendant du temps et notamment a celui
de la fonctionnelle a horizon déterministe. Nous illustrons ensuite notre méthode sur
trois exemples numériques.

Partie [[TI] Dans cette partie, nous nous intéressons au temps de sortie d’un
PMDM. Nous commengons, dans le chapitre [d] par exposer deux approches pos-
sibles que nous n’avons pas retenues dans la suite. D’une part, nous présentons la
méthode, issue de [Helmes et al., 2001], d’approximation des moments par program-
mation linéaire et nous expliquons pourquoi elle s’adapte mal au cas des PMDM.
D’autre part, nous montrons dans quelle mesure les résultats de la partie précé-
dente permettent d’approcher 'espérance d'un temps de sortie. Ensuite, dans le
chapitre [5, nous détaillons une méthode originale permettant d’approcher les mo-
ments et la fonction de survie du temps de sortie d'un PMDM. Celle-ci est & nouveau
basée sur une formulation récursive des quantités d’intérét et sur la quantification
d’une chaine de Markov sous-jacente au PMDM. Enfin, le chapitre [0] détaille deux
exemples numériques.

Partie V] Cette derniére partie concerne l'arrét optimal partiellement observé.
A la différence des deux parties précédentes, il nous faut tout d’abord développer
le cadre théorique nécessaire a la mise en place d’un schéma numérique. Ceci sera
I'objet des chapitres [7] et [§ Le premier étudie la question du filtrage tandis que
le second établit I’équation de programmation dynamique. Enfin, nous développons
nos méthodes numériques dans le chapitre [9] qui visent, d’une part, & approcher
la fonction de valeur du probleme d’arrét optimal et, d’autre part, a expliciter un
temps d’arrét e-optimal calculable en pratique. Un exemple académique illustre nos
résultats.
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Chapitre 1

Processus Markoviens
Déterministes par Morceaux et
méthodes numériques

Ce chapitre introductif a pour but de présenter les Processus Markoviens Dé-
terministes par Morceaux (PMDM), de fixer certaines notations et définitions et
de dresser les grandes lignes des méthodes numériques que nous développerons par
la suite. Nous commencons par donner une définition précise des PMDM que nous
illustrons de plusieurs exemples. Nous exposons ensuite les idées directrices de nos
méthodes numériques, notamment, nous décrivons la méthode dite de quantification.
Enfin, nous présentons les trois problemes que nous étudierons respectivement dans
les trois parties suivantes.

1.1 Processus Markoviens Déterministes par Mor-
ceaux

Les Processus Markoviens Déterministes par Morceaux ont été introduits par
M.H.A. Davis (voir [Davis, 1993]) qui les présente comme une classe générale de
modeles stochastiques non-diffusifs. Pour Schéal [Schal, 1998], le résultat suivant de
Cinlar et Jacod [Cinlar and Jacod, 1981] justifie 'analyse de Davis :

Tout processus de Markov fort (X;);>0 d’espace d’état E, borelien de R?, dont
les trajectoires sont continues et a variations localement bornées est déterministe
c’est-a-dire que Xy = ®(Xo,t) avec  : Rt — E un flot déterministe.

En conséquence, un processus de Markov fort non trivial présente nécessairement
des trajectoires de variation totale infinie ou est soumis a des sauts. Le premier cas
conduit a l'introduction des processus de diffusions qui sont largement représentés
dans la littérature. La deuxieme possibilité suggere d’étudier des processus présen-
tant des saut et, d’apres le résultat de Cinlar et Jacod, suivant un flot déterministe
entre ces instants de saut. Il s’agit des Processus Markoviens Déterministes par Mor-
ceaux et c¢’est donc treés naturellement que 1'on est amené a considérer cette famille

15



16 CHAPITRE 1. PMDM ET METHODES NUMERIQUES

importante.

Une caractéristique importante des PMDM est qu’il s’agit de processus hybrides.
Un PMDM (X});>0 est donc de la forme (X;)i>0 = (M4, (t)i>0 out my représente la
partie discrete, appelée le mode, et (; est une variable euclidienne. Le mode est a
valeurs dans un ensemble ﬁniE| M, avec en général M C N. L’évolution d'un PMDM
est régie par trois caractéristiques locales, c’est-a-dire dépendant du mode m € M : le
flot ®,,, le taux de saut \,, et un noyau de transition ), qui permet de déterminer
la position aprés un saut. Le processus part d’un point x = (m, () dans l'espace
d’état, la partie euclidienne (; suit alors le flot déterministe ¢t — ®,,((,t) jusqu’au
premier temps de saut 7} qui se produit soit spontanément de facon poissonienne
avec un taux A, (®,,(¢,t)) ou bien lorsque le flot ®,,(¢,t) touche la frontiere de
I’espace d’état. Dans tous les cas, la position du processus a I'instant de saut 7} est
sélectionnée a I'aide du noyau de transition @Q,,(®,,(¢,T1),-) et le processus repart
depuis ce nouveau point Xr, = (mry, (1) noté Z;. On définit de la méme maniere le
temps S5 jusqu’au prochain saut, l'instant du prochain saut est ainsi Ty, = 17 + S5,
la nouvelle position apres le saut est Z; = X, et ainsi de suite. La figure donne
un exemple de PMDM représenté jusqu'au deuxieme temps de saut.

F1GURE 1.1 — Exemple de trajectoire d'un PMDM. Les deux composantes connexes
de l'espace d’état peuvent correspondre a deux modes.

Ainsi, on associe au PMDM, deux chaines de Markov a temps discret (Z,,, 1), )nen
donnée par les positions aprés un saut et les temps de saut, et (Z,,, S, )nen, donnée
par les positions apres un saut et les durées inter-sauts. En choisissant judicieuse-
ment les caractéristiques (@, A, @m)menr, on obtient des modeles stochastiques
recouvrant un grand nombre de problemes de recherche opérationnelle. Nous pré-

1. Dans [Davis, 1993], auteur considére une définition plus générale des PMDM car il permet &
M d’étre infini dénombrable. Cependant, cette généralisation n’est utile dans aucun des exemples
que nous considererons.
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senterons des exemples dans la section [1.2]

1.1.1 Equations différentielles ordinaires et champs de vec-
teurs

Avant de définir précisément les PMDM, nous devons rappeler quelques résultats
concernant les équations différentielles ordinaires et la notion de champs de vecteur.
Ceci nous permettra de décrire les parties déterministes des trajectoires des PMDM.
Dans la suite, on fixe d un entier supérieur ou égal a 1.

Soit b : R? — R? une fonction lipschitzienne. L’équation différentielle ordinaire

C(e0) =b(xn), w0 =reR” (11.1)

possede une unique solution notée ®(z,t). A partir de I'unicité de la solution, on
obtient la propriété de semi-groupe suivante : pour tout z € R? et tous s,t € R,
on a

O(D(x,t),5) = O(,t + 5).

On définit maintenant X un opérateur différentiel du premier ordre de la fagon
suivante : pour tout f : R? — R? continfiment différentiable,

xf(0) = 3 5L wnta) (1.1.2)

ol on a noté b; la i-ieme coordonnée de b. On peut alors montrer [Davis, 1993] section
22] que ®(z,-) satisfait Péquation (1.1.1)) si et seulement si pour tout f : R? — RY
infiniment différentiable, on a

ZL (®(x,1)) = Xf(2(x,1)).

On dit alors que X est un champ de vecteur et ® est le flot associé a X. Dans
nos exemples, on donnera le flot ® sans nécessairement expliciter la fonction b de
I’équation différentielle ordinaire associée ((1.1.1).

1.1.2 Définition d’un PMDM

Nous donnons maintenant une définition plus précise des Processus Markoviens
Déterministes par Morceaux et nous introduisons quelques notations et hypotheses
générales.

Pour tout espace métrique F, on note B(FE) sa tribu borelienne, B(E) 'espace
des fonctions a valeurs réelles, bornées et mesurables définies sur E et BL(E) le
sous-espace des fonctions de B(FE) qui sont Lipschtziennes. On note JF sa frontiere,
E son adhérence et pour tout sous-ensemble A de E, on note A¢ son complémentaire
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dans E.

Soit M un ensemble fini appelé I’ensemble des modes du PMDM. En pratique, le
mode peut représenter I'environnement ou le régime d’évolution du processus. Pour
tout m € M, le processus évolue dans E,,, sous-ensemble ouvert de R%. Soit

E={(m,¢),me M, (€ En}.

Il s’agira de l'espace d’état du processus (X;)ier+ = (M4, (¢)1er+ construit ci-apres.

Un PMDM est défini par ses caractéristiques locales (P, A, Qi) mens-

e Pout tout m € M, ®,, : R x Rt — R? est une fonction continue appelée
le flot dans le mode m. La fonction ®,, est obtenue comme solution d’une
équation différentielle ordinaire ainsi que nous ’avons décrit dans la section
On rappelle alors que pour tout t € RT, @, (-, ¢) est un homéomorphisme
et t — ®@,,(-,t) est un semi-groupe i.e. pour tout ( € RY &,.(¢,t + s) =
D,,(P,,(C, s),t). Pour tout x = (m, () € E, on définit maintenant le temps de
sortie déterministe de F :

t*(z) = inf{t > 0 tel que ®,,((,t) € OE,,}.

On utilisera dans toute la suite la convention inf () = +o0.
e Pour tout m € M, le taux de saut A, : £, — R est mesurable et satisfait :
¥(m,¢) € E, 3¢ > 0 tel que /O Ao (B (€, 1))t < 400, (1.1.3)
Cette condition permettra d’éviter que le processus ne saute immédiatement.

e Pour tout m € M, Q,, est un noyau de transition markovien sur (E,,, B(F))
qui satisfait :

V(e Ema Qm(C7 {(m, C)}C) =1

Cette condition permet d’assurer que le processus ne saute pas sur place.
Chaque saut modifie le mode et/ou la composante euclidienne.

A partir de ces caractéristiques, Davis [Davis, 1993, page 57] montre qu'il existe
un espace probabilisé (Q,]—" s (F)ier+s (P2)se E) sur lequel est défini un processus
(X})ter+. Partant d’un point x € E, on peut construire ses trajectoires de la fagon
suivante. Soit 77 une variable aléatoire positive de fonction de survie :

e Mot 50 <t < t*(x),
P.(Ty >1t)= { 0 sit>t*(x),

ou pour z = (m,() € E et t € [0,t*(z)], on a posé

A t) = /0 A (@ (€, 5))ds.
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D’apres la condition d’intégrabilité (1.1.3) imposée sur le taux de saut, on a P(7} =
0) = 0. On tire alors une variable aléatoire Z; a valeurs dans E selon la loi
Qm (P (¢, T1), ). La trajectoire de X; pour ¢t < T; est donnée par :

X, = <m7q)m<<-7t)) sit< T17
b Zl Sit:Tl.

Partant du point X1, = Z;, on choisit alors d’une fagon similaire Sy = Ty — T3 le
temps entre 17 et le saut suivant, Z, la position apres le deuxiéme saut et ainsi de
suite. Davis montre, dans [Davis, 1993, section 25|, que le processus ainsi obtenu
est un processus de Markov fort (X;);cg+. Ce processus est continu a droite avec
des limites a gauche et saute aux instants (7,)n,en (avec Ty = 0). Par ailleurs, les
processus (Z,, Tn)nen €t (Zn, Sp)nen oU Z, = Xr, est la position apres le saut et
Sn =T, — T,_1 (avec Sy = 0) est la n-éme durée inter-sauts sont des chaines de
Markov a temps discret. Ces chaines de Markov jouent un rdle crucial dans notre
étude, aussi, nous en détaillons certaines propriétés dans la section [I.1.4]

Concernant les temps de saut, on fera dans toute la suite ’hypothese de non
explosion suivante qui est standard (voir par exemple [Davis, 1993 section 24]) :

Hypothése 1.1 Pour tout (z,t) € E x Rt E, [Ek H{Tk<t}} < +00.

Elle implique en particulier que T}, tend vers l'infini p.s. lorsque n tend vers I'infini.

1.1.3 Notations

Afin de simplifier les notations, toute fonction h définie sur E sera identifiée avec
ses fonctions composantes h,, définies sur F,,. Ainsi, on pourra écrire

h(z) = hpn(C) lorsque z = (m, () € E.
On définit également un flot généralisé ® : E x Rt — FE de la facon suivante
O(x,t) = (m, D,,(¢, 1)) lorsque x = (m, () € E. (1.1.4)
De cette maniére, on pourra raisonner sur x € E sans nécessairement préciser que

x se décompose en = = (m, (). Le mode, caché dans la variable d’état, n’apparaitra
explicitement que rarement, ce qui allegera les notations.

On définit sur F la distance suivante, pour z = (m, () et 2’ = (m/,{’) € E,

,J +oo sim #m/,
|z — 2| = { C—¢| simon (1.1.5)

Pour tout z € E et tout sous-ensemble A de F, on notera d(z, A) la distance de
x a A définie par
d(x,A) = inf |z — al.
acA
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Pour toute fonction w dans B(E), on introduit les notations suivantes

Quz) = [ wy)Q(wdy),  Cy=suplu(z)]
E zeFE
et pour toute fonction Lipschitz w de B(E), on note [w]¥ ou, 8’il n’y a pas d’ambi-
guité, [w] sa constante de Lipschitz :

avec la convention é =0.

Remarque 1.1.1 Pour w € B(E) et d’aprés la définition de la distance sur E, on
a [w]¥ = max,,cps[w,]Pm.

Enfin, on utilisera également les notations suivantes. Pour tout a,b € R, on note
a Ab = min(a,b), a Vb = max(a,b) et at = a V0. On notera aussi o(Y) la tribu
engendrée par une variable aléatoire Y et si A et B sont deux sous-tribus de F, on
notera A V B la tribu engendrée par A et B c’est-a-dire la plus petite sous-tribu de
F qui contient A et B.

Décrivons maintenant plus en détail les deux chaines de Markov (Z,,, Sy )nen €t
(Zn, Ty)nen que nous avons évoquées plus haut.

1.1.4 Structure sous-jacente des PMDM

Bien qu’il s’agisse d'un processus en temps continu, un PMDM contient une
structure sous-jacente “a temps discret” donnée par la chaine de Markov (Z,,, Sy, )nen
ou encore (Z,, T),)nen O

e l'instant du n-ieme saut est 7, (avec Ty = 0),

e la variable S, représente la n-éme durée inter-sauts (avec Sy = 0), on a S, =

T, —T,_1 ouencore, T,, = S1 + ...+ 5,
e la position apres le n-ieme saut est notée 7, i.e. Z, = X .

Ces chaines de Markov joueront un réle crucial dans toute notre discussion. Chacune
d’entre elles “contient tout ’aléa” du PMDM puisque les trajectoires entre les ins-
tants de sauts sont déterministes. Il est possible de reconstituer, grace a I'une de ces
chaines discretes, I'intégralité du processus continu. En effet, a partir de (Z,,, T}, )nen,
on a pour tout t > 0,

X, =(Zyt —T,) si Ty <t < Tpss.

On peut écrire une relation similaire & partir de (Z,,, Sy )nen puisque 1, = >-7_, Sk.
Ces deux chaines de Markov offrent donc la tres intéressante possibilité de “résumer”
en une chaine a temps discret le processus original a temps continu. De maniere plus
précise, en notant (§;)cr+ la filtration naturelle engendrée par le PMDM (X;);cr+,
Davis montre [Davis, 1993, théoreme A2.1] que

STn = O'(Z(), So, cevy Zn, Sn) = O'(Z(),To, ceey Zn,Tn)
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Davis montre également [Davis, 1993| section 25] que (Z,,, S, )nen st une chaine
de Markov homogene dont le noyau de transition est comme suit : pour h € B(E X
R*), on a

E[h(va Sn)’Zn—la Sn—l]
400
= /0 (/E h(Z? S)Q<¢(anl> 3)7 dZ)) )‘<q)(Zn71a 3))eiA(Z"_l’s)1{s<t*(znil)}d8

+ ( /E h(z,t*(Zn_l))Q(qD(Zn_l,t*(Zn—l)),dz)) e AMIn—1 1 (Zn=1)) - (1.1.6)

Par ailleurs, on peut remarquer que le noyau de transition ci-dessus ne dépend
pas de S,,_1, la loi de (Z,, S,) ne dépend que de la position Z,_; apres le précédent
saut. En d’autres termes, on a la propriété suivante

E[h(Zna Sn)’Zn—h Sn—l] = E[h(Zn7 Sn)‘Zn—l]-

Les deux termes de la somme dans l'expression du noyau de transition corres-
pondent respectivement aux parties absolument continue et singuliere par rapport
a la mesure de Lebesgue de la loi du temps inter-sauts. En effet, insistons sur le
fait que les sauts du processus peuvent étre de deux natures différentes. D’une part,
ils peuvent se produire tout au long du flot de fagon poissonienne au taux A, on
qualifiera ces sauts de sauts aléatoires; quand ils se produisent, on a S, < t*(Z,_1).
D’autre part, les sauts sont forcés lorsque le processus atteint la frontiere de 1’es-
pace d’état, on parlera alors de sauts déterministes; ils correspondent aux cas ou
Sy = t*(Z,—1). Cette dualité est source de nombreuses difficultés lors de développe-
ments aussi bien théoriques que numériques. La loi des durées inter-sauts est en effet
tres dépendante de la géométrie de I'espace d’état et peut donc varier considérable-
ment en fonction du probléme considéré. Elle peut contenir une partie absolument
continue et/ou une partie singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue. Enfin,
au sein d’un méme modele, les situations peuvent varier en fonction du mode. Les
exemples que nous considérons ci-apres rendent compte de cette diversité de situa-
tions.

1.1.5 Le processus augmenté du temps

Dans cette section, nous décrivons une transformation du processus, introduite
dans [Davis, 1993| section 31], qui permet de traiter les problémes dépendant explici-
tement du temps. Partant d’'un PMDM (X;);>0, nous allons ainsi définir un nouveau
processus ()?/t)tz() dit augmenté du temps, défini sur un nouvel espace d’états afin
d’inclure le temps dans la variable d’état. En effet, les parametres du probleme qu’on
consideére (comme les fonctions de cotit d’un probléme de controle) peuvent dépendre
du temps. Il sera alors utile d’effectuer cette transformation car la dépendance en
temps des parametres deviendra alors implicite (le temps sera en effet inclus dans
la trajectoire du processus). C’est le cas par exemple lorsque I'on s’intéresse a des
problémes a horizon de temps déterministe, comme a la section [3.3] Nous verrons un
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autre exempleﬁ de 'utilité d’introduire le processus augmenté du temps a la section
.2] Nous définissons le processus augmenté du temps de la maniére suivante.

Définition 1.1.2 On introduit le nouvel espace d’état
E=ExR"
muni de la norme définie par : pour tous € = (z,t), & = (2/,t') € E,
E =& =]z —a|+ |t -1 (1.1.7)

ot la norme sur E est donnée par (1.1.5). Sur cet espace d’états, on définit un
nouveau processus dit augmenté du temps

X, = (X,,1).

Le processus (X;)e=0 est encore un PMDM dont les caractéristiques locales, notées
(P, A, @), sont données pour tout £ = (z,t) € E par

£, s)=(®(x,s),t+s) pour s < t*(x),
£, AX {t}) = Q(:B,A pour tout A € B(FE),

avec pour tout { = (x,t) € E,
T(€) = inf{s > 0 tel que ®(&,s) € IE} = t*(x).

Nous utiliserons cette définition dans les sections [3.2] et [3.3] pour étudier des pro-
blemes dont les parametres dépendent explicitement du temps.

Par ailleurs, il peut arriver que les caractéristiques du PMDM (le taux de saut A,
le noyau de transition () et la fonction b de I’équation différentielle ordinaire
définissant le flot ®) dépendent explicitement du temps et non pas seulement de
la variable d’état (voir par exemple le modele présenté a la section . Dans
[Davis, 1993], section 31], 'auteur explique comment est alors modifiée la définition
du processus augmenté du temps ci-dessus. Les caractéristiques du nouveau PMDM
ne dépendent alors plus que de la variable d’état (la dépendance en temps est im-
plicite puisque le temps fait désormais partie de la variable d’état). Grace a cette
transformation, il n’est pas restrictif de considérer seulement des PMDM dont les
caractéristiques ne dépendent pas du temps ainsi que nous 'avons fait dans la sec-
tion [1.1.2] En effet, comme 1’écrit Davis, le cas des PMDM dont les caractéristiques
dépendent explicitement du temps peut, de fagon paradoxale, étre vu comme un cas
particulier des PMDM dont les caractéristiques ne dépendent pas du temps.

Ceci conclut notre présentation des Processus Markoviens Déterministes par
Morceaux et nous décrivons maintenant quelques exemples.

2. Il s’agira d’approcher ’espérance d’une fonctionnelle qui dépend de la trajectoire d’'un PMDM
mais également du temps.
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1.2 Exemples de PMDM et applications

Les PMDM sont présents dans de nombreux domaines applicatifs. Ces domaines
sont aussi divers que la modélisation de processus de dégradationf} la fiabilité et la
stireté de fonctionnementf, la génétiquef], les neurosciences[’] les réseaux de télécom
et internet[, la financef] et I'assurancef] On trouvera également plusieurs exemples
de modeles utilisant les PMDM dans [Davis, 1993| section 21]. Enfin, nous citons
l'article [Davis et al., 1987] qui traite du “capacity expansion problem” et qui consti-
tue I'application historique des PMDM.

Nous décrivons maintenant les cinq exemples que nous étudierons dans la these.
Les deux premiers sont académiques, les trois suivants correspondent a des applica-
tions réelles issues de I'industrie ou de 'assurance.

1.2.1 Processus de Poisson

Nos premiers exemples seront les tres classiques processus de Poisson et proces-
sus de Poisson composé. En effet, ils font partie de la famille des PMDM.

Processus de Poisson simple

Soit (Sp)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées de loi exponentielle de parametre A. Pour tout n € N, on pose T, =
Si+ ...+ S, et pour tout t € RT, on pose

—+oo
Ny =) Lz, <n-
n=1

Le processus (Ny)i>o est appelé processus de Poisson de paramétre A. C’est un
PMDM d’espace d’état E = RT, d’intensité constante A, de flot constant ®(x,t) = z
pour tout (z,t) € (RT)? et dont le noyau de transition vérifie Q(z,{z + 1}) = 1
pour tout z € RT.

Processus de Poisson composé

Soit (T, )nen+ une suite de variables aléatoires a valeurs dans R¢ indépendantes
identiquement distribuées de loi pu. On appelle processus de Poisson composé de
paramétres \ et p, le processus (N/');>o défini par

+o00

NtM - Z Tn]]-{Tngt}~

n=1

[Chiquet et al., 2009]

[Gonzalez, 2010, |de Saporta et al., 2010, [Cocozza-Thivent et al., 2006, [Eymard et al., 2008]
[Zeiser et al., 2010]

[Pakdaman et al., 2010]

[Graham and Robert, 2009, (Graham and Robert, 2010}, [Busic et al., 2012]

[Jacobsen, 2006|, chapitre 10]

[Dassios and Embrechts, 1989 [Embrechts and Schmidli, 1994]

© XN w
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Le processus (Nf');>¢ est également un PMDM. Par rapport au précédent, la seule
caractéristique qui change est le noyau de transition qui est alors donné, pour tout
x € R par Q(x,-) = p(x+-). Dans cet exemple, comme dans le précédent, on peut
remarquer que le processus ne rencontrera jamais de frontiere de I'espace d’état, on
a donc pour tout z € RT, t*(z) = +o0.

Processus de Poisson avec flot

On définit maintenant Y; = t+ V;. Le processus (Y}):>0 est également un PMDM
d’espace d’état £ = R* dont les caractéristiques sont comme suit.
e Le taux de saut est constant : pour tout x € E, AM(z) = A. Ainsi les durées
inter-sauts Sy suivent des lois exponentielles de parametre A indépendantes.
e Le flot est défini sur (R™)? par ®(z,t) = x +t , il n’y a pas de fronticre et on
a pour tout x € RY, t*(x) = +o0.
e Enfin, les positions apres les sauts sont données par Q(x,{z + 1}) = 1 pour
tout z € F.
La figure représente un exemple de trajectoire. Cette exemple sera étudié
dans la section on s’intéressera en particulier au temps de sortie de I'intervalle

[0; 10].

FIGURE 1.2 — Une trajectoire du processus (Y;);>0 (avec A = 1) représentée jusqu’au
10°™¢ temps de saut.

1.2.2 Un exemple académique

On présente maintenant un nouvel exemple académique similaire a celui étudié
dans [de Saporta et al., 2010]. Soit I'espace d’état E = [0;1].
e Pour x € F et t > 0, le flot est défini par ®(z,t) = = + vt. Ainsi, t*(z) =
(1 — z)/v est partout fini, et méme borné par 1/v.
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e Le taux de saut est donné par A\(x) = az pour un a > 0.
e Le noyau de transition Q(z,-) correspond a une distribution uniforme sur un
ensemble fini £y C E.
Ainsi, le processus évolue linéairement a vitesse v vers 1 et, plus il est proche de
1, plus il est susceptible de sauter vers un point de Ejy. La figure [1.3| représente un
exemple de trajectoire. Dans la section [9.3] on s’intéressera a un probleme d’arrét
optimal partiellement observé pour cet exemple.

1

09 R

0.8

0.7

06

051 — — - — - - F4--4L -

04r

03

0.2} B

0.1 B

0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

FIGURE 1.3 — Une trajectoire du processus représentée jusqu’au 9°™¢ temps de saut
avec a = 3, v = 1 et Ey = {0; %; %} Les lignes pointillées représentent les valeurs
vers lesquelles il est possible de sauter.

1.2.3 Un modéle d’atelier de maintenance

Ce modele d’atelier de maintenance est adapté de [Davis, 1993 section 21.15].

Dans une usine, une machine peut tomber en panne avec un taux A(¢) dépendant
de son “age” (. Elle est alors envoyée a l'atelier pour réparation. Par ailleurs, la
direction de I'usine a décidé que, lorsque la machine a fonctionné toute une année
sans panne, elle est également envoyée a I'atelier pour maintenance. On suppose que
la réparation et la maintenance ont toujours la méme durée de 7 jours et on suppose
également qu’a l'issue de cette période, la machine est totalement réparée, sans trace
d’usure. On considere donc trois modes :

e la machine fonctionne (m = 1),

e la machine est en réparation (m = 2),

e la machine est en maintenance (m = 3).
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L’état de cette machine est modélisée par un PMDM noté (X;);>0 = (my, (¢, t)i>0 OU
(¢ est le temps depuis le dernier changement de mode (ce parametre est nécessaire
puisque le taux de panne A dépend de I’“4ge” de la machine).

Remarque 1.2.1 Ce PMDM correspond au processus “augmenté du temps” tel que
décrit dans la section|1.1.5. En effet, pour décrire le modéle, on aurait pu se conten-
ter du PMDM (my,(;)i>0 c’est-a-dire ne contenant pas explicitement la variable t.
Nous verrons a la section[3.4.1] pourquoi il est intéressant d’inclure le temps dans le
PrOCESSUS.

L’espace des modes est M = {1;2;3} et 'espace d’état est
E = ({1} x [0;365] x R*) U ({2} x [0;7) x R*) U ({3} x [0;7] x R*).

Dans chaque mode, le flot est @m((C,t),u) = (( + u,t + u). Le temps de sortie
déterministe ¢* est donc donné par

t*(1,¢,t) = 365 — ¢,
t*(m,(,t) =7— ¢ pour m € {2;3}.
Décrivons maintenant les sauts du processus. Dans le mode 1, le processus saute

vers le mode 2 au taux A(() si ¢ < 365 et un saut est forcé vers le mode 3 lorsque
¢ = 365. On a ainsi :

Q((1.¢.1).{(2,0,)}) = 1 si ¢ < 365,
Q((1.¢.1).{(3,0,1)}) = 1 si ¢ = 365.

Dans les modes 2 et 3, les sauts sont nécessairement déterministes i.e. A = 0 et ne
se produisent que lorsque ( = 7. On a donc

Q((2,7,6),{(1,0,H)}) = Q((3,7,4),{(1,0,)}) = 1.

La figure représente un exemple de trajectoire du processus.

On suppose que l'opérateur peut agir sur le fonctionnement de la machine en
choisissant la valeur d’'un parametre x € [0;1]. Par exemple, = peut représenter
une charge ou une cadence imposée a la machine. Les cofits ou profits relatifs a la
machine sont alors comme suit :

- mode 1 : la machine produit des biens dont la valeur journaliere est r(z),
- mode 2 : en réparation, elle engendre un cofit journalier p(x),
- mode 3 : en maintenance, le coiit est ¢(z) avec raisonnablement p(x) > ¢(x).

Notre but est de trouver la valeur du parametre x qui maximise l'espérance du
bénéfice total B(x) i.e. la valeur actualisée (le taux d’intérét sera noté p) de la
production a laquelle on retranche les coftits liés a la maintenance et a la réparation
sur une période ¢y = 5 années :

Binaz = sup B(x)

z€[0;1]
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-
>

m=1 365 m=2 m=3
F1GURE 1.4 — Un exemple de trajectoire du modele d’atelier de maintenance. Le
processus part du point Zy dont le mode est m = 1 (machine en fonctionnement).
La machine peut étre envoyée a l'atelier pour réparation (m = 2) ou maintenance

(m = 3).

ou
ty —pt
B(x) = E@,00) UO e (r(2) L m=1y — P(2) L2y — q(iv)ﬂ{mt:zs})dt] :

On étudiera cet exemple dans la section . Remarquons simplement que B(x)
peut étre approché par des simulations de Monte Carlo mais qu’il serait laborieux
de résoudre le probleme d’optimisation par cette méthode. En effet, il faudrait ef-
fectuer une nouvelle série de simulations pour chaque valeur de x. Notre méthode
s’affranchira de cet obstacle.

1.2.4 Une assurance garantie de revenus

Ce modele d’assurance est adapté de [Davis, 1993] section 21.12].

Une compagnie d’assurance propose une assurance “garantie de revenus” en cas
d’arrét maladie prolongé qui fonctionne de la maniére suivante. Lorsqu'un arrét
maladie se prolonge au-dela d’une durée p (en années), 'assuré regoit de la part de
la compagnie une indemnité déterminée a l'avance jusqu’a la reprise d’activité, la
date de fin de contrat ¢y ou le déces de I'assuré. Ainsi, du point de vue de 'assureur,
il existe quatre situations :

e l'assuré est en bonne santé (m = 1),
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e l'assuré est en arrét maladie (durée inférieure a p) et ne percoit pas encore
d’indemnité de la part de la compagnie (m = 2),

e l'assuré est en arrét maladie (durée supérieure a p) et percoit des indemnités
(m = 3),

e l'assuré est décédé (m = 4).

Dans cet exemple, nous allons voir que le taux de saut dépend du temps depuis la
derniére transition (changement de mode) mais également du temps courant (temps
depuis le début du contrat). Comme indiqué dans la section nous allons donc
inclure le temps dans la variable d’état, c’est-a-dire considérer un processus aug-
menté du temps, afin d’obtenir un PMDM qui entre dans le cadre de la définition
que nous avons fixée dans la section |1.1.2]

La situation d’un assuré est modélisée par un PMDM (augmenté du temps) noté
(Xt)e>0 = (me, Gy t)e>0 ou (¢ est le temps depuis le dernier changement de mode.
L’espace d’état est

E= ({1} x (R")?) U ({2} x [0;p] x R*) U ({3} x (R")?) U ({4} x (R*)?).

Dans chaque mode, le flot est @m(((, t), u) = ((+u,t+u). Ainsi, le temps de sortie
déterministe t* est donné par

t*(Q,Q,t) :p_Ca
t*(m,(,t) = +oo sim € {1,3,4}.

Remarquons qu’on est ici dans une situation mixte ot un mode possede une frontiere
tandis que les autres n’en ont pas.

Les transitions entre les états “bonne santé” (B), “malade” (M) et “décédé” (D)
se font a des taux APM(( 1), AMB(( 1), ABP((,t) et AMP((,t) ou ¢ représente le
temps depuis le dernier changement d’état (ce qui permet de prendre en compte la
durée de la maladie par exemple) et ¢ le temps depuis le début du contrat (ce qui
permet de prendre en compte I’dge de I’assuré) comme indiqué sur la figure .

Remarque 1.2.2 Comme dans ’exemple précédent, le PMDM que nous décrivons
dans ce modeéle d’assurance est augmenté du temps. Cependant, c’est ici une nécessité
car le taux de saut est susceptible de dépendre du temps.

Ainsi, dans le mode 1, le taux de saut est ABM +-\BP et lorsqu’un saut se produit,
on peut sauter du point (1,(,t) vers (2,0,t) ou vers (4,0,t) avec les probabilités
APH(C 1)
(€ 1)+ ABP((,t)

Q((l,(’,t),{(Q,O,t)}) =1- Q<(17C7t)7{(470’t)}) = \BM

Dans le mode 2, le taux de saut est A\MB4A\MP on peut sauter vers les modes 1 ou

4. Cependant, lorsque la durée de I’arrét maladie excede p, on passe immédiatement
dans le mode 3. En d’autres termes, un saut est forcé depuis tout point (2,p,1)
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FIGURE 1.5 — Transitions entre les états dans le modele d’assurance “garantie de
revenus’.

vers le point (3,0,t). Le mode 2 est le seul mode ou peuvent se produire des sauts

déterministes, c’est le seul mode dans lequel t* soit fini. On a donc si ( < p,
AP 1)

(C,t) + AMP(C, )’

Q((Q,(,t), {(1,0,t)}) =1- Q((ZCJ), {(4, O,t)}) = B

et si ( = p,

Q((Zp, t), {(S,O,t)}) = 1.

Dans le mode 3, le taux de saut est AP + A\MP et on peut sauter du point
(3,¢,t) vers (1,0,t) ou vers (4,0,t) avec les mémes probabilités que dans le mode
précédent :

M 1)
(G ) + AMP(C )

Q<(3,Q,t), {(LO,t)}) =1- Q((37C7t)’ {(4’ 0>t)}) - \MB

Le mode 4 est un mode cimetiere, le taux de saut y est nul et le processus ne
peut en sortir.

La figure [I.0] représente un exemple de trajectoire du processus.

Dans la section [3.4.3] on cherchera & déterminer le prix d’une telle assurance
qui est donné par la valeur actualisée (le taux d’intérét sera noté p) des versements
futurs :

ty _
E(l,O,O) |:/O e pt]l{mtzg}dt .

Cette quantité correspond au cotit total de 'assurance d’un euro par an de garantie
de revenus.
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FIGURE 1.6 — Un exemple de trajectoire du modele d’assurance.

1.2.5 Un modele de corrosion fourni par Astrium

Cet exemple de modele de corrosion nous a été fourni par Astrium.

FIGURE 1.7 — Mis en service en septembre 2010, Le Terrible est le quatriéme sous-
marin nucléaire lanceur d’engins nouvelle génération de la marine francaise.

On considere une structure en aluminium susceptible d’étre corrodée. La struc-
ture métallique fait partie d’un missile balistique stratégique pouvant étre stocké
dans un sous-marin nucléaire. Ce missile séjourne successivement dans trois envi-
ronnements qui sont plus ou moins corrosifs. La durée de stockage peut étre assez
longue et les exigences de sécurité sont tres fortes. Les contraintes mécaniques exer-
cées sur la structure dépendent de son épaisseur. Une perte d’épaisseur augmentera
ainsi le risque de rupture. On considere qu’au-dela de 0.2 mm de perte d’épais-
seur, la structure est inutilisable et doit étre remplacée. Il est alors crucial d’étudier
I’évolution de la perte d’épaisseur de la structure au cours du temps.
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Décrivons maintenant plus en détail le modele. Le missile est stocké dans trois
environnements successivement, :

e l'atelier (noté m = 1),

e le sous-marin en opération en mer (m = 2),

e le sous-marin en cale seche (m = 3).
Ensuite, il retourne a ’atelier et ainsi de suite. Le missile reste dans chaque environ-
nement pendant une durée aléatoire qui suit une loi exponentielle dont le parametre
Am dépend de 'environnement. La loi de dégradation qui gouverne la perte d’épais-
seur dépend alors de I'environnement a travers deux parametres : une période de
transition déterministe 7,, et un taux de corrosion aléatoire p uniformément distri-
bué sur un intervalle donné, dépendant de 'ambiance. Typiquement, ’atelier et la
cale seche sont les environnements les plus corrosifs mais le temps passé en opé-
ration en mer est plus important. L’aléa sur le taux de corrosion rend compte des
petites variations et des incertitudes sur le caractere plus ou moins corrosif de chaque
environnement.

Dans chaque environnement m € {1;2;3}, ’évolution au cours du temps de la
perte d’épaisseur d,, satisfait :

dm(pys) = p (s +nm (e77m —1)). (1.2.1)

Le tableau indique les valeurs des différents parametres.

environnement 1 environnement 2 environnement 3

A (K71 (17520)! (131400) ! (8760) 1
N (h) 30000 200000 40000
p (mmh™) [1076,1077] [1077,1079] [1076,1077]

TABLE 1.1 — Valeurs des parameéetres du modele de corrosion.

Initialement, la structure se trouve dans l’environnement m = 1 et la perte
d’épaisseur est nulle. On tire alors la taux de corrosion py selon une distribution
uniforme sur l'intervalle [107% 107°] et la date du premier changement d’environ-
nement 7; qui suit une loi exponentielle de parameétre A\; = (17520)~! heures™!.
La corrosion débute selon I’équation , ainsi, pour tout 0 < t < T, la perte
d’épaisseur est di(po,t). La structure passe alors dans I'environnement m = 2 et le
processus évolue de maniere similaire : on tire un nouveau taux de corrosion pp, se-
lon une distribution uniforme sur [10~7,107], la date du second saut T3 est tirée de
facon que Ty, — T} suit une loi exponentielle de parametre Ay = (131400)~! heures™
et pour Ty <t < Ty, la perte d’épaisseur est dy(pg, T1) + da(pr,,t — T1) et ainsi de
suite. A chaque changement d’ambiance, un nouveau taux de corrosion p est tiré
selon une loi uniforme sur 'intervalle correspondant.

La perte d’épaisseur, quant a elle, évolue continliment. La figure[l.8 représente un
exemple de trajectoire de la perte d’épaisseur, les ruptures de pente correspondent
aux instants de saut.
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FIGURE 1.8 — Exemple de trajectoire de 1’évolution de la perte d’épaisseur (en milli-
metres) au cours du temps (en heures). Au-dela de 0.2 mm, la structure est réputée
inutilisable.

Modélisation par PMDM

L’espace d’état E. La perte d’épaisseur est modélisée par un PMDM dont les
modes sont les différents environnements. Soit donc M = {1,2,3}. Le PMDM
(X¢)t>0 contiendra les composantes suivantes : le mode m € M, la perte d’épaisseur
d, le temps depuis le dernier saut s (afin que le processus soit bien markovien), le
taux de corrosion p (ce parameétre aléatoire change apres chaque saut) et le temps ¢
(si on considere le processus augmenté du tempsE[). Remarquons qu’on a toujours
s < t, on considere ainsi ’espace d’états suivant :

E = {(m,d,s,p, t) € M x Rt x Rt x [1077;107°] x R" tel que s < t}.

10. Les caractéristiques du processus ne dépendent pas explicitement du temps, 'inclusion du
temps dans 'espace d’état n’est donc pas une nécessité. Nous allons étudier ce modele de corrosion
a deux reprises, concernant deux problémes différents. Dans la section[6.2] on pourra effectivement
se passer de la variable ¢t. Dans la section cependant, on verra qu’elle sera nécessaire.
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Le flot ®. Le flot est donné pour tout u > 0 par

m m
d d+ dn(p,s+u) —dn(p,s)
O(| s |,u)= s+u
p p
t t+u

ou on rappelle que d,, représente la perte d’épaisseur dans le mode m et est donnée
par ’équation (|1.2.1]). Dans cette exemple, il n’y a pas de frontiere de 'espace d’état
pouvant provoquer un saut déterministe, on a ainsi

Vo € E t*(r) = +o0.

Le noyau de transition (). Etudions maintenant les sauts du processus. Lorsque
le processus saute depuis un point z = (m, d, s, p,t) € E, m devient m+ 1 modulo 3
(noté m + 1[3]), d et t restent inchangés, s devient 0. Seul p est choisi aléatoirement
selon une loi uniforme sur un intervalle [pmin; Pmaz] qui dépend du nouveau mode.
On a donc pour w € B(E), x = (m,d, s, p,t) € E, et u > 0,

m m
d d+dn(p,s+u) —dn(p,s)
Qw((I)( s ,u)) = Qu s+ u
p p
t t+u
m + 1[3]
1 Pmax d+dm(p7s+u) _dm(p7s)
- 7/ w 0 dp. (1.2.2)
Pmaz — Pmin v Pmin p~
t+u

On étudiera cet exemple dans les sections [3.4.2] ol on estimera la perte d’épais-
seur moyenne dans ’environnement 2, et ou on s’intéressera aux moments et a
la loi du temps de dépassement du seuil critique de 0.2 mm de perte d’épaisseur.

Nous avons présenté un assez large éventail d’exemples qui sont représentatifs
de la diversité des situations que 'on peut rencontrer lorsqu’on étudie les PMDM.
Signalons par exemple que nous disposons d’un modele dans lequel les caractéris-
tiques dépendent du temps (le taux de saut dans le modeéle d’assurance). De plus,
nous observons que certains modes sont completement déterministes (les modes 2 et
3 du modele d’atelier, le mode 4 du modele d’assurance) : le taux de saut y est nul
et le noyau de transition dégénéré. Enfin, une des caractéristiques importantes des
PMDM est I’éventuelle présence de frontieres de 'espace d’état qui engendrent des
sauts déterministes. Remarquons que, sur ce point, les exemples ci-dessus couvrent
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les différents cas possibles. Dans le modele d’atelier de maintenance, il y a des fron-
tieres dans tous les modes (t* est toujours fini). Dans le modele de corrosion, il n’y
a pas de frontiere, les durées inter-sauts suivent alors des lois absolument continues
par rapport a la mesure de Lebesgue (lois exponentielles en 'occurence). Ceci cor-
respond a la situation dans laquelle t* = +oo dans tout 'espace d’état. Dans le
modele d’assurance enfin, la situation est mixte, il y a une frontiere dans le mode 2
(t* y est fini) mais pas dans les autres modes (t* y est infini).

Ceci conclut notre présentation des PMDM. Nous nous tournons a présent vers
I’aspect numérique et discutons des approches spécifiques au PMDM.

1.3 Méthodes numériques pour les PMDM

Dans la préface de [Davis, 1993], Davis note que “it is hard to deny that the
Stochastic Differential Equation model has received more than its fair share of at-
tention”. Il est vrai en effet que la plupart des méthodes numériques développées pour
les processus markoviens le sont dans le cadre des processus de diffusions et sont en
général difficiles a transposer au cas des PMDM. Donnons deux exemples représen-
tatifs. Il est souvent efficace d’approcher un processus de diffusion par un processus
discrétisé en temps avec un pas uniforme (c’est par exemple le principe d’une ap-
proximation par schéma d’Euler). Cette approche ne convient pas aux PMDM. En
effet, ceux-ci sont discontinus en des instants aléatoires. De plus, entre ces instants
de saut, le processus est parfaitement déterministe voire explicite dans certaines ap-
plications. Dans ces conditions, la discrétisation a pas de temps constant du PMDM
apparait comme mal adaptée. Notre deuxieme exemple concerne le générateur in-
finitésimal du processus. Celui du PMDM, décrit dans |[Davis, 1993, section 26],
contient un terme intégral qui dépend notamment de la géométrie du domaine et
qui n’a pas d’équivalent dans le cas des processus de diffusion. Ainsi, les techniques
numériques reposant sur la forme particuliere du générateur infinitésimal d’une dif-
fusion ne sont pas adaptables au cas des PMDM (voir partie . En conclusion, il
apparait nécessaire de développer des méthodes numériques spécifiques aux PMDM.
Certains travaux existants vont déja dans ce sens.

Dans [Cocozza-Thivent et al., 2006, [Eymard et al., 200§], les auteurs s’intéres-
sent a la discrétisation des équations de Chapman-Kolmogorov. Ils obtiennent ainsi
une approximation pour ’espérance d’une fonctionnelle du PMDM en résolvant les
équations par des méthodes de volumes finis. Malheureusement, leur méthode n’au-
torise pas de saut du processus a la frontiere. Dans [Davis, 1993], Davis montre que
certaines espérances de fonctionnelles de PMDM (que nous étudierons dans la par-
tie satisfont un systeme d’équations integro-différentielles ouvrant ainsi la voie
a des techniques numériques, voie qui est empruntée par K. Gonzalez dans sa these
[Gonzalez, 2010]. Elle y développe en détail une méthode numérique basée sur la ré-
solution de ce systeme d’équations. Elle applique sa méthode a un exemple industriel
concret, qui constitue un cas test souvent cité dans la littérature car représentatif de
I'industrie gaziere et pétroliere.
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L’approche développée dans [de Saporta et al., 2010] pour résoudre numérique-
ment le probleme d’arrét optimal est completement différente et exploite la struc-
ture spécifique des PMDM. Les auteurs commencent par interpréter les équations
de programmation dynamique de [Gugerli, 1986] en fonction de la chaine de Markov
(Zpn, Sp)nen sous-jacente au PMDM. Ensuite, ils discrétisent cette chaine de Markov
a 'aide d’une méthode nommée quantification, que nous décrirons dans la section
suivante, en un processus a espace d’état fini. Sous des hypotheses de continuité Lip-
schitz, ils obtiennent la convergence de 'approximation. C’est cette idée qui guidera
les méthodes numériques présentées dans cette these :

1. interpréter nos différents problemes en fonction d’une chaine de Markov a
temps discret, sous-jacente au PMDM,

2. approcher cette chaine de Markov par quantification.

L’utilisation de la chaine de Markov sous-jacente (Z,,, S, ),en remplace en quelque
sorte ’étape de discrétisation a pas régulier dans le cas des équations différentielles
stochastiques dans le sens ou elle permet de se ramener a 1’étude d’'une chaine de
Markov a temps discret. Elle apparait particulierement bien adaptée dans le cas des
PMDM puisqu’elle n’induit aucune perte d’information. Nous avons en effet déja
remarqué que cette chaine discrete contient tout ’aléa du processus continu. Dans
la section suivante, nous décrivons le principe de la méthode de quantification.

1.4 Quantification

Les méthodes de quantification se sont développées au cours des vingt dernieres
années dans le domaine des probabilités numériques en vue d’applications en fi-
nance (voir par exemple [Pages, 1998] qui a ouvert la voie a ce type de méthodes
mais également [Bally and Pages, 2003, Bally et al., 2005, [Pages et al., 2004] et le
site www.quantize.maths-fi.com). L’objectif de la quantification est d’approcher “au
mieux” (dans un sens défini plus bas) une variable aléatoire a espace d’état continu
par une variable aléatoire a espace d’état fini c’est-a-dire de trouver une discrétisa-
tion “optimale” de I'espace d’état.

Plus précisément, la quantification d’une variable aléatoire X consiste en la
recherche dune grille finie de 'espace d’état telle que la projection X de X sur
cette grille minimise une norme L? de 'erreur X — X. Par exemple, une telle grille
aura plus de points dans les zones de forte densité. Ainsi qu’il est expliqué dans
[Pages et al., 2004, section 3], sous certaines hypotheses de continuité Lipschitz, on
peut obtenir des bornes pour la vitesse de convergence de fonctionnelles de la variable
quantifiée vers la variable originale, ce qui rend cette technique particulierement
intéressante. Dans la suite de cette section, nous donnerons quelques détails supplé-
mentaires sur les méthodes de quantification. Pour une présentation plus compléte,
nous renvoyons a |Gray and Neuhoff, 1998 ou [Pages et al., 2004] par exemple.
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1.4.1 Quantification d’une variable aléatoire

Considérons X une variable aléatoire a valeurs dans R? telle que || X, < oo
pour un certain p > 1 et fixons v un entier. La quantification LP-optimale de la
variable aléatoire X consiste en la recherche de la meilleure approximation, au sens
de la norme LP, de X par un variable aléatoire X prenant au plus v valeurs :
X e {z',...,x"}. La procédure se décompose en deux étapes :

1. Trouver une grille finie I' C R? avec I' = {z!,... 2"}

2. Poser X = X' avec X! = projr(X) et ou projr est la projection au plus
proche voisin sur I pour la norme p correspondante.
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F1GURE 1.9 — Grille de quantification de 200 points associée a une variable aléatoire
gaussienne centrée réduite en dimension 2.

La figure représente un exemple de grille de quantification optimale pour une
variable aléatoire gaussienne centrée réduite en dimension 2. On observe une concen-
tration des points dans la zone centrale qui est de plus forte densité. Une telle grille,
adaptée a la loi de X, fournit une meilleure approximation qu’une discrétisation
réguliere.

Les propriétés asymptotiques de la quantification sont données par le théoreme
de Zador (voir par exemple [Pages et al., 2004]) :
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Théoréme 1.4.1 Si E[|X|P*"] < +o00 pour un certain n > 0 alors on a

1+p/d
m 2/ mi _ Xt = d/(d+p)
i v amin |1X = XU = ([ 1P @)
ou la loi de X est Px(du) = h(u)Aq(du) + v avec p L Ng, Jpq une constante et \g
la. mesure de Lebesque sur RY.

Remarquons que X doit avoir des moments jusqu’a 'ordre p + n pour assurer
la convergence ci-dessus. L’algorithme que nous utilisons pour obtenir la grille de
quantification optimale est de type gradient stochastique, il s’agit de l'algorithme
Competitive Learning Vector Quantization décrit dans [Bally and Pages, 2003|, sec-
tion 3]. Du théoréme ci-dessus, on retiendra principalement que

I1X — XT|l, = O(v™9)

ou v est le nombre de points dans la grille de quantification et d est la dimension
du vecteur aléatoire X. Dans les applications numériques, nous comparerons cette
vitesse de convergence théorique avec les vitesses empiriques que nous observerons

dans les sections [3.4.2] [3.4.3] et

1.4.2 Quantification d’une chaine de Markov

Il existe une procédure similaire pour la quantification optimale d’une chaine
de Markov (Xg)i<k<ny ot N est un entier fixé nommé horizon de calcul. Deux ap-
proches sont possibles. La premiere est appelée marginal quantization. Elle consiste
en la quantification a chaque temps k de la variable aléatoire X, les probabilités
de transition étant ensuite estimées par des simulations de Monte-Carlo. La se-
conde approche, nommée Markovian quantization permet de conserver la propriété
de Markov. Dans tous les cas, la chaine obtenue n’est pas homogene. Ces deux mé-
thodes sont décrites en détails dans [Pages et al., 2004, section 3]. Nous utiliserons
I’approche marginal quantization pour des raisons de simplicité et parce qu’il est
expliqué dans [Pages et al., 2004) section 3] qu’elle semble donner de meilleurs ré-
sultats numériques.

L’algorithme de quantification du processus aléatoire (Xj)o<rp<n fournit donc
pour chaque pas de temps 0 < k£ < N une grille finie I'y, de 'espace d’état de X},
ainsi que des matrices de transitions (@k>0§k§ N1 del'y vers 'y 1. Soit p > 1 tel que
pour tout £ < N, X} a des moments finis au moins jusqu’a l'ordre p et soit projr,
la projection au plus proche voisin sur I';. Le processus quantifié (5(\ k)k<n prend des
valeurs pour chaque k£ dans la grille finie I'y et est défini pour tout 0 < k£ < N par

X, = projr, (X). (1.4.1)

En pratique, on effectuera le calcul des grilles de quantification qui nécessite
simplement de savoir simuler le processus. Cette étape peut étre assez longue en
terme de temps de calculs, surtout lorsque le nombre de points dans les grilles
est important. De plus, le temps de calcul des grilles est proportionnel a I'horizon
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de calcul N. Cependant, les grilles ne sont calculées qu'une fois pour toutes, elles
peuvent étre stockées et réutilisées. En effet, les grilles de quantification ne dépendent
que de la dynamique du processus. On peut donc utiliser les mémes grilles pour
différents schémas d’approximation portant sur le méme processus. Par ailleurs, ces
schémas d’approximation sont en général peu coliteux en temps car le processus
quantifié est a espace d’état fini. Par exemple, un calcul d’espérance ou d’espérance
conditionnelle pour le processus quantifié n’est rien de plus qu’une somme finie.
Ainsi, toute la complexité du calcul réside dans le calcul des grilles de quantification
qui peut s’effectuer de maniere préliminaire. Il en résulte une grande flexibilité dans
I'utilisation des méthodes numériques basées sur la quantification qui constitue un
avantage important par rapport a des méthodes de Monte-Carlo par exemple. Cette
flexibilité sera notamment illustrée a la section [3.4.1} Nous y résoudrons le probleme
d’optimisation déja décrit dans la section [I.2.3] pour lequel nous avons remarqué
qu'une résolution par simulations de Monte Carlo serait tres laborieuse. Signalons
également que dans la partie [T} dédiée a 'étude d’un temps de sortie, les mémes
grilles nous permettront d’approcher a la fois la distribution et les moments de ce
temps de sortie.

1.5 Contribution de la these

L’objectif de cette these est de développer de nouvelles méthodes numériques
adaptées aux PMDM. Par “développement de méthodes numériques”, nous enten-
dons :

e développement de résultats théoriques spécifiques nécessaires a la mise en place

d’un schéma d’approximation original,

e description précise du schéma numérique,

e preuve et analyse fine de la convergence (vitesse de convergence),

e programmation effective de notre méthode dans le cadre d’exemples acadé-

miques et d’applications réelles (notamment le modele fourni par Astrium),

e analyse des résultats numériques (comparaison avec la méthode de Monte

Carlo, étude empirique de la convergence).

Nous nous intéressons a trois probléemes que nous traitons respectivement dans
les trois prochaines parties. Ces trois problemes sont : (i) approximation d’espé-
rance de fonctionnelles du PMDM, (ii) I'approximation de la loi et des moments d’un
temps de sortie et (iii) 'arrét optimal partiellement observé. Dans chacun des cas,
notre approche numérique sera basée sur la quantification d’une chaine de Markov
a temps discret sous-jacente au PMDM.

Partie II. Tout d’abord, nous abordons la question de I'approximation de fonc-
tionnelles du PMDM (X):>¢ de la forme suivante :

Tn N
B | [0t + 3 (X )i, con)

j=1
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ou [ et ¢ représentent deux fonctions dites “de cott”. Nous avons déja mentionné
une possible approche par résolution d'un systéme d’équations différentielles (voir
[Davis, 1993 section 32] et [Gonzalez, 2010]). Notre approche est tres différente et
s’appuie sur I'exploitation de la structure a temps discret sous-jacente, conformément
aux idées développées dans [de Saporta et al., 2010]. Notre principale contribution
dans cette partie est alors I'extension de la méthode, d’une part a des fonctionnelles
dépendantes du temps,

E

j=1 j

Ty N
/0 Z(Xt,t)dt+ ZC<XT]_777}>]‘{XT.768E} )

et d’autre part, a des fonctionnelles & horizon de temps déterministe ¢; € R** (plutot
qu’a horizon de temps donné par un temps de saut),

ty
E[/o Xy, t)dt+ > c(XTj—,Tj)ll{XT_eaE}]-

Tj<t; i

Partie III. Dans la troisieme partie, nous étudierons les temps de sortie du
PMDM. Nous développons des méthodes numériques pour approcher les moments
et la distribution d’un temps de sortie noté 7, c’est-a-dire pour 7 € N et s € R, les
quantités

E [T]} et P(7 > s).

A nouveau, nous utilisons la quantification d’une chaine de Markov a temps discret
sous-jacente au PMDM. Cependant, dans cette partie, en raison de la non-continuité
Lipschitz de certains opérateurs, la convergence du schéma n’est plus aussi directe.
Nous parvenons malgré tout a l'obtenir (ainsi qu'une vitesse dans le cas des mo-
ments) grace a des arguments plus fins concernant 1’algorithme de quantification.

Partie IV. Enfin, le dernier probleme que nous abordons est celui de 'arrét opti-
mal partiellement observé. Pour ce faire, nous nous appuyons sur [Gugerli, 1980] et
|[de Saporta et al., 2010] qui étudient respectivement I'arrét optimal complétement
observé du point de vue théorique et numérique. Nous supposons que les temps de
sauts sont parfaitement observés mais que les positions apres un saut sont observées
au travers d'un bruit. L’opérateur n’a donc pas acces au processus (X;);>o mais
seulement a un processus (Y;);>o appelé processus observé. L’information disponible
pour la prise de décision n’est donc pas la filtration engendrée par le processus ori-
ginal (X;);>o mais seulement celle engendrée par (Y;);>o dite filtration observée et
notée () );>0. On s’intéresse alors au probléeme d’arrét optimal partiellement observé

sup E [g(X,)],

o<Tyn

oll g est une fonction dite “de colit” et o est un (F} )i>o-temps d’arrét i.e. un temps
d’arrét par rapport a la filtration observée.
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Pour étudier ce probleme, nous introduisons, pour tout k& € N, le filtre II; corres-
pondant & la loi de la position apres le saut Zj, conditionnellement a I'information
disponible au temps de saut T} i.e. SBT; Le filtrage, dans le cas particulier des PMDM
n’ayant pas encore, a notre connaissance, été étudié, nous commencgons par établir
une formule de récurrence satisfaite par la suite des filtres. Nous donnons ensuite
I’équation de programmation dynamique du probleme d’arrét optimal. Finalement,
grace a la quantification du filtre, nous décrivons des méthodes numériques pour
approcher la fonction de valeur du probleme d’arrét optimal partiellement observé
mais également pour construire un temps d’arrét e-optimal.

Chacune de nos méthodes est illustrée par des exemples numériques. Par ailleurs,
concernant les hypotheses que nous formulerons par la suite, nous avons cherché a
les choisir de fagon a ce qu’elles ne soient pas restrictives vis-a-vis des applications.
Certaines trouvent leur justification dans I'ouvrage de M.H.A. Davis [Davis, 1993].
Les autres ont été mises a I’épreuve, d'une part, par des échanges avec les ingénieurs
d’Astrium (notamment Charles Elegbede) qui sont en mesure de nous renseigner
quant a leur caractere réaliste dans les applications réelles et d’autre part, au tra-
vers des différents exemples que nous avons présentés dans la section [I.2] et que nous
considérons comme représentatifs.
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Introduction

Dans cette partie, nous proposons une méthode numérique permettant d’appro-
cher des espérances de fonctionnelles d’'un Processus Markovien Déterministe par
Morceaux. Notre méthode s’appuie sur la quantification d’une chaine de Markov a
temps discret sous-jacente au processus a temps continu. Nous prouvons la conver-
gence de notre approximation en précisant la vitesse de convergence. Trois exemples
viennent illustrer notre discussion.

Cette partie est adaptée de 'article Numerical method for expectations of piecewise-
deterministic Markov processes [Brandejsky et al., 2012] paru dans la revue électro-
nique Communications in Applied Mathematics and Computational Science (CAM-

CoS)

Plus précisément, nous cherchons a approcher des espérances de la forme suivante

Ty N
E, /0 [(Xy)dt + Z C(XT.*)H{XT_? €OE} | >

=t

ol (X3),5( est un PMDM, ot [ et ¢ sont des fonctions a valeurs réelles, bornées et ot
OF est la frontiere de I'espace d’état E. De telles espérances interviennent en général
en tant que fonctions de “colit” ou de “récompense” au sein de problemes d’optimi-
sation. On nomme le premier terme cout instantané et le second cott de saut a la
frontiére. Dans le cadre de la théorie du controle, on parle parfois de cout d’inter-
vention pour désigner le deuxieme terme. M.H.A. Davis montre, dans [Davis, 1993,
chapitre 3], que la forme ci-dessus est assez générale dans le sens ou elle contient de
nombreuses fonctionnelles de natures apparemment différentes comme par exemple
I’espérance d’'un temps de sortie, d’'un temps de séjour ou encore pour ¢t > 0 fixé,
la loi de X (i.e. E.[1r(X})] ou F est un ensemble mesurable). Dans le domaine de
la fiabilité, on peut également s’intéresser a de telles espérances pour calculer par
exemple des probabilités d’évenements redoutés ou la valeur moyenne dune durée
de service d'un composant.

Etonnamment, il existe assez peu de travaux dans la littérature consacrés au
calcul de telles espérances par d’autres moyens que des simulations de Monte-
Carlo. M.H.A. Davis a montré que ces espérances satisfont des équations integro-
différentielles. Cependant, ces systemes d’équations aux dérivées partielles sont assez
inhabituels. Il s’agit en effet d’équations de transport a vitesse non constante, cou-
plées par les conditions aux frontieres et par un terme intégral faisant intervenir
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un noyau qui dépend du processus stochastique sous-jacent. La résolution numé-
rique de telles équations dépend fortement du probleme considéré et de sa géomé-
trie car chacune d’entre elles doit étre résolue sur un domaine différent. Malgré
tout, dans sa these, K. Gonzalez |Gonzalez, 2010] met en oeuvre cette méthode
dans un cas-test de la littérature afin d’approcher des probabilités d’évenements re-
doutés. Une approche similaire a celle de Davis a été développée récemment dans
[Cocozza-Thivent et al., 2006, [Eymard et al., 2008]. Elle est basée sur la discrétisa-
tion des équations de Chapman-Kolmogorov satisfaites par la loi de (X;),.,. Les
auteurs proposent alors une approximations des espérances grace a des méthodes de
volumes finis. Malheureusement, leur méthode n’autorise pas de saut a la frontiere.
Notre approche, compléetement différente, ne repose sur aucune équation différen-
tielle mais plutot sur le fait qu'une telle espérance peut étre obtenue en itérant un
opérateur intégral noté G4. Cet opérateur ne fait intervenir que la chaine de Mar-
kov sous-jacente (Z,, S, )nen et des espérances conditionnelles. 11 est alors naturel de
suivre l'idée développée dans [de Saporta et al., 2010] et de proposer une méthode
numérique basée sur la quantification de cette chaine de Markov.

Dans cette partie, nous développons une méthode numérique pour calculer des
espérances de la forme ci-dessus lorsque les fonctions de colit [ et ¢ satisfont des
conditions de continuité Lipschitz. Nous rappelons tout d’abord les résultats de
M.H.A. Davis selon lesquels 'espérance peut étre obtenue en itérant un opérateur
noté G*. Ensuite, nous exprimons l'opérateur G4 en fonction de la chaine de Markov
sous-jacente (Z,, S, )nen et la remplagons par son approximation quantifiée. De plus,
afin de prouver la convergence de notre algorithme, nous remplacons la fonction indi-
catrice Iy X, €OE} dans la fonctionnelle par une approximation lipschitzienne. Nous

J
obtenons alors des bornes pour la vitesse de convergence. Dans un deuxieme temps,
et c’est notre principale contribution, nous traitons ensuite deux aspects importants
qui n’avaient pas été abordés dans [de Saporta et al., 2010].

Le premier aspect consiste a autoriser ¢ et [ a dépendre du temps, tout en restant
lipschitziennes, si bien que nous pouvons alors approcher des espérances de la forme

E,

Tn N
/0 I( X, t)dt + 2:1 C(XT; ; Tj)l{Xij eaE}] .
j=
Cette généralisation est importante du point de vue des applications. Par exemple,
elle autorise des fonctions de cofit actualisées comme [(z,t) = e°(x) et c(z,t) =
e~%c(x) ol § représente un taux d’intérét. Pour calculer I'espérance ci-dessus, notre
stratégie consiste a considérer, ainsi que le suggere M.H.A. Davis, le processus aug-
menté du temps X; = (X;,t) que nous avons décrit a la section . Il est alors
naturel, pour aborder le probleme dépendant du temps, d’appliquer notre précédent
schéma numérique au processus augmenté du temps (X;):>o. Cependant, il n’est pas
du tout évident que les hypotheses nécessaires a notre méthode numérique seront
encore valides pour ce nouveau PMDM (X});>o0.

La seconde importante généralisation est celle du cas d’un horizon de temps
déterministe. En effet, il semble crucial du point de vue des applications de pouvoir
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approcher des espérances de la forme

by
E.| [0 tdt+ S Xy T)x, con)
J

Tj<t;

pour un ty > 0 fixé indépendamment du nombre de sauts qui se produiront avant
cette date déterministe. Pour calculer cette quantité, nous commencons pas choisir
un nombre N € N tel que P (Ty < ty) soit proche de zéro si bien que l'espérance
précédente est approchée par

E,

Ty N
/0 (Xt ) hpeydt + ) C(XT].77}>1{XTEaE}l{Tj<tf}] :
j:l J

A premiere vue, cette fonctionnelle est de la forme précédente. Cependant, souvenons-
nous que nous avions eu recours a des hypothéses de continuité Lipschitz des fonc-
tions de colit. Une application directe des résultats précédents est alors rendue im-
possible par les fonctions indicatrices 11.<;,}. Nous traitons ces fonctions indicatrices
de deux manieres. D’une part, nous prouvons que I'’hypothese de régularité sur le
colit instantané peut étre relachée et que notre algorithme converge en dépit de la
discontinuité. D’autre part, ce raisonnement ne pouvant s’appliquer au terme de
saut, nous bornons la deuxieéme fonction indicatrice entre deux approximations lip-
schitziennes. Ceci fournit des bornes pour 'espérance de la fonctionnelle a horizon
déterministe.

Un avantage important de notre méthode réside dans sa flexibilité. En effet, ainsi
qu’il est noté dans [Bally and Pages, 2003], une méthode basée sur la quantification
est “obstacle free” ce qui signifie, dans notre cas, qu’elle fournit, une fois pour toute,
une discrétisation du processus indépendamment des fonctions de coiit [ et ¢ puisque
les grilles de quantification ne dépendent que de la dynamique du processus. Elles
ne sont calculées qu'une fois, peuvent étre stockées et servir plusieurs fins. Une fois
qu’elles ont été obtenues, nous pouvons aisément et rapidement approcher une autre
espérance. Cette flexibilité est un avantage important par rapport a une méthode de
Monte-Carlo standard ot nous aurions a refaire le calcul intégralement pour chaque
espérance. Nous illustrons cet argument dans la section ol nous résolvons aisé-
ment un probleme d’optimisation dont la résolution par la méthode de Monte-Carlo
aurait été laborieuse.

Le plan de cette partie est le suivant. Dans le chapitre 2, aprés avoir introduit des
définitions et énoncé nos hypothéses (section , nous introduisons la méthode de
calcul récursif de Iespérance (section . Nous développons ensuite (section le
schéma d’approximation numérique dont nous prouvons la convergence et bornons
la vitesse de convergence. Notre principale contribution se trouve dans le chapitre [3]
dans lequel nous étudions le processus augmenté du temps (section pour ensuite
présenter les généralisations aux cas de fonctions de cotlit dépendantes du temps
(section et de I'horizon de temps déterministe (section . Enfin, nos résultats
sont illustrés par trois exemples dans la section [3.4]
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Chapitre 2

Approximation d’espérances de
fonctionnelles d’'un PMDM

Dans ce chapitre, nous commencons par définir le cadre de notre étude en intro-
duisant nos hypotheses. Nous rappelons ensuite que ’espérance qui nous intéresse
peut étre obtenue de facon récursive par itération d'un opérateur G* (formulation
due & [Davis, 1993]). Enfin, nous décrivons notre schéma d’approximation dont nous
prouvons la convergence & ’aide de la continuité Lipschitz de 'opérateur G4 que
nous établissons également.

2.1 Définitions et hypotheéses

Pour la définition des PMDM, ainsi que pour certaines notations, on renvoie a la
section [1.I} Nous introduisons maintenant les définitions et hypotheses spécifiques
a ce chapitre. Nous avons déja annoncé que I’hypothese de continuité Lipschitz des
fonctions de cotlit jouera un role crucial dans la preuve de convergence de notre
schéma numérique. Nous introduisons donc des espaces de fonctions qui seront dites
lipschitziennes le long du flot.

Définition 2.1.1 On note L.(E) l’ensemble des fonctions w € B(E) qui sont lip-
schitziennes le long du flot i.e. les fonctions a valeurs réelles, bornées, mesurables,
définies sur E et qui satisfont les conditions suivantes :
o Pour tout v € E, w(®(x,-)) : [0,t"(x)[= R est continue, limy_p(z) w(P(x,t))
existe et est notée w((ID(x, t* (x))),
o il existe [w]¥ € R tel que pour tous x,y € E et t € [0,t*(x) A t*(y)], on ait :

w(®(z, 1) — w(@(y,t))| < [w]{'lz —yl,

e il existe [w]F € R tel que pour tous x € E et t,u € [0,t*(z)], on ait :
w(®(2, 1)) — w(®(z,u))| < [w]y[t —ul,

o il existe [w]F € R tel que pour tous x,y € E, on ait :

w(®(, t*(2))) = w(@(y, t" ()] < [wli]z —yl.
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On note aussi L. (OF) U'ensemble des fonctions a valeurs réelles, bornées, mesurables,
définies sur OF qui satisfont la condition suivante :
o il existe [w]?F € RY tel que pour tous x,y € E, on ait

(@, t*(2))) = w(@(y, t"(y)))| < [W]F |z —yl.

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on notera [w]; au lieu de [w]® pour i €
{1,2, %} et [w], au lieu de [w]?%.

Dans la définition ci-dessus, nous avons utilisé le flot généralisé défini par 1’équa-
tion (L.1.4). Par exemple, la définition de [w]; est équivalente & la suivante : pour
tout m € M, il existe [wy,]; € R tel que pour tous (,(" € E,, et t € [0,t*(m, () A
t*(m, (’)], on ait :

| Wi (P (€, 1)) = Wi (P (¢, 1))] < w1 ]C = ().

On pose alors [w]; = max penr[Wm)1-

Dans le chapitre 3] lorsque nous nous tournerons vers des espérances de fonction-
nelles dépendant du temps, nous aurons besoin d’une notion de continuité Lipschitz
le long du flot plus faible que la précédente. Ainsi, au lieu d’étre globalement lipschit-
ziennes le long du flot jusqu’en t*, les fonctions de 'espace L¢.“(E), défini ci-apres, ne
sont que localement lipschitzienne le long du flot au sens ou elle ne sont lipschitzienne
que jusqu’en u A t*.

Définition 2.1.2 Pour tout u > 0, on note L.*(E) 'ensemble des fonctions w €
B(E) lipschitziennes le long du flot jusqu’a l'instant u i.e. les fonctions a valeurs
réelles, bornées, mesurables, définies sur E et qui satisfont les conditions suivantes :
e Pour tout x € E, w(®(z,-)) : [0,t*(z) AN u[— R est continue et si t*(z) < u,
alors limy -y w(P(x,t)) existe et est notée w(@(x, t*(x))),
o il existe [w]}"" € R tel que pour tous z,y € E et t € [0,t*(z) At*(y) Au], on
ait :
w(®(, 1)) = w(®(y, 1)) < [w]™]x -y,
o il existe [w]y" € R tel que pour tous = € E et t,t' € [0,t*(x) Au], on ait :

w(@(, 1)) — w(®(z, )] < [w]™[t — 1],

o il existe [w|E" € RT tel que pour tous x,y € E, sit*(z) < u et t*(y) < u, on
ait :
w(® (=, t*(2))) — w(@(y, t" ()] < [w]

Remarquons que pour tout 0 < u < /, on a L (E) C L“(E) avec [w]™ <

(2
(W] owi € {1,2,%}. De plus, pour tout u > 0, Lo(E) C L*(E) avee [w]* < [w]?
oui € {1,2,x}. Par ailleurs, la continuité Lipschitz (locale ou non) le long du flot est
une notion plus forte que la continuité Lipschitz usuelle. En effet, soit w une fonction
localement lipschitzienne le long du flot jusqu’a Uinstant u > 0 i.e. w € L.*(F), pour

tous z, y € E/, on a

x —yl.

[w(z) = w(y)| = [w(@(z,0)) = w(®(y, 0))| < [w™|z —yl.
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En résumé, on a les implications suivantes :

w lipschitzienne le long du flot

Y

w localement lipschitzienne le long du flot

Y

w lipschitzienne

Les implications réciproques sont, en général, fausses. En effet, dans I'’exemple
suivant, w est lipschitzienne au sens classique mais pas le long du flot (ni méme
localement).

Exemple Pour exhiber un contre-exemple, on souhaite ici considérer un flot de la
forme (x,t) — x + V/t afin d’exploiter la non continuité Lipschitz en t = 0 mais,
cette fonction ne vérifie pas la propriété de semi-groupe. On a alors recours d une
seconde variable d’état s qui indique le temps depuis lequel le processus parcourt
effectivement le flot sans sauter. On pose donc E = [0;1] x [0;1] et on définit le flot
® sur E x RT par

S t+s

w(3)o= ()

La fonction w(x,s) = x est bien une fonction de B(E), lipschitzienne de constante
[w] = 1 mais n’est pas localement lipschitzienne le long du flot, elle n’est dans L. (E)
pour aucune valeur de uw. En effet, on a

|w<<1><( : ) ) —w(@(( : ) )] = Wi- V|
qu’on ne peut borner par Constante x |t — t'| sur aucun intervalle [0;u].

Cependant, remarquons enfin que sous des hypotheses de continuité Lipschitz
(respectivement Lipschitz locale) au sens classique sur le flot ® et le temps de sor-
tie déterministe t*, on a les implications réciproques (respectivement seulement la
deuxieme implication réciproque).

Les hypotheses spécifiques a cette partie sont alors les suivantes.

Hypotheése I1.1 Le taux de saut A est borné et il existe [\]; € R tel que pour tous
r,y € Eettel0,t*(x) Nt*(y)], on ait :

A(P (2, 1)) = A(P(y, 1) < [Alalz —yl.

Hypothese 11.2 Le temps de sortie déterministe de E, noté t*, est borné et lip-
schitzien sur E. En d’autres termes, il existe Cy«, [t*] € R telles que, pour tous x,
ye kb :

0 <t'(z) < C,
t'(z) — t"(y)| < [t
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Puisque le temps de sortie déterministe t* est borné par Cy, on peut remarquer
que L.;*(E) = Lc(E) lorsque u > Cy.

Le temps de sortie déterministe t* n’est pas toujours naturellement borné comme
nous avons pu le constater dans les exemples décrits dans la section [I.2] Cependant,
nous allons voir qu’en général, dans le cadre d’applications pratiques, ceci n’est pas
un obstacle a la mise en place d'un schéma numérique. En effet, dans la plupart des
applications, les propriétés physiques du systéme assurent que t* est borné (voir les
exemples présentés dans les sections et |1.2.3) ou bien que le probleme possede
naturellement un horizon de temps déterministe fini (date de fin de contrat dans le
modele d’assurance de la section [1.2.4] ou seuil critique de 0.2 mm dans le modele de
corrosion de la section . Dans ce dernier cas, on ne perd pas en généralité en
considérant que t* est borné par cet horizon déterministe ¢;. Ceci conduit a remplacer
Cy par ty. On présente un exemple d’une telle situation dans la section [3.4.2] au sein
de laquelle on développe le modele de corrosion introduit dans la section [1.2.5]

Hypothese 11.3 Le noyau de transition markovien @) est Lipschitz dans le sens
suivant : il existe [Q] € R tel que pour tout u > 0 et pour toute fonction w €
L.4(E), on ait

1. pour tous x,y € E et t € [0,t"(x) ANt*(y) A ul,

Qu(®(z,1)) — Qu(P(y,1))| < [Qw] ™|z —yl.
2. pour tous x,y € E tel que t*(x) V t*(y) < u,
|Qu(®(x, t(x))) — Qu(®(y, t* ()| < [Q]([w]Z" + [w]T™*) |« — yl.

L’hypothese ci-dessus est légerement plus restrictive que sa contrepartie dans
[de Saporta et al., 2010] (hypothese 2.5) a cause de 'introduction de I'espace L."(F)
(ala place de L¢(E) qui contient moins de fonctions que L.*(E)). Ceci nous permet-
tra de montrer que le processus augmenté du temps satisfait une hypothese similaire

(voir section [3.1).

2.2 Formulation récursive de ’espérance

Désormais, on suppose que le processus part du point x € F fixéi.e. Zyg = x p.s.
Pour tout N € N* fixé, on cherche a approcher numériquement la quantité

In(l,e)(z) = E,

Ty N
/0 Xt + 3 e(Xp )i, com | (2.2.1)
j=1 )

oul € B(E), ¢ € B(OE) et X;- est la limite & gauche de X;. Ainsi, X, - =
J
O(Z;_1,95;) est la position avant le j-eme saut. Puisque les saut a la frontiere se

produisent exactement aux temps de sortie déterministe de F, on a

In(l, o) (z) = E,

Ty N
e+ Zc(@(zjm*(zj1>>)ﬂ{sj:t*<zj_1>}] -
j=1
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Dans de nombreuses applications, Jy (I, ¢)(z) apparait comme une fonction de “cotit”
ou de “récompense” (voir par exemple les applications présentées dans la Section.
Le premier terme, qui dépend de [, est appelé le colit instantané et le second, qui
dépend de c, est le cotit de saut a la frontiere.

Dans le reste de ce chapitre, on cherche une formulation de ’espérance ci-dessus
qui nous permettra de mettre en place une méthode d’approximation numérique.
La propriété de continuité Lipschitz sera un élément crucial pour prouver la conver-
gence de notre schéma numérique. Pour cette raison, la premiere étape consiste a
remplacer la fonction indicatrice de Jy (I, ¢)(z) par une fonction lipschitzienne. Nous
présenterons alors une formule de récurrence fournissant ’espérance souhaitée. Cette
formulation récursive sera le point de départ de notre méthode numérique.

2.2.1 Continuité Lipschitz des fonctions de cofit

On introduit une hypothese de régularité Lipschitz sur les fonctions de cotit [
et c.

Hypotheése 11.4 On suppose que | € Lc(FE) et ¢ € L.(OF).

De plus, nous remplagons la fonction indicatrice dans Jy (I, ¢)(z) par une fonc-
tion lipschitzienne notée 64, avec A > 0. La fonction §“ est une approximation
triangulaire de cette fonction indicatrice, représentée sur la figure 2.1] et définie sur
E xR par

<+
*
—
8
~—
P

A(t — (t"(z) — %)) pour ¢ € [t*(x) — L;
0, t) = —A(t—("(x) + %)) pourt € [t"(x); () +
0 sinon.

]

o=

Pour tout x € FE, la fonction ¢t — 5A(a:, t) tend vers t — L{4—¢=(s)} lorsque A tend
vers l'infini. On pose alors

Ju(l,o)(z) = By /OTN (X)dt+ Y e(D(Z;1,1(Z5-1))64(Z5-1,55) |

J=1

La proposition suivante prouve la convergence lorsque A tend vers l'infini de
Ji (1, ¢)(x) vers Jy(l,c)(z) et donne une borne de I'erreur.

Proposition 2.2.1 Sous l’hypothese |[1. 1, pour tous x € E, A >0, N € N*, [ €
B(E) et c € B(OE), on a

NC.Cy
A

TR ) (@) = In(l, o) (@)| <
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127

0.0

*ix-1/A T (x) b+ 1/A

=02~

FIGURE 2.1 — La fonction t — §4(z,t) est une approximation lipschitzienne de la
fonction indicatrice ¢ — L= (4)}

Démonstration Pour tout z € E, on a

(o) (@) = In(l,c)(x))

E,

e

1

J

o(@(Zj-1,t7(21))) (6(Z5-1, S5) — ﬂ{Sj—t*(Zj—l)})] ‘

< CYE|

-

0 Z51, ) = Vis=r(z, 1 |

7j=1

AL Al

Rappelons que, d’aprés 1'équation (1.1.6)), la loi conditionnelle de S; sachant Z;_4
admet sur 'intervalle [0;t*(Z;_1)[ la densité

=z |

04251, 55) = Lgs,=e+(z, 11|

s — )\((I)(Zj_l, s))e‘A(ijl’s),
et place un poids e A(Zi-1"(%-1)) gur le point t*(Z;-1). Dans 'espérance condition-
nelle ci-dessus, les termes provenant de la masse ponctuelle en t*(Z;_;) dans 6 et
dans la fonction indicatrice se compensent. Nous rappelons aussi que A est borné
d’apres I'hypothese [I.1} Enfin, on a

TR e)(@) = In(l ) ()]

N t*(Zj-1)
SQZ&V
i=1 !

*(Zj—1)—%
NC.C,
A

5A(Zj—1’ 3))\(@(2]-_1’ 8))6_A(Zj_l’s)d51

<
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D’ou le résultat. U

En conséquence de cette proposition, nous nous intéressons désormais a l’ap-
proximation de J(I, c)(z) pour un A fixé, suffisamment grand pour assurer que
I’erreur précédente est aussi petite que souhaité. On discutera du choix adéquat de

A dans la section 2.4.2]

2.2.2 Formulation récursive

M.H.A. Davis [Davis, 1993, section 32] montre que l'espérance Ji(l,c)(z) qui
nous intéresse peut étre obtenue en itérant un opérateur que nous noterons G“4.
Nous présentons maintenant cette méthode qui nous permettra ensuite de définir
notre schéma d’approximation dans la section [2.4]

Définition 2.2.2 On introduit les fonctions L, C* et FA définies pour tous x € E
et t € [0;t*(x)] par

L(z,t) = /Ot (®(z, 5))ds,
CH(w,t) = (D, 17(2)) )54 (2, 1),
FA(x,t) = L(x,t) + C4(a,t),
E) — B(E)

) = B, [FA(2,8) + w(Z)] .

Nous définissons maintenant, par récurrence rétrograde, une suite de fonctions
(v)o<k<n & partir d’itérations de Popérateur G4. La quantité Ji(l, c)(z) que nous
cherchons a approcher pourra s’exprimer en fonction de vy.

ainsi que l'opérateur G4 : B(
(x

GAw

Définition 2.2.3 On introduit la suite de fonctions (vg)o<k<n de B(E) définie

comme suit :
uy(z) =0,
vp(r) = Gy (7).

M.H.A. Davis montre alors dans [Davis, 1993 équation 32.33|, que pour tout k €
{0,...,N},

UN_k(iL‘) = EgC

/0 1(X,) dt+z ( 7 1,t*(Zj—1)>)6A(Zj—1vsj)

7=1
. . ) 4 A J—
Ainsi, comme nous 'avons annoncé, on a Jy(l,c)(x) = vo(z).
La récurrence ci-dessus sur des fonctions peut se traduire en une récurrence,
plus facile & manier numériquement, sur de simples variables aléatoires. En effet,

remarquons que, grace a la propriété de Markov de la chaine (Z,, S, )nen, on a pour
tout k € {0,..., N — 1},

Ghw(w) = E [FA(Z, Skir) + w(Zkia)| 2 = 2] (2.2.2)
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Ainsi, pour tout k € {0,..., N}, on pose Vi, = vx(Zx) et on a

Vy =0,
{ Vi =B[FAZ S) + Vi | %]

Cette récurrence rétrograde fournit la quantité souhaitée, puisqu’on a supposé que
Zy =T p.s.
Vo = Ju(l,0)(x).

Par conséquent, nous devons approcher la suite de variables aléatoires (Vi )o<i<n-
Cette suite vérifie une récurrence qui ne dépend que de la chaine (Z, Sk)o<k<n-
Il apparait donc naturel de suivre 'idée développée dans [de Saporta et al., 2010]
en proposant un schéma basé sur une quantification de cette chaine. Cependant,
avant de présenter la méthode numérique proprement dite, nous allons discuter de
la continuité Lipschitz de 'opérateur G* et des fonctions F4 et v,,. Ces propriétés
seront en effet essentielles pour prouver la convergence de notre méthode dans la
section 2.4

2.3 Continuité Lipschitz de F4, G4 et v,

Le but de cette section est d’obtenir la continuité Lipschitz des fonctions (v, )o<n<n
définies ci-dessus. Apres quelques calculs préliminaires, nous obtenons la continuité
Lipschitz de la fonction F4 ainsi que celle de 'opérateur G dans un sens précisé
plus bas. La continuité Lipschitz de 'opérateur nous permet alors d’établir celle des
fonctions v,,.

2.3.1 Calculs préliminaires et continuité Lipschitz de F4

Nous commengons par un lemme qui résume quelques propriétés de la fonc-
tion 64.

Lemme 2.3.1 Sous l’hypothése la fonction 64 est Lipschitz par rapport a cha-
cune de ces variables : pour tous x, y € E et u, t € R, on a

6% (2, 8) — 0%y, )] < Alt"] |z -y,
|5A(x7 t) - 5A(x7 u)| < A|t - u|7

De plus, on a pour tous x € E et t,s > 0 tels que t + s < t*(x),

N D(x,5),t) = 6% (x,t + 5).

Démonstration La continuité Lipschitz par rapport a la variable de temps est
immédiate puisque, par construction, t — §(x,t) est affine par morceaux. Soit alors
z,y € E et t € R, remarquons que la fonction §4(y, -) est égale & §4(z,-) translatée
de t*(x) — t*(y) :

5y, t) = 6%z, t +t* () — t*(y)).
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Ceci a deux conséquences. D’une part, la continuité Lipschitz par rapport a la va-
riable d’espace peut étre obtenue a partir de la continuité Lipschitz par rapport a
la variable de temps :

04 (@, 1) = 64y, 1)) = [0% (2,1) — 0% (2.t + ¥ (2) — ' (»))]
< Alt*(z) = t*(y)]
< Alt']|lz — yl.

D’autre part, rappelons que t*(®(z, s)) = t*(x) — s, on obtient alors le comportement
de 64(-,t) le long du flot

0N (,5),t) = 0 (2, t + t°(x) — £°(D(x, 5))) = 64 (x,t + 3)
ce qui conclut la preuve. 0

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la continuité Lipschitz de F4.

Proposition 2.3.2 Sous les hypothéses|IL.4 et[IL4), la fonction F4, introduite dans
la définition est Lipschitz par rapport a chacune de ces variables. Pour tous
z,y € E etu,vel0;t*(z) ANt*(y)], on a

[P (@, u) = FA(y,v)| < [FAi]e =yl + [Fafu — |

avec
[FA], = Cwl]y + [d]s + A[t]C.,
[F4]y, =C + AC..

Démonstration Pour z,y € E et t € [0;t"(x) At*(y)], on a

FA(z ) — FA(y 1)) < /Ot ((@(,5)) — (D (y,5))|ds

He(®(, 1 (2))6 @ 1) - (. (1)) 6 (9. 1)
< (Cyl]r + [e]« + A[t]Co)|x — y).

Pour z € E et u,v € [0;t*(x)], on a

PA(z,u) — FA(z,0)| < ]/ D(a, 5))ds| + [e(@(a, #*(a))|

< (Cr+ AC.)|u — ).

6z, u) — (5A(x,v))’

D’ou le résultat. O

Les deux lemmes suivants constituent des résultats préliminaires nécessaires pour
établir la continuité Lipschitz de G*. Le premier est adapté de [de Saporta et al., 2010]
(lemme A.1).
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Lemme 2.3.3 Sous [’hypothése pour h € L¢(FE), pour tous z, y € E, et pour
t <t (x) ANt*(y), on a

) ()
/ h((b(l',s))e—l\(x,s)ds _ / Y h(q)(y, 3))€—A(y,s)d8
t t

< (el + (G2 + 1) Cn ) o = ol

Démonstration On suppose sans perte de généralité que t*(x) < t*(y), on a

t*(x) t*(y)
/ h(®(z,s))e 2@ ds — / h(®(y, s))e 2@ ds
¢ ¢

o ()
< [ (@m)e e - h( N0 ds| | [ () N0
! t

*(2)

D’une part, le lemme A.1 de [de Saporta et al., 2010] donne
[A(@(, 5))e™ ) — h(@(y, 5))e 2| < [Ai]a — y| + CuCin N1 =y,

et puisque [t*(z) —t| < Cp, on a

/tt*(x) (h(@(x, s))e MEs) _p(B(y, 5))6_1\(%8)) ds

< ([W1Cp + CLCEN) |z — y|. (2:3.1)

D’autre part, on a

t*(y)
/t*( : h (@(y, s)) e A9 s

< [F1Culz — 9. (2.3.2)

Enfin, on obtient le résultat en additionnant les équations (2.3.1)) et (2.3.2)). O

De plus, on rappelle un cas particulier du lemme A.1 de [de Saporta et al., 2010].

Lemme 2.3.4 Sous les hypothéses et[II.9, pour h € Lo(OE)ULG(E) et z,y €
E, ona

e—A(%t*(ﬂﬁ))h(CI)(x,t*(x))) _ e—A(y,t*(y))h<<I>(y, t (y)))‘

< (1Al + (G +1£116) ) o = ol
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2.3.2 Ecriture intégrale de l'opérateur G4

Nous introduisons maintenant une définition qui sera utile dans les prochaines
preuves. Pour w € L¢(E), x € E et t € [0;¢*(x)], on définit

Gilw(z) = B, [(FA(x, 1) + w(Z1)) 1,1
= B, [(L(z,81) + C (=, $1) + w(Z1)) Lgs, =] -

Cet opérateur, qui contient G* en tant que cas particulier (en effet, Gi} = G*4),
apparaitra naturellement lorsque nous étudierons le comportement de v,, le long du
flot (voir lemme . Afin de prouver la continuité Lipschitz de cet opérateur, il
sera plus approprié d’en donner une écriture sous forme d’intégrale plutot que sous
forme d’espérance. C’est l'objet des deux lemmes suivants.

Lemme 2.3.5 Sous l’hypothése pour x € E et t € [0;t*(x)], on a
Ey [L(x,81)1s,5] = a1(x, 1) + az(z, 1)
ot

ap(z,t) = e_*A(””’t) Jilo ®(x,s)ds,
as(z,t) = [F 1o d(x,s)e M9 ds.

Démonstration Notons pg, (du) la loi de S sous P,. D’apres I’équation (|1.1.6)),

on a
©s, (du) = )\(CI)(ZE, u))e_A(x’u)ﬂ[D;t*(x)} (u)du -+ G_A(z’t*(x))(st*(x) (u)

On va vérifier que 1'on peut calculer E, {L(:r, Sl>1{512t}] en appliquant le théoreme
de Fubini. On a

VA

Le théoréme de Fubini donne alors
—+oo u
B (L, $0)Tsi20] = | ( / l(@(a:,s))ds) s, (du)

+o0 oo
— [T u@ ) ([ s (dw) ds
0 sVt
+oo
:‘/O l(@(x, S)) (@_A(x’svt):ﬂ.{svtﬁt*(l‘)}) ds

t t*(z)
S CR) / L (z, 5))ds + / 1 (z, 5))e N9 ds.
0 t

+oo

1(®(z,s)) ds) @s, (du) < Ciups, (du) < CE, [S1] < C\Cp < 400.
¢

D’ou le résultat. 0

Notons que dans la démonstration précédente, on a utilisé le fait que t* est
supposé étre borné. Cet argument est assez fort car il suffit en réalité que S soit
intégrable ce qui est trés souvent le cas méme lorsque ¢t* n’est pas borné (voir par
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exemple les sections [1.2.1] [1.2.4] et [1.2.5]).

Le lemme suivant donne la deuxiéme partie de I'écriture intégrale de G#'. On
introduit une notation utile, pour w € L¢(FE), on pose :

(/\Qw) () = Mx)Quw(x).
Remarquons qu’on a alors
Chrow < Cr\Cy,
[AQu]1 < CA[@Q[w]y + Cu[Alr.

Lemme 2.3.6 Pour tous w € L.(E), x € E et t € [0;t*(x)], on a

E, |:<CA(.1', S1) + w(Z1)> ﬂ{slzt}} = ag(z,t) + ay(z,t) + as(x)
o )
ag(z,t) = cod(z,t*(x)) | §4(x, 5)\ 0 ®(x, 5)e 2 >)ds,
a4(x7t) - ﬁt*(z) (/\Qw) o (I)(JJ, S)G_A(x’s)ds,
op(e) = MO (Qutc) o (e, 11 (x)).

—~

Démonstration Soit w € L¢(E). On définit la fonction h: E x R — R par
h(z, s) = c(®(z,"(2)) )0 (x, 5) + Qu(®(x, 5)).
Remarquons que pour tout ¢ € [0;¢*(x)], on a alors
E, KCA(:C, )+ w(Zl)) 1{5@}} — B, [h(z, 5)Ls,0) -
De plus, d’apres 1’équation (1.1.6]), S; admet sous P, la loi
M@ (z,w))e MO g e i (w)du + e AETD 5 4 (),
d’olt
t*(z) .
Ey [h(z, $1)1(s,2n] = / h(z,s)Ao ®(z,s)e M")ds 4 e MO (1 (2)).
t
Enfin, en remarquant que §“(z,t*(x)) = 1, on obtient le résultat. O
Enfin, d’aprés les lemmes et ci-dessus, on a Décriture intégrale de G,
pour w € L.(F), x € E et t € [0;t*(z)],
GArw(x) = ay(z,t) + oz, 1) 4+ as(z, 1) + ay(z, t) + as(x) (2.3.3)

ou on rappelle que

ap(z,t) = e 2@ [T o d(x, s)ds,

as(z,t) = jf*(x) lo®(z,s)e Mo ds,

as(z,t) =co®(x,t*(x)) [i™ §4(x, s)A o B(x, s)e 2@ s,
au(z,t) = [ (AQu) o d(w, 5)e~N=ds,

as(z) = MElE) (Qw + c) o &(xz,t*(x)).
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2.3.3 Continuité Lipschitz de G4 et G/

La proposition suivante établit la continuité Lipschitz de 'opérateur G* qui nous
permettra d’obtenir directement celle de G4 et ensuite celle des fonctions w,,.

Proposition 2.3.7 Sous les hypothéses [IL 1], [I.4, [I1.5 et [II.4, on a GAw € B(E)
lorsque w € B(E) avec

Cwa S Ct*Cl + Cc + Cw.
De plus, pour w € Le(E), (x,y) € E? et t € [0;t*(z) A t*(y)], on a

Glw(w) - Glw(y)| < K(A,w)lx -y,

ou K(A,w) = Ey + EsA+ Es[w)y + E,Cy, + [Q][w]. ot les constantes By, Ea, Es et
E4 ne dépendent que des caractéristiques du PMDM et des fonctions de cotut :

Er= 2[1C + ([t + 2C2 L) + [ (14 C-Cn)
+Ce (21O + CACE [N + 2[17]Cy),

By = C.Cp-Cy[tT],

(1+Ce0h)l@Q),

Ey= 205\t + Ci- [Ny (24 CieCy).

&
I

I’équation

Démonstration La premiére assertion est claire, G étant définie comme es-
pérance d'une fonction qui est bornée d’apres nos hypotheses. Soit maintenant
w € L¢(E), (z,y) € E? et t € [0;t*(x) A t*(y)]. Etant donné 1'équation (2.3.3)),
il est naturel de décomposer |G w(x) — G#w(y)| en la somme de cing différences :

Glw(w) — Gilu(y)| < ; i, 1) = iy, B)] + |as(2) — as(y)]-

La premiere est |a;(x,t) — a;i(y, )], elle est bornée par

a(z,t) — « N < CnOyle 2t _ o=AW:t)
1\, 1\Y, > Gy

+/Ot (l o ®(xz,s) — 1o d(y, s))ds
< (C2GINL + Culll ) — .

Les différences |ag(z,t) — as(y,t)| et |as(x,t) — as(y,t)| peuvent étre bornées
grace au lemme [2.3.3| en prenant successivement h = [ et h = A\Qu.

Concernant la différence des termes s, on utilise le lemme avec h = Qu+c
en remarquant que

OQw+c < Cw + Cc;
Qu+ o < [@)([w]. + [wh) + [dl
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I nous reste a borner |as(x,t) — as(y,t)|, on suppose sans perte de généralité
que t*(x) < t*(y) et, en raisonnant comme dans le lemme [2.3.3} on a

s (z, 1) — as(y, 1))
t* ()
< Cc/ 514(1;7 S)A o d(x, S)e—A(ac,s) _ 514@7 $)A o ®(y, S)e—A(y,s)
t

t*(y)
+C.
t*(x)

ds

54 (y, s)A o ®(y, s)e 2W|ds + [¢],Cp Crlz — 9|

IN

C. /tt*(x) (C,\’cSA(x, s) — 0% (y, s)‘ + M|z —y| + C’,\‘e_/\(”’s) — e Aw ) ds
+C[)CNz = y| + [ Cr-Chlz — yl.
On conclut notamment grace au lemme qui énonce la continuité Lipschitz
de 04 :
|as(z, 1) — as(y,1)|
< (€ (ChART + N + OxCiN) + ClFICr + [ ) = 1.
On en déduit le résultat. O

Notons que la constante obtenue K (A, w) ne dépend pas de t. Ainsi, pour ¢t = 0,
on obtient en particulier la continuité Lipschitz de I'opérateur G* avec la méme
constante de Lipschitz.

2.3.4 Continuité Lipschitz de v,

On cherche maintenant a prouver que les fonctions v, sont lipschitziennes le
long du flot dans le sens précisé plus haut. Pour cette raison, nous allons étudier
le comportement de v, le long du flot. On a alors le lemme suivant, similaire a
[Davis, 1993] lemme 51.7] et dans lequel I'opérateur G2, défini au début de la section,
apparait naturellement.

Lemme 2.3.8 Pour tousn € {0,...,.N —1}, x € E et t € [0;t*(z)], on a

t
va(®(z, ) = AEOGAY, 1 (2) — / Lo®(z,s)ds.
0
Démonstration D’apres 'équation (2.3.3) et en y remplacant w par v,1, t par
0 et « par ®(z,t), on a
Vp(®(2,1)) = GApia((z,1))

t*(z)—t
= / l o Q)(aj’ t+ S)€_A(<I>(x’t)’s)d8
0
t*(z)—t
+co ®(x, 1" (x)) / 0 (x,t + s)A o B(x,t + s)e NP ds
0

+ (AQUasr) 0 ®(z, 1 + 5)e 2@ g

t*(z)—t
0
+eAEEDL @D (Qu, 4 ¢) 0 B(x, t*(x)).
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En effet, on a utilisé t*(®(z,t)) = t*(x) — ¢, la propriété de semi-groupe du flot
O(P(x,t),s) = ®(x,t+s) ainsi que la proposition selon laquelle 64(®(z, 1), s) =
Az, t + s).

De plus, étudions le comportement de A(+, s) le long du flot

A(®(z, 1), ):/S)\(CD((ID(x ), u))du
/ (z,t+u))du

t+s
= / ))du

= Az, t + S) — A(z,t).

Ainsi, en factorisant par eA(®!) et en posant le changement de variable u = t + s,
on obtient

t*(x)
Un(P(2,1)) = €A(m’t)</ Lo ®(x,u)e =Wy,
t
t*(x)
+co @(ZL‘ t*(;p)) / 5A($’ u))\ o (I)(:E, U)G—A(x,u)du
0

+/ /\Qvn+1 o ®(x,u)e M@V dy,

On a le résultat souhaité. O

Nous avons étudié le comportement de v, le long du flot, nous sommes donc
maintenant en mesure d’établir sa continuité Lipschitz.

Proposition 2.3.9 Sous les hypotheses|II.1,(11.2, |I1.5 et|l1.4, pour toutn € {0,1,..., N},
v, est lipschitzienne le long du flot i.e.

Uy € Le(F)
avec Cyy = [un)1 = [un]2 = [un]s = [un] =0 et pour tout n € {0,..., N — 1},
Cy, < (N =n)(CCi+ Co),
s < €O (K(A, i) + (N = m)Ce 1 (GG ) ) + Gl
[U]a < €CrCr (Ct*(Jl(JA +2C1 + CACe + (2N — 2n — 1)) (Ci-Cy + C)) +C,

[on]s < fon] + [£][n]2.
[on] < K(A; 0n ).
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Démonstration Tout d’abord, on a bien le résultat attendu au rang N puisque
vy = 0. Fixons maintenant n € {0,..., N — 1}. Rappelons que pour tout z € F, on
a d’apres la définition [2.2.2]

vn(7) = GMonia () = By [L(, $1)] + By [CH (2, $1)| + Eafvnia(Z1)).

Ainsi, C,, < CwC +C. +C,,,, < (N — n)(C’t*C’l + C’C) par récurrence puisque
vy =0 et donc C,, = 0.

On s’intéresse maintenant a [v,];. Le lemme qui précise le comportement
de v, le long du flot donne

[on(®(2,1)) = vn( (5, 1)
t

< MG v (2) = UG v () + [ [10 @) — Lo B(y,5)|ds
0

< M (Gl (@) = G )]+ [Gilonn ()] |40 — M0 +Clhfe g
(a) (0) (©)

On obtient le résultat en utilisant la proposition pour borner le terme (a) :
(a) < K(A, o)z —yl,
en remarquant que

A(l‘,t) S Ct*C)m
(o) < eCr OO A1z —y|.

et en utilisant la proposition m pour obtenir (par récurrence) :
(b) < Cr-Ci+ Ce+ .y < (N =n)(CrCr+ Co).
Considérons maintenant [v,]. Pour x € E et s, t € [0,t*(z)] avec s < ¢, on a
|on (P (2, 1)) — vn(P(2, 5))|

< A0 | Gluni (2) = Gl (0)] + | Glvin ()] |20 — A 1. — 5.
(d) (e) (f)

D’apres I'équation ([2.3.3), on a
(d) < E.[F

($751) +Un+1 Z ‘]]-{S<S1<t}:|
¢

e_A(x’t)/ WO (x,u))du — ™ / (P(x,u du‘ +
0 0

L

t (/\Qvn+1) o (I)(I7 u)e—A(x,u)

<

(<I>(x, u))e M@0y

—I—‘co@(x,t*(x)) 6z, u)\ o ®(x, u)e”

du,

< <Ct*Cl|e—A<xvt> — e MEI| L Oyt — s|) + <Cl|t - s|)

+<CCOA]t - s|) + <0Acvn+l\t _ sy).
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Par ailleurs, on a également
(f) < DGyt — 5,
et comme pour le terme (b) :
(e) < (N =n)(CuCi + Cc).
Enfin, la borne de [v,] est une conséquence directe de la proposition . 0

Nous avons obtenu la continuité Lipschitz des fonctions (v, )o<n<n, nous nous
tournons a présent vers le schéma d’approximation numérique proprement dit.

2.4 Schéma d’approximation

Nous avons montré dans la section que l'espérance qui nous intéresse peut
étre obtenue par itération de I'opérateur G4 qui ne dépend que de la chaine de Mar-
kov a temps discret (Z, Sk)o<k<n. La premiere étape de notre méthode numérique
consiste donc a discrétiser cette chaine afin d’approcher I'opérateur G4.

2.4.1 Quantification de la chaine (Zj, Si)r<n

La méthode de discrétisation que nous utilisons est la quantification. Nous ’avons
détaillée dans la section [I.4] Nous ne rappellerons ici que 'essentiel afin, notamment,
de fixer les notations.

L’algorithme de quantification de la chaine de Markov a temps discret (O )r<n =
(Zk, Sk)k<n nous fournit pour chaque pas de temps 0 < k < N une grille finie I';, C
E xR ainsi que des matrices de transitions (@k)ogkgv,l de 'y vers I'yyq1. Soitp > 1
tel que pour tout k < N, Z et S ont des moments finis au moins jusqu’a 'ordre
p. On note alors projr, la projection au plus proche voisin de E x R* sur I'y (pour
la distance associée a la norme p). Le processus quantifié (ék)kg N = (Zk, §k) k<N &
valeur pour chaque k dans la grille finie I';, de E x R* est alors défini par

(Zk, §k) = projr, (Zk, Sk)- (2.4.1)
De plus, on note respectivement I'Z et I'Y les projections de I'y, sur E et R,

Rappelons également que le processus de quantification optimale ((:)k) k<N CON-
verge vers le processus (Oy)r<n au sens de la norme L? lorsque le nombre de points
dans les grilles tend vers l'infini (voir le théoréme . Enfin, et c¢’est un des prin-
cipaux avantages de notre méthode par rapport a des simulations de Monte-Carlo
standards, nous insistons sur le fait que les grilles de quantifications permettent une
grande flexibilité. En effet, leur calcul peut étre assez long en pratique mais, une
fois obtenues, elles peuvent étre stockées et réutilisées pour calculer rapidement dif-
férentes espérances des lors que la dynamique du processus n’est pas modifiée.
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Nous présentons maintenant notre schéma numérique qui consiste simplement a
remplacer les variables aléatoires Z et S, par leur approximation quantifiée dans
I'opérateur G. L’approximation suit alors trés simplement puisque le processus
quantifié a un espace d’états fini.

2.4.2 Approximation de ’espérance et vitesse de conver-

gence

Nous allons utiliser le processus quantifié ((:)k)ng = (Zk, §k)k§ ~ afin de défi-
nir une version quantifiée de I'opérateur G4 et d’approcher les variables aléatoires
(Vi )k<n. Remarquons que le processus quantifié n’est plus une chaine de Markov
homogene donc nous obtiendrons un opérateur différent pour chaque pas de temps
k. Dans la section précédente, on a déja remarqué, c’est I’équation (2.2.2)), que pour
tout k € {1,.... N} et x € E,
Ghu(w) = E[FNZir, Sk) + w(Z)| Zey = 2]
La définition de 'opérateur quantifié suit naturellement.
Définition 2.4.1 Pour tous k € {1,.... N}, w € B(I'?) et z € T'Z_,, on pose
Giw(z) = E [FA(Z, Si) + w(Zk)‘Z } :

on définit alors les fonctions (Ux)o<k<n -

on(z) =0, pour tout z € T'%,

p(2) = Gk (2),  pour tout k € {0,..,N — 1} et z € T'f.
Enfin, pour tout k € {0, ..., N}, on pose

Vi = 0k(Zs).

L’espérance conditionnelle dans Giw(z) est une somme finie. Ainsi, le calcul
numérique de la suite (Vk)k sera facile a effectuer des que 'on aura obtenu le pro-
cessus quantifié (Op)p<n (c’est-a-dire les grilles de quantification et les matrices de
transition).

Nous avons supposé que Zy = x p.s. Ainsi, 'algorithme de quantification fournit
Zo =z p-s. également. Par conséquent, la variable aléatoire Vo = 170(20) est, en
réalité, déterministe. Le théoreme suivant énonce la convergence de Vo vers Vy =
J& (1, c)(x) et borne la vitesse de convergence.

Théoréme 2.4.2 Sous les hypothéses [I[I. 1], [IT.3, [IT.5 et [IL. 4], I’erreur d’approxima-
tion vérifie :

|In(l,e)(x) = Vo| < en(l,e, X, A)

ou
NO(J e
en(lie, X, A) = At > ( Ok )| Ziss — Zirallp
k=0

+ (200 + (FD)12% = Zuly + FHlSe01 = Sl ),
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les différentes constantes intervenant ci-dessus ayant été définies dans la section
précédente.

La proposition [2.2.1| suggere que A devrait étre aussi grand que possible. Cepen-
dant, les constantes [F4];, [F4], et [v,] qui apparaissent dans la borne de l'erreur
d’approximation du théoréme [2.4.2 ci-dessus augmentent linéairement avec A. Ainsi,
afin de controler I'erreur, il est nécessaire que 'ordre de grandeur de I'erreur de quan-
tification ||©) — Oy, soit au plus de L.

La convergence du schéma d’approximation est une conséquence du théoréme[2.4.2]
ci-dessus. En effet, ||©), — O|, peut devenir arbitrairement petit lorsque le nombre
de points dans la grille de quantification tend vers l'infini. La preuve de ce théoréme
fait 'objet de la section suivante.

2.4.3 Démonstration du théoréme 2.4.2|

La continuité Lipschitz des fonctions vy, a été prouvée dans la proposition 2.3.9]
Soit maintenant A > 0, remarquons tout d’abord que

[ (1, e) () = Vol < (L) (x) = Vil + Vo = Til.
La proposition [2.2.1] assure que

NC.Cy

I (,e)(a) = Vil £ =2,

puisque Vy = J{ (I, ¢)(x). Nous nous cherchons maintenant & borner |V — V.

Dans la suite, la preuve emprunte certains arguments a celle du théoreme 5.1 de
[de Saporta et al., 2010]. Rappelons que ||V — V||, = 0 et fixons k& € {0,..., N —1}.
Afin de borner I'erreur d’approximation, on la décompose en trois termes

Vi — Villp < E1 +E2 + =5
oll on a posé

= llo(Zk) = vi(Zk) |1 ~
= |G vs1(Zk) — Gilirvrs (Z) |l
5 = [|Gitvrs1(Z1) — Gy Ok (Zi) |-

N =

(11 [1 [1]

Le théoréme est maintenant une conséquence directe des trois prochains lemmes qui
fournissent des bornes pour chacun des trois termes ci-dessus.

La borne pour le premier terme est immédiate, elle découle de la continuité
Lipschitz des fonctions v, énoncée par la proposition [2.3.9]

Lemme 2.4.3 Sous les hypothéses [IT 1], [IT.2, [IT.3 et [I1.7], le premier terme = est
borné par

ok (Zi) — vi(Zi) |l < [vi)l| Z — Zil|-
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Lemme 2.4.4 Sous les hypothéses[IT 1], [IT.3, [IT.3 et[II. 7], le deuziéme terme =5 est
borné par

HGAUkH(Zk) - é;irlvkﬂ(Zk‘)Hp
< [orsall| Zrss = Zusallp + ([on] + [F200) 1 2 = Zilly + [F ]2l Sks1 = Sl

Démonstration D’apres I’équation (2.2.2)), on a

Ghon1(Zh) = B [FNZi, Sir) + Va1 (Zian)| Ze = Z -

De plus, on rappelle que

~

Gioven(Zy) = E [FA(Zk, Skr1) + Uk—i-l(Zk—&-l)‘Zk} :
ainsi, on obtient

|G 041(Zk) — Givens (Zi)|lp < Bi + Bo + Ba,

ou on note

b =|E {FA(Zk, Skt1) + Uk+1(Zk+1>‘Zk] —F [FA(Zk7 Sk1) + Uk—i—l(Zk—i-l)‘Zk = Zk} 1,
B> =1 [vss1(Zen) = vis1 (Zesn)| Ze] [y,
Bs =||E [FA(Zx, Sii1) = F* (2, Se) | 2] |1

Tout d’abord, d’apres la proposition [2.3.9] vi11 est Lipschitz. Donc, 35 est borné

par
B2 < W] Zis1 — Zigr ||p-

Ensuite, rappelons que (Zn, gn) = projr, (Zn, Sy), on a donc U(Zn) C 0(Zp, Sn),
et puisque o(Z,,S,) C Fr,, la loi des espérances conditionnelles itérées et la pro-
priété de Markov du processus (X;)cgr+ assurent que

E [FA(Z, Seer) + vii1(Ziein)| Ze] =B [E [FA(Zy, Ser) + ves1 (Zisn)| Fr ] | 2]
=F {E {FA(Zk, Sk+1) + Uk+1(Zk+1)|Zk} ‘Zk} .

Par conséquent, grace a la continuité Lipschitz des vy, on obtient une borne pour 5,

B SHE{E[FA(Z@ Sii1) + Verr (Zis )| Zi] — E[FA(Zk, Spsr) + ki1 (Zia )| 21 = Zi)

p

<|E [G vni1(Z) = Gonan(Z)| Ze] Ly
<||GAvi1(Z1) — GAvpia (Z1) |l

<||vk(Zx) — vi(Z) I,
<[oll| Zx = Zklp-
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Enfin, on borne (3 grace a la proposition qui énonce la continuité Lipschitz
de FA

Bs < [FY111Zk — Zillp + [F 2l Sks1 — Seesrllp-
D’ou le résultat. O

Lemme 2.4.5 Sous les hypothéses[IT 1], [IT.3, [IT.3 et [IT.]], le troisiéme terme Z5 est
borné par

G vk(Z) = GO (Zi)lly < [oenlllZisr = Zisallp + IViss = Virallp-
Démonstration La définition de I'opérateur @ﬁl donne

|GRaven(Z0) = Claten(Z0)| ) = || B [vers(Zirs) = B (Zin)|Ze] |

= Hvk+1(2k+1) - @:H(ZH)HP-
On intercale le terme vy41(Zg+1) par inégalité triangulaire

|Glroein(Z0) = Giytin(Z4)]
< HUk+1(Zk+1) — Uk+1(Zk+1)Hp + Hvk+1(2k+1) — 17k+1(2k+1)Hp

< (o] HZk:—H - Zk+1Hp + HVk+1 — ‘A/k+1Hp-

Pour la derniere inégalité, on a utilisé la continuité Lipschitz de vy, énoncée par la
proposition ainsi que les définitions de Vj 1 et Viiq. U

On dispose donc d'un schéma numérique dont on a prouvé la convergence et
obtenu une vitesse de convergence. Ceci nous permet d’approcher les espérances de
fonctionnelles de PMDM ainsi que nous I'avions annoncé. Dans le chapitre suivant,
nous étendons ces résultats au cas de fonctionnelles dépendant du temps (notamment
le cas de l'espérance a horizon de temps déterministe). Nous présentons ensuite les
résultats numériques obtenus lors de la mise en ccuvre de notre méthode dans des
exemples concrets.
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Chapitre 3

Fonctionnelles dépendant du
temps et résultats numériques

Dans ce chapitre, nous allons étendre les résultats précédents au cas de fonc-
tionnelles dépendant du temps puis nous développerons trois exemples numériques :
le modele d’atelier de maintenance (section [1.2.3), le modele d’assurance (section
1.2.4)) et le modele de corrosion (section [1.2.5)).

Nous abordons maintenant la contribution principale de cette partie en présen-

tant deux généralisations du probleme précédent. D’une part, nous allons étudier
des fonctionnelles de la forme

E,

TN N
/0 I( Xy, t)dt + ZC(Xij,Tj)ll{XT,eaE}
i

=1

ou [ et ¢ sont lipschitziennes. D’autre part, nous souhaitons remplacer I'horizon de
temps aléatoire Ty par un horizon déterministe noté ¢ i.e.

E,

ty
/0 Z(Xt,t)dt+ Z C(XTJ»TJ‘)IL{XT._@E}] .

Tj<ty ’

Nous allons raisonner de la fagon suivante. Ainsi que le suggere M.H.A. Davis dans
[Davis, 1993], nous utilisons le processus augmenté du temps (X;);>0 = (X4, t)i>0 qui
inclut la variable de temps dans ’espace d’états et que nous avons défini a la section
[1.1.5] En effet, nous verrons alors que 'espérance de la fonctionnelle dépendant du
temps et celle a horizon déterministe se raménent a des espérances de fonctionnelles
de la forme étudiée dans le chapitre précédent pour le processus augmenté du temps
(X¢)i>0. Ainsi, nous chercherons & appliquer le schéma d’approximation précédent
a ce nouveau PMDM. Cependant, il est loin d’étre évident que les hypotheses de
continuité Lipschitz [[T.1], [1.2] et [[T.3] seront toujours valables pour le nouveau pro-
cessus.

Ainsi, ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Tout d’abord, nous mon-
trons que le processus augmenté du temps satisfait les hypotheses de continuité
Lipschitz requises par notre schéma d’approximation. Ensuite, nous verrons que le

71
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cas de la fonctionnelle dépendant du temps correspond au cas d’une fonctionnelle ne
dépendant que de la variable d’état du processus augmenté du temps (la dépendance
en temps devient implicite) et peut donc étre obtenu grace a la méthode précédente.
Enfin, nous étudierons le cas de I’horizon de temps déterministe qui fait apparaitre
une nouvelle difficulté : la présence de fonction indicatrices qui ne sont donc pas
lipschitziennes.

3.1 Propriétés du processus augmenté du temps

M.H.A. Davis suggere, dans [Davis, 1993], section 31|, que le cas de fonctionnelle
dépendant du temps peut étre traité en ajoutant la variable de temps a 'espace
d’états. Ainsi, nous pourrons appliquer notre méthode du chapitre précédent au
processus augmenté du temps. Cependant, et c’est 'objet de cette section, il faut
vérifier que les hypotheses de continuité Lipschitz sont toujours valables. Nous avons
déja décrit le processus augmenté du temps a la section[I.1.5] nous en rappelons ici la
définition et les caractéristiques afin de fixer les notations pour la suite du chapitre.

Définition 3.1.1 On introduit le nouvel espace d’état
E=ExR*
muni de la norme définie par : pour tout & = (x,t), & = (2/,t') € E,
€ =& =z —2|+ |t — 1| (3.1.1)

ot la norme sur E est donnée par l’équation (1.1.5)). Sur cet espace d’états, on définit
le nouveau processus dit augmenté du temps

X, = (X,,1).

Les caractéristiques locales du PMDM (X;)i=0, notées (A, Q,®) sont données
pour tout £ = (z,t) € F par

M) = Ax
( ): (x,s t+s) pour s < t*(x),

( A X {t}) Q(x,A) pour tout A € B(E).

e \v

De plus, on définit naturellement pour tout £ = (z,t) € E
(&) = inf{s > 0 tel que B(&,s) € B} = t*(x).
Clairement, les hypotheses et sont toujours vraies avec

(Al = [Al1, C5 = 0, [t*] = [t*], Cs = Cp-.

Cependant, il est plus délicat de montrer I’hypothese Nous commencons par
le lemme suivant.
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Lemme 3.1.2 Soit u,t > 0 et w € L;4(E). On note wy la fonction de B(E) définie
par
w(-) = w(-,1).
Sous Uhypothése [II.3, on a alors
Wy € Lct/\u(E),
avec

S ~
w5 < w4 [l
< (14 [#]) [w]B.

Démonstration Soit u,t > 0 et w € L*(E). Tout d’abord, pour x,2’ € E et
s < t*(x) Nt*(z") Nt Au, on a

|wy(®(z,5)) — we(P(2',8))] = ‘w(é((x,t —5), 5)) - w(%((w',t —3), s))' :

On utilise alors le fait que w € L.*(E), ce qui nous donne puisque s < u

[y (B, 5)) — wi(@(a, 5))| < [w] P .

(x,t—s)— ('t —s)| = [w]?“’x —a

D’ou, [wt]f’m“ < [w]f“

Ensuite, on raisonne de méme pour [w;]5 """, Soit z € E et 5,5 < t*(z) At Au,

on a

|w (P (z, 8)) — w(P(x,s'))| = 'w(élv)((m,t — ), s)) - w(é((m, t—s'), 5))‘ :

On intercale le terme w(é((m,t — ), s)) et on a alors, puisque w € L*(FE) et

5,8 <,
0@, 5)) — W@, < [\t — 5) — (2.t — )] + [wlE"]s — o]
< ([P + [w)3)[s = ¢
c’est-a-dire [wt]f A [w]?u + [w]é5 “
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De plus, puisque w € L;4(E) et t*(x,t — t*(z)) V £* (2, t — t*(2')) < u, on a

(@ (z, () — wi(@ (', *(2")))| < [w]B| (2.t — t°(x)) — (2.t =t (2"))|.
On conclut grace a I’hypothese de continuité Llpschltz - sur t* qui 1rnphque
(2.t = t7(2)) - 2/ =t N < (1+ ]|z -2 (E)

avec [w;| P < [w]f"(l + [t*]) O

La proposition suivante montre que ’hypothese est toujours vraie pour le
processus augmenté du temps (X );>o.

Proposition 3.1.3 Sous les hypot@éses et (énoncées pour le processus ori-
ginal (X¢)i>0), pour tout w € L*(E), on a

1. pour tous &, & € E et s € [0, 2(&) At (&) A ul,

(€
Qu(#(&.5)) ~ Qu(@(¢'5))] < (1Q] v Diwl?*[e -
2. pour tous &, & € E tels que t*(€) V(&) <
Qu(®(¢.7(9))) — Qu(@(¢,7()))] -
s(@hn)0+wwaw5%ww?ﬂm—su

En d’autres termes, l'hypothése[Il.3 est vérifiée pour le processus augmenté du temps

(X)izo avee [Q] = ([Q)V 1) (1+[r]).

~—

u,

Démonstration Pour & = (z,t) € Eetwe LC“(E), on a, par définition de Q,

Qu(€) _/E Nw(g’)@((x,t),df’) :/ w(z,t)Q(:r;,dz) = Quy(z). (3.1.2)

'eE zelR

Nous pouvons alors vérifier 'hypothese de régularité sur Q Soit £ = (z,1) et
¢ = («/,t") € E. Soit s E [0; (&) A t(€) A u]. Grace a la définition de ® et &

I’équation 1’équation (|3 on a
‘@w(é(ﬁ, s)) — @w(é(ﬁ’, s))‘ = ‘@w(@(w, s),t + 5) — @w(@(az’, s),t' + s)‘
= ’th+s (@(x, s)) — Quy s ((I)(x', s))‘ :

Nous décomposons ceci en la somme de deux différences

‘was (@(x, 5)) — Quy s ((I)<x/> 5))‘
< ‘QwHS (CID(x, s)) — Qi ((I)(m’, s))‘ - ‘Q(wHS — wt/+s)(¢>(x', s))’ :
(a) (0)

D’une part, rappelons que grace au lemme , Wiis € LC(HS)A“(E) si bien que,
puisque s < (t+s) Au, nous pouvons utiliser I'hypothese de continuité Lipschitz
sur (). Le terme (a) est alors borné comme suit

(@) < [Ql[wey )72 — 2],
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Eu . .
wl;”" ainsi

] (t+s)/\u < [

De plus, le lemme [3.1.2 fournit également [w;,

(a) < [Q[w]y™|x — ).

D’autre part, concernant le terme (b), on a

IN

(b) < [w]Plt .
Finalement, on obtient
u(@(e.)) - Qu(®("4))]| < (@ v Dlulr™

On borne de maniere similaire I’expression ‘C}w (513 (5 H( )) (~ (é’ (¢ ))) ‘
ou £ = (z,t) et & = (2, ') € E sont tels que (&) V(&) < u

tion (3.1.2)) implique

Qu(®(&7(©))) ~Qu(®(e. 7))
= |Qursr 0 (2, 1(1))) = Quip oy (2(a' 1 ()

. L’équation 1’équa-

que nous décomposons en

‘thth*(z) ((I)(as, t* (35))> — QWy gy (a1 (CID(a:’, t* (33/))) ’
Quiste o) (@(a,#(2)) = Quisre o (@, ("))
(o)
‘(thﬂ* — QWy o+ (o Q(@(z',t*(x')))‘ .
(d)

Grace au lemme , Wisre(r) € LT EM(E). De plus, nous supposons, sans
perte de généralité, que t*(x) > t*(2’) d'ou t*(x) V t*(2') < (t + t*(x)) A u. Par
conséquent, le terme (c) est borné grace a I'hypothese de continuité Lipschitz
sur () et au lemme m (qui donne les constantes de Lipschitz de w;i4+(;)) par

(¢) < QU1+ [Dw]P* + [w]) & — 2],

Par ailleurs, pour le terme (d), on a

(d) =

/ ( (2.t +£(2)) — w(z, ¢ +t*(x’)))Q(CD(x’,t*(x’)),dz)
zeE

< / ( Ut () — t*(x')|>Q<<I>(x’,t*(x’)),dz),
d’apres la remarque . De plus, Q(@(w’ (), ) étant une probabilité, on a

(@) < Bl =t + (@) - (@) < [wlP(t = €] + ]2 — ).
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Enfin, en regroupant (c) et (d), on obtient

Qu(@(6.7°(©))) - Qu(® (f ()]

<[Q)(1 + [t [w] Pz z\+ P ([Qlr — ' + [t = ¢ + [t |z — 2]
<(1Qv 1) (1 +[]) (fwl B + [l € — €.
D’ou le résultat. ]

C’est a la lueur de ce résultat que nous comprenons 'importance de I'introduc-
tion de la notion de continuité Lipschitz locale. En effet, si nous avions formulé
I’hypothése seulement pour les fonctions globalement lipschitzienne le long du
flot (telle qu'elle était formulée initialement dans [de Saporta et al., 2010]), nous
n’aurions pas pu prouver qu’elle s’étendait au processus augmenté du temps.

Par conséquent, nous pouvons appliquer notre méthode numérique au processus
augmenté du temps (X;);>o. En d’autres termes, pour | € L¢(E), ¢ € Lc(9E)
et £ € E, notre schéma d’approximation permet d’approcher jN(l,c) (£) que nous
définissons par

In(l,e)(€) = Ee

TN
/ 1(Xy)dt + Z % o (3.1.3)

Nous allons maintenant voir que les fonctionnelles dépendant du temps et celles a
horizon déterministes se réduisent a de telles quantités Jy(l, ¢)(§) pour des fonctions
[ et ¢ convenablement choisies.

3.2 Fonctions de cofit lipschitziennes

Nous étudions tout d’abord le probleme des fonctionnelles dépendant du temps

avec fonctions de colt lipschitziennes par rapport aux deux variables z et t. Ainsi,
on fixe | € L¢(F), ¢ € L.(OF) et « € E. On souhaite calculer

T N
E, /O U X, t)dt +) XT ,T)Il{x _€OE}

J=1

Il est immédiat de remarquer que cette quantité peut étre exprimée en utilisant
le processus augmenté du temps partant du point &, = (z,0). En effet, on a

jN(la C)(SO) =E

Ty N
/0 X, t)dt+> ¢ XT ,T)ll{x _coE}

=1

ot Jy(l,¢)(&) est donné par Déquation 1’équation (3-1.3). Les fonctions de cofit
[ et ¢ dépendent du temps. Cependant, dans le terme de gauche, elles sont vues
comme des fonctions du processus augmenté du temps. La dépendance en temps
est alors cachée dans la variable d’état et elles apparaissent comme des fonctions ne
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dépendant que de cette variable d’état. L’espérance de la fonctionnelle dépendant du
temps est donc obtenue en calculant ’espérance d’une fonctionnelle pour le PMDM
transformé. Cette nouvelle fonctionnelle ne dépend pas explicitement du temps et
entre donc dans le cadre du schéma numérique décrit dans la section 2.4 C’est ce
qu’énonce le théoreme suivant dont la preuve est une conséquence de la discussion
précédente.

Théoréme 3.2.1 Soit | € Lo(E) et ¢ € Lo(dE). Sous les hypothéses et
(qui portent toujours sur le processus original (Xy)i>0), on applique le schéma
d’approximation de la section au processus augmenté du temps (X¢)i>o et on
obtient

Tn N N —
E, /0 (X, )t + 3 (X, T x,_comy| — Vo| < ewll, e, X, A).

7=1 J

ot on a noté en(l, c, X, A) la borne de l’erreur d’approzimation fournie par le théo-
réeme[2.4.9 lorsque le schéma d’approximation est appliqué avec les fonctions de cott
[ et ¢ au processus augmenté du temps (Xi)i>o-

La quantité ey(l, c, X, A) est calculée par rapport au processus ()?Jt)tz() au lieu
de (X})i>0 ainsi que cela est fait dans 1’énoncé du théoreme 2.4.2) On a ainsi

— NC.C\, A 5o =
enllie, X, A) = =2+ 3 (2onnalP| 2o — Zilly
k=0

+ (2[vn]® + [FYy + AP 2k — Zillp + ([F5 + ALFA)5) 1Sk41 — §k+1||p)'

ou (Zk, §k) ken représente la suite des positions apres saut et des durées inter-saut
pour le processus augmenté du temps (X;)i>o et avec

[FA = Cr[NF + [JF, [FA) = [t]C.,

[FA]VIQ :gla [FA]g = Cm
[UH]E S K(A7 Un—1)7

et pour tout w € L¢(E), K(A,w) = Ey + FyA + Eg[w]{E + E,C, + [Q[w]® ot enfin

Q1 = (lQIvi)(1+[r1),

By = 20 Cp + Ci([t7] + 2C2 N1 + [dE (1 + Cr )
+Ce(2IN1Cr + CACE [Ny + 2[17]Cy),
By = (1+Ce0)[Q)
0B < eCrrOn <%<A, 1) + (N = n)Cr[Ns <ct*cl + c)) + O,
w]F < GO (ot*och +2C) + CyCe + (2N — 2n — 1)) (Cr-Cy + (J)) +C,
[on]? < [wal? + [ [onl5

Les autres constantes restent inchangées.
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3.3 Horizon de temps déterministe

Dans 'optique des applications, il semble pertinent d’étudier le probleme a hori-
zon de temps déterministe ¢;. Par exemple, on peut vouloir estimer un cotit moyen
sur une période donnée indépendamment du nombre de sauts qui se produiront du-
rant cette période. En pratique, nous choisirons un horizon de temps de la forme
ty NIy avec N suffisamment grand pour s’assurer que le N-eme saut se produira
apres 'instant ¢ avec une grande probabilité i.e. que P, (TN < tf) soit proche de
zéro. Nous reportons la discussion concernant le choix d'un tel /N, avec en particulier
une borne théorique de P, (TN <t f), a la section suivante |3.3.4, Remarquons sim-
plement qu’en pratique, cette probabilité peut étre estimée, de facon préliminaire,
par des simulations de Monte-Carlo. On cherche donc a approcher pour [ € LC(E),
¢ € L(OF) et z € E, la quantité

TN/\tf
Em[/o I( Xy, t)dt + Z C(XT]f,CZ}‘>]]-{XT68E}:|
i

T;<ty

- E,

Tn N
/0 (X Ol p<epdt + ) o(Xp-, Tj)ix, eaE}ﬂ{TjStf}} :
j:l J

L’approche naturelle consisterait a tuer le processus a l'instant ¢; ainsi que le sug-
gere M.H.A. Davis dans [Davis, 1993| section 31], et a appliquer notre méthode au
nouveau processus. Cependant, le processus ainsi tué ne remplira plus les hypotheses
de continuité Lipschitz du fait de la discontinuité introduite a I'instant ¢;.

Une autre idée consisterait alors a utiliser les résultats précédents, c’est-a-dire a uti-
liser le processus augmenté du temps en posant l(z,t) = l(2,t) 1<,y et ¢(x,t) =
c(w,t) 1<,y Cependant, un probleme similaire se présente. En effet, de telles fonc-

tions [ et ¢ ne sont plus lipschitziennes en temps alors que notre schéma numérique
nécessite cette hypothese. Dans le reste de cette section, nous allons voir comment
surmonter cet obstacle. D'une part, nous prouverons que I’hypothese de continuité
Lipschitz sur [ peut étre relachée si bien que notre méthode numérique pourra étre
appliquée directement, malgré la fonction indicatrice dans le terme de cott instan-
tané, pour approcher jN(l,c) avec ¢ € LC(QE). D’autre part, dans le cas général,
nous traiterons la discontinuité de ¢ en I'encadrant entre deux fonctions lipschit-
ziennes.

3.3.1 Estimation directe du terme de coiit instantané

Nous allons expliquer comment 'hypothese de continuité Lipschitz sur la fonc-
tion de coflit instantané peut étre relachée afin que le théoreme [2.4.2, qui énonce la
convergence de notre schéma d’approximation, reste vrai lorsque la fonction de cofit

instantané est de la forme I(x,1) = I(2,1)1(<,y avec | € Le(E) et que la fonction

de cofit des sauts a la frontiére est ¢ € Le(OF) (les constantes dans la borne de la
vitesse de convergence seront légerement modifiées). En effet, la fonction de cofit
instantané [ apparait dans une intégrale qui aura un effet régularisant en nous per-
mettant de prouver les propriétés de continuité Lipschitz de la fonctionnelle malgré
la discontinuité de la fonction indicatrice. Nous présentons maintenant les détails de
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ce raisonnement.

Dans ce paragraphe, nous étudions 'approximation appliquée au processus aug-
menté du temps dont les caractéristiques locales sont @, A et () définies dans la
section . De plus, on fixe une fonction | € L¢(E) et on définit [ € B(E) par

pour tout § = (x,t) € E, ~(f) = l(x,t)ﬂ{tgtf}.

On cherche a prouver que le théoreme reste vrai si on choisit I comme fonction
de cott instantané bien qu’elle ne vérifie pas 'hypothese de continuité Lipschitz
i.e. | ¢ L¢(E). En effet, cette continuité Lipschitz est utilisée quatre fois dans la
preuve du théoréme, une fois dans la proposition [2.3.2] deux fois dans la proposi-
tion [2.3.7) (lorsqu'on cherche & borner la différence des termes a; et celle des as)
et une fois dans la proposition [2.3.9 (lorsqu'on borne [v,];). Dans chaque cas, la
continuité Lipschitz de la fonction de cofit instantané est utilisée pour borner des
termes de la forme
o
J

pour &, £ € E et s, s € [0;1(€) AT*(£))], ou de la forme

/?* ()AL ()

pour &, &' € E et s € [0;1*(€) AT*(¢')] dans lequel on a noté naturellement A (€, u) =
Jo' M(@(&,v))dv. Concernant cette seconde forme, I’équation (3.3.2)), remarquons que

/?* ()AL

< [ eb(eu) - Tod(e ) aura [0 ’e—x(f@ — e

s

du, (3.3.1)

lo é(f,u) —lo é({',u)

lo é(g, u) e_K(g’u) —lo EIVD(S', u) e_K(gl’u) du, (3.3.2)

lo (i)(g, u) eix(é’u) —lo &)(5', u)eK@’u) du

du

< [T o b () Tod(e')| dur L[ - €

Par conséquent, pour assurer que le théoreme reste vrai avec | comme fonction
de cofit instantané, il suffit de parvenir a borner les termes de la forme ([3.3.1)). C'est
I'objet du lemme suivant.

Lemme 3.3.1 Sous [’hypothése pour & = (x,1),6 = (&/,t') € E et s €
[0;t*(&) At ()], on a

r

Tod(g,u) ~To &(¢'u)|du < (Culth + I~ €]
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Démonstration Soit £ = (z,1),& = (2/,t') € E et s € [0;1*(&) A T*(¢)], on a

[
0

<

(& u) —lod(¢, ’du
o CTD(E, u)]l{t+u§tf} —lo é(g,au)]l{t’—i-UStf}
)

J
< [

du

Lo é(ﬁvu —lo ‘5(5/; u) Toqus<e,y — Luseyy du .

du—i—Cl/
0

(a) (b)

Le terme (a) est borné par
(a) < Ci-[lTa]€ = €,

puisque | € L¢(E ) Concernant le terme (b), on suppose sans perte de généralité
que t <t',ona

Litrust,y — Lpqust | = ‘]]-{ttf<u} — Lty <uy| = Lty <uctr—t,3

ainsi, le terme (b) est borné par

/

<[ Tdu=Glt-t<Glg-¢l.

t—ty

D’ou le résultat. 0

Finalement, le théoréeme reste vrai si on choisit / comme fonction de cofit
instantané. Il suffit de modifier 1égerement les constantes de Lipschitz données dans
les propositions [2.3.2} 2.3.7 et [2.3.9] Les termes Cy+[l]; doivent étre remplacés par
Cy[l]; + Cj. Par conséquent, notre schéma d’approximation peut étre utilisé pour
calculer Jy(l,¢)(€) avec ¢ € Lo(OF) et &€ € E. On rappelle que Jy est défini par

I'équation ([3.1.3)) et que pour tout x € E, on a

_ - TN/\tf N
Tn(e)(r,0) = Be | [T 10X )+ 3 Xy T) i, com)

=1

On s’intéresse maintenant a la fonction indicatrice 1¢7,<; ;} requise dans le terme de
colit des sauts a la frontiere.

3.3.2 Bornes pour le terme de coiit des sauts a la frontiere

Nous avons vu que la condition de continuité Lipschitz sur [ peut étre relachée.
Cependant, elle est incontournable dans le cas de ¢ et notre méthode ne peut étre
utilisée directement avec ¢é(z,t) = c(z,t)1<,3. On surmonte cet obstacle en uti-
lisant des approximations lipschitziennes de la fonction indicatrice. En effet, pour
B > 0, on introduit les fonctions a valeurs réelles up et up représentées sur la figure
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et définies sur R par

1 sit <tp— 4,
up(t) = —B(t—ty) sity— 5 <t<ty,
0 Sitfét,
Sit<tf,
up(t) =3 —Bt—t;)+1 sity <t<t;+ 2,
0 sity+ 5 <t

0.8 x

: P
.4 \ kS
1 ®
.2 \ =
t-1/B t ty+1/B
.0 } e

o

FIGURE 3.1 — La fonction ¢ — 1;<,} (courbe continue) et ses deux approximations
lipschitziennes.

Le lemme suivant est immédiat.

Lemme 3.3.2 Pour tout t > 0, limp oo up(t) = Loy, ((t) et limp, oo Up(t) =
]l[o;tf](t). De plus, pour tout B > 0, up et ug sont Lipschitz de constante de Lipschitz
B. Enfin, on a

’QB - ﬂ[o%tf}‘ < ]l[tf—%;tf]’

’EB - H[O;tf}‘ S ]‘[tf;tf+%]7
et
up < Loy, < Up.
Ainsi, on définit pour | € L¢(E)

Wz, t) = 12, t) Lz ) (3.3.3)
et pour ¢ € L¢(9E) et B > 0,

cglz,t) = c(z, t)ug(t) et cp(z,t) = c(z, t)up(t). (3.3.4)

Vérifions que ces fonctions satisfont nos conditions de continuité Lipschitz le long
du flot.
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Proposition 3.3.3 Sous les hypothéses[I1.3, et[IT.4) les fonctions cp et T appar-
tiennent a Lc(OF) avec

legle <[d. + BCLV ")), [egls < el + BC(1V [t7]).

Démonstration On prouve le résultat pour cg, l'autre cas étant similaire. Pour
tous € = (z,t), = (2/,t') € E, on a

e (B(E,°(6))) — es(B(€, £°(€))))|

e(® w ))up(t + £(8)) — oD, F(&) Jugs(t' + £(¢))|
] up(t +£(€)) — up(t' + #(¢))|
[

<
< [dalé - €\+CB(It—t\+[*]Iw—x’l)
< ([de+ CBOV[ED)IE =€
D’ou le résultat. O

Ainsi, les fonctions cp et ¢p sont des fonctions de coiit de saut a la frontiere
admissibles. Notre schéma permet donc d’approcher Jy (I, cg)(z,0) et Jy(l,¢5)(z,0).
De plus, nous pouvons encadrer I’espérance a horizon déterministe par

In(l cp)(w,0) < E,

/OT UX )<y dt + Z ﬂ{x _eaE}]l{T <tf}]

< JN(l,ég)(x, 0).
La proposition suivante fournit la convergence des deux bornes.
Proposition 3.3.4 Sous l'hypothése [II.]}, pour tout x € E, on a

lim Jy(I,cg)(z,0) = lim Jy(I,¢5)(z,0)

B—+oc0 B—+oco

T Aty
/0 (X, 1) dt+Z XT ) Lix, ,eaE}ﬂ{qu}

7j=1

-E,

La convergence ci-dessus est valable pour tout t; > 0 dans le cas de Jy(I,cg)(x,0)
mais seulement pour presque tout ty > 0 par rapport a la mesure de Lebesque sur R
dans le cas de Jn(l,cp)(z,0).

Ce résultat asymétrique peut paraitre étrange a priori mais il s’explique assez sim-
plement. La fonction %p converge simplement vers 1o, ;] qui est bien la fonction
indicatrice présente dans le membre de droite ci-dessus alors que up converge vers
'indicatrice de I'intervalle semi-ouvert 1o, . La convergence seulement presque par-
tout, énoncée par la proposition, résulte alors de 1’éventuelle présence d’une masse
ponctuelle de la loi d’'un des temps de saut en ¢;. Rappelons en effet que les lois
des temps de sauts ne sont pas absolument continues par rapport a la mesure de
Lebesgue en raison de la présence des frontieres.
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Démonstration Soit x € E. On étudie d’abord jN(l~, ¢p)(x,0). On va majorer la
différence

E,

TN/\tf N -
jﬁ (X, )+ 3 o Xg Ty, com Lzt — Jv(l,e8)(x,0)|.

J=1

Remarquons tout d’abord que les termes de cotit instantané se compensent, il reste
donc a étudier

N
’E (XT ,T)]l{x _eomyliry<tyy — ZCB(XT],—;TQ')H{XTEOE}] ’
j=1 1 !
N
< Ew Z ‘C(XT]._’ij)’ ’]]'{Tjﬁtf} - EB(E)’
j=1
N
S CCEl Z :H‘{tf<TJ§tf+%}

N
1
z:: wilty + ) = @ilty) ),
ou ¢; est la fonction de répartition de 7j. Or, pour tout j < N,
li t ! t =0
Sim (soy( 1+ ) il f)) =

puisque ; est continue a droite, ce qui prouve la convergence souhaitée.

On étudie maintenant le cas de Jy (1, ¢g)(x,0). Des calculs similaires donnent

N
Z XT %) IL{X _eomyliry<i;) — ZCB XT ) x, GBE}] ’
: ] 1

gqicﬂm—%w‘;»

On ne peut pas conclure comme dans le cas précédent car ¢; n’est pas continue a
gauche si t¢ est un atome de la distribution de 7). On suppose donc que ce n’est pas
le cas ce qui nous donne alors le résultat puisque pour tout j < N,
tim_(i(t5) = 1(ts — 3)) =0
gt A\ P\l =ty = ) ) =9
On remarque finalement que I'ensemble des atomes de T} étant au plus dénombrable,

la convergence a lieu pour presque tout ¢y par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R. O

3.3.3 Bornes dans le cas général

Le résultat précédent montre que l’espérance a horizon déterministe peut étre
bornée en appliquant notre méthode numérique successivement a (I, cp) et a (I,¢p).
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On obtient ainsi les deux suites de variables aléatoires (V' p)o<k<n, respectivement
(Vk.B)o<k<n, correspondant & la suite de variables aléatoires (V},)o<x<n, décrite dans
la section [2.4], lorsqu’on applique notre schéma d’approximation numérique au pro-
cessus augmenté du temps (X;);so avec fonctions de coiit (I,cp), respectivement
(I,¢p), définies par les équations (8.3.3) et (3.3.4). Les bornes de Perreur d’approxi-
mation fournies par le théoreme w sont notées respectivement ey (l,cg, X, A, B)
et EN(Z,éB,X,A, B)
En d’autres termes, on a montré le théoreme suivant.

Théoréme 3.3.5 Soit | € Lo(E) et ¢ € Lo(IE). Sous les hypothéses et
(qui portent toujours sur le processus original (X¢)i>o), on a

Vo —en(l,cp X, A, B)

TN/\tf N
<E, /0 U Xy, t)dt+ > C(Xij,Tj)ﬂ{XTf comy L{r;<i;)

J=1

<Vog+en(l.?5,X, A B).
Dans le théoreme précédent, la quantité ey(l, cg, X,A, B ) (et de maniere simi-
laire en(l,¢5, X, A, B)) est calculée par rapport au processus (X;);>o au lieu de

(X¢)i>0 ainsi que cela est fait dans 'énoncé du théoreme [2.4.20 Ainsi, on a

NC.C, = 55 z
<2+ 3 (2ol 1 Zen — Zinlly
k=0

+ 2o BH PP A+ B Ze Zell+ (P +HFASA) [Ss1— Sl ).

€N(Z,QB,Y,A, B) =

ou (Zk, gk)keN représente la suite des positions apres saut et des temps inter-saut
pour le processus augmenté du temps (X;);>o et avec

[P = C(1V 1)), ~
[Un]lE S ect*c)‘ (R/(A, B, Un—l) + nC’t* [)\]1 (Ct*Ol + OC>> + Ot* [Z]IE,
[va)? < K(A, B,vno),

et pour tout w € L¢(E), K(A, B,w) = B, + E/B +E2A+Eg[w]]1§+E4Cw +1Q] [w]*]5
ou enfin B B
Ej = 2[FCe + Ci([t'] +2C2[\s) + [dE (1 + CieCy)
+Ce (21O + CACE [Ny +2[17]Cy),
B = C(1V ) (1+CrCy)

Les autres constantes restent inchangées et on renvoie a la section [3.2] pour leur
expression précise.

Par ailleurs, il est important d’insister sur le fait qu’appliquer deux fois notre
méthode numérique (pour les couples de fonctions cotit (I,cp) puis (/,¢p)) n'aug-
mente pas significativement le temps de calcul. En effet, 'obtention des grilles de
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quantification est de loin ’étape la plus cotiteuse. Ces grilles, qui ne dépendent que
de la dynamique du processus, peuvent ensuite étre stockées et utilisées pour le cal-
cul des deux bornes.

On étudie maintenant la question du choix du parametre B. Cette discussion
est similaire a celle du choix de A dans la section 2.4.2] La proposition sug-
gere que B doit étre choisi aussi grand que possible. Cependant, si B est grand,
les constantes de Lipschitz le seront également ce qui va diminuer la précision des
bornes en(l,cp, X, A, B) et ex(l,¢5, X, A, B) pour l'erreur d’approximation dans le
théoréme [3.3.5] En effet, on vérifie aisément que [v,] augmente linéairement avec B
(voir ci-dessus les expressions précises des constantes de Lipschitz). Ainsi, afin de
controler I'erreur proposée par le théoreme [3.3.5] il faut que l'ordre de grandeur de
Perreur de quantification ||©,, — ©,|, soit au plus de £

3.3.4 L’horizon de calcul

Avant de conclure cette section et de présenter nos résultats numériques, nous
allons discuter du choix de I’horizon de calcul N. Nous avons déja vu que cet horizon
de calcul doit étre choisi de fagon que P, (Ty < tf) soit faible. Bien entendu, une ap-
proche possible consiste a choisir N de fagon arbitraire puis a valider ou non le choix
effectué en approchant la probabilité par simulations de Monte Carlo. Cependant, il
pourra étre utile de disposer d’'un borne théorique et c’est 'objet de ce paragraphe :
nous allons fournir, sous certaines conditions, une borne de P, (T < ts) en fonc-
tion de N. Les hypotheéses dont nous aurons besoin dans cette discussion sont les
suivantes :

Hypothese 11.5 Le taux de saut \ est borné par Cl.

Hypothese 11.6 Il existe € > 0 tel que pour tout x € E, Q(z,A) = 1 ou A, =
{z € E tel que t*(x) > €}. En d’autres termes, les sauts ne peuvent envoyer le pro-
cessus trop pres de la frontiére de E.

L’hypothese est satisfaite dans une large majorité d’applications (elle est
valable dans tous les exemples que nous avons présentés dans la section ; 'hypo-
théseest également assez générale, elle est introduite par Davis dans [Davis, 1993
section 24] (elle est satisfaite dans tous nos exemples).

Nous commencons par étudier plus précisément la construction du processus
(X;) afin d’obtenir un résultat concernant les temps de sauts (Tj)ren. Soit (€2, .4, P)
un espace probabilisé sur lequel est défini une suite (Y)ren de variables aléatoires
indépendantes uniformément distribuées sur [0;1]. Soit z = (m,({) € F et w € Q.
Détaillons maintenant la construction de la trajectoire { X;(w), ¢ > 0} du processus
partant du point x = (m, (). Soit

1 sit <0,

ps(t.x) =3 exp (= J3 Am, ©,,(C,5))ds) si0 <t < t(x),
0 sit>t*(x).
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Il s’agit de la fonction de survie du premier temps de saut S; = T} sous P, (voir
section [1.1.2)). Son inverse généralisée est :

Ys(u,z) =inf{t > 0: pg(t,z) < u}.

On peut alors construire le premier temps de saut en posant S)(w) = Ti(w) =
Ys(YT1(w), z) et pour tout t < T3 (w),

Xt(w) = <m7 (I)m<C7 t))

Si T1(w) < 400, on choisit X, = (mrp,, () de loi Q(+, ®,,(,T1)). Supposons que
la trajectoire soit ainsi construite jusqu'au temps Ty. Si Tj(w) < +o00, soit

Sk-l—l(w) = ¢S(T/€(w)7 XTk)7
Tii1(w) = Ti(w) + Ski1(w).

Si Tjer1(w) < +oo, on choisit Xr, , = (mr,,,(n,,) de loi Q(+, Py, (Crps Skit1))-
Enfin, la trajectoire est construite par récurrence.

Avec les mémes notations que ci-dessus, on a le lemme suivant qui nous permet
de déduire une majoration de P, (T < ty) a partir d’une minoration de la fonction
de survie des durées inter-saut.

Lemme 3.3.6 Soit H une fonction de survie telle que pour toutt € R et pour tout
r € E, H(t) < ps(t,x). Il existe une suite de variables aléatoires indépendantes
(Sk)ken de loi H et telle que Vt; € R, YN € N,

P.(Tx < t;) <P (Ty < ty).

ol on a posé Ty = Z{CVZO Sk

Démonstration Soit H une telle fonction de survie. Notons ¥g son inverse géné-
ralisée i.e.

Ys(u) = inf{t > 0: H(t) < u}.

L’hypotheése faite sur H implique que pour tout x € E, &S(u) < ¢s(u, z). Pour tout
k € N et pour tout w € €2, on pose

Sk(w) = Ps(Tr(w)).

Remarquons que 1'on utilise les mémes variables Tk que dans la définition de Sk, ce
qui nous permet d’écrire que Sp < Sk p.s. et donc T, < Ty p.s. Le résultat suit. [J

On cherche maintenant a borner P, (T < t;) pour t; > 0 fixé. Soit

1 sit <0,
H(t)=1¢ e si0<t<e,
0 sit>e.
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La distribution H correspond a la “pire” distribution pour les durées inter-saut
dans le sens ou elle entraine les sauts les plus fréquents. En effet, en notant ¢, la
fonction de survie de Si, on a H < ¢, pour tout k € N. Par conséquent, le lemme
fournit une variable aléatoire 7’ N = Z{jzo §k7 ou les S’k sont indépendants et
ont pour fonction de survie la fonction H, telle que

P:C(TN < tf) < PI(TN < tf).

Des calculs standards donnent E,[Ty] = Nmg et V,[Tx] = No ot on a posé

ms =Byl = - (1-¢%),
s e L

= = (1= 2Chee™ D — 7).
A

Supposons maintenant que N soit tel que Nmg > t; et en remarquant que
Px(TN < tf) < ng (‘TN — E,LLI:TN:I‘ > EH[TN] — tf) ,
I'inégalité de Tchebychev donne :

2
Nog

P,(Ty <t;) < ——35

Le terme de droite majore P, (T < ty) et tend vers zéro lorsque N tend vers l'infini.
Il peut étre utilisé pour choisir a priori une valeur de I’horizon de calcul N.

3.4 Résultats numériques

Dans cette section, on applique nos résultats a trois exemples présentés dans
le premier chapitre : le modele d’atelier de maintenance (section , le modele
industriel de corrosion proposé par Astrium (section et le modele d’assurance
“garantie de revenus” (section [1.2.4).

3.4.1 L’atelier de maintenance

On étudie ici le modele d’atelier de maintenance introduit dans la section 1.2.3]

Rappelons qu’il s’agit d’'une machine pouvant se trouver dans trois états (les
trois modes du processus correspondant) :

- mode 1 la machine fonctionne et produit des biens d’une valeur journaliére r(x),
- mode 2 la machine est en réparation et coiite chaque jour p(x),
- mode 3 en maintenance, le coiit journalier est ¢(x).

Les cofits et profits liés a la machine dépendent d’un parametre = € [0; 1] choisi par
I'opérateur, notre but est donc de trouver la valeur de x qui maximise I’espérance
du bénéfice total B(z) :

Binaz = sup B(x),

z€[0;1]
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ty
B(x) = E(1,00) {/0 e’ (r(x):n'{th].} — (@) Ljme=2} — Q(@ﬂ{mt::s})dt] .

On utilisera les valeurs suivantes r(x) = x, p(z) = 10022, ¢(z) =5, p = % et le
taux de saut A est tel que la durée de séjour dans le mode 1 suit une loi de Weibull
de parametres a = 2 et = 600. Pour = € [0;1] fixé, nous souhaitons calculer

Jn(1,0)(1,0,0) ot

I(m,C,t) =e " (T(x)ﬂ-{mzl} — p(2)Lpn=2y — Q($)1{m=3})ﬂ{tgtf}-

Remarquons que nous aurions pu choisir r, p et ¢ plus généraux en les autorisant a
dépendre du temps. Les hypotheses [1] et sont clairement vérifiées. L’hy-
pothese est aisée a vérifier car le noyau de transition @) est dégénéré. Quant
a l’hypothése@, elle se rameéne a une hypothese de continuité Lipschitz au sens
classique sur [ puisque le flot est lui-méme lipschitzien. Celle-ci se vérifie aisément
et on peut appliquer notre méthode numérique. Nous devons tout d’abord trouver
N € N tel que P 90)(Tn < ty) soit faible. Des simulations de Monte-Carlo sug-
gérent la valeur N = 18 car on a alors Py 0.0)(Ty < ty) de I'ordre de 107°. Avant de
présenter les résultats numériques, intéressons-nous a la méthodologie développée
dans la section [3.3.4] pour estimer a priori I'horizon de calcul N. Les hypothéses de
cette section sont en effet vérifiées. Pour que la borne théorique que nous y avons
obtenue soit de I'ordre de 1075, il faut choisir N > 400 ce qui est bien siir irréaliste.

Insistons sur le fait que, lorsque les grilles de quantification ont été obtenues,
nous pouvons approcher B(zx) presque instantanément pour n’importe quel = € [0; 1]
parce que les mémes grilles sont utilisées pour chaque calcul. Grace a cette flexibilité,
nous pouvons tracer la fonction  — B(x) et, ainsi, résoudre aisément le probleme
d’optimisation. C’est un avantage important de notre méthode. En effet, si nous
utilisions une méthode standard de Monte-Carlo, il faudrait répéter I'intégralité des
calculs pour chaque valeur de x et il serait alors laborieux de résoudre le probleme
d’optimisation.

La figure représente I'approximation (500 points dans les grilles de quanti-
fication) de la fonction B obtenue sur une grille de [0; 1] avec un pas constant de
1072. Ceci conduit & la solution du probléme d’optimisation. On obtient B, =
B(Zmaz) = 537.84 00 Tpee = 0.78 est la valeur du parametre x qui maximise le
bénéfice de l'usine. Soit maintenant x = 0.78, le tableau [3.1] présente les valeurs de
Vv, I’approximation de B(z), en fonction du nombre de points dans les grilles de
quantification. Une valeur de référence, obtenue par simulation de Monte-Carlo (108
simulations) est Bujonte—carto = H37.69.

La figure présente la vitesse de convergence empirique de notre approxima-
tion de B(Zaz). Cette vitesse de convergence, estimée par un modele de régression,
est -1.08. La valeur théorique de la vitesse de convergence de la quantification opti-
male, donnée par le théoréme [[.4.1] serait de -0.5 si on considérait que la dimension
est ici 2 (en effet, ¢ = 0 immédiatement apreés un saut donc on ne quantifie que les
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600

500

400

X max

o — — — — - - - - - - — = = —
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

.8 0.9 1.0

FIGURE 3.2 — La fonction # — B(x) calculée avec 500 points dans les grilles de
quantification en tout point x = %, pour 0 < k£ < 100.

Points dans les grilles de quantification ~ Vy  erreur relative a 537.69

20 points 542.14 0.83 %

50 points 539.57 0.35 %

100 points 538.24 0.10 %

500 points 537.84 0.03 %
Monte Carlo (10® simulations) 537.69

TABLE 3.1 — Résultat des simulations pour le bénéfice moyen optimal dans le modele
d’atelier de maintenance.

variables m et t). On constate que la valeur empirique est plus proche de -1, ce qui
correspondrait a un processus de dimension 1. Ceci peut s’expliquer par le fait que
la variable de mode m est en fait déja discrete.

Du point de vue du temps de calcul, nous avons déja signalé que le calcul de
grandes grilles de quantification est, de loin, ’étape la plus cotiteuse. L’approxima-
tion de I'espérance qui suit étant presque instantanée. Cependant, nous pouvons
remarquer dans le tableau ci-dessus, qu'une série de grilles ne contenant que 50
points fournit déja un résultat assez précis (une erreur de 0.35% seulement). De
telles grilles sont obtenues trés rapidement. Par ailleurs, nous avons déja remar-
qué que les mémes grilles peuvent avoir plusieurs fins. Par exemple, nous pourrions
aussi nous intéresser au temps moyen que la machine passe a ’atelier en choisissant
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l(m, ;1) = Limeqazy)-

10

-1
10

T T T T T T T T
1 2 3
10 10 10

F1GURE 3.3 — Logarithme de I'erreur dans 'approximation du bénéfice moyen opti-
mal par rapport au logarithme du nombre de points dans les grilles de quantification.
La vitesse de convergence empirique, estimée par modele de régression, est -1.08.

3.4.2 Le modéle de corrosion

Nous considérons maintenant le modele de corrosion, fourni pas Astrium, que
nous avons présenté dans la section [I.2.5] et a laquelle nous renvoyons pour la des-
cription précise du PMDM modélisant la situation. Nous cherchons a calculer la
perte d’épaisseur moyenne dans I'environnement 2 jusqu’a la date t; = 18 années
(cette durée correspond a la durée moyenne d'un cycle de passage dans les trois
environnements successifs).

Cet exemple est particulierement intéressant car nous allons voir que certaines
de nos hypotheses ne sont pas vérifiées notamment 1’hypothese [[I.2] selon laquelle
t* doit étre borné, puisqu’on a t*(x) = 400 pour tout z € E. Nous allons voir que
la mise en oeuvre de notre schéma numérique sera toujours possible : I’horizon de
temps déterministe ¢; jouera le role de Cy+ et les fonctions qui nous intéressent seront
nulles au-dela de ¢;.

Rappelons maintenant les principales caractéristiques du PMDM modélisant
I’évolution de la corrosion. L’espace d’état est

E = {(m,d,s,p, t) € M x Rt x Rt x [1077;107°] x R" tel que s < t}.
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Le flot est donné pour tout v > 0 par

m m

d d+dn(p,s+u) —dn(p,s)
O(f s |[,u)= s+u

p p

t t+u

ou d,, représente la perte d’épaisseur dans le mode m et est donnée par I’équation
Iéquation (|1.2.1)) que nous rappelons :

dm(p,s) = p (s +nm (e77m —1)). (3.4.1)

La fonction de coiit | € B(F) est définie pour tous x = (m,d, s, p,t) € E et
u > 0 par

1 s+u

(P(x,u)) = p(l - ie* 20m ) Lim=o} = CZL (dm(p, s+ u)) 1{m=2}- (3.4.2)

On définit ensuite [(P(z,u)) = I(P(z,u))L1u<i,}, ON a ainsi

L(z,u) = /Ou i(@(w,u’))du'
_ -/Ou/\(tf—t)jL l((I)(l‘7 u'))du’
- (dm(p, s+uN(ty—1)") —dulp, 8)) Lm=2},

ce qui correspond a la perte d’épaisseur dans le mode 2 depuis le point = = (m, d, s, p, t)
et pendant une durée u A (ty —¢)".

Les hypotheses et sont clairement satisfaites car le taux de saut est
constant dans chaque ambiance. De plus, il est aisé, d’apres I'équation 1'équa-
tion (3.4.2)), de vérifier que I’hypothese est vérifiée, c’est I'objet du lemme sui-

vant.

Lemme 3.4.1 La fonction de cott | définie par [’équation (3.4.2)) est lipschitzienne
le long du flot i.e.
l € L.(E).

En d’autres termes, Uhypothése[II.4) est vérifiée.

Démonstration Soit © = (m,d, s, p,t), 2’ = (m/,d', s, p/,t') € E et u, v € RT,
nous allons borner la quantité

U(D(z, u)) — 1Pz, u))] -

Le seul cas non trivial est le cas m = m' = 2 car si m # 2 et m’ # 2, la quantité
ci-dessus est nulle et si un seul des modes est le mode 2, on a, d’apres la norme
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définie sur E par(1.1.5] |z — 2’| = +00 et il n’y a rien a prouver. On suppose donc
quem=m'=2et ona

1 _ stu 1 7s/+u/

1(®(z,u)) — U(P(2,u))] = 'p(l - 5¢ 2’72> — p'(l - 5¢ 2 ) :

s+u s+u

e 2772). En remarquant que <1 — 56_2”2> < let

1

On intercale le terme p’ <1 -3

pVp <107°, on a
_ stu _s/+ul
e 212 —e 212

1 1
< — |+ —10"°|s — §'| + — 107 %|u — /.
o=/l o10770s =+ 310" =

U@, 0) 1@ )| < o pl] + 51070

Or, |p—p| + ¢10*5|s — | < |z — /| puisque ﬁlo*’ < 1. On obtient donc la
continuité Lipschitz de [ le long du flot avec

Dans cette exemple, t* est infini, il n’y a donc pas lieu de définir [[]Z] le lemme est
prouvé. O

On se tourne maintenant vers 'hypothéese et nous verrons que, bien qu’elle
ne soit pas vraie pour toute fonction w € L "(F), elle I'est pour une sous classe
de fonctions suffisamment grande. Nous commengons par une remarque : rappelons-
nous que pour tout x = (m, d, s, p,t) € E et pour tout k € {0,..., N}, onavy_j(x) =
E, {fOT’“ l(fb(:v, u)) Il{t+u§tf}du}, donc pour tout k € {0, ..., N} la fonction vy, ainsi que

la fonction [ satisfont la condition suivante :
pour tout x = (m,d, s, p,t) € E tel que t > t;, on a w(x) = 0. (3.4.3)

L’étape suivante consiste a pouver que 1’hypothese [[I.3] est valable pour toute
fonction w € Lc"(E) qui satisfait également la condition 1'équation (3.4.3). C’est
I'objet du lemme [3.4.2] Ceci est suffisant car, dans la preuve du théoréme qui assure
la convergence de notre schéma numérique, ’hypothése [[I.3]n’est utilisée que pour les
fonctions (vg)reqo,..., N1 qui satisfont la condition 1'équation . Avant d’énoncer
le lemme, nous rappelons 1’équation satisfaite par le noyau de transition @) :
pour w € B(E), x = (m,d, s, p,t) € E, et u >0,

m m + 1[3]
d 1 P d+dn(p,s+u) —dn(p,s)
Qw(@( s ,u)) = 7/ w 0 dp.
Pmaz = Pmin Jpmin ~
p
t t+u

(3.4.4)
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Lemme 3.4.2 [l existe [Q] € RT tel que pour tousv > 0 et w € L"(FE) qui satisfait
la condition ’équation (3.4.3), on a pour tous x, v’ € E et 0 < u < v,

Qu(®(w,u)) — Qu(@(«', )| < [QIw]|e — 2],

Démonstration Soit = = (m,d, s, p,t) et 2’ = (m/,d',s',p',t') € E avec par
exemple t < t'. Tout d’abord, on peut choisir m = m/. En effet, dans le cas contraire,
|z — 2’| = +o0 et il n'y a rien a prouver. Il existe alors trois cas :

o sity <t+u<t+u, alorsona Qu (I)(:L‘,’LL)) = Qw(@(x’,u)) = 0 parce que
w satisfait la condition I’équation (3.4.3) et il n’y a rien & montrer.

o sit+u<t; <t +u,alors Qw(@(w’,u)) = Qw(@((m’,d’,S’,p’,tf),u)> =0
(c’est une conséquence de la condition I’équation ([3.4.3))) si bien que nous
sommes ramenés au cas suivant,

e Supposons désormais que ¢t +u < t' +u < ty. On cherche a borner

‘Qw(@(aﬁ, u)) — Qw(q)(x’, u))‘ :

D’apres I'équation ’équation (3.4.4)), on a

m m
d d
Qw(@( s ,u)) - Qw(CD( s ,u))
p 3
t t
0
d—d +dpn(p,s+u) —dn(p, s +u) +dn(p,s") —dn(p,s)
< [wly 0
0
t—t

Ainsi, il suffit de prouver que la fonction (p, s) — d(p, s), définie par 1’équa-
tion (3.4.1)), est lipschitzienne par rapport a ses deux variables sur I’ensemble

[1077;:107°) x [0;¢4].

On peut se limiter a cet ensemble car ona s <t et s’ <t ainsis, s, s+u,s +
u < ty. Des calculs élémentaires impliquent :

3
|dn(py8) = dum(p', ) < slp = p'| + 5pls =
3
< tylp =+ 51077 = 8.
D’ou le résultat. O

Dans la démonstration précédente, le role de ¢, est essentiel car la fonction
(p,s) — dm(p,s) n'est pas Lipschitz sur [1077;107°] x RT. Remarquons que 1'uti-
lisation de t; aurait été inutile si t* avait été borné car on aurait alors considéré
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la fonction sur 'ensemble [1077;107°] x [0; Cy+]. L’horizon de temps déterministe ¢,
joue ici le role du Cy« manquant.

Enfin, 'hypothese n’est pas satisfaite parce que dans notre modele de corro-
sion, on a t*(x) = +oo pour tout = € E. Nous avons vu, dans la preuve précédente,
que I'horizon de temps déterministe ¢4 joue le role de Cy-. En effet, toutes les fonc-
tions qui nous intéressent sont nulles au-dela de ¢; (voir I'équation (3.4.3)), il est
inutile de considérer le processus au-dela de ¢;.

Plus généralement, nous allons voir que dans notre probléeme a horizon de temps
déterministe, 'hypothese selon laquelle t* doit étre borné peut étre supprimée et
nos résultats restent vrais en remplacant Cy« par ty. Cest clair dans le cas de la
proposition m parce que la fonction [ satisfait la condition I'équation ([3.4.3).
La proposition [2.3.9 reste vraie également en replagant Cy- par ty. En effet, d'une
part, il est clair que L(z,u) < t;C). D’autre part, lors du calcul de |v,(®(x,u)) —
v (P(2', u'))], trois cas peuvent se présenter (comme dans la preuve du lemme ;

o sity <u<u, onav,(P(x,u))="1v,(P(z',v)) =0 (ceci résulte de la condition
I'équation ((3.4.3))),

o siu<t;<u, ona|v,(P(x,u))—v,(P(2",u))| = v, (P(x,u)) —v,(P(2', 1))
puisque v, (P (2, u')) = v,(P(2/,t5)) = 0 (c’est la condition 1’équation (3.4.3)
encore une fois) et on est ramené au cas précédent,

o siu <u' <ty les calculs restent inchangés et t; remplace Cy« pour borner u
et u'.

Des simulations de Monte Carlo suggerent d’utiliser la valeur N = 14 comme
horizon de calcul. En effet, on obtient alors P(Ty < t;) de l'ordre de 10~*. Pour
obtenir une borne de cette ordre de grandeur, la méthodologie de la section [3.3.4
suggere de choisir N > 1000. Le tableau présente les valeurs de la perte moyenne
d’épaisseur dans I’environnement 2 obtenues grace a notre schéma ainsi qu’une ap-
proximation par simulations de Monte-Carlo (obtenue avec 10® simulations) et les
erreurs relatives de nos valeurs par rapport a la valeur Monte Carlo.

La figure présente la vitesse de convergence empirique. Cette vitesse de
convergence, estimée par un modele de régression, est -0.35. Cette valeur est tres
proche de la vitesse de convergence de la quantification optimale, donnée par le
théoreme [1.4.1} qui est —0.33 puisque la dimension est ici 3. En effet, la succession
des modes étant déterministe, il n’est pas nécessaire de quantifier cette variable. De
plus, s = 0 immédiatement apreés un saut donc on ne quantifie que les variables p, d
et 1.

Par ailleurs, le tableau présente le temps nécessaire au calculﬂ de 'espérance
a partir des grilles de quantification. Nous pouvons observer que, une fois les grilles
de quantification obtenues, notre schéma d’approximation est tres rapide.

1. les calculs sont effectués avec Matlab R2010b sur un MacBook Pro 2.66 GHz i7 processor.
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Points dans le grilles de quantification Vo erreur

20 points 0.038386 4.43 %
50 points 0.037804 2.85 %
100 points 0.037525  2.09 %
200 points 0.037421 1.81 %
500 points 0.037264 1.38 %
1000 points 0.037160 1.10 %
2000 points 0.037041 0.77 %
4000 points 0.037007 0.69 %
6000 points 0.036973 0.57 %
8000 points 0.036944 0.49 %
10000 points 0.036911 0.40 %
12000 points 0.036897 0.36 %
Monte Carlo 0.036755

TABLE 3.2 — Résultat des simulations pour I'approximation de la perte d’épaisseur
moyenne (en mm) dans 'environnement 2 en fonction du nombre de points dans
les grilles de quantification et une approximation par la méthode Monte-Carlo (108
simulations).

10

-4 T T T T T T T T T T T T
10 1 2 3 4 5
10 10 10 10 10

FIGURE 3.4 — Logarithme de I'erreur dans 'approximation de la perte d’épaisseur
par rapport au logarithme du nombre de points dans les grilles de quantification. La
vitesse de convergence empirique, estimée par modele de régression, est -0.35.
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Grilles de quantification temps de calcul (secondes)
20 points 0.0059
50 points 0.0085
100 points 0.014
200 points 0.034
500 points 0.12
1000 points 0.37
2000 points 1.5
4000 points 5.6
6000 points 13
8000 points 24
10000 points 35
12000 points 54
Monte Carlo (10% simulations) ~ 16 000

TABLE 3.3 — Temps de calcul nécessaire a 'approximation de l'espérance dans le
modele de corrosion.
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3.4.3 Evaluation d’une assurance garantie de revenus

On étudie ici le modele d’assurance introduit dans la section [[.2.4]

Rappelons que 'on cherche a déterminer le prix de I'assurance donné par :

ty
E(l,O,O) |:/O e_Pt]]_{mt:3}dt .

Il s’agit du cotit total d'une assurance qui paie 1 euro par an a l'assuré a partir
du moment ou la durée d’un arrét maladie excede p années et jusqu’a la reprise
d’activité, la fin de contrat ou le déces de I'assuré.

On choisit les valeurs numériques suivantes : ABM((,t) = 0.3, A\MB((,t) = 2.8,
ABP(¢ 1) = AMP(¢,t) = 0.001, p = 0.5 années, p = 0.03 et t; allant jusqu'a 25
années. Nos hypotheses sont vérifiées sauf I’hypothese m (t* borné) mais on peut,
par les mémes arguments que dans l'exemple précédent, remplacer Cy- par t;. Afin
d’appliquer notre schéma d’approximation, il faut choisir un horizon de calcul N tel
que P 00)(Ty < ty) soit faible lorsque ¢ty = 25 années. Des simulations de Monte
Carlo suggerent la valeur NV = 28 car la probabilité P o0 (Ty < ty) est alors de
I'ordre de 1073. La méthodologie de la section quant a elle, fournit une borne
de la probabilité du méme ordre de grandeur pour N > 500.

La figure [3.5] représente la fonction

tr
tf — E(l,O,O) |:,/() 6_pt]]_{mt3}dt:| ,

pour ty € [0;25] (tracée avec un pas de temps égal a 0.5) estimée par notre schéma
numérique pour 100, 200 et 2000 points dans les grilles de quantification. Dans le
tableau L on a fixé la valeur t; = 25 années et on donne les approximations

de E(1,0,) f(ff e‘pt]l{mt:g,}dt} en fonction du nombre de points dans les grilles de

quantification. A I'aide de 10® simulations de Monte Carlo, on obtient la valeur de
référence 0.3945 euros. La figure [3.6| présente la vitesse de convergence empirique.
Cette vitesse de convergence, estimée par un modele de régression, est -0.89. La
valeur théorique de la vitesse de convergence de la quantification optimale, donnée
par le théoreme serait de -0.5 si on considérait que la dimension est ici 2 (en
effet, ( = 0 immédiatement apres un saut donc on ne quantifie que les variables m et
t). On constate que la valeur empirique est plus proche de -1, ce qui correspondrait
a un processus de dimension 1. Ceci peut s’expliquer par le fait que la variable de
mode m est en fait déja discrete.

Dans cet exemple, on peut a nouveau apprécier la flexibilité offerte par la quan-
tification. En effet, les grilles de quantification ne dépendent pas de la date de fin de
contrat t;. Ainsi, une fois les grilles obtenues, on peut obtenir rapidement I’approxi-
mation du cofit de 'assurance pour n’importe quelle valeur de ¢; (dans la limite
imposée par 1'horizon de calcul V). Ceci nous a permis de tracer aisément la fonc-

tion ty — E1,0,) [ fotf €_pt]]_{mt:3}dt:| représentée sur la figure . Au contraire, si on
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FIGURE 3.5 — La fonction ty — E0,) [f(ff €_pt]l{mt:3}dt:| (colit de I’assurance en
fonction de la durée du contrat) calculée par quantification avec 100 points, 200
points et 2000 points. La courbe obtenue par simulations de Monte-Carlo n’est pas
représentée ici pour plus de clarté car elle est pratiquement confondue avec celle
obtenue par quantification avec 2000 points.

opte pour une méthode de simulations de Monte Carlo, on doit effectuer a nouveau
tous les calculs si on décide de changer la date de fin de contrat a posteriori.

Grilles de quantification Vo erreur relative a 0.3945

100 points 0.3899 117 %
200 points 0.3927 0.46 %
500 points 0.3938 0.18 %
1000 points 0.3940 0.13 %
2000 points 0.3942 0.07 %
Monte Carlo 0.3945

TABLE 3.4 — Résultats des simulations pour 1’évaluation de ’assurance garantie de
revenus de durée de contrat £y = 25 années.

Enfin, comme dans I’exemple précédent, on présente le temps nécessaire au cal-
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FI1GURE 3.6 — Logarithme de I'erreur dans ’approximation de la valeur de I’assurance
par rapport au logarithme du nombre de points dans les grilles de quantification. La
vitesse de convergence empirique, estimée par modele de régression, est -0.89.

culP| de I'espérance a partir des grilles de quantification dans le tableau Nous
observons a nouveau que notre schéma d’approximation est tres rapide une fois les
grilles de quantification obtenues. Par ailleurs, le temps de calcul (pour notre schéma
ainsi que pour la méthode de Monte Carlo) est plus important dans cet exemple que
dans le précédent. Ceci s’explique par I’horizon de calcul qui est de N = 28 dans cet
exemple et qui n’était que de N = 14 dans le précédent.

Grilles de quantification temps de calcul (secondes)
100 points 0.040
200 points 0.087
500 points 0.42
1000 points 1.5
2000 points 5.7
Monte Carlo (10® simulations) ~ 32 000

TABLE 3.5 — Temps de calcul nécessaire a 'approximation de ’espérance dans le
modele d’assurance.

2. les calculs sont effectués avec Matlab R2010b sur un MacBook Pro 2.66 GHz i7 processor.



100 CHAPITRE 3. FONCTIONNELLES DEPENDANT DU TEMPS

3.4.4 Quantification et probleme d’échelles

Afin de conclure cette section concernant les exemples numériques, nous décri-
vons ici une difficulté rencontrée lors du calcul pratique des grilles de quantification
et liée a des problémes d’échelles.

Dans ’exemple du modele de corrosion, les composantes du processus a quantifier
sont d’ordres de grandeur tres différents. Les temps de saut T) sont de 'ordre de
10° alors que le taux de corrosion p est voisin de 1075, L’algorithme classique de
quantification fournit alors des résultats peu satisfaisants : les composantes dont
I'ordre de grandeur est plus faible ne sont pas prises en compte. En effet, celles-ci
sont négligées dans 1’étape de recherche du plus proche voisin puisque ce plus proche
voisin s’entend au sens de la norme p usuelle.

Afin de corriger ce probléme, nous avons utilisé une norme p (en pratique, une
norme euclidienne) pondérée de maniére a niveler les ordres de grandeur des diffé-
rentes coordonnées. Nous illustrons cet effet par un exemple. Il s’agit de la quantifi-
cation d'un vecteur aléatoire de loi uniforme sur [0; 1] x [0; 1000]. On voit clairement
que dans le cas de I'algorithme standard (figure , seule la deuxieme coordonnée
est prise en compte, tous les points de la grille ont une abscisse proche de 0.5. Au
contraire, dans le cas de l'algorithme pondéré (figure , la distribution uniforme
des points de la grille parait beaucoup plus satisfaisante.
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FIGURE 3.7 — Quantification d’une loi uniforme sur [0;1] x [0;1000]. Algorithme
standard.
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FIGURE 3.8 — Quantification d’une loi uniforme sur [0;1] x [0;1000]. Algorithme
pondéré.
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Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté une méthode numérique efficace et fa-
cile & implémenter visant a approcher des espérances de fonctionnelles de Processus
Markoviens Déterministes par Morceaux. Nous avons prouvé la convergence de 1’al-
gorithme en exhibant une vitesse de convergence.

Bien que notre méthode soit développée dans le cadre de fonctionnelles inva-
riantes en temps, elle s’étend aux cas de fonctionnelles dépendantes du temps et de
fonctionnelles a horizon déterministe. En effet, nous avons montré que, grace a 'in-
troduction du processus augmenté du temps, ces deux derniers problemes peuvent
étre vus, paradoxalement, comme des cas particuliers du probleme initial indépen-
dant du temps.

Parmi nos hypotheses, celle que nous jugeons la plus restrictive est sans conteste
I’hypothese selon laquelle le temps de sortie déterministe ¢t* doit étre borné.
Ceci exclut en effet toutes les applications dans lesquelles au moins un des modes
ne comporte pas de frontiere. Cependant, nous avons vu que cette restriction peut
étre contournée lorsqu’on étudie un probleme a horizon de temps déterministe ¢;.
Ce phénomene est détaillé dans I'exemple du modele de corrosion de la section |3.4.2)
nous y observons que ¢y joue le role de la borne manquante de t*. Ceci permet d’ap-
pliquer notre schéma numérique a une large classe de processus.

Notre méthode est simple a mettre en oeuvre car elle nécessite simplement d’étre
capable de simuler le processus. De plus, bien que le temps de calcul des grilles de
quantification puisse étre assez important, il peut étre effectué de facon préliminaire
car ces grilles ne dépendent que de la dynamique du processus et non des fonctions de
cotit. Par conséquent, elles peuvent étre stockées et réutilisées. Ainsi que l'illustrent
les exemples développés dans les sections[3.4.1] et [3.4.3] ceci confére a notre méthode
une flexibilité appréciable. En effet, le calcul de ’espérance étant tres rapide, une fois
les grilles obtenues (voir a ce sujet les tableauxet , on peut décider de modifier
la fonctionnelle ou de réévaluer les parametres physiques qui ne modifient pas la
dynamique du processus, le nouveau résultat sera calculé presque instantanément.
Cette flexibilité est un avantage important par rapport a une méthode de Monte-
Carlo.
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Introduction

Dans cette partie, nous présentons une méthode de calcul de la fonction de survie
et des moments d’un temps de sortie pour un PMDM. Notre approche numérique
est a nouveau basée sur la quantification d’une chaine de Markov a temps discret
sous-jacente au PMDM. L’approximation que nous proposons est facile a mettre en
ceuvre et possede une certaine flexibilité vis-a-vis du temps de sortie considéré. Nous
prouvons la convergence de nos algorithmes et obtenons une vitesse de convergence
dans le cas des moments. Deux exemples numériques illustrent notre méthode : le
premier est le processus de Poisson avec flot présenté dans la section le second
est le modele de corrosion introduit dans la section [1.2.5]

Cette partie est adaptée de l'article Numerical methods for the exit time of a
piecewise-deterministic markov process ([Brandejsky et al., 2012]) paru dans la re-
vue Advances in Applied Probability.

Le calcul numérique des moments d’'un temps de sortie pour les processus de Mar-
kov a été étudié par K. Helmes, S. Rohl et R.H. Stockbridge dans [Helmes et al., 2001].
Partant d'une hypothese relative au générateur du processus, ils obtiennent un
systeme d’équations linéaires satisfaites par les moments. A ces équations, ils ad-
joignent un nombre fini de conditions de Hausdorff pour les moments qui sont éga-
lement des contraintes linéaires. Le probleme d’optimisation ainsi obtenu est alors
un probleme classique de programmation linéaire pour lequel de nombreux logi-
ciels efficaces sont disponibles. J.-B. Lasserre et T. Prieto-Rumeau introduisent dans
[Lasserre and Prieto-Rumeau, 2004] une méthode similaire mais ils améliorent 1effi-
cacité de I'algorithme en remplacant les conditions de Hausdorff par des contraintes
de semi-définie positivité de matrices de moments. Cependant, leur approche ne
s’applique pas aux PMDM parce que I'hypothese sur le générateur du processus
n’est pas satisfaite en général. Nous détaillerons ce point dans la section apres
avoir exposé 'approche de K. Helmes, S. Rohl et R.H. Stockbridge.

Dans [Davis, 1993], section 33], Davis présente une méthode itérative permettant
de calculer I'espérance du temps de sortie du PMDP mais son approche nécessite
la résolution d’un grand nombre d’équations différentielles ordinaires dont la forme
dépend fortement du probleme considéré et notamment du comportement du pro-
cessus a la frontiere de 'espace d’état.

Par ailleurs, avant de présenter notre méthode de calcul des moments et de la
fonction de survie, nous montrons comment les résultats de la partie précédente
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permettent de calculer I’espérance du temps 7 de sortie d’un ensemble U C E. En
effet, si 'on suppose que le processus ne peut plus revenir en U une fois qu’il en
est sorti, on peut écrire 7 ATy = fOT N 1{x,ev1ds qui est bien une fonctionnelle du
processus qui entre dans le cadre étudié lors de la partie précédente.

Dans le contexte des applications, il apparait important d’étudier également la
distribution du temps de sortie. Aussi, nous présentons une nouvelle approche dans
cette partie qui permet non seulement de calculer ’espérance du temps de sortie
mais aussi ses autres moments et sa distribution.

Par la suite, nous nous intéressons a un PMDM (X,),., d’espace d’état E et nous
présentons des méthodes de calcul des moments et de la fonction de survie du temps
de sortie d'un ensemble noté U C E conditionné au fait que le processus quitte U
avant le N-ieme temps de saut Ty du PMDM. Dans notre approche, la premiere
étape consiste a exprimer le j-iéme moment (respectivement la fonction de survie)
comme le dernier terme d’une suite (pi;)r<ny (respectivement (py)r<y) satisfaisant
une relation de récurrence pjy1; = ¥(py ;) (respectivement pyy1 = (py)).

Dans ce contexte, une facon naturelle de traiter ce probléme consiste a suivre
I'idée utilisée dans la partie précédente c’est-a-dire a écrire les récurrences en fonc-
tion d'une chaine de Markov sous-jacente a temps discret et a la remplacer par
son approximation quantifiée. Les expressions de (py ;)i et (pg)r contiennent des
discontinuités en raison de la présence de fonctions indicatrices mais comme dans
|[de Saporta et al., 2010], nous montrons qu’elles n’arrivent qu’avec une suffisam-
ment faible probabilité. Cependant, il est impossible d’appliquer directement les
idées de la partie précédente en raison d’une importante difficulté, inédite dans
cette partie : la fonction v telle que pry1; = ¥(prj) et prr1 = Y(pi) n'est pas lip-
schitzienne. En effet, les relations de récurrence pyi1,; = ¥ (pr.;) €t pry1 = ¥ (px) sont
les analogues de la relation v, = G4v;,; dans la partie précédente et on a vu que la
continuité Lipschitz de 'opérateur G* y jouait un réle crucial. L'une des principales
contributions de ce chapitre réside dans le fait que nous parvenons a surmonter cet
obstacle en utilisant des arguments plus fins relatif a I'algorithme de quantification.
Nous prouvons alors la convergence de notre schéma d’approximation. De plus, dans
le cas des moments, nous obtenons méme une borne de la vitesse de convergence.
Soulignons également que nos hypotheses sont raisonnables au vu des applications.

Comme dans la partie précédente, un avantage important de notre méthode ré-
side dans sa flexibilité vis-a-vis de U c’est-a-dire vis-a-vis du temps de sortie. En
effet, si on s’intéresse au temps de sortie d'un nouvel ensemble U’, on pourra, si
U’ satisfait les mémes hypotheses que U, obtenir tres rapidement les moments et
la distribution du nouveau temps de sortie. En effet, les grilles de quantification,
calculées pour le premier temps de sortie, peuvent étre réutilisées.

Cette partie est organisé de la fagon suivante. Dans le chapitre 4] nous présentons
deux approches que nous avons étudiées mais qui ne donnent pas des résultats assez
satisfaisants. D’une part, nous présenterons 'approche de [Helmes et al., 2001] et
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verrons en quoi elle s’adapte mal au cas des PMDM (section. D’autre part, nous
étendrons les résultats de la partie précédente au calcul de ’espérance d’un temps de
sortie (section .Dans le chapitre , qui constitue le coeur de notre contribution
dans cette partie, nous présentons les schémas d’approximation des moments et
de la distribution du temps de sortie ainsi que les preuves de convergence. Enfin,
le chapitre [6] regroupe deux exemples pour lesquels nous détaillerons les résultats
numeériques obtenus.
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Chapitre 4

Approximation de I’espérance
d’un temps de sortie : premieres
approches

Avant de présenter la méthode numérique que nous avons retenue pour le calcul
des moments et de la distribution du temps de sortie d'un PMDM. Nous décrivons
dans ce chapitre deux approches possibles pour le calcul de I'espérance d’un temps
de sortie. La premiere méthode est assez générale pour les processus markoviens mais
nous verrons qu’elle s’adapte mal au cas particulier des PMDM. Dans la deuxieme
section, nous verrons dans quelle mesure les résultats de la partie précédente per-
mettent d’envisager le calcul de I'espérance d’un temps de sortie.

4.1 Programmation linéaire pour le calcul des mo-
ments

Il existe une méthode numérique efficace et assez générale, développée notam-
ment dans [Helmes et al., 2001] et [Lasserre and Prieto-Rumeau, 2004], pour le cal-
cul des moments du temps de sortie d'un processus markovien. Il est donc naturel de
chercher a utiliser cette méthode dans le cadre des PMDM. Dans la section suivante,
nous allons décrire cette méthode, qui s’appuie sur une hypothése concernant le gé-
nérateur infinitésimal du processus, puis nous verrons qu’elle n’est pas envisageable
dans le cas des PMDM, I'hypothése en question n’étant que rarement satisfaite.

4.1.1 L’approche de Helmes, Rohl et Stockbridge

Dans cette section, nous présentons l’approche adoptée par Helmes, Rohl et
Stockbridge dans [Helmes et al., 2001] pour calculer numériquement ’espérance d’un
temps de sortie pour un processus markovien.

Soit (Y})¢>0 un processus markovien a valeurs dans R? dont le générateur est
noté 2 et a pour domaine D(A). Les auteurs considérent un ouvert borné U € R4
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et cherchent a encadrer numériquement l’espérance de
7=1inf{s >0 tel que Y; € U}. (4.1.1)

Le point de départ de la discussion se situe alors dans la remarque que pour
toute fonction f € D(2), le processus

F0) - £(%) = [ ap(vds

est une martingale. Ainsi, pour tout ¢t > 0, on obtient

B [1(Vin) = 100 = [ 27(v)as] =0,

En supposant alors que 7 est fini presque surement, on peut passer a la limite lorsque
t tend vers l'infini pour obtenir

B(f()] - E[f(%)] - B| [ 2f(v)ds| =0, (4.1.2)

Les auteurs définissent alors deux mesures jiy et p; de la fagon suivante :
e la mesure 1 est une mesure sur R? (en fait sur U) appelée mesure d’occupation
moyenne jusqu’a 7 définie pour B € B(R?) par

ILL()(B) =E |;/0 ]]_{yseB}dS:| s

e la mesure j; est une mesure de probabilité sur R? (en fait sur OU) appelée loi
de la position de sortie de U définie pour B € B(R?) par

im(B) =P (Y, € B).

Si on suppose que le processus (Y;);>o part d’un point yo € R? fixé, 1’équation

devient
/U Af(y)roldy) + f(yo) — /BU Fy)m(dy) = 0. (4.1.3)

C’est cette équation, nommée basic adjoint equation, qui permettra aux auteurs de
mettre en place leur méthode numérique.

Par ailleurs, il est montré dans [Kurtz and Stockbridge, 1998] que I’équation (4.1.3))
caractérise la mesure d’occupation ug et la loi de la position de sortie p; d’un pro-
cessus ayant pour générateur 2.

Les auteurs introduisent alors 'hypothese importante de leur discussion.

Hypotheése I11.1 les polynomes font partie de D(L) et si f est un polyndme alors
Af Uest également.
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En effet, cette hypothese va permettre de traduire ’équation (4.1.3]) en un systéme
d’équations linéaires sur les moments des mesures fi et py qui seront notés (m;) ena

et (bj)jGNd :
m; :/Rd y'uoldy), b :/Rd Y’ i (dy).

Plus précisément, pour un multi-indice k € N%, on pose fi(y) = y* = y* ... y5e.
D’apres I'hypothese , on a alors Af(y) = >;¢;(k)y’ pour une certaine suite
de réels (cj(k))jena. On applique I'équation (4.1.3) en f, pour obtenir des équations
linéaires reliant les moments. Pour tout k& € N?, on obtient

> ci(k)m; + y§ — by = 0. (4.1.4)
J

Il est alors important de remarquer que

Blr] = [ ds = no(®") = [ puo(dy) = m.

Le calcul de l'espérance de 7 a donc été ramené au calcul de mg sachant que
les moments (m;);ene et (b;);ene des mesures pg et gy vérifient les équations de la,
forme . Cependant, ces équations ne sont pas suffisantes car elles ne garan-
tissent pas que les solutions seront des suites de moments. Il est donc nécessaire
d’y adjoindre des conditions afin assurer que les suites (m;);ena et (b;)jene soient
bien des moments de mesures. Deux types de conditions ont été considérées dans la
littérature : des contraintes linéaires (LP) et des contraintes semi-définies (SDP).

Contraintes LP Dans |[Helmes et al., 2001], les auteurs choisissent d’utiliser les
conditions de moments de Hausdorff qui sont des conditions nécessaires et suffisantes
(voir [Feller, 1966, page 222]). Ces équations étant linéaires, elles permettent d’envi-
sager une résolution par programmation linéaire pour laquelle il existe de nombreux
solveurs efficaces.

Contraintes SDP Dans [Lasserre and Prieto-Rumeau, 2004], les conditions de
moments de Hausdorff sont remplacées par des contraintes de semi-définie positi-
vité de certaines matrices de moments. Ces dernieres conditions semblent fournir de
meilleurs résultats numériques (on pourra également consulter [Lasserre, 2003] pour
une comparaison des performances des approches LP et SDP).

Cette méthode peut également étre adaptée pour approcher les moments d’ordre
supérieur de 7. Il s’agit donc d’'une méthode efficace permettant d’approcher n’im-
porte quel moment du temps de sortie 7 des lors que I’hypothese est satisfaite.
Nous I’avons vu, cette hypothese est en effet cruciale dans la discussion précédente.
Elle est satisfaite pour une large classe de processus tels que les processus de diffu-
sions (le générateur étant alors essentiellement un opérateur différentiel).

Nous allons voir dans la section suivante que ’hypothese n’est en général
pas satisfaite pour les PMDM, cette approche ne pourra donc pas étre envisagée
dans notre cas et il sera nécessaire de développer des techniques originales adaptées
aux PMDM.
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4.1.2 Le générateur infinitésimal des PMDM

Dans cette section, nous allons rappeler le résultat de [Davis, 1993| section 26]
qui décrit le générateur infinitésimal d'un PMDM. Nous montrons ensuite sur des
exemples que ’hypothese n’est pas valable en général pour les PMDM.

Un important résultat de la théorie des PMDM tient dans le fait qu’une descrip-
tion précise du générateur infinitésimal et de son domaine est disponible [Davis, 1993,
théoreme 26.14]. Le domaine D(2A) contient les fonctions f mesurables sur E qui
vérifient certaines conditions techniques de régularité et d’intégrabilité ainsi que la
condition de bord : pour tout z € OF,

7) = [ 10)Q. dy). (4.15)

Théoréme 4.1.1 Le générateur infinitésimal A d’un PMDM (X;)i>o de caractéris-
tiques (P, A, Q) est donné, pour tout f € D), par

Af() = Xf(x)+ Ma) [ (£) = F(@))Qr, dy). (4.1.6)

ou X est le champ de vecteur associé au flot © et défini en (1.1.2]).

Le générateur des PMDM étant décrit avec précision, nous pouvons nous intéres-
ser & I’hypothese [[TI.1} Notons qu’elle est satisfaite pour le processus de Poisson avec
flot présenté dans la section [I.2.1} Dans ce cas, on a en effet d’apres le théoréme [4.1.1]

D@y 25 +1) - 1)),

Cette situation est cependant assez marginale parmi les PMDM et nous donnons
maintenant des arguments afin de convaincre le lecteur que I'hypothese n’est
en général pas satisfaite pour les PMDM.

Af(z) =

e La condition de bord (4.1.5) est trés contraignante et rarement vérifiée par
les polynomes. Dans 'exemple académique de la section [1.2.2] on a OF = {1}
mais pour k> 1

/ v Q(x, dy) = 7 Z Yy <1
| 0| yeEy
et la condition de bord n’est donc pas satisfaite. Ceci est assez général des que
le noyau de transition est dégénéré comme dans les modeles des sections [I.2.3]

et [C241

e Dans I'équation (4.1.6), considérons le terme X f (z) (notons que 2 se réduit a X
lorsque le taux de saut est nul). Rappelons que pour f infiniment différentiable,
on a

%) = 3 5L wne)

Rappelons que dans I’équation m—dessus, les fonctions b; définissent I’équation
différentielle ordinaire d’ot est issu le flot (voir ’équation [1.1.1]). Pour que X
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vérifie I'hypothése [[TI.T] il est nécessaire que pour tout 7, la i-iéme coordonnée
b; de b soit un polynéme (en effet, choisir f(z) = x; dans la définition de X ci-
dessus). Cette condition est tres restrictive et n’est par exemple pas satisfaite
dans le cas du modele de corrosion de la section [[.2.5]

e Au vu du terme intégral \(z) [ (f(y) - f(x))Q(x,dy) de I'équation (4.1.6)),
il semble peu probable que I’hypothese soit vérifiée si A n’est pas un po-
lyndéme. Cette condition serait tres contraignante car elle limiterait fortement
le choix concernant les lois des temps de saut (méme si, dans un souci de sim-
plicité, nous avons souvent choisi de prendre A constant dans nos applications
numériques).

e Enfin, supposons que les conditions précédentes soient tout de méme remplies :
la condition au bord est satisfaite et les fonctions b et A sont des polynomes,
alors le terme [5 f(y)Q(x, dy) peut encore s’opposer a ce que I’hypothese
soit vérifiée. Considérons en effet 1'exemple suivant. Supposons qu’il existe
a, f € E tels que pour tout x € E, on a Q(x,{«, 5}) =1, on a alors

[, dy) = " Q(a. {a}) +H(1 - Q. {a})
qui ne sera un polynéme que si Q(z, {a}) est.

Finalement, nous avons vu que le générateur infinitésimal d’'un PMDM ne pourra
satisfaire 'hypothese que dans certains cas tres particuliers. L’approche déve-
loppée par Helmes, Rohl et Stockbridge ainsi que par Lasserre et Prieto-Rumeau ne
peut donc pas constituer une méthode générique pour le calcul des moments dans
le cas des PMDM.

4.2 Une premiere méthode numérique par quan-
tification

Dans cette section, nous allons voir comment les résultats de la partie précédente
peuvent étre utilisés pour calculer 'espérance du temps de sortie d’'un PMDM.

Soit U un borélien de E. On suppose que le processus part d’un point x € U fixé
c’est-a-dire Zy = x p.s. et on considere le temps de sortie 7 de U :

T:inf{s zOtel que Xs ¢U}

Puisque nous nous intéressons au calcul numérique, il semble naturel de sup-
poser que 7 est fini P,-p.s. On va chercher a exprimer 7 comme une fonctionnelle
du processus afin d’appliquer les résultats de la partie précédente pour calculer
I'espérance du temps de sortie. On suppose donc que les hypotheses de la partie
précédente, [[T.1] [[T.2] et [[1.3], sont satisfaites par les caractéristiques du processus.
On leur adjoint '’hypothese suivante, qui sera cruciale pour exprimer 7 comme une
fonctionnelle du processus.
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Hypothese I11.2 Le processus ne peut retourner dans U une fois qu’il en est sorti
i.e.Vze U P,(I>0,X,€U)=0.

Pour s’assurer que I'hypothese est vérifiée, il peut paraitre naturel d’intro-
duire le processus tué au temps 7, noté (X[ );cr+, et défini par :

X7 _ Xy pourt<rT,
1 A pourt>rT.

ou A représente un état cimetiere. Ce nouveau processus est le méme que le pro-
cessus original jusqu’a l'instant 7. Ensuite, lorsqu’il cherche a sortir de U, on force
un saut qui I’envoie dans un état cimetiere dans lequel il demeure indéfiniment. Le
processus (X7 )er+ Vérifie donc trivialement 1'hypothese . Cependant, le fait
de tuer le processus modifie les caractéristiques du processus en introduisant une
discontinuité. De maniére générale, les caractéristiques du processus tué ne vérifient
plus les hypotheses de continuité Lipschitz qui leur ont été imposées notamment
I'hypothese [[I.3] L’introduction de I’hypotheése constitue donc une véritable
restriction qui ne peut, en général, étre levée par aucun artifice.

Notre méthode a alors pour point de départ la remarque suivante qui est une
conséquence de 'hypothese [[I1.2] :

—+00
T = /0 H{XSEU}dS'

Ainsi, pour tout N € N, 7 ATy peut se mettre sous la forme d’une fonctionnelle qui
entre dans le cadre de la partie précédente, on a

TN
Ex[T AN TN] = Ex [/0 ﬂ{X‘geU}dS] = JN(I[U,O)(.Z’)

De plus, lorsque N tend vers l'infini, on a Ty — +oo d’aprés 'hypothése donc
par convergence monotone

NEIEOO JN(I[U, 0)(513) = EI[T]
Finalement, on peut approcher E,[r] par Jy(1y,0)(x) pour un N suffisamment
grand que nous nommons [’horizon de calcul.

La quantité Jy(1y,0)(x) ne peut étre obtenue directement par le schéma numé-
rique de la partie précédente car la fonction de cott instantané 1 est discontinue
et ne vérifie donc pas la condition de continuité Lipschitz de '’hypothese [[1.4] Nous
verrons, dans un premier temps, qu’on peut malgré tout obtenir un encadrement
de cette quantité. Puis, nous verrons que sous certaines conditions, Jy(1y,0)(z)
peut étre obtenu directement en passant outre I’hypothese de continuité Lipschitz.
Cependant, avant d’aller plus loin, nous discutons dans la section suivante du choix
adéquat de I'horizon de calcul N. En effet, comme dans la partie précédente (section
, le premier probleme rencontré pour formaliser mathématiquement la quan-
tité que nous voulons calculer est celui de I’horizon de calcul en terme de nombre
de sauts du processus.
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4.2.1 L’horizon de calcul

Tout comme Davis [Davis, 1993, section 33], nous approchons 7 par 7 A Ty pour
un certain N € N puisque 7 A Ty — 7 lorsque N — +oo d’apres 'hypothese [}
Il est donc nécessaire de choisir N suffisamment grand pour que P, (Tnx < 7) soit
faible. En effet, dans ce cas, I’évolution du processus au-dela de T n’aura qu’un
faible impact sur la loi du temps de sortie.

Il est difficile d’estimer cette probabilité en toute généralité car le lien entre 7 et
les temps de sauts dépend fortement du probléme considéré. Ainsi, on estimera sou-
vent N par des simulations préliminaires. En effet, on pourra calculer P,(Tn < 7)
pour N fixé par la méthode de Monte-Carlo puis augmenter la valeur de N jusqu’a
ce que la probabilité devienne suffisamment faible.

Cependant, nous présentons ici une autre méthode pour borner cette probabilité
qui pourra étre utile dans les applications. Tout d’abord, remarquons que pour tout
K >0,ona

{TN<T}C{TN<K}U{T>K}.

On en déduit
P,(Tn <7)<P,(Tn < K) +P.,(7 > K).

Cette majoration sera particulierement utile lorsque 7 sera borné (comme dans
I’exemple du processus de Poisson présenté a la section ou encore dans 'exemple
suivant) car il existe alors K tel que P,(7 > K) = 0. Dans le cas contraire, lorsque
T ne sera pas borné, il sera parfois possible de trouver K tel que P,(7 > K) soit
faible. Dans cette optique, 'exemple suivant, bien que simple, est assez typique.

Exemple : un modele de propagation de fissure

Nous adaptons ici un exemple étudié dans [Chiquet and Limnios, 2008/, qui
modélise une propagation de fissure. Le processus réel (Y;)i>o représente la dimension
de la fissure, il vérifie :

Yo > 0,
Y, = AY; pour tout t > 0.

ou Ay est un processus markoviens de saut dont 'espace d’état est {«, 5} avec
0 < a < B. On s’intéresse a linstant T ou la fissure atteint une taille critique
Ye. Le processus (Xi)i>0 = (A, Ya)i>0 est un PMDM, A; représentant le mode d’évo-
lution a l'instant t. On peut alors borner le temps de sortie en considérant le flot le
plus lent, ce qui correspond dans notre cas au mode « : on a clairement pour tout
t>0,Y; > Ype™ et ainsi P, (1 > 2 1n($)) = 0.

Par ailleurs, concernant le terme P,(Ty < K), on renvoie a la section [3.3.4]
de la partie précédente ot une borne théorique a déja été donnée sous certaines
conditions. Finalement, lorsque 7 est borné avec une grande probabilité et lorsque
les hypotheses de la section sont satisfaites, on peut choisir N a priori tel que
P, (T < 7) soit faible.
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4.2.2 Encadrement de ’espérance du temps de sortie

Nous avons ramené le calcul de 'espérance du temps 7 de sortie de U a celui de
la quantité Jy(1y,0)(z) étudiée dans la partie précédente. Cependant, afin d’appli-
quer le schéma numérique de la partie précédente, nous devons nous débarrasser de
la fonction indicatrice 1y. Pour ce faire, comme dans la section nous allons
I'encadrer entre deux fonctions lipschitziennes indexées par un parametre D € R**.
Le prix a payer pour avoir un encadrement fin sera de grandes constantes de lipschitz
et donc des bornes importantes pour la majoration de 'erreur du théoreme [2.4.2]
Nous allons montrer que cet effet peut néanmoins étre compensé en prenant suffi-
samment de points dans la grille de quantification ce qui nous permettra malgré tout
d’obtenir un encadrement précis de Jy(1y,0)(x). Définissons donc pour D € R**,
les approximations lipschitziennes [, et [p de 1y de la facon suivante : pour tout

rekl,
Ip(z) = LA (Dd(z,U*)),
{ Ip(z) =0V (1 — Dd(z,U)).

0.9 — /
0.8 | /
0.7 — /
0.6 — /

0.5 —
0.4 —| /
0.3 —| /
0.2 /

0.1 — /

0.0 . . ! .
2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

FIGURE 4.1 — La fonction indicatrice 1y et ses approximations lipschitziennes avec
D=2etU=]-1;1].

On a alors
Ip <1y <lIp.

On en déduit que pour tout D € R**

In(lp,0)(x) < Jy(1y,0)(z) < In(lp,0)(z).

Nous allons voir maintenant que les fonctions I, et [p sont lipschitziennes ce
qui nous permettra d’appliquer notre méthode numérique pour évaluer les bornes
de I'encadrement ci-dessus. C’est 'objet du lemme suivant.

Lemme 4.2.1 Les fonctions I, et lp sont lipschitziennes et on a
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Démonstration Il est clair que C;) = C; = 1, montrons que [[p] = D, la dé-
monstration étant similaire pour Ip.

Fixons x,2’ € E, écartons le cas [p(z) = [p(2') = 1 et supposons par symétrie
que Ip(z) <lIlp(z’). On a donc Ip(zx) = D x d(x,U¢). Fixons 2" € U*,

Ip(z') < D xd(z',U")
<D x| —2"|
<Dx |z —z|+Dx|z—2"].

On obtient le résultat en passant & la borne inférieure lorsque z” € U*. O

Les fonctions I, et Ip sont lipschitziennes. Ainsi, comme nous 'avons remar-
qué a la section sous hypothéses de continuité Lipschitz du flot, elles sont
également lipschitzienne le long du flot et on peut appliquer le schéma numérique
de la partie précédente avec ces fonctions de cott instantané. Conformément aux
conventions de la partie précédente, notons V,, , (respectivement Vo.p) Papproxima-
tion de Jy(lp,0)(x) (respectivement Jy(Ip,0)(z)) et ex(lp,0, X) (respectivement
en(Ip,0, X)) la borne de l'erreur fournie par le théoréme . Remarquons en ef-
fet que ces bornes ne dépendent pas du parametre A car la fonction de colt des
sauts a la frontiere ¢ est nulle. On a alors I'encadrement suivant pour l'espérance
E.[r ANTy] = Jv(1p,0)(x) dont la démonstration découle directement de la discus-
sion précédente.

Théoréme 4.2.2 Sous les hypothéses [[I1), [IT.3, [I1.3, [IIT.3 et si le flot ® est lip-

schitzien, on a l’encadrement suivant :

Vop—en(lp,0,X) <E, [t ATn] < Vop+en(lp,0,X).

Pour régler le parametre D de facon optimale, on raisonne comme pour le para-
metre B a la section m Les fonctions [, et [p seront d’autant plus proches de
la fonction indicatrice qu’elles encadrent que D sera grand. Cependant, les erreurs
en(lp,0,X) et en(ip,0, X) augmentent linéairement avec D (on peut le vérifier aisé-
ment & partir de leurs expressions données dans le théoreme [2.4.2] et les propositions
et . Ainsi, pour controler ces erreurs, il faut que le nombre de points dans
la grille de quantification soit tel que 'erreur de quantification soit au plus de 'ordre

1
de D

4.2.3 Evaluation directe de ’espérance du temps de sortie

Dans cette section, nous allons montrer que sous certaines conditions, on peut
appliquer directement le schéma numérique de la partie précédente aux fonctions
de cotit (I,¢) = (1y,0) pour approcher 'espérance du temps de sortie. L’algorithme
sera convergent malgré la discontinuité de la fonction indicatrice.

A Tinstar de t*, on définit u* le temps de sortie déterministe de U.
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Définition 4.2.3 Pour tout x € U, on introduit u*(x) comme étant le temps pour
que le flot partant de x quitte ’'ensemble U :

u*(z) = inf {s > 0 tel que ®(z,s) ¢ U}.

Cette définition est assez naturelle. En effet, nous ne sommes intéressés que par la
trajectoire du processus a l'intérieur de U qu’on peut d’une certaine maniere consi-
dérer comme notre nouvelle espace d’étatﬂ La fonction u* joue ainsi le role de t*
dans ce probleme.

Le nouvelle condition dont nous aurons besoin dans cette section sera la conti-
nuité Lipschitz de u*. En effet, en reprenant les notations de la partie précédente,
si on cherche a appliquer notre méthode numérique avec les fonctions de cofit
(I,¢) = (1y,0), on a pour tous x € E et t € [0;t*(z)],

t
FA(,t) = L(x,t) = / Ljo@seryds = u™(z) At.
0

Pour que le schéma numérique de la section précédente reste convergent en pre-
nant (I, ¢) = (1y,0) comme fonctions de cofit, il faut vérifier que les fonctions F4 = L
et v, restent lipschitziennes. Nous allons montrer que c’est le cas si u* est elle-méme
lipschitzienne. Concernant la fonction L, on a le lemme suivant.

Lemme 4.2.4 Siu* est lipschitzienne alors L [’est également par rapport a chacune
de ses variables avec

(L]
[L]2

u*],

1.

Démonstration Soient x,y € E et s,t € [0;t"(x) A t*(y)], on a alors
Lz, t) = Ly, t)] = |u™(z) At —u™(y) A t] < Ju'(2) — " (y)] < [u]|lz —yl.
Par ailleurs,
|L(z,t) — L(x,s)] = [u"(z) At —u*(x) As| < |t — s
d’ou le résultat. O

On se tourne maintenant vers la continuité Lipschitz des fonctions v,,. Nous avons
déja remarqué dans la section [3.3.1] qu’on peut se passer de la continuité Lipschitz
de la fonction de cofit instantané [ si on est capable de borner des termes de la

forme (3.3.1)) que nous rappelons ici

/S,
S

1. Ceci sera particulierement vrai dans le chapitre suivant car nous pourrons considérer le
processus tué au temps 7.

lo @(m,u) —lo @(m',u)’du,
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avec [ = 1y et s, € [0;t"(x) At*(2')]. Supposons par symétrie que u*(z) < u*(z'),
remarquons que la différence de fonctions indicatrices

Lo @uwery — Yo wevy]

est non nulle si et seulement si 1 uwery = 0 et Lipw wery = 1 c’est-a-dire si
u*() < u < u*(z')f} On en conclut que

/SI
S

lo <I>(x, u) —lo @(x', u) du = /:/ | Lo (e,uycvy — Lo weuvy|du

s/
= / 1u*(m)§u<u*(w’)|du
S
= [u* (') NS —u*(z) Vs
< [u(2') — " ()|
< [u*)|z" — z|.

Par conséquent, sous 'hypothese de continuité Lipschitz de u*, le théoreme [2.4.2
reste vrai si on choisit [ = 1 comme fonction de colt instantané. On modifie
légerement les constantes dans I'expression de lerreur (1,0, X). Les constantes
[F4]; et [F4], deviennent respectivement les constantes [L]; et [L]s du lemme [4.2.4]

et dans les constantes de Lipschitz de v,, les termes Ci«[l]; deviennent [u*]. En
d’autres termes, on a montré le résultat suivant.

Théoréme 4.2.5 Sous les hypotheses[IT. 1), [IT.2,[IT.3, [II1.2, et siu* est lipschitzienne
alors, on peut appliquer le schéma numérique de la section [2.4.9 avec les fonctions
de cott (I,¢) = (1y,0) et Uerreur d’approxzimation vérifie :

[ (Lo, 0)(2) = Vo < en(X),

o
N—-1 N N N
en(X) = 3 2okl Zess — Zisally + (2vx] + [w]) 12k — Zilly + 1Sks1 — Skl
k=0
avec

[vn] < K/<Un+1) )

et K'(w) = BV + Eslw]y + E4C, + [Q][w]« 0t la constante EY' ne dépend que des
caractéristiques du PMDM :

B = 2[u*] + [t*] + 202 [A]L,
Oy, < (N —1)Cy,
o)1 < €N (K (Vp11) + (N = n)Cpe [\ G ) + [u],

[un]s < €CerOn (OﬂcA L4 (2N — 20— 1)@3@) Y
[Un]* S [Un]l + [t*][’l}n]g,

et enfin F3 et Ey restent inchangés et sont données dans la proposition|2.5.7.

2. En réalité, les inégalités sont ici larges ou strictes selon que ®(z,u*(x)) et ®(z',u*(a’))
appartiennent ou non a U mais cela n’a pas d’importance dans la suite. On s’est placé ici dans le
cas ol U est un ouvert.
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En conclusion, sous I'hypothése supplémentaire [[I1.2] on peut utiliser le schéma
numérique de la partie précédente pour calculer I'espérance du temps de sortie d’un
ensemble U C E. D’une part, nous pouvons obtenir un encadrement de cette es-
pérance. D’autre part, sous une hypothese supplémentaire de continuité Lipschitz
du temps de sortie déterministe de U, on peut également en calculer une évalua-
tion directe. L’avantage de cette méthode est qu’elle s’inscrit directement dans le
cadre de la précédente. Si on a mis en ceuvre la méthode de calcul des espérances
de fonctionnelles, on est en mesure, sous 'hypothése supplémentaire [[I.2] d’obtenir
directement, comme cas particulier, I'espérance d’un temps de sortie.

Dans le chapitre suivant, nous présentons une méthode plus ambitieuse car elle
permettra d’approcher non seulement I’espérance du temps de sortie mais également
n’importe quel autre moment ainsi que la fonction de survie. La méthode que nous
venons de décrire n’est cependant pas a bannir car les hypotheses sous-jacentes
seront différentes.



Chapitre 5

Approximation des moments et de
la distribution d’un temps de
sortie

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle méthode numérique permettant
d’approcher les moments et la distribution d’un temps de sortie d'un PMDM. Apres
avoir défini le probleme et introduit nos hypotheses, nous présenterons des formu-
lations récursives des moments et de la fonction de survie qui nous permettront
de mettre en place notre schéma d’approximation numérique. Celui-ci est a nou-
veau basé sur la quantification d’une chaine de Markov a temps discret sous-jacente
au PMDM. Nous prouvons sa convergence et obtenons une vitesse dans le cas des
moments.

5.1 Présentation du probleme et hypotheses

Nous commencons par exposer plus précisément le probleme du temps de sortie
en définissant notamment ’ensemble U duquel on veut calculer le temps de sortie.
Nous énoncerons également les hypotheses spécifiques a ce chapitre.

Pour tout m € M, soit U,, un borélien de F,, et soit
U={(m,&),me M, ecUy,}.
On s’intéresse au temps de sortie de U noté 7 :
7 =inf{s > 0 tel que X, ¢ U}. (5.1.1)

Notons p la distribution de I’état initial Zy = Xy du processus. L’hypothese suivante
est naturelle pour que le probleme soit bien posé.

Hypothese 111.3 Le processus part d’un point de U et finit par en sortir presque
strement i.e. le support de p est inclus dans U et P, (1 < 400) = 1.

Comme dans le chapitre précédent, le temps u* de sortie déterministe de U,
défini en [4.2.3] jouera un role de premier plan dans notre discussion. En effet, dans
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le probleme du temps de sortie, il remplacera d’une certaine maniere le temps t* de
sortie déterministe de E. Nous formulons a son sujet I’hypothese suivante.

Hypothese I11.4 La fonction u* est

a. lipschitzienne : il existe [u*] € RT tel que, pour tous x, y € E :

u*(z) — u*(y)‘ < [u']|lz —y

?

b. bornée : il existe Cy- € RT tel que, pour tout x € E :
0 <u'(z) < Cye.

Sauf lorsque le flot a une expression assez simple (comme dans 1’exemple du pro-
cessus de Poisson), il n’est pas possible d’obtenir une formule explicite de u*. Il ne
sera en général connu qu’au travers d’une équation de la forme <I>(x, u* (ZE)) € oU.
C’est par exemple le cas dans le modele de corrosion que nous étudierons dans la
section [6.2] Dans cet exemple, nous verrons cependant qu’une telle équation suffit a
établir sa continuité Lipschitz.

On formule par ailleurs deux hypotheses sur I'ensemble U.

Hypothese 111.5 Pour tout m € M, [’ensemble U,, est conveze.

Cette hypothese permet d’exploiter une propriété de I'algorithme de quantifica-

tion (voir la proposition [5.3.1)).

Hypothese II11.6 Pour o > 0, soit U* = {x € E tel que d(x,0U) < a}. Il existe
C >0 et B3>0 tel que pour tout k € {0,..., N}, P,(Z, € U~) < CaP.

Cette hypothese signifie qu’il est peu probable que le processus saute pres de la
frontiere de U. Nous verrons dans le chapitre suivant que cette condition est vérifiée
pour le processus de Poisson avec flot (section ainsi que dans le modele de
corrosion (section . De plus, nous verrons, dans ces mémes exemples comment
I’hypothese peut étre obtenue de maniere assez générale lorsque Z; a une densité
bornée. Enfin, notons que si Zj, est a valeurs dans un ensemble discret Fy, I’hypo-
these est vérifiée des lors que inf,cp, d(z,0U) > OE|.

Les trois hypotheses ci-dessus, [[T1.4], [[TT.5] et [[T1.6] joueront un role crucial dans
notre discussion. Nous introduisons maintenant deux hypothéses supplémentaires
qui n’impliquent aucune perte de généralité car elles peuvent se déduire des précé-
dentes quitte a effectuer une transformation du processus que nous allons préciser.
La premieére a déja été utilisée dans le chapitre précédent, il s’agit de I'hypothese[[TI.2]
selon laquelle le processus ne peut retourner en U apres 'avoir quitté. La seconde
est la suivante.

1. On n’a cependant pas I’équivalence comme le montre I’exemple suivant. On pose U = RT et
on suppose que Zj est a valeurs dans Fy = {%7]' € N*} avec pour tout j € N*, P(Zk = 2%) = 2%
On vérifie alors que pour tout a > 0, P(Zk € Ua) < 2« mais que inf,cg, d(z,0U) = 0.
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Hypothese II1.7 La fonction t* est bornée par Cys.

Si I'une de ces deux hypotheses n’est pas satisfaite par le processus (X;);cg+, on
introduit le processus tué au temps 7, noté (X; );cr+, et défini par :

YT _ X; pourt<T,

t A pourt>T.

ou A représente un état cimetiere. L’espace d’état du processus tué est E™ = UU{A}
et 'hypothese [[I1.2] est vérifiée puisque le processus reste en A apres avoir quitté
U. De plus, t*", le temps de sortie déterministe de E7 pour le processus tué, est
égal & u* qui est borné d’apres ’hypothese [IL.4lb. Enfin, quitte & tuer le processus,
on peut supposer que les hypothéses et sont satisfaites. Remarquons que
nous avions déja évoqué le processus tué au temps 7 dans le chapitre précédent.
Cependant, cette transformation n’était alors pas licite car elle ne conservait pas les
hypothéses de continuité Lipschitz formulées sur les caractéristiques du processus
alors que dans cette partie, nous n’aurons pas besoin de ces dernieres hypotheses.
La condition de non retour en U qui apparaissait comme restrictive dans le chapitre
précédent ne l'est plus désormais.

Le but de ce chapitre est de développer un schéma d’approximation pour la
fonction de survie et les moments du temps de sortie 7. Notre méthode sera tres
facile a mettre en ceuvre car elle nécessitera seulement d’étre capable de simuler
le processus. Notre approche est basée sur un calcul récursif utilisant la chaine de
Markov (Z,, T, )nen. Par conséquent, nous étudierons 7 A Ty plutét que 7 pour un
certain N € N que nous appellerons I’horizon de calcul. En effet, d’apres 'hypothese
[[.1] lorsque N tend vers I'infini, on a

TANITN — T P, ps.

On peut ainsi approcher 7 par 7 A Ty si N est choisi (suffisamment grand) pour
que la probabilité P, (7 > Ty) soit assez petite. En effet, dans ce cas, 1’évolution
du processus au-dela de T n’aura qu’'un faible impact sur la loi et les moments
du temps de sortie. On a déja discuté du choix d'un tel N dans la section a
laquelle nous renvoyons.

Dans la section suivante, nous présentons les équations récursives qui permettent
de calculer la fonction de survie de 7 A Ty puis ses moments.

5.2 Formulation récursive des problémes

Comme dans la partie précédente, notre stratégie va consister a exprimer les
problemes qui nous intéressent au moyen d’une récurrence dépendant d’une chaine
de Markov a temps discret sous-jacente au PMDM afin de pouvoir mettre en place
un schéma d’approximation par quantification. Dans cette section, nous décrivons
ces récurrences.
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5.2.1 Distribution

Notre premier but est le calcul numérique d’une approximation de la loi du temps
de sortie 7. Plus précisément, on cherche a approcher P, (7 > s|7 < Tl) pour tout
s > 0. Nous commencons par établir que cette quantité peut s’obtenir par un calcul
récursif.

Définition 5.2.1 Pour tout s > 0, on définit les suites (pr(s))r>0, (qr)r>0 €t (T£(3)) k>0
de la maniéere suivante :

pe(s) =Pu(r > 8‘7‘ < Tk),
" =P,(r <Tj),
re(s) =P, ({r>s}N{T <7 <Tp1}).

La probabilité conditionnelle pg(s) n’est pas définie lorsque g = 0. On choisit
d’étendre la définition en posant alors pi(s) = 0.

Notre objectif est d’approcher py(s) ou N représente I’horizon de calcul. La
proposition suivante fournit une relation de récurrence pour la suite (pg)r<y. On
remarque alors que py peut étre calculé des que les suites (qgx)r<n €t (7)r<n—1 sont
connues.

Proposition 5.2.2 Sous [’hypothése pour tous k € N, s >0, on a py(s) =0

et
Pr(8)aqr+7k(s)

SRk TR ) 0
pk+l(3) _ { Qhot1 ) S'l. dk+1 #
0 sinon.

Démonstration Tout d’abord, puisque Ty = 0 et puisque le processus part de
I'ensemble U d’apres I'hypothese [[I1.3} on a py = 0.
Ensuite, soit k € N tel que ¢z # 0 et en remarquant que

{7 < Ty ={r <D} U{Tp <7 <Tpa},

on obtient

_ P,({r>s}n {7 <Ti1})

Pr+1(s) =
PH(T < Tk+1)
B P,({r>s}n{r <Tp,}) + P, ({7 >s}N{Tk <7 < Tys1})
qk+1
_ Pe(S)qr + 7r(s)
qrk+1 7

ce qui montre le résultat. 0]

Avant d’aborder les calculs numériques, nous présentons le second probléme qui
nous intéresse.
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5.2.2 Moments

Notre deuxiéme objectif est I'approximation des moments du temps de sortie
de U i.e. pour tout j € N, on s’intéresse a EM[TJ"T < Ty]. La méthode que nous
introduisons est a nouveau basée sur une construction itérative de la quantité a
calculer.

Définition 5.2.3 Pour tout j € N, on définit les suites (px;)i>0 €t (Tk;)k>0 de la

maniere suivante :
pr; =Eyu
kg = By

Notre objectif est d’approcher py; ou N représente a nouveau I’horizon de calcul.
Comme dans la section précédente, la suite (py ;)r<n satisfait une relation de ré-
currence dont les parametres sont les suites (gx)r<n, précédemment introduites, et

Tj‘T < Tk] ,

7 ]]‘{Tk<T§Tk+l}:| .

(rkg)rsn-1-
Proposition 5.2.4 Sous l'hypothese [II1.3, on a pour tout k,j € N, py; = 0 et

Pk,jqk+Tk,j .
_ ) T st qr+1 7 0
Pk+1,5 = .
sinon.

Démonstration La preuve est similaire a la précédente, celle de la proposition

.22l O

Nous sommes a présent en mesure de nous tourner vers les schémas d’approxi-
mation numérique.

5.3 Schémas d’approximation

Tout comme dans la partie précédente, nos schémas d’approximation sont basés
sur la quantification d’une chaine de Markov a temps discret sous-jacente au PMDM
a temps continu. Nous renvoyons a la section pour une présentation détaillée de
la quantification.

Dans la partie précédente, nous avons quantifié la chaine de Markov formée des
positions apres saut Z; et des durées inter-sauts Si. Dans cette partie, il sera plus
avantageux de considérer la chaine

(@k)kSN = (Zka Tk)k§N7

formée des positions apres un saut et des temps de sauts. Parce qu’elle remplit le
méme role que dans la partie consacrée aux espérances de fonctionnelles, nous notons
a nouveau (Og)r<y la chaine de Markov a temps discret que nous considérons, ce
n’est cependant pas la méme que précédemment. L’algorithme de quantification
fournit ainsi pour chaque pas de temps 0 < k < N une grille finie I', C E x R*
ainsi que des matrices de transitions (Qk)ogng—l de T'y, vers I'y1 et on pose

(Zv, Tk) = projr, (Ze, T). (5.3.1)
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Dans ce chapitre, on aura également besoin d’une propriété fine de 1'algorithme
de quantification, démontrée dans [Bouton and Pages, 1997].

Proposition 5.3.1 Le processus quantifié évolue dans l’enveloppe convexe du sup-
port de la loi du processus original.

Ainsi, dans notre cas, d’aprés 'hypothése de convexité de U, si Z, € U p.s.
pour un certain k € {0,...,N} alors Z € U p.s. également. Cette propriété sera
importante dans la suite, plus précisément dans les démonstrations des propositions

b3 et B30

5.3.1 Schéma d’approximation de la distribution et preuve
de convergence

On a déja remarqué dans la proposition que pn(s) = P,(7 > s|t < Ty)
peut étre calculé des lors que les suites (qgx)r<n €t (7x)rk<ny—1 sont connues. Par
conséquent, on va cherche a exprimer ces suites en fonction de la chaine de Markov
(Zk, Ti: ) k<n que nous remplacerons ensuite par la chaine quantifiée (Zk, fk) k<n afin
de définir leurs approximations (Gx)r<n €t (Pk)r<n—1-

Tout d’abord, remarquons que {7, < 7} ={Z, € U} et {7 < T},} ={Zx € U}
d’apres 'hypothese selon laquelle le processus ne peut plus retourner en U
lorsqu’il en est sorti.

De plus, sur 'évenement {Z;, € U, Zy11 € U}, on a P,-p.s.
T = (Tk + u*(Zk)) ATyt

ou u*(z) est le temps de sortie déterministe de U depuis le point x, défini en m
En effet, le processus ne peut sortir de U qu’en franchissant la frontiere QU lors de
son mouvement déterministe le long du flot ou bien lors d’un saut.

Des deux observations précédentes, on déduit que :

76(5) = Eu[L{msur(z0)ATh 1> Lo (Zi) Lye(Zgtr)]

Les équations ci-dessus seront cruciales dans notre discussion. Dorénavant, nous les
utiliserons sans mentionner ’hypothése

Avant de présenter le schéma d’approximation proprement dit, nous allons énon-
cer quelques propriétés de la suite (gx)r<n qui seront importantes dans les preuves de
convergence. La suite (g ) est croissante puisque {7 < Ty} C {7 < T}41} pour tout
k < N — 1. De plus, remarquons que ¢y = 0 et lim,, ., ¢, = 1 d’apres 'hypothese
[11.3] Par conséquent, il existe un indice noté & > 1 tel que

e pour tout k < k, on a g, = 0,

e pour tout k >k, on a g > 0.
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On note ¢ = q; la premiere valeur strictement positive de la suite si bien que ¢, > ¢
pour tout k > k. En d’autres termes, on a la définition suivante.

Définition 5.3.2 Soit
k =inf {k >0 tel que g, > 0},
q=q;
i.e. ¢ est la premiere valeur strictement positive de la suite (Qk)ke{o,...,N}-

On définit maintenant naturellement les approximations quantifiées des suites
précédentes.

Définition 5.3.3 Pour tout s > 0, on définit les suites (Gk)reqo,...N} €t (Tk)kefo,..N—1}
de la facon suivante :

{ G =Eu[Lu(Z), R R
Tk(8) = Bull( @ Gopndigi>or L0 (Z0) Lue(Zisn) ).

I est important de remarquer que G et 7x(s) peuvent étre facilement calculés a
partir des grilles de quantification. En effet, on a :

0 = (Z,t) eIy
z¢&U
Fr(s) = > > L{ttur 2)ar>s P(Or = 0)Qr(0:6').
0= (Z,t) el 0 = (Z/,t/) S Fk+1
zeU 2 g U

Rappelons que d’apres la proposition , la suite (pg)r<n satisfait une ré-
currence dépendant de deux parametres : (qx)r<n €t (Tx)r<n—1, qQUe NOUS sommes
maintenant en mesure d’approcher. Ainsi, en remplagant ces parametres par leur ap-
proximation quantifiée, on construit par récurrence une nouvelle suite notée (Py)r<n-
Dans le reste de cette section, on s’attachera a prouver la convergence de (py)r<n
vers (pr)r<n. Cette convergence est loin d’étre triviale car d’une part, les définitions
des suites (qx)r<n €t (7x)r<n—1 font intervenir des fonctions indicatrices qui ne sont
pas lipschitziennes et d’autre part, la formule de récurrence donnant py,1 a partir
Dk, Gk, Qri1 €6 T n'est pas non plus lipschitzienne.

Définition 5.3.4 Pour tout s > 0, on pose py(s) = 0 et pour tout k € {0, ..., N—1},
on pose

ﬁk(s)i\k-&-?k(s) v~
Prea(s) = { Gy 5 i 70 (5.3.3)
0 STNon.

Les deux propositions suivantes seront nécessaires pour prouver la convergence du
schéma d’approximation. Elles énoncent respectivement la convergence de (Gx)r<n

et (Tr)r<n—1 vers (qr)r<n €t (i)r<n-1.
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Proposition 5.3.5 Sous les hypothéses m 11.6] et |111.2 pour tout k € {0,..., N}, Gk
converge vers q lorsque Uerreur de quantification H@k — O4ll, tend vers zéro. Plus
précisément, [’erreur est bornée par

R p_ /8 ﬁ D % ~ Lﬁﬁ
-al <o (274 (2)7 ) 12 - 2,
p s
ou C' et 5 sont définies dans U'hypothése [II1.6.

Démonstration Pour tout k € {0, ..., N}, I'équation (5.3.2) donne
g — Gl = |Bu[1u(Z) — Tu(Zy)]].

La différence de fonctions indicatrices est non nulle si et seulement si 7, et Zk sont
de part et d’autre de OU. Dans ce cas, pour tout a > 0, si ‘Zk — Zk‘ < a, alors
d(Zy,0U) < «. Ainsi, on a toujours ’Zk—Zk‘ > a ou Z, € U®. L’inégalité de Markov
et 'hypothése [[TI.6] donnent :
E,|1u(Z) — 10(Z)| < Pu(|Zk — Zi| > @) + Pu(Zi € U?)
||Zk — Zilp

L+ Ca”.
oP
. L
_7p\ ot
Cette borne est minimale pour o = (IJ”Z’“BCZ’“”P) "7 et le résultat suit. ([l

Proposition 5.3.6 Sous les hypothéses|II1.4}.a,|I11.6| et|I11.2, pour tout k € {0, ..., N—
1} et pour presque tout s > 0 par rapport a la mesure de Lebesque sur R,

Tr(s) = ri(s)

lorsque Uerreur de quantification ||©; — ©,||, tend vers zéro pour | € {k,k + 1}.

Comme dans la proposition de la partie précédente, on n’a pas la convergence
en tout point a cause de la présence de frontieres.

Démonstration Soit k£ € {0,..., N — 1} et s > 0, ’équation ((5.3.2)) donne
rie(s) — Ti(s)| < A+ B,

avec

A= ‘Eu [(1{(Tk+u*(zk))/\Tk+1>S} - ]1{(7A“k+u*(2k))/\fk+1>s}>1U(Zk)1UC(Zk+1)]
= ’EH |:1{(fk+U*(2k))Afk+1>s} <]1U(Zk>ILUC(Zk+1) - ILU(Zk)]lUC<Zk+1>) ’

Dans le terme A, on borne grossierement 1y (Z;) et lye(Zry1) par 1 et on se
concentre sur la différence des fonctions indicatrices. Cette difference est non nulle
si et seulement si (T + u*(Zx)) A Tri1 et (T + u*(Zx)) A Tiq1 sont de part et

Y
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d’autre de s si bien qu’ils appartiennent tous les deux a Uintervalle [s — n; s 4+ ] ol

0= |(Tk + u*(Zt)) A Tosr — (Ti + u*(Zi)) A Ty |, on a alors :

< Lg (@t (20)) A Th g1 —sl<n}>

A S P,u (’(Tk + u*(Zk)) /\Tk+1 — S| > ) .

Le reste de la preuve consiste a remarquer qu’on a l’alternative suivante : soit 7
est petit et la probabilité que (Ty, + u*(Z)) A Ti41 soit dans intervalle [s —n; s + 1)
I'est également, soit 1 est grand mais ceci se produit avec une faible probabilité
lorsque 'erreur de quantification tend vers zéro. Pour tout o > 0, on a

‘ ]—{(Tk+U*(Zk))/\Tk+l>s} - :H_{(Tk+u*(zk))/\Tk+1 >8}

et donc

A<P, ([(Ti+w' (Z)) Aoy — 5| <nn<a) + P, (7> a)
<P, (‘(Tk +u™ (Zk)) A Thr1 — s‘ ) u(n>a)
Il

< ’gbk(s—i-@)—@k(S—Oé)“‘— R

ou @y représente la fonction de répartition de (T + u*(Zy)) A Tyy1. Fixons € > 0 et
supposons que s n’est pas un atome de cette loi si bien qu’il existe ay > 0 tel que
‘gbk(s + a1) — Pr(s — aq)| < e. Par ailleurs, d’apreés 'hypothese [[I1.4{a qui énonce la

continuité Lipschitz de u*, on a n < ‘Tk —fk‘ + [u*]‘Zk — Zk‘ + ‘Tkﬂ —ka’. De plus,

puisque l'erreur de quantification tend vers zéro, on peut supposer que [|n]|, < ajer.
En posant a = a; dans les calculs précédents, on a

||an
041

v

A< ‘gbk(s+a1)—gok(s—a1)’+ < 2e.

L’ensemble des atomes de la loi de (T; +u*(Zg)) A Tj41 étant au plus dénombrable,
les calculs précédents sont valables pour presque tout s > 0 par rapport a la mesure
de Lebesgue. Majorons maintenant le terme B :

B < Bu[1u(Z0)ve(Zes1) — 1u(Zi)1ve (Zinn)
<E, []IUC(ZkJrl)’lU(Zk) - 1U(2k)H +E, {1U(Zk))1UC<Zk+1> - 1UC(Zk+1)H

< ‘Qk - qu‘ + ‘Qk—&-l = Qry1s

qui tend vers zéro d’apres la proposition [5.3.5} 0

La convergence de notre schéma d’approximation pour la distribution du temps
de sortie est désormais une conséquence directe de la proposition suivante.

Proposition 5.3.7 On suppose que les hypothéses [II1.3, [II1.5, [IT1.6 et [IIT.3 sont

vérifiées. Soit (ok)k<n-1 €t (Ok)r<n—1 deux suites de nombres a valeurs dans [0, 1].
Soit (mr)o<k<n €t (Tr)o<k<n définis de la maniére suivante : 1o = Ty = 0 et

+ ;
RRIETCR st qry1 7 0
Th+1

de+1
0 sinon.
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Tkl Ok -

N Tk TT% Si 0

Fros = Tor1 'Qk—&-l #
stnon.

Pour 0 < k < N, si l’erreur de quantification est telle que pour tout I < k on a
3 78 77 5 1
p p p o~ PE_
Cvts () + <p> 120 — Z)|[5™ < 54,
p B 2

_ 2 N _ N
| — 6] < q<7Tsup|Qk—1 — Q1| + |1 — Tt + |ok—1 — Uk—1|>

2(msvP + 1) .
+~72|Qk — x|,
q

alors

ot on a posé TP = maxo<k<n T-

Démonstration La difficulté de cette preuve repose dans la non continuité Lip-
schitz de la fonction donnant 7,1 & partir 7, qx, qr+1 €t o en raison de la division
par q1. Pour surmonter cet obstacle, nous allons utiliser la borne inférieure stric-
tement positive de la suite (gx)r<n décrite plus tot. En effet, rappelons que, d’apres
la définition il existe un indice & tel que g, > ¢ > 0 pour tout k > k et g, =0
pour tout k& < k. De plus, on va mettre en évidence une borne inférieure similaire
pour la suite (Gx)r<n en exploitant la convergence de gy vers gy.

Prouvons par récurrence que 7y, converge vers 7. Tout d’abord, on a 79 = 7y = 0.
Soit maintenant k € {1, ..., N}.

Si k < k, alors g, = 0 et I'hypothése entraine que ¢ = 0 également. En
effet, g, = 0 signifie que Z € U p.s. U étant convexe, la proposition [5.3.1] implique
Z, €U p.s. également. En d’autres termes, g, = 0. Enfin, d’apres leurs définitions,
on a 7, = T k= 0.

Sik > l;:, alors g > @ > 0. Afin de borner I'erreur entre 7 et 7y, il est en effet
nécessaire de disposer d’'une borne inférieure strictement positive pour ¢, en raison
de la division par ¢ dans la relation de récurrence. Nous cherchons maintenant a
obtenir le méme genre de borne pour g en exploitant la proposition qui énonce
la convergence de @i vers qi. En effet, supposons désormais que le nombre de points
dans les grilles de quantification soit suffisamment grand, et donc que l'erreur de
quantification soit suffisamment petite, pour assurer que pour tout j € {l;:, ooy N},
lg; — qj| < %qf Alors, on a la borne inférieure requise g, > %(j > (. Par conséquent,
on obtient

Th-1Gk—1 1 Ok—1  Th-1Qr—1 + Ok—1

|7 — 7| < — —
qr gk

Th— R Qe _ 1 N
< ’i ! |qk—1 — Q1| + #’kal — Tp—1| + =—|ok—1 — Fr—1
dk qk
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Posons maintenant %7 = maxg<i<y 7. On a

|7k — Tk
TP - ) 0~
< a1 = Qe + =T = T + = oe—1 — G| + (7P + 1)M
4k 4k dx Ak qk
2 A . A 2(ms'P + 1 .
< p (7*P|qk—1 — Qe—1| + [Th—1 — T—1| + |oh—1 — Tr—1|) + (qz)|Qk — Gl
qui est le résultat annoncé. ([l

Remarquons que, dans la proposition précédente, on peut obtenir une vitesse
pour la convergence de 7, vers 7 des lors qu’on connait une vitesse pour la conver-
gence de 7, vers oy, et un majorant de la suite (7 )o<k<n-

Enfin, nous pouvons énoncer I'un de nos principaux résultats, la convergence du
schéma d’approximation de la distribution du temps de sortie :

Théoréme 5.3.1 Sous les hypothéses [II1.3, [ITT.J).a, [ITT.5, [III.6 et [ITT.2, pour tout

k € {0,...., N} et pour presque tout s > 0 par rapport @ la mesure de Lebesgue sur
R, on a la convergence

Pr(s) = pr(s),

lorsque Uerreur de quantification ||©; — ©;|, tend vers zéro pour tout j € {0, ..., k}.

Démonstration Soit s > 0 tel que pour tout k& € {0,..., N — 1}, rx(s) converge
vers 71 (s). On applique la proposition avec (0x)o<k<n-1 = (Te($))o<k<n-1 €t
(Gr)o<k<n—1 = (Tk(5))o<k<n—1 si bien que (71)o<k<n = (Pr(5))o<k<n €t (Tr)o<ken =
(Pe(s))o<k<n. Remarquons enfin que (pi(s))o<k<n est borné par 1. O

Il est intéressant de remarquer que nous n’avons pas utilisé I'hypothese [[IT.4b
selon laquelle la fonction u* doit étre bornée. Cette condition sera cruciale dans le
cas des moments mais est inutile pour 'approximation de la distribution.

Finalement, nous avons développé une approximation aisée a mettre en ccuvre
de la fonction de survie du temps de sortie. Nous nous tournons a présent vers ses
moments. Bien entendu, ils peuvent étre obtenus grace a la distribution. Cependant,
nous présentons une méthode directe dans la section suivante pour laquelle nous
obtiendrons une borne pour la vitesse de convergence.

5.3.2 Schéma d’approximation des moments et vitesse de
convergence

Comme pour la distribution, les moments peuvent étre approchés grace a la
quantification du processus (Oy)r<n = (Zk, Tk )k<n. Cependant, il est important de
souligner que nous serons en mesure d’obtenir une vitesse de convergence pour ce
nouveau schéma. On peut remarquer que, d’apres la proposition [5.2.4] et comme
dans le cas de la distribution, py; = E,[r/|7 < Ty] peut étre calculé dés que les
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suites (qx)k<n €t (7k;)k<n—1 sont connues. La premiere a été approchée dans la
section précédente et il reste a trouver une expression de la seconde qui ne dépende
que de la chaine de Markov (Z, T ), afin de définir son approximation quantifiée
(Tk,j)k<n—1. D’apres I'hypothese , les mémes arguments que dans la section
précédente donnent

r,; = E, [((Tk ut(Z) A TkH)jnU(Zk)ﬂUc(zkH)] . (5.3.4)

Ensuite, on définit naturellement les approximations quantifiées des suites (ry ;) k<n—1
et (prj)r<n-

.....

PrjetTh,j .~
o mamta g, 20
Prt1,j = et :
Stnomn.

Tout comme G et 7(s) définis dans les sections précédentes, 7 ; peut facilement
étre calculé a partir des grilles de quantification. En effet, on a :

J N —
Fi= 3 3 ((t +ut(2)) A t’) P(6; = 0)01(6: 0).
0= (2715) el 0 = (Z/7t’) € Fk+1
zeU 2 g U

La proposition suivante prouve la convergence de 7, ; vers ry, ;.

Proposition 5.3.9 Sous les hypothéses [IIT.4).a, [ITL.6, [IT1.9 et [ITI.7, pour tout k €
{0,..., N — 1} et pour tout j € N, 7y, ; converge vers ry ; lorsque Uerreur de quantifi-

cation ||©; — ||, tend vers zéro pour tout | € {k,k+1}. Plus précisément, Uerreur
est bornée par

~ . i1 . ) 5 -
g = Fial < 3(6+ 1) (1T = Tily + 1112 — Zally + | Tir — T )
J ~ ~
+ (6 + 1)C ) (lax — Gl + laxr — Gosal).
Démonstration Soit k£ € {0,...,N —1} et j€N, ona:
|rk:,j — 'Fk,j| S A+ B.
ou

A= ‘Eu [(((Tk +u*(Zy)) N Tk-l—l)j - ((fk +ut(Zy)) A fk—&-l)j) HU(Zk)]lUc(ZkH)]

Y

B= ’Eu [((fk +u*(Z) A fm)j (]LU(Zk)]LUC(Zk+1) - ﬂU(Zk)ﬂUc(2k+l))] ’
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D’aprés hypothese [[IL7] les durées inter-sauts S; sont p.s. bornés par Cy- si bien
que T; < iCy p.s. et (T; + u*(Z;)) AN Tiyr < (i + 1)Cy+ p.s.. D’apres la proposition
5.3.1] ces bornes sont également valides pour le processus quantifié T, < iCy et
(Ti +u*(Zi)) N < Tigr < (14 1)C pos.

Considérons tout d’abord le terme A, on borne grossierement les fontions indi-
catrices par 1. De plus, notons n = ‘(Tk +u*(Zg)) N Tps1 — (fk + u*(Zk)) A fkﬂ’ et
remarquons que la fonction z — 27 est lipschitzienne sur tout ensemble [0, M] avec
pour constante de Lipschitz jM7~!. On obtient

-1
|

A<E, [j((k + 1)@)“@ <j((k+1)Ce)" Inll,

et grace a 'hypothese [[IT.4]a qui énonce la continuité Lipschitz de u*, on a
. Jj—1 ~ N ~ ~
A< 5((k+1Ce) ™ (W = Dl + N 2 = Zilly + 1Tin = Ticaly )
De plus, le terme B est borné par :
j ~ ~
B < ((k+1)Cp ) By |10(Z0) 1ue(Zis1) = 1u(Zi) e (Zry)|
J ~ ~
< ((k+1)Ce ) (lae = Gl + |grs1 — Gesal).
On conclut avec la proposition O

On peut maintenant énoncer l'autre résultat principal de ce chapitre : la conver-
gence du schéma d’approximation des moments du temps de sortie avec une borne
pour la vitesse de convergence.

Théoréme 5.3.2 Sous les hypothéses [ITI.3, [ITI.]].a, [IT.5, [ITI.6, [ITT.3 et [I11.7], pour

tout k € {0,..., N} et pour tout j € N, py; converge vers py; lorsque Uerreur de

quantification ||©; — O, ||, tend vers zéro pour tout j € {0, ..., k}.
Plus précisément, si l’erreur de quantification est telle que pour tout | < k on ait

_Db_ P
p+aq p+q . _Ppq 1
Cta ((g) + (5) ) 121 — Zi|[p™ < §q~7

((th*)”%q — Q1| + |Ph—1; — Pr—1,5] + ITh—1; — ?kq,j’)

2(NCp)? +1 _
( ;2) )|Qk—9k|-

alors on a

Dk — Drjl <

+ N<TE )

La vitesse de convergence dépend de la quantité ¢ dont la valeur exacte peut
étre inconnue dans les applications complexes. Dans ce cas, elle pourra toujours étre
approchées par des simulations de Monte-Carlo (voir les exemples du chapitre @
Quoiqu’il en soit, les théoremes et prouvent la convergence de notre
schéma d’approximation indépendamment de la valeur de q.
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Démonstration Soit 7 € N. On applique la proposition avec (0%)k = (Tk)k
et (Gk)k = (Tkj)k si bien que (7)), = (Prj)k €t (Tk)r = (Prj )k Enfin, ainsi que nous
'avions remarqué apres la démonstration du lemme [5.3.7] on obtient une borne pour
la vitesse de convergence puisque la suite (p ;)o<k<ny €st bornée par :

= Bulo <] < By e <) <5, s <7 < 1 <
D’ou le résultat. 0J

Finalement, nous avons développé deux méthodes numériques permettant de
calculer respectivement la fonction de survie et les moments d’'un temps de sortie
pour un PMDM. Nous avons prouvé leur convergence et obtenu une vitesse dans le
cas des moments. Dans le chapitre suivant, nous présentons les résultats numériques
obtenus sur deux exemples.



Chapitre 6

Exemples et résultats numériques

Dans ce chapitre, nous montrons comment mettre en ccuvre nos méthodes sur
deux exemples : le processus de Poisson avec flot (section [6.1) et le modele de

corrosion (section [6.2)).

6.1 Processus de Poisson

On étudie ici I'exemple du processus de Poisson introduit dans la section [1.2.1}

Soit donc N; un processus de Poisson. On fixe son parametre a la valeur A = 1
et on pose Y; =t + N;. On a vu que (Y;)¢>0 est un PMDM. On s’intéresse au calcul
du temps 7, de sortie de 'intervalle | — co; b pour le processus (Y;):>o. Cette étude
nous servira de cas test car il est possible de trouver la valeur exacte de la fonction
de survie afin de la comparer avec les valeurs numériques fournies par notre schéma
d’approximation.

Rappelons, on s’en servira a plusieurs reprises, que pour tout k € N*, la durée
inter-sauts Sy suit une loi exponentielle de parametre 1. Ces mémes durées inter-
sauts étant indépendantes, on en déduit la loi de Ty. Il s’agit d’une loi gamma de
parametres k et 1 que l'on notera y(k, 1).

6.1.1 Vérification des hypotheses

Avant de se tourner vers les simulations numériques, vérifions que les hypotheses
nécessaires sont satisfaites. Soit b = 10 i.e. U =| — 00, 10[. On peut choisir N = 10
puisque Y7, = T + Ny, = Ty + N > N. Par ailleurs, il est clair que pour tout
y €] —o00,10][, u*(y) = 10—y. Les hypotheses et sont clairement satisfaites.
L’hypothese quant & elle, résulte du lemme suivant.

Lemme 6.1.1 Pour tout o > 0 et pour tout k € {0, ..., N},

P# (Zk € Ua) < 2a.

139
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Démonstration Soit k =0. Ona Z; =0 p.s. et U* = [10 — o, 10 4 «]. Ainsi, on
considere deux cas.

Si a < 10 alors P, (Zp € U%)
Si > 10 alors P, (Z, € U®) =

2ar.
a < 2.

0<
1< 55
Soit maintenant £ € {1,...,N}. Notons fy1) la densité de la loi y(k,1) et

k-1
Cr = ﬁ (%) sa borne supérieure. Puisque T} suit la loi vy(k, 1), Z, = k + Ty

a pour densité fz, (-) = fyu1)(- — k) qui est également bornée par Cj. Enfin, on a :
P,(Z, €U =P, (Z; € [10 — o, 10 + o) < 2Cja < 2a.

En effet, la suite (Ck)r>o est décroissante donc on a Cp < C; = 1 pour tout
ke{l,.. N} O

De plus, 'hypothese [[I1.2] est satisfaite puisque les trajectoires du processus sont
croissantes. L’hypothese , au contraire, ne I'est pas car t*(x) = 400 pour tout
r € E. Cependant, comme nous 'avons remarqué dans la section [5.1, on peut
contourner cet obstacle en considérant le processus tué lorsqu’il dépasse la valeur
b= 10.

Rappelons que la valeur de T}, peut étre obtenue a partir de 7, puisque T}, =
Zy — k. Ainsi, il suffit de quantifier le processus (Zy)r<ny au lieu de (Zy, Tx)r<n-
Cette réduction de dimension du processus a quantifier conduit & une amélioration
du taux de convergence et nous constatons en effet, dans les tableaux suivants, que
nos schémas convergent rapidement.

6.1.2 Approximation des moments

Nous décrivons ici les résultats obtenus lors de la mise en ceuvre de I’approxima-
tion numérique des moments.

Temps moyen de sortie

Le tableau présente les approximations de 'espérance du temps de sortie.
On y trouve, pour différents nombres de points dans les grilles de quantification, la
valeur de Py 1, qui approche I'espérance de 7y, ainsi que 'erreur relative par rapport
a une valeur de référence obtenue par la méthode de Mote-Carlo (10® simulations) :
E[710]Monte carlo = 5.1248. Comme nous nous y attendions, l'erreur décroit avec le
nombre de points dans les grilles de quantification.

Le second moment

On présente les résultats de l'approximation du second moment dans le ta-
bleau [6.2] Notre valeur de référence obtenue par la méthode de Monte-Carlo est
E[7% | Monte Carlo = 27.5084. A nouveau, Perreur décroit avec le nombre de points
dans les grilles de quantification.
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Nombre de points  py;  Erreur relative
20 points 5.1635 0.7 %
50 points 5.1029 0.43 %
100 points 5.1342 0.18 %
200 points 5.1177 0.14 %
500 points 5.1274 0.051 %
1000 points 5.1237 0.023 %
2000 points 5.1240 0.016 %
4000 points 5.1244 0.0078 %
Monte Carlo 5.1248
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TABLE 6.1 — Résultats des simulations pour la moyenne du temps de sortie pour le

processus de Poisson.

Nombre de points DN 2 Erreur relative
20 points 27.9318 1.5 %
50 points 27.2522 0.93 %
100 points 27.5896 0.30 %
200 points 27.4346 0.27 %
500 points 27.5290 0.075 %
1000 points 27.4991 0.034 %
2000 points 27.5024 0.022 %
4000 points 27.5042 0.015 %
Monte Carlo 27.5084

TABLE 6.2 — Résultats des simulations pour le second moment du temps de sortie

pour le processus de Poisson.

La figure représente la vitesse de convergence empirique pour l'approxima-
tion des deux premiers moments. Elle est estimée a travers un modele de régression
linéaire et vaut —0.88 pour le premier moment et —0.93 pour le deuxieme. Ces
vitesses sont du méme ordre de grandeur que la vitesse de convergence du quan-
tificateur optimal, énoncé par le Théoreme [1.4.1 qui est de -1, la dimension étant

ici 1.

6.1.3 Approximation de la fonction de survie

Ainsi que nous 'avons annoncé plus haut, on peut obtenir la valeur exacte de la

fonction de survie du temps de sortie.

Proposition 6.1.2 Notons ent(.) la fonction partie entiére. Pour tout s,b € RT,

on a :

szﬂ:{o

P[Tent(bfs)%»l > 5]

pour tout s < b,

SInon.
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® ©® @ second moment
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FIGURE 6.1 — Représentation log-log de 'erreur d’approximation en fonction du
nombre de points dans les grilles de quantification pour le premier et le second
moments dans I'exemple du processus de Poisson. Les vitesses de convergence em-
piriques sont -0.88 et -0.93.

Rappelons que T} suit la loi y(k, 1), le terme de droite dans la proposition pré-
cédente peut donc étre calculé facilement.

Démonstration Soit s > 0. Remarquons que Y, > s, ainsi 7, < s p.s. lorsque
s > b. Supposons maintenant que s < b, on a :

Pn, > s] =P[Y, <0 =P[N, <b— 5] =P[N, <ent(b— )] = P[Topsp—s)11 > 5|
D’ou le résultat. O

La figure [6.2| représente a la fois la fonction de survie exacte et son approximation
par quantification. Le tableau présente 'erreur empirique entre les deux fonc-
tions. La vitesse empirique de convergence, présentée sur la figure [6.3] est estimée
a travers un modele de régression et vaut —0.94. Remarquons qu’elle est du méme
ordre de grandeur que celle du quantificateur optimal énoncée dans le théoréme
[1.4.1] qui est de -1, la dimension étant ici de 1.

Nous avons déja insisté sur le fait que notre approche est flexible par rapport a
U. Dans cet exemple, on peut obtenir trés rapidement la moyenne ou la distribu-
tion d’un autre temps de sortie U’ =] — 00, 0] pour n’importe quel 0 < ¥ < b = 10.
En effet, P(7y > T19) = 0 et on peut donc utiliser les mémes grilles de quantification.
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1 —— T T T T
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0.9+ 4000 points H
— ~ 7 Fonction de survie exacte
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FIGURE 6.2 — Fonction de survie de 719 et son approximation quantifiée avec 50 et
4000 points dans les grilles de quantification. La courbe exacte et celle obtenue avec
4000 points dans les grilles de quantification sont indistinguables.

Grilles de quantification maxg [pn(s) — pn ()]

20 points 0.065

50 points 0.027

100 points 0.013

200 points 0.0056
500 points 0.0037
1000 points 0.0015
2000 points 0.00098
4000 points 0.00037

TABLE 6.3 — Résultats des simulations pour la distribution du temps de sortie pour
le processus de Poisson.

6.1.4 Vitesse de convergence pour la distribution

On peut remarquer, d’apres la preuve de la proposition [5.3.6] qu'une vitesse de
convergence de la distribution du temps de sortie peut étre obtenue des que pour
tout k € {0,..., N — 1}, la fonction de survie de (T + u*(Zx)) A Ti+1, notée Py, est
Lipschitz continue par morceaux. Bien qu’il soit difficile d’énoncer des hypotheses
générales sous lesquelles cette assertion est vraie, la proposition suivante prouve que
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10

10

10

-4
10

T T T T T T T T
1 2 3 4
10 10 10 10

FIGURE 6.3 — Représentation log-log de l'erreur d’approximation en fonction du
nombre de points dans les grilles de quantification pour la fonction de survie dans
I’exemple du processus de Poisson. La vitesse de convergence empirique est -0.94.

cette condition est satisfaite dans notre exemple.

Proposition 6.1.3 Pour tout k € {0,...,N — 1}, la fonction de survie, notée @y,
de (Ty + u*(Zg)) N Tii1 est lipschitzienne sur ] — oo;b — k[ et sur |b — k; +oo[ avec
pour constante de Lipschitz [pr] < 1.

Démonstration Soit k=0et s> 0,o0na:

@0(8) = P“<<T0 + U*(Zo)) A\ T1 > S)

= Pu(b ATy > 8)

= Lp=gPu(Th > )

= 1{b>s}€7sa
puisque T} suit une loi exponentielle de parametre 1. Par conséquent, la fonction ¢
est égale a zéro sur [b; +00| et est lipschitzienne avec pour constante de Lipschitz 1
sur ]0; b.

Soit k > 1 et s > 0. Rappelons que les variables aléatoires (S;);>¢ sont indé-

pendantes et suivent des lois exponentielles de parametre 1 si bien qu’en particulier,

Ty et Sgi1 sont indépendantes et Ty suit la loi v(k,1). Rappelons également que
Zy =k + Ty, et que u*(z) = b— z.

or(s) = Pu((Te +u*(Z1)) A Tiy1 > 5)

= )2 Li(t+ (b—k—t))Au>s} Frk) (t)fy(k+171) (u)dtdu,
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olt on note f, ;1) la fonction de densité de la loi v(j,1) pour j € {k,k + 1}.
Soit 8 > s >0, 0on a:

~ AN <
[Pu(s) =)l = [,

Lio—ryrussy — Lio—ryrusst| fye1) (&) frer1,n) (w)dtdu

< »
S Jye Li(o—kynuelsisny S, 1) () fyior,1) (w) dbdu

< ®+)? (ﬂ{bfke]s;s’}} + ﬂ{ue]s;s/]}) Sty () o 1,1) (w) ditdu

S ]l{b_ke[ﬁsq} + Of-y(k+1,l) |S/ - S|

< Ljprefsiw)y + | — 5],
1 (k\F

puisque wa(k T (;) < 1. Enfin, si s et ¢ appartiennent tous les deux

a l'intervalle ]0;b — k[ ou s§’ils appartiennent tous les deux a ]b — k;+oco[, on a
|k(8") — @r(s)| < |8’ — s|. D’ou le résultat. O

Enfin, dans cet exemple, nous pouvons énoncer une borne pour la vitesse de
convergence de I'approximation de la distribution du temps de sortie. La proposition
suivante constitue donc une amélioration de la proposition [5.3.6(et du théoremel5.3.1}

Proposition 6.1.4 Pour tout k € {0,..., N — 1}, posons s > 0 et supposons que
l’erreur de quantification soit suffisamment petite pour assurer que

p

L —_—
p+1 ~ R R —
(g) (HTk—Tka-i‘ 1 Zk — Zi|lp + || T _Tk+1Hp> <|b—k—s|

on a alors

p

1
- p\#1 (1 ~ 5 . P
o) = o) < 2 (5)7 (5 41) (1= Bl + 022 = 2l + VT = Tl
+ ’(Jk: - @c’ + ‘Qk-i-l - qu-i-l"

De plus, pour tout k € {0, ..., N}, si Uerreur de quantification est telle que pour tout

[ <k )
p\r+t (1 = == 1.
2 (2 = N A A
(2> <p + ) ” l al = 2Qa

on a alors

|pk(5) - ﬁk(5)| < (|Qk—1 - ka—1| + |pk—1(5) - ﬁk—1(8)| + |7"k—1(5) - fk—1(5)|)

| N

4 N
+ ?qu — k|-

Démonstration La preuve est une conséquence directe des preuves de la propo-
sition [5.3.6| et du théoreme I1 suffit de remarquer que le terme A de la preuve
de la proposition peut étre borné grace a la continuité Lipschitz des fonctions
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O sur | — ooy b — k[ et sur |b — k; +oo[. Soit s > 0, s # b — k, et soit a > 0 tel que
b—k¢&[s—a;s+a]ie a<|b—k—s|, onadapres la preuve de la proposition
1l 71l

AS‘gbk(s—i‘&)—gbk(s—@)’—FT])pSQOé‘i‘ o

1
“ . . .. PN o1 ..
car [@x] < 1. La borne ci-dessus atteint son minimum en « = (%) " et celui-ci

L
vaut 2||n||z™ (%) e (1 + %) On conclut en rappelant que

1nlly < 1Tk = Tllp + [wll Zk = Zkllp + [ Thsr = Thralls
avec [u*] = 1. O

On peut calculer la valeur exacte de ¢ qui est la premiere valeur strictement
positive de la suite (PH(Z;C ¢ U))k Onaq="P,(Z ¢|—00;10)) =P, (T3 > 9) =¢*

car T7 suit une loi exponentielle de parametre 1.

6.2 Modele de corrosion

On considere maintenant le modeéle de corrosion, fourni par Astrium, que nous
avons présenté dans la section|1.2.5] On cherche a approcher I’espérance et la fonction
de survie du temps de dépassement du seuil critique de 0.2 mm de perte d’épaisseur.

L’état de la structure métallique est représentée par un PMDM qui a été décrit
dans la section [1.2.5] Cependant, on modifie légérement cette modélisation car il
n’est pas nécessaire de considérer ici le processus augmenté du temps. On pose donc
M = {1;2;3}, pour chaque m € M, E,, = RT x RT x [1077;107°] et

E=MxR"xR" x[1077;107°].
Pour ¢ € E,,, ¢ représente le triplet (d, s, p) ou d est 1'épaisseur corrodée, s le temps
depuis le dernier saut et p le taux de corrosion. On définit U,, = [0;0.2] x R* x
[1077;107°] pour chaque m € M et

U= M x[0;0.2] x R x [1077;1077].

Le temps de dépassement du seuil critique est ainsi le temps de sortie de U. Enfin,
le flot dans le mode m est :

d d+dn(t+s) = dp(s)
Cbm( S 7t) = t+ s
p P

Le parametre d évolue continliment entre les sauts alors que p est choisi aléatoirement
et indépendamment apres chaque saut.
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6.2.1 Vérification des hypotheses

Les ensembles U,, étant convexes, I’hypothese est satisfaite. Par ailleurs,
remarquons que u* est bornée (hypothese .a). En effet, p > 1077 et n < 200000 si
bien que d,,(t) > 1077(t—200000) et enfin u* < 0.2x 1074200000 = 2.2 x 10° heures.
Notons C,« cette borne. Les hypothéses et [IL4]b (continuité Lipschitz de u*)
proviennent respectivement des lemmes et ci-dessous. Enfin, ’hypothése
est satisfaite mais I’hypothese ne lest pas. Pour cette raison, on considére,
comme indiqué dans la section [5.1] le processus tué au temps 7. On introduit donc
un état cimetiere A et on remplace le processus (X;):>o par le suivant :

X7 Xy pourt<T,
=1 A pourt>r.

Lemme 6.2.1 Pour tout o > 0 et pour tout k € {0, ..., N},

Pﬂ(Zk S Ua) S Sa.

Démonstration On introduit quelques notations supplémentaires. Soit My, Dy
et Ry les valeurs de m, d et p apres le k-iéme saut. En d’autres termes, on a Z; =
(Mg, Dy, 0, Ri.). Remarquons alors que

P, (2, €U") =P,(IDy - 02| < ).

On étudie donc plus précisément la loi de Dy. Notons Fi(s) = s+ ng (e_ﬁ — 1) ou
la suite (7x)k>0 est déterministe. On a alors

D() — 0
Dy, = Dy_1 + R Fy(Sk) pour tout k > 1.

Nous allons montrer que pour tout k, la variable aléatoire Ry F)(Sk) a une densité
bornée. Rappelons que Ry suit une loi uniforme sur [ay;bx] C [1077;107°] et S
une loi exponentielle de parameétre \;. Soit alors A une fonction mesurable bornée a
valeurs réelles. On a

BB FS)] = [ [ hpFs) ;e dpds.

by, — ax

On introduit le changement de variables suivant :

u=p
v = pFi(s),
dont le jacobien est 1(F,')'(2) ainsi on a

e Age G (R (2)

Buh(RF(S) = [ he) ( / : du) dv.

k (bk — ak)u
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Ainsi, on obtient la densité de la variable aléatoire Ry Fy(Sk) et une intégration par
parties fournit

/wk,xke—AkalﬁD(}Q;ly(g) 1 j/w: e ME GO (FTY(2)
ag (bk - ak)u N bk — ar Jai u?

Enfin, la densité de la variable aléatoire Ry Fy(Sy) est bornée par

b 2b
ay + k+1< k

< < 2.
E— Ak by, — ay,

[ Moo W (R (2)

L dy| <
% (by — ag)u o

Ensuite, par récurrence on obtient que la variable aléatoire Dj, suit la loi dg pour
k = 0 et admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue v bornée par 2
pour k > 0. En effet, dans le second cas, la densité de D, peut étre obtenue par
convolution puisque Dy_; et Ry Fi(Sk) sont des variables aléatoires indépendantes.

Par conséquent, P#<\D0 -02| < a) = l{a>0.2y < Do puisque Dy = 0 et pour k > 0,

0.2+«
P“(|Dk - 02| < a) = /0 Ui (v)dv < 4da,

22—«

puisque 9, < 2. Le résultat suit. 0

Lemme 6.2.2 Soit U = M x [0;0.2] x {0} x [1077;107°]. La fonction u* est lip-
schitzienne sur l’ensemble U avec pour constante de Lipschitz

[u] <2 x 107 x (14 Cye +4 x 10°).

Démonstration Tout d’abord, remarquons que la continuité Lipschitz sur I'en-
semble U suffit & notre discussion. En effet, bien que U = M x 0;0.2] x Rt x
[1077;107°], on a en fait 7}, € UUA p.s. et, d’aprés la proposition , Zre UUA
p.s. également. Il suffit ensuite de remarquer que, dans les sections précédentes, la
fonction u* n’est évaluée qu’en les positions apres un saut c’est-a-dire en 7, pour
un k € N.

Montrons maintenant que la fonction u* est lipschitzienne sur cet ensemble U.
Soit (m,d, 0, p) € U, la quantité u*(m,d, 0, p) est solution de I’équation suivante.

d+d,(u*)=d+p <u* +1n (eg; - 1)) =0.2.

Fixons 0 < d,d" < 0.2 et notons u = u*(m,d,0,p,0) et ' = u*(m,d,0,p,0).
Remarquons que d + d,,(u) = d' + d,,,(u') puisque ces deux quantités sont égales a
0.2. Par conséquent, |d,,(u) — d,,(u")| = |d' — d| et, en remarquant que n < 2 x 10°,
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on a
|d —d| :p’u—u’—Fn(e_?un —6_%1>

1_'u,/\ul ’
Zp(l—Qe 2 )|u—u|

1077
>

|u - u/|7
ce qui prouve la continuité Lipschitz de u* par rapport a la variable d sur U.

De la méme maniére, fixons p, p’ € [1077;107°] et notons u = u*(m, d, 0, p,0) et

uw =wu*(m,d,0,p,0). On a encore d+p (u +n (6_2%1 — 1)) = d+p/ (u’ +n <e_2un — 1))

car ces deux quantités sont égales a 0.2. On soustrait d+p (u’ +n (e_;n — 1)) dans

u’—H](e_?uv—l)'.

On a déja calculé plus haut une borne inférieure pour le terme de gauche. Le terme
de droite, quant a lui, est borné par (C’u* +4 x 105) lp—p/'|, puisque n < 2 x 10°, on
a donc

les deux termes précédents pour obtenir

p‘u — ' +n(e7% - 6_%) =lp—7|

(Cu* +4 x 105)\p -0 > 0

/
u— ',
=]
ce qui prouve la continuité Lipschitz de u* par rapport a p sur U. Enfin, la fonction
u* est lipschitzienne sur U avec [u*] < 2 x 107(1 + Cyr +4 % 105). O

6.2.2 Approximation de ’espérance

Les résultats des simulations pour 'approximation de ’espérance du temps de
sortie sont donnés dans le tableau [6.4] Afin d’avoir une valeur de référence, on a ob-
tenu par la méthode de Monte-Carlo (10° simulations) le résultat E[7]yronte—Carto =
250.1 x 10° h. La vitesse empirique de convergence est représentée sur la figure [6.4]
Elle est estimée a —0.35 au moyen d’un modele de régression. Remarquons qu’elle
est du méme ordre de grandeur que la vitesse de convergence du quantificateur opti-
mal donnée par le théoreme [I.4.1], la dimension étant ici de 3. En effet, comme dans
la partie précédente (section , la succession des modes m est déterministe, s
est égal a zéro apres un saut, on ne quantifie donc que 1’épaisseur corrodée, le taux
de corrosion p et les instants de saut.

6.2.3 Approximation de la fonction de survie

Dans notre schéma d’approximation pour la distribution du temps de sortie, on
peut remarquer que la valeur quantifiée py(s) n’est pas nécessairement plus petite
que 1. Par conséquent, il apparait naturel de remplacer py(s) par py(s) A 1. Ceci
ne change rien a la convergence énoncée par notre théoréme et ne peut qu’améliorer
Ierreur d’approximation. Il est également possible, et c¢’est ce que nous faisons dans
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Grilles de quantification py; (x10° h) Erreur relative a 250.1 x 10%h

20 points 287.0 15%

50 points 282.3 13%

100 points 273.3 9.3%
200 points 270.0 8.0%
500 points 264.6 5.8%
1000 points 261.6 4.6%
2000 points 259.2 3.6%
4000 points 257.0 2.8%
6000 points 255.6 2.2%
8000 points 255.0 2.0%
10000 points 254.5 1.8%
Monte Carlo 250.1

TABLE 6.4 — Résultats des simulations pour 'espérance du temps de sortie dans le
modele de corrosion.

10 4

10

E]
10

T — —T
1 2 E] 4
10 10 10 10

FIGURE 6.4 — Représentation log-log de l'erreur d’approximation en fonction du
nombre de points dans les grilles de quantification pour le premier moment dans
I’exemple du modele de corrosion. La vitesse de convergence empirique est -0.35.

les résultats présentés ci-dessous, de remplacer py(s) par py(s)/pn(0) puisque px(0)
tend vers 1 lorsque le nombre de points dans les grilles de quantification tend vers
I'infini.

La figure représente la fonction de survie de 7 obtenue au moyen de simula-
tions de Monte Carlo et obtenue grace a notre schéma d’approximation. On observe



6.2. MODELE DE CORROSION 151

que les deux fonctions sont tres proches.

1

8000 points

09+
= = = Monte Carlo

08¢
0.7¢
0.6+
05¢
04r¢
03¢
0.2¢
0.1¢

0

0 2 4 6 8

FIGURE 6.5 — Fonction de survie de 7 obtenue par des simulations de Monte Carlo
(courbe pointillée), par notre schéma d’approximation (courbe continue) avec 8000
points dans les grilles de quantification.

La tableau [6.5| contient I’erreur empirique en fonction du nombre de points dans
les grilles de quantification. La vitesse empirique de convergence est représentée sur
la figure [6.6] Elle est estimée & —0.64 au moyen d’un modele de régression. Remar-
quons qu’elle est meilleure que la vitesse de convergence du quantificateur optimal
donnée par le théoréme [[.4.1 qui est de -0.33, la dimension étant ici de 3. Ceci
signifie probablement que notre schéma d’approximation de la fonction de survie
converge, sur cet exemple, plus rapidement que le quantificateur optimal.

Au moyen de simulations de Monte Carlo, on peut approcher la valeur de g. On
obtient ici § ~ 0.057 avec 10® simulations.
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Grilles de quantification maxg [pn(s) — pn ()]

20 points 0.1041
50 points 0.0664
100 points 0.0447
200 points 0.0335
500 points 0.0112
1000 points 0.0091
2000 points 0.0058
4000 points 0.0039
6000 points 0.0028
8000 points 0.0024
10000 points 0.0023

TABLE 6.5 — Résultats des simulations pour la distribution du temps de sortie dans
le modele de corrosion.

10 7

10

10

10 10 10 10

FIGURE 6.6 — Représentation log-log de l'erreur d’approximation en fonction du
nombre de points dans les grilles de quantification pour la fonction de survie dans
I’exemple du modele de corrosion. La vitesse de convergence empirique est -0.64.



Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté dans le chapitre [5| des méthodes numé-
riques permettant d’approcher les moments et la fonction de survie d’'un temps de
sortie pour un PMDM. Nous avons prouvé la convergence de nos algorithmes et
obtenu une vitesse dans le cas des moments. Nous avons ensuite mis en ceuvre la
méthode sur des applications pratiques dans le chapitre [6]

Dans le chapitre [4, nous avons également montré comment les résultats de la
partie précédente pouvait permettre de calculer (ou du moins d’encadrer) 1’espé-
rance d'un temps de sortie. Cette approche est beaucoup moins ambitieuse car elle
ne s’intéresse qu’a l'espérance et non aux autres moments ni a la distribution. Elle
présente tout de méme un intérét car les hypotheses associées aux deux méthodes
sont différentes. En effet, I’hypothese est cruciale pour la méthode du chapitre
alors que nous avons vu que, dans le chapitre [ elle peut étre introduite par une
transformation du processus si elle n’est pas vérifiée au départ. Au contraire, ’hy-
pothése [[IT.4la de continuité Lipschitz de u* est essentielle dans le chapitre [5] alors
qu’il est toujours possible d’obtenir un encadrement de ’espérance du temps de sor-
tie grace a la méthode du chapitre [4) méme si la condition de continuité Lipschitz
de u* n’est pas remplie. De plus, on peut remarquer que la méthode du chapitre
M] repose sur des hypotheses de régularité, [I.T] [[I.2] et [[I.3] des caractéristiques du
processus alors que celle du chapitre ol impose des contraintes a I’ensemble U duquel

on cherche a calculer le temps de sortie, et

Nos méthodes, parce qu’elles s’appuient sur la quantification présentent certains
avantages du point de vue pratique. Elles sont faciles a mettre en ceuvre car il suffit
de savoir simuler le processus. Par ailleurs, elles présentent une flexibilité appré-
ciable. En effet, les grilles de quantification ne sont calculées qu’une fois pour toutes
et peuvent servir plusieurs fins. Par exemple, il est important de signaler que, dans
le cas du modele de corrosion, nous avons utilisé, dans ce chapitre, les grilles qui
avaient déja été construites et utilisées dans le cadre du chapitre précédent. Ce sont
les mémes grilles qui ont servi, dans la partie [[I] & approcher I'espérance de fonc-
tionnelle du PMDM et, dans ce chapitre, a approcher les moments et la fonction de
survie du temps de sortie.

Concernant les méthodes développées dans cette partie en particulier, notons
qu’une fois les grilles obtenues, la procédure permettant le calcul de py(s) et de p,;
est simple et rapide car il ne s’agit que de calculer des sommes finies. Concernant la
distribution, puisque py(s) peut étre calculé presque instantanément pour n’importe
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quelle valeur de s, on peut obtenir tres rapidement toute la fonction de survie. De la
méme maniere, dans le cas des moments, py ; peut étre obtenu tres rapidement pour
n’importe quel j si bien que n’importe quel moment est disponible. De plus, dans
les deux cas, on peut décider de changer I'’ensemble U, c’est-a-dire de considérer
le temps de sortie 7/ d’un nouvel ensemble U’. Ceci changera les suites (Gx)o<ik<ns
(Tk.j)o<k<n—1 €t (Drj)o<k<n dans le cas de 'approximation du j-éme moment ou les
suites (Qk)o<k<n, (Tk(5))o<k<n—1 €t (Pr(s))o<k<n si on s’intéresse a la distribution.
Ces nouvelles suites seront obtenues rapidement et facilement puisque le processus
quantifié restera le méme et qu’on utilisera donc les mémes grilles. Bien entendu,
I'ensemble U’ devra toujours satisfaire les hypotheses a et étre tel que
P,(Tn < 7') reste faible pour ne pas avoir a changer I'horizon de calcul N. Cette
derniere condition est remplie si, par exemple, U’ C U. Cette flexibilité est un
avantage important vis-a-vis d’'une méthode de Monte-Carlo classique.
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Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons a un probleme d’arrét optimal par-
tiellement observé pour les PMDM. Ce travail est inspiré de [Pham et al., 2005] qui
s'intéresse au cas d’une chaine de Markov a espace d’état fini. Les auteurs y étudient
la question du filtrage optimal et proposent ensuite une méthode de quantification
de ce processus de filtrage. Les résultats sont appliqués a un probleme d’arrét op-
timal partiellement observé dont ils approchent la fonction de valeur. Dans cette
partie, nous nous plagons dans le cadre des PMDM. En particulier, il s’agit d'un
probléme en temps continu et non plus en temps discret. De plus, 'hypothese (H)
de [Pham et al., 2005] (il s’agit d’une hypothese d’absolue continuité qui n’est pas
satisfaite par la loi du PMDM) n’est pas vérifiée ce qui rend plus délicat I’étude du
filtre. Par ailleurs, une étude fine de la structure des temps d’arrét est nécessaire
pour établir ’équation de programmation dynamique. Nous obtenons non seulement
I’approximation de la fonction de valeur du probleme d’arrét optimal mais surtout
un temps d’arrét e-optimal calculable en pratique.

Plus précisément, nous considérons un PMDM (X});>¢, contenant les variables
d’intérét mais qui n’est pas observé directement. Le processus observé (Y;);>o dé-
pend du processus original (X;);>o et d’un processus de bruit indépendant. Pour
l'opérateur souhaitant arréter le processus (X3;);>o afin de maximiser une certaine
récompense, la seule information disponible est §", la filtration naturelle engendrée
par (Y;);>0. Une propriété importante des PMDM réside dans le fait que tout l'aléa
du processus est contenu dans une chaine de Markov a temps discret (Z,, Sy )nen-
Nous supposerons que les durées inter-sauts 5, sont parfaitement observées et que
seules les positions apres saut Z,, sont observées au travers d’un bruit.

Pour une fonction de récompense g donnée et un horizon de calcul N € N, nous
nous intéressons au probleme d’arrét optimal partiellement observé suivant

sup E[g(X,)],

o<Tn

oll o est un temps d’arrét par rapport a la filtration observée FY .

Contrairement aux deux parties précédentes, le cadre théorique nécessaire a la
mise en place de méthodes numériques n’est pas directement disponible. En effet,
dans la partie , ce cadre est fourni par [Davis, 1993] : il s’agit de la construction de
I'espérance de fonctionnelle par itération de 'opérateur G* (voir section. Dans
la partie [[TI] les résultats théoriques qui sous-tendent les schémas numériques sont
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développés in situ. Cependant, ils se limitent aux deux propositions et
(qui donnent des formulations récursives originales de la fonction de survie et des
moments). Dans le cas présent, nous commencerons donc par étudier le probléme
d’arrét optimal partiellement observé d'un point de vue théorique (chapitres [7] et
avant de se tourner vers les méthodes numériques (chapitre @

Une méthodologie générale pour résoudre un tel probléme consiste a le scinder
en deux sous-problémes. Le premier, I'étape de filtrage, a pour but d’obtenir le pro-
cessus de filtre c’est-a-dire 'espérance conditionnelle de X; par rapport a la tribu
observée F! afin de convertir le probléme initial en un probléme d’arrét optimal
standard, i.e. complétement observé, pour le processus de filtre. La seconde étape
consiste a résoudre le probléme ainsi reformulé. En contrepartie de son caracteére
“completement observé”, ce nouveau probleme est de dimension accrue voire infi-
nie. En effet, le processus de filtre est a valeurs dans un ensemble de mesures de
probabilité. Un panorama des principales méthodes permettant d’aborder ces deux
sous-problemes est présenté dans [Ludkovski, 2009]. Concernant ’étape de filtrage,
mentionnons simplement le filtre de Kalman-Bucy (voir [Kalman and Bucy, 1961])
qui correspond au cas d'un modele linéaire gaussien et qui dispose d’une formule
explicite. Remarquons cependant que, jusqu’ici, aucun résultat de ce genre n’avait
été développé concernant le filtrage des PMDM. La principale difficulté repose dans
la double nature, tantot aléatoire tantot déterministe, des sauts des PMDM.

Les résultats qui sont présentés dans cette partie sont inspirés de [Gugerli, 1980]
et [de Saporta et al., 2010] qui étudient le probleme d’arrét optimal compléetement
observé pour les PMDM. Le premier établit I’équation de programmation dynamique
tandis que le second présente des méthodes numériques pour approcher la fonction de
valeur et un temps d’arrét e-optimal. Le point de départ dans [de Saporta et al., 2010]
réside dans 'observation que tout l'aléa du PMDM (X}):>¢ est contenu dans la chaine
de Markov a temps discret (Z,, Sp)nen. Afin de respecter la méthodologie a deux
étapes décrite plus haut, la remarque précédente nous conduit a considérer le pro-
cessus de filtrage I1,, a temps discret défini comme étant ’espérance conditionnelle
de la position apres saut Z, par rapport a I'information disponible au temps 7,
c’est-a-dire S%Z De plus, afin que le filtre soit de dimension finie, nous supposons
que les positions apres saut Z, prennent un nombre fini de valeurs.

Par conséquent, la premiere étape consiste désormais a donner une formulation
explicite du processus de filtrage (I1,,)nen. Etant donné la nature & temps discret
du filtre, nous sommes en mesure d’établir une formule de récurrence satisfaite par
le filtre en utilisant la méthode de prédiction/correction issue du cas de Kalman-
Bucy. Cependant, il est nécessaire de prendre certaines précaution en raison de la
nature a la fois absolument continue et singuliere de la loi du PMDM. En effet, la
récurrence obtenue est similaire a celle présentée dans [Pham et al., 2005] dans le
cas d’un chalne de Markov mais son établissement est beaucoup moins direct car
I'hypothese (H) de [Pham et al., 2005] n’est pas vérifiée.

Ensuite, le probleme initial est réduit a un probléeme d’arrét optimal complete-



161

ment observé pour le processus a temps discret (I1,,, .Sy, )o<n<n pour lequel nous cher-
chons a établir ’équation de programmation dynamique. Les résultats concernant
l'arrét optimal complétement observé d'un PMDM de [Gugerli, 1986] ne peuvent
s’appliquer parce que la chaine (II,,, S, )o<n<n 1n'est pas la chaine de Markov sous-
jacente d’'un PMDM. Cependant, nous sommes en mesure de définir les contreparties
des opérateurs de programmation dynamique de [Gugerli, 1986]. Une différence im-
portante réside dans le fait suivant : les opérateurs de [Gugerli, 1986] sont lipschit-
ziens alors que les notres ne le sont qu’entre des points de discontinuité, méme si on
impose des contraintes de régularité aux caractéristiques du PMDM. Ceci consti-
tuera une importante difficulté lors de la preuve de convergence des méthodes numé-
riques. Concernant I’équation de programmation dynamique, notre preuve s’appuie
essentiellement sur la propriété de Markov du processus de filtrage, que nous établis-
sons, et sur la structure fine des (§} )i>o-temps d’arrét que nous détaillons a I'aide
d’un résultat de [Brémaud, 1981] portant sur les processus ponctuels.

Enfin, nous proposons des méthodes numériques qui visent a la fois a approcher
la fonction de valeur mais également a obtenir un temps d’arrét e-optimal. Il est a
noter que notre méthode fournit un véritable temps d’arrét adapté a la filtration
observée et non pas seulement une approximation. Une facon naturelle de procéder
consiste alors a suivre les idées développées dans [de Saporta et al., 2010] ¢’est-a-dire
a remplacer, au sein de ’équation de programmation dynamique, le filtre 11, et les
durées inter-sauts 5,, par leur approximation quantifiée. Cependant, comme nous
I’avons fait remarquer plus haut, la continuité Lipschitz des opérateurs, qui était
un argument crucial dans [de Saporta et al., 2010], n’est plus valable en raison de
points de discontinuité. Nous parvenons a surmonter cet obstacle en décomposant les
opérateurs en leurs restrictions sur les intervalles sur lesquels ils sont continus. Par
ailleurs, afin de prouver la convergence de nos algorithmes, nous avons besoin d’ex-
primer les opérateurs, qui sont définis comme des espérances, sous forme intégrale.
Pour obtenir ces formes, la formulation récursive du filtre est & nouveau nécessaire.
Enfin, la quantification ﬁn du filtre II,, est effectuée selon les idées développées dans
[Pham et al., 2005] i.e. elle s’appuie sur la formulation récursive du filtre plutét que
sur une discrétisation du processus d’observation Y,, a partir de laquelle le filtre peut
étre déduit.

Cette partie est organisée de la fagon suivante. Dans le chapitre [7, nous défi-
nissons précisément le probleme d’arrét optimal, le processus d’observation et les
hypotheses attachées a cette partie (section puis nous explicitons le processus
de filtrage (section . Dans le chapitre , apres quelques résultats préliminaires
(sections et , nous convertissons le probleme d’arrét optimal partiellement ob-
servé pour le processus (X;):>o en un probléme d’arrét optimal completement observé
pour le processus (I1,, Sy, )nen (section . Enfin, nous exploitons cette nouvelle for-
mulation pour établir I’équation de programmation dynamique (sections et .
Enfin, le chapitre [J] présente nos méthodes numériques et établit leur convergence
(section apres avoir étudié la continuité Lipschitz des opérateurs de program-
mation dynamique (section . Enfin, nos méthodes sont appliquées a un exemple

académique (section [9.3).
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Chapitre 7

Arrét optimal partiellement
observé et filtrage

Dans ce chapitre, nous allons définir le probleme que nous étudions, notamment
en précisant le processus d’observation et en énoncant les hypotheses spécifiques
a cette partie. Ensuite, avant de nous tourner vers le probleme d’arrét optimal
proprement dit, nous établissons une formulation récursive du processus de filtrage.
Ce résultat sera fondamental puisque le filtre jouera, dans la suite, le role qu’avaient,
dans les deux parties précédentes, les positions apres saut, ces dernieres n’étant
désormais observées qu’au travers d’un bruit.

7.1 Définition du probléme et hypotheses

Nous considérons un PMDM (X});>o dont I’état initial Xy = Zj est déterministe
c’est-a-dire que le processus part d’un point xyg € E fixé. Nous supposons que ce
PMDM est observé de maniere bruitée. Avant de définir le probleme d’arrét optimal
que nous étudions, il convient de préciser le processus d’observation.

Nous supposons que les temps de sauts sont parfaitement observés mais pas les
positions apres saut. Si on se place dans le cadre d’une application pratique comme
le modele de corrosion décrit a la section [1.2.5] ceci correspond a la situation ot on
sait a quels moments se produisent les changements d’environnement mais ou on
prend en compte une imprécision des mesures des parametres physiques au moment
de ces changements d’ambiance. Ainsi, pour tout n € N, nous supposons que 5,, est
parfaitement observé mais que Z,, ne 'est pas (sauf ’état initial Zy). Nous supposons
que le processus observé lors de la mesure bruitée de Z,,, noté Y, est de la forme
suivante : Yy = xy (déterministe) et pour n > 1,

Y, =p(Z,) + W, (7.1.1)
ot  : E — R% et ou le bruit (W, ),>1 est une suite de variables aléatoires a valeurs

dans R?, identiquement distribuées admettant la méme densité bornée fir qui sont
également indépendantes de (Z,,, Sp)nen-
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Afin de définir des temps d’arrét en temps continu adaptés au processus d’obser-
vation, nous devons considérer un processus d’observation en temps continu. Nous
définissons donc un processus ponctuel (i.e. constant par morceaux) (Y;)¢>0, avec un
léger abus de notationEL par

“+o00
Y = Z ]]'[ijTj+1[(t)}/}'
=0

Notons F = (F} )i>o la filtration engendrée par (V;);>o (la filtration observée) et
§ = (§t)t>0 la filtration engendrée par (X, Yi)i>0 (la filtration totale). Sans changer
ces notations, nous complétons ces filtrations avec tous les ensembles P-négligeables.
Ceci nous conduit a la définition de I’ensemble des temps d’arrét observables.

Définition 7.1.1 Notons XY 'ensemble des (F) )iso-temps d’arrét qui sont finis
p.s. et pour n € N, on pose également
Z}; = {0 e XY tel que o < T, p.s.}.
Notons qu’avec cette construction, le processus ponctuel (Y;);>0 saute aux mémes
instants 7, que le PMDM original (X¢)¢>0. Ainsi, nous montrerons (lemme |8.2.1)
que ces instants de sauts sont des temps d’arrét adaptés a la filtration observée

(87 )ezo-

La position apres saut Z,, du processus d’origine, quant a elle, n’est connue qu’au
travers de la tribu 3%1 Par conséquent, nous allons introduire la loi conditionnelle de
Z,, sachant S%n que nous nommerons le filtre. Celui-ci est a valeur dans un espace de
mesures qui est, a priori, de dimension infinie. Afin d’obtenir une méthode numérique
utilisable en pratique, il est nécessaire de se restreindre a un filtre de dimension finie.
Ceci nous conduit a la principale hypothese de cette partie

Hypotheése IV.1 I existe un ensemble fini Ey = {x1,...,x,} C E tel que pour
tout x € E, on a Q(x, Fy) = 1.

En d’autres termes, pour tout n € N, Z, ne prend ses valeurs que dans 1’ensemble
fini Fy. Remarquons que cette hypothese est satisfaite dans 'exemple académique
de la section [1.2.2] mais également pour le modele d’atelier de maintenance de la
section [1.2.3] si on ne considére plus le processus augmenté du temps. Cette hypo-
these sur le noyau de transition () est assez restrictive, cependant, si elle n’est pas
vérifiée, il est toujours possible d’envisager une discrétisation préliminaire du noyau
afin de I'introduire.

Avant de définir le processus de filtrage, introduisons quelques notations sup-
plémentaires. Pour tout r € {1,...,q}, on note t: = t*(x,) et on suppose que w1,
T,..., Tq sont numérotés de sorte que ¢] < 5 < ... < t;. De plus, on pose t5 = 0.
Nous notons M(Ey) I’ensemble des mesures signées de masse finie sur £, et M (E)p)

1. La quantité Y,, représente la valeur du processus (Y;);>0 a instant ¢ = T}, a ne pas confondre
avec la valeur du processus a l'instant t = n.
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le sous-ensemble des mesures de probabilités sur Ey. Nous munissons M(Ep) de la
norme | - | donnée par || = L, |7'| ot w({z;}) est noté 7.

Pour tout n € N, nous définissons maintenant le filtre IT,, & valeurs dans M (Ej).
La quantité IT,,({z;}), notée II’, représente la probabilité de '’événement {Z, = x;}
sachant I'information disponible a l'instant 7, i.e.

3 - (7.1.2)

Finalement, soit N € N que nous nommerons [’horizon et g € B(E) une fonction
de récompense, nous nous intéressons au probleme d’arrét optimal partiellement
observé d’horizon Ty suivant

o(@) = sup E [g(X,)

Y
oeLy

Mo = 7/, (7.1.3)

ou 7 est une mesure de probabilité sur M;(FEp). On obtient enfin la valeur souhaité
en posant m = dy,.

La fonction v se nomme la fonction de valeur du probléeme d’arrét optimal. Par
ailleurs, un temps d’arrét o* € L} est dit optimal s’il vérifie

E [g(XO'*)

Iy = W} = v(m),
et un temps d’arrét o€ € XX est dit e-optimal 'l vérifie

E [g(X,)

I, :7'('} > () — €.

En général, il n’existe pas de temps d’arrét optimal mais des temps d’arrét e-
optimaux existent toujours pour tout € > 0.

Dans le chapitre [9) on proposera un schéma d’approximation numérique de la
fonction de valeur ainsi que le calcul d’un vrai temps d’arrét e-optimal. Cepen-
dant, avant de se tourner vers des considérations numériques, il est nécessaire de
développer le cadre théorique dans lequel on pourra mettre en place une méthode
d’approximation.

Ainsi que nous ’avons exposé plus haut, I’étude d’un tel probleme partiellement

observé se décompose en deux sous-problemes.

e Le premier, qui est I'objet du reste de ce chapitre, est constitué du calcul du
processus de filtrage car c¢’est lui qui permettra de reformuler le probleme en
un probléeme completement observé.

e Le second, étudié dans le chapitre [§] consiste & résoudre ce nouveau probléme
en exhibant 1’équation de programmation dynamique correspondante.

L’hypothese suivante ne sera vraiment cruciale que pour prouver la convergence
de nos schémas numériques dans le chapitre [0| mais nous 'introduisons d’ores et déja
par commodité.
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Hypothese IV.2 Le temps de sortie déterministe t* est borné sur Ey i.e. pour tout
re{l,...,q}, on a0 <t < +oo.

On en déduit que la fonction ¢* est bornée sur Fy par ¢;. Ainsi, pour tout n € N,
la durée inter-sauts 5, satisfait S, <7, P p.s.

Le reste de ce chapitre est consacré a I’étude du processus de filtrage. Nous
établissons dans la section suivante une formule de récurrence pour calculer le filtre.

7.2 Filtrage optimal

L’objectif de cette section est d’obtenir une formulation récursive du filtre II,,.
En effet, pour autant que nous le sachions, il n’existe pas, jusqu’alors, de tel résultat
dans le cas des PMDM. Nous renvoyons cependant a [Arjas et al., 1992] pour une
formulation récursive du filtre dans le cas des processus ponctuels qui constituent
une sous-classe des PMDM.

Pour tout n € N, nous notons G, = (Y, So, ..., Y, Sn). Le processus d’obser-
vation a temps continu (Y;);>0 étant un processus ponctuel au sens développé dans
[Brémaud, 1981], on a §}, = o(G,) (il s’agit du résultat [Brémaud, 1981] page 58,
Theorem T2]). De plus, §r1,, = 0(Zo,...,Zn) V &’%L. Concernant le filtre II,,, notons
tout d’abord que, puisqu’il s’agit d'une variable aléatoire 1?%n—mesurable, il existe

n+1
pour tout n € N une fonction mesurable 7, : (Rd X R*) — My (Ey) telle que

Comme dans le cas du filtre de Kalman-Bucy, I'itération permettant de passer
de la loi I1,,_; a la loi II,, se décompose en deux étapes : prédiction et correction. On
introduit donc pour tout n > 1, g, la loi conditionnelle de (Z,, S,) sachant §Y. .

Ainsi, p;; est un noyau de transition défini sur (Rd X R*)n x B(Ey x RT) tel que,
pour tout j € {1,...,q} et pour tout v,_; € (]Rd X R+> , on ait

o (Yn-1,{z;},ds) =P(Z, = z;,5, € ds|Gn—1 = Yn-1)- (7.2.1)

La relation de récurrence satisfaite par le filtre sera alors obtenue selon la mé-
thode suivante.

Prédiction : II,,_; — p,,. Laloide (Z,,5,) est “prédite” a partir des observations
jusqu’a l'instant T),_1.

Correction : p,, — II,,. L’estimation précédente est “corrigée” a l'aide de la nou-
velle observation Y,,.

Le lemme suivant constitue 1’étape de prédiction, il s’agit d’un calcul d’espérance
conditionnelle.
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Lemme 7.2.1 Pour tousn > 1, v,_1 € (Rd X R*) et j€{l,...,q}, la loi p,,
définie par l'équation (7.2.1)), satisfait

H, (-1, {25}, ds)

q—1 q }
Z Liseptrstz, 13 ( > Wé_l(%—l)k@(wi,S))G_A(“’S)Q(‘P(%8)733]-)) ds

i=r+1

+Z( Ty () N Q(D(w,, £1), 27) ) b1 (ds).

Démonstration Soit une fonction h € B(Ey x R"). Puisque 0(G,—1) = §}, , C
S1,_,, la loi des espérances conditionnelles itérées donne

E [1(Zp, 82)|Gn-1 = Yu-1] = B [E [A(Za, S,)[5r, ]

G 1 = %,1] : (7.2.2)
Par ailleurs, 7., = 0(Zo, So, Wo, - . Zn_1,Sn—1, Wy_1) si bien que
E [1(Zn, S0)[87, 1] = B [W(Z0, S0)| Z0, S0, - Za1, 81

par indépendance des suites (W), )nen €t (Z,, Sp)nen. On applique alors la propriété
de Markov de la chaine (Z,,, S, )nen afin d’obtenir

E [h(Zn, $u)|81, 1| = B [W(Zn, Sn)| Zu-1, Sua] -

Finalement, la loi conditionnelle de (Z,,S,,) sachant (Z,_1,.S,_1) est connue (voir

équation (L.1.6))), en particulier, on a
E [h(Zn, $0)|§1, 1| = B [h(Zn, S0)| Zna] -

Enfin, dans I’équation (7.2.2), on explicite le terme ci-dessus, la loi conditionnelle
étant donnée par ’équation ((1.1.6]).

E [1(Zy, S0)|Gn1 = Yni]

= E [Zq: Lz, =2 E [h(Zn, Sn)’Zn_1 = ﬂﬂz} GOn-1= %—1]

q

= |:Z H{Zn 1=} Z
+h<xj7 t;‘k)eiA(xi,ti)Q(q)(xia trf)u SL’]):| ‘gn—l = 7n—1:|

= Z [/ .T], Zﬂ-n 1 'Vn 1 CI)(:L‘,“ )) —A@e) 1{5<t }Q( (I“ ) xj)ds

7=1

L 0 )N @ 9)e N i Q@ (s, 5), 3;)ds

q
+Zh l‘], z n—l(fyn—1>6_A(ri7ti)Q(q)<$l7tz) .Ib;|

=1
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En supprimant les fonctions indicatrices contenant les ¢, ceci s’écrit de fagon équi-
valente.

E[h( S ’gn 1= TYn— 1}
q

[ 1) 3 O A @ e Q(D (15 s

t i=r+1
#3072 () D@1 ), |
D’ou le résultat. ]

L’étape de correction a pour point de départ la formule de Bayes selon laquelle
pour tous v,_1 € (Rd X R*) ,yE€RYet s € RT,

P (Zn =z;,Y, €dy,S, € ds’gn_l = 7,1_1) =
P (Zn = :cj’gn = (Yn-1, 9, s)) x P (Yn €dy,S, € ds‘gn_l = %_1) )

On reconnait dans la formule ci-dessus 77 (v,_1, ¥y, s ( = ’gn = (VYn-1,Y, s)),

il convient donc d’étudier les lois condltlonnelles de (Z,,Y,,Sn) et (Y, S,) sa-
chant §Y. . C’est Pobjet des deux lemmes suivants.

Lemme 7.2.2 Pour tout v,_1 € <Rd X R*) , on a l’égalité de mesures de probabi-
lités sur Eq x R? x RT suivante, pour tout j € {1,...,q},

P(Zn = xj7Yn S dy, Sn S d8|gn—1 - ’Yn—l) = M;(’Vn—la {x]}ad8>fW(y - ()O(IJ))dy

Démonstration Soit une fonction h € B (EO x R? x R*), d’apres I’équation
(7.1.1) qui définit Y,,, on a

E {h(ZTw Yo, Sn)‘gnfl = ’Ynfl}
= E [1(Zn ¢(Zn) + Way S0)|Gnt = 1]

q
Z/h(xj,gp(xj) +w,s)P(Z, =z;,5, € ds,W,, € dw|G,_1 = Yn_1).
=1

De plus, W,, est indépendant de o(Z,,S,) V {%ﬂ_l = 0(Zn, Sn,Gn-1) et admet la
densité fy,. On a donc

E [1(Zy, Yo, 80)|Gacr = 7

q
= 30 [ Mg plws) + w0, S)P(Ze = 2, S € ds\Gat = Yo 1) fiv (w)duw
=1

q
= Z/h(xj,y,s)P(Zn =75, Sn € ds|Gn1 = Y1) fw (y — ¢(x5))dy.
-1
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La derniere égalité est obtenue par le changement de variable y = ¢(x;) + w et
donne le résultat attendu. 0]

En intégrant par rapport a la premiére variable dans le lemme précédent (i.e. en
sommant sur les z;), on obtient le résultat suivant.

n
Lemme 7.2.3 Pour tout vy,_1 € (Rd X R*) , on a l’égalité de mesures de probabi-

lités sur RY x Rt sujvante,

P(Y, € dy,S, € ds|G,_1 = Vp_1) = [Z to (Vn—1, {25}, ds) fw (y — @(5)) | dy.

=1
Nous énongons maintenant le résultat principale de ce chapitre a savoir la for-

mulation récursive du filtre (I1,,),en.

Proposition 7.2.4 Soit U = (V! ... W9): M,(Ey) x R x RY — M, (Ey) définie
de la fagon suivante : pour tout j € {1,...,q},

. ! Vi(r,y,s) & U (y)
W, y,5) = 3 Lsersan g oy + 3 Loy =5
;) DT (g s) ; =557
ol on a Posé
q
W{,(’ﬂ}y, 5) = Z Trl)‘(q)(xi?S))G_A(th)Q((D(‘riaS)ij)fW(y - QO(.T])),
i=r+1

e q

\I[T(7T7 Y, S) = Z llli(ﬂ—7 Y, 8)7
7j=1

U(y) = Q@(z,17), x)) fw(y — o(x))),
U(y) = Y U(y).

J=1

Alors, le filtre, défini par léquation (7.1.2), vérifie I} = P(Z, = x;) et satisfait d la
récurrence suivante : pour tout n > 1

P-p.s., 1, = V(II,_1, Yy, Sn).
Démonstration Soit 7,_; un élément fixé de (]Rd X ]R+>n. Comme nous 'avons
déja fait remarquer, la formule de Bayes fournit pour tout 5 € {1,...,q},
P (Zn =z;,Y, €dy,S, € ds’gn,l = fyn,l) =
P (Zn = :cj’gn = (Yn-1,9, s)) x P (Yn edy,S, € ds‘gn_l = %_1) )
Les lemmes [7.2.2] et [7.2.3] donnent alors
fn (Yn—1, {3}, ds) fw (y — ¢(2;))dy
q
=P (Zy = 35|60 = (Ya-1,v,5)) [Z H (n—1, {n}, ds) fw (y — @(ajk))] dy.

k=1
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Par rapport a y, on reconnait I’égalité de deux mesures absolument continues par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R? ce qui implique I’égalité presque partout des
densités. Ainsi, on a pour presque tout y € R? par rapport & la mesure de Lebesgue,

t, (Yn—1, {25}, ds) fw (y — p(z5))

=P (2 = ]G = (ot :9)) [ i o o) frly = ol (723

L’équation ([7.2.3) énonce alors 1'égalité de deux mesures sur R qui contiennent
a la fois une partie absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et
des masses de Dirac. Notons g;(y, s)v1(ds) (respectivement go(y, $)2(ds)) le terme
de gauche (respectivement de droite) de I’équation précédente. L’équation ((7.2.3)
signifie que pour toute fonction F' € B(R™) et pour presque tout y € R? par rapport
a la mesure de Lebesgue, on a

/F(s)gl(y,s)yl(ds) = /F(s)gg(y,s)UQ(ds). (7.2.4)

Rappelons alors que, d’apres le lemme [7.2.1] la loi p,, (v,—1, {7}, ds) admet une
densité sur U'intervalle |¢; %, [, que nous noterons f,(y,-1,2;,s), donnée par

q

Frmon,@j8) = 30 Ty () M@, ))e M 0Q(D (i, 5), 1),

i=r+1

Dans I'équation ((7.2.4), nous prenons tout d’abord F(s) = H(s)1{se)
que pour toute fonction H € B(R"), on a

st [ oSt bien

/]:H_l H(S>fr(’7n—1a L, S)fW(y - QO(ZL'j))dS

r
*
t'r+1

= [ P (2= [0, = (1:9) (32w ) fvly — ol ) s

tr

et ainsi sur |¢7; ¢, [, presque stirement par rapport a la mesure de Lebesgue, on a

o _ o fr(fYn—laxj’S)fW(y_Sp(a:j))
P (Zn = xj‘gn = (Yn-1,9, 8)) =T s e ) (= o(e))]

Enfin, pour r € {1,...,¢}, on choisit F(s) = Ls—} dans I'équation (7.2.4) ce qui
fournit I’égalité des masses sur le point ¢} d’ou, en utilisant le lemme [7.2.T],

P (Zy = |00 = (1,0, 1))
T (Y1) e M DQ(D (2, 17), 25) v (y — ()
ZZ:l 7T:Lfl(")/n—l)eiA(IT’t:)62((1)(377“7 t::)v xk)fW(y - Sp(mk))
QP(xr, 1), z5) fw (y — o(x;))
S Q(O(xr, t2), k) fr (v — @(xr))

Jusqu’ici, nous avons montré qu’il existe deux ensembles mesurables N, C R? et
N, C RT\{t7,...,t;}, négligeables par rapport aux mesures de Lebesgue sur R? et
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R* respectivement, tels que pour tous y,_; € (Rd X R+)n, y € R\N,, s € RT\ Ny,
on ait

Tn(Yn-1,9,8) = Y(Tp-1(n-1), ¥, 5)- (7.2.5)

Par ailleurs, d’une part, nous avons

P(Y, € N) o(x;) + W, € Ny) =0,

H MQ

par absolue continuité de la loi de W,,. D’autre part,
P(S, € N;) =0,

car la loi S, est absolument continue sur R*\{#}, ... ¢} et ona N, {t7,... t;} = 0.
Nous obtenons alors, d’apres 1’équation ([7.2.5)) que P-p.s.,

7Tn(gnfla Yn> Sn) = \Ij(ﬂ'nfl(gnfﬁa Yna Sn)

Nous concluons en rappelant que P-p.s., on a I, = m,(G,_1,Y,,5,) et I, =
7T-n—l(gn—l)' D

Notons que la structure spécifique des PMDM apparait dans la formule du filtre
que nous venons d’établir car elle contient a la fois une partie absolument continue
et des masses ponctuelles.

Cette proposition jouera un role crucial dans la suite. D’une part, ce résultat nous
permettra d’établir la propriété de Markov par rapport a la filtration observée des
processus (I, Y, Sn)n>0, (I, Sp)nso et (I1,,)n>0. D’autre part, cette formulation
récursive permettra de simuler effectivement le processus (I1,,),>o et donc d’envisa-
ger sa quantification.

Munis de cette étude préliminaire du processus de filtrage, nous allons chercher a
reformuler le probleme d’arrét optimal partiellement observé pour le proces-
sus (X;)i>0 en un probléme d’arrét optimal complétement observé pour le processus
(I1,,, Sp)nen pour ensuite résoudre ce nouveau probléme.
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Chapitre 8

Programmation dynamique

Dans ce chapitre, nous allons établir I’équation de programmation dynamique
pour le calcul de la fonction de valeur du probleme d’arrét optimal partiellement
observé (7.1.3). Apres une étude préliminaire de la structure des temps d’arrét de
¥, la premiére étape consistera a convertir le probléme d’arrét optimal partielle-
ment observé pour le PMDM (X;);>0 en un probléme complétement observé pour le
processus (I1,,, S, )nen. Alors, a partir de cette nouvelle formulation, nous introdui-
rons des opérateurs permettant de construire une suite de fonction (v,)o<p<n dont
nous montrerons qu’elles sont respectivement les fonction de valeur des problemes
d’arréts optimaux d’horizon (Ty_,)o<n<n. En particulier, nous prouverons que vy
est la fonction de valeur du probleme d’arrét optimal qui nous intéresse et
nous détaillerons la construction d’une famille de temps d’arrét e-optimaux.

8.1 La chaine de Markov (I1,, S, ).>0

Dans cette premiére section, nous établissons la propriété de Markov de plusieurs
processus a l’aide de la formule de récurrence du filtre.

Proposition 8.1.1 Les suites (I1,,, Yy, Sp)nen, (I1n, Sn)nen €t (I, )nen sont des chaines
de Markov pour la filtration (FY, Jnen.

Démonstration Soit une fonction h € B(M;(Ey) x R x RT). On a d’apres la
loi des espérances conditionnelles itérées

E {h <Hn, Y, sn)

85| = E [B|n(m. Y50 for.

173
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Nous utilisons alors la proposition d’aprés laquelle pour tout n > 1, II,, =
U(I1,_1, Yy, S,) et 'équation (7.1.1) qui définit Y;,. On obtient

E [h(Hn,Yn,Sn> ST, 4
= E [h(\IJ(Hn—I;SO<Z )+ W, Sn), 0(Z,) + W, Sy, )‘3Tn 1}

= 3 (0 gt . s) ) )

xP(Z, = x;,W, € dw, S, € ds|3z, ).

De plus, en remarquant que W, est indépendante de o(Z,,S,) V §r,_, et admet la
fonction de densité fy et en posant le changement de variable y = ¢(z;) +w on a,
comme dans la preuve du lemme [7.2.2]

E [h (Hn, Y., Sn)

5.

q
= Z/h(@(ﬂn_l,y, s),y, S>P(Zn = Iy, Sn € dS‘STnfde(y - (,D(JZJ))dy
j=1

Par ailleurs, nous avons P(Z,, = z;,5, € ds‘STn_l) =P(Z, =2;,5, € ds’Zn_l),
cette loi conditionnelle étant décrite par I’équation ((1.1.6)), on obtient

E [h (Hn, Y., Sn)

¥
ﬁ:lﬂ{an—xi}qu:l/ (/Ot;k h(qj(nn—lay,S),y,S))\(CD(J]Z»,S))e_A(ith)Q(@(xi’ S),l’j)ds
+h<qj(nn—17yvt;k)7y7t:> Awtt )Q( (ZEZ, z) :L‘]>)fw(y — @(%))dy

En prenant ’espérance conditionnelle par rapport a S%n_l, on a

E {h (Hn, Y., Sn>

gﬂiﬂ Zq:/ (/Ot? h(ﬁJ(Hnl,y, 8),y,5))\(@($i’5))6A(xi,S)Q<(I)(xi7S)’$j)d8

—l—h<‘1/(1_[n1,y,ﬁ),y,tl> —A@t )Q< (x4, 17), a:j>)fw(y—g0(3:‘j))dy.

Ainsi E |:h (Hm Ym Sn> S¥n4

de Markov des trois processus. O

n’est fonction que de II,,_; ce qui établit la propriété

Nous aurons besoin de la propriété de Markov des trois processus précédents.
Celle de (I1,,, Y, Sp)nen permettra d’étudier dans la section suivante la structure
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des (FY)iso-temps d’arrét. La propriété de Markov de la chaine (I1,,S,)nen sera
nécessaire pour pouvoir envisager sa quantification lorsque nous mettrons en place
un schéma d’approximation numérique dans le chapitre[9} Enfin, c’est la propriété de
Markov de la chaine (I1,,),cn que nous utiliserons pour démontrer les théorémes
et qui établissent I’équation de programmation dynamique.

8.2 Les (3} )i>0-temps d’arrét

Le probléme d’arrét optimal qui nous intéresse porte sur les (§} );>o-temps d’ar-
rét, il semble ainsi naturel de les étudier et, plus précisément, de mettre en évidence
une structure similaire a celle utilisée dans |Gugerli, 1986]. Cette section contient
donc quelques résultats préliminaires techniques qui seront nécessaires pour établir
I’équation de programmation dynamique et qui détaillent la structure des (F})i>o-
temps d’arrét.

Commencons par le résultat suivant, qui sera utilisé a plusieurs reprises.

Lemme 8.2.1 Pour tout n € N, T,, est un () )i>o-temps d’arrét.

Démonstration Remarquons que pour tout n € N, P(Y,, = Y,,1) = 0. Ceci
résulte de 1’absolue continuité des lois des variables aléatoires (W,,)nen puisque

{Yn = Yn+1} - 1§iL,Jj§q{W" —Whp = @(xz) - 90(%‘)}-

Alors, pour tous n € N et ¢ € R, on a, & un ensemble P négligeable pres,
{T, <t} = {N; >n} ot on note Ny = Yg<,<; Lv,v, ). Le processus (N;)i>o est
§Y¥-adapté ainsi {IV; > n} € F7 et puisque la filtration §¥ contient les ensembles P
négligeables, on a {T,, <t} € §}. Pour tout n € N, T}, est donc un (F} )¢>o-temps
d’arrét. 0

Nous rappelons alors un résultat de P. Brémaud ([Brémaud, 1981} théoréme A2
T33]) concernant la structure des temps d’arrét pour les processus ponctuels. C'est
ce résultat qui était utilisé dans [Gugerli, 1986] pour établir I’équation de program-
mation dynamique. Nous montrons ensuite comment ’appliquer dans notre cas.

Définition 8.2.2 Soit la filtration (F})i>0 définie par
§ =0 (Lyenlir<gin > 1,0 < s <t, A € B(RY))

Théoréme 8.2.3 Soit o un (F7)i>o-temps d’arrét. Il existe, pour tout n € N, une
variable aléatoire positive R,, qui est §y, mesurable et telle que sur I’événement
{oc >T,}, on ait

o N Tn+1 = (Tn + Rn) VAN Tn+1.

Notre processus d’observation a temps continu (Y;);>0 étant un processus ponc-
tuel qui entre dans le cadre étudié par [Brémaud, 1981], nous cherchons & appliquer
le théoréme ci-dessus a des (§F} )i>o-temps d’arrét. Ceci est permis d’apres le résultat
suivant selon lequel la filtration (F7);>o est en réalité notre filtration (F) )i>o-
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Proposition 8.2.4 Pour toutt >0, on a ! = F,.

Démonstration D’une part, montrons que g7 C §%. Soit un événement A €
BR%) et 0<s<t ona

{Y, GA}:nLGJN({Tn§5<Tn+1}ﬂ{YneA}) eF .

Dans I'équation ci-dessus, nous avons utilisé le fait que Ty et Y sont, par hypothese,
déterministes.

D’autre part, on a g% C Y. En effet, soit un événement A € B(RY), n € N*
et 0 < s < t. Rappelons que, avec un léger abus de notation, Y,, = Y. On a
{Yr, € A} € . puisque (Y;)1>0 est §* adapté et puisque T), est un (F} )i>o-temps
d’arrét d’apres le lemme [8.2.1} Par conséquent, on a

(Y, e AAn{T,<s}eF g
D’ou le résultat. 0

Nous pouvons donc appliquer le théoréme aux (§) )i>o-temps d’arrét. En
d’autres termes, on dispose du résultat suivant.

Théoréme 8.2.5 Soit 0 un (F} )iso-temps d’arrét. Pour tout n € N, il existe une
variable aléatoire positive R, qui est 3%1 mesurable et telle que, sur [’évenement
{oc >T,}, on ait
o N Tn+1 == <Tn + Rn) VAN Tn+1.
Nous énongons alors le résultat suivant, qui est une conséquence directe du théo-
reme [8.2.5] car il sera utilisé & plusieurs reprises dans la suite.

Lemme 8.2.6 Soit o un (F) )io-temps d’arrét. Pour tout n € N, on a

{T, <o <Thu}={T, <o}n{Sns1 > R.}.

Démonstration D’apres le théoreme sur I’évenement {7,, < o}, on a o A
T =T, + (Rn A Sn+1) si bien que, toujours sur cet évenement {7,, < o}, on a

o< Tn+1 < R, < SnJrl.

On en déduit le résultat. O

Nous cherchons maintenant a étudier 'effet de I'opérateur de translation de la
chaine de Markov (II,,,Y,, Sp)nen sur les (§) )iso-temps d’arrét. Nous avons déja
prouvé (voir la proposition que (IL,, Y,, Sp)nen est une ($¥n)n6N chaine de
Markov. Nous considérons alors son espace canonique 2 = (M;(Ep) x R x RT)N,
Ainsi, pour w = (wp,wq,...) € Q, on a (IL,,Y,,S,)(w) = w,. Par ailleurs, nous
définissons l'opérateur de translation par

0. Q — Q
' (wo,wl,...) — (wl,w2,...).
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Nous posons alors §° = Idg et par récurrence pour [ > 2, 8 = 0 o §'~!. Ainsi,
pour tous n,l € N, on a (Il,,Y,,S,) 0 0 = (I,ys, Yni1, Spyt). En rappelant que
To = 0, on a enfin

TnoelzZSkOQZZZSkH:TnH—Tl.
k=1 k=1

Les résultats suivants de cette section, le lemme [8.2.7, la définition [8.2.8] les
propositions [8.2.9| et [8.2.10| et le corollaire [8.2.11 sont énoncés sans preuve car
leur démonstration est similaire a celle détaillée dans [de Saporta et al., 2010] et
dont ils sont adaptés (lemme B2, définition B3, propositions B4 et B5 et corrolaire
B6). Cependant, il est important de remarquer que les résultats qui sont obtenus
dans |de Saporta et al., 2010] ne peuvent étre appliqués directement ici car la suite
(I1,,, Y5, Sn)nen, bien que ce soit une chaine de Markov, n’est pas la chaine de Mar-
kov sous-jacente d'un PMDM.

Soit ¢ € Y. On rappelle que, d’apres le théoréme [8.2.5, pour tout n € N,
il existe une variable aléatoire positive R,, qui est 3’%1 mesurable et telle que, sur
I'événement {o > T, }, on ait

0 N Topr = (T + Ru) AT

Lemme 8.2.7 Soit Ry = Ry et pour k > 1, R), = Rilg <z, ,y- On a alors

0 = Zﬁn—l N Sn.

n=1

Ce lemme prouve que, dans le théoreme , la suite (R,)nen peut étre rem-
placée par (R,)nen. Par conséquent, dans la suite, nous supposerons, sans perte de
généralité que la suite (R, ),en satisfait la condition suivante : pour tout n € N,
R,+1 = 0 sur I’événement {S, 1 > R,}.

Comme, S%C =0(Y;, 5,7 < k), il existe une suite de fonctions mesurables réelles

k41
(rk)ken définies sur (Rd X R*) " telles que

Ry = 14(Gr),
ou gk: - (YOu SO7 BRI ,Yk,Sk).
Définition 8.2.8 Soit | € N*. Soit (RL)ren une suite de fonctions définies sur
l
(]Rd X R+) Tea par
Ro(v,w) = (),

et pour k > 1,
RZ(%W) = r.(7, gk—l(w))ﬂ{gkgﬁi_l}(’%w)'
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Proposition 8.2.9 Supposons que T} < o < Ty. On a alors pour tout k € N,
R}(G1,0') = Ruyy et
g = E + 5-(gl70l)7

I+1
avec o : (Rd X R*) T QS RY défini de la facon suivante

5(y,w) = Z R (3, w) A Sa(w).

Proposition 8.2.10 Soit (U,),en une suite de variables aléatoires positives telle
que pour tout n € N, U, soit 3%1 mesurable et U, 1 = 0 sur l’événement {S,1 >

U,}. On définit
U - Z Un—l VAN Sn

n=1

Alors U est un (F) )eso-temps d’arrét.

+1
)p , (7, +) est un (Y )iso-temps d’ar-

Corollaire 8.2.11 Pour tout vy € (Rd x RT
rét.

Ces résultats qui concluent nos sections préliminaires, seront cruciaux pour dé-
montrer les théoremes et qui établissent 1’équation de programmation
dynamique.

8.3 Probleme d’arrét optimal complétement ob-
servé

Dans cette section, nous montrons que notre probléeme d’arrét optimal partielle-
ment observé pour le processus (X;)¢>o peut étre converti en un probleme d’arrét op-
timal completement observé pour la chaine de Markov (I1,,, S, )o<n<n. Remarquons
que, non seulement le probleme devient completement observé, mais également nous
substituons au processus (X;);>0 & temps continu la chaine (I1,,, S, )o<n<ny qui est
a temps discret. Cependant, ce résultat ne signifie pas que nous sommes ramenés
au probleme d’arrét optimal completement observé étudié du point de vue théo-
rique dans |Gugerli, 1986] et numérique dans [de Saporta et al., 2010] car la suite
(IT,,, Sn)n>0, bien qu’elle soit une chaine de markov, n’est pas la chaine de Markov
sous-jacente d'un PMDM.

Avant de nous tourner vers la formulation “complétement observée” du probléeme
d’arrét optimal, nous établissons un résultat technique, un calcul d’espérance condi-
tionnelle, dont nous aurons besoin et qui s’appuie sur le théoréme suivant qui est
tres classique (voir par exemple [Ouvrard, 2004]).

Théoréme 8.3.1 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles intégrables définies
sur un espace de probabilité (2, A, P) d valeurs respectivement dans deuzx ensembles
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mesurables Fy et Fy. Soit B une sous-tribu de A telle que X soit B mesurable et Y
soit indépendante de B. Soit f € B(Fy x Fy), on a alors

E [f(X,Y)|B] = f(X),
fl@) =E[f(z,Y)].

Il sera également nécessaire de rappeler brievement la construction des variables
aléatoires (Sk)ren que nous avons déja évoquée a la section [3.3.4] (on pourra trouver
davantage de détails dans [Davis, 1993, section 24]).

Apres un saut du processus au point z € FE, la fonction de survie de la durée
jusqu’au prochain saut est

1 ift <0,
ps(t,z) = e AED if 0 <t < t¥(2),
0 if ¢ > t4(2).

On définit son inverse généralisée
g(u, z) = inf{t > 0 tel que pg(t, z) < u}.
Alors, pour tout k£ € N, on a

Sk1 = Vs (T, Zi), (8.3.1)

ou les T sont des variables aléatoires uniformément distribuées sur [0; 1] et indé-
pendantes de §r, .

Le lemme technique que nous évoquions plus haut est alors le suivant.

Lemme 8.3.2 Pour tout k € N, on a

E [1{5k+1>Rk} STJ = IL{Rk<t*(zk)}eiA

Démonstration On a E [1{5k+1>Rk}

ST}C] =E |:f(Tk;; Zk, Rk/-)’ng} Ol\l f(u’ Z,T) —
L{pg(u,z)>r}- On remarque alors que (Zy, Ry) est §7, mesurable et que T est indé-
pendante de §r,. Enfin, on obtient le résultat en appliquant le théoreme et en

remarquant que E []l{d,s(yw)w}] = 1{r<t*(z)}e*/\(zﬂ"). 0

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de cette
section a savoir la reformulation de notre probleme initial, partiellement observé
pour le processus (X¢)¢>0, en un probléme complétement observé pour le processus
(I1,,, Sy )nen- En effet, pour tout temps d’arrét o € XV, le lemme suivant interpréte
la quantité E [g(X,,/\Tn)
dépend que du (3} )i>o-temps d’arrét (plus précisément de la décomposition qu’en
donne le théoreme [8.2.5)), du filtre et des temps de sauts (ou de fagon équivalente
des durées inter-sauts).

Iy = 7'('] comme étant I’espérance d’une fonctionnelle qui ne




180 CHAPITRE 8. PROGRAMMATION DYNAMIQUE
Lemme 8.3.3 Soit un temps d’arrét o € ¥ et n > 1. Pour tout 7 € My(Ep) on a

E [g(Xa/\Tn )

n—1 q
= > (Z E | 1(1,<0) 1 (ry<r1y9 © ®(xs, Ri)e T,
k=0 \i=1

H():’]T}

HOZWD

+§:E {B{Tngo}g(%)ﬂi‘ﬂo = 71'} .
=1

Démonstration Nous commencons par décomposer E [g(XJATn) Iy = W} en dis-
criminant selon la position du temps d’arrét o par rapport aux temps de sauts T}

E {Q(XUAT”) I, = W] = ni (iE {H{Tkgadm}ﬂ{zk:m}g o &(x, Rk)’Ho = ﬂ)

k=0 \i=1

q
T ZE [H{Tnga}]‘{znzxi}g('xi) HO - 7T:| .
i=1

On note alors
Ak,’i = H{TkS0<Tk+1}]~{Zk:fEi}g ° ®(ZEZ7 Rk)’
B, = H{TnSU}H{Zn:xi}g(xi)-

D’une part, on a E {BZ‘SE] = g(@;)Lyn,<oyI14 puisque {T,, < o} € F). (voir par
exemple [Brémaud, 1981] page 298, Theorem T7]).

D’autre part, pour calculer E [Akﬂ- S}/k], nous commencgons par rappeler que,

selon le lemme [8.2.6, on a
{Tk <o< Tk+1} = {Tk < U} ﬂ{Sk_H > Rk}

On obtient alors

E [Aeil31,] = Tini<or9 © ®(@i, ROE [1isy. om0 1izmr) [37,
= Iy1,<0}9 © (x4, Ry ) E |:I]-{Zk:xi}E [1{5k+1>3k} ng} 8‘%} :
On applique alors le lemme [8.3.2| qui donne 'expression de E [ﬂ{sk+1>Rk} ST;C}
E [Ak,i Sﬁ] = l{z.<019 © P(2s, Bi)E [ﬂ{zﬁxi}ﬂ{Rk<t*<zk>}€*A(z’“Rk) Sﬂ]
= 1z, <019 © D(i, Ri) 1 (g, <izye” MO ROTI
Le résultat suit. 0

Ce lemme est le point de départ de la résolution du probleme d’arrét optimal.
Nous allons I'exploiter dans le reste du chapitre pour établir ’équation de program-
mation dynamique.
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8.4 Opérateurs de programmation dynamique

En se basant sur la décomposition donnée par le lemme [8.3.3] nous sommes
maintenant en mesure d’introduire les opérateurs qui interviendront dans 1’équation
de programmation dynamique satisfaite par la fonction de valeur du probléme d’arrét

optimal (7.1.3)).
Définition 8.4.1 L’opérateur
H : B(E) - B(M,(E,) x RY),
est défini pour tout h € B(E) par
Hh(r,u) =E [h 0 ®(Zy,u)Lig >u}

HO = W} N
pour tout (m,u) € My(Ep) x RT.
Le lemme suivant donne une forme développée de 'espérance ci-dessus.

Lemme 8.4.2 Pour tout h € B(E) et pour tout (m,u) € Mi(Ey) x RT, Uopérateur
H satisfait

q
Hh(m,u) = Z ﬂz]l{udz}e’A(x““)h o O(x;,u).

i=1
Démonstration Soit h € B(E) et (m,u) € M;i(Ey) x RT, on a

Hh(m,u) = E [ho ®(Zo, )1 (s,5u|lo = 7]

q
=> ho®(z;,u)E [IL{ZO:M}E {]1{5'1>u}
=1

Zo) [Ty = ]

La loi conditionnelle de Sy est donnée par 'équation (1.1.6]), on en déduit que sur
I'évenement {Zy = x;}, on a E [IL{SDU}’ZO} = ]l{u<t;}e*A(zi’“). On obtient donc

q
Hh(ﬂ-’ u) - Z ho (I)(x% U)E |:I|‘{Z0:$i} 1_[0 = W} 1{u<tj}€7A(xi’u)
i=1
q .
= Z h o ®(x;, u)#]l{uq:}e—/\(xim.
i=1
La derniere ligne résulte de la définition du filtre. 0

La fonction w — Hh(m,u) est continue a droite avec des limites & gauche, est
continue sur les intervalles de la forme |¢%;¢7 [ pour tout r € {0,...,q — 1} et est
nulle pour v > 7. Elle n’est cependant pas continue sur R tout entier car elle
saute aux points ¢¥. Anticipons légerement sur le chapitre suivant : afin de prouver
la convergence de la méthode numérique que nous développerons, il sera nécessaire,
comme nous 'avons fait dans la partie[[I} de s’intéresser aux propriétés de continuité
Lipschitz de l'opérateur H (et des suivants). Dans cette optique, nous considérons
pour tout h € B(E), la restriction de Hh a M (Ep) x [t%; ;[ que nous prolongeons

ensuite continiment par des constantes & M;(Ep) X RT tout entier. Nous notons
H"h la fonction obtenue.
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Définition 8.4.3 Pour tout r € {0,...,q — 1}, nous définissons l'opérateur
H" : B(E) = B(My(Ey) x R")
de la facon suivante
o siu<ti, H'h(m,u) = Hh(r,t}),
o siu>t:, Hh(mu) =0, wle M )b o d(x,u AtE,).
Pour tout r € {0,...,q — 1} et pour tout h € B(E), 7 € M;(FE)y), la fonction

uw — H"h(m, u) est continue. De plus, elle est constante sur [0;¢}] et sur [t} ;+o0].
Enfin, on a

Z ]]-[t* e H h(ﬂ' U)

Définition 8.4.4 Les opérateurs
1
G B(Ml(Eo)) — B(M1<E0) X R+),
K

sont définis pour tout v € B(Mi(Ey)) par

Iv(r,u) = E {’U(Hl)lﬂ_{sl<u/\t*(zo)} Iy = W} ,
G/U(’/T,U) = E {U(Hl)l{slgu} HQ = 7T] s
Kv(r) = E [U(Hl)’HO = W} = Gu(m,t,),

pour tout (m,u) € M;(Ep) x RT.

Comme dans le cas de 'opérateur H, on donne des formes développées des es-
pérances ci-dessus.

Lemme 8.4.5 Pour tous v € B(My(Ey)) et (m,u) € My(Ep) x RT, on a

Iv(myu) = quﬂi /OUMI ()\o D (xy, ' )e M)
i=1
[ (W) S QB o)) ! — ) ) s

j=1
q
Gu(m,u) = Tov(m,u) +Z7Tiﬂ{tjgu}6_/\(“’t:)
q
X /Rd ( ™Y 7t )ZQ( ng i x])fw(y — gp(m]))dy

J=1



8.4. OPERATEURS DE PROGRAMMATION DYNAMIQUE 183

Démonstration Soit v € B(M;(Ey)) et (m,u) € M;(Ep) x R*. En utilisant
I’équation ([7.1.1)) qui définit Y; ainsi que la formule de récurrence satisfaite par le
filtre et énoncée par la proposition [7.2.4] on a

Iv(m,u) = E [v(\lf(w, o(Zy) + Wh, Sl)>]l{51<u/\t*(zo)}’ﬂ0 = ﬂ
q

= ZE{H{ZOmi}E{U(\P(ﬂ', QO(Zl> + Wl, Sl))1{51<um§2‘}
i=1
q

— ZE{E{ZO I}Z/ (7, 0(z5) —I—w,s))

]1{S<u/\t*(:pi)} x P (Zl =y, W, e dw, S| € dS‘ZO> ‘Ho = W].

Zo} I, = w}

On conclut alors, comme dans la preuve de la proposition [8.1.1] en explicitant la
loi conditionnelle P(Z; = z;, Wy € dw,S; € ds’Zo). Celle-ci est en effet égale a

P(Z, = z;,5 € ds‘Zo)fW(w)dw par indépendance de W; et de §r, avec la loi

P(Zy =x;,5 € ds‘ZO) donnée par 1’équation ([1.1.6)). Le calcul est similaire dans le
cas de l'opérateur G. O

Comme dans le cas de 'opérateur H, remarquons que la fonction u — Gu(r, u)
est continue a droite avec des limites a gauche et est continue sur les intervalles de
la forme |t7;t%, [ avec r € {0,...,q — 1}. Pour tout v € B(M;(Ey)), on considere
la restriction de Gv a My(Ep) x [t¥;t;,,[ que nous prolongeons contintiment et par
des constantes & M;(Fp) x R* tout entier. On note G"v la fonction obtenue.

Définition 8.4.6 Pour tout r € {0,...,q — 1}, nous définissons l'opérateur
G": B(Ml(EO)) — B(M1<E0) X R+),

par
o siu<t:, G'v(m,u) = Gu(r,t})
o siu>tr

Go(mu) = Tv(munti )+ rie—A@it)
i=1

X/Rd (¥(r vt )ZQ( 23, 15)5) fr (' = o(a;))dy’

Pour tout r € {0,...,¢ — 1} et pour tout v € B(M;(Ep)), m € My(Ep), la
fonction w — G"v(m,u) est continue. De plus, elle est constante sur [0;¢f] et sur
[t 1; +0oo[. Enfin, on a

Z Ljes, t*+1[ u)G o(m, u) + Il[t* +0°[( u) Ko(r).

Définition 8.4.7 Les opérateurs

J : B(M,(Ey)) x B(E) = B(M;(E,) x R),
L : B(M;(Ey)) x B(E) = B(M,(Ey)),
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et pour tout r € {0,...,q — 1},

J": BIMy(Ey)) x B(E) — B(My(Ep) x RY),
sont définis pour tout (v, h) € B(My(Ey)) x B(E) par
mou) = H'h(mu)+ Go(m,u),
U

,u) = Hh(m, u) + Gu(m,u),
L(w, h)(m) = sup J(v, h)(m,u),

pour tout (m,u) € My(Ep) x R*.

Comme dans les cas des opérateurs H et G, pour tout r € {0,...,q — 1} et
v e B(My(Ey)), h € B(E), ™ € My(Ey), lafonction u — J" (v, h)(m, u) est continue.
De plus, elle est constante sur [0;¢7] et sur [t ;; +oo[. Enfin, on a

q—1
J(U7 h) (7T7 U’) = Z ]]-[t:,t:Jrl[(u)‘]T(va h)(ﬂ-a U) + ]]-[tZ;Jroo[(u)KU(ﬂ-)'
r=0

Au vu des définitions ci-dessus, il semble naturel de distinguer les cas o t; = t;_
et ou ty <1ty ;.

Définition 8.4.8 Soit Qy C {0,...,q — 1} l'ensemble des indices m qui sont tels
que t; <ty ;.

Remarquons que Qq est non vide. En effet, il contient au moins 'indice 0 puisque
nous avons supposé que tj > 0 = t.

Le lemme suivant est une conséquence directe des définitions précédentes.

Lemme 8.4.9 Pour (v,h) € B(M;(Ey)) x B(E) et m € My(Eyp), on a

L(v, h)(x) = ( max ( sup J?‘(v,h)(w,u))) v Ko(r)

Osra—1 \uefezstr [

= (max( sup Jr(v,h)(ﬂ,u))) vV Ko(m).

r€Q0 \ueftystr, |

L’intérét de cette formulation de 'opérateur de maximisation L réside dans le
fait qu’elle ne dépende que des opérateurs .J" et K dont nous prouverons qu’ils sont,
en un certain sens, lipschitziens. Ce n’est pas le cas de 'opérateur .J, nous avons
vu en effet que la fonction u — J(v, h)(m,u) = Hh(m,u) + Gu(mw,u) est sujette a
des sauts aux points t;. Par ailleurs, cette écriture est comparable a la définition de
l'opérateur de programmation dynamique L de [Gugerli, 1986] car nous avons dis-
tingué le cas ol on est siir de ne pas s’arréter avant 'instant de saut (I’'opérateur K).

Nous allons montrer que I'on peut construire la fonction de valeur du probleme
d’arrét optimal en itérant I'opérateur L qui correspond a la maximisation du gain
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jusqu’au premier temps de saut. Une interprétation des différents opérateurs décrits
ci-dessus permet de mieux comprendre cette construction. La quantité J (v, h)(m, u)
correspond a la stratégie qui consiste a s’arréter a 'instant u A S lorsque Z; suit
la distribution m, lorsque la fonction de gain est h et lorsque v est la quantité que
I'on gagne en ne s’arrétant pas avant le prochain temps de saut. Cette quantité
J(v, h)(m,u) est alors décomposée en la somme de Hh(m, u) et Gu(m,u) qui cor-
respondent respectivement au cas S; > uw et S; < u. La stratégie qui consiste a
ne pas s’arréter avant le prochain saut est représentée par 'opérateur K, il s’agit
ici d’un cas particulier de la précédente puisque S; < t7, P p.s. et on a donc
Kuv(r) = J(v,h)(m,t;) = Gu(n,t;). Enfin, Popérateur L correspond a la maximi-
sation du gain parmi toutes ces stratégies. Il s’agit bien d’une maximisation parmi
toutes les stratégies ayant pour horizon le premier temps de saut car le théoreme|8.2.5
assure que tous les temps d’arrét o, majoré par le premier instant de saut 77 = S
sont de la forme 0 = Ry AT} avec Ry déterministe.

Définition 8.4.10 Nous définissons par récurrence la suite (v,)o<n<n de fonctions
de My(Ey) sur R par

{ on(m) = gz,
Un_l(ﬂ') :L(Unag)(ﬂ>'

Dans le reste de ce chapitre, on s’attachera a montrer que les fonctions v,, sont les
fonctions de valeur des problemes d’arréts optimaux d’horizon Ty _,. En particulier,
vy est celle du probléme (7.1.3)). On donnera également la construction d'une famille
de temps d’arrét e-optimaux.

8.5 Construction récursive de la fonction de va-
leur et d’un temps d’arrét e-optimal

Les deux théoremes suivants, [8.5.1] et [8.5.4], établissent que v, est la fonction de
valeur du probleme d’arrét optimal partiellement observé d’horizon Ty _,. De plus,
le théoréme fournit une construction explicite d'une famille de temps d’arrét
e-optimaux. Certains arguments de cette section sont adaptés de [Gugerli, 19806]. Re-
marquons, par ailleurs, que les résultats contenus dans ce dernier article ne peuvent
s’appliquer directement a notre cas puisque le probleme compléetement observé for-
mulé dans le lemme n’est pas un probleme d’arrét optimal complétement ob-
servé pour un PMDM.

Ce premier résultat montre que v, majore la fonction de valeur du probleme
d’arrét optimal d’horizon Ty _,.

Théoréme 8.5.1 Pour tous 1 <n < N etm € M(Ey), on a

sup E [g(XJ)‘HO = 7'[‘} < vn_p(m).

oexY
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Démonstration La preuve se fait par récurrence. Soit ¢ € Y. Pour n = 1, le
lemme [8.3.3] donne

q

to = W] = 2 E [1{R0<t*}g o O(z;, Ro)e MenRoTi

=1

E [g(XJATl )

II, :7'(}

(a)

—f—ZE {I]_{T1<J}g J]Z ‘HO = 7T}

(0)

Puisque Ry est déterministe, nous reconnaissons dans le terme (a), Uopérateur H
(plus précisément la forme donnée dans le lemme , ainsi

(a) = Hg(m, Ry).

Nous nous tournons a présent vers le terme (b) dans lequel nous reconnaissons
Popérateur G défini en [8.4.4] En effet, le lemme énonce que {7} <o} = {5 <
Ry} et on a donc

q .
) = B [lscng Y aleorifi =
=1

= E {H{SlgRo}UN(Hﬁ‘HO = W}
= G’UN(W,R()).

Par ailleurs, d’apres la définition on a J(vy,g) = Hg+ Guy, ainsi, en ajoutant
(a) et (b), on a

E |9(Xonr,)

My = 71| = J (v, g)(m, Ro) < sup J (v, g)(m,u) = L(vy, g)(7) = vy ().

u>0

Soit alors 2 < n < N, supposons que pour tout 7 € ¥Y_ |

E [g(X-)

Iy = W} < UN—(n-1)(T).

Le lemme 8.3.3 donne

n—1 ¢

HO = 7T:| = Z Z E {E{Tkga}ﬂ{Rij}g @) q)(SCZ, Rk)eiA(wi’Rk)H;C
k= Oi 1

E {g (XOATn )

1_[0:7?}

—i—ZE [IL{T <U}g x;)I1 ‘Ho = W}

=1

Comme dans le cas n = 1, le terme correspondant a k = 0 est égal & Hg(m, Ry).
Remarquons que les autres termes sont nuls sur 'évenement {77 > o}, ainsi, on
peut factoriser par 17, <5} = L{s,<r,} qui est par ailleurs §y, mesurable. En prenant
I’espérance conditionnelle par rapport a SXTZ dans ces termes, on obtient

E {9<X0ATn)

Iy = W} = Hg(Tr, RO) +E {El{SlﬁRo}

Mo = 7], (8.5.1)
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ou on définit = par

[1]

n—1 ¢q
[Z > Lo Liry<iryg © D(as, Ry)e M0 IIIL 4 Z Liz,<oyg ()1l ‘ng

k=11i=1

Nous utilisons alors la propriété de Markov de la chaine (I1;)g>o. En effet, pour
k> 1,onall, =1l;_;060. De plus, lorsque 77 < o, on a, d’apres la proposition [8.2.9|
R, = ]%,1671 o6 (en effet, nous avons remarqué apres avoir énoncé le lemme
les R;, peuvent étre remplacés par les R, définis dans le lemme@ et 0 =T\+c00
ou R. | et & sont définis dans la définition et la proposition @ (avec [ =1
dans le cas présent). Ainsi, puisque pour k > 1, T, =T1 + 1100, on a

Ln<oy = Lyg, <5y 0 0.
Enfin, la propriété de Markov de la chaine (Ilg)x>o donne

n—2 q

lcz: z; IL{T’“<"}1{R1<t*}g o ®(x;, Rk) AR )H;c
Oz

+ Z H{Tn_1<’5}9($i)nib_1} :
=1

::EHI

En d’autres termes, nous définissons
w(r) = B [g(Xzp, )|t = 7]

et en utilisant le lemme nous reconnaissons que = = w(Il;). De plus, on
a w(m) < vN_(n_1)(7) par hypothese de récurrence puisque 7 AT, € XY | (en
effet, o et T,_1 sont des (& )i>o-temps d’arrét d’apres le corollaire et la
proposition respectivement). On a alors

= S UN—(n—l)(Hl)- (852)

Enfin, en combinant les équations (8.5.1)) et (8.5.2)), on obtient

E [Q(XU/\Tn>‘HO = 7‘-} < Hg(ﬂ', RO) + E [UN—(n—l)(Hl)ﬂ{SlﬁRo}

HOIW}.

Dans le second terme, on reconnait 'opérateur G ce qui donne

E [g(XU/\Tn) Iy = 77} > HQ(W, Ro) + GUN—(n—l)(W, Ro)
= J<UN—(n—1)a g)(ﬂ-7 RO)
< supJ(vn—u-1), 9) (7, )
= L(”N*(nfl)a g) (ﬂ-)
= UN—n(ﬂ-)v
ce qui prouve la récurrence. [l

Le théoréeme prouve que v, est une borne supérieur de la fonction de va-
leur du probleme d’horizon Ty _,. Nous établissons a présent 'inégalité inverse en
construisant une famille de temps d’arrét e-optimaux.
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Définition 8.5.2 Poure >0, 1 <n < N et pour m € M (FEy), nous définissons
re(m) =inf{u >0 : J(vy_pn, g)(m,u) > vn_pn_1(T) — €} .

Posons R{ y = r5(Ilp) et pour 2 <n < N,

€ €/2

n,0 - Tn/_lzgj,E[O)7

€ e/(2

nk = Tn/—(1—k)(Hk)ﬂ{R;7k_1zsk} for1<k<n-2,
€ € 2n—1

an—1 = e/t )(Hn—l)ﬂ{R;m_QzSn,m

et enfin

Us =Y Ry_1 NSk
k=1

Le lemme suivant concerne les effets de 'opérateur de translation € sur la suite
(R;}k>1§n§]\f’0§k§n,1, il sera utile afin d’appliquer la propriété de Markov dans la
preuve du théoreme suivant.

Lemme 8.5.3 Pourn >2 et 1<k <n-—1, sur l’événement {Ty < U>*}, on a
R;—l,k—l 0f = Riﬁk
Démonstration Pour n = 2, il suffit de montrer que sur 'événement {7} < U3¢},
on a R{ ;o060 = R3. Or, d’aprés la définition de la suite (R ;)1<n<no<k<n—1, OD &
Ri,o o6 = ry(Ily),
Ry = T?(Hl)ﬂ{fzgfozsly

On a le résultat car on est sur Pévenement {Ty < U3} = {R3 > Si}.

Pour n > 3 fixé, nous prouvons le lemme par récurrence sur 1 < k <n — 1. Soit
donc k = 1. On a d’apres la définition de la suite (R;, ;)1<n<no0<k<n-—1,

€
271,0 00 =r; o(Iy),
2e

Rfﬁ = Tnzfz(nl)ﬂ{z%gfozsl}-

On obtient R}, _;,00 = Rﬁfl parce que nous avons supposé que nous sommes sur
I A 2el 2¢ : Z CR
I'évenement {17 < Uz} = {Rmo > S1}. La propagation de la récurrence est simi-
laire au cas k = 1. O

Munis de ce résultat préliminaire (qui jouera dans la démonstration suivante le
role que jouait la proposition dans la preuve du théoréme précédent), nous pou-
vons maintenant prouver que (US)i1<,<n est une suite de temps d’arrét e-optimaux.

Théoréme 8.5.4 Pour tout 1 <n < N ete>0, on a US € XY et

E |g(Xug)

Iy = W} > un_p(m) — €.
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Démonstration Soit n € {1,...,N}. Remarquons tout d’abord qu’en consé-
quence directe de la proposition , la variable aléatoire US est un (F} )i>o0-
temps d’arrét. En effet, par construction, les Ry, ; sont S%C mesurables et satisfont
la condition Ry, = 0 sur I’événement {Sp > Ry, ;}. Il est également clair que
Us <3}, Sk =T,. Enfin, on a bien U € XY

Nous prouvons maintenant la deuxieme assertion par récurrence. Soit n = 1.
Soit m € M;(Ep), nous notons 7§ = ri(m). Puisque Rf, = r{ est déterministe, on
a clairement R, € ¥Y et nous pouvons appliquer le lemme ao = Ri, (et
n = 1) ce qui donne (nous utilisons aussi le fait que 77 = S;)

E [Q(XR;OASI)

q
HO = 7T:| = Z E []1{r6<t:}g o @(x“ TS)Q—A(Ii,TO)HZO
i=1

ngﬂ'}

(c)
+ Zq: E [1{51§r5}9($i)ﬂiﬂﬂo = w] .

=1

(d)

Comme dans la preuve du théoreme précédent, nous reconnaissons respective-
ment les opérateurs H et G dans les termes (c) et (d). Plus précisément,

(¢) = Hy(m,15),
(d)=E [l{sl<r6} ig(wi)ﬂi‘ﬂo = 71'] =E {IL{SISTS}UN(HI)‘HO = ﬂ} = Guy(m, (),
si bien que, en ajo:tant (c) et (d),
E [Q(XR;OASJ Iy = W} = J(vn, g)(m,15).
Enfin, la définition de r{ donne J(vy, g)(7,r§) > vy_1(7) — € et ainsi

E [g(XRiO/\SH)
Soit maintenant 2 < n < N. Supposons que pour tout € > 0, on ait
E [g(XU;—l)’HD = ’ﬂ'} Z UN,(nfl)(ﬂ') — €.
Le lemme R.3.3] donne

Iy = W} > on_1(m) — €.

E [g(Xyz)|Tlo = 7]
n—1 q .
= 2 > E [H{TkSU%E}H{Rifk<t;‘}g o ®(z;, Rifk)‘fiA(zi’Ri’k)Hz Iy = 7}
k=0 i=1

q .
+ ZE [H{TngUze}g(iﬂl)H; HO = 71'] .
i=1

Notons r§_; = r{_;(m). Comme dans le cas n = 1, le terme pour k£ = 0 est égal
a Hyg(m,r, ;) puisque Ry = r5_;(Ilp). En prenant I'espérance conditionnelle par

rapport S% dans les autres termes, on obtient

E [Q(XU,%E)

Mo = 7], (8.5.3)

I, = ﬂ = Hg(m,m,_,) + E [E/ﬂmsvze}
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avec

= Y —A(x; 2e i
= = {ZZH{T"U%}H{R% <t*}90‘b(ﬂfz,R %)e Mo Bl T

+ Z Ly, <vzep ()11 ‘3T1}

On souhaite appliquer la propriété de Markov de (Il )gen dans le terme ='. Rappelons
que, d’apres le lemme@‘, ona R, 00=RX pourn>2etl<k<n-1
sur 'évenement {1} < U*} = {S; < RQEO} (I’égalité de ces évenements résulte du
lemme . Ainsi, sur cet ensemble, on a

U = 8, + 3 R%, | A S

k=2
—T1+Z k=20 0) A (Sg-100)
=T + Un_1 0.
Par ailleurs, rappelons que pour k£ > 1, on a T, =T} + T)_1 o 0 et ainsi

]]_{TkSU%e} = I]'{Tk—lﬁUfL,l} (¢] 8
Par conséquent, la propriété de Markov de la chaine (Il;)x>0 donne

n—2 ¢

S Tmecvs 3 Lre , <imyg 0 B, Ry _y y)e oI
k=0 i=1

q .
+> l{Tn_1<U;1}g(wz‘)H;_1] .

i=1

En d’autres termes, on a
w'(r) =E [Q(XU:H)’HO = W] ;

et en utilisant le lemme [8.3.3] nous reconnaissons que Z' = w'(Il;). De plus, d’apres
I'hypothese de récurrence, on a w'(m) > vy—(m—1)(7) — € si bien que

E/ Z UN—(n—l)(H1> — €. (854)

Enfin, en combinant les équations (8.5.3)) et (8.5.4)) et en remarquant que {77 <
U2} = {S; <r¢_;} (le lemme [8.2.6)), on obtient

E [g( Xy )|y = 7]
> Hy(m,r) + B [on— () T, <pe [Tl =7 — €
= Hg(m, 1) + Gun_n-n)(m,17,_1) — €

= J(N-(n-1),9)(T, 7, _1) — €
UN—n(ﬂ-) - 267

IV
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d’apres la définition de r{,_;. Ceci prouve la récurrence. O

Les théorémes [8.5.1] et [8.5.4] établissent que v,, est la fonction de valeur du pro-
bleme d’horizon T_, et en particulier que vy est celle du probleme . La
récurrence qui définit la suite (v,)o<n<ny peut se traduire en une récurrence, plus
facile & manier, sur des variables aléatoires. Introduisons ainsi la suite (V},)o<n<n de
variables aléatoires définies par

Vi = v, (I1,).

En d’autres termes, on a Viy = 37, g(;)ITy et pour 0 <n < N — 1, Péquation de
programmation dynamique suivante

Vi = sup E{g © (I)(Zna u)]l{Sn+1>u} + Vn+1]1{5n+1§u} Hn}

u€[0;t]

I, )

= max < sup E[g 0 O(Zyn, u)lys, , >uy + Vat11is, 1 <u)

rEQ0 Nueltyity

VE Vi

] .

Notre objectif dans le chapitre suivant consiste ainsi a fournir un schéma numé-
rique basé sur la discrétisation de cette récurrence rétrograde afin d’obtenir une
approximation de la fonction de valeur V. Nous fournirons également une preuve
de convergence de notre schéma ainsi qu'une borne de la vitesse de convergence.
De plus, nous avons construit une famille de temps d’arrét e-optimaux, nous nous
baserons sur cette construction pour expliciter une nouvelle famille de temps d’arrét
e-optimaux qui peuvent étre calculés en pratique.
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Chapitre 9

Schéma d’approximation et
exemple numérique

Apres avoir étudié le filtrage et le probleme de 'arrét optimal du point de vue
théorique, nous nous tournons a présent vers 'aspect numérique. Dans ce cha-
pitre, nous proposons un schéma d’approximation pour la fonction de valeur et une
construction explicite d’un temps d’arrét e-optimal qui peut étre calculé numérique-
ment. Nous les illustrons ensuite en les mettant en ceuvre sur I’exemple académique
présenté a la section [I.2.2]

Afin d’établir la convergence de nos schémas, nous introduisons deux hypotheses
supplémentaires. La premiere, concernant le taux de saut, est vérifiée dans tous nos
exemples.

Hypotheése IV.3 Le taur de saut A appartient 4 B(FE) i.e. est borné par C\.

La deuxiéme est une hypothese de régularité de type Lipschitz le long du flot
concernant la fonction de récompense g associée au probleme d’arrét optimal.

Hypotheése IV.4 La fonction g appartient a B(E) i.e. est bornée par C, et il existe
[g]2 € RT tel que pour tousi € {1,...,q} et t,u € [0,t;], on ait

19(®(2,1)) = g(P(xi, w))| < [gla]t —ul.

Remarquons que cette hypothése est moins forte qu’une hypothése de continuité
Lipschitz le long du flot au sens de la partie [[Il Elle est également moins forte que
celles de 'arrét optimal complétement observé de [de Saporta et al., 2010, ceci tient
au fait que nous supposons que Z, prend ses valeurs dans un ensemble fini.

A Tlinstar de la partie la preuve de convergence du schéma s’appuiera sur
les propriétés de continuité Lipschitz des opérateurs impliqués dans la récurrence
satisfaite par la fonction de valeur. Ce sera donc 1'objet de la section suivante.
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9.1 Continuité Lipschitz des opérateurs

Dans cette section, nous allons établir des propriétés de continuité Lipschitz des
opérateurs H", I, G", K et L afin d’en déduire la continuité Lipschitz des fonctions
de valeur (vy,)o<n<n-

2
Proposition 9.1.1 Pour r € Qy, pour tous (m,u), (7,u) € (/\/ll(Eo) X R+) ,ona
|Hrg<7T,’LL) - Hrg(~7a)‘ < Cg”ﬁ - ,ﬂ + ([9]2 + CgC,\N’LL - a’a

ol [g]a est défini dans I’hypothése |IV.4)

Démonstration Puisque la fonction u — H"h(m,u) est constante sur les inter-
valles [0;¢}] et [tF,;400[, nous pouvons supposer, sans perte de généralité afin de
prouver la continuité Lipschitz, que u, @ € [t};¢;,,] si bien qu’on a

q
H'g(m,u) = 3 w'e” g0 @, u),
1=r+1
et une équation similaire pour H"g(7, w). Alors, d’'une part, on a
q

[H g(m,u) — Hg(7,u)| = | > (7' =7 )e 2g 0 @, u)
i=r+1

q
< Gy > =7

1=r+1

D’autre part, le lemme A.1 de [de Saporta et al., 2010] fournit
e g 0 (i, u) — e AP g 0 Dy, )| < ([gla + CoCh)u— .
Le résultat suit. O

Le lemme technique suivant sera utile pour établir la continuité Lipschitz de
lopérateur I, il établit, dans un certain sens, la continuité Lipschitz de la fonction
U qui donne la formulation récursive du filtre dans la proposition [7.2.4] La premiére
partie de la preuve est adaptée de [Pham et al., 2005].

Lemme 9.1.2 Pour tous m, T € My(Ey), on a

-1
* d
TZ:O = JR
* *

Démonstration Soit ' €]tf;tr, [ et v € R Rappelons que W (T, y/,s') =
U (my',s")

U(m,y,s") —U(m,y, )|V, (m,y, s )dy'ds' <2|m — 7.

et U,(m,y,s") = %_, UF(m, ¢/, s'). Dans les calculs suivants, nous notons
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’\I/(w)—\lf(@) U,(w) = ifﬁﬁ—féi T, (w)
LW (W) (@) — U@ T, (w)
-2 T,)
R W@) =
< Y W) - @)+ X < @ U, (w) = 0, (@)].

<
Il
-

<
I
-

On remarque que Y-9_, U/(@) = U, (@) et le second terme devient alors le méme que
le premier ’@,«(w) — U, (0) =39, W (w) — ¥(©)|. Enfin, on a

’\If(w) _ \II(LD)'\I/T ) < 22 W (w) - W)

On abandonne maintenant les notations w et @ et on utilise 'inégalité ci-dessus pour
évaluer la quantité qui fait I'objet du lemme.

—1 *
4 tr+1
> v
r=0"tr Re
q—1

t:+1 g

(m,9,8) = W(7,y, s, (r,y,s)dy'ds'

<

Iy, 8) — Wi(7,y, 8| dy'ds

r+1

< (xi’ Sl))e—A(aci,s’)

r=01i=r+1

XQ( (xiv )7xj>fW(y _30<xj))dy ds’.
On simplifie I’expression ci-dessus en notant que [ga fi (y’ — go(xj))dy’ =1 et que
1Q( (x;,8), xj) = 1. On obtient

ot
DU

r=01i=r+1

(7T7 y/a Sl) - \Ij(ﬁ-v y/v S,) @T(ﬂ-7 y/7 8/)dy/d5/

t*_~_1

M (x;, 8))e Ao s

t’!‘

En changeant 'ordre des sommations, on obtient

—1 *
t* R4
q

7T—7T

U(m,y',s) —U(7,y, ). (m,y, s )dy'ds’

*

t; ,
A(@(mi, s'))e M@ gy

Enfin, le résultat est obtenu en remarquant que fotf MN®(z;,8))e MEs)ds’ = 1 —
e—A(xi,t:) S 1. U

On peut maintenant établir la continuité Lipschitz de 'opérateur I.
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Proposition 9.1.3 Pourv € BL(M;(Ey)) et pour tous (w,u), (7,4) € (./\/ll(EO) X
2
]R+> , on a
[To(m,u) — Tv(7,@)| < (Cy + 2[v])|m — & + C,Chlu — .
Démonstration D’une part, il est clair que

q
[[v(m,u) — To(m, )] < 7'
i=1

CvC)\ S CUC)\‘U — 1~J,|

D’autre part, on a

|[Tv(m,u) — Tv(7,u)]
i

U(m, 1y, s')) — U<\I/(ﬁ-7 Y, 3/))’

XZ@( %)fw(y—w(%))koq%x“ NN g s

Par ailleurs, nous avons supposé que la fonction v est lipschitzienne donc
’U(@(W,y’,s’)) — v(@(ﬁ,y’,s’))‘ < ['U]‘\If(ﬂ,y’,s’) — (7,9, 8|

Ainsi, on a

[Tv(m,y, s,u) — Tv(7,y, s )

(m, 9, 8") — U (7,9, s)

q
2 Q(2(wis j)fwu/—so(xmm<I><xi,s’>e*“w>dy'ds’

(m,y,8') — U(7,y, )

< Cylm =7+ v ZZ /t /Rd

r=01i=r+1

XZQ( 200 8), ;) (Y = @(@))A o D(a, s e Ny ds

Dans I’équation ci-dessus, nous reconnaissons V., (m, v/, s") d’ou

|[Tv(m,y, s,u) — [v(7,y,s,u)|

q—1 t*l
< cesens [ L
< | 7r]+[v]1;] ; »

On conclut a 'aide du lemme précédent. O

(ﬂ-v y/v S/) - \I]<ﬁ-7 y/7 S/) ﬁm(ﬂ-7 y/7 S/)dy/dS/.

On s’intéresse maintenant aux opérateurs G" dont la continuité Lipschitz se
déduit en partie de celle de I.

Proposition 9.1.4 Pour r € Qq,, pour v € BL(M;(Ey)) et pour tous (m,u),
2
(7,a) € (Ml(EO) X R*) , on a

|G o(m,u) = GTo(#, )| < (2C, + 2[] )7 — 7| + C,Chu — il
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Démonstration Comme dans la proposition [9.1.1} nous pouvons supposer, sans
perte de généralité que u, @ € [t};t7,,] si bien que

G"v(m,u) = Tv(m,u) + Zﬂie_A(:”i’tf)
i=1

x i/{gd U(‘I’(ﬂ"y”t:))Q(@(%’ﬁ)’ il'j)fW(y/ - @(.%j))d@/,

avec une équation similaire pour G"v(7, ). Le second terme ne dépend pas de u
d’ou
|G"v(m,u) — G"v(m,a)| = [{v(m,u) — Tv(w,a)|.

De plus, rappelons que V(m,y',tf) = V(7 ¢, tf) (voir la définition de ¥ dans la
proposition [7.2.4)). Par conséquent, on a

|G"v(m,u) — GTo(T,u)| < |[Tv(m,u) — Tv(T,u)| + Cylm — 7.

D’ou le résultat. O

Puisque Kv(m) = Gv(r,t;), on peut aisément adapter la preuve précédente pour
obtenir la continuité Lipschitz de 'opérateur K.

Proposition 9.1.5 Pour tout v € BL(M;1(Ey)) et pour tous w, & € M;(FEy)?, on
a
|[Ko(m) — Ko(7)| < (2C, + 2[]) |m — 7],

Démonstration Cette preuve est en tout point similaire a la preuve précédente
puisque Kv(r) = Gu(, ;). O

La continuité Lipschitz de 'opérateur de maximisation L découle de celles des
opérateurs H", G" et K.

Proposition 9.1.6 Pour v € BL(M,(Ey)) et pour tous 7w, # € M;(Ep)?, on a

|L(v, g)(m) = L(v, 9)(7)| < (Cg +2C, + 2[v]) |7 — 7.

Démonstration On a

|L(v,9)(7) = L(v, 9)(7)|

reQo ueltdt* |

J"(v, g)(m,u) — J”(U,g)(fr,u)‘) v ’KU(W) — Kv(fr)‘

< (G +2C, +2[]) |7 — 7,

< max( sup

en conséquence directe des propositions [9.1.1], [9.1.4] et [9.1.5] puisque notamment
J"(v,g) =H"g+ G"v. O

Enfin, en itérant le résultat précédent, on obtient la continuité Lipschitz des
fonctions de valeur (v,)o<n<n-
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Proposition 9.1.7 Pour tout n € {0,...,N}, on a v, € BL(M;(Eyp)) avec

Cvn S Ogv
[va] < (27712 = 3) .

Démonstration Nous avons prouvé que v,, est la fonction de valeur du probléme
d’arrét optimal d’horizon T_,, ainsi on a

U(m) = sup E[g(X(,)‘HO = ﬂ} < (4.

Y
oeX_

Par conséquent, pour tout n € {0,..., N}, la fonction v, est bornée par C,, < Cj.

On prouve la deuxieme assertion par récurrence rétrograde. Soit m, 7 € M (E)p).
On a

N

lon () = on ()] < 3 glay)|r? — 7| < Cylr — 7|,
j=1

donc nous avons le résultat pour n = N with [vy] < C,. De plus, puisque v, =

L(vpy1,9) pour 0 <n < N — 1, la proposition fournit

[UN] < 309 + Q[Un+1]a

ce qui prouve la propagation de la récurrence. 0]

Nous nous tournons a présent vers les schémas d’approximation numériques pro-
prement dits. Les résultats que nous venons d’établir permettront de prouver leur
convergence.

9.2 Approximation numérique par quantification

Dans le chapitre précédent, nous avons établi I’équation de programmation dyna-
mique fournissant la fonction de valeur du probleme d’arrét optimal partiellement
observé et nous avons construit une famille de temps d’arrét e-optimaux.
Nous nous intéressons maintenant a l'approximation numérique. Comme dans les
deux parties précédentes, notre approche est basée sur la quantification d’un pro-
cessus & temps discret. Il s’agit dans cette partie de la chaine (I, S, )o<n<n car
elle détermine complétement notre équation de programmation dynamique. Nous
noterons donc désormais

(@n)nSN = (Hna Sn)nSN-

Remarquons néanmoins que dans les deux parties précédentes, cette notation dési-
gnait successivement (Z,,, Sp)n<n €t (Zn, T)n<n. Ces derniéres jouaient alors exac-
tement le méme role que celui qui sera rempli par (II,,, S, ),<n dans le reste de ce
chapitre et c¢’est pourquoi nous conservons la méme notation.

Pour approcher le filtre, une premiere idée consisterait a discrétiser le processus

~

d’observation (Y,)nen €n un processus (Y, )nen et a approcher le filtre I1,, par la loi
conditionnelle de Z,, sachant Y7, ..., Y,,. Cependant, comme dans [Pham et al., 2005
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Section 3.1}, il est possible de quantifier directement, en raison de son caractere
markovien, le processus (II,,, S, )o<n<n. Par ailleurs, nous disposons de la récurrence
formulée dans la proposition qui nous permet de simuler effectivement le pro-
cessus de filtrage et donc d’envisager la mise en oeuvre pratique de l'algorithme de
quantification.

Celui-ci fournit ainsi pour chaque pas de temps 0 < n < N une grille finie
I, € Mi(Ep) x RT ainsi que des matrices de transitions (@n)ogng y_1 de T, vers
I',,+1 et on pose

(I, S,) = projr, (I, S,,). (9.2.1)

Nous notons également T'l la projection de T, sur M (Ey), et par T'J, la projection
de T, sur RT.

9.2.1 Approximation de la fonction de valeur

Notre schéma d’approximation de la suite (V},)o<n<n suit les idées développées
dans [de Saporta et al., 2010] mais, encore une fois, les résultats qui y sont obtenus
ne peuvent s’appliquer directement car le processus (O)ren n’est pas la chaine de
Markov sous-jacente d'un PMDM. Nous procederons en deux étapes. La premiere
consiste a discrétiser 'opérateur L de maximisation en temps continu en un opéra-
teur L? de discrétisation sur un ensembe fini. L’étape suivante consiste, comme dans
les deux parties précédentes, a remplacer la chaine de Markov (0,,)nen = (I, Sy )nen
par son approximation quantifié ((:)n)neN = (ﬁn,gn)neN dans 1’équation de pro-
grammation dynamique. Ainsi, les espérances conditionnelles deviendront de simples
sommes finies.

Commencons par construire une grille de temps adaptée a notre probleme afin
de discrétiser I'opérateur de maximisation en temps continu.

Définition 9.2.1 Soit A > 0 tel que
A< 5 min {]tl — 3] avec 0 <4, 5, < q tel que t; # tj} : (9.2.2)

Pour tout r € Qg i.e. lorsque t; < t} ., soit Gr.(A) la grille finie sur [ty;t: ]
définie par

Gr.(A) = {t’; +iA,1<i < z} U {t:H — A}
ol i, = max {z € N tel que t; +iA <t; | — A}. Enfin, on notera également

Gr(A) = U Gr.(A).

r€Qo
Remarque 9.2.2 Soit r € Qy. D’aprés l’équation (9.2.2)), la grille Gr,.(A) est non
vide. De plus, elle satisfait les propriétés suivantes qui seront cruciales dans la suite :
a. pour tout t € [ty;tr, ], il existe u € Gr.(A) tel que |u —t| < A,
b. pour tout u € Gr.(A) et pour tout 0 <n < A, on a [u—mn;u+n] Cltiti [
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C’est lors de la définition des grilles Gr,.(A) que 'hypothese selon laquelle
le temps de sortie déterministe t* est borné devient nécessaire. En effet, elle permet
d’assurer que les grilles sont bien finies.

L’opérateur de maximisation discrétisé L? approchant l'opérateur L est alors
défini de la maniere suivante.

Définition 9.2.3 Soit
LY : B(My(Ey)) x B(E) — B(M,(Ey)),

défini pour tout m € My(Ey) par

L(v, h)(7) = <u£%€2) J (v, h)(w,u)) vV Kv(m).

En d’autres termes, on a

r€Qo \ ueGr,(A)

L4v,h)(7) = {max [ max J"(v,h)(m,u)) |V Kv(r).
E )

Nous procédons maintenant a notre deuxieme étape : remplacer la chaine de
Markov (On)o<n<n = (I, Sn)o<n<n par son approximation quantifiée (0,,)o<n<y =
(1L, gn)0§n§ ~ au sein des opérateurs impliqués dans la construction de la fonction
de valeur. Par ailleurs, a la différence de la chaine originale, la chalne quantifiée n’est
pas homogene en temps. Ainsi, il est nécessaire de définir un opérateur par pas de
temps.

~

Définition 9.2.4 Nous définissons les opérateurs quantifiés f—I\n, @n, f(\n, fn et LZ
pourn € {1,....,N},ve B(T,), h€ B(E), 7 €T | etu >0 par

a .
Hyh(m,u) = Zﬁzﬂ{ud;}h o d(z;,u)E [1{§n>u} I, = ﬂ} ,

=1

Guo(m,u) = E[o([l)1g | =7,
Ky(r) = B [u(IL,)|, . =],
Jo(v, h)(m,u) = Hyh(m,u) + Guo(r, w),

Liv,h)(r) = (max( max J,(v,h)(mu)) ]|V Ku(r).
(e )

r€Q0 \ ueGr.(A)

L’approximation quantifiée de la fonction de valeur suit naturellement.
Définition 9.2.5 Pour 0 < n < N, nous définissons les fonctions v, sur Tl par

on(m) =38 g(z)m pour tout m € TR,
Op_1(m) = LE(0,,9)(7) pour tout m € T .
Pour 0 <n < N, soit

~

V, = 0,(IL,,).
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Nous pouvons alors énoncer 'un de nos principaux résultats dans ce chapitre
concernant 'approximation numérique.

Théoréme 9.2.6 Soit A > 0 tel que pour tout 0 <n < N —1,

1Snst = Sl
A
” ( 20y ’

alors, on a la borne suivante de ’erreur d’approximation

SIS

Va=Tally < Vs = Vo], + @b +5(I1Swsz = Sl

~

e 1= ]+ 2] s~ ],

1
ou a = [g]p + 2C,Cy, b = 409(20,\ et ¢, = [v,) +4C, + 2[vn41] et avee [v,] et
[Uns1] définis dans la proposition et [glo défini dans l’hypothése |IV ..

Le théoreme[9.2.6] établit la convergence de notre schéma d’approximation numé-
rique et fournit une borne de la vitesse de convergence. Plus précisément, il donne
une vitesse de la convergence au sens de la norme L de VO vers V. En effet, on a

Vi =Vl = | 2oy gtn) (114~ T ) < Gy — Tl si bien que [V — V| peut

devenir arbitrairement petit lorsque les erreurs de quantification (||©,, — @n|| 2)0<n<N
tendent vers zéro i.e. lorsque le nombre de points dans les grilles de quantification
tend vers 'infini (voir théoreme [1.4.1)).

9.2.2 Démonstration du théoréme [9.2.6

Afin de prouver le théoreme [9.2.6, nous procédons comme dans la preuve du
théoreme [2.4.2| et nous décomposons l'erreur d’approximation en quatre termes

”Vn - Vn”p S E'1 + EQ + E3 + E4,
avec

== ”Un(Hn) - Un(Hn)Hp’
Hy = HL(UnHag)(Hn) - Ld(vnﬂvg)(nn)upa

~

S5 = || L (0ns1, 9)(IL) — L4 (0ns1, 9)(T1) |,
E4 == HLZ+1 (Un+17 g) (Hn> - LiJrl(ﬁnJrlv g)(HH)Hp

Il y a ici quatre termes, et non trois comme dans la démonstration du théo-
réme En effet, le terme =5 qui correspond a I’approximation de la maximisation
en temps continu (opérateur L) par la maximisation sur une grille finie (opérateur
L) n’a pas son équivalent dans le cas du théoréme (dans lequel il n’y a pas
d’opérateur de maximisation).
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Premier terme de ’erreur

La borne du premier terme est une conséquence immédiate de la proposition|9.1.
qui énonce la continuité Lipschitz de la fonction de valeur.

Lemme 9.2.7 Le premier terme =1 est borné de la facon suivante
v () = vp () [l < [va] 1T, = TL I,

avec [v,] défini dans la proposition[9.1.7

Deuxiéme terme de ’erreur

Pour le deuxieéme terme =5, nous étudions 'erreur qui résulte du remplacement
de l'opérateur de maximisation en temps continu par 'opérateur de maximisation

sur la grille finie Gr(A).

Lemme 9.2.8 Pour tout r € Qq, pour tout v € B(Mi(Ey)) et pour tout m €
My (Ey) on a

Sup Jr(’l),g)(’]T, U) - max JT(U,g)(’]T,U) S ([9]2 + OHOA + CUO)\) Aa

’U,E[t;ﬁ;t:+1] ’U,GGT'T(A)

ot [gls est défini dans I’hypothése [IV.]]

Démonstration La fonction v — J"(v,h)(mw,u) étant continue, il existe ¢ €
[trsti ] tel que SUDyefrnire ) J"(v,h)(m,u) = J"(v,h)(m, ). De plus, d’apres la re-
marque [9.2.2la, on peut choisir w € Gr,.(A) tel que |[u —t] < A. Les propositions
et énoncant la continuité Lipschitz de J" donnent alors
0< sup J"(v,h)(mu)— max J"(v,h)(m, u)
ue[t:;th] uEGr,.(A)

< JT(”? h)(ﬂ—7¥) - JT(Ua h)(ﬂ',ﬂ)

< (lgla + CoCx + C,OY) [T — 1

< ([g]2 + C,C\ + C,Cy) A.

D’ou le résultat. O

On en déduit la borne du deuxiéme terme.

Lemme 9.2.9 Le deuzieme terme =5 est borné de la facon suivante
1L (i1, 9) (L) = L (g1, 9) (L) [l < ([g)2 + 2C,Ch) A.

Démonstration C’est une conséquence directe du lemme précédent une fois qu’on
a remarqué que pour tout a, b, ¢, d € R,ona laVb—cVd < l|a—c|VI|b—d.
Remarquons également que la proposition [9.1.7] fournit C,, ., < Cj. O

n+1
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Troisiéme terme de ’erreur

Le troisieme terme Z3 est le terme le plus délicat a borner. En effet, il contient
des fonctions indicatrices qui en particulier ne sont pas lipschitziennes. Comme dans
[de Saporta et al., 2010], nous parvenons a surmonter cette difficulté en montrant
que I’évenement sur lequel se trouve la discontinuité est de probabilité suffisamment
faible. C’est I'objet du lemme suivant.

Lemme 9.2.10 Pour tout 0 < n < N —1, pour toutr € Qq et pour tout 0 < n < A,
on a
Il } <
p

Démonstration Soit 0 < n < A, remarquons que la différence des fonctions
indicatrices est égale a 1 si et seulement si S, et §n+1 sont de part et d’autre
de u. Par conséquent, si la différence des fonctions indicatrices est égale a 1, on a
I'alternative suivante : |S,+1 — u| < nou |S,41 — u| > n et, dans ce dernier cas, on
a également |S, 11 — §n+1] > 7 puisque [S, 11 — §n+1| > |Sp+1 — ul. On obtient

S . 1—S,
[Snt1 - +1Hp+2n@

25 B s = 15

< l{|5n+1_§n+l|>7]} + ]l{\SnH—U\Sn}a

ﬁn}

< 5,8 lle +

‘ :H-{Sn+1 <u} — 1{§n+1 <u}

ainsi

f

uergm(( E|:]1{|Sn+1 —u|<n} ,

D’une part, I'inégalité de Markov donne

< 18ns1 = Sl

||]]_{‘Sn+1—§n+1|>7]}”p (|Sn+1 - n+1’ > T]) ”

D’autre part, puisque u € Gr,(A), on a (voir remarque 0.2.2b) [u — n;u + 1] C
Jtr;ti [ ainsi la loi de S,41 est absolument continue sur l'intervalle [u — n;u + 7]
(puisqu’il ne contient aucun des t). Par ailleurs, rappelons que 0, = projr, (©,),
d’ov, o(Il,) C 0(6,) C ¢(O,). Nous avons également o(0,,) C 5. C §r,, laloi des
espérances conditionnelles itérées fournit

Y

_ E E [L“;"A(¢(Zn,s))e AZns) g gT] ﬁ}

= E ZH’ /u ! ( (xi,s)>e_A(“’s)ds ﬁnl

Li=1

S,

ﬁn] = E E[E [ﬂ{sn“ugn}

E [1{57L+1u|§n}

Enfin, on obtient

E {H{ISnHuSn} ﬁn} < 2nCj,
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d’ou le résultat. O

On s’intéresse alors a lerreur commise en remplagant la chaine de Markov
(O1)o<n<n par son approximation quantifiée (©,,)o<n<ny dans 'espérance condition-
nelle de 'opérateur K.

Lemme 9.2.11 Pour tout0 <n < N —1, on a
‘K'Un—i—l(ﬁn) - k\n—i—lvn—i-l(ﬁn)‘

< [Un-i-l]E ‘Hn—l—l - ﬁn—f—l‘

1/_\In:| + (209 + 2[Un+1])E [|Hn - ﬁn”ﬁn} )
0t [Up41] est défini dans la proposition[9.1.7,

Démonstration On a

‘KUnJrl(ﬁn) - /kn+1vn+1(ﬁn)’ = ‘E Un+1(Hn+1)‘Hn = ﬁn} —E {Un+1(ﬁn+1)‘ﬁn”
< B [ () [Ty = 1) = B [vn01 (TT40) ||

~ -~

+ ’E {Un-i-l(Hn-i-l) — Un+1 (Hn-l-l)‘Hn] ’ :

(b)
D’une part, la proposition donne
(b> S [Un—l—l]E ’Hn-l—l - ﬁn-{-l’ ﬁn:| .

D’autre part, on cherche a borner le terme (a). On a (ﬁn, §n) = projr, (I1,,, S,,) si
bien que o(Il,) C o(Il,, S,). D’apres la loi des espérances conditionnelles itérées ,
on a

E [vn1(T41) || = B [B [vn41 (T 40) [T, S, [T

De plus, rappelons que nous avons prouvé, dans la proposition [8.1.1] que la loi
conditionnelle de II,,4; sachant (II,,S,) ne dépend que de II,, dans le sens ou elle
vérifie

E [vn 1 (T 41) [T, Sh] = B 41 (1) -

On a alors

(a) = ‘E lE |:U7’L+1 (Hn+1>‘Hn = ﬁn] —-E |:U7l+1 (HnJrl)’Hn}

On conclut grice a la proposition 0.1.5 qui énonce la continuité Lipschitz de 1'opé-
rateur K et la proposition selon laquelle ¢, , < Cy. U

— B [Kvaa (ML) = Ko, (IL)|TL] |

En combinant au résultat précédent un résultat similaire relatif cette fois aux
opérateurs J”, on obtient une borne pour le troisieme terme.
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Lemme 9.2.12 Pour tout 0 < < A, le troisiéme terme =5 est majoré par
|21, 9)(0) = Lt (0, ) (L) |
< [on] |[Tis — Hn+1Hp + (4C + 2[vn]) ||, — ﬁan
[Sh-+1

_3
+20, ( ; sl 2176&) :

0l [vn41] est défini dans la proposition |9.1.77.

Démonstration On a

| L4011, 9)(T0) = Lty (041, 9) (11)
< E‘Iel%)g (uerggx ’J Un+1,9 )(Hn7u> Jn—l—l(vn—i-lag)(ﬁnau)‘)

\4 ‘Kanrl(Hn) - Kn+1vn+1(nn>‘ :

Le terme impliquant 'opérateur K a été étudié dans le lemme précédent et on se
tourne a présent vers le terme contenant J”. Soit v un élément fixé de Gr,.(A). Nous
définissons a(m, 7', s') = 31, Wig(q)(:ri, u))ll{sl>u} + Un41(7") Ly <uy. On a alors

T (a1, )Ty ) = T (01, 9) (T, w)
= [B [a(TT,, 41, Spi0) [T = 0| = B [a(TL,, Ty, S [T

En procédant comme dans le lemme [9.2.11], on obtient
B [a(IL, o, Spit) 1L, = I0,] = B [a(T,, T, )| ]| < A+ B,
avec

‘E [ Hn; Hn+1; Sn+1) (ﬁnv ﬁn-&-la §n+1) ‘ﬁn} )

~

= ‘E {E (T, 1, Snﬂ)]nn = Hn] - E [a(nn, .1, Snﬂ)\nn] 1,

i < Oy, ainsi on a

La proposition énonce que C,

A < GFE Unn—ﬁn

‘Hn—i-l - Hn—i—l‘

An} + [onii]E ﬁn]

+2C,E Un{sn+1<u} ~lg (9.2.3)
Dans le terme B, on reconnait 'opérateur J",
B=E [JT(UM, 9) (L, 10) — J" (vns1, g) (1L, ) ﬁn] |
et d’aprés les propositions [0.1.1] et [0.1.4] on a
B < (3C, + 2[vn41])E [ 1, ﬁn] . (9.2.4)
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Enfin, en combiant les équations (9.2.3) et (9.2.4) ainsi que le lemme 9.2.11} on
obtient

L (0ns1, ) (T) = L1 (01, 9) (L)
S [UnJrl]E [‘Hn+1 - ﬁn+1‘ ﬁn:|
4 ((4@ 4 2[1}n+1]> v (209 4 2[vn+1])) E [|IL, — /[,

ﬁn} .

+2C;, max E
uweGr,(A)

‘ll{anrléu} - ﬂ{§n+1§u}

On conclut en prenant la norme LP dans 1’équation ci-dessus et en utilisant le lemme
9.2.10| pour borner le dernier terme contenant les fonctions indicatrices. [l

Quatrieme terme de ’erreur

Enfin, dans le dernier terme, on ne compare que deux sommes finies.

Lemme 9.2.13 Le quatriéme terme de l’erreur =, est borné par

Hf’i-&-l(%wl»g)(ﬁn)_ig-i-l(ﬁwrlag)(ﬁn)Hp < [UnJrl] HHn+1 - ﬁn+1Hp‘|’HVn+1 - anrl‘

)
p

0l [vy+1] est défini dans la proposition[9.1.7

Démonstration On a

HEZJrl(UnJrlag)(ﬁn) - warl(@”“’g)(ﬁ")Hp

o~

Hoag(Tha, ) + G () ) V B (1L,
?é%ﬁééﬁ@( +19(Hp, u) + Grsrvnga (I, w) +10n+1(11,)

Y

—max nlax <ﬁn+1g(ﬁn7 U) + énJrlﬁnJrl (ﬁn7 U)> \% EnJrlﬁnJrl(ﬁn)
p

re€Qo ueGr,(A)

que nous majorons par la plus grande des différences

~ o~

HLZH(UMD 9)(ﬁn) - Lgb+1(a"+1’ g)(ﬁ”)H

p

<

E Mi1) = U1 (gr) ) 1pg
sy P (s o) = ) 15, 1

~

VE {Un+1(ﬁn+1) - @n+1(ﬁn+1)‘ﬂn}

p

~ ~

< an+1(Hn+1) - 77n+1(Hn+1)Hp-

On intercale alors le terme v,,1(I1,, 1) pour obtenir la somme de deux différences.

~

HLZ+1(Un+1> 9)(ﬁn> - EZH(@”“’ g)(ﬁ")Hp

< an+1(ﬁn+1) — Un1(Hnt1)

~

| o (o) = B ()|
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La continuité Lipschitz de v,4; énoncée par la proposition nous permet de
majorer le premier terme tandis qu’on reconnait V,, 1 et V.1 dans le second.

Hzi—i—l (Vn+1,9) <ﬁ”) N Zz‘*‘l (nt1, 9) (ﬁn) HP

< ool o]+ Vot o],
D’ou le résultat. [l

On a donc établi la convergence de notre schéma d’approximation numérique de
la fonction de valeur. Cependant, dans les applications, on imagine aisément que
c’est moins la fonction de valeur que la construction pratique d’un temps d’arrét
permettant d’approcher cette fonction de valeur qui est intéressante. C’est donc le
point que nous abordons dans la section suivante : I’approximation en pratique d’'un
temps d’arrét e-optimal.

9.2.3 Construction numérique d’un temps d’arrét c-optimal

Dans la définition [8.5.2] nous avons décrit la construction d’un temps d’arrét
e-optimal. Dans cette section, nous allons remplacer dans son expression la chaine
de Markov (©,)o<n<n par son approximation quantifiée (6, )o<n<y. Ceci fournira
une suite de variables aléatoires (ﬁn)ggng ~- Nous vérifierons d’une part, que ce sont
de véritables temps d’arrét adaptés a la filtration observée (F) )i>o et d’autre part,
que la récompense espérée lorsqu’on s’arrét au temps Uy constitue une bonne ap-

proximation de la fonction de valeur Vj.

Pour tous (m,s) € Mi(Ey) x Rt et 0 < n < N, nous notons (7,,3,) =
projr, (7, ) ou nous rappelons que projr, représente la projection au plus proche
voisin de M (FEy) sur I',,. Soit

—

S*N_n(m,s) = min {t € Gr(A) tel que

jn(?/}n7 g) (%nfla t) = ué%%é) jn(6n> g) (%nfb U)}

Pour 1 <n < N et pour m € M;(Ep), nous définissons

Faon(ms) = fﬁl s% Kn0n(TTp—1) > maxyucar(a) jn(?)n, 9)(Tn_1,u),
$*N_n(m,s) sinon.

Soit alors pour n > 1,

~

én,o = ?n—l(HOa SO))
Ry = Tno1—k(g, Si)l

(R o35, Pour 1 <k <n—2,

et enfin, on pose

Up =Y Rpp1 A S
k=1
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Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition [8.2.10] C’est un
résultat tres fort car il affirme que les variables aléatoires Un, qui peuvent étre
calculées numériquement, constituent de véritables temps d’arrét pour la filtration
observée () )i>o-

Théoréme 9.2.14 Pour 0 < n < N, la variable aléatoire U, est un (Y )is0-temps
d’arrét.

Nous cherchons maintenant a prouver qu’en s’arrétant au temps U N, on obtient
une bonne approximation de la fonction de valeur Vy. Pour tous m € M;(Ey) et
0 < n < N nous introduisons donc la récompense moyenne attendue lorsqu’on
s'arréte au temps (U, )o<n<n

() = B [9(Xp, )[Tlo =],
et les variables aléatoires correspondantes
V., =0,(11,).

Théoréme 9.2.15 Soit A > 0 tel que pour tout 0 <n < N — 1,

11 = Soall,\ ®
A >
([Pl

on a alors la borne suivante pour ’erreur entre la récompense moyenne attendue en
s’arrétant au temps U, et la fonction de valeur

Vo=Vl < [Vars = Vasa |, + Vo = Vo, + Ve = Vo

+d, |11, — ﬁan + 2[vn 1] |1 - Hn+1Hp

2
)

A (ENEA

oub=4C, (20}\)5 et d,, = 6C, +4[vy11] avec [vy41] défini dans la proposition|9.1.7

Ainsi, U, est un temps d’arrét e-optimal pour le probléme d’arrét optimal d’horizon
Tn_n ot € est donné par la borne ci-dessus.

Il est important de remarquer que Uy(m) = 3L, g(x;)m = wvy(w) et ainsi
Vn = Vy. Par conséquent, le théoreme précédent prouve que |V — V| tend vers
zéro lorsque Uerreur de quantification (|0, —O5,,)o<n<n tend vers zéro. En d’autres
termes, la récompense attendue V en s’arrétant a temps Un peut étre rendue arbi-
trairement proche de la fonction de valeur Vy du probleme d’arrét optimal partiel-
lement observé et ainsi Uy est un temps d’arrét e-optimal.

Démonstration Dans la premiere partie de cette preuve, nous cherchons a trouver

une relation de récurrence satisfaite par la suite (V,,)o<n<n afin de comparer celle-ci
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avec I’équation de programmation dynamique d’ou est issu (Vn)ogng N-S0it 0 < n <
N — 1. Tout d’abord, le lemme donne

E [9(Xp, )|
N—-n—1

P D —A :pi,ﬁ —n 7
o = ; E [I{TkSﬁN’n}l{ﬁN—n,k<tZ}g © Q)(x“ RN_n’k)e ( " yk)Hk

3

q

+ZE[1{TN_n§l7N 9@l ‘HO]

i=1

Le terme correspondant a k& = 0 dans la somme ci-dessus est égal a H g(I1,, ]%N,mo).
En prenant l’espérance conditionnelle par rapport a S% dans les autres termes et

en remarquant que {7} < Un_,} = {S1 < Ry_no} (d’aprés le lemme , on a

E [9(Xg, )|Mo| = Hg(ITo, Ry o) + E[E"1 To| ,

{S1<Rn—no}
avec

N—-n—1
'—\/I |:

q —~
—A(z;,RN_n )
Z Z l{Tk<UN n} {RN n, <t*}g © CI)(;U“ RN n k) ( " Yk)Hk

=1 =1

o

q .
+D Ly <oy 9@,

=1

Nous cherchons maintenant a appliquer la propriété de Markov a la suite (II,,),en
dans le terme =Z”. En raisonnant de fagon similaire a la démonstration du lemme
8.5.3 on obtient pour n > 1, que sur l’ensemble {T} < Uy_,}, on a

j:iN—n—l,k—l ol = ﬁbN—n,ku

pour tout 1 < k <n — 1. Ainsi, sur 'ensemble {77 < UN_n}, on a
Unon=T1+Ux_n100.

Enfin, rappelons que pour k£ > 1, T, =T, + Tp_1 06 d’ou

of.

IL{TkSﬁN—n} - H{Tk—lgﬁN—n—l}

Nous pouvons donc appliquer la propriété de Markov et utiliser le lemme [8.3.3] nous
reconnaissons alors que =" = 7,1 (Il;) puisque v,,1(7) = E {9<X(7N, )Mo = W}.
Enfin, nous obtenons

T, (Ily) = Hg (1o, }A%N—n,o) + GU,,11 (1, fﬂN—n,o) = J(Tpt1, 9) (Lo, fA%N—n,o)-

Rappelons que }A%N_mo = ry_n_1(Ily, Sp) et appliquons 'opérateur de translation 6"
afin d’obtenir la récurrence suivante

Vo=JOns1,9) Wy, Px_n_1(IL,, Sy)). (9.2.5)

Nous sommes désormais en mesure d’étudier I’erreur entre V, et ‘A/n en comparant
I’équation ((9.2.5)) et I’équation de programmation dynamique. Commengons par rap-
peler que, d’apres sa définition, Fy_,_1(I1,, S,) est égal & s*n_,,_1(I1,,S,,) lorsque
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fnﬂﬁnﬂ(ﬁn) est plus petit que max,cgr(a) jn+1(17n+1, g)(ﬁn, u) ou a t; sion a l'in-
égalité inverse. Dans ce dernier cas, remarquons que J (T, 41, ) (I, ) = K, 11 (I1,).
Enfin, on a

Vo= Vol €160 s si=m A+ s sy B S AV B,
avec
A =
B

Commengons par majorer le terme A. Nous intercalons la fonction v, 1 et mettons
a profit sa continuité Lipschitz

?

KﬁnJrl (Hn) - k\nJrl@nJrl (ﬁn)
J(Un-i-la g)(Hna ?N—n—l(nn)) - maXuEGr(A) Jn—i—l (i}\n—i-lv g)(Hna U,)’ .

A S ’K@n—l-l(nn) - Kvn—l-l(Hn)‘ + ’Kvn—‘rl (Hn> - Kvn—&-l(ﬁn)‘
(c) (d)

— —

+ ’Kvn+1(ﬁn> - Kn+lvn+1(ﬁn>‘ + ‘Kzﬂvnﬂ(ﬁn) - Kn+1@n+1(ﬁn)‘ .
(e) (f)

Dans la somme ci-dessus, on a (¢) < E [|Vn+1 - Vn+1|‘Hn]. Pour majorer le terme
(d), on utilise la proposition m qui énonce la continuité Lipschitz de 'opérateur
K. On majore le terme (e) a l'aide du lemme [0.2.11] Quant au terme (f), il est borné
dans la preuve du lemme [0.2.13] Nous nous tournons a présent vers le terme B.
Dans les calculs suivants, nous notons s* = s*y_,_1(Il,;, S,,). On a

—~ o~

B = |J(Ons1,9) (I, 57) = T (B, 9) ([, 57

Encore une fois, on intercale la fonction v, et puisqu’on a

T (B, 9) [, 57) = T (@ni, 9) (I 5°)| < B [Vigsa = Vi ||

il suffit de borner

~ ~

’J(Un—klag)(nna?) - Jn—l—l(@n—i-lag)(Hm;;) .

Nous procédons comme dans le cas de l'opérateur K et intercalons les quantités
J(Vns1, 9) (I, ) et Jpi1(vns1, 9)(I1,, 5%). Nous obtenons la somme de trois diffé-
rences. La premicre est majorée par les propositions et qui énoncent
la continuité Lipschitz de I'opérateur J. Les deux suivantes sont majorées a l'aide
d’arguments similaires a ceux développés respectivement dans les lemmes et
9.2.13 O

On a établi la convergence de nos schémas numériques pour la fonction de valeur
et pour le temps d’arrét e-optimal. Dans la prochaine et derniere section, nous
illustrons ces résultats avec un exemple numérique.
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9.3 Exemple numérique

Dans cette section, nous appliquons notre méthode au cas du PMDM académique
présenté dans la section [.2.2] Rappelons briévement ces caractéristiques. L’espace
d’état est £ = [0;1]. Pour x € F et t > 0, le flot est donné par ®(z,t) = = + vt
d’ou t*(x) = (1 — z)/v. Le taux de saut est A(z) = ax pour un certain a > 0 et le
noyau de transition Q(z, -) est celui d’une loi uniforme sur un ensemble fini £y C E.
Ainsi, le processus évolue linéairement vers 1 et saute vers un point de Ej avec une
probabilité d’autant plus importante qu’il se rapproche de 1.

Ce processus est partiellement observé. Plus précisément, comme dans 1’équa-
tion , I'observation de la n-iéme position apres saut Z, est Y,, = ¢(Z,) + W,
ot on pose ¢(z) = z et W, ~ N(0,0?) pour un certain ¢ > 0. Enfin, on choisit la
fonction de récompense g(x) = x ce qui signifie qu’on cherche a s’arréter lorsque le
processus est proche de 1. Nos hypotheses sont clairement satisfaites.

Les simulations sont effectuées avec a = 3, v = 1, Ey = {0; i; %}, o? = i et
N =9. La valeur exacte de V} est inconnue mais, puisque le temps d’arrét Uy décrit
a la section appartient a 'ensemble X% des () )i>o-temps d’arrét majorés par

Ty, on a, comme dans [de Saporta et al., 2010],

Vo= BJg(X5,)] < Vo = sup Blo(X,)] <E

Un
UEZX]

sup g(Xt)] : (9.3.1)

0<t<Tn

Le premier et le dernier termes peuvent tout deux étre estimés par simulations de
Monte Carlo. On a ainsi, avec 10° trajectoires, E {supOStSTN g(Xt)} = 0.9944. Les

valeurs de V, qui dépendent du nombre de point dans les grilles de quantification,
sont également obtenues par simulations de Monte Carlo et sont rassemblées dans
le tableau . Celui-ci contient également 1'approximation Vy de Vj ainsi que la
borne théorique de Uerreur |V — Vp| fournie par le théoréme m (notée Byy,). Nous
remarquons que cette borne décroit avec le nombre de points dans les grilles de
quantification ainsi que nous l’attendions. De plus, I'équation fournit une
borne empirique de lerreur (noté Be,,),

Vo — Vol < max <|Vo — Vil |E [ sup Q(Xt)] - ‘70|> :
0<t<Tn
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Quantization grids A Vo Vo B.,, Bm
50 points 0.1179 0.7900 0.8135 0.181 683
100 points 0.0970 0.8031 0.8250 0.169 467
300 points 0.0731 0.8182 0.8407 0.154 271
500 points 0.0634 0.8250 0.8477 0.147 211

1000 points 0.0535 0.8313 0.8545 0.140 152
2000 points 0.0453 0.8361 0.8599 0.135 110
4000 points 0.0381 0.8408 0.8643 0.130 80
6000 points 0.0345 0.8430 0.8666 0.128 67
8000 points 0.0321 0.8479 0.8725 0.122 538
10000 points 0.0303 0.8497 0.8742 0.120 53
12000 points 0.0290 0.8521 0.8771 0.117 49

TABLE 9.1 — Résultats des simulations. Les termes B,,, et By, représentent res-
pectivement la borne empirique et celle fournie par le théoreme [0.2.6| pour l'erreur

Vo — Vol.



Conclusion

Dans cette partie, notre but était de développer des méthodes numériques pour
I’arrét optimal partiellement observé des PMDM. Contrairement aux parties précé-
dentes, il a été nécessaire de développer tout le cadre théorique dans lequel s’ins-
crivent nos méthodes numériques. En effet, dans la partie [l ce cadre est fourni par
[Davis, 1993] (voir la section tandis que dans la partie [[II] il se limite aux
formulations de la fonction de survie et des moments des propositions [5.2.2] et [5.2.4]

Ainsi, dans le chapitre [7] nous avons explicité le processus de filtrage sous forme
récursive, ce qui constitue un résultat original dans la théorie des PMDM. L’étude
du filtre représente une étape essentielle dans la résolution d’un probléme partielle-
ment observé car c’est ce processus qui permet de convertir le probleme initial en
un nouveau probleme complétement observé.

Dans le chapitre [§, apres avoir reformulé le probléme a I’aide du filtre et nous
avons établi I’équation de programmation dynamique donnant la fonction de valeur.
Nous avons également détaillé la construction d’un temps d’arrét e-optimal.

Comme dans les parties précédentes, les méthodes numériques que nous propo-
sons ici (chapitre E[) sont basées sur la quantification d’une chaine de Markov a temps
discret. De ce fait, elles bénéficient de certains avantages parmi lesquels une grande
flexibilité d’utilisation. Dans le cas présent, nous pouvons remarquer que les grilles
de quantification ne dépendent pas de la fonction de récompense. Par conséquent,
pour un processus donné, il est possible de réutiliser les mémes grilles pour étudier
plusieurs problemes d’arréts optimaux correspondant a des fonctions de récompense
différentes, les différentes approximations étant alors obtenues trés rapidement.

213
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Conclusion générale

En conclusion de cette these, rappelons brievement les résultats obtenus avant
de présenter quelques perspectives de travaux futurs.

Bilan

Dans cette these, nous avons développé des méthodes numériques pour les PMDM
concernant trois problemes. Apres avoir développé les cadres théoriques nécessaires
a la mise en place de schémas numériques, nous avons prouvé la convergence de nos
algorithmes et obtenu, dans presque tous les casﬂ une borne de la vitesse de conver-
gence. Nous avons testé nos méthodes aussi bien sur des exemples académiques que
sur des applications réelles. Toutes nos méthodes sont basées sur la quantification
d’une chaine de Markov. Celle-ci est en effet particulierement bien adaptée puisque
les PMDM possedent une structure sous-jacente a temps discret dans le sens ou tout
I’aléa du processus a temps continu est contenu dans une chaine de Markov a temps
discret.

Le premier point que nous avons abordé est celui de 'approximation d’espé-
rances de fonctionnelles de PMDM (chapitres [2 et [3). En partant d’une formu-
lation récursive, fournie par [Davis, 1993], de l'espérance a calculer, nous avons
développé, dans le chapitre [2 une méthode numérique basée sur la quantifica-
tion d'une chaine de Markov sous-jacente au PMDM en suivant les idées exposées
dans |de Saporta et al., 2010]. Cette méthode permet de calculer des espérances de
fonctionnelles dont I'horizon aléatoire est un temps de saut du processus et néces-
site des hypotheses de continuité Lipschitz des caractéristiques du PMDM et des
fonctions de cotit. Notre principale contribution réside alors dans le chapitre [3| dans
lequel nous étudions le cas de fonctionnelles dépendant du temps. D’une part, nous
montrons que ce nouveau probléme peut étre réduit au précédent si on considere
le processus augmenté du temps en établissant que celui-ci vérifie les hypotheses de
continuité Lipschitz requises. D’autre part, nous généralisons également la méthode
précédente au cas de fonctionnelles a horizon déterministe. Cette extension est non
triviale car elle fait apparaitre dans la fonctionnelle des fonctions indicatrices qui ne
sont, en particulier, pas lipschitziennes. Nous montrons que cette difficulté peut étre
surmontée en reldchant I’hypothese de continuité Lipschitz dans certains cas ou en
encadrant la fonction indicatrice par deux approximations lipschitziennes dans le cas

1. c’est-a-dire pour tous nos algorithmes sauf celui concernant ’approximation de la distribution
du temps de sortie.
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général. Notre méthode est mise en ceuvre dans trois exemples d’applications réelles
et fournit des résultats que nous comparons avec des simulations de Monte-Carlo et
qui s’averent tres satisfaisants.

Ensuite, nous nous tournons vers 1’évaluation d’un temps de sortie d’'un PMDM
(chapitres , et @ L’approximation de son espérance et de sa distribution consti-
tuait le probleme a l'origine de cette thése. Nous commengons, dans le chapitre [4]
par étudier plusieurs pistes qui ne s’aveérent que peu satisfaisantes ; notamment 1’uti-
lisation des résultats de la partie précédente. Dans le chapitre [5, nous développons
alors une nouvelle méthode numérique permettant d’approcher les moments et la
fonction de survie du temps de sortie et qui a pour point de départ une formulation
récursive originale des quantités d’intérét. A la différence de la partie précédente,
les hypotheses de continuité Lipschitz sur les caractéristiques du PMDM ne sont
pas requises. En revanche, nous rencontrons une difficulté nouvelle : les équations de
récurrence sont moins régulieres et les preuves de convergences de nos schémas s’ap-
puient alors sur une propriété fine de l'algorithme de quantification. Le chapitre [0]
présente les résultats numériques obtenus sur deux exemples.

Enfin, notre derniére partie concerne 'arrét optimal partiellement observé (cha-
pitres , et E[) Le cas completement observé avait en effet été étudié du point de
vue théorique dans [Gugerli, 1986] et numérique dans |[de Saporta et al., 2010]. Dans
cette partie, avant de se tourner vers les aspects numériques, il est nécessaire d’étu-
dier ce probléme du point de vue théorique. Ainsi, nous commencons par étudier
le processus de filtrage dans le chapitre [7] pour ensuite établir I'équation de pro-
grammation dynamique dans le chapitre 8| L’étude du filtre dans le cas des PMDM
est, pour autant que nous le sachions, originale. Nous parvenons a expliciter une
relation de récurrence a laquelle il satisfait. Cette étude préliminaire nous permet de
reformuler le probleme partiellement observé concernant le PMDM en un probleme
completement observé concernant le processus de filtrage. Nous établissons ensuite
I’équation de programmation dynamique de ce nouveau probleme et donnons une
construction explicite d'un temps d’arrét e-optimal. Dans le chapitre [9) nous déve-
loppons des méthodes numériques permettant d’approcher la fonction de valeur et de
calculer un temps d’arrét e-optimal et qui sont illustrées par un exemple académique.

Nous avons établi la convergence de chacun de nos algorithmes lorsque 1’erreur
de quantification tend vers zéro i.e. lorsque le nombre v de points dans les grilles
tend vers I'infini. De plus, nous avons obtenu pour la plupart de nos algorithmes une
borne de la vitesse de convergence. Celle-ci est de 1'ordre de v=i ou de v~2a dans le
cas de 'arrét optimal (d étant la dimension). Les vitesses empiriques observées sur
nos exemples numériques confirment ces bornes et suggerent que, dans certains cas,
les vitesses de convergence de nos schémas numériques peuvent étre meilleures que
les bornes que nous avons obtenues (voir la section [6.2.3).

Toutes nos méthodes sont basées sur la méthode de quantification. De ce fait,
elles possedent certains avantages et certains inconvénients. Nos méthodes sont ca-
ractérisées par un calcul préalable des grilles de quantification nécessaire avant de
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pouvoir appliquer les schémas numériques proprement dits. Cette étape préalable
de construction des grilles concentre 1’essentiel de la complexité du calcul. En effet,
dans nos exemples, elle a nécessité de quelques minutes pour des petites grilles a
quelques jours pour des grilles de 12000 points. La mise en ocuvre de nos schémas
numériques ne prend alors que quelques secondes puisqu’il suffit de calculer des
sommes finies. L’intérét principal de cette décomposition en deux étapes est qu’elle
engendre une grande flexibilité de la méthode. En effet, les grilles de quantification,
qui ne dépendent que de la dynamique du processus, peuvent étre stockées et utili-
sées & plusieurs fins. Ainsi, dans le cadre de la partie[[I} aprés avoir obtenu les grilles
de quantification, il est possible de calculer 'espérance de la fonctionnelles pour
n’importe quelles fonctions de coiit [ et ¢ (qui vérifient nos hypothéses) sans avoir
a reprendre l'intégralité des calculs. Pour chaque choix de fonctions de cofit, seule
la deuxieéme étape des calculs est a effectuer et on obtient le résultat en quelques
secondes. Il en est de méme dans la partie [[TI] concernant le temps de sortie : chaque
moment et chaque valeur de la fonction de survie peut étre obtenu tres rapidement
une fois que les grilles ont été construites. Il est également possible de considérer un
nouveau temps de sortie tout en conservant les mémes grilles. Dans la partie [[V], on
obtient la méme flexibilité vis-a-vis de la fonction de récompense. En résumé, tous les
parametres qui n’influent pas sur la dynamique du processus peuvent étre modifiés
sans que 1’on ait a calculer de nouvelles grilles de quantification. Remarquons enfin
que nous avons utilisé les mémes grilles de quantification dans les parties |LI] et
pour le modele de corrosion. Cette flexibilité est un avantage certain par rapport
a des simulations de Monte Carlo. Cependant, elle ne présente pas d’intérét si on
cherche seulement a effectuer un calcul ponctuel et des simulations de Monte Carlo
semblent alors plus adaptées. Par ailleurs, la flexibilité de nos méthodes connait
certaines limites. D'une part, les grilles de quantification dépendent de 1’état initial
du processus qui n’est donc pas un parametre que 1’on peut modifier. D’autre part,
les grilles de quantification sont calculées jusqu’au N-ieme temps de saut pour un
certain horizon N fixé a I'avance. Ainsi, par exemple, on peut considérer un temps
de sortie 7 dans la mesure ot il respecte la condition (énoncée a la section selon
laquelle la probabilité P(r > Ty) doit étre petite. Il en est de méme concernant
’horizon déterministe des fonctionnelles de la section [3.3] La valeur, fixé a 'avance,
de T'horizon de calcul N limite donc la flexibilité de notre méthode. Enfin, la né-
cessité de satisfaire certaines hypotheses constitue une contrainte de notre méthode
par rapport a celle de Monte Carlo. Cependant, cette contrainte est a relativiser. En
effet, nos hypotheses sont vérifiées dans de nombreuses applications et nous avons
vu qu'il est parfois possible de les contourner lorsqu’elles ne le sont pas (voir par
exemple la section [3.4.2).

Perspectives

La méthode numérique que nous avons développée dans le chapitre[2], c’est-a-dire
pour 'approximation d’espérances de fonctionnelles ne dépendant pas explicitement
du temps, est largement adaptée de celle de [de Saporta et al., 2010] concernant I’ar-
rét optimal complétement observé de fonction de récompense g(z) et dont I’horizon
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est le N-ieme temps de saut Ty. Par conséquent, en introduisant dans ce dernier
probleme le concept de continuité Lipschitz locale le long du flot et le processus
augmenté du temps, la méthode de |[de Saporta et al., 2010] peut étre généralisée a
un probléme d’arrét optimal dont la fonction de récompense g(z,t) dépend explici-
tement du temps. Il serait alors légitime de considérer, comme nous ’avons fait a la
section dans le cas des espérances de fonctionnelles, le cas d'un probleme d’arrét
optimal a horizon déterministe ¢;. Une fagon naturelle d’aborder un tel probléme
serait alors de I'assimiler a un probleme d’arrét optimal de fonction de récompense
9(x,t)L1<s,y et d’horizon Ty choisi de telle sorte qu’avec une forte probabilité, on ait
T > ty. Ce probleme ne rentre pas tout a fait dans le cadre précédent car la fonction
de récompense n’est pas lipschitzienne mais nous sommes en mesure d’encadrer la
fonction de valeur du probleme d’arrét optimal a horizon déterministe en encadrant
cette fonction indicatrice par deux approximations lipschitziennes (comme dans la
section . Nous pouvons alors nous demander, d'une part, s’il est parfois pos-
sible de relacher I'hypothese de continuité Lipschitz (comme nous 'avons fait pour
le terme de cofit instantané a la section et d’autre part, ce que devient la
construction du temps d’arrét e-optimal.

Dans les exemples que nous avons traités, le flot ® qui détermine les trajec-
toires déterministes du processus était connu explicitement. Or celui-ci étant défini
par ’équation différentielle ordinaire , il peut arriver qu’il ne possede pas de
formule explicite. Dans ce cas, il est toujours possible de mettre en ceuvre nos mé-
thodes en approchant le flot a I'aide d’un schéma d’approximation de la solution
d’une équation différentielle ordinaire. Il serait alors intéressant d’étudier les effets
d’une telle approche. Il y a fort a parier qu’elle n’aura qu'une influence limitée sur
la vitesse de convergence puisque ce type de méthodes convergent en regle générale
plus rapidement que les méthodes probabilistes comme celles que nous proposons.
On pourra se référer a [Riedler, 2011] qui aborde ce point.

Par ailleurs, concernant nos résultats sur 'arrét optimal partiellement observé,
remarquons que l’hypothese [[V.1] selon laquelle les positions apres saut sont a va-
leurs dans un ensemble fini, a été introduite afin que le filtre soit de dimension finie
et puisse étre quantifié. Par conséquent, les questions du filtrage et de la program-
mation dynamique devraient pouvoir étre envisagées sans cette hypothese.

De plus, nous avons fait 'hypothese que les temps de saut sont parfaitement ob-
servés. Cette hypothese est cruciale pour notre méthode qui ne semble pas pouvoir
s’adapter au cas de temps de saut partiellement observés. Ce dernier cas représente
un enjeu important du point de vue industriel mais également un probleme beau-
coup plus délicat mathématiquement.

Enfin, une extension naturelle, mais difficile, de ce probleme est le contrdle im-
pulsionnel partiellement observé dans lequel le contréleur choisit non seulement les
instants de controle mais également les positions apres un controle. En effet, le cas
completement observé est étudié dans [de Saporta and Dufour, 2011] et 'arrét opti-
mal partiellement observé constitue la brique élémentaire du controle impulsionnel
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partiellement observé. Dans les applications, ce dernier probléme correspond, par
exemple, au cas ol on peut effectuer des maintenances partielles sur un systeme.
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Méthodes numériques pour les processus markoviens déterministes
par morceaux

mots-clés : Processus markovien déterministe par morceaux ; Méthode numeérique ;
Quantification ; Arrét optimal.

resumé : Les processus markoviens déterministes par morceaux (PMDM) ont été
introduits dans la littérature par M.H.A. Davis en tant que classe générale de modeles
stochastiques non-diffusifs. Les PMDM sont des processus hybrides caractérisés par des
trajectoires déterministes entrecoupées de sauts aléatoires. Dans cette these, nous
développons des méthodes numériques adaptées aux PMDM en nous basant sur la
guantification d'une chaine de Markov sous-jacente au PMDM. Nous abordons
successivement trois problemes : l'approximation d'espérances de fonctionnelles d'un
PMDM, l'approximation des moments et de la distribution d'un temps de sortie et le
probleme de l'arrét optimal partiellement observé. Dans cette derniere partie, nous
abordons également la question du filtrage d'un PMDM et établissons I'équation de
programmation dynamique du probléme d'arrét optimal. Nous prouvons la convergence de
toutes nos méthodes (avec le plus souvent des bornes de la vitesse de convergence) et
les illustrons par des exemples numeériques.

Numerical methods for piecewise-deterministic Markov processes

key-words: Piecewise-deterministic Markov process ; Numerical method ; Quantization ;
Optimal stopping.

abstract: Piecewise-deterministic Markov processes (PDMP’s) have been introduced by
M.H.A. Davis as a general class of non-diffusive stochastic models. PDMP’s are hybrid
Markov processes involving deterministic motion punctuated by random jumps. In this
thesis, we develop numerical methods that are designed to fit PDMP's structure and that
are based on the quantization of an underlying Markov chain. We deal with three issues :
the approximation of expectations of functional of a PDMP, the approximation of the
moments and of the distribution of an exit time and the partially observed optimal stopping
problem. In the latter one, we also tackle the filtering of a PDMP and we establish the
dynamic programming equation of the optimal stopping problem. We prove the
convergence of all our methods (most of the time, we also obtain a bound for the speed of
convergence) and illustrate them with numerical examples.
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