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Jeux de Typage et Analyse de A-Grammaires Non-Contextuelles

Résumé : Les grammaires catégorielles abstraites (ou A-grammaires) sont un formalisme basé sur
le A-calcul simplement typé. Elles peuvent étre vues comme des grammaires générant de tels termes,
et ont été introduites afin de modéliser I’interface entre la syntaxe et la sémantique du langage naturel,
réunissant deux idées fondamentales : la distinction entre tectogrammaire (c.a.d. structure profonde
d’un énoncé) et phénogrammaire (c.a.d représentation de la surface d’un énoncé) de la langue, ex-
primé par Curry ; et une modélisation algébrique du principe de compositionnalité afin de rendre
compte de la sémantique des phrases, due a Montague. Un des avantages principaux de ce formalisme
est que ’analyse d’une grammaires catégorielle abstraite permet de résoudre aussi bien le probleme
de I’analyse de texte, que celui de la génération de texte. Des algorithmes d’analyse efficaces ont été
découverts pour les grammaires catégorielles abstraites de termes linéaires et quasi-linéaires, alors que
le probleme de 1’analyse est non-élémentaire dans sa forme la plus générale. Nous proposons d’étu-
dier des classes de termes pour lesquels 1’analyse grammaticale reste solvable en temps polynomial.
Ces résultats s’appuient principalement sur deux théoremes de typage : le théoréme de cohérence,
spécifiant qu'un A-terme donné est I’unique habitant d’un certain typage ; et le théoréme d’expansion
du sujet, spécifiant que deux termes S-équivalents habitent les méme typages. Afin de mener cette
étude a bien, nous utiliserons une représentation abstraite des notions de A-termes et de typages, sous
forme de jeux. En particulier, nous nous appuierons grandement sur cette notion afin de démontrer le
théoréme de cohérence pour de nouvelles familles de A-termes et de typages. Grace a ces résultats,
nous montrerons qu’il est possible de construire de maniere directe, un reconnaisseur dans le langage
Datalog, pour des grammaires catégorielles abstraites de A-termes quasi-affines.

Mots clés : grammaires catégorielles abstraites, effacement, A-calcul simplement typé, génération
textuelle, génération sémantique, Datalog, cohérence, jeux de typage.
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Chapitre

Introduction

L’informatique, d’apres I’Académie francgaise se définit comme “la science du traitement ra-
tionnel, notamment par machines automatiques, de I’information considérée comme le support des
connaissances humaines et des communications dans les domaines technique, économique et social”.
D’apres cette définition, les outils informatiques développées le sont a deux fins : traiter certains
raisonnements de maniere automatique et créer des outils de communication efficaces. Une forme
naturelle & I’Homme d’exprimer et de véhiculer I’'information est le langage. Il est donc légitime de
se poser la question du traitement par les ordinateurs d’informations véhiculées par le langage. Cette
question fut donc soulevée des I’avénement de I’informatique, comme en atteste, par exemple, le cé-
Iebre test de Turing [Turing, 1950]. Bien que largement discutable, ce test met en exergue différents
défis de I'intelligence artificielle, en particulier, la possibilité pour une machine de raisonner, et de
communiquer, tel un étre humain. Le test se réalise de la maniere suivante : une personne A commu-
nique, par le langage humain, avec deux interlocuteurs 11 et 12, dont elle est physiquement isolée. Un
de ces interlocuteurs est une personne, I’autre étant une machine. Si la personne A ne peut différencier
I’interlocuteur humain, de I’interlocuteur artificiel, alors le test est passé avec succes, ce qui est censé
conclure a la possibilité pour une machine d’étre dotée de facultés de communication et de raisonne-
ment similaires a celles de ’'Homme. Dans cette thése, nous nous intéressons uniquement a la faculté
d’analyse et de génération de langues humaines par une machine ; en particulier, nous regarderons
comment une machine peut analyser ou générer des phrases. Toute composante cognitive du langage
sera donc exclue de notre étude.

En abordant cette tiche, nous pouvons constater, tout d’abord, la complexité méme de cet outil
qu’est la langue. Les énoncés sont effectivement des chaines tres structurées, et d’'une complexité sou-
vent élevée, comme chacun peut s’en rendre compte durant I’apprentissage d’une langue nouvelle ; par
ailleurs, la complexité d’une langue se retrouve tout simplement dans 1’ambiguité de certains énon-
cés. Qui plus est, les mécanismes de construction de ces énoncés sont, en apparence, tres différents
d’une langue a une autre. Le travail des linguistes consiste, entre autre, a répertorier et a classifier les
langues, d’une part, et d’autre part, a étudier les différents aspects de ces dernieres. Nous pouvons ainsi
citer la phonétique, qui est I’étude des sons d’une langue ; la prosodie, qui est I’étude des variations
mélodiques, temporelles, ... des sons dans un énoncé ; la morphologie qui est 1I’étude de la construc-
tion des mots et leur catégorisation ; la syntaxe, qui est 1’étude de la correction grammaticale d’une
phrase ; la sémantique, qui est I’étude du sens d’un énoncé ; la pragmatique, enfin, qui est I’étude de
la relation entre un énoncé et un utilisateur de celui-ci (locuteur, auditeur, lecteur, ...). La question



du traitement par les ordinateurs de I’information transmise par la langue peut donc également étre
divisée en plusieurs taches dépendantes, consistant chacune a traiter une des facettes de la langue.
Les travaux que nous présentons par la suite, se focalisent sur 1’étude de I’interface entre syntaxe et
sémantique de phrases. Plus exactement, nous adopterons des modeles de représentation de ces deux
aspects d’une phrase, et étudierons des méthodes automatiques permettant de passer de 1’une a 1’autre
de ces représentations.

D’un point de vue technique, une des premieres questions est de connaitre la puissance calculatoire
nécessaire afin de traiter la langue, ou du moins, les problemes liés a I’interface entre syntaxe et
sémantique. Une des théories qui a été créé afin de décrire la notion de puissance de calcul a été
exprimée dans [Church, 1936] sous une forme algébrique. Les éléments de cette algebre, appelés
des A-termes, peuvent &tre réécrits par itérations d’opérations représentant des étapes de calcul. Ces
termes peuvent étre vus comme des fonctions, la composition de fonction correspondant a un calcul.
Le A-calcul a par ailleurs été¢ a ’origine de I’avénement d’un style de programmation particulier,
la programmation fonctionnelle. Différents fragments du A-calcul peuvent €tre étudiés; nous nous
intéresserons ici au A-calcul simplement typé. De plus, cet outil sera utilisé non seulement afin de
parler de puissance calculatoire mais également et sutout comme modeles de représentation pour des
structures telles que les arbres et des formules de la logique du premier-ordre, ces dernires étant
communément utilisées en syntaxe et sémantique formelle.

Ainsi, les travaux que nous présenterons s’intéressent a la calculabilité des sens a partir des phrases
(ce que nous appellerons I’analyse grammaticale, ou génération sémantique) et inversement (ce que
nous appellerons la génération de textes). Qui plus est, I’informatique met a notre disposition de nom-
breux outils qui traitent I’information ; en particulier, des outils d’analyse et de génération de langages
différents du langage humain (langages de programmations, codes binaires, . ..). Ainsi, le langage hu-
main est-il si distinct des langages utilisés en informatique ? Nous est-il possible de réutiliser des
techniques informatiques existantes et, en particulier, celles utilisées dans le traitement des langages
informatiques ?

Richard Montague, philosophe et mathématicien américain proposa une solution partielle a cette
question dans les années 1970. Selon lui, le langage humain peut étre trait€é comme un langage infor-
matique. Il proposa de modéliser syntaxe et sémantique sous une forme algébrique, et leur interface
par des morphismes. En particulier, il introduisit le A-calcul simplement typé dans la sémantique
formelle des langues, en 1’utilisant afin de représenter le sens des entrées lexicales composant une
phrase. Le calcul des sens d’une phrase se réduit alors a un probléme calculatoire sur le A-calcul.
Cette proposition offrit une perspective nouvelle a des travaux issus de la logique, sur 1’analyse gram-
maticale des phrases. Ainsi, différents systemes logiques ont été proposés par [Adjukiewicz, 1935,
Bar-Hillel, 1950] puis par [Lambek, 1958], sous le nom de grammaires catégorielles, ou 1’analyse
grammaticale des phrases se réduit a un probléme de déduction logique. Or, le A-calcul simplement
typé étant en lien étroit avec la logique (a travers un morphisme, a I’'image de ceux décrits par Mon-
tague), I’analyse grammaticale des phrases permet donc, de vérifier la correction grammaticale de
celles-ci, d’une part, et de calculer leurs représentations sémantiques, d’autre part.

Les grammaires catégorielles abstraites (ou A-grammaires), formalisme créé indépendamment
par [de Groote, 2001] et [Muskens, 2001], sont issues de ces idées. De fait, il est possible de dé-
crire ces grammaires par la théorie de Montague : les algebres représentant les formes syntaxiques ou
les formes sémantiques des phrases sont des algebres de construction de A-termes simplement typés,
et I’interface entre la syntaxe et la sémantique est réalisée par des morphismes de termes. Ainsi, le
A-calcul y est utilisé afin de représenter les sens d’une phrase (c.a.d. sa représentation sémantique),
ses dérivations, mais aussi la structure des chaines de caracteres les composant (c.a.d. sa représen-
tation de surface). Le formalisme des grammaires catégorielles abstraites se présente donc comme
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un formalisme uniforme, puisque les termes du A-calcul simplement typé sont utilisés afin de dé-
crire chaque forme de représentation d’une phrase. De plus, la distinction entre les dérivations d’une
phrase (ses structures) et sa réalisation de surface (les chalnes de caracteres la composant) y est ex-
primée de maniere explicite. En effet, les constructions de surface sont également obtenues par image
homomorphique des termes des dérivations syntaxiques. Ainsi, a I'image des idées de Montague,
mais aussi de celles exprimées par [Curry, 1961], le sens et la réalisation de surface sont toutes les
deux obtenues comme images homomorphiques des dérivations syntaxiques. Ce point est essentiel
afin de comprendre la symétrie entre les tiches de génération de textes et d’analyse grammaticale.
Dans le cadre des grammaires catégorielles abstraites, une solution au probléme de 1’analyse de ces
grammaires offre une solution a ces deux taches.

De plus, ces grammaires s’inscrivent dans une longue tradition de I’informatique fondamen-
tale, puisque de nombreux travaux ont été menés sur les grammaires de chaines, sur les grammaires
d’arbres, ou encore sur les grammaires de graphes. La structure des données considérée dans le cas des
grammaires catégorielles abstraites est le A-terme. De plus, si les termes représentant les dérivations
de ces grammaires ont une structure arborescente, nous parlerons de A-grammaires non-contextuelles
(ou de grammaires catégorielles abstraites non-contextuelles), faisant ainsi référence au fait que les
grammaires non-contextuelles de chaines ou d’arbres construisent des dérivations qui peuvent etre
représentées sous forme d’arbres. Dans le cadre des présents travaux, nous ne nous intéresserons
qu’aux grammaires catégorielles abstraites non-contextuelles, entre autres raisons du fait que les dé-
rivations syntaxiques des phrases ont généralement une forme arborescentes pour les linguistes. De
plus, I'utilisation des grammaires catégorielles abstraites non-contextuelles suffit a modéliser nombre
de phénomenes syntaxiques ou sémantiques.

Par ailleurs, ces grammaires ont également I’avantage de permettre de représenter certaines classes
de langages connues. Ainsi, il est possible de représenter les grammaires de chaines ou les grammaires
d’arbres comme des grammaires catégorielles abstraites. Il est également possible de représenter cer-
tains formalismes utilisés dans le domaine de la recherche en linguistique informatique (tels que
les grammaires d’arbres adjoints ou les grammaires non-contextuelles multiples de chaines) comme
des A-grammaires non-contextuelles. Les grammaires catégorielles abstraites peuvent donc étre vues
comme une généralisation de grammaires connues. Par conséquent, elles nous donnent un cadre nou-
veau afin de résoudre des problémes rencontrés dans d’autres formalismes, et nous amenent, de plus,
a définir des méthodes nouvelles de traitement du langage applicables a ces formalismes.

Il en est ainsi pour les méthodes d’analyse et de génération de textes. En effet, les premieres mé-
thodes furent étudiées dans [Salvati, 2005], qui montre que le probléme de 1’analyse dans ces gram-
maires se réduit a un probléme de typage de A-termes. Le slogan “parsing as deduction” (analyse
comme déduction logique) que 1’on peut appliquer aux grammaires catégorielles ou aux analyseurs
logiques, peut donc €tre raffiné en “parsing as type checking” (analyse comme vérification de typage)
dans le cas des grammaires catégorielles abstraites. Le principe de cette méthode d’analyse est effecti-
vement d’identifier des termes équivalents grice a leurs propriétés de typage. Ces idées donnerent lieu
a deux résultats importants : tout d’abord, le probleme de I’analyse dans les grammaires catégorielles
abstraites non-contextuelles est décidable [Salvati, 2007]. Ce probléme montre donc que la puissance
calculatoire décrite par Turing est suffisante afin de résoudre les problémes d’analyse et de généra-
tion de textes dans le cadre de la sémantique de Montague. Néanmoins, les algorithmes ainsi mis
en lumiere requierent une puissance calculatoire particulierement élevée, leur classe de complexité
étant non-élémentaire, et ne sont donc pas des algorithmes efficaces. Par ailleurs, [Kanazawa, 2007]
montre que, sous certaines contraintes de linéarité sur les A-termes, ces algorithmes s’exécutent en
temps polynomial. La question a laquelle nous nous intéressons dans ces travaux est de savoir jusqu’a
quel point il nous est possible de relacher les contraintes de linéarité tout en gardant des algorithmes



d’analyse de A-grammaires s’exécutant en temps polynomial.

Cette these se situe donc a I’intersection entre la linguistique informatique, la théorie des langages
formels, et le A-calcul simplement typé. Les méthodes d’analyse que nous étudions se basant sur des
propriétés de typage de A-termes, nous ferons appel a une représentation particuliere de cette notion
de typage nous permettant d’avoir un acces direct aux notions essentielles a 1’étude des propriétés de
typage que nous cherchons. Ces propriétés sont principalement la recherche de termes qui peuvent
étre uniquement identifiés par certains de leurs typages. De telles propriétés reposent sur la notion
d’interaction entre types atomiques composant un typage. L’introduction de modeles du A-calcul (et
de la logique) sous forme de jeux s’intéresse exactement a cette interaction. Une telle notion de jeux
date des années 1950, et a pour vocation initiale 1I’étude des dérivations dans les systeémes déductifs
logiques sous forme d’interaction entre joueurs. L’utilisation des jeux que nous proposons ici n’a pas
pour but d’étudier des modeles du A-calcul simplement typé, mais plutdt d’utiliser cette notion d’in-
teraction afin de prouver des propriétés d’unicité entre typages et A-termes. En particulier, certaines
notions telles que la polarité des types ou encore la notion d’occurrences de types atomiques seront
plus facilement accessibles grace a la notion de jeux.

Les travaux menés durant cette thése seront présentés selon 1’ordre suivant; dans un premier
temps, nous introduirons les notions relatives au A-calcul qui nous seront utiles au cours de cette
recherche. Ainsi, le Chapitre 2 sera consacré a une présentation succincte et formelle du A-calcul et
de la notion de typage sur celui-ci. Nous énoncerons les propriétés calculatoires fondamentales de ce
formalisme, la relation entre A-calcul simplement typé et logique. Enfin, nos définirons les familles de
termes linéaires et affines, ces dernieres étant connues pour vérifier les propriétés de typage auxquelles
nous nous intéressons. Au cours du Chapitre 3, nous présenterons la notion de jeux relative au A-calcul
simplement typé. Nous y détaillerons les analogies entre les coups d’un jeu, les types atomiques d’un
typage, et les variables d’un terme ; entre les notions de joueurs et de polarités de types ; et enfin, entre
stratégies, dérivations logiques et A-termes. Enfin, nous présenterons un premier résultat concernant
la caractérisation de typages principaux comme stratégies recouvrantes.

La seconde partie de cette these sera dédiée I’introduction des grammaires catégorielles abstraites
dans le cadre de la linguistique informatique. Ainsi, aprés une bréve introduction a la notion de gram-
maire formelle, le Chapitre 4 présentera deux formalismes utilisés dans 1’étude du langage humain :
les grammaires d’arbres adjoints, et les grammaires non-contextuelles multiples. La classe de lan-
gages a laquelle appartiennent les langages générés par ces formalismes sera comparée a d’autres
classes de langages connues ; enfin, nous présenterons les grammaires catégorielles abstraites et met-
trons en avant le lien entre ces grammaires et les formalismes grammaticaux précédemment introduits.
Dans le Chapitre 5, nous présenterons quelques notions fondamentales de la programmation logique
et montrerons [’utilité de ce style de programmation dans la conception d’analyseurs grammaticaux,
en particulier pour les formalismes grammaticaux décrits au Chapitre précédent. Nous concluerons
par la présentation d’un reconnaisseur de grammaires catégorielles abstraites non-contextuelles de
A-termes linéaires et quasi-linéaires dans le langage Datalog [Kanazawa, 2007], donnant lieu a une
construction directe et élégante de reconnaiseurs a partir d’une grammaire donnée.

Finalement, nous conclurons ce document par une étude approfondie des théoremes nécessaires
a la construction de reconnaiseur de A-grammaires non-contextuelles de termes, au-dela des termes
quasi-linéaires, en réutilisant les idées de [Kanazawa, 2007]. Dans un premier temps, nous nous atta-
cherons a I’étude de la propriété d’unicité entre typages et A-termes. Nous aborderons ainsi la com-
plexité de la forme la plus générale de ce probléme, puis nous caractériserons certaines familles de
termes respectant cette propriété avec leurs typages principaux, et un particulier, la famille des termes
quasi-affines. Le Chapitre 7 s’intéressera, enfin, au probleme de 1’analyse pour des A-grammaires non-
contextuelles de termes quasi-affines. Au cours de cette derniere partie, 1a notion de jeu sera largement
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utilisée afin de résoudre les problemes techniques auxquels nous nous confrontons. Nous détaillerons
les problemes théoriques relatifs a 1’étude de 1’analyse dans ces grammaires, puis la construction des
programmes Datalog permettant de résoudre ce probleme.






Premiere partie

A-calcul, typage et jeux







Chapitre

A-calcul et typage

Le A-calcul est né des travaux d’Alonzo Church au milieu du vingtieme siecle [Church, 1936,
Church, 1941]. Ce calcul, qui se caractérise par sa simplicité syntaxique et son pouvoir expressif, est
un outil fondamental de I’'informatique théorique ; en effet, il permet, au méme titre que les machines
de Turing, de représenter sous forme mathématique un processus de calcul informatique, c’est-a-
dire I’exécution d’un programme informatique. C’est ainsi que les langages de programmation dits
fonctionnels tels que LISP, Scheme ou plus récemment CaML, sont basés sur le A-calcul. Comme
nous le verrons dans le Chapitre 4, il représente également un intérét certain du point de vue de
la sémantique formelle des langues naturelles. En effet, il est possible de représenter des formules
logiques (que 1’on peut considérer comme une représentation sémantique d’un énoncé) comme des A-
termes. De maniere plus générale, nous utiliserons le A-calcul afin de représenter différentes structures
de données, tels les arbres ou les chaines.

2.1 Syntaxe et opérations du A-calcul non-typé

Dans cette section, nous définissons la syntaxe générale du A-calcul, ainsi que les regles de réécri-
ture usuelles.

2.1.1 Syntaxe du A-calcul non-typé
Définition 2.1.1.1. Soient V un ensemble dénombrable de variables et C un ensemble dénombrable
de constantes. L’ensemble A des A-termes est défini inductivement comme suit :

1. sixeV, alors xe A

2. siceC, alorsce A

3. sixeVetMeA, alors (Ax.M) e A

4. si M,N € A, alors (MN) € A

Nous adoptons les conventions usuelles de parenthésage pour les A-termes ; par exemple, le terme
Ax(ly.M) s’écrira simplement AxAy.M ; un terme (M| M>)M3) s’écrira (M| My M3).

Notation 2.1.1. Par défaut, nous noterons les variables par des lettres minuscules x,y,z, f,g,..., les
constantes par des lettres minuscules grasses c,d,e,... et les A-termes par des lettres majuscules



M,N,O,P,.... Une séquence de variables xix,...x, pourra étre notée x. Enfin, nous utiliserons la
notation usuelle permettant d’omettre la répétition de A : par exemple, un terme A;Ax,Ax3.M sera
simplement écrit Ax;xox3.M.

Définition 2.1.1.2. Soit A, I’ensemble des A-termes. L’ensemble des contextes Ay est défini inducti-
vement de la maniere suivante :

1. [1€Ap

2. SiC e A alors Ax.C € Ay

3. SiMeAetCeAp, alors MC € Apj et CM € Ap

Nous noterons les contextes de termes par C[],C1[],C>[]... Un terme N peut étre inséré dans un
contexte C[], formant un nouveau terme noté C[N] selon la définition suivante :

1. si C[] =[] alors C[N] = N.

2. si C[] = Ax.C’[] alors C[N] = Ax.C’[N].

3. si C[] = MC’[] alors C[N] = MC’[N].

4. si C[]=C’[IM alors C[N] =C’'[NIM

Définition 2.1.1.3. Etant donnés deux termes M et N, si il existe un contexte C[] tel que M = C[N],
nous dirons alors que N est un sous-terme de M.

Il est possible qu’un sous-terme N ait plusieurs occurrences dans un terme M. Tel est le cas si
M = C[N] = C[N] et C[] # C>[]. Nous désignerons donc par la paire (C[],N), I’occurrence de N
dans le terme M telle que M = C[N].

Définition 2.1.1.4. Soit un A-terme M. L’ensemble FV (M) des variables libres de M est défini induc-
tivement par :

1. SiM=ceC(C, alors FV(M)=0

2. SiM=xeYV, alors FV(M) = {x}

3. SiM = Ax.N, alors FV(M) = FV(N)—{x}

4. SiM =M M;, alors FV(M)=FV(M;)UFV(M,)

Définition 2.1.1.5. Un terme ne contenant pas de variables libres est appelé un terme clos; un terme
ne contenant pas de constantes est appelé un terme pur.

Remarque 2.1.1.1. L utilisation que nous ferons des constantes dans ce document s’apparente a celui
de variables libres d’un terme. Par conséquent, nous étudierons régulierement les propriétés de termes
purs, et réutiliserons ensuite ces propriétés sur des termes contenant des constantes.

La syntaxe méme d’un A-terme n’impose pas de contraintes sur le nommage des variables. Afin
de travailler sur les variables d’un terme M, nous parlerons donc d’occurrences de variables (C[], x)
dans M.

Définition 2.1.1.6. Etant donnés un terme M et une occurrence de variable (C[1,x) dans M, cette
occurrence est dite liée dans M si il existe C'[], Ax.C"[] tels que C[] = C'[Ax.C"'[]]. Autrement, (C[], x)
est dite libre dans M.

Dans la section suivante, nous verrons que certaines regles de réécriture sur les A-termes per-
mettent de renommer les occurrences liées des variables d’un terme. En particulier, il est possible
d’assigner un nom distinct a chaque variable d’un terme. Si le terme M vérifie cette condition, nous
désignerons par V(M) I’ensemble des variables de M.
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2.1.2 Regles de réécriture : a-conversion, S-réduction et r7-conversion

Dans cette section, nous introduisons les opérations pouvant étre réalisées dans le A-calcul. Ces
opérations sont présentées sous forme de regles de réécriture. Afin de les définir, nous introduisons la
notion de substitution de variables :

Définition 2.1.2.1. Une substitution de variables est une fonction de V dans A.

Notation 2.1.2. Une substitution de variables sera notée o = [x] := Ny,..., X, := Nj,] lorsque o(x;) =
N;pourtoutie{l,...,n}eto(x)=xpourtout x € V—{xy,...,x,}. De plus, étant données une variable
x et une telle substitution de variables, nous noterons par o — {x} la substitution de variables telle que
o —{x}(y) = o(y) pour tout y € V —{x} et o — {x}(x) = x.

L’application d’une substitution de variables o = [x] := Ny, ..., X, := Ny,] sur M (notée M - o) rem-
place les occurrences libres de x1,...,x,, dans M par Ny,...,N,, respectivement ; de maniere formelle :

e y-0 = o(y) pour toute variable y € V

e c- 0 = c pour toute constante ¢c € C

(Ax.M -0 —{x}) six¢ FV(N)U...UFV(N,,)
o (Ix.M)-o= .

W.M-[x:=y]-0) ouy¢g¢ FV(M)UFV(N)U...UFV(Ny), sinon

o (M\My)-oc=(M;-cM,-0).

Dans un premier temps, nous nous intéressons a une restriction des substitutions de variables de
telle sorte que le codomaine de o soit I’ensemble des variables V.

Définition 2.1.2.2. (a-conversion) Soit un terme M = C[Ax.N]| et une variable y ¢ FV(N). Nous
dirons que M se a-contracte en M’ = C[Ay.(N - [x := y])] (noté M —, M’), et nous appellerons a-
contraction /e fait de remplacer (C[],Ax.N) par Ay.(N - [x :=y]) dans M.

Si un terme M est a-contractable en un terme M’ en n € N étapes d’a-contractions, nous dirons
que M et M’ sont a-convertibles.

On peut vérifier que I’@-contraction est une relation symétrique ; I’a-conversion étant la cldture
réflexive et transitive de 1’a-contraction, il s’agit d’une relation d’équivalence sur les termes du A-
calcul. Par Ia suite, nous dirons que pour un terme M a-convertible en un terme M’, les termes M et
M’ sont a-équivalents.

Grace a I’a-conversion, il est donc possible de renommer les occurrences liées de variables dans
un terme, ce qui permet, entre autre, de donner un nom distinct a chaque variable d’un terme. Ainsi, le
terme x(Ax.x) écrit précédemment est a-équivalent au terme x(Ax’.x"). Il faut cependant remarquer que
la définition impose d’éviter certains effets dits de capture de variables. Ainsi, le terme M’ = x(Ax’.x)
n’est pas a-équivalent au terme M = x(Ax.x); en effet, I’occurrence de variable (x(Ax.[]),x) est une
occurrence liée dans M, ce qui n’est pas le cas de ([](Ax.x), x) ; ces deux occurrences désignent donc
deux variables différentes dans M. Dans M’, les occurrences de variable ([](1x’.x), x) et (x(Ax".[]), x)
sont, par contre, deux occurrences libres de la méme variable x.

Par la suite, nous adopterons régulierement la convention de nommage de Barendregt, ot chaque
variable d’un terme porte un nom distinct, afin de simplifier la lecture des termes.

Définition 2.1.2.3. (B-contraction) Nous appelons un terme de la forme (Ax.M{)M; un B-redex.
Un terme M = C[(Ax.M)M;] se B-contracte en M’ = C[M[x := M;]]. Une telle étape de réécri-
ture (notée M —g M’) est appelée B-contraction.

Si un terme M se B-contracte en un terme M’ en n € N étapes de S-contraction, nous écrirons
M _’Z M’, et dirons que M se B-réduit en M’. La B-réduction se définit comme la cloture transitive et
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réflexive de la S-contraction et nous notons par M —>;M’ cette relation entre M et M’. Par ailleurs, la
relation inverse est appelée S-expansion : un terme M se B-réduit en un terme M’, ssi M’ se B-étend
en M.

Etant donné un terme M, nous appellerons séquence de B-contractions toute séquence M -3
M ... - M, —p.... Une séquence de B-contractions M —g M| —g ... =g M), est dite normalisante
si M, ne contient pas de S-redex. Le terme M,, est alors dit sous forme normale.

Remarque 2.1.2.1. Un A-terme M est sous forme normale si il existe p € N tels que M = AX.NM, ... M,
ou N e VUCetsipourtoutie{l,...,p}, les termes M; sont sous forme normale. En effet, un tel terme
ne peut contenir d’occurrence de S-redex.

La notion de S-réduction permet de modéliser I’exécution de programmes. En effet, si nous consi-
dérons le terme Ax.M; comme un programme ayant un parametre d’entrée x, et un terme M, comme
étant un autre programme, le terme (Ax.M)M, simule I’appel du programme Ax.M; au programme
M, ; la B-contraction de ce S-redex en M;[x := M;] représente le remplacement du parametre x dans
le programme M| par le programme M.

Le théoréme suivant (également appelé propriété du losange) montre la confluence de cette regle
de réécriture :

Théoreme 2.1.2.1. (Propriété de Church-Rosser) Soient M, M, M, des A-termes tels que M —>;M 1
et M—>2M2 s alors il existe un terme N vérifiant M| —>Z,N et M2—>;N.

Nous remarquerons que si pour un terme M, il existe une séquence terminante de S-contractions
de M, alors, d’apres la propriété de Church-Rosser, celle-ci se finit en un unique terme N. Dans ce
cas, N est appel€ la forme (B-)normale de M et sera noté |M|g. Remarquons qu’il est néanmoins
possible que le processus de S-réduction ne se termine jamais, ce qui est par exemple le cas du terme
M = (Ax.xx)(Ax.xx) qui ne peut se S-réduire qu’en lui-méme.

Définition 2.1.2.4. (-contraction) Un terme Ax.Mx oit x ¢ FV(M) est appelé un n-redex.
Soient M = C[Ax.Mx] tel que x ¢ FV(M). Nous dirons que M se n-contracte en M’ = C[M]. Nous
appelons n-contraction une telle étape de réécriture (noté M —, M’).

Les notations —7 et —; sont utilisées avec la méme signification que pour la S-contraction. Nous
parlerons également d’n-réduction afin de désigner la relation —;, et d’p-expansion pour la relation
inverse ; de méme, nous parlerons de séquences d’i-contractions, de séquences d’i-contractions nor-
malisantes et de termes -normaux.

Nous verrons dans la section suivante que la notion d’n-expansion offre de nombreux avantages
dans le cas des A-termes simplement typés.

Théoreme 2.1.2.2. (Propriété de Church-Rosser) Soient M, M\, M, des A-termes tels que M —} M,
et M —>;; M, ; alors il existe un terme N vérifiant M —>j‘7 N et M, —>;‘7 N.

De plus, pour un terme fini M, toute séquence d’n-contractions de M est terminante. Nous noterons
donc par [M|,, I'unique terme -normal tel que M — M|, ; ce terme sera appelé la forme n-normale
de M.

Notation 2.1.3. Etant donnés deux A-termes M;et M, nous écrivons :
e M| = M; lorsque M; et M, sont a-équivalents ;
o My =g M, si il existe un A-terme M tel que M —>;M et M2—>;M (M, et M, seront dits 8-
équivalents) ;
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e M =, M; siil existe un A-terme M tel que M1—>j‘]M et M2—>”;M (auquel cas M| et M, sont dits
n-équivalents).

Remarque 2.1.2.2. On remarquera que les relations =g et =, sont effectivement des relations d’équi-
valence, ce qui se démontre en utilisant la propriété de Church-Rosser dans les deux cas.

2.2 Le A-calcul simplement typé

Nous venons d’introduire la syntaxe générale du A-calcul. Nous nous intéressons a présent a un
sous-ensemble de I’ensemble des A-termes : 1’ensemble des A-termes simplement typés. Les éléments
de ce sous-ensemble se caractérisent par le fait de pouvoir étre associés a un ou plusieurs fypages (se-
lon le systeme de typage considéré). Nous présentons ce sous-ensemble sous ses deux formalisations
les plus courantes.

2.2.1 Typage ala Curry

La premier systeme de typage de A-termes que nous présentons considere des A-termes, a priori
non typés, et permet de leur associer des typages si ces derniers existent. Dans ce systeéme, la syntaxe
des termes et leurs typages sont mises en relation a travers la notion d’arbres de typages. Qui plus est,
ce systeme laisse clairement apparaitre une correspondance avec un formalisme logique (la logique
minimale), correspondance que nous expliquerons a la fin de ce chapitre.

Définition 2.2.1.1. Etant donné un ensemble énumérable A d’éléments appelés types atomiques,
U’ensemble T (A) des types simples sur A est défini par induction :

TA) :=A| (T (A)—> T (A)

Nous adopterons la convention usuelle d’associativité a droite pour I’opérateur — : un type (o —
(ap — @3)) sera donc noté a; — ap — as.

Notation 2.2.1. Nous noterons les types atomiques (c.a.d ceux qui appartiennent a A) par les lettres
minuscules de 1’alphabet latin, éventuellement indexées par des entiers : a,b,c,ay,... Les éléments
de 7 (A) seront quant a eux notés par les lettres minuscules de I’alphabet grec (excepté A et o),
éventuellement indexées par des entiers : a,8,a1,...

Définition 2.2.1.2. Etant donné un type a appartenant a T (A), ’ordre de « est inductivement défini
par:

e ord()=1siaeA

e sia=a) — ay alors ord(a) = max(1+ ord(a),ord(ay)).

Pour un type « tel que ord(e) > 1, nous dirons que @ est un type d’ordre supérieur.

Définition 2.2.1.3. Soit A un ensemble de types atomiques. Une fonction partielle T : V +— T (A)
(resp. A : C+— T (A)) sera appelée une fonction d’assignation de types sur les variables (resp. sur les
constantes).

Un environnement de typage (I';A) est un couple de fonctions d’assignation de types sur les
variables, T, et sur les constantes, A.

Notation 2.2.2. Nous noterons par I',I”,I',... les fonctions d’assignation de types sur les variables
et A,A’,Aq,... les fonctions d’assignation de types sur les constantes.
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Notation 2.2.3. Etant données I',I” des fonctions d’assignation de types sur les variables :

1. pour Dom(I') = {xy,...,x,} le domaine de I, nous noterons I par x; : I'(x),...,x, : I'(x,) afin de
désigner le domaine de I et le type associé a chacun des éléments de ce domaine.

2. si Dom(I') = @, nous noterons I" par _.

3. si Dom(I') " Dom(I"") = 0, nous noterons par I',I"”, la fonction d’assignation de types définie
par Dom(I',T”) = Dom(I') U Dom(I™), et telle que pour tout x € Dom(T',I”), (I',T")(x) = I'(x) si
x € Dom(I) et (I',I”")(x) =I"(x) si x € Dom(I").

4. nous écrirons I' C I et I' =T pour les relations usuelles d’inclusion et d’égalité entre fonctions.

Ces mémes notations seront également utilisées pour les fonctions d’assignation de types sur les

constantes. Par ailleurs, nous abrégerons la notion d’un séquent de typage de la forme (_;I') + @, en
I'kea.

Définition 2.2.1.4. Etant donnés (A;T) un environnement de typage, un A-terme M, et a € T (A), nous
appellerons :

e typage, une structure de la forme {(A;I') + a.

e séquent de typage une structure (A;I') - M : a.

Axiome
I'x)=a - Ale) =a .
————~ (Identité - Var) ———— (Identité - Cons)
MDY Fx:a A Fe:a
Application et Abstraction
ADYrM:a-B (AIDFN:«a
(ATYFMN B

(Application)

AT, x:a)rM: B
ATy FAXM:a— B

(Abstraction)

FIG. 2.1 — Systeme de typage a la Curry

Définition 2.2.1.5. Etant donné un A-terme M, si il existe un séquent de typage (A;T) + M : @ dérivable
dans le systeme de la Figure 2.1, alors nous dirons que {A;T') + a est un typage de M (alternativement,
que M est un habitant de {(A;I') + @).

De plus, M sera alors dit simplement typable.

Une dérivation d’un séquent de typage (A;I') - M : a sera appelée un arbre de typage.

Remarque 2.2.1.1. Etant donnés un terme M et un typage (A;I') @ de M, nous pouvons remarquer
que, a toute occurrence d’une variable (resp. constante) dans M est assigné le méme type dans I’arbre
de typage de (A;T) - M : a.

Exemple 2.2.1.1. L’arbre de typage de
IF'rAf.f(Ax.gx):((a—>b)—>c)—>c

oul'=g:a—b,y:d,estreprésenté en Figure 2.2 :
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If:(@a—»b)y->crg:a—b Tx:a,f:(a—>b)—>crx:a

I.x:a,f:(a—>b)—>c—brgx:b

ILf:(a-b)y—>crf:(a—b)—>c If:(@a—=b)y—>crixgx:a—b

If:(a>b)—>ct f(Ax.gx):c

' Af.f(Ax.gx): ((a—>b) > c)—>c
FIG. 2.2 — Exemple d’arbre de typage

Comme nous pouvons le remarquer, a un arbre de typage correspond un terme simplement typable.
Ainsi, dans le systeéme de typage a la Curry, I’information de typage n’est pas intégrée dans la syntaxe
méme du terme, mais est une information qui se déduit de la syntaxe du terme. En particulier, un
terme peut étre typé par plusieurs typages. Par exemple, le terme M = Ax.x peut tre typé par tous les
typages de la forme o — @ ou « appartient a 7 (A).

Nous définissons, a présent, les opérations permettant de générer, a partir d’un typage d’un terme
M, d’autres typages de M.

Définition 2.2.1.6. Etant donné un environnement de typage (A;T), nous appelons (A';T”) un affai-
blissement de 1’environnement {A;I") si et seulement si Dom(I") C Dom(I"") et Dom(A) € Dom(A”).

Lemme 2.2.1.1. Soient un terme M et un typage (A;I') + a de M, alors :
e FV(M)C Dom(I') et Cst(M) C Dom(A).
e Pour tout affaiblissement (A";I") de (A;T'), le typage (A";T") + a est habité par M.

D’apres ce lemme, la notion de typage d’un terme est donc stable par I’opération d’affaiblissement
de I’environnement.

Définition 2.2.1.7. Soit (A;T’) + « un typage pour un terme M. Nous dirons que {(A;T') + « est sous
forme canonique pour M si et seulement si Dom(I') = FV(M) et Dom(A) = Cst(M).

Exemple 2.2.1.2. Ainsi, pour le terme M = Af.f(Ax.gx), le typage g:a —> b+ ((a > b) — ¢) = c est
un typage canonique de M, ce qui n’est pas le cas pour le typage g:a = b,y:d+((a—b) > c)—c.

D’apres le Lemme 2.2.1.1, pour tout typage (A;I') F @ d’un terme M, il existe un typage canonique
de M générant (A;I')  a par affaiblissement de I’environnement.

Définition 2.2.1.8. (Substitution, ré-étiquetage et renommage de types)
1. Une substitution de types o est une fonction de A dans T (A).
2. Un ré-étiquetage est une substitution de types tel que pour E = Dom(o), Im(c) C E.

3. Un renommage est un ré-étiquetage bijectif.

Une substitution de types o induit un endomorphisme, noté également o, de 7 (A) dans 7 (A) :
ainsi, pour un type a € 7 (A), I'application de I’endomorphisme o sur @ (notée « - o) est définie
inductivement sur @ : sia=a € A, alors a-oc=0(a);sia=a) = as,alors -0 =(a;-0) = (a2 -0).
Par la suite, nous confondrons une substitution de types avec I’endomorphisme induit.

L’ application d’une substitution de types o sur une fonction de typage I" sera notée (I'- o) de telle
sorte que Dom(I" - o) = Dom(I') et pour tout x € Dom(I"- o), (I'- 0)(x) = I'(x) - 0 ; de m&me, pour un
typage (A;I') F @, nous écrirons (A;I')-ocFa-0c=(A-0;I"-0) F a-a ’application de o a ce typage.
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Lemme 2.2.1.2. Etant donnés un terme simplement typable M, un typage (A;T) + a de ce terme, et
une substitution de types o, alors (A;T')-o v a- o est un typage pour M.

Nous avons donc deux opérations transformant un typage d’un terme en un nouveau typage de ce
terme : 1’affaiblissement d’environnements et la substitution de types. Grice a ces deux opérations,
nous définissons des typages particuliers associés a un terme M :

Définition 2.2.1.9. Soit un terme M. Un typage (A;T') v a de M est appelé typage principal (ou
typage le plus général) de M si tout autre typage (A";I”") + o de M est généré par affaiblissements
d’environnement et substitutions sur {A;T') + a.

(ou bien, de maniere équivalente, il existe une substitution de types o telle que T-0c CTI”, A-oc C A’
eta-oc=a’)

Remarquons que, étant donnés un terme M et un typage principal de ce terme (A;I') F , alors pour
tout renommage o, (A;I')-o F @- o est un typage principal de M. Il est, plus exactement, possible de
quotienter I’ensemble des typages d’un terme par renommage de maniere a obtenir un ensemble bien
ordonné de classe d’équivalences de typages pour chaque terme M (1’ordre bien fondé étant induit par
les opérations de substitutions et d’affaiblissements) ; nous nous permettrons donc de parler du typage
principal de M, uniquement défini a renommage pres.

Propriété 2.2.1.1. Pour tout A-terme simplement typable M, il existe un typage principal {A;T) + a,
unique a renommage pres.

Exemple 2.2.1.3. Soit le terme (Axy.f(c(fx)))(ge). Son typage principal est (¢: b — a,e:c;f:a—
b,g:c—a)ra—d-— a.

Plus de détails sur le notion de typages principaux d’un terme sont donnés dans [Wells, 2002].

2.2.2 Typage ala Church

Une systeme alternatif du A-calcul simplement typé est régulierement rencontré. Dans ce systéme,
que I’on doit a Alonzo Church [Church, 1941], les variables et constantes sont typées a priori.

Notation 2.2.4. A une variable x (resp. une constante ¢), nous associons un type . Cette relation est
notée x% (resp. c%).

Définition 2.2.2.1. Etant donné un type o de T (A), nous définissons I’ensemble A, des termes sim-
plement typés par le type « de maniére inductive sur les termes :

1. x% et ¢® appartiennent a A,.

2. sia=a) - ay et que M € Ay, alors le terme Ax*' .M appartient a A,

3. si My € Ap_.q et M3 € Ag, alors le terme My M, appartient a A,.

Etant donné un type @ € 7 (A), tout terme appartenant a A, sera dit simplement typé. De plus,

nous appellerons « le type de M.
L’ensemble des termes simplement typés est donc défini par Ay = {Ay | @ € T (A)}.

Remarque 2.2.2.1. Pour tout terme simplement typé, il existe un unique type associé, la notion de
typage ne sera pas utilisée dans le systeme de types a la Church. Par exemple, pour un type @ donné,
le terme Ax®.x® est typé par le seul type @ — a.
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@ (Identite ~ Var)
x* € Ao ATLx: ) Fx:a

o3 (Identité - Con)
¢’ €A, (A,c:a,Ay; Dk a

AT M e Ny pgif M€ Ag Alix:alyrM:p (Abstraction)
AT, T rAXxM:a—

MM, € Aﬁ if M, GAa_ﬁ or My e A, <A’F> FM o _>'8 <A’F> FM; o (Application)
(MDY F MM 2 B

F1G. 2.3 — Correspondance termes a la Church, dérivation de typages a la Curry

Nous parlerons du typage a la Church d’un terme M € A, comme de la connaissance du type «
et des relations variables-types x” € A, et constantes-types ¢” € A,, pour chaque variable et chaque
constante de M.

Remarque 2.2.2.2. Un terme appartenant a Ay sera dit simplement typé, contrastant ainsi avec les
termes simplement typables que nous avons définis dans le systeéme de typage a la Curry. La différence
résidant dans le fait que nous associons un unique fype a un terme simplement typé, celui donné par
la syntaxe du terme, alors que dans le cas d’un terme simplement typable, nous ne connaissons que
I’existence d’un typage pour ce terme.

Bien que certaines différences existent entre les deux systémes de typage que nous avons présen-
tés, ils permettent de typer exactement les mémes termes. Nous donnons ici une preuve informelle du
fait que I’ensemble des termes simplement typables est exactement 1’ensemble des termes simplement
typés.

Pour ce faire, considérons la table de la Figure 2.3. A une régle de construction d’un terme M typé
a la Church correspond donc une regle de dérivation d’un typage de M dans le systeme de typage a
la Curry. Ainsi, en considérant un terme M typé a la Church, nous pouvons construire un ensemble
de dérivations de typages de M, et inversement, a une dérivation d’un typage de M, nous pouvons
associer son typage dans le systeme de typage a la Church.

Définition 2.2.2.2. Etant donné un terme M € A, typé a la Church, nous parlerons du typage (I; A) + «
comme du typage canonique associé M dans A,, si ce typage est déterminé par la correspondance
définie en Figure 2.3 et que Dom(I") = FV(M) et Dom(A) = Cst(M).

Nous nous en référons a [Barendregt, 1993, Hindley, 1997, Sgrensen and Urzyczyn, 2006] pour
plus de détails.

Remarque 2.2.2.3. Afin de voir plus clairement la différence entre ces deux systemes de typage,
voyons les A-termes comme des programmes ; dans la systéme de typage a la Church, le programmeur
associe des types aux parametres et aux résultats des fonctions. A contrario, dans le systéme de typage
a la Curry, le programme n’est pas typé, et I’on a besoin d’un algorithme d’inférence de types afin de
connaitre les types possibles des parametres et résultats.

Nous avons montré que les deux systémes permettent de typer exactement les mémes termes. Nous
nous permettrons donc d’utiliser I’'un ou I’autre de ces systémes par la suite. De plus, les propriétés
que nous décrivons dans la suite de ce chapitre s’appliqueront a ces deux systémes.
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Un des avantages du systéme de typage a la Church sur le systeme de typage a la Curry est le fait
de pouvoir directement parler du type associé a un sous-terme d’un terme M. En effet, un sous-terme
est lui-méme un terme typé a la Church, et il lui est donc associé un unique type. Dans le systeme
de typage a la Curry, nous avons vu que plusieurs typages sont associés a un méme A-terme. Il existe
donc potentiellement plusieurs typages associés a un sous-terme d’un terme. Néanmoins, nous avons
vu qu’a une dérivation d’un typage (A;I') - @ de M dans le systeme de typage a la Curry, nous pouvons
associer un typage de M dans le systeme de typage a la Church; a un sous-terme N de M est alors
assigné un unique typage a la Church. En particulier, il existe un type £ tel que N € Ag. Nous dirons
alors que S est le type de N dans la dérivation de (A;T') F a.

2.3 Propriétés du A-calcul simplement typé

Apres avoir introduit le A-calcul simplement typé, nous examinons certaines propriétés impor-
tantes de celui-ci.

2.3.1 Termes n-longs pour un typage

Nous définissons, a présent, la notion de termes simplement typés n-longs. Cette notion est égale-
ment applicable aux termes simplement typables ; nous nous limiterons a rappeler 1’analogie entre les
deux systemes de typage en guise d’explications.

Définition 2.3.1.1. Soit un terme M € A, pour @ € T (A). Nous dirons que M est n-long si, pour
toute occurrence (C[],N) de sous-terme de M, telle que N € Ay, —q,, alors, soit C[] = C'[[IN’], soit
N = Ax"".N".

De plus, étant donnés deux termes M,M' € A\, tels que M =, M" et M’ est n-long, nous dirons que
M’ est une forme n-longue de M.

Remarque 2.3.1.1. D’apres I’analogie entre typage a la Church et typages a la Curry, cette notion
s’applique également a un typage a la Curry d’un terme M. Plus précisément, pour M € A, n-long,
nous dirons que M est n-long relativement a un typage (A;T') F @, si le typage a la Church de M associé
a la dérivation de (A;T") M : a a affaiblissement pres.

De plus, étant donné un typage (A;I') - @ de M, nous dirons que le terme M’ est une forme n-
longue de M pour (A;T') + a si et seulement si M =, M’ et M’ est n-long pour ce typage.

Exemple 2.3.1.1. Le terme M = f((020)20)20204(020)=0 pegt pas p-long. D apres la définition, il
est nécessaire de faire apparaitre les arguments de f et de g, tout en conservant le typage induit
par la syntaxe, ce qui est réalisé en abstrayant les variables ainsi introduites, comme dans le terme
Ax{.f ((0—0)—0)—0—0 (x5~ glomo—o (Ax§.x57°x5))x{, qui est p-équivalent a M.

Remarque 2.3.1.2. Les termes n-longs relativement a un certain typage présentent donc I’avantage
d’avoir une syntaxe fortement contrainte par ce dernier. Ceci permet de faire apparaitre dans la syntaxe
du terme, des informations sur ce typage. Ces informations ne sont pas nécessaires lorsque 1’on adopte
les typages a la Church, puisque déja incluses dans la syntaxe des termes, mais ne sont pas apparentes
dans le cas des termes typés a la Curry.

Les termes n-longs présentent, de plus, un intérét particulier, partiellement exprimé a travers la
propriété suivante :

Propriété 2.3.1.1. Soit un terme M € A, 1-long ; alors tout terme M’ € A, tel que M —, M vérifie
M’ —>Z, M (c.a.d. un terme simplement typé a une unique forme normale n-longue) [Huet, 1976].
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Exemple 2.3.1.2. Par exemple, pour le terme M = Af°~°y°.f°~°y’ qui est p-long, le terme M’ =
Afo70x0.(Ay?. fo70y?)x? se p-réduit en M. Par ailleurs, M’ se B-réduit également en :

AfO—)OXO.(fOHOyD)D}O = xO] - AfO—)Oxo‘fO—)0x0 — M

Qui plus est, deux termes M, et M, vérifient My =g, M, si M|, =, |[M|,, ou |M| est la forme
B-normale de M, lorsque celle-ci existe. Ainsi, nous travaillerons, par la suite, régulicrement sur la
forme normale n-longue d’un terme pour cette raison.

2.3.2 Préservation de typage et S-réduction

Le lien entre typages et A-termes nous permet d’obtenir certaines propriétés importantes sur les
termes simplement typés. Cependant, nous avons vu qu’un méme terme peut-tre réécrit sous plusieurs
formes, a travers les reégles d’a-conversion, de S-réduction et d’n-conversion. Il est donc nécessaire de
connaitre I’effet de ces réécritures sur les typages (ou le type) d’un terme. La préservation de typage
par a-équivalence étant claire, nous nous intéressons a la S-réduction et a I’n-réduction.

Propriété 2.3.2.1. Soient un terme M simplement typé, et (A;I') + @ un typage de M ; alors (A;T) + «
est un typage de tout terme M’ tel que M —; M'.

Par contre, un typage n’est pas forcément préservé par n-expansion ; ainsi, étant donnés deux
termes M et M’ typables a la Curry tels que M —, M’, il se peut qu’un typage de M’ ne type pas M.
Par exemple, (¢ : a;_) F a (ou a est un type atomique) est un typage de ¢ mais pas de Ax.cx.

Remarque 2.3.2.1. Remarquons cependant que, dans le cas ol les termes sont typés a la Church,
tout typage de M’ est un typage de M (sur le contre-exemple précédent, pour M’ = ¢, le terme
M = Ax°.c*x? est p-équivalent a M mais n’est pas un terme simplement typé).

La B-réduction a un comportement similaire a I’np-réduction pour ce qui est de la préservation des
propriétés de typage :

Propriété 2.3.2.2. (Réduction du sujet) Soient deux termes M et M’ tels que M —>Z, M’ ; alors tout
typage de M est aussi un typage de M’. [Seldin, 1968]

A nouveau, la S-expansion ne préserve pas forcément la typabilité d’un terme : si nous considérons
deux termes M et M’ tels que M —>;M ', etun typage (A;I') F @ de M, il est possible que ce typage ne
soit pas un typage de M. En effet, si nous prenons M = Ax.((1y.c)(1z.xz)) et M’ = Ax.c, alors{c:a;_)+
b — a est un typage de M’, mais n’est pas un typage de M. Nous montrons, dans la section 2.3.4, que
la préservation de typage pour certaines S-expansions est cependant vérifiée.

2.3.3 Normalisation

Une des propriétés fondamentales du A-calcul simplement typé concerne la normalisation forte
de la S-réduction. En effet, cette propriété permet de s’assurer de la terminaison des regles de 8-
réduction. Nous avons vu que cette propriété n’est pas vérifiée dans le cas le plus général a travers
le contre-exemple (Ax.xx)(Ax.xx), puisqu’il faudrait pouvoir assigner un type de la forme o — 8 a
I’occurrence (Ax.[]x, x) de x et le type @ a I’occurrence (Ax.x[], x), ce qui est impossible puisque, dans
le systéme de typage simple, un méme type est assigné a toutes les occurrences d’une méme variable
dans un terme.
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Théoreme 2.3.3.1. (Normalisation) Pour tout terme simplement typé M, il existe une séquence nor-
malisante de B-contractions c.a.d. une séquence de la forme M —g M\ ... —g M, telle que M, est sous
forme normale.

Les propriétés de la S-réduction dans le cas des termes simplement typés sont en fait plus fortes,
comme indiqué dans le théoreme suivant :

Théoréme 2.3.3.2. (Normalisation forte) Etant donné un terme M simplement typé, il n’existe pas
de séquence non-normalisante de (3-contractions de M.

Remarque 2.3.3.1. Comme nous I’avons vu a travers le terme (Adx.xx)(Ax.xx), cette propriété n’est pas
assurée dans le cas général du A-calcul non-typé.

Grace a la propriété de Church-Rosser, nous pouvons assurer que, étant donné un terme simple-
ment typé M, il existe un unique terme M’ tel que pour toute S-réduction M —>;M " M”—>;M "ie il
existe une unique forme S-normale de M.

Nous finissons cette partie sur les propriétés de S-réduction de termes simplement typés, en intro-
duisant la notion d’arbres de typage normaux.

Définition 2.3.3.1. Nous appelons détour toute succession de régles de la forme suivante :
ANTx: )M B
AT, T FAXM:a— B (NT1L,IR)EN -«
(A;T1,T) F (AX.M)N : B

Un arbre de typage sans détours est dit normal.

Il est important de remarquer que les détours dans une arbre de typage correspondent a la création
de B-redex dans le terme associé. En regle générale, nous nous intéresserons aux arbres de dérivation
et de typage normaux, et travaillerons donc a introduction de détours pres.

Lemme 2.3.3.1. Soient un terme M sous forme B-normale et un typage {A;T') + a de M. Il existe un
unique arbre de typage de (A;T)Y+ M : «

Remarquons que cette propriété n’est cependant pas vraie dans le cas le plus général ol le terme
M n’est pas sous forme normale. En effet, il suffit de considérer le terme M = (Ax.c)(Ax.x) et le typage
(¢:a;_)+ a.ll existe alors autant de dérivations de {c: a;_) v M : a que de typages pour Ax.x.

2.3.4 Structures de termes et S-expansion

Nous nous intéressons a présent a la préservation des typages par S-expansion, c’est-a-dire aux
conditions sous lesquelles tout typage d’un terme M’ tel que M—>;M’ est également un typage de
M. Bien que cette propriété ne soit pas vraie en générale, 1’ajout de certaines contraintes sur les
B-réductions permet de définir des familles de termes simplement typés vérifiant la préservation de
typages par S-expansion.

Définition 2.3.4.1. Une S-contraction C[(Ax.N)P] —p C[N[x := P]] est dite :
o cffacante si x ¢ FV(N), dans un tel cas, C[N|x := P]] = C[N].
e dupliquante si x a plus d’une occurrence libre dans N.
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Nous dirons qu’une -contraction est linéaire si elle n’est ni effacante, ni dupliquante ; elle sera dite
affine si elle n’est pas dupliquante.

Enfin, une B-réduction sera dite effacante (resp. dupliquante, linéaire, affine) si elle forme une
séquence de [3-contractions effacantes (resp. dupliquantes, linéaires, affines).

Propriété 2.3.4.1. (Expansion du sujet) Soit un terme M tel que M—>;;M’ par une B-réduction li-
néaire. Alors tout typage de M’ est un typage de M.

Afin d’illustrer ce dernier résultat, considérons le terme (Af.g(Ax.fx)(Ay.fy))(1x.x) dont le typage
principale est {_;g : (b = b) = (b — b) — a) + a. Ce terme se S-réduit en g(Ax.x)(1y.y) dont le typage
principale est (_;g : (b — b) = (c = ¢) — a) + a; de plus, cette S-réduction n’est pas linéaire, et le
typage principale de M’ ne peut étre un typage de M. D’un autre coté, le terme N = (Ax.fx)(c) se
B-réduit par une SB-réduction linéaire, en N’ = fc, et N et N’ partagent le méme typage principale
(c:a;f:a—b)rb.

Définition 2.3.4.2. Un terme M est dit linéaire si :
I. M=xeVouM=ceC
2. M = Ax.M’, il existe une et une seule occurrence libre de x dans M’ et M’ est linéaire.
3. M =M M, on FV(M{)NFV(M,) =0 et M, M, sont linéaires.
Un terme M est dit affine si les conditions 2 et 3 sont remplacées par :

2’ . M = Ax.M’, il existe au plus une occurrence libre de x dans M’ et M’ est affine.

3" M =M M, o FV(M|)NFV(M;) =0 et M|, M, sont affines.

Exemple 2.3.4.1. Le terme (Ax.c(c(xz)))(Ady.y) est un terme linéaire (et donc affine) ; par contre, le
terme (Ax.c(cz))(dy.y) n’est pas linéaire, mais est affine. Le terme (Ax.y(y(xz)))(Ay.y) n’est ni linéaire,
ni affine.

Le lien entre termes linéaires (resp. affines) et S-réductions linéaires (resp. affines) est direct :
étant donné un terme linéaire (resp. affine) M, toute S-réduction de M est linéaire (resp. affine). De la
Propriété 2.3.4.1, nous pouvons déduire le théoreme suivant :

Théoréme 2.3.4.1. Etant donnés deux termes simplement typables et linéaires M et M’ tels que
M—>Z,M’, tout typage de M’ est un typage de M.

Nous finissons par souligner une derniére propriété intéressante des termes linéaires et affines :

Propriété 2.3.4.2. (Stabilité par B-réduction) Soit M un terme simplement typé.
o si M est linéaire, tout terme M’ tel que M —>2;M' est un terme linéaire.
o si M est affine, tout terme M’ tel que M—>;M’ est un terme affine.

2.4 Logique intuitionniste et A-calcul simplement typé

Comme nous 1’avons brievement vu plus haut, le A-calcul est amplement utilisé en informatique
comme un modele de calculabilité, et permet de représenter des programmes et leurs exécutions. Par
ailleurs, nous avons mentionné le fait que le typage d’un A-terme peut également étre vu comme le
typage d’un programme. Nous montrons a présent qu’un systeme de typage peut également étre vu
comme un systeme logique, permettant de prouver la validité de certaines formules.
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2.4.1 Logique minimale et correspondance de Curry-Howard

Etant donnée un ensemble énumérable de formules atomiques, nous définissons I’ensemble des
formules d’une logique implicative, comme la cl6ture de cet ensemble par I’opérateur —.

Nous allons a présent définir les regles de la logique intuitionniste implicative (ou logique mi-
nimale) ; ces régles peuvent étre représentées sous différentes formes, principalement le calcul des
séquents ou la déduction naturelle, formes qui sont toutes les deux décrites dans [Girard, 1989]. Nous
choisirons ici la deuxiéme représentation, tout en dérivant des séquents.

Définition 2.4.1.1. Soit un ensemble E d’éléments. Un multi-ensemble F de E est une fonction totale
de E dans N.
Les éléments d’un multi-ensemble F : E — N sont les éléments e € E tels que F(e) # 0.

Exemple 2.4.1.1. Soit E = {a,b,c}. Nous pouvons construire un multi-ensemble F sur E défini par
F(a)=3,F(b)=2,F(c) =0, et que nous noterons comme une séquence non-ordonnée : a,b,a,a,b.

Notation 2.4.1. Par la suite, nous prendrons £ comme un ensemble fini et adopterons les notations
suivantes :

1. |I'l = n désignera la taille du multi-ensemble fini I : E — N et sera défini comme |[| = Z.cgl'(e).

2. L’union (disjointe) de deux multi-ensembles de formules I'y : E+— N et [, : E — N forme un
nouveau multi-ensemble I' : E — N tel que, pour tout élément e de E, I'(e) =I'1(e) +2(e) ; nous
noterons donc cette union comme la concaténation des deux séquences associées : 'y, 1.

Un séquent de la logique minimale est une expression de la forme I' - @, ou I' = ay,...,q, est
un multi-ensemble fini sur I’ensemble des formules de la logique minimale, appelé [’antécédent et «
est une formule de la méme logique appelée le conséquent. Un tel séquent s’interpreéte de la maniere
suivante :

sous les hypotheses a1, > ...et @,, nous pouvons déduire .

N . - [ (2 S1...80
Les régles de la logique minimale sont données sous la forme générale =12 ou §4,..., S,

sont appelés les séquents hypothéses, et S le séquent conclusion. Dans le cas de la régle d’Identité,
n=0,etil n’y a pas de séquent hypothese.
Axiome

—— (Identité)
Iara

Implication

I''e—p T'ta | Iat+pg _
(Elimination —) —————— (Introduction —)

I'ep 'ra—p

FIG. 2.4 — Systéme de dérivation pour la logique minimale

Nous appellerons arbre de dérivation tout arbre construit en utilisant les régles du systeme de la
Figure 2.4. Laracine I' - @ d’un tel arbre sera appelée un séquent valide de la logique minimale. Nous
dirons alors que cet arbre de dérivation est une démonstration de I' - @ dans la logique minimale.

Exemple 2.4.1.2. Une démonstration du séquent a,a — b,b — c I c est la suivante :
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a,a—>bb—-cra a,a—>bb—->cra—b

a,a—>bb—ctb a,a—>bb—ocrb—c

a,a—>bb—-ctrc
Remarque 2.4.1.1. La régle d’élimination de — est plus connue sous le nom de modus ponens.

Nous venons de définir les arbres de dérivation dans la logique minimale. Il apparait clairement
que les regles servant a la construction de tels arbres sont similaires a celles de la Figure 2.1, pour les
arbres de typage. Comme nous I’avons vu précédemment, un arbre de typage correspond exactement
a un A-terme simplement typé. Cette correspondance peut étre décrite selon le schéma suivant (voire
également [Girard, 1989]) :

logique minimale A-calcul simplement typé
formule type
démonstration A-terme simplement typé

Cette propriété est en fait plus connue sous le nom de correspondance de Curry-Howard (voire
[Sgrensen and Urzyczyn, 2006] pour plus de détails) :

Théoreme 2.4.1.1. (Correspondance de Curry-Howard)
Le séquent ay,...,a, v a est valide dans la logique minimale ssi il existe un terme pur simplement
typé M tel que x1 : a1,...,X, : @, F @ soit un typage de M.

Finalement, la notion de démonstration normale peut également étre définie pour des démonstra-
tions de la logique minimale. Celles-ci correspondent effectivement aux arbres de typages normaux
dans le cadre du typage de A-termes a la Curry.

2.4.2 Unicité de démonstrations en logique minimale

Nous abordons ici un résultat qui est au centre de 1’étude que nous menerons par la suite sur les
grammaires de A-termes simplement typés : la caractérisation de formules pour lesquelles il existe une
unique démonstration (2 élimination des détours pres) dans la logique minimale. La caractérisation de
ces formules est basée sur des criteres syntaxiques introduits par la notion de polarité qui suit :

Définition 2.4.2.1. Soit un séquent T + a de la logique minimale. La polarité d’une formule est définie
par induction comme :

1. @ a une occurrence positive dans I' F a
2. toute formule B de I" a une occurrence négative dans I + «

3. pour une formule positive § — y dans T + @, 8 a une occurrence négative et y une occurrence
positive.

4. pour une formule négative 8 — vy dans I + @, 8 a une occurrence positive et y une occurrence
négative.

Nous noterons parfois p la polarité d’une formule et p la polarité inverse de p.

Définition 2.4.2.2. Un séquent T + « est dit balancé si :
1. toute formule atomique de I + a a au plus une occurrence positive dans T\ a.

2. toute formule atomique de I - @ a au plus une occurrence négative dans I F a.
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Le séquent sera dit négativement non-dupliquant si et seulement si le critere 2 est vérifié.

Le probleme de I’unicité des démonstrations dans la logique minimale a d’abord été formulé dans
[Mints, 1979].

Théoreme 2.4.2.1. (Unicité)
e [Babaev and Soloviev, 1982] Il existe une unique démonstration normale de tout séquent ba-
lancé valide dans la logique minimale.
o [Aoto, 1999] Il existe une unique démonstration normale de tout séquent négativement non-
dupliquant valide dans la logique minimale

D’apres la correspondance de Curry-Howard, nous savons qu’une démonstration correspond a
un A-terme. Par ailleurs, une démonstration sans détours correspond a un A-terme sous forme -
normale. Ces théorémes permettent donc d’identifier un A-terme sous forme S-normale de maniere
unique avec certains de ces typages, si ces derniers respectent les contraintes syntaxiques exprimées
dans les Théorémes 2.4.2.1. Ainsi, si un terme M habite un typage balancé ou négativement non-
dupliquant (A;T’) + @, tout terme habitant (A;I') - @ a 1a méme forme S-normale que M. L’étude de
familles de termes uniquement identifiés par un certain typage sera au centre de notre étude.

Remarquons que les termes linéaires et affines que nous avons introduits en Définition 2.3.4.2 sont
en fait des termes pour lesquels cette propriété est vérifiée :

Propriété 2.4.2.1. (Unicité terme-typage)
1. [Belnap, 1976] le typage principal (A;T') + @ d’un terme linéaire est balancé.
2. [Hirokawa, 1991] tout habitant d’un typage balancé est une terme affine.

Corollaire 2.4.2.1. Un terme linéaire (resp. affine) est le seul habitant de son typage principal.

2.5 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons introduit le A-calcul simplement typé, qui sera I’objet principal
de I’étude qui suit. Nous avons présenté ce formalisme sous ses deux formes les plus connues : le A-
calcul simplement typé a la Curry, et le A-calcul simplement typé a la Church. Nous avons montré
que ces deux formalismes sont équivalents, dans le sens ou ils permettent de typer exactement les
mémes termes. Par la suite, nous utiliserons donc indistinctement 1’un ou 1’autre de ces systémes.
Nous avons également donné certaines notions de typages importantes, telles que la notion de typage
associé a un sous-terme d’un terme relativement a un typage de ce dernier, ou encore la notion de
typage principal. Enfin, nous avons défini certaines familles de termes ayant des propriétés de typage
que nous étudierons plus précisément dans la suite de ces travaux : les termes linéaires et les termes
affines. Ces termes ont, en particulier, la propriété d’étre les uniques habitants de leur typage principal.
Nous montrons par la suite que cette propriété est au centre de 1’analyse des grammaires catégorielles
abstraites, et qu’il est possible d’étendre ce résultat a de nouvelles familles de termes plus grande que
les famille de termes linéaires et quasi-linéaires.
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Chapitre

Jeux et A-calcul simplement typé

Au cours du chapitre précédent, nous avons vu le lien entre logique et A-calcul. De méme, nous
avons brievement évoqué le fait que le A-calcul soit un modele de la calculabilité. Une approche
différente de la logique est proposée par les sémanticiens, qui étudient les modeles mathématiques
dans lesquels les systemes logiques s’interpreétent.

Un des modeles développés en sémantique de la logique est la sémantique des jeux ; des mo-
deles des preuves y sont donnés sous forme de jeux a deux joueurs ce qui permet de mettre en va-
leur le role et I'interaction entre les différentes formules atomiques dans la construction de preuves.
La discipline est née des travaux de Lorenz [Lorenz, 1968] et Lorenzen [Lorenzen, 1959] qui défi-
nirent des jeux de dialogue pour la logique intuitionniste. Plus récemment et avec 1’avénement de la
logique linéaire [Girard, 1987, Girard, 1995], un intérét grandissant s’est développé pour la séman-
tique des jeux a partir des travaux de Blass [Blass, 1992], lesquels furent ensuite repris par Abramsky
[Abramsky and McCusker, 1999], Ong et Hyland [Hyland and Ong, 2000] afin de résoudre le pro-
bleme d’abstraction complete pour le langage PCF grace a une notion de jeu.

Nous introduisons ici des jeux que nous utiliserons par la suite afin de caractériser, d’une part,
des familles de typages ayant au plus un habitant, et d’autre part, les termes normaux ayant pour ty-
page principal des typages ayant la propriété précédente. Au cours du Chapitre précédent, nous avons
évoqué les typages balancés et négativement non-dupliquants. Ces derniers ont au plus un habitant, et
sont caractérisés par des propriétés sur les polarités des types atomiques les composant. Comme nous
le verrons, la sémantique des jeux s’intéresse exactement a 1’étude de dérivations d’arbres de typage a
travers I’interaction des types atomiques polarisés d’un typage et offre donc un modele ou la caracté-
risation de typages ayant au plus un habitant est aisé. De plus, elle donne une représentation abstraite
aussi bien de la notion de typage que de celle de A-termes ; une fois certaines familles de typage carac-
térisées, il est donc possible de déterminer les termes qui, par exemple, ont pour typage principal un
typage de la famille précédemment évoquée. A I'image des réseaux de preuves pour la logique linéaire
multiplicative [Danos and Regnier, 1989] ou pour la logique linéaire intuitionniste [Lamarche, 1994],
nous nous appuierons sur une représentation graphique de la notion de jeux. L’utilisation que nous
ferons ici de ces jeux n’est donc pas destinée a donner une sémantique du A-calcul simplement typé,
mais plut6t a obtenir une représentation alternative des démonstrations dans la logique minimale, tout
en ayant un acces plus précis a I’interaction des occurrences de formules atomiques des séquents ainsi
dérivés.



3.1 Typage et interaction

Dans cette premiere partie, nous donnons quelques intuitions sur 1’apport de la sémantique des
jeux a I’étude de propriétés de typage. Comme nous venons de 1’énoncer, la sémantique des jeux
permet d’observer plus précisément le role des formules atomiques polarisées dans la structure des
démonstrations, et plus exactement 1’interaction entre ces formules atomiques. La mise en exergue
de cette interaction se retrouve par exemple dans la géométrie de ’interaction [Girard, 1994] ou la
ludique [Girard, 2001].

Afin d’illustrer notre propos, prenons le typage f:a — b,x : a+ b du A-terme fx et intéressons-
nous a ’arbre de typage normal de f :a — b,x: aF fx:b. La construction de cet arbre peut étre vue
comme un jeu a deux joueurs : P (le proposant) et O (I’opposant). Nous associons les types atomiques
de polarité positive aux coups joués par le joueur O et les types atomiques de polarité négative aux
coups joués par le joueur P. Pour plus de clarté, nous laissons apparaitre ces polarités dans le typage :
f:a® > b ,x:a +b*. Sur cet exemple, le but du jeu est donc de construire un terme de type b
avec les types donnés a* — b~ et a”. Le joueur O demande a chaque tour au joueur P de construire
un terme d’un certain type. Ainsi, le joueur O commence la partie, et demande au joueur P si il est
capable de construire un terme de type b sur notre exemple. Ce dernier n’a qu’une seule possibilité :
jouer le coup correspondant a b™. Le jeu se poursuit, et afin de pouvoir valider le coup précédent de P,
le joueur O demande a présent a P de créer un terme de type a. Le joueur P peut alors jouer le dernier
coup correspondant a x : a~ et le jeu se termine sur une victoire de P, puisque O ne peut plus jouer.

0 f:a® - b x:a +r b*
1 0]
2 P 0]
3 (0] P (0]
4 (0] P P 0]

Sur cet exemple tres simple, nous pouvons voir que la séquence de coups joués alternativement
par les joueurs P et O correspond a la dérivation du terme fx ; en effet, le joueur O demande au joueur
P de créer un terme de type b, ce dernier répond en proposant d’utiliser f ; le joueur O demande alors
de créer un nouveau terme de type a en argument de f, ce a quoi P répond en utilisant x.

L’interprétation est analogue sur I’exemple suivant, ou f est typé par a; — a» — b. Ainsi, le joueur
O a deux possibilités de jeu apres 1’étape 2, correspondant chacune a un des arguments de f. Il existe
donc deux séquences de coups possibles, P I’emportant pour chacune d’elles :

0 fiaf —a5 —b xy:a; xp:a;, v bt
1 (0]
2 P 0]
3.1 0] P 0]
4.1 o P P (0]
3.2 (0] P 0]
4.2 (0] P P (0]

Les exemples précédents cachent cependant une des contraintes sur les coups joués par les joueurs
O et P, exprimée par la relation d’accessibilité ; cette relation spécifie que les coups que O ou P
peuvent jouer dépendent des coups précédemment joués. Typiquement, sur un type a — b, le coup
associé a ’occurrence du type atomique a n’est jouable que si le coup associé a 1’occurrence du
type atomique b a été joué au préalable. De la méme maniére, sur le typage f: 0" — o0 ,x: 0™ Fo*,
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les coups correspondants aux occurrences de o~ ne sont jouables que si O a joué le premier coup
correspondant a ’occurrence de o* en conclusion de ce typage.

3.2 Arenes et typages

3.2.1 Arenes

Nous formalisons a présent les intuitions données sur les exemples qui précedent.

Définition 3.2.1.1. Nous noterons N* = (N, -, €) le monoide libre sur N, o :
1. N est ’ensemble des entiers naturels (I’alphabet).
2. - est la loi de concaténation associative.

3. € est I’élément neutre pour -.

Autrement dit, N* représente I’ensemble des mots construits sur I’alphabet des entiers naturels.
Pour une partie £ de N*, la loi de composition est étendue de sorte que P -i (pour i € N) soit égale a
I’ensemble {s-i | s € P};de méme i-P = {i-s | s € P}. Nous définissons également la longueur d’un
élément de N* par induction sur cet élément : || = 0, |i| = 1, pour i € N et |s - so| = |s1| + |52/ sinon.
Enfin, pour un mot s = s1 - 52, nous dirons que s; est un préfixe de s.

Notation 3.2.1. Nous noterons les éléments de N par i, j,k, ... éventuellement indexés ; les éléments
de N* seront notés s, s1,52,... Nous adopterons la notation usuelle permettant d’omettre I’opération
de concaténation par défaut (par exemple, 21 sera I’élément 2-1; 10 -2 ne pourra pas s’écrire 102).

Nous introduisons a présent la notion d’aréne de type. De maniere analogue a [Nickau, 1994,
Ker et al., 2002, Laurent, 2004], nous présentons 1’aréne associée a un type comme un arbre étiqueté
enraciné :

Définition 3.2.1.2. Soit un type a =a; = ... > @, — a € T (A), oit n > 0 est un entier et a un type
atomique. L’aréne de type A, = (M,,T,) associée a a est définie inductivement par :

1. M, CN* est un ensemble fini de coups tel que

i€{l,...,n}

2. Ty : My — A, appelée fonction de typage de A,, est définie par :
e T,(6)=a
o 7(i-5) =14(s), pouri €N et s € N*.

Pour un type @ donné, I’aréne associée est donc représentée par un ensemble fini de coups, clos
par préfixes, ol chaque coup correspond a une occurrence de type atomique dans « (via la fonction de

typage 7o).
Définition 3.2.1.3. Etant donnée une aréne (My,Ty), nous définissons :

1. larelation d’accessibilité entre coups par : sy, sy € My, vérifient s| v s, si et seulement si il existe
ieNtel que s) = s1 - 1.

2. la relation de précédence < entre coups : s1 < 5o est vérifiée ssi il existe i, j €N et s € M, tels
que s1 =51, sp=S-jeti<]j.
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3. une fonction totale pl: M, — {O, P} telle que pl(s) est défini par induction sur s :
e plle) =0
o si pl(sy) = P (resp.pl(s1) = O) et que s1 + s, alors pl(sy) = O (resp. pl(sy) = P).

Remarque 3.2.1.1. Les relations d’accessibilité et de précédence impliquent un ordre total sur (Mg, 74)
tel que sy est plus petit que s si il existe un préfixe 5| de s1 et un préfixe s} de s, tels que 5] < s} ou
bien s; + 5.

La fonction pl associe un joueur a chaque coup de I’aréne. L’idée est donc de déterminer les coups
pouvant étre joués par chacun des deux joueurs O (I’opposant) et P (le proposant). Cette fonction
induit donc une partition des coups de A, en deux parties : MY 1’ensemble des coups assignés au
joueur P, et MY ceux assignés au joueur O. De plus, nous définissons une fonction d’inversion inv :
{0, P} — {0, P} par inv(P) = O et inv(O) = P. Nous adopterons la notation 171 pour inv o pl.

Remarque 3.2.1.2. 1. Pour toute fonction d’assignation de joueur pl, nous obtenons pl = pl (au-
trement dit, inv o iny est 1’identité).

2. Le joueur assigné a un coup correspond en fait a la polarité des occurrences de types atomiques
dans un type a. Ainsi, considérant que le type a est de polarité positive par défaut, les coups
de O correspondent aux occurrences positives de types atomiques dans a, et les coups de P aux
occurrences négatives de ces derniers.

3. Les coups des arénes définies dans [Hyland and Ong, 2000, Abramsky et al., 2000] possedent
une étiquette supplémentaire permettant de séparer les coups qui représentent des questions (Q)
de ceux qui correspondent a des réponses (A). Ces étiquettes ne sont pas nécessaires dans les
arénes que nous utiliserons par la suite.

Exemple 3.2.1.1. Autype a — (b — ¢) — d, nous associons 1’aréne (M, 1), telle que :
1. M={e1,2,2-1}
2. MO ={e2- 1} et MY ={1,2)
3. 17(e)=d, (1) =a,72)=c,72-1)=b

F1G. 3.1 — Exemple d’aréne poura — (b - ¢) —» d

L’arene associée a ce type peut étre représentée sous la forme de 1’arbre étiqueté de la Figure 3.1.
Les coups du joueur Py sont représentés en gris, et les coups du joueur O en blanc. Une fleche dirigée
d’un nceud s; vers un nceud s, représente la relation d’accessibilité s; F ;.

La définition d’aréne associée a un type est étendue, de maniere a associer une aréne a une assi-
gnation de type x : a. Les coups de I’aréne associée seront alors des éléments de N* X V, notés s,.
Ainsi, I’aréne A,.q = (My.q,Txq) associée a 1’assignation x : a est définie comme :
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FIG. 3.2 — Exemple d’aréne pour x: (c = b) > b—a,y:c—b,z:cta

1. s, estun coup de M., si et seulement si s € M,
2. Pour tout s €N, 7,4 (5y) = To(s).

De plus, les relations d’accessibilité et de précédence sont préservées (i.e. sy s ssi s+ 5, et s, < 5%
ssi s < s’), et il en est de méme pour la fonction d’assignation d’un joueur a un coup : pl(s) = pl(sy).
Par ailleurs, tout préfixe d’un coup s, est de la forme s’, de telle sorte que s” est un préfixe de s.

Notation 3.2.2. De maniere générale, nous noterons les coups d’une aréne par m,mp,n,n;,.... Pour
un coup s, € NxV et i€ N, nous noterons par s, -i le coup (s-i),. Ainsi, nous étendons 1’opération
de concaténation aux coups d’une arene.

Nous définissons a présent les arénes associées aux typages :

Définition 3.2.1.4. Soit un typage I' + @, ou I = x1 : ay,...,x, : @, L’aréne de typage A = (M, 1)
associée est définie comme :

1. M=M,U Uie{l,...,n} Mxiiafi

2. t(m) = To(m) pourme M,

Tx,-:a,-(m) pour m € MXiI(Yi

De plus, la relation d’accessibilité est étendue de sorte que m + m; soit vérifiée ssi

e mp =my - j pour un certain j € N ou

e m| =€€ M, and m; = €, pour un certain i € {1,...,n}.

De méme, nous définissons la fonction pl: M +— {O, P} associée a une aréne de typage de maniere
identique a celle associée a une aréne de type. Nous remarquerons que cette fonction correspond bien
a la définition des polarités pour les types atomiques du typage.

Par ailleurs, les relations de précédence (resp. de suffixes) ne sont pas modifiées : m; < my
(resp. my est un suffixe de my) dans M siil existe M’ € {M .o, | i €{1,...,n}}U{M,} tel que my,my € M’
et my; < my (resp. my est un suffixe de my) dans M’.

Une arene de typage peut a nouveau étre représentée comme un arbre étiquetée. L’ ordre induit par
cette structure arborescente n’est pas totalement ordonnée, du fait que la relation de précédence ne soit
pas totale, rendant ainsi compte du fait que les environnements de typage dans le A-calcul simplement
typé sont des multi-ensembles non ordonnés.

Etant donnée une aréne de typage A = (M, 1), le coup m = € est le seul coup tel qu’il n’existe pas
de coup m’ € M vérifiant m’ + m. Ce coup sera donc appelé coup initial. Nous donnons un exemple
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d’arene de typages en Figure 3.2, en étendant la représentation graphique donnée en Figure 3.1 pour
les arénes de types.

Nous pouvons également remarquer que la notation adoptée pour les coups associés a une assi-
gnation de types permet de différencier syntaxiquement les arenes I',x : S+ @ et I' + 5 — a. En effet,
nous désirons utiliser les jeux de typages afin d’y représenter des typages et des A-termes habitant ces
derniers. Il nous faut donc des areénes différentes pour représenter les typages d’un terme M (habitant
du premier typage), et ceux du terme Ax.M (habitant du second).

3.2.2 Occurrences de types et sous-arenes

Nous introduisons, a présent, la notion de sous-arénes d’une aréne de typage. L’ objectif de cette
définition est de donner une représentation des occurrences de types, dans le cadre de la sémantique
des jeux.

Définition 3.2.2.1. Soit une aréne de typage A = (M, 1) et un ensemble fini de coups M’ C M. Nous
appellerons (M’,7) une sous-aréne de A si :

1. il existe m € M’ (noté M’) préfixe commun a tout mouvement m’ € M.
2. pourmyi,my € M’, si M’ + my et M’ + my, alors pour tout ms € M tel que my <m3 <my, mz e M.

3. M’ est clos par suffixes.

La notion de sous-aréne nous sera particulierement utile pour désigner des occurrences de types
dans un typage. En effet, il est possible d’associer un type a une sous-aréne d’une aréne de typage,
par le simple fait qu'une sous-aréne d’une areéne est toujours en bijection avec I’aréne associée a un
certain type.

Exemple 3.2.2.1. Sur I’exemple de la Figure 3.2, le sous-ensemble de coups M’ = {1,,11,} permet de
construire une sous-arene de 1’aréne représentée. Cette sous-aréne est associée a une occurrence du
type ¢ — b dans le typage x: (c > b) > b —>a,y:c—>b,z:cta

Notation 3.2.3. Pour une sous-aréne (M’,7) d’une aréne A = (M, 1), nous noterons par c4(M’) =7y le
type de I' + @ ainsi associé a (M’,7). Enfin, nous noterons par ¥ (A) I’ensemble des sous-arénes d’une
aréne A.

3.2.3 Curryfication, substitutions de types et morphismes d’arénes

N

Nous venons d’introduire la notion d’aréne de typage. Nous présentons a présent des opéra-
tions de transformation d’arénes, pour répondre aux deux objectifs suivants : obtenir une notion de
(dé)curryfication (i.e. passer d’une aréne associée a un typage I', x: a + 8 al’aréne associée al' @ — 8
et vice-versa) et une notion de substitution de type sur les arénes.

Etant données deux arénes A; = (Mq,71) et Ay = (M>,75), nous définissons une substitution de
coups comme une fonction bijective associant a chaque coup de M| une sous-aréne de A, ; de plus,
cette fonction préserve certaines conditions sur la fonction de typage et la relation d’accessibilité.

Définition 3.2.3.1. Soient deux arénes de typage Ay = (M1,71) et Ay = (M>,73). Une substitution de
coups F : A — F (Ay) vérifie :

1. Fe)=e

2. soient m,n des coups de My ; si m + n alors F/(%) F F/'(;).

3. soient my,my des coups de M ; si T1(m1) = 12(my) alors o 4,(F(my)) = 04,(F(my))
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F1G. 3.3 — Substitution de types [a > (b3 — by) — by — by] sur le type (a; — a) > a»

Remarquons que les points 1. et 2. impliquent que la fonction pl est préservée par application de
substitution de coups de la maniere suivante : pour tout coup m de My, pl(m) = pl(m).

Nous dirons qu’une substitution d’aréne F : (M1,71) — ¥ ((M>,13)) est un ré-étiquetage de coups
si pour tout coup m de My, F(m) est un singleton. De plus, si T2(FT]’H\1)) = Tz(ﬁm\z)) ssi T1(my) =
To(my), alors F sera appelé un renommage de coups. Dans ce cas, il existe un renommage de coups
noté F~' de (M, 1) vers F((My,11)).

Notation 3.2.4. Si F est un ré-étiquetage de coups, alors F(m) est le singleton {m}; dans ce cas,
nous confondrons les notations F(im) et F/(ﬁ)

Notation 3.2.5. Etant données deux arénes A; et Ao, nous noterons par A} = A, I'existence d’un
ré-étiquetage de coups F : A — F (A2).

Nous décrivons a présent deux substitutions de coups qui correspondent aux substitutions de types
et a la (dé-)curryfication, et que nous utiliserons au cours de nos démonstrations :

1. étant données une aréne A = (M, 1) associée a un typage I' + @, une substitution de types o =
[a — 7y] et une aréne A’ = (M’,7’) associée a I'- o + a - 0, il existe une substitution de coups
Fy: A F(A) telle que F(m) =met :

o si7(m) # a, F(m) = {m} et 7(m) = v (F(m))
e sinon, o4/ (F(m)) =7y
Un exemple graphique est donné en Figure 3.3.

2. pour une aréne A; = (My,71) associée a un typage I',x: y F @ et Ay = (M3, 1) associée a I +
v — a, il existe un renommage de coups absy : A; — F (Ay) vérifiant :

absy(sy) = {1-s} pour tout coup s, € M|

abs,(i-s) ={(i+1)- s} pour tout coup i- s de Mj,ouieNetseN*

abs,(m) = {m} pour tout autre coup m de M,

pour tout coup m de My, To(abs,(m)) = T1(m).

3.3 Stratégies et A-termes

Les arénes sont donc des objets associés a un typage, ol les coups sont des objets associés aux
types atomiques polarisés de ce dernier. Il nous reste a définir les conditions de jeu sur une aréne, et
les stratégies de jeu.
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3.3.1 Justification, innocence et jeux

Une partie entre les joueurs P et O est représentée par une séquence de coups joués par ces joueurs.
Nous définissons a présent des séquences particulieres qui correspondent aux parties possibles sur
une aréne. Les définitions des séquences que nous introduisons seront affinées, jusqu’a définir les
séquences innocentes, qui seront celles étudiées pour les arénes de typage.

Notation 3.3.1. Etant donnés une aréne de typage A = (M, 7) et des coups my,m, ... € M, une séquence
de coups sur A sera notée mj.mj;...; nous utiliserons les symboles S,S1,... pour dénoter de telles
séquences. Toutes les séquences de coups que nous étudierons seront des séquences finies.

Notation 3.3.2. Etant données deux séquences de coups S| =my...m; et Sy = mjy1 ...my,, nous écri-
rons la séquence m ...m;.m;y ...m, alternativement comme S ;.5;. La relation de préfixe entre sé-
quences de coups sur une aréne de typage seranotée C : S| C § ssi il existe une séquence de coups S»
telle que § = §51.55.

Soit § une séquence de coups sur une aréne de typage A = (M, 7). Dans un premier temps, nous
noterons les occurrences de coups dans S comme des paires (m,n) € M XN afin d’indiquer que le
coup m apparait en n-ieme position en partant de la gauche sur S. Ainsi, une séquence finie S sera
notée sous la forme : (m;,1).(my,2)....(m,,n) ; de méme, nous noterons (m,i) € S si S est de la forme
S1.(m,0).S 7.

Définition 3.3.1.1. Soit une aréne A = (M,7), et une séquence finie de coups S = my....m, sur cette
arene. Nous introduisons une relation binaire g, appelée justification d’occurrences de coups dans
S, telle que (mj,i) vs (m;, j) implique que :

1. (m;,i),(mj,j)€S, eti<j
2. mjt+ m;
3. si il existe (my,k) tel que (my, k) bs (mj, j) alors my =m; et k = i.

Nous dirons que I’occurrence (m;, i) justifie I’occurrence (m}, j) dans S .
La séquence S est dite justifiée si pour tout i € {2,...,n}, il existe j€{l1,...,i—1} tel que (mj, j) +s
(mj,i) € S.

Cette relation est donc une extension de la relation d’accessibilité aux occurrences de coups dans
une séquence donnée. Il est important de remarquer que, dans une séquence justifiée, toute occur-
rence de coups (hormis I’occurrence initiale) est justifiée par une (et une seule) occurrence de coup
apparaissant précédemment dans la séquence.

Notation 3.3.3. Une occurrence de coups dans une séquence justifiée S sera notée (m,i, j) € M X NXN
(ot j < i). Etant donnée une telle séquence S et (m,i, j) € S ot i > 1, il existe k € N et n € M tels que
(n, j, k) justifie (m, i, j) dans S . Cette relation sera a nouveau notée (n, j, k) s (m,i, j). Par ailleurs, pour
le coup initial €, nous noterons (g, 1,0) sa seule occurrence dans S = (¢,1,0).5".

Définition 3.3.1.2. Soit une séquence justifiée non-vide de coups S sur une aréne de typage A ; nous
dirons que S est bien formée si :

o (Initialisation) S = (m,1,0).S’ implique que m = €.

o (Alternance) pour S =S 1.(my,i1, j1).(my, 12, j2).S 2, alors pl(m;) = ;Tl(mz).
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Soit S une séquence justifiée de coups sur une arene de typage A. Nous définissons a présent les
vues des joueurs P et O sur cette séquence comme des fonctions d’une séquence de coups sur A vers
une autre séquence de coups sur A : ainsi, la P-vue de §' (notée "S ) est définie par :

T(m,1,0)" = (m,1,0)
FS.(m,i, )" ="8".(m,i,J) si m est un P-coup
TS 1.0my, j,k).So.(my, i, ) =78 17.(my, j,k).(mo,i, j) simy estun O-coup.

De la méme maniere, la O-vue de S, notée oS 1 est définie inductivement sur la longueur de S
comme :
L(m,1,0)1=(m,1,0)
LS.(m, i, j)a =18 1.(m,i, ) si m est un O-coup
LS 1.0my, j, k).S2.(my, 0, j)o = LS 12.0my, j,k).(mo,i, j) simy estun P-coup.

Remarque 3.3.1.1. Etant donnée une séquence justifiée S.(m, i, j), ot m est un P-coup (resp. O-coup),
sa P-vue (resp. sa O-vue) est notée "S ".(m, i, j) (resp. LS 1.(m, i, j)). Néanmoins, cette notation n’est
pas cohérente puisque, d’une part, "S .(m, i, j) (resp. LS 1.(m, i, j)) n’est pas forcément une séquence
justifiée, et d’autre part, I’occurrence (m, i, j) n’apparait pas forcément en position i dans "S ™.(m, i, j)
(resp. LS 1.(m, 1, j)). Nous verrons que dans le cas spécifique des stratégies justifiées que nous utilise-
rons, cette notation reste cohérente.

Etant donnée une séquence bien formée S.(m,i, j) ol m est un P-coup , I’occurrence qui justifie
(m,i, j) n’est pas forcément présente dans la P-vue de S.(m,i, j). Dans le cadre des jeux de typage,
nous introduisons des séquences bien formées particulieres respectant cette condition :

Définition 3.3.1.3. Soit une aréne A = (M, 7). Une séquence bien formée S de coups sur A sera dite
innocente si "S 7 =S.

Remarque 3.3.1.2. Cette condition implique que pour S.(m, i, j1).(n,i+1, j) ot n estun O-coup, jr =i.

Notation 3.3.4. Nous simplifions la notation des occurrences de coups dans une séquence innocente
S en (m,i), de telle sorte que :

o sime M9, mestle i-eme O-coup joué dans la séquence S

o sime MF, alors (m, i) est justifiée par I’occurrence (n,i) dans S, ot n € M©.
Cette notation ne permet pas de distinguer différentes occurrences d’un P-coup justifiées par une
méme occurrence de O-coup. Nous verrons, au moment d’interpréter des stratégies comme des A-
termes, que ceci ne pose cependant pas de problemes.

Etant donnée une aréne de typage A, nous noterons 1’ensemble de ses séquences innocentes par Ly.
Pour une arene de typage A = (M, 1), le jeu de typage sur A est habituellement défini par G = (A, L4).

Un jeu est donc une aréne sur laquelle nous rajoutons un certain nombre de séquences qui dé-
finissent les positions possibles dans 1’aréne. Ainsi, étant donnée une séquence de coups S.(m,i) de
longueur paire, le joueur O (le joueur suivant) doit jouer un coup n ot m + n. A I’inverse, pour S.(n, j)
de longueur impaire, le joueur P doit jouer un coup m justifié dans S.(n, j) ; de plus, nous imposons
7(m) = 7(n) dans le cas des séquences innocentes qui seront utilisées pour définir les jeux de typage.

Remarque 3.3.1.3. Contrairement aux notions de la littérature, la notion de jeu que nous donnons
n’est pas usuelle, puisque nous contraignons les séquences a respecter des contraintes plus fortes
que celles données habituellement. Ainsi, la condition d’innocence est traditionnellement imposée
aux stratégies des joueurs, et non aux séquences du jeu. Néanmoins, en nous placant dans un cadre
restreint d’utilisation des jeux, cette définition de séquences innocentes nous permettra de confondre
jeux et arenes et ainsi de simplifier nos démonstrations. La notion de jeu se confondant avec celle
d’aréne dans notre cas, elle ne sera pas utilisée dans la suite de ce document.

33



3.3.2 Stratégies de typage

L’ensemble des séquences innocentes d’un jeu permet de représenter les parties possibles entre
joueu . Nous défini a pré i gl u joueurs, iculi
les joueurs O et P. Nous définissons a présent la notion de stratégie pour ces joueurs, en particulier

pour le joueur P :

Définition 3.3.2.1. Un ensemble fini ¥ de séquences innocentes sur une aréne de typage A est appelée
une P-stratégie (ou plus simplement stratégie) sur A si :

e foute séquence S € X est de longueur paire et non-nulle.

o 5i S.(m,i).(n, j) appartient a ¥, alors S appartient a

e 5iS.(m,i).(ny, jp) et S.(m,i).(ny, jo) appartiennent a X, alors ny = ny et ji = jo.

Puisque une séquence S = (m, 1).S’ bien formée vérifie la condition d’initialisation (i.e. m = € est
un O-coup) et d’apres la premiere condition sur la définition d’une P-stratégie X, les séquences de
Y sont de la forme S.S".(m,i) ol m est un P-coup. D’apres la deuxieéme condition, une P-stratégie
vérifie une propriété de cloture par préfixes de longueurs paires. Enfin, la troisiéme condition nous
indique que, pour une séquence S dans une stratégie donnée X et une séquence S.(n,i), un seul coup
parmi I’ensemble des coups que P peut jouer est considéré dans la stratégie.

Nous exprimons a présent les conditions de victoire du joueur P par le fait que pour tout choix de
0, la stratégie adoptée par P I’amene dans une séquence gagnante (i.e. ou O ne peut plus jouer).

Définition 3.3.2.2. Soir une aréne de typage A = (M, 7). Une stratégie X sur A est dite gagnante pour
Psi:
o (Séquence gagnante) pour toute séquence S € X, il existe une séquence S’.(m,i) telle que
S.S’.(m,i) € X et il n’existe pas de coup n € M tel que mr n.
o (Complétion des O-coups) pour tout S.(m,i) € X et tout n € M© tel que m + n, il existe m’ € M
et j,k € N tels que S .(m,i).(n, j).(m’ k) € L.

D’apres cette définition, il est possible d’identifier une stratégie gagnante par les séquences maxi-
males (selon I’ordre C) qu’elle contient. Ainsi, étant donnée une stratégie gagnante X, nous noterons
par max(X) C X I’ensemble de ces séquences.

FI1G. 3.4 — Exemple de stratégie de typage

En guise d’exemple, la Figure 3.4 représente une arene pour le typage f:(c = b) - b — a,g:
¢ — b,x:ct a,oules chemins dirigés faits de fleches épaisses, commencgant par la racine de 1’aréne,
et pour lesquels la justification est vérifiée, sont des séquences innocentes sur 1’aréne.
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Exemple 3.3.2.1. Pour I’aréne présentée en Figure 3.4, il existe une stratégie X gagnante pour le joueur
P, définie par max(X) ={S,S,}, ol :

o S1=(e1).(er,1).(1£,2).(€4,1).(14,3).(114,2)

o So=(61).(e7,1).(27,2).(€,1).(14,3).(x, 1)
Nous remarquerons qu’une autre stratégie gagnante pour P est définie par max(X’) = {S7,S2} ou S| =
(e,1).(er, 1).(1£,2).(€,1).(1g,3).(€, 1).

3.3.3 Préservation de stratégies gagnantes par substitutions de coups

Nous avons vu en Section 3.2.3 que nous pouvons transformer des arénes de typage grace a des
substitutions de coups. Il est donc naturel de se demander quel effet a I’application de ces fonctions
sur les séquences et les stratégies de I’arene initiale.

Notation 3.3.5. Etant donnée un ré-étiquetage de coups F entre deux arénes A et B, et une séquence
innocente S = (my,0)...(my,,i) de coups sur A, nous écrirons F(S) = (F(m;),0)...(F(my),i). Nous
montrons a présent que cette notation se justifie puisque F(S) est une séquence innocente.

Lemme 3.3.3.1. Soient deux arénes A1 = (M1,71) et Ay = (M3, 1)) telles qu’il existe un ré-étiquetage
de coups F : A1 = F(Ay). Pour toute séquence innocente S sur A, F(S) est une séquence innocente
sur Aj.

Démonstration. Soit une séquence innocente S sur A;. Montrons dans un premier temps, que F(S)
est une séquence justifiée de coups de A,. Puisque S est une séquence innocente sur Aj, nous savons
que tout préfixe S’ =S 1.(n, j).S2.(m,i) de S de longueur supérieure ou égale a 2 vérifie la condition de
justification ; supposons ainsi que (n, j) ks (m,i). La séquence F(S’) = F(S1).(F(n),i).F(S2).(F(m),i)
reste justifiée dans A, puisque F(n) + F(m). De plus, la séquence F(S) est bien formée puisqu’elle
vérifie la condition d’initialisation (car F(€) = {€}) et la condition d’alternance (car pl(F(m)) = pl(m)).

Finalement, nous vérifions que pour S innocente, F(S') est innocente, c.a.d. "F(S)" = F(S), par

induction sur |S|. En effet

e siS =(g1),alors "F(S)'="(e,1)" = (¢, 1).

e si S =S'.0m,i) ou m est un coup appartenant a Mf, alors "S’.(m,i)" = "S’.(m,1) et, puisque
F(@m) e Mf, TF(S’.(m,i)" ="F(S").(F(m,i))™ = "F(S")".(F(m),i). Grace a I’hypothese d’in-
duction "F(S§")" = F(S’), donc "F(S)" = F(S)

e siS =8".0mi)n,jetne MO, alors F(S) = F(S").(F(m),i).(F(n), j) et, par préservation de la
fonction pl et de la relation d’accessibilité par application du ré-étiquetage de coups, nous obte-
nons (F(m),i) Fr(sy (F(n), j),d’ou"F(S)"="F(S’)".(F(m),i).(F(n), j) ; anouveau, I’hypothese
d’induction nous donne "F(S)7 = F(S).

O

Lemme 3.3.3.2. Soient deux arénes A| et A; telles que Ay = A,. Il existe une stratégie gagnante sur
A si et seulement si il existe une stratégie gagnante sur A,.

Démonstration. Prenons A| = (M1,71) et Ay = (M, 77) et le renommage de coups F de Aj sur ¥ (A»).
Supposons qu’il existe une stratégie gagnante ¥ sur A; ; d’apres le Lemme 3.3.3.1, pour toute séquence
S € X, F(S) est une séquence innocente sur (M3, 7). De plus, par définition nous obtenons que m + n
ssi F(m) + F(n), ce qui implique que la stratégie F(X) = {F(S) | S € Z} est gagnante sur A,. L’inverse
se prouve de la méme maniére, en considérant F~!. O
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3.3.4 Interprétation de stratégies comme 1-termes

Nous avons vu que les arénes que nous utilisons représentent des typages du A-calcul simplement
typés. A présent, nous montrons qu’une stratégie gagnante pour le joueur P correspond 2 un A-terme
sous forme normale, typable par le typage associée a I’arene. Cette correspondance bien connue est
présentée de maniere informelle dans [Felscher, 1986, Hughes, 2000, Hyland and Ong, 2000]. Nous
donnons ici un algorithme permettant d’extraire un A-terme sous forme S-réduite d’une stratégie,
d’une manicre similaire a, par exemple, la procédure réalisée sur les réseaux de preuve du calcul de
Lambek [Moot, 1996, de Groote and Retoré, 1996].

Pour ce faire, nous exhibons la structure arborescente d’une stratégie : en effet, d’apres la défi-
nition d’une P-stratégie, la condition de cléture par préfixes de longueur paire de X (point 2 de la
définition 3.3.2.1), il est possible de représenter £ comme un arbre noté Ts.

Définition 3.3.4.1. Etant donnés une aréne A = (M,7) et un coup m € M, nous définissons, vn,= {n €
M | m v n}. On remarquera que pour m # €, vy, est ordonné par <.

Définition 3.3.4.2. Soit une aréne de typage A = (M, 1) et une stratégie T sur A ; I’arborescence de %,
notée Ty est définie inductivement sur un ensemble clos par préfixes de longueur paire de séquences
alternées, comme Ty, = (n,i).(m, j)[ Ty, Ty, lou:
1. toute séquence S € max(X) vérifie (n,i).(m,j)C S et
2. étant donné I’ensemble fini de coups v, ={ny,...,np}, tel que n; <njssii< j(outi,je{l,...,p})
pour tout k €{1,...,p}, Zx ={(ng, i+ 1).S | (n,0).(m, j).(ng,i+1).S € Z}.

(& 1).(es, 1)
/ \
(17,2).(. 1) (21,2).(6,1)
| |
(14,3).(11,2) (14,3).(€x, 1)

F1G. 3.5 — Exemple d’arborescence de stratégie

Ainsi, la stratégie donnée dans I’Exemple 3.3.2.1 a I’arborescence donnée en Figure 3.5 et nous
la notons sous la forme :

Ts = (€, D.(er, DI(1£,2).(&, DI(1¢,3).(11£,2)1,(2¢,2).(€&, DI(1g,3).(€x, DI
Cette structure arborescente est en fait proche des arbres de Bohm (une notation alternative de
A-termes) pour des termes sous forme S-réduites, les entiers introduits dans la notation d’occurrence
de coups indiquant les liens de référence vers les variables liées. Cette correspondance est plus préci-
sément établie a travers 1’algorithme d’interprétation suivant :

Notation 3.3.6. Pour une aréne de typage donnée A = (M, ), nous définissons I’ensemble associé
FVa ={((&, 1), x)}

Algorithme 3.3.4.1. Soit une aréne de typage A et une stratégie T sur A, gagnante pour P. L’inter-
prétation de X est le A-terme [X]|4 = [Ts, FValla inductivement défini sur Ts par :

[[(n,i).(m,j)[Tzl,...,Tzq],V]]A = /1)61 ---Xp-XIITZ],W]]A ...[[Tzq,W]]A

tel que, pour b= {my,...,mp} (ot my, < my, ssi ky <ky, pour ky,ky €{1,...,p})
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e ['ensemble W est égal a V U{((my,1),x;) | k €{1,..., p}, xx variable fraiche dans W},
o ((m,)),x) appartienta W.

Dans cet algorithme, nous remarquons que les occurrences de variables du terme [X]l4 sont
générées par les occurrences de P-coups dans X. Nous dirons donc que 1’occurrence (C’[],x) de
x dans [X]4 est une réalisation d’une occurrence (m,j) (ou d’un coup m) dans £ quand C’[] =
Cl[Axy...xp.[INy...Np] et

[Z1a = ClAx;...xp.xN1 ... Np]l = Cll(n,0).(m, PITx,,..., Tx, 1, V1al

pour des ensembles V et W tels que définis précédemment, et ou ((m,1), x) appartient & W.

Remarquons également que 1’on impose aux variables introduites dans I’ensemble V d’étre des
variables fraiches pour cet ensemble afin d’éviter la capture de variable dans le terme [X]4. Il est
également aisé de voir qu’il existe une correspondance unique entre une variable du terme [X]4 et
une occurrence de P-coup dans la séquence X. Afin de pouvoir mettre cette relation en évidence,
nous utiliserons régulierement la convention de nommage de Barendregt, permettant d’attribuer un
nom distinct a chaque variable d’un terme. De cette maniere, nous pourrons parler directement de la
variable x associée a une occurrence de P-coup donnée dans une certaine stratégie gagnante. Nous
dirons alors que x est la réalisation de I’occurrence (m,i) dans S .

Nous avons vu au cours de la section précédente que, étant donné un typage, nous pouvons lui
associer une aréne de typage unique. Nous pouvons a présent établir le méme type de correspondance
entre stratégies et A-termes.

Théoreme 3.3.4.1. Soient un typage U + « et son arene de typage A. Il existe un A-terme N tel que
I'+ « est un typage de N si et seulement il existe une stratégie gagnante X sur A vérifiant [X]la =g, N.

Démonstration. A partir d’un terme N sous forme normale, nous montrons 1’ existence d’une stratégie
par induction sur N. Inversement, par induction sur I’arborescence d’une stratégie, nous montrons
I’existence d’un terme N habitant le typage représenté par 1’aréne.

Voire section 3.5.1 pour une démonstration complete. O

3.3.5 Stratégies recouvrantes et principalité

Dans les sections qui précedent, nous avons vu que les arénes correspondent aux typages, et que
les stratégies sur ces arénes correspondent aux formes S-normales et p-longues (pour ces typages)
des termes habitant ces typages. Or, parmi les typages d’un A-terme, nous avons évoqué son typage
principal, qui est un typage canonique de ce terme. Il existe essentiellement deux définitions du typage
principal d’un terme N :

e Une définition extensionnelle, telle que nous 1’avons donnée en Définition 2.2.1.9, et qui carac-
térise le typage principal comme étant celui a partir duquel tout typage de N peut étre généré
par application de substitutions de types et d’affaiblissements de 1’environnement.

e Une définition intentionnelle donnée par 1’algorithme d’inférence de type de Damas-Hindley-
Milner [Damas and Milner, 1982] que nous ne développerons pas ici.

Nous donnons & présent une définition du typage principal d’un terme a travers les jeux que nous
venons d’introduire. Cette nouvelle définition a pour principal avantage le fait d’étre intentionnelle
tout en permettant d’exhiber les contraintes structurelles nécessaires et suffisantes entre un terme et
son typage principal. Néanmoins, et contrairement aux deux définitions citées ci-dessus, nous ne nous
intéressons ici qu’au typage principal de A-termes simplement typés sous forme S-réduite, et 7-longue
pour ce typage principal.
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Afin de donner quelques intuitions sur les définitions a venir, nous pouvons voir 1’assignation de
types atomiques (ou I’étiquetage des coups d’une aréne) comme des contraintes qui guide la construc-
tion d’une stratégie. Certaines de ces contraintes ne sont pas nécessaires puisque n’ayant aucune
influence sur la fagon dont la stratégie est construite ; dans ce cas, il est possible de reétiqueter 1’aréne,
et ainsi d’obtenir une aréne d’un typage moins général que celui de I’aréne précédente. A partir de
cette notion d’assignation de types comme contraintes, nous donnons les définitions suivantes :

Définition 3.3.5.1. Soient une aréne de typage A = (M, 7) et une stratégie de typage X sur A; nous
définissons les relations binaires d’antécédence potentielle < et de T-antécédence <1z sur MO x M' de
la maniere suivante :

1. n<m ssi v(m) = 7(n)

2. n<izm ssi il existe une séquence de coups S € Z, telle que S = S’.(n,i).(m, j), ot i et j sont des
entiers positifs.

Ainsi, étant donné un P-coup m, nous notons par <" 1’ensemble {n € M© | n <m} des antécédents

potentiels de m; de méme, pour une stratégie X donnée, <7’ désignera I’ensemble {n € MO | n <z m}
des X-antécédents de m. Nous remarquons que, par définition d’une stratégie de typage, I’ensemble
< est un sous-ensemble de <™ pour tout P-coup m. Enfin, pour tous P-coups m; et mp, T(my) = 7(my)
est vérifié si et seulement si <" = <2,

Nous définissons a présent une relation de partage de X-antécédents entre P-coups.

Définition 3.3.5.2. Soit une aréne de typage A = (M, 1) et deux P-coups mi,my € M. Nous définissons
la relation Ry € MP x MF par miRsmy si et seulement si G NG #0

Ainsi, tous P-coups mj,my tels que mRgmy, ont au moins un X-antécédent commun n € M O, Par
définition d’une stratégie de typage, ceci implique 7(m;) = 7(my) = 7(n).

Nous noterons la clture transitive de cette relation par R, ; il s’agit d’une relation d’équivalence.
Il en découle, que pour tout élément m;,m; € MP tels que myRymy, I'égalité 7(m;) = 7(my) est vraie.

Définition 3.3.5.3. Etant donnée une aréne de typage A = (M, ), une stratégie gagnante X sur A est
dite recouvrante si

1. Pour tout P-coup € € MP, o x est une variable, il existe une séquence S.(€x,1) dans Z (e-
complétude)

2. Pour tout O-coup n de M, il existe une séquence S.(n,i).(m, j) dans X telle que, soit S € Z, soit
S est la séquence de longueur nulle (complétude des O-coups)

3. Pour tout P-coup my,ms de M¥, 7(my) = t(m») ssi myRgmy (plus faible contrainte de typage)

Nous pouvons remarquer la régle de plus faible contrainte de typage peut s’interpréter comme un
probleme de coloration ; en effet, considérons une stratégie ¥ comme un ensemble de chemins sur les
noeuds d’un arbres (qui est I'aréne A) ; typer ce terme revient a colorer les noeuds du graphe ainsi
défini, de sorte que pour tout sous-chemin nm de X tel que n € M? et m € MF, n et m ont la méme
couleur. Le typage principal correspond au nombre maximal de couleurs pouvant étre utilisées sur une
aréne vérifiant les propriétés 1 et 2.

Théoréme 3.3.5.1. ([Bourreau and Salvati, 2011b] )Etant donnés un terme N sous forme (-réduite,
un typage I' + a et I’aréne associée A = (M, T). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes

1. il existe une stratégie recouvrante T sur A telle que N = [X]4

2. T'+aest le typage principal de N = [[Z]|4 et N est n-long pour T + «
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Démonstration. Nous démontrons qu’il n’existe pas de stratégie recouvrante X sur A vérifiant N =
[X]4 ssi '+ a n’est pas le typage principal de N.

Si la stratégie X telle que N = [X]]4 n’est pas recouvrante, nous montrons que la non-validité
de chaque point de la définition d’une telle stratégie recouvrante contredit la définition d’un typage
principal d’un terme.

Si '+ a n’est pas le typage principal de N, alors nous montrons que X ne peut €tre recouvrante en
considérant un typage I’ + @’ comme le typage principal de N, et la substitution de coups F,, telle que
a=a -cetl' CI”-0.

Voire section 3.5.2 pour une démonstration compléte. O

3.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons introduit les arénes de typage, comme une formalisation
alternative de la notion de typage ; sur ces arenes, des stratégies sont définies, et certaines stratégies
vérifiant des conditions de victoires pour le joueur P sont interprétables comme des A-termes sous
forme normale habitant le typage associé a I’aréne. Nous pouvons donc compléter I’analogie entre
logique minimale et A-calcul simplement typé de la maniere suivante :

Logique minimale A-calcul simplement typé Sémantique des jeux
Séquent Typage Arene
Dérivation sans détour A-terme S-normal Stratégie gagnante
Occurrence de formule atomique Occurrence de type atomique Coup
Polarité Polarité Fonction pl

Cette notion de jeu sera utilisée afin d’étudier les typages ayant une unique dérivation dans la lo-
gique minimale (de maniere équivalente, les termes qui sont les uniques habitants sous forme normale
de certains typages, et en particulier, de leurs typages principaux, pour lesquels nous avons défini la
notion de stratégie recouvrante). En effet, de tels résultats sont liés a la notion de polarité, notion
aisément manipulable dans la sémantique des jeux.

3.5 Annexes

3.5.1 Démonstration du Théoreme 3.3.4.1

Notation 3.5.1. Etant données deux arénes A; = (M;,71) et Ay = (Ma, 7>) et une fonction f=M;— M,
préservant I’accessibilité et la fonction d’assignation de joueurs :
e pour § = (my,1)....(m,, k) une séquence de coups sur Ay, nous noterons par f(S) la séquence
(f(m), 1)...(f(mn), k).

e pour une stratégie X sur Aj, nous noterons par f(X) 'ensemble {f(S)|S € Z}.

Lemme 3.5.1.1. Soit I’aréne A = (M, 1) associée a un typage I',x: a1 — ... = @, — at+ a. Pour tout
i€{l,...,n}, nous considérons I’aréene A; = (M;,7;) associée al',x: a1 — ... > a, > at ;.

Si il existe une stratégie gagnante X sur A, telle que Ts = (€,1).(m,1).Tx, ... Ty, et vérifiant [X]|4 =
XN ...Ny,, alors il existe une stratégie gagnante Zl’. sur A; et une fonction f : M; — M telle que [[Z;]]Ai =
NietZ! = f(Z)
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Démonstration. Nous construisons la fonction f : M; — M de sorte que f(s) = (i- s),, pour tout s €
M;NN* et f(m) = m sinon. On remarquera que pl(f(m)) = pl(m) et que m+n = f(m) + f(n) pour tout
m,n e M,.

On suppose ’existence d’une stratégie gagnante X sur A, telle que Ts = (¢,1).(m, 1).[Ty, ... Tg, 1,
vérifiant [X]4 = xN;...N,. Alors

[Ts, FValla = x[Tx,, V'1a...[Ts,,V'la

et V' = FVy, car sinon, [X]4 serait de la forme Ax;...x,.xNj...N,, ot p > 0. Donc, [Ty, FValla =
N;. La propriété se montre par induction sur Ty, = (n;,2).(m;, k)[ Ty, ---TZip]- Tout d’abord, n; = i,
par construction. Nous construisons donc E; = (€, O).(mi,O)[‘TI‘z;l "'TE,’-,,]’ ou f(e) =iy et f(m;) = sy si
m; = (i-s), et f(m;) = m; sinon. Alors, nous pouvons construire un ensemble V’ tel que

[E1a; = %X [Ty v s, - [Ty v g,

et N; = Ax.x'N|...N,,. D’apres I'hypothése d’induction sur les arbres Ty, ..., T,,, nous obtenons que
[0, = [Ts,, FValla et que f(Z) = 5. o

Lemme 3.5.1.2. Etant données I’aréne de typage A associée a un typage I' v a, et une stratégie
gagnante X sur A, I + a est un typage de [X]4.

Démonstration. Soit A = (M, 7). La preuve se fait par induction sur I’arbre Ty :

e si Ty = (€,1)(m, 1), alors [Z]|4 = Axy,...x,.x. Posons 7(m) = a € A. Tout d’abord, si il existe
une variable x pour laquelle m = €,, alors par construction de [X]4, ’aréne A est associée a
un typage de la forme I',x: a + @ — ... = @, — a qui est un typage correcte pour [X]l4. Par
ailleurs, si il existe i € N pour lequel m =i, alors i € {1,...,n}, x = x; et le typage associée a A
estdelaformel'+a) —» ... > a@;-1 2 a— ... > @, — a, qui est alors un typage correcte pour
[Z]l4-

e si Ty = (¢, 1)(m, DI[Ts,,...,Ty,], alors

[Ty, FValla = Ax) ---xn-XIITZ],FVA UVla ---[[TE,,,FVA UVla

ou V={(@1),x)|ieNetm=ie M). Etant donné I' a; — ... > a, — a le typage associé
al’aréne A, FV4 UV correspond donc aux variables présentes dans 1’environnement de typage
Ix:ay,...,x,: @, ; de plus, cet environnement de typage doit contenir une assignation de type
X:y1—...—7Y,—a,tel que pour tout j € {1,..., p}, y; est le type associ€ a la sous-aréne de A
faite de I’ensemble de coups qui ont m- j comme préfixe commun. Alors, pour tout j e {1,..., p},
considérons I’arene A; = (M}, 7;) associée al', x; : a1,...,x, : @, +yj. D’apres le lemme 3.5.1.1,
il existe une stratégie Z; gagnante sur A; telle que I[Z;.]] A= I[sz,F V4 UV]a et une fonction
f:Mj— M telle que f(Z;.) =X;; d’apres I’hypothese d’induction, I', x1 : a@1,...,x, : @, Fy; est
un typage de [[sz,F VaUV]4. Nous obtenons finalement que I' - @y — ... = @, — a est un
typage de [X] 4, en appliquant les régles d’application et d’abstraction.

O

Lemme 3.5.1.3. Soient un typage I' + @, son aréne de typage A et un A-terme N tel que I + a soit un
typage de N ; il existe alors une stratégie gagnante X sur A vérifiant [Z]4 =g, N.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous supposons que N est sous forme S-réduite et n-longue
par rapport a I' - a. Nous construisons X par induction sur N
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e si N = x : tout typage pour lequel N est sous forme r-longue est donc de la forme I',x: a + q,
ou a € A. L’aréne associée A = (M, 1) vérifie donc I’existence de deux coups m; = € et my = €
tels que 7(m;) = 7(my). De plus, pour tout s € N* —{€}, il n’existe pas de coups s ou s, dans M.
Nous obtenons donc une stratégie X = {(¢, 1).(€,, 1)} gagnante sur A et qui vérifie [X]l4 = x.

e si N = Ax.N’ : considérons I’aréne A = (M, 1) associée a un typage ' - @ — 3 pour lequel N
est 7-long. Soit abs, le renommage de coups défini en section 3.2.3 ; alors abs;!(A) = A’ est
I’aréne associée a I',x : @ + B, qui est un typage pour N’. D’apres ’hypothese d’induction, il
existe une stratégie ¥’ gagnante sur A et qui vérifie [X']4 = N’. D’apres le Lemme 3.3.3.2, £ =
abs,(Z’) est une stratégie gagnante sur A. Finalement, étant donné Ty sous sa forme générale
(e,1).(m, 1)[Tyl ,...» I's; ], nous obtenons

[Ts, FVgJlar = Axq .. ./lxn.y[[Tyl JIEVAUV g [[TZ;,aFVA’ UV 4 =N
ou V' ={((i,1),i) | i e NN M’}, et I'interprétation suivante de X sur A :
[Ts, FValla = AxAxy ... AXp Y[ Taps,z)), FVAU VA .. [Taps, ), FVaAU VA

ou V est analogue a V' dans A. Alors [X]4 est égal a Ax.N’ pour FV4UV = FV4 UV’,

o sSi N=xN;...N,:soitl',x:a; — ... > @, — at aun typage pour lequel N est n-long. Alors,
pour tout i € {1,...,n}, I' - @; est un typage du terme N;; de plus N; est sous forme 7-longue
pour ce typage. Posons pour chaque i € {1,...,n}, A; ’aréne de typage associée a I',x : a; —
... > a, — at a;; ’hypothese d’induction donne I’existence d’une stratégie X; sur A;, telle que
N; = [Zi]4,. Nous construisons a présent un renommage des coups app : M +...+ M, — M (ou
M +...+ M, désigne I’union disjointe de My,...,M,) défini de la maniere suivante :

— sime€ M; pour un certain i € {1,...,n} et si il existe s € N* tel que m = s, alors app(m) = (i 5),
— sinon app(m) = m.

Nous définissons a présent une nouvelle aréne de typage A = (M, 7) telle que M = app(M +...+
M,,)U{e} et ol la fonction de typage 7 vérifie T(e€) = 7(€,) et, pour tout i € {1,...,n}, T(app(m)) =
Ti(m), ou m € M;. Alors A est I’aréne associée au typage I',x: @) — ... = @, — a  a puisque
chaque coup de la forme s, € M; est préservé dans M (I' n’est pas modifié) et 7(¢€) = 7(¢,). Nous
prenons a présent la stratégie X sur A, telle que

Ts = (e, D.(&x, D[app([Z1]4),...,app([Z:]4)]

Alors,
[Ts, FValla = x[(app(Ts, ), FVaA)la ... [app(Ts,), FValla

Puisque app ne renomme pas les coups de la forme €, pour tout i € {1,...,n}, le terme N; vérifie
Ni = [[(app(TZ,-)’FVA,-]]A- Ainsi [[2]],4 = )CN1 .. Nn
O

Corollaire 3.5.1.1. Soient un typage I + a, son aréne de typage A. Il existe un A-terme N tel que I' +
est un typage de N si et seulement il existe une stratégie gagnante X sur A vérifiant [Z]a =g, N.

3.5.2 Démonstration du Théoréme 3.3.5.1

Etant données deux stratégies T et X', nous dirons que ces stratégies sont égales (noté T = X’) si
toute séquence de X est une séquence de X', et inversement.
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Lemme 3.5.2.1. Soit un A-terme N sous forme n-longue pour les typages T+ a et I" + @, A et A’ les
arenes respectivement associées a ces typages, et X et ¥’ les stratégies sur A et A’ respectivement,
telles que [Z]la =g [Z'1la» =g N. Alors T=%'.

Démonstration. La preuve se fait par induction sur I’arborescence de X. Celle-ci est de la forme gé-
nérale : (¢,1).(m,1).[Tyx,,... ,Tznl ]. De méme, nous notons 1’arborescence de X’ par sa forme générale
(e,1).(m’, 1).[Tyl yenn ’TZZZ ]. Supposons que N est sous forme S-normale, sans perte de généralité ; alors

ny

N = [[Z]]A=/lx1...xpl.x[[Tzl,FVAUV]]A...I[TZ ,FVAUV]4
[Z s = Axy .. .xpz.x’[[Tgi,FVA/ UV s ... []:TZIIIZ’FVA/ UV'a

La terme N étant sous forme S-normale, il est de la forme Ax;...x,.yN;...N,. Nous obtenons donc
p1 = p2 = p, ce qui implique que nous pouvons également construire V et V’ de telle sorte que V =V’.
Ainsi, nous obtenons que x et x” sont syntaxiquement égaux, et donc m = m’. De plus, ny =ny = net,
par hypothese d’induction, ¥; = ¥/ pour tout i € {1,...,n} ce qui implique finalement que X =%". O

Lemme 3.5.2.2. Soient un typage I v+ «, son aréne associée A = (M,T) et une stratégie gagnante X
sur A telle que [X]|a = N. Si I' v a n’est pas le typage principal de N, alors ¥ n’est pas une stratégie
recouvrante sur A.

Démonstration. D’apres le Théoreme 2.2.1.1 il existe un typage principal I + @’ pour le terme N.
On considere I’aréne A’ = (M’,7") associée a ce typage, et ¥’ la stratégie de typage sur A’ telle que
[Z'14- = N. D’apres le Lemme 3.5.2.1,

T3 3.1

Par hypothese, I' - @ n’est pas le typage principal de N ; une des trois conditions suivantes est donc
vérifiée sur I' + a.

1. Il existe une assignation de type x : y dans I telle que x n’est pas une variable libre de N. Il
existe donc un coup €, dans M, qui n’apparait sur aucune séquence de X (autrement, x serait
une variable libre de N). Ainsi, X n’est pas une stratégie recouvrante car la condition de e-
complétude n’est pas respectée.

2. Supposons a présent I’existence d’une substitution de types o, telle que '+ a =1" -0 F a- 0.
Nous supposons de plus que o contient une substitution de la forme [a — ], ou @ est un type
non-atomique. Il existe donc une substitution de coups correspondant a o~ et que nous noterons
Fs: A" — F(A). Nous supposons alors 1’existence d’un coup m € M’ tel que 7(m) = a ; puisque
a n’est pas atomique, il existe au moins un coup n € F,(m) tel que F;@) Fn:

e si F,(m) est un O-coup. Dans un premier temps, si il n’existe pas de séquence S dans X
qui contienne une occurrence de m, la condition de complétude pour les O-coups n’est pas
vérifiée et X ne peut donc €tre une stratégie recouvrante sur A. Nous supposons donc que :

[Z1a Cl[(Fs(m), j).(m" . O[T, ..., Tx,1, Val

ClAxy...xp Y[ Txs1, V14 ... [Tg,, V14l

pour j et k des entiers positifs. Puisque il existe un P-coup n tel que Fy(m)+n, par définition

de I'interprétation de X, nous obtenons p > 1. De plus, il existe i € {1,..., p} tel que ((n, j), x;)

appartient 2 V’. Mais n n’étant pas un coup de I’aréne A’ I’interprétation de X dans A’ vérifie :
[Zle = CIUFsm), j).0n' k)T, Tx, 1, V]

ClylTsy, V4. [Tsp, V4]

ce qui implique [X]l4- # N et nous obtenons une contradiction vis-a-vis de 3.1.
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e si F,(m) est un P-coup. Tout d’abord, supposons qu’il existe une séquence de la forme
S.(n, j).(m,i) dans X, ce qui implique que

[Zla = CII(,j)-(Felm), H[Ts, ...Ts, 1, V4l

= C[Ax1...x,.xN1...Np]

ol p >0 et n>0. Mais [(n, j).(Fo(m), )T, ... Ts,, Vla est égal & Ax;...x,.xN| ... N} tel
que g < p et nous obtenons a nouveau une contradiction avec 3.1. Si par ailleurs, il n’existe
d’occurrences de m dans aucune séquence de X, alors il n’y a pas de séquence de la forme
S.(m,i).(n, j).S’ dans X sur A et donc n est un O-coup pour lequel il n’existe aucune occur-
rence dans les séquences de X ; ¥ n’est donc pas une stratégie recouvrante car elle ne vérifie
pas la condition de complétude d’ O-coups.

3. nous supposons enfin que toute substitution dans o est de la forme [a — b], ou a et b sont des
types atomiques. La substitution de coups F associé a o~ est donc un ré-étiquetage de coups (en
effet, F-(m) est restreint a un singleton pour tout coup m de M’). Supposons que ¢ ne soit pas
un renommage : il existe donc deux types atomiques a; et ay, distincts ’'un de 1’autre, tels que
o(ay) = o(ay) = b. Nous considérons deux coups m,my € M’ tels que v/ (m) =a; et v’(mp) = ay
e si my,my sont des O-coups de ’aréne A’. Nous pouvons supposer que les trois premieres

conditions de la définition 3.3.5.3 sont vérifiées pour la stratégie X sur A. Ceci assure 1’exis-
tence de séquences S .(my,i1).(ny, j1) et S2.(my,iz).(n2, jo) dans X. Par définition d’une stra-
tégie de typage, tout P-coup n tel que F,(m;) appartient & <1§"(”) (pour i = {1,2}) doit vérifier
T(Fs(n)) = 7(F,(m;)) = b. Si la condition de plus faible contrainte de typage est vérifiée,
alors la relation Fy(n1)RS Fy(n2) est vraie. Supposons simplement que F(n1)RsF (1) (si
ce n’est pas le cas, la démonstration reste vraie par transitivité) ; alors il existe un coup m tel
que F,(m) € <g' N < et tel que ny et np vérifient 7/(n) = 7/(ny) sur A’, puisque [X]a- = N.
Ce résultat contredit I’hypothese a; # a».

e si my est un P-coup de I’aréne A’. Alors, si F,(m) et F (my) ont des occurrences dans
certaines séquences de X, le probleme se réduit au cas précédent. Sinon, nous supposons a
nouveau que les trois premieres conditions de la Définition 3.3.5.3 sont vérifiées pour X sur
A, et nous rajoutons I’hypothese qu’il n’existe pas de séquence de la forme F(S1).Fy(m)
dans X. Si la condition de plus faible contrainte de typage est vérifiée, alors nous obtenons
<1§”(m1) = (, ce qui implique T(F,(m;)) # 7(F,(m)), pour tout coup m # m; de M, et en
particulier pour mj, si my est un P-coup ; si m; est un O-coup, il existe un P-coup m vérifiant
my € <’ et sur lequel le méme raisonnement s’applique.

O

Lemme 3.5.2.3. Soient un typage I' v @, ’aréne associée A et une stratégie gagnante X sur A telle
que [X]la = N. Si X n’est pas recouvrante, alors I + a n’est pas le typage principal de N.

Démonstration. Supposons que X ne soit pas une stratégie recouvrante sur A :

e si X n’est pas une stratégie gagnante, I' + @ ne peut étre un typage de N d’apres le Corol-
laire 3.3.4.1.

e si la condition de e-complétude n’est pas vérifiée, le domaine de I est plus grand que FV(N).

e si la condition de complétude pour les O-coups n’est pas vérifiée, il existe un O-coup n pour
lequel il n’existe aucune occurrence dans les séquences de X. Ce O-coup ne peut étre €. De
plus, étant donné le P-coup m tel que m + n, le coup m ne peut pas avoir d’occurrences dans les
séquences de X ; autrement, n et tout O-coup n’ tel que m + n’ aurait au moins une occurrence
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dans les séquences de X, par la définition d’une stratégie gagnante. Soit I’ensemble de coups,
clos par préfixes, suivant : £ = {m-s e M|s € N*}. Alors (E, ) est une sous-aréne de A, et, étant
donné o 4((E, 7)) = a le type associé a cette sous-aréne, nous construisons un nouveau typage
A+ B pour lequel I’aréne associée est obtenue en remplagant E par le coup m, étiqueté par un
type atomique frais a. Alors X reste une stratégie sur cette nouvelle aréne A’, et vérifie [Z]4 = N
(Lemme 3.5.2.1). Le typage A + 8 ainsi obtenu vérifie A-[a— a]FB-[a— a]=Ttra,etl'+a
ne peut donc étre le typage principal de N.

e si la plus faible contrainte de typage n’est pas vérifiée, il existe alors deux P-coups m; et m;
dans M" tels que 7(m1) = 7(my) = a, mais pour lesquels mlREmg n’est pas vérifié. Pouri € {1,2},
nous considérons les ensembles

Ei={meM" | mRim)U{n e <¥ | mRsm)

Alors E{ N E, = () est vrai et nous construisons une nouvelle aréne de typage (M, 7") qui differe
de A en étiquetant les coups qui appartiennent & £ par un type atomique frais a;, et les coups
de A; par un type atomique frais a,. Le typage A + 5 de N associé a ’arene ainsi construite
vérifie ' Fa = A-[a; = a,a; — a] F B-[a; = a,a; — a], et ' + @ ne peut donc €tre le typage
principal de N.

]

Théoréme 3.5.2.1. Etant donnés un terme N sous forme B-réduite, un typage T a et ’aréne associée
A = (M,7). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes
1. il existe une stratégie recouvrante ¥ sur A telle que N = [Z]4

2. '+ @ est le typage principal de N = [Z]l4 et N est n-long pour I F a

Démonstration. L’équivalence entre les deux affirmations suivantes :
1’. Z n’est pas une stratégie recouvrante sur A
2’. T'+a n’est pas le typage principal de N

est donnée par les Lemmes 3.5.2.2 et 3.5.2.3. O
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Deuxieme partie

Linguistique formelle, 1-calcul et
reconnaissance
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Chapitre

Linguistique formelle et grammaires de
A-termes

Comme nous I’avons commenté en préambule a ce document, la question du traitement du langage
naturel par un ordinateur et une question qui est apparue rapidement apres 1’avenement de 1’informa-
tique. Les machines sont capables de traiter I’information sous une certaine forme, et sont en parti-
culier capable de traiter certains langages, tels que les langages de programmation. Par la suite, nous
appellerons le langage humain, langage naturel afin de le dissocier de tout syst¢éme de communication
(langage), et en particulier des langages informatiques ou langages de programmation. Nous allons a
présent montrer que de nombreux modeles introduits en informatique théorique permettent d’étudier
et de modéliser le langage naturel, afin de traiter ce dernier de maniére automatique ou algorithmique.
En particulier, la théorie des langages formels, utilisée dans des domaines aussi vastes que la com-
pilation ou la vérification de programmes, peut se révéler étre utile a la description de phénomenes
syntaxiques des langues naturels.

Au cours de ce chapitre, nous nous intéresserons a deux aspects du langage naturel : la syntaxe et
la sémantique, ainsi qu’a I'interface entre ces deux aspects. Nous considérerons les phrases comme
les unités les plus larges, et nous ne proposerons donc pas d’analyses pour les structures discursives,
plus larges.

Afin d’introduire le formalisme des grammaires catégorielles abstraites, nous ferons quelques
rappels sur le syntaxe et la sémantique formelles, afin de montrer comme les ACGs se situent dans
le panorama des formalismes existants. Dans un premier temps, nous nous intéresserons a la syn-
taxe du langage naturel. Nous introduirons ainsi les notions de grammaires génératives de la théorie
des langages formels, faisant apparaitre la hiérarchie de Chomsky. A partir de cette hiérarchie, nous
nous intéresserons a la famille des langages faiblement sensibles au contexte ; les langages de cette
famille sont en effet considérés comme les plus adéquats pour modéliser les phénomenes syntaxiques
du langage naturel. Nous définirons certains formalismes grammaticaux largement utilisés dans la
modélisation de la syntaxe du langage naturel. Dans un second temps, nous nous intresserons a la
sémantique formelle des langages naturel, a travers la théorie de la compositionnalité qui peut-étre
modélisée en utilisant le A-calcul simplement typé, a partir des idées de Richard Montague. Grace a
ces idées sur la modélisation de la syntaxe et de la sémantique, nous introduirons enfin le formalisme
sur lequel nous nous appuierons pour mener notre étude a bien : les grammaires catégorielles abs-
traites. Ces grammaires, qui peuvent étre vues comme des grammaires de A-termes simplement typés,



permettent I’étude de I'interface entre syntaxe et sémantique du langage naturel sous un modele qui
se caractérise par son uniformité (chaque aspect d’une phrase est représenté par un A-terme) et par
la symétrie entre réalisations de surface et réalisations sémantiques d’une phrase. Dans une derniere
partie, nous verrons d’ailleurs que des structures syntaxiques trés riches et complexes peuvent y étre
décrites, tout en préservant une transformation de ces structures vers des descriptions sémantiques
sous forme de A-termes.

4.1 Syntaxe : les langages faiblement sensibles au contexte

4.1.1 La hiérarchie de Chomsky

La langage naturel est un syst¢eme de communication parmi tant d’autres, un type particulier de
langage. Cette notion de langage peut étre définie sous sa forme générativiste : il existe des regles
(appelées regles grammaticales) permettant de combiner des symboles (ou mots pour le langage), tout
en respectant une certaine structure. Les mots générés par ces regles forment un langage.

La hiérarchie de Chomsky [Chomsky, 1956] permet de séparer des langages selon la forme des
regles grammaticales les générant. Il nous faut donc, tout d’abord, introduire la notion de grammaire
formelle. Pour ce faire, nous introduisons la notion de monoide par A* = (A, €,.) ol A est un ensemble
(communément appelé alphabet) d’éléments (que nous appellerons symboles), . est une opération
binaire associative de concaténation de symboles, et € est le neutre pour ., appelé mot vide. Un élément
w appartient a A* ssi w appartient 2 A ou si w = wi.w, et wy et w, appartiennent a A*. Ces éléments
seront appelés des mots sur 1’alphabet A. Toute partie L de A* sera appelée un langage.

Etant donné un mot w € A*, la longueur de w est définie par induction de la maniére suivante :
lel =0, l[al =1 ot a € A et [wy.wy| = |[wi|+ [wz]. De m&me, pour un mot w € A* et une lettre a € A,
[w|, est le nombre d’occurrences du symbole a dans le mot w construit sur 1’alphabet A, et est défini
inductivement par |e|, =0, [w|, =0 si w e A—{a}, |al, = 1 et enfin [w.w3|; = [wil|s + [W2la-

Enfin, étant donnés deux langages L et L, nous notons par :

e L+, ’unionde L; et L.

e [,.L,’ensemble {w;.wy | w; € L| et wy € Ly}.

o LV={e}, et L"*' = L,.L", pour n> 0.

o L' =UpoLl.

Définition 4.1.1.1. Une grammaire (formelle) est un tuple G = (T,N,S,P) ou :
e T est un ensemble fini de symboles appelés terminaux.
o N est un ensemble fini de symboles appelés non-terminaux.
e S € N est un symbole non-terminal particulier appelé symbole initial.
o P est un ensemble fini de régles de production de la forme a = 8, oiia € (N+T)"N(N +T)* et
Be(N+T)".

Il est important de noter que, pour toute régle de production @ = S, le symbole a contient au
moins un symbole non-terminal.

Notation 4.1.1. En regle générale, nous noterons par des lettres latines majuscules les symboles non-
terminaux d’une grammaire, par des lettres latines minuscules les symboles terminaux, et par des
lettres grecques minuscules (ou w,wi,...) les mots d’un langage.

Définition 4.1.1.2. Soient une grammaire G = (T,N,S,P), et &, € (N+T)*. Nous dirons que @’ se
dérive directement en ', si il existe a,B,a1,ar € (N+T)* tels que &’ = ajaar, B/ = a1Bar et a = B € P.
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Nous noterons par =" la relation de dérivation, qui est la cloture transitive et réflexive de la
relation de dérivation directe.

Exemple 4.1.1.1. Nous définissons une grammaire G = (7, N, S, P) telle que
e T ={Jean, boit, une, biére, blonde}
e N={NP,S,N,DET,ADJ} et
e P est donné par les regles de réécriture suivantes :

S = NPVNP
NP = Jean
NP = DETN
V = boit
DET = une
N = bieéere
N = NADJ
ADJ = Dblonde

Sur cet exemple, nous pouvons voir que la relation de dérivation suivante est vérifiée :
S =" Jean boit une biére

Définition 4.1.1.3. Etant donnée une grammaire G = (T, N, S, P), nous notons par ’ensemble L(G) =
{aeeT*|S =" a} le langage généré par G.

Le langage généré par la grammaire de I’Exemple 4.1.1.1 est donc
L(G)={(Jean + (une biére (blonde)*)) boit (Jean + (une biére (blonde)*))}

Dans la hiérarchie de Chomsky, les langages ainsi générés sont séparés selon la forme des regles
de production des grammaires associées. Quatre classes de grammaires sont ainsi définies :

Définition 4.1.1.4. Soit une grammaire G = (N,T,S, P), et « = B, nous dirons que :

o G est une grammaire réguliere si toutes les régles de production de P sont, soit de la forme
A = a, soit de la forme A = aB, on A, BeENetacT.

e L(G) est une grammaire non-contextuelle si toutes les regles de production de P sont de la
forme A= aounAeNetae(N+T)".

o [(G) est une grammaire sensible au contexte si toutes les regles de production de P sont de la
forme aAB = ayBouAeN eta,B,yc(N+T)".

o L(G) est une grammaire générale si toutes les regles de production de P sont de la forme a = 8
ouna,fe(N+T).

Un langage L est dit régulier (i.e. non-contextuel, sensible au contexte, récursivement énumé-
rable) si il peut €tre engendré par une grammaire réguliere (i.e. non-contextuelle, sensible au contexte,
générale). D’apres cette définition, il apparait clairement que chacune des classes de langages ainsi
définie est strictement incluse dans la suivante.

Remarque 4.1.1.1. Dans le cas d’une grammaire non-contextuelle G = (N, 7T,S, P), il est usuel de re-
présenter la relation de dérivation sous forme d’arbres, appelés arbres de dérivation. Un arbre de dé-
rivation se construit de maniere itérée : une régle de production A = ¢ ...¢, (ou pour touti € {1,...,n},
t; € {N,T}) est représentée par un arbre dont le non-terminal A en partie gauche de régle est la racine,
et les symboles en partie droite de régle, les fils de la racine ; ces fils sont ordonnés selon I’ordre donné
par la regle.
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N

1 1,

Ainsi, pour une dérivation A =" w, il est possible de construire un arbre de dérivation en itérant
la réécriture des regles de production utilisées dans cette dérivation. La lecture de gauche a droite de
la frontiere nous donne le mot dérivé. Des exemples d’arbres de dérivation seront donnés dans les
sections qui suivent.

Définition 4.1.1.5. Etant donnés une grammaire G et un mot @, nous appellerons probleme de recon-
naissance le probleme de savoir si @ appartient a L(G), en fonction du mot a.
Le probleme de reconnaissance universelle est identique, mais se résout en fonction de « et de G.
Le probléme de I’analyse de a dans G revient a savoir si a € L(G) et a retourner les arbres de
dérivation associés.

La classe des langages réguliers et celle des langages non-contextuels sont largement utilisées en
informatique pour la définition de langages de programmation. En effet, les langages réguliers ont
une importance particuliere dans la reconnaissance lexicale, c’est-a-dire la reconnaissance de chaines
de caracteres. Par ailleurs, les langages non-contextuels sont eux utilisés pour définir les grammaires
des langages de programmation et la structure de ceux-ci. De par la simplicité de leur construction, le
probleme de la reconnaissance peut y étre résolu efficacement, c.a.d en temps polynomial.

D’un point de vue linguistique, la question qui se pose est de caractériser une classe de langages
qui corresponde aux langages naturels. Ainsi, comme nous allons le voir dans la section suivante,
les langages non-contextuels semblent étre trop peu expressifs pour rendre compte de certains phé-
nomenes linguistiques complexes. Une classe proposée dans [Joshi, 1985, Weir, 1988] est la classe
des langages faiblement sensibles au contexte qui est incluse dans la classe des langages sensibles au
contexte, tout en contenant la classe des langages non-contextuels.

4.1.2 Les langages faiblement sensibles au contexte

Afin de donner quelques intuitions, nous donnons a présent des exemples significatifs de langages
qui permettent de séparer les classes de langages précédemment décrites. Ainsi, le langage {a"b"}
n’est pas un langage régulier mais est un langage non-contextuel. En effet, il peut étre généré par une
grammaire dont les régles de production sont les suivantes :

S = €
S = aSbh

Ainsi, par exemple, le mot a?b? est dérivé de la maniére suivante : S = aSb = aaSbb = aabb,
que nous pouvons également représenter sous la forme de 1’arbre de dérivation de la figure 4.1.

De la méme maniere, les langages de Dyck sont des langages non-contextuels, mais ne sont pas
des langages réguliers. Prenons, par exemple, le langage Dyck(2) (noté 9,), qui peut étre vu comme
le langage de “parenthésage correct”; il contient donc des mots sur un alphabet a deux lettres (les
parentheses ouvrantes et fermantes) ; ainsi les mots () ou (()(()))() appartiennent a 9,, mais pas le mot
)(. Ce langage peut étre généré par une grammaire dont les regles sont les suivantes :

S = €
S = ()
S = SS
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FIG. 4.1 — Arbre de dérivation pour le mot a>b?

L’idée principale permettant de faire la distinction entre langages réguliers et non-contextuels
(ou sensibles au contexte, ou récursivement énumérables) est que les automates a états finis (qui
permettent de reconnaitre les langages réguliers) ont une mémoire finie. Ainsi, pour reconnaitre le
langage {a"b" | n > 0}, il faut garder en mémoire le nombre 7 de a qui ont été lus afin de dire si un mot
appartient a ce langage, et n est potentiellement infini ; dans le cas du langage 9», il faut s’assurer
que, au moment ol un symbole ) est lu, il correspond a un symbole ( précédent, la distance entre ces
deux occurrences étant également potentiellement infinie.

Bien entendu, certains langages ne font pas partie de la classe des langages non-contextuels et en
délimitent les frontieres. Ainsi, nous pouvons citer le langage de copie {ww | w € {a, b}*}, les langages
ou apparaissent des dépendances croisées (par exemple : {a"b"c"d™ | n,m € N}) ou bien le langage
MIX : {wef{a,b,c}* | wl, = Wlp = |wl|c}. Or, certains de ces langages sont représentatifs de phénomenes
linguistiques particuliers ; par exemple, la construction suivante est correcte en Néerlandais (dans cet
exemple, nous indexons les groupes nominaux qui sont en position de sujet pour le verbe dont I’index
est identique) :

dat iky Marie, Henks de nijlpaarden zag, helpen, voerens.
[que je Marie Henk les hippopotames vis aider alimenter].
que je vis Marie aider Henk a nourrir les hippopotames.

Nous pouvons alors nous rendre compte qu’un tel phénomene ne peut étre pris en compte que par
une grammaire générant un langage avec dépendances croisées ; en effet, les dépendances entre les
syntagmes ik et zag, d’une part, et Marie et helpen, d’autre part, se croisent.

Il en est de méme pour le Suisse Allemand, d’apres I’exemple suivant, dii a [Huybregts, 1984] :

wil mer| de maa, em chinds lond, hdlffe, schwiimes.
[puisque nous les hommes les enfants laisser aider nager].
puisque nous laissons les hommes aider les enfants a nager.

Ces deux exemples mettent en valeur des constructions de la forme NP{NP;...NP,VV,...V,,
ou NP;estlié a VP;, pour chaque i € {1,...,n}.
D’autres exemples existent, comme le suivant en Frangais :

Marecel et Jean prendront un demi et un rouge respectivement.

On peut y noter le phénomene identique de croisement pour les liens entre chacun des groupes
nominaux (Marcel et Jean) et leurs objets respectifs (un demi et un rouge).
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La question que nous pouvons nous poser est donc la définition d’une classe de langages qui
corresponde a la structure syntaxique du langage naturel. Ainsi, une premiere approximation en fut
donnée dans [Joshi, 1985] a travers la classe des langages faiblement sensibles au contexte.

Définition 4.1.2.1. La propriété de croissance constante est vérifiée par un langage L si il existe une
constante c € N telle que pour tout mot w € L, il existe un mot w' € L vérifiant lw| < |w'| < [w| +c.

Définition 4.1.2.2. La classe des langages faiblement sensibles au contexte est telle que :
1. elle comprend les langages non-contextuels.
2. le probléme de reconnaissance peut étre résolu en temps polynomial pour ces langages.
3. elle comprend certains langages out apparaissent des dépendances croisées.

4. les langages de cette classe vérifient la propriété de croissance constante.

La classe des langages faiblement sensibles au contexte (que nous noterons MCSL pour mildly-
context sensitive languages, pour plus de commodités) se situe donc entre la classe de langages non-
contextuelles et celle des langages sensibles au contexte. De plus, d’apres la deuxiéme propriété,
une contrainte de complexité y est associée, afin d’imposer un traitement efficace du probleme de
la reconnaissance dans ces langages. D’un point de vue linguistique, une telle contrainte est, bien
entendu, tout a fait discutable. Le troisieme point est tout autant discutable et informel, puisque les
phénomenes de dépendances croisées pouvant étre pris en compte n’y sont pas donnés explicitement ;
de plus, la notion méme de dépendance croisée n’est pas définie.

Remarque 4.1.2.1. Une réponse pouvant expliquer ces lacunes est que la classe des langages fai-
blement sensibles au contexte fut définie de sorte a inclure les langages générés par un formalisme
grammatical que nous décrivons dans la section qui suit : les grammaires d’arbres adjoints. Or,
les dépendances croisées pouvant étre traitées dans ce formalisme ne sont pas entierement connues
(cf. [Salvati, 2011] pour une discussion sur le langage MIX).

Enfin, la derniére propriété exigée sur les MCSGs est une propriété plus faible que la propriété de
semi-linéarité, largement étudié dans le cadre de la théorie des langages formels. Nous ne développe-
rons pas cette notion dans ce document, mais les lecteurs intéressés peuvent se référer a [Parikh, 1966]
pour I’introduction de cette derniére pour les langages non-contextuels, et a [Kanazawa, 2010a] pour
une démonstration de la semi-linéarité des langages faiblement sensibles au contexte.

4.1.3 Quelques formalismes MCS

Comme nous venons de le voir, la classe des langages faiblement sensibles au contexte est liée
a la définition d’un formalisme particulier : les grammaires d’arbres adjoints. Par la suite, il a été
prouvé que de nombreux formalismes grammaticaux génerent également des langages faiblement
sensibles au contexte (bien que les langages qu’ils géneérent ne puissent éventuellement pas étre géné-
rés par une grammaire d’arbres adjoints). Nous pouvons citer, entre autres les grammaires de téte (HG
pour head grammars [Pollard, 1984]), ou les grammaires linéaires indexées (LIG pour linear indexed
grammars).

D’autres formalismes grammaticaux génerent des langages strictement plus larges que les lan-
gages générés par les grammaires d’arbres adjoints ; tel est le cas des transducteurs déterministes de
parcours d’arbres (deterministic tree walking transducers [Weir, 1992]), des grammaires de rempla-
cement d’hyper-arétes (hyperedge replacement grammars [Engelfriet and Heyker, 1991]), des gram-
maires minimalistes (minimalist grammars [Michaelis, 1998, Michaelis, 2001]) ou des grammaires
non-contextuelles multiples (MCFG pour multiple context-free grammars [Seki et al., 1991]). Nous
nous intéresserons ici aux TAGs et aux MCFGs.
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Les grammaires d’arbres adjoints [Joshi et al., 1975, Joshi and Schabes, 1997]

Les grammaire d’arbres adjoints sont des grammaires d’arbres comportant deux opérations : la
substitution et [’adjonction.

NP S VP
/N / N\
Jean NP VP VP* ADV
| |
\Y lentement
|
boit

F1G. 4.2 — Exemple de grammaire d’arbres adjoints

Définition 4.1.3.1. Une grammaire d’arbres adjoints est un tuple G = (N,%,S,1,A) ou :

N est un ensemble fini de symboles non-terminaux.

Y est un ensemble fini de symboles appelés terminaux (vérifiant NNZ =0).

S € N est appelé le symbole initial.

I est un ensemble fini d’arbres finis et enracinés appelés initiaux et qui vérifient les propriétés

suivantes :

— chaque feuille est étiquetée, soit par un élément de X (ou par le mot vide €), soit par un
élément de N.

— chaque neeud interne est étiqueté par un élément de N.

o A est un ensemble fini d’arbres finis et enracinés dits auxiliaires vérifiant les propriétés sui-

vantes :

— chaque feuille est étiquetée par un élément de X (ou par le mot vide €), ou par un élément de
N ; l'une de ces feuilles (appelé le pied de 1’arbre) est étiquetée par A* oit A est [’étiquette de
la racine de Uarbre.

— tous les neeuds internes sont étiquetés par des éléments de N.

Exemple 4.1.3.1. Nous nous donnons une grammaire simple composée des arbres en Figure 4.2. Cette
grammaire est donc composée de deux arbres initiaux, et d’un arbre auxiliaire.

Nous pouvons donner, de maniere informelle, les deux opérations qui se réalisent sur ces arbres.
Ces deux opérations permettent la création d’un nouvel arbre a partir de deux arbres.

Dans le cas de la premicre de ces opérations, la substitution, nous considérons deux arbres de la
grammaire (i.e. appartenant a 7 U A ou dérivés dans la grammaire) #; et #,, de telle sorte que A € N
est le symbole en racine de ¢, et est également présent comme feuille de #; (cette feuille est différente
du pied de #; dans le cas ou ce dernier est un arbre auxiliaire). L’arbre ¢ résultant est construit par
substitution de cette feuille de #; par I’arbre #,. Nous pouvons illustrer cet exemple par I’arbre suivant,
dérivé dans la grammaire de ’exemple 4.1.3.1.
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Jean NP VP NP VP
| | |
Vv Jean A
| |

boit boit

La deuxieme opération, I’adjonction, permet d’insérer un arbre #, a I’intérieur d’un autre arbre #;.
Il faut donc comprendre 1’opération de substitution comme une substitution externe (i.e. s’opérant sur
les feuilles de #1), et I’adjonction comme une substitution interne (i.e. s’opérant sur les nceuds internes
de #1). Par I’adjonction, nous pouvons donc créer un nouvel arbre a partir d’un arbre #; et d’un arbre
adjoint #, (i.e. appartenant a A ou dérivé dans la grammaire tout en respectant la définition d’arbre
auxiliaire), en remplacant un nceud interne étiqueté par A € N dans #; par t, a condition que la racine
de 1, soit également étiquetée par le symbole A ; tous les fils du nceud interne a #; ainsi remplacé
deviennent des fils du pied de 1’arbre adjoint #, dans I’arbre ¢ nouvellement créé. L' exemple suivant,

z 20N

créé a partir de la grammaire de I’exemple 4.1.3.1, illustre cette opération :

S VP = S
/\A\/ N

NP VP VP* ADV VP
| VRN
Jean Vv lentement Jean VP ADV
| | |
boit \Y lentement
|
boit

Pour les deux exemples précédents, nous obtenons donc des arbres dérivés. Etant donnée une
grammaire d’arbres adjoints G = (N, Z,S,7,A), le langage d’arbres L;...(G) généré par cette gram-
maire est donné par I’ensemble des arbres dérivés de racine S et ne contenant que des terminaux
sur leurs feuilles. Le langage Ly, (G) est ensuite donné par la frontiere (i.e. une lecture des feuilles
de gauche a droite) des arbres de Ly...(G). Sur notre exemple, L;...(G) est constitué d’une infinité
d’arbres et Ly, (G) est égal a {Jean boit (lentement)”|n > 0}.

Les grammaires non-contextuelles multiples [Seki et al., 1991]

A présent, nous introduisons un second formalisme qui peut se présenter comme une extension
des grammaires non-contextuelles : alors que les chaines sont les objets dérivés par des grammaires
non-contextuelles, dans le cas des MCFGs, ces objets seront des tuples de chaines.

Définition 4.1.3.2. Un alphabet gradué est un ensemble fini F = | J,en F", ot F"NF™ =0, pour tout
m,n € N tels que m # n. Pour tout élément f € F"', n est appelé le rang ou [’arité de f.

Définition 4.1.3.3. Une grammaire non-contextuelle multiple est un tuple G = (N,X,P,S) oii :
e N est un alphabet gradué de symboles appelés non-terminaux.
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o X est un alphabet (non-gradué) de symboles appelés terminaux, tel que XN N = (.
o P est un ensemble fini de régles de réécriture (appelées régles de production) de la forme :

A(alla" '7a}’) = Al(x1,17"'axl,r])s"'aAn(xn,lw"’xn,}’n)
oun :
-n>0
— A,Ay,..., A, sont des symboles non-terminaux de rang r,ry,...,r, respectivement.
— X11sees X1y oaXn,ls---sXn,r, SONt des variables distinctes deux-a-deux.
— ajy,...,a, sont des éléments de (X+1{x; ;| 1 <i<n,1<j<r}) tels que toute variable x; j a
exactement une occurrence dans la chaine a; ... ;.
e SeN.

Etant donnée une MCFG G, nous dirons qu’il s’agit d’'une m—MCFG si le rang maximal des
non-terminaux de G est égal a m.

Exemple 4.1.3.2. Nous reprenons I’exemple 4.1.3.1, sous forme d’une grammaire non-contextuelle
multiple G = (N, Z,P,S) ou :

e N={S,NP,VP,V,ADV}etS,NP,VP,V € N!

e Y ={Jean,boit,lentement}

e P est fait des regles :

S (x1x2) = NP(x1),VP(x2)
NP(Jean)

VP(x) = V()

VP(x1x7) = VP(x1),ADV(x)
V(boit)

ADV(lentement)

Etant donnés une MCFG G = (N,X%,P,S) et un non-terminal A e N", ou r >0, et ay,...,a, € X",
nous définissons la relation de dérivation =" par :

1. =% Aay,...,a,) si A(ay,...,a,) € P, ou bien

2. =27 Alay - 0,...,a,-0) silaregle A(ay,...,a;) = A1(X115- .5 X1 )se o s An(Xn 1,5 Xn, ) @PpAT-
tient a P, et s’il existe un ensemble {B; ; € X* |i € {l,...,n}, j€{l,...,r;}} de sorte que :
e larelation =" A;(B;1,...,Bi,,) est vérifiée pour tout i € {1,...,n}
e o est la fonction qui substitue x; ; par §; j pour tout 1 <i<netl < j<r;.
Le langage L(G) d’'une MCFG G = (N, %, P,S) est défini par L(G) = {w e X* | =* S(w)}. De méme
que pour les grammaires non-contextuelles, nous pouvons représenter les dérivations dans une MCFG

par un arbre (I’arbre de dérivation). Par exemple, nous obtenons 1’arbre suivant correspondant a la
dérivation de la phrase “Jean boit lentement” :

S(Jean boit lentement)

/

/

NP(Jean) VP(boit lentement)
/ \
VP(boit) ADV(lentement)

V(boit)



Ainsi, pour la grammaire de I’exemple 4.1.3.2, nous obtenons a nouveau le langage L(G) =
{Jean boit (lentement)” | n > 0}. Le langage L(G) généré par une MCFG G est appelé un lan-
gage non-contextuel multiple.

4.2 Sémantique : la compositionnalité

Apres avoir donné quelques pistes sur I’apport réciproque de I’informatique théorique a 1’étude
de la syntaxe des langues naturelles, nous nous intéressons a présent a 1’étude de la sémantique de
ces langues, et plus particulierement a la sémantique associée a une phrase. Pour les formalismes
s’adressant a la sémantique d’un discours, les lecteurs intéressés peuvent consulter la théorie de
la représentation du discours (DRT) [Kamp, 1981] (cf. [van Eijck, 2005] pour une présentation), la
théorie de la représentation du discours segmenté (SDRT) [Lascarides and Asher, 2001], la logique
dynamique prédicative [Groenendijk and Stokhof, 1991] ou plus récemment 1’utilisation des conti-
nuations [de Groote, 2006, de Groote and Lebedeva, 2010].

4.2.1 Compositionnalité, logique et 1-calcul

Une des idées fondamentales de la philosophie du langage est que le langage naturel est utilisé
afin de communiquer sur les objets du monde. La sémantique de Montague se place sous cette hy-
pothese, et décrit les conditions pour lesquelles une phrase est acceptée par un auditeur ou lecteur.
Ainsi, pour une phrase telle que “James bond est un espion”, cette phrase est acceptée si I’on sait,
par exemple, que James Bond est un personnage fictif, et que dans le monde créé par Ian Flemming,
Bond est effectivement un espion. Elle est également acceptée (comme vraie) si dans le monde que
I’on considere, il existe effectivement un espion du nom de James Bond. Nous parlerons alors de
sémantique véri-conditionnelle.

Afin d’exprimer ces conditions d’acceptation, nous pouvons utiliser une représentation du sens
d’une phrase comme une formule de la logique du premier ordre :

Définition 4.2.1.1. Etant donné L = (P,E,X) oit P est un ensemble de prédicats, E un ensemble de
constantes et X un ensemble de variables, le langage du premier ordre défini sur L contient toutes les
Sformules F telles que :

e F =P(ay,...,a,) on PP, nestson arité, et ay,...,a, € EUX.

o ¥ ==F"etF' est une formule.

o Festégalea F1 AT F1VT2 F1= T2 o0uF © F et F1 et F sont des formules.

o F estégale aVx.F' ou Ax.F"' si x est une variable et F' une formule.

Prenons pour exemple, la phrase “Jean rentre dans un bar”. Nous obtenons la représentation sé-
mantique associée suivante : Jx.(bar(x) A rentre_dans(Jean, x)). Afin de donner des intuitions sur la
suite, nous pouvons regarder I’interprétation d’une telle formule dans le modele ensembliste de la
logique des prédicats.

Définition 4.2.1.2. Etant donné un langage du premier-ordre défini sur (P, E,X), un modéle M de ce
langage :

e associe a toute constante ¢ € E un élément a. d’un ensemble U, appelé ['univers.

e associe a tout prédicat n-aire P € P, une relation Rp C U".
De plus, nous définissons un fonction de variables f : XU E w— U, vérifiant f(c) = a. pour toute
constante c de E.
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Un modele M et une fonction d’assignation f valident une formule du premier-ordre 7, (noté
M, fEF)ssi:

o ¥ =P(xy,....xp) et (f(x1),...,f(x)) €Rp.

F ==F et M, f EF n’est pas valide.

F =F1 ANFp (resp. F1V F2), M, f £ F7 et (resp. ou) M, f E F5.

F =Vx.5" si pour toute fonction d’assignation d’assignation f” telle que f’(y) = f(y) pour tout
yEXUE—{x},alors M, f" EF".

F = dx.F’ si il existe une fonction d’assignation d’assignation f” telle que f’(y) = f(y) pour
tout y € XU E —{x}, et qui vérifie M, f £ F”.

Selon ces définitions, la formule dx.(bar(x) A rentre_dans(Jean, x)) est donc vraie, si il existe un
élément ¢ de I'univers, tel que ¢ appartient a I’ensemble bar sur U et tel que (Jean,c) appartient a
I’ensemble rentre_dans. 11 convient de remarquer que les constantes sont ici interprétées comme des
éléments de |'univers.

Etant donnée une expression, le probléme qui se pose alors est le calcul de sa représentation
sémantique. Pour ce faire, nous nous appuyons sur la théorie de la compositionnalité, dont voici un
énoncé :

Le sens d’une expression composée est fonction du sens de ses parties et des regles syntaxiques qui
les lient.

La notion de compositionnalité, que nous devons originellement a Frege, a été reprise et im-
plémentée de manieére algébrique dans les années 1970 par Richard Montague [Montague, 1970b,
Montague, 1970a] sous I’énoncé ci-dessus. Dans son inteprétation de cette théorie, Montague utilisa
le A-calcul simplement typé, comme une représentation de formules de la logique du premier-ordre.
De cette maniere, il nous est possible d’associer un A-terme a la sémantique d’une partie d’une phrase,
puis de composer ces termes entre eux selon certaines reégles guidées par la syntaxe, afin d’obtenir le
contenu sémantique de la nouvelle expression ainsi analysée. Ce contenu est alors un A-terme pouvant
s’interpréter comme une formule de la logique du premier-ordre.

Dans la théorie montagovienne, il est fait usage de trois types : e pour les entités, ¢ pour les valeurs
de vérité, et s pour les mondes possibles. Par souci de simplicité et puisque tel n’est pas le propos
de ce travail, nous n’utiliserons pas la notion de mondes possibles pour représenter la sémantique des
phrases. Les types associés aux termes de notre représentation sémantique seront donc construits ex-
clusivement sur I’ensemble {e, ¢}. Prenons a présent un exemple de phrase : “Jean aime Roméo”. Cette
phrase comporte trois unités : les noms propres “Jean” et “Roméo”, ainsi que le verbe transitif “aime”.
Nous avons donc trois A-termes, M jean, Mromeo €t Myime associés a ces trois unités. Intuitivement, les
termes M jeqn €t Myomeo S€ront typés par le type atomique e puisqu’ils désignent chacun un élément de
I'univers (une constante logique) ; quant au verbe “aime”, il est représenté comme un prédicat logique
binaire ; sous forme de A-terme, il s’agit donc d’une fonction prenant deux entités en arguments, le
résultat étant une valeur de vérité. Ainsi, nous obtenons :

® Mje,, =Jean: e

e M,,meo = Romeo : e

e My, =aime:e —e—t

D’apres 1’énoncé du principe de compositionnalité, il nous serait a priori possible d’associer les
termes Muime, Mromeo €t M jean aux unités lexicales “aime”, “Roméo” et “Jean” respectivement. Nous
verrons cependant en section 4.2.3 que les termes associés aux unités lexicales sont en fait plus com-
plexes, afin de pouvoir traiter certaines phénomenes sémantiques, et en particulier la portée des quan-
tificateurs.
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Dans la théorie de la compositionnalité, la phrase “Jean aime Roméo” aurait donc une repré-
sentation sémantique donnée par le A-terme aime Jean Romeo qui est de type ¢. Ce A-terme s’in-
terprete, en fait, comme une formule de la logique du premier ordre (plus communément écrite
aime(Jean,Romeo), d’apres la définition que nous avons donnée d’une formule de la logique du
premier ordre), et le type ¢ stipule qu’une telle affirmation, c’est-a-dire le fait que Jean aime Roméo,
est soit vraie, soit fausse.

Comme nous venons de le dire, dans le théorie de la compositionalité ainsi présentée, les A-
termes représentant la sémantique d’une expression s’interpretent comme des formules de la logique
du premier ordre. Il existe donc des termes correspondant a chaque constante, chaque variable et
chaque prédicat que nous introduisons, mais aussi des termes correspondant a chaque connecteur de
cette logique. De par I’interprétation informelle que nous avons donnée des termes comme formules
logiques, dans le paragraphe précédent, nous obtenons les types suivants pour ces connecteurs :

e —inverse une valeur de vérité fournie en parametre ; il s’agit donc d’un terme de type r — t.

e de méme, les connecteurs A, V,=, & sont des connecteurs binaires qui agissent sur des valeurs

de vérité, et sont donc de type t — t — ¢.

e Y (resp. ) est un connecteur du premier ordre : a partir d’un prédicat unaire (donc d’un en-

semble), il permet de vérifier que tous les éléments sont (resp. qu’'un élément est) dans cet
ensemble ; les termes correspondants sont donc de type (e — 1) — t.

4.2.2 De la syntaxe a la sémantique

Maintenant que nous avons introduit les outils permettant de construire la sémantique d’une
phrase, nous nous intéressons au lien entre syntaxe et sémantique. Le probleme revient donc a ob-
tenir une correspondance entre la catégorie syntaxique d’une unité de surface, et un type sémantique.
En premier lieu, nous donnons quelques acronymes qui seront régulierement utilisés pour désigner les
catégories syntaxiques les plus récurrentes :

e S pour une phrase (sentence).

NP pour un groupe (ou syntagme) nominal (nominal phrase).

V P pour un groupe verbal (verbal phrase).

PP pour un groupe pronominal (pronominal phrase).

V pour un verbe (on séparera éventuellement les verbes intransitifs /V des verbes transitifs 7V)
(resp. verb, intransitive verb et transitive verb).

e Det pour les articles (determiner).

On peut voir, sur les exemples en section 4.2.1, que le type e est associé aux noms propres. De
maniere plus générale, nous pouvons associer le type e a tout groupe nominal. Concernant les verbes
intransitifs, nous pouvons les voir comme des prédicats unaires (les sujets de ces verbes correspondant
a I’'unique argument du prédicat en question), et sont donc de type e — ¢; les verbes transitifs seront,
quant a eux, de type e — e — t, c’est-a-dire des prédicats binaires sur le sujet et I’objet du verbe. Dans
le cas d’un nom, par exemple “table”, le type e ne peut €tre assigné. En effet, ce type correspondrait
a une entité qui est une table, donc, par exemple, ou groupe nominal “la table” ou “une table”. Nous
assignons donc le type e — ¢ a2 un nom. Ce type nous indique que pour une entité donnée, le prédicat

T

associé a “table” retourne une valeur de vérité indiquant si cette entité est une table ou pas.

Remarque 4.2.2.1. Une telle assignation est réalisée de manieére semblable a 1’assignation de caté-
gories syntaxiques dans les grammaires catégorielles (grammaires AB [Adjukiewicz, 1935], gram-
maires de Lambek [Lambek, 1958], grammaires de Lambek multi-modales [Moortgat, 1997], calcul
de la discontinuité [Morrill et al., 2007, Morrill et al., 2010]). Ces grammaires étant basées sur la dé-
finition d’une logique permettant de rendre compte des opérations syntaxiques (par exemple, a un
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verbe intransitif serait associée une catégorie syntaxique NP — S), I'isomorphisme de Curry-Howard
permet d’obtenir les termes sémantiques associés aux unités syntaxiques. En effet, une démonstration
logique correspond alors a une dérivation syntaxique, dont I’interprétation sémantique est donnée par
le A-terme associé a la démonstration.

Le cas des grammaires catégorielles est en fait un cas bien particulier d’implémentation de la théo-
rie de Montague. En effet, a travers la formalisation de grammaires universelles [Montague, 1970b],
syntaxe et sémantique sont représentées par des algebres, liées par un morphisme. Néanmoins, la na-
ture de ces algebres n’est pas donnée. Typiquement, 1’algébre associée a la syntaxe sera une algebre
sortée, représentant les arbres de dérivation syntaxique. Nous introduirons en Section 4.3 les gram-
maires catégorielles abstraites comme une formalisation de I'interface entre syntaxe et sémantique
proposée par Montague.

Enfin, un des aspects essentiels de I’interface syntaxe/sémantique dans la théorie de Montague,
est que la sémantique des phrases y est exprimée sous forme de formules de la logique du premier
ordre, grace des A-termes simplement typés. Or, cette représentation peut étre prise comme un langage
pivot, et faciliter ainsi la création d’outils de traduction automatique : a partir d’une phrase syn; dans
une langue L;, nous obtenons sa représentation sémantique sem, (éventuellement ses représentations
sémantiques, si la phrase est ambigué), puis générons une phrase syn, sémantiquement équivalente
dans une langue L,.

4.2.3 Quantificateurs et typage

Nous avons donné une interprétation ensembliste des types assignés aux termes sémantiques. Se-
lon cette interprétation, nous associons le type e au terme sémantique d’une phrase nominale (Jean
sur notre exemple). Il est également possible de définir une entité par I’ensemble des propriétés qu’elle
vérifie. Ainsi, le type associé a un groupe nominal serait (e — ) — t, et le terme correspondant devien-
drait AP.PJean. La possibilité de modifier ainsi les types a un objectif linguistique précis : I’ordre des
mots dans une phrase ne correspond pas forcément a I’ordre de leurs interprétations respectives dans
la forme sémantique de la phrase. Ainsi, certaines unités lexicales ont une portée large d’un point de
vue sémantique. Afin d’illustrer ce fait, prenons pour exemple la phrase :

“Jean mange une pizza.”

L’interprétation de cette phrase est donc donnée par la formule de logique du premier ordre suivante :
dx.pizza(x) Amange(Jean, x)

c’est-a-dire I’affirmation qu’il existe une pizza que Jean mange.

Il apparait donc que les quantificateurs ont une certaine portée, dont dépend le sens des phrases.
Sur notre exemple, le quantificateur est en fait introduit dans I’interprétation sémantique de I’article
une, et doit se trouver au niveau le plus extérieur de la formule logique ; en effet, une formule telle que
(dx.pizza(x)) A mange(Jean, x), n’aurait pas de sens, ou éventuellement celui d’affirmer qu’il existe
une pizza et que Jean mange quelque chose.

La solution au probleme de portée des quantificateurs proposée dans [Montague, 1973], est d’assi-
gner des types sémantiques qui décrivent les entités non plus de maniere directe, mais par I’ensemble
des propriétés qui les caractérisent. Ainsi, la représentation sémantique de Jean ne doit plus étre un
terme Jean, mais un terme AP.PJean. Sans décrire les modeles du A-calcul et leurs liens avec les
modeles de la logique du premier-ordre, il s’agit ici de décrire I’ensemble des propriétés P tels que
RpJean est vraie dans le modele de la logique du premier ordre. Ainsi, d’un terme de type e, nous

59



passons a un terme de type (e — f) — . Les termes sémantiques se trouvent donc affectés, par ce
qu’on appelle la montée de type (ou type raising), qui nous permet d’obtenir, par exemple, les termes
sémantiques suivants pour chacune des unités lexicales de notre phrase :

\ Terme syntaxique \ Catégorie \ \ Terme sémantique \ Type
Jean np M jeqn = AP.PJean (e—>t)—>t
mange tv Mpanger = APQ.P(Ax.Q(ly.mange xy)) | (e—>1) =) —>(e—>1)—1)—t
une det M, = APQ.IA(Ax.A (Px) (Qx)) (e—=>H—(e—>—t
pizza n M izza = Ax.pizza x e—t

On remarque que, dans ce cas, le terme associé a la sémantique de cette phrase est le suivant :
Mmangeerean(Mune Mpizza)
qui se réduit dans la forme sémantique désirée :
A(Ax.A(pizza x)(mange Jean x))

Le déplacement du quantificateur peut étre réalisé par le fait que dans les nouveaux types sémantiques
utilisés, certains prédicats peuvent prendre place au-dessus de la constante mange dans le terme asso-
cié au verbe “mange”.

4.3 Les grammaires catégorielles abstraites

Lors de la section précédente, nous avons parlé de grammaires de chaines, de grammaires de
tuples de chaines, et de grammaires d’arbres adjoints ; tous ces formalismes sont utilisés pour rendre
compte de la grammaticalité des langues naturelles, en construisant les arbres de dérivation associés
a des structures de surface, qui sont typiquement des phrases ou expressions. Nous avons également
évoqué les grammaires catégorielles, dont 1’originalité est d’offrir une interface directe entre syntaxe
et sémantique par la théorie de la compositionnalité et I’isomorphisme de Curry-Howard.

Les grammaires catégorielles abstraites [de Groote, 2001, Muskens, 2001] ont des liens avec les
deux types de formalismes évoqués ci-dessus. En effet, nous verrons que toute TAG ou MCFG peut
étre vue comme une grammaire de A-termes. Par ailleurs, nous verrons que I’utilisation exclusive de
A-termes simplement typés permet de définir une interface avec la sémantique de Montague pour ces
formalismes, a I’'image de ce qui est réalisé dans le cas des grammaires catégorielles. Néanmoins, et &
la différence des grammaires catégorielles usuelles, I’interface syntaxe-sémantique ne se fait pas grace
un morphisme “figé” (la correspondance de Curry-Howard), mais par des morphismes intégrés dans
le formalisme, et dépendant uniquement de la construction de la grammaire. Par ailleurs, la notion
de grammaires de A-termes étend de maniére naturelle les grammaires de chaines et les grammaires
d’arbres.

Dans un premier temps, nous présentons donc ces grammaires de maniere formelle, avant d’exhi-
ber certaines de leurs propriétés, en particulier la mise a jour d’une hiérarchie de classes de langages au
sein du formalisme. Nous montrons ensuite que des formalismes connus peuvent étre encodés comme
des grammaires catégorielles abstraites, avant de conclure en montrant comment certains phénomenes
linguistiques peuvent étre traités dans ce formalisme.

4.3.1 Des grammaires de A-termes simplement typés

Nous avons vu que les grammaires de la hiérarchie de Chomsky traitent de chaines de mots, et
que la structure de monoide libre sur un alphabet définit un ensemble de chaines (ou de mots). En
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considérant les grammaires catégorielles abstraites comme des grammaires de termes simplement
typés, nous avons donc besoin d’une structure permettant de définir un ensemble de termes, a I’'image
du monoide libre sur les mots.

Définition 4.3.1.1. Une signature de A-termes est un triplet ¥ = (A, C, type) tel que :
o A est un ensemble fini de types atomiques.
o C est un ensemble fini de constantes.
o type: C = T (A) est une fonction d’assignation de types de T (A)

Pour une signature de A-termes X = (A, C, type), nous définissons A(X) = (Ay(X))aer () comme
¢étant la plus petite famille de A-termes typés a la Church sur un ensemble de variables X et sur C
vérifiant :

1. x* € Ay(2), pour toute variable x € X et tout type @ € 7 (A).
2. ¢ € Agype(e)(2), pour toute constante ¢ € C

3. si M € Ag(), alors Ax*.M € Ayp(2),

4. si My € Apso(X), My € Ag(X), alors M = M M; € Ay (2).

Ainsi, pour une signature de A-termes X = (A, C, type) et un type @ € 7 (A), 'ensemble A, (X) est fait
de tous les A-termes (typés a la Church) de type a, dont les constantes appartiennent a C, les types
assignés a ces dernieres étant donnés par la fonction d’assignation de types type.

Définition 4.3.1.2. Etant donnée une signature de A-termes X = (A,C, type), l'ordre de X est défini
par ord(X) = maxcccord(type(c))

Exemple 4.3.1.1. Nous reprenons I’exemple de la section 4.2.3 afin de construire le terme représentant
la sémantique de la phrase “Jean mange une pizza”. Une signature de A-termes permettant de générer
ce terme en n’utilisant que les types “entités” (i.e. e) et “valeurs de vérité” (i.e. t) est £ = (A, C, type)
ou :
o A={e,t}
e C ={Jean,mange, 1, A, pizza}
e la fonction type est définie par :
— type(Jean) = e
— type(mange) =e — e — ¢
— wpe(A)=(e—1) —t
— type(A)=t—t—t
— type(pizza) =e — t
Il est ainsi aisé de voir que J(Ax.A(pizzax)(mange Jean x)) appartient a A,(X).

Par analogie avec la construction algébrique des grammaires de Montague pour I’interface entre
syntaxe et sémantique, une signature d’ordre supérieur peut s’interpréter comme une algébre de A-
termes. Nous définissons a présent la notion de morphisme de signatures d’ordre supérieur suivant :

Définition 4.3.1.3. Efant données ¥, = (AL, C1, type,) et Ly = (A, Co, type,) deux signatures de A-
termes, un morphisme de signatures H = [F1,F2] de A(Xy) sur A(X;) est un couple de fonctions tel
que F1:C1— A(Xp) et Fo : Ay = T (Ay), et que vérifie :
e pour tout type a € T (A),
— sia=aecAalors H(a) = F>(a).
—a=a1 o ar €T (A), H(a)=H(ay) » H(ar).
e H(M)=
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— xH@ g M= x2,

— F1(0) si M = ¢ € C; qui plus est H(M) € Ao(X2) ot @ = H(type, (c)).
— MO H(M') si M = Ax*. M.

- 7‘((M1)7‘{(M2) siM = M]Mz.

Par induction, nous vérifions aisément que si M € Ay (Z1), alors H(M) € Agq(e)(Z2).

Définition 4.3.1.4. Une grammaire catégorielle abstraite (ou ACG pour Abstract Categorial Gram-
mar) est un tuple G = (£1,%, L, s) tel que :

o Xy = (A1,Cy, type,) est une signature de termes, appelée signature abstraite de G.

o Xy = (A2, Cy, type,) est une signature de termes, appelée signature objet de G.

o [ est un morphisme de signature de A(X1) sur A(Zy) appelé lexique de G.

® s est un type atomique de X1 appelé type initial de G.
Une telle grammaire est dite linéaire (resp. affine) si pour toute constante ¢ € C, le terme L(c) est
linéaire (resp. affine).

Remarque 4.3.1.1. Nous nous démarquons ici de la définition originelle de [de Groote, 2001], ou
les deux signatures, abstraite et objet d’'une ACG définissent des termes linéaires. Néanmoins, la
contrainte de linéarité apparaitra de manicre naturelle pour les grammaires non-contextuelles.

Définition 4.3.1.5. Erant donnée une ACG G = (Z1,Z2,L,s), Uordre de G est défini comme [’ordre de
.

Cette notion d’ordre nous permet en particulier de nous intéresser aux ACGs d’ordre 2, que
nous appellerons ACGs non-contextuelles (ou A-grammaires non-contextuelles). Pour ces dernieres,
comme nous le verrons par la suite, la signature abstraite est équivalente a une signature d’arbres.

Afin de poursuivre I’analogie avec les grammaires non-contextuelles de chaines, nous pouvons re-
garder ¥; comme I’alphabet gradué permettant de construire 1’ensemble des arbres de dérivation pour
cette grammaire, X, comme le monoide sur I’ensemble des symboles terminaux, et enfin £ comme la
fonction de lecture de la fronticre des arbres de dérivation. Cette analogie donne en fait lieu a un en-
codage des grammaires non-contextuelles [de Groote and Pogodalla, 2004], et 2 de nombreux autres
formalismes dont les dérivations ont une forme arborescente comme des ACGs non-contextuelles (cf.
section suivante).

Comme nous I’avons dit au préalable, les idées des grammaires universelles de Montague sont ici
strictement implémentées ; en effet, I’interface syntaxe-sémantique est réalisée par le morphisme £,
défini lors de la construction de la grammaire. Un autre aspect des ACGs, et qui distingue celles-ci des
grammaires catégorielles, est la spécification d’un niveau intermédiaire entre réalisations syntaxique
et sémantique des phrases. L’application de cette idée aux langages naturels fut originellement for-
mulée dans [Curry, 1961] (voir également [Muskens, 2006] pour une discussion), ol deux niveaux de
représentation des expressions d’un langage sont spécifiés : la tectogrammaire décrit les mécanismes
de dérivation d’une expression, sa structure, typiquement sous forme d’arbres de dérivation ; la phé-
nogrammaire décrit la réalisation de cette structure. Cette derniere peut donc décrire la réalisation
d’une phrase sous forme de concaténations de chaines, ce que nous nommons réalisation de surface,
ou bien sous forme de formules de la logique du premier ordre, sa réalisation sémantique.

Exemple 4.3.1.2. En guise d’exemple, nous définissons une grammaire catégorielle abstraite associée
a la sémantique de la phrase “Jean mange une pizza”. Dans un premier temps, nous donnons une
signature de A-termes rendant compte de la structure de cette phrase : Zrecro = (Arecros Crectos type, ;)
ou :
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® Aiecto = {np,s,n}
® Crocto = {jean,mange, une, pizza}
e type, . esttelle que:
- type,,..(jean) = np
- type,, . (mange) =np —np — s
- type,,..(une) =n— np
- typ etecto(p iZZCl) =n
Nous pouvons voir que cette signature est une signature d’ordre 2. Or, les A-termes du second-
ordre décrivent des structures arborescentes puisque nous ne pouvons pas dériver un terme a partir
de termes d’ordre 2 en utilisant la régle d’abstraction ; ainsi, une représentation arborescente de la
structure de la phrase “Jean mange une pizza” est la suivante :

mange

/

Jean une

pizza

Le A-terme correspondant a cette structure syntaxique est mange (une pizza) jean, qui est cor-
rectement typé et appartient a A (Z.c0). La signature associée a la réalisation sémantique de cette
phrase est donnée dans I’Exemple 4.3.1.1. Nous la noterons par X = (Asem> Csems type,,,,,)- 11 nous
reste a définir le lexique de cette grammaire catégorielle abstraite G e = (Ziecrtor Zsems Lsem» ). Concer-
nant, les types, nous obtenons les correspondances suivantes : L., (np) = (e = 1) = t, Leem(s) =1,
Liem(n)=e—t.

Les termes sont, quant a eux, transformés de la maniére suivante :

o Lm(jean) = AP.PJean

o L.m(mange) = APQ.P(A1x.Q(ly.mange y X))

o Lm(une) = APQ.A(Ax.A(Px)(Qx))

o L.m(pizza) = Ax.pizza x

Nous définissons a présent le langage reconnu par une grammaire catégorielle abstraite en deux
étapes, la premiere étape rendant compte du calcul des dérivations dans cette grammaire, la deuxi¢me,
de l'interprétation de ces dérivations par le morphisme donnée dans la grammaire :

Définition 4.3.1.6. Etant donnée une grammaire catégorielle abstraite G = (21,20, L, 5), nous défi-
nissons :
e [e langage abstrait de G par A(G) ={M € AyZ,) | FV(M) = 0}
e [e langage objet (ou plus simplement le langage de G) par O(G) = {M € A(X,) | il existe N €
A(G) tel que M = |L(N)|g}

Remarque 4.3.1.2. Dans le cas d’'une ACG du second-ordre, les termes du langage abstrait sont uni-
quement composés de constantes (on peut directement prouver que 1’abstraction de variables ne peut
étre utilisée) dont les types ont un ordre au plus 2 ; ces termes peuvent alors s’interpréter comme des
arbres.

En poursuivant I’analogie avec les grammaires non-contextuelles de chaines, le langage abstrait
correspond a I’ensemble des arbres de dérivation dont la racine est étiquetée par le symbole S, et le
langage objet au langage généré par la grammaire.
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Sur notre exemple, nous obtenons donc A(Ggern) = {mange jean (une pizza),mange (une pizza)
jean,mange jean jean,mange (une pizza) (une pizza)}.

Le langage de cette grammaire est donc donné par les formes S-réduites des termes images de
A(G) par L. ; en particulier, nous obtenons L, (mange (une pizza) jean) =

(APQ.P(Ax.Q(dy.mange y x))) (APQ.A(Ax.A(Px)(Qx)))(Ax.pizza x)) (1P.PJean)
; (APQ.P(Ax.Q(dly.mange y x))) (10.3(Ax.A(pizza x)(Qx))) (AP.PJean)
—p  (A10.(A10.3(Ax.A(pizza x)(Qx)))(A1x.Q(ly.mange y x))) (1P.PJean)
—>; (1Q.d(Ax.A(pizza x)(Q(Aly.mange y x)))) (1P.PJean)
—p  J(Ax.A(pizza x)((AP.PJean)(ly.mange y x)))
=5 d(Ax.A(pizza x)(mange Jean x))

Le langage de cette grammaire est donc composé des termes
e d(Ax.A(pizza x)(mange Jean x))),

e Jd(Ax.A(pizza x)(mange x Jean)))},

e mange Jean Jean et

dA(Ax.A(pizza x)(A(1y.A(pizza y)(mange x y))))

Afin de montrer I’articulation de I’interface syntaxe-sémantique de maniere complete, nous dé-
finissons une seconde ACG, Gy, = (Agyn, Coyns type,, ) décrivant la réalisation de surface de cette
phrase comme suit :

o Ay, = {str}.

e C,, ={Jean, mange, une, pizza}.

e type(c) = str pour toute constante ¢ € Cy;.

syn

La grammaire catégorielle abstraite produisant la réalisation de surface de cette phrase est finale-
ment définie par Gy, = (Ziecror Zsyns Lsyn» 8) telle que Lyy,(a) = str pour tout a € Ay, et :
Lyn(jean) = Jean
Ly(mange) = Axy.y +mange + x
Lgyn(une) = Ax.une +x
Lyn(pizza) = pizza
ol + est I’opération de concaténation de chaines '. Un des aspects importants que cet exemple met en
valeur est que I’ordre des mots dans une phrase est traité au niveau le plus bas possible, c’est-a-dire
au niveau de la réalisation de surface de la phrase. Cette propriété différencie également fortement les
ACGs des grammaires catégorielles, ol les structures de dérivation (i.e. des preuves) et les structures
de chaines sont fortement liées, au point que 1’ordre des mots se traitent au niveau dérivatif.

4.3.2 ACGs et formalismes grammaticaux

Dans cette section, nous montrons que les grammaires catégorielles abstraites présentent un cadre
de travail tres général, et en particulier, que de nombreux formalismes linguistiques connus peuvent y
étre représentés.

Icette notation est en fait une abréviation de la modélisation suivante, de chaines de caractére par des A-termes simple-
ment typés : le type o — o est assigné a toute chaine de caracteres, sauf au mot vide €, qui serait de type o ; une chaine
aj ...ay s’écrirait donc Ax.(ai(...(a;x)...)).
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Les grammaires d’arbres adjoints

Un encodage des grammaires d’arbres adjoints a été donné dans [de Groote, 2002]. Nous ap-
portons quelques modifications a cette construction : tout d’abord, remarquons que les grammaires
d’arbres adjoints que nous avons définies considerent toute feuille d’un arbre qui n’est pas une feuille
d’adjonction, comme une feuille de substitution (dans certaines définitions, les feuilles pouvant étre
substituées doivent €tre spécifiées). Ensuite, nous donnons une grammaire catégorielle abstraite dont
le langage objet est la frontiere des arbres reconnus par la grammaire d’arbres adjoints initiale, contrai-
rement a [de Groote, 2002], ou deux étapes sont clairement dissociés : la reconnaissance des arbres
dérivés, puis la construction des chaines formant la frontiere de ces derniers. La construction que
nous donnons considere en fait un lexique qui est la composition des deux lexiques données dans
[de Groote, 2002].

Soit une grammaire d’arbres adjoints G = (N, X, S, 7, A). Nous construisons une signature de A-
termes Xy = (Ay,Cy, type, ) telle que, pour chaque non-terminal B € N, il existe deux types atomiques
B; et By associés dans (A; (pour rendre compte, respectivement, de la substitution et de 1’adjonction
sur B) et, pour tout arbre ¢ € 7 U A fait de m nceuds internes étiquetés par des non-terminaux Ly, ..., Ly,
et n feuilles étiquetées par des non-terminaux E1,..., E,, nous associons une constante ¢, telle que :

e si t est un arbre initial de racine B, alors

typel(C,) = E1,1 4 ---,En,l Ed L],A - .. -Lm,A = B[
e sit est un arbre auxiliaire de racine B, alors
type, (¢;) = E1g— ..., Eng > Liga— ...Lya = Bs — By

De plus, a tout symbole B € N, nous associons une constante cp telle que type, (cg) = Ba.

Cette premiere signature décrit donc les contraintes d’adjonction et de substitution entre les noeuds
d’un arbre, a travers la composition de constantes du A-calcul simplement typé. Nous pouvons remar-
quer que c’est grace aux contraintes de typage que 1’on limite la composition des termes, et donc que
I’on décrit les opérations pouvant étre réalisées sur les noeuds des arbres. Enfin, les éléments termi-
naux ne sont pas pris en compte au niveau des termes de X, ou I’on ne fait que décrire les mécanismes
de dérivation.

Nous construisons donc une seconde signature de A-termes X, = (A, Ca, type,) permettant d’ob-
tenir la frontieére des arbres reconnus par la grammaire d’arbres adjoints initiale. Les objets manipulés
étant des chaines de caracteres, I’ensemble A, est réduit a un singleton {str}. De plus, a chaque ter-
minal a € ¥, nous associons une constante ¢, telle que type,(¢,) = str.

Enfin, nous donnons le lexique £ associé a cette grammaire. Intuitivement, a un arbre initial nous
faisons correspondre sa frontiere, et donc une chaine de caracteres, alors qu’un arbre auxiliaire est
vu comme une fonction qui transforme une chailnes de caracteres en une nouvelle chalne. Ainsi, pour
tout non-terminal B € N, nous obtenons L(type,(B;)) = str et L(type,(Ba)) = str — str. Enfin, étant
donné un arbre ¢t € 7 U A, le terme L(c,) décrit la chalne de caracteres associée, par concaténation
des chaines associées aux branches de la racine de I’arbre, de gauche a droite. Ainsi, dans un premier
temps, nous construisons le terme ¢(¢) associé un certain arbre ¢ par induction sur ¢ :

e sit=aeXalors ¢(t) =c,.

e si t = Bx (i.e. le pied d’un arbre adjoint) tel que B € N, alors ¢(f) = Fx, ou F et x sont des

variables fraiches.

e sit= B e N estun nceud de rang n dont les fils sont 7q,...,1,, alors

¢(1) = F(p(t1) + ...+ ¢(1n))
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ou F est une variable fraiche.
Le lexique transforme une constante ¢ de C; de la maniere suivante :
e sicestassoci€e aun arbre initial 7 € 7, alors type (¢,)=E1;— ...,Ey; > Lia—...Lya = Ry
nous construisons

L(©) = AF}...FyG...Gpd(D)

ou, pour tout i € {1,...,n}, la variable F; apparait dans ¢(¢) et est associée a la feuille E;;; de
méme, pour tout j € {I,...,m}, G; a une occurrence libre dans ¢(7) et est associ€e au nceud
interne L 4.

e si ¢ est associé a un arbre auxiliaire ¢ € ‘A, alors

L()=AF,...F,Gy...Gux.d(t)

ou les mémes remarques que précédemment s’ appliquent aux variables F1,...,F, et Gy,...,Gy,
et x est la variable associée au pied de ¢ dans ¢(¢).

On remarquera que la grammaires catégorielle abstrait ainsi construite, est une ACG du second-
ordre linéaire.

Afin d’illustrer cette construction, considérons la grammaire d’arbres adjoints de la Figure 4.2.
La grammaire catégorielle abstraite G associée a cette grammaires est G = (X1,%,L,57) ol X =
(A1, Cy, type, ) est construite comme suit :

o A ={S1,S4,NP;,NP4,VP;,VP4,ADV;,ADV 4}

e C= {ct—jean, Cr—boit» Cr—lentement>CNP> €S , €V P, €V, CADV }

o typel(ct—jean) =NPs— NPy, typel(ct—boit) =NP; > 84> VPs—> Vo> S1,¢ tentemens = VPA —

ADVA g VPA —>VPA

o type,(cnyp) = NPy, type,(Cs) = S a, type, (cyp) = VP4, type,(cy) = Va, type,(Capy) = ADV
La signature X, = (A, C2, type,) est construite de la manicre suivante :

o A, ={str}

e Cr ={jean,boit,lentement}

e pour toute constante ¢ de C, type,(¢) = str
Enfin, le lexique projette types et constantes de la maniere suivante :

LS =LVP) = LNP))=L(V) = LADV)) = str

L(Sa)=L(VPs) = LINP4) = L(Va) = LIADVy) = str — str

L(es) = Llenp) = Lleyp) = Ley) = L(capy) = Ax.x

L(C¢—jean) = AFnp.Fnpiean

L(¢t-poir) = AxnpFs FypFy.Fs(xyp+ Fyp(Fyboit))

L(C—tentement) = AFvpFapyFypixyp .Fyp(Fypsixypr + Fapylentement)

On remarquera I’utilisation particuliere des constantes ¢g de C; associée a chaque non-terminal
de N ; en effet, par application du lexique, ces constantes deviennent le terme identité Ax.x ; ce terme
est utilisé afin de n’effectuer aucune opération sur certains nceuds internes (qui sont susceptibles de
subir une opération d’adjonction). Ainsi, pour la phrase “Jean boit lentement”, nous obtenons le terme
Cr—boit (€ jeanCNP)CS (Ci—lentementCvPCADVCYP)Cy du langage abstrait de cette ACG.

Un des avantages majeurs de I’encodage des grammaires d’arbres adjoints en grammaires catégo-
rielles abstraites est celui de donner aux grammaires d’arbres adjoints, une interface vers la sémantique
de Montague. Cet avantage fut exploité dans [Pogodalla, 2004] afin de résoudre certains problémes
connus comme difficiles dans le cadre de la sémantique associée aux TAGs.
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Les grammaires non-contextuelles multiples

Nous donnons a présent un encodage des grammaires non-contextuelles multiples de chaines
comme des grammaires catégorielles abstraites du second-ordre. Cette transformation est extraite
de [de Groote and Pogodalla, 2004] pour les systemes de réécriture linéaire non-contextuelle, un for-
malisme équivalent aux MCFGs. L’idée de ces grammaires est de coder un tuple de chaines wy,...,w,
comme un A-terme linéaire AP.PM;...M,, ou M,...,M, s’interpréte comme wy,...,w, respective-
ment.

Soit une grammaire non-contextuelle multiple G = (Z, N, P,§) ; nous construisons une ACG G =
(Z1,Z2,L,S5) de telle sorte que le langage abstrait de G corresponde aux arbres de dérivation des mots
de L(G), et les termes de O(G) aux mots reconnus. Ainsi, la signature X; = (A;,Cy, type,) est telle
que :

e pour tout non-terminal B € N, il existe un type B dans Aj.

e a toute regle A(fy,...,1:) = A1(X11,..-s X1, )5 s An(Xn1,...,Xy,,) de P, nous associons une

constante ¢ € C; telle que :
type,(€)=A1 > ... > A, oA

La signature X, = (A, Ca, type,) est, quant a elle, construite de la maniere suivante :

o A, = {str}, str étant le type associé aux chaines de caracteres.

e pour tout terminal a € £ dans la MCFQG, il existe une constante ¢, qui appartient a A, (X7)
Le lexique associé a une MCFG est ensuite défini de la maniere suivante :

Sur les types : pour tout non-terminal B € N de rang r

L(B)=str— ... str — str
[y ——

r+1fois

Sur les termes étant donnée une régle p = A(t1,....4,) = A1(X1 155 X1 )se e An(Xn 1.0 X, ), €t 1
constante ¢ associée dans la signature abstraite,

L(c)= APy ... PyP.P{(AX].P2(Ax3. ... Py(Ax,.PM; ... M})))

ou, pour tout 1 <i<n,x; =Xx;1...X, et pour tout 1 < j<r, M; s’interpréte comme la chaine f;.

Afin d’illustrer cette transformation, considérons la MCFG G = {£,N, P, S} dont les regles de
dérivation sont les suivantes :

e S(xicxp) = A(xy,xp).

e A(ax1b,dxye) = A(x1,x2).

e A(ab,de).
Le langage reconnu par cette grammaire est donc L(G) = a"*b"cd"e", ou n > 0.

D’apres la méthode spécifiée ci-haut, nous obtenons une ACG du second ordre non-linéaire G =
(Z1,X2,L,8) telle que Xy = (A;,Cy, type,) est définie par :

e A ={S,A}

o Ci={ci,¢,¢3)

o type, ={c1P A S, A A3 A}
Et le langage abstrait de G est donc ¢ (cj¢3), ot n > 0.

La signature objet est X5 = (A2, C2, type,) Ou :

o Ay ={str}

e Cr=1{a,b,c,d,e}

e type,(c) = str pour toute constante ¢ € Cy.
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Finalement, le lexique est donné par L(S) = str — str et L(A) = str — str — str; de plus :

e [L(c]) =A0P.0(Ax1x2.P(x1 +Cc+x2))

e [(c) =AQP.Q(Ax1x2.P(a+ x1 +b)(d+ x2 + ¢))

e L(c3)=AP.P(a+b)(d+e)

On peut aisément vérifier que le langage reconnu par cette ACG est I’ensemble des termes de
la forme AP.PM tel que M s’interprete comme la chaine reconnue par la MCFG associée a cette
construction.

Enfin, on remarquera a nouveau que cette grammaire est une grammaire non-contextuelle linéaire.

Nous montrons a présent que ces grammaires définissent en réalité une hiérarchie sur les langages
de chaines, et les langages d’arbres.

4.3.3 Une hiérarchie de langages

Les grammaires catégorielles abstraites sont en fait un formalisme trés général. En effet, selon
I’ordre de la signature abstraite et I’ordre de la signature objet, que nous introduisons a la suite, il
est possible de définir une hiérarchie de langages. Dans cette section, les grammaires catégorielles
abstraites que nous considérons sont des ACGs linéaires.

Définition 4.3.3.1. Soit une ACG G = (Z1,%5,L,s), ou 21 = (A1,Cyq, type,) ; nous appelons ordre lexi-
cal de G la valeur ord(L(X1)) = maxyes, ord(L(a))

Définition 4.3.3.2. Une grammaire catégorielle abstraite G = (£1,Xy, L, s) appartient a la famille
G(n,m), si ord(Z) < netord(L(Z))) <m.

En particulier, nous dirons qu'une ACG G € G(n,m) est d’ordre n. Tout d’abord, nous pouvons
remarquer les grammaires catégorielles abstraites d’ordre 1 correspondent a des langages finis. Peu
de choses sont connues sur les grammaires catégorielles dont 1’ordre est supérieur a 3 ; nous nous
intéresserons par la suite uniquement aux ACGs d’ordre 2. Dans ce cas, comme nous 1’avons remarqué
dans la section précédente, les termes de la signature abstraite sont des arbres ; les ACGs du second-
ordre reconnaissent donc des langages abstraits qui sont les arbres de dérivations du langage objet
reconnu.

‘ ACG ‘ ‘ Langages de chaines
Gg2,1) = Réguliers
GQ2,2) = Non-contextuels
G(2,3) = | Non-contextuels multiples avec imbrication

Um24 g(z’ m)

Non-contextuels multiples

F1G. 4.3 — Hiérarchie des langages de chaines reconnus par des ACGs du second-ordre linéaires

Une hiérarchie de classes a été proposée pour la définition initiale des ACGs du second-ordre
de [de Groote, 2001], c¢’est-a-dire, pour ce que nous appelons les ACGs linéaires du second-ordre, en
fonction de I’ordre lexical des grammaires. Tout d’abord, nous considérons les langages de chaines
ainsi reconnus, dans le tableau de la Figure 4.3. Il est important de remarquer que la hiérarchie ainsi
exhibée met en évidence une nouvelle classe de langages : les langages non-contextuels multiples bien
imbriqués, que nous noterons par wn-MCFL pour well-nested multiple context-free languages. Des
formalismes tels que les grammaires d’arbres adjoints font en fait partie de cette classe de langages,
qui a des propriétés de robustesse intéressantes [Kanazawa, 2009, Kanazawa and Salvati, 2010]. De
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fait, la question se pose de savoir si cette classe de langages ne correspond pas mieux a la description
de phénomenes syntaxiques des langues naturelles que la classe des langages faiblement sensibles
au contexte. En particulier, le langage MIX = {w € {a,b,c}* | W, = [Wlp = [w|.} [Salvati, 2011], est
reconnu par une grammaire non-contextuelle multiple, et il reste a démontrer qu’il n’est pas un langage
non-contextuel multiple bien imbriqué. Or, ce langage ne rend, a priori, compte d’aucun phénomene
linguistique.

Par ailleurs, il a ét€ montré dans [Salvati, 2006] que tout langage reconnu par une ACG linéaire
d’ordre supérieur a 4 est également reconnu par une ACG linéaire d’ordre 4. La hiérarchie de langages
ainsi obtenue n’est donc pas infinie.

ACG ‘ ‘ Langages d’arbres
G2,1) = Réguliers
GQ2,2) = Linéaires Non-Contextuels
G(22,3) = Multiples et Réguliers

Um24 g(29 m)

Multiples et linéaires non-contextuels

FI1G. 4.4 — Hiérarchie des langages d’arbres reconnus par des ACGs du second-ordre linéaires

Enfin, il est possible d’étudier non pas les langages de chaines mais les langages d’arbres recon-
nus pas des ACGs linéaires. A nouveau, les grammaires catégorielles abstraites font apparaitre une
distinction claire entre langages réguliers d’arbres (dont la frontiere donne un langage non-contextuel
de chaines), langages linéaires et non-contextuels d’arbres (dont la frontiere donne un langage faible-
ment sensible au contexte avec imbrication), les langages multiples et réguliers d’arbres et enfin les
langages multiples, linéaires et non-contextuels d’arbres (voire Figure 4.4).

4.3.4 Traitement de certains phénomenes linguistiques

Nous montrons a présent comment certains phénomenes linguistiques peuvent étre traités par les
grammaires catégorielles abstraites, mettant ainsi en avant certaines propriétés obtenues grice a la
différenciation entre phénogrammaires et tectogrammaires, ainsi que 1’utilisation du A-calcul sur les
différentes représentations d’une phrase.

Dans ce qui suit, nous proposons des pistes quant a I'utilisation des grammaires catégorielles
abstraites pour traiter certains phénomenes ; une solution complete du traitement de ces derniers de-
manderait un travail supplémentaire qui n’a, pour I’instant, pas été réalisé.

Discontinuité

Le traitement de phénomenes syntaxiques discontinus a été a la base de la création de formalismes
étendant le calcul de Lambek. Ainsi, les grammaires multi-modales [Moortgat, 1996, Moortgat, 1997]
ou le calcul de déplacement [Morrill and Solias, 1993, Morrill et al., 2010] permettent de traiter cer-
tains cas de discontinuité. Comme nous I’avons déja exposé, le calcul de Lambek a pour inconvénient
de traiter de I’ordre des mots au niveau des dérivations. Les grammaires catégorielles abstraites dif-
ferent du calcul de Lambek et de ses extensions sur ce point. Nous montrons ici comment traiter deux
phénomenes particuliers de discontinuité parmi les exemples donnés dans [Morrill et al., 2010] : les
expressions figées discontinues et 1’ellipse verbale.

Dans le premier cas, considérons la phrase “John gives Mary the cold shoulder” (John fourne le
dos a Mary). Nous avons ici une expression figée “to give someone the cold shoulder”, pour lequel
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nous pouvons donner I’interprétation sémantique suivante : APQ.P(1x.0(g — cold — shoulder x y)), et
la représentation de surface suivante : Axy.x+give +y+ the + cold + shoulder. De maniere plus
générale, ’ACG G = (21,2, L,5) permettant de réaliser la structure de surface de cette phrase peut
étre définie par :

{NP,S},

{cjohn >Cmary, ccold—shaulder},
{cjnhn — NP, Crnary NP, Ccold-shoulder = NP — NP — S}

1. 24

{str},

2. % {john,mary,give,the,cold, shoulder},

¢ — str pour toute constante de la signature.

3. 1 NP str,S v str,
. Cjohn > JONN, Cpary P> Mary, Ceold—shoulder V> AXy.X+give +y+the +cold+ shoulder}

I1 est aisé€ de vérifier que le langage abstrait de cette grammaire contient Ccod—shoulder€ johnCmary
dont I’image par L et par S-réduction correspond a la phrase “John gives Mary the cold shoulder”.

Le deuxiéme phénomene linguistique pour lequel nous proposons une solution via les grammaires
catégorielles abstraites est I’ellipse verbale. En guise d’exemple, prenons la phrase “John eats salmon
and Mary, beef”. La difficulté est alors d’obtenir une représentation sémantique ou la constante as-
sociée au verbe “to eat” apparait deux fois, sans que cela soit le cas sur la réalisation de surface.
Nous utilisons ici la possibilité de rendre compte de phénomenes de copie a travers le A-calcul, en
construisant I'ACG Gy, = {Z, Xy, Lsyn} de la maniere suivante :

{NP,S},

{€jonn Ceats Cmary, Cheef > Csaimon, Cand >

{Cjorn > NP,Coqr : NP —> NP — S, Cpary - NP, Cpeer = NP, Csimon = NP,
Cayd > (NP> NP —-S)—> NP—>NP—>NP—->NP—-S}

1. =

{str},
2. X4 = 1{John,eat,Mary,beef, salmon},
{¢ > str, pour toute constante de Xy, }
3. L(NP)=L(S) = str
4. L(Coqs) = Axy.x+eat +y, L(Cong) = AXy121y222.X +y1 + 21 +and + yr+,+22), L(Cjonn) = John,
L(Cnary) =Mary, L(Cpeey) = beef, L(Csaimon) = salmon
Ainsi, le terme M = €4,d€johnCsalmonCmaryCheef appartient au langage abstrait de cette grammaire, et
L(M) correspond a la phrase prise en exemple “John eats salmon and Mary, beef.”.
Du c6té sémantique, nous construisons ’ACG Gqein = (£, Zsem» Lsem»S ) de telle sorte que :
{e,1},
L Zgem = {13, €, m,bparr, Spare},
ipemi—ee:e—(e—1) > t,bpur:e,Spu: e}
2. LIN)=e—>t,LINP)=¢e,L(S)=t

3. -E(cjohn) = /lP-Pj, L(cmary) = AP.Pm, L(cbeef) = /IP-Pbpart’ L(csalm()n) = /lP-PSpart, L(ceat) =
APQ.P(Ax.exQ), L(Cang = APQ1R1 Q2R AN(PQ1R1)(PQ2R2)
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Ainsi, pour le terme M cité ci-dessus, le terme sémantique L.,,(M) se S-réduit en
Aej Spart)(e m bpart)

Premierement, remarquons que X est une signature du troisiéme ordre, bien que le terme M qui
nous intéresse dans X ait une structure arborescente. Par ailleurs, nous avons ici utilisé un mécanisme
de copie ; en effet, dans le terme £L(c,,4), nous avons copié la variable P en deux endroits. La variable
P, de plus, est d’ordre 2. Comme nous le verrons au cours du chapitre suivant, des méthodes d’analyse
efficaces pour les ACGs ont été données pour des grammaires ou il est possible de réaliser de la copie
uniquement sur les variables d’ordre 1, dans le langage objet.

Par ailleurs, cette solution est peu élégante et n’est pas extensible : si I’ellipse se réalise sur n > 2
syntagmes, nous ne pouvons en rendre compte de maniere fine avec une telle modélisation. Une
maniere de combler ce défaut serait, par exemple, de traiter I’ellipse verbale d’une maniere identique
a I’anaphore, sous certaines conditions (par exemple, qu'un verbe apparaisse dans la méme phrase,
dans une position précédente) ; ainsi, lorsqu’une phrase a laquelle manque un verbe est rencontrée, le
verbe serait a chercher dans le contexte précédent cette phrase. Un tel traitement peut donc étre étudié
dans le cadre de la sémantique avec continuations, par exemple.

Notons qu’il serait intéressant d’explorer la traitement dans les ACGs d’autres phénomenes lin-
guistiques tels que les réflexifs, et d’autres problémes liés a la coordination et aux ellipses. Des phé-
nomenes d’extraction ont également été traités dans [Pogodalla and Pompigne, 2011] en utilisant une
extension des grammaires catégorielles abstraites avec types dépendants [de Groote et al., 2007], per-
mettant ainsi un contr6le fin sur les dérivations.

Accords syntaxiques

Nous montrons a présent comment intégrer certains aspects morpho-syntaxiques dans les ACGs,
en utilisant I’effacement dans le A-calcul. Les problemes d’accords apparaissent naturellement en
Francais sur les genres et nombres ; par exemple, 1’adjectif “grand”, se décline de différentes facons
selon le nom auquel il est rattaché. Il en est de méme pour les verbes, selon le sujet qui leur est
associé. Dans le cadre de formalismes linguistiques basés sur un systeme de typage, les solutions
proposées font appel a I’introduction de systemes de typage plus compliqués que le systeme de typage
simple, et plus exactement les types dépendants. Nous proposons ici de rester dans le cadre du A-calcul
simplement typé, afin de préserver la simplicité du systeéme de typage, et les propriétés d’efficacité de
I’analyse, comme nous le verrons par la suite.

Dans ce qui suit, nous noterons par a" — a le type a — ... = a — a. De méme, nous noterons par

n fois
mij, ou 0 <i < jsont des entiers, le terme Axy...x;.x;

Prenons pour exemple, la phrase “Jean et Marie mangent”. Nous pouvons ainsi définir la gram-
maire catégorielle abstraite suivante G = (X, Xy, £, S ), permettant de gérer les accords :

{NP,S},

1. £= {cjeana Cers Cmarie> Cmangers }’
{cjeun = NP,¢cey > NP — NP — NP, Cparie NP,cmanger :NP—S,}

{str},
2. Zsyn= {Jean, Marie, mange, manges, mangeons, mangez, mangent, et},

{pour toute constante c,c > str}}
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NP — (((str — str)®) — str) — str) — str,S > str,

Cjean > AP.Prt3 gJean,

3. L=1cuarie = AP.Pr3gMarie,

Crmanger > AP.P(Ax1x2.X2 + (x; M1 My M3 M4MsMs)),

Cot = APP1 Py Prig 6((P1(Ax1Xx2.X2)) + et + (P2(Ax1x2.X2)))

ou
(a) M| = M3 = Ax.x+mange
(b) M = Ax.x+manges
(c) M4 = Ax.x+mangeons
(d) Ms = Ax.x+mangez
(e) Mg = Ax.x+mangent

Ainsi, pour le terme €angerCmarie du langage abstrait de cette grammaire, nous obtenons la réali-
sation de surface “Jean+mange”. Par contre, pour le terme Cyanger (€t €parie €jean), NOUS obtenons la
réalisation de surface “Marie+et+Jean+mangent”.

Les accords sont ici gérés grace a I’effacement dans le A-calcul : en effet, nous pouvons voir que le
terme L(€anger) contient une liste de termes (les termes My, ..., Me) et la variable x; sert de sélecteur
sur cette liste, afin de sélectionner le verbe en accord. Le sélecteur est donc fonction du sujet associé au
verbe, et pour les termes £L(€jean) €t L(Cparie), il nous faut donc sélectionner le verbe sous sa forme a
la troisieme personne du singulier (grice a la projection 3 ¢) ; au cas ou la coordination est utilisée, la
projection nécessaire devient g 6. Bien entendu, un tel exemple ne permet pas de gérer correctement
les accords pour une phrase telle que “Jean et moi mangeons”, ce qui nécessiterait un raffinement de
la gestion des projections.”

Un mécanisme identique peut étre mis en place pour la gestion des cas dans les langues flexion-
nelles telles que 1’ Allemand ou le Néerlandais, le contréle étant, cette fois, donné au verbe, qui sélec-
tionnerait la forme morpho-syntaxique correcte sur les noms selon que ces derniers seraient placés en
tant que sujet, complément d’objet ou complément indirect dans la phrase.

Remarque 4.3.4.1. La grammaire ainsi définie est une ACG du second-ordre affine.

Facettes sémantiques

L’effacement dans le A-calcul, comme nous venons de le voir pour la gestion des aspects morpho-
syntaxiques, peut étre utilisé afin de sélectionner les termes désirés lorsqu’une méme unité lexicale
prend différentes formes. En sémantique, les différents aspects d’une entité peuvent correspondre aux
facettes lexicales de celle-ci. Ainsi, par exemple, “Hamlet” peut désigner un livre sous sa forme d’objet
(par exemple dans la phrase “Jean déchire Hamlet”), ou un livre sous sa forme de contenu informatif
(par exemple dans “Hamlet se lit facilement”) ou encore le personnage Hamlet (comme par exemple
dans “Hamlet est le prince du Danemark™). L’étude de ces différentes facettes et de leur acces est une
branche de la linguistique appelée la sémantique lexicale, décrite largement dans [Pustejovsky, 1991].
Des travaux récents faisant appel au A-calcul d’ordre supérieur ont également décrit une solution a
I’acces a ces facettes tout en préservant une sémantique compositionnelle [Bassac et al., 2010] ; dans

20n peut, par exemple, avoir deux types de projections, sélectionnant la personne pour la premigre, et le genre pour la
seconde ; par un encodage des booléens (T est représenté par Axy.x et L par Axy.y par exemple) et des structures condi-
tionnelles (AF xy.Fxy pour “if F then x else y”’) dans le A-calcul, il serait alors possible de sélectionner la forme correcte du
verbe.
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ces travaux, la sélection de facette et la vérification de la validité de cette sélection se fait au niveau
du typage des termes ; la solution que nous proposons ici réalise cette gestion au niveau du terme.

Nous prenons, cette fois-ci, la phrase “John lit Hamlet” comme exemple, et supposons que la
tectogrammaire permette d’obtenir 1’arbre associ€ au terme €;/€ jeanChamier dans la signature de termes
suivante, faisant office de tectogrammaire pour cette phrase :

{NP,S},
L= {cjean7clit7chainlet}a
{cjean — NP,¢jy > NP —> NP — Sachamlet — NP}

Nous proposons alors de décrire les différentes facettes sémantiques des noms propres par une liste
de facettes ; ainsi, nous construisons la signature de termes suivante pour la représentation sémantique
de notre exemple :

{e,t},
{jean perss lit,hamlet ., hamlet,,;, hamlet;, ;,, undefined},
Zsem = {{jean,,,, > e,undefined - e,

litbe—oe—rt,

hamlet,,,; — ¢,hamlet,,; — e,hamlet;,;, — e}

Remarque 4.3.4.2. La constante undefined correspond a un cas ot une facette sémantique n’est pas
définie pour I’entrée lexicale. Dans notre exemple, il n’existe pas de facette d’objet physique ou de
contenu informationnel pour I’entrée Jean. Une analyse générant une forme sémantique ou undefined
apparait serait donc rejetée.

Enfin, le lexique est finalement défini par :

NP (3 >e)—>(e—>1)—1,S 1),

Cjean /lQP.P(Qjeanpm undefined undefined),
Chamier = AQP.P(Ohamlet,,..; hamlet,, jhamlet;, ),
lit = APQ.Pr 3(Ax.0m3 3(Ay it x y)),

Nous obtenons alors £(c;¢ jeanchamle,)—% lit jean hamlet;, 7, .

pers
A nouveau, nous ne donnons ici, pas une solution complete a des phénomenes complexes de la
sémantique compositionnelle, tels que la possibilité de rejeter des phrases comme : “Jean mangea un

saumon rapide et délicieux”.

Remarque 4.3.4.3. Cette grammaire est une ACG du second-ordre affine.

4.4 Conclusion

Au cours de chapitre, nous avons présenté différentes propositions pour le traitement automa-
tisé de la syntaxe et de la sémantique des langues naturelles. Dans un premier temps, nous avons
introduit le concept de grammaire générative, et certains formalismes étendant le concept de gram-
maires non-contextuelles de chaines (tels que les grammaires d’arbres adjoints ou les grammaires
non-contextuelles multiples), permettant de rendre compte de phénomenes syntaxiques complexes.
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Les langages générés par de tels grammaires appartiennent a une classe de langages appelées faible-
ment sensibles au contexte, se situant entre les langages non-contextuels et les langages sensibles au
contexte dans la hiérarchie de Chomsky.

Par ailleurs, nous avons présenté les apports de I’introduction du A-calcul simplement typé a
I’étude de la sémantique des langues, que nous devons a Richard Montague. Dans le théorie de ce
dernier, les bases d’une construction algébrique de I’interface entre syntaxe et sémantique ont été
posées, définissant ces deux différents niveaux du langage par des algebres, et ’interface entre ces
niveaux étant réalisés par application de morphismes.

Les grammaires catégorielles abstraites se nourrissent de ces idées ; elles peuvent en effet étre
vues comme une implémentation complete de la théorie montagovienne : les algebres sont des al-
gebres de A-termes simplement typés, et les morphismes, des morphismes sur ces algébres. Qui plus
est, ’interface entre réalisation de surface et réalisation sémantique d’une phrase est enrichie d’une al-
gebre supplémentaire, représentant les dérivations des phrases. Nous avons pu voir que ce formalisme
défini un cadre général dans lequel étudier I’interface syntaxe-sémantique, dans le sens ot nombreux
formalismes grammaticaux connus peuvent &tre vus comme des grammaires catégorielles abstraites.
De cette manicre, les ACGs permettent de définir une hiérarchie de classes de langage qui permet,
en particulier, de dissocier clairement les langages générés par des TAGs de ceux générés par des
MCEFGs.

Finalement, nous avons mis en avant certains apports des ACGs quant a I’étude de phénomenes
complexes, tels que certains cas de discontinuité (grace au fait que I’ordre des mots peut n’€tre traité
qu’au niveau de la réalisation de surface dans les ACGs), les accords syntaxiques, ou encore 1’ajout
d’information de la sémantique lexicale. Ces apports sont, pour le moment, a relativiser, car I’étude
de ces phénomenes méritent d’€tre approfondie, et certaines solutions que nous proposons sont ru-
dimentaires. Néanmoins, elles permettent de mettre en valeur, par exemple, I’apport de I’effacement
dans les ACGs.

Par la suite, nous montrerons que des algorithmes efficaces de reconnaissance d’ACGs affines
(c.a.d. linéaires avec effacement) ont été mis en valeur au cours de cette these. En particulier, nous
donnerons une construction de reconnaisseurs dans le langage Datalog, un langage de programmation
logique. Un telle construction fait suite a une longue tradition de 1’utilisation de ce style de program-
mation en analyse du langage naturel, comme montré au chapitre suivant.
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Chapitre

Programmation logique et analyse
grammaticale

Nous montrons a présent comment construire des reconnaisseurs pour les grammaires catégo-
rielles abstraites du second-ordre, i.e. dont les structures de dérivation sont des arbres. Les reconnais-
seurs que nous allons construire font appel a des éléments de la programmation logique, et en particu-
lier au langage Datalog, a la suite des travaux de Kanazawa [Kanazawa, 2007, Kanazawa, 2008]. Ce
langage est basé sur des regles d’inférence de la logique du premier ordre, et peut étre vu comme une
restriction du langage Prolog [Colmerauer and Roussel, 1996, Sterling and Shapiro, 1986]. Comme
nous le verrons, ce dernier a déja fait I’objet d’études dans le cadre de I’analyse de grammaires non-
contextuelles de chaines ; les reconnaisseurs construits par Kanazawa étendent donc des constructions
connues pour des formalismes grammaticaux plus faibles. Ces consructions d’outils de reconnais-
sance grammaticale s’appuient essentiellement sur la correspondance naturelle entre les arbres de
dérivation dans une grammaire, et les arbres d’évaluation d’une requéte. Par ailleurs, Prolog a été€ am-
plement utilisé pour la construction d’analyseurs syntaxiques de langages naturels, via le formalisme
des grammaires de clauses définies, par exemple et comme nous 1’évoquerons dans ce chapitre. Un
autre des avantages offerts par la programmation logique est que la construction d’algorithmes d’ana-
lyse connus pour les grammaires non-contextuelles, en particulier les algorithmes CYK et de Earley,
correspondent a des paradigmes d’évaluation et de transformation de programmes spécifiques dans
Datalog, et nous nous appuierons sur ces paradigmes pour donner des algorithmes de reconnaissance
de grammaires catégorielles abstraites du second-ordre.

Au cours de ce chapitre, nous présenterons, dans un premier temps, les algorithmes d’analyse
CYK et Earley, pour le cas des grammaires non-contextuelles de chaines ; ensuite, nous présenterons
le langage Datalog de maniere succincte, en s’attachant a montrer les similitudes entre des techniques
de réécriture de programmes et des techniques de construction d’algorithmes d’analyse grammati-
cale ; enfin, nous développerons la technique d’analyse pour les ACGs du second-ordre donnée dans
[Kanazawa, 2007, Kanazawa, 2008], et s’appuyant sur les paradigmes précédemment introduits.



5.1 Algorithmes de reconnaissance grammaticale

Les algorithmes de reconnaissance grammaticale peuvent étre divisés en deux familles : les al-
gorithmes descendants et les algorithmes ascendants. Considérons une grammaire non-contextuelle
de chaines G = (N,%,P,S) et un mot a reconnaitre w = aj ...a,, ou pour tout i € {1,...,n}, a; est un
symbole terminal appartenant a I’ensemble X. Comme nous avons pu I’évoquer au cours du chapitre
précédent, la reconnaissance de w consiste a rechercher I’existence d’un arbre de dérivation de G dont
la frontiere est w, et la racine est S. Dans le cas, d’un algorithme descendant, la recherche d’un tel
arbre est réalisée en considérant, en premier lieu, le terminal S et en construisant 1’arbre désiré par
application des regles de production de la grammaire ; ce procédé est itéré de maniere descendante
sur les noeuds de I’arbre étiqueté par des non-terminaux. Dans le cas d’un algorithme ascendant, la
reconnaissance est réalisée en considérant, en premier lieu, la frontiere w, puis en prédisant les regles
de production de la grammaire permettant de construire ce mot, de maniére ascendante jusqu’a obtenir
le symbole terminal S ; alors qu’un seul arbre de dérivation est construit en effectuant une reconnais-
sance descendante (pour obtenir I’ensemble des arbres, la requéte doit étre relancée, soit sur la requéte
initiale, soit sur une des itérations), la reconnaissance ascendante permet de construire I’ensemble des
arbres de dérivation pour le mot w. Si plusieurs arbres de dérivation existent pour un mot w, nous
dirons que la grammaire est ambigugé.

Par ailleurs, les algorithmes de reconnaissance descendante souffrent du fait qu’il faille mettre en
place une méthode de “backtracking”, c¢’est-a-dire de retour arrieére dans le construction de I’arbre de
dérivation. En effet, si la méthode utilise une certaine regle a 1’étape k, mais que cette régle s’avere
erronée a 1’étape k + [, il nous faut pouvoir reprendre la recherche a I’étape k. Nous nous intéresserons
donc a deux algorithmes de reconnaissance ascendante : les algorithmes CYK (en référence a Cocke,
Younger et Kasami) [Kasami, 1965, Younger, 1967, Cocke and Schwartz, 1970], et 1’algorithme de
Earley [Earley, 1970] qui réalise la reconnaissance ascendante guidée par une prédiction descendante.

5.1.1 D’algorithme de Cocke-Younger-Kasami

Cet algorithme est un algorithme ascendant pur, qui nécessite que la grammaire en entrée soit, au
préalable, mise sous forme normale de Chomsky :

Définition 5.1.1.1. Une grammaire non-contextuelle G = (N, X, P,S) est sous forme normale de Chom-
sky (abrégé en CNF) si les regles de production de P sont de la forme :

1. A= BC, ou A,B,C €N, ou

2. ADaouAeNetac.

Remarque 5.1.1.1. 1l est connu que pour toute grammaire non-contextuelle G, il existe une grammaire
non-contextuelle G’ en CNF telle que L(G) = L(G").

L’algorithme CYK se caractérise par la maintenance d’une table 7', contenant des éléments de
la forme [i,A, jl, oU A e Net0<i< j<n,nétant la taille du mot w = a; ...a, a reconnaitre (nous
parlerons donc d’algorithme tabulaire). Ainsi, 1’ajout d’un élément [i,A, j] a la table T indique que la
sous-chaine a;y1 ...a; a pu étre dérivée a partir du non-terminal A (i.e. A =" a;1 ...a;). L’algorithme
s’arréte lorsque [0, S, n] appartient a la table 7 (dans ce cas, w € L(G)), ou lorsque plus aucun élément
ne peut €tre ajouté a la table (dans ce cas, w ¢ L(G)).
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1: function CYK(G, w)

2: T:=0

3: forall je{l,...,n}

4. foral A=>a;eP

5: ajouter([j—1,A, j1.T)

6: forallie{j—1,...,0}

7: forallke{i+1,...,j—1}

8: forallA=> BCeP

9: if [i, B,k],[k,C,jleT

10: ajouter([i,A, j1,T)

11: return[0,S,n]eT

FI1G. 5.1 — Algorithme CYK

_ A>a; i,B,k k,C,j
[j-1,A,]] “@=a) [ ][i,A,jg /1 (A— BC)

F1G. 5.2 — Regles de déduction pour I’algorithme CYK

L’algorithme est donné sous forme de pseudo-code en Figure 5.1. Une version alternative de cette
algorithme est donnée en Figure 5.2, sous forme de regles déductives (le systeme déductif ainsi créé
est appelé schéma d’analyse ou parsing schemata)

D’apres cette représentation, nous pouvons déterminer les complexités en temps et en espace de
I’algorithme CYK. En effet, la complexité en temps est bornée par la regle correspondant a 1’analyse
des reégles de production de la forme A — BC. Cette regle de déduction fait intervenir trois entrées dans
la table T, et une régle de production A — BC ; la complexité en temps est donc de 1’ordre O(|P|n?).
De plus, le nombre d’entrées de type [i,A, j] est borné par O(|P|n?), qui est donc la complexité en
espace de cet algorithme.

Cependant, I’algorithme CYK n’est pas optimal ; en effet, d’'une part, nous avons vu qu’il est
nécessaire de transformer la grammaire initiale en une grammaire sous forme CNF; d’autre part,
la reconnaissance se fait sans tenir compte des informations pouvant étre données par les arbres de
dérivation en cours de construction. Il est en effet possible que la reconnaissance se poursuive sur un
non-terminal inapproprié, impliquant ainsi que des informations inutiles a la construction des arbres
de dérivation finaux soient rajoutées a la table 7.

5.1.2 D’algorithme de Earley

Comme nous venons de le voir, une méthode da reconnaissance ascendante pure n’exploite pas
les informations données par les arbres de dérivation en cours de construction ; de maniere identique,
pour une reconnaissance descendante, nous n’utilisons aucune information donnée par les symboles
terminaux composant le mot a reconnaitre, et il se peut qu’une branche de recherche s’avere erronée,
forcant ainsi le “backtracking”. La méthode donnée par 1’algorithme de Earley permet de combler a
ces deux manques, en utilisant certaines informations exploitées par les reconnaisseurs descendants
(informations données par les non-terminaux) et par les reconnaisseurs ascendants (données pas les
terminaux). De plus, et contrairement a 1’algorithme CYK, 1’algorithme de Earley ne nécessite pas de
transformation préalable de la grammaire en entrée.
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1: function Earley(G, w)
2: T:={[0,S = ey,0]|S =>vyeP};
A:={[0,S > ey,0]|S =yeP};, /* INITIALISER */
3: forall je{0,...,n}
4: for all [i,A = a@ead’,j—1]€T /* SCAN a */
5: ifa=a;
6: ajouter([i,A = aaea’,j|,T)
7 ajouter([i,A = aaed’, jl,A)
8: while A # 0
9: [k,A = aea’, j] :=retirer_quelconque(A)
10 : if o’ = BB
11: foral B=>yeP /* PREDIRE B=1y */
12 if[j,B=>ey,jl¢gT
13: ajouter([j, B = oy, j1,T)
14 : ajouter([ j, B = ey, jl,A)
15: forall [j,B= ye,jleT /* COMPLETER */
16 : if [k,A= aBep,jl¢T
17 : ajouter([k,A = aBepg,jl,T)
18 : ajouter([k,A = aBepf, j],A)
19 : ifo =€
20 : forall [i,B= BeAy,kleT
21: if[i,B=>pAey,jl¢T
22 ajouter([i,B= A ey, jl,T)
23 ajouter([i,B= BA ey, jl,A)

24 : return [O,S,n]eT

F1G. 5.3 — Algorithme de Earley

Cet algorithme est également de type tabulaire. Les éléments de cette table sont cependant diffé-
rents et de la forme [i,A = a ¢, j], ou

e «,( appartiennent a (N UX)"

e A = af appartient a P

e le symbole e sépare les éléments déja reconnus (2 gauche de o), des éléments a reconnaitre (a

droite).

Un tel élément est ajouté a la table 7', si S =% a;...a;Ay est vérifié pour un certain y € (N U X)*
et si @ =" ajy1...a; ou i < j. Une telle condition peut étre vue comme une complexification de la
condition d’ajout d’éléments a la table T dans 1’algorithme CYK afin d’intégrer une condition de
correction par préfixe : a toute étape de la reconnaissance, nous vérifions que la sous-chalne jusqu’a
présent reconnue est un préfixe du mot w en entrée.

Afin de mettre en place cet algorithme, nous introduisons une deuxieme table qui contient 1’en-
semble des éléments de T devant encore étre reconnus. Nous appelons cette table 1I’agenda et 1a notons
A. Deux entrées identiques ne seront jamais ajoutées dans 1’agenda afin d’assurer la terminaison de
I’algorithme.

L’algorithme est donné en Figure 5.1.2. Nous pouvons y distinguer plusieurs étapes : lors de
I’étape d’initialisation, nous incluons les éléments de la forme S = ey (ou § = 7 est une regle de
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production de la grammaire) dans la table et I’agenda ; I’intuition est que nous devons pouvoir utiliser
une de ces regles afin de construire I’arbre de dérivation ; contrairement a 1’algorithme CYK, I’ utili-
sation de cette regle se fait au début de 1’algorithme, en prédisant que cette reégle devra étre utilisée
dans la construction de la dérivation. L’ étape de lecture (ou SCAN) permet de vérifier que les arbres
en cours de construction sont correctes a chaque étape pour le mot w a reconnaitre ; en effet, lors de
cette étape, nous nous assurons que la sous-chaine reconnue jusqu’a présent est un préfixe du mot w.
Ainsi, nous remarquerons que les étapes de lecture se font de gauche a droite sur le mot w. L’étape
de PREDICTION permet de construire de maniére descendante la branche courante, amenant 2 la
reconnaissance d’une sous-chaine. La COMPLETION permet de valider cette recherche en cloturant
une branche.

On remarquera que cet algorithme se caractérise par le fait qu’il réalise une reconnaissance as-
cendante d’un mot en exploitant les régles de production de la grammaire de manieére descendante,
puisque pour chaque nouveau symbole analysé (par une opération SCAN), cette analyse intermédiaire
est validée en construisant la branche de I’arbre correspondant. Nous dirons également que c’est un
algorithme ascendant avec prédiction descendante. Une autre maniere de voir cet algorithme est de
voir que la reconnaissance se fait par le symbole terminal le plus a gauche. Comme pour 1’algorithme
CYK, nous donnons une définition alternative de cet algorithme sous forme de schéma d’analyse :

 __ (Initialiser) [i,A— aeap, ]
[0,S — ey,0] [LA— aaep,j+1] (Scan)
[1’4 —@e B'Bf ]l (Prédire B — ) [LA—>a ..Bﬂ’ k] [k’_B = ve.J] (Compléter)
[j,B — ey, ]l [i,A > aBep,j]

F1G. 5.4 — Regles de déduction pour I’algorithme de Earley

Du point de vue des performances de cet algorithme, la complexité en temps est bornée par la
regle de complétion, qui fait appel a trois entrées dans la table et a deux regles de production. Ainsi,
cette complexité est O|(P|>n?). La complexité en espace est 2 nouveau polynomiale et est donnée par
O(PIn?).

5.2 Reconnaissance grammaticale et déduction logique

5.2.1 Un langage de programmation logique : Datalog

Datalog [Ceri et al., 1989] est un langage de requétes sur des bases de données relationnelles et
qui est basé sur un paradigme logique. En effet, I’acces aux données se fait par I’intermédiaire de
regles, qui correspondent a des formules de la logique du premier ordre, et plus particulierement a des
clauses de Horn. Ainsi, lorsqu’une requéte est lancée sur un programme Datalog, de nouveaux faits
sont construits a partir des faits initialement donnés et de ceux construits précédemment au cours de
I’exécution de la requéte. Pour une requéte donnée, la programme renvoie donc une valeur de vérité
(au cas ou la requéte ne contient pas de variables) correspondant a la validité de cette requéte dans
le programme (le fait exprimé dans la requéte peut-il étre dans ce programme ?), ou un ensemble
d’assignations de valeurs aux variables de la requéte, spécifiant ainsi les valeurs pour lesquelles la
requéte est valide.
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Syntaxe et évaluation

Définition 5.2.1.1. Une régle r d’un programme Datalog est donnée sous forme de clauses de Horn
L().‘-Ll,...,Ln

ou chaque littéral L; est de la forme P(ty,...,t,) tel que

e P est un prédicat et

e pour tout j€{1,...,m}, t; est un terme (i.e. une constante ou une variable).
Lo est la téte de la regle; Ly,...,L, son corps, éventuellement vide. Au cas oii le corps de la regle est
vide, nous dirons que r est un fait.

Un littéral, une régle ou un fait ne contenant pas de variables sera dit pur.

Notation 5.2.1. Nous noterons par P, P, %P, ... les programmes Datalog, par des lettres latines majus-
cules les prédicats, par des lettres latines minuscules les constantes et par des lettres latines minuscules
grasses les variables d’un tel programme.

Remarque 5.2.1.1. L’ensemble des prédicats d’un programme Datalog définit un alphabet rangé;
ainsi, a 'image des non-terminaux d’une grammaire non-contextuelle multiple, a chaque prédicat
d’un programme est associé une arité fixe (étant donné un littéral P(t,...,t,) dans un programme %,
le prédicat P peut donc étre vu comme une relation n-aire).

On remarquera que les regles d’un programme Datalog se différencient dans leur syntaxe de celles
d’un programme Prolog par le fait que :
e les termes d’un prédicat sont, soit des constantes, soit des variables, mais ne peuvent pas étre
des termes fonctionnels.
e le négation n’est pas utilisée (néanmoins, des extensions de Datalog incluant la négation ont été
étudiées).

Définition 5.2.1.2. Etant donné un programme Datalog P, nous dirons que celui-ci vérifie la condition
de sireté si pour toute regle r de P, toute variable apparaissant dans la téte de r apparait dans le
corps de celle-ci.

Nous dirons alors que le programme P est siir.

Cette condition donne lieu a une propriété importante : I’ensemble des faits pouvant &tre dérivés
dans un programme sir est fini. En effet, grace a cette condition, toute variable apparaissant en téte
d’une regle r a au moins une occurrence dans le corps de r. Cette condition empéche donc les variables
de téte de régle de prendre une valeur quelconque lors de 1’évaluation d’une requéte.

Un programme Datalog # est usuellement divisé en deux parties :

1. la base de donnée extensionnelle (notée ext($)) qui contient des faits purs. Ceux-ci peuvent
étre stockés dans une base de données relationnelle.

2. la base de données intentionnelle (notée int($)) qui est faite de regles (la plupart du temps
sans faits). Dans le cas d’un programme siir, il s’agit donc de régles dont les corps ne sont pas
vides.

Enfin, nous donnons la syntaxe suivante pour une requéte sur un programme Datalog P :

7:-P(ty,...,1)

ou P est un prédicat n-aire du programme P et fq,..., 1, sont des termes.
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Exemple 5.2.1.1. Nous nous proposons de construire une base de données permettant de savoir si
deux personnes sont de la méme génération ; nous définissons tout d’abord la base de de données
extensionnelle permettant de déclarer des personnes et leurs liens de parenté.

PERS (marcel). PARENT (marcel, baptiste).
PERS (nicole). PARENT (nicole, clotilde).
PERS (marc). PARENT (marc,marcel).
PERS (baptiste). PARENT (marc,nicole).
PERS (clotilde).

Puis, nous donnons les regles de la base de données intentionnelle qui permettent d’obtenir les
liens familiaux entre les individus :

ri: GEN(x,X):-PERS (x).
rp: GEN(X,y):-PARENT(X,X1),GEN(X1,y1), PARENT(y,y1).

Nous nous intéressons, a présent, a de méthodes d’évaluation de requétes. Dans la premicre, dite
descendante (ou top-down), la recherche de solutions dans la base de données est réalisée en considé-
rant le prédicat P de la requéte, puis en essayant d’appliquer chaque regle de ext () U int () dont le
prédicat de téte est P, et ou les variables ont été éventuellement instanciées par des constantes de la
requéte si celles-ci sont sur la méme position en argument du prédicat P ; la méthode est ensuite itérée
sur chaque littéral du corps de la regle sélectionnée. A I’image des programmes Prolog pour lesquels
cette méthode est utilisée, il nous faut mettre en place une technique permettant de remonter dans
I’historique de recherche lorsqu’une branche en cours d’exploration échoue a donner une réponse a la
requéte (de telles méthodes portent le nom de backward chaining). Selon les méthodes, il est possible
qu’il faille également éviter des cycles dans I’arbre de recherche (c’est le cas pour les méthodes en
profondeur d’abord).

Remarque 5.2.1.2. On notera que, dans Prolog, I’évaluation est réalisée de maniere descendante, avec
une implémentation en profondeur d’abord avec backward chaining. Ainsi, la terminaison d’une éva-
luation dépend de I’ordre des regles et de I'ordre des littéraux dans celles-ci. En effet, prenons le
programme suivant, équivalent au programme précédent écrit pour Datalog :

ri: GENKX,y):-GEN(x1,y1), PARENT(X,X1), PARENT(y,y1).
ry: GEN(X,X):- PERS (x).

Alors, une évaluation descendante et en profondeur d’abord de la requéte ?:-GEN(X,y) ne s’ arré-
terait pas, puisque elle bouclerait sur GEN(Xy,Yy1).

La deuxieme famille de méthodes d’évaluation, est dite ascendante (ou bottom-up). Elle est utilisé
dans Datalog et est celle que nous considérons par la suite. Ces méthodes consistent a prendre les faits
de ext (%) et a dériver de nouveaux faits en utilisant les regles de int(P); la méthode est itérée sur
le nouvel ensemble de faits ainsi obtenu jusqu’a ce que cet ensemble se stabilise (la méthode consiste
donc en la recherche d’un point fixe sur I’ensemble des faits). Une fois I’ensemble final obtenu, nous
sélectionnons les faits répondant a la requéte. Parmi ces méthodes, la version dite “naive” souffre de
deux inconvénients majeurs :

1. il est possible qu’'un résultat intermédiaire soit calculé plusieurs fois, alors que les faits obtenus
ne modifient plus I’ensemble des faits en cours de construction.

2. la méthode produit I’ensemble des faits pouvant étre dérivés dans la base de données ; ceux qui
ne sont pas nécessaires ne sont éliminés qu’a la fin de la méthode.
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Par la suite, nous verrons que la méthode dite semi-naive permet de résoudre les problemes expo-
sésen 1.; des méthodes de transformation de la base de données extensionnelle telles que la réécriture
par ensembles magiques permettent de résoudre les problemes décrits en 2.

L’évaluation semi-naive

Nous avons décrit une version naive de 1’évaluation ascendante. Nous donnons une optimisation
de cette méthode a travers 1’évaluation dite semi-naive ou de point-fixe différentiel. Cette méthode est
simple dans sa formulation : plutdt que de calculer un nouvel ensemble de faits a partir de I’ensemble
total de faits a I’itération précédente, nous calculons simplement les faits a rajouter. L’idée générale
de cette méthode est que, si a I’étape k de calcul de I’ensemble des faits, un nouveau fait a été rajouté,
il ne peut provenir que de 1’utilisation d’une régle dont un littéral du corps a été instancié par un fait
déduit a I’étape k— 1.

Afin de réaliser cette procédure, I’ensemble des faits est divisé en deux : ’ensemble F des faits
présents et I’ensemble différentiel de faits AF. Ce dernier contient I’ensemble des faits déduits lors de
la derniére étape de calcul. Nous notons par 7 et AXF les ensembles F et AF a I’étape de calcul k.
Remarquons que A¥F = Fk — Fk-1,

Un fait P(ay,...,a,) appartient & A¥*!F ssi il existe une régle

P(Xla“-9Xn):_Pl(Xlls---’Xlnl)’”-7Pm(xm17--~,anm)

telle que :
1. P(ay,...,an):-Pi(ait,....ain,)s- - Pm(@mi,. .., Gmn,,) €st dérivable
2. pourtouti€ {1,...,m}, Pi(a;,...,ai,) appartient a Fk.
3. ilexiste i € {1,...,m} tel que P;(a;i,...,a,) appartient a ArFF
La méthode se termine lorsqu’un point fixe est atteint.

Remarque 5.2.1.3. On remarquera une certaine analogie entre les deux ensembles maintenus par cette
méthode et les deux tables de I’algorithme de Earley décrit précédemment. Ainsi, la table 7' contient
I’ensemble des éléments dérivées, de méme que I’ensemble ¥ contient ’ensemble des faits dérivés ;
I’agenda A contient I’ensemble des éléments dérivés lors de la derniere étape de calcul, ces éléments
étant les seuls a étre utilisés pour dériver de nouveau éléments ; il en est de méme pour AF .

Réécriture par ensembles magiques

Nous donnons a présent une méthode de transformation de programmes Datalog permettant de
pallier au fait que les méthodes ascendantes ne rejettent les faits inutiles qu’a la fin de 1’évaluation.
Grace a cette méthode, les faits créés sont les mémes que ceux qui seraient créés par une évalua-
tion descendante. Le programme obtenu par cette méthode, est plus grand que le programme initial,
incluant de nouveaux prédicats dans la base de données intentionnelle ; ces prédicats supplémen-
taires servent en fait de contraintes, forcant les variables a vérifier certaines conditions supplémen-
taires. Plusieurs méthodes et extensions de la méthode originale ont été décrites, et nous nous inté-
ressons ici uniquement a la méthode de réécriture par ensembles magiques supplémentaires, expo-
sée dans [Beeri and Ramakrishnan, 1991]. Cette méthode permet d’inclure un moyen de réaliser de
la prédiction descendante pour une telle méthode d’évaluation. Nous pouvons remarquer 1’analogie
entre une évaluation ascendante d’un tel programme et 1’algorithme d’Earley pour I’analyse gram-
maticale de grammaires non-contextuelles de chaines. Nous verrons plus loin que cette méthode de
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réécriture permet effectivement de construire de tels algorithmes, non seulement pour les grammaires
non-contextuelles de chaines, mais également pour les grammaires catégorielles abstraites du second-
ordre.

Définition 5.2.1.3. Etant donnés un programme Datalog P et une requéte ? :- P(t1,...,t,) sur ce pro-
gramme, pour toute regle P(ty1,...,ton):-L1,...,Ly de P nous dirons que :

e pouri€{l,...,n}, sity; est une occurrence de variable, elle sera dite liée (resp. libre) si t; est
une constante (resp. une variable).

e pour tout j € {l,...,m}, posons L; = Pj(tjl,...,tjnj); étant donné | € {1,...,n;}, si tj est une
occurrence de variable, elle sera dite liée si elle apparait dans un littéral L; tel que i < j ou
dans les variables de {ty1,...,to,} ; sinon, elle sera dite libre.

o la méthode est ensuite itérée sur les requétes ?:-L’/. formées en remplacant les variables libres
de L; par des constantes.

On peut donc facilement voir que déterminer si une variable est libre ou liée revient a déterminer
les occurrences de variables non instanciées pour une évaluation descendante, en profondeur d’abord,
pour une requéte donnée et un programme donné.

La méthode de réécriture de programmes Datalog par ensemble magiques s’appuie sur cette notion
d’occurrences libres et liées de variables, afin de tirer profit des avantages d’une évaluation descen-
dante. Nous illustrons et commentons cette méthode grace au programme fait des regles suivantes :

r1: ANCETRE(X,y):- PARENT(X,y).
ro: ANCETRE(X,y):-ANCETRE(x,z),ANCETRE(z,y).

Nous ajoutons les faits PARENT (a,c) et PARENT (c,b), et la requéte ?:-ANCETRE(a,b) sur ce

programme.

La réécriture d’un programme se divise en plusieurs étapes :

e Etape 1 : Décorer le programme par des labels b et f sur les prédicats, indiquant respective-
ment le statut lié ou libre des occurrences de variables en argument. Ainsi, a la requéte initiale
A(ty,...,t;), nous associons la décoration d : {1,...,n} — {b, f}, telle que d(i) = b ssi t; est une
constante et d(i) = f ssi ¢; est une variable. Etant donnés A et d, pour chaque régle

A(Sl,...,sn):'Al(SLl,...,Sl’nl),...,Ar(SI’l,...,Sl’nr)

nous créons une regle
d ._Adi d
AT(S15 0 80) AV (S ST )+ s AV (S 15 o5 Sri,)

.  kell,...,n}etd(k)=b, oubien

s le{l,...,i—1}
La méthode est itérée pour les non-terminaux A; et les requétes d;, jusqu’a aboutir a un point
fixe.

ou, pour tout i € {1,...,r}, d;(j) = b ssi s; :{

Exemple 5.2.1.2. Pour la requéte ?:-ANCETRE(a,b), nous obtenons le programme décoré
suivant :

ri: ANCETREM™(x,y):- PARENT® (x,y).
r»: ANCETRE"(x,y):-ANCETRE"!(x,2), ANCETRE" (z,y).
r,: ANCETRE"/(x,y):- PARENT®/(x,y).
ry: ANCETRE"(x,y):-ANCETRE"/(x,2), ANCETRE"/ (z.y).
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Remarque 5.2.1.4. Etant donné que la régle récursive r, introduit une deuxiéme décoration pour

le prédicat ANCETRE, il nous faut ajouter de nouvelles régles au programme .

e Etape 2 : A partir du nouveau programme ainsi obtenu, nous transformons chaque régle p,

dont la forme générale est Ad(tl,...,tn):—A‘li‘ (t1,1,---,tl,nl),---,Af'(tr,l,---,tr,n,), de la manicre
suivante :

Introduction de prédicats magiques et supplémentaires la régle p est binarisée grice a r
nouvelles régles comme suit :

AUty mm_A_d(sys DAY ()

ou {sy,...,s;} ={teft,....t,} | d(r) = b}.
De plus, si r > 1, alors, pour tout k € {1,...,r— 1}, nous ajoutons la régle :

Supp (U, ..., um)=Supp 1Sty ..., ), At 1y tipy)

de sorte que sup,, =m_A_d et {uy,...,uyu} ={s1,....,50U{ti1,... .l }

Exemple 5.2.1.3. Laregle r, du programme ci-dessus donne donc lieu a deux nouvelles
regles :

ANCETRE_bb(x,y):-m_ANCETRE_bb(x,y), PARENT_bb(X,y).
sup21(X,y,z):-m_ANCETRE_bb(x,y),ANCETRE _bf(X,z).

Déclenchement des prédicats magiques Etant donné un prédicat intentionnel (i.e. apparais-
sant en partie gauche d’une régle intentionnelle) B¢ pour lequel un prédicat magique
m_B_e a été introduit au cours de I’étape précédente, et la régle p précédemment don-
née, alors, pour tout 1 < k < r, tel que A = B, nous introduisons la régle :

m_B_e(s1,...,51):-supi p(uy, ..., up)

telle que supy , =m_A_d et {sy,...,s;} ={t €{tx1,....tx,r } | () = b}
Enfin, pour la requéte ?:-A(t1,...,1,) initialement donnée, nous intialisons le prédicat ma-
gique associée :
m_A_d(t;,...,t;,)
oud(i)=bssiieli,..., i}
Exemple 5.2.1.4. Sur notre exemple, la régle r, donne lieu a la regle :

m_ANCETRE_bb(z,y):- sup>1(X,y,z).

De plus, pour la requéte ?:-ANCETRE(a,b), il nous faut initialiser le prédicat magique
m_ANCETRE_bb de la fagon suivante :

m_ANCETRE_bb(a,b).

Sur notre exemple, nous obtenons donc le programme Datalog en Figure 5.5. Les idées principales
de cette méthode de réécriture sont donc :

111 est cependant possible d’ordonner les décorations afin de ne garder que les plus faibles, grice 2 différentes heuris-
tiques, décrites dans [Ullman, 1988b]
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ANCETRE_bb(x,y):-m_ANCETRE_bb(x,y), PARENT_bb(X,y).

ANCETRE_bb(X,y):- sup21(X,y,z),ANCETRE_bb(z,y).
supr1(X,y,z):-m_ANCETRE_bb(x,y),ANCETRE_bf(x,z).
m_ANCETRE_bb(z,y):- sup>1(X,y,Z).
m_ANCETRE_bf(x):-m_ANCETRE_bb(x,z).

ANCETRE_bf(x,y):-m_ANCETRE_bf(x), PARENT_bf(x,y).

ANCETRE_bf(X,y):- sups1(X,2),ANCETRE _bf(z,y).
supa1(X,z):-m_ANCETRE_bf(x),ANCETRE bf(X,z).
m_ANCETRE _bf(z):- sups(X,2).

F1G. 5.5 — Programme Datalog réécrit selon la méthode des ensembles magiques supplémentaires

ETAPE | FAIT AJOUTE

1 m_ANCETRE_bb(a,b)

2 m_ANCETRE_bf(a)

3 ANCETRE_bf(a,c)

4 supz1(a,b,c)
supg4(a,c)

5 m_ANCETRE_bb(c,b)
m_ANCETRE_bf(c)

6 ANCETRE_bb(c,b)

m_ANCETRE_bf(c)
ANCETRE_bb(a,c)
ANCETRE_bf(c,b)

F1G. 5.6 — Exemple d’évaluation semi-naive

1. d’introduire des prédicats magiques afin de simuler une évaluation descendante de la requéte.

2. d’introduire des prédicats supplémentaires afin d’obtenir une binarisation de chaque regle du

programme initial.

On remarquera que les régles du programme initial ont été modifiées afin, d’une part, d’utiliser les
regles et prédicats nouvellement rajoutées, et d’autre part, afin d’utiliser les prédicats magiques pour
que I’appel a une regle force la prédiction descendante des variables liées.

L’évaluation de le requéte ?:-ANCETRE(a,b) se fait comme indiquée en Figure 5.6, et le fait
ANCETRE_bb(a,c) est donc vérifié a I’étape 6 de I’analyse. On remarquera que le calcul successif
des faits s’apparente a une évaluation descendante du programme décoré, suite a 1’étape 1.

Nous finissons cette section par une remarque importante concernant Datalog :

Propriété 5.2.1.1. Etant donné un programme Datalog P et ext(P) la base extensionnelle de ce
programme. Une requéte sur P s’exécute en temps O(lext(P)|"), pour n € N.

Cette propriété est particulierement intéressante pour démontrer 1’efficacité des algorithmes que

nous construirons.
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5.2.2 L’exemple des grammaires de clauses définies

Les méthodes d’évaluation en programmation logique et les méthodes de reconnaissance de gram-
maires formelles présentent, comme nous venons de le voir, certaines propriétés similaires. Tout
d’abord, le probléme de reconnaissance d’un mot dans une grammaire revient a découvrir un arbre
de dérivation pour ce mot; de méme, I’évaluation d’une requéte sur un programme logique revient
a construire un arbre d’évaluation de cette requéte. De plus, nous avons pu voir que les méthodes
d’évaluation en programmation logique peuvent étre divisées en deux familles : les évaluations ascen-
dantes, et les évaluations descendantes. De méme, les algorithmes de reconnaissance de grammaires
non-contextuelles sont répartis entre les algorithmes ascendants et descendants. L’analogie entre ces
deux thématiques est en fait essentielle puisque, a sa création, Prolog avait pour objectif 1’analyse du
langage naturel [Colmerauer, 1978], les méthodes initiales ayant ensuite été étendues a des forma-
lismes plus complexes.

Les grammaires de clauses définies (DCG pour definite clause grammars) sont des grammaires
écrites sous forme de programmes logiques, et plus particulierement pour Prolog. Ainsi, les DCGs re-
posent sur la définition de clauses de Horn que nous avons évoquées au cours de la section précédente.
Remarquons cependant que les clauses ici définies étant des clauses de Prolog et non plus de Datalog,
pour une clause Ly:-Ly,...,L,, les littéraux contiennent des termes qui sont soit des constantes, soit
des variables, soit des termes fonctionnels (c.a.d. de la forme f(¢1,...,t,), outy,...,t, sont eux-mémes
des termes, et f est une fonction m-aire). Un fait de Prolog est donc une clause n’ayant pas de corps
P(t1,...,ty), telle que t1,...,t, ne contient pas de variables.

Définition 5.2.2.1. Une grammaire de clauses définies G = (N, P,S) est donnée par :
e un ensemble de prédicats N = | ey N" formant un alphabet gradué ; pour un prédicat R € N",
n est appelé I’arité de R,
o un ensemble de clauses (ou régle Prolog) P, les prédicats des littéraux de ces clauses apparte-
nant a N,
e S €N le prédicat initial.

Nous dirons que le terme ¢, ...t, appartient au langage L(G) de G si il existe une réponse positive
alarequéte S(#1,...,t,) sur le programme logique exprimé par G, augmenté d’un ensemble de faits F.
Le langage L(G) reconnu par une DCG G est formé de I’ensemble des termes ainsi reconnus.

Un des avantages premiers de ces grammaires et qu’elles permettent d’encoder facilement les
grammaires non-contextuelles de chaines. En effet, une régle de production non-contextuelle P =
a1z ..., peut étre transformée en une clause P(ip, i) - @1 (io, i1), @2(i1,12), . . ., @p(in, , in), O D, ..., 0y
sont des entiers tels que i; < i;41 pour tout j € {0,...,n—1}. Ces indices permettent d’indiquer 1’ordre
de concaténation des terminaux et non-terminaux dans la régle de production associée.

Exemple 5.2.2.1. Considérons la grammaire G = (I,X,P,S) ou I' = {S,NP,VP,V,DET,ADJ,N}, ¥ =
{Jean,aime, son,vieux, chien}, et ’ensemble P des régles suivantes :

S =>NPVP VP=V NP ADJ = vieux
NP = DET N N=ADJ N

NP = Jean V = aime

N = chien DET = son

Pour w = Jean aime son vieux chien, nous obtenons 1’arbre de dérivation suivant que nous déco-
rons par des indices spécifiant I’ordre des unités lexicales dans w.
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Remarque 5.2.2.1. Dans les grammaires de clauses définies, les reégles ne codent pas directement les
positions des syntagmes dans une phrase par des indices, mais, de maniere équivalente, ces syntagmes
sont codés comme des listes ordonnées de mots. L’ ordre de ces listes est imposé par 1’ordre des mots,
et est donc répercuté dans les regles grammaticales. La grammaire non-contextuelle précédente peut
alors étre encodée sous la DCG suivante ° :

S(Ll,L3)Z-NP(L1,L2), VP(Lz,L:,') VP(L],L3)Z- V(Ll,Lz) NP(Lz,L3) ADJ([vieule],L).
NP(L], L3) - DET(L], Lz) N(Lz, L3) N(Ll, L3) Z—ADJ(LI, Lz) N(Lz, L3)

NP([Jean|L],L) V([aime|L],L)

N([chien|L],L) DET ([son|L],L)

Afin d’obtenir la dérivation de la phrase Jean aime son vieux chien, nous lancons alors la requéte
S ([Jean,aime, son,vieux,chien],[])

Le programme cherche alors a reconstruire la liste [Jean, aime, son, vieux, chien] a partir des reégles
grammaticales spécifiées.

A travers cet exemple, il apparait donc clairement qu’il existe alors une correspondance entre
les arbres de dérivation d’une grammaire non-contextuelle ainsi codée, et les arbres d’évaluation du
programme logique correspondant.

Rajoutons qu’il est possible de s’appuyer sur certains outils de la programmation logique afin de
traiter d’autres phénomenes linguistiques tels que les accords syntaxiques, par le biais de I'unifica-
tion [Pereira and Shieber, 1987]. Ainsi, nous donnons en guise d’exemple, la DCG suivante permet-
tant d’illustrer la gestion des accords syntaxiques :

c1: S(Li,L4):-NP(Nbq,Persq,L1,L3), V(Nby,Persy, Ly, L3), NP(Nb,, Pers,, L3, Ly).
cy: NP(sing,3,[Jean|L],L).

c3: NP(sing,3,[Marie|lL],L).

cq: V(sing,1,[aime|L],L).

cs . V(sing,2,|aime|L],L).

ce: V(sing,3,[aime|L],L).

c7: V(pl1,[laimons|L],L).

cs: V(pl2,laimez|L],L).

co: V(pl,3,[laiment|L],L).

2Ce programme fait intervenir les opérations de manipulation de listes ([|]) propres & Prolog et que nous ne détaillerons
pas. Notons simplement que [a|L] construit une nouvelle liste a partir d’une liste L, en rajoutant I’élément « en téte de liste
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Grace a I'instanciation des variables Nb; et Pers; sur la clause cj, cette grammaire permet de
dériver correctement la phrase Jean aime Marie, a partir de la requéte S ([Jean,aime, Marie],[]).
L’approche de la programmation logique permet donc de voir la reconnaissance grammaticale comme
un probleme de déduction logique, ce que I’on connait sous le slogan parsing as deduction.

Par ailleurs, nous avons pu voir que nous pouvons séparer les algorithmes d’analyse d’un coté,
et les algorithmes d’évaluation en programmation logique de I’autre, en deux familles semblables :
les algorithmes ascendants et les algorithmes descendants. De fait, il apparait naturellement qu’un
algorithme d’évaluation ascendante simple sur une grammaire non-contextuelle encodée dans Datalog
correspond a I’algorithme CYK. De méme, il est possible de simuler 1’algorithme de Earley grace a
certaines méthodes [Pereira and Warren, 1983] ; la méthode la plus naturelle d’un point de vue de la
programmation logique étant d’exploiter la méthode de réécriture par ensembles magiques que nous
avons détaillée précédemment.

5.3 Reconnaissance grammaticale et vérification de typage

La programmation logique exploitant la structure arborescente des dérivations dans les gram-
maires non-contextuelle de chaines, il semble naturel de chercher a étendre les méthodes d’analyse
de ces grammaires a des grammaires non-contextuelles plus complexes, et en particulier, aux ACGs
du second-ordre. Nous montrons que la construction de reconnaisseurs en programmation logique de
telles grammaires est possible, en réduisant le probleme de la reconnaissance grammaticale non pas a
un probleme de déduction logique, mais plus précisément a un probleme de vérification de typage.

5.3.1 Identifier des A-termes par des typages

Le probléeme de reconnaissance pour une grammaire catégorielle abstraite peut étre formulé de la
maniere suivante :

Soient un A-terme M et une ACG du second-ordre G = (21,22, L,S).
Existe-t-il N € A(G) tel que L(N )—>;M ?

De maniere intuitive, résoudre ce probleme revient a résoudre un probleme syntaxique sur les A-
termes, ou 1’on souhaite trouver des S-expansions nous permettant de déterminer le terme N. Un tel
probléme peut étre reformulé comme un probléme connu sous le nom de probleme de filtrage dans
le A-calcul simplement typé. Néanmoins, [de Groote, 2000, Salvati and de Groote, 2003] montrérent
que, dans les cas les plus simples, de tels problemes sont NP-complets. Les problemes de filtrage ne
donnent donc pas lieu a des algorithmes efficaces pour résoudre le probléme de la reconnaissance dans
les ACGs du second ordre.

Une solution alternative fut proposée dans [Salvati, 2005], et peut étre reformulée de la facon
suivante :

Soient un A-terme M et une ACG du second-ordre G = (£1,Z,,L,S).
Existe-t-il un systeme de typage S, un typage (A;I') +s a de M et un terme N € A(G) tels que si
(A;TY rg L(N) : a alors .£(N)—>Z,M ?

Dans cette reformulation, on cherche donc a trouver un systéme de typage nous assurant 1’exis-
tence d’une stratégie de S-expansion entre M et L(N). Ce systeme de typage peut en fait étre vu
comme un modele du A-calcul simplement typé.
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Grace aux propriétés de typage fortes que 1’on souhaite associer au systeéme de typage S, nous
souhaitons nous épargner la recherche d’une stratégie de S-expansion, afin de pouvoir montrer que
le probleme de la reconnaissance se résout en temps polynomial dans le cas de certaines ACGs du
second-ordre.

Dans ce qui suit, nous introduisons de maniere informelle ces propriétés de typage et esquissons
les raisons pour lesquelles elles permettent de construire des analyseurs Datalog pour les ACGs du se-
cond ordre. Les détails techniques seront développés au cours de la Partie III. Dans un premier temps,
nous considérons des termes purs (i.e. sans constantes) ; en effet, nous verrons que les occurrences de
constantes dans un A-terme M seront considérées comme des variables libres d’un point de vue du
typage associé a M.

Théoreme de cohérence

Les problemes de cohérence furent initialement posés par [Mints, 1979] et reviennent a identifier
des séquents de la logique intuitionniste pour lesquels une unique preuve normale existe. Par I’iso-
morphisme de Curry-Howard, nous pouvons également formuler ce probleme par I’identification de
typages simples pour lesquels il existe un unique habitant. Nous nous placons donc sous I’hypothese
que le systeme de typage S recherché est le systeme de typage simple.

Une premiere solution aux problemes de cohérence fut donnée dans [Babaev and Soloviev, 1982],
ou il fut démontré que les typages balancés vérifient la propriété de cohérence. Plus tard, [Aoto, 1999]
démontra que la méme propriété était vérifiée par les typages négativement non-dupliquants (nous
en donnons une preuve dans le Chapitre suivant). A partir de ce résultat, il est possible de mettre en
évidence une certaine famille de A-termes qui habitent ces typages. Ainsi, en considérant uniquement
des termes purs (i.e. ne contenant pas de constantes) [Belnap, 1976] montra que les termes affines ont
un typage principal balancé, et [Hirokawa, 1991] montra que tout typage balancé est habité par un
terme affine. Dans le cas des typages négativement non-dupliquants, [Kanazawa, 2007] montre que
les termes dits quasi-linéaires ont un typage principal qui est négativement non-dupliquant :

Définition 5.3.1.1. Un A-terme M est quasi-linéaire
o si M =x"
e 5i M = Ax“.N out N est quasi-linéaire, et x* € FV(N).
o si M = M| M;, que My et M, sont quasi-linéaires, et que pour toute variable x* € FV(Mp)N
FV(M>), a = a est atomique.
De plus, pour un terme M quasi-linéaire, tout terme N tel que M —>2N sera également dit quasi-
linéaire.

Remarquons que tout terme linéaire est quasi-linéaire.

Exemple 5.3.1.1. Le terme Ax%.f4~?x“ est linéaire (et donc quasi-linéaire). Le terme Ax?. f¢4=0 x4 x4
est un terme quasi-linéaire, mais n’est pas linéaire.

La propriété de cohérence que les termes quasi-linéaires vérifient permet, par ailleurs, de les iden-
tifier uniquement grice a leur typage principal ; en effet, étant donné un terme quasi-linéaire M sous
forme normale, tout terme N habitant le typage principal de M vérifie forcément N —>2M .

Cette propriété est particuliecrement intéressante dans le cas de la reconnaissance d’un terme M
dans une ACG du second ordre G = (X1,%,, L, s). En effet, si le terme M est quasi-linéaire, et si nous
imposons a tout terme M’ du langage objet de G d’étre quasi-linéaire, M appartient 2 O(G) si il existe
un terme N € A(G) tel que L(N) habite le typage principal de M.
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Cloture par composition et expansion du sujet

Nous venons de voir que les termes quasi-linéaires vérifient la propriété de cohérence qui offre
une solution au probleme de I’analyse dans les ACGs du second ordre, sous forme de contraintes
de typage. Etant donnée une ACG du second ordre G = (Z1,%2,L,s), il nous faut donc un moyen
de nous assurer que tout terme du langage objet de G est quasi-linéaire, ou, du moins, vérifie la
propriété de cohérence. Or, cette grammaire étant du second ordre, et étant donnée deux constantes, ¢;
et ¢y, la seule opération permettant de construire des termes du langage objet de G est la composition
L(e1)L(c2), sous les contraintes imposées par le typage de ¢j et ¢;. Les termes du langage objet d’une
telle grammaire sont donc quasi-linéaires. Il ne reste donc plus qu’a s’assurer que le théoréme de
cohérence est vérifié pour les termes quasi-linéaires.

Propriété 5.3.1.1. Le typage principal d’un terme quasi-linéaire est négativement non-dupliquant.

Considérons une ACG quasi-linéaire G = (£1,Z, L, s) : pour toute constante ¢ de la signature X,
le terme L(c) est quasi-linéaire. La propriété de cloture est donc que, étant donnés une telle ACG et
un terme N € A(G), le terme L(N) a un typage principal négativement non-dupliquant.

Afin de s’assurer de la complétude de cette méthode, nous nous appuyons ensuite sur le théoréme
d’expansion du sujet qui permet de caractériser deux termes quasi-linéaires M et M, par I’ensemble
des typages qu’ils habitent :

Propriété 5.3.1.2. Etant donnés deux termes quasi-linéaires M, et M5 tels que M, —>2M2, fout typage
(simple) de M, est un typage de M.

Ainsi, grace a la propriété de réduction du sujet dans le A-calcul simplement typé, les termes M| et
M, partagent exactement les mémes typages simples. De plus, cette propriété est en particulier vraie
pour le typage principal de M;, qui est alors également le typage principal de M. Grace au théoreme
de cohérence, nous obtenons donc le corollaire suivant :

Corollaire 5.3.1.1. Soient un terme quasi-linéaire My sous forme normale et (A;T') + « le typage
principal de M. Un terme quasi-linéaire M, habite (A;T') + a ssi M2—>;M1.

Grace a ce corollaire, nous obtenons donc la correction et la complétude de la méthode.

Typages moins généraux préservant les théoremes de cohérence et d’expansion du sujet

Finalement, un des problemes rencontrés pour la reconnaissance de termes dans une ACG quasi-
linéaire est 1ié¢ a la gestion de la copie de sous-termes. Tout d’abord, lorsque nous considérons un
terme N appartenant au langage abstrait d’'une ACG du second-ordre linéaire, et le terme L(N),
alors ce terme habite un typage balancé si nous avons la possibilité d’assigner un type distinct est
assigné a chaque occurrence d’une constante dans L(N). Nous introduirons donc un systeme de
typage, que nous appellerons systeme de typage listé, qui nous permet d’associer un type intersec-
tion [Dezani-Ciancaglini et al., 1998] (sous certaines contraintes) a une constante. En utilisant ce sys-
teme de typage, nous souhaitons distinguer les occurrences de constantes dans un terme M au niveau
du typage de M, en ayant la possibilité d’associer un type distinct a chaque occurrence d’une constante
dans un terme. Sur ce systeme de typage, nous héritons de nombreuses propriétés du systéme de ty-
page simple, et en particulier, de la réduction du sujet, et des théoremes d’expansion du sujet et de
cohérence pour les termes quasi-linéaires ; de plus, a un terme M donné, nous pouvons associer un
certain typage (que nous appellerons typage principal listé de M), déterminé par le typage principal
du terme M’ construit en remplagant chaque occurrence d’une constante dans M par une constante
fraiche dans M’.
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Exemple 5.3.1.2. Considérons une ACG du second-ordre linéaire G = (£1,%,, L, s) et le terme cj¢; €
A(G) tels que L(cy) = AP.P(ge) et L(cz) = Ax.gx. Alors, le typage principal de (1P.P(ge))(Ax.gx) =
L(cicp) est(e:a,g:a — a;_)+ a qui n’est pas un typage balancé. Néanmoins, le typage principal
listé de ce terme est (e : a,g:a — bNb — c;_) I ¢, qui est un typage balancé.

A présent, considérons deux termes quasi-linéaires M| et M tels que M| —>/‘§M2 et une constante
¢ € Cst(M5), il est aisé de voir que le nombre d’occurrences de ¢ dans M, est supérieur ou égal au
nombre d’occurrences de ¢ dans M, puisqu’il est possible de copier des sous-termes par S-réduction.
Dans ce cas, il faut pouvoir associer le méme type a toutes les occurrences d’une constante ¢ dans M,
provenant de la copie d’une méme occurrence de ¢ dans M;. Nous verrons que résoudre ce probleme
peut se faire en appliquant des substitutions préservant la propriété de cohérence du typage initial.
En effet, grace a ces substitutions de types et a I’idempotence du connecteur N, nous réduirons le
nombre de types assignés a une constante dans un typage de M,, simulant ainsi le fait que plusieurs
occurrences de cette constante dans M; sont identifiées comme provenant d’'une méme occurrence
dans M. Nous dirons alors que le typage ainsi obtenu par application successives d’un maximum de
substitutions de types est le typage négativement non-dupliquant le moins général de M.

Remarque 5.3.1.1. Ce mécanisme revient a remplacer, dans un premier temps, chaque occurrence
d’une constante dans le terme M, par une variable libre, puis, dans un second temps, a unifier autant
que possible les variables libres associées a une méme constante tout en s’assurant que le typage
principal du terme reste négativement non-dupliquant. Cette derniere méthode est celle présentée
dans [Kanazawa, 2007].

Exemple 5.3.1.3. Considérons une ACG du second-ordre quasi-affine G = (X1,%, L, s) et le terme
cicz € A(G) tels que L(cg) = AP.P(gee) et L(c3) = Ax.gxx. Le typage principal listé du terme M| =
L(cycy) est:

(e:ajNaz,g:ay —>a >byNby >by—>c,_Yrc

La forme normale de M est M, = g(gee)(gee), dont le typage principal listé est :
(e:ajNayNazNag,g:a; —>a, >byNas - ag —>byNby > by —>c;_)rc

Par la substitution o = [a3 — aj,a4 — ar,br — by], et I'idempotence de N, ces deux typages sont
égaux.

La difficulté de cette méthode revient alors a démontrer qu’il existe un unique typage négative-
ment non-dupliquant le moins général pour M. Il est ensuite facile de montrer que, étant donnée la
grammaire catégorielle abstraite G = (£1,Z5, L, s) en entrée, si il existe un terme N € A(G) tel que
L(N)—>2;M, alors L(N) est également un habitant du typage négativement non-dupliquant le moins
général de M, selon le schéma en Figure 5.7 (la fleche en pointillés est obtenue par application de sub-
stitutions de types permettant d’obtenir ce typage de M). Ainsi, le typage négativement non-dupliquant
le moins général du terme M sera le typage qui nous servira a identifier M avec un terme L(N) ou N
appartient a A(G) et tel que L(N )—>;M .

5.3.2 Construction de reconnaisseurs Datalog pour les ACGs du second-ordre

Comme nous I’avons vu, les possibilités offertes par la programmation logique afin de construire
des analyseurs de grammaires non-contextuelles de chaines ont été exploitées depuis les années 1970.
En particulier, [Ullman, 1988a] montra que le probléme de la reconnaissance dans les grammaires
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FI1G. 5.7 — Relations de typage pour I’analyse dans les ACGs du second ordre

non-contextuelles de chaines peut étre réalisée en temps polynomial dans un programme Datalog, et
que ce probleme peut donc se réduire a un probléme de requétes dans ce langage de programmation.

Les analyseurs Datalog pour les ACGs du second ordre, présentés dans [Kanazawa, 2007], sont
en fait une généralisation de ces analyseurs a des formalismes non-contextuels plus complexes, tels
que les grammaires d’arbres adjoints ou les grammaires non-contextuelles multiples. Par ailleurs,
nous venons de voir, au cours de la section précédente, que ces méthodes d’analyse reposent sur
des propriétés de typage dans le A-calcul simplement typé. Nous montrons comment ces propriétés
s’articulent dans Datalog et donnent lieu a la construction de programmes.

Définition 5.3.2.1. Etant donné un type simple a € T (A), nous définissons la base @ de « de maniére
inductive :
—> .
e w=asia=a
_— 5 >
® ) 2 a2=0a],a2

La base d’un type a est donc une séquence de types atomiques, ordonnée selon I’ ordre d’apparition
des occurrences de types atomiques dans a de gauche a droite.

Notation 5.3.1. De maniere similaire, étant donnée une occurrence d’un prédicat Datalog, nous note-
- . P ;
rons par X la liste de ses arguments (constituée de variables et constantes Datalog).

Nous donnons les détails de construction de I’analyseur Datalog pour une ACG du second ordre
quasi-linéaire G = (£1,%,, L, s) et un terme M en entrée.

Construction de la base de données intentionnelle

Le principe est d’associer une reégle Datalog a chaque constante ¢ de A(Z1) de la maniere suivante :

Fe : P(X) = P1(XD)s- o P 1Y10)s - > CLVLpy) > iy (Fmd)s - - +» € £y Y-

de telle sorte que, étant donné {(¢1 : @11 N...NQA1p;,--.Cn: U1 N . NAyps Y EY1I— . > Y — Y ]e
typage principal listé de L(c) :
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¢ appartient a AP1=- PPy
les séquences ?1), ... ,x_>m,3T,1>, ..., ¥Yn,p, SONt uniquement constituées de variables Datalog.
pour tout i € {1,...,m},7§ :Yi. De plus,7 =X

pour tout i € {1,...,n} ettoutje{l,...,pn},omzyi}.

Construction de la base de données extensionnelle

Considérons le typage négativement non-dupliquant le moins général du terme M :
{eg: or1N... ﬂél,kl,...,em 0m1 N '--6m,km;_> Fy

Alors, pour touti € {1,...,m} et tout j € {1,...,k;}, nous introduisons le fait e,-((i;). dans la base de
données extensionnelle.

Finalement, la requéte 2 exécuter est 2:-S (7). Si cette requéte est évaluée avec la valeur vrai
dans le programme ainsi construit, le programme a réussi a construire un terme M’ habitant le typage
le moins général de M ; ce typage étant uniquement habité, nous obtenons donc que M =g M’. De
plus, lorsqu’une regle r. a été instanciée au cours de I’évaluation, alors un typage du terme £(c) a été
construit ; en conséquence le terme M’ est de la forme L(cg)M| ... M, et inductivement, les termes
M,,...,M, sont de la méme forme. Il existe donc un terme N € A(G) tel que M’ = L(N).

Finalement, 1’évaluation de requéte en Datalog étant une évaluation ascendante pure, par analogie
avec les algorithmes de reconnaissance de mots dans une grammaire, nous obtenons intuitivement
un programme de reconnaissance a la CYK pour les ACGs non-contextuelles, ce qui se démontre
aisément.

Exemple

Afin d’illustrer ces résultats, nous donnons un exemple simple, ou le typage principal d’un terme
quasi-linéaire se confond avec son typage négativement non-dupliquant le moins général. Ainsi, pre-
nons la grammaire G = (£1,%,, L, s) ou :

e X = ({np, s},{jean, marie, aime}, {jean — np, marie — np,aime — np — np — s})

o 3 = ({e,t},{jean,marie,aime},{ jean +— e,marie — e,aime — ¢ — e — t})

= (np—o(e—1t) >t st

* =T jean — AP.P jean,marie — AP.P marie, aime — APQ.P(Ax.Q(Ay.aime x y}

et le terme aime jean marie en entrée de notre analyseur.

Constante ¢ ‘ Typage principal listé de £(c)

jean (Jean : x3;_)F (x2 = x1) = X1
marie {marie : x2;_) F (x3 = x1) = X1
aime (Lsaime : xp — x3 = x4) F (2 = x5) = x1) = (X3 = x4) = X5) = X

Constante ¢ ‘ Regle Datalog associée ‘

jean NP(x3,X1,X1) :- jean(xz).
marie NP(x3,X1,X1) :-marie(X3).
aime S (Xl) :_NP(X2$X57X1)7NP(X3’ X4’X5)$aime(X27 X3, X4)

F1G. 5.8 — Construction de BD intentionnelle pour un analyseur d’ACG d’ordre 2
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Nous obtenons alors un programme Datalog dont la base de données intentionnelle est celle don-
née en Figure 5.8.

La base de données extensionnelle est construite sur la base du typage principale {_;aime : a —
b — c, jean : a,marie : b) + aime jean marie : c. Ainsi, les faits sur cette base sont :

jean(a). marie(b). aime(a,b,c).

Etape | Typage de L(c) Instanciation de regles Datalog
1 (aime:a— b — c) - APQ.P(Ax.Q(Ay.aime x y)) :
((@a—>xs)>c)=>((b—>c)>xs5)—>c S(c):-NP(a,xs,c), NP(b,c,X5),aime(a,b,c).
(_;jean:ayv+ AP.P jean: (a — x1) — X1 NP(a,x1,X1):- jean(a).
(_;marie : by v AP.P marie : (b — x1) - x| NP(b,x1,X1):-marie(D).
2 (_;jean:a)+ AP.P jean:(a —c) —c¢ NP(a,c,c):- jean(a).
(_;marie : by + AP.P marie: (b — ¢) —> ¢ NP(b,c,c):-marie(b).
3 (_saime :a — b — c) - APQ.P(Ax.Q(Ay.aime x y)) :
((@a—>c)»c)—»(b—>c)>c)—>c S(c):-NP(a,c,c),NP(b,c,c),aime(a,b,c).

F1G. 5.9 — Exemple d’exécution d’une requéte sur un analyseur Datalog

Finalement la requéte Datalog est ?:-S (¢) ; I’évaluation de cette requéte se déroule ensuite selon le
tableau en Figure 5.9. Dans ce tableau, nous montrons comment se construit le dérivation du A-terme
L(aime jean marie) pour le typage (_;aime : a — b — c, jean : a,marie : b) + aime jean marie : ¢
représenté par la BD extensionnelle. L’exécution de la requéte provoque donc la construction d’un
terme L(N) tel que N € A(G) et L(N) est un habitant du typage donné par la BD extensionnelle.
D’apres la propriété de cohérence, nous en déduisons que ce terme se S-réduit en M ; ce dernier est
donc un terme appartenant au langage objet de G.

Remarque 5.3.2.1. L’instanciation correcte de variables Datalog par des constantes Datalog dans une
regle de la base intentionnelle correspond a la construction d’un typage correct pour le terme associé
a la regle, ce typage n’étant pas obligatoirement le typage principal de ce dernier.

Nous pouvons remarquer que la propriété de slireté n’est pas assurée par cette construction. En
effet, 1a regle associée a la constante jean, par exemple, ne vérifie pas cette propriété. Par ailleurs,
la construction d’un tel programme Datalog assure que son exécution se fera en temps polynomial.
Plus précisément, [Kanazawa, 2007] montre que cet algorithme appartient a la classe de complexité
LOGCFL °.

5.3.3 Réécriture par ensembles magiques supplémentaires et algorithme de Earley

Nous venons de voir comment construire des analyseurs a la CYK pour les grammaires catégo-
rielles abstraites non-contextuelles quasi-linéaires. Par ailleurs, nous avons vu que par une simple
réécriture de programmes Datalog, il est possible d’obtenir une évaluation Datalog ascendante avec
prédiction descendante. Il est en fait possible d’exploiter la réécriture de programmes par ensembles

SLOGCFL est la classe des problémes réductibles en espace logarithmique au probléme de la reconnaissance d’une
grammaire non-contextuelle (de mots). Cette caractérisation permet donc de relier directement le probleme de reconnais-
sance pour une ACG du second-ordre a celui d’une grammaire non-contextuelle, le premier généralisant le second
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magiques supplémentaires afin d’implémenter des analyseurs a la Earley pour des grammaires caté-
gorielles abstraites non-contextuelles, comme cela est proposé dans [Kanazawa, 2008].

Considérons le langage faiblement sensible au contexte {a"b"'c"d™ | n,m € N —{0}}, généré par la
grammaire catégorielle abstraite G = (£1,%, L, s) ou :

021:

® X =

{s.a1,a2}

{r1,r2,r3,14,15}

{ry—>a »a > s,ry—>a; > ap,r3—a),rg—>ay — ap,rs— a}
{o}

{a,b,c,d, €}

{ao0—>0,b—0o—0,c—0—>0,d— 00— 0,6 0}
{s—0,a1 - ((0 > 0)—>(0—0)—>0)—o0,

a» +— ((0 — 0) = (0 = 0) = 0) = 0}

{r1 = APQ.P(Ax1x3.Q(Ax2x4.x1 (x2(x3(x4€))))),

ry = APQ.P(Ax1x.0(Az.a(x12))(Az.c(x22))),

r3 — AS.5 (1z.az)(1z.c2),

rq4 — APS . P(Ax1x2.8 (Az2.b(x12))(1z.d(x22))),

rs5 — AS.S (1z.b2)(1z.dz)}

Cette grammaire donne lieu a la construction du programme Datalog suivant, que nous décorons
afin d’exhiber les variables libres et les variables liées dans le programme, pour la requéte ?:-S(0).
Nous remarquerons 1’introduction de regles supplémentaires afin de traiter plusieurs décorations du

prédicat Aj.

CERKED AT (0 3, 34, x5, 6,200, AP (x5, 30, 37, x4, 363, X6), €2(207).
ry AP (s 50, x6, x4, x7,x8) - AT TP (s 36, 33,27, x8), @2 (1, x2), P (3, xa).

r3 Agbfbbb(xs, X2, X6, X4, X7, X8) I-Aéfffbb(xs,xl X6, X3, X7, X8), b7 (x1, X2),d"" (x3, x4).

T4 A%ffffb(xl,xz,xs,xmxs,xs) =al T (x1,x2), ¢ (x3,x4).

rs A}jbfbbb(xl,xz,x3,x4,x5,x5) =bPP(x1, x),d70 (x3, x4).

) A?'ffbb(xsﬁz, X6, X4, X7, X8) I-Agfffbb(xs, X1, X6, X3, %7, X8), b* (x1, x2),d" (x3, X4).

s Aszfbb(xl,xz,x3,x4,x5,x5) =P (x1,x0), A (33, x4).

Il ne reste plus qu’a appliquer les régles de transformation selon la méthode des ensembles ma-
giques supplémentaires, afin d’obtenir le programme Datalog de la Figure 5.10.

En guise d’exemple, nous prenons une base extensionnelle ou les faits suivants sont fournis :
a(1,0),a(2,1),b(3,2),c(4,3),c(5,4),d(6,5),€(6). Ces faits correspondent donc au A-terme suivant :
a(a(b(c(c(de))))))), autrement dit, a la chaine a>bc?d en entrée. L évaluation semi-naive de la requéte
?:-5(0) est donnée en Figure 5.11.

On obtient donc, par cette méthode, des reconnaisseurs a la Earley pour des grammaires ayant
des structures de dérivation arborescentes. Un des avantages de cette technique, est que I’algorithme
de type Earley est obtenu de maniere automatique, en utilisant une méthode de transformation sur le
programme initial ; il existe donc une correspondance entre la grammaire, et 1’algorithme ascendant
avec prédiction descendante ainsi obtenu.

Il faut néanmoins remarquer que la correction par préfixe n’est pas assurée par cette transforma-
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=-m_S (x1).
- supi (X1, x2, X3, X4, X5, X6).

--m_Ap(X5,x2, X4, X7, X8).

=-m_S (x1),A1(x2, X3, X4, X5, X6, X1).

- supi1(x1,x2, X3, X4, X5, X6 ), A2 (X5, X2, X7, X4, X3, X6).

--m_A1(xg),A1(xs, X1, X6, X3, X7, X8).
- supo 1(xg, X5, X1, X6, X3, X7),a(X1, X2).

sup3 1 (Xs, X2, X4, X7, X8, X1, X6, X3) =-m_Aa(Xs, X2, X4, X7, X8), A5 (X5, X1, X6, X3, X7, X8).-

-m_Ai(xs),a(xy,x7).

--m_Ap(X1,Xx2,X4,X5,X5),b(x1,x2).
i=m_A’(xs,x7,X3),A% (X5, X1, X6, X3, X7, X3)-
- supe,1(xs,x7,x8, X5, X1, X6, X3), b(X1,X2).

:-m_Aj(x1, X5, X5),b(x1,X2).

- supip(x1, x7), €(x7).

- sups.1(xs, x2, X4, X7, X8, X1, X6, X3), b(X1, X2).

- sup2 (X8, Xs, X6, X3, X7, X2), ¢(X3, X4).

- sup3(Xxs, X2, X4, X7, X8, X6, X3), d(x3, X4).
- sup4,1(Xs, x1,x2), (X3, X4).
- sups 1 (X1, X2, X4, X5),d(x3, X4).

- supe 2 (Xs, X7, X8, X6, X3, X2), d (X3, X4).
- sup7,1(x1, x5, x2)d(x3, X4).

F1G. 5.10 — Analyseur a la Earley pour le langage a"b™ c"d™

my m_Ai(xy)

my  m_Ay(Xs,X2,X4,X3,X6)

m3  m_A(xs,x7,X3)

s11 supyi(xy,x2,X3, X4, X5, Xe)

s12 - supi(x1,x7)

s21 supa 1(xg, X5, X1, X6, X3,X7)

$22  supa2(xs, Xs, Xg, X3, X7, X2)

531

s32 sup3a(xs,x2, X4, X7,X8, X6, X3)

s41 supg.1(xs,x1,x2)

ss1 sups,1(x1,x2,Xx4,X5)

Se1  supe,1(xs, X7, X8, X5, X1, X6, X3)

S62  Supe2(Xs,x7,X8, X6, X3, X2)

s71 sup7.1(x1,X5,X2)

re S(xp)

2 A1(xs, X2, X6, X4, X7,X8)

r3  Aax(xs,x2, X6, X4, X7,X8)

ry  Ai(x1,x2,Xx3,X4,X5,X5)

rs  Aa(xy,x2, X3, X4, X5, X5)

ry  AL(xs,x2, X6, X4,X7,X3)

ry  AN(x1,x2,X3, X4, X5, X5)
ETAPE FAIT REGLE et FAITS
1 m_S (0) INIT
2 m_A1(0) my, 1
3.1 sup4,1(0,1,0) s41,2,a(1,0)
3.2 sup4,1(0,2,1) s41,2,a(2,1)
4.1 A1(1,0,5,4,0,0)  r4,3.1,¢(5,4)
4.2 A1(1,0,4,3,0,0) r4,3.1,¢(4,3)
4.3 A1(2,1,5,4,0,0) r4,3.2,¢(5,4)
4.4 A1(2,1,4,3,0,0) r4,3.2,c(4,3)
5.1 sup1,1(0,1,0,5,4,0)  s11,1,4.1
5.2 sup1,1(0,1,0,4,3,0)  s11,1,4.2
5.3 sup2,1(0,1,0,5,4,0) S21,2,4.1
5.4 sup2.1(0,1,0,4,3,0)  s21,2,4.2
5.5 sup11(0,2,1,5,4,0)  s11,1,4.1
5.6 sup1,1(0,2,1,4,3,0)  s11,1,4.2
5.7 sup21(0,2,1,5,4,0)  s21,2,4.1
5.8 sup2,1(0,2,1,4,3,0) S21,2,4.2
6.1 sup22(0,2,5,4,0,0)  s22,5.7,a(1,0)
6.2 sup22(0,2,4,3,0,0)  s522,5.8,a(1,0)

6.3
6.4
6.5
6.6
7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
8.1
8.2
8.3
9.1
9.2
10.1
10.2
11
12
13

m_A»(4,1,5,0,0)
m_A»(3,1,4,0,0)
m_A»(4,2,5,1,0)
m_A>(3,2,4,1,0)
A1(2,0,5,3,0,0)
m_A%(4,0,0)
m_A’(3,0,0)
m_A%(4,1,0)
m_A’(3,1,0)
sup1.1(0,2,0,5,3,0)
sup2.1(0,2,0,5,3,0)
sup7.1(3,0,2)
m_A»(3,2,5,0,0)
A}(3,2,6,5,0,0)
sups.1(3,2,5,0)

sup31(3,2,5,0,0,6,5)

A»(3,2,6,5,0,0)
sup12(0,6)
S(0)

m2,5.1
mp,5.2
m2,5.5
m2,5.6
72,6.1,c(4,3)
m3,6.3
m3,6.4
m3,6.5
m3,6.6
S11,7.1,1
S21,7.1,2
§71,7.3,b(3,2)
my,8.1
r.,8.3,d(6,5)
S51,9.1,b(3,2)
$31,9.1,9.2
rs,10.1,d(6,5)
512, ll, 12
r1,12,€(6)

FIG. 5.11 — Evaluation de la requéte ?:- S (0) sur le programme en Figure 5.10
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tion ; ce point est discuté dans [Kanazawa, 2008] ou une étape de transformation supplémentaire est
mise en place afin d’assurer cette propriété.

Remarquons enfin, que sur I’exemple des grammaires d’arbres adjoints, la complexité en temps de
I’algorithme est de I’ordre de n°, et donne donc des résultats équivalents en complexité aux meilleurs
algorithmes connus pour la reconnaissance dans les TAGs [Nederhof, 1999]. Qui plus est, un tel al-
gorithme est obtenu de maniere directe a partir de 1’algorithme, en utilisant des techniques connues
de transformation de programmes. A titre de comparaison, un langage de programmation logique
dédié a I’analyse de la langue naturelle a été créé sous le nom de DyALog [de la Clergerie, 2002,
de La Clergerie, 2005] ; ce langage permet de créer des analyseurs pour divers formalismes faible-
ment sensibles au contexte, dont les grammaires d’arbres adjoints, en prenant une grammaire et en
construisant 1’analyseur tabulaire pendant 1’étape de compilation, grace a I'utilisation d’automates
particuliers, tels que les automates de threads [de La Clergerie, 2002]. Cette derniere méthode est
donc moins directe que celle proposée par transformation de programmes qui est, de plus, une exten-
sion naturelle de techniques existantes pour I’analyse de grammaires non-contextuelles de chaines.

5.4 Conclusion

Au cours de ce Chapitre, nous avons présenté des algorithmes classiques de reconnaissance de
grammaires non-contextuelles que sont les algorithmes CYK et Earley, et des méthodes d’évaluation
de requétes dans des programmes logiques. L’analogie entre les deux permet en fait de construire
de maniére naturelle des analyseurs grammaticaux dans des langages tels Prolog ou Datalog. Ainsi,
a un arbre d’évaluation de requéte, correspond un arbre de dérivation grammaticale ; un algorithme
descendant peut étre simulé par une évaluation de requétes descendante ; inversement, un algorithme
de reconnaissance ascendant, tel I’algorithme CYK, peut étre simulé par une évaluation de requétes
ascendante, comme I’évaluation semi-naive implémentée dans Datalog.

Nous avons décrit de maniere informelle les travaux de [Kanazawa, 2007, Kanazawa, 2008], qui
étendent cette analogie a des algorithmes de reconnaissance pour les ACGs du second-ordre quasi-
linéaires. Cette derniere construction repose sur des propriétés de typage fortes, que sont les propriétés
de cohérence et d’expansion du sujet. En effet, suite aux travaux de [Salvati, 2005], Kanazawa montre
que le probleme de la reconnaissance dans une grammaire catégorielles abstraite du second-ordre peut
se reformuler en un probleme de typage, instanciant le slogan “parsing as deduction” (reconnaissance
comme déduction) en “parsing as type checking” (reconnaissance comme vérification de typage).
Cette construction donne lieu a des algorithmes efficaces implémentés dans le langage Datalog ; de
plus, grace a la technique de réécriture de programmes Datalog par la méthode des ensembles ma-
giques supplémentaires, il est possible de transformer un reconnaisseur a la CYK en un reconnaisseur
a la Earley.

Au cours de la derniere partie, nous nous attacherons a présenter les travaux qui ont été réalisés
afin d’étendre la construction donnée par Kanazawa a des ACGs du second-ordre générant des termes
qui ne sont pas quasi-linéaires. En effet, d’apres les avantages de cette technique, il est 1égitime de
chercher a I’étendre a des langages de A-termes plus généraux que les termes quasi-linéaires, sachant
que [Salvati, 2010] a démontré que le probleme de la reconnaissance pour des ACGs du second-
ordre est décidable, mais non-élémentaire. Ce dernier résultat important prouve la décidabilité de
la génération de phrases sous 1I’hypothé¢se montagovienne mais voue a 1’échec I’objectif d’étendre
les techniques de Kanazawa a des ACGs du second ordre de termes simplement typés quelconques.
Nous restreindrons alors notre étude a des A-grammaires non-contextuelles générant des termes quasi-
affines. Ces grammaires se caractérisent par I’introduction d’opérations d’effacement. La difficulté
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principale que nous rencontrerons sera alors de contourner le fait que le théoreme d’expansion du
sujet n’est pas vérifié pour de tels termes. Néanmoins, nous monterons que 1’effacement peut &tre pris
en compte par le reconnaisseur, en lui donnant suffisamment d’informations de maniere a ce qu’il
puisse déterminer le typage d’occurrences de constantes effacées par S-réduction. Nous détaillerons
ainsi, la correction et la complétude de la construction de tels reconnaisseurs.
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Troisieme partie

Analyse de A-grammaires
non-contextuelles effacantes
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Chapitre

Théoremes de cohérence

Comme nous 1’avons vu au cours de la partie précédente, le probléme de la reconnaissance dans
les ACGs du second-ordre repose en partie sur le théoreme dit de cohérence, permettant d’identifier
de maniere unique un A-terme avec un de ces typages, dans un systeme de typage S. Les théoréemes
de cohérence de [Babaev and Soloviev, 1982] et [Aoto, 1999] permettent d’identifier des typages uni-
quement habités (modulo B-expansion) dans le systeme de typage simple. De plus, ces théoremes
permettent de démontrer la polynomialité de la reconnaissance pour les ACGs du second-ordre de
termes linéaires et quasi-linéaires respectivement.

Dans cette partie, nous cherchons, dans un premier temps, a étuider le probleme générale de cohé-
rence, a savoir, pour un typage donné, ce typage est-il uniquement habité. En particulier, nous montre-
rons que ce probleme est PSPACE-complet. Dans un second-temps, nous étudierons le théoreme de
cohérence de [Aoto, 1999], et nous caractériserons la famille des termes quasi-affines comme étant la
plus grande famille de termes caractérisés par des typages négativement non-dupliquants. Enfin, nous
donnerons un nouveau théoreme de cohérence pour des typages que nous appellerons négativement
séparants, et nous comparerons cette famille de typages a d’autres résultats connus sur les théoremes
de cohérence.

6.1 Complexité du probléme général

Dans cette partie, nous nous intéressons a I’étude de la complexité du probleme général suivant :

UniTerme : “Etant donné un typage (A;T) v vy, existe-t-il un et un seul habitant de celui-ci dans
le systeme de typage simple ?”

Grice a la correspondance de Curry-Howard, un énoncé alternatif du probleme UniTerme est de
considérer le séquent de la logique minimale [” + y et de chercher a savoir s’il existe une et une seule
preuve sous forme normale de ce séquent dans cette logique.

Afin d’étudier la complexité de UniTerme, nous introduisons les machines de Turing alternantes,
introduites dans [Chandra and Stockmeyer, 1976] :

Définition 6.1.0.1. Soir un entier k € N. Une k-machine de Turing alternante (ATM), est un tuple
M=(0,%,6,q0, f) ot :

o ( est un ensemble fini d’éléments appelés états.

o X est un ensemble fini d’éléments appelés alphabet de bande.



o §: OxXIF s P(QxZ¥x{L,R)) est la fonction de transition (pour un ensemble E, P(E) désigne
I’ensemble des parties de E).

® qo € Q est appelé état initial.

o f:0—{A,V,det,accept, reject} est la fonction caractérisante.

Une machine de Turing alternante est en fait une machine de Turing non-déterministe, qui réagit
en fonction de 1’état dans lequel elle se trouve, et des symboles a € X en cours de lecture sur les k-
bandes. La fonction de transition ¢ définit ce comportement en spécifiant le nouvel état, les symboles
a écrire sur les bandes, et le mouvement de la téte de lecture sur les bandes (L pour gauche et R pour
droit). La particularité des machines de Turing alternantes par rapport aux machines de Turing réside
dans le fait que les états peuvent étre de plusieurs types, et en particulier, de type A ou V. Etant donnés
un mot w en entrée et une ATM M, I’exécution de M sur w se réalise donc de la mani€re suivante :

e si I’état courant est de type accept (resp. reject), I’exécution est acceptée (resp. rejetée).

e si I’état courant est de type A et que toutes les exécutions passant par cet état sont acceptées,
alors I’exécution est acceptée ; si une de ces exécutions est rejetée, I’exécution a 1’état courant
est rejetée.

e siI’état courant est de type V et que toutes les exécutions passant par cet état sont rejetées, alors
I’exécution est rejetée ; si une de ces exécutions est acceptée, I’exécution a 1’état courant est
acceptée.

Un état de type det est un état a partir duquel il existe une seule exécution possible en une étape

d’exécution. Un tel état peut donc €tre considéré aussi bien de type A que de type V.

Remarque 6.1.0.1. Si pour tout état g d’une ATM M, f(q) # A, la machine M est simplement une
machine de Turing non-déterministe.

L’exécution d’'une ATM pourra donc se représenter sous une forme d’arbre dont les nceuds sont
étiquetés par A ou V. Une exécution acceptante sera alors représentée par un arbre ou tout nceud éti-
queté V n’aura qu’un fils, c.a.d. I’état suivant de I’exécution acceptante, et tout nceud A aura plusieurs
fils, assurant I’acceptation de I’exécution.

Dans le cas du probleme UniTerme, nous utiliserons le résultat suivant :

Propriété 6.1.0.1. Un probleme est résolu en temps polynomial par une ATM si et seulement s’il est
dans la classe PSPACE des problemes solubles en espace polynomial.

Théoreme 6.1.0.1. Le probléme UniTerme est PSPACE-complet.

Démonstration. Nous montrons d’abord que UniTerme est dans PSPACE, en construisant une 2-
machine de Turing alternante M résolvant le probléme suivant, équivalent a UniTerme : “étant donné
un séquent de la logique intuitionniste, existe-t-il une unique démonstration de ce séquent, modulo
détours 7”.
Considérons, en entrée du probléme, un séquent intuitionniste I" - y dont le nombre d’occurrences
de formules atomiques est n. De plus, nous notons par :
e A I’ensemble des occurrences des formules atomiques ayant une occurrence dans I' F vy
e pour une formule atomique a € A, H, est le multi-ensemble, contenant les occurrences de for-
mules dans I', dont la conclusion est a. Ainsi, étant donnés un environnement I', et une formule
a, nous écrirons @ € H,(I') ssiaestdelaforme oy — ... 2 a, 2 a,etI'=ay,...,q,...,q,.
La machine utilise deux bandes : sur la premiére (notée S ), nous écrivons le séquent a démontrer.
Sur la seconde (notée H), nous enregistrons les formules atomiques qui apparaissent en conclusion
du séquent a démontrer lorsque ce dernier est de la forme A + a, ol a est un type atomique. Ainsi, la
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bande H nous permet de garder en mémoire les formules a démontrer afin d’éviter de rentrer dans des
boucles d’exécution infinies.

Nous construisons ' ATM M = (Q,X2,6, g%, f) de la maniere suivante :

L. O = {GacceptsGreject-q Y g1 U g5 U q7}. Intuitivement, nous séparons 1’exécution en deux par-
ties exécutées en parallele ; 1a premicre cherche a construire une démonstration du séquent, la
seconde cherche a montrer qu’il n’en existe pas d’autres. Cette partition est donnée par I’en-
semble {g+ U g7} pour la recherche d’une démonstration, et {g7 U g7} pour la recherche de la
non-dérivabilité d’un séquent donné. Par ailleurs, nous utilisons des polarités afin de marquer
deux étapes distinctes dans la recherche de démonstration : la sélection d’une formule dans I’an-
técédent permettant de démontrer la conclusion du séquent (pour un état négatif) et la dérivation
d’un séquent (en positif).

De plus, f(qu) = f(CIJ__) =V, f(q:r) = f(QI) =A, f(qaccept) =accept et f(Qreject) =reject.

2. I’alphabet X est défini comme A U {—,(,),+,€}. Tous ces symboles peuvent étre écrits sur S ;

seuls les types atomiques de A et € peuvent étre écrits sur H.

3. étant donnés un séquent s = A+ a; > ... > @, — a (m > 0) sur §, un ensemble de types
atomiques A’ sur H et un état g € Q, la fonction de transition 6(g, s,A’) est définie de la maniére
suivante :

e sig=q* (resp. q7) et m >0, nous écrivons A, «1,...,a, Fasur S et restons dans 1’état g. Si
m =0, alors :
(a) sia€ A’ ou Hy(A) =0, I’état suivant est Grejec: (resp. Gaccepr)-
(b) sinon, a est écrit sur H et pour chaque y € H,(A), la machine écrit le séquent A +y sur S

et passe dans I’état g5 (resp. q7).

e sig=gq7 (resp. q|). Alors, pour a € A tel que a € H,(A), pour tout 8 € H,(I') — {a}, le séquent
AFBestécritsur S et I’état suivant est g5 (resp. g7 ). De plus,
(a) sim =0, il existe une exécution se poursuivant dans I’état guccepr (resp. qreject)-

(b) sim >0, il existe m exécutions suivantes telles que pour tout i € {1,...,m} nous écrivons
le séquent A + ; sur S et passons dans 1’état g% (resp. g7).

I'tp(q})

l

'rg—@—1H-p7)

l \

I'tq(q7) [rt—1(q7) I'ts—p(q))
kg q$/ F>—> q(qy) It i (q7) Ik sl(qi)
Qaclcept Ik pl (q}) qa}cept qa}cept
‘Ir}ject

F1G. 6.1 — Exemple d’exécution d’une ATM pour un probleme UniTerme
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Afin de montrer comment un telle machine résout le probleme UniTerme, considérons le séquent
s—p,q,p—q,q— (t—1)— pr pnoté '+ p); nous donnons un arbre d’exécution pour ce séquent
en Figure 6.1, ol tous les fils d’un noeud sont présentés ssi ce noeud est un nceud A. L’exécution, dans
ce cas, échoue ; en effet, sur la premiere et la troisieme feuille (en partant de la gauche), la machine
trouve une preuve du séquent d’origine. De plus, la quatrieme feuille montre que le premier choix
de formules dans I’environnement I" est bien le seul pouvant aboutir a I'unicité de la démonstration.
Par contre, la deuxieme feuille nous amene a redémontrer un type atomique déja prouvé, ce qui nous
indique qu’il existe une infinité de démonstrations.

La complexité en temps associée a cette machine est polynomiale ; en effet, ce parametre de com-
plexité correspond a la profondeur de 1’arbre d’exécution. Or, étant donné un séquent A F a, son
traitement est borné par le cas ou toutes les formules ont été utilisées pour démontrer la prouvabilité
(ou non-prouvabilité d’une formule) ; dans ce cas, il est possible de retomber sur le méme état a la
suite d’un nombre d’étapes en O(n). La complexité en espace étant linéaire (celle-ci est donnée par le
nombre maximal de symboles sur H, qui est linéaire en n, et sur S, qui est également linéaire en n),
nous pouvons en conclure que UniTerme est dans PSPACE.

La complétude se vérifie aisément a partir du résultat de [Statman, 1979] montrant que la prou-
vabilité dans la logique intuitionniste implicative est un probleme PSPACE-complet : considérons le
séquent @ — p + p — p, tel que la formule atomique p n’apparait pas dans a. Il existe alors une preuve
de ce séquent a partir de la régle axiome produisant le séquent @ — p, p + p. Par ailleurs, cette démons-
tration est unique si et seulement si - @ n’est pas prouvable, ce qui est un probleme PSPACE-complet
(car co-PSPACE=PSPACE). Nous pouvons en conclure que UniTerme est PSPACE-complet. O

En considérant uniquement la propriété de cohérence, il n’est donc pas possible d’utiliser une
méthode d’analyse d’ ACGs du second-ordre, ol pour chaque terme du vocabulaire objet, nous serions
amenés a vérifier si ce terme est le seul habitant de son typage principal. Une telle méthode serait en
effet inefficace (en supposant que P # PSPACE), d’apres le résultat ci-dessus. Nous nous attachons
donc a caractériser des typages qui sont uniquement habités, puis a caractériser les termes habitant
de tels typages, afin de s’assurer qu’une telle propriété est vérifiée pour tout terme du langage objet
d’une ACG du second-ordre.

6.2 Termes quasi-affines et typages négativement non-dupliquants

Dans cette partie, nous étudions le théoréme de cohérence de [Aoto, 1999], en donnant une preuve
alternative de ce théoreme. Cette preuve est donnée en utilisant la sémantique des jeux, permet-
tant ainsi de voir I’apport de cette notion a 1’étude de ces théoremes. Qui plus est, a la manicre
de [Belnap, 1976] et [Hirokawa, 1991] pour les termes affines et les typages balancés, nous mettons
en avant la relation entre termes quasi-affines et typages négativement non-dupliquants.

6.2.1 Cohérence et typages négativement non-dupliquants

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux typages négativement non-dupliquants carac-
térisés dans [Aoto, 1999]. Par le biais de la sémantique des jeux (cf. Chapitre 3 pour les notions de
jeux et stratégies), il est en effet, évident que de tels typages sont uniquement habités :

Lemme 6.2.1.1. Soit I + @ un typage négativement non-dupliquant et A = (M, T) I’aréne associée et
X une stratégie gagnante sur A. Pour chaque séquence S de Z, il existe au plus une occurrence de
chaque O-coup n dans S'.

104



Démonstration. Supposons que ce ne soit pas le cas : alors il existe une séquence S € X de la forme
suivante :
S =S81.(n,i1).(my, j1)-S2.(n,i2).(m2, j2)

ou n est un O-coup de M. Or, puisque le typage est négativement non-dupliquant, il existe un unique
P-coup m = m; = my tel que 7(m) = 7(n). Etant donné un préfixe de longueur paire S ; de la séquence
§2.(n,12).(m, j2), nous montrons par induction sur || que S.S appartient a X (a indice d’occurrences
de coups pres) :

e Si|§)| =0, le résultat est direct.

e Sinon, nous supposons que le résultat est vrai pour tout préfixe de S, de longueur p, et consi-
dérons |S}| = p+2 < |S,|. Alors S/ = S7.(n’,k).(m’, h), et par I'hypothése d’induction, S.57
appartient a X. Par construction d’une stratégie, il existe une séquence S.S7.(n",k").(m",h’)
dans X et le typage étant négativement non-dupliquant, m = m”.

Par conséquent, il existe une séquence S.S,.(n,7").(m, k") dans X ; ce résultat peut étre itéré, ce

qui implique que X est un ensemble infini de séquences, ce qui est impossible par définition d’une
stratégie. Par 1’absurde, dans tout séquence de X, un O-coup a au plus une occurrence. O

Théoreme 6.2.1.1 ([Aoto, 1999]). Un typage négativement non-dupliquant est habité par au plus un
terme M sous forme B-normale.

Démonstration. Prenons un typage négativement non-dupliquant I' + @ et supposons qu’il soit habité
par un A-terme N sous forme S-normale et 7-longue pour ce typage. Soit A = (M, 7) I’aréne de typage
associée a I' + a, et X la stratégie gagnante sur A telle que [Z]l4 = N. Supposons qu’il existe un
deuxieme habitant N’ de ' - @, i.e. une stratégie gagnante X’ # X sur A. Considérons alors une séquence
S €%, Par induction sur |S|, nous montrons que S appartient a X.

e si|S] =2 alors S = (g,0).(m,0), pour un P-coup m. Comme le typage est négativement non-
dupliquant, m est le seul P-coup tel que 7(m) = 7(¢). Donc § € X.

e si|S|=2p+2,alors S estdelaforme S .(n,k).(m,i). D’apres I’hypothese d’induction, S| € X;
de plus, étant donné S| = §'|.(p, j), le P-coup p vérifie p + n. La stratégie X €tant gagnante, elle
est complete pour tous les coups o tels que p + o, et il existe donc un P-coup m’ et i’ € N tels
que S 1.(n,k).(m’,i’) appartient a . Puisque le typage est négativement non-dupliquant, m = m’.
De plus, d’apres le Lemme 6.2.1.1, le O-coup n’ tel que #’ + m a une unique occurrence dans
S1.(n,k),d’oni="1.

O

On peut remarquer que 1’idée selon laquelle les typages négativement non-dupliquants ont au plus
un habitant est simple : lors de la construction d’une stratégie X, étant donnés une séquence S.(m, 1)
dans X et un O-coup n tel que m + n, il existe au plus un P-coup m’ tel que S.(m,i).(n, j).(m’, k) soit
une séquence innocente, i.e. tel que 7(n) = T(m’) et m’ est accessible.

Afin de pouvoir exploiter ce résultat dans le cadre de 1’analyse de grammaires de termes, la
deuxieme partie de notre recherche consiste a caractériser les A-termes habitant de tels typages. Pour
ce faire, nous adoptons, a nouveau, une approche basée sur la sémantique des jeux.

6.2.2 Termes quasi-affines

Nous cherchons a présent, a caractériser les habitants des typages négativement non-dupliquants.
Nous caractérisons ces termes en restant dans le cadre de la sémantique des jeux, par I'intermédiaire
des stratégies gagnantes sur les arénes de ces typages. Les termes que nous mettrons ainsi en évidence
ont une caractérisation essentiellement basée sur les occurrences de P-coups dans la stratégie qui leur
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est associée, et donc, basée sur les variables du terme (nous avons effectivement vu, au cours du Cha-
pitre 3, qu’il existe une analogie entre les occurrences de P-coups dans une stratégie et les variables
du terme correspondant a cette stratégie). La principale difficulté dans la définition de cette relation
étant liée au nommage des variables et au fait de pouvoir les désigner aisément, nous adopterons la
convention de nommage de Barendregt qui permet de distinguer chaque variable d’un terme par son
nom.

Définition 6.2.2.1. Etant donné un terme N sous forme B-normale et n-longue pour un typage I + a,
pour tout i, j € N, nous définissons la relation binaire I?]/. sur V(N) X V(N) telle que xIl].\J/.y est vraie ssi

N=C[xNy...Ni—1(Ax1 ... Xj1¥Xjs1 ... X0.N)Njz1 ... Ny

Définition 6.2.2.2. Soit un A-terme N sous forme normale et n-longue pour un certain typage. En
supposant que ce terme vérifie la convention de nommage de Barendregt, la relation =~y sur V(N) X
V(N) est définie par x = y ssi :

1. x=y.

2. ou bien il existe deux variables z1,z5 et i, j dans N tels que z, I?]’.x, /&) If]’.y, et71 *N 22

Ainsi, deux variables x et y d’un terme N, qui vérifient la relation ~y sont récursivement intro-
duites par la méme variable.

Exemple 6.2.2.1. Soit le terme N = Afg.g(f(Ax1y1.x1(Az21.2))(f(Ax2y2.y2(x2(A22.22)))) ; les relations
X1 RN X2, Y1 ®N V2 et 71 =y 22 sont vérifiées.

La définition de la relation ~y peut €tre naturellement étendue a des sous-termes du terme N :

Définition 6.2.2.3. Soient un A-terme N sous forme normale et n-longue pour un typage I' + @, et deux
de ses sous-termes Ny et Ny ; alors la relation N\ =y N; est vérifiée ssi :

o Ni=x1, Ny =xp et x] =y X

o Ni=Ax1.P1, Ny = Ax2.Py, x1 =N X2 et P1 =y P

e Ni=xP1...Py,, Ny=x201...0p, X1 =N X3 et pour touti € {1,...,n}, P; ~y Q,.

Exemple 6.2.2.2. Dans I’exemple 6.2.2.1, la relation x1(1z;.21) =y x2(A22.22) est vérifiée. Par contre,
la relation f(Ax;y1.x1(Az1.21)) =y f(Ax2y2.y2(x2(A22.22))) est fausse.

Remarquons que, pour un terme N = C{[C,[P1][P2]] sous forme normale et n-longue pour un
typage I' - @ et ou la relation Py ~y P; est vérifiée, et un terme N’ = C[(Ax.C}[x][x])P] p-réductible
en N, alors N’ est également un habitant du typage I' + @. Ainsi, sur I’exemple 6.2.2.1, le terme
(AF fg.g(f(Ax1y1. Fx)(f (Ax2y2.y2(Fx2))))(Ax.x(Az.2)) est un terme simplement typable dont le ty-
page principal est celui de N.

Définition 6.2.2.4. Soit un terme N sous forme normale et n-longue pour son typage principal I' + a.
Alors, N est dit quasi-affine si un méme type y est assigné a deux sous-termes Ny et N, de N dans
I'tassi N =y N».

Exemple 6.2.2.3. Le A-terme de '’exemple 6.2.2.1 n’est pas quasi-affine puisque f(Adx;y;.x1(122.22))
et f(Axayz.y2(x2(A22.22))) ont le méme type dans le typage principal de N mais ne vérifient pas la
relation ~. Par contre, le terme N = f(h(Ax1y1.y1))(h(Adx2y2.y2)) est quasi-affine et peut étre S-étendu
en (Az.fzz)(h(Axy.y)). Ce dernier a le méme typage principal que N. Remarquons qu’un type atomique
est assigné a la variable z dans tout typage pour lequel N est -long.

106



Remarque 6.2.2.1. Ces termes sont appelés quasi-affines en référence aux termes quasi-linéaires de
[Kanazawa, 2007]. En effet, étant donné un terme N quasi-affine tel que nous I’avons défini et son
typage principal I - ¢, il existe un terme N’ tel que N’ —>Z;N , ayant I' - @ pour typage principal et tel
que si une variable a plusieurs occurrences dans N, alors il lui est assigné un type atomique dans '+ a.

Nous montrons a présent que de la méme maniere que [Belnap, 1976, Hirokawa, 1991] ont dé-
montré une certaine équivalence entre termes affines et typages balancés, les typages négativement
non-dupliquants ne peuvent étre habités que par des termes quasi-affines ; de méme, ces derniers ont
pour typage principal un typage négativement non-dupliquant.

Remarque 6.2.2.2. Pour la définition d’une variable comme réalisation d’une occurrence de P-coups,
se référer a I’algorithme 3.3.4.1.

Lemme 6.2.2.1. Etant donnés une aréne de typage A = (M,T), une stratégie gagnante X sur A et le
terme N = [X]|a, s’il existe un P-coup n € MP tel que les occurrences de variables x| et x; sont des
réalisations de n dans [X] 4, alors x; =N x».

Démonstration. Tout d’abord, pour une séquence justifiée S sur A, nous introduisons la mesure J(S)
comme suit :

e J((60))=0.

o J(S1.(n,1).S2.(m,10)) =1+ J(S 1.(n,i)) si m est un P-coup.

o J(S.(n,0)) = J(S) si n est un O-coup.
Cette fonction retourne donc le nombre d’occurrences de P-coups justifiant, au sens de + (la cloture
transitive et réflexive de +-g) la derniére occurrence de P-coup jouée.

A présent, supposons que deux variables x; et x, sont des réalisations du méme P-coup m dans
[X14, c’est-a-dire que :

N Cilll(n1,i0).0m, j1).[T1.... Tul, Villal = CilAz1r.x1 [Ty, Villa - .. [Ty, Vial
Colll(n2,i2)(m, j2).[T1".... T,'], Vallal = Ca[Az2.x2[ Ty, Vi - .. [T, V3114l

Soient S 1.(m, ji) et S,.(m, j») les séquences appartenant a X finissant sur les occurrences de m dans
les équations ci-dessus. Ces séquences sont de longueur paire, puisque se terminant sur une occurrence
de P-coup. Nous prouvons x| ~y x; par induction sur p = max(J(S 1.(m, j1)), J(S2.(m, j2))) :

e Sip=1,alors S| =S5, =(¢,0),j; = j» =0 et x; = x, sont des occurrences de la méme variable.

e Supposons, a présent, que la propriété est vraie pour tout entier p > 1. Puisqu’il existe un unique

O-coup n tel que n + m, nous obtenons S7.(n,j1) C Sy et $5.(n, j2) E S». Puisque p > 1, il
existe un P-coup m’ tel que m’ + n, et des entiers positifs k; et k; tels que S = S7.(m’, k) et
§% =87 .(m",ky). Par définition, nous obtenons

max(J(SY.(m’, k1)), J(S 5 .(m,k2))) = max(J(S1.(m, j1)), J(S2.(m, j2))) - 1

Par conséquent, étant données y; et y, les variables réalisant respectivement (m’, k) et (m’, k)
dans [X] 4, ’hypothése d’induction nous permet d’obtenir y; ~y y;. Finalement, pour r € {1,2},

N

C L@ 1).(m" k) [Tr ... Ty j ... Trgl, Willal
CrlAz il Ta 1, Willa - . . [T j, Willa - . . [ Trg Willa]

C]I([/lz_];.ykIITk,l , Wk]]A . (/lx{’k . x{_l,kxkxl!ﬂ’k ce xik.Nk,j) . [[Tk,q, Wk]]A]

2 N Ry . 2 1. - , N . -
Par conse(.]l}ent Vi ;X est vérifié, ce qui permet de déduire x| =y x, d’apres le fait que y; =y y»
et la définition de ~p.
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Lemme 6.2.2.2. Soient une aréne A = (M, ), une stratégie X sur A et le terme N = [X] 4.
Si deux variables x1,x, de N vérifient x| =y xa, alors il existe un P-coup n € MF dont x| et x> sont
des réalisations dans [Z]a

Démonstration. Considérons deux variables x| et x, dans le terme N, telles que x| =y x,. Nous pro-
cédons par induction sur la définition de la relation ~y :
e si x| = xp = x. D’apres la définition de I’interprétation de X,

Cilll(n1, j1).(m1,i1).T1.... Ty, Villal = C1[AZ1.x1 Ny ... Ny]

Caolll(ny, j2).(ma,i). Ty ... T, , Vallal = C2[AZ2.x2Py ... Pyl

et m| = my = m appartient 3 M’ et i; = iy = i. De plus, (m, i) est I’unique occurrence de P-coup
tel que ((m, i), x) appartient a V; N V5.

e g’il existe deux variables z; et z; telles que z; =y z, et des entiers positifs i, j tels que z; I?j’.xl et
ko) Ig{xz. D’apres I’hypothese d’induction, il existe un P-coup m dont z; et z» sont des réalisations
dans X : .

Cilll(n1, j1).(m,i1).Ty.... Ty, Villal = Ci[Az].21N1 ... Ny ]
N =

Call(n2, jo)-(m,i2). Ty ... Ty, Valla] = C2[ A2} .22 Py ... Py

Puisque les relations zllﬁ\jxl et zZIﬁ\J’.xz sont vérifiées, nous savons que les termes N; et P;
sont respectivement €gaux a Ay;...y;-1X1yj+1...Yp.N" et Y] ...y;._lxzy;.+1 ...y,-P’. Alors, par
définition d’une interprétation, x| et x, doivent €tre des réalisations des coups (m-i)- j dans Z.

]
Des deux lemmes précédents, nous déduisons 1’équivalence suivante :

Lemme 6.2.2.3. Etant donnés une aréne de typage A = (M,T), une stratégie X sur A et le terme
N = [[Z]4, alors deux variables x1,x; de N vérifient x| =~y x, ssi il existe m € MP? tel que x| et xp sont
des réalisations du P-coup m dans [Z])a.

A présent, nous montrons les résultats énoncés plus haut établissant 1’équivalence entre typages
négativement non-dupliquants et termes quasi-affines. Indépendamment de ces travaux, le résultat a
également été démontré par Kanazawa (la preuve est a paraitre dans [Kanazawa, 2011]).

Théoreme 6.2.2.1. Si un typage négativement non-dupliquant I + « est habité par un terme N, ce
dernier est quasi-affine.

Démonstration. Considérons la stratégie X sur I’aréne A associée au typage I'  « telle que [X]l4 = N.
D’apres le Théoreme 6.2.1.1, X est I'unique stratégie gagnante sur A. Supposons que N = C{[N{] =
C2[N2], ou Ny = Axy...x4.21Py... Py et Na = Ay;...y4.2201...Q), sont tous les deux d’un certain
type ¢ dans I - y. Alors, nous pouvons écrire [X] 4 sous la forme :

[ELs = Cil[Ty, Vilal = Cilll(n1,i1).(m1, jO)-[T115. ... T1p 1, Villal = C1IN1]
Co[[T2, V2]al = Colll(n2,i2).(m2, j2).[T2,1, ..., T2 p, 1, V2] = C2[N2]
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ou ny,ny sont des O-coups, et my,my des P-coups. Puisque Ny et N> sont de mé€me type, alors
7(my) = T(my). Or I' -  est un typage négativement non-dupliquant ce qui implique m; = my = m.
Nous pouvons en déduire 1’égalité p; = p» = p. Par induction sur I’interprétation de T;; et de T, ,
nous prouvons que N| =y N. O

Théoreme 6.2.2.2. Soit un terme N quasi-affine, sous forme B-normale et n-longue pour son typage
principal T v a. Alors ce dernier est un typage négativement non-dupliquant.

Démonstration. Etant données 1’aréne de typage A = (M, 1) associée au typage I F y, et la straté-
gie gagnante X sur A, telle que N = [X]l4, nous savons que X est une stratégie recouvrante (d’apres
le théoreme 3.3.5.1). Par I’absurde, supposons qu’il existe deux P-coups m; et my de A qui véri-
fient m; # my et t(m;) = 1(my). D’apres la définition d’une stratégie recouvrante, nous obtenons
miRymy, ce qui implique I’existence de deux séquences S1.(my, ji) et S2.(ma, j2) dans X telles que
N = Cill(nj, ki).(mi, jolTi1,..., Tinl, Villal = Ci[Az;.N;] pour i € {1,2}. Les sous-termes N et N, ayant
le méme type atomique 7(m,) = 7(my), nous obtenons Ny = x; Py... P, et Ny =x0Q; ... Qp. Or, d’apres
le lemme 6.2.2.3, x| ~y x> n’est pas vérifiée, ce qui implique que N| =y N, est également faux : nous
obtenons donc une contradiction avec 1’hypothese que N est quasi-affine. O

6.3 Typages négativement séparants

Dans cette section, nous caractérisons une nouvelle famille de typages pour lesquels il existe un
unique habitant : les typages négativement séparants.

Nous rappelons que, étant donnée une aréne de typage A = (M, 1), la clbture transitive et réflexive
de la relation d’accessibilité sur A est notée +*. Ainsi, étant donnés deux coups m; et my de M, nous
appellerons m; un accesseur de my si my +* my est vérifié.

Définition 6.3.0.5. Soient une aréne de typage A = (M, 1) et deux coups my et my de M. Nous appelons
un coup n € M un accesseur commun a my et my si n+* my et n+ n.

De plus, n sera appelé le plus petit accesseur commun a m et my ssi pour tout coup n’ tel que
ntn', n’ n’est pas un accesseur commun a my et m.

Nous remarquerons que, puisqu’une areéne de typage a une structure arborescente, pour toute paire
de coups (mj,my) d’une arene, il existe un accesseur commun a ces deux coups.

Définition 6.3.0.6. Soient un typage '+ @ et A = (M, 1) I’aréne associée. Alors, T v « est dit négative-
ment séparant si pour tous les P-coups m| et my de M vérifiant 1(my) = 1(my), le plus petit accesseur
commun a my et my est un P-coup m différent de m, et ms.

Exemple 6.3.0.4. Nous représentons les arénes pour les typages - b~ — a~ — (a — b™) — ¢ (a gauche)
et((s—>p)—>s >qg > (p —>q) —r)—>(p—q)—> r(adroite) en Figure 6.2. Le typage
Fb~ — a — (a— b)) — cn’est pas négativement séparant, puisque le plus petit accesseur commun
aux P-coups 1 et 3 est ¢, alors que 7(1) = 7(3) = b. Par contre, le typage (s > p7) > s~ = gq) —
(p” = q)—r)— (p— q ) — restnégativement séparant. En effet, les P-coups 112 et 121 ont pour
plus petit accesseur commun 1 et sont tous les deux de type p.

Remarque 6.3.0.3. Ce critere peut évidemment s’exprimer plus directement sur le typage et sans
utiliser la notion d’aréne, en introduisant la notion d’accesseur sur les occurrences de types atomiques
d’un typage.
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FIG. 6.2 — Typages négativement séparant : exemples

Lemme 6.3.0.4. Soient I + « un typage négativement séparant, A = (M, 7) I’aréne associée, et ¥ une
stratégie gagnante sur A. Alors, pour tout P-coup m de M, et toute séquence S de %, il existe au plus
une occurrence de m dans S.

Démonstration. Nous procédons par I’absurde, et supposons qu’il existe une séquence S € X conte-
nant deux occurrences d’un méme P-coup m. La séquence S est alors de la forme S {.(m,i1).S2.(m, i3).
De plus, nous prenons la contrainte plus forte que m est le premier P-coup ayant plus d’une oc-
currence dans cette séquence, et que ces deux occurrences sont celles mises en évidence dans la
séquence ; ainsi tout P-coup ayant une occurrence dans S .(m,i1).S> a une unique occurrence dans
celle-ci. Soit S/ C §5.(m, i>) une séquence de longueur paire. Par induction sur |S/[/2, nous montrons
que la séquence S 1.(m, i1).S2.(m,i).S é apparait dans X, a indice d’occurrences de coups pres.

e si|S)| =0, le résultat est immédiat.

e supposons que la propriét€ est vraie pour un entier k tel que 0 < 2k <[S.(m, )|, et que |S}| =
2k +2, ou p € N. Donc, S/, est de la forme S/ .(n2, j1).(ma, j2). D’apres I’hypothése d’induc-
tion, §1.(m,11).52.(m,i2).S7 appartient 2 X et il existe donc, par construction d’une stratégie
gagnante, un P-coup m, et un entier j, € N tel que §1.(m,i1).82.(m,12).87) .(n2, j1).(m5, j}) ap-
partient a . Nous obtenons donc T(m’z) = 7(my) et le coup my est accessible dans la séquence
§1.(m,11).82.(m,12).87% .(n2, j1). Supposons que my # m). Par définition, il existe un P-coup p
qui est le plus petit accesseur commun a m; et mj. De plus, il existe deux O-coups o; et o), tels
que :

- proyetpto)
— 02+ my et o) ¥ my
— 0y F m) et oy ¥ m)
Et 0, et 0, ont chacun au moins une occurrence dans S 1.(m,i1).S2.(m, i2).S 5 .(n2, ji). Alors, par
construction d’une stratégie, il faut que p ait deux occurrences dans cette derniere séquence.
Dans ce cas, soit p = m, soit p apparait dans S7'. Dans les deux cas, puisque S/ est un préfixe
de §,.(m, i), ceci implique que 0, = 0'2, et nous obtenons une contradiction. D’ou my = m’2 et
donc, §1.(m,i1).S2.(m,i2).S’, apparait dans X.
Finalement, ce résultat nous amene a 1’existence d’une stratégie formée d’une infinité de séquences,
ce qui est impossible. O

Nous remarqueront que ce lemme implique également que tout O-coup a au plus une occurrence
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dans une séquence S sur une arene associée a un typage négativement séparant.

Théoréme 6.3.0.3. Etant donné un typage négativement séparant T v a, il existe au plus un habitant
de ce typage.

Démonstration. Supposons que ce typage est habité par un terme N : soit I’aréne de typage A = (M, 1)
associé a I' F « et la stratégie gagnante X associée au terme N (en supposant que ce dernier est sous
forme normale longue pour ce typage). Le typage I' @ est uniquement habité ssi X est I'unique
stratégie gagnante sur A. Supposons que ce ne soit pas le cas : il existe une stratégie ¥’ # X sur A.
Etant donnée S € X', nous montrons par induction sur |S|/2 que S € X :
e si S =(¢0).(m,0). Alors m n’a pas de préfixe qui soit un P-coup (hormis m lui-méme) ; par
définition d’un typage négativement séparant, m est I'unique P-coup vérifiant 7(m) = 7(€), donc
S el
e supposons que cette propriété est vraie pour toute séquence S’ € ¥ de longueur 2p, pour un
certain p € N. Soit S de longueur 2p + 2, c’est-a-dire que S est de la forme S’.(n,i).(m, j).
D’apres I’hypothese d’induction, S appartient a X. Par construction d’une stratégie, il existe
m’ € MP et j’ € N tels que S”.(n,i).(m’, j') € X. Or 7(m) = 7(m’), donc il existe un P-coup p qui
est le plus petit accesseur commun a m et m’. Par construction d’une stratégie, si m est différent
de m’, il existe deux occurrences de p dans S’.(n,i).(m, j), ce qui est impossible d’apres le
lemme 6.3.0.4.
O

Nous remarquerons que I’'idée générale de ces preuves est assez simple : si deux P-coups m et m;
ont un plus petit accesseur p qui est un P-coup, ces deux P-coups ne peuvent jamais étre accessibles
dans une séquence justifiée S.(n,7), ot n est un O-coup tel que 7(n) = T(m) = 7(my), car, une fois une
occurrence de p trouvée dans S, un seul des fils (et I’ensemble des sous-fils de ce dernier) est utilisable
pour construire le reste de la séquence. Nous obtenons donc ainsi une forme de déterminisme dans la
construction de toute séquence d’une aréne associée a un typage négativement séparant.

Dans un second temps, il nous faut déterminer les A-termes habitant ces typages, et vérifier que
ces termes ont un typage principal qui soit négativement séparant. Dans ce qui suit, nous donnons une
famille de A-termes approchant ces conditions : les A-termes contextuellement déterministes.

Définition 6.3.0.7. Etant donné un terme N sous forme B-normale et n-longue pour un certain typage
I'+ . Le terme N est dit contextuellement déterministes pour I + @ si, pour toutes les occurrences de
sous-termes (C1[1,N1) et (Ca2[1,Ny) telles qu’il existe B € T (A) vérifiant que I'; + 5 est le typage de
(Ci[1,N;) relatifaTl' v N : a (et i € {1,2}), alors :

Pourtouto: Ve VI rNi-o:8 & N -0=N,

D’apres cette définition, il est aisé de montrer que si un typage I" - @ est uniquement habité par un
terme N, alors ce terme N est contextuellement déterministe pour ce typage :

Théoreme 6.3.0.4. Soit un typage I + a uniquement habité par un terme N sous forme B-normale et
n-longue pour ce typage. Alors le terme N est contextuellement déterministe.

Démonstration. Supposons que I’unique habitant N de ce typage n’est pas contextuellement détermi-
niste. Il existe donc deux occurrences de sous-termes (C1[], N1) et (Cz[], N2), un type 3 et un renom-
mage de variables o tels que :

e pouri € {1,2}, le typage de (C;[], N;) relativement a I' - N est I'; + .
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o [L-Ni-og:BetN, #N; 0.
Le terme N’ = C3[N; - o] est donc un habitant de I' + @. De plus, N’ # N, ce qui contredit le fait que
I' - @ est uniquement habité. O

Ainsi, d’apres cette preuve, nous pouvons exprimer le fait qu’un terme N soit contextuellement
déterministe pour un typage I' - @ par I'impossibilité qu’une occurrence de sous-terme de N soit
remplacée par une autre occurrence d’un sous-terme de N tout en préservant le typage. Sur un arbre de
dérivation, cette définition revient a exprimer I’impossibilité de remplacer un sous-arbre de dérivation
par un autre sous-arbre de dérivation (sur les arénes de typages, par I’'impossibilité de compléter une
séquence S d’une stratégie gagnante X par un suffixe d’une autre séquence S’ # S de X).

Exemple 6.3.0.5. Considérons le terme N = AFG.F(1Hx.G(Hx))(1y.Gy) dont le typage principal est
donné par la deuxieme aréne de la Figure 6.2. Alors ce terme est contextuellement déterministe : en
effet, les deux occurrences de sous-termes

(AFG.F(AHx.[])(1y.Gy),G(Hx)) et (AFG.F(1Hx.G(Hx))(1y.[]),Gy)

ont un typage I' - g relativement a ce typage, et il n’existe pas de substitution de variables o vérifiant
les conditions citées plus-haut ; sur cet exemple, il n’existe pas de substitution de variables permettant
de remplacer une de ces occurrences par 1’autre.

Bien que les termes contextuellement déterministes apparaissent comme des candidats potentiels a
étre les termes qui habitent exactement les typages négativement séparants, le contre-exemple suivant
montre que tel n’est pas le cas :

Exemple 6.3.0.6. Le terme N = F(1z.G(Hz))(1y.G(H’y)) est un terme contextuellement déterministe.
Son typage principal est :

G:a—»bH:c—>aH :d>aF:(c>b—>(d—-b)—d+rd

Or, ce typage n’est pas négativement séparant ; en effet, les deux occurrences négatives du type ato-
mique a ont comme plus petit accesseur commun 1’unique occurrence positive de d.

D’apres ces quelques remarques, plusieurs problemes restent donc ouverts ; en effet, nous n’avons
pas pu déterminer quels sont les termes habitant exactement les typages négativement séparants. Bien
que ces typages étendent les typages négativement non-dupliquants, il ne prennent pas en compte
I’ensemble des termes qui sont les uniques habitants de leurs typages principaux. Il nous faut donc
chercher une sous-famille de la famille des termes contextuellement déterministes pour les typages
négativement séparants, en rajoutant certaines contraintes sur la forme syntaxique des termes.

Par ailleurs, nous n’avons pas pu donner une caractérisation syntaxique des typages principaux des
termes contextuellement déterministes. Les relations d’accessibilité entre occurrences négatives de
types atomiques ne semblent pas suffisantes dans ce cas. Le méme type de relation entre occurrences
positives de types atomiques semblent devoir étre étudié.

De plus, afin d’exploiter la famille de termes contextuellement déterministes dans le cadre de
I’analyse de grammaires catégorielles abstraites, il reste également a démontrer que, étant donné un
ensemble 7~ de termes contextuellement déterministes, I’ensemble 7 de termes obtenus par cloture
par composition de 7 vérifie que tout terme N € 7 est I’'unique habitant de son typage principal. Cette
propriété nous semble plus difficile a prouver. De plus, il n’est pas certain que les termes ainsi obtenus
aient un intérét dans la conception de reconnaisseurs pour des grammaires de langues naturelles.

Finalement, remarquons qu’une caractérisation compléte des termes qui sont les uniques habi-
tants de leur typage principal semble &tre une extension de la définition des termes contextuellement
déterministes, qui n’est pas suffisante, comme le montre 1’exemple suivant :
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Exemple 6.3.0.7. Considérons le terme N = F(AH.G1(F1(12.G2(H2))))(AF2x2.G1(F2(G2x3))).
Ce terme est contextuellement déterministe ; néanmoins, il existe un autre terme N’ # N habitant
le typage principal de N : le terme F(AH.G{(F1(12.G2(H2))))(AF2x,.G1(F1(12.G2x3))).

Ainsi, la définition d’un terme contextuellement déterministe impose I'impossibilité de remplacer
des occurrences de sous-termes par d’autres occurrences de sous-termes afin de construire un nouveau
terme N’ habitant le méme typage principal. Il est possible d’étendre cette idée aux sous-contextes
d’un terme. Pour ce faire, il convient effectivement d’empécher que des sous-contextes puissent rem-
placer d’autres contextes. Ainsi, il est possible que, étant donné un terme N sous forme normale et
n-longue pour son typage principal I' + @ tel que N = C1[C][N1] = C2[C}[N>]] ou :

e les occurrences de sous-termes (C;[],C ; [Ni]) et (Cz[],Cé[Nz]) ont le méme type relativement

al'FN:a.

e les occurrences de sous-termes (C [C; [11,Ny) et (Cz[Cé[]],Nz) ont le méme type relativement

al'FN:a.

e N est contextuellement déterministe relativement a I' + a,

il existe néanmoins un renommage de variables tel que le terme N’ = C 1[Cé[N1] - o] habite le
typage I' + @. Ainsi, il semble que vérifier qu'un terme est ’'unique habitant de son typage princi-
pal revienne a vérifier I’'impossibilité de remplacer des sous-contextes de termes par d’autres sous-
contextes ; de tels termes peuvent étre nommés contextuellement déterministes d’ordre supérieur. Le
probleme de I’unicité d’habitation pour les typages principaux semble donc étre PSPACE-complet,
c’est-a-dire équivalent en complexité a UniTerme.

Par ailleurs, [Broda and Damas, 2005] ont défini de maniere algorithmique la famille des typages
déterministes. Cette caractérisation revient a montrer que, pour toute séquence S.(n,i), ou S est une
séquence d’une stratégie X sur I’aréne de ce typage, il n’existe qu’un P-coup m tel que 7(m) = 7(n) et
m est un coup jouable. L’algorithme vérifiant qu’un typage est déterministe est un algorithme linéaire
en temps pour la taille du typage, et qui revient simplement a montrer que le terme est habité : si, au
cours de la dérivation, pour une occurrence positive de type atomique il existe aucune ou plus d’une
occurrence négative permettant de poursuivre la démonstration, ce typage n’est pas déterministe.

D’apres les résultats prouvés dans cette section, nous nous limiterons, dans le reste de cette étude,
a présenter les résultats concernant I’analyse de grammaires catégorielles abstraites du second-ordre
quasi-affines.

6.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons donné quelques résultats relatifs au probleme de caractériser
les typages uniquement habités (également appelé théoremes de cohérence). Dans un premier temps,
nous nous sommes intéressés a la complexité de la version la plus générale de ce probleme, a sa-
voir : “étant donné un typage (A;I') - @, celui-ci est-il uniquement habité 7’ Nous avons montré qu’il
s’agit d’un probleme PSPACE-complet. Ensuite, et grace a 'utilisation de la sémantique des jeux,
nous avons donné une nouvelle preuve du théoreme de [Aoto, 1999], et nous avons caractérisé la fa-
mille des termes quasi-affines comme étant les termes habitant exactement les typages négativement
non-dupliquants. Finalement, nous avons donné des pistes vers d’autres théoremes de cohérence, en
prouvant, en particulier, que les typages négativement séparants sont uniquement habités. Ce théo-
reme donne lieu a la caractérisation syntaxique la plus forte sur les typages vérifiant la théoreme de
cohérence.

Nous nous appuyons sur les résultats relatifs aux théorémes de cohérence pour les termes quasi-
affines afin d’étudier, dans le Chapitre suivant, les techniques de reconnaissance grammaticale pour
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les ACGs du second-ordre de termes quasi-affines.
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Chapitre

Polynomialité de la reconnaissance pour
les ACGs du second-ordre quasi-affines

Dans la partie précédente, nous nous sommes appuyés sur les jeux du Chapitre 3 afin de carac-
tériser la famille de termes qui correspond exactement aux typages négativement non-dupliquants
de [Aoto, 1999]. Cette famille est une extension de la famille des termes quasi-linéaires utilisées
dans [Kanazawa, 2007], et ses individus vérifient la propriété de cohérence. Il est donc naturel de se
poser la question de savoir si des reconnaisseurs d’ ACGs du second-ordre quasi-affines peuvent étre
construits a la maniere des reconnaisseurs de [Kanazawa, 2007], leur assurant ainsi une exécution en
temps polynomial. Qui plus est, une telle construction nous permet de bénéficier des propriétés de
réécriture de programmes Datalog décrites dans le Chapitre 5, et de 1’analogie de ces derniéres avec
les algorithmes de reconnaissance de type CYK et de type Earley.

Remarque 7.0.0.4. Nous appelons variable effacante dans un terme M, toute variable x telle que
M =C[Ax.N]etx ¢ FV(N).

Afin d’obtenir de tels résultats, nous avons vu que deux propriétés supplémentaires sont néces-
saires : I’expansion du sujet et la cloture par composition. Alors que nous verrons que la seconde est
vérifiée pour les termes quasi-affines, tel n’est pas le cas de la premiere, principalement a cause de
S-réduction effacante :

Exemple 7.0.0.8. Pour les termes quasi-affines M = Ax.gy et M’ = Ax.(Az.gy)(xe), il apparait directe-
ment que M’—>2;M . Par ailleurs, le typage principal de M esty:a,g:a — b+ c — b. Or, le typage
principal de M’ est y: a,g: a — b,e : ¢ + (e — ¢) — b. Tout typage de M’ doit donc contenir une

assignation de types pour la variable e, ce qui n’est pas le cas pour les typages de M.

Sur cet exemple, nous voyons que M’ se S-réduit en M grice a une S-réduction effacante. Ceci
a pour effet de faire disparaitre toute occurrence de la variable e dans M, et une occurrence de la
variable x dans ce dernier terme. La suppression d’occurrences de variables (ou de constantes) modifie
les contraintes de typage de ces variables (ou constantes). Sur notre exemple, e peut €tre assigné
n’importe quel type dans un typage de M, et il en est de méme pour le type de x. Ces deux variables
doivent par contre, étre assignés des types d’une certaine forme dans un typage de M’.

Nous montrerons qu’il est néanmoins possible de construire des reconnaisseurs Datalog pour les
ACGs du second-ordre quasi-affines d’apres les idées de Kanazawa, en donnant une version plus faible



du théoreme d’expansion du sujet pour ces A-termes, dans le systeme de typage listé, informellement
introduit au chapitre précédent.

7.1 Systeme de typage listé

Le systeme de typage listé permet de typer des termes typés a la Church, et en particulier des
termes appartenant a une signature d’ordre supérieur. Nous y définirons les typages potentiellement
négativement non-dupliquants (ou typages PN) comme étant une généralisation des typages négative-
ment non-dupliquants, puis, étant donné un terme quasi-affine, nous lui associerons un ensemble de
typages appelés typages potentiellement négativement non-dupliquants moins généraux de ce terme.
Nous verrons comment les propriétés de ces derniers sont proches de celles du typage principal d’un
terme quasi-linéaire dans le systeme de typage simple, permettant ainsi de construire des reconnais-
seurs Datalog a la Kanazawa pour les ACGs non-contextuelles quasi-affines.

7.1.1 Définitions et propriétés
Nous introduisons a présent le systeme de typage listé :

Définition 7.1.1.1. Etant donnés A et B deux ensembles énumérables de types atomiques et un type
a € T (A), 'ensemble U,(B) des types uniformes a a construits sur B est défini par induction sur « :
e sia=acAalors U,(B) = B.
o sia=a — ayalors U,(B) ={B1 = P21 B1 € Uy, (B) et 2 € Uy, (B))

L’uniformité de types permet donc d’imposer des contraintes structurelles a ces derniers, puis-
qu’ils sont égaux modulo renommages :

Lemme 7.1.1.1. Etant donné un type e € T (A), deux types y| et y, appartenant & Uy(B) sont toujours
unifiables et leur unificateur le plus général est un renommage.

Démonstration. Par induction sur « : si @ = a € A, alors y| = c| et y, = ¢, appartiennent a B par
définition. L’unificateur le plus général de y; et y, est donc o tel que ¢1 -0 =c¢; - 0.

Sinon, @ = a1 — a1, et par construction, y; =81 — B2 et y» = 61 — 02, tels que B1,01 € Uy, (B)
et 2,62 € U,,(B). D’apres ’hypothese d’induction, pour i € {1,2}, 8; et J; sont unifiables et leur
unificateur le plus général est un renommage o; contenant des égalités de la forme a-o; = b- o, ol
a,beB. A partir de oy et g, nous construisons donc o de telle sorte que a-o = b- o ssi il existe des
types atomiques ay,...,a, et une fonction f : {1,...,n} — {1,2} tels que

a-of) = a0 f1),a1 -0 f(;) = a2 0f@2) -0 T f(n-1) = b= T )
Alors o est I'unificateur le plus général de | et y;, et est bien un renommage. O

Définition 7.1.1.2. Etant donnés deux ensembles énumérables de types A et B, et un type a € T (A),
nous définissons I’ensemble L, (B) des types listés sur B et uniformes a @ comme le plus petit ensemble
tel que :

o Uy(B) C Ly(B).

o sily et I appartiennent a L,(B), alors I Nl appartient a L,(B).
L’ensemble L(B) des types listés sur B est défini comme étant I’ensemble {L,(B) | @ € T (A)}

Notation 7.1.1. Les types listés seront notés par des lettres grecques minuscules surlignées o, a7, ...
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FI1G. 7.1 — Systéeme de dérivation pour les types listés

Nous allons, a présent, assigner ces types listés aux constantes d’un terme appartenant a une si-
gnature d’ordre supérieur. De maniere intuitive, assigner un type listé @; N...Na, a une constante,
revient a lui assigner les types simples «j,...,a,, a la maniére des types intersection (pour plus de
détails, se référer a [Dezani-Ciancaglini et al., 1998]). Il convient cependant de noter que nous im-
posons aux types simples composant un type listé d’étre uniformes deux a deux, et que nous n’uti-
lisons pas le type universel w, a I'image du systeme de [Coppo and Dezani-Ciancaglini, 1980]. Qui
plus est, nous contraignons le connecteur d’intersection N a n’étre utilisé qu’au niveau le plus ex-
terne, un type listé appartenant a £,(B) pouvant ainsi &tre vu comme un sous-ensemble non-vide de
U, (B). En effet, a 'image de ses propriétés dans les types intersection, le connecteur N est commuta-
tif (i.e. @1 Nar = > Nay), associatif (i.e. (@ Naz)Naz =a; N(ax N@3) = @] Naz Nas) et idempotent
(ie.ana=a).

Notation 7.1.2. En conséquence, étant donnés un type simple « et deux types listés y; et y,, nous
utiliserons les notations intuitives suivantes :

e ageyrsiyi=aiN...NaN...a,.

e a) Ca, sipourtout @ € ay, @ € ;.

e lataille [a]| de @] donnée par : [a1] = 1 si @) = @; est un type simple, [y; Ny2| = [y;|+[y,| sinon.

Par la suite, nous imposerons a un type listé d’étre fini au sens ensembliste.

Définition 7.1.1.3. Etant donnés un ensemble énumérable de types atomiques A, un environnement
de typage listé sur A est un couple (A;I') tel que :
o [ est une fonction de I’ensemble énumérable de variables YV (typées a la Church) sur I’ensemble
T (A) des types simples sur A, tel que T'(x*) € U,(A).
o A est une fonction de I’ensemble énumérable de constantes C (typées a la Church) sur [’en-
semble L(A) des types listés sur A, tel que A(c®) € L,(A).

Les conventions d’écriture pour les environnements de typage listé sont les mémes que pour les
environnements de typage simple : nous écrirons I' = xf "a,... ,xg" s ay si Dom(I) = {xf L ,x{z”} et
si pour tout i € {1,...,n}, F(xf") = @;. De méme, nous écrirons A = ¢;% : Voo ,Cmo" Ym $1 Dom(A) =
{€1%',...,em%} et si pour tout i € {1,...,m}, A(¢;®) =¥;. Si Dom(T") = 0 (resp. Dom(A) = (), alors nous
écrirons I'=_ (resp. A=_).

Un typage listé (A;I') @ sur un ensemble énumérable de types A est donné par un environnement
de typage listé (A;I") sur A et un type simple @ € 7 (A). Nous dirons qu’un terme M habite un typage
(A;T) + a 5’1l existe une dérivation de (A;I') - M : @ dans le systeme de dérivation de la Figure 7.1.
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Nous remarquerons qu’un terme M peut étre typé dans le systeme de typage listé si et seulement s’il
est simplement typable.

Définition 7.1.1.4. Etant donnés un terme M et deux typages listés (A1;T'1) Faq et (Ay;1) Fap de M,
nous dirons que (A1;1'1) F a; est plus général que (Az;12) F ay s’il existe un renommage o tel que :
e ay=a)-0.
e pour toute variable x* de Dom(I'}), x* appartient a Dom(I'y) et I';(x*) =T'1(x¥) - 0.
e pour toute constante ¢* de Dom(Ay), ¢ appartient a Dom(Aj) et A1(c%) -0 C Ay(c?).

La relation de généralité entre typages préserve certaines propriétés évidentes ; ainsi, si un terme
M habite un typage (A1;I'1) F @ et que ce dernier est plus général que (Az;I2) F ap, alors M habite
(A2;T2) +F ay. De plus, pour un terme M, il existe un typage principal (ou le plus général). Mais ce
typage n’est pas unique pour un terme donné, méme a renommage pres, car il est possible d’assigner
un type listé arbitrairement grand aux constantes.

Exemple 7.1.1.1. Etant donné le terme ¢, les deux typages (¢” : a;_) Faet(c’ :anb;_) F a sont chacun
plus général que 'autre ; eneffetaCanbetpour o =[b—al,{(c’:anb;_)-ocra-oc={(c’:a;_)ra

Néanmoins, si nous considérons un ordre sur les typages les plus généraux, donné par la taille des
types assignés aux constantes, nous pouvons créer une partition de I’ensemble des typages les plus
généraux, telles que deux typages d’une méme partie sont égaux a renommage pres. Les typages de la
partie pour laquelle cette mesure est la plus petite seront appelés les typages listés les plus généraux
ou typages listés principaux de M.

Ce typage listé principal d’un terme M peut étre obtenu en remplagant, premierement, toute oc-
currence de constante dans M par une constante fraiche, obtenant ainsi un terme typé a la Church que
nous noterons ¢ —lin(M) ; il nous faut ensuite calculer le typage principal (A;I') + a de ¢ —lin(M) dans
le systeéme de typage simple ; puis calculer (A’;I") F @ de telle sorte que @ € A’(c) si et seulement si
a = A(c’) et que ¢’ remplace une occurrence de ¢ dans M.

Exemple 7.1.1.2. Soit le terme M = AP°~° £77°((Ax° £77%¢?)(P°~°¢?)). Nous calculons ¢ — lin(M) =
AP £1°7°((Ax° £,°7%¢12)(P~%¢2?)) dont le typage principal est (¢1? : a1, : a2,£1°7% 1 a1 —
b1,£,°7% 1 by = by;_) + (ap — ¢) — by. Le typage principal listé de M est donc :

(Ar; ) vrap={c’:a1Nay,f°7%:a1 > bi1Nby = by; Yr(ay—>c)— by

Les propriétés suivantes se déduisent naturellement des propriétés de dérivation des termes dans
le systeme de typage simple :

Propriété 7.1.1.1. Etant donné un terme M, tout typage listé de M est moins général que son typage
principal listé.

Propriété 7.1.1.2 (Réduction du sujet). Etant donnés deux termes M et M5 tels que M, —>Z,M2, tout
typage listé de M| est un typage listé de M».

Notation 7.1.3. Par la suite, nous écrirons ¢ et x en lieu et place de ¢® et x* lorsque le type associée
aux constantes et variables n’est qu’informatif.
7.1.2 Arenes et jeux pour les typages listés

Afin d’étudier les propriétés de typages de termes quasi-affines dans le systeme de typage listé,
nous étendons la notion d’arénes de typages simples, définie dans le Chapitre 3, au systéme de typage
listé.
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Définition 7.1.2.1. Etant donnés un ensemble fini d’arene A ={Ay,...,A,} (out toute aréne A; € A
s’écrit A; = (M;,7;)) et une bijection f : A {1,...,n}, nous définissons I’opération Xy entre arenes
de Apar Ay, Xp...Xr Ay = (M,7), on :
o M ClHicii,..in Mi XN, ou + est I'opération d’union disjointe, et (m, p) € M si et seulement s’il
existe j € {iy,...,ix} tel queme Mj et f(Aj) = p.
e pour tout coup (m, f(A;)) € M, 7(m) = 7;(m).

Notation 7.1.4. Par la suite, nous omettrons la bijection f dans la notation du produit d’aréne par
souci de lisibilité. Ainsi, nous écrirons Ay X... XA, pour I’aréne A| Xy ... Xy A, ou f(A;) =i pour tout
iefl,...,n}.

Définition 7.1.2.2. Soit un type listé @ = a1 N...Na,. Pour tout i € {1,...,n}, nous notons par Ay, =
(M;,7;) ’aréne de type associée a a;. L’arene Ay associée a a est définie par Ag = A1 X... X Ap.

L’aréne associée a un type listé est donc simplement définie comme étant I’ensemble des arénes
associées a chacun des types simples composant ce type listé.

De maniere identique a la définition d’une aréne associée a une assignation de type simple, nous
notons par A 5 I’aréne associ€e a ’assignation d’un type list€ @ a une constante ¢. Les coups d’une
telle aréne seront notés m = (s¢,i), ou s € N* et i € [@]. Nous préservons la notation m - j = (s¢ - j, i), ol
m = (s¢,i) et j €N, pour le coup (sg,7), ou s" = s- .

Définition 7.1.2.3. Soit un typage listé (€1 :Y1,-..,Cm : Ym; X1 : Ql,...,Xn : Qp) k@, Paréne A = (M, 1)
associée a ce typage est définie comme :
o M=M,U UiE{l,...,n} MXZLY;‘ U UjE{l,...,m} MCjI')Tj
To(m) pour me M,
o T(m) =< Tx.0;(m) pourme€ My, eti€{l,...,n}
Teyyjmy  Pourm € Mc_,:?, et je{l,...,m}
De plus, la relation d’accessibilité est étendue de maniere naturelle, de telle sorte que m + m; soit
vérifiée ssi
e mj =my - j pour un certain j € N, ou bien
o mj=€€M,etmy=¢€, pouruncertaini€{l,...,n},oum; = (ecj,k) pour un certain j € {1,...,m}
et un certain k € N.
On remarquera que I’aréne associée a un typage listé est en fait identique a une aréne associée
a un typage simple, si ce n’est que le nommage des coups est différent. Les notions de stratégie et
de stratégie gagnante s’étendent donc de maniere naturelle aux arenes de typages listés. De méme,
I’interprétation [X]l4 d’une stratégie gagnante X sur une arene A est également étendue de maniere
intuitive.

Notation 7.1.5. Pour une aréne de typage listé A, et une stratégie gagnante X sur A, nous noterons pas
[X]4 le terme résultant de I’interprétation de £ dans A.

Les résultat suivants se déduisent de maniere évidente des mémes théorémes sur les arénes de
typage simple :

Théoréme 7.1.2.1. Etant donnée une aréne A associée & un typage listé (A;T) v o, un terme N est un
habitant de ce typage ssi il existe une stratégie gagnante X sur A telle que N =g, [Z]|4 et que (A;T') F «
est uniforme au typage de N.
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F1G. 7.2 — Exemple de stratégie de typage

Théoreme 7.1.2.2. Si un typage listé négativement non-dupliquant {A;T') + « est habité par un terme
N, alors N est quasi-affine et tout terme M habitant (A;I') + a vérifie M =g, N.

En Figure 7.2, nous donnons un exemple de stratégie sur ’aréne du typage (¢ : a; Naz, ¢’ :e —
ai;f:(c—a)—a—->byr(d—c)—b.

Etant donné un terme N, il est également possible de caractériser ses typages principaux listés en
modifiant quelque peu la notion de stratégie recouvrante définie sur les arénes associées aux typages
simples. Pour ce faire, étant données une arene de typage listé A = (M, 7) et une stratégie X sur A, nous
définissons la notion de X-succession >y € M¥ x M© sur une stratégie ¥, comme complémentaire de
la notion de X-précédence : n>y m est vérifiée si et seulement si m <z n. De maniere identique a la
X-précédence, et étant donné un O-coup n de M, nous définissons l>g ={m e M" | n>x m}. Enfin, la
relation ¥s sur M9 x M9 est définie de sorte que n; dsny si et seulement si l>g' N D;z =0.

Définition 7.1.2.4. Soit A une aréne de typage listé et ¥ une stratégie gagnante sur A. X est dite
recouvrante Si :
e Pour tout P-coup m de la forme €, ou (&,i) (i € N), il existe une séquence S.(m, j) dans X
(e-complétude).
e Pour toute paire de P-coups (mj,my) de MPxMP | t(m)) = t(my) ssi mlR;mz. (plus faible
contrainte de typage sur P-coups)
e Pour toute paire de O-coups (ny,ny) de M?x M , t(ny) = 1(ny) ssi nidsny. (plus faible
contrainte de typage sur O-coups)

Théoreme 7.1.2.3. Soit une aréne A. Le typage listé {A;T') v a associé a A est le typage principal
listé du terme B-réduit N ssi il existe une stratégie recouvrante X sur A telle que [X]]a =, N et que
(A;T) b a est uniforme au typage de N.

Démonstration. La preuve est une simplification de la preuve du théoréme 3.3.5.1, puisque nous ne
considérons plus que des renommages dans le cas des typages listés, et non des substitutions. Les
parties de la preuve concernant la condition de plus faible contrainte de typage sur les P-coups sont
alors identiques a celles concernant la méme condition sur les O-coups. O

Exemple 7.1.2.1. La stratégie X de la Figure 7.2 est recouvrante sur 1’aréne associée au typage (c :
aiNax,¢ :e—>az;f:(c—a)—a—-byr(d—i)—b
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Il convient de remarquer que la condition de O-complétude n’est plus vérifiée dans les typages
principaux listés dans le cas des types simples, en raison de I'uniformité des types associés aux
variables et aux constantes. Cette condition est donc remplacée par une condition de plus faible
contrainte de typage sur les O-coups.

Remarque 7.1.2.1. Considérons, a nouveau une aréne A comme un arbre, et £ un ensemble de che-
mins sur les noeuds de cet arbre. Déterminer le typage principal du terme [X] 4 revient, a nouveau, a
déterminer le nombre maximal d’étiquettes sur A tel que, pour tout sous-chemin nm de chemin de X,
oune M? et me MP, netmontla méme étiquette. Le nombre de noeuds du graphe (i.e. le nombre
de types atomiques constituant le typage) est cette fois fixe, puisque nous construisons des typages
uniformes deux a deux.

Nous pouvons en déduire le résultat suivant :

Théoréme 7.1.2.4. Etant donné un terme quasi-linéaire M, son typage principal listé est négativement
non-dupliquant.

Nous avons vu que les types listés ont une structure rigide, puisqu’un tel type est uniforme a un
autre. Nous définissons a présent la notion de potentialité de coups liée a cette propriété.

Définition 7.1.2.5. Soit une aréne A = (M, 1) associée a un typage listé (A;I') + a. Un coup m est dit
potentiel dans A s’il existe une stratégie ¥ sur A et une séquence S 1.(m,i).S, € X.
Sinon le coup m est dit injouable.

Il convient de remarquer que la définition de coups potentiels fait intervenir la notion de stratégie,
et non celle de stratégie gagnante. De plus, cette notion est tout a fait indépendante du fait que I’aréne
A considérée soit une aréne de typage simple ou de typage listé.

Notation 7.1.6. Etant donné une aréne A associée a un typage listé (A;T') F a, nous noterons par
Pot(A), I’ensemble des coups potentiels sur A. L’ensemble des coups injouables de A sera noté Inj(A).

Exemple 7.1.2.2. Sur I’arcne de la Figure 7.2, I’ensemble des coups injouables est {1, 11,11}

Sachant que les coups d’une aréne correspondent a des occurrences de types atomiques dans le
typage associé, et qu’une stratégie correspond a une dérivation (non-valide dans le cas d’une stratégie
non-gagnante) dans ce typage, un coup injouable correspond a une occurrence de type atomique qui
ne sera en conclusion d’aucun séquent dans toutes les dérivations (partielles) de ce typage. Il existe
une maniere constructive de calculer les coups potentiels, décrite a travers la formule suivante, qui
développe I’ensemble des stratégies sur une aréne.

Notation 7.1.7. Etant donnés une aréne A = (M, 7) et un coup m € M, I’ensemble des coups en relation
d’accessibilité directe avec m est noté +,,= {n € M | m + n}. De plus, pour Q un sous-ensemble de M,
nous écrivons eq(Q,m) ’ensemble {n € Q | 7(m) = 7(n)}.

L’ensemble des coups potentiels de A, I’areéne associée a un typage (A;I') + a, est défini par :
Pot(A) = Pot(k, €)

oll Pot(Q,m) est le plus petit ensemble de coups vérifiant :

pot@m)={mu | ] [tnlu| Jrot@Urp.p)

neeq(Q,m) DEFn
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Notation 7.1.8. Etant donnés une aréne A = (M,7) et un ensemble E C M, nous noterons par E¥
(resp. E9), I’ensemble des P-coups (resp. O-coups) de E. De plus, étant donné un type atomique a,
nous noterons par E, I’ensemble {m € E | 7(m) = a}.

Une remarque importante dans le cas d’un typage listé négativement non-dupliquant habité par un
terme N sous forme normale, est que I’ensemble des coups potentiels de I’aréne A associée a un tel
typage correspond exactement a I’ensemble des coups apparaissant sur les séquences de X telle que
[Z]4 =, N. En effet, toute stratégie X’ sur A vérifie X’ C X. Par ailleurs, de par la caractérisation du
typage principal par une stratégie recouvrante, un coup m injouable de I’aréne A = (M, 1) associée au
typage principal listé d’un terme quasi-affine vérifie que, pour tout coup n # m € M, t(m) # t(n).

7.2 Typages potentiellement négativement non-dupliquants

Ayant introduits le systeme de typage listé et une notion de jeux pour celui-ci, nous cherchons
a présent a caractériser une famille de typages des termes quasi-affines pour lesquels ces derniers
vérifient les propriétés de cohérence, de cloture par composition, et d’expansion du sujet (ou d’une
théoréme analogue) dans ce systéme. Ces typages sont en fait une généralisation des typages né-
gativement non-dupliquants. Dans un premier temps, nous prouvons la cloture par composition des
termes quasi-affines en nous servant donc uniquement du fait que leurs typages principaux listés sont
négativement non-dupliquants.

7.2.1 Composition de termes quasi-affines et préservation de cohérence

Dans un premier temps, nous montrons que les termes quasi-affines sont clos par composition.
Pour ce faire, nous nous intéressons, non pas aux A-termes et a leurs syntaxes, mais a leurs typages
principaux listés. Ayant caractérisé les termes quasi-affines comme les termes dont le typage prin-
cipal listé est négativement non-dupliquant (Théoreme 7.1.2.4), nous démontrons que, sous certaines
conditions, la composition de deux typages négativement non-dupliquants génere un typage lui-méme
négativement non-dupliquant. Afin de réaliser cette démonstration, nous nous aidons d’un algorithme
d’unification.

En entrée du probleme d’unification, nous considérons un type simple vy, deux ensembles disjoints
et finis de types atomiques A; et Ay, et deux types simples ay € U, (A;) et ax € U, (Ay), et leurs
arenes respectives A; = (M1,71) et Ay = (M»,T2). Puisque les types @ et @, sont uniformes, un coup
my = s appartient 3 M| ssi il existe un coup my = s dans M», ol s € N*. Nous écrirons donc M = M| =
M>, A1 = (M,T1) et A, = (M, T2). Nous construisons ensuite deux ensembles :

e un ensemble fini d’équations initiales

R = {t1(m) = 12(m) | m € M}

e un ensemble fini d’ensembles de types atomique, initialement fait des singletons contenant les
types atomiques apparaissant dans @ et @ :

Ug? = {{tim)}, {r2(m)} | m € M}

Grace a I’ensemble Ugf, nous maintenons, au fil de I’exécution de 1’algorithme d’unification,
une partition des types atomiques, de telle sorte que deux types atomiques appartenant a la
méme partie doivent étre unifiés.
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Finalement, nous définissons une fonction récursive mgu par mqu(RU {a = b}, U U{U, } U{Up}}) =
mgu(R, U U{U, U Up}), ou R est un ensemble d’équations de la forme a; = ay, a; et a, étant des types
atomiques, U est un ensemble d’ensembles de types atomiques, et U, et Uj sont les seuls ensembles
contenant respectivement a et b dans U U{U,} U {U,}.

Puisque les deux ensembles de types atomiques A; et A, sont disjoints et que a; et ap sont
uniformes, 1’unification de ces types est toujours réalisable. De plus, le résultat de cette unification
est donné par le résultat de mgu(Ry?, Ug?), et en particulier par la valeur finale du second paramétre,
indiquant les types atomiques devant étre unifiés, et donc le renommage o tel que @ -0 =a; - 0.

Remarquons qu’une telle valeur finale est toujours atteinte ; en effet, R, contient un nombre fini
d’équations, et la valeur du premier parametre décroit a chaque étape itérative. Cette fonction s’ arréte
donc lorsque le premier parametre est égal a I’ensemble vide.

Notation 7.2.1. Pour un ensemble d’équations R de la forme 7;(m) = 72(m) et pour i € {1,2} nous
construisons I’ensemble At (7;R) (resp. At9(m;R)), tel que m est un P-coup (resp. un O-coup) dans
I’aréne A;. L’ensemble At(mr;R) désignera I’ensemble AtP(m;R) U At°(7;R).

Nous considérons donc a1 € U, (Ay) et ap € U, (A>) négativement non-dupliquant et de polarité
négative et positive respectivement, et tels que A; et A, sont deux ensembles disjoints de types
atomiques :

Lemme 7.2.1.1. Etant donnés o I'unificateur le plus général de a) et a et i,i € {1,2} tels que i # i,
les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Siaj,ay € AtO(Jr,-Rgf) —AtP(ngf), alorsa| -0 =a -0 ssia; = a.

2. Sia € Ato(n,-Rgf) —AtP (miRG}), alors tout type atomique a; € AW(m:Ry?) tel que ay -0 = ay - o,
appartient a At? ().

Démonstration. Prouvons ces deux propriétés :

1. Sia| = ay, il est évident que a; -0 = a, - 0. Nous prouvons la seconde implication par induction

sur le nombre d’équations dans le premier parametre de mgu(Ry?, Ug?). Si cet ensemble ne
contient qu’une équation, alors Ry’ = {a; = as} et mqu(Ry?, {{a1}, {a2}}) = mqu(0, {{a;,a2}}), d’ ol
a-oc=ay-o.
Sinon, étant donnés aj,az € At (mRS?) — At (m;RY?) et deux équations E| :a; =by et Ex:ap = by
dans Ry?, nous savons par hypotheése que tout coup m tel que 7;(m) = a; appartient a AtO(n,-Rgf ;
puisque a; et a; sont uniformes entre eux, et de polarit€s opposées, un tel coup m appartient a
AtP (ﬂ;Rgf). La méme propriété est vérifiée pour tout coup m tel que 7;(m) = a;. Nous avons
donc une configuration schématisée comme suit, ou les cellules brunes dénotent des O-coups,
les cellules blanches des P-coups :

w=.. El .. [ ..

w=.. || .. |b2]| .|

Alors, puisque a; est négativement non-dupliquant, R = Rgf —{(a1 = by),(ay = by)} vérifie by,b; ¢
AtP (m:R). De plus, pour que aj -0 = a - o soit vérifié, il faut que by et by appartiennent a
Ato(ﬂ;R). Par hypothese d’induction, by = by = b, et puisque a; est un type négativement non-
dupliquant, il existe un seul coup tel que 7;(m) = b. Nous pouvons conclure que deux coups m;
et my vérifient 7;(m) = ay et T;(my) = ap ssi m; = my = m, ce qui implique que a; = a,.
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2.

Nous prouvons de maniere identique la seconde propriété. Si il existe une seule équation dans
RZ?, celle-ci est a; = ap, ol a; et ay ont des polarités opposées, et en supposant que a; €
At%(miR3?) — AtP (m;R2), nous obtenons que a, appartient a At ().

Supposons a présent qu’il y ait plus d’une équation dans Ry’ et posons Ry> = RU{(a; = ap)} et
Ugf =UU{{a1},{az}}. Alors le calcul de I'unificateur le plus général entre ;| et a» est :

ngu(RU{a; = a2}, UU {{a1},{az}}) = nqu(R, U U {ay,a2}})

Supposons, a; € Ato(ngf) — AtP(m;R3?) ; alors tous les coups m tels que ;(m) = a; et T(m) =
ay sont des O-coups dans A; et des P-coups dans A: par définition. De plus, puisque a; est
négativement non-dupliquant, il existe une unique position m vérifiant les propriétés énoncés
ci-dessus. Alors, si il n’existe pas d’équation de la forme b = a, dans R, la propriété est vérifiée
(nous nous retrouvons dans la situation schématisée ci-dessous)

.

w=|.. |a| ..|

Sinon, prenons une telle équation b = a, (remarquons que b ne peut étre égal a a; par définition
de Ry’ pour les raisons énoncées ci-dessus) et écrivons R = R’ U{(b = ap)} et U = U’ U{b}. Alors,
par définition de mqgu,

ngu(R, U) =mgu(R’,U" U{{a1,az,b}})

Le méme raisonnement que précédemment montre que b € At (m;R") — AtP(m;R’). D’ aprés I’hy-
pothése d’induction, tout type atomique b" appartenant a m;R’ et qui est unifi€ avec b a une
occurrence négative dans a;. Par conséquent, nous pouvons en conclure qu’il en est de méme
pour les types atomiques apparaissant dans 7:R,? et qui sont unifiés avec a;.

w=.. @l .. |v]| .|
w=|.. |a| .. El ..

O

Théoreme 7.2.1.1. Soient deux typages listés (A1;T'1) F ay — By et (A2;12) v an, négativement non-
dupliquants et tels que a1 € U, (A) et ar € U, (Ay) ot :

e Y est un type simple.

e AINA=0
De plus, considérons o comme ['unificateur le plus général entre a entre a;.

Alors le typage (A1,A2;1'1,12) -0 F B - 0 est négativement non-dupliquant.

Démonstration. Supposons que ce ne soit pas le cas et considérons A comme 1’aréne associée a
(A1A2;T, ) -0 + By - 0. Alors, il existe aj,a; € AtP(A) tels que a; -0 = ay-o. De plus, a; et ay
apparaissent sur a; ou a,. Posons A; et A; les arénes associées a (A1;I'1) F a; — B et (A2;12) Fan
respectivement

1.

siaj,ar € AtP(A)), alors a; et a, ont chacun une occurrence positive dans (Ap;I'1) - a; — B et
apparaissant sur ;. Le lemme 7.2.1.1.1 implique que a; = a».

si ap,ar € AtP(Ay;), alors a; et ap ont chacun une occurrence positive sur @;, et nous obtenons
le méme résultat.
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3. sinon, le lemme 7.2.1.1.2 invalide la cas ot a; € AtP(4) et ay € AtP(Ay;).

O

Il est intéressant de remarquer que ce théoréme ne nécessite pas d’hypotheése particuliere sur la
prouvabilité des séquents (i.e. sur le fait que les typages soient habités). Par ailleurs, ce théoreme
peut parfaitement &tre prouvé en considérant les typages principaux des termes quasi-affines dans le
systeéme de typage simple. Nous pouvons & présent en conclure que la famille des quasi-affines est
close par composition :

Corollaire 7.2.1.1. [Stabilité par composition] Etant donné deux termes quasi-affines M, et M, le
terme |M1 M| est quasi-affine.

Démonstration. D’apres le Théoreme 7.2.1.1, le théoreme MM, a un typage général listé négative-
ment non-dupliquant. D’apres le Théoréeme 7.1.2.4, ce terme a pour forme normale un terme quasi-
affine. O

Nous nous attachons a présent a définir la famille une famille de typages pour les termes quasi-
affines, permettant de vérifier la propriété de cohérence et un théoréme analogue a la propriété d’ex-
pansion du sujet.

7.2.2 Théoréme de cohérence des typages PN

Nous venons de voir que les termes quasi-affines ont un typage principal listé négativement non-
dupliquant. Qui plus est, cette propriété s’étend aux termes appartenant a la cldture par composition
de la famille des termes quasi-affines. Nous allons & présent relaxer la contrainte, pour un typage,
d’étre négativement non-dupliquant, afin de ne s’intéresser, d’une part, qu’aux coups potentiels de
I’aréne (les informations de typage sur les coups injouables n’ayant pas d’influence sur le théoréme
de cohérence) et, d’autre part, en quotientant les coups d’une aréne par une classe d’équivalence. Dans
cette étude, nous montrons en avant des typages dits potentiellement négativement non-dupliquants,
qui vérifient également le théoréme de cohérence dans le systeéme de typage listé.

Equivalence de coups et propriétés

Nous avons vu que, étant donné un typage (simple ou listé) (A;I') et son aréne associée A =
(M, 7), nous pouvons séparer les coups de A en coups potentiels et en coups injouables. Ces derniers
n’intervenant pas dans la recherche d’une stratégie gagnante sur A, il est possible de caractériser des
typages qui sont uniquement habités en appliquant le théoréme de [Aoto, 1999] uniquement sur les
types atomiques apparaissant sur les coups potentiels de A, c’est-a-dire en vérifiant que tout type
atomique apparaissant sur des coups potentiels de A apparait sur au plus un P-coup potentiel de A.

Nous montrons que ce théoreme de cohérence, dans les cas des typages listés, restent vrai a équi-
valence pres, pour la relation d’équivalence suivante :

Définition 7.2.2.1. Soit un typage listé {A;I') + a et son aréne associée A = (M, T). Deux coups m; et
my de M sont dits équivalents dans A (noté my =4 my) si m; = my, ou s’il existe s €N, ¢ € Dom(A) et
i1,ip € N tels que :

]' ml = (sc,i] )’ m2 = (SC9i2) et
2. my € Pot(A) ssi my € Pot(A), et

3. simy,my € Pot(A), alors t(my) = t(my)
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4. siil existe ny,ny € M tel que ny - my et ny v my, alors ny =4 ny

5. pour tout l € N tels que (sc-1,i) € M, oui€{iy,iz}, (s¢-1,i1) =a (Sc-1,i2)

Il est direct de vérifier que la relation =4 est une relation d’équivalence sur A. Nous parlerons donc
des classes d’équivalence de A/ ~4. De maniere informelle, cette relation d’équivalence porte sur les
types simples composant un type listé assigné a une méme constante ; ainsi, deux types simples ainsi
donnés sont équivalents si ils sont égaux modulo les types étiquetant leurs coups injouables associés.

Notation 7.2.2. Etant donnée une aréne A, nous noterons par m,n,my, ... les classes d’équivalences
de A/ =4.

Remarquons que, s’il existe m € m tel que m € M* (resp. m € M©), alors tout élément n € m
est un P-coup (resp. O-coup). Nous étendons donc la notion d’assignation de joueurs (et donc de
polarité) aux classes d’équivalence d’une aréne, par la notation m € MP ) ~4 et m e M9/ =~4. De
méme, remarquons que deux coups my,my de m € A/ ~4 vérifient 7(m) = 7(my) ; nous noterons donc
7(m) le type associé a une classe d’équivalence de A/ =4.

G

@—(2)
N
O—(=)
o\

O,
()

F1G. 7.3 — Illustration d’équivalences de coups

Exemple 7.2.2.1. Prenons pour exemple le terme ¢((°=9=0)=0(107¢ d°) et le typage suivant :
(d°:a,O702070 (g D> a) 5 bN(p—>s)—>a) o b )b
Considérons A = (M, ) I’aréne de typage associée (représentée en Figure 7.3), telle que :
M ={e, €, (&, 1), (&, 2), (1, 1), (1¢,2), (11, 1), (11, 2), (111¢, 1), (111¢, 2)}

Nous pouvons calculer Pot(A) = {e, €g, (€&, 1), (&,2)}, et remarquer que les deux coups (&, 1) et
(&,2)} sont équivalents (par définition, il en est de méme pour (1.,1) et (1¢,2), pour (11¢,1) et (11,2),
et pour (111¢,1) et (111¢,2)). 1l existe deux stratégies (gagnantes) X; et X, associées a cette aréne et
que nous donnons par les ensembles de séquences maximales suivants :

e max(X)) ={e.(e,1).€a}

o max(Xy) ={e.(&,2).€}
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et ces deux stratégies vérifient [Z1]l4 = [Z2]la = cl(0m0)=0)=o 3400 goy - j] existe donc un unique
habitant pour ce typage.

La notion d’équivalence associée aux coups d’une aréne peut étre étendue aux séquences de coups
et aux stratégies sur cette aréne :

Définition 7.2.2.2. Soit une aréne de typage A ; nous dirons que deux séquences justifiées de coups
S| et Sy sur A sont équivalentes sur A (noté S| =4 S2) si:

e §1=(m,0),52 =(m2,0) et my =~y my.

e S = S;.(ml,l'),Sz = Sé.(mz,i), S; A S/Z et my =4 my.

De méme, deux ensembles de séquences justifiées | et X, sont dits équivalents sur A (noté | ~
X, ) si pour toute séquence de Xy, il existe une séquence équivalente sur A dans X;, et inversement.

Remarquons que deux stratégies X; et £, gagnantes sur une arene A sont équivalentes si et seule-
ment si max(Xq) =4 max(X,).

Etant données une aréne de typage A = (M,7), une séquence de coups S sur A et une classe
m € M/ =4, nous parlerons des occurrences de m dans S pour désigner I’ensemble des occurrences
des coups m € m dans S.

Sur I’exemple précédent, les deux stratégies X; et X, sont équivalentes. Le théoréme suivant est
direct :

Théoreme 7.2.2.1. Soit une aréne de typage A = (M, 7). Si il existe deux stratégies X et X, gagnantes
sur A et équivalentes, alors [21]4 = [Z2]4.

Typages PN : définition et propriétés

Nous étendons a présent la notion de typages négativement non-dupliquants, afin de ne prendre en
compte que les coups potentiels d’une aréne dans la caractérisation des typages uniquement habités.
En effet, nous avons vu a travers plusieurs exemples, que la propriété d’expansion du sujet n’est pas
vérifiée pour les termes quasi-affines ; néanmoins, nous allons monter que le type associé a un coup
potentiel m de ’aréne associée au typage principal d’un terme M quasi-affine est identique a celui
assigné au méme coup m sur I’aréne du typage principal d’un terme M’ tel que M’—>;M . Il nous sera
donc possible de ne s’intéresser qu’aux occurrences des types apparaissant sur les coups potentiels
afin de caractériser la propriété de cohérence :

Définition 7.2.2.3. Etant donnés un typage (simple ou listé) (A;T) v+ « et son aréne A = (M,T), ce
typage est dit potentiellement négativement non-dupliquant (nous parlerons de typage PN pour plus
de concision) si :

pour tout type atomique a, si il existe m € Pot(A) tel que T(m) = a, alors il existe une et une seule
classeme MP [ ~,

Il est important de noter que cette condition ne porte que sur les P-coups potentiels d’une arene
A associée a un typage PN. Il est donc possible que des O-coups (éventuellement injouables) de A
partagent le méme type atomique.

La formulation des typages PN étant proche de celle des typages négativement non-dupliquants,
nous prouvons que le théoreme de cohérence s’étend aux typages PN.

Lemme 7.2.2.1. Soit (A;') + @ un typage PN et ¥ une stratégie victorieuse sur A = (M, 7), ’aréne
associée. Alors pour toute séquence S € X et pour tout n € M©/ ~y, il existe au plus une occurrence
dendans S.
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Démonstration. Supposons que 1’énoncé soit faux ; il existe donc une séquence S de X, de la forme

S1.(n1,i1).(my, j1).S2.(n2,12).(m2, j2)

ol ny =4 ny. Alors, pour tout préfixe P de S .(n2,i2).(m3, j») nous montrons qu’il existe P’ ~ P tel que
S.P’ € £, par induction sur |P|/2 :
e si |P| =0, le résultat est direct.
e si [Pl =2p+2, pour p € N; nous supposons que le résultat est vraie pour tout préfixe de
S».(ny,iz).(my, j»), de longueur paire et inférieure a 2p. Considérons P comme la séquence
S p-(myp, jp)-(n,i).(m, j). Par hypothese d’induction, il existe une séquence S,.(m,, j,,) telle que
Sy, jp) =a S p(mp, jp), et S.S7,.(m),, j,) appartient a . Par définition, il existe n’ € M tel
que n = n’. De plus, n,n’ € Pot(A), d’ou 7(n) = 7(n’). 1l reste a montrer qu’il existe m’ € MmP
tel que m =p m’ et S.(m),, jp).S),.(n',i).0m’, j) € Z. Soit le O-coup o tel que (o, ) apparaisse
dans S.S ,.(mp, j,).(n2,i2). Par hypothése, il existe un O-coup o’ tel que (o, j) apparait dans
S'.87,.(m),, jp)(n},i2). De plus 0 ~4 0. Par définition, il existe alors m’ tel que o' + m’ et m’ =4 m.
De plus, m et m’ sont potentiels ce qui implique 7(m’) = T(m).
La stratégie X serait donc faite d’un nombre infini de séquences, ce qui est impossible. Nous en
concluons I’existence d’au plus une occurrence de n dans une séquence S de X. O

Théoreme 7.2.2.2. Soit {(A;T") + a un typage PN ; alors il existe au plus un habitant N sous forme
normale-longue pour (A;T') + «

Démonstration. Soit A = (M, 1) I’aréne associée a (A;I') - @. Supposons I’existence d’une stratégie
gagnante X telle que [Z]4 = N. Supposons qu’il existe une stratégie gagnante X’ #4 L sur A. Etant
donnée une séquence S’ € ¥’, nous montrons par induction sur [S’|/2 qu’il existe une séquence S € X
équivalente a S’ sur A :

e si|S’|=2;alors S’ =(€,0).(m’,0) ; donc m’ est potentiel dans A. Soitm € A/, telle que m’ e m.
D’apres la définition d’un typage PN, tout P-coup m de A tel que 7(m) = 7(m’), vérifie m € m.
Or il existe une séquence S = (¢,0).(m,0) dans X, d’olt m =4 m’. Nous en concluons que S =4 S’
est vraie.

e si|S’| =2n+2 etsila propriété est vraie pour toute séquence S’ telle que |S”| =2n, n e N—
{0}. Alors, puisque §" = §7.(n",i).(m’, j), par hypothese d’induction, nous obtenons I’existence
d’une séquence S| € X telle que S| ~4 §'|. En particulier, pour §| =§.(m},k) et S| = S§.(my,k),
nous obtenons m; ~4 m}. De plus, si my # m], alors pour m} = (s¢,11), my est de la forme (s, 12),
ol iy # ip. Pour n’ = (s.-1,i1), [ € N, il existe alors n = (s -1,i2) tel que n’ et n sont des coups
potentiels de A et n ~4 n’, par définition de la relation d’équivalence entre m; et m] ; on en
déduit que 7(n) = 7(n’). 1l existe donc m € M* tel que S = S.(n,i).(m, j) appartient a2 X. De
plus, m est un P-coup potentiel de A, vérifiant 7(m) = 7(m’) et par définition d’un typage PN,
m=y,m.

Il reste 2 montrer que j = j’. Or, étant donnés S7.(01, /) E S’ et 0 € A/ ~4 tel que o € p, d’apres
le lemme 7.2.2.1, il n’existe pas d’autre occurrence de O-coups de o dans S”. Puisque S =4 S’,
il en est de méme pour le O-coup o, tel que S.(02,) T S. Enfin, ces séquences sont forcément
équivalentes dans A, ce qui implique que j = j’. On en conclut que S ~4 S’.

O

Les typages potentiellement négativement non-dupliquants permettent donc d’obtenir la propriété
de cohérence pour les termes quasi-affines dans le systeme de typage listé, de maniére plus fine que
les typages négativement non-dupliquants. Nous nous servons donc des typages PN afin d’obtenir une
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propriété similaire a I’expansion du sujet, en cherchant certains typages PN qu’un terme quasi-affine
M partage avec les termes quasi-affines obtenus par S-expansion de M.

Remarque 7.2.2.1. Nous remarquerons que la définition d’un typage PN n’est pas optimale pour pré-
server I’unicité de stratégies. En effet, pour certains typages, il est possible que, si un type atomique
apparait sur un coup potentiel de I’aréne associée, ce type atomique apparaisse sur un P-coup in-
jouable de I’aréne. Par exemple, dans le terme M = Ax°~°.c®, un typage préservant I’unicité serait
c®:ar M:(b— a) — a, et ce dernier n’est pas un typage PN. Néanmoins, pour M = Ax°.c?, il
n’existe pas de typage qui ne soit pas un typage PN et pour lequel 1’unicité de stratégie soit assurée.
La définition de typage PN donne un critere suffisant afin d’assurer I’unicité de stratégies.

Par ailleurs, la notion d’équivalence de coups que nous avons introduite ne permet pas de capturer
tous les typages pour lesquels il existe plusieurs dérivations et qui sont uniquement habités. Ainsi,
étant donné le terme M = ¢°~?7?(1y°~°.d°) de I’exemple 7.2.2.1, considérons le typage suivant de
M :

(d°:a1Nay, 77 (g 1) = a)) = bN((p— ) > ax) > by Yk b

Les deux stratégies X et X, évoquées dans I’exemple 7.2.2.1 sont deux stratégies gagnantes sur
I’aréne associée a ce typage, et vérifient [X;]l4 = [Z2]l4. Cependant, ces deux stratégies ne sont pas
équivalentes sur I’aréne associée a ce typage, du fait que a; # a».

7.2.3 Renommages et typages PN moins généraux

Dans ce qui suit, nous considérons des termes clos. Ainsi, les typages de tels termes seront notés
A+ a plutdt que (A;_)  a. De plus, les termes que nous étudions appartiennent a une signature d’ordre
supérieure X et sont donc vus comme des termes typés a la Church ; ainsi les typages listés que nous
associons a un tel terme M seront uniformes avec le typage de M dans sa signature X. L’ ensemble des
constantes pouvant avoir une occurrence dans un terme obtenu par S-expansion de M est ainsi fini, et
plus exactement inclus dans 1’ensemble C des constantes de la signature X = (A,C, 7).

Nous présentons la construction des typages PN les moins généraux d’un terme exclusivement
comme un probleme de typage. Ainsi, étant donné A + @ un typage PN associé a un terme quasi-affine
M, nous montrons qu’un typage A’ + @’ PN moins général de M vérifie la propriété que pour tout
renommage o, A’ -0 + @' -0 n’est pas un typage PN. De plus, A’ + @’ étant moins général que A + a,
il existe donc un renommage de types o’ entre ces deux typages ; nous montrons que o’ = 0| © 03,
ou 0, modifie les types atomiques de Inj(A), et o, les types atomiques de Pot(A), ou A est I’aréne
associée A A+ a.

Définition 7.2.3.1. Soient un typage A+ a, et son aréne A = (M, 7). L’ensemble des types atomiques
potentiels de A + a est défini par AtPot(A + @) = {t(m) | m € Pot(A)}. L’ensemble des types atomiques
négligeables de A + « est défini par AINgg(A + @) = {t(m) | m € Inj(A)} — AtPot(A + ).

Rappelons que, dans le cas particulier ou A + a est le typage principal (listé ou simple) d’un certain
terme N sous forme B-réduite, les ensembles {r(m) € A | m € Pot(A)} et {r(m) € A | m € Inj(A)} sont
disjoints. Il est aisé de le prouver en utilisant la définition d’une stratégie recouvrante sur une arene
de typage.

Notation 7.2.3. Etant donnés un typage A F a, I’aréne associée A = (M, 7) et un ensemble de types
atomiques E ayant au moins une occurrence dans A + @, nous noterons par E* = EN{r(m) | me M 0y
etpar E- = ENn{t(m) | me MF}.
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Lemme 7.2.3.1. Soit A + a un typage PN pour lequel il existe un habitant N. Alors AtPot™ (A + @) =
AtPot™ (A + a).

Démonstration. Puisqu’il existe un habitant N pour ce typage, |N|g habite €également ce typage,
d’apres la propriété de réduction du sujet. De plus, puisque A - @ est un typage PN, |N| est I'unique
habitant de ce typage sous forme normale. Notons par X I’ensemble des stratégies gagnantes X telles
que [Z]l4 =|N|g, o A = (M, 7) est I’arene associ€e a A+ . Alors Pot(A) = {m € M | m apparait dans X}.
Alors, puisque les stratégies de X sont équivalentes deux a deux, pour tout n € Pot®(A)/~ 4> 1lexistem e
Pot’(A)/~ , tel que 7(n) = 7(m), et inversement. Nous en concluons que AtPot* (A + @) = AtPot™(A +
). O

Définition 7.2.3.2. Soit un typage A+ «; un renommage o est dit potentiel (resp. négligeable) sur
Avr a sil’ensemble {a | a-o # a} est inclus dans AtPot(A + @) (resp. dans AtNgg(A + @)).

Définition 7.2.3.3. Etant donné A v « un typage PN, un renommage o est dit PN-préservant pour
ArasiA-ora-o estuntypage PN. De plus, si o est potentiel (resp. négligeable), nous dirons que
o est PN-potentiel (resp. PN-négligeable).

Nous montrons a présent comment construire les typages PN les moins généraux associés a un
terme quasi-affine a partir de son typage principal listé.

ages X-saturés, renommages PN-négligeables et gestion de I’effacement
Typag g glig g

Etant donnés une signature d’ordre supérieur X, un terme quasi-affine M € A(Z) et son typage
principal listé A + @, nous cherchons, dans un premier temps, a trouver I’ensemble de ses typages
PN qui sont moins généraux que A + « par application de renommages PN-négligeables. Par cette
méthode, nous cherchons a retrouver les typages PN de termes quasi-affines M’ € A(Z) obtenus par
B-expansion effacante de M.

Définition 7.2.3.4. Soient deux termes M et M’ tels que M —g M’. Cette S-réduction (et I’opération
inverse de 3-expansion) est dite effagante si M = C[(Ax.N)P] et M’ = C[N].

Afin d’illustrer les problématiques engendrées par de tels S-réduction, prenons les termes sui-
vants :

Exemple 7.2.3.1. Soit un terme N = A1f°~°x°y’.c;x°y° appartenant a la signature d’ordre supérieur
2 ={{o},{c1,¢c2},{c1 = 0 = 0 — 0,¢2 — 0 — 0 — 0}}. Le typage principal list¢ de Nestey:a — b —
c+(u—v)— a— b— c. Nous considérons a présent des termes quasi-affines S-équivalents a N, et
construits sur la signature X.

1. Ny = Af°77%x%y°.((1g°.c1x°y°)(e2x°x°)), dont le typage principal listé€ estey :a — b — ¢,¢a :
a—»a—->dru—-v-ot)—sa—-b-c

2. Ny =Af797%x%y%.((Ag°.c1x°y?)(c1x°x°)), dont le typage principal listé est ¢y :a — b — cNa —
a—>dru—->v-ot)Da—->b->c

3. N3 = Af077%%x%y°.((Ag°.e1x°y?)(f°~°~?x°x?)), dont le typage principal listé est ¢y :a — b —
cr(la—a—-t)—»a—->b-c

Le premier exemple montre que certaines constantes de X n’ayant pas d’occurrences dans un

terme quasi-affine N peuvent apparaitre dans un terme N’ obtenu par S-expansion effacante de N ;

tout typage de N’ doit donc inclure des informations de typage sur ces constantes, contrainte qui
n’existe pas dans les typages de N’. Comme illustré par le terme N>, il est plus exactement possible
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de faire apparaitre de nouvelles occurrences de constantes dans le terme N. Par ailleurs, remarquons
que, étant donné le typage principal listé A’ + o’ d’un terme quasi-affine N’ se réduisant en N par
B-réduction effacante, il est possible que les types atomiques de AtNgg*(A’ + o) appartiennent éga-
lement a AtPot(A’ + @’). Ceci est illustré dans chacun des exemples.

Cet exemple illustre le fait qu’il est possible, dans certains cas de S-expansions effacantes n’in-
troduisant pas de nouvelles occurrences de constantes, de construire un typage PN A-o + a - o, par
application d’un renommage o sur un typage PN A + a, tel que o ne modifie que les éléments de
AtNgg* (A + ).

Remarque 7.2.3.1. Dans les démonstrations qui suivent, étant donnés un typage A + @, I’aréne associée
A = (M, 1) et un renommage o, nous considérons A’, I’aréne associée a A- o + a - o, comme définie par
A’ =(M,7’") i.e. ’'ensemble des coups n’est pas modifié. Ceci revient a ne pas considérer les réductions
par idempotence de N dans les types listés appartenant a Im(A - o).

Propriété 7.2.3.1. Etant donnés A + a un typage PN et o un renommage négligeable sur ce typage, si
pour tout a € AtINgg™ (A + @), a- o n’appartient pas a AtPot(A + @) alors o est PN-négligeable pour
AFa.

Démonstration. Considérons A = (M, 1) et A” = (M,7’) les arénes associées a Ara et A-ocra-o
respectivement. Soit a € AtNgg™ (A @) ; par définition de AtNgg, tout coup m € M tel que 7(m) =a
vérifie m € Inj(A). Par définition d’un typage PN, pour tout coup m € Inj’(A) et tout coup m’ € Pot”(A),
7(m) # v(m’). De plus, d’apres le lemme 7.2.3.1, ce résultat s’étend au cas ol m’ € Pot(A), et par défi-
nition de o, nous obtenons 7(m) - o~ # T(m’) - 0. Pour un O-coup n € Pot(A), nous avons donc 1’égalité
suivante : {m € M? | 7(m) = 7(n)} = {m € M* | v/(m) = 7/ (n)}. Par conséquent, les ensembles Pot(A) et
Pot(A”) sont égaux, et il en est donc de méme pour les ensembles Pot(A)/ ~4 et Pot(A’)/ =4-. Nous
obtenons que pour toutes classes m,m’ € Pot’(A”)/ ~ ., si 7/(m) = 7/(m’), alors m = m’. Finalement,
pour tout m € M/ =, I’hypothése sur o assure que pour toute classe m € MF/ ~, et tout m € MF, si
7(m) = 7(m), nous avons m € m. Le typage Ao I @ - o est donc bien un typage PN. O

D’apres ce lemme, étant donné un renommage négligeable pour un typage PN A + @, nous n’avons
besoin que de considérer les valeurs que o modifie sur les types atomiques de AtNgg™ (A F @) afin
de nous assurer que o est PN-préservant. Nous pouvons ainsi définir une notion de maximalité sur
I’ensemble des renommages négligeables associés a un certain typage :

Définition 7.2.3.5. Etant donnés un typage PN A+ @, un renommage PN-négligeable o pour ce typage
est dit maximal si :

e pour tout type atomique de AINgg" (A F @), a-0 = w ¢ AtPot(A + @).

e pour tout type atomique de AINgg* (A + @), a-o € AtPot(A + @) U{w).

Etant donné un typage PN, A + @, nous notons par Q(A @) I’ensemble des renommages PN-
négligeables maximaux de A + @. De plus, d’apres la propriété 7.2.3.1, un tel renommage est PN-
négligeable.

Cette notion de maximalité se retrouve a travers la notion de typages listés associés a un terme
d’une signature d’ordre supérieur :

Définition 7.2.3.6. Etant donnés une signature d’ordre supérieure < = (A,C, type), un terme M € A(X)
et A+ @ son type typage principal listé, dont les types atomiques forment un ensemble A’, le typage
X-principal listé de M est défini par Az + « tel que pour toute constante ¢ € C, As(c) = A(c) Ny, ou
Y € Upype(B), BN A’ = 0 et tout type atomique apparaissant dans vy a une unique occurrence dans
As F a.
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Exemple 7.2.3.2. Soit le terme N = Af°~°x%y°.¢1x°y° construit sur la signature d’ordre supérieure
2 = ({o},{c1,¢2},{c1 = 0 = 0 — 0,¢3 — 0 — 0 — 0}). Son typage principal list€ est ¢y :a —> b —> c+
(u = v) = a— b — c. Le typage X-principal listé de N est donc :

cit:a—>b—-ocNu > up > uz,c us—us > ugk(u—v)—>a—-b-c

L’idée d’un tel typage est donc de typer I’ensemble des constantes de la signature, et I’ensemble
des occurrences de constantes, pouvant apparaitre par S-expansion effacante d’un terme quasi-affine.
Cette idée apparait plus clairement par la définition du typage suivant :

Définition 7.2.3.7. Etant donnés une signature d’ordre supérieure ¥ = (A,C, type), un terme quasi-
affine M € A(X) et Ax + a son typage Z-principal listé, un typage Ay vy est appelé typage saturé de
M si:
e pour toute constante ¢ € C, et tout renommage o € Q(As + @), @ € Az (c) ssi il existe @’ € As(c)
tel que &' = a -0, et
o ilexiste o € UAst+ @) tel que y =a- 0.

Remarquons qu’il existe donc plusieurs typages saturés pour un terme quasi-affine N. Par ailleurs,
ces typages partagent le méme environnement de typage. Qui plus est, étant donné le typage principal
list¢ A + @ d’un terme quasi-affine N, les typages saturés de N sont construits sur I’ensemble fini
AtPot(A + @) U {w}.

Notation 7.2.4. Etant donné un ensemble fini de types atomiques A = {aj,...,a,} et un type a égal a
a — b par exemple, nous notons par A,cqx — bletypelistt a; - bN...Na, — b.

Exemple 7.2.3.3. Reprenons le terme N et la signature X de I’exemple 7.2.3.2. Pour As I « le typage
X-principal listé de N, nous savons que A = AtPot(As + @) = {a,b,c}; les typages saturés de N sont
donc de la forme ¢ : a,¢3 : ap -y ou:

o @1 =a—b—cN Ay neavw X1 = X2 = .

° m= Ax1,x26ﬂu{w} X1 = X2 =~ w.

e y=(x>w)—>a—>b—ocouxeAV{w}

On remarquera qu’un typage saturé d’un terme quasi-affine N contient toutes les informations de
typage associées a des occurrences de constantes susceptibles d’apparaitre par S-expansion de N.

Nous donnons a présent un sens a la notion de maximalité associée aux typage PN-négligeables
maximaux pour un tel typage, en prouvant qu’il n’existe pas de renommages PN-négligeables pour
typage X-saturé d’un terme quasi-affine.

Lemme 7.2.3.2. Etant donnés une signature ¥ = (A,C, type) telle que |C| > 1, un terme quasi-affine
N e A(X) et Agqs + a un de ses typages saturés, le typage Mgy -0+ « - 0 est un typage PN ssi o est un
renommage PN-potentiel

Démonstration. L'implication gauche est évidente, par définition d’un renommage PN-potentiel. Sup-
posons alors que A - o + @ -0 soit un typage PN, et que o ne soit pas un renommage potentiel. Il existe
donc a ¢ AtPot(A + @) tel que a- o # a. Donc a appartient a AtNgg(A + @) ; or cet ensemble est égal a
{w} par définition. Puisque o est un renommage, w - o € AtPot(A F @). De plus, étant donnée 1’aréne
A = (M,7) associée a A + a, pour tout P-coup m € Inj(A) nous avons 7(m) = w. Puisque |C| > 1 et par
construction de Ay, il existe ¢1,¢2 € C et i, j € N tels que 7((e,,1)) = T((&,, j)) = w. En particulier, si
nous prenons A’ = (M,7") comme aréne associée a A- (o ooy) F @- (0 ooy), il n’existe pas de classe
m € M"/ ~, contenant (e¢;»0) et (&, j). Le typage Ay -0 F a0 ne peut donc pas étre un typage
PN. O
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Remarquons que, prenant les termes de I’exemple 7.2.3.1, les typages saturés des termes obtenus
par B-expansion de N sont également des typages saturés de N. Nous allons a présent utiliser le
lemme 7.2.3.2, afin d’obtenir les typages PN les moins généraux associés a un terme quasi-affine.

Renommages PN-potentiels et gestion des copies

Etant donnés une signature d’ordre supérieure X = (A, C, type) et un terme N € A(Z), nous utilisons
la notion de renommages PN-potentiels sur les typages saturés de N afin d’identifier les occurrences
de constantes ayant été copiées. De tels cas sont fréquents en sémantique de Montague, comme le
montre le terme suivant :

N = d(4Ax.A (cake x) (A(buy Mary x) (eat Mary x)))
qui est la représentation sémantique de la structure syntaxique représentée par le terme
S = (and buy eat) (a cake) Mary

Sur cet exemple, les deux occurrences de la constante Mary dans la forme sémantique de cette phrase
résulte de la duplication de cette constante par B-réduction de H(S), H étant le morphisme d’inter-
prétation de S’ dans la sémantique de Montague. Par contre, les deux occurrences de A dans N ne sont
pas produites par un mécanisme de copie au niveau de la B-expansion de H : I’une d’elle provient de
H(and) = APQxy.A(Px)(Qx), 1a seconde provenant de H(a) = APQ.A(Ax.A(Px)(Qx)).

Définition 7.2.3.8. Etant donnés deux termes Ny et N, tels que N1 = C[(Ax*.P)Q] —g N> = C[P[x" :=
Ql], nous dirons que cette étape de [3-réduction est copiante si il existe plusieurs occurrences libres
de x* dans P.

Par définition, les B-réductions copiantes de termes quasi-affines respectent la propriété supplé-
mentaire suivante : le type a est un type atomique. Nous parlons alors de S-réduction copiante du
premier ordre ; ’opération inverse sera appelée S-expansion copiante du premier-ordre.

Dans [Kanazawa, 2007], de tels cas de S-expansion sont traités pour les termes quasi-linéaires,
en utilisant des propriétés syntaxique sur les A-termes, afin d’identifier les occurrences de constantes
produites par copie (du premier ordre) d’une constante. Nous montrons qu’il est possible de s’ abstraire
de la syntaxe des termes pour traiter ce probléme, et d’utiliser la notion de renommage PN-potentiel
précédemment définie.

Exemple 7.2.3.4. Considérons la signature d’ordre supérieure X = ({0}, {cy,¢2},{c1— 0 —0,c2—>0—
0}) et le terme N = A1f07070x%y° f0=0=0(c x%)(c1x°). Etant donné ’ensemble de types atomiques
A ={a,by,b,c,w}, ce terme possede un unique typage saturé :

c1 :a—>blﬂa—>bzﬁ/\x—>w,cz: /\x—>wl—(b1 >by>c)>a—ow—c
XeEA XeA
Mais, étant donné A’ = {a,b,c,w}, le typage ¢1 :a > bN A yer X = 0,€2: Nyew X > WF (b > b—
c) = a — w — c est également un typage PN de N, obtenu par application du renommage PN-potentiel
o ={b1,by — b} sur le typage saturé de N.

Sur cet exemple, nous remarquerons que 1’application de o sur le typage saturé de N revient a
assigner le méme type aux deux occurrences de la constante ¢;, présentes dans le terme N. De cette
maniere, nous verrons que nous assurons que le méme type est assigné a toutes les occurrences d’une
constante issues de la copie d’une méme constante par S-expansion.

Nous démontrons, a présent, que pour tout typage PN, il existe un renommage PN-potentiel maxi-
mal. A cette fin, nous introduisons les notions suivantes :
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Définition 7.2.3.9. Etant donnés un renommage o et un type atomique a € Dom(c), I’ensemble
Eq,(a) est défini par {a’ € Dom(o) |a-0=ad’ - o).

Théoréme 7.2.3.1. Etant donnés un typage PN A v « et deux renommages PN-potentiels oy et o sur
ce typage, il existe un renommage PN-potentiel tel que A-o + a -0 est moins général que Ao F -0y
etA-or ka0

Démonstration. Construisons le renommage o de la maniére suivante :

e Dom(o) = Dom(o ;) UDom(o).

e pour tout a € Dom(0), Eq,,.(a) = (Eq,, (@) UEq,,,(a))", la cloture transitive de Eq,, (a) UEq,,,.
Il existe donc o] et 0 tels que o = 0] 00| = 07, 0 0. Par conséquent, A- o + a - o est moins général
que Ao Fa-op et A-op + a-o0p. De plus, o est un renommage potentiel A + . 11 suffit donc de
montrer que o est un renommage PN-préservant.

Considérons deux types atomiques a et a’ tels que a’ € Eq,(a). Par définition, il existe n € N tels
que ap = a, a, =a’ etpour touti € {0,...,n—1}, a;- 0y = ajs1, 00 f:{0,...,n} — {1,2}. Etant donnée
A = (M,7) I’aréne de typage associée a A + a, pour tout i € {0,...,n}, nous notons par m; € Pot(A)/ =4
la classe telle que 7(my) = a;. Puisque o et o, sont PN-préservants, nous savons que pour tout i €
{0,...,n—1}, les P-coups m; € mj et m;;| € mj;1 sont équivalents dans A r(;), I’aréne associée a A-o ¢ +
@ -0 ; ils le sont donc également dans A" = (M, 7’), I’aréne associée a A-o + a - o, I’application
de 0'}(1.) ne modifiant pas cette propri€té. Par transitivité, tous P-coups mi,my € e, ,yM; sont
équivalents dans A’. Enfin, puisque le renommage est potentiel, nous obtenons donc 1’unicité de la
classe de P-coups m € MP(A")/ ~4 tels que T7(m’) = a- o, et le typage A- o + @ - o est bien un typage
PN. |

Du Théoreme 7.2.3.1 et du Lemme 7.2.3.2 nous déduisions I’existence d’un renommage PN-
potentiel o p tel que, étant donné un typage saturé A, F @ associé a un terme quasi-affine N, pour tout
renommage o, Ay - (0Coop) Fa-(0oop)n’est pas un typage PN de N.

Par ailleurs, ce renommage PN-potentiel op est commun a tous les typages saturés de N ; en effet,
si nous considérons deux arénes A; = (M,7) et Ay = (M>,7,) associées chacune a un typage saturé
d’un tel terme N, ces arénes partagent les mémes coups potentiels, et les fonctions 7| et 7, assignent
les mémes types atomiques a ces coups potentiels. Sachant que o p ne peut modifier le type atomique
w qui est le seul type atomique négligeable de tous les typages saturés de N, op est commun a ces
deux typages saturés.

Définition 7.2.3.10. Etant donné un terme quasi-affine N, un typage A  a de N est dit typage PN
moins général si il existe un typage saturé Ay + @ de N tel que A+ @ = Agys-0p+a’ -0p, ott op est
le renommage PN-potentiel maximal de Aggs + &

Etant donné un terme quasi-affine N € A(Z), ot T est une signature d’ordre supérieure, nous
parlerons du typage PN le moins général de N engendré par oy pour le typage Ay 0pFa-0pooy,
ou :

1. oy appartient a Q(A + @).

2. Agq F @ - o estun typage saturé de N.

3. op est le renommage PN-potentiel maximal de Ay, - @ - o

On remarquera donc que tous les typages PN moins généraux d’un terme quasi-affine N partagent le
méme environnement de typage Ay - 0 p.
Il ne nous reste plus qu’a prouver le théoréme suivant :
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Théoréme 7.2.3.2 (Pseudo expansion du sujet). Etant donnés une signature d’ordre supérieur X et
un terme quasi-affine N € A(X) sous forme normale, pour tout terme quasi-affine N’ € A(X) tel que
N ’—>2;,N, il existe un typage PN moins général de N, Ay,q + jng dont N est un habitant.

Démonstration. Considérons les typages principaux listés A - @ et A’ - o’ de N et N’ respectivement.
Puisque N et N’ sont des termes quasi-affines, ces typages sont négativement non-dupliquants, d’apres
le théoreme 7.2.1.1. De plus, par la propriété de réduction du sujet, A’ + @’ est un typage de N ; il
existe, par définition, un renommage o tel que pour toute constante ¢ € Dom(A), A(c)-o C A’(c), et tel
que a -0 = a'. Nous considérons 0| = |anNgg(Ara) €t 02 = T|APot(Are) COMme le renommage o dont
le domaine est restreint a AtNgg(A + @) et AtPot(A + @) respectivement. Puisque A + « est le typage
principal listé de N et que ce dernier est sous-forme normale {m € M | 7(m) € AtNgg(A + @)} = Inj(A),
et inversement {m € M | 7(m) € AtPot(A + @)} = Pot(A). Les domaines de o et o sont donc disjoints.
Alors, étant donné I’ensemble A’ des types atomiques du typage X-principal listé de N’, il existe
un renommage o, : AtNgg(A’ + @’) - {w}, ol w ¢ A, tel que oy = 0, 0 0] est un renommage PN-
négligeable maximal pour le typage X-principal listé de N. De méme, il existe un renommage o tel
que 07 o0 = 0 p, le renommage PN-potentiel maximal du typage saturé de N engendré par oy. Par
construction, étant donné Ay + « le typage X-principal de N, Ay -(ocpooy) Fa-(opooy) est un typage
de N’ et un typage PN moins général de N. O

7.3 Les reconnaisseurs Datalog

Nous venons de donner les détails théoriques permettant de résoudre le probleme de reconnais-
sance dans les ACGs quasi-affines du second-ordre. Nous montrons, a présent, comment construire
des reconnaisseurs Datalog pour ces grammaires, et comment les résultats théoriques précédents per-
mettent de prouver la correction et la complétude cette construction.

Dans ce qui suit, nous considérons donc G = (X1,%,,H,s) comme une ACG quasi-affine du
second-ordre (ol Xj = (A1,Cy, type,) et Lo = (A2,C2, type,)) €t un terme quasi-affine N € A(X;). Le
probléme de reconnaissance est donc de savoir si N appartient a O(G).

7.3.1 Construction

Comme nous avons pu le voir dans la section précédente, la propriété d’expansion du sujet n’est
pas vérifiée pour les termes quasi-affines. Malgré tout, nous nous appuyons sur le théoreme 7.2.3.2 et
sur ’unification de variables Datalog afin que le reconnaisseur puisse trouver les typages PN moins
généraux du terme N qui sont habités par un terme H(N’), N’ appartenant a A(G).

Dans un premier temps, nous donnons une construction générale de reconnaisseurs Datalog, avant
de regarder le cas plus spécifique du reconnaisseur construit a partir de I’ensemble des typages PN
moins généraux du terme quasi-affine NV en entrée du probleme.

Notation 7.3.1. Etant donnés un type 6 € 7 (A) et un type y € Us(B), nous écrirons y = 4 [7], ou 7)
est la séquence de types atomiques apparaissant dans y de gauche 2 droite. Ainsi, 7 est une séquence
de types atomiques que nous utiliserons comme argument de prédicats Datalog.

De plus, pour un typage A @, et un type y appartenant a {a} U {8 | dc € Dom(A),8 € A(¢)}, la
notation y = 6[7 (x1,...,x,)] sera utilisé afin de souligner que y appartient 2 Us(B), pour un certain
ensemble B, et que y contient n occurrences positives de types atomiques négligeables dans A + @, cha-
cune de ces occurrences étant remplacée par une variable parmi x,..., x,. Lorsque cette information
n’est pas nécessaire, nous écrirons simplement y = 6[7 1.
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De la méme maniere que [Kanazawa, 2007], nous divisons la construction des reconnaisseurs
Datalog en deux parties :

Les regles liées au terme N

Etant donné le terme N en entrée tel que Cst(N) = {cy,...,¢cn} € Co, nous considérons un typage
A+ a de N. Nous dirons que A + @ est le typage de référence pour le reconnaisseur.

1. Pour toute constante ¢ € C, et tout type 6[7(x1, ...,Xy)] € A(c), nous associons la régle (éven-
tuellement) intentionnelle :

c(7(x1, ..., Xp)):-atome(xy),...,atome(x;,)
2. Pour tout type atomique a apparaissant dans A F @, nous créons le fait :
atom(a)

L’introduction des faits décrits en 1. est en fait similaire a la construction de [Kanazawa, 2007].
La deuxieme régle nous permet uniquement d’avoir un contrdle sur les types atomiques pouvant ap-
paraitre, comme nous le verrons pour les regles associées a la grammaire.

Remarquons que les types atomiques de 8[¥(x,...,x,)] apparaissant sur des O-coups négli-
geables de I’aréne associée A + a sont identifiés par des variables Datalog, les autres occurrences de
types atomiques étant identifiées par une constante associée au type atomique lui-méme. Par ailleurs,
cette reégle n’est pas une regle intentionnelle si n = 0.

Remarque 7.3.1.1. Grace a ces regles, étant donnés une constante ¢ € C, et un type y € A(c), il est
possible de dériver et de ne dériver que les types y - o, ou o est un renommage des occurrences de
types atomiques apparaissant sur les O-coups injouables de 1’aréne de A + o dans AtPot(A + ). Un tel
renommage correspond en fait a une instanciation de variables dans le programme Datalog.

On peut donc noter que, de cette maniere, une reégle Datalog dont la téte contient le prédicat ¢
associé a une constante ¢ € C; permet de dériver plusieurs types simples appartenant a A(c). En fait,
étant donnée I’aréne A associée a A + a, si deux types y; et y; de A(c) vérifient (e, i) =4 (€, j), nous
n’associons qu’une regle Datalog commune a ces deux typages. En effet, dans ce cas, y; et y; ne
differe que sur les occurrences de types atomiques sur des O-coups injouables de 1’aréne (les P-coups
injouables étant tous étiquetés w). Notre construction permet donc de factoriser les regles relatives
aux types simples contenus dans les types listés assignés aux constantes.

Par ailleurs, nous pouvons faire la méme remarque pour deux types de la forme y; — ... =y, —
w, assignés a une méme constante ¢, puisque ces deux types partageront également le méme type
atomique sur les P-coups injouables de ’arene A.

Les regles liées a la grammaire G
Considérons une constante ¢ € C; et le typage principal listé de H(c) :
CL:iaiN...0Nlkys--+Cm s At N oo . Ny, Y

Nous associons a ¢ la régle intentionnelle suivante :

P0C0) =PI, s P 1T )s - s 1T - > Cn i )s « - » Cn Vit )s at ome(z1), - . ., at ome(zy)

de telle sorte que :
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type,(€) = p1 = ...pn = Po
— - — — —> —> < .
XlseeosXnsY1lseeesYVlkys---sYmls---»Ymk, sont des séquences de variables Datalog.

[ ]
e pourtouti€{l,...,m}ettout je{l,...,k;}, cT,-; :y_,;
— — —
o y=H(pDxi] = ... > H(p)[x:] = H(po)[x0]
e X; appartient a {z1,...,z;} si et seulement si x; apparait dans ?0 et a une unique occurrence dans
. - - > —
la séquence xg, ..., Xn, V15---Ym-
On remarquera que les variables Datalog z;,...,z; sont associées aux positions injouables dans

I’aréne de I'  y. Nous contraignons donc, grace aux regles dont la téte contient le prédicat atome,
ces positions a étre assignées des types atomiques appartenant au typage A + a de référence dans la
construction du reconnaisseur. Il est a noter que ces prédicats n’existent pas dans les reconnaisseurs
Datalog proposés par [Kanazawa, 2007] ; en effet, I’absence d’effacement dans les A-termes assure
que tout type atomique a au moins une occurrence négative et une occurrence positive dans le typage
principal d’un terme quasi-linéaire. Il n’y est donc pas nécessaire d’imposer des valeurs a certaines
occurrences de types atomiques. Enfin, un des avantages en programmation logique de 1’introduction
des prédicats atome est qu’il permet d’assurer la condition de siireté.

Grace a ces régles, nous pouvons voir que, étant donnés une constante ¢ € Cy, et le typage principal
listé T' + y de H(c), ces reégles Datalog permettent de dériver tous les typages I'- o+ y- o, olt - est un
renommage de types qui substitue les types de AtNgg(I' + y) par des types atomiques ayant au moins
une occurrence dans le typage de référence A - a.

Notation 7.3.2. Nous notons un programme construit selon la méthode précédemment décrite par
recog(G,A).

Nous allons a présent montrer qu’un tel programme Datalog permet de savoir si, étant donnés un
terme N € A(X,) et un typage A + @ de ce terme, il existe un terme N’ € A(Z) tel que H (N’)—>2;N .
Il est important de remarquer que nous n’utilisons alors que le typage A I « et les typages des termes
H(c), ol ¢ appartient a C; afin de résoudre ce probleme.

7.3.2 Correction et complétude de la construction

Etant donnés un reconnaisseur Datalog recog(G,A) et une requéte ?:- p@) construits comme
précédemment décrits, nous noterons I’existence d’une dérivation de p(@) par

recog(G,A):-p(a@)

Remarque 7.3.2.1. 1l est possible d’encoder I’ensemble des typages PN moins généraux du terme N ;
en effet, ces typages ne variant que sur les occurrences de types atomiques appartenant au type «, et
qui sont négligeables et positives dans A + a, lancer la requéte p(@(x1,...,x,)) sur le reconnaisseur,
revient a chercher un typage PN reconnu par recog(G,A). Dans ce cas, nous écrirons

recoq(G,A):-p(@(ay,...,a,))

afin d’indiquer que le typage PN reconnu par le programme est le typage A + @ ou, pour tout i €
{1,...,n}, Poccurrence de type atomique associée a la variable x; est substituée par le type atomique
a; € AtPot(A + @) U{w}.

Lemme 7.3.2.1. Si il existe un terme N € A,(X1) et un typage A v a du terme H(N), alors
recog(@,A):-p(a)
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Démonstration. Considérons un terme clos N € A,(Z;), sous forme normale, et pour lequel p € A;.
Puisque N est sous forme normale :

e N=cN 1eee Nm

o type (€)= p| — ... py = p,0U py,..., Py appartiennent a A;.

e pourtouti€ {l,...,m},N; € A, (Zy).
Nous procédons par induction sur N. Nous savons que le terme M = H(N) = H()H(Ny)... H(N,,)
appartient a Agy,)(X2). Soit un typage A +  du terme M. Nous obtenons alors A+ H(c) : ap — ... —
ay, — aetpour tout i € {1,...,m}, A+ H(N;) : a;. D’aprés I’hypothése d’induction, nous savons que
recog(G,A):- pi(a;).

Nous considérons, a présent, la régle p. associée a la constante ¢ dans le reconnaisseur. Cette régle
est de la forme générale suivante :

PR - P13, s PnCim)s €115 - > €1V )5 -+« s€n (Pl )s - - s €n (V) atome(z1), . ., at ome(z))

Par construction, p. est associée au typage X-principal listé I' - y de H(c); il existe donc un renom-
mage o tel que, pour toute constante ¢ de Dom(I'), I'(¢) C A(c), et y- o = @. Ce renommage se traduit
par I'instanciation de variables dans p., de telle sorte que :

— — — —>
P =PI s P, 1811111k s -+ €n(Bn1)s - - - €n(Opi. ) atome(ar), .. ., at ome(ay)

soit dérivable. Cette derniére affirmation est vérifiée car, d’apres le renommage o

— — — —
P =PI s D) €1B11)s -1 €10 1k s w2 €n(On1)s - - €n( Bk,

est dérivable, et de plus, pour touti € {1,...,[}, la variable z; est susceptible de s unifier avec une valeur
a; apparaissant dans A F @ ; la contraindre a s’unifier avec une telle valeur suffit a assurer la correction
de la dérivation. O

Lemme 7.3.2.2. Si il existe un typage A v « et un type p € A, tels que recog(G,A):- p(@), alors il
existe un terme clos N € A, (X1) tel que A+ H(N) : a.

Démonstration. Supposons que recog(G,A) :- p(a). Par définition, il existe une dérivation Datalog en
réponse 2 la requéte ?:- p(@). Cette dérivation se représente sous la forme d’un arbre, dont la racine
est de la forme p@ ), et dont les feuilles sont, soit de la forme e(7 ), soit de la forme atome(a) i.e. les
feuilles sont des faits du programme recog(G,A). Nous procédons par induction sur la hauteur de
I’arbre de dérivation. Soit p. la régle dont la téte apparait en racine de I’arbre de dérivation. Les fils de
la racine nous donne donc I’instanciation suivante de p, :

N _ — — — —
P =PIV s D), €1(611)s -, €1(15 )+ > €0(Bn1)s - .- » (O ), atome(ay), .. ., at ome(ay)

Ce qui nous amene aux affirmations suivantes :

1. pour tout i € {1,...,m}, pi(y,) peut étre dérivé par le reconnaisseur. Ainsi, d’aprés 1’hypothese
d’induction, il existe un terme N; € A, (Z1) tel que A - H(N)) : ;.

2. les types atomiques ay,...,a; ont des occurrences dans A F a.
3. pourtouti€{l,...,n}, ettout j€{l,...,k,}, €;(6;;) est dérivable ; par construction du reconnais-

seur, 6;; appartient a A(e;).
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Enfin, puisque la regle p. est construite a partir de I' - 3, le typage Z,-principal listé de H(c), consi-
dérons le typage :

€1 [7(€)]511 Nee. N [T@)IO1E s s s [T(€0)10n1 N O [T(@)]Gme, - H(E) i Y1 = e = Y —

Ce typage est donc moins général que I' - 8 (au sens de la substitution de types donnée par 1’instancia-
tion de la regle) et moins général que A+y; — ... = vy, — v (au sens de I’inclusion pour chaque type
listé assigné aux constantes de 1’environnement de typage). Finalement, nous pouvons en déduire que
N =cNj...N, appartient a A ,(X1) et H(N) peut étre typé par A + a. O

Nous nous appuyons a présent sur ces deux lemmes afin de prouver que la construction Datalog
que nous donnons pour I’ensemble des typages PN moins généraux du terme N en entrée est correcte
et complete :

Théoreme 7.3.2.1. Considérons une ACG quasi-affine du second-ordre G = (£1,%2,H, s), un terme
quasi-daffine N € A(Z;) sous forme normale et A + a un typage PN moins général de N. Alors N
appartient a O(G) si et seulement si recog(G,A):- s(@(x1,-..,x)).

Démonstration. Dans un premier temps, considérons que le terme N appartient au langage objet de
G. Par définition, il existe un terme N’ € A(G) tel que |H(N’)|z = N. Alors, pour tout typage I' -y de
FH(N’), nous avons recog(@,I') :- s(y), d’apres le lemme 7.3.2.1. Cette propriété est en particulier vraie
pour tout typage PN moins général de [H(N’)|s habité par H(N) et dont ’existence est assurée par le
Théoreme 7.2.3.2. Il existe donc ay, ...,a, € AtPot(A F a) U{w} tels que recog(G,A) :- s(?y)(al yeeeyy)),
et donc une dérivation en réponse a la requéte s@ (X1,...,%))

Supposons, a présent, que recog(G,A):- s(?f(al,...,an)), et posons @’ = a[Ty)(al,...,an)]. Alors,
d’apres le lemme 7.3.2.2, il existe un terme N’ € A(G) tel que H(N’) habite le typage A + @’. Or, ce
dernier est un typage PN moins général de N, et est donc un typage PN. D’apres le Théoreme 7.2.2.2,
N et H(N’) sont B-équivalents. O

7.3.3 Exemples et discussion

Afin d’illustrer la construction mise au point lors de la section précédente, nous proposons deux
exemples de grammaires quasi-affines et les programmes Datalog correspondants.

Sélection d’aspects sémantiques

A travers le premier exemple, nous considérons la grammaire G = (X,%2,H,s) donnée en Fi-
gure 7.4, ol nous modélisons un traitement partiel de I’introduction d’information de la sémantique
lexicale dans les ACGs. Dans cette grammaire, nous nous intéressons aux dérivations de phrases
telles que “Jean lit Hamlet”, “Jean lit un livre” ou encore “Jean lit un livre intéressant”. Les termes
représentant les arbres syntaxiques de ces phrases sont respectivement les suivants : lire jean hamlet,
lire Jean (un livre) et lire jean (un (intéressant livre)).

Remarque 7.3.3.1. Cette grammaire est prise comme exemple afin d’illustrer la construction de re-
connaisseurs Datalog pour les ACGs quasi-affines. Nous ne cherchons pas, par cet exemple, a ré-
soudre enticrement les problemes liées a la sémantique lexicale. Ainsi, nous déléguons aux verbes
la sélection de 1’aspect sémantique des phrases nominales, en étant conscient que cette solution
est incomplete. Par exemple, pour la phrase “Jean lit un livre intéressant”, I’adjectif “intéressant”
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jean,hamlet,lire,intéressant,livre,un},
s,n,np},

Jjean,hamlet — np,lire : np — np — s,intéressant — n — n,livre — n,un — n — np}

1}

{J
{
{J
{Jpers, undef, Hpers, Hy, Hingo, €4, Cinfo, v/, A, 3, undefpers, lire}
{e,
{Jpers, undef, Hpers, Hy, Hingo — e,

€¢,€info,undefpers, Vet

A t—ot—ot, A (e—>1) > tlire—e— e — i}
Jjean = AQP.P(Q Jpers undef undef),
hamlet — AQP.P(Q Hpers Hy Hingo),
lire — APQ.Pr3(Ax.Qm (Ay lire y x)),
a— APRQ.A(Ax.A(P R x)(Q x)),
livre — APx.P(undefyers X)(£p x)(Linto X),
intéressant — APQx.A(v x)(P Q x),
n->E o) -oe—ot,

np (e —>e)—(e—1)—t,

St

ou, pour i € {1,2,3}, 7; est le A-terme Axjxpx3.x;.

et le verbe “lire” devrait chacun sélectionner un aspect du nom “livre”
fier qu’il n’existe pas de conflits sur les deux aspects sélectionnés. Il serait ainsi possible de définir

H(intéressant) = APQx.A(V x)(P m3 x), mais la sélection d’aspects par le verbe serait alors rendue

F1G. 7.4 — Exemple d’ ACG non-contextuelle quasi-affine

NP(x1,x2,x3, X4, X4,X5,X5) :-Jp(x1), unde f(x2),unde f (x3),at ome(xy), at ome(xs).
NP(x1,x2,Xx3,X4, X4, X5,X5) - Hp(x1), Hy(x2), Hinso(x3), at ome(x4), at ome(xs).

S (x):-NP(x1,x2,X3,X3,X4,Y5, X), NP(y1,Y2,Y3, Y1, Y4, X5,¥5), lire(ys, x4, xs).
N(21,22,235 24, X1,Y) - V(21,225 23,24, X1,¥2), A1, 2, ¥)5 ¥V (X1, 1)

N(x1,x2,X3, X4, X5,X4) :-unde fpers(Xs, x1), livreg(xs, x2), livrej, £,(xs5,x3), at ome(xg).
NP(y1,y2,y3,, X1, X5,%3) :=-N(¥1,¥2,¥3, ¥, X1, X4), I(x1, X2, X3), A(xX4, X5, X2).

FI1G. 7.5 — Exemple : les reégles Datalog construites pour G

inutile par effacement.

Les regles Datalog construites a partir de cette grammaire sont représentées en Figure 7.5. Ces
regles, que nous appellerons regles Datalog sur G, décrivent les mécanismes de composition réali-

sables d’apres le typage des constantes de la signature abstraite X;.

A présent, nous construisons les régles Datalog relatives aux typages PN moins généraux du terme

N areconnaitre. Nous prenons pour exemple, le terme

= J(Ax. AAV X)(Lingo X))(lire Jp x))
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Jp(a). atome(a). Jy(w).
lire(a,b,c). atome(b). undef(w).
livreinpo(b,d). atome(c). Hp(w).

V(b,e). atome(d). Hg(w).

Ne,d, f). atome(e). Hjyfo(w).

A(f,c,8). atome(f). lire(xy,xp,w):-atome(x;),atome(xy).
A, g, h). atome(g). undef,(x,w):-atome(x).

atome(h). livreg(x,w):-atome(x).
livrej, fo(x, w):-atome(x).
A(w, x,w) :-atome(x).
A(x1, X2, w) :-atome(xy),atome(xy).
V(x,w):-atome(x).

FIG. 7.6 — Exemple : les régles Datalog construites pour le terme N

Ce terme appartient au langage objet de G ; en effet, il s’agit de la forme normale du terme
H(lire jean (un (intéressant livre)))

Les régles Datalog associées a N sont représentées en Figure 7.6. Nous les regroupons sous trois
familles, données dans les trois colonnes de la figure :
e la premiere correspond au typage principal listé du terme N :

J:b—-g—>hAre=md—>fNfoc—ogVvib—>elingg:b—dlire:a—>b—cJy:arN:h

Puisque ce terme est un terme quasi-linéaire, nous remarquerons 1’absence de type w. Nous
obtenons donc des regles similaires a celles obtenues dans [Kanazawa, 2007].

e Le deuxieme bloc contient les régles permettant d’assurer une gestion correcte des phénomenes
d’effacement par S-réduction, en indiquant les types pouvant €tre assignés sur des O-coups
injouables de I’aréne associée a un typage PN moins général de N. Ces regles limitent donc
les types atomiques (ou constantes Datalog) pouvant &tre utilisés au cours de la dérivation. Par
ailleurs, et comme nous I’avons évoqué, ces prédicats atome permettent d’assurer la condition
de stireté sur le programme construit a partir des regles de la Figure 7.5.

e La troisieme famille de regles est une liste exhaustive de typages possibles pour les constantes
de la signature objet, au cas ou ces constantes seraient effacées ou non-utilisées dans le dériva-
tion du terme a reconnaitre. Comme décrit dans la construction d’un tel programme Datalog,
nous encodons 1’ensemble des types pouvant étre assignés a une constante dans un typage PN
minimal de N grace a ces regles.

Une regle appartenant a une des deux premicre familles de regles sera appelée regle relative au typage
principal listé de N. Une regle appartenant a la derniere famille sera appelée regle de complétion pour
N. Finalement, la requéte associée a la reconnaissance d’un tel mot est :

7:-S(h)

Nous pouvons remarquer que, pour une grammaire donnée, les régles pouvant étre construites
sont les regles de la Figure 7.5 et les régles de complétion pour N. Ainsi, un tel reconnaisseur peut
construire I’ensemble de ces regles lorsque la grammaire lui est donnée, le nombre de ces regles étant
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{e,e1,e21,€2, €23},

o X =1{{a,b},
{e—>b—>a—a,e; > b,ex > a,exnt—aes—al
{c,c1,¢2},

o X =1{o},

{fc—o0o—>0,c1:0>0—>0,c>0—> 0> 0}

e = AGH fxy.c(Gxy(H f xy)),
e1 — Axyz.c1xy,

e — Afxy.caxy,

o H' =Sey > Afxy.coxx,

23 = Afxy.c(fxx)y,

a— (0 —>0)—0—0—>o0,

b—o—>o0—>0—>0

F1G. 7.7 — Exemple d’ ACG non-contextuelle quasi-affine

ny +ny ol nj est le nombre de constantes de la signature abstraite, et n, le nombre de constantes de la
signature objet.

De plus, pour une grammaire G et un terme N donnés, le nombre de regles effectivement asso-
ciée au terme N a reconnaitre peut étre considérablement réduit, et correspond aux regles relatives
au typage principal list¢ de N. Ce nombre est de taille linéaire par rapport au terme a reconnaitre,
puisque :

1. le nombre de types atomiques intervenant dans le typage est borné par le nombre d’occurrences

de variables et de constantes apparaissant dans N (pour générer les faits dont atome est la téte).

2. le nombre de typages de constantes dans 1’environnement du typage principal de N est égale-
ment borné par le nombre d’occurrences de constantes dans N.

Le nombre de regles ainsi trouvée est linéaire, en supposant que nous pouvant insérer et supprimer
des régles dans la base intentionnelle. En effet, notre construction donne une représentation compacte
de typages listés assignés a une constante. Remarquons que ceci n’est pas nécessaire si le terme est
quasi-linéaire (auquel nous avons donc I’assurance d’avoir un nombre de faits linéaire dans la taille du
terme). Si il n’est pas possible d’insérer et de supprimer des regles de la BD intentionnelle, le nombre
de faits a inscrire dans la base extensionnelle devient polynomial, puisqu’il faut “déplier” chacune des
regles intentionnelle liées au typage du terme a reconnaitre.

Effacement, ambiguité et dérivations

A présent, nous considérons un deuxiéme exemple de grammaires mettant en lumiére quelques
problemes liés a la construction de notre reconnaisseur, et plus particulicrement, au traitement de
I’effacement dans les ACGs quasi-affines du second-ordre. Pour ce faire, nous prenons un deuxieme
exemple de grammaire G’ = (X{,%), H’,a) décrite en Figure 7.7.

Nous pouvons voir que le langage objet de cette grammaire est fini et est égal a :

{Afxy.caxy, Afxy.c2xx, Afxy.c1(fxx)y, Afxy.c(c1xy)}
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A(Y1,Y2,y3,%1,%2,X) - B(x1,%2,5,2),A(y1,Y2,¥3, X1, %2, ), €(2, X).
B(x1,x2,y,x) --¢1(x1,x2, %), atome(y).
AQ1,¥2,¥3,X1,X2,X)  :-€2(x1,X2,X),atome(y;),atome(yr), atome(yz), atome(ys).
AQV1,Y2,¥3,X1,X2,X) :-€2(x1,X1,X),atome(yr),atome(yr), atome(yz), atome(ys),at ome(x,).
A(xy, x1,y,X1,%2, %) -€1(y, X2, X).
c(x,w) :-atome(x) atome(a). c¢(a,b).
ci(x1,x,w) :-atome(x;),atome(xp) atome(b). ci(c,d,a).
Cc(x1, X2, w) :-atome(xy),atome(xp) atome(c).
atome(d).
atome(w).

F1G. 7.8 — Exemple : programme Datalog pour G’ et A fxy.c(cyxy)

Cependant, le langage abstrait de G’ est infini, puisqu’il existe une infinité de dérivations pos-
sibles pour le terme Afxy.c(cixy). En effet, pour tout terme P de la forme eeq(eeq(...(eerez;)...))
(ou i €{1,...,3}), nous obtenons H(P)—>Z,/l fxy.c(cypxy). Considérons cette grammaire et le terme
N = Afxy.c(cy1xy) a reconnaitre. Le programme Datalog correspondant est alors représenté en Fi-
gure 7.8. La requéte Datalog associée a ce terme est donc ?:-A(xy, x2,w,c,d,b). Les résultats de la
section précédente assurent que 1’ensemble des dérivations Datalog répondant a cette requéte sur le
reconnaisseur que nous avons construit correspondent a une dérivation du terme N en entrée. De
plus, nous obtenons toutes les dérivations possibles pour ce terme, dans le cas présent, une infinité
de dérivations. Cependant, nous pouvons remarquer que, étant donné un terme P de A(G’) tel que
H’ (P)—>;N , il existe plusieurs dérivations Datalog correspondant au terme P ; en effet, pour le terme
P = (eeje31), nous obtenons tous les arbres de dérivation Datalog de la forme suivante :

A(x1,x2,w,c,d,b)

T

B(c,d,w,a) A(x1,x0,w,c,d,w) c(a,b)

/N "/ N T

ci(c,d,a) atome(w) ¢a(c,d,w) atome(x;) atome(xy) atome(w)

/N

atome(c) atome(d)

ol x; et xp sont donc unifiés avec un des types atomiques de {a, b, c,d,w} pour chacune des déri-
vations. Dans ce cas, nous remarquons que tous les typages PN moins généraux de N sont aussi des
typages de H’(eejez1). Tel n’est pas le cas pour le terme H’(eeqez3). En effet, la dérivation obtenue
serait alors la suivante :

A(c,c,w,c,d,b)
B(c,d,w,a) A(c,c,w,c,d,w) \ c(a,b)
ci(c,d,a) atome(w) ci(c,d,w) atome(w)

143



Le principe du reconnaisseur étant de s’assurer qu’il existe au moins une dérivation correspondant
au terme N en entrée, il n’est pas essentiel de différencier les différentes dérivations ainsi obtenues.

Afin de conclure, il est intéressant de s’intéresser a la complexité d’un tel reconnaisseur. Nous
considérons ici la complexité du probleme de reconnaissance simple, ¢’est-a-dire en prenant unique-
ment le terme N comme parametre du calcul de complexité. D’apres la construction que nous avons
donnée, connaitre la complexité d’une requéte ?:- p(ﬁ/’) sur un reconnaisseur recog(G,A) est équi-
valent a évaluer le complexité de cette requéte sur un programme Datalog (P, D) ou :

e P contient les regles relatives la grammaire G du probléme, ainsi que les régles de complétion

pour N.

e D contient les regles relatives au typage principal listé du terme N en entrée du probleme.

Puisque nous avons construits un reconnaisseur Datalog correct et complet pour le probleme de
reconnaissance de N dans G, un tel probleme est résolu en temps polynomial par rapport a la base
de données extensionnelle. Il est effectivement connu que I’évaluation ascendante d’une requéte sur
un programme Datalog s’effectue en temps polynomial relativement a la taille de la base de données.
Malgré tout, nous aimerions obtenir un résultat plus fort, placant le probleme de reconnaissance dans
les ACGs quasi-affines dans la classe LOGCFL [Venkateswaran, 1987] des langages pouvant étre
réduits en espace polynomial & un langage hors-contexte. En effet, [Kanazawa, 2011] prouve ce ré-
sultat dans le cas des grammaires quasi-linéaires, et il serait donc intéressant de montrer que notre
reconnaisseur a les mémes propriétés de complexité que ce dernier.

Finalement, il est prouvé qu’une ACG G effacante dont le langage objet est fait de termes quasi-
linéaires, peut étre transformée en une ACG quasi-linéaire G’ dont la taille est exponentiellement plus
grande que celle de G [ Yoshinaka, 2006]. Il est donc possible de linéariser une grammaire quasi-affine
puis d’exploiter les résultats de [Kanazawa, 2007]. De notre point de vue, préserver I’effacement dans
une grammaire présente, tout d’abord, un avantage du point de vue de la modélisation de phénomenes
linguistiques, alors que la linéarisation d’une telle grammaire rend plus opaque cette modélisation.
De plus, notre construction construit un programme de taille linéaire comparativement a la taille de la
grammaire en entrée, ce qui est un avantage sur une technique exploitant les résultats de Yoshinaka et
Kanazawa. Il nous semble utile a renforcer la robustesse de notre technique, d’étudier plus en détails
la complexité des deux méthodes évoquées.

7.4 Conclusion

Ce dernier chapitre nous a permis de présenter une extension des techniques de reconnaissance
grammaticale des ACGs du second-ordre quasi-linéaires aux ACGs quasi-affines. Les techniques que
nous employons sont effectivement similaires a celles de [Kanazawa, 2007], et étendent en fait ces
dernieres. Comme nous 1’avons vu au cours des chapitres précédents, cette méthode repose essentiel-
lement sur deux théoréemes de typages (le théoréme de cohérence, et le théoreme d’expansion du sujet)
et sur la stabilité par composition de la famille de termes analyser. Or, les termes quasi-affines ne vé-
rifient pas la propriété d’expansion du sujet. Nous avons néanmoins prouver un théoréme moins fort,
ou sont caractérisés certains typages d’un terme normal quasi-affine M qui sont habités par tout terme
quasi-affine M’ tel que M ’—>;M et M et M’ sont construits sur la méme signature d’ordre supérieur.

Il convient de remarquer que I’approche présentée dans ce document est uniquement basée sur des
propriétés de typage. Pour ce faire, nous avons introduit le systéme de typage listé, qui est une restric-
tion du systéme de typage intersection ; nous avons ensuite démontré que certains typages vérifient
le théoreme de cohérence dans ce systeme de typage. En particulier, nous avons introduit les typages
PN, basés sur une notion d’équivalence entre occurrences de types atomiques dans un typage. Puis
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nous avons établi un théoréme similaire au théoréme d’expansion du sujet dans le systeme de typage
simple.

Finalement, nous avons montré comment exploiter ces résultats dans la construction de recon-
naisseurs Datalog. La construction que nous donnons étend la construction de [Kanazawa, 2007]. Elle
nous permet d’envisager certains résultat complémentaires, tels que 1’utilisation de la méthode de ré-
écriture de programmes Datalog par ensemble magiques afin d’obtenir des algorithmes de type Earley
pour les ACGs non-contextuelles quasi-affines.
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Chapitre

Conclusion

Au cours de ce travail de recherche, nous nous sommes donc intéressés a 1I’extension de techniques
de reconnaissances pour les ACGs non-contextuelles de termes quasi-linéaires. Plus particulierement,
nous avons cherché a mettre en lumiere des familles de termes pour lesquelles ce probléme se résout
en temps polynomial. Cette étude nécessite d’établir des résultats de A-calcul simplement typé, et plus
particulierement le théoreme de cohérence, qui stipule que certains typages sont uniquement habités.
Nous avons donc cherché a caractériser de tels typages de maniére syntaxique, c.a.d. a partir des pro-
priétés des types polarisés les composant. A partir des résultats obtenus, nous avons utilisé la famille
des termes quasi-affines, dont le typage principal est uniquement habité, afin d’étendre les techniques
de reconnaissance données dans [Kanazawa, 2007] pour des grammaires catégorielles abstraites du
second-ordre générant des termes quasi-affines. Nous prouvons la polynomialité en temps de 1’al-
gorithme de reconnaissance grace a la construction d’un reconnaisseur Datalog pour de telles gram-
maires. Cette construction se base sur deux propriétés supplémentaires au théoreme de cohérence :
la propriété de stabilité par composition, stipulant que la composition de deux termes quasi-affines
forme un terme quasi-affine, et la propriété d’expansion du sujet. Cette dernieére n’étant pas vérifiée
dans le cas des termes quasi-affines, nous avons démontré un théoréme plus faible, mais permettant la
construction du reconnaisseur Datalog.

La complexité exacte de cet algorithme reste a étre déterminée, en particulier, le fait de savoir si
il se situe dans la classe LOGCFL, a I'image de I’algorithme donné dans [Kanazawa, 2007], pour les
A-grammaires non-contextuelles de termes quasi-linéaires. Néanmoins, le fait d’&tre construit comme
un programme Datalog assure que le probléme de la reconnaissance de termes quasi-affine se résout
en temps polynomial en fonction de son typage principal (en réalité, de la taille de la base de données
extensionnelle du programme Datalog associé) et donne donc lieu a des algorithmes de reconnais-
sance efficaces. Sachant que les ACGs permettent de modéliser 1’interface entre syntaxe et séman-
tique de maniere tout a fait uniforme, les méthodes de reconnaissance de termes dans ces grammaires
peuvent étre utilisées aussi bien pour résoudre des problemes d’analyse du langage que de génération
de texte. Ainsi, par notre méthode, nous obtenons des générateurs de texte a partir de représenta-
tion sémantiques a la Montague plus puissants que ceux donnés par [Merenciano and Morrill, 1997,
Pogodalla, 2000] dans le cadre du calcul de Lambek, et ceux de [Salvati, 2005, Kanazawa, 2007],
dans le cadre des ACGs du second-ordre. En particulier, nous avons vu que 1’ajout de I’effacement
dans les grammaires permet de modéliser un certain polymorphisme li€ aux entrées lexicales, soit
dans la morpho-syntaxe de ces entrées, soit dans la gestion de la sémantique lexicale. Dans le cas de



la sémantique lexicale, de telles modélisations devraient étre étudiées avec plus de détails, les modeles
que nous avons présentés ne faisant office que de solutions partielles a ces problémes. Un axe d’étude
future consisterait également a rechercher d’autres phénomenes linguistiques éventuellement modéli-
sés par I’effacement. Remarquons que des phénomenes tels que I’ellipse ne semblent pas pouvoir étre
considérés ici, puisque, dans le cadre des grammaires catégorielles abstraites, une modélisation par
copie sur les A-termes semblent plus appropriée pour traiter de telles structures.

D’un point de vue algorithme, la construction que nous donnons pour les reconnaisseurs d’ ACGs
non-contextuelles quasi-affines est donc une extension directe de la construction de reconnaisseurs
donnée dans [Kanazawa, 2007]. Néanmoins, il convient de remarquer que, 1’introduction d’un nou-
veau prédicat atom nécessaire a la gestion de I’effacement permet d’assurer la condition de sécurité
sur le programme Datalog construit, contrairement a la construction de Kanazawa. Ceci nous as-
sure la terminaison du programme pour une évaluation ascendante. Par ailleurs, notre construction
ne donne, pour le moment que des algorithmes de style CYK. La réécriture de programmes Datalog
par la méthode des ensembles magiques supplémentaires permettant ainsi d’écrire des analyseurs a
la Earley devra donc étre étudiée a I’avenir. Il convient de remarquer que cette procédure de réécri-
ture ne permet cependant pas, dans le cas général, d’assurer la correction par préfixe de I’analyse.
Bien que [Kanazawa, 2008] donne une méthode permettant d’obtenir cette propriété pour des recon-
naisseurs de grammaires non-contextuelles multiples, nous envisageons d’étudier une méthode plus
générale et applicable a tout reconnaisseur de grammaires catégorielles abstraites non-contextuelles.

Nous avons également relevé que, dans le cas des reconnaisseurs Datalog d’une A-grammaire
non-contextuelles quasi-affine G = (£1,%5, L, s), la reconnaissance d’un terme M peut amener a la
construction de plusieurs dérivations équivalentes, dans le sens ou celles-ci dénotent toutes un méme
terme N € A(G) tel que H (N)—>;M . Ce probleme est dii a I’'usage de I’effacement et a son impact sur
les propriétés de typage que nous étudions, et ne semble pas pouvoir étre évité. Néanmoins, afin de
palier partiellement a ce probléme, il convient d’envisager la construction d’un analyseur, et non plus
d’un reconnaisseur, par I'intermédiaire d”une méthode similaire, utilisant les mé&mes propriétés de
typage et la programmation logique, mais ou la structure dérivationnelle associée a un terme analysé
serait construite pendant la reconnaissance du terme. Ceci nous permettrait d’identifier dérivations et
termes. Une maniere élégante de construire ces analyseurs serait d’inclure la construction de la déri-
vation dans les regles du reconnaisseur logique. Pour ce faire, il nous faudrait certainement utiliser le
langage Prolog, afin de construire ainsi les arbres de dérivation comme des termes fonctionnels, ce que
le langage Datalog ne permet pas. Une technique similaire est utilisée dans [Pereira and Shieber, 1987]
dans le cas des grammaires de clauses définies. Par ailleurs, nous nous proposons de construire une
méthode qui soit adaptable automatiquement par réécriture de programmes, et en particulier pour la
méthode de réécriture par ensemble magiques supplémentaires.

Remarquons, également, que nous avons introduit 1’utilisation d’une restriction des types inter-
section dans 1’étude des propriétés de cohérence étudiées. De tels types pourraient étre utilisés, non
pas pour étudier les typages associés aux termes analysés, mais directement dans les grammaires ca-
tégorielles abstraites. En effet, sur les termes de la tectogrammaire, nous pourrions ainsi exprimer
le polymorphisme grammatical de certaines entrées lexicales. Par exemple, il est possible d’assigner
une grande variété de catégories grammaticales a la conjonction “et’. Cette conjonction est de type
NP — NP — NP dans la phrase “Jean et Marie mangent”; VP — VP — VP dans la phrase “Jean
mange du boeuf et boit du rouge”; § — (NP - NP — §) —» §) — § dans “Jean mange du boeuf
et Marie, du saumon”. Etendre la notion de signatures d’ordre supérieur des types simples aux types
listés semble étre une possibilité pour prendre en compte ces problemes, tout en préservant un systeme
de typage proche du systeme de typage simple.
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Par ailleurs, une grande partie de cette these a été consacrée a I’étude de propriété de typage
dans le A-calcul simplement typé. Nous avons ainsi trouvé une nouvelle famille de termes qui vérifie
le théoremes de cohérence : la famille des termes quasi-affines. Cette famille de termes correspond
exactement a la famille des typages négativement non-dupliquants, étendant les résultats précédents
de [Belnap, 1976, Hirokawa, 1991] entre termes affines et typages balancés. Par ailleurs, nous avons
montré qu’il existe une plus grande famille de typages uniquement habités et caractérisables syntaxi-
quement : la famille des typages négativement-séparants. Cependant, il nous reste a trouver la famille
des A-termes qui ont pour typages principaux de tels typages. Afin d’approcher ce résultat, nous avons
défini les termes contextuellement déterministes. La famille de termes recherchée se trouve étre une
sous-famille de la famille des termes contextuellement déterministes. Par ailleurs, bien que tout ty-
page uniquement habité le soit par un terme contextuellement déterministe, 1’inverse se trouve étre
faux. Il nous reste donc a savoir si il est possible de caractériser de maniere syntaxique les typages qui
sont exactement les typages uniquement habités, et les A-termes qui sont exactement ceux qui sont les
uniques habitants de leurs typages principaux. Une caractérisation de ces termes semblent étre acces-
sible, et nous avons remarquer que le probleme général de déterminer si un typage, principal pour un
terme N, est uniquement habité par N, semble étre un probleme PSPACE-complet, résultat que nous
souhaitons prouver.

Afin de pouvoir utiliser les techniques d’analyse définies par [Salvati, 2005, Kanazawa, 2007] et
présentées dans ces travaux pour les grammaires de termes quasi-affines, aux termes contextuelle-
ment déterministes ou aux termes dont le typage principal est négativement séparant , il nous fau-
drait montrer le résultat supplémentaire indiquant que les termes appartenant a la cléture par com-
position de ces familles de termes vérifient la propriété de cohérence. Enfin, se pose la question
de la pertinence de ces termes afin de modéliser de phénomenes linguistiques non traités par les
ACGs non-contextuelles quasi-affines. En effet, bien qu’un tel résultat nous permettrait de prendre en
compte certaines formes de copies d’ordre supérieur, les phénomenes faisant appel a de telles copies
dans le langage naturel ne semblent pas pouvoir &tre modélisés par des ACGs non-contextuelles de
termes contextuellement déterministes, par exemple. Ainsi, si nous considérons la conjonction dans la
phrase “Pierre et Jean mangent”, la forme sémantique de cette phrase serait représentée par le A-terme
A(mange Pierre)(mange Jean), dont le typage principal est Pierre : a,Jean : a,mange : a — b, A :
b — b — ctc. Or, il apparait clairement que ce typage n’est pas uniquement habité, et n’est pas un
terme contextuellement déterministe. Un tel exemple met en lumiére les limites de la technique d’ana-
lyse basée sur la propriété de cohérence, et nous pousse a explorer de nouvelles techniques d’analyse.

Finalement, les théoremes de cohérence que nous avons donnés completent les résultats prouvés
par [Babaev and Soloviev, 1982, Aoto, 1999, Hirokawa, 1991]. Il convient de noter que notre méthode
se distingue de celles utilisées dans les résultats précédemment cités par I’utilisation de la sémantique
des jeux afin de prouver ces résultats. De fait, cette méthode semble permettre une meilleure com-
préhension du probleme de cohérence, car elle est définie a partir des informations sur les polarités
des occurrences de types atomiques d’un typage. Remarquons que la sémantique des jeux fut initia-
lement formulée sur les catégories cartésiennes closes, et donc, sur un modele du A-calcul. Qui plus
est, la famille des termes quasi-affines semble avoir été définie dans [Gaboardi and Piccolo, 2009],
pour exprimer une forme de linéarité sur ces modeles, et il serait intéressant de faire un lien entre le
résultat présenté dans ce document et ce dernier. Par ailleurs, nous pouvons contraster les résultats
trouvés avec ceux qui ont été exposés dans [Broda and Damas, 2005], ot une famille de termes plus
grande que la famille des termes quasi-affines et ayant la propriété de cohérence a été définie. Ces
termes habitent des typages appelés typages déterministes. Néanmoins, ils ne sont pas caractérisés
de maniere syntaxique, a travers la notion de polarité, mais grace a un algorithme linéaire. Qui plus
est, il semble que la famille des typages négativement séparants soit trés proche de celle des typages
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déterministes. En effet, nous pensons que les typages dont les occurrences potentielles négatives d’un
méme type atomique sont séparées par une occurrence potentielle négative de type atomique sont
exactement les typages déterministes ; ce résultat reste cependant a prouver, mais montrerait que les
termes contextuellement déterministes formeraient la plus grande famille de termes, caractérisée de
maniere syntaxique et vérifiant la propriété cohérence. Enfin, la caractérisation de la principalité par
des stratégies sur des arénes de typage semble pouvoir étre étendue a des compositions de stratégies,
c’est-a-dire aux typages principaux de termes qui ne sont pas sous forme normale. Si un tel résul-
tat pouvait étre prouvé, un probléme tel que le probleme du typage principal inverse [Hindley, 1997]
(c.a.d tout typage est le typage principal d’un certain terme) pourrait étre prouvé d’une maniere directe
et nouvelle.
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