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Résumé

Cette thèse propose différentes méthodes numériques permettant de simuler le compor-
tement des plasmas ou des faisceaux de particules chargées à coût réduit. Le mouvement de
particules chargées soumises à un champ électromagnétique est régi par l’équation de Vla-
sov. Cette équation est couplée aux équations de Maxwell pour le champ électromagnétique
ou dans un cas simplifié à l’équation de Poisson pour le champ électrique uniquement.

Plusieurs types de modèles existent pour résoudre ce système. Dans les modèles ci-
nétiques, les particules sont représentées par une fonction de distribution f (x,v, t) qui
compte le nombre de particules à la position x, ayant la vitesse v à l’instant t. Cette
fonction de distribution vérifie l’équation de Vlasov. Nous résolvons alors directement les
équations de Vlasov-Maxwell ou de Vlasov-Poisson. Dans le cas général tridimensionnel
(3D), le système fait apparaître 7 variables : 3 variables de positions, 3 variables de vi-
tesses ainsi que le temps. Les calculs sur ordinateur deviennent rapidement très lourds.
Les modèles fluides de plasma permettent d’en réduire le coût. Ces modèles s’intéressent
à des quantités macroscopiques déduites de f par des intégrales en vitesse. Les données
macroscopiques les plus classiques sont la densité, la vitesse moyenne et la température.
Ces quantités ne dépendent que de la position x et du temps t. Le coût numérique est ainsi
réduit, mais la précision s’en trouve altérée. Les modèles fluides ne sont en particulier plus
valables lorsque la solution s’éloigne de l’équilibre thermodynamique.

Notre travail porte sur le développement de méthodes numériques présentant un com-
promis entre la précision et le coût. Plusieurs approches sont proposées : une modélisation
multi-fluide, le couplage entre un modèle fluide et un modèle cinétique et la programmation
d’un modèle cinétique sur carte graphique.

Le plan de cette thèse est le suivant.

Chapitre 1

Le premier chapitre est une introduction à la modélisation des plasmas et des faisceaux
de particules chargées. Nous commençons par présenter les plasmas, les faisceaux de parti-
cules et quelques-unes de leurs applications. Nous rappelons quelques notions de mécanique
relativiste et introduisons les équations du mouvement des particules. Nous en déduisons
ensuite l’équation de Vlasov puis rappelons les équations de Maxwell. Nous adimensionnons
ces équations. Nous présentons ensuite le modèle simplifié de Vlasov-Poisson unidimension-
nel (1D) qui sera notre objet d’étude dans les deux premières parties de ce manuscrit. Nous
terminons ce chapitre en évoquant les modélisations les plus souvent utilisées pour ce type
de problèmes et en expliquant les motivations de notre travail.

Première partie

Nous appliquons dans la première partie de cette thèse deux modèles multi-fluides au
système d’équations de Vlasov-Poisson 1D.
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Chapitre 2

Ce chapitre a surtout un caractère introductif. Il a pour but de se familiariser avec la
modélisation multi-water-bag qui sera exploitée dans le chapitre suivant.

Nous y présentons le modèle multi-water-bag [79, 11]. Il consiste à étudier des solu-
tions particulières de l’équation de Vlasov, pour lesquelles la fonction de distribution est
constante par morceaux. Ces morceaux sont appelés « water-bags » ou simplement « bags »
dans la littérature physique [80]. Il est possible de ramener l’équation de Vlasov à un sys-
tème d’équations non linéaires sur les frontières des water-bags où la variable vitesse v a
disparu.

Nous nous intéressons tout d’abord au modèle water-bag et l’appliquons à une équation
de transport en espace de f . Cette étude simplifiée, sans champ électrique, permet de nous
familiariser avec le modèle mais aussi de mettre en évidence et de comprendre l’appari-
tion de la filamentation, une des difficultés qui limitent l’utilisation de modèles fluides en
physique des plasmas. Nous présentons ensuite le modèle multi-water-bag, généralisation
du modèle water-bag, et l’appliquons aux équations de Vlasov-Poisson 1D. Nous l’utilisons
pour la simulation de l’amortissement Landau et de l’instabilité double faisceau.

Chapitre 3

Dans ce chapitre, nous étudions la méthode des moments [42, 49] et son application au
système d’équations de Vlasov-Poisson 1D. Cette méthode consiste à prendre les N ∈ N�

premiers moments en vitesse de la fonction de distribution, de façon à se retrouver avec un
système aux moments qui ne dépend plus de v, ce qui réduit la complexité du problème.
Ce système n’est cependant pas fermé. Nous étudions dans ce chapitre deux relations de
fermeture.

Une possibilité de fermeture [76] consiste à supposer que la fonction de distribution
s’écrit sous la forme d’une somme de N masses de Dirac en vitesse. Cela nous donne une
écriture de f en fonction de vitesses ui et de poids ni, i = 0, . . . , N − 1. Les moments de
f ont une expression explicite en fonction des ui et ni, ce qui nous permet de fermer le
système aux moments et de le résoudre par un schéma cinétique, que nous détaillons. La
difficulté consiste à calculer les inconnues (ui et ni) à partir des moments de f . Ce calcul
nécessite à chaque pas de temps la résolution d’un système non linéaire, malheureusement
mal conditionné. Lorsque le nombre de moments n’est pas trop élevé, nous réussissons à
résoudre en pratique ce système par la méthode de Newton. Nous présentons des résultats
numériques sur deux cas tests classiques en physique des plasmas : l’amortissement Landau
et l’instabilité double faisceau. Nous étudions notamment l’évolution en temps de l’énergie
électrique. La solution est bien approchée par cette méthode au début de la simulation,
et ce sur une durée d’autant plus longue que N est grand. N est cependant limité par le
mauvais conditionnement du système d’équations des moments.

Nous proposons alors une nouvelle relation de fermeture, donnée par le modèle multi-
water-bag. La fonction de distribution f , constante par morceaux en v, est décrite par les
frontières de ses water-bags, qui sont ici des vitesses dépendantes de x et t. Nous utilisons le
même schéma cinétique que précédemment. Le calcul des frontières des water-bags à partir
des moments de f est mieux conditionné. Cela nous permet de considérer un nombre de
moments N plus grand. Les résultats numériques sont ainsi améliorés et sont similaires à
ceux d’une méthode cinétique sur un temps plus long. Le coût est par contre comparable
à celui des modèles fluides.

La question de la reconstruction d’une fonction f à partir de ses moments est bien
connue en mathématiques : il s’agit du problème des moments de Markov. En pratique,
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nous avons utilisé la méthode de Newton pour le résoudre. Mais nous n’avons aucune preuve
de convergence et nous rencontrons parfois des problèmes d’initialisation de cette méthode.
C’est pourquoi nous étudions aussi un algorithme plus rigoureux pour résoudre le problème
des moments de Markov. Cet algorithme est restreint aux fonctions de distribution ne
prenant que les valeurs 0 et 1. Il a été développé par Gosse et Runborg [52]. Cette étude
préliminaire présente cet algorithme, l’étudie sur des cas simples (jusqu’à N = 3) et émet
des idées pour le stabiliser lorsque plusieurs discontinuités de f deviennent proches les unes
des autres. Ce travail a été réalisé en collaboration avec Nicolas Besse.

Deuxième partie

Les modèles multi-fluides présentés dans la première partie ayant un domaine d’appli-
cation limité, nous proposons dans cette deuxième partie de coupler des modèles fluides
(ou multi-fluides) à une méthode cinétique très utilisée pour son faible coût numérique :
la méthode Particle-In-Cell (PIC) [6, 13]. L’idée est de décomposer la fonction de distri-
bution f en une partie d’équilibre f0 et une perturbation δf . L’équilibre f0 est résolu par
une méthode fluide, sur maillage en x, alors que δf est résolue par la méthode PIC, qui
consiste à faire évoluer des particules numériques par les équations du mouvement. Les
deux méthodes sont couplées au sens où la perturbation intervient au second membre de
l’équation fluide, ce qui nécessite la projection des particules numériques sur la grille. In-
versement, l’équilibre permet de faire évoluer les poids des particules numériques. Un tel
couplage est appelé une méthode δf [3, 17].

Chapitre 4

Nous présentons tout d’abord la méthode PIC et la méthode δf , sur lesquelles cette
partie est basée. La méthode δf peut s’appuyer sur la connaissance analytique de l’équilibre
f0, auquel cas nous n’avons pas à résoudre f0 par une méthode fluide et nous utilisons
directement son expression analytique pour l’évolution des poids des particules. Lorsque f0

n’est pas connu analytiquement, nous parlons de méthode δf avec évolution de l’équilibre.
Ensuite, nous étudions une méthode δf avec évolution de l’équilibre f0 par la méthode

des moments. Comme dans les méthodes δf classiques, la relation de fermeture est donnée
par l’écriture de f0 sous la forme d’une Maxwellienne. La particularité de notre méthode est
que nous utilisons un schéma cinétique pour le système aux moments, capable de s’adapter
à d’autres formes d’équilibres (nous n’avons cependant pas exploité cette possibilité). Des
résultats numériques concernant l’amortissement Landau et un cas stable de rencontre de
deux faisceaux sont présentés. Nous remarquons que ce couplage permet de réduire le bruit
inhérent aux méthodes PIC. À résultats équivalents, nous pouvons considérer un nombre
inférieur de particules numériques, ce qui diminue le coût de la méthode par rapport à une
méthode PIC classique. Nous connaissons cependant une écriture analytique de l’équilibre
dans le cas de l’amortissement Landau. Les résultats obtenus en calculant à chaque pas de
temps cet équilibre sont logiquement moins précis que ceux obtenus par une méthode δf

sans évolution de l’équilibre. Notre méthode est tout de même plus générale, ce qui nous
incite à considérer d’autres cas tests, pour lesquels l’équilibre Maxwellien n’est pas connu
analytiquement.

Chapitre 5

Nous nous intéressons dans ce chapitre à des plasmas avec collisions. Un opérateur
de collision, ici l’opérateur BGK, est ajouté au second membre de l’équation de Vlasov. Il
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dépend d’un paramètre ε qui donne une échelle de leur fréquence. Lorsque ε → 0, le système
tend vers les modèles limites d’Euler ou de Navier-Stokes compressible. Notre objectif est
de construire un schéma préservant l’asymptotique [62] pour le système d’équations de
Vlasov-Poisson-BGK 1D, c’est-à-dire un schéma consistant avec les modèles limites quand
ε → 0, stable, dont le pas de temps est indépendant de ε.

Ce travail a été effectué en collaboration avec Nicolas Crouseilles et Mohammed Le-
mou. Nous utilisons une stratégie de décomposition micro-macro [7, 29], qui consiste à
décomposer f en son équilibre macroscopique f0 et une perturbation microscopique g.
Nous appliquons alors une méthode δf avec évolution de l’équilibre : l’équation sur f0 est
résolue par une méthode fluide, à savoir une méthode de volumes finis, alors que l’équa-
tion sur g est résolue par une méthode PIC. Nous nous attendons comme précédemment
à réduire le bruit inhérent à la méthode PIC et donc à diminuer le coût numérique.

Les apports de notre modèle sont les suivants. D’une part, nous utilisons une méthode
particulaire pour la partie microscopique, alors que les méthodes de décomposition micro-
macro sont généralement développées sur une grille de l’espace des phases. À la limite
ε → 0, le nombre de points en vitesse peut théoriquement être réduit. Notre modèle nous
permet de ne considérer qu’un nombre très restreint de particules numériques à cette
limite, ce qui réduit le temps de calcul par rapport à une méthode sur grille de l’espace
des phases dont le coût est constant par rapport à ε. D’autre part, notre méthode δf

vérifie la propriété de préservation de l’asymptotique, ce qui n’est par défaut pas le cas
des méthodes δf classiques. Une des principales difficultés consiste à conserver la structure
micro-macro du modèle. Une étape supplémentaire de projection des moments de la partie
microscopique a été implémentée, dans l’idée du « matching » présenté dans [35].

Plusieurs résultats numériques sont présentés et confirment les bonnes propriétés de
notre méthode : préservation de l’asymptotique, réduction du bruit numérique par rapport
à une méthode PIC, possibilité de prendre très peu de particules à la limite ε → 0 et donc
réduction du coût numérique par rapport à une méthode sur grille de l’espace des phases.

Troisième partie

Nous étudions dans la troisième partie de cette thèse une méthode PIC [6, 13] en
géométrie 2D axisymétrique pour les équations de Vlasov-Maxwell en mode transverse
électrique (TE). Nous proposons deux alternatives dans les chapitres suivants.

Chapitre 6

Nous étudions dans ce chapitre une méthode PIC-éléments finis basée sur l’analyse
isogéométrique [57, 93]. Le code a été développé dans le cadre du projet IsoPIC financé
par le CEA Gramat à l’occasion du CEMRACS 2010 en collaboration avec Aurore Back,
Ahmed Ratnani et Éric Sonnendrücker. L’objectif du projet était de simuler une diode à
cathode hémisphérique, dans laquelle des électrons sont extraits de la cathode sous l’effet
d’un champ électrique et se déplacent vers l’anode.

Nous étudions tout d’abord la méthode PIC en géométrie curviligne, dans un cadre
plus général que celui de ce projet. Plusieurs possibilités et différents points de vue sont
abordés. Nous développons en particulier les équations du mouvement dans un système
quelconque de coordonnées. Nous écrivons ensuite les équations de Maxwell en géométrie
2D axisymétrique en mode TE. Nous détaillons également la loi d’émission des particules
utilisée dans le cas de la diode.
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Chapitre 7

Dans ce dernier chapitre, nous présentons une méthode PIC-Galerkin Discontinu (GD)
pour les équations de Vlasov-Maxwell 2D et la développons sur processeur graphique
(GPU). C’est à notre connaissance le premier couplage PIC-GD programmé sur GPU.
Nous utilisons les géométries cartésienne et axisymétrique. Les champs sont considérés en
mode transverse électrique et sont associés à une technique de correction de la divergence
[81].

Nous écrivons tout d’abord les équations de Maxwell avec correction de la divergence
puis présentons la méthode de Galerkin Discontinu utilisée [96, 74, 20, 14]. Des flux centrés
et décentrés sont étudiés. Une estimation de l’énergie nous permet de trouver une contrainte
à imposer aux conditions aux limites pour assurer la stabilité de la méthode. Les différentes
conditions aux limites programmées sont ensuite détaillées. Les particules de la méthode
PIC sont créées selon la loi d’émission présentée dans le chapitre précédent.

Nous proposons de programmer cette méthode sur carte graphique, afin de profiter des
performances en termes de temps de calcul d’une telle architecture. Nous présentons de
manière succincte un GPU ainsi que le langage utilisé, à savoir le langage OpenCL. Nous
expliquons l’implémentation de notre méthode sur cette architecture et précisons les points
délicats de la parallélisation.

Nous présentons enfin plusieurs résultats numériques. Des études de convergence sont
effectuées pour vérifier l’ordre de notre méthode en espace (3) et l’ordre en temps : les
schémas Runge-Kutta d’ordre 2 et Runge-Kutta d’ordre 3 « low storage » sont implémentés.
Nous effectuons ensuite une validation de la résolution des équations de Maxwell seules
et des conditions aux limites. Pour l’équation de Vlasov, nous vérifions la loi de Child-
Langmuir en géométrie cartésienne. Des résultats sur la diode à cathode hémisphérique
sont ensuite présentés. Nous soulignons pour finir les performances très satisfaisantes du
code parallélisé sur GPU.
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Les travaux que nous détaillons dans ce manuscrit ont été présentés à plusieurs confé-
rences internationales et ont fait l’objet de publications.

– Les travaux du chapitre 3, présentant la méthode des moments avec relation de
fermeture par le modèle multi-water-bag, ont été présentés au congrès SMAI 2011
ainsi qu’au congrès Finite Volumes for Complex Applications VI et ont été publiés
dans les actes de ce congrès sous la référence :

Anaïs Crestetto and Philippe Helluy, Multi-Water-Bag Model And Method Of Mo-
ments For The Vlasov Equation, Finite Volumes for Complex Applications VI - Sprin-
ger Proceedings in Mathematics 4, 293-301, 2011.

– La méthode du chapitre 5, développant un schéma préservant l’asymptotique basé
sur une décomposition micro-macro avec utilisation de particules, a été présentée
au Workshop Asymptotic-Preserving schemes et fait par ailleurs l’objet d’un article
accepté pour publication dans la revue Kinetic and Related Models :

A. Crestetto, N. Crouseilles, M. Lemou, Micro-macro decomposition for Vlasov-BGK
equation using particles, accepté à Kinetic and Related Models.
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– La partie cartésienne du chapitre 7, développant un code PIC-Galerkin Discontinu
en géométries cartésienne et axisymétrique pour les équations de Vlasov-Maxwell sur
carte graphique, a été acceptée pour une publication dans les actes du CEMRACS
2011 :

A. Crestetto, P. Helluy, Resolution of the Vlasov-Maxwell system by PIC Disconti-
nuous Galerkin method on GPU with OpenCL, accepté à ESAIM, Proc.
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Chapitre 1

Introduction à la simulation
numérique des plasmas

Lorsqu’un gaz est soumis à un champ électrique de forte intensité ou chauffé très
fortement, les électrons sont séparés des atomes du gaz. Le milieu obtenu est globalement
neutre mais constitué de particules chargées, ions et électrons. Ce fluide est un plasma,
considéré comme le quatrième état de la matière. Par ailleurs, on peut extraire des électrons
ou des ions de certains métaux en les soumettant à une très grande différence de potentiel
électrique. On obtient dans ce cas un plasma non neutre ou faisceau de particules chargées.

Le plasma se manifeste à l’état naturel dans les étoiles ou les aurores boréales, mais
il a également de nombreuses et diverses applications industrielles : les tubes à néon, les
écrans plasma, les satellites de communication, la production de rayons X ou d’énergie, etc.
Les températures requises pour obtenir certains plasmas rendent leur étude expérimentale
coûteuse et peu accessible. Leurs applications sont pourtant d’un très grand intérêt, c’est
pourquoi leur étude théorique et leur simulation numérique ont été largement développées.
D’importants moyens sont notamment mis en œuvre pour la production d’énergie par
réaction de fusion dans le réacteur ITER. Pour plus d’informations sur les plasmas et la
physique des plasmas, le lecteur pourra se référer, par exemple, au cours de Sonnendrücker
[97], à la thèse de Filbet [47] ou au livre de Birdsall et Langdon [13].

Les centrales nucléaires actuelles utilisent la réaction de fission, consistant à générer
deux noyaux d’atomes légers à partir d’un noyau lourd. Une autre réaction nucléaire per-
mettant de créer de l’énergie est la réaction de fusion, qui consiste à générer un noyau lourd
à partir de deux noyaux plus légers. La fusion contrôlée en est au stade de la recherche,
mais l’enjeu et les moyens mis en œuvre sont très importants. On s’intéresse notamment à
la fusion d’un noyau de deutérium (isotope naturel de l’hydrogène possédant un proton et
un neutron) et d’un noyau de tritium (isotope naturel de l’hydrogène possédant un proton
et deux neutrons) qui produit un noyau d’hélium et un neutron très énergétique. Ce der-
nier permet de produire la chaleur nécessaire à la fabrication d’électricité. La température
requise pour une telle réaction est si élevée que les électrons se détachent de leur atome,
le mélange gazeux obtenu est un plasma. Pour contenir un mélange dont la température
est aussi élevée, deux solutions sont envisagées : le confinement inertiel et le confinement
magnétique. La fusion par confinement inertiel consiste à concentrer sur une capsule de
deutérium et de tritium des faisceaux laser, on atteint alors une densité très grande pendant
un temps très court. La fusion par confinement magnétique consiste à confiner le plasma
par un champ magnétique pendant un temps plus long mais à une densité moins élevée,
dans une chambre en forme de tore appelée Tokamak. Le confinement magnétique permet
d’éviter que le plasma ne touche le bord du Tokamak et ne l’endommage. Le projet inter-
national ITER (« International Thermonuclear Experimental Reactor »), lancé en 2006, a
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pour objectif de montrer la faisabilité de la production d’électricité par réaction de fusion.
Le Tokamak en construction à Cadarache, dans le sud de la France, est représenté Figure
1.1. Nous renvoyons le lecteur au cours de Sonnendrücker [97], à la thèse de Morel [79] ou
au site dédié à ce projet [61].

Figure 1.1 – Tokamak ITER en construction à Cadarache.

Une autre branche de la recherche en physique des plasmas s’intéresse aux faisceaux
de particules utilisés pour la production de rayons X. Les applications sont nombreuses en
médecine, notamment pour la radiographie ou les scanners. On les utilise également dans
le domaine de la sécurité pour vérifier le contenu des valises, mais aussi en astrophysique
dans certains téléscopes. Les rayons X sont un type de rayonnement électromagnétique,
comme les rayons ultra-violets, la lumière visible, les rayons infra-rouges ou les ondes
radio. Ils peuvent être produits soit par des changements d’orbite d’électrons provenant
des couches proches du noyau, soit par accélération ou freinage d’électrons. Pour cette
seconde technique, on utilise deux systèmes. Le premier consiste à courber la trajectoire
des électrons dans des accélérateurs de particules. Le second consiste à extraire les électrons
d’un filament métallique appelé cathode par échauffement, à les accélérer dans un tube
sous vide par une tension électrique et à les focaliser de manière à bombarder une cible
métallique appelée anode. Les atomes de la cible ralentissent les électrons, ce qui provoque
un rayonnement continu de freinage.

La recherche autour de ces différentes applications est très active. La simulation numé-
rique des plasmas en est un outil indispensable. Nous rappelons dans la suite de ce chapitre
quelques notions sur la physique des particules chargées soumises à un champ électroma-
gnétique, puis présentons les équations de Vlasov-Maxwell et de Vlasov-Poisson permettant
de modéliser la dynamique du système. Nous décrivons enfin les différents modèles utilisés
et les enjeux numériques associés.
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1.1. Particules chargées soumises à un champ électromagnétique

1.1 Particules chargées soumises à un champ électromagné-

tique

Nous nous intéressons à un ensemble de particules chargées, ions et électrons, soumises à
un champ électromagnétique. Celui-ci peut être généré par les particules (il résulte alors du
rayonnement électromagnétique engendré par la présence et le déplacement des particules),
ou imposé de l’extérieur, ou comme souvent les deux à la fois. Pour décrire leur évolution
dans le temps, nous nous plaçons dans un système de coordonnées inertiel, c’est-à-dire dans
lequel le mouvement des particules libres (non soumises à l’action de forces extérieures)
s’effectue avec une vitesse constante.

Notations

x est la position exprimée en mètre m, v la vitesse exprimée en mètres par seconde m
s ,

t le temps exprimé en seconde s, q la charge des particules exprimée en coulomb C ou dans
les unités du système international (le coulomb n’en étant pas une) en ampère seconde As,
m leur masse exprimée en kilogramme kg, e la charge élémentaire exprimée en C ou As, ε0
la permittivité diélectrique du vide exprimée en A2s4

m3kg , µ0 la perméabilité magnétique du
vide exprimée en kgm

A2s2 et c la vitesse de la lumière dans le vide ou célérité. Nous rappelons
quelques grandeurs physiques :

ε0 = 8.854187× 10−12 A
2
s
4

m3kg
, (1.1)

µ0 = 4π × 10−7 kgm

A2s2
, (1.2)

c = 2, 99792458× 108
m

s
, (1.3)

q = −e ≈ −1, 60217653× 10−19
As pour un électron, (1.4)

m ≈ 9, 1093826× 10−31
kg pour un électron, (1.5)

ainsi que la relation c
2
ε0µ0 = 1.

1.1.1 Éléments de mécanique relativiste

Le principe de la relativité, découvert par Galilée (Galileo Galilei 1564-1642) et étendu
par Albert Einstein (1879-1955), affirme que les lois physiques sont les mêmes dans tous les
référentiels inertiels. Il implique que la vitesse maximale de propagation des interactions
est la même dans tous les systèmes inertiels. C’est une constante universelle qui correspond
à la vitesse de propagation de la lumière dans le vide c. La mécanique basée sur ce principe
est appelée mécanique relativiste. Dans de nombreux cas, la vitesse des particules est très
petite devant c. Nous pouvons alors nous placer, sans perte de précision, en mécanique
classique, qui revient à poser c = +∞. Nous proposons au lecteur de se référer au livre de
Landau et Lifchitz [70] pour plus d’explications.

En mécanique, le mouvement des particules est basé sur le principe de moindre action
[70] selon lequel un corps évolue toujours dans la direction qui lui permet de dépenser le
moins d’énergie dans l’immédiat. Le philosophe, mathématicien, physicien et astronome
français Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) a formulé ce principe en 1744 de
la façon suivante : « L’Action est proportionnelle au produit de la masse par la vitesse et par
l’espace. Maintenant, voici ce principe, si sage, si digne de l’Être suprême : lorsqu’il arrive
quelque changement dans la Nature, la quantité d’Action employée pour ce changement est
toujours la plus petite qu’il soit possible. »
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1.1. Particules chargées soumises à un champ électromagnétique

Écrivons cette action dans le cas d’une particule libre, puis dans le cas d’une particule
soumise à un champ électromagnétique.

Particule libre

Considérons une particule libre (c’est-à-dire qui n’est soumise à aucune force extérieure)
se déplaçant au cours du temps. Sa position x (t) et sa vitesse

v (t) =
dx

dt
(t) (1.6)

sont des fonctions du temps. Entre les instants t1 et t2, l’action se calcule le long de la
trajectoire de la particule. Cette trajectoire est a priori inconnue, mais le principe de
moindre action nous dit que c’est celle qui minimise l’action.

Définition 1.1.1. L’action S d’une particule entre les instants t1 et t2 s’écrit sous la
forme de l’intégrale du temps

S =

� t2

t1

L (x (t) ,v (t) , t) dt (1.7)

où L est la fonction de Lagrange, ou Lagrangien.

Définissons cette fonction de Lagrange, dont le nom vient du mathématicien, mécanicien
et astronome italien Joseph Louis Lagrange (1736-1813).

Définition 1.1.2. Le Lagrangien d’une particule libre est défini par

L (x,v, t) = −mc
2

�
1− |v|2

c2
. (1.8)

Le facteur
�
1− |v|2

c2 apparaît de manière récurrente en mécanique relativiste. Il est
l’inverse du facteur de Lorentz, dont le nom vient du physicien néerlandais Hendrik Antoon
Lorentz (1853-1928).

Définition 1.1.3. On définit le facteur de Lorentz γ par

γ =

�
1− |v|2

c2

�− 1
2

. (1.9)

Pour décrire la dynamique des particules, la quantité de mouvement p (aussi appelée
impulsion) est souvent préférée à la variable vitesse v. C’est une grandeur conservée lors
d’un mouvement de translation. Donnons sa définition et son expression.

Définition 1.1.4. La quantité de mouvement d’une particule est définie par le vecteur

p =
∂L

∂v
. (1.10)

Corollaire 1.1.1. D’après (1.8) et (1.9), nous avons

p =
mv�
1− |v|2

c2

= γmv. (1.11)

En mécanique non relativiste, lorsque la vitesse des particules est petite devant c, nous
considérons que c = +∞ et prenons γ = 1, ce qui implique p = mv. Dans cette limite, le
Lagrangien n’est autre que l’énergie cinétique de la particule.
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1.1. Particules chargées soumises à un champ électromagnétique

Particule soumise à un champ électromagnétique

Considérons maintenant une particule chargée soumise à un champ électromagnétique.
Ce champ est caractérisé par un potentiel vecteur, noté A, exprimé en Weber par mètres
We
m ou en mkg

s2A , et un potentiel scalaire, noté φ, exprimé en Volts V ou en kgm2

As3 , comme
expliqué dans [70]. Le Lagrangien tient compte de la force électromagnétique qui agit sur
la particule.

Proposition 1.1.1. Le Lagrangien d’une particule chargée soumise à un champ électro-
magnétique est donné par

L (x,v, t) = −mc
2

�
1− |v|2

c2
+ qA (x, t) · v − qφ (x, t) . (1.12)

La quantité de mouvement est alors remplacée par l’impulsion généralisée, que nous
définissons et dont nous donnons l’expression.

Définition 1.1.5. L’impulsion généralisée P de la particule est définie par la dérivée

P =
∂L

∂v
. (1.13)

Corollaire 1.1.2. D’après (1.12), l’impulsion généralisée est donnée par

P = p+ qA. (1.14)

1.1.2 Équations du mouvement

Le Lagrangien permet d’écrire de façon concise les équations du mouvement. La pre-
mière équation du mouvement est donnée par (1.6). Ensuite, l’accélération des particules
est obtenue grâce aux équations d’Euler-Lagrange, développées par le mathématicien et
physicien suisse Leonhard Euler (1707-1783) et par Joseph Louis Lagrange (1736-1813).

Définition 1.1.6. Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent

d

dt

∂L

∂v
=

∂L

∂x
. (1.15)

Elles conduisent à la proposition suivante qui donne l’accélération de la particule en
fonction de la force électromagnétique qu’elle subit.

Proposition 1.1.2. Les équations du mouvement d’une particule chargée soumise à un
champ électromagnétique s’écrivent

dp

dt
= q

�
−∂A

∂t
− grad φ+ v ∧ rot A

�
. (1.16)

Ces équations du mouvement (1.6) et (1.16) définissent la vitesse et l’accélération des
particules et nous donnent donc leur trajectoire.

Remarque 1.1.1. Puisque p = γmv (Corollaire 1.1.1), avec γ défini par (1.9), l’accélé-
ration d’une particule diminue lorsque sa vitesse se rapproche de la célérité c.

Remarque 1.1.2. D’après le principe de la relativité, les équations (1.6) et (1.16) sont
invariantes par changement de système de coordonnées inertiel.
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1.2. Équations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Le second membre de l’équation (1.16) représente la force exercée par le champ électro-
magnétique sur la particule. Elle se décompose en une partie indépendante de la vitesse,
qui correspond à l’intensité du champ électrique, et une partie dépendante de la vitesse
et orthogonale à celle-ci, qui correspond à l’action du champ magnétique. Ces deux forces
s’expriment donc en fonction des potentiels vecteur et scalaire.

Définition 1.1.7. L’intensité du champ électrique, notée E, exprimée en V
m ou en kgm

As3

est définie par

E = −∂A

∂t
− grad φ. (1.17)

Définition 1.1.8. Le vecteur champ magnétique, noté B, exprimé en kg
As2 est défini par

B = rot A. (1.18)

Avec ces deux définitions, nous pouvons réécrire les équations du mouvement en fonction
des champs électrique et magnétique.

Corollaire 1.1.3. Les définitions 1.1.7 et 1.1.8 permettent d’écrire les équations du mou-
vement (1.16) sous la forme

dp

dt
= q (E + v ∧B) . (1.19)

Définition 1.1.9. La force électromagnétique q (E + v ∧B) exercée sur les particules est
appelée force de Lorentz.

Cette force tient compte du champ électromagnétique extérieur appliqué aux particules
ainsi que du champ électromagnétique moyen généré par les particules elles-mêmes. Nous
négligeons les autres forces appliquées aux particules, telles que leur poids.

Remarque 1.1.3. En mécanique classique, (1.6) reste inchangé mais les équations du
mouvement (1.16) deviennent

m
dv

dt
= q (E + v ∧B) . (1.20)

1.2 Équations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Dans les plasmas, plusieurs espèces de particules influencent le comportement du sys-
tème : des ions et des électrons. Considérons dans un premier temps un milieu constitué
soit uniquement d’électrons, soit d’une seule espèce d’ions. Nous allons écrire les équations
de Vlasov, de Maxwell et de Poisson pour cette espèce de particules.

Les particules sont assimilées à des charges ponctuelles. Elles définissent un élément
de C

�
[0, T ],M1

�
R6

��
, C étant l’ensemble des fonctions continues et M1 l’ensemble des

mesures bornées.

Définition 1.2.1. Nous définissons la mesure associée à l’ensemble des N particules
constituant le milieu étudié à l’instant t par

f (x,p, t) =
N�

k=1

δ (x− xk (t)) δ (p− pk (t)) (1.21)
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1.2. Équations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

dans le cas relativiste, où xk est la position de la k-ième particule et pk son impulsion,
pour k = 1, . . . , N , et

f (x,v, t) =
N�

k=1

δ (x− xk (t)) δ (v − vk (t)) (1.22)

dans le cas non relativiste, où xk est la position de la k-ième particule et vk sa vitesse, pour
k = 1, . . . , N . Cette mesure positive représente la distribution des particules dans l’espace
des phases (x,p) ou (x,v) et est appelée fonction de distribution.

δ représente ici la masse ou mesure de Dirac dont nous rappelons la définition.

Définition 1.2.2. Soient f une fonction C0 (continue et nulle à l’infini) de Rn dans R et
a ∈ Rn. Nous définissons la masse ou mesure de Dirac δ ∈ M1 par

�
f (x) δ (x− a) dx = f (a) . (1.23)

Les physiciens adoptent souvent la définition suivante

δ (x) =

�
0 ∀ x �= 0

∞ pour x = 0
, (1.24)

�
δ (x) dx = 1. (1.25)

Remarque 1.2.1. Un plasma étant constitué d’un très grand nombre de particules (de
l’ordre de 1010 ou plus), il n’est pas raisonnable numériquement de considérer une telle
somme de masses de Dirac. Certains modèles regroupent les particules en un ensemble de
macro-particules et approchent la fonction de distribution f par une somme de masses de
Dirac sur ces macro-particules, moins nombreuses. C’est le cas de la méthode Particle-In-
Cell très utilisée en physique des plasmas [13]. D’autres modèles approchent la fonction de
distribution par une fonction continue, comme dans les méthodes semi-Lagrangiennes [30].

1.2.1 Équation de Vlasov

Établissons maintenant l’équation de Vlasov, qui décrit l’évolution de particules char-
gées soumises à un champ électromagnétique, en l’absence de collisions. Elle a été suggérée
par le physicien théoricien russe Anatoly Vlasov (1908-1975).

Proposition 1.2.1. Au sens des distributions, la mesure donnée par (1.21) vérifie l’équa-
tion de Vlasov

∂f

∂t
(x,p, t) +

p

γm
· ∇xf (x,p, t) + q

�
E +

p

γm
∧B

�
· ∇pf (x,p, t) = 0 (1.26)

associée à la condition initiale

f (x,p, 0) =
N�

k=1

δ (x− xk (0)) δ (p− pk (0)) . (1.27)
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1.2. Équations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Démonstration. Soit ψ une fonction C
∞ à support compact inclus dans R3×R3× ]0, T [,

où T est un réel strictement positif. La distribution définie par f est donnée par

�f, ψ� =
N�

k=1

� T

0
ψ (xk (t) ,pk (t) , t) dt. (1.28)

Nous avons alors
�
∂f

∂t
, ψ

�
= −

�
f,

∂ψ

∂t

�
= −

N�

k=1

� T

0

∂ψ

∂t
(xk (t) ,pk (t) , t) dt. (1.29)

Comme

dψ

dt
(xk (t) ,pk (t) , t) =

dxk

dt
· ∇xψ +

dpk

dt
· ∇pψ +

∂ψ

∂t
(xk (t) ,pk (t) , t) (1.30)

et que � T

0

dψ

dt
(xk (t) ,pk (t) , t) dt = 0 (1.31)

(par compacité du support de ψ), nous avons

�
∂f

∂t
, ψ

�
=

N�

k=1

� T

0

dxk

dt
· ∇xψ +

dpk

dt
· ∇pψ dt (1.32)

=
N�

k=1

� T

0
vk · ∇xψ + q (E (xk, t) + vk ∧B (xk, t)) · ∇pψ dt (1.33)

=
N�

k=1

� T

0

pk

γm
· ∇xψ + q

�
E (xk, t) +

pk

γm
∧B (xk, t)

�
· ∇pψ dt (1.34)

= −
�

p

γm
· ∇xf + q

�
E +

p

γm
∧B

�
· ∇pf, ψ

�
. (1.35)

Nous obtenons ainsi
�
∂f

∂t
+

p

γm
· ∇xf + q

�
E +

p

γm
∧B

�
· ∇pf, ψ

�
= 0, (1.36)

donc f vérifie (1.26) au sens des distributions. �

Remarque 1.2.2. Dans le cas non relativiste, l’équation de Vlasov, que vérifie la mesure
donnée par (1.22), s’écrit

∂f

∂t
(x,v, t) + v · ∇xf (x,v, t) +

q

m
(E + v ∧B) · ∇vf (x,v, t) = 0. (1.37)

L’équation de Vlasov régit le mouvement de particules chargées soumises à un champ
électromagnétique extérieur et/ou auto-consistant en l’absence de collision entre les parti-
cules. Lorsque les interactions binaires entre particules ne sont plus négligeables, nous ajou-
tons un terme de collision Q (f) à cette équation. Nous sommes alors ramenés à l’équation
de Boltzmann due au physicien autrichien Ludwig Boltzmann (1844-1906) qui s’écrit

df

dt
= Q (f) , (1.38)

8



1.2. Équations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

où
df

dt
=

∂f

∂t
+

p

γm
· ∇xf + q

�
E +

p

γm
∧B

�
· ∇pf (1.39)

en mécanique relativiste,

df

dt
=

∂f

∂t
+ v · ∇xf +

q

m
(E + v ∧B) · ∇vf (1.40)

en mécanique classique et Q (f) est l’opérateur de collision de type Boltzmann. Cet opé-
rateur peut prendre plusieurs formes (Landau, Fokker-Planck, BGK, etc.). Une de ses
propriétés importantes est qu’il conserve la masse, l’impulsion et l’énergie

�
Q (f)




1
v
|v|2
2



 dv = 0. (1.41)

1.2.2 Densités de charge et de courant

Les particules chargées créent un courant lorsqu’elles se déplacent. Nous pouvons définir
la densité de charge et la densité de courant du milieu à partir de la mesure associée aux
particules.

Définition 1.2.3. La densité de charge ρ est définie par

ρ (x, t) = q

�
f (x,p, t) dp. (1.42)

Corollaire 1.2.1. La mesure donnée par (1.21) implique

ρ (x, t) = q

N�

k=1

δ (x− xk (t)) . (1.43)

Ce corollaire rappelle que la densité de charge définie de manière continue par (1.42)
et en réalité ponctuelle. Il en est de même de la densité de courant que nous définissons
ci-dessous.

Définition 1.2.4. La densité de courant J est définie par

J (x, t) = q

�
f (x,p, t)

p

γm
dp. (1.44)

Corollaire 1.2.2. La mesure donnée par (1.21) implique

J (x, t) = q

N�

k=1

pk

γm
δ (x− xk (t)) . (1.45)

Remarque 1.2.3. En mécanique classique, nous avons

ρ (x, t) = q

�
f (x,v, t) dv = q

N�

k=1

δ (x− xk (t)) , (1.46)

J (x, t) = q

�
f (x,v, t)v dv = q

N�

k=1

vkδ (x− xk (t)) . (1.47)

Les densités de charge et de courant ont donc la même expression en mécanique relativiste
et en mécanique classique.
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1.2. Équations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Ces quantités influencent le champ électromagnétique, comme nous le verrons dans la
sous-section suivante. Ainsi, le couplage particules-force a lieu dans les deux sens. Elles
vérifient de plus l’équation de conservation de la charge (donnée dans le corollaire suivant)
qui exprime le fait que la variation au cours du temps de la charge contenue dans un volume
donné est égale à l’opposée du flux de charge qui traverse la surface fermée, orientée vers
l’extérieur, délimitant ce volume.

Corollaire 1.2.3. Les densités de charge et de courant vérifient l’équation de conservation
de la charge

∂ρ

∂t
+ div J = 0. (1.48)

Démonstration. Plaçons-nous en mécanique relativiste. Intégrons l’équation de Vlasov
(1.26) par rapport à l’impulsion

�
∂f

∂t
dp+

�
p

γm
· ∇xf dp+

�
q

�
E +

p

γm
∧B

�
· ∇pf dp = 0. (1.49)

La distribution des particules f est nulle pour des impulsions infinies. De plus, E est indé-
pendant de p et la i-ième composante de p

γm ∧B est indépendante de la i-ième composante
de p. Nous obtenons

∂

∂t

�
f dp+∇x ·

�
p

γm
f dp = 0. (1.50)

En multipliant par q nous trouvons l’équation de conservation de la charge (1.48). Un calcul
similaire peut être effectué en mécanique classique. �

1.2.3 Équations de Maxwell

L’équation de Vlasov (1.26) (ou (1.37) en non relativiste) est couplée aux équations de
Maxwell pour le champ électromagnétique. Elles ont été unifiées en un système d’équations
par le physicien et mathématicien écossais James Clerk Maxwell (1831-1879).

Proposition 1.2.2. Les définitions (1.1.7) et (1.1.8) nous permettent de déduire

∂B

∂t
+ rot E = 0, (1.51)

div B = 0. (1.52)

Démonstration. Le calcul de rot E à partir de (1.17) et la propriété que le rotationnel
d’un gradient est toujours nul donnent (1.51). Le calcul de div B à partir de (1.18) et la
propriété que la divergence d’un rotationnel est toujours nulle donnent (1.52). �

(1.51) est l’équation de Maxwell-Faraday, (1.52) est la loi de Gauss magnétique. Leur
nom vient respectivement du physicien et chimiste britannique Michael Faraday (1791-
1867) et du mathématicien, astronome et physicien allemand Carl Friedrich Gauß (1777-
1855).

Proposition 1.2.3. Les champs électriques et magnétiques vérifient les deux autres équa-
tions

∂E

∂t
− c

2rot B = − J

ε0
, (1.53)

div E =
ρ

ε0
. (1.54)
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1.2. Équations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Démonstration. Le principe de moindre action nous a permis d’établir les équations du
mouvement à partir d’un champ électromagnétique donné. Il permet inversement d’éta-
blir les équations (1.53) et (1.54) à partir d’un mouvement donné des particules. Nous
renvoyons à [70] pour le développement de cette démonstration.

(1.53) est l’équation de Maxwell-Ampère, du mathématicien et physicien français André-
Marie Ampère (1775-1836), (1.54) est la loi de Gauss. Les équations de Maxwell (1.51)-
(1.52)-(1.53)-(1.54), auxquelles nous ajoutons des conditions initiales et des conditions aux
limites, définissent complètement le champ électromagnétique.

Remarque 1.2.4. Il est suffisant d’écrire (1.54) à l’instant initial. En effet, prendre la
divergence de (1.53) implique

∂

∂t
div E = −div J

ε0
(1.55)

car la divergence d’un rotationnel est toujours nulle, et l’équation de conservation de la
charge (1.48) conduit à

∂

∂t
div E =

1

ε0

∂ρ

∂t
. (1.56)

Donc si (1.54) est vraie à l’instant initial, elle reste vraie en tout temps.
De même, il est suffisant d’écrire (1.52) à l’instant initial. Cela se montre en prenant

la divergence de (1.51).

1.2.4 Adimensionnement des équations de Vlasov-Maxwell

Pour simplifier l’écriture du problème, et comme dans la plupart des cas la vitesse des
particules reste très petite devant c, nous utilisons les équations données par la mécanique
classique. Pour faciliter leur implémentation, nous travaillons souvent avec des équations
adimensionnées. Nous présentons ici l’adimensionnement de l’équation de Vlasov non re-
lativiste (1.37) et des équations de Maxwell (1.51)-(1.52)-(1.53)-(1.54).

Les variables adimensionnées ũ sont liées aux variables physiques par des facteurs mul-
tiplicatifs u∗, selon

u = u∗ũ, (1.57)

que nous allons expliciter. Nous posons

E = E∗Ẽ, B = B∗B̃, J = J∗J̃ , ρ = ρ∗ρ̃, (1.58)
t = t∗t̃, x = x∗x̃, v = v∗ṽ. (1.59)

Nous choisissons la célérité de la lumière c comme grandeur caractéristique des vitesses et
nous imposons donc

v∗ = c. (1.60)

L’équation d’Ampère (1.53) devient

E∗
t∗

∂Ẽ

∂t̃
− c

2B∗
x∗

rot B̃ = −J∗
ε0

J̃ (1.61)

ou encore
∂Ẽ

∂t̃
− c

2B∗
x∗

t∗
E∗

rot B̃ = −J∗
ε0

t∗
E∗

J̃ (1.62)
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1.2. Équations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Les équations

v∗ =
x∗
t∗

= c, (1.63)

E∗
B∗

= c, (1.64)

J∗
ε0

t∗
E∗

= 1 (1.65)

permettent de nous ramener à l’équation d’Ampère adimensionnée

∂Ẽ

∂t̃
− rot B̃ = −J̃ . (1.66)

L’équation de Faraday (1.51) devient

B∗
t∗

∂B̃

∂t̃
+

E∗
x∗

rot Ẽ = 0 (1.67)

ou encore
∂B̃

∂t̃
+

t∗
B∗

E∗
x∗

rot Ẽ = 0. (1.68)

Or (1.63) et (1.64) donnent
t∗
B∗

E∗
x∗

= 1

et nous obtenons l’équation de Faraday adimensionnée

∂B̃

∂t̃
+ rot Ẽ = 0. (1.69)

La loi de Gauss (1.54) devient
E∗
x∗

div Ẽ =
ρ∗
ε0

ρ̃ (1.70)

ou encore
div Ẽ =

ρ∗
ε0

x∗
E∗

ρ̃. (1.71)

L’équation
ρ∗
ε0

x∗
E∗

= 1 (1.72)

conduit à la loi de Gauss adimensionnée

div Ẽ = ρ̃. (1.73)

La loi de Gauss magnétique (1.52) devient simplement

div B̃ = 0. (1.74)

Enfin, l’équation de Vlasov (1.37) devient

1

t∗

∂f

∂t̃
+

v∗
x∗

ṽ · ∇x̃f +
q

m

1

v∗

�
E∗Ẽ + v∗B∗ṽ ∧ B̃

�
· ∇ṽf = 0 (1.75)

ou encore
∂f

∂t̃
+ t∗

v∗
x∗

ṽ · ∇x̃f +
q

m

t∗
v∗

�
E∗Ẽ + v∗B∗ṽ ∧ B̃

�
· ∇ṽf = 0. (1.76)
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1.2. Équations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Comme

v∗ =
x∗
t∗

= c =
E∗
B∗

(1.77)

d’après (1.63) et (1.64), nous obtenons

∂f

∂t̃
+ ṽ · ∇x̃f +

q

m

t∗
v∗

E∗
�
Ẽ + ṽ ∧ B̃

�
· ∇ṽf = 0. (1.78)

L’équation
q

m

t∗
v∗

E∗ = 1 (1.79)

donne l’équation de Vlasov adimensionnée

∂f

∂t̃
+ ṽ · ∇x̃f +

�
Ẽ + ṽ ∧ B̃

�
· ∇ṽf = 0. (1.80)

Les équations de Vlasov et de Maxwell adimensionnées (1.80)-(1.66)-(1.69)-(1.73)-(1.74)
sont donc obtenues sous réserve de la résolution des équations (1.63)-(1.64)-(1.65)-(1.72)-
(1.79). Ce système contient 5 équations et 6 inconnues. Le choix d’un facteur u∗ permet
de le résoudre. Nous pouvons par exemple fixer la longueur de référence du domaine x∗.

Pour simplifier les notations, nous utilisons les équations adimensionnées en omettant
les tildes. Nous considérons donc l’équation de Vlasov suivante

∂f

∂t
+ v · ∇xf + (E + v ∧B) · ∇vf = 0. (1.81)

couplée aux équations de Maxwell

∂E

∂t
− rot B = −J , (1.82)

∂B

∂t
+ rot E = 0, (1.83)

div E = ρ, à t = 0, (1.84)
div B = 0, à t = 0. (1.85)

auxquelles nous ajoutons des conditions initiales et des conditions limites.

Remarque 1.2.5. L’équation de conservation de la charge (1.48) s’écrit

ρ∗
t∗

∂ρ̃

∂t
+

J∗
x∗

div J̃ = 0. (1.86)

Or (1.72) et (1.65) impliquent
ρ∗
t∗

x∗
J∗

=
ε0E∗
t∗J∗

= 1. (1.87)

Nous obtenons donc l’équation de conservation de la charge adimensionnée (en omettant
les tildes)

∂ρ

∂t
+ div J = 0. (1.88)
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1.2. Équations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

1.2.5 Présence de plusieurs espèces de particules et modèle simplifié de

Vlasov-Poisson

Les équations de Vlasov et de Maxwell développées précédemment sont valables lorsque
le milieu ne contient qu’une seule espèce de particules. C’est le cas lorsque l’on étudie des
faisceaux de particules chargées. Par contre, un plasma contient au moins deux espèces
de particules : des électrons et une ou plusieurs sortes d’ions. Chaque espèce est alors
représentée par une fonction de distribution, notée fe pour les électrons et fi pour les
ions, et possède une charge, notée qe pour les électrons et qi pour les ions. fe et fi vé-
rifient toutes deux indépendamment l’équation de Vlasov (1.37) en mécanique classique
(ou (1.26) en mécanique relativiste). Nous définissons également pour chaque espèce une
densité de charge, notée ρe pour les électrons, ρi pour les ions, donnée par (1.46) (ou (1.42)
en relativiste), avec q = qe, f = fe pour ρe et q = qi, f = fi pour ρi. Nous définissons enfin
pour chaque espèce une densité de courant, notée Je pour les électrons et J i pour les ions,
donnée par (1.47) (ou (1.44) en relativiste), avec q = qe, f = fe pour Je et q = qi, f = fi

pour J i.
Les contributions des deux espèces aux champs électromagnétiques s’ajoutent. Dans les

équations de Maxwell, ρ doit être remplacé par ρe+ρi et J doit être remplacé par Je+J i.

Modèle simplifié de Vlasov-Poisson 1D

Le système de Vlasov-Maxwell tridimensionnel est très complexe : il contient 7 variables
(3 positions, 3 vitesses et le temps) et beaucoup d’inconnues. De nombreuses méthodes
numériques sont préalablement développées dans le cas simplifié du modèle de Vlasov-
Poisson unidimensionnel (1D) avec des conditions aux limites périodiques en espace.

Nous nous plaçons dans le cas d’un plasma contenant des ions et des électrons. Les
ions étant plus lourds que les électrons, leur inertie est plus grande, si bien que l’on puisse
souvent considérer que les ions ont un mouvement rectiligne uniforme en moyenne. Nous
pouvons alors faire l’hypothèse que ces derniers sont distribués de manière homogène, on
dit qu’ils constituent un fond neutralisant, dont la densité indépendante de x et de t est
notée

n0 =

�
fi (v) dv. (1.89)

Nous ne nous intéressons alors qu’au déplacement des électrons. Pour simplifier les nota-
tions, nous omettons les indices e pour les grandeurs liées aux électrons, mais conservons
les indices i, si besoin, pour les ions. Lorsque les particules ont une vitesse très petite devant
c, les effets du champ magnétique sont négligeables et l’équation de Vlasov adimensionnée
(1.81) que vérifie la distribution d’électrons peut être réécrite sous la forme

∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
+ E

∂f

∂v
= 0. (1.90)

Le champ électrique E = E (x) est donné par l’équation

∂E

∂x
= ρ− n0, (1.91)

qui dérive des équations de Maxwell dans lesquelles nous faisons tendre la vitesse de la
lumière c vers l’infini. Cela revient à considérer que les ondes électromagnétiques se dé-
placent beaucoup plus vite que les particules, si bien que l’on puisse considérer que les
particules sont soumises à un champ qui a atteint l’état stationnaire et dont nous pouvons
donc négliger la dérivée en temps.
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1.2. Équations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Remarque 1.2.6. L’équation (1.91) est adimensionnée et s’écrit aussi

∂E

∂x
= ρ+ ρi. (1.92)

Le signe en facteur de la densité de charge des électrons ρ est donné par l’adimensionnement
(1.79). Les ions étant de charges opposées, nous avons ρi = −n0.

E dérive d’un potentiel scalaire φ

E = −∂φ

∂x
, (1.93)

l’équation (1.91) conduit à l’équation de Poisson

∆φ = φ
�� = −ρ+ n0. (1.94)

Très souvent, on appelle aussi (1.91) équation de Poisson.
Plaçons-nous sur un domaine (x, v) ∈ [0, Lx] × R, Lx ∈ R, avec des conditions aux

limites périodiques en espace

f (Lx, v, t) = f (0, v, t) , (1.95)
E (Lx, t) = E (0, t) , (1.96)
φ (Lx, t) = φ (0, t) . (1.97)

D’après (1.91), E est défini à une constante près. Mais la périodicité du potentiel scalaire
dont dérive E conduit à la condition de moyenne nulle du champ électrique

� Lx

0
E (x, t) dx = −

� Lx

0

∂φ

∂x
(x, t) dx

= −φ (Lx, t) + φ (0, t)

= 0. (1.98)

Cette condition permet de déterminer la constante.

Remarque 1.2.7. La condition de moyenne nulle du champ électrique permet de simplifier
la résolution de l’équation de Poisson en utilisant la transformée de Fourier rapide (le
premier mode est nul).

La périodicité de E est quant à elle liée à la condition de neutralité en moyenne du
plasma

n0 =
1

Lx

� Lx

0

�
f (x, v, t) dv dx, ∀ t. (1.99)

En effet, nous avons sous cette condition (1.99)

E (Lx, t)− E (0, t) =

� Lx

0

∂E

∂x
(x, t) dx

=

� Lx

0
ρ (x, t)− n0 dx

=

� Lx

0
ρ (x, t) dx− Lxn0 = 0, (1.100)

où ρ est la densité de charge des électrons qui s’écrit (avec l’adimensionnement)

ρ (x, t) =

�
f (x, v, t) dv. (1.101)
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1.2. Équations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Remarque 1.2.8. Il est également nécessaire d’imposer des conditions limites en vitesse.
Le domaine est a priori infini en vitesse, mais nous pouvons nous restreindre à un domaine
de longueur finie [vmin, vmax], où vmin ∈ R est le minimum et vmax ∈ R le maximum des
vitesses des particules. Ce domaine dépend du temps mais nous pouvons le considérer fixe et
négliger les effets dus aux rares particules sortant du domaine. La condition limite induite
par la restriction à [vmin, vmax] est

�
f (x, vmin, t) = 0 si E (x, t) ≥ 0,
f (x, vmax, t) = 0 si E (x, t) < 0.

(1.102)

Modèle de Vlasov-Ampère 1D

À partir du système d’équations de Vlasov-Poisson 1D (1.90)-(1.91), nous pouvons
déduire le système de Vlasov-Ampère 1D

∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
+ E

∂f

∂v
= 0, (1.103)

∂E

∂t
= −J +

1

Lx

� Lx

0
J dx. (1.104)

En effet, en prenant la dérivée en temps de (1.91) et en utilisant la conservation de la
charge (1.48) en 1D, nous obtenons

∂

∂x

∂E

∂t
=

∂ρ

∂t
− ∂n0

∂t
= −∂J

∂x
(1.105)

puisque n0 est constante. En l’intégrant en x, nous obtenons

∂E

∂t
= −J + C, (1.106)

où C est une constante. La condition de moyenne nulle du champ implique

∂

∂t

� Lx

0
E dx =

� Lx

0
−J dx+ LxC = 0 (1.107)

et la constante C s’écrit donc

C =
1

Lx

� Lx

0
J dx. (1.108)

Si C = −Ji à l’instant initial, où Ji est le courant généré par les ions, alors nous avons
C = −Ji en tout temps, puisque C est une constante.

Équilibre thermodynamique

À l’équilibre, le plasma est quasi-neutre, ce qui se traduit par la condition

ρ+ ρi = 0 ⇐⇒
�

f dv = n0. (1.109)

Propriété 1.2.1. Pour un fond d’ions neutralisant donné de densité n0, toute fonction de
distribution des électrons f0 (v, t) qui ne dépend pas de x et qui vérifie

�
f0 (v, t) dv = n0 (1.110)

est une solution d’équilibre.
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Démonstration. De l’équation de Poisson (1.91) et de (1.110) nous déduisons

∂E

∂x
= 0. (1.111)

La condition de moyenne nulle de E (1.98) implique que E est nul. f0 étant indépendante
de x, l’équation de Vlasov (1.90) se réduit à

∂f0

∂t
= 0. (1.112)

Donc f0 est indépendante de t et est une solution d’équilibre. �
Remarque 1.2.9. Les particules se déplacent, mais leur fonction de distribution est glo-
balement un équilibre.

Souvent, on s’intéresse à de petites perturbations d’un plasma à l’équilibre. La fonction
de distribution des électrons f (x, v, t) se décompose en une partie d’équilibre f0 (v) et une
perturbation f1 (x, v, t)

f = f0 + f1. (1.113)

La densité du fond d’ions neutralisant est alors donnée par

n0 =

�
f0 (v) dv. (1.114)

Nous restreignons notre étude à de tels cas de plasmas à fond d’ions neutralisant proches
de l’équilibre thermodynamique, ou à des faisceaux de particules constitués uniquement
d’électrons.

1.3 Différentes modélisations

La simulation numérique de l’équation de Vlasov couplée aux équations de Maxwell ou à
l’équation de Poisson est un grand enjeu pour les années à venir, en raison des nombreuses
applications envisageables. C’est par ailleurs un défi important de par la complexité du
problème. En trois dimensions, chacune des particules est représentée par 6 variables : 3
variables de position et 3 variables de vitesse, dépendantes du temps. Les calculs sont ainsi
très lourds. C’est pourquoi l’étude de la réduction du temps de calcul est d’un grand intérêt
dans ce type de problèmes. Par ailleurs, les géométries considérées sont parfois complexes,
ce qui ajoute une difficulté à la modélisation. De plus, les plasmas font intervenir différentes
échelles déterminées par certaines grandeurs caractéristiques, telles que la longueur de
Debye, la fréquence plasma ou encore le nombre de Knudsen (voir la thèse de Filbet [47]
ou celle de Navoret [82]).

Lorsque les électrons se déplacent dans le plasma sous l’effet d’un champ électromagné-
tique les éloignant de l’état d’équilibre, ils subissent une force attractive de la part des ions
qui, ayant une masse plus grande, se sont peu déplacés. Les électrons sont alors ramenés
vers leur position initiale. Ils ont ainsi un mouvement oscillatoire, dont la fréquence est
appelée fréquence plasma ou fréquence de Langmuir, le physicien et chimiste américain
Irving Langmuir (1881-1957) ayant découvert ce phénomène.

Définition 1.3.1. La fréquence plasma ωp est définie par

ωp =

�
neq

2

mε0
. (1.115)

Elle représente la fréquence caractéristique des oscillations des électrons dans le plasma.
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Par ailleurs, lorsque les électrons sont soumis à un champ magnétique constant, ils ont
un mouvement circulaire caractérisé par son rayon, appelé rayon de Larmor en référence
au physicien et mathématicien irlandais Joseph Larmor (1857-1942).

Définition 1.3.2. Le rayon de Larmor R est défini par

R =
mv⊥
|q|B , (1.116)

où v⊥ est la composante de la vitesse orthogonale au champ magnétique constant B. Il
correspond au rayon du cercle décrit par des particules chargées soumises à un champ
magnétique constant.

Dans les plasmas avec collisions, la fréquence des collisions dépend de la densité de
particules dans le plasma. Elle est caractérisée par le libre parcours moyen ou par le nombre
de Knudsen, en référence au physicien danois Martin Knudsen (1871-1949).

Définition 1.3.3. Le nombre de Knudsen ε est défini par

ε =
�

D
, (1.117)

où � est le libre parcours moyen, c’est-à-dire la distance moyenne que parcourt une particule
entre deux collisions, et D est une distance caractéristique du domaine considéré.

À l’équilibre thermodynamique, chaque charge négative (respectivement positive) est
entourée d’un nuage de charges positives (respectivement négatives), de telle sorte que la
charge totale locale soit nulle et que la charge négative (respectivement positive) n’ait pas
d’influence sur le champ électrique en dehors de ce nuage. L’effet des électrons sur le champ
électrique peut être caractérisé par la taille de ce nuage, appelée longueur de Debye, dont
le nom vient du physicien et chimiste néerlandais Peter Debye (1884-1966).

Définition 1.3.4. La longueur de Debye λD est définie par

λD =

�
ε0kBT

neq
2
, (1.118)

où kB est la constante de Boltzmann, T la température et ne la densité d’électrons. Elle
représente l’échelle de longueur sur laquelle les électrons atténuent le champ électrique.

Il est ainsi nécessaire de développer des modèles variés pour modéliser au mieux les
différentes dynamiques du système. On distingue trois grandes catégories de modèles :
microscopique, cinétique et fluide. Nous présentons de manière succincte ces trois types de
modélisations et proposons au lecteur de se référer à [97] pour plus d’explications.

1.3.1 Modèles microscopiques

Les modèles microscopiques prennent en considération l’ensemble des particules consti-
tuant le plasma et décrivent les interactions des particules deux à deux. Un plasma étant
constitué de 1010 particules ou plus, la simulation numérique d’un tel modèle serait beau-
coup trop coûteuse pour être envisagée. Il est donc nécessaire de développer des modèles
approchés moins coûteux mais dont la précision est tout de même suffisante. On s’intéresse
notamment aux modèles cinétiques et aux modèles fluides.
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1.3.2 Modèles cinétiques

Dans les modèles cinétiques, les particules sont représentées par leur fonction de dis-
tribution f (x,v, t). Celle-ci correspond à une moyenne statistique de la distribution des
particules dans l’espace des phases (x,v). Le nombre moyen de particules se trouvant dans
un petit élément de volume dxdv centré en (x,v) à l’instant t est donné par f (x,v, t) dxdv.
La fonction de distribution f vérifie l’équation de Vlasov (1.37) en non relativiste ou (1.26)
en relativiste.

Deux alternatives existent pour résoudre l’équation de Vlasov : les méthodes Eulé-
riennes et les méthodes Lagrangiennes. Le point de vue Eulérien consiste à écrire les équa-
tions à une position et une vitesse fixées, en se plaçant sur une grille de l’espace des phases.
Les schémas de volumes finis entrent par exemple dans cette catégorie. Le point de vue
Lagrangien consiste à écrire les équations dans le système des particules en suivant leur
mouvement. L’approche Lagrangienne pure nécessite de calculer directement les forces ap-
pliquées en chacune des particules, ce qui est coûteux. Une méthode particulaire très utilisée
pour la résolution des équations de Vlasov-Maxwell ou de Vlasov-Poisson est la méthode
« Particle-In-Cell » (PIC) [13, 6]. C’est une méthode mixte Eulérienne-Lagrangienne dans
laquelle les équations de Maxwell ou de Poisson sont résolues sur une grille alors que l’équa-
tion de Vlasov est discrétisée par des particules. Les méthodes semi-Lagrangiennes [30],
qui utilisent une grille de l’espace des phases mais s’appuient sur les caractéristiques de
l’équation de transport associée à l’équation de Vlasov, sont également beaucoup utilisées.

En trois dimensions, f dépend de nombreuses variables. Les calculs peuvent être très
lourds mais ils sont aussi très précis. Lorsque la fonction de distribution est éloignée de
l’équilibre thermodynamique du plasma, une description cinétique, précise, est nécessaire.
Lorsque f reste proche de l’équilibre thermodynamique, nous pouvons utiliser un modèle
fluide.

1.3.3 Modèles fluides

Les modèles fluides étudient des quantités macroscopiques liées à la fonction de distri-
bution f , telles que la densité, la vitesse moyenne, l’énergie interne ou encore la température
des particules [97]. Ces quantités sont des moyennes en vitesse et ne dépendent plus que
de la position x et du temps t. Le système considéré est ainsi moins complexe et moins
coûteux à résoudre que dans un modèle cinétique où il dépend en plus de la vitesse v.
La réduction de dimension nécessite cependant des fermetures données par la physique et
s’avère donc moins générale que les modèles cinétiques.

1.3.4 Outils pour la réduction du temps de calcul

Les différentes échelles qui interviennent dans les plasmas conduisent au développe-
ment et à l’utilisation de différentes modélisations, plus ou moins précises et plus ou moins
lourdes. Les modèles fluides, surtout adaptés aux cas où la fonction de distribution reste suf-
fisamment proche de l’équilibre thermodynamique, sont peu coûteux mais insuffisants dans
de nombreuses situations réelles. Les modèles cinétiques, très précis, sont indispensables
lorsque la fonction de distribution s’éloigne de l’équilibre thermodynamique. Ils peuvent
cependant être très coûteux.

C’est pourquoi le développement de modèles plus précis que les modèles fluides mais
moins lourds que les modèles cinétiques est de grand intérêt pour la simulation de cas tests
réalistes tridimensionnels. Plusieurs approches sont étudiées.

D’une part, les modèles multi-fluides permettent de prendre en considération un plus
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grand nombre de quantités caractéristiques de la fonction de distribution, tout en ayant
un coût comparable aux modèles fluides. C’est l’objet de la première partie de cette thèse.

D’autre part, le couplage d’une méthode cinétique à une méthode fluide peut permettre
de modéliser avec précision la fonction de distribution en ne considérant que les quantités
macroscopiques de son équilibre thermodynamique, tout en discrétisant de façon très fine
l’écart à cet équilibre. Le coût numérique est ainsi réduit mais une précision suffisante est
préservée. La deuxième partie de cette thèse est dédiée à l’étude d’un tel couplage.

En outre, les outils informatiques, tels que la parallélisation sur carte graphique, peu-
vent permettre de réduire considérablement le temps de calcul et de réaliser des simulations
numériques coûteuses en un temps raisonnable. Nous présentons dans la troisième et der-
nière partie de cette thèse la programmation sur carte graphique d’une méthode PIC pour
simuler une diode.
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Première partie

Modèle Multi-Water-Bag et méthode
des moments pour le système
d’équations de Vlasov-Poisson

La simulation numérique des plasmas est un grand défi en raison de la complexité des
problèmes réalistes. Le coût numérique peut devenir très important lorsque la fonction de
distribution s’éloigne de l’équilibre thermodynamique, parce qu’une méthode cinétique est
alors nécessaire. Lorsque la solution reste proche de l’équilibre, une description fluide peut
être suffisante. Pour augmenter la précision des méthodes fluides tout en conservant un
coût numérique raisonnable, des modèles multi-fluides ont été développés.

Cette première partie est dédiée à l’étude de modèles multi-fluides pour le système
simplifié de Vlasov-Poisson en une dimension d’espace. Ce système fait déjà apparaître de
nombreuses difficultés : l’instabilité de la solution, la filamentation, etc. Nous les mettons
en évidence dans le chapitre 2, qui présente le modèle multi-water-bag. Dans le chapitre
3, nous proposons d’utiliser la méthode des moments, qui revient à résoudre un système
d’équations sur les moments en vitesse de la fonction de distribution f . Ce système est
fermé grâce au choix d’une forme a priori de f . Nous utilisons deux types de fermeture :
une représentation de f par des masses de Dirac puis par des fonctions « water-bags ».
Des résultats numériques sont présentés dans les deux chapitres, notamment pour simuler
deux cas tests classiques en physique des plasmas : l’amortissement Landau et l’instabilité
double faisceau.
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Chapitre 2

Modèle Multi-Water-Bag

Le modèle water-bag a été développé dans les années soixante par DePackh [41] puis
appliqué à l’astrophysique par Hohl et Feix [55] et aux plasmas d’électrons avec champ
électrique par Bertrand et Feix [10] et Bertrand, Baumann et Feix [8]. Généralisé dès le
début des années soixante-dix au modèle multi-water-bag (MWB) par Bertrand, Dore-
mus, Baumann et Feix [9], il permet de transformer une équation cinétique en un système
d’équations de type fluide. Il consiste à approcher la fonction de distribution f (x, v, t)
par une fonction constante par morceaux en v. Les zones où la fonction de distribution
est constante sont appelées par les physiciens des « water-bags » ou plus simplement des
« bags ». Les contours des water-bags peuvent être localement décrits par des fonctions de
x et de t. Ces fonctions vérifient un système d’équations de transport non linéaires de type
Burgers. Ce système ne dépend donc plus de la variable vitesse, ce qui réduit la complexité
tout en conservant la cinétique du problème.

Le modèle MWB a par la suite été très étudié en physique des plasmas et le couplage
des équations de Vlasov et de Poisson a été élargi à l’équation de quasi-neutralité et aux
champs électromagnétiques (voir les travaux de Besse, Berthelin, Brenier et Bertrand [11]).
Il est également appliqué au modèle gyrocinétique, citons notamment les travaux de Besse
et Bertrand [12], de Morel, Gravier, Besse, Ghizzo et Bertrand [80] ou encore la thèse de
Morel [79].

Ce modèle conduit cependant à une difficulté. Les fonctions contours des water-bags
deviennent naturellement multivaluées en temps fini. Il est possible théoriquement de re-
construire les discontinuités en vitesse de la fonction de distribution à partir de grandeurs
macroscopiques, telles que les moments en vitesse. Cette reconstruction est étudiée par
exemple par Brenier et Corrias [16] ou par Gosse et Runborg [52]. Elle est également reliée
au problème dit des « moments de Markov ». Pourtant, lorsque des instabilités se créent
dans un plasma, le nombre de discontinuités tend vers l’infini et la reconstruction se fait
avec une perte d’information. Ceci est une illustration de la limite des modèles fluides
ou multi-fluides et justifie l’utilisation de méthodes cinétiques quand f s’éloigne de son
équilibre thermodynamique.

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord le modèle water-bag et l’utilisons pour
mettre en évidence le phénomène de filamentation qui apparaît dans les plasmas. Nous
en profitons pour rappeler la méthode des caractéristiques et le schéma de Godunov. La
seconde section porte sur le modèle multi-water-bag et son application aux équations de
Vlasov-Poisson 1D.
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2.1. Modèle water-bag et filamentation

2.1 Modèle water-bag et filamentation

Pour nous familiariser avec la physique des plasmas et mettre en évidence l’apparition
de la filamentation, nous commençons par étudier l’équation cinétique 1D sans champ
électrique

∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
= 0, (2.1)

qui n’est rien d’autre qu’une équation de transport en x de la fonction de distribution f .
Nous considérons un domaine [0, Lx], Lx ∈ R, en espace avec des conditions aux limites
périodiques

f (0, v, t) = f (Lx, v, t) . (2.2)

2.1.1 Modèle water-bag

Le modèle water-bag [79, 11, 10, 8] consiste à chercher des solutions particulières de
l’équation cinétique que l’on souhaite résoudre (ici (2.1)) sous la forme d’une fonction
indicatrice en vitesse

f (x, v, t) =

�
A si v ∈ [v− (x, t) , v+ (x, t)] ,

0 sinon,
(2.3)

où A ∈ R est une constante, v− et v+ des fonctions de x et de t que nous nommons contours
ou discontinuités en vitesse. De manière équivalente, nous pouvons écrire

f (x, v, t) = A
�
H

�
v
+ (x, t)− v

�
−H

�
v
− (x, t)− v

��
, (2.4)

où H est la fonction de Heaviside.

Définition 2.1.1. Nous définissons la fonction de Heaviside H par

H (u) =

�
0 si u < 0

1 si u ≥ 0
, ∀ u ∈ R. (2.5)

Une illustration dans l’espace des phases (x, v) est donnée Figure 2.1.

Figure 2.1 – Illustration du modèle water-bag - Fonction de distribution (représentée par
des particules) en rouge et contours v

− et v
+ en bleu.
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2.1. Modèle water-bag et filamentation

L’idée du modèle est de faire évoluer au cours du temps les contours v
− et v

+ dépen-
dants de x et de t, au lieu de f qui est en plus dépendante de v, ce qui permet de réduire
la complexité du système. Pour cela, nous nous ramenons à un système d’équations de
transport indépendantes sur les contours. Nous injectons l’écriture (2.4) dans l’équation
(2.1)

∂tA
�
H

�
v
+ (x, t)− v

�
−H

�
v
− (x, t)− v

��

+v∂xA
�
H

�
v
+ (x, t)− v

�
−H

�
v
− (x, t)− v

��
= 0. (2.6)

En remarquant que

∂tH
�
v
± (x, t)− v

�
= δ

�
v
± (x, t)− v

�
∂tv

± (x, t) , (2.7)
∂xH

�
v
± (x, t)− v

�
= δ

�
v
± (x, t)− v

�
∂xv

± (x, t) , (2.8)

où δ est la masse de Dirac (voir la définition 1.2.2), et en supposant que les fonctions
vitesses v

+ (x, t) et v
− (x, t) sont différentes en chaque point x, nous obtenons le système

�
∂tv

+ + v
+
∂xv

+ = 0,
∂tv

− + v
−
∂xv

− = 0.
(2.9)

Ce système (2.9) est constitué de deux équations de Burgers et peut aussi s’écrire sous la
forme conservative 





∂tv
+ + ∂x

v
+2

2
= 0,

∂tv
− + ∂x

v
−2

2
= 0.

(2.10)

Ce système est valable tant que la solution (v−, v+) calculée par la méthode des carac-
téristiques reste monovaluée. (v−, v+) est alors une solution forte de (2.10) et peut être
résolue par la méthode des caractéristiques. En général, cette solution devient multivaluée.
Ce phénomène correspond aussi à l’apparition d’un choc dans les solutions faibles de (2.10)
[91, 15].

Méthode des caractéristiques (voir [91, 15])

Soit le système d’équations
�

∂tu (x, t) + ∂xf (u (x, t)) = 0,
u (x, 0) = u0 (x) ,

(2.11)

où u est une fonction de R×R+ dans R, u0 une fonction initiale C (contiue) de R dans R
et f une fonction flux C1 (dérivable, dont la dérivée est continue) de R dans R, donnée par
f (u) = u2

2 dans notre cas. Soit T ∈ R+� tel que u ∈ C (R× [0, T [) ∪ C1 (R× ]0, T [).

Définition 2.1.2. Soit α ∈ R. Nous définissons la courbe caractéristique issue du point
(α, 0) par

d

dt
x (t) = f � (u (x (t) , t)) , x (0) = α. (2.12)

Si u vérifie (2.11), nous avons

d

dt
u (x (t) , t) =

∂

∂t
u (x (t) , t) +

∂

∂x
u (x (t) , t)

d

dt
x (t)

=
∂

∂t
u (x (t) , t) +

∂

∂x
f (u (x (t) , t)) = 0, (2.13)
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2.1. Modèle water-bag et filamentation

et
u (x (t) , t) = u (x (0) , 0) = u0 (α) , ∀ t ∈ [0, T [ . (2.14)

Nous constatons que u est constante le long de la caractéristique. En reportant (2.14) dans
(2.12), nous avons

x (t) = f � (u0 (α)) t+ α, ∀ t ∈ [0, T [ , (2.15)

la caractéristique est une droite de pente f � (u0 (α)). Si f � (u0 (α)) est décroissante en α, il
existe α1 < α2 tels que f � (u0 (α1)) > f � (u0 (α2)) et les caractéristiques issues de (α1, 0) et
de (α2, 0) se croisent en un point noté (x�, t�). Si u0 (α1) �= u0 (α2), alors u est discontinue
en (x�, t�) et n’est plus uniquement définie : la solution donnée par la méthode des carac-
téristiques devient multivaluée. Ce phénomène correspond à l’apparition d’un filament à la
frontière du water-bag. Cette solution multivaluée correspond à la bonne solution de l’équa-
tion de Vlasov. Pratiquement, il n’est pas simple de calculer des solutions multivaluées. Il
est plus fréquent de chercher une solution faible de (2.11).

Définition 2.1.3. Supposons u0 ∈ L
∞ (R). u ∈ L

∞ (R× R+�) est une solution faible de
(2.11) si

� +∞

0

� +∞

−∞
u∂tφ+ f (u) ∂xφ dxdt+

� +∞

−∞
u0 (x)φ (x, 0) dx = 0 (2.16)

pour toute fonction test φ ∈ C1
0 (R× R+) (C1 à support compact).

Il n’y a en général pas unicité de la solution faible. Nous ajoutons une condition d’entro-
pie pour sélectionner une solution faible physiquement raisonnable. Soit (x�, t�) un point
de discontinuité de u, solution faible de (2.11). La fonction monovaluée mais discontinue u

est une solution d’entropie si et seulement si sur la discontinuité

uL > uR, (2.17)

où uL et uR désignent respectivement les valeurs de u à gauche et à droite de la discontinuité
x = x

�. Le problème (2.11) admet une unique solution entropique (voir par exemple [91]).
Il est alors intéressant d’évaluer l’écart entre la solution exacte multivaluée et la solution
approchée obtenue par des solutions faibles entropiques de l’équation de Burgers.

Schéma de Godunov

Discrétisons notre domaine [0, Lx] en Nx points xi = i∆x où ∆x est le pas d’espace
et i = 0, . . . , Nx − 1. Considérons un pas de temps ∆t et notons t

n = n∆t. La solution
u (xi (tn) , tn) est approchée par u

n
i . Nous proposons d’utiliser le schéma de Godunov

u
n+1
i = u

n
i − ∆t

∆x

�
f
�
u
�
�
u
n
i , u

n
i+1

��
− f

�
u
�
�
u
n
i−1, u

n
i

���
, (2.18)

où u
� est déterminé par un solveur de Riemann exact :

– si uni−1 = u
n
i , alors u

�
�
u
n
i−1, u

n
i

�
= u

n
i−1 = u

n
i ,

– si uni−1 > u
n
i , alors u

�
�
u
n
i−1, u

n
i

�
=

�
u
n
i−1 si f

�
u
n
i−1

�
≥ f (uni ) ,

u
n
i si f

�
u
n
i−1

�
≤ f (uni )

(dans ce cas, nous sommes en présence d’un choc),

– si uni−1 < u
n
i , alors u

�
�
u
n
i−1, u

n
i

�
=






u
n
i−1 si f � (uni ) ≥ f �

�
u
n
i−1

�
≥ 0,

u
n
i si 0 ≥ f � (uni ) ≥ f �

�
u
n
i−1

�
,

f �−1 (0) si f � (uni ) > 0 > f �
�
u
n
i−1

�
,

(dans ce cas, nous sommes en présence d’une onde de détente).
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2.1. Modèle water-bag et filamentation

Remarque 2.1.1. Dans le cas u
n
i−1 > u

n
i , le choc se propage à la vitesse

f
�
u
n
i−1

�
− f (uni )

u
n
i−1 − u

n
i

=
u
n
i−1 + u

n
i

2
(2.19)

pour f (u) = u2

2 . Il y a alors conservation des aires au sens où l’aire algébrique sous le
graphe de la solution multivaluée est égale à l’aire algébrique sous le graphe de la solution
faible [15].

2.1.2 Mise en évidence de la filamentation

Dans certains cas, si f est de la forme (2.3) à l’instant initial, alors elle le reste au cours
du temps. Prenons en exemple la condition initiale

f (x, v, 0) =

�
1 pour v ∈ [−1, 1] ,

0 ailleurs.
(2.20)

Il s’agit d’une solution stationnaire : ∂xv+ = ∂xv
− = 0 donc v

+ et v
− sont constantes en

temps et f aussi.
Mais si l’on perturbe v

+ (x, 0) et v
− (x, 0), comme sur la figure 2.1, chaque point

(x (t) , v (t) , t) du contour v+ (respectivement v−) va être transporté à la vitesse v+ (x (t) , t)
(respectivement v− (x (t) , t)) et les contours vont se déformer selon (2.10). Tant que la so-
lution reste monovaluée (ou de manière équivalente tant qu’il n’y a pas de choc dans la
solution faible), f s’écrit encore sous la forme (2.3). Cela est illustré Figure 2.2 pour la
fonction de distribution initiale

f (x, v, 0) =

�
1 si v ∈

�
v
−
1 (x, 0) , v+1 (x, 0)

�

0 sinon
, (2.21)

avec

v
−
1 (x, 0) = −1

2

�
1 +

1

2
cos (0.2x)

�
, (2.22)

v
+
1 (x, 0) =

1

2

�
1 +

1

2
cos (0.2x)

�
, (2.23)

et x ∈
�
0, 2π

0.2

�
. La fonction de distribution est résolue par une méthode particulaire (la

méthode PIC) et représentée par des particules. Celles-ci donnent la vraie solution de
l’équation cinétique (2.1) et nous donnent un élément de comparaison pour le couple de
solutions faibles de (2.9).

En temps plus long, les particules ayant une grande vitesse (en valeur absolue) créent
des filaments (qui correspondent à des chocs de la solution faible), comme illustré Fi-
gure 2.3. f ne peut plus être représentée sous la forme (2.3) et le système d’équations de
transport sur les contours (2.9) n’est plus équivalent à l’équation cinétique (2.1). Nous re-
marquons cependant que l’aire est conservée par le choc, comme évoqué dans la remarque
2.1.1.

Le modèle très simplifié (2.1) peut donc, si l’équilibre thermodynamique est perturbé,
conduire à une solution irrégulière et nous permet de mettre en évidence et de comprendre
une des nombreuses difficultés liées à la physique des plasmas : la filamentation. La prise
en compte d’un champ électrique ajoute un transport dans la direction v et accentue
la déformation des contours. Nous étudions un tel modèle dans la section suivante, qui
généralise le modèle water-bag au modèle multi-water-bag.
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2.2. Présentation du modèle multi-water-bag

Figure 2.2 – Modèle water-bag - Fonction de distribution (particules) en rouge et contours
v
− et v

+ en bleu, à t = 0 (à gauche) et t = 10 (à droite).

Figure 2.3 – Modèle water-bag - Fonction de distribution (particules) en rouge et contours
v
− et v

+ en bleu, à t = 20 (à gauche) et t = 30 (à droite).

2.2 Présentation du modèle multi-water-bag

Nous présentons dans cette section le modèle multi-water-bag (MWB) [9], générali-
sation du modèle water-bag présenté dans la section précédente, qui permet de résoudre
une équation cinétique en se ramenant à un système d’équations de transport moins com-
plexes. Nous l’appliquons au système d’équations de Vlasov-Poisson en utilisant la méthode
classique de résolution par un schéma de volumes finis.

2.2.1 Modélisation

Le modèle multi-water-bag consiste à approcher la fonction de distribution f (x, v, t)
d’une équation cinétique par une fonction constante par morceaux en la variable vitesse,
ou, en adoptant un autre point de vue, à chercher des solutions particulières de l’équation
cinétique : les solutions constantes par morceaux en v. Nous fixons pour cela un entier
N (N = 1 dans le modèle water-bag), choisissons N constantes Aj , j = 1, . . . , N et
introduisons 2N fonctions vitesses v±j (x, t), j = 1, . . . , N , de façon à écrire (ou à approcher)
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2.2. Présentation du modèle multi-water-bag

f (x, v, t) sous la forme

fN (x, v, t) =

��N
j=k Aj si v ∈ Uk, k = 1, . . . , N,

0 sinon,
(2.24)

où

Uk =

��
v
−
k (x, t) , v+k (x, t)

�
si k = 1�

v
−
k (x, t) , v+k (x, t)

�
\
�
v
−
k−1 (x, t) , v

+
k−1 (x, t)

�
si k > 1,

(2.25)

ou de manière équivalente

fN (x, v, t) =
N�

j=1

Aj

�
H

�
v
+
j (x, t)− v

�
−H

�
v
−
j (x, t)− v

��
, (2.26)

avec H la fonction de Heaviside (2.5). Sur chaque Uk, k = 1, . . . , N , f (x, v, t) est donc
constante. La figure 2.4, issue de l’article de Besse, Berthelin, Brenier et Bertrand [11],
illustre ce modèle pour N = 3.

Figure 2.4 – Modèle multi-water-bag pour N = 3 - Contours dans l’espace des phases (à
gauche) et fonction de distribution correspondante (à droite).

L’idée du modèle multi-water-bag est de faire évoluer en temps les contours v±j , dépen-
dants de x et de t, au lieu de f qui dépend en plus de v. Nous avons ainsi une variable
de moins dans notre système, ce qui réduit le temps de résolution. En contrepartie, l’ap-
proximation faite sur f apporte de l’imprécision, si bien que dans certains cas la solution
calculée s’éloigne trop de la solution exacte.

Remarque 2.2.1. Augmenter l’entier N rend le modèle plus précis, mais également plus
coûteux. Cet entier peut donc être ajusté en fonction de la précision souhaitée et des moyens
de calcul.

Nous présentons dans la sous-section suivante la méthode classique de résolution dans
le cas du système de Vlasov-Poisson 1D.

2.2.2 Méthode de résolution

Nous appliquons maintenant ce modèle au système de Vlasov-Poisson 1D (présenté
dans la sous-section 1.2.5)

∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
+ E

∂f

∂v
= 0, (2.27)

∂E

∂x
= ρ− n0, (2.28)
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2.2. Présentation du modèle multi-water-bag

où n0 est la densité du fond d’ions neutralisant. Nous considérons un domaine [0, Lx],
Lx ∈ R, en espace avec des conditions aux limites périodiques

f (0, v, t) = f (Lx, v, t) , (2.29)
E (0, t) = E (Lx, t) . (2.30)

Le domaine est limité en vitesse par
�
v
−
N , v

+
N

�
. Pour que le système soit bien posé, nous

ajoutons la condition de moyenne nulle du champ électrique
� Lx

0
E (x, t) dx = 0. (2.31)

Nous présentons dans cette sous-section le système d’équations sur les contours, ainsi
que l’équation sur le champ électrique. Nous détaillons le schéma en temps utilisé et pré-
sentons quelques résultats numériques.

Équations sur les contours

Pour obtenir une équation sur les fonctions v
±
j (x, t), j = 1, . . . , N , nous injectons

l’écriture de f donnée par (2.26) dans l’équation de Vlasov (2.27) et obtenons

∂t

N�

j=1

Aj

�
H

�
v
+
j (x, t)− v

�
−H

�
v
−
j (x, t)− v

��

+v ∂x

N�

j=1

Aj

�
H

�
v
+
j (x, t)− v

�
−H

�
v
−
j (x, t)− v

��

+E ∂v

N�

j=1

Aj

�
H

�
v
+
j (x, t)− v

�
−H

�
v
−
j (x, t)− v

��
= 0. (2.32)

Avec (2.7)-(2.8) et
∂vH

�
v
±
j (x, t)− v

�
= −δ

�
v
±
j (x, t)− v

�
, (2.33)

∀ j = 1, . . . , N , et en supposant que les fonctions v
±
j (x, t) sont deux à deux différentes en

tout point x, nous obtenons le système

∂tv
±
j + v

±
j ∂xv

±
j − E = 0, ∀ j = 1, . . . , N, (2.34)

comprenant 2N équations de transport deux à deux indépendantes.

Équation sur le champ électrique

L’équation de Poisson (2.28) s’écrit avec (2.26)

∂E

∂x
=

�

v
f (x, v, t) dv − n0

=
N�

j=1

Aj

�

v

�
H

�
v
+
j (x, t)− v

�
−H

�
v
−
j (x, t)− v

��
dv − n0

=
N�

j=1

Aj

�
v
+
j − v

−
j

�
− n0. (2.35)
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2.2. Présentation du modèle multi-water-bag

Schéma numérique

Nous discrétisons notre domaine [0, Lx] en Nx points xi = i∆x, i = 0, . . . , Nx − 1, avec
∆x le pas d’espace, et nous considérons un pas de temps ∆t tel que t

n = n∆t, ∀ n ∈ N.
Nous faisons évoluer en temps chaque contour indépendamment en utilisant, par exemple,

un schéma de Godunov

v
±,n+1
j,i = v

±,n
j,i − ∆t

∆x





�
v
±,�
j,i+ 1

2

�2

2
−

�
v
±,�
j,i− 1

2

�2

2




+∆tE

n
i , (2.36)

où v
±,n
j,i � v

±
j (xi, tn) et E

n
i � E (xi, tn). Nous calculons les termes v

±,�
j,i+ 1

2

et v
±,�
j,i− 1

2

avec un

solveur de Riemann exact qui détermine si nous sommes en présence d’un choc v
±
j,i ≥ v

±
j,i+1

ou d’une onde de détente v
±
j,i < v

±
j,i+1 (nous renvoyons à la sous-section 2.1.1 pour plus de

détails).
Le champ électrique E étant défini à une constante près, nous commençons par imposer

E
n
0 = 0, puis utilisons le schéma

E
n
i+1 = E

n
i +∆x

N�

j=1

Aj

�
v
+,n
j,i − v

−,n
j,i

�
− n0, ∀ i = 0, . . . , Nx − 2. (2.37)

Nous ajustons ensuite la constante en remplaçant En
i par En

i −
�Nx−1

i=0 E
n
i , ∀ i = 0, . . . , Nx−

1, de façon à vérifier (2.31).

2.2.3 Résultats numériques : amortissement Landau et instabilité dou-

ble faisceau

Nous présentons dans cette section des résultats numériques de deux cas tests classiques
en physique des plasmas, l’amortissement Landau et l’instabilité double faisceau. Nous
représentons d’une part la fonction de distribution dans l’espace des phases à différents
instants et d’autre part l’énergie électrique au cours du temps.

Définition 2.2.1. L’énergie électrique E est définie par

E (t) =

�� Lx

0
E (x, t)2 dx. (2.38)

Nous comparons les résultats de cette méthode multi-water-bag, notée MWB, à ceux
d’une méthode PIC considérée comme référence. Pour la méthode MWB, nous prenons
Nx = 1024 et ∆t = 0.9∆x, et pour la méthode PIC, nous avons Nx = 128 et 106 particules.

Amortissement Landau

Nous commençons par présenter l’amortissement Landau qui correspond à une petite
perturbation en x d’un équilibre Maxwellien en v. La fonction de distribution initiale s’écrit

f (x, v, 0) = (1 + α cos (kxx))
1√
2π

e
− v2

2 , (2.39)
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2.2. Présentation du modèle multi-water-bag

avec α et kx deux paramètres réels, la longueur du domaine Lx étant liée à kx par la
relation

Lx =
2π

kx
. (2.40)

Nous considérons ici les paramètres kx = 0.2 et α = 5× 10−2. L’initialisation des contours
est détaillée dans la sous-section 3.3.2.

Nous représentons Figures 2.5 et 2.6 la fonction de distribution obtenue avec la méthode
MWB (à gauche) et celle obtenue avec la méthode PIC (à droite) à différents instants
(allant de t = 0 à t = 100). f est initialement approchée par le modèle multi-water-bag
(2.26) avec N = 6. Les contours se déforment pour représenter de manière satisfaisante la
fonction de distribution. Nous voyons un choc se former à t = 30. Jusque-là, la fonction
de distribution est bien approchée par la méthode MWB, sous la forme d’une fonction
constante par morceaux en vitesse. Ensuite, elle ne parvient pas à représenter les filaments
mais reste proche de la solution de référence, qui tend vers un équilibre Maxwellien.

Figure 2.5 – Amortissement Landau - Fonction de distribution : modèle MWB (à gauche)
comparé à la méthode PIC (à droite) aux temps t = 0, t = 10 et t = 20 (de haut en bas).

Suivant la théorie de Landau, l’énergie électrique (2.38) présente pour un tel cas test
des oscillations dont l’amplitude décroît exponentiellement (donc linéairement en échelle
logarithmique), le système revenant à son état d’équilibre. Nous traçons alors l’évolution
au cours du temps de l’énergie électrique en échelle semi-logarithmique sur la figure 2.7.
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2.2. Présentation du modèle multi-water-bag

Figure 2.6 – Amortissement Landau - Fonction de distribution : modèle MWB (à gauche)
comparé à la méthode PIC (à droite) aux temps t = 30, t = 40 et t = 100 (de haut en
bas).

Cette quantité est bien approchée par la méthode MWB avec ce cas test, même après
l’apparition des chocs.

Instabilité double faisceau

La seconde étude porte sur deux faisceaux de particules dont la vitesse moyenne est
différente et qui se rencontrent. Selon leur vitesse de déplacement, la solution peut rester
stable ou devenir instable. Nous considérons plus particulièrement deux Maxwelliennes en
vitesse, légèrement perturbées en x, qui se déplacent à vitesses opposées v0 et −v0. La
fonction de distribution initiale s’écrit

f (x, v, 0) = (1 + α cos (kxx))
1

2
√
2π

�
e
− (v−v0)

2

2 + e
− (v+v0)

2

2

�
, (2.41)

et nous choisissons les paramètres kx = 0.2, α = 5 × 10−3 et v0 = 3. Le domaine d’étude
est

�
0, 2πkx

�
. Nous approchons f (x, v, 0) par le modèle multi-water-bag (2.26) avec N = 8.

Les résultats obtenus sont comparés à ceux d’une méthode PIC considérée comme
référence. Sur les figures 2.8 et 2.9, nous traçons (à gauche) les contours et la reconstruction
de f par le modèle MWB (2.26) dans l’espace des phases à différents instants (allant de
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2.3. Conclusion

Figure 2.7 – Amortissement Landau - Énergie électrique au cours du temps : modèle
MWB (en bleu) comparé à la méthode PIC (en rouge).

t = 0 à t = 50), ainsi que la solution f donnée par la méthode PIC (à droite). Nous voyons
les contours se déformer puis un choc se créer lorsque des filaments apparaissent. Avant le
choc, le modèle MWB donne une solution très proche de celle de référence (mais constante
par morceaux en vitesse). Il ne parvient cependant pas à représenter les filaments, ce qui
l’empêche de représenter convenablement la solution en temps plus longs. Si les 16 contours
ne sont pas visibles sur cette figure, c’est parce que certains d’entre eux sont très proches
et que nous ne les distinguons pas.

Nous traçons aussi l’évolution de l’énergie électrique (2.38) au cours du temps pour la
méthode MWB et la méthode PIC sur la figure 2.10. Cette quantité est bien représentée
par la méthode MWB au début de la simulation et même après l’apparition du premier
choc. En temps plus long, elle s’éloigne de l’énergie électrique de référence.

2.3 Conclusion

Le modèle multi-water-bag est un modèle multi-fluides permettant de résoudre une
équation cinétique en approchant la fonction de distribution f par une fonction constante
par morceaux en vitesse. Nous nous ramenons alors à un système d’équations de lois de
conservation sur les contours ou discontinuités en vitesse de f . Ces contours ne dépendent
que de x et de t alors que f dépend en plus de v. L’idée du modèle est de faire évoluer en
temps ces contours au lieu de f , afin de réduire la complexité du problème. Très intéressante
en une dimension d’espace, cette méthode l’est moins en dimensions supérieures. Elle ne
permet en effet que de réduire d’une dimension l’espace des phases.

Nous avons souhaité, dans ce chapitre introductif, présenter les modèles water-bag
et multi-water-bag et les utiliser pour illustrer une des grandes difficultés qui limitent
l’utilisation de modèles fluides : la filamentation.

Nous avons proposé une résolution par un schéma de Godunov et avons présenté un
premier test numérique dans un cas très simplifié qui nous a permis de mettre en évidence
la filamentation pouvant apparaître dans les plasmas et de comprendre son apparition.
Nous nous sommes ensuite intéressés aux équations de Vlasov-Poisson et avons présenté
un cas d’amortissement Landau et un cas d’instabilité double faisceau. Cela nous a permis
d’évaluer les bons résultats du modèle multi-water-bag mais aussi ses limites.

Lorsque la solution reste régulière, le modèle muti-water-bag permet d’approcher conve-
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2.3. Conclusion

Figure 2.8 – Instabilité double faisceau - Fonction de distribution : modèle MWB (à
gauche) comparé à la méthode PIC (à droite) aux temps t = 0, t = 15 et t = 20 (de haut
en bas).

nablement la solution tout en réduisant la complexité du problème, et donc le coût nu-
mérique. Nous pouvons envisager d’autres représentations de la fonction de distribution.
Dans les chapitres suivants nous étudions une représentation par des masses de Dirac puis
par une fonction d’équilibre associée à des particules.
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2.3. Conclusion

Figure 2.9 – Instabilité double faisceau - Fonction de distribution : modèle MWB (à
gauche) comparé à la méthode PIC (à droite) aux temps t = 20.5, t = 25 et t = 50 (de
haut en bas).

Figure 2.10 – Instabilité double faisceau - Énergie électrique au cours du temps : modèle
MWB (en bleu) comparé à la méthode PIC (en rouge).
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Chapitre 3

Méthode des moments

La méthode des moments (MOM) est une méthode Eulérienne qui permet de résoudre
numériquement des équations cinétiques, comme l’équation de Vlasov, en se ramenant à
des quantités macroscopiques déduites de la fonction de distribution microscopique des
particules f (x, v, t). Ces quantités macroscopiques sont directement liées aux premiers
moments de f . Nous pouvons résoudre le système d’équations obtenu par un schéma de
volumes finis. Le système aux moments est indépendant de la variable vitesse, ce qui réduit
la dimension du problème et donc le coût numérique. Cette méthode est notamment utilisée
pour décrire la dynamique de certains aérosols, par exemple dans les travaux de McGraw
et Saunders [77]. Elle est particulièrement bien adaptée aux cas où les moments de f ont
une écriture explicite. Dans les autres cas, nous sommes amenés à trouver une relation de
fermeture pour le système aux moments. Ce problème a été posé par Hulburt et Katz au
début des années soixante [59]. Pour le résoudre, nous devons connaître a priori l’allure de
f ou d’une bonne approximation de f . La qualité et la complexité de la méthode reposent
sur cette approximation.

Une fermeture possible a été proposée par McGraw [76]. Il approche la fonction de
distribution par une somme de masses de Dirac centrées en des abscisses et pondérées
par des poids. Ces abscisses et poids sont fixés à partir des moments de f , grâce par
exemple à l’algorithme « Product Difference » proposé par Gordon [51]. Cette « Quadrature
Method Of Moments » (QMOM) a ensuite été étendue aux dimensions supérieures par
la « Direct Quadrature Method Of Moments » (DQMOM). Les équations de transport
sont alors directement écrites sur les abscisses et les poids et non plus sur les moments.
Ces derniers sont calculés a posteriori. Elle a par exemple pour application l’étude de
sprays liquides dans lesquels les interactions entre les particules doivent être prises en
compte, notamment pour les phénomènes de coalescence. Nous renvoyons aux travaux de
Desjardins, Fox et Villedieu [42], à ceux de Fox, Laurent et Massot [49] et à la thèse de
Kah [66].

Nous appliquons dans ce chapitre la méthode des moments au système d’équations
de Vlasov-Poisson en une dimension d’espace (1D), dans le cas d’un plasma dont l’équi-
libre thermodynamique est légèrement perturbé. Dans un premier temps, nous détaillons la
méthode MOM et le système aux moments obtenu, puis son application au système d’équa-
tions de Vlasov-Poisson. Une équation sur le champ électrique complète alors le système
aux moments. Nous présentons dans une deuxième section la fermeture du système par
des masses de Dirac, comme dans la méthode QMOM, et détaillons le schéma numérique
utilisé, qui est un schéma cinétique. Pour contourner les problèmes numériques posés par
la fermeture classique, nous proposons dans la troisième section d’utiliser une nouvelle fer-
meture du système, de type multi-water-bag. Cette section a fait l’objet d’une publication
dans les actes du congrès FVCA 6 avec Philippe Helluy [27] puis a été enrichie grâce à
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3.1. Application de la méthode des moments au système d’équations de Vlasov-Poisson
1D

la collaboration de Nicolas Besse. Des résultats numériques sont présentés pour les deux
fermetures. Nous nous intéressons à deux cas tests classiques en physique des plasmas :
l’amortissement Landau et l’instabilité double faisceau.

3.1 Application de la méthode des moments au système d’équa-

tions de Vlasov-Poisson 1D

Nous considérons une fonction de distribution f (x, v, t) en une dimension d’espace, où
x ∈ R est la position, v ∈ R la vitesse et t ∈ R+ le temps, et commençons par définir les
moments d’une telle fonction et quelques grandeurs physiques liées à ces moments. Nous
décrivons ensuite le principe de la méthode des moments puis l’appliquons au système
d’équations de Vlasov-Poisson 1D.

3.1.1 Moments d’une fonction

Définition 3.1.1. Soit k un entier positif ou nul. Nous définissons le moment d’ordre k,
en la variable v, d’une fonction f intégrable en v par l’intégrale

Mk (f) (x, t) =

� +∞

−∞
v
k
f (x, v, t) dv. (3.1)

Sauf indication contraire, les moments considérés ici sont ceux de la fonction de distri-
bution f et nous les notons Mk (x, t).

Grandeurs physiques associées aux moments

Certaines quantités macroscopiques décrivant l’état physique du système sont direc-
tement liées aux trois premiers moments de la fonction de distribution. Nous pouvons
ainsi définir la masse volumique, la vitesse moyenne, l’énergie interne, la température et la
pression scalaire à partir des trois premiers moments de f .

Définition 3.1.2. La masse volumique ρ est définie par

ρ (x, t) =

�
f (x, v, t) dv = M0 (x, t) . (3.2)

Définition 3.1.3. La vitesse moyenne u est donnée par

ρ (x, t)u (x, t) =

�
vf (x, v, t) dv = M1 (x, t) . (3.3)

Définition 3.1.4. L’énergie interne e est donnée par

ρ (x, t)

�
e (x, t) +

u
2 (x, t)

2

�
=

�
v
2

2
f (x, v, t) dv =

M2 (x, t)

2
. (3.4)

Définition 3.1.5. La température T est définie par

T (x, t) = 2e (x, t) . (3.5)

Définition 3.1.6. La pression p est définie par

p (x, t) = 2ρ (x, t) e (x, t) . (3.6)
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3.1. Application de la méthode des moments au système d’équations de Vlasov-Poisson
1D

3.1.2 Description de la méthode

La méthode des moments consiste à fixer un entier N et à calculer les 2N premiers
moments de l’équation que l’on souhaite résoudre. Prenons en exemple l’équation de Vlasov
adimensionnée en une dimension d’espace

∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
+ E

∂f

∂v
= 0, (3.7)

où E = E (x, t) est le champ électrique. Nous l’intégrons d’abord en vitesse
� +∞

−∞

∂f

∂t
dv +

� +∞

−∞
v
∂f

∂x
dv +

� +∞

−∞
E
∂f

∂v
dv = 0. (3.8)

Cette intégrale s’écrit de façon équivalente

∂

∂t

� +∞

−∞
fdv +

∂

∂x

� +∞

−∞
vfdv + E

� +∞

−∞

∂f

∂v
dv = 0 (3.9)

car v ne dépend pas de x et E ne dépend pas de v. f étant nulle pour des vitesses infinies,
nous obtenons l’équation

∂M0

∂t
+

∂M1

∂x
= 0. (3.10)

Nous multiplions ensuite (3.7) par v
k et nous l’intégrons en v, pour chaque entier k =

1, . . . , 2N − 1

� +∞

−∞
v
k ∂f

∂t
dv +

� +∞

−∞
v
k+1∂f

∂x
dv +

� +∞

−∞
Ev

k ∂f

∂v
dv = 0, (3.11)

∂

∂t

� +∞

−∞
v
k
fdv +

∂

∂x

� +∞

−∞
v
k+1

fdv + E

� +∞

−∞
v
k ∂f

∂v
dv = 0, (3.12)

avec � +∞

−∞
v
k ∂f

∂v
dv = [vkf ]+∞

−∞ −
� +∞

−∞
kv

k−1
fdv = −k

� +∞

−∞
v
k−1

fdv. (3.13)

Nous obtenons le système d’équations





∂M0

∂t
+

∂M1

∂x
= 0,

∂Mk

∂t
+

∂Mk+1

∂x
− kEMk−1 = 0, k = 1, . . . , 2N − 1.

(3.14)

Il comporte 2N équations et 2N + 1 inconnues : les moments Mk pour k = 0, . . . , 2N . En
général, nous ne pouvons pas expliciter les moments de f et le système n’est pas fermé. Une
relation de fermeture peut être obtenue grâce au choix d’une forme a priori de f permettant
d’exprimer ses moments. La méthode classique d’approximation, que nous utilisons dans
la section 3.2, est celle de la QMOM [76]. La forme a priori de f est une somme de masses
de Dirac centrées en des abscisses et pondérées par des poids. Cette méthode est détaillée
dans la sous-section 3.2.1. Nous proposons ensuite, dans la section 3.3, d’utiliser le modèle
multi-water-bag comme nouvelle relation de fermeture. Ce modèle a été présenté dans le
chapitre précédent. Une fois la relation de fermeture établie, nous pouvons résoudre ce
système d’équations (3.14) par une méthode de volumes finis, sur maillage en x.
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3.1. Application de la méthode des moments au système d’équations de Vlasov-Poisson
1D

Le grand intérêt de cette méthode est que le système obtenu ne dépend plus de la
variable vitesse. La complexité du problème est donc réduite par rapport à l’équation
de Vlasov. En contrepartie, nous sommes amenés à résoudre un système dont le nombre
d’équations peut être grand. Plus nous considérons de moments, plus les résultats sont
précis mais coûteux. N peut ainsi être choisi en fonction des capacités de calcul et de la
précision souhaitée.

3.1.3 Application au système d’équations de Vlasov-Poisson

Nous appliquons maintenant la méthode des moments au système d’équations de Vlasov-
Poisson 1D adimensionné, dans le cas d’un plasma avec un fond d’ions neutralisant, consi-
déré sur le domaine [0, Lx], Lx ∈ R






∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
+ E

∂f

∂v
= 0,

∂E

∂x
=

� +∞

−∞
f dv − n0,

(3.15)

où n0 est la densité constante du fond d’ions neutralisant et E (x, t) est le champ électrique.
Nous imposons des conditions périodiques en espace

f (0, v, t) = f (Lx, v, t) , E (0, t) = E (Lx, t) (3.16)

et ajoutons la condition � Lx

0
E (x, t) dx = 0 (3.17)

pour que le problème soit bien posé. Pour coupler le champ électrique au système aux
moments, nous l’exprimons en fonction des moments de f .

Équation du champ électrique

L’équation de Poisson (la seconde du système (3.15)) se réécrit

∂E

∂x
(x, t) = M0 (x, t)− n0. (3.18)

Le système d’équations aux moments (3.14) se complète ainsi en





∂M0

∂t
+

∂M1

∂x
= 0,

∂Mk

∂t
+

∂Mk+1

∂x
− kEMk−1 = 0, k = 1, . . . , 2N − 1,

∂E

∂x
(x, t) = M0 (x, t)− n0.

(3.19)

Remarque 3.1.1. Nous pouvons choisir de remplacer l’équation de Poisson par l’équation
d’Ampère qui s’écrit

∂E

∂t
(x, t) = −

�
vf (x, v, t) dv +

1

Lx

� Lx

0

�
vf (x, v, t) dvdx

= −M1 (x, t) +
1

Lx

� Lx

0
M1 (x, t) dx. (3.20)
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

Cela est justifié dans la sous-section 1.2.5 et dans [78]. Dans ce cas, le système d’équations
aux moments (3.14) se complète en






∂M0

∂t
+

∂M1

∂x
= 0,

∂Mk

∂t
+

∂Mk+1

∂x
− kEMk−1 = 0, k = 1, . . . , 2N − 1,

∂E

∂t
(x, t) = −M1 (x, t) +

1

Lx

� Lx

0
M1 (x, t) dx.

(3.21)

Les deux possibilités ont été testées numériquement. Nous avons cependant privilégié le
système de Vlasov-Ampère (3.21) dans les résultats que nous présentons dans ce chapitre,
pour lesquels

1

Lx

� Lx

0
M1 (x, t) dx = 0. (3.22)

Nos conditions initiales sont en effet telles que (3.22) soit vraie à t = 0. Les équations
(3.19), la périodicité du champ électrique et des moments et la condition de moyenne nulle
(3.17) nous donnent ensuite

∂

∂t

� Lx

0
M1 dx = −

� Lx

0

∂M2

∂x
dx+

� Lx

0
EM0 dx

= 0 +

� Lx

0
E

�
∂E

∂x
+ n0

�
dx

=

� Lx

0

∂

∂x

�
E

2

2

�
dx+ n0

� Lx

0
E dx

= 0, (3.23)

ce qui implique (3.22) pour tout t.

Le système (3.19) (ou (3.21)) est constitué de 2N + 1 équations à 2N + 2 inconnues.
Pour le fermer, nous choisissons une forme a priori de f qui consiste dans la méthode
QMOM en une somme de masses de Dirac. Nous présentons dans la section 3.2 cette
approximation et la méthode utilisée pour déterminer les abscisses et poids des masses de
Dirac à partir des moments. Nous détaillons ensuite le schéma numérique mis au point pour
résoudre le système aux moments et présentons des résultats sur l’amortissement Landau
et l’instabilité double faisceau. Dans la section 3.3, nous utilisons le modèle multi-water-
bag comme nouvelle forme de f . La méthode de résolution et des résultats numériques sont
présentés.

3.2 Fermeture par des masses de Dirac

La première approche utilisée pour fermer le système aux moments consiste à supposer
que f s’écrit (ou peut être approchée) sous la forme d’une somme de masses de Dirac
pondérées. C’est la méthode QMOM [76] que nous appliquons au système d’équations de
Vlasov-Poisson 1D.
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

3.2.1 Approximation par des masses de Dirac

Pour fermer le système aux moments (3.21), nous souhaitons approcher f par des
masses de Dirac, comme proposé dans les méthodes QMOM [76] et DQMOM [49, 42].
Soit N ∈ N� le nombre de moments considérés pour établir (3.21), nous introduisons N

poids positifs ni ≥ 0 (car f (x, v, t) ≥ 0) et N vitesses ui dépendants de x et t, pour
i = 0, . . . , N − 1, tels que f (x, v, t) puisse être approchée par

f (x, v, t) =
N−1�

i=0

ni (x, t) δ (v − ui (x, t)) , (3.24)

où δ est la masse de Dirac (voir la définition 1.2.2). Les moments de f ont alors pour
expression

Mk (x, t) =
N−1�

i=0

ni (x, t)

�
v
k
δ (v − ui (x, t)) dv

=
N−1�

i=0

ni (x, t)u
k
i (x, t) , ∀k. (3.25)

Connaissant les moments Mk de f pour k = 0, . . . , 2N−1, nous devons résoudre le système
de 2N équations aux 2N inconnues ni, ui, i = 0, . . . , N − 1 donné par (3.25) pour k =
0, . . . , 2N − 1.

Problème de réalisabilité des moments

L’existence des ni, ui, i = 0, . . . , N − 1, correspond au problème de réalisabilité des
moments de Markov. Nous renvoyons aux différents travaux [66, 42, 103]. Soit l’ensemble
F des fonctions de distribution f s’écrivant sous la forme (3.24)

F =

�
f t.q. ∃N, ni ≥ 0, ui, i = 0, . . . , N − 1 : f =

N−1�

i=0

niδ (v − ui)

�
. (3.26)

Un vecteur de P moments (M0, . . . ,MP−1)
T est dit atteignable ou réalisable s’il appartient

à l’ensemble

MP =






�




1
v

...
v
P−1




f dv pour f ∈ F





. (3.27)

En particulier, si la résolution du système (3.25) pour k = 0, . . . , 2N − 1 conduit à un ou
plusieurs poids strictement négatifs, l’ensemble des 2N moments Mk, k = 0, . . . , 2N − 1,
n’est pas réalisable car f est positive ou nulle [103].

Le problème numérique sous-jacent est de construire un schéma numérique pour l’évo-
lution en temps des moments qui assure que le vecteur

�
M

n+1
0 , . . . ,M

n+1
2N−1

�T ∈ M2N si
�
M

n
0 , . . . ,M

n
2N−1

�T ∈ M2N , (3.28)

où t
n = n ×∆t, ∆t étant le pas de temps du schéma. Des travaux de Desjardins, Fox et

Villedieu [42] montrent qu’un schéma cinétique sous condition CFL

∆t <
∆x

maxi|ui|
, (3.29)
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

où ∆x est le pas d’espace, vérifie (3.28).
Sous réserve de réalisabilité des moments, nous pouvons trouver les ni, ui, i = 0, . . . , N−

1, définis de manière à ce que (3.24) approche au mieux f . Ils fournissent en outre une
expression de M2N en considérant (3.25) pour k = 2N et permettent de fermer le système
aux moments (3.21). Détaillons maintenant la résolution du système donné par (3.25).

Résolution dans le cas N = 2

Lorsque N = 2, le problème revient à résoudre le système





M0 = n0 + n1,

M1 = n0u0 + n1u1,

M2 = n0u
2
0 + n1u

2
1,

M3 = n0u
3
0 + n1u

3
1.

(3.30)

Nous utilisons la méthode proposée par Desjardins, Fox et Villedieu dans [42] qui se résume
dans notre cas à la proposition suivante.

Proposition 3.2.1. Soient quatre moments Mk, k = 0, . . . , 3 donnés et soient

up =
M1

M0
, σp =

�
M0M2 −M

2
1

M0
, qp =

1

M0

�
M3 −M0u

3
p − 3M0σ

2
pup

�
, x =

qp/2�
q2p + 4σ6

p

.

Le système de 4 équations à 4 inconnues (3.30) a alors, à permutation des indices 0 et 1
près, une unique solution donnée par






n0 =

�
1

2
+ x

�
M0,

n1 =

�
1

2
− x

�
M0,

u0 = up −
�

n1

n0
σp,

u1 = up +

�
n0

n1
σp.

(3.31)

Démonstration. La preuve de l’existence est essentiellement calculatoire. Pour les calculs
et pour la discussion sur l’unicité, nous renvoyons à l’article [42].

Méthode de Newton

Lorsque N est plus grand, nous sommes amenés à utiliser une technique générale pour
trouver la relation de fermeture. Il s’agit de résoudre le système d’équations donné par
(3.25) pour k = 0, . . . , 2N − 1 en utilisant la méthode itérative de Newton-Raphson. Pour
le problème qui nous concerne, nous n’avons pas pu établir de résultat de convergence
de cette méthode. Nous avons pu remarquer en pratique que, pour qu’elle converge, son
initialisation nécessite la connaissance d’une valeur très proche de la solution. Cela pose
évidemment des difficultés et nous a conduit à chercher de manière empirique la bonne
initialisation au premier pas de temps de notre schéma. Ensuite, nous l’initialisons à partir
des valeurs connues au pas de temps précédent. Nous présentons d’abord cette méthode,
avant de l’appliquer à notre système.

Supposons que nous ayons à résoudre un système non linéaire de N équations contenant
les N inconnues (x1, x2, . . . , xN )

fi (x1, x2, . . . , xN ) = 0, i = 1, . . . , N. (3.32)
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

Un développement de Taylor au voisinage du vecteur X = (x1, x2, . . . , xN ) donne pour
tout j = 1, . . . , N

fi (X + δX) = fi (X) +
N�

j=1

∂fi

∂xj
δxj +O

�
δX2

�
, (3.33)

avec δX = (δx1, δx2, . . . , δxN ). En supposant que nous connaissions une valeur X(0) =�
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
N

�
telle que X(0) + δX soit solution et en négligeant les termes en δX2,

nous obtenons un système d’équations linéaires en δX

N�

j=1

∂fi

∂xj
δxj = −fi, (3.34)

pour tout i = 1, . . . , N , ou encore

N�

j=1

αijδxj = βi (3.35)

avec αij = ∂fi
∂xj

et βi = −fi. En résolvant ce système, par exemple par la décomposition

LU, nous obtenons une nouvelle solution X(1) =
�
x
(1)
1 , x

(1)
2 , . . . , x

(1)
N

�
, où pour tout i =

1, . . . , N , x(1)i = x
(0)
i + δxi. Nous réitérons ce procédé, jusqu’à ce que δxi soit inférieur à un

seuil choisi, signifiant que la solution X(k) obtenue est suffisamment proche de la solution
exacte.

Remarque 3.2.1. Le choix de X(0) est très important et déterminant pour la convergence
de la méthode. Dans de nombreux cas, il est cependant très difficile d’estimer la solution,
ce qui rend cette méthode inutilisable.

Résolution pour N quelconque

Dans le cas général, le système à résoudre est le suivant





M0 =
N−1�

j=0

nj ,

M1 =
N−1�

j=0

njuj ,

...

M2N−1 =
N−1�

j=0

nju
2N−1
j .

(3.36)

En posant

Ma =





M0

M1
...

MN−1




, M b =





MN

MN+1
...

M2N−1




, N =





n0

n1
...

nN−1




,
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

V a =





1 1 . . . 1
u0 u1 . . . uN−1
...

... . . . ...
u
N−1
0 u

N−1
1 . . . u

N−1
N−1




et V b =





u
N
0 u

N
1 . . . u

N
N−1

u
N+1
0 u

N+1
1 . . . u

N+1
N−1

...
... . . . ...

u
2N−1
0 u

2N−1
1 . . . u

2N−1
N−1




,

(3.36) s’écrit sous la forme �
Ma = V aN ,

M b = V bN .
(3.37)

Les inconnues sont les matrices V a, V b et le vecteur N . Nous écrivons donc l’inverse de
V a et faisons les calculs suivants de manière formelle. La résolution de ce système se fait
en plusieurs étapes que nous détaillons.

Étape 1. Nous remarquons d’une part que V a est la transposée d’une matrice de Van-
dermonde

V a = V T
dm, où V dm =





1 u0 . . . u
N−1
0

1 u1 . . . u
N−1
1

...
... . . . ...

1 uN−1 . . . u
N−1
N−1




. (3.38)

Nous avons d’autre part

V aU
N = V b, où U =





u0 0 0 · · · · · · 0
0 u1 0 · · · · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · 0 uN−2 0
0 · · · · · · 0 0 uN−1





. (3.39)

La seconde équation du système (3.37) se réécrit ainsi (formellement)

M b = V bN = V bV
−1
a Ma = V aU

NV −1
a Ma, (3.40)

et devient
V −1

a M b −UNV −1
a Ma = 0. (3.41)

Étape 2. Pour calculer V −1
a , nous passons par le calcul formel de V −1

dm. Nous considérons
le système matriciel





1 x0 . . . x
N−1
0

1 x1 . . . x
N−1
1

...
... . . . ...

1 xN−1 . . . x
N−1
N−1









a0

a1
...

aN − 1




=





y0

y1
...

yN − 1




=





P (x0)
P (x1)

...
P (xN−1)




(3.42)

avec

P (t) =
N−1�

i=0

ait
i =

N−1�

i=0

yiLi (t) , (3.43)

où les Li sont les polynômes de Lagrange

Li (t) =

�
k �=i (t− xk)�
k �=i (xi − xk)

, (3.44)
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

de telle sorte que

Li (xj) = δij =

�
1 si i = j

0 sinon
. (3.45)

Nous posons

A =





a0

a1
...

aN − 1




, Y =





y0

y1
...

yN − 1




, (3.46)

nous avons alors formellement

V dmA = Y ⇐⇒ V −1
dmY = A. (3.47)

En identifiant les coefficients en t
i dans l’équation (3.43), nous obtenons ai = bi, où bi est

le coefficient en t
i de

�N−1
i=0 yiLi (t), pour i = 0, . . . , N − 1. Le calcul de ces coefficients

peut par exemple être effectué par un logiciel de calcul formel.

Propriété 3.2.1. Avec ces notations, le terme de la i-ième ligne et de la j-ième colonne
de V −1

dm est le coefficient en yj−1 dans bi−1.

Corollaire 3.2.1. Comme V a = V T
dm, nous avons V −1

a =
�
V −1

dm

�T . Le terme de la i-ième
ligne et de la j-ième colonne de V −1

a est le coefficient en yi−1 dans bj−1. L’inverse de V a

est donc formellement explicitée.

Étape 3. Nous sommes donc amenés à la résolution du système d’équations non linéaires

V −1
a M b −UNV −1

a Ma = 0 (3.48)

dont les inconnues sont les ui, i = 0, . . . , N − 1. Nous utilisons pour cela la méthode
de Newton présentée précedemment. Nous calculons avec un logiciel de calcul formel la
Jacobienne du système (3.48), c’est-à-dire la matrice

�
αij =

∂fi
∂xj

�

ij
où fi est la i-ème

équation de (3.48) et X = (x1, x2, . . . , xN ) = (u0, . . . , uN−1) est le vecteur inconnu. La
méthode de Newton nous permet de trouver les ui, i = 0, . . . , N − 1, solutions du système
(3.48).

Au premier pas de temps, nous initialisons X de manière empirique, jusqu’à trouver
une initialisation pour laquelle la méthode converge. Dans nos applications et pour N petit,
nous remarquons que l’initialisation peut être assez grossière. Aux pas de temps n > 0,
nous initialisons X à partir de sa valeur au pas de temps n−1. Comme la solution n’évolue
pas beaucoup en un pas de temps, la méthode de Newton est alors efficace.

Étape 4. Il nous reste à résoudre le système

Ma = V aN . (3.49)

Comme V a ne dépend que des ui, elle est maintenant connue. L’inconnue est le vecteur
N . Nous résolvons cette équation matricielle en utilisant la décomposition LU de V a.

Remarque 3.2.2. La matrice V a, transposée d’une matrice de Vandermonde, est mal
conditionnée. Cela pose des problèmes numériques qui nous empêchent de prendre N grand.
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

3.2.2 Résolution numérique

Nous avons vu dans la sous-section précédente comment calculer les poids ni et les
vitesses ui, i = 0, . . . , N − 1, des masses de Dirac à partir des 2N premiers moments de
f . L’expression (3.25) pour k = 2N nous donne le moment d’ordre 2N (c’est-à-dire le
2N + 1-ième) du système aux moments (3.21) et nous permet de fermer ce système. Nous
détaillons dans cette sous-section les schémas utilisés pour la résolution numérique de ce
système d’équations aux moments couplé au champ électrique.

Discrétisation en espace

Nous considérons le domaine [0, Lx], Lx ∈ R, avec des conditions périodiques pour f ,
ses moments et E

f (Lx, v, t) = f (0, v, t) , Mk (Lx, t) = Mk (0, t) , ∀ k, E (Lx, t) = E (0, t) . (3.50)

Soit Nx un entier, notons xj = (j−1)Lx

Nx
, j = 1, . . . , Nx, les points de maillage et ∆x = Lx

Nx

le pas d’espace.

Discrétisation en temps

Soit ∆t le pas de temps, nous notons tn l’instant n∆t. En supposant connus les moments
et le champ électrique initiaux, nous devons utiliser un schéma numérique pour calculer
Mk

�
xj , tn+1

�
et E

�
xj , tn+1

�
, pour tous k = 0, . . . , 2N−1, j = 1, . . . , Nx et n entier positif.

Pour les approximations en espace et en temps, nous utilisons les notations suivantes

f
n
j (v) ≈ f (xj , v, tn) , M

n
k,j ≈ Mk (xj , tn) , E

n
j ≈ E (xj , tn) . (3.51)

Une étape en temps de l’algorithme se résume à
– calculer les poids et vitesses des masses de Dirac au temps tn par l’une des méthodes

présentées dans la sous-section 3.2.1 à partir des moments M
n
k,j (méthode de [42]

pour N = 2, méthode de Newton pour N > 2),
– calculer les moments et le champ électrique au temps tn+1 par un schéma numérique

pour le système (3.21) fermé grâce à l’étape précédente.

Schéma pour le champ électrique

L’équation sur le champ électrique (3.20) est discrétisée par un schéma de volumes finis
sous la forme

E
n+1
j − E

n
j

∆t
= −M

n
1,j +

∆x

Lx

Nx−1�

j=1

M
n
1,j . (3.52)

Remarque 3.2.3. Dans nos applications,
�Nx−1

j=1 M
n
1,j = 0.

Schéma pour le système aux moments

Nous proposons d’utiliser un schéma cinétique pour le système aux moments : lorsque
la vitesse v est positive en xi, l’information vient des points xj , j ≤ i, lorsque v est négative
elle vient des points xj , j ≥ i. Nous discrétisons ainsi la partie transport en x de l’équation
de Vlasov sous la forme

1

∆x

�
v
+
�
f
n
i − f

n
i−1

�
+ v

− �
f
n
i+1 − f

n
i

��
(3.53)
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

où
v
+ = max (0, v) et v

− = min (0, v) . (3.54)

En multipliant l’équation de Vlasov par v
k et en utilisant ce schéma cinétique, nous obte-

nons (par des calculs similaires à ceux de la sous-section 3.1.2 et en discrétisant en espace
et en temps en utilisant un schéma de volumes finis)

M
n+1
k,i −M

n
k,i

∆t
+

� +∞

−∞
v
k 1

∆x

�
v
+
�
f
n
i − f

n
i−1

�
+ v

− �
f
n
i+1 − f

n
i

��
dv

−kE
n
i M

n
k−1,i = 0.

(3.55)

En remarquant que � +∞

−∞
v
k
v
+
f dv =

� +∞

0
v
k+1

f dv (3.56)

et en utilisant l’approximation (3.24), nous avons

� +∞

−∞
v
k
v
+
f dv =

� +∞

0
v
k+1

N−1�

j=0

njδ (v − uj) dv

=
N−1�

j=0

nj

� +∞

0
v
k+1

δ (v − uj) dv

=
N−1�

j=0

nj

�
u
k+1
j si uj > 0

0 si uj ≤ 0
, (3.57)

que l’on peut encore écrire
� +∞

−∞
v
k
v
+
f dv =

N−1�

j=0

nju
+
j u

k
j , (3.58)

et de même � +∞

−∞
v
k
v
−
f dv =

N−1�

j=0

nju
−
j u

k
j . (3.59)

Nous utilisons alors le schéma

M
n+1
k,i −M

n
k,i

∆t
+

1

∆x

N−1�

j=0

��
nju

+
j u

k
j

�n

i
−
�
nju

+
j u

k
j

�n

i−1

+
�
nju

−
j u

k
j

�n

i+1
−
�
nju

−
j u

k
j

�n

i

�
− kE

n
i M

n
k−1,i = 0

(3.60)

qui peut s’écrire sous la forme

M
n+1
k,i = M

n
k,i −

∆t

∆x

�
Fk

�
M

n
k,i,M

n
k,i+1

�
− Fk

�
M

n
k,i−1,M

n
k,i

��
+ k∆tE

n
i M

n
k−1,i (3.61)

avec le flux numérique

Fk

�
M

n
k,l,M

n
k,r

�
=

N−1�

j=0

��
nju

+
j u

k
j

�n

l
+
�
nju

−
j u

k
j

�n

r

�
, (3.62)

où l = 1, . . . , Nx et r = 1, . . . , Nx.
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

3.2.3 Résultats numériques : amortissement Landau et instabilité dou-

ble faisceau

Nous présentons dans cette sous-section l’étude de deux cas tests classiques en physique
des plasmas : l’amortissement Landau et l’instabilité double faisceau. Nous détaillons les
initialisations correspondantes et présentons quelques résultats numériques obtenus sur
l’énergie électrique (voir la définition 2.2.1)

E (t) =

��
E (x, t)2 dx, (3.63)

le champ électrique et la densité de charge. Nous comparons la méthode des moments avec
relation de fermeture par des masses de Dirac, notée MfD, à une méthode PIC considérée
comme référence (avec Nx = 128 et 106 particules).

Amortissement Landau

Nous appliquons d’abord la méthode MfD à la résolution du système d’équations de
Vlasov-Poisson dans le cas de l’amortissement Landau.

La fonction de distribution initiale correspondante s’écrit

f (x, v, 0) = (1 + α cos (kxx))
1√
2π

e
− v2

2 , (3.64)

avec α et kx deux paramètres réels, la longueur du domaine Lx étant liée à kx par la
relation

Lx =
2π

kx
. (3.65)

Il s’agit d’une petite perturbation d’amplitude paramétrée par α d’un équilibre Maxwellien.
Elle se décompose en effet en une fonction d’équilibre

f0 (v) =
1√
2π

e
− v2

2 (3.66)

et une perturbation

f1 (x, v, 0) = α
cos (kxx)√

2π
e
− v2

2 . (3.67)

La densité constante du fond d’ions neutralisant est donnée par (voir la sous-section 1.2.5)

n0 =

� +∞

−∞
f0 (v) dv = 1. (3.68)

À l’instant initial, le champ électrique vérifie l’équation de Poisson (3.15) et la condition
de moyenne nulle (3.17). Nous avons donc

∂E

∂x
(x, 0) =

� +∞

−∞
f(x, v, 0)dv − n0

=

� +∞

−∞
α cos (kxx)

1√
2π

e
− v2

2 dv

= α cos (kxx) (3.69)

et le champ s’écrit
E (x, 0) =

α

kx
sin (kxx) . (3.70)
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Calculons maintenant les moments de f à l’instant initial. Nous avons

M0 (x, 0) =

� +∞

−∞
f (x, v, 0) dv

= (1 + α cos (kxx))
1√
2π

� +∞

−∞
e
− v2

2 dv

= 1 + α cos (kxx) . (3.71)

Par ailleurs

M1 (x, 0) =

� +∞

−∞
vf (x, v, 0) dv

= (1 + α cos (kxx))
1√
2π

� +∞

−∞
ve

− v2

2 dv, (3.72)

et � +∞

−∞
ve

− v2

2 dv =

�
−e

− v2

2

�+∞

−∞
= 0 (3.73)

donc
M1 (x, 0) = 0. (3.74)

Ensuite, nous avons plus généralement

Mk (x, 0) =

� +∞

−∞
v
k
f (x, v, 0) dv

= (1 + α cos (kxx))
1√
2π

� +∞

−∞
v
k
e
− v2

2 dv

= (1 + α cos (kxx))
1√
2π

(k − 1)

� +∞

−∞
v
k−2

e
− v2

2 dv

= (k − 1)Mk−2 (x, 0) (3.75)

car une intégration par parties donne
� +∞

−∞
v
k
e
− v2

2 dv =

� +∞

−∞
v
k−1

ve
− v2

2 dv

=

�
−v

k−1
e
− v2

2

�+∞

−∞
−
� +∞

−∞
− (k − 1) vk−2

e
− v2

2 dv

= (k − 1)

� +∞

−∞
v
k−2

e
− v2

2 dv. (3.76)

Nous pouvons donc initialiser les moments de f par récurrence et noter que ceux d’ordre
impair sont nuls. Quant aux poids et vitesses de l’approximation de f , nous les initialisons
par l’une des méthodes de résolution présentées dans la sous-section 3.2.1.

Les résultats obtenus avec 4, 6 et 8 moments sont présentés Figure 3.1 pour les para-
mètres Nx = 1024, kx = 0.5, α = 5× 10−3, et Figure 3.2 pour les paramètres Nx = 1024,
kx = 0.2, α = 5×10−2. Nous y représentons sur une échelle semi-logarithmique l’évolution
en temps de l’énergie électrique (2.38) donnée par la méthode MfD et nous la comparons à
celle obtenue par la méthode PIC considérée comme étant la référence. Cette méthode PIC
est détaillée dans la sous-section 4.1.1 ou dans [6]. L’énergie électrique présente, d’après
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

Figure 3.1 – Amortissement Landau k = 0.5, α = 5× 10−3 - Énergie électrique au cours
du temps : 4 moments (en haut à gauche), 6 moments (en haut à droite) et 8 moments (en
bas), méthode MfD (en bleu) comparée à la méthode PIC (en rouge).

la théorie de Landau, des oscillations dont l’amplitude décroît linéairement (en échelle
logarithmique), le système revenant à son état d’équilibre.

Cette quantité est bien représentée au début de la simulation, et la durée pendant
laquelle sa représentation est proche de celle de référence augmente avec le nombre de mo-
ments. Nous sommes cependant limités en nombre de moments car la méthode de Newton
ne converge pas toujours, et parce que le temps de résolution augmente fortement avec le
nombre d’inconnues.

Nous représentons également le champ électrique E (x, t) sur la figure 3.3 et le premier
moment M0 (x, t) sur la figure 3.4 à différents instants t = 1, t = 5 et t = 8 et les
comparons aux mêmes quantités obtenues par la méthode PIC. Nous avons pris 8 moments
et Nx = 1024 pour la méthode MfD, ainsi que les paramètres kx = 0.2 et α = 5× 10−2.

Au temps t = 1, le champ électrique et le premier moment sont très bien représentés.
Ils commencent à s’éloigner de la solution exacte au temps t = 5 et ne sont plus repré-
sentés correctement au temps t = 8. Les irrégularités de M0 obtenu par la méthode PIC
correspondent à du bruit numérique, inhérent à cette méthode et dû à la représentation
de f par des particules. La méthode des moments a l’avantage de représenter très bien les
moments au début de la simulation, sans ce bruit numérique. Par contre, en temps plus
long, elle n’est plus assez précise.
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

Figure 3.2 – Amortissement Landau k = 0.2, α = 5× 10−2 - Énergie électrique au cours
du temps : 4 moments (en haut à gauche), 6 moments (en haut à droite) et 8 moments (en
bas), méthode MfD (en bleu) comparée à la méthode PIC (en rouge).

Instabilité double faisceau

Nous étudions ensuite le cas de deux faisceaux de vitesses moyennes opposées v0 et −v0

qui se rencontrent. La fonction de distribution initiale correspondant à ce cas d’instabilité
double faisceau est

f (x, v, 0) = (1 + α cos (kxx))
1

2
√
2π

�
e
− (v−v0)

2

2 + e
− (v+v0)

2

2

�
. (3.77)

La stabilité de la solution dépend des valeurs de α, kx et v0. La longueur du domaine vérifie
(3.65). Nous décomposons f en une fonction d’équilibre et une perturbation

f0 (v) =
1

2
√
2π

�
e
− (v−v0)

2

2 + e
− (v+v0)

2

2

�
, (3.78)

f1 (x, v, 0) = α
cos (kxx)

2
√
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�
e
− (v−v0)

2

2 + e
− (v+v0)

2

2

�
. (3.79)

La densité constante du fond d’ions neutralisant est donnée par (voir la sous-section 1.2.5)

n0 =

�
f0 (v) dv =

1

2
√
2π

� +∞

−∞
e
− (v−v0)

2

2 + e
− (v+v0)

2

2 dv. (3.80)
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

Figure 3.3 – Amortissement Landau k = 0.2, α = 5×10−2 - Champ électrique aux temps
t = 1 (en haut à gauche), t = 5 (en haut à droite) et t = 8 (en bas) avec 8 moments,
méthode MfD (en bleu) comparée à la méthode PIC (en rouge).

À l’instant initial le champ électrique vérifie

∂E

∂x
(x, 0) =
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f (x, v, 0) dv − n0

= α cos (kxx)
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. (3.81)

En faisant le changement de variable w = v − v0 dans la première intégrale et w = v + v0

dans la seconde, nous avons dw = dv et

� +∞

−∞
e
− (v−v0)

2

2 dv =

� +∞

−∞
e
−w2

2 dw, (3.82)
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2 dv =
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2 dw. (3.83)
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

Figure 3.4 – Amortissement Landau k = 0.2, α = 5 × 10−2 - Premier moments M0 aux
temps t = 1 (en haut à gauche), t = 5 (en haut à droite) et t = 8 (en bas) avec 8 moments,
méthode MfD (en bleu) comparée à la méthode PIC (en rouge).

D’où
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∂x
(x, 0) = α cos (kxx)
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e
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2 dw = α cos (kxx) , (3.84)

E (x, 0) =
α

kx
sin (kxx) . (3.85)

Ce calcul donne de plus n0 = 1. Calculons maintenant les moments initiaux de f , pour
k = 0, . . . , 2N − 1

Mk (x, 0) =
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. (3.86)
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

Le changement de variable w = v − v0 dans la première intégrale et w = v + v0 dans la
seconde donne

Mk (x, 0) = (1 + α cos (kxx))
1
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où �
k
j

�
=

k!

j! (k − j)!
. (3.88)

L’expression (1 + α cos (kxx))
1√
2π

� +∞
−∞ w

k−j
e
−w2

2 dw correspond au moment d’ordre k −
j de la fonction densité initiale de l’amortissement Landau, que l’on a calculé dans le
paragraphe précédent. Nous notons

M̃k−j = (1 + α cos (kxx))
1√
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k−j
e
−w2

2 dw (3.89)

ces quantités connues pour k − j = 0, . . . , 2N − 1. Nous écrivons alors

Mk (x, 0) =
1

2

k�

j=0

�
k
j

�
v
j
0

�
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�
M̃k−j . (3.90)

Or pour j impair, nous avons 1 + (−1)j = 0. Nous pouvons donc écrire l’égalité sous la
forme

Mk (x, 0) =
1
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k�

j=0,j pair

�
k
j

�
2vj0M̃k−j =

[k/2]�

q=0

�
k
2q

�
v
2q
0 M̃k−2q (3.91)

où [k/2] désigne la partie entière de k/2. C’est sous cette forme que nous avons initialisé
les moments de f dans le cas de l’instabilité double faisceau.

Les résultats obtenus pour 8 moments sont présentés Figure 3.5 pour les paramètres
Nx = 1024, kx = 0.2, α = 5× 10−3 et pour plusieurs valeurs de v0 (1.3 : cas stable, 2.4 et
3 : cas instables). Nous y représentons en échelle semi-logarithmique l’évolution en temps
de l’énergie électrique (2.38) donnée par la méthode MfD et la comparons à celle obtenue
par la méthode PIC.

La solution correspond à celle de référence au début de la simulation puis s’en éloigne.
Augmenter le nombre de moments nous permettrait là aussi d’avoir une meilleure résolu-
tion, mais nous sommes limités par l’utilisation de la méthode de Newton. Les problèmes
numériques étant liés à la matrice du système (3.36) dont la résolution est nécessaire pour
obtenir la relation de fermeture, nous proposons dans la section suivante d’utiliser une
autre forme de f , conduisant à une nouvelle relation de fermeture.
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3.3. Fermeture par le modèle multi-water-bag

Figure 3.5 – Instabilité double faisceau k = 0.2, α = 5 × 10−3 - Énergie électrique au
cours du temps : v0 = 1.3 (en haut à gauche), v0 = 2.4 (en haut à droite), v0 = 3 (en bas)
avec 8 moments, méthode MfD (en bleu) comparée à la méthode PIC (en rouge).

3.3 Fermeture par le modèle multi-water-bag

La fermeture par une somme de masses de Dirac est difficile à utiliser dans nos ap-
plications. Le nombre de moments considérés est limité à 8 pour des raisons numériques
liées à la méthode de Newton et au mauvais conditionnement du système à résoudre.
Nous proposons dans cette section une nouvelle relation de fermeture pour le système aux
moments.

Il s’agit d’utiliser le modèle multi-water-bag, présenté dans le chapitre 2, comme forme
a priori de f permettant de fermer le système aux moments. Nous l’appliquons au système
d’équations de Vlasov-Poisson. Nous nous intéressons dans un premier temps à l’amortisse-
ment Landau et à l’instabilité double faisceau. Ensuite, nous étudions de manière succincte
l’algorithme de Gosse et Runborg [52], applicable à des fonctions de distributions parti-
culières ne prenant que les valeurs 0 et 1. C’est un algorithme rigoureux qui nous évite
d’utiliser la méthode de Newton.
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3.3. Fermeture par le modèle multi-water-bag

Approximation

Le modèle multi-water-bag consiste à chercher f sous la forme d’une fonction constante
par morceaux en vitesse (2.26). Avec cette expression, les moments de f s’écrivent

Mk (x, t) =
N�

j=1

Aj

v
+k+1

j (x, t)− v
−k+1

j (x, t)

k + 1
, ∀ k. (3.92)

Là encore, la résolution du système de 2N équations aux 2N inconnues v±j , j = 0, . . . , N−1,
donné par (3.92) pour k = 0, . . . , 2N −1 nous permet d’écrire M2N et de fermer le système
aux moments (3.21).

Résolution

En notant
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,

le système non linéaire
V A− M̃ = 0 (3.93)

est équivalent à (3.92) avec k = 0, . . . , 2N − 1. Nous proposons de résoudre ce système
(3.93). Nous appliquons pour cela la méthode de Newton présentée dans la sous-section
3.2.1. Pour l’initialisation du vecteur inconnu X au premier pas de temps, nous utilisons la
stratégie développée dans la sous-section 3.3.2. Aux pas de temps n > 0, nous initialisons
X à partir de sa valeur au pas de temps n− 1. La matrice Jacobienne (αij)ij du système
(3.93) s’écrit ici




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2v+1 A1 . . . 2v+NAN −2v−1 A1 . . . −2v−NAN
...

...
...

...
2Nv

+2N−1

1 A1 . . . 2Nv
+2N−1

N AN −2Nv
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−2N−1

N AN


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. (3.94)

Elle est plus simple que dans le cas de la somme de masses de Dirac. En effet, l’équation
était alors du type

V −1
a M b −UNV −1

a Ma = 0, (3.95)

les inconnues intervenant dans V −1
a et UN . La méthode de Newton, avec une décomposition

LU pour inverser (3.94), est maintenant plus rapide et nous pouvons donc considérer plus
de moments.
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3.3. Fermeture par le modèle multi-water-bag

3.3.1 Résolution numérique

Pour résoudre le système aux moments (3.21), nous utilisons le même schéma cinétique
(3.55) que dans la sous-section 3.2.2 et le schéma (3.52) pour le champ électrique. La
nouvelle approximation de la fonction densité (2.26) donne
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que l’on peut aussi écrire
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Nous utilisons donc le schéma numérique
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avec le flux numérique
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où l = 1, . . . , Nx et r = 1, . . . , Nx.
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3.3. Fermeture par le modèle multi-water-bag

3.3.2 Application à l’amortissement Landau et à l’instabilité double fais-

ceau

Dans un premier temps, pour valider notre modèle et montrer l’intérêt de cette approxi-
mation, nous appliquons notre méthode aux deux cas tests étudiés dans la sous-section
3.2.3, à savoir l’amortissement Landau et l’instabilité double faisceau. Nous nous intéres-
sons comme précédemment à l’évolution en temps de l’énergie électrique (2.38), au champ
électrique et au premier moment. Nous comparons tout d’abord notre méthode des mo-
ments avec relation de fermeture donnée par le modèle multi-water-bag, notée MfW, à une
méthode PIC considérée comme référence (avec Nx = 128 et 106 particules). Dans le cas
de l’amortissement Landau, nous comparons ensuite notre méthode MfW à la méthode
multi-water-bag classique, présentée dans le chapitre 2 et notée MWB.

Avant cela, expliquons comment nous initialisons les constantes et contours permettant
d’écrire f sous la forme donnée par le modèle multi-water-bag.

Initialisation de l’approximation

Nous devons initialiser les constantes Aj et les vitesses v
±
j pour j = 1, . . . , N permet-

tant d’approcher la fonction densité initiale, ainsi que les moments de f . Pour cela, nous
calculons les moments initiaux de f de manière analytique. Nous en déduisons les Aj et v±j
qui approchent au mieux f par la méthode présentée précédemment utilisant l’algorithme
itératif de Newton.

Pour initialiser la méthode de Newton, nous nous fixons une vitesse maximale Vmax

(f est approchée par 0 pour |v| > Vmax) et nous choisissons N fonctions vitesses v
+
j

pour j = 1, . . . , N dans l’intervalle [0, Vmax]. Une première possibilité est de les choisir à
intervalles réguliers

v
+
j =

j

N
Vmax, pour j = 1, . . . , N. (3.104)

Une seconde possibilité est de donner plus d’importance aux petites vitesses. Pour cela
nous pouvons choisir par exemple

v
+
j =

j (j + 1)

N (N + 1)
Vmax, pour j = 1, . . . , N. (3.105)

Dans les deux cas nous prenons v−j = −v
+
j ∀ j = 1, . . . , N à l’initialisation. Nous introdui-

sons ensuite

Sk =
N�

j=k

Aj (3.106)

et nous choisissons de donner à Sk la valeur à l’équilibre de la fonction densité initiale au
point milieu

v
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2
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2
pour k = 2, . . . , N. (3.107)

Ak est alors donné par
�
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�N
j=k+1Aj = Sk − Sk+1 pour k = 1, . . . , N − 1,

AN = SN .
(3.108)

59



3.3. Fermeture par le modèle multi-water-bag

Amortissement Landau

La fonction de distribution initiale est donnée par (3.64). Le champ électrique et les
moments sont respectivement initialisés selon (3.70) et (3.71)-(3.74)-(3.75). Nous compa-
rons d’abord notre méthode MfW à la méthode PIC sur l’énergie électrique, le champ
électrique et le premier moment, puis au modèle multi-water-bag classique (MWB) sur les
mêmes quantités.

Nous représentons l’énergie électrique (2.38) au cours du temps obtenue par notre
méthode MfW et nous la comparons à celle obtenue par la méthode PIC considérée comme
référence. Les paramètres choisis sont les mêmes que dans la section précédente (méthode
des moments avec fermeture par des masses de Dirac), afin de pouvoir les comparer. Figure
3.6, ils correspondent à Nx = 1024, kx = 0.5, α = 5 × 10−3 et nous considérons 12, 16 et
20 moments. Figure 3.7 nous avons pris Nx = 1024, kx = 0.2, α = 5 × 10−2 avec 8 et 12
moments. Si la Jacobienne est plus facile à inverser que dans le cas d’une approximation
par des masses de Dirac, l’initialisation de la méthode de Newton au premier pas de temps,
qui revient au choix de Vmax, est par contre délicat. En effet, un intervalle de longueur
d’autant plus petite que le nombre de moments est grand convient. Nous l’avons déterminé
de manière empirique. Ce problème est aussi rencontré et évoqué dans [11]. C’est pour cela
que nous nous sommes limités à 12 moments dans le cas k = 0.2, α = 5× 10−2.

Figure 3.6 – Amortissement Landau kx = 0.5, α = 5× 10−3 - Énergie électrique au cours
du temps : 12 moments (en haut à gauche), 16 moments (en haut à droite) et 20 moments
(en bas), méthode MfW (en bleu) comparée à une méthode PIC (en rouge).
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3.3. Fermeture par le modèle multi-water-bag

Figure 3.7 – Amortissement Landau kx = 0.2, α = 5 × 10−2 - Énergie électrique au
cours du temps : 8 moments (à gauche) et 12 moments (à droite), méthode MfW (en bleu)
comparée à une méthode PIC (en rouge).

Nous représentons également le champ électrique E sur la figure 3.8 et le premier
moment M0 sur la figure 3.9 à différents instants t = 8, t = 15 et t = 20 et les comparons
aux mêmes quantités obtenues par la méthode PIC. Nous avons considéré 8 et 12 moments
et Nx = 1024 pour notre méthode MfW, ainsi que les paramètres kx = 0.2, α = 5× 10−2.

Le champ électrique et le premier moment sont très bien représentés au début de la
simulation. Par la suite, au bout d’un temps qui augmente avec le nombre de moments,
ils s’éloignent de leur solution de référence. En comparant ces résultats aux figures 3.3 et
3.4, correspondant à une simulation avec les mêmes paramètres mais avec 8 moments et
une approximation de f par des masses de Dirac (méthode MfD), les résultats sont ici
bien meilleurs. Au temps t = 8, notre méthode MfW donne des résultats sur E et M0 plus
proches de la référence PIC que la méthode MfD, pour un même nombre de moments (égal
à 8). De plus, augmenter le nombre de moments améliore ces résultats, or nous ne parvenons
pas à le faire avec la méthode MfD (voir la sous-section 3.2.3 pour les explications). La
méthode MfW semble ainsi mieux adaptée à ce type de cas tests. En outre, la méthode des
moments (MfD ou MfW) permet d’éliminer le bruit numérique qui apparaît sur M0 avec
la méthode PIC.

Enfin, nous comparons les résultats donnés par notre méthode MfW à ceux du modèle
MWB, présenté dans le chapitre précédent. Figure 3.10, nous traçons l’énergie électrique au
cours du temps, pour les paramètres Nx = 1024, kx = 0.5, α = 5× 10−3 avec 20 moments
(ou 10 couples de contours pour le modèle MWB) et pour les paramètres Nx = 1024,
kx = 0.2, α = 5× 10−2 avec 12 moments (ou 6 couples de contours).

Cette étude montre que notre méthode des moments utilisant le modèle multi-water-bag
donne des résultats très proches de ceux du modèle multi-water-bag classique.

Des résultats similaires sont présentés pour le champ électrique et le premier moment.
Figure 3.11, nous représentons le champ électrique pour les paramètres Nx = 1024, kx =
0.2, α = 5 × 10−2 et 12 moments (ou 6 couples de contours) aux temps t = 15 et t = 20.
Figure 3.12, nous représentons le premier moment pour les mêmes paramètres, aux mêmes
instants.

Sur ces quantités également, notre méthode MfW donne des résultats similaires à ceux
du modèle MWB.
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3.3. Fermeture par le modèle multi-water-bag

Figure 3.8 – Amortissement Landau k = 0.2, α = 5×10−2 - Champ électrique aux temps
t = 8 (en haut à gauche), t = 15 (en haut à droite) et t = 20 (en bas), méthode MfW avec
8 moments (en bleu) et 12 moments (en vert) comparée à une méthode PIC (en rouge).

Instabilité double faisceau

Pour le second cas test, la fonction de distribution initiale est donnée par (3.77). Le
champ électrique et les moments sont initialisés selon (3.85) et (3.91) respectivement.

L’évolution au cours du temps de l’énergie électrique (2.38) donnée par notre méthode
MfW est représentée Figure 3.13 pour 16 moments avec les paramètres Nx = 1024, kx =
0.2, α = 5×10−3 et trois valeurs de v0 (1.3, 2.4 et 3). Nous la comparons à celle obtenue par
une méthode PIC considérée comme référence. La difficulté d’initialisation de la méthode
de Newton au premier pas de temps nous limite ici à 16 moments. Cela est tout de même
suffisant pour représenter correctement l’évolution de l’énergie électrique, notamment dans
les cas instables.

3.3.3 Application à des solutions instables particulières - algorithme de

Gosse et Runborg

Nous n’avons pas de résultat de convergence de la méthode de Newton et nous avons vu
qu’elle était à l’origine de difficultés numériques. Nous présentons dans cette sous-section
un algorithme rigoureux permettant de retrouver les paramètres multi-water-bag à partir
des moments de f . Cet algorithme a été proposé par Gosse et Runborg [52].
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Figure 3.9 – Amortissement Landau k = 0.2, α = 5 × 10−2 - Premier moment M0 aux
temps t = 8 (en haut à gauche), t = 15 (en haut à droite) et t = 20 (en bas), méthode
MfW avec 8 moments (en bleu) et 12 moments (en vert) comparée à une méthode PIC (en
rouge).

Figure 3.10 – Amortissement Landau - Énergie électrique au cours du temps : kx = 0.5,
α = 5× 10−3 et 20 moments (à gauche), kx = 0.2, α = 5× 10−2 et 12 moments (à droite),
méthode MfW (en bleu) comparée à une méthode PIC (en rouge) et à la méthode MWB
(en vert).
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3.3. Fermeture par le modèle multi-water-bag

Figure 3.11 – Amortissement Landau k = 0.2, α = 5 × 10−2 - Champ électrique aux
temps t = 15 (à gauche) et t = 20 (à droite) avec 12 moments, méthode MfW (en bleu)
comparée à une méthode PIC (en rouge) et à la méthode MWB (en vert).

Figure 3.12 – Amortissement Landau k = 0.2, α = 5×10−2 - Premier moment aux temps
t = 15 (à gauche) et t = 20 (à droite) avec 12 moments, méthode MfW (en bleu) comparée
à une méthode PIC (en rouge) et à la méthode MWB (en vert).

Lorsque f reste régulière au cours du temps (proche de l’équilibre thermodynamique
Maxwellien par exemple), le modèle multi-water-bag approche correctement la solution
exacte, quitte à considérer un nombre N assez grand. Nous souhaitons nous intéresser
à des solutions qui se déstabilisent au cours du temps, qui font apparaître des filaments
ou des vortex, que nous avons évoqués dans le chapitre 2. De telles instabilités sont sou-
vent rencontrées dans les plasmas de tokamak. Les v

±
j étant des fonctions de x et de t,

elles ne peuvent pas être multivaluées en x. Pour représenter une fonction de distribution
présentant beaucoup d’irrégularité, des filaments ou des vortex, une valeur élevée de N

doit être considérée, ce qui pose des problèmes numériques liés à l’algorithme de Newton
(initialisation difficile, résolution coûteuse du système, temps de calcul, etc.).

Nous proposons alors une étude préliminaire d’un autre algorithme, moins général :
celui présenté par Gosse et Runborg dans [52]. Nous nous intéressons en particulier à des
solutions qui peuvent être décrites de manière exacte par le modèle multi-water-bag à
l’instant initial. Les fonctions de distributions initiales sont donc constantes par morceaux
en v. Nous nous restreignons aux fonctions qui ne prennent que deux valeurs : 0 et 1. Nous
avons ainsi ∀j, Aj = ±1. Sous cette condition, nous pouvons utiliser l’algorithme de Gosse
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Figure 3.13 – Instabilité double faisceau kx = 0.2, α = 5 × 10−3 - Énergie électrique au
cours du temps : v0 = 1.3 (en haut à gauche), v0 = 2.4 (en haut à droite) et v0 = 3 (en
bas) avec 16 moments, méthode MfW (en bleu) comparée à une méthode PIC (en rouge).

et Runborg [52] pour résoudre le système donné par (3.92) pour k = 0, . . . , 2N − 1.

Algorithme de Gosse et Runborg

Gosse et Runborg proposent dans [52] d’étudier l’inversion du problème fini des mo-
ments de Markov qui peut se formuler de la manière suivante :

Soient N moments Mk donnés, k = 0, . . . , N−1, trouver une fonction densité mesurable
bornée et un réel u > 0 tels que

–
� u
0 f (v) vk dv = Mk, k = 0, . . . , N − 1,

– |f (v) | = 1 presque partout sur [0, u],
– f n’a pas plus de N − 1 points de discontinuité sur ]0, u[.

Proposition 3.3.1. La solution de ce problème est une fonction constante par morceaux
prenant ses valeurs dans {−1, 1} presque partout sur ]0, u[ et changeant de signe en au plus
N − 1 points notés vk, tels que 0 ≤ v1 ≤ · · · ≤ vN = u (voir [52]).

Remarque 3.3.1. Trouver l’ensemble {vk} à partir de l’ensemble {Mk} est un problème
mal conditionné lorsque les vk deviennent proches les uns des autres.

On s’intéresse dans [52] à un problème légèrement différent :
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– f prend ses valeurs dans {0, 1}, ce qui est restrictif mais permet tout de même
d’étudier les phénomènes de filamentation,

– nous nous restreignons à des entiers N pairs, ce qui a toujours été le cas dans les
études que nous avons menées précédemment puisque nous considérions 2N moments.

Nous présentons rapidement les différentes étapes de cet algorithme et renvoyons à l’article
de Gosse et Runborg [52] pour l’analyse et la justification de cet algorithme.

Notons
M̃k = (k + 1)Mk, ∀ k = 0, . . . , 2N − 1 (3.109)

(les indices k sont décalés par rapport à l’article [52]).

Étape 1. Nous construisons les matrices

A =





1 0 0 · · · 0
−M̃0 2 0 · · · 0

... . . . . . . . . . ...
−M̃2N−3 · · · −M̃0 2N − 1 0
−M̃2N−2 · · · −M̃1 −M̃0 2N




,B =





1 0 0 · · · 0
M̃0 2 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...

M̃2N−3 · · · M̃0 2N − 1 0
M̃2N−2 · · · M̃1 M̃0 2N




.

(3.110)

Étape 2. Soit M̃ =
�
M̃0, M̃1, . . . , M̃2N−1

�T
, nous résolvons les systèmes linéaires de

Toeplitz (triangulaires inférieurs)

Aa = M̃ et Bb = M̃ , (3.111)

dont les inconnues sont les vecteurs a et b.

Étape 3. Nous construisons les matrices A1 et A2 à partir du vecteur a = (a1, a2, . . . , a2N )T

selon

A1 =





a1 a2 · · · aN

a2 a3 · · · aN+1
...

... . . . ...
aN aN+1 · · · a2N−1




, A2 =





a2 a3 · · · aN+1

a3 a4 · · · aN+2
...

... . . . ...
aN+1 aN+2 · · · a2N




(3.112)

ainsi que les matrices B1 et B2 à partir du vecteur b = (b1, b2, . . . , b2N )T de la même
manière.

Étape 4. Nous résolvons alors les problèmes aux valeurs propres généralisées

A2v = uA1v, B2v = uB1v. (3.113)

Ces problèmes sont résolus par la subroutine DGGEV de Lapack (en Fortran). Les contours
v
±
j , j = 1, . . . , N en sont les solutions u. Nous renvoyons le lecteur à [52] pour la justifica-

tion.
Nous appliquons maintenant cet algorithme au système d’équation de Vlasov-Poisson

avec trois conditions initiales différentes, pour N allant de 1 à 3.
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Solution décrite par un water-bag

La fonction de distribution considérée s’écrit à l’instant initial

f (x, v, 0) =

�
1 si v ∈

�
v
−
1 (x, 0) , v+1 (x, 0)

�

0 sinon
, (3.114)

avec

v
−
1 (x, 0) = −v0 (1 + ε cos (kxx)) , (3.115)
v
+
1 (x, 0) = v0 (1 + ε cos (kxx)) . (3.116)

Nous faisons évoluer v±1 au cours du temps et nous les traçons à plusieurs instants dans
l’espace des phases (x, v). Nous comparons notre méthode MfW à une méthode PIC (voir
[6] ou la sous-section 4.1.1) considérée comme référence. Les paramètres numériques sont
Nx = 1024, ∆t = 0.9∆x ≈ 2.76× 10−2 pour la méthode MfW et Nx = 128, ∆t = 10−2 et
106 particules pour la méthode PIC. Initialement, les particules sont distribuées pseudo-
aléatoirement dans le domaine

(x, v) ∈ [0, Lx]×
�
v
−
1 (x, 0) , v+1 (x, 0)

�
, Lx =

2π

kx
. (3.117)

Elles évoluent dans l’espace des phases grâce aux équations du mouvement. Nous les traçons
alors dans l’espace des phases aux mêmes instants que v

±
1 .

Nous choisissons les paramètres v0 = 0.5, ε = 0.5 et kx = 0.2. Nous représentons v
±
1 et

les particules de la méthode PIC dans l’espace des phases aux instants t = 0, 2, 5, 10, 20
et 50 sur la figure 3.14.

Tant que la solution ne présente pas de filaments (représentations à t = 0 ou t = 2), la
méthode MfW la décrit parfaitement. En effet, les particules sont uniformément réparties
dans le domaine (x, v) ∈ [0, Lx]×

�
v
−
1 (x, t) , v+1 (x, t)

�
à ces instants. Lorsque des filaments

apparaissent (représentation à t = 5), notre méthode MfW présente un choc (voir la section
2.1). Les contours v

±
1 ne peuvent pas être multivalués. Cette méthode ne parvient pas à

représenter les filaments, le cœur de la solution est cependant bien décrit (représentations
à t = 5, t = 10 ou t = 20). En temps très long, la solution présente beaucoup de filaments
et la méthode MfW ne la décrit plus convenablement (représentation à t = 50).

Figure 3.15, nous traçons l’évolution en temps de l’énergie électrique (2.38) pour ce
même cas test. Nous comparons notre méthode MfW (en bleu) à la méthode PIC (en
rouge). Nous voyons que cette quantité est bien représentée, même aux temps pour lesquels
la fonction de distribution ne l’est plus correctement.

Solution décrite par deux water-bags

Nous considérons maintenant la fonction de distribution qui s’écrit à l’instant initial

f (x, v, 0) =

�
1 si v ∈

�
v
−
2 (x, 0) , v−1 (x, 0)

�
∪
�
v
+
1 (x, 0) , v+2 (x, 0)

�

0 sinon
, (3.118)

avec

v
−
2 (x, 0) = −3

2
v0 (1 + ε cos (kxx)) , (3.119)

v
−
1 (x, 0) = −1

2
v0 (1 + ε cos (kxx)) , (3.120)

v
+
1 (x, 0) =

1

2
v0 (1 + ε cos (kxx)) , (3.121)

v
+
2 (x, 0) =

3

2
v0 (1 + ε cos (kxx)) . (3.122)
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Figure 3.14 – Solution décrite par un water-bag - v±1 (en bleu) et particules (en rouge) :
t = 0, 2, 5, 10, 20 et 50 (de gauche à droite et de haut en bas).

Nous faisons évoluer v
±
1 et v

±
2 au cours du temps et les traçons à certains instants

dans l’espace des phases (x, v). Nous comparons notre méthode MfW à une méthode PIC
considérée comme référence. Les paramètres numériques sont Nx = 1024, ∆t = 0.9∆x ≈
2.76 × 10−2 pour la méthode MfW et Nx = 128, ∆t = 10−2 et 6 × 105 particules pour
la méthode PIC. Initialement, les particules sont distribuées pseudo-aléatoirement dans le
domaine

(x, v) ∈ [0, Lx]×
��
v
−
2 (x, 0) , v−1 (x, 0)

�
∪
�
v
+
1 (x, 0) , v+2 (x, 0)

��
, Lx =

2π

kx
. (3.123)

Elles évoluent dans l’espace des phases selon les équations du mouvement. Nous les traçons

68



3.3. Fermeture par le modèle multi-water-bag

Figure 3.15 – Solution décrite par un water-bag - Énergie électrique au cours du temps :
méthode MfW (en bleu) comparée à une méthode PIC (en rouge).

alors dans l’espace des phases aux mêmes instants que les contours.
Nous choisissons les paramètres v0 = 0.5, ε = 0.5 et kx = 0.2. Nous représentons v±1 , v±2

et les particules de la méthode PIC dans l’espace des phases aux instants t = 0, 2, 3, 4, 5
et 10 sur la figure 3.16.

Là aussi, la solution est parfaitement décrite par la méthode MfW tant qu’il n’y a pas de
filaments (représentations à t = 0 et t = 2). Les contours v±1 , v±2 présentent un choc lorsque
des filaments apparaissent car elles ne peuvent pas être multivaluées (représentation à
t = 3). Cependant, le cœur de la solution et son vortex sont décrits de manière satisfaisante,
bien que les filaments ne le soient pas (représentations à t = 4 et t = 5). En temps plus
long, la méthode MfW ne décrit plus la solution avec assez de précision (représentation à
t = 10).

Figure 3.17, nous traçons l’évolution en temps de l’énergie électrique (2.38) pour ce
même cas test. Nous comparons notre méthode MfW (en bleu) à la méthode PIC (en
rouge). Malgré les difficultés à représenter la fonction de distribution, l’énergie électrique
est bien approchée par notre méthode.

Limites de la méthode

Le problème de multivaluation rencontré dans les deux exemples précédents ne peut
pas être résolu en augmentant le nombre de contours considérés. En effet, augmenter N

conduirait à avoir (sur toutes les mailles à l’instant initial puis sur les mailles ne présentant
pas de filaments) plus de fonctions vitesses (ou contours) que le minimum nécessaire pour
décrire f . La seule solution pour décrire f de manière exacte par le modèle multi-water-bag
serait alors de confondre certains contours. Or l’algorithme de Gosse et Runborg [52] utilisé
pour résoudre le système aux moments est instable lorsque plusieurs contours sont trop
proches.

Remarque 3.3.2. Nous avons remarqué empiriquement que la méthode de Newton ne
converge pas dans un tel cas. Nous sommes donc confrontés à un problème du même type
avec les deux algorithmes.

Une première solution que nous pouvons envisager est d’ajuster N en fonction du temps
et du nombre minimal de moments nécessaires sur chaque maille pour la description de f .
L’idée est d’augmenter N localement, sur les mailles où des filaments apparaissent et de le
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Figure 3.16 – Solution décrite par deux water-bags - v±1 , v±2 (en bleu) et particules (en
rouge) : t = 0, 2, 3, 4, 5 et 10 (de gauche à droite et de haut en bas).

diminuer lorsque deux fonctions vitesses deviennent trop proches, en les fusionnant. Nous
n’avons étudié que la réduction du nombre de contours. Nous présentons un résultat pour
une solution décrite à l’instant initial par trois contours.

La fonction de distribution s’écrit à l’instant initial

f (x, v, 0) =






1 si v ∈
�
v
−
3 (x, 0) , v−2 (x, 0)

�
∪
�
v
−
1 (x, 0) , v+1 (x, 0)

�

∪
�
v
+
2 (x, 0) , v+3 (x, 0)

�

0 sinon
, (3.124)
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Figure 3.17 – Solution décrite par deux water-bags - Énergie électrique au cours du temps :
méthode MfW (en bleu) comparée à une méthode PIC (en rouge).

avec

v
−
3 (x, 0) = −1.2× v0 (1 + ε cos (kxx)) , (3.125)
v
−
2 (x, 0) = −1.1× v0 (1 + ε cos (kxx)) , (3.126)
v
−
1 (x, 0) = −v0 (1 + ε cos (kxx)) , (3.127)
v
+
1 (x, 0) = v0 (1 + ε cos (kxx)) , (3.128)
v
+
2 (x, 0) = 1.1× v0 (1 + ε cos (kxx)) , (3.129)
v
+
3 (x, 0) = 1.2× v0 (1 + ε cos (kxx)) . (3.130)

Nous faisons évoluer v
±
1 , v

±
2 et v

±
3 au cours du temps. Lorsque plusieurs contours

deviennent proches sur une maille, nous les fusionnons localement. En pratique, les contours
sont en effet discrétisés sur la grille de l’espace. Nous nous fixons une valeur seuil d’écart
es, de manière empirique, en dessous de laquelle l’algorithme de Gosse et Runborg devient
instable. Si |v±j1,i − v

±
j2,i

| < es pour n’importe quels contours v
±
j1

et v
±
j2

, nous écrivons
v
+
j1,i

= v
+
j2,i

= v
+
j3,i

, où v
+
j3,i

est le contours le plus proche des deux autres, et ne considérons
plus que 2N − 2 inconnues sur cette maille. Le nombre de moments est donc désormais
local. Cela permet de stabiliser l’algorithme.

Remarque 3.3.3. La démarche inverse, consistant à augmenter le nombre de moments
lorsque cela est nécessaire, est plus difficile à mettre en œuvre et n’a pas été implémen-
tée. L’idée peu avancée que nous avons est basée sur la détection des chocs, impliquant la
nécessité d’augmenter le nombre de moments sur la maille.

Nous choisissons les paramètres v0 = 0.5, ε = 0.5 et kx = 0.2. Nous traçons donc les
contours ainsi que les particules de la méthode PIC dans l’espace des phases (x, v). Nous
prenons ici Nx = 2048, ∆t = 0.9∆x ≈ 2.76× 10−2 pour notre méthode MfW et Nx = 128,
∆t = 10−2 et 106 particules pour la méthode PIC.

La figure 3.18 correspond aux instants t = 0 et t = 0.1, avant que la fusion de contours
ne soit nécessaire. Nous représentons ensuite les contours fusionnés sur certaines mailles
ainsi que les particules aux temps t = 0.2 et t = 1 sur la figure 3.19 et traçons la fonction
de distribution f reconstruite à t = 0.2 et à t = 1 sur la figure 3.20, en la comparant aux
particules de la méthode PIC.
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Figure 3.18 – Solution décrite par trois water-bags - Contours (en bleu) et particules (en
rouge) à t = 0 (à gauche) et t = 0.1 (à droite).

3.4 Conclusion et perspectives

La méthode des moments présentée dans ce chapitre consiste à résoudre un système
aux moments dépendant de x et de t, au lieu de l’équation cinétique qui dépend en plus
de v. Le coût numérique est ainsi réduit. La résolution du système aux moments nécessite
une relation de fermeture, obtenue en considérant une forme a priori de la fonction de
distribution des particules. Le choix de cette forme a priori est très important car la
précision et le coût de la méthode en dépendent. Très bien adaptée à des solutions proches
de l’équilibre thermodynamique, cette méthode manque de précision lorsque la fonction
de distribution s’en éloigne. Nous l’avons appliquée au système d’équations de Vlasov-
Poisson 1D. Une équation sur le champ électrique est couplée au système aux moments.
Nous résolvons l’équation sur le champ électrique et les équations sur les moments par des
schémas de volumes finis, avec un flux cinétique pour le terme provenant du transport en
espace de l’équation de Vlasov.

Nous avons dans un premier temps utilisé la quadrature proposée dans la méthode
QMOM [76] pour résoudre le problème de la relation de fermeture. Le choix de l’approxi-
mation de la fonction de distribution par des masses de Dirac permet de fermer le système
aux moments. Pour fixer les poids et les abscisses des masses de Dirac, nous utilisons la
méthode de résolution proposée par Desjardins, Fox et Villedieu [42] ou utilisons dans
un cas plus général la méthode de Newton. Nous avons étudié deux cas tests classiques
en physique des plasmas : l’amortissement Landau et l’instabilité double faisceau. Les ré-
sultats obtenus sur l’énergie électrique montrent que la solution est très bien approchée
par notre méthode au début de la simulation, et le reste d’autant plus longtemps que le
nombre de moments augmente. Nous sommes cependant limités en nombre de moments par
la méthode de Newton. En effet, elle devient difficile à initialiser et plus coûteuse lorsque
le nombre d’inconnues augmente, ce qui nous empêche de considérer un nombre trop im-
portant de moments (supérieur à 8). Cette difficulté est due à l’inversion de la matrice
Jacobienne du système liant les moments aux inconnues. Elle est donc directement liée au
choix de l’approximation de f par une somme de masses de Dirac.

C’est pourquoi nous avons proposé une nouvelle forme a priori de f , pour laquelle la
matrice Jacobienne est plus simple. Cette forme est donnée par le modèle multi-water-bag,
présenté dans le chapitre 2. Ce modèle nous permet effectivement de considérer un nombre
de moments plus grand et de représenter de manière satisfaisante l’énergie électrique sur
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Figure 3.19 – Solution décrite par trois water-bags - Contours fusionnés sur certaines
mailles (en bleu) et particules (en rouge) à t = 0.2 (en haut) et t = 1 (en bas).

un temps plus long. La méthode de Newton est plus rapide, mais elle est par contre plus
difficile à initialiser, ce qui nous limite à nouveau (à 12 ou 20 moments selon les conditions
initiales). Si l’énergie électrique est mieux représentée par la méthode PIC de référence en
temps long, elle induit un bruit numérique qui altère le premier moment de f assez tôt
dans la simulation. La méthode des moments n’est pas bruitée et donne une représentation
de M0 de meilleure qualité en temps court.

73



3.4. Conclusion et perspectives

Figure 3.20 – Solution décrite par trois water-bags - Fonction de distribution f recons-
truite à partir des contours (à gauche) et particules de la méthode PIC (à droite) à t = 0.2
(en haut) et t = 1 (en bas).

En alternative à la méthode de Newton pour laquelle aucune preuve de convergence
n’existe et qui implique des difficultés numériques, nous avons présenté l’algorithme rigou-
reux de Gosse et Runborg [52]. Notre étude en est restée à un stade peu avancé. Nous nous
sommes intéressés à des solutions particulières, décrites initialement de manière exacte par
1, 2 ou 3 contours et ne prenant que les valeurs 0 et 1, ce qui nous permet d’appliquer
l’algorithme proposé par Gosse et Runborg. Nous avons voulu mettre à l’épreuve la mé-
thode des moments avec relation de fermeture par le modèle multi-water-bag (MfW) en
l’appliquant à des solutions qui se déstabilisent au cours du temps. Le but étant d’observer
son comportement et d’évaluer qualitativement la quantité d’information qu’il contient.
Enfin, une première idée pour stabiliser l’algorithme de Gosse et Runborg a été évoquée.

La méthode des moments est très intéressante, tant du point de vue purement numé-
rique car elle a un coût comparable à celui des méthodes fluides tout en étant plus précise,
que par sa diversité. La forme a priori de f peut être choisie de plusieurs façons. Nous utili-
sons classiquement une somme de masses de Dirac, nous avons proposé d’utiliser le modèle
multi-water-bag, et d’autres formes pourront aussi être envisagées et étudiées. L’inversion
du système aux moments pour reconstruire f peut être effectuée par différents algorithmes.
Il serait intéressant de poursuivre notre étude de l’algorithme de Gosse et Runborg, de le
rendre plus stable et de le généraliser aux cas où f prend des valeurs quelconques. Enfin,
une autre perspective serait d’utiliser une méthode particulaire, soit pour représenter les
contours par des particules, soit pour coupler la méthode MfW présentée ici à une mé-
thode PIC. L’idée étant dans ce dernier cas de créer des particules lorsqu’un choc, ou de
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manière équivalente un filament, apparaît. Les filaments seraient ainsi représentés par des
particules et résolus par une méthode PIC alors que le reste de la solution serait repré-
sentée par le modèle multi-water-bag et résolu par la méthode des moments. Un couplage
fluide-cinétique est un bon compromis entre précision et coût numérique, mais il présente
des difficultés d’interaction entre la partie fluide et la partie cinétique. Nous avons étudié
des méthodes hybrides et les avons appliquées au système d’équations de Vlasov-Poisson
1D, puis au modèle de Vlasov-Poisson-BGK 1D pour un plasma collisionnel. Ces études
sont présentées dans la partie suivante.
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Deuxième partie

Couplage fluide-cinétique pour
l’équation de Vlasov et le modèle

Vlasov-BGK

Les méthodes multi-fluides étudiées dans la partie précédente sont de grand intérêt
dans de nombreuses applications unidimensionnelles. Lorsque la solution reste suffisamment
proche de l’équilibre thermodynamique, elles présentent une précision comparable à celle
de la méthode PIC tout en étant moins coûteuses numériquement. Mais lorsque la solution
devient plus irrégulière, elles ne parviennent pas à conserver assez d’information pour
représenter convenablement la dynamique du système.

Pour profiter de ces performances tout en augmentant la précision, nous pouvons cou-
pler une méthode fluide (ou multi-fluides) à une méthode cinétique. Un tel couplage est
basé sur une décomposition de la fonction de distribution f en une partie macroscopique
et une partie microscopique. La partie macroscopique, à savoir la Maxwellienne corres-
pondant à l’équilibre thermodynamique de f , est alors résolue par une méthode fluide
(ou multi-fluides) de façon très performante. La partie microscopique, qui correspond à
une perturbation de l’équilibre thermodynamique, est résolue par une méthode cinétique
permettant de représenter ses irrégularités avec précision. Les parties macroscopiques et
microscopiques ne sont pas indépendantes et le couplage proprement dit demande une
attention particulière.

Nous présentons dans cette deuxième partie deux schémas hybrides couplant un mo-
dèle fluide à un modèle cinétique. Dans le premier chapitre, nous présentons un couplage
entre la méthode Particle-In-Cell (PIC) et la méthode des moments, appliqué au système
d’équations de Vlasov-Poisson unidimensionnel. Nous nous intéressons dans le second cha-
pitre au développement d’un schéma préservant l’asymptotique appliqué à un plasma avec
collisions modélisé par les équations de Vlasov-Poisson-BGK. Une méthode de volumes
finis avec flux de Rusanov est alors couplée à une méthode PIC.
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Chapitre 4

Méthode des moments couplée à une
méthode Particle-In-Cell pour
l’équation de Vlasov-Poisson

Nous présentons dans ce chapitre un couplage de la méthode des moments, étudiée dans
la première partie, et de la méthode Particle-In-Cell (PIC) [6]. La méthode hybride issue
de ce couplage est similaire aux méthodes δf [89], [17]. La fonction de distribution f tend
à l’équilibre thermodynamique vers une distribution Maxwellienne notée f0 qui s’exprime
en fonction de la densité ρ, de la vitesse moyenne u et de la température T du système

f0 (ρ, u, T, v) =
ρ√
2πT

exp

�
− (v − u)2

2T

�
.

Nous décomposons alors f en cette fonction d’équilibre f0 et une perturbation δf = f −f0

et nous nous ramenons à un système de deux équations couplées : une sur f0 et une sur
δf .

L’équation sur f0 est résolue par une méthode fluide. Nous utilisons ici la méthode des
moments [77] décrite dans le chapitre 3. Nous nous ramenons à un système d’équations sur
les trois premiers moments de f0. Ceux-ci sont directement liés à ρ, u et T . La relation de
fermeture est obtenue par l’expression de f0 en fonction de ρ, u et T .

La méthode PIC, décrite par exemple dans le livre de Birdsall et Langdon [13], dans
l’article de Sydora [99] ou dans la thèse de Barthelmé [6], est une méthode particulaire. La
fonction de distribution est représentée par des particules numériques. Celles-ci évoluent
dans l’espace des phases grâce aux équations du mouvement données par (1.6) et (1.20).
Cette méthode est très utilisée en physique des plasmas pour sa facilité d’implémentation et
sa capacité à capturer des effets cinétiques à moindre coût. Elle est également appliquée à
l’astrophysique, les particules numériques représentent alors des astres [2]. Elle a néanmoins
l’inconvénient de créer du bruit numérique, en raison de la représentation de f par des
particules. En utilisant cette méthode uniquement pour résoudre la partie microscopique
δf , le bruit numérique est diminué.

Un tel couplage fluide-PIC est appelé une méthode δf . Ces méthodes ont d’abord
été développées pour des fonctions de distribution qui restent proches de leur équilibre
thermodynamique connu analytiquement. Nous pouvons citer les travaux de Parker et Lee
[89] en gyrocinétique, de Aydemir [3] qui fait le lien avec les méthodes de Monte-Carlo pour
justifier la réduction du bruit numérique, ainsi que de Hu et Krommes [56]. f est alors écrite
sous la forme f (x, v, t) = f0 (x, v) + δf (x, v, t) avec f0 (x, v) connue. Une méthode PIC
appliquée à la perturbation δf permet de résoudre l’équation sur f . Le bruit numérique ne
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porte que sur δf , il est donc réduit par rapport à une méthode PIC appliquée à la fonction
de distribution f totale. Les méthodes δf ont ensuite été généralisées pour un équilibre
dépendant du temps, en proposant de résoudre l’équation sur l’équilibre par une méthode
fluide. L’hypothèse importante pour que la méthode soit efficace est que |δf | = |f − f0|
reste petit devant f . Brunner, Valeo et Krommes ont considéré un plasma avec collisions
leur donnant l’équilibre Maxwellien comme choix naturel pour f0 [17]. Allfrey et Hatzky
proposent dans [1] une technique plus générale pour assurer que f reste proche de f0.

Nous présentons dans une première section la méthode PIC et la méthode δf avec
équilibre connu analytiquement. La deuxième section est dédiée à la mise en équations du
couplage méthode des moments-méthode PIC ainsi qu’à la méthode de résolution proposée.
Des résultats numériques sur l’amortissement Landau et sur un cas stable de rencontre de
deux faisceaux sont présentés dans la troisième section.

4.1 Méthodes PIC et δf

Nous présentons dans cette première section les méthodes PIC et δf sur lesquelles notre
étude de couplage fluide-cinétique s’appuie. Pour simplifier, nous considérons ici un espace
unidimensionnel (1D). L’espace des phases (x, v) a deux directions.

4.1.1 Méthode PIC

La méthode Particle-In-Cell (PIC), présentée dans [6], [13] ou encore [99], est une
méthode particulaire mixte Lagrangienne-Eulérienne souvent utilisée pour résoudre les
équations cinétiques, notamment en raison de son faible coût numérique. Elle consiste à
représenter les particules physiques (ions ou électrons) par un ensemble de Np macro-
particules numériques. Nous notons xk (t) la position, vk (t) la vitesse et ωk (t) le poids de
la k-ième particule numérique, pour k = 1, . . . , Np. Nous approchons alors la fonction de
distribution f (x, v, t) par une somme de masses de Dirac centrées en les positions et les
vitesses de ces macro-particules et pondérées par leurs poids

f (x, v, t) ≈ fNp (x, v, t) =

Np�

k=1

ωk (t) δ (x− xk (t)) δ (v − vk (t)) . (4.1)

Algorithme

Pour la résolution de l’équation de Vlasov couplée aux équations de Maxwell ou à
l’équation de Poisson par la méthode PIC, nous utilisons l’algorithme suivant :

– génération d’un maillage en x sur le domaine d’étude [x0, Lx + x0], x0 ∈ R et Lx ∈ R ;
nous noterons par la suite Nx le nombre de points du maillage, ∆x le pas d’espace,
et xi = x0 + i∆x, i = 0, . . . , Nx − 1, les points du maillage,

– initialisation des positions, des vitesses et des poids des particules de façon à repré-
senter au mieux f (x, v, t = 0),

– à chaque pas de temps :
– calcul des sources, c’est-à-dire de la densité de charge ρ =

�
f dv et/ou de la

densité de courant J =
�
vf dv sur le maillage, par déposition,

– calcul du champ électrique E et éventuellement magnétique B sur le maillage, par
résolution de l’équation de Poisson ou des équations de Maxwell par un schéma de
volumes finis, d’éléments finis, de Galerkin Discontinu, etc.,

– émission de nouvelles particules si le cas test le nécessite,
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4.1. Méthodes PIC et δf

– calcul du champ électrique E et éventuellement magnétique B aux positions des
particules, par interpolation,

– déplacement des particules dans l’espace des phases (x, v), par résolution des équa-
tions du mouvement (1.6) et (1.20), et évolution des poids des particules si l’équa-
tion cinétique contient un terme source.

Cet algorithme est schématisé ci-dessous.

Génération
du maillage

��

Calcul des champs
sur le maillage

��Initialisation
des positions
et vitesses

des particules

��

Calcul des
densités de charge
et de courant sur le

maillage par déposition

��

Émission de
nouvelles
particules

��

Déplacement
des particules

��

Interpolation
des champs sur
les particules

��

Précisons quelques-unes de ces étapes.

Initialisation

Il existe plusieurs façons pour initialiser les positions et vitesses des particules. Nous
en citons quelques-unes et renvoyons à [6] pour plus d’explications.

– Déterministe : nous choisissons un maillage quelconque de l’espace des phases, nous
prenons comme coordonnées initiales (xk (t = 0) , vk (t = 0)) les barycentres des mail-
les et pour poids ωk (t = 0) l’intégrale de f (x, v, t = 0) sur la maille correspondante.
Cette initialisation présente beaucoup de symétries, ce qui conduit à un important
bruit numérique.

– Monte-Carlo : nous choisissons les positions et vitesses initiales des particules de
manière aléatoire (plus précisément pseudo-aléatoire) en fonction de la densité de
probabilité associée à f (x, v, t = 0). Les poids sont alors tous égaux. Le tirage de
particules par des suites aléatoires conduit à une convergence en 1√

Np
. En utilisant

des suites à faible discrépance dites quasi-aléatoires, comme la suite de Hammersley,
la convergence est meilleure : en 1

Np
. Nous parlons alors de méthode « quiet-start ».

Le taux de convergence est indépendant de la dimension de l’espace des phases.
– Aléatoire uniforme : nous choisissons les positions et vitesses initiales des particules

de manière aléatoire uniformément réparties dans l’espace des phases. Le poids de la
particule k est alors initialisé à

ωk (t = 0) = f (xk, vk, t = 0)
Lx × Lv

Np
, (4.2)

Lx étant la longueur du domaine en x, Lv celle du domaine en v. Chaque particule
concentre ainsi la mesure d’un petit domaine de l’espace des phases de taille Lx×Lv

Np
.

Il est par ailleurs nécessaire de se fixer un domaine en vitesse :

v ∈ [−Vmax, Vmax], Lv = 2Vmax, (4.3)
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Vmax étant choisi de telle sorte que la très grande majorité des particules physiques ne
dépasse pas cette vitesse.

Déposition et interpolation

Le calcul des forces agissant sur les particules se fait en trois étapes :
– calcul des sources ρ et J aux points du maillage xi, i = 0, . . . , Nx− 1, par déposition

des charges : nous obtenons ρi et Ji ∀ i = 0, . . . , Nx − 1,
– résolution des champs sur la grille grâce à l’équation de Poisson ou aux équations de

Maxwell : nous obtenons Ei et Bi ∀ i = 0, . . . , Nx − 1,
– interpolation des champs sur les particules, c’est-à-dire calcul de la force s’exerçant

sur la particule k : nous obtenons Ek ≈ E (xk), Bk ≈ B (xk).
Pour calculer ρi et Ji, les densités de charge et de courant aux points du maillage, nous

introduisons pour chacun des points du maillage xi, i = 0, . . . , Nx − 1, une fonction de
forme Si vérifiant les propriétés suivantes :

– Si est intégrable à support compact autour de xi, ∀ i = 0, . . . , Nx − 1,
– Si est une régularisation de la masse de Dirac centrée en xi, ∀ i = 0, . . . , Nx − 1,
– l’ensemble des Si forme une partition de l’unité

Nx−1�

i=0

Si (x) = 1, ∀ x ∈ R. (4.4)

Les expressions continues (données par (1.46) et (1.47))

ρ (x, t) =

�
f (x, v, t) dv =

Np�

k=1

ωkδ (x− xk (t)) , (4.5)

J (x, t) =

�
vf (x, v, t) dv =

Np�

k=1

ωkvk (t) δ (x− xk (t)) , (4.6)

conduisent à

ρi (t) =

�

R
ρ (x, t)Si (x) dx =

Np�

k=1

ωk (t)Si (xk (t)) , (4.7)

Ji (t) =

�

R
J (x, t)Si (x) dx =

Np�

k=1

ωk (t) vk (t)Si (xk (t)) . (4.8)

En général, pour calculer le moment de f d’ordre p au point xi, nous utilisons l’expression

Mp,i (t) =

�

R
Mp (x, t)Si (x) dx

=

�

R

�

R
v
p
f (x, v, t) dv Si (x) dx

=

Np�

k=1

ωk (t) v
p
k (t)Si (xk (t)) . (4.9)

Un maillage cartésien uniforme autorise à utiliser des fonctions translatées d’une même
fonction de forme S (x) : Si (x) = S (xi − x).
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Pour interpoler les champs aux positions des particules, nous utilisons la même fonction
de forme comme fonction d’interpolation. Les expressions de Ek et Bk sont données par

Ek (t) =
Nx−1�

i=0

E (xi, t)S (xi − xk (t)) , (4.10)

Bk (t) =
Nx−1�

i=0

B (xi, t)S (xi − xk (t)) . (4.11)

Nous utilisons souvent une fonction B-spline d’ordre 0 ou 1 comme fonction de forme.

Définition 4.1.1. La B-spline d’ordre � est définie par la relation de récurrence

B� (x) = (B0 ∗B�−1) (x) , avec B0 (x) =

�
1
∆x si |x| < ∆x/2,

0 sinon,
(4.12)

∗ dénotant le produit de convolution.

Nous avons en particulier

B1 (x) =
1

∆x

�
1− |x|/∆x, si |x| < ∆x,

0 sinon.
(4.13)

Remarque 4.1.1. On parle de méthode « Nearest Grid Point » lorsque l’on utilise une
fonction spline d’ordre 0 comme fonction de forme, et de méthode « Cloud In Cell » lorsque
la spline utilisée est d’ordre 1.

Remarque 4.1.2. Dans certaines simulations, notamment lorsque l’équation cinétique n’a
pas de terme source, les poids des particules sont constants au cours du temps ωk (t) = ωk,
k = 1, . . . , Np. Lorsqu’ils sont initialisés par la méthode de Monte-Carlo, ils sont tous égaux
ωk (t) = ω, k = 1, . . . , Np. Dans les autres cas, il est nécessaire de trouver une équation
permettant de les calculer à chaque pas de temps. Cette équation sera détaillée dans les
différentes applications.

Remarque 4.1.3. Si la méthode PIC a l’avantage d’être facile à implémenter, son prin-
cipal inconvénient est la création de bruit numérique dû au caractère probabiliste de la
représentation de f par des particules.

4.1.2 Méthode δf

Lorsque la fonction de distribution f reste proche d’un état d’équilibre f0 connu ana-
lytiquement : f (x, v, t) = f0 (x, v, t) + δf (x, v, t), nous pouvons envisager d’appliquer la
méthode PIC uniquement à la perturbation δf . C’est la méthode δf décrite dans [89],
[3] ou [56]. L’objectif est de réduire le bruit numérique inhérent à la méthode PIC en ne
représentant que la perturbation par des particules. En contrepartie, il faut mettre en place
un couplage entre la résolution de δf et la solution d’équilibre analytique. Cela se traduit
par une équation différentielle ordinaire sur les poids des particules.

Prenons en exemple l’équation de Vlasov et réécrivons-la avec la décomposition de f

∂tf0 (x, v, t) + v∂xf0 (x, v, t) + F (x, v, t) ∂vf0 (x, v, t)

+∂tδf (x, v, t) + v∂xδf (x, v, t) + F (x, v, t) ∂vδf (x, v, t) = 0,
(4.14)
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où F est la force s’exerçant sur les particules. f0 étant connue en tout temps, nous obtenons
une équation sur δf avec un terme source dépendant de f0

∂tδf (x, v, t) + v∂xδf (x, v, t) + F (x, v, t) ∂vδf (x, v, t) = −dtf0 (x, v, t) , (4.15)

où dt désigne la dérivée
dt =

d

dt
=

∂x

∂t
∂x +

∂v

∂t
∂v + ∂t. (4.16)

Cette équation est résolue par splitting :
– nous résolvons d’abord

∂tδf (x, v, t) + v∂xδf (x, v, t) + F (x, v, t) ∂vδf (x, v, t) = 0 (4.17)

en faisant se déplacer les particules dans l’espace des phases grâce aux équations du
mouvement (1.6) et (1.20), comme dans la méthode PIC classique,

– nous résolvons ensuite
∂tδf (x, v, t) = −dtf0 (x, v, t) (4.18)

pour prendre en compte le terme source. Pour cela, nous faisons évoluer les poids des
particules, soit en résolvant une équation en temps sur ωk, k = 1, . . . , Np [99], soit
en exprimant ωk (t) ∀t [1]. Nous renvoyons à ces deux références pour les détails.

Nous pouvons étendre cette méthode au cas où la fonction d’équilibre f0 n’est pas
connue analytiquement en tout temps, si nous pouvons la faire évoluer par une méthode
fluide [17], [1]. La section suivante est dédiée à la résolution du système d’équation de
Vlasov-Poisson par un couplage de la méthode δf pour la perturbation et de la méthode
des moments pour la fonction d’équilibre.

4.2 Couplage de la méthode des moments et de la méthode

δf

Nous considérons le système d’équations de Vlasov-Poisson 1D (présenté dans la sous-
section 1.2.5)

∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
+ E

∂f

∂v
= 0, (4.19)

dE

dx
= −n0 +

� +∞

−∞
f dv, (4.20)

où n0 est la densité constante du fond d’ions neutralisant. Comme dans la méthode δf , nous
décomposons f en une partie d’équilibre et une perturbation. Nous écrivons tout d’abord
les équations vérifiées par ces deux fonctions, ainsi que celle sur le champ électrique. Nous
présentons notre méthode de résolution dans une seconde sous-section. Nous proposons
d’utiliser une méthode δf avec évolution de l’équilibre par la méthode des moments, la
perturbation étant résolue par une méthode PIC. Nous détaillons alors le schéma utilisé
pour l’équation sur f0 et l’évolution des poids des particules représentant δf .

4.2.1 Mise en équations

Nous supposons que la fonction de distribution f peut s’écrire comme la somme d’une
fonction d’équilibre f0 et d’une perturbation δf

f = f0 + δf, (4.21)
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où l’équilibre est une Maxwellienne qui s’écrit

f0 (ρ, u, T, v) =
ρ√
2πT

exp

�
− (v − u)2

2T

�
(4.22)

avec ρ = ρ (x, t) la densité de charge de f , u = u (x, t) la vitesse moyenne des particules
(voir la définition 3.1.3) et T = T (x, t) la température (voir la definition 3.1.5). Ces trois
quantités sont liées aux trois premiers moments de f . De simples calculs nous permettent
de vérifier qu’avec cette écriture (4.22) les trois premiers moments de f0 sont égaux à ceux
de f et donc que ceux de δf sont nuls. En posant

m (v) =




1
v

v
2
/2



 , (4.23)

nous avons ainsi la proposition suivante.

Proposition 4.2.1. Les trois premiers moments de δf sont nuls en tout temps
�

m (v) δf (x, v, t) dv = 0, ∀t. (4.24)

Cette propriété permet de conserver la structure micro-macro de la décomposition de f .
Rien n’assure a priori qu’elle soit vraie numériquement. Le non respect de cette propriété
peut conduire à des instabilités ou à du bruit numérique.

Équation sur f0

L’équation de Vlasov (4.19) se décompose en (4.14) où F est ici réduit au champ
électrique E. L’équation sur f0 s’écrit donc

∂tf0 (x, v, t) + v∂xf0 (x, v, t) + E (x, t) ∂vf0 (x, v, t) = S (x, v, t) , (4.25)

avec S le terme source dépendant de δf

S (x, v, t) = − (∂tδf (x, v, t) + v∂xδf (x, v, t) + E (x, t) ∂vδf (x, v, t)) . (4.26)

Cette équation est résolue par la méthode des moments. Le schéma cinétique implémenté
est décrit dans la sous-section 4.2.2.

Équation cinétique sur δf

L’équation sur la perturbation est donnée par (4.15) avec F réduit à E

∂tδf (x, v, t) + v∂xδf (x, v, t) + E (x, t) ∂vδf (x, v, t) = −dtf0 (x, v, t) . (4.27)

Cette équation est résolue par une méthode PIC avec splitting :
– nous résolvons d’abord la partie transport

∂tδf (x, v, t) + v∂xδf (x, v, t) + E (x, t) ∂vδf (x, v, t) = 0 (4.28)

en déplaçant les particules,
– nous résolvons ensuite

∂tδf (x, v, t) = −dtf0 (x, v, t) (4.29)

en faisant évoluer les poids des particules.
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Équation sur le champ électrique

L’équation de Poisson s’écrit

∂E

∂x
(x, t) = −n0 +

�
f (x, v, t) dv

= −n0 +

�
f0 (x, v, t) dv +

�
δf (x, v, t) dv

= −n0 + ρ (x, t) . (4.30)

Cette équation est résolue par un schéma de volumes finis.

Remarque 4.2.1. Si la proposition 4.2.1 n’est pas vérifiée numériquement, nous utilisons
plutôt

∂E

∂x
(x, t) = −n0 + ρf0 (x, t) + ρδf (x, t) , (4.31)

où ρf0 est le premier moment de f0 et ρδf celui de δf .

Nous sommes donc amenés à résoudre le système d’équations





∂tf0 (x, v, t) + v∂xf0 (x, v, t) + E (x, t) ∂vf0 (x, v, t) = S (x, v, t) ,
∂tδf (x, v, t) + v∂xδf (x, v, t) + E (x, t) ∂vδf (x, v, t) = −dtf0 (x, v, t) ,
∂E

∂x
(x, t) = −n0 + ρ (x, t)

(4.32)

avec S donné par (4.26). L’algorithme de résolution proposé pour le système (4.32) est le
suivant :

– nous résolvons l’équation sur f0 par la méthode des moments avec un schéma ciné-
tique,

– nous résolvons l’équation du champ électrique après calcul des densités de charge,
– nous résolvons l’équation sur δf par une méthode PIC.

Dans la sous-section suivante, nous détaillons la discrétisation des trois étapes de cet algo-
rithme. Ensuite, nous décrivons l’initialisation de f0 et δf .

4.2.2 Méthode de résolution

Nous considérons un domaine périodique de période Lx ∈ R et nous restreignons notre
étude à l’intervalle [0, Lx]. Nous discrétisons cet intervalle en Nx points xi = i∆x, i =
0, . . . , Nx − 1, où ∆x est le pas d’espace. Nous nous fixons également un pas de temps ∆t

et notons t
n = n∆t. Nous notons u

n
i l’approximation d’une quantité u (xi, tn).

Nous présentons les schémas utilisés pour résoudre chaque équation du système (4.26),
puis l’initialisation de la partie équilibre et de la perturbation.

Résolution de l’équation sur f0

Nous décrivons tout d’abord la discrétisation de l’équation sur f0 donnée par (4.25).
Nous souhaitons utiliser la méthode des moments avec un schéma cinétique décentré en
vitesse.

Notons
v
+ = max (0, v) =

v + |v|
2

et v
− = min (0, v) =

v − |v|
2

. (4.33)
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La partie transport en espace de f0 (v∂xf0) est alors discrétisée en

1

∆x

�
v
+
�
f
n
0,i − f

n
0,i−1

�
+ v

− �
f
n
0,i+1 − f

n
0,i

��
. (4.34)

Nous faisons de même pour la partie transport en espace du terme source (−v∂xδf) et
obtenons

− 1

∆x

�
v
+
�
δf

n
0,i − δf

n
0,i−1

�
− v

− �
δf

n
0,i+1 − δf

n
0,i

��
. (4.35)

En utilisant (4.34)-(4.35) et en prenant les trois premiers moments de (4.25), nous la
discrétisons sous la forme

W n+1
i −W n

i

∆t
+

G+n
i −G+n

i−1

∆x
+

G−n
i+1 −G−n

i

∆x
+ E

n
i V

n
i = −G̃

+n
i − G̃

+n
i−1

∆x
− G̃

−n
i+1 − G̃

−n
i

∆x
,

(4.36)
où

W =

�

R
m (v) f0 dv =




ρ

ρu
ρ
2

�
T + u

2
�



 , (4.37)

V =

�

R
m (v) ∂vf0 dv =




0
ρ

ρu



 , (4.38)

G±n
i =

�

R±
vm (v) f0 (xi, v, tn) dv =:




G

±n
i,1

G
±n
i,2

G
±n
i,3



 , (4.39)

G̃
±n
i =

�

R±
vm (v) δf (xi, v, tn) dv =:




G̃

±n
i,1

G̃
±n
i,2

G̃
±n
i,3



 , (4.40)

et m (v) est le vecteur donné par (4.23). D’après la propriété 4.2.1, nous avons
�

R
m (v) δf dv = 0 et

�

R
m (v) ∂vδf dv = 0, (4.41)

c’est pourquoi ces termes n’apparaissent pas dans le schéma (4.36). Cette même propriété
implique

G̃
±
i,1 = 0 et G̃

±
i,2 = 0. (4.42)

Le détail des calculs de G̃
±
i,3 et des G

±
i,j pour j ∈ {1, 2, 3} est donné en annexe A.

Connaissant W n
i , nous en déduisons ρni , uni et Tn

i . Nous calculons alors G̃±n
i,3 et G±n

i,j , j ∈
{1, 2, 3}, grâce aux expressions données dans l’annexe A. La connaissance supplémentaire
de E

n
i nous permet de calculer W n+1

i avec (4.36).

Résolution de l’équation sur le champ électrique

La densité de charge ρδf est calculée dans chaque maille suivant (4.7) avec une B-spline
d’ordre 0 comme fonction de forme. La densité ρf0 est quant à elle connue sur chaque maille
grâce au schéma de la méthode des moments. L’équation (4.31) est alors discrétisée sur
chaque maille et résolue par transformée de Fourier rapide. Le champ électrique est ensuite
calculé en chaque particule par interpolation suivant (4.10).
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Résolution de l’équation sur δf

L’équation (4.27) est résolue par une méthode PIC, présentée dans la sous-section 4.1.1.
La présence du second membre impose une résolution par splitting :

– nous résolvons d’abord la partie transport

∂tδf (x, v, t) + v∂xδf (x, v, t) + E (x, t) ∂vδf (x, v, t) = 0 (4.43)

en déplaçant les particules grâce aux équations du mouvement,
– nous résolvons ensuite

∂tδf (x, v, t) = −dtf0 (x, v, t) (4.44)

en faisant évoluer les poids des particules.
Détaillons ces deux étapes.

Déplacement des particules Les positions xk et les vitesses vk des Np particules consi-
dérées sont connues au temps n. Nous les calculons au temps n+1 grâce aux équations du
mouvement (1.6) et (1.20) qui s’écrivent ici

dxk

dt
= vk, (4.45)

dvk

dt
= E (xk) . (4.46)

Nous utilisons en pratique un schéma de Verlet [97]

v
n+ 1

2
k = v

n
k +

∆t

2
E

n (xnk) , (4.47)

x
n+1
k = x

n
k +∆tv

n+ 1
2

k , (4.48)

v
n+1
k = v

n+ 1
2

k +
∆t

2
E

n+1
�
x
n+1
k

�
. (4.49)

Ce schéma nécessite le calcul de E
n+1

�
x
n+1
k

�
qui est effectué juste après l’étape (4.48).

Évolution des poids Pour prendre en compte le terme source dépendant de f0, nous
faisons évoluer les poids des particules. Nous nous appuyons sur l’idée proposée par Allfrey
et Hatzky dans [1] en remarquant que dans notre cas, les particules sont initialement
réparties uniformément dans le domaine [0, Lx]×

�
−Lv

2 ,
Lv
2

�
de l’espace des phases. Partant

de l’expression δf = f − f0, nous avons

ω
n+1
k = δf

�
x
n+1
k , v

n+1
k , t

n+1
� LxLv

Np

=
�
f
�
x
n+1
k , v

n+1
k , t

n+1
�
− f0

�
x
n+1
k , v

n+1
k , t

n+1
�� LxLv

Np
. (4.50)

Or, f étant solution de l’équation de Vlasov, elle est constante le long des caractéristiques
(voir la sous-section 2.1.1) donc

f
�
x
n+1
k , v

n+1
k , t

n+1
�
= f

�
x
0
k, v

0
k, 0

�
, (4.51)

et nous obtenons

ω
n+1
k =

�
f
�
x
0
k, v

0
k, 0

�
− f0

�
x
n+1
k , v

n+1
k , t

n+1
�� LxLv

Np
, (4.52)
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ce qui nous permet de calculer les poids ωk, k = 1, Np au temps n + 1, connaissant
f0

�
x
n+1
k , v

n+1
k , t

n+1
�
. Cette dernière est donnée par

f0
�
x
n+1
k , v

n+1
k , t

n+1
�
=

ρ
n+1
k�

2πTn+1
k

exp

�
−
�
v
n+1
k − u

n+1
k

�2

2Tn+1
k

�
, (4.53)

les quantités ρn+1
k , un+1

k , Tn+1
k étant interpolées de la même façon que le champ électrique,

c’est-à-dire suivant (4.10). La fonction de forme utilisée ici est une B-spline d’ordre 0.

Initialisation

Expliquons maintenant comment nous initialisons sur chaque maille xi le vecteur W
de la partie fluide

W =

�

R
m (v) f0 dv =




ρ

ρu
ρ
2

�
T + u

2
�



 , (4.54)

ainsi que les positions xk, vitesses vk et poids ωk des particules représentant la perturbation.
La fonction d’équilibre f0 est donnée par (4.22). Nous en déduisons les quantités ρ (x, 0),

u (x, 0) et T (x, 0) en calculant analytiquement les trois premiers moments de f0. La densité
de charge initiale est alors donnée sur chaque maille par l’intégrale

ρ
0
i =

1

∆x

� xi+1

xi

ρ (x, 0) dx, i = 0, . . . , Nx − 1. (4.55)

La vitesse moyenne u
0
i et la température T

0
i sont obtenues par un calcul similaire. Ceci

nous permet d’initialiser W 0
i pour i = 0, . . . , Nx − 1.

La perturbation est représentée par un ensemble de Np particules de positions xk, de
vitesses vk et de poids ωk, k = 1, . . . , Np. Elle est approchée par

δf (x, v, t) =

Np�

k=1

ωk (t) δ (x− xk (t)) δ (v − vk (t)) . (4.56)

À l’instant initial, les particules sont réparties uniformément dans le domaine

[0, Lx]× [−Vmax, Vmax] (4.57)

de l’espace des phases, par un tirage pseudo-aléatoire de leurs positions et vitesses. Vmax

est une vitesse choisie telle que la très grande majorité des particules physiques vérifie
|vk (t) | ≤ Vmax, ∀ t. Nous notons Lv = 2Vmax la longueur du domaine en vitesse. Les poids
des particules sont initialisés par

ω
0
k = δf

�
x
0
k, v

0
k, 0

� LxLv

Np
. (4.58)

Chaque particule représente une petite aire de l’espace des phases, égale à LxLv
Np

, comme le
suggère l’écriture (4.58).
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4.3 Résultats numériques

Dans cette section, nous appliquons notre couplage de la méthode des moments et
de la méthode δf , noté MDf , aux équations de Vlasov-Poisson et la comparons à la
méthode PIC ainsi qu’à la méthode δf sans évolution de l’équilibre, notée Df . Nous
étudions notamment l’évolution en temps de l’énergie électrique

E (t) =

��
E (x, t)2 dx. (4.59)

Nous présentons un cas d’amortissement Landau et un cas d’instabilité double faisceau.

Amortissement Landau

Nous nous intéressons tout d’abord à l’amortissement Landau. Nous avons initialement

f (x, v, 0) = (1 + α cos (kxx))
1√
2π

e
− v2

2 , (4.60)

que nous pouvons décomposer en un équilibre f0 et une perturbation δf qui s’écrivent

f0 (x, v, 0) =
1√
2π

e
− v2

2 , (4.61)

δf (x, v, 0) = α
cos (kxx)√

2π
e
− v2

2 , (4.62)

avec α et kx deux paramètres réels, la longueur du domaine Lx étant liée à kx par la
relation Lx = 2π

kx
. Cela nous donne initialement le vecteur inconnu

W (x, v, 0) =




ρ

ρu
ρ
2

�
T + u

2
�



 =




1
0
1
2



 . (4.63)

δf est représentée par des particules. Celles-ci sont uniformément réparties (de ma-
nière pseudo-aléatoire) dans l’espace des phases à l’instant initial. Nous choisissons les
paramètres kx = 0.5 et α = 5 × 10−3 ( α√

2π
≈ 1.99 × 10−3). La figure 4.1 donne l’allure à

t = 0 de δf approchée par Np = 105 particules, avec Nx = 128.

Remarque 4.3.1. Une autre possibilité est d’utiliser la décomposition

f0 = f, δf = 0, (4.64)

qui conduit au vecteur initial

W (x, v, 0) =




ρ

ρu
ρ
2

�
T + u

2
�



 =




1 + α cos (kxx)

0
1
2 (1 + α cos (kxx))



 (4.65)

et qui vérifie �
m (v) δf (x, v, 0) dv = 0. (4.66)

Cette décomposition donne des résultats numériques similaires à ceux de la précédente.
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Figure 4.1 – Amortissement Landau - Perturbation δf à t = 0 représentée par 105 parti-
cules uniformément réparties dans l’espace des phases.

Figure 4.2 – Amortissement Landau - Énergie électrique au cours du temps : Nx = 128,
∆t = 10−2, Np = 106, couplage MDf (en bleu) comparé à la méthode PIC (en rouge) et à
une solution quasi-analytique (en vert).

Nous comparons ensuite l’évolution au cours du temps de l’énergie électrique (4.59)
obtenue avec notre couplage MDf à celle obtenue avec la méthode PIC classique (sur f

totale), pour kx = 0.5, α = 5 × 10−3. Nous prenons tout d’abord les mêmes paramètres
numériques pour les deux méthodes : Nx = 128, ∆t = 10−2 et Np = 106, et représentons
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de plus une solution quasi-analytique, notée Ref, sur la figure 4.2.
Notre méthode de couplage MDf reste proche de la solution quasi-analytique sur un

temps plus long que la méthode PIC, ce pour les mêmes paramètres numériques et notam-
ment le même nombre de particules. Nous voyons plus particulièrement que notre couplage
permet de réduire le bruit numérique inhérent à la méthode PIC, dû à la représentation de
la fonction de distribution par des particules. La méthode MDf est tout de même bruitée,
mais le bruit ne porte que sur la perturbation δf , alors qu’il porte sur la fonction de dis-
tribution totale f dans le cas de la méthode PIC. Le bruit numérique diminue lorsque l’on
augmente le nombre de particules. Cela implique qu’avec notre couplage MDf, nous pou-
vons considérer moins de particules, ce qui réduit le temps de calcul. Cependant, la partie
fluide de notre méthode nécessite une discrétisation plus fine du domaine et est soumise à
une condition de type CFL.

Pour mieux évaluer le gain de notre méthode, nous avons ajusté les paramètres Nx,
∆t et Np du couplage MDf et de la méthode PIC, afin de trouver (empiriquement) les
paramètres minimaux qui conduisent à un bruit numérique d’ampleur comparable pour les
deux méthodes. Nous représentons les résultats Figure 4.3, les paramètres étant Nx = 128,
∆t = 0.04, Np = 104 pour notre couplage MDf et Nx = 32, ∆t = 0.2, Np = 106 pour la
méthode PIC. À résultats équivalents, le couplage MDf nécessite environ 100 fois moins de
particules sur ce cas test. Les pas de temps et d’espace sont par contre plus contraignants,
mais le gain est tout de même satisfaisant puisque la simulation représentée Figure 4.3 a
duré 14 secondes pour notre méthode MDf et 48 secondes pour la méthode PIC.

Figure 4.3 – Amortissement Landau - Énergie électrique au cours du temps : couplage
MDf (en bleu) et méthode PIC (en rouge) avec des paramètres numériques optimisés pour
chaque méthode.

Dans cet exemple de l’amortissement Landau, nous connaissons une fonction d’équilibre
analytique. En effet, la Maxwellienne

f0 (x, v) =
1√
2π

e
− v2

2 (4.67)

convient. Il est donc possible d’appliquer la méthode δf sans évolution de l’équilibre,
présentée dans la sous-section 4.1.2. Nous ne faisons qu’évoluer en temps la perturbation
δf donnée à l’instant initial par (4.62). Nous comparons alors notre méthode de couplage
MDf à la méthode δf , notée Df. L’énergie électrique est représentée au cours du temps sur
la figure 4.4, pour les paramètres numériques Nx = 128, ∆t = 10−2 et Np = 105.
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Figure 4.4 – Amortissement Landau - Énergie électrique au cours du temps : Nx = 128,
∆t = 10−2, couplage MDf (en bleu) et méthode δf notée Df (en rouge), comparées à la
solution quasi-analytique (en vert).

La méthode δf donne de meilleurs résultats que notre couplage MDf. Ceci est normal
puisque la méthode δf utilise l’expression analytique de l’équilibre Maxwellien alors que le
couplage calcule l’équilibre à chaque pas de temps, sur une grille de l’espace. Cependant,
quitte à prendre Nx grand, le couplage donne des résultats très satisfaisants. Comme nous
l’avons vu précédemment, le bruit numérique est réduit par rapport à une méthode PIC,
ce qui permet de prendre moins de particules et ainsi de diminuer le temps de calcul. Par
ailleurs, le couplage MDf est plus général que la méthode δf puisqu’il ne nécessite pas la
connaissance analytique de la fonction d’équilibre.

Double faisceau : cas stable

Étudions maintenant l’évolution de deux faisceaux de particules Maxwelliens qui se
rencontrent. Rappelons la fonction de distribution f initiale

f (x, v, 0) = (1 + α cos (kxx))
1

2
√
2π

�
e
− (v−v0)

2

2 + e
− (v+v0)

2

2

�
. (4.68)

La vitesse initiale des deux faisceaux est ±v0. Pour une petite valeur de v0, la solution
tend vers un équilibre Maxwellien du type (4.67). Nous initialisons donc f0 comme dans
l’amortissement Landau par (4.61) et δf par f − f0.

Nous représentons sur la figure 4.5 l’évolution de l’énergie électrique (4.59) au cours du
temps obtenue avec les paramètres kx = 0.2, α = 5× 10−3 et v0 = 1.3 pour notre couplage
MDf (en bleu), la méthode PIC (en rouge) et la méthode δf sans évolution de l’équilibre
Df (en vert). Les paramètres numériques, choisis de manière empirique, correspondent à
ceux minimaux pour lesquels les résultats ont convergé et sont les suivants : Nx = 128 pour
les trois méthodes, Np = 5× 105 pour la méthode PIC et Np = 3× 105 pour les méthodes
MDf et Df.

Dans ce cas, la solution est initialement éloignée de l’équilibre, c’est pourquoi les mé-
thodes de décomposition MDf et Df nécessitent beaucoup de particules. Le gain est moins
important par rapport à la méthode PIC que dans le cas de l’amortissement Landau, mais
il permet tout de même de ne considérer que 3 × 105 particules au lieu de 5 × 105. Les
méthodes MDf et Df donnent ici des résultats très similaires. En particulier, notre couplage
MDf ne demande pas une discrétisation plus fine que la méthode Df.
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Figure 4.5 – Double faisceau, cas stable - Énergie électrique au cours du temps : couplage
MDf (en bleu) comparé à la méthode PIC (en rouge) et à la méthode Df (en vert).

4.4 Conclusion

La méthode PIC est très utilisée en physique des plasmas, notamment pour sa précision
et la facilité de son implémentation. Elle présente cependant du bruit numérique dû à la
représentation de la fonction de distribution f par des macro-particules. La méthode δf

permet de réduire ce bruit numérique en appliquant une méthode PIC à une partie micro-
scopique de f uniquement. Elle repose sur l’hypothèse que f reste proche d’une fonction
d’équilibre f0, connue analytiquement, ou calculée numériquement par une méthode fluide.

La méthode δf présentée dans ce chapitre utilise la méthode des moments pour l’évo-
lution de la fonction d’équilibre. Appliquée au système d’équation de Vlasov-Poisson 1D
dans le cas de l’amortissement Landau, elle prouve son efficacité par rapport à une mé-
thode PIC appliquée à la fonction de distribution f totale. Le bruit numérique est en effet
réduit et à résultats équivalents, moins de particules sont nécessaires, ce qui permet de di-
minuer le temps de calcul. Puisque nous connaissons dans ce cas une expression analytique
de l’équilibre, cette méthode est logiquement moins précise qu’une méthode δf utilisant
l’expression analytique de f0. De fortes variations en x demandent une discrétisation fine
du domaine pour notre méthode, ce qui n’est pas le cas des méthodes PIC ou δf . Par
ailleurs, lorsque nous appliquons notre couplage à des solutions qui sont moins proches de
l’équilibre, le gain en nombre de particules n’est plus aussi élevé, comme nous l’avons vu
sur un cas stable de deux faisceaux qui se rencontrent. Enfin, rien n’assure a priori que les
trois premiers moments de la perturbation restent nuls numériquement au cours du temps.
Cela peut créer du bruit numérique supplémentaire et notre méthode pourrait ainsi être
améliorée en assurant la conservation de la structure micro-macro au niveau numérique.

Notre méthode de couplage est plus générale que la méthode δf sans évolution de
l’équilibre et prend tout son intérêt lorsque l’équilibre évolue au cours du temps et qu’il
n’est pas connu analytiquement. Dans le chapitre suivant, nous l’appliquons au modèle de
Vlasov-Poisson-BGK 1D décrivant un plasma avec collisions. Il est dans ce cas nécessaire de
calculer numériquement la partie macroscopique de f à chaque pas de temps. Le couplage
fluide-cinétique proposé est alors très efficace. De plus, une étape supplémentaire assure
numériquement la conservation de la structure micro-macro.
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Chapitre 5

Décomposition micro-macro pour le
modèle Vlasov-BGK avec particules

Le développement d’un couplage fluide-cinétique tel que celui présenté dans le chapitre
précédent permet de réduire le temps de simulation tout en conservant une précision suf-
fisante. La méthode δf avec évolution de l’équilibre thermodynamique par un schéma de
volumes finis permet notamment de réduire le bruit numérique lié à la méthode PIC. À ré-
sultats équivalents, moins de particules sont nécessaires, ce qui diminue le coût numérique
de la méthode. Son application au système d’équations de Vlasov-Poisson en une dimension
d’espace nous a permis de valider notre modèle. Mais comme l’équilibre thermodynamique
est dans ce cas une Maxwellienne dont nous connaissons une expression analytique, son cal-
cul numérique n’est pas nécessaire. Cette méthode hybride prend tout son intérêt avec des
systèmes plus complexes, tels que le modèle de Vlasov-Poisson-BGK. Le travail présenté
dans ce chapitre a été développé en collaboration avec Nicolas Crouseilles et Mohammed
Lemou et a été accepté pour publication dans la revue Kinetic and Related Models [25].

En plus de la grande dimensionnalité du problème, les plasmas peuvent faire apparaître
de petites échelles, comme le rayon de Larmor (voir la définition 1.3.2) ou la longueur de
Debye (voir la définition 1.3.4). Les simulations numériques deviennent dans ce cas un vrai
défi. Pour mesurer le degré de raréfaction d’un plasma, on utilise souvent la notion de
libre parcours moyen (« mean free path » en anglais) qui représente la distance moyenne
parcourue par une particule entre deux collisions successives, ou le nombre de Knudsen
(voir la définition 1.3.3). Lorsque ce dernier devient petit, les collisions ne peuvent plus
être négligées et l’équation de Vlasov se voit rajouter un second membre correspondant à
un opérateur de collisions.

En raison du nombre de variables et du caractère multi-échelles des plasmas, les mé-
thodes s’appuyant sur une grille de l’espace des phases ne peuvent pas être utilisées pour
décrire avec précision un problème complet tridimensionnel (l’espace des phases a alors 6
dimensions). Elles sont en effet trop complexes à mettre en œuvre numériquement dans un
tel cas. Les méthodes particulaires sont par contre très utilisées pour des simulations de
situations réelles en raison de leur faible coût d’implémentation [13]. Cependant, elles sont
affectées par un bruit numérique important, en raison de leur caractère probabiliste. Les
schémas en temps standards peuvent en outre présenter une contrainte importante sur la
condition de stabilité, dépendant de petits paramètres, comme le libre parcours moyen.

Le principal objectif de ce chapitre est de construire un schéma préservant l’asymp-
totique (« Asymptotic-Preserving » ou AP) basé sur une méthode particulaire pour les
équations de Vlasov-Poisson-BGK à la limite hydrodynamique. Le concept de schéma AP
a été introduit par Jin [62]. En utilisant l’approche micro-macro développée par exemple par
Lemou et Mieussens [73], Bennoune, Lemou et Mieussens [7] et Crouseilles et Lemou [29],

95



nous décomposons la fonction de distribution f en une partie d’équilibre macroscopique
et une perturbation microscopique. L’équation cinétique de départ est alors reformulée de
manière équivalente en un système couplé où la partie macroscopique est un modèle de
type Euler et la partie microscopique est une équation de type Vlasov. Notre stratégie
est de discrétiser la partie macroscopique sur une grille en espace et d’approcher la par-
tie cinétique par une méthode particulaire. Plusieurs difficultés se posent en raison de la
nature particulaire de notre approche. Tout d’abord, la partie macroscopique du système
couplé fait apparaître des flux dépendants de la partie cinétique. La partie microscopique
approchée par des particules doit donc être projetée sur la grille pour être utilisée dans le
calcul de la partie macroscopique. Ensuite, les trois premiers moments de la partie ciné-
tique sont nuls. Cette propriété doit être assurée au cours de la simulation pour conserver
la cohérence de la structure micro-macro du système couplé. Or le calcul des moments de
la partie cinétique ne l’assure a priori pas. Les propriétés de conservation ne sont alors
plus respectées, ce qui est en pratique une source de fluctuation numérique et de bruits
indésirables. C’est pourquoi une procédure d’ajustement est nécessaire. De plus, la résolu-
tion particulaire de la partie cinétique nécessite un splitting entre la partie de transport et
les termes sources, comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent. Enfin, une stratégie
semi-implicite adéquate permet de surmonter la difficulté induite par le terme raide et
conduit à un schéma préservant l’asymptotique.

La stratégie utilisée est donc AP et permet l’utilisation d’un pas de temps ∆t in-
dépendant du libre parcours moyen [22, 46]. Notons que ce pas de temps est également
indépendant de la condition CFL usuelle pour le transport de la partie cinétique puisque
nous utilisons ici une approche particulaire. Le pas de temps reste cependant contraint par
la structure hyperbolique de la partie macroscopique.

Le schéma numérique obtenu satisfait les propriétés intéressantes suivantes :
– il présente moins de bruit numérique qu’une méthode particulaire standard,
– le coût du modèle micro-macro est réduit en régime fluide car peu de particules sont

nécessaires pour la partie microscopique,
– il préserve l’asymptotique au sens où il est consistant avec l’équation cinétique en ré-

gime raréfié et dégénère en une approximation uniformément (par rapport au nombre
de Knudsen) consistante et déterministe de l’équation limite dans le régime fluide.

La littérature concernant la construction de schémas AP pour les équations cinétiques
dans différents contextes est vaste. Mentionnons par exemple des travaux basés sur la
décomposition de domaines, séparant le domaine macroscopique ou fluide du domaine mi-
croscopique ou cinétique, ceux de Crouseilles, Degond et Lemou [28] ou de Degond, Jin et
Mieussens [37]. Ce type de méthodes fait face à une difficulté naturelle liée à la gestion de
l’interface entre les deux domaines. Il existe un autre type de schéma AP pour les équations
cinétiques, basé sur l’utilisation de techniques de relaxation temporelle, où l’opérateur de
collision de Boltzman est discrétisé par une méthode spectrale ou de Monte-Carlo. Nous
pouvons citer les travaux de Pareschi et Russo [88, 87] ou de Gabetta, Pareschi et Tos-
cani [50]. D’autres techniques ont également été développées pour construire des méthodes
numériques multi-échelles, basées sur une stratégie de splitting [22], une procédure de péna-
lisation [45, 46], ou une décomposition micro-macro [73, 7, 29]. Nous choisissons de suivre
la stratégie micro-macro car il s’agit d’une méthode pouvant être appliquée à différentes
asymptotiques (diffusion, fluide, à champ fort, etc.).

Ces approches utilisent généralement un maillage de l’espace des phases et la résolu-
tion numérique a un coût constant par rapport au nombre de Knudsen. Mais en régime
fluide, une grille raffinée en vitesse n’est pas nécessaire, seuls quelques points sont suffi-
sants. C’est pourquoi nous proposons de coupler une méthode particulaire à une stratégie
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5.1. Modèle BGK et son approximation fluide

AP basée sur une décomposition micro-macro. Utiliser une méthode particulaire pour la
partie microscopique de la décomposition nous permet de ne prendre qu’un nombre très
réduit de particules en régime fluide. Nous adoptons pour cela une approche similaire à
celles proposées dans [39, 40, 84, 60, 38], afin d’obtenir une discrétisation particulaire de
l’inconnue microscopique dans le modèle couplé. Une discrétisation semi-implicite permet
de construire un schéma AP en régime fluide. Notre approche présente également des si-
milarités avec la méthode de Degond et Dimarco [35] et de Degond, Dimarco et Pareschi
[36] ainsi qu’avec la méthode δf présentée dans [17, 18] ou dans le chapitre 4. Mais ici, le
schéma numérique préserve l’asymptotique et l’approximation par des particules est uni-
quement utilisée sur la partie microscopique, ce qui permet de réduire le coût de calcul
en régime fluide. De plus, un couplage avec l’équation de Poisson est considéré dans notre
modèle.

Dans la première section de ce chapitre, nous rappelons des propriétés classiques du
modèle de Vlasov-Poisson-BGK et de sa limite fluide. Nous développons ensuite le modèle
micro-macro puis détaillons la méthode numérique utilisée. Des résultats numériques sont
enfin proposés pour illustrer l’efficacité de la méthode.

5.1 Modèle BGK et son approximation fluide

Nous considérons un plasma neutre dans lequel les collisions entre particules ne sont
pas négligeables. Nous nous intéressons au mouvement des électrons. Les ions supposés
immobiles constituent un fond neutralisant de densité n0 = 1. Les électrons sont représentés
par une fonction de distribution f (x, v, t) ≥ 0. Ils évoluent dans le domaine Ω de l’espace
des phases, Ω = [0, Lx] × R, Lx ∈ R, sous l’effet d’un champ électrique auto-consistant
E (x, t).

Nous présentons dans cette première section le système de Vlasov-Poisson-BGK ainsi
que son approximation fluide.

5.1.1 Présentation du modèle BGK

Nous modélisons ce plasma avec collisions par le modèle BGK. f et E vérifient alors
l’équation de Vlasov-BGK

∂tf + v∂xf + E∂vf =
1

ε
Q (f) , (5.1)

couplée à l’équation de Poisson

∂xE (x, t) = ρ (x, t)− 1 =

�

R
f (x, v, t) dv − 1, (5.2)

où x ∈ [0, Lx] est la position, v ∈ R la vitesse et t ≥ 0 le temps. Le paramètre ε est le
nombre de Knudsen, donné par la définition 1.3.3.

Définition 5.1.1. Q (f) est l’opérateur de collision de BGK (pour Bhatnagar, Gross et
Krook), qui est un opérateur de relaxation vers l’équilibre. Il s’écrit

Q (f) = M (U)− f, (5.3)

où M (U) est la Maxwellienne correspondant à l’équilibre thermodynamique de f .
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5.1. Modèle BGK et son approximation fluide

Définition 5.1.2. M (U) est donnée par

M (U) (v) =
ρ√
2πT

exp

�
−|v − u|2

2T

�
, (5.4)

avec ρ la densité, u la vitesse moyenne et T la température (voir les définitions 3.1.3 et
3.1.5).

Comme aucune confusion n’est possible, nous notons indifféremment M = M (U) (v) =
M (x, v, t). Nous notons U le vecteur des trois premiers moments de f (densité, quantité
de mouvement et énergie)

U =

�

R
m (v) f (v) dv =




ρ

ρu
1
2

�
ρu

2 + ρT
�



 , (5.5)

avec

m (v) =




1
v

v2

2



 . (5.6)

Propriété 5.1.1. Par définition de M , M et f ont les mêmes trois premiers moments en
v, ils sont égaux à U :

U (x, t) =

�

R
m (v) f (x, v, t) dv =

�

R
m (v)M (x, v, t) dv. (5.7)

Nous considérons des conditions périodiques pour f et E, ainsi

f (0, v, t) = f (Lx, v, t) , ∀v ∈ R, t ≥ 0 (5.8)

et
E (0, t) = E (Lx, t) , ∀t ≥ 0. (5.9)

Pour que le problème soir bien posé, nous ajoutons la condition de moyenne nulle du champ
électrique � Lx

0
E (x, t) dx = 0, ∀t ≥ 0, (5.10)

ainsi que la condition initiale

f (x, v, t) = f0 (x, v) , ∀x ∈ [0, Lx], v ∈ R. (5.11)

5.1.2 Approximation fluide

Décrivons maintenant les lois de conservation de (5.1) ainsi que ses modèles asympto-
tiques à la limite ε → 0. En multipliant (5.1) par m (v) (donné par (5.6)) et en intégrant
par rapport à v, nous obtenons

∂t �mf�+ ∂x �vmf�+ E �m∂vf� = 0, (5.12)

où nous utilisons la notation
�f� =

�
f dv. (5.13)
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5.1. Modèle BGK et son approximation fluide

Cela est équivalent au système

∂t




ρ

ρu
1
2

�
ρu

2 + ρT
�



+ ∂x




ρu

ρu
2 + ρT

1
2

�
v
3
f
�



 =




0
ρE

ρuE



 . (5.14)

Quand ε tend vers zéro dans (5.1), la fonction de distribution tend vers la Maxwellienne
M (U) donnée par (5.4). Les collisions ramènent en effet f vers son équilibre thermodyna-
mique. Le système précédent peut alors être fermé, le flux de chaleur

�
v
3
f
�
=

�
v
3
M (U)

�

est exprimé en fonction de U et nous obtenons le modèle fluide limite

∂tU + ∂x




ρu

ρu
2 + ρT

1
2

�
ρu

2 + 3ρT
�
u



 =




0
ρE

ρuE



 . (5.15)

Lorsque ε est petit, nous pouvons aussi utiliser le développement de Chapman-Enskog,
qui permet de se ramener à un système d’équations de transport plus général que le mo-
dèle (5.15). En utilisant ce développement, des termes correctifs d’ordre ε peuvent être
ajoutés au modèle (5.15), ce qui conduit aux équations de Navier-Stokes compressibles
pour les plasmas. Plus précisément, dans notre contexte unidimensionnel, les deux pre-
mières équations (densité et quantité de mouvement) sont inchangées mais le terme source
−ε∂x (κ∂xT ), où la conductivité thermique κ = (3/2)ρT dépend de U (voir [5]), s’ajoute
à l’équation sur l’énergie. Cette correction est développée dans la sous-section 5.2.2.

5.1.3 Schémas préservant l’asymptotique

Quand ε est petit, le libre parcours moyen devient petit comparé à la taille du domaine,
le modèle cinétique (5.1)-(5.2) dégénère (au moins formellement) en les équations d’Euler-
Poisson ou de Navier-Stokes-Poisson, qui sont les modèles pertinents en ce régime. Mais
quand ε est d’ordre 1, ces modèles ne décrivent pas correctement le plasma.

Nous souhaitons développer un modèle adapté aux différentes valeurs de ε en construi-
sant un schéma préservant l’asymptotique (« Asymptotic Preserving » ou AP). Le concept
de schéma AP a été introduit par Jin dans [62]. Nous pouvons en donner la définition
suivante (voir aussi [82], [34] ou [63] par exemple).

Définition 5.1.3. Soit P
ε un problème dépendant d’un paramètre ε et soit un schéma

numérique associé P
ε
h où h désigne les pas de temps et d’espace. Nous notons P 0 le problème

limite quand ε → 0. Le schéma numérique P
ε
h est dit préservant l’asymptotique s’il est

uniformément stable par rapport à ε, avec un coût numérique indépendant de ε et s’il
conduit à un schéma consistant avec P

0 quand ε → 0, ce indépendamment de h et de la
condition initiale.

Propriété 5.1.2. Un schéma préservant l’asymptotique vérifie le diagramme

P ε P ε

h

P 0 P 0
h

h → 0

h → 0

ε → 0 ε → 0

quelle que soit la condition initiale.
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5.2. Dérivation du modèle micro-macro et limite asymptotique

Les schémas standards sont soumis à une condition du type h = O (ε) qui devient très
contraignante à la limite ε → 0. La condition de stabilité indépendante de ε rend le schéma
utilisable. Il s’agit ainsi de construire un schéma pour lequel h est indépendant de ε, ce qui
permet de réduire le coût numérique à la limite.

Un schéma préservant l’asymptotique a l’avantage d’être valable à la fois pour ε de
l’ordre de 1 et à la limite ε → 0. Les problèmes présentant différentes échelles (ε très petit
dans une partie du domaine, plus grand dans une autre) peuvent ainsi être résolus avec un
modèle unique, ce qui nous évite la gestion d’une interface et les problèmes de conditions
aux limites liés.

Remarque 5.1.1. Dans notre cas, le problème P
ε correspond à l’équation cinétique de

Vlasov-BGK donnée par (5.1). La limite est le modèle d’Euler ou de Navier-Stokes com-
pressible.

Tout comme dans [7], nous travaillons avec le modèle simple de BGK, pour lequel
une décomposition micro-macro est utilisée afin de construire un schéma AP à la limite
fluide. Comme nous l’avons dit précédemment, un champ électrique auto-consistant est ici
considéré. Un important apport de notre travail est le fait que la partie cinétique du modèle
micro-macro est discrétisée par une méthode particulaire, alors qu’une grille de l’espace
des phases est utilisée dans [7]. De cette manière, nous construisons un schéma qui possède
les deux propriétés suivantes :

– le bruit numérique observé dans les méthodes PIC classiques est fortement réduit
par la décomposition micro-macro,

– la méthode PIC n’est utilisée que pour la partie microscopique et le nombre de
particules considérées peut être très petit en régime fluide. Cela évite des calculs non
nécessaires dans ce régime et réduit le coût numérique.

Rappelons que malgré leur bruit numérique et leur convergence lente, les méthodes PIC sont
beaucoup utilisées pour simuler des situations réelles de par leur grande flexibilité et leur
faible coût numérique. Nous renvoyons le lecteur à [13] pour les applications physiques et
à [23] pour une analyse mathématique. Dans notre contexte, une des principales difficultés
est de maintenir la structure micro-macro au cours du temps. En effet, les trois premiers
moments en vitesse de la partie cinétique doivent être nuls en tout temps et le schéma
numérique que nous proposons ici a été développé de façon à garantir cette propriété.
Dans l’esprit de la procédure de « matching » proposée par Degond et Dimarco dans [35],
l’algorithme contient une étape supplémentaire qui assure que les trois premiers moments
de la partie cinétique de la décomposition sont numériquement égaux à zéro.

Dans la section suivante, nous détaillons le modèle micro-macro et lui appliquons la
procédure de Chapman-Enskog afin d’obtenir sa limite asymptotique.

5.2 Dérivation du modèle micro-macro et limite asympto-

tique

Cette section est dédiée à la dérivation du modèle micro-macro à partir de l’équation de
Vlasov-BGK, suivant l’idée développée dans [7]. La seule différence avec la décomposition
présentée dans cet article est la présence dans notre modèle d’un champ électrique auto-
consistant que nous devons intégrer à la décomposition.
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5.2. Dérivation du modèle micro-macro et limite asymptotique

5.2.1 Dérivation du modèle micro-macro

Nous commençons par décomposer f sous la forme suivante

f = M + g, avec M =
ρ√
2πT

exp

�
−|v − u|2

2T

�
, (5.16)

où ρ est la densité, u la vitesse moyenne, T la température et g une fonction de x, v et t.
Les variables macroscopiques ρ, u et T sont liées aux trois premiers moments de f par la
relation (5.5). La propriété 5.1.1 implique le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.1. Les trois premiers moments de g sont nuls, c’est-à-dire
�

R
m (v) g dv = 0. (5.17)

Remarque 5.2.1. Le corollaire 5.2.1 assure de conserver au cours du temps la structure
micro-macro du système. Pour la cohérence de la décomposition, (5.17) doit être vérifié nu-
mériquement en tout temps. Une étape spécifique est ajoutée à notre schéma pour l’imposer.
Elle est détaillée dans la sous-section 5.3.2.

Définition 5.2.1. L’opérateur de transport T est défini par T f = v∂xf + E∂vf .

En utilisant (5.16) et la définition 5.2.1, l’équation de Vlasov-BGK (5.1) s’écrit

∂tM + ∂tg + T M + T g = −1

ε
g. (5.18)

Notons ΠM la projection orthogonale dans L
2
�
M

−1
dv

�
associée au produit scalaire

(ϕ, ψ)M = �ϕψM−1� (5.19)

sur l’espace
N (LQ) = Span

�
M, vM, |v|2M

�
, (5.20)

où N (LQ) est le noyau de l’opérateur linéarisé LQ de Q. L’expression explicite de cet
opérateur de projection est donnée dans [7], nous la rappelons dans la propriété suivante.

Propriété 5.2.1. La projection ΠM est donnée par

ΠM (ϕ) =
1

ρ

�
�ϕ�+ (v − u) �(v − u)ϕ�

T
+

�
|v − u|2

2T
− 1

2

���
|v − u|2

T
− 1

�
ϕ

��
M.

(5.21)

Elle vérifie la proposition suivante.

Proposition 5.2.1. Pour M et g donnés par (5.16), nous avons

(I −ΠM ) (∂tM) = 0, (5.22)
ΠM (g) = 0, (5.23)

ΠM (∂tg) = 0. (5.24)

Démonstration. Nous renvoyons au Lemme 3.1 de [7].
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5.2. Dérivation du modèle micro-macro et limite asymptotique

Cette projection est utilisée pour dériver de (5.18) une équation macroscopique sur M
(ou de manière équivalente sur U) et une équation microscopique sur g. En appliquant
(I −ΠM ) à (5.18) nous obtenons

(I −ΠM ) (∂tM + T M) + (I −ΠM ) (∂tg + T g) = −1

ε
(I −ΠM ) (g) . (5.25)

En utilisant la proposition 5.2.1, nous trouvons une équation sur la partie microscopique

∂tg + (I −ΠM ) T g =
1

ε
[−g − ε (I −ΠM ) T M ] . (5.26)

En appliquant maintenant ΠM à (5.18) et en utilisant la proposition 5.2.1 nous avons

∂tM +ΠMT (M + g) = 0, (5.27)

puis en prenant les trois premiers moments de (5.27) nous obtenons

∂tU + �m (v) T M�+ �m (v) T g� = 0. (5.28)

Comme T M = v∂xM + E∂vM , nous trouvons une équation sur la partie macroscopique
de notre système micro-macro

∂tU + ∂xF (U) + ∂x�vm (v) g� = S (U) , (5.29)

où le terme F (U) (qui correspond au flux d’Euler usuel) et le terme source S (U) sont
donnés par

F (U) =




ρu

ρu
2 + ρT

1
2ρu

3 + 3
2ρTu



 , S (U) =




0
ρE

ρuE



 . (5.30)

Finalement, le modèle micro-macro d’inconnues (g,U , E) peut s’écrire sous la forme

∂tg + (I −ΠM ) T g =
1

ε
[−g − ε (I −ΠM ) T M ] , (5.31)

∂tU + ∂xF (U) + ∂x�vm (v) g� = S (U) , (5.32)
∂xE = ρ− 1, (5.33)

où ΠM est définie par (5.21), U par (5.5), T par (5.2.1), le flux d’Euler F (U) et le
terme source S (U) sont donnés par (5.30), �·� dénotant l’intégration en v et m (v) donné
par (5.6). Il est formellement évident que le système (5.31)-(5.32)-(5.33) est équivalent à
l’équation cinétique de départ. Cela est résumé dans la proposition suivante.

Proposition 5.2.2. (Formelle)
(i) Si (f,E) est une solution de (5.1)-(5.2)-(5.3)-(5.10) avec les données initiales

(5.11), alors (U , g, E) = (�m (v) f�, f −M,E) est une solution de (5.31)-(5.32)-(5.33)-
(5.10) avec les données initiales

U (t = 0) = �m (v) f (t = 0)�, g (t = 0) = f (t = 0)−M (t = 0) . (5.34)

(ii) Inversement, si (U , g, E) est une solution de (5.31)-(5.32)-(5.33)-(5.10) avec les
données initiales (5.34), alors �m (v) g (t)� = 0 et f = M + g est une solution de (5.1)-
(5.2)-(5.3)-(5.10).
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5.2.2 Développement de Chapman-Enskog

Nous expliquons brièvement comment le modèle limite (ε → 0) est formellement ob-
tenu à partir de (5.1). Puisque le modèle micro-macro est équivalent au modèle cinétique
d’origine, la procédure de Chapman-Enskog est appliquée à (5.31)-(5.32)-(5.33). De (5.31),
nous déduisons facilement g = O (ε) quand ε → 0. En multipliant (5.31) par ε, nous avons
donc

g = −ε (I −ΠM ) T M +O
�
ε
2
�
,

= −ε (I −ΠM ) (v∂xM + E∂vM) +O
�
ε
2
�
,

= −ε (I −ΠM ) (v∂xM) +O
�
ε
2
�
, (5.35)

car E∂vM ∈ N (LQ) et donc (I − ΠM )(E∂vM) = 0. Injectée dans (5.32) cette expression
de g donne

∂tU + ∂xF (U) = S (U , g) + ε∂x�vm (v) (I −ΠM ) (v∂xM)�+O
�
ε
2
�
. (5.36)

Le dernier terme correspond aux termes de correction de Navier-Stokes (voir [7]) et peut
être calculé pour obtenir

ε∂x�vm (v) (I −ΠM ) (v∂xM)� =




0
0

ε∂x (κ∂xT )



 , avec κ =
3

2
ρT. (5.37)

5.3 Approximation numérique

Nous présentons dans cette section notre méthode numérique, développée pour ré-
soudre le modèle micro-macro (5.31)-(5.32)-(5.33) et construire un schéma AP efficace. La
principale différence de notre approche par rapport à [7] est la résolution de la partie micro-
scopique par une méthode particulaire, alors qu’une grille de l’espace des phases est utilisée
dans [7]. Nous nous attendons à ce qu’une telle méthode soit plus rapide qu’une méthode
Eulérienne (surtout en dimension plus grande). D’autant plus lorsque l’on considère des
régimes hydrodynamiques car la fonction g est alors petite (d’ordre ε) et qu’il n’est plus né-
cessaire de conserver une grille raffinée de l’espace des phases. Une discrétisation grossière
de la partie microscopique (avec peu de points) est suffisante et une méthode particulaire
est alors mieux adaptée. Comme nous l’avons évoqué précédemment, une difficulté de notre
approche est de maintenir la structure de la décomposition micro-macro au cours du temps,
ce qui se traduit par la propriété �mg (t)� = 0, ∀t ≥ 0. Nous observons numériquement que
le non-respect de cette propriété génère beaucoup de bruit dans les simulations. Ce bruit
est par contre fortement réduit lorsque la structure est exactement conservée dans le temps.
L’étape permettant d’imposer la conservation de cette structure présente des similarités
avec la procédure de « matching » présentée dans [35] ou avec la méthode δf [18, 17].
Cette approche est ici rendue systématique par l’utilisation d’une projection numérique,
directement dérivée de l’opérateur de projection ΠM défini par (5.21).

Une itération de notre méthode se résume en les trois étapes suivantes :
– résolution de la partie microscopique (5.31) par une méthode particulaire, en l’oc-

currence la méthode PIC,
– étape de projection pour annuler numériquement les trois premiers moments de g,
– résolution de la partie macroscopique (5.32) avec une méthode de volumes finis, dans

laquelle les particules sont utilisées pour évaluer �vmg�.
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La méthode particulaire présente un grand intérêt en régime fluide car peu de particules
suffisent pour approcher g. Nous observons de plus dans les régimes cinétiques que, pour un
nombre de particules donné, la méthode présentée ici parvient à réduire le bruit numérique
observé dans la méthode PIC, tout comme le fait la méthode δf [18, 17] ou la méthode
présentée dans le chapitre précédent.

Dans la suite, nous considérons une grille uniforme de l’espace xi = (i− 1)∆x, i =
1, . . . , Nx, avec ∆x = Lx/Nx, Nx étant le nombre de points et Lx la longueur du domaine
en espace. Des conditions périodiques sont imposées aux bords. Le pas de temps est noté
∆t (tn = n∆t, n ≥ 0), la direction en vitesse est approchée par un intervalle de longueur
Lv et nous notons Np le nombre de macro-particules.

Nous présentons les principales étapes de notre algorithme dans les sous-sections sui-
vantes.

5.3.1 Approximation de g par des particules

Nous présentons dans cette sous-section la première étape de notre méthode. Il s’agit
de résoudre l’équation microscopique (5.31) par une méthode PIC (présentée dans la sous-
section 4.1.1) sur g.

Méthode PIC sur g

L’équation (5.31) présente une partie de transport et un terme source. L’approche
classique pour résoudre une équation cinétique collisionnelle par la méthode PIC consiste
en un splitting en temps entre la partie transport

∂tg + T g = 0, (5.38)

où T g = v∂xg + E∂vg, et la partie collisionnelle (ou terme source)

∂tg = S (g) , (5.39)

où S (g) est un terme source général (par exemple un opérateur de collision) qui dépend
de x, v et t.

La fonction de distribution g est alors approchée par un ensemble fini de Np particules
numériques de la façon suivante

g (x, v, t) ≈
Np�

k=1

ωk (t) δ (x− xk (t)) δ (v − vk (t)) , (5.40)

où xk (t) représente la position, vk (t) la vitesse et ωk (t) (k = 1, . . . , Np) le poids de la
k-ième particule (voir [95, 60, 84, 40, 38, 39] ou la sous-section 4.1.1). En particulier, ωk (t)
est lié à g par la relation

ωk (t) = g (xk (t) , vk (t) , t)
LxLv

Np
. (5.41)

Dans la première étape du splitting (partie transport), les poids ωk sont constants en temps
et nous avons à résoudre les équations du mouvement (1.6)-(1.20) qui s’écrivent ici

dxk

dt
(t) = vk (t) , (5.42)

dvk

dt
(t) = E (xk (t) , t) . (5.43)
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Cette étape correspond à la méthode PIC classique (voir [13]). Le champ électrique E est
quant à lui obtenu en résolvant l’équation de Poisson. Un schéma standard peut être utilisé,
comme le schéma d’Euler : connaissant x

n
k , vnk (qui sont des approximations de xk (tn) et

vk (tn)) et E (xnk , t
n), nous calculons x

n+1
k et v

n+1
k par

x
n+1
k = x

n
k +∆t v

n
k , (5.44)

v
n+1
k = v

n
k +∆t E (xnk , t

n) . (5.45)

Des schémas plus précis, comme le schéma d’ordre 2 de Verlet (4.47)-(4.48)-(4.49) [97],
peuvent être utilisés. En général, E (x, tn) est connu sur une grille uniforme de l’espace
(xi)i. L’équation de Poisson est alors résolue par transformée de Fourier rapide (FFT
pour « Fast Fourier Transform »). Une interpolation est ensuite nécessaire pour calculer
E (xnk , t

n) (voir la sous-section 4.1.1).
Lorsque l’équation cinétique présente un terme source S, la seconde étape du splitting

consiste à modifier les poids ωk (t) selon l’équation différentielle ordinaire

dωk

dt
(t) = sk (t) , (5.46)

où sk (t) est le poids associé au terme source S.

Propriété 5.3.1. L’approximation de la fonction S en (xk, vk) est liée au poids corres-
pondant par

sk (t) = S (xk (t) , vk (t) , t)
LxLv

Np
. (5.47)

Remarque 5.3.1. Cette propriété est consistante avec (5.41).

Remarque 5.3.2. La vitesse des particules évolue suivant (5.43) sans aucune contrainte.
La taille du domaine en vitesse Lv évolue avec la vitesse maximale (en valeur absolue) des
particules vmax et peut donc dépendre du temps. Numériquement, considérer un vmax et
un Lv fixes n’a cependant pas d’influence sur les résultats car la contribution des grandes
vitesses est négligeable : les poids ωk correspondants sont très petits (car physiquement, très
peu d’électrons atteignent ces vitesses).

Nous pouvons utiliser un schéma au choix pour résoudre (5.46), comme par exemple le
schéma d’Euler

ω
n+1
k = ω

n
k +∆t s

n
k . (5.48)

Nous rappelons ici le calcul des moments de la fonction de distribution g donnée par
(5.40) sur la grille uniforme (xi)i. Pour cela, les particules sont régularisées par une fonction
de convolution, par exemple une B-spline (voir la définition 4.1.1 et [13]). À partir de (5.40),
le j-ième moment en v de g est calculé à la position x = xi par

�
v
j
g
�
|x=xi ≈

Np�

k=1

ωkB� (xi − xk) v
j
k, (5.49)

où xk, vk, ωk sont respectivement la position, la vitesse et le poids de la k-ième particule,
(xi)i la grille uniforme de l’espace et B� ≥ 0 est la fonction B-spline d’ordre �.

Remarque 5.3.3. Les tests numériques ont été réalisés jusqu’à l’ordre 1 (� = 1).

Nous décrivons maintenant la résolution numérique de l’équation microscopique par la
méthode PIC et la stratégie utilisée pour obtenir un schéma préservant l’asymptotique.
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Résolution numérique de (5.31) par la méthode PIC

Comme indiqué précédemment, nous considérons le splitting suivant :
– résolution de

∂tg + T g = 0, (5.50)

– résolution de
∂tg = − (I −ΠM ) (T M) + ΠM (T g)− g

ε
. (5.51)

La première partie de ce splitting est effectuée grâce à un solveur numérique pour (5.40)
qui consiste à déplacer les particules en utilisant par exemple le schéma d’Euler (5.44)-
(5.45). La seconde partie nécessite plus d’attention. Elle peut être réduite à la résolution
de l’équation différentielle ordinaire

dωk

dt
(t) = −αk (t) + βk (t)−

ωk (t)

ε
, (5.52)

où αk (t) est le poids associé à (I −ΠM ) (T M) et βk (t) le poids associé à ΠM (T g). Les
détails concernant le calcul numérique de ΠM sont donnés dans la sous-section suivante.

Pour obtenir un schéma préservant l’asymptotique, il est nécessaire de considérer une
discrétisation implicite du terme raide ωk(t)/ε dans (5.52). C’est pourquoi nous considérons
la disctrétisation suivante de (5.52)

ω
n+1
k = ω

n
k −∆t α

n
k +∆t β

n
k −∆t

ω
n+1
k

ε
, (5.53)

qui assure la stabilité du schéma par rapport à ε pour tout pas de temps ∆t fixé.
Expliquons maintenant comment nous calculons αk (t) et βk (t). En utilisant la propriété

5.3.1, nous obtenons les relations

αk (t) = (I −ΠM ) (T M) (xk (t) , vk (t) , t)
LxLv

Np
, (5.54)

βk (t) = ΠM (T g) (xk (t) , vk (t) , t)
LxLv

Np
. (5.55)

Les expressions de (I −ΠM ) (T M) et ΠM (T g) sont données en Annexe B.1. Nous pouvons
observer qu’elles dépendent de x et de v et qu’elles s’écrivent sous la forme polynomiale en
v

M (x, v)
3�

�=0

a� (x) v
�
, (5.56)

où les coefficients a� = a�

�
U , ∂xU , ∂x�v3g�

�
dépendent de l’inconnue macroscopique U ,

de sa dérivée en espace ∂xU et de ∂x
�
v
3
g
�

(voir l’annexe B.1). La Maxwellienne M ne
dépend que de U et sa forme est explicite en vitesse. Ainsi, le calcul de (I −ΠM ) (T M) et
ΠM (T g) nous permet de calculer les poids αk et βk par (5.54)-(5.55). U étant connu sur
la grille uniforme de l’espace (xi)i, nous procédons comme suit :

– calcul de la dérivée en espace de U sur la grille (xi)i par un schéma de différences
finies,

– calcul de
�
v
3
g
�

sur les points de la grille (xi)i par (5.49) puis calcul de sa dérivée en
espace par un schéma de différences finies,

– évaluation des fonctions (I −ΠM ) (T M) et ΠM (T g) en (xk, vk), une interpolation
linéaire est utilisée pour calculer U (xk) à partir de ses valeurs sur la grille (xi)i.
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5.3.2 Étape de projection : mise à zéro des moments de g

Dans cette sous-section, nous présentons la version discrète de la projection ΠM , qui
assure en particulier qu’à chaque pas de temps nous ayons �mg� = 0. En effet, rien ne
garantit que cette propriété est satisfaite au niveau discret, puisque �T g� �= 0 et que
l’ensemble de fonctions g telles que �mg� = 0 n’est pas stable par l’action de l’opérateur
T .

Pour calculer la projection ΠM de g
n+1, nous cherchons une fonction dans le noyau du

linéarisé de l’opérateur de collisions N (LQ) qui a les mêmes trois premiers moments que
g
n+1. Une telle fonction, que nous notons h (x, v) s’écrit sous la forme

h (x, v) = λ (x) ·m (v)M (x, v) , avec λ (x) ∈ R3
, (5.57)

et satisfait
�mh� |xi =

�
mg

n+1
�
|xi , i = 1, . . . , Nx. (5.58)

L’idée principale est alors de déterminer λ (x) ∈ R3 tel que l’équation (5.58) soit satisfaite
au niveau discret (trois inconnues à déterminer sous trois contraintes). L’inconnue micro-
scopique est ensuite remplacée par (I −ΠM ) gn+1 = g

n+1−h qui satisfait par construction�
m

�
g
n+1 − h

��
|xi = 0, ∀i = 1, . . . , Nx.

En pratique, cette procédure est appliquée aux poids. En notant γk les poids associés
à la fonction h

γk = h (xk, vk)
LxLv

Np
= λ (xk) ·m (vk)M (xk, vk)

LxLv

Np
, (5.59)

les poids ω
n+1
k de g

n+1 sont alors remplacés par ω
n+1
k − γk. Nous assurons ainsi au niveau

discret que les trois premiers moments de ces nouveaux poids sont égaux à zéro, comme
souhaité. Cela correspond en quelque sorte à l’application de l’approximation discrète de
l’opérateur (I −ΠM ), ce qui est consistant avec le modèle continu.

Nous détaillons maintenant le calcul de la fonction h, qui s’apparente donc à la version
discrète de ΠM

�
g
n+1

�
. Notons pk les poids de la Maxwellienne M , nous avons d’après

(5.3.1)

pk = M (xk, vk)
LxLv

Np
. (5.60)

Tout d’abord, nous décomposons λ (x) sur la base des B-splines de degré �

λ (x) =
Nx�

j=1

λjB� (x− xj) , λj ∈ R3
. (5.61)

Les moments de h en xi sont alors

�m (v)h (x, v)� |xi = �m (v)λ (x) ·m (v)M (x, v)� |xi

≈
Np�

k=1

m (vk)λ (xk) ·m (vk) pkB� (xk − xi) ,

=

Np�

k=1

m (vk)




Nx�

j=1

λjB� (xk − xj)



 ·m (vk) pkB� (xk − xi) ,

=
Nx�

j=1




Np�

k=1

m (vk)⊗m (vk) pkB� (xk − xj)B� (xk − xi)



λj .

(5.62)
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Calculer h revient à trouver λ ∈ R3Nx solution du système linéaire U g = Aλ où λ ∈ R3Nx

est le vecteur dont les composantes sont λj ∈ R3
, j = 1, . . . , Nx, et A est une matrice

(3Nx × 3Nx) dont les blocs 3× 3 notés Ai,j sont

Ai,j =




Np�

k=1

m (vk)⊗m (vk) pkB� (xk − xj)B� (xk − xi)



 , i, j = 1, . . . , Nx. (5.63)

Nous avons ainsi à résoudre pour chaque i = 1, . . . , Nx le système linéaire

U g(xi) =
Nx�

j=1

Ai,jλj . (5.64)

Nous détaillons dans la suite les ordres que nous avons testés : � = 0 et � = 1.

Ordre 0

La décomposition de λ (x) s’écrit

λ (x) =
Nx�

j=1

λjB0 (x− xj) , λj ∈ R3
, (5.65)

avec B0 donnée par (4.12), de telle sorte que les moments de h au point xi soient

�mh� |xi ≈
1

∆x2




�

k/|xk−xi|≤∆x/2

m (vk)⊗m (vk) pk



λi.

L’égalité U g (xi) = �mh� |xi est alors équivalente au système linéaire 3× 3

U g (xi) = Aiλi, (5.66)

avec

Ai =




M0,i M1,i M2,i

M1,i M2,i M3,i

M2,i M3,i M4,i



 et Mj =
�

k/|xk−xi|≤∆x/2

pkv
j
k. (5.67)

Dans ce cas, le système (3Nx × 3Nx) est découplé et nous avons seulement à résoudre Nx

systèmes linéaires 3× 3. Une fois que les coefficients λi ∈ R3 sont déterminés pour chaque
i = 1, . . . , Nx, les poids γk de h sont calculés selon

γk =
Nx�

j=1

λjB0 (xk − xj) ·m (vk) pk
LxLv

Np
= λjk ·m (vk) pk

LxLv

Np
, (5.68)

où les indices jk sont tels que la k-ième particule xk satisfasse |xk − xjk | < ∆x/2. Les
poids de g

n+1 sont alors remplacés par ω
n+1
k − γk. Tous ces calculs sont réalisés au niveau

discret, ce qui nous permet d’avoir des conservations discrètes exactes jusqu’à la précision
machine.
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Ordre 1

Nous voulons étendre la procédure à la fonction B-spline d’ordre 1 donnée par

B1 (x) =
1

∆x

�
1− |x|/∆x, si |x| < ∆x,

0 sinon.
(5.69)

Les moments de h en xi sont maintenant

�mh� |xi ≈
Np�

k=1

λ (xk) ·m (vk)m (vk) pkB1 (xk − xi)

=
�

xk∈Ii

λ (xk) ·m (vk)m (vk) pkB1 (xk − xi)

+
�

xk∈Ii−1

λ (xk) ·m (vk)m (vk) pkB1 (xk − xi)

=
1

∆x

�

xk∈Ii

λ (xk) ·m (vk)m (vk) pk

�
1− xk − xi

∆x

�

+
1

∆x

�

xk∈Ii−1

λ (xk) ·m (vk)m (vk) pk

�
xk − xi−1

∆x

�
. (5.70)

Mais si xk ∈ Ii, alors λ (xk) s’écrit

λ (xk) = λiB1 (xk − xi) + λi+1B1 (xk − xi+1)

=
λi

∆x

�
1− xk − xi

∆x

�
+

λi+1

∆x

�
xk − xi
∆x

�
, (5.71)

et si xk ∈ Ii−1, nous avons

λ (xk) = λi−1B1 (xk − xi−1) + λiB1 (xk − xi)

=
λi−1

∆x

�
1− xk − xi−1

∆x

�
+

λi

∆x

�
xk − xi−1

∆x

�
. (5.72)

Avec pk donné par (5.60) et
θk,i = (xk − xi) /∆x, (5.73)

les moments de h s’écrivent alors

�mh� |xi ≈ 1

∆x2




�

xk∈Ii

m (vk)⊗m (vk) pk (1− θk,i)
2

+
�

xk∈Ii−1

m (vk)⊗m (vk) pkθ
2
k,i−1



λi

+
1

∆x2




�

xk∈Ii

m (vk)⊗m (vk) pkθk,i (1− θk,i)



λi+1

+
1

∆x2




�

xk∈Ii−1

m (vk)⊗m (vk) pk (1− θk,i−1) θk,i−1



λi−1

=
1

∆x2
(Ai−1λi−1 +Biλi +Aiλi+1) , (5.74)
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où Ai et Bi sont donnés par (pour i = 1, . . . , Nx)

Ai =




M0,i M1,i M2,i

M1,i M2,i M3,i

M2,i M3,i M4,i



 , Bi =




N0,i N1,i N2,i

N1,i N2,i N3,i

N2,i N3,i N4,i



 , (5.75)

et Mj,i, Nj,i, j = 0, . . . , 4, i = 1, . . . , Nx par

Mj,i =
�

xk∈Ii

v
j
kpk (1− θk,i) θk,i, (5.76)

Nj,i =
�

xk∈Ii

v
j
kpk (1− θk,i)

2 +
�

xk∈Ii−1

v
j
kpkθ

2
k,i−1. (5.77)

Nous pouvons écrire cette relation sous la forme d’un système (3Nx × 3Nx) U g = Aλ où

U g = (U g (x1) , . . . ,U g (xNx))
T ∈ R3Nx , λ = (λ1, . . . ,λNx)

T ∈ R3Nx (5.78)

et

A =
1

∆x2





B1 A1 03 . . . . . . ANx

A1 B2 A2 03 . . . 03

03 A2 B3
. . . . . . 03

... . . . . . . . . . . . . 03
03 . . . 03 ANx−2 BNx−1 ANx−1

ANx 03 . . . 03 ANx−1 BNx





, (5.79)

avec 03 la matrice 3× 3 remplie de zéros (nous avons utilisé les conditions périodiques).
Les poids ω

n+1
k de g

n+1 sont alors remplacés par ω
n+1
k − γk avec

γk =
Nx�

j=1

λjB1 (xk − xj) ·m (vk) pk
LxLv

Np
, (5.80)

de telle sorte que nous ayons par construction

Np�

k=1

�
ω
n+1
k − γk

�
m (vk)B1 (xk − xi) = U g (xi)−U g (xi) = 0. (5.81)

Remarque 5.3.4. Cette stratégie peut être généralisée assez facilement à des fonctions
B-splines d’ordre supérieur. Plus l’ordre est élevé, plus la matrice A du système linéaire
est grande et pleine, ce qui peut rendre son inversion coûteuse. Cependant, la matrice reste
symétrique et conserve une structure diagonale par blocs. Son inversion peut donc être
optimisée en utilisant un solveur spécifique, de façon à ce que cette étape ne soit pas trop
coûteuse par rapport au reste de l’algorithme.

5.3.3 Résolution numérique de (5.32)

Pour la partie macro, nous utilisons une méthode de volumes finis standard sur le
maillage uniforme (xi)i, comme le schéma de Lax-Friedrich ou de Rusanov. D’autres mé-
thodes numériques efficaces de la littérature peuvent être appliquées (voir [75]).

Nous devons résoudre l’équation macroscopique (5.32)

∂tU + ∂xF (U) + ∂x �vm (v) g� = S (U) , (5.82)
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où F (U) est le flux d’Euler et

S (U) =




0
ρE

ρuE



 . (5.83)

L’équation (5.82) peut s’écrire de manière équivalente

∂tU + ∂xF (U) = S̃ (U , g) , (5.84)

avec S̃ (U , g) = S (U)−∂x �vm (v) g�. Une discrétisation par des volumes finis nous donne

Un+1
i = Un

i − ∆t

∆x

�
F n

i+1/2 − F n
i−1/2

�
+∆t S̃

n
i , (5.85)

où F n
i+1/2 est choisi comme étant le flux de Rusanov, c’est-à-dire

F n
i+1/2 =

1

2

�
F

�
Un

i+1

�
+ F (Un

i )− ai+1/2 (U i+1 −U i)
�
, (5.86)

avec ai+1/2 le maximum des valeurs absolues des valeurs propres du Jacobien de F sur les
mailles i et (i+ 1).

Remarque 5.3.5. Le flux de Rusanov est un bon compromis entre simplicité et diffusion
relativement faible dans nos applications numériques. Le flux de Lax-Friedrichs a été testé,
mais il était trop diffusif. D’autres flux numériques, plus précis, peuvent être utilisés, tels
que le flux de VFRoe. Mais leur implémentation n’a pas été nécessaire pour nos simulations.

Le terme source S̃ est approché par

S̃
n
i = S̃

�
Un

i , g
n+1

�
≈ S (Un

i )−
��

vmg
n+1

�
|xi+1/2

−
�
vmg

n+1
�
|xi−1/2

∆x

�
, (5.87)

où xi+1/2 correspond au milieu de la maille [xi, xi+1] , ∀i = 1, . . . , Nx. Les termes qui font
intervenir g ne sont rien d’autre que des moments de g qui sont calculés selon (5.49).

5.3.4 Propriété « asymptotic preserving »

Dans cette sous-section, nous montrons (formellement) que le schéma numérique pré-
senté précédemment préserve l’asymptotique. En effet, la résolution de la partie microsco-
pique (5.53) conduit à

ω
n+1
k =

�
1 +

∆t

ε

�−1

(ωn
k −∆t α

n
k +∆t β

n
k ) , (5.88)

où α
n
k correspond au poids de (I −ΠMn) (T M

n) et β
n
k à celui de ΠM (T g

n). Remarquons
que

1

1 + ∆t/ε
=

ε

∆t
+O(ε2) (5.89)

à la limite ε → 0. Quand ε est petit, (5.88) nous donne ainsi directement que ω
n+1
k = O (ε)

et le schéma numérique dégénère en une discrétisation consistante des équations d’Euler.
De plus, si nous considérons le premier ordre en ε pour ωn+1

k , nous avons à partir de (5.88)

ω
n+1
k = −εα

n
k +O

�
ε
2
�
. (5.90)
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Puisque la position et la vitesse des particules ne sont pas modifiées pendant cette étape,
nous obtenons après cette étape

g
n+1

�
x
n+1
k , v

n+1
k

�
≈ −ε

Npart�

k=1

α
n
kδ (x− x

n
k) δ (v − v

n
k ) , (5.91)

qui, en termes de fonction de distribution, signifie que

g
n+1 = −ε (I −ΠM ) (T M

n) +O
�
ε
2
�

= −ε (I −ΠM ) (v∂xM
n) +O

�
ε
2
�
. (5.92)

Cela correspond exactement au terme obtenu dans la section 5.2.2.
Les moments de vg

n+1 doivent alors être calculés pour être injectés dans l’équation
macroscopique (5.85). Cela est fait comme dans la sous-section 5.49. Nous obtenons

S̃
n
i = S (Un

i ) + ε

�
�vm (I −ΠM ) (v∂xMn)� |xi+1/2

− �vm (I −ΠM ) (v∂xMn)� |xi−1/2

∆x

�
.

(5.93)
Le dernier terme est une approximation consistante du terme correctif de l’équation de
Navier-Stokes

ε �vm (v) (I −ΠM ) (v∂xM)� =




0
0

ε (3/2) ρT (∂xT )



 , (5.94)

ce qui assure que le schéma présenté vérifie la propriété AP souhaitée pour l’équation de
Navier-Stokes.

Remarque 5.3.6. Comme suggéré dans [72, 29], il est possible d’extraire le terme de
diffusion venant de (I −ΠM ) (T M) afin de le considérer dans la partie macroscopique. En
injectant l’expression (5.53) de g

n+1 dans les flux cinétiques de l’équation macroscopique
(5.85), nous obtenons

Un+1
i = Un

i − ∆t

∆x

�
F n

i+1/2 − F n
i−1/2

�
+∆tSn

i

− ε∆t

ε+∆t

�
�vmg

n� |xi+1/2
− �vmg

n� |xi−1/2

∆x
− ∆t

∆x

�
N i+1/2 −N i−1/2

�

+
∆t

∆x

�
�vmΠMv∂xg

n� |xi+1/2
− �vmΠM (v∂xg

n)� |xi−1/2

��
, (5.95)

où le terme N i+1/2 est la diffusion de Navier-Stokes

�vm (I −ΠM ) (v∂xM
n)� |xi+1/2

=




0
0

(3/2) (ρT (∂xT ))i+1/2



 . (5.96)

La conséquence de cette opération est que le terme de diffusion de Navier-Stokes peut être
implicité comme dans [72, 29] de sorte que le schéma obtenu vérifie la propriété AP et
que le schéma numérique asymptotique associé fasse apparaître implicitement les termes
de diffusion de Navier-Stokes.
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5.4. Résultats numériques

5.3.5 Algorithme

L’algorithme global est alors le suivant :

1. avancer les particules en utilisant le schéma d’Euler (5.44)-(5.45),

2. calculer, sur la grille spatiale, les quantités T M , ΠM (T M) et ΠM (T g) en utilisant
la formule de déposition (5.49),

3. calculer les nouveaux poids selon (5.53),

4. remplacer g par (I −ΠM ) (g) pour assurer que les trois premiers moments de g sont
numériquement nuls (voir la sous-section 5.3.2),

5. calculer
�
v
3
g
�

selon (5.49),

6. avancer la partie macroscopique selon (5.85).

Le coût numérique de cet algorithme est du même ordre qu’un solveur particulaire
pour le modèle de Vlasov-Poisson-BGK (5.1)-(5.2)-(5.3). En effet, les étapes ajoutées par
le modèle micro-macro ont un coût de l’ordre du nombre de particules Np. En pratique, le
coût numérique du modèle micro-macro est environ le double de celui d’une méthode PIC
standard appliquée au modèle de Vlasov-BGK. Cependant, notre stratégie qui consiste
à utiliser une méthode PIC pour la partie cinétique permet de capturer le régime fluide
avec très peu de particules, comme nous le verrons dans la section suivante présentant les
résultats numériques.

5.4 Résultats numériques

Nous présentons ici plusieurs résultats numériques obtenus avec le modèle micro-macro
(5.31)-(5.32)-(5.33), en utilisant l’algorithme présenté précédemment. Nous nous intéres-
sons à la simulation de cas tests classiques en physique des plasmas. Quand ε est d’ordre
1, le modèle micro-macro (appelé MiMa) est comparé à la discrétisation PIC classique du
modèle Vlasov-BGK (noté PIC-BGK), alors que pour des petites valeurs de ε, nous le
comparons aux modèles de Navier-Stokes ou d’Euler (notés respectivement NS et Euler).
Ces deux derniers modèles sont résolus par une méthode de volumes finis avec un flux de
Rusanov, comme présenté dans la sous-section 5.3.3. Nous donnons aussi quelques résultats
obtenus par un solveur déterministe, sur grille, de l’équation de Vlasov-Poisson-BGK.

5.4.1 Test 1 : Amortissement Landau linéaire

Nous considérons d’abord un amortissement Landau avec une perturbation de faible
amplitude. Dans ce cas, le système non linéaire est proche de sa forme linéarisée. La
condition initiale s’écrit

f (x, v, t = 0) =
1√
2π

exp

�
−v

2

2

�
(1 + α cos (kxx)) , x ∈

�
0,

2π

kx

�
, (5.97)

avec le nombre d’onde choisi égal à kx = 0.5 et α = 10−2. Pour le modèle micro-macro, la
condition initiale s’écrit

U (x, t = 0) =




1 + α cos (kxx)

0
1 + α cos (kxx)



 , g (x, v, t = 0) = 0. (5.98)
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Pour les équations d’Euler et de Navier-Stokes, nous considérons

U (x, t = 0) =




1 + α cos (kxx)

0
1 + α cos (kxx)



 . (5.99)

Nous utilisons les paramètres numériques suivants :
– PIC-BGK : Nx = 128, ∆t = min (0.1, Cε),
– MiMa : Nx = 128, ∆t = C∆x

max(|u|+
√
3T)

,

– NS : Nx = 512, ∆t = C∆x2

max(|u|+
√
3T)

,
– Euler : Nx = 128, ∆t = C∆x,

avec C = 0.4. En effet, la méthode PIC n’induit aucune restriction sur le pas de temps mais
un traitement explicite de l’équation sur les poids (partie collisionnelle) implique une condi-
tion ∆t = Cε pour le modèle PIC-BGK. Par ailleurs, le modèle MiMa est uniquement res-
treint par la condition de stabilité macroscopique induite par le solveur d’Euler : la vitesse
maximale étant donnée par

�
|u|+

√
3T

�
, la condition de CFL s’écrit ∆t <

∆x
max(|u|+

√
3T)

.
Nous prendrons différentes valeurs pour le nombre de particules dans les méthodes PIC-

BGK et MiMa, afin de voir son influence dans les différents régimes : fluide, intermédiaire
et non-collisionnel.

Pour ce test, nous nous intéressons à l’évolution en temps de l’énergie électrique

E (t) =

��
E (x, t)2 dx. (5.100)

Les oscillations de celle-ci s’amortissent de manière exponentielle au cours du temps, d’après
la théorie de Landau non-collisionnelle.

Nous représentons l’évolution de l’énergie électrique (5.100) en échelle semi-logarith-
mique. La théorie de Landau non-collisionnelle indique que cette quantité présente des
oscillations dont l’amplitude décroît linéairement. Lorsque l’on considère un opérateur de
collision, cela reste vrai mais le taux de décroissance dépend alors de ε. Plus précisément,
quand ε tend vers 0, ce taux doit converger vers 0 car le régime fluide ne capte pas l’amor-
tissement Landau. Les figures 5.1 et 5.2 illustrent cela en comparant MiMa (le modèle
micro-macro) pour différentes valeurs de ε à l’équation d’Euler. La propriété AP est véri-
fiée sur cette figure puisque les résultats du modèle micro-macro se rapprochent de ceux du
modèle d’Euler quand ε tend vers 0, à ∆t fixé. En particulier, quand ε = 10−4 (Figure 5.2),
le régime fluide est très bien simulé puisque les deux courbes sont quasiment superposées.

Figure 5.3, nous comparons les résultats de MiMa et de PIC-BGK à ceux des équations
de Navier-Stokes pour ε = 0.1. Le nombre de particules a été choisi de sorte à assurer
la convergence pour MiMa (c’est-à-dire qu’augmenter le nombre de particules ne modifie
pas visuellement les résultats de MiMa). Nous observons que les trois modèles donnent des
résultats très similaires jusqu’à t ≈ 10. Après ce temps, PIC-BGK ne présente plus un bon
comportement à cause de son bruit numérique inhérent. Par contre, MiMa et NS restent
très proches jusqu’à la fin de la simulation. Dans le régime intermédiaire (ε = 0.1), MiMa
a donc un très bon comportement comparé à PIC-BGK.

Nous nous intéressons maintenant à de plus grandes valeurs de ε et comparons le mo-
dèle micro-macro à une discrétisation PIC du modèle de Vlasov-BGK. Nous représentons
d’abord l’énergie électrique obtenue avec MiMa et avec PIC-BGK pour ε = 1 et ε = 10,
sur la figure 5.4. Nous observons que PIC-BGK perd beaucoup de précision lorsque nous
atteignons des valeurs proches du niveau du bruit numérique (après t ≈ 15). Les résultats
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Figure 5.1 – Test 1 - Énergie électrique au cours du temps : MiMa avec Np = 5× 103 (en
bleu) comparé à Euler (en rouge) et à Vlasov-Poisson sur grille (en vert), pour ε = 1 (à
gauche) et ε = 0.5 (à droite).

Figure 5.2 – Test 1 - Énergie électrique au cours du temps : MiMa avec Np = 5 × 103

(en bleu) comparé à Euler (en rouge) et Vlasov-Poisson sur grille (en vert) pour ε = 0.1 (à
gauche) et ε = 10−4 (à droite).

de MiMa sont très bons puisque nous reproduisons pendant un temps beaucoup plus long
le comportement correct de l’énergie électrique (la pente est égale à −0.135, ce qui est très
proche de la valeur théorique −0.1533 à la limite non-collisionnelle [97]), cela en utilisant
le même nombre de particules que PIC-BGK.

Nous cherchons ensuite à savoir s’il est possible de faire baisser le niveau du bruit
numérique de PIC-BGK en ajoutant des particules. Sur la figure 5.5, nous montrons que
cela est possible, mais que PIC-BGK n’atteint pas la précision de MiMa, même avec plus
de particules. Une explication est la suivante : MiMa ne décrit que la partie microscopique
g par des particules et pas la fonction de distribution totale f . Le bruit numérique n’affecte
ainsi que g avec MiMa, et g reste petit dans les simulations, alors que toute la fonction f

est affectée par le bruit avec PIC-BGK. Il est difficile de quantifier l’amélioration induite
par l’augmentation du nombre de particules, mais sur la figure 5.5, nous voyons qu’un très
grand nombre de particules serait nécessaire avec PIC-BGK pour obtenir un niveau de
bruit aussi bas qu’avec MiMa.

Nous nous intéressons maintenant à des diagnostiques en espace. Sur la figure 5.6, nous
traçons la densité de charge (1−ρ) à deux instants fixés (t = 0.2 et t = 0.4), en fonction de
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Figure 5.3 – Test 1, ε = 0.1 - Énergie électrique au cours du temps : MiMa (en bleu) et
PIC-BGK (en vert) avec Np = 5× 105, comparés à NS (en rouge).

Figure 5.4 – Test 1 - Énergie électrique au cours du temps : MiMa (en bleu) et PIC-BGK
(en rouge) avec Np = 5× 105, pour ε = 1 (à gauche) et ε = 10 (à droite).

x, pour MiMa et PIC-BGK avec ε = 1. Comme nous l’avons déjà observé précédemment,
avec le même nombre de particules le bruit numérique est fortement réduit en utilisant la
décomposition micro-macro par rapport à l’approche PIC-BGK.

Figure 5.7, nous traçons la fonction de distribution totale f = M + g. Nous comparons
celle donnée par MiMa à celle obtenue avec l’approche PIC-BGK, au temps t = 20 et pour
ε = 1. Nous avons ici une illustration supplémentaire du bruit numérique de PIC-BGK
comparé à celui de MiMa. Le bruit numérique de l’approche micro-macro est très petit
et ne concerne que la fluctuation g. La différence entre les fonctions de distributions f

obtenues par MiMa et par PIC-BGK est tracée Figure 5.8.
Nous regardons aussi le comportement du flux de chaleur pour différentes valeurs de

ε. Nous avons en effet vu dans la sous-section 5.3.4 que la discrétisation semi-implicite
du modèle micro-macro permet de retrouver les asymptotiques de Navier-Stokes. Pour
vérifier ce point, nous comparons les flux de chaleur donnés par l’équation de Navier-
Stokes (−3/2)ρT∂xT à ceux donnés par le modèle micro-macro (1/ε)

�
|v − u|3fdv. La

différence de ces deux quantités doit être d’ordre ε. Figure 5.9, la différence en norme
L
2 des deux flux de chaleur est tracée en fonction de ε à t = 1. L’étude a été réalisée

avec différents nombres de particules, afin d’observer l’influence de Np. Le bon ordre est
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Figure 5.5 – Test 1, ε = 10 - Énergie électrique au cours du temps : MiMa (en bleu)
comparé à PIC-BGK avec différentes valeurs de Np : 105 (en mauve), 5 × 105 (en rouge)
et 2.5× 106 (en vert).

Figure 5.6 – Test 1, ε = 1 - Densité de charge (1 − ρ) aux temps t = 0.2 (à gauche) et
t = 0.4 (à droite), pour PIC-BGK (en rouge) et MiMa (en bleu) avec Np = 5× 105.

retrouvé puisque nous observons un comportement linéaire. Cela est aussi illustré Figure
5.10 où les deux flux de chaleur (de NS et MiMa) sont tracés au temps t = 1 en fonction
de x. Nous observons que lorsque ε diminue, les deux flux se rapprochent. Les oscillations
apparaissant sur le flux de MiMa sont dues à la discrétisation de g par des particules.

Nous avons de plus regardé les quantités conservées. Nous avons tout d’abord vérifié
que la masse totale ��

f dvdx (5.101)

et la quantité de mouvement totale
��

vf dvdx (5.102)

étaient exactement conservées. L’énergie totale
���

v
2
f dvdx+

�
E

2
dx

�
(5.103)
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Figure 5.7 – Test 1, ε = 1 - Fontion de distribution f de PIC-BGK (en haut à gauche),
f = M + g (en haut à droite), g (en bas à gauche) et M (en bas à droite) de MiMa, au
temps t = 20 avec Np = 5× 105.

Figure 5.8 – Test 1, ε = 1 - Différence fMiMa − fPIC où fMiMa est la fonction de
distribution obtenue par MiMa et fPIC celle donnée par PIC-BGK, au temps t = 20 avec
Np = 5× 105.

n’est pas exactement conservée : des variations de l’ordre de 0.1% sont observées pour
MiMa, quel que soit ε > 0.
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Figure 5.9 – Test 1 - Erreur sur les flux de chaleur à t = 1, avec Nx = 512, ∆t = 10−3,
pour différentes valeurs de Np : 105 (en vert), 5× 105 (en bleu), pente 1/6 (en rouge).

Figure 5.10 – Test 1 - Flux de chaleur de NS (en rouge) et MiMa (en bleu) à t = 1 avec
Np = 105 et Nx = 512, pour ε = 0.1 (en haut à gauche), 10−2 (en haut à droite) et 10−3

(en bas).

Pour assurer que les trois premiers moments de g restent nuls au cours de la simulation,
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nous avons implémenté une étape spécifique, détaillée dans la sous-section 5.3.2. Cette
étape permet de conserver la structure micro-macro du système. Le non-respect de cette
structure conduit à la création de bruit et à une perte de qualité des résultats. Nous traçons
Figure 5.11 la densité de charge à t = 5 pour ε = 1 obtenue sans l’étape de projection, avec
une projection d’ordre 0 et avec une projection d’ordre 1. La correction des poids réduit
sensiblement le bruit numérique. Mais l’apport d’une correction d’ordre 1 par rapport à
une correction d’ordre 0 n’est pas évidente.

Figure 5.11 – Test 1, ε = 1 - Densité de charge à t = 5, avec Np = 5 × 105 et une
correction des poids d’ordre 0 (en vert), d’ordre 1 (en bleu) et sans correction (en rouge).

5.4.2 Test 2

Nous étudions dans cette sous-section un second cas test, dans lequel la fonction de
distribution initiale n’appartient pas au noyau du linéarisé de l’opérateur de collisions.
Nous considérons

f (x, v, t = 0) =
v
4

3
√
2π

exp
�
−v

2
/2
�
(1 + α cos (kxx)) , x ∈ [0, 2π/kx], (5.104)

avec le nombre d’onde kx = 0.5 et α = 5 × 10−2. Pour le modèle micro-macro, U a
initialement l’expression

U (x, t = 0) =




1 + α cos (kxx)

0
5 (1 + α cos (kxx))



 , (5.105)

et pour la partie microscopique, g s’écrit initialement (les calculs sont effectués dans l’an-
nexe B.2)

g (x, v, t = 0) =
1 + α cos (kxx)√

2π

�
v
4

3
exp

�
−v

2
/2
�
− 1√

5
exp

�
−v

2
/10

��
. (5.106)

Pour les équations d’Euler et de Navier-Stokes, nous considérons

U (x, t = 0) =




1 + α cos (kxx)

0
5 (1 + α cos (kxx))



 . (5.107)
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5.4. Résultats numériques

Nous nous intéressons aux mêmes diagnostiques que pour le premier cas test. Les mêmes
paramètres numériques sont également considérés. L’équation d’Euler est maintenant ré-
solue avec C = 0.1.

Sur les figures 5.12 et 5.13, nous représentons l’énergie électrique donnée par (5.100)
pour MiMa et Euler : nous étudions la convergence du modèle micro-macro vers l’équation
d’Euler quand ε tend vers zéro. La propriété AP est mise en évidence Figure 5.14, où la
norme L

1 de g est tracée en fonction du temps. Pour la norme L
1, nous avons choisi

�g�L1 =

�
k |ωk|

LxLv
. (5.108)

Figure 5.12 – Test 2 - Énergie électrique au cours du temps : MiMa avec Np = 5 × 103

(en bleu) comparé à Euler (en rouge), pour ε = 0.1 (à gauche) et ε = 5× 10−2 (à droite).

Figure 5.13 – Test 2 - Énergie électrique au cours du temps : MiMa avec Np = 5 × 103

(en bleu) comparé à Euler (en rouge), pour ε = 10−2 (à gauche) et ε = 10−4 (à droite).

Tout comme dans [106], nous observons que g devient de l’ordre de ε bien qu’il ne le
soit pas au temps t = 0 (nous avons en effet �g(t = 0)�L1 ≈ 5 × 10−2). La propriété AP
est satisfaite pour cette condition initiale qui n’est pourtant pas très proche de l’équilibre,
même lorsque nous prenons un nombre assez petit de particules.

Lorsque l’on considère de plus grandes valeurs de ε, nous voyons sur la figure 5.15
que MiMa parvient à donner de bons résultats comparé à PIC-BGK qui souffre du bruit
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5.4. Résultats numériques

Figure 5.14 – Test 2 - Évolution en temps de �g(t)�1 (échelle semi-logarithmique) pour
MiMa avec Np = 5 × 103 et ε = 10−2 (en haut à gauche), ε = 10−4 (en haut à droite),
ε = 10−7 (en bas).

numérique inhérent à la méthode PIC, ce qui empêche l’énergie électrique de diminuer
jusqu’à l’erreur machine.

Comme dans le premier cas test, nous présentons les fonctions de distribution f de
PIC-BGK et MiMa sur la Figure 5.16, au temps t = 10. Bien que g ne soit pas petit,
nous pouvons observer que le bruit est bien plus petit avec l’approche micro-macro qu’avec
PIC-BGK. Cela peut expliquer le bon comportement de MiMa par rapport à PIC-BGK.
Nous traçons également Figure 5.17 la différence entre les fonctions de distribution f de
MiMa et de PIC-BGK.

Nous avons en outre vérifié que la masse totale et la quantité de mouvement étaient
préservées exactement. Ce n’est pas le cas de l’énergie totale [

��
v
2
fdvdx+

�
E

2
dx], mais

comme précédemment, elle est tout de même bien conservée (de l’ordre de 0.1% quel que
soit ε > 0).

5.4.3 Coût numérique

Un des principaux objectifs de ce travail est de parvenir à simuler le régime fluide à
bas coût numérique avec un modèle cinétique. D’une part, l’approche micro-macro permet
de construire un schéma AP dont le coût est indépendant de ε. D’autre part, l’utilisation
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5.4. Résultats numériques

Figure 5.15 – Test 2 - Énergie électrique au cours du temps : MiMa (en bleu) et PIC-BGK
(en rouge) pour ε = 1 avec Np = 5× 105.

Figure 5.16 – Test 2, ε = 10 - Fonction de distribution f de PIC-BGK (en haut à gauche),
f = M + g (en haut à droite), g (en bas à gauche) et M (en bas à droite) de MiMa au
temps t = 10 avec Np = 5× 105.

de particules permet de réduire le coût numérique car l’amplitude de g diminue quand ε

devient petit.
Dans cette sous-section, nous étudions le nombre de particules nécessaires quand ε varie.

À chaque ε donné, nous associons le nombre de particules Np pour lequel la convergence est
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5.4. Résultats numériques

Figure 5.17 – Test 2, ε = 10 - Différence fMiMa − fPIC où fMiMa est la fonction de
distribution obtenue par MiMa et fPIC celle donnée par PIC-BGK, au temps t = 10 avec
Np = 5× 105.

atteinte. Notre critère de convergence est l’énergie électrique. Figure 5.18, nous observons
que la convergence est atteinte pour Np = 5×103 quand ε = 10−2 et Np = 500 est suffisant
quand ε = 10−4.

Figure 5.18 – Test 1 - Nombre de particules nécessaires pour ε = 10−2 (à gauche) et
ε = 10−5 (à droite).

De nos observations numériques pour ε compris dans l’intervalle [0.001, 0.1], nous pou-
vons déduire la loi empirique suivante Np ≈ C1 exp

�
C2ε

C3
�

pour Nx = 128. Cela est
présenté Figure 5.19, avec C1 ≈ 2000, C2 ≈ 15.5 et C3 ≈ 0.6.

Puisque la complexité de l’algorithme MiMa est en O(Np), Np étant toujours plus grand
que Nx, le gain en termes de temps de calcul est amélioré par rapport à une approche sur
grille de l’espace des phases dont la complexité est au moins de l’ordre de O(Ndx

x N
dv
v ) où dx

(respectivement dv) est la dimension en espace (respectivement vitesse). Si nous regardons
la comparaison entre PIC-BGK et MiMa, nous observons dans le tableau 5.1 que le coût
de MiMa pour un pas de temps est à peu près le double de celui d’un pas de temps de
PIC-BGK et la complexité des deux méthodes est en O(Np).

Bien que la complexité des deux méthodes soit la même, PIC-BGK présente plus de
bruit numérique dans tous les régimes. Pour réduire ce bruit, plus de particules sont né-
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5.5. Conclusion

Figure 5.19 – Test 1 - Nombre de particules nécessaires en fonction de ε.

Nx = 128 Nx = 128 Nx = 128
Np = 5× 105 Np = 1× 106 Np = 5× 106

MiMa 0.46 s. 0.92 s. 4.65 s.
PIC-BGK 0.24 s. 0.48 s. 2.42 s.

Table 5.1 – Coût numérique pour un pas de temps de MiMa et PIC-BGK.

cessaires qu’avec MiMa. En particulier, quand ε est petit, PIC-BGK nécessite un grand
nombre de particules alors que MiMa donne des résultats très précis avec un Np très petit
(voir Figure 5.18). Pour une précision équivalente, MiMa est ainsi plus rapide que PIC-
BGK. Les temps de calcul sur CPU des simulations conduisant aux résultats de la figure
5.20 sont donnés dans le tableau 5.2. Remarquons que la simulation de PIC-BGK pour
ε = 10−4 a été réalisée avec un schéma d’Euler implicite pour l’équation sur ωk, ce qui
permet d’utiliser un pas de temps ∆t similaire pour MiMa et PIC-BGK. Cependant, dans
ce régime, MiMa n’a besoin que de très peu de particules, c’est pourquoi le temps de calcul
est à nouveau plus petit pour MiMa que pour PIC-BGK.

Param. ε = 10 Param. ε = 0.1 Param. ε = 10−4

MiMa Np = 5× 105 768 s. Np = 105 153 s. Np = 500 11 s.
PIC-BGK Np = 5× 106 1391 s. Np = 106 694 s. Np = 106 230 s.

Table 5.2 – Temps de calcul de MiMa et PIC-BGK pour les simulations représentées dans
la figure 5.20.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un schéma préservant l’asymptotique utilisant une méthode parti-
culaire est proposé pour le modèle de Vlasov-Poisson-BGK à la limite fluide. Ce schéma
numérique est basé sur une décomposition micro-macro. La propriété AP est assurée par
un schéma semi-implicite pour traiter le terme source raide. Le principal intérêt de l’ap-
proche présentée ici par rapport aux précédents travaux de décomposition micro-macro
réside dans l’utilisation d’une méthode PIC pour discrétiser la partie microscopique alors
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5.5. Conclusion

Figure 5.20 – Test 1 - Énergie électrique au cours du temps : MiMa (en bleu) et PIC-BGK
(en rouge) pour ε = 10 (en haut à gauche), ε = 0.1 (en haut à droite) et ε = 10−4 (en
bas), les paramètres numériques sont donnés dans le tableau 5.2.

qu’une méthode de volumes finis est utilisée pour la partie macroscopique. De cette ma-
nière, le coût numérique des simulations est réduit dans le régime fluide. De plus, à la limite
non-collisionnelle, une telle approche a la propriété importante de réduire le bruit numé-
rique qui est usuellement observé dans les méthodes PIC standards. C’est une conséquence
de la stratégie de décomposition micro-macro et de l’étape supplémentaire qui permet de
maintenir cette structure au cours du temps.

Des opérateurs de collision plus complexes, comme celui proposé dans [40] pour l’équa-
tion de Boltzmann des semi-conducteurs, pourraient également être considérés en combi-
nant cette approche à des techniques de relaxation, comme dans [72] par exemple. Une
étude de la limite de diffusion est également envisagée, et éventuellement de la limite
incompressible. Enfin, une extension de cette approche à des dimensions supérieures est
possible.

Elle nécessiterait l’implémentation de la méthode PIC en dimensions 2 ou 3 et permet-
trait de réaliser des simulations plus complexes. Une étude de la méthode PIC en deux
dimensions d’espace fait l’objet de la partie suivante. Deux approches sont utilisées avec
pour objectif commun de simuler une diode en géométrie axisymétrique en résolvant le
système d’équations de Vlasov-Maxwell.
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Troisième partie

Méthode Particle-In-Cell en
géométrie axisymétrique pour

Vlasov-Maxwell, application à une
diode et parallélisation sur GPU

Les méthodes multi-fluides ou hybrides fluides-cinétiques présentées dans les deux par-
ties précédentes permettent de réduire la complexité du système. Elles ont été testées
sur des problèmes en une dimension d’espace simplifiés mais contenant tout de même de
nombreuses difficultés liées à la simulation numérique des plasmas : filamentation, petites
échelles, etc. Leur généralisation à des problèmes en deux ou trois dimensions d’espace
peut cependant s’avérer difficile. C’est pourquoi elles sont encore peu utilisées pour des
simulations de problèmes réels. On leur préfère en effet les méthodes particulaires et no-
tamment la méthode PIC qui s’implémente facilement en plusieurs dimensions d’espace.
Ces méthodes sont par contre plus coûteuses. Mais avec les progrès informatiques, la paral-
lélisation sur des clusters d’ordinateurs ou sur des cartes graphiques, de telles simulations
deviennent réalisables en un temps raisonnable.

Nous nous intéressons dans cette partie à la simulation numérique d’une diode à ca-
thode hémisphérique, pouvant par exemple être utilisée pour la production de rayons X.
Cette diode est modélisée en deux dimensions d’espace, en géométries cartésienne et axi-
symétrique. Des électrons sont émis de la cathode sous l’effet d’un champ électrique. Le
faisceau de particules est alors soumis à un champ électromagnétique. Nous sommes ainsi
amenés à l’étude du système d’équations de Vlasov-Maxwell.

L’équation de Vlasov est résolue par une méthode particulaire, en l’occurrence la mé-
thode PIC. Deux approches sont étudiées. Le premier chapitre de cette partie est dédié à
l’étude d’une méthode PIC-éléments finis basée sur l’analyse isogéométrique. Le domaine
physique est envoyé par une transformation géométrique sur un domaine carré appelé
« patch ». Les particules sont alors considérées sur le patch et les équations de Vlasov et
de Maxwell sont résolues dans ce patch. Dans un cadre plus général, nous y étudions la
méthode PIC en géométrie curviligne. Le chapitre suivant présente le développement d’une
méthode PIC-Galerkin Discontinu sur carte graphique (ou GPU). Les particules évoluent
cette fois dans le domaine physique. Des résultats numériques sont présentés dans les deux
chapitres, nous y exposons en particulier la diode à cathode hémisphérique en géométrie
axisymétrique.
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Chapitre 6

Méthode PIC en géométrie
curviligne et application à une diode

à cathode hémisphérique

Bien que les méthodes multi-fluides ou les couplages fluides-cinétiques soient promet-
teurs et permettent de résoudre avec un coût raisonnable les problèmes unidimensionnels,
ils sont encore difficiles à utiliser en deux ou trois dimensions d’espace. C’est pourquoi les
simulations réelles sont souvent effectuées par des méthodes cinétiques. La méthode PIC,
facile à implémenter, est souvent privilégiée. Mais les méthodes cinétiques sont coûteuses.

Pour réduire leur complexité, nous pouvons nous appuyer sur la géométrie du problème.
Les systèmes réels peuvent en effet présenter des symétries ou des invariances dont la prise
en compte permet de réduire le nombre important de variables. Par contre, le domaine
considéré est parfois complexe et difficile à modéliser de manière exacte.

De nouvelles possibilités ont été apportées récemment par Hughes, Cottrell et Bazilevs
[57, 24] et par Hughes, Reali et Sangalli [58] avec le développement de l’analyse isogéomé-
trique, mettant en avant les fonctions B-splines. Ces fonctions sont très utilisées en modé-
lisation numérique, à la fois pour l’interpolation et pour décrire le domaine de calcul en
Conception Assistée par Ordinateur (CAO). L’analyse isogéométrique, proposant d’utiliser
ces fonctions comme fonctions de base de la méthode d’éléments finis ainsi que pour la des-
cription du domaine, crée alors une interface entre simulation et modélisation numérique.
Les transformations géométriques à base de splines ou de NURBS (pour « Non-Uniform
Rational Basis Splines ») simplifient la plupart des applications et s’adaptent notamment
aux courbures du domaine de calcul. Celui-ci est transformé en un domaine de référence
carré, appelé « patch », dans lequel les calculs sont effectués.

Pour résoudre les équations de Vlasov-Maxwell, nous proposons de coupler une méthode
Particle-In-Cell (PIC), présentée dans la sous-section 4.1.1, dans la thèse de Barthelmé [6]
ou dans le livre de Birdsall et Langdon [13], à une méthode d’éléments finis basée sur
l’analyse isogéométrique. Une question de grande importance se pose alors : devons-nous
faire évoluer les particules de la méthode PIC dans le domaine physique ou directement dans
le patch ? Le premier choix implique d’effectuer, à chaque pas de temps, une transformation
géométrique pour que les densités de charge et de courant calculées à partir des particules
soient écrites dans le patch, et une transformation géométrique inverse pour calculer les
champs connus sur le patch en chaque particule, afin de les déplacer. Le second choix
impose la connaissance des équations du mouvement dans le patch, ainsi que l’expression
des densités de charge et de courant en fonction des particules. Ce problème est en fait
plus général : il correspond à l’utilisation de la méthode PIC en géométrie curviligne.

C’est à l’occasion du CEMRACS 2010, dans le cadre du projet IsoPIC financé par le
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6.1. Méthode PIC en géométrie curviligne

CEA Gramat, que nous nous sommes intéressés à un tel problème. En collaboration avec
Aurore Back, Ahmed Ratnani et Éric Sonnendrücker, nous avons développé un code PIC-
éléments finis axisymétrique basé sur l’analyse isogéométrique. Nous utilisons des splines
comme fonctions de base de la méthode d’éléments finis, comme fonctions de forme pour les
particules ainsi que pour définir le domaine de calcul. Nous nous intéressons en particulier à
l’étude d’une diode à cathode hémisphérique. A priori tridimensionnel (3D), son domaine
est modélisé en coordonnées cylindriques (z, r, θ). Nous pouvons cependant supposer que
les inconnues sont indépendantes de θ et considérer la géométrie bidimensionnelle (2D)
axisymétrique (z, r). Cette hypothèse, justifiée par la géométrie de la diode, nous permet
de réduire la complexité du problème. Une diode est constituée d’une cathode chargée
négativement et d’une anode chargée positivement. Elle est vide à l’instant initial, mais en
imposant une différence de potentiel des électrons sont arrachés de la cathode. Soumis alors
à un champ électromagnétique, ils se déplacent vers l’anode, comme schématisé Figure 6.1.
Ce faisceau d’électrons est représenté par une fonction de distribution f vérifiant l’équation

Figure 6.1 – Schéma d’une diode à cathode hémisphérique.

de Vlasov. Pour la résoudre, nous utilisons une méthode PIC. Une grande attention doit
être portée à l’émission des particules. Les champs électriques et magnétiques sont quant
à eux solutions des équations de Maxwell. La géométrie permet de considérer le mode
transverse électrique (TE). Ces champs sont résolus par une méthode d’éléments finis
basée sur l’analyse isogéométrique. Ce travail a fait l’objet d’une publication dans les actes
du CEMRACS [4].

Dans ce chapitre, nous étudions tout d’abord dans un cadre général la méthode PIC en
géométrie curviligne. Nous posons le problème et discutons les différentes possibilités qui
se présentent. Une deuxième section est dédiée à l’application à la diode. Nous y dévelop-
pons notamment les équations de Maxwell en mode 2D transverse électrique en géométrie
axisymétrique ainsi que la loi d’émission des particules. La partie analyse isogéométrique
n’est pas développée ici mais nous renvoyons aux travaux de Ratnani et Sonnendrücker
[93] ou à la thèse de Ratnani [92] pour plus de détails à ce sujet.

6.1 Méthode PIC en géométrie curviligne

Nous présentons dans cette section certaines particularités de la méthode PIC en géo-
métrie curviligne. Nous évoquons plusieurs points de vue, notamment ceux utilisés dans
le travail du CEMRACS 2010 [4] et dans le chapitre suivant, concernant une méthode
PIC-Galerkin Discontinu en géométrie axisymétrique avec des éléments courbes.

Considérons un domaine physique Ω présentant éventuellement des courbures, et pre-
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6.1. Méthode PIC en géométrie curviligne

nons en exemple la diode 2D représentée Figure 6.1. Afin de modéliser Ω de manière exacte,
deux alternatives sont possibles.

– La première consiste à mailler Ω par des éléments courbes et à envoyer chaque maille
vers une même maille de référence, un carré [0, 1] × [0, 1], par une transformation
géométrique bijective F−1.

C’est le point de vue souvent adopté dans les méthodes d’éléments finis ou de Galerkin
Discontinu car cela permet de ne stocker que les matrices calculées sur l’élément
de référence. Les équations de Maxwell sont résolues dans le domaine physique en
transportant les différentes matrices intervenant dans le problème de la maille de
référence dans chaque maille de ce domaine.

– La seconde consiste à modéliser le domaine Ω par des fonctions de type splines de
façon à pouvoir envoyer un domaine carré vers Ω par une transformation géométrique
bijective F . C’est le point de vue adopté par l’analyse isogéométrique. Ce domaine
carré est maillé et est appelé « patch » (voir [93, 92]).

Les équations de Maxwell sont réécrites dans le patch et y sont résolues par une
méthode d’éléments finis en utilisant comme fonctions de base les fonctions de type
splines ayant permis de modéliser le domaine.

Le couplage des équations de Maxwell à l’équation de Vlasov résolue par une méthode
PIC apporte de nouvelles questions, concernant la gestion des particules. Avec le premier
point de vue, les particules évoluent dans le domaine physique qui est représenté, dans le
cas de la diode, en géométrie axisymétrique. Une première sous-section décrit de manière
succincte la méthode PIC dans cette géométrie et nous permet de nous familiariser avec
les changements de coordonnées. Nous utilisons cette approche dans le chapitre 7. Avec le
second point de vue, il nous faut choisir le domaine (physique ou patch) dans lequel nous
faisons évoluer les particules. Ce choix aura des conséquences sur le calcul numérique des
densités de charge et de courant ainsi que sur les équations du mouvement. Nous présentons
dans les sous-sections suivantes les différentes approches.

6.1.1 Méthode PIC en géométrie axisymétrique

Lorsqu’un domaine a priori 3D représenté en géométrie cylindrique (z, r, θ) présente
une invariance dans la direction θ, nous pouvons nous ramener à une coupe 2D de ce
domaine et considérer la géométrie axisymétrique (z, r). C’est le cas de la diode à cathode
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hémisphérique que nous souhaitons étudier. La méthode PIC s’écrit facilement dans cette
géométrie, comme nous allons le voir. Les deux points délicats concernent les équations du
mouvement et l’expression des densités de charge et de courant.

Équations du mouvement en coordonnées axisymétriques

Pour déplacer les particules dans le domaine physique représenté en géométrie axi-
symétrique, nous devons réécrire les équations du mouvement (1.6) et (1.20) dans cette
géométrie. Partons des coordonnées cylindriques et notons

X =




z

r

θ



 la position, V =




ż

ṙ

rθ̇



 la vitesse physique et

Ẋ =




ż

ṙ

θ̇



 la vitesse généralisée.

(6.1)

En géométrie axisymétrique, nous avons θ̇ = 0.
L’équation (1.6) devient simplement

dX

dt
= Ẋ. (6.2)

Pour obtenir l’expression de l’accélération (1.20), nous proposons d’utiliser l’approche La-
grangienne présentée dans la sous-section 1.1.2. En mécanique Lagrangienne, le Lagrangien
L s’écrit

L = Ec − Ep (6.3)

où Ec est l’énergie cinétique et Ep l’énergie potentielle du système. En coordonnées carté-
siennes 3D

x =




x

y

z



 =




r cos θ
r sin θ

z



 , v =




vx

vy

vz



 =




ẋ

ẏ

ż



 , (6.4)

l’énergie cinétique d’une particule de masse m et de charge q soumise à un champ électro-
magnétique s’écrit

Ec =
1

2
m|v|2, (6.5)

ce qui donne

Ec =
1

2
m

�
ẋ
2 + ẏ

2 + ż
2
�
=

1

2
m

�
ṙ
2 + r

2
θ̇
2 + ż

2
�
=

1

2
m|V |2. (6.6)

Notons d’autre part

AX =




Az

Ar

Aθ



 (6.7)

et φ les potentiels vecteur et scalaire tels que

BX =




Bz

Br

Bθ



 = ∇∧AX et EX =




Ez

Er

Eθ



 = −∂tAX −∇φ, (6.8)
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en axisymétrique ainsi que

Ax =




Ax

Ay

Az



 (6.9)

le potentiel vecteur cartésien tel que

Bx =




Bx

By

Bz



 = ∇∧Ax et Ex =




Ex

Ey

Ez



 = −∂tAx −∇φ. (6.10)

Une transformation covariante du potentiel vecteur A donne

Ax =
∂r

∂x
Ar +

∂θ

∂x
Aθ +

∂z

∂x
Az

= cos θAr −
sin θ

r
Aθ (6.11)

Ay = sin θAr +
cos θ

r
Aθ (6.12)

Az =
∂r

∂z
Ar +

∂θ

∂z
Aθ +

∂z

∂z
Az

= Az. (6.13)

Après quelques calculs simples, l’énergie potentielle Ep qui s’écrit en coordonnées carté-
siennes

Ep = −q (v ·Ax − φ) (6.14)

devient en coordonnées axisymétriques

Ep = −q

�
Ẋ ·AX − φ

�
. (6.15)

Avec l’invariance suivant θ, nous avons θ̇ = 0 et obtenons donc en géométrie axisymé-
trique

L

�
X, Ẋ, t

�
=

1

2
m

�
ż
2 + ṙ

2
�
+ q (Az ż +Arṙ − φ) . (6.16)

Les impulsions généralisées sont définies par

pz = ∂żL = mż + qAz, (6.17)
pr = ∂ṙL = mṙ + qAr. (6.18)

Nous calculons ainsi

∂zL = q (∂zAz ż + ∂zArṙ − ∂zφ) , (6.19)
∂rL = q (∂rAz ż + ∂rArṙ − ∂rφ) , (6.20)
dtpz = mz̈ + qdtAz, (6.21)
dtpr = mr̈ + qdtAr. (6.22)

Les équations d’Euler-Lagrange (1.15) s’écrivent ici

dtpz = ∂zL, (6.23)
dtpr = ∂rL, (6.24)
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et donnent alors

mz̈ = q (∂zAz ż + ∂zArṙ − ∂zAz ż − ∂rAz ṙ − ∂tAz − ∂zφ) ,

= q ((∂zAr − ∂rAz) ṙ − ∂tAz − ∂zφ) ,

= q (ṙBθ + Ez) et de manière symétrique (6.25)
mr̈ = q (−żBθ + Er) . (6.26)

L’équation (1.20) s’écrit donc

dẊ

dt
=

q

m

�
E + Ẋ ∧B

�
. (6.27)

Remarque 6.1.1. En axisymétrique, les équations (6.2) et (6.27) s’écrivent de manière
équivalente

dX

dt
= V , (6.28)

dV

dt
=

q

m
(E + V ∧B) . (6.29)

Densités de charge et de courant en géométrie axisymétrique

La fonction de distribution des particules s’écrit

f (X,V , t) =

Np�

k=1

ωkδ (X −Xk (t)) δ (V − V k (t)) , (6.30)

où Xk, V k et ωk désignent respectivement la position, la vitesse physique et le poids (ici
constant) de la k-ième particule. Les densités de charge et de courant données par (4.5) et
(4.6) s’écrivent

ρ (X, t) = q

Np�

k=1

ωkδ (X −Xk (t)) , (6.31)

J (X, t) = q

Np�

k=1

ωkV kδ (X −Xk (t)) . (6.32)

Ces quantités doivent ensuite être discrétisées aux points du maillage. L’utilisation
d’une fonction de forme d’ordre 0 (méthode « Nearest Grid Point ») simplifie grandement
la gestion des mailles courbes. Nous passons par l’élément de référence pour trouver la
maille dans laquelle se trouve chacune des particules. Il nous reste ensuite à calculer

ρ� (t) =
�

k/Xk(t)∈Ω�

ωk, (6.33)

J � (t) =
�

k/Xk(t)∈Ω�

ωkV k (t) , (6.34)

sur chaque maille Ω� du domaine physique Ω. Si nous souhaitons utiliser des fonctions de
forme d’ordre supérieur Si, translatées d’une même fonction de forme définie sur la maille
de référence, nous sommes amenés à trouver l’expression de ρ et de J sur la maille de
référence. Nous renvoyons au calcul général présenté dans la sous-section suivante.
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6.1.2 Particules dans le patch

L’idée de l’analyse isogéométrique est de résoudre les équations de Maxwell dans le
patch, en y effectuant tous les calculs. Pour gérer les particules, plusieurs choix sont pos-
sibles. La première approche, que nous proposons dans cette sous-section, consiste à consi-
dérer également les particules de la méthode PIC dans le patch et donc à y effectuer les
calculs permettant de résoudre l’équation de Vlasov. C’est le point de vue adopté dans
le projet IsoPIC du CEMRACS [4]. La transformation géométrique F et son inverse ne
sont utilisées qu’à l’initialisation et au temps final pour la visualisation. Cette approche
nécessite par contre la connaissance des équations du mouvement des particules dans le
patch, afin de les déplacer, ainsi que l’expression des densités de charge et de courant dans
le patch. Détaillons ces deux points.

Équations du mouvement en coordonnées quelconques

Le patch est envoyé par une transformation géométrique F , a priori quelconque, sur
le domaine physique représenté par exemple en géométrie cartésienne ou en géométrie
axisymétrique. Le système de coordonnées du patch est donc quelconque et dépend de F .
Notons

q =

�
ξ

η

�
la position, vq =

�
vξ

vη

�
la vitesse physique dans le patch et

q̇ =

�
ξ̇

η̇

�
la vitesse généralisée dans le patch.

(6.35)

Pour y déplacer les particules, nous devons écrire les équations du mouvement dans ces
coordonnées quelconques, dépendantes de F . Nous utilisons pour cela l’approche Lagran-
gienne présentée dans la sous-section 1.1.2.

Partons, par exemple, d’un domaine physique représenté en géométrie axisymétrique.
Notons

F =

�
F1

F2

�
(6.36)

la transformation telle que �
F1

F2

�
(ξ, η) = (z, r) . (6.37)

L’équation (1.6) s’écrit ici
dq

dt
= q̇. (6.38)

Cherchons maintenant l’accélération des particules dans le patch. Nous avons

ṙ =
dr

dt
=

∂r

∂ξ

∂ξ

∂t
+

∂r

∂η

∂η

∂t
=

∂r

∂ξ
ξ̇ +

∂r

∂η
η̇, (6.39)

ż =
∂z

∂ξ
ξ̇ +

∂z

∂η
η̇ (6.40)

et donc

ṙ
2 + ż

2 =

��
∂r

∂ξ

�2

+

�
∂z

∂ξ

�2
�
ξ̇
2 +

��
∂r

∂η

�2

+

�
∂z

∂η

�2
�
η̇
2

+2

�
∂r

∂ξ

∂r

∂η
+

∂z

∂ξ

∂z

∂η

�
ξ̇η̇.

(6.41)
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En posant

Mξ =

�
∂r

∂ξ

�2

+

�
∂z

∂ξ

�2

, (6.42)

Mη =

�
∂r

∂η

�2

+

�
∂z

∂η

�2

, (6.43)

Mξη =
∂r

∂ξ

∂r

∂η
+

∂z

∂ξ

∂z

∂η
, (6.44)

nous pouvons écrire

L (q, q̇, t) =
1

2
m

�
Mξ ξ̇

2 +Mηη̇
2 + 2Mξη ξ̇η̇

�
+ q

�
Aξ ξ̇ +Aηη̇ − φ

�
. (6.45)

Nous calculons alors
∂L

∂ξ
=

1

2
m

�
∂Mξ

∂ξ
ξ̇
2 +

∂Mη

∂ξ
η̇
2 + 2

∂Mξη

∂ξ
ξ̇η̇

�
+ q

�
∂Aξ

∂ξ
ξ̇ +

∂Aη

∂ξ
η̇ − ∂φ

∂ξ

�
,(6.46)

∂L

∂η
=

1

2
m

�
∂Mξ

∂η
ξ̇
2 +

∂Mη

∂η
η̇
2 + 2

∂Mξη

∂η
ξ̇η̇

�
+ q

�
∂Aξ

∂η
ξ̇ +

∂Aη

∂η
η̇ − ∂φ

∂η

�
,(6.47)

∂L

∂ξ̇
= m

�
Mξ ξ̇ +Mξηη̇

�
+ qAξ, (6.48)

∂L

∂η̇
= m

�
Mηη̇ +Mξη ξ̇

�
+ qAη, (6.49)

d

dt

∂L

∂ξ̇
= m

�
Mξ ξ̈ +Mξηη̈ +

∂Mξ

∂ξ
ξ̇
2 +

∂Mξ

∂η
η̇ξ̇ +

∂Mξη

∂η
η̇
2 +

∂Mξη

∂ξ
ξ̇η̇

�

+q

�
∂Aξ

∂ξ
ξ̇ +

∂Aξ

∂η
η̇ +

∂Aξ

∂t

�
, (6.50)

d

dt

∂L

∂η̇
= m

�
Mηη̈ +Mξη ξ̈ +

∂Mξη

∂ξ
ξ̇
2 +

∂Mξη

∂η
η̇ξ̇ +

∂Mη

∂η
η̇
2 +

∂Mη

∂ξ
ξ̇η̇

�

+q

�
∂Aη

∂ξ
ξ̇ +

∂Aη

∂η
η̇ +

∂Aη

∂t

�
. (6.51)

Nous en déduisons les équations du mouvement

m

�
Mξ ξ̈ +Mξηη̈

�
= m

�
−1

2

∂Mξ

∂ξ
ξ̇
2 +

�
1

2

∂Mη

∂ξ
− ∂Mξη

∂η

�
η̇
2 − ∂Mξ

∂η
ξ̇η̇

�

+q

�
∂Aη

∂ξ
η̇ − ∂Aξ

∂η
η̇ − ∂φ

∂ξ
− ∂Aξ

∂t

�
, (6.52)

m

�
Mηη̈ +Mξη ξ̈

�
= m

��
1

2

∂Mξ

∂η
− ∂Mξη

∂ξ

�
ξ̇
2 − 1

2

∂Mη

∂η
η̇
2 − ∂Mη

∂ξ
ξ̇η̇

�

+q

�
∂Aξ

∂η
ξ̇ − ∂Aη

∂ξ
ξ̇ − ∂Aη

∂t
− ∂φ

∂η

�
. (6.53)

Or
B = ∇∧A =

∂Aη

∂ξ
− ∂Aξ

∂η
, (6.54)

et

q̇ ∧B =




ξ̇

η̇

0



 ∧




0
0
B



 =





�
∂Aη

∂ξ − ∂Aξ

∂η

�
η̇

�
∂Aξ

∂η − ∂Aη

∂ξ

�
ξ̇

0



 , (6.55)
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nous obtenons donc

Mξ ξ̈ +Mξηη̈ =

�
−1

2

∂Mξ

∂ξ
ξ̇
2 +

�
1

2

∂Mη

∂ξ
− ∂Mξη

∂η

�
η̇
2 − ∂Mξ

∂η
ξ̇η̇

�

+
q

m
(q̇ ∧B +E)|ξ , (6.56)

Mηη̈ +Mξη ξ̈ =

��
1

2

∂Mξ

∂η
− ∂Mξη

∂ξ

�
ξ̇
2 − 1

2

∂Mη

∂η
η̇
2 − ∂Mη

∂ξ
ξ̇η̇

�

+
q

m
(q̇ ∧B +E)|η , (6.57)

où |ξ (respectivement |η) signifie que l’on considère la coordonnée suivant ξ (respectivement
η). Après linéarisation, calcul des coefficients et simplifications, nous trouvons

det (J)
dξ̇

dt
+ ξ̇

2
Kξ,η + η̇

2
Kη,η + 2η̇ξ̇Kηξ,η

=
q

m det (J)

�
(E + q̇ ∧B)|ξ Mη − (E + q̇ ∧B)|η Mξη

�
(6.58)

det (J)
dη̇

dt
− ξ̇

2
Kξ,ξ − η̇

2
Kη,ξ − 2η̇ξ̇Kξη,ξ

=
q

m det (J)

�
(E + q̇ ∧B)|η Mξ − (E + q̇ ∧B)|ξ Mξη

�
(6.59)

avec

Kξ,ξ = HξVξ, Kξ,η = HξVη, Kη,η = HηVη,

Kη,ξ = HηVξ, Kξη,ξ = HξηVξ, Kξη,η = HξηVη,
(6.60)

où

Hξ =

�
∂2F1
∂2ξ
∂2F2
∂2ξ

�
, Hη =

�
∂2F1
∂2η
∂2F2
∂2η

�
, Hξη =

�
∂2F1
∂ξ∂η
∂2F2
∂ξ∂η

�

Vξ =

�
∂F2
∂ξ

−∂F1
∂ξ

�
, Vη =

�
∂F2
∂η

−∂F1
∂η

�
,

(6.61)

et

det (J) =
∂F1

∂ξ

∂F2

∂η
− ∂F1

∂η

∂F2

∂ξ
(6.62)

correspond au déterminant du changement de variables. Les équations du mouvement dans
le patch sont ainsi explicitées. Elles sont cependant complexes.

Densités de charge et de courant dans le patch

L’autre particularité de la méthode PIC écrite dans le patch est le calcul des densités
de charges et de courant sur chaque maille Ω̃� du patch liée à la maille Ω� du domaine
physique par

F
�
Ω̃�

�
= Ω�. (6.63)

Partons à nouveau de l’expression de ρ et J en géométrie axisymétrique, données respec-
tivement par (6.31) et (6.32). Comme expliqué dans la sous-section 4.1.1, nous pouvons
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utiliser une fonction de forme S� pour calculer ces quantités aux points du maillage. Nous
avons alors

ρ� (t) =

�

R
ρ (X, t)S� (X) dX =

Np�

k=1

ωkS� (Xk (t)) , (6.64)

J � (t) =

�

R
J (X, t)S� (X) dX =

Np�

k=1

ωkV kS� (Xk (t)) . (6.65)

Les particules étant repérées dans le patch, il est plus commode d’écrire ces densités en
fonction des positions écrites dans les coordonnées quelconques q. Pour cela, nous utilisons
une propriété importante de la masse de Dirac.

Propriété 6.1.1. Soit F un changement de coordonnées tel que F (q) = X. La masse de
Dirac vérifie alors

δ (X) = δ (F (q)) =
δ (q − q0)

det (J) (q0)
(6.66)

où q0 est un zéro de F .

Nous avons alors pour la densité de charge ρ

ρ� (t) =

�

R
ρ (X, t)S� (X) dX = q

Np�

k=1

ωk

�

R
δ (X −Xk (t))S� (X) dX

= q

Np�

k=1

ωk

�

R
δ (F (q)−F (qk (t)))S� (F (q)) det (J) (q) dq

= q

Np�

k=1

ωk

�

R
δ (q − qk (t))S� (F (q))

det (J) (q)

det (J) (qk (t))
dq

= q

Np�

k=1

ωkS� (F (qk (t))) . (6.67)

Pour la densité de courant J , nous avons

J � (t) =

�

R
J (X, t)S� (X) dX = q

Np�

k=1

ωkV k

�

R
δ (X −Xk (t))S� (X) dX

= q

Np�

k=1

ωkV kS� (F (qk (t))) . (6.68)

Remarquons ici que la vitesse de la particule en géométrie axisymétrique V k intervient
dans le calcul de J . Or c’est la vitesse dans le patch qui est connue. Cette étape nécessite
donc d’appliquer la transformation géométrique pour calculer la vitesse dans le domaine
physique.

S� (F) est une fonction de forme sur le patch, que l’on peut écrire S̃�. Nous obtenons
les expressions

ρ� (t) = q

Np�

k=1

ωkS̃� (qk (t)) , (6.69)

J � (t) = q

Np�

k=1

ωkV kS̃� (qk (t)) . (6.70)
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Sur le patch, nous pouvons aussi considérer une unique fonction de forme S̃ telle que chaque
S̃� est une translatée de S̃ : S̃� (q) = S̃ (q� − q). Nous utilisons alors

ρ� (t) = q

Np�

k=1

ωkS̃ (q� − qk (t)) , (6.71)

J � (t) = q

Np�

k=1

ωkV kS̃ (q� − qk (t)) . (6.72)

Pour revenir au cas de la sous-section 6.1.1, si nous souhaitons utiliser une unique
fonction de forme en géométrie axisymétrique, nous sommes obligés de nous ramener à une
maille de référence, en géométrie quelconque, par le calcul précédent. Nous utilisons alors
les expressions (6.71) et (6.72) où S̃ est à support compact autour de la maille de référence.

6.1.3 Particules dans le domaine physique

Comme nous l’avons vu dans la sous-section précédente, faire évoluer les particules
dans le patch nécessite à chaque calcul de la densité de courant de connaître la vitesse
des particules dans le domaine physique, alors qu’elle est par défaut connue dans le patch.
Il faut de plus implémenter les équations du mouvement en géométrie quelconque, qui
sont complexes. Une autre approche consiste à considérer les particules dans le domaine
physique, tout en résolvant les équations de Maxwell dans le patch dans l’esprit de l’analyse
isogéométrique.

Les particules sont déplacées en utilisant les équations du mouvement dans le domaine
physique Ω, qui ont une expression très simple. Elles sont données par (1.6)-(1.20) en
géométrie cartésienne et par (6.2)-(6.27) en géométrie axisymétrique.

Les densités de charge et de courant sont calculées sur chaque maille Ω� de Ω. Le calcul
de J nécessite la connaissance des vitesses des particules dans Ω, que nous avons. Si nous
souhaitons utiliser une unique fonction de forme S̃, nous nous ramenons au calcul de ρ� et
J � dans une maille de référence et utilisons les expressions (6.71) et (6.72). La vitesse V k

est toujours celle du domaine physique et nous la connaissons.
Comme les équations de Maxwell sont résolues dans le patch, c’est le couplage pro-

prement dit entre les particules et les champs qui pose des difficultés. Nous devons d’une
part connaître les densités de charge et de courant dans le patch, puisqu’elles interviennent
comme terme source des équations de Maxwell. D’autre part, nous devons évaluer les
champs électrique et magnétique aux positions des particules dans le domaine physique,
afin de les déplacer. À chaque pas de temps, nous sommes ainsi amenés à

– appliquer la transformation géométrique F pour évaluer les champs électriques et
magnétiques, connus dans le patch, aux positions des particules dans le domaine
physique,

– appliquer la transformation géométrique inverse F−1 pour connaître dans le patch
les densités de charge et de courant, calculées dans Ω.

Les avantages de considérer les particules dans le domaine physique et non dans le
patch sont les suivants : les équations du mouvement sont plus simples à implémenter, la
vitesse des particules, utilisée dans le calcul de J , est directement connue. L’inconvénient
est de devoir effectuer à chaque pas de temps la transformation géométrique puis la trans-
formation géométrique inverse pour le couplage avec les équations de Maxwell résolues
dans le patch. Nous n’avons pas testé numériquement cette approche et n’avons donc pas
pu comparer les performances des deux méthodes.
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6.1.4 Méthode hybride

Pour concilier les deux approches, nous pouvons envisager de mettre en œuvre une
méthode hybride. Les équations de Maxwell sont là encore résolues dans le patch. L’idée
est de considérer les positions des particules dans le patch et leurs vitesses dans le domaine
physique Ω.

L’équation sur la vitesse est résolue dans Ω. Elle a ainsi une expression simple. Les
champs électrique et magnétique, connus dans le patch, doivent être évalués aux positions
des particules, également connues dans le patch. E (qk, t) et B (qk, t) sont donc facilement
obtenues. Une transformation géométrique nous permet de les connaître dans Ω et de faire
évoluer les vitesses des particules.

L’équation sur la position s’écrit très simplement dans tous les systèmes de coordonnées.
Dans le patch, elle est donnée par (6.38). La vitesse dans le patch de chaque particule est
nécessaire, nous devons la calculer à partir de celle connue dans Ω.

Les densités de charges et de courant sont calculées sur chaque maille du patch, selon
(6.71) et (6.72). Les vitesses V k du domaine physique sont directement connues. Cela
permet une résolution directe des équations de Maxwell dans le patch.

Cette méthode hybride n’a pas été testée numériquement. Il serait très intéressant de
le faire car elle présente plusieurs avantages. D’une part, les équations du mouvement ont
une expression simple, que ce soit pour les particules ou pour la vitesse. D’autre part, le
couplage entre les champs et les particules ne nécessite que la transformation de grandeurs
évaluées pour chaque particule : E (qk, t), B (qk, t) pour l’équation sur la vitesse et V k

pour l’équation sur la position.

6.2 Méthode PIC axisymétrique appliquée à une diode à ca-

thode hémisphérique

L’analyse isogéométrique développée par Hugues [57, 24, 58] a été appliquée aux équa-
tions de Maxwell et à la physique des plasmas par Ratnani et Sonnendrücker [93]. Nous
nous appuyons sur ce travail pour développer une méthode PIC-éléments finis permettant
de simuler numériquement une diode à cathode hémisphérique. Cette diode, représentée Fi-
gure 6.1, est a priori tridimensionnelle (3D) et adaptée à la géométrie cylindrique (z, r, θ).
Nous pouvons cependant faire l’hypothèse d’une invariance dans la direction θ. La géomé-
trie axisymétrique (z, r) est donc suffisante et permet de réduire notre étude à un problème
bidimensionnel (2D). Un des intérêts de l’analyse isogéométrique réside dans la possibilité
de modéliser la courbure du domaine.

Comme nous l’avons évoqué dans la section précédente, le domaine est ramené à un
patch par une transformation géométrique. La résolution des équations de Maxwell s’ef-
fectue dans le patch. Plusieurs approches sont envisageables pour la méthode PIC. Nous
les avons précisées précédemment. Nous avons choisi dans ce projet d’utiliser la méthode
détaillée dans la sous-section 6.1.2 : les particules sont considérées dans le patch. Nous ne
revenons pas sur les équations du mouvement ni sur l’expression des densités de charge et
de courant. Nous ne détaillons pas non plus l’analyse isogéométrique mais renvoyons aux
travaux [93, 92].

Nous développons dans cette section les équations de Maxwell en mode 2D transverse
électrique, en géométries cartésienne et axisymétrique. Nous présentons ensuite le fonc-
tionnement d’une diode et notamment la loi d’émission des particules. Quelques résultats
numériques sont enfin présentés.
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6.2.1 Équations de Maxwell en mode 2D transverse électrique

Dans la diode 3D, le champ électromagnétique vérifie les équations de Maxwell (1.82)-
(1.83)-(1.84)-(1.85). La géométrie du domaine nous permet cependant de les réduire au
mode 2D TE. Donnons leur écriture, d’abord en géométrie cartésienne puis en géométrie
axisymétrique.

Écriture en géométrie cartésienne

Lorsque le champ électrique est orthogonal à la direction de propagation du champ,
nous pouvons considérer le mode 2D transverse électrique. En coordonnées cartésiennes

x =




x

y

z



 , (6.73)

les champs sont réduits à

E =




Ex

Ey

0



 , B =




0
0
Bz



 et J =




Jx

Jy

0



 (6.74)

et nous supposons qu’ils ne dépendent pas de la variable z. Nous avons pour un vecteur

u =




ux

uy

uz



 , rot u =




∂yuz − ∂zuy

∂zux − ∂xuz

∂xuy − ∂yux



 et div u = ∂xux + ∂yuy + ∂zuz. (6.75)

Les équations d’Ampère (1.82) et de Faraday (1.83) deviennent

∂tEx − ∂yBz = −Jx, (6.76)
∂tEy + ∂xBz = −Jy, (6.77)

∂tBz + ∂xEy − ∂yEx = 0. (6.78)

Écriture en géométrie axisymétrique

En géométrie 2D axisymétrique (z, r), nous avons

E =




Ez

Er

0



 , B =




0
0
Bθ



 et J =




Jz

Jr

0



 . (6.79)

Ces champs sont indépendants de la variable θ, c’est l’hypothèse qui nous permet de nous
placer dans cette géométrie. Nous avons de plus pour un vecteur

u =




uz

ur

uθ



 , rot u =




1
r (∂r (ruθ)− ∂θur)

1
r∂θuz − ∂zuθ

∂zur − ∂ruz



 et div u =
1

r
∂r (rur)+

1

r
∂θuθ+∂zuz.

(6.80)
Les équations (1.82) et (1.83) s’écrivent alors

∂tEz −
1

r
∂r (rBθ) = −Jz, (6.81)

∂tEr + ∂zBθ = −Jr, (6.82)
∂tBθ + ∂zEr − ∂rEz = 0. (6.83)
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En les multipliant par r, nous obtenons

∂t (rEz)− ∂r (rBθ) = −rJz, (6.84)
∂t (rEr) + ∂z (rBθ) = −rJr, (6.85)

∂t (rBθ) + ∂z (rEr)− ∂r (rEz) = −Ez. (6.86)

6.2.2 Fonctionnement d’une diode et loi d’émission des particules

Dans certaines applications physiques, et notamment dans le cas de la diode étudiée
dans cette partie, des particules doivent être créées au cours de la simulation. En effet, c’est
un champ électrique qui vient extraire des électrons de la cathode au cours du temps. Pour
émettre ces particules numériquement, nous devons nous donner des critères en accord avec
la physique du problème. Nous les présentons ici dans le cas de la diode.

Une diode est constituée de deux semi-conducteurs : une cathode riche en électrons
et une anode qui en est déficitaire. Si l’on applique à l’anode une tension positive par
rapport à la cathode de sorte que la différence de potentiel créée soit supérieure à une
valeur seuil, les électrons sont arrachés de la cathode et se déplacent vers l’anode. Ce
phénomène permet le passage du courant. On peut utiliser un tel dispositif pour produire
des rayons X : les électrons sont accélérés vers l’anode par un champ électrique puis ralentis
brutalement par les charges opposées constituant l’anode, ce qui provoque un rayonnement.
Numériquement, nous pouvons imposer un champ électrique négatif à l’entrée de la diode
et le faire se propager. S’il est assez fort, il extrait sur son passage des électrons de la
cathode. Nous regardons maille par maille si le champ satisfait les conditions d’émission
de particules.

Lorsque les particules sont des électrons, nous avons la charge q < 0, le poids ωk > 0
∀ k = 1, . . . , Np et la composante normale du champ électrique E · n doit être positive
pour extraire des électrons. Nous repérons tout d’abord les mailles émettrices L dans le
patch, il s’agit des mailles touchant la cathode notée C. L’émission d’électrons doit annuler
le champ normal à la cathode, c’est-à-dire la quantité E ·n sur ∂L∩C, où n est le vecteur
normal sortant de la cathode. Physiquement, des électrons sont en effet émis tant que cette
quantité est positive. Nous devons en outre conserver la loi de Gauss

div E = ρ. (6.87)

Intégrons cette relation sur une maille L

�

L
div E =

�

L
ρ. (6.88)

La formule de Stokes donne
�

L
div E =

�

∂L
E · n. (6.89)

Par ailleurs, la quantité de charge présente dans L s’écrit

qL =

�

L
ρ = q

�

k/qk∈L

ωk. (6.90)

Nous obtenons la relation
�

∂L
E · n =

�

∂L∩C
E · n+

�

∂L\C
E · n = q

�

k/qk∈L

ωk.
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Or nous souhaitons annuler
�

∂L∩C
E · n,

donc après injection des particules, nous voulons vérifier la relation
�

∂L\C
E · n = q

�

k/qk∈L

ωk = qL.

La loi d’émission utilisée se résume à effectuer les deux étapes suivantes à une fréquence
donnée d’itérations (pas forcément à chaque pas de temps, afin d’alléger le coût numérique)
dans chaque maille émittrice L.

Étape 1. Si E·n
q < 0 sur ∂L ∩ C, nous calculons le manque de charges négatives

QL = −qL +

�

∂L\C
E · n, (6.91)

où
qL = q

�

k/qk∈L

ωk (6.92)

est la charge contenue dans la maille L avant l’émission des particules.

Étape 2. Si QL
q > 0, nous créons nL particules dans L : leurs positions sont choisies

aléatoirement dans la maille (ou une partie de la maille), leurs vitesses sont nulles (ou
numériquement proches de zéro) et leurs poids vérifient

ωk =
1

q

QL

nL
, k = 1, . . . , nL. (6.93)

Après l’émission, nous avons ainsi

qL =

�

∂L\C
E · n, (6.94)

ce qui est compatible avec la loi de Gauss (6.87) et qui tend à imposer la condition E ·n = 0
sur la cathode. Le choix de nL dépend du maillage et du nombre total de particules que nous
souhaitons avoir dans le domaine afin d’obtenir une bonne précision. Dans nos simulations,
nous prenons souvent nL = 10.

Remarque 6.2.1. Si la première condition E·n
q < 0 sur ∂L ∩ C n’est pas vérifiée, nous

n’émettons pas de particules dans cette maille. La seconde condition QL
q > 0 peut être

remplacée par QL
q > s, avec un seuil s ∈ R+ pour ne pas émettre des particules de poids

trop petits, qui alourdissent les calculs sans améliorer significativement les résultats.

Nous devons par ailleurs détecter les particules qui sortent du domaine. Nous ne les
déplaçons plus et les remplaçons au cours de la simulation par des particules nouvellement
créées afin de gagner de l’espace de stockage.

Remarque 6.2.2. Les applications pour lesquelles des particules sont présentes à l’instant
initial nécessitent un solveur de Poisson pour que la loi de Gauss soit vérifiée à t = 0.
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6.2.3 Résultats numériques

Nous présentons dans cette sous-section les résultats numériques de la diode à cathode
hémisphérique.

Nous étudions qualitativement l’extraction de particules dans le domaine représentant
la diode. Nous imposons à l’entrée de la diode une tension qui croît linéairement jus-
qu’à atteindre une valeur seuil et qui est ensuite constante. Les particules sont émises
sur la cathode sous les conditions décrites dans la sous-section 6.2.2. Figure 6.2, nous
représentons le champ électrique Er et les particules aux temps (adimensionnés) t =
25, 50, 75, 100, 125, 150, 175 et 200. Le pas de temps choisi est ∆t = 10−2.

6.3 Conclusion

La méthode PIC est très utilisée en physique des plasmas ou pour l’étude de faisceaux
de particules chargées. Elle permet de résoudre l’équation de Vlasov couplée aux équations
de Maxwell. Lorsque le domaine de calcul présente des courbures, différentes méthodes
sont possibles pour son implémentation. Nous en avons présentées quelques-unes dans ce
chapitre.

Nous pouvons notamment nous appuyer sur l’idée de l’analyse isogéométrique : un
maillage carré appelé patch est envoyé par une transformation géométrique à base de splines
sur le domaine éventuellement courbe Ω. La résolution des équations de Maxwell se fait par
une méthode d’éléments finis utilisant comme fonctions de base les splines ayant permis
de modéliser le domaine. La question qui se pose alors est de savoir si nous considérons
les particules dans le patch ou dans Ω. Nous avons proposé plusieurs approches. Si les
particules sont considérées dans le patch, nous devons écrire les équations du mouvement
en coordonnées quelconques. Celles-ci s’avèrent complexes. Pour calculer les densités de
charge et de courant, il est nécessaire de connaître la vitesse dans Ω, alors qu’elle est
par défaut calculée dans le patch. Cette approche facilite par contre le couplage entre les
particules et les champs. Si les particules sont considérées dans le domaine physique, les
équations du mouvement sont simples et le calcul des densités de charge se fait directement
dans Ω. Le couplage avec les champs nécessite par contre, à chaque pas de temps, une
transformation géométrique pour évaluer les champs aux positions des particules dans Ω
et une transformation inverse pour obtenir les densités de charge et de courant dans le
patch. Une méthode hybride considérant les positions dans le patch et les vitesses dans Ω
est également envisageable.

À l’occasion du CEMRACS 2010, nous avons développé un code PIC 2D axisymétrique
basé sur l’analyse isogéométrique. Les particules sont considérées dans le patch et les équa-
tions du mouvement en géométrie quelconque sont donc implémentées. Nous nous plaçons
en mode transverse électrique pour les champs. Ce code est appliqué à la simulation d’une
diode à cathode hémisphérique. Pour conserver la physique du problème, une attention
particulière est portée à la loi d’émission des particules. Plusieurs perspectives sont envisa-
gées. Tout d’abord, nous pourrions implémenter les autres approches présentées ci-dessus :
particules dans le domaine physique et méthode hybride. Ensuite, l’implémentation d’un
solveur de Poisson permettrait de considérer des simulations plus générales, avec des par-
ticules présentes dans le domaine dès l’instant initial. Enfin, une parallélisation de ce code
sur carte graphique devrait réduire le temps de calcul de manière significative.

Dans le même ordre d’idée, nous avons programmé une méthode PIC-Galerkin Discon-
tinu en géométries 2D cartésienne et axisymétrique sur carte graphique. La courbure de la
diode n’est plus traitée par l’approche analyse isogéométrique mais en utilisant un maillage
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Figure 6.2 – Diode à cathode hémisphérique - Champ électrique Er et électrons aux temps
t = 25, 50, 75, 100, 125, 150, 175 et 200 (de gauche à droite et de haut en bas).

de Ω par des éléments courbes. La résolution des équations de Vlasov et de Maxwell se fait
dans le domaine physique : les particules évoluent dans Ω. Cette méthode est présentée
dans le chapitre suivant.
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Chapitre 7

Méthode PIC - Galerkin Discontinue
sur GPU

Nous avons présenté dans le chapitre précédent une méthode PIC-éléments finis basée
sur l’analyse isogéométrique, en géométrie axisymétrique, permettant de résoudre le sys-
tème d’équations bidimensionnel de Vlasov-Maxwell en mode transverse électrique. L’ob-
jectif était de simuler une diode à cathode hémisphérique en représentant sa géométrie
courbe par des fonctions de type splines. Cette méthode a donné des résultats encoura-
geants mais nous avons rencontré plusieurs difficultés, dont celle de modéliser exactement le
domaine (le coin conduisant à une transformation continue mais pas C1 a dû être arrondi).
Nous proposons dans ce chapitre une seconde approche permettant de simuler une diode
à cathode hémisphérique. Elle consiste à remplacer le solveur Maxwell isogéométrique par
une méthode de Galerkin Discontinu d’ordre élevé, avec un maillage contenant des élé-
ments courbes. Le solveur Maxwell et le solveur PIC sont développés sur carte graphique
afin de réduire les temps de calcul. C’est à notre connaissance le premier code PIC-Galerkin
Discontinu développé sur GPU.

La méthode PIC, présentée dans la sous-section 4.1.1 ou dans la thèse de Barthelmé [6],
permet de résoudre l’équation de Vlasov pour des particules se déplaçant sous l’effet d’un
champ électromagnétique. Les équations de Maxwell régissant ce champ sont ici résolues
par une méthode de Galerkin Discontinu [74] couplée à une technique de correction de la
divergence [81] afin d’assurer numériquement la conservation de la charge (1.48).

Comme dans le chapitre précédent, notre objectif est d’appliquer le modèle de Vlasov-
Maxwell à la simulation d’une diode. Un champ électrique intense extrait des électrons de
la cathode et les pousse vers l’anode. Ce dispositif est utilisé pour générer des rayons X, par
exemple. La géométrie de la diode est bidimensionnelle (2D) axisymétrique. Nous avons
développé un code pouvant s’appliquer à des simulations 2D cartésiennes ou 2D axisymé-
triques. Les résultats obtenus en géométrie cartésienne ont fait l’objet d’une publication
avec Philippe Helluy dans les actes du CEMRACS 2011 [26] et ont en outre gagné le 4-ième
prix du concours international AMD OpenCL innovation challenge en décembre 2011 [86]
(sous l’intitulé « Numerical simulation of a medical X-ray generator on GPU »).

En géométrie bidimensionnelle, le système de Vlasov-Maxwell a 5 variables (2 variables
de positions, 2 variables de vitesses ainsi que le temps) et les calculs peuvent être lourds.
Nous avons programmé ce code en langage OpenCL (« Open Computing Language ») afin
de pouvoir l’exécuter sur une carte graphique (ou GPU pour « Graphics Processing Unit »)
ou sur un CPU (« Central Processing Unit ») multi-cœur de façon à réduire le temps de
calcul. Nous proposons en outre d’utiliser un maillage contenant des éléments courbes pour
approcher au mieux la cathode hémisphérique.

La méthode de Galerkin Discontinu [96, 74] est très bien adaptée à ce type de pa-
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rallélisation, nous nous attendons donc à de bonnes performances pour la résolution des
équations de Maxwell. La méthode PIC est par contre moins bien adaptée au GPU et une
attention toute particulière doit être portée à son implémentation pour la rendre efficace.
Nous utilisons un algorithme de tri sur GPU des particules afin d’améliorer le parallélisme
[53].

Nous présentons dans une première section la méthode de Galerkin Discontinu appli-
quée aux équations de Maxwell avec correction de la divergence. La section suivante est
consacrée à l’architecture et à la programmation sur carte graphique. Nous présentons
dans une troisième section plusieurs résultats numériques, sur des cas académiques et sur
la diode à cathode hémisphérique, ainsi que les performances obtenues en termes de temps
de calcul.

7.1 Méthode de Galerkin Discontinu

Pour la résolution des équations de Maxwell, nous utilisons la méthode de Galerkin
Discontinu (GD) avec deux types de flux numériques : les flux décentré et centré. La mé-
thode de GD a été introduite par Reed et Hill dans [96] et Lesaint et Raviart dans [74]
pour des problèmes de transport de neutrons. Elle a ensuite été analysée et étendue par
plusieurs auteurs. Pour les aspects théoriques, nous renvoyons le lecteur aux travaux de
Johnson et Pitkäranta [64]. Son extension à des systèmes non linéaires de lois de conser-
vation a beaucoup été étudiée par Cockburn et ses co-auteurs, voir par exemple [20]. Pour
des applications au système d’équations de Maxwell, nous renvoyons le lecteur par exemple
à [14, 44, 21] et aux références incluses.

Nous détaillons cette méthode appliquée à la résolution numérique des équations de
Maxwell avec correction de la divergence. Ces équations en géométries cartésienne et axisy-
métrique, la formulation faible pour un flux numérique décentré et pour un flux numérique
centré, une estimation de l’énergie et les conditions aux bords utilisées sont également
présentées.

7.1.1 Correction de la divergence

Théoriquement, si la loi de Gauss est vérifiée initialement

div E = ρ à t = 0 (7.1)

et si nous avons conservation de la charge

∂tρ+ div J = 0 ∀ t, (7.2)

alors la loi de Gauss reste vraie en tout temps (voir la remarque 1.2.4). Mais (7.2) n’est
pas forcément vérifiée numériquement. Cela peut ne pas avoir d’influence sur les résultats,
mais dans certains cas cela peut conduire à des instabilités ou des erreurs non négligeables
entre la solution exacte et celle calculée, surtout sur des temps longs. Pour conserver
cette propriété numériquement, plusieurs solutions sont possibles. La première consiste à
utiliser des éléments finis adaptés à la condition de divergence, comme ceux introduits par
Nédélec [83]. Il est aussi possible d’utiliser un algorithme spécifique de calcul du courant qui
satisfait la conservation de la charge discrète. Nous pouvons citer les travaux de Villasenor
et Buneman [104], d’Esirkepov [43] et la méthode du « zigzag » [101], adaptés à un maillage
cartésien et ceux de Campos Pinto, Jund, Salmon et Sonnendrücker pour des méthodes
d’éléments finis sur maillage non structuré [90]. La solution que nous avons retenue consiste
à corriger numériquement la loi de Gauss à chaque pas de temps au moyen d’un schéma
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explicite. Ce type de technique est facile à programmer dans un solveur GD. Munz et ses
co-auteurs ont présenté dans [81] (ou dans [33] pour la MHD) une méthode de correction
de la divergence pour des solveurs de Maxwell. Cela consiste à introduire dans le système
de Maxwell deux paramètres réels χ ≥ 0 et χp > 0 et une fonction φ qui va jouer le rôle
d’un paramètre de Lagrange. La fonction φ satisfait l’équation additionnelle

∂tφ+ χdiv E = χρ− χ

χp
φ. (7.3)

Nous réécrivons les équations de Maxwell-Ampère (1.82) et de Maxwell-Faraday (1.83)
avec correction de la divergence en mode 2D transverse électrique dans les géométries
cartésienne et axisymétrique. Nous notons Ω le domaine, ∂Ω son bord et T ∈ R+ le temps
d’étude.

Géométrie cartésienne

En géométrie 2D cartésienne, le système d’équations de Maxwell avec correction de la
divergence s’écrit

∂tEx − ∂yBz + χ∂xφ = −Jx, (7.4)
∂tEy + ∂xBz + χ∂yφ = −Jy, (7.5)
∂tBz + ∂xEy − ∂yEx = 0, (7.6)

∂tφ+ χ (∂xEx + ∂yEy) = χρ− χ

χp
φ. (7.7)

Le nouveau système est hyperbolique (voir la définition 7.1.1), avec des vitesses caracté-
ristiques non nulles. Nous constatons que si φ = 0 nous retrouvons exactement le système
de Maxwell classique. Par ailleurs, le paramètre de Lagrange φ vérifie aussi une équation
des ondes amorties

∂
2
ttφ+

χ

χp
∂tφ− χ

2∇2
φ = χ (∂tρ+∇ · J) , (7.8)

obtenue en prenant la divergence du couple (7.4-7.5) et en dérivant (7.7) par rapport au
temps. L’effet de la correction est donc de propager et de faire disparaître les erreurs de
divergence par les bords, à la vitesse χ. Le choix des conditions aux bords est donc essentiel
pour avoir une correction efficace.

Lorsque χ = 0, nous retrouvons le système de Maxwell initial. La correction est active
lorsque l’on prend χ > 0. χp → ∞ conduit à la correction dite purement hyperbolique.
Notons W le vecteur inconnu et S le vecteur terme source, ils s’écrivent

W =





Ex

Ey

Bz

φ



 , S =





−Jx

−Jy

0
χρ− χ

χp
φ



 . (7.9)

Nous pouvons alors écrire le système d’équations de Vlasov-Maxwell (7.4)-(7.5)-(7.6)-
(7.7), auquel nous ajoutons des conditions initiales et des conditions aux limites, sous la
forme matricielle

∂tW +Ai
∂iW = S, sur Ω× [0, T ] , (7.10)

W (x)−W inc (x) ∈ Vb (x) , sur ∂Ω× [0, T ] , (7.11)
W (x, 0) = W 0 (x) , à t = 0. (7.12)
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Nous utilisons la convention de somme sur les indices répétés

Ai
∂i = A1

∂x +A2
∂y, (7.13)

avec

A1 =





0 0 0 χ

0 0 1 0
0 1 0 0
χ 0 0 0



 et A2 =





0 0 −1 0
0 0 0 χ

−1 0 0 0
0 χ 0 0



 . (7.14)

Vb est un sous-espace vectoriel de R4 qui dépend de x, de dimension constante, qui permet
d’appliquer des conditions aux bords. W inc est un champ incident et W 0 la condition
initiale.

Nous considérons les équations (7.10) au sens des distributions. Il s’ensuit que si la
solution W admet une surface de discontinuité spatiale Σ, orientée par une normale n,
alors nous avons la relation de saut

�
Ai

niW
�
= 0, (7.15)

où [Q] désigne le saut de la quantité Q à travers Σ.
Le système d’équations aux dérivées partielles du premier ordre (7.10) est linéaire et

hyperbolique.

Définition 7.1.1. Le système (7.10) est dit hyperbolique si pour tout vecteur (n1, n2)
T ∈

R2, la matrice Ai
ni = A1

n1 +A2
n2 est diagonalisable avec des valeurs propres réelles.

Dans notre cas, la matrice Ai
ni est symétrique, le système (7.10) est un système dit

de Friedrichs. Ses valeurs propres sont (−rχ,−r, r, rχ) avec r =
�
n
2
1 + n

2
2. L’existence

et l’unicité de la solution d’un tel système avec conditions aux limites ont été étudiées
par Lax et Phillips [71] et par Rauch [94] (voir aussi [54]). Nous ne détaillons pas ici la
théorie des systèmes de Friedrichs (voir par exemple [94]), nous rappelons juste les résultats
importants pour notre étude.

Nous supposons d’abord que W inc = 0 et S = 0. En multipliant le système (7.10) par
W et en intégrant par parties sur Ω, nous obtenons l’estimation d’énergie

∂t

�

Ω

1

2
W ·W +

�

∂Ω

1

2
Ai

niW ·W = 0. (7.16)

Pour assurer la décroissance de l’énergie au cours du temps il suffit qu’en tout point x du
bord,

∀ W ∈ Vb (x) , Ai
ni (x)W ·W ≥ 0. (7.17)

Cette condition, dite de monotonie ou de positivité, assure l’unicité de la solution du
problème de Cauchy. Pour l’existence, il ne faut pas imposer trop de conditions aux limites.
Cela se traduit par la condition, dite de maximalité,

dimVb (x) est égal au nombre de valeurs propres positives ou nulles de Ai
ni,

en comptant leur multiplicité.
(7.18)

Cette condition est liée à l’étude du problème d’évolution adjoint, obtenu formellement par
intégration par parties sur Ω× [0, T ],

− ∂tW −Ai
∂iW = 0, sur Ω× [0, T ] , (7.19)

W (x) ∈ V
#
b (x) , sur ∂Ω× [0, T ] , (7.20)

W (x, T ) = W 0 (x) , à t = T. (7.21)
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7.1. Méthode de Galerkin Discontinu

La condition aux limite adjointe est donnée par

V
#
b =

�
Ai

niVb

�T
. (7.22)

Intuitivement, l’unicité de la solution du problème adjoint va entraîner l’existence de la
solution du problème direct. Pour l’existence, il suffit donc que l’espace vectoriel V #

b vérifie
lui aussi la condition de positivité (7.17). Il n’est alors pas difficile d’obtenir la condition
de maximalité (7.18). Notons que les conditions (7.17) et (7.18) impliquent également
que les parties spatiales des opérateurs directs et adjoints sont des opérateurs maximaux
monotones, ce qui permet d’appliquer à ces deux problèmes d’évolution le théorème de
Hille-Yosida [54].

Dans la suite, nous supposerons que l’espace vectoriel des conditions aux limites Vb est
le noyau d’une matrice M

Vb = Ker M . (7.23)

Les conditions aux limites s’écriront donc aussi

M (x) (W −W inc) = 0 ∀x ∈ ∂Ω. (7.24)

Géométrie axisymétrique

En géométrie axisymétrique, les opérateurs divergence et rotationnel sont donnés par
(6.80) et le système de Maxwell avec correction de la divergence s’écrit

∂tEz −
1

r
∂r (rBθ) + χ∂zφ = −Jz (7.25)

∂tEr + ∂zBθ + χ∂rφ = −Jr (7.26)
∂tBθ + ∂zEr − ∂rEz = 0 (7.27)

∂tφ+ χ

�
1

r
∂r (rEr) + ∂zEz

�
= χρ− χ

χp
φ. (7.28)

En le multipliant par r, nous obtenons

∂t (rEz)− ∂r (rBθ) + χ∂z (rφ) = −rJz (7.29)
∂t (rEr) + ∂z (rBθ) + χ∂r (rφ) = χφ− rJr (7.30)
∂t (rBθ) + ∂z (rEr)− ∂r (rEz) = −Ez (7.31)

∂t (rφ) + χ (∂r (rEr) + ∂z (rEz)) = χrρ− χ

χp
rφ. (7.32)

Nous écrivons

W =





rEz

rEr

rBθ

rφ



 , S =





−rJz

−rJr + χφ

−Ez

χrρ− χ
χp
rφ



 (7.33)

afin de nous ramener à une écriture analogue à (7.10)-(7.11)-(7.12) en coordonnées carté-
siennes, avec les mêmes matrices A1 et A2 données par (7.14) et la convention de somme
sur les indices répétés s’écrivant ici

Ai
∂i = A1

∂z +A2
∂r. (7.34)
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7.1.2 Formulation faible

Nous considérons le problème aux limites (7.10)-(7.11)-(7.12). Soit un découpage du
domaine de calcul Ω en un nombre fini d’ouverts disjoints

(Ω�)�∈I tels que Ω = ∪�Ω�. (7.35)

Nous supposons que sur chaque Ω� et à chaque instant t la restriction de W (·, t) est dans
(H1(Ω�))4. Cette propriété définit l’ensemble

H =
�
W : Ω −→ R t.q. W |Ω�

∈ (H1(Ω�))
4
�

(7.36)

dans lequel nous cherchons W à chaque instant. Le domaine de régularité de W est défini
par

R = ∪�Ω� (7.37)
et l’ensemble de ses discontinuités est

D = ∪�∂Ω� (7.38)

(voir la figure 7.1).

Figure 7.1 – Illustration du domaine Ω.

D est orienté par un vecteur normal unitaire

n =

�
n1

n2

�
=

�
nx

ny

�
en cartésien, n =

�
n1

n2

�
=

�
nz

nr

�
en axisymétrique. (7.39)

Nous supposons que ce vecteur normal est orienté vers l’extérieur de Ω sur ∂Ω ∩D. Nous
notons alors W L la valeur de W du côté −n et WR sa valeur du côté n de la discontinuité.
Nous considérons des fonctions tests ψ ∈ H qui ont les mêmes discontinuités que l’inconnue
W . La difficulté est bien sûr que H n’est pas inclus dans un espace de fonctions continues
sur Ω et que par conséquent nous ne pouvons pas assimiler W à une mesure avec ce choix
de fonctions tests.

Avec ces notations, nous pouvons écrire la formulation faible suivante, basée sur un flux
centré :
trouver W (t) ∈ H tel que ∀ ψ ∈ H et ∀ t, on ait

�

R
∂tW ·ψ +

�

R

�
Ai

∂iW
�
·ψ +

�

D∩Ω

�
Ai

ni (WR −W L)
�
·
�
ψL +ψR

2

�

+

�

∂Ω
(MW L) ·ψL =

�

R
S ·ψ +

�

∂Ω
(MW inc) ·ψL,

(7.40)

où
Ai

ni = A1
n1 +A2

n2. (7.41)
La formulation faible ne dépend pas de l’orientation choisie de D.
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Flux décentré

Avec un flux décentré, (7.40) se réécrit
�

R
∂tW ·ψ +

�

R

�
Ai

∂iW
�
·ψ +

�

D∩Ω

�
Ai

n
+
i (WR −W L)

�
·ψR

+

�

D∩Ω

�
Ai

n
−
i (WR −W L)

�
·ψL +

�

∂Ω
(MW L) ·ψL =

�

R
S ·ψ +

�

∂Ω
(MW inc) ·ψL,

(7.42)

où Ai
n
+
i est la partie positive de Ai

ni et Ai
n
−
i sa partie négative, de telle sorte que

Ai
n
+
i +Ai

n
−
i = Ai

ni. (7.43)

Leur calcul est détaillé à la fin de cette sous-section. Nous obtenons les expressions

Ai
ni =





0 0 −n2 χn1

0 0 n1 χn2

−n2 n1 0 0
χn1 χn2 0 0



 , (7.44)

Ai
n
+
i =

1

2





n2
2+χn2

1
r

n2n1(χ−1)
r −n2 χn1

n2n1(χ−1)
r

n2
1+χn2

2
r n1 χn2

−n2 n1 r 0
χn1 χn2 0 χr




, (7.45)

Ai
n
−
i =

1

2





−n2
2+χn2

1
r −n2n1(χ−1)

r −n2 χn1

−n2n1(χ−1)
r −n2

1+χn2
2

r n1 χn2

−n2 n1 −r 0
χn1 χn2 0 −χr




, (7.46)

avec r =
�
n
2
1 + n

2
2.

Proposition 7.1.1. La formulation faible (7.40) ou (7.42) est équivalente au problème
aux limites (7.10)-(7.11) pris au sens des distributions.

Démonstration. Nous faisons la démonstration pour la formulation décentrée (7.42)
(pour la formulation centrée, la preuve est presque identique). Nous commençons par choi-
sir une fonction test à support dans ∪Ω�. Cette fonction s’annule donc sur D et sur ∂Ω.
Nous en déduisons donc qu’au sens de la dérivée usuelle, sur ∪Ω�,

∂tW +Ai
∂iW = S. (7.47)

Nous choisissons ensuite une fonction test C
∞ à support compact dans Ω. Alors sur D,

ψL = ψR. Puisque Ai
n
+
i +Ai

n
−
i = Ai

ni, nous en déduisons

Ai
niW L = Ai

niWR, (7.48)

qui est justement la relation de saut (7.15). Enfin, en choisissant une fonction test dans
C

∞(Ω) nous retrouvons la condition aux limites (7.24) équivalente à (7.11).
Réciproquement, il suffit d’écrire l’EDP, les relations de saut sur D et la condition aux

limites sur ∂Ω, de multiplier par les fonctions tests adéquates et d’intégrer. La formulation
faible en découle car

�
Ai

niW
�
= 0 ⇐⇒

�
Ai

n
+
i W

�
= 0 et

�
Ai

n
−
i W

�
= 0. � (7.49)
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Choisissons maintenant un Ω� donné. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer
que le vecteur normal n sur D est sortant à Ω�. En prenant une fonction ψ dont le support
est contenu dans Ω�, nous avons ψR = 0 et

�

Ω�

∂tW ·ψ +

�

Ω�

�
Ai

∂iW
�
·ψ +

�

D∩∂Ω�

�
Ai

n
−
i (WR −W L)

�
·ψL

+

�

∂Ω∩∂Ω�

(MW L) ·ψL =

�

Ω�

S ·ψ +

�

∂Ω∩∂Ω�

(MW inc) ·ψL.

(7.50)

Une intégration par parties donne
�

Ω�

∂tW ·ψ −
�

Ω�

W ·
�
Ai

∂iψ
�
+

�

D∩∂Ω�

�
Ai

niW L
�
·ψL +

�

∂Ω∩∂Ω�

�
Ai

niW L
�
·ψL

+

�

D∩∂Ω�

�
Ai

n
−
i (WR −W L)

�
·ψL +

�

∂Ω∩∂Ω�

(MW L) ·ψL

=

�

Ω�

S ·ψ +

�

∂Ω∩∂Ω�

(MW inc) ·ψL,

(7.51)

et nous obtenons la forme conservative suivante, équivalente à (7.42)
�

Ω�

∂tW ·ψ −
�

Ω�

W ·
�
Ai

∂iψ
�
+

�

D∩∂Ω�

�
Ai

n
+
i W L +Ai

n
−
i WR

�
·ψL

+

�

∂Ω∩∂Ω�

��
M +Ai

ni
�
W L

�
·ψL =

�

Ω�

S ·ψ +

�

∂Ω∩∂Ω�

(MW inc) ·ψL.

(7.52)

Flux centré

Avec un flux centré, nous avons (7.40)
�

R
∂tW ·ψ +

�

R

�
Ai

∂iW
�
·ψ +

�

D∩Ω

�
Ai

ni (WR −W L)
�
· ψR +ψL

2

+

�

∂Ω
(MW L) ·ψL =

�

R
S ·ψ +

�

∂Ω
(MW inc) ·ψL.

(7.53)

Des calculs similaires conduisent alors à
�

Ω�

∂tW ·ψ −
�

Ω�

W ·
�
Ai

∂iψ
�
+

�

D∩∂Ω�

�
1

2
Ai

ni (W L +WR)

�
·ψL

+

�

∂Ω∩∂Ω�

��
M +Ai

ni
�
W L

�
·ψL =

�

Ω�

S ·ψ +

�

∂Ω∩∂Ω�

(MW inc) ·ψL.

(7.54)

Écriture générique

Notons f (W L,WR,n) le flux intérieur et fb (W L,W inc,n) le flux de bord. Le flux
intérieur peut s’écrire

f (W L,WR,n) =
1

2
Ai

ni (W L +WR)−
ε

2
|Ai

ni| (WR −W L) , (7.55)

où
|Ai

ni| = Ai
n
+
i −Ai

n
−
i (7.56)
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et ε est un paramètre tel que ε = 0 conduise au flux centré

f (W L,WR,n) =
1

2
Ai

ni (W L +WR) , (7.57)

et ε = 1 conduise au flux décentré

f (W L,WR,n) = Ai
n
−
i WR +Ai

n
+
i W L. (7.58)

Le flux de bord s’écrit quant à lui

fb (W L,W inc,n) =
�
M +Ai

ni
�
W L −MW inc. (7.59)

Nous pouvons ainsi réécrire (7.40) de manière générique sous la forme
�

Ω�

∂tW ·ψ −
�

Ω�

W ·
�
Ai

∂iψ
�
+

�

D∩∂Ω�

f (W L,WR,n) ·ψL

+

�

∂Ω∩∂Ω�

fb (W L,W inc,n) ·ψL =

�

Ω�

S ·ψ,

(7.60)

avec f donné par (7.57) pour un flux centré, par (7.58) pour un flux décentré et avec fb
donné par (7.59).

Remarque 7.1.1. Souvent, dans les schémas de volumes finis, nous utilisons une technique
d’« état fantôme » qui consiste à n’utiliser que le flux intérieur en donnant une valeur fictive
à WR qui s’écrit sous la forme Λ (n)W L avec une matrice Λ (n) bien choisie, telle que

fb (W L,W inc,n) = f (W L,Λ (n)W L,n) . (7.61)

L’approximation Galerkin Discontinu consiste alors à restreindre la formulation faible
à un sous-espace de H de dimension finie. Nous pouvons, par exemple, considérer que les
champs approchés sont polynomiaux dans chaque ouvert Ω�. Le choix de Ω� correspond
alors à la construction d’un maillage non structuré de Ω. Un avantage de la méthode de Ga-
lerkin Discontinu est que ce maillage n’est pas nécessairement conforme. Nous n’utiliserons
cependant pas cette possibilité ici.

Calcul de Ain±
i

Pour obtenir les parties positive et négative de Ai
ni, nous commençons par la diago-

naliser. Ses valeurs propres sont (−rχ,−r, r, rχ), où

r =
�
n
2
1 + n

2
2, (7.62)

et les vecteurs propres associés sont (dans l’ordre)




−n1

−n2

0
r



 ,





−n2

n1

−r

0



 ,





−n2

n1

r

0



 ,





n1

n2

0
r



 . (7.63)
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Nous écrivons alors la matrice inversible P telle que P−1Ai
niP soit diagonale

P =
1√
2r





−n1 −n2 −n2 n1

−n2 n1 n1 n2

0 −r r 0
r 0 0 r



 , D = P−1Ai
niP =





−rχ 0 0 0
0 −r 0 0
0 0 r 0
0 0 0 rχ



 .

(7.64)
Nous notons D+ la partie positive de D et D− sa partie négative

D+ =





0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 r 0
0 0 0 rχ



 , D− =





−rχ 0 0 0
0 −r 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



 . (7.65)

Nous construisons alors

Ai
n
+
i = PD+P−1 =

1

2





n2
2+χn2

1
r

n2n1(χ−1)
r −n2 χn1

n2n1(χ−1)
r

n2
1+χn2

2
r n1 χn2

−n2 n1 r 0
χn1 χn2 0 χr




, (7.66)

Ai
n
−
i = PD−P−1 =

1

2





−n2
2+χn2

1
r −n2n1(χ−1)

r −n2 χn1

−n2n1(χ−1)
r −n2

1+χn2
2

r n1 χn2

−n2 n1 −r 0
χn1 χn2 0 −χr




, (7.67)

et calculons aussi

|Ai
ni| = Ai

n
+
i −Ai

n
−
i =





n2
2+χn2

1
r

n2n1(χ−1)
r 0 0

n2n1(χ−1)
r

n2
1+χn2

2
r 0 0

0 0 r 0
0 0 0 χr




. (7.68)

7.1.3 Estimation de l’énergie

Pour étudier la stabilité de la méthode, nous faisons une estimation d’énergie sans
apport extérieur d’énergie, c’est-à-dire en prenant S = 0 et W inc = 0. L’énergie E est
définie par l’intégrale

E =

�

R

1

2
W 2

. (7.69)

Nous l’estimons pour un flux décentré, puis pour un flux centré.

Flux décentré

L’équation (7.42) sans termes sources s’écrit
�

R
∂tW ·ψ +

�

R

�
Ai

∂iW
�
·ψ +

�

D∩Ω

�
Ai

n
+
i (WR −W L)

�
·ψR

+

�

D∩Ω

�
Ai

n
−
i (WR −W L)

�
·ψL +

�

∂Ω
(MW L) ·ψL = 0.

(7.70)
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En prenant ψ = W , nous obtenons
�

R
∂tW ·W +

�

R

�
Ai

∂iW
�
·W +

�

D∩Ω

�
Ai

n
+
i (WR −W L)

�
·WR

+

�

D∩Ω

�
Ai

n
−
i (WR −W L)

�
·W L +

�

∂Ω
(MW L) ·W L = 0.

(7.71)

Nous avons
�

R
∂tW ·W = ∂t

�

R

1

2
W 2

= ∂t E , (7.72)�

R

�
Ai

∂iW
�
·W =

�

R

1

2
∂i

��
AiW

�
·W

�

=

�

D∩Ω

1

2

�
Ai

niW L
�
·W L − 1

2

�
Ai

niWR
�
·WR

+

�

∂Ω

1

2

�
Ai

niW L
�
·W L. (7.73)

D’autre part
�

D∩Ω

1

2

�
Ai

niW L
�
·W L − 1

2

�
Ai

niWR
�
·WR

=

�

D∩Ω

1

2

�
Ai

ni (W L −WR)
�
· (W L +WR)

=

�

D∩Ω
−1

2

�
Ai

ni (WR −W L)
�
·W L − 1

2

�
Ai

ni (WR −W L)
�
·WR (7.74)

et
�

D∩Ω
−1

2

�
Ai

ni (WR −W L)
�
·W L − 1

2

�
Ai

ni (WR −W L)
�
·WR

+

�

D∩Ω

�
Ai

n
+
i (WR −W L)

�
·WR +

�

D∩Ω

�
Ai

n
−
i (WR −W L)

�
·W L

=

�

D∩Ω

1

2

��
Ai

n
+
i −Ai

n
−
i

�
(WR −W L)

�
·WR

−1

2

��
Ai

n
+
i −Ai

n
−
i

�
(WR −W L)

�
·W L

=

�

D∩Ω

1

2

�
|Ai

ni| (WR −W L)
�
· (WR −W L)

=

�

D∩Ω

1

2

�
|Ai

ni| [W ]
�
· [W ] (7.75)

où [W ] est le saut de W sur la discontinuité. Nous obtenons finalement le théorème suivant.

Théorème 7.1.1. Dans le cas d’un flux décentré, l’énergie vérifie l’équation

∂t E +

�

D∩Ω

1

2

�
|Ai

ni| [W ]
�
· [W ] +

�

∂Ω

��
1

2
Ai

ni +M

�
W L

�
·W L = 0. (7.76)

Démonstration. Les calculs précédents conduisent directement au théorème. �
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Une condition suffisante pour avoir une décroissance de l’énergie est
�

∂Ω

��
1

2
Ai

ni +M

�
W L

�
·W L ≥ 0. (7.77)

Cela est vérifié si
N =

1

2
Ai

ni +M est positive. (7.78)

Remarque 7.1.2. Une matrice réelle symétrique N est positive si la forme quadratique
associée est positive ou nulle, c’est-à-dire si

(NX) ·X ≥ 0 ∀ X (7.79)

ou, de manière équivalente, si ses valeurs propres (nécessairement réelles) sont toutes posi-
tives ou nulles. De plus, une matrice N non symétrique est positive si sa partie symétrique
NT+N

2 l’est. En particulier, toute matrice anti-symétrique est positive.

Cette propriété (7.78) implique donc la stabilité et l’unicité de la solution.

Propriété 7.1.1. La condition (7.78) implique la condition de monotonie (7.17) sur Vb =
Ker M et donc l’unicité de la solution.

Démonstration. Soit X ∈ Vb = Ker M , nous avons
��

1

2
Ai

ni +M

�
X

�
·X =

�
1

2
Ai

niX

�
·X. (7.80)

Donc la positivité de 1
2A

i
ni +M implique la positivité de Ai

ni sur Vb. �

Cependant, l’existence de la solution n’est pas assurée par l’estimation de l’énergie.
Pour cela, nous avons à considérer la condition supplémentaire (7.18). Cette condition se
traduit ici par

dim Ker Ai
n
−
i = dim Ker M . (7.81)

Cette condition assure que la partie spatiale de l’opérateur de Maxwell est maximale et
monotone et autorise l’application du théorème de Hille-Yosida. La théorie est prouvée
dans [71] et également expliquée dans [54].

Remarque 7.1.3. Pour χ > 0, nous avons dim Ker Ai
n
−
i = 2 et pour χ = 0, nous avons

dim Ker Ai
n
−
i = 3.

La condition (7.81) implique en particulier que

Ker Ai
ni ⊂ Ker M . (7.82)

Sans correction de la divergence, c’est-à-dire lorsque χ = 0, nous avons

Ker Ai
ni = {W ,E ∧ n = 0 et B = 0} , (7.83)

et il est donc interdit de contraindre E · n sur le bord. Une conséquence de la correction
de la divergence est que, lorsque χ > 0, nous avons Ker Ai

ni = 0. Cela nous permet de
considérer des conditions aux limites qui ne sont pas autorisées pour le système de Maxwell
classique. Il nous est maintenant possible d’imposer une valeur donnée à la composante
normale du champ électrique E ·n sur le bord. Les conditions aux limites admissibles pour
le système de Maxwell avec correction de divergence sont étudiées par Mouysset dans [48].
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Flux centré

L’équation (7.53) sans terme source s’écrit
�

R
∂tW ·ψ +

�

R

�
Ai

∂iW
�
·ψ +

�

D∩Ω

�
Ai

ni (WR −W L)
�
· ψR +ψL

2

+

�

∂Ω
(MW L) ·ψL = 0.

(7.84)

En prenant ψ = W nous obtenons
�

R
∂tW ·W +

�

R

�
Ai

∂iW
�
·W +

�

D∩Ω

�
Ai

ni (WR −W L)
�
· WR +W L

2

+

�

∂Ω
(MW L) ·W L = 0.

(7.85)

En utilisant (7.73), nous trouvons

∂t E +

�

D∩Ω

1

2

�
Ai

ni (W L −WR)
�
· (W L +WR)

+

�

D∩Ω

�
Ai

ni (WR −W L)
�
· WR +W L

2

+

�

∂Ω

��
1

2
Ai

ni +M

�
W L

�
·W L = 0,

(7.86)

et après simplification nous avons

∂t E +

�

∂Ω

��
1

2
Ai

ni +M

�
W L

�
·W L = 0. (7.87)

La même condition (7.78) est donc suffisante pour la décroissance de l’énergie. Elle implique
la stabilité et l’unicité de la solution. Pour avoir l’existence de la solution, nous ajoutons la
condition (7.81) automatiquement vérifiée pour les équations de Maxwell avec correction
de la divergence lorsque χ est non nul.

7.1.4 Conditions aux limites

L’implémentation des conditions aux bords est très importante pour assurer la sta-
bilité de la méthode. Comme nous l’avons évoqué dans la sous-section 7.1.2, il y a deux
approches pour imposer les conditions aux limites. La première consiste à trouver une ma-
trice M imposant la condition aux limites souhaitée et qui vérifie en outre la condition de
décroissance de l’énergie (7.78) selon laquelle

N =
1

2
Ai

ni +M , (7.88)

doit être une matrice positive. Le cas limite correspond au cas où elle est anti-symétrique :
la dissipation d’énergie est alors nulle. La seconde approche consiste à considérer un « état
fantôme » qui nous dispense du calcul de M (voir la remarque 7.1.1). La seule propriété
généralement demandée à l’« état fantôme » est de conduire à une formulation consistante
avec les conditions aux limites à imposer. La décroissance de l’énergie n’est pas forcément
assurée, ce qui peut conduire à des instabilités. C’est pourquoi nous privilégions la première
approche.

Au vu des cas tests que nous souhaitons étudier, nous nous intéressons aux quatre
conditions aux limites suivantes :
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7.1. Méthode de Galerkin Discontinu

– condition d’absorption de Silver-Müller,
– symétrie sur un axe,
– bord métallique ou condition de conducteur parfait,
– condition de périodicité.

Pour chacune des conditions, nous nous ramenons à la première approche et écrivons la
matrice M telle que N soit positive. Nous notons

�
E1

E2

�
=

�
Ex

Ey

�
en cartésien et

�
E1

E2

�
=

�
Ez

Er

�
en axisymétrique (7.89)

et nous nous limitons au cas d’un flux décentré, le cas centré s’obtenant par des calculs
similaires.

Condition d’absorption de Silver-Müller

Pour imposer l’entrée d’un champ incident W inc par un ou plusieurs bords du do-
maine et pour permettre aux ondes de sortir du domaine par ce ou ces mêmes bords, nous
considérons la condition d’absorption de Silver-Müller

MW = MW inc. (7.90)

La matrice de conditions aux limites correspondante (voir [14])

M = −Ai
n
−
i (7.91)

conduit à
N =

1

2
Ai

ni +M =
1

2
|Ai

ni|. (7.92)

Les conditions de Lax-Phillips (7.78) et (7.81) sont donc satisfaites. Cette condition d’ab-
sorption permet de plus, en laissant sortir les ondes, l’atténuation des erreurs de divergence.

Remarque 7.1.4. Nous pouvons nous ramener à l’approche « état fantôme » en prenant
fb (W L,W inc,n) = f (W L,W inc,n).

Condition de symétrie

Nous utilisons une condition de symétrie sans champ incident sur l’axe y = 0 (ou r = 0
en axisymétrique) tel que �

n1

n2

�
=

�
0
−1

�
. (7.93)

Sur le bord de Ω correspondant à un tel axe de symétrie, l’« état fantôme » s’écrit

ΛW L =





1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1



W L =





E1,L

−E2,L

−BL

φL



 . (7.94)

La relation sur les flux intérieur et de bord (7.61) nous donne
�
M +Ai

ni
�
W L = Ai

n
−
i ΛW L +Ai

n
+
i W L (7.95)

et se simplifie en
MW L = −Ai

n
−
i (I −Λ)W L, (7.96)
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où I est la matrice identité. La condition aux bords s’écrit donc

MW = 0, avec M = −Ai
n
−
i (I −Λ) , (7.97)

Λ étant donnée par (7.94). Pour n donné par (7.93), nous avons

M =





0 0 −1 0
0 χ 0 0
0 0 1 0
0 χ 0 0



 , N =





0 0 −1
2 0

0 χ 0 −χ
2

1
2 0 1 0
0 χ

2 0 0



 . (7.98)

Les valeurs propres de N+NT

2 sont (0, 0, 1, χ) donc N est positive. De plus, dim KerM = 2
si χ > 0 et 3 si χ = 0. Les conditions de Lax-Philipps (7.78) et (7.81) sont ainsi vérifiées
pour tout χ ≥ 0. La matrice N n’est cependant pas anti-symétrique : elle dissipe de
l’énergie.

Conducteur parfait

Pour représenter un bord métallique (et notamment une cathode ou une anode), nous
considérons la condition de conducteur parfait, qui peut s’écrire

E ∧ n = 0. (7.99)

Comme nous avons introduit une correction de la divergence, nous devons aussi donner
une condition limite à la variable φ. Cette condition n’a pas de sens physique. Elle doit être
choisie de sorte à impliquer une bonne atténuation numérique des erreurs de divergence.
Nous proposons ici trois possibilités.

1. La première matrice proposée est compatible avec la solution évidente φ = 0 des
équations de Maxwell avec correction. Dans ce cas, les équations de Maxwell avec correction
de la divergence et les équations de Maxwell physiques sont en effet équivalentes. De plus,
cette condition assure que la correction reste nulle en l’absence de charges. La matrice
s’écrit

M =





0 0 0 −χn1

0 0 0 −χn2

n2 −n1 0 0
0 0 0 0



 , ce qui donne MW =





−χn1φ

−χn2φ

n2E1 − n1E2

0



 . (7.100)

M est telle que
{W ,E ∧ n = 0 et φ = 0} = Ker (M) (7.101)

et la matrice N s’écrit

N =





0 0 −n2 −χn1

0 0 n1 −χn2

n2 −n1 0 0
χn1 χn2 0 0



 . (7.102)

Elle est anti-symétrique et respecte la condition de dissipation (7.78). De plus, dim KerM =
2 si χ > 0 et 3 si χ = 0. La condition de maximalité (7.81) est donc satisfaite, même quand
χ = 0 (voir [14]). Les erreurs de divergence ne sont pas atténuées par cette condition aux
bords mais au contraire réfléchies dans le domaine de calcul. Cela ne pose pas de problème
si les erreurs sont absorbées par une autre partie du bord du domaine.
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2. Une autre possibilité est de prendre

M =





0 0 0 0
0 0 0 0
n2 −n1 0 0

−χn1 −χn2 0 0



 qui donne MW =





0
0

n2E1 − n1E2

−χn1E1 − χn2E2



 (7.103)

et qui est telle que
{W ,E ∧ n = 0 et E · n = 0} = Ker (M) . (7.104)

La matrice

N =





0 0 −n2 χn1

0 0 n1 χn2

n2 −n1 0 0
−χn1 −χn2 0 0



 , (7.105)

est également anti-symétrique et respecte les conditions de dissipation (7.78) et de maxi-
malité (7.81), même lorsque χ = 0. Cette condition n’est pas compatible avec les équations
de Maxwell physiques car rien n’indique que φ = 0. En pratique, nous constatons l’appari-
tion de valeurs de φ �= 0 là où elle est appliquée. Dans ce cas il faut également ajouter un
mécanisme numérique pour retrouver φ = 0. Ce mécanisme consiste à créer des particules
dans la maille considérée, suivant la loi de Child-Langmuir. M est d’ailleurs compatible
avec la loi d’émission des particules, décrite dans la sous-section 6.2.2, qui doit justement
imposer E · n = 0 sur la cathode.

3. Nous pouvons enfin déduire une matrice M de l’« état fantôme » souvent utilisé pour
imposer cette condition métallique

ΛW L =





−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0

−2χn1 −2χn2 0 −1



W L =





−E1,L

−E2,L

BL

−φL − 2χ (n1E1,L + n2E2,L)



 ,

(7.106)
l’écriture des trois premières variables est classique, celle de la quatrième variable est donnée
par Munz et ses co-auteurs dans [81]. La relation sur les flux intérieur et de bord (7.61)
nous donne �

M +Ai
ni
�
W L = Ai

n
−
i ΛW L +Ai

n
+
i W L (7.107)

et se simplifie en
MW L = −Ai

n
−
i (I −Λ)W L, (7.108)

où I est la matrice identité. La condition aux bords s’écrit donc

MW = 0, avec M = −Ai
n
−
i (I −Λ) , (7.109)

Λ étant donnée par (7.106). Nous commençons par vérifier que M impose la condition de
conducteur parfait (7.99). Sans perte de généralité, nous choisissons une direction

�
n1

n2

�
=

�
1
0

�
. (7.110)

Nous avons alors

M =





χ− χ
2 0 0 −χ

0 1 0 0
0 −1 0 0

−χ+ χ
2 0 0 χ



 , N =





χ− χ
2 0 0 −χ

2
0 1 1

2 0
0 −1

2 0 0
−χ

2 + χ
2 0 0 χ



 . (7.111)
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La matrice M impose E2 = 0, ce qui équivaut ici à E ∧ n = 0, ainsi que φ = (1− χ)E1.
Elle est donc compatible avec les équations de Maxwell physiques uniquement pour χ = 1.
Par ailleurs, les valeurs propres de N+NT

2 s’écrivent
�
0, 1, −1

2

�
−2 + χ−

�
1− 2χ+ 2χ2

�
χ, −1

2

�
−2 + χ+

�
1− 2χ+ 2χ2

�
χ

�
. (7.112)

Une étude de fonction montre que

− 1

2

�
−2 + χ−

�
1− 2χ+ 2χ2

�
χ ≥ 0, ∀ χ ≥ 0 (7.113)

mais que

− 1

2

�
−2 + χ+

�
1− 2χ+ 2χ2

��
≥ 0, ∀ χ ∈ [0, 1] ,

< 0, ∀ χ > 1.
(7.114)

Donc pour χ ≤ 1, la matrice N est positive et respecte les conditions de dissipation (7.78)
et de maximalité (7.81) mais elle n’est pas anti-symétrique : elle dissipe de l’énergie. Pour
χ > 1, la condition (7.78) n’est pas vérifiée, ce qui peut conduire à des instabilités.

Si nous voulons imposer une plus grande décroissance de l’énergie, nous pouvons ajouter
à M un terme de dissipation égal à εI où ε ∈ R+ est un petit paramètre et I la matrice
identité.

Condition de périodicité

Nous avons également programmé une condition de périodicité. Un nouveau repérage
des mailles voisines est effectué modulo la période. Les mailles ayant une condition pério-
dique sont alors considérées comme intérieures : l’intégrale sur ∂Ω n’intervient pas.

7.2 Programmation sur GPU

Pour la résolution du système d’équations de Vlasov-Maxwell avec correction de la
divergence en mode 2D transverse électrique, nous couplons la méthode de Galerkin Dis-
continu (décentrée ou centrée) présentée dans la section précédente à une méthode PIC
(présentée dans la sous-section 4.1.1). Deux géométries sont considérées : cartésienne et
axisymétrique. Nous avons choisi de les programmer en langage OpenCL, de façon à pou-
voir exécuter le code sur une carte graphique et à profiter de cette architecture pour réduire
la durée de nos simulations.

Dans cette section, nous présentons de manière succincte l’architecture d’une carte gra-
phique ou « Graphics Processing Unit » (GPU), ainsi que le langage de programmation
que nous avons choisi d’utiliser, à savoir le langage « OpenCL » (pour « Open Compu-
ting Language »). Nous expliquons ensuite les conséquences d’une telle architecture sur
l’implémentation de notre méthode. Les conséquences sont différentes pour la méthode
de Galerkin Discontinu, dont l’implémentation sur GPU a par exemple été étudiée par
Klöckner, Warburton, Bridge et Hesthaven dans [68], et pour la méthode PIC. Plusieurs
études de la méthode PIC sur GPU ont été réalisées. L’étape d’interpolation des densités de
charge et/ou de courant demande un travail particulier sur cette architecture et plusieurs
solutions sont possibles. Un algorithme est proposé et détaillé par Stantchev, Dorland et
Gumerov [98] pour une interpolation linéaire. D’autres travaux présentent les différentes
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étapes de la résolution des équations de Vlasov-Poisson en 2D, l’équation de Poisson étant
résolue par FFT. Nous pouvons par exemple citer ceux de Decyk, Singh [31] et Friedman
[32]. L’implémentation de méthodes particulaires sur GPU est également utilisée en astro-
physique. Nous renvoyons aux travaux en 3D de Aubert, Amini et David [2], qui utilisent
aussi une FFT pour l’équation de Poisson. Une étude détaillée des temps d’exécution sur
carte graphique y est présentée. Enfin, un couplage de la méthode PIC à une méthode
de volumes finis pour les champs électromagnétiques est présenté par Kong, Huang, Ren
et Decyk [69]. À notre connaissance, le code que nous présentons dans ce chapitre est le
premier couplage de la méthode PIC à une méthode de Galerkin Discontinu sur GPU.
Nous nous restreignons par contre à une interpolation d’ordre 0 et renvoyons aux travaux
précités pour une interpolation d’ordre plus élevé.

7.2.1 Qu’est-ce qu’un GPU ?

Figure 7.2 – Illustration d’un GPU.

Un GPU moderne est constitué, schématique-
ment, de mémoire globale (« global memory ») et
d’unités de calcul (« compute units »). Typique-
ment, nous avons quelques Gigaoctets (Go) de mé-
moire globale et quelques dizaines d’unités de cal-
cul. Chaque unité de calcul est elle-même consti-
tuée de quelques kilooctets (ko) de mémoire cache,
aussi appelée mémoire locale (« local memory »)
et de processeurs (« processing elements ») typi-
quement au nombre de 8. Le tout est dirigé de-
puis l’ordinateur dans lequel est branché le GPU,
aussi appelé hôte (« host »). Figure 7.2, nous illus-
trons une carte graphique (virtuelle) contenant
deux unités de calcul, chacune constituée de deux
processeurs. Le même programme peut être exé-
cuté en même temps sur tous les processeurs de
toutes les unités de calcul. Les accès à la mémoire
suivent les trois règles suivantes :
– tous les processeurs ont accès à la mémoire glo-

bale,
– les processeurs ont accès uniquement à la mé-

moire locale de leur unité de calcul,
– l’accès à la mémoire locale est plus rapide que

l’accès à la mémoire globale.

7.2.2 Langage OpenCL

Le langage que nous utilisons pour programmer sur GPU est l’OpenCL. Il contient
une librairie de fonctions en langage C pour piloter le GPU, ainsi qu’un langage proche
du C qui permet d’écrire les programmes, appelés « kernels », qui sont exécutés sur les
processeurs. Ce langage permet virtuellement d’avoir autant d’unités de calcul, appelées
alors « work-groups », et de processeurs, appelés « work-items », que l’on veut. Les tâches
(« threads ») sont envoyées aux unités de calcul et aux processeurs physiques du GPU par
paquets grâce à un mécanisme de file d’attente.

De plus, ce langage est portable, au sens où il peut être exécuté sur différentes cartes
graphiques, de marque différente, mais aussi sur un CPU (« Central Processing Unit »),
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qu’il soit uni-cœur ou multi-cœur. Il est en outre possible de gérer plusieurs plateformes
dans le même programme, et notamment de partager le travail entre un CPU et plusieurs
GPU.

Pour une documentation détaillée de l’OpenCL, nous renvoyons au site du groupe
Khronos [67].

7.2.3 Méthode de Galerkin Discontinu sur GPU

Nous présentons l’implémentation de la méthode de Galerkin Discontinu avec un flux
décentré. Le flux centré s’implémente d’une manière similaire.

Nous discrétisons maintenant le domaine Ω en N cellules (ou « mailles » ou « éléments
finis ») quadrangulaires, avec éventuellement des bords courbes. Ces cellules sont liées à
un carré de référence [0, 1] × [0, 1] par une fonction de transformation classique de type
élément fini quadratique. Nous noterons dans la suite du texte L une cellule générique
du maillage. Nous supposons que les cellules L respectent les discontinuités de la solution
exacte, c’est à dire la décomposition du domaine Ω en sous-domaines Ω�. Quitte à introduire
des discontinuités fictives de la solution exacte, nous pouvons donc toujours nous ramener
au cas où L = Ω�.

Base d’approximation

Nous décomposons le vecteur inconnu sur une base de Nb fonctions polynomiales du
second ordre. Nous avons choisi de prendre Nb = 8, qui est une puissance de 2 et qui est
donc particulièrement bien adapté à la programmation sur GPU. Plus précisément, sur
chaque maille L = Ω�, ce vecteur est approché par

W L (x, t) �
Nb−1�

j=0

ψL,j (x)wL,j (t) , (7.115)

(ψL,j) étant des polynômes linéairement indépendants de P2
�
R2

� 1. Dans la pratique, ces
polynômes sont définis à partir de l’élément de référence, le carré [0, 1]× [0, 1]. Soient (ξ, η)
les coordonnées dans l’élément de référence, à partir du système libre

�
1, ξ, η, ξ

2
, η

2
, ξη, ξ

2
η, ξη

2
�
⊂ P2

�
R2

�
, (7.116)

nous construisons une famille orthonormée de polynômes ψ̂j (ξ, η) pour le produit scalaire

�f, g� =
� 1

ξ=0

� 1

η=0
f (ξ, η) g (ξ, η) dηdξ. (7.117)

Nous évaluons ensuite ψL,j (x) en se ramenant à la base orthonormée dans l’élément de
référence. Nous utilisons pour cela une transformation affine FL d’un triangle formé par
trois points du carré de référence vers le triangle correspondant de la maille de l’espace
physique, comme représenté Figure 7.3. Nous prenons alors

ψL,j (x) = ψ̂j
�
F−1
L (x)

�
. (7.118)

L’intérêt de cette approche est que sur un maillage droit, les fonctions de base du do-
maine physique sont encore orthonormées. Dans ce cas, les matrices de masse sont donc
diagonales. De plus, les fonctions de base dans l’espace physique sont données par une

1. Nous utilisons la convention sur le degré d’un polynôme do
�
ξαηβ

�
= max (α, β).
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simple transformation affine. D’une part, cela nous évite d’inverser une transformation
géométrique pour calculer les champs aux positions des particules dans la méthode PIC.
D’autre part, nous utilisons directement les coordonnées du point de Gauss dans l’espace
physique pour calculer les flux numériques. Nous épargnons ainsi un tableau stockant les
positions des points de Gauss dans l’élément de référence ou une inversion de transforma-
tion géométrique. Si nous devions inverser la transformation géométrique, nous devrions
utiliser la méthode de Newton, coûteuse et qui ne converge pas lorsque les éléments sont
très déformés.

Figure 7.3 – Transformation affine du triangle de la maille de référence vers le triangle
correspondant dans la maille physique.

Nous pouvons maintenant définir l’espace d’approximation. Soit h un paramètre me-
surant le diamètre des cellules. Avec l’abus de notation habituel, nous notons Hh l’espace
d’approximation

Hh =
�
W ∈ H, ∀L,W |L ∈ (vect {ψL,1 · · ·ψL,8})4

�
. (7.119)

En restreignant la formulation faible à cet espace de dimension finie, la formulation
(7.52) devient :
pour toute maille L, et pour tout temps t, trouver W L (x, t) =

�
ψL,j (x)wL,j (t) tel que

∀ψL = ψL,i, on ait
�

L
ψL∂tW L −

�

L
(Ai

∂iψL)W L +

�

∂L∩Ω
ψL(A

i
n
+
i W L +Ai

n
−
i WR)

+

�

∂L∩∂Ω
ψL

��
M +Ai

ni
�
W L

�
=

�

L
ψLS +

�

∂L∩∂Ω
ψL (MW inc) .

(7.120)

Nous obtenons un système d’équations différentielles ordinaires sur les wL,j (t) à ré-
soudre. La condition initiale est obtenue par la projection L

2 de la condition initiale exacte
sur l’espace d’approximation.

Implémentation sur GPU

La méthode de Galerkin Discontinu est initialisée sur le CPU. Par exemple, nous calcu-
lons et inversons les matrices de masse locales sur le CPU. Toutes les données sont ensuite
envoyées sur le GPU.

Pour calculer les dérivées en temps des inconnues wL,j (t), nous calculons séparément
les termes d’arête et les termes de surface.

– Pour les termes de flux
Ai

n
+
i W L +Ai

n
−
i WR, (7.121)
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ou de bord �
M +Ai

ni
�
W L, (7.122)

nous associons un « work-item » à chaque point de Gauss de position gk de chaque
arête et nous exécutons le programme OpenCL qui calcule le flux (7.121) ou le terme
de bord (7.122) en un point de Gauss, c’est-à-dire en x = gk. Nous stockons ces
termes pour chaque point de Gauss dans la mémoire globale.

– Pour les termes de surface

−
�

L
(Ai

∂iψL)W L −
�

L
ψLS, (7.123)

nous associons un « work-item » à chaque fonction de base de chaque maille. Nous
récupérons les flux précédemment calculés et les intégrons.

– Dans la même boucle, nous appliquons les matrices de masse inverses stockées à
l’initialisation. Les matrices de masse viennent du terme

�

L
ψi,L∂tW L =

��

L
ψj,Lψi,L

�
∂twL,j(t). (7.124)

Un grand avantage de la méthode de Galerkin Discontinu est que la matrice de masse
est diagonale par blocs.

En pratique, pour le calcul des intégrales sur les bords, nous considérons 4 points de
Gauss sur chaque arête e de chaque maille L. Leur position est notée gk et ils sont associés
à un poids ωk. L’intégration numérique sur une arête e s’écrit

�

e
W n (x) =

4�

k=1

ωk W n (gk) . (7.125)

Nous fixons un pas de temps ∆t vérifiant

∆t ≤ minL

�
SL

PL

�
1

2p+ 1

1

max (1, χ)
, (7.126)

où SL est la surface de la maille L, PL son périmètre et p est le degré des polynômes
considérés, p = 2 dans notre cas. Cette condition de stabilité (7.126) est extrapolée de la
condition donnée dans [100] en 1D. Nous notons tn = n×∆t pour tout n ∈ N. Les vecteurs
des inconnues et des sources sont approchés à l’instant t

n par

W n (x) ≈ W (x, t = t
n) et Sn (x) ≈ S (x, t = t

n) . (7.127)

Enfin, nous effectuons l’intégration en temps. Nous calculons le vecteur W n+1 à partir
d’un schéma de Heun d’ordre 2 ou de Runge-Kutta d’ordre 3 à bas coût de stockage (« low
storage »). Le schéma de Heun d’ordre 2 s’écrit

W � = W n +∆t∂tW
n
, (7.128)

W n+1 =
1

2
(W n +W � +∆t∂tW

�) = W n +
∆t

2
(∂tW

n + ∂tW
�) . (7.129)

Dans cette étape, le parallélisme est évident puisque le schéma de Heun est appliqué com-
posante par composante. Pour obtenir une méthode plus stable, ou pour être autorisé à
prendre un pas de temps plus grand, nous pouvons utiliser un schéma de Runge-Kutta
d’ordre plus élevé. Mais pour ne pas augmenter le nombre de données stockées en mé-
moire, nous proposons d’utiliser un schéma d’ordre 3 « low storage ». Celui-ci contient
autant d’étapes que le schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 classique, mais il ne nécessite pas
plus de stockage de données qu’un schéma d’ordre 2. Nous le détaillons dans l’annexe C.
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7.2.4 Méthode PIC sur GPU

Pour résoudre l’équation de Vlasov, nous utilisons la méthode PIC présentée dans la
sous-section 4.1.1 (voir aussi [6] et [13]).

S’il y a des particules à l’instant initial (cela dépend du cas test), nous initialisons leurs
positions, vitesses et poids sur le CPU, puis nous envoyons ces données sur le GPU. Nous
associons ensuite un « work-item » à chaque particule pour

– calculer les forces agissant sur elle, c’est-à-dire le membre de droite des équations
du mouvement (1.6) et (1.20). Nous cherchons la maille dans laquelle la particule
se trouve. Pour cela, nous faisons l’hypothèse qu’aucune particule ne traverse plus
d’une maille en un pas de temps. À ce stade, le fait que le maillage est courbe, mais
conforme, permet de simplifier l’algorithme de recherche de la nouvelle maille. Nous
obtenons E (xk) et B (xk) en interpolant les champs à la position xk,

– déplacer les particules en utilisant le même schéma en temps que pour les champs :
W est remplacé par xk et vk dans (7.128)-(7.129), ∂txk et ∂tvk sont donnés par les
équations du mouvement (1.6) et (1.20).

Pour certains cas tests, nous devons émettre des particules à la cathode. Nous associons
alors un « work-item » à chaque maille émettrice. Comme expliqué dans la section 6.2.2,
nous calculons la charge à émettre dans chaque cellule de la cathode et nous initialisons
les positions, vitesses et poids des particules nouvellement créées. En pratique, nous les
disposons aléatoirement dans la maille sur une épaisseur choisie. Les vitesses initiales sont
nulles ou numériquement proches de zéro.

La création de particules empêche la loi de Gauss de rester vraie numériquement. C’est
pourquoi nous avons ajouté la correction de la divergence. Pour augmenter son efficacité,
pour la laisser agir, nous n’émettons et ne déplaçons les particules que tous les p pas de
temps du solveur de Maxwell : le pas de temps de l’équation de Vlasov, noté ∆tparticles vaut
p∆t, où ∆t est le pas de temps des équations de Maxwell. En pratique, nous choisissons
souvent p = 10.

Remarque 7.2.1. Dans certaines simulations, les particules sont relativistes. C’est pour-
quoi nous avons également programmé la méthode PIC en mécanique relativiste. D’après la
remarque 1.2.3, les densités de charge et de courant n’ont pas à être modifiées. Par contre,
l’équation du mouvement sur la vitesse, qui est donnée en mécanique classique par (1.20)
doit être modifiée pour correspondre à (1.16). Après de simples calculs, nous obtenons
l’équation sur v en relativiste

m
dv

dt
= q (E + v ∧B)×

�
1− |v|2

c2

� 3
2

. (7.130)

Calcul du courant

Toute la difficulté de l’implémentation de la méthode PIC sur GPU réside dans le
calcul du courant dans chaque maille. En effet, toutes les particules d’une même maille
doivent ajouter une contribution au courant de cette maille, qui est stocké dans une certaine
position en mémoire. Si nous associons un « work-item » à chaque particule et que toutes
les particules calculent et ajoutent leur courant en parallèle, plusieurs particules de la même
maille vont ajouter leur contribution en même temps à cette même position. Nous aurons
alors un conflit d’écriture en mémoire, et en pratique certaines contributions seront perdues.
Il faudrait que les particules obtiennent chacune à leur tour un droit exclusif d’écriture.
Les opérations qui nécessitent ce type de verrouillage sont appelées opérations atomiques
en informatique. Cette solution est disponible dans les dernières versions d’OpenCL, mais
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est très coûteuse en temps de calcul, car le parallélisme est alors perdu. Il est donc très
important d’éviter ce type de verrouillage.

Nous devons ainsi trouver une autre organisation du calcul du courant. Tout d’abord,
nous trions les particules en fonction du numéro de la cellule dans laquelle elles se trouvent.
Ce tri est effectué grâce à un algorithme optimisé pour GPU, décrit dans [53]. En balayant
(en parallèle) la liste triée, il est ensuite facile de compter le nombre de particules de chaque
maille. Nous associons alors un « work-item » à chaque maille L et nous bouclons sur les
particules de L pour calculer et ajouter leur contribution au courant. À la fin de la boucle,
la somme des contributions est écrite à la position mémoire correspondante, sans conflit
puisque chaque cellule L n’accède qu’à son propre courant. Rappelons que les contributions
au courant s’écrivent �

L
ψLJ =

�

k∈L
ωkψL (xk)vk. (7.131)

Il est aussi possible de trier les mailles en fonction du nombre de particules qu’elles
contiennent. Ce second tri permet aux processeurs d’une même unité de calcul d’avoir
approximativement le même nombre de particules à traiter et de ne pas s’attendre les uns
les autres trop longtemps à la fin de leur boucle.

7.3 Résultats numériques

Nous présentons dans cette section plusieurs résultats numériques. Après une étude de
convergence en espace et en temps pour vérifier les ordres de notre méthode, nous vérifions
les différentes conditions aux limites implémentées. Nous validons ensuite notre solveur
Maxwell puis le couplage PIC-Galerkin Discontinu sur plusieurs cas tests, en géométries
cartésienne et axisymétrique. Nous l’appliquons notamment à la diode à cathode hémisphé-
rique. Enfin, nous faisons une étude de performance de notre code pour montrer l’efficacité
et le gain en temps de calcul de la programmation sur GPU.

7.3.1 Études de convergence

Nous commençons par vérifier les ordres de convergence en espace et en temps de
notre méthode de Galerkin Discontinu. Dans cette sous-section, seules les équations de
Maxwell avec correction de la divergence sont résolues, sans terme source, c’est-à-dire sans
particules.

Convergence en espace

Nous testons tout d’abord l’ordre de notre méthode en espace, pour les flux décentré
et centré. Pour cela, nous considérons un disque de rayon 1 en géométrie cartésienne. Nous
le maillons avec des éléments rectangulaires et courbes, comme présenté sur la figure 7.4.
Nous avons une condition limite de Silver-Müller sur le bord, elle nous permet de propager
dans le disque l’onde plane suivante





Ex

Ey

Bz

φ



 =





0
cos (π (x− t))
cos (π (x− t))

0



 . (7.132)

Nous représentons sur la figure 7.5 le champ magnétique au temps t = 1 dans un domaine
contenant 768 mailles. Figure 7.6, nous traçons l’erreur en norme L

2 (et en échelle logarith-
mique) pour les flux décentré (en bleu) et centré (en vert) au temps t = 1. Nous avons pris
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une petite CFL (égale à 10−3) pour que l’erreur en temps n’ait pas d’impact. Le nombre de
mailles est compris entre 12 et 12288, pour un minimum de 968 itérations. La correction
de la divergence n’est pas nécessaire, nous avons donc pris χ = 0. Nous obtenons un taux
de convergence égal à 3 pour le flux décentré et légèrement supérieur pour le flux centré
(environ 3.6), ce qui confirme l’ordre élevé de notre méthode. La saturation de l’erreur
est probablement due à l’utilisation de la simple précision dans notre implémentation. Son
utilisation est justifiée car à l’heure actuelle, les GPUs sont bien plus efficaces en simple
précision qu’en double.

Figure 7.4 – Disque - Maillage contenant 768 éléments.

Figure 7.5 – Onde plane (7.132) dans
un disque - Champ magnétique au
temps t = 1, 768 mailles.

Figure 7.6 – Onde plane (7.132) dans un disque -
Erreur sur Bz en norme L2 au temps t = 1 pour un
flux décentré (en bleu) et centré (en vert), échelle
logarithmique dans les deux directions, pente −3
en rouge.

Cette onde plane se déplace à la vitesse (adimensionnée) 1. Nous proposons d’étudier
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également une onde plane se déplaçant à la vitesse χ. Celle choisie s’écrit




Ex

Ey

Bz

φ



 =





cos (π (χt− x))
0
0

cos (π (χt− x))



 . (7.133)

Nous représentons sur la figure 7.7 φ au temps t = 1 dans un domaine contenant 768
mailles. Figure 7.8, nous traçons l’erreur en norme L2 (et en échelle logarithmique) au
temps t = 1 obtenue avec une petite CFL (égale à 2× 10−3, le pas de temps étant ensuite
divisé par χ). Le nombre de mailles est compris entre 12 et 12288. Nous avons ici χ = 2.
Le taux de convergence avant saturation est égal à 3 pour le flux décentré et environ 3.6
pour le flux centré.

Figure 7.7 – Onde plane (7.133) dans
un disque - φ au temps t = 1, 768
mailles.

Figure 7.8 – Onde plane (7.133) dans un disque -
Erreur sur φ en norme L2 au temps t = 1 pour un
flux décentré (en bleu) et centré (en vert), échelle
logarithmique dans les deux directions, pente −3
en rouge.

Remarque 7.3.1. Nous calculons ici l’erreur entre la solution obtenue par notre schéma et
la solution exacte sur le domaine maillé, et non la solution exacte sur le domaine réel. L’er-
reur de maillage n’est donc pas prise en compte. Notre maillage est cependant quadratique,
ce qui laisse supposer que cette erreur est petite sur le disque.

Convergence en temps

Afin de vérifier l’ordre de convergence des schémas de Runge-Kutta d’ordre 2 et d’ordre
3 « low storage » implémentés, nous résolvons l’équation

∂tW = −1

2
W , (7.134)

dont une solution constante en espace est (pour chaque composante de W )

exp

�
−1

2
t

�
(7.135)
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et calculons les erreurs en temps en norme L2. Nous représentons cette erreur calculée au
temps t = 1 en fonction du pas de temps ∆t sur la figure 7.9 pour le schéma de Runge-Kutta
d’ordre 2 et sur la figure 7.10 pour le schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 « low storage », en
échelle logarithmique dans les deux directions. Le pas de temps varie de 7.8125 × 10−3 à
0.5. Avant saturation, nous retrouvons les ordres théoriques de convergence, à savoir 2 et
3.

Figure 7.9 – Erreur en temps en norme L2
- Schéma RK 2 (en bleu), échelle logarith-
mique dans les deux directions, pente 2 en
rouge.

Figure 7.10 – Erreur en temps en norme
L2 - Schéma RK 3 « low storage » (en bleu),
échelle logarithmique dans les deux direc-
tions, pente 3 en rouge.

7.3.2 Vérification des conditions aux limites

Cette sous-section est dédiée à la vérification des conditions limites implémentées. Nous
vérifions en particulier la stabilité de la condition de conducteur parfait. Ensuite, nous
validons la condition de Silver-Müller par la résolution du Laplacien. Nous vérifions enfin
notre condition d’axe de symétrie sur la diode à cathode hémisphérique.

Stabilité des schémas en temps

Nous commençons par donner une condition numérique pour assurer la stabilité en
temps des schémas utilisés. Nous nous appuyons pour cela sur la thèse de Jund [65]. Les
systèmes que nous considérons peuvent se réécrire sous la forme

dW

dt
= AW (7.136)

où A est une matrice à coefficients constants. Nous notons ∆t le pas de temps, tn = n∆t

et p l’ordre du schéma en temps considéré. Un développement de Taylor à l’ordre p entre
les instants t

n et t
n+1 nous donne

W
�
t
n+1

�
= W (tn) + ∆t

dW (tn)

dt
+ · · ·+ ∆t

p

p!

d
pW (tn)

dtp
+O

�
∆t

p+1
�
. (7.137)

L’équation (7.136) implique que dpW
dtp = ApW et en notant W n l’approximation de W (tn),

nous obtenons le schéma à l’ordre p

W n+1 =

�
I +∆tA+ · · ·+ ∆t

p

p!
Ap

�
W n

. (7.138)
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Notons alors Ã la matrice d’amplification

Ã = I +∆tA+ · · ·+ ∆t
p

p!
Ap

. (7.139)

Le schéma est stable si ||Ã|| ≤ 1. Il l’est en particulier si le rayon spectral de Ã, c’est-à-dire
sa plus grande valeur propre en module, est inférieur ou égal à 1. Toute valeur propre de
Ã s’écrit sous la forme

1 + ∆tλ+ · · ·+ ∆t
p
λ
p

p!
(7.140)

où λ est une valeur propre de A. Nous pouvons alors déterminer la zone de stabilité du
schéma d’ordre p : il s’agit de l’ensemble

Sp =

�
µ ∈ C tel que |1 + µ+ · · ·+ µ

p

p!
| ≤ 1

�
. (7.141)

Ainsi, le schéma d’ordre p (7.138) et de pas de temps ∆t est stable si toutes les valeurs
propres λ de la matrice A sont telles que λ∆t ∈ Sp.

Nous traçons S2 et S3 dans le plan complexe sur la figure 7.11. Remarquons que la zone
de stabilité des schémas d’ordre 2 est incluse dans celle des schémas d’ordre 3.

Figure 7.11 – Zones de stabilité - Schémas d’ordres 2 (à gauche) et 3 (à droite) dans le
plan complexe.

Stabilité de la condition de conducteur parfait

Nous étudions tout d’abord la stabilité des conditions de conducteur parfait implémen-
tées. Comme nous l’avons vu dans la sous-section (7.1.4), deux approches sont possibles.
Souvent, l’« état fantôme » est utilisé, c’est le cas dans [81]. Nous avons pourtant montré
qu’il pouvait conduire à des instabilités pour χ > 1. C’est pourquoi nous avons privilégié
l’autre approche, stable ∀ χ > 0, qui consiste à implémenter une matrice M des conditions
aux bords vérifiant les conditions de Lax-Philipps (7.78) et (7.81). Cette matrice peut être
donnée par (7.100) ou (7.103).

Pour vérifier cela numériquement, nous calculons la matrice A de l’équation (7.136)
résultant de l’implémentation de ces différentes conditions métalliques. Nous calculons ses
valeurs propres λ et étudions s’il est possible de trouver un pas de temps ∆t pour lequel une
homothétie de rapport ∆t envoie toutes les valeurs propres de A dans S2 ⊂ S3, c’est-à-dire

λ∆t ∈ S2 ⊂ S3, (7.142)
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auquel cas les schémas de Runge-Kutta d’ordres 2 et 3 implémentés sont stables.
Pour un pas de temps ∆t = 10−2, nous traçons dans le plan complexe les valeurs λ∆t

pour chaque valeur propre λ de A. Figure 7.12, nous traçons (en bleu) celles obtenues avec
l’approche « état fantôme » (7.106) à gauche et celles obtenues avec l’implémentation de
notre matrice M donnée par (7.100) à droite, pour χ = 2, un flux décentré et un domaine
carré [0, 1] × [0, 1] contenant 16 mailles. Nous y dessinons également la zone de stabilité
S2 en gris. Avec l’approche « état fantôme », certaines valeurs propres de A sont positives.
Aucune valeur de ∆t ne permet de vérifier (7.142) pour ces valeurs propres positives. Cette
condition aux limites conduit ainsi à un schéma instable. Avec notre matrice M , l’ensemble
des valeurs λ∆t se trouve dans la zone de stabilité. Cette matrice, sous condition de type
CFL, conduit à un schéma stable.

Figure 7.12 – Condition de conducteur parfait - Valeurs λ∆t dans le plan complexe (en
bleu) : « état fantôme » (à gauche) et matrice M (à droite) pour χ = 2 ; zone de stabilité
S2 (en gris).

Nous traçons également Figure 7.13 les valeurs λ∆t obtenues avec l’implémentation de
notre matrice M donnée par (7.100) avec un flux centré (à gauche) et un flux décentré (à
droite), pour χ = 1, un disque contenant 48 éléments et un pas de temps ∆t = 5 × 10−2.
Nous remarquons que pour un domaine avec des éléments courbes, le flux centré conduit à
une matrice dont certaines valeurs propres sont positives, mais très petites. Cela est dû à
l’erreur sur l’intégration numérique, qui n’est pas exacte sur des éléments courbes. Aucune
valeur de ∆t ne permet de vérifier (7.142) pour ces valeurs propres positives. Un petit pas
de temps permet cependant de stabiliser le schéma, les instabilités n’apparaissent alors
qu’en temps long. Avec le flux décentré, toutes les valeurs propres vérifient la condition de
stabilité (7.142).

D’autres cas ont été considérés, nos conclusions sont les suivantes :
– l’approche « état fantôme » (7.106) conduit à un schéma stable ∀ χ ≤ 1 et instable

pour χ > 1,
– l’implémentation des matrices M données par (7.100) ou (7.103) conduit à un schéma

stable ∀ χ pour un flux centré ou décentré sur un maillage droit (sans éléments
courbes),

– l’implémentation des matrices M données par (7.100) ou (7.103) peut conduire à des
instabilités en temps long pour un flux centré sur un domaine contenant des éléments
courbes, alors qu’un flux décentré assure la stabilité du schéma.
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Figure 7.13 – Condition de conducteur parfait - Valeurs λ∆t dans le plan complexe (en
bleu) : flux centré (à gauche) et décentré (à droite) ; zone de stabilité S2 (en gris).

Résolution du Laplacien

Nous vérifions maintenant que les matrices implémentées pour les conditions métal-
liques et de Silver-Müller imposent effectivement les bonnes conditions.

À l’état stationnaire, l’équation de Faraday s’écrit

rot E = 0. (7.143)

Considérons un domaine de calcul simplement connexe, le champ électrique dérive alors
d’un potentiel scalaire : ∃V tel que

E = −grad V. (7.144)

En l’absence de charge, donc de particules, la loi de Gauss s’écrit

div E = 0. (7.145)

Le potentiel est donc solution du Laplacien, c’est-à-dire qu’on a

∆V = div grad V = 0. (7.146)

Nous souhaitons ici vérifier que la résolution des équations de Maxwell, sans charges, revient
à l’état stationnaire à la résolution du Laplacien. Pour cela, nous considérons la fonction
suivante

V (x, y) = ln

��
(x− a)2 + (y − b)2

�
+ ln

��
(x+ a)2 + (y − b)2

�
(7.147)

qui correspond à la présences de deux sources, situées en (x, y) = (a, b) et (x, y) = (−a, b),
a et b ∈ R. Son gradient vaut

∂V

∂x
=

x− a

(y − b)2 + (x− a)2
+

x− a

(y − b)2 + (x+ a)2
, (7.148)

∂V

∂y
=

y − b

(y − b)2 + (x− a)2
+

y − b

(y − b)2 + (x+ a)2
. (7.149)

Le vecteur �
Ex

Ey

�
=

�
−∂V

∂y
∂V
∂x

�
(7.150)
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dérive encore d’un potentiel puisque

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
=

∂
2
V

∂x2
+

∂
2
V

∂y2
= 0. (7.151)

Nous voulons vérifier que ce champ électrique (7.150), associé à un champ magnétique et
une fonction φ nuls, est une solution stationnaire des équations de Maxwell. Sur la droite
x = 0, nous avons

Ex (0, y) = −2
y − b

(y − b)2 + a2
, (7.152)

Ey (0, y) = 0, (7.153)

qui est compatible avec la condition de conducteur parfait

E ∧ n = Exny − Eynx = Ey = 0. (7.154)

Nous propageons alors l’onde paramétrée par a = 1 et b = −1 dans le domaine

(x, y) ∈
�
(x− 1/2)2 + (y − 1/2)2 ≤ 2, x ≥ 0

�
(7.155)

avec une condition limite de conducteur parfait en x = 0 donnée par la matrice (7.100)
et une condition limite de Silver-Müller inhomogène sur les autres bords, pour imposer
le champ stationnaire. Les champs sont initialisés à 0 dans le domaine de calcul. Figure
7.14, nous représentons le champ Ex au temps t = 100 dans le domaine maillé par 256
éléments. Le champ Ey est représenté sur la figure 7.16. Les champs Bz et φ restent
nuls numériquement. Les erreurs en espace entre la solution calculée et la solution exacte
stationnaire sont tracées en norme L2 (en bleu) sur les figures 7.15 pour Ex et 7.17 pour
Ey. La condition de CFL est prise égale à 5× 10−2, le nombre de mailles est compris entre
4 et 1024. L’ordre 3 de convergence en espace est retrouvé.

Figure 7.14 – Résolution du Laplacien
- Champ Ex au temps t = 100, 256
mailles.

Figure 7.15 – Résolution du Laplacien - Erreur
sur Ex en norme L2 au temps t = 100 (en bleu),
de 4 à 1024 mailles, échelle logarithmique dans les
deux directions, pente −3 en rouge.

Une étude similaire a été réalisée avec le potentiel

V (x, y) = − exp (x) sin (y) . (7.156)
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Figure 7.16 – Résolution du Laplacien
- Champ Ey au temps t = 100, 256
mailles.

Figure 7.17 – Résolution du Laplacien - Erreur
sur Ey en norme L2 au temps t = 100 (en bleu),
de 4 à 1024 mailles, échelle logarithmique dans les
deux directions, pente −3 en rouge.

conduisant au champ électrique

Ex = −∂V

∂x
= exp (x) sin (y) , (7.157)

Ey = −∂V

∂y
= exp (x) cos (y) . (7.158)

Cette solution est compatible avec une condition limite de conducteur parfait en y = 0.
Les courbes d’erreur sont semblables à celles obtenues dans le cas des deux sources.

Nous souhaitons enfin valider les conditions limites de Silver-Müller et de conducteur
parfait sur la diode à cathode hémisphérique représentée sur la figure 7.18. Nous avons des
conditions de Silver-Müller à l’entrée de la diode (x = 0) et des conditions de conducteur
parfait ailleurs (sur la cathode et l’anode). Nous propageons un champ

Figure 7.18 – Coupe 2D de la diode à cathode hémisphérique.
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



Ex

Ey

Bz

φ



 (0, y, t) =





0
−1
0
0



 et





Ex

Ey

Bz

φ



 (x > 0, y, 0) =





0
0
0
0



 (7.159)

dans ce domaine. Il crée une différence de potentiel entre la cathode et l’anode. À l’état
stationnaire et en l’absence de charge, ce potentiel doit être solution du Laplacien. Avec le
logiciel FreeFem++, nous résolvons le problème aux limites correspondant

−∆V (x, y, t) = 0, (7.160)
V (0, y ≥ 1, t) = −1 + y, (7.161)

V (0, y ≤ −1, t) = −1− y, (7.162)
V (x, y, t) = 0 sur la cathode, (7.163)
V (x, y, t) = 1 sur l’anode. (7.164)

Les champs obtenus avec notre solveur Maxwell à t = 1000 sont comparés à ceux obtenus
avec FreeFem++. Une erreur d’au plus 10−2 est relevée.

Condition de symétrie

Pour valider notre condition aux limites de type axe de symétrie, nous propageons
l’onde (7.159) sur le domaine représenté Figure 7.18 et sur ce domaine restreint à y ≥ 0.
Une condition de symétrie est imposée en y = 0. Nous obtenons les mêmes résultats sur
les deux domaines.

7.3.3 Applications numériques

Nous présentons dans cette sous-section plusieurs applications numériques. Le solveur
Maxwell a été validé par les différentes études de convergence. Nous souhaitons maintenant
valider le calcul du courant, l’émission des particules et simuler des cas tests physiques en
géométries cartésienne et axisymétrique.

Bobine

Pour vérifier le calcul du courant, nous étudions une bobine simple en géométrie car-
tésienne. Le domaine est un disque de rayon Rd =

√
2. Des ions forment un cercle de

même centre et de rayon Rc < Rd, nous prenons ici Rc = 1. Nous utilisons l’indice in pour
l’intérieur du cercle d’ions et l’indice out pour l’extérieur. La solution stationnaire exacte
s’écrit 



Ex,in

Ey,in

Bz,in

φin



 =





0
0
1
0



 ,





Ex,out

Ey,out

Bz,out

φout



 =





0
0
0
0



 . (7.165)

Elle correspond à la solution du problème aux limites suivant

∂tW +Ai
∂iW = S sur Ω× [0, T ], (7.166)

MW = 0 sur
�
(x, y) tel que

�
x2 + y2 = Rd

�
× [0, T ], (7.167)

W (x, 0) = W 0 (x) à t = 0, (7.168)
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avec M = −Ai
n
−
i la matrice des conditions de Silver-Müller et W 0 donné par (7.165). Le

terme source est une mesure donnée par

S (x, y) = δx2+y2=Rc
(x, y)





−y

x

0
0



 . (7.169)

En pratique, il est représenté par des particules distribuées aléatoirement sur le cercle de
rayon Rc. Dans cet exemple, le couplage Vlasov-Maxwell est unidirectionnel, puisque nous
ne devons pas bouger les particules.

Le maillage utilisé est du même type que celui présenté Figure 7.4. En particulier, le
cercle d’ions n’est absolument pas aligné avec les lignes du maillage. Bien que les champs
soient initialisés à la solution stationnaire exacte, une petite onde due aux erreurs numé-
riques va se propager à partir du cercle d’ions. Nous représentons sur la figure 7.19 le champ
magnétique aux temps t = 0.5, alors que cette onde se propage, et t = 5, quand l’état sta-
tionnaire est atteint. Nous avons ici 3072 mailles et 1000 particules. La solution (7.165) est
retrouvée avec une précision satisfaisante. De petites oscillations dues à un phénomène de
Gibbs apparaissent cependant sur le cercle d’ions.

Figure 7.19 – Bobine - Champ magnétique aux temps t = 0.5 (à gauche) et t = 5 (à
droite), 1000 particules, 3072 mailles.

Vérification de la loi de Child-Langmuir

Nous étudions maintenant une diode dont la cathode et l’anode sont deux plaques
verticales parallèles, très grandes par rapport à la distance qui les sépare. La cathode est
située en x = a, son potentiel est noté V (a) = Va. L’anode est située en x = b, et nous
notons V (b) = Vb. La distance entre les plaques est D = |b−a| et la différence de potentiel
est notée V0 = Vb − Va. Nous souhaitons vérifier la loi de Child-Langmuir, qui donne
une relation entre la différence de potentiel V0 et la quantité de courant JCL passant par
une surface unitaire de l’anode. Cela permet de valider notre loi d’émission. En géométrie
cartésienne non relativiste, cette loi est donnée par

JCL =
4ε0
9D2

�
2|q|
m

V

3
2
0 . (7.170)
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Nous renvoyons par exemple à [102] pour les calculs. Nous travaillons plutôt avec le champ
électrique et non avec la différence de potentiel. Des calculs simples basés sur l’équation
Ex (x) = −∂xV (x) nous donnent une écriture du champ électrique Ex en fonction du
courant de Child-Langmuir

Ex (x) = −4

3

�
9

4ε0
JCL

�2/3�
m

2|q|

�1/3

x
1/3

. (7.171)

Il est donc de la forme Ex (x) = C × x
1/3, où C est une constante. La constante peut être

déterminée par la connaissance du champ en un point, par exemple en x = b. Nous avons
ainsi

Ex (x) =
Ex (b)

b1/3
x
1/3

. (7.172)

Remarque 7.3.2. Cette écriture (7.172) est la même en variables adimensionnées.

Pour représenter cette diode en géométrie cartésienne, nous prenons un domaine Ω =
[0, 1]× [0, 1] périodique en y. Nous fixons la cathode en x = 0

C = {x = 0} × [0, 1]. (7.173)

Pour créer la différence de potentiel, nous imposons un champ électrique Ex (x = 1) = −1
par une condition de Silver-Müller sur la seconde plaque située en x = 1

A = {x = 1} × [0, 1], (7.174)

nous avons ainsi D = 1. Nous y considérons le problème aux limites

M1W = 0 sur C × [0, T ], (7.175)
M2 (W −W inc) = 0 sur A× [0, T ], (7.176)

avec M1 la matrice des conditions métalliques donnée par (7.100), M2 la matrice des
conditions de Silver-Müller (7.91) avec un champ incident imposé

W inc = (−1, 0, 0, 0)T (7.177)

et des conditions périodiques en y = 0 et y = 1.
Les champs sont initialisés à zéro dans le domaine. Nous discrétisons notre domaine en

256 mailles, appliquons une correction de la divergence paramétrée par χ = 10 et χp = 1.
Le pas de temps du solveur Maxwell est ∆t = 3.125×10−4 et celui de la méthode PIC vaut
∆tparticules = 50∆t, de manière à laisser agir la correction de la divergence. Nous émettons
40 particules par maille, aléatoirement réparties sur une épaisseur égale à 0.02. Figure 7.20,
nous représentons le champ électrique Ex au temps final t = 50, ainsi que ce champ avec
les particules (Np = 103923 au temps final). Nous remarquons qu’il est quasiment nul sur
la cathode, ce qui est compatible avec la loi d’émission. Ey et Bz restent nuls au cours de
temps (de l’ordre de 10−3), φ est de l’ordre de 10−2 sur l’anode et la cathode, nul ailleurs
(voir Figure 7.21).

Le choix de χ est important car il correspond à la vitesse de dispersion des ondes créées
par les particules. Figure 7.21, nous comparons la variable φ obtenue avec deux valeurs de
χ : 1 et 10. Nous voyons que φ est plus grand lorsque χ = 1 (la valeur maximale étant
atteinte sur l’anode), et qu’il est proche de 0 lorsque χ = 10. Or la valeur théorique φ = 0
revient à la résolution classique des équations de Maxwell. Une grande valeur de χ conduit
donc à une meilleure solution. D’où l’intérêt de l’implémentation de la condition métallique
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Figure 7.20 – Child-Langmuir - Champ Ex (à gauche) avec particules (à droite) au temps
t = 50.

Figure 7.21 – Child-Langmuir - φ obtenu avec χ = 1 (à gauche) et avec χ = 10 (à droite)
au temps t = 50.

par la matrice M et du flux décentré, qui assurent une stabilité du schéma ∀ χ, y compris
sur des maillages courbes.

Nous traçons également l’allure du champ Ex en fonction de x au temps final pour
différentes valeurs de χ sur la figure 7.22 (en bleu). Théoriquement, il doit être de la forme
(7.172) avec Ex,inc (b = 1) = −1 (tracé en rouge). Nous voyons que le champ n’atteint pas
tout à fait sa valeur imposée en x = 1, mais qu’il s’en rapproche lorsque χ augmente et
donc lorsque les erreurs de divergence sont évacuées du domaine plus rapidement.

Nous traçons enfin la quantité de courant sortant par la plaque x = 1 en fonction du
temps en variables dimensionnées pour différentes valeurs de χ sur la figure 7.23 (en bleu).
Nous voyons que cette quantité tend vers une valeur stationnaire. Celle-ci est comparée à la
valeur théorique donnée par la loi de Child-Langmuir (7.170) qui pour Ex,inc (b = 1) = −1
vaut 0.553774 kA (tracée en rouge). Nous remarquons également que la quantité de courant
mesurée se rapproche de la valeur théorique lorsque χ augmente.
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Figure 7.22 – Child-Langmuir - Champ Ex (x) au temps final : calculé (en bleu) pour
χ = 1, χ = 5, χ = 10 et χ = 20 (de gauche à droite et de haut en bas) et théorique (en
rouge).

Diode à cathode hémisphérique

Nous étudions enfin la diode à cathode hémisphérique en géométrie axisymétrique. Le
cas relativiste est considéré. Le domaine est celui de la figure 7.18. La cathode est définie
par

C = [0, 0.2]× {y = 0.1} ∪
��

(x− 0.2)2 + y2 = 0.1

�
, (7.178)

et l’anode par
A = [0, 0.4]× {y = 0.2} ∪ {x = 0.4} × [0, 0.2]. (7.179)

Nous considérons le problème aux limites

∂tW +Ai
∂iW = S sur Ω× [0, T ], (7.180)

M1W = 0 sur C ∪A, (7.181)
M2 (W −W inc) = 0 sur ({x = 0} × [0.1, 0.2])× [0, T ], (7.182)

M3W = 0 sur ([0.3, 0.4]× {y = 0})× [0, T ], (7.183)
W (x, y, 0) = 0 à t = 0, (7.184)

avec M1 la matrice des conditions métalliques donnée par (7.100), M2 pour la condition
de Silver-Müller (7.91) avec un champ incident

W inc (r) = (0,−Er,inc/r, 0, 0)
T (7.185)
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Figure 7.23 – Child-Langmuir - Quantité de courant sortant par l’anode au cours du
temps : calculée (en bleu) pour χ = 1, χ = 5, χ = 10 et χ = 20 (de gauche à droite et de
haut en bas) et théorique (en rouge).

et M3 pour la condition de symétrie (7.97). Le champ incident est ici dépendant de t : il
croît linéairement jusqu’à atteindre une valeur seuil à l’instant ts puis est constant. Nous
prenons

Er,inc (t) =

�
35 t

ts
si t ≤ ts,

35 si t > ts.
(7.186)

Nous représentons le champ Er aux temps t = 0.22, t = 0.33, t = 0.55 et t = 5.5 sur
la figure 7.24. Les électrons sont extraits de la cathode au fur et à mesure que le champ
incident entre dans la diode. Une isolation magnétique se crée ensuite et « couche » le
faisceau d’électrons.

7.3.4 Performances

La programmation sur GPU réduit de manière significative les temps de calcul. Pour
évaluer le « speedup », c’est-à-dire le rapport du temps de calcul sur deux architectures,
nous comparons les durées de simulation sur un CPU (AMD Phenom II x4 processeurs)
avec un ou plusieurs cœurs à celles sur GPU avec différentes cartes graphiques : une ATI
Radeon HD 5750 (nommée ATI) et une Nvidia GeForce GTX 470 (nommée Nvidia). Tous
les calculs sont réalisés en simple précision. Les transferts de données entre la mémoire du
CPU et celle du GPU ne sont pas comptés. Cependant, ils ne sont réalisés que deux fois :
à l’initialisation et à la fin du calcul.
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Figure 7.24 – Diode axisymétrique - Champ Er et particules aux temps t = 0.22, t = 0.33,
t = 0.55 et t = 5.5 (de haut en bas).

Maxwell sans particules

Nous commençons par étudier les performances du solveur Maxwell seul. Nous consi-
dérons une onde plane entrant dans un disque, sans particules, en géométrie cartésienne.
Nous allons jusqu’à t = 1 et considérons différentes valeurs de la CFL (0.05 et 0.01), le
maillage contenant 3072 ou 12288 éléments. Dans le tableau 7.1, nous donnons les temps
de calcul sur CPU (avec 1 et 4 cœurs) et sur les deux cartes graphiques. Le rapport entre
les temps de calcul sur 1 cœur du CPU et sur la carte Nvidia est également donné. Le
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très haut « speedup » confirme l’efficacité de notre implémentation sur des architectures
multi-cœurs. Une étude plus complète des performances de la méthode de Galerkin Discon-
tinu sur GPU est présentée dans [68]. Il est difficile de comparer des « speedup » calculés
sur des architectures de caractéristiques différentes, mais pensons avoir, objectivement, un
gain comparable à celui de [68].

Nb de Nb CPU CPU ATI Nvidia CPU1cœur/GPUNvidia
mailles d’itér. 1 cœur 4 cœurs (Speedup)
3072 329 185 s. 49 s. 4 s. 1 s. 185
3072 1644 925 s. 254 s. 16 s. 7 s. 132
12288 663 1581 s. 464 s. 24 s. 9 s. 176
12288 3312 8133 s. 2455 s. 118 s. 46 s. 177

Table 7.1 – Temps de calcul et « speedup », sans particules.

Vlasov-Maxwell

La méthode PIC n’est pas aussi bien adaptée à la parallélisation sur GPU. Les per-
formances des simulations avec particules ne sont pas aussi élevées, mais tout de même
intéressantes. Elles sont données dans le tableau 7.2. Il s’agit d’une simulation de l’émis-
sion et du mouvement des particules dans une diode rectangulaire cartésienne, jusqu’au
temps t = 5. Différentes valeurs sont considérées pour le nombre de mailles et le nombre de
particules injectées par maille (nous donnons le nombre approché de particules présentes
dans le domaine au temps final). La comparaison entre les architectures est difficile, car le
tri des particules n’est pas nécessaire pour une simulation sur 1 seul cœur du CPU, or il est
quand même effectué. C’est pourquoi nous donnons le « speedup » entre une simulation
sur les 4 cœurs du CPU, pour laquelle le tri est nécessaire, et sur la carte Nvidia.

Nb de Nb Nb de CPU CPU ATI Nvidia CPU4cœurs/GPUNvidia
mailles d’itér. part. 1 cœur 4 cœurs (Speedup)
1024 2530 46000 723 s. 446 s. 45 s. 21 s. 21.2
1024 2530 92000 914 s. 611 s. 67 s. 31 s. 19.7
4096 5060 70000 4450 s. 2319 s. 141 s. 65 s. 35.7
4096 5060 110000 4809 s. 2652 s. 242 s. 97 s. 27.3

Table 7.2 – Temps de calcul et « speedup », avec particules.

Afin d’estimer le coût de la partie Vlasov, nous pouvons aussi regarder le « speedup »
entre un même calcul avec et sans particules, sur la même architecture. Nous résolvons
Maxwell puis Vlasov-Maxwell sur la diode rectangulaire cartésienne, jusqu’au temps t = 5.
Avec la carte Nvidia, nous obtenons les accélérations données dans le tableau 7.3, avec
les 4 cœurs du CPU, nous obtenons les valeurs du tableau 7.4. Dans les deux cas nous
constatons un ralentissement significatif (d’un facteur 3 à 10) à cause du couplage avec la
méthode PIC. Rappelons que le déplacement des particules n’est pas effectué à chaque pas
de temps...

Pour les simulations sur GPU, nous détaillons également le coût de chaque étape :
méthode de Galerkin Discontinu (GD), tri des particules (Tri) et méthode PIC (PIC). Les
résultats correspondants à une diode rectangulaire cartésienne sont donnés pour différents
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Nb de Nb Sans Avec ≈ 46000− Avec/Sans Avec ≈ 92000− Avec/Sans
mailles d’itér. part. 70000 part. 110000 part.
1024 2530 4 s. 21 s. 5.3 31 s. 7.8
4096 5060 26 s. 65 s. 2.5 97 s. 3.7

Table 7.3 – Temps de calcul sur la carte Nvidia GeForce GTX 470, avec et sans particules.

Nb de Nb Sans Avec ≈ 46000− Avec/Sans Avec ≈ 92000− Avec/Sans
mailles d’itér. part. 70000 part. 110000 part.
1024 2530 137 s. 446 s. 3.3 611 s. 4.5
4096 5060 1009 s 2319 s. 2.3 2652 s. 2.6

Table 7.4 – Temps de calcul sur les 4 cœurs du CPU, avec et sans particules.

paramètres dans le tableau 7.5. Les particules sont déplacées tous les 5χ pas de temps du
solveur Maxwell.

Nb de Nb Nb de χ GD Tri PIC
mailles d’itér. part.

256 1600 133818 1 0.8 s. 12.5 s. 15.4 s.
256 8000 101546 5 4.2 s. 12.5 s. 15.0 s.
256 8000 50769 5 4.1 s. 12.5 s. 7.3 s.
1024 16000 99261 5 24.8 s. 25.1 s. 24.0 s.

Table 7.5 – Temps de calcul de chaque étape sur la carte Nvidia GeForce GTX 470.

7.4 Conclusion

Nous avons développé un code PIC-Galerkin Discontinu sur GPU en géométries 2D
cartésienne et axisymétrique résolvant les équations de Vlasov-Maxwell. La méthode de
Galerkin Discontinu a déjà été implémentée sur GPU (voir [68] par exemple). Plusieurs
études de la méthode PIC sur GPU ont également été menées, avec une résolution de
l’équation de Poisson par FFT ([2], [31] ou [32]) ou du champ électromagnétique par
volumes finis ([69]). Mais c’est à notre connaissance la première fois que le couplage PIC-
Galerkin Discontinu est porté sur GPU. Il permet de simuler de manière très performante
l’évolution de faisceaux de particules chargées soumises à un champ électromagnétique.

La méthode de Galerkin Discontinu implémentée sur cette architecture est très efficace.
Les équations de Maxwell sont associées à une correction de la divergence afin de vérifier
numériquement la loi de Gauss. Les conditions aux bords conduisent à une solution stable,
même en temps long, quelle que soit la vitesse de correction de la divergence choisie. L’ordre
de convergence en espace est de 3, les méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2 et d’ordre 3
« low storage » sont implémentées pour la discrétisation en temps.

La méthode PIC est moins bien adaptée à la parallélisation sur carte graphique. Elle
peut notamment conduire à des conflits d’écriture en mémoire, ce qui nous oblige à trier les
particules. Malgré cela, la méthode reste performante et le « speedup » satisfaisant. Pour
la simulation de diodes, les particules sont émises selon une loi respectant la physique du
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problème. Nous avons ainsi vérifié la loi de Child-Langmuir dans le cas d’une diode plane
cartésienne.

La géométrie axisymétrique permet de considérer de nombreux cas tests, sur des do-
maines divers, éventuellement maillés par des éléments courbes. Nous avons ainsi simulé
l’émission d’électrons dans une diode à cathode hémisphérique.

Pour que notre code soit adapté à plus de situations, il serait intéressant d’implémenter
un solveur de Poisson, indispensable si des particules sont initialement dans le domaine. De
futurs travaux seront dédiés à l’utilisation d’une méthode de type moments pour remplacer
la méthode PIC. Cela devrait permettre de résoudre les équations de Vlasov-Maxwell avec
un « speedup » comparable à celui de notre méthode de Galerkin Discontinu seule.
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Chapitre 8

Conclusion générale et perspectives

Nous avons étudié dans ce manuscrit différentes méthodes numériques pour résoudre
les équations de Vlasov-Maxwell ou de Vlasov-Poisson avec le souci du coût numérique.
Trois approches ont été proposées :

– les modèles multi-fluides prenant en considération des grandeurs macroscopiques du
système ; ils permettent de diminuer le nombre de variables et donc de réduire le
coût,

– le couplage d’une méthode fluide peu coûteuse à une méthode cinétique très précise,
– la programmation d’une méthode cinétique sur carte graphique.

La première partie concerne la méthode des moments. Nous avons étudié dans un
premier temps la méthode de résolution classique, qui s’appuie sur une écriture de la
fonction de distribution f sous la forme de masses de Dirac. Nous avons ensuite proposé
d’utiliser une nouvelle écriture de f , à savoir celle donnée par le modèle multi-water-bag.
Cette écriture est mieux adaptée aux cas tests que nous avons étudiés : l’amortissement
Landau et l’instabilité double faisceau. Si nous parvenons à approcher la solution pendant
une durée plus longue, cette méthode ne permet toutefois pas de représenter les instabilités,
telles que les filaments, qui peuvent apparaître. Nous avons rencontré plusieurs difficultés
numériques. La résolution par la méthode de Newton du système non linéaire liant les
moments de f aux inconnues qui permettent de l’exprimer sous la forme choisie est très
difficile. Cela nous empêche d’augmenter le nombre de moments considérés et donc la
précision. L’algorithme alternatif de Gosse et Runborg conduit quant à lui à des instabilités.

Plusieurs améliorations sont envisageables. La prise en compte d’un nombre de moments
local, évoluant différemment sur chaque maille, permettrait de stabiliser l’algorithme de
Gosse et Runborg. La difficulté étant de trouver une bonne stratégie pour gérer de manière
locale le nombre de moments. Il serait également très intéressant de généraliser cet algo-
rithme, qui ne s’applique pour l’instant qu’à des fonctions de distribution ne prenant que
deux valeurs. Par ailleurs, il paraît envisageable de coupler cette méthode multi-fluides à
une méthode particulaire. La précision serait alors améliorée en résolvant les petites per-
turbations de f par la méthode particulaire, par exemple la méthode PIC. La résolution
de la partie macroscopique de f par la méthode des moments permettrait de conserver un
coût raisonnable. Enfin, nous pourrions utiliser une méthode particulaire pour représenter
les contours de f . Les particules permettrait de suivre l’évolution de la solution forte de
l’équation de transport sur les contours, tout en étant peu nombreuses par rapport à une
méthode PIC. La difficulté de cette méthode est de suivre l’ordonnancement des particules,
sans quoi la reconstruction de f n’est pas possible.
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Nous avons par ailleurs présenté un couplage fluide-cinétique dans la deuxième partie de
ce manuscrit. Nous avons d’abord appliqué une méthode δf avec évolution de l’équilibre au
système de Vlasov-Poisson 1D. La différence avec la méthode δf généralement utilisée est
que la partie fluide est résolue par un schéma cinétique. Il permet en outre de faire évoluer
un nombre de moments plus grand (non limité aux trois premiers). Nous avons ensuite
appliqué une méthode δf préservant l’asymptotique aux équations de Vlasov-Poisson-BGK,
avec une prise en compte des collisions paramétrées par le nombre de Knudsen ε. Les
apports de notre méthode sont les suivants :

– très peu de particules sont nécessaires à la limite ε → 0, le coût numérique diminue
donc à la limite, contrairement aux méthodes de décomposition micro-macro usuelles
qui utilisent une grille de l’espace des phases et qui ont un coût constant par rapport
à ε ;

– comme dans toutes les méthodes δf , ne résoudre que la partie microscopique par une
méthode particulaire permet de réduire le bruit numérique inhérent aux méthodes
PIC ; à résultats équivalents, nous pouvons prendre moins de particules, ce qui réduit
le temps de calcul ;

– la propriété de préservation de l’asymptotique (AP) est vérifiée, ce qui n’est par
défaut pas le cas des méthodes δf classiques.

De plus, une étape de projection des moments de la perturbation a été implémentée, de
façon à conserver numériquement la structure micro-macro du système. Sans cela, un bruit
numérique perturbe les résultats.

Nous aimerions généraliser notre méthode à la dimension 2 en espace. Nous souhaitons
aussi étudier d’autres opérateurs de collision.

Dans la troisième et dernière partie, nous avons étudié une méthode cinétique (en
l’occurence la méthode PIC) en deux dimensions d’espace, en géométries cartésienne et
axisymétrique. L’objectif fixé était la simulation d’une diode à cathode hémisphérique.
Nous avons d’abord étudié dans un cadre général la méthode PIC en géométrie curviligne,
et présenté différentes possibilités pour l’implémentation de la partie Vlasov. Nous avons
également présenté les équations de Maxwell en géométrie 2D axisymétrique ainsi que la
loi d’émission des particules dans la diode. Ensuite, nous avons proposé d’implémenter une
méthode PIC-Galerkin Discontinu sur carte graphique. Les équations de Maxwell sont as-
sociées à une technique de correction de la divergence, afin de respecter numériquement la
loi de Gauss. Les différentes conditions aux limites considérées sont détaillées et validées,
tout comme le solveur Maxwell et l’émission des particules. Le cas de la diode à cathode
hémisphérique est présenté, ainsi que la simulation d’une bobine et d’une diode plane. En-
fin, nous démontrons l’efficacité de notre parallélisation sur carte graphique en comparant
les temps de calcul sur CPU et sur GPU. Notre solveur Maxwell est très bien adapté à ce
type de parallélisation, les performances sont très élevées. La méthode PIC est moins bien
adaptée, car le calcul du courant nécessite le tri des particules. L’accélération est tout de
même satisfaisante.

Il serait intéressant d’implémenter un solveur de Poisson pour pouvoir considérer plus
de cas tests. Une autre suite envisagée pour ce travail est l’utilisation d’une méthode plus
efficace sur carte graphique que la méthode PIC pour la partie Vlasov, de type méthode
des moments par exemple.
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Annexe A

Annexe relative au chapitre 4

Nous détaillons dans cette annexe le calcul de G̃
±
i,3 et des G

±
i,j , j ∈ {1, 2, 3}, définis

respectivement par (4.39) et (4.40).

A.1 Calcul de G̃±
i,3

Pour calculer G̃
±
i,3, nous nous appuyons sur (4.9) et nous obtenons

G̃
+
i,3 =

�

R+
v
v
2

2
δf (xi, v, tn) dv =

�

R
v
+ v

2

2
δf (xi, v, tn) dv

=

Np�

k=1

ωk (t) v
+
k (t)

v
2
k (t)

2
Si (xk (t)) , (A.1)

G̃
−
i,3 =

�

R−
v
v
2

2
δf (xi, v, tn) dv =

�

R
v
− v

2

2
δf (xi, v, tn) dv

=

Np�

k=1

ωk (t) v
−
k (t)

v
2
k (t)

2
Si (xk (t)) , (A.2)

où nous rappelons que v
+ = max (0, v) = v+|v|

2 et v
− = min (0, v) = v−|v|

2 .

A.2 Calcul des G±
i,j

, j ∈ {1, 2, 3}

Calculons maintenant les intégrales G
±
i,j , j ∈ {1, 2, 3}.

Calcul de G±
1

G
+
1 =

� +∞

0
vf0 dv =

� +∞

0
v

ρ√
2πT

exp

�
−(v − u)2

2T

�
dv. (A.3)

Le changement de variable w = v−u√
T

, dw = dv√
T

donne

G
+
1 =

ρ√
2πT

� +∞

−u√
T

�√
Tw + u

�
exp

�
−w

2

2

�√
T dw

=
ρT√
2πT

� +∞

−u√
T

w exp

�
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�
dw +

ρu√
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T
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�
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2

2

�
dw. (A.4)
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A.2. Calcul des G
±
i,j , j ∈ {1, 2, 3}

Posons

I =

� +∞

−u√
T

w exp

�
−w

2

2
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2
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, (A.5)
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Comme � +∞

0
exp

�
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2

2

�
dw =

1

2
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−∞
exp

�
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2

2

�
dw =

√
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2
, (A.7)

car exp
�
−w2

2

�
est une fonction paire, et avec le changement de variable v = − w√

2
, dv =

− dw√
2
, nous avons

� 0

−u√
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0
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d’où
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√
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√
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Nous obtenons

G
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2πT
exp

�
− u

2

2T

�
+

ρu

2

�
1− 2√

π

� u√
2T

0
exp

�
−v

2
�
dv

�
, (A.11)

G
−
1 étant calculé de manière similaire à G

+
1 .

Calcul de G±
2

Par ailleurs, avec le même changement de variable w = v−u√
T

, dw = dv√
T

, nous avons

G
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A.2. Calcul des G
±
i,j , j ∈ {1, 2, 3}

où

K =
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Nous en déduisons
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Calcul de G±
3

Enfin, nous avons avec le changement de variable w = v−u√
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, dw = dv√
T

G
+
3 =

� +∞

0

v
3

2
f0 dv =

ρ

2
√
2πT

� +∞

−u√
T

�√
Tw + u

�3
exp

�
−w

2

2

�√
T dw

=
ρ

2
√
2π

�� +∞

−u√
T

T

√
Tw

3 exp

�
−w

2

2

�
dw +

� +∞

−u√
T

3Tw2
u exp

�
−w

2

2

�
dw

+

� +∞

−u√
T

3
√
Twu

2 exp

�
−w

2

2

�
dw +

� +∞

−u√
T

u
3 exp

�
−w

2

2

�√
T dw

�

=
ρ

2
√
2π

�
T

√
TL+ 3TuK + 3

√
Tu

2
I + u

3
J

�
, (A.16)

avec
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A.2. Calcul des G
±
i,j , j ∈ {1, 2, 3}

Nous obtenons ainsi
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Posons
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nous obtenons
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La fonction erf est évaluée numériquement en faisant appel à la fonction « erf » en
Fortran.
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Annexe B

Annexe relative au chapitre 5

B.1 Détails des calculs de projection par ΠM

Nous utilisons les notations T g = v∂xg + E∂vg et ΠM qui est donné par (5.21). Nous
détaillons les calculs de ΠM (T g) et (I −ΠM ) (T M).

Premier terme : ΠM (T g)

Une intégration par parties nous donne �mE∂vg� = −E �m�
g�, avec m� la dérivée de

m par rapport à v : m� = (0, 1, v)T . Puisque g ∈ N (LQ)
⊥, nous avons �mE∂vg� = 0 et

donc
ΠM (E∂vg) = 0. (B.1)

Calculons maintenant ΠM (v∂xg)
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Nous pouvons réécrire ΠM (T g) sous la forme d’un polynôme de degré 2 en la variable
v multiplié par une Maxwellienne

ΠM (T g) (x, v) = M (x, v)
2�

�=0

a� (x) v
�
, (B.3)

où a� dépend de x à travers ρ, u et T et les dérivées en espace de
�
v
3
g
�

(voir (B.2)).

Second terme : (I − ΠM) (T M)

Puisque le terme E∂vM appartient à N (LQ), nous avons la relation

(I −ΠM ) (E∂vM) = 0. (B.4)
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B.2. Calculs pour l’initialisation du second cas test

Calculons alors ΠM (v∂xM) dont l’expression est donnée par

ΠM (v∂xM) =
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�v∂xM�+ (v − u) �(v − u) v∂xM�

T

+

�
|v − u|2

2T
− 1

2

���
|v − u|2

T
− 1

�
v∂xM

��
. (B.5)

Or nous avons
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où
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3
M dv = 3ρTu+ ρu

3. Nous obtenons donc
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Enfin, v∂xM s’écrit

v∂xM = v
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ρ
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2T 2
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�
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En utilisant (B.9) et (B.10), nous obtenons l’expression de (I −ΠM ) (T M). Nous pou-
vons le réécrire sous la forme d’un polynôme de degré 3 en la variable vitesse multiplié par
une Maxwellienne

(I −ΠM ) (T M) (x, v) = M (x, v)
3�

�=0

a� (x) v
�
, (B.11)

où a� dépend de x à travers ρ, u et T et les dérivées en espace ∂xρ, ∂xu et ∂xT (voir les
expressions (B.9) et (B.10)).

B.2 Calculs pour l’initialisation du second cas test

Nous considérons le cas test correspondant à la fonction de distribution initiale

f (x, v, 0) = (1 + α cos (kxx)) v
4 1

3
√
2π

exp

�
−v

2

2

�
. (B.12)
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B.2. Calculs pour l’initialisation du second cas test

Nous devons calculer la condition initiale de la partie macroscopique et celle de la par-
tie microscopique. Pour l’initialisation de la partie macroscopique, calculons les premiers
moments de f . Tout d’abord la densité

�
f (x, v, 0) dv = (1 + α cos (kxx))

1

3
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v
4 exp
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2

�
dv

= (1 + α cos (kxx)) . (B.13)

La quantité de mouvement est nulle, et pour l’énergie, nous avons
�

v
2
f (x, v, 0) dv = (1 + α cos (kxx))
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v
6 exp
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�
dv

= 5 (1 + α cos (kxx)) . (B.14)

Nous initialisons donc la densité par ρ (x, t = 0) = (1 + α cos (kxx)), la vitesse moyenne est
nulle u (x, t = 0) = 0 et la température est initialisée à T (x, t = 0) = 5. La Maxwellienne
s’écrit alors

M (x, v, t = 0) =
(1 + α cos (kxx))√

10π
exp

�
−v

2

10

�
. (B.15)

Nous pouvons maintenant calculer ΠM (f) en utilisant (5.21) et les calculs précédents.
Nous obtenons

ΠM (f) =
M

ρ

�
�f�+ v

5
�vf�+

�
v
2

10
− 1

2

���
v
2

5
− 1

�
f

��
,

=
M

ρ

�
ρ+

�
v
2

10
− 1

2

��
5 (1 + α cos (kxx))

5
− (1 + α cos (kxx))

��
,

=
(1 + α cos (kxx))√

10π
exp

�
−v

2

10

�

= M (x, v, t = 0) . (B.16)

L’équation micro est alors initialisée selon

g (x, v, t = 0) = (I −ΠM ) (f (x, v, t = 0))

= f (x, v, t = 0)−M (x, v, t = 0)

= (1 + α cos (kxx))
1√
2π

�
v
4

3
exp

�
−v

2

2

�
− 1√

5
exp

�
−v

2

10

��
.(B.17)
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Annexe C

Annexe relative au chapitre 7

C.1 Schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 « low storage »

Le schéma de Runge-Kutta à bas coût de stockage dérive du schéma de Runge-Kutta
classique, que nous rappelons ici en toute généralité.

Schéma de Runge-Kutta classique

Nous écrivons l’équation différentielle ordinaire que nous souhaitons résoudre sous la
forme �

y
� = f (t, y) ,

y (t = 0) = y0.
(C.1)

Le schéma de Runge-Kutta d’ordre s classique consiste à calculer

y
n+1 = y

n +∆t

s�

i=1

biKi (C.2)

avec

Ki = f



t
n + ci∆t , y

n +∆t

s�

j=1

aijKj



 (C.3)

et où les coefficients aij , bi, ci sont choisis de façon à obtenir une méthode d’ordre s. Nous
les rassemblons dans le tableau de Butcher

0 0
c2 a21 0
c3 a31 a32 0
...

... . . .
cs as1 as2 as3 · · · 0

b1 b2 b3 · · · bs

.

Voici par exemple un tableau de Butcher correspondant à un schéma de Runge-Kutta
d’ordre 3

0
1
2

1
2

1 −1 2
1
6

2
3

1
6

et un tableau correspondant à un schéma d’ordre 4
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0
1
2

1
2

1
2 0 1

2
1 0 0 1

1
6

1
3

1
3

1
6

.

Schéma à faible coût de stockage (« low storage »)

Décrit par [105], [19] et [85], l’algorithme du schéma de Runge-Kutta « low storage »
est le suivant : 





K1 = y
n

K2 = A1K2 +∆tf (tn + ci∆t,K1)
K1 = K1 +B1K2

K2 = A2K2 +∆tf (tn + ci∆t,K1)
K1 = K1 +B2K2
...
K2 = AsK2 +∆tf (tn + ci∆t,K1)
K1 = K1 +BsK2

y
n+1 = K1

(C.4)

avec A1 = 0, et Ai, i = 2, . . . , s, Bi, i = 1, . . . , s, reliés aux coefficients du tableau de
Butcher par

aij =






Aj+1ai,j+1 +Bj pour j < i− 1

Bj pour j = i− 1

0 ailleurs
, (C.5)

bi =

�
Ai+1bi+1 +Bi pour i < s

Bi pour i = s
. (C.6)

À partir d’un tableau de Butcher, il n’est pas toujours possible de trouver des coefficients
Ai, Bi vérifiant ces conditions. Il y a en effet plus d’équations que d’inconnues. Dans [19],
nous trouvons par exemple ces coefficients pour une méthode de Runge-Kutta d’ordre 3 :

0
1
3

1
3

3
4 − 3

16
15
16

1
6

3
10

8
15

=⇒
A1 B1

A2 B2

A3 B3

=
0 1

3
−5

9
15
16

−153
128

8
15

. (C.7)

C.2 Équivalence entre les schémas classiques et « low sto-

rage »

Nous prouvons ici que le schéma « low storage » est équivalent au schéma classique
correspondant. La preuve est faite pour une méthode d’ordre 3. D’une part, nous avons
pour le schéma classique






k1 = ∂ty
n

k2 = ∂t (yn +∆ta21∂ty
n)

k3 = ∂t (yn +∆ta31∂ty
n +∆ta32∂t (yn +∆ta21∂ty

n))
(C.8)
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qui conduit à

y
n+1 = y

n + ∆tb1∂ty
n

+ ∆tb2∂t (y
n +∆ta21∂ty

n)

+ ∆tb3∂t (y
n +∆ta31∂ty

n +∆ta32∂t (y
n +∆ta21∂ty

n)) . (C.9)

D’autre part, le schéma « low storage » s’écrit






K1 = y
n

K2 = ∆t∂ty
n

K1 = K1 +B1K2

= y
n +B1∆t∂ty

n

K2 = A2K2 +∆t∂tK1

= A2∆t∂ty
n +∆t∂t (y

n +B1∆t∂ty
n)

K1 = K1 +B2K2

= y
n +B1∆t∂ty

n +B2A2∆t∂ty
n +B2∆t∂t (y

n +B1∆t∂ty
n)

K2 = A3K2 +∆t∂tK1

= A3A2∆t∂ty
n +A3∆t∂t (y

n +B1∆t∂ty
n)

+∆t∂t (y
n +B1∆t∂ty

n +B2A2∆t∂ty
n +B2∆t∂t (y

n +B1∆t∂ty
n))

y
n+1 = K1 +B3K2

= y
n +∆t (B1 +B2A2 +B3A3A2) ∂ty

n

+∆t (B2 +B3A3) ∂t (y
n +B1∆t∂ty

n)
+∆tB3∂t (y

n +B1∆t∂ty
n +B2A2∆t∂ty

n +B2∆t∂t (y
n +B1∆t∂ty

n))
(C.10)

En identifiant les facteurs, nous obtenons les conditions suivantes






a21 = B1

a31 = B1 +B2A2

a32 = B2

b1 = B1 +B2A2 +B3A3A2

b2 = B2 +B3A3

b3 = B3

(C.11)

mais (C.5) et (C.6) s’écrivent






a21 = B1

a32 = B2

a31 = A2a32 +B1

= A2B2 +B1

b3 = B3

b2 = A3b3 +B2

= A3B3 +B2

b1 = A2b2 +B1

= A2A3B3 +A2B2 +B1

(C.12)

ce qui prouve l’équivalence entre les deux méthodes. La preuve est similaire pour les autres
ordres.
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C.3 Equivalence entre le schéma de Heun et le schéma de

Runge-Kutta d’ordre 2 « low storage »

Nous montrons enfin que le schéma de Heun est équivalent à un schéma de Runge-Kutta
d’ordre 2 « low storage ». Le schéma de Heun s’écrit

�
y
n+1� = y

n +∆t∂ty
n
,

y
n+1 = 1

2

�
y
n + y

n+1� +∆t∂ty
n+1�

�
= y

n + ∆t
2

�
∂ty

n + ∂ty
n+1�

�
.

(C.13)

Le schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 « low storage » s’écrit quant à lui





K1 = y
n

K2 = ∆t∂ty
n

K1 = K1 +B1K2

= y
n +B1∆t∂ty

n

K2 = A2K2 +∆t∂tK1

= A2∆t∂ty
n +∆t∂t (y

n +B1∆t∂ty
n)

y
n+1 = K1 +B2K2

= y
n +∆t∂ty

n (B1 +B2A2) +B2∆t∂t (y
n +B1∆t∂ty

n) .

(C.14)

Pour avoir une équivalence entre ces deux schémas, nous prenons





B1 = 1,

B2 =
1

2
,

A2 =
1/2− 1

1/2
= −1.

(C.15)

Cette équivalence nous permet de programmer de façon générique les schémas d’ordre
2 et d’ordre 3 que nous souhaitons utiliser.
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