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Glossaire

Calcul matriciel et vectoriel
Les espaces vectoriels et matriciels utilisés sont :

e MP*9 : matrices de p lignes et ¢ colonnes.

o MP : matrices de p lignes et p colonnes.

o RP vecteurs de taille p.
Les vecteurs sont notés en gras. Par exemple U un vecteur de R" et U; la ieme composante de U.
La transposition, la trace matricielle, le produit tensoriel, les normes matricielle et vectorielle et le
produit scalaire sont respectivement donnés par :

o Al € M?*P de composantes Aﬁj = Aj;,

o Tr(A) =370 Ay,

e x®y avec x € RP, y € RP de composantes (X ® y)ij = ¥,

o | A|=0(A) =/ Amax(ALA) avec Aoz (AA) la valeur propre maximale de A'A,
o [[x|=1/2F

o (x,y) =2 iy
Pour finir on note les matrices issues d’un produit tensoriel sous la forme @ = x ® y.

Calcul différentiel
Soit f(x,t) une fonction de R? x RT, on note les dérivées partielles

of(x,t)
o Oz, |

Le vecteur gradient pour f: D € R? x Rt — R est défini par
Ou, f )
Vf= 1
1= (o0t
et Popérateur différentiel de divergence est défini par div(f) = Oy, f + Ouy f-

Espaces fonctionnels et normes
Les espaces fonctionnels sont

B =

o LP(D) I'espace des fonctions p-intégrables munies de la norme || f || »(py= (/5 f(x)Pdx)
e H%(D) un espace de Sobolev muni de la norme

a+b<p

1S laz= Y N Bnagpf llz2o),

a,b

avec a = a + b.
Les normes LP(D) discretes sont définies par

3=

| f llr(Dy= Z Q| f7
J

Principales fonctions et parametres
On introduit x le vecteur de position, € le vecteur de direction, v la fréquence d’un photon et e
I’énergie associée & un neutron.



p. 7 ¢(t,x,9Q,e) le flux de neutrons.

p. 7 0, la section efficace (resp. opacité) d’absorption.

p. 7 o la section efficace de collision.

p. 8 I(t,x,Q,v) lintensité radiative.

p. 8 o 'opacité de « scattering » (ou collision).

p- 8 c la vitesse de la lumiere, h la constante de Planck.

p. 8 p(2, Q) la fonction de répartition angulaire.

p. 9 E(t,x) le moment d’ordre 0 de la fonction de distribution (flux neutronique, intensité
radiative).

p.- 9 F(¢,x) le moment d’ordre 1 de la fonction de distribution (flux neutronique, intensité
radiative).

p- 9 ﬁ(t,x) le moment d’ordre 2 de la fonction de distribution (flux neutronique, intensité
radiative).

p. 9 T'(t,x) la température de la matiere.

p. 9 T(¢,x) la température radiative.

p. 10 Y™ harmoniques sphériques.

p. 12 f le flux radiatif normalisé.

p- 12 x le tenseur d’Eddington.

p- 13 €; une vitesse de quadrature discrete pour la méthode des ordonnées discretes.

p. 13 f(€2;) la fonction de distribution discrete associée a ;.

p- 13 w; le poids de quadrature associé a 2;.

On donne la page associée a la premieére occurrence de la fonction ou du parameétre. Principaux
systéemes d’équations :

(1.

(1.
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

1)-(1.2) Le systéme de I’hydrodynamique radiative.
3) L’équation de transport des neutrons.

.6) L’équation de transfert radiatif.

4) L’équation de diffusion des neutrons.

.7) L’équation de diffusion & 1’équilibre des photons.
.8) L’équation de diffusion hors équilibre des photons.
.17) Le modele M;.

.16) Les modeles S,.

.62) L’équation de la chaleur hyperbolique.

4.1) Un systeme de Friedrichs avec un terme source raide.
5.1) Le modele P; couplé avec la matiere.
4.52)-(4.53)-(4.55) Le modele Ps.

4.59)-(4.60) Le modele Ss.
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Introduction

Contexte général

La motivation physique est celle de la Fusion par Confinement Inertiel (FCI). L’objectif de la
FCI [DW94] est d’obtenir la fusion d’un mélange de Deutérium et Tritium dans une capsule en chauf-
fant et en comprimant le mélange a I'aide d’un laser. Le milieu de la réaction est modélisé par les
équations de I’hydrodynamique radiative qui décrit I'interaction entre le gaz ionisé (ou plasma) et le
rayonnement.

On se focalisera uniquement dans ce mémoire sur les problemes de transport qui interviennent dans
les modeles d’interaction entre la matiere (gaz, solide etc) et le rayonnement (photons). La dynamique
des particules est décrite par une équation cinétique (échelle mesoscopique) dépendante de la vitesse,
de la position voire, de I’énergie des particules.

Cette étude porte plus précisément sur ’approximation des problemes de transport sur des maillages
généraux, issus de la discrétisation sur maillages mobiles des modeles hydrodynamiques.

Apres avoir utilisé une approximation en vitesse classique (approximations P, [Bru02], méthode des
ordonnées discretes [Chan60]- [JLI1]), on étudiera une famille de discrétisation spatiale adaptée a ce
type de probleme, basée sur la méthode des volumes finis. En effet, les approximations angulaires des
équations cinétiques linéaires donnent des systemes hyperboliques avec des termes sources raides qui
induisent une limite asymptotique de diffusion. La raideur du terme source et ’existence de la limite
de diffusion génerent des contraintes, sur les discrétisations spatiales et temporelles. Afin de pallier
ces contraintes, des méthode nommées « asymptotic preserving » ont été introduites depuis quelques
années [JLI96]- [GTO01]- [BLeFT11]- [DDSV09]- [Jinl1].

A notre connaissance ce type de méthode n’a pas été pour le moment, étendu en dimension deux sur
maillages non structurés. Le but de cette étude est donc de construire et d’étudier des méthodes de
types volumes finis en dimension deux pour des systemes hyperboliques admettant une limite de diffu-
sion. On se concentrera sur des modeles issus de la discrétisation angulaire de I’équation de transport
linéaire.

Plan du mémoire

Chapitre 1

Le premier chapitre est dédié au contexte physique, mathématique et numérique de cette étude. On
commencera par introduire le modele de I’hydrodynamique radiative ainsi que les équations cinétiques
décrivant un partie des phénomenes présents en FCI. Une fois ces modeles présentés on proposera un
état de 'art sur la discrétisation en vitesse et sur les modeles simplifiés utilisés pour approcher les
solutions des équations de transport. La seconde partie du chapitre sera consacrée a la présentation
des méthodes « asymptotic preserving » en dimension un. On partira de 1’équation de la chaleur



hyperbolique
o F + %(%F =0,
) . (1)
O F + gaxE + ?F =0.

avec € > 0. Dans le cadre de 'approximation de I’équation (1) on présentera des méthodes classiques
et « asymptotic preserving » pour lesquelles on donnera des résultats de stabilité et de consistance.
Enfin on proposera une extension en dimension deux d’une de ces méthodes a ’aide du formalisme
classique des volumes finis. Ce dernier résultat nous permettra d’exhiber des problemes de consistance
inhérents aux schémas de diffusion sur maillages non structurés.

Chapitre 2

Le second chapitre est consacré a la construction de schémas « asymptotic preserving » pour
I’équation de la chaleur hyperbolique sur maillages non structurés :

1
O,E + -~ divF =0,

9

, (2)
OF + -VE+ ZF=0.

9 9

Afin d’obtenir ces nouvelles méthodes, on proposera de coupler un formalisme alternatif des volumes
finis dans lequel les flux sont localisés aux noeuds [CDDL09] avec la méthode de Jin-Levermore [JL96].
Cette méthode construite afin d’obtenir des discrétisations « asymptotic preserving » est basée sur
I'introduction des termes sources dans les flux upwind a l'aide de développement de Taylor. A partir
de ce nouveau formalisme on obtiendra deux schémas qui peuvent étre considérés comme I’extension
des schémas de Jin-Levermore [JLI6] et Gosse-Toscani [GTO01] en dimension deux. Le schéma limite
obtenu est un nouveau schéma pour lequel on donnera une preuve de convergence sous conditions sur
les maillages. Enfin, on étudiera différentes discrétisations temporelles permettant de s’affranchir de
la contrainte sur le pas de temps issue de la raideur du systeéme (2) et on présentera quelques résultats
numériques.

Chapitre 3

Le contenu du chapitre trois est issu d’un travail réalisé lors du CEMRACS 2010 avec G. Samba,
P. Hoch et P. Navarro [FHSN11]. Il s’agit de construire des schémas « aysmptotic preserving » pour
I'équation de la chaleur hyperbolique (2) basés sur deux schémas de diffusion [AE06]- [MABOO7]. Ces
schémas, contrairement aux schémas aux noeuds introduits dans le chapitre précédent, n’admettent
pas de modes parasites (dégradation de la qualité de la solution numérique) pour certains types de
données. Dans ce chapitre on rappellera les deux schémas de diffusion cible MPFA et Breil-Maire
avant de construire un schéma hyperbolique compatible qui sera corrigé a ’aide de la méthode de Jin-
Levermore. Enfin on donnera quelques résultats qui montrent le caractére « asymptotic preserving »
de la méthode.

Chapitre 4

Afin d’obtenir des approximations précises de 1’équation de transport aussi bien dans le régime
de diffusion que dans le régime de transport (o ~ 1, ¢ = 1), on proposera d’étendre les schémas

6



« asymptotic preserving » au cas des systemes linéaires généraux du type

g
SRU. (3)

oU + %AlaxU + éAgayU = —
Apres avoir caractérisé la limite de diffusion de ce type de systéme, on proposera une décomposition
proche de la décomposition « micro - macro » [LMO07] qui consiste a séparer le modele (3) entre un
systeme proportionnel a ’équation de la chaleur hyperbolique et un systeme qui n’intervient pas dans
le régime de diffusion. Afin d’obtenir une méthode « asymptotic preserving » on proposera de résoudre
le premier systeme avec un des schémas précédemment introduits et le second systéeme avec un schéma
classique. Enfin, on montrera que les modeles P, et S, satisfont les hypotheses nécessaires pour pouvoir
utiliser la décomposition « diffusive - non diffusive » . Des résultats numériques seront donnés pour les
modeles P3 et Ss.

Chapitre 5

Apres avoir traité la discrétisation spatiale pour des systemes hyperboliques linéaires issus du
transfert radiatif, on proposera de discrétiser des modeles non linéaires. Le premier, qui sera étudié
dans ce chapitre, correspond au modele P; (1.62) couplé avec une énergie sur la matiere [Tur03]. Ce
couplage induit des termes sources non linéaires et raides modifiant ainsi la limite de diffusion. A
travers cette étude on montrera que les schémas « asymptotic preserving » construits pour le modele
sans couplage permettent de capturer cette nouvelle limite de diffusion. Afin de traiter la raideur des
termes sources, on proposera une discrétisation implicite adaptée.

Chapitre 6

Le second modele non linéaire étudié appelé My est un systeme hyperbolique décrivant I’évolution
des deux premiers moments de la solution de I’équation de transport.

1
8tE+*diVF:0,

€

1_~ o
&F + -VP = —=F,

€ €

avec le tenseur de pression

P (1= xanfi+ Bun -0l B

3+ 4If]?
f = F/E, et le tenseur d’Eddington x(f) = + 4J1£] Afin d’utiliser le formalisme aux noeuds,

C5+2/4—3[[f[]7

on formulera le modele M; comme un systeme de la dynamique des gaz. Une fois cette formulation
introduite on proposera une discrétisation basée sur un schéma Lagrange-+projection aux noeuds
couplé avec la méthode de Jin-Levermore. Le schéma ainsi obtenu est entropique, préserve le principe
du maximum et la limite asymptotique associés au modele. Dans un premier temps, les caracteres
entropique et « asymptotic preserving » seront étudiés séparément pour la phase Lagrange et pour la
phase de projection. Enfin ces résultats seront introduits pour le schéma total.
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Chapitre 7

Dans ce dernier chapitre, on proposera une réflexion sur la construction de discrétisation positive
et « asymptotic preserving » pour les modeles S,,. En effet la décomposition présentée dans le chapitre
quatre ne permet pas de conserver la positivité des variables. A cette fin on introduira un nouveau
schéma 1D sur grilles non uniformes. Cette nouvelle discrétisation est basée sur le schéma de Gosse-
Toscani [GT01] couplé avec une formulation « pair - impair » des modeles considérés. Apres une rapide
étude théorique du schéma obtenu on donnera quelques pistes permettant d’étendre ces méthodes en
dimension deux sur maillages non structurés.



Chapitre 1

Contexte physique et mathématique

1.1 Contexte physique

1.1.1 Fusion par Confinement Inertiel

Ce travail est motivé par la modélisation et la simulation de la Fusion par Confinement Iner-
tiel (FCI). Ce processus de fusion nucléaire détaillé dans [DW94]- [AMTV04] consiste & comprimer
une capsule de Deutérium-Tritium gazeux entourée d’une phase cryogénique a I’aide d’un laser puis-
sant. Cette compression permet d’atteindre les seuils de température, pression et densité nécessaires a
I’amorce d’une réaction de fusion produisant ainsi de I’énergie, un isotope d’hélium (ou particule «) et
des neutrons. L’évolution du plasma (issu de la ionisation du gaz de Deutérium-Tritium) induite par la
compression de la capsule, peut étre modélisée par un modele d’Euler multi-matériaux (voir [BD04]-
[McLO08]) & deux températures (utilisées pour décrire le comportement couplé des especes ionique et
électronique) avec des termes sources induits par le rayonnement et la réaction de fusion. Il est donné
par

Dip+ pdivu =0,

thu+Vp:F, (1 1)
pDiE. + pediva — div(xeVTe) + We; = Q + Wy, + Ws + S, '
pDE; + pidivu+ div(x; VT;) — Wei = W,

L’opérateur D; = 0;+u.V correspond a la dérivée matérielle. Les inconnues du systeme sont : la densité
p du plasma, la vitesse u du plasma, les pressions électronique pe et ionique p; dont la somme donne la
pression totale p. Les quantités T, T;, E., E; représentent les températures et énergies électroniques
et ioniques. La relaxation entre les températures associées aux deux especes est décrite par le terme
source We;. Le rayonnement induit deux termes sources : le flux radiatif noté F et le terme d’échange
d’énergie entre le rayonnement et le plasma noté Q. Pour conclure on introduit les termes W, ; et W;
qui sont issus des particules « non thermiques » et S la puissance laser absorbée.

L’utilisation d’un modeéle hydrodynamique deux-températures peut se justifier car les populations
électronique et ionique sont distribuées en grande partie selon la distribution d’équilibre appelée Max-
wellienne (il s’agit des particules « thermiques » ). La partie restante des populations ionique et élec-
tronique n’est pas a ’équilibre thermodynamique local (particules dite « non thermiques » ). Il s’agit
des particules émises par la réaction et qui sont a des niveaux supérieurs d’énergie. Ces particules vont
échanger de I’énergie avec le plasma a travers les termes sources W, ,, W5 jusqu’a atteindre I’équilibre
thermodynamique local. La dynamique des particules dites « non thermiques » est modélisée par une
équation de type Vlasov collisionnelle sur la fonction de distribution f(t,x, V)

E+ YA

B
of+v.Vxf+ NVof=Q(f, f)



avec Q(f, f) un opérateur de collision et E, B les champs électrique et magnétique. Pour sa part
I'interaction entre le rayonnement de photons et la matiere (transfert radiatif) donne les termes sources
Q et F, calculés a partir de I'intensité radiative I = I(t,x, 2, v), solution de ’équation de transfert
radiatif :

p

(1.2)
(QeQ:Vu)(I —0,l)) + 417T/

oo

I
th <> L Qo] + 0ol — 0o B(T))
0

+
/ op(€2, Q) (I(t,x, Q) — I) A dv,
52

avec le flux radiatif
1 oo
F=— / Q(oy + 0)IdQAdv
47T 0 S2

et le terme d’échange
1 oo
Q= / / (04 — 0.B(T¢))dQdv.
A7 0 S2

Dans ce cadre, v représente la fréquence, €2 représente la direction du photon, la fonction de répar-
tition angulaire est définie par p(Q,Q/) = %(1 + (Q,Q/)) et o, 04, 0e représentent les opacités de
« scattering » , d’absorption et d’émission. De la méme facon les neutrons émis par la réaction sont
modélisés par une équation cinétique de type Boltzmann.

Pour résoudre les équations hydrodynamiques (1.1) on peut utiliser des méthodes Euleriennes (les équa-
tions sont écrites dans le référentiel terrestre, puis discrétisées), des méthodes Lagrangiennes [Des010]-
[DMO03]- [Maz07]- [Maill], utilisant le référentiel du plasma ou des méthodes de types ALE [BEHN10)]
qui passent arbitrairement de la formulation Lagrangienne a la formulation Eulérienne.

La résolution des équations écrites en coordonnée Eulérienne permet d’utiliser les méthodes numériques
sur des maillages structurés (grille Cartésienne), contrairement aux deux autres formulations. En effet,
en coordonnées Lagrangienne ou dans le formalisme ALE on se place dans le référentiel du plasma, par
conséquent le maillage se déplace et se déforme a la vitesse de la matiére. Les méthodes Lagrangienne
et ALE générent des maillages non structurés et nécessitent donc des méthodes numériques valides
sur des maillages non structurés pour résoudre les autres modeles intervenant en FCI.

1.1.2 Equations de transport

Comme il a été décrit dans la section précédente, la Fusion par Confinement Inertiel fait intervenir
des modeles régissant la dynamique des neutrons, photons ou électrons. Pour décrire la dynamique
d’une population de particules, on utilise des modeles dits cinétiques qui modélisent I’évolution de
la fonction de distribution représentant la probabilité de présence d’une particule & une position
donnée et une vitesse donnée. Dans le cadre de ce travail on s’intéresse a I'approximation d’équations
cinétiques sans terme de champ moyen (terme modélisant I'interaction avec une force extérieure), avec
des opérateurs de collision linéaires (terme décrivant les interactions binaires entre deux particules),
comme les équations de la neutronique et de la photonique.

Equation de transport en neutronique

Afin d’établir I’équation de transport de la neutronique on commence par introduire les variables
qui interviennent. Soit la position x € R3, la vitesse v € R3, la direction Q = ﬁ € R3 et I'énergie du

neutron e. Le transport de neutrons est décrit par une équation de Boltzmann linéaire sur la densité
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f(t,x,v,e,). Afin d’étudier une quantité plus facilement observable, on introduit le flux de neutrons
o(t,x,Q,e) =|| v || f(t,x,v,e), qui satisfait ’équation de transport suivante :

1
78t¢(t7 X, Qa 6) =+ QVX¢(ta X, Qv 8) + Ja¢(t> X, Q? 6) =

vl

(E. (1.3)

)
—I-/ / U*(X,Q,Q/,e,e/) (gb(t,x, Q,,e/) — o(t,x, Q,e)) dsY de’
R3

€min

avec la section efficace d’absorption o, qui représente le taux de neutrons capturés par les noyaux de
la matiere et o* la somme de la section efficace de collision et de celle de fission. Les quantités e,,;, et
emaz Teprésentent les valeurs maximale et minimale de ’énergie des neutrons. Dans le cas ou le milieu
est isotrope, * ne dépend que de I'espace et de ’énergie.

Définition 1.1.1. Le premier et second moments de ¢(t,x,€2,e) sont définis par
e Le flux scalaire E(t,x) =< ¢ >,
e Le courant total F(t,x) =< Q¢ >.

avec
€mazx
<. >= / / .dQde.
R3 €min

Dans certains régimes liés a I’évolution de la matiere, I’équation de transport peut étre approchée
par une équation de diffusion. Cette approximation de diffusion correspond au régime ou les sections
efficaces liés a la matiere sont importantes.

Définition 1.1.2 (Limite de diffusion en neutronique). : Si t >> 1 et o* >> 1, l’équation des
neutrons (1.3) tend vers l’équation

1

[Vl

O E(t,x) — div <1VE(t,x)) +o.E(t,x) =0. (1.4)

3o*
avec ||[vi|| la vitesse moyenne des neutrons.

En effet, lorsque les sections efficaces sont importantes les phénomenes d’absorption et de collision
génerent des trajectoires Browniennes pour les neutrons, I’équation de diffusion limite étant le résultat
macroscopique de nombreuses trajectoires Browniennes. Les équations de transport et de diffusion
intervenant en neutronique ont été tres étudiées dans la littérature notamment dans le cadre du calcul
de criticité des réacteurs a fission nucléaire (voir J. Planchard [P195], P. Reuss [Reu03] ou le cours de
G. Allaire et F. Golse [AG11]).

Equation de transport en photonique

On peut définir une équation cinétique régissant la propagation des photons et leurs interactions
avec la matiere. Les photons allant tous a la vitesse de la lumiere, on introduit la direction 2 = 7.
La population de photons est représentée par l'intensité radiative :

I(t,x,Q,v) = chvf(t,x,Q,v) >0,

ou c est la vitesse de la lumiere, h la constante de Planck et v la fréquence du photon. En I’absence
de matiere les photons se déplacent a la vitesse de la lumiere et ne sont soumis a aucune force ni

11



n’interagissent entre eux, par conséquent la distribution des photons satisfait une équation de transport
classique sans terme source :

1
=0 (t,x,Q,v)+ Q.VI(t,x,Q,v) =0.
c

Lorsque les photons interagissent avec la matiere, plusieurs phénomenes interviennent :

e Le « scattering » : il s’agit du changement de direction et parfois de fréquence des photons du a
une « collision » avec les électrons du milieu. Différents opérateurs de « scattering » sont décrits
dans [AG11].

e L’absorption /émission : un photon peut étre absorbé en excitant un électron d’un état d’énergie
vers un autre si la fréquence de ce photon est proportionnelle (de proportion h) a la différence
entre les deux niveaux d’énergies. Réciproquement un électron peut se désexciter en émettant
un photon.

Afin de simplifier les mécanismes d’absorption et d’émission on suppose le milieu a I’équilibre thermo-
dynamique local, il existe donc une température électronique 1" en tout point x et tout temps ¢. Enfin
on introduit la fonction de Planck (Planckienne) qui correspond a l'intensité radiative d’un corps noir

de température T :

V3
B(T) = 62(622’1_1) (1.5)

ou k est la constante de Boltzmann. L’énergie associée a la Planckienne suit la loi de Stefan-Boltzmann

/ / T)dQdy = aT?,
SQ

avec a = , or la constante de Stefan-Boltzmann. Les phénomenes de « scattering » et d’absorption
sont guidés par les opacités, dépendantes de la matiere. On nomme o(p, T, v) 'opacité de « scattering »
oa(p, T,v) opacité d’absorption et p la densité de la matieére. En simplifiant le modele décrivant la
dynamique de la matiere, on obtient I’équation du transfert radiatif (en faite un systeme) :

4o,

fat (t,x,Q,v) + QVI(t,x,Q,v) =04(p,T,v) (B(T) — I(t,x,Q,v))

/ / (0, T, v)p(S2 Q)( (x,Q’,y,t)—I(t,x,Q,u)) A dv,
2
(ETR) S

%ate(:r(x, 1) = 4;/:) /SQ oal(p, T, ) (I(t, %, 92, v) — B(T)) dQdv.

avec €(T) 'énergie du milieu, par exemple dans le cas d’un gaz parfait e(T) = pC,T et p(€2, Q') une
fonction de répartition angulaire qui définit ’anisotropie du « scattering » . Elle sera supposée égale
a 1 par la suite. Dans certains régimes 1’équation du transfert radiatif tend vers une équation de
diffusion sur le premier moment de I(¢,x,€2,v). Afin de définir cette limite on commence par définir
les moments de l'intensité

Définition 1.1.3. Les trois premiers moments de I(t,x, €, v) sont définis par
o L'énergie E(t,x) =< I >, (la température radiative T, = (E/a)'/*),
o Le flur F(t,x) =< QI >,
e La pression P(t,x) =< Q@ QI >.

avec 004
<.>=/ 7T/ AQdy
0 Cc Jg2
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Comme dans le cas de la neutronique, I’équation de transfert radiatif peut étre approchée par des
équations de diffusion dans certains régimes de la matiere [Tur03]- [BD06]- [BCT08].

Définition 1.1.4 (Limite & I’équilibre). Sit >> 1 et o4(p,T,v) >> o(p,T,v), l’équation de transfert
radiative tend vers l’équation de diffusion

3
0, (e(T) + aT*) — div <a3CT

vT > =0. (1.7)
Oq
Dans ce cas, le phénomene d’absorption et d’émission dominant permet a 1’énergie radiative d’at-
teindre 1’état d’équilibre E = aT* (équivalent & T, = T). L’apparition d’une équation de diffusion
s’explique, pour sa part, par le fait que les particules sont absorbées puis ré-émises dans une direc-
tion différente et aléatoire. Par conséquent, on peut considérer que les dynamiques des particules sont
décrites par des mouvements Browniens dont I’équation de diffusion est le résultat macroscopique.

Définition 1.1.5 (Limite hors équilibre). Sit >> 1 eto(p, T,v) >> o4(p, T, V), l’équation de transfert
radiative tend vers l’équation

O.E — div (3%VE> = coq (aT* - E),
(1.8)
Oe(T) = coq (E —aT*).

L’interprétation est assez simple puisque le milieu est fortement collisionnel, le photon suit une tra-
jectoire Brownienne. La diffusion peut étre vue comme le résultat macroscopique d’un grand nombre
v v wnien.
de photons suivant un mouvement Brownien

Les équations de transport précédemment introduites sont des modeles précis mais elles sont déli-
cates a utiliser en pratique. En effet, les méthodes déterministes directes sont trop cotteuses pour
ces équations et les méthodes probabilistes de type Monte Carlo posent des problemes dans le cadre
du couplage avec les instabilités hydrodynamiques en raison du bruit statistique. Afin de résoudre
ce probleme, il est courant d’utiliser des modeles simplifiés approchant les solutions des équations de
transport et moins cotiteux en temps de calcul.

1.2 Modeles mathématiques pour approximation des problemes de
transport

L’équation de transport linéaire, comme les autres équations cinétiques, est tres cotiteuse a résoudre
en raison du grand nombre de variables (six ou sept en dimension trois). Afin de pallier ce probléeme
il existe deux solutions on résout I’équation de transport a ’aide d’une méthode probabiliste de type
Monte-Carlo : cela consiste a simuler de maniére aléatoire le transport d’un grand nombre de particules.
La vitesse de convergence de ce type de méthode est homogene a TIN ou N est le nombre de particules.
Cette méthode, bien que tres efficace, entraine des difficultés lorsqu’elle est couplée avec les équations
de T'hydrodynamique notamment en présence d’instabilité. L’autre solution consiste a résoudre des
modeles simplifiés ne dépendant que des variables d’espaces. Nous détaillerons la construction de ces
modeles a partir de ’équation de transfert radiatif, mais le principe reste le méme pour les équations de
transport sans terme de champ moyen, avec un opérateur de collision linéaire. Ces modeles simplifiés
sont construits pour approcher les solutions du probleme de transport tout en conservant un maximum
de propriétés liées a I’équation :

e positivité de I(t,x, €2, v) (resp. de ¢(t,x,€,¢)), de E(t,x),
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e invariance par rotation,
e limite de diffusion,
o f= % < 1, (pour le transfert radiatif).

1.2.1 Approximations P,

On commence par introduire les approximations P,, définies dans [Bru05]- [Bru02]- [Bru05]- [HLMc10].
Elles sont obtenues en développant I’équation de transport sur la base des harmoniques sphériques
et en tronquant le développement au moment n. Voici un bref rappel de la construction de ces ap-
proximations : les harmoniques sphériques sont les vecteurs propres du Laplacien défini sur la sphere,
par conséquent elles forment une base Hilbertienne orthonormée des fonctions de carré intégrable sur
la sphere. Soit ¥, () = Y;™(u, ¢) une harmonique sphérique avec £ = (sin 6 cos 1), sin 0 sin 1), cos §),
1= cos b, 0 et Y les coordonnées sphériques. Puisque les harmoniques sphériques forment une base de
'espace L2(S?) on peut décomposer I'intensité radiative sous la forme suivante

00 l

I(tx ) =D Y (XY™ (1 0), (1.9)

=0 m=-1

avec

e = [ Yot vand.

En injectant une troncature a l'ordre n du développement (1.9) dans ’équation de transport et en
intégrant par rapport a chaque harmonique sphérique, on obtient les approximations P, en 3D :

1 1
SO+ 50, (=t + oty + B — Fr e

I+1 “14+1 +1 f1+1
1. —1rm—1 —17rm—1 +1 7m+1 +1 rm+1 1.10
"’5@@ (e A DY BT - ) (1.10)

+0, (A I + B I + o (198100m0 — 1) = 0,

pour 0 <l <net -l <m<I, avec ¢ le produit de Kronecker.
Les calculs sont basés sur les remarques suivantes :

o Il existe des formules de récurrences entre les harmoniques sphériques Y;™(£2) et Y}mH(Q),
mel(ﬂ)
l ’

o [ [ v pina = 1)
R+ J4m

. / Y™ (Q) / T It %, 9, v)d dQdy = o I0(t, x)0150m,
Rt J4r 47r4

™
. / Y"(Q)QVI(t,x,Q,v)=V". </ Y, (Q)Q I(t,x, €, 1/)),
R+ J4r R+ J4rx

avec © = (sin @ cos ¢, sin fsin ¢, cos ), * = (sin He’®, sin He', cos )

et V* = (%(8,0 —i0y), %(&E +1i0y),0,).

Afin de diminuer le nombre de variables on utilise la relation I;" (t,x) = (—1)"™I, ™ (t,x). Pour obtenir
les modeéles P, en dimension deux, on supprime la dépendance en y afin de découpler la partie réelle
et la partie imaginaire des équations, ce qui donne

+1 “l+1 +1 “i+1

(1.11)
+8z (AZW_LIIZTEI + Bﬁllﬁ_l) — O'Ilrn = 07

1 1
{ SO+ 50, (=t + oty 4+ B — Fritne
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pour m # 0 et

1 1
{ Eatfzo =+ 581 (Ell—llll—l +Fll+1[ll+1) (1.12)
+0. (Al Iy + B Ila) + o (1900 — 1) =0,
pour m = 0. Les coefficients associés aux modeles P,, sont définis par
_ 1 1 _
A — l=m+1)({l+m+1) B = (1 m)(l—l—m)7 (1.13)
(20 +3)(20+ 1) (20+1)(20—1)

m U+ m+D)(l+m+2) o [(l-m)(—m—1)
C —\/ (20 +3)(20 + 1) Dj —\/ G+ @ —1) (1.14)

m Jl=m+1)(l-m+2) _.  [J(l+m)(+m—1)
E; _\/ (20 +3)(20 + 1) I —\/ O (1.15)

avec A", = B, C" = Flf'fl et D" = E"™T!. Le systeme formé par les équations (1.11)-(1.12)
n’est pas symétrique. En effet, la simplification proposée précédemment pour diminuer le nombre de
variables rend le systeme non symétrique. Cependant, a I’aide d’un changement de variable trivial on
peut obtenir un systéme symétrique. Soit I, /" les nouvelles inconnues définies par :

o I"=1"

o I" = /21"
Le systeme associé aux nouvelles inconnues I ;" est symétrique. Voici un tableau indiquant le nombre
d’équations selon 'ordre de troncature n et la dimension d’espace. A partir de la il existe deux

dimension/ n | 1| 3 | 15 n
un 21 4 16 n+1
deux 3110136 | 3n® +3n+1
trois 620|272 | n®+3n+2

TABLE 1.1 — Nombre d’inconnues pour les modeles P,, en fonction de 'ordre de troncature et de la
dimension

solutions pour classer les variables.

La premiere solution est de classer par [ croissant, de 'harmonique la moins oscillante a 'harmonique
la plus oscillante ce qui revient a classer les moments de 1’équation de transport par ordre croissant (en
effet [ = 0 correspond au moment d’ordre 0, [ = 1 au moment d’ordre 1). Ce classement a ’avantage
de simplifier le passage du systeme P, au systeme P, car il suffit d’ajouter le nouveau moment. La
seconde solution est de classer par m croissant, puisque les modes azimutaux m sont découplés des
autres modes, ce classement permet d’obtenir une Jacobienne par rapport a z diagonale par bloc ou
chaque bloc possede un spectre indépendant.

Les modeles P, peuvent étre également obtenus en minimisant I’entropie mathématique de ’équation
de transport qu’est la norme L? sous contrainte de conservation des moments. Finalement, les modeles
P, peuvent étre formalisés sous la forme de systeme linéaire hyperbolique symétrisable, appelé systeme
de Friedrichs. Ces modeles sont invariants par rotation, ne préservent pas la positivité du premier
moment F(t,x) et de la reconstruction de I(t,x,Q,v) a l'aide des moments et admettent la méme
limite de diffusion que I’équation de transport. Les démonstrations sur les limites asymptotiques des
modeles seront apportées aux fur et a mesure de cette étude. D’autres solutions sont possibles, par
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exemple Michael L. Hall utilise directement des harmoniques sphériques réelles contrairement a T.
Brunner. Il est possible aussi d’utiliser a la place des harmoniques sphériques, un développement sur
une base de tenseur symétrique bien choisi (voir [GC010]).

Remarque 1.2.1. La base des harmoniques sphériques parait adaptée a la discrétisation de l’équation
de transport car les harmoniques sphériques forment les vecteurs propres de lopérateur de collision

ﬁ f()oo f52 p(Q, Q,) (I(t7xa Ql?”) - I(t,X,Q,V)) dﬂldl/.

1.2.2 Approximations S, (méthodes des ordonnées discrétes)

Les modeles S, sont issus de la méthode des ordonnées discretes [Chan60]- [JLI1]- [BCLMO02]. La
stratégie consiste a discrétiser ’équation de transport mono-groupe (indépendante de la fréquence)
a 'aide de vitesses discretes et de résoudre le modele formé par les équations qui dérivent de cette
discrétisation. Dans le cas de 'opérateur de collision qui nous intéresse, la discrétisation en vitesse se
fait a I'aide d’une formule de quadrature qui permet de discrétiser uniformément 1’opérateur intégral.
On choisit en général une discrétisation symétrique par rapport aux plans. Les systémes construits ont
I’avantage d’étre diagonaux et de préserver la positivité de chaque inconnue mais ne sont pas invariants
par rotation et génerent ce qu’on appelle des effets de raies dégradant la solution numérique. Ces effets
viennent de la nature discrete de approximation angulaire. Un exemple est donné dans [Bru02]. On
pose I;(t,x) = I;(t,x, ;) la fonction de distribution ponctuelle associée a la vitesse de quadrature ;
et w; le poids de quadrature associé. Les modeles S, sont définis par

1
O+ V= —o | ] - ijlj : (1.16)
J

Ces systemes sont hyperboliques et symétriques (systémes de Friedrichs). La formule de quadrature
utilisée est construite de facon symétrique, ce qui se traduit par

Zwi:l’ Zwiﬂizo.
i i

Contrairement aux modeles P,,, les modeles S, ne donnent pas naturellement le coefficient de diffusion
de I’équation de transport. En effet ’équation limite de diffusion est donnée par

> wifd ® Q;
g

OE — div ( VE) =0,

avec I = . w;I;. Pour obtenir le coefficient de diffusion associé a I’équation de transport, la formule
de quadrature est construite de fagon a satisfaire

1~
7

1.2.3 Modele M,

Le modele M; est un modeéle hyperbolique non linéaire issu de 1’équation de transfert radiatif
(il n’est pas valide en neutronique). Il est obtenu en minimisant une entropie sous contrainte de la
conservation des moments mais contrairement aux modeles P, il s’agit de I’entropie physique associée
a I’équation de transfert radiatif. Cette construction est détaillée dans [DF99].
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Définition 1.2.1. Le modéle My est défini par

1
“OE +divF =0,
C

(1.17)
1 ~
~,F + VP = —0oF,
C

avec le tenseur de pression suivant

R 1 ~ fof
P (=xOT+BxD -1 Fs ) B
1| 3 + 4f?

le flux normalisé f = 151 et le tenseur d’Eddington x(f) = PR W ok

Ce systeme conserve les principales propriétés liées a ’équation de transfert radiatif. Il conserve la
positivité de E, la limitation du flux ||F|| < cE, et il est invariant par rotation. Il préserve aussi les
régimes limites de I’équation de transport : le régime de diffusion (o0 >> 1) et le régime libre (appelé
aussi régime de transport pur), c’est a dire qu’il transporte exactement les solutions du type % =
quand o = 0. En minimisant I’entropie des photons sous la contrainte de conserver les moments d’ordre
supérieur on peut construire des systemes plus grands appelés M,,. Cependant, dans ce cas il n’existe
pas d’écriture analytique de tenseur d’Eddington (voir [MF11] pour le cas du Ma).

1.2.4 Extension multi-groupes

Une extension nommée multi-groupes existe pour le modele M; et est aussi possible pour les
modeles P, ou S,,. En effet, les opacités (resp. les sections efficaces) dans la réalité sont dépendantes
de la fréquence du photon (resp ’énergie des neutron). Afin d’obtenir une approximation en fréquence
du probleme de transport on définit des groupes de fréquence ou d’énergie et on dérive les modeles
simplifiés de type P, ou M;j pour chaque groupe. Pour le transfert radiatif cela revient a définir des
moments partiels a l'aide de la formule d’intégration

Vit1
<> / / Ay,
v; S2

avec [V, vj+1] un groupe de fréquence. On obtient ainsi un modele simplifié pour chaque groupe qui sont
couplés par des termes sources. Dans le cas du modele M; ces extensions sont détaillées dans [Tur03],
cependant le tenseur d’Eddington associé a chaque groupe n’admet pas une expression analytique.
Dans cette étude nous ne traiterons pas du cas multi-groupes.

1.2.5 Autres modeéles
Diffusion a flux limité

Les méthodes de flux limités consistent a résoudre ’équation de diffusion limite hors équilibre et
a insérer dans cette équation un limiteur permettant de mieux approcher les régimes de transport
notamment en récupérant la propriété ||f|| = % < 1. On résout donc

O:F — div (C/\VE> =0,
30
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avec A un limiteur dépendant d’un quantité R proportionnelle au gradient et qui vaut 1 dans le régime
de diffusion. Par exemple le limiteur de Kershaw

2
3+vV9+4R2

P, fermé positivement

Les modeles PP, ont été introduits récemment afin d’obtenir la positivité de la reconstruction de
l'intensité I(t,x,,v) (ou du flux neutronique) a partir de ses moments (voir [HMc11]). Le principe
est simple, la construction des approximations P, peut étre obtenue en minimisant la norme L2
sous la contrainte de conservation des moments. Pour obtenir la positivité on ajoute la contrainte de
positivité sur Uintensité I(t,x,€Q,r) dans la minimisation de la fonctionnelle. De fagon générale on
ne peut imposer cette contrainte sur tout le domaine spatial, la méthode consiste donc a résoudre ce
probleme de minimisation avec la contrainte de positivité pour un nombre fini de points. Les auteurs
proposent d’utiliser I’ensemble des points de quadrature associés aux modeles S,,. Lorsque les modeles
P, classiques sont positifs, les modeles PP, dérivent exactement sur le modele P,,. D’apres les auteurs
le régime de diffusion limite parait difficile a étudier.

Modeles D,

Il s’agit d’une correction des approximations F,,. Ces modeles ont été introduits dans [SFL11] pour
le traitement des milieux semi-transparents. En effet les modeles P,, pour n grand sont tres efficaces
en milieu transparent mais treés couteux en temps de calcul. Quant aux approximations P, pour n
petit, ils n’approximent pas correctement 1’équation de transport en milieu transparent. Les modeles
D,,, d’apres les auteurs, améliorent les résultats des modeles P,, pour n faible et sont tres proches dans
le cas des n grands.

P, filtrés

Ces méthodes ont pour but d’obtenir des solutions positives et de diminuer le comportement
ondulatoire des approximations P,, (voir [McH10]- [McHL10]), pour cela on ajoute un terme conservatif
lors de la minimisation de la fonctionnelle. Ce terme force les coeflicients & décroitre quand [ augmente
afin de limiter I’aspect ondulatoire des modeles. Dans un certain sens ’ajout de ce terme revient a
ajouter une viscosité artificielle dans le développement sur la base des harmoniques sphériques.

Modele de moments partiels

La méthode des moments partiels peut s’appliquer au modele M; comme aux approximations P,.
Les intégrations sur tout I’ensemble des vitesses peuvent poser probleme. En effet, si on chauffe un
milieu a gauche et a droite de la méme facon, on crée un équilibre artificiel lorsque les deux ondes
rentrent en contact parce qu’il n’existe qu'une seule maniere d’obtenir le rayonnement a partir des
moments E et F, pour le modele P; par exemple, [Tur03]. Le principe de construction est le méme que
pour les modeles multi-groupes, il suffit de définir des moments partiels en intégrant sur une portion de
I’ensemble des vitesses la solution de ’équation de transport afin d’obtenir plusieurs modeles portant
sur chaque moment partiel.

Conclusion

Tous ces modeles simplifiés offrent des alternatives aux méthodes de Monte Carlo pour la résolution
des problemes de neutronique ou de photonique. A présent on souhaite discrétiser ces modeles avec
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des méthodes qui préservent le plus de propriétés physiques, notamment la limite asymptotique qui
assure la validité du modele pour tout type d’opacité.

1.3 Contexte numérique

Dans cette section, on propose de présenter quelques difficultés numériques issues de la discrétisa-
tion des systemes hyperboliques avec termes sources raides admettant une limite de diffusion. Apres
un I’état de I'art sur les applications des schémas « asymptotic preserving » , on décrira le probleme de
consistance des schémas classiques en 1D ainsi que les méthodes « asymptotic preserving » construites
pour étre valides dans tous les régimes. Pour conclure on introduira les difficultés associées a ’exten-
sion sur maillages non structurés.

La résolution, sur maillages non structurés, des EDP précédemment citées, peut se faire a ’aide de
plusieurs méthodes numériques : les volumes finis, les éléments finis ou encore les méthodes de Galerkin
discontinues. Dans le cadre de cette these on se concentre sur la méthode des volumes finis [EGHO00]
qui possede 'avantage d’étre moins cotiiteuse que les autres méthodes et qui est la plus naturelle pour
la discrétisation des systemes hyperboliques. On commence donc par un rappel du principe de cette
méthode. Soit une EDP en dimension deux :

o, U+ 0,f(U,VU) +9,9(U,VU) =0, U:DecR?® —R",

avec f(U,VU), g(U,VU) les flux. La premiere étape consiste a intégrer sur une maille I’équation afin
d’utiliser le théoreme de flux-divergence par conséquent

d
7 / U(t, z,y)dzdy + / 0. f(U,VU) + 9,9(U,VU)dzdy = 0,
Q; Q;
est équivalent a

d
/ U(t, z,y)dzdy + f(U,VU)n? + ¢g(U,VU)n¥dw = 0.
dt Jq. 90 J J
J J

avec dw la mesure de surface. La méthode des volumes finis repose sur I’estimation de la quantité définie
sur le bord de la maille qui peut étre considérée comme 'approximation de la quantité d’informations
échangées. On note n;; = (n?k, nfk) la normale sortante associée a 'aréte 9€1;;, [; la longueur de
I'aréte. En outre on définit notre inconnue U; = fQj U(t, z,y)dzdy la moyenne de la solution dans la
maille, ce qui donne le schéma

Uttt —ur
k

z . . 7’ . . Y * x E y .
Afin de compléter ce dernier, il est nécessaire de construire le flux numérique ( fjknj + gjknj> qui

approche correctement f(U, VU)n® 4+ ¢g(U, VU)nY. L’essentiel du travail porte sur la construction de
ce flux numérique.

A présent on propose de rappeler quelques définitions et résultats standards utiles pour 'analyse
des méthodes de différences finies et de volumes finis en 1D. On s’est inspiré directement du cours
de [AG11] avec la réserve d’usage (remarque 2.2.5 du cours [AG11]). On se place dans le cadre d'une
grille uniforme de pas Ax. Le pas de temps est noté At. Un schéma numérique pour 'EDP

F(U) =0, avec U(t,z) € RT x R,
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est donné pour tous j indice de maille et n indice de temps par

FatAz ({Uﬁ;”}) =0, (1.19)
avec m~ <m <m't, k= <k <kt ot m*, k% des entiers qui donnent le stencil du schéma.

Définition 1.3.1. Un schéma numérique de type (1.19) est dit consistant au sens des différences
finies si, pour toute solution U(t,x) réguliére, l’erreur de consistance

Fatne {U(t+mAt, z + kAx})

tend vers zéro. Le schéma est dit consistant a l’ordre p en espace et a l'ordre q en temps si erreur de
consistance est homogene a O(AxP + At9).

Dans [AG11], les auteurs précisent que cette définition est un légérement ambigué. En effet si on
multiplie 'erreur de troncature par AxP, on peut rendre toute discrétisation consistante. Afin de lever
cette ambiguité, on suppose que la formule Farar ({U(t + mAt, x + kAx}) est écrite de maniere a ce
que Derreur de troncature ne soit pas nulle lorsque U(t,x) n’est pas solution de I’équation F'(U) = 0.

Définition 1.3.2. Soit U} = {U}?,... 7](,} € RN la solution numérique au temps t, = nAt. Le

schéma est stable dans la norme ||.||g s’il existe une constante K > 0 indépendante de At et Ax telle
que
0
ULz < K[[Up]le.

Théoréme 1.1 (Théoréeme de Lax). Soit U} = {U?:p ...U?:N} la solution numérique au temps

tn, = nAt et U(t,x) la solution exacte telle que Ug =U(t =0,z; = jAz). Si un schéma numérique
linéaire a deux niveaux pour le systeme d’EDP linéaire

est stable pour la norme ||.||g et consistant auz sens des différences finies avec l'erreur O(AzP + At?)
alors le schéma converge vers la solution exacte avec l’estimation

sup;, < ||Uy — U(tn)||p < Cr (AzP + At?),

Remarque 1.3.1. Un schéma a deuzr niveaux est un schéma qui utilise une discrétisation temporelle
dépendante uniquement de t,1 et t,.

La notion de consistance au sens des différences finies ainsi que le théoreme de Lax sont valables
pour des schémas volumes finis linéaires sur grille uniforme. En effet, dans ces cas les méthodes de
différences finies et de volumes finis se confondent.

1.3.1 Schémas « asymptotic preserving » : introduction et applications

Les problemes de transport énoncés dans le chapitre précédent peuvent étre interprétés comme
des EDP dépendantes d’un parametre € > 0, (qui est issu d’une mise a 1’échelle d’'un parametre
physique comme 'opacité, le temps ou la vitesse de la lumiere pour les problemes de rayonnement).
La présence de ce parametre induit une limite asymptotique pour 'EDP considérée lorsqu’il tend
vers zéro. Pour traiter ce type de probleme S. Jin [Jin99]- [Jinll] a introduit la notion de schéma
« asymptotic preserving » . On propose donc de rappeler deux définitions associées a cette notion.
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Définition 1.3.3. Un schéma pour le systéme hyperbolique (Pj; sur la figure (1.1)) est dit « asymptotic
preserving » lorsqu’il tend vers un schéma limite (PP) consistant avec le modeéle limite (P°) quand e
tend vers zéro avec h (typiquement h correspond au pas de maillage Ax ou de temps At) le paramétre
de discrétisation fizé.

Définition 1.3.4. Un schéma est dit uniformément « asymptotic preserving » si l’estimation d’erreur
et la condition CFL associées sont indépendantes de e.

h—0 h—10

FIGURE 1.1 — Définition des schémas « asymptotic preserving » .

Plusieurs domaines de la physique contiennent des modeles dont la discrétisation nécessite la
construction de schémas « asymptotic preserving » . Le premier considéré est celui du transfert ra-
diatif. En effet, lorsque 'opacité de la matiere est grande, I’équation de transport comme les modeles
simplifiés tendent vers une équation de diffusion. Pour chacun de ces modeles un certain nombre de
schémas ont été développés. L. Gosse, G. Toscani dans [GT01] et S. Jin, C. D. Levermore dans [JLI6]
ont développés des schémas « asymptotic preserving » basés sur I'introduction des termes sources dans
les flux upwind pour I’équation de la chaleur hyperbolique :

1
o E + EC%F =0,
(1.20)
1 o
OtF =+ *8IE + —-F=0.
(3 3

L’idée de S. Jin et D. Levermore consiste a incorporer les états stationnaires du modele dans les flux
upwind afin de ne pas ignorer les variations du gradient. Pour 1’équation de la chaleur hyperbolique
(1.20) cela consiste & incorporer, a I’aide d’un développement de Taylor, I’état stationnaire

0.E=-2F
I3

La méthode de L. Gosse et G. Toscani propose de concentrer les termes sources aux interfaces, ce qui
a pour conséquence de modifier le systéme car les masses de Dirac induisent une onde stationnaire
dans le probleme de Riemann. La solution du probléeme de Riemann est obtenue a I’aide de la solution
stationnaire de ’équation de la chaleur hyperbolique. Cette méthode revient aussi a introduire les
termes sources dans les flux. Ce type de méthode a été initialement utilisée par Greenberg et Leroux
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[GL96] afin de construire des méthodes numériques « well - balanced » . M. Lemou et L. Mieussens dans
[LMO7] proposent une discrétisation de 1’équation de transport linéaire basée sur une décomposition
« micro-macro » couplée avec une discrétisation « décalée » en espace. Les auteurs commencent par
décomposer la fonction de distribution de ’équation de transport entre un terme lié a la variable de
diffusion F (partie macro) et un terme dépendant de e (partie micro) :

f=aF +¢€g

tel que le premier moment de g soit nul. En injectant cette décomposition dans I’équation de transport
et en utilisant une projection sur l'espace des fonctions de distribution isotrope (indépendante de la
vitesse) on obtient un systéme sur E et g. Afin d’obtenir le schéma, les auteurs discrétisent les termes
de transport avec un schéma upwind et les autres termes avec un schéma centré sur la grille « décalée » .
L. Gosse a aussi adapté ces méthodes a la résolution de I’équation de transport linéaire et au modele
BGK en utilisant le méme principe de construction [GT04]- [Gos10] que pour ’équation de la chaleur
hyperbolique. Dans [BCLMO02] les auteurs proposent un schéma « asymptotic preserving » pour les
approximations .5,, avec un « scattering » de type Laplace-Beltrami. La discrétisation du modele M;
(1.17) a aussi été abordée a travers deux stratégies. La premiere consiste a utiliser une méthode de
relaxation introduite dans [JX95], couplée au schéma de Gosse-Toscani (voir [BD06]- [BC07]). La se-
conde consiste & utiliser un schéma HLLC, modifié a I’aide des termes sources [BCT08]- [B010]. Plus
récemment, il a été introduit, par exemple dans [CS10], une extension des schémas de L. Gosse aux
modeles P, dans laquelle les solutions stationnaires sont calculées de facon approchée. Des modeles
similaires au modele P; et a I’équation de transport existent en biologie. Par conséquent, les schémas
précédents peuvent s’appliquer également a ces modeles, comme dans [Gos10]. On trouve ce type de
probleme également en mécanique des fluides, le probleme le plus classique étant le modele d’Euler
avec friction. Ce modele a été étudié par de N. Séguin, C. Coquel et leurs co-auteurs, [CGRSO08]- [CC-
GRS010] ou par C. Enaux dans [En07]. Les équations de Saint-Venant avec friction ont elles aussi
été traitées par C. Berthon, R. Turpault dans [BMT11]. Les schémas « asymptotic preserving » in-
terviennent également en physique des plasmas. On peut citer notamment les travaux de P. Degond
et co-auteurs [DDSV09]- [DGMO7]- [DLV08]. Depuis peu, des schémas « asymptotic preserving » sont
utilisés pour capturer les régimes fluides des équations cinétiques. Par exemple il y a les travaux de
S. Jin et F. Filbet pour les équations de Boltzmann ou Landau [FJ10]- [JY11], ou les travaux de M.
Lemou et ces co-auteurs pour les équations de Boltzmann ou de Vlasov [CL11]- [Lemoul0].

Afin de mieux comprendre les schémas « asymptotic preserving » on propose d’étudier différentes
discrétisations pour ’équation de la chaleur hyperbolique (1.20) introduite afin de pallier la vitesse
de propagation infinie de I’équation de la chaleur. Ce systeme peut étre considéré comme un systeme
d’onde amortie. Nous supposerons que la solution est réguliere et proche de ’état d’équilibre, c’est a
dire que (E, F) solution de (1.20) satisfait

10770, Ell oo < Cinyms €t (05707 Flloo < €Cimymss
avec Cpny m, > 0 une constante, tel que (mq,ma) € N2. Ces estimations peuvent étre obtenues & partir
de I’étude du probleme de Cauchy associé a ’équation (1.20). L’estimation sur F' est équivalente au

fait que F = £ satisfait |0719,"*F||og < Cinym,. Comme il a été rappelé plus haut, ce modele peut
étre approximé par le régime de diffusion suivant quand ¢ tend vers 0 :

HE — 0, (1835E) = 0. (1.21)
g
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Pour simplifier les notations nous supposons dans ce chapitre o constant en espace sauf dans les sec-
tions sur le cas variable.

1.3.2 Schémas « asymptotic preserving » « centré » ou « décalé »

On commence par étudier le comportement des schémas dits « centré » ou « décalé » pour ’équa-
tion de la chaleur hyperbolique. On introduit le pas d’espace Az, le pas de temps At, on note x; = jAx,
t, = nAt avec j et t des entiers.

Définition 1.3.5. Le schéma explicite « centré » pour le modéle (1.20) est défini par

1
BB RL R
At € 2Azx ’

(1.22)

j—

1
an+ *an+}E?+1_En1: o
At € 2Azx g2 1

On commence par étudier la consistance du schéma « centré » pour ’équation de la chaleur hy-
perbolique.

Lemme 1.2. L’erreur de consistance du schéma (1.22) pour la premiére équation est O (Aazg + At).

L’erreur de consistance pour la seconde equation est O (A?xz + At).

Démonstration. L’erreur de consistance est étudiée en utilisant des développements de Taylor. L’erreur
de consistance cFE pour la premiere équation est défini par

E(xj,ty1) — E(xj,t,) n F(zjq1,tn) — F(zj—1,tn)

§ DA
“F At N

O F(xj,tp) N Ax?
€ €

= (OE(zj,tn) + O(AL)) + ( O(@mF(xj,tn))) =0 (Ax2 + At).

Pour obtenir ce résultat on a utilisé || 9,"* 972 F ||< e. L’erreur de consistance cF ;' pour la deuxieme
équation est

F($j,tn+1) —F(Cﬂj,tn) 4 E(:Ej+1,tn) —E(l‘j_l,tn) g

€t At N + (@) tn)

(%CE(?, tn) i A1‘2

= (O F (), tn) + O(At)) + ( €

O(BME(xj,tn))) + %F(xj,tn).

On utilise le fait que 0,F(x;,t,) = O(e). Par conséquent
A 2
o =0 (55 ).
5

O]

Le schéma « centré » est consistant pour la premiere équation qui donne 1’équation de diffusion
limite. Le schéma capture donc correctement la limite de diffusion. Cependant ce schéma souffre
de plusieurs défauts. D’abord le schéma est inconditionnellement instable [Al05], ne préserve pas le
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principe du maximum E + F' > 0, E — F > 0 associé a I’équation et provoque des oscillations en
présence de solutions discontinues. En outre, le schéma limite donné par la formule

Ertt — Ep B}, 28] + B},
At 4Ax?

=0,

admet des modes parasites qui génerent aussi des oscillations (voir [BCLMO02]). Dans le cadre du
couplage avec ’hydrodynamique, on ne souhaite pas utiliser de schéma « centré » a cause de son
mauvais comportement dans les régimes de transport et a cause du caractere oscillant du schéma
de diffusion limite. Une seconde solution est d’utiliser un schéma dit « décalé » . Ce type de schéma
consiste a localiser une partie des inconnues aux centres x; = jAz des mailles {2; et une autre partie
des inconnues aux interfaces x, 1= (j+ %)Aaz La discrétisation temporelle est définie par ¢, = nAt.

Définition 1.3.6. Le schéma « décalé » est défini par

n+l 2 F"
EJ E;L + 1 ]+2 % — O
At € Az ’
1.23
Frl— g n n (23
iy s (1B TE o
At € Az 27 gty

Lemme 1.3. L’erreur de consistance du schéma (1.23) pour la premiére équation est O (Ax + At).
L’erreur de consistance pour la seconde équation est O (% + At).

Démonstration. De la méme fagcon que pour des différences finies classiques, ’erreur de consistance
est étudiée en utilisant des développements de Taylor. L’erreur de consistance cE pour la premiere

équation est
;tn)

1
2

E(xj,tny1) — Bz, tn) N Flej 1 tn) = F(r;
At eAx

(W A”““()(amF(acj,tn))> =0 (Az + At).

n _
cEj =

= (0B, ta) + O(AD) +
L’erreur de consistance cF] Tl+ ; pour la deuxieme équation est
2

_ F(z ]+1,tn+1) - F($j+%7tn) N E(xji1,tn) — E(zj,t,) n EF(
g2

F’n
s At cAx

j+1,t )

8,,,E( +1,t ) Az o
= <6tF(xj+%atn) +O(At)> + (j 70(8901E( ]4_17 )) + ?F(x]q_%atn)'

3

On utilise le fait que 0, F (2, 1,t,) = O(e). Par conséquent

T+l
cFP =0 (Am + At>

O]

Contrairement au schéma « centré » le schéma limite associé au schéma « décalé » n’exhibe pas de
modes parasites, on dérive en effet sur le schéma classique & trois points. Les discrétisations « décalé »,
ou « centré » avec une discrétisation implicite sont donc « asymptotic preserving » au sens de la
définition (1.3.3). Cependant les schémas « décalé » et « centré » souffrent de défauts de stabilité et
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n’ont pas un bon comportement en régime de transport (notamment en présence de discontinuité).
Dans le cadre de I'hydrodynamique radiative une bonne approximation du régime de transport (o — 0,
€ &~ 1) est aussi importante qu’une bonne approximation du régime de diffusion. En outre les équations
de ’hydrodynamique étant approximées, dans notre cas, avec une discrétisation ou les inconnues sont
localisées aux centres des mailles, on souhaiterait obtenir des schémas « asymptotic preserving » |,
« cell-centered » basés sur le schéma upwind.

1.3.3 Schémas « asymptotic preserving » basés sur le schéma upwind

Les schémas « décalés » (1.23) et « centrés » (1.22) sont valides dans le régime de diffusion,
mais ont des mauvaises propriétés dans le régime de transport (¢ — 0, ¢ &~ 1). Par conséquent on
souhaite étudier les schémas « décentrés » qui sont connus pour avoir de bonnes propriétés en régime
de transport. Pour les schémas de type Godunov comme les schémas Rusanov, upwind, HLL, HLLC
[Tor28]), la situation est différente. Ces schémas ont un bon comportement en régime de transport
(principe du maximum préservé, stabilité, bon comportement en présence de discontinuité), mais
Ierreur de consistance et la condition CFL de stabilité sont dépendantes de . Ceci a pour conséquence
que ces schémas ne convergent pas lorsque € tend vers 0 et ont un pas de temps contraint par € lorsqu’on
utilise des discrétisations purement explicites en temps. Cependant, on peut les modifier afin d’obtenir
des schémas convergents et stables indépendamment de € en régime de diffusion tout en préservant
les propriétés du schéma dans le régime de transport. Pour 'approximation en temps 1'utilisation
d’un schéma inconditionnellement stable (implicite en général) suffit & régler le probleme. Par contre,
obtenir un schéma semi-implicite avec une CFL indépendante de ¢ et obtenir la convergence pour tous
les régimes, nécessite un travail supplémentaire.

Maintenant on propose de rappeler et d’étudier le schéma upwind ainsi que deux schémas « asymp-
totic preserving » basés sur ce méme schéma.

Le schéma upwind

j+1 en
diagonalisant le systeme et en écrivant un schéma « décentré » pour chaque équation d’advection
obtenue. On introduit le pas d’espace Az, le pas de temps At, on note z; = jAx, t, = nAt avec j et

t des entiers. Le schéma s’écrit

Le schéma upwind est un schéma de volumes finis qui calcule les flux aux interfaces x

n  __ n
A LS S S
At eAx ’ (1.24)
+1 E" , — E" ‘
At eAx g2’ '

Les flux sont donnés par la solution du systéme linéaire suivante, systéme obtenu en décentrant les
deux invariants de Riemann associés a ’équation des ondes :

_ _ 1
Fp+ B} = F\ + BT\, Fr, =} (F; +F + B - Ey+1> , -
o —EN =F"  —E" "\ gn —1(gnypn . 4 pn_pn (1.25)
Jj+1 j+1 ]+% j+%’ j+% =3 j + j+1+ i — L)
En incorporant les flux dans (1.24) on obtient la forme explicite du schéma
1
B Er P B Bl 2B B,
At 2e Az 2eAx ’ (1.26)
Frtl _ pn no o _ fn n.__9Fn 4 pn ’
j J i S bt S I el R R
At 2eAx 2eAx g2’ 7
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Pour chaque équation le troisieme terme est appelé viscosité numérique ou diffusion numérique. Ce
terme stabilise la discrétisation « centrée » des dérivées premieres. Maintenant que le schéma est in-
troduit on va pouvoir 1’étudier.

Consistance du schéma upwind

Lemme 1.4. L’erreur de consistance du schéma upwind (1.26) est homogéne a O ( + At)

Démonstration. De la méme fagon que pour des différences finies classiques ’erreur de consistance
est étudiée en utilisant des développements de Taylor. On note z; = jAx et t, = nAt. L’erreur de
consistance cF pour la premiere équation est

E(xj o) = B(@j tn) | F@jntn) = F(zj-1,t0)  E(@jtn) = 28(2), tn) + B(zj-1, 1n)
At 2eAx 2e Az

n _
cEj =

e F (x5, t, A A
= (O E(xj,tn) + O(AL)) + (8(?) + O(Ax2)> +0 ( ;) Opa E(zj,t,) = O <; + At) .
L’erreur de consistance cF' pour la deuxieme équation est

e = F@itnn) = Flaj,tn) | E(@je, tn) = E(wj-1, tn)
J At 2eAzx

_F(.%'J_H, ) 2F($], )+F(.€Cj,tn)
2eAx

i, ty 22 x o
= (0F(zj,tn) + O(AL)) + <6$E(€J’t ) + O(A6 )> +0 (AE ) OpaF(xj,tn) + ?F(.’L'j,tn).

g

On utilise le fait que par hypothese 0. F(xj,t,) = O(e). Par conséquent

2
cFJ”:O<AZ+A:c+At).

O]

L’erreur de convergence associée au schéma upwind (1.26) admet donc une erreur de consistance
importante lorsque le maillage est grossier (% >>1).

Stabilité du schéma upwind

Lemme 1.5. Le schéma upwind (1.26) satisfait le principe du maximum pour les invariants de Rie-
mannu=FE+F etv=FE —F sous la CFL

At oAt
o taa <L (1.27)

Démonstration. On commence par définir les invariants de Riemann v = F 4+ F et v = E — F, le
systéme (1.26) se réécrit sous la forme suivante

n+1 n n

U — U, U
J J J 1 o n n
) =0
e i v (125)
J+ J n n
At eAx + 2¢2 ( uj + U]) ’



par conséquent

W= (1= At oAt w4 ﬁun + Lmvn

J eAx 22 )7 T eAgp I T 9g2 07 (1.29)
il At oAt , At oAt ‘

ot = (1 = - ol ol

J eAxr 22 )7 eAx’ 2e2
Les termes extra-diagonaux sont positifs, les termes diagonaux sont aussi positifs sous la condition
— % — ‘;?AJ > 0. Pour finir on remarque que ’U,;H_l et v}”l sont calculés a partir de combinaison
convexe des quantités au temps n. Par conséquent le schéma satisfait donc la principe du maximum
sous la condition CFL (1.27). O

Remarque 1.3.2. Le principe du maximum implique la stabilité en norme LP pour 1 < p < oo et
pour un domaine borné.

Stabilité du schéma upwind semi-implicite
On souhaite utiliser des schémas semi-implicites qui ne nécessitent qu’une inversion locale afin d’ob-

tenir une CFL moins contraignante. Pour le modele (1.20) la discrétisation semi-implicite consiste
uniquement a impliciter le terme source.

Lemme 1.6. Le schéma upwind semi-implicite satisfait le principe du mazimum sur les invariants
de Riemannu=F+ F,v=FE — F sous la CFL

At
— < 1. 1.30
eAzr — (1.30)
Démonstration. On part duschéma (1.51) avec une discrétisation implicite du terme source. On obtient
oAt . oAt\ . At At
ozt (1 22 )W T gt - )
(1.31)
oAt .4 oAt\ .1 At At
T2zt + (1 * 2e2 ) T Age ! - 5Ax)vj'

On commence par inverser le systeme local par maille. La matrice, qui est une M-matrice, est donnée

par
1+ LA; _LA;
Ri %Sar ) - (1.32)
( % 1+93
Un rapide calcul montre que les quatre coefficients issus de la résolution du systeme linéaire sont
positifs sous la condition CFL (1.30) et que leur somme fait 1. On obtient donc une combinaison
convexe et par conséquent le principe du maximum est préservé. O

On remarque que cette manipulation permet d’obtenir une CFL moins restrictive, notamment
lorsque o est grand. Par le théoréeme de Lax on sait que le schéma upwind converge avec un erreur de
I’ordre de %. En effet, contrairement aux schémas « centré » et « décalé » , le schéma upwind admet
une viscosité numérique (ou diffusion numérique) qui domine par rapport a la diffusion physique (limite
asymptotique de diffusion) lorsque % >> 1. Pour obtenir une erreur satisfaisante, il faut choisir
Az << ¢ (par exemple Az = £2). Par conséquent le schéma est inutilisable en pratique. Le probleme
est le méme pour les schémas HLL et Rusanov [Tor28|. Pour régler le probléme de la discrétisation
en temps il existe deux solutions : utiliser un schéma purement implicite ou trouver une discrétisation
semi-implicite capable de lever la condition CFL en . On constate donc que le principal probleme
vient de la discrétisation en espace. C’est 'objet des schémas que nous allons étudier a présent.
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Schéma de Jin-Levermore

Principe de construction

Le schéma de Jin-Levermore [JL96] est basé sur une modification des flux du schéma standard (1.24)
qui permet au schéma (1.24) de devenir « asymptotic preserving » au sens de la définition (1.3.3). Sa
construction est basée sur la constatation qu'une méthode classique de volumes finis, constante par
maille, ignore les variations qui peuvent étre fortes du gradient. L’idée de Jin-Levermore est d’incor-
porer dans le flux les états stationnaires du systéme afin de pouvoir capter les fortes variations de 0, F
et le régime de diffusion limite. On commence par écrire I’approximation de Taylor a l'ordre un

E(z;) :E(xj+%)—%28$E(xj+%), (1.33)
E(xj41) ~ E(ijr%) + T’CGxE(:L‘j+%).
En utilisant I’état stationnaire 0, = —ZF avec la version discrete des équations (1.33) et en combi-
nant cela aux flux (1.25) du schéma upwind on obtient
oAz F? —M(F"+F + E} — E},)
Fp+ Ef = Fl' i + B+ ——FlL ity i+ AR
J 2e A+§ —
x
F',—FE' [ =F" E” +— , 1
Jtl g+t ]+1 1 2e +1 E;L_i_? 2 (En + E 7+1 + F jn—i-l) )
(1.34)
ou le coefficient M est donné par
_ 2e
24 o0Ax
Le schéma se réécrit sous la forme
1
E}T — B} MF]+1 N 2 s S
'rH-é n n QEAﬁCU n n2€A:§1 7 (135)
F; FYEN, - ET FJH—ZFj + L
At 2eAx 2eAx g277 7

Consistance du schéma de Jin-Levermore

Lemme 1.7. L’erreur de consistance associée a la deuxieme équation du schéma de Jin-Levermore
(1.35) est O (% + At), et celle associée a la premiére équation est O (Am2 +eAx + At) )

Démonstration. A présent on passe & 'étude de 'erreur de consistance du schéma (1.35) en utilisant
les mémes outils que pour la démonstration précédente. On voit que la seconde équation de (1.35)
n’est pas modifiée par conséquent l’erreur de consistance reste en O (% + At). On définit Ierreur
cE} associée a la premiere équation du schéma (1.35) est

E(wj, tnir) = Blwjtn) 3 F@jirtn) = Flajoritn)  B@jetn) = 2B(x),tn) + E(2j1,tn)

y DA
“F At 2e AT N

2020, F (x4, t,) + O(eAx3) B Aa: OuaE(xj,t) + O(Ax?)

= O E(x;,ty) + O(AL) + M

2¢eAx 2eAx
3
(815 (.’L'], ) + gaasF(xjatn) - Mé:(? E(CL'], )) +0 (sz + M?l’ + At) .
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On note que MATIB = O (Az?). Puisque (E, F) est la solution exacte de (1.20) alors
0o E = —20,F — c0uF = —28,F + O(c?).
€ €

le terme dans la premiere parenthese s’écrit aussi

M Az o Me2Ax

1 A 2A
:(—1+M+M“> 8xF(xj,tn)+O<M5 m)
€ 2 ¢ 2e

Par définition de M le terme entre parenthese est —1 + M + % = 0, donc cEY = O(Az? +eAx +
At). O

Stabilité du schéma de Jin-Levermore

Lemme 1.8. Le schéma de Jin-Levermore (1.24)-(1.34) ne satisfait pas le principe du mazimum pour
les invariants de Riemannu=FE+ F etv=F — F.

Démonstration. On commence par analyser la stabilité au sens du principe du maximum. On somme
les deux équations, cela donne

n n n n
u (u-—aFj ;)_(U' 1 —al”

N
N——

J J J +2 J= n n
+ + u; —vy) =0,
At eAx 2e2 ( J J)
ut — h
Azo . n J Jj+1 :
avec @ = . Puisque F'"* | = —————— on obtient
2e q j—&-% 2(1 + a) ’

At T\ 2(1+a) eAx * 21+ a)eAzx (vfr =) + 2¢2 (uj —vj) =
on isole les termes en n + 1,

nl _ (1 (2+a)At oAt s oAt u n
i 2(1+a)eAx &2 I 414 a)e2 ! 2(1+a)eAx 22

n n

U Vi — ——V;i,q.
J eAx Jj+1

alt JAt> alt

Sous une certaine CFL on peut garantir la positivité du coefficient diagonal, mais par contre il n’est

pas possible de garantir la positivité de tous les coefficients extra-diagonaux, en particulier —% < 0.

Pour cette raison le schéma ne satisfait pas le principe du maximum. O

Remarque 1.3.3. Sous condition de stabilité en norme L? le schéma de Jin-Levermore converge et
est « asymptotic preserving » au sens de la définition (1.3.3).

Remarque 1.3.4. L’erreur de consistance du schéma de Jin-Levermore O(Ax? + eAx + At) montre
que pour ¢ fixé, le schéma est d’ordre deux sur maillage grossier Ax >> ¢ et d’ordre un pour un
maillage fin Ax << . Par conséquent on s’attend d obtenir l'ordre deux lorsque € est plus petit que
Azx. Lorsque le pas de maillage s’approche de €, on s’attend a ce que le schéma retombe sur l'ordre 1.
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Schéma pour un ¢ variable

Afin de comparer les différents schémas proposés on introduit les schémas pour les parametres o
variables. En effet certaines méthodes vont donner des schémas non conservatifs dans ce cas. Lorsque
o est variable on obtient

n+1 F* - F"
L _E}ZJF it+3 it _ 0
At eAx ’ (1.36)
1.36
n+l _ rmn E? 1 — E" 1
F] F] Jts3 Jt+3 ﬁFn =0
+ + 58 =0
At eAx €
avec . .
En | = (Ej +2Ej+1 + Fr-Fha
i+l
FryFn E7V_En
Fr, =My, (SR BT
2
2e
et M. 1 = 5—F—=—.
J+3 2€+0'j+%A£E

Schéma de Gosse-Toscani et de Jin-Levermore modifié

Maintenant on propose d’introduire un second schéma « asymptotic preserving » basé sur le schéma
upwind pour ’équation de la chaleur hyperbolique (1.20). Le principe de construction du schéma de
Gosse-Toscani consiste & utiliser un schéma de Godunov (upwind) ol on localise les termes sources
aux interfaces afin de capter les effets des termes sources. Une nouvelle onde stationnaire apparait
dans le probleme de Riemann, les états associés a cette nouvelle onde sont calculés a partir des états
stationnaires du systeme. On part de la version diagonalisée de 1’équation de la chaleur hyperbolique
(1.20) en posant u = F + F' et v = E — F. On obtient

Opu + é@xu = i(v —u),

2e
(1.37)

1 o

at’U - gax’l) = @(U - U).
On commence donc par localiser les termes sources aux interfaces
1 o
Opu + g&@u =52 Z Az(v —u)d(x — acj_%),

1 J (1.38)

).

o
O — gﬁxv =52 Z Az(u —v)d(z — T 1
J
Le probleme de Riemann associé a cette formulation admet une nouvelle onde stationnaire.
On peut calculer explicitement les solutions stationnaires du systeme d’EDP le long de cette onde.
Pour cela on part du systeme

Opu* = (v* —u"),
£
xo
—9.0F = x %
) 5 (u* —v*),
avec u*(0) = ug et v*(Az) = vg. On obtient les solutions
. n Axo ( )
u =up+———(vgp —up),
L oeyong B TF (1.39)
. xo B
R N (v —uL).
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(ur,v™)

(ur,vp)

FIGURE 1.2 — Solution du nouveau probleme de Riemann

Ces états intermédiaires (u*,v*) permettent de construire la solution du probléeme de Riemann donnée
par la figure (1.2). Maintenant on écrit le schéma de Godunov, on intégre sur la maille j et entre les
temps t, et t,41, pour obtenir

ntl _ ,n _ At

n n
Y " EAI(uj+% B uj—%)’
(1.40)
At
n+1 __ n n _.n
v =i + 75Ax(vj+% ”jfé)‘

Le probleme de Riemann dans la maille j, décrit par les figures (1.3)-(1.2), donne les flux

/ \ ("’ﬂl 1)

) U;L) (u.’;. u; ‘i )

e

(u},v?)

T, Tj x

FI1GURE 1.3 — Probleme de Riemann dans la maille j.

Axo ( )
AT D)ty = s,
% foAx 7 TV ity T (1.41)

xo ( )
— (Vig1 —ui), U, 1 = V.
2% + oAz T A J

u*(xj*%) = Uj—-1 +
Vg1 = U*($j+%) = Uj4+1 —
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Une fois les flux obtenus on peut reformuler le schéma (1.40)-(1.41). On part de la premiére équation

At Azxo
1
On commence par introduire le facteur M = %fﬁ7 en factorisant on obtient
At Azxo
1
En utilisant la relation (1 — M) = AQ?M , I'équation (1.43) peut se réécrire sous la forme
At Azxo
1
u;” =uj = (M(u] —uj_1) + TEM(u] - vj)> . (1.44)

Enfin on agit de la méme fagon pour I’équation sur v on obtient le schéma

n+tl _ ,n n n

u u uy —u
2 L4 ML Fl—Mi(v”—u’-‘):O,

At eAx 22 V7Y (1.45)
n+l ' n n o .
Yj Ui gyttt “j_Mi(n_ ") =0

At eAz 9e2 \M T T

Enfin, il suffit de repasser aux variables (F, F') de I’équation de la chaleur hyperbolique pour obtenir
le schéma de Gosse-Toscani

+1
EYT - EY Mﬁ}nﬂ - Fry B ME;L“ —2E}+ E} 0
At 2eAx 2eAx 7 (1.46)
Frtt o n —E" F | —2F" 4+ F7 ‘
j i J+1 j=L gyl J R iy -
At 2eAx 2eAx g2’y

Le schéma de Gosse-Toscani peut donc étre réécrit comme le schéma upwind multiplié par un coeffi-
cient M.

Lien avec le schéma de Jin-Levermore

Le schéma de Gosse-Toscani peut étre obtenu & partir du schéma de Jin-Levermore avec une discré-
tisation du terme source différente. On introduit le schéma de Jin-Levermore modifié avec les mémes
flux (1.34) et une discrétisation du terme source aux interfaces (& l'aide des flux) et non aux centres
des mailles. . o "
+ -

A A s R

At eAx
ol _pn BT —ET
2 J + s ]7§+1(F?L1+F4n 1):0

At eAx 2e2 \' Jt3 =3

Lemme 1.9. Le schéma de Jin-Levermore modifié est équivalent au schéma de Gosse-Toscani [GTO01].

N

=0,
(1.47)

Démonstration. On commence par incorporer les flux (1.34) dans le schéma (1.47). On a déja montré
que la premiere équation de (1.47) peut étre réécrite comme la premiere équation de (1.46), reste la
seconde équation. On part de
n )
Ej*% Ej*% —i—i(F” a0 >: i B _ s N
eAx 2e2 \"Ji+3 i=3 2eAx 2eAx
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M
+ Z((FH+F+1+E T) + (FjL + F + B — ET))

1 Mo Mo
- <2A ‘524> (s = i) = (B = 2057 4+ 1)) + 5 1
On vérifie que
1 Mo M
2eAx €24 2eAzx’

On obtient donc la relation suivante

E? -
s M i (F" L+ ) (BB Bt o )
eAx 2¢2 \its 2eAx 2eAx g2™J
Par conséquent, le schéma de Jin-Levermore modifié admet 1’écriture
+1
BB Ea oL B - 2BP A B,
t 2eAx 2e Az ’
R \ (1.48)
AR IN e ey s WU VR T3 SRR S
At 2eAx 2eAx g2 '
qui correspond au schéma de Gosse-Toscani. O

Consistance du schéma de Gosse-Toscani

Lemme 1.10. L’erreur de consistance du schéma de Gosse-Toscani (1.46) associée a la premiére
équation est

O (Az? +eAx + At),

L’erreur de consistance du schéma de Gosse-Toscani (1.46) associée a la seconde équation est
O(Az + At).

Démonstration. L’erreur de consistance associée a la premiere équation a déja été établie dans le cadre
de ’étude du schéma de Jin-Levermore (1.35). Reste donc a étudier celle de la deuxieme équation. On

a
F(xj,tpy1) — F(zj,tn) E(xjy1,tn) — E(zj_1,tn)
Fn _ 79 bn+ 7 tn M 7 ) 7 )
' At + %Az
F(zjq1,tn) = 2F(zj,tn) + Flzj,tn) | ©
_ Fr: t
2eAx + g2 (25 tn)

2020, E(xj,tn) + O(A$3) Az o
oA —8MF(333, n) + ?F(x],tn) .

= O F(xj,t,) + O(At)+ M (

On sait que 0y F' = —€0 E et |07 0" E||oc < Crmy my, par conséquent 0., F = O(e) et

Az?

M
el = (1 — M)0F(zj,tn) + O (At + + MA:c) .

Le coeflicient M par définition satisfait plusieurs propriétés : la premiere : M < 1, la seconde

= = <
€ 22e + oAz)e  2(2e+0Ax) " o

MAzx 2¢eAx 2Ax 1 (MAx2
= = — 0 .

) — O(Ax),
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et la troisieme

oAz

g
]_—M:m:}(l_ )O(at ($]7 )):O<2_i_0§a:Ax>

car Oy F(xj,t,) = O(e). Par conséquent
(1 — M)OF(z,t,) = O(Ax).
Ceci termine la preuve. ]

Stabilité du schéma de Gosse-Toscani explicite

Lemme 1.11. Le schéma de Gosse-Toscani (1.46) satisfait le principe du mazimum sous la condition

CFL
At

M—— <1. 1.4
eAx — (1.49)

Démonstration. On commence par définir les invariants de Riemann v = F 4+ F et v = E — F, le
systeme (1.26) se réécrit sous la forme suivante

un+1 n n__ .
J J J— n n
+ M + M— (u —v ) =0
2 \Vj J )
nﬁt o iA_ g 2 (1.50)
J J+ J _
At M eAzx +Mﬁ( u?—i—v}l)—O,
par conséquent
At oAt At oAt
+1 _
At oAt At At ’
+1 _
=\ Maay M )t MR M

Les termes extra-diagonaux sont positifs, les termes diagonaux sont aussi positifs sous la condition

1-M Eﬁtx M%= ”At > 0. Pour finir on remarque que u;H'l et U"+1 sont calculés a partir de combinaison

convexe des quantltes au temps n. La CFL est donnée par 1 - MAL - A:c - M5 ”At > 0. En remarquant
que 22 = M “op obtient la condition CFL (1.49). O

Théoréme 1.12. Le schéma de Gosse-Toscani (1.46) est convergent avec 'erreur O(Ax + At) en
norme L sous la condition CFL (1.49).

Par conséquent le schéma est uniformément « asymptotic preserving » (définition 1.3.4).

Ce résultat est donné par le théoreme de Lax.
On remarque que le schéma de Gosse-Toscani est stable sous une condition CFL moins contraignante
que le schéma upwind. En effet, le schéma de Gosse-Toscani modifie la viscosité numérique en modi-
fiant le « scaling » du systeme de %, 6% par 1 et % Par conséquent il est intéressant d’étudier 'effet
de cette modification sur la discrétisation semi-implicite.

Stabilité du schéma de Gosse-Toscani semi-implicite
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Lemme 1.13. Le schéma de Gosse-Toscani semi-implicite satisfait le principe du mazimum sur les

invariants de Riemann sous la CFL
2

A
At < % +eAa, (1.52)

Démonstration. Le principe de preuve est exactement le méme que pour le schéma upwind semi-
implicite. On obtient la CFL

MAt
<1.
eAxr —

Ce qui permet d’obtenir immédiatement le résultat (1.52). O

La condition CFL (1.52) parait optimale. En effet celle-ci est la somme de la condition CFL hy-
perbolique et de la condition CFL parabolique.

Schéma de Gosse-Toscani avec o variable

En modifiant la définition des flux du schéma de Gosse-Toscani (1.41) et des états intermédiaires
(1.39) pour un coefficient o variable, on obtient le schéma suivant sur les variables du modele diago-
nalisé.

n+1 n n n
u; T —ul ul? —u” o,_1
J J J j—1 J73 /. n n
+ M, 1———=M. 1 vy =k

At 73 Axe 173 g2 (0 =), (1.53)
It ot — ot T4l ’
A B VS b R B )/ S ]Jr?(un_vn)

At J+3 AIL’E J+3 52 J 777

L = 2e
+3 25+Achj+%
lique, un schéma « asymptotic preserving » conservatif pour la quantité F et qui préserve le principe
du maximum.

avec M f . On obtient, en repassant aux variables de I’équation de la chaleur hyperbo-

1 n
( E;H— —E;-L Fj-}-% Fj—% 0
eAx ’
1 n — n _
A N i S S 2 S e B
Al eAT Az J (1.54)
1 T+1 T5-3\
"9 <Ma+§ -2 + MJ—% o2 Fy.

avec les flux

M.

it
(Ff' + Fja + Ef = Bly) Ef = —5

it
j+3 9

(B} + Ejpy + F' = Fiiy)

Schéma de Berthon-Turpault

Récemment C. Berthon et R. Turpault ont construit un schéma « asymptotic preserving » pour
des systemes hyperboliques généraux [BLeFT11]- [BT10] du type

R(U)
g2’

0,U + %@F(U) S (1.55)

Il est basé sur le solveur approché de Riemann appelé HLL. Il s’agit d’'un solveur de Riemann a 2
ondes (quelque soit le nombre d’ondes du systeme total). Les deux ondes ont pour vitesse les vitesses
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minimale et maximale du modele étudié. On part du modele (1.55) avec U = (u,v), F(U) = (u, —v),

R(U) = (3(v — u), 3(u — v)). Le schéma HLL (ou upwind car dans ce cas ils sont identiques) s’écrit

n+1 n

U uj uJ _uj 1 g n n
pt Axe + 2e2 (uf = 5) ’
n+ +1 ’U;-L o
J n n
2 (—u 40" = 0.
At Aze +25 ( UJ—H)J)
Le solveur de Riemann approché HLL s’écrit
Up, z < —t,
Usol( UL,UR) U*, —t <z <t,
UR, T >t
avec 1 1
U* §(UL+UR)_§( (Ugr) — F(Uyp)),
ce qui donne le schéma
At
n+1 __ L _
G- A r, ).

(1.56)
Fi1= 3 (F(U;) + F(Ujy1)) — 2 (Ujt1—Uj).

L’idée est de modifier le schéma HLL en ajoutant une onde stationnaire (comme pour le schéma de
Gosse-Toscani) afin d’incorporer les termes sources dans les flux. On obtient le nouveau probleme de
Riemann

Up, x < —t,

I, —t<x <0,
Un 0<x <t,

Ug, x > t.

Usol( ,Ur,Ug) =

Les états intermédiaires étant donnés par une combinaison convexe entre I’état stationnaire du schéma
HLL et le terme source modifié

Ujp = aU + (I @)(Upp — (o + ) R(ULR)))
~ ~ -1
ou a = (Id + %(Id + 3)) et o est un parametre de la méthode qui permet de récupérer le coeffi-
cient de diffusion de I’équation limite (en effet le schéma est défini pour des systémes hyperboliques avec

des limites de diffusion différentes, par conséquent il faut parfois corriger le coefficient de viscosité).
Dans ce cas on choisit ¢ = 0I4, ce qui donne

At At
n+l _ rm _ 2% ) n = ] . n
Uj —UJ - < ¥ %Fj %>+E (ij % Ozj %)F(U )

01 O'j 1
2 n
—At <aj+; 522 +a;_ 100 >R(U )

1F

Y+l -«

+1
+3

avec o 1 = 2€+A2+1‘ Pour un o constant, on voit que ce schéma correspond au schéma de Gosse-
2 it+%
Toscani. Par contre, dans le cas d’'un o variable il reste les termes non conservatifs
At
— (a1 —a,_1)F(Uj).
€A$ ( ]+§ ]—5) ( ])

Le schéma final pour ’équation de la chaleur hyperbolique n’est pas conservatif pour la quantité F.
Avec un o constant le schéma dérive sur le schéma de Gosse-Toscani, donc les preuves de stabilité et
de consistance sont les mémes.
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Analyse par équations modifiés

Afin de comprendre le comportement des schémas « asymptotic preserving », présentés précé-
demment, on propose de reprendre de fagon formelle I'analyse par équations modifiées introduites
dans [JL96]. Il s’agit d’étudier la limite de diffusion de 1’équation associée au schéma considéré.

Schéma upwind
L’équation modifiée peut s’interpréter comme I’EDP consistante au second ordre avec le schéma nu-
mérique. Pour le schéma upwind on obtient

Ax
2e

1 A
OF + —0,F — 5=0,,F = —ZF.
15 2e 15

1
OE + gaxF - Oz E =0,

(1.57)

Afin d’obtenir la limite de diffusion associée a l’équation (1.57), on remarque que F' = O(g) et on
incorpore la relation €0, E + O(e?) = —o F dans la premiere équation de (1.57). On obtient I’équation
limite suivante

Ax
2
Lorsque la grille 1D est dite fine (% << 1), I'équation limite (1.58) est consistante avec I’équation li-
mite de diffusion associée a I’équation de la chaleur hyperbolique (1.20). Par contre, lorsque la grille est
dite grossiere (% >> 1) la diffusion numérique devient dominante par rapport a la diffusion physique
et I’équation (1.58) n’est plus consistante avec 1’équation de diffusion limite O, F — @%&EE = 0. Cette
analyse montre que le schéma upwind ne capture pas la bonne limite de diffusion sur grille grossiere.

0,F — 8;%890}‘3 ATy B =0(). (1.58)

Schéma de Gosse-Toscani

Maintenant on propose d’étudier I’équation limite associée au schéma de Gosse-Toscani (I’analyse
reste valable pour les schémas de Jin-Levermore et Berthon-Turpault) :

M MA
OE + —0,F — ——20,,E =0,
€ 2e
(1.59)
M MA
OF + —0,F — ——0,,F = ~-MF,
€ 2¢e €
2
avec M = m
De la méme fagon que précédemment, on remarque que F' = O(¢) et on incorpore la relation Med, E+
O(Me?) = —MoF dans la premiere équation de (1.59). On obtient donc ’équation limite suivante
1 MA
OE — ~05F — ~~ 05 E = O(c), (1.60)
o 2e
Puisque M AQ"?’ = 1— M, I’équation limite associée au systeme (1.59) peut se réécrire sous la forme
M 1-M
OE — —0..F — 0z E = O(e). (1.61)
o o

Plusieurs remarques :

37



e Lorsque la grille est grossiere (% >> 1), le coefficient M tend vers zéro, la limite de diffusion
est donnée par la viscosité du schéma numérique.

e Lorsque la grille est fine (% << 1), le coefficient M tend vers 1, la limite de diffusion est donnée
par la relation de compatibilité c¢0, E = —c F', couplé a I’équation O, F + %&TF =0.

e [’équation de diffusion limite est formée d’une combinaison linéaire des deux régimes limites
précédents. La combinaison linéaire des coefficients de diffusion vaut toujours % Par conséquent
la limite de diffusion est correctement capturée par le schéma de Gosse-Toscani pour toutes
valeurs de € et Azx.

Exemples numériques

Afin de montrer I'intérét pratique des schémas « asymptotic preserving », on propose de comparer
numériquement le schéma upwind et le schéma de Gosse-Toscani en terme de qualité des solutions et
de temps de calcul. La condition initiale est donnée par E(x,t = 0) = G(z) avec G(x) une Gaussienne
et F(x,t =0) = 0. Les parametres sont donnés par o = 1 et ¢ = 0.001. On propose donc de comparer
les solutions numériques ainsi que le temps de calcul donné par le schéma Gosse-Toscani avec 50
mailles, 500 mailles et le schéma upwind avec 500, 1000, 10000 mailles. La discrétisation en temps est
explicite. Le pas de temps est donné par la moitié du pas de temps limite de stabilité. Les erreurs de
convergence sont calculées par rapport a la solution exacte de diffusion. Les résultats explicités dans

5

5

58 —o— 500 —+—

588 —— 1888
186888
Solution

Solution

4.5 4.5

E{t,x)
E{t,x)

L L L L
a a.1 8.2 .3 8.4 a5 8.6 a7 a.g 8.9 1

FIGURE 1.4 — A gauche : solutions numériques du schéma de Gosse Toscani avec 50 et 500 mailles, a
droite : solutions numériques du schéma upwind avec 500, 1000 et 10000 mailles

le tableau (1.2) et par la figure (1.4) montrent que le schéma « asymptotic preserving » est nettement
plus précis que le schéma upwind. En effet, les résultats explicités dans le tableau (1.2) montre que
lerreur associée au schéma « asymptotic preserving » avec 50 mailles est plus basse que celle associée
au schéma upwind avec 10000 mailles. En outre on peux faire deux remarques sur le temps de calcul :
e Le temps de calcul, associé a la méthode « asymptotic preserving » est inférieur a celui associé
au schéma upwind a cause de la condition CFL plus restrictive du schéma upwind pour ¢ << Ax
(lignes 2 et 3 du tableau (1.2)).
e Le temps de calcul nécessaire pour obtenir avec le schéma upwind, une erreur numérique com-
parable & celle obtenue avec un schéma « asymptotic preserving » est trés important (ligne 1 et
5 du tableau (1.2)).
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’ Schémas Erreur L' | Erreur L? | Temps réel | Temps utilisateur

Schéma AP, 50 mailles 0.0065 0.0110 0mO0.054s 0mO0.157s
Schéma AP, 500 mailles 0.0001 0.00018 0m15.22s 1m1.680s
Schéma upwind, 500 mailles 0.445 0.647 0m24.317s 1m36.80s
Schéma upwind, 1000 mailles 0.279 0.113 2m9.530s 8m36.727s
Schéma upwind, 10000 mailles 0.0366 0.059 1485m4.26s 5140m56.11s

TABLE 1.2 — Tableau récapitulant ’erreur et le temps de calculs associés au schéma upwind et au
schéma de Gosse-Toscani.

Ces remarques justifient largement 1'utilisation d’un schéma « asymptotic preserving » par rapport au
schéma upwind inutilisable en pratique.

1.3.4 Maillages non structurés

De nombreuses recherches étudient la résolution des équations de I’hydrodynamique (1.1) dans le
cadre de la FCI. Les équations de I’hydrodynamique compressible non visqueuse sont résolues a l'aide
de méthodes Eulérienne, Lagrangienne ou ALE. Cette derniére consiste a résoudre en coordonnées
Lagrangienne les équations d’Euler et a projeter sur une grille régularisée lorsque le maillage est trop
déformé ou le pas de temps trop petit. Le couplage avec les deux dernieres méthodes nécessite de
construire des méthodes numériques pour les problemes de transport sur des maillages polygonaux
vraiment déformés (exemple de maillage issu d’un calcul I’ALE (figure (3.1)). Par conséquent, la

1 1 \ [ \ ] 1]
| Il [
] T \ |

o nN
—1.5><10 1= 1.0><1>

FI1GURE 1.5 — Maillage polygonal 2D.

construction de schéma convergent pour des modeles simplifiés en transport sur des maillages poly-
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gonaux, quadrangulaires et triangulaires trés déformés est un enjeu important. Les maillages
académiques aléatoires ou de Kershaw sont, a ce titre, des bons exemples. En effet, le maillage aléatoire
permet de vérifier si le schéma résiste a de fortes déformations locales, puisque des mailles peuvent
étre presque non convexes. Le maillage de Kershaw permet de vérifier si le schéma résiste a de fortes
déformations globales. Le maillage aléatoire pose des problémes essentiellement pour la consistance
car la structure des mailles peut étre tres mauvaise ce qui empéche la construction d’un gradient
consistant. Celui de Kershaw, quant a lui, est un bon exemple pour tester la robustesse de principe
du maximum discret, car les fortes déformations rendent tres difficile ’écriture du schéma sous forme
de combinaison convexe qui permet d’obtenir le principe du maximum.

1.3.5 Extension des schémas « asymptotic preserving » sur maillages non struc-
turés

Nous proposons d’appliquer la méthode de Jin-Levermore afin de construire un schéma « asymp-
totic preserving » de type volumes finis en dimension deux. Pour cela nous utiliserons la formulation
classique des volumes finis qui consiste a localiser les flux aux centres des arétes. Ensuite nous mon-
trerons les limites de cette approche.

On commence par quelques notations, soit un maillage non structuré en dimension deux. Le maillage
est défini par un nombre fini de sommets x, et de mailles {2;. On note x; un point arbitrairement
choisi dans €2;. Par simplicité, on nomme ce point le centre de la maille.

L’aréte commune entre les mailles j et k est notée 921, et le milieu de 0€2;;, est noté x,. L'aire
de la maille ; est notée |(2;|. Le pas de maillage est donné par h = max; diam(€2;). Dans le cadre de
cette formulation on note la normale nj; de la maille j vers la maille k et ;;, la longueur de l'aréte,
associée a 'aréte 0€;;, (figure 1.5). Dans la suite de ce document j et k dénoteront les cellules, et r
les noeuds.

~®

Cell Oy

FIGURE 1.6 — Notation pour la formulation aux arétes. I'interface entre la maille 2; et la maille €, a
une normale n;; = —ny; et une longueur /;; = [;;. Les noeuds sont notés ..., %X, _1,X;, Xp41,....

Nous considérons I’équation de la chaleur hyperbolique en dimension deux.

1
OFE + —divF =0,
9
(1.62)
1
OF + -VE = -~ F.
9 9

On part du schéma upwind pour la résolution de cette équation
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1
Q2] O Ej + B Z Lik(Fjk, njg) = 0,
k (1.63)

o

1
Q| F; + — g LigEgng = — (9] -F;,
\g’t;gkgkﬂc]k ’J‘ggj
ou les flux associés a I'aréte 9€)j;, commune aux mailles j et k£ sont définis par

1 1
Ej, = §(Ej + Ey) + i(Fj —Fp,np),

1 1
(Fjo ) = 5 (Fj + Fre, ) + 5 (Ej — Bi).

Ces flux peuvent étre réécrits sous la forme suivante

{ Ejk — Ej + (ij — Fj, njk) =0,

1.64
Ej, — B — (Fjp — Fg,nj) =0, (1.64)

qui correspond au décentrement des invariants de Riemann du systéeme 1D dans la direction normale
n;;. La méthode de Jin-Levermore consiste a incorporer les états stationnaires dans les flux. On
considere I'état stationnaire :

VE = -ZF.
g

En utilisant un développement de Taylor et ’état stationnaire précédent, on obtient

B(xji) — Blxj) = Z(F(xje), x; = xje) + O(h?),
(1.65)

q

E(Xjk) — E(Xk) = —(F(xjk),xk — Xjk) + O(h2),

™

avec X; (resp. x;) le centre de la maille j et (resp. k), X, le milieu et h le pas de maillage.
L’idée & présent est de combiner les deux quantités (1.64) et (1.65) pour obtenir un nouveau
systeme déterminant ’expression des flux :

g
Ejx — E;j+ (Fjr — Fj,nj) = E(ijaxj — Xjk),
(1.66)

Q

Ejp — By, — (Fji, — Fponyp) = E(ijaxk — Xjk).

Ce systeme linéaire est sous-déterminé, on a deux équations pour trois inconnues : la quantité scalaire
Eji, et le vecteur F ;. Par conséquent le systeme (1.66) admet une infinité de solutions contrairement
au cas de la dimension un.

Il est donc naturel, mais restrictif, de faire I’hypothése que le maillage satisfait la condition de
Delaunay [EGHO00] qui implique que (xj, — x;) = djpn i et (X, — Xi) = —di;n i, avec djp =
d(x;,%;,) > 0 et dyj = d(xp, %) > 0. Le systeme linéaire devient

g
Ejx = Bj + (Fjr = Fj,nyr) = ——djn(Fjn, njn),
(1.67)
ag
Ejk = B = (Fjx = Fr, i) = —dij(Fj, 0.
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On obtient bien un systeme avec une unique solution donnée par

(Fj + Fi,nyi) + (E; — E)
2+ (2)(djk +diz) 7

(Fjk,nj;) =
(1.68)
(Fj,njk) + E;) (1 + dyj (%)) — (Fr,njg) — Ex)(1+ djr(2))
2+ (2)(djk + dij) '

Ej, =
On obtient l'extension du schéma de Jin-Levermore en 2D défini par (1.63)-(1.68). Maintenant on

exprime le schéma limite.

Proposition 1.14. On suppose que le maillage satisfait les conditions de Delaunay. La limite asymp-
totique du schéma (1.63) avec les flux (1.68) est le schéma TPFA (« Two Points Flux Approzimation »)
défini par

12| O, E; Z ]k a + dk =0, avec dji +dpj = d(x;,Xp). (1.69)
J

Démonstration. En multipliant la premiere équation €2 par

2 |QJ| 8,5Fj + EzljkEjknjk = — |Q]’ O'Fj. (1.70)
k

En factorisant le dénominateur par % on obtient la formulation suivante

((Fj,n58) + Ej) (e + diy(02)) = (Frgp) — Bi) (e + djp(0))

E. =
SRk (26 + U(djk + dkj))

(1.71)

Quand ¢ tend vers 0, on voit que le terme de droite de (1.71) tend aussi vers zéro. Par conséquent
en incorporant la relation (1.71) dans (1.70) on voit que F; = 0. Pour conclure il suffit d’utiliser ce
résultat dans la définition (1.68) du flux (F;,nj;) pour obtenir le schéma limite (1.69). Puisque le
maillage satisfait la condition de Delaunay on sait que (x; —xj) L 0Q;i et dji, + di; = d(x;,%}). Cela
donne le schéma TPFA :

Ej — E;
|Q|0E; — ) L2 =0. (1.72)
JI9ty ; J d(Xj,Xk)

O]

Remarque 1.3.5. Le schéma TPFA est aussi nommé FVJ (« Finite Volumes 4 » ) pour des maillages
triangulaires ou F'V5 (« Finite Volumes 5 » ) pour des maillages quadrangulaires.

Le schéma TPFA (« Two Points Flux Approximation » ) (1.69) satisfait les propriétés suivantes :
e il est linéaire,

e il préserve le principe du maximum,

il a un stencil a 5 points sur maillages quadrangulaires

il est symétrique,

S’il converge, il est d’ordre 2,

il est coercif,
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FIGURE 1.7 — A gauche la solution sur maillage Cartésien qui correspond & la solution. A droite la
solution sur maillage de Kershaw

cependant il n’est pas consistant et ne converge pas sur des maillages déformés [EGHO00]. En effet,

lorsque la droite reliant les centres de mailles n’est pas alignée avec la normale (ceci est vérifié lorsque
Ey—E;
d(x;,x1)
tement le gradient dans la direction normale. On propose un cas test pour expliciter les problemes
géométriques liées au schéma TPFA. La condition initiale est donnée par une Gaussienne. Le temps fi-

nal est t; = 0.1. L’équation de la chaleur est résolue sur maillage Cartésien et sur maillage de Kershaw.

le maillage ne satisfait pas la condition de Delaunay) la quantité n’approxime pas correc-

On constate sur la figure (1.7), que la qualité de la solution numérique donnée par le schéma TPFA
est fortement dégradée par la déformation du maillage.

En dimension un, les méthodes « asymptotic preserving » et « cell-centered » consistent a modifier le
coefficient de la viscosité du schéma pour le systeme hyperbolique afin que la viscosité domine dans le
régime de diffusion et donne le schéma limite. En appliquant la méme procédure en dimension deux
on retrouve le schéma limite TPFA non consistant avec I'opérateur Laplacien sur maillages non struc-
turés. Contrairement au 1D ou la viscosité numérique est consistante, ou il faut seulement modifier le
coefficient de viscosité pour qu’elle domine avec le bon coefficient de diffusion lorsque € tend vers zéro,
en 2D, le travail est donc double : il faut construire une discrétisation hyperbolique telle que I'erreur
de consistance est indépendante de £ et modifier la discrétisation géométrique de la diffusion numé-
rique pour la rendre consistante avec un opérateur Laplacien. Depuis plusieurs années beaucoup de
recherches ont été entreprises afin de construire des schémas de diffusion sur maillages non structurés.
Ces schémas utilisent aussi une formulation aux arétes mais différente de la discrétisation classique.
Afin de mieux comprendre I’enjeu de la discrétisation de I'opérateur Laplacien sur maillages non struc-
turés, nous proposons un rapide 1’état de ’art sur les schémas de diffusion sur maillages non structurés.

1.3.6 Schémas de diffusion sur maillages non structurés

La construction de schémas de diffusion isotrope ou anisotrope sur maillages non structurés est
depuis plusieurs années un theme de recherche tres riche. C’est pourquoi dans cette section nous
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proposons de faire un rappel sur certains schémas de diffusion valides sur maillages généraux pour
I’équation
O FE —div(VE) = 0.

En effet la construction de schémas « asymptotic preserving » sur maillages non structurés nécessite
de comprendre la construction des schémas de diffusion convergent sur maillages généraux.

Schémas MPFA et de Breil-Maire

Le schéma MPFA fut un des premiers schémas de diffusion introduits sur maillages non structurés
dans [ABBM96]- [AE06]. Comme pour le schéma TPFA on cherche a discrétiser un gradient dans la
direction normale. L’idée consiste & introduire des inconnues fictives aux milieux des arétes. A partir de
ces inconnues on construit un gradient dans chaque triangle composé du centre de maille et des deux
centres d’arétes voisins. On impose ensuite la continuité des flux, ce qui donne un systéme linéaire
a résoudre ou les gradients dans la direction normale localisés aux centres des arétes autour d’un
noeud, sont les inconnues. Les inconnues fictives disparaissent lors de la résolution du systeme. Ce
schéma sera détaillé dans un prochain chapitre. Ce schéma est consistant et convergent sous certaines
conditions [AMOS], mais les matrices locales ne sont pas toujours inversibles et le schéma est non
symétrique. Pour résoudre ces probléemes J. Breil et P.H Maire ont introduit dans [BM06] une variante
qui consiste au final a utiliser une formule du gradient consistante seulement si la maille admet une
certaine régularité. Cette variante devient symétrique et les matrices locales sont toujours inversibles,
par contre on perd la consistance sur des maillages ol localement les mailles sont tres déformées.
Toutes ces variantes re-dérivent sur le schéma TPFA sur maillage Cartésien et ne préservent pas le
principe du maximum.

Schémas SUSHI-Dioptre

Les schémas SUSHI et Dioptre ont été introduits par T. Gallouét, R. Herbin, R. Eymard dans
[EGH09]. Comme pour les schémas précédents on définit les inconnues principales aux centres des
mailles et d’autres inconnues aux milieux des arétes. Afin d’éliminer ces inconnues localisées aux arétes
on utilise des formules barycentriques (1l existe aussi une formulation hybride du schéma SUSHI). Soit
« une aréte, on obtient donc

Ea = Z ’Y]?Eka
k

avec k un numéro de maille. A partir de la on peut définir naturellement un gradient discret dans la
maille & I’aide de la formule

1
VE; = o Z || (Bo — Ej)njq,
J (0%

avec | a | la longueur de 'aréte et n;, la normale a 'aréte o. Cette approche nécessite d’ajouter un
stabilisateur du gradient discret, défini par I’erreur de consistance du gradient, on obtient les gradients

VEj@ = VE]‘ + Rj,anj,ou
avec R = d(xi\/gx) (Eo — Ej — (VEj, (X0 — Xx5))). A partir de ces gradients discrets et d’une formula-
R g
tion faible (ou variationnelle), on construit le schéma final [EGH09]. Le schéma obtenu est symétrique,
posséde un stencil large, dérive sur le schéma & TPFA (1.69) dans le cas d’'un maillage Cartésien, ne

préserve pas le principe du maximum et converge sur maillages non structurés. Une variante de ce
schéma a été introduite afin de réduire le stencil au maximum, il s’agit du schéma Dioptre. Plutot
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que de définir les inconnues aux milieux des arétes et de les exprimer & 'aide d’une combinaison ba-
rycentrique, on définit ces inconnues aux points formés par la moyenne harmonique des deux centres
de mailles voisines. Par conséquent, I'inconnue localisée sur ’aréte s’exprime par la moyenne harmo-
nique des inconnues localisées aux centres de mailles voisines. Les reconstructions des gradients ne
font intervenir que les mailles qui contiennent ’aréte, ce qui réduit le stencil du schéma.

Schéma DDFV

Le schéma DDFV, contrairement aux schémas précédemment introduits, n’est pas un schéma « cell-
centered » . En effet, une partie des inconnues est localisée aux centres des mailles et 'autre partie
aux centres des mailles duales. Une cellule dite diamant est donc définie par les centres de maille du
maillage physique et du dual. A partir de ces inconnues on reconstruit assez facilement un gradient
dans la cellule diamant. Pour compléter le schéma il suffit d’écrire la discrétisation de la divergence
pour chaque inconnue ou la discrétisation de la formulation variationnelle. Le schéma préserve la coer-
civité et converge sur maillages non structurés. L’utilisation de variables localisées aux noeuds et aux
centres de mailles rend plus difficile le couplage avec des schémas hydrodynamiques de type Godunov
ou les inconnues sont situées uniquement aux centres des mailles. Ces schémas ont beaucoup été étu-
diés notamment dans [Her00]- [Her07].

Il existe encore un certain nombre de travaux sur la discrétisation des problemes de diffusion sur
maillages non structurés. On peut notamment citer les méthodes mimétiques [LSSVOT7]- [LMS04]-
[BLS05]- [KLS04] ou encore les travaux de C. Le-Potier et ces co-auteurs sur des corrections non linéaire
des schémas de diffusion permettant de récupérer la coercivité ou le principe du maximum [DIP09]-
[LePo09]- [LePo09].

1.4 Objectifs de I’étude

A travers ce mémoire on souhaite étendre les schémas dit « asymptotic preserving » au cas des
maillages non structurés et construire des schémas numériques adaptés pour les différents systemes
hyperboliques avec termes sources raides issus principalement des équations de transport linéaires. On
souhaite donc construire des méthodes numériques avec a ’esprit plusieurs objectifs :

e Le schéma doit étre « cell centered » (centré aux mailles) pour étre compatible avec les codes

hydrodynamiques Lagrangiennes.

e Le schéma doit étre consistant dans tous les régimes, notamment le régime de diffusion.

e Si le modele admet des propriétés tel que un principe du maximum ou une propriété d’entropie

on souhaite les conserver.

e Les schémas doivent étre valides pour des parametres de relaxation variables (opacités pour le

transfert radiatif, sections efficaces pour la neutronique).

e On souhaite construire des schémas semi-implicites avec des conditions CFL indépendantes de

€ ou des schémas implicites dont le conditionnement est acceptable pour toute valeur de ¢.

e Les schémas 2D doivent pouvoir se généraliser facilement au 3D.
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Deuxieme partie

Schémas « asymptotic preserving »
pour des modeles linéaires
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Chapitre 2

Schémas « asymptotic preserving »
aux noeuds pour I’équation de la
chaleur hyperbolique

Comme cela a été montré dans la section précédente, I’extension naturelle des schémas « asympto-
tic preserving » en dimension deux n’est pas valide en raison du défaut de consistance d’un schéma de
diffusion limite. Pour obtenir des schémas consistants dans tous les régimes on propose deux solutions.
La premiere consiste a partir d’un schéma de diffusion convergent et d’utiliser les mémes principes de
construction afin d’obtenir une discrétisation du systeme hyperbolique compatible avec le schéma de
diffusion. A partir du nouveau schéma pour le systeme hyperbolique on obtient un schéma « asympto-
tic preserving » en modifiant les flux a I’aide de la méthode de Jin-Levermore [JLI6]. Cette facon de
procéder a été étudiée lors d’un projet CEMRACS dont les résultats seront énoncés dans un prochain
chapitre. La deuxieme solution consiste a utiliser un schéma pour le modele hyperbolique utilisant une
formulation différente. C’est cette solution que nous détaillons dans un premier temps. Dans cette sec-
tion, on proposera d’étudier un formalisme volumes finis aux noeuds introduit pour ’hydrodynamique
Lagrangienne dans [Maz07]- [CDDL09]. Aprés avoir rappelé le formalisme aux noeuds, on introduira
I’extension en dimension deux des schémas de Jin-Levermore et Gosse-Toscani valides sur maillages
non structurés. On obtiendra un nouveau schéma de diffusion pour lequel on peut donner une preuve
de convergence. Enfin on donnera des résultats théoriques et numériques.

2.1 Schémas « asymptotic preserving » avec les flux localisés aux
noeuds

Le formalisme aux noeuds pour la méthode des volumes finis a été introduit dans le cadre de
I'’hydrodynamique Lagrangienne par B. Després et C. Mazeran dans [Maz07] nommée depuis GLACE
pour les équations d’Euler [Des09], [CDDL09]. Afin d’obtenir une vitesse pour chaque noeud, ce qui
permet de déplacer naturellement le maillage, les auteurs ont proposés de localiser les flux aux noeuds
du maillage contrairement au formalisme classique qui localise les flux aux milieux des arétes. Afin de
construire un schéma « asymptotic preserving » aux noeuds pour ’équation de la chaleur hyperbolique,
nous utilisons ’analogie entre ’équation de la chaleur hyperbolique et les équations d’Euler linéarisées
en coordonnée Eulerienne ou Lagrangienne. Une fois le schéma aux noeuds obtenu pour ’équation des
ondes, on propose de le modifier a ’aide de la méthode de Jin-Levermore.
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2.1.1 Rappels sur le schéma GLACE pour 1’équation des ondes

On commence par quelques notations. Par convention on suppose que les noeuds sont numérotés
dans le sens trigonométrique ...X,_1, Xy, Xy41... avec les coordonnées x, = (x,,y,). Comme pour la
formulation classique on définit une longueur et une normale associées & chaque noeud

1 L =1+ yra >
l- = —|IX — X, et nj,, = — " " . 21
jr 2” r+1 r 1”2 Jr 2ljr < Tp—1 — Tp41 ( )

Les normales et les longueurs définies aux noeuds satisfont les propriétés suivantes

e ’

o :

\ ,

: :
\

FIGURE 2.1 — Notation pour la formulation aux noeuds. La longueur associée au noeud [, et la normale
associée au noeud nj, sont définies par (2.1). On remarque /;,nj, est égal a la moitié du vecteur qui
commence au noeud X,_1 et finit au noeud x,1. Pour cette formulation le centre de la maille est
également choisi arbitrairement.

> Ly, =0, Y Ly =0 (2.2)
7 r

Enfin, on remarque Vy, Q; = [;-n;,.. Cette propriété est a la base de la construction du schéma. On
peut se référer a [CDDLO09]- [Des09].

Définition 2.1.1. Le schéma GLACE pour l’équation des ondes (modéle (1.62) avec o = 0) est défini
par

Q4| O E; +> 1y (Frymy,) =0,

r (2.3)
|Qj| GtFj + Z leranjr =0.
T
avec les flux
Ejr = E; + (F; — Fp, nyy.),
lerEjrnjr =0. (24)
J

Le schéma GLACE satisfait plusieurs propriétés, conséquences des propriétés géométriques (2.2)
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qui sont nécessaires pour obtenir un schéma conservatif :
S e (B my0) = 0,
J

Z ljr(FT, njr)Ejr =0.
J

(2.5)

Dans [Maz07] 'auteur donne un résultat de convergence que nous rappelons.

Définition 2.1.2 (Résultats de convergence du schéma GLACE pour l’équation des ondes). Soit
Vi (t) le vecteur de la solution du schéma discret en espace, V(t) le vecteur de la solution exacte. On
note h le pas du maillage supposé régulier. On suppose que la donnée initiale appartient & H3(R?). Le

schéma GLACE (2.3)-(2.4) pour l’équation des ondes converge avec [’ordre h et lestimation

th(t) - V(t)HLZ(RZ) < C\/((l + t)HVV(O)H%Q(RQ) + tHV(O)H%{J(RQ))hE

2.1.2 Construction du schéma « asymptotic preserving » aux noeuds

On commence par écrire le schéma GLACE pour I’équation de la chaleur hyperbolique.

1
1085 + - > Lp(Frymy) =0

1 o (2.6)
11 0F; + 2 > LirEjng = — 9] 2¥i
T
avec les flux définis par
Ej;, = Ej + (F; — Fy,nyp),
leTEjrnjr =0. (27)
J

La premiere formule de flux (2.7) correspond a l'invariant de Riemann écrit dans la direction normale.
La seconde formule de flux (2.7) correspond a l’annulation de la somme des forces autour d’un noeud
(point de vue mécanique). Afin d’obtenir I'expression du flux F, on injecte E;, = E; + (F; — F,,n;,)
dans 'égalité Z ljrEjrmj. = 0, ce qui donne

j

> Ui (Bj + (Fj — Frony,)) nje = 0.
j

Par conséquent le flux F, est solution du systeme linéaire :

Z ljrnjr & Njp F, = Z lerjnjr + Z ljrnjr ® nerj- (28)
J J J

Remarque 2.1.1. C. Mazeran [Maz07] a montré que la matrice du systéme (2.8) était toujours
inversible sur les maillages non dégénérés.

Afin d’obtenir un schéma « asymptotic preserving » on propose d’utiliser la méthode de Jin-
Levermore. Pour cela on incorpore I'état stationnaire VE = —ZF dans les flux. On part de I’approxi-
mation de Taylor a ’ordre un

E(xj) = E(x,) + (xj — %, VE(x;)).
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En utilisant I’état stationnaire de la seconde équation de (2.6), on obtient
o
E(xj) = E(x,) — g(xj - x,, F(x,)). (2.9)

On écrit maintenant I’équivalent discret de 1’équation (2.9) a l'aide des flux et des valeurs centrées aux
mailles puis on couple cette expression avec l'invariant de Riemann (2.7), ce qui permet d’obtenir
o
Ej, =E;+ (F; —F,,nj) — E(F,«,XT - X;j),

J

Les flux (2.10) couplés au schéma (2.6) donne le schéma final que I'on nomme JL-(a).

Définition 2.1.3. Le schéma JL-(a) s’écrit

1
192100 + 2 z;ljr(Fm n;,) =0, (2.11)
1 g |
[ 0 + 2 D L Bjenge = = 19| 5 F5,
T

avec les flux

g
E;, =E;+ (F; —F,,nj;) — E(FT,XT - X;j),
o (2.12)
Z ljrnjr @ N, + g Z ljran X (XT — Xj) F, = Z lerjnjr + Z ljrnjr &® Ilerj.
J J J J

On commence par étudier 'asymptotique du schéma (2.11)-(2.12). Classiquement ’étude asymp-
totique de ce genre de probleme utilise des développements de Hilbert qui consistent a décomposer
chaque variable comme une série de puissances en €. Un exemple d’utilisation de développement de
Hilbert est donné dans [BCLMO02]. Pour appliquer un développement de Hilbert dans le cas discret,
on fixe le maillage (ce qui revient & étudier la limite asymptotique sur maillage grossier g >> 1 avec
h le pas de maillage).

Proposition 2.1. Si la matrice de (2.12) est inversible, la limite asymptotique du schéma JL-(a)
est

|Q]| 8,5Ej + Z ljr(Fm l’ljr) =0,

r

(2.13)
o Z ljrl’le ® (Xr — Xj) F, = Z lerjIljr.
J J

Démonstration. On écrit le développement de Hilbert

Ej = Ej,O + €Ej,1 + €2Ej72 + 0(62),
Ejr = Ejr,() + €Ej7«71 + €2Ejr72 + 0(82).
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Le méme développement est posé pour toutes les variables. En incorporant ces développements dans
la premiére équation (2.11) on a

1
1410 Ejo + - > Lr(Framge) + Y 1n(Fro,mye) = O(e).

Afin d’obtenir la limite de diffusion, on isole les termes associés aux puissances de % Le terme pro-
portionnel & % pour la premiere équation de (2.11) est

ler(Frﬂ?njr) = 0. (2.14)

le terme proportionnel & O(1) est

19510:Ej0 + Y Ljp(Fr1,my,) = 0. (2.15)

En utilisant la méme méthode pour la deuxiéme équation de (2.11) on obtient trois termes

1
? : Fj’() = 0, (216)
1
. > LirEjronr = —0||F;1, (2.17)
r
1
670 : |Qj‘8tFj70 + Z lerjr’lnjr = —0‘|Qj|Fj?2. (218)
r

De la méme fagon on obtient pour le solveur nodal (2.10), le developpement de Hilbert donne

1
-0 > Ly @ (%, — %) | Frg =0, (2.19)
J
et

1
570 : Z ljrnjr & Ny Fr,O +o Z ljrnjr &® (XT — Xj) Fr,l (220)

J J

= Z leEjpan + Z lean & Ilerj’().
J J

En supposant que la matrice du systeme (2.19) est inversible, on montre F,. o = 0. Puisque les équations
(2.16) et (2.20) sont vérifiées, on obtient

g Z lj,nnjr ® (XT — Xj) Fr,l = Z leEj,onjr. (221)
J J
Cette égalité couplée a I’égalité (2.15) donnent le résultat final (2.13). O
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Le schéma (2.11)-(2.12) peut s’interpréter comme ’extension en dimension deux et aux noeuds
du schéma de Jin-Levermore. Il serait maintenant intéressant d’étendre aussi le schéma de Gosse-
Toscani. Le principe de construction du schéma de Gosse-Toscani utilisant la localisation des termes
sources aux interfaces et un probleme de Riemann parait difficilement utilisable en dimension deux.
On propose donc de partir du schéma JL-(a), avec une discrétisation du terme source localisé aux
interfaces comme en dimension un (1.47). Cette méthode permet d’obtenir un schéma qui peut étre
vu comme 'extension du schéma de Gosse-Toscani en dimension deux. Pour cela on utilise la relation

>l © %, = | 1.
-

Cette formule est & la base de I’étude de consistance menée sur GLACE dans [Des09]. On peut ainsi
définir une nouvelle discrétisation du terme source qui reste homogene a la discrétisation classique.

Définition 2.1.4. Le schéma JL-(b) est défini par

1
1 0,5 + — ;ljr(Fr, nj,) =0,
1 - (2.22)
’Qj’ 8tFj + E Z leranjT = —? Z ljrnjr ® (Xr - Xj)FT.
s T

avec les flux

g
Ejr = Ej + (Fj - Franjr) - E(FT’XT - Xj)’

o (2.23)
Z ljrnjr @ nj, + z Z lirnjr ® (xr — Xj) F, = Z Lir Ejng, + Z LirDjr @ 0y Fj.
J J J J

Proposition 2.2. Si la matrice nodale des flux (2.23) est inversible, le schéma JL-(b) (2.22)-(2.23)
admet le schéma (2.13) comme limite asymptotique.

Démonstration. Le schéma (2.22)-(2.23) peut se réécrire sous la forme suivante

1
125105 + - > 1r(Frymy,) =0,

1 (2.24)
11 0F; + — ; LjrEjrmjr = 0,
avec les flux
Eﬂfr = Ej + (Fj - F,, njr),
o (2.25)
Z Lirnjy @ mjr + = Z Lirnjr @ (% — %;) | Fr = Z lirEnjy + Z Lirnjr @ nj, F;.
J J J J
En utilisant les développements de Hilbert on obtient
1
= > Lir(Fro,my,) =0, (2.26)
I8

o4



1
o [laE+ > lir(Fro,m,) = 0. (2.27)
T
Pour la seconde équation on obtient

1 *
=Y 1B gnye =0, (2.28)
T

= : ’Qj‘@ﬂ?jp + Z lj?"E;r,lan =0. (2.29)
'

Maintenant on utilise la définition du nouveau flux E;fr, ce qui donne

Z leE;r’onjr = Z leEjpnjr + Z ljrnjr & an(Fjp — Fr,O) =0. (230)
r r r

On montre que le second terme de (2.30) est nul en utilisant la propriété des schémas aux noeuds
>, Lirnj, = 0. Par conséquent I’équation (2.30) se simplifie et donne

> Ly, ® 0y (Fjo — Frg) = 0. (2.31)
T

Comme pour le premier schéma on utilise le développement de Hilbert dans le solveur nodal et sous
condition de positivité de la matrice ) jlirnjr @ (x, — x;), on obtient les deux relations suivantes

Z lirnj, @nj. | Fro+o Z Ly, @ (%, —%x5) | Frn = Z Lir Ejonjy + Z Liynj, @n;,Fjo
J J J J
(2.32)
et Fno =0.

Puisque F,. o = 0, alors la relation (2.31) est équivalente a > [;,n;, ® n;,F;o = 0. Il est trivial de
montrer que la matrice ) [;,n;, ®n;, est symétrique, définie positive pour un maillage non dégénéré,
on peut se référer a la démonstration de C. Mazeran dans [Maz07], alors ;o = 0. Ce résultat associé
avec les relations (2.32) et (2.27) clot la démonstration. O

Les précédentes démonstrations nécessitent que la matrice > j ljrnj, @ (X, — x;) soit inversible.
Nous allons donc étudier son inversibilité afin de vérifier si les schémas aux noeuds (2.11)-(2.12) et
(2.22)-(2.23) sont correctement définis.

2.1.3 FEtude de linversibilité de la matrice locale

Dans cette section nous donnons un critere sous optimal de positivité de la matrice locale du
schéma de diffusion. Puis nous étudions ce critére dans le cas des triangles afin d’extraire une condition
géométrique. La matrice locale issue des schémas JL-(a) (2.11)-(2.12) et JL-(b) (2.22)-(2.23) est la
suivante

g
Z, ljrnjr ® njr + - Z ljrnjr ® (% — Xj)' (2.33)
J J
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Son inversibilité est nécessaire a la bonne définition des schémas aux noeuds. Elle est composée de
deux matrices. Une premiere symétrique et définie positive sur tous maillages non dégénérés (on peut
trouver la preuve dans [Maz07]) :

lernjr @ Njp. (2.34)
J

Une deuxieme :
A= Ly, @ (%, — X;), (2.35)
J
pour laquelle il n’existe pas de résultat d’ inversibilité. On remarque que, sauf cas particulier, A, n’est
pas symétrique. Le but de cette section est d’étudier 'inversibilité et le caractere défini positif de cette
matrice. On propose d’utiliser la définition suivante.

Définition 2.1.5. Une matrice est définie positive si elle vérifie
(y,Ary) >0 VyeR? y #0.

Remarque 2.1.2. Pour les maillages triangulaires une possibilité existe afin de garantir que A, =
AL > 0. En effet, en supposant que l'orthocentre est a Uintérieur du triangle il suffit de choisir x; égal
a lorthocentre. Dans ce cas X, — Xj = dj;nj, avec djr > 0. Par conséquent

A, = Z ljrdjrnjr QN = Af,
J

Comme Ua prouvé C. Mazeran cette matrice est inversible car les normales engendrent R? lorsque
la somme sur les mailles j est suffisamment importante. Cependant, pour que l’orthocentre soit dans
le triangle il faut que les angles soit inférieurs a w/2. Par conséquent cette solution ne nous permet
d’obtenir des matrices inversibles que dans le cas de maillages triangulaires réguliers.

On a pour le moment échoué a obtenir un résultat aussi général que celui de C. Mazeran pour
la matrice A,. Cependant, on montre que si le maillage n’est pas trop déformé la matrice est définie
positive. Pour cela on part de la constatation que Tr(A,) =2 |V, | ou | V; | est la mesure du volume
de contrdle V. (figure (2.2)) associé a un noeud x,.

Définition 2.1.6. Le volume de contréle V, est le polygone défini par les points

Ca XL X XL

ot x; est le centre de la maille, X1 le centre des arétes qui contiennent le noeud x,.. Un exemple est
donné avec la figure (2.2).

L’idée de I'étude est de comparer les matrices A, et | V. | 1. Plus précisément il s’agit d’écrire
A, comme une perturbation de la matrice | V, | I, puis de montrer que si le maillage n’est pas trop
déformé, cette perturbation est suffisamment petite pour que A, reste définie positive.

Proposition 2.3. La matrice A, satisfait :

- 1 .
A= Vel Lot 5 ) (wji% OWi1 — Vi ® vH%) =V, | T+ P, (2.36)

J
avec Wj+% = (Xj+1 - XjJr%)} Vj+% = (ijr% - Xj) et

Tr(A) =2V, | . (2.37)
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FIGURE 2.2 — Définition du volume de controle V, autour du noeud x,. Le volume de controle est le
polygone défini par les centres de maille x; et les milieux des arétes x +1 autour du noeud.
2

Démonstration. Pour le polygone défini V, par les points x; et X, 1 autour du noeud x,, on peut
2
écrire I’identité suivante qui est issue du théoreme de Stokes.
T 1 1 1L 1
V| I = Z(ijr% =)@ (S X)) =X )+ (5 =% )T @ (501 %)) =%, ) (2.38)
J

1
2

1 1
= Z(Xﬂ% —x;)t® <2(Xj+§ —Xj)+%xj — xr> +(Xj—xj_%)J—® (2(x]_é —Xj)+%xj — xr> . (2.39)
J
Puisque lj,n;, = —(Xj+% — %)t — (x5 — Xj_%)l on a

1
)T ® (% =%,

), (2.40)

[SIE
N|=

~ 1 L
(Vo[ Ta=Ar 5D (xj01 = %) @ (xp51 —x5) = ) (3 — %,

J J
qui se réécrit en utilisant la définition de P donnée par A, =| V, | I, + P. Le second point est évident
puisque pour tout vecteur v on a Tr(v: ® v) = 0. d

En introduisant le volume de controle Vj, associé & un noeud r et une maille j définie par
(%, X, X1, X;j+1) on peut écrire la matrice A, sous la forme suivante :

- 1 -
A=) (!V}‘r!fd t3 (Wﬁr% BWj1 = Vi ® Vj+;>> = Z (\er\fd + Pj) , (2.41)
J J

ou si Vj, est défini par (xr,xj_%,xj,xﬂ%)

-~ 1 -~
A=) (’Vf"“'“ ty (Wi ew v, e Vj+;)> =5 (Wil + 7). (242)
J J

En utilisant les deux décompositions précédentes on peut obtenir des conditions sur les matrices P;
telle que la matrice A, est définie positive.
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Proposition 2.4. Si pour toute maille j, l'une des inégalités suivantes est satisfaite
1 1
Virl > 51501 = 50118 — 505551 + %)l (2.43)

1
Il — 5 (500 + x50l (2.44)

~ 1
Vel > 511 itk = 5

it T Xi-

alors la matrice A, est définie positive.

Démonstration. Soit x un vecteur de R2. Pour la décomposition (2.41) (idem (2.42)) on obtient que

(%, Arx) = D Vil [P+ Y (% Pix) = > (IViel = p(P5)) %117,
J J J

oun P} = %(Pj + P]t) est la partie symétrique de P; et p(P7) le rayon spectral de la matrice P;.
On constate donc immédiatement que si pour tout j [Vj.| — p(P7) > 0, la matrice A, est alors
définie positive. Reste maintenant & étudier ce rayon spectral. On pose C' = wt @ w — v ® v avec

v = (a,b) € R? et w = (a,b) € R? alors

b A —a?+ a2+ v - b
C* = —a? 4+ a2+ b2 — B2 ~2
5 ab— ab

On définit z = (a —a), y = (b—0), o = X
Tr(C®) = 0. En utilisant la factorisation ab — ab = xa + y/3, on montre que

+b)et g = 3(a + @). Immédiatement on voit que

Det(C*) = —(2* +y*)(a® + ) = —[lv — w]|” H%(V +w)|[*.

Puisque C° est une matrice de taille deux a trace nulle on sait que :

pC%) = Apar = 5 (TH(C?) + /TH(CTP — 1DH(C) ) = flw = | I3 (v + w)|.

quand on remplace v et w par les vecteurs définis dans la décomposition (2.41) de A,, cela nous donne
les criteres de positivité (2.43). Le principe reste le méme pour obtenir le critere (2.44) a partir de la
décomposition (2.42). O

Remarque 2.1.3. Pour des maillages composés de triangles équilatéraur ou de carrés, il est facile de
vérifier que la matrice A, > 0 car Xji 1= %(Xj+1 +x;), par conséquent linégalité (2.43) est vérifice.

Le critere obtenu est clairement sous optimal. En effet, des le début de la preuve on voit que
la minoration, n’est pas optimale. En outre on donne un critére local sur chacun des morceaux des
décompositions (2.41) et (2.42). On peut penser que méme si chacun des morceaux de la matrice A,
associé a chaque sous-maille ne respecte pas les précédents criteres (2.41)-(2.42), la matrice pourrait
étre malgré tout, définie positive. Cela sera vérifié numériquement ultérieurement.
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FIGURE 2.3 — Un triangle générique. Le barycentre est G = %(A + B + C). Le milieu de l'aréte BC
est [ = 1(B+0O).

Inversibilité de la matrice nodale dans le cas triangulaire

Afin d’illustrer I’étude précédente, on propose dans le cas des triangles de passer des critéres algé-
briques (2.43)-(2.44) a des criteres géométriques. Le cas des triangles équilatéraux est traité dans la
remarque (2.1.3). Pour obtenir ces conditions géométriques il suffit de caractériser les trois inégalités
locales (2.44) (une par noeud) pour un triangle générique dépeint par la figure (2.3).

On définit trois angles. Le premier est 04 I'angle entre le segment AG et KJ, le second 0p est
I'angle entre BG et K et le dernier est ¢ 1'angle entre CG et I.J (voir figure (2.3)).

Proposition 2.5. Les trois inégalités locales (2.44) sont vérifiées si

1
| sin(64,B,c) |> 1 (2.45)

Démonstration. Par symétrie, il est suffisant d’étudier la condition de positivité (2.44) pour le sommet
A par exemple, qui correspond a

X, =A, X, :J:A+C X :K:A+B

_A+B+C
i+ > i3 > -5

3

Xj =G
Le quadrangle 17}7« dans 'inégalité (2.44) correspond & 17}7« =(A,K,G,J). On a
- 1 ‘
| Vir = SIAG[[JK]| | sin(0a) | -

On voit que ||x,, 1 —x. 1| = ||JK]||. Par conséquent on a

1
s = 50

+ Xj_

[V

1
2

A+B+C 2A+B+C
R e
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—2A+B+C, | B+C

= - = — All.
|- PR B g
: K+J :
Comme G est le barycentre on sait que ||AG|| = §\|AI [|. En outreD:T, ce qui donne
2A+B+C 1
14D = jla - Z2EEXG g

1 1
alors [|AD|| = L[|AI| et [|DC| = £|[AI||.
Par conséquent, I'inégalité (2.44) est équivalente a
1 ) 1
SIAGIINITE] | sin(04) [> SITK|IDG].

En utilisant les relations ||AG|| = 2[|Al|| et || DG|| = §||AI|| on obtient la condition | sin(64) |[> . O

Afin de simplifier la suite on définit A, B et C les angles associés aux sommets A,B et C.

Proposition 2.6. On a la correspondance

| sin(64) | (2.46)

sin2(B— C) ’
\/ 1+ 4sin? Bsm2 C
Des formules similaires existent pour les deux autres angles.
Démonstration. Pour simplifier la preuve on choisit le sommet : A = (z,y), B = (0,0), C = (1,0) et

D = (0.5,0). On sait que z = cot(B)y et 1 — x = cot(C)y. Par conséquent

. 1 ot o — cot(B)
cot(B) +cot(@) 1T cot(B) + cot(C)’

N 1 ~ ~
A présent on peut remarquer que x = cot(64)y, alors cot(f4) = E(cot(B) —cot(C)). Ceci est équivalent

a
in(C — B
cot(f4) = Sm(A—)
2sin(C) sin(B)
1
Pour conclure on utilise 1+ cot?(4) = — . O
sin“(04)

On désire caractériser tous les angles de fagon a satisfaire les conditions suffisantes de positivité
(2.45) en utilisant la relation (2.46). On définit la fonction g par

1
sin?(B—0) .
\/1 + 4sin? Bsin?2 C

Puisque A+ B+ C = m, la condition (2.45) pour 'angle A se réécrit a I’aide de la relation (2.46) sous
la forme

9(B,C) =

F(B,C)> =, avec f(B,C) = min (g(f}, C)glr—C —B,C),g9(B,m—C — B)) .

1
4
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0.5
0.25
0.125

FIGURE 2.4 — Trace de la fonction f avec z € [0,7] et y € [0, 7]. La partie intéressante correspond
ax>0,y>0etz+y < m Le domaine de positivité f(z,y) > i est délimité par l'isoligne bleu
f(z,y) = %, qui se trouve entre les deux autres.

On observe sur la figure (2.4) que si tous les angles sont strictement supérieurs & une valeur qui
est proche de
Oap = 0.2 rad, (2.47)

ce qui équivaut a peu pres a 11 degrés, le critere de positivité (2.45) est alors respecté. Cette valeur
correspond au coin gauche en bas de l'isoligne bleue, (figure 2.4). Finalement, dans le cadre d'un
maillage triangulaire on obtient une condition géométrique assez peu restrictive. Maintenant il va
s’agir de trouver une estimation plus précise de cette valeur. En effet I'inégalité (2.45) est équivalente
a

sin(B — C)

sin Bsin C

\/670<:> ‘cotE—cotC" < \/@

Par symétrie on obtient que ‘cot A —cot é’ < /60 et ‘cot B — cot fl‘ < 4/60.

a=cotA, B=cotBety=cotC. (2.48)
Puisque A+B+C = 7 alors v=— cot(fH—B) =— Oéf;ﬁl Supposons que vy < 8 < « . On obtient les deux
inégalités suivantes a — 5 < /60 et 5+ af=1 < /60. On considere le cas a = 6 and 8+ af=1 — /0.

a+p a+p
La solution est obtenue en résolvant I’équation quadratique 3a? — 2v/60a — 1 = 0. On obtient une
valeur particuliere ay = g4+ = M : dans le cas y— = B4 — /60 = M. On définit 'angle

Oopt comme étant égal a

V60 + /63

cot Oopt = 3

(2.49)
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Par construction cot (7 — 200pt) = -
Proposition 2.7. Supposons que tous les angles satisfont
Oopt < A, B,C < 1 — 200, (2.50)
avec Oop défini par (2.49) alors les trois inégalités (2.45) sont satisfaites.
A T’aide de 'équation (2.48) on montre que cot (T — 20,pt) < @, 5,77 < cot Oope. Donc

—2\/@+\/@< <\/@+\/@
3 b)

a, 8,7 3

qui se transforme en max (|a — 8,8 — 7/, |y — B8|) < V/60.

Remarque 2.1.4. On note que
Oopt ~ 0.189 rad. (2.51)

est une estimation plus précise que l’estimation graphique (2.47) donnée par l’examen de la figure 2.4.

Remarques sur l’inversibilité de la matrice nodale.

L’étude de l'inversibilité de la matrice nodale a permis d’exhiber des conditions sur la géométrie
locale du maillage. A ce stade plusieurs remarques. D’abord, dans le cadre des triangles la condition
de positivité suffisante est assez peu contraignante puisqu’elle admet tous les triangles dont les angles
sont supérieurs a environ 11°. Les tests numériques effectués sur différents maillages montrent que
méme si les criteres de positivité (2.43)-(2.44) ne sont pas respectés, la matrice reste définie positive.
Numériquement nous observons que la matrice est définie positive sur tous les maillages utilisés. Afin
de l'illustrer nous donnons les résultats suivants : soit A, la valeur propre minimale associée a la matrice

A, et donnée par
1
Ar = i(Tr(A,,) —/Tr(A,)2 — 4Det(A,)).
Le tableau (2.1) donne pour plusieurs maillages le min, A, et max, A\, sur tous les noeuds du maillages.

Pour ces résultats on prend 1600 mailles & chaque fois. Avec K un coefficient de déformation du maillage

min A\, max A,
Maillage aléatoire quad. 0.001418 0.003128

’ Maillage ‘ ‘ ‘
; Maillage de Kershaw, K=1 } 0.001288 } 0.003627 }
| | | |
| | | |

Maillage de Kershaw, K=1.9 | 0.0001523 | 0.00464155
Maillage aléatoire trig. 0.001163 0.004031

TABLE 2.1 — Valeurs minimale et maximale de A\, pour plusieurs maillages.
de Kershaw. Le cas K = 1 correspond a la figure (2.7). Puisque la valeur propre minimale de A, est
toujours strictement positive sur ces maillages, la matrice est toujours définie positive sur ceux-ci.
La derniere remarque concerne la coercivité de la matrice nécessaire au théoreme 2.11. Il s’agit de

1423]] > oV, (2.52)
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t
ou A = % la partie symétrique A, et a > 0 une constante positive indépendante du maillage.
Dans le cas de maillage triangulaire il suffit de modifier 'inégalité (2.50) par

Bopt < Omin < A, B,C < T — 20min < ™ — 200pt,
ol O est un parametre indépendant du pas de maillage h.

Cette étude, bien que donnant un résultat incomplet et sous optimal, nous donne une idée de 'en-
semble des maillages admissibles dans le cas triangulaire. En outre les résultats numériques montrent
que la méthode est bien plus robuste que ne le laisse présager ces résultats théoriques.

2.1.4 Variantes du schéma aux noeuds

Nous définissons un formalisme qui rend possible la construction de variantes pour les schémas
JL-(a) et JL-(b). Ces variantes sont basées sur une formulation tensorielle des schémas aux noeuds
introduite dans [Klu08]. Elle permet de proposer une discrétisation différente que ce soit pour la
partie acoustique ou la partie liée au terme source dans les flux. Pour commencer on réécrit le schéma
(2.11)-(2.12) sous la forme

1
Q| 0 E; + - > 1y (Fr,my) =0, s
r 2.53
1 o
Q] O F; + - > Gy = — 9] 2¥i

~ 0— A
Gjr = lr Ejnjr + Qe (Fj = Fr) = =55 Fry
N o ~ -
DG+ 2D B | Fe =3 LrEmy + )@ F;.
J J J J

Le schéma (2.11)-(2.12) correspond au schéma (2.53)-(2.54) avec B\jr = BJIT = ljnj, ® (x, — X;) et
Qjp = a]f.r = ljynjr ® nj,. Le systeme linéaire (2.54) est obtenu a l'aide de la propriété >, G;» = 0.

(2.54)

Pour le tenseur associé au terme source on propose une deuxiéme solution B]ITI =| Vjr | I avec Vj, le

volume de controle associé au noeud r et & la maille j. Par conséquent Bjr =| V, | I, est une matrice
toujours inversible sur maillages non dégénérés. D’autres variantes seront définies par la suite. Pour la
partie acoustique G. Kluth a montré que le schéma hydrodynamique EUCCLHYD (voir [MABOO7]-
[Maill]) pouvait étre incorporé dans ce formalisme. Nous proposons donc une seconde variante pour
le tenseur acoustique qui permet de retomber sur le schéma EUCCLHYD. Le tenseur qui donne le
schéma GLACE est (voir [Klu08])

a]I;,, = ljrnjr & Njp. (255)
Le tenseur qui donne le schéma EUCCLHYD est

1
~IT
“r = o, (=11 @ Dyt + e 101 @ D) (2.56)

avec ljr—1p, ljrrs1, Njr—1,r €t 041 les longueurs et normales associées aux arétes [Xr—1,%X,] €t
[Xy, Xr41]. Dans le cas linéaire les deux schémas EUCCLHYD et GLACE sont trés proches, par contre
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il peut exister des différences non négligeables dans le cas hydrodynamique. Dans le cadre de l'ex-
tension de ces schémas au modele non linéaire M; équivalent a un systeme de la dynamique des gaz
(chapitre 7), il est intéressant de pouvoir utiliser les deux variantes.

Remarque 2.1.5. On peut introduire le méme type de variante pour le schéma JL-(b) (2.22)-(2.23)
en utilisant le schéma (2.53)-(2.54) avec le terme source —% . By Fo.

Proposition 2.8. Les schémas JL-(a) et JL-(b) ont la méme limite asymptotique quelque soit le choiz
du tenseur acoustique 0j,.. Le schéma limite est entiérement déterminé par le tenseur (j, de la fagon
suivante

Q4| 0E; + > 1y (Frymy,) =0,

g Z B\jr F,« = Z leEjan.
J J

2.2 Etude théorique des schémas aux noeuds

On souhaite montrer la convergence du schéma JL-(b) dans tous les régimes. La premiere solution
est de montrer que le schéma converge indépendement de € (schémas uniformément « asymptotic
preserving » au sens de la définition 1.3.4). La seconde consiste a démontrer successivement que le
schéma JL-(b) converge lorsque ¢ tend vers zéro vers un schéma de diffusion convergent (schémas
« asymptotic preserving » au sens de la définition 1.3.3, figure (1.1)). Dans cette section on étudiera
des schémas continus en temps, afin de ce concentrer sur les problemes de consistance. Le probleme
temporel sera traité intérieurement.

2.2.1 Résultats et hypotheses géométriques

On commence par rappeler des résultats d’estimations géométriques issues de [Des09]. On définit
le pas de maillage h = max;(diam(£2;)). On commence par supposer que le maillage est régulier :

C1h < Q] < Cah. (2.57)
Par construction
|12 < Cdiam(€) < Csh, [|@jp]l2 < Csh
. En effet a;, = ljrnjrl;%, or la norme d’'un produit tensoriel d’'un vecteur avec lui méme est le
carré de la norme du vecteur. Un produit tensoriel de ce type admet un déterminant nul donc p le

rayon spectral est égal a la trace. On peut immédiatement constater que la trace est égale au carré de
la norme du vecteur. Donc

ajrll2 = [[Ljrnge ]2,
d’ou le résultat. Enfin on s’intéresse & la matrice A,.
Proposition 2.9. On suppose que le volume de contréole V, satisfait

C1h? <| Vi |< Coh?, (2.58)

alors

14;]l2 < CH?.
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Démonstration. On part du résultat acquis dans le cas de 1’étude de cette matrice (2.41) . On sait que

)7

vt

V.
57 Vi @ Vits

2

~ 1
A, =V, I;+ §Z(Wﬁ_% QW
J

= (x,

avec W 1 = (Xj41 — XH_%) et v, 4L~ x;). En outre on a montré que

j 2
1 4 1
HWH_% ® Witl — Vj+% ®Vj+%H2 = ij-i-% - Vj+%H H§(Vj+% + Wj+%)”'
Il est évident que ||w, 1|[ < C3h et que |[v;, 1]| < C4h. On utilise deux fois I'inégalité triangulaire
2 2
afin d’obtenir la majoration
1
1 €1 2 2
Wiy @ Wy —vhy & Vil < SVl 1wy, )2 < Coh.
Il suffit d’utiliser 'hypothese sur le volume de controle pour conclure. O
On considérera par la suite que les quantités ||l;,n;.|| et ||, || sont homogenes a O(h) et que ||A, ||
est homogene a O(h?).
2.2.2 Convergence du schéma limite de diffusion

Les schémas construits ne sont « asymptotic preserving » que si le schéma limite est un schéma
convergent pour la diffusion. Cette preuve utilise une approche différente des preuves classiques multi-
D et est plus proche des méthodes de preuves pour les volumes finis 1D. On considere le schéma
semi-discret

1
BtEj — m Z ljr (FT, l’ljr) = O,

AF, = lerEjnjr, avec A, = — <Z] lirnj, @ (X, — xj)) .
J

(2.59)

Avant de commencer quelques remarques et hypotheses. Tout d’abord : pour la preuve le signe a été
changé devant les opérateurs discrets par rapport a (2.13), cela nous permettra de montrer que F, est
une approximation de VE(x,) et non de —VFE(x,), ce qui est plus agréable. On choisit o = 1. Afin
de simplifier la preuve et de ne pas prendre en compte les conditions limites le domaine D = (7) de
calcul est un tore. Enfin on suppose que la solution est réguliere

E(t,x) € C' ([0,T], W*>*(D)) . (2.60)

La technique de preuve est basée sur une étude de consistance des flux. En effet les méthodes de
volumes sur maillages non uniformes ne sont pas consistantes au sens des différences finies. Puisqu’il
n’existe pas un équivalent du théoreme de Lax dans le cadre d’une étude de consistance de flux, on
démontrera pour le schéma (2.59) que la consistance des flux et la stabilité impliquent la convergence.
On commence par définir les erreurs de consistance suivantes

1
a;j(t) = OE(t,x;) — o] > L (VE(t, %), 050)
Iy

. (2.61)
br(t) = V ATVE(t, X,,«) — Z ler(t, Xj)l’ljr
" j
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Lemme 2.10. I existe une constante C > 0 telle que les estimations suivantes soit vérifiées
laj| < Ch  pour tout j, (2.62)

et
l|br|| < Ch, pour tout r. (2.63)

Démonstration. Par construction on sait que

COE(t,x;)dx AE(t,x)dx
BtE(t,xj):fQ] i +O(h):—fQJ ‘ o) =
€] 1€

= — OnE(t,x)do + O(h).
€25 Jaq,

Par définition de /;,n;. on a

VE (t,x}, )+ VE (t,x
ler (VE(t’XT)vnj?“) = Z/@Q ( Jk) 5 ( jk) ,n; | do,
r k ik

ou les noeuds X;'_k et x, sont les extrémités du segment 9€2;;. On en déduit que

VE (t,x} ) +VE (t,x
ajZO(h)+¥Z/ VE - (¢ ( xjk),nj do. (2.64)
’QJ| k 8ij 2

Puisque la fonction dans U'intégrale de (2.64) est approximée par la formule des trapeézes, on en déduit
que

VE (t,x5,) + VE (1,x5;)
/ VE - 5 ;| do| < CR2 |, < O, (2.65)
09,

En divisant (2.65) par |Q;| et en utilisant les hypotheses de régularité sur la quantité E, on obtient
que aj = O(h). Le second terme est défini par

b, = | Vi | lernjr ® (%, — Xj) VE(t, %) + Z ler(t’Xj)njr
r j 7

1
| Vel

> (i (%0 — x4, VE(t, %)) + E(t,x;)) 0.
J

A Paide d’un simple développement de Taylor on montre que
E(t,x;) + (x, — xj, VE(t,%,)) = E(t,%,) + 0;,(h?),

alors

1
b, = Al > 05 (h*)ljrmjr = O(h).
J
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Maintenant que le résultat de consistance des flux (2.62)-(2.63) est établi on propose de démontrer
la convergence du schéma en norme L?. On définit les erreurs

ej(t) = B;(t) — E(t,x;) et £,(t) = Fu(t) — VE(t,x,).

avec Ej(t), F;(t) la solution numérique en espace et E(t,x;), E(t,x,) la solution exacte. L’erreur e;
est définie de la fagon suivante
e(t,x) =e;(t) Vxe Q.

Perreur de la f,. est définie par
f(t,x)=1.(t) VxeV,.

Ces définitions permet d’introduire les erreurs numériques

E(t) = [le(®) 32y = Z|@| E(t,x;))?

Fo(t) = Ifl132 o0 = (/ZVHF VEa,xr)th).

Théoréme 2.11. Supposons E(t,x) € C* ([O,T],W&"O(Q)). Supposons qu’il existe une constante
a > 0 telle que pour tout v

A+ Al

|AZ|| > a| Ve | ou A= est la partie symétrique de A,. (2.66)

Alors le schéma limite de diffusion est convergent pour tout temps T > 0. C’est a dire qu’il existe

C(T) > 0 tel que
le@ 2 + Ifllz2(0,1x0) < C(T)h, 0<t<T. (2.67)

Démonstration. Par construction on a

ate t Xj ’ Q ’ Zl]r njra T - a](t)?

) + Z zjrn]re] = V,b,(t). (2.68)

On a l'identité

—QZ’Q | €;(t) Ze] ((Zlﬂ n;,, (¢ )‘HQ‘%())
=2 Z €2 ej(t)a;(t) + QZ e;(t) (Z Lir (07, fr@)))

= 2(€(t),a(t)>L2(Q) -+ 22 lernjrej(t)7fr(t)
r j
=2 (e(t), a(t)) 120y + 2 (F(1), b(1)) 2y — 2 ) (Arfn(2), £:(1))
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=2 (e(t), a(t)) p2(q) + 2 (E(£), b(1)) o) — 2D (A3 (1), £:(2)).
L’ hypothese sur la matrice locale permet de dire que >, (ASf.(¢),£.(¢)) > a||f(t) ||?. Donc

pUE@IP + o HIb()]?
2

B0 < o) + o)l + 2 ) - 2alf@ 12, o

En choisissant © = «, on obtient
EL(t) <

Fr(t) — o (1) + a0l + ~[b(0)| < S B, (1) + OB, (2.69)

DN | =
N | —

grace aux erreurs de consistance (2.62)-(2.63) et au fait que le domaine D soit borné. Par construction
E,.(0) = O(h?), donc en utilisant le lemme de Gronwall E,.(t) < Cth? qui prouve que ||a(t)|| < C'th
pour toutes constantes C’. Enfin il suffit d’intégrer (2.69) sur intervalle de temps [0, 7] pour obtenir

T
EL(T) + aF(T) < B,(0) + | (;Er@) + cn?) dt < C"TH?,
0

ce qui permet de déduire I'estimation de convergence finale (2.67). O

Le schéma limite converge sur maillages non structurés aux moins pour des solutions régulieres.
Ce schéma est un nouveau schéma, bien qu’il soit assez proche du schéma MPFA [AE06]- [AMO08] ou
du schéma & 9 points [Ker81].

2.2.3 Etude de stabilité des schémas « asymptotic preserving »

On étudie la stabilité L? des schémas JL-(a) (2.11)-(2.12) et JL -(b) (2.22)-(2.23) que nous avons
définis précédemment. On suppose pour simplifier que le domaine est un tore. On considere ici les
schémas semi-discrets en temps.

Proposition 2.12. Le schéma semi-discret JL-(a) avec Bjr =| Vi, | I et ajr donné par (2.55) ot
(2.56) est stable en norme L>.

Démonstration. Le schéma semi-discret est donné par
1
|5 1 0B + - zrzljr(anjr) =0,

1 . (2.70)
| Q| OF; + ngjT = — | ;QFJ'-

On commence par définir la norme L? associée au schéma (2.70)

1

Bt = 5 [ (1 B) P +(F o) dx.

Si la norme L? décroit au cours du temps, le schéma semi-discret est stable en norme L?. Par conséquent
cela revient & prouver que E..(t) < 0. On a

B0 = 5 [ 4 (1 Bh(e) P (P Fu(e)) dx = [ BL(ODELD + (Fu(t). 01 ()
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= Z 19| (E;(1)0cE; () + (F;(t), 0:F;(2))) -

En utilisant la définition du schéma (2.70) on obtient
/ 1 1 o
E.(t)=—2 > 1 Ei(Feyny,) — - > (G Fy) - 2 > 1951 (Fy, Fy). (2.71)
g g J

On développe le second terme de la précédente équation a l'aide de la formule de flux (2.23) afin
d’obtenir

ZZ (G, F)) ZZZJTE (F;,nj,) +ZZ (@;-(F; — F, ,Fj)—gZZ(BerraFj)' (2.72)
Vi T

Puisque ) ljn;, = 0 (propriété fondamentale des schémas aux noeuds, qui permet d’obtenir un
schéma conservatif) le premier terme de (2.72) est nul. En sommant sur r le terme (2.54) définissant
le solveur nodal et en permutant les sommes, on montre que

ZZZJV’EJ'(FWHJT ZZ a]r + 5]? FmF ZZ OZJT (2.73)
i T

Pour continuer il suffit d’incorporer les relations (2.72) et (2.73) dans I’équation (2.71) et de permuter
les sommes dans E.(t), ce qui donne

ﬂzzaﬂF ~F,),F;,—F,) 222@,&,1? ~F)) Z|Q|F],F (2.74)

Dans la suite de la démonstration on considere le tenseur a , (2.55), mais la démonstration reste

identique avec le deuxieme tenseur a (2 56). En effet, c’est la propriété de symétrie du tenseur qui
permet d’arriver au résultat. On obtlent donc

t) = _é Zzljr(njm (Fj - r 2 ZZ B]’I‘FT7F j 2 Z ‘Q | Fij (2‘75)
L

Pour conclure, il suffit d’utiliser le fait que Bjr = \V],n|./fd et que ) |Vjr| = |Q;]. Par conséquent on
peut réécrire le second terme et le troisieme terme de 1'équation (2.75) sous la forme suivante

%ZZ | Vir | (Fy, Fr) + (FJ’FJ) - (FT’Fj))

g
= LSS Ve LU+ IR+ [P — ) > 0
7 r

Par conséquent E,.(t) < 0. O

Proposition 2.13. Le schéma semi-discret JL-(b) avec Bjr =| Vjr | I, ou Bjr =l ® (%, —x;) et
Qjr donné par (2.55) ot (2.56) est stable en norme L*.

Dans le cas ot Bjr = ljynj, ® (X, — %), on fait Uhypothése que A, = Zj Ejr est positive. Des
conditions suffisantes pour cela sont données dans la section 2.3.2.
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Démonstration. La premiere partie de la preuve est exactement la méme que pour le schéma JL-(a).
On part de lestimation

EL(0) = =230 Y b, (B = B = 530 S (5P By = Fy) = 5 301 (FLFy). (270)

Dans le cas de ces deux tenseurs on a || = > Bjr- En effet si ﬁjr =1, | Vir | c’est immédiat. Si
Bjr = ljpnj, ® (X, —%;) on peut le montrer immédiatement en utilisant I'identité suivante
D Ly @ % = 14|y,
T
et Y ljnj = 0. Cette propriété nous permet d’obtenir

B0 = =2 33 Lo, By — B2 = 53 S (B, ) (2.77)
J r J r

Pour conclure il suffit de permuter les sommes. Puisque } Bjr est positive alors E,(t) < 0. O

Remarque 2.2.1. La stabilité L? du schéma semi-discret implique naturellement la stabilité dans la
méme norme du schéma implicite.

2.2.4 Convergence du schéma JL-(b) vers le schéma de diffusion

Dans cette section on souhaite montrer que pour un maillage donné, les solutions discretes du
schéma JL-(b) convergent vers les solutions du schéma de diffusion quand ¢ tend vers zéro. On suppose
que le maillage satisfait les hypotheses (2.57)-(2.58). Afin de simplifier les notations on pose B, =

> Qjry Br =" j Qjr, Ar =) y ﬁjr. On part du schéma semi-discret JL-(b) sous la forme suivante

1
’ Qj ’ 8,5Ej + g Z(lj’r‘an’7F7”) = 07

1 _
| | OF; + — > (I Ejngy + @0 (F; = Fy)) =0,

i . (2.78)
By + ZA) e = Y LBy — > @, Fi =0,

(Bt 2 B =3 e Bime =32

Ej(t =0) = EJ,

Fj(t=0) =0,

Ensuite on introduit la limite de diffusion. On définit les inconnues suivantes (Ej, f‘j, f‘r) solution du
systeme

~ 1 _ ~
| Qj | atEj + g Z(ljrnjr, Ar ! Z lirEinir) = 07
r %
B;F; - Y @;,F, =0,

- (2.79)
O— ~ ~

*ArFr - lerz ir = Oa
AT =D by Bm
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Avant d’introduire le résultat de convergence et la preuve, on définit les notations

E. = (Bj—1(t), . Bj—n(t)),
Fo = (Fj1(t), .. Fj_n(t)),

Fp = (Froi(t), .. Frono(t),

€. = (6E7j:1, <y €E j=n, €F j=1, -+ ep’j:n),
€n = (eF,r:h ) eF,r:nv)7

avec ep; = Ej(t) — Ej(t), er; = F;(t) — Fi(t), n le nombre de mailles, nv le nombre de noeuds.

On introduit les mémes définitions pour les quantités E., F., F,. On définit aussi la norme discrete
associée & ces quantités. Par exemple pour la quantité E. la norme L? discrete s’écrit

IEel[7: =D 195 1| B; >
J

Pour la quantité F,, la norme L? s’écrit
[Fnll72 =D | Vi | (Fr Fy).
T

Une preuve de stabilité analogue a celle proposée pour le schéma JL-(b) permet de montrer que
le schéma de diffusion correspondant a la premiere équation de (2.79) est stable en norme L?. Par
conséquent ||E.(t)||z2 < ||E(0)||z2.

Lemme 2.14. On suppose que

Or
Bi=> aj, Ar=) Bjr et By + — A
r J

sont inversibles. Les quantités Fn, F, sont magjorées par les estimations suivantes
~ IS -
[[Fnllr2 < ;hCnHECHL?a (2.80)

et
~ £ ~
IFellzz < —hCoo|[Ee| 2, (2.81)

Démonstration. On définit la norme L? discréte du vecteur formé par les quantités F,
S ..
HFnHLQ = Z | Vi | (Fr, Fr).
T
On injecte la définition de F, donnée par (2.79) pour obtenir
B2 g2 -1 > 2
B = 5 S0 1V LA S o By
T %
On utilise les inégalités de norme matricielles, I'inégalité triangulaire et ’hypothese (2.57) pour obtenir

2
~ 6 _ ~
[Fallzz < Cu?—5 > Ve 1A 2 D1 B P
r J
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En définissant le ratio pj, = qui est borné par les hypotheses (2.57)-(2.58), on obtient donc la

majoration suivante

~ ~ o~ e ~
Bz = \/Z V(B F) < Uh?Cn\/Z 11 (2.52)
r J

avec C, = C\/maxr (1|47 '|]2)). On obtient (2.80). En utilisant ||@;|| < Ch et les inégalités matri-
cielles il est immédiat de montrer que

H]?‘CHL2 < CmHFnHL%

avec Cp, = man(HBj_lH). En utilisant la majoration de ||F,|[;2 on obtient (2.81) avec C,, =
C,Ch, . O

Une fois ces estimations établies on propose de montrer que les solutions du systeéme (2.79) associées
au schéma de diffusion (2.79) sont solutions du systeme (2.78) associé au schéma JL-(b) avec des
termes résiduels, Pestimation de ces termes permettant d’obtenir une estimation L? de l’erreur entre
les solutions de (2.79) et (2.78).

Proposition 2.15. La solution (E;, F;, F,) du systéme (2.79) est solution de l’équation suivante :

r ~ 1 ~
| Qj | OtEj + g Z(lean? FT) =0,
T
- 1 - - - .
| Qj | atFj + g Z(lerjnjr + ajr(Fj - FT)) = Rj7 (283)
T
O' ~ ~ ~ ~
(Br + EAT) F, — Z lir Eingy — Z oy = R;la
(2 (2
avec R¢ = <R§:17 o R§:n> et R" = (R)_,,....,R}_,,,). Les termes résiduels sont magjorés par
c €.3 a
HR HL2 < ;h CmHatECHL%
et

IR z2 < Ch (I[Fall12)
Démonstration. On part donc du systéeme
. 1 .
| Qj | atEj + g Z(ljrnjr, FT) =0,
. 1 - - . .
| 5 | 0F; + - > (ljrEmj, + &, (F; — F,)) = RS, (2.84)

r
o ~ ~ o~
(Br + EAT‘) F, — § lir Einyy — E ai ¥y = R:«l
i i

\

Puisque (E;, F;, F,) sont solutions du systeme (2.79) et > l;,n;, = 0 on obtient I’expression de terme
résiduel

RS =| Q; | O,F,
R!' = B,F, - ) a;F;. (2.85)
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En utilisant le lemme précédent on montre que
~ e 1) 3 ~
IRz < SB3C,, 1002
avec Cy, = Cy, C),. Maintenant on cherche a estimer le second terme résiduel R".

”Rn|’2L2 = Z H/:I"(BTFT - Zairﬁia BT‘F’I’ - Z azrﬁz) <
r 7 7

2 (Z |V1”|(B7”FT’ BTFT) + Z ]VA(Z airﬁia Z airﬁz’)> .

La majoration du premier terme est immédiate en utilisant la définition d’une norme matricielle
subordonnée, des inégalités triangulaires, on obtient que

> Vl(BFyr, ByFy) < max, (|| By|3)||Fnl 72
T
Sachant que max,(||By||2) < Ch. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
YIVAQ S anFi Yy anF) <y Y Vil PlIE| 2.
r i i T

;g’; on obtient
1

SUEOICES SEEUETD WETILIR oty
T i i i T
On sait que les ;- sont bornés par hypothese sur le maillage donc

Z |V;“|(Z azrﬁzazawf‘z) < ChQHFcH%m-

On introduit le parametre p;, =

Pour conclure il suffit d’utiliser la majoration sur ||F,|| 2 et celle sur ||F.||;2 pour obtenir
IR |z < Cogho (112 ) (2.36)
O

Proposition 2.16. On introduit eg; = F; — E’j, erj = Fj — Fj, ep, = F, — ]?‘,,. Ces quantités
satisfont

( 1
| Q| Orepj + - ZT:(ljrnjr, er) =0,

1 _ ¢
[ € [ Beery + - > Ujrepmjr +@jr(er; — ery)) = R, (2.87)

T

o N "
(Br + EAT> €, — E lireE,inir - E Qirep j = Rr .
i A

En outre les vecteurs €. = (€g j=1, ..., €, j=n, €F,j=1; ---, €F j=n) €t €n = (€Fr=1, ..., €Fr=ny) Satisfont
les estimations suivantes

lecllz> < b= (CollBe(O)llz2 + CoRTIOEe ]|~ oo ) (2:83)

alm

et
E ~
leallz2 < (Cralleclle + Cp h2|1Eellz2) (2.89)
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Démonstration. On pose eg; = E; — Ej, er; = F; — Fj, ep, = F, — FT. En utilisant le lemme
précédent on sait que les quantités qui viennent d’étre définies satisfont

( 1
RURR N z;(lﬁnjr,em) =0,
1 ~ c
| Qj | atepd‘ + g Z(ljreE,jnjr + ozjr(epﬂj — eF,)) = Rj? (2.90)

T
g
_ n
(Br + EAT) ery — g lireg ing — g aprep; = Ry
i i

On pose € = (eg j=1, ..., €E, j=n, €Fj=1, ---, €F j—pn) l'erreur entre la solution du schéma de diffusion et
celle de JL-(b) et

Bt = [ (¢%.) = 30 19 | (L en P +eryers))

En reprenant mot pour mot la preuve de stabilité du schéma on sait que si on ignore les termes
résiduels R¢ alors E.(t) < 0. Avec le terme résiduel on obtient

E(t) <23 IR r2(pylle’l r2(py-
J
On utilise les majorations de la proposition 2.15 et du lemme 2.14 précédent pour obtenir
’ g ~
E.(t) < th3;||3tEc||L2(D) E(t),

avec Uy = (), Ch, et

B2 = \/Z 1 | (B, 0,5;).
J

En utilisant des arguments de type Grondwall on obtient

£ ~
VE(T) < VE(©0) + chhsgHatECHLOO([O,T}:B(D))- (2.91)
On sait que eg ;(0) =0 et ep;(0) = F?. On utilise (2.80)-(2.81) pour obtenir
he | ~
Er(0) = Co—IIEc(0)l] z2(p)-
Pour conclure on sait que le schéma limite de diffusion est convergent et stable, par conséquent on

sait que ||0;E¢||.2 est borné. Maintenant on souhaite estimer la norme L? associée & l’erreur entre les
flux F, et F,. On introduit la norme L?

Z "/’/"(FT - Ferr - FT)) = HenH%Q
T

On utilise la définition de ep, dans (2.90) afin d’obtenir la majoration suivante

o -1 ~
rlllerr|” < T r+ —Ar JreE,jjr T QjreF
Villler > <> [ Vi [ Il (B + oA l + 12
" " ! (2.92)

o —1
v, (BT —Ar) R"||2.
#3213+ ||
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En utilisant le fait que la matrice (B, + £A,) soit inversible on montre que son inverse est majoré,

par conséquent le second terme de (2.92) est majoré
g a2 9 4 1112 ny2
STV (B +24,) Ry < max, (6 + 2407 P) IR
T

Toujours en prenant les mémes arguments un rapide calcul montre que le premier terme de (2.92) est
borné par

g _ ~
max, (H(Br + A 1!\2) S IVe 1D ljrer g + ajrerg|
r i

Puisque les quantités ||l;,n;.|| et ||@;,|| sont bornées par Ch. On majore ainsi toutes ces quantités

dans la somme précédente et on introduit le ;. = ||gf||. Par conséquent
J

o -1 ~
S (B4 Za,) (X tiergmye + e | 1P <
T J

o _
ma, ([|(Br + 247 ) 3 1] (lessl? + llers?) (Z ujr)
i T
Pour conclure il suffit de majorer les coefficients 15, et de reconnaitre la norme L? de €. 1l suffit de

sommer les estimations pour obtenir le résultat. O

Remarque 2.2.2. Le schéma JL-(b) converge quand e tend vers zéro vers le schéma de diffusion (2.13)
lui méme étant un schéma convergent pour la discrétisation de I’équation de la chaleur (théoréme 2.11).
Par conséquent, le schéma est « asymptotic preserving » au sens de la définition 1.3.5.

2.2.5 Dérivation des schémas JL-(a) et JL-(b) en dimension un

Dans cette section on propose de démontrer que les schémas JL-(a) et JL-(b) dérivent en 1D sur
des schémas ayant la méme structure que les schémas de Jin-Levermore et Gosse-Toscani. Dans un
premier temps on réécrit le schéma JL-(b) sous une forme qui est I'extension 2D du schéma (1.46).
Puis on montre que en 1D le schéma obtenu est tres proche du schéma (1.46) avant de conclure.

Proposition 2.17. le schéma JL-(b) peut se réécrire sous la forme

" 1 ~
‘ Qj ‘ 8tEj + g Z(leanv MTFT) =0,
1 . = 1 ~ (7
|| OF; + - Z QM (Fj — Fy) = —— (Z ajr(Ia — Mr>> F;, (2.93)

Z ajr FT‘ = Z le’Ejan + Z aj’"Fj’
J J J

\

avec

—1
R o ~ ~
M, = § ajr + g E Bjr E Qjr |,
J J J

et
ajr = ljpnjr @0, Bjr = lrngr @ (X = X;).
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Démonstration. On part du schéma JL-(b) (2.22-(2.23) écrit sous la forme suivante.
1

Q| 0E; + =3 (g, Fy) = 0,

| j|t]+ET(]rn3r 7‘)

1 .
| Q5 | OF; + z zT:(lerjnjr + ;- (Fj — F;)) =0,

IINES D LS T IYRS
j j J 7

(2.94)

\

On pose F,. solution du solveur nodal classique
Z &jr FT = Z leEjan + Z aerj.
J J J

On peut constater immédiatement que F, = M, F,. Pour la premitre équation il suffit de remplacer
F, par M. F, pour obtenir le résultat. Pour la deuxieéme, par définition des normales et des longueurs
associées aux noeuds on sait que
Z lerjnjr =0.
T

Pour conclure il suffit de remplacer F, par M, F, dans la seconde équation et de remarquer que
Z Gjr(Fj — M F,) = Z ajr(Ig— M,)F; + Z ajr M, (Fj — Fo).
T ' T

Ceci clot la preuve. O

On retrouve une écriture similaire au 1D. En effet, le schéma JL-(b) se réécrit comme le schéma
aux noeuds classique ou les flux sont corrigés a l'aide d’une matrice M,..

Remarque 2.2.3. La matrice M, est une généralisation en dimension deuz du coefficient M introduit
dans les schémas 1D de Jin-Levermore et Gosse-Toscani. Cependant elle contient en plus des infor-
mations géométriques a travers le tenseur Bjr qui permettent d’obtenir un gradient consistant dans le
régime limite.

Proposition 2.18. Soit h le pas de maillage, sur maillage Cartésien, la matrice satisfait M, = Mfd

_ 2
avec M = Tactoh et

1 PP o =~
—= (Z ajr(Ig — MT)> = ——h’MIy.
€ €
T
Démonstration. Dans un premier temps un rapide calcul montre que
M, = M1y

En effet dans le cas Cartésien, on montre que

1
M, = ( Ve Y ) ( V2h 0 >
T 1 )
0 NI 0 V2h



par factorisation on constate que

V2h B V2e
V2h+ %h2 V2 +oh’

Il faut aussi montrer
1 o~ o~
= (Z ajr(Ig — MT)> = —;Mlth.
T

Dans le cas Cartésien on montre que

_% <;ajr(fcl_MT)> =—i< \/gh \/%h><1_0M 1_0M)'

On commence par faire sortir le coefficient % afin d’obtenir

1 S o [ 2he(1 - M 0
s (;O‘jr(ld_Mr)>:_€2< 7 (0 : \/iha(lM)>'

(e

En développant et en mettant au méme dénominateur on obtient

V2he

g

(1— M) = Mn?
O

Sachant que le schéma au noeuds classique dérive en 1D sur le schéma upwind avec un coefficient
de viscosité différent, le précédent résultat nous permet de montrer d’exhiber le schéma JL-(b) en 1D.

Proposition 2.19. En dimension un, le schéma JL-(b) (2.22)-(2.23) s’écrit

Fijpi —Fji MEj+1 —E;+Ej

OE; +M =0,
L+ 2eAx V2eAx
(2.95)
Eii1—FE._4 Fiy1—2F,+F;_4 o .
OF; + M=t =L =) J ) M=F;=0,VYje0.
th 2eAx V2eAx * g2’ J "
_ V2
avec M = Taetoh”

En utilisant le méme type de manipulations algébriques on prouve que le schéma JL-(a) est tres
proche du schéma de Jin-Levermore en 1D (seul le coefficient de viscosité change).

Proposition 2.20. Le schéma JL-(a) (2.11)-(2.12) est équivalent a
1 -
| Q; | O Ej + - Z(lﬂ"nj?‘? M, F;) =0,

1 - ~ o
| IatFj+gZO<jr(Fj —Fo)=—5 [ | F
T

Z ajr Fr = Z leEjan + Z (/)d\erj,
J J J

(2.96)
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avec

1
~ g -~ ~
M, = g Qjr + g E Bjr E Qjp
J J J

et
ajr = ljrnjr & Njp, Bjr = ljrnjr & (Xr - Xj)-
Démonstration. On part du schéma (2.11)-(2.12). Pour la premiére équation le calcul est trivial. Pour

la seconde équation
o

~ P = o 0—/\ ]
D (B —F0) = 23 BiFr =) @jrFj =3 (Gjr+ _Bir) M:F
J

J J J

Sur maillage Cartésien o, + gBjr = 2—\%]’; + 25 1 et

Par conséquent

On obtient la reformulation (2.96). O

En utilisant cette reformulation et les manipulations algébriques précédentes on obtient que

Proposition 2.21. En 1D, le schéma JL-(a) (2.11)-(2.12) s’écrit
Fj+1 — Fj_l B MEj+1 — 2E]‘ + Ej_l

OB, + M =0,
1Rt 2eAx V2eAx
(2.97)
E 1—E‘_1 F'+1—2F‘—|—F‘_1 o .
OF; + =t =L ) J 1) —F;=0,Vj€0..
i+ N \/ieAx +€2 g , V) n
_ 2
avecM—\/i6+0h.

2.2.6 Conclusion sur les schémas « asymptotic preserving »

Le schéma limite des schémas JL-(a) et JL-(b) pour le tenseur Bjr = ljynj, ® (x, — x;) étant
consistant, on peut énoncer la propriété suivante

Proposition 2.22. Le schéma JL-(a)

1
1085 + - > lip(Frmy,) =0, .
r 2.98
1 o
€| 0F; + - > Gy =10y 2¥i

et le schéma JL-(b)

1
11085 + - > Lip(Frymy,) =0,
; (2.99)

1 o
14105 + - > Gy = 2 > Ly © (% — x5)Fy,
' '
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avec les flux
~ g5
Gjr = lerjnjr + ajr(Fj - F’I‘) - ngerh

IS S FED RGNS e
j j J 7

et Bjr = ljynj, ® (X, —X;) sont « asymptotic preserving »au sens de la définition (1.3.3).

(2.100)

Remarque 2.2.4. Le théoreme 2.11 et les propositions 2.15-2.16 montrent que le schéma JL-(b) est
« asymptotic preserving » au sens de la définition (1.3.3). Pour montrer rigoureusement que le schéma
JL-(a) « asymptotic preserving » au sens de la définition (1.3.3) il faudrait obtenir I’équivalent des
propositions 2.15-2.16. Cependant les développements de Hilbert nous donnent un premier résultat
formel.

2.3 Discrétisation temporelle et conditions limites

2.3.1 Discrétisation temporelle

Trois discrétisations temporelles possibles : explicite, implicite et semi-implicite. Deux problemes se
posent. Les schémas sont ils stables sous une CFL indépendante de € ? Selon la discrétisation temporelle
restent ils « asymptotic preserving » 7 Dans le cas des schémas implicites et explicites un rapide calcul
en utilisant un développement de Hilbert montre formellement que les schémas restent « asymptotic
preserving » . En ce qui concerne la stabilité des schémas, elle découle des résultats précédents de
stabilité des schémas semi-discrets. En effet, la décroissance de la norme L? (propositions 2.12 - 2.13)
revient a dire que si A est la matrice de discrétisation spatiale et V un vecteur alors

(V,AV) < 0.

A Taide de cette propriété il est immédiat de montrer que le schéma implicite et explicite sont stables
(sous CFL dans le cas explicite).
La norme L? discrete étant définie par

VI = 1951 (V5 V),
J
pour V le vecteur de variable du systeme et donc V = {V;_1,...V,_,}.
Cas implicite Soit M la matrice diagonale des volumes de mailles, le schéma implicite s’écrit
MV = MV™ + AtAV™H,

Puisque (V, AV) < 0 alors la matrice fd — AtA est définie positive et donc inversible. On multiplie
par V™1 pour obtenir

(MV™ LV = (MV?, V' AL AV VI .

On utilise le fait que la matrice A soit négative ainsi que l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir
que
1
IV e < V7|2
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Cas explicite Maintenant on propose de montrer que (V, AV) < 0 implique que le schéma explicite
en temps est stable en norme L? sous une condition CFL. On définit de la méme facon le schéma
explicite

MV = MV"™ + AtAV™.

En utilisant le méme type de calcul on obtient la stabilité sous une condition CFL. En effet on obtient
VP2 = (VMV™H, VMV™) + A (VP AV,

VP12 = (VMV™ VMV™) + ALV MV MW MAV™),

On regroupe tout et on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir
[V < [[Ta+ ALM Al [V [V
Ce qui revient a dire que le schéma est stable si
1Tg 4+ AtM 1Ay < 1. (2.101)

Puisque A est négative on peut obtenir un pas de temps qui satisfait cette condition. Pour cela on
utilise la définition suivante de la norme deux

1T+ AtM ™LAl = sup \/((fd +ALMLA)x, (T + AtM*lA)x).
=

Par un rapide calcul on obtient

1T+ AtM ' Ally = sup /(1 + At(x, (M—TA+ AIM -1+ ALAM 1M1 Ab)x)).
|xl[=1

Puisque la matrice M~ composée des volumes de mailles est strictement positive, la condition CFL
(2.101) peut étre respectée seulement si A est une matrice non positive. On souhaite maintenant
exprimer cette CFL. On commence par remarquer que (x, AM 1M~ Alx) = ||AM ~'x||?. La condition
CFL revient a

At (x, (MTTA+ A'Mx) + A2||M T Ax|> <0, Vx tel que ||x|| = 1.
En remarquant que (x, (M—1A+ A'M *1)x) < 0, on obtient la condition CFL suivante

| (x, (AM~t + M1 ANx) |

e R VT

Il est connu pour ce type de modele que la CFL de la partie transport est contrainte par € et que
la CFL induite par le terme source dépend de % Il est bien évident que lorsque € tend vers 0 ou o
vers l'infini un schéma explicite est inutilisable. Le schéma implicite leve bien entendu cette restriction
mais cet avantage est contrebalancé par un cout calcul a chaque itération nettement plus important (le
conditionnement des méthodes itératives étant en général plus mauvais dans le régime de diffusion).
Dans un certain nombre de cas physiques € vaut 1/c avec ¢ la vitesse de la lumiére et o peut étre
tres grand. Pour cela une alternative étudiée dans [En07] consiste & impliciter juste le terme source.
En effet, dans ce cas on obtient un schéma stable sous une condition qui dépend moins des grandes
variations de o et qui ne nécessite aucune inversion matricielle. Le fait que I'on conserve la propriété
« asymptotic preserving » apparalt moins évident mais reste cependant vrai comme l’illustre le calcul
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suivant. On pose E(t,,x) = E", F(t,,x) = F". On utilise le schéma semi-discret en temps et non
discrétisé en espace.

Ertl—E" 1
_ 4+ - div(F") =0,
Fn—i—éﬁ F» 16 o 1 (2102)
- - - En — _7Fn
At + av g? ’

la seconde équation montre que
€
F' = —ZVEF" + O(c?).
o

11 suffit de combiner cette expression a un développement de Taylor en temps d’ordre 1 qui donne que
Frtl = F* + At9,F" + O(At?) pour obtenir I'équation limite

Entl — En 1 At

S | <VE") + =0 div(F™) + O(At?* + ) =0

At o €

Enfin on remarque que 0; div(F") = —¢(0x E"+O(At)). Il suffit d’injecter cette formule dans I’équation
précédente et puisque E est régulier en temps, on obtient des dérivées bornées et donc la limite de
diffusion de ce schéma semi-implicite est

Entl _ gn 1
——— —div [ =VE" | = O(At).
At <J ) (&%)
Ce schéma offre donc une troisieme possibilité de discrétisation temporelle qui peut étre utile pour
un certain nombre cas test. Pour finir on introduit les discrétisations semi-implicites aux noeuds. La
construction d’un schéma semi-implicite pour le schéma JL-(a) est immédiate. Pour le schéma JL-(b)
on utilise la formulation suivante (2.93).

Le schéma « asymptotic preserving » semi-implicite JL-(a) est donné par
En+1
[ A Z jenr, F) =0,
+1
191 S G =G B

o~
G?T = leEj n;, + Oij(F;L — F?) — gﬁern
~ g ~ ~
Z Qjp + g Z ,Bjr F? = Z ljrl’leE]n + Z Oéerj
J J J J

Le schéma « asymptotic preserving » semi-implicite JL-(b) est donné par
n+l _ rn 1

| |~ +EZ(zjrnjr,MFT):o,

(2.103)

n+1

Fotl _Fr
| | L———L + - Z%r r(Fj — (Z%r Iq— M, >F"+1 (2.104)
S | B X+ Y,
i i j

avec

~ g~ ~ =~
Z ojr + Z gﬁjr Z Qjr | ﬁjr = ljrnjr ® (Xr - Xj)-
J J J

81



[ J

Les résultats numériques montrent que les schémas semi-implicites sont valides en régime de diffu-
sion et que la condition CFL pour le schéma JL-(a) semi-implicite est de type transport. Pour le schéma
JL-(b) semi-implicite les résultats numériques montre que la condition CFL est au pire parabolique.

2.3.2 Conditions limites

Nous détaillons dans ce paragraphe les conditions de Neumann (pour le schéma de diffusion (2.13))
et les conditions de flux nul (pour les schémas « asymptotic preserving » ). La condition de Neumann
pour I’équation de diffusion s’écrit

(VE(t,x),neqzt) = 0.

La condition de type flux nul pour I’équation de la chaleur hyperbolique
(F(tv X)7 ne.rt) = 07

oll neyy = (nl,;,n2,;) est la normale extérieure. Le résultat (2.63) montre que F, est consistant
avec le gradient VE(t,x,). Par conséquent la condition de Neumann pour 1’équation de diffusion est
équivalente (F,,n.y) = 0 avec F, le flux de diffusion. Finalement cette condition se traite de la méme
fagon que pour les schémas discrétisant I’équation de la chaleur hyperbolique et I’équation de diffusion.
Cependant la matrice A, n’est pas toujours inversible sur les bords. Pour résoudre cette difficulté on
utilise la méthode décrite dans [Klu08]- [CDDL09]- [Maz07], dans laquelle la condition (F,n) = 0 se
réécrit de la fagon suivante

{ (Fr,nen) =0 (2.105)

(ATFTa temt) = (Z] ljrnerja temt)7

et teyr = (—m2,,, nl ;) est le vecteur tangent & la frontiere. Pour les coins du maillage on prend F,. = 0.
Ces résultats peuvent se retrouver en utilisant des arguments de mécanique comme des arguments de
type mailles fantomes.

La condition de Dirichlet consiste a imposer une valeur de E aux bords. Pour traiter cette condi-
tion on utilise la condition dite de « pression imposée » définie [Klu08]- [CDDL09]- [Maz07]. Si on
souhaite imposer une E = FE,,; sur le bord, il suffit de résoudre

g
Z ljrnjr @ njr + g Z ljrnjr ® (Xr - Xj) F, = Z ljr(Ej - Eext)njr + Z ljrnjr ® nerj-
J J J J

2.4 Modes parasites et stabilisation

Il est connu que les schémas aux noeuds exhibent des modes parasites [Maill], c’est a dire des
comportements dégradant la qualité de la solution numérique du schéma. Ces modes parasites se
présentent notamment sur maillage Cartésien et sont liés au fait que sur ce type de maillage les schémas
aux noeuds admettent stencil en croix. En effet, supposons un maillage Cartésien ou la longueur des
carrés est h. Dans ce cas [;, = h_ les vecteurs n;, associés a la maille j sont

5 (2 (3) (3)
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Apres de rapides calculs on obtient que

h* 0
Ay = ( 0 h2 ) ’
et que le schéma de diffusion (2.13) est équivalent &
+1
By ~ By Elrg—n T Elrrg—n T By + Erigryn — 48
At 2h?

Pour des solutions régulieres un stencil de ce type n’est pas génant mais pour certaines données
discontinues des modes parasites apparaissent. Par exemple, si on prend une masse de Dirac comme
condition initiale, le schéma ne va pas converger. En effet, a cause de ce stencil en croix, un sous-
maillage correspondant aux stencils du schéma TPFA ne sera pas utilisé par le schéma. Ceci donnera
une solution en sablier [Maill]. Le second cas se présente sur maillage triangulaire avec des conditions
de Neumann, en effet, dans ce cas en temps long les solutions se dégradent et des modes parasites
apparaissent. Le schéma peut converger donc vers un état stationnaire différent bien que proche de
I’état stationnaire exact. Tant que le gradient discret F, peut étre nul sans que la solution discrete
autour d’un noeud soit constante, le schéma admettra des modes parasites. On propose donc une
méthode pour pallier ce défaut des schémas aux noeuds. Une voie possible est d’assurer le taux de
production locale d’entropie est non nul lorsque la solution n’est pas constante. On rappelle que dans
notre cas l'entropie est donnée par 'opposée de la norme L? et que le taux d’entropie discret est donné

par — Y (u,, Ayu,).

=0. (2.106)

Redéfinition des normales

Afin d’assurer que le taux de production d’entropie s’annule que pour des données constantes, on
propose de redéfinir les normales et la longueur nodale. A cette fin on utilise

birjr = b 4t b 40 g

avec [ jrald les longueurs entre le noeud r et les milieux des arétes et n; 1 les normales associées a
2 ? 2

ces arétes.
L’idée consiste a modifier le produit /;,n;, en modifiant le milieu des arétes. Cette modification préserve

lernﬁ = 0, Z leIljr =0.
7 r

Pour toute aréte de taille d, on définit deux points qui sont le milieu de ’aréte décalé de +« avec, par
exemple o = %. Au lieu de choisir le milieu de I'aréte on choisit un de ces deux points mais le choix
doit étre le méme pour les deux mailles qui ont cette aréte en commun. Cette stratégie permet donc
de redéfinir un couple /;,n;,.. Pour chaque couple de normale et de longueur on a quatre possibilités de
définition car on peut utiliser £« pour chaque aréte connectée & un noeud. Par conséquent autour d’un
noeud on obtient un groupe de 16 produits longueur, normale possible pour un maillage quadrangulaire.

Pour un maillage Cartésien la procédure est assez simple : Soit P; ; un noeud du maillage, (a,b) deux

nombres appartenant a {%, %}2, a la place du milieu des arétes on utilise les points P; j+a(Pit1,;— P ;)

et P;j + b(P;j+1 — P ;). Afin d’obtenir le schéma final on fait la moyenne des 4 choix possibles pour
(a,b). Maintenant on obtient un nouveau taux de variation de la norme L?

—% S Y (Acu,, ).

c=14 r
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Grace a cette modification le gradient et le taux de production d’entropie ne sont nuls que si la
solution discrete est constante. Pour obtenir un schéma symétrique sur maillage Cartésien, il faut
choisir correctement les nouveaux points qui définissent les nouvelles normales. Cette méthode peut
étre aussi appliquée pour les schémas JL-(a) et JL-(b).

2.5 Reésultats numériques

Dans cette section nous allons donner des résultats numériques pour le schéma de diffusion et pour
les schémas « asymptotic preserving » dans différents régimes. On propose de tester ces schémas sur
différents maillages introduits par les figures (2.5)-(2.6)-(2.7).
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FIGURE 2.6 — Maillages triangulaires régulier et aléatoire

2.5.1 Résultats numériques pour le schéma de diffusion
Cas test : Solution fondamentale

Pour commencer nous étudions le schéma pour la diffusion dans le cas d’une solution réguliere. La
condition initiale est la solution fondamentale de ’équation de la chaleur & t=0.001. Le temps final est
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FIGURE 2.7 — Maillage de Kershaw, K=1

Ty = 0.011. Dans ce cas test on peut ignorer les conditions limites car la solution est nulle au voisinage

du bord 0.
On remarque sur la figure (2.8) que sur maillage Cartésien le schéma TPFA et le schéma de diffusion

aux noeuds défini par (2.13) pour les deux variantes 3, (qui sont identiques sur maillage Cartésien)
sont convergents a ’ordre 2 en norme L' et L?.

10

01k

0.01 |

0.001 F

0.0001 E

fe0s L v v L
10 100 1000

FIGURE 2.8 — Erreurs pour les schémas de diffusion TPFA (1.69) et aux noeuds (2.13) sur maillage
Cartésien. L’abscisse correspond au nombre de mailles, I’ordonnée a l’erreur numérique liée au
schéma. Les courbes composées de traits rouge et cercles vert correspondent & aux erreurs en norme L'
et L? pour le schéma TPFA. Les courbes composées de carrés bleus et de triangles roses correspondent
aux erreurs en norme L' et L? pour le schéma de diffusion aux noeuds. La courbe bleue correspond &
la fonction h2. On note la bonne convergence & I'ordre deux pour les deux schémas.

Comme prévu par la théorie on observe que le schéma TPFA ne converge pas sur maillages non
structurés, figure (2.9). C’est pour cette raison que la méthode de Jin-Levermore (1.63)-(1.68) intro-
duite dans le schéma de volumes finis standard avec des flux évalués aux arétes, ne génere pas de
schéma « asymptotic preserving » valide sur maillages non structurés. Cela justifie 'utilisation d’un
schéma aux noeuds.

Pour le schéma de diffusion aux noeuds GLACE la convergence et ’ordre dépendent du maillage.
Sur la figure (2.10) on note que le schéma (2.13) avec le tenseur B]IT converge a ’ordre 2 sur maillage

aléatoire quadrangulaire. Par contre le schéma (2.13) avec le tenseur JITI ne converge pas sur maillage
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FIGURE 2.9 — Erreurs pour le schéma TPFA sur le maillage aléatoire de la figure (2.5). L’abscisse
correspond au nombre de mailles, I’'ordonnée a ’erreur numérique liée au schéma. Les courbes verte et
rouge correspondent aux normes L' et L? de 'erreur numérique associée au schéma TPFA. La courbe
bleue correspond & la fonction h2. On note la non convergence du schéma TPFA

aléatoire.

01} . 01 \ 4
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FI1GURE 2.10 — Erreur pour le schéma aux noeuds avec la variante J[r sur la gauche et la variante ]ITI

sur la droite pour un maillage aléatoire quadrangulaire. L’abscisse correspond au nombre de mailles,
I’ordonnée a ’erreur numérique liée au schéma. Les courbes verte et rouge correspondent aux normes
L' et L? de l'erreur numérique associée au schéma TPFA. La courbe bleue correspond & la fonction
h2. On note la non convergence pour la seconde variante.

Dans les tables (2.2) et (2.3) on donne I'erreur de convergence en norme L' entre la solution exacte
et la solution numérique du schéma (2.13) pour Ejr = ljnj, ® (x, — x;) sur différents maillages.
Pour évaluer 'ordre nous utilisons la formule suivante : Soit hy, ho les tailles caractéristiques des deux
maillages (par exemple la longueur de la plus grande aréte) et ey, , ep, les erreurs associées a ces deux
maillages. L’ordre de convergence est calculé a partir de la formule

_ log (ehl/eh2)
log (h1/h2) -

Le schéma aux noeuds (2.13) est un schéma d’ordre deux sur maillage quadrangulaire. Par contre
on remarque que sur maillage triangulaire on ne converge pas toujours a l'ordre 2.
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Nb cellules\Maillages ‘ Cartésien ‘ Aléa. quad. ‘ Smooth quad. | Kershaw

40-80 2.06 2.03 2.15 2.58
80-160 2.01 2.43 2.04 1.99
160-320 2.00 2.04 2.02 1.99

TABLE 2.2 — Ordre de convergence sur maillages quadrangulaires

Nb cellules\Maillages ‘ Tri. régulier mod. | Tri. régulier | Tri aléa.

40-80 0.94 2.18 1.81
80-160 0.95 2.00 1.3
160-320 0.98 2.00 1.4

TABLE 2.3 — Ordre de convergence pour les maillages triangulaires. Le maillage triangulaire régulier
est donné a gauche de la figure 2.6. Le maillage triangulaire régulier modifié est obtenu & partir d’un
maillage Cartésien. On coupe toujours les quadrangles en deux dans la méme direction.

Cas test : Solution périodique

Dans cette section nous regardons une solution périodique notamment afin de valider la discrétisa-
tion des conditions de Neumann. On prend E(0,z,y) = cos(mz) cos(my), D = |0, 2] x |0, 2[. La solution
de I’équation de la chaleur avec des conditions de Neumann est

E(t,z,y) = exp(—27%t) cos(mz) cos(my).

Dans les tableaux (2.4)-(2.5) on présente les ordres de convergence du schéma aux noeuds avec la
premiere variante tensorielle sur différents maillages. On constate que le schéma converge avec un
ordre compris entre un et deux pour ce cas test.

Nb cellules\Maillages ‘ Cartésien ‘ Aléa. quad. ‘ « Smooth » quad. | Kershaw

40-80 2.00 2.04 1.99 1.97
80-160 2.00 2.01 2.00 1.98
160-320 2.00 1.98 2.00 1.99

TABLE 2.4 — Ordre de convergence sur maillages quadrangulaires.

’ Nb cellules\Maillages ‘ Tri. régulier mod. | Tri. régulier | Tri. aléa

40-80 1.00 2.00 1.28
80-160 1.02 2.00 1.31
160-320 1.00 2.00 1.33

TABLE 2.5 — Ordre de convergence sur maillages triangulaires.

2.5.2 Résultats numériques en régime de transport

Dans cette section on souhaite vérifier numériquement que la modification introduite dans le schéma
pour ’équation de la chaleur hyperbolique n’altere pas la convergence du schéma initial en régime de
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transport (¢ = O(1) et 0 = 0(1)).

Cas test : solution fondamentale

Le premier cas test consiste a étudier la solution fondamentale de I’équation de la chaleur hyper-
bolique (1.62). La condition initiale est une masse de Dirac centrée au milieu du domaine. Le temps
final est T = 0.5. La solution exacte est composée d’une masse de Dirac se propageant a la vitesse 1
et d'une fonction réguliere entre la masse Dirac et sa position initiale. A t = 0.5 la partie réguliere
est négative, mais devient positive en temps long. La trace de la solution fondamentale sur maillage
Cartésien avec et sans stabilisation des modes parasites est donnée par la figure (2.11).

FI1GURE 2.11 — Solution fondamentale de ’équation de la chaleur hyperbolique aux temps 0.5 sans et
avec stabilisation. On trace la variable E(¢,x).

La solution numérique correspond approximativement a la solution exacte, la masse de Dirac se
propage a la bonne vitesse, par contre, naturellement la masse de Dirac est étalée a cause de la diffu-
sion numérique.

Cas test : solution périodique : le systeme (1.62) avec e = 1 et 0 = 1 est équivalent a ’équation
scalaire suivante :

{ Opf+0f —Af=0,
f(t:()?xvy):f()(xvy), 8tf(t:0;x7y):fl(l‘7y)
Cette équation est nommée équation du télégraphe. On va utiliser I’équivalence entre notre systeme

et cette équation pour construire une solution de référence. Soit la condition initiale suivante et le
domaine D = ]0,2[ x 0, 2|

(2.107)

fola,y) = cos(mx) cos(my)  fi(x,y) = 0.

La solution est

t
fltz,y)=e 2 (cos < 87722 — 1t> — 87712 = sin < 87T22 — 1t>> cos(mz) cos(my).
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L’équivalence entre les deux modeles se déduit du changement de variable E = 0, f+f et F = -V f, on
obtient donc une solution de référence pour I’équation de la chaleur hyperbolique. La condition limite
est une condition de Neumann (F,n) = 0 décrite précédemment. On trace l'erreur pour différents
choix de tenseur o, sur la figure (2.12) qui donne les courbes de convergence pour le schéma JL-(a)
et pour le schéma de Jin-Levermore aux arétes (1.63)-(1.68).
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FIGURE 2.12 — Erreur en norme L? pour le schéma aux noeuds JL-(a) avec les différentes variantes du
tenseur acoustique sur la gauche et pour le schéma aux arétes sur la droite. Sur la figure de droite la
courbe rouge correspond au l'erreur numérique et la courbe verte a la fonction % Le maillage est un
maillage aléatoire.

Pour toutes les variantes le schéma aux noeuds JL-(a) converge avec un ordre autour de 1
sur les différents maillages.

Remarque 2.5.1. On ne donne pas les résultats pour le schéma JL-(b) car il sont quasiment iden-
tiques a ceuzr donnés pour JL-(a).

2.5.3 Résultats numériques en régime asymptotique
Cas test de diffusion

Pour les exemples présentés dans cette section il est important d’utiliser un schéma implicite
ou semi-implicite pour éviter la condition CFL dépendante de e. Les résultats exposés sont calculés
avec un schéma semi-implicite en temps. On considere que pour ¢ = O(1073) on est dans le régime
asymptotique. On compare la solution numérique pour I’équation de la chaleur hyperbolique avec la
solution exacte des deux cas test de diffusion. On observe que : les schémas JL-(a) et JL-(b)
convergent avec un ordre proche de 2 quand ¢ tend vers 0 (tableaux (2.6)-(2.7)-(2.8)-(2.9)-
(2.10)-(2.11)).

’ Nombre de cellules /e ‘ e=103]e=10"" \ e=10"" \ e=10"" ‘

40-80 1.90 1.99 2.00 2.00
80-160 1.82 1.97 2.00 2.00
160-320 1.72 1.95 2.00 2.00

TABLE 2.6 — Résultats de convergence pour le schéma JL-(b) sur maillage Cartésien

89



Nombre de cellules /e ‘ e=103|e=10%[e=10°|e=10""

40-80 1.93 2.01 2.02 2.03
80-160 1.93 2.08 2.1 2.1
160-320 1.76 1.97 2.00 2.00

TABLE 2.7 — Résultats de convergence pour le schéma JL-(b) sur maillage Cartésien aléatoire

Nombre de cellules /e ‘ e=103]e=10"1 ‘ e=10"° ‘ e=10"7 ‘

40-80 1.96 2.03 2.04 2.05
80-160 1.86 2.00 2.01 2.01
160-320 1.77 1.97 2.01 2.01

TABLE 2.8 — Résultats de convergence pour le schéma JL-(b) sur maillage « smooth »

Nombre de cellules /e ‘ =103 |e=10"* ‘ e=10""° ‘ e=10""

40-80 24 2.5 2.55 2.56
80-160 1.74 1.82 1.83 1.84
160-320 1.80 1.96 1.99 2

TABLE 2.9 — Résultats de convergence pour le schéma JL-(b) sur maillage de Kershaw

| Nombre de cellules /e [e =103 | e=10""[e=10°|c=10"

40-80 2.26 2.14 2.15 2.15
80-160 1.99 2.00 2.00 2.00
160-320 1.99 2.00 2.00 1.99

TABLE 2.10 — Résultats de convergence pour le schéma JL-(b) sur maillage triangulaire régulier

Nombre de cellules /e ‘ e=103]e=10"1 ‘ e=10"5]e=10""

40-80 1.80 1.81 1.83 1.84
80-160 1.32 1.30 1.29 1.29
160-320 1.43 1.43 1.43 1.43

TABLE 2.11 — Résultats de convergence pour le schéma JL-(b) sur maillage triangulaire aléatoire

Ces résultats de convergence méritent certaines remarques. L’ordre de convergence pour les valeurs
€ = 0.001 et e = 0.0001 décroit légerement. Le phénomene est normal. En effet le résultat de conver-
gence en dimension un [BDF11] montre que I'erreur de consistance est homogene & (h? +¢h) avec h le
pas de maillage. Par conséquent, sur maillage grossier (h >> ¢) le schéma converge avec 'ordre deux.
Si le maillage est fin (h << ¢) le schéma converge avec l'ordre un. Quand ¢ = 0.001 et ¢ = 0.0001
le ratio g est proche de 1, il est donc normal de voir 'ordre se rapprocher de l'ordre 1. Il existe un
autre argument existe pour justifier ce phénomene. L’erreur est calculée entre la solution numérique
de I'équation de la chaleur hyperbolique et la solution exacte de diffusion. Or I’écart entre la solution
exacte de ’équation de chaleur hyperbolique et la solution de diffusion est homogene a O(e). 1l est
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donc normal que 'ordre de convergence se dégrade lorsque ’erreur numérique s’approche de €.

Il est également intéressant de regarder le comportement du schéma pour h fixé € qui tend vers 0.
On choisit un maillage aléatoire quadrangulaire avec 100 mailles dans chaque direction. Les résultats
sont donnés dans le tableau (2.12). On remarque que quand ¢ tend vers 0, 'erreur commise par le

| e | 001 | 0001 [ 0.0001 [ 0.00001 | diffusion |
| erreur L1 | 0.016401 | 0.00813369 | 0.00710269 | 0.00699941 | 0.00698787 |
| erreur L2 | 0.0313253 | 0.01511494 | 0.0132377 | 0.0130463 | 0.0130249 |

TABLE 2.12 — Erreur entre la solution exacte de I’équation de diffusion et la solution numérique de
I’équation de la chaleur hyperbolique pour un maillage donné de taille Az ~ ﬁ. On utilise le schéma
JL-(b). La derniere colonne donne 'erreur faite par le schéma de diffusion sur le méme cas test.

schéma JL-(b) tend vers l'erreur commise par le schéma de diffusion.

Enfin on propose quelques remarques sur le cout de calcul et le conditionnement du schéma JL-(b)
implicites lorsque € est petit. On donne le nombre d’itérations de la méthode GMRES, associé au
schéma JL-(b) (2.22)-(2.23) pour deux pas de temps : At = h et At = $h?, pour deux maillages :
Kershaw et Cartésien et pour différentes valeurs de €. On utilise un maillage 80 x 80. On observe dans

Maillage, pas de temps ¢ 1 0.01 10~4 1076 1078
Maillage de Kershaw, At = %h 9-12 | 195-310 | 1250-2470 | 1230-2325 | 1880-2010
Maillage de Kershaw, At = %hz 2-3 4-12 17-39 19-39 19-39

Maillage Cartésien, At = %h 7-9 | 80-110 230-350 235-355 230-350
Maillage Cartésien, At = %hz 2 3-10 7-18 8-19 8-19

TABLE 2.13 — Nombre d’itérations de la méthode GMRES appliquée au schéma JL-(b) pour différents
pas de temps, maillages et valeur ¢.

le tableau (2.13) que

e Le nombre d’itérations de la méthode GMRES décroit avec le pas de temps, ce qui n’est pas
surprenant.

e Le nombre d’itérations de la méthode GMRES augmente avec la déformation du maillage. Cette
remarque est a relier avec la précédente.

e Le nombre d’itérations de la méthode GMRES est indépendant de la valeur € pour des petites
valeurs €.

Le schéma JL-(b) admet une CFL hyperbolique lorsque £ n’est pas trop petit et une CFL parabo-
lique lorsque ¢ tend vers zéro. On observe le méme type de comportement pour le conditionnement
des matrices du schéma implicite. En effet & partir de e = 107, ¢ = 1076 le conditionnement ne se
dégrade plus. Cela correspond & peu pres au moment ou la CFL parabolique domine pour le schéma
semi-implicite.
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Cas test avec un o variable

Pour illustrer cette étude, nous proposons un cas test un peu plus proche de la physique liée au
probleme étudié pour ’équation de diffusion et ’équation de la chaleur hyperbolique. Le domaine est
un carré [0, 1] x [0,1] olt ¢ = 1 possédant a l'intérieur deux autres carrés :

3 7 9 13 9 13 3 7

A X |75 74 et o Ta| X |7a 74

167 16 167 16 16" 16 167 16
ot 0 = 10000. Le parametre € = 1 dans tout le domaine (on rappelle que le régime asymptotique est
aussi atteint quand o tend vers 0o). La condition initiale pour I’équation de diffusion est E(t = 0,x) =

IE]]

2
0.001 + 100 exp (7< 01 ) ) et les conditions initiales pour I’équation de la chaleur hyperbolique sont

—(L=ly®
. Ext:(Lx)::0001+-umexp( <“1)>,
e F(t=0,x)=0.

0 02 04 06 08 1

FIGURE 2.13 — Condition initiale pour E(¢,x).

On trace les résultats pour ’équation de diffusion.

Dans les deux carrés a l'intérieur du domaine le coefficient de diffusion % est tres petit comparé

aux coefficients dans le reste du domaine, par conséquent la diffusion est beaucoup plus lente dans les
deux carrés. On observe ce phénomene sur la figure (2.14). L’équation de la chaleur hyperbolique est
une équation d’onde amortie, par conséquent son comportement est tres différent de celui de I’équation
de diffusion.
Trois remarques : premierement, dans les deux carrés I’équation de la chaleur hyperbolique se comporte
comme ’équation de diffusion. L’équation de la chaleur hyperbolique peut développer des solutions
négatives. On observe cette propriété sur la figure 2.15. Cette particularité, ainsi que son coté forte-
ment ondulatoire en fait un assez mauvais candidat pour simuler la phase de transport de particules.
Cependant on voit qu’un modele comme la diffusion est encore plus mauvais en raison de sa vitesse
de propagation infinie. L’approximation P; une avec limite asymptotique correctement capturée est
donc une meilleure option que 'approximation diffusion pure.

Cas test de treillis

On regarde un cas test de [Bru02] issu de la neutronique pour le modele P;. Il s’agit de résoudre

1
8tE—|—gdiVF:0aE+Q,
(2.108)
1
OF + -VE = ——F.
13 13
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FIGURE 2.14 — Solution de I’équation de diffusion aux temps ¢t = 0.2, ¢ = 0.5, t = 0.7. Chaque carré
est maillé de facon aléatoire. Le maillage compte 10000 mailles.
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FIGURE 2.15 — Solution E(t,x) de I’équation de la chaleur hyperbolique aux temps t = 0.2, t = 0.5,
t=0.7.

avec o, le coefficient d’absorption et Q une source. Le domaine est un carré de taille 7. Le maillage
est un pavage de carrés représentés sur la figure (2.16).

Dans le domaine blanc et le carré central les parametres sont définis par ¢ = 3 et g, = 0. Dans les
autres carrés o = 0 et g, = 30. Ce type de géométrie et de probleme apparaissent pour des problemes
de criticités de réacteur nucléaire. Le coeur des réacteurs nucléaires présente cette structure de pavage,
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FIGURE 2.16 — Géométrie du probleme

et les calculs de criticités nécessite de jouer sur les sections efficaces des pavés pour atteindre le régime
critique. Afin de récupérer les bonnes vitesses du modele P; et les bons coefficients on pose € = v/3.
L’énergie et le flux sont initialement nuls et la source @ = 1. Le temps final est de 3.2 secondes.
Le résultat (2.17) est comparable aux résultats obtenus dans [Bru02] avec de la diffusion numérique

FIGURE 2.17 — Résultat du test sur un maillage 280*280 aléatoire sauf les frontieres entre les domaines.

supplémentaire.
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2.6 Synthese et perspectives

Dans cette section, on a proposé deux schémas « asymptotic preserving » basés sur une formulation
aux noeuds des méthodes de volumes finis pour ’équation de la chaleur hyperbolique. Le premier
schéma JL-(a) (2.11)-(2.12) dérive en 1D sur le schéma de Jin-Levermore, quand au schéma JL-(b)
(2.22)-(2.23) il dérive sur le schéma de Gosse-Toscani en 1D. Les deux schémas admettent un schéma
de diffusion limite qui converge a l'ordre un d’un point de vue théorique et a ’ordre deux d’un point
de vue numérique. En outre, on a montré que le schéma semi-discret JL-(b) (2.22)-(2.23) est stable en
norme L? et qu’on pouvait obtenir un schéma semi-implicite avec une condition CFL indépendante de €.
Cependant ces schémas génerent des modes parasites dans un certains nombre de cas. Une méthode de
stabilisation a été proposée. Dans ce chapitre on montre que les schémas aux noeuds paraissent dans un
premier temps plus adaptés pour la construction de schémas « asymptotic preserving » . Par ailleurs, ces
schémas ont I'avantage d’étre facilement extensibles en 3D et sur maillages curvilignes [BEHN10]. En
effet les schémas aux noeuds peuvent étre reformulés a ’aide de la quantité géométrique Cj, = Vi, €15,
comme dans [CDDL09]. En 2D cette quantité est égale a [jnj.. Dans un premier temps on peut
remarquer que la définition donnée précédemment est indépendante de la dimension ce qui permet de
généraliser le schéma GLACE en dimension supérieure (voir [CDDL09]). Deuxiemement 'extension
du schéma GLACE hydrodynamique a des maillages non conformes ou d’ordre 2 est faite uniquement
en redéfinissant ces Cj,. Par conséquent, ces extensions réalisées dans le cadre I'hydrodynamique
devraient s’appliquer naturellement aux schémas aux noeuds pour I’équation de la chaleur hyperbolique
et I’équation de diffusion. Dans la section suivante on propose une autre méthode afin d’obtenir
une discrétisation « asymptotic preserving » de I’équation de la chaleur hyperbolique basée sur une
formulation aux arétes des méthodes de volumes finis.
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Chapitre 3

Schémas linéaires aux arétes pour
I’équation de la chaleur hyperbolique

L’objectif de cette étude (issue d’une collaboration avec Gérald Samba, Philippe Hoch du CEA et
Pierre Navarro de I'université de Strasbourg, effectuée lors du CEMRACS 2010), est de construire des
schémas « asymptotic preserving » utilisant une formulation aux arétes et admettant comme schémas
limites les schémas de diffusion sur maillages non structurés polygonaux de type MPFA-O [AE06] ou
Breil-Maire [BM06]. L’approche introduite dans ce chapitre est différente de celle des chapitres pré-
cédent. On partait d'un schéma pour I’équation de la chaleur hyperbolique (schémas aux noeuds ou
aux arétes) puis on le couplait avec la méthode de Jin-Levermore. Dans le premier cas on obtenait un
schéma limite aux noeuds de diffusion convergent et dans le second cas le schéma de diffusion TPFA
(1.69) non consistant sur maillages déformés.

Ici la facon de procéder est différente : on part d’'un schéma de diffusion existant et valable sur
maillages non structurés, puis on construit un schéma pour I’équation de la chaleur hyperbolique sans
terme source compatible avec le schéma de diffusion choisi. Enfin on couple ce nouveau schéma a
I’approche de Jin-Levermore afin d’obtenir une discrétisation « asymptotic preserving » qui converge
vers le schéma de diffusion cible lorsque ¢ tends vers 0. Ces schémas cibles ont ’avantage, contrairement
au schéma de diffusion aux noeuds, de ne pas admettre de modes parasites et de coincider avec le
schéma TPFA pour un maillage Cartésien. Cette méthode pourrait s’adapter a d’autres schémas de
diffusion comme le schéma SUSHI [EGHO09].

La principale difficulté est d’obtenir des schémas convergents indépendemment de & sur des maillages
tres déformés et polygonaux. Les figures (3.1) et (3.2) donnent des exemples de maillages issus de
simulations d’hydrodynamique effectuées a 1’aide d’'une méthode de type ALE.

3.1 Schémas de diffusion Breil-Maire et MPFA

Le premier schéma cible est celui de Breil-Maire [BM06]. Ce schéma est symétrique, admet un
stencil a 9 points sur les maillages quadrangulaires et est correctement défini pour tous les maillages.
Par contre, il est non consistant sur maillage aléatoire. On commencera par des rappels sur le schéma de
Breil-Maire, puis on proposera une modification de ce schéma afin de le rendre consistant, ce qui nous
permettra de retrouver le schéma de diffusion MPFA-O. Cette manipulation permet de fusionner les
deux schémas dans le méme formalisme afin de construire un unique schéma « asymptotic preserving »
pour I'équation de la chaleur hyperbolique.
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FI1GURE 3.1 — Maillage polygonal, issu d’une simulation hydrodynamique avec une méthode ALE

Définition 3.1.1. Le schéma de Breil-Maire [BM06] s’écrit :

1 ) )
| Q5 | O (1) + ) §(lj,r—1,r¢i,%,r + lj,r,r+1¢ir+%) =0,
T
1 k—1 kY _
S(®LT +@)) =0, (3.1)
j R
i T I WY (e R
L Z«7r+% g 2W1]“ lj/"ﬂ"‘f'l(Erm—‘r% - E])’

avec

— cos(6) 1

T = ( 1 — cos(6)) ) ’ (3.2)

ou oJ; est l'aire de la sous-maille associée aux noeuds r et a la maille j. On note x,_ 41 le milieu du
2

segment [X,_1,X,], et 67 angle entre X, X, 41 et X, 1. La quantité /;,_1, correspond a la longueur

associée au segment [X,_1, X,].

Comme pour le schéma TPFA (1.69), le schéma de Breil-Maire estime un gradient dans la direc-
tion normale, nommé ®. Le gradient est d’abord construit dans chaque sous-maille (figure 3.3), avant
d’imposer la continuité des flux. C’est la seconde équation du schéma (3.1) qui assure la continuité
des flux normaux <I>£_1 et q)g de chaque coté de l'aréte k.
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FIGURE 3.2 — Maillage triangulaire, issu d’une simulation hydrodynamique avec une méthode ALE

Xr-1 o0 ibi"Er—1/2,r

FiGURE 3.3 — Notations

La derniere équation du schéma de Breil-Maire estime les gradients normaux associés aux deux
arétes de la sous-maille associée a la maille j et au noeud r en utilisant la valeur aux centres de la

maille F; et les valeurs aux milieux des arétes FT_ 1. et FT ral (ce qui correspond a A et C sur la
2 ) 2

T
figure 3.4). Cependant, la continuité des flux permet d’éliminer ces valeurs aux centres des arétes afin
d’obtenir un schéma ou les inconnues sont localisées uniquement aux centres des mailles. La formule
de reconstruction du gradient dans les sous-mailles (derniére formule du schéma (3.1)) n’est valable

que si celles-ci sont des parallélogrammes. Afin de rendre consistant le schéma de Breil-Maire , il suffit
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FIGURE 3.4 — Hypothese du schéma de Breil-Maire

de retrouver la formule du gradient valide indépendamment de la géométrie de la sous-maille. On se
place dans le cadre de la sous-maille décrite par la figure (3.4) et on introduit I'identité géométrique
suivante

oct OA*
p= 2400 6,y ma0A)
(OA,0CH) (0OC,0A")
oct OA*'
ng = (20 l) 0A 4 BC: L) 0C.
\ (OA,0CH) (0OC,0A")

A partir de cette formule qui décompose la normale associée & une face en fonction des segments
formant la sous-maille associée, on peut obtenir ’approximation suivante du gradient dans la direction
normale

;;((HA, OC)(E(0) — E(A)) + (n4, 0AN)(E(0) — E(C)),

B,y =~ (VEnc) = < ((ne, 0CH)(E(0) ~ E(4)) + (nc, 0AY)(E(0) - E(C)),

1
B

Q|+

avec OAL = ([ ¥a7¥0 ) oot - ( ~We=v0) ) o 3 0a,0Ch) = (OC, 0AL).
—(r4 —0) o — 70

A partir de la on obtient une estimation du gradient utilisant la valeur associée au centre de la maille

et les valeurs associées aux interfaces. On définit une nouvelle estimation du gradient pour le schéma
de Breil-Maire.

100



Définition 3.1.2. Le schéma de Breil-Maire modifié s’écrit

| Q5 | OE; Z lir-1o®y 1 Flirrn®) 1) =0,
1 k—1 ky _
L@ 4+ ®f) =0 (3.3)
j R
) 1t (B )
Loy ) T 72 e By 5 )
avec N N
(M1, (X1 —X5)7) (o1, (X1 —%5)7)
2w/ 2 2w 2
. T [ T Bl
T — B jr—1,r . jryr+1 1 , (34)
’ (g1, (X410 = %5)7) (g1, (X1 = %5)7)
2w 2 2w, 2
T T
Bljr—l,r Bljr,r—i—l
@t 6 = ((XT—% - XJ)? (XT—F% - X])J_) = ((X’r—% - Xj)J_7 (X'r—l-% - X]))
Remarque 3.1.1. o Les matrices locales obtenues apres avoir injecté les définitions des gradients
dans la condition de continuité ne sont pas toujours inversibles. Un exemple est introduit dans

[MV06]. A

e Les matrices locales T} ne sont pas symétriques, ce qui implique la méme propriété pour la
matrice globale associée au schéma.

e Lorsque les sous-mailles sont des parallélogrammes ce schéma modifié est égal au schéma de
Breil-Maire.

D’un certain point de vue le schéma de Breil-Maire consiste a renoncer a la consistance de la
formule du gradient dans certains cas afin de récupérer la symétrie du schéma et obtenir des matrices
locales toujours inversibles. Avant d’introduire le schéma pour ’équation de la chaleur hyperbolique,
on propose une remarque sous forme de proposition.

Proposition 3.1. Le schéma de Breil-Maire modifié est égal au schéma MPFA-O défini dans [AE06].

Démonstration. On utilisera les mémes notations, en effet le schéma MPFA-O [AEO06] utilise le méme
type de discrétisation. Le gradient associé au schéma MPFA-O est défini pour toute maille j de noeud
r par

Er r+1 T Ej E 3 Ej
: 1 TT3r 1
VEj = g (e m )T (g =) (35)

avec Vrj l'aire du triangle formé par les noeuds x,. 1%, 1 et x;. Pour construire le schéma MPFA on
part de ce gradient pour obtenir les gradients normaux associés aux demi-faces (en multipliant VE;
par la normale) puis on impose la continuité des gradients normaux. Pour montrer que le schéma de
Breil-Maire modifié correspond au schéma MPFA il suffit de vérifier si les gradients normaux introduits
avant d’utiliser la condition de compatibilité sont égaux. Pour cela, on développe le troisieme terme
de (3.3), I'aire wj et la longueur disparaissent. En outre, on remarque que 8 = 2V, par conséquent
on a

T = (3.6)



(0 1y (%1 = %)) (1 (%,_1 = %))

1 2W (Erfé,r - EJ) + 2‘/7«] (ET,TJr% o EJ)’ (3 7)
g (njr,r+17 (Xr+% - xj)l) — (an’J”'i‘l? (xr—% - Xj)L) — '
2Vj (Er—%,r - Ej) + 2Vj (Er,r-i-% - Ej)’
7 r

11 suffit d’écrire le gradient du schéma MPFA-O (3.5) dans les directions normales pour obtenir les
formules (3.7) du schéma de Breil-Maire modifié. Par conséquent, les flux des deux schémas sont égaux
ainsi que la condition de compatibilité. Les schémas sont identiques. O

Ce calcul montre que les schémas MPFA-O et Breil-Maire sont des variantes d’'un méme schéma,
seule la matrice locale discrétisant le gradient differe. Le schéma MPFA utilise une matrice qui permet
de calculer un gradient consistant, ce qui donne un schéma non symétrique. En outre, la matrice locale
issue des conditions de continuité n’est pas toujours inversible (un exemple est donné dans [MV06]). A
présent on souhaite construire une famille de schémas « asymptotic preserving » dont deux variantes
qui admettent comme limite asymptotique ces deux schémas de diffusion.

3.2 Schéma aux arétes pour I’équation de la chaleur hyperbolique

Le but de cette section est de construire un schéma pour ’équation de la chaleur hyperbolique
utilisant les mémes principes de construction que les schémas de Breil-Maire et MPFA-O. Une fois ce
schéma introduit on le modifie avec la méthode de Jin-Levermore afin d’obtenir un schéma « asymptotic
preserving ». On utilise le méme principe de construction du schéma de Breil-Maire afin d’obtenir

1 : :
. L . j . j _
| € | O + 2 ET :(ZJJ’—LT(I)T_%,T + ly,r,r+1‘1’,,7r+%) =0,

1 — — o
Q) | 0F; + o D Gty o1o Bt A Gt By 1) = — |9 1 F,
T

1 _
5z,g(<1>’,§ Liah=o,

E’f’—* =
27

1= B (@), — (Fjmgen,) =0,
ot B (‘I’i,r% — (Fj,n5,r41)) = 0.

S

Les premiere et seconde équations correspondent & la discrétisation de I’équation de la chaleur hy-
perbolique. Pour la premiere équation le principe est le méme que pour le schéma de Breil-Maire.
On introduit deux flux ® par arétes correspondant a la quantité F localisée a l'interface. Pour la
seconde équation on introduit ET_ 1 et ET_ 1 qui contrairement au schéma de diffusion de Breil-
Maire, ne sont pas des valeurs fictives aux interfaces mais des flux associés a la seconde équation.
La troisieme équation correspond a la condition de continuité. Les dernieres équations correspondent
aux invariants de Riemann de 1’équation de la chaleur hyperbolique écrits dans les directions nj,_1 .,
n;, +1. Ce schéma n’est pas capable de capter la limite de diffusion. Afin d’obtenir cette propriété
nous procédons comme pour les schémas aux noeuds en utilisant la méthode de Jin-Levermore. On
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part de la formule de gradient discret suivante

2wy )
( E . .—E ) ol 2wl (T2)” vel | (3.9)
nrte 0 r rr+3
Lirr+1

introduite par les schémas de Breil-Maire (3.1) et MPFA-O (3.3). Les quantités VEi , et VEJ

5 r,r+%
correspondent aux gradients de E aux centres des deux arétes associées au noeud r de la maille j.

Sachant que ®’ et B’ représentent la quantité F localisée aux centres des deux arétes associées
r—ir rori q
27 ’ 2

au noeud r de la maille j, on peut écrire I'équivalent discret de I'état stationnaire VE = —ZF. On
obtient VE? | = -2&’ | et VE! | = -2&’ | Une fois ces relations obtenues, on les injecte
r—z, € r—g,r rr+s € rr+3

dans la définition du gradient, ce qui permet d’obtenir

Evgo=Ei\ _ | Lios @) Z Tt (3.10)
E .—E |~ 2] e\ @ ' ‘
s J 0 r rm—&-%
ljr,r+1

La relation (3.10) peut étre interprétée comme une discrétisation consistante de ’état d’équilibre

VE = —ZF. A partir de 1a on souhaite injecter cette relation dans les flux du schéma de transport

(3.8). A cette fin, dans les flux de (3.8) on remplace E; par Ej+(FT_%7r—Ej) (resp Eﬁ—(EMJF% —Ej)),
ce qui donne

By = (B4 (By, =~ E))+ (B, — (Fjimjry) =0,
Byt = (Bj+ (Brppy = Bi) + (2] 1~ (Fjny041)) = 0

Pour terminer il suffit de remplacer les quantités (£,_1,. — Ej) (resp (E, ., 1 — Ej)) par la relation
27 ’ 2

(3.10) issue de la méthode de Jin-Levermore.
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Définition 3.2.1. Les schémas MPFA-AP et Breil-Maire-AP pour l’équation de la chaleur hyper-
bolique sont définis par

1
rrtg

( 1 ) .
|9 | OE;(t) + o Z(zj,r_u@ju%x L, ® ) =0,

1 o _ g
’ Q] ’ atF](t) + % Z(ljar—ly'/'E?”_%anj=r_lvr + lj7T7T+1ET7T+%nj7T’T+1) - _? ‘ Q] ‘ F]’
T
L (3.11)
5z,g(i»ﬁ '+ @f) =0,
® ) il (Bey = B = Lo (Fymgeo)
ir+l 2&)12 lj,T‘,T—i—l(E'rJ’"F% o Ej) - lj7T7T+1(Fj7 njﬂ"ﬂ“"‘l) ’
\ v 2
avec 1
W — 0w [ b (Lt (S7.6)%*) Lir—1,r(S7,¢)™Y (3.12)
T Len (S0 LU+ (SR9W) )
) l2w£ 0 o, -
sl = | b (8.13)
) 0 2w €
Lirr+1

et T la matrice locale d’estimation du gradient associée aux schémas de Breil-Maire (3.1) ou de
MPFA-O (3.3).

Maintenant on vérifie que le schéma proposé admet comme limite de diffusion les schémas de
diffusion cible.

Proposition 3.2. La limite asymptotique du schéma (3.11)-(8.12)-(8.13) est le schéma de Breil-Maire
si on choisit comme matrice locale T} (3.2) et le schéma MPFA-O si on choisit comme matrice locale

i (3.4).
Démonstration. Comme pour les autres schémas on utilise un développement de Hilbert

E; = E;-) + anl + €2EJ2 + o(g?),

_ 70 1 2 72 2
Er:t%,?" - Er:l:%,r + gEr:I:%,’r +e E’r:l:%,?” + O<6 )
Le développement est le méme pour toutes les variables. En incorporant le développement précédent
dans le schéma on obtient pour la premiere équation :

le terme proportionnel a %

1 0 0
> §(lj,r,1,rq>iv_%’r + zj,r,r+1q>i:T+%) =0, (3.14)
-
le terme proportionnel a E%
1 1 1
|Qj|8tE]Q + Z §(lj’r_17r¢i7—%,r + lj’r’r_'_lq)i:r—i-%) =0. (3.15)
T
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On utilise le méme type de procédure pour la seconde équation.

1 0
1 1 —0 —0 1
o > ?g(ljﬂ’*lﬂ”njﬂ"*l,TEr—%,r + L1 By 1) = —o | Q5 [ Fy, (3.17)
I8
o |10, F + > oz L=t Bt G N1 By 1) = —o | Q5 | Fj. (3.18)
T

L’étape suivante consiste a réécrire 1’équation sur le flux ® (3.12)-(3.13), ce qui donne

L1 (SLOYE L1 (14 (She)w) ®

Tty

. . J
(lj,r_l,r<1+<sﬂ,e>m> i1 (SEe)™ ) T iy

(B, = B = L1 (B ) (3.19)
L1 (B = Ej) = Lt (B, M) '
Pour finir on incorpore le résultat du développement de Hilbert dans 1’équation (3.19)
1 @]’0 L
o 2wloTH1 ,I);,_OW =0, (3.20)
rm—‘r%
7,0 4,1
1 Lir_1 0 ‘I’_; C ‘I’_g
(e 0 Y (2 ) aone T
Jmrt 7‘,7"+% T,’r’-‘r%
—=0
Lp-1,(Ey_1 o = B9) = i1, (F mj1,) (3.21)
- —0 . .
lj,r,r+1(Er,r+% - EJO) - lj,r,r—&-l(F?; nj,’r,r—l—l)
L’équation (3.20) donne
j?O
_1
02 | =o. (3.22)
r,r—‘r%

Par conséquent, en utilisant (3.22), (3.16), (3.15) et (3.21) on obtient

1 ‘ ‘
|95 | 0B + 5 D U1 (@, )+ lj,r,r+1(¢’ivr+%)1) =0,

T—5,T
J 1 —
(<I>r'_%7r) 11, lj,r_l,r((gr_%,r)o —(E;)Y)
(@ ) o2wl "\ lirri1(Brpn)® = (8)%) )
Tty

Enfin il suffit d’opérer le développement dans la condition de continuité, d’incorporer (3.22) et de
simplifier par € pour obtenir

1 _
SLe(@ M eph) =0,

Ce résultat clot la démonstration. O
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3.3 Résultats numériques

Les résultats numériques ont été réalisés au CEMRACS dans un code différent de celui utilisé pour
le reste du mémoire. On utilise d’autres cas tests que ceux proposés dans le chapitre précédent.

Test 1

Il s’agit d’un cas test analytique et stationnaire introduit dans [BMO6].
Soit I"équation —AFEyq: = Q avec le domaine x € [0, 1], les conditions limites 9, Fgqr = 0 et le terme
_ [cos(1) -1
source @) = < sin(1)
une constante additive pres. La solution stationnaire est d’intégrale nulle et elle est définie par

> cos(z) + sin(x). La solution ne dépend que de la variable z et est définie a

cos(l) —1

Boar(z) = —z + ( (D ) cos(z) + sin(z) + 0.5.

Le cas test consiste a résoudre I’équation de la chaleur en temps long

OF

— —AFE = 3.23
avec la donnée initiale E(t = 0,x) = 0 et la condition limite (VE,n) = 0 sur dD. En temps long la
solution coincide avec la solution stationnaire FEgq: puisque 'intégrale de @ est nulle. Afin de valider

les schémas « asymptotic preserving » on résout aussi le modele
.
OtFE. + —divF. = Q,
€

1 1
OF. + EVES = ——F,,

£2

avec la condition limite (F¢,n) = 0 sur D et les données initiales E.(t = 0,x) = 0 et F.(t = 0,x) = 0.
Lorsque ¢ tend vers zéro, la solution E. converge vers E la solution de (3.23). On souhaite tester les
schémas limites (les schémas MPFA-O et Breil-Maire) et les schémas « asymptotic preserving » associés
en régime de diffusion. On compare les résultats sur différents maillages donnés par les schémas de
diffusion et les schémas « asymptotic preserving » avec o = 1 et ¢ petit.

On constate sur la gauche de la figure (3.5) que tous les schémas de diffusion (2.13), (3.1)-(3.2) et (3.3)-
(3.4) convergent a l'ordre 2. Par contre, sur maillage aléatoire le schéma de Breil-Maire ne converge
pas comme cela avait été observé dans [BMO06], en effet les sous-mailles n’étant plus forcément des
parallélogrammes le gradient calculé n’est plus consistant. Les schémas MPFA-O et de diffusion aux
noeuds (noté GLACE ici) sont eux d’ordre deux. Sur la méme figure on a tracé les résultats donnés par
les schémas JL-(a) (2.11)-(2.12), P; Breil-Maire et Pi-MPFA pour € = 0.001. Les ordres de convergence
associés a ces schémas sont les mémes que ceux obtenus pour les schémas de diffusion cibles.

Les méthodes hydrodynamiques Lagrangiennes ou les méthodes ALE actuelles utilisent les maillages
polygonaux, par conséquent il est intéressant d’observer comment les schémas se comportent sur des
maillages polygonaux issus de simulations hydrodynamiques. On propose de comparer la solution du
cas test précédent sur le maillage donné par la figure (3.1), contenant quelques mailles polygonales
issues d’un remaillage. Les résultats obtenus sont satisfaisants (fig 3.6), en effet les schémas arrivent
A conserver la forme 1D de la solution et les erreurs absolues en norme L' sont respectivement de
3.07952 x 1075 pour MPFA et 3.63853 x 10~° pour le schéma de diffusion aux noeuds. Le schéma de
Breil-Maire admet une erreur plus grande 6.3 x 10™%, qui est probablement liée & de la non consis-
tance du schéma dans la zone déformée. On compare aussi les schémas MPFA-O et Breil-Maire sur un
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FIGURE 3.5 — Cas test de diffusion : convergence sur le maillage de Kershaw a gauche et sur maillage
aléatoire a droite

maillage triangulaire issu de I’hydrodynamique (3.2). Les erreurs numériques associées aux schémas
MPFA-O et Breil-Maire sont respectivement 2.7217 x 107% et 6.15042 x 107%. On trace la solution
donnée par le schéma MPFA sur la figure (3.7).

Test 2

Dans un second cas test on étudie la solution fondamentale du modele P; comme lors du chapitre
précédent. Le domaine est défini par [0,4] x [0, 4], avec 800 mailles par direction. La condition initiale
est donnée par E(t = 0,x) = d22 et F(t = 0,x) = 0, de plus 0 = 1 et ¢ = 1. La condition limite est
donnée par (F,n) = 0. La solution est composée d’une fonction de Dirac qui se propage a la vitesse
1 et d’une fonction réguliere entre la position initiale de la fonction de Dirac et la fonction de Dirac
qui se propage a la vitesse 1. En temps court la solution réguliere est négative et devient positive en
temps long. Sur la figure (3.8), on trace la solution donnée par le schéma P;-MPFA et la solution
exacte calculée a ’aide d’un logiciel de calcul formel. On remarque que bien que la singularité soit
approximée, on retrouve la solution. Sur la figure (3.9) on trace la solution donnée par le schéma JL-(a)
et le schéma P;-MPFA sur maillage aléatoire. On remarque que contrairement au schéma JL-(a), le
schéma P;-MPFA n’admet pas de modes parasites. Par ailleurs, on retrouve le comportement de la
solution exacte dans les résultats donnés par les deux schémas.
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0.044 0.044

0.0371 0.0371
0.0301 0.0301
0.0232 0.0232
0.0162 0.0162
0.00931 0.00929

0.00236 0.00235

Y-AXxis
Y-AXxis

-0.00458 -0.00459

-0.0115 -0.0115

-0.0185 -0.0185

-0.0254 -0.0254

-0.0323 -0.0324
-0.0393 -0.0393

-0.0462 -0.0462

X-Axis X-Axis

FIGURE 3.6 — Solution sur le maillage hybride polygones-quadrangles (Fig. 3.1) pour GLACE & gauche,
pour MPFA a droite.

3.4 Synthese

Dans ce chapitre nous avons proposé de construire des schémas « asymptotic preserving » ayant
une limite de diffusion valable sur maillages non structurés. Les schémas ainsi construits ont I’avantage,
contrairement aux schémas aux noeuds, de ne pas admettre des modes parasites. En outre, cette étude
montre que ’on peut obtenir un schéma « asymptotic preserving » a partir d’'un schéma de diffusion
cible, en construisant un schéma de transport compatible géométriquement couplé avec la méthode de
Jin-Levermore. Il suffit de coupler la discrétisation du gradient donnée par le schéma de diffusion cible
avec la discrétisation de I’état stationnaire VE = —ZF, puis d’injecter les relations obtenues dans les
invariants de Riemann discret. On suppose que la méthode pourrait étre utilisée avec d’autres schémas
de diffusion comme les schémas Hybride ou SUSHI [EGHO09]. En guise de conclusion on propose de
rappeler les propriétés des schémas « asymptotic preserving » introduits dans ce chapitre et le précé-

dent. A la suite de quoi, un choix se dégagera.

Schéma P,;-Breil-Maire

+ Schéma d’ordre 1 en régime de transport.

+ Schéma limite d’ordre 2.

+ Schéma limite valable sur un certain nombre de maillages non structurés.
+ Matrice locale toujours inversible.
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FIGURE 3.7 — Solution sur le maillage triangulaire (Fig. 3.2) pour le schéma MPFA.

+ Schéma limite symétrique.

+ Schéma TPFA sur maillage Cartésien.

+ Linéaire.

+ Stencil a 9 points sur maillage quadrangulaire.

- La condition CFL des schémas explicite et semi-implicite dépend de €.

- Non consistant donc non convergent sur maillage aléatoire en limite de diffusion.
- Pas d’extensible naturellement en 3D.

- Pas de résultats de convergence pour le schéma quand ¢ = O(1).

- Schéma non positif.

Schéma P;-MPFA O

+ Schéma d’ordre 1 en régime de transport.

+ Schéma limite d’ordre 2.

+ Schéma limite valable sur maillages non structurés.

+ Schéma TPFA sur maillage Cartésien.

+ Linéaire.

+ Stencil a 9 points sur maillage quadrangulaire.

- La condition CFL des schémas explicite et semi-implicite dépend de €.
- Non symétrique.

- Matrice locale pas toujours inversible.
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FI1GURE 3.8 — Comparaison de la solution donnée par le schéma MPFA avec la solution exacte au
temps t = 1.
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FIGURE 3.9 — Solution donnée par le schéma JL-(a) & gauche, solution donnée par le schéma MPFA
a droite.

- Pas d’extensible naturellement en 3D.
- Schéma non positif.
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Schémas JL-(a) et JL-(b)

+ Schéma d’ordre 1 en régime de transport.

+ Schéma limite d’ordre 2.

+ Schéma limite valable sur maillages non structurés.

+ Extensibilité naturelle en 3D (par I'introduction des quantités Cj, dans [CDDL09]).
+ Linéaire.

+ Stencil a 9 points sur maillage quadrangulaire.

+ Extensibilité naturelle & des maillages d’ordre 2. Méme discrétisation géométrique que I'hydrody-
namique.

+ La condition CFL associée au schéma semi-implicite JL-(b) est indépendante de ¢.
- Mode parasite sur maillage Cartésien.

- Non symétrique.

- Matrice locale pas toujours inversible.

- Pas de principe du maximum en limite de diffusion.

Le schéma P; MPFA-O parait donc étre le plus complet, puisqu’il converge sur tous les maillages
étudiés et n’exhibe pas de modes parasites. Cependant, le schéma JL-(b) semi-implicite admet une
CFL indépendamment de ¢ et parailt plus naturel a étendre en 3D en suivant la démarche proposée
dans [CDDLO09], ce qui en fait une alternative intéressante.
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Chapitre 4

Etude des systemes de Friedrichs avec
termes sources raides

Dans le premier chapitre, on a rappelé que les équations de transport, apres discrétisation de type
P, ou S, sont approchées par des grands systemes hyperboliques linéaires qui admettent une limite
de diffusion. En conséquence, il est essentiel d’étendre les schémas « asymptotic preserving » décrits
précédemment a ces modeles linéaires afin d’approcher au mieux les équations de transport sur des
maillages non structurés dans tous les régimes. Dans ce chapitre on cherche donc a discrétiser des
systemes hyperboliques symétriques de Friedrichs avec des termes sources raides (Les approximations
P, ou S,, entrent dans ce formalisme). A cette fin on propose une méthode de décomposition proche
de la méthode micro-macro [LMO7] pour une classe de systémes de Friedrichs. L’objectif initial étant
de résoudre des problemes de transport, les exemples sont issus de ’ensemble des modeles simplifiés
utilisés pour approcher les équations (1.3)-(1.6).

4.1 FEtude théorique des systemes de Friedrichs avec termes sources
raides

On considere des systemes linéaires généraux de type Friedrichs avec des termes sources raides.
On introduira la limite asymptotique ainsi que les hypotheéses nécessaires a I'obtention d’une équation
limite de diffusion valide.

4.1.1 Systemes de Friedrichs : définitions

Définissons le cadre nécessaire. Soit D C R? est un domaine spatial régulier. La discrétisation des
systemes de Friedrichs sans termes sources raides et avec problemes aux limites est traitée dans [EGO6I]-
[EGO6II] pour des problemes stationnaires (méthode de Galerkin discontinue) ou dans [CVV00] pour
les problemes instationnaires. On définit les espaces fonctionnels :

L*(D) = {U :D = R", [|U||2(p) = (/ (U,U))2 dxdy < oo}
D

a+b<p
HP(D) =S U:D =R ||U|lgopy = Y, 11040, Ull12(p) < 0
a,b

XP(D) = L>([0,T] : HP(D)) = {3C tel que |[U(t)||gr(py < C Yt €[0,T], ||U||xr(py=1InfC}
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Le coefficient de relaxation o est supposé strictement positif. Le cadre étant posé, on définit les systemes
de Friedrichs avec des termes sources raides.

Définition 4.1.1. Les systémes de Friedrichs avec termes sources raides, que nous considérons, sont
de la forme :

2 RU, (4.1)

1 1
oU + -4,0,U + *AgayU =—=
9 £ IS

avec U une fonction de D x RT dans R, Ay, Ay, R des matrices carrées symétriques a coefficients
constants réels. On suppose R positive et non inversible (Ker R # {0}).

L’hypothese de non inversibilité de la matrice R est essentielle a 'existence d’un régime limite
non trivial. Les modeles simplifiés issus du transport (introduits dans le chapitre 1), les modeles
ondulatoires (équation des ondes avec amortissement, équations de Maxwell) sont des systemes de
Friedrichs. Avant d’étudier le régime limite, on rappelle des résultats de stabilité pour les systemes
(4.1). Puisque chaque matrice est symétrique et réelle, la matrice A1n, + Aan, avec n = (ng,ny) € R?

est diagonalisable a valeurs propres réelles et le systeme est donc hyperbolique.

Proposition 4.1. Soit D = |0, 1]2. Ces systemes munis de condition limite périodique sont stables
dans la norme associée a l'espace HP(D).

Démonstration. On commence par montrer la stabilité pour la norme de L?(D) en introduisant la
dérivée de la norme L?(D) :

1
HU||L2 = / (U, 8tU) = —— / (AlﬁxU + AzayU + gR[I, U)dwdy
2 dt D € JbD 3
La premiere intégrale s’écrit
/(AlﬁwU,U) = Z/ (ALm-@mUin)d:vdy. (4.2)
D 7 /D
Par intégration par parties on obtient

/D(A18 U, U) 2/ 0o (A ;UU; ) dady — Z/ (A1 ;U;:0.U;)dxdy. (4.3)

Puisque le domaine est périodique }, ; Jp 0:(Av,i,jUsU;)dxdy = 0 Apres avoir sommé (4.2) et (4.3), on
obtient 2 [, ( p(A10,U, U)dzdy = 0 car la matrice A; est symétrique. En procédant de la méme maniere
pour la matrice As, on constate qu’il ne reste plus que 'intégrale associée a la matrice R :

o
th”UHL? = —/Dg(RU,U)dxdy.

La matrice R étant positive, la norme L?(D) décroit. Le systéme est donc L2-stable. La fonction
V = 0,a,p U, avec a + b < « est aussi solution du modele (4.1) et le modele est donc stable en norme

HP(D). O
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4.1.2 Limite de diffusion

Dans cette sous-section, on se propose de déterminer la limite asymptotique d’un systeme de Frie-
drichs (4.1). On commencera par obtenir, d’un point de vue formel, la limite de diffusion associée aux
systemes de Friedrichs ainsi que les conditions nécessaires ou suffisantes a l’existence de cette limite
asymptotique. Puis on déduira une preuve de convergence rigoureuse et des estimations d’erreurs entre
les systemes de Friedrichs et les limites asymptotiques. On suppose que ¢ est constant et strictement
positif. On commence par introduire une hypothese de structure. Soit (E, ..., E,) la base orthonormée
des vecteurs propres de la matrice R.

Hypothese (H;) : Soit (Eq,..E,) les vecteurs propres de R formant la base du noyau de R. On
suppose qu’il existe deux vecteurs propres particuliers E; , E;, linéairement indépendants associés a
deuz valeurs propres non nulles Aj; > 0, A, > 0. On suppose en outre que ces deux vecteurs propres
satisfont l’hypothese de structure

AE; = ’)/ZlE“ Vi € {1...p},
AE; = "}/ZQEZQ Vi € {lp}

Remarque 4.1.1. L’hypothése (Hy) n’est pas nécessaire. Elle peut étre relazée par ’hypothése ARE; €
Ker Rt pour i € {1..p}. Cependant l’expression de l’équation de diffusion devient, de ce fait, plus
compliquée.

On montrera par la suite que les modeles simplifiés en transport linéaire comme les modeles S, et
P, satisfont cette hypothese de structure. On peut prendre comme exemple I’équation de la chaleur
hyperbolique (1.62). Dans ce cas, p =1, AjE; = E3 et A3E; = E3 ou E; est le vecteur propre associé
a la valeur propre nulle et Eo, E3 des vecteurs propres associés a la valeur propre 1 de la matrice R
du terme source.

Proposition 4.2. Sous la condition de structure (Hy), le systéme (4.1) admet la limite de diffusion
formelle

1
K10y V — ——K20,,V =0, (4.4)

oV —
! Ai, O Aiy O

avec V = ((U,Eq),...., (U, E,)), K1 =7 @', Ky =42 ® 2%, des matrices symétriques positives ot
les vecteurs v¥ = (yF, ...,*y]’,f) sont définis par Uhypothése (Hy).

Démonstration. En utilisant un développement de Hilbert U = Ug + U + £2Us + o(¢?) dans (4.1),
on obtient la hiérarchie d’équations suivantes :

1
5 RUi=0, (4.5)
1
ET : A0, Ug + AgayUo = —oRUjy, (4.6)
1
— 0:Ug + A10,Uq + AgayUl = —oRU,. (47)

0

La premiére équation (4.5) montre que Uy appartient au noyau de R. Par conséquent,

p

Uy =) (U,E)E;. (4.8)
j=1



La matrice R étant non inversible, ’équation (4.6) implique que Uj existe & un élément du noyau pres
sous la condition de compatibilité suivante

A10,Ug + A29,Ug € (Ker R)™*.

L’hypothese (Hp) et 'équation (4.8) indiquent que les termes d’ordre 0 s’écrivent sous la forme

p p
Alaon = Z ax(Ug, Ej)’)/j1 Eil, AgayUo = Z 8y(U0, Ej)’y? EZ'Q,
J J

avec %1-, 7?, définis par I’hypothese de structure (Hp). Par définition des vecteurs propres et par
linéarité on déduit la relation
R <A16xU0 n A20,Uj
)‘1'1 >‘i2

) = A,10,Ug + A20,Uy,

ce qui permet d’exprimer U; sous la forme suivante

1 (A0,Uy A20,U
U1:—<1 L 2yo)—i—z,
iy iy

g

(4.9)

avec z € Ker R. En utilisant la relation (4.7), on montre de méme que Uj existe a un élément du
noyau pres sous la condition de compatibilité suivante

9 Uq + A10,U; + A30,U; € (Ker R)*.
Puisque Ker(R) = Vect(Eq, ...., E,), la condition de compatibilité se réécrit sous la forme de p équations
8t(U0, Ez) + 8z(A1U1, Ez) + 8y(A2U1, El) =0 1€ {1..p} . (4.10)

On injecte la relation (4.9) sur U; dans les p équations (4.10) afin d’obtenir les équations de diffusion

1 1
O(U,E;) — —0p2 (A1U, A1E;) — —0,, (A2U, A2 E;)
7axy(A1U, AQEz) — 78ym(A2U, AlEz) 4+ N =0, pour ¢ € {1p}
oo Ao

ou le terme nommé N, dépendant de z est donné par
N = 6x(A1Z, EZ) + 8y(A2z, Ez) = az(z, AlEl) + 8y(z, AQEZ) (412)

L’hypothese (Hj) et l'orthogonalité de la base des vecteurs propres de R montrent que les termes
A1E;, AsE; sont orthogonaux & z. Le terme résiduel N (4.12) est donc nul. Maintenant on propose
de simplifier I’équation limite (4.11). On commence par étudier les termes croisés (A;Up, A2E;) et
(A2Uo, A1 Ey).

(A1Ug, AE;) = | Ay

[¥n

p
(Uo, E)E; |, AE: | = [ | Y 4/ (Uo,Ej) | Ei;, /B, | =0, (4.13)
1 j=1

J

(A2Up, AL1E;) = | A2

[¥n

(Uo, E)E; | , B | = [ | D (U0, E)) | Eip, By | =0 (4.14)
1 j=1

J
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On remarque donc que 'hypothese de structure et la symétrie des matrices permettent de montrer
que les termes croisés sont nuls. Pour les autres termes on obtient

(AU, ALE:) = > (Ug, Bj)(ARE;j, AEq) = > (Uo, Ej)vivy (4.15)

J J
Par conséquent les équations (4.11) avec Uy = U sont équivalentes aux équations (4.1) avec Kj =
Y@l Ky =% ® 72, Ces matrices sont symétriques par définition. De plus,

(X, K X) = (¥, X)? > 0 avec X € R",

donc la matrice K est positive. O
Remarque 4.1.2. e les matrices K; étant positives, le systéme est dissipative.
e La dimension de l’équation de diffusion est égale a la multiplicité de la valeur propre nulle de la
matrice R.

o L’hypothese (Hy) est suffisante mais non nécessaire. L ’hypothése ALE; € KerR* pouri € {1..p}
est plus optimal.

o Si N\, = \i, la limite de diffusion est isotrope.

e Le principe de preuve est le méme en 3D.

Le calcul formel précédent, basé sur un développement de Hilbert montre que 1’équation de dif-
fusion limite provient des conditions de compatibilités assurant ’existence des termes d’ordre un et
d’ordre deux dans la solution formelle du développement de Hilbert. Cependant ces calculs ne peuvent
pas justifier & eux seuls la limite de diffusion. En revanche, ils permettent de construire une preuve
rigoureuse de convergence des solutions du systeme de Friedrichs vers celles de I’équation de diffusion
pour certaines données initiales ce qui est l'objet de la sous-section suivante.

4.1.3 Preuve rigoureuse d’existence de la limite de diffusion

Dans cette sous-section, on apporte une preuve rigoureuse de convergence des solutions de systemes
de Friedrichs vers celles de I’équation de diffusion. On détaille la preuve en dimension deux. Le principe
de démonstration est le méme en dimension trois. Le coefficient de relaxation o est supposé constant
et strictement positif. Le principe de la preuve est décrit dans le cours de G. Allaire et F. Golse [AG11]
pour une équation de transport linéaire. On commence par construire la solution formelle de Hilbert
tronquée a 'ordre deux que ’on obtient & partir de la preuve formelle précédente qui est solution du
systeme de Friedrichs (4.1) avec un terme source résiduel. Pour finir il suffit d’étudier la différence
entre la solution du systeme de Friedrichs et la solution formelle de Hilbert tronquée a 1'ordre deux et
de montrer que le terme résiduel est borné par e.

Théoréme 4.3. On suppose que l’hypothése de structure (Hy) est vérifiée par les matrices Ay, Ag et
R de (4.16). Le vecteur U, est solution du systéme de Friedrichs
1 1 o
oU: + -A10,U; + —A420,U. = —5 RU,,
X © . (4.16)
(Uc(t = 0),E;) = Vipg, pouri < p, .
(U (t =0),E;) =0, pouri > p,

ot V@ une fongtion de HQ(D). Soit INJO, 61 et 62 construits de la facon suivante. Le terme d’ordre
zéro Ug = 3, (Uo, Ej)E; est solution de

1 1
oV — K10,:V — —— K59,V =0,
k )\7;10' ! )\Z'QO' 2%vy (417)

(Uo,E;) =0, i€ {p+1.n},
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avec V = ((Ug, Ey), ..., (fJo,Ep)). Les termes d’ordres supérieurs Uy, (k = 1 ou k = 2) sont définis
par

(Ui, Ei) =0, i € {1..p},
- 1 - - .
(Uk, Ez) = —/\ (A18$Uk,1 + Agaykal,Ei), 1€ {p + ln} .

30

(4.18)

Alors la solution formelle tronquée a ’ordre deux fJE = fJo + 561 + 8262 satisfait I’estimation
10(T) = (Tl 2y < Col [To(t = O)llr2(p) + TCmge (1 Tollxo + 110 Tollx=) . (4.19)

Pour terminer on obtient ’estimation suivante entre les solutions du systéme de Friedrichs (4.16) et
celles de l’équation de diffusion (4.17)

1U-(T) = Bo(D)l |25y < £C ([Tt = 0)||z2(p) + [[To(Dl 2 ) + TCre (1100l |5 + 110 Tollx2 )

(4.20)
Démonstration. Afin d’obtenir ce résultat, on propose de montrer que les solutions de ’équation de
chaleur sont solutions d’un systéeme de Friedrichs avec un terme source supplémentaire homogene a €.

Une fois ce résultat obtenu on pourra en déduire une estimations entre les solutions de diffusion et les
solutions du systeme de Friedrichs.

Etape 1
Dans cette premiére étape on souhaite montrer que la solution formelle tronquée a l'ordre deux
U, = Ug + cU; + £2U; avec Uy, Uy, Uy définis par (4.17)-(4.18) est solution du systeme

- 1 - 1 - ~
U0 + ~410;U. + ~420,U: + E%RUg =S (4.21)
avec S défini par

S = 681561 + €2atij2 + 6(65514162 + ayAzﬁg). (422)

On commence par introduire la matrice @, @ = (Eq,....E,,) formée des vecteurs propres de R et le
vecteur F tels que

~ 1 ~ 1 ~ ~
F=Q! (&U8 + gAlang + gAﬁyUE + ;RUE)

qui peut se réécrire sous la forme

/ ~

(E1,U) ) (E1, 4,0, 0.) ) (E1, 420, 0.)
O E~ + z : N + - : N ;
. (E,, U:) (Ep, 4,0, U.) / (Ep, 420,U:) ) B
(Ep+1a U) 1 (Eerla A10,U¢) 1 (Eerl» AZayUs) o >‘p+1(Ep+17 U)
O L + - P + - P + 3 o
L (Em Us) (Em AlaxUs) (Em A26yUs) )\n(E()Z 7;;)8)

On souhaite donc montrer que F = ((S,Ey), ..., (S, E,)) = Q'S. Comme les vecteurs propres forment
une base de R™, on peut écrire chaque terme de la reconstruction de Hilbert sous la forme

Uy =Y (U, E))E;.
j=1
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Afin de simplifier les notations on consideére d’abord les p premiéres équations de (4.23) puis, dans un
second temps, les n — p suivantes.

Résultats pour les p premieres relations de (4.23) : .
On injecte U, dans les p premieres équations, et on étudie le terme 0, (Aon, i)+ 0 (AQU(], i) du

systéme obtenu. En utilisant I’hypothese (Hy) et la définition de Uo qui montre que Uo € Ker R, on
remarque que (A1Ug, E;) = (Ug, E;)) = 0 et (43U, E;) = 0. A présent on étudie les termes d’ordre
: (A10, U1, E;) et (A20, U1,Ei). En utilisant ’hypothese (Hj), on a

(AU E) =71 (UL E;,) et (42U, E) =42(ULEy,) |, Vi€ {1.p}, (4.24)

Par conséquent

0:(A1U1, E) = 7} 0:(U1, Eyy) Vi € {1..p}, (4.25)
0:(A2U1L, E;) = 420,(U, E;y) Vi € {1.p}.

En utilisant "'hypothese (H;) et la définition de Uy, on a

T 1 7 e Ez .
ax(AlUl,Ei) = —’71-18957)\ <A18 U(),Al 1) 6 <A28yU0,A11> Vi € {1..p},
j 110 Vi

i1 0 Vi

N 1 - E; .
8y(A2U1,Ei) = —’)/Z-Qayﬁ <A18xU0,A272> 8y (AzayUo,AQ’yz> Vi e {1..])}.
12 7 A

N
(4.26)

On simplifie, et on obtient alors

~ 1 ~ ~

0p(A1ULE) = —5— <6M(A1U0,A0Ei) + aym(AZUo,AlEi)) Vie {l.p},  (4.27)

11

et

ay(AQUl,EZ‘) = — (&Ey(Aon, AQE,‘) + 8yy(A2U0,A2Ei)) Vi € {1..p}. (4.28)

i 0

Enfin, on peut remarquer que les termes croisés (Alﬁo, AsE;) et (AQU(), A1 E;) sont nuls en utilisant
les calculs (4.13)-(4.14). Pour conclure, on utilise le méme type de raisonnement que pour la relation
(4.15). Par conséquent, les p premieres relations de (4.23) sont égales a

1

F; =0V — ——05 (K1 V); —

Yo ——0yy (K2 V); +20,(U1, E;) +%(Us, E;) + 0, (9, A Uz + 9, A2 Uz, E;).
11

iy O
Puisque V satisfait 1’équation de diffusion (4.17), on obtient alors

F; = 58t([~11, El) + 62815(62, EZ) + 5(69514162 + 8:[/14262, Ei), 1€ {1..p} . (4.29)

Résultats pour les n — p derniéres relations de (4.23) :
On incorpore la définition de U, (4.17)-(4.18) dans ces relations. Par conséquent chaque équation de
(4.23) pour i € {p + 1..n} est équivalente a

F; = 6815(61,]32') + 52615(62, Ez) + E(axAlﬁg + GyAQINJQ,E,-), 1€ {p + 17”L} . (4.30)

Il suffit de multiplier par ) pour conclure, en remarquant que QF = S. La solution formelle tronquée
a l'ordre deux est donc solution du systéme (4.21) avec S défini par (4.22).
Etape 2
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On souhaite maintenant estimer le terme résiduel du systeme (4.21). On commence par étudier la
norme L?(D) du terme résiduel S. En développant et en utilisant I'inégalité triangulaire, on déduit
que

IS z2(py = /D(57 S)rn <€ <HatﬁlHL2(D) + EHBtﬁ2HL2(D) +1410, Uz + AQany?HL2(D)> (4.31)

On étudie chaque terme de cette estimation. En utilisant les relations (4.18) on obtient

TR
j=p+1""

1

. <A18t71=U0 + Ag&tvao, Ej) Ej

Puisque les vecteurs E; sont orthonormés, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité
triangulaire on obtient N N
10:U1]|22(py < C1l10:Uol| i1 ()

avec la constante Cy dépendant des normes et des valeurs propres de Aj, Ay ainsi que de o. De la
méme fagon on montre que

n

~ 1 ~ ~ ~
Uo== Y 55 (A%amUO + (A1 Ay + Ay A7)0y, Ug + A20,,Uo, Ej) E;.
J=p+1 7

A partir de 13 en utilisant les inégalités sur les normes matricielles et vectorielles ainsi que 1'inégalité
de Cauchy-Schwarz on montre que

10/ 02|12y < Col|0: U |2y

et
1410, U2 + A20,Us||2(py < C3]|Uo|| 3 ()

On obtient donc la majoration avec la constante Cyp,y = max(Cy,eCo,C3)
IS®)llz20) < Coge (112:00ll1z2(0) + 1ol sy ) - (4.32)

Pour finir il suffit de prendre sur [0, 7] le maximum des normes introduites dans (4.32).

11122 (o 71:22(5) < Comge (119:Tol L2y + [Tl ) - (4.33)
Le terme résiduel S étant majoré par €, reste a démontrer que ’erreur entre le systéme de Friedrichs
et le systeme (4.21) est homogene a ce terme résiduel pour assurer la convergence entre la solution U
du systeme (4.16) et la solution U, du systeme (4.21).
Etape 3

On pose e, = U, — INJ'8 avec U, la solution du systeme de Friedrichs et I~JE est solution de (4.17)-(4.18).
La quantité e, est solution du systeme

1 1 o
ore. + —A10,e. + —Ax0ye. + —Re. =8,
€ € €

e.(t =0) = —cUy(t = 0) — £2Uy(t = 0),
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En multipliant par e. et en intégrant sur D, on obtient

1 1 o
(%5 (\]eel\%2(D)) + 5/ (ec, A10z€c) + (ec, A20ye.)dady = —2/ (ec, Re.)dxdy +/ (S, ec)dzdy.
D € Jb D

On a
/ (ec, A10rec)dxdy = 0, / (ec, Ag0ye.)dxdy = 0 et / (e, Re:)dxdy < 0.
D D D

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que

1
51‘5 (||es||%2(D)) <|IS[lr2(pyllecll z2(pys

On pose E(t) = Heg(t)H%Q( p) €t on remarque que l'inégalité précédente est équivalente & I'équation
différentielle
E'(t) < 21181120 ED). (4.3

En intégrant sur [0, 7], on majore l'erreur au temps 7' de la fagon suivante
VE(T) < VE(0) + TS|l 0,77:22(D))-

La seconde partie de I'estimation (4.35) est obtenue & partir du résultat de 1’étape 2 :

I[S[]Loejo,77:22(D)) < Cmye (HU0||X3 + HatU0”X2> :
Pour conclure, on doit estimer F(0). En utilisant les définitions de U, et Uy, on obtient

le<(t = 0)llz2(p) < =Co (|[To(t = 0)lli2(n)

et
VE(T) < £Col[Oo(t = )l z2(p) + TCrmge (11Toll o + 19Tl [x2) -

Ces résultats donnent ’estimation suivante en temps 7T :

le<(T) |2y = I[U=(T) = To(T)l |12y < eColl ot = Ol 122y + TComge (1Tl xs + 110:Tol x:
(4.35)
Etape 4
Pour finir on utilise I'estimation (4.35) pour montrer la convergence des solutions du systeme de
Friedrichs vers les solutions de 1’équation de diffusion. L’étape précédente donne

1U-(T) = OT)| 2y < eCollo(t = )l 1720 + TCmg= (11Tolls +110:Tollx2)
On montre ainsi
|U(T) — Uo(T)| 2(py < [UAT) = Ue(T)| 2(py + €l|UL(T) + €Us(T)|| 12 py-
On utilise le méme type de majoration que précédemment pour obtenir
101(T) + €0 (T) |2y < & ([To(Dll12)

Ce qui donne le résultat final. O
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Remarque 4.1.3. e Le résultat est donné pour un domaine périodique et pour des données ini-
tiales correctement choisies (la différence entre la condition initiale du systéme de Friedrichs et
celle du systeme limite est homogéne a €). Le principe de démonstration reste valable si on intro-
duit des conditions limites ou pour des données initiales éloignées l'une de l'autre. Cependant,
une difficulté supplémentaire apparait due a ’étude des couches limites [AG11].

e Le principe de la preuve est le méme dans le cas d’un paramétre de relaxation o variable. Ce-
pendant, il faut une régularité suffisante pour la fonction % et pour la solution de ’équation de
diffusion afin d’utiliser des inégalités plus fines pour la majoration de S.

Remarque 4.1.4. Dans [DM0/]] les auteurs démontrent un résultat de convergence similaire pour
des systemes de Friedrichs avec termes sources non constant raides et mon raides. Le principe de
preuve est différent, en effet les auteurs proposent d’utiliser des arguments de compacité. Le résultat
est plus général mais ne permet d’obtenir une estimation d’erreur entre les solutions du systeme de
Friedrichs et les solutions de diffusion. Pour obtenir ce résultat les auteurs font une hypothése de
structure équivalente o AE; € Ker RY, BE; € Ker R+ pour i € {1...p}. Cependant il faut ajouter
d’autres hypothéses afin d’assurer le caractére dissipatif de l’équation limite. L’hypothése (Hi) que
nous avons utilisé est certe plus restrictive mais permet d’assurer automatiquement l’existence de la
limite de diffusion et le caractere dissipatif de l’équation limite.

Maintenant que la limite de diffusion est correctement définie, on propose une méthode numérique
« asymptotic preserving », basée sur une version légerement plus restrictive de ’hypothese (Hy).

4.2 Décomposition « diffusive - non diffusive »

4.2.1 Décomposition « diffusive - non diffusive »

On se place dans le cas d’une équation limite scalaire (dim Ker(R) = 1). On propose une méthode
numérique qui consiste a décomposer le systeme de Friedrichs (4.1) entre un modele du type équation
de la chaleur hyperbolique et un autre systéme hyperbolique qui n’intervient pas dans la limite de
diffusion. Cette méthode est comparable & la méthode « micro - macro » utilisée dans [LMO07] afin de
construire des schémas « asymptotic preserving » en dimension un. Elle consiste a isoler puis séparer
les termes négligeables en régime de diffusion des termes associés a I'inconnue du systeme de diffusion
limite. Une fois cette décomposition effectuée, il est plus aisé de trouver une discrétisation valide. On
décrit la méthode en dimension deux, elle reste valable en dimension trois. On se restreint au cas ou

dim(Ker R) = 1. (Ha2)

Cette hypothese est vérifiée par les modeles simplifiés utilisés pour approcher les problemes de trans-
port. En transport linéaire R est une Z-matrice avec termes diagonaux négatifs. En outre, les vecteurs
propres associés a la valeur propre nulle ont des composantes positives. Puisque R est symétrique réelle
il existe une décomposition de la forme R = QDQ? ot D est une matrice diagonale et @ une matrice
orthogonale formée des vecteurs propres de R. La matrice R étant symétrique positive, les éléments
diagonaux de D (qui sont les valeurs propres) sont positifs ou nuls. On note A; les valeurs propres
de R et par convention A\; = 0 avec E; le vecteur propre associé. On note E; un vecteur propre de
R. On suppose aussi que A1Eq, AsEq, sont deux vecteurs propres indépendants associés a la méme
valeur propre de R, en d’autres termes I’équation de diffusion limite est isotrope. On traduit cela par
I'hypothese suivante proche de I’hypothese (Hj) :

AlEl = CLEQ7 A2E1 = CLE3. (Hg)
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On pose V = Q'U, V satisfaisant

g

1
oV + - (A1, V + A50,V) = —?DV, (4.36)

avec A} = Q'A4,Q, A, = Q' A:Q.

Lemme 4.4. Sous les hypothéses de la Définition 4.1.1 et les Hypothéses (Hz) et (Hs) les matrices
AL, A, ont la structure suivante

o O O
o2 OO

Al A, (4.37)

0

(e

Démonstration. On détaille le calcul pour la matrice A/l. Celui-ci est immédiatement transposable a
la matrice AIQ. Cette structure dérive uniquement des hypotheéses de symétrie et de ’hypothese (Hs).
En effet

Al 1 = (Br, AiEy) = (Bq,aBy) =0,

car la base est orthonormée. Pour A/1,12 = (E1, A1E»), on utilise la symétrie de A; afin d’obtenir
(aE3, E9) = a. De la méme fagon, on montre que les autres coefficients ont la bonne forme. O

En utilisant le lemme précédent, on peut immédiatement réécrire le systeme (4.36) sous la forme
suivante

1 1, ., N o
oV + B (P120:V + P10, V) + B (A10,V + A50,V) = —6—2DV, (4.38)
ou les matrices Py ,, P, sont des matrices carrées de taille n :
0 0 a O 0
0 a0 0 0000 .0
a 00 0 a 000 .0
P,=10 00 0 | Piy= 00 0 0 E (4.39)
0 0O 0 00 0 0

et A} = A,1 — Py, A5 = A; — Py, sont des matrices symétriques. Pour finir il suffit de décomposer
(4.38) en deux systeémes. Le premier systeme du type équation de la chaleur hyperbolique

1 g /

0V + - (P10, V + Py, 0,V) = —E—QD A\ (4.40)

avec Dy; =0, Dyy = Dgs = 1 et Dj; = 0 i > 4. Le second systéme est donné par
1 "

OV + ~ (A[0,V + 430,V) = —;121) Vv, (4.41)
avec Dy} = Dgy = Dy = 0 et D;; = 1i > 4. Une rapide analyse asymptotique montre que cette
décomposition isole les inconnues en O(1) et O(e) (premier systeme (4.40) de la décomposition) qui
donnent I’équation de diffusion limite et les inconnues homogenes & O(¢?) (second systeme (4.41) de

la décomposition) n’intervenant pas en régime de diffusion.
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4.2.2 Discrétisation de la décomposition

Principe de discrétisation : on propose de discrétiser le systeme homogéne a I’équation de
la chaleur hyperbolique issue de la décomposition avec un schéma « asymptotic preserving » comme
les schémas auz noeuds JL-(a) (2.11)-(2.12), JL-(b) (2.22)-(2.28) ou comme les schémas aux arétes
Py-MPFA et Py-Breil-Maire (3.11)-(3.12)-(3.13) définis dans le Chapitre 3. La phase dite « non dif-
fusive » est discrétisée en utilisant un schéma aux arétes classiques, par exemple le schéma upwind,
ou le schéma de Rusanowv.

Rappel : schéma upwind en dimension deux

On souhaite discrétiser le systeme suivant
1 1
oU+ —-4,0,U + *AgayU =0, U(t =0,x, y) = Uy. (4.42)
€ €

On nomme Gn la matrice A1n® + AanY avec n = (n%,nY) un vecteur de R2.

Définition 4.2.1 (Schéma upwind pour un systéme de Friedrichs). La discrétisation en espace est
donnée par
125100 + ) 1xUjy, =0, (4.43)
k

avec les flux
Ujr = (Gnjp)"U; + (Gnyp) Uy,

pour les arétes intérieures, nj, étant la normale associée a l’aréte 0€jy,.

Les matrices (Gnjj) " sont définies par Gnﬁ‘ = P~'D*P, Gnj; = P~'D~ P. La matrice D est
définie par D;; = max(0, \;) et la matrice D est définie par D;; = min(0, ;) avec {\1..\,} les valeurs
propres de Gnjj. Des preuves de stabilité et de convergence du schéma sont données dans [CVV00].
Cependant, ce schéma nécessite de connaitre et de stocker les valeurs propres et vecteurs propres de
la matrice Gn;;. Sur des maillages non structurés et pour des modeles d’ordre élevé en discrétisation
angulaire, le temps de calcul et la capacité de stockage nécessaire deviennent important. C’est pourquoi
on propose une alternative : le schéma de Rusanov [Sahl11].

Rappel : schéma de Rusanov

Le schéma de Rusanov est un schéma centré et stabilisé par un terme de viscosité numérique. Ce
schéma nécessite seulement la connaissance d’'une majoration de la valeur propre maximale de Gny
dans chaque maille.

Définition 4.2.2. Le schéma de Rusanov est défini par

| Q| 0, U; + lekUjk =0,
k

et par le flur numérique

U, +U;) 1
Uji = ank(JQk) = 55k(Uk = Uj),

avec la vitesse de Rusanov locale Sji, > max () et \j les valeurs propres de M = Aln;”k + Agn?k.
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Ce schéma est stable et convergent [Sahll]. Maintenant que la décomposition « diffusive - non
diffusive » ainsi que les différents schémas utilisés ont été introduits, on propose ’algorithme final
permettant d’obtenir une discrétisation « asymptotic preserving » pour des systemes de Friedrichs
satisfaisant les hypotheses (Hs) et (Hs).
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Algorithme final

Nous résumons ici 'algorithme de la méthode.

Algorithme 4.5. L’algorithme de la décomposition « diffusive - non diffusive »

o Etape 1 : Diagonalisation dans la base de R, du systéme

1 1

9U + ~A10,U + - A,0,U = - Z RU.
€ € €

e Etape 2 : Décomposition du systeme diagonalisé

1 1 ., o

8tV + fAlan + 7A26yV = —7DV,
€ € €

avec V.= Q'U, A} = Q' A1Q et Ay = Q' A2Q. On obtient
1 1
OV + — (PLaduV + PLyd,V) + — (Aj0:V + 430,V) = —%DV,

avec Py 5, P1y des matrices définies par (4.39) et A} = A/1 — P, A = A’l — Py
e FEtape 3 : Discrétisation du systéme homogéne a l’équation de la chaleur hyperbolique

g ’

D'V,

1
oV + z (P1,20;V + P ,0,V) = 2
avec D' définie par Dyy = Daz = 1 et D}, = 01 # 2 et i # 3 avec un schéma « asymptotic
preserving » du type JL-(a), JL-(b) ou P;-MPFA.
e FEtape 4 : Discrétisation du second systéme

g ”

1
OV + = (A10;V + A30,V) = =DV,
€ €
avec D" définie par D)} = Dy = Das = 0 et Dy; = 1 i > 4, avec un schéma classique comme
le schéma de Rusanov ou le schéma upwind.
e Etape 5 : Calcul des inconnues U a partir de V.

4.3 Applications aux modeles P,

Dans cette section, on rappellera que les modeles P, en dimension deux satisfont les hypotheses
de la définition (4.1.1) ainsi que les hypotheses (Hz) et (H3) nécessaires pour l'utilisation de notre
algorithme. Enfin on proposera une analyse de la décomposition en dimension un.

4.3.1 Modeéles P,

La décomposition « diffusive - non diffusive » nécessite que le systeme hyperbolique satisfasse
un certain nombre d’hypotheses. Afin d’appliquer cette méthode a la discrétisation des modeles P,
on souhaite montrer que ces modeles satisfont les hypothéses nécessaires de la définition (4.1.1) et
I'hypothese (Hs) et (Hs). On rappelle que le transport de photons ou de neutrons est modélisé par
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I’équation de transport avec un terme de collision :

O f(t,x, Q)+ QVf(t,x,02) = O’/

(f(t,x, Q) — f(t,x, Q)) A9, x € R?, Q e Rt € RT. (4.44)
SZ

Comme nous ’avons rappelé dans la partie introductive, on ne résout pas cette équation directement
mais on résout des modeles hyperboliques approchant cette équation comme les modeles P,. On
introduit par exemple, les matrices du modele P; en dimension deux :

1

?@0 0 0 =5 000
Ai=| 5 0 0], A= 00 0 [, R=|010
0 0 0 L 0 0 00 1

V3

Les modeles P, multi-dimensionnels présentés, par exemple dans [Bru05] entrent dans le cadre des
systemes de Friedrichs avec la structure (4.1).

Propriétés Les modeles P, (4.1) satisfont
e R est une matrice diagonale, 0 est valeur propre de multiplicité 1, et 1 valeur propre de multi-
plicité n — 1 (hypothese (Hz)).
e Les valeurs propres du systéme appartiennent a | — 1, 1].
e En symétrisant le systéme on montre que les matrices A;, As satisfont '’hypothese (Hs) et
admettent la structure introduite dans le lemme 4.5
e Comme ’équation de transport (4.44), les modeles P, (1.11)-(1.12) admettent la limite de dif-
fusion suivante : )
=
avec Up la premiere inconnue des systémes P, correspondant au premier moment de f(x, €2,1).
Les trois premiéres propriétés sont démontrées dans [Bru05]- [Bru05], les hypotheses de la définition
4.1 sont donc satisfaites. On part des modeles P, sous la forme (4.1). On applique le changement de
variable introduit dans la section 1.2.1 ce qui permet d’obtenir exactement la structure des matrices
suivantes

oU; — div ( VU1> =0,

0 a 00O 0 0 a 00O
a ... .. 0

A1 = o .. .. . . y A2 = a y (445)
0 0
0 0

avec a = % si on numérote les inconnues ¢;"* par [ croissant et

0 a 00O 0 00 0 a
a ... . o .. .. . .

Ai=10 .. . . L |,A=0 . . o .1, (4.46)
0 0
0 a

si on numérote par m croissant. Dans les deux cas, on remarque que le systeme (4.1) satisfait ’hypo-
these (Hs3) et que les matrices A;, Az admettent une structure qui permet utiliser la décomposition
« diffusion - non diffusion » . Par conséquent, les approximations P, peuvent étre décomposées en un
modele homogene a 1’équation de la chaleur hyperbolique et en un systeme qui n’intervient pas dans
la limite de diffusion. Cette décomposition est assez naturelle pour les modeles P,. En effet, lorsque
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I’ordre des modeles P,, augmente, les harmoniques sphériques ajoutées dans le développement de la
solution de I’équation de transport sont de plus en plus anisotropes. Le régime de diffusion étant
isotrope, il est donc naturel que les harmoniques d’ordre supérieur n’interviennent pas en régime de
diffusion. La décomposition consiste donc juste a séparer les modeles P, entre les équations associées
au modele P; (correspondant aux deux premieres harmoniques) qui est suffisant pour obtenir le ré-
gime de diffusion et les équations issues des harmoniques sphériques d’ordre supérieur qui sont ajoutées
uniquement pour enrichir "approximation du régime de transport (o << 1).

Remarque 4.3.1. On peut utiliser la décomposition « diffusive - non diffusive » pour des modéles
P, qui dérivent de ’équation de transport avec des opérateurs de collision comme

QU = /S P9 (5%, Q) = ft.x.2)) A, 0w Q) = Laf(t,x,9),

avec Aq Uopérateur de Laplace défini sur la sphére (Laplace-Beltrami) et p(2, Q') une fonction de
répartition angulaire.

4.3.2 Analyse de la méthode en dimension un

Afin de montrer la pertinence de la méthode de décomposition « diffusive - non diffusive » , on pro-
pose de valider cette méthode pour les discrétisations du modele P,, a ’aide d’une étude de consistance
en dimension un. Cette étude de consistance justifie I'utilisation d’un schéma classique pour la partie
non diffusive. On propose donc d’utiliser le schéma de Gosse-Toscani (1.46) pour le systéme homogene
a ’équation de la chaleur hyperbolique dans la décomposition et le schéma de Rusanov pour le second
systeme. L’étude de consistance reste aussi valable si on utilise d’autres schémas pour chaque phase de
la décomposition. Par exemple, on peut utiliser aussi le schéma de Jin-Levermore (1.34) pour la phase
« diffusive » de la décomposition et un schéma upwind pour la phase « non diffusive » . On introduit

le modele en 1D
o

1
9U + ~A9,U = —— DU,
19 g

avec la matrice A qui admet la décomposition A = P; + A’ tel que P; soit la matrice définie par

1 . .
Py1o=Pio = 7 et Pi; = 0 pour (i,7) # (1,2) et (i,7) # (2,1)

et A est une matrice qui satisfait

Ay = A, =0.
De plus D est une matrice diagonale définie par D17 = 0 et D;; = 1 avec ¢ > 1. Cette structure
correspond & celle obtenue apres la décomposition « diffusive - non diffusive » . On suppose ainsi que
les données initiales satisfont |[(0a ;2 U1)(t = 0)|[z00 < Cup et |[(Oa 12 Us)(t = 0)|[L0e < eCyp aveci > 1
et (a,b) € N2. Par stabilité en norme L du systeéme 1D ces estimations sont propagées en temps avec
des constantes différentes. Maintenant on introduit le schéma final, apres décomposition défini, par

U;-H'l _ U;L AUj-i-% — AUj_%
At eAx

g n

avec les flux

Ur +U». un.—_ynr.
n _ 2,j 2,j+1 1,5 1,5+1
(AU )7 = M ( N BT )

/ /
Unv_;'_U'n_ U"-—Un‘ (A U)n +(A U)n X U"v—Un-
(AU 1)n — n[( 1 T 71,5+1 2,j 2,541 + 2,5 2,5+1 + 5. . 2,5 ~2,5+1 (4 48)
J+3572 2V/3 2V/3 2 J+s 2 ’ :
) /
(AU +A UL, Up.~UP. ,
(AUH_%)?— B +Sj+%% pour i > 3,
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avec U; la itme composante du vecteur U, (AU); (resp. (A'U);) la ieme ligne du vecteur AU (resp.

A'U), S; 1= 1 la vitesse locale de Rusanov et M = 2\/§2+\§;Ax‘

Lemme 4.6. L’erreur de consistance de la premiére composante de [’équation vectorielle (4.47)
O (Az? + cAz + At). (4.49)
L’erreur de consistance des autres composantes de ’équation vectorielle (4.47)
O(Az + At). (4.50)

Démonstration. La démonstration de consistance pour les deux premieres composantes de (4.47)-
(4.48) est identique a celle du Lemme (1.10) introduite dans le premier chapitre de cette étude, sauf
pour le terme dans la seconde équation
(AU)3,; +(AU)3 ;4 LS, Us; = U3
2 Ita 2 '
Ceci montre que 'erreur de consistance pour la seconde équation est

A
CUR, = O(At + Az) + Ax?(A'9,U)s(xj, 1) — 27(z”e9gcch2(gc]-,7sn).

Le premier terme vient de l'erreur de consistance du flux de Gosse-Toscani. 1l suffit de constater que
Us(zj,tn) et (A'9,U)y (xj,tn) sont homogenes a €, par hypothese et puisque (A'U)3 ne dépend pas de
Ui(zj,tpn). Par conséquent l'erreur de consistance de la seconde équation est

CU3; = O(At + Ax).

On définit I'erreur de consistance associée aux autres équations CUZ-"]- avec ¢ > 2
k2

w Uilaj ton) = Us(ajity) | 1(AU) 00 —(AU) ;0 5 :
CU’L,] - At + g A.CE — ?Ul(xjutn)J 1> 2 9

avec

(AU)i,j-i-% =

((A U)i(j tn) + (AV)i(j1,tn) | Uil tn) = Ui<xj+17tn>>
2 2 '

Le méme type de calcul que celui utilisé pour les autres démonstrations de consistance montre que

1 Ax?
CUss = Ui ta) + O(AL) + =0, (AU)i(5,t0) + :am(A U)i(x, o)+

Ax Az? o

?@zUi(ﬂﬁj,tn) + ?aszi(xjytn) + ?Ui(xjatn)7
pour i > 2. Etant donnée la structure des matrices, en remarquant A; = A; pour i > 2, on simplifie
(4.51)

Au? A A
CUL; = O(AL) + ;” Opa(A'U)i(x, 1) — ?x(?mUi(xj,tn) - %&chi(:vj,tn). (4.51)

Par hypothese, 0,,U;(zj,t,) = O(e) pour i > 2. En outre, la structure de la matrice 4" indique que
(A'U); ne dépend que de U; pour i > 1. Par conséquent, d,,(A U); = O(e). On obtient donc I’erreur
de consistance suivante

CUL; = O(At + Ax).
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Cette démonstration justifie 'utilisation de la décomposition proposée afin de construire un schéma
« asymptotic preserving » . En effet, les dérivées spatiales et les discrétisations des équations associées
aux inconnues U; avec ¢ > 2 ne dépendent pas de la premiere inconnue. Par conséquent, ’analyse
asymptotique montre que ces mémes dérivées spatiales sont homogenes a €, ce qui permet de compenser

le coefficient de viscosité numérique homogene a %.

Remarque 4.3.2. Le schéma ainsi présenté est consistant uniformément en e (voir (4.49)-(4.50)).
Cependant, comme pour le schéma de Jin-Levermore (1.35) le schéma (4.47)-(4.48) ne préserve pas
a priori le principe du mazximum. On pourrait multiplier les flux du schéma utilisé pour discrétiser la
partie « non diffusive » par un coefficient M bien choisi afin d’obtenir un schéma stable en norme
L. L’analyse précédente montre cependant que cette manipulation n’est pas nécessaire pour obtenir
la consistance dans tous les régimes.

4.3.3 Décomposition « diffusive - non diffusive » : application au modele P; en
2D

On propose de valider la décomposition « diffusive - non diffusive » en 2D a ’aide du modele P3
décrit dans [Bru05]. Initialement, c’est un systéme symétrique de R'. Afin de réduire le cotit de calcul,
on propose la simplification décrite dans la section 1.2, ainsi que le changement de variable nécessaire
pour obtenir un systéme symétrique. Le modele Ps ainsi obtenu, est défini par

0, U + éAlaxU + §A26yU = —E%RU, avec U € Rlo, (4.52)
avec
o Ji 0o 0o 0o 0o 0o 0 0 0
1o \/% 0o 0 0 0 0 0 0
0 & 0 Vg 0o 0o 0 0 0 o0
0 0 \/g o 0 0 0 0 0 0
a_| 0 0 0 0 0 B0 0 0 0 (4.53)
00 0 0 1o & o 0 o0
o 0 0 0 0 \/% 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 Jio
000 0 0o 0 0 0 /i oo
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 3 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 —y/z 0 /= 0 0 0

0 0 0 0 0 —y/& 0 0 0 0
1 1 1

0 =/ o0 0 0 0—\/j0 0

Ag_\/gl 15 - > - (4.54)

Y Y T 0 0 0 /i o0
6 1

0 0 /2 0 0 0 0 L 0 0

0 0 0 R A VAT

0 0 0 0 0  —/t 0 0 0 0
3

0 0 0 0 0 0 0 —/& o 0

et la matrice associée au terme source directement diagonale
000000O0O0O0O
0100000000
0010000000
0001000000
0000100000
B=10o 000010000 (4:55)

0000001000
000000O0T1O0O0
00000O0O0O0T1O0
000000O0O0O0 1

Puisque R est déja diagonale, il ne reste plus qu’a scinder ce modele en un systeme du type équation
de la chaleur hyperbolique qui correspond exactement au modele P; et un systeme résiduel. La matrice
Py, de la décomposition « diffusive - non diffusive » est définie par P ;12 = P1 421 = % et les autres
termes sont égaux a zéro.

La matrice P, de la décomposition « diffusive - non diffusive » est définie par P 414 = Py 41 = %
et les autres termes sont égaux a zéro.

Les matrices du systeme de la phase « non diffusive » sont définies par All =A1—Pi et A/2 = A5—-Pr .
Afin d’éviter le calcul des valeurs, on propose d’utiliser un schéma de Rusanov pour la partie dite « non-
diffusive » avec S;, = 1 comme coefficient de viscosité numérique. Cette majoration de la valeur propre
maximale est d’ailleurs valide pour tous les modeles P,.
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Définition 4.3.1. Le schéma numérique pour le modéle P3 est

‘Qj‘ @5‘1,]- + Fyiv =0,

L
\/3

~ 1 ~ ~ -
25| 0:Us,5 + —= \f Foraa + = Zl]k < (Gnj(U; + Uy))a — 5 (U2 = Uz,j)> = —5;Us;,
1
] 0,03 + — Zl]k: < (Gnj(Uj + Up))s — = U3k Us j ) U3,g,
1 ~
110U + —= \f Flrod + = Zlﬂc < (Gnjp(U; + Upg))s — §(U4,k U4,g)) = —S;U4;,

] 8:Us ; + - Zl]k <1 Gn]k( A+ UR))s — = Usk Us; ) U5,j,
1] 9:Usj + ~ Zl]k < (Gn;1(U; +Up))s — = U6k: Us j ) U6,J, (456)
12| 0:U7 j + ézl]k <;(Gn]k(U +Ug)7 — U?k Uz ) = Um,
P
192;] 0:Us ; + ézl ik <;(Gn]k(U +Up))s — 5 U8k Us,; ) Us,g,
p
1€25] 9:Us; + éz Lik (;(Gnﬂf(U +Up))o — %([79,1@ - 179,j)> = — 9] ;2[79,3"

1 _ 1~ =~ o~
19| 8T, + - Zl]k < (Gni,(U; +Up))o — i(Ulo,k - UlO,j)) = — || ;QUlo,j,

ot la matrice du schéma de Rusanov est définie par Gnj, = Am}’?k + Agné’k, les flux associés au
schéma « asymptotic preserving » pour l'équation de la chaleur hyperbolique sont Fy,, Fyrqq et la
discrétisation du terme source associé au schéma « asymptotic preserving » est Sj.

Les schémas « asymptotic preserving » présentés dans les chapitres deux et trois sont construits
pour ’équation de la chaleur hyperbolique. Les vitesses d’ondes et 1’état stationnaire du systeme
associés a la partie « diffusive » étant différents de ceux associés a ’équation de la chaleur hyperbolique,
il faut dériver a nouveau le schéma « asymptotic preserving » pour le systeme associé a la partie
« diffusive ». Dans ce cas cela revient & multiplier o par dans v/3 dans les flux « asymptotic preserving »

Un développement de Hilbert permet de montrer, comme dans le cas de ’équation de la chaleur
hyperbolique, que ce schéma tend vers un schéma de diffusion limite (celui associé au schéma « asymp-
totic preserving » utilisé). Le développement de Hilbert étant du méme type que les précédents, on ne
le détaille pas. En effet, on montre rapidement que tous les termes d’ordre zéro dans le développement
pour les moments d’ordre supérieur a 1 sont nuls.

4.4 Applications aux modeles S,

Dans cette section, on propose de montrer que les modeles S,, en dimension deux satisfont les
hypotheses de la définition (4.1.1) et les hypotheses (Hs)-(Hs) nécessaires a l'utilisation de notre
algorithme.

4.4.1 Modeles S,

Pour résoudre les équations de transport (équation de la neutronique, équation de transfert radiatif,
etc) une alternative aux modeles P, est la méthode des ordonnées discrétes qui permet de construire
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les modeles S,. La méthode consiste a discrétiser le terme de « scattering » a I’aide d’une formule
de quadrature et a écrire I’équation de transport (4.44) pour chaque vitesse discrete. La fonction de
distribution discrete f; = f(£2;) associée a la vitesse discrete €2; satisfait ’équation suivante :

O+ VS =~ 5= Y fywy) (457
J

avec les vitesses discretes €2; et les poids de quadratures w; tels que
{ Zwi =1, Zwiﬂi =0, Zwiﬂi ® Q; = DI,
1

avec D = 3 si les vitesses appartiennent a S? et D = % si les vitesses appartiennent a S!. Le systeme
défini par I’ensemble de ces équations admet pour limite de diffusion :

&E—dN(Z”UU@QVE>:& (4.58)

avec ' = Z w; f;. On souhaite donc montrer, comme pour les modeles P,,, que les modeles S,, rentrent

(2
dans le cadre introduit par la définition (4.1.1) et satisfont les hypotheses (H2) et (Hs) nécessaire a

I’écriture de la décomposition « diffusive - non diffusive » .

Proposition 4.7. Les modéles S, s’écrivent de la fagon suivante :

U + 2 4,0,U + 2 4,0,U =~ Z RU,
€ € €

avec U; = Jwifi et R = /W ® /W — 1,. Le vecteur VW est composé de la racine des poids w;.

Ces systémes satisfont les propriétés suivantes

dimKer R =1,

Ay et Ay sont diagonales,

0 est valeur propre de R de multiplicité 1 et de vecteur propre Ey = (/w1 ...., y/Wn),

1 est valeur propre de R de multiplicité n — 1,

La matrice R est diagonalisable,

La matrice R est symétrique.

A1E1 = aEo, AsEq = aE3 avec Eo, E3 des vecteurs propres de R associés a la valeur propre 1

de R.

Démonstration. On commence par démontrer que 1 est valeur propre de multiplicité n — 1 en partant
du systeme. A cette fin on remarque que la matrice /w®+/w —fd correspond a la projection orthogonal
dans 1’ hyperplan orthogonal & y/w . Le vecteur \/w correspond au vecteur composé de la racine des
poids de quadrature. Cette projection dans I'hyperplan orthogonal & \/w est égale & fd. Par conséquent
1 est valeur propre de multiplicité n — 1 de la matrice R . La projection dans 1’espace de dimension un
généré par \/w est identiquement nulle. La matrice R admet donc 0 comme valeur propre de vecteur
propre E; = y/w. Dans un second temps, on propose de montrer que la derniére propriété est vérifiée.
La symétrie des vitesse discrétes Y, w;€2; = 0 implique que (A1v/w,vw) = 0 et (A2y/w,/w) = 0.
Par conséquent AE; € Ker(R)" et AEy € Ker(R)*. En définissant les vecteurs propres Ey, E3 de la
matrice R associée a la valeurs propres 1 :
0f o

1 1
Fo= —n——— : , By =

3w \ o > v \ o
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on obtient A;E; = aEs, A2E; = aE3 avec a = \/ZZ wiQf’Q = \/Zl wZ-Q?’Q. Légalité />, wiQf’2 =
/D wiQ%”Q vient de la construction de la formule de quadrature qui impose

Zwiﬂi ®Q; = DIy
i

avec D = % ouD = % , afin d’obtenir la limite de diffusion de I’équation de transport. ]

Remarque 4.4.1. En dimension un, les modéles S,, (avec les points de quadrature de Gauss-Legendre)
diagonalisés dans la base de la matrice R sont égauxr aux modeéles P,.

4.4.2 Décomposition « diffusive - non diffusive » : application au modele S, en 2D

Le schéma est simple, il suffit d’utiliser un des schémas « asymptotic preserving » (par exemple les
schémas JL-(a), JL-(b) ot P.-MPFA) pour la partie « diffusive » et un schéma aux arétes, upwind ou
Rusanov pour la partie restante. On propose de construire le schéma pour ce modele Sy en utilisant
un schéma upwind pour la partie « non diffusive » . On commence par définir le modele S5

1 1
8U + - 4,0,U + —A4,0,U = -2 RU, (4.59)
€ € €
avec
10 0 0 000 O % —% —i —%
00 0 O 010 O -1 3 _1 1
A=l 1o 2 o000 o |0 B E S8t (4.60)
00 0 O 0 00 —1 —%—%—i%
La limite de diffusion est donnée par
) 1
BtE —div (E) =
20
4
et £ = 1 ZU"" La matrice de passage ) composée des vecteurs propres de R, et D la matrice
i=1
diagonale sont données par
11 g 1
% V2 ) 21 0000
1 1 _1
Q= % . V2 12 . D= 0100
2 T 0 3 0010
2
r g _Lr _1 0 001
2 V2 2

Soit By = %(1, 1,1,1) le vecteur propre normé associé a la valeur propre 0, et Eo = %(1,0, -1,0),
E; = %(O, 1,0,-1), By = %(1, —1,1—1) les vecteurs propres normés associés a la valeur propre 1. Il

est trivial de vérifier que A1E; = %E27 AsE; = %Eg.

A présent, on applique un changement de variable. On pose V = Q'U. Le nouveau systéme est donc

o

1. 1
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avec

1 1
(1] 7 0 (1) 0 O 7 0
/ —-—= 0 0 —= / 0 0 O 0
A =Q Q= V2 V2l A, =Q' Q= 1 L
0 0 0 0 s 0 0 -7
1 1
0 7 0 O 0 O -5 0
et
%(Ul + Uy +Us + U4)
1 —
V — \?(Ul U3)
75 (U2 = Us)
H(UL +Us — U — Uy)
Ces matrices se décomposent de la fagon suivante
Al =P+ A5, Ay= P, + Al
La matrice Pl,x est définie par P17x712 == %, PLx’Ql = % et PLLZ']' =0 pour (Z,]) 75 (1,2) et

(4,5) # (2,1).
La matrice Pi, est définie par P, 13 = %, Piy31 = % et Py = 0 pour (4,5) # (1,3) et
(4,5) # (3,1).
A partir de la on peut introduire le schéma upwind a l’aide des parties positive et négative de G*n =
Ain® + AinY.

Proposition 4.8. La matrice G*n a pour valeur propre (0,0, %, —%) et pour matrice de passage

0 1 0 0
n® 0 n¥ n®
P= —n¥ 0 n® —nY
—[nl[ 00 [[n]|
Démonstration. La matrice G*n s’écrit
0 O 0 0
w1 0 0 0 n®
Gm="7%10 0 0o -w
0 n* —m¥ O
Son polyndme caractéristique se réduit a
-~ 1
Da«fn—xg):A%A?—i)
Le spectre p de la matrice G* est donné par p(G*n) = (0,0, —%, %) Pour conclure il suffit de calculer
les vecteurs propres. ]

Les parties positive et négative de Gn nécessaires a la construction du schéma upwind sont données
par

0 0 0 0 0 0 0 0

Gt — 1 1 0 n"n® —n®n¥ n® S 1 1 0 —n"n" n'n¥ n®
221 0 —n®n¥ n¥n¥ —n¥ |’ 221 0 n"nY  —n¥n¥ —nY

0 n® —nY 1 0 n® —nY -1
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Une fois le schéma upwind construit pour la partie « non diffusive » de la décomposition, il suffit de
choisir un schéma « asymptotic preserving » pour la partie « diffusive » . On obtient donc le schéma
numérique suivant :

Définition 4.4.1 (Schéma numérique pour le modele S3). On applique le changement de variable
V = Q'U.
On applique ensuite le schéma numérique semi-discret :

1] 0: V15 + Fyv =0,

L

V2e
1

’Q ‘&gVQJ <\/> grad+zlﬂ€ ankV 9 +Zl]k anka) ) = —SjVQ,j,

1 (4.62)
1] 0, Vaj + <¢fgm+§]m&wvg+iywcnvw>:—@%w

1 _
]Qﬂ@ﬂ@f+6<§:QMGqﬁVﬂ4+§:Q“GQWV¢M> 1951 2 Vi
k k

\

ot les matrices an_k, ank représentent les parties négative et positive de Gnji. On note les flux
numériques et la discrétisation du terme source associés au schéma « asymptotic preserving » pour
I’équation de la chaleur hyperbolique : Fyiy, Fgraq et S;.

Pour finir

U=0QV.

Les schémas « asymptotic preserving » présentés dans le chapitres deux et trois sont construits pour
I’équation de la chaleur hyperbolique. Les vitesses d’ondes et ’état stationnaire du systeme associés a
la partie « diffusive » étant différents de ceux associés a ’équation de la chaleur hyperbolique, il faut
dériver & nouveau le schéma « asymptotic preserving » pour le systéme associé a la partie « diffusive ».
Dans ce cas cela revient & multiplier o par dans v/2 dans les flux « asymptotic preserving » .

4.5 Discrétisation en temps

La méthode de décomposition précédemment introduite permet d’obtenir des discrétisations spa-
tiales valides en régime de diffusion. La stabilité du schéma complet obtenu dépend, elle, des conditions
de stabilité des schémas utilisés pour discrétiser chaque systeme de la décomposition. Certains schémas
« asymptotic preserving » pour la partie diffusive ainsi que les schémas classiques pour la partie non
diffusive admettent des conditions CFL dépendantes de €. Pour régler ce probleme on peut utiliser une
version implicite de ces schémas ou bien, comme dans le cas de I’équation de la chaleur hyperbolique,
construire des schémas semi-implicites stables sous une condition CFL optimale. On commencera par
étudier la discrétisation implicite de la décomposition « diffusive non-diffusive » . Par la suite on pro-
posera une modification de la décomposition afin d’obtenir des schémas semi-implicites stables sous
une condition CFL indépendante de €.

4.5.1 Discrétisation implicite

Dans un premier temps, on propose d’étudier la stabilité de la discrétisation implicite en temps
associée a la « diffusive - non diffusive » d’un systéme de Friedrichs. On résout le systéme suivant

1 1
@U+gm@U+g@@U:—§RU (4.63)
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Afin d’obtenir une discrétisation « asymptotic preserving » on applique la décomposition « diffusive-
non diffusive » Soit @ la matrice composée des vecteurs propres de R, V. = Q'U, A} = Q'A,Q et
Alz = Q' A2Q. Le systéme associé & la décomposition « diffusive-non diffusive » est donné par

g

1 1
OV + = (Pra0pV + PrLydyV) + — (A0, V + A30,V) = — 5 DV, (4.64)

avec Py, P, des matrices définies par (4.39) et A} = A’1 — P, Al = A/1 — Py y. La partie diffusive
est décrite par le systeme

g ’

1
OV + — (PLadsV + PLydyV) = =5 D'V (4.65)

avec D' définie par Dy, = Dy = 1 et D}, = 04 # 2 et i # 3. On discrétise le systeme (4.65) avec un
schéma « asymptotic preserving » stable en norme L?. On pose V}, le vecteur des inconnues défini par
Vi, = (Vj=1,...., Vj=p), M la matrice diagonale composée des volumes de mailles. Le schéma implicite
pour le systéme (4.65) est défini par

MV = MV + AtP VT

avec Pj, la matrice de discrétisation spatiale, telle que (X, P,X) < 0, ou X € R™*"¢ et n, correspond
au nombre de mailles. La stabilité en norme L? du schéma implicite dérive de I'inégalité (X, P, X) < 0.
De la méme facon on définit le systeme associé a la partie « non diffusive »

1 "
O+~ (A[0:V + 430,V) = —%D Vv, (4.66)

avec D" définie par D}, = Dyy = Dis = 0 et D;; = 1 i > 4. Le systeme (4.66) est discrétisé avec un
schéma de volumes finis classique comme le schéma upwind ou le schéma de Rusanov stable en norme
L?, défini par

MV = MV} + AtA, VT

avec (X, ApX) <0.

Proposition 4.9. Soit Vy, le vecteur des inconnues et M la matrice diagonale composée des volumes
de mailles. Soit Py la matrice de la discrétisation spatiale du schéma « asymptotic preserving » pour
le systéeme (4.65) telle que (X, P,X) < 0. Soit A la matrice de la discrétisation spatiale du schéma
pour le systeme (4.66) telle que (X, ApX) < 0. Le schéma implicite

MV = MV} + AtP VT + AtA, VT
pour le systéme (4.64), est stable en norme L*(D).
Démonstration. On part du schéma implicite
MV = MV} + AtP VT 4+ AtA, VT
On multiplie par V"1 pour obtenir
(MVHL VI = (MVE, VI + AUB, VT VI 4+ AL(A, VT Vi),

Pour conclure on utilise les inégalités (VZ'H,PhVZ'H) <0, (VZ“,AhVZ'H) < 0 et 'inégalité de
Cauchy-Schwarz pour obtenir que
1
VP Iz < [V L2

avec |[VH|2 = 35, [0, |(VIH, ViFL), =
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4.5.2 Discrétisation semi-implicite

Afin d’obtenir une discrétisation temporelle non contrainte par e, on peut aussi utiliser un schéma
semi-implicite. En s’inspirant du travail réalisé dans le chapitre deux, on propose de construire une
discrétisation semi-implicite de la décomposition « diffusive - non diffusive » stable sous une condition
CFL indépendante de €. Dans le chapitre un on a montré que le schéma de Jin-Levermore en 1D admet
une CFL explicite

a

1
At | —+ = | < 1. 4.
(5Am + 52) - (467)

Le schéma de Gosse-Toscani, lui, est stable en norme L sous la condition CFL

M Mo
At|—+— | <1
<€Aa¢+ €2>_ ’

2 1
avee M = — 25 Cette condition CFL est équivalente a At | —— | < 1. Cela vient du fait que
2¢e + oAz eAx

le facteur M déraidit le schéma. Le principe est le méme en dimension deux. Si on discrétise le terme
source dans le schéma JL-(a) (2.98)-(2.100) on ne peut obtenir une CFL indépendante de €. Par contre
le schéma de Gosse-Toscani en dimension un ainsi que la reformulation du schéma JL-(b) (2.104) avec
une discrétisation du terme source implicite sont stables sous la condition CFL suivante

1
At | ——— | < 1. 4.68

Afin d’obtenir une condition CFL de stabilité du schéma indépendante de € en pratique pour un
systeme de Friedrichs, on propose de modifier les schémas upwind ou de Rusanov discrétisant la phase
« non diffusive » afin que la condition CFL de ces schémas soit du méme ordre que (4.68). Pour cela, on
propose de « déraidir » le schéma a I’aide du coeflicient M du méme type que ceux qui interviennent en
dimension un, puis a impliciter le terme source. Puisque le facteur M est discrétisé aux interfaces, il est
aussi intéressant de discrétiser le coefficient de relaxation % aux interfaces. Le role de la modification,
a 'aide du coefficient M des schémas classiques pour laspartie « non diffusive » est simplement de
déraidir les schémas afin d’obtenir une CFL optimale. Par contre, les modifications introduites afin
d’obtenir les schémas « asymptotic preserving » présentés dans les chapitres deux et trois contiennent
des informations géométriques qui permettent d’obtenir un schéma limite consistant. Afin d’expliquer
cette modification, on propose un schéma modifié pour le modele Ss.

Définition 4.5.1 (Schéma « asymptotic preserving » semi-implicite pour le modele Sz). On applique
le changement de variable
Vn — QtUn
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On applique ensuite le schéma

.

-V 1

Q; i -y Fupy =
| J’ At \/§E div 0

7‘L-|—1 n
|Q|V2’j V2+1 F; +Zl Gn Vi) —1—21 Gn LVi)s — _g.yntl
J At - grad Jk k ]k‘ k k ACKEE
1] Vi, +1 +Zl M;(Gn V) +Zl (Gn;, Vi)t | = -8, vt
J At € \f Fyrad kM (Gngy M1 (G Vi AE N

Vit —vp 1

— € (N(J >k Jkajk> V4ny+1
(4.69)

On note les flux numériques et la discrétisation du terme source associés au schéma « asymptotic

preserving » pour l’équation de la chaleur hyperbolique : Fyiv, Fgraq et S;. Le facteur My, est défini
_ 2\/55

- 2\/§8+20'jk(djk+dkj) :

Pour finir

par My,

Un-‘rl — Qvn+1 .

4.6 Reésultats numériques

Dans cette derniere partie, on expose des résultats numériques pour les deux systemes précédem-
ment introduits, le modele Ps et le modele Ss. La partie « diffusive » de la décomposition est discrétisée
a l'aide des schémas JL-(a) (2.98)-(2.100) et JL-(b) (2.99)-(2.100). On peut aussi utiliser le schéma P;-
MPFA ou n’importe quel autre schéma « asymptotic preserving » valide pour I’équation de la chaleur
hyperbolique.

4.6.1 Résultats numériques pour le modele 5,

On résout le systeme Sy défini par (4.59)-(4.60) a I’aide du schéma (4.62) ou les flux « asymptotic
preserving » sont donnés par le schéma JL-(b) (2.99)-(2.100). On définit £ = 52?:1 U; avec U; la
1eme composante du vecteur U.

Limite de diffusion

Soit SF(t) la solution fondamentale de la chaleur avec un coefficient de diffusion de 1/2. Les
conditions initiales sont données par U;(t = 0,x) = SF(0.01). La solution de diffusion est donnée par
Ui(t,x) = SF(0.01 + Ty) avec Ty = 0.01. A ce temps final la solution est négligeable au bord. On
compare la solution de diffusion et la solution numérique du modele Ss pour la variable E(t,x) =
i Z?:l Ui(t7 X)'

Les tableaux (4.1)-(4.2)-(4.3)-(4.4)-(4.5)-(4.6) donnent les ordres de convergence du schéma en
limite de diffusion pour plusieurs valeurs de € et pour plusieurs maillages.

On remarque que 'ordre de convergence est proche de l'ordre de convergence du schéma limite. On
remarque aussi que lorsque % = O(1) l'ordre de convergence descend lentement. Les explications
possibles sont les mémes que celles apportées dans la section résultats numériques du chapitre deux.
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Nombre de cellules /e ‘ e=103|e=10%[e=10°|e=10""

40-80 2.00 1.98 1.99 1.99
80-160 1.80 1.97 2. 2
160-320 1.69 1.97 2.01 2.01

TABLE 4.1 — Résultats de convergence pour le modele S5 sur maillage Cartésien

Nombre de cellules /e ‘ e=103]e=10"" \ e=10"F \ e=10" ‘

40-80 1.92 1.99 2.00 2.00
80-160 1.88 2.02 2.03 2.03
160-320 1.76 2.01 2.04 2.03

TABLE 4.2 — Résultats de convergence pour le modele S5 sur maillage Cartésien aléatoire

Nombre de cellules /e ‘ e=103]e=10"" \ e=10"" \ e=10"" ‘

40-80 1.89 1.96 1.96 1.96
80-160 1.84 1.94 1.96 1.96
160-320 1.79 1.97 1.99 1.99

TABLE 4.3 — Résultats de convergence pour le modele Sy sur maillage « smooth »

Nombre de cellules/e ‘ e=103]e=10"%[e=10%|e=10""

40-80 1.89 1.96 1.96 1.96
80-160 1.84 1.94 1.96 1.96
160-320 1.79 1.97 2.00 1.99

TABLE 4.4 — Résultats de convergence pour le modele So sur maillage de Kershaw

Nombre de cellules /e \ e=103]e=10"1 \ e=10""° \ e=10""

40-80 1.98 2.02 2.02 2.02
80-160 1.91 1.99 2.00 2.00
160-320 1.83 2.01 2.01 2.01

TABLE 4.5 — Résultats de convergence pour le modele S5 sur maillage triangulaire régulier

Nombre de cellules /e ‘ e=1073 ‘ e=10"1% ‘ e=10%|e=10""

40-80 1.65 1.65 1.65 1.65
80-160 1.39 1.38 1.38 1.38
160-320 1.26 1.25 1.25 1.25

TABLE 4.6 — Résultats de convergence pour le modele S5 sur maillage triangulaire aléatoire

Cas test de transport

Cas test 1
On initialise U1(x,t = 0) = g(x) = X|g.40.62(z) OU X est la fonction indicatrice. Les autres variables
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sont initialisées & 0. On prend o = 0 et ¢ = 1. La solution est alors donnée par U;(x,t) = g(x — at)
avec a = (1,0) et U;(t,x) = 0 pour ¢ > 1. Comme la condition initiale est discontinue on s’attend &
constater un ordre proche de 0.5 en norme L'. On choisit comme temps final T 't = 0.1. Le tableau des

maillage ordre 40-80 | 80-160 | 160-320
maillage cartésien 0.45 0.48 0.51
maillage bruité quad. 0.47 0.48 0.50
maillage « smooth » 0.47 0.46 0.47
maillage triang régulier | 0.48 0.48 0.48
maillage triang bruité | 0.49 0.47 0.47
Kershaw 0.38 0.42 0.43

TABLE 4.7 — Ordre de convergence pour le cas test 1 de transport sur différents maillages.

ordres de convergence (4.7) montre que le schéma converge avec un ordre proche de ordre théorique
de 0.5 pour une solution discontinue.

Remarque 4.6.1. Le schéma ne préserve pas exactement la nullité des variables Uy, Us et Uy en
raison du changement de variable di a la diagonalisation du systéme, qui lie les variables U; entre
elles.

Cas test 2
Soit G(x) une gaussienne. Les conditions initiales sont données par U;(x,t = 0) = G(x) et les pa-
rametres sont définis par ¢ = 0 et ¢ = 1. La solution correspond alors a ’advection de ces quatre
Gaussienne aux quatre vitesses (0, 1), (0,—1), (1,0) et (—1,0). Le temps final est 0.2. On compare les
solutions exacte et approchée pour la variable F = %Zi:l U. On constate que le schéma converge &

1 1

0.1 0.1
100 1000 100 1000

FIGURE 4.1 — En rouge la courbe de l'erreur numérique sur maillage Cartésien (a gauche) et pour
maillage aléatoire (& droite). En vert la courbe de 1/h.

I’ordre 1. Par contre on constate que le schéma est tres diffusif pour ce cas test.
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Cas test 3

On étudie la solution fondamentale du modele S;. Les données initiales sont U;(t = 0,2) = 00.5,0.5
avec d une masse de Dirac. Les parametres sont définis par € = 1 et 0 = 1. La solution correspond a
Ui(t = 0,2) = 80.5—v; 41,050, ,¢ avec vi = (0,1), vo = (0,—1), vz = (1,0) et vi = (—1,0). Le cas test
est résolu sur maillage aléatoire. On remarque sur la figure (4.2) que les quatre fonctions de Dirac sont

FIGURE 4.2 — Solution fondamentale. On trace la quantité E(t,x) = S5, U'(t, x)

bien advectées a la bonne vitesse. Cependant on remarque que la méthode est assez diffusive a cause
du couplage numérique réalisé entre les équations par la diagonalisation du systeme.

4.6.2 Résultats numériques pour le modele P

On résout le modele P3 défini par (4.52)-(4.53)-(4.54)-(4.55) a l'aide du schéma (4.69). Pour la
partie « diffusive », on utilise le schéma JL-(b) (2.99)-(2.100).

Limite de diffusion

Soit SF(t) la solution fondamentale de la chaleur avec un coefficient de diffusion de % Les conditions
initiales sont données par U;(x,t = 0) = SF(0.01) et U;(x,t = 0) = 0 pour 7 > 1. La solution de
diffusion est donnée par U;(x,t) = SF(0.01 + T}) et U;j(x,t) = 0 pour ¢ > 1. Le temps final est
Ty = 0.01. A ce temps la solution est nulle au bord.

’ Nombre de cellules /e ‘ e=1073 ‘ e=10"1% \ e=10"° \ e=10""

40-80 1.89 1.97 1.98 1.98
80-160 1.82 1.97 1.99 1.99
160-320 1.70 1.96 1.99 2.00

TABLE 4.8 — Résultats de convergence pour le modele P3 sur maillage Cartésien

Les tableaux de convergence (4.8)-(4.9)-(4.10)-(4.11)-(4.12)-(4.13) montrent que le schéma proposé
converge avec les mémes ordres de convergence que les schémas pour le modele P;. Les remarques
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Nombre de cellules /e ‘ e=103|e=10%[e=10°|e=10""

40-80 1.89 1.95 1.95 1.95
80-160 1.87 1.99 2.00 2.00
160-320 1.77 2.01 2.03 2.03

TABLE 4.9 — Résultats de convergence pour le modele P; sur maillage Cartésien aléatoire

Nombre de cellules /e ‘ e=103]e=10"%]e=10"" ‘ e=10"" ‘

40-80 1.99 2.05 2.06 2.06
80-160 1.88 2.00 2.01 2.01
160-320 1.76 1.98 2.01 2.01

TABLE 4.10 — Résultats de convergence pour le modele Ps sur maillage ”smooth”

] Nombre de cellules /e \ e=103[e=10* =100 e=10""

40-80 1.86 1.88 X 1.92
80-160 1.85 1.94 X 1.95
160-320 1.83 1.97 X 1.99

TABLE 4.11 — Résultats de convergence pour le modele P sur maillage de Kershaw

’ Nombre de cellules /e ‘ e=103]e=10*e=10%|e=10""

40-80 1.98 2.01 2.02 2.02
80-160 1.92 2.00 2.00 2.00
160-320 1.81 1.99 2.00 2.00

TABLE 4.12 — Résultats de convergence pour le modele P53 sur maillage triangulaire régulier

Nombre de cellules /e \ e=103]e=10"* =100 c=10""

40-80 1.72 1.74 1.73 1.73
80-160 1.42 1.42 1.43 1.45
160-320 1.29 1.27 1.27 1.27

TABLE 4.13 — Résultats de convergence pour le modele Ps sur maillage triangulaire aléatoire

exprimées précédemment lors de I'analyse des cas test de convergence en régime de diffusion pour
I’équation de la chaleur hyperbolique ot le modele Ss sont également valables pour ce cas test.

Solution fondamentale

Afin de valider le schéma dans le régime de transport, on propose le cas test suivant. Le domaine
est défini par D = [0,2.5]%. La condition initiale est donnée par Uy (0,x) = 01.25,1.25, Ui (0,x) = 0 pour
i # 0. Pour finir ¢ = 1, o = 1. La solution est donnée dans [HMc11]- [Bru02]. La solution fondamentale
est composée des différentes ondes séparées par des fonctions régulieres négatives en temps court et
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positives en temps long. On résout ce cas test en utilisant le schéma JL-(b)-stabilisé (chapitre deux),
présenté a la fin du second chapitre pour discrétiser I’équation de la chaleur hyperbolique et un schéma
de Rusanov pour le systéme qui n’intervient pas dans la limite de diffusion. La vitesse maximale du
modele Ps est approximativement 0.86. Le résultat numérique (4.3) montre que le schéma capture
correctement la vitesse maximale ainsi que la dynamique de la solution. En outre on montre que la

0 05 1 15 2

FIGURE 4.3 — On trace la premiere quantité du modele P53 en fonction de x.

version stabilisée du schéma du schéma JL-(b) couplé avec la décomposition « diffusive - non diffusive »
n’admet pas de mode parasite.

Cas test du Treillis

On reprend le cas test du Treillis, issu de la neutronique, détaillé pour le modele P, dans le chapitre
deux. On résout le modele P; avec un terme source supplémentaire —o,U;+(@Q sur la premiere équation,
ol o, est le coefficient d’absorption et () est une source. Le domaine est un carré de taille 7. Le maillage
est un pavage de carrés représentés sur la figure (2.16) introduite dans le chapitre deux. Dans le domaine
blanc et le carré central ( 2.16) 0 = 1 et 0, = 0. Dans les autres carrés (2.16), les opacités sont définies
par 0 = 0 et g, = 10. Tous les moments sont initialement nuls et la source vaut Q = 1. Le temps final
est de 3.2 secondes. La solution correspond aux solutions de référence donné dans [Bru02].

4.7 Synthese

Dans le cas de modeles hyperboliques symétriques avec termes sources raides satisfaisant 1’hy-
pothese (H3) et admettant une limite de diffusion scalaire, la décomposition entre 1’équation de la
chaleur hyperbolique et un autre systéme qui n’intervient pas en limite de diffusion, permet d’obtenir
un schéma « asymptotic preserving » . De plus, la difficulté liée a la consistance géométrique du schéma
limite est entierement reportée sur la discrétisation de ’équation de la chaleur hyperbolique. Dans le
cadre de 'approximation de transport on montre que ’on peut utiliser cette décomposition pour des
modeles simplifiés comme les systemes P, et S,. Dans le cadre des systemes P,, cette décomposition
est naturelle. En effet, en régime de diffusion, seuls les deux premiers moments forment le régime li-
mite. Les autres moments sont négligeables par rapport aux deux premiers moments. Pour les modeéles
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FIGURE 4.4 — Cas test Treillis pour le modele P3. On trace log;,(E).

Sy, il suffit de remarquer que leur forme diagonalisée est tres proche de la structure des modeles F,.
Puisque cette décomposition découle du fait que les moments d’ordre supérieur ne sont la que pour
enrichir approximation du régime de transport et n’interviennent pas dans le régime de diffusion, on
peut supposer que la méthode reste utilisable pour les modeles dérivés des systemes P,, (par exemples
les modeles PP, F'P, introduits dans le chapitre 1). La décomposition « diffusive - non diffusive »
permet donc d’obtenir des schémas consistants pour tous les régimes, pour les modeles simplifiés issus
du transport. En outre, a ’aide d’une modification simple dans les schémas de Rusanov ou upwind
utilisés pour le second systéme, on peut obtenir une condition CFL indépendante de €. Cependant,
cette méthode est incomplete notamment dans le cadre de la discrétisation des modeles S,,. En effet,
ces modeles préservent la positivité des variables. Or la méthode numérique proposée ne préserve pas
la positivité des variables pour 'instant. Par ailleurs, selon le schéma utilisé pour ’équation de la
chaleur hyperbolique, la positivité peut ne pas étre préservée méme lorsque o = 0.
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Troisieme partie

Schémas « asymptotic preserving »
pour des modeles non linéaires
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Chapitre 5

Modele P; et couplage avec la matiere

Lors de l'interaction entre la matiere et un rayonnement, certaines particules sont absorbées puis
réémises par le milieu dans une direction aléatoire, ce qui provoque un échange d’énergie. Ces méca-
nismes sont détaillés dans [Tur03]- [AG11]. Dans les équations du rayonnement, ces phénomenes se
traduisent par un couplage raide et non linéaire entre le modeéle de rayonnement et 1’équation de la
matiere (exemple de couplage : 'équation de transfert radiatif (1.6)). La présence de ces termes sources
induit une limite de diffusion différente de celle étudiée lors des chapitres précédents. On propose donc
d’étendre les schémas « asymptotic preserving » (décrits précédemment) au cadre du couplage avec
la matiere. On commence par étudier le modele P, couplé avec la matiere, d’abord du point de vue
continu puis numériquement en 1D. Enfin, on proposera une extension en 2D, couplée avec une discré-
tisation en temps qui permet de traiter la raideur et la non linéarité de la relaxation entre la matiere
et le rayonnement. Afin d’étudier ce mécanisme de fagon simplifiée, on remplace les équations d’Euler
par une équation sur la température qu’on introduira par la suite.

5.1 Modele P, couplé avec la matiere et limite asymptotique

Tout d’abord quelques définitions : soit ¢ le coefficient de « scattering » ou de dispersion, o, le
coefficient d’absorption/émission des particules par la matiere. On note T' et p la température et la
densité de la matiere.

Définition 5.1.1. Le modéle Py couplé a la matiére considéré

HE + cdivF = co,(aT* — E),

o F + gVE = —c(0 + 0,)F, (5.1)

O (pCyT) = cou(E — aT?).

avec a la constante de Stefan-Boltzmann, C, la capacité calorifique de la matiére et ¢ la vitesse de la
lumziére.

Il existe plusieurs limites asymptotiques pour le systéeme (5.1). En temps long, quand le phéno-
mene d’absorption/émission domine par rapport aux collisions (« scattering » ), on parle de limite a
I’équilibre car les températures de la matiere et du rayonnement s’équilibrent. Lorsque le phénomene
de « scattering » est dominant par rapport a I’absorption, on parle alors de limite hors équilibre. Afin
d’étudier ces limites, on réécrit le systeme avec le « scaling » en €. Le parametre € peut venir d’une
mise a 1’échelle du temps ou de la vitesse de la lumiere.
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Définition 5.1.2 (Limite a 1’équilibre). En utilisant le « scaling » t = et, 5, = €04, 0 = 0 on
obtient le systéme suivant

&E+ L divE = ?;( aT* — E),
1 [
OF + ~VE = ——F, (5.2)
€ €
a 4
| oC.T) = T2 (B~ aT)
La limite de diffusion de ce systéme est
4 - a 4
O (pCyT + aT7) — div (VT ) =0. (5.3)
Oa

On parle de limite a ’équilibre.

Afin de simplifier les notations on remplace les quantités t et Ea par t et o,. Pour obtenir 1’équi-
valence entre les deux modeles (5.1) et (5.2) on pose € = \f o =320,et F= ‘fF

Démonstration. La démonstration formelle se fait é I’aide d’'un développement de Hilbert. On com-
mence par introduire les termes homogenes a 2 et = dans le développement de Hilbert.

1
= Eo=aTy, Fo=0. (5.4)

1
= :divFg = 0,(aT} — E1), VEy=—0,F1, oa(al— F) =0 (5.5)
9

1

Les termes homogenes a = sont :

e 0,Fy + divF) = 0,(aTy — E3).

o 8tF() + VE| = —0,Fo <— VE| = —0,Fs.

e 0,(pC,Ty) = 04(Ey — aTy).
Pour obtenir la limite de diffusion, on somme la premiere et la troisieme équations, on incorpore
VE) = —0,F; et on utilise Ey = aTj. O

Remarque 5.1.1. Lorsque le rayonnement est distribué selon une Planckienne (1.5), la température
du rayonnement est donnée par T, = (E/a)% Par conséquent la limite a I’équilibre revient a T, =T

Définition 5.1.3 (Limite hors équilibre). En utilisant le « scaling » t = et & = €0 et 74 = 20,
on obtient le systeme suivant

1
OE + = divF =5,(aT* - E),
g

. _
&F + -VE = - 2F —5,F, (5.6)

| 9:(pCuT) = To(E — aT?).
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La limite de diffusion de ce systéme est

O E — div <1VE> =G4(aT* — E),
g

(5.7)
0:(pCyT) = o(E — aT*).
On parle de limite hors équilibre.
Afin de simplifier les notations on remplace les quantités t, 7, et @ par t, o, et o.
Démonstration. On utilise un développement de Hilbert.
1
2 Fop=0 (5.8)
.
. divFg=0, VEy=—0oF;. (5.9)
Les termes homogenes a a% : sont
e OBy +divFy = o,(aT§ — Ey).
° 8tFQ + VE| = —0oF, — O'FO <— VE; = —0oFs.
e 0(pC,TY) = 04(Ey — aTyy).
Pour obtenir la limite de diffusion, on incorpore VEy = —o,F1 dans 'équation 0;Fy + divF; =
Ua(aTé1 — Ep). ]

La limite hors équilibre correspond a celle étudiée dans les chapitres précédents, en effet les termes
sources d’échanges ne modifient pas la structure du systeme. On souhaite donc étendre les méthodes
« asymptotic preserving » au cas de la limite a I’équilibre.

5.2 Schémas « asympotic preserving » en 1D pour le couplage avec
la matiere

Maintenant on propose d’étendre les schémas 1D de Jin-Levermore et Gosse-Toscani au modele
couplé (5.2). La construction de schéma « asymptotic preserving » pour le modele P; dans le cas de la
limite hors équilibre, nécessite de modifier les flux du schéma upwind classique. Dans cette étude on
souhaite déterminer si la discrétisation du modele couplé et par conséquent la modification des flux doit
étre repensée pour capturer la limite a I’équilibre. Pour comprendre ceci, on commence par étendre,
sans modification les schémas « asymptotic preserving » , 1D au cas du couplage avec la matiere.

5.2.1 Schémas de Jin-Levermore et Gosse-Toscani

On propose d’étudier le caractere « asymptotic preserving » du schéma de Jin-Levermore appliqué
a I’équation de la chaleur hyperbolique couplé avec la matiere

1
OF + -0,F = Z2(aT* - E),
g 15

Oa

1
aF+ to,p— -, (5.10)
13 9

8y (pC,T) = g(E — aT").

\
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avec £ € RT, F € R et T € RT. Pour utiliser des estimations de stabilité L> sur la solution continue
et simplifier la preuve de consistance on choisit pC, = aT?, par conséquent le systeme (5.10) devient
linéaire. Cette simplification permet malgré tout d’étudier les spécificités de la limite de diffusion a
I’équilibre. Le schéma de Jin-Levermore couplé avec une discrétisation classique des termes sources
liés a la matiere s’écrit

+1
BB + e AR S B 5 e e S %o} — B
At 2eAx 2eAx g2 J 7
+1
- En— B B 2B oup (5.11)
At 2eAx 2eAx g2” 1’
(,()C’WT)?'|r1 — (pC,T)7} _ Taipn _ phn
At - 62( J —a J )
2
avec M = 25+A6xo'a'

Afin d’étudier la consistance on choisit des données initiales proches de I’équilibre du systeme :
@ B)t = 0,2)]| < CLyy [OudpT(E = 0,2)|| < C2y, (D) F(t = 0,2)|| < 2C2, et
(0100 (B — TH))(t = 0,2)|| < 62C§7b. Puisque que le systéme couplé (5.10) avec pC, = adT? est
linéaire et stable en norme L°°, ces estimations sont propagées en temps avec de nouvelles constantes.

Lemme 5.1. L’erreur de consistance associée a la deuxiéeme équation du schéma de Jin-Levermore
(5.11) pour le modéle (5.10) est O (% + At), celle associée a la premiére équation O (Az? + eAx + At)
et celle de l’équation sur la température sont homogénes a O(At).

Démonstration. L’étude de consistance utilise les mémes outils que pour les démonstrations du cha-
pitre 1. L’erreur de consistance associée a la premiere équation de (5.11) est

E(zj, tn1) — Bz, tn) Lo EEitn) = F(xj—1,tn)

At 2eAx

n __
cEj =

E(.’L‘j+1,tn) — 2E(l’j,tn) + E(l’j_l,tn) _ Oa

M 4G % (T ()01,)" — ey t)
) 2 .
_ 8,5E(xj,tn)—l—O(At)—i—MaxF(x]’tn);_ O(eAx )_MAar:amE(x],;:) + O(Az?) Z; (@T (x5, tn)'— Bz, 62)

L’erreur de consistance 9, F (zj,t,) + O(eAz?) vient du fait que 9, F = O(e).

M MA
CcE} = <0tE(a:j,tn) + 0 F () - %xamE(xj,tn)>

Oq

3
— g (aT(zj,¢ tn)* = B(z),t ))+O(MA3:2+M;A: +At>.

On réécrit la précédente équation

1—

1 M
CE;L = (815E($j,tn) + gaxF(xjatn) - affF($j’ tn)_

MAz
2e

3
&va;E(xj?tn) - %(aT(xjvtn)4 E<mJ7 ))) +0 (MA.%'2 + Mix + At) .
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Maintenant on utilise 1 — M = ==5:=% la relation sur les quantités continues

Dy B = —%(‘L;F Oy F = —%axF +O(2).

et la premiere équation continue. On obtient donc

n MAzxo, MAﬂsaa e2M 5  MAz?
cE} (— 522 522 >8xF+O<2€Ax>+O<MAa: + e +At>.

Enfin on remarque M%—f = O(Az?). En outre M < 1, par conséquent - Aa: = O(cAx) et O(MAz?) =
O(Aze). L’erreur de consistance c¢F' pour la deuxiéme équation est

e = F@intnnt) = F(aj,tn) | E(@jn,tn) = E(wjo1,tn)
J At 2eAx

_F(SCJH» n) = 2F(zj,tn) + F (), tn) _'_@
2eAx g2

= (O F(x,ta) + O(AL)) + <8xE<wj, t) o<A“’”2>) +0 (Ag”) O F (w5, tn) + 25 F (@), tn)

9 9

On utilise le fait que 0,0 F'(xj,t,) = O(e). Par conséquent

AQ
ch":O<8+Ax—|—At)

Pour finir il est trivial de montrer que

TP = O(At).

O]

On remarque que le schéma de Jin-Levermore pour I’équation de la chaleur hyperbolique couplé a la
matiére est consistant avec les mémes estimations d’erreurs que pour ’équation sans couplage (section
1.3.3). Il capture donc correctement la limite de diffusion et est « asymptotic preserving » au sens
de la définition 1.3.3. Si on utilise le schéma de Gosse-Toscani, le schéma est aussi consistant puisque
seule la discrétisation de la seconde équation est modifiée. On introduit le schéma de Gosse-Toscani
avec couplage

( +1
i Y Tk RV kL e S G AW
At cAz eAx g2 s
+1
e o E;gl El ., FJ"+1 — 27+ F}, — _a%apm (5.12)
AL Az eAx e
+1 .
(pCUT)? - (pCUT)] _ Oq (E _ aT4 n)
\ At 82

Lemme 5.2. On choisit pC, = aT? pour le modéle (5.10). L’erreur de consistance associée a la
premiére équation du schéma de Gosse-Toscani (5.12) pour le modéle (5.10) en 1D est O (Az?* + eAx + At)
et celle associée a la seconde équation est (Ax + At).
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Démonstration. La consistance de la premiere équation est donnée par 1’étude de consistance du
schéma de Jin-Levermore avec couplage (démonstration lemme 5.1).

La consistance de la seconde équation est donnée par 1’étude de consistance du schéma de Gosse-
Toscani sans couplage (démonstration lemme 1.10).

La consistance de la troisieme équation est donnée par I’étude de consistance du schéma de Jin-

Levermore avec couplage (démonstration lemme 5.1).
O

Lemme 5.3. On suppose pC,, constant. Le schéma de Gosse-Toscani (5.12) pour le modéle (5.10) ne
préserve pas le principe du mazimum pour les quantités E — F, E + F, et T*.

Démonstration. On pose u = F + F et v = E — F. Pour ces variables, le systéme s’écrit

uttl — u? —ul_ o a 4
j j j j— a (n_ ,n\_ 9a n Tl
R M M (=) = g (20T - 5+ )
U _ MM + -z (—uf +07) = Ja. <2aT4’n — (uf + Un))
At ntl EAyf 2e2 g Y 2e2 J g 7
(PCvT)j - (pC”T)J' _ %a u? + o — 2aTH"
At - 2e2 J J J

par conséquent

At 20, At At oAt oAt
41 a a 4,n a
’U,;L —(1—Mm—(1+M) 52 )U;L‘FMMU?_]_"_ 5‘2 a:j—j] +(M_1)<252)U;L7
At 20, At At 0. AL oa At
+1 a a 4,n a
vitt = <1 M—gm -1+ M) = )v;?+M€Axu;?+1+€2aTj + (M —-1) ( 5o >uy,
n+1l _ Oq 3,n n Oa pn Oa n

(5.13)
Le schéma n’est pas stable car M — 1 < 0 et donc des coefficients extra-diagonaux sont négatifs. [

Ces résultats montrent que les schémas de Jin-Levermore (5.11) et Gosse-Toscani (5.12) sont consis-
tants avec les mémes erreurs de consistance que pour le modele sans couplage. Par conséquent le schéma
de Jin-Levermore (5.11) avec une discrétisation classique des termes de couplage est « asymptotic pre-
serving » au sens de la définition (1.3.3). Le schéma de Gosse-Toscani (5.12) avec une discrétisation
classique des termes de couplage est « asymptotic preserving » au sens de la définition (1.3.4). Par
contre, les deux schémas ne préservent pas le principe du maximum, il faut introduire des modifications
pour récupérer cette propriété.

5.2.2 Schéma « asymptotic preserving » et principe du maximum

On propose une modification possible du schéma de Gosse-Toscani pour le probleme (5.2) afin
d’obtenir un schéma « asymptotic preserving », préservant le principe du maximum. Afin d’obtenir un
schéma positif on propose de multiplier les termes sources de couplage par le facteur M et d’introduire
une viscosité numérique dans I’équation sur la température qui permettra de conserver la consistance
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du schéma.

n+1
R A Ve ) Ve o R e = W VL A 508
At 2¢eAx 2eAx g2y J
Frtl_ po — 5 Fr . —2F" 4 7
j IR Y A S e S Vi i J izt _ _pyZapm (5.14)
At 2¢eAx 2e Az g2
4, 4, 4,
At 2¢eAx g2V 77
2
avec M = m.

Remarque 5.2.1. Le coefficient M est corrigé en utilisant le méme genre de manipulation que dans
[BT10]. Cependant il est probable que cette manipulation ne suffise plus pour obtenir un schéma positif
et « asymptotic preserving » pour des opacités variables. Le schéma (5.14) est un exemple de schéma
« asymptotic preserving » positif, il existe d’autres possibilités qu’il serait utile d’étudier.

On commence par supposer que Cv = aT3, |[(9j0,p E)(t = 0,2)|| < Cap, ||(Oa0pTH(t = 0,2)|| <
Copy |00, F)(t = 0,2)]| < eCap et |[(OpOp(E — TH))(t = 0,2)|| < €2C,p. Par stabilité L des
systemes hyperboliques linéaires en 1D, ces estimations sont propagées en temps avec de nouvelles
constantes.

Lemme 5.4. Les erreurs de consistance associées aux seconde et troisiéme équations de (5.14) pour
le modele (5.10) en 1D avec C, = adT? sont O (Ax + At), et celle associée a la premiére équation
O (AxQ +eAx + At)

Démonstration. Afin de démontrer la consistance du schéma (5.14), on propose le changement de

E+T‘1T4 et z = Z=2T" 1,6 modele continu (5.10) devient

variable suivant : w = 5

1
Orw+ —0,F =0,
€
OF + —0z(w+ z) = —U—;
€
20,
22

F, (5.15)

atZ + *83;F = — z.

2e
Les estimations sur les conditions initiales deviennent ||(0.0pw)(t = 0,2)|] < Cap, ||(Ow0pF)(t =
0,2)|] < eCup et ||[(Badpz)(t = 0,2)|| < 2Cyp. Par stabilité L des systemes hyperboliques linéaires
en 1D ces estimations sont propagées en temps avec de nouvelles constantes.
Le schéma réécrit pour ces variables est

+1
wy _w?JrM i~ w;ql—wngw;Ll:O
n-i-%t m 4€A% n 2eAz n 1’1 n
Fy — Fj Wwt2)ji, —(w+2)i, Fa—2FF+FLy 00, (5.16)
+ M =-M 2Fj’
. t . . nQé‘AJJ . . . 2eAx €
R A Vo R WY o A e Ml o W VL0
L At 4eAx 2eAx g2 "’

De la méme fagon que pour les autres démonstrations de consistance, on injecte la solution de (5.15)
dans le schéma (5.16). On commence par définir Uerreur de consistance Cw} de la premiere équation

Cult = (e, t) + O(AL) + %&CF(:CJ-, £) + O(MAz?) — sz””amw(mj, £).
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On fait intervenir la dérivée seconde sur la quantité z. Cela donne

MAz

Cut = B, ) + O(AY) + L0, P 1) + O(MA?) -

5 (Ogaw(xj, ty)

MA
HOpe(@j 1)) + Tg‘””amz(xj, t).

On remarque que la solution satisfait (Op,w + 0pa2)(2j,tn) = 20400w(xj,ty) — €0y o F (x4,t,) car
Orw + %&UF = 0. On injecte cette équation dans I'erreur de consistance et on simplifie pour obtenir

MA MA
$8tw(xj, tn) + Tgxaxxz(xja tn)'

Cuw? = (1 — M)dyw(zj,t,) + O(AL) + O(MAz?) -

Pour conclure, on remarque que z(x;,t,) = O(e?), F(xj,t,) = O(c) et que 1 — M — MTA“ = 0 (sans la
modification du coefficient M, cette équation est fausse). Par conséquent on obtient

Cw} = O(At + Az + Az?).

A présent on passe a la seconde équation avec C'F ;' comme erreur de consistance. En injectant la
solution exacte on obtient

u M Agz?
CF}' = 0,F (5, t,) + O(At) + ?(8zUJ(xj7tn) + 0z2(xj,tn)) + O < 2693 )
MAzx Mo
— 9% azzF(‘rjatn> + ?F([L'j,tn)-

On obtient

MAz?\ MA
mﬁzu—MwJ@Mm+o< x>— i

F(x;, t,).
2e 2¢ (j:tn)

Enfin on utilise F'(z;,t,) = O(e), Méﬁ = O(Ax) et (1 — M)e = O(Az) ce qui donne

CFP = O(At + Ax).

On introduit C'z} 'erreur de consistance associée a la troisieme équation. On injecte la solution dans
I’équation

MA M Ax?
Oz = (1= M)diz(xj, tn) + O(AL) =~ Dypz(j, 1) + O ( : >
2e 2e
1 suffit d’utiliser z(z;,t,) = O(g?), F(x;,t,) = O(g) pour conclure. O

Maintenant on propose d’étudier la stabilité pour C, général, afin de montrer les difficultés induites
par la non-linéarité du couplage.

Lemme 5.5. Le schéma (5.14) satisfait le principe du mazimum et stable en norme L pour les
quantitéesu=E+ F,v=FE — F, T sous la CFL

- At At pC, <1
eAz’ eAx aTj3 -
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Démonstration. On commence par définir les invariants de Riemann v = F4+ F et v = E — F, le
systeme (5.14) se réécrit sous la forme suivante

unﬂ—u? ul —ul_ o o 1
J J J— a n ny\ __ a N n n
AT M M (4 ) = Mg (20 - +0)
ok Viy] — U
j J 7+1 j Oq . 4
A M M (g +v)—M22(2T” (u;?+v;%)),
Tt TH - 2T 4+ T
J i aplitt _ &(n n_ 4:”)
\ pCly At M N _M252 uy +vj — 2aT;

par conséquent

JaAt

At oAt At
nt+l _ _ N a n 4,n
YT <1 MsAac M g2 )u] +M€Aw 1+ M ol
At o At At o At
+1 _ a a 4,n
ot = (1 g M ) M 0
M Ato Ato Ato AtM AtM
Tt = (1= ol = M sal P ) Ty o+ M=t + M=o "
[ Y < AtapC’Ua J e2pC, Uyt 2:2 ' + 2Aze t oAwe 2Aze
(5.17)
On remarque que, sous la condition de positivité (1 -M Eﬁtx M U“At) >0, u;”rl est une combinaison
convexe de uj, uj_; et aT et U"H est une combinaison convexe de v} +1 et aT . Par conséquent

n+1 4n n+1 .
u; ™ est majoré par max(vj Ui, aly ) et u; ™" est majoré par max(vj SV aTj ™). Donc on obtient

que les quantités u et v soient majorees en tous temps par les données initiales. Pour la température

. , . . . 3 n g At 3,7’L
on obtient également une combinaison convexe si (1 AtspC aT - M oCe? aTj ) > 0. O

On remarque que la condition CFL induite par le couplage dépend de 72 et de e. Lorsque la
température est importante ou que ¢ est petit la CFL devient rédibitoire. En effet, la présence du
terme % rend cette CFL encore plus contraignante que la CFL associé au modele sans couplage.
On peut s’attendre a ce que cette dépendance existe aussi pour les schémas de Jin-Levermore (5.11)
et de Gosse-Toscani (5.12) non modifiés pour le couplage. Par conséquent, il devient absolument
nécessaire de définir une discrétisation temporelle semi-implicite ou implicite. On introduira ce type
de discrétisation dans le cas de la dimension deux.

Pour résumer, cette étude 1D montre que 'utilisation d’un schéma « asymptotic preserving » pour
I’équation de la chaleur hyperbolique avec une discrétisation classique des termes de couplage permet
d’obtenir un schéma « asymptotic preserving » sans modification supplémentaire des flux.

5.3 Extension en dimension deux

Les résultats précédents montrent que I’essentiel du travail nécessaire a la construction d’un schéma
« asymptotic preserving » porte sur la discrétisation du modele sans les termes de couplage. Par
conséquent, on propose d’utiliser les schémas construits dans les chapitres deux et trois, couplés a une
discrétisation en espace classique des termes de relaxation.
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5.3.1 Schéma semi-discret et limite asymptotique

On propose de montrer que le schéma JL-(a) semi-discret admet la bonne limite de diffusion d’un
point de vue formel. Le principe reste le méme pour le schéma JL-(b) ou pour les autres schémas.

Proposition 5.6. Le schéma JL-(a) pour le systéme (5.2) est défini par

1 Oq 4

11085 + - > 1e(Frymy,) = |0 — (oT5 — By),
T

1 Oq

\Qj|3tFj+gZT:Gjr =~ 1%l 5 ¥, (5.18)
o
197101(pC,T5) = 1] %3 (B, — aT}).
~ Oa %
Gjr = leEjan + ajr(Fj - Fr) - ?aﬁer’r,

YSIED S P ST Py
j i j 7

avec Qjy, Bjr définis dans le chapitre un, est « asymptotic preserving » et admet le schéma limite

(5.19)

|Qj‘ 8t(pCUTj + aT]4) + Z le(F’I’7 njr) = 07

T
. (5.20)
Oq Z’Bjr Fr = Z ljraT;-lan.
J J

Démonstration. On écrit le développement de Hilbert :

Ej = Ej,O -+ €Ej,1 + €2Ej,2 + 0(52))
Ejr = Gjro+Gjp1 +2Gjra + o(€2).

Le méme développement est fait pour toutes les variables. En les incorporant dans (5.33) on obtient
1.

le terme proportionnel a 3 :

Qjloa(aT}y — Ejo) = 0. (5.21)
Le terme proportionnel a % est
> 1ip(Fro,my,) = [Qloa(aT)y — Ejy). (5.22)
-
le terme proportionnel & O(1) est
1Q510:Ej0 + Y Ljp(Fr1,myy) = 0a(aT}y — Ej ). (5.23)

En utilisant la méme méthode pour la deuxieme équation on obtient trois termes

1
5 F=0 (5.24)
1
g : Z Gjr,O = _‘Qj|0'aFj,1u (525)
r
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1
o |910F0 + Y Girn = —|QloaFa. (5.26)
T
Pour ’équation sur la température matiere le résultat est immédiat on obtient que
—9Qjloa(aTfy = Ejo) =0, —|Qjloa(aT}y — Ej1) =0,

et que
10T} = ~|Ql0a(aTjs — Ej2) = 0. (5.27)

On opere aussi le développement classique dans le solveur nodal

1 ~
_ oo | > Bir | Fro=0, (5.28)

)

et

0

1 . ~
— Z Qjr FT,O + 0, Z 5]'7« Fr,l (529)
J J

= Z lerj,Onjr + Z ljrnjr ® Ilerjp-
j J

En supposant que la matrice dans ’équation (5.28) soit inversible, (5.28) on montre F, o = 0. Puisque
F;0 = 0 on obtient que F,.; est solution de

Oq lernjr ® (%, — Xj) F.1= Z Lir Ejongy.
j J

Enfin il suffit de sommer (5.23) et (5.27) et utiliser le fait que E; = aTﬁO par (5.21). O

De fagon formelle on montre que le schéma capture une discrétisation de la limite de diffusion,
lorsqu’on ajoute les termes de couplage comme cela avait déja été constaté en dimension un. I’étude
du schéma de Gosse-Toscani modifié 1D a montré que la stabilité du schéma était, elle, modifiée
contrairement a la consistance. La raideur de la condition CFL nous oblige donc a construire des
schémas utilisant des discrétisations temporelles différentes.

5.3.2 Schéma semi-implicite pour le modele P, couplé a la matiere

Dans cette section on souhaite étudier la facon de traiter les termes de couplage entre le modele
Py et 'équation sur la matiere. Comme cela a été montré dans la section sur les schémas 1D pour le
couplage avec la matiere, la condition CFL induite est tres restrictive notamment a cause de sa forte
dépendance envers la température de la matiere. On propose donc une discrétisation semi-implicite
afin de lever cette contrainte. Enfin on étudiera le schéma total obtenu pour le modele (5.2). Le schéma
est basé sur un « splitting » entre le modele P; et les termes de couplage. La partie P; est résolue avec
les schémas précédemment introduits explicite ou semi-implicite (JL-(a), JL-(b), P1-MPFA etc). Seul
le schéma JL-(b) dans sa formulation semi-implicite donne une CFL indépendante de €. Le couplage
est lui résolu en utilisant une méthode de point fixe que ’on détaille maintenant.
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Point fixe pour le couplage

Afin d’éviter une condition CFL dépendante des variations de températures, on propose d’utiliser
un schéma implicite pour les termes de relaxation en températures du modele (5.2) :
o
8tE = %(GT4 - E),
= oa " (5.30)
pCyO T = ?(E —aT"?).
La relaxation étant non linéaire on doit coupler un schéma d’Euler implicite avec une procédure de
point fixe.
On pose © = aT*, La procédure de point fixe local associé & la relaxation en température s’écrit de la
maniere suivante

Définition 5.3.1. »
E — E™ o
T — 87;1(@(1—1—1 _ Eq—H)7
(5.31)
@qul —_on B @

A7 =3 (ECH—I _ @q—l—l)’

pCyp?

Ty—T™
A'Uec /.Lq = m

Avant de continuer, plusieurs remarques. Tout d’abord cette procédure de point fixe est toujours
définie, car on peut désingulariser x en utilisant le fait que © est proportionnelle & T%. Dans ce cas

1
C T3 TIT2 4 TT92 + T93

1

Cette procédure consiste a résoudre le systeme de taille deux, Az, = by avec

04 o4
—At% pClopt? + Atg uipCy® )

Les coefficients diagonaux de la matrice étant positifs, les coefficients non-diagonaux étant négatifs et
la somme des coefficients de chaque colonne étant positive, la matrice A, est une M-Matrice. Elle est
donc inversible et garantit la positivité des variables a chaque itération du point fixe.
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5.3.3 Schéma semi-implicite par « splitting » pour le modele P, couplé avec la
matiere

Comme dans le cas précédent on propose de détailler I’algorithme de résolution du systeme couplé
(5.2) en utilisant le schéma JL-(a) pour la partie hyperbolique. La méthode reste valide pour les autres
schémas, par exemple JL-b, P.-MPFA. On nomme FE et O, les valeurs convergées du point fixe.

Schéma de type « splitting » pour le modele P, couplé

Définition 5.3.2. Etapel On commence par résoudre le couplage avec ’algorithme

( +1
Bt g,
J J _ Ya q+1 q+1
(4 — BT,

N
Fq-i-éf Fn €
Lt =0. (5.32)
et —or 4
1 1
pCypt ’ At ’ ::;(E;'IJF _@ng ),

avec les quantités E;-Z, @;1-, T;] qui convergent vers Ej, @j et Tj.

Etape 2 On résout la partie hyperbolique avec le schéma

( El _F

i 1
€251 jT +o > Lip(Frymyp) =0
T
Fitl_F, 1
N J 10, %7, 5.33
Ul =L+ 2 Y G = — 19| 5T, (5.33)
n+1l 7. "
] J
‘Qj|PCvJT:07

avec _ — Oaq &>
Gjr = leEjl’ljr + ajr(Fj - Fr) - ?aﬁerm

Z@jr + % Z@r F, = lerﬁjnjr + Zaﬂfj'
J J J J

(5.34)

Remarque 5.3.1. L’algorithme reste valide pour des modéles de plus grande taille comme les modéles
P,,. 1l suffit d’utiliser un schéma « asymptotic preserving » pour la partie hyperbolique dans [’étape
deuz.

5.4 Résultats numériques

Afin d’illustrer cette section nous regardons le comportement du schéma & travers deux cas test. Il
s’agit de « Olson-Auer-Hall » [OAH99] et de « Marshak linéarisé » [BCTO08]- [B010]- [Tur03]. Il s’agit
de deux cas test en milieu semi-transparent (cas ou la longueur caractéristique du milieu et o sont du
méme ordre. Ces probléemes sont invariants dans la direction y. Ils sont résolus sur un domaine 2D,
cependant on ne tracera la solution que pour une seule valeur de y.
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Cas test de Olson-Auer-hall

Il s’agit de résoudre le systeme (5.1). Le domaine est [0 : 3] x [0 : 0.05].

la densité matiere p = 0.38214 g/em3,

T.(t=0,x) =T(t=0,x) =0.056234 keV,

c=0et o, = %T*B’,

Cy, =0.14361 Jerk/g/keV,

c=299. em/sh, e = ?,

a = 0.01372 g/cm/sh?/keV2.

Le cas consiste a regarder I’évolution des températures de la matiere et du rayonnement. Le milieu est
chauffé par le rayonnement issu d’un corps noir a gauche. Plus le milieu devient chaud, plus 'opacité
d’absorption augmente. Par conséquent, les températures du milieu et du rayonnement s’équilibrent.
La condition limite & gauche est une condition de Dirichlet avec T, = 1. Les temps tracés figure (6.1)

sont t = <, 2, >, =7, = . Le schéma semi-implicite et le schéma explicite donnent les mémes résultats.

FIGURE 5.1 — La température matiere et la température radiative pour les cing temps choisis
précédemment. Les courbes bleu correspondent a la température radiative T,.. Les courbes rouges
correspondent a la température matiere.

, .. . . , . . 3
Pour ce cas test le schéma semi-implicite ne présente pas d’avantage particulier car le terme Z’% est
assez faible.

Cas test de Marshak linéaire

Comme précédemment il s’agit d’un milieu chauffé par sa gauche. Le domaine est [0 : 10] x [0 : 0.05]
la densité matiere p = 1 g/em?,

T, (t = 0,x) = T(t = 0,x) = 300 K,

o=0¢cto, =3

c?

C,=0.001 Jerk/g/K,
¢ =2.997910' cm/s, e = V3

c ?

a=17.55510"% g/em/s? /K.
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Les temps étudiés sont ¢t = 1.333 x 1077,1.333 x 1078,1.333 x 10~7 . On regarde dans ce cas le
systeme (5.2) ainsi que

Oq

O, F — div <1VE) :
£

Oq

(CLT4 - E)7
(5.35)
0 (pC,T) = %(E —aT*).

afin de comparer les deux modeles. On obtient une solution comparable aux solutions obtenues dans
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FIGURE 5.2 — Courbes de la température matiere et de la température radiative dans le cas du modele
de diffusion. Les courbes bleues correspondent a la température radiative T,. Les courbes rouges
correspondent a la température matiere.

les différentes études [Tur03]- [BCT08]- [B010]. Afin d’étudier le caractére « asymptotic preserving »
du schéma, on observe le comportement pour un faible nombre de mailles en régimes de diffusion. On
obtient un résultat du méme type (voir [BCTO08]- [B010]). La figure (5.4) montre qu’avec un maillage
trés grossier, le schéma « asymptotic preserving » capture correctement la dynamique de 'onde de
chaleur. En outre les résultats sur maillages aléatoire et Cartésien sont sensiblement équivalents.

Correction géométrique du schéma GLACE

Les schémas aux noeuds basés sur le schéma GLACE [CDDL09] ne dérivent pas sur le schéma
acoustique standard (formalisme au aréte) lorsqu’on est sur maillage carré ou rectangulaire. En effet,
le coefficient de diffusion numérique est différent pour les deux schémas. Pour les cas test précédents
cette propriété empéche le schéma de donner des simulations comparables a celles réalisées par le
schéma standard. En effet, au premier pas de temps, ’énergie qui rentre dépend uniquement de la
diffusion numérique. Pour le schéma classique, le flux rentrant est donné par

h(E, — E)
e(2+ 2h)
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F1GURE 5.3 — Courbes de la température matiere et de la température radiative dans le cas du modele
P;. Les courbes bleues correspondent a la température radiative T,.. Les courbes rouges correspondent
a la température matiere.

et pour le schéma GLACE le flux entrant est donné par

W E, — E)
e(vV2 + %h)

avec Fy la valeur au bord et h le pas de maillage. Par conséquent, il existe un facteur constant entre
I’énergie qui entre dans le domaine a la premiere itération entre le schéma classique et les schémas
aux noeuds. Ceci a pour conséquence que les schémas « asymptotic preserving » aux noeuds basés sur
le schéma GLACE surestime légerement, par rapport a la méthode classique, I’énergie qui rentre. Le
solveur classique résolvant localement un probleme de Riemann exact, on le choisit comme référence
pour comparer ’énergie entrante. Afin de corriger ce défaut on propose deux solutions : la premiere
est de calculer exactement le flux a 'interface et de fixer F, en conséquence, la seconde est d’utiliser
un correcteur géométrique qui permet de dériver sur le schéma acoustique sur grille de carrés ou
rectangulaire. Ce correcteur est défini dans [CDDLO09] de la facon suivante : il suffit d’utiliser le
tenseur

Qjr = pjljrnje @ njy,

avec [l =

l jr My .
M et A; la plus grande valeur propre de la matrice ), [;,n;,®n;,.. Avec ce correcteur

on retrouve les résultats donnés par le schéma classique.

5.5 Synthese

Les résultats énoncés dans ce chapitre tendent a montrer que I’ajout du terme de couplage avec la
matiere, ne pose pas de probleme particulier pour la discrétisation spatiale. En particulier, les schémas
« asymptotic preserving » construits pour les modeles sans couplage reste « asymptotic preserving » au
sens de la définition (1.3.3). Par contre, pour la discrétisation en temps, un travail supplémentaire est
nécessaire. En effet, la raideur et la non-linéarité du systeme de relaxation implique 'utilisation d’une
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FI1GURE 5.4 — Courbes de la température radiative au temps final. La croix rouge représente la solution
sur un maillage Cartésien et les carrés représentent la solution sur un maillage aléatoire. h représente
le pas du maillage.

discrétisation implicite couplée a une méthode de Newton. La méthode présentée dans ce chapitre,
consiste a impliciter uniquement le terme de relaxation, ce qui donne une méthode de Newton locale
dans chaque maille. Il serait utile de construire des méthodes completement implicites et d’étudier
I’impact des termes de couplage sur le conditionnement des matrices et sur la convergence des méthodes
de Newton.
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Chapitre 6

Discrétisation du modele M

Le modele M7 est un modele simplifié, non linéaire pour le rayonnement approchant 1’équation
de transport (1.6). Contrairement au modele Py qui est obtenu en minimisant la norme L? sous
contrainte de conservation des moments (la norme L? étant une entropie), le modele M; dérive de
la minimisation sous les mémes contraintes de ’entropie physique liée aux particules. Le modele My
n’est pas une bonne approximation angulaire de I’équation de transport, cependant le modele préserve
la positivité de 1’énergie, le régime de transport dans le vide et le fait que les photons ne peuvent
pas dépasser la vitesse de la lumiere. Ces propriétés font du modele M7 un candidat intéressant pour
approcher le probleme de transport des photons. Dans un premier temps on étudie le modele M; sans
terme de couplage avec la matiere est donné par

1
OHE + = divF =0,

N o (6.1)
atF + 7V.P = _72F7
€ €
avec le tenseur de pression
~ 1 ~ fof
P (a=xOi+ 6x® -T2 B
3+ 4/|f|)?

le flux normalisé f = F/FE, et le tenseur d’Eddington x(f) = .
/ stonx() = o A= s

Le modele M; est un systeme hyperbolique, symétrisable. L’idée introduite dans [BDO7] pour discréti-
ser le modele M; consiste a formuler le modele M; comme un systeme de la dynamique des gaz. Cette
formulation nous permet d’utiliser un schéma Lagrange+projection aux noeuds qui est adapté a la
construction de schémas « asymptotic preserving » couplé a la méthode de Jin-Levermore et de contro-
ler le principe du maximum & ’aide de I'inégalité d’entropie. Afin d’obtenir un schéma entropique on
utilise la variante tensorielle (définie par [Klu08]) des schémas aux noeuds. La phase Lagrangienne
est discrétisée a l'aide du schéma hydrodynamique GLACE [Maz07], [Des09], [CDDLO09] couplé a la
méthode de Jin-Levermore [JL96]. Pour la phase de projection, on utilise un schéma aux noeuds d’ad-
vection. Le schéma obtenu est « asymptotic preserving » avec un schéma limite d’ordre 1, préserve le
principe du maximum, le régime de transport pur et 'inégalité d’entropie semi-discrete. Afin d’obtenir
un schéma d’ordre deux en limite de diffusion, on complétera le schéma d’advection par une procédure
MUSCL active seulement dans le régime de diffusion. Avant d’introduire la formulation sous la forme
d’un systeme de la dynamique des gaz, on propose des rappels sur la construction du modele M; qui
seront nécessaires a l'obtention de cette formulation ainsi qu’a la démonstration de ses propriétés.
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6.1 Rappels sur le modele M,

On part de I’équation de transfert radiatif (1.6), avec © la direction, v la fréquence et le nombre

de photons n = 145; 51(t,x,9,v). Cette équation est munie de 'entropie

= 5/ / 2(nlogn — nlog(n + 1))dQdv, (6.2)
s S2

et du flux d’entropie

Q= _H /52 / nlogn — (n+1)log(n + 1))QdQdv. (6.3)

Le modele M est obtenu en minimisant l’entropie (6.2) sous la contrainte de conservation des moments.
Soit (B, F) € R** x R? tel que ||F|| < E. Les contraintes de conservation s’écrivent

/ / I(t,x,2,v)dQdv = E, / / I(t,x,Q,v)QdQdv = F
S2.J0 S2.J0

Les calculs effectués dans [BD04] montre que le minimum est atteint lorsque l'intensité radiative suit
une Planckienne généralisée de parametres T' et b qui s’écrit

1503 1
I(t,%,Q,v) = —= e
Ar expTJr T —1
avec T et b les multiplicateurs de Lagrange et L = S — & — —F le Lagrangien issu de la minimisation.

Le parametre T peut étre associé & une température et le parametre b a ’anisotropie du flux radiatif.
Ce calcul de minimisation permet d’obtenir le modele M; défini par

{ gﬁ?i %%F: 0,0’ (6.4)
avec
« F= WT4
o P 3 (- x®h+ ox0) -V ) B
le flux normalisé f = F/E, et le tenseur d’Eddington x(f) = 3+ 4I£|”
. 54 2,/4 — 3[|f]|2
A partir de 1a on peut montrer que le modele M satisfait I’égalité suivante
TdS = dE — (b,dF). (6.5)

Ces résultats et la relation thermodynamique sont explicités par exemple dans [BD04]- [BD06]- [BDO07].
On introduit maintenant le modele avec un terme source issu du « scattering » avec le « rescaling »
classique
1
OE + —divF =0,
I o (6.6)
€ €

Le modele M, admet des propriétés similaires a celles de 1’équation de transport que I'ont souhaite
préserver au niveau discret.
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Proposition 6.1. Le modéle My satisfait
e un principe du maximum : E >0, ||f|| = | <1,

o une inégalité d’entropie O,.S + — div(Q) > 0 avec le couple entropie concave, flux d’entropie
€

473
S= 53, Q=-bS,
3(1—|[|b][*)?

e un régime de diffusion quand e tend vers zéro : Oy F — div (

e un régime de transport pur : lorsque o = 0, ||£(t = 0)] , B et F sont solutions d’équations
d’advection de vitesse 1.

6.2 Rappels et « formulation comme un systéeme de la dynamique
des gaz »

Afin d’utiliser les schémas aux noeuds qui ont une structure compatible avec la construction de
schéma « asymptotic preserving » pour I’équation de la chaleur hyperbolique, on a utilisé I’analogie
entre I’équation de la chaleur hyperbolique et les équations de 1'acoustique (Euler linéarisé, sans équa-
tion d’énergie). De la méme fagon, pour le modele M il s’agit d’utiliser la proximité avec les équations
d’Euler. On considére maintenant ' et F comme variables primitives. On commence par définir la
vitesse u = —b et une densité artificielle p. Le modele M; est équivalent au modele hydrodynamique
suivant :

Op + div(pu) = 0,

Opv +div(pu®v)+Vg=0
Ope + div(pue 4 qu) = 0,
Ops + div(pus) > 0,

(6.7)

avec S = ps (S lentropie radiative), F = pv et F = pe. Les autres quantités sont définies par

1 _
e = ?XE,
:3)(—1 d awecf:M:M
2 ||f]? E e’
4 _ 3(1—]|u|?? 3(1—[ul|?)®
* =Tl E = Tarule e 1
AE1(1—|lu|[®)7  4piei(l—|u|/})7
o S=ps=—3 e 5 :
31(3 + |[ul[?)1 31(3 + [[u][?)1

Dans cette formulation la densité est artificielle, elle n’est utile que pour définir le schéma. La formula-
tion du modele M; comme un modele de la dynamique des gaz est basée sur la définition des variables
hydrodynamiques précédentes ainsi que deux relations qui relient les variables du modele M; et les
nouvelles quantités ¢ et u.

Lemme 6.2. Les quantités du modéle My, E et F sont reliées aux quantités hydrodynamiques q et u
par les relations suivantes
F=uE+qu et P=u®F +qly, (6.8)

Démonstration.
Bx - DF[EP (3-x)E
B[FP 2

u(g+ E) =
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On simplifie afin d’obtenir
Bx -1)B-x)F
A |12

u(g+E) = (6.9)

On commence par réécrire x sous la forme suivante

X_5—2J4—mmp
_ y _

On obtient ainsi que le produit (3x — 1)(3 — x) = 4]|f||?, ce qui, injecté dans la relation (6.9) donne
le premier résultat.

La seconde identité est aussi rapide a vérifier. En effet

~ 3x—-1fef 1—x
uRF +ql;= E+ E.
2 R 2
Il suffit de factoriser par £ pour obtenir le résultat. O

On remarque que la seconde identité consiste a décomposer la pression radiative en une partie
isotrope et une partie convective. Cela revient a réécrire la pression dans le référentiel de vitesse u ou
la pression devient isotrope.

Enfin on vérifie que la formulation, comme un systeme de la dynamique des gaz, admet une inégalité
d’entropie comparable a celle des équations d’Euler ainsi qu'une relation équivalente au second principe
de la thermodynamique.

Lemme 6.3. Le modéle M, (6.6) satisfait

ST—q—FE+ (u,F)=0<=sT —qgr —e+ (u,v) =0, (6.10)
et
TdS = dE — (u,dF) <= Tds = de — (u,dv) + qdr. (6.11)
Démonstration. Par définition de T' et de S et puisque x = 1313‘15\'22 on obtient
AB(1 — |[ul]?)
ST =-—7—"—F-.
3+ [[ul?

On utilise la premieére équation de (6.8) afin d’obtenir
E+q~(F,u) = (1 - |[u*|)(E +q).

Par définition de la pression ¢ on obtient que £ + ¢ — (F,u) = (1 — ||u2||)(3_TX)E La proposition

précédente implique que
3—x 4

2 3+ |[ulP’

on en conclut donc que
ST =FE+q— (F,u). (6.12)

En utilisant S = ps, E = pe, F = pv et en divisant par p 1’égalité (6.12), on obtient (6.10). Les relations
(6.11) dérivent de la relation thermodynamique (6.5) et de la définition des variables hydrodynamiques.
[
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Maintenant que la formulation, comme un systeme de la dynamique des gaz, est rappelée, on

propose de discrétiser le systeme (6.7). Par la suite, on introduira un schéma Lagrange+projection a
un pas de temps avec le schéma GLACE défini pour 'hydrodynamique Lagrangienne et un schéma
de projection ou les flux sont localisés aux noeuds. Ce schéma sera couplé avec la méthode de Jin-
Levermore.
En effet, dans le chapitre deux on a montré, que contrairement au schéma classique de type volumes
finis, les schémas de volumes finis aux noeuds sont adaptés a la construction de schémas « asymptotic
preserving ». Cette formulation permet justement d’utiliser ces schémas aux noeuds ainsi que de
controler le principe du maximum a ’aide de I'inégalité d’entropie.

6.3 Discrétisation du systeme Lagrangien associé au modele M,

On note la dérivée matérielle Dy = 9, +u.V, et 7 le volume spécifique. Le modele (6.7) sous forme

Lagrangienne s’écrit
(

1
Dyt — = div(pu) =0,
€

1 o
Dyv + qu =3V (6.13)

1

Die + —div(e + qu) = 0,
€

DtS Z 0.

Dans un premier temps, on introduit le schéma GLACE avec terme source. Une discrétisation du
terme source localisé aux interfaces pour le modele (6.13) parait plus adaptée pour obtenir un schéma
entropique. En effet, dans le cas de ’équation de la chaleur hyperbolique, on a réussi a montrer la
stabilité uniquement pour le schéma JL-(b) qui utilise une discrétisation localisée aux interfaces du
terme source. Pour conclure on propose de formuler le terme source en fonction de u plutét que v afin
d’utiliser la vitesse lagrangienne pour discrétiser le terme source. On relie les deux vitesses par v = ku
2B f||?

(Bx—1)

ou k est donné par k =

6.3.1 Schéma pour le systeme Lagrangien et limite de diffusion

Le schéma utilisé est la variante tensorielle du schéma GLACE [Klu08] avec un terme source
discrétisé aux interfaces :

1
Pi | 8 1,0k — - > lir(uy,my,) =0,

1 o =
Pj | Qj | 8th + g Z Gjr = —? Zﬂjrkrura (614)

1
pi | | Ohej + - > (u, Gj) =0,

avec les flux
Gjr = ljrgjnjr + 7jr0jr (0 — up),

~ ~ 6.15
Z TjrQp | Up = Z ljranj,n + Z TirQirUy, ( )
J J J
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et )
2Bt

= G- 1)

La quantité r;,. correspond a la vitesse d’onde discrete. Elle doit étre homogene a

4 B
V334 [[ul]>’

‘o e — 4 E B | 4 _E
On choisit de définir rj,. par rj. = r; = 33 O% Tir = Tt = N Zj 73 3H P avee N(r) le

nombre de mailles communes & un noeud.
L’étude du probleme de Riemann qui donne les vitesses de propagation des ondes pour ce systeme
de la dynamique des gaz est détaillée dans [BDO7]. La conservativité du schéma dérive de l'identité

> ; Gjir=0.
A présent on propose de modifier le schéma GLACE a l'aide de la méthode de Jin-Levermore qui
consiste a introduire 1'état d’équilibre Vg = —%ku du systeme Lagrangien (6.13) dans les flux. On

part du développement de Taylor

q(xj) = q(xr) + (x5 — %, Vq(xr)).

a

En utilisant I’état stationnaire de la seconde équation de (6.13) Vg = —Zku , on obtient

a(x;) ~ q(x,) — g(xj — %, kyu(x,)). (6.16)

Enfin il suffit de coupler I’équivalent discret de 1’équation (6.16) avec les flux du schéma GLACE
(6.14)-(6.15).

Définition 6.3.1. Le schéma GLACE AP pour le systéme (6.13) est défini par

1
pj | | Oty — - > " lir(up,m,) =0,
T

1 (o) ~
Pj | € ’ 8th + = Z Gjr = 2 Z/Bjrkrura (6.17)

1
pi | | Ohej + - > (u, Gjp) =0,
\ T
avec les flux

~ g, =
Gj’r = lerjnjr + Tjrajr(uj - ur) - 7k1”/3j1”u1”7

~ g -~ ~
E TjrQr + gkr E ﬁjr u, = E lerjnjr + E TjrQg Q.
J J J

J

(6.18)

On remarque que le principe est exactement le méme que pour les schémas discrétisant ’équation
de la chaleur hyperbolique. Afin d’étudier I’asymptotique du schéma (6.17), on rappelle que lorsque
[IE]] =0

3x —1 3 1—x 1
— - — = =
2||f][2 4’ 2
et
3x —1 (3 )
2]



Ces résultats peuvent se dériver & I'aide de (3x—1)(3—x) = 4/|f]|2. A présent on étudie 'asymptotique
du schéma (6.17)-(6.18). La technique reste semblable a celle utilisée dans le cas linéaire.

Proposition 6.4. Le schéma de diffusion limite du schéma Lagrangien (6.17)-(6.18) est :

1 ~ u,
19 1050 + X 5 (B = ). 3 ) =0

(6.19)
Zﬁjr u, = lerEjnjr
\ J J
avec E,. une moyenne des quantités localisées aux centres des mailles autour du noeud 7.
Démonstration. On commence par réécrire le systeme précédent de la forme suivante
1
pi | 5 | Oerj = - > Lir(up,my,) =0,
T
1 *
Pi 1 | Opvj + - > G;. =0, (6.20)
T
1
pi |92 | Orej + - > (u, Gj) =0,
T
avec
G;‘fr = ljranjr + ro&jr(uj — ur).
En écrivant le développement de Hilbert pour la premiere équation on obtient
1 0
sy : ler(ura njr) =0,
T
1
ok p? | Q| 8@3 - Zlﬁ(u},,njr) =0. (6.21)
T
De la méme facon on développe la seconde équation
1
= Z Lin(G3 ) = 0, (6.22)
1 0 0 L
'
Puisque )", lj,n;, = 0 alors (6.22) équivaut a
> @ (u) —ul) =o. (6.24)
T
Reste maintenant la troisieme équation, on obtient les égalités suivantes
1
= Z K(B;ul,ul) = 0, (6.25)
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1
— Zl]rqj ), nj,.) + Z r]Toz]T u —u), - aZkzO Bjrur,u ) (6.26)

—UZ kg(ﬁjru}ﬂ’ ug) - UZ k%(ﬂﬁ“u?ﬂ ug) =0,

1 i
o P [0l +> Lird (wr,mge) + > e (@ (0 = w)),wp) + Y g (u) my,)
T T T

Zr%(&jr(u} —u}),ud) + ZTJT Oz]T(ug —uY),u?) - aZkO B],,u,,,u ) =0.
.

En faisant le méme développement dans le solveur nodal que pour les schémas discrétisant 1’équation
de la chaleur hyperbolique on montre que

Jk‘g Z ﬁjr u}n + Uk; Z Bjr ug = Z ljrq?njr, (6.27)
J J J
et que u? = 0. En utilisant (6.25) on montre que u? = 0. Par conséquent (6.26) équivaut a
P91 | 0+ Lindd (uy,myp) — 0> K2(Bjruy, u)) =0,
s T
Pour terminer il suffit de remarquer que si u? =0 et u? = 0 on obtient qJO- = %Eg et

5195 1065 + 37 (B ok uh) ) =0

1 (6.28)
ok (S | ul = 1 Ao,
J J
En faisant un changement de variable dans le systeme linéaire on obtient
L~ L
| QJ | ate + Z ]T3 Jnjr - gﬁjrur)7 mur = 07
(6.29)
S | ut = S
J J
La proposition 7.6 montre que k, = 3%7. quand ¢ tend vers 0, par conséquent
2] ateQ_FZL <(l» E%n.;, — B; ul)i u1> —0
T T T Y - Y
J J J - 120 Jr=3 JrHr ETQ T
(6.30)
Z ﬁjr u}ﬂ = Z leE;-)l’ljr.
J J
O

L’équation sur E dans la reformulation comme un systeme de la dynamique des gaz est devenue
non linéaire. Par conséquent on obtient un schéma limite de diffusion non linéaire.
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6.3.2 Entropie et principe du maximum pour le schéma Lagrangien

A présent nous regardons sous quelles conditions le schéma Lagrangien semi-discret GLACE-AP
(6.17)-(6.18) est entropique et vérifie le principe du maximum associé au systeme Lagrangien (6.13).
L’entropie s du systeme (6.7) est donnée par

46341 — |ul?)
37 (3 4 [[ul2)3

W] I

T

L’inégalité d’entropie associée au modele M joue un réle important dans la construction d’un schéma
préservant le principe du maximum. En effet, on remarque que la positivité de I’entropie en tout temps
permet de préserver le principe du maximum associé au systeme Lagrangien : e(t) > 0, 1—||u(t)||? > 0,
7(t) > 0 et |Q;(t) > 0]. Maintenant on montre que le schéma Lagrangien est entropique et préserve le
principe du maximum qui lui est associé.

Proposition 6.5. Soit e;(t) > 0, p;(t) >0, 1 — |[u;(#)[|> > 0 et | Q(t) |> 0, le schéma JL-(b) pour
la phase Lagrangienne est entropique au sens ou

o «
8t5j = m (Zf: Tjr‘(njrv (uj - ur))2 + z ;(krﬁjrura ur)) >0,

st @-r est défini positif.

Démonstration. En utilisant le second principe de la thermodynamique introduit dans le lemme 6.4,
on obtient la relation suivante
T;ds; = de;j — (llj,de) + gjdT;. (6.31)

On va étudier 'entropie du schéma JL-(b) réécrit sous la forme

1
pi |2 [ Oy — - > lir(ur,my,) =0,

1 o ~
Pj | Qj | ath + z Z Gjr = T2 Z krﬁjr» u, (6.32)

1
pi |2 | Orej + - > (u, Gj) =0.

\

On écrit la dérivée de 'entropie terme a terme

~ g i~
pi | Q| Orej = = Lirgi(njr,ue) = > (@ (w5 — uy),uy) + - > (keBjrur,uy), (6.33)
pi 1 | w0y == Lirgi(myr,ug) = Y rie(@r (w5 — uyp), wy), (6.34)
r i
et
Pj | Qj | q]'atTj = lerqj(njr,u,«). (635)

Le premier terme de (6.34) est nul. On somme (6.33)-(6.34)-(6.35), on obtient
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. o 5
pi | Q| Tidpsy = Y rjr(@r(uj — up) 0y — uy) + = > (keBjrur, ), (6.36)

r T

ce qui équivaut a

O' o~
pi | Q| Tyors; = rjr(nje(u; —u,))* + . > (krBjrur, uy). (6.37)

-
SiT; >0,p; >0et (Efjrur, u,) > 0, l'entropie est croissante. O

Proposition 6.6. Soit 7;(0) > 0, ¢;(0) > 0, 1 — [|u;(0)||*> > 0 et | Q;(0) |> 0 alors la solution
de schéma semi-discret (6.17)-(6.18) est entropique si le tenseur (B, est positif. En outre, le schéma
semi-discret préverse le principe du maximum au Sens o

7i(t) >0, e(t) >0, 1 —|[u;(®)]|* >0, | Q(t)|>0, Ve>0
pour tout temps.

Démonstration. On réécerit le schéma sous la forme de systeme dynamique. Soit le vecteur

X(t) = (11(8), T (£)s Vi(E), ooy Vi (£), €1 ().en (), X1(1), .- X ()

et le domaine D = {7;(t) > 0,¢;(t) > 0,1 — [[u;(¢)||* > 0, |Q;(¢)| > 0}. Les hypotheses de la proposi-
tion implique que X(0) appartient a D. On introduit le flux

(1
gzljr(umnjr)y
I
) 1 o ~
_EEGJ'T‘ - &,ggkrﬁjrum

_é Z(urv GjT)v

u,.
Le schéma semi-discret s’écrit sous la forme suivante
X (t) = H(X(1)).

Une rapide étude du schéma montre que H(X(t)) est une fonction C! car les dérivées temporelles
ne dépendent des variables que linéairement ou quadratiquement. On utilise le théoreme de Cauchy-
Paeno qui montre qu’il existe une la solution X(t) existe dans le domaine invariant D sur l'intervalle
de temps [0,T7]. A présent on souhaite utiliser le théoréme du bout (voir annexe du chapitre). On
définit le bout droit (lim ¢,lim X(¢)) lorsque t — T'. D’apres le théoréme des bouts, soit ce bout est
vide soit il appartient & la frontiere de R™ x D. Si, sur I'intervalle [0, T, le vecteur X(¢) appartient &
un compact, alors il existe une valeur d’adhérence ce qui empéche le bout droit d’étre vide. Dans ce
cas, soit T = +oo soit lim X(¢) lorsque ¢ — T appartient au bord de D. Puisque, sur l'intervalle de
temps [0, T, X(¢) appartient a un espace compact inclus dans D, la frontiére ne peut pas étre atteinte,
par conséquent 7' = +oo. Il suffit donc de montrer que sur [0, 7] la trajectoire X(¢) reste dans un
espace compact. Puisque X(¢) € D sur [0, T les quantités e(t) et p(t) et donc T'(¢t) sont positives, par
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conséquent en utilisant la proposition 6.5 on montre que ’entropie est croissante. On commence par
utiliser la conservativité du schéma pour montrer que e(t) et 7(¢) sont majorés. En effet

3191 et = 3019 P es(0) = [ 30 TGy, (6.38)

Puisque ; Gjr = 0 on constate que le dernier terme de la relation (6.38) est nul et donc

_leOllzr
| €2;(0) | p;(0)

On montre aussi que 7;(t) est majoré avec 7;(t) < % en utilisant le méme argument. Sur
J J

ej(t) <

I'intervalle de temps ]0,7] X(t) € D. En utilisant la proposition 6.5, on obtient que 9;s;(t) > 0, ce

qui implique que
3

de; (1)1 (1 — |Juy()]2) 7 (1)
35(3+ [Juy (1)|[2)7

sj(t) = > 5;(0).

Puisque e;(t) et 1—||u;(t)||* sont majorés on constate que 7;(¢) ne peut étre que minoré. Par conséquent

p;j(t) est minoré et majoré. De plus

(1)

ej(t)7 >

35 (3 + [Ju; (1)||»)3 5:(0).
‘ J

A1 = [y ()]

En remarquant que les fonctions de ||u;(t)|| ainsi que la densité sont minorées on peut prouver que
la quantité e;(t) est minorée. De la méme facon la quantité 1 — ||u;(t)|| est aussi minorée. Enfin on
montre que le volume de maille est borné. Le volume de maille est majoré par la mesure du domaine.
Pour la minoration on utilise la conservation de la masse | ;(t) |=| ©;(0) | p;(0)7;(t) et la minoration
de 7;(t). Pour conclure, les quantités e;(t), 7j(t), 1 — [|u;(t)|| et | ©;(t) | sont bornées dans I'ouvert D.
La solution X (¢) du systéme dynamique X' (¢) = H(X(t)) est donc incluse dans un espace compact de
D sur le temps d’existence [0, 7. En utilisant le théoreme des bouts on montre ainsi que 7' = +o0.

Le schéma semi-discret préserve donc le principe du maximum pour tout temps. ]

P
)

ENEI RN

6.4 Etape de projection

On commencera par introduire un schéma d’advection aux noeuds pour la phase de projection,
puis on étend a lordre deux le schéma d’advection & l'aide d’une technique MUSCL. Afin d’obtenir
une discrétisation complete de (6.7) on doit ajouter une phase de projection & la phase Lagrange.

6.4.1 Rappels sur le schéma aux noeuds d’advection

On étudie ’équation d’advection suivante

o f +V.(af) =0,
{ £(0,x) = fo(x). (6.39)

Afin de pouvoir définir un schéma ALE (Arbitrary Lagrange Euler) un schéma d’advection aux noeuds
a été défini dans [Pa08]. On rappelle ce schéma ainsi que ses propriétés de base.
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Proposition 6.7. Le schéma upwind aux noeuds pour I’équation d’advection est
[ [0+ D irlar mye) £+ Y Lir(ar, ) firy = 0 (6.40)
Rt R-
avec R+ = {r/lﬁ“(arﬂ njv") > 0}, R~ = {T/ljr(ary njr) < 0}
Zj/lj'r(ahnjr)>0 lj?’(aﬂ njr)fj

Zj/ljr(ar,njr)>0 ljr(aT’7 an) '

Jee) =

On rappelle maintenant les résultats théoriques associés.

Proposition 6.8. Le schéma upwind (6.39) pour une vitesse a constante avec une discrétisation
explicite en temps est stable pour les normes LP(§2) et préserve le principe du maximum sous la CFL

At
m Z(a, n]?‘) S 1.
J R+

En outre le schéma est convergent.

6.4.2 Projection et limite de diffusion

La phase de projection consiste a advecter a la vitesse u, les différentes quantités Euleriennes
du modele (6.7). On introduit R™ = {r/l;;(u,,n;) > 0} et R~ = {r/l;;(u,,nj;) > 0}. La phase de
projection s’écrie

1
[ 1Oy + 2 (E Lir(ar, 1) pj + :ljr<“rvnjr)/’k(r)> =0,
R+ R

1
| €4 1 8e(psvs) + 2 (Z Lir(Wr,mp)piv + > L (ar, nj?“)(ﬂ")k(r)) =0, (6.41)
Rt R~

0,

\

1
| € | Bi(pjes) + 2 (Z Lir(wr,mjp)pie; + > Lip(ur, an)<pe)k(r)>
Rt R~

avec la vitesse u, donnée par les flux Lagrangien (6.18). L’étude asymptotique du solveur nodal montre
0 _
que u, =0 et

ot | S B |l = 3 Ll
J J

La vitesse d’advection u, = u%+cul, est équivalente en régime de diffusion & u, = cul. Par conséquent
I’équation sur E = pe s’écrit

1 E; Ek r
| | BB + (ler(ur,an)E” +3 U (up,myy) E( )> —0, (6.42)
R+ T R7 T
avec

ZBjT‘ u, = lerEjnjra
J J

avec donc u, homogene & —VE(x,,1).
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Remarque 6.4.1. o Le coefficient de diffusion donné par la phase Lagrange est ﬁ et le coef-
ficient de diffusion associé a la phase de projection est ﬁ. Le schéma limite total préserve le
coefficient de diffusion 3%

e Le schéma de diffusion (6.42) est une réécriture de [’équation de diffusion sous forme d’une

équation d’advection de vitesse a = VE/E. Comme tout schéma de transport le schéma upwind
aux noeuds est d’ordre 1. Par conséquent le schéma de diffusion issu de la phase de projection,

et donc le schéma de diffusion final, sont d’ordre 1.

6.4.3 Principe du maximum pour la phase de projection

Maintenant on souhaite montré que la phase de projection préserve elle aussi le principe du maxi-
mum aussi au modele M.

Proposition 6.9. On suppose (pje;)(0) = E;(0) > 0 et ||(p;v;)(0) = F;(0)|] < (pje;)(0) = E;(0)
alors
Ej(t) > 0 et [F,(0)]| < By(t), %

Le schéma d’advection semi-discret préserve le principe du maximum associé au modele M.

Démonstration. Le schéma semi-discret s’écrit

R+ R-

*

avec aj, = Lir(uy,n ). On utilise
R- R+
. o * o * ay, fsoe .
puis on pose o = ) pi @, & = py ajr(iZR+ a;). On peut donc réécrire le schéma sous la forme

8tEj(t) = —OéjEj(t) + ZOélEz(t)

On a supposé que E;(0) > 0. Par continuité il existe 7 et un ig tels que
E;(t) > 0, pour tout t € [0, 7[ et E; (1) = 0.
Soit i # j par conséquent » . a; F5; > 0 ce qui implique

dE;(T)
dt

> —aF;(1) — E;j(1) = e “TE;(0) > 0.

Dans le cas ol j = iy on obtient %i(t) >0, Vjel0,r7]etEjt) >0, Vjel0,r7[, cequiimplique
E;(7) > 0. On obtient une contradiction. Par conséquent E;(7) > 0. On prolonge sur des intervalles de
temps [nT, (n+1)7] pour conclure. En utilisant le méme principe on montre que si £;(0)+(n, F;)(0) > 0
avec n € R? alors

Ej(t) + (n, F;)(t) > 0,

car cette quantité satisfait le méme schéma d’advection. Reste a montrer I’équivalence entre le principe
du maximum pour M; et la relation E;(t) + (n,F;)(t) > 0. Pour cela il suffit de remarquer que

Ej(t) + (0, Fj)(t) > E;(t) — [|(n, Fy) @[] > E;(t) — [[F;(2)]]-

Pour le sens inverse le bon choix de n conclut naturellement la démonstration. O
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6.4.4 Projection d’ordre 2, méthode MUSCL

Le schéma de diffusion issu de la phase de projection est un schéma d’ordre 1. En effet le schéma de
diffusion peut étre assimilé a un schéma d’advection de vitesse %. Les schémas de diffusion, ainsi que
le schéma limite de la phase Lagrange étant d’ordre deux, on souhaite obtenir I'ordre deux également
pour le schéma limite issu de la phase de projection. Pour cela on propose d’utiliser une technique
de type MUSCL sur le schéma d’advection. La méthode MUSCL introduite par Van Leer consiste a
interpoler une valeur de la solution a l'interface (ici un noeud) et a utiliser le schéma avec ces valeurs
interpolées au lieu des valeurs aux centres des mailles. Cette méthode est souvent couplée avec des
limiteurs de pentes qui permettent de pouvoir conserver la positivité, d’éviter de grandes disparités
entre des pentes associées a une méme interface et de stabiliser le schéma. La méthode MUSCL consiste
donc a remplacer la quantité f; par un état interpolé f;, construit a I’aide de I'approximation d’ordre
un, fjr = fj — ((x, — x;), V) o Vf, est une approximation du gradient aux noeuds 7.

Définition 6.4.1. Le schéma d’advection MUSCL est défini par

‘ Qj | atfj(t) + Z ljr(ara njr)fjr + Z ljr(am njr)fk(r) =0, (6'43)
Rt R~

avec
>/ (armyy) >0 bir (@ ) fir

Trery =

Zj/lj’l'(a'ranj7-)>0 ljr(ar, njy)

Les valeurs interpolées issues de la méthode MUSCL sont
fir = fi = ¢(m)((xr — x;), VEr),
R 6.44
Z/Bjr Vfr = lerfjnjra ( )
J J

et avec la pente

win(fy) = f; - _ max(fi) — £

min(f;) — f;’ 2 m

m = min(mi, ma), my =

¢ un limiteur de pente type minmod et f,. = f; — ((x, — x;), V).

Les schémas MUSCL d’ordre deux préservent la positivité mais ne préservent pas a priori le principe
du maximum. On constate numériquement que ||f|| < 1 ne peut pas étre préservé par la méthode.
Cependant l’analyse asymptotique montre que ||f|| est homogene & e. Par conséquent, on propose
que la reconstruction d’ordre deux intervienne uniquement en régime de diffusion. Grace a cela on
pourra conserver le principe du maximum en transport et obtenir un schéma d’ordre deux en régime
de diffusion. Par exemple, le limiteur suivant ¢(m) = min(o, 1 —¢) max(0, min(m, 1)), permet d’activer
la procédure MUSCL seulement dans le régime de diffusion.

6.4.5 Autre schéma d’advection

Chaque schéma d’advection a des propriétés caractéristiques différentes. Par exemple la diffusion
numérique du schéma aux noeuds est nulle dans la direction perpendiculaire a 1’écoulement pour un
écoulement oblique. Pour le schéma d’advection classique aux arétes la diffusion numérique est nulle
dans la direction perpendiculaire a I’écoulement pour un écoulement horizontal. Selon les problemes
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considérés, il peut étre intéressant d’utiliser I’'un ou ’autre schéma d’advection. Une alternative a la
phase d’advection présentée ci-dessus est d’utiliser le schéma classique aux arétes

Qo+ Y lwem)fi+ D Lp(weng) fr =0 (6.45)

K|k (g ,m 1) >0 K|k (wjp,m5)>0

ol u,, la vitesse associée a 'aréte 0€2;;, peut étre reconstruit a partir des vitesses aux noeuds composant
I’aréte. Comme dans le cas du schéma aux noeuds, on peut construire un schéma d’ordre deux avec
une technique MUSCL. L’utilisation d’'un schéma aux arétes en phase d’advection permet de limiter
les modes parasites inhérents aux schémas aux noeuds.

6.5 Schéma Lagrange+Projection a un pas

6.5.1 Schéma Lagrange+Projection et limite de diffusion

En couplant la phase Lagrange et la phase projection on obtient le schéma Eulerien pour le modele
(6.7). Ici on propose de ne pas « splitter » les deux phases. Le schéma obtenu peut étre vu comme la
somme des flux Lagrangien et des flux de projection.

Définition 6.5.1. Le schéma Lagrange+projection est

,

1
|9 | Bipj + - (Z Lir (W, 1y )ps + ) Ly, njr>Pk(r>> =0
R+ R~

1 1
19 | Dulpsvi) + - (Z Lir (W 150) v + 3 Ly (0, “ﬂ"')(”"”“(”) to 2 G
Rt R~ "

" (6.46)
= — Z gﬁjrkrur
1 1
| Q5 | Or(pjej) + R (Z Lir(ur, njr)pjej + Zlﬂ'r(u“nj’”)(pe)k(’”)> t 2_(ur, Gyr) =0
R+ R~ "
avec comme fluz
—~ O- 7
Gjr = lj'ernj’r + Tj'raj’r’(uj - uT) - 7krﬁjrur’
(6.47)

J

. o ~ .
E TjrQy + gkr E 5]'7” u, = E lj?"anjr + E TjrQrQy,
J J J

_ 2[f[[P(pe)r

TS TG D) ot (pe), et f. sont des moyennes, R* = {r/l;;(u,,n;,) < 0} et

i/ (uemy)>0 L (W 1) pj

Pk(r) =

Zj/ljr(ur,njr)>0 le(uT’7 an) .

On définit (pv)pry et (pe)ir) de la méme fagon.

Ce schéma est simplement une unification de la phase Lagrangienne et de la phase de projection.
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On peut montrer que ce schéma est indépendant de la densité qui permet d’obtenir un schéma utilisant
uniquement les variables radiatives F et F. On obtient

Définition 6.5.2. Schéma pour le modele M
1
|25 [ OEj + - <ler(ur» ) Ej+ Y L (up,m5,) Egy + > (uy, Gjr)) =0
R+ R— r
1 o ~
’ Qj ’ 8tFj + E (Z ljr(uT, njr)Fj + Z ljr(ur, an)Fk(T) + Z Gjr) = —8—2 Z ﬁjrkrur
R+ R- r r
(6.48)
avec comme fluz
~ g. =
Gjr = lerjnjr + Tjrajr(uj - ur) - *k’rﬁjrura
P _ (6.49)
errajr + gkr Z Bjr u, = Z lerjnjr + Z TjrQrQy,
J J J J
22
k., = ———, ou E, et f. sont des moyennes autour d’un noeud et
(Bx —1)
1—x 3x -1 f
R I
Proposition 6.10. La limite de diffusion du schéma (6.48)-(6.49) est
1 ~ u,
|Qj‘ 8tEj + m ZT: <(leEjnjr — akrﬁjrur), E‘r> + (650)

1 E; Ex@
— L B L . =0.
do <R§+: Jr(ur’njr)Er + RE_: jr(ur, gy E,

avec

Z/éjT ur = leTEjan
J J

Démonstration. On utilise un développement de Hilbert. Le développement du solveur nodal est le
méme que pour les démonstrations précédentes, on ne détaille pas ’analyse asymptotique, on sait que

okl | D B | wp =" Liramy,
j i

et que uY = 0. Puisque € > 0 et u est nul & l'ordre 0, on en déduit que le signe de Lir(uy,mj;)
est déterminé par le signe de la quantité I;-(ul,n;-). On pose donc RT = {r|lj,n(u%,njr) > 0} et
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R = {r\ljr(u}n, n;,) < 0}. A partir de cette remarque le reste de la démonstration devient classique.
On étudie les termes du développement de Hilbert de la seconde équation du schéma (6.48)-(6.49)

1 ]
e (Z Lir(u?,nj, ) FY +Zzﬂ u), n;, ) FY, > ZG?; =0, (6.51)

Rt

ET) : |Qj‘atFj,0 + (Z ljr(uvlw n]r + Z l]r ura njr Fk ) Z Gjlvfk =0. (6'52)
R+

R-

Puisque u? = 0 et > lirnjr = 0, le terme (6.51) est égal & >, r ]Tozjru? = 0 et comme pour les cas
précédents on peut déduire que u‘7 = 0. On étudie maintenant les termes issus du développement de
Hilbert de la premiere équation de (6.48)-(6.49) en utilisant u’

1 .
o [l0E; () + > Lirdd(ug,my,) — o Y K)(Bjrup, up) (6.53)

+ 3 () EY + ) Li(ag my, ) ERy =0
R+ R—

avec
ok [ D B | wp = lirainyr.
J J
Pour terminer, en utilisant que ug-) =0et q? = %E](-), on montre que (6.53) est équivalent a
1 ~
(10 + Y (1 g By ok2Fyul b))
T

1 1 0 1 1 0
+ (; %ljr(ur’ n;, ) E5 + ; %ljr(urv n;,) By

(6.54)
2 Bir | uy = Un B
J J
Puisque k, = % quand ¢ tend vers 0 le schéma (6.54) se réécrit sous la forme
1 [ 8EY + Y = <(z E%n; — Biad) “i>
| 0, E — ((L;;E%n, — Bipul), =
) 7 . 120 Jr—g T Jr Yr EQ
il Lo(ut n..)=L Lo(ut n. LA
+40_ (; jr(urynj'r)E? + RZ ]r(ur,n]r) ETQ 5 (655)
2 B | up = lin B
J J
U
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6.5.2 Schéma limite de diffusion : interprétation et remarques

Le schéma limite est un schéma d’ordre un (d’ordre deux, si on utilise une méthode MUSCL en
phase de projection) non linéaire. Cependant, son principe de construction repose sur une analogie
avec le transport. En effet, on peut écrire I’équation de diffusion comme une équation de transport

O F +div(aF) =0, avec a = —%.

La partie du schéma de la phase de projection est exactement la discrétisation de '’EDP précédente. La
vitesse Lagrangienne est donnée par un gradient approximé aux noeuds r et une reconstruction de E
au point r et la partie divergence est discrétisée avec une schéma upwind. Le schéma upwind préservant
la positivité sous la condition CFL on obtient un schéma positif d’ordre 1. En effet, le Laplacien est
discrétisé par — ) p Ej(_%’ 0. )+ g+ Eir (—VE—E;T, n;,), on voit bien que I'on perd ainsi un ordre
par rapport au schéma classique de diffusion en raison du ratio % = O(h). Par conséquent, en utilisant
une méthode MUSCL qui consiste a remplacer £ par une valeur interpolée linéairement £}, on peut
récupérer 'ordre deux attendu pour un schéma de diffusion. Le schéma de diffusion limite de la phase
de projection est donc un schéma de transport d’ordre deux a la vitesse —V—EE. Le schéma limite issu
de la phase Lagrange peut aussi étre interprété comme un schéma de transport. On part du schéma
limite de la phase de projection

E.
1+ Ljr(uy, ny,) =+ > lir(ur,my,) z
R+ T T
On peut la réécrire sous la forme
u ~ u
)+ > (e Exrynje — ok Bjpuy), —-

10 + > (e Ejnye — ok Bjruy), z )
nt r R r

avec Bjr = ¢(m)lj;n;, @ (x, —x;) avec ¢(m) le limiteur de pente. Cette reformulation proche du schéma

obtenu par la phase Lagrange montre que le schéma issu de la phase Lagrange peut s’interpréter aussi

comme un schéma de transport d’ordre deux ou la vitesse est donnée par —%. Le schéma total peut
v

étre interprété comme un schéma de transport MUSCL avec la vitesse donnée —~7.

Remarque 6.5.1. e Le schéma limite (6.50) est positif si le schéma (6.48)-(6.49) préserve le
principe du mazrimum pour tout €.

e On peut remarquer que la discrétisation du gradient ne change pas par rapport a celle du schéma
linéaire de diffusion. Par conséquent elle est consistante (théoréme 2.11).

e On remarque aussi que le schéma n’est pas défini si E, = 0 et u, (homogéne au gradient) est
non nul et B, = 0 le schéma n’est pas défini. Ce schéma est valide pour la discrétisation de
léquation de diffusion si la quantité diffusée reste positive (transfert radiatif, écoulement en
milieu poreuz).

6.5.3 Condition d’entropie pour le schéma total

Il s’agit de montrer que le schéma total est entropique et que cette propriété permet d’obtenir le
principe du maximum. Préserver le principe du maximum est intéressant pour obtenir des simulations
réalistes mais est aussi nécessaire afin que le schéma soit correctement défini. En effet, si £ = pe < 0
la vitesse d’onde 7, est négative et les matrices nodales ne sont plus inversibles. En outre, si [|u|| <1
la pression et la température ne restent pas positives.
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Proposition 6.11. Si E;(t) > 0, 1 — [|u;(t)|| > 0, (X,B\jrx) >0, Vx € R? alors le schéma (6.48)-
(6.49) est entropique au sens ou

1
|9 08 + - (Z Lir(Wp,10) S5 + > L (uy, njr)sk(r)> > 0. (6.56)
Rt R—

Démonstration. On utilise ’équivalent du second principe de la thermodynamique pour le modele My
TdS = dE — (b,dF).
Ce principe thermodynamique nous permet d’obtenir
T0,S = O E — (u,0,F). (6.57)

On étudie maintenant le schéma semi-discret, I’équation (6.56) couplée avec (6.57) donne une quantité
nommée T et définie par

1 1
Ts =1y | 7 (OEj — (w5, F5)) + - (Z Lir (0, 1) S5 + ler(ur,njr)sk(r)> : (6.58)
j I e

On remplace les dérivées temporelles par les discrétisations spatiales a 1’aide de (6.58). Les relations
obtenues peuvent étre scindées en deux groupes de termes, il y a ceux qui viennent de la phase
Lagrangienne et ceux de la phase de projection. Par conséquent, Ts = (L + P) ou L les termes issus
de la phase Lagrangienne et P ceux de la phase projection.

L= Tié‘ <Z Gjr — gzgjrur - Z(Gjra u,) + leT‘(uT‘a njr)Qj - ler(ur, njr)Qj) .

T T

Les mémes calculs que pour la phase Lagrangienne donnent que

L=+ (Z (g, (0 = w)* + = > (B, ur)) ~ 7z > lir(ur,myy).
J " i€

T

A présent on étudie la phase de projection avec —% >, Lir(up,m ). Ce terme est proche d’un schéma

upwind mais avec ¢; qui remplace gy, A partir de 1a on peut écrire une factorisation qui donne

g 1
- ﬁ > lip(up,my) = T > lir(ur,my,) (T;8; — Ej + (05, Fj) — gj)
J r J R+

1
t72 D ey nge) (TiSkiry — Eiry + (w5, Frr) — a5) -
I p-

On a deux cas : ljr(u,, nj,) est positif ou négatif. Dans le cas positif on constate que le premier terme
est nul par la formule (6.12). Reste le cas du second terme

Z Lir (0, 05,) (T3S — Briry + (05, Fry) — q5) - (6.59)
=

Maintenant on utilise la relation

(T;S; — Ej + (uj,F;) — gj) = 0.
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En retranchant cette équation qui vaut zéro a (6.59) on obtient
1
(6.59) = E (Sk(r) — Sj — Ek(r) —E; + (llj, Fk(r) — F])) . (6.60)

On pose g(x;) = S; et x; = (Fj, E;). On remarque Vg(x;) = #-(—u;,1). Puisque on a une entropie
J
concave alors
9(xk) — 9(x5) = (xk — x5, Vg(x;)) < 0.

On voit que c’est exactement cette relation qui est visible dans I'inégalité (6.60). Par conséquent ce
terme est négatif, or (u,,n;.) < 0, ce qui implique que le terme (6.59) est positif. Si Ej(t) > 0 et
1 —|u;j(t)||* > 0 (donc Tj;(t) > 0) et Bj, est positif alors Ty = (L + P) est positif. O

. E; >
Proposition 6.12. On suppose que 7, = ﬁZg %W, (x, Bjrx) > 0 et (xA,,x) > V,||x|?
pour x € R2. Soit E(0) > 0 et ||F(0)|]| < E(0) alors le schéma (6.48)-(6.49) est entropique et le
principe du mazrimum est préservé au Sens o

Ej(t) > 0, ||F](t)” <Ej(t), Ve > 0.
Démonstration. On réécerit le schéma sous la forme de systeme dynamique. Soit le vecteur
X(t) = (Ei(t), ... En(t),Fi(t), ..., Fp(t)),

le domaine D = {E(t) > 0,1 — [Ju;(t)[|* > 0} et

_é (Z ljr(u'm n]r)Ej (t) + Z ljr(ur, njr)Ek(T) (t)) — % Z:(u,,,7 G]r)
R+

R—- T
H(X(1)) =

1 1 o ~
_g (Z ljr(ura njr)Fj (t) + Z ljr(um njr)Fk:(r) (ﬂ) - g Z Gj?" - ? Z(ﬁjrum ur)
Rt R— [ T

On a le systeme

X' (t) = H(X(1)).

Une rapide étude des schémas montre que H(X(t)) est une fonction C'! par morceaux car les dérivées
temporelles ne dépendent des variables que linéairement ou quadratiquement. On utilise le théoréme
de Cauchy-Paeno : par conséquent on voit que X(¢) existe et reste dans D sur [0, 7. A présent on
souhaite utiliser le théoreme du bout. On définit le bout droit (lim ¢,lim X(¢)) lorsque t — T'. D’apres
le théoréme des bouts, soit ce bout est vide soit il appartient & la frontiere de R* x D. Si, sur 'intervalle
[0,T[, X(t) appartient & un compact de D, alors il existe une valeur d’adhérence, ce qui empéche le
bout d’étre vide. Dans ce cas, soit T' = 400 soit lim X (¢) lorsque t — T appartient au bord de D.

Si, sur 'intervalle [0, T X(¢), appartient & un compact inclus dans D, la frontiere ne peut pas étre
atteinte, par conséquent 7' = +o0. Il suffit donc de montrer que sur [0, 7] la trajectoire reste dans un
compact. On commence par remarquer que ||[F;(¢)|| < E;(t) est équivalent a 1— [|u;(¢)||> > 0. Puisque
X(t) € D sur [0,T[ on a E;j(t) et 1 — |Ju;(t)||* sont donc positifs par conséquent, la proposition 6.11
est satisfaite.

Majoration des quantités centrées
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On commence par majorer E;(t) et 1 — |[u;(¢)|%. 1l est évident que 1 — [|u;(¢)||* < 1. Pour majorer la

quantité E;(t) on utilise la conservativité du schéma.

Z RUBRZ Z RUBRZT )—/ ZZ(Gjraur)_/ > (Z Lir(jr, ur) Ej + leT(anﬂuT)Ek(r)> :
Oy O 5 \Rt R-

Par conservativité on voit que les termes de flux sont nuls. Par conséquent on voit que

() < LBl

Afin d’obtenir une minoration de E;(t) et 1 — [|u;(¢)]]?.

Minoration de I’entropie

Pour cela on souhaite minorer 'entropie S;(¢) du modele M;. La proposition 6.11 montre que S;(t)
est solution de

| Q; | 8;5; (Z Lir (W, 12 S5(8) + D Lip (W, 1y ) Sy ( )) >0, (6.61)
.
on pose a;j(t) =13 o, Lip(u,,my,) et

lir(um nz’r)

R+ lir(ura nir) )

1
ai=——> li(u,n;
1 c Z ]’I"( T ]7")2
-
Les coefficients a; et a; sont positifs. Par conséquent la condition d’entropie (6.61) s’écrit

0,5(t) > ~a;S;(1) + 3 aiSi(1)

Puisque E;(t) > 0 et 1 — [[u;(¢)||* > 0 sur [0, 'entropie est positive dans chaque maille on obtient
donc que Sj(t) > e~%'S;(0). Par conséquent si ||u,|| < eC, le coefficient a; est majoré et I’entropie
est minorée sur [0, T'[.

Majoration de u, sur [0,7]

On part du solveur nodal avec 7, = r, = ﬁ > jrjetr; = On multiplie par u, le solveur

) ) f 3+Huy||2
nodal. Le second membre est majoré. On obtient

Z(qjljrnjr, llr) < Cl Z |Qj|”u7“||a
g J
avec C1 = max;(||l;yn;.||) et

Z rr(ujajr, uy,) < Coryluyll,
J

avec Cy = max;(||@;,||) car ||u;|| < 1. Maintenant on minore les matrices. On obtient

ok, ~ ok,
ro\— ir)ur | 2
( 5 gj Bjr)u 8

ura(rrzajr)ur > rr)\jr||ur||27
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avec \j, la valeur propre minimale de la matrice ) | j ajr. En associant les minorations et les majorations
précédentes, on majore ||u,|| par

1

w||<C——
H 7”” Tr)\jr—i_o—frv;”

C1 > lgj| + Cary | - (6.62)
j

E;(1)
J f3+||u (t
I'intervalle de temps [0, 7], on sait que ||u;(t)|| < 1 qui implique que % < x < 1. Par conséquent

Puisque . = > . T O € [uj(t)]| < 1 on obtient les bornes £= < r, < L. Par ailleurs sur

4
0 < |gj| < EJ, 1<k:T<§ET.

Ces bornes permettent d’obtenir

lu ] <C C1Y _lgjl+ Cary | . (6.63)
j

4
(>\]'7' + %W‘)Er

Pour conclure on utilise 3, [g;| < > ; Ej, ce qui donne

Cette majoration peut se réécrire sous la forme

4e

o —
ol < O o,

Une remarque : les majorations sont valides pour différentes définitions de la moyenne FE,. Ici on
considére une moyenne arithmétique.

Minoration des quantités centrées

Puisque la vitesse nodale u, est majorée par une constante homogene a e on sait que S;(t) >
(1= (%)
3+l )1

1

e_ajtSj (0) > 0. On commence par remarquer que est borné par —5 alors par définition
31

de I’entropie
3 4
E; > 31 (e 0'5;(0))3.

En reprenant la définition de ’entropie et la majoration de E on obtient que

112)3
4E3/4
. 3iS Q; |34 3 98:(0) | Q, [3/4
(1 Rt > 2SO PR o2 s 9550 1% PR

4|E5(0 >|r3/4 1E; ()12

On a ainsi montré que les quantités 1—||u;(t)||* et E;(t) sont incluses dans un compact. Par conséquent
en appliquant le théoreme des bouts on obtient que X () existe en tout temps et reste dans le domaine
D pour tout temps. Il reste juste & montrer que (1 — ||u;||?) > 0 est équivalent au fait que ||F,|| < E;.
La définition de u; montre que

(1= [[ul?) > 0,
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équivaut a
3x —1
B} — ||Fy]* > (‘1> 1512
’ ’ 2|1£; ()11 !

Ix—1
2/l D17

Puisque < 1 alors

2 2
E? — |[F,[> > 0.
O
\ . . L i Ej s s .
Remarque 6.5.2. Pour le cas ot rj, =1r; = 73 34w les arguments précédents sont valides sauf

pour la majoration de u,.. En effet la matrice
> il
J

est plus difficile a minorer sans supposer que les vitesses d’onde r; sont elles mémes-minorées ce que
l’on ne peut supposer. Dans le cas ot o > 0 on peut arriver au résultat final. En effet dans ce cas, on

eraj"' + %k’rzgjr
J J

Zj Bjr- On peut dérouler la démonstration précédente sans difficulté. Par

peut minorer la matrice totale

ok
€

par la minoration de
conséquent, pour 1. = rj, le schéma (6.48)-(6.49) préserve la principe du mazimum si (X, @-Tx) >0
et (xAy,x) > V,||x||? pour x € R? et o > 0.

Ces résultats montrent que le choix du tenseur Bjr est essentiel pour préserver le principe du
maximum. Par conséquent on souhaite proposer un tenseur B\jr positif sur le plus de maillages possibles.
Sauf dans le cas d’un maillage Cartésien, le tenseur B]IT = lj;nj, ® (X, — X;) n'est pas défini positif.
Quant au tenseur Eijff = erfd il génere une matrice nodale qui ne permet d’obtenir un flux F,
consistant avec le gradient. Par conséquent on souhaite trouver une décomposition de la matrice A,
ou le tenseur est défini positif. Nous proposons deux nouvelles variantes. La premiere est basée sur la
remarque suivante

~ o~ 1 L ~ o~
Ay = Z (‘er’—’d + 5(“’]’—1/2 OWj_1/2 = Vji1/s® Vj+1/2)> - Z <‘Vj7"ud T Pj) (6.64)
J J
et sur le fait que chaque terme de cette somme est défini positif sous des conditions géométriques. En
conséquent on souhaite utiliser le tenseur suivant

~ ~ o~ 1
T = <\er’Id + 5(“’]‘{1/2 OW;j 1/2 = Viiip @ Vj+1/2)> '

la somme de ce tenseur donne la matrice A, = j Lirmj, ® (x, — xj), on assure donc la consistance du
gradient. La deuxiéme variante consiste simplement & répartir la matrice A, de telle facon que chaque
bout soit défini positif, on défini donc

- V.
v Jgr
= A,.

Ty
Ce tenseur permet de garder la consistance du gradient et de définir un tenseur positif si la matrice
A, Dest.

Définition 6.5.3. Les tenseurs possibles de diffusion sont
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° BJI = lirnir X (X’r — Xj),
L4 5JITI = ‘/jrld;

- ~ o~ 1 n A ol v. )
* 317{1 = <|erud + i(wjfl/Q QOWj-1/2 = Vi1 ® j+1/2) )
31V _ Vir

o 3 =5~ A,.
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6.6 Discrétisation semi-implicite en temps

Comme pour I'équation de la chaleur hyperbolique, on souhaite définir un schéma semi-implicite
avec une CFL optimale (somme de la CFL hyperbolique et de la CFL parabolique). On part pour cela
du schéma (6.48)-(6.49) pour le modele M, en introduisant la matrice

-1

~ kro i~ ~
M, = g TjrQr + - E Bjr § TirQjr |
J

J J

on obtient
u, = M,uj,
avec u; la solution du solveur classique du schéma GLACE défini par (Z y rjfajr> u =, j lir B, +

> y rirQjr Fj. A partir des manipulations algébriques détaillées dans le chapitre 2, on peut formuler le
schéma (6.48)-(6.49) de facon & obtenir un terme source local et un schéma semi-implicite.

Définition 6.6.1. Le schéma semi-implicite en temps pour le modeéle My est donné par

( n+1 n
’ Qj ’ J A7 J + g ( E le(MTur,njr)Ej + E le(MruT,an)Ek(T)> + g E (MTU.T.,G]‘,,‘) = O,
Rt R-

T

F?+l - F:;l 1 * n * n
[ | =+ 2 Db (Mol 0 ) F 4 Y e (Ml ) B
R+ R~

1 * 1 n-~ (7T n+1
+g Zr: Gjr = —g (ZT: rj,,ajr(fd — Mr)> uj ,

(6.65)
avec comme flux
. ey
Gjr = Lirgjnjr + 156 (0f — Myuy) — =k By Mruy,
G, = ljirginj, + riae My (uf — uy), (6.66)
Do | ul = Ledinge + ) rdge,
J J J
2||f7 | EY

Les différentes quantités sont : k' = , ou BT et £ sont des moyennes des quantités E et

(Bx —1)
F autour du noeud r, R* = {r/l;;(u,,n;,) < 0} et

Zj/le(uT:njr)>0 Lir (U, 0y ) B

2/ ()0 bir (07, 1)

By =

On définit FZ(T) de la méme fagon. La matrice M, est définie par

1
M. — n S+ gkn B n -~
r = TjrQgr + Zhr T Tjr&gr
J J J
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—~ A.T ok ~ ~
Qjr(Ty — My) = O(Z2=eLirlibly o S~ B — |9, | T on

constate que >, 7. Qjr (fd — M, ) est donc homogene a une quantité Mk|Q| associée a la maille j. Le

En remarquant que M, = O(g), >

n
r Tjr

terme source est donc homogene & M;|Q; | F} car u}f = 17

J
Les tests numériques montre que la CFL du schéma semi-implicite (6.65)-(6.66) est indépendante de
€.

6.7 Résultats numériques

6.7.1 Résultats numériques pour les schémas limites

Pour commencer, on propose de comparer le schéma limite de la phase Lagrange avec les diffé-
rents tenseurs (3, afin de sélectionner le tenseur le plus pertinent. Ensuite on donnera les résultats
numériques du schéma de diffusion limite total pour le tenseur choisi.

Cas test : Solution fondamentale

On prend le méme cas test que pour le schéma de diffusion linéaire. Soit SF(t) la solution fon-
damentale de la chaleur avec le coefficient de diffusion % Les conditions initiales sont définies par
E(t=0)= SF(0.01), F(t = 0) = 0. On compare la solution numérique avec la solution théorique de
diffusion E(t) = SF(0.01 + T}), F(t) = 0. Deux aspects nous intéressent, l'ordre 2 et la préservation
de la positivité. Résultats pour le schéma issu de la phase Lagrange

On rappelle le schéma limite de la phase Lagrangienne.

Définition 6.7.1. Le schéma limite issu de la phase Lagrange est
0 1 ~ u,
atEj (t) + ; @ (lerjnjr — Uﬁjrur)7 E =0
g ZBjT u, = Z lerjnjr
J J

Remarque 6.7.1. Le nombre de coefficients négatifs est calculé sur un maillage de 1600 mailles et
sur 810 itérations en temps environ.

(6.67)

Le tableau (6.1) donne le nombre de coefficients négatifs pour chaque variante tensorielle et chaque
maillage. Les tableaux (6.2)-(6.3) donnent les ordres de convergence pour chaque tenseur et chaque
maillage.

Ces résultats numériques montrent que seul le tenseur I'V préserve la positivité et la consistance sur
tous les maillages proposés. Les résultats pour les tenseurs I et I1 étaient attendus. En effet le tenseur
I n’est pas défini positif, ce qui est nécessaire pour préserver la positivité, mais aussi la convergence.
Quant au tenseur I, il ne permet pas de construire un gradient consistant comme cela a été déja
montré dans le chapitre deux. Le tenseur I11, vient de la condition géométrique de positivité de la
matrice » j ljrn;j, ® (x, —x;) introduite dans le chapitre deux. Puisque le tenseur /1] n’est pas positif
sur tous les maillages alors que le tenseur IV D'est, cela montre que cette condition géométrique était
bien sous optimale. Le tenseur IV parait donc le plus le pertinent car il permet d’obtenir la matrice
> jlirnyr ® (x, —x;) qui génere un gradient consistant et reste positif tant que la matrice est positive.
Résultat pour le schéma limite du schéma Lagrange-+projection avec MUSCL
Pour terminer on observe la combinaison du schéma limite de la phase Lagrange avec un coefficient
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maillage variante du tenseur j3;, 1 17 117 A%
Cartesien 220 0 0 0
maillage bruité quad 66845 | 0 0 0
maillage smooth quad 58834 | 0 0 0
maillage triang 1 41643 | O 0 0
maillage triang 2 744178 | O 0 0
maillage triang bruité 64135 | O 0 0
Kershaw K=1 26019 | 0 | 1976656 | O

TABLE 6.1 — Nombre de coeflicients négatifs pour le schéma de diffusion limite Lagrangien pour chaque
tenseur ;.

maillage/ variante du tenseur 3, | I 117 | 111 | 1V
Cartésien 40-80 1.87 | 1.83 | 1.83 | 1.83
Cartésien 80- 160 1.92 1 1.93 | 1.93 | 1.93
Cartésien 160- 320 1971198 | 1.98 | 1.98
Aléatoire quad. 40-80 2.1 | 164|184 | 1.94
Aléatoire quad. 180- 160 Nc | 1.28 | 1.98 | 1.99
Aléatoire quad. 160- 320 Nc | 0.70 | 1.96 | 1.96
« Smooth » 40-80 2 1.75 | 1.71 | 1.73

« Smooth » 80- 160 nc | 1.86 | 1.84 | 1.86

« Smooth » 160- 320 nc | 1.95 | 1.94 | 1.95

« Kershaw » 40-80 nc | 1.92 | nc | 191

« Kershaw » 80- 160 nc | 1.88 | nc | 1.88

« Kershaw » 160- 320 nc | 194 | nc | 1.94

TABLE 6.2 — Ordre de convergence sur maillages quadrangulaires. Lorsque l'erreur explose on note nc
pour non-convergence.

maillage / variante du tenseur g, | I I7 | IIT | IV
Triangulaire 1 40-80 1.11 | 1.88 | 1.2 | 1.88
Triangulaire 1 80- 160 1.04 | 1.95 | 1.08 | 1.95
Triangulaire 1 160- 320 nc | 1.98 ] 1.02 | 1.98
Triangulaire 2 40-80 nc | 1.85 | 1.84 | 1.85
Triangulaire 2 180- 160 nc | 1.95| 192|195
Triangulaire 2 160- 320 nc | 1.98 | 1.96 | 1.98
Triangulaire alea. 40-80 nc | 1.82|1.76 | 1.82
Triangulaire alea. 80- 160 nc | 1.86 | 1.69 | 1.86
Triangulaire alea. 160- 320 nc | 1.66 | 1.3 | 1.66

TABLE 6.3 — Ordre de convergence sur maillages triangulaires. Lorsque 'erreur explose on note nc
pour non-convergence
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i et du schéma de projection MUSCL avec un coefficient %. Il s’agit du schéma limite du schéma
(6.48)-(6.49). On utilise la variante IV du tenseur

. A,
Bjr = Z ‘/jrva
j T

avec A, = Zj Lirnj, ® (%, — x5)

maillage ordre | nb coef E; <0
Cartésien 40-80 1.92 0

Cartésien 1 80- 160 1.95

Cartésien 1 160- 320 1.98

Aléatoire quad. 40-80 2.20
Aléatoire quad. 180- 160 | 2.05
Aléatoire quad. 160- 320 | 1.97

« Smooth » 40-80 1.78
« Smooth » 80- 160 1.87
« Smooth » 160- 320 1.94
« Kershaw » 40-80 2.00
« Kershaw » 80- 160 1.86
« Kershaw » 160- 320 1.93

[en] Newll Hen) | Jen] Hen) Nen) | Hen) Henl Nen) | Hen) Ran}

TABLE 6.4 — Ordre de convergence sur maillages quadrangulaires

maillage ordre | nb coef F; <0
Triangulaire 1 40-80 2.1 0

Triangulaire 1 80- 160 2.24

Triangulaire 1 160- 320 2.13

Triangulaire 2 40-80 2.01
Triangulaire 2 180- 160 2.18
Triangulaire 2 160- 320 2.1
Triangulaire alea. 40-80 2.13

Triangulaire alea. 80- 160 | 2.21
Triangulaire alea. 160- 320 | 2.00

(o) Nenjl Hen) | Neol) Hen) Neol | Hen) Naw)

TABLE 6.5 — Ordre de convergence sur maillages triangulaires

Ces résultats montrent que le schéma limite du schéma (6.48)-(6.49) est bien positif et d’ordre
deux. L’ajout d’une méthode MUSCL permet bien d’obtenir un schéma limite d’ordre deux pour la
phase de projection. Des tests sur des maillages de Kershaw plus déformés que celui présenté montre
que le tenseur BJITV reste défini positif et que le schéma reste positif et convergent.
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6.7.2 Résultats numériques pour le modele M;

Cas test de transport

Dans un premier temps on regarde le schéma pour M; sans terme source. On étudie un cas test
sur ce que 'on appelle le régime libre, c’est a dire quand ||f|| = 1 et 0 = 0. Dans ce cas la pression ¢
est nulle et finalement le modele M; va se comporter comme ’équation de transport classique.
test 1
On commence par un cas test d’advection d’un créneau, d’abord en 1D puis en 2D. Les conditions
initiales sont données par : E et F valent 1 pour x € [0.4,0.6] et 0.0001 ailleurs. F, vaut zéro. La
solution au temps 0.2 est un créneau non nul dans l'intervalle = € [0.6, 0.8]. La solution est donnée par
la condition initiale exactement transportée a la vitesse 1.

S — |

05 i Y .

: :

0 | | | ! | | I\"‘C:, !
0 010203040506070809 1

FIGURE 6.1 — La condition initiale et la solution au temps ¢t = 0.2 pour différents pas d’espace. La
courbe rouge représente F(t,x) au temps initial. Les courbes verte, bleu, magenta et cyan représentent
la solution numérique pour la quantité E et pour 100, 200, 400 et 800 mailles.

L’ordre de convergence constaté est approximativement de 0.5, ce qui est cohérent avec les résultats
classiques de volumes finis pour le transport pour donnée initiale discontinue. Maintenant on propose
le méme cas test en 2D. Le tableau (6.6) donne les ordres de convergence pour différents maillages ainsi

Maillage 40-80 | 80-160 | 160-320 | Nb coef E < 0 | Nb coef || f ||> 1
Maillage cartésien 0.475 | 0.49 0.496 0 0
Maillage aléa. quad | 0.475 | 0.494 0.496 0 0
Maillage de Kershaw | 0.42 | 0.465 0.493 0 0
Maillage triang. reg. | 0.474 | 0.491 0.496 0 0
Maillage aléa. triang. | 0.477 | 0.492 0.496 0 0

TABLE 6.6 — Ordre de convergence pour une solution discontinue (trois premieres colonnes) et nombre
de coefficient ne respectant pas le principe du maximum (deux derniéres colonnes).

que le nombre de quantités ne respectant pas le principe du maximum. En affinant on se rapproche de
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Iordre 0.5. Si on, prend maintenant comme condition initiale une Gaussienne a la place du créneau,
les résultats numériques montre que le schéma converge a ’ordre 1.

Cas test en régime de diffusion

On prend le méme cas test que pour le schéma de diffusion linéaire. Soit SF(t) la solution fon-

damentale de la chaleur avec le coefficient de diffusion % Les conditions initiales sont définies par

E(t=0)= SF(0.01), F(t = 0) = 0. On compare la solution numérique avec la solution théorique de
diffusion E(t) = SF(0.01 + Ty), F(t) = 0.

Maillage/nb mailles | 80 | 160 | 320 | Nb £; < 0 || Maillage/nb mailles | 80 | 160 | 320 | Nb E; <0

Cartésien 1.79 1 1.91 | 1.90 0 Cartesien 1.79 | 1.94 | 1.98 0
Aléatoire quad. 1.85 | 1.92 | 1.92 0 Aléatoire quad. 1.85 | 1.94 | 2. 0
Cartésien tri. 1.90 | 1.95 | 1.92 0 Cartesien tri. 1.90 | 1.96 | 2.05 0
Aléatoire tri. 1.92 | 1.95 | 1.92 0 Aléatoire tri. 1.92 1 1.96 | 1.94 0
Kershaw 1.68 | 1.67 | 1.87 0 Kershaw 1.69 | 1.67 | 1.89 0

TABLE 6.7 — Ordre de convergence du schéma M; pour € = 0.0001

Les ordres de convergence constatés dans le tableau (6.7) sont trés proches des ordres de conver-
gence du schéma limite de diffusion. Le schéma pour le modele M; converge avec un ordre proche
de deux pour une petite valeur de . Ces résultats valident numériquement le caractere « asymptotic
preserving » du schéma.

Résultats numériques pour le modele M; couplé avec la matiére

On souhaite étudier le couplage du modele M; avec la matiere, c’est a dire résoudre le systeme
suivant

1
OE + - divF = Z(aT* - E),
9

f_ .
OF + —V(P) = —gF, (6.68)
pCod,T = %(E — aT").

La stratégie est de procéder par « splitting » . On scinde donc le systeme en deux systemes résolus
successivement. Dans un premier temps on résout le modele M (voir (6.6)), puis le systeme issu de
couplage :

Oq
OE = 5 (aT* — E),
oF =0, (6.69)
Oq
pCLOT = 6—2(E —aT?).

Ce systeme dit de relaxation en température peut étre résolu avec des schémas temporels classiques.
Cependant, les calculs de stabilité du chapitre précédent montrent que ’on aura une condition sur le
pas de temps de type CFL dépendant de % mais aussi de T3. Par conséquent il est difficile de traiter
cette phase de fagon explicite. Nous utilisons le schéma semi-implicite défini pour P; dans le chapitre
précédent.

Cas test de Marshak linéaire Ici il s’agit de reprendre le cas de Marshak linéaire étudié dans le
chapitre précédent. La température n’étant pas trop élevée, on est dans un cadre quasi isotrope. En
conséquence on devrais s’attendre a ce que les résultats soient proches de ceux obtenus pour P;. Pour

ce test c’est un schéma d’advection d’ordre 1 qui est utilisé. La solution correspond a celle introduite
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FIGURE 6.2 — La température matiere et la température radiative dans le cas du modele P;.

dans [BCTO8]- [B010]. Afin d’observer le caractére « asymptotic preserving » du schéma on regarde
si malgré un faible nombre de mailles on obtient un résultat du méme type (voir [BCTO08]- [B010]).
Pour terminer on trace la solution 2D sur maillage Cartésien et aléatoire (voir figure 6.4).

Remarque 6.7.2. Ce n’est pas visible pour ce cas test, mais le schéma (6.48)-(6.49) couplé avec la
matieére, préserve la positivité de E mais ne préserve pas au niveau discret l'inégalité ||F|| < E.

6.8 Autres tenseurs d’Eddington

La méthode proposée dans ce chapitre possede le désavantage de ne pas étre naturellement exten-
sible & tout type de tenseur d’Eddington. Considérons le tenseur dit de Kershaw

1+ 2||f))?
=—3

Pour obtenir la décomposition de la pression P=u®F+ qIAd, on introduit
u=f
et )
1—||f
P
3

Par contre la décomposition du flux F est différente. En effet, on obtient F = uFE. En posant F = p
et F = pu, on obtient donc le systeme de la dynamique des gaz suivant

Orp + }div(pu) =0
£ (6.70)

1 . 1 o
Opu + —div(pu ®@ u) + -Vg = ——pu.
5 € €

Il s’agit des équations d’Euler barotrope avec friction. On peut utiliser, comme précédemment, un
schéma Lagrange+projection « asymptotic preserving » . Dans ce cas I’équation sur E est linéaire mais
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FIGURE 6.3 — La température radiative au temps final. Les croix rouges représentent la solution sur
un maillage Cartésien et les carrés représentent la solution sur un maillage aléatoire
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FIGURE 6.4 — Trace de la température radiative sur maillage Cartésien (a gauche) et sur maillage
aléatoire (& droite)
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le schéma limite obtenu reste non linéaire. Il correspond au schéma limite de la phase de projection
dans le cas du précédent modele. Cet exemple montre que le systeme de la dynamique des gaz associé
au modele M differe selon le facteur d’Eddington choisi. Par conséquent, il n’est pas possible de
proposer de fagon générale cette méthode pour tout facteur d’Eddington, il faut procéder au cas par
cas.

Il serait intéressant d’étudier cette méthode dans la cadre multi-groupes. Une premiere approximation
des modeles multi-groupes consiste a utiliser le facteur d’Eddington classique pour chaque groupe.
Dans ce cas on peut reformuler chaque modele M; comme un systéme d’Euler. Avec une bonne
formulation du couplage entre les modeéles on pourrait obtenir une méthode valide. Par contre, pour
les facteurs d’Eddington réels associés a la méthode multi-groupes (voir [Tur03]), il n’est pas évident
qu’on obtienne des systémes de la dynamique des gaz correctement définis.

6.9 Synthese

On propose un résumé des propriétés du schéma (6.48)-(6.49) construit pour le modele M. Le
schéma GLACE-AP pour le modele M;

est entropique.
préserve le principe du maximum pour le modele M; sans couplage.
préserve la positivité de E pour le modele M; avec ou sans couplage.
admet une variante semi-implicite, stable sous une condition CFL indépendante de €.
converge numériquement sur maillages non structurés.
admet un schéma limite de diffusion préservant la positivité.
e admet un schéma limite convergent avec le méme ordre que celui du schéma d’advection.
Cependant le schéma admet aussi quelques défauts,

e il exhibe des modes parasites.

e il n’est pas valable dans le vide (E = 0).
Afin de faire disparaitre les modes parasites on peut utiliser d’autres définitions des normales comme
cela a d’ailleurs été introduit dans le chapitre sur la discrétisation de I’équation de la chaleur hyper-
bolique. On peut également utiliser un schéma d’advection aux arétes. Cependant, tous les modes
parasites ne disparaissent pas avec cette méthode.

Annexe : rappels sur les systemes dynamiques.

Dans cette annexe on propose de rappeler des résultats d’existence pour des systemes dynamiques.
Ces définitions et théoremes sont issus de [Dem06]. On commence par introduire le probleme de Cauchy

{ x (t) = f(t,x(t)) (6.71)

Xl (to) = X0

et le cylindre Cy = [tg — To, to + To] x B(yo,0). On propose de donner des résultats d’existence pour
le probleme de Cauchy (6.71).

Définition
On dit que C' = [to — T, to + T] x B(yo,70) C Co avec T < min(Tp, 3%) est un cylindre de sécurité pour

le probléme de Cauchy (6.71) si toute solution x(t) : I — R™ avec I C [to — T,to+ T reste continu
dans B(xq,70)-
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La constante M est définie par M = sup, x,\ec, |1 (t,%())]| < 0.

Définition
Soit ’EDO (6.71) avec f : D C Rt x R" — R"™ Une solution mazimale x(t) : [to — T, to +T] — D est
une solution qui n’est pas la restriction d’une solution définie sur un intervalle plus grand.

Théoréme de Cauchy Lipschitz

Soit f(t,x(t)) : [to — T, to+ T]x D. Soit ’EDO (6.71) Si f(t,x(t)) est continue et localement Lipschitz
par rapport a x alors il existe une et une seule solution maximale x(t) : [to — T, to +T] — D avec
T < min(To, 37).

Théoreme de Cauchy-Peano
Soit 'EDO (6.71). Si f(t,x(t)) est continue et bornée alors il existe une solution mazimale x(t) :
[to —T',to + T] — B(xo,70) avec T < min(Tp, 15).

Définition Soit x(t) :]Ja,b[— Q solution mazimale du systéme (6.71) Le bout droit est le couple défini
par la valeur d’adherence de (t,x(t)) lorsque t — b et que le bout gauche est le couple défini par la
valeur d’adhérence de (t,x(t)) lorsque t — a.

Corollaire
Soit x(t) solution mazimale de

{ x (1) = f(t,x(t)),
x(t=0)=x0 € D.

Si la fonction f(t,x(t)) est continue et bornée par rapport a x alors le bout droit est soit vide soit
contenu sur la frontiére de Ja,b[xD.
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Chapitre 7

Schémas positifs pour les modeles 5,
d’ordonnées discretes

Dans ce chapitre prospectif, on propose une réflexion sur une discrétisation positive et « asymptotic
preserving » de la méthode des ordonnées discretes (modeles S,,). Cette discrétisation est basée sur un
formalisme aux arétes de la méthode des volumes finis couplée avec une formulation « pair - impair »
des modeles.

Afin d’obtenir des simulations réalistes en transport linéaire dans tous les régimes liés a la matiere,
il est intéressant de construire des schémas qui respectent les propriétés physiques et mathématiques
des modeles. Les modeles S, (méthode des ordonnées discretes) qui correspondent & une discrétisation
en vitesse de I’équation de transport préservent a la fois la limite de diffusion de ’équation de trans-
port et la positivité de la fonction de distribution discrete et du premier moment discret. La méthode
de décomposition « diffusive - non diffusive » introduite lors du chapitre quatre, préserve le régime
asymptotique, mais ne préserve pas la positivité des variables. On souhaite donc proposer des nouveaux
schémas sur un formalisme aux arétes de la méthode des volumes finis corrigeant ce défaut. L’idée de
départ est assez simple : on propose de partir d’un schéma positif et « asymptotic preserving » en
dimension un sur grille non uniforme, puis d’étendre le schéma sur maillage de Delaunay en écrivant
les flux 1D dans la direction normale. Le schéma obtenu serait « asymptotic preserving » et admettrait
le schéma TPFA (1.69) comme schéma limite. Enfin on propose de modifier la viscosité numérique
en introduisant le schéma non linéaire de diffusion de Droniou-Le Potier [DIP09] qui est convergent
et positif sur maillages non structurés. Les schémas « asymptotic preserving » 1D et positif existants
ne paraissant pas satisfaisants pour un extension en dimension deux, ce chapitre portera principale-
ment sur la construction d’un nouveau schéma pour les modeles S, en dimension un. L’extension en
dimension deux sera rapidement abordée a la fin du chapitre.

7.1 Schémas positifs, « asymptotic preserving » pour les modeles
S, en dimension un

Pour construire un schéma « asymptotic preserving » en dimension deux on doit commencer par
choisir un schéma en dimension un sur grille non uniforme en 1D. Il existe, a notre connaissance, deux
schémas « asymptotic preserving » -« cell centered » pour les modeles S, qui satisfont la propriété
de positivité : le schéma de Gosse [Gosl0] et le schéma de Berthon-Turpault [BT10]. Cependant, le
schéma de Berthon-Turpault n’est pas conservatif et le schéma de Gosse est trop cotteux sur grille non
uniforme; le probleme stationnaire est en effet résolu exactement par le schéma. Ce probleme étant
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dépendant de la géométrie locale de la grille et de la valeur de I'opacité, on doit résoudre un probleme
stationnaire différent & chaque interface et a chaque temps ce qui génere un cout de calcul important.
Par conséquent, on propose une nouvelle méthode basée sur une formulation dite « pair - impair » de
la méthode des ordonnées discretes.

7.1.1 Modéles S,, en dimension un
On considere ’équation de transport linéaire, mono-groupe, avec un « scattering » isotrope.

1

of+ Ma f= (47r

/ fdu — f) , avec 1 = (e, Q) et O € R3, (7.1)
ne[—1,1]
avec e, 'axe des abscisses. La méthode des ordonnées discretes pour I’équation de transport (7.1) est
définie par un ensemble de vitesses discretes Q2 et de poids de quadrature wy, > 0,k € {—N, N}>,k #0
qui sont choisis tels que

[ ] Zk WE = 1

e O ;. =—-Q, wp=w_—=— Zk w2 = 0.
Les points de quadrature sont choisis de facon symétrique par rapport aux plans de symétrie de la
sphere.
La méthode des ordonnées discretes pour ’équation (7.1) est donnée par le systeme

1 o
atfk"i‘gukamf:EQ(;wlfl_fk>ak€{_N7N}7k7é07 (72)
avec f = {fr, = f(ux)}. Le systeme (7.2) s’écrit sous la forme matricielle suivante
1 o
ot + g,u.Vf = 5—2Rf, (7.3)

avec i1 = {uz}, w = {wy,} et un terme source défini par R = 1® w — 1. Dans le régime limite, lorsque
€ tend vers 0, 'énergie E satisfait ’équation de diffusion suivante

. 1

avec la matrice de diffusion donnée par D = > wydiag{py : pr}. Les vitesses discretes py et les poids
associés wy, sont choisis tel que D = fId si les vitesses appartiennent & la sphere S? et D = fId si les
vitesses appartiennent & la sphere S'. Dans la suite du chapitre, on se place dans le cas D = 3

7.1.2 Schéma sur grille non uniforme pour I’équation de la chaleur hyperbolique

Avant d’introduire la nouvelle discrétisation « asymptotic preserving » et positive pour les mo-
deles S, on propose un rappel sur le schéma de Gosse-Toscani [GT01] pour ’équation de la cha-
leur hyperbolique pour des grilles non uniformes. Le maillage est défini par un ensemble de points
SRS PE TS PETE S et de mailles §}; = [ Ty, }

de la maille Q; est noté x;. On introduit pour ﬁIllI‘ la maille duale Q, 1 = [xj,:xj+1] de volume
2

de volume Az; = [z; 1 — x;_1]. Le centre
2

Ax +1 = = |@j41 — 5],
On part de I’équation de la chaleur hyperbolique sous sa forme diagonalisée

s o
Oru + gﬁmu = @(v —u),
(7.5)
@ o
O — g(“);cv = @(u —v).
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Le principe de construction est le méme que sur grille uniforme. On localise les termes sources aux
interfaces (voir (1.38)), on résout le probléme stationnaire (voir (1.40)) pour obtenir les flux. La solution
du probleme de Riemann a l'interface x 41 est donnée par

2

{ u]GJr% = uj, Uﬁ% = M; 10501 + (1- M; 1 )uj = vjpr + (1- MH_%)(uj —vj41), 76)
us = Mypruy 4 (1= My v = w4+ (1= My (v —w5)s 071 = 0541, '
avec

M, = 21 (7.7)

onr%ijJr% + 2pue

A partir des flux (7.6), on dérive le schéma de Gosse-Toscani. Apres de rapides calculs on obtient une
forme du schéma faisant intervenir les termes sources :

)
du; n HMJ+%UJ+% —M;_au; 1 _ 1 Mo ij+%aj+% LML A‘Tj—%aj—% (05 — ;)
dt € Ax; 4 It Axje? 772 Agjye? J J
. My = Mim s (uj +vy)
H eAx; 2 ’
dvj R e Y AZ; 1051 LM Az;_10; 1 (s — v;)
dt ¢ Ax; 4 It Axje? 772 Agje? 7o
Mot = Myt (g )
eAx; 2 ’
(7.8)
avec les flux
_ WU Uy~ U
Uity T T g T T g )
7.9
v o= YT UL VT Ul
J+35 2 2

On sait que le changement de variable £ = u+ v, F' = u — v dans le modele (7.5) permet d’obtenir
I'équation de la chaleur hyperbolique (1.20). Le schéma de Gosse-Toscani sur grille non uniforme pour

le systeme (1.20) s’écrit

dE;  pMjaFi =M 1 F; o _0
dt ¢ Ax; ’
afy  pMieiFiey ~MisPiy L0 AT Oy B3 %d) o (T10)
dt = ¢ Az; ) ita Azj €2 =3 Az; &2 J
M. 1—M. 1
L1—M
+ : ;ijj 2/’LE]7

avec les flux donnés par
_EitEin - Fin

Ejy 2 2 (7.11)
_ i+ Ej—Ein |
Fj+% = 5 + 5 .
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Ce schéma est donc positif, « asymptotic preserving », conservatif et « well-balanced » . La discrétisa-

1 AT 19544 AT;_1 954

tion du terme source = | M., 1 2 =2 + M. . 2 2 ) F; faisant intervenir un ratio entre le
2 Jjt+5 Auxj € 5 Az J

52
volume de la maille et ceux des mailles duales associées, est nécessaire pour conserver exactement les
états stationnaires du systeme (un schéma « well-balanced » ).

7.1.3 Schéma « flux pair-impair » basé sur le schéma de Gosse-Toscani

On consideére le cas 1D-plan. Les vitesses discrétes sont données par py = (e, Q) ou e, 1'axe des
abscisses. En régime de diffusion, le coefficient de diffusion est défini par D = > wy, M%- La construction
du schéma « asymptotic preserving » et positif est basé sur une formulation « pair - impair » . Il s’agit
d’écrire les modeles .S,, comme une collection d’équations de chaleur hyperbolique de vitesse uy, couplée
avec un terme source sur les équations d’énergie (E*). Soit E¥ = fi+f_j et F¥ = fi,— f_4, les équations
(7.3) peuvent se réécrire sous la forme

ke{l,N}
1 o al
k k l k
HE" + —de F* = 5 (; 2w (E' — B )) : (7.12)
; =
OF* + 0, B* = — 5 FF.
£ e

La premiere étape de construction du schéma est d’étendre le schéma de Gosse-Toscani a chaque
équation de la chaleur hyperbolique qui compose la formulation « flux pair - impair » , pour cela on
introduit un facteur M pour chaque vitesse discrete

_ 2uke
J+s O'j+%ij+%+2,uk8.

(7.13)

La seconde étape consiste a coupler les différentes équations a 'aide d’une discrétisation qui préserve
le principe du maximum et la conservativité. Si on veut préserver le principe du maximum, il est
essentiel de faire intervenir le facteur M dans le terme source qui couple les équations de la chaleur
hyperbolique. Pour cela on propose d’introduire le coefficient

1 Ax. 10

N nin ATy 10541 N Azy_10;1 0 AT1051 i=3 %33
J Az €2 i3’ Axy; €2 iy Axy €2 ity Az €2 i3
(7.14)
A partir de ces quantités on obtient un nouveau schéma pour les modeles S,, définis par
( Vk € {1,N}
k Mk FF  — MF | FF N
dE; LU e B e S i > 2w NP (EL — EF)
dt 3 Al‘j =1 J J 7
k k k k
k- —
dFJ Mk ity ity Mj—%EJ_% _ _1 N ij_% T4l N Amj_%Mk 01 b
dt € Az, 2 it3 Az; €2 Az i=3 &2 J
]kaJrl B Mjkfl
+ 2 2 Ek.
eAx; HiE;
(7.15)
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avec les flux A -
B, = BB + B —Fi
j+§ - 2 2 ?
(7.16)
k k k k
P, = n Ei-Ein
]+§ 2 2 .

En diagonalisant le schéma (7.15)-(7.16), on obtient un schéma sur les quantités uy = fi et vy = f_i

A A J=3 J—3% kloo L o1 ko ok
ditj € 2 QAJUJ - Zwle ((uj +v5) = (uj + 7))+
1=1
' , MF - MF
L(8%00 e Tk 8Tk e Tid ) e ey Do T ek
4\ Az; Itz g2 Az; I7z €2 g eAx 297
(7.17)
ko ok ko ok
d,U M l/U' l_M_l/U_l N
Pi gty it J=3 J klo L, o0 ko ok
dig & 2 QAﬂcj = Zwle (5 +v5) = (u +v5))+
=1
A A ' A MF - MF
1A% RO ATy ok R I P S B i VLT
1 Az, PR Az, -3 22 J J eAx 2 N7 J
avec les flux
k _u Fui, g uk—uk
uj+% — J 2J+ + J 2]"’1’
k k (7.18)
oF = Ut Y T
it+s 2

Propriétés

Maintenant que le schéma « pair - impair » (7.15)-(7.16) est obtenu on propose de valider le
caractere « asymptotic preserving » a ’aide d’une étude asymptotique formelle et le caractere positif a
I’aide du principe du maximum. L’étude de la limite asymptotique au sens de Hilbert permet d’obtenir
la limite du schéma (7.15)-(7.16) sur maillage grossier (% >> 1). La limite sur maillage fin ne peut
étre obtenue qu’avec une preuve de convergence ou de consistance.

Proposition 7.1. Vk, u # 0, le schéma (7.15)-(7.16) admet le schéma limite suivant
dE; 1 B — B E; — E;_
_ D | ZrlT ) o [ZT RS 7.19
dt Az; ( it3 < Az ) i3 ( Az; 1 )) 7 (7.19)
2 2

avec Ej =3, wkE}C et le coefficient de diffusion Dj+% défini par

2
D, 2 WMy (7.20)
2 0']+%
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Démonstration. On utilise un développement de Hilbert. Auparavant, on remarque que M k’*l =
%Mﬁrl ~ (. Par conséquent les termes homogenes a - sont

LT
1 ij+% & Al‘j_% . N
2( Az, My, 10500+ Az, M o5 1 | Ff =0, (7.21)
ce qui montre que F]k =0et
N
Kbl k
> 2N (B = E7) =0, (7.22)
=1
avec
NM i (S0t ke S0h e ST e B
J Az; Itz i+s’ Az 72 i-3’ Az; Itz j+i7
Lorsque ¢ tend vers zéro on constate que la relation (7.22) équivaut a

1%

v Az "J—éMJ;> :
N

vk

> 2wy min(ug, ) (Ej — Ef) = 0.
=1
A présent on introduit la matrice

(7.23)
{ Skt = 2wy min(pg, ) si k # 1,

Sk = — Sopvy 2wy min gy, 1) + 2wy min (g, ).

développement de Hilbert :

(7.24)
Le noyau de la matrice S, comme celui de R, est Ker S = {)\T}}, donc I’équation (7.22) implique
que Ey = Ej, VI, k € {1..N}. Dans un second temps on étudie les termes homogenes a O(1) dans le
4

1 212 212
OEF + k o k Fk | =0,
£ Ax; (%‘+§ij+§ 12 Jts aj_%A:cj_% 12 03
1 202 212
O FF k EF | — k E* 7.25
T ij Uj+%A$j+%+2€ i+3 Jj—%ij—% + 2¢ i=3 ( )
1 212 23
A e =y v = RO
x; aj+% :rj+%+ € crjfé xj—%+ €
Lorsque € tend vers zéro, le systéme (7.25) est équivalent a
(
1 2017 23
HEf + < ( Lk, -k Ff_l) —0,
l‘j Uj—i—% xj—i—% 2 O'j_% .%'j_% 2
1 212 212
OFf + 5 ( Z’“ E¥,, - Z’“ Ef1> (7.26)
rj \ 0 1A 1 2 0 1Az 2
2 2
1 ( 2 o )Ef: |
{ Ax; oj+%ij+% aj_%ij_%
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Puisque E]k = Ej VI, k € {1..N} alors E]k = E; Vk € {1.N}. On part de I'équation

EY + ! 26 Ff 1—%#’1 =0 Vke{l.N}. (7.27)
7 Az \ o ISVAC/ TR UL B I Vi /I A
2

Puisque Ef = B}, Vk € {1..N}, I'énergie E; est définie par Ej = SV N wkEgC =V, 2wk]_'*7§?C =
Ej*(zg:l 2wg) = E7. Enfin on somme Vk € {1..N} les équations (7.27) multipliées par wy, on utilise
la définition de Ej* et F f =0, ce qui donne

dE; 1 E:i 1 —FE; E, —E;_
Woa () e () e
avec le coefficient de diffusion
Dj1= Z;“”j“’% (7.29)
i+3
O

Ce résultat montre que le schéma « pair - impair » sur maillage grossier admet un schéma de
diffusion consistant avec I’équation de diffusion limite. Le résultat n’est cependant pas suffisant pour
montrer que le schéma est uniformément « asymptotic preserving » . Pour cela il faut obtenir des
estimations de convergence et consistance indépendantes de €. Pour I'instant ce point est bloquant.
Pour démontrer la posivité, on montre que le schéma préserve le principe du maximum sous une
certaine condition CFL.

Proposition 7.2. Le schéma (7.15)-(7.16) préserve le principe du mazimum pour les quantités uF =
EF + FF et vF = EF — F* sous la condition CFL

k k
,ukM,_l Uj_lM 1
At 72y 2 4 wlNkl <1
A, Z

Démonstration. Pour vérifier cette propriété, il est plus simple de partir de la forme (7.17)-(7.18)
du schéma. On note K = S, wle’l(vé’” + ué”) Le schéma (7.17)-(7.18) peut se réécrire apres
simplification sous la forme suivante

kn+1 k kprk kn kn A N
uy —u® % N T YL T. 10. 1
J J J—3 7j J=1 _ ark J=3 J75, kn _ kn . Z kN, km k,n
AL T Ax; =M any, W ) K (H w7 (057 + u™),
kn+1 k,n M’“M’“ L ok kn Ax o N
J+i Ui~V i+3%i+5 , & k kv, k k,
J _ J I = MF o 2(u."—v.’”)—|—K—(Zw1N.’)(v.’"—i—u.”).
At € Az Ity 2e?Ax; J J — J J J
(7.30)
M]I‘chlUJJrlejJrl
Cette forme est obtenue grace a la propriété (1 — MH;)/Jk = 2 252 2. Pour I'équation sur



uk,n—H

; , les coefficients associés aux inconnues sont

AtppyM* | Ate. 1 MF
k,n i—3 J72 Jj—3% N kil
Uj <1 Eij — 5.2 — At Zl:l wle y
Aty MF
k,n Kk j*%
uj—l eAx; )

uén Atzﬁlszf’l 7 (7.31)

In N k1
v (ALY L N

& Amj,lo'j,lMI? 1 N Kl
,n 2 2 J—3 5
v; At 357Au; Aty L, wle .

\

La somme de ces coefficients de (7.31) est égale a 1. Tous les coefficients non diagonaux sont positifs.
C’est trivial pour tous les coefficients excepté celui lié vé-“. On rappelle que ij:l 2wy, = 1 ce qui

implique
Az. 10 1 N L0, 1
i-37i—% -3 i3
MY, 5 2_(Zkal 227“”1 MY
J=3 2e ASU] =1 € J—35
B L R ae B et Bl Y S/ s S0k DY i L B O
Az 2e2 7t Az 22 i) Az 2e2 It Az 262 i3

Avec la définition de N f’l (7.14), et la définition des poids de quadrature wy, on remarque que ce
terme est positif. Pour le coefficient diagonal, il est positif sous la condition CFL

j—1 ij i UJ—le 1 Kl
At 2 2 N <1.
eAx; + Ax; + Zwl -

Puisque tous les coefficients sont positifs et forment une combinaison convexe, le schéma préserve le
principe du maximum. O

Remarque 7.1.1. e On remarque que le schéma « pair-impair » dérive sur le schéma upwind
pour la formulation « pair - impair » lorsque o = 0.
e Le choix du couplage a travers le facteur Nf’l entre différentes équations de la chaleur hyperbo-
lique par le minimum des coefficients M permet de conserver le principe du mazximum.

7.1.4 Résultats numériques

Dans cette section, on propose de valider numériquement, le schéma « pair - impair » comme
discrétisation des modeles S,. On commence par donner un exemple de quadrature utilisable pour
construire les modeles S,,. Dans la suite on pose n le nombre de vitesses positives associé au modeles
Sy. Par conséquent un modele de type S,, admet 2n inconnues. Les formules de quadrature sont issues
de [JLI1]. Ces formules de quadrature sont construites tel que Z,]CV:_N wrps = 2 22\7:1 wipi = 3. On
donne uniquement les vitesses ux pour k£ > 0 et les poids associés.
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n=2 7 w n=>6 n w
0.253619 | 0.2756145 0.072101 | 0.084985
0.814716 | 0.2243855 0.290789 | 0.1213175

n=4 L W 0.528456 | 0.113072
0.112164 | 0.130395 0.734471 | 0.0913535
0.436752 | 0.173514 0.888694 | 0.0618245
0.751377 | 0.133596 0.978528 | 0.027447
0.950828 | 0.0624995 \

Cas test de transport pur

Dans un premier temps, on souhaite vérifier que le schéma dérive sur le schéma upwind lorsque
o = 0. On considéere un modele .S, quelconque. Les parametres sont donnés par ¢ = 0 et € = 1. Les
conditions initiales sont définies par u’(t = 0,z) = X[0.4,0.6(%), avec x la fonction indicatrice, VO(t =
0,2) =0, u'(t = 0,2) et v'(t = 0,x) = 0. La solution est donnée par u’(t = 0,2) = X[9.4,0.6)(* — pot),
vt =0,2) =0, ui(t = 0,z) et vi(t = 0,2) = 0. Le schéma converge donc avec un ordre trés proche

Maillage/ modele So Se
Uniforme 50-100 | 0.48 | 0.46
Uniforme 100- 200 | 0.49 | 0.47
Uniforme 200- 400 | 0.49 | 0.48
Aléatoire 50-100 | 0.49 | 0.56
Aléatoire 100- 200 | 0.48 | 0.45
Aléatoire 200- 400 | 0.49 | 0.46

TABLE 7.1 — Ordre de convergence pour le cas test de transport

de 0.5 ce qui est classique pour les solutions discontinues en transport.

Cas test de transport

On propose deux cas test dans le régime de transport (o = 1, € = 1), un cas test stationnaire et
un autre instationnaire. On résout le modele S,, sous la forme

ke {l,N}

1 a g

A — éu;ﬁmvk = ;?(uk —vg) + ;12 lz;wl((ul + o) — (uF + vk)> .
Cas test stationnaire

La solution stationnaire est donnée par u”(t,z) = 14 ﬁ(l —x),v*(t,z) = ﬁ(l —x)pour k € {1.N}.
La condition initiale est donnée par la solution stationnaire. Le schéma de Gosse-Toscani pour le modele
S1 étant « well-balanced » il était attendu que le schéma préserve exactement la solution stationnaire.
Le schéma « pair - impair » pour des modeles S, avec n > 1 préserve aussi cette état stationnaire
affine, cependant pour n > 1 il n’est pas a priori « well-balanced »
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Maillage/ modele | S7 | S2 | Sy
Uniforme 100
Uniforme 200

Aléatoire 50-100

Aléatoire 100- 200

[e=) Ren}| Ran) Nan]
(=) Ren)| Ran) New]
(o=} Ren)| Nan) New]

TABLE 7.2 — Erreur en norme L' entre les solutions numérique et exacte pour le cas test stationnaire.

Cas test non stationnaire

La solution est donnée par u*(t,z) = (1 + Z—:) e v (t,x) = ( — Z—f) e " pour k € {1..N}. La

condition initiale est apportée par la solution au temps t = 0. Les résultats donnés dans le tableau

Maillage/ modele | S So Sy
Uniforme 50-100 1.0 | 0.99 | 0.96
Uniforme 100-200 | 0.99 | 0.99 | 0.98
Uniforme 200-400 1 1 0.99

Aléatoire 50-100 0.5 | 0.4 |0.32
Aléatoire 100-200 | 0.61 | 0.47 | 0.37
Aléatoire 200-400 | 0.78 | 0.63 | 0.52
Aléatoire 400-800 | 0.95 | 0.82 | 0.69
Aléatoire 400-1600 | 0.98 | 0.98 | 0.96

TABLE 7.3 — Ordres de convergence associés au cas test non stationnaire.

(7.3) montrent que le schéma converge a 1’ordre un pour une solution réguliere. Cela confirme que la
modification induite par le caractére « asymptotic preserving » du schéma ne modifie pas la consis-
tance pour le régime de transport. Cependant on remarque que sur maillage aléatoire 'ordre un est
atteint pour un nombre important de mailles. Pour ce cas test les conditions limites sont définies a
I’aide de mailles fantomes dans lequel on injecte la solution exacte & chaque temps.

Cas test de diffusion

On propose un cas test pour valider le régime limite de diffusion pour le schéma « asymptotic
preserving » pair-impair pour les modeles S,. L’opacité est constante et égale a 1. Les conditions
initiales sont définies par u’(t = 0,z) = v'(t = 0,2) = G(0.01,z) avec G(t, z) la solution fondamentale
associée & I'équation de la chaleur de coefficient £. Par conséquent E(t =0, z) = Zf\il w;(ul +07)(t =
0,z) = G(0.01,x). La solution est donnée par E(t,z) = Zf\;l w;(u® +v')(t = 0,2) = G(0.01 + ¢, x).
Les ordres de convergence détaillés dans les tableaux (7.4)-(7.5) montrent que le schéma converge en
régime de diffusion avec un ordre proche de deux. La décroissance de ’ordre pour les deux premieres
valeurs de ¢ s’explique par le fait qu’on compare la solution exacte de diffusion & la solution numérique
du modele S,,. Afin d’étudier le comportement du schéma sur grille fine ou intermédiaire, on propose
de faire un test de convergence avec % fixé et € qui tend vers zéro. Les résultats sont répertoriés dans
le tableau (7.6). On note que le schéma converge pour la limite %. La différence importante entre les
trois premieres erreurs et les deux dernieres provient du fait que ’on compare la solution numérique
a la solution exacte de diffusion et non a la solution exacte du modele Ss.
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Maillage e=103]e=10"%|e=10"°| E; <0
Uniforme 50-100 1.63 1.94 2.00 0
Uniforme 100- 200 1.46 1.90 2.00 0
Uniforme 200- 400 1.28 1.82 1.99 0
Aléatoire 50-100 1.68 2.00 2.05 0
Aléatoire 100- 200 1.45 1.88 1.97 0
Aléatoire 200- 400 1.28 1.80 1.98 0

TABLE 7.4 — Ordre de convergence pour le modele S

maillage e=103]e=10"1[e=10°] E; <0
uniforme 50-100 1.57 1.93 2.00 0
uniforme 100- 200 1.40 1.88 2.00 0
uniforme 200- 400 1.23 1.78 1.99 0
aléatoire 50-100 1.69 2.00 2.05 0
Aléatoire 100- 200 1.45 1.88 1.98 0
Aléatoire 200- 400 1.28 1.80 1.98 0

TABLE 7.5 — Ordre de convergence pour le modele Sg

valeurs des parametres/maillage | Cartésien | Aléatoire
Az =10, =0.1 0.8580 0.7806
Az =50, e = 0.02 0.0694 0.0712
Az =100, € = 0.01 0.0178 0.0181

Az = 500, e = 0.002 0.00071 | 0.000739

Az = 1000, ¢ = 0.001 0.000177 | 0.000184

TABLE 7.6 — Erreur entre la solution numérique du modele S; et la solution exacte de diffusion.

7.2 Extension sur maillages non structurés

Pour terminer on propose une rapide réflexion sur ’extension en dimension deux du schéma « pair
- impair » . Afin d’obtenir un schéma « asymptotic preserving » sur maillages non structurés, on doit
commencer par étendre le schéma de Gosse-Toscani ainsi que la méthode « pair - impair » sur maillages

de Delaunay.

7.2.1 Extension de la méthode « pair - impair » sur maillages de Delaunay

Soit Q, k € {0...N} les vitesses d’ondes discreétes et wy, les poids de quadrature. Les modeles S,

pour ’équation de transport 2D s’écrivent

N
Oufi+ SO+ O, fi = <l§_j i+ i) — fi ) ,

1
O = %00 fr =

N
Qafk—"Q(Z (fi+ f) — f- )
1
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Ce systeme admet également une formulation « pair - impair » qui est donnée par

N
1 1 o
) _
8tEk + gﬁiﬁka + gﬂkayFk = 52(; 1 2w Ep — Ek),

1

1 o

—Fy..

22

Afin d’obtenir 'extension en dimension deux de la méthode « pair - impair » on propose une extension
du schéma de Gosse-Toscani en dimension deux. La construction du schéma pour le modele So est
basée sur I’écriture des flux du schéma de Gosse-Toscani dans les directions normales associées aux

faces du maillages. On part du systeme

g

1 1
8,U + ~A9,U + -BJ,U = —— DU, (7.33)
g (3 3

avec U = (u,v) et

1 _1 0z 0 QY 0
p=( ) 4= (% ) 2= (T ) (734

Afin de pouvoir construire le schéma de Gosse-Toscani en dimension deux, on étend les flux 1D dans
la direction normale. En conséquence on se place sur le segment [x;, x| avec x;, xj, les centres des
mailles €2; et €. On écrit I’équation de la chaleur hyperbolique diagonalisée dans le repere tangente,
normale, puis on projette dans la direction normale. On obtient

Qn;
Oru + (CLL 7)) ’n]k)ﬁr/u = —(72 (v —u),
(2,10 - (7.35)
O — ——0,v = 222 (u—v).

A présent on localise le terme source a linterface. On obtient

(ﬂ, l’ljk) g
o+ R g = O s (0 — ),
2e2 7 (7.36)

o
O — ———0 v = @hjké(xjk)(u — ).

avec hj, = d(xj,x;). Une fois ce modele introduit, il suffit de résoudre le probleme stationnaire a
I'interface €25, pour construire le flux associé aux 9€);;. Le probléme stationnaire est défini par

(Q’ n‘k) * g * *
%fyu = @hjk(v —u"),
_(Q,njk)a = T — o) (7.37)
€ z 2e2 ’
u*(0) =ur, v*(hjr) = vR.
La solution de ce systeme stationnaire est donnée par
{ u* =up + (1 = M) (VR — UL)X(@n;)>0 + ur — (1 — Mjg)(ur — vL)X(Q,n,,) <05 (7.38)
v* =wgr — (1 = Mjg)(vr — uL)X ()0 + v — (1 — M) (ur — VL)X (Qn,1) <0 ’

2¢|(2,n;) |
2e[ (2,0 ) [+ojkhjk

A (Qvn]k)uj (Qanjk)u*
ij—(—(ﬂ,njk)v* X(2n;)>0 T+ (9, n,1)0; X (2,n4)<0
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avec M, = . L’étude du probleme de Riemann montre que le flux est défini par



o (ﬂanjk>u'
Fj = ( —(Qvnjk)](vk — (1= M) (v — uj)) > X(shn;0)>0

L

Une fois les flux construits a chaque interface, on dérive le schéma
0, ( 9 ) + ! > LikFj =0
Uj g B

ot (W — (uk = (L= Myp) (ug, — v))
Fijk —an’“< vj ) +ank< ve = (1= Mji) (ve — )

(7.39)

2¢|(2,n5)]
Q7njk)‘+0'jkhjk

avec Gnj = An;‘?k + Bn?k et avec Mj, = DR . Enfin on réécrit ce dernier afin de faire

apparaitre le terme source.

Proposition 7.3. Le schéma (7.39) est équivalent a
Uj 1 Mjkdjk Yzt
19210 < U; ) + - leijijk = Z 922 Likhijk u%uj ;
k k
Fop = G (WU ) (Gl (U T U ) G (UG Y )
J 2 vj + v 2 vj — Vg 2 uj + vj

2e|(2ny)|
Qnjp)|[+ojphje

(7.40)

avec Gnjj, = Anj-”k + Bn?k et M), = 52Tl

Démonstration. Le but est d’écrire le schéma sous une forme proche de la forme (7.8)-(7.9) introduite
en 1D, avec un terme source centré dans les mailles.
On commence par remarquer que la relation

P ¥ [ Mjgug — ( (A= Mji)v;
Fj, = ank ( v ) +ank < Mo > —i—ank < (1 - Myu; )

est équivalente a
; _ 1— Mp)u; _( (1= M;p)v;
F.. =M. [ Gn, u])—i—Gn. (uk )>+Gn+(( gk ])—i—Gn. ( TR
e ( " ( vj AN (1= M), T\ (L= M),

- odi e (L= M)y — [ (L= Mji)v; .
Maintenant on étudie le terme T} = ank < (1— M), + ank (1- My)u; ) De rapides

calculs montrent que le terme T} s’écrit

Uj—V; Vi Uy

uj;+v;
Tj = (1-— Mjk)ank ( nguJ' ) +(1- Mjk)Gn;k ( uj%vj ) +(1- Mjk)Gl’ljk < u].JQrvj ) .
2 2 2

Afin d’obtenir I’équation précédente on a utilisé Gnj;, = ank—i—an_k. On injecte ces nouvelles formules
de flux dans le schéma et on utilise le fait que ), [;5Gnj, = 0 ce qui donne

uj+v;
o\ LIS o T N B R A e
at < v ) + €§ljkM]k (ank ( v ) + ank < - )) = €§l]kM]an]k uji_vj (741)
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Uj—; B Vj—Uj
_*Zlak Gn Ujiuj +Gn7, “&”i (7.42)

On note |Gnji| = ank, — ank, ce qui permet de simplifier le terme source pour obtenir
Uj 1 + Usj _ Uk 1 uj;rvj
O v; + g Zk: ljijk ank v; + ank " = g zk: ljijanjk uj_;)j (743)
Vj—Uj
—721],6 1— Mj) (yanky ( e )) : (7.44)

2

(1

Enfin on utilise ljk#ﬂ“)\(ﬂ n;,)| = J’f252 511h;, pour obtenir le résultat final. O

7.2.2 Schéma « pair-impair » sur maillages de Delaunay et propriétés

Maintenant que le schéma de Gosse-Toscani est étendu en dimension deux, on propose d’étendre
la formulation « pair - impair » en dimension deux, puis d’ étudier le régime de diffusion.

Définition 7.2.1. Le schéma « pair - impair » pour les modeéles S, sur maillages de Delaunay est
défini par
vl —ul

M]l-kO'jk
19 yat< ) szk Eik =D =55 bkhgs {2
k

l
J

o~

o~

2
I,m
N fo 1 2w N (a4 0 (u§-+v§»)) (7.45)
Z% 12melm(u + ol (ué—i—fué)) ’

Nb{\‘

Ll ! Ll
ijZank<u{+uzk)+an'“|< _uzl“>—ank<uzj+U{>
2 2 2 .
v; + vy, v; — U, u; + v;
2¢[(Qn;)|
2e|(Qnji)[+ojhje

.

I x Yy l
avec Gnjj, = Anjk + ank et Mj

Le coefficient N]l-’m est défini par

. . oih h
NY™ — min ( min, M ]k gk , min Mm ]k ik ) .

Enfin montre que le schéma (7.45) admet au sens de Hilbert le schéma limite sur maillages de
Delaunay.

Proposition 7.4. Le schéma « pair-impair » (7.45) admet le schéma limite
1210, E; Zlm el (7.46)

avec Bj = S leé =N QTUZE;' =Y, le(uj + ”j)'

Démonstration. On commence par réécrire le schéma (7.40) avec les variables E! = u! + 0! et E! =
u! — v!. On obtient

>t 20m Ny (B — EY)
€2 |5t< ) LMy Fjp, = ( Mo, ’ ),
Z — Xk —p LikhgiF)

F!+ F! |(Q0,n5)| EL — E! 0
F. g = (2;,n) ( ]l I;: ) + LGk ]l llc _ (th,k) ! .
J 2 Ej—i—Ek 2 Fj—Fk J Ej
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!
2e[(Q2,n;1)] 1% My, 2[(Q2,n )|

l — } . 3
avec M, = PECITYN ey On commence par poser Mjk S T ko ek, Puis on
applique un développement de Hilbert sur le schéma (7.47).

Les termes homogenes a % sont :
o« N | meN]l.’m(um +o' = (uh+0h)) = 0, avec Nl.’ = min (mmk M W";gﬂ“ ming M MJ’;;”’“),
Ml
°« —> . 2€g]kl]kh]kF = 0, ce qui implique que Fl =0.
On remarque que lorsque ¢ tend vers 0, le terme Z 1 2w, N Jl m(E]m — E]l) = 0 est équivalent a
N
Z 2wy, min (ming (Qy, 0y ), ming (L, njg)) (E]" — EJZ) =0.
m=1

Avec le méme type d’argument que pour la preuve en 1D, on obtient E7 — E; =0,Vl,m. A présent
on étudie le terme d’ordre 8% associé a la premiere équation en utilisant F Jl = 0. On obtient

El - E}

|Q |6tE +Zl]k: k’(ﬂhnjk”i

5 =0. (7.48)

On pose EJ* = EJZ pour tout [. En utilisant E;” — E]l = 0, on obtient E; = Zﬁzl 2me§” =
Ej*(z%:l 2wy,) = B} car SN 2w, = 1. Afin d’obtenir la limite de diffusion, on multiplie par
w; et on somme sur [ les équations (7.48),

E;, — E
1€%5[ 0. E; +Zwl (Z L M3 |( Ql,ngk)\]2> =0. (7.49)

Lorsque ¢ tend vers 0 ’équation précédente est équivalente a

E.
192510, E; Zl]k <Z wy| (Q, nj)| ) —E T, (7.50)

okl

Enfin il suffit de montrer que le coefficient de diffusion est valide. A cet effet on n’utilise que

1 1
> wi(mgp)? = (njk<Z wish ® Ql)anjk> = 5 (e, ) = 5
l l

et on obtient donc la limite de diffusion suivante

w

- LK
Q;|0E; — l = 0. 7.51
l00k; =3 g (751)

Remarques

La robustesse de la méthode « pair - impair », utilisée pour discrétiser les modeles .S,, dépend de la
relation entre les vitesses discretes et les normales associées au maillage. Par exemple, pour le modele
Sy (quatre vitesses), si les vitesses discretes sont alignées avec les normales associées & une maille, le
schéma n’est pas convergent. En effet, lorsque o = 0, le coefficient M n’est pas défini. Lorsque o est
différent de zéro, le coefficient N Jlm est nul. Par conséquent, on obtient des équations de diffusion sur
Ejl découplées entre elles, et ’équilibre entre les fonctions E; n’est pas atteint. Dans ce cas, le schéma
ne capture pas la limite de diffusion du modele continu. Pour compléter cette étude il faut :
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e montrer que le principe du maximum est préservé par le schéma (7.45) (méme principe de preuve
qu’en 1D).

e ¢étudier la validité de la discrétisation du terme source, notamment le terme de couplage entre
les différents modeles de tailles deux.

7.2.3 Correction du schéma sur maillage non structurés

Idée : Le schéma TPFA (qui est la limite du schéma de Gosse-Toscani (7.45)) n'est par convergent.
Par conséquent on propose donc de modifier la viscosité numérique du schéma (7.45) en utilisant un
schéma convergent sur maillages non structurés, positif, appelé le schéma LMP [DIP09] qui peut s’in-
terpréter comme une correction non linéaire du schéma TPFA.

Le flux du schéma TPFA pour une variable u s’écrit

Foo(u)TPFA — —w)
zk: k() dej’xk up — uj)
De son coté, le flux du schéma LMP pour une variable u s’écrit

5 F0)™ = 3 el 1) + G,

k

avec G(u) un terme non linéaire. Sur maillage Cartésien G(u) = 0 et a = d(xlj_'kxk), par conséquent
s

schéma LMP dérive sur le schéma TPFA pour un maillage Cartésien. A partir de cette remarque, on
propose un couplage entre le schéma (7.45) pour les modeles S, et le schéma de diffusion LMP [DIP09].

l
vju

Mkayk
k

2

ks~

o~

2melmu v ub + ot
+<z (ul" + <g+J>>> (7.52)

SN lzmeJlm(u + o — (ub +ol))

l l l l
Fk _ Gl’l]'k U% + uk + |Gn]-;€|hjk F]k(ul)lmp _ G’Iljk U{ + 'U{
J 2 v; + v} 2ljk Fjj.(vh)imp 2 u; + vj
_ y 2¢|(2,n;)|
avec Gnj = An;’?k + ank et Mj, = EI(T an)\erath —
LMP en régime de diffusion sur maillage grossier. On peut donc s’attendre & ce que le schéma mo-

difié converge sur des maillages non structurés grossiers. Cependant, cette modification ne donne pas
d’indication sur le comportement de la méthode sur maillages fins.

. Ce couplage permet de dériver sur le schéma

7.3 Synthese et perspectives

Dans ce chapitre, on a proposé un schéma « asymptotic preserving » et positif pour les modeles
Sy sur grilles 1D non uniformes. Les résultats numériques montrent que le schéma est « asymptotic
preserving » positif et capable de préserver certains états stationnaires. Cette méthode nous parait étre
un bon candidat pour une extension en dimension deux. Pour obtenir une discrétisation convergente
sur maillages non structurés, on propose d’étendre sur maillages de Delaunay la méthode proposée en
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écrivant les flux 1D dans la direction normale, puis de modifier la viscosité numérique a 'aide d’un
schéma de diffusion positif qui peut étre vu comme une correction non linéaire du schéma TPFA.
Avant d’obtenir une méthode valide, il reste cependant du travail & accomplir. D’abord il faut vérifier
numériquement le caractere « asymptotic preserving » du schéma. Il existe dans ce sens des résultats
encourageants au moins sur maillages grossiers. Sur maillage fin, cela semble plus délicat et une étude
précise de la discrétisation géométrique des termes sources semble nécessaire. Pour conclure il est
important de montrer que le schéma final pour les modeles S, est positif et stable en norme L2.
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Conclusion et Perspectives

Conclusion

Schémas « asymptotic preserving » pour I’équation de la chaleur hyperbolique

Dans les chapitres deux et trois, nous avons proposé des schémas « asymptotic preserving » pour
I’équation de la chaleur hyperbolique sur maillages non structurés. Apres avoir montré dans le chapitre
un que l'extension des schémas « asymptotic preserving » en dimension deux, en utilisant un forma-
lisme aux arétes, n’était pas convergente dans le régime de diffusion, on a proposé deux différentes
stratégies pour obtenir des discrétisations valides en régime de diffusion.

La premiere stratégie est basée sur I'utilisation d’un formalisme aux noeuds des méthodes de volumes
finis. Ce formalisme aux noeuds [CDDL09]- [Des09], couplé avec la méthode de Jin-Levermore [JLI6]
nous a permis de construire deux schémas « asymptotic preserving » pour lesquels on a pu donner un
certain nombre de résultats théoriques. En outre, un de ces schémas admet une variante semi-implicite
stable indépendamment du parametre de relaxation €.

La seconde stratégie utilise un point de vue inverse. On commence par choisir un schéma cible de diffu-
sion et par construire un schéma hyperbolique compatible géométriquement avec le schéma de diffusion.
Enfin on modifie le schéma hyperbolique pour obtenir une discrétisation « asymptotic preserving » . A
'aide de cette stratégie on a obtenu deux nouvelles méthodes basées sur les schémas [AE06]- [BMO06].

Discrétisation de systémes linéaires généraux

Nous avons proposé une méthode permettant d’obtenir des discrétisations « asymptotic preser-
ving » pour des modeles linéaires généraux issus notamment de ’approximation angulaire des équa-
tions de transport linéaires. Cette décomposition consiste a isoler la partie dite « diffusive » qui donne
la limite de diffusion dans le systeme hyperbolique. A partir de cette décomposition on constate que
seule la partie intervenant en limite de diffusion nécessite une discrétisation « asymptotic preserving » .
La partie « diffusive » étant homogene a I’équation de la chaleur hyperbolique, cette décomposition
permet de faire porter la difficulté uniquement sur la discrétisation de I’équation de la chaleur hyperbo-
lique. On a donc proposé une méthode simple permettant de construire des discrétisations « asymptotic
preserving » pour des modeles linéaires généraux.

Discrétisation de modeles hyperboliques non linéaires

Les deux derniers chapitres ont étudié la discrétisation de modeles non linéaires issus de la pho-
tonique. Dans un premier temps nous avons montré que les discrétisations spatiales « asymptotic
preserving » proposés précédemment restent valides pour le probleme de couplage non-linéaire entre
le modele P; et une équation sur la matiere. Dans un second temps on a étudié la discrétisation d’un
modele hyperbolique non-linéaire. Ce modele admet un limite de diffusion et un principe du maximum.
En utilisant une formulation différente du systéeme, un schéma Lagrange+projection aux noeuds et la
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méthode Jin-Levermore, on a obtenu un schéma « asymptotic preserving » et préservant le principe
du maximum. Cette étude montre que les idées introduites, notamment dans le chapitre deux, peuvent
étre généralisées pour des modeles non linéaires. Une étude extension de ces résultats aux équations
d’Euler et Saint Venant avec friction et gravité afin d’obtenir des schémas « asymptotic preserving »
et « well-balanced » parait possible.

Perspectives

Méthodes numériques introduites dans cette étude
Perspectives autour des maillages et de ’extension en 3D

Nous avons proposé plusieurs méthodes valides sur des maillages polygonaux non structurés. Ce-

pendant il reste une certain nombre de questions ouvertes. Par exemple il serait intéressant d’obtenir
des conditions d’inversibilité de la matrice nodale nécessaires et suffisantes. En effet, nous n’avons
pu donner qu’une condition suffisante et une étude numérique sur 'inversibilité de ces matrices lo-
cales. L’obtention de ces conditions nécessaires et suffisantes permettrait de déterminer les limites du
schéma. Une autre question que nous n’avons que partiellement traitée est celle de la stabilisation des
modes parasites. En effet nous avons proposé une méthode basée sur la définition de plusieurs jeux de
normales que 1’on applique aux schémas avant de moyenniser. Cette méthode est certes efficace mais
introduit un surcout dans la construction de la matrice du schéma qui devient importante lorsqu’elle
varie a chaque pas de temps. Il serait intéressant de construire un terme de stabilisation simple qui ne
modifie pas les propriétés des schémas.
Dans cette étude nous n’avons raisonné que sur des maillages polygonaux 2D. Il serait donc utile
d’étudier comment les méthodes proposées peuvent étre importées sur maillages coniques (les arétes
sont définies par des coniques) ou sur maillages 3D. Pour les maillages coniques, plusieurs travaux ont
récemment été réalisés dans le cadre du schéma GLACE ( [CDLL11))-( [BEHN10]). Actuellement P.
Hoch and G. Samba cherchent & étendre ces résultats aux schémas de diffusion et « asymptotic preser-
ving » aux noeuds présentés dans cette these. Pour la dimension trois, les cas sont différents. Le schéma
GLACE-hydrodynamique est un schéma décrit en dimension quelconque grace aux Cj,. = Vi, £; qui
généralisent le produit /j,n;. en dimension supérieur. A priori les schémas « asymptotic preserving »
basés sur le formalisme GLACE devraient se généraliser de la méme facon en dimension supérieure que
le schéma hydrodynamique. Bien sur, cela reste a vérifier. Pour les schémas utilisant une localisation
des flux aux arétes ’extension 3D parait moins naturelle.

Perspectives autour de la discrétisation temporelle

Il y a deux points concernant la discrétisation temporelle que nous n’avons pas réellement traités
dans cette étude. Le premier est I’'obtention de condition CFL rigoureuse pour les schémas « asymptotic
preserving » explicite et semi-implicite sur maillage non structurés. Le second point que nous n’avons
pas abordé est la discrétisation implicite des schémas non linéaires (qui interviennent dans le cadre du
couplage avec la matiére ou pour la discrétisation du modele M;). Puisque les opacités peuvent varier
de facon importante la CFL parabolique peut devenir tres contraignante et l'utilisation de schéma
implicite devient nécessaire. Les schémas précédemment décrits s’écrivent de fagon implicite de fagon
naturelle, seules les questions de la linéarisation et du point fixe a adopter restent en suspens.
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Perspectives autour de la discrétisation d’ordre élevé

Une autre question intéressante et rarement étudiée dans le cadre de 1’étude des schémas « asymp-
totic preserving » est celle des schémas d’ordre élevé en espace (on peut citer cependant les travaux
de R. Natalini et M. Ribot). En effet il est montré dans [McHL10] qu’'une technique classique de type
MUSCL ne donne pas de bon résultat en régime de diffusion. Les auteurs montrent que le choix du li-
miteur est tres important et peut modifier fortement le résultat. Il serait donc utile d’étudier comment
se comportent les différents limiteurs de pentes en 2D sur maillages non structurés.

Perspectives autour de 1’étude théorique des méthodes proposées

D’un point de vue théorique, il conviendrait de démontrer la convergence des schémas « asymptotic
preserving » introduits dans les chapitres deux et trois avec des estimations d’erreur indépendantes
de ¢. Il s’agit d’un probleme difficile, il serait donc utile de commencer par démontrer la convergence
du schéma de Gosse-Toscani ou de Jin-Levermore en 1D sur grille non uniforme afin de comprendre
les difficultés inhérentes a ce type de preuve. En ce qui concerne les schémas et modéles non linéaires
introduits dans les chapitres 6 et 7, on pourrait se baser sur le résultat de consistance faible obtenu
dans [Des09] pour le schéma GLACE Lagrangien.

Applications des méthodes « asymptotic preserving » a la physique
Modeéles multi-groupes en vitesse et fréquence

Si I'on veut obtenir des approximations précises des problemes de neutronique ou de transfert
radiatif, il faut discrétiser des modeles multi-groupes en fréquence pour la photonique et en énergie
pour la neutronique. En effet il peut y avoir de grandes variations selon les valeurs des sections efficaces
et des opacités. Pour I'extension multi-groupes des modeles P, et .S, la principale difficulté porte sur
les spatiale te temporelle des termes sources. Pour un systeme tel que le modele M la situation est
par contre plus compliquée. En effet, ’extension multi-groupes en fréquence ou en vitesse modifie le
facteur d’Eddington. Or la reformulation du modele M; comme un systéeme de la dynamique des gaz
n’est a priori valable que pour le tenseur issu de 1’équation de transport mono-groupe. Il est donc
important de construire des schémas valables pour n’importe quel tenseur d’Eddington. On pourrait
s’inspirer de la démarche utilisée pour obtenir des schémas positifs pour les modeles S,,.

Systémes dérivés des modeles P,

Dans la premiere partie de ce travail nous avons introduit des modeles dérivés des systemes P,
tels que les modeles PP,, FP,. La aussi il serait intéressant de regarder si ces différents modeles
rentrent dans le cadre des méthodes proposées ici. En effet, la positivité, notamment de la fonction de
répartition et du premier moment sont importantes.
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Résumé

L’équation de transport, dans le régime fortement collisionnel admet une limite asymptotique de

diffusion. Les discrétisations angulaires comme la méthode des ordonnées discretes S, ou le dévelop-
pement tronqué en harmonique sphérique préservent aussi cette limite de diffusion. Par conséquent,
il est intéressant de construire pour de tels systemes des méthodes de volumes finis sur maillages non
structurés qui préservent cette limite de diffusion pour des grilles grossieres. En effet, ces modeles
peuvent étre couplés avec des codes hydrodynamiques Lagrangiens qui génerent des maillages tres
tordus.
Pour commencer, on considéere la discrétisation angulaire la plus simple de I’équation de transport ap-
pelée le modele P;. Apres une rapide introduction sur les méthodes 1D, on commence par modifier le
schéma acoustique en dimension deux avec la méthode de Jin-Levermore. Le schéma ainsi obtenu n’est
pas convergent dans le régime de diffusion car le schéma de diffusion valide n’est pas consistant sur
maillages non structurés. Pour résoudre ce probleme, on a proposé de nouvelles méthodes valides sur
maillages non structurés. Ces méthodes sont basées sur un autre formalisme des méthodes de volumes
finis ou les flux sont localisés aux interfaces, couplé avec la méthode de Jin-Levermore. On obtient
deux schémas convergents qui dérivent sur les schémas « asymptotic preserving » 1D. Le schéma limite
de diffusion obtenu est un nouveau schéma pour lequel on a donné une preuve de convergence. Dans
un second temps, on a proposé une extension du travail réalisé pour le modele P; dans le cadre des
discrétisations angulaires d’ordres élevés. Pour obtenir une discrétisation « asymptotic preserving »
pour ces modeles on a utilisé une décomposition entre la discrétisation angulaire de premier ordre et
les discrétisations angulaires d’ordres supérieurs. Enfin on a étudié la discrétisation du probleme d’ab-
sorption/émission présent en transfert radiatif ainsi que la discrétisation du modéle non linéaire M;.
L’approximation du modele M; est basé sur un couplage entre un schéma Lagrange+projection pour
une reformulation du modele M; et la méthode de Jin-Levermore. La méthode numérique obtenue
préserve la limite asymptotique, 'inégalité d’entropie et le principe du maximum associé au systeme
sur maillages non structurés.

Mots-clés: méthode de volumes finis, schémas « asymptotic preserving » , méthode de Jin-Levermore,
discrétisation aux noeuds, schéma GLACE, maillages non structurés, systemes de Friedrichs, schéma
de Gosse-Toscani.

Abstract

The transport equation in highly scattering regimes has a limit in which the dominant behavior
is given by the solution of a diffusion equation. The angular discretizations like the discrete ordinate
method .S, or the truncated spherical harmonic expansion P, have the same property. For such systems
it would be interesting to construct finite volume schemes on unstructured meshes which have the
same dominant behavior even if the mesh is coarse (these schemes are called asymptotic preserving
schemes). Indeed these models can be coupled with Lagrangian hydrodynamics codes which generate
very distorted meshes. To begin we consider the lowest order angular discretization of the transport
equation that is the P; model also called the hyperbolic heat equation. After an introduction of 1D
methods, we start by modify the classical edge scheme with the Jin-Levermore procedure, this scheme
is not valid in the diffusion regime because the limit diffusion scheme (Two Points Flux Approximation)



is not consistent on unstructured meshes. To solve this problem we propose news schemes valid on
unstructured meshes. These methods are based on the nodal scheme (GLACE scheme) designed for
the acoustic and dynamic gas problems, coupled with the Jin-Levermore procedure. We obtain two
schemes valid on unstructured meshes which give in 1D on the Jin-Levermore scheme and the Gosse-
Toscani scheme. The limit diffusion scheme obtained is a new nodal scheme. Convergence and stability
proofs have been exhibited for these schemes. In a second time, these methods have been extended
to higher order angular discretisation like the P, and S, models using a splitting strategy between
the lowest order angular discretization and the higher order angular discretization. To finish we will
propose to study the discretization of the absorption/emision problem in radiative transfer and a
non-linear moment model called M; model. To treat the M; model we propose to use a formulation
like a dynamic gas system coupled with a Lagrange+remap nodal scheme and the Jin-Levermore
method. The numerical method obtained preserve the asymptotic limit, the maximum principle, and
the entropy inequality on unstructured meshes.

Keywords: Finite volume method, asymptotic preserving schemes, Jin-Levermore method, nodal
discretization, unstructured meshes, radiative transfer, Friedrichs systems, Gosse-Toscani scheme.



