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Accélérométre électrostatique a biais corrigé pour le test de la loi de
gravitation a 1’échelle du Systéme Solaire

La trajectoire des sondes spatiales, calculée & partir des informations obtenues avec le lien
radio, est un outil important pour la conduite des missions spatiales ainsi que pour le test de la
loi de gravitation dans le Systéme Solaire. L’ajout d’un accéléromeétre a bord d’une sonde fournit
aux scientifiques une information supplémentaire d’un grand intérét puisqu’il mesure la valeur de
I’accélération non-gravitationnelle de la sonde, c’est-a-dire sa déviation par rapport & un mouvement
géodésique.

Des accélérométres électrostatiques sont actuellement utilisés sur plusieurs missions de géodésie.
Cette thése est centrée sur le Gravity Advanced Package, un instrument composé d’un accéléromeétre
électrostatique et d’une platine rotative. Cette évolution technologique permet de faire des mesures
d’accélération non-gravitationnelle sans biais. Cela est essentiel pour le succés scientifique d’une
mission interplanétaire du point de vue du test de la gravitation. En effet, en mesurant sans biais
I’accélération non-gravitationnelle d’'une sonde interplanétaire et en utilisant ces mesures dans le
processus de restitution d’orbite, il est possible de tester la gravitation de maniére non ambigué.

Avec les technologies présentées dans cette thése, 'accélération non-gravitationnelle d’une sonde
spatiale peut étre mesurée avec une précision de 1 pm-s~2 pour un temps d’intégration de 3 heures.
Ces mesures, utilisées conjointement avec les données issues du lien radio, permettent d’obtenir
une précision de 107" m-s~2 sur la loi de gravitation avec un arc de 21 jours.

Mots-clés : Accéléromeétre électrostatique ; Biais de mesure ; Accélération non-gravitationnelle ;
Relativité Générale ; Physique fondamentale ; Trajectographie.

Electrostatic accelerometer with bias rejection for the test of the gravi-
tation law at the Solar System scale

Radio tracking of interplanetary probes is an important tool for navigation purposes as well
as for testing the laws of gravitation in the Solar System. The addition of an accelerometer on
board a spacecraft provides scientists with an additional observable of great interest: it measures
the value of the non-gravitational acceleration acting on the spacecraft, i.e. the departure of the
probe from geodesic motion.

This technology is routinely used for geodesy missions in Earth orbits with electrostatic ac-
celerometers. This thesis focuses on the Gravity Advanced Package, an instrument made of an
electrostatic accelerometer and a rotating platform. This technological evolution allows measuring
without bias the non-gravitational acceleration of the spacecraft. It is essential to enhance the
scientific return of interplanetary missions in the Solar System, from the point of view of gravita-
tion physics. Indeed, by measuring the absolute non-gravitational acceleration of an interplanetary
spacecraft and using these measurements in the orbit restitution process, it is possible to test
unambiguously the gravitational law.

Considering the technologies presented in this thesis, it is possible to measure the unbiased
non-gravitational acceleration of a spacecraft with a precision of 1pm-s~2 for an integration time
of 3 hours. These measurements, along with the radio tracking of the probe, allows testing the
gravitation law at the level of 10~ m-s=2 for an arc of 21 days.

Keywords: Electrostatic accelerometer; Measurement bias; Non-gravitational acceleration; Gen-

eral Relativity; Fundamental physics; Orbitography.

Doctorat financé conjointement par le Centre National d’Etudes Spatiales et 1’Onera.

Onera, 29 avenue de la Division Leclerc, F-92322 Chatillon, France
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Introduction générale

La Relativité Générale, description théorique actuelle du phénoméne de gravitation qui
a été formalisée au début du 20° siécle, permet de décrire avec une précision inégalée les
effets de la gravitation. Cependant, c’est une théorie classique et toutes les tentatives pour
I'unifier avec la description quantique des trois autres interactions fondamentales de la Na-
ture suggérent 'existence d’une théorie plus compléte de la gravitation. Du point de vue
expérimental, si les expériences aux échelles de ’ordre de I'unité astronomique fournissent
des contraintes fortes sur une potentielle déviation a la Relativité Générale, des possibili-
tés de déviation aux courtes distances et aux longues distances sont encore ouvertes. La
validité de la Relativité Générale doit aussi étre évaluée a I'aune des observations cosmo-
logiques. En effet, la rotation des galaxies ainsi que la relation entre le décalage vers le
rouge et la luminosité des supernovee différent des prédictions théoriques. Ces anomalies
sont interprétées comme révélant la présence de « matiére noire » et d’« énergie noire », qui
représenteraient respectivement 23% et 73% du contenu de I’Univers. Malgré leur prédo-
minance, ces composantes n’ont été observées que par leur manifestation gravitationnelle.
Il est donc légitime d’envisager la possibilité que la Relativité Générale ne décrive pas

parfaitement la gravitation & ces échelles.

Tester la gravitation sur des distances les plus grandes possibles est donc essentiel
pour compléter les tests expérimentaux faits jusqu’ici. Ce type d’expérience a été réalisé
par la NASA avec les sondes Pioneer 10 et 11 lancées en 1972 et 1973 respectivement.
Le résultat de cette expérience est la mesure d’'une accélération anormale dirigée vers
le Soleil dont 'amplitude est de I'ordre de 8 x 1071%m-s~2. C’est 1'un des rares signaux
expérimentaux présentant une possible déviation a la Relativité Générale. Etant donné
I’ensemble des mesures réalisées par les sondes Pioneer, ce signal peut étre aussi bien un
artefact expérimental qu'une mesure d’une anomalie de gravitation dans le Systéme Solaire.
Concernant cette deuxiéme explication, des travaux théoriques ont montré qu’une telle
déviation pourrait étre compatible avec les autres tests de la gravitation dans le Systéme
Solaire. Pour discriminer une explication de I'autre, il aurait été nécessaire de mesurer

I’accélération non-gravitationnelle des sondes.

Face a ce constat, plusieurs missions ont été proposées pour améliorer I’expérience faite
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par les sondes Pioneer. Une idée centrale de ces missions est d’embarquer un instrument
mesurant ’accélération non-gravitationnelle de la sonde, afin de lever I'ambiguité du ré-
sultat de I'analyse des données des sondes Pioneer. C’est dans ce contexte de test de la
gravitation utilisant la trajectoire d’une sonde spatiale que s’inscrit cette thése. Pour une
telle expérience, qui demande de restituer une orbite hyperbolique, il est nécessaire d’ef-
fectuer ces mesures sans biais. L’idée est d’ajouter a un accélérométre électrostatique, qui
repose sur une technologie ayant fait ses preuves en orbite terrestre, une platine rotative
permettant de moduler le signal extérieur et donc de le séparer fréquentiellement du biais
de mesure. Cet instrument, appelé Gravity Advanced Package, est a la base des objectifs
de physique fondamentale de la mission Outer Solar System (OSS) proposée a I'ESA en
décembre 2010.

Pour couvrir les différents aspects d’un test de la gravitation dans le Systéme Solaire
utilisant la trajectoire d’une sonde interplanétaire, cette thése commence par une présenta-
tion rapide de la confrontation de la Relativité Générale a I’expérience en mettant I’accent
sur la mission OSS. Aprés ce chapitre de rappel du contexte, on en viendra au travail réalisé
pendant cette thése. Dans le chapitre 2, I'instrument est présenté dans son ensemble, en
s’attachant & ses performances. Le chapitre suivant décrit comment utiliser 'instrument
composé d’un accélérométre électrostatique et d’une platine rotative pour effectuer des
mesures sans biais. Dans ce chapitre, on s’attache aussi & déterminer la précision qu’il est
possible d’obtenir sur les mesures d’accélération non-gravitationnelle de la sonde. Dans le
chapitre 4, I'approche théorique développée au chapitre 3 est validée expérimentalement.
Enfin, le dernier chapitre s’intéresse a 'utilisation, lors de la restitution d’orbite, des me-
sures d’accélération non-gravitationnelle. La méthodologie développée pour introduire ces
mesures permet de calculer la précision avec laquelle il est possible de mesurer le champ

de gravité et donc de détecter une éventuelle anomalie gravitationnelle.
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4 Chapitre 1. Tests de la gravitation a ’échelle du Systéme Solaire

Au début du 20¢ siécle, la physique classique semble proposer une description compléte
de la Nature a travers les lois de la thermodynamique, la description newtonienne de la
gravitation et les lois de Maxwell. La théorie de Newton [1], qui fait la synthése des travaux
de Copernic, Kepler et Galilée entre autres, s’appuie sur le calcul différentiel développé
par Fermat et Leibniz pour formaliser la description du phénoméne de gravitation. Cette
formalisation s’appuie sur des systémes de coordonnées absolues et la notion de référentiel
galiléen. Mais la physique classique se heurte a un probléme théorique important : la non-
invariance des équations de Maxwell par les transformations de Galilée. Pour pallier ce
probléme ainsi que celui de la propagation de la lumiére en tant qu’onde, le concept d’éther
comme support de la propagation du champ électromagnétique est utilisé. Il est cependant
incompatible avec les expériences de Michelson et Morley [2, 3| et de Kennedy-Thorndike
[4, 5] qui montrent que la vitesse de la lumiére est isotrope quel que soit le référentiel.

En 1905, Einstein propose la théorie de la Relativité Restreinte [6] qui refonde la phy-
sique classique en laissant de coté la gravitation : alors que 'information ne peut se propager
qu’a une vitesse inférieure & celle de la lumiére dans le monde relativiste, la gravitation
newtonienne est une force a distance instantanée. La Relativité Restreinte, qui léve le pro-
bléme de I’éther, nécessite donc de repenser la gravitation pour en donner une description
relativiste. L’effort déployé dans cette direction donne naissance a la théorie de la Relativité

Générale qui généralise le principe de relativité en y incluant la gravitation.

1.1 La théorie de la Relativité Générale et ses extensions en

champ faible

Il faut une dizaine d’années pour formaliser une description relativiste de la gravitation

[7, 8]. La difficulté essentielle est que le champ gravitationnel dont dérive la force de gra-

vitation ne peut étre traité comme les autres champs, tel que le champ électromagnétique.

Ce caractére singulier est déja visible dans la formulation newtonienne. Pour une particule

de masse inertielle m; et de charge g dans un potentiel électrique ¢, la deuxiéme loi de
Newton s’écrit

mia = qV e, (1.1)

ol a est 'accélération tridimensionnelle de la particule et V est 'opérateur gradient. Pour
cette méme particule de masse gravifique m, plongée dans le potentiel gravitationnel ¢,
on a

mia = mgVo,. (1.2)

Les constantes g et my, caractérisent le couplage de la particule avec le champ électrique
et le champ gravitationnel respectivement. La masse inertielle m; caractérise quant a elle
la réponse de la particule a toute force exercée sur elle. L’égalité entre m; et my, qui
caractérise 'interaction gravitationnelle, apparait comme une coincidence inexplicable pour

la physique classique. Cette propriété, érigée comme base de la Relativité Générale, conduit
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& énoncer le principe d’équivalence, qui postule que les lois de la physique sont identiques
dans tous les référentiels.

En Relativité Générale, la gravitation est décrite par la géométrie de I'espace-temps.
Cette théorie s’appuie sur un domaine des mathématiques récent au début du 20° siécle,
celui des variétés différentiables, qui permet de décrire des espaces courbes grice a une

métrique. Dans ce sens, la Relativité Générale est une théorie métrique de la gravitation [9].

Introduction a la théorie de la Relativité Générale

La Relativité Générale repose sur le principe que la géométrie qui nous entoure n’est
pas euclidienne mais courbe. Cette courbure est créée par la répartition de masse-énergie.
Il est donc nécessaire de relier la géométrie de ’espace-temps a la distribution de matiére,
c’est-a-dire de relier le tenseur métrique g,,,, au tenseur énergie-impulsion 7, . L’action qui

décrit la dynamique du champ gravitationnel est ’action d’Einstein-Hilbert

S[gw,]:/ [15@3*%} Vgld*z (1.3)

oli G est la constante de gravitation!, ¢ est la vitesse de la lumiére?, g est le déterminant
du tenseur métrique g, et L, est le Lagrangien des champs de matiére. R est la courbure
scalaire® donnée par R = g Ry, ot Ry, = 0,10, — 9,I'h, + 09,05, — TheT'y, est le
tenseur de Ricci avec Ff;y les symboles de Christoffel déduits de la métrique de la maniére

suivante

1
Coiw = 59" (0ulup + OuGpys — Do) - (1.4)

En considérant la variation de ’action pour une variation infinitésimale de la métrique,

I’extrémisation de 'action d’Einstein-Hilbert conduit aux équations d’Einstein

81G

1
E;U'V = R/“’ - iRg/“/ = CTT“V (15)

avec E,, le tenseur d’Einstein et T, le tenseur énergie-impulsion défini par

T \/2\?| 6(@?) (1.6)

Les équations d’Einstein permettent de calculer la métrique de I’espace-temps lorsque la
répartition d’énergie est connue.

Il reste a déterminer le mouvement d’une particule dans cet espace-temps. Considérons
un systéme dont les coordonnées (ct,r,y,2) sont notées ¢'(7), avec i € [1;4]. La dérivée de

qi(T) par rapport au temps propre 7 est notée q"(T). La trajectoire effectivement suivie par

1. G =6.67428(67) x 10~ m*-kg~'-s72 [10, 11]

2. ¢=1299792458 m-s~" (exact) [10, 11]

3. Dans les formules, la convention de sommation d’Einstein a été adoptée : lorsqu’un méme indice
apparait une fois en position supérieure et une fois en position inférieure, on sous-entend la sommation sur
toutes les valeurs que peut prendre cet indice.
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le systéme entre 7 et 7o, les ¢° en 71 et T étant fixées, est celle qui vérifie les équations
d’Euler-Lagrange. Ceci permet de montrer que le mouvement d’une particule libre est
décrit par une courbe auto-paralléle paramétrée par le temps propre 7. On dit alors que
la particule suit une géodésique ou une trajectoire géodésique. Soient z* les coordonnées

curvilignes de la particule et t* les coordonnées du vecteur tangent, c’est-a-dire

B dxt

=
dr

(1.7)
une courbe C est dite auto-paralléle si
t'V,t" =0 (1.8)

ou V,, représente la dérivation covariante de Levi-Civita. Cette opération est une applica-
tion, définie sur une variété différentiable, qui associe un tenseur de type* (k,l 4+ 1) a tout

tenseur de type (k,l). Elle est définie de la maniére suivante
. . . . p . l . p . .
Ji---J _ J1---J Jo pJ1---be.. J l J1---J
VP gy = 0P Zril Zrikﬁp ek, (19)
a=1 B=1

et a la particularité d’étre compatible avec la métrique, c’est-a-dire que Vg, = 0.

La solution de Schwarzschild

Si l’'on s’intéresse aux tests de la gravitation dans le Systéme Solaire, une description
simple consiste a étudier le cas d’un espace-temps déformé par un corps sphérique et
statique de masse Mg. Il est possible de calculer exactement la métrique statique et a
symétrie sphérique, dite de Schwarzschild. En coordonnées sphériques (ct,r,0,¢) et dans la

jauge isotrope d’Eddington [12, 13|, la métrique s’écrit

ds* = goo(r)Edt* + g, (1) [dr2 + r2(d6?* + sin2(9)d¢2)] (1.10)
avec ) .
1—®(r)/2 (1)
- _ S () =14+ —2 1.11
an(r) =~ (1raetra) ot ()= (145 (111)
ou ®(r) = —gqf‘fQ@ est le potentiel newtonien de la physique classique normalisé par la

vitesse de la lumiére au carré.

La gravitation dans le Systéme Solaire peut étre traitée dans la limite des champs
faibles. Cette limite suppose que le potentiel newtonien est petit devant 1, c¢’est-a-dire
® < 1. Mg étant la masse du systéme solaire, on a ®(1UA) ~ 1 x 1078 <« 1. Une
description cohérente de la métrique dans cette limite nécessite de développer ggg & I'ordre
®2, go; & l'ordre ®3/2 et g;; a 'ordre ® [14, sec. 3.2]. La solution de Schwarzschild dans la

4. Un tenseur de type (k,l) est un tenseur k fois contravariant et [ fois covariant.
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jauge d’Eddington devient alors

ds* = [-1+2® — 20% + O(®%)] ?dt* + [1 + 2@ + O(®?)] [dr? + r*(d6* + sin®(0)d¢?)] .
(1.12)

Le formalisme « Parameterized Post-Newtonien »

Dans toutes les théories métriques de la gravitation, malgré I’existence possible d’autres
champs, le seul champ qui joue un réle dans les équations du mouvement est la métrique
de 'espace-temps a travers I’équation (1.8). Les autres champs qui peuvent exister inter-
viennent seulement dans le calcul de cette métrique. Ainsi, la métrique et les équations du
mouvement sont les seuls éléments utiles pour le calcul d’effets observables, dans 'optique
de tests de la gravitation.

Dans la limite des champs faibles, la comparaison des théories métriques de la gravita-
tion devient, grace au formalisme « Parameterized Post-Newtonian » (PPN), particuliére-
ment simple. Dans ce formalisme, la métrique est exprimée comme une expansion de Taylor
en terme du potentiel newtonien réduit ® introduit précédemment. Il apparait que, dans
la limite des champs faibles, la métrique prédite par de nombreuses théories métriques de
la gravitation rentre dans le formalisme PPN [14, p. 28|.

Dans le cas général, le formalisme PPN fait intervenir 10 parameétres. Chacun d’entre
eux mesure un effet particulier qui peut conduire & une violation de la Relativité Générale.
Dans le cadre considéré dans la section précédente, a savoir pour une métrique statique et
isotrope, I'extension PPN fait intervenir deux paramétres seulement, 5 et «y, de la maniére

suivante

{ goo(r) = —1 + 2&(r) — 26®(r)? (1.13a)
ng(r) =1+ 27(I)<T) (113b)

En comparant ces deux équations a la métrique de Schwarzschild (1.12), on s’apercoit que
B =~ =1 en Relativité Générale. De maniére générale, le paramétre v mesure la courbure
de ’espace produite par une masse au repos et le paramétre S mesure la non-linéarité de

la loi de la gravitation.

La dépendance d’échelle

En 1986, suite & une réanalyse détaillée des expériences d’E6tvos [15], existence dune
cinquiéme force de la nature fut suggérée [16]. Elle se manifesterait comme une modification

du potentiel newtonien ® en lui ajoutant un potentiel de type Yukawa

pralt +ae "M (1.14)

O(r) +0®(r) =

ou « mesure l'intensité de ce potentiel et A mesure sa portée.
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Du point de vue phénoménologique, I'ajout de ce potentiel permet de paramétrer une
déviation au potentiel newtonien dépendante de ’échelle grace au paramétre A, ce que ne
permet pas le formalisme PPN. De point de vue théorique, ce potentiel de Yukawa peut
étre interprété comme décrivant l'existence d’une particule couplée au champ de gravité
ayant une masse m reliée a la portée A\ par la relation de Yukawa mc = h/\, ou h est la

constante de Planck?®.

Extensions métriques de la Relativité Générale en champs faible

Une approche plus générale permet d’englober les deux types d’extension présentés
ci-dessus. Il s’agit d’une extension de la relation d’Einstein (1.5) produite naturellement
par des corrections radiatives a la Relativité Générale [17]. La relation de proportionnalité
entre le tenseur d’Einstein et le tenseur énergie-impulsion est généralisée par une relation
linéaire dans le domaine de Fourier [18, 19]

B, k] = X" (KT, [K]- (1.15)
ou k est le vecteur d’onde quadri-dimensionnel et x,,”’ le tenseur de proportionnalité.

Dans le cas du Systéme Solaire, cette généralisation génére des perturbations & la mé-
trique de Schwarzschild (1.10). La métrique peut alors étre paramétrée par deux potentiels

supplémentaires 6@y (1) et P p(r) tels que [20-23]

{ goo(r) = —1 4+ 20(r) + 26® 5 (r) (1.16a)
Grr(r) =14+ 2®(r) + 26PN (r) — 26Dp(r) (1.16b)

Le potentiel §® n(r) représente une modification du potentiel newtonien. Les expériences
de « cinquiéme force » présentées précédemment rentrent dans ce cadre. Le second potentiel
0®p(r) fait passer le paramétre PPN « du statut de constante a celui de fonction dépen-
dante de la distance au Soleil. La fonction d®x(7) est trés contrainte expérimentalement
par les mouvements des planétes. Quant au potentiel 6®p(r), il a, comme le paramétre 7,
une influence sur la propagation de la lumiére. Ainsi, les expériences de déflexion [24-26]

de la lumiére par le Soleil donnent des contraintes sur ce potentiel.

1.2 Confrontation de la Relativité Générale aux expériences

a grande échelle

Dans la section précédente, différents cadres théoriques permettant de tester la gravi-
tation dans le Systéme Solaire ont été présentés. Ils permettent de confronter les mesures
expérimentales dans un cadre unifié. Un bref récapitulatif de ces expériences est présenté
maintenant, en considérant d’abord les mesures dans le Systéme Solaire, puis les observa-

tions a plus grande échelle.

5. h = 6,62606896(33) x 10734 J-s [10, 11]
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A D’échelle du Systéme Solaire

Sur le plan théorique, la Relativité Générale s’imposa par sa cohérence interne et par
sa capacité a faire vivre la gravitation dans un monde relativiste. Sur le plan expérimental,
elle regut trés tot deux confirmations éclatantes. L’avance du périhélie de Mercure était un
probléme non résolu en mécanique céleste depuis sa découverte par Le Verrier en 1859. La
valeur moderne de cette avance par rapport aux prédictions de la théorie classique est de
43 arc-secondes par siécle. La théorie de la Relativité Générale rend compte de cette valeur
de maniére naturelle en préservant 'accord de la théorie avec les observations des autres
planétes. Aujourd’hui, les mesures de la position du périhélie de Mercure permettent de
contraindre les valeurs des paramétres PPN. Einstein proposa aussi de mesurer la dévia-
tion de rayons lumineux par un corps massif. La prédiction de la Relativité Générale fut
confirmée expérimentalement par I’astronome britannique Eddington en 1919 [27].

Aujourd’hui, les expériences de déflexion de la lumiére permettent de contraindre la
valeur du paramétre PPN ~. Mais la meilleure mesure de ce paramétre vient de la mesure
de la variation du délai Shapiro due a la présence d’un corps massif. Cette expérience, faite

avec la sonde Cassini lors d’une conjonction solaire [26], a montré que
y=14(2,1+2,3) x107°. (1.17)

Le suivi de la distance Terre-Lune grace au « Lunar Laser Ranging » (LLR) permet de
mesurer le paramétre PPN g [28, 29]. Mais ce sont les éphémeérides des planétes |30, 31]

qui produisent les meilleures contraintes sur ce paramétre, & savoir
0,99995 < 5 < 1,0002. (1.18)

A T'heure actuelle, aucune de ces mesures n’a montré d’écart a la Relativité Générale.

Concernant les expériences de type « cinquiéme force », les limites obtenues a ce jour sur
les paramétres a et A du potentiel de Yukawa sont données dans la figure 1.1. De nombreuses
mesures expérimentales sont disponibles pour des distances comprises entre le millimétre
et I’échelle de distance du Systéme Solaire. A I'inverse, pour A < 1 mm et A > 10* UA, des
fenétres restent ouvertes pour des déviations au potentiel newtonien®. Dans le cadre de
cette thése, I'intérét se porte sur les distances de 'ordre de la taille de 'orbite des planétes
externes du Systéme Solaire. L’idée principale pour tester la gravitation a ces échelles
est d’observer les mouvements des objets dans le Systéme Solaire et de les comparer aux
prédictions théoriques. En particulier, il est possible d’utiliser une sonde spatiale comme
une masse test. Cette approche a un avantage majeur par rapport & l’observation des
planétes : la possibilité d’avoir des instruments a bord de la sonde spatiale qui permettent
de connaitre sa trajectoire de maniére précise.

Ce type d’expérience a été réalisé par la NASA lors de I'extension des missions Pioneer
10 et 11 lancées le 3 mars 1972 et le 5 avril 1973 respectivement [34, 35]. Le résultat est la

6. 1UA = 149597870691 m [33]
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FIGURE 1.1 — Les régions en couleur correspondent aux couples (a,\) paramétrant une
déviation au potentiel newtonien du type potentiel de Yukawa (cf. eq. (1.14)) exclus ex-
périmentalement. D’aprés [32], figure réalisée par J. Coy, E. Fischbach, R. Hellings, C.
Talmadge et E. M. Standish.

mesure d’'une accélération anormale dirigée vers le Soleil avec une amplitude de 'ordre de
8 x 1071%m-s72 [36, 37], I'un des rares signaux expérimentaux présentant une possible dé-
viation & la Relativité Générale [38, 39]. Un signal similaire d’amplitude 26,7 x 10710 m-s=2
dirigé vers le Soleil a été observé avec la sonde Cassini [40]. L’expérience réalisée avec les
sondes Pioneer a donné lieu & une importante mobilisation concernant ’analyse des don-
nées [41-43| et des signaux périodiques ont aussi été mis en évidence [44-49]. Malgré les
efforts de la communauté scientifique, 'origine de cette anomalie n’est toujours pas ex-
pliquée [50] : elle peut étre un artefact expérimental [51-60] comme un indice important
pour la physique fondamentale [32, 61|. En effet, un tel signal pourrait résulter d’une
dépendance d’échelle de la loi de la gravitation, dont pourraient rendre compte les ex-
tensions métriques de la Relativité Générale discutées a la section 1.1 ou des extensions
faisant intervenir d’autres champs [62-64]. Quoi qu’il en soit, les modélisations actuelles de
I’accélération non-gravitationnelle des sondes sont limitées & une incertitude de ’ordre du

nm-s~2 : pour lever cette limitation, une mesure directe de cette accélération est nécessaire.

Aux échelles cosmologiques

Ces études doivent étre inscrites dans un contexte ot d’autres considérations poussent &
s’interroger quant a la validité de la Relativité Générale aux échelles cosmologiques. 1l s’agit
de la matiére noire et de ’énergie noire, deux notions distinctes introduites empiriquement
pour expliquer les observations astronomiques. La matiére noire, qui représente 23 % [65]
du contenu de I"’Univers, a été introduite pour expliquer les courbes de rotation des galaxies
[66]. Elle est observée également dans les expériences de « lentilles gravitationnelles » et est

nécessaire pour les modéles de formation des galaxies. L’énergie noire, qui représente 73 %
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[65] du contenu de I’Univers, a été introduite pour expliquer 'accélération de ’expansion
de 'Univers [67, 68]. Malgré leur prévalence dans I’Univers, elles n’ont jamais été observées
par un autre moyen que des mesures gravitationnelles. Méme si la physique des particules
propose des particules candidates au statut de matiére noire et d’énergie noire [69-71|,
I’hypothese selon laquelle la Relativité Générale n’est pas une description exacte de la

gravitation & ces échelles doit étre explorée [72-75].

Unification des interactions fondamentales

Au dela des considérations observationnelles présentées ci-dessus, une autre motivation
d’ordre théorique pousse & continuer a tester la Relativité Générale. Il s’agit du fait que
c’est une théorie classique. A I'inverse, les trois autres interactions fondamentales (interac-
tion forte, faible et électromagnétique) sont décrites par le Modéle Standard, qui s’appuie
sur une description quantique de la Nature. Cette incapacité a fondre dans une méme théo-
rie une description quantique de la Nature avec la compréhension actuelle de la gravitation
suggére de modifier la Relativité Générale. Les modéles théoriques candidats pour unifier
la gravitation avec les trois autres interactions fondamentales donnent naissance a des dé-
viations aux prédictions de la Relativité Générale. Dans cette optique, tester la gravitation
a l’échelle du Systéme Solaire, comme le propose la mission Outer Solar System, peut
conduire a des résultats expérimentaux essentiels pour faire progresser la compréhension

de la loi de gravitation.

1.3 La mission Outer Solar System

La mission Outer Solar System (OSS) [76] a été proposée a 'ESA et a la NASA en
décembre 2010 dans le cadre de ’appel & proposition Cosmic Vision pour une mission de
taille M avec un lancement aux alentours de 2022. Elle fait suite & la proposition Odyssey
[77], qui a été soumise & 'ESA en 2007, et a fait Pobjet d’une étude par le CNES [78]. La
mission OSS a été portée & la connaissance de la NASA qui a reconnu que ses objectifs
étaient en phase avec les objectifs scientifiques du 2010 Science Plan for NASA’s Science
Mission Directorate [79].

Cette mission combine des objectifs de planétologie et de physique fondamentale, sui-
vant ainsi la recommandation de I'ESA [80]. Les objectifs scientifiques allient une explo-
ration du systéme de Neptune et d'un objet de la ceinture de Kuiper a des tests de la
gravitation a I’échelle du Systéme Solaire. Dans les deux paragraphes suivants, ces deux
catégories d’objectifs sont décrites avec les instruments mis en ceuvre pour les atteindre.
Ensuite, le profil de la mission est rapidement étudié. Bien que la mission OSS n’ait pas
été retenue par 'ESA lors d'une compétition avec de nombreuses autres propositions, les
expériences de physique fondamentale portées par la mission OSS ont été jugées étre des
objectifs scientifiques de premier plan. Ces objectifs sont d’ailleurs repris dans la feuille de

route de 'ESA pour les missions de physique fondamentale dans I’espace [80].
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Physique fondamentale

La partie « physique fondamentale » de la mission OSS est organisée autour de deux
objectifs scientifiques qui ont trait aux tests de la gravitation. Le premier objectif est de
dresser une cartographie du champ de gravité sur la trajectoire de la sonde afin d’effectuer
des comparaisons avec les prédictions théoriques et de détecter une éventuelle anomalie.
Le second concerne la mesure du paramétre PPN ~.

Plusieurs concepts de mission ont déja été proposés pour tester la gravitation dans le
Systéme Solaire |77, 81-86], en améliorant 1’expérience faite avec les sondes Pioneer 10 et
11. L’idée centrale est de mesurer les forces non-gravitationnelles agissant sur la sonde afin
de résoudre 'ambiguité du signal Pioneer.

La sonde OSS embarque les instruments nécessaires a la radio-science. Ces instruments
permettent de mesurer ’accélération de la sonde grace au décalage Doppler du lien radio.
Lors de la phase de restitution d’orbite, ces mesures sont utilisées pour reconstituer la
trajectoire. Dans un cadre post-newtonien, le lien radio donne I’accélération Doppler de la
sonde le long de la ligne de visée, apoppier- Cette accélération Doppler inclut I'accélération

non-gravitationnelle de la sonde, ayg, et un terme agyuse. Ce dernier terme contient 1’ac-

célération de la sonde due a la courbure de ’espace-temps, 'interaction du lien radio avec
le champ gravitationnel, le mouvement de la station sur Terre suivant la sonde, et les effets
d’aberration. Soit u le vecteur unitaire dirigeant la ligne de visée, on a la formule simplifiée

suivante

QDoppler — ANG " U + Qqutre (119)

Lorsque apeppier €st I'unique observable, il est nécessaire d’utiliser des modeles pour
corriger ayg - u afin d’accéder a aqutre. Cette approche est celle utilisée actuellement pour
toutes les sondes interplanétaires [87, 88]. Mais la restitution d’orbite est alors entachée
d’erreurs dues a l'incertitude des modéles. Et méme si 'accélération non-gravitationnelle
moyenne était correctement modélisée, ses fluctuations temporelles ne seraient pas prises
en compte.

Le Gravity Advanced Package (GAP) [89], accéléromeétre électrostatique avec correction
de biais, qui est présenté en détail dans le chapitre 2, mesure le long de deux axes perpen-
diculaires (dirigés par les vecteurs unitaires e; et ep) la valeur sans biais de I'accélération
non-gravitationnelle de la sonde ayg. Les techniques utilisées pour faire une mesure sans
biais d’accélération et la précision des mesures sont présentées aux chapitres 3 et 4. Lorsque
u est dans le plan généré par e; et ez, on peut récupérer la quantité aquere en combinant
I’accélération Doppler et les mesures du GAP. Ces mesures supplémentaires améliorent la
restitution d’orbite pour trois raisons. Tout d’abord, elles suppriment des paramétres &
estimer. Ensuite, elles mesurent les fluctuations temporelles aléatoires qui ne peuvent pas
étre prises en compte par les modéles. Enfin, elles permettent de supprimer des corrélations
qui apparaissent entre les quantités déterminées lors de la restitution d’orbite. Cet aspect
de la mission OSS est abordé en détail au chapitre 5.

Concernant le paramétre PPN ~, la mesure la plus précise & 'heure actuelle est celle
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effectuée par la sonde Cassini lors d’une occultation [26]. La mission OSS propose de réitérer
cette expérience en utilisant un lien laser. L’amélioration de la précision de la mesure
provient du fait que les fréquences optiques sont supérieures aux fréquences radio et sont,
par conséquent, moins sujettes & la dispersion dans le plasma solaire. De plus, comme
expliqué ci-dessus, la sonde OSS bénéficiera d’une trajectographie améliorée. L’objectif de

la mission OSS est de mesurer v avec une précision de 1077.

Planétologie

L’objectif scientifique principal de la mission OSS en planétologie est le systéme de
Neptune. Cet objectif se décline en plusieurs thémes qui touchent a la compréhension
dans son ensemble de Neptune et de son environnement. Aprés le survol par Voyager 2 en
1989 [90], un nouveau survol permettrait de faire des observations avec des instruments
plus précis, mais aussi d’analyser les changements qui ont pu apparaitre depuis la mission
Voyager.

Dans ce contexte, la trajectoire de la sonde et les instruments scientifiques permettent
tout d’abord d’améliorer la compréhension du systéme d’anneaux autour de Neptune et
de son interaction avec les petits satellites [91]|. En effet, alors que les systémes anneaux-
satellite étaient supposés étre stables sur des durées de plus de 10° ans, des observations
récentes ont montré que la dynamique de ces systémes est beaucoup plus rapide [92].

Concernant I'observation de Neptune, plusieurs aspects sont étudiés. Tout d’abord, la
trajectoire de la sonde permet de contraindre les modéles de structure interne. A I'heure
actuelle, l'intérieur de Neptune est supposé étre composé de roche et de glace (93, 94|
mais il est mal connu [95]. Une autre problématique est celle de I’atmosphére : Voyager
a révélé lexistence d’une atmosphére trés dynamique [96, 97| alors méme que Neptune
est trés distant du Soleil. La mission OSS permet d’améliorer la compréhension de la
dynamique de I'atmosphére en observant la turbulence atmosphérique avec une résolution
impossible & atteindre avec des télescopes placés sur Terre [98]. Enfin, le dipole magnétique
de Neptune, comme celui d’Uranus, est trés penché et est déporté par rapport au centre de la
planéte [99-101]. Cela conduit a ce que le champ magnétique subisse des modifications trés
importantes avec la rotation de la planéte dans le vent solaire [102]. Le survol de Neptune
par OSS permet de comprendre la dynamique du champ magnétique et peut fournir des
indications sur la période de rotation de l'intérieur de Neptune et sur la composition du
plasma dans la magnétosphére [103, 104].

La mission OSS survole aussi le satellite Triton, qui est probablement le seul grand
satellite du Systéme Solaire & ne pas s’étre formé autour de sa planéte comme en atteste son
orbite rétrograde trés inclinée. L’exploration de Triton a donc pour objectif de comprendre
son origine et son histoire, et de fournir des éléments sur la formation et 1’évolution du
Systéme Solaire. De méme que pour Neptune, la dynamique de I'atmosphére est étudiée,
avec une attention particuliére portée sur sa variabilité saisonniére [105, 106]. Enfin, la

trajectoire de la sonde OSS permet de déterminer la structure interne de Triton [107] et si
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un océan est présent sur Triton comme cela a été avancé [108], ce qui en ferait une cible
de choix pour ’astrobiologie.

Enfin, un objet de la ceinture de Kuiper est visité. La compréhension de I’histoire
du Systéme Solaire a été révolutionnée par la découverte de la ceinture de Kuiper [109].
Les objets la composant présentent une diversité remarquable de leurs propriétés [110].
L’objectif pour cette phase de la mission est de collecter suffisamment de données pour
comparer Triton avec I'objet de la ceinture de Kuiper survolé.

Pour remplir ces différents objectifs, la sonde est équipée des instruments suivants :
une caméra haute résolution et une caméra grand angle avec un imageur dans le proche
infrarouge, un magnétomeétre, un instrument de mesure des ondes dans les plasmas, un

spectrométre dans 'ultra-violet, un imageur thermique et un détecteur de poussiéres.

Description de la mission

La capacité & mener & bien les objectifs scientifiques décrits ci-dessus dépend fortement
de la conception de la sonde spatiale et de la trajectoire choisie. Le profil de mission
retenu doit permettre de mettre en orbite une sonde de 500 kg (masse prenant en compte
I’ensemble de la sonde spatiale, les instruments scientifiques et les ergols) sur une trajectoire
interplanétaire. De plus, la mission doit respecter les critéres de cofit : une enveloppe de
470 M€ sans les instruments est allouée par I'ESA plus une contribution similaire de la

NASA, principalement pour le lanceur.
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FIGURE 1.2 — Deux orbites possibles pour la mission OSS avec un lancement en 2020 avec
des fly-by de Venus, de la Terre et de Saturne [76].

La trajectoire retenue doit permettre de visiter Neptune et Triton ainsi qu’un objet
de la ceinture de Kuiper, avec une durée maximale du transfert jusqu’a Neptune fixée a
13 ans. Par ailleurs, 'optimisation de trajectoire a été effectuée avec 'objectif de minimiser
la quantité d’ergol & bord ainsi que la vitesse a 'infini initiale. Au vu de ces contraintes, les

deux trajectoires présentées en figure 1.2 ont été retenues. Dans les deux cas, des rebonds
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gravitationnels sont prévus pour que la sonde spatiale acquiert ’énergie suffisante pour
aller & Neptune : cette approche évite d’utiliser un lanceur puissant et donc cotiteux, mais
allonge la durée de la mission. Concernant la visite d’un objet de la ceinture de Kuiper,
le rebond gravitationnel sur Neptune doit permettre de choisir parmi de nombreux objets
[111]. Neptune étant hors du plan de I’écliptique, les conjonctions solaires utilisées pour la
mesure du paramétre PPN ~ ont lieu au début de la mission a 2,1 UA et 4 4,3 UA. Enfin,
pour les tests de la gravitation a 1’échelle du Systéme Solaire, ils sont effectués durant les

phases balistiques interplanétaires.

4 tanks symmetric wrt GAP,
interconnected fluid
ASRG

Bore sights direction
for planetary

GAP on observation

settable plate

Imaging
instruments

ASRG

FIGURE 1.3 — Intérieur de la sonde OSS vu de dessus [76].

L’architecture de la sonde est présentée en figure 1.3. L’électricité & bord est fournie
par deux réacteurs nucléaires ASRG (Advanced Stirling Radioisotope Generator) [112], qui
produisent 146 W en début de vie et 125 W aprés 14 ans. L’organisation de la sonde est
contrainte par les besoins des instruments en terme de positionnement. Par exemple, les
instruments d’imagerie doivent étre placés sur la face de la sonde qui aurait pointer vers la
surface de la planéte lors des survols. Une attention particuliére est accordée au position-
nement des ASRG afin de minimiser leur impact sur le reste de la sonde. Les contraintes
les plus sévéres viennent du Gravity Advanced Package. En effet, la force de gravité de la
sonde sur le GAP, ainsi que les accélérations d’entrainement et de Coriolis, sont mesurées
par 'instrument. La configuration optimale est donc que le centre de gravité de la sonde
et des ergols soit confondu avec le point d’application des forces non-gravitationnelles et
le GAP, afin d’annuler ces signaux parasites. Pour répondre & cette contrainte, le Gravity
Advanced Package est placé au centre de la sonde spatiale et les quatre réservoirs d’hydra-
zine [113] (un monergol d’impulsion spécifique égal & 220s) sont répartis symétriquement
autour. Un systéme permet de transférer des ergols d’un réservoir a 'autre afin de controéler
la position du centre de gravité. Il est aussi important d’assurer un alignement stable entre

le GAP et 'antenne qui est utilisée pour la radio-science puisque les données de ces deux
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instruments sont utilisées conjointement pour la restitution d’orbite.

Deux modes de fonctionnement sont envisagés durant la mission : un mode ou la sonde
est stabilisée suivant les trois axes et un mode spinné pendant les périodes d’hibernation.
L’attitude de la sonde est asservie par des capteurs stellaires et des gyrométres, et controlée

par des roues de réaction.



Chapitre

Accéléromeétre a biais corrigé pour

missions interplanétaires

Sommaire
2.1 Présentation du Gravity Advanced Package ... ... ... ..
2.1.1  Accélérométrie spatiale pour la physique . . . . . . . ... .. ..
2.1.2 Présentation générale . . . . . ... ... L.
2.1.3  Architecture de 'accélérométre MicroSTAR . . . . . . . . .. ..
2.1.4 Description détaillée de 'instrument . . . . . .. ... ... ...
2.2 Principe de fonctionnement de MicroSTAR . ........ ..
2.2.1 Fonctionnement mécanique de 'accélérométre . . . . . . . . . ..
2.2.2  Force électrostatique dans le cas unidimensionnel . . . . . . . ..
2.2.3 Mesures effectuées par 'accélérometre . . . . . . . . . ... ..
2.3 Performance de 1’accélérométre électrostatique . ... ... ..
2.3.1 Facteur d’échelle, facteur quadratique et couplage . . . . . . ..
2.3.2 Biaisde linstrument . . . . .. .. ... oo oL
2.3.3 Bruitdemesure . . ... ... ...
2.3.4 Termes parasites . . . . . . ... oo
2.4 Platine rotative pour correction du biais . . ... ... ... ..

2.4.1 Principe de la correction du biais . . . . . . ... ... ... ...
2.4.2 Incertitude de mesure introduite par la platine rotative . . . . .
2.4.3 Décentrage de I'accélérométre par rapport a la platine rotative

2.4.4 Transfert de moment cinétique . . . . ... ... ... ... ...

17



18 Chapitre 2. Accélérométre o biais corrigé pour missions interplanétaires

Avec 'amélioration constante de la précision des instruments de mesure, I'espace est
devenu un endroit privilégié pour tester les deux théories fondamentales de la physique :
la Relativité Générale et la Mécanique Quantique [114]. C’est dans ce cadre que la mission
OSS, présentée au chapitre précédent, a été pensée. Son principal objectif concernant la
physique fondamentale est de fournir une mesure du champ de gravité a ’échelle du Systéme
Solaire. Pour cela, le lien radio entre la sonde et les stations terrestres est utilisé afin de
déterminer la trajectoire de la sonde. Cette mesure effectuée avec le lien radio dépend non
seulement de la métrique dans le Systéme Solaire mais aussi des forces non-gravitationnelles
qui s’appliquent sur la sonde. Pour exploiter au mieux cette mesure, il est donc nécessaire
de mesurer par ailleurs I'accélération non-gravitationnelle de la sonde. Comme la sonde est
sur une trajectoire hyperbolique, ces accélérations doivent étre mesurées sans biais.

Le Gravity Advanced Package [89] est un instrument congu pour remplir cet objectif.
Destiné & étre embarqué sur la mission OSS, il a aussi été proposé sur la mission Laplace
[115]. I1 est composé de accéléromeétre électrostatique MicroSTAR, qui effectue les mesures
d’accélération, et d’une platine rotative, appelée historiquement Bias Rejection System, qui
permet de corriger le biais de mesure de MicroSTAR. Dans ce chapitre, on commence par
présenter en détail le Gravity Advanced Package congu et développé a 1’Onera. Ensuite,
le principe de fonctionnement de MicroSTAR est détaillé. Les défauts de I'accélérométre
sont aussi discutés et le bruit de mesure est caractérisé. Enfin, le Bias Rejection System

est étudié en détail du point de vue de la performance de l'instrument.

2.1 Présentation du Gravity Advanced Package

Dans cette section, une présentation générale du Gravity Advanced Package est faite

aprés une bréve description de ’accélérométrie spatiale pour la physique.

2.1.1 Accélérométrie spatiale pour la physique

Un accélérométre placé dans une sonde spatiale mesure ’accélération non-gravitationnelle
de celle-ci. Cette accélération provient, entre autres, des forces de frottement qui s’exercent
sur la sonde, de la pression de radiation solaire et du rayonnement thermique anisotrope. Le
principe de la mesure accélérométrique est de mesurer 1’accélération relative d’'une masse
d’épreuve libre par rapport a une cage solidaire de la sonde. La mesure de cette accélération
non-gravitationnelle peut étre effectuée de différentes maniéres.

Une premiére configuration consiste simplement & observer la position de la masse
d’épreuve : aucune force n’est appliquée pour la maintenir au centre de la cage. Cette mesure
de position est utilisée pour asservir la trajectoire de la sonde. En pratique, I'information de
position relative de la masse d’épreuve par rapport a la cage est injectée dans la boucle de
controle des propulseurs qui agissent de telle sorte que la sonde spatiale suive exactement
la méme trajectoire que la masse d’épreuve. De cette maniére, la masse d’épreuve et la

sonde suivent une trajectoire géodésique. Cette configuration a été retenue pour la mission
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LISA [116-118| qui est destinée a détecter des ondes gravitationnelles [119].

Une deuxiéme possibilité consiste a asservir la masse d’épreuve pour qu’elle reste au
centre de la cage et a utiliser la sortie de l'accélérométre pour asservir les propulseurs de
sorte que la sonde suive une trajectoire géodésique. Cette configuration a été retenue pour
le satellite Microscope [120-125] qui est destiné & tester le Principe d’Equivalence avec une
précision relative de 10715 .

Un autre cas de figure est celui ou la masse d’épreuve est asservie sans que la trajectoire
de la sonde ne soit asservie sur les mesures de ’accélérométre. Dans ce cas, les mesures
Doppler permettent d’estimer 1’accélération totale de la sonde et les mesures de 1'accéléro-
métre fournissent ’accélération non-gravitationnelle de celle-ci. En utilisant conjointement
ces deux mesures, il est possible d’obtenir le mouvement géodésique de la sonde. Cette
configuration est celle retenue pour la mission OSS : comparée aux deux autres configura-
tions présentées précédemment, cette solution est la plus simple car elle ne nécessite pas
de propulseurs délivrant des poussées trés précises. Elle est donc beaucoup mieux adaptée
4 une mission interplanétaire avec des contraintes de masse trés sévéres.

On peut aussi envisager des accélérométres sans asservissement de la masse d’épreuve,
par exemple un systéme masse—ressort oul la variation de position donne, via la constante
de raideur du ressort, ’accélération non gravitationnelle du satellite.

L’accélérométrie spatiale peut aussi étre utilisée pour la géodésie, c’est-a-dire pour
I’étude de la forme de la Terre. En effet, la trajectoire d’un satellite autour de la Terre
dépend du potentiel gravitationnel de la Terre ainsi que des forces non-gravitationnelles
telles que la pression de radiation solaire, I’albédo terrestre et les frottements atmosphé-
riques. De méme que pour les missions de physique fondamentale, un accélérométre permet
de mesurer ces forces afin de récupérer la trajectoire géodésique du satellite. La mission
CHAMP (CHAllenging Minisatellite Payload) [126] a été lancée en 2000 pour améliorer la
connaissance de la trainée atmosphérique. Mais 'apport de cette mission sur la connais-
sance du potentiel terrestre est rapidement apparu [127, 128]. La mission GRACE (Gravity
Recovery And Climate Experiment) [129] a fait suite & la mission CHAMP avec des ob-
jectifs spécifiques de géodésie. Elle a été lancée en 2002. Cette mission est composée de
deux satellites jumeaux, en orbite autour de la Terre, liés par un faisceau micro-ondes. Les
informations sur la position relative des satellites ont permis de caractériser le champ de
gravité spatialement [130] et temporellement [131]. La mission de géodésie la plus récente
utilisant des accélérometres est la mission GOCE (Gravity field and steady-state Ocean
Circulation Explorer) [132-134| lancée en 2009. Elle a pour objectif de mesurer le gradient
de gravité. Pour cela, six accéléromeétres sont utilisés pour former un gradiométre. Comme
pour la mission Microscope, un systéme de compensation de trainée est asservi sur les ac-
célérométres pour compenser les forces non-gravitationnelles suivant I’axe de la trajectoire.
Les accélérométres des mission CHAMP, GRACE, GOCE et Microscope ont été congus et
réalisés par I’Onera.

Dans tous ces cas, les mesures accélérométriques fournissent une observable supplé-

mentaire qui permet d’améliorer la restitution d’orbite pour les trois raisons évoquées au
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chapitre précédent et détaillées au chapitre 5.

2.1.2 Présentation générale

FIGURE 2.1 — Vue explosée du coeur mécanique de 'accélérométre électrostatique. La posi-
tion et attitude de la masse d’épreuve sont contrélées par six paires d’électrodes dont les
potentiels sont définis par une boucle de rétro-action. Sur chaque plaque en ULE, quatre
butées empéchent la masse d’épreuve de toucher les électrodes.

Pour les satellites autour de la Terre, les signaux d’intérét sont modulés & une fréquence
multiple de la fréquence orbitale, de telle sorte que le biais de l'instrument qui est dans
le continu ne pose pas de probléme. A I'inverse, comme la sonde OSS a une trajectoire
hyperbolique, un biais de mesure non-nul serait préjudiciable car il ne permettrait pas de
tester sans ambiguité la loi de gravitation. Comme les accélérométres électrostatiques ont
un biais de mesure, une platine rotative, appelée Bias Rejection System, est ajoutée a ’ac-
céléromeétre MicroSTAR. L’objectif de précision en terme d’accélération sur la trajectoire

2

de la sonde est fixé & 10 pm-s™<, en accord avec les besoins exprimés par la communauté de

physique fondamentale [80]. Pour garder des marges, 'objectif de précision pour le Gravity
Advanced Package est fixé & 1 pm-s—2.

La platine rotative permet de faire tourner l'accélérométre autour d’un de ses axes
de mesure. De cette facon, elle permet de moduler le signal extérieur sur deux des axes
de mesure, alors que le biais de mesure reste dans le domaine continu. Cette modulation
permet de séparer dans le domaine fréquentiel le signal extérieur du biais de 'instrument.
En appliquant une procédure de traitement du signal adaptée aux mesures effectuées par
I'instrument, il est donc possible de séparer le signal extérieur du biais de mesure.

L’accélérométre MicroSTAR hérite de I'expertise de I’Onera dans les domaines de 'ac-
célérométrie et de la géodésie avec les missions CHAMP, GRACE et GOCE et la mission
Microscope qui est en préparation [135-137|. Une technologie similaire a celle des accélé-

rométres de la mission GOCE, actuellement en orbite, est utilisée. Des améliorations ont



2.1. Présentation du Gravity Advanced Package 21

été réalisées afin de réduire la masse, la taille et la consommation de I'accélérométre. Le
principe de MicroSTAR est de détecter par mesure capacitive tout mouvement de la masse
d’épreuve par rapport a la cage et d’agir sur cette masse d’épreuve grace aux forces électro-
statiques, afin qu’elle reste au centre de la cage [138]. Ainsi, la masse d’épreuve est fixe par
rapport a la cage de 'accélérométre dans la bande de fréquence de contréle de la boucle

de rétro-action.

FIGURE 2.2 — Le cceur de MicroSTAR est placé sur une semelle qui permet de faire I'in-
terface avec le Biais Rejection System. L’enceinte a vide, autour de laquelle se trouve
I’électronique de proximité, assure un vide meilleur que 107° Pa.

La masse d’épreuve est dans une cage composée de six plaques identiques (fig. 2.1).
Cette configuration a été retenue afin de diminuer les cotits ainsi que les délais de pro-
duction. Tous les composants sont fabriqués avec le méme matériau en silice « Ultra-Low
Expansion » (ULE) produit par Corning [139]. La masse d’épreuve est un cube de 2cm de
cOté et pése 18 g. Elle est recouverte d’une couche d’or et reliée a deux sources de tension
de telle sorte que deux faces opposées aient une polarisation opposée. Sur chaque plaque
en ULE, deux électrodes sont gravées par une machine a ultra-son brevetée par ’Onera
[140]. La position et l'attitude de la masse d’épreuve par rapport a la cage (six degrés de
liberté) sont controlées par les six paires d’électrodes. Les électrodes sont positionnées de
telle sorte que les degrés de liberté sont couplés deux par deux (cf. section 2.2.1). Ainsi,
I’accéléromeétre est complétement symétrique. Du fait du choix des entrefers, il ne peut étre
lévité sous une accélération de 1g : les performances de l'instrument devront étre testées
dans une tour de chute [141]|, comme cela est fait pour les accélérométres de la mission Mi-
croscope [142]. Le coeur de MicroSTAR se trouve sur une semelle qui permet de U'interfacer
avec le Bias Rejection System. L’enceinte a vide dans laquelle est placé I'accélérométre
permet de maintenir un vide avec un niveau meilleur que 10~° Pa. La masse de 1’ensemble
présenté en figure 2.2 est estimée a 1,4kg.

Le Bias Rejection System est une platine rotative composée d’un actionneur angulaire
et d'un encodeur angulaire haute résolution qui fonctionne en boucle fermée [143]. Une
technologie piezo-électrique est envisagée pour 'actionneur. Cela permet de réduire le poids

en supprimant 'usage de roues dentées. Le moteur piezo-électrique est utilisé dans un mode
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« slip-stick ». Enfin, méme si les moteurs piezo-électriques ont un moment non nul lorsqu’ils
ne sont pas alimentés, un systéme de blocage additionnel sera implémenté pour éviter tout
mouvement lors du lancement ou des manceuvres. Le poids de ce sous-systéme n’excéde

pas 1,1 kg. I’ICU pése quant & elle 1,0kg, ce qui méne & un poids total de 3,5 kg.

2.1.3 Architecture de ’accélérométre MicroSTAR

Taille de la masse d’épreuve 20 x 20 x 20 mm?
ma Masse de la masse d’épreuve 18g
Surface d’une électrode 94 mm
e Entrefer nominal 0,3 mm
Ipn  Inertie de la masse d’épreuve 1200 g-mm?

2

TABLE 2.1 — Paramétres de ’accélérométre MicroSTAR.

Action
Détection
i
Masse > Détecteur Loi de Amplificateur
o T
I | d'épréeuve | | _p  capacitif commande | de mesure
| S I —— I —
[ S
| |
. ‘ .
| ) |
I \J

Convertisseur

I | analogique-numérique

1 -1 ] l
' ' vV +V

Sortie vers ICU

FIGURE 2.3 — Architecture de I’accéléromeétre MicroSTAR. Le capteur mécanique est consti-
tué de la masse d’épreuve et des électrodes. L’électronique de proximité est composée de
toutes les fonctions représentées sur ce schéma. La sortie de I'instrument est envoyée vers
I'ICU qui fait l'interface avec la sonde spatiale.

Comme cela a été mentionné, les accélérométres développés par I’Onera utilisent le
principe de la suspension électrostatique d’une masse d’épreuve. La masse d’épreuve est
asservie au centre de la cage grace aux tensions appliquées sur les électrodes. La détection
de la position de la masse d’épreuve se fait aussi grace aux électrodes avec un détecteur
capacitif [144, 145] qui mesure la distance entre chaque électrode et la masse d’épreuve.

Comme la méme électrode sert pour la détection et pour l'action, il est nécessaire de
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séparer ces deux fonctions fréquentiellement. Pour cela, le potentiel sur une face de la
masse d’épreuve est défini comme suit (cf. fig. 2.3) :
— Deux faces opposées ont un potentiel opposé. A I'inverse, deux électrodes opposées
ont le méme potentiel. Cette configuration a été retenue car elle évite le recours a des
transformateurs différentiels. La simplification de I’électronique de détection permet
ainsi de diminuer la masse de I'instrument.
— Un potentiel constant V), est appliqué a la masse d’épreuve. Ce potentiel sert a lui
appliquer une force.
— Un potentiel Vy, a la fréquence f; = 10° Hz, sert a la détection.
Pour appliquer ces potentiels, la masse d’épreuve est reliée & deux sources de tensions par
I'intermédiaire de deux fils d’or.

Comme pour tout systéme asservi, 'action est déterminée en fonction de la mesure
de I'état du systéme. Dans le cas de MicroSTAR, la loi de commande est un opérateur
linéaire Proportionnel-Intégral-Dérivé (PID) analogique. La sortie de ce correcteur, aprés

amplification (avec un gain Gy,) et conversion digitale, devient la sortie de I'accélérométre.

2.1.4 Description détaillée de 'instrument

Cette partie a pour objectif la mise en place des notations qui permettent de décrire
la partie mécanique de I'instrument. Comme l'instrument a un mouvement de rotation,
un transfert de moment cinétique de 'instrument vers la sonde a lieu, ce qui peut géner
le contréle d’attitude de la sonde. Pour étudier cette problématique, une partie tournante
destinée & annuler les transferts de moment cinétique est ajoutée au Gravity Advanced
Package. On considére les sous-systémes suivants :

— A : Masse d’épreuve.

— T : Cage de 'accélérométre et partie tournante du Bias Rejection System.

— D : Partie tournante du systéme de compensation du moment cinétique.

— S : Sonde a ’exception de la masse d’épreuve.

S = S\(TUD) : Sonde & I'exception de la masse d’épreuve, de la cage de 'accéléro-
métre, de la partie tournante du Bias Rejection System et de la partie tournante du
systéme de compensation du moment cinétique.
mg désigne la masse du solide générique E € {A;T;D;S;g} et Ig désigne le tenseur
dyadique! d’inertie du solide E au point quelconque Y. Les poingA S, D et S sont
respectivement les centres d’inertie des solides A, S, D et S. C est le centre de la cage
de la masse d’épreuve, R est un point fixé au Bias Rejection System sur ’axe de rotation.
Enfin O est le centre d’un référentiel galiléen (par exemple : le barycentre du Systéme
Solaire).

Les solides A, T, D et S définis ci-dessus sont supposés indéformables. On suppose

de plus que la distribution de masse du solide S est fixe : en particulier la position de

1. Il s’agit d’un tenseur de type (1,1), c’est-a~dire une fois covariant et une fois contravariant.



24 Chapitre 2. Accélérométre o biais corrigé pour missions interplanétaires

son centre d’inertie et son tenseur d’inertie sont des constantes. L’étude des déformations
mécaniques, dues par exemple aux contraintes mécaniques, aux variations de température
ou au vieillissement des matériaux, sort du cadre de cette thése. On fera aussi I'hypothése
que les centres de gravité et les centres d’inertie sont confondus pour tous les solides
considérés. Cela revient a négliger les forces de marée, c’est-a-dire a supposer que le gradient
de gravité est négligeable a ’échelle de la sonde, ce qui est une hypothése vérifiée dans le

cas considéré ici.

Afin de décrire le fonctionnement de l'instrument, il est nécessaire d’introduire les

repéres suivants ainsi que les lois de transformation entre ces repéres :

- Ro <O,eg,62,§> : repére du Systéme Solaire supposé galiléen. On suppose que le

vecteur €0 est perpendiculaire au plan de I'orbite moyen de la sonde.

- Ry (S, el e;, ei) : repére de la sonde non spinné.

- Ry (S, e%, eg, eﬁ) : repére lié a la sonde. Si la sonde est spinnée, Ry est en rotation
s 6y 1

par rapport & 9R; autour de 'axe e, = 63’ qui est le vecteur unitaire pointant de la

v
Terre vers la sonde. L’angle dépendant du temps qui paramétre cette rotation est
noté ¢ (cf. fig. 2.4).

- fR3 (R, @, ﬁ, @) : repére lié au Bias Rejection System. La matrice de passage entre
les repéres 2 et 3 est indépendante du temps, en supposant la sonde indéformable.

- Ry (R, é, ﬁ, é) : repére lié & la partie tournante du Bias Rejection System. En
faisant 'hypothése qu’il n’y a pas de précession, les repéres 3 et 4 sont en rotation
I'un par rapport & I'autre autour de I'axe e3 = ei. L’angle dépendant du temps qui
paramétre cette rotation est noté 6 et appelé angle de modulation (cf. fig. 2.4).

- Rj <C’, @ , i ) é) : repére lié a la cage de I'accélérométre. Les trois axes définis par
les vecteurs unitaires du repére sont les axes de mesure de ’accélérométre. La matrice
de changement de repére T5. 4 est indépendante du temps. Dans le cas idéal, T5.4
est égale & l'identité et RC' est porté par ei.

- fRg (A, ﬁ , ﬁ , eé) : repére lié a la masse d’épreuve. Lorsque 'accélérométre est asservi,
les repéres Ry et Rg sont égaux.

- Ry (R, @, ﬁ, %) : repére lié & la partie tournante du systéme de compensation du
moment dynamique. Dans le cas idéal, les repéres 3 et 9 sont en rotation I'un par
rapport a Pautre autour de I'axe €3 = €2. On note 0p(t) 'angle dépendant du temps

qui parameétre cette rotation.

On note T}, ; la matrice de passage entre la base i (%, eZ,é) a la base j (%, e, eiz>,
c’est-a-dire que Jv = Mj;'v avec v un vecteur et v les composantes de ce vecteur dans

la base ;. On a en particulier :

cos(vp) 0 —sin(y) 1 0 0
Toer=1] 0 1 0 et Tye3= [0 cos(d) sin(f) (2.1)
sin(¢y)) 0 cos(v) 0 —sin(f) cos(#)
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FIGURE 2.4 — Figures de changement de base

FIGURE 2.5 — Numérotation des électrodes de 'accélérométre MicroSTAR.

Il est aussi nécessaire d’indicer les 12 électrodes de 'accélérométre MicroSTAR. On

définit la numérotation des électrodes de la maniére suivante (cf. fig. 2.5) :

— Les électrodes k et k + 6 se font face.

— Les électrodes 1 et 2 sont sur la face perpendiculaire & 1'axe €2, les électrodes 3 et
4 sont sur la face perpendiculaire a ’axe 2, et les électrodes 5_et 6 sont sur la face
perpendiculaire & 1'axe €5.

— Le vecteur uy est orienté_ de la masse d’épreuve vers la cage de ’accélérométre. Ainsi,
%z—we‘conaﬂzﬂzé,ﬁzﬂzeget@z@ze_ﬁ.

— On appelle Uy, le point au centre de 1’électrode k.

~ (AU Awy) - €) <0, (AU Aug) - €2 < 0 et (AUs A us) - €2 < 0. Ces conditions sont
équivalentes a_M-e_g <0, M-é <0et UsUs - 62 < 0.

Par définition de l'instrument, pour k € [1;6], le pote;tiel de la masse d’épreuve en

regard de ’électrode k est V), et le potentiel de la masse d’épreuve en regard de I'électrode

k4 6 est —Vj,. De plus, V;,k = Vek+6, ol Vek est le potentiel de I’électrode k. On note Jy
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I'entrefer correspondant a ’électrode k € [1;12].

Enfin, on introduit les forces et les moments qui influent sur le comportement de I'ins-

trument. T est un point quelconque de I'espace :

— Fw,t *,g : forces non gravitationnelles exercées par le milieu extérieur sur la sonde.

- F¢

e:pt~>S
- FN

e:L’t—>A
d’épreuve.

: forces gravitationnelles exercées par le milieu extérieur sur la sonde.

: forces non gravitationnelles exercées par le milieu extérieur sur la masse
— Fecfzt _, A : forces gravitationnelles exercées par le milieu extérieur sur la masse d’épreuve.
— Fs ", A - forces gravitationnelles exercées par la sonde sur la masse d’épreuve.

— FS " a - forces exercées par la sonde sur la masse d’épreuve par I'intermédiaire du fil
d’or.

- §l_e>CA(Vk Vp, 0k) : forces électrostatiques exercées par la sonde sur la masse d’épreuve.

- MT ert—s | Moment des forces non gravitationnelles exercé par le milieu extérieur
sur la sonde au point Y.

- M% ext—s - moment des forces gravitationnelles exercé par le milieu extérieur sur la
sonde au point Y.

- M{AV, fxt _, A : moment des forces non gravitationnelles exercé par le milieu extérieur
sur la masse d’épreuve au point Y.

- M% ext—sA - moment des forces gravitationnelles exercé par le milieu extérieur sur la
masse d’épreuve au point Y.

- M“?,S _,a : moment des forces gravitationnelles exercé par la sonde sur la masse
d’épreuve au point Y.

— My'g_, o : moment exercé par la sonde sur la masse d’épreuve par 'intermédiaire du
fil d’or au point Y.

- M?rlesc . A(V Vp, 0r) : moment des forces électrostatiques exercé par la sonde sur la

masse d’épreuve au point Y.

2.2 Principe de fonctionnement de MicroSTAR

Cette section va permettre, en s’appuyant sur les notions introduites précédemment, de
définir précisément le signal mesuré par 'instrument GAP. [’accélération non-gravitationnelle
de la sonde spatiale est bien sfir mesurée mais d’autres termes indésirables viennent s’ajou-

ter au signal.

2.2.1 Fonctionnement mécanique de ’accélérométre

Dans cette partie, la dynamique de la masse d’épreuve est étudiée. Cela permet de
relier la force et le moment exercés par les électrodes sur la masse d’épreuve aux autres

quantités qui influent sur la dynamique de la masse d’épreuve [146-148|
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Moment dynamique

Le théoréme du moment dynamique appliqué au point S & la masse d’épreuve A dans

Mo supposé galiléen donne

!
AA/mO = MY§ AV, Vi 0k) + MSs_a + MZs on + MEG, sa + MS i ia (2.2)

ou Ai /%o est le moment dynamique du solide A par rapport au repére SRy au point S.
De méme, le théoréme du moment dynamique appliqué au point S a la sonde S dans Rq

donne

el G G
AS/‘.RO MglggA(Vekv Vp,0k) — Mgg_sa — Mg, a + Mé\,[exms + Mg epts (2.3)

Les moments dynamiques qui apparaissent dans les équations (2.2) et (2.3) peuvent s’ex-

pliciter de la maniére suivante

A}i/mo = Ong [ﬁ} Qg0 + Q0 A g Q60

+ ﬁ ' (89“0 [%] + O, [96/4] + Qa0 A 96/4) +maSANT yym, (2.4)

et

AS/ERO = 8%2 |:g:| QQ/O =+ QQ/O /\E-Qg/o +£8m0 [QQ/O] +mgi§AFS/mo
+ Om, [I:T} Q0 + Q40 /\i' Q40 +£ - OR, [94/0} +mTSC A Tc/m,

+ Om, [i] Qg0+ Qg0 A i Qg0+ i - OR, [99/0] +mpSD AT px,, (2.5)

ou Iy, désigne I'accélération du point A par rapport au repére Ry et On,[-] désigne la

dérivation d’un vecteur par rapport au repére 9R;.
En soustrayant les équations (2.2) et (2.3), on obtient une équation qui permet de lier
le moment appliqué par les électrodes sur la masse d’épreuve a la dynamique angulaire de

celle-ci

elec k G NG G NG G _
2M5 s A (Ve', Vo, 0k)+2Mg's s a+2Mgls A+ Mg o s A+ Mg errsa—Mseriss—Mslears =

O [I:A} '96/04‘96/0/\@'96/04‘@' (39% [94/0] + O, [96/4} + Q0 A Q6/4) +mASANT 43y

—8§R2 |: :| QQ/O_QQ/(]/\I" 92/0—I~ 85){0 |:Q2/Oi| —mgigAFS/mO
8<_)£§4 |:I_T:| 94/0 Q4/0 VAN IT 94/0 IT agﬁo |:Q4/0i| - mTﬂ/\ FC/‘){Q

~ O @] Q970 = Qoo Ap - Qoo — I - I, [99/0] —mpSD ALpw, (2:6)

Il est possible de simplifier cette équation : S étant le centre de masse de la sonde,

G _
MS,emt—>S =0.
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En additionnant les équations (2.2) et (2.3), on obtient une équation ou les moments

internes a la sonde ont été éliminés

G NG e _
MEG, A+ MG pon+ MES s+ MG py s =

Box, E} Q0+ /0N A Qo4 (amo [%} + O, [96 /4} + Q0 A Qg /4) +mASANT 4/,

00, [ 1] - g0 + g N -y + 15 O, [R31] + 583 A Dy,
+ 89‘{4 |:I£C-| . Q4/O + Q4/0 /\i Q4/0 ‘l‘i . amo |:Q4/0:| + mT&/\ Fc/mo

+ Oy [@ Qg0+ Qgj0 A i Qg0 + i - O [Qg/o} +mpSD ATpx, (2.7)

Cette équation est utile pour étudier 'impact de la rotation de 'accélérométre sur 'attitude

de la sonde au paragraphe 2.4.4.

Résultante dynamique

Le théoréme de la résultante dynamique appliqué & la masse d’épreuve A dans le repére

Ro, qui est galiléen par hypothése, donne

mAFA/fRO = §l—e>clA(‘/ék7 V}’? 61@) + FSG—>A + F§T—>A + FélfTAe + Fezt—>A + Fext—)A (28)

De maniére similaire, le théoréme de la résultante dynamique appliqué au solide S dans le

repére Ry donne

msTsmy = —F§ A (VE, Vi 0k) = FSp — F& A — F§UX + PO s + FGius (29)

Afin de combiner les équations (2.8) et (2.9) en supprimant les accélérations de la masse

d’épreuve et de la sonde par rapport au référentiel galiléen, on utilise la relation
T a/m, = O, [OA] = O3, [0S] + 05, [SA] = Ty, + O, [SA] (2.10)

qui permet d’obtenir une équation qui décrit la dynamique de la masse d’épreuve par

rapport a la sonde

1 1
O, [SA] = Fea:t—>s + <mA + ms) sez—efA(V}C Vs Ok)
1 1
- - FG For Fautre) F F F
+ (mA + ms> ( SuA T Lsa +Fs5A ext—A ~ o Loxt s + A

(2.11)

Les formules de changement de repére permettent d’expliciter le membre de gauche de

I’équation précédente et de faire apparaitre les termes appelés communément accélération
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d’entrainement et accélération de Coriolis

0%, [SA) = 03, [SR) + 209 A Oy, [SE] + O, [92 /0} A SR+ Qa0 A (92 0 A SR)
+03, [RC) +2.040 A Oy, [RC) + O, [94 /0] A BC + Qo A (94 oA RC>
+03, [CA] + 2.0 A O, [CA] + Oy, [QG /0} ACA+ Qg0 A (96 10 A CA)

(2.12)

La combinaison des deux équations précédentes permet d’obtenir une relation entre la
force électrostatique appliquée a la masse d’épreuve et la force non-gravitationnelle qui

s’exerce sur la sonde

1 1 1
( n ) FEA(VE Vo) = s — A~ A+ Ayt As| (213
maA ms

avec les quantités A, Az, Az et A4 définies de la maniére suivante

1 1
A = — 4+ — | F§ 2.14
Ay <mA + ms) IS, A (2.14a)
Ay = L + L F§ A +Aa F A+ L - L Fgutre (2.14b)
2 ma ms T S—A 79 e:pt~> mAa ms ZO—A

A3 = O3, [SR] + 2.0y A O, [Sj] + amz, [92 /0} A SR+ Q0 A <92 0 A @)(2.14(:)
+0%, [RC] + 2.04/0 A I, [RC] + O, |Qujo] A RC + Quo A (R0 A BC)
A = 83, [CA]+ 2.0 N g [CA] + Dix, [ Qa0 A CA+ Qo A (R0 A CAY2.140)

ol le terme Aay, défini par

Aag = Fext—>A Fext—)S? (2.15)
mA ms

est relié au gradient de gravité et a la distance entre le centre de gravité de la sonde et
celui de la masse d’épreuve.

L’équation (2.13) est le pendant de 1’équation (2.6). Elles permettent de connaitre la
force et le moment électrostatique & appliquer & la masse d’épreuve pour la garder immobile
par rapport a la cage. Comme cette force et ce moment sont les sorties de I'instrument, ces
deux équations donnent les quantités mesurées. En pratique, on s’intéresse principalement
a l'équation (2.13) car elle donne accés a l'accélération non-gravitationnelle de la sonde.
L’équation (2.6) donne des informations sur 'attitude de la sonde, qui a peu d’intérét pour

les tests de la gravitation dans le Systéme Solaire.

2.2.2 Force électrostatique dans le cas unidimensionnel

Afin d’expliciter la force et le moment appliqués a la masse d’épreuve par les électrodes,

calculons la force qui s’applique & une masse d’épreuve dans le cas unidimensionnel de la
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FIGURE 2.6 — Schéma d’un accélérométre électrostatique unidimensionnel. Les condensa-
teurs formés par une électrode et une face de la masse d’épreuve sont appelés A et B. [ est
la longueur d’un c6té de la masse d’épreuve. ep et e4 sont les entrefers des condensateurs
B et A respectivement. Le schéma n’est pas a I’échelle puisque e4 et ep sont par hypothése
trés petits devant [. La surface d’une électrode est notée ¥. Les potentiels des électrodes
et de la masse d’épreuve sont indiqués sur le schéma par les quantités V, et V},. Enfin, 0}4,
0124, 0]23 et 0}3 sont les densités surfaciques de charge.

figure 2.6. Les potentiels sur les électrodes et sur la masse d’épreuve sont dans la méme
configuration que pour GAP, c¢’est-a-dire que deux faces opposées de la masse d’épreuve ont
leur potentiel opposé et deux électrodes opposées ont le méme potentiel V,. Une électrode
et une face de la masse d’épreuve forment un condensateur; on les note A et B. Les
entrefers sont notés respectivement e4 et eg. Les quantités 0114, 0124, 0?3 et 0}3 sont les
densités surfaciques de charge et on appelle op la densité surfacique de charge totale :
or = 0114 + 0124 + O’% + 0}3. Les interactions entre le condensateur A et le condensateur B
sont négligeables, ce qui est justifié par le fait que les entrefers sont trés petits devant la
taille de la masse d’épreuve (cf. tableau 2.1). En négligeant les effets de bord, c’est-a-dire
en supposant que le champ électrique est porté par le vecteur u, on peut relier les densités

surfaciques de charge aux potentiels sur les électrodes

oh = —eo(Ve +V,) /e + o7/2 (2.16a)
op =eo(Ve +V,)/en (2.16b)
o4 = (Vo — V) /ea (2.16¢)
o =—eo(Vo — V) Jea + or/2 (2.16d)

Pour calculer la force exercée par les électrodes sur la masse d’épreuve, une approche
énergétique est utilisée. L’énergie d’interaction du condensateur A est donnée par la formule

suivante
L

li d 2.17
2¢q 460 L—1>r—ir-loo _L § ( )

Yolo2es Yolo?
WA:_ AY A + AY A
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L’énergie d’interaction du condensateur B est obtenue en remplacant 'indice A par B. La
force F exercée par les électrodes sur la masse d’épreuve dérive de 1’énergie d’interaction
donnée ci-dessus et vaut donc, en remarquant que le terme avec l'intégrale ne dépend pas
des entrefers

[—0%0124 + opo? Ju (2.18)

Dy
Fe dWy dWB] u

“d(—es) des “= 2¢0

En introduisant les potentiels V, et V), ainsi que la charge totale o7, on obtient

Yeg

F 2, (2.19)

260 EUT ‘/e+V Ve—V
(‘/64"/}))24'?142(%—%)2‘1' < b p)

4 eR eA

Remarque 1 Les équations (2.16b) et (2.16c) montrent que la charge de la masse

d’épreuve est indépendante de la charge totale de I'instrument o.

Remarque 2 L’équation (2.19) fait intervenir la charge totale de l'instrument. Pour
pouvoir négliger le terme faisant intervenir o, il faut que 207 < 4¢pV /e, ot V' est 'ordre
de grandeur des potentiels V. et V,. En prenant V' = 5V et les valeurs de I'entrefer e
et de la surface d'une électrode 3 données dans le tableau 2.1, on obtient la condition
2% 07 < 5,5 x 10~ C. On supposera dans toute la suite que cette condition est vérifiée,
I'équation (2.19) devient alors

Yeo Yeg

Fou=—-—"%(, 24 0 (v, — V)2 2.2
w= g Vet V) 4 55 (Ve = 1) (2:20)

2.2.3 Mesures effectuées par ’accélérométre

Pour expliciter la force et le moment appliqués par les électrodes & la masse d’épreuve,
il faut exprimer les entrefers d; en fonction de la position de la masse par rapport a la cage,
dans I’hypothése des petits mouvements. On note e Uentrefer (par hypothése, égal pour
toutes les électrodes) lorsque la masse est au centre de la cage et ne fait pas d’angle avec
celle-ci et d le bras de levier des électrodes. On note 0, 6, et 0, les petites rotations de la

masse d’épreuve autour des axes e’

[ eg et § respectivement et p;, p, et p, ses déplacements

le long de ces axes, c¢’est-a-dire

%:px§+pyez +ng§ (2.21)
et
1 0 0 cos(f,) 0 sin(fy) cos(f,) —sin(f,) 0
Tees5 =10 cos(fy) —sin(fy)| - 0 1 0 . |sin(f,) cos(f;) O
0 sin(f;) cos(f:) —sin(fy) 0 cos(fy) 0 0 1
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On obtient ainsi

01=e—p, —0,d or=e+p,+0.d (2.23a)
do=e—p,+6.d ds=e+p, —06.d (2.23Db)
d3=e—py —0,d dg = e+ py + 0,.d (2.23¢)
dg=e—py+0,d 010 = e+ p, — 0,d (2.23d)
ds =e—p, —0,d o =e+p,+0,d (2.23¢)
06 =€ —p, + 0yd o2 =e+p, —0yd (2.23f)

Les développements limités de I'inverse de 'entrefer au carré pour p,, . < eet 0., .d < e

permettent d’exprimer la force électrostatique exercée par la sonde sur la masse d’épreuve

e ed = 287 [po(V22 4 VE 4 202) 4+ 0.4(V2 = VE) = eV (V) + VD)
elec € 2 2 2 2

Fglspcy =2 o [V + V2 4+ 2V,2) + 0,d(VE — V) — eV (V2 + V2]

it = 2 [ (VF V4 25%) 0,07 V) — i+ V)

e

De méme, le moment des forces électrostatiques exercé par la sonde sur la masse

d’épreuve a pour expression

Mg a5 = 2957 [p, (VA = V) 4 0,d(2V;2 — V% = VE) 4 eV, (V3 = V)]
M a5 = 2982 [p (VS — VE%) 40,42V, = V3 = V) eV (V2 = V)

MEped = 228 [po (V2 = V%) 0,402, = VI = V) + eV (V) = V2)]

En combinant I’équation (2.13) avec I'expression de la force électrostatique déterminée

a la section 2.2.1, et en introduisant les quantités

2 ma + ms 4epX 9
= V, 2.24
Wy mams & 7 ( a)

ma + ms 2epX

Ge = v, (2.24D)

mams €2

on obtient en projection sur le vecteur unitaire e I’équation

w2
Awcl = wlpe = s (V4 Ve + (V) - V2)0.d] =
p

—Ge<v;+v3>—{ FNG g — Ay~ Ay + As| €3 (2.25)

Pour les directions eg et €2, une équation similaire décrit la dynamique de la masse
d’épreuve. Le terme @.ﬁ dépend de la position de la masse d’épreuve par rapport au
centre de la cage. Le terme de raideur électrostatique —wgpm est, contrairement aux oscil-

lateurs harmoniques, négatif. Cela signifie qu’il est déstabilisant pour la masse d’épreuve.
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Les termes a droite du signe égal sont (i) le contrdle et (ii) le terme qui pousse le systéme
hors de I’équilibre. Le facteur G, est le facteur de sensibilité de I'instrument.

La boucle d’asservissement permet de controler les quantités Vek de telle sorte que
Pry,> = 0 et Oz, = 0, ce qui implique A4 = 0. Les sorties de l'accéléromeétre sont les

quantités GmVek, Gy, étant défini & la section 2.1.3,

Sz Vi+V2

A 4 5 Gm | 1
sy| =Cm |VE+ Vo =—F" | Fexms AL — Ay + As (2.26)
s V34 VS ‘ >

On appellera mesures effectuées par 'accéléromeétre suivant les axes x, y et z les quantités

suivantes
my Sg
A G 1
my| &G oy | = [ EXEs — 41— o+ ] (227)
™My S, >

ot les quantités A;, Ag et Az sont définies par les équations (2.14). Le terme A; correspond a
la force exercée par les fils d’or sur la masse d’épreuve. Dans le repére Ry, les composantes
de ce vecteur varient lentement et il peut donc étre assimilé & un biais de mesure. En

appelant b", b7 et b7" les composantes de —A; dans R, on a

My bg’
my Fest Ay + Az + |bF (2.28)
m. * b

Pour la suite de la discussion, on introduit a = Fwt *,g — A2 + Az, qui est le signal

mesuré par l'instrument.

Remarque Quelle que soit la position de I'instrument, c’est-a-dire du point A, il est
possible de relier I'accélération de la sonde en A par rapport a Rg a laccélération de
gravité de la sonde et & la mesure g sans faire intervenir les termes d’inertie et de Coriolis

mg
FA/%O -

m ms F ext—S + |:Aag <FS—>A + Fe$t—>A + Félil}frAe)] (229)

2.3 Performance de ’accélérométre électrostatique

Les paramétres géométriques et électroniques de 'instrument ont été supposés parfaite-
ment connus jusqu’ici. Il y a cependant une différence entre la valeur réelle des paramétres
et leur valeur supposée. Cela conduit & un facteur d’échelle, & un facteur quadratique dans
la chaine de mesure ainsi qu’a un biais de mesure. En plus de ces défauts, les composants
mécaniques et électroniques de l'instrument générent du bruit qui se retrouve dans la me-

sure finale : la mesure est entachée d’un bruit qui sera décrit comme un processus aléatoire.
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Enfin, on a vu que l'instrument mesure 1’accélération non-gravitationnelle de la sonde a
laquelle s’ajoutent d’autres termes. On discutera comment ces termes peuvent dégrader la

mesure de l'accélération non-gravitationnelle.

2.3.1 Facteur d’échelle, facteur quadratique et couplage

Afin de déterminer 'impact de la mauvaise connaissance des parameétres de ’accéléro-
métre sur la qualité des mesures, on introduit les quantités étoilées, qui sont les quantités
qu’on croit mesurer. Par exemple, la valeur réelle du gain électrostatique est G, alors que

la valeur utilisée pour traiter les données est G;. Et on note 6G. = G} — Ge.

En ne considérant que la mesure suivant x et en supposant que les écarts entre les
valeurs réelles et les valeurs utilisées sont petits devant les valeurs des paramétres, on a par

différentiation logarithmique

G oG 0% de OV,
;= xz — Mg x -—— — —2— P 2.
my, ans erm(GerE e+%> (2.30)
L’équation de mesure (2.28) devient alors
My ki 0 0
I e
my = 0 kly 0 misFext*)S — é - &‘f’& (231)
m., 0 0 ki >
avec pour v € {x;y;z}
0Gmy 0%, oe, 0V,
hy, =1 my y 02w o0 | 0% (2.32)

Gm v El/ €y ‘/p

)

En procédant de la méme maniére, on peut faire apparaitre des facteurs quadratiques
qui proviennent de la dissymétrie entre deux électrodes complémentaires. On note 0% la
différence de surface entre deux électrodes complémentaires et on appelle b. le biais du

détecteur de position capacitif. Cela fait apparaitre le facteur quadratique suivant

1 @Jr wp2bc
4GV, & 4V,G.2

ko (2.33)
Comme pour les facteurs linéaires, les facteurs quadratiques sont différents suivant chaque

axe de mesure.

En plus des erreurs ci-dessus, s’ajoute la possibilité d’avoir une erreur d’orthogonalité
entre les électrodes. Cela implique que la direction dans laquelle s’effectue la mesure n’est
pas exactement la direction souhaitée. Cela se traduit, dans I’équation (2.31), par I’ajout

d’une matrice de couplage proche de la matrice identité.
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2.3.2 Biais de ’instrument

Le biais sur 'axe x correspond a la différence entre ’espérance mathématique de la
mesure m, et la quantité kiyaz + kozaz? que l'instrument est censé mesurer, a, étant le
signal extérieur suivant I'axe x de l'instrument, c’est-a-dire la projection de a sur e2. Il
s’agit d'une quantité dont les variations temporelles sont déterministes. Le biais de mesure
dii au fil d’or a été introduit précédemment. Les autres sources de biais sont :

— les défauts de symétrie de la surface des électrodes;

— le détecteur capacitif;

— lamplificateur de mesure;

— la différence de potentiel de contact ;

— des forces induites par le gaz résiduel dans I'enceinte & vide et le gradient de tempé-

rature.
L’ensemble de ces contributions conduisent & une estimation du biais de 2 x 1076 m-s—2

[47, p. 130].

2.3.3 Bruit de mesure

1,0E-8
m— Total
= Détecteur
1,089 Bruits parasites
= CPD
z -
~ 1,0E-10 m— Recombinaison
(8 PID
°Q
= e [\l€SUrE
3“3’ 1,0E-11 L ADC
2
- ~
1,0E-12
1,0E-13

1,0E-5 1,0E-4 1,0E-3 1,0E-2 1,0E-1 1,0E+0

Fréquence (Hz)

FIGURE 2.7 — Racine-carré de la densité spectrale de puissance de bruit de MicroSTAR
(en m-s~2-Hz Y/ 2). Les contributeurs principaux sont les fils d’or & basses fréquences, la
détection capacitive a hautes fréquences et le convertisseur analogique-numérique pour les
fréquences entre 1072 et 107! Hz.

Le bruit de l'instrument est un processus stochastique stationnaire de moyenne nulle
(cf. annexe B). L’analyse du bruit de I'instrument repose sur des modéles [149-152|, des
mesures expérimentales au sol [153] et des mesures en orbite [154, 155|. La figure 2.7

montre, pour les paramétres donnés dans le tableau 2.1 et pour une plage de mesure
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+1,8 x 107*m-s72, la racine carré de la densité spectrale de puissance du bruit, ainsi que
les différentes contributions :

— Le controleur Proportionnel-Intégral-Dérivée (PID) est un contributeur mineur. Cette
fonction est réalisée par des amplificateurs opérationnels.

— Le terme « Recombinaison » correspond au bruit introduit par la recombinaison pour
passer des actions sur les degrés de liberté aux actions sur les électrodes.

— Le terme « Contact-Potential-Difference » (CPD) fait référence aux fluctuations de
potentiel a la surface des électrodes, aussi appelé « patch effect » [156-158|. Le po-
tentiel chimique, qui est la somme du potentiel électrique et de la fonction travail, est
constant & la surface de I’électrode. Les variations spatiales du potentiel électrique
proviennent des variations spatiales de la fonction travail qui sont dues & la com-
position atomique des matériaux. Il y a de plus des fluctuations temporelles dues &
I’évolution des caractéristiques des matériaux.

— Les bruits parasites sont : le bruit de piston, le bruit de pression de radiation, le
dégazage asymétrique, ainsi que le bruit d’amortissement di aux deux fils d’or.

— Le terme « Détecteur » correspond au bruit généré par ’électronique qui mesure la
position de la masse d’épreuve grice a la mesure de la capacité créée par chaque
entrefer.

— Le terme « Mesure » correspond au bruit des amplificateurs utilisés pour mesurer le
potentiel sur les électrodes.

— Le convertisseur analogique-numérique (ADC) introduit un bruit de quantification
dans la chaine de mesure qui est constant pour toutes les fréquences. Sa valeur aug-
mente avec la plage de mesure de l'instrument et décroit avec le nombre de bits
disponibles.

Ce bruit peut étre décrit analytiquement par la formule suivante

VS(f) = K\/l + (4.2mez>_l + <0.2$HZ>4 (2.34)

K =57x10" " ms 2Hz /2 (2.35)

avec

Il est aussi possible de décrire le bruit de ’accélérométre en utilisant la variance d’Allan
(AVAR) [159] définie par
fe sin* (77 f)

Ae(T, fe) =2 ) Se(f)Wdf (2.36)

ou f. est la fréquence de coupure du filtre-passe bas utilisé avant numérisation des données.
Dans le cas de MicroSTAR, f. =~ 1Hz. Une expression simplifiée de la variance d’Allan

pour 277 f. > 1 est

fe

1272

A(r, fo) = K*? [21 +2 In(2) x 4.2 mHz + 3 x (0.27 Hz) ™ (2.37)
T
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FIGURE 2.8 — Racine carrée de la variance d’Allan du bruit de mesure de 'accéléromeétre
MicroSTAR. Les courbes sont indicées par la fréquence de coupure du systéme. L’approxi-
mation 277 f. > 1 n’est pas faite sur ces courbes.

2.3.4 Termes parasites

L’équation (2.28) explicite I'ensemble des termes mesurés par l’accéléromeétre en plus
de l'accélération non-gravitationnelle de la sonde. Ces termes sont qualifiés de “parasites”
dans le sens ot ils viennent perturber la mesure et ne peuvent pas étre supprimés par le
Bias Rejection System. Nous allons dans cette section caractériser ces termes et montrer

qu’ils peuvent étre négligés par la suite.

Auto-gravité

Le terme <%A + mis> FSGLA correspond & la force de gravité exercée par la sonde spa-
tiale sur la masse d’épreuve. Ce terme est indépendant de la conception de 'instrument
mais dépend de la répartition de masse de la sonde spatiale et du positionnement de I'ins-
trument dans la sonde. La maitrise de ce terme est cruciale pour assurer la performance
de l'instrument.

La répartition de masse peut varier au cours du temps, avec en particulier la consom-
mation d’ergol. La mission OSS [76], présentée au chapitre précédent, propose une solution

innovante. L’'instrument est au centre de la sonde et les quatre réservoirs d’ergol sont dispo-
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sés symétriquement autour de I'instrument. De plus, les réservoirs peuvent communiquer,
de telle sorte qu’il est possible de maitriser le remplissage relatif de chaque réservoir. De
plus, & 'intérieur des réservoirs, des membranes contraignent la position des ergols afin de

maitriser le terme d’auto-gravité.

Gradient de gravité

Le terme Aa, correspond au gradient de gravité. L’amplitude de ce terme peut étre
majorée facilement. En introduisant r, la distance du centre de masse de la sonde au Soleil

et dr la distance entre S et A, on a la majoration suivante

26 M,
FG
rgd

ext—S <

Sr (2.38)

1
ma ext—A ms

HlFG

En supposant que la sonde est & une unité astronomique du Soleil et que dr est égale a

un métre, la borne vaut 7,9 x 107 m-.s72

1pm-s~2.

, ce qui est un ordre de grandeur inférieur a

Forces non-gravitationnelles

La masse d’épreuve est placée dans une enceinte a vide afin de la soustraire aux forces
non-gravitationnelles extérieures. Il est néanmoins possible qu’elle subisse une force électro-
magnétique. En effet, d’aprés les équations (2.16b) et (2.16¢), la masse d’épreuve a une
charge qui peut étre évaluée a 63¢yV /e avec V le potentiel appliqué a la masse d’épreuve,
égal A 5V, et ¥ et e la surface d’'une électrode et Uentrefer respectivement (cf. tableau 2.1).
Cette formule permet d’estimer la charge de la masse d’épreuve a 8,3 x 10~ C. On sup-
pose que la vitesse de la sonde interplanétaire est de 10*m-s~2. La valeur moyenne du
champ magnétique étant de 6 x 1079 T [160], I'ordre de grandeur de I’accélération électro-
magnétique de la masse d’épreuve est 9,2 x 10714 m-s72. Cette valeur est complétement
compatible avec les performances souhaitées pour l'instrument. De plus, comme la sus-
ceptibilité magnétique de la masse d’épreuve est nulle, le gradient de champ magnétique

n’induit pas de force sur la masse d’épreuve.

Accélérations inertielles

Le dernier terme & considérer concerne les forces inertielles : il s’agit du terme Az. On
supposera ici que RC = 0 car c¢’est un paramétre interne au Gravity Advanced Package qui
sera traité a la section 2.4.3. L’amplitude du terme A3 dépend de la conception de la sonde
spatiale de maniére importante, tout comme 'auto-gravité. En effet, placer I'instrument au
centre de masse de la sonde permet d’annuler ce terme. De plus, la précision du controle
d’attitude influera sur la qualité de la mesure. Ces considérations ne sont pas liées & l'ins-
trument mais a son intégration dans la sonde. Pour la mission OSS, les mesures seront
effectuées lorsque la sonde est stabilisée suivant les trois axes, ce qui assure le controle de

ces accélérations inertielles.
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2.4 Platine rotative pour correction du biais

Comme cela a été mentionné précédemment, le Bias Rejection System permet de faire
des mesures d’accélération sans biais bien que I'accélérométre MicroSTAR ait un biais.
Dans cette section, on présente dans un premier temps le principe de la correction du biais,
sujet qui est développé dans les deux prochains chapitres. On s’intéresse ensuite au Bias

Rejection System en terme de précision de mesure.

2.4.1 Principe de la correction du biais

On introduit les quantités a,, a, et a, qui sont les composantes dans le repére Rs du
signal a mesuré par 'accélérométre. Les quantités ax, ay et ayz sont les composantes de ce
vecteur dans le repére Rg. Pour simplifier la discussion, on fait les hypothéses suivantes :

— Les axes des repéres Rg et Ry sont confondus. Et on suppose que le vecteur €2 est

perpendiculaire au plan de 'orbite de la sonde. N

— De méme, les axes des repéres Ry et R3 sont confondus.

— On suppose que la masse d’épreuve est asservie.

— On suppose dans un premier temps que les axes des repéres 2y et SR sont confondus.

Ces hypothéses conduisent aux égalités

a; = cos(¢)ax —sin(y)ay (2.39a)
ay = sin(f)sin(¢y)ax + cos(f)ay + sin(f) cos(y)ay (2.39b)
a, = cos(f)sin(v)ax —sin(f)ay + cos(d) cos(¢)az (2.39c¢)

On a vu précédemment que la chaine de mesure conduit & obtenir les quantités (avec
v e {z;y;2})
my = k1yay + koya,® + by, + n, (2.40)

La sonde de la mission OSS est stabilisée selon les trois axes. L’angle 1 est donc
constant au cours du temps. Pour séparer le biais de MicroSTAR du signal qu’on souhaite
mesurer, on utilise le fait que I'angle 6 peut varier. Il n’est donc pas possible de faire des
mesures sans biais sur I'axe x de l'accélérométre. De plus, comme ax est l'accélération
non-gravitationnelle dans la direction perpendiculaire au plan de l'orbite, cette quantité
est la moins intéressante a déterminer. On va donc prendre ¢ = 0, ce qui signifie que
I’axe de rotation du Bias Rejection System est perpendiculaire au plan de l'orbite. En
supposant, pour faciliter la présentation, que les facteurs linéaires et quadratiques sont

nuls (0k1, = ke = 0), cela conduit a

my cos(§)ay + sin(f)az + by (2.41a)

m, = —sin(f)ay + cos(f)az + b, (2.41b)
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L’accélération non-gravitationnelle de la sonde dans le repére galiléen SRg est modulée
par l'angle 0 alors que le biais de mesure de I'instrument ne ’est pas. Il est donc possible

de séparer le biais de I'instrument du signal qu’on souhaite mesurer.

On peut prendre par exemple 6 = wyt, avec w, une pulsation de rotation constante.
Lors du traitement des données, on multiplie m, et m, par cos(wpt). Pour I'axe y, on
obtient la quantité suivante

- 1 1 .

My = gay + 5 [cos(2wpt)ay + sin(2wpt)az] + by cos(wpt) (2.42)
Le signal extérieur qu’on souhaite mesurer sans biais est ramené dans le continu. A l'in-
verse, le biais de 'accélérometre est modulé a la pulsation w,. Le biais est supposé varier
temporellement de telle sorte que la transformée de Fourier de b, cos(wt) est nulle aux
basses fréquences. En appliquant un filtre passe-bas a m,, on récupére le signal extérieur

sans biais.

2.4.2 Incertitude de mesure introduite par la platine rotative

Tout comme les défauts de l'accélérométre, les défauts de la platine rotative intro-
duisent des incertitudes dans la mesure. Dans cette section, on s’intéresse & la matrice de
passage T5. 4 qui doit nominalement étre égale a l'identité. En pratique, on étudie I'angle
de précession et la précision sur I'angle 6. Pour les raisons évoquées ci-dessus, on prend
¥ = Orad.

On suppose que le repére R est obtenu & partir du repére P34 en faisant une rotation
d’un angle ¢ < 1 autour de 'axe défini par le vecteur normé [d,;d,;d.]. La matrice de

passage s’écrit alors

0 d. —d, dpdy —1/2  dyd, dyd,
Tsex=Id+¢ |-d, 0 dy |+¢°| dudy,  dydy—1/2  dyd. | +o0(¢”)
dy, —d, 0 dyd, dyd,  dyd, —1/2

Précession

L’erreur due a la précession correspond aux conditions suivantes d, = d, = 0 et d, = 1.

Cela permet d’exprimer le signal & mesurer dans le référentiel R5 de 'accéléromeétre
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ay ax ay cos(f) + az sin()
ay| = | aycos(d) +azsin(f) | +¢ —ax
a —ay sin(f) + az cos(0) 0

2 —ax

+ % —ay cos(f) — azsin(f) | +o(¢?) (2.44)
—ay sin(f) + az cos(6)

Lorsque ¢ = 0, on retrouve les équations (2.41). Concernant lerreur induite par
I’angle ¢ au premier ordre, celle-ci apparait comme un biais de mesure sur l'axe y. Elle
est supprimée grace a la correction du biais. Le terme qu’il faut contraindre est donc ce-
lui d’ordre ¢?. En notant ||a|| Pamplitude du signal & mesurer, I'erreur introduite par la

précession est égale a

-
>

a

(2.45)

Pour 'application numérique, on suppose que la pression de radiation solaire est le
contributeur principal a ’accélération non-gravitationnelle de la sonde. Cette accélération
résulte de 'action des photons solaires sur la surface de la sonde. La puissance portée par
les photons solaires par unité de surface & une unité astronomique du Soleil, appelée dy, est
approximativement égale & P = 1,366 x 102 W-m~2 [161]. En considérant que le coefficient

balistique de la sonde est égal & Cg = 0,1 m?kg~*

, ce qui est l'ordre de grandeur pour
la mission Laplace [115], accélération due a la pression de radiation solaire est égale a
CpP/c = 4,6 x 10" m-s~2 & une unité astronomique du Soleil, avec ¢ la vitesse de la
lumiére. Lorsque la sonde est & la distance d du Soleil, il faut multiplier cette valeur par
(do/d)?. En prenant cette valeur numérique pour le signal extérieur ||a|| et en cherchant &

avoir b, < 1 pm-s~2, il faut que

¢ < 2,1 x 103 rad. (2.46)

Erreur sur ’angle de rotation

On se place dans le méme cadre que ci-dessus mais avec d, = d, = 0 et d; = 1. Cela

revient & considérer qu’il y a une erreur ¢ sur I'angle 0. L’accélération mesurée est dans ce

cas
Qg ax
ay| = | ay cos(0 + ¢) + azsin(d + ¢) (2.47)
a —ay sin(0 + ¢) + az cos(0 + @)

Cette erreur est similaire & une erreur de pointage de la sonde d’'un angle ¢ autour de
I’axe é. En terme dynamique, cela signifie que le signal est modulé avec un déphasage
inconnu. Si le déphasage est constant, cela ne pose pas de probléme dans le processus de

démodulation. Par contre, aprés avoir démodulé le signal, il restera un facteur cos(¢) qui
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empéchera de déterminer la valeur réelle de I'accélération. L’erreur introduite par cette
contribution est donc égale a
E, = gllal (2.48)

En reprenant les valeurs numériques précédentes, il faut, dans ce cas, que ¢ < 2,2 x 1076 rad.
C’est la condition qui s’applique & tous les angles impliquant le pointage du Gravity Ad-
vanced Package par rapport au référentiel 93y, comme par exemple I'attitude de la sonde

ou le positionnement de I'instrument par rapport a la sonde.

2.4.3 Décentrage de ’accélérométre par rapport a la platine rotative

On a supposé jusqu’a maintenant que le centre de 'accélérométre MicroSTAR était sur
I’axe de rotation de la platine rotative. En pratique, cela n’est pas parfaitement le cas. La
quantité suivante mesure ’erreur due au décentrage de ’accélérométre par rapport a ’axe

de rotation de la platine rotative
E = 2Q4/3 A\ O, [RC] + O, [94/3} ANRC + Qy3 N (Q473 AN RC) (2.49)

Il s’agit des termes inertiels dus a la rotation de 'accéléromeétre. Par hypothese, {1y /3 =

éﬁ . On peut, de plus, supposer sans restreindre la généralité que le décentrage est égal &

! dans la direction e

y» C'est-a-dire que RC =1 3. Cela implique

E = E.e} — Eye, (2.50)

avec By = 021 et E, = ol.
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FIGURE 2.9 — Décentrage [ en fonction de l'erreur E, pour une rotation uniforme. Les
courbes sont indicées par la fréquence de rotation f,.

Les figures 2.9 et 2.10 permettent de connaitre les valeurs maximales du décentrage
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FIGURE 2.10 — Décentrage [ en fonction de l'erreur E, pour une rotation uniformément
accélérée. Les courbes sont indicées par I'accélération angulaire 6 (rpm = nombre de révo-
lution par minute).

[ étant donné une valeur maximale de l’erreur. Elles montrent que, pour une vitesse et
une accélération angulaire raisonnable étant donné l'instrument considéré, les niveaux de
décentrage a respecter pour obtenir des précisions de I'ordre de 1 pm-s~2 sont trés inférieurs
au micrométre. Ce sont des niveaux hors de portée en terme de fabrication de 'instrument.
Cela conduit a décider de ne faire des mesures que lorsque MicroSTAR n’est pas en rotation
afin de ne pas ajouter aux mesures les termes parasites considérés ici. Cela permet en outre
d’éviter que les vibrations générées par le moteur de la platine rotative dégradent la qualité
des mesures.

A Tinverse, ’étude du décentrage permet de fixer une limite maximale sur la vitesse
et 'accélération angulaire de la platine rotative étant donné la plage de mesure de MiroS-
TAR qui est +1,8 x 10~* m-s~2. On suppose qu'il est possible d’avoir un décentrage égal a
10~*m. Cela conduit & une vitesse angulaire maximale de 1,3rad-s™!, soit une fréquence
de rotation égale & 0,43 Hz. De méme, cela conduit a une accélération angulaire maximale
de 1,8rad-s~2, soit 34,4 rpm-s— .

2.4.4 Transfert de moment cinétique

Pour finir I’étude du Bias Rejection System, on étudie le transfert de moment cinétique
entre le Gravity Advanced Package et la sonde spatiale. Pour cela, on utilise I’équation
(2.7) avec les hypothéses suivantes :

— Les moments extérieurs sont nuls.

— La masse d’épreuve est immobile par rapport a la cage, c’est-a-dire 2,4 = 0. Cela

est justifié lorsque I'accélérométre est asservi. -

— Les accélérations angulaires par rapport au repére SRy sont négligeables.



44 Chapitre 2. Accélérométre o biais corrigé pour missions interplanétaires

— La sonde est stabilisée suivant les trois axes, c’est-a-dire 23,1 = 0.

On suppose de plus que
Oy = éé » Qg0 = éDé et Qg9 = 95@15@ (2.51)

et on note T2, I'inertie des solides CUA autour de Paxe de rotation, I2

acc sat I'inertie du solide

S autour de I'axe de rotation et I ﬁ I'inertie du solide D autour de 1’axe de rotation. Les

inerties sont supposées constantes en fonction du temps. Cela conduit & I’équation

.. -1 . .
boar = (IA Y ) 2.52
sat ISAat + IaAcc + Iﬁ acc DYD ( )
Supposons maintenant que 6p = —K0 avec K une constante positive. On introduit 'inertie

résiduelle I, définie par IS, = KT ﬁ — I _. On obtient alors la formule

res Tes acc’

0 Lies 6 I?"A“é (2.53)
t = ~ .
I IR+ I Iy

S’il n’y a pas de controle d’attitude de la sonde, on peut intégrer deux fois cette équation

différentielle avec des conditions initiales nulles

0
I, =22a (2.54)

res 0 sat

12 =1000 kg.m?

D] — ot

14 = 8000 kg.m?

- - =gt

A 2
Isat =21000 kg.m

A 2
Isat = 100000 kg.m

A
Ires (

kg.m2)

FIGURE 2.11 — Pour § = wrad, variation de ’attitude de la sonde en fonction de I'inertie
résiduelle du Gravity Advanced Package. Les courbes sont indicées par I'inertie de la sonde
autour de l'axe de rotation.

Pour illustrer numériquement le transfert de moment cinétique entre le Gravity Ad-
vanced Package et la sonde spatiale, considérons la mission Laplace. D’aprés [115, p.116],
les valeurs propres de la matrice d’inertie valent 8000 kg-m? et 21 000 kg-m?. La figure 2.11

permet de relier, pour un demi-tour du Gravity Advanced Package et sans controle d’at-
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titude, l'inertie résiduelle & la rotation de la sonde. Le transfert de moment cinétique est
minimum lorsque 'axe de rotation est un axe ot l'inertie de la sonde est la plus grande.

Les exigences concernant la précision de pointage sur la mission Laplace [115, p.114]
sont les suivantes en mode science :

— stabilité de 0,7 arcsec = 5,40 x 10~ 7 rad sur 1 seconde.

— connaissance du pointage a 0,5 arcsec = 3,86 X 10~ " rad prés.
Pour que I'instrument ne vienne pas perturber le contréle d’attitude de la sonde, il faut donc
que Dinertie résiduelle soit inférieure a 1073 kg-m?. Comme le Gravity Advanced Package
sans systéme de compensation de moment cinétique vérifie cette condition, il n’est pas

nécessaire d’en ajouter un.
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Le Gravity Advanced Package se compose de I'ensemble des sous-systémes nécessaires
pour réaliser des mesures sans biais de ’accélération non-gravitationnelle d’une sonde spa-
tiale. Pour ce faire, le Bias Rejection System est utilisé pour moduler le signal mesuré
par 'accélérométre MicroSTAR de telle sorte qu’il soit séparé fréquentiellement du biais
de mesure. Cette idée est similaire a celle de la détection hétérodyne. Elle nécessite néan-
moins les développements supplémentaires présentés dans ce chapitre car ’accélérométre
délivre des mesures suivant trois axes et il n’est pas possible d’avoir une rotation a vitesse

angulaire constante de MicroSTAR.

Le formalisme [162| développé spécifiquement pour corriger le biais de mesure permet
de définir un signal de modulation périodique, i.e. une variation temporelle pour ’angle 0
qui paramétre la rotation de MicroSTAR, ainsi qu’un algorithme de traitement des données
qui permet, & partir des mesures brutes, d’obtenir d’un cété le biais de 'instrument et de
I’autre le signal sans biais. Du processus décrit dans ce chapitre découlent la valeur moyenne
ainsi que la pente du signal extérieur et du biais sur chaque période de modulation. On les

qualifiera de « quantités démodulées » dans la suite.

3.1 Position du probléme

3.1.1 Mesures effectuées par ’'instrument

Dans le chapitre précédent, il a été montré que 'accélérométre MicroSTAR introduit
sur chaque axe de mesure un biais b, du bruit e, ainsi qu'un facteur d’échelle ki et un
facteur quadratique k9. Le long d’un axe, on appelle a le signal & mesurer et m la mesure
effectuée par MicroSTAR. Le signal extérieur est I’accélération non-gravitationnelle de la
sonde et, dans la suite, on utilisera indifféremment ces deux dénominations pour désigner

la quantité a. La relation entre a et m s’écrit

m = kia +kea® +b+e (3.1)

Le biais correspond a la différence entre ’espérance mathématique de la mesure m et
la quantité kia + ksa?, que linstrument est censé mesurer. Il s’agit d'une quantité dont
les variations temporelles sont déterministes. Le bruit de I'instrument, quant a lui, est un
processus stochastique stationnaire de moyenne nulle caractérisé par sa densité spectrale
de puissance S, (en m?-s~*-Hz ') dont I'expression a été donnée au chapitre précédent
(p. 36). Le facteur d’échelle k; provient de la connaissance imparfaite du gain de la chaine
de mesure. Avec une connaissance parfaite de I'instrument, le facteur d’échelle serait égal

a 'unité. De maniére générale, on supposera qu’il est proche de I'unité.

L’accéléromeétre MicroSTAR effectuant des mesures suivant les trois dimensions de 1’es-

pace, la méme relation est valide pour chaque axe de mesure. Dans 1’équation ci-dessous,
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les indices z, y et z désignent les trois axes de I'instrument

My kla;ax + k?xax2 + bz + ex
my | = | kiyay + koyay? + by + ey (3.2)
my kia. + k2zaz2 +b. +e;

avec

— My, My, m; : mesures délivrées par l'accélérometre MicroSTAR selon respectivement
les directions @ , eg, é , fixes par rapport & MicroSTAR.

— by, by, b, : biais de 'accélérometre MicroSTAR.

— €y, €y, €, : bruits de mesure de 'accélérometre MicroSTAR.

— k1z, k1y et k1. : facteurs d’échelle selon les trois axes.

— kog, kay et ko, : facteurs quadratiques selon les trois axes.

t

~ g, ay, a; : accélérations non-gravitationnelles selon les directions e, 62, e;.

Dans cette équation, le couplage entre les axes introduit au chapitre précédent (cf. sec-
tion 2.3.1) n’est pas pris en compte. Son influence sur le traitement du signal accéléromé-

trique est étudié a la section 3.5.5 de ce chapitre.

Comme l'accélérométre est monté sur une platine rotative, les quantités a, (k €
{z;y; z}) ne sont d’aucun intérét pour la restitution d’orbite. La matrice de changement
de base T5. ¢ entre les repéres Ry (galiléen) et M5 (celui dans lequel les mesures sont ef-
fectuées) permet de ramener les mesures de MicroSTAR dans le référentiel du Systéme

Solaire, supposé galiléen

Ay ax
ay = T5<70 ay (3 . 3)
ay az

oua, (v € {X;Y;Z}) sont les composantes du signal dans le référentiel du Systéme Solaire.
Ce sont les quantités dont la connaissance est nécessaire pour mesurer 'impact des forces
non-gravitationnelles sur la trajectoire de la sonde. Dans le cas ou celle-ci est stabilisée
suivant les trois axes, on peut supposer que la matrice de passage T, ¢, entre le référentiel
de la sonde et celui du Systéme Solaire, est égale a 'identité. Cette configuration est celle de
la mission OSS [76] et est celle étudiée dans un premier temps. Dans le cas ot la sonde est
spinnée autour d’un axe, cette matrice de passage n’est plus constante : la configuration est
alors plus complexe mais permet de supprimer le biais suivant les trois axes de 'instrument
(cf. section 3.6).

Pour expliciter la matrice de passage T5« g, on suppose tout d’abord que le Bias Rejec-
tion System est fixe par rapport au satellite. Cela se traduit, sans restreindre la généralité,
par T5,.1 = Id. On suppose de plus que 'alignement entre la partie tournante de la platine
rotative et 'accélérométre n’introduit pas d’erreur, c¢’est-a-dire T5. 4 = Id. Cette hypothése
est légitime au vu de la discussion de la section 2.4.2. Le passage entre le repere galiléen

Ro et le repere 1ié a I'accélérometre R n’est plus paramétré que par I'angle 6, qui est une
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quantité contrdlée et connue & tout instant. On a alors sans perte de généralité

1 0 0
Ts5c0= |0 cos(f) sin(0) (3.4)
0 —sin(d) cos(#)

En ne retenant que le plan perpendiculaire & ’axe de rotation de ’accélérométre dirigé

suivant €2, on obtient

my = ki, [cos(8)ay + sin(@)az] + kay [cos()ay + sin(f)az]* + by, + e, (3.5a)
my = ki, [—sin(f)ay + cos(0)az] + ko [—sin(f)ay + cos(@)az]2 + b, + e, (3.5b)

Les mesures suivant les axes y et z sont des combinaisons des quantités ay et ayz.
Cela, associé au fait que la variation temporelle de ’angle 6 peut étre controlée, permet de
mesurer ay et az sans biais. Au contraire, cela n’est pas possible suivant 'axe X : pour
cela il faudrait une deuxiéme platine rotative ou que le satellite soit en rotation autour d’un
axe (cf. section 3.6). L’'impossibilité d’avoir une mesure sans biais suivant ’axe X n’est pas
pénalisant si 'instrument est orienté de telle sorte que cet axe soit perpendiculaire au plan

de 'orbite moyen.

Dans la suite de ce chapitre, on suppose que N mesures sont effectuées a une fréquence
d’échantillonnage notée f,. Cela correspond a un pas de temps 0t = 1/ fs. Pour une quantité
générique x, on note xy la valeur échantillonnée de x a l'instant k x ot (k € [1; N]), et
x est un vecteur de My 1(R) dont les composantes sont les valeurs de = a chaque pas

d’échantillonnage.

3.1.2 Linéarisation du probléme

Une premiére étape pour séparer le signal du biais de 'instrument est de linéariser les
équations (3.5) afin de pouvoir les écrire de maniére matricielle. Pour ce faire, on suppose
que koy = k2, = 0. On montre par la suite que cette hypothése n’est pas restrictive dans

le cadre étudié ici. Les deux matrices diagonales
A, = diag[cos(0)] et As = diag[sin(6y)], k € [1; N] (3.6)
appartenant & My (R), permettent d’écrire les équations (3.5) de la maniére suivante

my = kiy [Acay + Asaz] + by + ey (3.7a)
m, = ki, [—Asay + Acaz] + b, + e, (3.7b)

Pour la suite, on utilise une formulation complétement matricielle

M=JD+E (3.8)
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avec D € Myn1(R), M € Man1(R), E € Man1(R) et J € Moy an(R) définies par

ay
kiyAe  kigAs 1d
D=2, M= ", BE=|"|et g=|"" 1y v 0 (3.9)
by m, ey, —k1As k1A, 0 Idy
b,

3.1.3 Solution générale

L’ensemble des solutions de 'équation (3.8) est de cardinal infini. Il s’agit de I'espace
affine Dy, +ker(J), ot ker(J) le noyau de J et D), est une solution particuliére de I’équation,

par exemple

D, = . (3.10)

my

mZ
Cette résolution formelle n’est pas d’une grande utilité car elle fournit une infinité de solu-
tions et ne permet pas de caractériser les quantités ay et az. Dans la suite, on développera

une stratégie de mesure et de traitement du signal qui permet d’accéder a des informations

pertinentes sur ces quantités, ainsi que sur le biais de I'instrument.

3.2 Correction du biais de ’accélérométre

Comme cela est indiqué ci-dessus, il est impossible de déterminer les valeurs des quan-
tités inconnues & chaque pas d’échantillonnage. Il est donc nécessaire de restreindre I'infor-
mation qu’on souhaite obtenir. Une maniére de procéder est de chercher les projections de
ay et az sur un sous-espace vectoriel de dimension p, < N dont une base est composée
des colonnes de la matrice V, € My, (R) qui sont supposées orthogonales pour le produit
scalaire usuel sur RY. On appelle sous-espace vectoriel V, le sous-espace vectoriel engen-
dré par les colonnes de V,. Par conséquent, le but est d’obtenir les valeurs numériques de
(VIVa) W!ay et (V/V,) 'V/az connaissant my et m,. De méme, pour le biais, on intro-
duit une matrice V, € My p, (R), avec p, < N, et on cherche les valeurs numériques de
(V{Vp)"1V/by et (V{V,)"1V/b,. Comme on dispose de N mesures sur chaque axe, il n’est
pas possible d’obtenir plus de 2NV informations sur les accélérations et les biais. Il faut donc

que les matrices V, et V}, vérifient p, + pp < N.

Pour les accélérations non-gravitationnelles, on ne connait pas les facteurs d’échelle et

il n’est donc pas possible de les supprimer de la mesure. On introduit donc les quantités
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suivantes qui sont celles qu’on souhaite déterminer

ay = k1, (V/V,) 'Wlay (3.11a)
az = ki1.(V/V,)'V/ag (3.11b)
by = (Vi)™ Viby (3.11¢)
b, = (V;Vs)'V;b, (3.11d)
et on introduit X € Moy, yop, 1(R) défini de la maniére suivante
ay
X = |22 (3.12)
by
b,

En introduisant la matrice de projection globale P € Myn 25, +2p, (R) et la matrice des
facteurs d’échelle K € May,, 1op, (R) définies par

P = diag(Va; Va; Vi Vp) (3.13)
K = diag(k1y; k12315 1) (3.14)
on peut exprimer X de la maniére suivante

X =K(PP)'PD (3.15)

3.2.1 Conditions pour la correction du biais

En multipliant équation (3.7a) par VA, 'équation (3.7b) par —V/A, et en sommant

les deux équations obtenues, on obtient

Va/ [klyAcz -+ klZAsz] ay + Va/ [kly — klz} ACASaZ
+ Vi Aby — VoAb, + V) Acey — V Ase, = V Acmy — V/A;m, (3.16)

De maniére similaire, en multipliant ’équation (3.7a) par VA, I’équation (3.7b) par VA,

et en sommant les deux équations obtenues, on obtient

Vc{ [klyAs2 + klec2] az + Va/ [kly - klz] AcAsay
+ V,Asby — VIA b, + V) Asey — V. Ace, = V,A;my — V/A;m, (3.17)

Afin de déterminer Vay et V az a partir de my et m, sans connaitre le biais de l'ac-
célérométre, il faut annuler certains termes. On va tout d’abord supposer que la matrice A

est nulle, c’est-a-dire que ’angle 6 ne prend que les valeurs Orad et 7w rad. Cette condition !

1. On aurait pu supposer que A. = 0, de tel sorte que 0 ne prennent que les valeurs 7/2rad et 3w /2 rad.
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sera un prérequis pour les signaux de modulation introduits & la section 3.2.5. Elle permet
d’éliminer les termes faisant intervenir la différence des facteurs d’échelle. Concernant les
termes faisant intervenir les facteurs quadratiques (qui n’apparaissent pas dans les équa-
tions), ces conditions impliquent qu’ils sont constants et permet donc de les traiter comme
un biais : cela justifie a posteriori leur suppression lors de la linéarisation des équations.

Si l'on a de plus la condition suivante

Vi Acby, =0, avec k € {y;z}, (3.18)

alors
Vikiyay = VoAcmy — V/Asm, — Vo Ay + VoA, (3.19a)
Vikizaz = V,Asmy + V,Acm, — V,Asny, — V/A.n, (3.19b)

En terme fréquentiel, les conditions (3.18) se traduisent par 'orthogonalité dans L?(R) de
Fs{vEcos(0)} et Fsi{by}, oit v¥ est la k-iéme colonne de la matrice V, et Fg; la trans-
formée de Fourier a temps discret (cf. annexe A). Cette équation signifie que le biais et le
signal modulé doivent étre orthogonaux dans le domaine fréquentiel. L’approche temporelle
utilisée ici a cependant deux avantages. Il est beaucoup plus facile de faire des hypothéses
sur le comportement temporel du signal extérieur et du biais que sur leur composition
fréquentielle. Et, comme on travaille avec des données discrétes, on a dans le domaine tem-
porel des signaux qui prennent N valeurs alors qu’ils sont représentés par des fonctions
continues dans le domaine de Fourier.

Il est possible d’appliquer le méme processus pour déterminer la valeur de V;/by et V)b,
a partir de my et m,. Pour V/by, on multiplie 'équation (3.7a) par V} et pour V;/b,, on

multiplie I’équation (3.7b) par V. Si les conditions suivantes sont vérifiées
Vy'Aca, = 0, avec k € {Y;Z}. (3.20)

avec I’hypothése que A; = 0, alors

Vyby = Vymy — Ve, (3.21a)
Vib, = V/m, — Ve, (3.21Db)

Sous les conditions (3.18) et (3.20), il est possible de déterminer respectivement la
projection des vecteurs ki, ay et ki.az sur le sous-espace vectoriel V; et la projection des
vecteurs by et b, sur le sous-espace vectoriel V3. Il y a cependant un probléme puisque
les évolutions temporelles du signal a mesurer et du biais de l'instrument ne sont pas
controlées : on ne connait pas en pratique ay, agz, by et by, ce qui pose le probléme de la

vérification des conditions (3.18) et (3.20). Jusqu’a maintenant, aucune hypothése n’a été

Cela revient a déplacer lorigine des angles de m/2rad. Dans ce cas, les quantités ki.ay et kiyaz sont
déterminées a la place des quantités kiyay et ki.az. En pratique, cela peut-étre utilisé pour déterminer
expérimentalement le rapport ki, /k1. qui doit étre théoriquement égal a 'unité.



3.2. Correction du biais de 'accélérométre 55

faite sur ’évolution temporelle de ces quantités. Pour aller plus loin, il est nécessaire d’étre

plus explicite.

On va supposer que les biais by et b, appartiennent au sous-espace vectoriel défini
par les colonnes de la matrice V, € M N, (R), avec p, < N. Sous cette hypothése, les
conditions (3.18) deviennent

VIAV, =0 (3.22)

De la méme maniére, on peut supposer que ay et az appartiennent au sous-espace
vectoriel défini par les colonnes de la matrice V, e M Nipo (R), avec p, < N. Dans ce cas,
les conditions (3.20) deviennent

VIAV, =0 (3.23)

Les matrices V, et Vj, définissent les sous-espaces vectoriels dans lesquels vivent le signal
et le biais respectivement. Les sous-espaces vectoriels V, et V;, doivent donc étre des sous-
espaces vectoriels de ceux définis par V, et V. Par conséquent, il est légitime d’utiliser les
mémes vecteurs de base, de telle sorte que V, et V3 sont composés d’une sous-collection
des colonnes des matrices Va et Vb respectivement 2. Par analogie avec la définition de X,

on introduit X défini par

ay (ViVa) 'Wiay
- || - (f%riﬁzzqﬁﬁr#ﬁ> (3.24)
by (Vy Vo) 'Vyby
b, ( Abl )~ Ab/bz
avec P € Mun 2p, +2p, (R) définie par
P = diag(Va; Va; Vs Vi) (3.25)

Si 'on choisit pour les matrices V, et V4 les sous-espaces vectoriels les plus grands qui
permettent de capturer I’évolution temporelle des quantités considérées, on a V, = V, et
V, = V. Dans ce cas, les conditions présentées ci-dessus permettant de séparer le signal

d’intérét et le biais deviennent

VIAV, =0 (3.26)

Dans le cas ou ces conditions de démodulation ne sont pas vérifiées, on ne récupére
pas parfaitement le signal d’intérét ou le biais de linstrument : les termes V,'A.b, et
V/Aca,; s'ajoutent (k € {y;z}) comme indiqué par les équations (3.16) et (3.17). Il n’est

pas possible cependant de donner I’amplitude de ces quantités dans le cas général.

2. Cela implique, entre autre, que les matrices V/V, et Vb'f/b ont des composantes nulles hors de la
diagonale.
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3.2.2 Spécification des matrices de projection

Pour la suite de la discussion, il est nécessaire de donner une expression explicite pour
les matrices V,, V4, V, et V4. Pour cela, on suppose que pour chaque période du signal
de modulation 7, il y a exactement un nombre ¢ € N* de mesures, ce qui se traduit par

q = 7fs. On peut dans un premier temps introduire la matrice suivante

1, 0
Vi = e (3.27)
0 1,

ou 1, est une matrice de M, 1(R) dont les coefficients sont 1. La matrice V; est une
matrice sans dimension. Un signal qui appartient au sous-espace vectoriel V] est constant
par morceau. C’est une hypothése trés restrictive car, sauf pour un signal constant, elle

n’assure pas la continuité.

Le sous-espace vectoriel défini par la matrice suivante permet de capturer les pentes

t, 0
Vo = e (3.28)
0 t,

oil t, est une matrice de Mgy 1(R) telle que t4, = (kK —¢/2)0t. La matrice V5 a la dimension
d’un temps. Dans le cas ou la période de modulation 7 est assez petite devant le temps
caractéristique de variation du biais et du signal, on peut légitimement faire 'hypothése
que le signal et le biais sont affines par morceau, c’est-a-dire appartiennent au sous-espace

vectoriel engendré par Vi et V5.

On peut aussi s’intéresser aux variations sinusoidales & une fréquence f; en introduisant

la matrice

Vs = (3.29)

oil ¢, est une matrice de My 1(R) telle que ¢, = cos(27k f,0t). La matrice V3 est une

matrice sans dimension.

Enfin, le biais de MicroSTAR dépend de la température. Comme la période du signal
de modulation sera faible devant le temps caractéristique de variation de la température,

il est légitime de supposer la température affine par morceau.

La matrice V; est particuliérement intéressante pour les traitements des données car
elle permet d’obtenir la valeur moyenne de ’accélération non-gravitationnelle du satellite
sur chaque période de modulation. Or la variation d’impulsion du satellite sur une période

T, notée Apyg, due aux forces non gravitationnelles est égale & la moyenne de ces forces
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sur 7

t0+T
ApNG—/ FNG dt (3.30)
to

3.2.3 Approche par la méthode des moindres carrés

L’approche développée dans la section précédente s’apparente & une résolution par la
méthode des moindres carrés, présentée en annexe C, d’'une version modifiée de ’équa-
tion (3.8). Cette approche est intéressante car elle permet de traiter des cas plus généraux
comme la correction de biais sur les trois axes de 'instrument. Il n’est pas possible de
résoudre 'équation (3.8) car on ne connait pas la matrice J du fait de la mauvaise connais-
sance des facteurs d’échelle. On introduit donc la matrice Jy qui est la matrice J avec les
facteurs d’échelle égaux a l'unité. On va donc résoudre le probléme des moindres carrés
suivant

JoPX =M (3.31)
La méthode des moindres carrés usuelle donne
X = (P JyJoP) P JyM = (P' JyJoP) P JyJPX (3.32)

On veut que ce calcul donne la valeur de X telle que définie par I’équation (3.15). Il faut

donc que

(P'JyJoP) P JyJP = K(P'P)~'P'P (3.33)

Cette égalité permet de retrouver les conditions données par les équations (3.22) et (3.23).

Dans le cas simplifié ot P = P, cette équation se réduit a
P'J,JP =P J,JoPK (3.34)

Dans le cas ot 'instrument est parfaitement connu, c¢’est-a-dire Jy = J et K = Id, I’équa-
tion ci-dessus est toujours vérifiée. La seule condition nécessaire pour appliquer la méthode
des moindres carrés, et donc séparer le signal du bruit, est rg(JoP) = 2pg+2pp. Cela signifie
qu’il suffirait que I’angle de modulation prenne deux valeurs différentes quelconques. Cette
approche n’est pas réalisable pour deux raisons : 'hypothése sur les facteurs d’échelle n’est
en pratique pas vérifiée et il est nécessaire de faire des demi-tours pour pouvoir considérer
les termes avec les facteurs quadratiques comme des biais (cf. section 3.2.1).

L’approche présentée ci-dessus permet de présenter de maniére trés compacte les calculs
effectués jusqu’ici. Elle permet aussi d’utiliser la méthode des moindres carrés généralisées

(cf. p. 141) pour calculer X
Xyeg = (P IQ Y JoP) L P I M (3.35)

ou () est la matrice de covariance du bruit de mesure de l'accélérométre MicroSTAR,

c’est-a-dire Q;; = R((i — j)ot) avec R la fonction d’autocorrélation du bruit de mesure,
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transformée de Fourier de la densité spectrale de puissance du bruit S,.

3.2.4 Masquage

Comme cela a été mentionné dans le chapitre précédent a la section 2.4.3, les mesures
effectuées lorsque 'accélérométre MicroSTAR. est en rotation sont polluées par les forces
d’entrainement et de Coriolis qui s’exercent sur la masse d’épreuve. Pour écarter ce pro-
bléeme, les mesures utilisées dans le traitement des données sont seulement celles effectuées
lorsqu’il n’y a pas de rotation. Cela exclut donc une rotation a vitesse angulaire constante
comme celle introduite dans le chapitre précédent pour expliquer le principe de la correction
du biais.

Lors du traitement du signal, il est nécessaire de supprimer les données acquises lors
des phases de mouvement de la platine rotative. On appellera par le suite ce traitement
« masquage ». Considérons la matrice diagonale M € My (R) définie par : My, = 1 si
0, = 0 et 0 = 0, et My = 0 sinon?. Dans toutes les équations précédentes, il faut alors
remplacer V, par V, = MV, et Vj, par V;, = MV,

La durée du masquage est un parameétre clé dans la précision des quantités démodulées :
plus le masquage est long, plus le nombre de points de mesure non-utilisés est important et
plus la précision est mauvaise. On appellera T)s la durée totale du masquage par période.

En pratique, le masquage peut étre plus long que la durée de retournement. Par exemple,
si 'on souhaite un amortissement des vibrations générées par le moteur de la platine
rotative, il peut étre intéressant de prolonger le masquage au deld de la fin de la période
de retournement. Dans la suite, cette problématique ne sera pas prise en compte et on ne

s’'intéressera qu’au masquage du point de vue de son impact sur le traitement des données.

3.2.5 Signaux de modulation

En s’appuyant sur les conditions nécessaires pour une séparation du signal et du biais
(cf. eq. (3.22) et (3.23)), il est possible de construire un signal de modulation 6(¢). Pour
cela, on va s’appuyer sur les différentes matrices qui ont été introduites a la section 3.2.2 et
plusieurs situations sont envisagées. Dans tous les cas, on suppose que 0(t) est périodique
de période 7. De plus, il a été décidé précédemment que les mesures sont réalisées lorsque

0 est égal & Orad ou wrad.

Retournement régulier

Le signal de modulation 1 présenté en figure 3.1 vérifie I'égalité suivante : f/l’ AVi = 0.
Cela signifie qu’il est possible de récupérer la valeur moyenne du signal sur chaque période

de modulation si le biais est constant sur chaque période de modulation, et réciproquement.

3. 0 et d sont respectivement la vitesse et l'accélération angulaire.
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FIGURE 3.1 — Signal de modulation 1. Deux périodes sont représentées, séparées par des
cercles (o). La durée du masquage par période vaut 33 % de la période pour la représentation
graphique.

A linverse, f/l’ A Vs % 0 : dés qu’on se place sous 'hypothése plus réaliste que le signal
et le biais sont affines par morceau, il n’est plus possible de retrouver leur valeur moyenne.
La quantité (‘71’171)_1171’/\6‘72 peut étre approximée par 7/8 et croit donc avec la durée de
modulation.

Concernant la variation sinusoidale, le terme (Vl’ 171)*1‘71’ A V3 est un vecteur colonne
dont les composantes peuvent étre approximés par les valeurs de la fonction suivante cal-

culées aux instants d’échantillonnage

T/ T
h(t) = = [/t+ i cos(2m fp\)dA\ — /t+ cos(27rfh)\)d>\]
t t

+7/2

1 —cos(mfnt) . T
= L= cos (mfuT) sin [27Tfh (t + —)} (3.36)

TfRT 2
Cette expression montre que pour les variations hautes fréquences, c¢’est-a-dire pour 27 fj, >
1/7, h et donc (f/l’f/l)_lf/l’ACf/g sont trés petits devant 'unité. On peut donc supposer
que la condition de démodulation est vérifiée. En pratique, cela signifie que si le signal
extérieur est perturbé par des vibrations hautes fréquences, ces composantes sont écartées
lors du traitement des données. Le calcul est légérement différent pour les deux signaux de
modulation présentés ci-dessous mais la conclusion est la méme concernant les vibrations

hautes fréquences.

Retournement régulier déphasé

Le signal de modulation 2 présenté en figure 3.2 est le méme que le signal de modula-

=T
4

terme de séparation du biais et du signal. En effet, on a toujours f/l’ACf/l = 0, mais on a

tion 1 avec un déphasage de . Cela permet d’améliorer les capacités de ce signal en

maintenant ‘71’ A.Vs = 0. Il permet donc de récupérer les valeurs moyennes du signal exté-

rieur lorsque le biais a une variation affine par morceau avec le temps, et réciproquement.



60 Chapitre 8. Traitement du signal pour une mesure d’accélération sans biais

1808
135
90

45

Angle 6 (degrés)

PPOOOOOOOOOO000O4

; ; ; ‘ 5
0 025 05 0.75 1 125 15 175 2
Temps (unité arbitraire)

FIGURE 3.2 — Signal de modulation 2. Deux périodes sont représentées, séparées par des
cercles (o). La durée du masquage par période vaut 33 % de la période pour la représentation
graphique.
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FIGURE 3.3 — Signal de modulation 3. Deux périodes sont représentées, séparées par des
cercles (o). La durée du masquage par période vaut 33 % de la période pour la représentation
graphique.

Pour finir, le signal de modulation 3 (cf. fig. 3.3) permet d’avoir f/Q’Acf/g = 0, ainsi que
f/l’ AV, = f/l’ACf/l = 0. Ce signal est obtenu par minimisation d’une fonction coit. On
suppose qu’il est de période égale & 1 unité arbitraire et qu’il est symétrique par rapport a

1/2. Il est paramétré par t, et t; tels que

0sit<t,—Tr/2 (3.37a)
0(t) = S msity+Tay/2<t<ty,—Ty/2 (3.37Db)
Osity+Thy/2<t<1/2 (3.37¢)

et les instants ¢ pour lesquels aucune valeur n’est définie correspondent aux périodes de

rotation qui sont masquées lors du traitement des données. La condition f/gAC‘N/g = 0 est
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FIGURE 3.4 — Evolution du signal de modulation 3 en fonction du rapport de la durée du
masquage sur la période de modulation T /7. Le temps est représenté en abscisse et T /T,
exprimé en pourcentage, est représenté en ordonnée. Les courbes indiquent les valeurs de
I'angle 6 : entre deux courbes de méme style I’angle 6 varie, entre les courbes (-) et (-) et
entre les courbes (- -) et (- -) # = wrad, et § = Orad sinon.

équivalente, dans le domaine continu, aux trois égalités suivantes

1 1 1
/ m(t) cos(O(t, ta, ty))dt — / tm(t) cos(O(t, ta, 1))t — / Pm(t) cos(0(t, ta, 1))dt = 0
" " " (3.38)

ot m(t) est la fonction de masquage dans le continu.

Pour trouver les valeurs de t, et ¢, qui permettent de vérifier ces conditions, on introduit

la fonction cott

c(ta,ty) = </01 m(t) cos(0(t, ta,tb))dt>2 + </01 m(t)tcos(@(t,ta,tb))dt>2
1 2
+ (/0 m(t)t? C08(9(7§7ta,tb))dt> . (3.39)

Les valeurs de ¢, et £, qui minimisent ¢ sont celles qui permettent de satisfaire la condition
VQACVQ = (0. Contrairement aux deux autres signaux de modulation présentés précédem-

ment, ce signal dépend de la durée de masquage 1)y, comme en atteste la figure 3.4.

Dans toute la suite de ce chapitre, on ne considére que ce signal car c’est celui qui
présente les meilleures caractéristiques en terme de séparation du biais et du signal. Ces
trois signaux sont utilisés lors de la validation expérimentale de la méthode présentée au

chapitre suivant.
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3.3 Quantités démodulées

3.3.1 Estimations du signal et du biais

Le paragraphe précédent a permis d’établir une méthode pour séparer le signal extérieur
du biais de I'instrument. En pratique, on obtient la moyenne du signal et du biais sur une
période de modulation ainsi que leur pente. On définit formellement ces quantités de la

maniére suivante

al, = ki, (V/V1) " 'Way = (V{V1)"'V/A.my (3.40a)
a}, = ki.(V{V) "' Wag = (V{V) "' V/A.m, (3.40b)
by = (V{71)~'V{by = (V1) "' V{m, (340c)
bl = (V{V1)~' Vb, = (V{¥1)~'V{m, (3.40d)

Ces quantités sont des vecteurs colonne dont chaque composant correspond & une période
de modulation. Ces vecteurs correspondent respectivement aux valeurs moyennes sur une
période de l'accélération suivant Y et suivant Z (axes de la sonde) et du biais suivant y et

suivant z (axe de MicroSTAR). De la méme maniére, on définit les vecteurs suivants

;2;' = kly(véf/?)_l%a\( = (VQI%)_I‘N/QIACmy (341&)
aZ = k1. (VV2) W3ag = (Vy12) V3 Acm, (3.41D)
b2 = (V412) 1 V3by = (V312) ' Vymy (3.41c)
b2 = (V3Va) " 'Vib, = (V4V2) ' V3m, (3.41d)

qui contiennent les valeurs de la pente du signal extérieur et du biais. Pour caractériser
la qualité des mesures effectuées avec le Gravity Advanced Package, on va calculer la
précision sur ces quantités. En pratique, on peut considérer ces vecteurs comme les valeurs
de signaux discrets dont le pas de temps est 7. On introduira donc les matrices de covariance
correspondant & chacune de ces quantités.

Dans les définitions ci-dessus, par souci de légéreté, le bruit de mesure n’apparait pas.
Pour le calcul de la précision, il suffit de se souvenir que la mesure m, est entachée d'un
bruit e, et la mesure m, d'un bruit e.. Les bruits e, et e, sont supposés indépendants et

caractérisés par la méme densité spectrale de puissance notée S..

3.3.2 Caractérisation des mesures d’accélération

Dans un premier temps, on calcule la précision sur les mesures sans biais du signal.
Pour cela, la maniére la plus simple de procéder est de remarquer que, par exemple, la
quantité

(V{Vi)"'V{Aemy = (V{ALAVY) ' V/ALmy, (3.42)
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FIGURE 3.5 — Courbes réalisées pour le signal de calibration 3 (cf. fig. 3.3) avec une période
de modulation 7 de 600s (1/7 = 1,67 x 1073 Hz), une durée de masquage T); de 200s et

une fréquence d’échantillonnage fs de 1 Hz.
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est la solution par la méthode des moindres carrées de 1’équation A V41X = M. L’annexe
C donne l'expression de la matrice de covariance de la solution en fonction de la DSP du
bruit.

On note cz, € Mn1(R) la i-éme colonne de la matrice Ac‘~/k. Comme on suppose que

les bruits sur les axes de mesure y et z sont décorrélés, on a pour (k;p) € {1;2}% et

(i;7) € [1; N/q]?

qi - (5t2

28t

Cov(aly;,ay ;) = Cov(al, aly.) = / s (f &{C%}(f)fat{c;}(f)) i (3.43)

avec ¢ la norme d’une colonne de la matrice Vj, et

—_

Cov(ay,aj;) =0 (3.44)

Les covariances ci-dessus présentent la particularité de ne dépendre que de la différence

i — j. On peut introduire la fonction d’autocorrélation

R™(l) = Cov(aly,,,,ak,) = Cov(ak,, ab ). (3.45)

Le résultat de 'intégrale dans I’équation (3.43) dépend de la densité spectrale de puis-
sance de bruit, qui a déja été caractérisée a la section 2.3.3, et des transformées de Fourier
fét{ci}. Afin d’avoir une représentation graphique du calcul de ces intégrales, ces trans-
formées de Fourier sont représentées en figure 3.5.

Les figures 3.6 montrent quant a elle les représentations graphiques des fonctions R,
R??_ et R'. On remarque que les fonctions d’autocorrélation R et R?2 sont presque celles
d’un bruit blanc. Par conséquent, on pourra supposer que les pentes et les moyennes sont
indépendantes entre deux périodes de modulation. A Iinverse, la fonction d’autocorrélation
R' n’est pas celle d’'un bruit blanc : R'?(0) et R'?(1) sont du méme ordre de grandeur.
Cela vient du fait que la pente d’un signal entre deux périodes de modulation dépend de
la valeur moyenne de ce signal sur chacune de ces deux périodes de modulation.

On peut aussi caractériser la précision sur les quantités démodulées en terme fréquen-
tiel : les densités spectrales de puissance correspondant & ces fonctions d’autocorrélation
sont représentées en figure 3.7. Les figures 3.7(a) et 3.7(a) confirment que la moyenne et la

pente du signal sont entachées d’un bruit blanc.
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FIGURE 3.6 — Fonctions d’autocorrélation R'[k], R??[k] et R'?[k] définies par 1’équation
(3.45) pour le signal de calibration 3 (cf. fig. 3.3) avec une période de modulation 7 de
600 s, une durée de masquage Ths de 200s et une fréquence d’échantillonnage fs; de 1Hz.
Les valeurs pour k = 0 sont R*(0) = 1,80 x 10~2* m?.s™* et R?2(0) = 4,70 x 10719 m?.s76.
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FIGURE 3.7 — Densités spectrales de puissance S, §%2 et S'2 pour le signal de calibration 3

(cf. fig. 3.3) avec une période de modulation 7 de 600s, une durée de masquage Ty, de
200s et une fréquence d’échantillonnage fs de 1 Hz.
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3.3.3 Caractérisation des mesures de biais
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FIGURE 3.8 — Fonction d’autocorrélation Rl??, équivalent pour le biais de la fonction R?2.
Le signal de calibration 3 (cf. fig. 3.3) est utilisé avec une période de modulation 7 de
600 s, une durée de masquage Ths de 200s et une fréquence d’échantillonnage fs; de 1Hz.
La valeur pour k = 0 est R{1(0) = 8,6 x 10728 m?.s76.

On peut utiliser la méme approche pour caractériser la précision sur la moyenne et la
pente du biais de mesure. Cette approche se heurte cependant & un probléme. En effet, la
formule est la méme que celle de I’équation (3.43) sauf qu’il faut considérer la transformée
de Fourier a temps discret d’une colonne de V; et d’une colonne de V5. Or la transformée
de Fourier a temps discret d’une colonne de V; est un sinus cardinal : comme S,(f) est

équivalente & 1/f lorsque f tend vers zéro, 'intégrale diverge.

Ce probléme est intrinséque a un bruit de mesure avec une remontée en 1/ f aux basses
fréquences lorsqu’on calcule la précision d’'une moyenne de mesures. Une des maniéres de
traiter un tel bruit est d’utiliser la variance d’Allan introduite au chapitre précédent (cf.
p. 37). Dans le cas considéré ici, d’aprés les équations (3.40c¢) et (3.40d), la moyenne du
biais est égale & la moyenne de la mesure de 'accélérométre. La variance d’Allan de la
moyenne du biais est donc égale & celle de 'accélérométre MicroSTAR, en ne prenant pas
en compte les période de masquage. Par exemple, pour une période de modulation de 600s
et pour une fréquence d’échantillonnage de 1 Hz, la variance d’Allan de la moyenne du biais

sur une période est égale & A.(600s,1Hz) =8 x 10712 m-s~2.

Concernant la précision sur la pente du biais, il n'y a pas de divergence de I'intégrale
car les colonnes de la matrice Vo ont une moyenne nulle. La figure 3.8 montre la fonction
d’autocorrélation et la figure 3.9 la densité spectrale de puissance correspondante. On

observe que ces courbes sont proches de celles caractéristiques d’un bruit blanc.
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FIGURE 3.9 — Densités spectrales de puissance Sb22, transformée de Fourier de R%Q. Le
signal de calibration 3 (cf. fig. 3.3) est utilisé avec une période de modulation 7 de 600s,
une durée de masquage Ty de 200s et une fréquence d’échantillonnage fs de 1 Hz.

3.3.4 Caractérisation avec les moindres carrés généralisés

Dans la section 3.2.3, on a expliqué comment le traitement des données peut se formali-
ser en utilisant la méthode des moindres carrés. La méthode des moindres carrés généralisés
(MCG) a aussi été introduite car elle permet d’obtenir un estimateur dont la variance est
minimale. Si l’on résout le probléme JX = M + FE, la matrice de covariance de ’estimateur
de X est

Virca = (J'Q7 L)t (3.46)

ou 2 est la matrice de covariance de E. La méthode des moindres carrés généralisés s’ap-
parente au filtrage optimal (cf. annexe C) : dans le premier cas, le probléme est exprimé
dans le domaine temporel, et dans le second cas, dans le domaine fréquentiel. Il est pos-
sible d’exprimer les composantes de J’Q~1.J en utilisant la densité spectrale de puissance

correspondant & w : si v et w sont deux vecteurs colonnes, alors

1
_ 2t 1 —
v = [ Fl O Tl (3.47
7ﬁ Se(f)

Il est possible d’utiliser cette méthode pour traiter les données. Dans le cas de 'ac-
célérométre MicroSTAR et des signaux de modulation retenus, le gain apporté par cette
méthode est faible. En effet, la figure 3.5(a) montre que la transformée de Fourier est piquée
autour de la fréquence de modulation 2/7 avec une largeur fréquentielle égale a 1/7. Par
conséquent, en utilisant le théoréme de Parseval, on voit que le bruit est sélectionné autour

de la fréquence 2/

(/_2 Stf) |-7:6t{Ci}(f)’2df> . %Se (i) ~ /_‘1 Se(f) “wrdf (3.48)
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FIGURE 3.10 — Fonctions d’autocorrelation R.'[k], R?2[k] et RI%[k] calculées par la mé-
thode des moindres carrés généralisés pour le signal de modulation 3 (cf. fig. 3.2) avec une
période de modulation 7 de 600s, une durée de masquage Th; de 200s et une fréquence
d’échantillonnage f; de 1 Hz. Les valeurs pour k = 0 sont R!(0) = 1,68 x 1072 m2.s7% et
R2(0) = 5,22 x 10728 m?.576.

Les figures 3.10 montrent les fonctions d’auto-corrélation du signal extérieur lorsque les
moindres carrés généralisés sont utilisés. On voit qu’elles sont trés similaires & celles de la
figures 3.6. Pour la figure 3.6(a), on a une valeur de 1,80 x 10723 m?.s=* pour k = 0 alors
que pour la figure 3.10(a), on a 1,68 x 10723 m2.s™*. Il n’est donc pas forcément judicieux
d’utiliser les moindres carrés généralisés car les résultats dépendent de la caractérisation

du bruit de mesure, via Se, qui peut étre erronée (cf. section C.4.1).

3.4 Utilisation des mesures d’accélération sans biais

A partir des mesures de la moyenne de ’accélération non-gravitationnelle sur chaque

période de modulation de durée 7, il est possible d’obtenir des informations supplémentaires

sur des durées plus longues.

3.4.1 Mesure de la moyenne

On peut dans un premier temps chercher & augmenter la précision de la mesure de
I’accélération non-gravitationnelle. Pour ce faire, il faut calculer la moyenne sur des durées
plus longues que la période de modulation. La figure 3.11 montre la valeur de la précision
en fonction du temps d’intégration. Comme le bruit peut étre assimilé & un bruit blanc, la
précision décroit en 1/ VT, ot T est le temps d’intégration.

Il serait possible, pour déterminer la moyenne sur une durée 7', d’utiliser directement
un signal de modulation de période 7 = T, comme sur la figure 3.12. Cette approche a
deux inconvénients. Tout d’abord, elle ne permet pas d’avoir accés & des variations sur
des durées inférieures a T'. De plus, elle conduit & une dégradation de la précision sur la
moyenne. En effet, dans ce cas, le bruit de MicroSTAR est sélectionné a la fréquence 2/T

et Se(2/T) > Se(2/7) lorsque T > 7 et 7 > 205, ce qui est le cas ici.
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FIGURE 3.11 — Précision sur la moyenne du signal extérieur en fonction du temps d’intégra-
tion, en supposant soit que les moyennes du signal sur chaque période sont indépendantes
soit qu’elles suivent la fonction d’autocorrélation de la figure 3.6(a). La figure est réalisée
pour le signal de modulation 3 (cf. fig. 3.3) avec une période de modulation 7 de 600s, une
durée de masquage Ty de 200 s et une fréquence d’échantillonnage fs de 1 Hz. Elle montre
que ’hypothése d’indépendance est correcte. Pour un temps d’intégration de 3 heures, la
précision est égale & 1 pm-s~2 pour la moyenne de I'accélération.

x 10

IS

w

N

Précision (m.s’z)

0 50 100 150 200 250 300
Durée d'intégration (min)

FIGURE 3.12 — Cette figure est identique & la figure 3.11 mais la période de modulation
est égale a la durée d’intégration. La précision est moins bonne que dans la figure 3.11 car
plus la durée d’intégration augmente, plus la fréquence a laquelle est sélectionné le bruit

de MicroSTAR est petite, sachant qu’il y a une remontée en 1/f aux basses fréquences de
la DSP.

3.4.2 Variations sinusoidales

Il est aussi possible de chercher des variations sinusoidales a une fréquence donnée
f* de l'accélération non-gravitationnelle. Le but est alors de trouver les coefficients « et

B d’un signal temporel a cos(27f*t) + [sin(27 f*t) en utilisant les valeurs moyennes de
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FIGURE 3.13 — Covariances des quantités « et 3 telles que définies par I’équation (3.49). Les
figures correspondent au signal de modulation 3 (cf. fig. 3.3) avec une période de modulation
7 de 600s, une durée de masquage Ths de 200s et une fréquence d’échantillonnage fs de
1 Hz. L’optimisation a été faite avec 60 points, i.e. la taille de la matrice I’ dans I’équation
(3.49) est 60 x 2 et le temps total d’intégration est 60 x 7 = 10 h.

I’accélération non-gravitationnelle sur chaque période de modulation. Il est possible de
caractériser 'incertitude sur « et 8. Soit p le nombre de périodes de modulation considéré,
de telle sorte que pg = N. On appelle Q3 € M,(R) la matrice de covariance définie
par Qq;; = R'"[i — j] et 'on définit la matrice F € Mp(R) par Fyy = cos(2mf*7k) et

Fyo = sin(2m f*7k). La matrice de covariance pour « et (3 est alors

Cov(a, ) Cov(a, )

Cov(a, ) Cov(B,8)| (F'F) ' F'QuF (F'F)~! (3.49)

La figure 3.13 montre, pour un jeu de paramétres donnés (7 = 600s, Thy = 200s,
fs = 1Hz), les variations des composantes de la matrice de covariance en fonction de
1/(rf*). La valeur minimale sur 'axe x a été fixée a 2, c’est-a-dire f* = 1/(27). Cela
vient du théoréme de Nyquist-Shannon [163| qui ne permet pas de récupérer des variations
sinusoidales a des fréquences supérieures & la moitié de la fréquence d’échantillonnage, qui

est égale a 1/7 dans ce cas.

A linverse, lorsque 1/(7f*) devient grand, I'incertitude diverge. La valeur pour laquelle
cela arrive dépend de la taille de la matrice F', c’est-a-dire du nombre de points utilisés
pour déterminer la sinusoide : plus il y a de points, plus il est facile de déterminer un signal
a basse fréquence. Pour 7 = 10min et f* la fréquence d’une période de révolution de la
Terre, le ratio des fréquences est 1/(7f*) = 144. Dans ce cas particulier, avec 60 points de

mesure (ce qui correspond & 10 heures de mesure) et pour une période de modulation de
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10 min

VCov(a,a) = 8,7 x 107 ¥ m-s™2 (3.50a)
VCov(B,8) =7,3x 1073 ms2 (3.50b)

Cov(a, B) = =5,7 x 10726 m?.s74 (3.50¢)

Ces valeurs numériques montrent qu’il est possible d’obtenir, dans cette configuration,

I'amplitude d’une sinusoide avec une précision meilleure que 1 pm-s~2.

3.5 Discussion

3.5.1 Optimisation du signal de modulation
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moindres carrés moindres carrés généralisés

FIGURE 3.14 — Précision sur la valeur moyenne de I’accélération pour un temps d’intégration
d’une heure et pour le signal de modulation 3 (cf. fig. 3.3). Les courbes sont paramétrées
par la durée du masquage. La ligne pointillée montre la période de modulation qui donne
la meilleure précision étant donné une durée de masquage.

Jusqu’a maintenant, une seule période de modulation (7 = 10min) et une seule durée
de masquage (T = 200s) ont été considérées. Cependant, la précision sur les quantités
démodulées dépend de leur valeur. La figure 3.14 montre la précision sur la moyenne du
signal sans biais pour un temps d’intégration de 1 heure pour le calcul effectué avec les
moindres carrés (a) et les moindres carrés généralisés (b). Ces valeurs sont calculées en
prenant la valeur de R'[0] et en la multipliant par \/7'/7 ol 7 est la période de modulation
et T est la durée d’intégration, prise égale a 1heure. Comme cela a déja été mentionné,
plus la durée de masquage est longue, plus la valeur numérique de la précision est grande.
Pour des raisons techniques, il n’est pas possible de retourner ’accélérométre trop vite : la

durée de masquage minimal dépendra de la vitesse maximum de rotation.
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Comme indiqué précédemment, on voit que la différence entre la méthode des moindres
carrés et celle des moindres carrés généralisés est faible, bien que cette derniére donne des
valeurs pour la précision légérement plus faible. L’utilité principale de ces courbes est de
connaitre la période de modulation qui minimise la précision étant donnée une durée de

masquage.

3.5.2 Filtrage avant numeérisation

Afin d’obtenir la formule (3.43), il est nécessaire de supposer que le signal mesuré
par MicroSTAR est filtré avant conversion digitale par un filtre passe-bas de fréquence de
coupure 1/(20t) afin de supprimer les effets de repliement spectral (cf. annexe A). Dans le

domaine temporel, cela signifie que la convolution avec

h(t) = %Sinc (Z) (3.51)

est effectuée avant conversion digitale. Dans le cas considéré ici, il peut étre légitime d’utili-
ser un autre filtre. En effet, on s’est intéressé en particulier & déterminer la valeur moyenne
du signal et du biais sur chaque période de modulation. Cependant, avec le filtre ci-dessus,
les données numérisées ne sont pas les moyennes sur la durée d’échantillonnage §t. L’idée
est donc d’utiliser une moyenne glissante avec le filtre

1 ot ot

—si T <<z :
h) = { 5t S "2 == (3:52)

0 sinon (3.52b)

Dans ce cas, le filtre dans le domaine de Fourier a pour expression F{hy, }(f) = sinc(mf/ fs).
Par conséquent le bruit n’est pas parfaitement filtré pour des fréquences supérieures a fs :
dans les équations précédentes, la densité spectrale de puissance S, devrait étre remplacée

par /S\; définie par

S.(f) =Y sine (W) So(f + kfa). (3.53)

Si la formule analytique de S, est utilisée telle quelle, cette somme diverge du fait du
terme en f*. Pour lever ce probléme, il faut simplement considérer que 1’accélérométre a

une fréquence de coupure au-deld de laquelle la sommation s’effectue sur des termes nuls.

3.5.3 Spécifications sur la platine rotative

Dans tout ce qui précéde, on a considéré la matrice J parfaitement connue. Ce n’est
cependant pas le cas car la définition de la matrice J fait intervenir 'angle 6 et la connais-
sance de 0 peut étre dégradée par un biais et du bruit. Ainsi, il y a une différence entre la

valeur réelle de ’angle de rotation noté 6*, et I’angle de rotation mesurée noté 6

0 = 0% + by + 60 (3.54)
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ol by est un biais déterministe et 60 un processus stochastique stationnaire de moyenne
nulle qui décrit le bruit qui s’ajoute a la mesure de ’angle . Cela conduit & un bruit sur

les matrices A. and A, décrit par
dA. = diag[cos(0 + d6x) — cos(8y)] =~ —diag[dby sin(6y)] (3.55)

et
0As = diag[sin(0y + 66)) — sin(0x)] ~ diag[d0 cos(6)] (3.56)

L’impact du biais by sur la mesure a été estimé précédemment (cf. section 2.4.2). Il a été
montré que by doit étre inférieur a4 107° rad pour avoir une mesure & 1 pm-s~2 prés. Dans
les équations (3.7), ey et e, sont les bruit introduits par 'accéléromeétre MicroSTAR sur
chacun des axes. Ils n’incluent pas le bruit sur la mesure de ’angle 6. Pour en tenir compte,
il est possible d’introduire un bruit généralisé : les quantités ey et e, sont remplacées par

e, = e, + &y, et &, =e, + &, avec

&, = kiy [0Acay + A a,] (3.57a)
&, = k1. [-0Asay + 0Aca,] (3.57b)

Ces bruits additionnels dépendent des valeurs de ay, et a, et de A, et dA,. Par conséquent,
plus le signal & mesurer est faible, plus le bruit induit par 'incertitude sur la mesure de 6

sera faible.

Jusqu’ici, on a considéré que dA. et A sont nulles, c’est-a-dire que la seule source de
bruit prise en compte est ’accélérométre. Ici, ce bruit généralisé va permettre de donner
des spécifications sur la quantité §0 pour atteindre les objectifs de précision souhaités pour
I'instrument (cf. section 3.5.3). Le but est que ce soit le bruit de ’accéléromeétre MicroSTAR

qui soit le facteur limitant pour la précision. Pour avoir un tel résultat, il faut que

1

1
25t 25t
" S IFadeh DA < [ s 1 Fled () df (3.5%)
~ 35t ~ 35t
ol S; est la densité spectrale de bruit de é di a la platine rotative. En supposant que
ay X a, X ang, on a € = dfayg. Comme le traitement du signal sélectionne le bruit a la
fréquence 2/7, il faut que Se(f) < Se(f) pour f € [1/(7);3/(7)]. Par conséquent, il faut

que

vf e | 52| s < 24 (3.59)

aNGg

Pour calculer a g, on suppose que le contributeur principal & la force non-gravitationnelle
est la pression de radiation solaire et que la sonde spatiale est & une unité astronomique
do du Soleil : on prend, comme & la section 2.4.2, ayg = CpP/c = 4,6 x 107" m-s~2. Pour

la valeur minimale de S, la condition s’écrit

Sso(f) = 1,3 x 10~*rad-Hz /2. (3.60)
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3.5.4 Connaissance des facteurs d’échelle

On peut appliquer la méthode introduite ci-dessus pour déterminer la stabilité néces-
saire des facteurs d’échelle pour obtenir la précision de mesure souhaitée. En effet, jusqu’a
maintenant, les facteurs d’échelle ont été supposés constants. En pratique, ils peuvent varier

avec une composante déterministe et une composante stochastique.

Comme le facteur d’échelle est indissociable de I’accélération, dans le sens ol on mesure
le produit des deux, la partie déterministe du facteur d’échelle doit étre mesurée séparément
pour étre ensuite retirée [164]. Si I'on souhaite une précision finale sur I'accélération de
1pm-s~2, il faut que la connaissance du facteur d’échelle soit précise a 1 pm-s~2/a*, ot a*

est 'amplitude du signal extérieur.

Concernant la partie stochastique de la variation temporelle du facteur d’échelle, on
introduit Sk, sa densité spectrale de puissance. D’aprés la section précédente, pour que ce

bruit soit négligeable devant celui de MicroSTAR, on doit avoir

Sk, (f) < 1,3 x 1074 Hz /2, (3.61)

3.5.5 Orthogonalité des axes de mesure

On a supposé dés le début de ce chapitre que les axes de mesure de 'accélérométre
MicroSTAR étaient orthogonaux en supprimant la matrice de couplage. Supposons que les
axes de mesure réels ne soient par parfaitement alignés avec les axes de mesure supposés
et restreignons nous au plan défini par les axes = et y. L’angle 6, mesure ’écart a ’ortho-
gonalité entre ces deux axes de mesure. On suppose ici que selon la direction y, 'axe de
mesure réel et I'axe de mesure supposé sont confondus. Les équations (3.5) deviennent (en

annulant les facteurs quadratiques)

{ my = kiy [cos(0)(ay + sin(f)az) + sin(f) cos(0e)az] + by + ny (3.62a)
m, = ki, [—sin(0)(ay + sin(fe)az) + cos(0) cos(be)az] + b, + n, (3.62D)

Ainsi, en appliquant les méthodes développées dans ce chapitre, on obtiendra sans biais les

quantités ay + sin(6)az et cos(be)az. Pour avoir une précision p, il faut donc que

{ |sin(0e)ang| <p (3.63a)
|(1 = cos(be))ana| < p (3.63D)

En prenant p = 1pm-s~2 et anyg = CgP/c = 4,6 x 107" m-s~2, il faut avoir une connais-

sance de 0, 4 2,2 x 10~ %rad prés. A 'inverse, si ’'on cherche une précision de 1 pm-s~2 mais
que l'orthogonalité ne peut étre connue qu’a 2,2 x 10~° rad, avec les mémes données pour

calculer la pression de radiation solaire, il faut se placer au-dela de 3 UA du Soleil.
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3.6 Correction du biais sur trois axes

Dans tout ce chapitre, on s’est intéressé a la correction du biais de MicroSTAR dans la
configuration de l'instrument GAP, c’est-a-dire avec une seule platine rotative. La configu-
ration retenue permet de faire des mesures sans biais selon les deux axes perpendiculaires &
I’axe de rotation. Dans le cas ot celui-ci est perpendiculaire au plan de l'orbite moyen, cela
permet d’avoir toutes les informations nécessaires pour la restitution d’orbite. Il peut étre
néanmoins intéressant de faire des mesures sans biais suivant les trois axes. Dans un pre-
mier temps, on démontre qu’il est nécessaire d’avoir deux axes de rotation non-colinéaires.
On détermine ensuite les conditions sur les deux angles paramétrant les rotations pour
avoir des mesures sans biais et on donne deux exemples concrets de signaux de calibration.
Il est bien siir possible, comme pour la correction du biais sur deux axes, de calculer les

précisions obtenues aprés traitement des données.

3.6.1 Nombre de rotations nécessaires

Supposons qu’une seule rotation, paramétrée par ’angle 8, permette de modifier I’orien-
tation de 'accéléromeétre MicroSTAR. Les équations de mesure peuvent se mettre sous la

forme

QIX=M+E (3.64)

avec € M3y 1(R) une matrice de changement de base qui code l'orientation de 'accé-
lérométre par rapport a la partie tournante de la platine rotative. Dans ce cas, la matrice

Jo € Mgn,12n(R) est égale a

IdN ON ON IdN 0N 0N
Jo=|0x Age Ags Oy Idy Oy (3.65)
On —Aps Age Oy On Idy

et la matrice P vaut
P = diag(Va; Va; Va; Vi Vis V) (3.66)

Pour effectuer des mesures sans biais aprés traitement du signal, il faut que rg(QJyP) =
3pq + 3pp. Pour V, =V, = V4, cette condition n’est pas vérifiée. Une telle configuration ne
permet donc pas de déterminer la valeur moyenne du signal et du biais sur une période de

modulation. Il est donc nécessaire de disposer de deux rotations.
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3.6.2 Conditions pour la correction du biais

On suppose maintenant que 'accélérometre MicroSTAR peut tourner autour de son

axe x et de son axe y. La matrice de changement de base T5. g s’écrit

1 0 0 cos(¢p) 0 —sin(v))
Ts5c0= |0 cos(f) sin(0) 0 1 0 (3.67)
0 —sin(f) cos(d)]| [sin(yp) 0  cos(v))

ou ¢ est I'angle qui paramétre la rotation autour de l'axe y. En omettant les facteurs
quadratiques et les bruits de mesure, les mesures accélérométriques sont donc reliées aux

composantes du signal dans le repére du Systéme Solaire de la maniére suivante

a; = ki [cos(¥)ax — sin(v)az] + by (3.68a)
ay = kiy [sin(8) sin(y)ax + cos(d)ay + sin(f) cos(y)az]| + by (3.68b)

)
a, = ki, [cos(0) sin(¢)ax — sin(f)ay + cos(9) cos(¢)az] + b, (3.68¢)
On introduit les quatre matrices suivantes, appartenant & My (R), avec k € [1; N]

Ag. = diag[cos(0y)] et Ags = diag[sin(by)] (3.69)

Ay = diagfcos(¢y)] et Ays = diag[sin(yy)] (3.70)

Cela permet d’écrire les équations de mesures (3.68) de maniére complétement matricielle
JD=M+F (3.71)

avec D € MGNJ(R), M e MgNyl(R), NS MgN,l(R) et J € MGNJQN(R) définies par

o]
ay
my ex
az
D = b , M= my| , E= |ey (3.72)
* m,, e,
by
_bz_
et
F1eAye On —kizAys Idy On  Op
J = klyAgsAws klyAgc klyA95A¢C ON IdN ON (373)

kizAgcAys —Fki1zMgs  kizAgcAye On Oy Idy

En faisant le méme raisonnement que dans la section 3.2.3, on en déduit que la démodula-

tion fonctionne suivant les trois axes, dans le cas simplifié ou P = P, si

P'JyJP = P'J)JoPK (3.74)
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avec

P = diag(Vy; Va; Va; Vi Vi V) (3.75)

A partir de cette égalité, on déduit les conditions suivantes. Tout d’abord, il faut que
P'J§JoP soit inversible, ce qui nécessite que rg(JoP) = 3p, + 3pp. Ensuite, en exprimant

cette égalité terme a terme, on obtient

V! MgV = Opop, (3.76a)

VaIAws% = Opapy (3.76b)

Vo' MoV = Opop, (3.76¢)

Vo' MosViy = Opop, (3.76d)

Vo' NgeAye Vo = Opop, (3.76¢)

Va'AecAwsVL = Opap, (3-76f)

Vo' MosAyeV = Opyp, (3.76g)

Vo' NgsAyps Vi = Opop, (3.76h)

Vo (k1aApe? + kiyAgs® Aps? + k12 Ape? Ay )V = k1o1d,, (3.77a)
V! (k1y Ao + k12Mps?) Ve = Ky Idy, (3.77D)
Vo (k1eAyps® + kryAos® Ape? + k1Mo Ay ) Ve = k:1dy, (3.77c)
Vo' (k1y — k12)NosAocAycVa = Op, (3.78a)

Vo' (k1y — k12)MgsAgeAypsVa = 0p, (3.78b)

Vo Myl ys(—kiz + kiyAos® + ki2Ag2)Va = 0, (3.78¢)

Les équations (3.77) et (3.78) sont vérifiées si les angles 6 et 1) ne prennent lors des
mesures que les valeurs Orad et mrad. C’est cette approche qui avait été utilisée dans la

cadre de la correction du biais sur deux axes. Dans ce cas, il n’y a qu’a vérifier les équations

suivantes
Va'Awa = Opupy (3.79a)
V(ZIAQC‘/;J = Opapb (379b)
VaIAQCchVb = Opa]ol7 (3.79(3)

3.6.3 Exemples de signaux de modulation

Pour conclure cette discussion sur la correction de biais suivant trois axes, on introduit
des signaux de modulation qui permettent de vérifier les conditions ci-dessus dans le cas

d’un satellite non-spinné et dans le cas d’un satellite spinné.
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Satellite non-spinné
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FIGURE 3.15 — Signaux de modulation pour une correction du biais sur trois axes. Deux
périodes sont représentées, séparées par des cercles (o). Le temps de masquage par période
pour la représentation graphique vaut 10 % de la période. Sur ces courbes, la rotation est
instantanée bien que ce ne soit pas le cas en pratique.

La figure 3.15 propose des variations de 6 et ¥ qui permettent de vérifier les conditions
(3.79) pour V, et V; appartenant a ’ensemble {V;, Va}. La variation temporelle de 'angle
0 est exactement identique au signal de modulation 3. Pour I'angle 1, on répéte le signal
de modulation 3 sur chaque période pour laquelle I’angle 6 est constant. Cela permet de
vérifier la condition (3.79c¢).

Il est possible d’avoir des signaux de modulation plus simples pour lesquels les condi-
tions sont vérifiées seulement pour V, = V;, = V1. Pour cela, on prend le signal de modula-

tion 1 pour @ et le signal de modulation 2 pour .

Sonde spinnée

Dans le cas d’une sonde en rotation autour d’un de ses axes, une des rotations nécessaires
pour supprimer le biais sur les trois axes est réalisée par le mouvement de la sonde. Une
seule platine rotative suffit et 'on suppose que son axe de rotation est perpendiculaire &
I’axe de rotation de la sonde. On suppose que ’angle ¥ décrit la rotation de la sonde a la
fréquence f., c’est-a-dire

P(t) = 27 fet. (3.80)

Dans cette configuration, on ne peut plus considérer que ’on fait des mesures seulement
lorsque les angles valent Orad et wrad. Si les facteurs d’échelle sont parfaitement connus,

c’est-a-dire égaux a I'unité, cela implique que la condition (3.74) est toujours vérifiée. La
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seule chose dont il faut s’assurer est que rg(JoP) = 3p,+3pyp. Cela est vérifié si, par exemple,
le signal de modulation 2 est utilisé pour I’angle 6. Dans le cas ou les facteurs d’échelle ne
sont pas égaux a 'unité, les équations (3.77) et (3.78) ne seront pas parfaitement vérifiées.
Il y aura donc un mélange du signal et du biais ainsi qu'un mélange des mesures suivant
des axes différents. En pratique, le probléme ne se pose pas car la mission OSS propose

une sonde stabilisée suivant les trois axes.
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Chapitre 8. Traitement du signal pour une mesure d’accélération sans biais




Chapitre

Validation expérimentale de la correction

du biais

Sommaire
4.1 DMontage expérimental . . ... ... ... .. 000 0oL 82
4.1.1 Systéme demesure . . . . .. ... 83
4.1.2 Pendule asservi horizontalement . . . . . .. ... .. ... ... 85
4.2 Meéthode expérimentale et traitement des données . ... ... 87
4.2.1 Modélisation de 'expérience . . . . . . . . . . ... ... ... .. 87
4.2.2 Description des mesures . . . . . . .. ... 88
4.2.3 'Traitement des données . . . . .. .. ... .. 89
4.3 Reésultats et discussion . . . . ... ... .. .0 000 o 89
4.3.1 Détermination de l'orientation relative . . . . . . . . .. .. ... 89
4.3.2 Validation expérimentale du principe de démodulation . . . . . . 89
4.3.3 Précision des mesures . . . . . .. ..o 93
4.4 Conclusion . . .. . ... i ittt e e e e e e e 94

81



82 Chapitre 4. Validation expérimentale de la correction du biais

Le chapitre précédent a permis de développer une approche innovante concernant 'uti-
lisation du Gravity Advanced Package d’une part et le traitement des données d’autre part.
La méthodologie développée permet de séparer le biais de mesure de ’accélérométre du
signal extérieur et donc d’obtenir, aprés traitement des données, des mesures d’accéléra-
tion sans biais. Le but de ce chapitre est de présenter une validation expérimentale de ces
méthodes de mesure et de traitement des données [165].

Il est démontré dans ce chapitre qu’il est possible de séparer parfaitement le biais du
signal extérieur sur des données expérimentales, lorsqu’on se place dans les conditions pré-
sentées précédemment. Concernant la précision sur la mesure des accélérations sans biais,
I’écart-type obtenu expérimentalement est comparé a la précision attendue théoriquement.

Comme le Gravity Advanced Package n’est pas disponible, des instruments commer-
claux ont été utilisés : le systéme de mesure qui remplace le Gravity Advanced Package
ainsi que ’ensemble de I'expérience sont décrits a la section 4.1. Dans la section 4.2, la mé-
thodologie de mesure ainsi que le traitement des données sont présentés. Enfin, les résultats

sont discutés dans la section 4.3.

4.1 Montage expérimental

FIGURE 4.1 — L’attitude du pendule est controlée par des actionneurs (entourés en rouge).
Le DM1 (entouré en vert) est utilisé par le systéme d’asservissement pour controler 'incli-
naison du pendule. Cela permet de supprimer le bruit sismique. Les deux accélérométres
Q-Flex (A et B) placés sur la platine rotative Newport (entourés en bleu) sont utilisés pour
faire les mesures. L’électronique n’est pas visible sur cette image.

Le montage expérimental est présenté en figure 4.1. Il se compose de deux systémes.

D’un c6té, le systéme de mesure est utilisé pour remplacer le Gravity Advanced Package :
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il est décrit a la section 4.1.1. De 'autre, le pendule controlé par un accélérométre élec-
trostatique, appelé DM1, est utilisé pour imposer une accélération connue au systéme de

mesure : 1l est décrit en section 4.1.2.

4.1.1 Systéme de mesure

Le systéme de mesure utilisé pour mimer le Gravity Advanced Package est composé

de :

— une platine rotative RGV100BL fabriquée par Newport [166] qui correspond au Bias
Rejection System. L’axe de rotation est noté x et il est vertical. Comme pour le
Gravity Advanced Package, la rotation est paramétrée par un angle 8. La répétabilité
angulaire est égale 4 0,0003 °. Etant donné le bruit des accélérométres Q-Flex, le bruit
introduit par la platine rotative est négligeable.

— deux accéléromeétres Q-Flex QA-700 fabriqués par Honeywell [167]. Ce sont des ac-
célérométres mono-axial et ils sont positionnés de telle sorte que les axes de mesure
soient perpendiculaires. Les Q-Flex A et B mesurent le champ de gravité local le long

des axes z et y, respectivement, du repére lié a la partie en rotation de la platine

Newport.
‘ Q-Flex A ‘ Q-Flex B
Q-Flex + convertisseur 0.8376 V.s>.m~! 0.8120 V.s>.m~!
amplificateur 1010.9 990.54
Total Ga=846.73 V.s>m™! | Gp = 804.32 V.s>m™!

TABLE 4.1 — Mesures expérimentales des gains des chaines de mesure des Q-Flex A et B

La sortie d’'un Q-Flex est un courant proportionnel a 1’accélération mesurée. La chaine
de mesure d’'un accélérométre est composée d’un convertisseur courant-tension et d’un
amplificateur. Afin d’obtenir le gain de tout l'instrument, le processus d’étalonnage est
effectué en deux étapes. Tout d’abord, le gain de l'accélérométre avec le convertisseur
courant-tension est mesuré. Pour ce faire, 'axe de mesure du Q-Flex est placé vertica-
lement de telle sorte que le champ de gravité local g est mesuré; ensuite, 'instrument
est retourné afin de mesurer —g. En soustrayant et en additionnant ces deux mesures, et
connaissant la valeur du champ de gravité local, le facteur d’échelle et le biais du Q-Flex
avec son convertisseur courant-tension sont déterminés'. Dans un deuxiéme temps, le fac-
teur d’échelle de l'amplificateur est obtenu en mesurant précisément la sortie (en V) en
fonction de ’entrée (en V). Les valeurs numériques sont données dans le tableau 4.1 : G 4 et
G B désignent les valeurs expérimentales alors que G4 et G sont les valeurs exactes. Cela

permet d’introduire les facteurs d’échelle sur chaque axe : k, = Gp /Gp et k, = Ga /G A,

1. On pourrait étalonner le gain en positionnant ’accéléromeétre horizontalement. Cette approche est
cependant moins performante car lorsque ’angle -+, qui mesure ’écart & ’horizontalité ou la verticalité, est
proche de Orad, cos(y) ~ 1 —~?/2 et sin(y) ~ . L’écart & la verticalité a donc un impact en v? sur la
projection de la gravité sur ’axe de mesure alors que ’écart & 'horizontalité & un impact en ~.
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qui sont petits devant 1.

Les valeurs numériques sont choisies pour que les gains de toute la chaine de mesure
des Q-Flex soient comparables & celui du DM1 (cf. section 4.1.2). Il est aussi possible de
connaitre approximativement les valeurs numériques du biais de toute la chaine de mesure
pour les Q-Flex A et B, respectivement b4 = —224,50V et bgp = —52,19V.

0.8120 V.s2.m* |—] 990.54 [—> R

- Enregistrement

- Traitement
- Contréle du BRS

Ordinateur

Filtre
passe-bas
o

0.8376 V.s2.m' |—] 10109

Controéleur

FIGURE 4.2 — Schéma de la chaine de mesure : 'ordinateur est utilisé pour enregistrer et
traiter les données et pour controler la platine rotative. Un filtre passe-bas est placé avant
le convertisseur analogique-numeérique (ADC) pour éviter le repliement de spectre.

Finalement, les données ont besoin d’étre numeérisées pour le post-traitement. Pour
cela, un filtre passe-bas SR640 [168] est utilisé pour supprimer le repliement de spectre lors
de la numérisation réalisée avec le convertisseur analogique-numérique NI 6033 [169]. La
caractérisation de ces systémes en terme de biais, facteur d’échelle et bruit a été réalisée
et est utilisée lors du traitement des données. Pour toutes les expériences, la fréquence de
coupure du filtre est égale & la moitié de la fréquence d’échantillonnage pour supprimer le

repliement de spectre. Un schéma de la chaine de mesure est présenté en figure 4.2.

Expérience

= = = Modéle

Racine carrée de la DSP (m.s_z.Hz_wz)

<3

I

10 107 107
Fréquence (Hz)

-
oI

FIGURE 4.3 — Racine carrée de la densité spectrale de puissance du bruit du Q-Flex A et
de sa chaine de mesure. Le modéle analytique est celui donné par I’équation (4.1).
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Afin de comparer la précision expérimentale & celle prévue théoriquement, il est né-
cessaire de caractériser le bruit de mesure des Q-Flex. La densité spectrale de puissance
mesurée est présentée en figure 4.3. Elle peut étre approchée par les fonctions analytiques
So.(f) = S(f)/GNA2 et Sgp = S(f)/G:B2 (en m?-s~%+.Hz™!) correspondant respectivement
aux Q-Flex A and B avec

N 9.052 x 10~8 V2 Hz0-6384

_ -5 v2 1,1
S(f) =3.1925 x 107 V“.Hz f1.6384

(4.1)

Pour les fréquences au-dessus de 2 x 107! Hz, le modéle analytique ne correspond pas
aux mesures expérimentales de la DSP. En effet, & ces fréquences, le bruit électronique des
Q-Flex est dominé par le bruit sismique filtré par la fonction de transfert du pendule. Ce
n’est cependant pas un probléme car ces fréquences sont trop élevées pour jouer un role
dans cette expérience. Pour les fréquences en dessous de 2 x 107! Hz, le bruit des Q-Flex
est plus grand que le bruit du pendule de plusieurs facteurs d’échelle (cf figure 4.4). Cela

signifie que dans cette expérience, il n’est nécessaire de considérer que le bruit des Q-Flex.

4.1.2 Pendule asservi horizontalement

10° T . T T
axe Y :
axe Z

Q- :
T
T
o 10
«
E
<@
=]
©
c
<

-7
2 10
3
o

-8

10

Fréquence (Hz)

FIGURE 4.4 — Racine carrée de la densité spectrale de puissance du bruit du pendule. En
dessous de 2 x 107! Hz, le pendule est asservi sur les sorties de 1’accélérométre DM1 et
le bruit descend approximativement a 3 x 1073 m-s~2-Hz /2. Au dessus de 2 x 10~ Hz,
le pendule est asservi sur le sol et le bruit sismique, filtré par la fonction de transfert du
pendule, est dominant.

Le pendule est utilisé comme un moyen de fournir un signal connu au systéme de mesure
avec un bruit caractérisé par la figure 4.4. Pour atteindre ce niveau de bruit, le pendule

est monté sur une dalle de béton découplée du sol. De plus, les sorties d’un accélérométre
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électrostatique, appelé DM1, sont utilisées comme capteurs : les boucles d’asservissement
sont congues de telle sorte que les sorties dans le plan horizontal (axes Y et Z du DM1)
soient nulles. Cet accélérométre est un modéle d’ingénierie pour la mission Aristoteles [170].
Le tableau 4.2 donne les valeurs expérimentales des gains suivant les deux axes horizontaux
du DM1, Gy et Gz. Les valeurs exactes sont notées Gy et Gz. Comme pour les Q-Flex,
on introduit les facteurs d’échelle sur chaque axe ky = éy /Gy et kz = G 72/Gz.

Axe Y
Gy =805 V.s2.m™!

Axe Z
Gy =825 V.s2.m™!

TABLE 4.2 — Gains des chalnes de mesure des deux axes horizontaux de 1'accélérométre
DM1 [171].

FIGURE 4.5 — Le repére local (Xg,Yp,Zp) est défini de telle sorte que X soit vertical. L’angle
¢ mesure l'inclinaison du pendule par rapport & 'horizontal autour de ’axe dirigé par Yj.
L’angle o, non représenté sur le schéma, mesure 'inclinaison du pendule par rapport a
I’horizontal autour de I'axe dirigé par Zj.

Du fait des biais de mesure by et by du DM1 le long des axes Y et Z, les axes horizontaux
du DM1 sont perpendiculaires au champ de gravité local avec une erreur. De plus, il est
possible d’incliner le DM1 d’un angle connu. Pour ce faire, des entrées secondaires sur les
axes Y et Z, notées Vy et Vy (en V), permettent d’introduire un offset. Etant donné les
gains indiqués dans le tableau 4.2, les angles d’inclinaison ¢ et o du DM1 (cf. fig. 4.5),

respectivement autour des axes Yy et Zj, sont égaux a

by —Vy 1[62 }

— = — | = —krc 4.2a

(b gGZ g GZ 252 ( )
by—Vy 1|:by :|

a=—2—Y " |X ke 4.2b
gGy g |G ey ( )

oucy =W/ éy et cy =Vyz/ G z sont les offsets en terme d’accélération et g I'accélération
de la pesanteur. Une amplitude typique pour Vy et Vz est 1,5V, ce qui conduit & une
inclinaison de l'ordre de 2 x 107%rad et une projection de la gravité locale sur le plan
Y — Z de l'ordre de 2 x 1073 m-s~2.
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4.2 Méthode expérimentale et traitement des données

4.2.1 Modélisation de ’expérience

L’inclinaison du DM1 par rapport au référentiel local est paramétrée par les angles
¢ et a. Du fait des incertitudes expérimentales, ’alignement entre le DM1 et la platine
rotative n’est pas parfaitement connu. Par conséquent, 'inclinaison de la platine rotative
par rapport au référentiel local est paramétrée par les angles (5 =¢+ ¢ et & = a+ ap,
ol ¢g et ag sont des angles constants mais inconnus. Pour ces expériences, o a été fixé a

0, ce qui veut dire que seules des rotations autour de ’axe Y ont été appliquées.

x 10
2 ;
o m
1.5 o/,g\\e\ o m
1 0// S oo Lo it
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£
~ O
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0 45 90 135 180 225 270 315
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FIGURE 4.6 — Sorties des Q-Flex en fonction de 'angle 6 avec a = ¢ = 0. L’amplitude
des courbes est liée a ’accélération extérieure et la valeur moyenne est due au biais et a la

précession du systéme de mesure.

En appelant m, et m, les mesures (en m-s~2) faites respectivement par les Q-Flex A

et B, elles sont égales au premier ordre &

{ my = ky [ay cos(6) + az sin(6)] + b, (4.3a)
m, =k, [—ay sin(0) + az cos(0)] + b, (4.3b)

avec ay et ay les accélérations extérieures (en m-s~2)

{ ay = gog (4.4a)

Gz = —g<l~5

et by et b, les biais de mesure (en m-s~2) de tout le systéme de mesure (Q-Flex + platine
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rotative)

{ by:bB/éB—{—gﬂB (4.5&)
b, =ba/Ga— gBa (4.5b)

ou B4 et Bp sont les angles de précession des Q-Flex A et B respectivement. Les biais by
et bp sont connus expérimentalement (cf. section 4.1.1) mais S4 et Bp ne le sont pas, de

telle sorte que les valeurs de by, et b, ne sont pas connues a priori.

Les équations (4.3) sont exactement similaires a celles étudiées au chapitre précédent.
Ainsi, cette expérience est bien représentative des mesures effectuées par le Gravity Advan-
ced Package lors d’une mission interplanétaire. Les conclusions de cette expérience pourront
donc s’appliquer a celle qui serait effectuée avec le GAP & bord d’une sonde interplanétaire.
La figure 4.6 montre la variation de m, et m_ en fonction de I'angle ¢ de la platine rotative.

Les données sont réduites et conduisent aux valeurs numériques suivantes

my = [—2,94 cos() — 2,98 sin(f) — 14,33] x 10 * m-s2 (4.6a)
m, = [—3,34 cos() + 3,02 sin(h) + 10,54] x 10~ m-s~2 (4.6b)

En utilisant la valeur moyenne de chacune des courbes et connaissant le biais de chaque
Q-Flex, il est possible de déterminer les valeurs numériques des angles de précession :
Ba=—8,07 x 10 °rad et Bg = 1,40 x 10 *rad.

4.2.2 Description des mesures

Concernant I’accélération extérieure appliquée sur 'axe Z, ¢z, controlée par 'inclinai-
son ¢ du pendule, deux types de signaux ont été utilisés. Dans un cas, une inclinaison
constante du pendule a été appliquée avec différentes valeurs pour l'offset? V3 du DM1 :
0V, 0,56V, 1V et 1,5V. Les données collectées avec ces signaux sont utilisées dans les
sections 4.3.1 et 4.3.3. Dans le second cas, I'inclinaison du pendule est soumise & une varia-
tion sinusoidale et triangulaire d’amplitude 1V et de différentes périodes : 0,75 min, 1 min,

5min, 60 min. Ces données expérimentales sont utilisées dans la section 4.3.2.

Les signaux temporels utilisés pour 'angle 6 sont ceux présentés au chapitre précé-
dent. Plusieurs périodes de modulation ont été utilisées : 1 min, 5min, 20 min et 50 min.
La fréquence d’échantillonnage utilisée a été principalement 10 Hz. D’autres fréquences
d’échantillonnage ont été utilisées afin de montrer expérimentalement que la précision des
quantités traitées ne varie pas avec ce paramétre sur une certaine plage. Pour toutes les
données utilisées, la durée des mesures était égale a 100 fois la période de modulation (par
exemple, pour une période de modulation de 50 min, la durée de I'expérience était 3 jours
et 11 heures).

2. Ces offsets correspondent & une accélération, cz, projetée dans le plan Y — Z de Om-s™2,

6,06 x 1074 m-s72, 1,21 x 10 %m-s~2 et 1,82 x 1073 m-s™2 respectivement
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4.2.3 Traitement des données

Le traitement des données suit exactement la procédure développée au chapitre pré-
cédent pour le Gravity Advanced Package avec une correction du biais sur deux axes en
utilisant une platine rotative. Comme on I’a vu au chapitre précédent, les facteurs d’échelle
ne permettent pas de déterminer 'accélération extérieure seule. On introduit donc les

quantités ay = kyay et az = k.az.

4.3 Reésultats et discussion

L’expérience décrite ci-dessus permet d’atteindre deux objectifs. Tout d’abord, une
validation du modéle présenté en section 4.2.1 est fournie. Dans la section 4.3.2 il sera dé-
montré que les techniques de traitement du signal développées permettent sur des données
réelles de supprimer le biais d’une mesure accélérométrique. Enfin, la méthode de calcul de

la précision des mesures sera validée avec une confirmation expérimentale.

4.3.1 Détermination de ’orientation relative

On a vu lors de la modélisation de I'expérience que la valeur numérique des facteurs
d’échelle n’est pas connue. Il est possible en agrégeant tous les résultats expérimentaux de
déterminer des combinaisons numériques de ces facteurs. En effet, pour chaque expérience
avec une inclinaison constante du pendule cz, une valeur de a,, accélération extérieure
vue par les Q-Flex sans biais, est déterminée. Les équations (4.2a) et (4.4b) permettent de

relier théoriquement ces deux quantités

. b
ay = k.kzcy — k. {GZZ + ggbg] . (4.7)

Expérimentalement, on obtient ces valeurs numériques
dz = 0.964 X cz +2.8757 x 107* m.s~ 2 (4.8)

Les résidus de 'optimisation sont présentés en figure 4.7. Les valeurs numériques des
résidus montrent un trés bon accord entre la formule théorique et les données. La valeur
expérimentale de k,kz, qui est proche de 1, montre que les valeurs numériques G4 et Gy
utilisées pour traiter les données sont proches des valeurs réelles. A l'inverse, cela ne permet

pas de déterminer indépendamment les valeurs de by et ¢yp.

4.3.2 Validation expérimentale du principe de démodulation

Dans cette partie, deux cas de figures sont détaillés. Le premier cas présente une sépa-
ration parfaite du biais et du signal extérieur. Dans le second cas, on vérifie expérimenta-
lement les résultats obtenus lorsque les conditions pour une démodulation correcte ne sont

pas vérifiées.
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FIGURE 4.7 — Résidus pour la détermination des valeurs numériques des coefficients de
I'équation (4.7). Les croix (x) correspondent aux périodes de modulation de 1min, les
étoiles (*) a 5min, les points (-) & 20 min et les cercles (o) & 50 min.

Séparation parfaite des valeurs moyennes du signal extérieur et du biais

Dans un premier temps, considérons un cas pour lequel il est possible de récupérer la
pente du biais et du signal extérieur : les conditions V1A Vi = ViA Ve = VoA Vo = 0 sont
vérifiées par le signal de modulation et le signal extérieur est a prior: affine par morceau.
Pour cela, le signal extérieur est une variation triangulaire de I'inclinaison du pendule et
le signal de modulation est le signal 3 (cf. p. 60). Les résultats du traitement des données

sont présentés en figure 4.8.

Plusieurs choses permettent de s’assurer que le traitement des données permet de récu-
pérer correctement la moyenne du signal extérieur et du biais de mesure sur chaque période
de modulation. Tout d’abord, le biais obtenu est constant, ce qui est attendu puisque la
température est constante. Deuxiémement, la moyenne de l'accélération obtenue aprés
traitement correspond parfaitement a I’accélération appliquée, comme le montre la figure
4.8(b). Cela valide expérimentalement la séparation du signal extérieur et du biais lorsque

leur valeur moyenne sur chaque période est considérée.

La figure 4.8(c) montre le résultat du calcul de la pente du signal extérieur. La pente du
biais a une variation qui ressemble & celle du signal extérieur, ce qui est incompatible avec
le fait que le biais est constant pendant toute la durée de I'expérience. Ce probléme vient
probablement du fait que la pente du signal extérieur n’est pas parfaitement constante sur
chaque période de modulation. Ce constat sur le calcul de la pente du signal extérieur ne

remet cependant pas en cause la validité des valeurs moyennes obtenues précédemment.
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FIGURE 4.8 — Conditions expérimentales : le signal extérieur suit une variation triangulaire
de période égale & 60 min avec une amplitude V, = 1V ; le signal de modulation est le
signal 3 (cf. p. 60) avec une période de 1min. Dans les figures (a) and (c), la ligne (-)
représente le signal extérieur appliqué, les points (e) représentent ’accélération obtenue
expérimentalement aprés traitement des données, c’est-a-dire sans biais, et les cercles (o)
représentent le biais obtenu aprés traitement des données.

Démodulation imparfaite

Pour illustrer le comportement du traitement des données lorsque les conditions de
démodulation ne sont pas respectées (cf. section 3.2.1), considérons les conditions expé-
rimentales suivantes : le signal extérieur a une variation sinusoidale avec une période de
60 min avec une valeur pic a pic de 1V ; le signal de modulation est le signal 1 (cf. p. 59)
avec une période de 5 min.

Les données sont traitées de deux maniéres différentes. Dans un cas, le signal de mo-

dulation 1 (cf. p. 59) est utilisé, et dans autre cas, un déphasage de T_TTM est introduit et
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4 pic de la variation du biais obtenu avec le trai-
tement des données est égale & 3,06 x 10~ m-s~2.

FIGURE 4.9 — Conditions expérimentales : le signal extérieur suit une variation sinusoidale
de période égale & 60 min avec une amplitude V, = 1V ; le signal de modulation est le
signal 1 (cf. p. 59) avec une période de 5min. La ligne (-) représente le signal extérieur
appliqué, les points (e) représentent 'accélération aprés traitement, c’est-a-dire sans biais,
et les cercles (o) représentent le biais obtenu apreés traitement des données. L’équation (4.7)
a été utilisée pour corriger les mésalignements.

les données expérimentales sont traitées en utilisant le signal de modulation 2 (cf. p. 60).
Les résultats sont donnés en figure 4.9.

Comme la sinusoide ne peut pas étre considérée comme étant constante par mor-
ceau, ViAca, # 0 pour le signal de modulation 1. Par conséquent, la valeur moyenne
du biais calculée est la somme de la valeur moyenne réelle et d'un terme additionnel,
k.(Vi'V1)71Vi’Acaz. Ce terme est un vecteur colonne. Chacune de ses valeurs peut étre

approximée par la fonction suivante évaluée aux instants d’échantillonnage

t+7/2 t+71
h(t) = 1 / % cos(w)dA — % cos(wA)dA
T | Jt t4+7/2 (4.9)
2¢%, wT ) wT
- fmn () e+ )

ou 7 est la période de modulation, w est la pulsation de la sinusoide et c% est son ampli-
tude. Pour les conditions expérimentales de la figure 4.9(a), la valeur pic a pic de h est
3,15 x 1074 m-s~2 et son déphasage est 17,5min. Cela correspond parfaitement a la partie
sinusoidale du biais démodulé de la figure 4.9(a).

Les résultats du traitement des données avec le signal de modulation 2 sont présentés
en figure 4.9(b). Dans ce cas, comme Vi'A.a, = 0 a priori, il n’y a pas de mélange lors du

traitement des données entre le biais et le signal : il est possible de récupérer les bonnes
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valeurs de la moyenne du biais et de la moyenne de l'accélération aprés traitement des
données. On s’apercoit cependant que le biais n’est pas parfaitement constant sur la figure
4.9(b) alors qu’il devrait 1’étre. Cela vient du fait que ’hypothése selon laquelle la sinusoide

est affine par morceau n’est pas parfaitement correcte, en particulier aux extrema.

4.3.3 Précision des mesures

L’un des objectifs de cette expérience est de valider expérimentalement la précision
sur la moyenne de ’accélération sans biais. Pour cela, les données obtenues avec une in-
clinaison constante du pendule sont agrégées. La précision théorique sur la moyenne du
signal extérieur, pour un temps d’intégration 7', s’exprime en utilisant la densité spectrale
de puissance du bruit du Q-Flex A (cf. eq. (4.1)) et le signal de modulation. Dans cette
section, on utilise le signal de modulation 3 car c’est celui qui présente les meilleures per-
formances en terme de séparation du biais et du signal. La formule compléte a été donnée
dans le chapitre précédent et est utilisée pour le traitement des données. Par simplicité, on
s’appuie ici sur la formule simplifiée qui donne la précision ¢ pour un temps d’intégration

T et une période de modulation 7

o(r,T) ~ ,/%SQ (i)

Il a été démontré que le bruit sur les moyennes des quantités démodulées est un bruit blanc.
Par conséquent o(7,71) = /T2/T1 X o(7,T2).

(4.10)
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FIGURE 4.10 — Précision (1o) de la moyenne de l'accélération aprés traitement en fonction
de la période du signal de modulation pour un temps d’intégration de 1heure. Les barres
montrent 'intervalle de confiance a 99 %. Les données ont été obtenues avec une fréquence
d’échantillonnage de 10 Hz et le signal de modulation 3. Chaque point est le résultat d’une
statistique sur 200 & 700 données expérimentales. La précision théorique est tracée en
utilisant la formule générale donnée au chapitre précédent.
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Les valeurs théoriques de la précision sont comparées aux données expérimentales dans
la figure 4.10. Les points expérimentaux sont obtenus en calculant ’écart-type des valeurs
expérimentales de az lorsque le pendule a une inclinaison constante. Comme le bruit du
pendule est négligeable devant celui des Q-Flex, la source de bruit dans les mesures de az
est le bruit de mesure des Q-Flex. En calculant ’écart-type, on a donc accés a la précision
sur ay.

La figure 4.10 montre que les valeurs expérimentales sont en trés bon accord avec
les prédictions théoriques sur I’ensemble de la gamme de période de modulation qui est
envisagée pour le Gravity Advanced Package. Par conséquent, ces expériences valident
I’approche théorique développée au chapitre précédent. Le fait que les Q-Flex aient un
bruit de mesure plus élevé que celui de 'accélérométre MicroSTAR ne remet pas en cause

la validation du principe.

Fréquence (Hz) ‘ Précision (m.s~2)

10 1.6631 x 10~ 7
100 1.5718 x 1077
200 1.2524 x 1077

TABLE 4.3 — Influence de la fréquence d’échantillonnage sur la précision de la moyenne
de 'accélération apres traitement des données. Les précisions sont données pour un temps
d’intégration égal & 1 heure. Conditions expérimentales : le signal extérieur est constant
avec une amplitude V, = 0V ; le signal de modulation est le signal 3 avec une période de
1min. La précision théorique attendue est 1.8073 x 1077 m.s~2.

L’effet de la fréquence d’échantillonnage a aussi été étudié. Comme les harmoniques du
signal de modulation décroissent rapidement, il est attendu que la précision ne dépende pas
de la fréquence d’échantillonnage tant que celle-ci est deux ordres de grandeur plus grande
que la fréquence de modulation. C’est pour cette raison que la fréquence d’échantillonnage
n’apparait pas dans la formule (4.10). Dans ces expériences, la plus grande fréquence de
modulation est 1/60s = 0,0167 Hz et les fréquences d’échantillonnage explorées sont 10 Hz,
100Hz et 200 Hz, qui sont bien deux ordres de grandeur plus grandes que 0,0167 Hz. Les
résultats sont résumés dans le tableau 4.3 et montrent que la précision ne dépend pas de

maniére significative de la fréquence d’échantillonnage.

4.4 Conclusion

L’expérience présentée dans ce chapitre était congue pour valider la méthodologie dé-
veloppée pour supprimer le biais des mesures effectuées avec le Gravity Advanced Package.
Pour ce faire, deux accélérométres Q-Flex montés sur une platine rotative ont été placés
sur un pendule dont l'inclinaison était controlée grace a un accéléromeétre électrostatique
ultra-sensible.

Les données expérimentales ont fourni une validation expérimentale de la méthode. La

capacité lors du traitement des données a séparer le biais de 'instrument du signal extérieur
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a été démontrée expérimentalement ainsi que la supériorité du signal de modulation 3 par
rapport au signal de modulation 1. Concernant la précision des mesures sans biais, les écart-
types expérimentaux ont été comparés aux précisions théoriques et un trés bon accord a
été obtenu. Ainsi cette validation expérimentale conforte les développements théoriques

effectués dans le chapitre précédent.



96

Chapitre 4. Validation expérimentale de la correction du biais




Chapitre

Restitution d’orbite avec mesure des

accélérations non-gravitationnelles

Sommaire
5.1 Principes généraux de la trajectographie . . ... ... ... .. 98
5.1.1 Position du probléme . . . . . . . ..o Lo 99
5.1.2 Simulation d’une trajectoire et équations variationnelles . . . . . 102
5.1.3 Optimisation non-linéaire . . . . . . . . .. ... ... ... ... 104
5.1.4 Précision sur les paramétres déterminés . . . . . . .. ... ... 105
5.2 Incorporation de l’accélération non-gravitationnelle . . . . . . . 106
5.2.1 Exemple de missions spatiales . . . . .. ... ..o 106
5.2.2  Généralisation de la modélisation dynamique . . . ... ... .. 106
5.2.3 Précision sur les paramétres déterminés . . . . . .. ... ... 107
5.3 Détection d’une anomalie gravitationnelle . ... .. ... ... 108
5.3.1 Présentation de la méthodologie . . . .. ... ... ... ... .. 108
5.3.2 Modéle d’anomalie de gravitation . . . . . . ... ... ... ... 108
5.3.3 Reésultats . . . . . . .. 109
534 Mesurededistance . . . . . .. ... Lo o 111
5.4 Discussion sur I’exactitude des paramétres déterminés . . . . . 111
5.4.1 Remarques générales . . . . . . . .. ..o 111
5.4.2 Apport de la mesure des accélérations non-gravitationnelles . . . 112
55 Conclusion . ... ... ... e e e 113

97



98  Chapitre 5. Restitution d’orbite avec mesure des accélérations non-gravitationnelles

L’obtention de mesures d’accélération sans biais avec un accélérométre électrostatique
a été le principal sujet abordé jusqu’ici. Les chapitres précédents ont permis de démontrer
qu’il est possible d’effectuer des mesures sans biais de 'accélération non-gravitationnelle
d’une sonde spatiale grace au Gravity Advanced Package. La caractérisation de ces mesures
en terme de précision a été effectuée et validée expérimentalement. En s’appuyant sur les
conclusions des chapitres précédents, on suppose qu’il est possible d’effectuer ces mesures
avec un bruit blanc gaussien, dont I’écart-type est de 1 pm-s~2 pour une durée d’intégration
de 3 heures.

Comme cela est décrit dans le chapitre 1, le but est d’utiliser ces mesures pour améliorer
la restitution d’orbite afin de pouvoir identifier une éventuelle anomalie gravitationnelle.
Pour ce faire, il est nécessaire d’incorporer dans le processus de restitution d’orbite les
mesures d’accélération non-gravitationnelle de la sonde.

Dans un premier temps, les principes généraux de la trajectographie sont présentés,
en particulier la simulation d’une trajectoire et 'optimisation non-linéaire. Ensuite, ce
cadre général est modifié pour introduire les mesures d’accélération non-gravitationnelle.
Ces outils étant mis en place, il est possible de déterminer le niveau & partir duquel il
est possible de détecter une anomalie gravitationnelle. Enfin, I’exactitude des paramétres

déterminés lors d’un processus d’optimisation est discutée.

5.1 Principes généraux de la trajectographie

La trajectographie est le processus qui consiste & déterminer la trajectoire d’un objet
dans I'espace & partir d’informations partielles sur cette trajectoire. Ces informations sont
limitées par les moyens d’observation. On utilise principalement le décalage Doppler des
ondes radio échangées entre la sonde et la Terre. Cette observable permet d’avoir acces a
la vitesse de la sonde par rapport a la Terre le long de la ligne de visée. On peut aussi
avoir accés a la position angulaire de la sonde sur le ciel grace au VLBI (Very-Long-
Baseline Interferometry), ainsi qu’a la distance de la sonde par rapport a la Terre grace au
« ranging ». Pour restituer ’ensemble de la trajectoire & partir des informations disponibles,
il faut pouvoir calculer une trajectoire & partir des lois physiques qui régissent le mouvement
d’un objet. Le calcul de cette trajectoire dépend de quantités qui ne sont pas a priori
connues, comme les conditions initiales ou les forces non-gravitationnelles qui s’exercent
sur la sonde. Ces paramétres inconnus sont déterminés en utilisant les observations et des
modéles.

La méthodologie générale pour traiter le probléme de la restitution d’orbite est donc
la suivante. On définit un ensemble de paramétres qui influent sur la trajectoire. Dans
un premier temps, on donne a ces paramétres des valeurs numériques arbitraires qui per-
mettent de calculer une trajectoire. A partir de cette trajectoire, on calcule les observables
théoriques, aux instants des mesures réalisées sur la trajectoire réelle, et on compare ces
observables calculées aux observables réelles. La différences de ces quantités correspond

aux résidus.
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Si les paramétres étaient parfaitement connus et si les modéles physiques utilisés pour
calculer la trajectoire et les observables étaient parfaits, les résidus prendraient la forme
d’un bruit gaussien. Pour s’approcher le plus possible de cet état, il est nécessaire d’effectuer
une optimisation par rapport & la valeur des parameétres. C’est ce processus d’optimisation
qui est appelé « restitution d’orbite ».

En pratique, la restitution d’orbite nécessite donc deux ingrédients : la simulation d’une
trajectoire et 'optimisation par rapport aux paramétres. Ces deux thémes sont abordés

dans cette section aprés avoir introduit les hypothéses de travail.

5.1.1 Position du probléme

L’objectif principal de ce chapitre est d’estimer le niveau a partir duquel il est possible de
détecter une anomalie gravitationnelle de forme donnée en utilisant les mesures disponibles
avec le lien radio et I'instrument GAP. La modélisation sera donc simplifiée afin d’évaluer
spécifiquement 'influence de ces deux mesures, indépendamment d’autres phénomeénes qui
entrent en compte lors de la restitution d’orbite. On travaille donc avec les hypothéses
suivantes.

On considére le mouvement de la sonde spatiale dans le champ de gravité créé par le
Soleil, supposé étre le centre du référentiel galiléen considéré. En plus des forces gravita-
tionnelles exercées par le Soleil sur la sonde, on considére que la force due & la pression
de radiation solaire est la seule force non-gravitationnelle qui s’exerce sur la sonde. Le cal-
cul de la trajectoire s’effectue dans le cadre de la mécanique classique. Comme cela a été
montré dans les modeéles d’extension de la Relativité Générale [172], il est légitime de mo-
déliser 'anomalie gravitationnelle comme une accélération supplémentaire qui s’exerce sur
la sonde spatiale et qui dépend de la distance au Soleil ou du temps [46], cette accélération
n’étant pas mesurée par le GAP. Enfin, on ne considére que des trajectoires radiales car les
sondes interplanétaires sont, de maniére générale, sur des orbites hyperboliques et ont donc
un mouvement angulaire faible. Le mouvement de la Terre est néanmoins pris en compte.
Concernant les observables, on dispose de la mesure du Gravity Advanced Package ainsi
que l'observable Doppler. La mesure de « ranging » sera traitée séparément & la section
5.3.4. Quant a la mesure de la position angulaire sur le ciel grace au VLBI, celle-ci ne sera

pas étudiée car on ne considére ici que des trajectoires radiales.

Observable d’accélération

L’observable d’accélération est fournie par le Gravity Advanced Package. On suppose
que c’est une mesure de ’accélération non-gravitationnelle de la sonde spatiale uniquement,
effectuée avec une bruit blanc gaussien dont 1’écart-type est égal a

3h

1072 ms™2 x oy (5.1)

ol At est la durée de la mesure.
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FIGURE 5.1 — Densité spectrale de puissance du bruit de mesure affectant le lien Dop-
pler aller-retour. Données expérimentales de la mission Cassini entre les année 2001 et
2002 [87]. La résolution en fréquence est de 7mHz. Les fleches marquent les fréquences
correspondantes a un jour sidéral ainsi que neuf harmoniques.

L’observable Doppler fait référence au décalage Doppler, D, du signal radio regu par la
Terre aprés avoir été transmis & la sonde. Son calcul requiert les positions et vitesses de la
sonde et de la Terre. On utilise I'indice a pour désigner la Terre au moment de ’émission,
I'indice ¢ pour désigner la Terre au moment de la réception et l'indice b pour désigner la

sonde lorsqu’elle recoit ’onde radio. L’observable Doppler s’exprime de la maniére suivante
D =1 —dgdp (5.2)

ol

. V1—=02/c2 1+ ug - vp/c? (5.3)
Tt 0@ 1w |

oll U est le vecteur unitaire de a vers b. dy. se déduit de dg, en remplagant a par b, et b

par c¢. Dans ces formule v; désigne la vitesse de la sonde ou de la Terre (i € {a,b, c}).
La mesure de cette observable est soumise a un bruit. Pour ce chapitre on utilise les
caractéristiques du lien radio de la mission Cassini [87, 173]. Les mesures expérimentales

permettent de déterminer une formule analytique pour la densité spectrale de puissance
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Bruit du lien Doppler (x10%, Hz‘1)
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FIGURE 5.2 — Représentation graphique de I’équation (5.4) destinée & modéliser les résultats
expérimentaux de la figure 5.1.

du bruit de I'observable Doppler, Sp (en Hz™ 1)

10—29.6

Sp(f) + 107242 Hy3/2 4172 (5.4)

Accélération de la sonde spatiale

On suppose que la seule force gravitationnelle qui s’exerce sur la sonde spatiale est celle

due au Soleil. Son expression est
GMp
r(t)?

(5.5)

ot r(t) est la distance de la sonde au Soleil. Elle est attractive et dirigée radialement. Dans
toute la suite, on suppose parfaitement connues Mg la masse du Soleil ! et G la constante
de gravitation 2.

Outre les forces gravitationnelles qui s’exercent sur la sonde, il y a aussi des forces
non-gravitationnelles. Ces forces peuvent étre de plusieurs origines : pression de radiation
solaire, rayonnement thermique anisotropique de la sonde, manceuvres. . . Pour le probléme
qui nous intéresse, on ne prendra en compte que la force due a la pression de radiation
solaire. En effet, elle ne dépend que d’'un nombre limité de parameétres et a une variation
avec la distance au Soleil bien définie. La pression de radiation solaire correspond a ’action
des photons solaires sur une surface. La puissance P portée par les photons solaires & une
unité astronomique du Soleil est égale approximativement a 1,366 x 103 W-m~2 [161]. En

notant Cp le coefficient balistique de la sonde spatiale, I’accélération due & la pression de

CpP [ dy \?
= () >0
1. Mg = 19891 x 10*® kg [174]

2. G=16,67428 x 107 m®kg™'s72 [10, 11]

radiation est radiale et égale a
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ou c est la vitesse de la lumiére. Cependant, le coefficient CgP dépend de nombreux
paramétres, de telle sorte qu’il est difficile a priori de lui donner une valeur numérique : il

sera déterminé lors du processus d’optimisation.

Paramétres a déterminer

Pour mener & bien la restitution d’orbite, il est nécessaire d’identifier les paramétres a
déterminer lors du processus d’optimisation. Sous les hypothéses simplificatrices énoncées
précédemment, on considére les quatre paramétres suivants :

— la position initiale notée rq;

— la vitesse initiale notée vg ;

— le coefficient ayg = CpP/c qui décrit U'intensité de l'accélération due a la pression

de radiation solaire ;

— le coefficient g, qui décrit I'intensité de I’anomalie gravitationnelle en terme d’accé-

lération de la sonde (cf. section 5.3.2).

5.1.2 Simulation d’une trajectoire et équations variationnelles

Comme cela a été mentionné, une des composantes du processus de restitution d’orbite
est la simulation de la trajectoire de la sonde & partir des conditions initiales et des forces
extérieures qui s’exercent sur la sonde. Cet aspect est présenté ci-dessous dans le cas général,

indépendamment des hypothéses faites ci-dessus, mais sans les mesures du GAP.

Equation différentielle

On introduit la fonction h qui dispose de toutes les qualités de régularité nécessaire

pour la suite

h:RxROxRP — RS

(t,s,;) —  h(t,s,pn)

ou
— t est la variable de temps.
— 5 € RO est le vecteur d’état. I est composé des composantes de position et des
composantes de vitesse dans le repére galiléen 1ié au Soleil.
— i € RP est le vecteur des parametres.
On introduit de plus sg, le vecteur d’état a l'instant initial tg. Par souci de simplicité
dans les notations, on introduit le vecteur x € R défini par k = [so u]. L’évolution

temporelle de I’état du systéme est régie par ’équation différentielle suivante

dx
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d’inconnue x € RS vérifiant la condition initiale z(tg) = so. La fonction h découle des lois
physiques. Il s’agit d’une équation différentielle ordinaire du premier ordre.

Dans le cadre de la dynamique newtonienne en trois dimensions, x est composé de deux

vecteurs de taille 3 dont 'un est le dérivé de 'autre

x = H (5.8)
p

ou p est le vecteur position. De méme, les composantes de la fonction - sont

h = [Z”] (5.9)

avec hy(t,z, ) = & et hy(t, z, p) accélération totale de la sonde.
Le théoréme de Cauchy-Lipschitz [175, 176] garantit ’existence et 'unicité de la solution

de cette équation différentielle. Cette solution est I’application suivante
sp R — RO
t = su(t)
En pratique, cette équation différentielle sera résolue numériquement avec ’algorithme de
Runge-Kutta d’ordre 4 [177]. Cela permet d’obtenir, pour chaque pas de temps et pour

un vecteur k donné, la position et la vitesse de la sonde spatiale. On introduit de plus les

fonctions suivantes
s:(t,k) = sk(t) (5.10)

stk — s(t, k) (5.11)

qui vérifient s, = s(-, k) et sy = s(¢,-).

Equation variationnelle

Dans l'optique de la restitution d’orbite, il est aussi nécessaire de connaitre la sensibilité
de I’état s par rapport aux parameétres et aux conditions initiales. Plus précisément, il est
utile d’étre capable de déterminer a chaque pas de temps la matrice de sensibilité A définie

par

A:R — M676+p(R)
dSt
t — %(H)

Pour cela, on établit ’équation différentielle vérifiée par la matrice A. Par définition de la

‘%(t) _ % <t N ﬁ(@) - % (2) (t, k) (5.12)

fonction sy,
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En remarquant, grace a I'indépendance des variables k et ¢, que

d (9s\ O(2)ot 0(%)ox 9 (0s
7 (an> = — 55— <aﬁ-> (5.13)

d (9s\ _0(%)ot  0(%)ox 9 (0s
T <m> ==L — 4 B = — <m> (5.14)

ot ot ok Ot Ot

ot 0Ok Ok Ok Ok

et en supposant que s vérifie le théoréme de Schwartz, c’est-a-dire que ses dérivées partielles

existent et sont continues, on peut intervertir I'ordre des dérivées partielles et on obtient

K

%(t) = % (gi) (t,k) = C% </<; — C;T) (t,r) = di (K — h(t, sk, 1)) (5.15)

dont on déduit 'équation variationnelle [178, chap. 2|

aA_oh, oh
dt  Os Ok

(5.16)

De méme que pour I’équation différentielle (5.7), il est possible d’intégrer cette équation
numériquement avec 'algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 [179].
Pour rendre cette équation différentielle plus explicite, on introduit la position initiale

po et la vitesse initiale pg. Cela permet d’écrire

Op 9p Op oh 0 Id on 00 0

_|ape Tpo @ _ B

-5 BBl a-lm m| el s e
Opo  Opo Ou op op o

5.1.3 Optimisation non-linéaire

A partir de la simulation de la trajectoire de la sonde, il est possible de calculer I’ob-
servable Doppler simulée & chaque pas d’échantillonnage. Cela donne le vecteur colonne
Dy(k) € RN qui dépend des paramétres x et ot N est le nombre de points d’échantillon-
nage. L’observation de la trajectoire de la sonde grace au lien radio permet de connaitre
les valeurs expérimentales de cette observable & chaque point d’échantillonnage, consignées

dans le vecteur D € RY. On introduit le vecteur des résidus appartenant a RY défini par
&(k) = Ds(k) — D (5.18)

Le but de la restitution d’orbite est de minimiser, par rapport & la variable k, la fonction

f définie par

f:RSP 5 R,

Koo ERER)
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La fonction f est non-linéaire et il faut donc utiliser une méthode itérative pour en
trouver le minimum. La trés populaire méthode de Nelder-Mead [180, 181| pourrait étre
utilisée mais ne tire pas partie du calcul de la matrice de sensibilité présentée ci-dessus.
On utilisera donc une approche beaucoup plus simple, avec la méthode de Newton [182].
L’application classique de cette méthode en trajectographie [178] consiste a itérer de la
maniére suivante

Fni1 = kn — (B'B) "' B¢ (5.19)

ot la matrice B € My g4p(R) est le gradient de £ par rapport a x

_g_st
drk dk

(5.20)

Cette méthode consiste & suivre la pente de la fonction f. Ainsi, en 'absence de minima
locaux, elle permet de maniére certaine d’atteindre le minimum de la fonction f. La valeur
de k qui réalise ce minimum, notée k*, est celle pour laquelle 'orbite restituée correspond
au mieux a l'orbite observée. Le calcul de dd% s’effectue en deux temps : la matrice de
sensibilité permet de connaitre la dérivée de I’état par rapport a « et la dérivation analytique

de la formule (5.2) permet de connaitre la dérivée de Dy par rapport a l'état.

5.1.4 Précision sur les parameétres déterminés

Comme dans tout processus de mesure, les observations sont sujettes a du bruit qui
conditionne la précision sur les paramétres déterminés lors du processus d’optimisation. Le
but est de caractériser la précision sur la valeur de k* connaissant le bruit de mesure sur

D. Pour cela, linéarisons D, autour de k*. Cela donne
Ds(k) = Ds(k*) + Jp(k — K*) (5.21)

ou Jp est une matrice de M g1, (R) définie par

dD,
Jn =
b dr

(k") (5.22)

Le but de la minimisation de la fonction f est d’obtenir I'égalité Dy = D. Avec la formule

précédente, cette égalité peut se mettre sous forme matricielle Jk = m avec J = %(n*)
et
m =D — Dg(k*) + Jpr* (5.23)

On retrouve un probléme linéaire classique d’optimisation. Sous cette forme, il est possible
de calculer la matrice de covariance des paramétres déterminés, a savoir de £*. Comme le
bruit de mesure sur le lien Doppler est caractérisé par une densité spectrale de puissance
qui est équivalente a 1/ f lorsque f tend vers 0, on utilise la caractérisation spectrale de la
méthode des moindres carrés généralisés, présentée en annexe C. Cette approche permet

d’éviter la divergence lors du calcul de la covariance. Ainsi, la matrice de covariance de k*
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due au bruit sur 'observable Doppler, notée Covp(k*) est 'inverse de la matrice W dont

les composantes sont donnés par

257 f&t{vz}}—ét{v }
Wi = /_ 0 e gf (5.24)

26t

ol v; est la i-iéme colonne de la matrice Jp et Fg{-} est la transformée de Fourier a temps
discret (cf. annexe A).
La matrice de covariance permet de déterminer le niveau & partir duquel il est possible

de détecter une anomalie gravitationnelle.

5.2 Incorporation de ’accélération non-gravitationnelle

Dans la section précédente, la méthode classique de restitution d’orbite a été présentée.
Dans cette approche, les forces non-gravitationnelles qui s’exercent sur la sonde spatiale
sont modélisées et dépendent de paramétres qui sont estimés dans le processus d’optimisa-
tion. Il est possible de vérifier aprés coup que les modéles d’accélération non-gravitationnelle
correspondent aux mesures effectuées par 'accélérométre. Mais cette approche ne permet
pas de tirer partie des mesures directement lors de la restitution d’orbite. Il est donc né-

cessaire de modifier le cadre présenté précédemment.

5.2.1 Exemple de missions spatiales

Plusieurs missions spatiales embarquent un ou plusieurs accélérométres pour améliorer
leur retour scientifique : les récentes missions de géodésie GRACE et GOCE, ainsi que la
mission BepiColombo [183] dont le lancement vers Mercure est prévu en 2015. Pour ces trois
missions, les mesures d’accélération non-gravitationnelle par un accélérométre sont utilisées
dans une phase ot la sonde est en orbite autour de la Terre ou de Mercure. Par conséquent,
le biais de mesure peut étre estimé lors de la détermination d’orbite car le mouvement est
périodique [184, 185]. Ces missions ne sont donc pas confrontées aux spécificités de la

mission OSS. C’est pour cela qu'une approche spécifique a été développée.

5.2.2 Généralisation de la modélisation dynamique

Tout d’abord, le vecteur u des paramétres & déterminer se voit supprimer ’ensemble
des paramétres qui modélisent les accélérations non-gravitationnelles qui s’exercent sur la
sonde. Sous les hypothéses de travail, il s’agit du seul paramétre ayg. Les mesures des
accélérations non-gravitationnelles doivent étre directement incluses dans la fonction qui
controle la dynamique de la sonde spatiale. Ainsi, la fonction A introduite a la section 5.1.2

devient

h:RxRSxRP xRY — RS
(t,s,pu,a) — h(t,s,p,a)
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ou a est le vecteur contenant les mesures d’accélération non-gravitationnelle & chaque
point d’échantillonnage. On introduit de plus le vecteur & défini de la maniére suivante
K = [30 W a}.

Le raisonnement permettant d’obtenir I’équation variationnelle est toujours valide, &
la différence que, maintenant, la matrice A est le gradient de I’état par rapport & £. On

obtient donc

dA _0h ,  Oh

- Bs + PP (5.25)

op  Op

avec
Op - Op Op Dp) o gy 0 Id on oo o o
A= %o o §Z]> = [8h,~, on, | € = Ohy Oy (5.26)

ds 00 %=

dpo  dpo O Da o Oa

5.2.3 Précision sur les paramétres déterminés

Pour évaluer la précision sur les paramétres déterminés lors de I'optimisation, il faut
maintenant aussi prendre en compte le bruit de mesure du Gravity Advanced Package.
Le principe est le méme que précédemment, mais le bruit de 'accélérométre n’influe pas

directement sur I’observable Doppler.

Appelons n, € RY le vecteur bruit de mesure du GAP. On suppose que n, est trés

petit devant a de telle sorte qu’il est possible de faire un développement limité
Ds(k*,a +ng) = Ds(k*,a) + Jing (5.27)

ou J, est une matrice de M; y(R) définie par

J, = chS (5, a) (5.28)

En terme de bruit équivalent sur ’observable Doppler, le bruit de mesure du GAP se

traduit par le bruit J/n, dont la matrice de covariance est
Qy = J,QJ), (5.29)

ou 2 est la matrice de covariance de n, (cf. proposition 10, p. 131). Comme n, est un bruit
blanc, la matrice §2 est diagonale. Le calcul du gradient de Dy par rapport a a s’effectue
en utilisant la derniére colonne de la matrice de sensibilité (5.26) calculée a chaque pas de
temps et en utilisant la définition de 'observable D; en fonction de la position et de la

vitesse de la sonde.

On peut maintenant se replacer dans le cadre développé au paragraphe 5.1.4 et prendre
en compte le bruit de mesure de 'accélérométre. Cela permet de calculer la matrice de

covariance sur k* due aux bruit de mesure de GAP, notée Cov,(x*). Comme la matrice €,
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est connue, on peut exprimer Cov,(x*) a l'aide de la méthode des moindres carrés

Cova(k*) = (JpJp) TpQadp(JpJp) (5.30)

5.3 Détection d’une anomalie gravitationnelle

Maintenant que les mesures d’accélérations non-gravitationnelles ont été introduites
dans le processus de restitution d’orbite, le but est de déterminer avec quel niveau il est
possible de détecter une anomalie gravitationnelle. Pour ce faire, la simulation numérique de
la trajectoire d’une sonde permet de déterminer la covariance des paramétres a déterminer

lors de la restitution d’orbite et en particulier de ’anomalie gravitationnelle.

5.3.1 Présentation de la méthodologie

Le principe de la démarche est relativement simple. Il s’agit de simuler une trajectoire
avec une anomalie gravitationnelle dépendant d’un paramétre puis de calculer la précision

attendue sur ce paramétre en utilisant les équations variationnelles.

Dans cette premiére approche, il n’y a pas de restitution d’orbite qui est effectuée. On
se sert simplement de l'orbite simulée pour calculer la matrice de covariance de k*. La
simulation est effectuée avec un pas de temps de 30 min, une distance initiale au Soleil de

2 UA et une vitesse initiale égale a 1,01 fois la vitesse de libération.

5.3.2 Modéle d’anomalie de gravitation

On considére trois modéles d’anomalie gravitationnelle de forme arbitraire. Comme
indiqué, cette anomalie est modélisée comme une accélération supplémentaire de la sonde
spatiale qui dépend d’un paramétre g,. Cette accélération n’est pas mesurée par le GAP.
Elle ne dépend que de la distance de la sonde au Soleil et est dirigée radialement. Le premier

type d’anomalie est constante. Le second type d’anomalie a une variation sinusoidale avec

27t
Ja COS (;;) (5.31)

le temps

ot Tk est la période de révolution de la Terre autour du Soleil 3. Enfin, le troisiéme type
d’anomalie a une variation linéaire avec la distance au Soleil

r(t)
9@70 (5.32)

En pratique, il est nécessaire d’avoir une valeur numérique de g, pour effectuer les simula-

tions. On prendra donc g, = —1072 m-s~2.
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FIGURE 5.3 — Représentation graphique des variances et covariances des paramétres de
I'orbite dans le cas d’une anomalie gravitationnelle constante. Les contributions du bruit
de mesure de 'observable Doppler et de ’accélération sont représentées séparément. Les
courbes dépendent de la durée de 'arc considérée.

5.3.3 Reésultats

L’étude présentée ci-dessus permet d’obtenir les variances et covariances des quantités

suivantes : position initiale, vitesse initiale et anomalie gravitationnelle. On peut calcu-

3. Tg = 365,256 363 004 jours
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FIGURE 5.4 — Représentation graphique de la précision sur 'amplitude de ’anomalie gra-
vitationnelle (en m-s~2). Les contributions du bruit de mesure de 1'observable Doppler et
de l'accélération sont représentées séparément. Les courbes dépendent de la durée de 'arc.

ler séparément 'impact du bruit de mesure du GAP et de l'observable Doppler. Les fi-
gures 5.3 montrent les résultats complets pour une anomalie gravitationnelle constante.
Tout d’abord, il faut noter que c’est le lien radio et non ’accélérométre qui est limitant en
ce qui concerne la précision des quantités déterminées. Il est aussi important de noter que
les variances et covariances diminuent lorsque le temps d’intégration augmente. Concernant
le seuil de détection de ’anomalie gravitationnelle, la figure 5.3(a) montre que le niveau de

détection pour une durée d’intégration de 21 jours est de 10~ m-s—2.

Les courbes de la figure 5.4 montrent quant & elles la précision sur ’amplitude de I’ano-
malie gravitationnelle pour une variation sinusoidale et une variation linéaire de celle-ci.
Pour une durée de 'arc de 25 jours, on est capable de détecter une anomalie gravitation-
nelle sinusoidale ou variant linéairement avec la distance dont ’amplitude est de ’ordre de
107 ' m-s2.

Ces résultats supposent qu’aucune manceuvre n’est effectué pendant toute la durée de
I’arc, c’est-a-dire pendant une vingtaine de jours. Ce scénario de mission est envisageable
puisque la sonde Cassini n’a pas subi de manceuvre pendant une soixantaine de jours lors
des phases d’occultation solaire en juin 2002 et juillet 2003 [24]. La durée maximale d’un arc
sans manceuvre dépend des contraintes de la mission, qui peuvent nécessiter de dé-saturer
les roues de contre-réaction. La présence de manceuvres n’est cependant pas préjudiciable
a la qualité de la restitution d’orbite tant qu’elles induisent des accélération de la sonde
dans la plage de mesure du Gravity Advanced Package (1,8 x 10~#m-s~2). Dans ce cas,
I’amplitude des manceuvres est mesurée et le méme raisonnement que précédemment peut

étre effectué.
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5.3.4 Mesure de distance

Jusqu’ici, 'information de distance apportée par le « ranging » n’a pas été utilisée. Elle
est cependant d’un intérét majeur concernant la connaissance de l’accélération gravitation-
nelle de la sonde. Celle-ci dépend de la distance au Soleil et dans tout ce précéde, elle est
supposée parfaitement connue. Or, d’aprés la courbe 5.3(b) il y a une incertitude sur la
position initiale de 10* m pour un arc de 25 jours. Cela se traduit par une erreur sur la

valeur de ’accélération gravitationnelle & 2 UA du Soleil approximativement égale &

2G M,
2UA3

10'm ~ 10719 m-s~2 (5.33)

Cette erreur perturbe la détection d’une anomalie gravitationnelle. Elle peut étre sup-
primée en utilisant l'information de « ranging ». Avec les technologies actuelles [186, 187], il
est possible de connaitre la distance avec une exactitude de 1 m. Ce niveau de performance

a été démontré avec la sonde Messenger [188]. En utilisant cette information, 'erreur sur

0—14 2

I’accélération gravitationnelle de la sonde tombe a 1 m-s~“, un niveau parfaitement

compatible avec la détection d’'une anomalie gravitationnelle.

5.4 Discussion sur ’exactitude des paramétres déterminés

Nous nous sommes intéressés jusqu’a maintenant a la détermination du niveau & partir
duquel il est possible de détecter une anomalie gravitationnelle. Les résultats présentés
précédemment ont permis de donner des valeurs numériques. Ils indiquent aussi que c’est
le lien radio, et non les mesures d’accélération, qui limite le niveau de sensibilité. Un
raisonnement trop rapide conclurait donc que le Gravity Advanced Package n’est pas utile.
Cette section va traiter de cette problématique et plus particulierement de la question
de l'exactitude des paramétres déterminés ou, autrement dit, des biais qui entachent les

valeurs des paramétres déterminés.

5.4.1 Remarques générales

Pour aborder le théme de ’exactitude, nous allons tout d’abord considérer un cas simpli-
fié d’optimisation linaire avec la méthode des moindres carrés. Considérons un phénoméne
qui dépend, entre autre, de deux paramétres a et b. On effectue N mesures sur ce systéme,
placées dans le vecteur m. On suppose que les mesures dépendent linéairement de a et de
b de telle sorte que

m = ava + bvp (5.34)

avec vy un vecteur connu. A I'inverse, I'influence du paramétre b est soumise & un bruit
de telle sorte que vy, = Vg + vy ol vg est connu. Pour relier ce probléme & la trajectogra-
phie, a peut étre considéré comme 'amplitude de I'anomalie gravitationnelle et b comme

I’amplitude de 'accélération due & la pression de radiation solaire.
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La détermination des paramétres a et b avec la méthode des moindres carrés donne
a ! \—1 7/
[b] =(J'J)""J'm (5.35)

avec J = [va Vg} une matrice de taille N x 2. Dans le cas ol les colonnes de J sont
orthonormées, on a simplement a = v,'m.

Supposons maintenant qu’il est possible de mesurer indépendamment la contribution
du paramétre b, c’est-a-dire la quantité bvy. Cela se fait, dans notre cas, avec le Gravity

Advanced Package. La détermination de a donne alors
a= vy (m—bvp) (5.36)

Il y a donc une différence a — a = bvy'vp qui provient de la non-orthogonalité de v, et
de v. La valeur déterminée a souffre donc d'un biais par rapport a la valeur réelle de ce

parameétre a. Ce phénomeéne est illustré dans le cas de la restitution d’orbite ci-dessous.

5.4.2 Apport de la mesure des accélérations non-gravitationnelles

(=]

_
o
N
T

-
oI

1
B
T

I
)
T

_
o

Pression de radiation (m.s‘2.Hz‘”2)
=

|
[

—_
o

;
-8 -6

10

—_
o

Fréquence (Hz)

FIGURE 5.5 — Racine carrée de la densité spectrale de puissance du bruit de pression
de radiation solaire en terme d’accélération pour une sonde avec un coefficient balistique
Cp =0,1m%kg~! &4 1UA du Soleil [189]. La bosse & 3mHz correspond aux oscillations du
Soleil de période 5 minutes.

La mesure des accélérations gravitationnelles par le Gravity Advanced Package permet
dans le cadre de la trajectographie de supprimer des paramétres & déterminer et donc de
diminuer 'erreur d’exactitude comme cela a été illustré au paragraphe précédent. Cette ap-
port est utile si 'erreur d’exactitude sans les mesures du GAP est trés supérieure a 'erreur
de précision. Pour cela, il est nécessaire de quantifier le niveau de bruit sur I'accélération

non-gravitationnelle de la sonde spatiale.
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On considére toujours une sonde équivalente & celle de la mission Laplace, qui a un
coefficient balistique Cp = 0,1 m?-kg~! [115], placée & une unité astronomique du Soleil.
L’accélération due a la pression de radiation solaire a un bruit caractérisé par la densité
spectrale de puissance de la figure 5.5.

Pour quantifier ’apport de cette mesure en terme d’exactitude, la démarche suivante
est adoptée. Une simulation de trajectoire est effectuée avec un bruit sur ’accélération non-
gravitationnelle de la sonde décrit par la DSP de la figure 5.5, renormalisée en fonction
de la distance au Soleil. La restitution d’orbite est effectuée sans mesure des accélérations
non-gravitationnelles par le GAP mais avec le modéle de pression de radiation solaire.
Le but est ensuite, comme dans la section précédente, de comparer les valeurs réelles des
paramétres d’accélération non-gravitationnelle et d’anomalie gravitationnelle (qui auraient
été obtenues avec le GAP) aux valeurs obtenues suite a la restitution d’orbite. Dans cette
section, on considére une anomalie gravitationnelle constante.

Pour une valeur de ’'anomalie de gravitation de —10~% m-s~2, la valeur obtenue avec une
restitution d’orbite ne prenant pas en compte les mesures du GAP est de —1,49 x 107> m-s 2
pour cette anomalie. Il s’agit d’un écart de 4 ordres de grandeur. Cela démontre I'intérét

de 'accélérométre en terme de détection d’'une anomalie gravitationnelle.

5.5 Conclusion

L’utilisation des mesures du Gravity Advanced Package dans le processus de restitution
d’orbite a pour objectif d’en améliorer la qualité. En effet, ces mesures permettent de
supprimer des paramétres & déterminer. Cela implique la suppression de corrélations et
permet de capturer des variations temporelles qui ne sont pas forcément correctement
modélisées.

Les simulations présentées dans ce chapitre ont permis de valider I'intérét du Gravity
Advanced Package pour la mesure du champ de gravitation dans le Systéme Solaire puisqu’il
permet de séparer 'effet d’une accélération non-gravitationnelle de I'effet d’une anomalie
gravitationnelle. Il a de plus été possible de calculer un niveau de détection : avec un
arc de 21 jours, il est possible de détecter une anomalie gravitationnelle constante dont
I'amplitude est 10~ m-s~2. Pour des anomalies ayant une variation sinusoidale ou linéaire
avec la distance au Soleil, la sensibilité & une anomalie gravitationnelle est du méme ordre
de grandeur. Ces valeurs correspondent aux objectifs définis comme intéressants par la
feuille de route de I'ESA [80].
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Conclusion générale

La théorie de la Relativité Générale a passé avec succeés de nombreux tests expérimen-
taux mais des raisons importantes, rappelées dans l'introduction, incitent & pousser plus
avant les tests de la gravitation dans le Systéme Solaire. C’est dans cette optique que la
mission Quter Solar System a été proposée & 'ESA en décembre 2010 dans la cadre de
I’appel & mission Cosmic Vision. Cette mission avait pour vocation d’allier des objectifs de
planétologie au niveau du systéme de Neptune et de la ceinture de Kuiper, avec des objec-
tifs de physique fondamentale liés au test de la gravitation a ’échelle du Systéme Solaire.
Pour ce second objectif, la mission OSS prévoyait de mesurer le paramétre PPN ~ lors
de conjonctions solaires et de réaliser une cartographie de la gravitation dans le Systéme
Solaire en utilisant la trajectoire de la sonde interplanétaire. C’est de ce dernier aspect que

le travail présenté dans cette thése traite.

L’utilisation d’une sonde spatiale pour tester la gravitation dans le Systéme Solaire
repose sur la détermination de son orbite. La connaissance de I'orbite doit étre suffisamment
précise pour pouvoir fournir un test des prédictions théoriques. Jusqu’a maintenant, la
restitution d’une trajectoire reposait principalement sur l'observable Doppler qui est la
mesure du déphasage du lien radio dii a I'effet Doppler. Ce déphasage renseigne sur la vitesse
de la sonde et permet de déterminer le trajectoire grace a un processus d’optimisation.
Cette approche laisse cependant une ambiguité qu’il n’est pas possible de lever si les forces
non-gravitationnelles s’exergant sur la sonde ne sont pas mesurées indépendamment. Cette
ambiguité provient du fait que, du point de vue de I'observable Doppler, une anomalie de
gravitation et une accélération non-gravitationnelle peuvent étre confondues. C’est pour
lever cette ambiguité que la mission OSS embarque le Gravity Advanced Package, qui
permet d’effectuer des mesures sans biais de 'accélération non-gravitationnelle. Il est alors
essentiel que le biais de mesure soit nul car si ce n’était pas le cas, ’ambiguité mentionnée
ci-dessus ne pourrait pas étre levée a une valeur inférieure & celle du biais.

Une partie importante de cette thése est consacrée a I'étude du Gravity Advanced
Package. Cet instrument est composé d’une platine rotative et d’'un accélérométre élec-
trostatique optimisé pour une mission interplanétaire en terme de masse, de volume et de

puissance consommée. Le principe de I'accélérométre est la lévitation d’une masse d’épreuve
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grace & des forces électrostatiques qui la contrélent suivant les six degrés de liberté. Les
valeurs des forces électrostatiques appliquées & la masse d’épreuve, qui est complétement
isolée de 'extérieur a I'exception de deux fils d’or, constituent les sorties de I'instrument.
De ce fait, I'instrument permet de mesurer 1’accélération non-gravitationnelle de la sonde a
laquelle s’ajoute d’autres termes comme 'auto-gravité ou les forces inertielles. Une partie
de ces termes parasites se traduit par des biais de mesure alors qu'une autre partie se
traduit par un signal indésirable. Dans la cadre de ’étude faite ici, ce signal indésirable
est supposé négligeable, hypothése réaliste mais qui nécessite une intégration minutieuse
de l'instrument dans la sonde spatiale. Pour supprimer le biais de mesure, la platine ro-
tative permet de retourner ’accélérométre autour d’un de ses axes de mesure. De cette
maniére, il est possible de calibrer deux axes sur les trois. Pour que ’accélérométre soit le
facteur limitant en terme de performance, il faut que la précision angulaire de la platine
rotative ainsi que de tous les alignements soient de 'ordre de 107%rad. Concernant les
performances de l'accéléromeétre électrostatique, I'existence d’un facteur d’échelle et d’un
facteur quadratique sur chaque axe de mesure a été mis en évidence. Ils doivent étre ca-
librés indépendamment. De plus, le bruit de mesure a été caractérisé en terme de densité
spectrale de puissance.

Aprés avoir caractérisé indépendamment les deux sous-systémes du Gravity Advan-
ced Package, une méthode de mesure et de traitement des données a été développée pour
effectuer des mesures d’accélération sans biais alors que 'accélérométre électrostatique dé-
livre des mesures biaisées. L’idée sous-jacente est de moduler le signal extérieur de telle
sorte qu’il soit séparé fréquentiellement du biais de I'instrument qui reste dans le domaine
continu. Du fait des contraintes instrumentales, il n’est cependant pas possible d’effectuer
une détection hétérodyne classique et une approche dans le domaine temporel a été implé-
mentée. Les conditions de démodulation, sous lesquelles il est possible, aprés traitement des
données, de récupérer le signal sans biais, ont permis de définir les variations temporelles
qu’il faut appliquer a I'angle paramétrant la rotation de la platine rotative. L’approche dé-
veloppée permet d’obtenir in fine la moyenne ainsi que la pente du signal extérieur sur une
période de modulation. Il est aussi possible de quantifier la précision de ces quantités, ce qui
est essentiel dans 'optique des tests de la gravitation. La précision sur la moyenne dépend
tout d’abord de la période de rotation car le bruit de ’accélérométre est sélectionné a la
fréquence de modulation. Elle dépend aussi de la durée du masquage, qui correspond aux
périodes de mouvement de la platine rotative, car ces données ne sont pas utilisées. Enfin,
la durée d’intégration joue un réle. Une combinaison optimale et techniquement raison-
nable consiste a considérer une période de modulation de 600s et une durée de masquage
de 200s. Pour un temps d’intégration de 3 h, la précision sur la moyenne de 'accélération
non-gravitationnelle de la sonde spatiale est alors de 1 pm-s—2.

La caractérisation des quantités démodulées découle d’un travail analytique basé sur
la connaissance de la densité spectrale de puissance du bruit de mesure de 1’accélérométre
électrostatique. La méthode développée est validée expérimentalement grace & un pendule

asservi horizontalement qui permet d’appliquer des accélérations connues & un systéme mi-
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mant le Gravity Advanced Package mais avec des performances moindres. Cette validation
expérimentale repose sur deux piliers. Tout d’abord, il est démontré que la méthodologie
mise en place permet effectivement d’obtenir des mesures sans biais. De plus, la préci-
sion obtenue expérimentalement sur les quantités démodulées correspond bien a la valeur
prédite. Sur ce dernier point, 'accord entre les courbes expérimentales et les courbes théo-
riques est trés bon, ce qui apporte une confirmation & I’ensemble de la méthodologie mise
en place. Cette méthodologie, qui a été exploitée dans le cas particulier de ’obtention de la
valeur moyenne du signal extérieur, a une formulation trés générale qui permet de I’adapter
trés facilement & la recherche d’autres types de signaux comme, par exemple, des variations
sinusoidales. Elle peut aussi étre généralisée a la correction du biais suivant trois axes.

L’instrument, malgré ses trés bonnes performances, n’a cependant d’intérét que dans
le cadre de son utilisation pour améliorer la qualité de la restitution d’orbite. De maniére
qualitative, son intérét réside dans le fait qu’il mesure ’accélération non-gravitationnelle de
la sonde, permettant ainsi de faire la différence entre une anomalie gravitationnelle et une
accélération non-gravitationnelle mal modélisée. Pour quantifier le niveau de l'’anomalie
de gravitation qui pourrait étre détectée avec cet instrument, le processus classique de
restitution d’orbite a été adapté afin d’introduire les mesures de 'accélérométre. Dans un
cadre simplifié, il a été démontré que les données limitantes en terme de détection d’une
anomalie sont celles issues du lien radio. Plusieurs modéles d’anomalie gravitationnelle ont
été étudiées et il a été montré qu’il est possible de détecter une anomalie constante avec
une précision de 10~ m-s~2 pour un arc d’une durée de 21 jours.

Ces résultats montrent I'intérét d’embarquer un accélérométre a biais corrigé & bord
d’une sonde interplanétaire, en terme de compréhension de la gravitation dans le Systéme
Solaire. Bien que la mission OSS n’ait pas été retenue par 'ESA, le développement du
Gravity Advanced Package suit son cours et un prototype devrait étre réalisé en 2013.
Lorsqu’il sera disponible, les méthodes de correction de biais présentées dans ce manuscrit
seront mises en ceuvre sur cette instrument. Celui-ci sera aussi testé en microgravité a la
tour de chute du ZARM (Center of Applied Space Technology and Microgravity, Bréme,
Allemagne) pour vérifier ses performances. Ces deux caractérisations expérimentales de
Iinstrument permettront d’obtenir, en particulier, des informations sur son biais et sur
Iefficacité de la méthode de correction du biais.

Concernant ’envoi de cette instrument sur des sondes interplanétaires, des propositions
de missions seront soumises a I’'ESA lors des prochains appels & idées. Ces propositions al-
lieront probablement des objectifs de physique fondamentale et de planétologie, comme la
mission « Outer Solar System ». Concernant la planétologie, le Gravity Advanced Package
pourrait apporter des informations essentielles sur les champs de gravité des objets survo-
lés, & I'image des missions GRACE et GOCE. La gravimétrie d’objets autres que la Terre
présente néanmoins des spécificités qu’il faudra prendre en compte en évaluant ’apport
scientifique du Gravity Advanced Package. Mais que ce soit pour la physique fondamen-
tale ou pour la gravimétrie, il conviendra de pousser plus avant l'intégration des mesures

d’accélération non-gravitationnelle dans les logiciels de restitution d’orbite interplanétaire.
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Le but de cette annexe est de servir de support & la lecture de la thése, et non d’exposer
de maniére exhaustive la théorie de Fourier. La transformée de Fourier est tout d’abord
introduite avec la convention utilisée dans cette thése. La transformée de Fourier & temps
discret et la transformée de Fourier discréte sont ensuite définies. Les propriétés essentielles
de chacun de ces objets sont rappelées et les liens entre les différentes transformées de

Fourier sont explicités.

A.1 Transformée de Fourier

Définition 1. Soit g € L'(R?), on appelle transformée de Fourier de g la fonction,
notée F{g}, définie pour & € R? par

FlayO) = [ o) (A1)

ou & - x =&z est le produit scalaire canonique sur R?.

Théoréme 1 (Inversion de Fourier). Soit g € L'(R%) telle que F{g} € L*(R%). On a alors

g=F "{F{g}} (A.2)

ot F~Y{h} est la transformée de Fourier inverse de h € L'(R?) définie par

FUmY@) = [ heeeere (A3)

Théoréme 2 (Théoréme de Parseval). Soient g et h dans L'(R?) telles que leur transfor-
mée de Fourier soit dans L'(R?). Les fonctions g, h et leurs transformées de Fourier sont

alors de carré sommable et on a
[ s@h@ds = | FlgT@Fnpes (A1)
Rd R4

Proposition 1. Les propriétés suivantes sont vérifices pour g et h dans L'(R?).

1. Conwvolution : Le produit de convolution est désigné par x, ¢’est-a-dire que (gxh)(t) =
J g(t — u)h(u)du.
Flg = h}(§) = F{gH(&F{n}(s) (A.5)

2. Symétrie

F{g}() = F{g} (=) et Flg(=z)}(&) = F{g}(=¢) (A.6)

3. Translation

Flgla —20)}(€) = e ™0 F{gh(§) et F{e®™g(2)}(€) = F{g} (€~ &) (A7)
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4. Dilatation : Soit A € R*
Flo(@/N}E) = NF{g}(A6) (A.8)

5. Dérivation : On suppose de plus que g est de classe C' et que ses dérivées partielles

sont sommables.

F{0g/0x} (&) = i2n& F{g}(€) et f{mkg(x)}(g)zzira‘ggf}

& (A9

A.2 Transformée de Fourier & temps discret

Dans cette section, on s’intéresse & un signal discret G, élément de Z¢ — C. En in-
troduisant 6t € R*, G peut étre vu comme la discrétisation d’un signal ¢ : R? — C,

c’est-a-dire que G[i] = g(i x 6t) avec i € Z.

Définition 2. Soient G € LY(Z%) et 6t € R* . On appelle transformée de Fourier a
temps discret de G la fonction, notée Fs5{G}, définie pour & € R par

Fs{G}(€) =6t Y Glkle TH¢ (A.10)
kezd

Remarque 1. En une dimension (d = 1), la transformée de Fourier a temps discret est

une fonction 1/dt-périodique.

Remarque 2. En une dimension (d = 1), on peut traiter les signauz discrets dans le

meéme cadre que les signaux continus en utilisant le peigne de Dirac, défini par

csi(t) = io 5(t — not) (A.11)

n=—oo

Comme g(t)cs(t) = S G[n]o(t — ndt) et F{5(t —not)} = e 27k on g

n=—oo

Fst{G} = 6tF{gcst} (A.12)

Définition 3. Soit h € L'(Qs;) o Q5 = [—1/(26t);1/(26t)]¢, on appelle transformée de
Fourier a temps discret inverse de h la fonction, notée f&l{h}, définie pour k € 7%

par :

Fi YK = / h(E)em o g (A13)

Qsy

Théoréme 3 (Inversion de Fourier). Soit G € LY(Z9). On a :

G = F3, ' {FalG}}. (A.14)
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Démonstration. On note G(£) = Fs5{G}(€). Dans toute la suite, k est fixe :

Ty {GY[K] = i G(&)e*™ 0tk qg

_ 5t Z Gme—i27r6tl-§ei27r6tk~§d€
Qor ez

_ 5t/ Z G[l}ei%rét(k—l)fdg
Q

ot |ezd

On introduit la suite de fonctions 7; définie par
(€)= Y GePrrtie (A.15)
le[—j3i]4

qui converge, lorsque j tend vers 400, vers

(&) = Gt (A.16)
lezd

Pour tout j, [1;(§)] < > jcza |Gll]] qui est sommable sur s; par hypothése. Le théoréme

de convergence dominée de Lebesgue assure que

/ ni(€)de —s / 0(€)de (A17)
Qs Qs

j—+oo
Or lintégrale
| om©de= [ 3 cumertviig— 3 Gl [ eievege (s
ot 9t el jig)e ef-gge

tend vers

pReEl / e2motth=l)-€ ge (A.19)

lezd Qs

lorsque j tend vers l'infini. On a donc en prenant la convention que sinc(0) =1 :

F5, "G}k = &ZG[”/ (i2mot (k=06 g

lezd Qs¢
d
= Y G ] sinc(n(ky — 1))
lezd p=1
= > GlUé(k 1) = G[k]
lezd

Cela conclut la démonstration. O
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Théoréme 4 (Théoréme de Parseval). Soient G et H des éléments de L'(Z%),

ot GIMHIK = | Fsl GY) Fsel HI(f)df (A.20)

kezd D50
Démonstration. L’interversion de I'intégrale et de la somme infinie se justifie comme dans
la démonstration précédente. Cela étant acquis, le calcul suivant donne directement le

résultat souhaité :

/ FalGY N FaulHY( df = / ot Z G[l]efﬂmm'fét Z mei%&k'fdf
Qse Qs1

lezd kezd

D G[l]H[k]/ ¢i2mot(k=0- g

lezd kezd st

= 6t > Glk|H[K]

kezd
ou l'intégral de ei2mdt(k=)-f qur Qs a été calculée dans la démonstration précédente. ]

Proposition 2 (Convolution). Soient G' et H des éléments de L'(Z?). Le produit de
convolution de G par H est défini par (G * H)[l] = Y., GIE|H[l — k]. On a la relation

suivante :
FlG x HY(©) = & Fal GHOFal H)E) (a.21)

Démonstration. Le théoréme de Fubini autorise 'interversion des sommes infinies dans le

calcul ci-dessous :

Fs{CHE) = ot Z Z GIKH[l — k]e—i2rotn:é

€74 kezd

— o5t Z G[k‘} Z H[p]e—i27r6t(p+k)~§

kezd pEZd

— 5t Z G[k_}efi%r&k-f Z H[p]efi%rétp{

kezd peZd

_ %fat{a}mm{fl }(f)

[
Proposition 3. Soient G et H dans L'(Z%). On a les propriétés suivantes :
1. Symétrie
FselG}HE) = FslGH(=€) et Fu{G[-k]}(&) = Fs{GH=E) (A.22)
2. Translation
Fst{Glk — kol }(§) = e ™M Fs {GIR]} (€) (A.23)

Démonstration. La preuve de ces relations s’effectue par changement de variable. O
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A.3 Transformée de Fourier discréte

Dans cette section, on s’intéresse a un signal discret Gy, k € [0, N—1]?. En introduisant
5t € R%, G peut étre vu comme la discrétisation d'un signal g : R? — C sur une durée
N x 6t, c’est-a-dire G[i] = g(i x 0t) avec i € Z?. On introduit la transformée de Fourier
discréte de G, notée F4{G}, ainsi que quelques unes de ses propriétés. On indice le signal
discret de 0 & N — 1 afin de faciliter le passage entre Gy, et G[k] : on posera que G, = G[k]
de telle sorte que Gy corresponde bien a g(0).

Définition 4. Soit (Gk)kEHOVN_l]]d un signal discret. On appelle transformée de Fourier
discréte de G la fonction F4{G} : [0, N —1]¢ — C définie par

Fi{G} = Z er_i%rkl (A.24)
ke[o,N—1]¢

Définition 5. Soit (Hk)ke[[O’N_l}]d, on appelle transformée de Fourier discréte in-
verse de H la fonction f;l{H} : [0, N —1]¢ — C définie par

d
ke[o,N—1]¢

_ 1 §2m
FHHY = i > Hpe'wH (A.25)

Théoréme 5 (Inversion de Fourier). Soit (Gy)pepo,n—1]¢ un signal discret. On a :
G = F; H{FAG}}. (A.26)

La transformée de Fourier discréte est un produit tensoriel. Considérons comme espace
vectoriel de base 1'espace vectoriel C¥ de dimension N sur le corps C. (G},) ke[o,N—1]d €st
dans ce cadre un tenseur d fois contravariant : dans le cadre du calcul tensoriel, on le note

GF1--ka_ Introduisons le tenseur d fois covariant et d fois contravariant suivant

d
27
Fj1---jd = exp [_ZN Z]lkl] (A.27)
=1
appelé tenseur de Fourier. La transformée de Fourier discréte peut alors s’écrire de maniére
tensorielle :
FolGh = F{ Gyt =y, oGt (A.28)

En dimension 1 (d = 1), le tenseur E est une fois covariant et une fois contravariant.
C’est donc une application linéaire et la transformée de Fourier discréte peut donc s’expri-
mer comme un produit matriciel. On introduit la matrice § définit pour (k;1) € [0, N —1]?

kLot wy = e 27/N_ On a alors en considérant G comme un vecteur colonne

par §x = wo
de taille N :

Fa{G} = 3G (A.29)
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Comme FF/N est I'identité de My (C), on a bien
1 1=
F,{H} = N%H (A.30)

Proposition 4 (Convolution). Soient (Gi)peo,n—17¢ €t (Hk)pepo,n—17¢- Le produit de
convolution de G par H est défini par (G H) = 3,10 n—1]¢ GpHr—p- On a la rela-
tion sutvante :

fd{G * H} = fd{G}fd{H} (A.Sl)

A.4 Liens entre les transformations de Fourier

Pour cette section, on se place en dimension 1 (d = 1). Cela signifie qu’on ne considére

que des signaux temporels.

Proposition 5. Soient g € L*(R) et G sa discrétisation a la fréquence 1/(6t), i.e. Vk € Z,
G[k] = g(k x 6t). La relation entre la transformée de Fourier de g et F5s:{G} est :

FselGH(f Z F{g} ( ) (A.32)

k=—o0

Démonstration. D’aprés’équation (A.12), on sait que F5{G}(f) = 6t (F{g} * F{cst}) (f).

La formule de Poisson -
1 k
Flesth(f =5 ; (f - (516) ; (A.33)

qui donne la transformée de Fourier du peigne de Dirac, permet de déduire le résultat

souhaité. n

En traitement du signal, les signaux sont en général filtrés avant d’étre numérisés.
Supposons donc que g est la convolution d’un signal analogique s avec un filtre h, c’est-a-

dire que g = s * h. L’équation (A.32) donne dans ce cas :

FG) () = 3 Fab(r-5) 7 (1 5) (A.34)

k=—00

Si h représente un filtre passe-bas parfait de fréquence de coupure 1/(26t), I’équation ci-

dessus se réduit a
1 1

¥f € |~ 551357 | - FHOHD = Pl (1) (A.35)
et on a alors égalité entre F5{G} et F{s} sur la bande de fréquence couverte par la
transformée de Fourier & temps discret. On appelle cela un filtrage anti-repliement car le
filtre h empéche les fréquences supérieures & 1/(20t) du signal s de se “replier” dans la
bande de fréquence [—1/(26t);1/(26t)]. Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de
Nyquist-Shannon [163].
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Proposition 6. Soit G € L'(Z). On définit H la restriction de G a [0, N — 1], ¢’est-a-dire
que H[k] = G[k] si k € [0,N — 1] et H[k] = 0 sinon. H peut donc aussi élre vu comme
un élément de [0, N — 1] — C. On a l’égalité suivante entre la transformée de Fourier a

temps discret et la transformée de Fourier discréte :

5t N-1 1 _ ei2m(I—f3tN)
]:(St{H} ]:d{H}l 1— ei?ﬂ(l*fétN)/N (A36)
=0

Démonstration. La démonstration consiste & expliciter les définitions des transformées de

Fourier et se réduit a l'interversion de deux sommes finies :

N-1 ‘ 5t N—-1N-1 o
fét{H}(f) — 5t Z er—z%rétkf _ N Z ]:d[H]le lee 270tk f
k=0 k=0 [=0
N-1 N-1
_ ot FalH): (ei%’r(l—éth))k
N =0 k=0

La formule donnant la somme des termes d’une suite géométrique

N-1
k ].—OéN
«

k=0

(A.37)

permet de conclure la démonstration. ]

Inversement, la relation entre la transformée de Fourier a temps discret et la transformée

de Fourier discréte est :

Vk € [0,N — 1], Fa{H}), = Jrét{H} < &kN) (A.38)
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B.1 Processus stochastiques continus

On se contentera de définir les processus stochastiques de maniére intuitive. Si z : R —
C est un processus stochastique, pour tout ¢ dans R, z(¢) est une variable aléatoire a valeur

dans C. On ne considérera que des processus stochastiques gaussiens.

B.1.1 Fonction de corrélation

Définition 6. Soient x et y deux processus stochastiques. On appelle fonction de cor-

rélation de x et y la fonction, notée éxy, définie par

9

Ruy(ti t2) = E [x(tl)y(tg)} (B.1)

ou B est l'opérateur espérance.

Définition 7. Soit x un processus stochastique. On dit que ce processus est stationnaire si

ses propriétés statistiques sont invariantes par un changement de l'origine des temps.

Définition 8. Soient x et y deux processus stochastiques stationnaires. On appelle fonc-

tion de corrélation stationnaire de x ety la fonction, notée R, définie par

v v

Ryy(T) = Ray(t1 — t2) = Ray(t1,t2) = Ryy(t +7,1) (B.2)

B.1.2 Densité spectrale de puissance

Définition 9. Soient x et y deux processus stochastiques. La densité spectrale de puis-

sance (DSP) gﬂ;y est la transformée de Fourier de la fonction de corrélation

Suy(f1, f2) = / / Ry (t1, to)e 2™ N2 gty dty = F{R,, }(f1, f2) (B.3)

Définition 10. Soient x et y deux processus stochastiques stationnaires. La densité spec-
trale de puissance stationnaire S, est la transformée de Fourier de la fonction de

corrélation stationnaire

Suy(f) = / " Ruy(t)e 2 dt = F{Ruy} (/) (B.4)

On utilisera souvent I'autocorrélation de x qui est R;, et sa densité spectrale de puis-

sance S, qu’on pourra noter respectivement R, et S.

Définition 11. On appelle densité spectrale de puissance unilatérale de x, un pro-

cessus stochastique stationnaire réel, la fonction S3° : Ry — R définie par :

Vi eRy, SP°(f) = 25:(f) (B.5)
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Comme on a supposé que x est a valeurs réelles, sa fonction d’autocorrélation est réelle.
Donc Sz(—f) = Sz(f) : S3° contient autant d’informations que S, .

Proposition 7. Soient x et y deux processus stochastiques stationnaires et T' € R% . On

définit les versions tronquées xr et yr de x et y respectivement par :

x(t) si|t| <T (B.6a)
:L'T<t) = {

0 sinon (B.6b)

y(t)si|t| <T (B.7a)
yr(t) = .
0 sinon (B.7b)
On a le résultat sutvant
_ 25,
Suy <f1 f2> ~ lim TS TyT(flafz) (B.8)
2 T—o00 ffT efmu(f1+f2)du

Démonstration.

Sema(ff) = [ [ Blanteym)] e O Rt (B.9a)

T T
= / / Ryy(ty — to)e 2mtfittal2) gt gt (B.9b)
-TJ-T
On effectue le changement de variable suivant :

U _ 1 1 t t 1 1 U
v Yo )

Comme le déterminant de Jg, la matrice jacobienne de ®, est égal a —1/2, l'intégrale

N | —

double peut se réécrire :

1 2T

2T
Saryr (fis f2) = 5 TRmy(v)e_mv(fl_fQ)dv / i e~ imulfi+f2) gy, (B.11)

On obtient le résultat souhaité en divisant cette équation par f_2§T e~ imulfit12)dy et en

prenant la limite T — oc. O

Corollaire 1. En posant f = f1 = —fa, on obtient :

Suy(f) = lim SezvrtSs=)

B.12
T—o00 2T ( )

Proposition 8. Soient x et y deux processus stochastiques stationnaires et T' € RY . xp et



130 Annexe B. Processus stochastiques

yr sont définies de la méme maniére que dans la proposition 7. On a le résultat suivant :

E[Fler)(NFlur) ()
Say(f) = lim

B.13
T—o00 2T ( )

Démonstration. On utilise le résultat du corollaire 1 et on calcule Sy, (f, —f) d'une autre

maniére. Pour cela, on introduit la suite de fonction (7;);jen définie par

/ / 7(t)yr (t)e 2 S =42 gy, dt, (B.14)

avec (7)) jen une suite a valeur dans R* qui tend vers 4-00. La suite 7; converge simplement

vers

n(f) = Flar} () F{yri (=) (B.15)

et Vi € N,V € R, |n;(f)] < n(f)| par définition de x7 et yr. Le théoréme de conver-
gence dominée de Lebesgue s’applique et on peut donc intervertir les intégrales sur R avec

I'opérateur espérance.

Ser(fi =1 = = EB[F{ar}(N)F{ur}(—/f)] (B.16a)
= E|Fer}(HFyrl () (B.16b)
On obtient ainsi le résultat souhaité. O

Proposition 9. Soient x1 et xo deux processus stochastiques. Soit hy et ho deuz fonctions
de R dans C. On introduit les processus stochastiques y1 = hy *x x1 et yo = ho * x3. Les

densités spectrales de puissance Sg,z, €t Sy,y, sont reliées par :

Sy (f1, f2) = Suvas (f1, fo) F{b1 }(f1) F{ha} (— f2) (B.17)

Démonstration. Par définition de la fonction de corrélation et du produit de convolution,

Rywz (t1,t2) = E[y1(1)72(0)] = E

/_OO x1(u)hy(t1 — u)du/_oo xa(v)ha(ta — v)dv]
(B.18)

En intervertissant 'opérateur espérance et les intégrales avec le théoréme de Fubini, on
obtient :

Ry, (t1,t2) = / / Rz (1, 0)hy (t1 — w)ho(ty — v)dudv (B.19)

On pose h(t; — u,ta — v) = hy(t; — u)hz(t2 — v), ce qui permet d’écrire

Ry,yy(t1,t2) = (Rayay * h)(t1, t2) (B.20)
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On obtient directement

Ry (f1, f2) = Saras (f1, f2) F{R}(f1, f2) (B.21)

Enfin, étant donné la définition de h, F{h}(f1, fo) = F{h1}(f1)F{h2}(f2). Le fait que
F{h2}(f2) = F{h2}(—f2) permet de conclure. O

Corollaire 2. Soient x1 et xo deux processus stochastiques stationnaires. Soient hy et
ho deux fonctions de R dans C. On introduit les processus stochastiques y1 = hy * 1 et

y2 = hg * x2. Les densités spectrales de puissance Sy z, et Sy,y, sont reliées par :

Syrys = Swizs F {1} F{h2} (B.22)

Démonstration. Cette égalité découle directement du corollaire 1 et de la proposition 9. [

B.1.3 Covariance

On travaille dans cette partie avec des processus stochastiques de moyenne nulle. Dans
le cas ou 'espérance du processus s considéré n’est pas nulle, on introduit le processus

stochastique s — E(s), ou E est 'espérance mathématique.

Définition 12. Soient x et y deux processus stochastiques de moyenne nulle. On appelle

covariance de x ety a linstant t, notée Vyy(t), la quantité

Vay(t) = Ray(t,) = /_OO /_oo Sey(f1, f2)e2 I H ) gf, df, (B.23)

Définition 13. Soient x ety deux processus stochastiques stationnaires de moyenne nulle.

La covariance de x et y, indépendante du temps, est notée V., et est égale a

Viy = Ry = [ S0 (B.24)

Dans le cas d’un seul processus stochastique, on note V,, = V., et on parle de variance.

C’est une quantité qui est, par définition, toujours positive. On introduit de plus I’écart-

type 0, = V' Va.

Proposition 10. Soient zy, k € [1; N], N processus stochastiques stationnaires de moyenne
nulle & valeurs dans C. On définit la matrice Q par Qi = E [x1(0)2;(0)], appelée matrice
de covariance. Soit M € My (C). On introduit yi, k € [1; N]|, N processus stochastiques
définis par

=M : (B.25)
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La matrice de covariance 0 définie par Q= E [yx(0)y;(0)] est égale a

Q= MQM’ (B.26)

Démonstration. La démonstration consiste principalement & intervertir des sommes finies

avec l'opérateur espérance :

N N
Qi =y, = Ey(0)y,(0)] = E Z Mimam (0) Z Mppx,(0) (B.27a)
m=1 n=1

1

M=

My MinE [2(0)2,(0)] (B.27b)
1

3
[
3
I

I
M=
WE

Mkmvzmacn 7,11 = (MQM/)M (B27C)

1n=1

3
Il

Le calcul étant valable pour tout k et [ dans [1; N], on en déduit le résultat souhaité. [

Proposition 11. Soient e et m deux processus stochastiques stationnaires de moyenne

nulle. On connait Sey,. On définit x = e x hy et y =m x hy. On a alors

Vi, = / Z Sem(F)F{ha} () F Uy (F)df (B.28)

Démonstration. Ce résultat découle directement du corollaire 2 (p. 131) et de la définition

de la covariance. O

B.1.4 Dérivée d’un processus stochastique

Définition 14. Soit x un processus stochastique stationnaire. On dit que x est dérivable

st toutes ses réalisations sont dérivables. On note & la dérivée de x.

Proposition 12. Soit x un processus stochastique stationnaire a valeurs dans C dérivable

dont la dérivée est notée & :

Sa(f) = (2nf)*Sa(f) (B.29)

Démonstration. Soit xr la version tronquée de x telle que définie dans la proposition 8. On

appelle &7 la version tronquée de & et dxp /0t la dérivée de xp par rapport a t. &7 = dzp /0t

presque partout au sens des ensembles mesurables. On a alors :

() = %EEOE[|I{Z;}(f)|Q] (B.30)
o E[IF(0er/ot ()]

= 7151;0 5T (B.?)l)
T 2

_ Tlgréo|z‘27rf|2E“f{2;}(f)‘ ] (B.32)

= (2nf)*Su(f) (B.33)
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O]

Corollaire 3. Soit x : R — C un processus stochastique stationnaire dérivable n fois dont

la dérivée k-ieme, avec k € [0;n], est notée (*)

Sp0 (f) = (27 f)*FS(f) (B.34)

B.2 Processus stochastiques discrets

Dans le cas de processus stochastiques discrets, on retrouve des résultats similaires a
ceux de la section précédente. On considérera X et Y comme deux processus stochastiques
discrets venant de la discrétisation de deux processus stochastiques continus, x et y respec-
tivement, avec un pas de temps noté dt. L’utilisation du peigne de Dirac permet d’adapter
au cas discret les résultats présentés dans le cas continu. On se contentera donc de donner

les définitions et résultats essentiels, en explicitant les liens avec le cas continu.

B.2.1 Fonction de corrélation

Définition 15. Soient X et Y deux processus stochastiques discrets indicés par Z. On

appelle fonction de corrélation de X etY la fonction, notée RXy, définie par

P i)~ B [XTT] e

Définition 16. Soient X et Y deux processus stochastiques stationnaires discrets indicés
par Z. On appelle fonction de corrélation stationnaire de X et 'Y la fonction, notée

Rxy, définie par
Rxy[l] = Rxylk — n] = Rxy[k,n] = Rxy[p +1,p] (B.36)

Ces fonctions de corrélation peuvent étre reliées a celles de processus stochastiques

continus qui ont été discrétisés : Rxy [k, n] = Rgy(k X 0t,n X 0t) et Rxy[p] = Ray(p X 0t).

B.2.2 Densité spectrale de puissance

Définition 17. Soient X et Y deux processus stochastiques stationnaires discrets. La den-
sité spectrale de puissance stationnaire Sxy est la transformée de Fourier a temps

discret de la fonction de corrélation

Sxv(f) =6t Rxyl[kle ™" dt = Fs{Rxy}(f) (B.37)
keZ
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La formule (A.32) permet d’établir le lien entre les densités spectrales de puissance des

processus continus et des processus discrets :

Sxv(f) =) Sy <f — ;) (B.38)

keZ

Proposition 13. Soient X1 et Xo deux processus stochastiques stationnaires réels discrets.
Soient Hy et Hy deuz éléments de RZ. On introduit les processus stochastiques Y1 = Hyx X,

et Yo = Ho x Xo. Les densités spectrales de puissance Sx, x, et Sy,y, sont reliées par :

Fo{ H1} Fsi{ Ha}

Sviv, = Sx;x 52

(B.39)

Démonstration. Ce résultat peut se démontrer en effectuant le méme raisonnement que
pour la démonstration de la proposition 9. On peut aussi démontrer cette proposition en

utilisant directement le résultat de la proposition 9 :
S@l?b = Silimf{ill}-/—:{ﬁ?} (B40)

ol une quantité avec un tilde est égale a la quantité sans tilde multipliée par le peigne
de Dirac noté c5;. D’aprés une remarque faite dans la section A.2, Fs{G} = 0tF{g} =
dtF{cseg} ou G est la discrétisation de g. On a donc

Foe{H1}Fse{H2}
5t?

S = S (B.41)

Enfin, comme Ryy est la discrétisation de Ry, Siz = Sxy/dt, ce qui achéve la démons-

tration. ]

B.2.3 Covariance

On travaille dans cette partie avec des processus stochastiques de moyenne nulle. Dans
le cas ou l'espérance du processus S considéré n’est pas nulle, on introduit le processus
stochastique S — E(5).

Définition 18. Soient X et X deux processus stochastiques stationnaires discrets de moyenne

nulle. On appelle covariance de X et'Y, notée Vxy, la quantité

1
26t

Vxy = Rxy(0) = / Sxy (f)df (B.42)

__L
20t

Dans le cas d’un seul processus stochastique, on note Vx = Vx x et on parle de variance.
On introduit de plus I'écart-type ox = v/ Vx.

Proposition 14. Soit E un processus stochastique stationnaire discret de moyenne nulle
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correspondant a la discrétisation de n avec un pas de temps dt. On définit X = Ex Hx et
Y = Ex Hy. On a alors

, 5e(f) 52

25t

St E est la discrétisation d’un processus stochastique continu e, le lien entre Sg et S, est

donné par la proposition 5.

Démonstration. Ce résultat découle directement de la proposition 13 et de la définition de

la covariance. ]

Pour finir, la proposition 10 est aussi valable pour des processus stochastiques discrets.
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Le but de la méthode des moindres carrés est de déterminer, a partir de données expéri-
mentales souvent entachées de bruit, les paramétres d’un modéle mathématique décrivant
ces données. Cette méthode a été développée indépendamment par Legendre [190] et Gauss
[191]. La modélisation mathématique permet d’ajouter de l'information aux données qui
sont utilisées pour déterminer les paramétres inconnus. Pour ce faire, le traitement des
données minimise la différence entre les données expérimentales et le modéle. Ainsi, la mé-
thode des moindres carrés [191, 192] peut étre vue comme un probléme de minimisation,
qui dépend donc de la norme utilisée.

Cette annexe propose une approche générale de la méthode des moindres carrés en
considérant une norme générale dérivant d’un produit scalaire. Aprés avoir rappelé quelques
définitions et résultats, les propriétés de la méthode des moindres carrés sont détaillées.
Ensuite, deux normes particuliéres sont considérées. Enfin, ’équivalence entre une mé-
thode des moindres carrés particuliére et le filtrage optimal est montrée. Cela permet la

généralisation de la technique du filtrage optimal utilisée en traitement du signal.

C.1 Position du probléme

C.1.1 Processus de mesure et paramétrisation

Considérons un signal temporel déterministe s : R — C. On suppose que 'instrument
utilisé pour mesurer ce signal fait des mesures sans biais mais que du bruit est ajouté dans
la processus de mesure. Par conséquent, la mesure est m(t) = s(t) + e(t), ol e est un
processus stochastique gaussien de moyenne nulle. Ce processus est supposé stationnaire
et sa densité spectrale de puissance, notée .S, ainsi que sa fonction d’autocorrélation, notée
R, sont supposées connues.

On suppose que N € N* mesures sont effectuées avec un pas de temps constant appelé
0t € R%. Le signal est filtré avant numérisation par un filtre passe-bas dont la fréquence
de coupure est 1/(26t) afin d’éviter les effets de repliement spectral. Dans cette annexe, la
notation y désigne un vecteur de My 1(C), dont les composantes sont les valeurs de y aux
instants d’échantillonnage y x §t aprés filtrage par le filtre anti-repliement. On suppose que

le signal s dépend linéairement de p paramétres, appelés x; avec | € [1; p], tel quel

p
Vk € [N, s =Y afi(k x o), (C.1)
=1

ol f; sont p fonctions définies sur R. Cette équation peut étre écrite sous forme matricielle
s = Jx, avec J € My ,(C) et Jyy = fi(k x t). Comme les mesures sont entachées de bruit,
cela conduit &

m = Jx +e. (C.2)

Le vecteur e est un vecteur aléatoire de moyenne nulle dont la matrice de covariance, notée

(2, est définie par Q;; = R((¢ — j)6t). Le but de la méthode des moindres carrés, ou de
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toute procédure d’identification, est d’obtenir x* un estimateur linéaire non-biaisé de x,
c’est-a-dire de la forme x* = Am avec A € M, y et E[x*] = x. Avant d’aller plus loin, la

section suivante généralise certaines définitions données dans I'annexe A.

C.1.2 Deéfinitions et résultats généraux

Considérons G : Zx[1; p]] — C vérifiant les propriétés suivantes : VI € [1;p], >, |Gri| <
00. La transformée de Fourier a temps discret (TFTD) de G, appelée Fs;{G}, est Uappli-

cation définie par

\V/f € R’ Vi e Hlapﬂ, ‘F5t{G}l(f) = 6tZle6_i2ﬂ—kf6t' (03)
kEZ

La transformée de Fourier a temps discret inverse d’une application h : R x [1;p] — C est

Papplication, appelée F. (;_tl{h}, définie par

_ 1
20t

vk ez, Vi€ [Lipl, F' b= [ |

T 26t

hu(f)e* o df. (C.4)

Par extension, la TFTD peut étre définie pour une matrice M € My ,(R). En introduisant
M : 7 x [1;p] — C définie par My = My sik e [1; N] et My, = 0 sinon, la TFTD de M
est définie par Fs {M} = Fs,{M}.

Etant donné deux applications A et B appartenant & Z x [1;p] — C, la quantité
(A|B) € M, (C) est le produit scalaire matriciel de A et B défini par

W(k;1) € [5p]°, (AIB)y =D AjxBji. (C.5)
JEZ

Le théoréme de Parseval implique

V(k;1) € [1;p]% (AIB)y = . /_m Fotf{ Abi(f) Fsed Bhi(f)df. (C.6)

Finalement, soit () une application Z — C. L’application Lg, appelée convolution

généralisée, est définie par

VX : Zx [L;p] = C, V(1) € Z x [L;p], Lo(X)w =Y Qr—iXa, (C.7)
€L

et la notation Lo(X) = @ * X est utilisée. L’application inverse de L¢, définie par Lg o

Lél = Lél o Lg = Id, a I'expression suivante :

2
Lo (Y) = Fy! {F;ZQ}} e (C.8)
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C.2 Solution générale par la méthode des moindres carrés

L’estimateur des moindres carrés est la quantité x*, telle que la norme de m — Jx est
minimale pour x = x*. Le résultat dépend donc du choix de la norme sur ’espace vectoriel.
Dans cette annexe, on suppose que la norme dérive d’un produit scalaire, défini pour y et
z dans My ;(C) par

(yl2)p = y' Pz (C.9)

ou y’ est la transposée complexe de . La norme est une application linéaire définie par
x|p = /(x[x)p. Comme |m — Jx|p? est convexe pour chaque composante de x et que
la norme est toujours positive, elle est minimale lorsque sa dérivée s’annule : 2(J'PJx —
J'Pm) = 0. Sous I'hypothése que J'PJ est inversible, c’est-a-dire que J est de rang p,
Iestimateur est égal a

x* = (J'PJ)"'J' Pm. (C.10)

Comme E[x*] = (J'PJ)"'J'PE[Jx +e] = x, cet estimateur est un vecteur aléatoire

gaussien sans biais et sa matrice de covariance Vi« est égale a
Vir = (J'PJ) LT P'QPJI(J'PJ)" . (C.11)

Définition 19 (Définition formelle de la méthode générale des moindres carrés). Soient
N e N* et p € N* avec p < N. Py est l’ensemble des matrices de taille N x N symétriques
et définies positives. R, est I'ensemble des matrices de taille N X p de rang p. La méthode

des moindres carrés est définie par lapplication suivante

MC:(’PN,RNW,MNJ) — ./\/lp,l (C.12)
(P,J,m) — (J'PJ)"'JPm (C.13)

Le résultat présenté ci-dessous, dont la démonstration est directe, est d’'un intérét ma-
jeur pour le traitement des données lorsque plusieurs méthodes des moindres carrés sont
utilisées successivement. En effet, il donne les conditions sur les produits scalaires et les
matrices de projection pour que le résultat de I'optimisation globale soit indépendant des

étapes.

Proposition 15 (Transitivité). Soit (Ng, N1, No) € (N*)3 avec Ny < Ny < Ny. Py, P et
150 appartiennent respectivement a Pn,, Pn, et Pn,. Jo et J1 appartiennent respectivement

a Rng,n, €t Ry,Ns -
Vm € My, 1, Mc(Py, Ji, Mc(Py, Jo, m)) = Mc(Py, JoJ1, m) (C.14)
est équivalent a

(J1PLJ) YT PPy Jo) L Py = (J| 5Py JoJy) LI J5 Py (C.15)
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Proposition 16. Soient N € N* et p € N* avec p < N. J appartient o Ry, et P
appartient & Py. x* et Vi sont définis par les équations (C.10) et (C.11) respectivement.
Alors :

~ Il existe J € Ry, et C € M, tels que det(C) #0, J = JC et J'PJ = Id.

- x*=CJ'Pm et Vyr = CJ PQPJC.

La premiére partie de cette proposition vient de l'algorithme de Gram-Schmidt. La
seconde partie est intéressante car elle permet d’éviter les instabilités numériques lorsque
det(J'PJ) est proche de 0. Ainsi, cette proposition permet d’implémenter les moindres
carrés en évitant une inversion matricielle numériquement instable et en la remplagant par
un processus de Gram-Schmidt, qui ne génére pas d’instabilité numérique.

Parmi I'ensemble des choix possibles pour la matrice P, il y a deux maniéres usuelles
de définir le produit scalaire : elles seront développées dans les deux sections suivantes. La

plus simple est P = Id et 'autre possibilité est P = Q1.

C.3 DMoindres carrés usuels

Dans cette section, P = Id. Dans ce cas, x* = (J'J) " 'J'met Vir = (J'J) LT QJ(J'J)~ !
Il est important de remarquer qu’en général cet algorithme n’est pas transitif au sens de
la proposition 15. La variance de 'estimateur peut étre exprimée en utilisant la densité

spectrale de puissance du bruit de mesure :

Ve = (J' )W (JJ) L (C.16)
avec W € M, ,(C) défini par

T 25t

Démonstration. Le but est d’exprimer W en utilisant la DSP du bruit :
N N
Wit = (J'Q) ) = Z Z (4 — 1)6t).J (C.18)

La somme sur 4 est une convolution et la somme sur j est un produit scalaire. Exprimer
ces deux sommes avec les transformées de Fourier de J et R en utilisant le théoréme de

Parseval (cf. eq. (C.6)) permet de conclure. O

C.4 Moindres carrés généralisés (MCQG)

L’autre approche, appelée « moindres carrés généralisés », est définie par P = Q1.
Dans ce cas, x* = (J'Q7 L))" 17Q 7 'm et Vi = (J'Q71J) 7L Clest la définition de P qui
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donne la valeur minimale & Vi« [192] pour la relation d’ordre < sur My (C) définie par
A< B dM e P (C)u{0x}, A+ M = B. (C.19)

Contrairement au cas précédent, cette méthode est transitive, ce qui est un avantage sup-

plémentaire au fait que la matrice de covariance de I'estimateur Vi+ est minimale.

Dans ce contexte, il est nécessaire de calculer I'inverse de la matrice de covariance §2. En
inversant €2, les informations sur les corrélations entre les événements séparés par une durée
supérieure & N x dt sont perdues, alors qu’elles sont présentes dans la fonction de corrélation
R. Pour tirer partie de cette observation, 'idée est d’étendre artificiellement la taille des
vecteurs jusqu’a l'infini en les remplissant avec des zéros. Pour ce faire, introduisons J:
Z x [1;p] — C et m : Z — C définis par

Wi ) € Zx [Lp]., J Jij sti € [1;N] (C.20a)
i:7) € Zx [L;p], Jij =

! 0 sinon (C.20b)

m; siie|1;N C.21a

0 sinon (C.21b)

La matrice 2 étant symétrique, le produit matricielle Y avec Y une matrice compor-
tant N lignes peut étre remplacé par le produit de convolution généralisé. Calculer 'inverse
de la matrice Q lorsque N — oo est équivalent a calculer I'inverse de I'application Lp (cf.

section C.1.2). L’estimateur devient

X" = (j\LRfl(j)) (j

LR’I(rh)) , (C.22)

et la variance

Vi — (j‘LR—l(j))*l. (C.23)

Cette variance est plus petite que celle calculée avec des matrices de taille finie car elle
est calculée de maniére optimale dans un espace plus grand et que plus d’informations sur

le bruit sont utilisées dans le traitement des données.

Dans le cas ot p = 1, les données ne dépendent que d’un seul paramétre et les équations

précédentes peuvent s’écrire :

x*:<

| Fd NP\ [ Fal N D Fam(f)
[ ) |, s o

25t 26t

et

1 S(f)

T 26t

_ 1 -1
Ve = ( / o Wdf) . (C.25)
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C.4.1 Influence de la connaissance de la densité spectrale de puissance

L’approche présentée ci-dessus dépend de maniére importante de la connaissance de la
densité spectrale de puissance (DSP) du bruit. Il est donc nécessaire de quantifier I'erreur
qui est faite si une mauvaise DSP est utilisée pour traiter les données. Appelons S la DSP
utilisée pour traiter les données et S la vraie DSP. On suppose qu’il existe w : R — C tel

que

S(f) = S(f) + ew(f) (C.26)

avece < letVf € R, Jw(f)| < [S(f)|- Pour des raisons de simplicité, p est supposé étre égal
a 1, c’est-a-dire que J est une matrice colonne. Nous appelons x* et Vier respectivement
Destimateur et la variance de la méthode des MCG utilisée avec S. Llestimateur x* est

toujours sans biais. La covariance est quant a elle égale a

oo ([T DR T 7 SW) :
Vx*_</_zl& S(f) df) /_21& gg(f)|f6t{=7}(f)| df (C.27)

La formule de Taylor conduit &

/ * — * 7% w2 *ﬁ w 2
= e [ T G ok - v ( [ SQ((J;))\fat{J}(f)IQdf> +ole?),

(C.28)

ce qui montre que 'erreur est d’ordre 2 en e.

C.4.2 Filtrage optimal

Le but de cette derniére partie est de montrer I’équivalence de la technique de filtrage
optimal [193] et de la méthode des moindres carrés généralisés présentée précédemment.
La technique du filtrage optimal a pour objectif de maximiser par rapport & h: R — C le

rapport signal-sur-bruit suivant au temps g

S o Ys (tO)

N VE[ye(to)]] (€29

ol ys et y. sont les convolutions de h avec s et e respectivement. Le but est de détecter le
signal s dans un signal entaché du bruit e. Le filtre h qui maximise le rapport signal-sur-

bruit est défini par sa transformée de Fourier {194, §10.1] :

Falh}(f) = K];‘igf)}e—i%fto (C.30)

ot K est un coefficient. h est appelé « filtre adapté ». En posant

o FEAs)
K_</1 S ) : (C.31)

T 26t

S|
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on trouve la méme expression que dans I'équation (C.24), a exception de I'exponentiel
faisant intervenir tg, qu’il suffit de prendre égal & 0. Cela démontre I’équivalence entre le
filtrage optimal et les moindres carrés généralisés dans la limite infinie. La méthode des
MCG a ’avantage de permettre de déterminer plusieurs parameétres, c’est-a-dire d’identifier
plusieurs motifs dans les données. Elle permet aussi d’appréhender la corrélation entre les
paramétres en déterminant la matrice de covariance. A Dinverse, le filtrage optimal ne

permet de rechercher qu'un seul motif.
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