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Introduction

La compréhension des mécanismes éruptifs est une question & la fois académique et
sociétale. Académique car elle permet d’aborder la construction de la crofite terrestre et
donc la formation de notre planéte et sociétale car elle est un des piliers de la prévention
des risques liés aux volcans. Un volcan est généralement alimenté par une ou plusieurs
chambres magmatiques et un systéme plus ou moins complexe de conduits. Ce systéme
d’alimentation est situé dans la crofite terrestre, généralement entre 1 et 50 kilometres de
profondeur et est rempli de magma. Le magma est une roche partiellement ou totalement
fondue qui provient a l’origine de la fusion du manteau terrestre. La connexion entre la zone
source des magmas dans le manteau terrestre et le systéme d’alimentation crustal n’est pas
trés bien connue, mais est étroitement associée a la structuration de la crotite terrestre
en morceaux appelés plaques tectoniques. Les zones d’extensions et de subductions de ces
plaques, par exemple, sont favorables & la fusion partielle du manteau et & la création d’un
systéme magmatique alimentant un volcan. La taille des chambres magmatiques varie au
cours du temps ; tant qu’il n’ y a pas éruption et qu’il y a apport en matériaux, la chambre
grossit, un des plus gros volume estimé pour une chambre magmatique est de 32000 km? (le
supervolcan Yellowstone au Wyoming, USA), et lors d’une éruption, elles peuvent rétrécir.
Les chambres magmatiques d’un volcan peuvent étre reliées entre elles ou indépendantes.

Le magma est un matériau complexe car il n’est que partiellement fondu; il contient
les trois états fondamentaux de la matiére : du liquide de fusion, des cristaux et des bulles
de gaz. Deux éléments, la chimie du liquide et la présence des bulles de gaz, jouent un role
essentiel car elles ont été identifiées comme controles majeurs de la mobilité du magma au
sein du systéme d’alimentation ; mobilité qui régit I'occurence et le style d’éruption que le
volcan sus-jacent subit. Ainsi, les volcans présentent des cycles complexes d’éruptions, qui
sont toutes causées par I’évacuation d'une quantité variable de laves (lave étant le nom
donné a un magma dégazé arrivé en surface) et de gaz volcanique provenant des bulles.

Les bulles de gaz sont composées d’espéces chimiques dites volatiles, comme [’eau ou
le gaz carbonique. Ces volatils peuvent soit se dissoudre dans le liquide soit étre présents
sous forme gazeuse. La quantité de volatils dissous dans le liquide est controlée par la
chimie du liquide, sa pression et sa température. Toutes les éruptions impliquent une trés
forte décompression du magma lors de son ascension vers la surface. Comme les principaux
volatils sont de moins en moins solubles lorsque la pression diminue, cette décompression
induit la formation et la croissance des bulles de gaz par exsolution des volatils dissous
dans le liquide.

Le lien entre style éruptif et bulles de gaz est particuliérement clair pour les magmas
dont la chimie est telle que le liquide est trés visqueux. Cette chimie est riche en silice et
les magmas correspondant sont qualifiés d’acides. A I’extréme, les magmas les plus riches
en silice qui soient, sont appelés rhyolites. Le style des éruptions de magmas acides est
directement lié & la fagon dont les bulles de gaz se comportent et peut se classer selon un
pole effusif et un pole explosif. Une éruption effusive se caractérise par I’émission séparée
du magma et des gaz. Les bulles grossissent et font coalescence durant la remontée du
magma et permettent au gaz de s’échapper doucement. Le magma arrive dégazé en surface
et forme un déme de lave. Une éruption explosive, au contraire, se caractérise par I’arrivée
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INTRODUCTION

d’un magma chargé de ses bulles de gaz en surface. Les bulles grossissent durant la remontée
sans faire coalescence. Le magma, gorgé de gaz mais fragilisé par la présence des bulles,
fragmente de maniére catastrophique et libére d’un seul coup gaz pressurisés et morceaux
de lave fragmentés dans I’atmospheére. Une des causes de la fragmentation est liée a la forte
viscosité des magmas acides, qui permet "accumulation de pression dans les bulles au-dela
du point de rupture du magma. La sortie des matériaux se produit généralement dans une
zone de faiblesse du volcan constitué le plus souvent par son sommet. Parfois cette zone de
faiblesse se trouve sur les flancs du volcan comme ce fut le cas lors de ’éruption du mont
Saint Helens en 1980.

FICGURE 2 — Exemple d’éruption explosive,

FIGURE 1 — Exemple d’éruption effusive,  ¢ruption du volcan Pinatubo aux Philip-
éruption du volcan Kilauea a Hawal. pines en 1991

Les conséquences des éruptions effusives et explosives des magmas acides sont nom-
breuses pour les populations humaines environnantes. Les éruptions explosives produisent
une colonne de cendres qui s’éléve généralement sur plusieurs kilomeétres jusque dans la
stratosphére autour du point d’éruption du volcan, pouvant produire, régionalement ou
mondialement, un hiver volcanique. Ces fines cendres retombent pendant plusieurs jours
ou mois aprés I'éruption, rendent ’air irrespirable, et s’accumulent sur de forte épaisseurs,
causant l'effondrement d’infrastructure humaines. Lorsque la colonne de cendre est trop
dense, elle peut produire des coulées pyroclastiques par effondrement gravitaire. Ces cou-
lées pyroclastiques sont composées de gaz brilants transportant des masses considérables
de fragment de lave (de fines cendres & des blocs de plusieurs métres) qui dévalent les
pentes du volcan a des vitesses supérieures a 100 km/h et qui peuvent atteindre plusieurs
dizaines de kilométres de long.

Les éruptions effusives ont des effets plus limités, généralement circonscrits autour de
I’édifice volcanique. Les laves fluides émisent forment généralement des coulées depuis des
fontaines ou des lacs de lave. Ces coulées peuvent étre souterraines et sortir & la surface
& plusieurs kilomeétres du volcan en éruption. Les coulées représentent le principal danger
de ces éruptions et avancent généralement a une vitesse inférieure & 60 km /h, causant
la destruction des infrastrutures rencontrées. Les laves visqueuses forment des démes de
laves qui peuvent croitre trés rapidement (par exemple, lors de ’éruption du mont Saint
Helens en 1980, le dome a grandi de 1.5 m par jour). Ces domes peuvent se former sur
quelques jours ou plusieurs années, mesurant de quelques métres & plusieurs centaines de
metres. Lorsque ces domes de laves grossissent rapidement, ils peuvent devenir instables
et s’effondrer donnant ainsi naissance a une coulée pyroclastique [FO04] (comme ce fut le
cas le 8 mai 1902, la coulée provenant de ’effondrement du déme de lave de la montagne
Pelée qui tua les 28000 habitants de la ville de Saint Pierre). Les gaz qui s’échappent
du magma peuvent étre toxiques. Cependant, ils peuvent également produire des coulées
pyroclastiques par effondrement. Ces deux types d’éruptions peuvent produire des bombes
volcaniques, fragment de lave de plus de 64 mm de diamétre, projeté dans les airs lors de
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I’éruption et pouvant retomber a plusieurs centaines de métres, voire quelques kilométres,
du point d’éruption du volcan. Les plus grosses bombes volcaniques observées faisaient 6 m
de diameétre.

Il n’est pas rare qu’une éruption commence par un déme de lave et se poursuive par une
explosion, ou méme oscille entre ces deux extrémes (ref Montserrat, Unzen, Fig.1, Fig.2).
Le magma ne changeant pas de composition chimique dans ces cas, la bifurcation entre
activité explosive et effusive est controélée par 1’évolution de la population des bulles de
gaz dans le conduit volcanique. Toutefois, en raison de sa complexité, cette évolution n’est
pas bien comprise. Un des objectifs de cette thése est donc une meilleure compréhension
des deux phénomeénes affectant la population de bulles, croissance et coalescence, afin de
préciser leur role dans la bifurcation explosif/effusif. Ce type de travail est donc une étape
essentielle dans la fabrication d’outils modernes de prévention des risques volcaniques.

Percolation/
fragmentation

gaz Porosité . coalescence
avec fragments =70% multicorps
de magma 10 MPa
FRAGMENTATION 3
Coalescence
expansion
2 Magma avec
. des bulles de gaz Diffusion
® ® expansion
NUCLEATION .
ET EXPANSION i Nucléation
DES BULLES DE GAZ o Porosité des bulles
=0% 200 MPa

FI1GURE 3 — Diagramme montrant les phases du magma remontant et le réle central de la
phase gazeuse

Un bref résumé des étapes de la vie d’une bulle de gaz lors d’une éruption de magma
acide va permettre de circonscrire le périmétre des phénoménes étudiés. Tout commence en
profondeur, 14 ol le magma remonte jusqu’a ce que la nucléation commence. L’apparition
de bulles par nucléation se passe & des pressions comprises entre 200 et 60 M Pa, selon la
quantité de volatils initialement dissoute dans le magma [MS00]. Ceci est suivi par leur
croissance, due & I'exsolution des volatils d’une part, & ’expansion du gaz d’autre part, et la
coalescence bulle a bulle (Fig.3). La viscosité élevée des magmas acides et la petite taille des
bulles empéchent les bulles de s’échapper du magma par flottaison. Si les conditions pour
la fragmentation sont atteintes, en général a une porosité ~ 70 %, une éruption explosive a
lieu. Si les bulles forment par coalescence un réseau suffisamment étendu, le magma devient
un milieu perméable au gaz, qui peut alors s’échapper sans fragmenter le magma : ’éruption
est de type effusif [Jau00]. Les deux phénoménes étudiés dans cette thése, croissance et
coalescence, se passent donc dans le conduit volcanique, aprés la nucléation de bulles, mais
avant la fragmentation du magma ou I’échappement de gaz par perméabilité. Les bulles
sont en sus considérées immobiles par rapport au reste du magma (cristaux et liquide).

Une des difficultés majeures de 1’étude des bulles magmatiques est l'imbrication des
tailles caractéristiques impliquées. Une bulle fait typiquement 107> m et son évolution est

3



INTRODUCTION

controlée par son environnement immeédiat, alors qu’un conduit volcanique fait typiquement
10 m de diamétre et plusieurs kilométres de longueur. L’étude des fragments de laves et
les expériences de laboratoire simulant la croissance des bulles se focalisent sur une échelle
intermédiaire de ordre de 1072 — 1072 m. La modélisation permet de faire le lien entre
ces échelles.

Dans [LGS04], une équation d’expansion-coalescence est proposée pour simuler ’évolu-
tion statistique d’une population de bulles par décompression et coalescence. La population
de bulles n’est définie qu’en fonction de leur volume. Un travail fait en stage de Master
nous a montré que, lorsqu’il n’y a pas de coalescence, cette équation n’était valable que
pour les cas dit 4 ’équilibre. Le but de cette thése est d’améliorer ce modéle en introduisant
d’autres grandeurs caractéristiques des bulles telles que la masse de volatil dans la bulle
ou la pression du gaz dans la bulle. Nous travaillons uniquement sur la décompression afin
de trouver une vitesse plus générale pour une population de bulles donnée. Pour cela, nous
allons devoir étudier les équations qui régissent la croissance des bulles. Nous somies par-
tis d’un modéle d’équations différentielles couplées & une équation aux dérivées partielles
décrivant la croissance d’une bulle au niveau microscopique pour construire un nouveau
modéle mésoscopique décrivant 1’évolution statistique d’une population de bulles.

La thése est séparée en six chapitres reflétant les grandes étapes de cette modélisation :

Le chapitre 1 présente un modele courant dans la littérature, voir [PSA93], pour décrire
I’évolution de la croissance d’une bulle par décompression dans un magma trés visqueux.
Nous considérons une seule espéce volatile, nous parlerons toujours d’eau mais cela reste
vrai pour d’autres volatils. La croissance de la bulle va alors dépendre de sa masse, de son
rayon et de la concentration en volatil dans le magma environnant. Ce modéle peut étre
adimensionné pour étudier des régimes limites, voir [LNL04]. Nous proposons également
une résolution numérique qui conserve la masse totale de volatil. Enfin nous étudions
Iinfluence de certains paramétres sur la solution, et la convergence numérique du régime
général vers les régimes limites.

Le chapitre 2 présente une étude théorique du modéle ainsi que de ses solutions. Cette
étude nous permettra de simplifier une partie des étapes de calculs pour déterminer la
solution.

Le chapitre 3 est une application de la résolution numérique & des données physiques.
Nous montrons que notre choix de décompression linéaire dans le modéle peut induire
quelques erreurs. Nous comparons également 1’évolution obtenue par notre résolution et
une résolution existante d’un modéle similaire. Enfin nous comparons les données mesurées
aux données calculées par notre résolution pour un grand nombre de données physiques.

Le chapitre 4 présente le passage du modéle lagrangien présenté et étudié dans les
chapitres précédent & un modeéle cinétique. Le modeéle cinétique ainsi défini, permet de
simuler la croissance d’une population de bulle par décompression et coalescence. Nous
présenterons les taux de croissance que nous considérons ainsi que quelques noyaux de
coalescence issus de la physique du processus de coalescence. Une étude rapide nous permet
de considérer uniquement deux dimensions physiques, le volume et la masse de volatil des
bulles pour décrire leur évolution.

Le chapitre 5 étudie ’équation de coalescence multidimensionnelle et propose une ré-
solution numérique qui conservera les propriétés de I’équation continue. Une validation
du code par différents cas courants en une dimension et deux dimensions est également
présentée.

Le chapitre 6 présente premiérement la résolution numérique utilisée pour résoudre
la partie conservative de l’équation cinétique ainsi qu’une validation du code. Ensuite
nous regardons la forme de la solution pour les noyaux de coalescence physiques. Nous
présentons ensuite le couplage entre le code pour résoudre la coalescence et celui pour
résoudre ’équation de transport. Enfin nous testons ce modéle sur un cas test purement
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INTRODUCTION

mathématique et sur quelques données expérimentales.

En annexe sont présentée les fichiers d’utilisation des fichiers C++ qui sont utilisée pour
I’application & la volcanologie. Nous présentons également les différents environnements de
calcul et leur utilisation pour lancer tous les calculs dont nous avons eu besoin.






Chapitre 1
Modéle monodisperse

Nous étudions I’évolution de bulles de gaz d’une seule espéce volatile. En général, nous
parlerons d’eau mais la théorie reste la méme pour d’autre espéce volatile. Nous ne consi-
dérons que la croissance des bulles, qui est régie par la décompression due a la remontée du
magma et par la diffusion d’une espéce volatile du magma dans la bulle. Nous négligeons
la coalescence des bulles. Ceci peut étre décrit par un systéme d’équations différentielles.
Depuis le travail fondateur fait dans [Scr59], de nombreux schémas numériques permettant
de résoudre un tel systéme d’équations différentielles ont été proposées dans le cadre de
fluides visco-élastiques (voir [AA9L, VV98, Wel98, BLE05, REBL05]). L’application de ce
systéme d’équations différentielles aux bulles de gaz dans les magmas est un peu plus ré-
cente (voir [PSA93, Tor95,PS98, BMWO01, LNL04,PS05, CDN06]). Tous ces schémas ont en
commun une discrétisation de I’équation d’advection-diffusion qui n’est pas conservative
par construction pour les espéces diffusées. En fait, ils utilisent des paramétres de discré-
tisation qui doivent étre ajustés de fagon empirique pour assurer la convergence et/ou une
précision suffisante du schéma. Nous proposons un schéma numérique, dont la discrétisa-
tion de I’équation de diffusion advection est conservative par construction. Nous étudions
Pensemble des équations, proposées par [LNL04], qui décrivent la croissance des bulles ainsi
que leurs solutions pour différents régimes : forte ou faible diffusion d’eau dans le magma,
forte ou faible viscosité du magma.

Une partie de ce chapitre et du chapitre 3 fait 'objet de 1’article [FCMBJ12].

1.1 Présentation du modéle monodisperse (lagran-
gien)

Comme dans |[LNLO04| I’évolution des bulles est étudiée de maniére lagrangienne, les
bulles sont toutes supposées identiques, on peut donc décrire I’évolution d’une seule bulle.

On suppose que l’échange d’eau entre magma et bulle s’effectue dans une région finie
autour de la bulle (voir Fig.1.1) : c’est la zone d’influence Z1. Au-dela de cette zone, il n’y
a donc plus d’interaction. Sur la bordure extérieure de la zone d’influence 021, on a donc
g—g = 0, ou C représente la concentration d’eau dans le magma et 7 la normale sortante
du domaine ZI. La loi de conservation de la masse totale d’eau s’écrit alors :

PV + pm Cdzx = pmVz1(0)Co (1.1)
ZI(t)

ol p est la densité de I'eau dans la bulle, p,, est la densité du magma, V est le volume
de la bulle, Vz; est le volume de la zone d’influence, C' représente la concentration d’eau
dans le magma et Cj la concentration d’eau dans le magma lorsque V = 0. La quantité
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CHAPITRE 1. MODELE MONODISPERSE

pV représente la masse d’eau dans la bulle, I'intégrale p,, fZI(t) Cdx représente la masse

d’eau dans la zone d’influence et la quantité p,,Vz7(0)Cy représente la concentration d’eau
présente dans la zone d’influence lorsque le volume de la bulle est nul (V = 0).

Peamb(t) S(U

FiGURE 1.1 — Le magma est vu comme un groupe de cellules sphériques, chacune étant
composée d’une bulle de gaz (vapeur d’eau) de rayon R centrée dans une coquille sphérique
de magma de rayon S. Les cellules sont arrangées en treillis 3D avec quelques recouvre-
ments, de telle fagon que la fraction de volume de gaz est a = (R/S)3.

Suivant le formalisme de [LNLO4], les bulles et leur zone d’influence sont considérées
comme des sphéres emboitées. Nos inconnues sont le rayon de la bulle R(t), la pression
du gaz dans la bulle P(t) et la concentration d’eau dans le magma C(r,t), qui dépend du
temps ¢ et de la distance du bord de la bulle . L’hypothése de réseau hexagonal, également
proposée dans [LNLO04|, permettra de définir une notion de porositeé.

Les équations qui décrivent I’évolution en temps du rayon et de la pression d’une bulle
ainsi que celle de la concentration d’eau ont été décrite dans la littérature de nombreuses
fois. Par conséquent, nous ne reproduirons pas ici ce calcul et nous renvoyons le lecteur,
par exemple, a [Scr59, AA91,PSA93,PS98,L"H07]|. Nous présentons les équations que nous
considérons pour notre modeéle.

e Equation de conservation globale :
-la loi de conservation de la masse totale d’eau dans la zone d’influence (1.1) s’écrit en
géométrie sphérique :

4 s 4 .
gﬂde + / 4712 pr Cdr = ngSmeo (1.2)
R

oll p est la densité de ’eau, p,, est la densité du magma, Cp est la concentration d’eau dans
le magma lorsque R = 0, Sy est le rayon de la zone d’influence quand R =0,et R <r < S
est la distance par rapport au centre de la bulle, avec S le rayon de la zone d’influence.

¢ Equations sur la bulle :
-I’équation de conservation de la quantité de mouvement.
La conservation des moments de ’équation de Navier-Stokes pour un fluide incompres-
sible trés visqueux s’écrit :
20 Neff AR

e I T

(1.3)



1.1. Présentation du modéle monodisperse (lagrangien)

ol Ny est la viscosité effective du milieu, P, est la pression ambiante et o est la tension
de surface de la bulle. La viscosité effective n,ss sera détaillé plus tard (c.f. annexe A.2.2).
-la loi des gaz parfaits :

M
=P— 1.4
p=Per (1.4)
ou M est la masse molaire de ’eau, G est la constante des gaz parfait et T' est la tempé-

rature du gaz.

e Equation sur le magma :
-I’équation de diffusion advection pour ’eau dissoute :

dC¢ 1 0 ([ 5. 0C
=~ _ - D— 1.5

dt  r2or (T or ) (1.5)
ot D est la diffusivité de I’eau dans le magma, R < r < S est la distance du centre de la
bulle & une couronne extérieure de magma et dC'/dt est la dérivée totale de la concentration

C.

Le phénoméne ayant lieu dans un milieu incompressible, on aura :

dc oC . R?0C

a T T
ou le terme d’advection est di au déplacement des bords de la bulle, et prend en compte
le modéle sur la zone d’influence choisi et la vitesse radiale.

Nous complétons (1.5) par les conditions aux limites :

oC
C(R,t) = Kg+\/P, —=| =0 (1.6)
or|,_g
otl la condition en r = R est la loi de solubilité de Henry, et signifie qu’a l'interface bulle-
magma, la concentration d’eau est localement a 1’équilibre avec la pression P du gaz dans
la bulle. La condition au bord r = S est une condition de flux nul sur le bord externe de la
zone d’influence, la masse d’eau est conservée sous forme dissoute ou de gaz dans cette zone.

e Equation a D’interface bulle-magma :
-en considérant le flux défini par (1.5), le bilan de masse (1.2) peut s’écrire :

—— (pR?) = 4mpn, (rQDaC> (1.7)
or r=R

ol pm, p sont les densités du magma et du gaz et D est la diffusivité de 'eau dans le
magma.

L’eau est diffusée a travers la membrane de la bulle et passe donc de la bulle sous forme
gazeuse au magma sous forme dissoute et vice versa.

e Conditions extérieures :

-Nous considérons que la pression ambiante suit une décompression linéaire car c’est ce qui

est usuellement considéré pour les expériences de décompression faites en laboratoire :
Pa(t):-Pi_tPa (18)

ol P, est le taux de décompression et P; est la pression ambiante initiale.
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-le modéle choisi sur la zone d’influence :

La zone d’influence est le volume dans lequel ’eau dissoute dans le magma interagit avec
la bulle.

Comme nous considérons un ensemble de bulles strictement identiques dans un magma
incompressible, il est naturel de considérer que le volume de magma agissant directement
sur I’évolution de la bulle est constant (voir [LNLO04]) :

S3 =S8+ R (1.9)

ou on rapelle que S = S(t) représente la rayon de la sphére d’influence dans laquelle ’eau
va, jouer sur ’évolution de la bulle et Sy est cette méme zone d’influence lorsque R = 0.

Remarque 1.1.1

Avec cette définition de zone d’influence, on peut exprimer la porosité du magma a. On
définit o comme le volume occupé par les bulles par rapport au volume total de notre
mélange, voir [LNLO0J, PSA93, PS98], par :

a(t) = <§g§>3 (1.10)

Remarque 1.1.2

Dans plusieurs modéles, un taux de croissance vr remplace R dans (1.3) et un tauzr de
croissance v, apparait dans le terme d’advection de (1.5). Le choiz de modéle incompres-
sible, (1.9), conduit a ’égalité suivante :

2
VT:R—Z et donc v = R .
r

Dans le cas o 0 < D, R,ncf¢ < 00, on étudie donc les équations (1.3), (1.5), (1.7) com-
plétées par (1.6). On le récrit sous la forme d’un systéme de deux équations différentielles :

(1.11)

ou C est solution de I'équation aux dérivées partielles (1.5), avec les conditions aux li-
mite (1.6). Et la densité p est liée a la pression P par la loi des gaz parfaits (1.4).

Rappelons ci-aprés, les variables, les paramétres et les constantes qui apparaissent dans
le modéle :

10
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-inconnues :
R(t) : rayon de la bulle
C(r,t) : concentration d’eau & la distance r du centre de la bulle

P(t) : pression du gaz dans la bulle

- paramétres :

S(t) : rayon de la zone d’influence de la bulle

P,(t) : pression ambiante

-constantes :

D - diffusivité (€[10713:107 8] m? s7 1)
Neff : viscosité effective ( € [1;10°] Pa s)

M : masse molaire de 'eau (18- 1073 kg mol 1)

G : constante des gaz parfaits (8.3144 J mol~t K1)
T : température ( € [900; 1500] K)

o : tension de surface (€1[0.01;0.5] J m~2)
pm  : densité du magma ( € [2000;2600] kg m~3)
Ky : constante de Henry (3.44 -107° kg=1/2 m1/2)
So : 8§ = S3 — R3 (constante) (m)

P, : taux de décompression ( €[0;10% Pa s71)

P; : pression ambiante initiale ( € [10%10%] Pa)

Co : concentration d’eau quand R =0

R; : rayon initial (€[1077;1072] m)

Remarque 1.1.3

La diffusivité D, la viscosité effective ne.py et la température T' peuvent varier suivant dif-
férents modeéles. Nous les considérerons souvent constantes ou nous décrirons le modéle
utilisé dans le cas contraire.

1.2 Adimensionnement

En suivant [LNL04,PS98,PSA93], on adimensionne le systéme d’équations pour étudier
le comportement des solutions par rapport aux valeurs des paramétres caractéristiques des
équations. Pour cela, on utilise I’adimensionnement proposé par [LNL04| qui considédre les
cing valeurs physiques significatives suivantes : un rayon de bulle, une pression, une den-
sité, un coefficient de viscosité et un coefficient de diffusivité. Pour I’adimensionnement, on
choisit les valeurs initiales de la pression ambiante P; = P,(0), la densité de gaz initiale p;
associée & P; par la loi des gaz parfaits, le rayon initial R;, la diffusivité initiale D; et la
viscosité effective initiale 7.

On pose alors :

~ _ Meff N _ D A~ Pm _ 20
fefp = " D=7 pm = X =Rp
p_ R h_ RP G _ S P T
=& R—Ri“u S=x "=
b_ P b _ P, AP Y A
P=7 Po=7F P= t=1F

On pose aussi Cy = Ky P;.

Remarque 1.2.1 .

Lorsque la température n’est pas constante, on rajoute une siziéme valeur physique d’adi-
mensionnement : la température initiale T;. La loi des gaz parfait devient ﬁT = P en
adimensionnel, avec T = T/T;. A température T constante, on a donc la relation d’équi-
valence entre pression et densité p = P.

Remarque 1.2.2 .
Contrairement o [LNLO4[, on ne suppose pas la pression initiale de la bulle et la pression

11



CHAPITRE 1. MODELE MONODISPERSE

ambiante initiale égales P(0) = P,(0), mais on laisse P(0) indéterminé pour le moment.

Nous introduisons les paramétres d’adimensionnement en viscosité Oy et en diffusion

©p [LNLO4] :

477ipa RZﬁa
Oy = Op =
14 .PZ? D Dlpz

Les parameétres Oy et ©p régissent ’évolution des équations et seront appelés para-
metres de relaxation visqueux (Oy) et diffusif (Op). Leurs valeurs extrémes définissent un
certain nombre de régimes spécifiques qui sont analysés en section 1.4.

Le probléme s’écrit alors en variables adimensionnelles :

dr _ 1? <P—PG—EA> (1.12)
dt  Oviesy R
d /. - 3p e
— (pR?) = == (#°D 1.13
di () en ("” aw)hR (1.13)
N S 53
R3ﬁ+3p“m/ P2Cdi = R—%Coﬁm (1.13bis)
R ()

ou C est solution de I’équation d’advection-diffusion :

0C | dft,0C _ 1
ot dt~ Or ©por

’132

<f2ﬁ(2§) (1.14)

avec les conditions aux bords :

Chp=Cy \/13, o) _y (1.14bis)
I [i_g
L’équation sur la zone d’influence (1.9) devient :
S3=R3+ 53 (1.15)

ol maintenant Sy = %.

Enfin, I’équation pour la pression ambiante (1.8) devient :

~

P,=1-1 (1.16)

Remarque 1.2.3

Si la pression ambiante suit une loi quelconque, il faut alors changer la facon d’adimen-
stonner : au liew d’adimensionner par Pi/pa qut correspond au temps auquel on atteint
une pression nulle, il faudrait adimensionner par le temps final de simulation ty. Certains
parameétres et variables seraient alors adimensionné comme suit :

4 n; R? .t
Oy = Op = —1t f=—
v ‘Pitf b Ditf tf
Rt s Pty )
= P,(f) = L=
k=— (t) 2
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1.3. Discrétisation

Proposition 1.2.4 Bilan de masse
Le systéeme d’équation (1.12)-(1.15) conserve la masse totale d’eau entre bulle et magma.

Démonstration
On considére I’équation (1.13bis) que l'on dérive par rapport au temps :

dpRd  d 8
pE__d Bﬁm/ P2Cdi | =
dt dt B

S A A
nodS A odR o~ .
= —3pm / #20,Cdr + S*—=C(S,t) — R*—C(R, 1)
R dt dt
Or d’aprés (1.15) on a que dg’ = d(i?’ , on peut donc écrire I’équation précédente sous la
forme : N
dpR3 S fo
% — 3pm / (f2afc + R2R8,:C) d7 (1.17)
R

D’autre part, on peut réécrire (1.13) sous forme intégrale :

dpR3 /S 1 -

Y 3p | =0 (f D(?AC) ar. 1.18

5 2 eyl - (1.18)
Enfin (1.17) et (1.18) impliquent I’équation d’advection-diffusion (1.14).

Nous avons donc la conservation de la masse totale d’eau. O

1.3 Discrétisation

Dans cette section, nous nous intéressons & résoudre numeériquement le probléme décrit
par les équations (1.12)-(1.15) sur le rayon R({), la pression P(f) et la concentration C/(#, f)
avec les conditions de bords (1.14bis) et les hypotheéses extérieures (1.15) et (1.16).

En particulier, on propose un schéma numérique pour ’équation d’advection-diffusion qui
conserve la masse d’eau. C’est un point délicat de la discrétisation, le flux au bord de la
bulle doit étre calculé avec attention & cause de la différence d’ordre de grandeur possible
entre les paramétres de relaxation Oy et Op.

On note par la suite f™ Papproximation de f(¢™) pour toutes les variables (rayon, pression,
concentration, porosité, température, ...).

La discrétisation consiste en 3 étapes principales :

1. discrétisation de ’équation en R
2. discrétisation de I’équation aux dérivées partielles sur C' et définition du flux discret

3. discrétisation de I’équation sur la masse d’eau dans la bulle

A chaque temps t", on calcule un pas de temps At™ > 0 vérifiant les conditions de stabi-
lité/positivité (voir section 1.3.3). On pose t"H1 =" 4 A" et PP =1 — ¢+l

Etape 1

On commence par résoudre ’équation différentielle 1.12 en semi-implicite pour R:le
rayon est traité de maniére implicite alors que les pressions sont traitées en explicite.
L’évolution du rayon discret est alors donnée par :

) (1-arE B

R = <R” — A"
Nef OV

13



CHAPITRE 1. MODELE MONODISPERSE

Une fois R"*! calculé, nous calculons les valeurs de S, R et « par les relations suivantes :

o\ 1/3 X n+1l _ pn n+1\ 3
Sl — ((R"+1)3 + SS) , R"= L NG R et ot = <§n+1>

Etape 2

L’équation d’advection-diffusion pour la concentration d’eau C(7,%) est résolue en sé-
parant ’équation en une étape d’advection puis une étape de diffusion.
Pour résoudre 1'équation aux dérivées partielles sur C' (1.14), nous devons définir une dis-

crétisation de # € [R(f), S(1)].

+1

On définit les points du maillage ;""" comme :

P = (R — (R 4+ ()Y vie [0, N] (1.20)

7

Un tel maillage permet de prendre en compte l'incompressibilité du magma sans faire
apparaitre le terme d’advection dans la discrétisation (voir section 1.3.2) et correspond
donc a 'étape d’advection. Un tel maillage se raffinera sur le bord de la bulle (en f%) si R
est croissant, voir remarque 1.3.6.

Le pas d’espace est donné par :

APt = gl — it Vi e [0, N —1].

On note C* = C(r;,t"), constant sur |r;, 7541[. La résolution de I'étape d’advection a pour
expression (voir section 1.3.2) :

(i1 o) Ary
optir— R o vie [o,N —1] (1.21)
(T?+1/2)2A7’;L

Concernant la discrétisation de la partie diffusive de (1.14), nous définissons le flux
discret entre les mailles ¢ — 1 et 1, F{LH, comme étant une discrétisation de D#20;C :
2
Frt = (pp )2 prti et P oottt S vie [1,N — 1] (1.22)

7 7 n+1 n+1
Tiv1 —Ti1

Le flux F ]f,“ sur la derniére maille est déterminé par la condition de flux nul en S
Frt =0 (1.23)

Le flux FO"'H sera déterminé de telle sorte que la masse d’eau du systéme discret soit
conservée (voir section 1.3.1).

Maintenant, on résout 'équation de diffusion, © p2d;C = &:(fﬁi&zC’), par une mé-
thode de volumes finis. En intégrant 1’équation sur la maille [t”,t”“[x]r?“,rfﬁf[, on
cherche les solutions C; constantes par morceaux sur chaque maille. En utilisant (1.21) et

(1.22), on obtient :

+1 +1
crtt — gz | AT (Fiyn —F™)

7 n+l/. .n+1 \2
Op Ar] (ri+1/2)

Vie[1,N —1] (1.24)

La condition de Dirichlet en # = R nous donne C{]‘H :
Oyttt =CyvPn

Enfin, pour avoir conservation de la masse totale au niveau discret, nous définissons le
flux en # = R par (voir section 1.3.1) :

Op

FSLH _ F1n+1 _ (r”+1)2Ar8+1(Cg+1 _ Cg+1/2)Atn'

A (1.25)
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1.3. Discrétisation

Remarque 1.3.1
Fgf“ dépend de lo quadrature utilisée dans la résolution par volume finis de I’équation de
diffusion.

Etape 3

On discrétise maintenant 1’équation du bilan de masse au niveau de l'interface bulle-
magma (1.13). On pose W™ = p"(R")3 qui correspond & la masse d’eau discréte dans la
bulle. L’équation (1.13) devient :

A"
Wt = w4 3pm®—F”+1 (1.26)

Ce qui nous donne enfin la pression P(t"*!) dans la bulle :

Wn+1 Tn+1

n+1 __
P (RnJrl)S

(1.27)

1.3.1 Conservation de la masse d’eau totale

Définissons la masse d’eau comme étant la somme de la masse d’eau discréte dans la
bulle W™ et la masse discréte de 'eau dans la zone d’influence :

N-—1
M =W 4 3p Y CR(ry o) Ar] (1.28)
=0
Lemme 1.3.2

Le schéma (1.19)-(1.27) conserve la masse totale d’eau au niveau discret M™ ; pour tout
temps t"* : M™ = MO,

Démonstration
A Tinstant t"*1 en utilisant (1.28), on a :

N-1
Mn+1 Wn+1 + 3p Z Cn+1 ?:11/2)2A7“?+1
=0

En utilisant la définition de W™ (1.26), en séparant le premier terme de la somme et en
utilisant le schéma (1.24) dans la somme, on obtient :

At"
W™ + 3pm =—Fg ' + 3pmC T (rP )2 Arg

©p 1/2
n (Fn—iil F'n+1) 1 \2 1
+3pm +1/2 z:; - i ( :LJr ) AT;LJF
Z ( @D Ar! +1( 1:11/2)2 +1/2

Ensuite en utilisant la définition de C"H/ 2 (1.21) dans la somme que l'on sépare en deux
et la valeur, (1.25) du flux discret en # = R, on obtient :

W™+ 3p,nCy (iR )2 Arg 4+

A" n+1 n+1\2 n+1/n+1 n+1/2 Op
+3pm— o0 <F1+ — (7‘1/2) Ar0+ (COJr -C, )—Atn +
P 2AT’”
Z+1/2 n n+1 n+1
+3pm Z ( nJrll/Q)QATnJrlC ) (r z++1/2) Arp it
H—
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CHAPITRE 1. MODELE MONODISPERSE

N-1 N
3 Y g (I = FI™)
=1

On remplace C +1/2 par sa valeur donnée par (1.21) et on simplifie les deux sommes :

W™+ 3pm Gy (5 )2 Arg
©p

. A" +1

- (U PATEHICE — (1) Ar5CE) ) +
N-1
+3pm Z(T?H/Q)QAT?CZL—I-
=1
AT n n
+3Pm@7D(FN+1 — ')

Enfin en utilisant la condition de bord (1.23) et en simplifiant, nous obtenons :

N-1
ML= W™ 4 B (775 AT CF + 3 Z(r?+1/2)2Ar?Cf =
=1
N-1
=W 4 3pm > (1l g)*ArfCF
=0
d’on : ML = M™. O

Remarque 1.3.3

Cette propriété est indépendante de la définition du flux discret F;, Vi € [1,N — 1]. Elle
ne dépend que de Fy, qui dépend de la quadrature utilisée dans la méthode des volumes
finis pour obtenir (1.24). La méme quadrature est utilisée pour approcher l'intégrale dans
I’équation de conservation (1.13bis).

1.3.2 Construction du pas d’espace de 1’équation de diffusion

Nous montrons dans cette partie comment nous avons construit le pas d’espace défini
par (1.20) pour I'équation d’advection diffusion, (1.24).
La partie qui pose probléme dans cette équation est le terme d’advection, considérons
I’équation d’advection :

#20,C + RR20;C =0 .

On définit notre maillage r?“ pour que la masse associée a ’équation d’advection soit
conservée sur chaque maille [r?“, r?jll], cela revient & suivre les caractéristiques de ’équa-
tion d’advection, soit :

rﬂ+1 _ ((Rn—i-l)S _1_1ng)1/3

(2

Vi € [0, N] (1.29)

avec I; un ensemble de N +1 réels, ordonnés, compris entre 0 et 1, tel que Ip =0et Iy = 1.
On pose alors :

Arpth =it — 2t i e 0, N — 1]
Lemme 1.3.4 Avec un maillage donné par (1.29), la partie advection de notre équation
se résume a :

r 2Ar?
Tit1/2) 27

Ot C’;H_l/z représente l'état de C7' sur le maillage au temps L,
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1.3. Discrétisation

Démonstration
On cherche a déterminer des points de discrétisation r;(t), discrets en espace et continus en
temps tels que la masse d’eau sur la maille r;, ;11 soit conservée a tout temps, c¢’est-a-dire :

Tit1
i / P2CdP =0
dt J,.

1

On obtient alors :

it ~2 aC ~ 2 d""z+1 A 2 dTrL' A
—dr + 71 ———C(rip1,t) —r; —C(ryt) =0
/T 7 o P41 i (rig1,t) —r F (rs,t)

i

Or C est solution de I’équation aux dérivées partielles :
#29;C + RR?0;C = 0

On remplace donc 7#29;C dans I'intégrale par —RR29:C, et on identifie terme & terme.

On veut donc que
;RQ . QdTi 2 dT’H_l

R RT

soit vérifie. On remarque que rf’ =R+ IZ-S’(:)3 , vérifie bien ces égalités pour n’importe quel
fraction I; € [0, 1].

Sachant que C(r,t) = C; sur |ri, ri+1], on a alors :

n+1

T 9 Tit1 9
rCdr = rCdr
ri rott

i

Soit (1.21). 0

Remarque 1.3.5 .
On note que (1.20) est la formule de récursion associée a la formule (1.29).

Remarque 1.3.6

En prenant un maillage régulier au temps initial, si le rayon R croit, notre maillage se
raffinera au bord de la bulle (voir Fig.1.2). Comme il est dit dans [PSA93[, ceci nous
permet d’étre précis sans pour autant prendre trop de points.

1,00 |2,00 |3,00 |4,00 | 5,00 | 6,01 7,01 5,00 }5»09} 533 }573 } 6,29 } 6,98 7,76

bubble distance

bubble distance

FIGURE 1.2 — Evolution du maillage quand le rayon croit.

1.3.3 Conditions de stabilité

Dans cette partie, on décrit les conditions de stabilité sur le pas de temps pour le schéma
numérique (1.19)-(1.27).
Les conditions que nous déterminons dépendent souvent des variables au temps n + 1, et

17



CHAPITRE 1. MODELE MONODISPERSE

nous supposons que la variation des variables est suffisamment faible pour prendre leur
valeur aux temps n. On ne peut pas obtenir une condition de stabilité satisfaisante pour
(1.26), assurant la positivité de la masse de la bulle et la stabilité de la solution. En effet,
on obtient une relation faisant intervenir la différence des pressions qui est trés faible et la
variation du rayon qui peut croitre de maniére exponentielle. Toutefois, aprés de nombreux
tests, une condition partielle apparait :

(P — P)(R")® = Gy (17 ) * A7
3/3mF1

At < Oy

Cette condition n’est pas suffisante pour éviter les oscillations de la solution qui peuvent
se produire lorsque les paramétres Oy et Op sont trés petits.

Proposition 1.3.7 Condition de positivité liée a (1.19)

R™e OV nefrOv
D " |Pn— P

At < min ( (1.30)

Démonstration
On cherche une majoration de At tel que R"*! soit positif, sachant que toutes les variables
a I'étape n sont positives :

n __ pn -1
(mm = ><1At(PP“)> =0
Nef OV Nef OV

Si P"— P <0, on a alors 1 — At(P" — P?)/(n.fOv) > 0 donc R™*! est du méme signe
que R™ — AtE/(neff@V) d'ou At < neff@an/E.
Si P" — P™ > 0, on a alors R"™! est du méme signe que

(R”—At > ) (1—At(P_Rl)> > 0.
Nef OV Nef OV

On en revient & étudier ce polyndéme d’ordre 2 en At. Comme le coefficient dominant
(P — Pg)/(ngffG‘z/) est positif, pour que R""! soit positif, il faudra que At ne soit pas
compris entre ses deux racines : 7Oy /(P" — PJ') et R"ne;sOy /3. On obtient donc que

. [(R™effOv  nefrOv
At .
<mm< by (P — Pr)

Enfin, en réunissant les deux cas, on obtient (1.30). O

Proposition 1.3.8 Conditions de positivité liées a (1.24)

ep Ari(rip/2)?
2 D;(r)? + Dita(risq)?

Tit1—Ti—1 Tit2—T4

At < (1.31)

Vie[1,N —2]

©p Ary_1(ry_1/2)?
2DN_1 (rx-1)?

TN—TN-2

Démonstration
On cherche une majoration de At tel que C’i"+1 reste positif. Depuis (1.24), nous avons :

ot = Cy/Pr
18



1.4. Cas limites

C’SLH est donc positif en tout temps,

At (F?’L“rl _ F-”+1)
cpttry SRl T S S0 Wie[1,N—1]
1 1 ’
! Op Arft (r?:1/2)2
ot F"™ est définit par (1.22) et (1.23). On enléve les termes positifs CZ:UQ et ijl/Q
dans notre inégalité, et on obtient :

Vie[1,N —2],
1/2
otz _ At oY Dy ()2 DR () -0
' Op Arf )2 \ (i =i /2 0 (i = th)/2
i=N—1,

N-1 ©p Arn—&-l( n+1 n+1 n+1

n+1/2 ~n n
o2 At CNtl/ Dy, ()2 =0
N—-1 2\ (ry —riy)/2

"N-1/2

Comme C’?H/Q est positif, on obtient donc :
Vie[l,N —2],
Ao DIy DI\
Op Arf (i) \ (i =itz (s =)/

et pour t = N — 1,

A Dy e Y,
Op Aritt ("”X;tll /2)2 (rtt — ity /2

Dot (1.31). O

1.4 Cas limites

Dans de nombreux cas, Oy et ©p sont trés petits, de ordre de 10~7. Comme on I'a
vu en section 1.3.3, le pas de temps At" dépend de ces paramétres, ainsi le temps de
calcul peut étre trés long. L’utilisation de cas limites est une alternative indispensable a la
résolution du systéme complet, car cela revient a résoudre des modéles simplifiés qui ont
des temps de calcul moins longs.

Définition 1.4.1
On classe les différents régimes limites en considérant le rapport Oy /Op. On définit les
trois régimes suivants :
— un régime visqueur quand le rapport est trés petit (voir 1.4.1), car Uéquation domi-
nante est (1.12)
— un régime & l’équilibre quand le rapport est d’ordre 1 (voir 1.4.2), car les équations
(1.12) et (1.13) sont alors dominantes simultanément

— un régime diffusif quand le rapport est trés grand (voir 1.4.53), car l’équation dominante
est (1.13)

Dans cette section, nous nous intéressons i toutes les possibilités de limites pour les
parameétres O p et Oy et a leur discrétisation associée.
Ce qui nous intéresse étant les dimensions physiques de la bulle : la pression P et le rayon
R, on décrira uniquement la fagon d’obtenir ces quantités.
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CHAPITRE 1. MODELE MONODISPERSE

A la fin de chaque partie, on résumera si nécessaire le schéma numérique correspondant au
cas simplifié.

Le tableau suivant présente les sections qui traiteront chaque cas simplifié :

00
1.4.1.3 1.4.1.1 1.4.2.2
polynome edo sur R "gele"
sur R (0 =0)
Op 1 1.4.1.2 1.4.3.1
flux a R=1
résoudre
1.4.2.1 1.4.3.3 1.4.3.2
(équilibre) edo sur R R=1
0 1 00

Oy

Considérons d’abord les cas Oy — oo, Oy — 0, Op — 00, Op — 0 séparément, ce qui
fournit un certain nombre d’équations limites utilisées par la suite.

0@V—>O

Ceci équivaut au cas physique ot le magma serait peu visqueux (7ef 5 tres petit). On

multiplie par ©y dans (1.12) et on fait tendre ©y vers 0. On obtient une relation entre P
et R:

>
P=rub)+ % (1.32)

Ce qui remplacé dans (1.13), en utilisant la loi des gaz parfaits, nous donne une équation
différentielle sur R :

Wi (3 0 9 ab, FABRES)APN Aoy
dRr _ 3p<f2paq> _REdh, | BA(RE+3)dT T (3R2P, + 25R)

dt ©p or Ji_p T di T2 dt

(1.33)

° @V — 00

Ceci équivaut au cas physique ot le magma est trés visqueux, a la limite du solide (n
trés grand). Quand Oy tend vers oo, (1.12) se réduit & :

dR

dt

=0, (1.34)
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1.4. Cas limites

c’est-a-dire que le rayon de la bulle est constant en temps.
Ce qui remplacé dans (1.13), en utilisant la loi des gaz parfaits, nous donne une équation
différentielle sur P :

dP  PAT  3Tpm . oC
= = + =L <f2D > (1.35)
=R

dé _%E R?’@D or
° @D —0

Ceci équivaut au cas physique de diffusion quasi-instantanée.
Lorsque ©p — 0, équation d’advection-diffusion, (1.14), devient :

18 (.4.0C
= 2D =
ﬁaw(r 6f> 0

Dans ce cas, en utilisant les conditions aux limites (1.14bis), on obtient une solution
explicite pour C(7,t) :

O, 1) = (JH\/JE Vi e [R, 5} (1.36)

On remarque aussi que, quand ©p — 0, on ne peut plus utiliser (1.13) pour décrire le flux
au niveau de l'interface. On revient alors a I’équation de la conservation de masse totale

de l'eau (1.13bis).

On remplace (1.36) dans (1.13bis) et on obtient :

PR
= = o~ pnSiem/P (137)

ou l'on a utilise (1.15).

Dans (1.37), on fait le changement de variable P = X2, ou X > 0 :

R3 . . o
X2 r X pmCrSs — CopmSs =0 (1.38)

On cherchera une solution positive puisque X = \/]3 est positif.
L’équation (1.38) admet une unique solution positive X :

~CrpTS 4\ b T SHCEpmT S} + ARCh)
B 2R3

On a enfin :

— 2
(Y Y (CRY +4RC) .
P= o7 . Y =pnSeT. (1.39)

Remarque 1.4.2 A

Notons que la porosité a(t) intervient dans l'ezpression de P par le biais de
S§_ 1|

RS alt)
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CHAPITRE 1. MODELE MONODISPERSE

On obtient ainsi une expression de P en fonction de « :

2

A —CHZ+\/Z(C2Z+4CO) La.

P= 2 - ) Z = pm aT
(6%

(1.40)

Remarque 1.4.3
De (1.37), on obtient une expression de la porosité, a(t) similaire o celle connue & 1'équilibre

(c.f. [BGO5]) :

Qg = ]\4Pf+ﬁ avec B = GTpm Ky <\/ FPy— Pa) . (1.41)
En reprenant Uéquation (1.37) et en remplagant S5 par R3(1 — a)/a, on obtient :
a(t) = AL avec B=T ([)mC'o — ﬁmCH\/ITD) . (1.42)
P+3

La différence vient du fait que P nest pas toujours égal a P, et sera déterminé par la
résolution de (1.12) et de (1.39).

e Op — 00

Ceci équivaut au cas physique ou il n’y aurait plus de diffusion dans le magma, donc
plus d’apport en eau dans la bulle, ce qui se traduit par simplification de (1.14) en :

/S #2C(7,t)di = /s #2C(r,0)dr (1.43)

R R

L’évolution de la masse d’eau dans la bulle (1.13) donne alors :

- 03
b, (1.44)
dt
en intégrant, on obtient :
pR® = p(0). (1.44bis)

Comme T'(0) = 1, on a la relation P(O) = p(0). D’ou, en remplagant dans (1.12), on
obtient une équation différentielle sur R :

dr_ ! 720 _ RP, — % (1.45)
dt  Ovilesys R2
ou sur p :
ds . o L\ 1/3
do_ 30 ﬁT—Pa—E<Ap > (1.46)
dt Oviesy P(0)

Remarque 1.4.4
Les deuz formes de cette équation sont similaires a celles de la section 3.7 de [LNLO4]. Dans
notre cas P(0) # 1, T'# 1 et fesy # 1, alors que dans [LNLO4] P(0) =T = flepy = 1.

Nous passons maintenant & ’étude des cas limites couplées.
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1.4. Cas limites

1.4.1 Régime visqueux : Oy << Op

On regarde d’abord le cas oil le paramétre de relaxation visqueux Oy est plus petit que
celui de diffusion ©p. Il y a 3 possibilités : quand Oy tend vers zéro et Op est d’ordre 1
ou tend vers 'infini et quand Oy est d’ordre 1 et ©p tend vers I'infini.

1411 Oy ~1let Op >0

Lorsque ©p — 00, la masse d’eau (PR3) étant constante (1.44), on en revient a étudier
Iéquation différentielle sur le rayon (1.45).

Numeériquement, on résout (1.45) en implicite pour obtenir le rayon. La masse d’eau
dans la bulle étant constante, nous obtenons la pression dans la bulle grace a (1.44bis).

1.4.1.2 @V—>0 et @DNl

Dans ce cas, on en revient a étudier I’équation différentielle (1.33), ou le flux en R est
donné par la résolution de (1.14) et ot P est lié & R par (1.32).
Numériquement, on calcule le flux en R en résolvant (1.14). On obtient la pression par
(1.32). Enfin, il est plus simple d’obtenir le rayon par la résolution de (1.13).

1.4.1.3 @V—>O, Op — ©
En utilisant (1.44bis) et (1.32), on obtient : pR3 = P(0) et
R3P,(f) + SR* — P(0)T =0 (1.47)

Le rayon R est donc défini comme la solution réelle positive de (1.47). Tl est donné,
pour tout ¢ tel que 27P,(£)2P(0)T > 4%3, par la relation explicite :

c 2h2 b

R= — 4 — — — 1.4
R 6a+30a 3a (1.48)
ou
p A~
a= Aa(t)A , b= AE -
PO)T PO)T

c= (108a2 — 863 + 12v/31/27a? — 4b3a)1/3

On est donc ramené au systéme donné par les relations (1.48), (1.44bis) et (1.43).
Numeériquement, on obtient le rayon par la formule (1.48), et la masse d’eau dans la bulle
étant constante, nous obtenons la pression dans la bulle grace a (1.44bis).

1.4.2 Reégime a I’équilibre : Oy ~ Op

Dans cette partie, on étudie les régimes qui ont des paramétres de relaxations Oy et
Op de méme ordre, plus précisement quand tous deux tendent vers zéro ou l'infini, sinon
il n’y a pas de simplifications.
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CHAPITRE 1. MODELE MONODISPERSE

1.4.21 Oy —>0et ©®p —0

C’est un cas trés intéressant car les temps de calculs sont trés long et il correspond a la
croissance a ’équilibre qui est une situation courante dans les magmas naturels (les bulles
sont toujours a leur rayon maximum possible).

Lorsque ©y — 0 et ©p — 0, on étudie alors le systéme de deux équations (1.39) et (1.32).

On obtient une expression de P, en fonction de R :

. b)) Y [C%Y Y [(C%Y L
Pa:_*“— Ll +2CO_CH\/A < s +4CO> 9 Y:Tﬁmsg (149)

R 2R\ R R\ R3

On peut résoudre le cas simplifié en exprimant le rayon en fonction de B, a partir de
(1.49)

Remarque 1.4.5
On retrouve également une formulation de la porosité o similaire a celle a U'équilibre avec

(1.37) et (1.32) :
__B
B+P

. - PN by
avec B =1Tpm <CO—CH\/]3> et P:Pa—i—ﬁ.

alt) (1.50)

L’équation (1.50) est 'équivalent adimensionnel de la formule la plus couramment utilisée
pour calculer la porosité (ex [JA91, BGO5]).

Remarque 1.4.6
On retrouve également une formule sur le rayon similaire & celle de la section 3.5 de
J[LNLO0J] : on reprend (1.50) et on remplace o par R3/S? afin d’obtenir

 Tpm(Co—CuVP
R =53 (Op " ) (1.51)

La diﬁé?:enceAentre les formulations sont que, dans [LNLO0/], T = 1, P = Pa, alors que
pour nous P =P, +¥/R.

Numériquement, il est plus simple d’obtenir la pression P"*! en fonction de P*! et de
R"™ par la formule (1.32). Puis nous obtenons la masse d’eau dans la bulle par (1.37), d’otl
nous obtenons le rayon.

1.4.2.2 @V—>OO et @D—>OO

Lorsque Oy — oo et ©p — 0o , nous obtenons (1.34), (1.44bis) et (1.43). Ce qui im-
plique que tout est constant. Nous sommes dans le cas ol plus rien ne se passe. D’aprés
des résultats expérimentaux (voir [GHCO00]), on peut imaginer que le systéme physique est
"fixée" ou "gelé".

1.4.3 Régime diffusif : Oy >> Op

Dans cette deniére partie, on étudie les régimes qui ont le parameétre de relaxation
visqueux Oy plus grand que celui de diffusion Op. Il y a 3 possibilités : quand Oy tend
vers l'infini et ©p tend vers zéro ou est d’ordre 1 et quand ©y est d’ordre 1 et Op tend
vers zéro.
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1.5. Résultats numériques

1.4.3.1 Oy »>ccet Op~1

~ Lorsque Oy — oo, on a (1.34), donc le rayon de la bulle ne varie pas en temps :
R(t) = R(0) = 1. Avec cette simplification, on obtient 1’équation différentielle suivante sur

la densité : £ A 00
4p _ 3bm. <f2f) > (1.52)
dt  eph? o )i—ip

ot C' est solution de (1.14).

Numeériquement, le rayon ne varie pas, et la pression est obtenue par résolution de (1.13)
et (1.14) comme décrit en section 1.3.

1.4.3.2 Oy — o0, Op =0

On reprend les simplifications (1.39) et (1.34), R est donc constant égal a 1 et on obtient
une formule explicite pour P :

2
—CuY +/Y (C}Y +4Cy)

P= 5 .Y =Tp,S3 (1.53)

Remarque 1.4.7 X X
Lorsque la température est constante au cours du temps, P ne dépend plus du temps t. P
et C se stabilisent instantanément.

Numeériquement, le rayon ne varie pas et la pression est obtenue par la formulation (1.53).

1.4.3.3 Oy ~let Op—0

Lorsque ©p — 0, on étudie 'équation (1.12) ou P est donné par (1.39).
Numériquement, le rayon est obtenu de la fagon décrite en section 1.3, et la pression est
obtenue par la formule (1.39).

1.5 Reésultats numériques

Dans cette partie, nous utilisons le schéma décrit en section 1.3 avec une diffusivité,

une viscosité effective et une température constante (D =T =1, 7 = 1). Dans un premier
temps, nous étudions la convergence de ce schéma en fonction du nombre de points utilisés
dans (1.24). Ensuite, nous étudions I'influence de certains parameétres sur les résultats. En
effet, certains parameétres tels que la tension de surface o, sont souvent inconnus. Enfin, nous
comparons les résultats obtenus par le schéma avec des expériences faites en laboratoire.
Les données fournies dans chaque cas sont expliquées en section A.2.
Par la suite, tous les graphiques auront pour abscisse la pression ambiante adimensionnelle,
car c’est cette grandeur qui est controlée dans les expériences en laboratoire. Rappelons que
la pression adimensionnelle s’écrit Pa(f) —= 1 — t dans le cas d’une décompression linéaire.
Dans le modele adimensionnel, le temps £ est compris entre 0 et 1. Quand nous parlerons
de temps long, cela signifie un temps proche de 1 et donc une pression proche de 0. D’un
point de vue physique, comme le temps adimensionnel dépend de la pression et du taux de
décompression, cela peut étre quelques secondes pour les décompression rapide a plusieurs
jours pour les décompression plus lente.

Nous utilisons les tests d’arrét sur la pression P, =0 et sur la porosité a > 99% dans
les différents schémas numeériques utilisés. Pour ce qui suit, nous initialisons la pression
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CHAPITRE 1. MODELE MONODISPERSE

du gaz a ’équilibre mécanique : 15(0) = 14 X, nous prenons, a ’état initial, un profil de
concentration constant en 7.

1.5.1 Stabilité numérique

Nous allons regarder I'influence de certain parameétre sur la précision de la solution.
Dans un premier temps, nous regarderons l'influence du nombre de points de discrétisa-
tion de I’équation d’advection-diffusion sur la précision de la solution. Ensuite, nous nous
intéresserons a l'incertitude sur les données initiales et a leurs conséquences sur la solu-
tion. Comme la plupart des variables apparait dans les paramétres d’adimensionnement
Oy et Op, les conséquences sont assez vite connues, puisque une erreur sur une de ces
données change les paramétres d’adimensionnement et donc les solutions. Enfin, il reste les
variables qui n’apparaissent pas dans les paramétres d’adimensionnement, certaines sont
fixées par le modele choisi, telle que la pression de gaz initiale que nous avons choisi de

fixer pour étre en équilibre mécanique (}A% = 0). Il ne reste que trois variables a considé-
rer : la tension de surface o dont la valeur est difficile & obtenir, la constante de Henry
K et la concentration initiale. Nous verrons en chapitre 2 I'influence de la concentration
initiale. Pour la constante de Henry, aucun test n’a été fait, car en changeant la pression
ambiante initiale de maniére adéquate, nous pouvons retrouver la méme condition de bord
pour I'équation d’advection-diffusion et donc, une incertitude sur Ky revient a changer les
parameétres d’adimensionnement. Seuls le nombre de points de discrétisation de I’équation
d’advection-diffusion et la tension de surface seront donc traités dans cette section.

1.5.1.1 Influence du nombre de points N de discrétisation de I’équation d’ad-
vection -diffusion

Dans un premier temps, on regarde ’effet du nombre de points de discrétisation pour

la diffusion. On a pris cinq valeurs différentes pour le nombre de points de discrétisation
N : 2500, 250, 100, 50 et 20 et on a lancé notre programme avec les données suivantes :
R;=175-10"5 a =5.6, D = 5.79-10712, C},,; = 0.0344, P, = 108, 0 = 0.1, ne¢ = 59000,
pm = 2400, T = 825 et P, = 107.
Nous avons considéré la valeur absolue de ’erreur relative en fonction de la pression am-
biante P, entre les résultats & N = 2500 et les autres : pour la pression (Fig.1.3), le rayon
(Fig.1.4) et la porosité (Fig.1.5). Nous observons que I’erreur numérique commise en pre-
nant peu de points est petite (~ 1072 en erreur relative), on a donc choisi d’utiliser 50
points pour les calculs afin de gagner en temps de calcul.
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0,0045

difference entre 2500 points et N points pour la pression

0,004 -

0,0035 -

0,003 -

—N=20

——N=50

N=100

N=250

0,0025 -|
AP
Pret

0,002 1

0,0015 1

0,001 -

0,0005 -

1.2

1 0,8

0,6
Pa

0,4

0,2 0

FIGURE 1.3 — Erreur relative due au nombre de points de discrétisation dans (1.14) par
rapport & 2500 points pour la pression en fonction de la pression ambiante adimensionnelle

0,014

difference entre 2500 points et N points pour le rayon

0,012

—N=20

——N=50

N=100

N=250

0,01 A

0,008 -
AR
Reef

0,006 -

0,004 -

0,002 -

1,2

0,8

0,6
Pa

0,4

0,2 0

FIGURE 1.4 — Erreur relative due au nombre de points de discrétisation dans (1.14) par
rapport & 2500 points pour le rayon en fonction de la pression ambiante adimensionnelle
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0,005

0,0045 -

0,004 -

0,0035 -

difference entre 2500 points et N points pour lapo  rosité

—N=20

——N=50

N=100

N=250

0,003 -

0,0025 -
o

a,
' 0,002 1

0,0015 1

0,001 -

0,0005 -

0,6 0,4 0,2 0
Pa

-
o |
©

12

FIGURE 1.5 — Erreur relative due au nombre de points de discrétisation dans (1.14) par
rapport a4 2500 points pour la porosité en fonction de la pression ambiante adimensionnelle

1.5.1.2 Influence de la tension de surface o

On regarde ici I'influence de la tension de surface o, qui est souvent inconnue, sur les
résultats.
On a pris quatre valeurs différentes pour o : 0.5, 0.15, 0.06 et 0.015 et on a lancé notre
programme avec les données suivantes :
R; =9.74-1076, o = 4.8, D = 9.47-107'2, C},,; = 0.0486, N = 50, P; = 108, Nesr = 19000,
pm = 2350, T = 875, P, = 25000.
On a ensuite tracé I'erreur relative en fonction de la pression ambiante P, entre les résultats
a o = 0.5 et les autres : pour la pression (Fig.1.6), le rayon (Fig.1.7) et la porosité (Fig.1.8).
L’erreur relative étant de Iordre de 1073, le choix de la tension de surface a donc une
influence minime sur le résultat.

différence entre sigma=0.5 et sigma pour la pressio  n

0,006

—0=0,015

——0=0,06
0,005 -

0=0,15

0,004 -
AP
Pre

0,003 -

0,002 -

0,001 4

12 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.6 — Erreur relative due a la tension de surface o dans (1.12) par rapport & o = 0.5
pour la pression en fonction de la pression ambiante adimensionnelle
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différence entre sigma=0.5 et sigma pour le rayon

0,002
—0=0,015

0,0018 | —0=0,06

0=0,15

0,0016 -

0,0014 +

0,0012 -

AR
Rret

0,001 -

0,0008 -

0,0006 -

0,0004 -

_

0,0002 -

12 1 0,8 0,4 0,2 0

v o
S o

FIGURE 1.7 — Erreur relative due a la tension de surface o dans (1.12) par rapport & o = 0.5
pour le rayon en fonction de la pression ambiante adimensionnelle

différence entre sigma=0.5 et sigma pour la porosit €

0,0009
——0=0,015
——0=0,06
0,0008{  o=015
0,0007
0,0006 -
Aa
a,
" 0,0005 -
0,0004 -
0,0003
0,0002 -
0,0001
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
12 1 0,8 06 04 02 0

Pa

FIGURE 1.8 — Erreur relative due a la tension de surface o dans (1.12) par rapport a o = 0.5
pour la porosité en fonction de la pression ambiante adimensionnelle

1.5.2 Etude numérique des régimes limites

Dans cette partie, nous comparons les résultats obtenus (pour le rayon, la pression et la
porosité) par la discrétisation du cas général décrit dans la section 1.3 et ceux obtenus par
la discrétisation des cas détaillés en section 1.4.1.1,1.4.1.2,1.4.1.3,1.4.2.1,1.4.2.2, 1.4.3.1,
1.4.3.2 et 1.4.3.3. Nous avons donc choisi un jeu de paramétres : R; = 107° , a = 7.79 ,
Cini =0.0421 , N =50, P, =10% , 0 = 0.1 , p,, = 2400 , T = 825 , P, = 10°. Nous avons
fait varier les paramétres Oy et ©p en modifiant la valeur de D et 7.sy. Nous pouvons
nous permettre cette approche puisque nous considérons dans cette partie que D et ncsyr
sont constant au cours du temps. Nous considérons également la température 7" constante.
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Dans les graphiques, les schémas simplifiés sont numérotés comme indiqué dans le tableau
de 'annexe A :

1. ®y - 0,0p =0
2.0y ~1,0p =0
3. Oy —»00,0p =0
4. Oy — 0, 0p — o0
5 Oy ~1,0p >
6. Oy — 00, Op =
7.0y = 0,0p ~1

8. @V—>OO,@DN1

Nous avons testé tous les schémas avec toutes les combinaisons de paramétres sui-
vantes : Oy € {107%,1077,107°,1073,107%,10'} et ©p € {107°,1073,1071,10%,10%}.
Pour chaque schéma simplifié, nous présentons la convergence pour un seul parameétre.

Dans [LNLO04], une étude de cas limites est également proposée. Les cas limites, qu’ils
obtiennent par des considérations physiques, sont différents des notres bien que certains
soient comparables. Ils regardent également la convergence du cas général vers leur cas
limites, pour cela, ils comparent a un certain temps la pression dans la bulle soit & la
pression initiale, soit a la pression ambiante. Lorsque la pression P vérifie |P(f) — P, ()| <
(1 — P,(£))5/100, alors la solution est considérée comme étant dans un des cas limites de
faible viscosité. Lorsque la pression P vérifie |[P(0) — P,(f)] < (1 — P,(£))5/100, alors la
solution est considérée comme étant en régime visqueux.

Le régime visqueux considéré dans [LNLO4] est ce que nous avons appelé régime dif-
fusif. C’est-a-dire dans le cas d’une forte viscosité o ’équation de diffusion-advection est
dominante.

Nous counsidérerons que nous convergeons lorsque ’erreur relative a la courbe limite est
inférieure 4 1072 pour les trois variables : rayon R, pression P et porosité . Dans ce cas,
nous dirons que les courbes sont confondues ou qu’on ne les distingue plus 'une de 'autre.

1.5.2.1 Convergence du cas général vers 1.4.1.1

Ici, on se fixe un Oy et on observe le comportement de la solution lorsque © p augmente.
Dans les graphiques, on a pris Oy = 0.1. Pour rappel, le schéma 5 correspond au cas Oy ~ 1
et Op — .

30



1.5. Résultats numériques

rayon pour ©,=0,1

3,5
——schéma 5
——©D=1000
3 |
©D=10
©D=0,1
2,51
—— ©D=0,001
——OD=1e-05
2 |
R
1,5 A
1 4 —
0,5 4
0 T T T T T
1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

Pa

FIGURE 1.9 — R fonction de P, pour la convergence du cas général vers 1.4.1.1

pression pour ©,=0,1

1,4
——schémas
12 1 ——@D=1000
©D=10
1 A ©D=0,1
——0OD=0,001
0,8 4
——©OD=1e-05
P
0,6 4
0,4 4
0,2 4
0 T T T T T
1.2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

Pa
FIGURE 1.10 — P fonction de P, pour la convergence du cas général vers 1.4.1.1
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porosité pour 0,=0,1
08

——schéma 5
0,7 A ——©D=1000
©D=10

0,6 4

©D=0,1

0,5 4 ——©D=0,001

——0OD=1e-05

a0,4 4

0,3 A

0,2

0,11

0,6 0,4 0,2 0
Pa

[N
o |
©

1,2
FIGURE 1.11 — o fonction de P, pour la convergence du cas général vers 1.4.1.1

Lorsque ©p augmente, le rayon et la porosité croissent moins vite et la pression dans
la bulle se rapproche de la pression ambiante. On constate qu’en temps long (P, proche
de 0), seule une courbe est dans le régime de transition, © p = 10. La zone de convergence
vers le régime limite, dans ce cas, se comporte de la méme facon que dans [LNL04, fig.3|
otl le régime limite en temps grand est atteint pour une plus faible gamme de O p. Comme
on peut le voir sur les graphiques Fig.1.9, Fig.1.10 et Fig.1.11, lorsque ©p = 1000, on
approche bien la courbe donnée par le schéma simplifié de la section 1.4.1.1.

1.5.2.2 Convergence du cas général vers 1.4.3.3

Ici, on se fixe un Oy et on observe le comportement de la solution lorsque O p diminue.
Dans les graphiques, on a pris ©y = 0.1. Pour rappel, le schéma 2 correspond au cas
Oy ~1let ©®p — 0.

rayon pour ©,=0.1
3,5

——schéma2
——©D=1000
OD=10
—0D=0,1
2,54
——0OD=0,001

©D=1e-05

1,5 A

0,5

1.2 1 0,8 0,6 04 0,2 0
Pa

FIGURE 1.12 — R fonction de P, pour la convergence du cas général vers 1.4.3.3
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pression pour ©V=0.1
1,6

——schéma2

14 ——©D=1000

©D=10
1,2 —0OD=0,1
——0OD=0,001

©D=1e-05

P 0,8 4

0,6

0,4

0,2 4

1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.13 — P fonction de P, pour la convergence du cas général vers 1.4.3.3

porosité pour ©,=0.1

0,8

—schéma2
07 4| —©p=1000
©D=10
0.64| —ep=01

)
——©6D=0,001

05 ©D=1e-05

a0,4 4

0,3 4

0,2

0,1+

12 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.14 — « fonction de P, pour la convergence du cas général vers 1.4.3.3

Lorsque ©p augmente, le rayon et la porosité croissent moins vite et la pression dans
la bulle se rapproche de la pression ambiante. On constate qu’en temps long (P, proche
de 0), seule une courbe est dans le régime de transition, © p = 10. Toutes les courbes avec
Op < 0.1 se confondent avec la courbe limite. La zone de convergence vers le régime limite,
dans ce cas, se comporte de la méme facon que dans [LNLO04, fig.3| ou le régime limite en
temps grand est atteint pour une plus large gamme de ©p. Comme on peut le voir sur les
graphiques Fig.1.12, Fig.1.13 et Fig.1.14, & partir de ©p = 1073, nous ne différencions que
difficilement les courbes obtenues pour un Op plus petit et celle obtenue par le schéma
numérique décrit en section 1.4.3.3.

1.5.2.3 Convergence du cas général vers 1.4.1.2

Ici, on se fixe un ©p et on observe le comportement de la solution lorsque ©y diminue.
Dans les graphiques, on a pris ©p = 0.1. Pour rappel, le schéma 7 correspond au cas
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@V—>Oet@[)~1.

rayon pour ©5=0,1

12
——schéma7
— 0OV=10
10 ov=01
— ©V=0,001
— OV=1e-05
8 B
— OV=1e-07
—— OV=1e-09
R 6
4 .
2 .
0 T T T T
1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

Pa

FIGURE 1.15 — R fonction de P, pour la convergence du cas général vers 1.4.1.2

pression pour ©,=0,1

1,4
——schéma7
— OV=10
1,2
oVv=0,1
— ©V=0,001
l 4
—— OV=1e-05
— OV=1e-07
0,8 4
—— OV=le-09
P
0,6 4
0,4 4
0,2 4
0 T T T T T
1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

Pa
FIGURE 1.16 — P fonction de P, pour la convergence du cas général vers 1.4.1.2
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porosité pour ©,=0,1

0,9 1

0,8

0,7 1

0,6

——schéma 7
— OV=10
ov=0,1
— ©V=0,001
— OV=le-05
— OV=1e-07

OV=1e-09

04 1

0,3 1

0,2

0,11

12

0,8 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.17 — o fonction de P, pour la convergence du cas général vers 1.4.1.2

Lorsque Oy diminue, le rayon et la porosité croissent plus vite et la pression dans la
bulle se rapproche de la pression ambiante. On constate qu’en temps long (P, proche de 0),
les courbes ©y > 0.001 ne sont pas confondues avec le cas simplifié, la courbe ©y = 0.001
suit le régime limite et finit par s’en distinguer en temps long (90% du temps). La zone de
convergence vers le régime limite, dans ce cas, ne se comporte pas de la méme fagon que
dans [LNLO04, fig.3] ou le régime limite en temps grand est atteint pour une plus grande
gamme de Oy . Sur les trois graphiques : Fig.1.15, Fig.1.16 et Fig.1.17, la, courbe Oy = 107
et celle du schéma simplifié de la section 1.4.1.2 sont confondues.

1.5.2.4 Convergence du cas général vers 1.4.3.1

Ici, on se fixe un ©p et on observe le comportement de la solution lorsque Oy augmente.
Dans les graphiques, on a pris ©p = 0.1. Pour rappel, le schéma 8 correspond au cas

Oy — o et

12

Op ~ 1.

rayon pour ©5=0,1

10 A

——schéma 8
— OV=10
ov=0,1
— ©V=0,001
— OV=le-05
— OV=le-07

OV=1e-09

1,2

08 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.18 — R fonction de P, pour la convergence du cas général vers 1.4.3.1
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pression pour ©5=0,1

1,4

——schéma 8

— OV=10
1,2 4

ov=0,1
— ©V=0,001
— OV=le-05
— OV=1e-07

0,8 -
OV=1e-09

0,6 q

0,4 4

0,2

1.2 1 0,8 0,6 04 0,2 0
Pa

FIGURE 1.19 — P fonction de P, pour la convergence du cas général vers 1.4.3.1

porosité pour ©,=0,1

——schéma 8
1] — ov=10

ov=0,1

1| — ©v=0,001
— OV=le-05
1| — ©v=1le-07
©Vv=1e-09

1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.20 — o fonction de P, pour la convergence du cas général vers 1.4.3.1

Lorsque ©y augmente, le rayon et la porosité croissent moins vite et la pression dans
la bulle s’écarte de plus en plus de la pression ambiante. On constate qu’en temps court
(P, proche de 1), seule une courbe est dans le régime de transition, ©y = 0.1. Comme on
peut le voir sur les graphiques Fig.1.18, Fig.1.19 et Fig.1.20, lorsque ©y = 10, la courbe se
rapproche de celle donnée par le schéma numeérique décrit en section 1.4.3.1. Nous venons de
voir que le modéle général convergeait numériquement vers les modeéles simplifiés décrits en
sections 1.4.1.1, 1.4.3.3, 1.4.1.2 et 1.4.3.1. Nous pouvons donc nous permettre de considérer
la convergence de ces quatre modéles limites vers les modéles limites décrits en sections
1.4.1.3,1.4.2.1, 1.4.2.2 et 1.4.3.2. Ceci afin de gagner du temps de calcul, comme le modéle

général peut étre trés long, il est préférable d’utiliser les modéles simplifiés.

36



1.5. Résultats numériques

1.5.2.5 Convergence de 1.4.1.1 vers 1.4.1.3

Ici, on observe le comportement, lorsque Oy diminue, du schéma numérique décrit en
section 1.4.1.1 (©p — o0). Pour rappel, le schéma 5 correspond au cas Oy ~ 1 et Op — o0,
et le schéma 4 correspond au cas Oy — 0 et Op — oc.

rayon : schéma5->schéma4

7
——schéma4
— 6@vV=10
6 4
ov=0,1
— ©V=0,001
5 4
— OV=le-05
— OV=le-07
47 — ov=le0s
R
3 4
2 4
14
0 T T T T T
1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

Pa

FIGURE 1.21 - R fonction de P, pour la convergence de 1.4.1.1 vers 1.4.1.3

pression : schéma5->schéma4

1,2
——schéma4
— Ov=10
19 ov=0,1
— ©V=0,001
— OV=le-05
0,8
— 0V=1e-07
—— OV=1e-09
P 0,6
0,4
0,2 4
0 T T T T T
1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.22 — P fonction de P, pour la convergence de 1.4.1.1 vers 1.4.1.3
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porosité : schéma5->schéma4

0,9

0,8

0,7

0,6

——schéma4
— OV=10
©v=0,1
— ©V=0,001
— OV=le-05
— OV=1e-07

OV=1e-09

a0,5

0,4

0,3 1

0,2

0,1+ —

1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

FIGURE 1.23 — o fonction de P, pour la convergence de 1.4.1.1 vers 1.4.1.3

Lorsque Oy diminue, le rayon et la porosité croissent plus vite et la pression dans la
bulle se rapproche de la pression ambiante. On constate qu’en temps long (P, proche de
0), les courbes ©y > 0.001 n’ont pas convergé vers le régime limite considéré. La courbe
Oy = 0.001 suit le régime limite en temps court puis on constate une différence en temps
long. La zone de convergence vers le régime limite, dans ce cas, ne se comporte pas de la
méme fagon que dans [LNL04, fig.3] ot le régime limite en temps grand est atteint pour une
plus grande gamme de ©y. Comme on peut le voir sur les graphiques Fig.1.21, Fig.1.22 et
Fig.1.23, a partir de ©y = 1075, on ne différencie plus les courbes avec la courbe obtenue
par le schéma numeérique décrit en section 1.4.1.3.

1.5.2.6 Convergence de 1.4.1.1 vers 1.4.2.2

Ici, on observe le comportement, lorsque Oy augmente, du schéma numérique décrit
en section 1.4.1.1 (©p — o0). Pour rappel, le schéma 5 correspond au cas Oy ~ 1 et
Op — o0, et le schéma 6 correspond au cas Oy — co et Op — 0.
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rayon : schéma5->schéma6

7
——schéma6
—— Ov=10

6 4

ov=0,1

—— ©V=0,001

51 —— Ov=1e-05
— 0OV=1e-07

41 —— ©V=1e-09

R

3 4

2 4

1 4

0 T

1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

Pa

FIGURE 1.24 — R fonction de P, pour la convergence de 1.4.1.1 vers 1.4.2.2

pression : schéma5->schéma6

1,2
——schéma6
—— V=10
1 ov=0,1
— ©V=0,001
— Ov=1le-05
081 _ gv=te07
—— OV=1e-09
P 0,6
0,4
0,2 q
0 T T T T T
1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.25 — P fonction de P, pour la convergence de 1.4.1.1 vers 1.4.2.2
39



CHAPITRE 1. MODELE MONODISPERSE

porosité : schéma5->schéma6

——schéma6
0,9 4| — ev=10 /
ov=0,1
0,8
— ©Vv=0,001
07 4| — ©v=le-05
— 0Ov=1e-07

0.6 1 OV=1e-09

0,4

0,3 1

0,2 4

0,11 _

1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

FIGURE 1.26 — o fonction de P, pour la convergence de 1.4.1.1 vers 1.4.2.2

Lorsque ©y augmente, le rayon et la porosité croissent moins vite jusqu’a ne plus croitre
et la pression dans la bulle diminue de moins en moins vite que la pression ambiante. On
constate qu’en temps long (P, proche de 0), aucune courbe n’a convergé vers le régime
limite considéré. Les courbes Oy = 10 et Oy = 0.1 semblent d’aprés la courbes sur
leur pression étre en régime de transition. La courbe GOy = 10 est toutefois proche du
régime limite considéré concernant le rayon et la porosité, seule la pression affiche une
nette différence en temps long. Comme on peut le voir sur les graphiques Fig.1.24, Fig.1.25
et Fig.1.26, lorsque Oy = 10, il existe encore une légére différence avec la courbe obtenue
par le schéma numérique décrit en section 1.4.2.2, il faut donc que Oy soit plus grand que
10 pour que ’on converge vers cette simplification.

1.5.2.7 Convergence de 1.4.3.3 vers 1.4.2.1

Ici, on observe le comportement, lorsque ©y diminue, du schéma numérique décrit en
section 1.4.3.3(©p = 0). Pour rappel, le schéma 2 correspond au cas Oy ~ 1 et Op — 0,
et le schéma 1 correspond au cas Oy — 0 et ©Op — 0.
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12

rayon : schéma 2 -> schéma 1

10 1

——Schéma 1
— OV=10
ov=0,1
©V=0,001
— OV=1e-05
— OV=1e-07
— OV=1e-09

1,2

0,8

0,6
Pa

0,4

0,2 0

FIGURE 1.27 — R fonction de P, pour la convergence de 1.4.3.3 vers 1.4.2.1

16

pression : schéma 2 -> schéma 1

1,4 4

1,2 A

——Schéma 1
— OV=10
ov=0,1
©V=0,001
— OV=le-05
— OV=le-07
— OV=1e-09

P 0,8

0,6 q

0,4

0,2 4

12

0,8

0,6
Pa

0,4

0,2 0

FIGURE 1.28 — P fonction de P, pour la convergence de 1.4.3.3 vers 1.4.2.1
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porosité : schéma 2 -> schéma 1

——Schéma 1
0,9 4| — oev=10
ov=0,1
0.8 1 ©V=0,001
— Ov=le-05

0,7 A
— Ov=1e-07

0,64| — ©v=le09

04

0,3 A

0,2 1

0,1 A

1.2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.29 — o fonction de P, pour la convergence de 1.4.3.3 vers 1.4.2.1

Lorsque Oy diminue, le rayon et la porosité croissent plus vite et la pression dans la
bulle se rapproche de la pression ambiante. On constate qu’en temps long (P, proche de
0), les courbes ©y > 0.001 n’ont pas convergé vers le régime limite considéré. La courbe
Oy = 0.001 suit le régime limite en temps court puis on constate une différence en temps
long. La zone de convergence vers le régime limite, dans ce cas, ne se comporte pas de la
méme facon que dans [LNLO04, fig.3] ou le régime limite en temps grand est atteint pour
une plus grande gamme de Oy . Comme on peut le voir sur les graphiques Fig.1.27, Fig.1.28
et Fig.1.29, a partir de ©y = 1075, on ne distingue plus les différentes courbes avec celle
obtenue par le schéma numeérique décrit en section 1.4.2.1.

1.5.2.8 Convergence de 1.4.3.3 vers 1.4.3.2

Ici, on observe le comportement, lorsque ©y augmente, du schéma numérique décrit en
section 1.4.3.3 (©p = 0). Pour rappel, le schéma 2 correspond au cas Oy ~ 1 et Op — 0,
et le schéma 3 correspond au cas Oy — co et ©p — 0.
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1.5. Résultats numériques

12

rayon : schéma 2 -> schéma 3

10 1

——schéma3
— OV=10
ov=0,1
©V=0,001
— OV=le-05
— OV=le-07

—— OV=le-09

12

0,8

0,6
Pa

0,4

0,2 0

FIGURE 1.30 — R fonction de P, pour la convergence de 1.4.3.3 vers 1.4.3.2

1,6

pression : schéma 2 -> schéma 3

1,4 A

1,2 A

——schéma3
— OV=10
ov=0,1
©Vv=0,001
— OV=1e-05
— OV=1e-07
— OV=1e-09

P 0,8

0,6

0,4 4

0,2 4

1,2

0,8

0,6
Pa

0,4

0,2 0

FIGURE 1.31 — P fonction de P, pour la convergence de 1.4.3.3 vers 1.4.3.2
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0,9 A

0,8

0,7 A

0,6

porosité : schéma 2 -> schéma 3

——schéma3

— OV=10
ov=0,1
©V=0,001

— ©OV=le-05

— OV=1e-07

—— OV=le-09

0,4

0,3 A

0,2 4

0,11

1.2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.32 — o fonction de P, pour la convergence de 1.4.3.3 vers 1.4.3.2

Lorsque Oy augmente, le rayon et la porosité croissent de moins en moins vite jusqu’a
devenir constant et la pression dans la bulle se rapproche de plus en plus de la pression
visqueuse définie par (1.53). On constate qu’en temps long (P, proche de 0), aucune courbe
n’a convergé vers le régime limite considéré. Pour la pression, les courbes Oy = 10 et
Oy = 0.1 sont dans le régime limite a 'instant initial (P, = 1), puis la courbe Oy = 0.1
décroit brutalement et reste entre les deux cas limites alors que la courbe ©y = 10 décroit
lentement au cours du temps, sa pression finale est supérieure & la pression ambiante
initiale. Comme on peut le voir sur les graphiques Fig.1.30, Fig.1.31 et Fig.1.32, lorsque
Oy = 10, il existe encore une légére différence avec la courbe obtenue par le schéma
numeérique décrit en section 1.4.2.2, il faut donc que Oy soit plus grand que 10 pour que
I’on converge vers cette simplification.

1.5.2.9 Convergence de 1.4.1.2 vers 1.4.1.3

Ici, on observe le comportement, lorsque ©p augmente, du schéma numérique décrit en
section 1.4.1.2 (©y = 0). Pour rappel, le schéma 7 correspond au cas Oy — 0 et Op ~ 1,
et le schéma 4 correspond au cas Oy — 0 et Op — 0.
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rayon : schéma? -> schéma4

12
——schéma4
——©D=1000
10
oD=10
—0OD=0,1
8 1 ——0©D=0,001
©D=1e-05
R 6
4
2 4
0 T T T T T
1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

FIGURE 1.33 — R fonction de P, pour la convergence de 1.4.1.2 vers 1.4.1.3

pression : schéma7 -> schéma4

1,2
——schéma4
——©D=1000
1 4
©D=10
—0D=0,1
0,8 ——0OD=0,001
©D=1e-05
P 0,6
0,4 4
0,2
0 T T T T T
1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

Pa

FIGURE 1.34 — P fonction de P, pour la convergence de 1.4.1.2 vers 1.4.1.3
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porosité : schéma7 -> schéma4

——schéma4
0,9 4
——©D=1000
0,8 ©D=10

—0OD=0,1
0,7 4
——©D=0,001

0,6 4 ©D=1e-05

04

0,3 1

0,2

0,1

1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.35 — o fonction de P, pour la convergence de 1.4.1.2 vers 1.4.1.3

Lorsque ©p augmente, le rayon et la porosité croissent moins vite et la pression dans
la bulle suit la pression ambiante. On constate qu’en temps court (P, proche de 1), les
courbes ©p > 10 sont dans le régime limite considéré. La courbe O p = 10 suit le régime
limite en temps court puis on constate une différence en temps long. La zone de convergence
vers le régime limite, dans ce cas, se comporte de la méme facon que dans [LNLO04, fig.3|
ou le régime limite en temps grand est atteint pour une plus petite gamme de ©p. Sur
les graphiques Fig.1.33, Fig.1.34 et Fig.1.35, nous pouvons considérer que la courbe pour
O©p = 1000 du schéma simplifié de la section 1.4.1.2 et celle du schéma simplifié¢ de la
section 1.4.1.3 sont confondues.

1.5.2.10 Convergence de 1.4.1.2 vers 1.4.2.1

Ici, on observe le comportement, lorsque ©p diminue, du schéma numérique décrit en
section 1.4.1.2 (©y = 0). Pour rappel, le schéma 7 correspond au cas Oy — 0 et Op ~ 1,
et le schéma 1 correspond au cas Oy — 0 et ©Op — 0.
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rayon : schéma 7 -> schéma 1

12
——schémal
—— ©D=1000
101 eD=10
—0D=0,1
g { | —©D=0,001 i
©D=1e-05
R 6
4 4
2 4
0 T T T T T
1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

FIGURE 1.36 — R fonction de P, pour la convergence de 1.4.1.2 vers 1.4.2.1

pression : schéma 7 -> schéma 1

1,2
——schémal
——©D=1000
l 4
©D=10
—0D=0,1
0,8 —0D=0,001
©D=1e-05
P 0,6
0,41
0,2 4
0 T T T T T
1.2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

Pa

FIGURE 1.37 — P fonction de P, pour la convergence de 1.4.1.2 vers 1.4.2.1
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0,9 -

0,8 4

0,7 4

0,6 q

a0,5 4

0,4 1

0,3 1

0,2 -

0,1+

porosité : schéma 7 -> schéma 1

——schémal

—— ©D=1000

©D=10

—06D=0,1

— ©D=0,001

©D=1e-05

1 0,8 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.38 — o fonction de P, pour la convergence de 1.4.1.2 vers 1.4.2.1

Lorsque ©p diminue, le rayon et la porosité croissent plus vite et la pression dans
la bulle suit la pression ambiante. On constate qu’en temps long (P, proche de 0), les
courbes Oy < 0.1 ont convergé vers le régime limite considéré. La courbe Oy = 0.1 suit
le régime limite en temps long alors qu’en temps court, elle est continue 1a ou le régime
limite & une discontinuité au temps initial (P, = 1). La courbe ©y = 10 au temps final
semble avoir rejoint la courbe limite. La zone de convergence vers le régime limite, dans ce
cas, se comporte de la méme facon que dans [LNL04, fig.3] ou le régime limite en temps
grand est atteint pour une plus grande gamme de O p. Sur les graphiques Fig.1.36, Fig.1.37
et Fig.1.38, lorsque ©p < 1073, nous ne différencions plus les courbes du schéma de la
section 1.4.1.2 de celle du schéma simplifié de la section 1.4.2.1, nous retrouvons méme le

saut initial en rayon.

1.5.2.11

Ici, on observe le comportement, lorsque ©p augmente, du schéma numérique décrit en
section 1.4.3.1 (©y — 00). Comme dans les deux section considérées, le rayon est constant,
nous n’avons pas mis les graphiques représentants le rayon et la porosité. Pour rappel, le
schéma 8 correspond au cas Oy — oo et Op ~ 1, et le schéma 6 correspond au cas
Oy — et Op — .
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1.5. Résultats numériques

pression : schéma8 -> schéma 6
1,6

—schéma6

14 4| —©D=1000

©D=10
1,2 4 ©D=0,1

——0©D=0,001

——OD=1e-05

0,6

0,4 4

0,2 4

0 T T T T T
1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.39 — P fonction de P, pour la convergence de 1.4.3.1 vers 1.4.2.2

Lorsque ©p augmente, la pression dans la bulle tend & rester constante. Comme on
peut le voir sur le graphique Fig.1.39, lorsque © p = 1000, on observe une infime différence
entre la courbe obtenue par le schéma numérique décrit en section 1.4.3.1 et celle obtenue
par le schéma numérique décrit en section 1.4.2.2.

1.5.2.12 Convergence de 1.4.3.1 vers 1.4.3.2

Ici, on observe le comportement, lorsque ©p diminue, du schéma numérique décrit en
section 1.4.3.1 (©y — 00). Comme dans les deux section considérées, le rayon est constant,
nous n’avons pas mis les graphiques représentants le rayon et la porosité. Pour rappel, le
schéma, 8 correspond au cas Oy — oo et Op ~ 1, et le schéma 3 correspond au cas
Oy — o et Op — 0.

pression : schéma 8 -> schéma 3

1,6

——schéma3

1,4 4| —oD=1000

©D=10
1,24 oD=01

——©D=0,001

——0OD=1e-05

P 0,8 1

0,6

0,4

0,2

0 T T T T T
12 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0
Pa

FIGURE 1.40 — P fonction de P, pour la convergence de 1.4.3.1 vers 1.4.3.2

Lorsque © p diminue, la pression dans la bulle se rapproche de plus en plus de la pression
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visqueuse définie par (1.53). On constate qu’en temps long (P, proche de 0), les courbes
Op < 0.1 ont pas convergé vers le régime limite considéré. La courbe ©p = 0.1 suit le
régime limite en temps long alors qu’en temps court, elle est continue 1a ot le régime limite
est discontinue au temps initial (P, = 1). Ceci signifie que lorsque le temps augmente, la
zone de convergence vers le régime limite grandit. Comme on peut le voir sur le graphique
Fig.1.40, a partir de ©p = 1073, on ne différencie plus les courbes obtenues par le schéma
numérique décrit en section 1.4.3.1 de celle obtenue par le schéma numérique décrit en
section 1.4.3.2.

1.5.2.13 Conclusion de la convergence numérique

Pour le jeu de paramétres que l'on a choisi en début de section 1.5.2, on arrive au
tableau des cas simplifié suivant :

1.4.1.3 14.1.1 1.4.2.2
10°
@D 1.4.1.2 cas général 1.4.3.1
1077
1.4.2.1 1.4.3.3 1.4.3.2
10-° 10°

Ov

TABLE 1.1 — Tableau des cas limites

Les temps de calculs pouvant étre long (plusieurs jours, voire un ou deux mois) lorsque

les paramétre sont petits, il est préférable d’utiliser les régimes simplifiés pour réduire le
temps de calcul.
Nous avons vu que les modéles convergeaient numériquement vers les modeles simplifiés.
Les différents tests nous ont permis de constater que les schémas numériques étaient stables.
Seul le schéma 7 a des problémes de stabilité dus a la condition sur le pas de temps qui, en
plus d’étre mal connue, est encore plus restrictive que pour le schéma général. Il est donc
préférable d’utiliser les schémas simplifiés dans les autres cas et faire attention lorsque 'on
est dans le cadre du schéma 7.

Contrairement a [LNL04], nous ne considérons pas un état initial a I’équilibre chimique
(Cini =CH \/75), ceci nous permet en particulier de distinguer trois type de comportement

dans le régime visqueux.
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1.6. Conclusion

1.6 Conclusion

Nous avons adimensionné le systéme en nous inspirant de |[LNLO04]. Contrairement
a [LNLO04], nous n’avons pas fixé la pression initiale, la concentration initiale ou la tempé-
rature. De ce fait, nous avons pu déterminer de nouveaux cas limites.

Nous avons discrétisé le probléme adimensionnel afin qu’il conserve la masse totale
d’eau par construction. La discrétisation de ’équation de diffusion-advection ne nécessite
pas un nombre important de points grace au maillage que nous considérons. Ce maillage se
distingue de celui de [PSA93] par le fait qu’il ne dépend que du rayon au temps considéré
et du rayon et du maillage au temps précédent. Dans [PSA93], un parameétre doit étre
calibré pour construire un maillage non-uniforme et assurer la convergence de la solution
numeérique vers la solution de I'équation de diffusion-advection pour un petit nombre de
points de discrétisation.

Ensuite, nous avons étudié les différents cas limites possibles. Nous avons vu que 1’état
d’équilibre ©y — 0, Op — 0 (section 1.4.2.1) a une formulation trés proche de l'état
d’équilibre défini [BGO05] par la formule (1.41) :

B B
- MP,+8

avec f = GTpym Ky <\/FO - \/E)

ot Py est la pression avant le début de la décompression et avant la nucléation (R = 0).

Qeq

1,2

Schéma 1

— -0eq.

0,8

0,4

0,2

FIGURE 1.41 — comparaison de la porosité « en fonction de la pression ambiante adimen-
sionnelle P, donnée par (1.41) et la section 1.4.2.1
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CHAPITRE 1. MODELE MONODISPERSE

De plus, lorsque ’on compare les courbes de P, en fonction de la porosité a obtenue a
partir de (1.49) et de son expression a I’équilibre (1.41), on ne peut pas les distinguer 1'une
de Pautre, erreur étant inférieure a 1073,

Sur Fig.1.41, nous avons tracé la porosité pour différentes pressions ambiantes. Les pres-
sions ambiantes adimensionnelles varient entre 0 et 1.5, car nous avons pris des pressions
ambiantes allant jusqu’a Py avec P; = 100 M Pa et Py = 150 M Pa.

Nous avons étudié le comportement numérique de la discrétisation suivant certain para-
meétres. Cette étude nous a permis de constater que la tension de surface a peu d’influence
sur la solution, de méme, on a pus vérifier que nous pouvions prendre un petit nombre de
points pour la discrétisation de I’équation de diffusion-advection sans diverger de la solu-
tion. Puis nous avons vu que le schéma, général converge numériquement vers les différents
cas simplifiés. Ceci nous a permis de fixer 'utilisation des cas simplifié en fonction des
parameétres Oy et Op pour un jeu de données.

Les temps de calculs pour le schéma numeérique général pouvant étre trés long, comme
nous 'avons constaté pour cette étude, il faut utiliser les cas limites pour gagner en temps
de calcul.
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Chapitre 2
Etude du modéle monodisperse

Dans le chapitre 1, nous avons résolu numériquement le systéme d’équations (1.12-1.16)
et étudié les cas limites suivant les parameétres d’adimensionnement © p et Oy . Dans les cas
testés en section 1.5.2; ou C; > Cy+/P(0), il semblerait que toutes les courbes solutions
possibles (Fig.2.3) restent dans une zone délimitée par les courbes limites suivantes :

©p = 0 (limite supérieure) : soient Cy = Ky P et Y = pmSg

2

—Y Cy +,/Y (CY +4R3Cy)

©p = oo (limite inférieure) :
1+ X

RB

Py(R) (2.2)

Oy = oo (limite gauche) : R =1

Dans ce chapitre nous allons donc étudier le comportement des solutions du systéme d’équa-
tion (2.3-2.7) dans I’espace des phases (P,R), en supposant la température 7" et la diffusivité
D constantes. Rappelons d’abord le systéme d’équations :

dR R )
— = P-P,—= 2.
dt Oviess ( R) 23
d 3 3pm [ 20C
5 (PR = on (r D=~ . (2.4)
S
R3P+ 3py, / r2Cdr = S3Copm (2.4bis)
R

out C est solution de 'équation aux dérivées partielles suivante :

dc oC dR ,0C 1 9 oC
2% ), 2% Pt 2 Y (2P 2.
(T a )T o " at o @D8r<r 87~> (2:5)

avec les conditions aux bords :

oC

CR:CH\/ﬁ et -

= 2.5bi
5 0 (2.5bis)

r=S
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CHAPITRE 2. ETUDE DU MODELE MONODISPERSE

Le rayon de la zone d’influence S satisfait :

S3 =R*+ S5 (2.6)
Enfin, la pression ambiante suit une décompression linéaire :

Py(t)=1—t (2.7)

Nous associons au systéme d’équations (2.3-2.7) les conditions initiales suivantes :
e Suite & I'adimensionnement, on doit avoir :

R(t=0)=1 (2.8)

e Nous avons choisi d’initialiser la pression en supposant que la bulle est a 'équilibre
mécanique (R =0) :
Pt=0)=1+% (2.9)

e Par convention, nous prenons & I’état initial un profil de concentration constant en
ro:
Clrit=0)=0C; (2.10)

Notons que Cjy, la concentration d’eau dissoute lorsqu’il n’y a pas de bulle, est calculée
par (2.4bis) au temps t = 0 avec (2.9) :
YCy=P(0)+YC; (2.11)
avec Y = S3p,. On posera également la concentration moyenne C
_ 3 [°
C(t) = 3/ r2C(r, t)dr. (2.12)
Dans ce cas, (2.4bis) se réécrit comme

PR} 4+YC =YC,.

Le systéme d’équations (2.3)-(2.7) est controlé par trois quantités principales : le paramétre
de viscosité Oy, le parameétre de diffusivité Op et la concentration d’eau initiale dans la
zone d’influence (C}).

Définition 2.0.1
Nous dirons que les conditions initiales sont
— bien préparées, si au temps t = 0, la concentration d’eau dans le magma vérifie

C; = Cr\/P(0)

— sursaturées, si au temps t = 0, la concentration d’eau dans le magma vérifie

C; > Cg+/P(0)

- sous-saturées, si au temps t = 0, la concentration d’eau dans le magma vérifie

Ci < CH\/P(O)
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2.1. Résultats principaux

Dans le cas bien préparé, on va montrer que la pression et le rayon de la bulle , solution
du systeme (2.3)-(2.7), appartient a une région bornée par la pression de la bulle dans
Pespace des phases (P,R). On va également montrer qu’il existe une borne maximale pour
le rayon R.

Dans un premier temps, nous allons énoncer quelques résultats importants sur les so-
lutions du systéme. Dans un second temps, nous étudierons les courbes limites P; et P
définies par les équations (2.1) et (2.2). Ensuite nous démontrerons les résultats énonceés.
Nous montrerons aussi que le comportement de la solution dans ’espace des phases a pour
conséquence de borner le rayon R. Enfin cette étude nous permet de définir un flux pour
approcher le flux (TQD&.C)T:R dans (2.4), sans besoin de calculer la solution de (2.5).
Ceci sera utilisé dans les chapitres 6 et 4.

2.1 Reésultats principaux

Nous rappelons la forme des courbes limites par rapport & Op :

2
-YCy + Y(CIQJY + 4R300)
Pi(R) = \/ T3 , Cu=Kg\VP, Y =pn5 (2.1
P(0
Py(R) = }gg) (2.2)

Nous avons les résultats suivants :

Théoréme 2.1.1 .
Lorsque les données sont bien préparées, le couple solution (P, R) reste, pour tout temps,
entre les courbes de Py et Ps.

On a de plus que R >0 V¢
La démonstration détaillée du théoréme est faite en section 2.5.

Un autre résultat important, valable dans tous les cas, est le suivant :

Théoréme 2.1.2 Ezistence d’un rayon mazimum
En tout temps t, il existe une borne supérieure pour le rayon.

La démonstration détaillée de ce théoréme est faite en section 2.7

2.2 Etude de Pl, P2

Dans cette section, nous étudions les courbes limites P, (2.1) et P, (2.2) dans I’espace
des phases (P, R).
Les courbes définies par Py et P, vérifient :

Lemme 2.2.1 .
(i) P1, Py > 0 pour tout R >0

2
(44) ]L}LI}]PQ(R) = 00, }l%iinmP1<R) = ()
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CHAPITRE 2. ETUDE DU MODELE MONODISPERSE

(#ii) Py et Py sont strictement décroissantes.

Démonstration
(i) Py et P sont positifs d’apres leur définition.

(ii) La limite de P; est évidente.
En utilisant le développement limité en 0 de la racine de P :

—YCpy + YOy + Y. 4 O(RS)

2/Y2C?,
Pi(R) = 2R3
on obtient
lim P (R) = o 2
R—0 ! N CH '

(iii) P, = P(0)/R? est évidement strictement décroissante.
Soit g = v/ P1, on a alors :

—YCpy + /Y (C}Y +4R3Cy)

g(R) =

2R3
eg>0VR>0
 P{ =2g¢
Py est donc strictement décroissante si ¢’ est strictement négative.
, 1 12R2C,Y 3 (~YCu+ /Y20y +4R¥Y Gy
9(B) = 5p3 ~ i 5
2,/Y2C} +4R*Y Gy

En réduisant au méme dénominateur, on obtient :

3y
J(R) = X
2R4\/Y2C§I +ARY O,

YCp \/ Y202 + 4V R3Cy — (Y2C% + 4Y R*Cy)

3
(2R°Co) + v

En simplifiant, on obtient :
3Y

2R4\[Y2C, + AR3Y Co

J'(R)

(CH VY?Cy +4RY Gy~ Y C - 2R3Co>

Ceci implique que ¢’'(R) est du méme signe que

F(R) = Cir\[Y2C% + ARSY Gy — Y O} — 2RCy.
Ona f(0)=0et limp_ 1o f(R) = —0c0 et :
Cyl12R?’Y Cy

f'(R) = —6R*Cjy + - .
2\/Y20H L ARBY O,
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2.2. Etude de courbes limites

En simplifiant, on obtient :

6R%C)

f(R) =
\Y2CH +ARSY Co

(CHY —\Jy20y + 4R3YC’0>

Donc f' est strictement négative pour tout R strictement positif, d’ou finalement f
est strictement décroissante donc strictement négative pour tout R strictement positif
et comme ¢’ est du méme signe que f, P; est donc strictement décroissante.

g

2.2.1 Equivalence entre masse M et pression P

Nous rappelons le lien entre M et P, puisqu’il est parfois plus simple de travailler sur
la masse M = PR3. Il en suit que comme R est positif, les relations vérifiées par P sont
aussi vérifiees par M = PR3 et inversement.

Nous obtenons alors la définition des deux courbes limites M; et My & partir de (2.1)
et (2.2) :

2
(—YCH n \/Y(C%Y n 4R300))
M, = AR3 et MQZP(O)

avec Cyg = KgvP; et Y = pn,Sp.

—M2 —M1

FIGURE 2.1 — Allure des fonctions M; (en bleu) et Ms (en rouge)

La Fig.2.1 montre P'allure des courbes M; et My en fonction de R. On remarque que
Ms est constante en R, on commence donc par I’étude de M;.
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CHAPITRE 2. ETUDE DU MODELE MONODISPERSE

La proposition 2.2.3 et le lemme 2.2.1 énoncés sur la pression deviennent :

Lemme 2.2.2 .

lim M;(R) =
a) lim Mi(R) =0,

b) lim M(R)=YCo
R—o0

¢) My(R) est strictement croissante.
d) 3R > 0, Mi(R) = Ms(R)

Démonstration

a) On obtient le résultat en multipliant par R? le résultat de la proposition 2.2.3 et du
lemme 2.2.1.

b) M; peut s’écrire sous la forme

Y20} + 2R3 Co — Y Oy [Y2C} +4RPY Gy

My(R) 2R3

La limite quand R tend vers l'infini de M; est alors Y Cy.
c) Rappelons que Mj est solution de I"équation (voir (1.37))

M
M, +YCH,/R—§ ~YCp =0,
on a alors en dérivant par rapport & R :
YCydr(M 3 | M
dr(M;) + L(‘l) - =YCg —; =0
2V MVR3 2 R

3YCyM,;
= >0
RYCy +2V/M R*>VR

D’ou finalement

dr(My)

M est donc strictement croissante.

d) Comme M, est strictement croissante, vaut 0 en R = 0 et converge vers Y Cy quand R
tend vers U'infini, et Y Cy = Y C;+P(0) = Y C;+Ms > Ms, alors le point d’intersection
existe et est unique.

O

11 est donc équivalent de travailler sur M (R) ou sur P(R), pour les différentes démons-
trations, on peut donc se permettre de passer de P & M. Par convention, nous continuons
d’énoncer les résultats avec la pression plutdt qu’avec la masse.

2.2.2 Intersection des courbes limites P, et P

Nous pouvons désormais montrer que ces deux courbes posséde un unique point d’in-
tersection.
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2.2. Etude de courbes limites

Proposition 2.2.3 .
Il existe un unique point d’intersection entre Py et Py, donné par

2\ 1/3
R= <P(2,LCH> . (2.13)

Démonstration

On a vu dans le lemme 2.2.2 ¢) qu'il existait un unique point d’intersection R* tel
que Mi(R*) = My(R*), or M1(R) = Pi(R)R? et My(R) = P»(R)R3, donc toutes les
relations d’ordre suivies par My et M le sont également pour P et Ps. Cela signifie que
Pi(R) < P>(R) pour tout R < R*, Pi(R) > P»(R) pour tout R > R* et P(R*) = P(R*),
le point d’intersection des courbes P; et P, est donc unique.

Nous cherchons maintenant 'expression de ce point d’intersection R*. Ce point doit
vérifier Pj(R*) = P»(R*), ce qui nous donne :

2
—Y Cp + Y20} + 4V Co(R*)? P(0)

2<R*)3 (R*)3

On multiplie par 4(R*)% et on développe le carré :

2Y2C} +4Y Co(R*)® — 2¥ Cyp[Y2C3, + 4Y Co(R*)* = 4(R*)*P(0)

Nous utilisons (2.11) pour remplacer P(0) et nous isolons la racine :

Y20 +2Y Co(R*) — 2(R*) (Y Cy — Y Cy) = Yy [ Y2C, +4Y Co(R?)?
En passant au carré, on obtient alors la relation suivante :
YACH +4Y3Ci(R*)3CY + 4(R*)SY2C? = YAC} + 4Y3Co(R*)3C%
En simplifiant et en divisant par 4Y2(R*)3, on obtient :
YC;C% 4+ (R*)?C? = Yy C

Soit en regroupant, nous obtenons :

C2 (YCy—YCy)

2

(R*)?
Finalement en utilisant (2.11), nous obtenons 'expression attendue :

. (POCEN
B={"c
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CHAPITRE 2. ETUDE DU MODELE MONODISPERSE

2.2.3 Position du point d’intersection

—P2 R=1 —P1

1,2

0,8

0,6 -

0,4 -

0,2

0,5 2,5 4,5 6,5 8,5 10,5

FIGURE 2.2 — Dans le cas bien préparé, les courbes se croisent toutes les trois en un point,
R=1,P =1+ X. En rouge est représenté P,, en bleu P; et en vert R =1

La Fig.2.2 montre le comportement des courbes P; et P> en fonction de R dans le cas bien
préparé et illustre le premier point du lemme suivant :

Lemme 2.2.4 .
— Dans le cas bien préparé, on a Pi(1) = Pa(1).
— Dans le cas sursaturé, on a Pi(1) > Pa(1).

— Dans le cas sous-saturé, on a Pi(1) < Pa(1).

Démonstration

— D’aprés la proposition 2.2.3, il existe un unique point d’intersection au point R donné
par (2.13). Or dans le cas bien préparé, C; = C+/P(0), on a donc bien que l'inter-
section a lieu en R = 1.

Nous avons P»(1) = P(0). Vérifions maintenant que P;(1) = P(0) :
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2.2. Etude de courbes limites

2

YO+ \/Y(C’[%[Y +4Cy)
2

Pi(1) =

D’apres la relation (2.11), avec C(r,0) = Cy+/P(0),ona YCy =Y Cx+/P(0)+P(0
Alors, le terme dans la racine se snnphﬁe

Y (C%Y 4 4Cy) = Y2C% + 4Y Cy/P(0) + 4P(0) = (YCx + 2/ P(0))?

D’ot1 finalement,

2
P1) = (—YCH +YCQH +2\/P(0)> — P(0) = Py(1).

— Dans le cas sursaturé, il est plus simple de montrer que Mj(1) > My(1). On a

Y20} + 2R3 Co — Y Oy /Y20 + 4RPY Gy
2R3

Mi(R) =
et Ma(R) = P(0). Alors

Y2C% +2YCy — YCuy/Y2C% + 4Y )
Mi(1) = :

2
En remplacant Y Cy grace a (2.11), on obtient :
Y
M;i(1) = P(0) + YCn ( \/Y202 +4Y C; +4P(0))
que l'on peut écrire sous la forme
YC C?
My(1) = Ma(1) + 22 [y2c2 i H AL —\[Y2C% +4Y Ci+4P(0) | |

2 3

Or, par hypothése de donnée initiale sursaturée, on a C; > Cg+/P(0), donc

\/ Y2C%

Ce qui montre que My (1) > Mg(l), d’on Pi(1) > Py(1).

\/Y202 4 AYCi +4P(0) > 0

— Comme précédemment, pour le cas sous-saturé on montre que Mj(1) < Ma(1). On
obtient :

My (1) = My(1) + % (\/Wc?

Par hypothése de donnée initiale sous-saturée, on a C; < Cr+/P(0), donc

\/Y202 LAY O+ 4P(0))

2
02
et enfin, M;(1) < Ma(1), d’ou Pi(1) < P(1).

\/Y2C2 +4YC; + \/YZC% +4Y C; + 4P(0) < 0,

O

Remarque 2.2.5 .
Le résultat précédent signifie que dans le cas sursaturé, on a P(R(0)) = P(0) < P;(R(0)),
alors que dans le cas sous-saturé, on a P,(R(0)) = P(0) > P1(R(0)).
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2.3 Estimation sur la concentration d’eau dans le
magma C

Maintenant que ’on connait I’évolution des courbes limites, que ce soit en pression P
ou en masse M, il nous faut étudier la fagon dont évolue la concentration d’eau C' dans la
magma. De plus on peut déja lier certains états pour le rayon et la pression.

Lemme 2.3.1 Résultats sur la diffusion

Soit K une constante. " 5 00
Opri—=— <r2D)

dt¢ or or
C(r=R,t)=K (2.14)
0,Clr=s =0

Le systeme (2.14) satisfait les propriétés suivantes :
(i) Il existe un état stationnaire associé au systéme : C(r,t) = K .
(i) Si C(r,0) € [a,b], alors C(r,t) € [a,b], VE >0
(#9) Si 0,C(r,0) >0 (resp. <0), alors 0,C(r,t) >0 (resp. <0) ¥V ¢t > 0.
(iv) Si 0,C(r,0) > 0 et &;C(r,0) < 0V r €]R, S|, alors (r?0,C)(R,t) est décroissant en
tout temps t > 0.

Démonstration

(i) C(r,t) = K vérifie les conditions de bords et est solution du systéme (2.14).

(ii) Soit ¢ > 0. Soit r1 €]R,S[ tel que C(r1,t) soit un maximum local, on a alors
9, C(r1,t) =0 et 9,2C(r1,t) <0, d’ou :

r20pdiC(r1,t) = r2D0,2C(r1,t) + 2r1 DO.C(r1,t) < 0

On a donc que C' est décroissant en temps en ses maxima locaux. De la méme facon,
on peut montrer que C' est croissant en ses minima locaux.

Si C(S,t) = a ou b, comme 9,C|,—g = 0, on peut utiliser le raisonnement précédent.
Enfin si C(R,t) = a ou b, comme c’est une condition de Dirichlet, C(R,t) ne bougera
pas.

Enfin, on a bien que, pour tout temps, les maxima ne peuvent pas augmenter et les
minima ne peuvent pas diminuer, donc si C(r,0) € [a, b], on a C(r,t) € [a,b] en tout
temps ¢.

(iii) Comme on I’a vu dans la démonstration du point (ii), les extrema locaux ne peuvent
pas exister. Il en suit donc que si aucun extremum local n’était présent au temps
initial, c’est a dire 9,C(r,0) de signe constant, nous conservons ce signe au cours du
temps.

(iv) Soit un point 71 et un temps t1, tel que r7d,C(r1,t1) = 0, r3d;C(r,t1) < 0 pour
tout 7 # ri, et C n’est pas dans son état stationnaire, C'(r,t) # K. En d’autre
terme 1720,2C(r1,t1) + 2r10,C(r1,t1) = 0 et 3,C > 0 pour 7 €]R,S[. Or dans le
voisinage de rp, la concentration est décroissante en temps , ce qui implique que la
concavité s’accentue (9,:C < 0 décroissant). Ceci signifie que r2d;C < 0 en 71 dans
un voisinage de t;. Finalement r2d;C < 0 est décroissant pour tout temps ¢t > 0 et
Opr?d;C = 9,(Dr?0,.C), d’ot le résultat annonce.

O

On pose

3pm
F(t) = (;’D (r*Dd,C), _ .

La variable F représente le flux de gaz diffusant entre la bulle et le magma.
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2.3. Estimation sur la concentration d’eau dans le magma

Lemme 2.3.2 .
Soit t tel que 0,C > 0, ¥r € [R, S|, alors les propriétés suivantes sont vérifiées :
@) R=0=P<0.
b) P<0=R>0.
) R>0=F>0.
d) P<0& F<3PR’R.

Démonstration
Rappelons que M = F (voir (2.4)).
a) Si R = 0, alors, d’aprés (2.3), P = P, + ©/R, et puisque P,(t) = 1 —t, on obtient
P=-1<0
b) Si P < 0, comme 8,C' > 0, alors la diffusion ne change pas de régime (9,C' > 0,
voir lemme 2.3.1), on a donc par définition F' > 0. Ce qui implique M > 0 et donc
3R/R>—P/P>0,don R >0.
¢) Si R >0, alors, d’aprés (2.4), P> P, +%/R, on a donc F = M > PR3,
Si F <0, alors PR3 < F < 0,d0ou P <0.0rsi P <0, on avu dans la démonstration
de b) que F > 0, ce qui est contradictoire. Le flux F' est donc positif.
d) Les points b) et ¢) nous disent que si P < 0 alors F > 0.
Ona PR®=F — 3PRR? et R > 0.
Si P <0, alors F—3PRR?2<0don0<F <3PRR2.
Enfin, si F < 3PRR? alors P < 0.
0
On montre maintenant que si la solution du systéme évolue dans un certain sens & un
instant donné tg, alors la solution évoluera dans ce sens pour tout temps t > #g :

Lemme 2.3.3 .
Soit un temps t1 > 0, tel que

R(t1) > 0, P(t;) <0, M(t;) > 0 et 8,C(r,t1) > 0 pour tout v € [R, S|,
alors pour tout tempst > t1, on a
R(t) >0, P(t) <0, M(t) >0 et 8,C(r,t) > 0 pour tout r € [R, S[.

Démonstration
Supposons qu’il existe un temps 7' > t1, tel que 'un de ces états change.
— Comme 0,C(r,t;) > 0 alors (lemme 2.3.1.(iv)) 9,C(r,t) ne change pas de signe
Vit > tq.
— Supposons que M(T) = 0, on a alors que 9,C(R,T) = 0. Or le lemme 2.3.1 nous
indique que la seule configuration possible serait C(r,T) = C(R,T) = Cyv/P(T). Or
P est décroissante, le flux ne peut donc pas étre nul.
— Supposons alors R(T) =0, on a alors, par le lemme 2.3.2, P(T) < 0,don M(T) < 0.
Or on a supposé que R était le premier & changer d’état, donc M > 0.

— Enfin supposons P(T) = 0. On a donc, par (2.3), que P— P, >X/R>0et on a :

R:(i(P—Pa)+£(P+1),
ce qui implique que R(T) > 0. D’oul R croissant au voisinage de T. Or M(T) =
3P(T)R2(T)R(T), M est donc également croissant au voisinage de T', ce qui signifie
que le flux est également croissant.
Comme 8,C > 0, et que d;C < 0 car M > 0, on peut appliquer le lemme 2.3.1 (iv)
au voisinage de T, et on obtient que le flux est décroissant, ce qui est contradictoire
avec M(T) croissant. La pression ne peut donc pas croitre.
Ce qui montre le résultat annoncé. O
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2.4 Estimations sur la pression P et le rayon R

Maintenant que l’on connait quelques résultats sur les différentes variables, on peut
étudier la position du couple solution, (P(t), R(t)), par rapport aux courbes P; et Ps.

Théoréme 2.4.1 Estimation de la pression
Soit C(r,t) la solution de l’équation de diffusion (2.5). Sous certaines hypothéses, la solu-
tion restera entre P et Py. Plus précisément :

(4) Si C(r,t) € [Cu\/P(t),Cr/P(0)] pour tout temps t € [a,b], alors
PoR(1)) < P(t) < Pi(R(t)), Vit € [ah

(i) Si C(r,t) € [Cr+/P(0),Cr\/P(t)] pour tout temps t € [a,b], alors
PUR() < P(t) < Py(R(1)), Vi € [a}]

Démonstration

Il est plus simple de raisonner en masse pour cette démonstration, posons Mj(R) =
Pi(R)R3 et My(R) = P»(R)R3. 1l est clair que montrer que M = PR3 reste entre M
et M revient & montrer que P reste entre P; et Ps.

On ne fait la démonstration que pour (i), les calculs pour (ii) étant les mémes avec les
inégalités inversées.

Si C(r,t) € [Cu\/P(t),Cr+/P(0)], alors

S
Spm / 200, )dr € [V Cir/P(D), Y Crr/P(0)]
R

avec Y = p,Ss.
En utilisant (1.13bis), on obtient alors :

M e [YC() —YCy/ P(O),YC'O —YCx/ P(t)]
Rappelons que YCy = YCp+/P(0) + P(0) et que May(R) = P(0), on a alors, d’une part :

M(t) >YCy—YCu/P(0) = P(0) = Ma(R(2))
et d’autre part, on a :
M (t)
R3(t)
En considérant que M; est solution de My +YCy+/M1/R3—Y Cy =0, si M = My, on

a égalité dans (2.15), si M > M, 'inégalité n’est pas vérifiée, et si M < M, on retrouve
Iinégalité. On a donc pour tout temps ¢ :

M(t) < My(R(t)).

M) <YCy—YCy

(2.15)

Finalement, en divisant par R3, on retrouve P, < P < P. 0

Remarque 2.4.2 .
Ce théoréme reste vrai si au lieu de C(r,t), nous considérons le méme encadrement pour
la concentration moyenne : C(t), définie par (2.12).

Nous montrons maintenant que la solution et les courbes limites sont inférieures & la
courbe d’équation P =Y Cy/R3.
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Lemme 2.4.3 .
Pour tout temps, on a :

Y Cy
a) P(t) < 0]

b) Pi(R(t)) <

Démonstration

a) Remarquons que C' est positif et que M est borné. En effet, C(r,0) > 0 et au cour du
temps, 'équation de diffusion sur C, avec la condition de bord C(R,t) = Cg+/P(t) >
0, ne peut amplifier ses minima ou maxima (lemme 2.3.1). La concentratlon C ne peut
donc jamais étre négative, c’est-a-dire que la diffusion ne peut créer que des valeurs
comprise dans l'intervalle |min(C(r,t)), max(C(r,t))]|.

_ s T

Comme C >0et M +YC =Yy (2.4bis), alors M <YCy=YC; + 1+ X.
Finalement P = M/R® < YCy/R>.

b) Pour montrer que Py(R(t)) < YCo/R3(t), il est plus simple de travailler sur la masse.
Dans ce cas, on a M strictement croissante avec Rlim Mi(R) =Y Cp (lemme 2.2.2).

—00

On a donc M (R(t)) < YCp, en divisant par R3(t), on retrouve le résultat annoncé.
c¢) Grace a (2.11), on obtient My =Y (Cy — C;). Or Cy > C; > 0, d’ou le résultat.
0

Lemme 2.4.4 .
Si P(t) < (C;/Cy)* = P* pour tout temps t, ot P* est la pression en le point d’intersection
des courbes P et Py, alors

P(t) > Py(R(t)) Vt

Démonstration )

Si P(t) < (C;/Cx)* pour tout temps ¢, alors en utilisant le lemme 2.3.1 (ii), on a C <

Cu /m?X(P(t)), donc C(t) < C;. Finalement, d’aprés (2.4bis), on a M(t) + YC(t) =
(t

M(0)+YC(0) = 1+S+YC;, on abien M(t) > P(0). D'ott P(t) > P(0)/R3(t) = Pa(R(1)).

O

Remarque 2.4.5 .

Si R >0 et P(t) < P (R(t)) pour tout temps dans les cas bien préparé (C; = Cp+/P(0))
et sursaturé (C; > Cg+\/P(0)), alors on a la borne inférieure P(t) > Py(R(t)). En effet,
dans ces deux cas, on a Pi(1) < P*, ou P* est la pression en le point d’intersection des
courbes Py et Ps.

Lemme 2.4.6 .
Si R(t) est positif en tout temps, alors pour tout temps t, P(t) est positif.

Démonstration

On suppose R > 0. Soit 0 < e < X/R(t), supposons quil existe un temps t;, tel que
P(t;) = e et P(t;) <0, alors on a R(t;) < 0, et M < 0. La concentration moyenne C' est
donc croissante en t1. Le lemme 2.3.1 nous dit qu’aucun extremum ne peut étre créé dans
la solution de I’équation de diffusion avec terme de Dirichlet indépendant du temps. Ici le
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terme de Dirichlet décroit en temps, puisque la pression P est décroissante, et crée donc
un minimum sur le bord, donc C' ne peut pas étre croissant au voisinage de 0. La pression
P ne peut donc pas étre décroissante lorsqu’elle est proche de zéro. O

Lemme 2.4.7 . ' ' '
Soit un temps t1 > 0, tel que R(t1) > 0, P(t1) <0, M(t1) > 0, 6,C(r,t1) > 0 pour tout
re[R,S[, P(t1) < (C;/Cw)? et C(t1) € [Cur/P(t1),Ci]. Alors

Py(R(t)) < P(t) < Pi(R(t)) pour tout temps t > t;

Démonstration

Le lemme 2.3.3 nous dit que R(t) > 0, P(t) < 0, M(t) > 0, 8,C(r,t) > 0 pour tout
r € [R, S| pour tout temps ¢ > ;.

Le lemme 2.3.1 nous dit que ’équation de diffusion ne peut pas amplifier les maxima
de la concentration et que la concentration C' est décroissante au cours du temps. On a
donc que C(t) < C; pour tout temps t > t1, ce qui signifie, d’aprés (2.4bis), que M (t) =
Mi(R(t))+YC; —YC(t) < Mi(R(t)), donc que P(t) < Pi(R(t)) pour tout temps t > t;.
Comme P(t) < Pi(R(t)) en tout temps, alors (lemme 2.4.4) P(t) > Py(R(t)) pour tout
temps t > 3. ]

2.5 Démonstration du théoréme 2.1.1

Rappelons I'énoncé :
Si les données sont bien préparées, C(r,0) = Cg+/P(0), P(0) =1+ X et R(0) = 1, alors
le couple solution (P, R) restera entre les courbes de P; et Ps :

Py(R(t)) < P(t) < Pi(R(1))

Démonstration

Dans un premier temps, montrons que pour € proche de zéro, on a (P(€), R(e)) compris

entre P; et Py. Tl suffit de montrer que R > 0 et que P < 0 et appliquer le lemme 2.4.7.
Rappelons que nous considérons une décompression linéaire : P,(€) = 1 — e. Rappelons

également 1’équation sur la variation du rayon :

“ov (2.16)

Raisonnons par ’absurde :

~ Supposons P(e) = 0.
Comme P(e) = 0, alors P(e) = P(0) = 1 + %. En développant R(0) en € et en
remplacant R(€) par

€ ie) + 29 - RO | o2
dans (2.16), on obtient :
e .. €
R(e) = R(0) + 5 B(0) + O() = ];(V) (€4 %) - e@EV.

En regroupant, on obtient que R(e) > (0. On a donc que R est croissante au voisinage
de t =0, d'oa R > 0.

SiR>0et P= 0, on a alors M > 0. Ce qui implique que la concentration moyenne
C a diminué, or P =0 implique que la concentration ne peut pas varier, P ne peut
donc pas étre nul au voisinage de 0.
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2.6. Résultats sur les cas sur/sous-saturé

— Supposons P(e) > 0.
Comme P > 0, on remplace P par un développement limité en ¢, P(e) = P(0) +
eP(e) + O(€?), et on remplace R(e) par

dans (2.16), et on obtient :

; R(o

R(e) — R(0) + %R(e) +0(e?) = o, (62(1 + P(e)) + 62) — e2

Oy

soit en regroupant, on obtient que R(e) > 0, donc que R est croissante au voisinage
det =0, d’ou R > 0.

SiR>0et P>0,onaalors M >0, ce qui implique que la concentration moyenne
C a diminué, or la concentration au voisinage de ¢t = 0 évolue de la méme maniére
que P. Ceci signifie, dans notre cas, que la concentration moyenne C est croissante,
ce qui contredit le fait qu’elle diminue, P ne peut donc pas étre positif au voisinage
de 0.

La solution P est donc strictement décroissante au voisinage de ¢ = 0, donc C < 0 (évolue
comme P), d’'ot M > 0 et donc R > 0. On est dans le cadre du lemme 2.4.7, on a donc
que le couple solution (P, R) vérifie bien

Py(R(t)) < P(t) < Pi(R(t)).

2.6 Résultats sur les cas sur/sous-saturé

Dans le cas sursaturé, le lemme 2.2.4 signifie que le rayon en I'unique point d’intersection
de Py et P est inférieur a 1 (voir Fig.2.3). On commence donc dans la zone délimitée par
Py pour la limite supérieure et P» pour la limite inférieure. Dans les deux cas, le rayon
et la pression peuvent faire un saut a l'instant initial (c.f. section 1.5.2). L’évolution de la
solution dans I'espace des phases est donc moins facile & étudier, nous nous contenterons
de constater sur plusieurs exemples le comportement des solutions.

La Fig.2.3 montre le comportement de la pression P de différentes simulations en fonc-
tion du rayon R et leurs positions aux courbes P; et P». Comme on le voit sur la figure
2.3, dans le cas sursaturé (C(r,t = 0) > Cy+/P(0)), la pression P peut étre croissante au
début, et il semble qu’ensuite elle évolue entre P; et Ps.

Dans le cas sous-saturé, le lemme 2.2.4 signifie que le rayon en I'unique point d’intersection
de Py et P est supérieur a 1 (voir Fig.2.4). On commence donc hors de la zone délimitée
par P; pour la limite supérieure et P, pour la limite inférieure.

La Fig.2.4 montre le comportement de la pression P pour différentes simulations en fonc-
tion du rayon R ainsi que leurs positions par rapport aux courbes P et P,. Comme on
peut le voir sur la figure 2.4, dans le cas sous-saturé, il peut ne pas y avoir de solution, par
exemple si Op = Oy = 0 et C; tel que (Y C; + P(0))* < P(0)Y2C%, ou il peut y avoir des
solutions qui vont atteindre la zone délimitée par P; et P» et qui vont y rester.
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15 \
—31 —3-1
1,4 4 33 3,5
—3,7 —3,9
1.3 —11 —11
121 —1,3 1,5
1,7 1,9
1,1 4 11 1,-1
1,3 1,5
P =0 —1,7 1,-9
0,9 - 3,1 31
3,3 —-35
0,8 1 — 3,7 —-51
07 | —5-1 —5:3
— 55 — 57
0,6 - —-5-9 —P2
—R=1 —P1, ¢i=0,0421
0,5 T T
0.8 2 2,2

FIGURE 2.3 — Cas sursaturé. Comportement des solutions dans l'espace des phases (R, P);
la legende des courbes est log(Op),log(Ov), les courbes en épais sont des cas limites

FiGUurRE 2.4 — Cas sous-saturé. Comportement des solutions dans l’espace des phases

(R, P); la legende des courbes est log(©p),log(Oy), les courbes en épais sont des cas
limites
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2.7 Existence d’un rayon maximum

Dans cette section, on montre que pour tout temps, il existe un rayon maximum
(Th.2.1.2).
Dans un premier temps, remarquons que si R > 0, alors P > P, + % /R, nous définissons
donc la courbe suivante

by

PS,t(R) = Pa(t) + E )

or, comme nous 'avons démontré, la fonction P(R) est comprise entre P» et P;, on a donc
les résultats suivants :

Proposition 2.7.1

0)

i)

i)

Il emiste un unique point d’intersection entre les courbes P31 et Py en

1
R=\/1+=
1>

Ps1(R) > Pi(R) pour R assez grand.
Il existe un unique point d’intersection entre les courbes P3(R) et R+— Y Cy/R3 .

Démonstration

i)

ii)

iii)

On cherche R tel que P31(R) = P>(R). On obtient la relation suivante :

P(0) by

—— =PFP(R)=PFP;1(R)=—.
B 2(R) = Ps1(R) = &
1+3

—~

Montrons que Py — P31 < 0 pour tout R assez grand.

En utilisant P(0) = 1 + ¥, on obtient R? =

Y20} =Y Cu\ Y20} +4RY Co vy — sR?
+ .

P-Fa= 2RO R3

Y2C% — YCuy/Y2C%4 + 4R3Y C)
Comme 9 6 < 0,

ona P (R) < P31(R), VR > \/YCy/%. De plus, on a en développant Y Cy par (2.11),

IYC’()_ / 1—|—YCZ
Y C

Cherchons les zéros de P3;(R) —

courbes P3;(R) et YCo/R>.
Remarquons que P;4(R) < Y Cy/R? pour tout R € [0,1]. En effet, si R € [0,1], on
peut écrire :

R—go, autrement dit les points d’intersections des

R3P34(R)—YCy= (R - 1)+ X(R*-1)-YC; —tR® < 0.
On cherche donc R tel que P, (t)R*+XR? = Y C. Puisque R3P; ;(R) est une fonction
continue strictement croissante pour R > 1, que en R = 1, R3P37t(R) —YCy<O0et
que limp s R3P37t(R) —Y(Cy = +oo, il existe, pour tout temps, un unique point
d’intersection entre les courbes définies par les fonctions P34(R) et R — Y Cy/R>.
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La démonstration du théoréme 2.1.2 est la suivante :
Démonstration du Théoréme 2.1.2
Rappelons que si le rayon est croissant en un instant ¢, alors, d’aprés (2.3), P(t) >
P34 (R(t)).
Rappelons également que le lemme 2.4.3 implique que P(t)R3(t) < Y Cy.
Or la proposition 2.7.1 nous dit que les fonctions P3¢(R) et Y'Co/R? possédent un unique
point d’intersection, que I'on appellera ici R}, et que pour tout R > R}, P3;(R) > Y Cy/R?,
en tout temps. Le rayon ne peut donc pas dépasser R;.
Si le rayon est décroissant, le rayon ne peut pas non plus dépasser R;. g

Corollaire 2.7.2
Si les données sont bien préparées, alors pour tout R*, tel que Pi(R*) < P,(t), on a
R(t) < R*, avec R(t), solution du systeme (2.3), (2.4).

Démonstration

Si R > 0, alors P > P, + ¥/R. Or P(t) < Pi(R(t)) (Th. 2.4.1) et si P,(R*) < P,(t),
on obtient Pj(R*) < P,(t) < P(t) < Pi(R(t)). Enfin, comme P; est décroissante (Lemme
2.2.1 (ii1)), alors R(t) < R*. O

2.8 Approximation du flux

Dans notre recherche d’une résolution rapide, un probléme majeur est la résolution
de I'équation de diffusion pour obtenir un flux et la CFL associée. C’est pourquoi nous
cherchons I’expression d’un flux approché qui remplacerait la résolution de ’équation de
diffusion. Ceci nous permettra également de considérer un modéle cinétique au chapitre 4
basé sur ce modéle.

Nous avons vu que, si la solution existe, lorsque ©p — 0, alors le couple solution
(R, P) appartient a la courbe définie par P; et quand ©p — oo alors le couple solution
(R, P) appartient a la courbe définie par P;. De la méme maniére, quand Oy — 0, le
couple solution (R, P) appartient & la courbe définie par P;; et quand ©y — oo, le couple
solution (R, P) appartient a la courbe définie par ’équation R = 1, or (2.3) peut s’écrire

R= oo (P Py(R))
\%
ce qui implique que P3;(R) est une solution d’équilibre.

Par analogie, on souhaite que M; soit attracteur et que les cas limites soient M; lorsque
O©p — 0 et My = P(0) lorsque ©p — oo.

On pose 'approximation sur la masse plutdt que sur la pression, car lorsque Op — oo,
c’est la masse qui devient constante et le cas limite My vérifie également d; Mo = 0. Pour
que le cas limite M; soit attracteur, il faut que la masse M vérifie : si M > M1 alors
d:M < 0 et si M < M1 alors d¢M > 0. Soit A une constante positive, on pose alors
I'approximation suivante pour le bilan de masse :

M = i(MI(R) — M) (2.17)
©p

Une telle approximation converge donc vers les cas limites définis par M7 et Mos.

Remarque 2.8.1
Afin que le flux soit consistant en dimensionnel, il faut que le coefficient A vérifie

D] 1
[B]* s
On reviendra sur la détermination de A et ’étude numérique de la précision de cette
approximation au chapitre 6.
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2.9 Conclusion

I’étude numérique du chapitre 1 laissait penser que la solution restait entre les deux
courbes de cas limites en ©p. Aprés avoir défini trois fagons distinctes d’initialiser la
concentration : bien préparé, sursaturé et sous-saturé, nous avons étudié les courbes li-
mites du systéme d’équation (2.3-2.7). L'unique point d’intersection de ces deux courbes
et une étude sur I’équation d’advection-diffusion nous a permis d’annoncer un premier
encadrement de la solution sous certaines hypothéses sur la concentration.

Nous avons ensuite montrer que la solution du probléme et les deux courbes limites
était borné, d’ou nous avons déduit que le rayon solution admet une limite supérieure en
tout temps pour toutes données initiales.

Tout ceci nous a finalement conduit & montrer que, dans le cas bien préparé, la solution
du probléme est borné par les deux courbes limites.

Des consiérations numeériques nous laisse penser que le cas sursaturé se comporte de
la méme maniére que le cas bien préparé, alors que le comportement des solutions du cas
sous-saturé dépend de la valeur des deux paramétres d’adimensionnement Oy et Op.

Enfin, de tout ceci, nous définissons un flux asymptotique, qui nous permet de nous
affranchir de I’équation de diffusion et de passer plus tard & un modéle cinétique. Ce
flux est défini & partir des courbes limites vers lesquelles il doit converger. Il sera validé
numériquement au chapitre 6.
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Chapitre 3
Validation du systéme monodisperse

Nous avons, au chapitre 1, vérifié I'implémentation de la résolution numérique du modéle
monodisperse de croissance de bulles dans les magmas visqueux. Le chapitre 3 se concentre
sur la validation de ce modéle. La procédure de validation que nous avons respectée consiste
4 comparer les résultats de sortie de notre modéle et d’autres données indépendantes de
type expérimentales et numériques. Ce type de comparaison ne peut se faire que si notre
modele monodisperse est le plus conforme possible a la réalité expérimentale d’une part et
aux hypothéses et équations résolues par d’autres modeles d’autre part. Cette considération
nous a amené & apporter une modification au modéle monodisperse présenté au chapitre
1. Pour ce chapitre, nous utilisons le programme monodisperse présenté en annexe A.

Nous présentons, dans un premier temps, la modification du modéle monodisperse et
ses conséquences sur la résolution numérique du systéme d’équations modifié. S’ensuit une
comparaison avec un modéle numeérique existant et basé sur un systéme d’équations simi-
laire. La validation du modéle se poursuit avec une explication généraliste du principe des
expériences de décompression en laboratoire. Nous démontrons ensuite en détail la capacité
du modéle a simuler une série expérimentale et présentons une comparaison générale avec
les données des expériences produites durant les 30 derniéres années. Le chapitre se cléot
sur nos conclusions de cette étude de validation.

3.1 Modification du traitement de la viscosité du
modéle monodisperse

Dans les chapitres 1 et 2, nous travaillions avec une viscosité effective du liquide
constante. Comme on peut le voir figure 3.1, la viscosité du liquide varie de plusieurs
ordres de grandeur. C’est pourquoi nous allons comparer (section 3.5) les résultats obtenus
avec une viscosité constante et une viscosité variable sur un cas concret. Désormais, la
viscosité effective du liquide est calculée de la maniére suivante :

S
Nerr = n(R) — a(t)n(S) + 33/ 9 1 gr (3.1)

p drr

La viscosité, n, sera variable et dépendra a la fois de la concentration en eau dans le magma,
de sa température et du type de magma [HD96, GRPD04, WHB™09]. La fagon de calculer
la viscosité variable 1 est détaillée en section A.2.2. La variable 7,y est recalculée a chaque
pas de temps.
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— dacite
— rhyolite

phonolite

T T T
-50 45 -40 -35 -30 -25 -20 -15 -1.0 -0.5 -0.0
loglo(c)

Fi1GURE 3.1 — Comparaison des différentes valeurs de la viscosité en fonction de la concen-
tration en eau pour trois compositions chimiques de magma a une température de 1050 K

3.2 Comparaison avec un modéle existant

Nous comparons, dans cette section, le résultat fourni par notre modéle et celui d’un
modéle existant (celui de [PS98]). Nous nous intéressons particuliérement au temps de cal-
cul, a la précision du résultats et aux différences entre les résultats.

Les différences majeures entre les deux modeles sont : [PS98| discrétise un modele plus
complexe qui considére la température du gaz et la température du magma comme des
variables, et fait intervenir la température de vitrification /cristallisation ; nous considérons
le coefficient de diffusion constant, ce qui n’est pas le cas dans [PS98] et nous n’utilisons
pas le méme modéle pour les différentes viscosités; les temps d’enregistrement des données
de sortie sont selectionnés par l'algorithme dans [PS98].

Comme les deux programmes ne prennent pas les méme données en entrée, nous avons
choisi des données initiales similaires pour les deux programmes et tracé I’évolution du
rayon au cours du temps (Fig.3.2) :
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12

—modele de Proussevitch
—notre modele 10

T T 0
Pa
1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

FicURE 3.2 — Rayon R des bulles en fonction de la pression ambiante P,.

La Fig.3.2 montre ’évolution du rayon adimensionnel en fonction de la pression ambiante
adimensionnelle pour notre modéle et celui de [PS98]. Nous pouvons constater une dif-
férence entre les courbes, trés légére pour une pression ambiante proche de 1 et plus
visible pour une pression ambiante proche de 0. La légére différence pour une pression
ambiante proche de 1 vient du fait que nous ne maitrisons pas la discrétisation temporelle
dans [PS98], il nous manque donc quelques points pour mieux voir le saut de pression
effectué au voisinage du temps initial.

La différence pour les basses pressions (< 0.1) peut venir du calcul de la viscosité ou de la
cristallisation /vitrification que nous ne traitons pas.

Nous nous sommes placé dans le cas le plus long a calculer pour notre schéma numérique
Oy =7-1077,0p =7-107%).

De cette comparaison, on a pu constater que :

1. L’évolution de R en fonction de P, est similaire pour les deux programmes.

2. La discrétisation de [PS98]| est plus rapide.

Le fichier fortran de [PS98] a été compilé avec le compilateur GNU Fortran (Debian
4.4.5-8) 4.4.5 et notre ficher c++ a été compilé avec le compilateur g++ (Debian
4.4.5-8) 4.4.5. Pour que le code fortran fonctionne correctement, il ne faut pas oublier
de passer 'option -O lors de la compilation.

Les temps suivants ont été obtenus sur une méme machine avec la commande time
sous linux :

nous mettons 902min27.416s avec le schéma général et Omin0.048s avec le schéma
simplifié Oy, 0p — 0, et celui de [PS98| prend Ominl.031s. Nous faisons remarquer
que nous avons 1000 enregistrements et [PS98| a 100 enregistrements. Si nous de-
mandons 100 enregistrements, nous obtenons un temps identique au précédent pour
le schéma général et un temps de Omin0.009s pour le schéma simplifié ©y,0p — 0.

3. Notre discrétisation nous laisse le controle de la résolution temporelle qui peut étre
aussi précise que l'on veut. La gestion du temps et des temps d’enregistrement est
obscure dans [PS98], les enregistrements se font réguliérement par rapport au rayon.

4. Notre modele geére des taux de décompression linéaires (positifs et négatifs) ou ins-
tantanés. Le modeéle de [PS98] ne gére que des décompressions instantanées suivies
d’un temps de repos.
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3.3 Principes des expériences de décompression

Nous expliquons ici la facon dont sont effectuées les expériences en laboratoire que nous
considérerons dans cette section. Pour commencer, une roche magmatique naturelle ou une
synthése de composés chimiques présents dans les roches magmatiques est choisie. La roche
peut étre réduite en poudre ou carottée en petits blocs. Les échantillons sont initialement
secs. Comme il n’y a pas d’eau dissoute dans la roche, il faut en rajouter afin de pouvoir
former des bulles. L’échantillon est placé en présence d’eau dans une capsule en métal qui
ne réagit pas chimiquement avec la roche (or ou platine) (Fig.3.3). Cette capsule est ensuite
placée dans un four et exposée & une forte température et une forte pression pendant un
certain temps, souvent plusieurs jours. Ceci est appelé la phase d’hydratation et permet a
la roche de se saturer en eau.

four

capsule
I échantillon
échantillon
de roche
Haute
Pression

FIGURE 3.3 — Schéma du dispositif expérimental. Dans la capsule I’échantillon de roche
est en contact avec de 1’eau. Ensuite le tout (échantillon et capsule) est mis dans un four
a haute température (fixée) et a haute pression (contrdlée par une arrivée extérieure)

La décompression comporte plusieurs étapes, résumées sur la Fig.3.4. Toutes ces étapes ne
sont pas obligatoires. Un saut de pression important peut étre effectué pour faire appa-
raitre des bulles. Cette étape n’est pas toujours faite ; en effet les bulles peuvent également
apparaitre durant la phase de décompression, lorsque la roche atteint un seuil critique de
saturation en eau. A la suite du saut de pression, une phase de repos peut étre obser-
vée afin que les bulles présentes soient dans un équilibre thermodynamique. Vient ensuite
la phase de décompression, ou la roche est maintenue & haute température et soumise a
une pression qui va décroitre jusqu’a une pression finale choisie. Un temps de repos peut
également étre observé aprés la décompression. Enfin, au temps final, I’échantillon est re-
froidi trés rapidement & pression fixe. Cette étape trempe I'échantillon, figeant les bulles.
Le trempage se fait généralement en sortant 1’échantillon du four par un mécanisme qui
I’ameéne rapidement dans une zone froide. Les échantillons refroidis sont sortis de la capsule
pour analyse. La taille des bulles et la porosité sont généralement mesurées, au microscope,
sur des tranches 2D de la roche (Fig.3.5). La teneur en eau dissoute dans le magma re-
froidi peut étre mesurée de plusieurs fagons, comme par exemple en fusionnant la roche et
quantifiant I’eau qui en sort.
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Nucléation

Hydratation

Décompression

Repos

e g

FIGURE 3.4 — Evolution de la pression ambiante au cours du temps. Les temps affichés
en abscisse sont les temps considérés dans la décompression. La phase d’hydratation et
de repos avant t = 0 peut durer plusieurs jours. Seules les phases d’hydratation et de
décompression sont présentes dans toutes les expériences que ’on considérera, la phase de
repos finale est en générale absente.

g L

’ S g
|i."ir'..‘;-\.h

200
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Ficure 3.5 — Exemples de tranches d’échantillon pour les mesures 2D de taille de bulles
et de porosité (photos extraites de [BGO05])

Par ailleurs, en laboratoire, il est trés difficile d’effectuer une décompression de maniére
linéaire, la décompression se fait plutot par sauts de pression successifs. Nous regarderons
donc dans la section suivante ce que produit une avancée par saut de pression & la place
d’une décompression linéaire avec notre résolution numeérique.
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3.4 Mode de décompression

Jusqu’ici, nous avons modélisé la décompression comme étant linéaire. En réalité, les
expériences faites en laboratoire effectuent des sauts de pression réguliers pour approcher
une décompression linéaire. Nous avons donc regardé l'influence que cela pouvait avoir
dans le cas suivant :
le rayon initial R; = 4.45904 - 1076 m, la porosité initiale oy = 4.1 vol %, la diffusiviteé
D = 21072 m? 57!, la concentration initiale C; = 0.0364, un maillage de 50 points
pour I’équation de diffusion, une pression initiale P; = 7 - 107 Pa, une tension de surface
o = 0.1 J m™2, une viscosité variable pour un magma rhyolitique, une densité du magma
pm = 2354 kg m™3, une température T = 725 °C, un taux de décompression équivalent
P, = 250000 Pa 571 des saut de pression toutes les 20s.

8

—— décompression linéaire

—— décompression par saut

T T T T T T T T T
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
t

FI1GURE 3.6 — Comparaison de I’évolution du rayon des bulles R entre une décompression
linéaire et une décompression par sauts de pression successifs

12

—— décompression linéaire
1 —— décompression par saut
0,8 A
Pos
0,4 4
0,2 q
0 T T T T T T T T T
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

t

Ficurke 3.7 — Comparaison de I’évolution de la pression de la bulle P entre une décom-
pression linéaire et une décompression par sauts de pression successifs
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0,94| ——décompression linéaire

—— décompression par saut

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
t

F1GURE 3.8 — Comparaison de I’évolution de la porosité a entre une décompression linéaire
et une décompression par sauts de pression successifs

Les Fig.3.6, Fig.3.7 et Fig.3.8 montrent I’évolution du rayon adimensionnel, de la pression
interne adimensionnelle et de la porosité en fonction du temps adimensionnel. La pression
ambiante adimensionnelle pour une décompression linéaire s’écrit P,(t) = 1 —t. Les points
de comparaisons sont les points juste avant le saut de pression suivant.

L’exemple que nous avons pris a pour paramétres adimensionnels : Oy = 0.000265 et
O©p = 0.02956, ce qui correspond & un cas hors-équilibre (Table 1.1). Les résultats entre
décompression linéaire et décompression par saut de pression sont donc différents. Comime
on peut le voir sur les Fig.3.6, Fig.3.7 et Fig.3.8, la différence entre les solutions pour la
décompression linéaire et la décompression par sauts de pression successifs est faible, méme
s’il est mesurable que les rayons et porosités trouvés avec les sauts de pressions sont plus
grands que ceux trouvés dans le cas d’une décompression linéaire. A titre d’exemple, nous
fournissons les valeurs des pressions, porosités et rayons au moment des deux derniers sauts
de pression dans la table 3.1. Ces écarts sont petits. On estime que I’écart entre les courbes
serait plus grand si Oy, Op étaient plus grands.

linéaire | saut linéaire | saut

rayon 3.8379 | 3.9489 rayon 4.75 5.12
pression | 0.1522 | 0.1431 pression | 0.0913 | 0.076
porosité | 0.7073 | 0.7247 porosité | 0.821 | 0.8517

TABLE 3.1 — Données au saut de pression a P, ~ 0.1429 (gauche) et au saut de pression a
P, ~0.0714 (droite)

3.5 Comparaison détaillée avec une série expérimen-
tale

Nous travaillons avec un jeu de données fourni par A. Burgisser & J.E.Gardner [BG05].
Les données viennent d’expériences faites en laboratoire sur des roches magmatiques natu-
relles appelées rhyolites. Pour les expériences de [BG05], des échantillons d’une méme roche
sont placés dans des petits tubes en présence d’eau, puis sont laissés au repos pendant 5
jours & haute pression (150 MPa) et haute température (825 °C'), ceci afin de permettre
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4 la roche de se saturer en eau. Les échantillons sont ensuite décompressés a des taux de
décompression fixes puis refroidis rapidement afin de préserver la taille des bulles & un
instant donné pour I'analyse de I’échantillon.

Les tailles finales des bulles ont été mesurées au microscope sur des tranches 2D de
I’échantillon. La densité de bulles par unité de magma varie entre chaque expérience et elle
correspond au volume de la zone d’influence que notre modéle considére constante. Nous
proposons donc de recalculer le rayon final.

Si nous posons Nr le nombre total de bulles, Vi le volume total occupé par 1’échantillon,
Ny le nombre de bulle par unité de volume et IV, le nombre de bulles par quantité de
matiére (par volume de magma), alors on a les relations suivantes :

_Nr
-7
Nr Ny

- Vr(l—«) T 1-a (38:3)

Ny (3.2)

Ny

Ce qui est conservé au cours du temps lors d’une décompression est le nombre de bulles par
quantité de magma N,. En général, les données expérimentales reportées dans les articles
fournissent le nombre de bulles par unité de volume (Ny ). Ce chiffre peut énormément
varier si o change durant la décompression. Nous avons supposé que la porosité était
exacte pour tout temps et recalculé le rayon a l’aide de la relation suivante :

a= NV§WR3 (3.4)

« @ porosité

Ny : nombre de bulle par unité de volume

R :rayon

N4 :nombre de bulle par quantité de matiére
Xi

Xy

: valeur de la variable X a I’état initial
: valeur de la variable X & I’état final
Xy, : valeur de la variable X recalculée a I’état final

X, :valeur de la variable X recalculée a I’état initial

A

TABLE 3.2 — Table des notations pour recalculer le rayon

Nous pouvons donc recalculer les rayons finaux de la maniére suivante. En supposant
la porosité finale a et la porosité finale recalculée oy identiques : oy = ay,, on a alors
que le rayon final recalculé vaut :

3 Ny fl—oy
f NVi 1-— Oéf '

R} =R (3.5)

Les notations sont expliquées dans la table 3.2.

Nous trouvons ces relations de la maniére suivante :

Les échantillons n’étant pas identiques & l’état initial, les valeurs de N, ne sont pas les
meémes pour un meéme jeu de données expérimentales. On suppose que la quantité N, qui
est juste est celle donnée au temps initial. On pose alors Ny, = N,,. En utilisant (3.3), on
obtient (1 —ay, )Ny, = (1 —a;)Ny, . En remplacant ay, par oy que I'on suppose identique
et en utilisant (3.4), on obtient d’abord que %WNVHR% = ap = ay = %ﬂ'NVfR?} et

3
finalement en remplagant Ny, , on obtient :

R}
(1 — Ozf)N% = (1 — ai)NVf R3
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3.5. Comparaison détaillée avec une série expérimentale

d’ou (3.5).

Nous présentons, dans le tableau 3.3, les rayons originaux et recalculés pour des expé-

riences de [BG05]. Dans les expériences choisies, il y a eu de la coalescence, ¢’est pourquoi
les rayons médians originaux sont plus grands dans la premiére et derniére expérience que

dans les deux autres. On constate qu’aprés les avoir recalculés, les rayons des trois der-

niéres expériences sont voisins alors que celui de la premiére est supérieur. Ceci peut nous
faire penser que le processus de coalescence est devenu dominant entre les deux premiéres

expériences.

¢chantillon | diametre original(um) | diametre recalculé (um) |

G300 7 74,07
G303 62 57,8

G327 65 59,24
G328 72 57,12

TABLE 3.3 — Table des diamétres originaux et recalculés pour une série expérimentale

r0,9

r 08

r 0,7

r 0,6

F05a

r04

ro03

r 0.2

01

0,7

0,6

0,5 0,4 03
Pa

0,2

0,1

= expérience

viscosité constante

—ai=779%

viscosité variable

—ai=779%

—ai=56%

—ai=35%
ai=25%
ai=1%

FIGURE 3.9 — Les expériences présentes sont celles de [BG05] avec taux de décompression constant
4 5.10° Pa s~! . Les courbes représentent les simulations de la porosité en fonction de la pression
ambiante & viscosité constante (rouge) ou variable (vert et bleu) pour plusieurs porosités de départ.
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®  expérience

r8 viscosité constante

—ai=7,79%

viscosité variable

—ai=779%
r3
—ai=56%
F2
E E 1 L1 —ai=3,5%
0 .
ai=2,5%

1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 04 0,3 0,2 0,1 0
Pa

FIGURE 3.10 — Les expériences présentes sont celles de [BG05] avec taux de décompression
constant & 5.10° Pa s~ ! . Les courbes représentent les simulations du rayon en fonction de la
pression ambiante & viscosité constante (rouge) ou variable (vert et bleu) pour plusieurs porosités
de départ.

Les figures 3.9 et 3.10 montrent I’évolution du rayon adimensionnel des bulles R et
de la porosité « en fonction de la pression ambiante adimensionnelle P,. Les courbes
ont été tracées avec un rayon initial de R; = 17.5 - 107% m, une diffusivitée de D =
6.95076 - 10712 m? 57!, une concentration initiale de C; = 0.0344, un maillage de 50
points, une pression initiale de P; = 10® Pa, une tension de surface de o = 0.1 J m™2,
une densité pour le magma de p,, = 2354 kg m ™3, une température de T = 825°C et
une viscosité effective de n.ry = 59000 Pa s pour la courbe de la simulation & viscosité
constante (rouge) et une viscosité effective variable de rhyolite (bleu et vert) pour les autres
(voir A.2.2).

Les expériences sont les échantillons ABG20, ABG14, ABG25, ABG15, ABG16, ABG30
et ABG32 de |[BG05], qui forment un série temporelle de croissance de bulles sans coales-
cence.

La porosité de la donnée expérimentale initiale, « = 5.6 %, censée étre a ’équilibre, est
différente de la porosité calculée a I'équilibre, o = 7.79%. Cette incertitude nous a conduit
a considérer plusieurs valeurs initiales pour la porosité comprises, entre 3.5 % et 7.79 %.
Comme on le voit dans la Fig.3.9, la porosité de la simulation coincide avec les données
expérimentales pour la courbe démarrant avec une porosité de 7.79 % pour les pressions
ambiantes adimensionelles inférieures & 0.7. Pour les hautes pressions, la porosité expéri-
mentale se situe entre les courbes démarrant avec une porosité de 3.5 % et de 5.6 % et
croit jusqu’a atteindre la courbe démarrant avec une porosité de 7.79 %.

Pour le rayon, les courbes ne sont distinguables que lorsque la pression atteint la moitié de
sa valeur initiale. Les données expérimentales correspondent mieux aux courbes de rayon
démarrant avec une petite porosité (2.5 % et 3.5 %), mais 'erreur expérimentale est telle
que la courbe démarrant avec une porosité de 5.6 % est plus acceptable que celle démarrant
avec une porosité de 7.79 %.

Nous pouvons donc conclure que la porosité initiale change d’expérience en expérience,
variant entre la valeur a I’équilibre (7.79%) et celle de I’échantillon initial (5.6%). On re-
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marque également que lorsque la viscosité est fixe, la croissance du rayon et de la porosité
est similaire & celle avec viscosité variable pour les hautes pressions, sauf qu’elle est plus
rapide & partir de 10% de la pression initiale.

3.6 Comparaison générale avec des données d’expé-
riences de décompression en laboratoire

Nous avons regroupé les données issues de différents articles et exploitables par notre
modéle : [BG05, GHC00, MS00, LHN96, MLKO08, LG04, Gar07, GHC99, IMSD07, TTS09,
TNTS05, MS03,SGLT10]. Ces travaux représentent I’ensemble des expériences de décom-
pression de magma réalisées jusqu’en 2010. Cette comparaison permet de faire le point
sur la capacité du modeéle & reproduire les données expérimentales. La table 3.4 détaille
quelles conditions initiales ont été utilisées pour chaque jeu d’expériences ainsi que leur
provenance et la table 3.5 détaille les expériences considérées dans chaque article.

N
~ -
“l‘ —_—
D
L B L
@ e © < @+
0 8 « Q g = M
w0 < O < = [75]
R % el g 20 S
o 8 3= g - = © - | - =
257 2 £ 7 < s < 8|82
g o T~ D c:G ] =) D o D )]
n o wn j=| o = R=TS ol al
=<l = w = @~ | BF =
S o T 3 g .= a | T =
&) [05] —~ D E o U
O = A S S <
[BG05] ABG1 3.44 0.1 2354 rhyolite
[GHCOO] JpG-33! 4.5 0.1 2354 rhyolite
[1\.[800]/ [31805] -345 / (ps, F10, F34)45 3.44 0.11/0.042,0.06,0.073 | 2218/2200 rhyolite
[LHN96]/ [HN94] LGB-105! 4.4 0.06 2300 rhyolite
[MLKO8] TOVST 6 3.9 0.063 2300 phonolite
[LGO—J:] 456 1pas 4.3 0.1 2400 phonolite
[GarO?] G-440° 3.44 0.15 2350 rhyolite
[GHCQQ] (JPG-13, BN-17, BN-20)%5 4.08 0.15 2354 rhyolite
[IMSD07] B3745 3.58 0.095 2470 phonolite
[TTSOQ] JR1-2 3.44 0.5 2280 rhyolite
[TNTSO5]/ [NIX-+O2] 456 3.44 0.06 2200 dacite
[MSO?)] (150, 50) 3.44 0.1 2300 rhyolite
[SGLJr 10] (EU1, EU2)%5 3.44 0.1 2400 phonolite

. Diffusivité calculée par la formule de [ZB00]

. rayon initial inconnu fixé a 1um

. porosité initiale inconnue fixée a 0.1%

. rayon recalculés pour conserver le volume de la zone d’influence au temps final

. Concentration initiale fixé a la moyenne des valeur de solubilité aux conditions initiales

. Concentration initiale inconnue fixée a pression initiale par la loi de Henry (1.14bis)

N O Ot e W N

. viscosité détaillée en annexe A
TABLE 3.4 — Liste des différentes données expérimentales initiales
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localisation des données Données finales
finales / initiales comparées

ABG6, ABG4, ABG2, ABG7, ABG20, ABG14, ABG25, ABG15, ABG16, ABG30, ABG32,
[BGOS] ABG26, ABG27, ABG28, ABG31, ABG29, ABG33, PPEG, PPE2, PPE4, PPE5, PPE7, PPEL,
PPE10, PPE11, G318, G322, G321, G323, G300, G303, G327, G328

[GHCOO] JPG-42, JPG-43, JPG-44

[1\1800]/ [1\[805] MS-64, MS-58, MS-69, MS-66, MS-60 / F50, F29, F49, F31, F18, F19, F17, F28,

F27, ¥75, F76, F37, F74, F55, F39

LGB-10, LGB-17, LGB-24, LGB-35, LGB-52, LGB-58, LGB-89, LGB-97, LGB-98, LGB-104,
LGB-124, LGB-59, LGB-7, LGB-16, LGB-18, LGB-39, LGB-53, LGB-55, LGB-57, LGB-84,
[LHNQG]/ [HN94] L.GB-85, LGB-88, LGB-101, LGB-102, LGB-135, LGB-136, LGB-74, LGB-76, LGB-81, LGB-82,
LGB-95, LGB-111, LGB-114, LGB-115, LGB-116, LGB-117, LGB-118, LGB-119, LGB-120,

LGB-121, LGB-122, LGB-123, LGB-125, LGB-126, LGB-127, LGB-128, LGB-129, LGB-130

7T9VS15_2_6, 79VS15_2_1, T9VS15_2_10, T9VST_5, T9VST_3, T9VB15_2_12_3_4,
[MLKOS] 79VST_2, 79VST_4, T9VB15_2_12_3_6, 7T9VS15_7_12, T9VS15_7_11,

79VS15_7_13, 79VS15_7_14, T9VB_8_3, T9VB15_7_15, 79VB8_4

[LGO4] LPG1, LPG2, LPG3, LPG3a, G213, G214, G236, G239, G242, G251, G253, G254, G255

[Gdl()?] G-433, G-432, G-434, G-435, G-442, G-437, G-436, G-438, G-439, G-443, G-470

BN-10, BN-11, BN-14, BN-16, BN-18, BN-19, JGP-7, JGP-8, JGP-9, JGP-10, JGP-11,
[GHC99] JGP-12, JGP-14, JGP-15, JGP-16, JGP-18, JGP-17, JGP-19, JGP-22, JGP-23,
JGP-24, JGP-25, JGP-27, JGP-28

[H\ISDO?] B72, B77, B112, B74, B59, B89, B88, B53, B54

[TTSOQ] JRGD2, JRGD5, JRGD3, JRGD13, JRGD6, JRGD7, JRGD14, JRGD25, JRGD28, JRGD10a,

JRGDI15, JRGD23, JRGD16, JRGD24, JRGD18, JRGD20

[TNTSO5]/ [NIY+02] D1, D2, D3, D4-1, D4-2, D4-3, D5, D6, D7, D8, D11
[MSO?)] D5, D3, D4, D1, D11, D12, D18, D16, D15, D6, D7, D8, D10, D9, D14
[SGL“F 10] EU1-1-2a, EU1-1-2b, EU1-1-2¢, EU1-1-2d, EU1-1-2e, EU2-2-3a, EU2-2-3b, EU2-2-3c,

EU2-2-3d, EU2-2-3e, EU2-26a, EU2-26b, EU2-26¢, EU2-26d

TABLE 3.5 — Liste des différentes données finales expérimentales

Nous avons choisi pour modéle de solubilité la loi de Henry (Cr = Kg+/P). 1l a donc

parfois fallu calculer une constante de Henry correspondant au mieux aux données et lois
de solubilité des articles proposant un autre modéle.
De la méme maniére qu’en 3.5, une correction a été faite sur des rayons pour pouvoir
comparer les résultats expérimentaux et les résultats numériques. Ici, cependant, nous
recalculons le rayon initial pour chaque expérience car nous ne savons pas si les conditions
initiales sont & I’équilibre. Les notations sont données dans la table 3.2. Soit R; le rayon
initial recalculé, en supposant la porosité initiale bonne o; = ay,, on a alors

NVi 1—Oéf

R} =R} )
r lNVfl—Oéi

Sur la Fig.3.11, nous présentons la répartition des différentes données en terme de Oy
et ©p. Nous remarquons que les parameétres Oy et © p pour les différentes expériences sont
souvent dans les cas limites tels qu’ils sont déterminés au chapitre 1. Certains cas limites
sont donc utilisables avec la viscosité variable.

84



3.6. Comparaison expériences / résultats

# Gardner, Hilton, Carroll (jul 1999) W Mangan, Sisson (2000)
Lyakhovsky, Hurwitz, Navon (1996) + Hurwitz, Navon (1994) X Mongrain, Larsen, King (2008)
X Larsen, Gardner (2004) @ Gardner (2007)
+ Gardner, Hilton, Carroll (feb 1999) =lacono Marziano, Schmidt, Dolfi (2007)
Takeuchi, Tomiya, Shinohara (2009) Takeuchi, Nakashima, Tomiya, Shinohara (2005)
Martel, Schmidt (2002) A Shea, Gurioli, Larsen, Houghton (2010)
10 Burgisser, Gardner (2005)
0,1 -
0,001 -
”» e
1E-05 ~
+ X
oV +
+ 0, ° X *
1E-07 A X o
. - K- x o
X A _ T X
1E-09 A
1E-11 T T T
0,0000001 0,00001 0,001 ©D 0,1 10

FIGURE 3.11 — Distribution des expériences de laboratoire en termes de Oy et ©p. (Don-
nées provenant de 13 études). Les 4 champs en vert (cas limites, général et équilibre) font
référence a la table 1.1

Puis nous avons comparé les résultats obtenus par notre modéle et les résultats expé-
rimentaux obtenus en laboratoire. On a remarqué que l'on pouvait classer les résultats
suivant les conditions expérimentales connues :

Les expériences o1 il y a eu

— uniquement croissance par décompression.

— coalescence, c’est & dire que les bulles ont pu croitre en se regroupant, ce processus
ne modifie pas la porosité mais modifie la taille et le nombre de densité des bulles.

— nucléation, c’est a dire que des bulles sont apparues pendant la décompression, ce
qui a pour conséquence d’augmenter la porosité et la densité de bulles par unité de
volume de magma et de diminuer la valeur du rayon moyen.

— cristallisation, c’est & dire que lors de la décompression, des cristaux se sont formés
dans le magma

— échappement des bulles, c’est & dire qu'une partie de la population de bulle est sortie
de I’échantillon par flottation, ce processus réduit la porosité.

Analysons maintenant les différentes familles de résultats.

3.6.1 Croissance par décompression

Regardons les cas expérimentaux ne faisant intervenir que les processus de croissance
considérés par notre modeéle (décompression/exsolution). Nous pouvons considérer des ex-
périences tirés de quatre articles [BG05,GHC99,GHC00,LHN96|. Notre programme devrait
retrouver les bonnes valeurs pour ce cas.
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Rayon calculé (um)

m Burgisser, Gardner (2005) —11
¢ Gardner, Hilton, Carroll (feb 1999) Gardner, Hilton, Carroll (jul 1999)
4 Lyakhovsky, Hurwitz, Navon (1996) + Hurwitz, Navon (1994)

1000 100

90 A

80 -

70 A
100 1

:\o‘
S 60+
2
3 ol
3 50 -
[}
o
2
g 40 . .
° A
o
10 4 % "N
- Ny
- ——i
—e— -
o 20 1 . =%a
L
10 A aa
s 2 A A A
N 2 A R
1 0 o ‘ 4 a4 :
0,1 1 10 100 1000 0 20 40 60 80 100
Rayon mesuré (um) Porosité mesurée (vol%)

FiGuRrE 3.12 — Confrontation des résultats expérimentaux et numériques pour des expé-
riences sans autres processus que la décompression/exsolution. Sur chaque graphique est
représentée 'erreur de mesure pour chaque expérience lorsque cette erreur était précisée.
L’absence de barre d’erreur indique une erreur inconnue.

On représente (Fig.3.12), sur le graphique de gauche, en échelle logarithmique, le rayon
calculé par le programme en fonction du rayon mesuré en laboratoire et sur le graphique
de droite la porosité calculée par le programme en fonction de la porosité mesurée en
laboratoire. Nous constatons que les rayons sont estimés avec une marge acceptable, et
la porosité est bien estimée pour ces expériences sauf celles de [LHN96|. Un examen plus
détaillé de chaque série expérimentale est donc nécessaire.
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— |BGO05| (Burgisser, Gardner (2005)) : En apparence, le modéle estime bien les rayons.

Le modeéle nous donne presque toujours une porosité 5 vol.% supérieur a la porosité
mesurée, ceci peut étre du a I'incertitude sur la porosité initiale. En effet nous consi-
dérons qu’a l'instant initial, les bulles sont dans un état d’équilibre, or ce n’était pas
le cas : le temps de repos aprés le trempage étant un peu court (c.f. Fig.3.9 et Fig.3.10
pour voir les conséquences). La porosité a I’équilibre devrait étre plus grande que celle
prise & ’état initial. Hormis le départ légérement hors équilibre, le modéle estime de
maniére acceptable les données.

— |[GHCY99] (Gardner, Hilton, Carroll (feb 1999)) : On constate que I’évolution globale

des rayons et porosités modélisés est en accord avec les mesures, bien que quelques
expériences aient un écart non négligeable avec le modele. Les données initiales (rayon
et porosité) inconnues (supposées R; = lum et o; = 0.1%) peuvent expliquer en
partie cela. Il existe également une porosité d’hydratation qui peut aller jusqu’a 20 %
que nous ne considérons pas. La porosité d’hydratation correspond aux bulles créées
lors de la phase d’hydratation, probablement des espaces entre les grains de la poudre
utilisée. Lors de la mesure du rayon moyen, les bulles d’hydratation, plus grosses,
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n’ont pas été prises en compte. Les bulles d’hydratation grossissent aussi pendant
la, décompression et influent sur la concentration d’eau et la porosité totale qui est
limitée. Elles vont donc agir comme limitant pour les bulles que nous considérons. Il
ne faut peut étre pas entiérement les ignorer comme nous ’avons fait. De plus sur la
fig.2d-e-f de [GHC99], il semble y avoir un peu de coalescence. Ces deux phénomeénes
(bulles d’hydratation et coalescence) générent une dispersion des tailles de bulles et
perturbent les mesures de porosités, ce qui explique les écarts sporadiques.

— |GHCO00] (Gardner, Hilton, Carroll (jul 1999)) : Seules les trois expériences a 725°
étaient exploitables par notre modéle. Le modéle surestime de plus en plus le rayon
quand la pression diminue, contrairement & la porosité qui ne semble fortement sous-
estimée que pour les hautes pressions. La présence de bulles d’hydratation peut la
aussi expliquer une partie de ces écarts, mais le peu de données ne permet pas une
conclusion claire.

— |LHNO96] (Lyakhovsky, Hurwitz, Navon (1996) + Hurwitz, Navon (1994)) : En appa-
rence, le modéle sous-estime les porosités. Les valeurs de porosité reportées ne sont
pas issues de mesures directes, car ce qui est mesuré par [LHN96] est le rayon moyen
et la densité de population de bulles, deux valeurs qui nous ont permis de calculer
une porosité grace a (3.4). Les porosités résultantes, comme expliqué dans [LHN96],
sont fortement sous-estimées. Cet écart ne peut étre corrigé en ’absence de poro-
sités mesurées directement sur les échantillons. Le rayon initial étant recalculé en
partie grace & cette porosité, on peut s’attendre & ce que les conditions initiales ne
correspondent pas a la réalité et aient des conséquences sur le rayon final modélisé.
On constate que 1’évolution des rayons modélisée est en accord global avec les me-
sures, bien qu’il y ait une dispersion non négligeable des données. Ceci nous améne &
considérer 'importance de la précision des conditions initiales et y dédier une section.

Conditions initiales inconnues

Nous avons parlé des conditions initiales inconnues pour certaines courbes. Afin d’étu-
dier leur influence sur le résultat final, nous avons pris ’article avec le plus de résultats et
qui n’avait pas de conditions initiales ( [LHN96]). Les données reportées par [LHN96] sont
reprises et corrigées d'un travail antérieur ( [HN94|). Le travail de [HN94| concernait la
nucléation, et les expériences que nous avons considérées sont celles contenant peu (< 1%)
de microlites (petits cristaux) d’oxyde de fer (magnétite, ilménite).

La nucléation a lieu aux endroits ol se trouvent ces microlites quand il y en a. La donnée

initiale que nous avons prise est une expérience a 790°C, or, comme il est dit dans [HN94],
a partir de 800°C les microlites commencent a disparaitre et la nucléation se fait en beau-
coup plus petit nombre. La plupart des expériences considérées étant & 800°C), la porosité
et le nombre de densité initial réel seront bien inférieurs a 'expérience & 790°C' que nous
avons choisie comme donnée initiale pour tout les calculs. Ce choix vient du fait qu’il n’y
avait pas d’autre donnée initiale dans les articles.
Les données expérimentales ont été confrontées, dans [LHN96], & des résultats numériques
obtenus sur le méme modéle que nous, défini par les équations (1.3), (1.5) et (1.7). La
différence vient de la définition de la viscosité effective 7.y et de I'initialisation des incon-
nues. Nous donnons, dans les explications des codes numériques, les valeurs des constantes
utilisées pour obtenir les points de Fig.3.13.

Dans [LHN96|, les paramétres d’entrée du code numérique sont la concentration d’eau
initiale C; = 0.054, la pression ambiante initiale P, = 150 M Pa, la température T =
780 — 850 °C, la viscosité n = 50000 Pa s, la constante de Henry Ky = 4.4 Pa'/?, la
densité du magma p,, = 2300 kg m 3, la tension de surface o = 0.06 J m~2, la constante
de diffusivite D = 2-10711 m?2 571, le rayon au temps final Ry et la distance de séparation
des bulles calculées S. Le paramétre S est obtenu par le calcul suivant 4753 = 3 /Ny, , ou
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Ny, est la densité de bulles au temps final. La viscosité effective est calculée de la maniére

suivante :

ceci revient a considérer, dans (3.1), la viscosité constante en r, donc indépendante de la
concentration en eau dissoute C. Le volume d’influence S§ est calculé grace au rayon et
a la distance de séparation des bulles 5’8 = S3 — R?, la pression du gaz dans la bulle &
I'instant initial P(0) est donnée, en supposant 1’équilibre chimique du systéme, par P(0) =
(Ci/Kp)?, et le rayon initial R; est obtenu, en supposant I’équilibre mécanique du systéme,
de la maniére suivante R; = 20 /(P(0) — B;).

Les parameétres d’entrée de notre code numérique sont la concentration d’eau initiale Cj,
la pression ambiante initiale P,, la température T, la constante de Henry K, la densité
du magma p,,, la tension de surface o, la constante de diffusivité D, le rayon initial R; et
la porosité initiale ay;. La viscosité effective est calculée en utilisant (3.1) :

R3 s [ 1dny
s = n(R) = () + B [ 5

la viscosité n(r) est décrite en annexe A. Le volume d’influence S§ est calculé par S§ =
R3(1 — a;)/a; et la pression du gaz dans la bulle a linstant initial P(0) est obtenue en
supposant ’équilibre mécanique du systéme, et est donnée par P(0) = P; + 20/R.

Les conditions initiales fournies par [HN94] n’étant pas toujours compatibles avec les
mesures expérimentales de [LHN96] aux temps finaux (par exemple, le rayon et la poro-
sité initiale supérieurs au rayon et porosité finale), nous avons essayé d’autres conditions
initiales. L’étude numérique de [LHN96]| utilise D comme variable d’ajustement, qu'ils

choisissent de fixer & 2.1071. Nous avons donc choisi trois conditions initiales :

1. Comme expliqué précédemment, nous prenons pour condition initiale les données de
Pexpérience & 790°C' avec le rayon, la porosité et la constante de diffusivité qui valent
alors R; = 0.000012 m, a; = 0.0217% et D = 3-10~" m? 57! et tracons les résultats
Fig.3.13 sous la légende R; = 12um.

2. Nous fixons le rayon initial & 0.000001 m, la porosité a 0.0217% et la constante de
diffusivité & 3- 107 m? s~ pour toutes les expériences. Nous tracons les résultats
Fig.3.13 sous la légende R; = 1um.

3. Nous reprenons les données de l'expérience & 790°C' et recalculons un rayon initial
pour chaque expérience de la méme maniére que dans la section 3.5. Nous gardons la
porosité a; = 0.0217% et recalculons pour chaque expérience la constante de diffusi-
vité avec |ZB00]. Nous tragons les résultats Fig.3.13 sous la légende R; recalculé.
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Figure 3.13 — Confrontation des résultats expérimentaux et numériques pour des ex-
périences avec conditions initiales mal contraintes. Sur chaque graphique est représentée
I’erreur de mesure pour chaque expérience lorsque cette erreur était précisée. L’absence
de barre d’erreur indique une erreur inconnue. On a utilisé une constante de diffusivité de
3- 107! pour les deux rayons fixés et une constante de diffusivité recalculée par [ZB00]
pour chaque rayon recalculé.

On représente (figure 3.13) sur le graphique de gauche le rayon calculé par le programme

en fonction du rayon mesuré en laboratoire et sur le graphique de droite la porosité calculée
par le programme en fonction de la porosité mesurée en laboratoire. Nous constatons que
le choix de la condition initiale influe beaucoup sur le résultat. Le fait de recalculer le rayon
initial dans ce cas passe d’une surestimation & une sous-estimation du rayon. La meilleure
estimation de la porosité est obtenue pour le rayon initial choisi arbitrairement & 10~5m
méme si certains points sont clairement surestimeés.
Dans [LHN96], une représentation des résultats pour le rayon était publiée, nous avons es-
sayé de reproduire les mémes graphiques avec les résultats de nos simulations. Sur Fig.3.14,
nous représentons les rayons calculés par nos simulations en fonction des rayons mesurés.
Nous avons tracé quatre jeux de résultats :

1. lorsque 'on recalcule le rayon et le coefficient de diffusivité avec [ZB00] & la place de
celui proposé dans [LHN96| (D, Ri recalculé)

2. lorsque l'on fixe le rayon & 12um et que l'on prend le coefficient de diffusivité (D =
3e — 11) de [LHN96] (D = 3e — 11, Ri = 12um))

3. lorsque l'on recalcule le rayon initial et que l'on fixe la constante de diffusivité a
2107 (D = 2e — 11, Ri recalculé)

4. on a reproduit les points des figure 5c-d de [LHN96] (figh-c-d LHN (1996)).

Suivant [LHN96|, nous représentons a gauche les résultats pour une pression ambiante
supérieure & 110 M Pa et & droite les résultats pour une pression ambiante inférieure a
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Ficure 3.14 — Comparaison avec les résultats numériques et expérimentaux de fig.5c-d
dans [LHN96] pour un rayon initial recalculé et une constante de diffusivité obtenue par
la formule de [ZB00], un rayon initial recalculé et une constante de diffusivité proposée
par |[LHN96] (D = 2e — 11) et pour une diffusivité plus grande proposée par [LHNI6|
(D = 3e — 11) et un rayon fixé a 12um.

Les résultats présentés a gauche sont pour une pression ambiante finale supérieure & 110
M Pa et a droite pour une pression inférieure & 110 M Pa. 1l existe des symboles hors
échelle.

On remarque que certaines de nos données sont similaires & celles de [LHN96], particu-
lierement celles de notre série avec la diffusivité proposée par [LHN96] et le rayon fixé a
12pm. Comme expliqué précédemment, la différence entre nos données et celles de [LHN96|
vient des hypothéses faites pour les conditions initiales : nous supposons que la pression
dans la bulle est a I’équilibre (R = 0) et nous prenons un rayon initial et une concentration
initiale donnés, ce qui nous permet d’étudier les cas de sur/sous-saturation. Dans [LHN96],
ils supposent que la pression dans la bulle P est telle que Kxv/P = C; avec Ky constante

de Henry et C; la concentration d’eau initiale. Le rayon est alors tel que R = 0.

Les rayons initiaux que nous calculons différent pour chaque expérience et se situent
entre 8-1077 m et 5.2-1075 m alors que le rayon initial calculé par [LHN96| par la formule
du rayon critique, avec Ky = 0.0000044 mi/? kgfl/Q, 0=0.06Nm, P,=1.5-10% Pa et
C; = 0.054 vaut R, = 1.936 - 10797, Cette série expérimentale est donc mieux reproduite
par de petits rayons de départ (< 1um) et une diffusivité de 2.107 1.
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3.6.2 Coalescence

Regardons maintenant les cas ol il y a eu coalescence. La coalescence est le fait que
deux bulles s’unissent pour n’en former plus qu’une. Un tel processus conserve la porosité,
mais diminue la densité de bulles par unité de magma et augmente le rayon moyen de la
population de bulles. De plus le volume des régions d’influence va augmenter lors de la coa-
lescence, ce qui va augmenter la valeur du rayon maximum en tout temps. La coalescence

est présente dans les travaux de [BGO05,IMSDO7, TNTS05, TTS09, LG04, MLKO08, Gar07].
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FiGgure 3.15 — Confrontation des résultats expérimentaux et numériques pour des ex-
périences avec coalescence Sur chaque graphique est représentée 'erreur de mesure pour
chaque expérience lorsque cette erreur était précisée. L’absence de barre d’erreur indique
une erreur inconnue.

On représente (Fig.3.15 et Fig.3.16) sur les graphiques de gauche le rayon calculé par le
programme en fonction du rayon mesuré en laboratoire et sur les graphiques de droite la
porosité calculée par le programme en fonction de la porosité mesurée en laboratoire.
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FiGure 3.16 — Confrontation des résultats expérimentaux et numériques pour des ex-
périences avec coalescence Sur chaque graphique est représentée ’erreur de mesure pour
chaque expérience lorsque cette erreur était précisée. L’absence de barre d’erreur indique
une erreur inconnue.

Nous constatons que les rayons sont souvent sous-estimés comme nous ’avions prévu,
puisque le rayon augmente sous 'effet de la coalescence et que les porosités ont tendance a
étre surestimeées et dispersées autour de la droite idéale (1 : 1). Les barres d’erreur peuvent
étre assez grandes, ceci vient du fait que la coalescence étale la distribution de population
(la taille des bulles qui coalescent évolue beaucoup plus vite que les autres).

Un examen plus détaillé de chaque série expérimentale est nécessaire pour mieux com-

prendre les comportements sur les graphiques.

— |BGO5] (Burgisser, Gardner (2005)) : Nous sous-estimons la porosité et le rayon
de toutes les expériences a faible taux de décompression (PPFE) sauf PPFE1. Les
expériences PPFE sont les points les plus éloignés sous la droite 1 : 1. Ceci est da
& la présence probable de bulles d’hydratation dans les échantillons PPE qui ont
été préparés selon la méme méthode que [GHC99, GHCO0| (voir 3.6.1) [A.Burgisser,
communication personnelle, 2012|. Tous les autres échantillons de [BGO5| ont été
préparés afin d’éviter les bulles d’hydratation. Lorsque le taux de décompression est
faible (0.025 M Pa s~!), nous sous-estimons le rayon comme attendu. Nous trouvons
un rayon bien estimé pour le taux de décompression & 0.1 MPa s~! et, pour la
décompression la plus rapide, nous surestimons le rayon et la porosité de la méme
maniére que pour les expériences sans coalescence. Ces observations corroborent celles
de |[BGO5], qui concluaient que la coalescence a un role plus important lorsque la
décompression est suffisamment lente.

— |TNTSO05| (Takeuchi, Nakashima, Tomiya, Shinohara (2005) ) : Le rayon et la po-
rosité & I’état initial sont inconnus (supposé R; = 107%m et a; = 0.1%). Le modéle
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approche bien la porosité et sous-estime fortement le rayon. La plupart des expé-
riences produisent des bulles sphériques et contiennent 20 %poids de cristaux. Les
bulles sphériques signifient que 1'on est exactement dans le modéle considéré, qui
considére une expansion isotropique. Nous ne prenons pas en compte la cristallisa-
tion dans notre modéle, ce qui entraine une surestimation de la porosité. Le modéle
surestime la porosité des deux plus hautes pressions, ce qui fait penser que la cris-
tallisation a lieu dans les hautes pressions, au début de la décompression. Les points
pour la porosité semblent alignés dans les expériences avec bulles sphériques, mais
les porosités sont sous-estimées d’environ 5 %. Les données initiales que nous avons
fixées ne semblent donc pas correspondre & la réalité. Le rayon a un comportement
normal pour des expériences ot il y a eu coalescence.

— [IMSDO7] (Tacono Marziano, Schmidt, Dolfi (2007)) : Les données initiales étaient
inconnues, nous avons donc fixé les mémes conditions initiales pour toutes les expé-
riences (supposées R; = 1076 et a; = 0.1%). La porosité est surestimée en général.
Le rayon est sous-estimé pour les basses pressions. La nucléation n’est pas homogéne
pour trois des cas traités. La décompression n’est pas continue pour deux des cas
traités (bien que la plupart des décompressions se fassent par sauts de pression, ici
certaines sont décompressées continiment). Comme vu dans la section 3.4, la dif-
férence entre ces deux types de décompression est de plus en plus grande quand la
pression diminue mais les expériences étant a I’équilibre, cette erreur est infime, cela
ne peut donc pas étre la cause de la surestimation de la porosité. Dans [IMSDO07|,
les auteurs ont observé que la coalescence a lieu dans les basses pressions. Les rayons
dans ce cas se comportent comme attendu, le modéle les sous-estime fortement. Les
conditions initiales incertaines et la nucléation durant la décompression expliquent la
surestimation de la porosité.

— |TTS09] (Takeuchi, Tomiya, Shinohara (2009)) : Le rayon est sous-estimé par le
modeéle et la porosité est globalement bien estimée. Il est surprenant que les porosités
soient aussi bien estimées, alors que dans certaines expériences, il y a eu rupture de
la capsule et perte de masse de gaz importante avant la fin de la décompression.
Les porosités pour les pressions les plus hautes (30 M Pa) sont toutefois fortement
surestimées par notre modéle pour une raison inconnue.

— |[LGO04] (Larsen, Gardner (2004)) : Les rayons et porosités initiales sont inconnues
(supposés R; = 1075m et a; = 0.1%). D’autres données étaient parfois inconnues
telles que la concentration d’eau initiale pour les expériences commencant & plus de
140 M Pa pour les phonolites de type LST 3-1-140 et celle commencant & 150 M Pa
pour les phonolite de type HAE 2-1-95. La plupart des rayons sont sous-estimés
comme nous ’avions prévu. En apparence, la moitié des porosités semble bien esti-
meées, et 'autre moitié est clairement surestimée par notre modeéle. Il y a plusieurs
raisons & cela. Des bulles d’hydratation sont présentes, mais la porosité mesurée n’est
pas corrigée par les auteurs. Les expériences dont on ne connaissait pas la concen-
tration d’eau initiale, a ’exception d’une, sont celles dont nous avons surestimé la
porosité. La concentration que nous avons choisie était trop importante. Le rayon et
la porosité initiale que nous avons choisis semblent acceptables au vu des résultats.
Les résultats correspondent & ce que nous attendions lorsque les données initiales sont
connues. Pour pouvoir estimer la porosité, il nous faut bien connaitre la concentration
d’eau.

— |[MLKO8] (Mongrain, Larsen, King (2008)) : Ici sont représentées les expériences
s’arrétant avant 40 M Pa, les autres ayant eu de ’échappement et étant détaillées
dans la section échappement. Les porosités sont bien estimées. Les rayons sont, pour
les hautes pressions, bien estimés et, pour les basses pressions, sous-estimés comme
nous ’avions prévu.

— |Gar07] (Gardner (2007)) : Nous avons choisi la méme concentration initiale pour
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toutes les expériences alors que la température n’était pas toujours la méme. Le rayon
est bien estimé dans la plupart des cas; en considérant les erreurs de mesure, seules
deux expériences ont un écart important. La porosité est surestimée, ce qui peut
s’expliquer par le fait que nous avons choisi une constante de Henry qui n’était pas
adapté pour la concentration initiale considérée. Le choix d’une concentration unique
pour différentes températures et d’une constante de Henry mal adaptée expliquent
les écarts constatés.

3.6.3 Nucléation

Regardons maintenant les cas ou il y a eu nucléation durant la décompression. On dit
qu’il y a nucléation durant la décompression quand la majorité des bulles apparaissent
durant la décompression. Un tel processus va augmenter la densité de bulles par quantité
de liquide, ainsi que la porosité et diminuer le rayon moyen de la population de bulles.

On peut donc s’attendre & ce que notre modéle sous-estime la porosité et surestime le
rayon. En effet la distance de diffusion est plus petite quand il y a plus de bulles et la
sursaturation du liquide implique une porosité sous-équilibre. La nucléation est présente

dans les articles [MS00, MSO05].
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FiGurge 3.17 — Confrontation des résultats expérimentaux et numériques pour des ex-
périences avec nucléation. Sur chaque graphique est représentée 'erreur de mesure pour
chaque expérience lorsque cette erreur était précisée. L’absence de barre d’erreur indique
une erreur inconnue.

On représente (figure 3.17) sur le graphique de gauche le rayon calculé par le programme
en fonction du rayon mesuré en laboratoire et sur le graphique de droite la porosité calculée
par le programme en fonction de la porosité mesurée en laboratoire.
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Nous constatons que le rayon est sous-estimé et presque toutes les porosités sont sures-
timées. Un examen plus détaillé de chaque série expérimentale est nécessaire pour mieux
comprendre les comportements sur les graphiques.

— |MSO00] (Mangan, Sisson (2000)) : Seules trois expériences, dont les rayons et porosité
initiaux étaient inconnus (supposés R; = 107 et o; = 0.1%), ont pu étre modélisées.
On constate une sous-estimation du rayon par notre modeéle (légére dans un cas) et
une surestimation (légére dans deux cas) de la porosité par notre modeéle. Ceci peut
étre di au choix du rayon et de la porosité initiale, car le choix que nous avons fait
équivaut a une densité de bulles d’environs 10% ¢m ™2 alors que la densité de bulles des
expériences varie entre 10° em ™3 et 107 em=3. [MS00] étudie les systémes HyO —COs.
Dans les différentes expériences qui nous ont servies de données initiales : il y avait
entre 18 ppm et 62 ppm de C'O4 dissout. Au temps final, deux expériences ont moins
de 4 ppm de CO5 dissout, alors que le dernier en a 20 ppm. Cette derniére a pu étre
mieux modélisée que les deux autres, ce qui confirme que les bulles de ces derniéres
expériences contiennent un mélange HoO — COs et ne suivent donc pas les mémes
lois de diffusion que notre modéle qui ne tient compte que de HsO.

— [MSO05] (Mangan, Sisson (2005)) : Les rayons et porosité initiaux étaient inconnus

(supposés R; = 1076 et a; = 0.1%). Les rayons sont sous-estimés par notre modéle.
Par contre il semblerait que I’on ait deux catégories de porosités. Les petites porosités
sont surestimées par notre modeéle alors que les grandes porosités (> 30%) sont bien
estimées. Ceci laisse penser que la nucléation n’a lieu que dans les hautes pressions,
puis que la décompression a un effet régulateur.
La porosité initiale choisie était trop grande, car Fig.3.10 nous montre que si on prend
une porosité initiale plus grande, le rayon estimé sera plus petit. Dans ce cas, une
expérience a une porosité initiale de 1 %. Peut étre aurait-il fallu prendre une porosité
initiale plus petite et un rayon initial plus gros que 0.1 wm car les rayons varient entre
14 pm et 100 pm. Ceci est en relation avec la densité de bulles pour laquelle on a
une différence de 2 & 4 ordres de grandeur. Les expérience ont une densité de bulles
qui varient entre 10* em™3 et 10 em ™3 alors que les conditions initiales que nous
avons prises imposent une densité de bulle de 108 em™3. L’écart entre les résultats
numériques et expérimentaux est donc dii a un mauvais choix du rayon et de la
porosité initiale, qui nous empéche de retrouver le comportement attendu.

3.6.4 Cristallisation

Regardons maintenant les cas ot il y a eu cristallisation durant la décompression. La
cristallisation est le fait qu'une partie du magma se solidifie et se transforme en cristaux.
Un tel processus va diminuer la taille de la zone d’influence. La porosité sera limitée par
le volume de cristaux, puisque la porosité mesurée prend en compte les cristaux dans le
volume total. La porosité calculée sera donc plus grande que la porosité mesurée. Certains
types de cristaux ne contiennent pas d’eau (plagioclase, pyroxéne et oxyde) et vont donc
sursaturer le liquide magmatique restant. Lorsque ces types de cristaux sont les seuls
présents, le rayon réel grossit plus vite que la prédiction que 'on va faire car leur zone
d’influence se charge en eau tout en étant limitée par les cristaux. La cristallisation est
présente dans les travaux de [MS03,SGLT10].

95



CHAPITRE 3. VALIDATION DU SYSTEME MONODISPERSE

Rayon calculé (um)

Cristallisation
30 100
920
25 4
80
—o0— H40H
70 o
20 4 =
g 60
g
o
2
15 3 50
8 n
2
] 4]
A ———t—1 <]
s £ S
.
L
10 A ™ ——
30
u
0:0-“0! L -
] -
20
[ ] [ ] -m
5
10
0 . . i i i 0 . . . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 20 0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100
Rayon mesuré (um) Porosité mesurée (vol%)
¢ Martel, Schmidt (2002) B Shea, Gurioli, Larsen, Houghton (2010) —11

FiGuRrE 3.18 — Confrontation des résultats expérimentaux et numériques pour des expé-
riences avec cristallisation. Sur chaque graphique est représentée ’erreur de mesure pour
chaque expérience lorsque cette erreur était précisée. L’absence de barre d’erreur indique
une erreur inconnue.

On repreésente (figure 3.18) sur le graphique de gauche le rayon calculé par le programme en
fonction du rayon mesuré en laboratoire et sur le graphique de droite la porosité calculée par
le programme en fonction de la porosité mesurée en laboratoire. Un examen plus détaillé
de chaque série expérimentale est nécessaire pour mieux comprendre les comportements
sur les graphiques.
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— [MS03] (Martel, Schmidt (2002)) : Les rayons finaux médians ne figurent pas dans

Iarticle, ils nous ont été fournis par C. Martel. La porosité semble étre légérement
surestimée par notre modeéle pour les hautes pressions et davantage surestimée pour
les basses pressions. La porosité mesurée a été recalculée sur une base sans cristal (cela
correspond a la porosité de notre modele), la surestimation ne vient donc pas de la.
1l existe de la sursaturation locale du magma autour des cristaux qui va faire croitre
plus vite les bulles et donc la porosité. Comme dit dans [MS03], le nombre de cristaux
ne cesse d’augmenter avec la chute de pression. Notre surestimation de la porosité
est donc normale. D’aprés les conclusions de [MSO03], la cristallisation a lieu aprés
que D’exsolution soit achevée. Les types de cristaux présent sont titanomagnétite,
orthopyroxéne, plagioclase et cristobalite. Ces trois premiers types de cristaux ne
contiennent pas d’eau et vont donc sursaturer le liquide magmatique localement,
provoquant un surcroit de masse d’eau dans les bulles. Les cristobalites ont des effets
inconnus sur le magma environnant. Leur présence est difficilement distinguable, nous
ne savons donc pas 'importance de leur perturbations. Certaines expériences ayant
des rayons au temps final plus petit qu’au temps initial, on peut penser que la donnée
initiale est trés variable suivant les types de cristaux présents et leurs concentrations.

~ [SGL*10] (Shea, Gurioli, Larsen, Houghton (2010)) : Les rayons et porosités initiaux
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sont inconnus (supposés R; = 107%m et a; = 0.1%). On constate une surestimation
systématique de la porosité. Les cristaux présents sont essentiellement des titano-
magnétites. De la méme maniére que précédemment, surestimer la porosité parait
normal, puisque la cristallisation entraine une sursaturation du liquide magmatique
et donc une croissance plus importante pour les bulles et la porosité associée. La
porosité mesurée est en fait calculée & partir de la porosité 2D, qui n’est pas faite sur
une base libre de cristal. De plus lors des expériences, il y a nucléation, fragmentation
et coalescence. La densité de bulles est recalculée dans [SGLT10], et correspond a la
densité de bulles que nous avons imposée. Les échantillons sont trop petits pour voir
les bulles de rayon supérieur a 0.120 mm, donc le volume moyen des bulles mesurées
est inférieur & ce qu’il devrait étre. La porosité initiale choisie est donc trop grande,
en effet on remarque un alignement des points le long de la droite idéale (1 : 1).

3.6.5 Echappement

Regardons maintenant les cas ot il y a eu échappement des bulles durant la décompres-
sion. L’échappement est le fait que des bulles sortent de I’échantillon par flottation, nous
faisant ainsi perdre une partie des données. Un tel processus va diminuer la porosité et la
densité de bulles par quantité de liquide et faire varier aléatoirement le rayon moyen de la
population de bulles puisqu’on ne sait pas quelles bulles s’échappent. L’échappement des
bulles est présent dans les articles [LG04, MLKO08,IMSDOT7].

Echappement
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—11 < Larsen, Gardner (2004)
Mongrain, Larsen, King (2008) X lacono Marziano, Schmidt, Dolfi (2007)

FiGURE 3.19 — Confrontation des résultats expérimentaux et numeériques pour des expé-
riences avec échappement de bulles. Sur chaque graphique est représentée I’erreur de me-
sure pour chaque expérience lorsque cette erreur était précisée. L’absence de barre d’erreur
indique une erreur inconnue.

On représente (figure 3.19) sur le graphique de gauche le rayon calculé par le programme
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en fonction du rayon mesuré en laboratoire et sur le graphique de droite la porosité calculée
par le programme en fonction de la porosité mesurée en laboratoire. Nous constatons que la
porosité est surestimée pour un certain nombre d’expériences. Les tailles de bulles sont plus
grandes car I’échappement cause la coalescence. Un examen plus détaillé de chaque série
expérimentale est nécessaire pour mieux comprendre les comportements sur les graphiques.

— |LGO04] (Larsen, Gardner (2004)) : Les porosités sont surestimées et les rayons sont
partiellement sous-estimées au vu de leur erreur de mesure. Les rayons et porosi-
tés initiaux sont inconnues (supposés R; = 107%m et a; = 0.1%). D’autres données
étaient parfois inconnues telle que la concentration d’eau initiale pour les expériences
commencant & plus de 140 M Pa pour les phonolites de type LST 3-1-140 et celle
commengant & 150 M Pa pour les phonolites de type HAE 2-1-95. Toutes les décom-
pressions se font par saut de pression compris entre 5 et 100 M Pa. Les expériences
que nous représentons ici sont celles ot nous n’avions pas de concentration initiale ou
bien celles avec une décompression par saut de 100 M Pa. Il y a également des bulles
d’hydratation. Il existe également une différence de deux ordres de grandeur entre
la densité de bulle reportée dans [LGO04] et celle que 'on impose. Ceci signifie qu'un
phénomeéne autre que la décompression a fortement influencé 1’évolution des bulles.
Le modéle se comporte comme nous le pensions en surestimant la porosité. La sous
estimation du rayon est probablement due & la coalescence.

— [MLKO08] (Mongrain, Larsen, King (2008)) : Notre modéle surestime de plus en plus
la porosité. Les porosités surestimées sont celles des expériences stoppées a 40 M Pa
avec un temps de repos plus ou moins important(de 60 & 600 secondes) et celles des
expériences stoppées & 30, 20 et 10 M Pa. Si il y a bien échappement pour les faibles
pressions, alors il est normal que notre modéle surestime toutes les porosités. Les
rayons sont assez bien estimés au vu de 'erreur de mesure, la coalescence ne serait
donc pas dominante.

— [IMSDO07] (lacono Marziano, Schmidt, Dolfi (2007)) : Les données initiales étaient
inconnues, nous avons donc fixé les mémes conditions initiales pour toutes les ex-
périences (supposées R; = 8.107% m et a; = 13.7%). Les rayons dans ce cas se
comportent comme attendu, le modéle les sous-estimant fortement. Plusieurs proces-
sus interviennent dans ces expériences. La nucléation n’est pas homogéne pour trois
des cas traités et la décompression n’est pas continue pour deux des cas traités (bien
que la plupart des décompressions se fassent par saut de pression, ici seules deux
se sont déroulées de cette maniére). La coalescence a lieu dans les basses pressions.
Finalement, il y a eu échappement, d’ot la dispersion et la surestimation des données
de porosité.

3.7 Conclusions de la validation

Les simulations de notre modéle retrouvent bien des comportements similaires & des
simulations d’anciens modéles. L’application aux différents articles testés nous montre que
les simulations sont en accord avec les expériences de liquide sans cristaux dans lesquels
il n’y a eu qu’une seule nucléation. Dans les situations plus complexes, nous retrouvons le
bon comportement en tenant compte des autres mécanismes qui rentrent en jeu lors de la
décompression.

Notre choix d’initialisation semble bon pour certains cas, mais problématique pour
d’autres, comme on a pu le voir en comparant nos résultats a ceux de [LHN96]. D’une
maniére générale, il est important de s’assurer que les données initiales choisies (R; et
a;) sont en adéquation avec la densité de bulles de l'expérience, excepté quand il y a
coalescence.

La décompression peut étre vue comme linéaire si on est dans le cas d’équilibre, sinon,
comme vu & la section 3.4, les rayons et porosités calculés avec la décompression linéaire
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sont sous-estimés par rapport & ceux calculés avec une décompression par sauts de pression
successifs. La plupart des expériences ayant des paramétres © p et ©y plus petits que le cas
testé en section 3.4, la décompression par saut de pression ne posera pas de probléme. Pour
celles ayant des paramétres plus grands (certaines expériences de [GHC00, LHN96, MS03,
BGO035]), en revanche, nous avons estimé que la différence créée par les sauts de pression
pourrait étre plus importante.

Suite aux différents exemples étudiés, on peut conclure que le modéle permet de mo-
déliser ’évolution de la porosité avec une erreur acceptable dans le cas de coalescence et
décompression. L’évolution du rayon ne peut étre déterminée correctement pour aucun
autre processus que la décompression seule, et ce seulement si les données initiales sont
connues pour chaque expérience.

99






Chapitre 4
Passage aux équations cinétiques

Comme on ’a vu dans le chapitre précédent, le modéle monodisperse ne suffit pas tou-
jours pour prévoir I’évolution d’un ensemble de bulles, puisque, par exemple, le phénomeéne
de coalescence ne peut étre décrit. Pour cela, nous considérons une population de bulles
polydisperse, en d’autre termes, nous allons étudier 1’évolution de la fonction de distribu-
tion n(t, v, m,w) qui représente la nombre de bulles ayant & un instant ¢ > 0, un volume
v, une masse m et un volume de zone d’influence w.

La croissance monodisperse de bulles sphériques dans un magma a été décrite dans
les chapitres précédents par le systéme d’équations différentielles adimensionnelles (voir
[PSA93, LNL04, FCMBJ12|) qui décrit I’évolution en temps d’une bulle de rayon R et de
masse M entourée par une région d’influence de rayon S. Je le rappelle ci-dessous :

) R Y
-t (p_p-2) | 4.1
R Oy < R) (1)

ou P représente la pression du gaz dans la bulle et est reliée & la masse et au rayon par la
loi des gaz parfaits M = PR3, quand la température est constante.

(4.2)

couplée au modeéle de diffusion pour la concentration de la masse de gaz dissous dans la
région d’influence :

d:C(t,7) = oy (r*0,C(t,1)) (4.3)

1
r20 D
L’équation (4.3) est conditionnée par une condition de solubilité sur le bord interne r = R
et une condition de flux nul sur le bord extérieur r = S de la région d’influence :

C(t,R) = Cg/P(t), S%0,C(tS) =0 . (4.4)

Nous supposons qu’au temps initial £ = 0, le systéme bulle-magma est & 1’équilibre et
que la concentration d’eau dans la région d’influence (dans le magma) est uniformément

distribuée :
C'Z'ZC(()’T'):CHMl—i-%, (4.5)

ou Cp est une constante donnée par Cyg = Kgy+/FP;, avec P; la pression ambiante dimen-
sionnelle et Ky la constante de solubilité de Henry.
Par hypothése, le volume W de la région d’influence reste constant :

W=8_-R=253 (4.6)
Les détails sur ces équations sont donnés au chapitre 1 ou dans [LNL04, FCMBJ12].
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Nous décrirons I’évolution de la distribution du groupe de bulles par une équation
cinétique de type coagulation-Smoluchowski. Pour un modéle similaire, voir [LGS04] dans
lequel la fonction de distribution ne dépend que du volume des bulles et du temps.

Nous ferons ensuite le lien entre les valeurs macroscopiques et microscopiques afin de
s’assurer que nous évoluons de maniére similaire en monodisperse et polydisperse.

Afin d’écrire I’équation aux dérivées partielles vérifiée par n, nous voulons découpler
le systéme d’équations différentielles ordinaires (4.1)-(4.2) du probléme de diffusion (4.3).
Nous devons donc approcher le flux d’eau rentrant dans la bulle par diffusion de la région
d’influence par une formule explicite (section 4.2).

Ensuite, nous devons modéliser la coalescence de deux bulles, c’est-a-dire donner leur
taux de coalescence. Nous définissons ainsi deux noyaux physiques (section 4.3).

Enfin, nous redéfinirons le modéle en deux dimensions (section 4.4).

4.1 Description cinétique

Notons €2 I'espace borné défini par

Q= [Umina Umam} X [mminvmmax] X [wminywmax] (47)

et par dw = dvdmdw son élément infinitésimal. Ici et dans la suite v représente le volume
de la bulle, m sa masse et w le volume de sa région d’influence. La fonction de distribution
n = n(t,w), avec (t,w) = (t,v,m,w) € [0,1] x Q, représente le nombre de bulles ayant leur
parameétres entre w et w + dw au temps t par volume de magma. La croissance des bulles
par décompression, diffusion et coalescence est décrite par I’équation cinétique suivante :

On + 0y (Pn) + O (En) + 0y (I'n) = Q(n), (4.8)

ou & = ®(t,v,m,w), E = E(t,v,m,w) et I' = T'(t) sont respectivement les taux de
croigssance de chaque variable d’espace v, m et w et sont respectivement déduits de (4.1),
(4.2) et (4.6) :

O(t,v,m,w) = 3 (m —vP,(t) — Zv(2/3)> (4.9)
Oy
- 3Pm
E(t,v,m,w) = —F(t,v,m,w) (4.10)
©p
avec F'(t,v,m,w) & déterminer (voir section 4.2) et
I'(t) =0, (4.11)

par hypothése, le volume de la zone d’influence est constant pendant la décompression et
la diffusion (voir (4.6)). Nous remarquons que (4.9) est la réécriture en volume de (4.1).

L’opérateur Q(n) que l'on présentera dans la section 4.3 et le chapitre 5, représente le
terme de coalescence.

Lien entre les variables polydisperses et monodisperses

La porosité peut étre mesurée aux niveaux microscopique et mésoscopique, elle résulte
du rapport entre le volume occupé par les bulles sur le volume total, qui est égal & la
somme du volume des bulles et du volume de liquide :

volume des bulles

aft) =

Au niveau microscopique, on avait :

R\’ R
aft) = (S) = m7 (4.13)

4.12
volume des bulles 4+ volume du liquide ( )
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avec Sy constante. Le volume de la zone d’influence, SS’, représente le volume de liquide
interagissant avec la bulle que 'on considére.

Dans le cas polydisperse, nous devons d’abord définir le volume total occupé par les
bulles et celui occupé par le magma. Pour cela, définissons les moments de la fonction de
distribution n(t, v, m,w) :

M jk(t / / / vt m? Wk n(t,v, m,w)dvdmdw, (4.14)

Le moment d’ordre 0 (i+j+k = 0) représente le nombre de bulles, Mg o,0(¢) ; les moments
d’ordre 1 (i 4+ j + k = 1) représentent le volume total occupé par les bulles, M o(t), la
masse d’eau totale contenue dans les bulles, Mg 10(t), et le volume total occupé par le
liquide, Mg ,1(¢). Ainsi, pour une population de bulles (niveau mésoscopique), la porosité
sera définie par :
M 00(t)

Mip0(t) + Moo (t)
On remarque que si Q(n) = 0 (pas de coalescence), alors Mg o(t) est constant, et on

verra que si ® = = =I' = 0 (coalescence seule), alors les moments d’ordre 1 seront conser-
s : Mi,0,0, Mo,1,0 et Mop,1 sont constants, ainsi la porosité est également constante.

a(t) =

(4.15)

Lemme 4.1.1 . Posons N(t) = Mg ,0(t).
Lorsqu’il n’y a pas coalescence, Q(n) = 0, pour une fonction de distribution n & support
compact en t =0, si F(t,v,0,w) >0 et li_I)n F(t,v,m,w) < 0, alors 'équation cinétique
m oo
vérifiera N(t) = 0.

Démonstration
On intégre ’équation cinétique en se rappelant que I'(t) = 0. On a donc une relation entre
Pet =

dN
dt / / O(t, v, m,w)n(t,v,m,w)],~, dmdw+
(4.16)
/ / [E(t, v, m,w)n(t,v,m,w)]>_,dvdw
Or, par hypotheése, n est & support compact en t = 0 : lim n(0,v,m,w) = 0 et

V—00

lgn n(0,v,m,w) = 0. Pour que cela reste vrai en tout temps, il faut que hm O(t,v,m,w) <
m

0 pour tout temps t, toute masse m et tout volume d’influence w, ce qu1 est vrai, et

lim E(t,v,m,w) < 0 pour tout temps ¢, tout volume v et tout volume d’influence w.
m—0oQ

Pour que les intégrales soient nulles, il faut également que n(t,v = 0,m,w) = 0 pour
tout temps t, toute masse m et tout volume d’influence w et que n(t,v,m = 0,w) = 0
pour tout temps ¢, tout volume v et tout volume d’influence w. Une condition suffisante
pour cela est que ®(¢,v = 0, m,w) > 0 pour tout temps ¢, toute masse m et tout volume
d’influence w, ce qui est vrai, et Z(¢t,v,m = 0,w) > 0 pour tout temps ¢, tout volume v et
tout volume d’influence w. O

Pour avoir conservation de la quantité de bulles Mg o(t), il nous faut donc une expres-
sion du flux telle que F'(¢,v,0,w) > 0 et Tr}i_r)nooF(t, v,m,w) < 0.

4.2 Approche des taux de croissance

Comme on 'a vu, les taux de croissance de ’équation (4.8) sont ® défini par (4.9),
= défini par (4.10) et T" défini par (4.11), toutefois pour que = soit entiérement défini, il
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nous faut une expression du flux, F'(¢,v, m,w), a I'interface de la bulle et du magma. Ceci
revient & approcher la solution de I’équation de diffusion en tout temps pour toute donnée
initiale. Nous approchons le flux de deux maniéres : en utilisant les fonctions de Green, et
par la méthode présentée en section 2.8.

Une comparaison numérique de ces deux flux est faite en chapitre 6.

4.2.1 Approche du flux par une formule de Green

Dans cette section, on cherche a résoudre ’équation de diffusion (4.3). En négligeant le
mouvement de la paroi de la bulle, nous devons trouver une solution explicite du probléme :

0pr9,C = 9,(r*9,C), C(R,t) =CyVP, 8.C(5t)=0 (4.17)

avec une condition initiale uniforme en r € [R, S| : C(0,r) = C;, Vr .

En appliquant le changement d’inconnue :

T(t,r)=C(t,r) — Cg+/P(t)

on obtient le probléme suivant, pour t > 0, r € [R, S], avec L =S — R

OpoT = T%aT (T28TT> + 6D9<t7 ’f')

T(0,r) = C(0,7) — Cr+/P(0) (4.18)
T(t,R) = 0

oT(t,S)=0

Ol Nous posons

g(t,’l”) =-C P(t)

TP

Pour résoudre (4.18), on va utiliser les fonctions de Green (voir [CBHSL11, GLi]). On
a la relation suivante entre les notations de [GLi| et les notres : « = k = 1/Op, ka = S,
ho=-1,a=Retb=S5.

Remarquons que 7'(0,7) est constante en 7, la fonction 7' s’écrira donc de la maniére
suivante :

b
T(t,r) = / G(r,t]',0)T(0,r")4mr"*dr’ (4.19)
T't—CL b
+ / G(r,t\r/,T)g(T,r/)47rr’2d7“'dT (4.20)
=0 Jr'=a

ou G(r,t|r',7) est la fonction de Green.

Dans le cas d’'un domaine sphérique décrit de maniére radiale avec une condition de
Dirichlet & gauche et une condition de Neumann & droite, il nous faut utiliser la fonction
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de Green notée Grgio dans [GLi| et défini pour 0t < 0.022 par :
(b—a)?0p
1 (r—1")?
G | = =)
rs12(r | ) 8rrr'[ra(t — 1)]1/2 {exp [ do(t — 1)
(r 47" — 2a)? (2b—7r —7')?
P [ 4ot — ) +exp 4ot — )
. ” ) . (4.21)
r—r alt —1
B B?
47rrr’bep[ S 2Ty }
2b—r —7' By [a(t—7)]1/2
xerfc [[4a(t—r)]1/2 + 2
ou, définie po b7 and pa;
u ni ur —————— gran I
1 > B2 alt —1)
G t|r = _Pm2 1)
rsua(rt |7',7) 27r(b—a)7“r’mzz:leXp [ (b—a)?
(4.22)

—63”+H22 sin | 8 r-a sin [ 5 77"—&
B2, + H2 + Hy "b—a "b—a

avec Hy = BoRy, Bo = —1 et Ry = (b— a)/b et B, solution de

Bm COt(ﬁm) - _H2

Le temps que nous considérons est petit ¢t € [0, 1], mais lorsque la porosité augmente,
la distance L rétrécit et nous travaillons essentiellement sur des cas avec ©p petit, nous
allons donc travailler avec (4.22). Ceci entrainera une erreur, car (4.22) n’est valable que
pour 7 < t —wOp(b—a)? avec w grand et > 0.022. Le cas oit ©p grand ne nous intéresse
pas car dans cette limite, M = 0 et donc le flux est nul. Il n’y a donc pas besoin de chercher
une autre expression du flux.

4.2.1.1 Solution de Green pour Op << 1

Proposition 4.2.1 Si Op << 1, la solution de (4.18) calculée en utilisant le formalisme
de Green se lit :

T(tr)=) %Bmcm sin (/er—LR> (I2(t) + IO, (¢, 7)) (4.23)
m=1

o, pour m € IN*, B, sont les solutions positives de :

Bm COt(,Bm) = —Ho , Hy = _?L = -1+ a1/3

les coefficients By, et Cp, sont respectivement définis par :

B, — _ PmtHj

= —" = 4.24
B2, + H2 + Hy (4.24)

2
Cn=—R |, 4.25
5 (4.25)
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la fonction IS0(t) est donnée par intégrale :

i [ (BE—1) CuP)
(1) = /0 p( o1 >2md (4.26)

et la fonction IO (t,r) est donnée par :

2
10t r) = (O(to, r) — Cy P(to)) exp |—tDm (4.27)
©plL?
Démonstration
Nous posonsa = R, b= S, L =b—a, a = 1/0Op. Nous allons d’abord résoudre la premiére
t —

intégrale (4.19) qui représente les conditions initiales pour le cas S — grand :

(b — a)26D
B2+ H3
On pose B m

S 12 2 !
T(0,r)4nr Bt . r—RY r—R !
o= [ R Yow g Basin (s s (") 0

_ > 2 Brznt . T_R S /. T/—R /
= T(0,r) Z:: Eexp [ GDL2] B,, sin <BmL> /R 7' sin (,Bm 7 )dr

on intégre par parties et on utilise le fait que S, cos(5,,) = —Ha sin(f5,,). On obtient :
(o)
2 B2t - R
A = T(O,r)mz: I exp [— @;L2] ' Sin <Bm >

X

([ (58 on (55

2 2 ¢ ) r—R
= T(O, T) Z E exXp |:_@D_L2:| Bm sin (leL>

m=1

« ( Sﬁ? cos(m) +Rﬁ—m + < ;m >25m(5m)>

En utilisant (4.27) et (4.25), on a :
oo 1 _
=" “BuCpsin <ﬁmTLR> 10 (t,r) (4.28)
,
m=1

Pour 'intégrale (4.20), comme g(7,7’) ne dépend pas de l'espace, nous pouvons I’écrire
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sous la forme g(7,7") = g(7) et on obtient :

o [ [ e[ (5

. — R\ Bng(r)dmr?
sin (ﬁm 17 ) oLy dr'dr

o] _ t 2 _
- £ () [l B

X

X
S
nn
ﬁ\
=.
=
A~
=
3
ﬁ\
&~
=y
~
o
%\

On pose
t 2
oo __ _ﬁm(t B 7—)
I —/0 exp{ o, g(r)dr

et, comme fait précédemment, on obtient

S !
— R
v sin <ﬁmr) 4’ = R
A L Em
Finalement :

00 . t 2 _
Ay = Z 2§mR sin (,BmTLR> /0 exp [_Bm@(il};—)} g(T)dr

T
m=1 m

En utilisant (4.26) et (4.25), on a :

1 r—R
= — B, Cy si m— | Iy (¢, 4.29
mZ:1 . Cyp sin (6 T > (t,r) (4.29)
On somme A; et Ag, et la solution T'(¢,r) est donnée par (4.23). O

Nous calculons le flux Fg(t,7) = r20,T(t,r) a partir de la solution de Green (4.23), on
obtient :
FG(t> R) = RQ(aTT) (tv R) (430)

Finalement, si T'(0,r) n’est pas singuliére en r = R, alors nous obtenons grace aux
relations (4.23) et (4.26), le flux simplifie Fiz(¢, R) suivant :

Fa(t, R) ZBmB Cr (I22(t) + I2(t, R)) (4.31)

Rappelons que les coefficients 3, sont les solutions de 1’équation X + Hs tan(X) = 0.
Pour le calcul de I5° comme on ne connait les dérivées de P(t) qu’au temps ¢, on utilise
I'approximation suivante :

IX(t) = Im(t)C(t) (4.32)

P(t)
P(t

avec C(t) = —CH2 (4.33)

~—

et en posant A\ = 32,/(©pL?), I'intégrale devient :

fm(t) = /0 exp(=A(t — 7))dr = %
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Comme I’équation cinétique ne dépend pas de P mais de M et V', on remplace P grace
a la loi des gaz parfaits M = PV. On a alors :

R & . MV -VM [V
Fa(t, R) ~ 7 Z B BmCm, (121 - CHIm(t)T M) (4.34)
m=1

R & R R & 0 :
En notant A = (L mz::l BmBmCmIm(t)) et B = (L > BuBmCrmId(t, R)> on obtient

m=1
alors en remplacant dans (4.2) :

ACKYM 4 2BVMV

M(t) = 3pm 4.35
) = 30m e VI + 3pmAC (4.35)
Le taux de croissance de la masse sera donc donné par
E(tv V, M, W) - %FG(tv R)
Op
avec le flux défini par
ACHYM 1 2BV MV
Fo(t,R)=0p—2 ¥ (4.36)
20pVV M + SpmACH

4.2.2 Approximation "asymptotique" du flux

On reprend le résultat énoncé dans la section 2.8 qui nous définit un taux de croissance
pour la masse, M, et on pose

2
(—Cprm + \/C%Iwngn + 4wpmv00> m
F(t,v,m,w)=A — , (4.37)
12pmv 3pm

Le coefficient A est pour le moment indéterminé, sa valeur sera fixée en chapitre 6 par des
tests numériques. La concentration Cy représente la quantité d’eau totale par bulle et est
supposé indépendante de v, m et w, constante au cours du temps.

Remarque 4.2.2 Les deux flur que nous venons de définir, vérifient les hypothéses du
lemme 4.1.1.

4.3 Approche de la coalescence

Comme montré par les simulations numériques du chapitre 3 et par de récents travaux
en volcanologie (voir [BG05,FCMBJ12]), la coalescence de bulles de gaz qui croissent par
décompression et exsolution dans le conduit du volcan est un phénoméne important et
peut lourdement influencer le type d’éruption.

On choisit de modéliser la coalescence des bulles de gaz par I’équation de type coagulation-
Smoluchowski (4.38).

of = /OxH(x’,x—:c')f(fU')f(ﬂﬁ—$/)d$l_ /OOO H(x,o)f(2)f(@)da’  (4.38)

La premiére intégrale est appelée terme de gain, elle quantifie la formation de bulles
de taille x. La seconde intégrale est appelée terme de perte et quantifie la disparition des
bulles de taille x.
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La premiére forme de cette équation a été introduite par M.Smoluchowski [Smol6,
Smol7] afin de modéliser la coagulation de particules colloidales, c’est-a-dire de particules
qui vont interagir entre elles et entre autres se réunir tout en conservant certaines quantités.
Cette équation a aussi souvent été appelée "équation de Smoluchowski", "équation de coa-
lescence" et "équation de coagulation" (voir [Dra72,Lee01]). Aujourd’hui, les principaux do-
maines d’application comprennent notamment la formation d’aérosols (voir [Fri61,TY99]),
la croissance des hydrométéores (par exemple [SP80,Bro95]), la croissance de polymeéres
(c.f. [Lus73,Don87]), les réactions nucléaires (par exemple [MP92]) et l'astrophysique (en
particulier la croissance planétaire, par exemple [Lee00]).

Cette équation a été largement étudiée que ce soit du point de vue théorique (voir
par exemple [DE87, Don87, DE88, LM04]) ou numérique (voir par exemple [EEE94, Kri95,
Bab99] ou les citations du chapitre 5). Ces études sont souvent en une dimension, comme
on le verra, nous avons & étudier la coalescence multidimensionnelle.

Nous allons maintenant définir le terme de coalescence Q(n) de I’équation cinétique
(4.8). Notons w = (v, m,w) ou v est le volume de la bulle, m, sa masse et w le volume
de sa région d’influence, et considérons deux bulles de variable d’espace w’ et w” qui vont
coalescer pour ne laisser plus qu’une bulle de variable d’espace w. Nous pouvons décrire le
processus de coalescence par 'opérateur intégrale de coalescence :

Q(n)(t,w) = % /OW H(t,w' w—wnt,w)nt,w—w)dw' -

(4.39)
—n(t,w)/H(t,w’,w)n(t,w')dw’
Q
ou H est le noyau de coalescence et représente le taux de coalescence et sera décrit plus
tard. Le noyau de coalescence H doit étre symétrique, H (t,w,w’) = H(t,w',w), et positif
H(t,w,w'") > 0.

Commengons par donner les relations liant les deux bulles qui ont coalescé & la nouvelle
bulle. Comme nous intégrons par rapport & w, les volumes, masses et volumes d’influence
des deux bulles vont s’additionner afin de conserver ces trois quantités, ceci se traduit par
la conservation des moment d’ordre 1 (voir section 5.1.1). Tl est naturel en physique de
supposer que dans le processus de coalescence, les masses des deux bulles s’additionnent
(conservation de la masse), tout comme le volume des régions d’influence (magma incom-
pressible). Nous supposons pour plus de simplicité que le volume des bulles s’additionne
également. Ceci nous amene aux relations suivantes :

v=1v+2" (4.40)
m =m' +m” (4.41)
w=w +w" (4.42)

En supposant qu’aprés la coalescence, le masse, le volume et la pression interne de la
bulle satisfont la loi des gaz parfait, m = pv, la combinaison convexe suivante définit la
pression dans la bulle créée par coalescence :

’U,

p=86p+ (1 -8y, §=—— (4.43)

7}/ _|_ ,U//

4.3.1 Présentation d’un noyau physique

Nous présentons maintenant un noyau de coalescence H(t,w’,w”), qui donne la fré-
quence de coalescence de deux bulles de variables d’espace w’ = (v/,m/,w') et W’ =
(0", m"” w"). Ce noyau a été déterminé en premier lieu dans [CBSM12|. Nous supposons
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que les bulles effectuent une coalescence planaire, voir Fig.4.1 dans laquelle nous décrivons
les différentes dimensions du probléme. Cela signifie que le contact entre deux bulles a un
profil plat.

_——— - A

FIGURE 4.1 — Coalescence planaire de deux bulles

Nous rappelons que les bulles ne se rapprochent que par croissance. Dans [CBSM12],
les auteurs supposent que, dans le processus de coalescence, la masse de magma présente
entre les deux bulles reste constante. Le noyau de coalescence H ne va donc dépendre que
du taux de croissance du rayon de la bulle, ¥(¢,v,m,w) et pas du taux de croissance de
la masse. Le taux de croissance du rayon de la bulle est déduit de (4.9) en notant que
d(t,v,m,w) = 303NV (t,v,m,w) :

1 m 1/3
les constantes X et Oy sont les mémes que dans le cas monodisperse. Le noyau H est
inversement proportionnel & un temps, nous cherchons donc un temps de coalescence. La
masse de magma présente entre les deux bulles est donnée par :

My(t) = pmmz(t)a2(t) (4.45)

ol pm, est la densité du magma, z(t) est la distance entre les bords des deux bulles et a(t)
est la demi-longueur du profil plat de la bulle (voir Fig.4.1). Nous supposons que a(t) croit
linéairement en temps :

a(t) = ag + ct, (4.46)

ou la vitesse d’amincissement ¢ est définie, par exemple, par la moyenne des taux de
croissance pour le rayon de chaque bulle :

\IJ/ + \I///
=—
et ol ag est une fraction e de la moyenne des rayons des deux bulles, déterminée par des
analyses statistiques sur les expériences :

" (1/3) my(1/3)
go = LT AT (4.48)
2
En considérant que la masse M, (t) est constante en temps, et en notant ¢; I'instant ou

les deux bulles coalescent (le temps final), on obtient :

C

(4.47)

pmT2(0)ad = My(0) = My(ts) = pmmz(tp)a(ty). (4.49)
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De ceci, il est facile de déduire ¢y :

tf:aO< Z(J_l)’ (4.50)

C Zf

Si zg < zy alors la bulle a déja coalescé et comme nous cherchons ¢ > 0, nous fixons
ty = 0. De la méme maniére si la vitesse d’amincissement est négative, il ne peut pas
y avoir de coalescence, nous fixons donc ¢y = oo dans ce cas. Tout ceci peut s’exprimer

comme :
ago 20
tp=—— (/= -1] , (4.51)
d <c>+< 2f >+

ot zp = z(0) est la distance initiale entre les bulles et sera détaillée plus tard et zy = z(ty)
est donné par la physique du magma et est I’épaisseur minimale entre les bulles avant que
le film de magma ne se casse (en supposant que la bulle ainsi formée atteigne une géométrie
sphérique instantanément).

La distance initiale 2o peut étre exprimée en termes du volume de chaque bulle, v et
v”, et du volume de leur région d’influence, w’ et w” :

20 = (w/ + ’Ul)(l/3) + (w// + U//)(l/B) _ (U/)(l/?)) o (U/I)(1/3) (452>

Nous pouvons maintenant définir le noyau de coalescence H = H(t,w',w”) comme
I'inverse de ¢ :

(\I//+\Ifll)+ \/Z
e((v’)(1/3)+(v”)(1/3)) (ﬁ_ﬁ)+

avec ¥’ et U” les taux de croissance du rayon de la bulle donnés par (4.44), zp donné par
(4.52), et € et zy définis par les propriétés physiques du magma et les expériences. On re-
marque que le noyau H est positif grace aux parties positives de la vitesse d’amincissement

et de \/z0 — /Zy et qu’il est symétrique.

H(t,' ") = (4.53)

4.3.2 Présentation d’un noyau simplifié

Comme il n’est pas toujours facile d’obtenir des valeurs pour les constantes € et zy
nécessaires a (4.53), nous avons décidé de regarder un noyau plus simple. On considére
deux bulles dont les rayons grossissent a des vitesses ¥ et U’ et qui sont & une distance zq
I'une de l'autre (cf fig. 4.2).

F1GURE 4.2 — Noyau simplifié
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Nous considérons la vitesse de rapprochement des parois des deux bulles, ¥ + ¥’ avec la
vitesse de croissance ¥ donnée par (4.44) et la distance zyp donnée par (4.52). Le temps

qu’il faut pour que les bulles se touchent, c’est-a-dire pour que z = 0 est t; = ﬁ,
d’ou le noyau simplifié :
U+ U’
H@wwﬂ:< + ) (4.54)
20 n

4.3.3 Etude des noyaux

On s’intéresse aux solutions stationnaires du probléme de coalescence : Q(f) = 0.

Proposition 4.3.1 . Les solutions stationnaires de [’équation de coalescence pour les noyauz

(4.53) et (4.54) sont de la forme :

f(w) = (4.55)

0 sim > Yu?/3
g(w) sinon

avec g une fonction quelconque.

Démonstration
Nous utilisons la notation f(w) = f(t,w) pour la démonstration. Puisque toute solution
de Q(f) = 0 est également solution de

o
|t -
0
on étudie cette égalité. On a :

O—AmMﬂw——/ /(f H(tw, o)

Puisque f et H sont positifs, il vient que f(w) # 0 si et seulement si H(t,w,w’) = 0.

Comme
VZEF
(V)M + ()W) (V20 — v/77)

et 2o > 0, on obtient (¥ 4+ ¥'), =0.
Posons, pour t € [0, 1],

m
02/3

k(t) = Oy (¥ + V') = — (1 —t)'/3 - 2+(§w (1-t)()3P -3

On note que H = 0 si k < 0. Comme k est croissante au cours du temps, si k(1) < 0, alors
H(t,w,w") = 0 pour tout temps t € [0, 1].
Or

m m’

et k(1) < 0 si les variables vérifient la relation suivante :

m m’

T )
TER TR 2 (4.56)
e Supposons que ¥ > 0, ¥’ < 0 avec U+’ < 0. Soit m > Yv?/3, on a alors H(1,w,w) > 0,
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donc f(w) = 0 pour un tel choix.

e Supposons maintenant que m < Lv%/3 et m/ < Z(v’)2/3, on a alors que

H(t,w,w") =0, en effet, ¥ et ¥’ sont tout deux négatif dans ce cas.

De plus H(t,w,w) = 0, donc la fonction f au point w peut étre non nulle en tout temps.
Les solutions stationnaires sont donc de la forme :

0 si m > Nu?/3
flw) = { .
g(w) sinon

4.4 Passage a un modéle bidimensionnel

Comme I'(t) = 0 et que la coalescence conserve le volume total occupé par le liquide
Mo,0,1(t) = Mo,0,1(0) (voir chapitre 5), on peut réduire I’équation a deux dimensions en
utilisant l'expression microscopique de la porosité (4.13). En supposant que la porosité
locale de chaque bulle est égale & la porosité globale, on peut définir le volume d’influence
w pour une bulle de volume v et de masse m par :

1—alt
w = 1)7() (4.57)
a(t)
ou «(t) est donné par (4.15) avec le volume du liquide, My o1, constant, calculé a l'instant
initial, ¢ = 0, pour une porosité initiale donnée :

(1 - (0))

Moo1 = Mi,0(0) a(0)

Cette simplification revient a répartir les volumes d’influence des bulles qui ont coalescé
sur I’ensemble des bulles. Nous réduisons ainsi la complexité du probléme & deux dimen-
sion, le volume v et la masse m des bulles. La fonction de distribution sera n(t,v,m) =

o
/ n(t,v, m,w)dw. Elle représente le nombre de bulles de volume compris entre v et v+dv

et de masse comprise entre m et m + dm au temps t > 0, et doit satisfaire a
On + 0y (Pn) + 0, (En) = Q(n) .

Nous allons donc étudier I’équation cinétique ci-dessus. L’opérateur de coalescence Q(n)
est donné par (4.39) avec les noyaux (4.53) et (4.54) dans lesquels w est remplacé par (4.57)
dans la définition de zp (4.52) et dans la définition des flux (4.36) et (4.37).

La résolution numérique sera présentée en deux chapitres, un sur 'équation de coales-
cence et un autre sur I’équation cinétique compléte.
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Chapitre 5
Coalescence

Jusqu’ici, nous n’avons étudié que la croissance des bulles par décompression et exso-

lution, un autre mécanisme important de la croissance des bulles est la coalescence. Dans
ce chapitre, nous nous intéressons a la résolution numérique de la coalescence. Ce chapitre
est résumé dans un article actuellement soumis [FCMis].
Nous nous plagons dans un cadre abstrait. Nous modélisons la coalescence par I’équation de
type coagulation-Smoluchowski continue (5.1), ou f(¢,x) désigne la fonction densité numé-
rique qui représente le nombre moyen d’individus ayant un certain état x a l'instant ¢. En
une dimension, x représente souvent la masse. On note H (¢, x, ') le noyau de coalescence
qui représente le taux auquel la coalescence des particules ayant pour volume respectif x
et 2’ produit une particule de volume z + 2’ & l'instant ¢. Le noyau de coalescence peut
dépendre du temps, mais comme cela n’influera pas sur les résultats énoncés dans ce cha-
pitre, on simplifie la notation par H(z,z’), de la méme maniére, en général nous noterons
f(z) la fonction densité numérique.

o) =3 [ o= -~ [T @ )

La fusion successive de particules a lieu dans de nombreux phénomeénes physiques allant
de la science planétaire aux aérosols, ou aux polymeéres (voir [Lee01] et ses références). La
premiére forme de cette équation a été introduite par M.Smoluchowski [Smol6, Smol7]
afin de modéliser la coagulation de particules colloidales, c’est-a-dire de particules qui
vont interagir entre elles et entre autre se réunir tout en conservant certaines quantités.
Cette équation a aussi souvent été appelée "équation de Smoluchowski", "équation de
coalescence" et "équation de coagulation" (voir [Dra72|). Aujourd’hui, les principaux do-
maines d’application comprennent notamment la formation d’aérosols (voir [Fri61,TY99]),
la croissance de polymeéres (par exemple [Lus73,Don87]), la croissance des hydrométéores
(par exemple [SP80, Bro95]), les réactions nucléaires (par exemple [MP92]), 'astrophy-
sique (en particulier la croissance planétaire, par exemple [Lee00]) et la volcanologie (voir
[GLSS96,LGS04]).

Cette équation a été largement étudiée que ce soit du point de vue théorique (voir
par exemple [DE87,Don87, DE88, LM04|) ou numérique. Du point de vue numérique, de
nombreuses méthodes ont été proposées pour résoudre 1’équation de coalescence, soit a
partir de la forme discréte (voir par exemple [Lee00, KPWHO08]), soit en considérant la
forme continue (voir [EEE94, Kri95, Lee00, FL04, QWO07| pour les méthodes déterministes,
ou [Bab99, EW00, EW01,DEFT03] pour les méthodes stochastiques). Plus récemment, des
travaux concernant la résolution numeérique du probléme de coalescence multidimensionnel
ont été proposés (voir [QWO07, KKW11] et leurs références).

Pour la future application & la volcanologie, la coalescence des bulles impliquant que la
dimension des bulles peut croitre de plusieurs ordres de grandeur, un maillage non-uniforme
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sera donc mieux adapté pour approcher le domaine.

Nous proposons, dans cette partie, une nouvelle facon de discrétiser I’équation de coales-
cence en introduisant une notion de chevauchement qui permet d’avoir une solution lisse et
conservation exacte du moment d’ordre 1 discret. Dans un premier temps, on valide le code
en 1D avec quelques tests et comparaisons de résultats avec [FL04] et [QWO0T7]. Ensuite, on
le transpose au cas bidimensionnel ot certaines restrictions s’imposent, et nous validons le
cas bidimensionnel avec les tests de [QWO07].

Le but est d’avoir un code qui sera couplé dans le chapitre suivant avec le terme de transport
du modéle cinétique décrit en chapitre 4 afin de 'appliquer & des cas concrets volcanolo-
giques.

5.1 Equation de coalescence unidimensionnelle

Nous nous placons dans le cadre unidimensionnel. L’équation de coalescence est donnée
par 'équation de type coagulation-Smoluchowsky continue et homogeéne en espace, voir
(5.1), ou la fonction de distribution f(t,z) est définie pour un ensemble de particules de
taille z > 0 au temps ¢ > 0. Par convention, on appellera x la masse.

On s’intéresse a discrétiser ’équation de coalescence (5.1) pour une fonction de distribution
f(t,z). Le noyau de coalescence H(x,x’) représente le taux de particules de masse z et 2/
qui coalescent et doit étre positif, H(x,z') > 0, et symétrique, H (z,z') = H(z', z).

Cette équation conserve le moment d’ordre 1 de f (la masse totale) défini par

M(t) = /Ooo of(t,2)dz

Nous allons donc discrétiser (5.1) de facon que le moment discret associé & Mj(t) soit
constant en temps.

5.1.1 Propriétés de I’équation de coagulation-Smoluchowski

Je rappelle ici quelques résultats connus pour ’équation de coagulation-Smoluchowski
(4.38) dans le cadre uni-dimensionnel. Le cadre multi-dimensionnel est analogue.

Définition 5.1.1 Le moment d’ordre i, en dimension 1, se définit comme suit :

oo
M;(t) = / ' f(t,x)dx (5.2)
0
Dans la suite, on suppose que M; est défini pour tout indice 1.

Proposition 5.1.2 L’équation de coagulation-Smoluchowski vérifie alors les propriétés
suivantes :

- si 1 <1, alors M;(t) est une fonction décroissante

- st i =1, alors My(t) est une fonction constante

- sii> 1, alors M;(t) est une fonction croissante

Démonstration
On considére I’équation (4.38), on la multiplie par une fonction test S(x) et on l'intégre.

On obtient alors :
o0

8tf t .TJ)

/ / B(x)H(x —2',2")f(t,z — 2') f(t,2')dx'dz— (5.3)

- /Oo /Oo Bla)H (z,2") f(t,2') f (¢, v)da'dw
0 0
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En inversant 'ordre d’intégration dans la premiére double intégrale, on obtient :

1 o x / / ’ , , B
2/0 /06(«T)H(33—1‘,1')f(t,iv—l’)f(t,l‘)dl’dl’— o

- ;/000 /;O B(a)H(x — ' ") f(t,x — 2) f(t, 2")dzda’

Puis, en effectuant le changement de variable 2 = x — 2’ et en remarquant que la deuxiéme
intégrale est symétrique, on obtient :

o0

z)0 f(t, z)dx

(5.5)
/ | (e o) = 5a) = 8a) Ha.a)ft.0) 0./

Les quantités conservées sont donc celles pour lesquelles () satisfait : B(x) + S(2') =
Bz + 2'), tant que H(x,2’) f(t,x)f(t,2’) reste fini.

Si on prend §(z) = %, alors on obtient les résultats annoncés. ]

Ce résultat peut étre généralisé au cadre multi-dimensionnel.

Remarque 5.1.3

1l existe un phénoméne pour lequel le moment d’ordre 1 n’est pas conservé. Il s’agit de la
gélation (voir par exemple [LT81,BCSZ11]). Comme nous 'avons vu dans la démonstration
précédente, le moment d’ordre 1 est conservé tant que H(x,x')f(t,x)f(t,2') reste fini. Il
n’existe pas d’hypothése sur H pour vérifier cela, mais certaines formes de H sont connues
pour me pas vérifier cela, tel que le noyau multiplicatif. Prenons le noyau multiplicatif
H(z,x') = za', et intégrons 'équation (4.38) et en inversant l'ordre d’integration et en
utilisant le méme changement de variable que précédemment, on obtient alors :

Mo(t) = 3 (Mu(0)* = (Mi(0))? | 5.

En intégrant (5.6) sur intervalle de temps [0,t], on obtient :

1

/0 (Mi(s))*ds . (5.7)

Mo(t) = Mo(0) - 5

Comme f(t,z) > 0, pour tout temps, le moment d’ordre zéro doit satisfaire My(t) > 0.
D’aprés (5.7), ceci n’est possible que pour un temps fini. Il existe donc un temps t* tel
que My (t) soit décroissant pour t > t* : My(t) < My(t*) YVt > t*, en contradiction
avec la conservation de Mi(t). Comme annoncé, cette contradiction vient du fait que
H(x,2")f(t,z)f(t,2") croit tres vite en temps.

5.2 Discrétisation

On s’intéresse & discrétiser ’équation de Smoluchowski continue et homogéne en espace
(5.1) pour une dimension d’espace des états (x).

On souhaite construire un schéma numeérique qui prend en compte toutes les mailles
dans l'intégrale de gain. On va également chercher & construire un schéma numérique qui
conserve par construction le moment d’ordre 1 discret.

5.2.1 Schéma numérique

On considére une discrétisation quelconque de la droite réelle définie par des points
T;_1/2 pour tout entier naturel . On utilise les notations suivantes : par convention r_; /o =
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0, fi* = f(t", z;) définie sur la maille [z;_; /9, %541 /9] et H;j = H(x;,2;). On définit les pas
de discrétisation Az; = x;11/9 — x;_1/2 et les points milieu

Ti—1/2 T Tiv1/2

—

Ty =

Définition 5.2.1 .
On définit les ensembles F(i) et S(i,7) associés au maillage de la discrétisation de la
manieére suivante :

F(i) ={(k, ) | zp—1j2 +Tj_1/2 < Tiy1y2 € Tpp1jo + Tjp1ye > Tioy0} (5.8)

S, k) =i | zp_1y2 +Tj 12 < Tiy1yo €t T2+ Tjp1y > Timyy2} (5.9)
[’ensemble F(i) ainsi défini représente I’ensemble des couples de mailles dont la somme
intersecte la maille i. L’ensemble S(i,7) ainsi défini représente ensemble des mailles qui
intersectent la somme des mailles i et j.

Remarque 5.2.2 .

Soit j et k deuz indices, alors pour tout indice i tel que i € S(j,k), on a (j,k) € F(i).
De méme, soit i un indice, alors pour tout couple d’indices (j, k) tel que (j,k) € F(i),

on ai€S(j,k).

Proposition 5.2.3 . En utilisant une discrétisation par volumes finis, l’équation (5.1)

est approchée par :

A T
T = 5 Z ]kfhfj k;ij A ZH jflfjAmj (510)
(k.3)eF (i)

avec F (i) définie par (5.8) et )\;k défini par :

i (min(@iy0, T2 + Tpgaye) — max(@1/2, Tjo1y2 + Tho1)2) 511
kg = N (5.11)

Ax; + Az,
Démonstration
Premiérement, on intégre I'équation (5.1) sur la maille i, [z;_; /2, Zi41/2], en utilisant une
quadrature du point milieu. Le terme en temps devient :

/ S Ot 2)dx = O, f () Axs (5.12)

i—1/2

En appliquant la relation de Chasles, le terme de perte, que nous noterons L;, devient :
Tit1/2 oo 0
L;= / / H(x,2")f(x)f(z")dz'dx = ZHivjfifjAa:iji (5.13)
i—1/2 =0
Enfin pour le terme de gain, notons

— /;m/z % /0” H(' xz—2')f(2') f(x — 2)da'da | (5.14)

i—1/2

on a alors, en inversant l'ordre d’intégration de cette intégrale double :

Ti—1/2 Tit1/2
/ / H' o — 2" f(2) f(z — 2")dada’ +

Ti—-1/2

Tit1/2 Tit1/2
/ / H(x',z —2)f(2") f(z — 2")dwda’

i—1/2
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5.2. Discrétisation

Maintenant, en utilisant le changement de variable y = x — 2’ dans ces deux intégrales,

Ti—1/2 [ Tit1/2—T
/ / H(z',y)f(2') f(y)dyda’ +

i—1/2—x’

i+1/2 i+1/2— x’ , , ,
[ He s s
Ti—-1/2

En écrivant que

O — /0 i—1/2 /0 i—1/2 f(a:’)f(y)H(Jil7y)dydx’—

Ti—-1/2 1'1;—1/2_17,
[ et

0 0
on obtient :
Tit1/2 $i+1/2*1’ , , ,
| H(e!, ) f (') f(y)dyda’ — (5.15)
Ti—1/2 Ti—1/2—T
! H(&!, ) f(a') £ (y)dyda’ (5.16)

On peut réécrire U'intégrale double (5.15) sous la forme :

Tr4+1/2 $i+1/2—$/ , , ,
/ [ e s
Trk—1/2

Posons I;(k) et J;(k) tels qu’ils soient les plus grands entiers a vérifier

Tr(k)+1/2 T Thy1/2 < Tiy12 €6 Ty k)-1/2 T T—1/2 < Tip1/2-

Entre I;(k) et J;(k), il y a chevauchement, nous ne pouvons plus intégrer sur la maille i
entiére, mais seulement sur une partie de cette maille. On définira alors une proportion
A; i telle que

oo
d AL =1,
1=0

Elle représente la proportion de la maille ¢ intersectée avec la somme des mailles j et k.
On remarquera que [;(k) = @ pour tout indice k > i, de la méme fagon, J;(k) = @ pour
tout indice k > ¢ + 1.

Puisque 2" € [2_1/2, Tpt1/2) et Li(k) est tel que pour tout j < I;(k), 24172 — @' > zj, on
peut séparer la deuxiéme intégrale de (5.15) en deux parties :

$k+1/2 1

Z 3 / T H ) £ () dyde’ +

LTk—1/2 Tj—1/2

LTr41/2 231‘+1/2*513' , , ,
/ / H(',y) f(a') (y)dyda
Tk—1/2 X1, (k)+1/2

On définit A”, pour tout j €]I;(k), Ji(k)], tel que :

Thk+1/2 max (T 41/2—Y,Tj—1/2) Thk+1/2 ffj+1/2
! / /
/ / 9(y,x')dz'dy = / Ao’ dy.
Tk—-1/2 Tj—1/2 Tk—1/2 Tj—1/2
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CHAPITRE 5. COALESCENCE

On peut donc écrire (5.15) de la maniére suivante :

Z W/Z /JH/QH(Svﬂy)f(x’)f(y)dydm”r

Tr—1/2 — j—1/2
(5.17)
Tr41/2 7-%—1/2 .
+ z / z A DI F @A dyda
Trk—1/2 Tj—1/2
De la méme maniére, on obtient la réécriture suivante de (5.16) :
Tr+1/2 i” xj+1/2—$/ , ; ;
Z / / HU&' ) F@)F )’ +
Trk—1/2 Tj—-1/2
(5.18)
Th+1/2 Tjy1/2—a
+ Z / Z / (2!, ) (@) f(y) A dyda’
Tr—1/2 j=Li_1(k)+ Tj—1/2

En regroupant (5.17) et (5.18) et en utilisant une quadrature du point milieu, on obtient
alors :
i 1i(k)

2G; = Z Z HijfkfjASL‘ijk +

i Ji (k)

3 S Hifdih A A -

k=0 j=I,(k)+1

Soit, en factorisant :

Lk
2G; = HkakfjAfL‘jAl‘k—i-
k=0 \j=I,_1(k)+1
5.(k) |
+ Z Hk,jfkfjA;@ijijk -
j=I,(k)+1
Jio1 (k)
— Z HijfkfjAZleijAI‘k +
j=Ii_1(k)+1
L1 (3)
+ H;jfifjAxjAx; +
7=0
Ji—1(1)
+ Z H; szfj A:BjAJ:‘k
J=Ii—1(i)+1

~

.
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5.2. Discrétisation

Les indices des deux derniéres sommes n’existant pas, leur somme vaut 0, et on obtient :

i I; (k)
2G;, = Z Z Hy i fefiAz;Azy+ (5.19)
k=0 \j=I;_1(k)+1
Ji (k)
+ > Hiifwfihy jAx Ay, — (5.20)
j=I;(k)+1
Ji_1(k)
- > HyjfefiN [ AvjAxy (5.21)

La premiére somme (5.19) représente l'intégrale sur les mailles k, j, telles que Uinter-
section de la maille ¢ avec la somme des mailles k et j soit non nulle et que le maximum
de la somme des mailles k et j soit inférieur au maximum de la maille i (c.f. figure 5.1).

I Xi.1/2 IXi+l/2

X112 X172
Xk-1/2+Xj-ll2 bzzzzz 7z 2z 7z 22z 27 7zl

| 1 x +X:
k+1/2 +1/2
Xk-1/2FXj-1/2 | ! |

| | OIS
k+1/27 Aj+1/2
Xi-12F%-112

FiGURE 5.1 — Les mailles j utilisées dans la premiére somme sont hachurées
La deuxiéme somme (5.20) représente U'intégrale sur les mailles k et j, tel que l'intersection

de la maille ¢ avec la somme des mailles k£ et j soit non nulle et que le maximum de la
somme des mailles k£ et j soit supérieur au maximum de la maille ¢ (c.f. figure 5.2).

]
I Xi.1/2 !Xi+l/2
‘

| | VY
k+1/2T Aj+1/2
Xi-12F X172 | |

I I Xi+1/2F X172

+X:
Hev2 w2 '
IXe12 %012

Xi-1/2 X112

FIGURE 5.2 — Les mailles j utilisées dans la deuxiéme somme sont hachurées

La troisieme somme (5.21) représente l'intégrale sur les maille k, j, tel que l'intersection
de la maille i — 1 avec la somme des mailles k£ et j soit non nulle et que le maximum de la
somme des mailles k£ et j soit supérieur au maximum de la maille ¢ — 1 (c.f. figure 5.3).

X 10 | a2

I X 10X
k+1/27T Aj+1/2
X2t Xj a2 | ! |

| I, .1 X
k+1/2 +1/2
Xi-172F X172 l ; |

I s
k+1/2T Aj+1/2
Xi-1/2 X172

FiGURE 5.3 — Les mailles j utilisées dans la troisiéme somme sont hachurées
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CHAPITRE 5. COALESCENCE

On peut donc réécrire le terme de gain de la maniére suivante :

1 i
GZ‘ = 5 Z Hk:,jfkfj)\j’kijAxk (5.22)

(k.J)eF (i)

ou )‘;k est une combinaison entre 1, A; i et —A;‘kl pour regrouper les sommes (5.19), (5.20)
et (5.21) en une seule somme et arriver a (5.22), avec F (i) défini par (5.8). En reprenant
(5.12), (5.13) et (5.22) et en discrétisant le temps, on obtient (5.10).

Nous définissons, ici, les proportions /\?{7 j de maniére trés intuitive comme la proportion
de la somme des mailles k et j qui intersecte la maille 7 :

N min(w;y1 /2, Tj11/2 + Tpg1/2) — Max(w;_1 /2, Tj_1/2 + Tp_1/2)
kg A.I'j + Al’k i

Nous avons bien un nombre compris entre 0 et 1, qui vaut 0 lorsque 'intersection est vide
et 1 lorsque la somme des mailles k et j est incluse dans la maille 3. O

Avec la définition de F(i) et S(j, k) , on prend en compte tout les maillages représentés
sur la figure 5.4, ainsi que toute leur combinaison linéaire.

XA
Xi-1/2 i+1/2

Xk-1/2 X172

Xir12FXjr1/2

X172 X112

Xi+12F X172

Xi-1721 X172

Xi+12TXjr1/2

FIGURE 5.4 — Représentation des différents cas pris en compte par F (i)

Enfin, notre discrétisation conserve la taille des mailles obtenues par coalescence :

5.2.2 Un schéma conservatif

On souhaite conserver le moment d’ordre 1 discret, puisqu’il est conservé au niveau
continue. Nous définissons le moment d’ordre ¢ discret, en utilisant une quadrature du
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5.2. Discrétisation

point milieu, par :
e .
=zl fr A (5.23)
§=0

Nous allons modifier le terme de gain discret, pour que le moment d’ordre 1 discret soit
conserve.

Proposition 5.2.4 Conservation discrete
Soit H; ; le noyau modifié discret :

~ 2$+.’L‘
ij = Hij (i + 25)

. (5.24)
’ ZkeS(i,j)(Aij + AL )

alors la forme discrétisée suivante

g . . AzjAxy,
At 5 Z Hj,kfkfj)\j Ji ZHzgfzf]Ax]
(k,j)EF(3)

conserve le moment d’ordre 1 discret (5.23) :

M} =M Vn .
Démonstration -
On cherche ﬁi,j tel que M{" = Z fi'xiAx; reste constante a chaque itération.
i=0

On veut donc :
> 1 - ; Ax;Az
dowmidai | o > HixfufiNy, aik ZH”flf]Aa;j = 0.
j= (k.J)eF (i)

Si on suppose tout les f; nuls sauf aux indices m et n, ce qui revient a ne considérer que
les parties des sommes qui affectent H,, ,,,, Hy p et Hy, . On obtient alors :

Az, Az,

1 -
L r g (aStmm) 4 \Stmm) A
9 (f I n,m( m,n + n,m )A$S(m,n) LS(m,n) xS(m,n)"’
nn) Arn Az,
fnan Xgn )7x$(n,n)AxS(n,n)+

A:L‘S(n,n)

Az, Az,
fmfm m,m m(m )AVS(mm)xS(m»m)AxS(m,m)>_

fnann,nAanwn(xn)"i‘
IS Hm m Az Az, (2,)) = 0

soit en regroupant :

2(zitx;) CiL g
] Hijs O e, S1E#T
;= (5.25)
H772kes( 3T sit =]
Les deux formes peuvent finalement s’écrire comme dans (5.24). O
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CHAPITRE 5. COALESCENCE

Remarque 5.2.5 .
Lorsque )\}w- est symétrique, comme dans notre cas, la définition (5.24) se simplifie en :
HiJ = Hz,] ( - )\jk):
ZkeS(i,j) j,i Tk

Proposition 5.2.6 .
Ona:

(i) Le noyau modifié est consistant avec la formule continue : Alirgo ijj’k = Hj
xT
(ii) Si le maillage est uniforme, on a E[j,k =Hjp.

Démonstration

(i) Tout d’abord, on remarque que (z; + z;)(Ax; + Ax;) est une quadrature du point
Tit1/2FT+1/2
milieu pour approcher / rdx.
Ti—1/2+Tj-1/2
Il nous reste donc a travailler sur
Az + Ax;

keS(i.7)

o
De par le lien entre Aﬁj et )\ﬁ et la relation satisfaite par A¥ ., on obtient que Z /\ﬁj =

J 4,50
. . .k:()
1. Ceci ressemble a une quadrature élémentaire, sauf que zp n’est pas toujours dans
Al‘k

la maille [z;_ /o +T;_1/2, Ti11/2 + Tj41/2], mais est toujours au maximum & - de

cette maille. Cela signifie que

O SR

keS(i,9)

Tit1/2+Tj41/2
converge vers / xdx, lorsque la taille des mailles tend vers 0.

Ti—1/2+Tj-1/2
Tit1/2+HTj41/2
/ zdz
T

i—1/2F%j-1/2

Tiv1/2+HT541/2
/ xdx
T

i—1/2FTj-1/2

On a donc

Az—0 D S

Finalement, on a bien lim Hj, = Hj
Az—0 ’ ’

(ii) Dans le cas d'un maillage uniforme, on peut écrire z;_; /5 = iAx
On a alors i DA
ﬁi’j = H;; s ]k+ )z
de plus les mailles d’indices k£ € S(i, j) sont entiérement incluses dans la maille formée

par la somme des mailles i et j, et ona k € {i+j,i+j+1}, on a alors la simplification
suivante : )\f’j = 1/2. Le noyau modifié H; ; devient alors :

g 2(i+j+1)
I Y+ 1)+ 1+1/2)

On a bien H;; = H; j, ce qui conclut la démonstration.
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5.3. Implémentation

0

Proposition 5.2.7 Condition de positivité lié au schéma

At < miin <(Gl—f1L,)> , (5.26)

ot G est le terme de gain, L} est le terme de perte au temps t" et (a)_ est la partie
négative de a et est donnée par max (0, —a).

Démonstration
Concernant la stabilité du schéma, nous imposons que la solution reste positive :

0< fn+1 fn—l-At (Gn LG>

Comme il peut arriver que L} > G7', on pose alors :

. fi
At < miln <(Gz = Li)_> ,

ou (a)_ est la partie négative de a et est donnée par max (0, —a). O

5.3 Implémentation

Dans le but d’optimiser la complexité de I'implémentation, nous avons codé le calcul
de @ = G — L de la maniére suivante :

01 |2=0— N

02 |j=0>N

03 k=1—1;,L=0;k1 =0;

04 tant que Vk71/2 < Vi+1/2 + V+1/2

05 siVicie + Vit < Vigaye

06 M =min(Viy1/0 + Vig1/2, Vira2)
07 m = max(V;_1/o + Vj_1/2, Vi_1/2)
08 L=L+Vy(M—m)

09 kl=kl+1

10 k=k+1

11 siL#0

19 ‘ I = Hij(‘/i‘i’Vj)(%VLJFA‘/j)

13 p=k—kl—sk—1

14 siVicio+ Vit < Vg2

15 M =min(Vit1o + V12, Vori2)
16 m =max(V;_1/o + Vj_1/2,Vp—1/2)
17 A} = max(0, (M — m))/(AV + AVj)
18 Qp = Qp+ 0.5f; f;LN 252

19 Q’L _Qz_flfj ,]AV

Quand on sort de la boucle "while" (ligne 4 4 10), L contient >, < 5 Vk/\ﬁi(AVi + AVj).

Aprés la ligne 12, L contient ﬁm.
Ensuite les lignes 13 a 18 ajoutent a Qs(; ;) les gains de bulles, les gains de la classe ¢ sont

donc donnés par :
AV, AV
S Y fefiHigNy, N

( J)EF(4)
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CHAPITRE 5. COALESCENCE

Et enfin la ligne 19 calcule le terme de perte : Q; = Q; — Z;V:o H; ; fi f; AV

La complexité de cet algorithme est de N3, soit le minimum que I’on pouvait obtenir
pour ce genre de schéma.

On peut réduire un peu la complexité en enregistrant dans des matrices de tailles
N x N x N la valeur des constante A;k, ﬁi,j/Hm et en faisant appel a celles ci. Mais la
taille des matrices risque d’étre limitant pour les maillages.

5.4 Comparaison des résultats de coalescence avec
des modéles numériques existants

Nous comparerons les résultats obtenus pour un noyau constant, H(z,z') = 1, et
multiplicatif, H(z,2") = x 2/, avec ceux obtenus dans [FL04] et pour un noyau addi-
tif, H(z,2') = x + 2/, avec ceux de [QWO7].

Tous les schémas proposés dans ces articles sont construits de fagon & fonctionner avec un
maillage non-uniforme qui prend en compte les chevauchements.

Dans [FLO04], le schéma est écrit a partir de la forme conservative (voir par exemple
|TIN96, FL04]) de I’équation de coalescence (5.27). Dans [QWO07], ils utilisent un schéma
similaire & celui de [FLO4] pour les tests en une dimension. Nous comparons donc notre
schéma avec deux schémas basés sur ’équation continue :

2O f = —0y /Ox /OO uH (u,v) f(u) f(v)dvdu (5.27)

Le schéma de [FLO04] est également conservatif.

Nous testons les cas suivants oi la valeur maximum du maillage correspond & la troncature,
Tmaz, effectuée dans l'intégrale de perte, le pas de temps vérifie At < 1073 et est contraint
par (5.26) et avec un test d’arrét lorsque 1'on atteint ¢ = 1.5 ou que lon a perdu 2% de
masse :

maillage régulier de 0 a 50 par pas de 0.1
maillage régulier de 0 & 50 par pas de 0.5
maillage régulier de 0 a 50 par pas de 0.01
maillage régulier de 0 & 2500 par pas de 0.5

A S

maillage non-uniforme de 0 & 5000 donné par z; = Tmax 20=N)/3 avec N = 150
points.

6. maillage non-uniforme de 0 & 500000 donné par x; = Tmay 2(i=N)/3 avec N = 165
points.

7. maillage non-uniforme de 0 & 5000 donné par z; = Tmax 2(i=N)/6 avec N = 300
points.

5.4.1 Le noyau constant
Comme dans [FL04], nous considérons la donnée initiale :

f(0,z) = C? exp(—Cxz)

L’équation (5.1) a pour solution explicite :

2
ft,x) = <2 —2|—CCt> exp <—2 —2i—CCt$) (5.28)
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5.4. Etude comparative de différents schéma 1-D

ou C est une constante positive, et ses moments d’ordre 0 et 1 sont donnés par :

20
240t

Nous prenons C = 1 et H = 1 pour la suite. Sur les graphiques de Fig.5.5, nous tracons
les moments d’ordre O et 1, ainsi que les erreurs et erreurs relatives du moment d’ordre 0.
Pour les moments numériques, nous utilisons toujours la forme donnée par la quadrature
du point milieu.

Comme on peut le constater, Fig.5.5 (haut), le moment d’ordre 1 (doite) est bien
conservé au cours du temps, la différence entre les différents cas n’est due qu’a l'intégra-
tion numérique utilisée pour calculer le moment. On ne peut que difficilement distinguer
les courbes de celle de la solution explicite pour le moment d’ordre 0 (gauche), on regarde
donc leur erreur et erreur relative par rapport & la solution explicite.

Comme on le voit, Fig.5.5 (bas), le meilleur des cas testés est le cas uniforme le plus fin,
les maillages non-uniformes sont les moins précis mais ’erreur commise reste acceptable.
On peut donc utiliser un maillage non-uniforme, bien que ’on perde un peu en précision,
cela permet de connaitre le comportement de la solution sur de plus grands intervalles. Ceci
permet également de gagner en temps de calcul, si le maillage non-uniforme le permet.

Mo M =1

1.00 1.015

ol. exact
® 4
X 5

6

1.010F X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

ox+ |

—=
] +1
0.95i é 2

0.907
0.857

0.80

M(t)
-
o
o
9

s

0.757

0.707

0.657

0.607

O IYNAAN A AOA A DA AN N DA A

0.55 T T 0.995 T T
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 1.5
time time

10 — ol exact 10 = ol exact
118 TR
@ 3 X 6 ® 3 X 2

-2 -2
X X x X X X X
107 TARARBX X Kon xaxs 1y 2P PN L 1077 X SRAKR K Bonxbxm b & R 0585

B S S R

relative error(My)(t)

®
4 4 @@@ee;@eaea@
10 ®®@®$@@®®@®@®®€B@ 10 @e)@@ea@e?
®
@ ®
] ®

5 5
10 10
10-6\ T T 1 10-6\ T T 1

0.0 0.5 1.0 15 0.0 0.5 1.0 1.5

time time

FiGURE 5.5 — Moments d’ordre 0 et 1 pour la coalescence 1D avec noyau constant, H =1
(haut). Erreur commise sur le moment d’ordre 0 (bas).

Nous allons maintenant tracer, Fig.5.6, la norme de l'erreur discréte L' définie par :

N
(™) = Awlf]" — flait")| (5.29)
=0

127



CHAPITRE 5. COALESCENCE

pour un maillage régulier, tronqué & 50 et avec nx mailles.

On constate en Fig.5.6 que 'erreur commise pour nx = 125 points est de 'ordre de
1073 et Perreur commise pour nz = 500 points est de I'ordre de 10~*. Nous constatons
également que notre schéma est d’ordre 2, tout comme celui de [FL04]. Dans [FLO04], les
auteurs résolvent I’équation conservative et comparent donc U'erreur discréte de xf (¢, x).
On obtient un bon résultat pour nax = 125 points, il est donc inutile de prendre plus de
points, afin d’économiser du temps de calcul.

0.0050

0.0045-
00040; : i
0. 0035;
0v0030; s

0.0025- -

L' — discrete error
\

L' — discrete error
\
i

0.0020—

;
0.0015- ’ /

0.0010 / /
1/

0.0005 / -

T T T T
0.0 0.5 1.0 15 0.0 0.5 1.0 15

FIGURE 5.6 — Norme de I'erreur discréte L' pour la coalescence 1D avec noyau constant,
H =1, en échelle normale (gauche) et en échelle logarithmique (droite). nx représentent
le nombre de mailles, le maillage est uniforme et la troncature x4, = 50

5.4.2 Le noyau additif
Nous utilisons le méme cas test que [QWO07|. La donnée initiale est définie par :

f(0,z) = %exp (—%) .

L’équation (5.1) a pour solution explicite :

No(1 —
ft,z) = M exp (— (1+ B)z) N1 (22//B), (5.30)
avec Ny et C constante, 8 = 1—exp(—CT), 2’ = x/C, 7 = Nyzt et I la fonction de Bessel
modifiée de premier ordre :

L) = & /0 " exp(a cos(8)) cos(6)dd (5.31)

™

On a également les moments suivants :

Mo(t) = Ngexp(—CNot)  My(t) = CNy  Msa(t) = 2NoC? exp(2C Not)

Nous comparons au moment d’ordre 3 tracé dans [QWO7|. Le calcul de celui ci nous

donne :
Ms(t) = 6N, C3 exp(3NoCt) (2 exp(NoCt) — 1)

Nous prenons C' =1 et Ny = 1. Sur le graphique de Fig.5.7, nous tracons les moments
discrets d’ordre 0, 1, 2 et 3, ainsi que ceux donnés par les formules explicites.

Sur Fig.5.7, nous comparons les moments d’ordre 0, 1 et 2 (ligne pleine) donnés par les
formules précédentes, et les moments calculés a partir de la solution de la simulation, le
tout en échelle logarithmique et normalisé par leur valeur initiale.
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* DX+
=
ol

M;(t)/ M;(0)

10 10 10 10

FIGURE 5.7 — Comparaison des moments pour le noyau additif, H = z + 2/, les lignes
pleines représentent les moments explicites.

Nous surestimons les moments d’ordre 2 et 3. La quadrature utilisée pour calculer les
moments discrets peut expliquer cette différence. Comme attendu, le moment d’ordre 3 est
croigssant en temps. Dans [QWO07], le moment d’ordre 2 est sous-estimé.

La surestimation vient d’une part, de la quadrature utilisée et d’autre part, de la tron-
cature. En effet, la solution du probléme tronqué est plus grande que celle que nous consi-
dérons. Dans ce sens, notre schéma résout le probléme de maniére satisfaisante.

5.4.3 Le noyau multiplicatif

Nous utilisons le méme cas test que |[FLO04|. La donnée initiale est définie par :

f(0,2) = expi—x) .

L’équation (5.1) a pour solution explicite :

Il (QCCﬁ)

1+t sit<1
0 1T = - 5.33
ot {Qﬁ sinon ( )

et I; est la fonction de Bessel modifiée du premier ordre (5.31).
Le moment d’ordre 1 est donné par

1 si t<1
M) = {75_1/2 sinon

Nous rappelons que nous avons gélation dans le cas du noyau multiplicatif.

Sur le graphique Fig.5.8, nous tragons le moment d’ordre 1 normalisé afin de pouvoir
comparer les courbes sans voir 'erreur d’intégration faite pour calculer le moment. Pour
calculer le moment numérique, on utilise toujours le moment discret défini par (5.23).

Sur Fig.5.8, les moments numériques ont été normalisés :

En bleu est tracée la solution explicite donnée par la formule (5.32).
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FIGURE 5.8 — Moment d’ordre 1 pour le noyau multiplicatif, H = x 2/, maillage uniforme
(gauche), maillage non-uniforme (droite)

En rouge est tracé le moment numeérique de la solution explicite tronquée a 50 (gauche).
En cyan est tracé le moment numérique de la solution explicite tronquée & 5000 avec le
méme maillage que 5 (droite).

On remarque que les cas 1 4 3 retrouvent bien la courbe rouge avec une légére surestimation,
ceci confirme que la troncature intervient au bon endroit dans notre schéma numérique. La
légere surestimation s’explique par le fait que nous ne prenons pas en compte les particules
de grande taille qui sont perdues & cause de la troncature.

Les cas 5 & 7 ont l'air d’avoir quelques difficultés & retrouver la courbe bleue. Ceci est
di aux trop grands pas d’espace. Si on augmente le nombre de points, par exemple en
prenant ©; = Zmap2~N)/6 (maillage 6), on converge vers la courbe cyan. Les maillages
non-uniformes permettent de gagner en temps de calcul pour un espace trés grand, mais
introduisent quelques erreurs.
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— discrete error
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FIGURE 5.9 — Norme de lerreur discréte L' pour le noyau multiplicatif, H = = 2/, en
échelle normale (gauche) et en échelle logarithmique (droite). nx représentent le nombre
de maille, le maillage est uniforme et x4, = 50

Nous tracons en Fig.5.9 la norme de l'erreur discréte L' définie par (5.29) pour un
maillage régulier, tronqué & 50 et avec nz mailles. L’erreur est de I'ordre de 1073 4 10~ et
croit quasiment linéairement en temps. La différence entre les différentes courbes obtenues
pour 125, 250 et 500 mailles reste acceptable sur l'intervalle de temps testé, et est essen-
tiellement due & la troncature. Le passage en maillage non-uniforme est donc préférable si
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on veut un résultat plus précis en temps long.

Tout comme dans [FL04|, notre schéma est d’ordre 2 et reproduit le phénomeéne de
gélation quand il a lieu. Nous avons également testé un maillage non-uniforme et nous
avons remarqué que la gélation n’était pas trés bien reproduite pour un nombre de points
trop faible. Le maillage non-uniforme sous-estime le moment d’ordre 1 et sous-estime aussi
le temps de gélation. Aucun maillage non-uniforme n’est testé dans [FLO4].

5.5 Passage au multidimensionnel

Comme annoncé, nous considérons le cas multidimensionnel, nécessaire & ’application
a la volcanologie. Soit X = (X1, ..., Xq) € IR%. Nous cherchons a résoudre numériquement
le probléme de coalescence multidimensionnelle :

ouf = / FRYFR - RYH(F, X — X)dX—
(5.34)

l

=/

/fX F(XNH(X,X")dX'

. X X1 X2 Xd =
avec dX = dX1dXy---dXy, ﬁ = / / / et f(X,t) la fonction de densité
0 0

numeérique.
En généralisant la démonstration du cas unidimensionnel, on peut montrer que les quan-
tités conservées par (5.34) sont :

h F(X,0)®(X)dX

—

0
avec ® tel que ®(X + X’) — ®(X) — ®(X’) = 0. En particulier, la fonction

d

=1

pour tous coefficients ¢; € IR donne que les moments d’ordre 1 multidimensionnels sont
conservés au cours du temps.

Si on pose I € IN% et (X, ;); la valeur de la i®™® composante du vecteur X sur la maille j
et que l'on passe en discret comme pour le cas unidimensionnel, on obtient le schéma, :

A (I AX AX > S
Al L L= 3 ST Ikl HN TR SN AR (5.35)
(K,J)eF(I) =
ou f7 = f((X1)n, .., (Xq)1,,t"), les sommes correspondent en fait a :

IIEDIDIED B

JZO J1:0Jg:0 Jd:(]
> = X > 2
(KJJ)eF(I)  (Ki,J)eFi(Ih) (Ka,J2)eFi(I2)  (Ka,Ja)eFa(la)

avec JF, associé au maillage sur X, défini comme dans (5.8),

Hyj=H(X, X)),
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d
AX;=T[AaX),, ,

i=1
d
I _ I,
Nk =112,
p=1

ot les indices p sont associés a la p®™€ composante du vecteur X .
La définition de Hr ; dépend de 'expression de ®. Dans le cas général :

2(®; + @)
Y kesry) Px(AF ;AT

ou &y = &(X;) et K = (Ky,...,Kq) € S(I,J) correspond & K,, € Sx,(In,Jn), avec
1 <n < dou Sy, signifie que 'ensemble est associé au maillage de la variable X,,.
Comme dans [QWO07], il nous faut choisir une forme de ® pour écrire la forme conser-
vative, 'équivalent de ce qui est fait en deux dimensions dans [QWO07] serait de prendre
cr=..=cqg=1.

Hrj;=Hry

Remarque 5.5.1

Nous ne pouvons pas conserver plus d’un moment d’ordre 1 en discret ¢ la fois pour une
discrétisation quelconque. Il nous faut donc choisir un unique d-uplet (c1,ca,...,cq) € R?
pour lequel on souhaite conserver le moment d’ordre 1 qui lui est associé :

d
Z Cz‘X@' .
i=1

Tous les moments d’ordre 1 seront conservés, si et seulement si on a le méme maillage sur
tous les états.

5.6 Comparaison des résultats de coalescence avec
des modéles numériques multidimensionnel exis-
tants

Il existe quelques exemples connus de solutions explicites en deux dimensions qui vont
nous permettre de tester notre résolution numérique. Nous comparerons nos résultats avec
ceux de [QWO07] et avec la solution explicite. Le nom de chaque comparaison est celui qui

était donné dans [QWO7] pour des données identiques. Dans tout les cas tests considérés,
le noyau est constant, H = 1, et le temps final est fixé & t = 100, comme dans [QWO07].

5.6.1 Cas test 5 de [QWO07]

Nous commencons par le cas 5 de [QWO07]. La condition initiale est :

f(0,z,y) = exp(—z —y)
et la solution analytique, voir [QWO07,Lus76], est :

4
ft oz, y) = (t+2)2

A\ /2
avec 0 = <>
t+2

exp(—z — y)Ip(0)
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5.6. Etude comparative de différents schéma multi-D

Ici I est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce d’ordre 0 (voir [Olv72]) :

00 Zk 2 1 T
In(z) = Z (2]%') = 7T/0 cosh(z cos6)dd (5.36)
k

=0

Nous représentons Fig.5.10 la solution analytique tracée en échelle log,.

=

number density

FIGURE 5.10 — Solution analytique & ¢ = 100 du cas 5 de [QWO07]

Les moments correspondant s’écrivent, voir [QWO07],
Mo,o(t) =2/(2+1), ./\/1170(t) =1, Mlyl(t) =1+t

Nous avons choisis un maillage similaire & celui de [QWO07] avec N = 40 points pour chaque
composantes et on a supposé la troncature a R, = R, = 1000. Comme le maillage est le
méme sur les deux coordonnées, nous conserverons les deux moments d’ordre 1.

Nous reportons en Fig.5.11 et Fig.5.12, les résultats obtenus dans [QWO07] (gauche) et ceux
que l'on a obtenus (droite).

10*

o Moo 3
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o Mg o Moo
10 v My, 4 o My
¥ i 24|y My o
T 10 : el
'l T
DRy ol o
= T = 3 -
z .4 = E 7
s T Rl s
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A —o-o,
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o 10 >
. ~
o
102 So¢
0 1 2 2
10 10 10 1 -
time 10 10 10

FIGURE 5.11 — Comparaison des moments numériques avec les résultats de [QWO07] pour
le cas test 5

Dans Fig.5.11, sont représentées en échelle log,, l’évolution exacte des premiers moments
(courbe pleines) ainsi que leurs estimations par le code de [QWO07| (gauche) et les notres
(droite). Tout comme [QWO07], nous approchons bien les premiers moments.

Les figures de Fig.5.12 représentent la fonction numérique f(¢,x,y) (number density) a
I'instant ¢ = 100 en échelle logyg.
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number density

—T

i e
— 1P et
o

Fig. 6. Two-component aggregation in Problem 5.

FI1GURE 5.12 — Comparaison de la fonction densité numérique & l'instant ¢ = 100, avec les
résultats de [QWO07] pour le cas test 5

Notre solution (droite) est lisse et n’a pas de discontinuité. Nous avons diffusé légérement
sur tout le domaine alors que [QWO07] (gauche) diffuse beaucoup sur les bords du domaine
r = R; et y = Ry, et peu pour les valeurs de z et y proche de 0.

5.6.2 Cas test 6 de [QWO07]

Nous poursuivons avec le cas 6 de [QWO07] avec un noyau constant égal a 1 et un temps
égal & 100. La condition initiale est :

f(0,z,y) = 162y exp(—2z — 2y)
et la solution analytique, voir [QWO07,GS78], est :
3 p o\ /4
t,x,y) = ———exp(—2z — 2y) [Ip(0) — Jo(0)], O =4z — .
Flta9) = s en(=2m = 20) [o0) = 10, 0 =477 ()

Ici Jg et Iy sont, respectivement, la fonction de Bessel et la fonction de Bessel modifiée de
premiére espéce d’ordre 0 (voir |Olv72]) :

> 2k 2o
Jo(z):kg(—l)k <2kk‘> :W/O cos(z cos 0)df (5.37)

0

A nouveau, la solution exacte est tracée en échelle log;, en Fig.5.13.
Pour cette solution, les moments correspondants s’écrivent ( [QW07, VMO05]) :

Moo(t) =2/(2+1), Mig(t)=1

—_

Mao(t)==-(B+2t), Mi(t)=1+t1

[\

M3 o(t) = g(l +1)(24+1), Mai(t) = %(3+ Tt + 3t%)

Nous reportons maintenant en Fig.5.14 et Fig.5.15, les résultats obtenus dans [QWO07]
(gauche) et ceux que l'on a obtenus (droite).

Nous avons choisi le méme maillage que dans [QWO0T7] avec N = 40 points pour chaque
composantes et une troncature R, = R, = 1000. Comme le maillage est le méme sur les
deux coordonnées, nous conserverons les deux moments d’ordre 1.

Les graphiques de Iig.5.14 représentent en échelle log;, I’évolution exacte des premiers mo-
ments (courbe pleines) ainsi que leur estimation par notre code (droite) et celui de [QWO07]
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Mt/ (0)

M; (t)/M; ;(0)

100 107 102
time

F1GURE 5.14 — Comparaison des moments numeériques avec les résultats de [QWO07] pour
le cas test 6
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number density
s
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Ficurg 5.15 — Comparaison de la fonction densité numérique & Iinstant ¢ = 100 avec les
résultats de [QWO07] pour le cas test 6

(gauche). Tout comme [QWOT7|, nous approchons bien les premiers moments, plus I'ordre
est élevé. Néanmoins, nous approchons mieux que [QWO07] tout les moments tracés, y com-
pris M3 o(t) qui bien que surévalué, reste plus proche de la courbe que dans [QWO07].

Les figures de Fig.5.15 représentent, en échelle log,, la solution numérique f(x,y,t) (num-
ber density) a l'instant ¢ = 100 de notre code (droite) et de celui de [QWO07| (gauche).
Notre solution est lisse et n’a pas de discontinuité contrairement & [QWO07]. Nous avons
diffusé légérement sur tout le domaine alors que [QWO07| diffuse beaucoup sur les bords
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xr = R, et y = R, et peu pour les valeurs de = et y proche de 0.

5.6.3 Cas test 7 de [QWO07]

Terminons avec le cas 7 de [QWO07] avec un noyau constant égal & 1 et un temps égal a
100.

La condition initiale est :
f(0,2,y) = 4z exp (=22 — y)

et la solution analytique, voir [QWO07,GST78], est :

k
oo Aty )" 2k+1
t+2
—2x — g

ftzy) = I

exp (

16
(t+2)2

k=0

Pour cette solution, les moments correspondant s’écrivent [QW07, VMO05] :
Moo(t) =2/2+1t), Mio(t) =1

1
Mgo(t) = 5(3 + 2t) , Ml,l(t) =1+t

Mso(t) = 2(1 +8)(24+1t), Mo(t) = é(3+ 7t + 3t?)

Nous avons choisis le méme maillage que dans [QWO07] avec N = 40 points pour chaque
composantes et une troncature R, = R, = 1000. Comme le maillage est le méme sur les
deux coordonnées, nous conserverons les deux moments d’ordre 1.

Nous reportons en Fig.5.16 et Fig.5.17, les résultats obtenus dans [QWO07] (gauche) et ceux
que 'on a obtenus (droite)

5
10 o Mg 7
Y My ,v/vpﬁpﬁ
3 ]| o My v/gy/o
10 //
X M, 7
,10° Mso o
1003 |V

My e o

M, 1YM,;(0)

M; ;(t)/M; 5(0)

) ' 2
10 10 10
time

FIGURE 5.16 — Comparaison des moments numériques avec les résultats de [QWO07| pour
le cas test 7

Les graphiques de Fig.5.16 représentent en échelle log;y, ’évolution exacte des premiers
moments (courbe pleines) ainsi que leur estimation par notre code (droite) et celui de
[QWOT7] (gauche). Tout comme [QWO0T7], nous approchons bien les premiers moments, plus
I'ordre est élevé, plus on surestime.

Les figures de Fig.5.17 représentent, en échelle log;,, la fonction numérique f(x,y,t)
(number density) a linstant ¢ = 100. Comme pour les autres cas tests, notre solution
(droite) n’a pas de discontinuité et a diffuseé.
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F1GURE 5.17 — Comparaison de la fonction densité numérique & I'instant ¢ = 100 avec les
résultats de [QWO07]| pour le cas test 7

5.7 Conclusion

Nous avons construit un schéma numérique pour résoudre la coalescence tout en conser-
vant au moins un moment d’ordre 1. Nous avons vu que ce schéma en une dimension est
d’ordre 2. Nous avons vu que notre code donnait de bons résultats, que ce soit en une
dimension avec un maillage uniforme ou non, ou en multidimensionnel avec un maillage
non-uniforme. Cependant, nous avons remarqué de la diffusion numérique et une suresti-
mation des moments d’ordre strictement supérieur & 1. Ceci peut étre da a la quadrature
utilisée, mais aussi & la définition du facteur de proportionnalité )\f’ j
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Chapitre 6

Résolution du modéle cinétique
complet

Dans ce chapitre, nous montrons comment nous résolvons numériquement le modéle de
croissance-coalescence présenté au chapitre 4. Soit n(t,v, m) = n la fonction de distribution
des bulles, elle représente le nombre de bulles par unité de volume & l’instant ¢ dont le
volume est compris entre v et v 4+ dv et la masse entre m et m + dm. On s’intéresse donc
& la résolution numérique de 1’équation

On + 0y (P(t,v,m)n) + O (E(t,v,m)n) = ((t)Q(n) (6.1)
ou ® et = sont les taux de croissance et sont donnés par :
1 2/3 = 3pm
o(t,v,m) = — (m —vP, — Yw ) ,  E(t,v,m)=——F(t,v,m) (6.2)
@V 6D

avec X la tension de surface adimensionnelle, p,, la densité du magma adimensionnelle
et P, la pression ambiante adimensionnelle, et ot Q(n) est Popérateur de coalescence de
Smoluchowski, donné par (4.39). Nous avons rajouté un terme ((t) devant l'opérateur
de coalescence qui représente l'efficacité de la coalescence, sauf mention contraire, nous
le supposerons constant égal a 1. Nous considérons une donnée initiale ng(v, m) et des
conditions aux bords de sortie libre.

Nous discrétisons (6.1), au temps ¢ = t* . On note AtF = tFT1 — % ot n* = n(t*, v, m).
Comme la coalescence est résolue en explicite dans le chapitre 5, nous souhaitons ne pas
contraindre plus le pas de temps et donc résoudre la partie transport de ’équation en
implicite :

+ Ou(@(t" 0, m)n" ) + 0 (B v, m)n ) = ((E)Q(n"),
ce qui peut s’écrire sous la forme :

nk 4 Ak (8v(¢>(t’“+1, v, m)nFH) 4 9 (B, v, m)nk+1)> — Akl (6.3)

avec At =nk + AtFC(tM)Q(nh). (6.4)

La résolution de (6.4) utilisée est celle donnée au chapitre 5. Il ne nous reste donc plus
qu’a résoudre (6.3). L’ordre de résolution est important : la coalescence doit étre résolue
avant et fixera le pas de temps avec sa condition de positivité, puis le transport sera résolu
avec le méme pas de temps.
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Nous avons vu dans le chapitre 5, que la discrétisation de la coalescence retournait
des résultats acceptables. Nous validerons la résolution numérique de la partie transport
et regarderons l’erreur commise. Ensuite, nous comparerons numériquement les noyaux
physiques présentés en chapitre 4. Enfin, nous présenterons les résultats sur le schéma
couplé.

Avant de détailler la résolution numérique, nous présentons la discrétisation de 1’espace
en v et m. Comme les données expérimentales sont souvent données en rayon sur un
maillage uniforme, et que la fonction de distribution dépend du volume, pour ce qui suit,
nous considérons le maillage suivant en volume et masse : pour tout ¢ =0... NV,

(R() +1AR
Vicijp =

3
R ) , avec AR, R,, constante
m

2/3
Mmi_1/2 = Vi—1/2 + Evifl/g

La constante R,, est le rayon moyen de ’état initial qui sert de constante d’adimensionne-
ment, Ry est le rayon minimum considéré, AR est le pas du maillage uniforme en rayon et
> est la tension de surface adimensionnelle. Nous avons pris un maillage tel que le couple
(vi—1/2,Mi_1/2) soit & 'équilibre & I'instant initial. Nous définissons les pas d’espaces et les
points milieux :

Av; = Vit1/2 — Vi-1/2 5 Am; = Mit1/2 — Mi—1/2

vi = (Vig1/2 +vi_172)/2 et mi = (M1 +mi_12)/2 .

Comme, dans les expériences physiques, nous ne connaissons que la distribution des
bulles comme fonction de leur volume, on appellera marginale en fonction du volume au
temps t" la somme suivante

N
Marg(v;) = Z ni i Am; (6.5)
§=0
et "marginale massique" en fonction du volume au temps t" la somme suivante

N
Margm(vi) = ZanAmjAUi : (6.6)
=0

6.1 Le transport
Nous considérons ici la partie transport de (6.1) :

on(t,v,m) + 0y (P (t,v,m)n) + O (E(t,v,m)n) =0 (6.7)

6.1.1 Discrétisation de I’équation de transport

Puisqu’un schéma explicite aménerait & un pas de temps At controlé par le plus petit
des paramétres de relaxation Oy et Op qui sont en général trés petits, nous discrétisons
(6.7) par un schéma aux différences finies implicite. Ainsi nous n’avons pas de conditions
sur le pas de temps At.

Soit une discrétisation de 'espace v; et m; pour ¢,7 = 1...N. On discrétise la fonction
de distribution n(t,v,m) par nf’j = n(t*,v;,m;) et les taux de croissance ®(t,v,m) et
=(t,v, m) respectivement par Aﬁj = O(t*,v;,m;) et Bf’j = E(t*, v, m;).
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6.1. Le transport

Donnons la version discrétisée de I’évolution en temps de la pression ambiante et des
taux de croissance (4.10) et (4.9) :

PF=1—t (6.8)
LI Pk 50 6.9
i,j_giv(mj_via_ U; ) (6.9)
gk _ 3Pm ok 6.10

7 - ®D ,J ( ‘ )

Dans un premier temps, nous splittons ’équation et résolvons d’abord le transport en
v puis le transport en m.
Nous utilisons la méthode de Engquist-Osher [Per02] pour obtenir un schéma implicite :
On pose
k k —\k k
(A‘*')i’j = max(0, A7 ;) et (A )” = max(0, —A;;) ,

o k Nk k -k
ainsi : Aﬁj = (AJF)M- - (A )i,j et ‘Aﬁj| = (Aﬂi,j +(47)

45"
Le schéma numérique s’écrit alors

k+1)\, k+1 _  k + k41 _ Nkl

(1 + 0u AT )iy = nij + b, ((A )iy, t (4 n)i+1,j> ) (6.11)

R 5 At
ol on pose d, = —.
p v Av;
On considére donc le probléme de transport discret suivant :

k+1\, k+1 +,\k+1 — NEFL Y\ Kk

(1 00 AE Dkt = 6y, (A7 n) ]+ (an) b)) = (6.12)

Pour chaque temps k et indice j = 1...IN, nous considérons le vecteur X }]f ol
h=1i4+j N, (6.13)

pour ¢ = 1...N, et nous réorganisons les éléments de la fonction de distribution inconnue
nk ; dans un vecteur de taille N 2.

k_ ok ko k k k kAT
X% =(n71,Mm31,M51, s MN_2 NsPN—1.N "N,N) (6.14)

De plus, pour chaque pas de temps, considérons les vecteurs a¥, ¢* de taille N2 — 1
respectivement définis par :

_\k .
a];L: —dy, (A )i+1,j 75?2.:1"']\[_1’ j=1...N
0 ,81 i =N
k .
ok = —0u, (A7) o z‘:2...N7 i—1..N
0 ,s1 1 =1
le vecteur b* de taille N2 défini par :
b =1+0,]AF;, j=1...N,i=1...N

et la matrice tridiagonale D* associée & a,b,c pour laquelle la ligne h se lit :
Di=@...0ckvkaf0 ... 0)
Le probléme de transport (6.12) se lit alors, pour h =1... N2 :
Dyt XpH 4+ DR X 4 DL X = X (6.15)
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qui peut étre résolu en inversant la matrice tridiagonale D. Pour cela, on utilise la décom-
position LU [DHPO03].
De facon analogue, pour le terme de dérivation par rapport a m :

on + On(En) =0,

on réorganise les éléments de la fonction de distribution nf ; dans un vecteur de taille N 2.

k_ [ k k k k 3 k. \T
Y —(n1,17n1,27n1,3)'"anN,N—2vnN,N—1>nN,N) )

Pour chaque pas de temps, nous considérons les vecteurs a*, & de taille N2 — 1 respecti-
vement définis par :

\k .
&i: —dy, (B )i7j+1 ,s? j.:1'”N_1, i1 N
0 ,81 1 =N
k .
i~ ~6u, (BY); 51 8 ?:2...]\77 1N
0 ,81 1 =1
le vecteur b* de taille N2 défini par :
by =1+06,|B;l, j=1...N,i=1...N

et la matrice tridiagonale E* associée a d,g,é pour laquelle la ligne A se lit :
EF=(...0& W aro...0)
Le probléeme de transport en m se lit alors, pour h =1...N? :

k1 k1 ke 1y k1 k1 vkl vk
By Y HE YT+ E LY =Y (6.16)

qui peut étre résolu en inversant la matrice tridiagonale E. Pour cela, on utilise la décom-
position LU [DHPO03].
A chaque itération, on résout un pas de transport en v, puis un pas de transport en m.

6.1.2 Test de validation

Nous testons maintenant numeériquement la précision d’une telle discrétisation. Nous al-
lons donc valider le code en regardant les cas classique du transport linéaire et du transport
en rotation uniforme, dont les solutions analytiques sont connues.

6.1.2.1 Transport linéaire

Nous considérons 1'équation (6.7). Nous fixons = et ® successivement & 0 ou 10°. Nous
prenons les données qui seront traitées pour définir le maillage : Ry = 107°, AR = 5-1079,
R, =175-10%et X =2 10*9/}2m et N = 250. La donnée intiale est définie par un
double dirac dans la maille (4,4) et (5,5) : n; j(t = 0)Av;Am; = 04.4(7, ) + 5055(7, ) ot

o 1 sit=xetj=y
S0y J) = {O sinon

On ne présente que les graphiques obtenus pour ® = Z = 10°. Dans le cas ot un des
deux taux de croissance est nul, on obtient une projection sur 'axe correspondant de la
solution lorsque ® et = sont non nuls et la marginale suivant cet axe est identique a celle
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6.1. Le transport

de la solution lorsque ® et = sont non nuls. Dans ce cas, la solution analytique est donnée
par
n(t,v,m) = ng(v — 10°t,m — 10°t) ,

ou ng(v,m) = n(t = 0,v,m) est la donnée initiale.
On a my ~ vy ~ 1.714%3 ~ 5.038, ms ~ v5 ~ 23 = 8 et mg ~ v ~ 2.286° ~ 11.94.

3.0e-04 5.0

2.5e-04

2.0e-04

1.5e-04

0.5

1.0e-04

5.0e-05

0.0

0.0e+00~

T T T T T T T T T T T 0.00-— T T U T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14 16 40000 60000 80000 100000 120000
v v v

FIGURE 6.1 — Transport de n(t = 0) avec ® = ¥ = 10° aux temps ¢t = 0.70, t = 0.75,
t = 0.80 et t = 0.85, les graphiques de gauche représentent la marginale de notre inconnue
en fonction de son volume et ceux de droite la "marginale massique" de n en fonction
du volume v. En vert sont tracées les données initiales, en rouge la résolution au temps
t = 0.7, en bleu le temps t = 0.75, en noir pointillé le temps ¢t = 0.8 et en cyan pointillé le
temps ¢t = 0.85.

Sur Fig.6.1, on peut voir en vert que les données initiales sont centrées sur v = 10 €
[8,11.94], on retrouve bien sur les graphiques le résultat attendu : les courbes sont respec-
tivement centré sur v ~ 70000 pour ¢t = 0.7, v = 75000 pour t = 0.75, v = 80000 pour
t = 0.8 et v &~ 85000 pour t = 0.85. Au vu de la précision, la solution numeérique retrouve
la solution exacte (un pic centré en v = 10 + 10°¢). 1l existe de la diffusion numérique, la
donnée initiale étant non nulle sur deux mailles et les solutions sont non nulles sur une
vingtaine de mailles.

400000
350000
300000

250000

m

200000

150000

100000

50000

0
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000
v

FIGURE 6.2 — Transport de n(t = 0) avec ® = ¥ = 100000 au temps t = 0.85, tracé en
fonction de v et m (gauche) et en fonction de v'/3 et m!/3 (droite).

Sur Fig.6.2, nous tracons le résultat de la résolution par notre schéma avec ® = = = 10°
au temps t = 0.85, sur le graphique de gauche, nous tragons en fonction des variables v et
m, mais comme le maillage est non-uniforme, nous distinguons mal la diffusion numérique,
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CHAPITRE 6. RESOLUTION DU MODELE CINETIQUE COMPLET

nous avons alors tracé la solution en fonction de v'/3 qui est alors régulier et m!/3 qui
est presque régulier. Le maximum est atteint sur la 151°™¢ maille en v et en m soit dans
Iintervalle [83535.324, 85184], nous sommes donc dans l'intervalle ou la solution doit étre.
Les solutions étant tracées en échelle logarithmique, la diffusion numérique constatée sur
la Fig.6.2 est faible.

Les cas, ot ® = 0 ou = = 0, sont en fait les projection sur les axes V = Vit ou
M = Minit, ou Vi, respectivement M;,;; représentent les volumes, respectivement les
masses, ol la donnée initiale était non nulle, ici ce sont les mailles 4 et 5 en volume,
respectivement en masse. La diffusion numérique est du méme ordre de grandeur et les
marginales obtenues sont les mémes sur V quand ® = 10°, Z = 0 et sur M quand ® = 0,
= = 10°.

6.1.2.2 Transport en rotation uniforme

Nous considérons ’équation (6.7). Nous posons

&(t,v,m) =2m(m — M)

E(t,v,m) = 2n(v—-V),

avec M = myyy et V = vyy4. La solution de ce probléme est la rotation des données dans
le sens horaire autour du point de coordonnée (V, M) dont la période vaut 1. Comme les
conditions aux bords sont une sortie libre, les coins du carré initial se feront rogner au
cours de la rotation.

Nous prenons les données qui seront traitées pour définir le maillage : Rg = 9 1076,
AR=510"", R, = 107 et ¥ =210"7/R,, et N = 250.

La donnée initiale est définie par :

1j siv; < 1.8 wynyet mj < 1.8 mpyyy
nig(t =0) = {0 sinon / /

7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000

FIGURE 6.3 — Donnée initiale pour le transport en rotation uniforme
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FIGURE 6.4 — Transport en rotation uniforme : solution numérique pour ¢ = 0.2 (gauche)
et t = 0.5 (droite).
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FIGURE 6.5 — Transport en rotation uniforme : solution numérique pour ¢ = 0.8 (gauche)
et t = 1.0 (droite).

Nous constatons sur Fig.6.4 et Fig.6.5, la rotation horaire de la données initiale bien
qu’il y ait de la diffusion. La rotation se fait & la bonne vitesse puisqu’au temps 0.5, nous
constatons que la donnée initiale a effectué une demi rotation.

Comme nous l'avions vu précédemment, la résolution diffuse, mais donne une bonne
approximation de la solution exacte.

6.1.3 Test de convergence

Nous allons maintenant utiliser la résolution présentée en section 6.1.1 pour ® et = don-
née par le modele de volcanologie par (6.2). Nous comparerons donc dans un premier temps,
les résultats obtenus avec le modéle cinétique et le systéme d’équations différentielles.

6.1.3.1 Comparaison des flux

Nous allons maintenant nous intéresser au flux F' présent dans la définition de =.

Afin de comparer les résultats obtenus par la simulation du modeéle cinétique avec le
modéle monodisperse (chapitres 1, 2 et 3), nous modifions le code décrit au chapitre 1
(et annexe A) et remplagons la résolution de I’équation de diffusion par une formule pour
approcher le flux. Il s’agit ici de voir quelle approximation est la meilleure afin de ne
travailler qu’avec celle ci sur I’équation cinétique.
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Les données utilisées sont une porosité «; = 7.79%, une constante de diffusivité D =
6.95-107'2 m? s~! une concentration d’eau dans le magma C = 4.213, une pression initiale
P; = 10% Pa, une tension de surface ¢ = 0.1 J m™2, une viscosité effective constante
Nefr = 59000 Pa s, une densité du magma p,, = 2354 kg m ™3, une température de 825°C
(1098.5K), un taux de décompression DP = 500000 Pa s~!, une constante de Henry
Ky = 3.44-107%. Pa~'/2_ un rayon moyen R,, = 1.75-10~° m, un rayon minimum
Ry =5-10"% m, un pas d’espace AR = 2.5-107% m, et 250 mailles pour la discrétisation
en espace.

Nous avons comparé les résultats pour les paramétres ©p € {10_5, 1073,1071, 101, 103}
et Oy € {10_9,10_7,10_5,10_3,10_1,101} et nous présentons les graphiques les plus
représentatifs.

0,=10, ®,=10° 0,=10%, ©,=10°

6 12

— reference — reference

—fluxde green —flux de green
5 FLSt;1 09 fs i1

Fl. St.; R"2 Fl. St.; R"2
4 1 —Flst.; (S-R2 8 1 —Flst.; (s-R"2
3 R 6
R
21 44
1 2
0 , 0
12 1 08 06 04 0.2 0 12 1 038 06 04 02 0
Pa Pa

FI1GURE 6.6 — Comparaisons de I’évolution du rayon pour différents flux pour ©p = 10,
Oy = 1073 (a gauche) et pour Op = 1073, O = 107> (4 droite).
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FIGURE 6.7 — Comparaisons de I’évolution du rayon (& gauche) et de la pression (a adroite)
pour différents flux pour ©p = 1071, Oy = 107!

Dans Fig.6.6 et Fig.6.7, nous tragons le rayon R ou la pression P en fonction de la
pression ambiante P,. Dans la légende des graphiques, "reference" correspond a la courbe
obtenue par le systéme d’équations différentielles couplé & I’équation de diffusion, le flux
de Green est celui défini par (4.36), les "F1. St.; xxx" est le flux asymptotique défini par
(4.37) on xxx définit l'inverse du coefficient A que l'on considére, A = 1/xxx.

Nous constatons sur Fig.6.6 et Fig.6.7 que le flux de Green et le flux asymptotique
donnent le méme résultat dans certain cas (©p >> 1), alors que nous avions défini le flux
de Green pour les ©p petit. Mais le flux de Green ne peut étre que continu alors que la
solution a une discontinuité au temps initial, de ce fait, le flux asymptotique est meilleur.
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6.1. Le transport

Nous avons testé plusieurs flux asymptotiques, en modifiant la valeur du coefficient A,
que nous avions fixé a 1, 1/R?, puis & 1/(S — R)%2. On remarque peu de différences sur
les résultats. Les endroits ot 'on peut distinguer une différence montrent que la meilleure
approximation de A testée est 1. Nous choisissons donc le flux asymptotique avec A = 1
pour la suite de nos simulations.

6.1.3.2 Comparaison Monodisperse/Polydisperse

Nous allons maintenant comparer les résultats obtenus par notre modéle monodisperse
(systéme d’équation différentielles) et notre modéle polydisperse (équation cinétique) avec
les mémes conditions initiales : une porosité a; = 7.79%, une constante de diffusivité
D =10"1.m? 57! une concentration d’eau dans le magma C' = 4.21, une pression initiale
P, = 10® Pa, une tension de surface ¢ = 0.1 J m™2, une viscosité effective constante
Nefr = 250000 Pa s, une densité du magma p, = 2400 kg m™3, une température de
825°C' (1098.5K), un taux de décompression DP = 100000, une constante de Henry Ky =
3.44 - 1075 Pa=1/2 et un rayon moyen R,, = 10~° m. Pour le polydisperse, nous avons
également un rayon minimum Ry = 0 m, un pas d’espace AR = 0.5-107% m, et 250 mailles
pour la discrétisation en espace et une condition initiale

TLZ‘J(O)A’UZ'AWLJ' = 520,20(2',']') .

Comme nous 'avons vu précédemment, le flux que nous avons choisi n’est pas exact
mais reste toutefois assez proche de celui du modéle monodisperse complet, c¢’est pourquoi
nous allons comparer les résultats du systéme d’équations différentielles pour le flux exact
et le flux approché avec les résultats de ’équation cinétique.

0,=10, ©,=10° 0p=10, ©,=10°

)
[
o

5 | edosimpl edo simpl

P
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S S R

» 0,8 0,6 0,4 0,2 0
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Ficurg 6.8 — Comparaisons de I’évolution du rayon médian obtenue par résolution de
I’équation cinétique, et le sytéme d’équation avec flux simplifié et équation de diffusion
pour Op = 10, Oy = 1073 (a gauche) et pour Op = 10, Oy = 107> (4 droite).
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0,=10%, 0,510° 0,=10", ©,=10™
12 35

10 4__edo simpl 31 et simpl

: : : : : . : : . .
1.2 1 0,8 0,6 04 0,2 0 12 1 08 0,6 04 0,2 0
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Ficure 6.9 — Comparaisons de I’évolution du rayon médian obtenue par résolution de
I’équation cinétique, et le systéme d’équation avec flux simplifié et équation de diffusion
pour Op = 1073, O = 107° (a gauche) et pour Op = 1071, Oy = 107! (a droite).

Dans Fig.6.8 et Fig.6.9, nous tracons le rayon (moyen) R en fonction de la pression
ambiante P,. Dans la légendes des graphiques, "edo gen" correspond & la courbe obtenue
par le systéme d’équations différentielles couplé a I’équation de diffusion, "edo simpl"
correspond & la courbe obtenue avec le systéme d’équations différentielles avec le flux
simplifié et "edp" correspond & la courbe obtenue par ’équation cinétique. On constate
que la résolution de I’équation cinétique donne des résultats quasiment identiques & ceux
de la résolution du systéme d’équations différentielles. La légeére différence vient du fait
qu’en cinétique, la donnée est sur une maille dont seule la valeur moyenne est considérée,
elle n’est pas exactement sur un rayon moyen adimensionné de 1. L’équation cinétique et
le systéme d’équations différentielles donnant le méme résultat pour une seule bulle, nous
allons regarder la différence entre 1’évolution d’une seule bulle et I’évolution du volume
moyen d’une population de bulles.

Nous comparons maintenant les résultats obtenus avec le modéle cinétique entre une po-
pulation de bulles initiale et une bulle dont le volume est le volume médian de la population
précédemment citée. Nous considérons donc le modéle cinétique avec les mémes conditions
initiales : une porosité oy = 7.79%), une constante de diffusivité D = 6.95076-1072 m? s~ 1,
une concentration d’eau dans le magma C = 3.44, une pression initiale P; = 10® Pa, une
tension de surface o = 0.1 J m™2, une viscosité effective constante Nefs = 99000 Pa s,
une densité du magma p,, = 2354 kg m~3, une température de 825°C' (1098.5K ), un taux
de décompression DP = 500000, une constante de Henry Ky = 3.44 - 1076 Pa=1/2 et un
rayon moyen R,, = 1.75-107° m. Nous avons pris un rayon minimum Ry = 0 m, un pas
d’espace AR = 0.5-1076 m, et 250 mailles pour la discrétisation en espace. Ici, dans le cas
monodisperse, la donnée initiale s’écrit

ni,j(0)Av;Am; = d6,6(i, j) (6.17)

et dans le cas polydisperse, la donnée initiale (série expérimentale ABG1) s’écrit

n; j(0)Av;Am; = 115 (654,4(%1) + 2705 5(1,7) + 4506 6(2, 7) + 3007 7(, 7)+

(6.18)
+ 1708,8(1, j) + 1809,9(%, j) + 401111 + 2511,11)
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FIGURE 6.10 — Marginale "massique" pour le cas monodisperse (gauche) et le cas polydis-
perse (droite) aux temps t =0,¢t=0.2,t =04, t =0.7 et t = 0.9.
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FIGURE 6.11 — Evolution du rayon moyen R en fonction de la pression ambiante P,, pour
le cas monodisperse et le cas polydisperse.

Nous montrons (Fig.6.10) comment évolue la population de bulles aux temps ¢t = 0,
t=202¢t=04,%t=0.7ett=0.9 On constate qu'au cours du temps des oscillations
apparaissent, nous les étudions dans la section suivante.

Dans Fig.6.11, nous tragons ’évolution du rayon moyen obtenu par la résolution de
Péquation cinétique. La légende "Polydisperse" se rapporte a la donnée initiale (6.18)
et la légende "Monodisperse" se rapporte a la donnée initiale (6.17). Nous constatons
que lorsque différents volumes de bulles sont présents, 1’évolution du rayon moyen est
légérement différente (plus rapide ici). Le rayon initial n’est pas le méme pour les deux
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cas, en effet, le rayon moyen pour chacun des deux cas était identique en continu, mais est
différent en discret. Cette erreur est due & la discrétisation.

6.1.3.3 Dimension des pas de discrétisation

On a constaté des oscillations dans les marginales de la solution des tests précédents
(Fig.6.10), nous allons donc vérifier que ces oscillations ne viennent ni du pas de temps, ni
du pas d’espace et qu’il est nécessaire de faire un post-traitement pour les éliminer.

Les données utilisées pour le test témoin de cette partie sont une porosité a; = 7.79%,
une constante de diffusivité D = 0 m? s~! (on fixe Z(t,v,m) = 0), une concentration
d’eau dans le magma C = 4.213, une pression initiale P; = 10% Pa, une tension de surface
o = 0.1 J m~2, une viscosité effective constante Nefr = 59000 Pa s, une densité du magma
pm = 2354 kg m~3, une température de 825°C (1098.15K), un taux de décompression
DP = 500000 Pa s~!, un rayon moyen R,, = 1.75-107° m, un rayon minimum R, =
5-107% m, un pas d’espace AR = 2.5-107% m, et 250 mailles pour la discrétisation en
espace.

Nous prenons la donnée initiale suivante :

nM(O)AviAmj = @ (65474(Z,j) + 275575(2,]) + 456676(17]) + 305777(1,])4-

+ 1768,8(1,7) + 1839,9(7, ) + 4011,11 + 2511,11)
0.9 0.35
t=0 t=0
0.8 ::3;5 t:g;S
’ =08 0.307 t=0.8
0.7 t=0.85 t=0.85
0.251
0.6 _
= 2 ]
< 08 < 0.20
S 0.4 S 0.5
= = o
0.3
0.10
0.2
o011 0.051
0.0 = : 0.00 ;
0 3 4 5 0 4 5

FicURE 6.12 — Résolution témoin. Sont représentés sur les graphiques, la marginale
(gauche) et la marginale "massique" (droite) aux temps ¢t =0, ¢ = 0.7, t = 0.75, t = 0.8 et
t = 0.85 en fonction du rayon v'/3

On constate, sur Fig.6.12, des oscillations sur la marginale et la marginale "massique".
Le cas choisi (D = 0) signifie que les oscillations ne viennent pas de la définition du flux.
On utilisait un pas de temps de At = 0.001 pour le cas témoin, nous fixons maintenant le
pas de temps & At = 0.00001 et nous reprenons les mémes données que le cas témoin :
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FIGURE 6.13 — Résolution pour un pas de temps 100 fois plus petit. Sont représentés sur
les graphiques, la marginale (gauche) et la marginale "massique" (droite) aux temps ¢t = 0,
t=0.7,t=0.75,t = 0.8 et t = 0.85 en fonction du rayon vt/3

On constate, sur Fig.6.13, exactement les mémes oscillations sur les marginales. Par
contre, comme attendu, il y a atténuation de la diffusion numeérique sur la solution. Les
oscillations ne viennent donc pas d’une erreur sur la résolution en temps, ni du pas de temps
choisi. Nous vérifions maintenant le pas d’espace. Nous reprenons les données initiales du
cas témoin sauf le pas d’espace AR = 1.25-107° et le nombre de mailles que I’'on augmente
a 500, le pas de temps est & nouveau At = 0.001. La nouvelle donnée initiale f; ;(t = 0)
est construite & partir de la donnée initiale témoins de la maniére suivante :

foij = fair1,2 = foi2j4+1 = foit1,2j41 = Nij

0.9 0.35
] =0 =0
08 t=0.7 1=0.7
.87 t=0.75 t=0.75
q t=0.8 0.307 t=0.8
0.71 1=0.85 1=0.85
1 0.257
0.6
= ’ = ]
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S ] <
S 0.4 S
< 0. S 0.5
= =
0.3
1 0.101
0.2
] 0.05
0.17
1 A
0.0 T T T 0.00 T
0 3 4 5 0 4 5

FIGURE 6.14 — Résolution pour un pas d’espace 2 fois plus petit. Sont représentés sur les
graphiques, la marginale (gauche) et la marginale "massique" (droite) aux temps ¢t = 0,
t=0.7,t=0.75,t = 0.8 et £ = 0.85 en fonction du rayon vt/3

On constate, sur Fig.6.14, qu’il y a encore plus d’oscillations lorsque ’on prend un pas
d’espace plus petit. Le probléme n’est donc pas une instabilité due & la discrétisation en
espace.

6.1.3.4 Post-traitement nécessaire

Suite aux résultats des études sur les pas d’espace Ax et de temps At, nous pensons
que les oscillations viennent peut-étre du fait que notre état d’équilibre (la courbe ® = 0)
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varie au cours du temps. Nous fixons alors un état d’équilibre constant égal a celui du
temps t = 0.85. Nous considérons ’équation (6.7). Nous avons donc fixé Z = 0 (équivalent
a regarder le cas limite D = 0) car nous pensons que les oscillations viennent de ® et
®(t,v,m) =3 (m —0.15v — Ev2/3) (équivalent & regarder le cas P; = 1.5-107 et DP = 0),
ceci pour étre sir que les oscillations ne viennent pas du fait que I’état stationnaire de
® était variable en temps. Nous prenons les données qui seront traitées pour définir le
maillage : Rp = 107 m, AR =5-10%m, R, = 1.75-10° met ¥ = 2-107/R,, et
N = 250. Nous définissons la donnée initiale :

ni,j (O)AviAmj = (6(5272(1',]') + 275373(1',]') + 455474(1',]') + 30(55,5 (i,j)+
1766,6(i, 1) + 1807.7(i, j) + 468,84, ) + 259,9(i,j)> /149

R o 1 sit=xetj=y
ol 0gy(i,j) = { .
0 sinon
Sur Fig.6.15, le graphique du haut représente 1’état de la fonction f définie par f;; =
n;;Av;Am; c’est & dire, les coordonnées qui contiennent le plus de masse, de plus nous
avons tracé en bleu la courbe d’équilibre ®(¢,v,m) = 0 au temps ¢t = 0.85 définie par

m = (1—0.85)v + Sv?/?3 .
Le graphique du bas représente la marginale "massique" Marg,,(v) définie par (6.6). On

constate que pour chaque classe de masse, le transport en volume est correct, la solution
tend vers la courbe d’éauilibre tracée en bleu.

4.0
3.57
3.07]
2.57] -10
2.0 0
1.57 50
1.0
0.57]
0.0

logy f

NVE

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1 2 3 4 5 6 7 8
F1GURE 6.15 — Résultat 4 ¢ = 0.85 pour la densité de distribution et la marginale "mas-
sique"
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6.2. La coalescence

1 logy, f
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Mar g (v)
i

% 1 2 3 4 5 & 7 8

FIGURE 6.16 — Résultat a ¢ = 0.85 pour la densité de distribution et la marginale "mas-
sique" aprés post-traitement

Les oscillations ne viennent pas de l'état d’équilibre variable en temps, mais de la
position de la courbe d’équilibre par rapport au maillage. Il est donc nécessaire de post-
traiter les données.

On propose d’utiliser une méthode de type moyenne glissante sur les volumes : la fonc-
tion de distribution n; ; est redéfinie en f; ; sur le maillage décalé en volume d’une demi-
maille :

Vit1/2 — Ui Vi+1 — Vig1/2 .
=M +t N1, Vi>0.
flm? 1,] AUZ Z+17J sz+1 ’
La fonction de distribution et la marginale "massique" calculées & partir de la fonction de
distribution f sont tracées en Fig.6.16. Comme attendu, les oscillations sont amorties.

6.2 La coalescence

6.2.1 Comparaison des noyaux de coalescence

Nous voulons comparer le comportement de deux noyaux de coalescence, ainsi que
vérifier numériquement ’existence de solutions stationnaires du type (4.55).

Nous prenons la condition initiale suivante : une porosité a; = 2%, une constante de
diffusivité D = 6.95076 - 1072 m? s~!, une concentration d’eau dans le magma C =
3.4 %poids, une pression initiale P; = 3 - 107 Pa, une tension de surface ¢ = 5.775 -
102 J m™2, une viscosité effective constante Nefr = 99000 Pa s, une densité du magma
pm = 2354 kg m~3, une température de 825°C (1098.15K), un taux de décompression
DP = 500000 et un rayon moyen R,, = 3.85-10> m. Nous avons pris un rayon minimum
Ro = 0 m, un pas d’espace AR = v/0.25 R,, m, et 60 mailles pour la discrétisation en
espace.
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CHAPITRE 6. RESOLUTION DU MODELE CINETIQUE COMPLET

Avec de telles données, la tension de surface adimensionnelle vaut ¥ = 1 et nous permet
de distinguer la zone ou la solution stationnaire est définie.
Nous définissons deux fonctions f; j et g;;, 4,7 € {0 .. N — 1}2 comme suit :

1076 si i=2 et 1<j<N/3
fij= )
0 sinon

1073 si m3<Evi2/3 et j=3
9i = .
0 sinon

Nous allons regarder le comportement des deux noyaux présentés en section 4.3 avec trois
données initiales : f, g et f + g. La donnée initiale g est une solution stationnaire (voir
proposition 4.3.1).

Tous les graphiques de cette section ont pour abscisse v*/° et pour ordonnée m"/°, ceci
afin de distinguer les plus petits volumes. Sur tout les graphiques de cette section, la courbe
d’équation m = Zv2/3 est tracée en blanc. Nous tracons d’abord les données initiales f et
g en Fig.6.17.

1/3 1/3

logyo f logyo f

FIGURE 6.17 — Données initiales pour tester les noyaux de coalescence : f (gauche), g
(droite)

Puis nous tracons, en Fig.6.18, Fig.6.19 et Fig.6.20, pour chaque donnée initiale, la
solution numérique pour chacun des noyaux, a gauche pour le noyau défini par (4.54) et a
droite pour le noyau défini par (4.53).

logyg f

logyy f

FIGURE 6.18 — Evolution de la donnée initiale f pour les noyaux définis par (4.54) (gauche)
et par (4.53) (droite) au temps ¢ = 0.8.
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6.2. La coalescence

logyo f logy, f

FIGURE 6.19 — Evolution de la donnée initiale g pour les noyaux définis par (4.54) (gauche)
et par (4.53) (droite) au temps ¢ = 0.8.

logy f logy f

FIGURE 6.20 — Evolution de la donnée initiale f + g pour les noyaux définis par (4.54)
(gauche) et par (4.53) (droite) au temps ¢t = 0.043.

Nous modifions les deux fonctions f; ; et g; j, i,j € {0 .. N —1}?:

1 si i=2cet 1<j<N/3

0 sinon

fij =

2/3

10 si mg < Xv;’” et j=3
gZ7J =

0  sinon

Nous tragons les nouvelles données initiales f et g en Fig.6.21.
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CHAPITRE 6. RESOLUTION DU MODELE CINETIQUE COMPLET

logyo f logyy f

40

FIGURE 6.21 — Données initiales pour tester les noyaux de coalescence

Puis nous tracons, en Fig.6.22 et Fig.6.23, pour chaque données initiales, la solution
numérique pour chacun des noyaux, a gauche pour le noyau défini par (4.54) et a droite
pour le noyau défini par (4.53).

logyo f logyy f

FIGURE 6.22 — Evolution de la donnée initiale f pour les noyaux définis par (4.54) (gauche)
et par (4.53) (droite) au temps ¢t = 0.8.

logyg f logyy f

FIGURE 6.23 — Evolution de la donnée initiale g pour les noyaux définis par (4.54) (gauche)
et par (4.53) (droite) au temps ¢ = 0.8.
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6.3. Couplage avec la coalescence

Nous constatons dans les deux cas que la donnée initiale g est bien une solution station-
naire. La solution pour les données initiales f et f + g sont différentes, la donnée initiale
g interagit avec la donnée initiale f dans le cas de f + g.

Bien que I’évolution soit similaire, la population grossit plus vite pour le noyau défini
par (4.53) dans les cas traités.

6.3 Couplage avec la coalescence

6.3.1 Reésultats numériques

Dans un premier temps nous testons le couplage en prenant un noyau constant H(w,w’, t) =
1, des vitesses de transport linéaire & = = = 100. Nous prenons les données qui seront
traitées pour définir le maillage : Rg = 0 m, AR =12.5-107% m, R,, =3.85-107° m et
0=0.06, P, =3-10" et N = 250.

Nous prenons la donnée initiale suivante :

nij(0) = 100,0(4,7) + 1501,1(4, ) + 3002,2(4, 7) + 40033(4, j) + 1704,4(%, §) + 495,5(7, J)

que nous normalisons successivement pour que le moment d’ordre 0 fasse 1 puis 100.

logyq f logy, f

m

Q 5 10 15 20 25 30 35 40 Q S 10 15 20 25 30 35 40
v v

FIGURE 6.24 — Donnée initiale pour un test simple de couplage transport/coalescence
(gauche). Solution quand il n'y a pas de coalescence pour un temps final de ¢ = 0.85
(droite).

logyo f

logyg f

Q =3 10 15 20 25 30 35 40 Q =3 10 15 20 25 30 35 40
o'l v/

FIGURE 6.25 — Solution pour la donnée initiale normalisée a 1 (gauche) et a 100 (droite)
pour un temps final de t = 0.85.
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CHAPITRE 6. RESOLUTION DU MODELE CINETIQUE COMPLET

Nous tragons en Fig.6.24 la donnée initiale (gauche) et la solution au temps final ¢ = 0.85
lorsqu’il n’y a pas coalescence (droite) et en Fig.6.25 les solutions au temps ¢t = 0.85 lorsqu’il
y a coalescence avec un noyau constant et que la donnée initiale est normalisée pour que le
moment d’ordre 0 fasse 1 (gauche) ou 100 (droite). Sur les axes figurent v/ et m!/? avec
v et m le volume adimensionnel et la masse adimensionnelle.

Nous tracons en Fig.6.26, la marginale "massique" pour le probléme sans et avec coa-
lescence au temps initial et au temps t = 0.85 pour la donnée initiale normalisée & 1 et la
marginale "massique" pour le probléme avec coalescence au temps t = 0.85 pour la donnée
initiale normalisée & 100. Ce choix est motivé par la lisibilité du graphique. Les marginales
"massiques" pour le probléme sans coalescence au temps initial et au temps ¢t = 0.85 pour
la donnée initiale normalisée & 100 sont 100 fois celles pour une donnée initiale normalisée
a 1. Dans la légende de Fig.6.26, "initial, 1" correspond & la donnée initiale normalisée & 1,
"sans coal., 1" correspond & la solution numérique de ’équation cinétique sans coalescence
et dont la donnée initiale est normalisée & 1, "coal., 1" correspond & la solution numérique
de I’équation cinétique avec coalescence et dont la donnée initiale est normalisée & 1 et
"coal., 100" correspond a la solution numérique de ’équation cinétique avec coalescence et
dont la donnée initiale est normalisée & 100.

307

initial, 1

1 sans coal., 1
257 | coal., 1
(| coal., 100

201 ||

lSi I

Marg,,(v)

1oj‘\

0 5 10 15 20 25 30 35 40
S8

FIGURE 6.26 — Marginale "massique" initiale, et au temps ¢ = 0.85 pour la croissance sans
coalescence et la croissance avec coalescence pour une donnée initiale normalisée a 1 et

100.

Nous constatons Fig.6.26 que lorsque la donnée initiale est normalisée a 1, la solution
est faiblement influencée par la coalescence, alors que pour la donnée initiale normalisée &
100, la coalescence joue un réle important dans ’obtention de la solution.

Nous constatons que la normalisation est importante, la solution normalisée initialement
pour avoir un moment d’ordre 0 égal & 100 évolue plus rapidement que celle normalisée
initialement pour avoir un moment d’ordre 0 égal a 1. Il faut donc faire attention au
moment de définir la distribution initiale.

6.3.2 Application a la volcanologie

Ensuite nous appliquons la résolution numérique & certains cas traités au chapitre 3.
Comme nous ’avons vu, la normalisation de la donnée initiale est importante, il nous faut
donc la déterminer.

Lorsqu’il n’y a pas de coalescence, nous avons montré que le moment d’ordre 0 est
conservé. Or, ce qui est conservé physiquement, est le nombre de bulles par quantité de
magma. En effet, comme le magma est supposé incompressible, lorsque le volume des bulles
augmente, la taille totale de ’échantillon augmente également, et la quantité de magma
reste constante au cours du temps. Nous utilisons 'unité standard internationale adéquate,
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6.3. Couplage avec la coalescence

le métre cube, pour exprimer la quantité de magma. Le nombre de bulle par quantité de
magma N, est obtenue & partir de la porosité o et de la densité de bulles Ny de la maniére

suivante : N
v
N, = 6.19
R (6.19)

ou a partir de la porosité « et du volume moyen V,eq, de la maniére suivante :

N:(O‘) L (6.20)

1—a) Viean

Si le moment d’ordre 0 représente le nombre de bulles par quantité de magma, on obtient
que le moment d’ordre 1

Ml,g(t):/ / vn(t, v, m)dmdv
o Jo

représente la vésicularité c’est-a-dire le rapport entre le volume occupé par les bulles et le
volume occupé par le magma. La porosité a sera alors obtenu par

alt) = Mip(t)

=W 6.21
Vi+ Mip(t) (621)

oll V; est une constante, vaut idéalement 1 en théorie et est calculée au temps t = 0 grace
a la porosité initiale et au volume moyen initial.

Nous faisons varier le coefficient d’efficacité de la coalescence ((t), nous le prenons
successivement constant égal 4 1075, 10719 et 1071, Lorsque ((t) = 0, cela signifie qu’il
n’y a pas coalescence, et plus ((t) est grand, plus la coalescence joue un réle important.

50 1
+ res. exp. * res. exp,
0,9

—zeta=le-15 45 —zeta=1le-15
— zeta=1e-10 40 — zeta=1e-10 0,8
0,7

—zeta=1e-8
zeta=le-5

35 —zeta=1e-8

zeta=le-5

30 R
25(m)

06
05
04
03
02

0,1

120 100 80 60 40 20 0 120 100 80 60 40 20 0
Pa (Mpa) Pa (Mpa)

FIGURE 6.27 — Solution pour la donnée initiale ABG1. Rayon (gauche) et porosité (droite)
en fonction de la pression ambiante.

Nous avons tracé sur Fig.6.27 et Fig.6.28, I’évolution du rayon et de la porosité en
fonction de la pression ambiante. Dans les légendes, les points "res. exp." sont les données
expérimentales G300, G303, G327 et G328 de [BGO5], les courbes "zeta=x" sont les so-
lutions de I’équation cinétique avec ( = x. Dans les deux cas, nous avons pris un taux de
décompression de 5-10° Pa s~!, une température de 825 °C, une densité de 2354 kg m=3,
une constante de diffusivité de 6.95076-107'2 m? s~! et une concentration initiale de 0.034.
En Fig.6.27, nous avons utilisé la distribution initiale de I'expérience ABG1, avec une po-
rosité initiale de 7.79%, une pression initiale de 100 M Pa, 60 mailles uniforme en rayon
allant de 0 m & 0.00015 m et une densité de bulle initiale, Ny, de 8.6759 - 10" em™3. En
Fig.6.27, nous avons utilisé la distribution initiale de I’expérience G300, avec une porosité
initiale de 35.2%, une pression initiale de 30 M Pa, 60 mailles uniforme en rayon allant de
0 m a 0.00075 m et une densité de bulle initiale, Ny, de 7.128 - 10° ¢cm ™3,
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FIGURE 6.28 — Solution pour la donnée initiale G300. Rayon (gauche) et porosité (droite)
en fonction de la pression ambiante.

Nous constatons que dans Fig.6.27, la courbe correspondant & "zeta=1e-5" décroche,
ceci est di a la troncature, en effet, on peut le voir sur la courbe du rayon, nous perdons
des bulles aux environs de 95 M Pa.

Toutefois, il est raisonnable de penser que les expériences G303, G327 et G328 sont sur
une méme courbe pour une efficacité ¢ comprise entre 1075 et 10710,

Sur Fig.6.28, aucun rayon n’est rattrapé, rien d’étonnant & cela, puisque le rayon ini-
tial est plus grand que les autres. Par contre, on peut constater que la porosité est bien
approchée, 'expérience G303 est mieux approché par la courbe "zeta=1e-5" et les expé-
riences (G327 et G328 sont mieux approchées par la courbe "zeta=1e-10". On remarquera
que les courbes "zeta=1e-10" et "zeta=1e-15" sont confondues. Ceci laisse & penser que la
coalescence a joué un role plus important dans G303 que dans les deux autres expériences.

6.4 Conclusions

Nous avons résolu numériquement 1’équation cinétique décrivant la croissance par dé-
compression, diffusion et coalescence d’une population polydisperse de bulles dans un
magma, Visqueux.

Les premiers résultats numériques montrent que nous avangons dans la bonne direction
et ouvrent la voie a plusieurs approches et axes de recherches pour leur amélioration.

La résolution numérique de I'’équation cinétique de croissance par décompression et
diffusion est possible grace & une formulation approchée du taux de variation de la masse.
Le couplage avec la coalescence est direct et n’introduit pas d’erreur supplémentaire. Nous
avons vu qu’il est important de donner la bonne dimension & la distribution initiale afin
d’obtenir la solution du probléme considéré. Il reste des constantes physiques, tel que (, a
déterminer pour pouvoir appliquer la résolution de I’équation cinétique de type coalescence
a la volcanologie.
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Conclusions et perspectives

Nous avons présenté et étudié un modéle courant dans la littérature pour décrire 1’évo-
lution de la croissance d’une bulle par décompression dans un magma trés visqueux,
voir [PSA93, LNLO04]. La croissance de la bulle dans ce modéle monodisperse dépend de
sa masse, de son rayon et de la concentration en volatil dans le magma environnant. Une
seule espéce volatile est considérée, on a appliqué ce modeéle aux bulles d’eau, mais il peut
étre utilisé pour d’autres espéces volatiles, tant qu’il n’y a qu’une seule espéce considérée.
Nous avons étudié ce modeéle adimensionné et déterminé neuf régimes limites. La résolution
numérique que nous avons proposée pour résoudre ce probléme, conserve la masse totale
de volatil par construction. L’influence des paramétres mal connus tels que la tension de
surface sur la solution est minime. De méme I’étude numérique de 'influence du nombre de
points de discrétisation de I’équation de diffusion-advection sur la solution nous a montré
que 50 points étaient suffisants pour avoir une solution précise. L’étude de la convergence
numérique du régime général vers les régimes limites a permis de déterminer des valeurs
pour lesquelles nous nous trouvons en régime limite pour un jeu de données. L’étude théo-
rique du modéle nous a permis de montrer que sous certaines conditions initiales, le rayon
et la pression, solution du probléme monodisperse sont bornés dans ’espace des phases.
Cette étude nous a permis de définir un flux approché pour I’équation d’interface et donc
de simplifier une partie des étapes de calculs pour déterminer la solution. Nous avons en-
suite validé ce modéle par ’application de la résolution numeérique a des données physiques.
Nous avons montré que le choix de décompression linéaire dans le modeéle est une bonne
approche sous certaines conditions (proche de l’équilibre), sinon il peut induire quelques
erreurs (sous-évaluation du rayon solution). La comparaison de I’évolution obtenue par
notre résolution et une résolution existante d’un modéle similaire, [PS98], nous a montre
une solution quasiment identique sur le rayon sauf pour les temps initiaux et finaux. Ceci
venait de la fréquence d’enregistrement pour le temps initial et probablement de la diffé-
rence entre les modéles pour le temps final. Nous avons comparé les données mesurées aux
données calculées par notre résolution pour un grand nombre de données physiques. Cette
comparaison nous a permis de conclure que ’évolution du rayon ne peut étre déterminée
pour aucun autre processus que la décompression seule, et ce seulement si les données ini-
tiales sont connues pour chaque expérience et que le modéle permet de modéliser I’évolution
de la porosité avec une erreur acceptable dans le cas de coalescence et décompression. Ceci
a abouti & développer un code en C+-+ présenté en annexe A et actuellement utilisé a
IInstitut des Sciences de la Terre d’Orléans par Ian Schipper (post-doctorant).

Ensuite en passant au modéle cinétique, une étude rapide nous a permis de considérer
uniquement le volume et la masse de volatil des bulles pour décrire leur évolution dans ce
modeéle et pour décrire la fonction de distribution des bulles. Nous avons étudié 1’équation
de coalescence multidimensionnelle et proposé une résolution numérique qui conserve, par
construction, les propriétés de ’équation continue. Le code a été validé suite & de multiples
comparaisons uni-dimensionnelles et bi-dimensionnelles pour des exemples courants. Cette
validation nous a permis de déterminer que notre résolution numérique unidimensionnelle
était d’ordre deux. Nous avons vu que notre code donnait de bons résultats, que ce soit
en une dimension avec un maillage uniforme ou non, ou en multidimensionnel avec un
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maillage non-uniforme. Cependant, nous avons remarqué de la diffusion numérique et une
petite surestimation des moments d’ordre strictement supérieur & 1, probablement due &
la quadrature utilisée, mais aussi a la définition du facteur de proportionnalité )\f’ ;- La
comparaison du flux approché déterminé par ’étude théorique du probléme monodisperse
et du flux obtenu par une formule de Green nous a permis de voir que le flux approché est
la meilleure des deux approches. Une étude numérique entre solutions du probléme mono-
disperse et solutions du probléme polydisperse nous a permis de conclure que le passage
au polydisperse avec cette définition du flux était fait de maniére correcte, la différence
entre les solutions monodisperse et polydisperse étant inférieure a celle commise par le
flux approché. Ensuite, une étude numérique sur les marginales de la solution polydisperse
nous a permis de montrer que les oscillations de celles ci n’étaient pas dues au pas de
temps ou d’espace. Ces oscillations, dues 4 la position de la courbe d’équilibre par rapport
au maillage, nécessitent un post-traitement, par exemple de type moyenne glissante. Par
ailleurs, les états stationnaires de ’équation de coagulation-Smoluchowski pour les deux
noyaux sont bien reproduits par les solutions numériques. Enfin, le couplage de la coales-
cence et du transport a été utilisé sur un cas d’école simple. Ce cas simple nous a permis
de comprendre que le nombre de bulles initial est important, la solution pour 100 bulles et
la méme donnée initiale normalisée étant différentes. Le test sur quelques données expéri-
mentales nous permet de jauger si le modeéle complet et le noyau sont acceptables et dans
ce cas l'efficacité de la coalescence. Ceci a abouti & développer un code en C++, présenté
en annexe C, facile d’utilisation mais pas encore testé par autrui.

Parmi les perspectives ouvertes par ce travail, nous présentons certaines d’entre elles :

1. Nous pouvons tenter de résoudre le probléme couplé par d’autres méthodes de résolu-
tion numérique, comme on 1’a vu, le pas de temps imposé par la coalescence est trés
contraignant.

2. Comme nous avons fixé une inconnue & 1 dans l'expression du flux approché, une
étude plus poussée pourrait nous permettre de déterminer ce coefficient et ainsi ré-
duire 'erreur commise par ce flux approché. Une étude plus approfondie du systéme
d’équations permettrait de déterminer rigoureusement un meilleur flux approché.

3. Une autre approche serait d’étendre les équations pour prendre en compte les magmas
fluides. Ceci se traduit par une équation plus complexe de conservation de la quantité
de mouvement [PSA93] :

25 4nepp dR d’R R dR\? [ R 2R
P-P == 4 pR—(1-= =) (41— 20) (6.22
R R @ " s)\a) (sl g) 622

4. Une suite naturelle au probléme sous forme cinétique serait d’introduire d’autres
phénoménes tels que la nucléation qui dépendrait alors de la masse totale d’eau dans
les bulles, de la concentration initiale et de la pression. Il y a nucléation lorsque
la concentration d’eau dans le magma dépasse un seuil critique. Les bulles nucléées
peuvent avoir des tailles et pressions internes variées et dépendent de I’environnement.
Cela revient donc a rajouter un terme de source de bulles dans I’équation cinétique.
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Annexe A

Le programme monodisperse

Nous présentons ici le programme résolvant les cas traités en chapitre 1, 2 et 3, celui ci
résout le systéme décrivant I’évolution d’une bulle soumise & une décompression dans un
magma visqueux.

Le programme est codé en un seul fichier C++ : MonoDeBuG.cpp.
Le nom du programme signifie "Monodisperse Decompressing Bubble Growth".
Pour compiler le fichier :
g+ [option de compilation] -o nomprgm MonoDeBuG.cpp
ou nomprgm est le nom que le programme aura une fois compilé et option de compilation
suivant votre facon de compiler (telle que -O3 pour une méthode de compilation optimisée,
-Wall pour afficher les warnings lors de la compilation ....), on peut ne rien mettre.

Pour le lancer :
nomprgm si vous étes sur windows
./nomprgm sinon

Assurez vous que le fichier de données "donnees.txt" est présent dans le dossier ol vous
travaillez.

En sortie, deux fichiers vont étre créés dans votre dossier :

Le fichier donneesSAV.txt, dans lequel sont sauvegardés les Rayon, Pression gaz, rayon
zone d’influence, Pression ambiante, porosité et masse d’eau totale.

Le fichier concentrationSAV.txt, dans lequel est sauvegardé la concentration d’eau dans le
magma, chaque C; (= C(r;,t)) est valable entre (R3 4453 /N)Y/3 et (R3 + (i +1)S3/N)'/3.

Contrairement & [LNLO04|, on initialise la pression dans la bulle P a 1 + %

Pt=0)=1+Y, (A1)
car on suppose qu’au départ, le rayon des bulles ne bouge plus (R =0).

Les enregistrements dans les fichiers de sorties se font tout les f = ﬁ Vi € [0, 1000].

Le programme est modulaire et choisi un cas simplifié dans les cas montrés par le ta-
bleau suivant :
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programme/MonoDeBuG.cpp/********************************************************************
** Ceci est un programme pour la resolution numerique de la 
** croissance de bulles induite par decompression et diffusion de 
** volatil dans un volume fini de magma.
** Cas isotherme.
**
** Ce fichier est fourni avec la these, financee par la region centre
** et l'universite d'Orleans, et intitulee :
**
** Croissance et coalescence de bulles dans les magmas : analyse
** mathematique et simulation numerique
**
** soutenue le 22 juin 2012 a Orleans FRANCE par
** Louis Forestier-Coste    
** louis.forestier-coste@math.cnrs.fr
**
**
**
********************************************************************/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#include <time.h>
#include <math.h>

#define PI 3.141592653589793108624

#define M 0.018  //masse molaire de l'eau
#define G 8.3144 //constante des gaz parfait
#define ThDsup 400
#define ThDinf 0.01
#define ThVsup 100000
#define ThVinf 0.000001
#define version "1.01"

int donnemax = 1000;
double KH=0.00000344;
////in, Dout, Cout, vers, alph, tmin (minPAS < dt), tmax(pasmin > dt), Pf, KH, amin, Nsav 
double alphamax=0.99;
double alphamin=1E-6;
double minPAS=1E-15;
double pasmin=1./donnemax;
double Pf=0;


/**
**  MaJ : 14sept
**
**  version de base 080910
**  rajout de la decompression en escalier et a la compression (09sept2010)
**  rajout a la viscosite generaliser 13sept2010
**  nettoyage de deux variable inutile CR, err 17apr2012
**  modification chargerdonnees pour pouvoir les mettre dans nimporte quel ordre et rajouter des lignes de commentaires.
**
**
**
**/
int edslimite( double R0, double alpha, double D, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP,  double TDP, long N, char* nom1, char* nom2,int i, int index);//modif 9sept
int limite1( double R0, double alpha, double D, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2);
int limite2( double R0, double alpha, double D, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2);
int limite3( double R0, double alpha, double D, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2);
int limite4( double R0, double alpha, double D, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2);
int limite5( double R0, double alpha, double D, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2);
int limite6( double R0, double alpha, double D, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2);
int limite7( double R0, double alpha, double D, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2);
int limite8( double R0, double alpha, double D, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2);
int edgCombo( double R0, double alpha, double D, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2);//modif 9sept
int edgCombosaut(double R0, double alpha, double D0, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, double TDP, long N, char* nom1, char* nom2); //ajout 9sept
double min(double a,double b);
double max(double a,double b);
double abs(double a);
int sign(double v);
int Option(char* str);//modifier 9sept
int chargerdonnees(double* R0, double* alpha, double* D, double* C0, double* Pi, double* sig, double* neff, double* rhom, double* T, double* DP, long* N, double* TDP, char* nom);//modifier 9sept
int ETAefficace(double* neff, double* C, int N, double R, double a, double* rp, double T, double nvar);//ajout 13sept
int ETAphonolite(double* etai, double Ci, double T);//ajout 13sept
int ETAdacite(double* etai, double Ci, double T);//ajout 13sept
int ETArhyolite(double* etai, double Ci, double T);//ajout 13sept


/*
**
**charge les donnees de ligne de commande puis du fichier d'entree
**
*/
int main(int argc, char *argv[]){
    double R0=0, alpha=0, D=0, C0=0, Pi=0, sig=0, neff=0, rhom=0, T=0, DP=0, TDP=0;
    long N=0;
    int i=0,ii=0;
    char *nom, *nom1, *nom2;
    char *nomP;
    int ok=1;
    int mauvais = 0;
    int vers;
    int n;
    int defnom=0,defnom1=0,defnom2=0,defvers=0,defpasmin=0;
    FILE *file;
    /*
    ** appelle normal dans la console > prgmName in=nom Dout=nom1 Cout=nom2 vers=vers alph=alphamax
    **
    ** nom par default pour le fichier d'entree (1ere option): donnees.txt
    ** nom par default pour le fichier de sortie (2eme option):donneesSAV.txt
    ** nom par default pour le fichier de sortie de concentration (3eme option) : concentrationSAV.txt
    ** version par default pour la version selon les ThetaD et ThetaV
    ** valeur par default de alphamax : 0.99
    */

                      nom="donnees.txt";
                      nom1="donneesSAV.txt";
                      nom2="concentrationSAV.txt";

                      printf("*****************************************************\n");
                      printf("*****************************************************\n");
                      printf("*****************************************************\n");
                      printf("***                                               ***\n");
                      printf("***                                               ***\r");
                      printf("***  edo-lfc-MonoBubbleGrowth version %s \n",version);
                      printf("***                                               ***\n");
                      printf("*****************************************************\n");
                      printf("*****************************************************\n");
                      printf("*****************************************************\n");
    /*
    **
    **actualisation des variables suivant la ligne de commande
    **
    */
    for(i=1;i<argc;i++){
                        n=Option(argv[i]);
                        nomP=argv[i];
                        if(n==0)
                                mauvais=mauvais+1;
                        else if((n==1)&(!defnom)){
                             defnom=1;
                             nom=nomP+3;
                             }
                        else if((n==2)&(!defnom1)){
                             defnom1=1;
                             nom1=nomP+5;
                             }
                        else if((n==3)&(!defnom2)){
                             defnom2=1;
                             nom2=nomP+5;
                             }
                        else if((n==4)&(!defvers)){
                             defvers=1;
                             vers=atoi(nomP+5);
                             }
                        else if((n==5)){
                             alphamax=atof(nomP+5); 
                             }
                        else if((n==11)){
                             alphamin=atof(nomP+5); 
                             }
                        else if((n==6)){
                             minPAS=atof(nomP+5); 
                             }
                        else if((n==7)){
                             pasmin=min(pasmin,atof(nomP+5)); 
                 defpasmin=1;
                             }
                        else if((n==8)){
                             Pf=max(Pf,atof(nomP+3)); 
                             }
                        else if((n==9)){
                             KH=abs(atof(nomP+3)); 
                             }
                        else if((n==10)){
                             donnemax=max(1,(atoi(nomP+5)));
            }

}
if(defpasmin){
    pasmin=min(pasmin,1.0/donnemax);
}
else{
    pasmin=1.0/donnemax;
}
minPAS=min(pasmin,minPAS);

file=fopen(nom,"a");
if((!defnom)||(file==NULL)){
                      printf("le fichier d entree par default : %s va etre utilise\n",nom);
                      }
if(file!=NULL) fclose(file);
file=fopen(nom1,"a");
if((!defnom1)||(file==NULL)){
                      nom1="donneesSAV.txt";
                      printf("le fichier de sortie des donnees par default : %s va etre utilise\n",nom1);
                      }
if(file!=NULL) fclose(file);
file=fopen(nom2,"a");
if((!defnom2)||(file==NULL)){
                      nom2="concentrationSAV.txt";
                      printf("le fichier de sortie des concentrations par default : %s va etre utilise\n",nom2);
                      }
if(file!=NULL) fclose(file);
if(!defvers){
                      vers=0;
                      printf("le meilleur choix de version sera utilise : schema ");
                      }

    
      /*
      ** on extrait les variables du fichiers de donnees <nom>
      */
    ok=chargerdonnees(&R0, &alpha, &D, &C0, &Pi, &sig, &neff, &rhom, &T, &DP, &N, &TDP,nom);
      /*
      ** on lance le modele resolvant les equation de Lenky si les donnees sont chargees
      */   
      if(((vers>8)|(vers<1))&(vers!=10)) vers=0;
if(ok==0){
    ii=edslimite( R0, alpha, D, C0, Pi, sig, neff, rhom, T, DP, TDP, N,nom1,nom2,vers,defvers);
}
    return ii;
}





/*
**
**
**
*/
int edslimite(double R0, double alpha, double D0, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, double TDP, long N, char* nom1, char* nom2,int choix,int index){
    
/*
**definition de la viscosite
*/
    double tier=0.33333333333333333333333333333333;
    double Temperature=T+273;
    double R=1;
    double S=R0*pow(100.0/alpha,tier);
    double neffi=neff;
    double C[N];
    int i;
    for(i=0;i<N;i++)
           C[i]=C0;
    double rp[N];
            for(i=0;i<N;i++){
                             rp[i]=R+(i+1/2)*(S-R)/N;
                             }
    ETAefficace(&neffi,C,N,R0,alpha,rp,Temperature,neff);//modif 13sept

/*
**definition des parametres adimensionnel
*/
    double ThD=(R0*R0/D0)*(DP/Pi);
    double ThV= (4*neffi/Pi)*(DP/Pi);
    int TDg=(ThD>ThDsup);
    int TDp=(ThD<ThDinf);
    int TVg=(ThV>ThVsup);
    int TVp=(ThV<ThVinf);
    int choix2=(!(TDg|TDp)*(7*TVp+8*TVg))+((TDg|TDp)*(5*TDg+2*TDp+TVg-TVp))*(ThV>0);// a modifier 081010
    int resultt=0;

    //choix de la meilleur option selon ThD et ThV si index=0 et TDP=0
    if(!index) {
    if(TDP==0)
           choix=choix2;
    else
        choix=10;
    }
    else
           printf("vous avez choisi le schema ");

    printf("%d\n",choix);
                      
    printf("ThetaV = %g\n",ThV);
    printf("ThetaD = %g\n",ThD); 
    switch(choix){
      case 1:
         resultt=limite1(R0, alpha, D0, C0, Pi, sig, neff, rhom, T, DP, N, nom1, nom2);
         break;
      case 2:
         resultt=limite2(R0, alpha, D0, C0, Pi, sig, neff, rhom, T, DP, N, nom1, nom2);
         break;
      case 3:
         resultt=limite3(R0, alpha, D0, C0, Pi, sig, neff, rhom, T, DP, N, nom1, nom2);
         break;
      case 4:
         resultt=limite4(R0, alpha, D0, C0, Pi, sig, neff, rhom, T, DP, N, nom1, nom2);
         break;
      case 5:
         resultt=limite5(R0, alpha, D0, C0, Pi, sig, neff, rhom, T, DP, N, nom1, nom2);
         break;
      case 6:
         resultt=limite6(R0, alpha, D0, C0, Pi, sig, neff, rhom, T, DP, N, nom1, nom2);
         break;
      case 7:
         resultt=limite7(R0, alpha, D0, C0, Pi, sig, neff, rhom, T, DP, N, nom1, nom2);
         break;
      case 8:
         resultt=limite8(R0, alpha, D0, C0, Pi, sig, neff, rhom, T, DP, N, nom1, nom2);
         break;
      case 10:
         resultt=edgCombosaut(R0, alpha, D0, C0, Pi, sig, neff, rhom, T, DP, TDP, N, nom1, nom2);
         break;
      default:
         resultt=edgCombo(R0, alpha, D0, C0, Pi, sig, neff, rhom, T, DP, N, nom1, nom2);
     }
   return resultt;
}
/*
*********************************************************************************************************************
**     tehtaV nul, thetaD nul (equilibre)
*********************************************************************************************************************
*/
int limite1( double R0, double alpha, double D0, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2){

    double TtF = abs(1 - Pf/Pi);//modif 9sept
    pasmin=min(pasmin,TtF/donnemax);

    double nvar=neff;
    FILE *SAUVEconcentration, *fichier;
    int i;
double derniereSAV=TtF /donnemax;
    alpha=alpha/100;
    double pol1, pol2, pol3;
    double tier=0.33333333333333333333333333333333;
    double S0i=pow(R0*R0*R0*(1-alpha)/alpha,tier);
    T=T+273;//temperature en kelvin
    double rhoi=M*Pi/(G*T); //densite initiale gas
    double SIG=2*sig/(R0*Pi);
    double Rm=rhom/rhoi;
    double CFL = 0.5;
    double R=R0;
    //passage en adimensionnel    
    R=1;
    double S0=S0i/R0;
    double S=pow(S0*S0*S0+R*R*R,tier);
    double D=1;
    double Pa=1;
    double P=1 + SIG/R;
    double Pgi=P;
    double Czero=((pow(R+(S-R)/N,3)-R*R*R)*KH*sqrt(P*Pi) + C0*(S*S*S-pow(R+(S-R)/N,3)))/(S0*S0*S0)+P*alpha/((1-alpha)*Rm);

    double DR=0;
    double neffi=neff;
//definition concentration
    double C[N];
    for(i=0;i<N;i++)
           C[i]=C0;
C[0]=KH*sqrt(Pi)*sqrt(P); 

    double Dr = (S-R)/(N);  // pas de discretisation en r, on le definit ici car on en a besoin     

   double r[N+1],rp[N],rold[N+1],F[N+1],rpold[N];
    double Dri[N],Driold[N];
            for(i=0;i<N+1;i++)
                r[i] = R+i*Dr;
            for(i=0;i<N;i++)
                rp[i] = R+(i+1/2)*Dr;
             for(i=0;i<N;i++)
             Dri[i]=r[i+1]-r[i];
            for(i=0;i<N+1;i++)
                rold[i] = r[i];



    ETAefficace(&neffi,C,N,R,alpha,rp,T,nvar);//modif 13sept

//TEMPS RELAXATION DE Lensky
    double ThD=(R0*R0/D0)*(DP/Pi);
    double ThV= (4*neffi/Pi)*(DP/Pi);
//fichier de sauvegarde
    fichier=fopen(nom1,"w");
    fprintf(fichier,"ThetaD=%g \t ThetaV=%g \t version utilise : 1\n",ThD,ThV);
    fprintf(fichier,"R0=%g , alpha=%g , D=%g , C0=%g , N=%ld , Pi=%g , sig=%g , neff=%g , rhom=%g , T=%g , DP=%g \n",R0,100*alpha,D0,C0,N,Pi,sig,neff,rhom,T-273,DP);///////////////////////////////////////////////////////////////////////
    fprintf(fichier,"Rayon \t  Pression \t  rayon zone d'influence \t  Pression ambiante \t  porosite \n");                     
    SAUVEconcentration=fopen(nom2,"w");
// on enregistre les donnees actuelles dans le fichier de sauvegarde
    fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \n",R,P,S,Pa,alpha);   
fclose(fichier);                  
    for(i=0;i<N;i++)
          fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
    fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
fclose(SAUVEconcentration);
    double Dt=pasmin;           //avec vrai ThV il faut 10^-8
    double Mm;
// BOUCLE EN TEMPS
    double Tt=0;                 //definition du temp
    long n=1;
    double Mmold,Paold,Rold,Pold,flux,res;

    double a=alpha;
    Mm=P*R*R*R;                  //definition de la densite
Rold=R;

    while ((a<alphamax)&(Tt<TtF)){
        // RESOLUTION SYSTEME EDO
           Paold=Pa;
           Pold=P;
           Mmold=Mm;
        // RESOLUTION EDP CONCENTRATION

           for(i=0;i<N+1;i++)
               rold[i] = r[i];
            for(i=0;i<N;i++)
                            rpold[i]=rp[i];


    for(i=0;i<N;i++){
                   r[i]=pow(R*R*R-Rold*Rold*Rold+rold[i]*rold[i]*rold[i],tier);
                   rp[i]=pow(R*R*R-Rold*Rold*Rold+rpold[i]*rpold[i]*rpold[i],tier);
                   Driold[i]=Dri[i];
}
Rold=R;
r[N]=S;
for(i=0;i<N;i++)
                Dri[i]=r[i+1]-r[i];
         

            for(i=1;i<N;i++)
                C[i] = KH*sqrt(Pold*Pi);
        C[0]=KH*pow(Pold*Pi,0.5);
            flux=F[0];
        //nouveau temps
            if(Tt+Dt>TtF){
            Dt=TtF-Tt;
        }
        Tt=Tt+Dt;
       //pression ambiante decroit comme 1-t
            Pa = 1-Tt;      
       //RESOLUTION SYSTEME EDO SEMI-EXPLICITE
       //

P=Pa+SIG/R;       
Mm=Rm*S0*S0*S0*(Czero-KH*sqrt(P*Pi));
R=pow(Mm/P,tier);


             S=pow(R*R*R+S0*S0*S0,tier);
       //pas de discretisation
              Dr=(S-R)/(N-1);
       //alpha
              a=(R*R*R/(S*S*S));
       //on sauvegarde les donnees
 if((derniereSAV<(Tt+Dt))){
                                                                       
       //affichage de l'avancement (nombre max d'iteration atteinte quand le temps est egal a 1)
                                                                               res=0;
                    res=S0*S0*S0*KH*sqrt(Pi*P)/3;

                   fichier=fopen(nom1,"a");////////////////////////////////////////////////////////////////////
                                   printf("\r %ld / %ld",(long)(derniereSAV*donnemax/TtF),(long)1*donnemax);
                                   derniereSAV=derniereSAV+TtF /donnemax;  
                                   fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %g \n",R,P,S,Pa,a, P*R*R*R+3*Rm*res);
                   fclose(fichier);/////////////////////////////////////////////////////////////////////
                   SAUVEconcentration=fopen(nom2,"a");//////////////////////////////////////////////////////////
                                   for(i=0;i<N;i++)
                                                   fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
                                   fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
                   fclose(SAUVEconcentration);///////////////////////////////////////////////////////////

                                   
}
            n=n+1;
    }
    printf("\n");

    return 1;
}

/*
*********************************************************************************************************************
**     thetaV fini, thetaD nul
*********************************************************************************************************************
*/
int limite2( double R0, double alpha, double D0, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2){

    double TtF = abs(1 - Pf/Pi);//modif 9sept
    pasmin=min(pasmin,TtF/donnemax);
    double nvar = neff;         //modif 11 apr 2012

    FILE *SAUVEconcentration, *fichier;
    double derniereSAV=TtF /donnemax;
    int i;
    alpha=alpha/100;
    double tier=0.33333333333333333333333333333333;
    double S0i=pow(R0*R0*R0*(1-alpha)/alpha,tier);
    T=T+273;//temperature en kelvin
    double rhoi=M*Pi/(G*T); //densite initiale gas
    double SIG=2*sig/(R0*Pi);
    double Rm=rhom/rhoi;

    double CFL = 0.5;
    double R=R0;
    //passage en adimensionnel    
    R=1;
    double S0=S0i/R0;
    double S=pow(S0*S0*S0+R*R*R,tier);
    double D=1;
    double Pa=1;
    double P=1 + SIG/R;
    double Pgi=P;
    double neffi=neff;

//definition concentration
    double C[N];
    for(i=0;i<N;i++)
           C[i]=C0;
    C[0]=sqrt(P*Pi)*KH;

    double r[N+1],rp[N],rold[N+1],F[N+1],rpold[N];
            for(i=0;i<N+1;i++){
                             r[i]=R+i*(S-R)/N;
                             }
            for(i=0;i<N;i++){
                             rp[i]=R+(i+1/2)*(S-R)/N;
                             }



    ETAefficace(&neffi,C,N,R,alpha,rp,T,nvar);//modif 13sept



//TEMPS RELAXATION DE Lensky
    double ThD=(R0*R0/D0)*(DP/Pi);
    double ThV= (4*neffi/Pi)*(DP/Pi);
    double DR=(R*(P-Pa)-SIG)/ThV;

//fichier de sauvegarde
    fichier=fopen(nom1,"w");
    fprintf(fichier,"ThetaD=%g \t ThetaV=%g \t version utilise : 2 \t viscosite : ",ThD,ThV);
    if(nvar>0)//rajout 13sept
        fprintf(fichier,"constante \n");//rajout 11 apr 2012
    else if((nvar>-2.5)&(nvar<-1.5))//rajout 11 apr 2012
        fprintf(fichier,"phonolite \n");//rajout 11 apr 2012t
    else if((nvar>-3.5)&(nvar<-2.5))//rajout 11 apr 2012
        fprintf(fichier,"dacite \n");//rajout 11 apr 2012
    else//rajout 11 apr 2012
        fprintf(fichier,"rhyolite \n");//rajout 11 apr 2012

    fprintf(fichier,"R0=%g , alpha=%g , D=%g , C0=%g , N=%ld , Pi=%g , sig=%g , neff=%g , rhom=%g , T=%g , DP=%g \n",R0,100*alpha,D0,C0,N,Pi,sig,neff,rhom,T-273,DP);///////////////////////////////////////////////////////////////////////
    fprintf(fichier,"Rayon \t  Pression \t  rayon zone d'influence \t  Pression ambiante \t  porosite \n");                     
    SAUVEconcentration=fopen(nom2,"w");
// on enregistre les donnees actuelles dans le fichier de sauvegarde
    fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \n",R,P,S,Pa,alpha);                     
    for(i=0;i<N;i++)
          fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
    fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
    fclose(fichier);

    double Dr = (S-R)/(N);  // pas de discretisation en r, on le definit ici car on en a besoin     
  
    double Dt=min(ThV/max(10,2*SIG),pasmin);    
    double Mm;
// BOUCLE EN TEMPS
    double Tt=0;                 //definition du temp
    long n=1;
    double Mmold,Paold,Rold,Pold,flux,res;
    double Dri[N],Driold[N];
double tmp;
            for(i=0;i<N+1;i++)
                r[i] = R+i*Dr;
            for(i=0;i<N;i++)
                rp[i] = R+(i+1/2)*Dr;
             for(i=0;i<N;i++)
             Dri[i]=r[i+1]-r[i];
    double a=alpha;
    Mm=P*R*R*R;                  //definition de la densite
    double x1,x2,x3;

                                      double  resC0=0;
                                                                                for(i=0;i<N;i++){
                                                                                                    resC0=resC0+Dri[i]*(rp[i]*rp[i]*C[i]);
                                                                                                    }
double Czero=resC0*3/(S0*S0*S0)+P*alpha/(1-alpha) /Rm;

    while ((a<alphamax)&(Tt<TtF)){
Dt=min(10*Dt,pasmin);
        // RESOLUTION SYSTEME EDO
           Paold=Pa;
           Rold=R;
           Pold=P;
           Mmold=Mm;

    ETAefficace(&neff,C,N,R,a,rp,T,nvar); //  modif 11 apr 2012
    neff=neff/neffi;          // modif 11 apr 2012


              P=pow((sqrt(tmp*(KH*Pi*KH*tmp+4*R*R*R*Czero))-KH*sqrt(Pi)*tmp)/(2*R*R*R),2);
            Dt=min(Dt,neff*ThV*R/(2*SIG));//positivity cond.
            Dt=min(Dt,neff*ThV/abs(2*(P-Pa)));//positivity cond.
        Dt=min(Dt,R*neff*ThV/(10*abs(R*(P-Pa)-SIG)));//stability cond.
Dt=max(Dt,minPAS);
        //nouveau temps
            if(Tt+Dt>TtF){
            Dt=TtF-Tt;
        }
        Tt=Tt+Dt;
        // RESOLUTION EDP CONCENTRATION
       //pression ambiante decroit comme 1-t
            Pa = 1-Tt;      
       // edo sur pression du gas P
tmp=Rm*S0*S0*S0;
              
       //RESOLUTION SYSTEME EDO SEMI-EXPLICITE
       //edo sur rayon R
             R = ((Rold - Dt*SIG/(neff*ThV))/(1-Dt*(P-Pa)/(neff*ThV)));//modif 11 apr 2012
       // mise a jour du bord de droite
             S=pow(R*R*R+S0*S0*S0,tier);
             
           for(i=0;i<N+1;i++)
               rold[i] = r[i];
            for(i=0;i<N;i++)
                            rpold[i]=rp[i];

             
            for(i=0;i<N+1;i++)
                r[i] = pow(R*R*R+rold[i]*rold[i]*rold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
            for(i=0;i<N;i++)
                rp[i] = pow(R*R*R+rpold[i]*rpold[i]*rpold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
             for(i=0;i<N;i++)
             Dri[i]=r[i+1]-r[i];


                        for(i=1;i<N;i++)
                C[i] = KH*sqrt(P*Pi);
       C[0]=KH*sqrt(P*Pi);
       //pas de discretisation
              Dr=(S-R)/(N);
       //alpha
              a=(R*R*R/(S*S*S));
       //on sauvegarde les donnees toutes les 5000 iterations
                if((derniereSAV<(Tt+Dt))){
                                   printf("\r %ld / %ld",(long)(derniereSAV*donnemax/TtF),(long)1*donnemax);
                                   derniereSAV=derniereSAV+TtF/donnemax;            
              //affichage de l'avancement (nombre max d'iteration atteinte quand le temps est egal a 1)
       //on sauvegarde les donnees
                                                                              res=0;

                  fichier=fopen(nom1,"a");
                                                                                                    res=S0*S0*S0*C[0]/3;
                                   fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %g  \t Dt=%g \n",R,P,S,Pa,a, P*R*R*R+3*Rm*res,Dt);
                fclose(fichier);
                                   for(i=0;i<N;i++)
                                                   fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
                                   fprintf(SAUVEconcentration,"\n");

            }
              n=n+1;
    }
//on sauvegarde les dernieres donnees calculees si ce n'est pas deja fait
                if((Tt>derniereSAV)||(derniereSAV>=(Tt+Dt))){
        fichier=fopen(nom1,"a");
             fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %ld\n",R,P,S,Pa,a,n);
        fclose(fichier);
             for(i=0;i<N;i++)
                                fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
             fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
    }
    printf("\n");
    fclose(SAUVEconcentration);

    return 1;
}

/*
*********************************************************************************************************************
**     thetaV infini, thetaD nul
*********************************************************************************************************************
*/
int limite3( double R0, double alpha, double D0, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2){

    double TtF = abs(1 - Pf/Pi);//modif 9sept
    pasmin=min(pasmin,TtF/donnemax);

    double nvar=neff;
    FILE *SAUVEconcentration, *fichier;
    double derniereSAV=TtF /donnemax;
    int i;
    alpha=alpha/100;
    double tier=0.33333333333333333333333333333333;
    double S0i=pow(R0*R0*R0*(1-alpha)/alpha,tier);
    T=T+273;//temperature en kelvin
    double rhoi=M*Pi/(G*T); //densite initiale gas
    double SIG=2*sig/(R0*Pi);
    double Rm=rhom/rhoi;
    double CFL = 0.5;
    double R=R0;
    //passage en adimensionnel    
    R=1;
    double S0=S0i/R0;
    double S=pow(S0*S0*S0+R*R*R,tier);
    double D=1;
    double Pa=1;
    double P=1+SIG/R;
    double Pgi=P;
    double DR=0;
    double Czero=((pow(R+(S-R)/N,3)-R*R*R)*KH*sqrt(P*Pi) + C0*(S*S*S-pow(R+(S-R)/N,3)))/(S0*S0*S0) +P*alpha/((1-alpha)*Rm);
printf("Rm = %g \n",Rm);
    double neffi=neff;
//definition concentration
    double C[N];
    for(i=0;i<N;i++)
           C[i]=C0;
    C[0]=sqrt(P*Pi)*KH;

    double Dr = (S-R)/(N);  // pas de discretisation en r, on le definit ici car on en a besoin 
    double r[N+1],rp[N],rold[N+1],F[N+1],rpold[N];
    double Dri[N],Driold[N];
            for(i=0;i<N+1;i++)
                r[i] = R+i*Dr;
            for(i=0;i<N;i++)
                rp[i] = R+(i+1/2)*Dr;
             for(i=0;i<N;i++)
             Dri[i]=r[i+1]-r[i];


    ETAefficace(&neffi,C,N,R,alpha,rp,T,nvar);//modif 13sept

//TEMPS RELAXATION DE Lensky
    double ThD=(R0*R0/D0)*(DP/Pi);
    double ThV= (4*neffi/Pi)*(DP/Pi);
//fichier de sauvegarde
    fichier=fopen(nom1,"w");
    fprintf(fichier,"ThetaD=%g \t ThetaV=%g \t version utilise : 3\n",ThD,ThV);
    fprintf(fichier,"R0=%g , alpha=%g , D=%g , C0=%g , N=%ld , Pi=%g , sig=%g , neff=%g , rhom=%g , T=%g , DP=%g \n",R0,100*alpha,D0,C0,N,Pi,sig,neff,rhom,T-273,DP);///////////////////////////////////////////////////////////////////////
    fprintf(fichier,"Rayon \t  Pression \t  rayon zone d'influence \t  Pression ambiante \t  porosite \n");                     
    SAUVEconcentration=fopen(nom2,"w");
// on enregistre les donnees actuelles dans le fichier de sauvegarde
    fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \n",R,P,S,Pa,alpha);                     
    for(i=0;i<N;i++)
          fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
    fprintf(SAUVEconcentration,"\n");   
    double Dt=pasmin;           //avec vrai ThV il faut 10^-8
    double Mm;
// BOUCLE EN TEMPS
    double Tt=0;                 //definition du temp
    long n=1;
    double Mmold,Paold,Rold,Pold,flux;
    double a=alpha;
    double res=0;
    Mm=P*R*R*R;                  //definition de la densite
    while ((a<alphamax)&(Tt<TtF)){
        // RESOLUTION SYSTEME EDO
           Paold=Pa;
           Rold=R;
           Pold=P;
           Mmold=Mm;
        // RESOLUTION EDP CONCENTRATION
        //points de discretisation en r
            for(i=0;i<N+1;i++)
                r[i] = pow(R*R*R+rold[i]*rold[i]*rold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
            for(i=0;i<N;i++)
                rp[i] = pow(R*R*R+rpold[i]*rpold[i]*rpold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
             for(i=0;i<N;i++)
             Dri[i]=r[i+1]-r[i];
      //nouveau temps
            if(Tt+Dt>TtF){
            Dt=TtF-Tt;
        }
        Tt=Tt+Dt;
       //pression ambiante decroit comme 1-t
            Pa = 1-Tt;      
       //RESOLUTION SYSTEME EDO SEMI-EXPLICITE
       //edo sur rayon R
             R = Rold;//
       // mise a jour du bord de droite
             S=pow(R*R*R+S0*S0*S0,tier);
       // edo sur pression du gas P
             P=pow((sqrt(Rm*S0*S0*S0*(KH*Pi*KH*Rm*S0*S0*S0+4*Czero))-KH*sqrt(Pi)*S0*S0*S0*Rm)/2,2);
             DR=0;  
        for(i=1;i<N;i++)
                C[i] = KH*pow(P*Pi,0.5);
            C[0]=KH*pow(P*Pi,0.5);
       //pas de discretisation
              Dr=(S-R)/(N);
       //alpha
              a=(R*R*R/(S*S*S));
       //on sauvegarde les 1000 iterations 
                if((derniereSAV<(Tt+Dt))){
                                   printf("\r %ld / %ld",(long)(derniereSAV*donnemax/TtF),(long)1*donnemax);
                                   derniereSAV=derniereSAV+TtF /donnemax;            
              //affichage de l'avancement (nombre max d'iteration atteinte quand le temps est egal a 1)
       //on sauvegarde les donnees
                                                                              res=0;

                                                                                                    res=S0*S0*S0*C[0]/3;
                                   fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %g  \t Dt=%g \n",R,P,S,Pa,a, P*R*R*R+3*Rm*res,Dt);
                                   for(i=0;i<N;i++)
                                                   fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
                                   fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
            }
              n=n+1;
    }
//on sauvegarde les dernieres donnees calculees si ce n'est pas deja fait
                if((Tt>derniereSAV)||(derniereSAV>=(Tt+Dt))){
             fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %ld\n",R,P,S,Pa,a,n);
             for(i=0;i<N;i++)
                                fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
             fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
    }
    printf("\n");
    fclose(fichier);
    fclose(SAUVEconcentration);

    return 1;
}

/*
*********************************************************************************************************************
**     thetaV nul, thetaD infini
*********************************************************************************************************************
*/
int limite4( double R0, double alpha, double D0, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2){

    double TtF = abs(1 - Pf/Pi);//modif 9sept
    pasmin=min(pasmin,TtF/donnemax);

    double nvar=neff;
    FILE *SAUVEconcentration, *fichier;
    double derniereSAV=TtF /donnemax;
    int i,j;
    alpha=alpha/100;
    double tier=0.33333333333333333333333333333333;
    double pol1,pol2,pol3;
    double S0i=pow(R0*R0*R0*(1-alpha)/alpha,tier);
    T=T+273;//temperature en kelvin
    double rhoi=M*Pi/(G*T); //densite initiale gas
    double SIG=2*sig/(R0*Pi);
    double Rm=rhom/rhoi;
    double CFL = 0.5;
    double R=R0;
    //passage en adimensionnel    
    R=1;
    double S0=S0i/R0;
    double S=pow(S0*S0*S0+R*R*R,tier);
    double D=1;
    double Pa=1;
    double P=1 + SIG/R;
    double Pgi=P;
    double DR=1/(2*SIG*R+3*R*R*Pa);
    double tmpG,tmpD;
    double neffi=neff;
//definition concentration
    double Dr = (S-R)/(N);  // pas de discretisation en r, on le definit ici car on en a besoin 
    double r[N+1],rp[N],C[N];
    for(i=0;i<N;i++)
           C[i]=C0;
    C[0]=sqrt(P*Pi)*KH;
        //points de discretisation en r
            for(i=0;i<N+1;i++)
                r[i] = R+i*Dr;
            for(i=0;i<N;i++)
                rp[i]= R+(i+1/2)*Dr;    //points i+1/2

    ETAefficace(&neffi,C,N,R,alpha,rp,T,nvar);//modif 13sept

//TEMPS RELAXATION DE Lensky
    double ThD=(R0*R0/D0)*(DP/Pi);
    double ThV= (4*neffi/Pi)*(DP/Pi);
//fichier de sauvegarde
    fichier=fopen(nom1,"w");
    fprintf(fichier,"ThetaD=%g \t ThetaV=%g \t version utilise : 4\n",ThD,ThV);
    fprintf(fichier,"R0=%g , alpha=%g , D=%g , C0=%g , N=%ld , Pi=%g , sig=%g , neff=%g , rhom=%g , T=%g , DP=%g \n",R0,100*alpha,D0,C0,N,Pi,sig,neff,rhom,T-273,DP);///////////////////////////////////////////////////////////////////////
    fprintf(fichier,"Rayon \t  Pression \t  rayon zone d'influence \t  Pression ambiante \t  porosite \n");                     
    SAUVEconcentration=fopen(nom2,"w");
// on enregistre les donnees actuelles dans le fichier de sauvegarde
    fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \n",R,P,S,Pa,alpha);                     
    for(i=0;i<N;i++)
          fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
    fprintf(SAUVEconcentration,"\n");   

    double Dt=pasmin;           //avec vrai ThV il faut 10^-8
    double Mm;
// BOUCLE EN TEMPS
    double Tt=0;                 //definition du temp
    long n=1;
    double Mmold,Paold,Rold,Pold,flux,Drold,DRold,Ttold;
    double F[N+1],Cold[N],rold[N+1],rpold[N];
    double Dri[N],Ctilde[N],rtilde[N+1],rptilde[N],Driold[N];
    double Ctildetmp,rdot;

                for(i=0;i<N;i++)
                Dri[i]=r[i+1]-r[i];
    double a=alpha;
    double res=0;
    long oldJ,newJ;
    Mm=P*R*R*R;                  //definition de la densite
    while ((a<alphamax)&(Tt<TtF)){
          
          ///////////////////////////////////////////////////////////
        // RESOLUTION SYSTEME EDO
           Paold=Pa;
           Rold=R;
           Pold=P;
           Mmold=Mm;
           Drold=Dr;
           DRold=DR;
           Ttold=Tt;
           for(i=0;i<N+1;i++)
                             rold[i]=r[i];
           for(i=0;i<N;i++)
                             rpold[i]=rp[i];
        //nouveau temps
            if(Tt+Dt>TtF){
            Dt=TtF-Tt;
        }
        Tt=Tt+Dt;
       //pression ambiante decroit comme 1-t
            Pa = 1-Tt;      
       //RESOLUTION SYSTEME EDO SEMI-EXPLICITE
       //edo sur rayon R
             pol1=Pa/Pgi;
             pol2=SIG/Pgi;
             pol3=pow(108*pol1*pol1-8*pol2*pol2*pol2+12*sqrt(3)*sqrt(27*pol1*pol1-4*pol2*pol2*pol2)*pol1,tier);
             R = pol3/(6*pol1) +2*pol2*pol2/(3*pol1*pol3) - pol2/(3*pol1);//
              DR=pow(R,3)/(2*SIG*R+3*pow(R,2)*Pa);  
       // mise a jour du bord de droite
             S=pow(R*R*R+S0*S0*S0,tier);
        // RESOLUTION EDP CONCENTRATION
       //pas de discretisation
              Dr=(S-R)/(N);
            for(i=0;i<N;i++)
                Cold[i]= C[i];      //points i+1/2
                

  //shema conservatif, maille cubique
  for(i=0;i<N;i++)
  Driold[i]=Dri[i];
  
  for(i=0;i<N;i++){
                   r[i]=pow(R*R*R+rold[i]*rold[i]*rold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
                   rp[i]=pow(R*R*R+rpold[i]*rpold[i]*rpold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
}
r[N]=S;
for(i=0;i<N;i++)
                Dri[i]=r[i+1]-r[i];
                
for(i=0;i<N;i++)
C[i]=Cold[i]*rpold[i]*rpold[i]*Driold[i]/(rp[i]*rp[i]*Dri[i]);

C[0]=KH*sqrt(P*Pi);


       // edo sur pression du gas P
              Mm=Mmold;
              P=Mm/(pow(R,3));
       //alpha
              a=(R*R*R/(S*S*S));
       //on sauvegarde les 1000 iterations
                if((derniereSAV<(Tt+Dt))){
                                                                       res=0;
                                                                                for(i=0;i<N;i++)
                                                                                                    res=res+Dri[i]*(rp[i]*rp[i]*C[i]);
                                   fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %g \n",R,P,S,Pa,a,Mm+3*Rm*res);
                                   for(i=0;i<N;i++)
                                                   fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
                                   fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
              n=n+1;
                                   printf("\r %ld / %ld",(long)(derniereSAV*donnemax/TtF),(long)1*donnemax);
                                   derniereSAV=derniereSAV+TtF /donnemax;            
              }
    }
           //on sauvegarde la derniere si ce nest pas fait
                if((Tt>derniereSAV)||(derniereSAV>=(Tt+Dt))){
                                                                       res=0;
                                                                                for(i=0;i<N;i++)
                                                                                                    res=res+Dri[i]*(rp[i]*rp[i]*C[i]);
                                   fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %g \n",R,P,S,Pa,a,Mm+3*Rm*res);
                                   for(i=0;i<N;i++)
                                                   fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
                                   fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
              }


    printf("\n");
    fclose(fichier);
    fclose(SAUVEconcentration);
    return 1;
}

/*
*********************************************************************************************************************
**     thetaV fini, thetaD infini
*********************************************************************************************************************
*/
int limite5( double R0, double alpha, double D0, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2){

    double TtF = abs(1 - Pf/Pi);//modif 9sept
    pasmin=min(pasmin,TtF/donnemax);

    double nvar = neff;// modif 11 apr 2012

    FILE *SAUVEconcentration, *fichier;
    double derniereSAV=TtF /donnemax;
    int i;
    alpha=alpha/100;
    double tier=0.33333333333333333333333333333333;
    double pol3,pol2,pol1;
    double S0i=pow(R0*R0*R0*(1-alpha)/alpha,tier);
    T=T+273;//temperature en kelvin
    double rhoi=M*Pi/(G*T); //densite initiale gas
    double SIG=2*sig/(R0*Pi);
    double Rm=rhom/rhoi;

    double CFL = 0.5;
    double R=R0;
    //passage en adimensionnel    
    R=1;
    double S0=S0i/R0;
    double S=pow(S0*S0*S0+R*R*R,tier);
    double D=1;
    double Pa=1;
    double P=1 + SIG/R;
    double Pgi=P;

    double neffi=neff;
//definition concentration
    double C[N],Cold[N];
    for(i=0;i<N;i++)
           C[i]=C0;
    C[0]=sqrt(P*Pi)*KH;
    double r[N+1],rp[N],rold[N+1],F[N+1],rpold[N];
            for(i=0;i<N+1;i++){
                             r[i]=R+i*(S-R)/N;
                             }
            for(i=0;i<N;i++){
                             rp[i]=R+(i+1/2)*(S-R)/N;
                             }



    ETAefficace(&neffi,C,N,R,alpha,rp,T,nvar);//modif 13sept

//TEMPS RELAXATION DE Lensky
    double ThD=(R0*R0/D0)*(DP/Pi);
    double ThV= (4*neffi/Pi)*(DP/Pi);
    double DR=(R*(P-Pa)-SIG)/ThV;

//fichier de sauvegarde
    fichier=fopen(nom1,"w");
    fprintf(fichier,"ThetaD=%g \t ThetaV=%g \t version utilise : 5\n",ThD,ThV);
    fprintf(fichier,"R0=%g , alpha=%g , D=%g , C0=%g , N=%ld , Pi=%g , sig=%g , neff=%g , rhom=%g , T=%g , DP=%g \n",R0,100*alpha,D0,C0,N,Pi,sig,neff,rhom,T-273,DP);///////////////////////////////////////////////////////////////////////
    fprintf(fichier,"Rayon \t  Pression \t  rayon zone d'influence \t  Pression ambiante \t  porosite \n");                     
    SAUVEconcentration=fopen(nom2,"w");
// on enregistre les donnees actuelles dans le fichier de sauvegarde
    fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \n",R,P,S,Pa,alpha);       
    fclose(fichier);              
    for(i=0;i<N;i++)
          fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
    fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
    double Dr = (S-R)/(N);  // pas de discretisation en r, on le definit ici car on en a besoin     
  
    double Dt=min(ThV/max(10,2*SIG),pasmin); 
    double Mm;
// BOUCLE EN TEMPS
    double Tt=0;                 //definition du temp
    long n=1;
    double Mmold,Paold,Rold,Pold,flux;

    double Dri[N],Driold[N];
    double a=alpha;
    double res=0;
    Mm=P*R*R*R;                  //definition de la densite
                for(i=0;i<N+1;i++)
                r[i] = R+i*Dr;
            for(i=0;i<N;i++)
                rp[i] = R+(i+1/2)*Dr;
             for(i=0;i<N;i++)
             Dri[i]=r[i+1]-r[i];
            for(i=0;i<N+1;i++)
                rold[i] = r[i];

    while ((a<alphamax)&(Tt<TtF)){

    ETAefficace(&neff,C,N,R,a,rp,T,nvar); //  modif 11 apr 2012
    neff=neff/neffi;          // modif 11 apr 2012

  Dt=min(Dt,neff*ThV*R/(2*SIG));
          //pas variable

       // RESOLUTION SYSTEME EDO
           Paold=Pa;
           Rold=R;
           Pold=P;
           Mmold=Mm;
           for(i=0;i<N;i++)
               Cold[i]=C[i];
           for(i=0;i<N+1;i++)
               rold[i] = r[i];
            for(i=0;i<N;i++)
               rpold[i]=rp[i];

        // RESOLUTION EDP CONCENTRATION
        //nouveau temps
            if(Tt+Dt>TtF){
            Dt=TtF-Tt;
        }
        Tt=Tt+Dt;
       //pression ambiante decroit comme 1-t
            Pa = 1-Tt;      
       //RESOLUTION SYSTEME EDO SEMI-EXPLICITE
       //edo sur rayon R
             pol1=(Pa+ThV*neff/Dt)/Pgi;
             pol2=(-Rold*ThV*neff/Dt +SIG)/Pgi;
             pol3=pow(108*pol1*pol1-8*pol2*pol2*pol2+12*sqrt(3)*sqrt(27*pol1*pol1-4*pol2*pol2*pol2)*pol1,tier);
             R = pol3/(6*pol1)+ 2*pol2*pol2/(3*pol3*pol1) - pol2/(3*pol1);

             S=pow(R*R*R+S0*S0*S0,tier);


  
          // RESOLUTION EDP CONCENTRATION
           for(i=0;i<N;i++)
               Cold[i]=C[i];

//methode maille variable (cubique)

  for(i=0;i<N;i++)
  Driold[i]=Dri[i];
  
  for(i=0;i<N;i++){
                   r[i]=pow(R*R*R+rold[i]*rold[i]*rold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
                   rp[i]=pow(R*R*R+rpold[i]*rpold[i]*rpold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
}
r[N]=S;
for(i=0;i<N;i++)
                Dri[i]=r[i+1]-r[i];
                
for(i=0;i<N;i++)
C[i]=Cold[i]*rpold[i]*rpold[i]*Driold[i]/(rp[i]*rp[i]*Dri[i]); //definition de Cn+1/2

   C[0]=KH*pow(Pold*Pi,0.5);
  
  
  
  
       // edo sur pression du gas P
              Mm=Mmold;
              P=Mm/(R*R*R);             
             DR=(R*(Pold-Pa)-SIG)/(neff*ThV);   
       //pas de discretisation
              Dr=(S-R)/(N-1);
       //alpha
              a=(R*R*R/(S*S*S));
       //on sauvegarde les donnees toutes les 5000 iterations
                if((derniereSAV<(Tt+Dt))){
                                   printf("\r %ld / %ld",(long)(derniereSAV*donnemax/TtF),(long)1*donnemax);
                                   derniereSAV=derniereSAV+TtF /donnemax;            
              //affichage de l'avancement (nombre max d'iteration atteinte quand le temps est egal a 1)
                                    res=0;
                                    for(i=0;i<N;i++){
                                           res=res+Dri[i]*(rp[i]*rp[i]*C[i]);
                                    }
                    fichier=fopen(nom1,"a");
                                    fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %g \n",R,P,S,Pa,a, Mm+3*Rm*res);
                    fclose(fichier);
                                   for(i=0;i<N;i++)
                                                   fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
                                   fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
              }
              n=n+1;
    }
//on sauvegarde les dernieres donnees calculees si ce n'est pas deja fait
             if((Tt>derniereSAV)||(derniereSAV>=(Tt+Dt))){

        fichier=fopen(nom1,"a");
             fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \n",R,P,S,Pa,a);
      fclose(fichier);
             for(i=0;i<N;i++)
                                fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
             fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
    }
    printf("\n");
    fclose(SAUVEconcentration);
    return 1;
}

/*
*********************************************************************************************************************
**     thetaV infini, thetaD infini
*********************************************************************************************************************
*/
int limite6( double R0, double alpha, double D0, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2){

    double TtF = abs(1 - Pf/Pi);//modif 9sept
    pasmin=min(pasmin,TtF/donnemax);

    double nvar=neff;
    FILE *SAUVEconcentration, *fichier;
    double derniereSAV=TtF /donnemax;
    int i;
    alpha=alpha/100;
    double tier=0.33333333333333333333333333333333;
    double S0i=pow(R0*R0*R0*(1-alpha)/alpha,tier);
    T=T+273;//temperature en kelvin
    double rhoi=M*Pi/(G*T); //densite initiale gas
    double SIG=2*sig/(R0*Pi);
    double Rm=rhom/rhoi;
    double CFL = 0.5;
    double R=R0;
    //passage en adimensionnel    
    R=1;
    double S0=S0i/R0;
    double S=pow(S0*S0*S0+R*R*R,tier);
    double D=1;
    double Pa=1;
    double P=1 + SIG/R;
    double Pgi=P;
    double DR=0;
    double neffi=neff;
//definition concentration
    double r[N+1],rp[N],C[N],Cold[N];
    double Dr = (S-R)/(N);  // pas de discretisation en r, on le definit ici car on en a besoin     
    for(i=0;i<N;i++)
           C[i]=C0;
    C[0]=sqrt(P*Pi)*KH;
            for(i=0;i<N+1;i++)
                r[i] = R+i*Dr;
            for(i=0;i<N;i++)
                rp[i] = R+(i+1/2)*Dr;


    ETAefficace(&neffi,C,N,R,alpha,rp,T,nvar);//modif 13sept

//TEMPS RELAXATION DE Lensky
    double ThD=(R0*R0/D0)*(DP/Pi);
    double ThV= (4*neffi/Pi)*(DP/Pi);
//fichier de sauvegarde
    fichier=fopen(nom1,"w");
    fprintf(fichier,"ThetaD=%g \t ThetaV=%g \t version utilise : 6\n",ThD,ThV);
    fprintf(fichier,"R0=%g , alpha=%g , D=%g , C0=%g , N=%ld , Pi=%g , sig=%g , neff=%g , rhom=%g , T=%g , DP=%g \n",R0,100*alpha,D0,C0,N,Pi,sig,neff,rhom,T-273,DP);///////////////////////////////////////////////////////////////////////
    fprintf(fichier,"Rayon \t  Pression \t  rayon zone d'influence \t  Pression ambiante \t  porosite \n");              
    fclose(fichier);       
    SAUVEconcentration=fopen(nom2,"w");
// on enregistre les donnees actuelles dans le fichier de sauvegarde
    fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \n",R,P,S,Pa,alpha);                     
    for(i=0;i<N;i++)
          fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
    fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
    double Dt=pasmin;           //avec vrai ThV il faut 10^-8
    double Mm;
// BOUCLE EN TEMPS
    double Tt=0;                 //definition du temp
    long n=1;
    double Mmold,Paold,Rold,Pold,flux;
    double rold[N+1],F[N+1],rpold[N];
    double Dri[N],Driold[N];

             for(i=0;i<N;i++)
             Dri[i]=r[i+1]-r[i];
            for(i=0;i<N+1;i++)
                rold[i] = r[i];
  double res;
    double a=alpha;
    Mm=P*R*R*R;                  //definition de la densite
    while ((a<alphamax)&(Tt<TtF)){
        // RESOLUTION SYSTEME EDO
           Paold=Pa;
           Rold=R;
           Pold=P;
           Mmold=Mm;
           for(i=0;i<N;i++)
               Cold[i]=C[i];
           for(i=0;i<N+1;i++)
               rold[i] = r[i];
            for(i=0;i<N;i++)
                            rpold[i]=rp[i];


      //nouveau temps
            if(Tt+Dt>TtF){
            Dt=TtF-Tt;
        }
        Tt=Tt+Dt;
       //pression ambiante decroit comme 1-t
            Pa = 1-Tt;      
       //RESOLUTION SYSTEME EDO SEMI-EXPLICITE
       //edo sur rayon R
             R = R;//
             DR=0;  
       // mise a jour du bord de droite
             S=pow(R*R*R+S0*S0*S0,tier);
    
            // RESOLUTION EDP CONCENTRATION
           for(i=0;i<N;i++)
               Cold[i]=C[i];

//methode maille variable (cubique)

  for(i=0;i<N;i++)
  Driold[i]=Dri[i];
  
  for(i=0;i<N;i++){
                   r[i]=pow(R*R*R+rold[i]*rold[i]*rold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
                   rp[i]=pow(R*R*R+rpold[i]*rpold[i]*rpold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
}
r[N]=S;
for(i=0;i<N;i++)
                Dri[i]=r[i+1]-r[i];
                
for(i=0;i<N;i++)
C[i]=Cold[i]*rpold[i]*rpold[i]*Driold[i]/(rp[i]*rp[i]*Dri[i]); //definition de Cn+1/2


C[0]=KH*sqrt(P*Pi);

    
           // edo sur pression du gas P
              Mm=Mmold;
              P=Mm/(pow(R,3));
       //pas de discretisation
              Dr=(S-R)/(N);
       //alpha
              a=(R*R*R/(S*S*S));
       //on sauvegarde les donnees toutes les 5000 iterations
                if((derniereSAV<(Tt+Dt))){
                                   printf("\r %ld / %ld",(long)(derniereSAV*donnemax/TtF),(long)1*donnemax);
                                   derniereSAV=derniereSAV+TtF /donnemax;            
              //affichage de l'avancement (nombre max d'iteration atteinte quand le temps est egal a 1)
                                   res=0;
                                   for(i=0;i<N;i++){
                                               res=res+Dri[i]*(rp[i]*rp[i]*C[i]);
                                   }
                fichier=fopen(nom1,"a");
                                   fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %g \n",R,P,S,Pa,a, Mm+3*Rm*res);
                fclose(fichier);
                                   for(i=0;i<N;i++)
                                                   fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
                                   fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
              }
              n=n+1;
    }
//on sauvegarde les dernieres donnees calculees si ce n'est pas deja fait
                if((Tt>derniereSAV)||(derniereSAV>=(Tt+Dt))){
                                   res=0;
                                   for(i=0;i<N;i++){
                                               res=res+Dri[i]*(rp[i]*rp[i]*C[i]);
                                   }
                fichier=fopen(nom1,"a");
                                   fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %g \n",R,P,S,Pa,a, Mm+3*Rm*res);
fclose(fichier);
                                   for(i=0;i<N;i++)
                                                   fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
                                   fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
              }
   printf("\n");
    fclose(SAUVEconcentration);
    return 1;
}

/*
*********************************************************************************************************************
**  ThetaV nul, ThetaD fini   
*********************************************************************************************************************
*/
int limite7( double R0, double alpha, double D0, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2){

    double TtF = abs(1 - Pf/Pi);//modif 9sept
    pasmin=min(pasmin,TtF/donnemax);

    double nvar=neff;
    FILE *SAUVEconcentration, *fichier;
    double derniereSAV=TtF /donnemax;
    int i;
    alpha=alpha/100;
    double tier=0.33333333333333333333333333333333;
    double S0i=pow(R0*R0*R0*(1-alpha)/alpha,tier);
    T=T+273;//temperature en kelvin
    double rhoi=M*Pi/(G*T); //densite initiale gas
    double SIG=2*sig/(R0*Pi);
    double Rm=rhom/rhoi;
    double CFL = 0.5;
    double R=R0;
    //passage en adimensionnel    
    R=1;
    double S0=S0i/R0;
    double S=pow(S0*S0*S0+R*R*R,tier);
    double D=1;
    double Pa=1;
    double P=1 + SIG/R;
    double Pgi=P;
    double DR=1/(2*SIG+3);
    double neffi=neff;
//definition concentration
    double r[N+1],rp[N],C[N],Cold[N];
    double Dr = (S-R)/(N);  // pas de discretisation en r, on le definit ici car on en a besoin     
    for(i=0;i<N;i++)
           C[i]=C0;
    C[0]=sqrt(P*Pi)*KH;
            for(i=0;i<N+1;i++)
                r[i] = R+i*Dr;
            for(i=0;i<N;i++)
                rp[i] = R+(i+1/2)*Dr;

    ETAefficace(&neffi,C,N,R,alpha,rp,T,nvar);//modif 13sept

//TEMPS RELAXATION DE Lensky
    double ThD=(R0*R0/D0)*(DP/Pi);
    double ThV= (4*neffi/Pi)*(DP/Pi);
//fichier de sauvegarde
    fichier=fopen(nom1,"w");
    fprintf(fichier,"ThetaD=%g \t ThetaV=%g \t version utilise : 7\n",ThD,ThV);
    fprintf(fichier,"R0=%g , alpha=%g , D=%g , C0=%g , N=%ld , Pi=%g , sig=%g , neff=%g , rhom=%g , T=%g , DP=%g \n",R0,100*alpha,D0,C0,N,Pi,sig,neff,rhom,T-273,DP);///////////////////////////////////////////////////////////////////////
    fprintf(fichier,"Rayon \t  Pression \t  rayon zone d'influence \t  Pression ambiante \t  porosite \n");         
    fclose(fichier);            
    SAUVEconcentration=fopen(nom2,"w");
// on enregistre les donnees actuelles dans le fichier de sauvegarde
    fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \n",R,P,S,Pa,alpha);                     
    for(i=0;i<N;i++)
          fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
    fprintf(SAUVEconcentration,"\n");

    double Dt=min(ThD*ThD/(10*N*N),pasmin);             //avec vrai ThV il faut 10^-8
    double Mm;
// BOUCLE EN TEMPS
    double Tt=0;                 //definition du temp
    long n=1;
    double Mmold,Paold,Rold,Pold,flux;
    double rold[N+1],F[N+1],rpold[N];
    double Dri[N],Driold[N];
    double a=alpha;
    Mm=P*R*R*R;                  //definition de la densite
    double res=0;


             for(i=0;i<N;i++)
             Dri[i]=r[i+1]-r[i];
            for(i=0;i<N+1;i++)
                rold[i] = r[i];
    for(i=0;i<N;i++)
                    res=res+Dri[i]*(C[i]*rp[i]*rp[i]);


    double Czeros=(sqrt(P*Pi)*KH*(r[1]*r[1]*r[1]-R*R*R) + C0*(S*S*S-r[1]*r[1]*r[1]))/(S0*S0*S0) +P*alpha/((1-alpha)*Rm);

    flux=ThD*Mm/abs(6*Rm*pasmin);
    double pol1, pol2, pol3, pol4, pol5;
Rold=R;
    while ((a<alphamax)&(Tt<TtF)){
        // RESOLUTION SYSTEME EDO
           Paold=Pa;
          /////// Rold=R;
           Pold=P;
           Mmold=Mm;
           for(i=0;i<N;i++)
               Cold[i]=C[i];
           for(i=0;i<N+1;i++)
               rold[i] = r[i];
           for(i=0;i<N;i++)
               rpold[i]=rp[i];


           
           
res=0;
for(i=1;i<N-1;i++)
res=max(res,2/(Dri[i]*rp[i]*rp[i]) *(r[i]*r[i]/(r[i+1]-r[i-1]) + r[i+1]*r[i+1]/(r[i+2]-r[i])));

res=max(res,2/(Dri[N-1]*rp[N-1]*rp[N-1]) *(r[N-1]*r[N-1]/(r[N]-r[N-2]) ));
Dt=min(pasmin,ThD/(2*res));


Dt=min(Dt,ThD*Mm/abs(6*Rm*flux));
Dt=max(Dt,minPAS);
        //nouveau temps
            if(Tt+Dt>TtF){
            Dt=TtF-Tt;
        }
        Tt=Tt+Dt;
       //pression ambiante decroit comme 1-t
            Pa = 1-Tt;      

        // RESOLUTION EDP CONCENTRATION
           for(i=0;i<N;i++)
               Cold[i]=C[i];

//methode maille variable (cubique)

  for(i=0;i<N;i++)
  Driold[i]=Dri[i];
  
///////R=SIG/(Pold-Paold);
  for(i=0;i<N;i++){
                   r[i]=pow(R*R*R+rold[i]*rold[i]*rold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
                   rp[i]=pow(R*R*R+rpold[i]*rpold[i]*rpold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
}
r[N]=S;
for(i=0;i<N;i++)
                Dri[i]=r[i+1]-r[i];
                
for(i=0;i<N;i++)
C[i]=Cold[i]*rpold[i]*rpold[i]*Driold[i]/(rp[i]*rp[i]*Dri[i]); //definition de Cn+1/2


            for(i=1;i<N;i++)
                F[i]=r[i]*r[i]*(C[i]-C[i-1])*2/(r[i+1]-r[i-1]);//*2
            F[N]=0;
   for(i=1;i<N;i++)
                C[i]=C[i]+ Dt/ThD*(F[i+1]-F[i])/(rp[i]*rp[i]*Dri[i]);
F[0]=F[1]-(rp[0]*rp[0]*(KH*sqrt(P*Pi)-C[0])*ThD*Dri[0]/Dt);
C[0]=KH*sqrt(P*Pi);

               


         flux=F[0];


       //RESOLUTION SYSTEME EDO SEMI-EXPLICITE
       // edo sur pression du gas P
        /////    P=Pa +SIG/R;




     //edo sur rayon R
///////             Mm=Mmold+Dt*3*Rm/ThD *F[0];

          /////   R=pow(Mm/P,tier);
///////
Rold=R;
pol1=3*Pa/Dt -1;
pol2=(2*SIG - 3*Pa*Rold)/Dt;
pol3=2*SIG*Rold/Dt;
pol4=3*Rm/ThD *F[0];
pol5=pow(-36*pol1*pol2*pol3+108*pol4*pol1*pol1-8*pol2*pol2*pol2+12*sqrt(3)*pol1*sqrt(-4*pol3*pol3*pol3*pol1-pol3*pol3*pol2*pol2-18*pol1*pol2*pol3*pol4+27*pol1*pol1*pol4*pol4-4*pol4*pol2*pol2*pol2),tier);
R=pol5/(6*pol1) +2*(3*pol3*pol1+pol2*pol2)/(3*pol1*pol5)-pol2/(3*pol1);
P=Pa+SIG/R;
Mm=P*R*R*R;
///////
///////P=Mm/(R*R*R);
             DR=(((Mm-Mmold)/Dt)+pow(R,3))/(3*Pa*R*R+2*SIG*R);  
       // mise a jour du bord de droite
             S=pow(R*R*R+S0*S0*S0,tier);
       //pas de discretisation
              Dr=(S-R)/(N);
       //alpha
              a=(R*R*R/(S*S*S));
       //on sauvegarde les donnees toutes les 5000 iterations
                if((derniereSAV<(Tt+Dt))){
                                   printf("\r %ld / %ld",(long)(derniereSAV*donnemax/TtF),(long)1*donnemax);
                                   derniereSAV=derniereSAV+TtF /donnemax;            
              //affichage de l'avancement (nombre max d'iteration atteinte quand le temps est egal a 1)
                                   res=0;
                                   for(i=0;i<N;i++){
                                            res=res+Dri[i]*(rp[i]*rp[i]*C[i]);
                                   }
                fichier=fopen(nom1,"a");
                                   fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %g  \t Dt=%g \n",R,P,S,Pa,a, Mm+3*Rm*res,Dt);
                fclose(fichier);
                                   for(i=0;i<N;i++)
                                                   fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
                                   fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
              }
              n=n+1;
    }
//on sauvegarde les dernieres donnees calculees si ce n'est pas deja fait
                if((Tt>derniereSAV)||(derniereSAV>=(Tt+Dt))){
        fichier=fopen(nom1,"a");
             fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \n",R,P,S,Pa,a);
        fclose(fichier);
             for(i=0;i<N;i++)
                                fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
             fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
    }
    printf("\n");
    fclose(SAUVEconcentration);
    return 1;
}

/*
*********************************************************************************************************************
**  ThetaV infini, thetaD fini   
*********************************************************************************************************************
*/
int limite8( double R0, double alpha, double D0, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2){

    double TtF = abs(1 - Pf/Pi);//modif 9sept
    pasmin=min(pasmin,TtF/donnemax);

    double nvar=neff;
    FILE *SAUVEconcentration, *fichier;
    double derniereSAV=TtF /donnemax;
    int i;
    alpha=alpha/100;
    double tier=0.33333333333333333333333333333333;
    double S0i=pow(R0*R0*R0*(1-alpha)/alpha,tier);
    T=T+273;//temperature en kelvin
    double rhoi=M*Pi/(G*T); //densite initiale gas
    double SIG=2*sig/(R0*Pi);
    double Rm=rhom/rhoi;
    double CFL = 0.5;
    double R=R0;
    //passage en adimensionnel    
    R=1;
    double S0=S0i/R0;
    double S=pow(S0*S0*S0+R*R*R,tier);
    double D=1;
    double Pa=1;
    double P=1 + SIG/R;
    double Pgi=P;
    double DR=0;
    double neffi=neff;
//definition concentration
    double r[N+1],rp[N],C[N],Cold[N];
    double Dr = (S-R)/(N);  // pas de discretisation en r, on le definit ici car on en a besoin 
    for(i=0;i<N;i++)
           C[i]=C0;
    C[0]=sqrt(P*Pi)*KH;
                for(i=0;i<N+1;i++)
                r[i] = R+i*Dr;
            for(i=0;i<N;i++)
                rp[i] = R+(i+1/2)*Dr;


    ETAefficace(&neffi,C,N,R,alpha,rp,T,nvar);//modif 13sept

//TEMPS RELAXATION DE Lensky
    double ThD=(R0*R0/D0)*(DP/Pi);
    double ThV= (4*neffi/Pi)*(DP/Pi);
//fichier de sauvegarde
    fichier=fopen(nom1,"w");
    fprintf(fichier,"ThetaD=%g \t ThetaV=%g \t version utilise : 8\n",ThD,ThV);
    fprintf(fichier,"R0=%g , alpha=%g , D=%g , C0=%g , N=%ld , Pi=%g , sig=%g , neff=%g , rhom=%g , T=%g , DP=%g \n",R0,100*alpha,D0,C0,N,Pi,sig,neff,rhom,T-273,DP);///////////////////////////////////////////////////////////////////////
    fprintf(fichier,"Rayon \t  Pression \t  rayon zone d'influence \t  Pression ambiante \t  porosite \n");  
    fclose(fichier);                   
    SAUVEconcentration=fopen(nom2,"w");
// on enregistre les donnees actuelles dans le fichier de sauvegarde
    fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \n",R,P,S,Pa,alpha);                     
    for(i=0;i<N;i++)
          fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
    fprintf(SAUVEconcentration,"\n");   
 
    double Dt=pasmin;
// BOUCLE EN TEMPS
    double Tt=0;                 //definition du temp
    long n=1;
    double Paold,Rold,Pold,flux;
    double rold[N+1],F[N+1],rpold[N];
    double Dri[N],Driold[N];
      double res=0;
             for(i=0;i<N;i++)
             Dri[i]=r[i+1]-r[i];
            for(i=0;i<N+1;i++)
                rold[i] = r[i];

double Mm=P*R*R*R;
    double a=alpha;
    
    while ((a<alphamax)&(Tt<TtF)){

Mm=P*R*R*R;
res=0;
for(i=1;i<N-1;i++)
res=max(res,2/(Dri[i]*rp[i]*rp[i]) *(r[i]*r[i]/(r[i+1]-r[i-1]) + r[i+1]*r[i+1]/(r[i+2]-r[i])));

res=max(res,2/(Dri[N-1]*rp[N-1]*rp[N-1]) *(r[N-1]*r[N-1]/(r[N]-r[N-2]) ));
Dt=min(pasmin,ThD/(2*res));


Dt=min(Dt,ThD*Mm/abs(6*Rm*flux));



        // RESOLUTION SYSTEME EDO
           Paold=Pa;
           Rold=R;
           Pold=P;
           
           for(i=0;i<N;i++)
               Cold[i]=C[i];
           for(i=0;i<N+1;i++)
               rold[i] = r[i];
           for(i=0;i<N;i++)
                    rpold[i]=rp[i];




        //nouveau temps
            if(Tt+Dt>TtF){
            Dt=TtF-Tt;
        }
        Tt=Tt+Dt;

            

       //pression ambiante decroit comme 1-t
            Pa = 1-Tt;      
       //RESOLUTION SYSTEME EDO SEMI-EXPLICITE
       //edo sur rayon R
             R = Rold;//
             DR=0;  
       // mise a jour du bord de droite
             S=pow(R*R*R+S0*S0*S0,tier);
  
        // RESOLUTION EDP CONCENTRATION
           for(i=0;i<N;i++)
               Cold[i]=C[i];

//methode maille variable (cubique)

  for(i=0;i<N;i++)
  Driold[i]=Dri[i];
  
  for(i=0;i<N;i++){
                   r[i]=pow(R*R*R+rold[i]*rold[i]*rold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
                   rp[i]=pow(R*R*R+rpold[i]*rpold[i]*rpold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
}
r[N]=S;
for(i=0;i<N;i++)
                Dri[i]=r[i+1]-r[i];
                
for(i=0;i<N;i++)
C[i]=Cold[i]*rpold[i]*rpold[i]*Driold[i]/(rp[i]*rp[i]*Dri[i]); //definition de Cn+1/2


            for(i=1;i<N;i++)
                F[i]=r[i]*r[i]*(C[i]-C[i-1])*2/(r[i+1]-r[i-1]);//*2
            F[N]=0;
   for(i=1;i<N;i++)
                C[i]=C[i]+ Dt/ThD*(F[i+1]-F[i])/(rp[i]*rp[i]*Dri[i]);
F[0]=F[1]-(rp[0]*rp[0]*(KH*sqrt(P*Pi)-C[0])*ThD*Dri[0]/Dt);
C[0]=KH*sqrt(P*Pi);
  
  
  
  
       //affichage de l'avancement (nombre max d'iteration atteinte quand le temps est egal a 1)
       // edo sur pression du gas P
              P=Pold+Dt*3*Rm/ThD *F[0]/(R*R*R);
       //pas de discretisation
              Dr=(S-R)/(N);
       //alpha
              a=(R*R*R/(S*S*S));
       //on sauvegarde les donnees toutes les x iterations
                if((derniereSAV<(Tt+Dt))){
                                   printf("\r %ld / %ld",(long)(derniereSAV*donnemax),(long)1*donnemax);
                                   derniereSAV=derniereSAV+1. /donnemax;            
              //affichage de l'avancement (nombre max d'iteration atteinte quand le temps est egal a tf)
                                   res=0;
                                   for(i=0;i<N;i++){
                                                    res=res+Dri[i]*(rp[i]*rp[i]*C[i]);
                                   }      
                fichier=fopen(nom1,"a");                                                                        
                                   fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %g  \t Dt=%g \n",R,P,S,Pa,a, P*R*R*R+3*Rm*res,Dt);
                fclose(fichier);
                                   for(i=0;i<N;i++)
                                                   fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
                                   fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
              }
              n=n+1;
    }
//on sauvegarde les dernieres donnees calculees si ce n'est pas deja fait
                if((Tt>derniereSAV)||(derniereSAV>=(Tt+Dt))){
        fichier=fopen(nom1,"a");
             fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \n",R,P,S,Pa,a);
        fclose(fichier);
             for(i=0;i<N;i++)
                                fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
             fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
    }
    printf("\n");
    fclose(SAUVEconcentration);
    return 1;
}

/*
*********************************************************************************************************************
**  cas general   
*********************************************************************************************************************
*/
int edgCombo(double R0, double alpha, double D0, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, long N, char* nom1, char* nom2){


int signDP=sign(DP);

double TtF = abs(1 - Pf/Pi);//modif 9sept
pasmin=min(pasmin,TtF/donnemax);

    double nvar = neff;

    FILE *SAUVEconcentration, *fichier;
    double derniereSAV=TtF /donnemax;//modif 9sept
    int i;
    alpha=alpha/100;
    double tier=0.33333333333333333333333333333333;
    double S0i=pow(R0*R0*R0*(1-alpha)/alpha,tier);
    T=T+273;//temperature en kelvin
    double rhoi=M*Pi/(G*T); //densite initiale gas
    double SIG=2*sig/(R0*Pi);
    double Rm=rhom/rhoi;
    //passage en adimensionnel    
    double R=1;
    double S0=S0i/R0;
    double S=pow(S0*S0*S0+R*R*R,tier);
    double D=1;
    double Pa=1;
    double P=1 + SIG/R;
    double tmp;
    double neffi=neff;
//definition concentration
    double C[N],Cold[N];
    for(i=0;i<N;i++)
           C[i]=C0;
//    C[0]=sqrt(P)*C0;
    double r[N+1],rp[N],rold[N+1],F[N+1],rpold[N];
            for(i=0;i<N+1;i++){
                             r[i]=R+i*(S-R)/N;
                             }
            for(i=0;i<N;i++){
                             rp[i]=R+(i+1/2)*(S-R)/N;
                             }



    ETAefficace(&neffi,C,N,R,alpha,rp,T,nvar);//modif 13sept


//TEMPS RELAXATION DE Lensky
    double ThD=(R0*R0/D0)*(DP/Pi);
    double ThV= (4*neffi/Pi)*(DP/Pi);
    double CFL = 0.5;
    double DR=(R*(P-Pa)-SIG)/ThV;
double Pgi=P;

    C[0]=sqrt(P*Pi)*KH;
    for(i=0;i<N;i++)
           Cold[i]=C0;
    Cold[0]=sqrt(P*Pi)*KH;
//fichier de sauvegarde
    fichier=fopen(nom1,"w");
    fprintf(fichier,"ThetaD=%g \t ThetaV=%g \t version utilisee : Generale \t viscosite : ",ThD,ThV);//rajout 13sept
    if(nvar>0)//rajout 13sept
        fprintf(fichier,"constante \n");//rajout 13sept
    else if((nvar>-2.5)&(nvar<-1.5))//rajout 13sept
        fprintf(fichier,"phonolite \n");//rajout 13sept
    else if((nvar>-3.5)&(nvar<-2.5))//rajout 13sept
        fprintf(fichier,"dacite \n");//rajout 13sept
    else//rajout 13sept
        fprintf(fichier,"rhyolite \n");//rajout 13sept


    fprintf(fichier,"R0=%g , alpha=%g , D=%g , C0=%g , N=%ld , Pi=%g , sig=%g , neff=%g , rhom=%g , T=%g , DP=%g , Pf=%g   \n",R0,100*alpha,D0,C0,N,Pi,sig,neffi,rhom,T-273,DP,Pf);///////////////////////////////////////////////////////////////////////
    fprintf(fichier,"Rayon \t  Pression \t  rayon zone d'influence \t  Pression ambiante \t  porosite \t masse d'eau\n");                     
    SAUVEconcentration=fopen(nom2,"w");

// on enregistre les donnees actuelles dans le fichier de sauvegarde
    fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \n",R,P,S,Pa,alpha);                     
    for(i=0;i<N;i++)
          fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
    fprintf(SAUVEconcentration,"\n");

////////////////
    fclose(fichier);
    fclose(SAUVEconcentration);
/////////////////////

    double Dr = (S-R)/(N);  
// pas de discretisation en r, on le definit ici car on en a besoin     
    double a=alpha;
    double Dt=signDP*min(pasmin,abs(ThV/max(10,2*SIG)));//modif 9sept
    double Mm;
// BOUCLE EN TEMPS
    double Tt=0;                 //definition du temp
    long n=1;
    double Mmold,Paold,Rold,Pold,flux,Drold;
    double tmpD, tmpG;
    double Ii[N+1];
    double Iip[N];
    double Dri[N],Driold[N];
    Mm=P*R*R*R;                  //definition de la densite
    double res=0,intgC=0,intgCold=0;


             for(i=0;i<N;i++)
             Dri[i]=r[i+1]-r[i];
            for(i=0;i<N+1;i++)
                rold[i] = r[i];
             for(i=0;i<N;i++)
             Driold[i]=rold[i+1]-rold[i];
            for(i=0;i<N;i++)
                rpold[i] = rp[i];
    for(i=0;i<N;i++)
                    res=res+Dri[i]*(C[i]*rp[i]*rp[i]);
    intgC=res;
    intgCold=res;
    double Czeros=(KH*sqrt(P*Pi) + C0*(N-1))/N +P*alpha/((1-alpha)*Rm);
    
double Dt1,Dt2;
F[1]=(C[1]-C[0])*2*r[1]*r[1]/(r[2]-r[0]);



    while ((a>alphamin)&(a<alphamax)&(abs(Tt)<TtF)){//modif 9sept




    ETAefficace(&neff,C,N,R,a,rp,T,nvar); //  modif 13sept
    neff=neff/neffi;          // modif 13sept


//
          Dt=pasmin;
  
Dt1=min(abs(neff*ThV*R/(2*SIG)),abs(neff*ThV/(2*(P-Pa))));
            Dt=min(Dt,Dt1);
            


res=0;
for(i=1;i<N-1;i++)
res=max(res,2/(Dri[i]*rp[i]*rp[i]) *(r[i]*r[i]/(r[i+1]-r[i-1]) + r[i+1]*r[i+1]/(r[i+2]-r[i])));

res=max(res,2/(Dri[N-1]*rp[N-1]*rp[N-1]) *(r[N-1]*r[N-1]/(r[N]-r[N-2]) ));

Dt2=ThD/abs(2*res);
Dt=min(Dt,Dt2/2.);



Dt=min(Dt,abs(ThV*abs((Pa-P)*R*R*R - 3*Rm*(rp[0]*rp[0]*Dri[0]*C[0]))/abs(3*Rm*F[1]) /2.));//modif 9sept

Dt=max(Dt,minPAS);



        // RESOLUTION SYSTEME EDO
           Paold=Pa;
           Rold=R;
           Pold=P;
           Mmold=Mm;
           intgCold=intgC;
           Drold=Dr;
           for(i=0;i<N;i++)
               Cold[i]=C[i];
           for(i=0;i<N+1;i++)
               rold[i] = r[i];
            for(i=0;i<N;i++)
                            rpold[i]=rp[i];


          //nouveau temps
        Dt=signDP*Dt;           //modif 9sept
        if(abs(Tt)+abs(Dt)>TtF){        //modif 11 apr 2012
            Dt=signDP*(TtF-abs(Tt));    //modif 11 apr 2012
        }                   //modif 11 apr 2012
        Tt=Tt+Dt;               //modif 11 apr 2012
       //pression ambiante decroit comme 1-t
            Pa = 1-Tt;      
       //RESOLUTION SYSTEME EDO SEMI-EXPLICITE
       //edo sur rayon R
             R = ((Rold - Dt*SIG/(neff*ThV))/(1-Dt*(Pold-Paold)/(neff*ThV)));//
       // mise a jour du bord de droite
             S=pow(R*R*R+S0*S0*S0,tier);
             DR=(R-Rold)/Dt;
       //alpha
              a=(R*R*R/(S*S*S));
           
               
               
               
        // RESOLUTION EDP CONCENTRATION
           for(i=0;i<N;i++)
               Cold[i]=C[i];


  for(i=0;i<N;i++)
  Driold[i]=Dri[i];
  

      //points de discretisation en r

for(i=0;i<N;i++){
                 r[i]=pow(R*R*R+rold[i]*rold[i]*rold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
                 rp[i]=pow(R*R*R+rpold[i]*rpold[i]*rpold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
}
r[N]=pow(R*R*R+S0*S0*S0,tier);


for(i=0;i<N;i++)
                Dri[i]=r[i+1]-r[i];
                
for(i=0;i<N;i++)
C[i]=Cold[i]*rpold[i]*rpold[i]*Driold[i]/(rp[i]*rp[i]*Dri[i]); //definition de Cn+1/2


            for(i=1;i<N;i++)
                F[i]=r[i]*r[i]*(C[i]-C[i-1])*2/(r[i+1]-r[i-1]);//
            F[N]=0;
   for(i=1;i<N;i++)
                C[i]=C[i]+ Dt/ThD*(F[i+1]-F[i])/(rp[i]*rp[i]*Dri[i]);


F[0]=F[1]-(rp[0]*rp[0]*(KH*sqrt(P*Pi)-C[0])*ThD*Dri[0]/Dt);
C[0]=KH*sqrt(P*Pi);

               
         flux=F[0];

       // edo sur pression du gas P

              Mm=Mmold+Dt*3*Rm/ThD *flux;

            

              P=Mm/(pow(R,3));


       //on sauvegarde les donnees toutes les 0.001 "secondes"

                if((derniereSAV<abs(Tt+Dt))){//modif 9sept
                                                                       res=0;
                                                                                for(i=0;i<N;i++){
                                                                                                    res=res+Dri[i]*(rp[i]*rp[i]*C[i]);
                                                                                                    }
                                                                                
       //affichage de l'avancement (nombre max d'iteration atteinte quand le temps est egal a 1) 
                   fichier=fopen(nom1,"a");////////////////////////////////////////////////////////////////////
                                   printf("\r %ld / %ld",(long)(derniereSAV*donnemax/TtF),(long)1*donnemax);//modif 9sept
                                   derniereSAV=derniereSAV+TtF /donnemax;            //modif 9sept        
                                   fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %g \t Dt = %g \t flux = %g\t neff = %g\n",R,P,S,Pa,a, Mm+3*Rm*res,Dt,flux,neff*neffi);
                       fclose(fichier);/////////////////////////////////////////////////////////////////////
                   SAUVEconcentration=fopen(nom2,"a");//////////////////////////////////////////////////////////
                                   for(i=0;i<N;i++)
                                                   fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
                                   fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
                   fclose(SAUVEconcentration);///////////////////////////////////////////////////////////
              }
              n=n+1;
    }
    

//on sauvegarde les dernieres donnees calculees si ce n'est pas deja fait
                if((abs(Tt)>derniereSAV)||(derniereSAV>=abs(Tt+Dt))){//modif 9sept
                   fichier=fopen(nom1,"a");////////////////////////////////////////////////////////////////////
             fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  Dt = %g \t  %g \t  %ld \n",R,P,S,Pa,a,Dt,flux,n);
                   fclose(fichier);/////////////////////////////////////////////////////////////////////
                   SAUVEconcentration=fopen(nom2,"a");//////////////////////////////////////////////////////////
             for(i=0;i<N;i++)
                                fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
             fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
                   fclose(SAUVEconcentration);///////////////////////////////////////////////////////////
    }
    printf("\n");

    return 1;  
}



/*
*********************************************************************************************************************
*********************************************************************************************************************
*********************************************************************************************************************
**
**  cas speciaux   
**
*********************************************************************************************************************
*********************************************************************************************************************
*********************************************************************************************************************
*/
int edgCombosaut(double R0, double alpha, double D0, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP, double TDP, long N, char* nom1, char* nom2){



double TtF = abs(1 - Pf/Pi);//modif 9sept
pasmin=min(pasmin,TtF/donnemax);

    int nvar = neff;
    FILE *SAUVEconcentration, *fichier;
    double derniereSAV=TtF /donnemax;//modif 9sept
    int i;
    alpha=alpha/100;
    double tier=0.33333333333333333333333333333333;
    double S0i=pow(R0*R0*R0*(1-alpha)/alpha,tier);
    T=T+273;//temperature en kelvin
    double rhoi=M*Pi/(G*T); //densite initiale gas
    double SIG=2*sig/(R0*Pi);
    double Rm=rhom/rhoi;
    //passage en adimensionnel    
    double R=1;
    double S0=S0i/R0;
    double S=pow(S0*S0*S0+R*R*R,tier);
    double D=1;
    double Pa=1;
    double P=1 + SIG/R;
    double tmp;
    double neffi=neff;
//definition concentration
    double C[N],Cold[N];
    for(i=0;i<N;i++)
           C[i]=C0;
    double r[N+1],rp[N],rold[N+1],F[N+1],rpold[N];
            for(i=0;i<N+1;i++){
                             r[i]=R+i*(S-R)/N;
                             }
            for(i=0;i<N;i++){
                             rp[i]=R+(i+1/2)*(S-R)/N;
                             }

    ETAefficace(&neffi,C,N,R,alpha,rp,T,nvar);//modif 13sept

//TEMPS RELAXATION DE Lensky
    double ThD=(R0*R0/D0)*(DP/Pi);
    double ThV= (4*neffi/Pi)*(DP/Pi);
    double CFL = 0.5;
    double DR=(R*(P-Pa)-SIG)/ThV;
double Pgi=P;
TDP=min(TDP,Pi/DP);

    C[0]=sqrt(P*Pi)*KH;
    for(i=0;i<N;i++)
           Cold[i]=C0;
    Cold[0]=sqrt(P*Pi)*KH;
//fichier de sauvegarde
    fichier=fopen(nom1,"w");
    fprintf(fichier,"ThetaD=%g \t ThetaV=%g \t version utilisee : Generale a saut \t viscosite : ",ThD,ThV);
    if(nvar>0)//rajout 13sept
        fprintf(fichier,"constante \n");//rajout 13sept
    else if((nvar>-2.5)&(nvar<-1.5))//rajout 13sept
        fprintf(fichier,"phonolite \n");//rajout 13sept
    else if((nvar>-3.5)&(nvar<-2.5))//rajout 13sept
        fprintf(fichier,"dacite \n");//rajout 13sept
    else//rajout 13sept
        fprintf(fichier,"rhyolite \n");//rajout 13sept


    fprintf(fichier,"R0=%g , alpha=%g , D=%g , C0=%g , N=%ld , Pi=%g , sig=%g , neff=%g , rhom=%g , T=%g , DP=%g , TDP=%g , Pf=%g \n",R0,100*alpha,D0,C0,N,Pi,sig,neffi,rhom,T-273,DP,TDP,Pf);///////////////////////////////////////////////////////////////////////
    fprintf(fichier,"Rayon \t  Pression \t  rayon zone d'influence \t  Pression ambiante \t  porosite \t temps \t masse d'eau\n");                     
    SAUVEconcentration=fopen(nom2,"w");

// on enregistre les donnees actuelles dans le fichier de sauvegarde
    fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  0 \n",R,P,S,Pa,alpha);                     
    for(i=0;i<N;i++)
          fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
    fprintf(SAUVEconcentration,"\n");

////////////////
    fclose(fichier);
    fclose(SAUVEconcentration);
/////////////////////

    double Dr = (S-R)/(N);  // pas de discretisation en r, on le definit ici car on en a besoin     

    double a=alpha;
    double Dt=min(pasmin,ThV/max(10,2*SIG));
    double Mm;
// BOUCLE EN TEMPS
    double Tt=0;                 //definition du temp
    long n=1;
    double Mmold,Paold,Rold,Pold,flux,Drold;
    double tmpD, tmpG;
    double Ii[N+1];
    double Iip[N];
    double Dri[N],Driold[N];
    Mm=P*R*R*R;                  //definition de la densite
    double res=0,intgC=0,intgCold=0;

             for(i=0;i<N;i++)
             Dri[i]=r[i+1]-r[i];
            for(i=0;i<N+1;i++)
                rold[i] = r[i];
             for(i=0;i<N;i++)
             Driold[i]=rold[i+1]-rold[i];
            for(i=0;i<N;i++)
                rpold[i] = rp[i];
    for(i=0;i<N;i++)
                    res=res+Dri[i]*(C[i]*rp[i]*rp[i]);
    intgC=res;
    intgCold=res;
    double Czeros=(KH*sqrt(P*Pi) + C0*(N-1))/N +P*alpha/((1-alpha)*Rm);
    
double Dt1,Dt2;
F[1]=(C[1]-C[0])*2*r[1]*r[1]/(r[2]-r[0]);



double tauPa=min(DP*TDP/Pi,1);
if (pasmin>TDP){
pasmin=TDP/10;
}



    while ((a<alphamax)&(Tt<TtF)){


    ETAefficace(&neff,C,N,R,a,rp,T,nvar); //  modif 13sept
    neff=neff/neffi;          // modif 13sept

          Dt=pasmin;

Dt1=min(abs(neff*ThV*R/(2*SIG)),abs(neff*ThV/(2*(P-Pa))));
            Dt=min(Dt,Dt1);
            


res=0;
for(i=1;i<N-1;i++)
res=max(res,2/(Dri[i]*rp[i]*rp[i]) *(r[i]*r[i]/(r[i+1]-r[i-1]) + r[i+1]*r[i+1]/(r[i+2]-r[i])));

res=max(res,2/(Dri[N-1]*rp[N-1]*rp[N-1]) *(r[N-1]*r[N-1]/(r[N]-r[N-2]) ));

Dt2=ThD/abs(2*res);
Dt=min(Dt,Dt2/2.);



Dt=min(Dt,abs(ThV)*abs((Pa-P)*R*R*R - 3*Rm*(rp[0]*rp[0]*Dri[0]*C[0]))/abs(3*Rm*F[1]) /2.);

Dt=max(Dt,minPAS);



        // RESOLUTION SYSTEME EDO
           Paold=Pa;
           Rold=R;
           Pold=P;
           Mmold=Mm;
           intgCold=intgC;
           Drold=Dr;
           for(i=0;i<N;i++)
               Cold[i]=C[i];
           for(i=0;i<N+1;i++)
               rold[i] = r[i];
            for(i=0;i<N;i++)
                            rpold[i]=rp[i];


          //nouveau temps
            if(Tt+Dt>TtF){
            Dt=TtF-Tt;
        }
        Tt=Tt+Dt;//modif 11 apr
       //pression ambiante decroit comme 1-t
            Pa = 1-(ceil(Tt/tauPa)*tauPa);  

       //RESOLUTION SYSTEME EDO SEMI-EXPLICITE
       //edo sur rayon R
             R = ((Rold - Dt*SIG/(neff*ThV))/(1-Dt*(Pold-Paold)/(neff*ThV)));//
       // mise a jour du bord de droite
             S=pow(R*R*R+S0*S0*S0,tier);
             DR=(R-Rold)/Dt;
       //alpha
              a=(R*R*R/(S*S*S));
           
               
               
               
        // RESOLUTION EDP CONCENTRATION
           for(i=0;i<N;i++)
               Cold[i]=C[i];


  for(i=0;i<N;i++)
  Driold[i]=Dri[i];

      //points de discretisation en r

for(i=0;i<N;i++){
                 r[i]=pow(R*R*R+rold[i]*rold[i]*rold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
                 rp[i]=pow(R*R*R+rpold[i]*rpold[i]*rpold[i]-Rold*Rold*Rold,tier);
}
r[N]=pow(R*R*R+S0*S0*S0,tier);


for(i=0;i<N;i++)
                Dri[i]=r[i+1]-r[i];
                
for(i=0;i<N;i++)
C[i]=Cold[i]*rpold[i]*rpold[i]*Driold[i]/(rp[i]*rp[i]*Dri[i]); //definition de Cn+1/2


            for(i=1;i<N;i++)
                F[i]=r[i]*r[i]*(C[i]-C[i-1])*2/(r[i+1]-r[i-1]);//*2
            F[N]=0;
   for(i=1;i<N;i++)
                C[i]=C[i]+ Dt/ThD*(F[i+1]-F[i])/(rp[i]*rp[i]*Dri[i]);

F[0]=F[1]-(rp[0]*rp[0]*(KH*sqrt(P*Pi)-C[0])*ThD*Dri[0]/Dt);
C[0]=KH*sqrt(P*Pi);

               
         flux=F[0];

       // edo sur pression du gas P

              Mm=Mmold+Dt*3*Rm/ThD *flux;

              P=Mm/(pow(R,3));


       //on sauvegarde les donnees toutes les 0.001 "secondes"

                if((derniereSAV<(Tt+Dt))){
                                                                       res=0;
                                                                                for(i=0;i<N;i++){
                                                                                                    res=res+Dri[i]*(rp[i]*rp[i]*C[i]);
                                                                                                    }
                                                                                
       //affichage de l'avancement (nombre max d'iteration atteinte quand le temps est egal a 1) 
                   fichier=fopen(nom1,"a");////////////////////////////////////////////////////////////////////
                                   printf("\r %ld / %ld",(long)(derniereSAV*donnemax/TtF),(long)1*donnemax);//modif 9sept
                                   derniereSAV=derniereSAV+TtF /donnemax;            //modif 9sept
                                   fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t %g \t Dt = %g \t flux = %g\t neff = %g\n",R,P,S,Pa,a,Tt, Mm+3*Rm*res,Dt,flux,neff*neffi);
                           fclose(fichier);/////////////////////////////////////////////////////////////////////
                   SAUVEconcentration=fopen(nom2,"a");//////////////////////////////////////////////////////////
                                   for(i=0;i<N;i++)
                                                   fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
                                   fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
                   fclose(SAUVEconcentration);///////////////////////////////////////////////////////////
              }
              n=n+1;
    }
    

//on sauvegarde les dernieres donnees calculees si ce n'est pas deja fait
                if((Tt>derniereSAV)||(derniereSAV>=(Tt+Dt))){
                   fichier=fopen(nom1,"a");////////////////////////////////////////////////////////////////////
             fprintf(fichier," %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  %g \t  Dt = %g \t  %g \t  %ld \n",R,P,S,Pa,a,Tt,Dt,flux,n);
                   fclose(fichier);/////////////////////////////////////////////////////////////////////
                   SAUVEconcentration=fopen(nom2,"a");//////////////////////////////////////////////////////////
             for(i=0;i<N;i++)
                                fprintf(SAUVEconcentration,"%g \t ",C[i]);
             fprintf(SAUVEconcentration,"\n");
                   fclose(SAUVEconcentration);///////////////////////////////////////////////////////////
    }
    printf("\n");

    return 1;  
}


/*
*********************************************************************************************************************
**     
**
**
*********************************************************************************************************************
*/
/*
** fin des modules
** debut utilitaire
*/
double min(double a,double b){
       if(a<b)
              return a;
       else
             return b;
}


double max(double a,double b){
       if(a>b)
              return a;
       else
             return b;
}


double abs(double a){
       if(a<0)
              return -a;
       else
              return a;
}


int sign(double v){
    int signum = (v > 0) - (v < 0);
    return signum;
}


    /*
    ** extraction des options de la ligne de commande
    **return
    //1 si in
    //2 si Dout
    //3 si Cout
    //4 si vers
    //5 si alph
    //6 si tmin
    //7 si tmax
    //8 si Pf
    //9 si KH
    //10 si Nsav
    //11 si amin
    //0 sinon
    */
int Option(char* str){
    char* nomP;
    int n;
    char tmp, tmp2, tmp3, tmp4;
    nomP=strrchr(str,'=');
    if(nomP==NULL) return 0;
    n=strlen(str)-strlen(nomP);
    if((n!=2)&&(n!=4))
                     return 0;
    tmp=str[0];
    tmp2=str[1];
    if((n==2)){
              if((tmp=='i')&&(tmp2=='n'))
                                       return 1;
              if((tmp=='P')&&(tmp2=='f'))
                                       return 8;
              if((tmp=='K')&&(tmp2=='H'))
                                       return 9;
              else return 0;
              }
    if(n==4){
             tmp3=str[2];
             tmp4=str[3];
             if((tmp=='D')&&(tmp2=='o')&&(tmp3=='u')&&(tmp4=='t'))
                                       return 2;
             if((tmp=='C')&&(tmp2=='o')&&(tmp3=='u')&&(tmp4=='t'))
                                       return 3;
             if((tmp=='v')&&(tmp2=='e')&&(tmp3=='r')&&(tmp4=='s'))
                                       return 4;
             if((tmp=='a')&&(tmp2=='l')&&(tmp3=='p')&&(tmp4=='h'))
                                       return 5;
             if((tmp=='t')&&(tmp2=='m')&&(tmp3=='i')&&(tmp4=='n'))
                                       return 6;
             if((tmp=='t')&&(tmp2=='m')&&(tmp3=='a')&&(tmp4=='x'))
                                       return 7;
             if((tmp=='N')&&(tmp2=='s')&&(tmp3=='a')&&(tmp4=='v'))
                                       return 10;
             if((tmp=='a')&&(tmp2=='m')&&(tmp3=='i')&&(tmp4=='n'))
                                       return 11;
             }
    return 0;
}

/*
**
**charge les donnee du fichier d'entree
**
*/
int chargerdonnees(double* R0, double* alpha, double* D, double* C0, double* Pi, double* sig, double* neff, double* rhom, double* T, double* DP, long* N, double* TDP, char* nom){
    char caractereActuel[1024] = "";
int verif=1;
int veriff[12]={0};
char* entree[12]={"R0","alpha","D","C0","N","Pi","sig","neff","rhom","T","DP","TDP"};
*TDP=0;
    FILE* fichier=fopen(nom,"r");
    if (fichier==NULL){
                  printf("le chemin que vous avez specifiez n est pas valide");
return 9;
    }
    else{
try{
                verif=0;
                  while(fgets(caractereActuel,1024,fichier)){
                  veriff[0]=veriff[0]+sscanf(caractereActuel,"R0 = %lf; ",R0);
                  veriff[1]=veriff[1]+sscanf(caractereActuel,"alpha = %lf; ",alpha);
                  veriff[2]=veriff[2]+sscanf(caractereActuel,"D = %lf; ",D);
                  veriff[3]=veriff[3]+sscanf(caractereActuel,"C0 = %lf; ",C0);
                  veriff[4]=veriff[4]+sscanf(caractereActuel,"N = %ld; ",N);//ligne utile pour les test, a passer en ligne de commande apres
                  veriff[5]=veriff[5]+sscanf(caractereActuel,"Pi = %lf; ",Pi);
                  veriff[6]=veriff[6]+sscanf(caractereActuel,"sig = %lf; ",sig);
                  veriff[7]=veriff[7]+sscanf(caractereActuel,"neff = %lf; ",neff);  //si <0, alors utilise la formule neff=nR(1-nS/nR*alpha+R**3/nR*int_R^S dn/dr dr/r**3) avec n =10**(-3.545+0.833*ln(100*C)+(9601-2368*ln(100*C))/(T-195.7-32.25*ln(100*C)))
                  veriff[8]=veriff[8]+sscanf(caractereActuel,"rhom = %lf; ",rhom);
                  veriff[9]=veriff[9]+sscanf(caractereActuel,"T = %lf; ",T);
                  veriff[10]=veriff[10]+sscanf(caractereActuel,"DP = %lf; ",DP);
          veriff[11]=veriff[11]+sscanf(caractereActuel,"TDP = %lf; ",TDP); //TDP=0 si decompression continue, >0 sinon(decompression en marche descalier)
        }
verif=(veriff[0]==1)*(veriff[1]==1)*(veriff[2]==1)*(veriff[3]==1)*(veriff[5]==1)*(veriff[6]==1)*(veriff[7]==1)*(veriff[8]==1)*(veriff[9]==1)*(veriff[10]==1);

if (!verif)
{
printf("\n fichier d'entree incomplet : ");
if(!veriff[0]) printf(" %s ",entree[0]);
if(!veriff[1]) printf(" %s ",entree[1]);
if(!veriff[2]) printf(" %s ",entree[2]);
if(!veriff[3]) printf(" %s ",entree[3]);
if(!veriff[5]) printf(" %s ",entree[5]);
if(!veriff[6]) printf(" %s ",entree[6]);
if(!veriff[7]) printf(" %s ",entree[7]);
if(!veriff[8]) printf(" %s ",entree[8]);
if(!veriff[9]) printf(" %s ",entree[9]);
if(!veriff[10]) printf(" %s ",entree[10]);
printf(" manquant \n");
return 9;
}
if (!veriff[4]){
    *N=50;
    printf("\n le nombre de point pour discretiser l'equation d'advection-diffusion n'est pas specifie : \n 50 points seront pris par default \n"); 
}
}
catch(...){
printf("\n une erreur est survenue lors de la lecture du fichier d'entree \n");
return 9;
}

                  fclose(fichier);
    }
return 0;
}




/**
**
**
** rajout 13sept
**
** calcul de eta efficace en fonction du type de magma
**
**
**/


int ETAefficace(double* neff, double C[], int N, double R, double a, double rp[], double T, double nvar){
int res=0;
double intg,tmp,tmp2;
double ETA[N];
int i;

if ((nvar)>0){
(*neff)=nvar;
return 1;
}
else if (((nvar)<-1.5)&((nvar)>-2.5)){

ETAphonolite(&tmp2,C[0],T);
ETA[0]=tmp2;
intg=0;
 for(i=1;i<N;i++){
ETAphonolite(&tmp2,C[i],T);
ETA[i]=tmp2;
  intg=intg+(ETA[i]-ETA[i-1])/pow(rp[i-1],3);
 }

}
else if (((nvar)<-2.5)&((nvar)>-3.5)){


ETAdacite(&tmp2,C[0],T);
ETA[0]=tmp2;
intg=0;
 for(i=1;i<N;i++){
ETAdacite(&tmp2,C[i],T);
ETA[i]=tmp2;
  intg=intg+(ETA[i]-ETA[i-1])/pow(rp[i-1],3);
 }


}
else{


ETArhyolite(&tmp2,C[0],T);
ETA[0]=tmp2;
intg=0;
 for(i=1;i<N;i++){
ETArhyolite(&tmp2,C[i],T);
ETA[i]=tmp2;
  intg=intg+(ETA[i]-ETA[i-1])/pow(rp[i-1],3);
 }

}


(*neff)=(ETA[0]-ETA[N-1]*a +R*R*R*intg);
return 2;
}



int ETAphonolite(double* etai, double Ci, double T){
double tmp=log10(100*Ci);
double a1=-5.863;
double b1=-0.117;
double a2=12747;
double b2=-673.5;
double a3=103.4;
double b3=-59.85;

(*etai)=pow(10,a1+(b1*tmp)+((a2+(b2*100*Ci))/(T-a3-(b3*tmp))));
return 2;
}


int ETAdacite(double* etai, double Ci, double T){
double tmp=log10(100*Ci+0.26);

(*etai)=pow(10,-4.43+((7618.3-(17.25*tmp))/(T-406.1+(292.6*tmp))));
return 2;
}


int ETArhyolite(double* etai, double Ci, double T){
double tmp;

  tmp=log(100*Ci); 
  (*etai)=pow(10,-3.545+0.833*tmp+((9601-2368*tmp)/(T-195.7-32.25*tmp)));


return 2;
}


louis Forestier-Coste
Résolution du problème de croissance monodisperse
Fichier source permettant de simuler la croissance de bulles dans un magma visqueux par décompression et exsolution.


ANNEXE A. LE PROGRAMME MONODISPERSE
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A.1 Option

Dans ce qui suit, tout les exemples sont donnés pour une console windows avec un
programme appeler prgm.
Le programme est muni de 11 options :
ein : permet de définir le fichier d’entrée
exemples d’utilisation :
-prgm in=donnee.txt
-prgm in=—test /data.txt
Attention, assurez vous que le fichier que vous donnez, existe et contient les données selon
le formatage expliqué en partie suivante.

eDout : permet de définir le fichier de sortie pour les données autres que la concentra-
tion

exemples d’utilisation :

-prgm Dout=donneeSAV .txt

-prgm Dout=test/dataOut.txt

Attention, assurez vous que le chemin du fichier que vous donnez existe, pour ’exemple 2,
assurez vous qu’il existe bien un dossier "test" dans votre dossier de travail sinon le fichier
par défaut sera utilisé.

eCout : permet de définir le fichier de sortie pour la concentration

exemples d’utilisation :

-prgm Cout=concentration.txt

-prgm Cout=test/Conc.txt

Attention, assurez vous que le chemin du fichier que vous donnez existe, pour 'exemple 2,
assurez vous qu’il existe bien un dossier "test" dans votre dossier de travail sinon le fichier
par défaut sera utilisé.
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A.1. Option

evers : permet de forcer le schéma que 1’on veut suivant les numéros du tableau des cas
simplifiés

exemple d’utilisation :

-prgm vers=3

Attention, si le chiffre entré ne correspond pas a4 un des 8 cas simplifié, le programme uti-
lisera le schéma général sans ’équivalent simplifié.

Le cas 10 correspond au cas ol on effectue des sauts de pression pour la pression ambiante,
attention a ne pas oublier la ligne TDP (si aucun cas n’est choisi et que cette ligne existe,
c’est ce cas qui sera choisi automatiquement, les autres cas ne prenant pas en compte les
saut de pression).

ealph : permet de redéfinir la porosité maximum souhaitée au temps final

Le programme s’arréte quand ¢t = 0 ou a = alph.

exemple d’utilisation :

-prgm alph=0.75

Attention, si le chiffre entré est négatif, alph sera initialisé & 0 (pas de calcul), si il est supé-
rieur & 1, il sera initialisé & 1 et si il contient des caractéres autres que e (alph = 0.07eltbed),
alph sera initialisé a la troncature (ici & 0.07el = 0.7).

etmin : permet de redéfinir le pas de temps adimensionnel minimal autorisé

La précision des "double" en C++ nous oblige & prendre un pas de temps minimal d’au
moins 10~ qui est la valeur par défaut.

exemple d’utilisation :

-prgm tmin=1e-12

Attention, si vous prenez un pas de temps inférieur & 1071°, le temps final risque de ne pas
pouvoir étre atteint.

etmax : permet de redéfinir le pas de temps adimensionnel maximal autorisé

Cette valeur permet d’obliger le pas de temps & étre plus petit qu’une certaine valeur, par
défaut, elle est fixée & 1/Nsav.

exemple d’utilisation :

-prgm tmax—=1e-8

Attention a ce que tmax reste supérieur a tmin

oPf : permet de redéfinir la pression ambiante minimale souhaitée au temps final.

Par défaut, Pf vaut 0, méme si ce n’est pas trés physique, elle doit étre exprimé en Pa.
exemple d’utilisation :

-prgm P{=10000

La pression finale doit étre inférieure & la pression initiale, les enregistrements ne se feront
alors plus tout les 0.001s adimensionnelles, mais en fera 1000 réguliérement de la pression
initiale & la pression finale choisie.

oKH : permet de redéfinir la constante d’Henry pour l'interface bulle-magma
Le KH doit étre dans une loi telle que Cr = K Hv/P, exprimée en Pa~1/2
exemple d’utilisation :

-prgm KH=0.0000043

eamin : permet de redéfinir la porosité minimale autorisée au cours des calculs

Elle vaut par défaut 1075, elle ne sert que lorsque I'on veut augmenter la pression (ou
remonter le temps) comme test d’arrét.

exemple d’utilisation :

-prgm amin—0.1
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ANNEXE A. LE PROGRAMME MONODISPERSE

Attention & ce que la valeur donnée soit inférieure & la porosité initiale

eNsav : permet de demander plus ou moins d’enregistrements.
Par défaut, Nsav vaut 1000, ceci signifie que les enregistrements se feront tout les dt =
P, — Py

Nsav =~ =
exemple d’utilisation :

-prgm Nsav=100

Ces options peuvent étre appelées dans n’importe quel ordre, mais seules leurs premiéres
apparitions seront prises en compte (si la méme est appelée plusieurs fois).

A.2 Le fichier d’entrée

Le fichier d’entrée doit contenir les lignes suivantes :

// CONSTANTES PHYSIQUES
RO = 0.00001 ;
alpha = 7.79;
D = 0.0000000001 ;
C0 = 0.0421;
CR = 0.02;
N = 50;
err = 0.0001;
Pi = 100000000 ;
sig = 0.1;
neff = 25000000000000000 ;
rhom = 2400;
T = 825;
DP = 100000;
Il ne faut surtout pas oublier les ";", les espaces autour du "=" et ne pas changer les

noms du début de lignes.
Vous pouvez rajouter vos commentaires sur la droite de chaque ligne, exemple :

// CONSTANTES PHYSIQUES

RO = 0.00001 ; rayon en meétre

alpha = 7.79; porosité, max=100

D = 0.0000000001 ; diffusivité en m2 s-1
C0 = 0.0421 ; concentration initiale en %

CR = 0.02;
N = 50; nombre de points du maillage en C
err = 0.0001 ;

Pi = 100000000 ; pression initiale en Pa

sig = 0.1; tension de surface en J m-2

neff = 25000000000000000 ; viscosité en Pa s
rhom = 2400 ; densité du magma en kg m-3

T = 825; température en degrés celsius

DP = 100000 ; taux de décompression en Pa s-1

Si on veut "remonter" le temps, il suffit de mettre un taux de décompression négatif.
On peut également demander & ce que la pression ambiante ne diminue plus de maniére
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A.2. Le fichier d’entrée

linéaire mais par saut successif, en rajoutant une ligne en fin de fichier :

A.2.1 Décompression par saut de pression

Pour pouvoir utiliser cette version, il faut rajouter une ligne supplémentaire au fichier
d’entrée :

// CONSTANTES PHYSIQUES
RO = 0.00001 ; rayon en métre
alpha = 7.79; porosité, max=100
D = 0.0000000001 ; diffusivité

C0 = 0.0421; concentration initiale

CR = 0.02;
N = 50; nombre de points du maillage en C
err = 0.0001;

Pi = 100000000 ; pression initiale

sig = 0.1; tension de surface

neff = 25000000000000000 ; viscosité

rhom = 2400 ; densité du magma

T = 825; température en degrés celsius

DP = 100000 ; taux de décompression

TDP = 25; temps de repos entre chaque saut, le saut de pression est égal & TDPxDP

La version 10 sera alors utilisée par défaut, si une autre version est demandée, la der-
niére ligne sera ignorée et la décompression sera linéaire.

A.2.2 Remarque sur la viscosité

Nous avons le choix entre considérer la viscosité effective constante dans les équations
ou en prendre une plus réaliste. Si on la veut constante, on précise juste la valeur voulue

a la ligne "neff = ". Si on en veut une qui va varier au cour du temps, les choix suivants
sont disponibles :

neff = -1; représentera la viscosité pour un rhyolite

neff = -2; représentera la viscosité pour un phonolite

neff = -3; représentera la viscosité pour un dacite

en fait on peut préciser un chiffre négatif a +0.5, tout autre chiffre négatif inférieur & —3.5
prendra la valeur de la rhyolite.
La viscosité effective est calculée de la maniére suivante :

S
dn 1

ﬁeffZUR—USOé+R3/ = dr

R

nr est la viscosité au bord de la bulle, ng celle & la limite de la zone d’influence et 7 la
viscosité qui dépend de sa distance a la bulle (n(r,t)).

Pour la phonolite :

logo(n(r)) = —5.863 + (—0.117 x log, (100 x C(r))) +

(12747 + (—673.5 % 100 * C(r)))
((T —103.4 — (—59.85 * log (100 * C(r)))))
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Pour la dacite :

(7618.3 — (17.25 * logy((100 * C(r) + 0.26))) )

logyo(n(r)) = —4.43 + ((T — 406.1 + (292.6 * log(100 * C(r) + 0.26)))

Pour la rhyolite :

logyo(n(r)) = —3.545 + 0.833 *« In(100 = C'(1))+

(9601 — 2368 * In(100 x C(r)))
((T —195.7 — 32.25 % In(100 * C(r)))>

A.3 Historique de I’évolution

Au début, notre code ne pouvait que décompresser linéairement et considérait n.ys
constant.
Les modifications présentées par la suite n’ont été faites que sur la version générale (aucune
simplification), sauf mention contraire.

A.3.1 Remonter le temps

Lorsque l'on veut remonter le temps ou augmenter la pression, 'effet est le méme au
niveau adimensionnel.

Afin de pouvoir faire augmenter la pression linéairement, les changements suivants ont
da étre faits :
-on a passé le temps adimensionnel en valeur absolue, ainsi que les conditions de stabilité.
-on a introduit une nouvelle valeur pour garder le signe du taux de décompression.
-on a également introduit une nouvelle condition d’arrét controélée par 'option amin.
-attention toutefois, la pression finale n’est pas redéfinie automatiquement, mais si elle est
inférieure a la pression initiale, alors la pression finale d’arrét sera P; + P; — Py.
-cette version n’est pas trés stable car le maillage va "s’éloigner" du bord de la bulle.

A.3.2 Décompression par saut de pression

En laboratoire, il est souvent trop dur d’effectuer une vrai décompression linéaire, des
petits sauts de pression sont donc effectués réguliérement pour simuler cette décompression
linéaire.

Nous avons donc codé cette partie, car les sauts peuvent paraitre grand pour un petit
temps d’attente.

Afin de pouvoir simuler ces sauts de pression, les changements suivants ont été nécessaire :
-modification du fichier d’entrée expliqué en partie précédente avec prise en compte ou non
de la ligne supplémentaire.

-rajout d’un choix possible dans les versions.

-modification de la définition de P, dans ce cas, en adimensionnel, on a :

- t
Pa(t) =1- ’VTP-‘ TP,

avec Tp, = @ ou T'DP est la valeur de la ligne supplémentaire du fichier d’entrée.
La variable 7p, représente le saut de pression en Pa (]5a * TDP) adimensionnée par la

pression initiale (P;).
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Ces modifications nous permettent de conserver le reste du code inchangé.

A.3.3 Viscosité variable

Nous nous sommes intéressés a I'influence de la viscosité et de ’erreur produite en suppo-
sant que la viscosité effective était constante.

Pour cela, nous avons juste eu & rajouter une ligne dans le code de la résolution générale.
Cette ligne fait appel & une fonction qui va calculer la viscosité effective, selon ce que
I'utilisateur a donné dans le fichier d’entrée.

Cette modification est applicable a I'ensemble des versions (générale, simplifié¢ ou décom-
pression par sauts).

A.3.4 Modification de la discrétisation sur la concentration

On reprend ’équation (1.14) et au lieu d’approcher fs r2Cdr par Y, T?H/QAriCi, on

I'approche par S§ 3", C;/3, on obtient alors comme discrétisation, (1.21) devient inutile :

crti? — on (A.2)
(1.24) devient alors :
At Fﬁ"r‘l o Fﬂ+1
C';H_l =CM+3— it+1 i (A.3)
O \ () — 1y
Et enfin, (1.25) devient :
n+1\3 n+1\3
n+1 n+1 (Ti+1 ) — (Ti ) n+1 n ©p
Fptt = Fpt —( 3 (cg™ —CO)E (A4)
Et la formule de conservation de la masse totale (1.28) devient :
N-1
ME =Wt ) CF (1) = (7)) (A.5)
=0

A.3.5 Flexibilité du fichier d’entrée

Deux lignes étaient inutiles dans le fichier d’entrée, nous les avons donc enlevées. L’ordre
des variables dans le fichier d’entrée était imposé et la forme du fichier d’entrée également.
Maintenant nous pouvons rajouter des commentaires sur n’importe quelle ligne, y compris
une nouvelle et "ordre des lignes n’est plus stricte. Par exemple, nous pouvons désormais
passer le fichier suivant en entrée :
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Exemple de fichier d’entrée

**Rayon initial en metre

RO = 0.00001 ;

alpha = 7.79; porosité, max=100

La pression ambiante initiale

Pi = 100000000 ; pression initiale en Pa
Constante de diffusivité en m2 s-1

D = 0.0000000001 ;

CO0 = 0.0421 ; concentration initiale en %
N = 50; nombre de points du maillage en C

sig = 0.1 tension de surface en J m-2

la viscosité est une constante positive si on veut
que la viscosité effective soit constante ou

-1, -2, ou -3 si on veut une viscosité calculée

pour un rhyolite, phonolite ou dacite

neff = 25000000000000000 ; viscosité en Pa s
rhom =2400 ; densité du magma en kg m-3

T= 825; température en degrés celsius

DP = 100000 ; taux de décompression en Pa s-1
Et si on veut une décompression par saut de pression,
il faut rajouter la ligne expliquée plus tot.

Ce qui figure en gras dans ce fichier d’entrée sont les parties obligatoires du fichier, bien
qu’elles puissent étre passées dans n’importe quel ordre, toute ces lignes sont nécessaires
au bon fonctionnement du programme. La ligne spécifiant le nombre de points pour 'équa-
tion d’advection-diffusion n’est pas obligatoire, 50 points sont pris par défault si cette ligne

mangque.

L’espacement autour du "=" et les ";" ne sont plus obligatoires, nous pouvons aussi

bien passer par exemple "Pi = 1000000 ;" que "Pi = 1000000", "Pi
"Pi = 1000000". Toutefois, chaque entrée doit étre en début de ligne.

A.4 Structure du programme

Le programme est composé de plusieurs fonctions :

A.4.1 Les fonctions utilitaires

Nous avons eu besoin de redefinir les fonctions de bases
emin : donne le minimum entre deux nombres.
emax : donne le maximum entre deux nombres.
eabs : retourne la valeur absolue du nombre.
esign : retourne le signe du nombre.

=1000000;" ou

Pour les différents choix et options, les différentes fonctions sont présentes :
ecdslimite : permet de choisir la version utilisée suivant les options passées en ligne de

commande et dans le fichier d’entrée.

eOption : permet de déterminer quelle option est passée en ligne de commande.

echargerdonnees : permet de charger les données du fichier d’entrée.

o T Aef ficace : permet de calculer la viscosité efficace en fonction de I'option choisie par
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A.4. Structure du programme

Putilisateur (constant, rhyolite, phonolite ou dacite).

A.4.2 Les différents schémas

Chaque cas a été codé séparément :
elimitel : discrétise le cas 1 (1.4.2.1).
elimite2 : discrétise le cas 2 (1.4.3.3).
elimite3 : discrétise le cas 3 (1.4.3.2).
elimited : discrétise le cas 4 (1.4.1.3).
elimite5 : discrétise le cas 5 (1.4.1.1).
elimite6 : discrétise le cas 6 (1.4.2.2).
elimite7 : discrétise le cas 7 (1.4.1.2).
elimite8 : discrétise le cas 8 (1.4.3.1).
eedgCombo : discrétise le cas général.

ecdgCombosaut : discrétise le cas général avec une décompression par saut de pression.

A.4.3 Les différentes viscosités

Chaque viscosité réelle est codée séparément :
o T Aphonolite : retourne la viscosité du magma pour les phonolites comme expliqué dans
la partie précédente.
e ' T Adacite : retourne la viscosité du magma pour les dacites comme expliqué dans la
partie précédente.
o T Arhyolite : retourne la viscosité du magma pour les rhyolites comme expliqué dans la
partie précédente.

On peut en rajouter assez facilement en modifiant également ET Aef ficace.
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Annexe B

Les environnements de calcul

Pour obtenir les résultats numériques, il a fallu lancer beaucoup de fois les programmes
avec des données initiales différentes. Pour lancer autant de calcul, il a fallu les lancer sur
un ensemble de machines. Tout les calculs ont été lancés sous linux.

B.1 Condor

Au laboratoire du MAPMO, les ordinateurs n’étant pas utilisés a un instant peuvent
étre utilisés pour nos calculs grace & condor.
Condor est un programme qui gére les différentes machines en réseau et les différents tra-
vaux en attente ou en cours de calcul sur ces machines.

Pour pouvoir utiliser condor, il faut d’abord compiler notre programme avec condor _compil,
dans notre cas cela a été condor compil g++ -O3 -o prgm file.cpp .
une fois compilé, il faut créer un fichier de soumission de la facon suivante :

Executable=prgm

output=screen/output.$(Cluster).$(Process)

arguments= in=datain.txt Cout=dataoutC.txt Dout=dataout.txt

error=erreur/error.$(Cluster).§(Process)

Log=prgm.log

Queue
ce fichier lancera prgm avec comme argument arguments.
Executable est le nom du programme que 1’on veut lancer, output est le chemin du fichier
des sorties standard, error est le chemin du fichier des erreurs, Log est le fichier d’état et
arguments représentent les arguments du programme sur la ligne de commande, ici, c’est
comme si on avait tapé ./prgm in=datain.txt Cout=dataoutC.txt Dout=dataout.txt
$(Cluster) sera remplacé par le numéro du job et $(Process) par celui du sous-job.
Pour lancer plusieurs calculs qui ont le méme programme, il suffit de rajouter les lignes

output=screen/output.$(Cluster).$(Process)

arguments—= in=datain2.txt Cout=dataoutC2.txt Dout=dataout2.txt

error=erreur/error.$(Cluster).$(Process)

Log=prgm.log

Queue
4 la fin du fichier de soumission pour lancer deux job a la fois. Pour soumettre ce fichier, on
utilise la commande condor submit submit.txt, ot submit.txt est le fichier de soumission.
Quelques problémes encore indéfinis font redémarrer les calculs avant leur fin de maniére
aléatoire. Les calculs peuvent prendre trés longtemps de par ce probléme et la puissance
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ANNEXE B. LES ENVIRONNEMENTS DE CALCUL

des machines.

B.2 Oarsub

Entre 2009 et 2010, le CNRS d’Orléans utilisait OAR pour gérer le centre de calcul
phoebus.
Ici pas besoin de recompiler, le compilateur g+-+ suffit.
Il suffisait de remplir un fichier avec les arguments voulus, par exemple

in=datain.txt Cout=dataoutC.txt Dout=dataout.txt
in=datain2.txt Cout=dataoutC2.txt Dout=dataout2.txt
in=datain3.txt Cout=dataoutC3.txt Dout=dataout3.txt
in=datain4.txt Cout=dataoutC4.txt Dout=dataout4.txt
et de le soumettre avec la commande oarsub ./prgm --array-param-file param.txt pour que

tout les jobs soit soumis au centre de calcul. Le probléme de OAR est qu'il faut réserver

une plage horaire pour le calcul et si celui ci n’est pas fini & la fin de la réservation, on ne
peut pas le relancer o1 il en était.

J’utilisais la ligne suivante pour lancer mes calculs :

oarsub --stdout="OAR.%jobid%.stdout’ --stderr="OAR.%jobid %.stderr’ -1 walltime—960 :00 :00
./prgm --array-param-file param.txt

Les options --stdout et --stderr définissent les fichiers de sorties standard et des erreurs,

-1 walltime permet de définir le temps réservé pour les calculs, ici 960 heures, ./prgm est
notre programme a lancer (on travaille en linux) et param.txt avec les différentes lignes

que ’on veut lancer.

%jobid% sera remplacé par le numéro du job.

B.3 Grid engine

Depuis la rentrée 2010, le calculateur phoebus est maintenant géré par grid engine. Ce
programine est mieux pour les calculs en paralléle mais pas pour le paramétrique comine
nous, cette fois, il faut construire un script par lancer de la maniére suivante :

#1/bin/bash

#$ -cwd

#$ -e SGE.$JOB_ID.err
#$ -0 SGE.$JOB_ID.out

#$ -ry

./prgm in=datain.txt Cout=dataoutC.txt Dout=dataout.txt

et ensuite on le soumet au calculateur par la commande gsub script.sh.

ou script.sh est le fichier détaillé plus haut.

-cwd signifie que 'on travaille dans le répertoire courant, -e indique le nom du fichier d’er-
reur (qui contiendra les erreurs), -o indique le nom du fichier de sortie (qui contiendra ce
qui s’affiche habituellement sur la console) et $JOB_ID sera remplacé par le numéro du job.
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B.3. Grid engine

Afin de ne pas créer autant de fichier de soumission que de lancer, nous avons rajouté

une fonction dans le .bashrc de notre compte :

function LFCsub() {
execNAME="jobTemporaire LFCXXX.Ifc"
prgm=3§1;

shift
temp—
paramfile="";

i=1;

While [ ||$1” !: nn ]

do

if [ "$1" 1= "--array-param-file" |&&[ "$1" != "--array param _file" |; then
temp="3§temp$1 " ;

i=§[$i+1]

shift

else

paramfile="$2"

shift 2

fi

done

if [! -e SGEinfo/ |; then

mkdir "SGEinfo"

nn.,
3

fi

if [ "$paramfile" I= "" |; then
while read line

do

if [ "$line" = "" ]; then

echo '# !/bin/bash’ > $execNAME

echo '#$ -cwd’ » $execNAME

echo '#$ -e "SGEinfo/SGE.$JOB_ID.ert" » $execNAME
echo '#8$ -o "SGEinfo/SGE.$JOB_ID.out"’ » $execNAME
echo '#$ r y’ » $execNAME

echo ’’ » $execNAME

echo "$prgm $temp $line" » $execNAME

echo ’’ » $execNAME

qgsub $execNAME

fi

done < $paramfile

else

echo '# !/bin/bash’ > $execNAME

echo "#$ -cwd’ » $execNAME

echo '#8$ -e "SGEinfo/SGE.$JOB_ID.err" » $execNAME
echo ’#$ -0 "SGEinfo/SGE.$JOB_ID.out" » $execNAME
echo '#$ -r y’ » $execNAME

echo ’’ » $execNAME

echo "$prgm $temp" » $execNAME

echo ’” » $execNAME

gsub $execNAME

fi

rm -i $execNAME }

Et nous n’avons plus qu’a lancer la ligne LFCsub ./prgm --array-param-file param.txt
De la méme facon qu’avec OAR, & ceci prét que nous n’avons plus de limites de temps, les

calculs continuent jusqu’a leur fin ou jusqu’a ce qu’on les arréte.
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Annexe C
Le programme polydisperse

Nous présentons ici le programme résolvant les cas traités en chapitre 6, celui ci résout
le systéme décrivant 1’évolution d’une population de bulles soumise & une décompression
et au phénomene de coalescence.

Le programme est codé en un seul fichier C++ : PolyDeBuG.cpp.
Le nom du programme signifie "Polydisperse Decompressing Bubble Growth".
Pour compiler le fichier :
g+ [option de compilation| -0 nomprgm PolyDeBuG.cpp
oll nomprgm est le nom que le programme aura une fois compilé et option de compilation
suivant votre facon de compiler (telle que -O3 pour une méthode de compilation optimisée,
-Wall pour afficher les warnings lors de la compilation ....), on peut ne rien mettre.

Pour le lancer :
nomprgm si vous étes sur windows
./nomprgm sinon

Assurez vous que les fichiers de données "donnees.txt" et "distrib.txt" sont présents dans
le dossier ol vous travaillez.

En sortie, plusieurs fichiers vont étre créés dans votre dossier :

Le fichier "out.txt", dans lequel sont sauvegardés les temps, porosité, masse d’eau totale
et autre variable globale.

Le fichier "MargM out.txt", dans lequel est sauvegardé la discrétisation en masse et la
marginal suivant les masses & chaque temps choisi.

Le fichier "MargV _out.txt", dans lequel est sauvegardé la discrétisation en volume et la
marginal suivant les volumes & chaque temps choisi.

Le fichier "init out.txt", dans lequel est sauvegardé l'ensemble des données initiales du
fichier d’entrée "donnees.txt" et des options passées en ligne de commande.

Le fichier "control out.txt" peut également étre demandé et sauvegarde 1’ensemble de la
fonction sous forme de matrice & chaque temps choisi.

Les enregistrements dans les fichiers de sorties se font tout les £ = %0 Vi € [0, 100].

Pour le moment, le chevauchement est linéaire et la viscosité est constante au cour du
temps.
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programme/PolyDeBuG.cpp*/*******************************************************************
** Ceci est un programme pour la resolution numerique de la 
** croissance d une population de bulles induite par decompression,
** diffusion de volatil dans un volume fini de magma et coalescence.
** Cas isotherme.
**
** Ce fichier est fourni avec la these, financee par la region centre
** et l'universite d'Orleans, et intitulee :
**
** Croissance et coalescence de bulles dans les magmas : analyse
** mathematique et simulation numerique
**
** soutenue le 22 juin 2012 a Orleans FRANCE par
** Louis Forestier-Coste    
** louis.forestier-coste@math.cnrs.fr
**
**
**
********************************************************************/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#include <time.h>
#include <math.h>
#include <omp.h>

#define PI 3.141592653589793108624


/******************************************/
/**         version 2.2      **/
/******************************************/
char* version="2.002";


/******************************************/
/**     constante du programme       **/
/******************************************/
#define GR 8.3144
#define Mmol 0.018
double ThV=1;
double alpha=0;
double Sigma=0.001;

/******************************************/
/**     constante du programme           **/
/** (peuvent etre changer par la suite)  **/
/******************************************/
double DtM=0.01;                //pas de temps maximal
double Dtm=0.0000000001;            //pas de temps minimal
int nbSAV=100;                  //nombre denregistrements

double AllowedVar=0.5;              // variation autorisee par coalescence (<=1)
double alphamax=0.9999;             //porosite d'arret (99.99% par default)
double Pf=0;                    // pression d'arret (0 par default)
int saveALL=0;                  //sauve les valeurs de f aux temps denregistrements (non par default)
int adim=0;                 //sortie en adimensionnelle ou non (oui par default)

char *nomDataIn="donnees.txt";
char *nomDistribIn="distrib.txt";
char *nomDataOut="out.txt";

double zeta = 1.0;              //coefficient d'efficacite de la coalescence



/******************************************/
/**     annonce des fonctions            **/
/******************************************/
int CoalGlob();
int Coal(double* x, int nx, double* y, int ny, double* f, char* fil, double Rm, double alpha, double D, double C0, double Pi, double sig, double neff, double rhom, double T, double DP);
double ker(double v1, double M1, double v2, double M2, double t);

double abs(double a);
double min(double a, double b);
double max(double a, double b);

int Option(char* str);
int chargerdonnees(double* Rm, double* alpha, double* D, double* C0, double* Pi, double* sig, double* neff, double* rhom, double* T, double* DP, long* N, char* nom);
int chargerdonneesVect(double* V, double* f, int N, char* nom);





/******************************************/
/******************************************/
/**         debut du main                **/
/**         definition C.I.              **/
/******************************************/
/******************************************/
int main(int argc, char *argv[]){

    int i=0;
    char *nomP;
    int mauvais = 0;
    int n;
    int defnom=0,defnom1=0,defnom2=0;
    FILE *file;
    /*
    ** appelle normal dans la console > edo-lensky in=nom Dout=nom1 Cout=nom2 vers=vers alph=alphamax
    **
    ** nom par default pour le fichier d'entree (1ere option): donnees.txt
    ** nom par default pour le fichier d'entree 2 (2eme option):distrib.txt
    ** nom par default pour le fichier de sortie (3eme option) : out.txt
    ** valeur par default de alphamax : 0.99
    */

    for(i=1;i<argc;i++){
                        n=Option(argv[i]);
                        nomP=argv[i];
                        if(n==0)
                                mauvais=mauvais+1;
                        else if((n==1)&(!defnom)){
                             defnom=1;
                             nomDataIn=nomP+3;
                             }
                        else if((n==2)&(!defnom1)){
                             defnom1=1;
                             nomDistribIn=nomP+5;
                             }
                        else if((n==3)&(!defnom2)){
                             defnom2=1;
                             nomDataOut=nomP+5;
                             }
                        else if((n==5)){
                             alphamax=min(1,max(0,atof(nomP+5))); 
                             }
                        else if((n==6)){
                             Dtm=atof(nomP+5); 
                             }
                        else if((n==7)){
                             DtM=atof(nomP+5); 
                             }
                        else if((n==8)){
                             Pf=max(Pf,atof(nomP+3)); 
                             }
                        else if((n==9)){
                             saveALL=(atoi(nomP+5)); 
                             }
                        else if((n==10)){
                             adim=(atoi(nomP+5)); 
                             }
                        else if((n==11)){
                             nbSAV=max(1,(atoi(nomP+5)));
                             }
                        else if((n==12)){
                             AllowedVar=min(max(0,abs(atof(nomP+5))),1); 
                             }

}
DtM=min(DtM,1.0/nbSAV);
Dtm=min(DtM,Dtm);


file=fopen(nomDataIn,"a");
if((!defnom)||(file==NULL)){
                      nomDataIn="donnees.txt";
                      printf("le fichier d entree par default : %s va etre utilise\n",nomDataIn);
                      }
if(file!=NULL) fclose(file);
file=fopen(nomDistribIn,"a");
if((!defnom1)||(file==NULL)){
                      nomDistribIn="distrib.txt";
                      printf("le fichier de distribution des donnees par default : %s va etre utilise\n",nomDistribIn);
                      }
if(file!=NULL) fclose(file);
file=fopen(nomDataOut,"a");
if((!defnom2)||(file==NULL)){
                      nomDataOut="out.txt";
                      printf("le fichier de sortie par default : %s va etre utilise\n",nomDataOut);
                      }
if(file!=NULL) fclose(file);



      /*
      ** on lance l initialisation du modele resolvant le transport-coalescence
      */
    CoalGlob();
    return 0;
}






/******************************************/
/******************************************/
/******************************************/
/**     initialisation des variables     **/
/**       lancement de la resolution     **/
/******************************************/
/******************************************/
/******************************************/
int CoalGlob(){
    int ii,j,i;
    double Rm=0,alphai=0, D=0, C0=0, Pi=0, sig=0, neff=0, rhom=0, T=0, DP=0;
    long N=0;   
      /*
      ** on extrait les variables du fichiers donnees.txt
      */
    chargerdonnees(&Rm, &alphai, &D, &C0, &Pi, &sig, &neff, &rhom, &T, &DP, &N,nomDataIn);
    alpha=alphai/100;T=T+273.15;
    double RV[N+1];
    double f0[N];
    ii=chargerdonneesVect(RV,f0,N,nomDistribIn);
if(ii>0)
    return ii;


double bnd=(3*alphai)/((100-alphai)*(4*PI*Rm*Rm*Rm));
double V[N+1];
double Mv[N+1];
double f[N*N];

for(j=0;j<N+1;j++){
    V[j]=pow(RV[j]/Rm,3.0);
    Mv[j]=V[j]+2*sig/(Pi*Rm)*pow(V[j],2.0/3.0);
}
double S=0;
for(j=0;j<N;j++){
S=S+f0[j];
}
for(i=0;i<N;i++){
    for( j=0;j<N;j++){
        f[i+N*j]=0;
    }
    f[i+N*i]=bnd*f0[i]/((V[i+1]-V[i])*(Mv[i+1]-Mv[i])*S);
}

 Coal ( V, N,  Mv,  N, f, nomDataOut,  Rm,  alpha, D, C0, Pi,sig,  neff, rhom, T, DP);

return 0;
}


/*************************************************/
/*************************************************/
/*************************************************/
/**                                             **/
/**    coalescence + transport                  **/
/**                                             **/
/*************************************************/
/*************************************************/
/*************************************************/
int Coal (double* V, int nV, double* Mv, int nM, double* f, char* nom, double Rm, double alpha, double D, double Ci, double Pamb, double sigma, double eta, double Rhom, double TEMP, double DP){
printf(" version %s\n\n",version);

FILE* fichier=fopen(nom,"w");
fprintf(fichier,"temps \t nombre totale  \t masse totale  \t porosite  \t volume moyen  \t volume median  \t volume stdev  \t rayon moyen  \t rayon median  \t rayon stdev  \n");
fclose(fichier);
FILE *fichier1, *fichier2;
double multiplAdim1=1,multiplAdim2=1,multiplAdim3=1;
double Q[nV*nM];
double Vdemi[nV], DV[nV];
double DMv[nM];
double Mvdemi[nM];
double Dt2=DtM, C0, at;
double Tf=max(0,min(1,1-Pf/Pamb));
double DtSAV=Tf/nbSAV, tact=0;
double M=0,Pp=0,VB=0,K,Mm,t=0;
double PSI;
int i,j,i1,i2,j1,j2,y1,y2,t1,t2,k1,k2;

double MargM[nM], MargV[nV];
double Vmed, Vmoy, Vsig, stmp;

DtM=min(DtM,DtSAV);Dtm=min(Dtm,DtSAV);

char nomcontrol[200] ="control_";
char nomMargM[200] ="MargM_";
char nomMargV[200] ="MargV_";
char nomInit[200] ="init_";
char pathnom[200],tmpnom[200];
strcpy(tmpnom,nom);
i = strlen(nom) - 1;j=i;
//recherche du chemin si il existe et stockage dans la variable nom
while ((nom[i] != '\\')&(nom[i] != '/')&(i>=0))
{ 
nom[i] = '\0';
 i--;
}i1=0;
//recherche du nom du fichier et stockage dans la variable pathnom
while(i1<j-i){
pathnom[i1]=tmpnom[i+i1+1];
i1++;
}
//assemblage du chemin,prefixe et nom de sortie
strcpy(tmpnom,nom);strcat(tmpnom,nomcontrol);strcpy(nomcontrol,tmpnom);strcat(nomcontrol,pathnom);
strcpy(tmpnom,nom);strcat(tmpnom,nomMargM);strcpy(nomMargM,tmpnom);strcat(nomMargM,pathnom);
strcpy(tmpnom,nom);strcat(tmpnom,nomMargV);strcpy(nomMargV,tmpnom);strcat(nomMargV,pathnom);
strcpy(tmpnom,nom);strcat(tmpnom,nomInit);strcpy(nomInit,tmpnom);strcat(nomInit,pathnom);
strcat(nom,pathnom);


fichier=fopen(nomMargM,"w");
fprintf(fichier,"fichier marginale de Masse en fonction du temps\n");
fclose(fichier);
fichier=fopen(nomMargV,"w");
fprintf(fichier,"fichier marginale de Volume en fonction du temps\n");
fclose(fichier);

printf(" fichier de sortie : %s\n",nom);

if(adim==0){
    multiplAdim1=4*PI*pow(Rm,3.0)/3.0;
    multiplAdim2=Pamb*4*PI*pow(Rm,3.0)/3.0;
    multiplAdim3=Pamb/DP;
}

/*****************************************/
/**      enregistrement du maillage     **/
/**                 et                  **/
/**    calcul de la masse totale (M)    **/
/**     calcul du volume total (Vb)     **/
/*****************************************/
if(saveALL){
    fichier=fopen(nomcontrol,"w");
    fprintf(fichier,"V : %g \t",multiplAdim1*V[0]);
}
/*
**  enregistrement du maillage en volume dans le fichier marginale en V
** et des pas de maillage en volume dans controle si choisi
*/
fichier1=fopen(nomMargV,"a");
printf(" V : ");
fprintf(fichier1," %g \t",multiplAdim1*V[0]);
for(i=0;i<nV;i++){
    Vdemi[i]=(V[i+1]+V[i])/2;
    DV[i]=(V[i+1]-V[i]);
    fprintf(fichier1,"%g \t",multiplAdim1*V[i+1]);
    if(saveALL)
        fprintf(fichier,"%g \t",multiplAdim1*DV[i]);
    
    printf("indice %d : %g\t",i,Vdemi[i]);
}
fprintf(fichier1,"\n");
fclose(fichier1);
/*
**  enregistrement du maillage en masse dans le fichier marginale en M
**  et calcul de la masse totale et volume totale (les moments dordre 1)
*/
printf("\n M : ");
fichier1=fopen(nomMargM,"a");
fprintf(fichier1," %g \t",multiplAdim2*Mv[0]);
for(i=0;i<nM;i++){
    DMv[i]=Mv[i+1]-Mv[i];
    Mvdemi[i]=(Mv[i+1]+Mv[i])/2;
    fprintf(fichier1,"%g \t",multiplAdim2*Mv[i+1]);
    for(j=0;j<nV;j++){
        Q[j+nV*i]=0;
        M=M+f[j+nV*i]*(Mvdemi[i])*DV[j]*DMv[i];
        VB=VB+Vdemi[j]*f[j+nV*i]*DMv[i]*DV[j];
    }
printf("indice %d : %g\t",i,Mvdemi[i]);
}
fprintf(fichier1,"\n");
fclose(fichier1);
/*
** et des pas de maillage en masse dans controle si choisi
*/
if(saveALL){
    fprintf(fichier,"\n");
    fprintf(fichier,"M : %g \t",multiplAdim2*Mv[0]);
    for(i=0;i<nM;i++){
        fprintf(fichier,"%g \t",multiplAdim2*DMv[i]);
    }
    fprintf(fichier,"\n");
    fclose(fichier);
}
/*****************************************/
/**             CONSTANTE               **/
/**         masse initiale (Mm)         **/
/**                 et                  **/
/**         volume magma (C0)           **/
/*****************************************/
Mm=M;
C0=VB*(1-alpha)/alpha;

/*****************************************/
/**     enregistrement etat initial     **/
/*****************************************/


 fichier=fopen(nom,"a");
 fprintf(fichier,"%g \t %g \t %g \t \t %g \n",t,Pp,multiplAdim2*M,alpha);
 fclose(fichier);
if(saveALL){
 fichier=fopen(nomcontrol,"a"); 
 fprintf(fichier,"t = %g ; \t",t);//
 for(i=0;i<(nM*nV);i++){
     fprintf(fichier,"%g \t",f[i]);
 }
 fprintf(fichier,"\n");//
 fclose(fichier);//
}
 tact=tact+DtSAV;
/*********************************/
/* DIMENSIONALIZING COEFFICIENTS */
/*     AND RELAXATION TIMES      */
/*********************************/

// mean bubble pressure: Pm=Pa
double Pm = Pamb;

// dimensionless magma density
double rhom=Rhom*GR*TEMP/(Pamb*Mmol);

//dimensionless surface tension
Sigma=2*sigma/(Pm*Rm);

// relaxation times TV and TD
double TV=4*eta*DP/(Pm*Pm);
ThV=TV;
printf("\nTheta V = %g \t",TV);

double TD=DP*pow(Rm,2.0)/(D*Pm);
printf("Theta D = %g \n",TD);
        
/****************/
/* INITIAL DATA */
/****************/
double temporaireS0=0;
double eautotale = Mm/(rhom*C0)+Ci;

double Tm=0,Tm2=0,R,S,gfm;

double DD[nV*nM], a[nV*nM], b[nV*nM];
double CH[nV], KK[nV], Fm[nV];
double X[nV*nM], Xold[nV*nM], AA[nV*nM], Am[nV*nM], Ap[nV*nM];
double DT, Pa;
int h; 
// Find N. Declare local arrays.    
int N = nV*nM;
double x[N], y[N];

// values for the concentration

for (i=0; i<nV; i++){
    CH[i]=sqrt(pow(V[i],1.0/3.0))*Ci/sqrt(Sigma+pow(V[i],1.0/3.0));
}
    


printf("%g\t %g\t %g\t %g\t \n",t,Tf,alpha,alphamax);

fichier=fopen(nomInit,"w");
fprintf(fichier,"Donnees initiales et options utilisees\n\n");
fprintf(fichier,"fichiers d'entrees : \n %s \n %s \n",nomDataIn,nomDistribIn);
fprintf(fichier,"fichiers de sorties : %s \n\n",nom);
fprintf(fichier,"DONNEES INITIALES :\n");
fprintf(fichier,"rayon moyen : %g \n",Rm);
fprintf(fichier,"porosite : %g \n",alpha);
fprintf(fichier,"diffusivite : %g \n",D);
fprintf(fichier,"concentration initiale : %g \n",Ci);
fprintf(fichier,"taille de la distribution : %d \n",nV);
fprintf(fichier,"pression ambiante : %g \n",Pamb);
fprintf(fichier,"tension de surface : %g \n",sigma);
fprintf(fichier,"viscosite : %g \n",eta);
fprintf(fichier,"densite magma : %g \n",Rhom);
fprintf(fichier,"temperature : %g \n",TEMP-273.15);
fprintf(fichier,"taux de decompression : %g \n",DP);
fprintf(fichier,"efficacite de la coalescence : %g \n",zeta);
fprintf(fichier,"\nOPTIONS :\n");
fprintf(fichier," pas de temps autorise : %g < Dt < %g \n",Dtm,DtM);
fprintf(fichier," pression finale : %g \n",Pf);
fprintf(fichier,"nombre de sauvegarde maximum : %d \n",nbSAV);
fprintf(fichier,"variation autorisee pour la coalescence : %g \n",AllowedVar);

fprintf(fichier,"les donnees enregistrees sont ");
if(adim)
    fprintf(fichier,"a");
fprintf(fichier,"dimensionnelles\n\n");
fprintf(fichier,"PARAMETRES :\n");
fprintf(fichier,"Theta V = %g\t Theta D = %g \n",TV,TD);

 fclose(fichier);

    for(i=0;i<nV;i++){MargV[i]=0;}
    for(i=0;i<nM;i++){MargM[i]=0;}
    for(i=0;i<nV;i++){
        for(j=0;j<nM;j++){
            MargV[i]=MargV[i]+f[i+nV*j]*DMv[j]*DV[i];
            MargM[j]=MargM[j]+f[i+nV*j]*DV[i]*DMv[j];
        }
    }
    fichier1=fopen(nomMargV,"a");//
    fichier2=fopen(nomMargM,"a");//
    fprintf(fichier1,"t = %g ;\t",multiplAdim3*t);
    fprintf(fichier2,"t = %g ;\t",multiplAdim3*t);
    for(i=0;i<nV;i++){fprintf(fichier1,"%g \t",MargV[i]);}
    for(i=0;i<nM;i++){fprintf(fichier2,"%g \t",MargM[i]);}
    fprintf(fichier1,"\n");
    fprintf(fichier2,"\n");
    fclose(fichier1);//
    fclose(fichier2);//


/*****************************************/
/** debut resolution        **/
/**                 **/
/** condition d'arret       **/
/** temps final (Tf) atteind    **/
/**     ou          **/
/** porosite > 0.9999       **/
/**                 **/
/*****************************************/

while((t<Tf)&(alpha<alphamax)){
    Dt2=DtM;
    M=0;Pp=0;

/*****************************************/
/** calcul de Q(f)          **/
/*****************************************/
   if(zeta>0){
    for(i=0;i<(nM*nV);i++){

        for(j=0;j<(nV*nM);j++){
            i1=i%nV;i2=(i-i1)/nV;
            j1=j%nV;j2=(j-j1)/nV;
            k1=i1-1;k2=i2-1;
            t1=0;t2=0;
            y1=1;y2=1;
if((f[i]!=0)&(f[j]!=0)){
            while(y1|y2){
                if(V[i1]+V[j1]<V[k1+1]){t1=t1+1;}
                if(Mv[i2]+Mv[j2]<Mv[k2+1]){t2=t2+1;}
                if((k1<nV) & (V[i1+1]+V[j1+1]>V[k1])){
                    k1=k1+1;
                }else{
                    y1=0;
                }
                if((k2<nM) & (Mv[i2+1]+Mv[j2+1]>Mv[k2])){
                    k2=k2+1;
                }else{
                    y2=0;
                }
            }
            K=0;
            t1=min(t1,k1);t2=min(t2,k2);
            for(y1=k1-t1;y1<k1;y1++){
                for(y2=k2-t2;y2<k2;y2++){
                    if((V[i1]+V[j1]<V[y1+1])&(Mv[i2]+Mv[j2]<Mv[y2+1])&(V[i1+1]+V[j1+1]>V[y1])&(Mv[i2+1]+Mv[j2+1]>Mv[y2])){
                            PSI=Mvdemi[y2];//+Vdemi[y1];//Mvdemi[y2];
                            K=K+(PSI)*(max(0,(min(V[y1+1],V[j1+1]+V[i1+1])-max(V[y1],V[i1]+V[j1])))/(DV[j1]+DV[i1]))*(max(0,(min(Mv[y2+1],Mv[j2+1]+Mv[i2+1])-max(Mv[y2],Mv[i2]+Mv[j2])))/(DMv[j2]+DMv[i2]));
                    }
                }
            }
            
            if(K!=0){
                PSI=(Mvdemi[i2])+(Mvdemi[j2]);//(Mvdemi[i2])+(Vdemi[i1])+(Mvdemi[j2])+(Vdemi[j1]);//(Mvdemi[i2])+(Mvdemi[j2]);
                K=ker(Vdemi[i1],Mvdemi[i2],Vdemi[j1],Mvdemi[j2],t)*(PSI)/K;//2*ker(Vdemi[i1],Mvdemi[i2],Vdemi[j1],Mvdemi[j2],t)*(PSI)*(DV[i1]*DMv[i2])*(DV[j1]*DMv[j2])/K;
                for(y1=k1-t1;y1<k1;y1++){
                    for(y2=k2-t2;y2<k2;y2++){
                        if((V[i1]+V[j1]<V[y1+1])&(Mv[i2]+Mv[j2]<Mv[y2+1])&(V[i1+1]+V[j1+1]>V[y1])&(Mv[i2+1]+Mv[j2+1]>Mv[y2])){

                                Q[y1+y2*nV]=Q[y1+y2*nV]+0.5*f[i]*f[j]*K*(DV[j1]*DMv[j2])*(DV[i1]*DMv[i2])*(max(0,(min(V[y1+1],V[j1+1]+V[i1+1])-max(V[y1],V[i1]+V[j1])))/(DV[j1]+DV[i1]))*(max(0,(min(Mv[y2+1],Mv[j2+1]+Mv[i2+1])-max(Mv[y2],Mv[i2]+Mv[j2])))/(DMv[j2]+DMv[i2]))/(DV[y1]*DMv[y2]);
                        }
                    }
                }
            }
            

            Q[i]=Q[i]-f[i]*f[j]*ker(Vdemi[i1],Mvdemi[i2],Vdemi[j1],Mvdemi[j2],t)*(DV[j1]*DMv[j2]);

}
        }

    }

/*****************************************/
/** contrainte pas de temps     **/
/*****************************************/
    
    for(i=0;i<nV*nM;i++){
        if((Q[i]<0)&(f[i]!=0)){
            Dt2=min(Dt2,abs(AllowedVar*f[i]/(zeta*Q[i])));
        }

    }
    Dt2=max(Dt2,Dtm);

/*****************************************/
/**                 **/
/** mise a jour de f        **/
/** (splitting dt/2         **/
/** pour coal et transport)     **/
/**                 **/
/*****************************************/
    for(i=0;i<(nM*nV);i++){
        i1=i%nV;i2=(i-i1)/nV;
        f[i]=f[i]+Dt2*zeta*Q[i];
    }
    }
/*****************************************/
/**                 **/
/** transport           **/
/**                 **/
/*****************************************/
t=t+Dt2;

Pa=1-t;


DT=Dt2;
/******************************************************************************************************************************************************/
        /**********************/
        /* RADIUS GROWTH RATE */
        /**********************/
    
        for (i=0; i<nV; i++){
        for (j=0; j<nM; j++){
            a[i+nV*j]=3*(Mvdemi[j] - Vdemi[i]*Pa -Sigma*pow(Vdemi[i],2./3.));   
        }}
                      
            
    /***********************************/
    /* IMPLICIT CALCUL OF TRANSPORT EQ.*/
    /***********************************/
                   
    //SPACE SPLITTING ONE TIME-STEP IN V AND ONE IN M
            
    // we start with the unknown vector X and the center diagonal terms
        for (j=0; j<nM; j++){
            for (i=0; i<nV; i++){
                h=i+nV*(j);
                Xold[i+nV*(j)]=f[i+nV*(j)];
                
                AA[h]=1+(DT/(TV*DV[i]))*abs(a[h]);     //AA=diag = bh
            }
        }
        
    // then the -1 diagonal 
        for (j=0; j<nM; j++){
            Am[nV*j]=0;
            for (i=1; i<nV; i++){
                h=(i)+nV*(j);
                Am[h]=-(DT/(TV*DV[i]))*max(0,a[i-1+nV*j]);     // Am= diag-1 =ch
            }
        }
    //finally the +1 diagonal
        for (j=0; j<nM; j++){
            for (i=0; i<nV-1; i++){
                h=i+nV*(j);
                Ap[h]=(DT/(TV*DV[i]))*min(0,a[i+1+nV*j]);    // Ap= diag +1 =ah
            }
            Ap[nV-1+j*nV]=0;
        }
        
    //methode d inversion LU    
  // Scan up diagonal from i = N to 1
  x[0] = Ap[0] / AA[0];
  y[0] = Xold[0] / AA[0];
  for (i = 1; i < N; i++)
    {
      x[i] = Ap[i] / (AA[i] - Am[i] * x[i-1]);
      y[i] = (Xold[i] - Am[i] * y[i-1]) / (AA[i] - Am[i] * x[i-1]);
    }

  // Scan down diagonal from i = 0 to N-1
  X[N-1] = y[N-1];
  for (i = N-2; i >= 0; i--)
    X[i] = y[i] - x[i]*X[i+1];

//fin LU


    // before computing for M we come back to f(i,j)
        for (j=0; j<nM; j++){
        for (i=0; i<nV; i++){ 
        f[i+nV*j]= X[i+nV*j]; }}


    /***************/   
    /* M transport */   
    /***************/   

    VB=0;Pp=0;
    for(i=0;i<(nM*nV);i++){
        i1=i%nV;i2=(i-i1)/nV;
        VB=VB+f[i]*Vdemi[i1]*DV[i1]*DMv[i2];
        Pp=Pp+f[i]*DV[i1]*DMv[i2];
    }
    alpha=VB/(VB+C0);



        /**********************/
        /* MASS GROWTH RATE */
        /**********************/
                   
        /*************************************************************************************/
        /*                                                       */
        /*               computing the flux by the asymptotic form                       */
        /*                                                       */
        /*************************************************************************************/     
for (i=0; i<nV; i++){
            for (j=0; j<nM; j++){

    S=pow(Vdemi[i]/alpha,1.0/3.0);
    R=pow(Vdemi[i],1.0/3.0);
     Tm=0;Tm2=0;

temporaireS0=(S*S*S-R*R*R);
gfm=1/(3*rhom);//gfm=TD*exp(-temporaireS0*TD/3);

Tm=rhom*temporaireS0;
Tm2=(Tm*CH[0]-sqrt(Tm*Tm*CH[0]*CH[0]+4*Vdemi[i]*Tm*eautotale));
b[i+nV*j]=3*rhom*gfm*(Tm2*Tm2-Mvdemi[j]*4*Vdemi[i])/(4*Vdemi[i]);//

}}


    // we start with the unknown vector X and the center diagonal terms
        for (j=0; j<nM; j++){
            for (i=0; i<nV; i++){
                h=j+nM*(i);
                Xold[j+nM*(i)]=f[i+nV*(j)];
                
                AA[h]=1+(DT/(TD*DMv[j]))*abs(b[i+nV*j]);     //AA=diag = bh
            }
        }
        
    // then the -1 diagonal 
        for (i=0; i<nV; i++){
            Am[nM*i]=0;
            for (j=1; j<nM; j++){
                h=(j)+nM*(i);
                Am[h]=-(DT/(TD*DMv[j]))*max(0,b[i+nV*(j-1)]);     // Am= diag-1 =ch
            }
        }
    //finally the +1 diagonal
        for (i=0; i<nV; i++){
            for (j=0; j<nM-1; j++){
                h=j+nM*(i);
                Ap[h]=(DT/(TD*DMv[j]))*min(0,b[i+nV*(j+1)]);    // Ap= diag +1 =ah
            }
            Ap[nM-1+i*nM]=0;
        }
        
    //methode d inversion LU    
  // Scan up diagonal from i = N to 1
  x[0] = Ap[0] / AA[0];
  y[0] = Xold[0] / AA[0];
  for (i = 1; i < N; i++)
    {
      x[i] = Ap[i] / (AA[i] - Am[i] * x[i-1]);
      y[i] = (Xold[i] - Am[i] * y[i-1]) / (AA[i] - Am[i] * x[i-1]);
    }

  // Scan down diagonal from i = 0 to N-1
  X[N-1] = y[N-1];
  for (i = N-2; i >= 0; i--)
    X[i] = y[i] - x[i]*X[i+1];

//fin LU


    // before computing for M we come back to f(i,j)
        for (j=0; j<nM; j++){
        for (i=0; i<nV; i++){ 
        f[j+nM*i]= X[i+nV*j]; }}       
/**************************************************************************************************************/                   







/*****************************************/
/** enregistrement de f         **/
/**     si t=N*Tf/NbSAV     **/
/**                 **/
/** calcul de la masse totale (M)   **/
/**calcul du nombre total de bulle (Pp) **/
/** calcul du volume total (VB) **/
/** mis a jour porosite (alpha) **/
/*****************************************/
    if(saveALL)
        fichier=fopen(nomcontrol,"a");//
    if(tact<=t)
        if(saveALL)
            fprintf(fichier,"t = %g ; \t",multiplAdim3*t);//
    VB=0;
    for(i=0;i<(nM*nV);i++){
        i1=i%nV;i2=(i-i1)/nV;
        if(tact<=t){
            if(saveALL)
                fprintf(fichier,"%g \t",f[i]);//
        }
        Q[i]=0;
        M=M+f[i]*(Mvdemi[i2])*DV[i1]*DMv[i2];
        Pp=Pp+f[i]*DV[i1]*DMv[i2];
        VB=VB+f[i]*Vdemi[i1]*DV[i1]*DMv[i2];
    }
    alpha=VB/(VB+C0);
    Vmoy=VB/Pp;
    if(tact<=t){
        if(saveALL)
            fprintf(fichier,"\n");//

    }
    if(saveALL)
        fclose(fichier);//
    if(tact<=t){
        for(i=0;i<nV;i++){MargV[i]=0;}
        for(i=0;i<nM;i++){MargM[i]=0;}
        for(i=0;i<nV;i++){
            for(j=0;j<nM;j++){
                MargV[i]=MargV[i]+f[i+nV*j]*DMv[j]*DV[i];
                MargM[j]=MargM[j]+f[i+nV*j]*DV[i]*DMv[j];
            }
        }
        fichier1=fopen(nomMargV,"a");//
        fichier2=fopen(nomMargM,"a");//
        fprintf(fichier1,"t = %g ;\t",multiplAdim3*t);
        fprintf(fichier2,"t = %g ;\t",multiplAdim3*t);
        for(i=0;i<nV;i++){fprintf(fichier1,"%g \t",MargV[i]);}
        for(i=0;i<nM;i++){fprintf(fichier2,"%g \t",MargM[i]);}
        fprintf(fichier1,"\n");
        fprintf(fichier2,"\n");
        fclose(fichier1);//
        fclose(fichier2);//
        tact=tact+DtSAV;
    }
    Vsig=0;stmp=0;
    for(i=0;i<nV;i++){
        Vsig=Vsig+pow(Vdemi[i]-Vmoy,2)*MargV[i];
    }
    Vsig=sqrt(Vsig/Pp);
    for(i=0;i<nV;i++){
        stmp=stmp+MargV[i];
        if(stmp>=(Pp/2)){
            Vmed=V[i+1]-DV[i]*(stmp-(Pp/2))/MargV[i];
            i=nV;
        }
    }
/*****************************************/
/** enregistrement des donnÃ©es **/
/**     temps(t)        **/
/**     (Pp,M,alpha)        **/
/*****************************************/
  fichier=fopen(nom,"a");
  fprintf(fichier,"%g \t %g \t %g \t %g \t %g \t %g \t %g \t %g \t %g \t %g \n",multiplAdim3*t,Pp,multiplAdim2*M,alpha,multiplAdim1*Vmoy,multiplAdim1*Vmed,multiplAdim1*Vsig,pow(multiplAdim1*Vmoy,1.0/3.0),pow(multiplAdim1*Vmed,1.0/3.0),pow(multiplAdim1*Vsig,1.0/3.0));
  fclose(fichier);

printf("%g\t %g\t %g\t %g\t \n",t,Tf,alpha,alphamax);

}
printf("\n\n");

return 0;
}



/*
*********************************************************************************************************************
**     
*********************************************************************************************************************
*/
double ker(double v1, double m1, double v2, double m2, double t){
    double phi1=m1/(pow(v1,2.0/3)) - pow(v1,1.0/3)*(1-t)-Sigma;
    double phi2=m2/(pow(v2,2.0/3)) - pow(v2,1.0/3)*(1-t)-Sigma;
    double epsilon=0.1;
    double zf=0.00000001;
    double z0=(pow(v1,1.0/3)+pow(v2,1.0/3))*(pow((1)/alpha,1.0/3)-1);
    
    //return max((phi1+phi2)/(z0*ThV),0);//volcano Hs
    return max(0,(phi1+phi2)*sqrt(zf)/(ThV*epsilon*(pow(v1,1.0/3)+pow(v2,1.0/3))*(sqrt(z0)-sqrt(zf))));//volcano Hc

}
/*
** debut utilitaire
*/
double min(double a,double b){
       if(a<b)
              return a;
       else
             return b;
}


double max(double a,double b){
       if(a>b)
              return a;
       else
             return b;
}


double abs(double a){
       if(a<0)
              return -a;
       else
              return a;
}

    /*
    **return
    //1 si in
    //2 si Dist
    //3 si Dout
    //5 si alph
    //6 si tmin
    //7 si tmax
    //8 si Pf
    //9 si coal
    //10 si adim
    //11 si Nsav
    //12 si Cvar
    //0 sinon
    */
int Option(char* str){
    char* nomP;
    int n;
    char tmp, tmp2, tmp3, tmp4;
    nomP=strrchr(str,'=');
    if(nomP==NULL) return 0;
    n=strlen(str)-strlen(nomP);
    if((n!=2)&&(n!=4))
                     return 0;
    tmp=str[0];
    tmp2=str[1];
    if((n==2)){
              if((tmp=='i')&&(tmp2=='n'))
                                       return 1;
              if((tmp=='P')&&(tmp2=='f'))
                                       return 8;
              else return 0;
              }
    if(n==4){
             tmp3=str[2];
             tmp4=str[3];
             if((tmp=='D')&&(tmp2=='i')&&(tmp3=='s')&&(tmp4=='t'))
                                       return 2;
             if((tmp=='D')&&(tmp2=='o')&&(tmp3=='u')&&(tmp4=='t'))
                                       return 3;
             if((tmp=='a')&&(tmp2=='l')&&(tmp3=='p')&&(tmp4=='h'))
                                       return 5;
             if((tmp=='t')&&(tmp2=='m')&&(tmp3=='i')&&(tmp4=='n'))
                                       return 6;
             if((tmp=='t')&&(tmp2=='m')&&(tmp3=='a')&&(tmp4=='x'))
                                       return 7;
             if((tmp=='c')&&(tmp2=='o')&&(tmp3=='a')&&(tmp4=='l'))
                                       return 9;
             if((tmp=='a')&&(tmp2=='d')&&(tmp3=='i')&&(tmp4=='m'))
                                       return 10;
             if((tmp=='N')&&(tmp2=='s')&&(tmp3=='a')&&(tmp4=='v'))
                                       return 11;
             if((tmp=='C')&&(tmp2=='v')&&(tmp3=='a')&&(tmp4=='r'))
                                       return 12;
             }
    return 0;
}

int chargerdonnees(double* R0, double* alpha, double* D, double* C0, double* Pi, double* sig, double* neff, double* rhom, double* T, double* DP, long* N, char* nom){
    char caractereActuel[1024] = "";
    double tmp1;
    int verif=0;
    int veriff[12]={0};
    char* entreeverif[12]={"R0","alpha","D","C0","N","Pi","sig","neff","rhom","T","DP","Zeta"};
    FILE* SAUVEconcentration;
    FILE* fichier=fopen(nom,"r");
    if (fichier==NULL){
                  printf("le chemin que vous avez specifiez n est pas valide\n");
        return 9;
    }
    else{
    try{
                verif=0;
                  while(fgets(caractereActuel,1024,fichier)){
                      veriff[0]=veriff[0]+sscanf(caractereActuel,"R0 = %lf; ",R0);
                      veriff[1]=veriff[1]+sscanf(caractereActuel,"alpha = %lf; ",alpha);
                      veriff[2]=veriff[2]+sscanf(caractereActuel,"D = %lf; ",D);
                      veriff[3]=veriff[3]+sscanf(caractereActuel,"C0 = %lf; ",C0);
                      veriff[4]=veriff[4]+sscanf(caractereActuel,"N = %ld; ",N);//ligne utile pour les test, a passer en ligne de commande apres
                      veriff[5]=veriff[5]+sscanf(caractereActuel,"Pi = %lf; ",Pi);
                      veriff[6]=veriff[6]+sscanf(caractereActuel,"sig = %lf; ",sig);
                      veriff[7]=veriff[7]+sscanf(caractereActuel,"neff = %lf; ",neff);  //si <0, alors utilise la formule neff=nR(1-nS/nR*alpha+R**3/nR*int_R^S dn/dr dr/r**3) avec n =10**(-3.545+0.833*ln(100*C)+(9601-2368*ln(100*C))/(T-195.7-32.25*ln(100*C)))
                      veriff[8]=veriff[8]+sscanf(caractereActuel,"rhom = %lf; ",rhom);
                      veriff[9]=veriff[9]+sscanf(caractereActuel,"T = %lf; ",T);
                      veriff[10]=veriff[10]+sscanf(caractereActuel,"DP = %lf; ",DP);
              veriff[11]=veriff[11]+sscanf(caractereActuel,"Zeta = %lf; ",&zeta); //zeta : efficacite coalescence : 1 pour 100% et 0 si pas de coalescence
        }
            verif=(veriff[0]==1)*(veriff[1]==1)*(veriff[2]==1)*(veriff[3]==1)*(veriff[4]==1)*(veriff[5]==1)*(veriff[6]==1)*(veriff[7]==1)*(veriff[8]==1)*(veriff[9]==1)*(veriff[10]==1);

        if (!verif){
            printf("\n fichier d'entree incomplet : ");
            if(!veriff[0]) printf(" %s ",entreeverif[0]);
            if(!veriff[1]) printf(" %s ",entreeverif[1]);
            if(!veriff[2]) printf(" %s ",entreeverif[2]);
            if(!veriff[3]) printf(" %s ",entreeverif[3]);
            if(!veriff[4]) printf(" %s ",entreeverif[4]);
            if(!veriff[5]) printf(" %s ",entreeverif[5]);
            if(!veriff[6]) printf(" %s ",entreeverif[6]);
            if(!veriff[7]) printf(" %s ",entreeverif[7]);
            if(!veriff[8]) printf(" %s ",entreeverif[8]);
            if(!veriff[9]) printf(" %s ",entreeverif[9]);
            if(!veriff[10]) printf(" %s ",entreeverif[10]);
            printf(" manquant \n");
            return 9;
        }
        if(veriff[11]){
            if(zeta<0){ printf("\n le parametre zeta doit etre positif, redefinition de zeta a 0 \n"); zeta=0;}
            if(zeta>1){ printf("\n attention le parametre zeta est > 1 \n");}
    }



                  fclose(fichier);
    }
    catch(...){
        printf("\n une erreur est survenue lors de la lecture du fichier d'entree \n");
        return 9;
    }
  }
    return 0;
}


//N = taille de f et V de taille N+1
int chargerdonneesVect(double* R,double* f, int N, char* nom){
    char caractereActuel[1024] = "";
    double tmp1,tmp2;
    FILE* fichier=fopen(nom,"r");
    if (fichier==NULL){
                  printf("le chemin que vous avez specifiez n est pas valide\n");
    }
    else{
                  fgets(caractereActuel,1024,fichier);
                  sscanf(caractereActuel,"%lf , %lf \n",&tmp1, &tmp2);

            R[0]=tmp1;
        for(int i=0;i<N;i++){
                  fgets(caractereActuel,1024,fichier);
if(feof(fichier)){
    printf("attention votre fichier de distribution ne contient pas assez de lignes\n\n");
return 1;
}
                  sscanf(caractereActuel,"%lf , %lf \n",&tmp1, &tmp2);
          f[i]=tmp2;
          R[i+1]=tmp1;
        }
printf("\n");
                  fclose(fichier);
    }
return 0;
}





louis Forestier-Coste
Résolution du problème de croissance polydisperse
Fichier source permettant de simuler la croissance d'une population de bulles dans un magma visqueux par décompression, exsolution et coalescence.


ANNEXE C. LE PROGRAMME POLYDISPERSE

C.1 Option

Dans ce qui suit, tout les exemples sont donnés pour une console windows avec un
programme appeler prgm.
Le programme est muni de 11 options :
ein : permet de définir le fichier d’entrée.
exemples d’utilisation :
-prgm in=donnee.txt
-prgm in=test/data.txt
Attention, assurez vous que le fichier que vous donnez, existe et contient les données selon
le formatage expliqué en partie suivante.

eDout : permet de définir le nom générique des fichiers de sortie.

exemples d’utilisation :

-prgm Dout=donneeSAV .txt

-prgm Dout=test/dataOut.txt

Attention, assurez vous que le chemin du fichier que vous donné existe, pour 'exemple 2,
assurez vous qu’il existe bien un dossier "test" dans votre dossier de travail sinon le fichier
par défaut sera utilisé.

eDist : permet de définir le fichier d’entrée pour la distribution.

exemples d’utilisation :

-prgm Dist=dist.txt

-prgm Dist=test/dist.txt

Attention, assurez vous que le chemin du fichier que vous donné existe, pour 'exemple 2,
assurez vous qu’il existe bien un dossier "test" dans votre dossier de travail sinon le fichier
par défaut sera utilisé.

ealph : permet de redéfinir la porosité maximum souhaitée au temps final.

Le programme s’arréte quand ¢t = 0 ou « = alph.

exemple d’utilisation :

-prgm alph=0.75

Attention, si le chiffre entré est négatif, alph sera initialisé a 0 (pas de calcul), si il est
supérieur & 1, il sera initialisé & 1 et si il contient des caractéres autre que e (alph =
0.7e — 1 — 3t5ed), alph sera initialisé a la troncature (ici & 0.7e — 1).

etmin : permet de redéfinir le pas de temps minimal autorisé.

La précision des "double" en C++ nous oblige & prendre un pas de temps minimal d’au
moins 107 qui est la valeur par défaut.

exemple d’utilisation :

-prgm tmin=1e-12

etmax : permet de redéfinir le pas de temps maximal autorisé.

Cette valeur permet d’obliger le pas de temps & étre plus petit qu’une certaine valeur, par
défaut, elle est fixée & 1073.

exemple d’utilisation :

-prgm tmax—1e-8

Attention & ce que tmax reste supérieur & tmin.

oPf : permet de redéfinir la pression ambiante minimale souhaitée au temps final.
Par default, Pf vaut 0, méme si ce n’est pas trés physique. Elle doit étre exprimée en Pa.
exemple d’utilisation :
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C.2. Les fichiers d’entrées

-prgm Pf=10000

La pression finale doit étre inférieure & la pression initiale, les enregistrements ne se feront
alors plus tout les 0.001s adimensionnelles, mais en fera 1000 réguliérement de la pression
initiale & la pression finale choisie.

ecoal : permet au programme d’enregistrer tout les f; ; dans un fichier "control "
Par défaut, coal vaut 0, le faire passer a 1 pour avoir ce fichier de sortie.

exemple d’utilisation :

-prgm coal=1

eadim : permet de demander les sorties en dimensionelles ou non.

Par défaut, adim vaut 0 et signifie que les sorties seront dimensionelles, le passer a 1 pour
avoir les sorties en adimensionnelles.

exemple d’utilisation :

-prgm adim=0

oeNsav : permet de demander plus ou moins d’enregistrements.

Par défaut, Nsav vaut 100, ceci signifie que les enregistrements se feront tout les dt =
P, — Py

ay
exemple d’utilisation :
-prgm Nsav=1000

oCvar : sert a choisir la précision de ’algorithme (autorise une certaine variation maximale
entre chaque temps).

Par défaut Cvar vaut 0.5 et signifie que I'on autorise f & varier de 50% au maximum entre
deux iterations.

Cvar doit étre compris entre 0 et 1 ot 0 correspond & aucune variation autorisée et 1 une
variation de 100% autorisée (on peut vider une classe en une itération).

exemple d’utilisation :

-prgm Cvar=0.1

Ces options peuvent étre appelées dans n’importe quel ordre, mais seules leur premiéres
apparitions seront généralement prises en compte (si la méme est appelée plusieurs fois).

C.2 Les fichiers d’entrées

Toutes les valeurs physiques entrées doivent étre en format standard, Pa pour les pres-
sion, m pour les rayons, m3 pour les volume, s pour les temps, Pa s~! pour le taux de
décompression, °C' pour la température, ...

C.2.1 Le fichier d’entrée standard (donnees.txt)

le fichier d’entrée doit contenir au moins les lignes suivantes :
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ANNEXE C. LE PROGRAMME POLYDISPERSE

RO = 0.00001 ;
alpha = 7.79;
D = 0.0000000001 ;
C0 = 0.0421;
N =50;
Pi = 100000000 ;
sig = 0.1;
neff = 25000000000000000 ;
rhom = 2400,
T = 825;
DP = 100000
Il ne faut surtout pas oublier les " ;" et ne pas changer les noms du début de lignes.

Vous pouvez rajouter vos commentaires dans le fichier, une ligne optionnelle existe pour
)
préciser Pefficacité de la coalescence, exemple :

Exemple de fichier d’entrée standard

N = 50 ; nombre de points de distribution

**le rayon moyen en métre

RO = 0.00001 ; rayon moyen en métre

alpha = 7.79; porosité, max=100

la pression intiale et le taux de décompression

en Pa

Pi = 100000000 ; pression initiale

DP = 100000 ; taux de décompression

sig = 0.1 ; tension de surface

neff = 25000000000000000 ; viscosité

rhom = 2400 ; densité du magma

D = 0.0000000001 ; diffusivité

une diffusivité comme toute les variable en unité standard internationale
CO0 = 0.0421 ; concentration initiale

T = 825; température en degrés celsius

Et une ligne qui n’est pas obligatoire

Zeta — 0.5; efficacité de la coalescence a 50%

par défaut, Pefficacité est fixée & 1; attention & la ne pas oublier le Z majuscule
Dans ce fichier, figure en gras, les partie obligatoire du fichier, I’ordre des entrées n’est pas
imposé.

C.2.2 Le fichier de distribution (distrib.txt)

Le fichier de distribution doit contenir N + 1 lignes :

la premiére colonne représente le maillage (R;) et la deuxiéme colonne représente le nombre
de bulle présentes (f;) entre les rayons R;_1 et R; (la valeur en premiére ligne vaudra
toujours 0).
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C.3. Les fichiers de sorties

Ry ,0
R
1 7f1 fi
Ry, N
Ri—l Rz
b5e-6 ,0
10e-6 , 1
15e-6 , 10
20e-6 , 21
25e-6 , 1
par exemple : | 30e-6 , 12 |avec N = 10 dans le fichier d’entrée standard "donnees.txt".
35e-6 , 11
40e-6 , 1
45e-6 , 0
50e-6 , 2
55e-6 , 0

C.3 Les fichiers de sorties

Le fichier init out.txt enregistre ’état initiale des variables.
Le fichier out.txt enregistre tout ce qui est calculé, les autre ne font que Nsav enregistre-
ments maximum.
Si 'option a été passée, les temps, volumes et masses sont enregitrés en dimensionel.

C.3.1 Le fichier des états initiaux (init out.txt)

Ici est enregistré tout ce qui est nécessaire pour pouvoir relancer exactement le méme
calcul. Voici un exemple de ce fichier de sortie :
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ANNEXE C. LE PROGRAMME POLYDISPERSE

Donnees initiales et options utilisees

fichiers d’entrees :
donnees.txt
distrib.txt

DONNEES INITIALES :
rayon moyen : 1.75e-05
porosite : 0.0779

diffusivite : 6.95076e-12
concentration d’eau : 0.04213
taille de la distribution : 10
pression ambiante : 1e+408
tension de surface : 0.1
viscosite : 59000

densite magma : 2354
temperature : 825

taux de decompression : 500000
efficacite de la coalescence : 0.8

OPTIONS :

pas de temps autorise : 1le-10 < Dt < 0.01
pression finale : 0

nombre de sauvegarde maximum : 100
variation autorise pour la coalescence : 0.5

les donnees enregistrees sont dimensionnelles

PARAMETRE
Theta V = 1.18e-05 Theta D = 0.2203

C.3.2 Le fichier de sortie standard (out.txt)

Ici est enregistré a tout temps les valeur suivantes :

t Nb MtOt « Vmean Vmed Vo- Rmean

avec
t le temps d’enregistrement

Nb  le nombre de bulle par quantité de magma

Mtot ,Ja masse d’eau totale dans les bulles
« Ja porosité

Vimean ;1€ volume moyen

Vined le volume median

V,  Jecart type des volumes

Rynean,le rayon moyen

Ryeqd sle rayon median

R, Jlecart type des rayons

Remarque :

Rmed RO’

(dim ou adim)
(calculé a partir de alpha et RO)
(dim ou adim)

dim ou adim
dim ou adim
dim ou adim
dim ou adim
dim ou adim
dim ou adim

( )
( )
( )
( )
( )
( )

La premiére ligne n’enregistre que les trois premiéres données au temps 0.
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C.4. Structure du programme

C.3.3 La marginale de f suivant A/ (MargM out.txt)

La premiére ligne de ce fichier enregistre le maillage en masse (adimensionnel ou non)
(N1 points comme pour le fichier distrib.txt), puis & chaque temps, on enregistre le temps
(t = xx;) et le nombre de bulles ayant une masse appartenant a chaque maille.

C.3.4 La marginale de f suivant V' (MargV _out.txt)

La premiéere ligne de ce fichier enregistre le maillage en volume (adimensionnel ou non)
(N1 points comme pour le fichier distrib.txt), puis & chaque temps, on enregistre le temps
(t = xx;) et le nombre de bulles ayant un volume appartenant a chaque maille.

C.3.5 Le fichier de sortie optionnel (control out.txt)

Ici, on enregistre dans la premiere ligne Vj puis la taille de chaque maille de volume
(adimensionnelle ou dimensionnelle), on enregistre dans la deuxiéme ligne M puis la taille
de chaque maille de masse (adimensionnelle ou dimensionnelle).

Puis, & chaque temps d’enregistrement, on enregistre le temps (¢t = xx;) et la fonction f
distribution en 2D en commencant par f(Vy, Mp) puis f(Vi, My), ...

C.4 Structure du programme

Le programme est composé de plusieurs fonctions :

C.4.1 Les fonctions utilitaire

Nous avons eu besoin de redéfinir les fonctions de bases
emin : donne le minimum entre deux nombres

emax : donne le maximum entre deux nombres

eabs : retourne la valeur absolue du nombre

Pour les différents choix et options, les différentes fonctions sont présentes :

eCoalGlob : créer les maillages en masse et volume et la matrice de données.

eOption : permet de déterminer quelle option est passée en ligne de commande et de I'ini-
tialiser.

echargerdonnees : permet de charger les données du fichier d’entrée.
echargerdonneesVect : permet de charger les données du fichier de distribution.

C.4.2 La résolution

eker : fonction du noyau de coalescence.

L’adimensionnement, la résolution et I’enregistrement dans les fichiers de sorties sont tous
effectué par :

e(Coal : résout ’équation cinétique de transport coalescence.
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Louis FORESTIER-COSTE
Croissance et coalescence de bulles dans les magmas :
analyse mathématique et simulation numérique

Résumé :

Cette thése est consacrée a I'étude mathématiques et numérique d’'un probléme physique issu de la
volcanologie. On s’intéresse a la modélisation polydisperse de croissance de bulles par exsolution,
décompression et coalescence. Un modéle de croissance polydisperse a été proposé dans la litérature,
mais ne prenait en compte que le volume des bulles, ce qui restreint le domaine d’application car la
croissance par exsolution dépend également de la masse d’eau présente dans la bulle. Pour améliorer ce
modéle, nous sommes parti d’'une description monodisperse adimensionnelle de la croissance d'une bulle
par décompression et exsolution, donnée par le couplage de deux EDO et une EDP. Un code numérique
est proposé pour résoudre le probléme monodisperse et est actuellement utilisé. Aprés avoir validé
numériquement ce code et considéré plusieurs cas limites, nous avons étudié les solutions du probléme et
défini une approximation du flux qui nous permet de découpler le systéme d’équations. Ensuite, nous avons
étendu le modéle polydisperse de une a deux dimensions. Une résolution de la coalescence est proposée
et couplée avec le modele de croissance polydisperse. La résolution de la coalescence est confrontée a
d’autres schémas numériques en une et deux dimensions afin de valider le schéma numérique proposé.
Les premiers test numériques appliqués au probléme physique donnent de bon résultats.

Mots clés : croissance de bulles, volumes finis, systéme d’edo couplé a une équation de diffusion,
coalescence, C++, schéma conservatif par construction

Bubbles growth and coalescence in magmas : mathematical analysis and
numerical simulation

Abstract :

This thesis is devoted to mathematical and numerical study of a physical problem coming from volcanology.
We look at the polydisperse modeling of bubbles growth by exsolution, decompression and coalescence.
A polydisperse growth model has been proposed in literature, but it takes into accountonly the volume of
bubbles, which restrict the application field, because growth by exsolution also depends on the water mass
in the bubbles. In order to upgrade this model, we start with a non-dimensional monodisperse description
of the bubble growth by decompression and exsolution, given by a coupled ODE system and a PDE. A
numerical code is proposed to solve the monodisperse problem and is currently used. After validating this
code numerically and considering several limit cases, we studied the solutions of the system and defined
a flux approximation to decouple the equations system. Next, we extend the polydispers model from one
to two dimensions, the volume and the water mass of bubbles. A resolution of coalescence is proposed
and coupled with the polydisperse growth model. The resolution of coalescence is confronted with others
numericals schemes in one and two dimensions in order to validate the proposed numerical scheme. The
first numerical tests applied to a physical problem give good results.

Keywords : bubble growth, finite volume, coupled ode system and diffusion equation, coalescence, C++,
conservative scheme by construction
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