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Résumé

Ce document présente une synthése de mes principaux travaux de recherche effectués jusqu’a ce
jour. Ils portent essentiellement sur ’analyse de sensibilité topologique et ses applications en opti-
misation et reconstruction de formes. Cette technique récente consiste & étudier la sensibilité d’une
fonctionnelle dépendant d’un domaine par rapport & une perturbation infinitésimale de la topologie
de ce dernier, comme typiquement la nucléation d’un trou. La notion de dérivée topologique, ou gra-
dient topologique, qui en découle peut alors étre utilisée de différentes maniéres dans des algorithmes
d’optimisation de formes afin de générer des modification de topologie. Sont abordés les aspects ana-
lytiques, algorithmiques, ainsi que divers exemples d’applications parmi lesquels 'optimisation de
structures élastiques, ’optimisation d’écoulements incompressibles ou encore la détection de défauts
géomeétriques.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Exemples de problémes d’optimisation de formes

L’optimisation de formes consiste & rechercher un domaine du plan ou de ’espace, voire dépendant
du temps, qui soit optimal selon un certain critére et éventuellement sous certaines contraintes. L’op-
timisation topologique se caractérise par ’absence d’information a priori sur la topologie du domaine
4 obtenir, c’est & dire, en dimension 2, sur le nombre de trous qu’il peut contenir. La formulation
mathématique la plus générale s’écrit donc

inf {7(Q) | Q€ &}, (1.1)

dans le sens ou 'on cherche non seulement la valeur de cette borne mais aussi & construire des
minimiseurs approchés. Dans cette expression, J est le critére & minimiser, également appelé fonction
colit ou objectif, et £ est ’ensemble des domaines admissibles. En général, I’évaluation du critére (et
parfois aussi des contraintes) fait intervenir la résolution d’équations aux dérivées partielles provenant
de la physique sous-jacente. Soulignons que nous avons écrit inf, et non min, car dans la plupart des
cas la borne inférieure n’est pas atteinte. Ce caractére mal posé est 'une des difficultés majeures de
l’optimisation de formes, notamment topologique, qui a d’importantes répercussions sur le plan du
traitement numérique.

Pour fixer les idées et quelques notations, nous présentons ci-aprés deux problémes classiques
d’optimisation de formes. Nous renvoyons a [23, 32, 36, 48] pour d’autres exemples.

1.1.1 Minimisation de la compliance en optimisation de structures

Le probléme d’optimisation de structures le plus typique et le plus étudié est celui de la minimi-
sation de la compliance en élasticité linéaire. La structure en question est représentée par le domaine
Q C RN, N € {2,3}. Les équations de 1’élasticité linéaire pour le déplacement v € H'(Q)N s’écrivent
dans leur formulation forte

—divo(u) =0 dans £,

u=20 sur [I'p,
oluyn=g sur Dy,
o(u)yn =0 sur  OQ\I'p\Tn.

Le tenseur des contraintes o(u) est défini par la loi de Hooke
o(u) = Atre(u)I + 2ue(u)

avec e(u) = Véu = (Vu + Vu®)/2 le tenseur des déformations et (X, u1) les coefficients de Lamé du
matériau. Les conditions aux limites sont constituées d’un chargement g € H~/2(I'y), d’un bord
encastré I'p et d’un bord libre sur le reste de la frontiére. La compliance de €2 sous le chargement g
est le travail des forces extérieures, & savoir

cQ) = /F gds.



Cette quantité s’interpréte comme la flexibilité de la structure, donc on cherche en général & la mini-
miser. On impose classiquement des contraintes de volume et d’encombrement. Le probléme d’opti-
misation de forme résultant s’écrit

inf {C(Q) | QC D,TpUTy CIQ,[Q <V},

o D est un domaine fixé, || est la mesure de Lebesgue de © et V' > 0 est donné. Le caractére
génériquement, mal posé de ce probléme est bien connu : les suites minimisantes ont des formes de
plus en plus complexes et ne convergent vers un domaine pour aucune topologie appropriée (c’est-a-
dire qui rende le critére semi-continu inférieurement). Un contre-exemple analytique est exposé dans
[23]. D’un point de vue pratique, il faudra donc se contenter de minimiseurs approchés ou, pire, de
minimiseurs locaux.

1.1.2 Identification de défauts

Il est courant de formuler les problémes inverses par des problémes d’optimisation. Dans le cas
de 'identification d’objets (ou de défauts), cela donne lieu & des problémes d’optimisation de formes.
Donnons un exemple dans le cas du laplacien. Etant donnés deux domaines Q@ cC D C RY et une
excitation g, nous notons ug la solution de

~Aug =0 dans D\,
Opug =g sur 9D,
Opug =0 sur Of).

Notons * le domaine recherché, pour lequel nous disposons de la mesure au bord f = (UQ*)laD. Le
critére & minimiser le plus souvent utilisé pour reconstruire Q* est celui de moindres carrés

J(Q) = llua = flZ2(op)- (1.2)

Si la mesure f est exacte, alors il existe bien un minimiseur de (1.2) donné par Q*, mais c’est I'unicité
qui n’est pas garantie. De plus, en admettant I'unicité (qui peut étre acquise si le nombre de mesures
est suffisant), ce minimiseur sera souvent trés sensible & l’addition de bruit sur f. La encore, il est
généralement indiqué de se limiter & une solution sous-optimale, qu’il faudra savoir sélectionner.

1.2 Les méthodes les plus connues

Il existe de nombreuses méthodes d’optimisation de formes. Cette richesse provient évidemment
de la diversité des cas traités, mais souligne également la complexité du probléme. Du point de vue
mathématique, deux difficultés apparaissent d’emblée et ont un role déterminant sur la construction
d’algorithmes : d’une part, le caractére mal posé décrit plus haut, et, d’autre part, l’absence de
structure vectorielle naturelle sur un ensemble de domaines. Les méthodes (ou plus exactement les
familles de méthodes) les plus répandues sont listées ci-dessous.

— Les méthodes stochastiques, comme les algorithmes évolutionnaires [23, 65], ont 'avantage de
ne pas nécessiter de calcul de gradient et sont peu sensibles aux minima locaux. Cependant, leur
colt est élevé.

— Un moyen répandu visant & mettre en oeuvres des algorithmes standards d’optimisation non-
linéaire est d’appliquer ces-derniers & une représentation du domaine & ’aide de paramétres réels
(points de controle, noeuds d’un maillage...). On parle d’optimisation paramétrique [60, 56].

— L’optimisation de formes dite classique [68, 48] consiste & effectuer, de maniére itérative, des
déformations réguliére de frontiére. La notion de dérivée de forme fournit une direction de
descente pour le déplacement des points du bord. Dans ce cadre, les domaines obtenus restent
homéomorphes au domaine initial : il n’y a pas de changement de topologie. C’est le principal
défaut de ces méthodes.

— Une variante de la méthode classique est de représenter le domaine en tant qu’ensemble de niveau
d’une certaine fonction [25, 69, 59], ce que l’on écrit généralement sous la forme 2 = {¢» < 0}.
L’évolution de la function 1 est gouvernée par la dérivée de forme via une équation de Hamilton-
Jacobi. Ce formalisme permet certains changements de topologie, comme la suppression ou le



recollement de trous, mais ne produit pas de nucléation. Un autre intérét est de pouvoir utiliser
un maillage fixe.

— Partant du constat que les problémes d’optimisation topologique sont mal posés, certains au-
teurs ont introduit des méthodes de relaxation. La plus connue repose sur la théorie de I’homo-
généisation [30, 22, 40] pour inclure dans I’ensemble admissible toute une classe de matériaux
composites. Le probléme resultant est bien posé par construction, et de plus différentiable, ce
qui autorise l'utilisation d’algorithmes de résolution performants. Cependant, les distributions
de matériau obtenues contiennent des densités intermédiaires qu’il faut ensuite éliminer par des
techniques de pénalisation plus ou moins heuristiques. Une variante simplifiée et trés répandue
de la méthode d’homogénéisation est la méthode SIMP [32, 31, 66].

— Finalement, nous en venons & ’analyse de sensibilité topologique qui fait ’objet de ce document.
Le principe est d’évaluer ’effet sur la fonction cott d’une perturbation de topologie, comme la
création d’un trou. Cette idée a été introduite d’abord formellement dans [64, 42] puis dans un
cadre mathématique rigoureux dans [44, 67, 54]. Des méthodes utilisant ce concept, de fagon
exclusive ou combinée, seront décrites plus loin.

1.3 Sensibilité topologique : définition et premiers algorithmes

Soit © un domaine (ouvert, connexe) de RV, N € {2,3}, et un point z € Q. Supposons que, lorsque
p tend vers 0, le développement asymptotique suivant puisse étre obtenu :

T\ B(z,p)) = T () = f(p)galz) + o(f(p), (1.3)

avec f : Ry — Ry vérifiant lim,_,o f(p) = 0. On dit alors que J admet go(z) pour dérivée topologique
(aussi appelé sensibilité topologique ou gradient topologique) au point z. Signalons que le choix d’un
trou circulaire est purement arbitraire. D’autres perturbations seront envisagées par la suite.

La dérivée topologique renseigne sur la variation au premier ordre de la fonction J par rapport
A une petite perturbation de topologie. Ainsi, comme de tout gradient, son utilisation peut se faire
& deux niveaux. D’une part, elle fournit une direction de descente. Par exemple, on peut aisément
concevoir un algorithme itératif qui crée des petits trous en des points z ot go(z) < 0. Le rayon ou
le nombre de trous créés & chaque itération sont alors une sorte de pas & déterminer. D’autre part,
la positivité de go(z) en tout point de € est une évidente condition nécessaire d’optimalité. On peut
chercher a la résoudre par un algorithme de point fixe tel que celui proposé dans [44, 37] :

Qn—i—l - {(E S Qnagﬂn(-r) Z tn}a

ou (t,) est une suite croissante de nombres négatifs qui tend vers 0. Le principal défaut de cet al-
gorithme, en dehors de ’absence de résultats de convergence, est qu’il ne permet & aucun moment
d’étendre le domaine. Une fagon d’y remédier est d’associer aux perturbations de topologie des varia-
tions de frontiére, par exemple par une méthode de lignes de niveaux [24, 49]. Nous verrons plus loin
une autre approche.



Chapitre 2

Analyse de sensibilité topologique de
quelques problémes

Ce chapitre est consacré a I’analyse de sensibilité de quelques problémes d’équations aux dérivées
partielles. L’approche mise en oeuvre s’articule autour d’une ligne directrice commune, qui est esquissée
sur le probléme le plus simple considéré, & savoir celui d’une inclusion pour un probléme elliptique
d’ordre 2. Nous nous contentons ensuite de mentionner les spécificités des autre cas.

Dans tout le chapitre,  est un domaine borné de R¥ et w, est un sous-domaine de 2 de la forme
wp =2+ pw, ol z € Q et w C RY est un domaine borné et régulier (C*°). L’ensemble (2 \ @, sera noté
Q,. Pour éviter certains conflits de notations, p sera parfois remplacé par €.

2.1 Problémes elliptiques d’ordre 2 avec inclusion, trou ou fis-
sure de type Neumann [3, 14, 12]

2.1.1 Une méthode adjointe généralisée

Nous commencons par établir un résultat qui servira de base pour ’analyse de sensibilité topolo-
gique présentée dans cette section, mais qui sera également utilisé, moyennant quelques adaptations,
pour traiter les autres problémes de ce chapitre. La preuve, qui consiste en de simples réarrangements,
est fournie ci-apres.

Proposition 2.1 Soit V un espace vectoriel. Pour tout paramétre p € [0, pol, po > 0, nous considérons
un vecteur u, € V solution de
ap(up,v) =€,(v) Vv e, (2.1

ot a, et £, sont respectivement une forme bilinéaire et une forme linéaire sur V. Considérons main-
tenant une fonction codt de la forme

J(p) = Jp(u,) €R. (2.2)

Nous faisons les hypothéses suivantes : il existe des réels da,dl,6J1,0J2, une fonction f : [0, po|— R
ainsi qu’une forme linéaire L, surV tels que, lorsque p — 0,

Jo(up) — Jp(uo) Ly(up —uo) + f(p)dJ1 + o(f(p)), (2.3)
Jp (o) — Jo(uo) f(p)oJa+o(f(p)), (24)
(ap —ao)(uo,vp) = f(p)da+o(f(p)), (2.5)
(o —lo)(vp) = [f(p)ol+o(f(p)), (2.6)
ot v, € V est un état adjoint solution de
a(,0,) = —Lol) Vi € V. (2.7)



Alors nous avons le développement asymptotique lorsque p — 0 :

i(p) = 3(0) = f(p)(ba — 66+ 6Ty + 6.J2) + o(f(p)).

Preuve. Nous avons au vu de (2.1)

J(p) = 3(0) = [Jp(up) = Jo(uo)] + [ap(up, vp) — ao(uo,vp)] — [€p(vp) — o(vy,)]-

En utilisant les équations (2.5) et (2.6) il vient

J(p) = 3(0) = Jo(up) — Jo(uo) + ap(up — o, vp) + f(p)(da — 6€) + o(f(p))-
De (2.3) et (2.4) il s’ensuit

J(p) = 3(0) = Ly(up — uo) + ap(u, — uo,vp) + f(p)(8J1 + 0J2 + da — 6€) + o f(p))-

L’équation adjointe (2.7) conduit au résultat annoncé. O

2.1.2 Sensibilité topologique par rapport a une inclusion

Soit A une matrice symétrique définie positive et «g, a1, By, 51 des réels tels que ap > 0,7 >
0, 5061 > 0. Pour tout paramétre p > 0 assez petit (i.e. p est inférieur & un certain py > 0), nous
considérons les coefficients constants par morceaux

| ag sizeQ,, | Bo siz e,
a”(z){al si € w), ﬂp(z){ﬁl six e wp, (2.8)

et, étant données Fy, Fy € H?(2), la fonction

F =

{ Fo dans Q\wp,
P

Fy  dans w,.

Nous supposons de plus que, pour tout p € [0, po[, le probléme aux limites

{—div (pAVu,) + Byu, = F, dans Q, (2.9)

u, = 0 sur 09,

admet une unique solution u, € H 1(©). Notons que la condition de Dirichlet sur 9 a été choisie pour
fixer les idées mais ne joue aucun role particulier.

Afin d’utiliser la Proposition 2.1, nous commencons par écrire (2.9) sous la forme variationnelle
(2.1) avec V = H (),

ap(u,v) = /QoszVu.Vv d:ch/Qﬂpuv dz, (2.10)
L(v) = /Qvadz. (2.11)

Nous supposons dans un premier temps que la fonction cott vérifie les hypothéses (2.2), (2.3) et (2.4),
et nous nous concentrons sur 1’étude du comportement asymptotique des quantités définies par (2.5)
et (2.6). Le point essentiel est de déterminer une approximation appropriée de I’adjoint v,. Par des
techniques proches de [43, 38] (ou le comportement de la solution & distance de 'inclusion est étudié,
voir aussi notamment [29, 58] pour des développements plus récents sur ce sujet), nous montrons
que ceci est réalisé en considérant un potentiel de simple couche de densité supportée sur dw. Nous
aboutissons au résultat suivant [3].

Théoréme 2.2 Soit j une fonction codt de la forme (2.2) vérifiant (2.8) et (2.4) pour une certaine
forme linéaire L, € H=*(Q) et f(p) = p~. Nous supposons de plus que

I Lp(u0) — Lo(uo)|—1.0 = o(p™/?). (2.12)



Alors nous avons le développement asymptotique

3(p) = 3(0) = pN |0 Vug(2)" Pu.r Vo (2) + (B1 — Bo)lwluo(2)vo(2) o.13)
2.13
—|w|(F1 = Fo)(2)vo(2) + 07 | + o(p™).

Nous avons utilisé les notations

0J =06J1 +0J2, 7’:%20
Qo

Lorsque r = 1, la matrice (dite de polarisation) P, , est nulle. Sinon elle est constituée des composantes

(Por)ij = / Dix;ds (2.14)
ow
ot x; est la j-éme coordonnée du point x et la densité p; associée au i-éme vecteur de base e; de RY

est l'unique solution de ’équation intégrale

r—+1p;(z)
r—1 2

+/a pi(Y)AVE(z — y).n(x)ds(y) = Ae;.n(x) Vo € dw. (2.15)

Ici, E désigne la solution élémentaire de l'opérateur u — —div(AVu).

La notion de matrice de polarisation a été introduite par Polya, Schiffer et Szegd [61, 63] et a été
largement étudiée depuis (voir par exemple [26, 28]). En particulier, il est établi que P, , est symétrique
définie positive si r > 1, et symétrique définie négative si r < 1. Rappelons quelques formules obtenues
pour des ellipses et ellipsoides dans le cas du laplacian A = I [53].

1. FEllipse. Lorsque w est ’ellipse dont les axes de demi-longueurs a et b = ea sont dirigés selon les
vecteurs de base (le cas général s’obtient par rotation), la matrice de polarisation s’écrit

1+e
Por=lolr—1) | 1Hre . (2.16)
e+r
Nous avons en particulier pour le disque unité
r—1
w.r — 2 I 217
P = 21wl (217)

2. Ellipsoide. La matrice de polarisation de I'ellipsoide de demi-axes (a;);ec{1,2,3) orientés selon les
vecteurs de base s’écrit

r—1
—_— 0 0
1—(T—1)81
r—1

_ 0 — 0 .
P = o] T 1 (2.18)
.

0 0 1—(7‘—1)83

avec
ajao20as 1

/ ds
2 Jo (af +s)V/(af +5)(a3 + s)(a3 + 5)

A Taide du logiciel de calcul symbolique Maple, nous obtenons pour un ellipsoide de révolution

de rayon a; = as et de hauteur ag = eai, e < 1

(&

2ev/1 — €2 + 2 arctan(——

(\/ 1—e2

4(1 — e2)3/2 ’

S =

)—

S§1 = 89 = ¢€

(2.19)



e
2v1 —e?2 +2arctan(———) — 7
v T

83 = —e = : (2.20)
et pour la boule unité (qui se calcule évidemment beaucoup plus simplement directement)
r—1
Por=3 1. 2.21
’ r+2 ] ( )

Notons que le théoréme 2.2 se généralise aisément au cas ot ag et Sy sont constants par morceaux, a
condition qu’ils soient constants au voisinage de z.
Donnons maintenant quelques exemples de fonctions coit typiques.

Théoréme 2.3 Le développement asymptotique (2.13) est valable pour les fonctions coit suivantes,
avec les valeurs indiquées de 6.J.

1. Exemple 1. Considérons une fonction coit de la forme

Jp(u) = J(U\Q\m)v (2.22)

ot R > 0 est fixé et J est de classe C* sur H'(Q\ B(z, R)). Alors §J = 0.

2. Exemple 2. Pour la fonctionnelle
Jp(u) = / aplu —ug? dz, (2.23)
Q

avec ug € H%(Q), nous avons
0J = (a1 — ap)|w||ue(z) — ud(z)|2.

3. Exemple 3. Pour la fonctionnelle
Jp(u) = / ap, AV (u — uq).V(u — uq) dz, (2.24)
Q

avec ug € (H} N H?)(2), nous avons
§J = aVuo(2) TPy (Vuo(2) — Vua(2)) — (a1 — ag)|w|AVua(2).(Vuo(2) — Vua(z)).

Les théorémes 2.2 et 2.3 se généralisent sans difficulté au cas d’un état vectoriel u, € R™. Les seuls
changements sont les suivants.
— Dans chaque formule, deux vecteurs sont multipliés au sense du produit scalaire canonique de
R™.
— Le polarisation P, , est donnée par un tenseur d’ordre 4. Si on note 7?;{1 ses composantes, nous
avons par définition
VUTPOMVU = Z Pyl 0iu;O0pvg.
VB2
Dans le cas du systéme de 1’élasticité linéaire, le tenseur de polarisation est appelé tenseur des moments
élastiques (EMT), voir [26, 28]. Nous avons pour un disque par exemple, en utilisant les notations
standards de ’élasticité,

r—1krk+1
kr+1 2

(r—1)(k—2)

T —
V' P, Vo = o

tro(u)tre(v)| ,

|w] [QU(U) ce(v) +
o u et v sont des champs de déplacement quelconques, o(u) and e(v) sont les tenseurs des contraintes

(pour un module d’Young unitaire) et des déformations associés,

o A+ 3u
A+ p

Y

et (A, u) sont les coefficients de Lamé.
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2.1.3 Extension : trou et fissure de type Neumann

Le cas oll w, est un trou avec condition de Neumann au bord s’obtient formellement en faisant
tendre oy et 51 vers 0 dans les formules précédentes. En fait, ceci peut se justifier rigoureusement
en prenant exactement a; = 1 = 0 et en adoptant une formulation appropriée pour éviter que le
probléme ne devienne mal posé [3]. Ainsi, il suffit de prendre oy = 81 = 0 dans les théorémes 2.2 et
2.3 pour obtenir les formules correspondant au trou de Neumann. La matrice de polarisation associée
s’obtient en prenant pour contraste » = 0. On retrouve alors certains résultats connus [67, 44].

Le cas d’une fissure droite (en 2D) ou circulaire plane (en 3D) se déduit du trou elliptique (resp.
ellipsoidal de révolution) en faisant tendre l'un des axes vers 0. Ce passage a la limite est quant a
lui purement formel. Cependant, il permet de retrouver des formules obtenues rigoureusement par
ailleurs [14, 12], en utilisant une approximation de ’état adjoint par un potentiel de double couche.
Ainsi nous avons

Py=—mm®n pour une fissure droite ¥ de longueur 2 et de normale unitaire n (2D),

Py = —3n ®@n pour une fissure circulaire plane ¥ de rayon 1 et de normale unitaire n (3D).

2.2 Problémes elliptiques d’ordre 2 avec trou de type Dirichlet
[21, 2, 4]
Nous abordons maintenant le cas d’un trou avec condition de Dirichlet homogéne sur son bord. Afin

de pouvoir traiter sous le méme formalisme les équations de Navier-Stokes en régime incompressible
(entre autres), nous considérons un probléme semi-linéaire de la forme

—Au,+®(u,) = o dans Q,
u, = 0 sur 09, (2.25)
u, = 0 sur Owp,

ott o € L?(Q) et ® est une fonction différentiable, éventuellement non linéaire, vérifiant les propriétés
suivantes. Par restriction & n’importe quel ouvert borné O de RY, ® associe a tout élément de H'(O)
un élément de I'espace dual H'(O)’. De plus, si O = O; U0 U (00; N9O,), O1 N Oy = ), alors pour
tout u,v € H'(O) nous avons

(@(u), v) g1 0y, 11 (0) = (2(W0,), V0, ) H1(0,) 1 (01) T (R(W0,), V)0,) H1 (0.), H (02)- (2.26)

Nous supposons que le probléme (2.25) admet une solution u, € H{(£2,) pour tout p assez petit. Nous
notons
R,(v) = ®(u+v)— P(u). (2.27)
L’analyse asymptotique topologique d’une fonction cott j(p) = J,(u,) s’appuie sur une variante
de la proposition 2.1, que nous appliquons & un prolongement de u, par 0 a lintérieur du trou.
Dans le cas de Dirichlet, nous devons distinguer les dimensions 2 et 3. Ceci provient de la différence
de comportement & 'infini des solutions élémentaires du laplacien, toujours notées E, ce qui passait
inapercu dans la section précédente vu qu’elles intervenaient par leurs gradients. Les résultats suivants
sont issus de [4]. Comme auparavant, nous énoncons des résultats généraux avant de spécifier des
exemples.

2.2.1 Sensibilité topologique en dimension 3

L’hypothése technique suivante porte sur la non linéarité, et sera automatiquement vérifiée lorsque
® est linéaire.

Hypothése 2.1 1. 1l existe X > 0 et une constante ¢ > 0 tels que pour tout f € H™1(Q,),
p € HVXT) etu € H\(Q,) avec [ulra, < X et [f] v, I¢ljor sufisamment peit, lo

probléme
—Av+R,(v) = f in Q,p,
= ¢ on T, (2.28)
v = 0 on Owp,
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admet une unique solution vérifiant

[oll1.0, < cllfll-1.0, +ll¢ll/2r)-

2. Il existe une constante ¢’ > 0 telle que pour tout v € H'(Q) avec ||v||1.o suffisamment petit,

[Rus (@)]-1.2 < ¢(lvlloe + V)17 0)-
3. Siwu est de classe C%, alors ®(u) est de classe C°.
4. Lorsque ||v||1.0 tend vers zero, v € H} (), vo € H}(Q), nous avons
(Rug (v) = DRy, (0)v,v0) = o([[v]lo.c + [V o).
Le résultat général est énoncé ci-dessous.

Théoréme 2.4 Supposons que
— la fonction ® vérifie 'hypothése 2.1 et |lupll1,0 < A,
— la fonction coit vérifie

Jp(“p) - JO(“/J) = pdJy+ O(P)a
Jo(up) = Jo(uo) = (L,up —uo) = pdJz+o(p),
avec L € H=1(Q), 6.J1,8J2 € R,
— le probléeme adjoint :
7A’U0 + D(I)(’LLO)*’UO = —L Q,
v = 0 on T,

a auw moins une solution vo € H}(Q),
~ les états directs et adjoints uy et vy sont de classe C* au voisinage de z,

— le coefficient Q,, est défini par
Qw :/ 77d3a
ow

oty € H™Y2(0w) est l’'unique solution de I’équation intégrale
E(x—yn(y)dsly) =1  Va € dw.
Ow

Alors nous avons
J(p) = §(0) = p[Quuo(2)vo(z) + dJ1 + &J2] + o(p).

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

Notons que la fonction ® n’est pas présente explicitement dans la formule (2.34), ni dans la définition

de Q.

2.2.2 Sensibilité topologique en dimension 2

En dimension 2, nous allons voir que les choses sont assez différentes, & commencer par les hypo-

théses.

Hypothése 2.2 1. Il existe p €]1,2[ et q €]1,+o0[ tels que ® envoie WLP(O) dans LI(O) pour

tout ouvert borné O de R2.

2. 1l existe A > 0 et une constante ¢ > 0 tels que, pour tout f € Hfl(Qp), p € H1/2(I‘) et

ue Whr(Q,) avec lullwire,) <X et |fll-1.9,, l¢lli/2r assez petit, le probleme

—Av+R,(v) = f in Q,
v = ¢ on T,
v = 0 on Owp,

a une unique solution vérifiant

[oll1.0, < cllfll-1.0, +llell/2r)-

12
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3. Il existe une constante ¢’ > 0 telle que pour tout ouvert O C Q et tout u,v € WHP(O) avec
llullwrroy < A et [Jv]lwiro) assez petit,

[Ru(V)lza0) < lvllwreo)-
4. Lorsque ||v||1.o tend vers zero, v € H} (), vo € H}(Q), nous avons
(R (v) = DRy (0)0,v0) = o [ollws(cn):
Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.5 Supposons que
— le fonction ® vérifie Uhypotheése 2.2 et |lug|lwir) < A,
— la fonction cotit vérifie

-1 -1
_ = ) 2.
Jp(up) = Jo(up) g1 +0(10gp)7 (2.36)
-1 -1
— — (L - = 1) 2.
Jo(up) — Jo(uo) — (L, up — uo) oz p Jo+ O(Ing% (2.37)
avec L € H=1(Q), 6.J1,8J2 € R,
~ le probléeme adjoint (2.31) a au moins une solution vy € H}(Q),
— les états directs et adjoints ug et vy sont de classe C? au voisinage de z.
Alors i i
Jj(p) —7(0) = Togp [2mup(0)vo (0) + 6J1 + 0J2] + of ). (2.38)

log p

Ici encore la non linéarité n’est pas présente explicitement. Observons un autre fait remarquable,
propre a la dimension 2 : la forme du trou n’intervient pas, du moins dans le premier terme.

2.2.3 Généralisation a d’autres opérateurs différentiels

Les résultats précédents se généralisent sans aucune difficulté au cas ou le laplacien est remplacé
par un opérateur différentiel A convenable, c’est & dire satisfaisant les propriétés suivantes.

Hypothése 2.3 Pour tout ouvert borné O C RN, A est défini (au sens faible) par

V(O) — W(O)
A u — div(AVu),
o1
-~ V(O) est un sous-espace fermé de H(O)", n > 1,
- Vo(0) =V(0) N H(0),
— A est un tenseur d’ordre 4 tel que

AX : X >cX: X, VX € My n(R),

— la solution élémentaire de A vérifie

1
E(z)=0 (ﬂ) , (|z] = o0) en 8D,
x
log |z|
E(x) ~ —mgq o 1, (lz] = 0) en 2D,

ot mo € R* et I est la matrice identité d’ordre n.
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Pour un tel opérateur agissant sur un champ vectoriel, le scalaire Q,, doit étre remplacé par la matrice
n X n de I'application linéaire
XeR"— Q,X = nds,
ow
la densité n étant I'unique solution de ’équation intégrale

/a E(x—y)n(y)ds(y) = X Yz € Ow. (2.39)

Cette matrice est appelée matrice capacité. y
Alors, sous les hypothéses des théorémes 2.4 et 2.5 satisfaites en remplagant A par A, H(O) par
V(0) et H}(O) par Vo(O), nous avons les formules asymptotiques :

§() = 3(0) ~ plQuuo(2)-v0(2) +bs1 +ds5]  en 3D, (2.40)
50) =30 ~ o= | ua(@)(z) + 651+ 61| en 2D. (2.41)

Si ’état u, est & valeurs complexes, ce qui signifie que 'espace de Hilbert V(0O) est complexe, les
résultats précédents se généralisent en identifiant C & R?. Cela conduit & la modification suivante (voir
[21]) : le produit scalaire a.b dans les formules (2.40) and (2.41) est remplacé par R(a.b), ou le point
désigne maintenant le produit scalaire hermitien de C”.

Nous donnons dans les tableaux 2.1 des exemples d’opérateurs différentiels A satisfaisant les hypo-
theéses 2.3 et de fonctions ® vérifiant les hypothéses 2.1 en dimension 3 and 2.2 en dimension 2. Pour
les fonctions linéaires, la vérification est immédiate. Pour les équations de Navier-Stokes (en régime
incompressible), voir [2]. Nous indiquons dans le tableau 2.2 le coefficient ms correspondant.

| Systéme | Au | V(0) | D(u) |
Laplace/ Helmholtz (non linéaire) Ay H'(O)" —k2(1 + €|ul®*)u
élasticité linéaire / élastodynamique | div o(u) HI(O)Y —k?u
Stokes / quasi-Stokes, Navier-Stokes | vAu | {u € HY(O)V,divu =0} au, Vu.u

TABLE 2.1 — Exemples d’opérateurs.

| Systéme | E(z) | ma |
—1
Laplace/ Helmholtz (non linéaire) o Inr I 1
T
—(A+3p)logrI + (A + p)epe,” A+ 3u

élasticité linéaire / élastodynamique

Amp(N 4 2p) 2N+ 2p)
1

—logrl + ere;”
Stokes / quasi-Stokes, Navier-Stokes —ogrl t erer’ —
4y 2

TABLE 2.2 — Solution élémentaire et coefficient my (2D).

2.2.4 Trou sphérique (3D)

Le cas du trou sphérique w = B(0, 1) a évidemment un intérét particulier, d’autant que le calcul
de sa matrice capacité est quasi-immeédiat. Nous supposons pour cela que la solution élémentaire de
A est de la forme
ol + Bere?

E(z) = 4y

, a, B €R.

Un simple calcul donne
/ E(x —y)ds(y) = mgl V& € dw,
ow
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avec m3=o+ <.
° 3
Dans ce cas, pourvu que mg # 0, la solution de (2.39) est la constante n = mng et la matrice
capacité s’écrit,
4

9B0,1) = m—3]-

Le tableau 2.3 rassemble les valeurs de mg correspondant aux opérateurs du tableau 2.1. Dans les cas
linéaires, on retrouve de fagon systématique des résultats connus [44, 45, 46, 47, 54, 62].

| PDE system | E(x) | ms |

1
Laplace/ Helmholtz (non linéaire) - 1 1

r

A I+ (A rerl 2
élasticité linéaire / élastodynamique A+ 31+ A+ pece 5
8mp( A+ 2pu)r 3puA+2p)
I+ee;” 2

Stokes/quasi-Stokes, Navier-Stokes Lterer —

8mur v

TABLE 2.3 — Solution élémentaire et coeflicient mgs (3D).

2.2.5 Exemples de fonctions coiit

Théoréme 2.6 Pour les fonctionnelles suivantes et un opérateur A vérifiant les hypothéses 2.3, sous
Ihypothese 2.1 en 3D (resp. Uhypothése 2.2 in 2D), les équations (2.29) et (2.30) sont vérifiées avec
f(p)=p (resp. f(p) = —1/logp) et les valeurs de §.J1 et §J2 indiquées.

1. Si la fonction coit est de la forme

Jp(u) = J(U|Q\m)’ R >0,

alors 6J, = 0J5 = 0.

2. Pour la fonctionnelle

Jp(u) = /Q lu — ug|®dx
P

ot ug € L2(Q)" N LP(B(0,R))",p > N, R > 0, nous avons §J, = 6J2 = 0.

3. Pour la fonctionnelle

7 () :/ AV (1 — ug)Pda

3

ot ug € V(Q) NWLP(B(0,R))",p > N, R > 0, nous avons

Quug(z).up(z) en 8D,

6J1=0 et 0Jo = 2—7TUO(Z).U0(Z) en 2D.

2.3 Problémes paraboliques et hyperboliques [18]

Nous revenons & une perturbation de type inclusion ou trou de Neumann mais pour des pro-
blémes instationnaires. Plus précisément, la perturbation en question est infinitésimale en espace mais
constante en temps. Ainsi, la variation du lagrangien liée & la perturbation de la partie elliptique de
I’opérateur s’obtiendra formellement par sommation de cette variation correspondant & des tranches de
temps infinitésimales. Pour simplifier, la présentation est faite pour une inclusion, mais le cas du trou
s’obtient de maniére similaire. Etant donné que la lettre p désignera la densité, la taille de ’inclusion
sera notée €.
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2.3.1 Problémes paraboliques

Soit A une matrice symétrique définie positive et ag, a1, po, p1 des réels strictement positifs. Pour
tout € € [0,¢e0), avec g¢ suffisamment petit, nous considérons les coefficients constants par morceaux

_ | o1 dans w, | p1 dans we
e = ap dans Q\w; pe = po dans Q\w; °

Etant donnés Fy, Iy € L?(0,T; H=*(Q)), nous definissons la fonction

[ F1 dans we x (0,7),
¢ | Fo dans (Q\wz) x (0,T).
Nous nous intéressons & 1’équation de la chaleur :

ou.

Pepp div (e AVu,) = F,  dans Q x (0,7,

ue =0 sur 00 x (0,7), (2.42)
u:(-,0) =0 dans Q.

La formulation variationnelle s’écrit

T ou T T
/ <p€a—;,v> dt + / ac(ue,v)dt = / L(v)dt YveX, (2.43)
0 H=1(2),H(2) 0 0

avec les espaces
X = L*(0, T3 Hy () N H'(0,T5 H™H(9)),

Xo ={u € X,u(.,0) =0} > u,

et les formes bilinéaires et linéaires a. et /. définies sur Hg(Q) par

ac(u,v) = / a:AVu - Vo dz, (2.44)
Q
le(v) = / F.vdx. (2.45)
Q
Nous considérons une fonction cotit de la forme
T
.7(5) = js(us) = / JE(UE) dt (2.46)
0
oit J. : H3(Q) — R et les hypothéses suivantes sont supposées vérifiées :
Je(u) € LY0,T) Yu € X, Ve € [0,¢0), (2.47)
T
Te(ue) = Je(uo) +/ (Le,ue — o) g1 (0),mi (o) dt + € 61 + o(e™), (2.48)
0
T-(u0) = Jo(uo) + Voo + o(eV), (2.49)
|Le = Lol|r2(0.7:-1(0)) = o(eN?), (2.50)
avec L., Lo € L*(0,T; H-1(Q)) et J1, J2 € R. Nous introduisons I’état adjoint v. € X solution de
T B T T
/ <p€—,v€> dt +/ ac(p,ve) dt = f/ Lepdt Vo € Xo, (2.51)
0 ot H-1(Q),H}(®) 0 0
c’est a dire vérifiant ’équation de la chaleur rétrograde
avs .
—Pep div (e AVv,) = =L, dans Q x (0,7,
ve =0 sur 90 x (0,7, (2.52)
ve(,T)=0 dans 2.

Nous établissons le résultat suivant.
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Théoréme 2.7 Supposons que la fonction codt vérifie (2.46)-(2.50). Supposons de plus que ug et v
vérifient respectivement (2.42) et (2.52) pour € = 0 et que Fy, Fy et Lo sont suffisamment réguliers
au voisinage de z. Alors nous avons le développement asymptotique :

. . o T
i(e) =0y =<~ l(ﬂlpo)|w| | %GR wetdtran [ Vol ) P Veo(et)de
0 0 0

—|w|/0 (Fi(z,t) — Fo(2,t))vo(z,t) dt + 0T, + 0T | + o(eN).

(2.53)

Dans cette expression, P, o1 est la matrice de polarisation introduite au théoréme 2.2.
on

Les questions de régularité sont traitées en détail dans [18]. Nous indiquons maintenant quelques
exemples de fonctions cotit, d’autres exemples sont fournis dans [18].

Proposition 2.8 Le développement asymptotique (2.53) est valable pour les fonctions cott suivantes
avec les valeurs de ., et 6> indiquées.

1. Pour la fonctionnelle
Je(u) :/ lu — ug|* dz (2.54)
Q

avec ug € L*(Q) N H*(B(z, R)), R > 0, nous avons 6J; = §J = 0.

2. Pour la fonctionnelle
Jo(u) = / n(x)AV(u — ug).V(u — uq) dz (2.55)
Q

avec ug € L2(0,T; HY(Q)) et n une fonction réguliére dont le support ne contient pas z, nous
avons 01 = 6J> = 0.

2.3.2 Problémes hyperboliques

Avec les mémes notations que précédemment, nous considérons maintenant 1’équation des ondes :

0%u .
PEW; —div (ac AVu.) = F.  dans Q x (0,7,
u. =0 sur 90 x (0,7), (2.56)
ou
ue(+,0) = 8—:("0) =0 dans Q.

La formulation variationnelle associée peut s’écrire dans les espaces

X =C([0,T); Hy(Q2)) nC'([0, T); L*(2)) N C*([0, T); HH(9)), (2.57)
X, = {ueX,u(.,O) - 881;5(-,0) :o} > e,

sous la forme

T o2u T T
/ <p€a—2€, v> dt +/ ac(ue,v)dt = / l(v)dt Yve X, (2.58)
0 t H-1(Q),H} (2) 0 0

avec les formes bilinéaire et linéaire a. et £, définies par (2.44) et (2.45). Nous considérons une fonction
cotit du type (2.46) vérifiant (2.47), (2.48), (2.49) avec L., Lo € WH(0,T; H-1(Q)) et

ILe = Lollwrao.mm-1(2)) = 0(e™?). (2.59)
L’état adjoint v. € X est défini en tant que solution de :

T 9% T T
/ <pﬁ> i+ [atpgd=— [ Lod  veeXo (260
0 H=1(52),H)(5) 0 0
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c’est & dire,

2
pe% —div (@ AVv:) = —L. dans Q x (0,T),
ve =0 sur 00 x (0,7, (2.61)
ve (-, T) = 881;8(~,T):0 dans 2.

Nous obtenons le comportement asymptotique suivant.

Théoréme 2.9 Supposons que J. vérifie (2.46)-(2.49) et (2.59). Supposons de plus que ug et v
vérifient respectivement (2.56) et (2.61) pour e = 0, et que Fy, Fy et Lo sont suffisamment réguliers
au voisinage de z.Alors nous avons le développement asymptotique :

Ta B T
§(e) = 3(0) = & [—(Pl—Po)M [5G0 G tdesao [ Vuolt) P s Vuole.tyde
0 0 0

T
|cu|/0 (Fi(z,t) — Fo(z,t))vo(z,t) dt + 0T + 6T | + o(eN).

(2.62)

Nous renvoyons a [18] pour des exemples de fonctions coft.

2.4 Un probléme elliptique d’ordre 4 [17]

Pour terminer ce chapitre nous étudions un probléme elliptique d’ordre 4, & savoir ’équation des
plaques de Kirchhoff. La particularité d’un probléme d’ordre 4 est que la capacité d’un point est non
nulle. Ainsi la solution, donc a priori la fonction cout, peut varier discontiniment dés que 'on crée
un trou ponctuel de Dirichlet, ce qui rend la dérivée topologique non définie. Cependant, comme nous
allons le voir, la situation est différente pour une inclusion ou un trou de Neumann.

La plaque en question est représenté par le domaine plan 2 C D. L’équation d’état pour le probléme
non perturbé est la suivante : trouver ug € V 4 tel que

/D 10 M(ug) - VY do = |

N
qp ds + / mO,p ds + Z Qip(xy;) Yo eV . (2.63)
T'n, T,

i=1
Ci-dessus, V, 4 est ’ensemble des déplacements cinématiquement admissibles, et Vo est I'espace des
variations admissibles, respectivement définis par

Vhg = {u € H?*(D): u|FDh =het 8nu|FDg = g} , (2.64)
Voo = {(p € H2(D): glp, =0et Ouglr, = o} . (2.65)

La fonction uq est le déplacement transversal (ou déflection) de la plaque. Les bords de Dirichlet
et de Neumann son respectivement les paires (I'p,,I'p,) et (I'n,,,I'n,), tels que I'p, NT'y, = O et
I'p,NT'y,, =D avec I'p, et I'p, de mesure non nulle. Sur I'p, et I'p, sont respectivement prescrits
un déplacement h € H*?(I'p,) et une rotation g € H'/?(I'p,). Le systéme de forces compatibles
avec les hypothéses de Kirchhoff est donné par ¢ € H¥2(T'y,), m € H-Y/?(Ty,,) et Q; € R. Les
distributions ¢ et m représentent un cisaillement transverse et un moment, respectivement prescrits
sur 'y, et I'y,, . Finalement, Q; est un cisaillement transverse concentré au point z,, €l'y,, et IV est
le nombre de ces points. Le module d’Young ~q est constant par morceaux, de valeurs :

in dans €,
'YQ:{ 7

Yout dans D\ Q, (2.66)

avec Yin > 0 et your > 0. Lorsque vou¢ = 0, seules les valeurs de ug dans  doivent étre considérées
dans la fonction cotit. Le moment résultant M (ug), normalisé & un module d’Young unitaire, est relié
au déplacement par la loi de Hooke :

M(u) = kCVVu, (2.67)
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avec

C=2ul+\I®I) (2.68)
le tenseur d’élasticité, et
3
-
k=—. 2.
T (2.69)

Ici, I et T sont respectivement les tenseurs identités d’ordre 2 et 4, 7 est I’épaisseur de la plaque et les
coefficients de Lamé p et A sont donnés par
1 v

h=—-—-—— and A=

2(1+v) T 12 (2.70)

ou v est le coefficient de Poisson. De plus, afin de garantir ’existence et ’unicité d’une solution de
(2.63), nous supposons que :

— mes(I'p, NI'p, ) # 0 ouI'p, n’est pas droit ou I'p, n’est pas droit ;

— lorsque vou¢ = 0, les ensembles I'p_, I'p,, I'y,, et 'y, sont des parties de 9.

Pour faciliter le calcul du tenseur de polarisation, nous nous restreignons a des inclusions circu-

laires : we = B(z,¢),
_ [ Q\we si z€Q,
QE_{ (QUw.)ND si zeD\Q. (2.71)
Nous notons pour simplifier (uq_,vo.) par (u-,7:) et (uq, o) par (ug, o). Alors, pour tout € € [0,1],
Ye Vaut :
[ 7 dans D\@w:,
e { 7 dans  w,, (2.72)

ol g et 1 sont des fonctions constantes par morceaux, constantes au voisinage de z. Pour £ > 0,
I’état u. € Vp, 4 est solution de :

N
/ YeM(ue) - VV@ dz = / qp ds + / mopep ds + ZQicp(:cyi) Yo € Voo - (2.73)
D I'ng '

i=1

Nous considérons une fonction cotit J. : H?*(D) — R vérifiant les propriétés suivantes : il existe
L. €V, 0J1,0J2 € R tels que

Js(us) = JE(U’O) + <L€7us - u0> + 7T€25J1 + 0(52) ) (274)

Jo(ug) = Jo(ug) + me?d.Jo 4 o(e?) . (2.75)

U@@:/%@HBWW@W+@M> Yo € Vo0 5 (2.76)
D

ot L € V', b € L*(D) est un champ scalaire et B € L?(D) est un champ tensoriel d’ordre 2. Nous
supposons de plus que (L, ¢) ne dépend pas des valeurs de ¢ dans un voisinage de z. Nous définissons
les coefficients

7 =71(2)/7(2),
1+ 1—v

_ _ 2.
$=1—, 1737, (2.77)
v—1 1&—n

- . T=ql+= Iel. 2.78

P =15 ST e (2.78)

Nous établissons le résultat suivant.

Théoréme 2.10 Soit J. une fonction codt vérifiant (2.74)-(2.76). Nous supposons que b et B sont
suffisamment réguliers au voisinage de z. Alors J:(u.) admet le développement asymptotique

Jo(ue) — Jo(ug) = me?DpJo(z) + o(e?) ,

avec
DrJqg = ('71 — '70) [(]I - pT)M(UO) -VVuyg — pTB(Uo) . VVUO] +6J1 +0Js . (279)
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La fonction uy = uq est la solution de (2.63) et vy = vo € Voo est U'état adjoint solution de

/ ’}/QM(U()) -VVp dr = —<L0(U0), (p> Vo € Voo - (2.80)
D

La formule (2.79) est valable pour tout z € D\ 0Q (z € Q si Your =0).
Voici un exemple simple de fonction cotit, voir [17] pour d’autres cas.
Proposition 2.11 Considérons une fonction coit de la forme
Je(u) := J(ulp)
ot D est un ouvert de D (Q si Your = 0) qui ne rencontre pas un voisinage de z. Nous supposons que
J vérifie
) ~
J(uol5 + @) — J(uolp) = (L, ) + O(ll¢lly2(5) Yo €V,

avec V = {ul5,u €V} and L(ug) € V'. Nous posons

(Lesp) = (Lo, p) = (L, ¢lp) Ve eV.

Alors les hypothéses du théoréme 2.10 sont vérifiées avec

B(UO) = 0, (SJl = (SJQ =0.
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Chapitre 3

Méthodes de type gradient pour
I’optimisation topologique

3.1 Algorithmes élémentaires

3.1.1 Détection de défauts par visualition de la dérivée topologique [14, 12]

La facon la plus simple d’utiliser 1a dérivée topologique est de représenter graphiquement son champ
et de l'interpréter visuellement, sans chercher & itérer. Cette maniére de faire convient particuliére-
ment bien & des problémes de détection, car ’absence d’itération rend cette approche remarquablement
robuste par rapport a la présence de bruit dans les données. Signalons que des techniques de recons-
truction basées sur ’analyse asymptotique des solutions par rapport a I'insertion de petites inclusions
ont également été développées par différents auteurs, voir par exemple [38, 26, 27, 28]. A la différence
de ces travaux, notre emploi systématique de 1’état adjoint permet 'utilisation de fonctions coits
générales.

Nous présentons ici un probléme de détection d’inclusions dans des plaques métalliques a 'aide de
mesures ultrasonores [12]. Le modéle est celui de 1’élastodynamique linéaire :

2
p% —div o(u) =0 dans €,

ou p est la masse volumique, u est le champ de déplacements, et o(u) le tenseur des contraintes. Nous
considérons la fonction cotit de moindres carrées

J(u) = %/R (/F |uum|2dz) dt,

ou I',, est la partie de 99 sur laquelle est effectuée la mesure u,, (bord inférieur sur la figure 3.1).
L’excitation est un pulse émis & ¢ = 0 au niveau de I',,. Les défauts & détecter sont des inclusions
de module d’Young proche de zéro. Le champ de dérivée topologique (valeurs négatives en bleu) avec
différents niveaux de bruit sur les mesures est représenté a la figure 3.1.

3.1.2 Insertion itérative d’obstacles [2]

L’utilisation la plus naturelle de la dérivée topologique consiste & insérer de petits trous (ou obs-
tacles) en des endroits ou celle-ci est négative. Pour illustrer cette procédure, nous considérons un
probléme d’optimisation d’écoulement dans une cuve de décantation. La fonction cout est

J(u):/ lu — ug|?dz,
Qq

ol ug est un écoulement cible et Q4 une partie du domaine de calcul (voir figure 3.2). L’écoulement
u est calculé par les équations de Navier-Stokes en régime incompressible. A chaque itération, un
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FIGURE 3.1 — Détection de défauts multiples. (a) Positions des défauts, (b)-(d) Niveaux de la dérivée
topologique (b) sans bruit, (c) avec 5% de bruit, (d) avec 10% de bruit.

obstacle de taille prédéfinie est inséré 1a on la dérivée topologique atteint son minimum. Notons que
cette méthode fonctionne essentiellement a faible nombre de Reynolds (ici de I'ordre de 'unité), car
sinon I’insertion d’un obstacle de taille finie perturbe ’écoulement de facon trop importante. En effet,
pour que ’approximation au premier ordre soit exploitable, il faut que les obstables insérés soient
petits par rapport aux tourbillons qu’ils générent, ce qui, dans cet exemple, devient trop restrictif des
que le Reynolds dépasse 1'unité.

3.2 Lien entre méthodes d’interpolation et dérivée topologique
9]

Revenons & un probléme général d’optimisation de domaines de type (1.1). Supposons que nous
ayons & disposition des développements asymptotiques topologiques signés de la forme

JQ\ B(z,p) —=JQ) = —flp)galz)+o(f(p) Vze, (3.1)
J(QUB(z,p) - J(Q) f(p)ga(z) +o(f(p))  Vze€Q"

Alors une condition nécessaire d’optimalité topologique est

go(2) <0 VzeQ,

ga(z) >0 Vz € Q°. (3.3)

Les méthodes d’interpolation consistent a remplacer I'inconnue 2 par un champ scalaire que nous
noterons 7y représentant une densité de matiére et qui pourra, par exemple, étre censé approcher la
fonction caractéristique de ). Le principe est alors d’autoriser les valeurs intermédiaires est d’utiliser
des algorithmes d’optimisation continue. On construit pour ce faire une fonction coiit étendue notée
J telle que

J(v)=T(Q)  siv=xa. (3.4)



u.n=0

FIGURE 3.2 — Optimisation d’une cuve. (a) Géométrie du domaine, (b) écoulement cible, (c) position
des obstacles, (d) historique de convergence.

La facon d’étendre la fonction cotit n’est évidemment pas unique et a une forte influence sur la solution
obtenue car, d’une part, rien ne garantit que celle-ci sera une fonction caractéristique et, d’autre part,
on doit souvent se contenter de minimiseurs locaux. Nous allons fournir des arguments sur le choix de
cette extension.

Une condition nécessaire d’optimalité pour le probléme convexifié

inf{J(v) | y € L=(D,[0,1])}

(il s’agit d’une convexification de I’ensemble admissible, pas de la fonction coit) s’écrit

S (1)(2) <0 si y(2) =0,
J()(z)=0 si 0<~v(z) <1, (3.5)
T ()20 si y(z) =1,

ou J’ désigne la dérivée de Fréchet de J. L’idée est de choisir J de sorte que, en plus de (3.4), les
conditions d’optimalité (3.3) et (3.5) soient équivalentes dés que v est une fonction caractéristique.
Ceci n’est pas toujours possible, et dépend des expressions de g et J'(7). On montre que ’on peut
y parvenir pour la minimisation de la compliance dans le cas de la conductivité ou de 1’élasticité
linéaire. Plus précisément, dans le cas de la conductivité par exemple, nous disposons de deux phases
4T > ~~ > 0 et 'ensemble admissible convexifié est L>°(D, [y~,v*"]). On prend comme fonction cott
étendue la compliance calculée & ’aide de I’équation d’état

—div(6(y)Vu) = 0.

Les conditions requises peuvent étre satisfaites en choisissant la fonction d’interpolation 6 en tant
que polynome de degré inférieur ou égal & 3. Lorsque les conditions d’optimalité topologique (3.3)
sont déterminées relativement & des perturbations de forme elliptique quelconque en dimension 2,
on montre que € doit nécessairement étre 'identité. Cela n’a pas grand intérét car les solutions du
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probléme convexifié ont alors peu de chances d’étre de type binaire. Lorsque l'optimalité est déterminée
relativement & des inclusions de boules, la fonction d’interpolation doit étre définie par les relations

oy = T

( )7 ,y_;,_ +,7_

0() = B 4+3(vr )+ 2y (v ) o 3D
2y +97)0" +277)

en 2D,
(3.6)

En particulier lorsque v~ — 0, en 2D, on trouve 6(y) ~ 2. Dans le méme contexte, en élasticité
linéaire, on trouve 6(y) ~ v3. On constate que ces deux fonctions d’interpolation sont celles le plus
fréquemment utilisées dans le cadre de la méthode SIMP, ce choix étant essentiellement guidé par
I’expérimentation.

3.3 Une méthodes de lignes de niveaux pour 'optimisation to-
pologique [10, 7]

Le principal défaut des méthodes d’interpolation est d’introduire des densités intermédiaires qui
peuvent subsister & convergence. Nous présentons une méthode de lignes de niveaux qui ne prend
comme variable que des domaines binaires, au risque de générer une suite minimisante qui ne converge
pas (par raffinement de maillage au niveau discret). Le principe de base est de chercher & résoudre
directement les conditions d’optimalité (3.3). Nous supposons que le domaine inconnu est recherché en
tant que partie d’'un domaine borné fixe D, et nous représentons chaque domaine 2 par une fonction
¥ : D — R telle que

0 =Q) :={x € D,¢¥(z) <0}.

Nous munissons 1’ensemble R” des fonctions de D dans R de la relation d’équivalence
1 ~ Py <= Ip > 0,91 = pips.

De cette maniére, les conditions (3.3) seront vérifiées par le domaine Q(¢)) dés que

go(y) ~ -

Il s’agit d’une equation de point fixe que nous résolvons par la méthode des approximations successives
avec relaxation. Par commodité, nous représentons chaque fonction lignes de niveauz 1 sur la sphére
unité S d’un espace de Hilbert H C RP. L’algorithme est le suivant.

Algorithme 3.1 1. Choisir une fonction lignes de niveaux initiale 1y € S. Poser k = 0.

2. Déterminer Yi4+1 € S par la relation

Y1 ~ (1= Ae)Yr + ko) (3.7)

ol A, €]0,1] est choisi de sorte que
T (k1)) < T(QAU¢r))- (3.8)

3. Incrémenter n <—n + 1 et aller 4 l’étape (2).

L’intérét de choisir une norme hilbertienne est que (3.7) peut étre formulé directement pour le repré-
sentant unitaire sous la forme

1 . ) g
Ure1 = [Sm((l — )0k )k + sm(rkek)M] ’
sin b 9020l

avec ’angle

0, = arccos <wk, M> ,
g0 1 / 4,
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et 7, €]0,1] jouant le role de pas au lieu de A;. En pratique, 7 est déterminé par une recherche
linéaire de type Armijo. Pour que ceci soit possible, il faut vérifier que l'itération (3.7) fournit bien
une direction de descente. C’est I'objet de I’argumentation suivante. Supposons que, pour une petite
valeur de ), 'application de (3.7) conduise a la création d’un petit trou en un point z € Q. Cela
signifie que 9 41(2) > 0 et Yr(2) < 0, ce qui implique go(y, ) > 0. D’aprés (3.1), la fonction cotit doit
diminuer, du moins lorsque le trou créé a la forme d’une boule. En fait, dans certains cas, il n’y a pas
de restriction sur la forme du trou : voir par exemple le théoréme 2.2 lorsque seuls les coefficients /3
et F' sont variables. Dans ce type de situation, il est possible de mener une analyse de convergence
rigoureuse de ’algorithme 3.1, voir [7]. L'un des points clés est d’établir (& partir de la formule de la
co-aire) que la quantité

d

7 [T QW +tg0w))]|—
est, sous certaines hypothéses de régularité, toujours négative, et ne s’annule qu’en cas de minimum
local pour des perturbations de frontiére, auquel cas des perturbations de topologie peuvent encore
étre effectuées. On montre ainsi que le seul obstacle & la convergence de I’algorithme vers une solution
de (3.3) est la possibilité que les fonctions 9y et ga(y,) deviennent au cours des itérations trop plates
en certains endroits. On peut imaginer dans cette situation une réinitialisation de 5 ou de gq(y,)
(par la fonction distance signée par exemple), mais cela ne s’est jamais avéré nécessaire en pratique.

3.4 Application & 'optimisation de microstructures [13, 20]

Nous allons présenter une application un peu particuliére de ’algorithme décrit & la section précé-
dente. Il s’agit de 'optimisation de la microstructure attachée & une structure macroscopique €2. Les
propriétés macroscopiques de 2 au point x sont déterminées par ’étude de la distribution de matériau
dans une cellule élémentaire €2, contenant = via un procédé d’homogénéisation. Cette modélisation
classique conduit & définir le tenseur d’élasticité macroscopique C au point x par

1

it = - [ @l (39)
V;L Qu

Dans cette expression, V), est le volume de €, o, est le tenseur des contraintes défini par rapport

au matérau microscopique, et les u,,, sont une famille de champs de déplacements microscopiques

canoniques. Plus précisément,

Upy (y) =u+epy+ ﬂ#kl (y), €kl = e Qs ey,

oll u est un déplacement constant, les e; sont les vecteurs de la base canonique de RY, ®, est le
produit tensoriel symétrisé, et w,,, (y) € U,, vérifie '’équation d’équilibre

/( U#(a#kl) : VSU =+ /( U#(Ekly) : VS?? =0 Vne uu.
2, 2.

L’espace U,, est I’ensemble des champs de déplacement cinématiquement admissibles. C’est une partie

de 'ensemble
i, = {ve Q)P ;/ U:O,/ U®sn:0}
Q, o9,

auquel on adjoint des conditions aux limites qui dépendent du modeéle considéré. Dans le cas d’homo-
généisation périodique, €2, est généralement un pavé et U, contient des conditions de périodicité sur
chaque paire de faces opposées.
Nous nous intéressons & un probléme d’optimisation topologique de la forme
inf J(QL) = h(C)+ /\@ (3.10)
QlcQ, o Vi’ '

ol Qb est une région de {1, occupée par un matériau de module d’Young donné, disons unitaire,
tandis que le complémentaire 2, \ Qb est occupé par une phase de module d’Young petit (0.01 dans
les exemples). La sensibilité topologique de la fonction J est étudiée dans [13]. Nous présentons trois
exemples en homogénéisation périodique correspondant :
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— & la maximisation du module d’élasticité isostatique (bulk modulus, voir figure 3.3), lorsque
h((C) - (C71)1111 + 2(([:71)1122 + (671)22227

— & la maximisation du coefficient de Poisson (voir figure 3.4, nous obtenons pour coefficient de
Poisson v = 0.87), lorsque

h(C) = (C D11oo i (C D11ao
(C D111 (C)g00
— & la minimisation d’un coefficient de Poisson modifié (voir figure 3.5, nous obtenons pour coef-

ficient de Poisson v = —0.37), le probléme avec le véritable coefficient de Poisson s’avérant mal
conditionné, lorsque

(a)

FIGURE 3.3 — Maximisation du module d’élasticité isostatique : (a) cellule élémentaire; (b) micro-
structure périodique.

(a) (b)

FIGURE 3.4 — Maximisation du coefficient de Poisson : (a) cellule élémentaire; (b) microstructure
périodique.

D’autres modéles d’homogénéisation sont traités dans [20] : le modéle linéaire et le modéle uniforme.
On obtient des configurations optimales sensiblement différentes.
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FIGURE 3.5 — Minimisation d’un coefficient de Poisson modifié : (a) cellule élémentaire; (b) micro-
structure périodique.
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Chapitre 4

Optimisation topologique sous
contraintes

4.1 Conditions d’optimalité [11]

4.1.1 Cadre général

On g’intéresse maintenant & un probléme d’optimisation de domaines de la forme
inf{J(Q),Q € E,G(Q) € —K}, (4.1)

ou £ est un ensemble de domaines admissibles, K est un cone convexe fermé d’intérieur non vide d’un
espace vectoriel topologique localement convexe séparé Y, et

J— & =R, G- =Y,
| Q= J(Q), | 2= G((Q),

sont des fonctionnelles données. Afin d’établir des conditions d’optimalité locale pour (4.1), nous
devons spécifier une classe de perturbations admissibles ainsi que la sensibilité des fonctionnelles J et
G par rapport a ces perturbations. Elles sont de deux types.

— Perturbations de frontiére. Suivant ’approche classique de [57], nous représentons une pertur-
bation de frontiére par un champ de déplacements V € W1°(RY R¥Y). Le domaine perturbé
est défini par

QV) = (I + V)(Q),

avec I la transformation identité de RY.

— Perturbations topologiques. Elles consistent & créer des trous dans €2 ainsi qu’a ajouter de
nouvelles composantes connexes en dehors de €. Pour des raisons de convexité, nous devons
considérer un nombre fini mais arbitraire de telles perturbations effectuées simultanément. Une

perturbations topologiques sera donc caractérisée par un nombre m € N* := N\ {0}, une fa-
mille de points deux & deux distincts z = (21, ,2m) € (RV)™, et une famille de rayons
p=(p1,--,pm) € RT. Elle conduit au domaine

Qzp) = (2 U BGeus)u U BGis.
z_ielnt(Q) z_iEExt(TST)l)

1=1,..., m 1=1,...,

Notons que les points z; € 9€2 ne sont pas pris en comptes. La forme sphérique des perturbations
est choisie uniquement comme exemple.

Nous notons
oV,zp) = I+ U BGi)u U Bl
z; €EInt(Q) z; EExt(Q)
1=1,..., m 1=1,..., m
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FIGURE 4.1 — Perturbations de domaine

le domaine ainsi perturbé (voir figure 4.1). Pour garantir que le nouveau domaine appartient & &,
nous supposons qu’il existe un cone convexe S(Q2) C W1 (RN R¥Y) de directions admissibles pour les
perturbations de frontiére et un ensemble 7 (2) C R\ 9 de centres admissibles pour les perturbations
topologiques vérifiant la propriété suivante : pour tous V € S(Q), m € N* et z € T(Q)[™, il existe
to > 0 et pg > 0 tels que

(t,p) € [0,t0] X [0, po]™ = QtV, z,p) € E.

Nous avons utilisé la notation
T = {z = (21, 2m) € T(Q™, 2 # 2,Vi # j}.

Nous posons T(2)* = U, en T ()™ et nous dirons que R 5 p < 5 € Ry si p; < p pour tout i.
Nous dirons qu’un domaine € £ est Per(f2)-optimal si pour tout (V,z) € S(Q2) x T(Q)# il existe
(t,p) € R% x R tel que

Vi <t, Vp < p, G(Q(tV,z,p)) € —K = J(Q(tV, 2z, p)) > J(Q).

Quant & la sensibilité des fonctionnelles, nous supposons que pour tous V € S(Q2), m € N*, z €
T(Q)I™ les développements asymptotiques suivants sont connus :

JQUtV, 2, p)) = J(Q) + £(J5(Q), V) + Z F(pi) Jr(Q)(zi) + o(t, f(p1), - f(pm)), (4.2)
GV, z,p)) = G(Q) + 1G(Q)(V) + Z Fp)Gr(Q)(zi) + o(t, f(p1), -, f(pm)).  (43)

La fonction f est un homeomorphisme de R; dans lui-méme (ou plus généralement un homeomor-
phisme de [0,a] dans [0,b] pour certains a,b > 0) avec f(0) = 0, et le reste o(t, f(p1), ..., f(Pm))
vérifie
O(t’ f(pl)’ ey f(pm)) = (t2 + f(p1)2 +e f(pm)2)1/2€(ta f(pl)’ ey f(pm))a
avec limg 0 e(x) = 0. Les fonctions Jg () : S(2) — R et G%4(2) : S(Q) — Y sont supposées linéaires.
Les fonctions J5(2) : T(Q2) — R et G/-(2) : T(Q) — Y sont quelconques.
Par un argument de séparation, nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme 4.1 (Conditions nécessaires d’optimalité) Soit Q) € £ un domaine Per(Q))-optimal.
Nous supposons que les fonctionnelles J et G vérifient (4.2) et (4.3). Nous supposons de plus que
la condition de qualification des contraintes suivante est remplie : il existe V € S(Q2), m € N*,
(21, ey 2m) € T (B4, ..., Bm) € R tels que

G(Q)+ Gs()(V) + ZﬁiG’/T(Q)(Zi) € Int(—K). (4.4)
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Alors il existe p € KT (le cone dual positif de K ) tel que

{1, G(2)) = 0, (4.5)
YV eS(Q), (J5(Q)+poGs(),V) >0, (4.6)
Ve e T(Q), Jr(Q)(z)+ (1, Gr(Q)(z)) > 0. (4.7)

Pour fixer les idées prenons le cas le plus simple d’une contrainte de borne supérieure sur le volume.
Lorsque 7 () = R¥, il apparait que la condition de qualification est satisfaite pour tout § # 0), et la
condition d’optimalité topologique (4.7) s’écrit :

Jr(Q)(x) +u>0 Ve eRN.

D’autres exemples sont traités dans [11]. En dehors de la question de qualification, qui dépend du
domaine, un point essentiel & vérifier est la validité des formules (4.2) et (4.3). En général, les dé-
veloppements asymptotiques topologiques sont établis pour une perturbation unique. Le caractére
additif des perturbations, ainsi que leur éventuel couplage avec des déformations de frontiére, n’est
pas évident. Nous nous contentons de le présenter sur un exemple.

4.1.2 Un exemple

Soit. D un domaine borné suffisamment régulier de R? de frontiére 9D = I'p Ul y, avec |T'p| > 0, et
& 'ensemble des sous-domaines de D. Soit I un segment de R et F: I — H~'/?(T'y) une application
continue. Pour tout 7 € I et tout 2 C D nous considérons le probléme aux limites :

—div (aqVua(n)) = 0 dans D,
aqVua(n).n = F(n) sur Ty, (4.8)
uqg(n) = 0 sur I'p,

avec

[ at >0dans Q,
ae a~ > 0dans D\ Q.

Nous posons
Y =C(1),

K={feY, f(n)=0vnel}

Nous prenons comme fonctionnelle de contrainte la compliance translatée par une fonction donnée
MecY:

G(92) inH/DOészIVun(n)lzdfo(ﬁ) = (F(n),ua(n)) — M(n).

Ainsi, G(?) € —K signifie que la compliance de € sous le chargement F'(n) est inférieure & M (n) pour
tout n € I. Nous posons

S(Q) = {V e C*(R? R?),supp(V) c D}, D cc D,
T(Q) =RY.

Supposons dans un premier temps que 1 € I est fixé. Alors la sensibilité de G par rapport & une
perturbation de frontiére ou par rapport & une perturbation topologique unique est connue (voir [52]
et la section 2.1). Nous montrons le comportement additif de ces perturbations & ’ordre 1. Dans un
deuxiéme temps, nous établissons 'uniformité du reste par rapport & n € I. Au final, nous obtenons
bien un développement asymptotique de la forme (4.3).

A titre d’exemple, supposons que J(2) = |Q|. Sous condition de qualification, le théoréme 4.1
fournit les conditions nécessaires d’optimalité suivantes : il existe u € KT (I’ensemble des mesures de
Radon positives sur I) tel que

/ G(Q)(n)du(n) =0,

I
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1—gs(Qu) = 0 onTgnN D, (4.9)
1- gT(Qa ,LL) < 0 in Qa (410)
1—gr(Qpu) > 0 inD\Q, (4.11)

avec
s(0.0)0) = [0t - 0) (Fezlan@Tun() @l + T 0P ) duta), (412
or(@)(w) = [ 25— an(@) Vun (o) (o) (o), (41

I'q = 092N D linterface et V., le gradient tangentiel.

4.2 Meéthodes de lagrangien et de lagrangien augmenté [8]

4.2.1 Lagrangien et points selles

Le but de cette section est de proposer un algorithme pour la résolution des conditions d’optimalité
énonceées 4 la section précédente. Au vu de I'analogie entre le théoréme 4.1 et les conditions de KKT
en optimisation continue, nous introduisons le lagrangien

L, p) = J() + (1, G(Q)y+ v

défini sur £ x Y/, avec les mémes notations qu’a la section 4.1. Nous allons voir que les solutions du
systéme d’optimalité correspondent & des points selles locaux de ce lagrangien. La notion de point
selle local est liée & la nature des perturbations considérées pour définir 'optimalité. Pour simplifier,
nous ne considérons que des perturbations topologiques.

Définition 4.1 Nous disons qu’un couple (Q,u) € & x KT est un point selle local de L sur &€ x K+
si, pour tout z € T(Q)* il existe p > 0 tel que
L(Q, 1) < L(Q,p) < L(Qz,p),p)  Vp<p,¥pu' € K. (4.14)

Avant d’établir précisément le lien entre les domaines Per(§2)-optimaux et les points selles locaux du
lagrangien, nous nous intéressons a la possibilité d’augmenter ce lagrangien dans le but d’améliorer
les performances numériques.

4.2.2 Lagrangien augmenté

La maniére classique d’augmenter le lagrangien est d’effectuer une régularisation de Moreau-Yosida
concave par rapport a la variable duale py. Dans notre cas, p vit dans I’espace vectoriel Y’. La seule
hypothése que nous devons faire pour construire un lagrangien augmenter est donc de supposer que
Y est un espace de Hilbert. Etant donné un paramétre d’augmentation b > 0, nous posons

ol, pour tout y € Y,

1
o) = s (tos) = gl =) (4.15)
weK+

Soit P l'opérateur de projection de Y sur K*. Nous avons les propriétés suivantes.

Théoréme 4.2 1. Pour tout (y,pn) €Y XY la fonction (, admet l’expression

1
Gy, 1) = o (1Prc+ (4 0y) 1 = [1nl]*) - (4.16)
2. Pour tout u €'Y, la fonction (., 1) est différentiable sur'Y de gradient
VyGo(y, 1) = P+ (11 + by). (4.17)
3. Pour touty €Y, la fonction (p(y,.) est différentiable sur'Y de gradient
1
Vio(y, p) = 7 (Prc+ (n+ by) — o). (4.18)
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4.2.3 Liens entre domaines optimaux et points selles

Nous définissons ’ensemble
T ={p:TQ) =>R,po(x) A0Vz e T(Q)}.

Théoréme 4.3 Soit un domaine Q € €. Les essertions suivantes sont équivalentes (pour la troisiéme
on suppose que Y est un espace de Hilbert).

1. Le domaine Q est Per(Q))-optimal et admet un multiplicateur de Lagrange jn € KT tel que
J'(Q)(z) + poG'(Q)(z) >0 Ve € T(Q), (4.19)

{1, G(Q))yry =0, (4.20)
et J(2) + po GIH(2) € T(2). Rappelons que (4.19) et (4.20) sont automatiquement vérifiées
sous condition de qualification.

2. Le couple (2, i) est un point selle local du lagrangien L sur & x KT et JL(Q)+uoGL(Q) € T(Q).
3. Le couple (2, 1) est un point selle local du lagrangien augmenté Ly sur € XY et J(Q) + po
GI-(Q)) € T(Q).
Notons que la condition J5.(2) + o G/ (2) € T(£2) est peu restrictive : il suffit d’enlever de T(Q2) les
points ou J5.(Q) + p o G/(Q) s’annule, ce qui revient & affaiblir la notion d’optimalité.
Nous voyons donc que la résolution de (4.1) peut se traduire par la recherche d’un point selle du

lagrangien, éventuellement augmenté. Comme nous n’avons a priori & disposition que des sensibilités
a lordre 1, nous proposons d’utiliser ’algorithme d’Uzawa.

Algorithme 4.1 (lagrangian ordinaire)
1. Choisir Qo € € et puo € K*. Poser k = 0. Fizer 7 > 0 et e40p > 0.
2. A partir de Qy, trouver une solution (locale) Qi1 de
in L(Q) . 4.21
min L($2, pr) (4.21)
3. Poser pgy+1 = Pg+ (Mk + TG(Qk+1)).

4. Si||pkt1 — bkl < Estop arréter sinon incrémenter k < k + 1 et retourner a l'étape (2).

Algorithme 4.2 (lagrangian augmenté)
1. Choisir Qg € € et po € Y. Poser k =0. Fizer b >0, 7 > 0 et e40p > 0.

2. A partir de Qy, trouver une solution (locale) Q11 de

min Ly (€2, for)- (4.22)

-
3. Poser ppi1 = pu + E[PK+ (1 + bG (Qey1)) — k).

4. Si||prt1 — prl| < Estop arréter sinon incrémenter k <— k + 1 et retourner a l'étape (2).

En pratique, le lagrangien augmenté s’avére étre beaucoup plus performant, & condition d’avoir
choisi des valeurs convenables de b et 7. Il est généralement convenable de prendre 7 = b. On observe
alors des phénomeénes connus en optimisation non linéaire : si b est trop petit, ’algorithme converge
avec peu d’oscillations mais lentement, si b est trop grand, les oscillations sont importantes et peuvent
conduire a la divergence. Pour résoudre les problémes sans contrainte (4.21) et (4.22), nous utilisons
I’algorithme de la section 3.3.
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FIGURE 4.2 — Pylone, sans (en haut au centre) et avec (en haut a droite) contrainte de fréquence
propre, historiques de convergence du volume (en bas & gauche) et des deux premiéres fréquences
propres (en bas & droite) pour le probléme & deux contraintes.

4.2.4 Quelques résultats numériques

Nous considérons comme premier exemple un probléme d’optimisation de structure & deux contraintes :

. CQ S Cmazv
Kl‘l%g |Q| tel que { AQ Z Amina

avec Cq la compliance et Aq la premiére fréquence propre. Il s’agit de 'optimisation d’un pyléne, voir
figure 4.2.
Le deuxiéme exemple est le probléme & infinité de contraintes étudié a la section 4.1.2 :

i <
érgg 1] tel que Cq(€) < Chae V€ €1,

ou Cq(&) est la compliance de 2 sous le chargement F(¢). La géométrie est celle d’'un pont avec
chargement ponctuel se déplagant sur toute la longueur, voir figure 4.3.

4.3 Une méthode de pénalisation pour les contraintes ponc-
tuelles [5, 16]

4.3.1 Description de la méthode

Dans cette section nous nous intéressons a la prise en compte de contraintes ponctuelles sur le
gradient de I’état. D’un point de vue général, les contraintes d’état ponctuelles sont connues pour étre
difficiles & traiter, méme dans le cadre classique du controle par une fonction. La raison en est que le
multiplicateur de Lagrange associé est généralement une mesure trés irréguliére, avec notamment une
partie singuliére sur le bord de ’ensemble actif [33]. Cela pose des problémes évident de discrétisation.
Or il se trouve que les contraintes d’état sur le gradient (dites d’ordre 1), encore plus difficiles, sont
particuliérement utiles en optimisation de structures, car les critéres habituels d’endommagement ou
de rupture font intervenir les valeurs locales du tenseur des contraintes. Dans ce cas, il y a une difficulté
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FIGURE 4.3 — Pont sous chargements multiples : domaine optimal (en haut & droite), distribution de
la compliance (en bas & gauche) et multiplicateur de Lagrange (en bas a droite).

supplémentaire : la contrainte ne doit étre considérée qu’a l'intérieur de la structure, qui par définition
se déforme au cours de 'optimisation. Pour ces raisons, nous abandonnons 'idée d’introduire des
multiplicateurs de Lagrange pour utiliser une méthode de pénalisation. Signalons également que les
méthodes basées sur I’homogénisation sont mal adaptées pour traiter ce genre de probléme. En effet,
les modéles homogénéisés ne voient que les valeurs localement moyennées du gradient.

Considérons d’abord le probléme de conductivité :

—div(aqVug) = 0 dans D,
up = 0 sur TI'p, (4.23)
agipug = g sur Ty,
avec
_ iy >0 dans Qout
“es { ot >0 dans D\ Q, o, b (4.24)

Nous supposons que nous voulons minimiser une function cott Q — Io(ugq) sous la contrainte

1 -
§BVUQ.VUQ <M p-p. dans QN D, (4.25)

ol B est une matrice symétrique semi-définie positive et M > 0. Nous introduisons la fonction
pénalisée

15 (ue) = Ia(uq) +vJa(ua) (4.26)
avec un terme de pénalité de la forme
1
Jao(u) = / agz@(iBVu.Vu)dz. (4.27)
D

En optimisation non linéaire, il est standard de choisir ® quadratique. Ici, nous souhaitons pouvoir
considérer des domaines D peu réguliers, notamment avec coin rentrant, ce qui fera que ug aura
une régularité limitée. Afin de pouvoir non seulement définir Jo par (4.27) mais aussi lui associer une
dérivée topologique, nous ne pouvons pas nous accommoder d’une fonction ® & croissance quadratique.
Nous optons pour une fonction & croissance linéaire. Or nous savons que, par analogie (formelle) avec
les fonctions de pénalisation exactes en optimisation continue, la contrainte ne sera prise en compte
correctement & v fini que si & admet un point anguleux en M. Nous introduisons alors la famille
(®p)p>1 de fonctions réguliéres définies par

D, (1) = O,(=7) (4.28)



avec
91) : R+ — RJ’_’
t o= (14e)r -1,
voir figure 4.4 (gauche). On vérifie aisément que, lorsque p tend vers +oo, ®,(t) converge uniformément
sur Ry vers

0 sit< M,
(I)OO(t):

t
— it> M.
M S1U =~

FIGURE 4.4 — Gauche : fonction ©, pour p = 1,2, 3,5, 10 (de haut en bas) ; droite : fonction W4 pour
p=1,...,10 (de bas en haut en t = 1).

Le calcul de la dérivée topologique de la fonctionnelle Jq definie par (4.27) n’est pas chose facile a
cause de la non linéarité de ®. Nous appliquons le méme schéma qu’a la section 2.1, mais la difficulté
principale réside dans le calcul des termes correctifs d.J; et dJ2. De plus il y a d’autre termes car la
condition (2.12) n’est pas vérifiée. Nous obtenons pour une inclusion circulaire B(z,¢) en dimension 2

Ja. (ug.) — Ja(ug) = £°G(z) + o(e?),

avec
1
G = mp [2a0Vuq. Vg + agki BVug.Vug) + mh1x @ ((1 — p)2§BVUQ.VUQ)
1
+aoxp |Vo(Vug) + pQEkltr(BﬂVuQﬂ - 7TO(0XD¢(§BVUQ.VUQ). (4.29)

Dans cette expression, ag et a; désignent respectivement les valeurs de «(z) avant et aprés perturba-
tion, ug et v sont les états directs et adjoints, et

a1 — Qg

) 4.30
a1 + g ( )

1
k1 :¢/(§BVUQ.VUQ)XE, p=

La fonction ¥, s’exprime a I'aide d’intégrales que I’on ne peut pas calculer explicitement. Dans le cas
ou B est la matrice identité, nous avons

~ 1
W,(U) = b5 1),
avec

T,(0) = p/op /07r %2 {@(0(1 +t? 4+ 2tcosh)) — ®(o) — &' (0)o(t* + 2t cos 0) | ddt. (4.31)

Le graphe de cette fonction pour ® donné par (4.28) et M = 1 est représenté sur la figure 4.4 (droite).
Dans la mise en oeuvre numérique, les valeurs de ¥, sont préalablement calculées par une méthode
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de quadrature sur un échantillon de points et stockées dans un tableau. L’échantillonnage est resserré
dans les régions de forte variation. Les valeurs requises au cours de l'optimisation sont ensuite obtenues
par interpolation linéaire entre les échantillons les plus proches.

L’algorithme d’optimisation topologique est le suivant.

Algorithme 4.3

1. Choisir v assez grand, une suite croissante (p,)nen de nombre positifs tendant vers +oo et un
domaine initial Qy. Poser n = 0.

2. Itérer :
— A partir de Q,,, trouwver un minimiseur (local approché) Q11 du probléme

1
inf I (uq) + 7[ an®,, (§BVUQ.VUQ)d:c, (4.32)
b

— Incrémenter n < n + 1.

Pour résoudre (4.32), nous utilisons 1’algorithme de la section 3.3.

4.3.2 Résultats numériques pour la conductivité
Nous prenons comme fonction cotit

avec || la mesure de Lebesgue de Q et Kq(ugq) la compliance donnée par

Ko(ug) = / aQ|VUQ|2d:c = / guqds.
D I'n
Nous présentons deux exemples.

Conducteur en U

Le premier exemple est un conducteur en forme de U (voir figure 4.5). Le domaine obtenu sans
la contrainte locale est représenté sur la figure 4.6 (gauche). Pour le probléme avec contrainte, nous
réalisons 3 itérations, avec respectivement p = 8,16, 32, voir figure 4.6 (droite). Nous observons que
les coins rentrants ont été arrondis, ce qui était le principal but recherché. De plus, la contrainte est
satisfaite avec une faible marge d’erreur (< 1%)

0 u=-1 oe
0.7
0.6 <— d u=0
05
0.4

0.3

FIGURE 4.5 — Conducteur en U

Conducteur en S

Nous considérons maintenant un conducteur en forme de S (voir figure 4.7). La fonction cotit est
inchangée. La encore, nous obtenons un domaine régulier.
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FIGURE 4.6 — Conducteur en U sans contrainte (gauche) et avec contrainte (droite).

0 u=-1
n
Zj 0 ufzo
n
0.6 X

] 0‘5 1 15
u:O//

FIGURE 4.7 — Conducteur en S avec contrainte.

4.3.3 Résultats numériques pour la contrainte de Von Mises en élasticité
linéaire
En mécanique des structures, un critére couramment utilisé pour garantir le comportement élas-
tique du matériau est la contrainte de Von Mises

oy (u) = %Ba(u).e(u),

avec
B=06pl+(\—2u)(I®1I), (4.34)

A et p les coefficients de Lamé, o(u) le tenseur des contraintes normalisé & un module d’Young unitaire
et e(u) le tenseur des déformations. Pour réaliser la contrainte oy (u)? < M p.p. dans €, comme pour
le laplacien, nous introduisons la fonctionnelle de pénalité

Ja(u) = /D ag@(%BJ(u).e(u))dm. (4.35)
Ici encore, agq est la densité définie par (4.24) et ® est choisie de la forme (4.28). Le calcul de la
deérivée topologique de Jq est assez compliqué, voir [16]. Signalons simplement que son expression fait
intervenir une fonction non explicite qui dépend cette fois de deux variables (en dimension 2), & savoir
les contraintes principales. Cette fonction est échantionnée de la méme maniére que précédemment,
mais dans le plan.

Nous présentons deux exemples obtenus avec ’algorithme 4.3. La fonction cott est toujours défi-
nie par (4.33) avec Kq(ugq) la compliance. Le premier est celui de la poutre en L, voir figure 4.8. Le
deuxiéme est une structure en U, voir figure 4.9. L encore, la méthode est caractérisée par ’arron-
dissement des coins rentrants.

37



FIGURE 4.8 — Poutre en L : cas sans contrainte (milieu) et avec contrainte (droite).

FIGURE 4.9 — Structure en U avec contrainte.

4.4 Prise en compte d’une contrainte sur le périmétre [1, 19]

4.4.1 Périmétre régularisé

L’introduction d’une contrainte de majoration du périmeétre est une technique de régularisation
couramment utilisée en optimisation de formes. Elle permet notamment de garantir ’existence de
domaines optimaux pour un grand nombre de fonctions cott [36, 48]. Malheureusement, si le périmétre
s’insére trés bien dans le cadre de optimisation de formes classique ou sa dérivée est la courbure
moyenne, il est beaucoup plus difficile & gérer en optimisation topologique. Cela provient du fait que,
lorsque 'on crée un trou B(z,e) dans un domaine (2, la variation du périmétre de Q est |0B(z,¢)| =
eN=10B(0,1)], alors que les fonctions cofit traditionnelles varient en eVV. Cette différence d’ordre de
grandeur implique que la dérivée topologique du périmétre est infinie, et donc que ’on ne créera jamais
de trou avec un algorithme utilisant la dérivée topologique comme direction de descente. Pour pallier
a cela, nous introduisons un périmeétre régularisé Per. défini de la fagon suivante :

1
Pers(Q) = EHU - u€||%2(]RN); (4.36)

m

ott m € N*, u est la fonction caractéristique de €2, u. € H™(RY) est solution de I’équation de diffusion

e2M(—A)"ue + ue = u,
et

1 e s} t4m—2 p
’4‘: = — - t-

m = = /0 (1+¢2m)2
En particulier, pour m = 1, nous avons k; = 1/4. Cette approche est justifiée par la formule asymp-
totique suivante [1].

Théoréme 4.4 Si 0 est de classe C2, alors, lorsque ¢ — 0,

Per.() = Per(Q) + O(e¥2), (4.37)
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ot Per(Q2) = |09 est le périmetre de Q.

Ce résultat s’étend au cas d’un probléme aux limites dans un domaine D en définissant (pour m = 1)
Ue par

—e?Au. +u. =u dans D,
{ Optue =0 sur 9D, (4.38)
et la fonctionnelle régularisée par
1

Nous montrons que le développement asymptotique (4.37) reste valable pourvu que Q CC D ou
D\ Q CcC D, et que Per(£2) soit défini comme le périmétre relatif de © dans D, & savoir Per(§2) =
|02 N D|. La validité de la formule en présence de jonctions entre 02 et 9D est une conjecture.

4.4.2 Meéthode de résolution

Ces résultats conduisent & une méthode naturelle de résolution de problémes du type

éng J () 4+ aPer(Q).

Elle consiste a définir une suite de paramétres 5 tendant vers 0, puis a résoudre successivement les
problémes régularisés, ou Per(Q) est remplacé par Per,, (), en partant du domaine obtenu a I’étape
précédente.

Pour résoudre les problémes d’optimisation topologique a e fixé, nous utilisons I'algorithme de
la section 3.3. Cela nécessite le calcul de la dérivée topologique de la fonctionnelle Per., ce qui n’est
pas trés difficile, vu que dans (4.38) le domaine intervient au second membre. Nous obtenons le
développement asymptotique

Per.(@) — Per.() = [ Perl(®)(xg — xa)de -+ ollva — xolluro): (4.40)
D

ot la dérivée topologique Per’((2) est donnée par

: [1 + 2(]75 - UE)] )

Per’s (Q) = g

avec I’état adjoint p. solution de
—e?Ap. +p. =u. —u in D,
Onpe =0 on OD.
4.4.3 Exemples numériques

Afin de bien visualiser le role de la fonctionnelle Per., nous prenons la fonction cott trés simple

J(Q) = /{ wda,

avec w € L*(D) donné. Le domaine de calcul est le carré unité D =]0, 1[x]0, 1[. La suite de paramétres
de régularisation est e, = 1/2%, k = 0, ..., 14. Nous présentons deux exemples. Le premier (voir figure
4.10) correspond 4 la fonction

—1 si0.2 S T1,T2 S 08,
w(zy, 2) = 1 sinon.

L’effet du terme de périmeétre est clairement mis en évidence par I’arrondissement des coins. Pour faire
apparaitre des changements de topologie nous prenons comme deuxiéme exemple (voir figure 4.11)
2Ty

)sin(52).

On s’apercoit ici que le terme de périmétre, en plus de lisser les bords, modifie la topologie.

2mxy

w(z1, z2) = sin(
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FIGURE 4.10 — Exemple 1 : @ = 0 (a gauche), a = 0.1 (au milieu), a = 0.2 (& droite).

EEEE

FIGURE 4.11 — Exemple 2 : & = 0 (& gauche), a = 0.01 (au milieu), a = 0.02 (& droite).

4.4.4 Remarque et prolongements

Les approximations classiques du périmétre, comme celle de Modica-Mortola [55], ont 'avantage
de ne pas introduire ’EDP. La contrepartie est que, du a ’absence de régularisation, elles n’admettent
pas de dérivée topologique.

Dans un travail récent [19], nous allons plus loin en établissant la I'-convergence d’une variante
de la fonctionnelle (4.39) vers le périmétre relatif en dimension 2. Avec les mémes notations que
précédemment, pour m = 1, cette fonctionnelle s’écrit :

i _ 1
F.(u) = 2@ inf EHVUH%2(D)+E (||v|%2(D)+/Du(1—2v)dx)

I
o
S

—~
=

|

&

(L)

=
S

5

En plus d’approcher le périmétre, cette fonctionnelle, qui est définie méme si v n’est pas une fonction
caractéristique, force les valeurs 0 — 1 lorsque ¢ tend vers 0, et peut donc étre associée & un probléme
relaxé. En exploitant cette propriété ainsi que la structure particuliere de E. définie en tant que
minimum, nous introduisons des algorithmes adaptés & la résolution de problémes de moindre carrés
et de minimisation de la compliance avec pénalisation du périmétre. La figure 4.12 montre quelques
résultats obtenus pour la minimisation de la compliance & I'aide d’un algorithme alterné appliqué au
probléme homogénéisé. Il s’agit du classique probléme de la console. Rappelons pour finir que, si aucun
modéle relaxé convenable n’est connu, le probléme non relaxé peut toujours étre traité directement
par dérivée topologique, de la méme fagon qu’au paragraphe 4.4.2.
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FIGURE 4.12 — Console pour les valeurs respectives de 4« : 0.1, 5, 10 et 50.

41



Chapitre 5

Méthodes de type Newton pour
I’optimisation topologique

5.1 Un probléme de contrdéle linéaire de type bang-bang sans
contrainte [6]

5.1.1 Introduction

Les méthodes d’optimisation topologiques présentées jusqu'’ici étaient du premier ordre : seule la
dérivée topologique premiére était prise en compte. Il existe une notion de dérivée topologique seconde,
obtenue en poussant le développement asymptotique (1.3) jusqu’a l'ordre suivant [41]. Certains termes
d’ordre supérieurs ont méme été calculés [34, 35] pour résoudre des problémes d’identification de petites
inhomogénéités. Pour traiter de véritables problémes d’optimisation topologique, nous souhaitons
mettre en oeuvre une méthode de type Newton. La facon d’y incorporer les dérivées topologiques
secondes est loin d’étre évidente. A cela il y a deux raisons principales. Le premiére est que la condition
d’optimalité topologique est une condition de positivité de la dérivée topologique, et non de nullité.
La seconde est que la dérivée topologique ne fournit la variation premiére de la fonction cotit que
pour des perturbations particuliéres. Nous allons surmonter la premiére difficulté grace & une astuce
assez classique : I’équivalence z > 0 < min(0,z) = 0. Quant & la seconde, nous allons nous limiter
4 des problémes pour lesquels la variation premiére de la fonction cotit est indépendante de la forme
de la perturbation. C’est le cas lorsque la perturbation intervient sur les coefficients F' ou 3, avec les
notations de (2.9), d’apreés le théoréme 2.2.

5.1.2 Description et analyse de la méthode

Nous nous intéressons au probléme modéle

1
Minimiser J(u,y) = —/ (y —y")%dx + l// udx avec By = u. (5.1)
(u,y)EEX HL(D) 2 Jp D

L’ensemble admissible est défini par
&€ ={uq = xa p.p- dans D, Q C D, Q) mesurable},

oit D est le domaine de calcul. Les données (y',v) sont dans L?(D) x R est E désigne 'opérateur
—A : H}(D) — H~Y(D). En appliquant par exemple le théoréme 2.2, nous obtenons les conditions
nécessaires d’optimalité

{ gu > 0 dans Int([u = 0]), (5.2)

gu < 0 dans Int([u = 1]),

avec g, = —2, + v la dérivée (topologique) et z, = —E~!(y, — y') I’état adjoint. Le point clé de la
méthode est la remarque suivante :

(5.2) <= F(u) =0 dans Int([u = 0]) U Int([u = 1]),
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avec
F(u) = umax(0, g,) + (1 — w) min(0, g,,) = u|gy| + min(0, gy, ). (5.3)

Nous allons donc chercher & résoudre ’équation F'(u) = 0 par la méthode de Newton. Un obstacle
apparent, qui n’en est en réalité pas un, est que la fonction F' n’est évidemment pas différentiable au
sens de Fréchet. Il existe en fait des notions plus faibles de différentiabilité parfaitement adaptées a la
méthode de Newton. La plus générale est appelée “semi-smoothness [51], mais nous nous contente-
rons de la propriété de “slant differentiability* (encore appelée “Newton differentiability”, et que nous
appellerons en francais Newton différentiabilité) suivante [39, 50].

Définition 5.1 Une fonction F': U — Y, avec X etY deux espaces de Banach et U un ouvert de X,
est dite Newton différentiable s’il existe une fonction G : U — L(X,Y), appelée dérivée de Newton,
telle que

1
lim —

|F(u+h) — F(u) — G(u+ h)h|| =0 Yu € U.
h=0 ||h|

L’intérét pour nous de cette notion réside dans les deux résultats suivants [50].

Théoréme 5.1 La fonction max(0,.) : LY(D) — LP(D) avec 1 < p < g < +oo est Newton différen-
tiable sur L9(D) et u — X[u>0] est une dérivée de Newton.

Théoréme 5.2 Supposons que u* vérifie F(u*) =0 et que F est Newton différentiable sur un ouvert
U contenant u*, de dérivée de Newton G. Si G(u) est inversible pour tout u € U et {||G(u)~||,u € U}
est borné, alors l’algorithme de Newton

Uns1 = Un — G(un)  Fluy,)
converge surlinéairement vers u* dés que ||ug — u*|| est suffisamment petit.

Malheureusement, il se trouve que la fonction F' définie par (5.3) est bien Newton différentiable de
L?(D) dans lui-méme, mais ne vérifie pas ’hypothése d’inversibilité uniforme. Pour y remédier nous
introduisons la fonction régularisée

Fe: L%(D
u

L*(D) (5.4)

4)
g U(q)s gu)+min(079u)v

avec
D (t) = V22 + 12, (5.5)

Pour € > 0 fixé, la fonction F¢ vérifie toutes les conditions requises, et nous obtenons les résultats
d’existence et de convergence suivants.

Lemme 5.3 Pour tout ¢ > 0 l’équation F¢(u®) = 0 admet au moins une solution u® € L*(D). De
plus, chaque solution u® € L?(D) de F¢(uf) = 0 vérifie

0<u®<1. (5.6)
Théoréme 5.4 Supposons que u® € L*(D) vérifie F€(u®) = 0. Alors l’algorithme de Newton
Uny1 = Up — G (upn) " FE (uy)
converge surlinéairement vers u® dans L?(D) dés que ||ug — uf|| est suffisamment petit.
La méthode proposée consiste & appliquer 'algorithme de Newton “semismooth” ci-dessus & une suite

de sous-problémes générés par des paramétres ¢ tendant vers 0. Nous avons le résultat de convergence
suivant.

Théoréme 5.5 Soit (ci)ren une suite de paramétres strictement positifs tels que e, — 0. Pour tout
k considérons une solution us* € L?(D) de Fe:(u®*) = 0 et posons y** = E~1uc*,
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FIGURE 5.1 — Controle u & convergence des itérations 1 (gauche) and 10 (droite).

1. Il existe une suite extraite (ey,) et u* € L*(D,[0,1]) tels que

L*(D L*(D _
us’% L ) u*7 yskp i> ) y* = E 1u*,

Ut = X[g,- <0] P-P- dans [gy- 7 0].
Si L2([gu~ = 0]) = 0, alors

Li}D) %

utr = u* = Xg,. <o) P-p. dans D et uskr u. (5.7)

En particulier, F(u*) =0 et (u*,y*) est une solution de (5.1).
2. Chaque point d’accumulation u* de la suite (u¥*) dans L?(D) vérifie F(u*) = 0.

Remarque 5.2 Le probléme (5.1) a été posé dans l’ensemble des fonctions caractéristiques £, mais,
a condition que —Ay' = 0 dans D, on aurait pu le formulé de maniére équivalente dans l’ensemble
convezifié £ = L*>°(D,[0,1]). Plus précisément, on montre facilement que toute solution du probléme
converifié vérifie automatiqguement Int[0 < u < 1] = 0. De plus, résoudre F(u) = 0 revient exactement
a résoudre le probléme convexifié.

5.1.3 Un exemple numérique

La version discréte de I’algorithme ainsi que les détails de I'implémentation sont discutés dans [6].
Signalons simplement que la suite (¢j) est définie par

er = min(e_1, allgyer— |r*7)

avec a > 0,0 <7 < 1 et g9 = al|gu=o||- En pratique nous prenons a = 1073, r = 0.5 et k = 1, ..., 10.
Les divers tests numériques mettent d’ailleurs en évidence un fait surprenant : ’algorithme semble
toujours converger, quelles que soient l'initialisation et la vitesse de décroissance de la suite (g ). Ce
phénomeéne est certainement lié au caractére fortement régularisant de 'opérateur controle-état dans
notre cas.

Nous ne montrons ici qu'un exemple. Le domaine de calcul est le carré unité D =]0, 1[x]0, 1], et
les données sont

yi(z1, 29) = sin(2mzy ) sin(27zy), v=10"2%

Les controles u®! et u®® a convergence de 1’algorithme de Newton pour les itérations 1 et 10 sont
représentés sur la figure 5.1. L’historique de convergence du résidu || F'(u*)|| est indiqué sur la figure
5.2.

5.2 Cas d’un probléme semi-linéaire avec contrainte [15]

En terme de performance, pour les problémes linéaires sans contraintes traités précédemment,
la méthode de Newton semismooth s’avére étre sensiblement supérieure & ’algorithme de la section
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-12

-14

FIGURE 5.2 — Historique de convergence de log; || F/(u®*)]|?.

3.3. La nécessité de résoudre une suite de problémes se trouve avantageusement compensée par la
convergence localement surlinéaire et ’absence de recherche de pas. Le gain de performance est encore
plus significatif en présence de contraintes, car les méthodes de type Uzawa (cf section 4.2) sont lentes.

Pour donner une idée de la fagon de procéder, considérons toujours le probléme (5.1), mais avec
une contrainte de volume, c’est-a-dire

1
J(u,y) = —/ (y —yh)2de avec By = u et / udx = V.
D

inf
(u,y)EEXHL (D) 2 D

Le systéme d’optimalité est le méme qu’avant, mais le multiplicateur de Lagrange v fait maintenant
partie des inconnues. Nous allons donc résoudre

_( Fluv) \ _
R(u,v) := (fDud:cV> =0
avec
F(u,v) = umax(0, g,,) + (1 — u) min(0, gy, ),
Guy = Eil(Eil’u — yT) + v.

Notons que I’équation d’état Fy = u a été éliminée du systéme du fait de son caractére linéaire et
inversible, mais pour des problémes non linéaires on doit la traiter en ajoutant une ligne au systéme,
et faire de méme pour I’équation adjointe. A cause du probléme récurrent de non inversibilité du
jacobien, nous appliquons la méthode de Newton au systéme régularisé

= (7, o,

et faisons tendre € vers 0. La fonction F© peut étre définie comme dans (5.4). Une variante ayant des
propriétés analogues mais faisant jouer un role symétrique aux deux phases est la fonction

F¢(u,v) = umax(0, gy, +¢) + (1 — u) min(0, gy, — €).

L’analyse de convergence de cette méthode est effectuée dans [15] pour une classe de problémes semi-
linéaires. Les tests numériques montrent que, en plus de sa rapidité par rapport aux méthodes du
premier ordre, elle se caractérise par une réalisation trés précise de la contrainte.
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