
HAL Id: tel-00737441
https://theses.hal.science/tel-00737441

Submitted on 1 Oct 2012

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Lieu singulier des variétés duales : approche géométrique
et applications aux variétés homogènes.

Holweck Frédéric

To cite this version:
Holweck Frédéric. Lieu singulier des variétés duales : approche géométrique et applications aux variétés
homogènes.. Géométrie algébrique [math.AG]. Université Paul Sabatier - Toulouse III, 2004. Français.
�NNT : �. �tel-00737441�

https://theses.hal.science/tel-00737441
https://hal.archives-ouvertes.fr


Thèseprésentée en vue de l'obtention duDo
torat de l'Université Paul SabatierToulouse IIISpé
ialité : Mathématiques PuresparFrédéri
 Holwe
k
Lieu singulier des variétés duales : appro
hegéométrique et appli
ations aux variétéshomogènes.
Soutenue le 10 septembre 2004 devant le jury 
omposé de :Philippe Essydieux Chargé de re
her
he, Université Paul Sabatier ExaminateurJoseph Landsberg Professeur, Texas A & M University Dire
teurThomas Fiedler Professeur, Université Paul Sabatier ExaminateurAdam Parusi�nski Professeur, Université d'Angers ExaminateurChristian Peskine Professeur, Institut de Mathémétiques de Jussieu ExaminateurFyodor Zak Professeur, A
adémie des S
ien
es Russe RapporteurAu vu des rapports de Laurent Manivel (Dire
teur de re
her
he, Institut Fourier) etFyodor Zak.

Laboratoire Emile Pi
ard, UMR 5580, UFR MIG, Université Paul Sabatier118 route de Narbonne, 31062 Toulouse 
edex 4, Fran
e.





Remer
iementsC'est ave
 grand plaisir que je souhaite adresser i
i toute ma re
onnaissan
e à JosephLandsberg pour 
es quatre années pendant lesquelles il a été mon dire
teur de thèse. Je leremer
ie parti
ulièrement de m'avoir fait dé
ouvrir de belles mathématiques où di�érentsdomaines pouvaient se méler et se 
ompléter. Joseph m'a in
ité à faire preuve de libertédans l'orientation de mes re
her
hes et a su m'en
ourager ave
 son enthousiasme naturel.Il a aussi a

epté de poursuivre 
e travail lorsque j'étais en Fran
e et lui aux Etats-Unis.Superviser une thèse à distan
e n'est pas 
hose fa
ile et pourtant Joseph n'a jamais doutéque nous en verrions un jour la �n. Pour tout 
ela don
 un grand mer
i.En mars 2004 j'ai été ravi d'apprendre que Laurent Manivel et Fyodor Zak avaienta

epté de rapporter mon travail. J'ai eu l'opportunité d'é
hanger ave
 Laurent lors desé
oles d'été qu'il a animé à Trieste et Cortone ave
 Joseph en février et juillet 2003.Ses en
ouragements ont été béné�ques. Je tiens aussi à le remer
ier de m'avoir invité àGrenoble en janvier 2004. Ce passage à l'institut Fourier fut très positif puisque 
'est enrentrant de Grenoble que j'ai a
hevé la 
lassi�
ation du théorème 3.2.5. De plus la rele
turepré
ise de ma thèse par Laurent a permis d'en améliorer la qualité réda
tionnelle.J'ai fait la 
onnaissan
e de Fyodor en juin 2004 à Sienne, mais je dois dire i
i que sonin�uen
e sur mon travail est anté
édente à notre ren
ontre. Son arti
le Some propertiesof dual varieties and their appli
ations in proje
tive geometry ainsi que l'ensemble de sontravail sur les variétés des tangentes et des sé
antes ont 
onsidérablement inspiré 
ettethèse. Fyodor m'a proposé à la suite de son rapport un 
ertain nombre de questionsqui devraient prolonger mes re
her
hes. J'ai répondu à 
ertaines d'entre elles (théorème3.4.1) mais l'interprétation de mon théorème de 
lassi�
ation en terme de série englobantla variété de type G2 reste en
ore un mystère qui va m'o

uper quelque temps.Je remer
ie don
 vivement Laurent et Fyodor de s'être pen
hé ave
 autant d'attentionsur mon travail.Adam Parusi�nski et Christian Peskine viennent respe
tivement d'Angers et de Parispour prendre part à 
e jury de thèse. Curieusement j'ai plus souvent dis
uté ave
 Adam àAtlanta qu'en Fran
e. Quant à Christian Peskine nous nous sommes 
roisés à l'o

asionde la 
onféren
e en géométrie algébrique donnée en son honneur en juillet 2004 à Paris.Je les remer
ie sin
èrement de faire le dépla
ement jusqu'à Toulouse.Philippe Essydieux et Thomas Fiedler ont eux aussi a

epté d'être membres du jury.Lors de mes séjours à Toulouse, Philippe a toujours manifesté une 
uriosité en
ouragenteà l'égard de mes re
her
hes. En maitrise, Thomas a en
adré mon mémoire sur le nombrede Milnor. Ce premier travail a sans doute 
ontribué à orienter une partie de ma thèse surla théorie des singularités. Je suis don
 très 
ontent de leur présen
e et je les en remer
ie.



Durant 
es quatre dernières années j'ai été à maintes reprises a

euilli au GeorgiaInstitute of Te
hnology à Atlanta pour y travailler ave
 Joseph. Ces séjours améri
ainsont été ri
hes en ren
ontres et expérien
es. Je tiens don
 i
i à témoigner mon amitié àtoutes les personnes qui ont rendu ma vie améri
aine tout à fait supportable. Je penseen parti
ulier à mes amis John, Mi
kael, Daniel et Andréa. Etant très peu en Fran
e audébut de ma thèse j'ai fait 
onnaissan
e un peu tard ave
 les thésards du laboratoirePi
ard. L'ambian
e y est sympathique et j'ai pu béné�
ier de l'expertise de 
ertains prosde LaTex lorsque j'étais en pleine réda
tion. Sur une é
helle de temps un peu plus longueje voudrais signaler que je garderai un très bon souvenir de mon passage à l'UniversitéPaul Sabatier. J'ai eu le plaisir d'y ren
ontrer des personnes 
omme Sonia, Guy, et Benoitdont l'amitié m'est pré
ieuse.Bien que les mathématiques soient une passion absorbante, j'ai pu 
ontinuer pendantma thèse à pratiquer la musique de façon soutenue. Les membres des groupes ave
 quij'ai partagé de bon souvenirs de s
ènes 
es quatre dernières années (Knutsen, Dralha,Mayanob et the atomi
 steel band or
hestra of Lalbenque) ont sans le savoir amélioré laqualité de ma vie et je les en remer
ie.Mes parents ont en�n en main ave
 
ette thèse un justi�
atif de mon a
tivité de 
esquatre dernières années, les voilà rassurés j'espère. Je leur témoigne ainsi qu'à ma soeurMarie toute mon a�e
tion.A l'époque du ly
ée, Jean-Pierre Guy fut une des rares personnes du 
orps enseignantà promouvoir les études universitaires. Je ne regrette pas aujourd'hui d'avoir suivi son
onseil.Mer
i en�n à Laure.







Introdu
tion
Dualité proje
tiveGenèse du 
on
ept de dualitéLe terme de dualité en géométrie proje
tive apparaît pour la première fois au XIXèmesiè
le dans les travaux de Gergonne. Les mathémati
iens d'alors, qui s'intéressaient à lagéométrie proje
tive, avaient observé que les théorèmes, 
on
ernant des �gures géomé-triques dans le plan, gardaient un sens et restaient vrais lorsque l'on remplaçait le mot"point" par "droite" et le mot "droite" par "point". Gergonne publia en 1825 une versionduale du théorème de Desargues en présentant les énon
és de la façon suivante :Théorème [Desargues℄. Soient ABC et
A′B′C ′ deux triangles proje
tifs sans points
ommuns. Si les droites (AA′), (BB′) et
(CC ′) sont 
on
ourantes, alors les points
A1 = (BC) ∩ (B′C ′), B1 = (AC) ∩ (A′C ′)et C1 = (AB) ∩ (A′B′) sont alignés.

Théorème [Version duale℄. Soient ABCet A′B′C ′ deux triangles proje
tifs sanspoints 
ommuns. Si les points A1 = (BC)∩
(B′C ′), B1 = (AC)∩(A′C ′) et C1 = (AB)∩
(A′B′) sont alignés alors les droites (AA′),
(BB′) et (CC ′) sont 
on
ourantes.I
i l'énon
é dual n'est autre que la ré
iproque du théorème de Desargues.Si le terme de dualité est attribué à Gergonne, il n'est pas 
lair qu'il fut à l'originede l'idée même de dualité. En e�et, Pon
elet rédigea en 1824 un mémoire sur la théo-rie générale des �gures ré
iproques dans lequel il développa les idées de Monge sur lestransformations polaires.La 
ontroverse pris �n ave
 les travaux de Plü
ker qui dé�nit 
orre
tement la notion de
ourbe duale. C'est l'introdu
tion de 
oordonnées homogènes et de la relation d'in
iden
eentre un point p = (p0, p1, p2) et une droite qui le 
ontient d = (l0, l1, l2) :

p0l0 + p1l1 + p2l2 = 0qui permis à Plü
ker de montrer qu'une 
ourbe pouvait-être aussi bien dé
rite par uneéquation reliant les 
oordonnées de ses points que par une équation reliant les 
oordonnéesde ses droites tangentes. Il dé�nit ainsi pour une 
ourbe C ⊂ P2 sa 
ourbe duale, C∗ :=i
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Fig. 1 � théorème de Desargues
{d ∈ P2∗|∃x ∈ C, d = TxC} ⊂ P2∗, et prouva en 1830 le théorème de ré
ipro
ité pour les
ourbes, i.e. (C∗)∗ = C.En 1834, Plü
ker s'intéressa aux relations entre le degré d de C, le degré d∗ de C∗(appelé aussi 
lasse de C) et les singularités simples de 
es deux 
ourbes. Une singularitésimple pour une 
ourbe est soit un point double, soit un point 
uspidal (voir �gure 2).L'existen
e d'un tel point singulier pour C (ou pour C∗) entraîne l'existen
e d'un pointd'in�exion ou d'une bitangente pour la 
ourbe duale (voir �gure 3).En notant par c (resp. n, i, b) le nombre de points 
uspidaux (resp. le nombre depoints doubles, le nombre de points d'in�exions, et le nombre de bitangentes) de C onpeut exprimer les 
lassiques formules de Plü
ker :

d∗ = d(d− 1)− 2n− 3c d = d∗(d∗ − 1)− 2b− 3i
i = 3d(d− 2)− 6c− 8n c = 3d∗(d∗ − 2)− 6b− 8i.Ainsi, si C est une 
ourbe lisse de degré d alors d∗ = d(d − 1), i = 3d(d − 2) et

b = 1
2
d(d−2)(d2−9). L'existen
e de 
es i points d'in�exions et des b bitangentes, impliquepour la 
ourbe duale la présen
e de 3d(d − 2) points 
uspidaux et de 1

2
d(d − 2)(d2 − 9)points doubles. Une 
ourbe lisse C a don
 pour 
ourbe duale une 
ourbe de degré "élévé"ayant "beau
oup" de points singuliers.
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Point doublePoint 
uspidalFig. 2 � Singularités simples de CAppro
he moderneLa dé�nition de Plü
ker se généralise pour une variété proje
tive X ⊂ P(V ), plongée,et on dé�nit ainsi X∗, la variété duale de X :
X∗ = {H ∈ PV ∗|∃ x ∈ Xlisse tel que T̃xX ⊆ H}.(T̃xX est la notation que l'on prendra pour l'espa
e tangent plongé.)En 
ara
téristique nulle, le théorème de bidualité assure que

(X∗)∗ = X.La relation d'in
iden
e entre points et droites devient maintenant une relation d'in
i-den
e entre points et hyperplans que l'on présente en introduisant la variété 
onormale
C(X) :

C(X) := {(x, H)| H ∈ PV ∗, T̃xX ⊆ H}

π ւ ց ρ

X X∗Le théorème de ré�exivité nous invite à penser que les attributs (dimension, degré,singularités) de la variété duale vont se traduire en propriétés géométriques de notrevariété initiale. Il est don
 naturel de s'intéresser à 
es attributs. Dans 
ette thèse 
'est lelieu singulier de X∗ qui retiendra toute notre attention. Nous supposerons toujours êtredans la situation suivante, V = Cn+a+1 et Xn ⊂ P(V ) = Pn+a est une variété proje
tive
omplexe.



iv INTRODUCTION

Existen
e d'une bitangente pour C
∗

Existen
e d'un point d'in�exion pour C∗Présen
e d'un point 
uspidal pour C

Présen
e d'un point double sur sur CFig. 3 � Conséquen
es pour C∗
Le problème A-D-E (
hapitre 1)Dans le 
hapitre 1 on étudie en détail les variétés duales de variétés homogènes parti-
ulières. Notre intérêt pour 
es variétés duales (les variétés duales des variétés adjointes),est lié à l'étrange 
orrespondan
e qui existe entre singularités simples et algèbres de Liesimples :De l'antiquité aux diagrammes de DynkinLa 
lassi�
ation des polyèdres réguliers de R3 est 
onnue depuis l'antiquité gre
que.A 
haque polyèdre on asso
ie son groupe de symétrie que l'on préfère regarder 
omme unsous-groupe de SL2(C) (en utilisant le revêtement double de SO3(R) par SU2(C)). Onobtient ainsi trois groupes �nis, le groupe tétraédral T24 qui laisse invariant le tétraèdre, legroupe o
taédral O48 qui laisse invariant l'o
taèdre et le 
ube, et en�n le groupe i
osaédral
I120 qui laisse invariant l'i
osaèdre et le dodé
aèdre. La 
lassi�
ation des sous-groupes �nis,
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onjugaison près, de SL2(C) s'a
hève lorsqu'on ajoute à 
ette liste de trois groupes, lesdeux séries de groupes suivants : Zn, groupe 
y
lique d'ordre n, et le groupe Dn = Zn⋊Z2,groupe diédral (produit semi-dire
t de Zn et Z2). On doit à F. Klein [Kl 1884℄, l'étude duquotient S = C2/F lorsque F est un sous-groupe �ni de SL2(C).Klein montre que S est une surfa
e ayant un unique point singulier. La résolutionminimale de la singularité de S 
onduit, lorsqu'on représente les diviseurs ex
eptionnelspar des sommets et les interse
tions transverses par des arêtes, aux diagrammes de Dynkin.
xn

+ yz = 0 xn−1
+ xy2

+ z2
= 0

x5
+ y3

+ z2
= 0

An

x4
+ y3

+ z2
= 0

T24
Dn−2

Dn E6

E8E7

x3y + y3
+ z2

= 0

I120O48

Zn−1

Fig. 4 � Sous groupes �nis, surfa
es de Klein, diagrammes de DynkinEn langage moderne si π : S̃ 7−→ S est la résolution minimale et H = H2(S̃, Z) le2-ème groupe d'homologie, la forme d'interse
tion I : H ×H 7−→ Z 
orrespond, au signeprès, à une matri
e de Cartan asso
iée à un diagramme de Dynkin.Cette 
onstru
tion est la première 
onnue établissant une 
orrespondan
e entre singu-larités de Klein, ou singularités simples (voir dé�nition au 
hapitre 1), et les diagrammesde Dynkin des algèbres de Lie simples de type A−D − E.Comme il en a été fait la remarque dans plusieurs textes [Sl 1993, A-G-L-V 1998℄,
ette 
oïn
iden
e de listes 
a
he 
ertainement un lien profond entre 
es di�érentes théo-ries. C'est un problème posé dans [Ar 1983℄ que d'expliquer le lien entre singularitéssimples et algèbres de Lie simples de même type.



vi INTRODUCTIONIl existe à 
e jour deux 
onstru
tions qui permettent d'obtenir une singularité simpledire
tement à partir de l'algèbre de Lie (et non à partir du diagramme de Dynkin asso
ié).Constru
tion de BrieskornLa première 
onstru
tion est due à Brieskorn [Br 1970, Sl 1980℄. Brieskorn prouva lerésultat suivant 
onje
turé par Grothendie
k :Théorème [Brieskorn℄. Soit G un groupe de Lie 
omplexe et simple de type An, Dn,
En. Soient T ⊂ G un tore maximal, W = NG(T )/T le groupe de Weyl 
orrespondant,
χ : G 7−→ T/W le quotient pour l'a
tion adjointe de G sur lui-même et S ⊂ G unese
tion transverse à l'unique orbite unipotente sous-régulière. Alors la restri
tion de χ à
S réalise une déformation miniverselle de la singularité simple du même type.En parti
ulier 
e théorème dit que S ∩ (χ−1(χ(1))) est une surfa
e de Klein du mêmetype que G. La variété χ−1(χ(1)) est l'ensemble des éléments unipotents de G. C'est lafermeture d'une orbite maximale, dite régulière. Le 
omplément de 
ette orbite 
orrespondà la fermeture de l'orbite sous-régulière unipotente du théorème.Ce théorème admet une version �extrinsèque� que l'on trouve dans [Po 2002℄ :Pour les algèbres de Lie, l'équivalent de la notion d'élément régulier unipotent est la notiond'élément régulier nilpotent. Notons h0 ∈ g un élément régulier nilpotent (voir 
hapitre 1).L'orbite G.h0 ⊂ g est 
onique, on peut don
 
onsidérer Y = P(G.h0) ⊂ P(g). La variété
Y est la proje
tivisation des éléments nilpotents de g (en d'autres termes Y = P(N(g)),où N(g) est le nil
�ne de g). Cette variété Y est singulière le long d'une sous-variétéde 
odimension 2, et Ysing = P(G.h1) où h1 est un élément sous-régulier nilpotent. Lethéorème de Brieskorn devient alors,Théorème [Brieskorn℄. Soit Y ⊂ P(g) la variété des éléments nilpotents, pour unealgèbre de Lie g de rang r. On 
onsidère une se
tion générique S de dimension r + 2,transverse à Ysing, alors Y ∩ S a un point singulier unique qui est de type simple. De plussi g est de type A−D − E, alors la singularité de Y ∩ S est de même type.Constru
tion de KnopLa deuxième 
onstru
tion, plus ré
ente, est due à Friedri
h Knop. Dans [Kn 1987℄,l'auteur réalise une hypersurfa
e ayant un unique point singulier de type simple, 
ommese
tion hyperplane d'une 
ertaine variété homogène pour un groupe de Lie simple (
'estla variété adjointe qui sera dé�nie au 
hapitre 1). Une des ambitions de notre travail étaitd'é
lairer le résultat de F. Knop, en expliquant pourquoi la 
onstru
tion 
onsidérée etaitla bonne. Pour 
ela nous avons 
her
hé à 
omprendre la géométrie des variétés dualesaux variétés adjointes. En parti
ulier nous énonçons et prouvons une version duale du



INTRODUCTION viithéorème de Knop. En e�et, nous donnons une 
onstru
tion qui permet de retrouver ledis
riminant d'une singularité simple (noté ∆) à partir du dual de la variété adjointe.Pour un groupe de Lie G de rang r, notons Γ son diagramme de Dynkin et Γ∗ lesous-diagramme des ra
ines longues. On note r le nombre de noeuds du diagramme Γ et
n 
elui du diagramme Γ∗. Quelque soit Γ, Γ∗ est toujours de type A−D−E. En reprenantla présentation de Gergonne, nous pouvons formuler :Théorème [Knop℄. Soit XG ⊂ P(g) la va-riété adjointe pour le groupe de Lie simple
G. Soit H un hyperplan orthogonal pour laforme de Killing à un élément régulier nil-potent. Alors XG∩H a un unique point sin-gulier de type Γ∗.

Théorème 1.2.2 [Version duale℄. Soit
X̂∗

G ⊂ g∗ le 
�ne au-dessus de la variétéduale de XG, et soit l'appli
ation quotient,
Φ : g∗ 7−→ g∗//G ≃ Cr. Alors il existe unese
tion lineaire L de dimension n, telle que
Φ(X̂∗

G) ∩ L = ∆Γ∗ ⊂ Cn.On pré
isera au 
hapitre 1 
omment est 
onstruite la se
tion L.A l'aide de notre version duale nous donnons une interprétation géométrique de l'hy-perplan 
onsidéré par Knop dans sa 
onstru
tion. De plus en 
omplétant 
e travail pardes 
al
uls, 
ertes peu élégants, mais élémentaires, nous proposons une nouvelle preuve duthéorème de Knop. En�n nous 
on
luons le 
hapitre 1 ave
 des remarques sur de possiblesliens entre les 
onstru
tions de Brieskorn et Knop.Se
tions singulières de X et singularités de X∗(
hapitre 2)Le théorème de Knop, et la version duale que nous en proposons, illustrent le faitsuivant : étudier les singularités de X∗, ou les singularités des se
tions hyperplanes de Xsont deux problèmes intimement liés.Dans le 
hapitre 2 nous nous posons la question : étant donné une variété lisse X ⊂
P(V ) et H un hyperplan tangent à X, 
omment la géométrie de X détermine-t-elle lessingularités de X ∩H ?Cy
les évanes
entsCette question a du sens lorsqu'on s'intéresse à la topologie de X. Soit l = P1 ⊂ P(V ∗),une droite générique de l'espa
e proje
tif dual, ou en
ore un pin
eau de Lefs
hetz d'hyper-plans. Considérons L ∈ l tel que X∩L soit une se
tion singulière. SoitH un point de l, dansun voisinage de L, tel que X∩H soit lisse. L'appli
ation de rétra
tion r : X∩H 7−→ X∩Linduit des appli
ations au niveau de l'homologie : ri : Hi(X ∩H) 7−→ Hi(X ∩L). Ces ap-pli
ations sont des isomorphismes pour i < n−1 et pour i = n−1, rn−1 est surje
tive. Le



viii INTRODUCTIONnoyau de rn−1 est engendré par des 
y
les évanes
ents. Lorsque X ∩L est une singularitéde Morse on a 
outume de représenter la situation de la façon suivante :

se
tion singulière X ∩ L ∼ A1

rétra
tion r

se
tion lisse X ∩ H


y
le évanes
ent δ

Fig. 5 � Cy
les évanes
entsOn sait par le théorème de Lefs
hetz que si X est une variété proje
tive lisse et
H un hyperplan générique, ji : Hi(X ∩ H, Z) 7−→ Hi(X, Z) est un isomorphisme pour
1 ≤ i ≤ n− 2, et est surje
tif pour i = n− 1. De plus, le noyau de jn−1 est engendré parles 
y
les évanes
ents obtenus à partir des se
tions singulières d'un pin
eau de Lefs
hetz.On note V an(X) le groupe des 
y
les évanes
ents. En général si X est une variétéproje
tive lisse, alors V an(X) 6= 0. F. Zak a 
lassi�é dans [Zak 1973℄ les surfa
es lissestelles que V an(X) = 0. Pour 
e faire, il montre en parti
ulier que l'existen
e d'une se
tion
X ∩ L ave
 une singularité isolée telle que (X ∩ L, x) 6∼ A1 (i.e. la singularité est isoléemais ne 
orrespond pas à une quadrique ordinaire) implique que V an(X) 6= 0.Nous allons don
 
her
her des 
onditions sur X qui, à priori, impliquent l'existen
ede se
tions singulières dont les singularités isolées ne sont pas réduites à un unique pointdouble.Strates de X∗Ce problème est lié à l'étude du lieu singulier de X∗. Lorsque X est lisse et X∗ estune hypersurfa
e, un point H ∈ X∗lisse est 
ara
térisé par la propriété suivante : X ∩ Ha un unique point singulier de type singularité de Morse. De façon similaire, nous allonsdé
rire des 
omposantes, ou strates, de X∗sing et 
her
her à 
ara
tériser un point général
H d'une 
omposante en fon
tion des singularités de la se
tion 
orrespondante X ∩ H .L'existen
e des se
tions singulières dé
rites se résume à montrer que les strates de X∗asso
iées ont la dimension attendue. Cette strati�
ation de X∗ se fait en introduisant desvariétés auxilliaires à X, la variété des tangentes, τ(X), et la variété des sé
antes, σ(X).En notant |IIX,x| l'image de la se
onde forme fondamentale en un point x général (le



INTRODUCTION ixsens de général sera dé�ni au 
hapitre 2) et T̃
(2)
x X le se
ond espa
e os
ulateur plongé, onobtient ainsi les 
onditions su�santes suivantes :Théorème 2.2.3. Soit X ⊂ P(V ) une variété lisse telle que X∗ soit une hypersurfa
e,et telle que la variété des sé
antes σ(X) soit non dégénérée :- On suppose que pour x un point général, et ∀ v ∈ (TxX)générique ∃ q ∈ |IIX,x| telleque ker(q) =< v >, alors de façon équivalente on aa) ∃ H, tel que (X ∩H, x) ∼ A2 et q est la partie quadratique de la singularité.b) La sous-variété τ(X)∗ est de 
odimension 1 dans X∗.- On suppose que pour (x, y) ∈ (X × X)général, T̃

(2)
x X ∩ T̃yX = ∅, alors de façonéquivalente on aa) ∃ H, tel que (X ∩H, x) ∼ A1 et (X ∩H, y) ∼ A1.b) La sous-variété σ(X)∗ est de 
odimension 1 dans X∗.Normalité des dis
riminants (
hapitre 3)En�n dans le 
hapitre 3, on donne un théorème de 
lassi�
ation pour les variétéshomogènes dont le dual est une variété normale.Dimension, degré et singularités de X∗Typiquement, si X est une variété proje
tive lisse alors X∗ est une hypersurfa
e dedegré élevé très singulière (i.e. singulière en 
odimension 1). Ces trois propriétés sont vé-ri�ées dès que X est une interse
tion 
omplète autre qu'une quadrique lisse. Dès lors troisquestions se posent :Question 1 : Quelles sont les X lisses telles que X∗ ne soit pas une hypersurfa
e ?Question 2 : Quelles sont les X lisses telles que deg(X∗), appelé aussi 
odegré de X, soitpetit ?Question 3 : Quelles sont les X lisses telles que X∗ ne soit pas singulière en 
odimension 1 ?Ces trentes dernières années, l'étude des variétés duales a inspiré des re
her
hes dansdi�érentes bran
hes des mathématiques. Des 
onstru
tions géométriques de Fyodor Zak àl'appro
he 
ombinatoire des hyperdéterminants de I. M. Gelfand, M. M. Kapranov et A.V. Zelevinsky, les ré
ents développements de la théorie ont donné naissan
e à des résultatsaux saveurs di�érentes.Une 
onséquen
e du fameux théorème des tangen
es de Zak est le résultat suivant :



x INTRODUCTIONThéorème [Zak 1993℄. Soit X ⊂ P(V ) une variété proje
tive lisse non dégénérée. Alors
dim(X∗) ≥ dim(X). De plus si X∗ est lisse alors dim(X) = dim(X∗).Ce théorème 
onstitue une première étape pour étudier la question 1. On appelle défautde la variété duale la quantité δX∗ := n + a − 1 − dim(X∗). Pour X lisse, le théorèmedes tangen
es nous dit que δX∗ ≤ a − 1. Dans [Ein 1986, Ein 1985℄, Lawren
e Ein s'estintéressé au 
as δX∗ = a− 1.Théorème [Ein 1986, Ein 1985℄. Soit Xn ⊂ P(V ) = Pn+a une variété proje
tive lissetelle que a ≥ n

2
alors dim(X∗) = dim(X) si et seulement si X est l'une des variétéssuivantes :

Q1 ⊂ P2, P1 × Pn−1 ⊂ P2n−1, G(2, 5) ⊂ P9, S10
5 ⊂ P15.Ces variétés sont toutes auto-duales. Ce résultat, sous des hypothèses de 
odimensionassez grande, 
lassi�e les variétés lisses telles que δX∗ soit maximal (question 1) et tellesque X∗ soit lisse (question 3).Roberto Muñoz dans [Mun 1997, Mun 1999℄ a 
lassi�é, sous les mêmes hypothèses de
odimension assez grande, les variétés lisses telles que δX∗ = a − 2 et δX∗ = a − 3. La
ondition sur la 
odimension est liée à la 
élèbre 
onje
ture de Hartshorne sur les inter-se
tions 
omplètes. Une réponse positive à 
ette 
onje
ture impliquerait que le théorèmede Ein 
lassi�e toutes les variétés lisses auto-duales.La question 2 sur les variétés de faible 
odegré fut étudiée par F. Zak [Zak 1993,Zak 2004℄. Rappelons que si X ⊂ P(V ) est une variété lisse telle que degX∗ = 2 alors Xest une quadrique lisse. F. Zak 
lassi�a les variétés de 
odegré 3 :Théorème [Zak 1993℄. Il existe exa
tement 10 variétés proje
tives lisses non-dégénéréestelles que 
odeg(X) = 3. Ces variétés sont :- P1 × P2 ⊂ P5.- F1 = (P1 × P2) ∩H ⊂ P4, une se
tion hyperplane de la variété pré
édente.- Les variétés de Severi (i.e. v2(P

2) ⊂ P5, P2 × P2 ⊂ P8, G(2, 6) ⊂ P14, E6 = E6/P1 ⊂
P26)- Les proje
tions des variétés de Severi à partir d'un point générique.La 
lassi�
ation des variétés lisses telles que 
odeg(X) = 4 est en
ore aujourd'hui une
onje
ture [Zak 2004℄.Cas des variétés homogènesOn obtient des résultats plus 
omplets en se restreignant à l'étude des variétés homo-gènes. Bien souvent on peut traduire une question géométrique en un 
al
ul sur les ra
ineset poids qui dé�nissent la représentation où vit notre variété.



INTRODUCTION xiAinsi Knop et Menzel [K-M 1987℄ ont 
lassi�é les variétés homogènes X = G/P tellesque X∗ soit défe
tive, i.e. n'est pas une hypersurfa
e. Leur résultat fut aussi démontrépar Snow.Bien que se limiter aux variétés homogènes ne soit pas satisfaisant du point de vue dela géométrie, il 
onvient de noter que bien souvent les variétés homogènes apparaissent
omme exemples très pathologiques lorsque l'on étudie une propriété donnée de X. Deplus des arti
les ré
ents ont montré que l'étude géométrique des variétés homogènes don-nait de nouvelles perspe
tives en théorie des représentations ([L-M 2004℄).Il existe un 
as très parti
ulier de variétés duales (obtenues 
omme variétés dualesde variétés homogènes) où la réponse aux questions 1, 2, 3 est 
onnue. Il s'agit des hy-perdéterminants étudiés essentiellement par Gelfand-Kapranov-Zelevinsky ([G-K-Z 1992,G-K-Z 1994℄). Considérons X = Pk1 × Pk2 × · · · × Pkr ⊂ P(Ck1+1 ⊗ Ck2+1 ⊗ · · · ⊗ Ckr+1)le produit de Segré de r espa
es proje
tifs. Pour r = 2 et k1 ≥ k2 = n, la variété X
orrespond à la proje
tivisation de la variété des matri
es de rang 1. Après identi�
ation,
V ⊗W ∗ ≃ V ∗⊗W , X∗ s'interprète 
omme la proje
tivisation de la variété des matri
es derang inferieur ou égal à n. Ainsi l'équation qui dé�nit X∗ n'est autre que le déterminant.Pour r ≥ 3 on peut interpréter X 
omme la variété des multimatri
es de rang 1, et si
X∗ est une hypersurfa
e on appelle hyperdéterminant l'équation de X∗. On parlera alorsd'hyperdéterminant de format (k1 + 1)× · · · × (kr + 1) (voir [G-K-Z 1994℄).Dans [G-K-Z 1992℄ les auteurs présentent les premières propriétés des hyperdétermi-nants. Le terme ayant un sens seulement lorsque X∗ est un hypersurfa
e, ils 
lassi�ent lesproduits de Segré tels que δX∗ = 0. C'est le théorème 1.3 de [G-K-Z 1992℄ qui n'est qu'un
as parti
ulier des résultats de Knop-Menzel. Ave
 leur théorème 3.1, les auteurs donnentune formule ré
ursive pour 
al
uler le degré de X∗. En�n dans [W-Z 1996℄ J. Weyman etA. Zelevinsky étudient les singularités de X∗. Leur motivation première était de 
lassi�erles hyperdéterminants qui ne sont pas singuliers en 
odimension 1. On résume 
es troispoints qui répondent aux questions 1, 2, 3, dans le théorème suivant :Théorème [ théorème 1.3, théorème 3.1 [G-K-Z 1992℄ et 
onséquen
es du théo-rème prin
ipal de [W-Z 1996℄℄.1) L'hyperdéterminant de format (k1 + 1)× · · · × (kr + 1) existe si et seulement si

kl ≤
∑

j 6=l

kj, ∀ l = 1, . . . , r.2) Soit d(k1, . . . , kr) le degré de l'hyperdéterminant de format (k1 + 1)× · · · × (kr + 1)alors ∑

k1,...,kr≤0 d(k1, . . . , kr)z
k1
1 . . . zkr

r = (1−
∑r

i=2(i− 1)ei(z1, ..., zr))
−2 où ei(z1, . . . , zr)est le i-ème polyn�me symétrique élémentaire.3) Soit ∆X un hyperdéterminant de format (k1 +1)×· · ·× (kr +1), ave
 r ≥ 3 tel quel'hypersurfa
e ∆X = 0 ne soit pas singulière en 
odimension 1 alors le format est (2, 2, 2),i.e. X = P1 × P1 × P1.



xii INTRODUCTIONAprès le théorème de Knop-Menzel, le problème naturel qui se pose est de 
lassi�erles variétés homogènes dont les variétés duales sont des hypersurfa
es dégénérées pour lelieu singulier (i.e. le lieu singulier est de dimension inférieure à la dimension attendue).Comme nous l'avons dit, lorsque X∗ est une hypersurfa
e, X∗sing est, en général, unesous-variété de 
odimension 1 dans X∗. Nous avons don
 
her
hé à 
lassi�er les variétéshomogènes dont les variétés duales étaient des hypersurfa
es normales (X∗ étant unehypersurfa
e, on a l'équivalen
e entre X∗ est normale et X∗ est singulière en 
odimension
2, voir [Mum 1968℄).Dans le deuxième 
hapitre, les 
onditions que l'on obtient pour l'existen
e des se
tionssingulières, sont aussi des 
onditions su�santes pour que les strates de X∗ 
orrespondantessoient de dimension maximale. Une de 
es 
onditions est appliquée au 
as des variétéshomogènes dans le 
hapitre 3. Ce faisant, on obtient une première liste de variétés homo-gènes dont le dual est une hypersurfa
e non né
essairement singulière en 
odimension 1.En 
omplétant 
e travail par des 
al
uls basés sur un 
ritère de F. Zak, nous 
lassi�onsles dis
riminants des variétés homogènes pour un groupe de Lie semi-simple, qui 
orres-pondent à des hypersurfa
es singulières en 
odimension 2. Ce résultat généralise don
 àtoutes les variétés homogènes le résultat 
onje
turé dans [G-K-Z 1992, G-K-Z 1994℄ puisdémontré par [W-Z 1996℄ pour les produits de Segré :Théorème 3.2.5. Soit X = G/P ⊂ P(Vλ) une variété rationnelle homogène pour ungroupe de Lie semi-simple G. On suppose que X∗ est une hypersurfa
e. Alors X∗ estnormale si et seulement si X est l'une des variétés suivantes,

X = Qn ⊂ Pn+1, la quadrique lisse.
X = v2(P

n) ⊂ P
(n+2)(n+1)

2
−1, Pn×Pn ⊂ P(n+1)2−1, G(2, 2n) ⊂ P(2n

2)−1, E6 = OP2 ⊂ P26,une variété de S
orza.
X = P1 × Qn ⊂ P2(n+2)−1, n > 1, Gω(3, 6) ⊂ P13, G(3, 6) ⊂ P19, S6 ⊂ P31, E7 =

E7/P7 ⊂ P55, une variété sous-adjointe, minimalement plongée, obtenue à partir d'unevariété adjointe fondamentale.
X = XG2 ⊂ P13, la variété adjointe pour le groupe de Lie G = G2.Après avoir donné la 
lassi�
ation des variétés homogènes dont la variété duale est unehypersurfa
e normale on peut se poser la question du 
as des variétés duales défe
tives.Nous 
on
luons 
ette thèse ave
 le résultat suivant :Théorème 3.4.1. Soit X = G/P ⊂ P(Vλ) une variété rationelle homogène pour ungroupe de Lie semi-simple G. La variété duale X∗ est normale si et seulement si X estl'une des variétés suivantes,
X est une variété du théorème 3.2.5.
X = Pk × Pl ⊂ P(k+1)×(l+1)−1, k > l, G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1)n−1, une �fausse� variétéde S
orza.
X = S5 ⊂ P15.
X = Q1 × Pm ⊂ P3m+2, m > 1.



INTRODUCTION xiiiCertaines de nos preuves du premier 
hapitre ont ne
essité des 
al
uls sur ordinateurs(Maple). Les 
ommandes de 
es 
al
uls sont reproduites dans l'annexe A. En�n dansnotre nouvelle preuve du théorème de Knop, il a fallu é
rire des "
haînes de poids" qui
odent l'agen
ement des ra
ines 
orrespondant aux ve
teurs tangents de XG. Nous avonsreproduit 
es 
haînes pour les algèbres de Lie ex
eptionnelles dans l'annexe B. En�ndans l'annexe ?? nous avons résumé sous forme de tableau les propriétés géométriquesélémentaires des variétés des théorèmes 3.2.5 et 3.4.1.
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Chapitre 1Sur un théorème de Knop
Dans 
e 
hapitre nous présentons un théorème de Friedri
h Knop sur les se
tions hy-perplanes des variétés adjointes. Nous introduisons au 
ours de 
ette étude les di�érents
on
epts qui seront essentiels dans le 
adre de 
ette thèse : singularités simples, varietéshomogènes, variétés duales. Nous expli
itons l'équation du dis
riminant des variétés ad-jointes pour un groupe de Lie 
lassique (proposition 1.2.1) 
e qui nous 
onduit à formulerune version �duale� du théorème de Knop. Ce résultat (théorème 1.2.2) se déduit du théo-rème de Brieskorn pour les diagrammes de type A−D−E et s'obtient par le 
al
ul pourles diagrammes B−C −F −G. En�n nous donnons une nouvelle preuve du théorème deKnop à partir de notre version duale.1.1 Diagrammes de Dynkin1.1.1 Singularités simplesSoit (f, 0) le germe en zéro d'une fon
tion holomorphe f : Cn 7→ C. On appellerasingularité la donnée, à transformation biholomorphe près, d'un tel germe lorsque ∂if(0) =

0 pour tout i, où ∂i représente la dérivé par rapport à la i-ème variable. Introduisant unetelle relation, il est naturel de 
onsidérer On l'espa
e des germes de fon
tions f : Cn 7→ Cmuni de l'a
tion du groupe Dn, où Dn est le groupe des germes de biholomorphismes qui�xent 0. Une singularité est don
 une Dn-orbite dans On distin
te de l'orbite lisse et densedes germes non singuliers en zéro.Dé�nition 1.1.1. Une singularité est dite non dégénérée, où de type Morse, où en
orede type quadratique ordinaire lorsque la partie quadratique de (f, 0) est de rang n.Le 
lassique Lemme de Morse ([Mi 1963℄) nous dit qu'une singularité non dégénéréeappartient à l'orbite de f(z1, ..., zn) = z2
1 + ...+z2

n. Cette orbite est dense parmi les orbites1



2 Chapitre 1. Sur un théorème de Knopde germes singuliers. Adoptons pour l'ensemble des orbites de germes singuliers la notation
Sn = On \ On, lisse.La dé�nition d'une singularité implique que le 
orang est un invariant et, dans le 
asparti
ulier où 
elui-
i est nul, il la 
ara
térise 
omplètement. Il existe une version gé-néralisée du Lemme de Morse ([Mi 1963, Ar 1972℄) que l'on peut formuler de la manièresuivante : une singularité [(f, 0)] ∈ Sn/Dn de 
orang k, 
orrespond à l'orbite d'une fon
tionde type g(z1, ..., zk)+z2

k+1+...+z2
n. On dé�nit une relation d'équivalen
e entre singularitésqui n'ont pas le même nombre de variables, en rajoutant des termes quadratiques. Ainsion dira que (f, 0) et (g, 0) sont stablement équivalentes.Un invariant essentiel dans l'étude des singularités est le nombre de Milnor, µ. Rap-pelons i
i sa dé�nition algébrique :Soit IΛf = On < ∂1f, ..., ∂nf > l'idéal gradient de f , alors

µ = dimCOn/IΛfRemarque 1.1.1. Pour une dé�nition et une appro
he topologique de µ voir [Mi 1968℄.Il est bien 
onnu ([A-G-L-V 1998℄) que
µ(f, 0) <∞⇔ (f, 0) est une singularité isolée.Les singularités de Morse sont les singularités les moins 
omplexes que l'on puisseimaginer. Elles sont 
omplètement 
ara
térisées par la hessienne d'un représentant de la
lasse et forment une orbite dense parmi les autres 
lasses de singularités. En parti
ulier si

(f, 0) est un point de l'orbite des singularités de Morse, un voisinage su�sament petit de
(f, 0) dans Sn est toujours 
ontenu dans l'orbite de (f, 0). En d'autres termes, perturber
(f, 0) dans Sn ne 
hange pas la 
lasse de (f, 0). Les singularités simples au sens d'Arnoldsont les singularités qui peuvent 
hanger de 
lasse après perturbation, mais seulement unnombre �ni de fois.Dé�nition 1.1.2. [(f, 0)] est une singularié simple lorsque tout voisinage su�samentpetit de [(f, 0)] interse
te seulement un nombre �ni d'orbites dis
tin
tes de [(f, 0)].Il existe bien des façons de dé�nir et d'introduire les singularités simples ([Du 1979℄).Nous avons 
hoisi l'appro
he d'Arnold 
ar nous utiliserons, lorsque nous proposerons unenouvelle preuve du théorème de Knop, la 
ara
térisation qu'il introduit dans [Ar 1972℄.En e�et, Arnold 
lassi�e les singularités simples en montrant qu'être simple impliquedes restri
tions sur µ, sur le 
orang de Hess(f, 0) et sur les termes 
ubiques de (f, 0).Plus pré
isément il montre que :- le 
orang ne peut exéder 2,- dans le 
as où le 
orang est égal à 2 le terme 
ubique ne peut être nul,



1.1 Diagrammes de Dynkin 3- µ doit être �ni (ave
 µ < 9 lorsque le terme 
ubique est un 
ube).Ré
iproquement Arnold montre que les germes ainsi 
ara
térisés sont simples.Ce
i 
onduit à la liste des formes normales :
An Dn E6 E7 E8

xn+1 xn−1 + xy2 x3 + y4 x3 + xy3 x3 + y5

µ = n n 6 7 8Ces formes normales sont bien stablement équivalentes aux surfa
es de Klein.La dernière notion, que nous voulons rappeler, est 
elle de dis
riminant d'une singu-larité. Soit (f, 0) une singularité et IΛf
son idéal gradiant. Notons par g1, ..., gµ une basede On/IΛf

. On peut déformer notre singularité de la façon suivante :
F (x, λ) = f(x) + Σµ

i=1λ
igi(x)Une telle déformation est dite miniverselle ([Ar 1975, A-G-L-V 1998℄). Maintenant
onsidérons ∆f(λ1, ..., λµ) = ∆(F (x, λ)) le dis
riminant de F (x, λ). L'hypersurfa
e dé�niepar ∆f paramétrise les déformations singulières de (f, 0) et 
ara
térise ainsi (f, 0) (unrésultat de Wirthmüller [Wu 1980℄ montre qu'une singularité isolée d'hypersurfa
e estdéterminée, à transformation biholomorphe près, par le dis
riminant de sa déformationminiverselle). Retenons l'exemple suivant :Exemple 1.1.1. Soit (f, 0) une singularité simple de type An. C'est à dire f ∼ xn+1.

O1/IΛxn+1 =< 1, x, .., xn−1 >, don
 une déformation de xn+1 est xn+1 + λ1x
n−1 + ... + λn.Son dis
riminant est alors donné par l'équation :

∆(xn+1 + λ1x
n−1 + ... + λn) = 0. (1.1)On notera ΣAn l'hypersurfa
e de�nie par ∆xn+1.1.1.2 Le théorème de KnopLa théorie des représentations des groupes et algèbres de Lie a pour pendant géomé-trique l'étude des variétés homogènes. A G un groupe de Lie semi-simple 
omplexe derang r et Vλ une représentation irrédu
tible de dimension �nie, dé�nie par le poids λ, onasso
ie une variété proje
tive irrédu
tible de la façon suivante : notons vλ ∈ Vλ un ve
teurde plus haut poids de la représentation, alors G.vλ ⊂ Vλ est une orbite fermée et 
onique(
es propriétés 
ara
térisent l'orbite). On obtient ainsi une variété proje
tive homogène

Xλ = G.[v] = G/P ⊂ P(Vλ) qui ne dépend que de g, l'algèbre de Lie de G.Lorsque G est un groupe de Lie simple 
omplexe et Vλ = g, i.e. on 
onsidère lareprésentation adjointe de G, on obtient la variété XG = G.[vλ] ⊂ P(g). Cette variétéproje
tive est appelée variété adjointe de G.
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y = x3

27λ2
+ 4λ3Fig. 1.1 � dis
riminant pour la 
ourbe y = x3Soit h0 ∈ g un élément régulier nilpotent, 
'est à dire un élément nilpotent tel quedimgh0 = dim({Z ∈ g|[Z, h0] = 0}) = r et soit B(, ) la forme de Killing de g. On 
onsidèrel'hyperplan de P(g) dé�ni 
omme suit :

H0 = {[u] ∈ P(g), B(u, h0) = 0}On note en�n Γ le type de G. Le théorème de Knop s'énon
e alors :Théorème 1.1.1 (Knop [Kn 1987℄ Théorème 3.1). Soit Γ∗ le sous-diagramme desra
ines longues de Γ. La se
tion hyperplane XG ∩ H0 ⊂ XG ⊂ P(g) a un unique pointsingulier, et 
'est une singularité simple de type Γ∗.En parti
ulier si G est de type An (resp, Dn, E6, E7, E8), alors la se
tion hyperplane
orrespondante a un unique point singulier de type An (resp, Dn, E6, E7, E8). De plusKnop montre aussi (théorème 4.7) qu'il existe une 
orrespondan
e préservant le type, entreles se
tions hyperplanes de XG dont les singularités sont isolées, et les sous-diagrammesde Γ∗.Knop prouve son théorème en introduisant des invariants qui 
ara
térisent les singu-larités simples (
aratérisation de Saïto [Sa 1971℄) et en 
al
ulant au 
as par 
as la valeurde 
es invariants pour la se
tion hyperplane X ∩H0. En essayant de donner une nouvellepreuve de 
e théorème nous avions trois obje
tifs :1) prouver uniformément le théorème, 
'est à dire éviter le 
al
ul au 
as par 
as.2) 
omprendre géométriquement pourquoi H0 est le bon hyperplan dans la 
onstru
-tion de Knop.3) 
omprendre un peu mieux les liens entre singularités et algèbres de Lie de mêmetype.



1.2 Variétés duales 5Comme nous le verrons notre preuve ne peut se passer du 
al
ul au 
as par 
as danssa dernière étape, mais nous avons pu rempla
er l'utilisation d'invariants sophistiqués pardes 
al
uls élémentaires. De plus 
es 
al
uls nous apportent des informations nouvellessur le noyau de la partie quadratique de X ∩H0. Pour 
e qui est du point 2), nous allonsdonner une 
onstru
tion qui nous permettra d'interpréter géométriquement H0. En�n àla �n du 
hapitre nous ferons des 
ommentaires sur le point 3).1.2 Variétés dualesComme nous l'avons rappelé dans l'introdu
tion, la variété duale est en général unehypersurfa
e. Lorsque 
'est le 
as, l'équation ∆X qui dé�nit X∗ est appelée dis
riminantde X ([G-K-Z 1994℄). Cette terminologie met en avant le fait suivant : lorsque X est unevariété lisse, alors X∗ paramétrise exa
tement les se
tions hyperplanes singulières de X.En e�et par dé�nition de X∗, H ∈ X∗ implique que la se
tion X ∩ H est singulière. Sion suppose X lisse alors 
omme H /∈ X∗ implique H interse
te X transversalement onobtient X ∩H est une se
tion lisse si et seulement si H /∈ X∗.1.2.1 Dis
riminants des variétés adjointesDans 
ette se
tion nous allons expli
iter le dis
riminant des variétés adjointes pour lesalgèbres de Lie 
lassiques. En parti
ulier nous établissons pour les types An et Dn unerelation entre X̂∗
G et ΣG (où par abus de notation ΣG est le dis
riminant d'une singularitésimple de même type que le groupe de Lie G).Le 
as AnDans le 
as où g = sln+1C la variété adjointe est :

XSLn+1C = (Pn × Pn) ∩Htra
e=0 ⊂ P(sln+1C).

XAn s'interprète 
omme l'ensemble des matri
es de tra
e nulle et de rang 1. La formede Killing est dé�nie par B(C, D) = tr(tCD). On identi�e ainsi sln+1C et son dual.Cher
hons une expression du dual de XAn . Pour 
ela notons x = e ⊗ f ∗ un point de
Pn×Pn ⊂ P(V ⊗V ∗). La 
ondition de tra
e nulle revient à dire que f ∗(e) = 0. Maintenantque nous savons dé
rire un point de XAn nous pouvons 
al
uler l'espa
e tangent de XAnau point x en utilisant la règle de Leibniz :

d(e⊗f ∗) = v⊗f ∗+e⊗w∗, où v est un ve
teur quel
onque de ker(f ∗) et w∗ un ve
teurquel
onque de e⊥ ⊂ V ∗. Sous forme matri
ielle on a don
 pour un 
hoix d'une 
ertainebase :
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x =









0 ... 0 1
0 ... 0 0
. ... . .
0 ... 0 0









T̂xXAn =









a ... ∗ ∗
0 ... 0 ∗
. ... . .
0 ... 0 −a









H tangent en x, impose les 
onditions suivantes :
trace(tHx) = 0

trace(tHy) = 0, ∀ y ∈ T̂xXAn .En parti
ulier si H est une matri
e de tra
e nulle admettant une valeur propre doublealors H ∈ X∗
An
. Or l'ensemble des matri
es de tra
e nulle ayant une valeur propre doubleest une hypersurfa
e : les valeurs propres de H sont les ra
ines du polyn�me 
ara
téris-tique QH = det(H − λId), et 
e polyn�me a une ra
ine double si et seulement si sondis
riminant est nul, ∆(QH) = ∆(det(λn+1Id+H)) = 0. Comme X∗

An
est irrédu
tible, lesdeux hypersurfa
es 
oïn
ident. Nous avons don
 pour équation de X∗

An
:

∆XAn
(H) = ∆(QH) = ∆(det(λn+1Id + H))) = 0
e qui donne en développant

∆XAn
(H) = ∆(λn+1 + P2(H)λn−1 + ... + Pn+1(H)) = 0 (1.2)où les Pi sont les sommes des i× i prin
ipaux mineurs de H (P1 étant la tra
e, i
i nulle,et Pn+1 le déterminant). Rappelons en�n que les Pi sont les générateurs de l'algèbre despolyn�mes SLn+1-invariants sur sln+1, i.e. C[sln+1]

SLn+1 = C[P2, ..., Pn+1].Par la suite nous allons exploiter la �ressemblan
e� entre les expressions (1.1) et (1.2).Plus pré
isément nous remarquons la 
hose suivante, il existe une appli
ation SLn+1-invariante (le quotient de sln+1 par le groupe SLn+1),
Φ : sln+1 7−→ Cn = sln+1//SLn+1dé�nie par les générateurs de C[sln+1]

SLn+1 ,
Φ(x) = (P2(x), ..., Pn+1(x))ave


Φ(X̂∗
An

) = ΣAn .



1.2 Variétés duales 7Le dis
riminant des variétés adjointes (pour les groupes de Lie 
lassiques)Revenons au 
as où X = XG ⊂ P(g) est une variété adjointe pour un groupe deLie simple 
omplexe G. I
i nous suivons la présentation de [Te 2004℄ pour dé
rire ledis
riminant de XG. Soit x ∈ g, le polyn�me 
ara
téristique de l'opérateur adjoint ad(x) =
[x, .] est,

Qx = det(tId− ad(x)) =

dim(g)
∑

i=0

tiDi(x).Si r est le rang de g alors on a pour tout x, dimgx ≥ r. Don
 l'opérateur ad(x)admet 0 
omme valeur propre ave
 multipli
ité au moins r. En parti
ulier 
ela implique
D0(x) = D1(x) = ... = Dr−1(x) = 0. Le premier polyn�me non nul est don
 Dr.Nous avons Dr(x) 6= 0 si et seulement si x est régulier semi-simple. Or un élément
x semi-simple est régulier si et seulement ∀ α ∈ R on a α(x) 6= 0, où R est l'ensembledes ra
ines de g. Ce
i permet, sous l'isomorphisme de Chevalley, C[g]G ≃ C[h]W , dere
onnaître Dr 
omme le produit des ra
ines

Dr |h =
∏

α∈R

α = ±(
∏

α∈R+

α)2 à s
alaire multipli
atif près.Sous l'a
tion du groupe de Weyl, W , 
e polyn�me n'est pas irrédu
tible lorsque lediagramme de Dynkin Γ de G admet des ra
ines longues et 
ourtes. On a don

Dr |h = Dl|hDc|h =

∏

α∈Rl

α
∏

α∈Rc

αoù Rl est l'ensemble des ra
ines longues de g et Rc l'ensemble des ra
ines 
ourtes. Le lienave
 le dis
riminant de XG est le suivantThéorème 1.2.1 (Tevelev [Te 2004℄, Omoda [Om 2000℄). Après avoir identi�é get g∗ via la forme de Killing, on a
∆XG

= Dl.On propose une nouvelle preuve de 
e théorème que l'on déduit du lemme suivant. Celemme simpli�e les arguments de [Te 2004℄ et [Om 2000℄, et donne en plus des informationssupplémentaires pour les autres orbites nilpotentes :Lemme 1. Soit v ∈ g un ve
teur nilpotent, on note Xv = P(G.v) ⊂ P(g). Après avoiridenti�é g et g∗ par la forme de Killing, on note Y ⊂ P(g∗) l'hypersurfa
e dé�nie par
Dr = 0, alors X∗

v ⊂ Y .



8 Chapitre 1. Sur un théorème de KnopDémonstration. g = h ⊕α∈R gα, et soit v un élément nilpotent. A 
onjugaison près onpeut supposer v ∈ ⊕α∈R+gα, où R+ est l'ensemble des ra
ines positives. Don
 il existedes ve
teurs propres {Zαi
}i∈I pour des ra
ines positives, αi, tels que v =

∑

i∈I Zαi
. Soit

i ∈ I, alors [Z−αi
, v] ∈ T̃vXv. Cet élément de g a pour partie semi-simple hαi

= [Z−αi
, Zαi

].Soit H ∈ X∗
v , alors T̃vXv ⊂ H et don
 [Z−αi

, v] ∈ H . En notant H = B(h, .), il vient
B(h, [Z−αi

, v]) = 0. Pour les parties semi-simples de h et [Z−αi
, v], la dernière égalitéimplique αi(hs) = 0, 
e qui signi�e Dr(hs) = 0, i.e. H ∈ Y . 2Démonstration. (du théorème) On applique le lemme à l'orbite dé�nie par le ve
teur deplus haut poids, v = Zα̃. Don
 on obtient α̃(hs) = 0. Le plus haut poids est une ra
inelongue, d'où 
ette fois Dl(hs) = 0. En�n pour les variétés adjointes on sait que X∗

G estune hypersurfa
e, don
 X∗
G ⊂ Y implique l'égalité.2Déduisons de 
e théorème une expression du dis
riminant de XG, lorsque G est unealgèbre de Lie 
lassique.Les algèbres de Lie 
lassiques peuvent se dé
rire 
omme suit :

slnC = Mat0n(C) := {A ∈Matn(C)|tra
e A = 0}

so2n+1C = {





A B G
C −AT H
E F 0



 ∈Mat02n+1(C)

|A, B, C ∈ Matn(C), BT = −B, CT = −C, ET = −G, F T = −H}

sp2nC = {

(

A B
C −AT

)

∈Mat02n(C)|A, B, C ∈Matn(C), BT = B, CT = C}

so2nC = {

(

A B
C −AT

)

∈Mat02n(C)|A, B, C ∈Matn(C), BT = −B, CT = −C}On peut don
 parler de la restri
tion des Pi = somme des i × i prin
ipaux mineurs.Pour 
haque algèbre de Lie 
lassique 
es polyn�mes engendrent C[g]G (voir [Po 2002℄).Dans le 
as parti
ulier de Dn, P2n le déterminant n'est pas irrédu
tible, P2n = Pf 2 et lepolyn�me Pf est appelé Pfa�en.On obtient alors,Proposition 1.2.1. Une équation pour le dis
riminant de XG est :Type An, ∆XAn
(x) = ∆(tn+1 + P2(x)tn−2 + ... + det(x)) = 0Type Bn, ∆XBn
(x) = ∆(tn + P2(x)tn−1 + ... + P2n(x)) = 0Type Cn, ∆XCn
(x) = ∆(t2 + det(x)) = 0Type Dn, ∆XDn
(x) = ∆(tn + P2(x)tn−2 + ... + P2n−2(x)t + Pf 2(x)) = 0.



1.2 Variétés duales 9Démonstration. Le 
as An a été traité, voir l'équation (1.2).Le 
as Cn se traite aisément. En e�et, soit V un espa
e ve
toriel 
omplexe de dimension
n, alors sp2n ≃ S2(V ). Sous 
et isomorphisme, la variété adjointe XSp2n

s'identi�e à
v2(P

n−1) la variété des matri
es symétriques de rang 1. Sa variété duale 
orrespond alorsà la variété des matri
es symétriques de rang au plus n dont une équation est donnée parle déterminant. Or ∆(t2 + det(x)) = 0 est une autre façon d'é
rire det(x) = 0.Pour le 
as Bn nous adoptons les notations de [Fu-Ha 1991℄. Soit M ∈ so2n+1, à
onjugaison près, on peut par la dé
omposition de Jordan é
rire Ms la partie semi-simplede M sous la forme,
Ms = {





A 0 0
0 −AT 0
0 0 0



 ∈Mat02n+1|A ∈Matn, A = diag(λ1, ...λn)}.Soit α une ra
ine longue, d'après la dés
ription donnée de so2n+1 et 
elle de ses ra
inesdonnée dans [Fu-Ha 1991℄, on a
α(Ms) = λi ± λj .Don
 l'équation du dis
riminant que l'on a par le théorème est

Dl(Ms) =
∏

1≤i<j≤n, i6=j

(λi ± λj)
2.Considérons maintenant PM le polyn�me 
ara
téristique de M :

det(M + tId) = t2n+1 + P1(M)t2n−1 + P2(M)t2n−2 + ... + Pn−1(M)t(rappel trace = 0, et Pn = det = 0). Ce polyn�me admet 0 
omme ra
ine puisque
det(M) = 0. Si on 
onsidère

t2n + P1(M)t2n−2 + P2(M)t2n−2 + ... + Pn−1(M),on obtient un polyn�me qui a 
omme valeurs propres λi,−λi. Faisons le 
hangement devariable T = t2, on obtient un nouveau polyn�me,
T n + P1(M)T n−1 + P2(M)T n−2 + ... + Pn−1(M)qui a 
omme valeurs propres λ2

i , et don
 si on 
onsidère son dis
riminant (produit du
arré de la di�éren
e des ra
ines), on obtient
∆(T n + P1(M)T n−1 + P2(M)T n−2 + ... + Pn−1(M)) =

∏

1≤i<j≤n, i6=j

(λ2
i − λ2

j )
2 =

∏

1≤i<j≤n, i6=j

(λi ± λj)
2 = Dl(Ms).



10 Chapitre 1. Sur un théorème de KnopPour M ∈ so2nC, on note Ms sa partie semisimple,
Ms = {

(

A 0
0 −AT

)

∈Mat02n|A ∈Matn, A = diag(λ1, ...λn)}.Soit α une ra
ine, d'après la dés
ription donnée de so2n, on a
α(Ms) = λi ± λj .Le théorème implique,

D(Ms) =
∏

1≤i<j≤n, i6=j

(λi ± λj)
2.Considérons maintenant PM le polyn�me 
ara
téritisque de M :

det(M + tId) = t2n + P2(M)t2n−2 + P4(M)t2n−4 + ... + Pf 2(M)(naturellement pour i impair on a Pi(M) = 0). Ce polyn�me a pour valeurs propres λiet −λi. En faisant le même 
hangement de variables que pré
édemment on a un nouveaupolyn�me,
T n + P2(M)tn−1 + P4(M)tn−2 + ... + Pf 2(M),dont les ra
ines sont λ2

i , d'où
∆(T n + P2(M)T n−1 + P4(M)T n−2 + ... + Pf 2(M)) =

∏

1≤i<j≤n,i6=j

(λ2
i − λ2

j )
2

=
∏

1≤i<j≤n,i6=j

(λi ± λj)
2 = D(Ms).2Le 
as DnNous voulons faire i
i les mêmes observations pour les dis
riminants (au sens d'équa-tion d'une variété duale et au sens de dis
riminant d'une singularité) de type Dn quepour les dis
riminants de type An. Nous allons mettre en éviden
e une appli
ation SO2n-invariante de so2n dans Cn ave
 les propriétés voulues.Le dis
riminant de XSO2n

est d'après 
e qui pré
ède ∆(tn+P2(x)tn−2+...+P2n−2(x)t+
Pf 2(x)) = 0 où les P2i, 0 < i < n et le P�a�en Pf sont les générateurs de C[so2n]SO2n .L'appli
ation Φ devient,

Φ : so2n 7−→ Cn
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Φ(x) = (P2(x), P4(x), ..., P2n−2(x),

1

2
Pf(x))L'image par Φ de X̂∗

SO2n
est une hypersurfa
e Σ dé�ne par

∆(tn + a1t
n−1 + ... + an−1t + (

1

2
an)2) = 0.Ainsi Σ est 
ara
térisée par,

(a1, a2, ..., an) ∈ Σ⇔ ∃ t tel que {

tn + a1t
n−1 + ... + an−1t + (1

2
an)2 = 0

ntn−1 + (n− 1)a1t
n−2 + ... + an−1 = 0

(1.3)Une singularité de type Dn a pour forme normale xn−1 + xy2, et une déformationminiverselle est donnée par,
F (x, y, a1, ..., an) = xn−1 + xy2 + a1x

n−2 + ... + an−2x + an−1 + anydon
 une équation pour Σxn−1+xy2 est
∆(xn−1 + xy2 + a1x

n−2 + ... + an−2x + an−1 + any) = 0.On obtient ainsi 
omme 
ara
térisation de Σxn−1+xy2 ,
(a1, a2, ..., an) ∈ Σxn−1+xy2 ⇔ ∃ (x, y) tel que











xn−1 + xy2 + a1x
n−2 + ... + an−2x + an−1 + any = 0

(n− 1)xn−2 + y2 + (n− 2)a1x
n−3 + ... + an−2 = 0

2xy + an = 0

(1.4)Montrons que Σ = Σxn−1+xy2 .On suppose an 6= 0. Soit (a0, a1, ..., an) ∈ Σ, et notons par t0 la valeur de t telle queles 
onditions (1.3) soient véri�ées. On a t0 6= 0 puisque l'on suppose an 6= 0. Alors pourle 
ouple (x, y) = (t0,−
an

2t0
), (a0, ..., an) satisfait les 
onditions (1.4). Ré
iproquement si

(x0, y0) est une solution de (1.4) alors 
omme an 6= 0, né
essairement y0 = − an

2x0
et onpeut montrer que pour t = x0, (a1, . . . , an) est solution de (1.3). Ce
i montre l'égalitélorsque an 6= 0.Supposons maintenant an = 0, alors si (a1, a2, ..., an) ∈ Σ pour t = t0 on a (a1, a2, ..., an)

∈ Σxn−1+xy2 pour (x, y) = (t0, 0). Ré
iproquement on suppose (a1, . . . , an) satisfait (1.4)pour un 
ouple (x0, y0), ave
 an = 0. On peut supposer an−1 6= 0, sinon pour t = 0
(a1, . . . , an) satisfait (1.3). Don
 si an−1 6= 0, alors y0 = 0 et pour t = x0 on montre que
(a1, . . . , an) ∈ Σ. Ce qui donne Σ = Σxn−1+xy2 .



12 Chapitre 1. Sur un théorème de KnopRemarque 1.2.1. On voit dans l'exemple Dn que le fait que le Pfa�en soit un desgénérateurs de l'algèbre des polyn�mes invariants est primordial pour les rappro
hementsque l'on souhaite mettre en éviden
e. En e�et si l'invariant de plus haut degré etait ledéterminant alors il n'y aurait pas de terme au 
arré dans le dis
riminant qui dé�nit Σ.Or 
'est la présen
e de 
e terme qui permet d'identi�er Σ et ΣDn.1.2.2 Version duale du théorème de KnopComme nous l'avons vu le théorème de Knop permet de 
onstruire une singularitésimple à partir d'une variété adjointe. Le type de 
ette singularité 
orrespond alors autype du sous-diagramme des ra
ines longues de l'algèbre de Lie 
onsidérée. Le théorèmeque nous allons énon
er permet, 
omme 
ela vient d'être montré dans les 
as An et Dn, de
onstruire le dis
riminant d'une singularité simple à partir du dis
riminant de la variétéadjointe. Là en
ore la singularité simple, dont on obtient le dis
riminant, a le même typeque le sous-diagramme des ra
ines longues. Avant d'énon
er le théorème nous devons fairequelques rappels sur le quotient de g par l'a
tion adjointe de G.Le quotient g 7−→ g//G est obtenu 
omme morphisme dual au morphisme d'in
lusion
C[g] ←֓ C[g]G. L'algèbre des polyn�mes G-invariants sur g est engendrée par r poly-n�mes G-invariants et algébriquement indépendants, P1, . . . , Pr. On peut don
 identi�erl'appli
ation quotient ave
 l'appli
ation polyn�miale suivante,

Φ : g 7−→ Cr ≃ g//G

Φ(Z) = (P1(Z), P2(Z), . . . , Pr(Z)).Les Pi ne sont, en général, pas dé�nis de manière unique. Pour un autre 
hoix degénérateurs on identi�e l'appli
ation quotient ave
 une nouvelle appli
ation polyn�miale
Ψ : g 7−→ Cr. L'existen
e d'un 
hangement de base au niveau des générateurs impliquel'existen
e d'un di�éomorphisme tel que Cr

Φ ≃diff Cr
Ψ. Ainsi les images de Φ sont dé�niesde manière unique à une 
ertaine 
lasse de di�éomorphismes près (i.e. les di�eomorphismesqui sont 
onstruit à partir d'un 
hangement de bases sur les générateurs de C[g]G). Dansle 
adre du théorème qui suit, 
e
i n'est pas une restri
tion pusique ΣΓ∗ n'est dé�nie qu'àdi�éomorphisme près.En�n on ordonne les Pi pour le degré, i.e. i ≤ j ⇒ degPi ≤ degPj, et si Γ 
ontient nra
ines longues, on 
onsidère L = Cn ⊂ Cr ≃ g//G l'espa
e linéaire 
orrespondant aux

r − n premières 
oordonnées égales à 0.Théorème 1.2.2. Soit g une algèbre de Lie de type Γ et soit Γ∗ le sous-diagrammedes ra
ines longues. Soit XG ⊂ P(g) la variété adjointe et X∗
G ⊂ P(g∗) sa variété duale.En identi�ant g ≃ g∗ par la forme de Killing, on 
onsidère le 
�ne X̂∗

G ⊂ g∗ ≃ g, et sonimage via l'appli
ation quotient Φ(X̂∗
G) ⊂ Cr. Alors,

Φ(X̂∗
G) ∩ L = ΣΓ∗ ⊂ Cn.



1.2 Variétés duales 13Preuve du théorème pour les diagrammes A−D −EToutes les ra
ines du diagramme Γ étant longues, on a Γ = Γ∗ et don
 L = Cr.Le théorème de Chevalley 
onduit à l'interprétation de Φ suivante (voir [Kos 1963℄) :
g∗ ≃ g

Φ //

π

""DD
DD

DD
DD

D
h/W

h

φ

>>||||||||où π envoie un élément x ∈ g sur sa partie semi-simple et φ est l'appli
ation quotientde h ≃ Cr dans son quotient par le groupe de Weyl W . Une W -orbite dans h ≃ Cr estrégulière lorsqu'elle 
ontient le nombre maximal possible de points. On a au sujet de 
ettedernière appli
ation, le résultat suivant attribué à Brieskorn [Br 1970, Sl 1983℄ :Théorème 1.2.3. La variété des orbites irrégulières pour un groupe de ré�exion W detype A−D−E agissant sur Cr est isomorphe à l'hypersurfa
e donnée par le dis
riminantasso
ié à une singularité simple de même type que W .Remarque 1.2.2. Comme nous l'expliquerons dans la se
tion 1.3.2, 
e théorème est une
onséquen
e du théorème de Brieskorn 
ité en introdu
tion [Sl 1993℄.Par dé�nition h ∈ h véri�e α(h) = 0 pour une ra
ine α ∈ R, si et seulement si W (h)n'est pas une orbite régulière. Plus pré
isément, les orbites irrégulières sont du type W (h)lorsque h appartient à un hyperplan dé�nissant une symétrie sα ∈W . I.e. l'ensemble desorbites irrégulières de h 
orrespond à la reunion des hyperplans dé�nis par α = 0, α ∈ R.Don
 φ(∪α∈R{α = 0}) = ΣW , où ΣW est le dis
riminant d'une singularité simple de mêmetype que W .D'après la dés
ription que le théorème 1.2.1 donne du dis
riminant, on a π(X̂∗
G) =

∪α∈R{α = 0}. On obtient don
 
omme 
onséquen
e du théorème 1.2.3,Corollaire 1. Soit g une algèbre de Lie simple de type A−D−E et de rang r. Notons
ΣG ⊂ Cr l'hypersurfa
e donnée par le dis
riminant asso
ié à une singularité simple dumême type que G. Alors en identi�ant g∗ ≃ g l'appli
ation quotient, Φ : g∗ 7−→ Cr, donne
Φ(X̂∗

G) ≃ ΣG.Preuve du théorème 1.2.2 pour les diagrammes B − C − F −GNous allons pro
éder au 
as par 
as. Considérons d'abord le type Br et Cr. Les équa-tions des variétés duales sont respe
tivement ∆(tr + P2(x)tr−1 + ... + P2r(x)) = 0 et
∆(t2 + det(x)) = 0. Ces deux équations dé�nissent une hypersurfa
e dans Cr via l'ap-pli
ation quotient Φ. En notant λi les 
oordonnées de Cr, on obtient les hypersurfa
esdé�nies par ∆(tr + λ1t

r−1 + ... + λr) = 0 et ∆(t2 + λr) = 0. Le diagramme Br a uneseule ra
ine 
ourte, on doit alors 
onsidérer l'hyperplan λ1 = 0 et don
 l'équation de
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Φ(X̂∗

Bn
) ∩ L ⊂ L est donnée par ∆(tr + λ2t

r−2 + ... + λr) = 0 qui est bien l'équationde ΣAr−1 . Le diagramme Cr a r − 1 ra
ines 
ourtes, L 
orrespond alors au sous-espa
ede Cr dé�ni par λ1 = ... = λr−1 = 0. Ainsi Φ(X̂∗
Cr

) ∩ L ⊂ L est donnée par l'équation
∆(t2 + λr) = 0 dans C1

λr

e qui 
orrespond bien à ΣA1 .Le 
as G2 se résume aussi à une astu
e 
omme le 
as Cr. En e�et l'équation duthéorème 1.2.1 nous dit que ∆G2 est un polyn�me G2-invariant, irrédu
tible et de degré

6. Or d'après les tables de [Bou 1968, P-V 1989℄ nous savons que l'algèbre des polyn�mesinvariants C[g2]
G2 est engendrée par un polyn�me de degré 2 (la forme de Killing) et unpolyn�me de degré 6. On peut don
 
hoisir (toujours après identi�
ation g2 ≃ g∗

2), pour
P2 le polyn�me ∆G2 . Ainsi Φ : g∗

2 ≃ g2 7−→ C2 est donnée par Φ(x) = (P1(x), P2(x)),et Φ(X̂∗
G2

) 
orrespond à la droite de C2 dé�nie par λ2 = 0. Le diagramme G2 a uneseule ra
ine 
ourte, don
 L = C1
λ2
. Ainsi Φ(X̂∗

G2
) ∩ L = {0} ∈ C1, 
e qui en
ore une fois
orrespond à ΣA1 .Pour le 
as F4 il faut faire un peu plus de 
al
ul. Soient P1, P2, P3, P4, 4 générateursde C[f4]

F4 tels que deg(P1) = 2, deg(P2) = 6, deg(P3) = 8, deg(P4) = 12. Commedans [Fr-Hu 1999℄ où des 
al
uls similaires ont été fait (les auteurs ont ainsi 
al
ulé uneexpression pour le dual de la quintique invariante de C[e6]
E6), on peut 
hoisir

P1 =
∑

α∈R

α2, P2 =
∑

α∈R

α6, P3 =
∑

α∈R

α8, P4 =
∑

α∈R

α12.Ce sont bien des polyn�mes irrédu
tibles et invariants sous le groupe de Weyl et ils ontle degré voulu. Le diagramme F4 a deux ra
ines 
ourtes, ainsi pour 
onnaître Φ(X̂∗
F4

)∩Lil nous faut 
al
uler ∏

α∈Rl
α en fon
tion des Pi puis éliminer tous les fa
teurs 
ontenant

P1 ou P2Lemme 2. Sous les hypothèses pré
édentes et en supposant que P1 = P2 = 0 nous avons
∏

α∈Rl
α = mP 3

3 + nP 2
4 , ave
 m 6= 0 et n 6= 0.La preuve de 
e lemme utilise des 
al
uls fait par Maple ave
 le pa
kage Gröbner.Nous les avons reproduit dans l'annexe A.Ce lemme implique don
 Φ(X̂∗

F4
) ∩ L = {(λ2, λ3) ∈ C2|mλ3

2 + nλ2
3 = 0} ⊂ C2, ave


m 6= 0 et n 6= 0. Or on a vu ave
 la �gure (1.1.1) que ΣA2 était dé�nie par 27λ2
3 +4λ3

2 = 0don
 à un 
hangement de variables près on a bien, Φ(X̂∗
F4

) ∩ L = ΣA2 . Ce qui a
hève lapreuve du théorème. 21.3 Une nouvelle preuve du théorème de Knop1.3.1 PreuvePour �nir nous allons utiliser le théorème 1.2.2 pour redémontrer le théorème de Knop.Comme nous l'avons dit au tout début de 
e 
hapitre, Arnold a montré qu'une singularité



1.3 Une nouvelle preuve du théorème de Knop 15simple (f, 0) était dé�nie par µ son nombre de Milnor, le 
orang de Hess(f, 0) et par lapartie 
ubique de sa restri
tion sur le noyau de Hess(f, 0). Notre stratégie est don
 de
al
uler su

essivement, le nombre de Milnor, la partie quadratique et la restri
tion de lapartie 
ubique de l'équation qui dé�nit X ∩H0.Lorsqu'une se
tion hyperplane X ∩H a un nombre �ni de points singuliers, on dé�nitson nombre de Milnor 
omme suit,
µ(X ∩H) =

∑

xi∈(X∩H)sing µ(X ∩H, xi).Le lien ave
 les variétés duales est exprimé par le résultat suivant :Théorème 1.3.1 (Dim
a [Di 1986℄, Parusi�nski [Pa 1991℄).Sous les hypothèses pré
édentes,
µ(X ∩H) = multHX∗où multHX∗ 
orrespond à la multipli
ité de X∗ au point H.Remarque 1.3.1. Il existe une dé�ntion plus générale de µ(X ∩ H) qui reste validelorsque les singularités ne sont pas isolées, voir [Pa 1988, Pa 1991℄. Le théorème pré
édenta été aussi généralisé par A. Parusi�nski au 
as des se
tions dont le lieu singulier est nonisolé.

• Cal
ul de µ(XG ∩H0)Lemme 3. Soit XG ⊂ P(g) une variété adjointe. Soit H0 un hyperplan dé�ni par unélément régulier nilpotent h0. Alors X ∩H0 a un unique point singulier.Démonstration. Un élément régulier nilpotent h0 est 
ontenu dans un unique borel b ⊂ g(rappelons que pour un 
hoix d'ordre sur les ra
ines on dé�nit une sous-algèbre de borelde g en posant b = h⊕ (⊕α∈R+gα)). Or le 
entre du nilradi
al d'un borel est de dimension
1 ([Hu 1995, Kna 1996℄). Don
 il existe un unique, à un s
alaire près, ve
teur v tel que
B([g, h0], v) = 0 (où B(, ) est la forme de Killing). Par invarian
e de la forme de Killing,on a B(h0, [g, v]) = 0. Don
 H0 est tangent à la variété G.[v] en un unique point [v]. Ilreste à voir que v est un ve
teur de plus haut poids pour identi�er G.[v] et XG. Pour
ela on 
hoisit une base de ra
ines simples, α1, ..., αn ave
 pour ve
teurs propres 
orres-pondants Zα1 , ..., Zαn, on note α̃ la plus haute ra
ine de g et son ve
teur propre asso
ié
vα̃. L'élément h0 = Zα1 + ... + Zαn est régulier nilpotent, et on a bien B(h0, [g, vα̃]) = 0puisque [g, vα̃] ⊂ b. 2Nous noterons r ⊂ g l'ensemble des éléments réguliers de g. C'est à dire que x ∈ r⇔dim(gx) = r.



16 Chapitre 1. Sur un théorème de KnopLemme 4. Soit H ⊂ Cr une hypersurfa
e quel
onque dé�nie par f = 0, soit H̃ ⊂ g ≃ g∗l'hypersurfa
e donnée par f ◦ Φ = 0. Alors on a pour x ∈ H̃ ∩ r, régulier, multxH̃ =
multΦ(x)H.Démonstration. On suppose x ∈ H̃ ∩ r et on note y = Φ(x). La règle de la 
haînedonne ∂i(f ◦ Φ)(x) =

∑

j ∂jf(y).DPi,j(x) où DPi,j = (∂iPj)ij . Un théorème de Kostant([Kos 1963℄, Theorem 0.1) assure que DPi,j(x) est de rang maximum si et seulement si
x ∈ r. On en déduit que x est singulier pour f ◦ Φ si et seulement si y = Φ(x) estsingulier pour f . Supposons maintenant que y soit de multipli
ité k, en prenant les dérivéssu

essives de f ◦ Φ on a bien que x est aussi de multipli
ité k. 2Lemme 5. Soit X̂∗

G ⊂ g∗ ≃ g et soit N(g) ≃ N(g∗) le nil
�ne de g. Si g est une algèbre deLie simple de type Γ dont le diagramme posséde n ra
ines longues alors multN(g∗)lisseX̂∗
G =

n.Remarque 1.3.2. On a bien N(g∗) ⊂ X̂∗
G puisque par dé�nition si x ∈ N(g∗) alors x etnilpotent et don
 sa partie semi-simple xs est nulle. Il vient alors ∆(x) =

∏

α∈Rl
α(0) = 0.Démonstration. Il su�t de rappeler que N(g) est dé�ni par P1 = ... = Pr = 0 et que deplus N(g)lisse = N(g)∩r. On applique le lemme pré
édent au point (0, 0, ..., 0) = Φ(N(g)) ∈

Φ(X̂∗
G) = H. Lorsque G est de type A−D−E, alors Φ(X̂∗

G) = ΣG et ΣG étant le dis
rimi-nant d'une singularité simple telle que µ = n, on en déduit que mult(0,...,0)ΣG = n. Lorsque
G est de type B−C−F−G on a aussi mult(0,...,0)H = n. En e�et,H est donnée par un po-lyn�me en λ1, ..., λr et ΣΓ∗ est la se
tion de H obtenue en prenant λ1 = ... = λr−n = 0. Orles λi pour i ≤ r−n viennent de polyn�mes invariants de degrés inférieurs aux polyn�mes
Pj pour j > r−n. Le polyn�me ∆XG

étant homogène, les mon�mes faisant intervenir des
λi ave
 i ≤ r − n seront toujours de degré supérieurs aux mon�mes ne faisant intervenirque des λj pour j > r−n (de tels mon�mes existent pour les polyn�mes que l'on 
onsidèrei
i). Ainsi pour un tel polyn�me, on ne 
hange pas la multipli
ité de l'origine en imposant
λ1 = . . . λr−n = 0. Don
 mult(0,...,0)H = mult(0,...,0)ΣΓ∗ = n 2Rappelons que si h0 est un élément régulier nilpotent, alors N(g)lisse = G.h0. En
ombinant les lemmes 
i-dessus on obtient grâ
e au théorème 1.3.1,

µ(X ∩H0, x) = n.Remarque 1.3.3. Ce 
al
ul de µ(X ∩H0, x) explique pourquoi H0 est le �bon� hyperplandans la 
onstru
tion de Knop. C'est en e�et l'élément régulier dont l'orbite est envoyéesur le point le plus singulier de ΣG.
• Cal
ul de la partie quadratique de X ∩H0Considérons X ⊂ P(V ) une variété proje
tive munie de 
oordonnées lo
ales au point

x ∈ X, telles que X soit donnée par
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(x1, x2, ..., xn, fn+1(x1, ..., xn), ..., fn+a(x1, ..., xn)), ave
 x = (0, ..., 0).On a alors TxX = {∂xi

} et N∗
xX = {dfµ}, et on dé�nit la se
onde forme fondamentalede X en x en 
oordonnées par,

IIX,x =
∂2fµ

∂i∂j

|xdxi ◦ dxj ⊗ ∂fµ ∈ S2T ∗
xX ⊗NxX.On envisagera souvent par la suite IIX,x 
omme l'appli
ation,

IIX,x : N∗
xX 7−→ S2T ∗

xX

IIX,x(H) = QH
x .I
i QH

x est la partie quadratique de X ∩ H au point x et H représente à la fois unhyperplan de P(V ) ainsi que la forme linéaire 
orrespondante. Le rang de IIX,x(H0) estdon
 le premier invariant de X∩H0 qu'il nous faut 
al
uler. Pour 
ela on utilise la �ltrationpar les espa
es os
ulateurs,
x̂ ⊂ T̂xX ⊂ T̂ (2)

x X ⊂ ... ⊂ T̂ (k)
x X ⊂ T̂ (k+1)

x X = V.Lorsqu'on a une représentation de groupe (Vλ, G) et que X = G/P = G.[vλ], 
ette�ltration s'expli
ite à l'aide de l'identi�
ation suivante,
T̂ (i)

vλ
X = g(i)vλoù g(i) = g⊗i/{x⊗ y + y ⊗ x− [x, y]|x, y ∈ g} pour i ≥ 2 et g(1) = g.Ainsi IIG/P,vλ

(N∗
vλ

G/P ) = g(2)vλ mod gvλ. Dans notre situation où X = XG est lavariété adjointe, notons α̃ la plus haute ra
ine, on a
IIXG,vα̃

(H0)(Z1vα̃, Z2vα̃) = B(h0, Z1Z2vα̃).Supposons que Z1vα̃ = [Z1, vα̃] soit une dire
tion dégénérée pour QH0
vα̃

= IIXG,vα̃
(H0),alors on doit avoir pour tout Z ∈ g,

B(h0, [Z, [Z1, vα̃]]) = 0
e qui par invarian
e de la forme de Killing revient à dire que ∀ Z ∈ g,
B(Z, [h0, [Z1, vα̃]]) = 0.Mais la forme de Killing est non dégénérée don
 l'égalité pré
édente implique

[h0, [Z1, vα̃]] = 0.On en déduit une 
ara
térisation des dire
tions dégénérées de QH0
vα̃
,
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ker(QH0

vα̃
) = gh0 ∩ T̂vα̃

XG.En adoptant les notations [Bou 1968℄ pour les systèmes de ra
ines des algèbres de Liesimples, on prouveLemme 6. Si g = sln+1 alors
ker(QH0

vω1+ωn
) =< (Z−α1 − Z−αn)vω1+ωn >.Si g = so2n+1 alors

ker QH0
vω2

=< (Zǫ1 − Zǫ2)vω2 > ave
 ǫ1 = −α2 − α1 et ǫ2 = −α2 − α3.Si g = sp2n alors
ker QH0 = {0}Si g = so2n alors
ker(QH0

vω2
) =< (Zλ1 − Zλ2)vω2 , (Zλ3 − Zλ4)vω2 >, ave
 λ1 = −α2 − α1, λ2 = −α2 − α3,

λ3 = −α2 − α3 − α4 − ...− αn−2 − αn−1, λ4 = −α2 − α3 − α4 − ...− αn−2 − αn.Si g = e6 alors
ker(QH0

vω2
) =< (Zµ1 −Zµ2)vω2 , (Zµ3 + Zµ4 −Zµ5)vω2 >, ave
 µ1 = −α2 −α4 −α3, µ2 =

−α2−α4−α5, µ3 = −α2−α4−α3−α1, µ4 = −α2−α4−α5−α6 et µ5 = −α2−α4−α3−α5.Si g = e7 alors
ker(QH0

vω1
) =< (Zν1 − Zν2)vω1 , (Zν3 + Zν4 − Zν5)vω1 >, ave
 ν1 = −α1 − α3 − α4 − α5,

ν2 = −α1−α3−α4−α2, ν3 = −α1−α3−α4−α5−α6−α7, ν4 = −α1−α2−α3−4α4−α5et ν5 = −α1 − α2 − α3 − α4 − α5 − α6.Si g = e8 alors
ker(QH0

vω8
) =< (Zρ1 −Zρ2)vω8 , (Zρ3 + Zρ4 −Zρ5)vω8 >, ave
 ρ1 = −α8 −α7−α6−α5−

α4−α3, ρ2 = −α8−α7−α6−α5−α4−α2, ρ3 = −α8−α7−α6−α5−2α4−α2−2α3−α1,
ρ4 = −α8−α7−2α6−2α5−2α4−α2−α3, ρ5 = −α8−α7−α6−2α5−2α4−α2−α3−α1.Si g = f4,

ker(QH0
vω1

) =< (Zδ1 −Zδ2)vω1 >, ave
 δ1 = −α1−α2− 2α3 et δ2 = −α1−α2−α3−α4.Si g = g2,
ker(QH0

vω2
) = {0}.Démonstration. On peut dé
rire l'espa
e tangent T̂vα̃

X, 
omme l'espa
e engendré par lesve
teurs de la forme [Zλ, vα̃], où λ est une ra
ine négative, somme de ra
ines simplesnégatives λ =
∑n

i=1 miαi. En reprenant les termes de [Fu-Ha 1991℄, nous dirons que la



1.3 Une nouvelle preuve du théorème de Knop 19représentation adjointe agit par �translation�, puisque le ve
teur [Zλ, vα̃] a pour poids
λ + α̃. Appliquons maintenant h0 = Zα1 + · · ·+ Zαn ,

[h0, [Zλ, vα̃]] =

n
∑

i=1

[Zαi
, [Zλ, vα̃]].Chaque ve
teur [Zαi

, [Zλ, vα̃]] a pour poids α̃−(mi−1)αi−
∑n

j 6=i,j=1 miαi. Représentonsles ve
teurs de T̂α̃X par les poids 
orrespondants. On 
ommen
e par le poids α̃, asso
iéau ve
teur vα̃, et on translate su

essivement par les −αi (
e
i revient à regarder le réseaudes poids de la représentation de H ⊂ P , partie semi-simple du groupe parabolique Pqui dé�nit X = G/P , agissant sur Tvα̃
X). On obtient ainsi une 
haîne de poids à partirde laquelle on peut lire, à 
onstante de stru
ture près, l'a
tion de h0 sur les ve
teurs
orrespondants. En e�et pour 
onnaître l'a
tion de h0 il su�t maintenant de translaterpar αi. On remarque que si plusieurs poids sont translatés par h0 sur un même, on peutformer des dire
tions dégénérées :Prenons pour 
ommen
er le 
as g = sln+1, alors 
omme le montre la 
haîne de poids, lespoids ω1+ωn−α1 et ω1+ωn−αn sont tous les deux envoyés sur ω1+ωn lorsqu'on translatepar les αi. Les ve
teurs 
orrespondants [X−α1 , vω1+ωn] et [X−αn , vω1+ωn] sont dans l'espa
etangent et véri�ent tous les deux, [h0, [X−α1 , vω1+ωn]] = vω1+ωn et [h0, [X−αn , vω1+ωn ]] =

vω1+ωn. On en déduit que [X−α1−X−αn , vω1+ωn] est bien une dire
tion dégénérée pour QH0
vα̃
.La 
haîne des poids montre de même que 
'est le seul ve
teur qui véri�e 
ette propriété.

ω1 + ωn

−α1

ttiiiiiiiiiiiiiiiii
−αn

**UUUUUUUUUUUUUUUUU

ω1 + ωn − α1

−α2

��

ω1 + ωn − αn

−α
n−1

��
ω1 + ωn − α1 − α2

��

ω1 + ωn − αn − αn−1

��... ...
ω1 + ωn − α1 − ...αn−1

**UUUUUUUUUUUUUUUUU
ω1 + ωn − αn − ... − α2

ttiiiiiiiiiiiiiiiii

ω1 + ωn − α1 − ... − αn(on souligne les poids qui sont translatés sur le même poids).Pour le 
as Dn la 
haîne des poids qui 
orrespondent aux ve
teurs v ∈ T̂vα̃
XSO2n

estla suivante,
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ω2

��
ω2 − α2

�� ,,XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

ω2 − α1 − α2

��

ω2 − α2 − α3

rrffffffffffffffffffffffffff

��
ω2 − α2 − α1 − α3

��

ω2 − α2 − α3

ssfffffffffffffffffffffffffffffff

��...
��

...
ssffffffffffffffffffffffffffffffffffff

��
.

��

ω2 − α2 · · · − αn−2

rrfffffffffffffffffffffffff

�� ++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

ω2 − α1 − α2 − · · · − αn−2

�� ,,XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
ω2 − α2 − · · · − αn−2 − αn−1

rrffffffffffffffffffffffff

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWW
ω2 − α2 − · · · − αn−2 − αn

ssgggggggggggggggggggg

��
ω2 − α1 − α2 − · · · − αn−1

��

ω2 − α1 − α2 − · · · − αn−2 − αn

rrfffffffffffffffffffffffff
ω2 − α2 − · · · − αn−1 − αn

qqccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc

ssggggggggggggggggggggg

ω2 − α1 − α2 − · · · − αn−1 − αn

��

ω2 − α2 − · · · − 2αn−2 − αn−1 − αn

ssffffffffffffffffffffffffff

��
ω2 − α1 − · · · − 2αn−2 − αn−1 − αn

��

...
ssgggggggggggggggggggggggggggggggggggg

��...
��

ω2 − 2α2 − · · · − 2αn−2 − αn−1 − αn

ssffffffffffffffffffffffffff

ω2 − α1 − 2α2 − · · · − 2αn−2 − αn−1 − αn

Ce qui nous permet de 
al
uler les ve
teurs poids qui véri�ent la propriété voulue.Pour Bn nous avons la 
haîne suivante,
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ω2

��
ω2 − α2

�� ))SSSSSSSSSSSSSS

ω2 − α1 − α2

��

ω2 − α2 − α3

��uukkkkkkkkkkkkkk

ω2 − α1 − α2 − α3

��

ω2 − α2 − α3 − α4

��
vvllllllllllllllllll... ...Pour Cn et G2 on sait que le nombre de Milnor µ(XG ∩ h0) = 1 don
 né
essairementla quadrique est de rang maximum.En�n on a représenté les 
haînes 
orrespondantes aux 
as f4, e6, e7, e8 dans l'annexe B.

2

• Cal
ul du terme 
ubique de XG ∩H0 restreint à ker QH0Pour a
hever notre preuve du théorème de Knop il reste à 
al
uler le terme 
ubiquede (XG ∩ H0)| ker Q
H0
vα̃

. Ce 
al
ul se fait dire
tement grâ
e à la donnée des dire
tions dé-générées obtenues au lemme pré
édent. Avant de 
al
uler remarquons que dans le lemmeles poids des ve
teurs en jeu sont tels que Zλi
Zλi

vω2 = 0, Zµi
Zµi

vω2 = 0, Zνi
Zνi

vω1 = 0et Zρi
Zρi

vω8 = 0 d'une part et d'autre part [Zλi
, Zλj

] = 0, [Zνi
, Zνj

] = 0, [Zµi
, Zµj

] = 0,
[Zρi

, Zρj
] = 0.Pour l'algèbre de Lie so2n, on a (Zλ1−Zλ2)(Zλ3−Zλ4)(Zλ3−Zλ4)vω2 = −2Zλ1Zλ3Zλ4vω2+

2Zλ2Zλ3Zλ4vω2 . Or ω2 + λ4 + λ3 + λ2 n'est pas une ra
ine et ω2 + λ4 + λ3 + λ1 = −α2ave
 à 
haque étape ω2 + λ4 = ω2 − α2 − · · · − αn−2 − αn est bien une ra
ine et
ω2+λ4+λ3 = ω2−2α2−· · ·−2αn−2−αn−1−αn est en
ore une ra
ine, don
 (Zλ1−Zλ2)(Zλ3−
Zλ4)(Zλ3−Zλ4)vω2 = 2Z−α2 , d'où B(h0, (Zλ1−Zλ2)(Zλ3−Zλ4)(Zλ3−Zλ4)vω2) 6= 0. Il y adon
 un terme 
ubique de type xy2 
e qui prouve que (XSO2n

∩H0, vω2) est bien de type Dn.Pour l'algèbre de Lie e6, on a (Zµ3 + Zµ4 − Zµ5)
3vω2 = −6Zµ3Zµ4Zµ5vω2 . Or ω2 + µ3 +

µ4 + µ5 = −α2, don
 B(h0, (Zµ3 + Zµ4 − Zµ5)
3vω2) 6= 0 (on véri�e dire
tement sur lesdiagrammes de l'annexe B que ω2 + µ5 et ω2 + µ5 + µ4 sont bien des ra
ines de e6). Il ya don
 bien un terme 
ubique de type x3 
e qui prouve que (XE6 ∩ H0, vω2) est bien detype E6 puisque µ(XE6 ∩H0, vω2) = 6.



22 Chapitre 1. Sur un théorème de KnopPour l'algèbre de Lie e7, on a (Zν3 + Zν4 − Zν5)
3vω1 = −6Zν3Zν4Zν5vω1 . Or ω1 + ν3 +

ν4 + ν5 = −α1 (
omme pré
edemment on vérife que ω1 + ν5 et ω1 + ν5 + ν4 sont bien desra
ines), don
 B(h0, (Zν3 +Zν4 −Zν5)
3vω1) 6= 0. Comme µ(XE7 ∩H0, vω1) = 7, la présen
ed'un terme 
ubique de type x3 implique alors que (XE7 ∩H0, vω1) ∼ E7.Pour l'algèbre de Lie e8, on a (Zρ3 + Zρ4 − Zρ5)

3vω8 = −6Zρ3Zρ4Zρ5vω8 . Or ω8 + ρ3 +
ρ4 + ρ5 = −α8 (là aussi on véri�e à partir des diagrammes de l'annexe B que ω8 + ρ5et ω8 + ρ5 + ρ4 sont bien des ra
ines), don
 B(h0, (Zρ3 + Zρ4 − Zρ5)

3vω8) 6= 0. La pré-sen
e d'un terme 
ubique de type x3 implique en
ore une fois (XE8 ∩ H0, vω8) ∼ E8(µ(XE8 ∩H0, vω8) = 8).1.3.2 Singularités & algèbres de Lie simplesCette nouvelle preuve du théorème de Knop ne satisfait pas nos ambitions initialespuisque l'on ne peut pas se passer de l'argument au 
as par 
as (sauf pour le 
al
ul de µ).Par 
ontre, pour 
on
lure notre travail, nous pouvons formuler des observations sur lespossibles rappro
hements entre la 
onstru
tion de Brieskorn et la 
onstru
tion de Knop,et plus généralement entre singularités simples et algèbres de Lie simples.L'appli
ation de Kostant.Dans notre version duale du théorème de Knop, nous utilisons l'appli
ation quotient deKostant, Φ : g 7−→ g//G. Cette appli
ation n'apparaît pas dans la preuve de Knop.Cependant elle apparaît dans les travaux de Brieskorn et Slodowy. En e�et, l'appli
ation
χ : G 7−→ T/W , dans la version intrinsèque du théorème de Brieskorn, est l'appli
ation
orrespondant à Φ au niveau des groupes de Lie. Ainsi le théorème de Brieskorn dit auniveau de l'algèbre de Lie, que si S est un se
tion génériquement transverse à l'orbitesous-régulière, de dimension n + 2 dans g, alors,1) N(g) ∩ S est une surfa
e de Klein de même type que g2) Φ|S : S 7−→ h/W = g//G réalise une déformation miniverselle de Φ−1

|S (0).En parti
ulier l'image par Φ du lieu de rami�
ation de Φ|S est le dis
riminant, ΣG,d'une singularité simple de même type que G. Mais l'appli
ation quotient, restreinte à
S, se fa
torise par h, et par généri
ité de S, π : S 7−→ h est un morphisme surje
tif (lagénéri
ité de S assure que toute orbite régulière de g interse
te S en au moins un point).On voit don
 que le théorème 1.2.3 est un 
orollaire du théorème de Brieskorn.En parti
ulier on peut don
 établir que le théorème de Brieskorn implique la versionduale du théorème de Knop pour les diagrammes A−D −E.Question 1. Le théorème de Brieskorn (extrinsèque), traite de se
tions de l'orbite nil-potente de plus grande dimension Y = P(N(g)), alors que le théorème de Knop 
on
erne
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tions de l'orbite nilpotente de dimension minimale. Existe-t-il une dualité entre 
esdeux 
onstru
tions ? Plus pré
isément, peut-on montrer, via l'appli
ation de Kostant, que
es théorèmes sont équivalents ?Ave
 notre version duale du théorème de Knop, nous donnons des arguments en faveurd'une impli
ation : le théorème de Brieskorn ⇒ la version duale du théorème de Knop.En�n la version duale, modulo quelques 
al
uls, permet de retrouver le théorème de Knop.Singularités simples et polyn�mes de degré trois.La 
onstru
tion de Brieskorn permet de 
onstruire des surfa
es de Klein. Ce sont dessingularités simples exprimées par des polyn�mes à trois variables. Par 
ontre en prenantdes se
tions hyperplanes, Knop obtient des hypersurfa
es de dimensions bien supérieuresà 2. Les singularités simples du théorème de Knop sont des polyn�mes à 2n− 1 variablespour le type An, 4n − 7 variables pour le type Dn, 21 variables pour le type E6, 33variables pour le type E7 et en�n 57 variables pour le type E8. On peut montrer enparamétrisant les variétés adjointes, par exemple ave
 l'algorithme adjoint de [L-M 2002℄,que les hypersurfa
es de Knop sont données par des polyn�mes de degré 3. Ainsi 
eshypersurfa
es qui sont loin d'avoir le nombre minimal de variables, ont par 
ontre ledegré minimum possible pour dé�nir une singularité simple.Question 2. Sous l'hypothèse d'une équivalen
e 
laire entre les 
onstru
tions de Bries-korn et Knop, peut-on expliquer la 
orrespondan
e entre les surfa
es de Klein, et lespolyn�mes de degré trois représentants de singularités simples dans le théorème de Knop ?Formule de dimension.En�n notre 
al
ul des dire
tions dégénérées pour notre preuve du théorème de Knop,permet d'établir un lien original entre le théorème de Knop et les ré
ents travaux de J.Landsberg et L. Manivel. Dans [L-M 2004℄, les auteurs présentent une formule universellepour le 
al
ul de la dimension des puissan
es de Cartan de la représentation adjointe desalgèbres de Lie semi-simples. Un de leur argument (Proposition 4.1) passe par l'analysede 
haînes de poids qui 
orrespondent aux 
haînes de poids 
onsidérées dans notre preuve.
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Chapitre 2Sing (X∗) & Sing (X ∩H)

On 
her
he maintenant à 
omprendre 
omment la géométrie de X peut déterminerl'existen
e de se
tions singulières d'un type donné. On 
onsidère X une variété proje
tivelisse et on suppose le plus souvent δX∗ = 0. Les se
tions singulières auxquelles on s'inté-resse, sont 
elles ayant des singularités isolées. Comme lors de notre étude des résultatsde Knop, l'a

ent est mis sur le r�le joué par la variété duale de X.Dans un premier temps, nous établissons des 
orrespondan
es élémentaires entre l'exis-ten
e de 
ertaines singularités pour les se
tions linéaires X ∩H et la dimension de 
ompo-santes de X∗sing. Comme appli
ation nous donnons la dimension des 
omposantes du lieusingulier de X∗
G 
omme 
onséquen
e des résultats de Knop.Dans un se
ond temps, nous introduisons des variétés auxiliaires à X, variété destangentes et variété des sé
antes, que nous utilisons pour étudier X∗sing. Nous obtenonsalors des 
onditions su�santes à l'existen
e de 
ertaines strates de X∗ et par 
onséquentde 
ertaines singularités de X∩H . Nous 
on
luons 
e 
hapitre en regardant de plus près ladimension du dual de la variété des sé
antes σ(X)∗ (dont nous rappellerons la dé�nition),on ne suppose plus alors δX∗ = 0. Cette dernière remarque prépare le 
hapitre 3.2.1 Généralités et premiers exemplesExemple 2.1.1. Soit X = P(V ∗) × P(V ) = Pn × Pn ⊂ P(V ∗ ⊗ V ), la variété desmatri
es de rang 1. Alors X∗ est l' hypersurfa
e dé�nie par det = 0. L'hypersurfa
e desmatri
es de rang n admet pour lieu singulier l'ensemble des matri
es de rang n− 1. Cettesous-variété de X∗ est donnée par l'annulation des (n− 1)× (n− 1) mineurs. On a alors

codimX∗X∗sing ≥ 2. Ce qui signi�e que 
ette variété présente une �pathologie� par rapportau 
omportement générique dé
rit dans l'introdu
tion.Voyons 
omment 
ela se traduit en termes de se
tions hyperplanes. Soit H ∈ X∗, alorssi H est un point lisse on sait que X∩H a un unique point singulier de type A1. Supposons25



26 Chapitre 2. Sing (X∗) & Sing (X ∩H)que H ∈ X∗sing, alors H est une matri
e de rang au plus n − 1. Il existe don
 une base
e1, . . . , en+1 de V telle que H = e3⊗ e3 + ...+ en+1⊗ en+1. Il est 
lair que H est tangent lelong de la droite e1 ⊗ (se1 + te2). Ainsi la variété X admet pour seule se
tion singulièrede type isolé les se
tions X ∩H ayant un unique point de tangen
e de type A1.Pour étudier X∗sing nous reprenons la dé
omposition du lieu singulier utilisée dans[W-Z 1996℄ pour les hyperdéterminants. Une dé�nition valide pour toute variété X lisseest :Dé�nition 2.1.1. Soit X ⊂ P(V ) une variété proje
tive lisse telle que δX∗ = 0. Ondé�nit les 
omposantes node et 
usp de X∗sing de la manière suivante,

X∗node := {H ∈ X∗|∃ (x, y) ∈ X ×X, x 6= y, T̃xX ⊂ H, T̃yX ⊂ H}et
X∗
usp := {H ∈ X∗|∃x ∈ X, T̃xX ⊂ H, rang(IIX,x(H)) < n}Dans [W-Z 1996℄ les auteurs montrent pour les hyperdéterminants que l'union de 
esdeux 
omposantes est bien le lieu singulier de X∗ (égalité (0.4) dans [W-Z 1996℄). Cerésultat se généralise aisément dans notre 
ontexte :Proposition 2.1.1. Soit X une variété proje
tive lisse, telle que δX∗ = 0. Alors,

X∗sing = X∗node ∪X∗
uspDémonstration. X∗ est une hypersurfa
e, don
 les points lisses de X∗ sont 
ara
tériséspar la propriété suivante :
H ∈ X∗lisse ⇔ la se
tion hyperplane X ∩H a un unique point singulier de type A1.Don
 H n'est pas un point lisse si et seulement si X ∩H a plusieurs points singulierset/ou X ∩H admet une singularité qui n'est pas de type A1. La première 
ondition équi-vaut à H ∈ X∗node, la se
onde à H ∈ X∗
usp. 2A�n d'énon
er des résultats faisant intervenir la géométrie globale de X, il est préfé-rable de se restreindre aux points généraux de la variété.Dé�nition 2.1.2. Soit X ⊂ P(V ) une variété proje
tive. On dira que x ∈ X est un pointgénéral de X si tous les invariants di�érentiels à valeur entière sont lo
alement 
onstantsdans un voisinage U de x. On note Xgénéral les points généraux de X.Remarque 2.1.1. Le rang d'une quadrique générique de |IIX,x| est un invariant di�é-rentiel à valeur entière, de même que la dimension de |IIX,x|.Exemple 2.1.2. Considérons la 
ourbe plane y = x3. Alors tous les points de la 
ourbesont des points généraux ex
epté l'origine qui est un point d'in�exion (la se
onde formefondamentale s'annule en 
e point).



2.1 Généralités et premiers exemples 27Les points généraux de X forment un ouvert de Zarisky non-vide de X.On peut don
 reformuler les dé�nitions 
i-dessus :Dé�nition 2.1.3. Soit Xn ⊂ P(V ) = Pn+a une variété proje
tive lisse telle que δX∗ = 0.On dé�nit les 
omposantes g-node et g-
usp de X∗sing de la manière suivante :
X∗g-node := {H ∈ X∗|∃ (x, y) ∈ Xgénéral ×Xgénéral, T̃xX ⊂ H, T̃yX ⊂ H}et
X∗g-
usp := {H ∈ X∗|∃ x ∈ Xgénéral, T̃xX ⊂ H, rang(IIX,x(H)) < n}Remarque 2.1.2. Bien entendu pour les variétés homogènes on aura X∗g-node = X∗nodeet X∗g-
usp = X∗
usp.Les deux propositions suivantes 
ara
térisent la dimension de X∗g-node et X∗g-
usp enfon
tions des se
tions hyperplanes de X.Proposition 2.1.2. Soit Xn ⊂ P(V ) = Pn+a une variété proje
tive lisse telle que δX∗ =

0. Supposons a > n + 1 alors les assertions suivantes sont équivalentes :a) il existe un hyperplan H tel que (Xgénéral ∩H)sing soit une 
olle
tion �nie de pointstelle qu'il existe x 6= y satisfaisant x, y ∈ (Xgénéral ∩H)sing .b) X∗g-node est une sous-variété de X∗ de 
odimension 1.Proposition 2.1.3. Soit X ⊂ P(V ) une variété proje
tive lisse telle que δX∗ = 0. Lesassertions suivantes sont équivalentes :a) il existe un hyperplan H, tel que (Xgénéral ∩H) soit une 
olle
tion �nie de points etil existe x ∈ (Xgénéral ∩H)sing ave
 (X ∩H, x) 6∼ A1.b) X∗g-
usp est une sous-variété de X∗ de 
odimension 1.Démonstration. Pour la 
omposante node, on 
onsidère la variété d'in
iden
e suivante
Ig-node := {(x, y, H)|x ∈ Xgénéral, y ∈ Xgénéral, H ∈ PV ∗, T̃xX ⊆ H, T̃yX ⊆ H}

ρ1 ւ ց ρ2

X PV ∗Cal
ulons la dimension de Ig-node. On a (x, y, H) ∈ Ig-node si et seulement si H ∈
P(N∗

xX) ∩ P(N∗
y X). Or dim(P(N∗

xX) ∩ P(N∗
y X)) ≥ 2a − 2− (n + a) = a + n − 2. Don
sous l'hypothèse a > n + 1 on obtient que dim(Ig-node) ≥ 2n + a − n − 2 = n + a − 2.Si dim(Ig-node) > n + a − 2 alors les assertions a) et b) sont simultanément non véri-�ées. En e�et on fa
torise ρ2 en projetant sur la variété 
onormale, ρ̃ : Ig-node 7−→ C(X)ave
 ρ̃(x, y, H) = (x, H). L'image de ρ̃(Ig-node) est alors de dimension au plus n + a − 2et don
 la �bre de 
ette proje
tion est de dimension stri
tement positive. On projettemaintenant par ρ : C(X) 7−→ X∗. Les points x et y jouant des r�les symétriques la �brede 
ette proje
tion est en
ore de dimension stri
tement positive (
ontredisant a)), ainsi
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ρ(ρ̃(Ig−node)) = ρ2(Ig−node) = X∗g-node est de 
odimension au moins 2 dans X∗ (
ontredi-sant b)). Supposons maintenant que dim(Ig-node) = n + a − 2. Alors dim(ρ2(Ig-node)) =dimX∗g-node = n + a− 2 (
ondition b)) si et seulement si la �bre de ρ2 est �nie (
ondition
a)).Pour la 
omposante 
usp on 
onsidère,

Ig-
usp := {(x, H)|(x, H) ∈ Xgénéral × PV ∗, T̃xX ⊆ H, rang(IIX,x(H)) < n}

π1 ւ ց π2

X PV ∗Soit x ∈ X un point général, la �bre s'interprète de la façon suivante : π−1
1 (x) =

P(N∗
xX) ∩ II−1

X,x(det−1(0)). La dimension de la proje
tivisation de l'espa
e 
onormal en
x étant a − 1, on obtient dim(π−1

1 (x)) = a − 2. La dimension de la variété Ig-
uspest don
 n + a − 2. Regardons la dimension de X∗g-
usp(= π2(Ig-
usp)). La 
ondition
a)⇒ ∃ H ∈ (X∗g-
usp)général tel que dim(π−1

2 (H)) = 0 et don
 dim(X∗g-
usp) = n + a− 2 i.e.
b) est véri�ée. Ré
iproquement si X∗g-
usp est une variété de dimension n + a− 2, la �bredoit être de dimension 0 
e qui implique a). 2L'exemple suivant, 
omme nous le verrons au 
hapitre 3, peut se traiter de façon plusuni�ée mais nous l'abordons i
i pour illustrer les propositions 2.1.2 et 2.1.3.Exemple 2.1.3. Soit P(V ) = Pn un espa
e proje
tif et 
onsidérons X = v2(P

n) ⊂
P(S2V n+1) son se
ond plongement de Veronese. Son dual v2(X)∗ est une hypersurfa
equi 
orrespond après déshomogénisation au dis
riminant 
lassique de l'ensemble des po-lyn�mes de degré 2 en n variables. L'appli
ation de Veronese nous donne une paramétri-sation de X :

v2 : Pn 7−→ PN

[x0, x1, . . . , xn] 7−→ [. . . xI . . . ]où xI représente à tour de r�le tous les mon�mes de degré 2 en les variables x0, ..., xn.Une se
tion hyperplane de X 
orrespond don
 à la donnée d'un polyn�me de degré
2. Or un tel polyn�me est soit lisse, soit possède un unique point singulier de type A1,soit admet un lieu singulier non isolé. Don
 au
une des propriétés a) des deux proposi-tions pré
édentes ne peut être véri�ée. On en 
on
lut que X∗sing est une sous-variété de
odimension au moins 2 dans X∗.La situation 
hange 
omplètement si on prend maintenant X = vd(P

n) ⊂ P(SdV n+1)ave
 d > 2. Par l'appli
ation de Veronese, on peut maintenant identi�er les se
tionshyperplanes ave
 les polyn�mes de degré d en n variables. Or si d > 2, on peut toujours
onstruire un polyn�me ayant un point isolé de type A2 et un polyn�me ayant deux points



2.1 Généralités et premiers exemples 29singuliers isolés. Don
 dès que d > 2, vd(P
n)∗
usp et vd(P

n)∗node sont des hypersurfa
es de
vd(P

n)∗.2.1.1 Variétés adjointesComme appli
ation des propositions 2.1.2, 2.1.3, nous utilisons les résultats de Knoppour dé
rire les dimensions des 
omposantes X∗node et X∗
usp lorsque X est une variétéadjointe.Proposition 2.1.4. Soit g une algèbre de Lie de diagramme de Dynkin Γ et XΓ ⊂ P(g)la variété adjointe 
orrespondante. Alors,- si Γ = An (n > 1), Bn, Dn, E6, E7, E8, F4, X∗
Γ
usp est une sous-variété de
odimension 1 dans X∗

Γ.- si Γ = Cn, G2, X∗
Γ 
usp est une sous-variété de 
odimension au moins 2 dans X∗

Γ.- si Γ = An (n > 2), Bn, Dn, E6, E7, E8, X∗
Γnode est une sous-variété de 
odimension

1 dans XΓ
∗.- si Γ = Cn, F4, G2, X∗

Γnode est une sous-variété de 
odimension au moins 2 dans X∗
Γ.Démonstration. Le théorème de Knop dé
rit les singularités isolées des se
tions hyper-planes de XΓ en fon
tion du sous-diagramme Γ∗.En parti
ulier si #Γ∗ ≥ 2 alors on sait qu'il existe une se
tion hyperplane ayant ununique point singulier qui ne soit pas un A1. Ce qui implique grâ
e à la proposition 2.1.3que la 
omposante 
usp est de 
odimension 1 dans la variété duale.De même si #Γ∗ ≥ 3, alors on peut 
onstruire deux sous-diagrammes de Γ∗. Ce quiimplique l'existen
e d'une se
tion hyperplane ayant exa
tement deux points singuliers(Théorème 4.7 de [Kn 1987℄). D'où, d'après la proposition 2.1.2, on en déduit que la
omposante node est de 
odimension 1 dans la variété duale.Pour les diagrammes G2 et Cn, Γ∗ 
orrespond au diagramme A1 et don
 les seulesse
tions hyperplanes ayant des singularités isolés sont des se
tions ayant un unique pointsingulier de type A1 (
ela 
orrespond don
 à des points lisses de la variétés duales).Les 
onditions a) des propositions 2.1.3 et 2.1.2 ne sont don
 pas véri�ées pour 
esdiagrammes. En�n pour le diagramme F4, Γ∗ est un diagramme de type A2. En e�açant unnoeud quel
onque du diagramme A2 on obtient un diagramme 
onnexe, 
e qui signi�e queles hyperplans tangents de XF4 ave
 singularités isolés ont un unique point de tangen
e.

2Remarque 2.1.3. La proposition pré
édente implique en parti
ulier que
odimX∗

G
Sing(X∗

G) ≥ 2 si et seulement si G = G2 ou G = Sp2n. On peut retrouver 
erésultat en utilisant le théorème dual que nous avons démontré au 
hapitre 1. En e�et leseul dis
riminant ΣΓ∗ qui ne soit pas une hypersurfa
e singulière en 
odimension 1 est
ΣA1. Ainsi dès que G 6= G2, Sp2n, on sait, par l'appli
ation Φ que X∗

G sera singulièreen 
odimension 1. Maintenant si G = Sp2n, on sait que XG ≃ v2(P
n). Don
 d'après



30 Chapitre 2. Sing (X∗) & Sing (X ∩H)l'exemple 2.1.3, on a bien une hypersurfa
e singulière en 
odimension 2. Pour G = G2,les éléments singuliers de X∗
G ne sont pas des éléments réguliers. Or 
odimg(g − r) = 3(voir [Br 1970℄). Ce qui prouve que X∗

G2
est une hypersurfa
e singulière en 
odimensionau moins 2.Remarque 2.1.4. Une question naturelle que l'on peut se poser après avoir pris 
onnais-san
e du théorème de Knop est de savoir quel est le type singulier des se
tions hyperplanesde G/P pour d'autre représentations que la représentation adjointe. Par exemple on peutse demander :1) quelles sont les autres variétés homogènes telles que les se
tions ave
 singularitésisolées soient toutes de type simple ?2) quelles sont les variétés homogènes telles que les se
tions ave
 singularités isolées
orrespondent uniquement aux points lisses de X∗ (en d'autres termes quelles sont les

G/P , telles que Sing((G/P ) ∩ H) isolé ⇔ ((G/P ) ∩ H, x) ∼ A1 et x est l'unique pointsingulier de (G/P ) ∩H).Une 
onséquen
e des propositions 2.1.2, 2.1.3 est que la 
lassi�
ation des variétéshomogènes qui véri�ent le point 2) revient à 
lassi�er les variétés homogènes telles que
(G/P )∗ soit une hypersurfa
e singulière en 
odimension 2 (voir 
hapitre 3).2.2 Variété des tangentes et variété des sé
antesNous abordons maintenant l'appro
he géométrique de X∗sing. Nous introduisons lavariété des tangentes, puis la variété des sé
antes, de X et mettons en avant le r�le que
es variétés jouent dans l'étude de X∗sing. Nous en déduisons �nalement des 
onditionssu�santes à l'existen
e de se
tions singulières de X pour des singularités isolées données.2.2.1 Dé�nitions, outillage (repère mobile) et stratégieLa variété duale de X est une variété auxiliaire de X en 
e sens qu'elle a été 
onstruite àpartir de l'information géométrique qui dé�nit X (en l'o

uren
e ses hyperplans tangents).Etudier les propriétés géométriques d'une variété auxiliaire permet d'étudier indire
tementla géométrie de X. Voi
i maintenant deux nouvelles variétés auxiliaires.Tout d'abord la variété des tangentes :Dé�nition 2.2.1. Soit X ⊂ P(V ) une variété lisse, on dé�nit τ(X) ⊂ P(V ) par,

τ(X) :=
⋃

x∈X

T̃xX.On appelle τ(X) la variété des tangentes de X.Puis la variété des sé
antes :



2.2 Variété des tangentes et variété des sé
antes 31Dé�nition 2.2.2. Etant donnés deux points distin
ts x, y ∈ P(V ), notons P1
xy l'uniquedroite passant par x et y. Alors pour X ⊂ P(V ) une variété proje
tive, on dé�nit la variétédes sé
antes de X par,

σ(X) =
⋃

x,y∈X,x 6=y

P1
xy ⊂ P(V ).Remarque 2.2.1. Il est possible de dé�nir τ(X) lorsque X n'est pas lisse. Pour 
ela ona besoin d'une notion plus faible d'espa
e tangent, l' espa
e tangent étoile noté 
omme ilse doit T ⋆

xX, voir [I-L 2003, Zak 1993℄.Rappelons 
omment se 
al
ule la dimension de 
es deux variétés. Pour 
e faire nousallons utiliser les te
hniques du repère mobile. Il 
onvient don
 de se rafraî
hir la mémoire :Détour : la se
onde forme fondamentale et le repère mobileL'introdu
tion du repère mobile remonte aux travaux d' Elie Cartan. Plus tard 
este
hniques furent remises au goût du jour par l'arti
le de P. Gri�ths et J. Harris [G-H 1979℄.La présentation qui suit est tirée du livre de T. Ivey et J. Landsberg [I-L 2003℄.Soit V un espa
e ve
toriel 
omplexe de dimension N + 1, et soit F l'espa
e des basesde V . Un élément de f ∈ F 
orrespond à la donnée de N + 1 ve
teurs indépendants
f = (e0, ..., eN). On 
onsidère la proje
tion suivante,

π : F 7−→ P(V )

π(f) = π((e0, ..., eN)) = [e0].Le groupe de Lie GL(V ) = F possède une 1-forme naturelle à valeurs dans son algèbrede Lie : la forme de Maurer-Cartan.Comme GL(V ) est un groupe de Lie matri
iel, on peut expli
iter la forme de Maurer-Cartan. Soit f ∈ F , f = (f i
j)0≤i≤j≤N , 
haque f i

j : F 7−→ C est une fon
tion holomorphe.La matri
e (f i
j) dé�nit une fon
tion de F à valeur dans Mat(N+1)×(N+1) ≃ Lie(F), l'espa
edes matri
es de taille N + 1 à 
oe�
ients 
omplexes. On peut don
 é
rire (df i

j)|g qui estune 1-forme sur GL(V ) à valeur dans TfGL(V ). La forme de Maurer-Cartan est alors
ωf = f−1df . En parti
ulier,

df = fωf (2.1)Cette forme ω va nous permettre d'étudier la variation des dépla
ements de π(f) = [e0].Plus pré
isément l'équation (2.1) donne,
d(e0, ..., eN) = (e0, ..., eN)ωet don
,
de0 = ω0

0e0 + ... + ωN
0 eN .



32 Chapitre 2. Sing (X∗) & Sing (X ∩H)On dit ainsi que ωj
0 mesure le dépla
ement in�nitésimal de e0 vers ej . En exploitantl'égalité 0 = d(f−1f) = fdf−1 + (df)f−1, on obtient la fameuse équation de Maurer-Cartan à laquelle la forme ω est soumise,

dω = −ω ∧ ω.Une idée 
entrale dans la te
hnique du repère mobile et d'adapter le repère à la géo-métrie de la variété que l'on étudie. Puis, lorsque 
ette adaptation est faite, on observe
omment a été modi�ée notre forme ω.Considérons maintenant X ⊂ P(V ) une variété proje
tive lisse et F0
X := F|π−1(X), 
'estle �bré des repères de X adaptés à l'ordre 0. Ils satisfont la propriété suivante, f ∈ F0

X ,si et seulement si π(f) ∈ X.Continuons notre adaptation : soit x un point général et 
onsidérons le drapeau suivant,
x̂ ⊂ T̂xX ⊂ V.Cette fois-
i on regarde F1

X = {(e0, ..., en+a)|[e0] ∈ X, T̂[e0]X =< e0, ..., en >}. C'est le�bré des repères adaptés au premier ordre. Notons en
ore par ω la restri
tion de la formede Maurer-Cartan sur F1
X . En utilisant les indi
es 1 ≤ α, β ≤ n et n + 1 ≤ µ, ν ≤ n + a,

de0 = ω0
0e0 + ... + ωN

0 eN ,implique ωµ
0 = 0 sur F1

X puisque par 
onstru
tion de0 = 0 mod {e0, ..., en} sur F1
X .Il s'agit maintenant d'exploiter la modi�
ation de ω, 
'est à dire tirer parti de ωµ

0 = 0.D'après l'équation de Maurer-Cartan on obtient,
0 = dωµ

0 = −ωµ
0 ∧ ω0

0 − ωµ
β ∧ ωβ

0 − ωµ
ν ∧ ων

0 .(ave
 somme sur les indi
es qui se répètent en haut et en bas). D'où ωµ
β ∧ ωβ

0 = 0, 
e quientraîne, par le Lemme de Cartan ([I-L 2003℄), l'existen
e de fon
tions qµ
αβ = qµ

βα dé�niessur F1
X telles que

ωµ
β = qµ

αβωα
0 .On peut alors dé�nir un tenseur invariant le long des �bres de la proje
tion :

IIX,e0 ∈ S2T ∗
e0

X ⊗Ne0X, où Ne0X = V/T̂e0X

IIX,e0 = qµ
αβωα

0 ωβ
0 ⊗ (eµ ⊗ e0 mod T̂ ⊗ e0).On obtient ainsi une se
tion, IIX ∈ S2T ∗X ⊗ NX, 
'est la se
onde forme fondamentalede X.



2.2 Variété des tangentes et variété des sé
antes 33Remarque 2.2.2. Pour des raisons pratiques on fera souvent l'abus de notation suivant :on notera eµ = eµ⊗e0 mod T̂ ⊗e0. Cette notation a pour 
onséquen
e d'ignorer les twistspar le �bré en droites lorsque l'on 
onsidère une se
tion du �bré des repères. Cet abus n'apas d'in
iden
e puisque que l'on regarde nos invariants di�érentiels en un point �xe e0 etque l'on s'intéresse aux propriétés en 
e point.Remarque 2.2.3. Nous avons à présent utilisé trois types di�érents d'espa
es tangents :l'espa
e tangent a�ne T̂xX = TvX̂ (où v ∈ X̂ tel que [v] = x), l'espa
e tangent plongé,
T̃xX et l'espa
e tangent intrinsèque TxX. Ces trois notions sont liées l'une à l'autre de lafaçon suivante, T̃xX = P(T̂xX) et TxX ≃ x̂∗ ⊗ (T̂xX/x̂).Remarque 2.2.4. Au 
hapitre 1, nous avons vu notre tenseur IIX,x ∈ S2T ∗

xX ⊗
NxX, 
omme une appliquation IIX,x : N∗

xX 7−→ S2TxX. On peut également regarderla se
onde forme fondamentale 
omme une appli
ation, IIX,x : S2TxX 7−→ NxX. Ainsi
ÎIX,x(S

2TxX) ⊂ V/T̂xX, et on peut dé�nir T̂xX + ÎIX,x(S
2TxX) ⊂ V . Ce sous-espa
e de

V 
orrespond au se
ond espa
e os
ulateur, T̂
(2)
x X = T̂xX + ÎIX,x(S

2TxX) ⊂ V . Lorsque
T̂

(2)
x X 6= V on peut adapter le �bré des repères au se
ond ordre. Cela 
onduit à la 
onstru
-tion d'un nouveau tenseur, la troisième forme fondamentale, IIIX,x ∈ S3TxX ⊗ N2xX,où N2xX = TxP(V )/T

(2)
x X.Retour à la dimension de τ(X) et σ(X)Nous 
ontinuons de suivre [I-L 2003℄. A�n de 
onnaître la dimension de τ(X) nousallons 
al
uler la dimension de son espa
e tangent en un point général. Pour faire 
e 
al
ulon peut utiliser le �bré des repères F1

X muni de la proje
tion suivante,
(e0, ..., en+a) 7−→ [e1].I
i e1 ∈ T̂e0X est un ve
teur générique. Dans tout 
e qui suit un ve
teur de l'espa
e tangentsera dit générique si il est générique par rapport à la se
onde forme fondamentale. Ainsi,

de1 = ω0
1e0 + ωα

1 eα + ωµ
1 eµ.Les n + 1 formes ω0

1, ωα
1 sont linéairement indépendantes par généri
ité de e1. Quantaux formes ωµ

1 on a ωµ
1 eµ = IIX,e1(e1, .). Don
 après avoir 
hoisi une se
tion (et ignoréles twists), le nombre de ωµ

1 indépendantes 
orrespond au rang de IIX,e1(e1, .) : Te0X 7−→
Ne0X. On obtient dim(τ(X)) = n+1+ rang IIX,e0(e1, .)−1. Soit en notant, rang IIX,e0(e1, .)
= rang IIe1, dim(τ(X)) = n + rang IIe1.Il s'en suit que dim(τ(X)) ≤ 2n et dim(τ(X)) = 2n lorsqu'une quadrique de |IIX,x|évaluée en un ve
teur général donne une appli
ation linéaire de rang n (situation géné-



34 Chapitre 2. Sing (X∗) & Sing (X ∩H)rique). On peut ainsi dé�nir pour les variétés des tangentes une notion de défaut 
ommepour les variétés duales.Dé�nition 2.2.3. Soit δτ(X) la quantité,
δτ(X) = 2n− dim(τ(X)).On dira que τ(X) est dégénérée, ou défe
tive, si δτ(X) > 0.Cal
ulons maintenant la dimension de σ(X). Soit z ∈ σ(X) un point lisse, alors ilexiste (x, y) ∈ (X×X)lisse tels que z = [x̂+ ŷ]. Soient x(t) et y(t) deux germes de 
ourbesde X telles que x(0) = x et y(0) = y, on obtient en dérivant les 
ourbes x+y(t) et x(t)+yque T̂xX + T̂yX ⊂ T̂zσ(X). En supposant de plus z général, on retrouve le Lemme deTerra
ini :Lemme 7 (Lemme de Terra
ini). Soit X ⊂ P(V ) une variété proje
tive et soit

u ∈ P1
xy,a) (x, y) ∈ X ×X, alors < T̃xX, T̃yX >⊂ T̃uσ(X).b) Si (x, y) ∈ (X × X)général, et u un point général de P1

xy alors < T̃xX, T̃yX >=

T̃uσ(X).Comme pré
édemment on peut dé�nir une notion de défaut. Les espa
es tangents T̂xXet T̂yX étant de dimension n + 1 on attend génériquement dim < T̂xX, T̂yX >= 2n + 2,soit dim(σ(X)) = 2n + 1.Dé�nition 2.2.4. Soit δσ(X) la quantité,
δσ(X) = 2n + 1− dim(σ(X)).On dira que σ(X) est dégénérée, ou défe
tive, si δσ(X) > 0.Par la suite on aura besoin d'un 
ritère 
al
ulatoire pour dé
ider si δσ(X) > 0. On feraalors appel à (voir [Lan 1996, I-L 2003℄) :Proposition 2.2.1. Soit X ⊂ P(V ) une variété lisse et x ∈ X un point général, alors

δσ(X) > 0⇒ IIIX,x = 0.Remarque essentielleA
hevons les présentations de τ(X) et σ(X) ave
 la proposition suivante qui justi�el'introdu
tion de 
es variétés auxiliaires dans l'étude de notre problème.Proposition 2.2.2. Soit X ⊂ P(V ) une variété proje
tive lisse, alorsa) τ(X)∗ ⊂ X∗g-
uspb) σ(X)∗ ⊂ X∗g-node.



2.2 Variété des tangentes et variété des sé
antes 35Démonstration. a) on suppose i
i que τ(X) 6= P(V ), sinon τ(X)∗ = ∅ et il n'y a rien àmontrer. Reprenons l'équation qui nous a permis de 
al
uler la dimension de τ(X),
de1 = ω0

1e0 + ωα
1 eα + ωµ

1 eµ.A partir de 
ette expression, on voit que T̃e1τ(X) ⊂ H implique,d'une part < e0, ..., en >= T̂e0X ⊂ Ĥ , i.e. H ∈ X∗,et d'autre part ωH
1 = 0 
e qui signi�e que la forme quadratique IIX,e0(H) = qH

αβωα
0 ωβ

0 ,
orrespondant à la partie quadratique de la singularité (X ∩H, e0), est dégénérée et don
à 
e titre H ∈ X∗
usp.
b) pour les mêmes raisons qu'en a) on suppose que σ(X) 6= P(V ). L'argument esten
ore plus simple puisque le Lemme de Terra
ini nous dit que T̃xX ⊂ H et T̃yX ⊂ Hlorsque H ∈ σ(X)∗. 2Nous allons donner deux exemples où 
es in
lusions sont stri
tes, pour 
ela il nousfaut rappeler un théorème de Fulton et Hansen.Théorème 2.2.1 ([Fu-Han 1979℄). Xn ⊂ P(V ) = Pn+a, une variété proje
tive, alorssoit- dim(σ(X)) = 2n + 1 et dim(τ(X)) = 2nou bien- σ(X) = τ(X).Voi
i don
 les deux exemples :Exemple 2.2.1. Si X est la variété adjointe pour le groupe de Lie G. Alors X∗g-
usp =

X∗
usp puisque X est homogène. Les variétés adjointes sont toutes δσ(X)-défe
tives de défaut
1 (voir par exemple [KOY 1999℄), 
e qui a pour 
onséquen
e que τ(X) = σ(X) (par lethéorème que l'on vient de rappeler) et don
 τ(X)∗ = σ(X)∗. Ainsi H ∈ τ(X)∗ estaussi un point de σ(X)∗. Don
 par dé�nition de σ(X)∗, H aura au moins deux pointsde tangen
es (en fait dans 
ette situation H est tangent le long d'une sous-variété dedimension stri
tement positive). Or si G 6= Sp2n ou G2, on sait, par le théorème de Knop,qu'il existe un hyperplan H0 tel que X ∩H0 ait un unique point singulier qui ne soit pasde type A1. Ainsi H0 ∈ X∗
usp et H0 /∈ τ(X)∗.Exemple 2.2.2. Les résultats de [W-Z 1996℄ montrent que la 
omposante X∗node deshyperdéterminants n'est pas toujours irrédu
tible. C'est le 
as lorsque X = Pm×Pm×P2,ou X = Pm×Pm×P1×P1. Or σ(X) étant irrédu
tible (
ar X l'est), on a que σ(X)∗ esttoujours une 
omposante irrédu
tible de X∗g-node. Dans les deux 
as d'hyperdéterminantsque l'on vient de mentionner on a alors σ(X)∗ 6= X∗node.Dans les se
tions qui suivent nous allons étudier la dimension des variétés τ(X)∗ et
σ(X)∗. Pour 
al
uler 
es dimensions nous allons utiliser le résultat 
lassique suivant (voir[G-H 1979, I-L 2003℄) :



36 Chapitre 2. Sing (X∗) & Sing (X ∩H)Théorème 2.2.2. Soit Y ⊂ P(V ) une variété proje
tive, non né
essairement lisse,et y ∈ Y un point général. Notons r = maxQ∈|IIY,y| rang Q (
'est à dire r est le ranggénérique d'un quadrique dans la se
onde forme fondamentale), alorsdimY ∗ = r + codimY − 1.2.2.2 Variété des tangentes et se
tions hyperplanes de XCommençons ave
 τ(X) ⊂ P(V ). Pour formuler la proposition qui suit nous auronsbesoin de la notation suivante, soit v ∈ TxX un ve
teur tangent à X en x, alors Ann(v) ⊂
|IIX,x| est l'ensemble des quadriques dans la se
onde forme fondamentale qui sont dégé-nérées pour la dire
tion v, i.e. q ∈ Ann(v) si et seulement si q(v, w) = 0, ∀ w ∈ TxX. Nousprouvons,Proposition 2.2.3.Soit X ⊂ P(V ) une variété proje
tive lisse telle que δX∗ = δσ(X) = 0. Soit x ∈ Xun point général de X et soit v ∈ TxX un ve
teur générique. On suppose qu'il existe
q ∈ Ann(v) tel que rang q = n− 1, alors on a de manière équivalente :a) il existe un hyperplan H tel que (X ∩H, x) soit une singularité isolée de type A2 et
q est la partie quadratique de (X ∩H, x) .b) τ(X)∗ est une sous-variété de X∗ de 
odimension 1.Remarque 2.2.5. Cette proposition nous dit en parti
ulier que X∗
usp est de 
odimension
1 dans X∗.Pour prouver le résultat nous allons 
al
uler la se
onde forme fondamentale de τ(X).Ce 
al
ul a déja été fait dans [Lan 1996℄ dans le 
as où τ(X) est dégénérée. Pour menerà bien 
e 
al
ul il nous faut 
ompléter notre introdu
tion aux invariants di�érentiels enprésentant la 3-ème forme de Fubini.Nous avons vu qu'un repère adapté au premier ordre nous permet de trouver desfon
tions symétriques qµ

αβ qui véri�ent l'équation
ωµ

α = qµ
αβωβ

0En dérivant 
ette dernière expression on obtient,
d(ωµ

α − qµ
αβωβ

0 ) = 0

(−dqµ
αβ − qµ

αβω0
0 − qν

αβωµ
ν + qµ

αδω
δ
β + qµ

βδω
δ
α) ∧ ωβ

0 = 0.Le Lemme de Cartan permet alors de dé�nir des fon
tions sur F1, rµ
αβγ , symétriques en

α, β, γ, telles que
rµ
αβγω

γ
0 = −dqµ

αβ − qµ
αβω0

0 − qν
αβωµ

ν + qµ
αδω

δ
β + qµ

βδω
δ
α. (2.2)



2.2 Variété des tangentes et variété des sé
antes 37On a ainsi un nouveau tenseur F3 ∈ π∗(S3T ∗X ⊗NX) dé�ni par
F3 = rµ

αβγω
α
0 ωβ

0 ωγ
0 ⊗ eµ.Ce nouveau tenseur n'est pas bien dé�ni au-dessus de X. On dit que F3 est un invariantrelatif. La variation de F3, sus
eptible d'a�e
ter le tenseur, se 
al
ule de la façon suivante,
onsidérons, ẽα = eα + g0

αe0 et ẽµ = eµ + g0
µe0 + gα

µeα. Alors pour f̃ = (e0, ẽα, ẽµ), on a
F3,f̃ = r̃µ

αβγω
α
0 ωβ

0 ωg
0 ⊗ eµ, ave


r̃µ
αβγ = rµ

αβγ + Σαβγ(g
0
αqµ

βγ + gδ
νq

ν
αβqµ

γδ).On voit en parti
ulier que si qµ
αβωα

0 ωβ
0 ∈ Ann(v) alors les 
oe�
ients rµ

αβγ∈Sing(Ann(v))sont, eux, bien dé�nis lorsque eα, eβ et eγ ∈ Sing(Ann(v)).Pour 
al
uler IIτ(X),e1 nous allons pré
iser notre repère. Soit F1, le �bré des repèresadaptés au premier ordre au-dessus de X qui préservent le drapeau {e0 = x̂} ⊂ {e0, eα} =
T̂xX ⊂ V . En utilisant la proje
tion F1 7−→ τ(X), (e0, e1, . . . , en+a) 7−→ [e1] on a vu que :

de1 = ω0
1e0 + ωα

1 eα + ωλ
1eλ mod [e1]. (2.3)On suppose τ(X) non dégénérée, on pose n + 1 ≤ λ ≤ 2n, 1 ≤ α, β, γ, δ ≤ n, et

2n + 1 ≤ µ ≤ n + a. On adapte le �bré des repères au-dessus de X, 
omme suit :
F1

τ est le �bré des repères qui preservent le drapeau {e0} ⊂ {e0, eα} ⊂ {e0, eα, eλ} ⊂
{e0, eα, eλ, eµ}, ave
 [e0] = x un point général de X, T̂xX = {e0, eα}, [e1] un point généralde τ(X), T̂e1τ(X) = {e0, eα, eλ}.Pour 
al
uler la se
onde forme fondamentale on dérive les ve
teurs qui apparaissentdans de1,

IIτ(X),e1
= (ωα

1 ωµ
α + ωλ

1ωµ
λ)eµ ⊗ e1 mod [T̂e1τ(X)].Observons, pour simpli�er l'expression, que

ωλ
1 = qλ

1βωβ
0 ,

ωµ
α = qµ

αβωβ
0 ,

−qλ
1βωµ

λ + qµ
βδω

δ
1 = rµ

1βγω
γ
0 
ar qµ

1β = 0.On obtient ainsi,
IIτ(X),e1

= (2qµ
αβωα

1 ωβ
0 − rµ

1βγω
γ
0ωβ

0 )eµ.Nous avons vu (équation 2.3) qu'une base de T ∗
e1

τ(X) est donnée par les formes
{s∗(ω1

0), ..., s
∗(ωn

0 ), s∗(ω0
1), s

∗(ω2
1), ..., s

∗(ωn
1 )},



38 Chapitre 2. Sing (X∗) & Sing (X ∩H)où s : X 7−→ F1
τ est une se
tion lo
ale du �bré des repères (
e
i 
ar les ωλ

1 sont n formesindépendantes sur F1 et qu'on a les relations ωλ
1 = qλ

1βω
β
0 ). Dans une telle base unequadrique Qµ ∈ |IIτ(X),e1

| est de la forme,
Qµ =



















rµ
111 . . . rµ

11n 0 . . . 0... ... ... ... 2qµ
αβ

rµ
1n1 . . . rµ

1nn 0
0 . . . 0 0 . . . 0... 2qµ

αβ

... ...
0 0 . . . 0

















puisque par 
onstru
tion qµ
1β = 0, et qu'il n'y a pas de 
oe�
ients non nuls pour les 
arrésdu type ω0

1ω
β
0 . Don
 on a bien rang Qµ ≤ 2n − 1 (
e qui est 
onforme à notre attentepuisque τ(X)∗ ⊂ X∗).

Qµ sera de rang maximum si et seulement si (qµ
αβ)αβ est de rang n− 1 et si rµ

111 6= 0.Posons v = e1 ⊗ e0 mod e0 ⊗ e0, v ∈ TxX et v est général par 
onstru
tion. La première
ondition nous dit qu'il existe qµ ∈ Ann(v) de rang n − 1 et la se
onde est équivalente,pour X lisse, au fait que σ(X) soit non dégénérée (
ar e1 est générique, voir [I-L 2003℄page 130).On a don
 prouvé pour X ⊂ P(V ), une variété lisse, et x ∈ X un point général que :
τ(X)∗ est de 
odimension 1 dans X∗.

⇔
σ(X) non dégénérée et ∀ v ∈ (TxX)générique, ∃ q ∈ Ann(v) de rang n− 1Cette dernière 
ondition nous dit que pour un hyperplan H ∈ τ(X)∗général, les 
onditionssuivantes sont réalisées :

qH est de rang n− 1,

rH
vvv 6= 0 pour v = (qH)sing.Cela se traduit en 
oordonnées pour la se
tion hyperplane par :

(X ∩H, x) ∼ x2
2 + ... + x2

n + x3
1 + ... = 0

∼ x3
1 + x2

2 + ... + x2
n = 0.C'est à dire (X ∩H, x) ∼ A2. Ce qui a
hève la preuve de la proposition. 2Remarque 2.2.6. La 
ondition relative à l'existen
e d'une quadrique de rang n − 1admettant une dire
tion générique de TxX pour noyau est en pratique di�
ile à véri�er.Dans l'exemple qui suit on peut montrer qu'une telle quadrique n'existe pas.



2.2 Variété des tangentes et variété des sé
antes 39Exemple 2.2.3. Soit X = P1×P1×P1 ⊂ P7. Le 
al
ul de la se
onde forme fondamentalemontre que |IIX,x| admet la des
ritption suivante :
|IIP1×P1×P1,x| = {





0 a b
a 0 c
b c 0



 , a, b, c ∈ C}.Si v =





v1

v2

v3



 est une dire
tion dégénérée pour une quadrique de |II|, on montre par le
al
ul que né
essairement un des 
oe�
ients vi est nul, i.e. v n'est pas générique. On endéduit don
 que τ(P1×P1×P1)∗ est de 
odimension au moins deux dans (P1×P1×P1)∗.En fait si on se reporte à la des
ription d'une quadrique de |IIτ(X),v|, pour v générique,que l'on a donné dans la preuve de la proposition, on peut montrer que τ(P1 × P1 × P1)∗est de 
odimension au moins trois dans (P1 × P1 × P1)∗. On verra au 
hapitre 3 que
τ(P1 × P1 × P1)∗ est de 
odimension exa
tement trois dans (P1 × P1 × P1)∗.2.2.3 Variété des sé
antes et se
tions hyperplanes de XPassons à la variété des sé
antes. Nous allons établir une relation entre la dimensionattendue de σ(X)∗ et les se
tions hyperplanes de X.Soit z ∈ σ(X) un point général, et (x, y) ∈ (X×X)général une paire de points générale.Le Lemme de Terra
ini, nous dit que T̃zσ(X) =< T̃xX, T̃yX >, en parti
ulier, T̃zσ(X) esttangent à σ(X) le long de la doite P1

xy. On suppose maintenant que δX∗ = 0. On a vu que
σ(X)∗ est de 
odimension au moins 2 dans P(V ∗). Supposons codimP(V ∗)σ(X)∗ > 2. Soit
H un point général de σ(X)∗, alors H est tangent à σ(X) le long d'un P2. Don
 il existeune 
ourbe z(t) = x(t)+y(t), telle que z(t) 6⊂ P1

xy et telle que H soit tangent à σ(X) le longde z(t). Comme z(t) 6⊂ P1
xy, on peut supposer que x(t) n'est pas la 
ourbe 
onstante. Enappliquant le Lemme de Terra
ini, on en déduit que H est tangent à X le long de x(t). Ona alors né
essairement rang(IIX,x(H)) < n. On vient de montrer que si (x, y) est une pairegénérale et s'il existe un hyperplan H tel que rang(IIX,x(H)) = n et rang(IIX,y(H)) = n,alors σ(X)∗ est de 
odimension 2 dans P(V ∗). En d'autres termes, pour z = x+y ∈ σ(X),rang(IIX,x)(H) = n et rang(IIX,y(H)) = n ⇒ rang(IIσ(X),x+y(H)) = 2n.Plus pré
isément, les in
lusions T̃xX ⊂ T̃x+yσ(X) et T̃yX ⊂ T̃x+yσ(X) nous per-mettent d'interpréter IIσ(X),x+y de la façon suivante,Lemme 8. Soit X ⊂ P(V ) une variété proje
tive telle que σ(X) ne soit pas défe
tive.

IIσ(X),x+y : N∗
x+yσ(X) →֒ N∗

xX ×N∗
y X

IIX,x×IIX,y

−−−−−−−→ S2T ∗
xX × S2T ∗

y X →֒ S2T ∗
x+yσ(X).La première �é
he étant l'in
lusion et la dernière 
orrespond à la somme des formesquadratiques.



40 Chapitre 2. Sing (X∗) & Sing (X ∩H)Démonstration. On utilse la présentation de la se
onde forme fondamentale donnée dans[Il-Lan 1999℄. Soit <, >, la forme bilinéaire naturelle <, >: V × V ∗ 7−→ C. Etant donné
Z ⊂ P(V ) on note Ẑ ⊂ V le 
�ne au dessus de la variété Z et on 
onsidère z ∈ Z unpoint de la variété. Considérons maintenant H ∈ P(V ∗), alors z appartient à l'hyperplansi et seulement si < ẑ, Ĥ >= 0. La 
ondition de tangen
e de H à Z en z s'exprime de lafaçon suivante, ∀ z(t) ⊂ Z germe de 
ourbe tel que z(0) = z alors,

< ẑ(0), Ĥ >= 0

< ẑ′(0), Ĥ >= 0.Fixons maintenant une dire
tion v ∈ TzZ. La se
onde forme fondamentale mesure le
onta
t au deuxième ordre de H en z pour la dire
tion v, ainsi
IIZ,z(H)(v, v) = QH

z (v, v) =< z′′(0), H > .Revenons à la situation qui nous intéresse, à savoir Z = σ(X). Soit z(t) = x(t) + y(t)un germe de 
ourbe passant par z. On a supposé σ(X) non-défe
tive don
 T̂zσ(X) =
T̂xX ⊕ T̂yX. Ainsi un ve
teur tangent v ∈ Tzσ(X) se dé
ompose de manière unique ensomme de deux ve
teurs v = v1 + v2 ave
 v1 ∈ TxX et v2 ∈ TyX. Soit H un hyperplantangent en z à σ(X) (et don
 tangent à X en x et y) on obtient alors

IIσ(X),z(v, v) =< ẑ′′(0), Ĥ >=< x̂′′(0) + ŷ′′(0), Ĥ >

=< x̂′′(0), Ĥ > + < ŷ′′(0), Ĥ >= IIX,x(H)(v1, v1) + IIX,y(H)(v2, v2).

2 Sous l'hypothèse δX∗ = 0, une quadrique de rang maximum dans |IIσ(X),x+y| sera unequadrique de rang 2n. Une telle quadrique existe si et seulement si il existe un hyperplan
H tangent à x et y tel que IIX,x(H) et IIX,y(H) soient de rang n. On vient d'établir :Lemme 9. Soit X ⊂ P(V ) une variété proje
tive lisse telle que δX∗ = δσ(X) = 0 et deplus on suppose que σ(X) 6= P(V ). Alors on a,

σ(X)∗ est une sous-variété de 
odimension 1 dans X∗ ⇔ ∀ (x, y) ∈ (X ×X)général, ∃un hyperplan H tel que (X ∩H, x) ∼ A1 et (X ∩H, y) ∼ A1.Nous pouvons 
omme pour la variété des tangentes établir une 
ondition su�sante,où la géométrie globale de X nous informe sur ses se
tions hyperplanes :Proposition 2.2.4. Soit X ⊂ P(V ) une variété lisse telle que δX∗ = δσ(X) = 0. Onsuppose que ∀ (x, y) ∈ (X ×X)général T̃
(2)
x X ∩ T̃yX = ∅, alors on a de façon équivalente :a) ∃ H tel que (X ∩H, x) ∼ A1 et (X ∩H, y) ∼ A1.b) σ(X)∗ est une sous-variété de X∗ de 
odimension 1.



2.2 Variété des tangentes et variété des sé
antes 41Démonstration. Nous allons montrer que sous les hypothèses de la proposition, σ(X)∗ estde 
odimension 1 dans X∗. Ce
i revient à montrer l'existen
e d'une quadrique de rang 2ndans |IIσ(X),[x̂+ŷ]|. Avant de 
ommen
er les 
al
uls on remarquera que T̃
(2)
x X ∩ T̃yX = ∅et δσ(X) = 0 impliquent en parti
ulier que σ(X) 6= P(V ), don
 σ(X)∗ est bien une sousvariété non vide de X∗.

|IIX,x| = N
(2)∗
x X = (T̂

(2)
x X/T̂xX)∗ et N∗

[x+y]σ(X) = (V/(T̂xX + T̂yX))∗. La 
ondition
T̃

(2)
x X∩T̃yX = ∅ nous dit que N

(2)∗
x X ≃ N

(2)∗
x X/(T̂yX)∗ ⊂ N∗

x+yσ(X). En d'autres termesétant donnée une quadrique Q dans |IIX,x| il existe un hyperplan H tel que H soit tangentà x et y, et de plus IIX,x(H) = Q.Comme δX∗ = 0, on peut don
 
hoisir Q de rang n. En inversant les r�les de x et
y, on montre de même qu'il existe un hyperplan H ′ tel que H ′ soit tangent à x et y etque de plus IIX,y(H

′) soit une quadrique de rang n. Considérons à présent l1 = P1
HH′
omme une droite de P(N∗

xX) et l2 = P1
HH′ 
omme une droite de P(N∗

y X). L'ensembledes dire
tions 
onormales dans P(N∗
xX) (resp. dans P(N∗

y X)) qui 
orrespondent à desformes quadratiques dégénérées est une hypersurfa
e Y1 ⊂ P(N∗
xX) (resp. Y2 ⊂ P(N∗

y X)).Or on a 
onstruit H (resp. H ′) de telle sorte que IIX,x(H) (resp. IIX,y(H
′)) soit de rangmaximum. Il s'en suit que l1 (resp. l2) interse
te Y1 (resp. Y2) en un nombre �ni de points.On 
hoisit alors H ′′ ∈ l1 = l2 tel que H ′′ /∈ l1 ∩ Y1 et H ′′ /∈ l2 ∩ Y2. On a don
 trouvé

H ′′ ∈ N∗
x+yσ(X), tel que IIσ(X),x+y(H

′′) soit de rang 2n. 22.2.4 Théorème sur les se
tions hyperplanes de XOn regroupe les propositions 2.2.3 et 2.2.4 pour formuler le théorème suivant :Théorème 2.2.3. Soit X ⊂ P(V ) une variété lisse telle que δX∗ = δσ(X) = 0, alors :- Soit x un point général, on suppose que ∀ v ∈ (TxX)générique ∃ q ∈ Ann(v) ⊂ |IIX,x|de rang n− 1, alors on a de façon équivalente :a) ∃ H tel que (X ∩H, x) ∼ A2 et q 
orrespond à la partie quadratique de (X ∩H, x).b) τ(X)∗ est une sous-variété de X∗ de 
odimension 1.- Soit (x, y) ∈ (X × X)général on suppose que T̃
(2)
x X ∩ T̃yX = ∅, alors on a de façonéquivalente :a) ∃ H tel que (X ∩H, x) ∼ A1 et (X ∩H, y) ∼ A1.b) σ(X)∗ est une sous-variété de X∗ de 
odimension 1.On obtient alors aisément les 
orollaires suivant :Corollaire 2. Soient X ⊂ P(V ) une variété lisse et d > 1 un entier tels que (X, d) 6=

(Pn, 2). Considérons Z = vd(X) ⊂ P(SdV ) le d-ième plongement de Veronese, alors
∀ z ∈ Zgénéral il existe un hyperplan H tel que (Z ∩ H, z) ∼ A2 et τ(vd(X))∗ est unesous-variété de vd(X)∗ de 
odimension 1.



42 Chapitre 2. Sing (X∗) & Sing (X ∩H)Démonstration. . Sous les hypothèses du 
orollaire, véri�ons que l'on peut appliquer lethéorème à vd(X) ⊂ P(SdV ). Tout d'abord il faut rappeler que si xd est un point général de
vd(X) alors |IIvd(X),xd | ≃ S2T ∗

xdvd(X) (voir par exemple [G-H 1979℄). En d'autres termesla se
onde forme fondamentale est le système 
omplet de quadriques sur Txdvd(X). Don
si v ∈ (Txdvd(X))général, il existe une quadrique Q ∈ S2T ∗
xdvd(X) de rang n− 1, dégénéréele long de la dire
tion v. De plus il est 
onnu que si (X, d) 6= (Pn, 2) alors σ(vd(X)) estnon dégénérée. On peut don
 appliquer le théorème. 2Corollaire 3. Soient X ⊂ P(V ) une variété proje
tive lisse et d un entier tels que

(X, d) 6= (Pn, 2). On 
onsidère Z = vd(X) ⊂ P(SdV ) le d-ème plongement de Veronese de
X. Alors ∀ (z1, z2) ∈ (Z × Z)général ∃ H tel que (Z ∩H, z1) ∼ A1 et (Z ∩H, z2) ∼ A1 et
σ(vd(X))∗ est une sous-variété de vd(X)∗ de 
odimension 1.Démonstration. On 
onsidère (z1 = xd, z2 = yd) une paire de points générale de Z ×

Z. Montrons que T̂
(2)
z1 Z ∩ T̂z2Z = 0. Par la règle de Leibniz on obtient que d'une part

T̂
(2)
z2 vd(X) = xd−2 ◦ T̂

(2)
x X + xd−1 ◦ T̂xX, et d'autre part T̂z2Z = yd−1 ◦ T̂yX. Si d > 2 alors
ette des
ription implique T̂

(2)
z1 Z ∩ T̂z2Z = 0. Si d = 2 alors il faut supposer que x /∈ T̂yXet y /∈ T̂xX mais 
e
i est véri�é dès que X 6= Pn. 2Corollaire 4. Soit X ⊂ P(V ) et Y ⊂ P(W ) deux variétés lisses. On suppose X 6= PN ,et on 
onsidère la variété Z = Seg(X×Y ) ⊂ P(V ⊗W ), produit de Segre. Si σ(X) est nondégénérée ou bien Y 6= Pn alors ∀ (z1, z2) ∈ (Z × Z)général ∃ H tel que (Z ∩H, z1) ∼ A1et (Z ∩H, z2) ∼ A1 et de plus σ(X × Y )∗ est une sous-variété de X∗ de 
odimension 1.Démonstration. I
i en
ore on veut montrer que T̂

(2)
z1 Z ∩ T̂z2Z = 0. Pour 
ela on é
rit z1 =

x⊗y et z2 = w⊗u. On obtient d'une part T̂
(2)
z1 Z = T̂

(2)
x ⊗y+x⊗T̂

(2)
y Y +T̂xX⊗T̂yY et d'autrepart T̂z2Z = T̂wX ⊗ u + w⊗ T̂uY . Comme on a supposé (z1, z2) général on a que y 6= v et

x 6= u. Don
 T̂
(2)
z1 X∩ T̂z2X = 0 si et seulement si (T̂xX⊗ T̂yY )∩(T̂wX⊗u+w⊗ T̂uY ) = 0.Or X 6= Pn implique que u /∈ T̂xX. De plus σ(X) non dégénérée implique T̂xX∩ T̂uX = 0.Ce qui prouve la première partie du 
orollaire. En�n si on suppose Y 6= Pm alors v /∈ T̂yYet le résultat suit. 2Résumons les résultats de 
e 
hapitre. On suppose X ⊂ P(V ) est une variété lisse, xest un point général de X, v un ve
teur générique de TxX, et δX∗ = δσ(X) = 0,

∃ q ∈ Ann(v) de rang n− 1
⇓

∃ H tangent à xtel que (X ∩H, x) ∼ A2

⇓
V an(X) 6= ∅

∃ q ∈ Ann(v) de rang n− 1
⇓

τ(X)∗ est de 
odimension 1dans X∗

⇓
X∗g-
usp est de 
odimension 1 dans X∗



2.3 Dimensions de σ(X)∗ 43
∀ (x, y) ∈ (X ×X)général

T̃
(2)
x X ∩ T̃yX = ∅

⇓
∃ H tangent à x et ytel que (X ∩H, x) ∼ A1et (X ∩H, y) ∼ A1

∀ (x, y) ∈ (X ×X)général
T̃

(2)
x X ∩ T̃yX = ∅

⇓
σ(X)∗ est de 
odimension 1dans X∗

⇓
X∗g-node est de 
odimension 1 dans X∗Remarque 2.2.7. Il ressort de 
e 
hapitre que lorsque la 
odimension est assez grande,la situation générale est la suivante : X∗sing est une sous-variété de 
odimension 1 dans

X∗ qui n'est pas irrédu
tible. En e�et, lorsque la dimension est assez grande, on attendgénériquement que σ(X) soit non dégénérée et qu'il existe des quadriques de rang n−1 dans
Ann(v), lorsque v est générique. Ce
i implique que τ(X)∗ est une 
omposante de X∗singde dimension maximale. On s'attend aussi à 
e que T̃

(2)
x X ∩ T̃yX = ∅, et don
 σ(X)∗est aussi une 
omposante de X∗sing de dimension maximale. En�n σ(X) non dégénéréeimplique, par le théorème de Fulton-Hansen, que τ(X) 6= σ(X), don
 les variétés τ(X)∗et σ(X)∗ sont deux 
omposantes dis
tin
tes de X∗sing.Question 3. A-t-on en général, en 
odimension assez grande, X∗sing = τ(X)∗ ∪ σ(X)∗ ?2.3 Dimensions de σ(X)∗Pour 
on
lure 
e 
hapitre on propose une rele
ture des résultats que l'on vient d'établir,
on
ernant σ(X)∗, en s'a�ran
hissant de l'hypothèse δX∗ = 0.Nous avons 
al
ulé pré
édemment la se
onde forme fondamentale de σ(X), sous l'hy-pothèse δσ(X) = 0, en un point général z = [x̂ + ŷ] = x + y :

IIσ(X),x+y = IIX,x + IIX,y.En toute généralité le rang maximum d'une quadrique de |IIσ(X),x+y| est 2(n−δX∗). Don
la dimension attendue de σ(X)∗ est 2n− 2δX∗ + codim(σ(X))− 1.Pour la suite dé�nissons une notion de défaut :Dé�nition 2.3.1. Soit δσ∗ la quantité,
δσ∗ = 2n− 2δX∗ + codim(σ(X))− 1− dim(σ(X)∗).On dira qu'une variété X ⊂ P(V ), telle que δσ(X) = 0, est δσ∗-défe
tive, si δσ∗ > 0.Bien qu'un tant soit peu arti�
ielle 
ette dé�nition nous sera d'un intérêt pratiquepuisque a�n de 
lassi�er les variétés homogènes X telles que X∗ soit une hypersurfa
e nor-male, nous allons dans un premier temps étudier les variétés potentiellement δσ∗-défe
tives.



44 Chapitre 2. Sing (X∗) & Sing (X ∩H)Remarque 2.3.1. Dans un arti
le de L. Chiantini et C. Ciliberto, [Ch-Ci 2001℄, lanotion de k-faiblement défe
tive est dé�nie pour une variété proje
tive. Cette notion estla suivante, une variété proje
tive X, est k-défe
tive, si un hyperplan général tangent en
(k + 1) points en position générale, a un lieu de 
onta
t (=Sing(X ∩ H)) de dimensionstri
tement positive. Au vu de notre 
al
ul de la dimension de σ(X)∗, il est 
lair que sion suppose δX∗ = 0 et δσ(X) = 0, les variétés 1-défe
tives sont les variétés δσ∗-défe
tives.Le théorème 1.1 de [Ch-Ci 2001℄ assure que si la variété des sé
antes de X est défe
tivealors X est 1-défe
tive. En parti
ulier 
ela implique que σ(X)∗ sera de 
odimension aumoins 2 dans la variété duale. On adopte alors la 
onvention suivante si δσ(X) 6= 0 alors Xsera aussi 
onsidérée 
omme δσ∗-défe
tive. L'exemple qui suit montre que l'on peut avoir
δσ(X) > 0 et δσ∗ > 0.Exemple 2.3.1. Soit X = Pk1 × Pk2 ⊂ P(k1+1)(k2+1)−1, la proje
tivisation de la variétédes matri
es de taille (k1 + 1)× (k2 + 1) et de rang 1. On suppose k1 ≥ k2, 
e qui donne
δX∗ = k1 − k2. Ainsi on s'attendrait à avoir σ(X)∗ de 
odimension 2(k1 − k2) + 2 dans
P(V ∗). La variété X∗ s'identi�e naturellement à la variété des matri
es de rang au plus k2,et de même σ(X)∗ s'identi�e à la variété des matri
es de rang au plus k2−1. C'est à dire
σ(X)∗ 
oin
ide ave
 le lieu des zéros des k2×k2 mineurs. Cette variété est de 
odimension
1+2(k1−k2+1). On a don
 bien que codimP(V ∗)σ(X)∗ = 1+2(k1−k2+1) < 2(k1−k2)+2.Plus pré
isément nous avons δσ∗ = 1.Remarque 2.3.2. Le 
as σ(X) = P(V ) est une autre 
as où X est δσ∗-défe
tive.Notre 
ritère (proposition 2.2.4) devient alors,Proposition 2.3.1. Soit X ⊂ P(V ) une variété proje
tive lisse, telle que δσ(X) = 0. Soit
(x, y) un 
ouple général de points de X et on suppose T̃

(2)
x X ∩ T̃yX = ∅. Alors δσ∗ = 0.Exemple 2.3.2. Soit X = Pk1 × · · · × Pkr ave
 k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kr, r ≥ 3 et notons par

∇ la variété duale X∗ pour suivre les notations de [W-Z 1996℄. Dans leur dé
ompositionde ∇node, J. Weyman et A. Zelevinsky introduisent une 
omposante appelée ∇node(∅). Ils'agit des multimatri
es A ∈ ∇, annulées par l'hyperdéterminant, et telles qu'il existe deuxpoints distin
ts (x, y) ∈ (X × X)général tels que (A, x) = (A, y) = 0. En d'autres termes
∇node(∅) = σ(X)∗. Le théorème (0.3) de [W-Z 1996℄ dit que la 
omposante ∇node(∅) del'hyperdéterminant est de 
odimension 1 dans ∇ dès que X 6= P1 × P1 × P1, P2 × P2 ×
P1, P2 × P1 × P1.Si l'on ne suppose plus k1 ≤ k2 + · · · + kr (i.e. on s'autorise δX∗ 6= 0), alors uneadaptation de la preuve du 
orollaire 4 implique, pour r > 3, que σ(X)∗ est de 
odimension
1 + min(0, k1 −

∑r
i=2 ki) dans X∗. On retrouve que le 
as r = 3 est le seul sus
eptible deprésenter des 
as de variétés δσ∗-défe
tives.



Chapitre 3Appli
ations aux variétés homogènes
Pour �nir, nous 
lassi�ons les dis
riminants ∆G/P pour les variétés homogènes, sousun groupe de Lie semi-simple, qui 
orrespondent à des hypersurfa
es singulières en 
odi-mension 2.Pour obtenir 
e résultat, nous étudions les variétés homogènes pour un groupe de Liesimple qui sont potentiellement δσ∗-défe
tives. En e�et, lorsque X∗ est une hypersurfa
eet δσ∗ = 0, nous avons vu que σ(X)∗ était de 
odimension 1 dans X∗. Ce
i entraîne que

X∗ est singulière en 
odimension 1. Lorsque nous avons une première liste de variétéspotentiellement δσ∗-défe
tives, nous appliquons un 
ritère dû à F. Zak pour a�ner notreliste et aussi l'étendre au 
as des groupes semi-simples. On se ramène alors à une listede variétés duales X∗ que l'on sait être singulières en 
odimension 2. Ce qui permetde prouver la 
lassi�
ation. Pour 
ompléter 
ette 
lassi�
ation nous traitons en �n de
hapitre le 
as des variétés homogènes dont la variété duale est défe
tive. On obtient alorsla 
lassi�
ation des variétés homogènes pour un groupe de Lie semi-simple dont la variétéduale est normale.3.1 Dimension de σ(G/P )∗ pour G groupe de Lie simpleDans un premier temps nous voulons 
lassi�er les variétés homogènes pour un groupede Lie simple qui ne satisfont pas les hypothèses de la proposition 2.3.1. Soit G un groupede Lie simple et Vλ une représentation irrédu
tible de plus haut poids λ. On peut 
hoisir
omme paire générale de points le 
ouple (vλ, vµ), où vλ est le ve
teur de plus haut poidsde la représentaton et vµ le ve
teur de plus bas poids.L'hypothèse T̃
(2)
x X ∩ T̃yX = ∅, équivaut à g(2)vλ ∩ gvµ = 0. Nous allons traduire 
ettepropriété en une relation sur les poids λ et µ, et les ra
ines α, de l'algèbre de Lie g. Notrevariété X est l'orbite de vλ ve
teur de plus haut poids pour le G-module Vλ. En d'autrestermes il existe un sous-groupe P ⊂ G, dit parabolique (dont la dé�nition est : P 
ontient45



46 Chapitre 3. Appli
ations aux variétés homogènesun sous-groupe de Borel), tel que X = G/P = G.[vλ] ⊂ P(Vλ). Notons V(ρ) ⊂ V le sousespa
e propore asso
ié au poids ρ et désignons par R+ l'ensemble des ra
ines positives de
g. On a alors,

g(2)vλ ⊂ vλ ⊕ (⊕α∈R+V(λ−α))⊕ (⊕α,β∈R+V(λ−α−β)),et,
gvµ ⊂ vµ ⊕ (⊕γ∈R+V(µ+γ)).Notre 
ondition g(2)vλ ∩ gvµ = 0 est don
 véri�ée lorsque,

λ− α− β 6= µ + γ, ∀α, β, γ ∈ R+.Nous allons 
her
her à déterminer pour quelles représentations l'inégalité pré
édente estfausse. C'est à dire que nous allons résoudre, pour tout groupe de Lie simple G, l'équation
λ− α− β = µ + γ, α, β, γ ∈ R+.En notant par w0 l'involution qui transforme R+ en R− on obtient :

λ− w0(λ) = α + β + γ (3.1)Comme il en a été fait la remarque dans [Ch 2003℄, la résolution de l'équation λ −
w0(λ) = α + β permet de retrouver la 
lassi�
ation des variétés homogènes pour ungroupe de Lie simple dont la variété des sé
antes est dégénérée (
f. le résultat de H.Kaji [Ka 1999℄). En suivant les notations de [Bou 1968℄ nous allons dis
uter au 
as par
as les solutions de (3.1). L'espa
e ve
toriel réel sur lequel est dé�ni le système de ra
inessera noté V et muni d'une base orthonormée (ǫi) pour un produit s
alaire (, ). Pour toutélément de v ∈ V , tel que v =

∑dim(V )
i=1 aiǫi dans la base orthonormée, on dé�nit unenorme sur V de la manière suivante ||v|| = ∑dim(V )

i=1 |ai|. Comme nous le verrons dans les
al
uls qui suivent 
ette norme se 
omporte additivement �bien� lorsqu'on 
onsidère des
ombinaisons linéaires de poids fondamentaux.Type AnOn 
onsidère l'espa
e ve
toriel V = Rn+1 muni d'une base orthonormée ǫi, i = 1, ..., n + 1.Les ra
ines positives du système An sont données dans V par les ve
teurs ǫi− ǫj, 1 ≤ i <
j ≤ n + 1. Les poids fondamentaux sont

ωi = ǫ1 + ... + ǫi −
i

n + 1

n+1
∑

j=1

ǫi



3.1 Dimension de σ(G/P )∗ pour G groupe de Lie simple 47et w0 l'involution sur le système de ra
ines R est dé�nie par w0(ǫi) = ǫn+2−i. On obtientdon
 ωi − w0(ωi) = ǫ1 + ... + ǫi − ǫn+2−i − ...− ǫn+1 si i ≤ n+1
2

et ωn+1−i − w0(ωn+1−i) =
ωi − w0(ωi).On a ||ǫi − ǫj || = 2, et si on suppose que α + β + γ n'est pas une somme de deuxra
ines :

||α + β + γ|| = 6.D'autre part,
||ωi − w0(ωi)|| = 2i.La restri
tion sur la norme donne 
omme 
andidat à la solution de (3.1) :

λ = 3ω1 et λ = ωn, X = v3(P
n).

λ = ω1 + ω2 et ωn−1 + ωn, X = F1,2(C
n+1).

λ = ω1 + ωn−1 et ω2 + ωn, X = F1,n−1(C
n+1).

λ = ω3 et λ = ωn−2, X = G(3, n + 1).Il nous reste à véri�er que pour 
haque λ 
onsidéré, on a bien λ−w0(λ) 
omme sommede trois ra
ines positives.
3ω1 − w0(3ω1) = 3ǫ1 − 3ǫn+1 = 3(ǫ1 − ǫn+1).
ω1 + ω2 − w0(ω1 + ω2) = 2ǫ1 + ǫ2 − ǫn − 2ǫn+1 = 2(ǫ1 − ǫn+1) + ǫ2 − ǫn.
ω1 + ωn−1 − w0(ω1 + ωn−1) = 2(ǫ1 − ǫn+1) + ǫ2 − ǫn.
ω3 − w0(ω3) = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 − ǫn−1 − ǫn − ǫn+1 = ǫ1 − ǫn+1 + ǫ2 − ǫn + ǫ3 − ǫn−1.On peut don
 résumer 
ette étude sous forme de proposition :Proposition 3.1.1. Soit X = SLn+1/P ⊂ P(Vλ) une variété homogènes sous le groupede Lie SLn+1C dans son plongement minimal. Si

X 6= Pn, G(2, n + 1), v2(P
n) (variétés dont la sé
ante est dégénérée [Ka 1999℄) et,

X 6= v3(P
n), F1,2(C

n+1), F1,n−1(C
n+1), G(3, n + 1),alors X n'est pas δσ∗-défe
tive.Type Bn, n ≥ 2On 
onsidère maintenant V = Rn. Les ra
ines positives sont les ǫi et les ǫi ± ǫj , pour

1 ≤ i < j ≤ n. Les poids fondamentaux sont,
ωi = ǫ1 + ... + ǫi, i < net
ωn =

1

2
(ǫ1 + ... + ǫn).



48 Chapitre 3. Appli
ations aux variétés homogènesL'involution w0 transforme ǫi en −ǫi, d'où on obtient ωi − w0(ωi) = 2ωi. Cal
ulons lesnormes,
||ǫi|| = 1, ||ǫi ± ǫj || = 2, don


||α + β + γ|| =















3
4
5
6par ailleurs

||ωi − w0(ωi)|| = ||2ωi|| = 2i, i < net,
||ωn − w0(ωn)|| = n.Le 
hoix que nous avons fait pour la norme, implique que si les ai sont des 
onstantespositives alors ||∑i aiωi|| =

∑

i ai||ωi||.Distinguons deux 
as, n > 6 et n ≤ 6.
•n > 6Alors les poids λ sus
eptibles d'être solutions de (3.1) sont,
λ = 2ω1, 3ω1

λ = ω1 + ω2,et
λ = ω3.Véri�ons si 
es poids sont solutions de (3.1) :

2ω1−w0(2ω1) = 4ω1 = 4ǫ1, ne peut pas s'é
rire 
omme somme de trois ra
ines, de même
3ω1 − w0(3ω1) = 6ω1 = 6ǫ1 ne peut être somme de trois ra
ines.
ω1 + ω2 − w0(ω1 + ω2) = 2ω1 + 2ω2 = 2ǫ1 + 2ǫ1 + 2ǫ2 = 4ǫ1 + 2ǫ2, ne peut pas être égal àla somme de trois ra
ines.
ω3−w0(ω3) = 2ω3 = 2ǫ1+2ǫ2+2ǫ3 = ǫ1+ǫ2+ǫ1+ǫ3+ǫ2+ǫ3 est la seule solution pour n > 6.
•n ≤ 6Pour n = 6, 5, 4, 3, les seuls 
andidats sont
λ = ω3 et λ = ωn. Nous venons de voir que ω3 − w0(ω3) était bien somme de troisra
ines positives, regardons à présent ωn − w0(ωn),

ωn − w0(ωn) = ǫ1 + ... + ǫn =
{(ǫ1 + ǫ2) + (ǫ3 + ǫ4) + (ǫ5 + ǫ6), si n = 6

(ǫ1 + ǫ2) + (ǫ3 + ǫ4) + ǫ5, si n = 5



3.1 Dimension de σ(G/P )∗ pour G groupe de Lie simple 49Lorsque n = 3, ou n = 4 alors ωn−w0(ωn) est somme de deux ra
ines et on se ramèneà la 
lassi�
ation des variétés homogènes dont la variété des sé
antes est dégénérée. Il enva de même pour n = 2.A l'instar de la proposition 3.1.1 résumons 
e qui pré
ède :Proposition 3.1.2. Soit X = SO2n+1/P ⊂ P(Vλ) une variété homogène pour le groupede Lie simple SO2n+1C dans son plongement minimal. Si
X 6= Q2n−1, S3 = P3, S4, S5, v2(P

3), F1(Q
2n−1) (variétés dont la sé
ante est dégéné-rée [Ka 1999℄) et,

X 6= S6, S7, GQ(3, 2n + 1),alors X n'est pas δσ∗-défe
tive.Type Cn, n ≥ 3I
i l'espa
e ve
toriel 
onsidéré est en
ore V = Rn. Les ra
ines positives sont les 2ǫi etles ǫi ± ǫj , (i < j). Les poids fondamentaux sont
ωi = ǫ1 + ... + ǫi, (i ≤ n).L'involution w0 est la même que pour le type Bn, à savoir w0(ǫi) = −ǫi. D'où ωi−w0(ωi) =

2ωi. Le 
al
ul des normes donne ||2ǫi|| = 2 et ||ǫi ± ǫj|| = 2. Don

||α + β + γ|| = 6,sous l'hypothèse que la somme n'est pas égale à la somme de deux ra
ines. D'autre part,

||ωi − w0(ωi)|| = ||2ωi|| = 2i.Par le 
hoix que l'on a fait pour la norme, on voit que si ai sont des 
onstantes positivesalors ||∑i aiωi|| =
∑

i ai||ωi||. On obtient don
 
omme poids possibles,
λ = 3ω1,
λ = ω1 + ω2,
λ = ω3.Véri�ons si, pour 
es poids, λ− w0(λ) est la somme de trois ra
ines :

3ω1 − w0(3ω1) = 6ω1 = 6ǫ1 = 3(2ǫ1) est bien somme de trois ra
ines.
ω1 + ω2 − w0(ω1 + ω2) = 2ω1 + 2ω2 = 2ǫ1 + 2ǫ1 + 2ǫ2 = 2ǫ1 + 2(ǫ1 + ǫ2) est bien sommede trois ra
ines.
ω3−w0(ω3) = 2ǫ1+2ǫ2+2ǫ3 = (ǫ1+ǫ2)+(ǫ1+ǫ3)+(ǫ2+ǫ3) est aussi somme de trois ra
ines.D'où �nalement,



50 Chapitre 3. Appli
ations aux variétés homogènesProposition 3.1.3. Soit X = Sp2n/P ⊂ P(Vλ) une variété homogène pour le groupe deLie simple Sp2nC dans son plongement minimal. Si
X 6= P2n−1, Gω(2, 2n), v2(P

2n−1) (variétés dont la sé
ante est dégénérée [Ka 1999℄)et,
X 6= v3(P

2n−1), F1,2,ω, Gω(3, 2n), alors X n'est pas δσ∗-défe
tive.Type Dn n ≥ 4Dans V = Rn, les ra
ines positives s'é
rivent ǫi±ǫj pour i < j. Les poids fondamentauxsont,
ωi = ǫ1 + ... + ǫi pour i < n− 1.

ωn−1 =
1

2
(ǫ1 + ... + ǫn−1 − ǫn).

ωn =
1

2
(ǫ1 + ... + ǫn−1 + ǫn).Si n est pair w0(ǫi) = −ǫi, ∀ i, et, si n est impairw0(ǫi) = −ǫi pour i 6= n et w0(ǫn) = ǫn.Don
 si n est pair ωi − w0(ωi) = 2ωi .Si n est impair et i < n − 1, alors ωi − w0(ωi) = 2ωi, pour i = n − 1 et i = n,

ωn−1 − w0(ωn−1) = ωn − w0(ωn) = ǫ1 + · · ·+ ǫn−1.Cal
ulons la norme,
||α + β + γ|| = 6et

||ωi − w0(ωi)|| = ||2ωi|| = 2ipour i < n− 1. Si n est pair et i = n− 1 ou i = n alors
||ωn−1 − w0(ωn−1)|| = ||ωn − w0(ωn)|| = ||2ωn|| = net si n est impair et i = n− 1 ou i = n,

||ωn−1 − w0(ωn−1)|| = ||ωn − ωn|| = ||e1 + . . . ǫn−1|| = n− 1.Pour le 
hoix de la norme que nous avons fait on voit que si ai sont des 
onstantespositives alors ||∑i aiωi|| =
∑

ai||ωi||. Distinguons deux 
as n > 7 et n ≤ 7.
•n > 7



3.1 Dimension de σ(G/P )∗ pour G groupe de Lie simple 51On obtient ainsi les possibilités suivantes,
λ = 3ω1.
λ = ω1 + ω2.
λ = ω3.Véri�ons si l'on obtient une somme de trois ra
ines pour λ− w0(λ) :

3ω1 − w0(3ω1) = 6ǫ1, ne peut s'é
rire 
omme somme de trois ra
ines.
ω1 + ω2 − w0(ω1 + ω2) = 2ω1 + 2ω2 = 4ǫ1 + 2ǫ2, ne peut s'é
rire 
omme somme de troisra
ines.
ω3 − w0(ω3) = 2ω3 = 2ǫ1 + 2ǫ2 + 2ǫ3 = (ǫ1 + ǫ2) + (ǫ1 + ǫ3) + (ǫ2 + ǫ3).
•n ≤ 7Pour n = 7, 6, 5, 4, les 
andidats sont λ = ω3, λ = ωn et λ = ωn−1. Le poids ω3−w0(ω3)est bien une somme de trois ra
ines. Regardons ωn − w0(ωn),

ωn−1 − w0(ωn−1) = ωn − w0(ωn) =















(ǫ1 + e2) + (ǫ3 + ǫ4) + (ǫ5 + ǫ6), si n = 7
(ǫ1 + ǫ2) + (ǫ3 + ǫ4) + (ǫ5 + ǫ6), si n = 6

(ǫ1 + ǫ2) + (ǫ3 + ǫ4), si n = 5
(ǫ1 + ǫ2) + (ǫ3 + ǫ4), si n = 5D'où pour le type Dn,Proposition 3.1.4. Soit X = SO2n/P ⊂ P(Vλ) une variété homogène pour le groupe deLie simple SO2nC dans son plongement minimal. Si

X 6= Q2l−2, S3, S4, S5, GQ(2, 2n) (variétés dont la sé
ante est dégénérée [Ka 1999℄)et,
X 6= S6, S7, GQ(3, 2n),alors X n'est pas δσ∗-défe
tive.Type F4On 
onsidère maintenant V = R4, les ra
ines positives sont les ǫi, ǫi − ǫj (i < j), et

1
2
(ǫ1 ± e2 ± ǫ3 ± ǫ4). Les poids fondamentaux sont,

ω1 = ǫ1 + ǫ2.

ω2 = 2ǫ1 + ǫ2.

ω3 =
1

2
(3ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4).

ω4 = ǫ1.



52 Chapitre 3. Appli
ations aux variétés homogènesL'involution w0 envoie ǫi sur −ǫi et on a don
,
ωi − w0(ωi) = 2ωi.Par ailleurs ||ei|| = 1, ||ǫi − ǫi|| = 2 (i < j), et ||1

2
(ǫ1 ± e2 ± ǫ3 ± ǫ4)|| = 2.

||α + β + γ|| =















3
4
5
6.et

||ωi − w0(ωi)|| =















4 si i = 1
8 si i = 2
4 si i = 3
2 si i = 4En�n 
omme pré
édemment notre 
hoix de norme implique que si on a des 
oe�
ientspositifs ai alors ||∑i aiωi|| =

∑

ai||ωi||.Alors les solutions possibles de (3.1) sont,
λ = 3ω4, 2ω4,
λ = ω3,
λ = ω3 + ω4,
λ = ω1,
λ = ω1 + ω4,Il nous faut véri�er si λ− w0(λ) est bien la somme de trois ra
ines :

3ω4 − w0(3ω4) = 6ǫ1 ne peut pas être la somme de trois ra
ines positives.
2ω4 − w0(2ω4) = 4ǫ1 ne peut pas être la somme de trois ra
ines positives.
ω3 − w0(ω3) = 3ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 = (ǫ1 + ǫ2) + (ǫ1 + ǫ3) + (ǫ1 + ǫ4) est bien la somme detrois ra
ines.
ω3 + ω4 − w0(ω3 + ω4) = 5ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 ne peut pas être la somme de trois ra
ines.
ω1 − w0(ω1) = 2ǫ1 + 2ǫ2 = 2(ǫ1 + ǫ2) est somme de deux ra
ines et est don
 traité par lerésultat de Kaji [Ka 1999℄.
ω1 + ω4 − w0(ω1 + ω4) = 4ǫ1 + 2ǫ2 ne peut pas être la somme de trois ra
ines.D'oùProposition 3.1.5. Soit X = F4/P ⊂ P(Vλ) une variété homogène pour le groupe deLie simple F4 dans son plongement minimal. Si

X 6= X16 ∩H = (E6/P1) ∩H = F4/P4, X15 = XF4 = F4/P1 (variétés dont la sé
anteest dégénérée [Ka 1999℄) et,
X 6= F4/P3,alors X n'est pas δσ∗-défe
tive.



3.1 Dimension de σ(G/P )∗ pour G groupe de Lie simple 53Type E8On se pla
e maintenant dans R8, les ra
ines positives sont ±ei + ej pour i < j et les
1
2
(ǫ8 +

∑7
i=1(−1)ν(i)ǫi) ave
 ∑7

i=1 ν(i) est pair. Les poids fondamentaux sont,
ω1 = 2ǫ8

ω2 =
1

2
(ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 + ǫ6 + ǫ7 + 5ǫ8)

ω3 =
1

2
(−ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 + ǫ6 + ǫ7 + 7ǫ8)

ω4 =
1

2
(ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 + ǫ6 + ǫ7 + 5ǫ8)

ω5 =
1

2
(ǫ4 + ǫ5 + ǫ6 + ǫ7 + 4ǫ8)

ω6 =
1

2
(ǫ5 + ǫ6 + ǫ7 + 3ǫ8)

ω7 =
1

2
(ǫ6 + ǫ7 + 2ǫ8)

ω8 =
1

2
(ǫ7 + ǫ8).L'involution w0 envoie ǫi sur −ǫi et don
 ωi − w0(ωi) = 2ωi.Par ailleurs || ± ei − ej || = 2 (i < j), et ||1

2
(ǫ8 +

∑7
i=1(−1)ν(i)ǫi)|| = 4 ave
 ∑7

i=1 ν(i)est pair.
||α + β + γ|| ≤ 12.

||ωi − w0(ωi)|| =















































4 si i = 1
12 si i = 2
14 si i = 3
20 si i = 4
16 si i = 5
12 si i = 6
8 si i = 7
4 si i = 8De plus pour le 
hoix de la norme que l'on a fait on a, pour des entiers ai positifs :

||
∑

i aiωi|| =
∑

i6=2,i6=3 ai||ωi||+
1
2
|a2 − a3|+

11
2
a2 + 13

2
a3.D'où les 
andidats possibles sont,

λ = ω1, 2ω1, 3ω1,
λ = ω1 + ω7,



54 Chapitre 3. Appli
ations aux variétés homogènes
λ = ω1 + ω8,
λ = 2ω1 + ω8,
λ = ω1 + 2ω8,
λ = ω2,
λ = ω6,
λ = ω7,
λ = ω7 + ω8,
λ = ω8, 2ω8, 3ω8.Cher
hons parmi tous 
es poids 
eux tels que λ − w0(λ) s'é
rive 
omme somme detrois ra
ines :

ω1 − w0(ω1) = 4ǫ8 ne s'é
rit pas 
omme somme de trois ra
ines, de même que 2ω1 −
w0(2ω1) = 8ǫ8 et 3ω1 − w0(3ω1) = 12ǫ8.
ω1 + ω7 − w0(ω1 + ω7) = 8ǫ8 + 2ǫ6 + 2ǫ7, ne s'é
rit pas 
omme somme de trois ra
ines.
ω1 + ω8 − w0(ω1 + ω8) = 6ǫ8 + 2ǫ7, ne s'é
rit pas 
omme somme de trois ra
ines.
2ω1 + ω8 − w0(2ω1 + ω8) = 10ǫ8 + 2ǫ7, ne s'é
rit pas 
omme somme de trois ra
ines.
ω1 + 2ω8 − w0(ω1 + 2ω8) = 8ǫ8 + 4ǫ7, ne s'é
rit pas 
omme somme de trois ra
ines.
ω2 − w0(ω2) = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 + ǫ6 + ǫ7 + 5ǫ8, ne s'é
rit pas 
omme somme de troisra
ines.
ω6 − w0(ω6) = 2ǫ5 + 2ǫ6 + 2ǫ7 + 6ǫ8, ne s'é
rit pas 
omme somme de trois ra
ines.
ω7 − w0(ω7) = 2ǫ6 + 2ǫ7 + 4ǫ8, ne s'é
rit pas 
omme somme de trois ra
ines.
ω7 + ω8 − w0(ω7 + ω8) = 2ǫ6 + 4ǫ7 + 6ǫ8, ne s'é
rit pas 
omme somme de trois ra
ines.
ω8 − w0(ω8) = 2ǫ7 + 2ǫ8 = 2(ǫ7 + ǫ8), est une somme de deux ra
ines.Proposition 3.1.6. Soit X = E8/P ⊂ P(Vλ) une variété homogène sous E8 dans sonplongement minimal, telle que X 6= XE8 (i.e. X n'est pas l'orbite asso
iée à la représen-tation adjointe de E8). Alors X n'est pas δσ∗-défe
tive.Type E7Considérons V = R8, les ra
ines positives sont les ±ǫi + ej , pour 1 ≤ i < j ≤ 6,
−ǫ7 + ǫ8, et 1

2
(ǫ8 − ǫ7

∑6
i=1(−1)ν(i)ǫi) ave
 ∑6

i=1 ν(i) est impair. Les poids fondamentauxsont,
ω1 = ǫ8 − ǫ7

ω2 =
1

2
(ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 + ǫ6 − 2ǫ7 + 2ǫ8)

ω3 =
1

2
(−ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 + ǫ6 − 3ǫ7 + 3ǫ8)

ω4 = ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 + ǫ6 − 2ǫ7 + 2ǫ8

ω5 = ǫ4 + ǫ5 + ǫ6 −
3

2
ǫ7 +

3

2
ǫ8
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ω6 = ǫ5 + ǫ6 − ǫ7 + ǫ8

ω7 = ǫ6 −
1

2
ǫ7 +

1

2
ǫ8.L'involution w0 envoie ǫi sur −ǫi et don
 ωi − w0(ωi) = 2ωi. Regardons la norme,

|| ± ǫi + ej|| = 2, || − ǫ7 + ǫ8|| = 2 et ||1
2
(ǫ8 − ǫ7

∑6
i=1(−1)ν(i)ǫi)|| = 4 ave
 ∑6

i=1 ν(i) estimpair. Don
 en
ore une fois on a d'une part,
||α + β + γ|| ≤ 12.Et d'autre part,

||ωi − w0(ωi)|| =







































4 si i = 1
10 si i = 2
12 si i = 3
16 si i = 4
12 si i = 5
8 si i = 6
4 si i = 7De plus pour la norme 
hoisie, si ai sont des entiers positifs, on a :

||
∑

i aiωi|| =
∑

i6=2,i6=3 ai||ωi||+
1
2
|a2 − a3|+

9
2
a2 + 11

2
a3.D'où les poids λ possibles sont :

λ = ω1, 2ω1, 3ω1,
λ = ω1 + ω6,
λ = ω1 + ω7,
λ = 2ω1 + ω7,
λ = ω1 + 2ω7,
λ = ω2,
λ = ω3,
λ = ω5,
λ = ω6,
λ = ω6 + ω7,
λ = ω7, 2ω7, 3ω7.Cher
hons parmi 
es poids 
eux qui véri�ent λ−w0(λ) est une somme de trois ra
inespositives :

ω1 − w0(ω1) = 2ω1 = 2ǫ8 − 2ǫ7 = 2(ǫ8 − ǫ7), 
'est une somme de deux ra
ines.
2ω1 − w0(2ω1) = 4ω1 = 4ǫ8 − 4ǫ7, ne peut pas s'é
rire 
omme somme de trois ra
ines, demême que 3ω1 − w0(3ω1) = 6ω1 = 6ǫ8 − 6ǫ7.
ω1 +ω6−w0(ω1 +ω6) = 2ω1 +2ω6 = 2ǫ8−2ǫ7 +2ǫ5 +2ǫ6−2ǫ7 +2ǫ8 = 4ǫ8−4ǫ7 +2ǫ5 +2ǫ6,ne peut pas s'é
rire 
omme somme de trois ra
ines.
ω1 + ω7 − w0(ω1 + ω7) = 2ω1 + 2ω7 = 2ǫ8 − 2ǫ7 + 2ǫ6 − ǫ7 + ǫ8 = 3ǫ8 − 3ǫ7 + 2ǫ6, ne peutpas s'é
rire 
omme somme de trois ra
ines.
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2ω1 + ω7−w0(2ω1 + ω7) = 4ω1 + 2ω7 = 4ǫ8− 4ǫ7 + 2ǫ6− ǫ7 + ǫ8 = 5ǫ8− 5ǫ7 + 2ǫ6, ne peutpas s'é
rire 
omme somme de trois ra
ines.
ω1 + 2ω7 − w0(ω1 + 2ω7) = 2ω1 + 4ω7 = 2ǫ8 − 2ǫ7 + 4ǫ6 − 2ǫ7 + 2ǫ8 = 4ǫ8 − 4ǫ7 + 4ǫ6, nepeut pas s'é
rire 
omme somme de trois ra
ines.
ω2−w0(ω2) = 2ω2 = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 + ǫ6− 2ǫ7 + 2ǫ8 = 1

2
(ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 + ǫ6−

ǫ7 + ǫ8) + 1
2
(ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 + ǫ6 − ǫ7 + ǫ8) + (−ǫ7 + ǫ8), est bien la somme de troisra
ines.

ω3 − w0(ω3) = 3ω2 = −ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 + ǫ6 − 3ǫ7 + 3ǫ8, ne peut pas s'é
rire 
ommesomme de trois ra
ines.
ω5 − w0(ω5) = 2ω5 = 2ǫ4 + 2ǫ5 + 2ǫ6 + 3(ǫ8 − ǫ7), ne peut pas s'é
rire 
omme somme detrois ra
ines.
ω6−w0(ω6) = 2ω6 = 2ǫ5 +2ǫ6−2ǫ7 +2ǫ8, ne peut s'é
rire 
omme somme de trois ra
ines.
ω6+ω7−w0(ω6+ω7) = 2ω6+2ω7 = 2ǫ5+2ǫ6−2ǫ7+2ǫ8+2ǫ6+ǫ8−ǫ7 = 2ǫ5+4ǫ6−3ǫ7+3ǫ8,n'est pas la somme de trois ra
ines.
ω7−w0(ω7) = 2ω7 = 2ǫ6 + ǫ8 − ǫ7 = (ǫ8− ǫ7) + (ǫ6 − ǫ1) + (ǫ6 + ǫ1), est bien la somme detrois ra
ines.
2ω7 − w0(2ω7) = 4ω7 = 4ǫ6 + 2ǫ8 − 2ǫ7, n'est pas somme de trois ra
ines, de même que
3ω7 − w0(3ω7) = 6ω7 = 6ǫ6 + 3ǫ8 − 3ǫ7.On obtient alors pour E7,Proposition 3.1.7. Soit X = E7/P ⊂ P(Vλ) une variété homogène sous E7 dans sonplongement minimal, telle que X 6= XE7, X 6= E7/P2 (orbite de E7 pour la représentation
λ = ω2) et X 6= E7/P7 (orbite de E7 pour la représentation λ = ω7). Alors X n'est pas
δσ∗-défe
tive.Type E6Soit V = R8, les ra
ines positives sont les ±ǫi + ǫj , pour 1 ≤ i < j ≤ 5, et 1

2
(ǫ8 − ǫ7 −

ǫ6

∑5
i=1(−1)ν(i)ǫi) ave
 ∑5

i=1 ν(i) est pair. Les poids fondamentaux sont,
ω1 =

2

3
(ǫ8 − ǫ7)

ω2 =
1

2
(ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 − ǫ6 − ǫ7 + ǫ8)

ω3 =
1

2
(−ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 −

5

3
ǫ6 −

5

3
ǫ7 +

5

3
ǫ8)

ω4 = ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 − ǫ6 − ǫ7 + ǫ8

ω5 = ǫ4 + ǫ5 −
2

3
ǫ6 −

2

3
ǫ7 +

2

3
ǫ8

ω6 = ǫ5 −
1

3
ǫ6 −

1

3
ǫ7 +

1

3
ǫ8



3.1 Dimension de σ(G/P )∗ pour G groupe de Lie simple 57L'involution w0 est dé�nie par la symétrie du diagramme E6, à savoir w0(ω1) = −ω6,
w0(ω3) = −ω5, w0(ω4) = −ω4 et w0(ω2) = −ω2.Du point de vue de la norme on a ||±ǫi+ǫj || = 2, et ||1

2
(ǫ8−ǫ7−ǫ6

∑5
i=1(−1)ν(i)ǫi)|| = 4,don


||α + β + γ|| ≤ 12.D'autre part,
||ωi − w0(ωi)|| =































4 si i = 1
8 si i = 2
9 si i = 3
12 si i = 4
9 si i = 5
4 si i = 6De plus pour la norme 
hoisie, si ai sont des entiers positifs, on a :

||
∑

i ai(ωi − w0(ωi)|| =
∑

i6=2,i6=3 ||ωi − w0(αi)||+
1
2
|a2 − a3|+

7
2
a2 + 9

2
a3.D'où la liste suivante de poids :

λ = ω1, 2ω1, 3ω1

λ = ω1 + ω2,
λ = ω1 + ω6,
λ = 2ω1 + ω6,
λ = ω1 + 2ω6,
λ = ω2,
λ = ω3,
λ = ω4,
λ = ω5,
λ = ω6, 2ω6, 3ω6

λ = ω6 + ω2.Déterminons parmi 
es λ 
eux qui véri�ent l'équation (3.1) :
ω1−w0(ω1) = ω1 + ω6 = ǫ8− ǫ7− ǫ6 + ǫ5 = 1

2
(ǫ8− ǫ7− ǫ6 + ǫ5 + ǫ4 + ǫ3 + ǫ2 + ǫ1) + 1

2
(ǫ8−

ǫ7 − ǫ6 + ǫ5 − ǫ4 − ǫ3 − ǫ2 − ǫ1), s'é
rit 
omme somme de deux ra
ines.
2ω1−w0(2ω1) = 2ω1 + 2ω6 = 2ǫ8− 2ǫ7− 2ǫ6 + 2ǫ5, ne peut pas s'é
rire 
omme somme detrois ra
ines, de même que 3ω1 − w0(3ω1) = 3ω1 + 3ω6 = 3ǫ8 +−3ǫ7 − 3ǫ6 + 3ǫ5.
ω1+ω2−w0(ω1+ω2) = ω1+ω6+2ω2 = ǫ8−ǫ7−ǫ6 +ǫ5+ǫ1+ǫ2+ǫ3+ǫ4+ǫ5−ǫ6−ǫ7 +ǫ8 =
2ǫ8 − 2ǫ7 − 2ǫ6 + 2ǫ5 + ǫ4 + ǫ3 + ǫ2 + ǫ1, ne s'é
rit pas 
omme somme de trois ra
ines.
ω1+ω6−w0(ω1+ω6) = 2ω1+2ω6 = 2ǫ8−2ǫ7−2ǫ6+2ǫ5, ne peut pas s'é
rire 
omme sommede trois ra
ines de même que 2ω1 + ω6−w0(2ω1 +ω6) = 3ω1 + 3ω6 = 3ǫ8− 3ǫ7− 3ǫ6 + 3ǫ5et ω1 + 2ω6 − w0(ω1 + 2ω6) = 3ω1 + 3ω6 = 3ǫ8 − 3ǫ7 − 3ǫ6 + 3ǫ5.
ω2 − w0(ω2) = 2ω2 = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 − ǫ6 − ǫ7 + ǫ8 = 1

2
(ǫ8 − ǫ7 − ǫ6 + ǫ5 + ǫ4 + ǫ3 +

ǫ2 + ǫ1) + 1
2
(ǫ8 − ǫ7 − ǫ6 + ǫ5 + ǫ4 + ǫ3 + ǫ2 + ǫ1), s'é
rit 
omme somme de deux ra
ines.
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ω3−w0(ω3) = ω3+ω5 = 1

2
(−ǫ1 +ǫ2+ǫ3+3ǫ4+3ǫ5−3ǫ6−3ǫ7 +3ǫ8) = 1

2
(−ǫ1−ǫ2+ǫ3+ǫ4+

ǫ5−ǫ6−ǫ7+ǫ8)+
1
2
(−ǫ1+ǫ2−ǫ3+ǫ4+ǫ5−ǫ6−ǫ7+3ǫ8)+

1
2
(ǫ1+ǫ2+ǫ3+ǫ4+ǫ5−ǫ6−ǫ7+ǫ8),est bien la somme de trois ra
ines.

ω4 − w0(ω4) = 2ω4 = 2ǫ3 + 2ǫ4 + 2ǫ5 − 2ǫ6 − 2ǫ7 + 2ǫ8, ne s'é
rit pas 
omme somme detrois ra
ines.Puis par symétrie on a aussi :
ω5−w0(ω5) = ω5+ω3 = 1

2
(−ǫ1 +ǫ2+ǫ3+3ǫ4+3ǫ5−3ǫ6−3ǫ7 +3ǫ8) = 1

2
(−ǫ1−ǫ2+ǫ3+ǫ4+

ǫ5−ǫ6−ǫ7+ǫ8)+
1
2
(−ǫ1+ǫ2−ǫ3+ǫ4+ǫ5−ǫ6−ǫ7+3ǫ8)+

1
2
(ǫ1+ǫ2+ǫ3+ǫ4+ǫ5−ǫ6−ǫ7+ǫ8),est bien la somme de trois ra
ines.

ω6−w0(ω6) = ω6 + ω1 = ǫ8− ǫ7− ǫ6 + ǫ5 = 1
2
(ǫ8− ǫ7− ǫ6 + ǫ5 + ǫ4 + ǫ3 + ǫ2 + ǫ1) + 1

2
(ǫ8−

ǫ7 − ǫ6 + ǫ5 − ǫ4 − ǫ3 − ǫ2 − ǫ1), s'é
rit 
omme somme de deux ra
ines.
2ω6−w0(2ω6) = 2ω6 + 2ω1 = 2ǫ8− 2ǫ7− 2ǫ6 + 2ǫ5, ne peut pas s'é
rire 
omme somme detrois ra
ines, de même que 3ω6 − w0(3ω6) = 3ω6 + 3ω1 = 3ǫ8 +−3ǫ7 − 3ǫ6 + 3ǫ5.
ω6+ω2−w0(ω6+ω2) = ω1+ω6+2ω2 = ǫ8−ǫ7−ǫ6 +ǫ5+ǫ1+ǫ2+ǫ3+ǫ4+ǫ5−ǫ6−ǫ7 +ǫ8 =
2ǫ8 − 2ǫ7 − 2ǫ6 + 2ǫ5 + ǫ4 + ǫ3 + ǫ2 + ǫ1, ne s'é
rit pas 
omme somme de trois ra
ines.Ainsi,Proposition 3.1.8. Soit X = E6/P ⊂ P(Vλ) une variété homogène sous E6 dans sonplongement minimal, telle que X 6= XE6 = E6/P2, X 6= E6/P1 = E6/P6 (orbite de E6 pourla représentation λ = ω6) et X 6= E6/P3 = E6/P5 (orbite de E6 pour la représentation
λ = ω5). Alors X n'est pas δσ∗-défe
tive.Type G2On 
onsidère maintenant V = R3, les ra
ines positives du système G2 sont les ǫ1 − ǫ2,
−ǫ1 + ǫ3, −ǫ2 + ǫ3, −2ǫ1 + ǫ2 + ǫ3, −2ǫ2 + ǫ1 + ǫ3, 2ǫ3 − ǫ1 − ǫ2. Les poids fondamentauxsont,

ω1 = −ǫ2 + ǫ3

ω2 = −ǫ1 − ǫ2 − 2ǫ3L'involution w0 envoie ωi sur −ωi et don
 ωi − w0(ωi) = 2ωi. De plus on a ||α + β +
γ|| ≤ 12. Or si a1 et a2 sont deux nombres positifs, ||a1ω1 + a2ω2 − w0(a1ω1 + α2ω2)|| =
||2a1ω1 + 2a2ω2|| = 2a2 + 2(a1 + a2) + 2|2a2 − a1|.Si on suppose de plus ai entier, alors 2a2 + 2(a1 + a2) + 2|2a2 − a1| ≤ 12 implique
(a1, a2) = (1, 0), (2, 0), (3, 0), (0, 1), (1, 1), (2, 1), (3, 1).Déterminons alors les λ = a1ω1 + a2α2 qui satifont l'équation (3.1) :
ω1 − w0(ω1) = 2ω1 = −2ǫ2 + 2ǫ3 est bien la somme de deux ra
ines.
2ω1−w0(2ω1) = 4ω1 = −4ǫ2 + 4ǫ3 = (2ǫ3− ǫ2 − ǫ1) + (−2ǫ2 + ǫ1 + ǫ3) + (ǫ3− ǫ2) est biensomme de trois ra
ines.
3ω1 − w0(3ω1) = 6ω1 = −6ǫ2 + 6ǫ3 ne s'é
rit pas 
omme somme de trois ra
ines.
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ω2 − w0(ω2) = 2ω2 = 4ǫ3 − 2ǫ1 − 2ǫ2 = 2(2ǫ3 − ǫ1 − ǫ2) s'é
rit 
omme somme de deuxra
ines.
ω1 + ω2 − w0(ω1 + ω2) = 2ω1 + 2ω2 = −2ǫ2 + 2ǫ3 + 4ǫ3 − 2ǫ1 − 2ǫ2 = 6ǫ3 − 4ǫ2 − 2ǫ1, nes'é
rit pas 
omme somme de trois ra
ines, de même 2ω1+ω2−w0(2ω1+ω2) = 4ω1+2ω2 =
−4ǫ2 + 4ǫ3 + 4ǫ3 − 2ǫ1 − 2ǫ2 = 8ǫ3 − 6ǫ2 − 2ǫ1, et 3ω1 + ω2 −w0(3ω1 + ω2) = 6ω1 + 2ω2 =
−6ǫ2 + 6ǫ3 + 4ǫ3 − 2ǫ1 − 2ǫ2 = 10ǫ3 − 8ǫ2 − 2ǫ1, ne sont pas somme de trois ra
ines.Ainsi,Proposition 3.1.9. Soit X = G2/P ⊂ P(Vλ) une variété homogène sous G2 dans sonplongement minimal, telle que X 6= XG2 = G2/P2, X 6= G2/P1 (orbite de G2 pour lareprésentation λ = ω1) et X 6= v2(G2/P1) (orbite de G2 pour la représentation λ = 2ω1).Alors X n'est pas δσ∗-défe
tive.Liste des hypersurfa
es (G/P )∗, pour G groupe de Lie simple, potentiellementnormalesAve
 nos 
al
uls, nous avons établi, pour 
haque groupe de Lie simple, une liste devariétés potentiellement δσ∗-défe
tives. Lorsque δX∗ = 0 et δσ∗ = 0, X∗ est une hyper-surfa
e et σ(X)∗ est une 
omposante du lieu singulier de X∗ de 
odimension 1. Ainsi
δX∗ = δσ∗ = 0 ⇒ X∗ n'est pas une hypersurfa
e normale. Si on 
onsidère les variétésobtenues par 
es 
al
uls, i.e. variétés homogènes telles que δσ∗ 6= 0, alors on a une listede variétés homogènes qui 
ontient né
essairement toutes les variétés homogènes pour ungroupe de Lie simple, dont le dual est une hypersurfa
e normale. Cette liste peut êtreen
ore réduite en demandant δX∗ = 0 et en tenant 
ompte des résultats du 
hapitre 2. Ene�et nous avions montré 
omme appli
ation du théorème de Knop que les variétés dualesdes variétés adjointes, pour G 6= Sp2n et G 6= G2, étaient des hypersurfa
es singulières en
odimension 1. De même le 
orollaire 3 nous dit que, pour d > 2, vd(P

n)∗ est singulièreen 
odimension 1 (et même plus pré
isément δσ∗ = 0). Du même 
orollaire on obtient que
v2(G2/P1)

∗ = v2(Q
5)∗ est singulière en 
odimension 1.On a don
 la liste suivante :Soit X = G/P ⊂ P(Vλ) une variété homogène pour un groupe de Lie simple telle que

δX∗ = 0, alors si X∗ est normale, X appartient à la liste suivante,
G(2, 2n) v2(P

n) F1,2(C
n+1) F1,n−1(C

n+1) G(3, n + 1)
Qn S6 S7 GQ(3, n)

Gω(2, 2n) F1,2,ω(C2n) Gω(3, 2n)
F4/P3 F4/P4

E7/P2 E7/P7

E6/P1 E6/P3

G2/P2.
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ations aux variétés homogènesPour obtenir une 
lassi�
ation des dis
riminants, pour les variétés homogènes, qui
orrespondent à des hypersurfa
es normales, il faut en
ore prouver que 
ertaines variétésdans la liste ont des variétés duales singulières en 
odimension 1. Nous allons don
 dans lespro
haines se
tions pré
iser 
e résultat et l'étendre aux variétés homogènes sous l'a
tiond'un groupe de Lie semi-simple.3.2 Normalité de ∆(G/P )Rappelons quelques exemples 
onnus de variétés homogènes dont le dual est une hy-persurfa
e normale.3.2.1 Quelques variétés homogènes dont le dual est une hyper-surfa
e normaleExemple 3.2.1. Reprenons l'exemple de X = v2(P
n) ⊂ P(S2(Cn+1)). On peut identi�er

X à la proje
tivisation de l'orbite des matri
es de rang 1 dans l'algèbre des matri
essymétriques. Comme nous l'avons déja évoqué X∗ est donnée par l'équation {det = 0}, etest don
 isomorphe à la proje
tivisation des matri
es symétriques de rang au plus n. Lelieu singulier de {det = 0} est l'ensemble des matri
es de rang au plus n−1. Mais l'espa
edes matri
es symétriques de rang n + 1− i est de 
odimension i(i+1)
2

dans S2(Cn+1). Onobtient ainsi codimX∗X∗sing = 2.Avant de proposer le pro
hain exemple, il nous faut introduire les variétés sous-adjointes en reprenant la terminologie de [L-M 2003, L-M 2001℄. Expliquons briévement
ette notion : soit g une algèbre de Lie de plus haute ra
ine α̃. Supposons de plus que
α̃ = ωi soit un poids fondamental, et 
onsidérons XG = G/Pαi

⊂ P(g) sa variété adjointe.Soit H ⊂ Pαi
le sous-groupe de Lie semi-simple obtenu à partir de G en e�açant le noeud
orrespondant au poids fondamental ωi. L'espa
e tangent T̂xα̃

XG = gxα̃ se dé
ompose ensomme de H-module irrédu
tibles,
T̂xα̃

XG = T̂1 + T̂2.Ave
 T̂1 =
⊕

β∈g,mi(β)=1 g−βxα̃, et T̂2 =< xα̃, [x−α̃, xα̃] >. Le H-module T̂1 est la représen-tation obtenue en marquant les noeuds du diagramme du groupe semi-simpleH qui étaientadja
ents au noeud 
orrespondant à ωi pour le diagramme du groupe G. Soit maintenant
Y ⊂ P(T1) l'orbite fermée pour H . C'est 
ette variété que l'on dé�nit 
omme variétésous-adjointe. Le lien entre 
ette sous-orbite très spé
iale et les invariants di�érentiels de
X∗

G est exploité dans [L-M 2003℄. Ce lien est le suivant : Y = Base|IIXG,xα̃
|.S
hématiquement on retrouve 
ette orbite de la façon suivante :
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YSL2×SO2n−4
= SL2/Pα1

× SO2n−4/Pα1
= P1 ×Q2n−5

XSO2n
= SO2n/Pα2

Fig. 3.1 � Des
ription s
hématique de YSL2×SO2n−4 ⊂ Txω2
XSO2nExemple 3.2.2. X = P1×P1×P1 est la variété sous-adjointe de XD4 ⊂ P(so8C). Plusgénéralement X = Qn×P1 est la variété sous-adjointe de XBm si m = n+5

2
où de XDm si

m = n+6
2
.Proposition 3.2.1. (Qn × P1)∗ n'est pas singulière en 
odimension 1 si et seulement si

n > 1.Les proje
tivisations des SOn+1 × SL2-orbites de Cn+1 ⊗ C2 ont été dé
rites dans[L-M 2001℄. Pour n > 2 on a :
Qn × P1 ⊂ Pn+1 × P1 ∪ {[b⊗ e + c⊗ f ]|b ∧ c ∈ GQ(2, Cn+2) e, f ∈ P1} ⊂ τ(X) ⊂ P2n+3.On peut alors montrer que τ(X) ≃ X∗. La reunion des orbites Pn+1×P1∪{[b⊗e+c⊗
f ]|b∧ c ∈ GQ(2, Cn+2) e, f ∈ P1} 
orrespond au lieu singulier de τ(X)∗. Pour P1×P1×P1(
as n = 2) une des
ription similaire existe mais le lieu singulier de (P1 × P1 × P1)∗ sedé
ompose en trois 
omposantes irrédu
tibles de 
odimension 2 (voir aussi [W-Z 1996℄).En�n si on 
onsidère le produit de Segre d'une 
onique et d'une droite, Q1×P1 ⊂ P5 alors
P2 × P1 ⊂ τsing(Q1 × P1) est de 
odimension 1.
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ations aux variétés homogènesLes variétés de S
orza (voir [Zak 1993℄)Les variétés de S
orza furent introduites et 
lassi�ées par F. Zak [Zak 1993℄. Cesvariétés généralisent les variétés de Severi qui s'obtiennent 
omme 
as limite du théorèmesuivant :Théorème 3.2.1 (Zak). Soit Xn ⊂ Pn+a une variété lisse non dégénérée, telle que
a < n

2
+ 2, alors σ(X) = Pn+a.La dé�nition des variétés de Severi est don
,Dé�nition 3.2.1. On appelle variété de Severi, une variété Xn ⊂ Pn+a lisse et nondégénérée telle que σ(X) 6= Pn+a et a = n

2
+ 2.Il existe quatre variétés de Severi qui sont :

v2(P
2) ⊂ P5 P2 × P2 ⊂ P8 G(2, 6) ⊂ P14 E6 = E6/P1 ⊂ P26.Pour dé�nir les variétés de S
orza, il faut introduire les sé
antes de dimension supé-rieures.Dé�nition 3.2.2. Etant donnés k + 1 points, x1, ..., xk+1, notons par Pk

x1...xk+1
le k-planpassant par 
es points. Alors pour X ⊂ P(V ), on dé�nit la k-ième variété des sé
antes de

X par,
σk(X) =

⋃

x1,...,xk+1∈X

Pk
x1...xk+1

.Comme pour les variétés des sé
antes il existe une notion de défaut. On s'attend àavoir dimσi(X) = dimX + dimσi−1(X) + 1 et on peut dé�nir ainsi un défaut d'ordre i,
δi = dimX + dimσi−1(X) + 1− dimσi(X), ave
 δ1 = δσ.Les résultats suivant dus à Zak 
onduisent à la dé�nition des variétés de S
orza. Notonspar k0 le plus petit entier k tel que σk(X) = Pn+a.Théorème 3.2.2 (Zak). Si 1 ≤ i ≤ k0, alors δi ≥ δi−1 + δ1.Corollaire 5 (Zak). k0 ≤

n
δ1

.Comme pour les variétés de Severi, Zak dé�nit les variétés de S
orza 
omme 
as limitede ses pré
édents résultats,Dé�nition 3.2.3. Une variété Xn ⊂ Pn+a est de S
orza si elle est lisse, non dégénéréeet que d'une part k0 = [ n
δ1

] et d'autre part δi = iδ1.On parle de k-variété de S
orza pour pré
iser la valeur de k0 = k.Les variétés de S
orza sont :
v2(P

n) ⊂ P(S2V n+1) Pn × Pn ⊂ Pn2+2n G(2, 2n) ⊂ P(∧2V 2n) E6 = E6/P1 ⊂ P26.
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orza sont les variétés de Severi.Les k-variétés de S
orza sont toutes homogènes et 
orrespondent aux variétés proje
-tives des matri
es de rang 1 dans des algèbres de Jordan de rang k+1. Ce lien étroit entrevariétés de S
orza et algèbres de Jordan a été étudié en détails par P.E. Chaput [Ch 2003℄.Pour X une variété proje
tive, on peut regarder la strati�
ation de X∗ induite par lamultipli
ité, X∗
k = {H ∈ X∗|multH ≥ k}. La des
ription des variétés de S
orza 
ommevariétés de matri
es de rang 1 
onduit aux isomorphismes suivants,si X est une k-variété de S
orza alors (voir [Zak 2004℄),

X∗
i ≃ σk−i(X).Cela implique en parti
ulier que si X est une variété de S
orza, alors codimX∗X∗sing ≥ 2.Les variétés sous-adjointes dans le 
arré magique de FreudenthalDans [L-M 2001℄, J.M. Landsberg et L. Manivel ont 
onsidéré la géométrie du 
arrémagique de Freudenthal. Les auteurs ont étudié la stru
ture in�nitésimale des variétésadjointes (variétés sous-adjointes). Les variétés sous-adjointes ainsi obtenues sont des va-riétés minus
ules Y (voir [L-M 2001℄), et lorsque Base|IIY,y| 6= ∅ on peut réitérer lepro
édé et 
onstruire des variétés sous-minus
ules. Pour les variétés adjointes XG lorsque

G = F4, E6, E7, E8 les variétés sous-minus
ules obtenues après deux étapes sont lesvariétés de Severi. Or une se
tion générale d'une variété de Severi est en
ore une variétéhomogène. Ces 
onsidérations 
onduisent au 
arré suivant,
v2(Q

1) P(TP2) Gω(2, 6) OP2 ∩H se
tion hyperplane Z ∩H
v2(P

2) P2 × P2 G(2, 6) OP2 variété de Severi Z = Base|IIY |
Gω(3, 6) G(3, 6) S6 E7/P7 variété sous-adjointe Y = Base|IIXG

|
XF4 XE6 XE7 XE8 variété adjointeCes variétés sont des variétés homogènes dont les algèbres de Lie sont,

so3 sl3 sp6 f4
sl3 sl3 × sl3 sl6 e6

sp6 sl6 so12 e7

f4 e6 e7 e8C'est le 
arré magique de Freudenthal d'algèbres de Lie semi-simples. La version deFreudenthal et Tits repose sur une 
onstru
tion d'algèbre de Lie semi-simple à partird'une paire (K1, K2) où Ki = R⊗C, C⊗C, H⊗C, O⊗ C est la 
omplexi�
ation de R,
C, des quaternions H ou des o
taves O.
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ations aux variétés homogènesLes auteurs étudient en détails les orbites des représentations asso
iées aux variétés dela troisième ligne et en donnent une dés
ription uni�ée. La proposition suivante s'obtienten regroupant les propositions 5.8, 5.10 et 5.11 de [L-M 2001℄.Proposition 3.2.2. (Landsberg-Manivel) Soit X ⊂ P(V ) une variété issue de latroisième ligne du 
arré magique homogène sous l'a
tion de G.- V a exa
tement 4-orbites 
�niques sous l'a
tion de G distin
tes de {0}, et qui sontordonnées pour l'in
lusion,
X = X1 ⊂ X2 ⊂ X3 ⊂ P(V ).- X∗

1 ≃ X3.- X2 ≃ X∗
1sing.- codimX3X2 ≥ 2 (voir [L-M 2001℄ pour un 
al
ul pré
is des dimensions des orbites).Ainsi les variétés de la troisième ligne du 
arré magique ont pour variété duale unehypersurfa
e normale. Il 
onvient de noter i
i que X = P1×P1×P1, traité dans l'exemple3.2.2, s'interprète aussi 
omme une variété de la troisième ligne pour une version étenduedu 
arré magique. Les résultats pré
édents sont alors vrais pour P1 × P1 × P1.3.2.2 Résultats de Zak sur la normalité de X∗Nous rappelons dans 
ette se
tion deux théorèmes dus à Zak ([Zak 1989, Ro 1994,Te 2004℄). Nous déduisons du premier que si X = Gω(2, 2n) ou X = F4/P1, alors X∗n'est pas une hypersurfa
e normale. A partir du se
ond théorème, nous traitons le 
as desvariétés homogènes pour un groupe de Lie semi-simple.Avant d'énon
er le premier théorème, nous avons besoin d'une dé�nition.Dé�nition 3.2.4. On dira qu'une variété lisse Xn ⊂ Pn+a admet une extension, si ilexiste une variété X̃n+1 ⊂ Pn+a+1 non dégénérée et un hyperplan H ∈ Pn+a+1∗ tels que

X = X̃ ∩H.Théorème 3.2.3 (Zak). Soit X ⊂ P(V ) une variété proje
tive lisse. Alors X∗ estnormale ⇒ X n'admet pas d'extension.Appli
ation aux variétés (Cn, ω2) et (F4, ω1).La variété X = Gω(2, n) = Sp2n/P2 admet une extension. En e�et si on 
onsidère ω
omme une forme linéaire sur ∧2
C2n, la variété X s'é
rit alors X = G(2, 2n) ∩ Hω=0.Il est aussi bien 
onnu (voir [L-M 2001℄) que la variété X(15) = F4/P1 s'obtient 
ommese
tion hyperplane de la variété de Severi E6/P1.Ainsi les variétés duales (Sp2n/P2)

∗, (F4/P1)
∗, qui étaient potentiellement des hyper-surfa
es normales, ne le sont pas.
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ond théorème va nous permettre de traiter le 
as des groupes de Lie semi-simples.Théorème 3.2.4 (Zak). Soit X une variété proje
tive lisse telle que X∗ soit normale,alors soit σ(X) est dégénérée soit ∀ x ∈ Xgénéral, dimP(S2TxX)|IIX,x| = n− 1.Appli
ation aux variétés homogènes sous l'a
tion d'un groupe de Lie semi-simple.A�n d'appliquer le théorème de Zak, prouvons le lemme suivant,Lemme 10. Soit Xn ⊂ P(V ) une variété proje
tive lisse non dégénérée, X 6= Pn. Alors
σ(vd(X)) est non dégénérée dès que d ≥ 2 et dim|IIvd(X),xd | 6= n− 1.Soit Y m ⊂ P(W ) une autre variété proje
tive lisse, alors σ(X × Y ) ⊂ P(V ⊗W ) estnon dégénérée et dim|IIX×Y,x⊗y| 6= n + m− 1 si et seulement si-X × Y 6= C × Pm, où C est une 
ourbe lisse,-X × Y 6= X × P1 ave
 dim|IIX,x| = 0.Remarque 3.2.1. On trouve dans la littérature des preuves d'assertions 
ontenues dans
e lemme. Par exemple σ(vd(X)) non dégénérée est prouvé dans [I-L 2003, Lan 1996℄, et
σ(X × Y ) non dégénérée, est prouvé dans [Zak 1993℄.Démonstration. Soit F1

X un �bré des repères adaptés au premier ordre pour X, i.e. quirespe
tent le drapeau, {e0} ⊂ {e0, eα} ⊂ {e0, eα, eµ}. Le 
al
ul de IIvd(X)ed
0
donne,

IIvd(X),ed
0

= ωµ
αωα

0 eµe
d−1
0 + ωα

0 ωβ
0 eαeβed−2

0 .Ce
i implique dim|IIvd(X),ed
0
| > n−1. Si on dérive en
ore une fois on obtient IIIvd(X),ed

0
6=

0 qui implique σ(vd(X)) est non dégénérée.Soit maintenant G1
Y un �bré des repères adapatés au premier ordre au-dessus de Y .Le drapeau 
orrespondant est {f0} ⊂ {f0, fǫ} ⊂ {f0, fǫ, fρ}. En notant (φi

j) la forme deMaurer-Cartan pour le �bré G, le 
al
ul de IIX×Y,e0⊗f0 donne,
IIX×Y,e0⊗f0 = ωα

0 φǫ
0eα ⊗ fǫ + ωµ

αωα
0 eµ ⊗ f0 + ...L'hypothèse X 6= Pn implique ωµ

α 6= 0 et don
 dim|IIX×T,e0⊗f0 | ≥ mn. En dérivant unefois de plus, on obtient IIIX×Y,e0⊗f0 6= 0. Ce qui implique σ(X × Y ) est non dégénérée.dim|IIX×T,e0⊗f0 | > dimX + dimY − 1 si nm > n + m− 1. Cette dernière égalité est vraielorsque n > 1 et m > 1.Traitons le 
as n = 1, on a
IIC×Y,e0⊗fo = ω1

0φ
ǫ
0e1 ⊗ fǫ + ωµ

1ω1
0eµ ⊗ f0 + φρ

ǫφ
ǫ
0e0 ⊗ fρ.Si Y n'est pas un espa
e proje
tif, 
e 
al
ul implique alors que dim|IIC×Y m,e0⊗f0 | > m−1.Si Y = Pm alors dim|IIC×Y m,e0⊗f0| > m − 1 dès que dim|IIC,e0| > 0. Pour le 
as m = 1,



66 Chapitre 3. Appli
ations aux variétés homogènesil faut supposer Y = P1 sinon 
'est le 
as pré
édent. Un 
al
ul similaire montre alors quedim|IIX×P1,e0⊗f0
| > n dès que dim|IIX,e0| > 0. 2La seule variété homogène qui véri�e dim|IIX,x| = 0 est la quadrique lisse X = Qn ⊂

Pn+1. Ainsi d'après le lemme, la seule variété homogène pour l'a
tion d'un groupe semi-simple (mais pas simple), dont la variété duale puisse être une hypersurfa
e normale, est
X = Qn × P1. Or (Qn × P1)∗ est bien une hypersurfa
e normale 
omme nous l'avons vudans la proposition 3.2.1.3.2.3 Normalité de X∗ pour les variétés homogènesIl nous reste à traiter le 
as des variétés F1,2(C

n+1), F1,n−1(C
n+1), F1,2,ω(C2n), G(3, n),

GQ(3, n), Gω(3, 2n), S7, E6/P3, E7/P2 et F4/P3 a�n d'obtenir une 
lassi�
ation 
omplètedes variétés homogènes dont le dual est une hypersurfa
e normale.Pour 
ela nous allons appliquer le 
ritère de F. Zak (théorème 3.2.4) et don
 
al
ulerla dimension de |IIX,x| pour 
es variétés.Les variétés F1,2(C
n+1), F1,n−1(C

n+1) et F1,2,ω(C2n)Lemme 11. (F1,2(C
n+1))∗, (F1,n−1(C

n+1))∗) et (F1,2,ω(C2n))∗ ne sont pas des hypersur-fa
es normales.Démonstration. Ces trois variétés ne sont pas δσ(X)-défe
tives dès que n > 2. Si n = 2,on se trouve dans le 
as X = XA2 qui a été traité au 
hapitre 2. Pour prouver le lemme,nous allons 
al
uler la se
onde forme fondamentale et prouver que dim|IIF1,2(Cn+1),x| ≥dim(F1,2(C
n+1)) et dim|IIF1,n−1(Cn+1),x| ≥ dim(F1,n−1(C

n+1)).Nous allons faire le 
al
ul pour X = Fp,q(C
n+1), p < q. On rappelle que Fp,q(C

n+1) ⊂
P(

∧p
Cn+1 ⊗

∧q
Cn+1). On note par {e1, . . . , en+1}, une base de Cn+1 et on pose E =

e1 ∧ · · · ∧ ep et F = e1 ∧ · · · ∧ eq. On é
rira Ei
s = e1 ∧ · · · ∧ ei−1 ∧ es ∧ ei+1 ∧ · · · ∧ ep, engardant la même notation pour F i

s , Eij
st , F ij

st . En�n (ω) sera la forme de Maurer-Cartanasso
iée au SLn-�bré des repères.Cal
ulons la dimension de l'espa
e tangent de X au point E ⊗ F :
d(E ⊗ F ) =

∑

1≤i≤p,q<s≤n+1

ωs
i (E

i
s ⊗ F + E ⊗ F i

s)

+
∑

p<i≤q

ωs
i E ⊗ F i

s +
∑

1≤i≤p,p<s≤q

ωs
i E

i
s ⊗ F.D'où on déduit que dimX = (n + 1− q)q + p(q − p).Pour obtenir la se
onde forme fondamentale, nous dérivons les termes qui apparaissentdans l'expression d(E ⊗ F ),
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IIFp,q,E⊗F =

∑

1≤i6=j≤q

ωs
i ω

t
jE ⊗ F ij

st

+
∑

1≤i6=j≤p

ωs
i ω

t
jE

ij
st ⊗ F +

∑

1≤i≤p,1≤j≤q

ωs
i ω

t
jE

i
s ⊗ F j

t .Ce que l'on peut é
rire dans un langage plus invariant,
|IIFp,q,E⊗F | =

2
∧

Cp ⊗
2

∧

Cn+1−p +

2
∧

Cq ⊗
2

∧

Cn+1−q + (Cp ⊗ Cn+1−p)⊗ (Cq ⊗ Cn+1−q).Don
 on a dim|IIFp,q | = p(n+1−p)q(n+1− q)+ 1
4
p(p−1)(n+1−p)(n−p)+ 1

4
q(q−

1)(n + 1− q)(n− q).On obtient alors les inégalités voulues pour (p, q) = (1, 2) et (p, q) = (1, n− 1).On utilise le 
al
ul que l'on vient de faire pour montrer que la variété duale de F1,2,ωn'est pas normale. Le 
al
ul est le même sauf que 
ette fois-
i la forme de Maurer-Cartan
ω est une forme sur le Sp2n-�bré des repères, à valeur dans sp2n. En utilisant (p, q) = (1, 2)il faut tenir 
ompte de la relation ωn+2

1 = ωn+1
2 . Pour la dimension de F1,2,ω on obtientdim(F1,2,ω) = 2(2n− 1). Pour la dimension de |IIF1,2,ω(C2n),e1⊗e1∧e2

| on a
IIF1,2,ω(C2n),e1⊗e1∧e2

= ωs
1ω

t
2e1 ⊗ es ∧ et + ωs

1ω
t
1es ⊗ et ∧ e2 + ωs

1ω
t
2es ⊗ e1 ∧ et

= ω2
1ω

t
2 ⊗ es ⊗ e1 ∧ et + ωt

1ω
t
2et ⊗ e1 ∧ et

+ωs
1ω

t
2(e1 ⊗ es ∧ et + es ⊗ e1 ∧ et) + ωs

1ω
t
1es ⊗ et ∧ e2.On 
ompte alors 2n−3+2n+3+ (2n−3)(2n−4)

2
+4(n−3)2 quadriques, mais les quadriques

ωs
1ω

n+1
2 = ωs

1ω
n+2
1 ont été 
ompté deux fois. On en déduit dim(|IIF1,2,ω(C2n,e1⊗e1∧e2)|) =

(2n− 3)(3n− 4). Pour n ≥ 3 on a dim(|IIF1,2,ω(C2n,e1⊗e1∧e2)|) > dim(F1,2,ω) = 2(2n− 1).
2Les variétés G(3, n), GQ(3, n), Gω(3, 2n) et S7Ces variétés ont été étudiées dans [L-M 2003℄ (pour la grassmanienne G(k, n) on peutaussi voir [G-H 1979℄). En parti
ulier la stru
ture de H-module (H étant toujours lapartie semi-simple de P , X = G/P ) de leur espa
e normal est dé
rite. Tout 
omme pourl'espa
e tangent, 
ette dé
omposition donne des 
omposantes irrédu
tibles de naturesdi�érentes. La première 
omposante, notée N2 s'identi�e à g(2)vλ mod gvλ (proposition2.3 dans [L-M 2003℄), 
e qui, en d'autres termes, revient à dire, N2 ≃ |IIX,x|. Les résultatsde [L-M 2003℄ pour G/P = G(3, n) sont,
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N2 ≃

2
∧

C3 ⊗
2

∧

Cn−3d'où dim|IIG(3,n)| =
3
2
(n− 4)(n− 3).Pour X = GQ(3, n),

N2 ≃ (

2
∧

C3 ⊗
∧

Cn−6 ⊕ S2C3)⊕ (
∧

C3 ⊗ C3 ⊗Cn−6)⊕ (S22C
3),d'où dim|IIGQ(3,n)| = 3(n− 6) + 6 + 9(n− 6) + 6.Quant à G/P = Gω(3, 2n),

N2 ≃
2

∧

C3 ⊗
<2>
∧

C2n−6 ⊕ S21C
3 ⊗C2n−6 ⊕ S22C

3.
e qui donnedim|IIGω(3,2n)| = 3( (2n−6)(2n−7)
2

− 1) + 10(2n− 6) + 6.En�n pour X = S7 on a N2 ≃
∧4

C7, don
 dim(|IIS7,x|) = 7×6×5
3!

= 30. On en 
on
lutdon
,Lemme 12. Les variétés G(3, n)∗, pour n ≥ 7, GQ(3, n), pour n ≥ 6 et Gω(3, 2n)∗, pour
n ≥ 4 et S∗

7 ne sont pas normales.Démonstration. Les variétés des sé
antes σ(G(3, n)), σ(GQ(3, n)), σ(Gω(3, 2n)) et σ(S7)ne sont pas défe
tives, de plus dim(G(3, n)) = 3(n − 3), dim(GQ(3, n)) = 3(n − 6) + 3,dim(Gω(3, 2n) = 3(2n− 6) + 6 et dim(S7) = 21 
e qui permet de 
on
lure. 2.Les variétés E6/P3 et E7/P2Pour 
al
uler la dimension de |IIX,x| dans le 
as où X = E6/P3 et X = E7/P2,nous allons utiliser le résultat qui est une 
onséquen
e du théorème de Borel-Weil (voir[I-L 2003℄ page 84 pour plus de détails),Proposition 3.2.3. Soit X = G/P ⊂ P(Vλ) une variété homogène obtenue 
omme orbitedu ve
teur de plus haut poids vλ ∈ Vλ. Alors I2(G/P ) = V ⊥
2λ ⊂ S2V ∗.Comme lorsque nous avons introduit les variétés sous-adjointes, nous pouvons 
onstruirede nouvelles variétés au niveau in�nitésimal à partir de G/Pαi

si αi est une ra
ine longue.L'espa
e tangent se dé
ompose alors en une �somme� de H-modules irrédu
tibles où Hest la partie semi-simple de P . En parti
ulier l'orbite fermée Y = H/Q ⊂ P(T1) est exa
-tement le lieu de base de la se
onde forme fondamentale de G/P ([L-M 2003℄ Théorème2.19). Ainsi I2(H/Q) ⊂ |IIG/P,x|. Sur les �gures 3.2 et 3.3, on détermine s
hématiquement
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omme pour les variétés sous-adjointes,
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YSL5×SL2
= SL5/Pα2

× SL2/Pα1
= G(2, 5) × P1

X = E6/Pα3

Fig. 3.2 � Des
ription s
hématique de YSL5×SL2 ⊂ Txω3
E6/P3En utilisant la proposition pré
édente pour Y , on obtientLemme 13. (E6/P3)

∗ et (E7/P2)
∗ ne sont pas des hypersurfa
es normales.Démonstration. Comme 
es variétés ne sont pas δσ(X)-défe
tives, nous allons montrer quedim|IIE6/P3,x| ≥ dim(E6/P3) et dim|IIE7/P2,x| ≥ dim(E7/P2). Tout d'abord rappelonsque dim(E6/P3) = 25, et dim(E7/P2) = 42. Il s'agit de 
al
uler dimI2(Y ) pour obtenirun minorant de dim|IIG/P,x|.Notons V ≃ C2 et W ≃ C5. Pour X = E6/P3, Y est l'orbite fermée pour le SL2×SL5-module Vω1⊗Wω3 . Le module ∧2 Vω1⊗

∧2 Wω5 ⊂ S2(Vω1⊗Wω3) vit dans le 
omplémentairede V2ω1⊗V2ω2 ⊂ S2(Vω1)⊗S2(Wω5). On en déduit dim|IIE6/P3,x| ≥ dim(
∧2 Vω1⊗

∧2 Wω5) =
45, 
e qui implique dim|IIE6/P3,x| ≥ dim(E6/P3).Posons Uω1 = C7 la représentation standard de SL6(C). Pour X = E7/P2 l'orbitefermée Y est homogène pour le groupe SL6(C), 
e groupe agissant sur Uω3 . dimS2(Uω3) =
630, or dimU2ω3 = 490 d'où dimI2(Y ) = 140 
e qui implique le résultat. 2La variété F4/P3La ra
ine α3 du diagramme F4 est une ra
ine 
ourte 
e qui invalide les raisonnementspré
édents. Plus pré
isément, il a été montré dans [L-M 2003℄ que la variétéBase|IIF4/P3,x|
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Y = SL5/Pα3
= G(3, 7)

X = E7/Pα2

Fig. 3.3 � Des
ription s
hématique de YSL7 ⊂ Txω2
E7/P2n'était pas homogène. Cependant, en analysant le réseau des poids du F4-module Vω3, nousallons minorer la dimension de |IIF4/P3,x|.Rappelons i
i que dim(F4/P3) = 20. En notant par α1, α2, α3, α4 un système de ra
inespositives simples, on peut é
rire l'ensemble des ra
ines positives de F4 de la façon suivante,

α1 α2 α3 α4

α1 + α2 α2 + α3 α3 + α4

α1 + α2 + α3 α2 + 2α3 α2 + α3 + α4

α1 + α2 + 2α3 α1 + α2 + α3 + α4 α2 + 2α3 + α4

α1 + 2α2 + 2α3 α1 + α2 + 2α3 + α4 α2 + 2α3 + 2α4

α1 + 2α2 + 2α3 + α4 α1 + α2 + 2α3 + 2α4

α1 + 2α2 + 3α3 + α4 α1 + 2α2 + 2α3 + 2α4

α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4

α1 + 2α2 + 4α3 + 2α4

α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4

2α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4Les poids de Vω3 sont dé�nis 
omme les poids étant à la fois 
ongrus à ω3 modulo leréseau des ra
ines et à la fois dans l'enveloppe 
onvexe délimitée par les images de ω3 sousl'a
tion du groupe de Weyl.Ces poids sont 
ontenus dans le 
�ne ω3 + C−
α3

où C−
α3

=< β ∈ R−|m3(β) 6= 0 > (C−
α3est le 
�ne engendré par les ra
ines négatives qui s'é
rivent ∑4

i=1 miαi ave
 m3 6= 0).Les ra
ines qui 
ontiennent α3 se de
omposent en 4 groupes,
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(I)

α3 α2 + α3 α3 + α4

α1 + α2 + α3 α2 + α3 + α4 α1 + α2 + α3 + α4

(II)
α2 + 2α3 α1 + α2 + 2α3 α2 + 2α3 + α4

α2 + 2α3 + 2α4 α1 + α2 + 2α3 + 2α4 α1 + α2 + 2α3 + α4

α1 + 2α2 + 2α3 α1 + 2α2 + 2α3 + α4 α1 + 2α2 + 2α3 + 2α4

(III)
α1 + 2α2 + 3α3 + α4

α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4

(IV )
α1 + 2α2 + 4α3

α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4

2α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4Il s'en suit de 
ette dé
omposition que Tvω3
F4/P3 =

⊕

β∈(I),(II),(III),(IV ) g−βvω3 . Pourles groupes (II), (III), (IV ), nous avons m3(β) ≥ 2, 
e qui implique X−βX−βvω3 6= 0. On
onstruit ainsi 14 quadriques indépendentes dans |IIF4/P3,x|. Posons γ = α1 +2α3 +α4, et
β ∈ (I), alors X−βX−γvω3 6= 0 donne 6 nouvelles quadriques. En�n δ = 2α1 +3α2 +4α3 +
2α4 et ǫ = α2 + 2α3 + α4 permet de dé�nir une quadrique supplémentaire X−ǫX−δvω3.Ce
i nous 
onduit à,Lemme 14. (F4/P3)

∗ n'est pas une hypersurfa
e normale.Démonstration. (F4/P3) n'est pas δσ(X)-défe
tive, or on vient de montrer que dim|IIF4/P3,x| ≥dim(F4/P3), et don
 d'après le théorème 3.2.4 (F4/P3)
∗ ne peut être normale. 2Classi�
ation des G/P telles que (G/P )∗ soit une hypersurfa
e normaleEn regroupant les résultats de 
e 
hapitre on obtient :Théorème 3.2.5. Soit X = G/P ⊂ P(Vλ) une variété rationnelle homogène pour ungroupe de Lie semi-simple G. On suppose que X∗ est une hypersurfa
e. Alors X∗ estnormale si et seulement si X est l'une des variétés suivantes,

X = Qn ⊂ Pn+1, la quadrique lisse.
X = v2(P

n) ⊂ P
(n+2)(n+1)

2
−1, Pn×Pn ⊂ P(n+1)2−1, G(2, 2n) ⊂ P(2n

2)−1, E6 = OP2 ⊂ P26,une variété de S
orza.
X = P1 × Qn ⊂ P2(n+2)−1, n > 1, Gω(3, 6) ⊂ P13, G(3, 6) ⊂ P19, S6 ⊂ P31, E7 =

E7/P7 ⊂ P55, une variété sous-adjointe, minimalement plongée, obtenue à partir d'unevariété adjointe fondamentale.
X = XG2 ⊂ P13, la variété adjointe pour le groupe de Lie G = G2.
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ations aux variétés homogènes3.3 Le lieu singulier de X∗G2La 
lassi�
ation que nous avons obtenue ave
 le théorème 3.2.5 fait intervenir des va-riétés remarquables à bien des égards. Commme nous l'avons rappelé les trois permierstypes (quadriques, S
orza et sous-adjointe d'une variété adjointe fondamentale) appa-raissent dans di�érents problèmes de 
lassi�
ation [L-M 2001, Om 2000, Zak 1993℄. Cesvariétés ont don
 été étudiées en détail et il existe en parti
ulier des des
riptions du lieusingulier des variétés duales 
orrespondantes.- Si X = Qn ⊂ Pn+1 alors X∗sing = ∅.- Si X est une k-variété de S
orza, alors X∗sing = σ(X)∗ ≃ σk−2(X).- Si X est une variété sous-adjointe minimalement plongée, obtenue à partir d'unevariété adjointe fondamentale, alors X∗sing = σ+(X) où la variété σ+(X) peut-être dé
rite
omme le lieu singulier de τ(X) ou 
omme le lieu des points sur une droite tangente pourla distribution σ(Base(IIX,x)) ⊂ TxX (voir [L-M 2001℄ proposition 5.11). De plus on a
X∗sing ≃ (X∗sing)∗.Quelle des
ription pouvons-nous donner de (X∗

G2
)sing ? Rappelons que XG2 ⊂ P(g2) =

P13 est une variété de dimension 5 dont la sé
ante est défe
tive de défaut 1. On adopte i
iles notations de [Fu-Ha 1991℄ où le système de ra
ines de g2 et sa �table de multipli
ation�pour l'a
tion adjointe sont donnés expli
itement (pages 339-346). Notons alors α6 = 3α1+
2α2 la plus longue ra
ine.On identi�e g2 et g∗

2 par la forme de Killing :Proposition 3.3.1. Soit X∗
G2
⊂ P(g2) la variété duale de la variété adjointe de type

G2. Alors (X∗
G2

)sing = σ(XG2)
∗ ≃ σ(XG2). En parti
ulier le lieu singulier de X∗

G2
estirredu
tible et auto-dual.Soit α4 = α1 + α2 la plus grande ra
ine 
ourte du système de ra
ine G2, on note

H4 = [x−α4 , xα4 ]. Nous allons utiliser la variété Y = P(G.H4) ⊂ P(g2) 
omme variété�intermédiaire�.Lemme 15. dim(Y ) = 10.Démonstration. Rappelons que TH4G.H4 = [g, H4], on en déduit TH4 Ŷ = Cxα4=2α1+α2 ⊕
Cxα1+α2 ⊕Cx3α1+α2 ⊕Cx3α1+2α2 ⊕Cxα1 ⊕C[x−α4,xα4

]⊕Cx−α1 ⊕Cx−α1−α2 ⊕Cx−3α1−α2 ⊕
Cx−3α1−2α2 ⊕C−α4=−2α1−α2 , 
e qui prouve dim(Y ) = 10.2Démonstration. (de la proposition). Montrons que (X∗

G2
)sing ⊂ Y . Soit x ∈ (X∗

G2
)sing, oné
rit x dans sa dé
omposition de Jordan x = xs + xn ave
 [xs, xn] = 0. Une base de h est

H1 = [xα1 , x−α1 ] et H2 = [xα2 , x−α2 ], ainsi xs = aH1 + bH2. L'équation de X∗
G2

est donnée
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ines longues, i.e. ∆XG2
(x) =

∏

α2
2(xs)α

2
5(xs)α

2
6(xs) = 0, de plusnous avons vu que pour x ∈ X∗

G2
, x est singulier si et seulement si x n'est pas un élémentrégulier de g2. La 
ondition x ∈ X∗

G2
est équivalente à l'une des 
onditions suivantes :

α2(aH1 + bH2) = 0, i.e. −3a + 2b = 0 i.e. xs = kH4, k 6= 0

α5(aH1 + bH2) = 0 i.e. 3a− b = 0 i.e. H = kH3, k 6= 0

α6(aH1 + bH2) = 0 i.e. b = 0 i.e. H = kH1, k 6= 0.Les éléments semi-simples Hi pour i = 1, 3, 5 
orrespondent à des ra
ines 
ourtes,ils appartiennent à la même orbite. On peut alors supposer xs = H4. L'hypothèse xn'est pas un élément régulier de g2 implique dim(gx
2 = {y ∈ g2, [x, y] = 0}) ≥ 3. Don
dimTxP(G.x) ≤ 10. Or xs = H4 est dans l'adhéren
e de G.x, on en déduit Y ⊂ P(G.x).Mais les 
al
uls de dimension impliquent alors Y = P(G.x), et don
 x ∈ Y . On vientd'établir (X∗

G2
)sing ⊂ Y .Nous avons aussi d'une part l'in
lusion σ(XG2)

∗ ⊂ (X∗
G2

)sing, et d'autre part l'in
lusion
σ(XG2) ⊂ σ(XG2)

∗ (en appliquant la proposition 1 de [Po 2002℄). Don
 nous obtenons
σ(XG2) ⊂ σ(XG2)

∗ ⊂ (X∗
G2

)sing ⊂ Y,et les variétés σ(XG2), σ(XG2)
∗ et Y sont toutes irrédu
tibles et de dimension 10, 
e
ia
hève la preuve de la proposition.23.4 Normalité de (G/P )∗On peut maintenant sans trop de di�
ultés étendre le théorème 3.2.5 en s'a�ran-
hissant de l'hypothèse δX∗ = 0. C'est à dire que nous proposons de 
lassi�er toutes lesvariétés homogènes pour un groupe de Lie semi-simple dont la variété duale est normale.Il reste don
 à traiter le 
as des variétés homogènes dont la variété duale est dégénérée.D'après les résultats de Knop-Menzel ([K-M 1987℄) 
es variétés, pour un groupe de Liesimple G, sont

G V X = G/P dim(G/P ) δX∗

SLn Cn Pn−1 n− 1 n− 1

SL2n+1

∧2
C2n+1 G(2, 2n + 1) 2(2n− 1) 2

Spin9 C16 S5 10 4
Spin10 C16 S5 10 4Pour le 
as semi-simple, il su�t de rappeler le 
al
ul suivant pour le défaut de Seg(X×

Y ) ⊂ P(V ⊗W ) ave
 X ⊂ P(V ) et Y ⊂ P(W ) :
δ(X×Y )∗ = max(0, δX∗ − dim(Y ), δY ∗ − dim(X)).
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ations aux variétés homogènesOn souhaite en
ore une fois appliquer le 
ritère de Zak (théorème 3.2.4). Le lemme 10implique dire
tement la proposition suivante :Proposition 3.4.1. Soit X = G/P ⊂ P(V ) une variété rationelle homogène minimale-ment plongée pour un groupe de Lie semi-simple G telle que δX∗ > 0. On suppose X∗ estnormale, alors né
essairement X est l'une des variétés suivantes,-X = S5 ⊂ P15-X = Pk × Pl ⊂ P(k+1)(l+1)−1, k 6= l-X = G(2, 2n + 1) ⊂ P(
∧2

C2n+1)-X = Q1 × Pm ⊂ P(S2C2 ⊗Cm+1), m > 1Il nous faut maintenant véri�er si les variétés duales des variétés de la propositionsont normales. La variété S5 ⊂ P15 est autoduale d'après les resultats de Ein 
ités enintrodu
tion, sa variété duale est don
 lisse et en parti
ulier normale.Pour traiter les autres 
as nous rappelons la dé�nition des variétés qui satisfont lapropriété d'être Cohen-Ma
aulay a�n d'introduire une version forte du 
ritère de normalitéde Serre. On renvoie à [Ha 1977℄ pages 184-186 pour les dé�nitions et la proposition quisuivent.Un anneau lo
al A possède une séquen
e régulière d'éléments de son idéal maximal m

x1, . . . xn, lorsque x1 n'est pas un diviseur de A et pour tout i = 2, . . . , n, xi n'est pas undiviseur de A/(x1, . . . , xi−1)A.Dé�nition 3.4.1. Soit r le plus grand entier tel que A possède une séquen
e régulièrede r éléments dans son idéal maximal. Alors A est Cohen-Ma
aulay si dim(A) = r.Dé�nition 3.4.2. Une variété proje
tive X ⊂ P(V ) est (arithmétiquement) Cohen-Ma
aulay si et seulement si l'anneau lo
al OX,x en tout point x ∈ X est Cohen-Ma
aulay.On peut maintenant rappeler la version forte du 
ritère de Serre.Proposition 3.4.2. Soit X ⊂ P(V ) une variété proje
tive, qui est arithmétiquementCohen-Ma
aulay et telle que X soit singulière en 
odimension au moins 2. Alors X estnormale.On étudie séparement les variétés Pk×Pl ⊂ P(k+1)(l+1)−1 k > l, G(2, 2n+1) ⊂ P(2n+1
2 )−1et la variété Q1 × Pm ⊂ P3m+2, m > 1.Lemme 16. Les variétés (Pk × Pl)∗ ⊂ P(k+1)(l+1)−1, k > l et G(2, 2n + 1)∗ ⊂ P(2n+1
2 )−1sont normales.Démonstration. On rappelle que 
es variétés satisfont aux isomorphismes suivants, (Pk×

Pl)∗ ≃ σl−1(P
k×Pl) (la variété duale s'identi�e à la proje
tivisation de la variétés des ma-tri
es de taille (k+1)×(l+1) et de rang au plus l−1) et G(2, 2n+1)∗ ≃ σn−1(G(2, 2n+1))(là en
ore la variété duale s'identi�e à la proje
tivization des matri
es antisymmétriquesde taille (2n+1)× (2n+1) et de rang au plus 2n−2). Il est bien 
onnu (voir par exemple[Ke 1976℄) que 
es variétés sont Cohen-Ma
aulay. En�n le lieu singulier de (Pk × Pl)∗ est
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k×Pl) (matri
es de rang au plus l−2) et le lieu singulier de G(2, 2n+1)∗est isomorphe à σn−2(G(2, 2n + 1)) (matri
es antisymmétriques de rang au plus 2n − 4)
e qui implique que 
es variétés duales sont bien singulières en 
odimension au moins 2.2Il reste maintenant à traiter le 
as X = Q1 × Pm ⊂ P3m+2, m > 1.Lemme 17. Nous avons l'isomorphisme suivant (Q1 × Pm)∗ ≃ τ(Q1 × Pm).Démonstration. La variété X = Q1 × Pm 
orrespond à la proje
tivisation de l'orbiteminimale de G = SL2×SLm+1 agissant sur la représentation S2C2⊗Cm+1. On note e0, e1une base de C2 et f0, . . . fm une base de Cm+1. Le ve
teur e0 (resp. f0) étant le ve
teurde plus haut poids pour la représentation standard de SL2 (resp. SLm+1), on a e2

0 ⊗ f0est le ve
teur de plus haut poids.En identi�ant V = S2C2⊗Cm+1 et son espa
e dual, la variété duale X∗ 
oïn
ide ave
la proje
tivisation de l'orbite G((ge2
0 ⊗ f0)⊥).

g(e2
0 ⊗ f0) =< e2

0 ⊗ f0, e0e1 ⊗ f0, e
2
0 ⊗ fi >, i = 1, . . . , m. On remarque en parti
ulierque

T̂e2
1⊗fm

X =< e2
1 ⊗ fm, e0e1 ⊗ fm, e2

1 ⊗ fi >, i = 0, . . . , m − 1 véri�e T̂e2
1⊗fm

X ⊂

(g(e2
0 ⊗ f0))

⊥. On en déduit don
 l'in
lusion d'orbite G(T̂e2
1⊗fm

X) ⊂ G(g(e2
0 ⊗ f0)⊥. Lavariété des tangentes τ(Q1 ×Pm) se dé
rit 
omme la proje
tivisation de l'orbite G(TxX).On vient don
 de montrer, après identi�
ation V ≃ V ∗, l'in
lusion τ(X) ⊂ X∗. Cal-
ulons les dimensions de 
es variétés. La variétés des sé
antes de X étant non défe
-tive (on peut véri�er que la troisième forme fondamentale est non nulle) il s'en suitque dim(τ(Q1 × Pm)) = 2(m + 1). La variété X est réglée par des espa
es linéairesde type e2 × Pm−1, on en déduit que δX∗ ≥ m − 1 
e qui implique dim(X∗) ≤ 2m + 2.L'in
lusion que l'on a pré
édemment démontrée for
e l'égalité et montre l'isomorphise

τ(Q1 × Pm) ≃ (Q1 × Pm)∗. 2Lemme 18. Il existe exa
tement 4 orbites, après proje
tivisation, in
luses dans τ(Q1 ×
Pm), m > 1, qui sont

Q1 × Pm ⊂ P2 × Pm ∪ σ(Q1 × Pm)∗ ⊂ τ(Q1 × Pm).On a de plus τ(X)sing = P2 × Pm ∪ σ(Q1 × Pm)∗ est de 
odimension m dans τ(X).Démonstration. Comme nous l'avons rappelé la variété des tangentes se dé
rit 
omme
P(GTxX). Ainsi une orbite 
ontenue dans τ(X) provient d'une H-orbite de TxX où Hest la partie semi-simple de P . I
i H = C∗ × SLm et l'espa
e tangent Te0⊗f0Q

1 × Pmest l'union disjointe de Te2
0
Q1 ⊗ f0 et e2

0 ⊗ Tf0P
m. On distingue alors 4 H-orbites dans

T̂e2
0⊗f0

Q1 × Pm qui sont < e2
0 ⊗ f0 >, < (T̂e2

0
Q1)⊗ f0 >, < e2

0 ⊗ T̂f0P
m >, et l'orbite dense

< (T̂e2
0
Q1)⊗ f0 > ∪ < e2

0⊗ T̂f0P
m >. Cette des
ription de l'a
tion de H sur TxX implique
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ations aux variétés homogènesqu'il existe au plus 4 orbites in
luses dans τ(X). On 
on
lu en observant que les variétésdu lemme sont bien in
luses dans τ(X). Il est 
lair que la variété σ(Q1×Pm)∗ est in
lusedans τ(X) 
ar 
'est une 
omposante de X∗sing, on montre de même que P2×Pm ⊂ X∗sing en
al
ulant une se
tion hyperplane et en montrant que 
elle-
i n'est pas un esp
a
e linéairede dimension m− 1.2On peut maintenant en �nir ave
 (Q1 × Pm)∗ :Lemme 19. Pour m > 1, la variété (Q1 × Pm)∗ est normale.Démonstration. La variété X = G/P = Q1 × Pm étant minus
ule on a que TxX est un
P -module irrédu
tible. On peut alors appliquer les résultats de Kempf [Ke 1976℄ et endéduire que P(G(TxX)) = τ(X) est Cohen-Ma
aulay. De plus la strati�
ation de τ(X)implique que le lieu singulier de τ(X) est de 
odimension m ≥ 2 dans τ(X). La variété
τ(X) ≃ X∗ est une bien variété normale.2On peut don
 
on
lure 
ette se
tion ave
 une généralisation de la 
lassi�
ation donnéepar le théorème 3.2.5.Théorème 3.4.1. Soit X = G/P ⊂ P(Vλ) une variété rationelle homogène pour ungroupe de Lie semi-simple G. La variété duale X∗ est normale si et seulement si X estl'une des variétés suivantes,

X est une variété du théorème 3.2.5.
X = Pk × Pl ⊂ P(k+1)×(l+1)−1, k > l.
X = G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1)n−1.
X = S5 ⊂ P15.
X = Q1 × Pm ⊂ P3m+2, m > 1.



Annexe ACal
ul sur le dis
riminant de F4

On reproduit dans 
ette annexe le 
al
ul que nous avons mené à l'aide de Maple pourprouver le lemme 2. Rappelons le but de 
e 
al
ul : on souhaite dé
rire 
ertains mon�mesde ∆F4, le dis
riminant de XF4 , en fon
tion des générateurs de l'algèbre des polyn�mesinvariants sous l'a
tion du groupe de Weyl.Tout d'abord on entre le système de ra
ines en 
ommen
ant par les ra
ines positives
ourtes,
> u := 1
> for i from 1 to 4 do a[u] := x[i]; u := u + 1 od :for i from 0 to 1 do for j from 0 to 1 do for k from 0 to 1 do a[u] := (1/2) ∗ (x[1] +

((−1)i) ∗ x[2] + ((−1)j) ∗ x[3] + ((−1)k) ∗ x[4]); u := u + 1 od od od :On entre maintenant les ra
ines longues,
> for i from 1 to 3 do for j from i + 1 to 4 do a[u] := x[i] + x[j]; a[u + 12] := x[i] −

x[j] od od :Puis on 
al
ule les ra
ines négatives,
> for i from 1 by 1 to 24 do a[i + 24] := −a[i] od :On introduit les 4 polyn�mes invariants,
> R := sum(′a[k]∧2′,′ k′ = 1..48) :
> S := sum(′a[k]∧6′,′ k′ = 1..48) :
> T := sum(′a[k]∧8′,′ k′ = 1..48) :
> U := sum(′a[k]∧12′,′ k′ = 1..48) : 77
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ul sur le dis
riminant de F4Le dis
riminant s'obtient 
omme produit des ra
ines longues,
P := product(a[x], x = 13..24) ∗ product(a[y], y = 37..48) :Maintenant on peut e�e
tuer a proprement dit les 
a
luls. Pour 
ela à 
haque étapeon 
hoisit une famille de polyn�mes parmi R, S, T, U . On 
onstruit une base de Gröbnerordonnée pour l'ordre lexi
ographique, puis on réduit P par l'idéal engendré par 
ettebase.Pour 
ommen
er on véri�e bien que P ∈ C[R, S, T, U ]

> with(Grobner) :
> G := [R, S, T, U ] :
> GB := gbasis(G, tdeg(x1, x2, x3, x4)) :
> normalf(P, GB, tdeg(x1, x2, x3, x4));L'ordinateur retourne alors la réponse,

0Maintenant montrons que P modulo l'idéal engendré par R, S, T est non nul,
> GU := [R, S, T, ] :
> GBU := gbasis(GU, tdeg(x1, x2, x3, x4)) :
> normalf(P, GBU, tdeg(x1, x2, x3, x4));On obtient,
7958720(x2

2x
2
3 + x2

2x
2
4 + x4

3 + x2
4x

2
3 + x4

2)x
20
4 + 57344x24

4On fait le même 
al
ul pour montrer que P modulo l'ideal engendré par R, S, U estnon nul,
> GT := [R, S, U ] :
> GBT := gbasis(GT, tdeg(x1, x2, x3, x4)) :
> normalf(P, GBT, tdeg(x1, x2, x3, x4));l'ordinateur donne alors,
541120(x8

2 +x6
3x

2
2 +x8

3 +x4
3x

2
2x

2
4 +x6

3x
2
4)x

16
4 +525440x20

4 x4
2 +1066560(x2

2x
2
3 +x4

3 +x2
2x

2
4 +

x2
4x

2
3)x

20
4 − 15936x24

4Ce 
al
ul montre bien que P = mT i + nU j + ..., ave
 m 6= 0 et n 6= 0, or on sait que
deg(T ) = 8, deg(U) = 12 et deg(P ) = 24. Il s'en suit i = 3 et j = 2.



Annexe BCal
ul des dire
tions dégénérées de Q
H0
vα̃

B.1 NotationsOn adopte la notation suivante : [a1a2...ak] 
orrespond à la ra
ine a1α1 + ...akαk, oùles αi sont les ra
ines simples de l'algèbre de Lie 
onsidérée. Soit vλ ∈ T̂vα̃
X un ve
teurtangent de poids λ, on représente les poids des ve
teurs tangent 
omme suit,

α̃ = [a1...ak]

��...
��

λ + αi

xxrrrrrrrrrrrr
−αi

%%LLLLLLLLLLL

. . . λChaque �è
he 
orrespond à la diminution par 1 d'un des 
oe�
ients αi. Ainsi l'a
tionde h0 se déduit de 
ette disposition en 
haîne, de la façon suivante [h0, vλ] = vλ+αi
. Ainsion retrouve les dire
tions dégénérées de QH0

vα̃
en identi�ant les poids qui sont envoyés, par

[h0, ], sur le même poids. Par abus de notation [0, . . . , 0] représente le �poids� du ve
teur
[v−λ, vλ].
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80 Chapitre B. Cal
ul des dire
tions dégénérées de QH0
vα̃B.2 F4La 
haîne des poids de f4 
orrespondants aux ve
teurs de T̂vα̃

F4/P1 est,
ω1 = [2342]

−α1

��
[1342]

−α2

��
[1242]

−α3

��
[1232]

−α4

��

−α3

&&LLLLLLLLLL

[1231]
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��
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��
[1221]

−α2

��

−α4

&&MMMMMMMMMM
[1122]

−α2xxqqqqqqqqqq
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��
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−α2xxqqqqqqqqqq
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−α3

&&MMMMMMMMMM
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−α4

��
[1110]

−α3

��
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−α2

��
[1000]

−α1

��
[0000]
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haîne des poids de e6 
orrespondants aux ve
teurs de T̂vα̃
E6/P2 est,

ω2 = [122321]

−α2

��
[112321]

−α4

��
[112221]

−α5

��

−α3

''OOOOOOOOOOO

[112211]

−α6

��

−α3

''NNNNNNNNNNN
[111221]

−α5

��

−α1

%%KKK
KKKKKKK

[112210]

−α3

��

[111211]

−α4

��

−α1

%%LLLLLLLLLL

−α6wwooooooooooo

[011221]

−α5

��
[111210]

−α4

�� −α1
++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV [111111]

−α6wwooooooooooo

−α1

��

[011211]

−α4xxrrrrrrrrrr

−α6

��
[111110]

−α5

�� −α1
++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV [011111]

−α3

��

−α6

&&LLLLLLLLLL
[011210]

−α4

��
[111100]

−α1
++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV [010111]

−α6

��

[011110]

−α3xxrrrrrrrrrr

−α5

��
[010110]

−α5

��

[011100]

−α3xxrrrrrrrrrr

[010100]

−α4

��
[010000]

−α2

��
[000000]
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E7/P1

ω1 = [2234321]

−α1

��
[1234321]

−α3

��
[1224321]

−α4

��
[1223321]

−α2

��

−α5

''PPPPPPPPPPPP

[1123321]

−α5

��

[1223221]

−α2wwnnnnnnnnnnnn

−α6

��
[1123221]

−α4

��

−α6

''PPPPPPPPPPPP
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−α2

��

−α7

&&MMMMMMMMMM
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−α3

��

−α6

''PPPPPPPPPPPP
[1123211]

−α4

��

−α7

&&MMMMMMMMMM
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−α2

��
[1112221]

−α6

((PPPPPPPPPPPP
[1122211]

−α5vvnnnnnnnnnnnn

−α3

��

−α7

&&NNNNNNNNNNN
[1123210]

−α4

��
[1122111]

−α3

��

−α7

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW
[1112211]

−α5vvnnnnnnnnnnnn

−α7

��

[1122210]

−α3xxppppppppppp

−α6

��
[1112111]

−α4

��

−α7

((PPPPPPPPPPPP
[1112210]

−α5

��

[1122110]

−α6

��−α3xxppppppppppp

[1111111]

−α2

��

−α7

((PPPPPPPPPPPP
[1112110]

−α4

��

−α6

&&NNNNNNNNNNN
[1122100]

−α3

��
[1011111] [1111110] [1112100]
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[1011111]

−α7

��

[1111110]

−α6

��−α2xxppppppppppp
[1112100]

−α4xxppppppppppp

[1011110]

−α6

��

[1111100]

−α5

��−α2xxppppppppppp

[1011100]

−α5

��

[1111000]

−α2xxppppppppppp

[1011000]

−α4

��
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−α3

��
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−α1

��
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haîne des poids de g 
orrespondants à des ve
teurs de T̂vα̃

E8/P8

ω8 = [23465432]

−α8

��
[23465431]

−α7

��
[23465421]

−α6

��
[23465321]

−α5

��
[23464321]

−α4

��
[23454321]

−α2

��

−α3

((QQQQQQQQQQQQ

[22454321]

−α3

��

[23354321]

−α1

��
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−α4

��

−α1

((QQQQQQQQQQQQQ
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−α2

��
[22344321]

−α5

��

−α1
�� [12354321]

−α4

��
[22343321]

−α6

��

−α1

((QQQQQQQQQQQQ
[12344321]

−α5

��

−α3

''NNNNNNNNNNN

[22343221]

−α7

��

−α1

((QQQQQQQQQQQQ
[12343321]

−α6

��

−α3

''NNNNNNNNNNN
[12244321]

−α5

��
[22343211]

−α1

��

[12343221]

−α3

��−α7vvmmmmmmmmmmmmm
[12243321]

−α4

��−α6wwooooooooooo

[12343211]

−α3

��

[12243221]

−α7vvmmmmmmmmmmmmm

−α4

��

[12233321]

−α2

��−α6wwooooooooooo

[12243211]

−α4

��

[12233221]

−α5

��

[11233321]

−α6

��
[12233211] [12232221] [1123321]
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[12233211]

−α2
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−α5

''OOOOOOOOOOO
[12232221]

−α7

��

−α2

''OOOOOOOOOOO
[11233221]

−α5

��
[11233211]

−α5

''OOOOOOOOOOO
[12232211]

−α2

��−α5wwooooooooooo
[11232221]

−α4

��
[12232111]

−α2

��

[11232211]

−α4

��−α6wwooooooooooo
[11222221]

−α3

��−α7wwooooooooooo

[11232111]

−α4

��

[11222211]
−α3

''OOOOOOOOOOO
[11122221]

−α7

��

−α1

''OOOOOOOOOOO

[11222111]
−α3

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

−α5
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−α6

��
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−α7

��
[11221111]

−α3

��
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−α5wwooooooooooo

−α1
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−α6wwooooooooooo
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−α4

��

−α1

''OOOOOOOOOOO
[01122111]

−α5

��
[11111111]

−α2

��

−α1

''OOOOOOOOOOO
[01121111]

−α4

��
[10111111]

−α1

''OOOOOOOOOOO
[01111111]

−α2

��−α3wwooooooooooo

[01011111] [00111111]

−α3

��
[00011111]

−α4

��
[00001111]

−α5

��
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−α6

��
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−α7

��
[00000001]

−α8

��
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Annexe CSur la géométrie des variétés desthéorèmes 3.2.5 et 3.4.1On résume sous forme de tableaux un 
ertain nombre de données bien 
onnues, oumises en éviden
e dans 
ette thèse, 
on
ernant les variétés en jeu dans nos théorèmes de
lassi�
ation 3.2.5 et 3.4.1.C.1 Les variétés auto-dualesLa quadrique lisse de dimension n et la variété spinorielle de dimension 12 sont toutesdeux auto-duales ainsi que la Grassmanienne des plans dans un espa
e ve
toriel de dimen-sion 5 et le produit de Segré d'une droite proje
tive et d'un espa
e proje
tif de dimension
m. Le groupe noté Spin10 
orrespond au revètement double de SO10.Généralités

G poids X dim(X) deg(X)
SO2n+1 ω1 Q2n−1 ⊂ P2n 2n− 1 2
SO2n ω1 Q2n−2 ⊂ P2n−1 2n− 2 2
Spin10 ω5 S5 ⊂ P15 10 12
SL5 ω2 G(2, 5) ⊂ P9 6 5

SL2 × SLn+1 ω1 × ω1 P1 × Pn ⊂ P2n−1 n + 1 n + 1Le lieu de base de la se
onde forme fondamentaleLe lieu de base de la se
onde forme fondamentale au point x ∈ X paramétrise lafamille des droites ayant un 
onta
t d'ordre 2 en 
e point. L'idéal d'une variété homogène87



88 Chapitre C. Sur la géométrie des variétés des théorèmes 3.2.5 et 3.4.1
G/P ⊂ P(V ) est engendré en degré 2. Ainsi le lieu de base de la se
onde forme fonda-mentale pour une variété homogène G/P paramétrise les droites passant par un point
x ∈ G/P et 
ontenues dans G/P .

X Base|IIX,x|
Q2n−1 ⊂ P2n Q2n−3 ⊂ P2n−2

Q2n−2 ⊂ P2n−1 Q2n−4 ⊂ P2n−3

S5 ⊂ P15 G(2, 5)
G(2, 5) ⊂ P13 P1 × P3

P1 × Pn P0 ⊔ Pn−1Appli
ation rationnelleLes variétés des se
tions ??, ??, ?? sont toutes des variétés minus
ules. On peut dé
rireexpli
itement l'appli
ation qui en fait des variétés rationnelles à partir du lieu de base dela se
onde forme fondamentale. Cette appli
ation provient d'un algorithme présenté par[L-M 2002℄ qui permet de re
onstruire toutes les variétés minus
ules.On suppose que X est une variété minus
ule minimalement plongée (X n'est pas unproduit de Segré ni un replongement de Veronese). Soit d le plus petit entier tel que
σd−1(Base|IIX,x|) 6= Pn−1 et σd(Base|IIX,x|) = Pn−1 = P(T ). On 
onsidère le plongement
Pn−1 ⊂ Pn donné par {x0 = 0}. L'appli
ation rationelle est la suivante :

φ : Pn
99K PN ⊂ P(SdCn+1∗)

[x0, . . . , xn] 7−→ [xd
0, x

d−1
0 B(T ∗), xd−2

0 I2(Base|IIX,x|), x
d−3
0 I3(Base|IIX,x|),

. . . , Id(σd−1(Base|IIX,x|)]Ave
 
omme notations : B(T ∗) 
orrespond à la donnée d'une base de T ∗ et Ik(Z)
orrespond à la donnée d'un ensemble de générateur de l'idéal en degré k de Z. Le résultatde 
ette appli
ation étant bien entendu φ(Pn) = X.Correspondan
e de TitsLa 
orrespondan
e de Tits (voir [L-M 2003℄) dé
rit des familles de variétés qui re-
ouvrent X lorsque 
es familles sont paramétrisées par des variétés homogènes. Soit B ⊂ Gun sous-groupe de Borel et soient P et Q deux sous-groupes paraboliques (i.e. B ⊂ P et
B ⊂ Q). La 
orrespondan
e de Tits permet de parametriser des sous-variétés homogènesde G/P par G/Q de la façon suivante :



C.2 Les variétés de S
orza & les �fausses� variétés de S
orza 89
G/B

p1

{{xxxxxxxx
p2

##FFFFFFFF

G/P G/QLes sous-variétés de G/P sont Y = p1(p
−1
2 (x)) pour x ∈ G/Q. On dé
rit i
i les famillesd'espa
es proje
tifs et de quadriques de dimension maximales obtenues par la 
orrespon-dan
e de Tits :

X Pk ⊂ X paramètre Ql ⊂ X paramètre
Q2n−1 ⊂ P2n k = n− 1 Sn l = 2n− 1 G/G

Q2n−2 ⊂ P2n−1 k = n− 1 Sn l = 2n− 2 G/G
S5 ⊂ P15 k = 4 S5 l = 6 Q8C.2 Les variétés de S
orza & les �fausses� variétés deS
orzaLes référen
es les plus 
omplètes sur la géométrie des variétés de S
orza sont [Zak 1993,Ch 2003℄. On appelle �fausses� variétés de S
orza les plongements de Segré de deux espa
esproje
tifs de dimensions di�érentes et les Grassmaniennes de plan dans un espa
e ve
toriel
omplexe de dimension impaire.GénéralitésOn suppose n 6= m :

G poids X dim(X) deg(X)
SLn+1 2ω1 v2(P

n) ⊂ P(n+2
2 )−1 n 2n

SLn+1 × SLn+1 ω1 × ω1 Pn × Pn ⊂ P(n+1)2−1 2n (2n
n)

SL2n ω2 G(2, 2n) ⊂ P(2n
2 )−1 2(2n− 2) (2(2n−2))!

(2n−2)!(2n−1)!

E6 ω1 E6 ⊂ P26 16 78

SLn+1 × SLm+1 ω1 × ω1 Pn × Pm ⊂ P(n+1)(m+1)−1 m + n (n+m
n )

SL2n+1 ω2 G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1
2 )−1 2(2n− 1) (2(2n+1−2))!

(2n−1)!(2n)!



90 Chapitre C. Sur la géométrie des variétés des théorèmes 3.2.5 et 3.4.1Le lieu de base de la se
onde forme fondamentale
X Base|IIX,x|

v2(P
n) ⊂ P(n+2

2 )−1 ∅

Pn × Pn ⊂ P(n+1)2−1 Pn−1 ⊔ Pn−1 ⊂ P2n−1

G(2, 2n) ⊂ P(2n
2 )−1 P1 × P2n−3

E6 S5 ⊂ P15

Pn × Pm ⊂ P(n+1)(m+1)−1 Pn−1 ⊔ Pm−1 ⊂ Pn+m−1

G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1
2 )−1 P1 × P2n−2Correspondan
e de TitsOn suppose n > m :

X Pk ⊂ X paramètre Ql ⊂ X paramètre
v2(P

n) ⊂ P(n+2
2 )−1 k = 0 v2(P

n) l = 1 G(2, n + 1)

Pn × Pn ⊂ P(n+1)2−1 k = n Pn l = 2 G(2, n + 1)×G(2, n + 1)

G(2, 2n) ⊂ P(2n
2 )−1 k = 2n− 2 P2n−1 l = 4 G(4, 2n)

E6 ⊂ P26 k = 5 E6/P2 l = 8 E6
Pn × Pm ⊂ P(n+1)(m+1)−1 k = n Pm l = 2 G(2, n + 1)×G(2, m + 1)

G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1
2 )−1 k = 2n− 1 P2n l = 4 G(4, 2n + 1)La variété duale X∗Un résultat de F. Zak identi�e les k-variétés de S
orza aux variétés proje
tives desmatri
es de rang 1 dans les algèbres de Jordan simples de rang k +1. Le dis
riminant ∆X
orrespond alors au déterminant de 
es algèbres. Les variétés duales des �fausses� variétésde S
orza étant défe
tives leur 
odegré est égal à zéro.

X 
odeg(X) X∗ X∗sing
v2(P

n) ⊂ P(n+2
2 )−1 n + 1 σn(v2(P

n)) σn−1(v2(P
n))

Pn × Pn ⊂ P(n+1)2−1 n + 1 σn(Pn × Pn) σn−1(P
n × Pn))

G(2, 2n) ⊂ P(2n
2 )−1 n σn−1(G(2, 2n)) σn−2(G(2, 2n))

E6 ⊂ P26 3 σ2(E6) E6
Pn × Pm ⊂ Pnm+n+m 0 σm(Pn × Pm) σm−1(P

n × Pm)

G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1
2 )−1 0 σn−1(G(2, 2n + 1)) σn−2(G(2, 2n + 1))Strati�
ation de X∗sing et se
tions hyperplanesL'interprétation des variétés de S
orza 
omme variétés des éléments de rang 1 dans leproje
tivisé d'une algèbre de Jordan 
onduit à la strati�
ation par rang (ou de manière



C.3 Les variétés sous-adjointes (ou séries des variétés Legendriennes spé
iales)
& produit d'une 
onique et d'un espa
e proje
tif de dimension m > 1 91équivalente par sé
antes su

essives). Cette strati�
ation reste la même pour les �fausses�variétés de S
orza.

X Strati�
ation de X∗sing
v2(P

n) ⊂ P(n+d
d

)−1 σn−1(v2(P
n)) ⊃ σn−2(v2(P

n)) ⊃ · · · ⊃ σ2(v2(P
n)) ⊃ v2(P

n)

Pn × Pn ⊂ P(n+1)2−1 σn−1(P
n × Pn) ⊃ σn−2(P

n × Pn) ⊃ · · · ⊃ σ2(P
n × Pn) ⊃ Pn × Pn

G(2, 2n) ⊂ P(2n
2 )−1 σn−2(G(2, 2n)) ⊃ σn−3(G(2, 2n)) ⊃ · · · ⊃ σ2(G(2, 2n)) ⊃ G(2, 2n)

E6 ⊂ P26 E6
Pn × Pm ⊂ Pnm+n+m σm−1(P

n × Pm) ⊃ · · · ⊃ σ2(P
n × Pm) ⊃ Pn × Pm

G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1
2 )−1 σn−2(G(2, 2n + 1)) ⊃ · · · ⊃ σ2(G(2, 2n + 1)) ⊃ G(2, 2n + 1)Dans le tableau qui suit nous dé
rivons le lieu de tangen
e d'un hyperplan singulieren fon
tion de la strate à laquelle l'hyperplan appartient :

X (X ∩H)sing, H ∈ (X∗sing)général (X ∩H)sing, H ∈ σn−i(X)

v2(P
n) ⊂ P(n+d

d
)−1 v2(P

1) ≃ Q1 v2(P
i−1)

Pn × Pn ⊂ P(n+1)2−1 P1 × P1 ≃ Q2 Pi−1 × Pi−1

G(2, 2n) ⊂ P(2n
2 )−1 G(2, 4) ≃ Q4 G(2, 2i)

E6 ⊂ P26 Q8 ∗

Pn × Pm ⊂ Pnm+n+m P1 × Pn−m+1 Pi × Pn−m+i

G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1
2 )−1 G(2, 5) G(2, 2i + 1)

C.3 Les variétés sous-adjointes (ou séries des variétésLegendriennes spé
iales) & produit d'une 
oniqueet d'un espa
e proje
tif de dimension m > 1

Les variétés sous-adjointes apparaissent dans les travaux de [L-M 2001, Om 2000,Mu 1996℄. Nous ajoutons a 
ette série la variété Q1 × Pm ⊂ P3m+2 qui apparait au théo-rème 3.4.1.. Nous asso
ions 
es deux types de variétés à 
ause de l'identi�
ation de leursvariétés duales ave
 leurs variétés des tangentes.
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G poids X dim(X) deg(X)

SL2 × SO2n ω1 × ω1 P1 ×Q2n−2 ⊂ P4n−1 2n− 1 2(2n− 1)
SL2 × SO2n+1 ω1 × ω1 P1 ×Q2n−1 ⊂ P4n+1 2n 4n

Sp6 ω3 Gω(3, 6) ⊂ P13 6 16
SL6 ω3 G(3, 6) ⊂ P19 9 42
SO12 ω6 S6 ⊂ P31 15 286
E7 ω7 E7 ⊂ P55 27 4370

SL2 × SLm 2ω1 × ω1 Q1 × Pm ⊂ P3m+2 m + 1 2(m + 1)Lieu de base de la se
onde forme fondamentale
X Base|IIX,x|

P1 ×Q2n−2 ⊂ P4n−1 P0 ⊔Q2n−4 ⊂ P2n−2

P1 ×Q2n−1 ⊂ P4n+1 P0 ⊔Q2n−3 ⊂ P2n−1

Gω(3, 6) ⊂ P13 v2(P
2) ⊂ P5

G(3, 6) ⊂ P19 P2 × P2 ⊂ P8

S6 ⊂ P31 G(2, 6) ⊂ P14

E7 ⊂ P55 E6 ⊂ P26

Q1 × Pm ⊂ P3m+2 2{p} ⊔ Pm−1Correspondan
e de TitsComme pré
edemment on donne les espa
es proje
tifs et les quadriques de dimensionsmaximales qui font de X une variété uniréglée.
X Pk paramètre Ql paramètre

P1 ×Q2n−2 ⊂ P4n−1 k = n− 1 Sn l = 2n− 2 P1

P1 ×Q2n−1 ⊂ P4n+1 k = n− 1 Sn = Bn/Pn l = 2n− 1 P1

Gω(3, 6) ⊂ P13 k = 0 Gω(3, 6) l = 1 XC3 variété adjointe
G(3, 6) ⊂ P19 k = 3 F1,2(C

6) l = 4 XSL6 variété adjointe
S6 ⊂ P31 k = 5 S6 k = 6 XSO6 variété adjointe
E7 ⊂ P55 k = 6 E7/P2 l = 10 XE7 variété adjointe
Q1 × Pm k = m Q1 l = 1 PmLa variété duale X∗Pour la série des variétés Legendriennes spé
iale, il existe 
omme pour les variétésde S
orza une des
ription uniforme du dis
riminant ∆X . Dans les travaux de [L-M 2001,Mu 1996℄ 
e dis
riminant est présenté 
omme une généralisation du dis
riminant 
lassique



C.3 Les variétés sous-adjointes (ou séries des variétés Legendriennes spé
iales)
& produit d'une 
onique et d'un espa
e proje
tif de dimension m > 1 93pour les polyn�mes 
omplexes de degré trois. Cette généralisation est obtenue en rempla-çant le 
orps des 
omplexes par une algèbre de Jordan de rang 3 sur C. Par exemple lavariété S6 ⊂ P31 
orrespond à la �
ourbe 
ubique� v3(J) ⊂ P(S3J) où J est l'algèbre desmatri
es antisymétriques de taille 6. Cette analogie ave
 le dis
rimiant de v3(P

1) ⊂ P3vient de l'observation suivante : v3(P
1) ⊂ P3 est la variété sous-adjointe de XG2 ⊂ P(g2).

X 
odeg(X) X∗

P1 ×Qn ⊂ P2(n+2)−1 4 τ(P1 ×Qn)
Gω(3, 6) ⊂ P13 4 τ(Gω(3, 6))
G(3, 6) ⊂ P19 4 τ(G(3, 6))

S6 ⊂ P31 4 τ(S6)
E7 ⊂ P55 4 τ(E6)

Q1 × Pm ⊂ P3m+2 0 τ(Q1 × Pm)Strati�
ation de X∗sing et se
tions hyperplanesNous avons déja rappelé la des
ription uniforme des orbites données dans [L-M 2001℄.Nous l'é
rivons à nouveau i
i :
X ⊂ σ+(X) ⊂ τ(X) ⊂ P(V ).La variété σ+(X) 
orrespond au lieu singulier de τ(X). C'est aussi le lieu des droitessé
antes isotropiques. Notons que σ+(X) est irrédu
tible, sauf pour X = P1 × Qn où ondénombre deux 
omposantes pour n > 1 et trois pour n = 1.Donnons à présent une des
ription du lieu de tangen
e d'un hyperplan singulier enfon
tion de la strate à laquelle appartient l'hyperplan :

X (X ∩H)sing, H ∈ σ+(X) (X ∩H)sing, H ∈ X

P1 ×Qn ⊂ P2(n+2)−1 Qn−1 P1 ∨Qn−1

Gω(3, 6) ⊂ P13 Q2 C�ne(v2(P
2), H)

G(3, 6) ⊂ P19 Q3 C�ne(P1 × P1, H)
S6 ⊂ P31 Q5 C�ne(G(2, 6), H)
E7 ⊂ P55 Q9 C�ne(E6, H)Quant à la variété Q1 × Pm nous proposons dans la thèse la strati�
ation suivante :

Q1 × Pm ⊂ P2 × Pm ∪ σ(Q1 × Pm)∗ ⊂ τ(Q1 × Pm) ⊂ P3m+2.
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G poids X dim(X) deg(X) Base|IIX,x|
G2 ω1 XG2 ⊂ P(g2) 5 18 v3(P

1) ⊂ P3Le lieu de base de la se
onde forme fondamentale
X Base|IIX,x|

XG2 ⊂ P13 v3(P
1) ⊂ P3Appli
ation rationnelleComme pour les variétés des se
tions pré
édentes on peut re
onstruire la variété ad-jointe XG2 à partir de la 
onnaissan
e du lieu de base de la se
onde forme fondamentale.On trouve en e�et dans les travaux de [L-M 2002℄ un algorithme permettant de 
onstruireles variétés adjointes fondamentales. Cet algorithme repose sur l'é
riture expli
ite des ap-pli
ations rationelles 
onduisant aux variétés adjointes. Dans le 
as de XG2 , le lieu de basede la se
onde forme fondamentale est v3(P

1) ⊂ P3 = P(T1). En plongeant P3 dans P5 par
{x0 = 0} et {xn = 0} et en é
rivant B(T ∗

1 ) pour une base de T ∗
1 , nous avons :

φ : P5
99K P13

[x0, . . . , x5] 7−→ [x4
0, x

3
0B(T ∗

1 ), x3
0xn, x

2
0I2(v3(P

1)), x2
0xnB(T ∗

1 )− x0I3(τ(v3(P
1))sing,

x2
0x

2
n − I4(τ(v3(P

1)))]Ave
 φ(P5) = XG2.Correspondan
e de TitsDans le 
as de XG2 ⊂ P(g2) la 
orrespondan
e de Tits ne donne pas de variétés ho-mogènes qui paramétrisent la famille des espa
es proje
tifs ou des quadriques 
ontenuesdans XG2 . Cependant on peut re
ouvrir XG2 par des 
ourbes :
X Yi ⊂ XG2 paramètre

XG2 ⊂ P(g2) v3(P
1) Q5La variété duale X∗Le dis
riminant de la variété adjointe XG2 
orrespond au produit des ra
ines longuesde l'algèbre de Lie g2.

X 
odeg(X) X∗sing (X ∩H)sing
XG2 ⊂ P(g2) 6 σ(XG2) ≃ σ(XG2)

∗ Q1



C.4 La variété adjointe de type G2 95Strati�
ation de X∗singLa strati�
ation du lieu singulier de X∗
G2

est déduite de 
elle donnée pour σ(XG) dans[KY 2000℄. Les notations pour les orbites intermédiaires sont 
elles de Bala-Carter.
X Strati�
ation de X∗sing

XG2 ⊂ P(g2) σ(XG2) ⊃ P(O(a1))
9 ⊃ P(OÃ1

)7 ⊃ XG2Ces orbites intermédiaires ont l'interprétation géométrique suivante (voir [L-M 2001℄) :-P(O(a1)) = σ(1)(XG2) = σ(XG2) ∩ Q12Killing, où Q12Killing est l'hypersurfa
e quadratiquedé�ne par la forme de Killing.-P(OÃ1
) = σ(3)(XG2) est la fermeture de l'orbite des points sur une famille unidimen-sionelle de droites tangentes à la distribution τ̃(v3(P

1)) ⊂ T̃xXG2 .
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