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Introduction générale

Les premiéres réalisations expérimentales de condensats de Bose—Einstein [8,2131] ont ouvert
la voie & un nouveau domaine de la physique atomique : celui des gaz ultra-froids. Les premiéres
investigations expérimentales de ce domaine se sont orientées vers les propriétés de cohérence
de gaz ultra-froids constitués de bosons en interaction faible qui, lorsqu’ils sont amenés & suffi-
samment basse température, se comportent comme une onde de matiére cohérente. D’un point
de vue formel, un tel systéme est décrit par une fonction macroscopique ¥(r) = /n(r)e?")
ou n(r) est la densité spatiale et 6(r) la phase qui caractérise la cohérence du systéme. Cette
cohérence a été mise en évidence de facon spectaculaire via des expériences d’interférence entre
deux condensats 9] et entre différentes régions d’'un méme condensat [17]. Cette description est
donc trés analogue a celle rencontrée dans les domaines plus familiers de la supraconductivité et
de la superfluidité. En particulier, dans la théorie phénoménologique de Ginzburg-Landau [39|
appliquée & un systéme superfluide, le role de parameétre d’ordre est joué par la fonction d’onde
complexe du superfluide Us(r) = \/ns(r)e’(™). Ce lien étroit entre l'état superfluide et I'état
condensé (au sens de Bose—Einstein) a été mis en évidence de fagon trés élégante dans des expé-
riences majeures du domaine des atomes froids par ’observation de réseaux réguliers de vortex
dans des condensats en rotation [3,76]. La connexion précise entre condensation de Bose-Einstein

et superfluidité reste néanmoins une des grandes questions ouvertes du probléme & N-corps [74].

Indépendamment de la nature de ce lien, les gaz ultra-froids apportent un nouveau support
expérimental aux questions de la superfluidité et de la supraconductivité. En effet, avant les
premiéres réalisations de condensats de Bose-Einstein, le seul superfluide bosonique observé
dans la nature était I’'Helium 4 liquide. Or, en raison des distances inter-atomiques qui sont tres
courtes dans ce systéme, il est difficile de modéliser les interactions entre atomes de ‘He et donc
de fournir une assise microscopique a la description de ce systéme. En particulier, sa description
en termes de fonction d’onde macroscopique n’est que phénoménologique. Il en est de méme pour
les systémes supraconducteurs oil la modélisation des systémes expérimentaux est trés complexe.
La situation est considérablement plus simple dans les gaz de bosons ultra-froids dilués qui, dans
le régime d’interactions faibles peuvent étre décrits de fagon simple et précise. En effet, la fonction
d’onde macroscopique associée & un condensat pur créé en laboratoire est trés bien décrite par la
célebre équation de Gross—Pitaevskii [43,95] o les interactions sont décrites en champ moyen.
Dans ce formalisme, 'effet des interactions se traduit par la modification du potentiel dans lequel
évoluent les particules en un potentiel effectif comportant un terme additionnel proportionnel
a la densité spatiale. Dés lors, les propriétés du probléme & N-corps se réduisent & celles d’une

particule fictive dans ce potentiel effectif. De plus, le formalisme de Bogoliubov [18] prenant en
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compte leffet des fluctuations du systéme de maniére perturbative, permet de rendre compte de
la physique du gaz de Bose en interaction faible avec une précision trés satisfaisante. La plupart
des propriétés des condensats de Bose-Einstein & trois dimensions ont été étudiées durant les
premiéres années qui ont suivi leur premiére observation tant sur le plan expérimental que sur
le plan théorique et ont permis d’établir une compréhension précise de ces systémes.

La recherche dans le domaine des gaz ultra-froids a par la suite connu un second souffle
extraordinaire en s’orientant vers I’étude des systémes quantiques dans des états dits fortement
corrélés. Ces états de la matiére correspondent & une organisation particuliére du systéme ol le
comportement de chaque particule dépend fortement de celui de toutes les autres particules du
systeme. Cette orientation nouvelle du domaine a été possible grace & trois avancées majeures

que nous allons briévement décrire.

Contrdle des interactions. En exploitant des résonances de Feshbach [25] par I’application d’un
champ magnétique externe, il est possible de controler le signe et la force des interactions entre
atomes. La mise en ceuvre de cette technique permet donc de produire des gaz en interaction
forte dans lesquelles les corrélations entre particules sont importantes. Si les collisions inélastiques
sont un obstacle & la réalisation de gaz de Bose stables en interaction forte [30], celles-ci sont
inhibées dans le cas d’un gaz fermions en interaction forte en vertu du principe d’exclusion de
Pauli [92]. Ceci a permis la production de gaz de Fermi ultra-froids dans le régime d’interaction
forte [20,86).

Réseaux optiques. En créant des ondes de lumiére stationnaires dans les trois directions de
I’espace grace & des faisceaux laser fortement désaccordés, il est possible de réaliser un potentiel
périodique tri-dimensionnel aux nceuds duquel se placent les atomes [40,61]. Le gaz est alors
décrit par 'hamiltonien de Hubbard qui est un modéle fondamental de la matiére condensée
ou les particules placées aux creux (ou sites) d’un potentiel périodique peuvent se déplacer par
effet tunnel d’un site & I'autre. Lorsque les interactions, qui se produisent lorsque deux particules
se retrouvent sur un méme site, sont énergétiquement moins favorables que ’effet tunnel entre
deux sites voisins, elles induisent de fortes corrélations entre atomes. Ce systéme a été mis
en ceuvre expérimentalement sur un gaz de bosons avec un succés retentissant par Greiner et
al. [40] qui ont mis en évidence la transition entre 1'état superfluide et 1'état d’isolant de Mott,
en variant le poids relatif des interactions par rapport a celui de 'effet tunnel. Récemment, cette
procédure a été étendue a des systémes fermioniques [64,108| ce qui permettra a terme d’établir
le digramme de phase du modéle de Fermi-Hubbard et laisse entrevoir la possibilité d’accroitre

notre compréhension de la supraconductivité & haute température.

Basse dimension. FEn confinant fortement un nuage atomique selon une ou deux directions
de l’espace, il est possible de geler les degrés de liberté correspondants et de créer un envi-
ronnement de dimensionnalité effective réduite. Ces systémes «uni-dimensionnels» (1D) et «bi-
dimensionnelsy (2D) se distinguent de leurs analogues tri-dimensionnels par le fait que les corréla-
tions entre atomes y jouent un role plus important [19,52,77.88|. Les recherches expérimentales en

atomes froids ont ainsi permis d’observer des gaz de Bose 1D dans le régime de Tonks-Girardeau



ou les atomes présentent un comportement fermionique décrit par la théorie des liquides de Lut-
tinger. Récemment cette géométrie 1D a été étendue a des gaz de Fermi avec des populations de
spin déséquilibrées [73]|. Un autre grand succés expérimental de ces systémes de dimensionnalité
réduite est I’observation de la transition superfluide de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless dans des
gaz de 8"Rb piéges [46]. Cette observation a constitué la premiére signature expérimentale du role
des vortex libres dans la transition de 1’état superfluide vers ’état normal, et confirme de fagon
non ambigiie la théorie de Berezinskii [13] et Kosterlitz et Thouless [70] élaborée trois décennies
plus tot. Dans le courant de I'année derniére, les premiéres études sur des gaz de fermions en
géométrie bi-dimensionnelle ont été entamées [36).

Ces développements majeurs permettent donc non seulement d’accéder a des états qui étaient
jusque 14 réservés a certains systémes de la matiére condensée, mais offrent une nouvelle pers-
pective au probléme & N-corps. En fait, les gaz ultra-froids constituent désormais un outil d’une
flexibilité et d’une pureté uniques pour explorer des questions ouvertes de la matiére condensée.
En effet, grace a un excellent controle des potentiels [12] et une modélisation simple des inter-
actions entre particules, il est possible de réaliser des systémes modéles qui sont des réalisations
idéales d’hamiltoniens de problémes fondamentaux de la matiére condensée tels que I’hamilto-
nien de Fermi-Hubbard mentionné plus haut ou ’hamiltonien d’une chaine de spin. Ces modéles
théoriques qui sont des cas simplifiés de situations rencontrées dans les systémes réels de matiére
condensée restent néanmoins non résolus. Le support des simulations numériques a ces problémes
reste marginal en raison de la taille de ’espace de Hilbert associé aux systémes considérés. Les
gaz ultra-froids constituent une sorte de simulation analogique de ces systémes ou il «suffit»
d’observer la solution du probléme comme ce fut suggéré par Richard Feynman en 1982 |34].

Ces avancées ont également soulevé la question des propriétés macroscopiques de ces systémes.
En effet, si la compréhension des condensats de Bose-Einstein est compléte, ce n’est pas le cas
pour les gaz de Fermions ou les gaz de basse dimension en interaction. En particulier, les équations
d’état de ces systémes étaient encore inconnues il y a quelques années (hormis dans un intervalle
restreint de parameétres). Dans un article de référence publié en février 2010, T.-L. Ho et Q.
Zhou [115] ont attiré I’attention de la communauté des atomes froids sur la possibilité d’établir
I’équation d’état de systémes homogénes & partir de leurs équivalents piégésE]. Cette proposition
a été mise en ceuvre avec succés sur des gaz de fermions [83,84] et de bosons en interactions
fortes [85].

C’est dans ce cadre général des gaz ultra-froids que s’inscrit mon travail de thése, qui est

consacré i l'étude de la thermodynamique du gaz de Bose & deux dimensions.

A. Le gaz de Bose a deux dimensions

La dimensionnalité d’un systéme composé d’une assemblée de particules constitue une donnée
essentielle dans le degré d’organisation de ce systéme et dans les processus d’interactions entre

particules. Le gaz de Bose bi-dimensionnel constitue un systéme aux propriétés fascinantes par

1. Cette idée, qui s’appuie sur la possibilité d’extraire certaines quantités thermodynamiques locales & partir
de la densité intégrée, a en fait été proposée plusieurs années auparavant par J. N. Fuchs, X. Leyronas et R.
Combescot [37].
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ces deux aspects.

Lorsque 'on abaisse la température d’'une assemblée de particules, celle-ci peut subir dans
certaines conditions des transitions de phases vers des états fortement ordonnés. En général, ces
états ordonnés sont plus stables & 3D qu’en basse dimension, ou les fluctuations thermiques et
quantiques tendent & détruire cette ordre. Le gaz de Bose 2D est particuliérement intéressant
de ce point de vue car il présente un comportement intermédiaire. S’il est vrai qu’a tempé-
rature T non nulle, les fluctuations thermiques empéchent 1’établissement d’un ordre & longue
portée associé a la formation d’un condensat de Bose-Einstein dans un gaz homogéne idéal, elles
ne sont toutefois pas assez fortes pour empécher 'existence d’un état superfluide en présence
d’interactions répulsives, ot régne un ordre & quasi-longue portée.

Le gaz de Bose bi-dimensionnel en interaction faible se distingue également par des invariances
remarquables dans ses propriétés macroscopiques. Dans la géomeétrie expérimentalement perti-
nente ou les atomes évoluent non pas dans un plan, mais dans un volume de trés faible épaisseur,
les interactions atomiques sont décrites par un paramétre sans dimension et constant [91,93].
Dans ce régime dit quasi-2D, la présence des interactions n’introduit donc aucune échelle de lon-
gueur ou d’énergie et ’équation d’état associé aux grandeurs thermodynamiques sans dimension
ne dépend que du rapport u/kpT entre potentiel chimique p et I’énergie thermique, kp étant
la constante de Bolztmann. Ce résultat est connecté au fait que les interactions sont exclusive-
ment binaires et décrites par des interactions de contact, & une bonne approximation. A deux
dimensions, ces interactions de contact donnent lieu & une propriété d’invariance dynamique de

la distribution de densité d'un gaz piégé dans un potentiel harmonique isotrope [66,96].

A.1 Transition BKT superfluide

Lorsque 'on abaisse la température d’'un gaz de Bose homogéne & deux dimensions avec
des interactions atomiques répulsives, le systéme passe de I’état normal vers un état superfluide
en dessous d'une température critique 7, # 0. A la transition, la densité superfluide ng passe
brutalement de 0 & 4/A2 oit At est la longueur d’onde thermique. Ceci contraste avec le cas 3D
ou la densité superfluide augmente continiiment lorsque I'on abaisse la température. En fait, la
transition superfluide & 2D se distingue par nature de la plupart des transitions de phase a trois
dimensions. En particulier, les grandeurs thermodynamiques usuelles (énergie, pression, entropie,
etc.) ne présentent pas de discontinuité au point de transition (seul ng est discontinue) ce qui lui
vaut le qualificatif de transition d’ordre «infini».

En général, les transitions de phases usuelles & 3D telles que la condensation de Bose-Einstein,
la transition ferromagnétique ou tout simplement la cristallisation de ’eau sont associées a 1’éta-
blissement d’un ordre & longue portée dans le régime de basse température, i.e. en dessous de
la température critique pour laquelle se produit la transition. Typiquement, dans le cas d’'un
condensat de Bose-Einstein, cet ordre & longue portée est caractérisé par sa fonction d’onde ma-
croscopique qui est uniforme sur toute ’étendue du systéme. L’établissement de ’ordre & longue
portée dans ces systémes est due a une brisure spontanée de symétrie continue de ’hamiltonien
décrivant le systéme. Dans le cas d’un condensat de Bose—Einstein par exemple c’est la phase

de la fonction d’onde macroscopique qui est spontanément fixée. Dans le gaz de Bose homogéne



bi-dimensionnel en interaction, I’établissement d'un ordre & longue portée est impossible (a la li-
mite thermodynamique). Ce résultat est la conséquence du célébre théoréme de Mermin—Wagner
qui prédit que pour tous les systémes 1D et 2D décrits par un hamiltonien de symétrie continue
et pour des interactions a courte portée, ’établissement d’un véritable ordre & longue portée est
impossible & la limite thermodynamique.

Le théoréme de Mermin—-Wagner n’est toutefois pas en contradiction avec ’existence d’une
transition superfluide, le point étant que celle-ci n’est associée & aucune brisure spontanée de
symétrie et qu’il n’existe pas d’ordre & longue portée associé & I'état superfluide. De fagon plus

formelle, 'ordre a longue portée est caractérisé par la fonction de corrélation du premier ordre :

gi(r) = (TT(r)¥(0)), (1)

ott UT(7) est I'opérateur champ qui crée une particule en 7. En I'absence d’ordre a longue portée
lim, 0 g1(7) = 0, alors que cette limite a une valeur finie dans le cas contraire. La situation
est néanmoins plus subtile & 2D : malgré ’absence de véritable ordre a longue portée de part et
d’autre de la transition, le comportement asymptotique de la fonction de corrélation g; () change
de forme lorsque le systéme passe de ’état normal a l'état superfluide. Alors que dans l'état
normal g;(r) décroit exponentiellement et tend rapidement vers 0, dans le régime superfluide

elle prend la forme algébrique :
, (2)

ol 'exposant 1/(nsA%) est au plus égal a 1/4. Cette décroissance de g1(r) est donc extrémement

r

1 1/(ns>\%)
=)

lente et ’état superfluide & 2D s’accompagne d’un ordre & quasi-longue portée. Ce résultat repose
essentiellement sur I’hypothése que les fluctuations de densités sont fortement réduites, ce qui
est une notion essentielle pour expliquer le mécanisme de la transition [45].

La théorie microscopique de la transition superfluide & 2D a été développée par Berezins-
kii [13| et Kosterlitz et Thouless [70]. Dans cette théorie, communément appelée théorie BKT,
Iingrédient essentiel permettant d’expliquer le mécanisme microscopique de la transition super-
fluide sont les vortex : des singularités dans la phase 6 de la fonction d’onde décrivant le fluide.
Un vortex se manifeste dans le fluide comme un trou de densité autour duquel 6 varie conti-
niment entre 0 et 2mg ou 'entier relatif ¢ désigne la «charge» du vortex. Chaque vortex est
donc entouré par un champ de vitesse créant une circulation de densité autour du vortex. A
basse température (T < T¢), ces vortex ne peuvent exister que par paires de vortex de charges
opposées (cf chapitre . Le vortex et ’«antivortex» constituant la paire sont trés rapprochés
et la taille de I’ensemble est de I'ordre de la longueur de cicatrisation &. Ces paires n’ont qu'un
effet local (sur une échelle de longueur de 'ordre de &) et elles n’affectent donc pas le comporte-
ment & grande distance de g1 (), ni I’établissement de courants de densité permanents associés a
I’état superfluide. Lorsque T' 2 T¢, I'existence de vortex individuels devient énergétiquement plus
favorable et les paires se disloquent. En proliférant, les vortex brouillent la phase du systéme,
détruisent 'ordre & quasi-longue portée et perturbent la circulation de courants permanents. La
superfluidité est alors détruite et le gaz entre dans la phase normale. A plus haute température,
ou les fluctuations de phase et de densité deviennent importantes, la notion de vortex perd son

sens.
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A.2 Invariances d’échelle et universalité

Les gaz de Bose bi-dimensionnels produits en laboratoire sont réalisés en confinant fortement
un nuage 3D selon une direction de 'espace (Oz) grace a un confinement harmonique de pul-
sation w, > w,, ot w, désigne la pulsation du potentiel radial. A température suffisamment
basse, lorsque 1’énergie thermique est trés petite devant le quantum de vibration hw,, les degrés
de liberté selon cette direction sont gelés et le nuage est thermodynamiquement 2D. Dans la plu-
part des expériences sur les gaz bi-dimensionnels réalisées a ce jour [|27,46.59,71.,|103,(116}/121],
I’extension du nuage dans la direction fortement confinée ¢, est trés grande devant la longueur de
diffusion a trois dimensions a qui caractérise les interactions & basse énergie. Dans ces conditions,
les interactions dans ces gaz 2D sont décrites de fagon effective par un paramétre de couplage
g sans dimension et constant. Contrairement aux cas 3D et 1D, les interactions n’introduisent
donc aucune échelle de longueur ou d’énergie. Dés lors, les seules échelles d’énergie du systéme
sont le potentiel chimique p et I’énergie thermique kg7'. Ceci a une conséquence remarquable
propre au gaz bi-dimensionnel (en interaction faible) : ’équation d’état peut se présenter sous

forme invariante par changement d’échelle.

Plus précisément, une équation d’état permet de relier certaines propriétés thermodynamiques
telles que la densité 1’énergie libre ou U'entropie en fonction du potentiel chimique p et de la
température T'. En exprimant 1’équation d’état pour une grandeur sans dimension telle que la
densité dans I’espace des phases D = n)\QT, celle-ci ne peut faire intervenir que le rapport u/kpT.
Par conséquent, tout changement d’échelle simultané du potentiel chimique et de la température

(n — kp et T — kT) laisse D invariante.

Au voisinage de la transition superfluide, I’équation d’état en plus d’étre invariante par chan-
gement d’échelle prend une forme universelle. En effet, en utilisant des simulations du type
Monte-Carlo classique, Prokof’ev et Svistunov ont montré [101] que I'écart de la densité dans
Pespace des phases a la valeur critique D — D, ne dépend que de la variable (u — pc)/(gksT) ou

te est la valeur du potentiel chimique au point de transition.

La nature des interactions dans le régime quasi-2D est aussi responsable de deux propriétés
dynamiques remarquables pour les gaz piégés dans un potentiel harmonique isotrope de pulsa-
tion w, . La premiére est que la réponse d’un tel systéme a une excitation radiale donne lieu a
un mode collectif monopolaire non amorti [66}96]. La seconde est 1’existence d’une invariance
dynamique de la distribution de densité dans une évolution libre bi-dimensionnelle. Si ’on coupe
le potentiel de confinement radiale et que 'on laisse le nuage s’étaler, la distribution a chaque
instant de I’évolution est reliée & la distribution a I’équilibre par un simple changement d’échelle.
Plus précisément, si I’on note neq(r) la distribution & I’équilibre, alors la distribution aprés une

expansion de durée t est donnée par la loi d’échelle :

n(r,t) = K7 Neq (ki) avec k= (1+ witQ)il/Q .
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B. Travaux expérimentaux sur le gaz de Bose 2D

Nous allons & présent faire un bref état des lieux de la recherche expérimentale sur le gaz de
Bose & deux dimensions. Les systémes expérimentaux dans le domaine des atomes froids sont
géneéralement classifiés en deux catégories : (i) les systémes dits bulk ou le potentiel externe
est typiquement harmonique et ne présente pas de minima locaux, (ii) les systémes sur réseau
optique ou les atomes évoluent dans un potentiel de structure (quasi-)périodique et qui ont en
général vocation & simuler des systémes modéles de la matiére condensée. Récemment de trés
belles expériences ont été menées sur des gaz bi-dimensionnels dans des réseaux optiques [1,2],
mais nous ne les présenterons pas ici. Nous nous limiterons en effet aux expériences sur des
systémes bulk qui sont reliées aux propriétés du gaz de Bose homogéne décrites plus haut. Bien
que la présence d’un potentiel non uniforme rende l'interprétation des résultats plus complexes
par rapport & ce qui est attendu pour un gaz homogéne, elle s’avére étre d’une grande utilité.
Nous verrons dans le corps de ce manuscrit que les potentiels harmoniques sont particuliérement

adaptés a ’étude de ’équation d’état du gaz homogéne.

B.1 Transition BKT - Vortex et Cohérence

L’une des premiéres études expérimentales sur les gaz 2D a donné lieu a un résultat majeur
avec I’observation de la transition BKT dans un gaz piégé de 8"Rb par Hadzibabic et al. [46].
La procédure mise en ceuvre s’inspire d'une proposition de Polkovnikov et al. [98], et consiste a
étudier les variations du contraste dans les profils d’interférence résultant du recouvrement de
deux nuages atomiques bi-dimensionnels en expansion libre. L’analyse du contraste moyen qui est
relié & la fonction de corrélation du premier ordre g (r) a permis d’identifier deux régime distincts.
D’une part, un régime de haute température correspondant & une décroissance exponentielle de
g1(r) et d’autre part un régime de basse température avec une décroissance algébrique en =< onl
le coefficient o mesuré est voisin de 1/4, en bon accord avec le résultat attendu au voisinage de
la transition du coté T < T¢. L’étude de ces profils d’interférence a également donné lieu & une
observation spectaculaire qui est ’apparition de dislocations. Ces dislocations sont la signature de
la présence de vortex libres dans les nuages a I’équilibre, avant leur expansion [112]. En étudiant
la fréquence d’apparition de ces dislocations avec la température, Hadzibabic et al. ont montré
que la prolifération de vortex libres coincidaient avec la destruction de l'ordre & quasi-longue
portée caractérisé par la décroissance algébrique de g (r).

Dans la continuité de cette expérience Cladé et al. [27] ont développé une méthode trés
élégante permettant de faire interférer un nuage bi-dimensionnel avec lui-méme. La procédure
employée consiste plus précisément & préparer un gaz bi-dimensionnel a ’équilibre dans un état
de spin | 1), puis a transférer la moitié des atomes dans un état de spin |2) de fagon cohérente
a l'aide d’une impulsion Raman qui, par la méme occasion, communique une impulsion hk. La
moitié du nuage qui est dans | 2) est donc en mouvement par rapport a la composante du nuage
dans | 1) qui elle est au repos avec une vitesse v = hk/m. Aprés une durée variable t cette derniére
composante est transférée a son tour dans l’état | 2) de fagon cohérente. Immédiatement aprés ce
transfert, la distribution de densité mesurée présente une modulation résultant de l'interférence

entre une fraction du nuage initial et son analogue translaté de la distance r = vt. Le contraste
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de l'interférence est ici directement relié & la fonction de corrélation du premier ordre. Cladé et
al. ont ainsi pu observer une augmentation progressive de la longueur de cohérence lorsque la
température approche T, par valeurs supérieures. En deca de la température de transition, les

interférences sont caractérisées par un meilleure contraste dans la partie centrale du nuage.

B.2 Phase pré-superfluide

A la section précédente, nous avons vu que 1'une des conditions requises pour la mise en place
du mécanisme BKT était que les fluctuations de densités soient significativement réduites dans
le systeme. En effet, la notion de vortex n’a de sens que si la densité varie peu sur une échelle de
longueur plus grande que la taille des vortex. En analysant des gaz bi-dimensionnels a ’équilibre,
Tung et al. [116] ont mis en évidence une augmentation significative de la compressibilité locale
dans des régions du nuage ou la densité dans ’espace des phases est bien inférieure & la valeur
critique D.. La compressibilité locale étant qualitativement reliée aux fluctuations de densité, ce
résultat s’interpréte par I'existence d’une phase «pré-superfluide» distincte de ’état normal, qui

s’établit avant la transition BKT.

B.3 Equation d’état et invariances

Au début de cette introduction nous avons mentionné l'article de référence de T.- L Ho
et Q. Zhou [115] qui montre comment tirer parti de la nature harmonique des potentiels de
piégeage utilisés dans les expériences d’atomes froids pour mesurer I’équation d’état des systémes
homogeénes correspondants. En fait, cette idée qui s’est avérée providentielle pour les systémes
tri-dimensionnels, est moins essentielle pour les systémes de basse dimension. En effet, le point
clé de ces propositions est qu’elle permet de donner accés & une mesure locale de la pression dans
un gaz tridimensionnel, 14 olt on ne dispose que de la densité intégrée le long de 'axe d’imagerie.
A 2D ou 1D on a directement accés & la densité locale puisque le nuage n’a pas d’étendue le long
de I'axe d’imagerie. Aussi, avant la publication de cet article notre groupe s’est-il penché sur la
question de la mesure expérimentale de I’équation d’état d’un gaz de Bose bi-dimensionnel [103].

Dans notre tentative de démontrer 'invariance d’échelle statique de I’équation d’état, nous
nous sommes heurtés & un probléme jusque la ignoré de la communauté travaillant sur les gaz
bi-dimensionnels (ou tout au moins passé sous silence) : le régime de dégénérescence n’est pas
compatible avec les techniques usuelles d'imagerie en raison des densités élevées dans les nuages
a l'équilibre. Nous avons contourné cette difficulté grace & la propriété d’invariance dynamique
décrite plus haut. Notre approche a consisté a couper le potentiel de piégeage radial tout en
laissant le potentiel assurant le confinement fort. Le nuage subit alors une expansion libre bi-
dimensionnelle. Pour des temps suffisamment longs, la densité centrale du nuage chute et les
problémes d’imagerie mentionnés plus haut disparaissent. En utilisant 1’équation [3], nous avons
d’une part vérifié cette propriété d’invariance dynamique & 1’échelle du bruit expérimental et
d’autre part fourni une premiére mesure expérimentale de 1’équation d’état du gaz de Bose
homogeéne.

Dans le prolongement de ce travail, Hung et al. [59] ont démontré a travers un trés bel effort

expérimental d'une part l'invariance d’échelle de ’équation d’état D(u/kpT, g) et d’autre part
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I'universalité au voisinage de la transition superfluide en comparant les équations d’états obtenues
pour quatre valeurs différentes du paramétre d’interaction g. L’élément clé de cette belle réussite
est l'utilisation d’une imagerie par absorption fortement saturante qui s’inspire d’une méthode

développée pour des nuages tri-dimensionnels denses [105].

Plan de la thése

Ce manuscrit de thése porte essentiellement sur des études expérimentales de la thermody-
namique du gaz de Bose & deux dimensions. Nous présenterons d’abord au chapitre |If un bilan
des connaissances théoriques concernant le gaz de Bose a deux dimensions. Ce chapitre n’a pas
la prétention de fournir un état de 'art exhaustif, mais simplement de fournir au lecteur les
concepts fondamentaux reliés aux résultats expérimentaux qui seront présentés plus loin.

Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous présenterons au chapitre [2] une étude théorique
portant sur le processus d’interaction entre un photon et un nuage atomique dense. Cette ques-
tion a été soulevée par 'observation de distorsions dans la densité mesurée sur des nuages bi-
dimensionnels que nous avons mentionnées plus haut [103]. En nous appuyant sur des simulations,
nous verrons que 'imagerie par absorption non saturante sur des nuages denses donne lieu & un
déficit de détectivité significatif. Cette étude invalide définitivement l'utilisation de l'imagerie
par absorption non-saturante sur des nuages denses.

Le chapitre [3]a vocation & fournir une solution fiable & la mesure de la distribution d’équilibre
d’un nuage dense. Pour cela, nous opterons pour la méme stratégie que celle utilisée par Hung et
al. [59] qui consiste & utiliser un faisceau sonde fortement saturant. Nous prendrons soin toutefois
de lever toute zone d’ombre qui existait jusque 1& dans ’application de cette méthode & un gaz bi-
dimensionnel. D’une part, nous établirons de facon auto-consistante la fagon d’extraire la densité
atomique & partir des images d’absorption. D’autre part, nous nous assurerons de la fiabilité de
la distribution de densité mesurée sur nos nuages en balayant un large intervalle d’intensité du
faisceau sonde.

Les chapitres et [6] correspondent aux résultats principaux de ce travail de thése. Au
chapitre |4] nous présenterons une mesure des équations d’états en termes de trois grandeurs
thermodynamiques sans dimension : la densité dans 'espace des phases, la pression réduite et
I’entropie par particule. Nous exposerons dans un premier temps nos mesures pour la pression
réduite et la densité dans 'espace des phases qui confirment la propriété d’invariance d’échelle.
Nous verrons ensuite que dans le cadre de cette invariance d’échelle, nous pouvons déduire
I’équation d’état pour ’entropie par particule.

Au chapitre [5] nous nous intéresserons a la mesure de l'énergie d’'interaction dans des gaz
2D. Dans un premier temps, nous présenterons une méthode permettant de décomposer ’énergie
totale d’un gaz piégé de basse dimension (1D ou 2D) en ses différentes composantes : I’énergie
potentielle, I’énergie cinétique et I’énergie d’interaction. Nous décrirons ensuite la mise en ceuvre
expérimentale de cette méthode qui nous permettra de déterminer les différentes contributions
a I’énergie totale, et en particulier ’énergie d’interaction. Nous relierons enfin cette mesure aux
fluctuations de densité de nos nuages. Nous verrons que pour les nuages considérés, bien que

comportant une fraction «non superfluide» significative, les fluctuations de densité sont considé-
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rablement réduites. Nous connecterons ce résultat & l'existence d’une phase intermédiaire, entre
la phase normale et la phase superfluide, ot les fluctuations de densité sont quasiment gelées
confirmant I'observation de Tung et al. [116)].

Enfin, nous décrirons au chapitre [6] 'observation de signatures de vortex dans nos gaz 2D.
Nous présenterons d’abord de facon trés factuelle ’observation de trous de densité de contraste
significatif dans des nuages sondés aprés une courte expansion libre. En nous appuyant sur des
simulations, nous verrons que ces trous de densité peuvent étre reliés a la présence de défauts
de phase dans la distribution d’équilibre du nuage. Dans un deuxiéme temps, nous étudierons la
répartition de ces trous de densité dans nos nuages, in situ et en expansion. Cette analyse, dont
le résultat est consistant avec la détection de vortex in situ, constitue une approche originale de
la recherche de vortex dans un gaz Bose & deux dimensions. FEnfin, nous présenterons les premiers
résultats d’une étude des corrélations entre trous de densité dans des gaz 2D en expansion.

En conclusion, nous ferons un récapitulatif des résultats présentés dans ce manuscrit et nous
terminerons sur deux propositions d’expériences qui se situent dans la continuité du présent

travail.



Chapitre 1

Le gaz de Bose a 2D : éléments de

théorie

Dans ce chapitre, nous allons donner une vue d’ensemble des connaissances théoriques ac-
tuelles sur le gaz de Bose a deux dimensions en interaction faible. Le but de ce chapitre n’est pas
de présenter un état de I'art exhaustif, mais uniquement d’introduire les concepts fondamentaux

nécessaires & la compréhension des expériences que nous décrirons aux prochains chapitres.

Nous commencerons par faire un bref rappel sur la condensation de Bose—Einstein dans un
gaz 2D idéal. Ce cas simple nous permettra d’établir un certain nombre de résultats de référence
qui nous seront utiles dans la suite du chapitre et de nous familiariser avec un formalisme et
des notions que nous retrouverons tout au long de ce manuscrit. Nous entrerons ensuite dans le
vif du sujet en section oll nous nous intéresserons a 1’équation d’état du gaz de Bose 2D en
interaction faible. Nous verrons que dans le régime dit quasi-2D, qui correspond au régime des
gaz bi-dimensionnels produits en laboratoire, I’équation d’état pour une grandeur sans dimension
est invariante par changement d’échelle. Dans un deuxiéme temps, nous présenterons 1’état des
connaissances théoriques sur ’équation d’état. Cette section est directement reliée au chapitre
oll nous présenterons nos mesures de Péquation d’état. A la section , nous nous intéresserons
aux fluctuations de densité dans le gaz 2D en interaction faible. Nous verrons que malgré [’absence
de condensation de Bose-Einstein a température non nulle, le gaz de Bose 2D se caractérise par
une réduction importante des fluctuations de densité dans le régime dégénéré. Cette propriété, qui
joue un roéle essentiel dans le mécanisme responsable de la transition superfluide, sera & mettre
en regard des résultats expérimentaux que nous exposerons au chapitre 5} Enfin, nous ferons
une description détaillée de la transition superfluide & 2D en nous appuyant sur des arguments
simples et en nous limitant au formalisme minimal. Les notions que nous introduirons dans cette
derniére section pour décrire le mécanisme microscopique responsable de la transition superfluide

seront utiles pour l'interprétation des résultats du chapitre [6
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Chapitre 1. Le gaz de Bose a 2D : éléments de théorie

1.1 Condensation de Bose—Einstein dans un gaz de Bose idéal a
2D

Cette section est consacrée au gaz de Bose idéal & deux dimensions. Aprés avoir rappelé les
résultats de base sur la condensation de Bose—Einstein a trois dimension, nous verrons pourquoi
cette transition n’est pas possible & 2D dans le cas homogéneﬂ Cette section nous permettra
également de nous familiariser avec plusieurs aspects des gaz & basse température que nous
utiliserons tout au long de ce manuscrit. Nous y introduirons en particulier les expressions des
équations d’état en terme de densité dans ’espace des phases et de pression réduite. Nous connec-
terons également a plusieurs endroits les résultats obtenus pour le gaz homogéne avec ceux du

cas piégé. Cette connection jouera un role essentiel dans la suite de ce manuscrit.

1.1.1 Rappels sur la condensation de Bose—Einstein a 3D

Avant d’aborder le cas bi-dimensionnel, nous allons rappeler ici les quelques résultats essentiels
de la condensation de Bose-Einstein a trois dimensionsfl
Considérons une assemblée de N bosons sans interactions dans un volume de taille finie, &
température T et potentiel chimique p donnés. D’aprés la statistique de Bose—Einstein, le nombre
d’atomes occupant le niveau d’énergie ¢; associé a l'état propre | i) est :
1

Ni - eﬁ (51’*#) —1

(1.1)

ou S =1/kpT, kp étant la constante de Boltzmann. Le nombre d’atome N () dang les niveaux

excités est donc borné supérieurement :

1 1
(exc) __ s L
N o Z eBlei—u) — 1 < Z eBei—e0) — 1 (12)

i>1 i>1

EN(CXC>

max

puisque le potentiel chimique p varie entre —oo et ’énergie du niveau fondamental €y. Dés lors, en
ajoutant des atomes dans le systéme jusqu’a ce que le nombre d’atome total N devienne supérieur
a Nr(f;(f), les niveaux excités tendent & étre saturés et au moins N — Nr(f;()f) s’accumulent dans le
niveau fondamental. Lorsque N > Nrgle;()f), la quasi-totalité des atomes occupent donc le niveau
fondamental. La question est alors de savoir si cette saturation des niveaux excités survit au
passage & la limite thermodynamique, oil I’écart entre les niveaux d’énergie se réduit.

Dans le cas particulier d’une boite[ﬂ de coté L, on peut montrer que la saturation se produit
lorsque le nombre d’atomes atteint la valeur critique :

I3
N = )\7393/2<1) ) (13)
T

1. A température non nulle.

2. Les ouvrages expliquant la condensation de Bose—Einstein étant nombreux, nous n’en détaillerons pas ici la
démonstration théorique, et nous nous contenterons de rappeler les quelques résultats essentiels qui seront utiles
a notre propos.

3. C’est la situation considérée par Einstein lors de la formulation originale du probléme [33].
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ou gz/5 est la fonction polylogarithmelﬂ de degré 3/2. Lorsque l'on prend la limite thermodyna-
mique & densité spatiale n = N/L? constante (L — oo, N — co et N/L? = cste), on constate
qu’il existe une densité critique n., indépendante de la taille du systéme, au-dela de laquelle une
fraction macroscopique des atomes s’accumule dans I’état fondamental :

. 93/2(1)

L= B2 1.4

Ce résultat peut étre également exprimé en termes de densité dans I'espace des phases D = n)\% :

D. 293/2(1)7 (15)

qui fournit un critére universel, indépendant de la température. Le fait qu’une population ma-
croscopique occupe le niveau fondamental du systéme & la limite thermodynamique définit le
phénomeéne de condensation de Bose—Einstein.

Le formalisme qui permet de trouver les expressions —, que nous ne détaillerons pas
ici, permet également d’obtenir ’expression générale de la densité dans ’espace des phases en

fonction de la fugacité Z = e en deca de la valeur critique :

D = g3/5(Z). (1.6)
Sachant que pour des bosons le potentiel chimique varie entre —oo et 1’énergie de 1’état fonda-
mental, que 'on fixe & 0 par commodité, la fugacité varie entre 0 et 1. On approche donc la
transition lorsque Z — 1, valeur pour laquelle on retrouve la valeur critique De.

Considérons & présent le cas d’atomes confinés dans un piége harmonique isotropeE] de pulsa-
tion w, et intéressons-nous au régime ot kI’ > hw, qui correspond & la limite semi-classique ol
le quantum de vibration est trés petit devant ’énergie thermiqueﬂ Dans ces conditions, il existe,
comme dans le cas homogéne, un nombre d’atomes critique qui sature les niveaux excités :

Nbarm (’f;;jf gs(1). (17)

Qu’en est-il & la limite thermodynamique 7 Pour un piége harmonique, la limite thermodynamique
consiste & prendre N — 0o, w — 0 et garder Nw? constante, ce qui revient & garder la densité
au centre du nuage constante. Dans cette limite, la densité centrale n(r = 0) oc Nw? reste donc
bornée supérieurement pour les niveaux excités.

Dans le cadre de approximation semi-classique, on peut également montrer[] que la densité

dans ’espace des phases prend la forme :
D(r) = g3/2 <Z€—,8V(r)> ; (1.8)

4. La fonction polylogarithme de degré v est définie par g.(Z) =, lle

5. Nous considérons le cas isotrope par simplicité, mais tout le raisonnement qui suit reste valable pour le cas

général.

6. Noter que la limite opposée kT < hw n’est pas pertinente pour nous, car l'existence d’une population
macroscopique dans I’état fondamental est triviale.

7. 11 suffit pour cela de partir de la forme approchée de la fonction de Wigner :

1
h3 Z—1e®2/2m+V (r)/keT _ |

w(r,p) =

et d’intégrer sur les impulsions. La validité de cette approximation est discutée dans [11].
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212 est le potentiel de piégeage. On reconnait la forme de I'équation 1’ ou la

ou V(r) = mw
fugacité a été remplacée par Z e‘ﬂv(’”)(. 1l est intéressant de noter que dans le cas harmonique,
la dépendance spatiale de la densité va se traduire par un critére local pour la transition. En
effet, lorsque Z — 1, d’une part le nombre total d’atomes approche la valeur critique Ncharm et
d’autre part la densité dans ’espace des phases au centre du piége tend vers D.. Ce résultat est
remarquable car il permet d’établir une connexion directe entre les critéres de transition dans le

cas homogéne et le cas piégé.
1.1.2 La condensation de Bose-Einstein a 2D

Le cas homogéne

Contrairement au cas tri-dimensionnel, & deux dimension, il n’y a pasﬂ de condensation de
Bose—Finstein & la limite thermodynamique pour un gaz de Bose homogéne sans interactions.

On peut en effet montrer que lorsque L — oo, on a :

Niexo) _y L (1) (1.9)
max )\2 gl * °
T

Or, la fonction polylogarithme d’ordre 1 pour laquelle on a la forme analytique simple ¢;(Z) =
—In(1 — Z) diverge en Z = 1. Par conséquent, il n’y a pas de borne supérieure a la densité dans
les niveaux excités a la limite thermodynamique (L, N — oo avec N/L? = cste), ce qui exclut
I'existence d’un condensat de Bose—Einstein.

De fagon corollaire, on peut montrer que 'expression générale de la densité dans 'espace des

phases a 2D g’écrit :

D=g(Z)=—-In(1-2), (1.10)

qui diverge lorsque Z — 1.

Le cas du piége harmonique

Intéressons-nous a présent a la situation ou les atomes sont confinés dans un piége harmonique
isotrope de pulsation w. En nous placant & la limite kg7 > hw, comme précédemment, nous

pouvons montrer que le nombre d’atomes critique est donné par :

kT 72

2
N = (hw> 92(1), go(1) = & (1.11)

On voit donc que dans le cas harmonique, la saturation des niveaux excités reste valable a la
limite thermodynamique (N — oo, w — 0 avec Nw? = cste), ce qui permet 'accumulation d’une

population macroscopique dans ’état fondamental, contrairement au cas homogéne. L’origine

8. Cette connexion entre le cas homogéne et le cas piégé apparait naturellement via I’approximation semi-
classique. Nous verrons plus loin que, de fagon similaire, ’approximation dite de densité locale permet de relier
les résultats d'un gaz homogéne a son équivalent dans un potentiel V (r).

9. Excepté & température nulle.



1.1 Condensation de Bose—Einstein dans un gaz de Bose idéal a 2D

19

de cette différence provient du fait que la densité d’états dans un piége harmonique est plus
favorable a la saturation des niveaux excités que dans le cas homogéne.
De facon similaire au cas tri-dimensionnel, on obtient la relation entre la densité dans I’espace

des phases et la fugacité Z :
D(r) =g <Ze_ﬁv("')) =—In (1 - Ze_BV(T)> . (1.12)

Notons encore une fois que cette équation est analogue & celle obtenue pour le cas homogéne
(Eq. ), avec le changement Z — Ze~#V(")_En fait cette relation dissimule un comportement
pathologique dans la mesure ol lorsque Z — 1, la densité dans ’espace des phases au centre du
piége diverge. Contrairement au cas 3D, il n’existe donc pas de critére local sur la densité pour

la condensation de Bose-Einstein dans un piége harmonique.

Pression réduite d'un gaz 2D

Pour I’étude des gaz de Bose a 2D il est intéressant de transposer les résultats précédents a
la tension de surface. Dans la suite, nous utiliserons le terme «pression» plutot que «tension de
surface» par commodité, mais en prenant garde au fait qu’il s’agit en fait d’une force par unité
de longueur.

Afin de traduire certains de nos résultats précédents en termes de pression, nous prendrons
comme point de départ la relation de Gibbs—Duhem dP = ndu + sd1', ol s désigne I'entropie
par unité de surface. A température fixée on a donc simplement dP = ndu = ndZ/Z 3.

Considérons d’abord le cas homogeéne, pour lequel nous avons vu que la densité spatiale s’écrit
n=g1(2)/)3 (Eq. ) En injectant cette expression dans la relation de Gibbs-Duhem et en

intégrant, on obtient :

1 [Z a2 1
P(Z) = / A7' = —g2(2), 1.13
oll on a utilisé la propriété des fonctions polylogarithmes dg;’léz) = g”‘é(z) et le fait que, par

définition, g,(0) = 0, quel que soit v. En introduisant la pression réduite P = PA2./kgT, qui est
une grandeur sans dimension, 1’équation ([1.13) s’écrit :
PN
P=-"1L=0g(2). 1.14
knT 92(Z) ( )
La fonction g9 étant croissante, elle est bornée par les valeurs g2(0) = 0 et go(1) = %2. Ce résultat

révéle donc une propriété remarquable du gaz de Bose idéal homogéne & 2D : la pression réduite

72

ne peut excéder la valeur Ppax = -

Le résultat s’étend au cas harmonique, oil, comme nous ’avons fait plus haut, il suffit
de procéder au changement Z — Ze BV ("), La pression réduite dépend donc maintenant de la
position et s’écrit :

P(r) = g <Ze_’8V(T)> . (1.15)

Par conséquent, au point de transition, lorsque Z = 1 et que le nombre d’atomes atteint le
nombre critique N}}arm, la pression réduite au centre du piége atteint la valeur Ppax = %2. Cette

description en terme de pression réduite a donc le mérite de fournir un critére local pour la

72

transition dans un piege harmonique : la condensation se produit lorsque P(0) = % .
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1.2 Equation d’état du gaz de Bose homogéne a 2D

Nous allons & présent prendre en compte les interactions entre atomes, que nous avons né-
gligées jusqu’ici. Tout au long de cette section, sauf indication contraire, nous considérerons un
gaz de Bose a deux dimensions a température non nulle.

Dans le cas idéal, nous avons vu qu’il n'y a pas de condensation de Bose—Einstein pour le
gaz homogeéne & la limite thermodynamique. Les interactions entre atomes ne changent pas ce
résultat, mais il existe néanmoins une transition vers un état superfluide lorsque ’on abaisse la
température, ce qui modifie radicalement la physique du systéme. Nous traiterons les aspects liés
A la transition superfluide & la section Dans ce qui suit, nous adopterons un point de vue
thermodynamique centré sur ’équation d’état plutdt que sur la description du point critique.
Apreés avoir rappelé I’état des connaissances théoriques sur I’équation d’état du gaz homogéne,

nous discuterons la connexion avec le cas piégé.

1.2.1 Le régime quasi-2D

Il est plus réaliste de considérer la situation ou les atomes évoluent, non pas dans un envi-
ronnement strictement bi-dimensionnel, mais plutdét dans une géométrie tri-dimensionnelle avec
un confinement fort selon une direction donnée, de sorte que ’épaisseur du systéme dans cette
direction est trés petite devant sa taille dans les directions transverses. Dans toute la suite,
nous choisirons l'axe (Oz) comme direction de confinement fort et nous noterons [, 1’épaisseur
caractéristique du nuage atomique dans cette direction.

Dans le cas d’un confinement harmonique[lgl de pulsation caractéristique w,, et dans la limite
ou kT < hw,, les atomes occupent essentiellement 1’état fondamental de I'oscillateur harmo-
nique selon l'axe (Oz), si bien que leur dynamique est complétement gelée dans cette direction.
Dans une telle configuration, le systéme est 2D au sens thermodynamique.

Si on tient compte des interactions, il faut également prendre en considération 'aspect
collisionnel du probléme. A 3D, pour les systémes et températures qui nous intéressent, les
collisions entre atomes mettent principalement en jeu des collisions binaires dans 'onde s [94],
caractérisées par la longueur de diffusion a. On peut alors distinguer deux régimes en comparant
la longueur de diffusion a a ’épaisseur [,. Dans le cas ou a < [, les collisions se produisent dans
le plan et leur description nécessite de traiter la théorie de la diffusion & 2D qui est en général un
probléme difficile [4]. En revanche, dans la limite a < I, il n’y a pas de direction privilégiée pour
les collisions. Dans cette limite, le probléme reste donc 3D du point de vue des collisions [93] et
cela correspond & la situation rencontrée dans les expériences d’atomes froids réalisées jusqu’ici
sur des bosonsE [27,46,59,103/116|. Ce régime ou le systéme est thermodynamiquement 2D mais

dans lequel les collisions se produisent dans toutes les directions de ’espace est dit quasi—QDE

10. C’est le cas dans les expériences actuelles sur les gaz quasi-2D.

11. Récemment une expérience pionniére sur les gaz de Fermi & deux dimensions [36] a exploré le régime
a — —O0Q.

12. Dans la littérature cette terminologie est parfois utilisée pour parler des systémes dans un géométrie bi-

dimensionnelle avec des populations non négligeables dans les niveaux excités selon (Oz).
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1.2.2 Invariance de I'équation d’'état

L’interaction entre deux bosons & 3D, repérés respectivement par les vecteurs positions r; et

r; est, dans le cadre qui nous intéresse, bien décrite par le potentiel de Contactlfl :

ou ¢gBP) = 4rha/m est le paramétre de couplage. L’énergie d’interaction prend alors la forme
simple :
(3D) 2
B = QT [n(BD)} &, (1.17)

expression qui est également valable pour un gaz quasi-2D. Dans le cas considéré ici, la densité

spatiale est séparable sous la forme suivante
nBP) (1) = n(z,y) [W(2), (1.18)

ou n désigne la densité spatiale & 2D et W(z) est la fonction propre normalisée associée au

niveau fondamental du mouvement selon (Oz). En injectant 'expression (1.18)) de la densité
dans I’équation (|1.17)), on a donc :

m

4 2
Eiy = g/n2d2r avec ¢ = mh a/|\11(z)4dz (1.19)

ot 'on reconnait la forme de I’énergie d’interaction pour un gaz bi—dimensionnel@ avec un
paramétre de couplage g.
En posant :
72

9= Eﬁ, (1.20)
on voit que Pamplitude du couplage est contenue dans le paramétre § = 4wa [ |U(2)|* dz qui est
une grandeur sans dimension. Dans le régime quasi-2D, les interactions n’introduisent donc pas
d’échelle de longueur, contrairement aux cas 3D et quasi—lDﬁ]. De facon corollaire, la longueur
de cicatrisation £ qui donne I’échelle de longueur caractéristique associée aux interactions@ ne

dépend que de la densité surfacique :

¢ = = . (1.21)

13. En toute rigueur, la «fonction» §P)(r) doit étre régularisée (voir par exemple |58]).

14. Cette expression de ’énergie d’interaction pour un gaz 2D suppose également un potentiel de contact.
L’utilisation du potentiel § & deux dimensions est discutée dans [7,87]

15. Le régime quasi-1D est ’analogue uni-dimensionnel du régime quasi-2D. Il correspond & la situation ot un
nuage est fortement confiné selon deux directions de I’espace, de telle sorte que les degrés de libertés correspondants
sont gelés et ot les collisions restent 3D. Ce dernier critére est valable lorsque a < ¢, ou ¢, est ’extension
transverse du nuage. Lorsque le confinement fort est assuré par un potentiel harmonique de pulsation w,, le
paramétre de couplage a 1D s’écrit gip = 2hw,a = 2%% avec ¢ | = \/h/mT

16. La longueur de cicatrisation représente 1’échelle de longueur typique sur laquelle la densité d’un systéme

uniforme s’annule en présence d’une barriére infinie.
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Dans le cas d'un confinement harmonique selon (Oz), qui est celui des expériences actuelles,
la densité spatiale du fondamental est |U(2)|2 = e=="/¢ / /702 avec £, = \/h/mw et on trouve :

g=V8r (1.22)

a
0,
Deés lors que les interactions sont caractérisées par un parameétre sans dimension, la tempéra-
ture T et le potentiel chimique p représentent les seules échelles d’énergie. Par conséquent, toute
grandeur sans dimension décrivant le systéme est une fonction du rapport :
I

—. 1.2
T (1.23)

[0

Typiquement la densité dans I’espace des phases et la pression réduite prennent la forme générale :
D=D(a,j) P=Pq) (1.24)

ol g est un parameétre. Donc, si ’on change simultanément le potentiel chimique et la température
par un méme facteur (1 — kp et T'— KT), les valeurs de la densité dans l'espace des phases et
de la pression réduite restent inchangées. C’est en ce sens que ’équation d’état du gaz de Bose
quasi-2D est invariante par changement d’échelle, ce qui est remarquable pour un systéme en
interaction[t7]

Dans les sections qui suivent, nous allons nous intéresser a la forme de cette équation d’état
dans le régime d’interaction faible g < 1 (@), qui est le régime des expériences actuelles d’atomes
froids sur les bosons ou § varie entre ~ 1071 [59,[103,[116] et ~ 1072 [27]. Le régime d’interaction
faible correspond aussi aux efforts théoriques les plus aboutis concernant 1’équation d’état du

gaz homogene [101].

1.2.3 Equation d’état dans les régimes asymptotiques

Au sens strict, il n’existe pas de prédiction théorique pour les équation d’état D(«, g) et
P(a, §) qui couvre tout Uintervalle du rapport o = kBLT accessible expérimentalement. Nous
verrons néanmoins qu’il est possible de construire une équation d’état «composite» pour D,
en raccordant les régimes asymptotiques connus a la prédiction [101] résultant de simulations
Monte-Carlo, valable dans une région intermédiaire.

Nous allons nous intéresser dans un premier temps a I’équation d’état pour D qui est la
grandeur thermodynamique usuelle dans la littérature, nous retranscrirons ensuite ces résultats

en termes de pression réduire.

17. L’équation d’état du gaz de Fermi 3D a la limite unitaire (a — 400) présente également ce type d’invariance.
Dans ce cas l'invariance provient du fait que la longueur de diffusion qui diverge n’intervient plus explicitement
dans le probléme [49].

18. On peut en effet montrer qualitativement [45] que le régime d’interaction forte correspond a g ~ 2.
Remarquons que la force relative des interactions est ici indépendante de la densité, contrairement au cas 3D oi

(3D) ;3

le parameétre d’interaction est n . Ceci vient naturellement du fait que § est sans dimension.
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Cas du gaz dilué : modéle Hartree-Fock de champ moyen.

La facon la plus élémentaire de traiter le probléeme a N-corps en présence d’interactions,
consiste a utiliser, d'une part, I'approximation dite de Hartree-Fock, et, d’autre part, de consi-
dérer un potentiel de portée nulle. L’hypothése sous-jacente est que les particules sont trés fai-
blement corrélées, ce qui est justifié dans la limite de faible densité dans I’espace des phases.
La fonction d’onde décrivant le systéme est donc factorisable comme le produit de N fonctions
d’onde & une particule ¢(7). Il est alors possible de montrer par une approche variationnelle que

chaque particule est solution de ’équation :

2
(- gond + 20m) 0t0) = Eo(r), (1.25)

ou g est le paramétre de couplage & 2D. Le probléme ainsi décrit correspond & celui du gaz idéal
avec un décalage en énergie 2gn. D’un point de vue formel, nous retrouvons 1’équation d’état
1} en remplacant pu par pu — 2gn, ce qui donne D = —1In (1 - Ze*QQ"/kBT). Cette équation

peut se mettre sous la forme implicite :

D=l (1 - Ze’gD/’T> . Z=eh/keT (1.26)

Cas du gaz dense : approximation de Thomas-Fermi.

I’équation d’état du gaz quasi-2D prend également une forme simple dans la limite des
hautes densités dans ’espace des phases. Pour cela notre point de départ est ’équation de
Gross—Pitaevskii a 2D [43,[95] :

2m

(—’#A +gn) w(r) = o(r). (127)

qui décrit la physique du probléme a N-corps & température nulle, ot ¢)(r) est la fonction d’onde
macroscopique du systéme. A température non nulle, cette équation reste néanmoins valide dans
une trés bonne approximation dans limite D > 1. Dans ces conditions, nous pouvons également
appliquer "approximation de Thomas—Fermi qui consiste & négliger 1’énergie cinétique dans le
hamiltonien, de sorte que I’équation se simplifie sous la forme gn = u. En multipliant les deux

membres de I'équation par )\%, on aboutit a I’équation d’état :

2
D="a. (1.28)
g

Notons que ces deux limites correspondent & des théories de champ moyen comme I’'indique
la, forme des équations et . Ces deux équations ne difféerent que par le coefficient
qui précede le terme d’interaction gn qui vaut 1 dans le régime de Thomas—Fermi et 2 dans le
régime Hartree-Fock. Ce coefficient est relié & la nature des corrélations entre particules que
nous discuterons plus en détail & la section Le facteur 2 qui apparait dans le régime de
Hartree—Fock est associé & la notion de groupement bosoniqueﬁ qui résulte de termes d’échange

dans le calcul du terme d’interaction.

19. Ce facteur est 'analogue du facteur 2 qui apparait dans la description de 'effet Hanbury-Brown et Twiss.
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1.2.4 Théorie de Prokof’ev et Svistunov

Il n’existe pas de forme analytique de I’équation d’état D(«, §) permettant de relier les deux
régimes asymptotiques mentionnés précédemment. Dans le régime d’interactions faibles g < 1,
Prokof’ev et Svistunov [101] ont proposé un calcul numérique de D(«, §) a partir de simulations

de type Monte-Carlo classique.

Equation d’état D(u/kT,§ = 0.1)

70 100 ¢ -
60— Gazideal ke I - i
— Modele Hartree-Fock v I -7
50l T Modéle Thomas—Fermi S r -7 1
= Prokofev et Svistunov (2002) /
S 10 |-
40 - J -

Densité dans ’espace des phases

30 + 4
20 1 - ; -
10 |- ; | ]
L ! i

|

0 + | [ |
-1 -0.5 . -1 -0.5 0 0.5 1
u/k)B T N/kB T

FIGURE 1.1 — Equation d’état D(u/kgT,§ = 0.1) : régimes asymptotiques et prédiction de
Prokof’ev et Svistunov (g = 0.1). La ligne noire continue correspond a I’équation implicite
dérivée dans le cadre de I'approximation Hartree-Fock de champ moyen. Elle est prolongée en
tirets dans la région u/kgT > 0.1 ou 'approximation n’est plus valide. La ligne rouge en tirets-
pointillés est la prédiction Thomas—Fermi (Eq. ) La ligne bleue continue épaisse est la
prédiction de Prokof’ev et Svistunov [101]. La ligne verte continue qui diverge en p/kgT = 0 est
la fonction g1 (e“/kBT) correspondant au cas idéal (Eq. )

En introduisant la quantité sans dimension :

a— Qg

X = (1.29)

~ Y

g

oll o, est une quantité connue@7 Prokof’ev et Svistunov présentent I’équation d’état sous la

forme :

D=r [@(X)+X]+%ozc. (1.30)

20. ac est la valeur de o pour laquelle se produit la transition superfluide. Ces aspects n’étant pas utiles & notre

propos pour l’instant, nous y reviendrons plus loin.
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ou la fonction © est tabulée dans l'intervalle X = [—4.0056, 3.9944]. Pour nos parameétres expéri-
mentaux, le parameétre d’interaction vaut § = 0.1 (et o = 0.15), la prédiction [101] couvre donc
Iintervalle o = [—0.25,0.55]. La figure représente 1’équation d’état D(«, g = 0.1) correspon-
dant & cette prédiction ainsi qu’aux régimes asymptotiques.

La prédiction [101] se raccorde assez naturellement avec le régime Thomas—Fermi dans le
régime D > 1. L’accord avec la théorie Hartree—Fock n’est pas aussi bon dans la région av < —0.1.
Prokof’ev et Svistunov indiquant que leur résultat est moins précis dans les régions de basse
densité, nous considérons la théorie Hartree—Fock comme étant plus fiable jusqu’au point de
croisement. Les deux théories sont en revanche en bon accord dans Uintervalle o = [—0.1,0.1],
ce qui indique que les corrections au modéle Hartree-Fock sont négligeables jusque v ~ 0.1 (ce
qui correspond a D ~ 3, pour nos parameétres.

En conclusion, en combinant les résultats analytiques des régimes asymptotiques et la prédic-
tion [101], nous pouvons construire une équation d’état «composite», en raccordant les différents

morceaux aux points de croisement.

1.2.5 Prise en compte des états excités

Jusqu’ici nous avons considéré que les particules du gaz occupent I’état fondamental de
Poscillateur harmonique selon (Oz) en partant de 'hypothése kg7 < hw,. Or dans les expériences
actuelles, le régime de température atteint est tel que kT ~ hw, et la population des niveaux
excités selon (Oz) n’est alors plus négligeable. Comment la présence de ces populations des
niveaux excités modifie-t-elle ’équation d’état 7

En premiére approximation, nous pouvons considérer que la densité spatiale des particules
dans chaque état excité reste suffisamment faible pour négliger les interactions mettant en jeu
ces particules. Chacun des niveaux excités j > 1 est donc occupé par un gaz idéal et la densité

dans ’espace des phases associée au niveau j s’écrit :
D;=—In (1 - Ze—jﬁwz/’fBT) (1.31)

ou nous avons repris I’équation (1.10]) en retranchant I’énergie d’oscillateur (p — p — jhw,). De
plus, comme les particules des différents niveaux sont traitées comme des gaz indépendants, on

peut sommer les densités, ce qui donne pour la densité dans 'espace des phases totale :

D=Do— Y In(l— Ze /M=), (1.32)
jz1

ou Dy est la densité dans l’espace des phases du niveau fondamental. Ce résultat est donc
trés intéressant d’un point de vue expérimental puisqu’il permet, par simple soustraction de la

population des états excités, de retrouver I’équation d’état du régime quasi-2D au sens strict.
Bien évidemment, on peut apporter & ce modéle naif plusieurs niveaux de raffinement, en
prenant en compte les interactions intra-niveaux des particules des niveaux excités ainsi que les
interactions inter-niveaux. Dans ce cas, le probléme devient bien plus complexe et il convient
de considérer deux cas. Celui ot les atomes occupant le niveau fondamental sont dans le régime

dilué de Hartree—Fock et le cas ou ils forment un gaz dégénéré.
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L’influence des niveaux excités sur le niveau fondamental est une question cruciale d’un
point de vue expérimental et doit étre traitée avec soin. Comme nous le verrons au chapitre 4]
la détermination précise des paramétres thermodynamiques p et T' des échantillons atomiques
repose sur la connaissance de I’équation d’état & faible densité. Ensuite, il est essentiel d’estimer
I'effet des interactions inter-niveaux sur la distribution atomique du niveau fondamental. Nous
ne pouvons en effet mesurer I’équation d’état du régime quasi-2D que si Dy n’est pas modifiée

de maniére significative par la population résiduelle d’atomes dans les niveaux j > 1.

Niveau fondamental dans le régime de Hartree—Fock

Plusieurs propositions [16}47,[54-56] ont été faites pour traiter de facon plus précise le pro-
bléme quasi-2D dans le régime Hartree-Fock en présence d’excitations résiduelles selon 1’axe
(Oz). L’approche la plus élaborée est sans doute celle développée dans [47] que nous allons
décrire en détail.

L’idée de cette méthode et de déterminer de maniére auto-cohérente les populations des dif-
férents niveaux (typiquement 7 = 0 a j = 9), ou tous les atomes sont décrits dans le régime
Hartree—Fock de champ moyen. Le point de départ de cette méthode, qui repose sur une résolu-
tion itérative, consiste a se donner une distribution initiale de densité volumique nl(f D)(z) (une
distribution de Boltzmann typiquement), qui est uniforme dans le plan (xOy) pour le cas qui
nous intéresse . Nous pouvons alors calculer pour cette densité, les fonctions et énergie propres
associées a I’hamiltonien décrivant le mouvement selon (Oz) (dans le régime de champ moyen),
qui 8’écrit :

H= —;L;A + %mwﬁzQ + 29GP () (1.33)

Les fonctions et énergies propres de cet hamiltonien sont de la forme :

ei(k1$+kyy)

h2
. Buy= (k) e, (1.34)

¢k,j($7ya Z) :(b](z) om

ou I'énergie €; contient I’énergie d’oscillateur jhw, et un terme d’interaction proportionnel au
recouvrement entre les fonctions ¢;(z). Par ailleurs, dans le cadre de 'approximation de Hartree—
Fock I'occupation moyenne de chaque état vy ; est donnée par la statistique de Bose et vaut

1 . . )
B RRET On peut donc calculer la densité totale qui vaut :

1 1 iy
Z/dzk ’¢k’j|2e(Ek —w/keT —1 A2 Z ‘¢j(z)|2 n (1 - Ze JMBT) ' (1.35)
i " N T

En itérant ainsi la procédure jusqu’a obtenir un point fixe, nous obtenons la densité n(3D)(z) du
systéme et nous pouvons en déduire la densité surfacique n par intégration sur z. Comme les

fonction ¢;(z) sont normalisées, nous trouvons :

n= / nBP)(2)dz = —)\1% Zln (1 — Ze_ej/kBT> = an (1.36)
J J
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ou nous avons introduit les populations n; de chaque niveau j selon (Oz). Notons bien que cette
méthode prend en compte la déformation des fonctions ¢;(z) due aux interactions.

Dans une version simplifiée de cette méthode, nous pouvons négliger cette déformation. Les
fonctions ¢;(z) sont alors simplement les fonctions propres de l'oscillateur harmonique. Nous

avons par conséquent une expression analytique des énergies €; qui s’écrivent :
€ = Jhw, + 2 Zgijnj (1.37)
i

ou les coefficients g;; sont connus. Ils correspondent au paramétre de couplage g (Eq. [1.20)

pondéré par le recouvrement des fonctions ¢;(z) :

g =g / 0z 63(2) Pl () (1.38)

En se limitant & un nombre de niveaux j donné, nous pouvons donc déterminer les populations

nj (et donc la densité totale n =) j nj) en résolvant le systéme d’équations couplées :

nj = —)\1%111 (1 — Ze*(jthJrQZigif"j)/kBT) avec j ={0,1,..., jmax} - (1.39)
Notons que ’expression pour la densité correspond a ’équation (Eq. ), avec un terme
additionnel dans ’exponentielle qui prend en compte les interactions avec les atomes des autres
niveaux (et ’énergie d’oscillateur jhw,).
Pour une valeur donnée du rapport kgT'/hw,, nous pouvons ainsi déterminer les corrections
a I'équation d’état du systéme dues & la présence de niveaux excités. Précisons que ’expression
introduit une dépendance explicite en température et brise I'invariance d’échelle.
Pour les valeurs du rapport kgT'/fw, typiques des expériences, 'équation d’état obtenue par
cette méthode est en excellent accord [47] avec celle obtenue par la version plus élaborée décrite
plus haut. Au chapitre 4] cette équation d’état, valable dans le régime non dégénéré, sera utilisée

pour déterminer la température et le potentiel chimique central de nos nuages.

Niveau fondamental dans le régime dégénéré

Lorsque Dy > 1, il est difficile de fournir une forme générale rigoureuse de 1’équation d’état
en présence de populations excitées. Néanmoins, dans le cadre des expériences, nous pouvons
adapter la méthode auto-cohérente décrite au paragraphe précédent & ce cas plus complexe,
pour estimer D'effet des interactions sur la distribution atomique du niveau fondamental. Plus
précisément, nous résolvons le systéme d’équations en remplacant I’équation associée a la

population du fondamental par :

N0 = Nmesure — Z n; (1.40)

Jj=1
ol Nmesure €5t 1a densité atomique totale mesurée sur des échantillons atomiques. Nous pouvons
alors estimer le potentiel ressenti par les atomes du fondamental. Si ce potentiel est négligeable,
la relation (1.40) est donc justifiée a posteriori et ny donne acces a 'équation d’état du gaz

homogene.
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1.2.6 Equation d’état en termes de pression réduite

Dans ce qui précede nous avons présenté ’équation d’état en utilisant la densité dans ’espace
des phases comme fonction thermodynamique, mais il est également intéressant de retranscrire ces
résultats en termes de pression réduite@ Au paragraphe , nous avons introduit la relation
de Gibbs-Duhem & température fixe qui s’écrit dP = ndu que 'on peut écrire dP = Dda en
multipliant les deux membres de I’équation par )\% /kgT. Dans le cadre de 'invariance d’échelle,

la pression réduite est donc simplement la primitive de la densité dans I’espace des phases :
P = / Dda (1.41)

Compte tenu de ce qui précéde, nous pouvons donc aisément déduire les régimes asymptotiques

pour P. A la limite Thomas-Fermi, nous obtenons l’expression analytique trés simple :

0

@ 3

en intégrant ’équation a partir de a = 0, car u = gn > 0 dans ce régime. Dans le régime
faiblement dégénéré, I’équation d’état s’obtient en intégrant numériquement 1’équation implicite
pour D. Dans la région intermédiaire, il n’y a pas d’équivalent publié de la théorie [101] de
Prokof’ev et Svistunov. Nous pouvons néanmoins obtenir une prédiction théorique «du pauvrey,
en intégrant numériquement ’équation d’état composite pour D. La figure[l.2| présente ’équation

d’état pour la pression réduite dans les différents régimes.

Développement du viriel

L’équation d’état est souvent exprimée sous la forme dite d’expansion du viriel [58|, qui, pour

la pression réduite, s’écrit :

P=> bz, (1.43)
=1

ou les coefficients b; sont appelés les coefficients du viriel. Pour un gaz 2D idéal par exemple, on a
by = l% (cf. Eq. . En présence d’interactions atomiques, dans le régime quasi-2D, l'invariance
d’échelle de I’équation d’état va se traduire par le fait que ces coeflicients sont indépendants de
la température et du potentiel chimique. Seul le paramétre d’interaction sans dimension g va
intervenir dans ’expression des b;.

L’intérét du développement du viriel est de construire I’équation d’état de systémes en in-
teractions pour lesquels il n’y a pas de théorie simple, les coefficients étant déterminés par des
méthodes diagrammatiques. Bien entendu, ces méthodes sont adaptées pour le calcul des premiers
coefficients du viriel qui permettent de prendre en compte l'effet des interactions aux ordres les
plus bas. Dans le cas du gaz de Bose & deux dimensions, les premiéres corrections du viriel [106]

ne permettent pas d’aller au-deld du régime de validité de I’approximation de Hartree—Fock.

21. Compte tenu de la relation de Gibbs-Duhem dp = ndu + sdT" o s est I’entropie par unité de surface, on

peut obtenir toutes les fonctions thermodynamiques par dérivation de la pression.
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Equation d’état P(u/kgT,§ = 0.1)

20 T l 7 l 7
— Gaz idéal / N
— Modéle Hartree—Fock ; S
--- Modeéle Thomas—Fermi i 10 s
15 Théorie «du pauvre» / /) C v ]

Pression réduite

FIGURE 1.2 — Equation d’état P(u/kgT,§ = 0.1) : régimes asymptotiques et prédiction de Pro-
kof’ev et Svistunov (g = 0.1). La ligne noire continue correspond au régime de Hartree-Fock,
obtenue par intégration numérique de 1’équation implicite , elle est prolongée en tirets en
dehors du régime de validité. La ligne rouge en tirets-pointillés est la prédiction Thomas—Fermi
(Eq. ) La ligne grise continue épaisse correspond résulte de l'intégration numérique de
I’équation composite pour D, nous ’avons baptisée «théorie du pauvre». La ligne verte continue
est la fonction go (e“/ kBT) correspondant au cas idéal (Eq. ) Celle-ci est bornée supérieu-
71'2

rement par la valeur 7 en p/kT = 0.

1.2.7 Connexion avec le cas du piége harmonique : I'approximation de densité
locale

Dans la plupart des expériences d’atomes froids réalisées aujourd’hui, les particules sont
confinées dans un piége harmonique, dont la réalisation est simple et bien contrélée. Comment
alors relier les résultats expérimentaux aux équations établies pour le cas homogéne 7 La réponse
a cette question est fournie par approzimation de densité locale (ADL), qui consiste & considérer
le volume au voisinage de chaque comme un gaz homogéne, ott un équilibre local est établi. Dés
lors, toutes les équations dérivées pour le cas homogéne s’appliquent au cas piégé : la densité
uniforme n est remplacée par la densité locale n(r) et le potentiel chimique p par le potentiel
chimique local u(r) = pp—V(r), ou V(r) est le potentiel de piégeage et po le potentiel chimique
au centre du piege.

En appliquant ’ADL dans le cas d’un piége harmonique 2D, avec V(r) = %me'rQ, les

équations (1.24)) se réécrivent :

D=D(a(r).5), P=P(alr)d). (1.44)
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avec

1 mw?r? o

—ag— - — Ho 1.45
a(r) =a0— 5 kel 07 kgT (1.45)

Ce résultat est trés intéressant dans la mesure ot on balaye la valeur de « en se déplagant du

centre vers la périphérie du nuage. En d’autres termes, un seul échantillon expérimental contient
I’équation d’état pour les valeurs de « allant de —oo & ag.

La validité de ’ADL pour nos systémes a été démontrée avec une trés bonne précision par
des simulations de type Monte-Carlo quantique [57]. De fagon générale, cette approximation
est a priori valide dés lors que le potentiel V(r) est suffisamment mou pour que ’échelle de
distance sur laquelle varie la densité soit grande devant les échelles de longueur microscopiques
du probléme : typiquement la longueur de cicatrisation &£, la longueur d’onde thermique At et
la portée des interactions. Pour la plupart des situations ou les interactions sont bien décrites
par un potentiel de contact, ’ADL est donc valide. Cette approximation en revanche n’est pas

applicable dans les systémes avec des interactions a longue portée tels que les gaz dipolaires [72].

1.3 Réduction des fluctuations de densité

Dans cette section nous allons nous intéresser aux fluctuations de densité dans le gaz de
Bose & deux dimensions. A trois dimensions, le phénoméne de condensation de Bose—Einstein
se traduit par I’établissement d’un ordre & longue portée caractérisé par la fonction d’onde
macroscopique du condensat ¥ = \/ne? | n étant la densité atomique et 6 la phase Cette
fonction d’onde, uniforme sur toute ’étendue du systéme, joue alors le role de parameétre d’ordre
avec une densité et une phase bien déﬁnies A 2D, comme nous l’avons vu dans la section
il n’y a pas de condensation de Bose—Einstein & température finie et la densité comme
la phase sont des quantités fluctuantes. Néanmoins, nous verrons qu’en présence d’interactions
atomiques répulsives, les fluctuations de densité sont fortement réduites dans le régime dégénéré.
Ce phénomeéne joue un role essentiel dans le processus de mise en place de la transition superfluide
que nous décrirons & la section

En parallele de leurs simulations pour I'équation d’état, Prokof’ev et Svistunov [101] ont
présenté une prédiction quantitative des fluctuations de densité au voisinage de la transition
superfluide. Avant de décrire ce résultat numérique, nous présenterons une approche analytique de

type Bogoliubov développée dans [45] qui fournit une description plus intuitive de ce phénomeéne.

1.3.1 Approche de type Bogoliubov

Pour déterminer dans quelle mesure les fluctuations de densité sont réduites dans un gaz
de Bose bi-dimensionnel & basse température, on peut faire un traitement de type Bogoliubov.
Cette approche consiste, comme dans le cas 3D, & décrire le systéme par une fonction d’onde
U(r) = U+ Ve, ot Ug = /ne' est la fonction d’onde décrivant le systéme & T = 0 et Wy est la,

fonction d’onde décrivant les particules des modes excités. Notons qu’a 2D, cette approche n’est a

22. Ceci est également vrai a 2D & température rigoureusement nulle.
23. A température non nulle, les excitations thermiques induisent de faibles fluctuations qui ne détruisent pas

Pordre a longue portée a 3D.
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priori pas adaptée car le passage de T'=0 a4 T # 0 s’accompagne de fluctuations thermiques qui
détruisent ordre a longue portée caractérisé par ¥o. C. Mora et Y. Castin [23,80] ont cependant
montré que ce traitement reste justifié a 2D, ce qui repose sur le fait que 'on peut définir un
paramétre d’ordre local, dés lors que 'ordre n’est détruit qu’a grandes distances. Les auteurs
de [45] ont mené une étude analytique dans ce sens que nous allons détailler ici.

On considére une assemblée d’atomes évoluant dans une boite bi-dimensionnelle de coté L
avec des interactions de contact. L’hamiltonien décrivant le systéme est alors donné par :

72

= [V @)@+ [ ), (1.46)

ou ¥(r) est la fonction d’onde décrivant le systéme dans son ensemble. Pour rendre compte des
fluctuations thermiques, on définit d’une part une phase locale 6(r) telle que ¥(r) = |¥(r)|e??(")

et on introduit d’autre part le paramétre 7 tel que :
1W(r))? = n(l + 2n(r)). (1.47)

Les fluctuations de densité étant supposées faibles et le nombre de particules constant, onan < 1

et [ n(r)d*r = 0. Compte tenu de ces approximations, on obtient, &4 une constante additive prés :

2 2
i =g [0+ [ [ (a4 2| . a

m 2m

En exprimant 6(r) et n(r) sous la forme de développement de Fourier, on a :

O(r) = cpe® dee (1.49)

k

ot 'on a introduit la variable k = 2%(jz,;,jy), Jx €t jy étant des entiers car on considére pour le
moment une boite de taille finie. De plus, §(r) et n(r) étant des fonctions réelles, on a ¢, = c_g

et dj, = d_g, ce qui conduit a I’hamiltonien :

5 2k2 2 h2k‘2 9
nL z[ |cx|? + <2m—|—2gn> || ] (1.50)

Dans ce traitement, les coefficients ¢, et dj sont des variables conjuguées puisqu’ils correspondent
respectivement aux coefficients de Fourier de la phase et des fluctuations de densité. De plus, ils
apparaissent dans 'hamiltonien comme des degrés de liberté quadratique. On a donc pour
chaque valeur de k un hamiltonien de type oscillateur harmonique. En appliquant le théoréme

du viriel@ on a donc :
<|dk|2> B h2k2/2m
(|er|?) — R2K2/2m + 2gn

(1.51)

On peut alors distinguer des comportement différents dans les régimes asymptotiques de k :

{ (dul?) < {lenf2) sik =0

24. Pour un hamiltonien du type Hosc = '”“’ a? + 22 on a (mw21t2) = (p2/m>.

2m?
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et on voit en particulier que pour les modes de basse énergie les fluctuations thermiques sont

dominées par les fluctuations de phases. Comme ces modes correspondent a des grandes longueurs

d’onde, ’hypothése de départ selon laquelle il existe un ordre local n’est pas remise en cause.
Cette analyse permet également d’estimer les fluctuations de densité. Celles-ci sont caracté-

risées par la variance :

oy = (n*(r)) — (n(r))* = (n*(r)) —n’, (1.53)

ou (...) est la moyenne d’ensemble et n = (n(r)). En incorporant I'expression de la densité ((1.47))
dans la définition (1.53)), on obtient :

Lomdn =4 |dil. (1.54)

En premiére approximation, on peut ignorer les particules d’énergie supérieure & kg1 et appliquer
le théoréme d’équipartition au second terme de I’équation ([1.50)), ce qui donne pour chaque valeur
de k :

K22 kgT
) ) 2y = 27 1.
a2 (G4 2am) () = 2 (1.55)

Si on se limite au cas ou I’énergie d’interaction gn est petite devant kT, qui est la situation
rencontrée dans la plupart des expériences, on peut borner supérieurement les modules des

vecteurs d’onde par kr ~ 7%1?3? L’équation |D se met alors sous la forme :

L\? kT /2
%4§: di?) ~ [ = d’k 1.
- {dk[*) (277) /k<kT nL?(h2k?/2m + 2gn) ’ (1.56)

2 2 kpT
Tnn = <B> . (1.57)
n nAT 2gn

On voit donc que lorsque le rapport kgT'/gn n’excéde pas quelques unités, les fluctuations de

:w ‘ :qto

ce qui donnef?|:

L

densités sont fortement réduites pour D = n)\gf > 1.

1.3.2 Théorie de Prokof’ev et Svistunov pour les fluctuations de densité

Afin de décrire le régime dans lequel les fluctuations de densité sont fortement réduites mais
les fluctuations de phases encore présentes, Prokof’ev et Svistunov introduisent [100] la notion

de quasi-condensatP’] dont la densité est donnée par :

ng = v2n% — (n(r)?), (1.58)

ou n est la densité moyenne totale. Dans le régime faiblement dégénéré, ou les interactions sont
négligeables, on a des fluctuations gaussiennes telles que (n(r)?) = 2n? et donc nq = 0. En
revanche, dans le régime fortement dégénéré les interactions conduisent & la suppression des

fluctuations de densité et on a (n(r)?) = n?, soit nq = n.

25. On néglige ici un terme additif qui vaut 1 dans le logarithme.
26. Nous insistons sur le fait que cette notion n’est pas reliée aux propriétés de phase mais uniquement aux

fluctuations de densité.
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Dans la référence [101] citée plus haut pour le calcul numérique de ’équation d’état, Prokof’ev
et Svistunov fournissent également une prédiction pour la densité du quasi-condensat sous la
forme :

nQ=:§§gC¥% (1.59)

T
ot X est définie dans ’équation et g(X) une fonction tabulée. En introduisant la quantité
Dq = nQ)\QT, qui correspond & la densité dans ’espace des phases associée au quasi-condensat,

on peut exprimer les fluctuations relatives sous la forme suivante :

o2 _nt-my . Dg
e TR (1.60)

Cette quantité varie donc entre 0 et 1 : elle prend sa valeur maximale dans le régime faiblement
dégénéré de Hartree-Fock, et sa valeur minimale dans le régime de Thomas—Fermi, oi la den-
sité quasi-condensée coincide avec la densité totale. Les simulations de Prokof’ev et Svistunov
permettent de calculer numériquement o2 /n? dans la région intermédiaire pour toute valeur de
g < 1. La figure[L.3|représente les fluctuations relatives de densité en fonction de la densité dans

I’espace des phases.

Fluctuations relatives de densité

Hartree-Fock i
1 S ]
i Transition BKT
' :
&S 0.5 Prokof’ev i : i
et Svistunov i
(g=0.1) ‘
! Thomas—Fermi
0 ; =
0.1 1 10 100

F1GURE 1.3 — Fluctuations relatives de densité en fonction de la densité dans I’espace des phases.
Les lignes épaisses horizontales correspondent aux régimes asymptotiques de Hartree—Fock (en
noir) et de Thomas-Fermi (en rouge). La ligne bleue est prédiction de Prokof’ev et Svistunov [101]
pour g = 0.1 qui est valable dans la région critique. La zone grisée représente la zone de transition
entre des fluctuations maximales et des fluctuations complétement gelées. La ligne verticale en

tirets-pointillés indique le point de transition superfluide [101] pour g = 0.1.

Les lignes horizontales noire et rouge correspondent aux limites asymptotiques de Hartree—
Fock et de Thomas-Fermi. La courbe en trait bleu est le résultat des simulation Monte-Carlo pour

g = 0.1, ce qui correspond au paramétre d’interaction dans nos expériences. Nous constatons
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que lorsque D est de 'ordre de quelques unités, les fluctuations de densité sont considérablement
réduites et tendent contintment vers zéro lorsque D augmente. Ce résultat est donc en accord
qualitatif avec I’estimation plus naive obtenue & la section précédente.

Nous verrons a la section [I.4que Prokof’ev et Svistunov prédisent que la transition superfluide
se produit lorsque D atteint la valeur critique D, =~ 8.2 (pour g = 0.1). Ce point de transition est
indiqué sur la figure [L.3| par la ligne verticale en tirets-pointillés et nous voyons que la réduction
des fluctuations de densité survient bien avant la transition superfluide. Au point de transition,
la valeur précise de la fraction quasi-condensée est donnée par la relation générale [100] :

ng  7.16
n D, ’

(1.61)

ce qui donne ng/n ~ 0.87 pour § = 0.1.

Les résultats de ces simulations indiquent qu’a I’approche de la transition, le gaz entre dans
une phase oul les fluctuations sont fortement réduites. Cette phase, qui peut étre qualifiée de milieu
«pré-superfluidey, constitue une étape indispensable au processus microscopique conduisant a la

transition superfluide.

1.4 Transition superfluide dans un gaz de Bose a 2D

Pour un systéme bi-dimensionnel & température non nulle, le théoréme de Mermin—Wagner
[77] exclut l’existence de transitions de phase associées a 1’établissement d’un ordre & longue por-
tée a la limite thermodynamique. C’est en particulier la raison pour laquelle il ne peut pas y avoir
de condensat de Bose—Einstein & T' # 0. Cependant, en présence d’interactions atomiques répul-
sives, il existe une transition vers un état superfluide & basse température présentant un ordre
a quasi-longue portée. L’origine microscopique de la transition superfluide a été découvert par
Berezinskii [13] et Kosterlitz et Thouless |[70] qui ont donné leur nom a la théorie correspondante.

L’ingrédient clé de la théorie BKT sont les vortex : des points du gaz ou la densité s’annule
et autour desquelles la phase 6 de la fonction d’onde associée tourne de +27 ( A basse tem-
pérature, les vortex n’existent que par paires de circulation opposées, qui sont énergétiquement
favorisées. Sur un contour de diamétre supérieur & I’extension spatiale d’'une paire, qui est de
I’ordre de la longueur de cicatrisation &, la circulation effective est donc nulle. Par conséquent, ces
paires de vortex-antivortex n’ont qu’un effet local et ne perturbent pas la superfluidité. Lorsque
la température augmente, la taille de ces paires augmente progressivement et elles finissent par se
disloquer en vortex individuels. Cette prolifération de vortex individuels détruit la superfluidité
et marque la transition vers I’état normal.

Notons que la notion de vortex n’a de sens que si la densité est essentiellement lisse sur une
échelle de longueur plus grande la taille £ du vortex. La présence de vortex dans le gaz requiert
donc que les fluctuations de densité soient trés faibles, ce qui est consistant avec nos conclusions
de la section précédente.

Maintenant que les idées générales liées & la transition BKT ont été introduites, nous allons

en traiter les divers points plus en détail. Dans un premier temps, nous allons aborder les aspects

27. En général, la phase peut tourner par multiple de 427, mais nous ne considérons ici que des vortex de

«charge» unité, qui sont énergétiquement.
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dynamiques du traitement de Bogoliubov présenté a la section [I.3.I] ce qui nous permettra
de comprendre pourquoi 'on s’attend a l'existence d’un état superfluide dans le gaz 2D. Nous
décrirons ensuite le mécanisme microscopique de la transition en expliquant, & base d’arguments
simples, en quoi la prolifération de vortex libres détruit I’état superfluide. Ce raisonnement
fera apparaitre de facon naturelle le saut universel qui se produit & la transition, ot la densité
superfluide ng passe brutalement de 0 & 4/ )\%. Enfin, nous terminerons avec la prédiction de
Prokof’ev et Svistunov pour la température critique de transition, qui est un résultat essentiel

auquel nous nous référons a plusieurs endroits dans ce manuscrit.

1.4.1 Critére de Landau pour un gaz 2D

Nous pouvons aller plus loin dans le traitement de Bogoliubov présenté en et s’intéresser
ala dynamique[g_g] de la fonction d’onde ¥(r,t), pour laquelle nous indiquons maintenant expli-
citement la dépendance en t. Partant du Hamiltonien (1.46)), on peut montrer que la dynamique

du probléme est décrite par I’équation de Gross—Pitaevskii dépendant du temps :

h? ov

que 'on peut réécrire sous forme d’équations couplées pour 6(r,t) et n(r,t) :

90 _ h xy2, _ 9n({ 4 9
{5% am V1 — (14 2n) (1.63)

on _ _ _h \g2
ot — ZmVH

En injectant les développement de Fourier ((1.49)), ot les coefficients de Fourier dépendent main-

tenant du temps, on a pour k # 0 :

Lo h2k? 2gn)
Cp = — +==1d
¥ QQ% )RR (1.64)
dp = T ¢
k om Ck
Pour k = 0 on a dy = 0, car on a imposé [ nd*r = 0, et ¢g = —gn/h, qui correspond & 1’évolution

de la phase globale. On reconnait dans le couple d’équation ([1.64]), les équations du mouvement

d’un oscillateur harmonique, dont les fréquences propres sont :
hk? (hk2  2gn
=4/—|=—+—=—). 1.65
ok \/Qm <2m * h ) (1.65)

Aux petites valeurs de k, on retrouve la loi de dispersion des phonons wy, = ck, avec ¢ = /22, qui

ont donc une vitesse minimale non nulle. On s’attend donc, compte tenu du critére de Landau [89],
a ce que le systéme soit superfluide avec une vitesse critique c. Notons que le résultat et
les conclusions qui s’ensuivent sont tout & fait analogues au cas traditionnel du gaz de Bose & 3D.
Cela n’a rien de surprenant car, comme nous 'avons souligné au début de la section [I.3] cette
description repose essentiellement sur I’hypothése générale selon laquelle il existe un parametre

d’ordre bien défini au moins localement.

28. Comme nous l'avons précisé plus haut, nous reprenons ici I'approche décrite dans [45].
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1.4.2 Origine microscopique de la transition et saut universel

Nous allons reprendre ici une approche utilisée par Kosterlitz et Thouless [70] qui montre
de facon simple comment la prolifération de vortex individuels explique le passage de 1’état
superfluide a I’état normal. Nous considérons un gaz de Bose bidimensionnel homogéne avec une
fraction superfluide non nulle. Nous supposons de plus, par simplicité, une géométrie circulaire de
rayon R que nous ferons tendre vers I'infini & la fin des calculs. Nous nous intéressons a 1’énergie
libre F, qui accompagne l'apparition d’un vortex individuel dans ce systéme.

Un vortex placé au centre du disque atomique est entouré par un champ de vitesse AVE/m =

h/mr ou r est la distance au centre. L’énergie associée & ce vortex est donnée par son énergie

Ry Ao\ 2 h2
B, = / — () d*r = nsﬂ— In <R> , (1.66)
e 2 mr m 13

ou £ est la taille caractéristique du vortex. Nous avons supposé ici que le vortex n’induit en

cinétique et vaut :

rotation que la composante superfluide. La partie normale n’ayant pas de phase définie, nous
admettons qu’elle est insensible & la présence du vortex. Notons que ce résultat restera inchangé
pour un vortex non centré lorsque 1’on fera tendre R vers l'infini.

Calculons a présent ’entropie créée par un vortex individuel. Celle-ci peut s’obtenir & partir
du nombre N, de configurations possibles qu’a une pastille de taille { d’occuper un disque de

rayon R :

2
Sy =kpln N, = kgln (7;?2) = 2%k In <?> . (1.67)

Nous pouvons alors en déduire 'énergie libre Fy, = FE, — T'S, soit :

F, 1 R
T 5(nSAZT —4)In <£> : (1.68)

Nous constatons donc que I’énergie libre associée & ’apparition d’un vortex individuel change de

signe lorsque ns)\QT = 4. Comme In(R/§) diverge avec la taille du systéme, on peut distinguer
deux régimes qualitativement différents. Pour ns)\gr >4, F, — 400, ce qui rend la création de
vortex individuels énergétiquement défavorable. En revanche, pour ns)\gr < 4, F, = —oo, ce
qui favorise 'apparition d’un vortex et réduit ngs par renormalisation de 1’énergie. L’apparition
d’autres vortex est donc progressivement facilitée, ce qui résulte en la prolifération de vortex
individuels qui s’accompagne de ’effondrement simultané de la densité superfluide a ng = 0.

Nous pouvons appliquer les mémes arguments pour une paire de vortex-antivortex et nous
convaincre que 'existence de paires de vortex est toujours possible & T # 0. Le champ de vitesse
v autour d’une paire de vortex est tel que v oc 1/72, ’énergie associée est donc proportionnelle a
Iintégrale [v2d?r qui est une intégrale convergente. Par ailleurs, comme la taille d’une paire est
également de l'ordre de &, le calcul de ’entropie donne un résultat analogue & celui de I’équation
qui diverge pour R — oo. Par conséquent, ’énergie libre associée & une paire de vortex est
toujours négative.

Ce raisonnement simple, bien qu’il ne permette pas d’expliquer comment les paires de vor-

tex se disloquent en vortex individuels@, permet de comprendre les trois points essentiels du

29. Le traitement rigoureux de cet aspect de la théorie BKT sort du cadre de ce chapitre.
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mécanisme BKT :

— Le saut universel 4 la transition : ns/\% =0—4.

— L’effondrement de ng avec la prolifération de vortex individuels.

— L’existence de paires de vortex-antivortex dans le superfluide.

Enfin nous terminerons ce paragraphe sur deux remarques. Notons d’une part que le saut
universel est indépendant du paramétre d’interaction. Ce fait est assez surprenant dans la me-
sure oil la transition superfluide est induite par les interactions. D’autre part, ce saut universel
contraste avec I’établissement de la superfluidité & 3D, ou la densité superfluide croit continiment

en dessous de la température transition pour la condensation de Bose—Einstein.

1.4.3 Température critique de transition

L’équation ns)\gf = 4 est remarquable par son caractére universel, mais ne permet de pas de
prédire la température de transition 7, pour un systéme donné avec une densité totale n et une
force d’interaction § données. Fisher et Hohengerg [35] ont montré, par un calcul analytique, que

dans la limite ¢ < 1, la transition se produit lorsque la densité dans I’espace des phases atteint

D.=1In <§> , (1.69)

ou C est une constante universelle. Prokof’ev et Svistunov [100] ont déterminé cette constante

la valeur critique :

a une trés bonne précision par des simulations de type Monte-Carlo classique qui donnent C' =
380 £ 3. Prokof’ev et Svistunov fournissent également une valeur du potentiel chimique critique

le qui est donné par la relation :

. o .
e = 91y <~“> ou ae = He_ (1.70)
™ g

avec Cy, = 13.2 £0.4.
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Chapitre 1.

Le gaz de Bose a 2D : éléments de théorie




Chapitre 2

Imagerie non saturante de nuages

denses

Avant de décrire nos études expérimentales sur les gaz de Bose a deux dimensions, nous allons
présenter dans ce chapitre une étude théorique portant sur la propagation d’un photon & travers
un gaz atomique dense de faible épaisseur dans la direction de propagation.

Les mesures effectuées sur des gaz d’atomes froids reposent généralement sur un diagnostic
optique. La méthode la plus courante est I'imagerie par absorption. Elle consiste & envoyer sur un
gaz atomique un faisceau laser accordé sur la transition atomique et & projeter 'ombre ainsi créée
sur une caméra. Dans nombre de situations rencontrées dans les expériences, l'interaction entre
le faisceau sonde et le gaz atomique peut étre traitée en considérant que chaque atome répond
individuellement & I’impulsion lumineuse. Il existe alors une relation simple entre I’atténuation du
faisceau enregistrée sur la caméra et la distribution atomique du nuage : la loi de Beer—Lambert.
L’étude que nous présentons ici est motivée par des mesures expérimentales récentes [L03] sur des
gaz bi-dimensionnels, ol nous avons observé un déficit significatif de la densité optique mesurée
par rapport au résultat attendu par la loi de Beer—-Lambert. Une des causes possibles de cette
déviation est la présence d’effets collectifs entre atomes voisins durant 'imagerie. En particulier,
les interactions induites par la lumiére entre deux atomes proches peuvent jouer un réle important
dans un gaz dense lorsqu’il est traversé par un faisceau laser résonnant de faible intensité.

La propagation de la lumiére cohérente dans un milieu atomique dense a été 'objet de
nombreuses études (voir [6] par exemple pour une description d’ensemble). Dans ce chapitre,
nous présentons un traitement quantitatif microscopique des effets collectifs qui ont lieu lorsqu’un
faisceau sonde de faible intensité interagit avec un échantillon atomique 2D. Des approches
similaires & celles que nous présentons ici ont été appliquées pour étudier la propagation d’un
faisceau laser dans un échantillon atomique 3D de petite taille en présence de diffusion multiple
[51138,/82,|111}/113]. Cependant, I’extension de ce type d’études au cas 2D ne figure pas dans la
littérature.

Apreés avoir situé le contexte de notre étude, nous entrerons dans le vif du sujet a la section
en décrivant I’hamiltonien modélisant I'interaction entre un photon et une assemblée de N
atomes. Nous expliquons ensuite dans la section le calcul de I'atténuation d’un faisceau sonde

a la traversée d’une fine tranche atomique. Nous y présenterons deux approches équivalentes :
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(i) la premiére utilise le formalisme usuel de matrice T' pour la théorie de la diffusion; (ii) la
seconde approche est basée sur le calcul du champ rayonné par une assemblée de N dipoles,
ou le mouvement de chaque dipole est influencé par le champ rayonné par les N — 1 autres
dipoles. Nous verrons que dans les deux cas, la réponse optique du milieu atomique peut étre
calculée en résolvant le méme systéme linéaire de 3N équations, que nous pouvons résoudre
numériquement. Nous présenterons ’ensemble de nos résultats numériques dans la section [2.4]

Enfin nous terminerons sur quelques remarques géneérales en section

2.1 Cadre de I'étude

La mesure de la densité spatiale n(r) d’un nuage repose sur 'interaction entre les atomes et
un faisceau laser quasi-résonant avec une des transitions atomiques. La méthode la plus utilisée
dans le domaine des atomes froids est 'imagerie dite par absorption. Elle consiste & projeter sur

une caméra I’ombre du nuage atomique sur lequel on envoie un faisceau sonde de faible intensité[].

Modeéle simple et loi de Beer—Lambert

Dans sa version la plus simple, la modélisation de 'imagerie par absorption suppose que la
réponse de chaque atome a I'impulsion lumineuse est indépendante de la présence des autres
atomes. La densité atomique peut alors étre reliée de facon simple & 'atténuation du faisceau
sonde I¢/I;, on It et I; sont les intensités sortante et entrante respectivement. Cette relation est
donnée par la loi de Beer—Lambert qui relie la densité optique Do (z,y) = — In[lf(z,y)/Li(x, y)]

a la densité atomique sous la forme :

cas (3D) : —In [M} = on(z,y) (2.1)
cas (2D) : —1In [ﬁ((z:z))} = on(z,y) (2.2)

ot nous avons distingué les cas tri-dimensionnel (3D) et bi-dimensionnel (2D). Dans le cas 3D,
l'atténuation du faisceau est relice a la densité intégrée n(z,y) = [n(r)dz le long de 'axe de
propagation (Oz) du faisceau tandis qu’elle reliée directement a la densité surfaciqueﬂ n(z,y) a
2D. Le coeflicient o qui entre dans les équations est la section efficace d’absorption qui
caractérise le processus d’interaction entre un atome et le faisceau sonde. La loi de Beer—Lambert
suppose que o est indépendant de 'intensité incidente I; du faisceau sonde, ce qui est valable dans
le régime de faible intensité. Plus précisément, pour une transition atomique & «deux niveaux»
de pulsation wg et de largeur naturelle I', la section efficace d’absorption s’écrit :

a0

_ 2.3
14+4A2/T2 + [ /It (2:3)

a

1. (i) L’intensité est comparée a l'intensité de saturation Isat que nous définirons plus loin, (ii) Le régime
d’intensité forte est aussi utilisé [59,/105/121] mais ce régime correspond & un développement récent dans le
domaine. Ce sujet fera 'objet du chapitre

2. Ceci représente un des avantages des systémes de basse dimension ol 'on accéde directement a la densité

locale.
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ou A = wr, — wy est le désaccord, wy, étant la pulsation du laser. L’intensité de saturation Igu; et
et o sont définies par :
B 3/\(2) T hw

I, = = . 2.4
o T 121¢ T 00(0/2) 24)

00

La section efficace est donc indépendante de 'intensité dans le régime faiblement saturant ou
I; < Igat, qui est le régime de I'imagerie par absorption traditionnelle. L’expression générale de
la, densité optique dans le cadre de validité de la loi de Beer—Lambert s’écrit donc :

oon

= Traare (25)

D,

ou la densité surfacique n doit étre remplacée par la densité intégrée n dans le cas d’une épaisseur

£, non nulle.

Limitations

L’imagerie par absorption non saturante n’est cependant pas toujours adaptée. C’est par
exemple le cas pour des nuages 3D sondés a I’équilibre. Lorsque I’on sonde un nuage d’épaisseur
£, dans la direction de propagation du faisceau et qui se trouve dans le régime dégénéré, i.e.
n(?’D))\% > 1ol A = \/m la longueur d’onde thermique, la densité optique est telle
que oo ~ )\%EZ / )\% (a résonance). Or pour les paramétres expérimentaux typiques Ay ~ Ag dans
le régime de dégénéreseencerﬂ, et nous avons ogn ~ £, /\g. Par conséquent, dés lors que I’épaisseur
de nuage ¢, est trés grande devant Ao, ’atténuation du faisceau est trés grande et I; est réduit
au niveau du bruit de grenaille photonique. Dans ce cas, il est préférable de recourir & I'imagerie
par contraste de phase en utilisant un faisceau fortement désaccordé [67], ou & I'imagerie par
absorption fortement saturante [105]. A basse dimension les densités optiques sont notablement
plus faibles qu’a 3D mais il y a dans ce cas aussi une importante limitation a 'imagerie non
saturante. En particulier, & deux dimensions pour une densité optique ogn = 1, la distance inter-
atomique n’est que de 0.7\ et 'on s’attend dans ces conditions & ce que la réponse optique de
chaque atome du milieu dévie significativement de celle d’'un atome isolé. Pour des milieux trés
denses, la probabilité qu’un photon émis par un atome dans I’état excité soit réabsorbé par un
atome voisin est non négligeable. Ce phénoméne d’échange de photons dans le gaz atomique peut
donner lieu a des interactions dipole-dipdle qui se produisent entre un atome excité et un atome
dans le niveau fondamental, lorsqu’ils sont séparés par une distance r suffisamment petite. Ces
interactions s’accompagnent d'un déplacement des niveaux d’énergie proportionnel & Al'/(kor)?
(ko = 2m/\p). Les densités spatiales obtenues dans les gaz 2D en laboratoire atteignent n ~ 100y
et ces interactions dipéle-dipdle peuvent donc conduire & des déplacements bien plus grands que
hT. Par conséquent, la réponse atomique & résonance (A = 0) est réduite par rapport a ce que
l'on attend de la loi de Beer—Lambert (Do # ogn) et la raie d’absorption est modifiée par rapport
& la raie lorentzienne prédite par la relation . Cette réduction de détectivité a été observée
dans notre groupe [103,/121] sur des nuages quasi-2D denses de 8’Rb. Dans le prolongement de

cette observation, nous présentons ici une étude théorique du processus d’interaction entre un

3. Pour le 3"Rb At & 780 nm= )Xo pour 7" = 60nK.
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faisceau sonde de faible intensité et un gaz 2D (ou de faible épaisseur ¢,) en prenant en compte

les effets collectifs liés a la diffusion multiple.

Prise en compte des effets collectifs : position du probléme

Pour traiter cette question, nous considérons un ensemble de N atomes au repos ayant une
position aléatoire dans un plan ou dans une tranche de faible épaisseur, et nous nous intéressons
a la probabilité de transmission d’un faisceau sonde quasi-résonant en incidence normale sur cet
échantillon atomique. La structure interne de 'atome est modélisée par une transition du type
Jy =0+ Jo =1 oules indices (f) et (e) font respectivement référence aux états fondamental et
excité. Bien que dans les expériences les transitions sont en général plus complexes (Jy = 2 <
J. = 3 pour le 8Rb par exemple dans [103}/121]), nous avons choisi de traiter ici le cas d’une
transition Jy = 0 <+ J. = 1 qui simplifie grandement les calculs. Nous nous attendons néanmoins
a ce que l'essentiel des effets physiques liés aux comportements collectifs des atomes vis-a-vis

d’un faisceau sonde soient contenus dans ce modele simplifie[T]

2.2 Modélisation de l'interaction photon-atome

Dans la section qui suit nous posons le probléme de fagon formelle en écrivant I’hamiltonien

du probléme considéré.

2.2.1 Le champ électromagnétique

Nous utilisons le formalise standard de quantification du champ électromagnétique dans la
jauge de Coulomb [29], et nous prenons des conditions aux limites périodiques dans un volume
de quantification parallélépipédique V = L, L, L.. Nous introduisons 'opérateur ag ¢ qui détruit
un photon dans le mode k et de polarisation € (avec € Lk). L’hamiltonien associé¢ au champ

quantifié est

Hy =Y hwal, age (2.6)
k.e

et I'opérateur champ électrique s'écrit E(r) = E) (r) + EC)(r) avec

- hw ik-r
EM(r) =i Z v/ GEnY ape e, (2.7)
k.e

T
et EC)(r) = (E(+) (r)) . Le vecteur d’onde k prend les valeurs discrétes k; = 27n;/L;, i =

x,1, z, oll n; est un entier relatif.

2.2.2 Le milieu atomique

Nous considérons une assemblée de N atomes identiques au repos que nous indexons par

les entiers j = 1,... N, confinés dans une fine tranche d’épaisseur ¢, < L, entre les plans de

4. Voir par exemple [63| pour un traitement de la diffusion multiple avec des transitions atomiques plus

complexes.
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coordonnées z = 0 et z = £,. Nous supposons que les atomes sont uniformément répartis sur
une aire L, L,. Chaque atome est modélisé par une transition & «deux niveaux»E] dont le niveau
fondamental |f) posséde un moment angulaire J; = 0 et le niveau excité un moment angulaire
Je = 1. Le niveau excité qui est décomposé en trois sous-niveaux Zeeman est décrit dans la base
des état propres |ey), @ = x,y, z, 0l |e,) correspond a l'état de valeur propre 0 de la composante
Jo de Vopérateur moment angulaire. En posant que la différence d’énergie entre les niveaux |e)
et | f) vaut Awp , "hamiltonien décrivant le milieu atomique s’écrit alors & une constante additive

prés :
N

Hy=) Y hwolj:ea)(j: eal (2.8)

j=1o=zy,z

2.2.3 Couplage photon-atomes

L’interaction entre le champ de photons et les atomes est traitée de fagon usuelle, en utilisant
deux approximations : (i) I'approximation dipolaire, qui est légitime puisque la longueur d’onde
associée a la transition atomique Ao est trés supérieure a la taille de 'atome ; (ii) nous négligeons
les termes anti-résonants (approximation de 'onde tournante) qui est justifiée dés lors que A <

wo (ﬂ) L’opérateur de couplage photon-atome s’écrit alors :

V=_— ZD§+) . E(Jr)(rj) + h.c. (2.9)
J

o h.c. fait référence a ’hermitique conjugué du premier terme dans le second membre. L’opéra-

teur D§+) représente 'opérateur dipdle électrique pour un atome j :

+ . . ~
Dg. ) =d Y litea)d: flba, (2.10)
a=x,y,z
ou d est le dipdle électrique associé & la transition atomique et 4, désigne le vecteur unitaire

dans la direction «.

Remarque 1. Notons que 'approximation de I’onde tournante simplifie le traitement de I'inter-
action photon-atomes de fagon significative dans la mesure ou le nombre total d’excitations est
conservé. Plus précisément ’annihilation d’un photon est toujours associé a la transition f — e
d’un atome (et la création d’un photon associée a une transition e — f), ce qui n’aurait pas été

le cas en présence des termes non-résonants dans ’opérateur de couplage V.

Remarque 2. Sur le plan formel, l'utilisation de linteraction dipolaire électrique nécessite
d’ajouter un terme de contact entre les dipoles [28,[82]. Ce terme ne jouera aucun role dans
les simulations ot nous utiliserons une sphére d’exclusion autour de chaque atome pour mo-
déliser les interactions répulsives a courte portée. Les résultats des simulations ne dépendent
pas du choix du diamétre de cette sphére d’exclusion tant qu’il reste plus petit que la distance

inter-atomique moyenne.

5. L’approximation du systéme a «deux niveaux» est justifiée dés lors que le désaccord A = wr, — wp est trés
petit devant wo.

6. En pratique, dans les expériences le paramétre A/wo varie dans 'intervalle 107 —107°.
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2.3 Interaction entre un faisceau sonde et nuage quasi-2D dense

Dans cette section nous présentons le formalisme général permettant de calculer ’atténua-
tion d'un faisceau sonde quasi-résonant aprés la traversée d'un échantillon atomique de petite
épaisseur dans la direction de propagation du faisceau. Pour cela nous présentons deux approches
différentes. La premiére repose sur le traitement standard de la théorie de la diffusion en termes
de matrice T' [78]. Dans cette approche, nous considérons un photon incident sur 1’échantillon
atomique et nous nous intéressons & 'amplitude de probabilité T} que le photon sortant soit
dans le méme mode que le photon incident [38}111]. Pour prendre en compte la diffusion mul-
tiple qui se produit dans le milieu atomique avant la sortie du photon, nous utilisons la méthode
de la résolvante. Dans la seconde approche, nous posons le probléme en termes de comporte-
ment collectif d’une assemblée de dipoles oscillants [82]. L’équation du mouvement de chaque
§ )
de vue de Heisenberg. Nous verrons que I’équation associée & chaque dipole contient deux termes

dipole est obtenue a partir des équations d’évolution des opérateurs D ’ et ag  dans le point
d’oscillations forcées, 'un provenant du champ incident et 'autre provenant du champ rayonné
par les autres dipoles. Nous montrerons que 1’état stationnaire de cette assemblée d’oscillateurs
s’obtient en résolvant le méme systéme d’équation que celui obtenu par la premiére approche. De
plus, nous verrons que la connexion entre ces deux approches fournit I’équivalent du théoréme
optique appliqué & notre milieu atomique. Enfin, nous obtenons une expression pour la densité

optique Do dans la configuration considérée.

2.3.1 Absorption traitée par la théorie de la diffusion

Nous nous intéressons & un faisceau de faible intensité se propageant le long de 'axe (Oz) a
travers un milieu atomique. Pour décrire ce probléme nous utilisons dans un premier temps le

formalisme de la théorie quantique de la diffusion. Le hamiltonien décrivant le probléme est
H=Hx+Hp+V =Hy+V, (2.11)

ol nous avons introduit le hamiltonien non perturbé Hy = Ha + Hp. La situation initiale
considérée est celle de N atomes dans l'état atomique fondamental | f) et d’un photon incident
de vecteur d’onde kp, (parallele a 'axe (Oz)) et de polarisation €r,. L’état quantique initial du

systéme s’écrit donc
;) = |G) ® |kr,er) avec [Gy=|1:f, 2:f, ....N:f) (2.12)

et est un état propre de Hy d’énergie propre hwr..

L’interaction du photon incident avec le milieu atomique décrite par 'opérateur de couplage
V', peut étre vue comme un ensemble de collision élémentaires successives. Comme il y a au plus
un seul photon dans le milieu, il ne peut se produire que deux types d’événements :

(i) L’absorption d’un photon dans le mode k, € par un atome j, qui passe alors de 1’état

|7: f) al'un des états excités |j : e,). L’état quantique du systéme est alors

Eja) =115 [ oooyjieas.. s Nt f) ®@10) (2.13)
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ou |0) est le vide du champ électromagnétique. Notons que le sous-espace associé aux états
|Eja) est de dimension 3N.
(ii) L’émission d’un photon dans un mode (k’, €’) par un atome j, qui revient dans son état
fondamental.
Lorsque le photon quitte le milieu atomique, le systéme se retrouve dans un état |Ug) =
|G) @ |k, €) qui est aussi état propre de Hy. Nous nous intéressons a amplitude de probabilité
pour que |¥¢) = |¥;), qui correspond a la situation ou le photon sort dans le méme mode |kr, €r,)

que le photon incident.

Matrice T'

Pour calculer cette amplitude de probabilité, nous utilisons la matrice T' qui est définie par

T(E)=V +V (2.14)

—_—V
E—H+in ~’
ol 7 est un petit nombre positif que nous ferons tendre vers zéro a la fin des calculs. L’amplitude
de probabilité de trouver le systéme dans l'état |Ws) aprés le processus de diffusion est donnée
par

Tig = (Ve[ T(E;)[V5) (2.15)

ou E; est la valeur propre associée aux états propres |¥;) et |¥¢) de 'hamiltonien non perturbé Hy.
Dans le cas présent, nous nous intéressons a I’élément de matrice Tj; qui correspond a [¥¢) = |¥;).
En prenant la moyenne de T'(E) sur I’état |¥;), nous voyons que le premier terme de ’équation
(2:14) ne contribue pas compte tenu de l'action de V' (Eq.[2.9), et nous trouvons :
deQ * ikr,(zj—z.1) 1
Bi= 50y DD Latha €I (E) | hwt, — H + i €50 (2.16)

j?a j/7a,

Il s’agit donc de calculer les (3N) x (3N) éléments de matrice de 'opérateur 1/(z — H), on
z = hwy, + in, qui interviennent dans (2.16]).

Méthode des projecteurs

Pour mener ce calcul nous allons utiliser la méthode des projecteurs [29]. Nous introduisons
les projecteurs orthogonaux P et (), ou P projette sur le sous-espace a zéro photon et () projette

sur le sous-espace orthogonal. Formellement nous avons

PlEja) = IEja) PIG) ® [k,€) = 0, (2.17)
Qo) = 0 Ql9) ® |k, e) = |G) ® |k, €). (2.18)

En introduisant de plus 'opérateur déplacement 29|

_ Q
R = V4V —om5—ovg" (2.19)
_ v yiyv @ vy 9 v, (2.20)

z— Hy z—Hy z— Hy
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nous avons la relation générale

p—t _p_ P (2.21)
z—H z— PHyP — PR(z)P

qui est lopérateur dont nous voulons calculer les éléments de matrice. En notant [M] la matrice

correspondant au dénominateur du membre droit de ’équation(2.21)), nous avons :
[M}(j’,a’),(j,a) = <gj’,a” [Z — PHOP — PR(Z)P] ’gj@)
= (hA+1n) ;000 — (Ejr o |R(2)|Eja)- (2.22)

L’expression (2.16)) de I’élément de matrice Tj; se réécrit alors en fonction des éléments de la
matrice [M 1] :

hwr,d? « ikp(rj—r -
Tii - 250V Z Z 6L7046L,o/ e kL (r; J) [M 1](]-/70/)7(]47&). (2.23)

Jha gl
L’amplitude de probabilité T;; nécessite donc de calculer explicitement les éléments de matrice
de [M~1].

Eléments de la matrice [M].

En pratique, il est plus simple de calculer les éléments de matrice de [M] et d’en déduire les
éléements de matrice de [M '] dans un deuxiéme temps. Nous voyons dans I’équation que
le calcul des éléments de [M] se rameéne a celui des éléments de matrice de l'opérateur R(z).

Dans le cas présent, le calcul de ces éléments est simple car seul le deuxiéme terme du
développement de R(z) a une contribution non nulle.

Q
v (2.24)

PR(z)P =V

En effet, dés lors que 'opérateur V' se retrouve entre deux opérateurs @, le résultat total de

laction est nécessairement nulle. Les éléments de matrice de R(z) sont donc :

ik-(r;—rj)

(&) ot BE)E ) = ML St C (2.25)
3o z ) = QEQV kéweaea/ - — hw .

Nous pouvons donc calculer explicitement les éléments de matrice (2.25)) a la limite n — 04 en

urilisant la relation usuelle :

1 1 .

ou PP désigne la partie principale et § la distribution de Dirac. Dans la suite nous placerons de

plus dans le cas wy, =~ wy.

Eléments diagonaux de R(z). Pour j = j/, les éléments de matrices (2.25) s’écrivent

hd? . 1 ,
<gj/,a/‘R(2)‘gj7a> = m ;(HEOZEO/ |:7)7) <M) — ZW&(hOJL — h(,d) (227)
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ou la partie réelle donne lieu au déplacement de Lamb. Par commodité, nous prendrons en compte
ce déplacement en l'incluant dans la définition de wg et il n’apparaitra donc pas explicitement
dans la suite. Le calcul de la partie imaginaire donne

d>w? hl'
“L i da (2.28)

<5j,a’|R(Z)|5j,oc> = —ZW a,af =

ol nous avons utilisé 'expression la largeur naturelle du niveau excité |j : e,) qui s’écrit :

2 3
d“wp

=__ Y 2.2
3meghcd (2.29)

Compte tenu de cette partie imaginaire non nulle, nous ignorerons dans la suite le terme in dans
(12.22)).

Eléments non diagonaux de R(z). Pour j # j’, la somme sur (k, €) qui intervient dans (2.25)
est le propagateur d’'un photon partant d’'un atome en r; dans I’état interne |e,) vers un autre
atome en 7; dans I’état interne |e,). L’expression de ce propagateur est donc a une constante
multiplicative prés, celle du champ rayonné en r; par un dipole situé en r; [60]. En introduisant
le vecteur w; = kp|rj — ;| (avec ki, = ko) les éléments de matrices s’écrivent :

hI'

<gj’,a"R(z)‘gj7a> - _79%&’ (uj,j’)7 (2.30)
avec
U U

Javer () = by (W)daer + ha(u) = 5, (2.31)

et ' '

3 et 2 3 3 et ) .

=53 —1 = (v - : 2.32
hi(u) 5 03 (u® +iu — 1), ho(u) 5 u3( u® — 3iu + 3) (2.32)

En résumé, la matrice [M] qui apparait dans (2.22)) a des éléments diagonaux A(A + iI'/2)
et ses éléments non diagonaux (pour j # j') sont donnés par (2.30). Maintenant que nous
avons obtenu une expression explicite des éléments de la matrice [M], nous pouvons calculer T}

numériquement.

Retour sur I'expression de Tj;.

La relation (2.23)) établie pour Tj; peut se mettre sous la forme plus parlante :

TiiLz 1 - hI‘ " ikt (25— 1
=500 e > Y eLach, €O T Mo () (2.33)

=I1
en introduisant la densité intégrée i = N/(L,Ly), la section efficace og = 3X\g/2m = 6mc? /w3 et
la largeur naturelle I' de I’état excité. Nous verrons a la section que la quantité T L, /he
est la seule quantité pertinente pour le calcul de la transmission du faisceau laser.
En pratique, pour le calcul de la quantité T} Lz/hc, nous résolvons d’abord numériquement

le systéme d’équations :

ZM(J'Coc’)y(La)Xj,a =Yy« avec Yy o = EL,o/eikL.r'j/ . (2.34)
j?a
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ou X, sont les inconnues. Ensuite, nous en déduisons la valeur du coefficient sans dimension :

1 Al

1 Al * —1
M= = SNV Xy = ~ 3 SNV M .y Ve (2.35)
ey Ja o
qui intervient dans le second membre de 1’équation (2.33)), pour en déduire finalement la quantité :
T‘iiLz 1 (2D)
== IT. 2.
hie B oon ( 36)

Insistons sur le fait que tous les effets liés a la diffusion multiple d’'un photon a la traversée
des atomes sont contenus dans le coefficient sans dimension II.

Notons enfin que 1’élément de matrice T n’est pas une quantité physique puisque il dépend
de la taille L, du volume de quantification. A ce stade il est difficile d’interpréter ce résultat en
terme de transmission du faisceau qui est la quantité d’intérét dans cette étude. Dans la section
qui suit, nous posons le probléme en termes d’une assemblée de dipo6les soumis & un rayonnement
externe. Nous verrons que cette description est plus adaptée a une interprétation physique. Elle

nous permettra également de relier la quantité T3 L, /hic & la transmission du faisceau.

2.3.2 Propagation d'une onde a travers une assemblée de dipdles.

Nous proposons a présent une description alternative a la théorie de la diffusion pour traiter
le probléeme. Nous considérons une onde plane monochromatique de la forme E, e, e!(krz—wLt)
incidente sur une assemblée de N dipoles atomiques. Nous nous intéressons alors aux équations
du mouvement de ces dipéles lorsqu’ils sont soumis au rayonnement de 'onde incidente. Pour
cela, nous nous placons dans le point de vue de Heisenberg pour ’hamiltonien H de ’équation
[82]. L’amplitude Ef, est choisie suffisamment petite pour que les populations stationnaires
des états excités e;, soient plus petites que 1. Ceci assure que la réponse du dipéle atomique
a Ey, reste dans le régime linéaire. Plus précisément, cette approximation est valide lorsque la
fréquence de Rabi dEy,/h est trés petite devant I' ou le désaccord A.

Dans cette approche, la quantité d’intérét est le coefficient de transmission complexe 7 du
champ & travers le milieu atomique. Pour calculer 7, nous nous intéressons a la valeur moyenne

E(2) du champ diffusé (vers I’avant) dans un plan de coordonnée z situé apres le milieu atomique
(z>1,):

~ 1 _
E(z) = E(r) dz dy. 2.37
()= [ Bl dedy (237
ott E(r) est le champ diffusé en tout point. Le coefficient de transmission complexe T est alors
donné par : 3
€ - E(z)
T = o (2.38)

ot nous ne considérons que la composante paralléle au champ incident de E (2). Nous allons donc

chercher & calculer 1’expression explicite du champ E(r).

Equations du mouvement des dipéles couplés

(=)
J
lation ag e dans le point de vue de Heisenberg. Pour les opérateurs ag ¢ nous obtenons ainsi un

Nous commencgons par écire les équation d’évolution des opérateurs dipbdle D’ ’ et annihi-
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ensemble d’équations du type :

s — y w (7) —ik-r
ape(t) = —iwage(t) + 4/ ShegV Z:/ €ar Dy L) €775 (2.39)
]«

En intégrant cette équation entre l'instant initial g et 'instant ¢, puis en injectant le résultat

dans 'expression de 'opérateur champ électrique, nous obtenons sa valeur & chaque instant et

en tout point r :

t—to - . )
E(N(r,t) = Eﬁﬁr)e,a(r,t) +> > /0 dr 2:::]) DJ‘;Q, (t —7)e*r=ry)=iwr e o, (2.40)

ol El(:gze serait le résultat obtenu pour I'onde plane seule (i.e. en 'absence de dipoles). Nous
allons maintenant écrire 1’équation (2.40]) en termes des valeurs moyennes des opérateurs dans le

régime stationnaire :

(D(1) = dje™ ™t (B} (r 1) = Brepel®* ) (E®)(r 1)) = E(r)e ™1t (2.41)

ott E(r) est le champ que nous cherchons & déterminer. Nous trouvons finalement :

. k3
Eo(r) = Ep €1, 0 €77 + % > Gaar () dji s (2.42)
j,7a/

oll u; = k,(r — ;) et nous retrouvons ici de facon naturelle la fonction g, o (u) introduite plus

haut qui correspond au champ rayonné par un dipéle & une distance u.

)

En suivant la méme procédure pour les équations d’évolution des opérateurs DS._ nous

trouvons en prenant la valeur moyenne

. . Al
WA +i0/2)djo = KB eLa €5 — — 3" gow(ujj)djrar (2.43)
J#5 o
ou k = —3mheol’/ kl?: Cette équation a une interprétation physique simple : 1’état stationnaire

de chaque dipole d; résulte du champ total créé par le champ incident Ej, et le champ rayonné
par tous les autres dipoles. L’effet du champ rayonné par le dipéle j sur lui-méme donne lieu au
déplacement de Lamb (réintroduit dans la définition de A) et le terme imaginaire iI"/2.

Le calcul du champ E(r) (Eq. (2.42)) passe donc par la résolution du systéme a 3N équations
(12.43]).

Dipdles et matrice [M]

En faisant passer le second terme du second membre de I’équation (2.43) dans le premier

membre, nous avons :

D M0y, 6r,0ndgrary = KEL €M e (2.44)

ol
]7a
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ou nous retrouvons la matrice [M] introduite a la section précédente. Nous retrouvons, a un
coefficient multiplicatif prés, le systéme d’équation pour les inconnues X;,. Nous avons
donc :
dji o = KEL Xjo avec Xjo =Y [M ') an (o) €77 €L (2.45)
o

ot les X, sont déterminés par la résolution numérique du systéme d’équation ([2.34]).

Retour au coefficient T

Les valeurs des dipoles étant déterminées, il ne reste qu’a exprimer le champ moyen E(z)
en fonction des dipoles dj. En injectant I'expression (2.42) de E(r) dans U'équation (2.37) et

prenant z tel que kr,(z — 2z;j) > 1 nous trouvonslz] :

kr,

E ~ E ikr,z . L
(2) L EL € +Z250L1’Ly Z/
J

dj eFrz=2p). (2.46)

Nous pouvons alors en déduire le coefficient de transmission :

- E k dir o ,
T = €L Zk(i) = 144 L 75, Ei o e—szzj/
Ejp et QEOLxLy . Ey, ’
IS, T D Xy €, o €V (2.47)
QEoLxLy . 7 e

ou nous reconnaissons la somme qui intervient dans la définition (2.35) du coefficient sans di-

mension II. Finalement la transmission du faisceau a travers I’échantillon atomique s’écrit :
i
T=1- §aoﬁH (2.48)

ol dans le cas strictement bi-dimensionnel, la densité intégrée n doit étre remplacée par la densité
surfacique n. Nous en déduisons donc ’expression générale pour la densité optique
Do =In|T|%> = —2In

1- %JOﬁH . (2.49)

Ce résultat constitue le résultat essentiel de ce chapitre et servira de point de départ pour notre

étude numérique que nous présenterons a la section suivante.

2.3.3 Remarques

Avant de présenter les résultats numériques, nous ferons deux remarques importantes.

Cas dilué. Dans la limite ou le systéme est suffisamment dilué pour pouvoir négliger la diffusion

multiple, nous pouvons ignorer les termes non diagonaux de [M]. La matrice [M] est alors

7. Nous supposons prenons pour cela la limite oit L., — oo et nous utilisons le fait que dans ’expression
li de gq.o(u) seul le terme ™ /u contribue significativement 4 Pintégrale.



2.4 Résultats numériques

51

simplement la matrice identité multipliée par le coefficient complexe A(A + ¢hI'/2). Dans ce cas
le coefficient IT (cf. [2.35) s’écrit simplement :

11 1
M= = otz —— 2.50
i+ 20T N]Za‘“’ S =iar (2.50)

et nous retrouvons la loi de Beer—Lambert (2.5) pour la densité optique :

oon

(2.51)
Théoréme optique. L’expression de 7 nous fournit aussi ’équivalent du théoréme optique pour
notre cible étendue. En combinant I’expression ([2.48)) de la transmission et celle de I’élément de

matrice Ty (Eq. (2.36])) nous obtenons :

(2.52)

2.4 Reésultats numeériques

Dans la section précédente, nous avons obtenu une relation entre la densité optique Dg et la
densité spatiale n d’un nuage 2D (ou la densité intégrée n pour un nuage d’épaisseur £, # 0).
Cette relation fait intervenir le coefficient sans dimension II qui contient tous les effets liés a la
diffusion multiple d’un photon lors de sa traversée du milieu atomique. Les résultats que nous
présenterons ici se limiteront au cas strictement 2D ou £, = 0.

Afin d’étudier les variations de Do avec la densité décrites par ’équation , nous avons
réalisé des simulations numériques qui s’appuient sur des tirages aléatoires de type Monte-Carlo.
Notre procédure se décompose en trois étapes : (i) nous réalisons un tirage aléatoire des positions
de N atomes; (ii) nous résolvons numériquement le systéme linéaire & 3N équations ; (iii)
nous en déduisons alors le coefficient II qui permet de calculer la quantité souhaitée Dg.

Les positions des atomes sont uniformément distribuées sur un disque centré sur l'origine des
coordonnées et de rayon R. Nous définissons autour de chaque atome un petit disque d’exclusion
de diamétre de I'ordre de 1072 ko ! Nous avons vérifié que les résultats sont indépendants de la
valeur précise de ce diamétre, dés lors qu’il est bien plus petit que la distance moyenne entre
particules. Hormis cette condition, aucune forme de corrélation entre les positions des atomes n’a
été introduite. Ceci est motivé par le fait que dans le régime fortement dégénéré d’un gaz de Bose
2D, qui correspond aux distances entre atomes considérées dans cette étude, les fluctuations de
densité sont fortement réduites et la fonction de corrélation du deuxiéme ordre go(r, ') est telle
que go(r,7) ~ 1.

La polarisation du faisceau sonde est prise linéaire €, = 5. Dans le cas de la transition
Jr =0 <> J. = 1 considérée ici, le choix de la polarisation n’a pas beaucoup d’importanceﬁ

Dans cette section, nous allons d’abord nous intéresser & la valeur de N pour atteindre

la «limite thermodynamique» pour laquelle la densité optique déterminée Do ne dépend pas

8. Nous avons par ailleurs vérifié que les résultats obtenus avec une polarisation circulaire sont similaires &
ceux présentés ici. La polarisation jouerait naturellement un réle plus important dans le cas d’une transition avec

des moments angulaires J, et J. plus élevés en raison des effets de pompage optique mis en jeu.
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FicURE 2.1 — Dépendance de la densité optique Dg calculée & partir de I’équation avec
le nombre d’atomes N, pour 4 valeurs de la densité : ogn = 1 (noir), 2 (rouge), 4 (bleu) and 8
(orange). Les barres d’erreurs indiquent la déviation standard. Les lignes horizontales en poin-
tillés donnent les valeurs «asymptotiques» obtenues N = 2048. Ces résultats ont été obtenus a

résonance (A = 0) pour un gaz strictement 2D (¢, = 0).

explicitement du nombre d’atomes N et du rayon du disque R mais uniquement de la densité
spatiale n = N/mR2. Nous verrons que cette condition nécessite un grand nombre d’atomes (N ~
1000). Nous nous intéresserons ensuite a la question principale de chapitre qui est la dépendance
de Do avec n pour des valeurs typiques de nos expériences. Enfin, nous nous intéresserons
a linfluence des interactions dipoéle-dipéle sur la forme de la raie d’absorbtion en variant le

parameétre A.

2.4.1 «Limite thermodynamique»

Nous commencons notre étude par la détermination du nombre minimal d’atomes nécessaire
pour le calcul fiable de la densité optique. Pour cela, nous fixons une valeur donnée de la densité
spatiale n = N/mR?, en nous plagant & résonance pour simplifier (A = 0), et nous nous intéres-
sons & la dépendance de Do avec le nombre d’atomes N. En pratique, nous faisons varier N par
puissances de 2 entre N = 8 et N = 2048 et nous cherchons & déterminer la valeur de N & partir
de laquelle Do ne varie plus au bruit numérique prés.

Le résultat de cette étude est représenté sur la figure [2.1] oti nous tracons Do en fonction
de nombre d’atomes N. Les différentes courbes ont été obtenues pour différentes valeurs de n,
qui correspondent & ogn = 1,2,4 and 8, qui sont des valeurs typiques de densités spatiales des
gaz bi-dimensionnels produits en laboratoire. Nous voyons que pour la plus faible valeur de n,
la densité optique calculée dépend uniquement N/mR? & partir de N = 100 (au bruit numérique
prés). Pour les valeurs les plus élevées, ce n’est qu’a partir de N ~ 1000 que cette condition est
remplie. Notons toutefois que I'écart & la valeur asymptotique est inférieure & 5% pour N = 256

pour les densités considérées ici.
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FIGURE 2.2 — Variations de Do avec la densité surfacique. Les points calculés (en noir) ont été
obtenus avec N = 2048 et les barres d’erreur indiquent la déviation standard. La ligne continue
rouge est la droite de pente 1 qui correspond & Dpgy,. La ligne continue bleue est un ajustement de
la forme Do = ogn (1 — pogn) sur les premiers points. Nous trouvons p ~ 0.2 comme parameétre

optimal. Ces résultats ont été obtenus pour £, =0 et A =0.

2.4.2 Deéviations a la loi de Beer—Lambert

Comme nous ’avons mentionné dans le paragraphe d’introduction de ce chapitre, la densité
optique détectée en sondant un gaz 2D est significativement réduite par rapport & la valeur
attendue a partir de la loi de Beer-Lambert Dpp, = oggn dés lors que cette derniére devient
proche de I'unité [103]. Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux variations de la densité
optique Do en fonction de Dpr,. Comme précédemment, nous considérons pour l'instant un
faisceau résonnant (A = 0).

Le résultat obtenu est représenté sur la figure [2.2] Nous constatons que la densité optique Do
déterminée par notre modéle varie de facon trés non-linéaire avec Dpgy,. Pour Dpgr, &~ 1 la densité
optique Do est environ 25% plus faible. Notons que ce résultat est qualitativement trés analogue
a celul que nous avons observé expérimentalement dans |[103]. Nous avons également réalisé un
ajustement des variations de Do pour Dpr, < 1 (ligne bleue pointillée) par un polynéme de degré
2, ce qui donne :

Do ~ Dgr, (1 —0.2Dgy) . (2.53)

Cet ajustement est motivé par le fait que ’on peut, en principe, déterminer ce résultat analyti-
quement par un développement diagrammatique d’ordre 2 (cf. section .

Pour la densité la plus élevée considérée dans cette étude, nous avons Dpp, = 8 et Do ~ 1.7,
soit une réduction de ~ 80%. Pour une telle densité spatiale, la distance inter-atomique moyenne
est d’environ 0.8k et le décalage des niveaux d’énergie di aux interactions dipole-dipole est
notablement plus élevé que la largeur I' de la raie d’absorption. Le milieu atomique est donc
beaucoup moins absorbant vis-a-vis d’un faisceau résonnant, ce qui explique cette réduction

significative de Do par rapport a la loi de Beer-Lambert qui ignore les interactions dipéle-dipole.
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FIGURE 2.3 — Variations de Dg avec le désaccord A = A/(I'/2) du faisceau sonde pour 3 valeurs
de densité surfacique : opn = 1 (noir), 2 (rouge) en 4 (bleu). Les barres d’erreur indiquent la

déviation standard. Ces résultats ont été obtenus pour N = 256 et £, = 0.

2.4.3 Effet des interactions dipole-dip6le sur la raie d’absorption

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a présent a la dépendance de la densité optique avec
le désaccord. Par commodité, nous caractériserons le désaccord par le paramétre sans dimension
A = A/(T'/2). Nous avons représenté sur la figure [2.3{les variations de Do, pour trois valeurs de
la densité[ﬂ: op = 1, 2 et 4. Nous constatons deux effets simultanés lorsque la densité n augmente :
(i) les variations de Do de part et d’autre du pic deviennent de plus en plus asymétriques; (ii)
le pic de la raie d’absorption se décale vers le bleu de la transition (i.e. vers la région A > 0).
Ce dernier point est illustré par l'insert de la figure [2.3| ot nous avons représenté le décalage
en fréquence Ay du pic de la raie d’absorption pour chaque valeur de la densité. Nous voyons
que ce décalage de la résonance est déja significatif pour ogn = 1 et qu'’il vaut ~ I'/4 pour
oon = 4. Précisons que ce décalage a été obtenu par un ajustement parabolique sur le sommet
de la raie d’absorption, méthode que nous avons préférée a un ajustement de la courbe entiére
par une fonction lorentzienne. La raison de ce choix est que la fonction lorentzienne ne permet
pas de reproduire les variations de Do avec le désaccord y compris pour la densité la plus faible

(oon = 1). Ceci nous ameéne au point (ii) que nous venons de mentionner.
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Ajustements avec des lorentziennes
(Raie d’absorption pour ogn = 1)

Echelle linéaire Echelle logarithmique
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FIGURE 2.4 — Raie d’absorption normalisée correspondant & ogn = 1 en échelles linéaire (a) et
logarithmique (b). La courbe épaisse grise en arriére plan est la lorentzienne correspondant a la
loi de Beer-Lambert (Eq. [2.5). Les lignes continues rose et bleue sont des ajustements par une

lorentzienne des régions «rouges» et «bleues» respectivement.

Déviations a la fonction lorentzienne

Nous allons a présent caractériser de facon plus quantitative les variations de densité optique
et les asymétries observées sur les raies d’absorption de la figure [2.3] Pour cela nous traitons
désormais indépendamment la partie & «rouge» (& gauche du pic) et la partie «bleuey (a droite
du pic) de chacune ces trois raies d’absorption. Nous commencons par réaliser un ajustement par

la fonction lorentzienne :

A

O aay

(2.54)
5

ot Ag est fixé a sa valeur déterminée plus haut, amplitude A et la largeur 4 étant les parametres
d’ajustement. Le paramétre sans dimension 7 est donc relié & la «vraie» largeur v (en s—!) par
v = AI. La figure montre le résultat des ajustements obtenus sur les parties «rouge» et
«bleue» de la raie d’absorption calculée pour ogn = 1. Nous avons également représenté pour
comparaison le résultat attendu pour Dpgr,. Nous constatons qu’aucun des deux ajustements
n’est satisfaisant. Si les variations de Do sont relativement bien décrites par des lorentziennes
dans la région centrale (malgré une légére différence au niveau du maximum de la courbe), la
courbure & la base du pic et les ailes de la raie d’absorption différent qualitativement, comme
nous pouvons le voir sur la figure [2.4b ot nous avons utilisé une échelle logarithmique. Les

effets de diffusion multiple ne se traduisent donc pas par un simple élargissement de la raie

9. Afin de nous limiter & des durées de simulation raisonnables le nombre d’atomes a été fixé & N = 256 ce qui
reste suffisant pour les densités considérées ici. Pour les points de densité les plus élevées Do = 2, I'erreur relative

par rapport a ce que nous aurions obtenu pour N = 2048 est d’environ 5%.
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Ajustements avec des fonctions de Pearson
(Raie d’absorption pour ogn = 4)

Echelle linéaire Echelle logarithmique
1 1 1
a) ‘ b) :
: Dpy ~
[ i s’
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FIGURE 2.5 — Raie d’absorption normalisée correspondant a ogn = 4 en échelles linéaire (a) et
logarithmique (b). La courbe épaisse grise en arriére plan est la lorentzienne correspondant a la
loi de Beer—Lambert (Eq. . Les lignes continues rose et bleue sont des ajustements par une
fonction de Pearson (Eq. des régions «rouges» et «bleues» respectivement.

d’absorption, mais par une modification qualitative des variations de la densité optique par
rapport a la fonctionnelle lorentzienne usuelle. En appliquant cette procédure aux cas ogn = 2 et
4, nous avons confirmé que ces déviations sont d’autant plus marquées que la densité augmente
comme nous pouvions nous y attendre. Notons enfin que la différence qualitative observée dans
les ailes indique que la densité optique (normalisée) décroit plus lentement que 1/|A|? aux grands

désaccords.

Dépendance asymptotique avec le désaccord

Afin d’étudier le comportement asymptotique de Do avec le désaccord de fagon quantitative,
nous avons utilisé une fonction d’ajustement spéciale qui est une forme généralisée de la fonction

lorentzienne. Il s’agit de la fonction de Pearson qui, dans sa forme simplifiée s’écrit :

A

T

oll I’exposant m est un paramétre d’ajustement supplémentaire qui caractérise le comporte-

pm(A) =

(2.55)

ment asymptotique[ﬂ Pour m = 1 nous retrouvons la fonction lorentzienne et une décroissance
asymptotique en 1/|A|2.
La figure représente le résultat des ajustements des régions rouge et bleue de la raie

d’absorption calculée pour ogn = 4 qui est la plus distordue parmi celles présentées sur la

10. Pour qu’une distribution de probabilité de type Pearson soit normalisable il faut que m > 0.5.
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FIGURE 2.6 — Parametres d’ajustement optimaux m (a) et 4 = v/T" (b) obtenus sur les parties
«rouges» (en rose) et «bleues» (en bleu) des raies d’absorption calculées (cf. Fig.[2.3)). Les barres

d’erreurs indiquent ’erreur fournie par la procédure d’ajustement.

figure Nous constatons que 'ajustement est trés satisfaisant y compris dans les ailes ou le
comportement asymptotique de la densité optique Do est bien reproduit. Nous obtenons des
ajustements de qualité similaire voire meilleure pour les cas ogn = 1 et 2. Pour comparaison,
nous avons tracé en arriére plan des graphes[2.5pb le raie d’absorption attendue par la loi de Beer-
Lambert [2.5] Sur cet exemple, la densité optique Do décroit significativement plus lentement que
Dgr,. Ces «longues» ailes constituent une signature des décalages des niveaux d’énergie due aux
interactions dipdle-dipdle qui se produisent entre deux atomes voisins.

Le résultat des ajustements pour les trois cas ogn = 1, 2 et 4 sont rassemblés sur la figure 2.6
ol nous avons tracé la valeur de 'exposant m (Fig. [2.6h) et la largeur 5 (Fig. 2.6b) déterminées
dans les partie rouge et bleue de la raie d’absorption. Nous constatons d’abord une différence
systématique entre les paramétres de la partie rouge et de la partie bleue, ce qui confirme quan-
titativement l'impression d’asymétrie que l'on a visuellement. La figure permet de suivre
I’é&volution de 'exposant m en fonction de la densité. Lorsque la densité varie entre ogn = 1 et
ogn = 4, 'exposant m décroit continiiment de 0.85 4+ 0.02 a 0.66 + 0.02 dans la partie bleue et
de 0.74 + 0.02 & 0.50 4+ 0.03 dans la partie rouge. De facon assez remarquable, le comportement
asymptotique de Do s’écarte donc significativement de la décroissance usuelle en 1/|A[? pour
des densités aussi petites que ogn = 1. Pour une densité oogn = 4, la densité décroit en 1/|A|

dans la partie rouge et un peu plus rapidement dans la partie bleue.

2.4.4 Prolongements

Tous les résultats présentés ici correspondent & un gaz de Bose strictement 2D (¢, = 0).
Un prolongement naturelle de I’analyse que nous venons de présenter est d’étudier les variations
de Do avec I’épaisseur du gaz. En augmentant £,, le gaz est devient de plus en plus dilué et
les effets dus aux interactions dipole-dipole se réduisent progressivement. En faisant varier £, &

oon fixé, nous nous attendons donc & ce que Do augmente jusqu’a coincider avec Dpgy,. 1l sera
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intéressant de déterminer & partir de quelle épaisseur £, les interactions dipoéle-dipéle deviennent

négligeables.

2.5 Remarques et questions ouvertes.

Développement diagrammatique. Le formalise de la théorie quantique de la diffusion basé sur
la matrice T' que nous avons utilisé en section est également adapté pour le calcul perturbatif
de la densité optique. Ce type de calcul consiste & utiliser un développement de ’équation (2.21))

qui se met sous la forme

oo

P P P 1 \"
- PR(2)P . 2.56
»— PHyP — PR(z)P z—H0+le—Ho< (2) z—H0> (2.56)

Le premier terme correspond aux «diagrammes» & une collision ot le photon visite un seul atome
et quitte le milieu atomique, et permet de retrouver le résultat Do =~ no = Dpr. En prenant
en compte les «diagrammes» a deux collisions il est en principe possible d’estimer les premiéres
corrections a la loi de Beer—Lambert. Ce développement diagrammatique se préte également bien
a I'étude du cas limite kgf, > 1. Ceci permet de retrouver la loi de Beer—Lambert & 3D, qui est

valable pour des densités intégrées n arbitrairement grandes.

Dépendance avec le désaccord. L’étude des variations de la densité optique Do avec le désac-
cord a révélé un comportement inhabituel : aux grands désaccords, Do décroit comme 1/|A| au
lieu de 1/|A|? & partir de densités spatiales de 'ordre de 4/0¢. Il serait intéressant d’aller au dela
de la caractérisation heuristique présentée ici, et de fournir un résultat analytique qui permet-
trait de donner une interprétation physique de ces comportements asymptotiques. L’étude de la
distribution des valeurs propres de la matrice symétrique complexe [M] pourrait étre une bonne

voie d’approche pour ce probléme [26].

Interactions dipdle-dipdle et mouvement des atomes. Tout au long de ce chapitre, nous
avons attribué le déficit de la densité optique Do par rapport a la valeur Dgy, prédite par la loi
de Beer—Lambert & une réduction de ’absorption due & l'interaction dipdle-dipéle entre deux
atomes proches. Le potentiel d’interaction correspondant est de la forme AL'/(kor)® ot 7 est la
distance qui sépare les deux atomes (pour des distances courtes, i.e. kor < 1). Le déplacement

des atomes soumis & la force d’interaction Fy_q = 3hkoI'/(kor)* correspondante s’écrit donc :

1 Fy_ hk
A ap-2 — 31ko

= r—t. 2.57
2 m 2 m ( )

Pour les densités spatiales les plus élevées considérées ici, la distance inter-atomique moyenne d =
V1 est telle que kod ~ 0.6, ce qui correspond & un déplacement £q_q =~ 1.8nm. Ce déplacement
qui est négligeable par rapport a wr,, ne remet donc pas en cause I’approximation dipolaire utilisée

pour ce traitement.
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Comparaison aux expériences. Cette étude a permis d’expliquer qualitativement le déficit de
détectivité observé expérimentalement sur des gaz 2D [103], elle ne permet pas toutefois de faire
une comparaison qualitative, ce qui constitue une des limitations de notre étude. Cette limitation
est en particulier liée au fait que les transitions atomiques utilisées dans les expériences sont plus
complexes que celle considérée ici (Jr = 0 <+ J. = 1). Un des prolongements de ce travail

consisterait & étudier le cas de moments angulaires plus élevés.
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Chapitre 3

Imagerie fortement saturante de

nuages denses

Au chapitre 2] nous avons vu que I'imagerie par absorption non saturante n’est pas adaptée
aux mesures sur des nuages denses. En effet, lorsque la distance moyenne entre atomes devient
de l'ordre de ki L ou ki, est le module du vecteur d’onde associé au faisceau sonde, la diffu-
sion multiple joue un role important lors de la propagation du faisceau dans le milieu atomique.
En particulier, elle donne lieu a des interactions dipéle-dipéle entre atomes voisins, qui s’ac-
compagnent d’'un déplacement des niveaux de la transition atomique. Dés lors, la relation de
Beer—Lambert qui permet de relier de maniére simple la densité optique & la densité spatiale
n’est plus valable. En effet, celle-ci repose sur une modélisation simplifiée de l'interaction entre
le faisceau sonde et le milieu atomique, ou I'on suppose que la réponse optique de chaque atome
n’est pas influencée par la présence des autres atomes.

Une maniére de s’affranchir de ces effets collectifs serait d’utiliser 'imagerie par contraste
de phase [67]. Cette méthode consiste a envoyer un faisceau sonde désaccordé et a mesurer le
déphasage induit par le nuage sur le champ incident. Le déphasage peut alors étre relié a la densité
spatiale du nuage. L’utilisation d’'un faisceau désaccordé permet de réduire considérablement
les effets collectifs des atomes vis-a-vis du faisceau sonde. Cette méthode présente cependant
une limitation : elle ne fournit une mesure fiable de la densité atomique que sur une région
limitée autour de ’axe optique. En effet, dans la pratique les ailes des nuages sondés en imagerie
par contraste de phase sont dégradées par des artefacts liés au montage optique. Or, comme
nous le verrons au chapitre [4 ces ailes jouent un role essentiel dans ’étude expérimentale de la
thermodynamique du gaz 2D. Cette méthode n’est donc pas adaptée dans notre cas.

La stratégie que nous avons retenue est I'imagerie par absorption fortement saturante. Cette
meéthode a été initiée par Reinaudi et al. [105] pour 'étude de gaz tri-dimensionnels optiquement
épais. L’objectif était alors, non pas de g’affranchir des effets de diffusion multiple, mais de
trouver une solution & la forte atténuation du faisceau sonde & la sortie d’un nuage dilué mais
étendu dans la direction de propagation. L’utilisation d’un faisceau fortement saturant constitue
également une solution aux effets collectifs rencontrés pendant 'imagerie d’un gaz 2D dense. Dans
ce cas, l'idée est de saturer la transition atomique de facon & limiter I’échange de photons entre

atomes. De plus, en utilisant des intensités suffisamment élevées, nous pouvons nous ramener i
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une situation ou la fréquence de Rabi associée au faisceau sonde devient bien plus grande que les
déplacements de niveaux induits par les interactions dipoéle-dipéle. Cette méthode a également
été utilisée avec succes par Hung et al. [59]. Notons toutefois que la relation entre l'atténuation
du faisceau et la densité atomique proposée par Reinaudi et al. [105] pour une intensité incidente
quelconque, ne s’étend pas de fagon immédiate au cas bi-dimensionnel et ce résultat n’a jamais
été établi.

Dans ce chapitre, nous établirons par une approche auto-cohérente la relation entre l'atté-
nuation du faisceau incident et la densité atomique & 2D pour une intensité quelconque. Nous
verrons que nous retrouvons l’exact analogue de la relation utilisée par Reinaudi et al. [105] pour
un gaz 3D. Dans un second temps, nous décrirons a la section la mise en ceuvre expérimen-
tale de cette méthode sur nos gaz bi-dimensionnels. Aprés avoir présenté le dispositif d’imagerie
autour de la cellule de science, nous présenterons les calibrations nécessaires & 'utilisation de
I'imagerie fortement saturante. Enfin, nous terminerons en déterminant le régime de paramétres

permettant de mesurer de facon fiable la densité de nos gaz 2D.

3.1 Formalisme

Cette section est consacrée a la modélisation de l'interaction entre un faisceau sonde et un
milieu atomique. Contrairement au chapitre précédent, nous négligerons ici tous les aspects liés
aux effets collectifs lors de la propagation du faisceau dans le milieu atomique. Nous traiterons
d’abord le cas d’un nuage étendu dans la direction de propagation du faisceau. Aprés avoir rappelé
la célébre relation de Beer—Lambert, valable & faible intensité, nous présenterons la modélisation
plus générale proposée par Reinaudi et al. [105]. Nous aborderons ensuite le cas d’un milieu
atomique plan qui est le cas qui nous intéresse. Nous verrons que les relations établies a 3D
s’étendent au cas bi-dimensionnel en remplacant simplement la densité intégrée par la densité

surfacique.
3.1.1 Imagerie d'un gaz atomique étendu

Nous nous intéressons ici a la relation entre 'atténuation d’un faisceau sonde a la traversée
d’un nuage atomique étendu et la densité atomique.

Section efficace d’absorption

La section efficace d’absorption d’'un atome soumis a un flux de photon ® est reliée au taux

de diffusion de photons par ’atome par la relation :
v = o, (3.1)

ol le flux @ est le nombre de photons par unité de surface et de temps. Pour un faisceau incident

d’intensité I et de pulsation w, on a & = L

—hwet:

7. (3.2)
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Par ailleurs, on sait des équations de Bloch optiques que le taux de diffusion de photons par un

atome & «deux niveaux» soumis & un faisceau laser résonnant d’intensité I est donné par :

T I/

1 . 3.3
21+ /I (8:3)

v

ou I' est la largeur naturelle du niveau excité et I 'intensité de saturation. On peut donc en

déduire I'expression de la section efficace a partir de I’équation (3.2)), ce qui donne :

0o I,

0= ——— avec 09— ——
1 +I/Isat 2Isat

r, (3.4)

Bien que la structure interne d’un atome réel soit plus complexe, il est possible de se ramener
a une situation proche de ce modéle simple. Pour cela il suffit de se mettre dans la configuration

d’une transition cyclante, typiquement | F = 2,mp = 2) <> |F = 3,mp = 3) pour le 8"Rb,

en utilisant une polarisation circulaire (¢&). Dans ce cas, nous avons les expressions simples
suivantes : )
I hw3T 3\2 (3.5)
t — 5 0'0 = — . .
1272’ 27

Dans toute la suite, nous considérerons ces valeurs lorsque nous ferons référence a Ig et og
respectivement.

La situation rencontrée dans les expériences est toutefois plus complexe. Typiquement, en
raison de la présence de champs magnétiques de piégeage ou de la géométrie spécifique de 'expé-
rience, il n’est pas toujours possible de reproduire le modéle simple que nous venons de décrire.
En particulier, le processus d’absorption met alors en jeu différentes configurations de polari-
sation (0T et 7). Pour prendre en compte ces effets, nous introduisons de facon heuristique le
parameétre o associé & une intensité de saturation effective a* I,¢. Le taux de diffusion de photon

s’écrit alors :

r I/
y=%— / sat ’ (36)
2« + I/Isat
ce qui correspond a la section efficace effective
00
=—. 3.7
o + I/Isat ( )

Dans le régime non saturant (I < o*Ig,y) la section efficace est indépendante de 'intensité
comme dans le cas de 'atome & deux niveaux, et vaut og/a* ot le facteur 1/a* donne lieu & un
élargissement de la raie d’absorption. A la limite opposée (I > a*Isa), on a o =~ Igio0/1 et le

taux de diffusion sature a la valeur I'/2.

Loi de Beer—-Lambert

La relation entre la densité atomique et le nombre de photons absorbés est traditionnellement
donnée par la loi de Beer—Lambert qui décrit de fagon satisfaisante un grand nombre de situa-
tions rencontrées dans les expériences d’atomes froids. Nous allons en reprendre ici la dérivation
traditionnelle qui nous sera utile tout au long de cette section.

Considérons un échantillon atomique sur lequel on envoie un faisceau lumineux d’intensité

uniforme [ le long de l'axe (Oz) comme illustré sur la figure Nous nous intéressons au cas



64

Chapitre 3. Imagerie fortement saturante de nuages denses

Nuage d’atomes
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F1GURE 3.1 — Imagerie par absorption d’un nuage étendu. Un faisceau d’intensité I; s’atténue
progressivement lors de sa propagation dans le nuage. Quelle est la relation entre I'atténuation

It/ I; et la densité intégrée du nuage dans la direction de propagation (Oz)?

d’un nuage dilué tel que kpd < 1, oit k, = 27/A? est le vecteur d’onde associé au faisceau et
d est la distance inter-atomique moyenne. Sous ces hypothéses, nous pouvons considérer chaque
atome comme un objet absorbant classique et négliger les effets collectifs comme la diffusion
multiple, les interactions assistées par la lumiére ou autres effets quantiques tels que la diffusion
stimulée par la statistique bosonique [97].

En se propageant dans le nuage, 'intensité du faisceau va décroitre progressivement, et nous
cherchons & déterminer ’expression de 'intensité en sortie du milieu atomique. Pour cela, isolons
par la pensée une fine tranche du nuage 0z dans la direction de propagation (Fig. . Le déficit

d’intensité da a la traversée de cette tranche est donné par[l:

I(z,y,z+dz) — I(x,y,2) = —I(z,y, 2) onBP) (z,y,2)0z. (3.8)

Notons que nous traitons le cas général d’'une densité atomique non uniforme n(z,y, z), ce qui
implique que l'intensité a I'intérieur du milieu dépend des trois coordonnées de 1’espace. A limite

6z — 0, on aboutit a I’équation différentielle :

dl(z,y,2) = —I(@,y,2) o 3D (2, y, 2) dz. (3.9)

Dans le cas ou le faisceau est non saturant, nous avons vu que la section efficace est indépendante

de l'intensité, et ’équation différentielle (3.9) s’intégre alors aisément et donne :

“+o00
J/ n(3D)(x,y, z)dz = —1In <If(:z:,y)) ,

3.10
. T (3.10)

oll nous retrouvons la relation de Beer—Lambert introduite au chapitre [2| qui permet de relier
directement le déficit de photons aprés la traversée du nuage & la densité intégrée le long de I'axe
d’imagerie. Le fait est que cette relation est adaptée a I'imagerie d’'un nuage atomique dilué sondé

par un faisceau non saturant. Or, dans de nombreuses expériences, on est fatalement amené a

1. Notons que cette égalité suppose implicitement que le systéme est dilué. En effet, nous considérons ici
que chaque atome en (x,y, z) «voit» une intensité I(x,y, z) ce qui suppose que les atomes ne se «recouvrent» pas.
Ceci n’est vrai que si la distance inter-atomique moyenne est trés grande devant le rayon de la section efficace
\/%, ce qui est équivalent & krd < 1.
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utiliser des intensités plus élevées. Typiquement si le nuage atomique, bien que dilué, est tres
épais dans la direction de propagation du faisceau, il faut envoyer suffisamment de photons pour
le sonder sur toute son étendue. C’est dans cet esprit que Reinaudi et al. [105] ont développé et

mis en ceuvre une méthode d’imagerie a intensité saturante.

Imagerie 3 haute intensité

Nous allons reprendre ici la modélisation de I'interaction d’un faisceau saturant avec un atome
telle qu’elle a été proposée dans [105]. On part de I’équation (3.9) pour laquelle nous n’avons
imposé aucune contrainte sur I'intensité du faisceau sonde. On y injecte 'expression générale de

o donnée par I'équation (3.7)), et en intégrant on trouve :

+00 I L1
ag/ n®P)(z,y, z)dz = —a* In ( f(}”’y)> + If(x’y) . (3.11)
i sat

—0o0

=do (ﬁvy)

ce qui constitue une forme généralisée de la relation de Beer—Lambert, valable a haute intensité.
La quantité do(x,y) qui apparait au seconde membre interviendra tout au long de ce chapitre
et nous la nommerons la densité optique généralisée.

A la limite de trés faible intensité [, < oI, le second terme dans le second membre
de 'égalité est négligeable et on retrouve la loi de Beer-Lambert (Eq. . Dans la
limite opposée I; > a* Iy, la conclusion est moins immédiate et dépend du nombre de photons

absorbés. Si 'on pose §I = I; — Ir, la densité optique généralisée s’écrit :

M>+5I (3.12)

do——a*ln<1— )
Ii Isat

ou nous omettons d’indiquer la dépendance en (z,y) par commodité. Dans le cas ou ’absorption

est faible, c’est-a-dire d1 < Ij, on obtient I’expression approchée :

*

lo% 1
do~ 6l | — + > , 3.13
© (Ii Isat ( )

ce qui dans la limite [; > o*Is donne do ~ 61/Iy. Le second terme du second membre
de l'égalité (3.11) est donc dominant. Cette conclusion n’est évidemment pas vrai pour 61/
quelconque. Pour clarifier ce point, il est commode de distinguer les deux termes contribuant a

la densité optique généralisée en posant :

1 L—1

dP =~ (L) et al) =TT (3.14)
Ii Isat

qui correspondent aux termes dominants & basse intensité et haute intensité respectivement. En

pratique, 'absorption relative §1/1; a haute intensité peut aller jusque ~ 30% pour les mesures

que nous présenterons ici et a® ~ 3. Nous avons tracé sur la figure les poids relatifs de dg))

et d(oh) en fonction 61/I;, pour différentes valeurs du rapport I/ Isa avec o = 3.
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Poids relatifs de dgl ) et de d(ob)
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FIGURE 3.2 — Poids relatifs de dgl) (lignes continues) et dg)) (lignes tiretées) en fonction de

Pabsorption relative d1/1;. Nous comparons la contribution de chaque terme pour trois valeurs
de Vintensité incidente, correspondant & : [; /I = 10, 50 et 100 (lignes rouge, bleue et noire

(b)
0

respectivement). La contribution de dn’ est calculée pour o* = 3.

3.1.2 Imagerie d'un gaz atomique plan

Intéressons-nous maintenant au cas ol les atomes sont répartis dans un plan que ’on sonde
a l'aide d’un faisceau en incidence normale comme illustré sur la figure [3.3] Dans ce cas, il n’y a

pas d’intégration selon 'axe de propagation (Oz) du faisceau et, de facon similaire au résultat

(3.8)), on obtient :

It(z,y) = L (1 —on(z,y)), (3.15)

ou n(x,y) désigne a présent la densité surfacique. Tout comme dans le cas d’un nuage étendu
dans la direction (Oz), ce résultat est valable dans le cas d'un nuage dilué, ce qui correspond
a la limite no < 1 dans le cas présent. Or, expérimentalement, lorsque 'on confine des atomes
dans une fine couche, cette condition n’est généralement pas réalisée et le résultat n’est
pas valide.

Nous proposons donc une approche plus adaptée aux cas de nuages bi-dimensionnels non
dilués mais nous continuons d’ignorer tout effet lié aux comportements collectifs des atomes
vis-a-vis du faisceau sonde. La situation considérée est toujours celle d'un faisceau sonde en
incidence normale sur un nuage bi-dimensionnel (Fig. . Comme dans le cas précédent, on
veut relier la distribution de photons obtenue sur le réseau CCD d’une caméra a la distribution
spatiale des atomes. On s’intéresse pour cela a la probabilité qu’a un photon de traverser le nuage
atomique et d’atteindre un pixel donné de la caméra. Notons A Daire d’un pixel rapportée dans

le plan atomique. Si 0 < A (en pratique on a typiquement A ~ 1 um? et o ~ 0.1ym?), alors la
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Plan d’atomes

FIGURE 3.3 — Imagerie par absorption d’un plan d’atomes. Nous considérons un gaz dense ou les

atomes se «recouvrent» et oul la densité varie peu sur une aire de taille A > o.

probabilité pour un photon d’étre absorbé par un atome est simplement o /A et la probabilité de
transmission (1 — o/A). Si 'on néglige toute corrélation en position des atomes, la probabilité

de transmission d’un atome & travers une cible d’aire A contenant N atomes est donnée par :

P, = (1 _ %)N — exp (N In (1 _ %)) ~ exp (—N%) , (3.16)

ot on a utilisé le fait que 0 < A. En supposant que la densité ne varie que trés peu sur une échelle
de distance de l'ordre de VA, ce qui est tout & fait raisonnable pour les expériences actuelles, le
rapport N/A est équivalent a la densité surfacique et P, ~ exp(—on). On peut alors aisément
relier I'intensité en sortie du nuage a la densité surfacique puisque Iy = P.1j, ce que 'on peut

mettre sous la forme familiére :

o) = -1 (1), o

qui est I’analogue bi-dimensionnel de la loi de Beer-Lambert (Eq. oll la densité intégrée est
remplacée par la densité surfacique. Notons cependant que le résultat dérivé pour le cas
bi-dimensionnel est plus général que son équivalent & 3D, dans la mesure ol nous n’avons pas
supposé ici que la section efficace o est indépendante de I'intensité. Nous pouvons donc déduire
I'expression générale de la densité optique en injectant la dépendance de o avec l'intensité. Dans
le cas d’un nuage dilué, il suffit de remplacer I par I; dans ’équation puisque chaque atome
est isolé des autres. Pour un nuage dense, chaque atome subit 'effet d’écran des atomes voisins
et recoit de ce fait une intensité effective I.g inférieure a I; et la section efficace s’écrit :
00
T . Lo/ T (3.18)
Afin de déterminer I'expression de I.g, on peut partir d’un raisonnement similaire a celui
utilisé pour obtenir le résultat . Dans le cas ot chaque atome percoit non pas I;, mais Ig,
on a :
It = I; — nol.g. (3.19)

En remplagant Iy par son expression déduite de (3.17), on obtient une relation simple entre

intensité effective et intensité incidente :
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1 _ e*'f’LO’

Lg = L. (3.20)

no
Notons que dans la limite no < 1, Ig — I; et I'équation (3.19)) redonne le résultat (3.15) obtenu
directement pour le gaz dilué.

En combinant l'expression de Ig et I’équation (3.17), on aboutit & ’expression générale

I Iy — I
o= o () £ 5, 521
Ii Isat

suivante :

qui relie la densité spatiale n aux intensités incidente et sortante. On reconnait ’analogue bi-
dimensionnel de ’expression , ou la densité intégrée & été remplacée par la densité surfa-
cique. Notons toutefois que dans ce cas, le cadre de validité est plus général puisque le résultat
obtenu est valable en dehors de la limite no < 1 (si I'on ignore les effets collectifs).

Comme nous 'avons dit au début de ce paragraphe, cette modélisation repose sur le fait
qu’il n’y a pas de phénoménes collectifs. En pratique, pour des densités telles que no ~ 1 le
phénomeéne de diffusion multiple n’est pas négligeable de méme que le déplacement des niveaux
d’énergie dii aux interactions dipolaires induites par la lumiére |[103]. Une solution pour limiter
ces effets consiste a utiliser un faisceau sonde fortement saturant. En effet, (i) en saturant un
atome, on réduit fortement la probabilité qu’il absorbe un photon réémis par un atome voisin, (ii)
dans le régime de saturation forte la fréquence de Rabi {2 associée au faisceau sonde est telle que
Q/T = \/I/21s > 1, le processus d’absorption tend donc a étre insensible aux déplacements
des niveaux qui sont de l'ordre de AI' pour les paramétres des expériences actuelles. A haute
intensité on entre donc dans le cadre de validité du résultat pour des systémes denses.

3.2 Mise en ceuvre expérimentale

Cette section est consacrée a la mise en ceuvre expérimentale de 'imagerie fortement saturante
sur des gaz 2D. Nous commencerons par décrire le dispositif d’imagerie autour de la chambre de
science. Nous prendrons le temps de détailler en particulier les caractéristiques de 'objectif de
microscope et de la caméra que nous utilisons, et qui nous permettent de disposer d’un systéme
d’imagerie trés performant. Nous entrerons ensuite dans le vif du sujet en décrivant la procédure
de calibration de 'imagerie & haute intensité. Enfin, nous exposerons notre démarche pour la
détermination des parameétres d’imagerie optimaux pour une mesure fiable de la densité atomique

dans nos gaz bi-dimensionnels.

3.2.1 Dispositif d'imagerie

Tous les résultats que nous allons présenter dans ce manuscrit ont été obtenus en imagerie
par absorption. Elle nécessite un montage optique qui, dans sa version la plus simple, se réduit
a D'utilisation d’une lentille qui permet de faire I'image des atomesﬂ sur le réseau CCD d’une
caméra. Sur notre montage expérimental, nous avons mis en place deux montages optiques qui

ermettent de sonder les nuages atomiques selon deux axes (Fig. |3.4) et ainsi d’avoir accés aux
b q

2. Plus précisément la distribution de photons manquants due aux atomes.
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Vue dépouillée Piégeage magnétique
Bobines du quadrupodle )
Cellule (anti-Helmoltz) Bobines du champ tournant
de science (2 paires Helmoltz)

(Ox)
Doublet D4
f=250mm

FIGURE 3.4 — Voisinage de la cellule. A gauche : une vue dépouillée avec les faisceaux d’imagerie
vertical et horizontal (axes (Oz) et (Oz) respectivement). A droite : géométrie du piégeage

magnétique.

distributions de densité dans les trois directions de ’espace. Les nuages bidimensionnels produits
dans notre expérience étant dans le plan horizontallﬂ(xOy), I’axe d’imagerie verticale constitue
notre axe privilégié et contient de ce fait un certain nombre de sophistications nécessaires pour
une imagerie performante.

Le schéma de principe du montage est représenté sur la figure 3.5] Il s’agit d’un montage en
deux parties indépendantes. La premiére partie du montage (représentée de fagon plus fidéle a
la réalité dans la figure est constituée d’'un objectif de microscope de focale 10 mm et d’un
doublet de focale 250 mm et permet de faire une premiére image des atomes avec un grandissement,
G1 = 25. Cette image est en fait une image intermédiaire car elle joue le role d’objet pour la
seconde partie du montage. Cette derniére comporte deux doublets de focales 400 mm et 200 mm
respectivement, formant 'image définitive sur le réseau CCD d’une caméra avec grandissement
G2 = 0.5, soit un grandissement total G = 12.5. La raison d’étre de la seconde partie du montage
est la nécessité d’ajouter un masque dans le plan intermédiaire afin de bloquer les photons issus
d’une région bien définie de I'espace, comme illustré sur la figure [3.5] Cela permet de n’exploiter
que la région utile du réseau CCD et de préserver les pixels restants, ce qui donne la possibilité
d’acquérir des images successives trés rapprochées dans le temps en exploitant le mode Frame
Transfer de notre caméra que nous décrirons plus loin.

Dans ce montage, 'objectif de microscope et la caméra sont deux éléments de haute per-
formance, et constituent de ce fait les éléments clés de notre imagerie. Les trois doublets sont

aussi des éléments optiques de qualitéEl, mais ils sont moins cruciaux et ont été choisis de facon

3. Ce chapitre étant dédié a 'imagerie, nous ne présenterons pas ici la maniére dont nous produisons les gaz
bidimensionnels sur notre expérience, ces informations n’étant pas nécessaires a ce stade.

4. Produits standards du fournisseur Melles-Griot.
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Image intermédiaire

Plan des atomes Image intermédiaire Image définitive

250mm 250mm 400mm 400mm 200mm 200mm :
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X objectif : réseau CCD

f=10mm  goublet D, doublet Do doublet D3
| f=250mm
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FIGURE 3.5 — Schéma de principe du dispositif d’imagerie.

|
|
|
|
|
|
|

a préserver les performances de ’objectif en tenant compte des contraintes imposées par la géo-
métrie de 'expérience. Les paragraphes qui suivent sont consacrés & la description détaillée des

caractéristiques de I'objectif de microscope et de la caméra.

Objectif pour imagerie de haute résolution

L’objectif de microscope a été concu et réalisé sur mesure pour notre expérience par le
fabricant de systémes optiques Nachet pour permettre une résolution spatiale meilleure que le
micron. Nous avons établi le cahier des charges de I'objectif & partir d’une étude préliminaire a
I’aide du logiciel OSLOE] qui nous a permis de simuler son utilisation en prenant en compte les
contraintes de ’expérience. Notre principale contrainte est liée a la cellule en verre isolant les
atomes de 'air ambiant, ce qui empéche de s’approcher & moins de 12.5mm des atomes dont
5mm correspondent & la face de la cellule. Outre le fait qu’il faut corriger ’astigmatisme introduit
par la lame de verre, la distance minimale entre les atomes et I’objectif implique I'utilisation de
lentilles de diametre de 'ordre de 15 mm afin d’avoir une ouverture numérique suffisante, ce qui
en contrepartie augmente les aberrations géomeétriques.

L’objectif permet de résoudre deux points distants d’un micron & travers une lame de Verreﬁ
de 5mm d’épaisseur et d’indice de réfraction n, = 1.458 pour une longueur d’onde de travail de
780+10 nm. L’objectif doit étre positionné & ~ 1.6 mm de la face de la cellule en verre soit environ
14 mm des atomes. Dans cette configuration 'ouverture numérique de U'objectif & 780 nm est de
0.45. La résolution au micron prés est garantie sur un champ objet de diamétre 400 ym avec une
profondeur de champ de £2 pum et une distorsion de champ inférieure 0.5+0.2%. La longueur
focale mesurée est 10.01+0.02mm & 780 nm. L’objectif fonctionne en configuration foyer-infini
et doit étre associé & un élément optique focalisant pour former une image, comme lillustre
le schéma [3.5] Ceci présente l'intérét de pouvoir changer de fagon simple le grandissement du
systéme optique en adaptant la focale du second élément optique. Enfin, un traitement anti-reflet

pour la longueur d’onde 780 nm a été appliqué & tous les éléments optiques constituant I’objectif.

5. Optics Software for Layout and Optimization.
6. Il s’agit plus précisément de VYCOR.
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: FiGURE 3.6 — Une coupe de I'image d’une

mire obtenue & ’aide de notre objectif de

—
o
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microscope. La mire est constituée d’un ré-
seau de lignes espacées de 2 um. La ligne
continue rouge est un ajustement par une
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réguliérement espacés et de méme largeur
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0 !
0 2000 4000
pixel

Nous avons mesuré la résolution de I'objectif indépendamment dans un montage annexe
similaire au montage prévu pour I'imagerie de nos nuages atomiques. Ce test a été réalisé a ’aide
d’une mire graduée et d'une lame de verre BK7 de 5mm d’épaisseur jouant le réle de la face
de la cellule en verre. L’indice de réfraction du BK7 vaut n, = 1.511 soit 3.6% plus élevé que
celui des faces de notre cellule, ce qui a pour effet principal de changer sensiblement la position
de mise au point de l'objectif. La région de la mire que nous avons exploitée est constituée de
lignes droites distantes de 24+0.1 ym. La figure représente une coupe effectuée sur une image
enregistrée de la mire. Afin d’estimer le pouvoir de résolution de notre objectif, nous réalisons
un ajustement de I’ensemble de distribution d’intensité par la fonction :

: (& — pn)?
f(x)=yo+ ZA“ exp <—2w2> , avec fp=p+nd (3.22)

n=1

ce qui revient a modéliser la fonction de réponse de notre systéme optique par une gaussienne.
Les parameétres d’ajustement sont le décalage a l'origine y0, les amplitudes A,,, la largeur optique
w, le décalage horizontal p et la distance entre deux pics successifs d. Les deux paramétres
qui nous intéressent sont w, qui caractérise la résolution du systéme optique, et § qui sert de
calibration du grandissement, I’espacement entre les pics étant connu. L’ajustement, représenté
en rouge sur la figure [3.2.1] est trés satisfaisant et donne pour les paramétre optimaux qui nous
intéressent, 0 = 1536.8 0.6 pixels et w = 433+ 3 pixels. Pour une séparation entre pics successifs
de 2£0.1 pm annoncée par le fabricant, on a donc w = 0.56 £0.03 um dans le plan objet. Notons
que cette largeur est en fait légérement surestimée car chaque trait de la mire a une épaisseur
finie de 'ordre de 0.2 pm. Par conséquent, chaque pic de la coupe représentée sur la figure [3.2.1
ne représente pas la réponse impulsionnelle du systéme optique mais la convolution de celle-ci
avec un créneau de largeur ~ 0.2 pum, ce qui naturellement élargit la réponse mesurée.

En pratique, la résolution optique est une notion assez vague. Dans le cas académique o la
réponse d'un systéme est décrite par une fonction d’Airy, la résolution est souvent définie par le
rayon du premier zéro de la fonction, ce qui correspond au célébre critére de Rayleigh. Lorsque
la fonction est bien modélisée par une gaussienne, elle est plutdt associée & la largeur optique

w qui correspond a la distance du pic ou l'intensité est atténuée de ~ 86%. Pour caractériser le
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pouvoir de résolution de notre objectif, nous adoptons ici une approche plus pratique. Comme
nous ’avons évoqué plus haut, nous souhaitons pouvoir résoudre deux points lumineux distants
d’un micron. Compte tenu de la fonction de réponse déterminée plus haut, nous pouvons calculer
la distribution d’intensité qu’on obtiendrait en faisant I'image de deux points source. Celle-ci est
représentée sur la figure ou 'on voit que 'on a deux pics distincts et que le rapport Inin/Imax
vaut ~ 0.4. Notre pouvoir de résolution se traduit donc en terme de signal sur bruit et nous
voyons que si nous parvenons & limiter le bruit de détection & ~ 10% du signal maximal, nous

pouvons résoudre spatialement deux points distants d’un micron sans ambiguité.

1k .
.t ]
Q
z
2 051 R
]
—
0

position en pym position en pym

FiGure 3.7 — Modélisation de la réponse optique de notre objectif pour deux points source
distants de 1 um (a) et et de 0.75 um (b). Dans le premier cas (a), le contraste est d’environ 60%,
nous pouvons donc détecter ces deux points sans probléme. Dans le second cas (b), le contraste
n’est que de 15%, pour un bruit de détection de l'ordre de 10% il sera difficile de distinguer ces

deux points.

Caméra et séquence d’'imagerie

Nous utilisons une caméra de la série PIXIS 1024 de Princeton Instruments, équipée d’un
réseau CCD de 1024 x1024 pixels, chaque pixel étant un carré de 13um de coté. Le réseau CCD
est protégé par une fenétre en verre de 3mm d’épaisseur et son exposition & la lumiére est
contrdlée par un obturateur mécanique. L’efficacité quantique de la caméra est de 95% pour la
longueur d’onde 780 nm qui nous intéresse et le bruit électronique par pixel de 2.6 photo-électron
par pixel. Pour une utilisation optimale de la caméra, le circuit électronique est maintenu & -70°C
a I’aide d’un systéme de refroidissement par liquide.

Comme nous ’avons expliqué en section pour reconstruire un profil de densité atomique
en imagerie par absorption, il est nécessaire d’acquérir une image du faisceau sonde en plus de
I’image d’absorption elle-méme. Comme cette image joue le réle de référence, il est souhaitable
de V'enregistrer un temps trés court aprés 'image d’absorption pour ne pas étre sensible aux
fluctuations d’intensité et de position du faisceau sonde. Si ’on utilise I’ensemble du réseau CCD

de la caméra pour chaque image, le temps minimal séparant deux images successives est de ’ordre
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Image n°1 Transfert Image n"2
1J1]1]e]1]1 2]2]2]2]2]2
1[1]1]1]1]1 2[2]2]2]2]2
clafafefa]a]a]; 1TARRRE

1[1]1]1 IARARE

temps

FIGURE 3.8 — Principe du mode Frame Transfer.

de la secomde[]7 ce qui est beaucoup trop long. Pour pouvoir prendre deux images rapprochées
dans le temps, nous utilisons donc le mode Frame Transfer de la caméra qui permet de transférer
rapidement le contenu d’une région limitée du réseau CCD sur une autre région du réseau. A
Iissu du transfert, la région initialement exposée est alors vierge. En masquant physiquement
la région complémentaire du réseau CCD, ceci permet donc d’acquérir des images successives
sans que les pixels ne soient lus, la lecture étant le processus limitant. La figure [3.8] schématise
le fonctionnement du mode Frame Transfer en présence d’'un masque. Le masque est disposé de
fagon & préserver la majeure partie sur réseau CCD des photons incidents, la partie non protégée
est notre région d’intérét. Dans une séquence d’imagerie avec le mode Frame Transfer, cette
région d’intérét est donc exposée une premiére fois pendant une durée 7exp, puis le contenu des
pixels correspondants est transféré de facon a laisser la région d’intérét vierge, et ainsi de suite.
La lecture des pixels qui est le processus limitant en temps intervient a l’'issue de la séquence
d’imagerie.

Notre séquence d’imagerie, qui est décrite dans la figure [3.9] nécessite cinq phases d’exposi-
tions que nous numéroterons de 1 & 5. En pratique, seules les images correspondant aux phases
2,3 et 4 contiennent une information pertinente pour nous, soit respectivement : I'image d’absorp-
tion, une image de référence du faisceau sonde et une image de référence du fond d’obscurité.
L’existence des phases 1 et 5 est motivée par ouverture et la fermeture de 'obturateur mé-
canique de la caméra. L’ouverture de 'obturateur générant des vibrations mécaniques qui se
répercutent sur la stabilité en position du faisceau sonde, nous l'effectuons quelques secondes en
avance de facon & les laisser s’amortir. Le fait est que les pixels du réseau CDD détectent les
photons d’obscurité pendant ce temps, ce qui rend la premiére image inutilisable pour nous. La
phase n°5 a été ajoutée en raison du temps de fermeture de 'obturateur qui est de 8 ms. En effet,
en raison de ce délai, la derniére phase est systématiquement affectée par une surexposition au
fond d’obscurité et ne peut pas jouer le role de référence d’obscurité.

Comme le réseau CCD compte 1024 lignes de pixelsﬁ, une séquence en 5 phases permet

7. De fagon générale, les caméras de faible bruit électronique ont un temps de lecture de 'ordre de ~ 1 us par
pixel, il faut donc une seconde pour lire ensemble du réseau qui compte ~ 10° pixels. Dans notre cas, si nous
souhaitons fonctionner avec le bruit minimal de notre caméra (qui est de 2.6 photo-électrons par pixel), le temps
de lecture d’un pixel est de 'ordre de 10 us.

8. En réalité les 8 premiéres lignes sont a exclure dans le mode Frame Transfer.
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FIGURE 3.9 — Séquence d’imagerie avec le mode Frame Transfer.

d’acquérir des images contenant 203 lignes de pixels chacune. Sachant que la taille d’un pixel
ramenée au niveau des atomes est de 1.04 um, cela est tout a fait confortable pour I’étude de
nuages atomiques de taille caractéristique 50 pm. Par ailleurs, nous utilisons le taux de transfert
le plus rapide soit une ligne en 3.2 us d’olt une durée de transfert 650 us pour 'image entiére, ce
qui nous met & l'abri d'importantes fluctuations en intensité ou en position du faisceau sonde.
Naturellement, il est possible de réduire encore davantage (si nécessaire) ce temps de transfert

en réduisant la taille des images|’}

En une durée aussi courte que 650 us, les atomes n’ont pas le temps de quitter le champ de
la caméra. Pour pouvoir prendre une image de référence du faisceau sonde, il nous faut donc
rendre les atomes invisibles, ce que 'on fait en envoyant une impulsion lumineuse d’un faisceau

«dépompeur» accordeé sur la transition | F' = 2) — | F' = 2), entre I'image d’absorption et 'image

de référence. Ce faisceau de dépompage est envoyé horizontalement sur les atomes pour que les
photons dépompeurs n’atteignent pas le réseau CCD, ce qui permet de réaliser le dépompage
pendant le transfert de 'image d’absorption.

La séquence d’imagerie se produit donc de la fagon suivante. Quelques secondes aprés 'ouver-
ture de 'obturateur, la séquence d’imagerie est activée par un déclencheur électronique externe
(instant to sur le schéma). I’acquisition commence par la premiére phase d’exposition. La durée
d’exposition 7Texp est fixe et est commune & toutes les images. Nous avons fixé Texp = 70 us, ce
qui est légérement plus grand que la durée maximale de I'impulsion lumineuse, de fagon a pré-
venir tout probléme de synchronisation. Juste aprés la phase d’exposition, la premiére image est
transférée pour laisser la région d’intérét vierge. Comme nous 'avons expliqué plus haut, cette

premiére image contient les photons d’obscurité accumulés entre les instants t; et to, et de ce fait

9. Pour la plupart des données que nous présenterons la taille maximale a néanmoins été préférée, dans la

mesure ot les ailes lointaines du nuage jouent un roéle cruciale pour une analyse thermodynamique fine.
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ne sera pas utilisée. A l'issue du transfert la phase d’exposition n°2 est activée et on enregistre
I’image d’absorption des atomes qui est transférée a son tour. Pendant ce transfert, les atomes
sont dépompés grace & une impulsion lumineuse de 300 us, ce qui permet d’enregistrer la réfé-
rence du faisceau sonde pendant la troisiéme phase d’exposition. Enfin, on enregistre la référence
de «noir» dans les mémes conditions que les deux images précédentes. La derniére image qui

contient les photons accumulés pendant la fermeture de 'obturateur ne sera pas utilisée.

3.2.2 Calibrations pour I'imagerie haute intensité

Nous allons a présent décrire la procédure de calibration de l'imagerie & haute intensité en
appliquant la procédure développée par Reinaudi et al. [105]. Avant cela, nous allons caractériser
Ieffet des champs magnétiques de piégeages utilisés dans notre expérience sur la détectivité

pendant la phase d’imagerie.

Influence du piégeage magnétique

L’¢tude des distributions d’équilibre de nuages atomiques nécessitant d’acquérir des images
in situ, c’est-a-dire avec les champs magnétiques de piégeage allumés, l'influence de ces derniers
doit étre prise en compte dans le processus d’absorption entre le faisceau sonde et les atomes.

Le piégeage magnétique au niveau de la cellule est assuré par un piege TOP ( Time-averaged
orbiting Potential) [90], combinant un piége quadrupolaire d’axe vertical (Oz) et un champ ma-
gnétique homogéne tournant dans le plan horizontal. Le piége quadrupolaire est constitué d’une
paire de bobines circulaires d’axe vertical, disposées en configuration anti-Helmoltz (Fig. Le
champ tournant est produit a l'aide de deux paires de bobines d’axes (Ox) et (Oy) respecti-
vement (Fig. en configuration Helmotlz. Dans chaque paire de bobines circule un courant
d’amplitude sinusoidale de fréquence 10kHz, I'un étant en quadrature de phase par rapport a
I’autre, créant ainsi un champ magnétique tournant d’amplitude By avec une période de rotation
de 100 us. Durant la séquence expérimentale, le gradient vertical prend des valeurs allant de
~ 160 G/cm a ~ 90 G/cm et By varie entre ~ 10 G et ~ 3G, les derniéres valeurs indiquées étant
celles en fin de séquence expérimentale.

L’influence du piége quadrupolaire dans le processus d’imagerie est négligeable. En effet,
nos nuages ayant une taille typique de 50 um, les atomes les plus éloignés du centre du piége
ressentent un champ de 'ordre de 0.1 G seulement. De méme, le déplacement vertical des atomes
di & la gravité est de l'ordre de 50 pum et le champ ressenti est 14 aussi négligeable. En revanche, le
champ tournant est suffisamment fort pour orienter le spin des atomes (le principe du piege TOP
repose sur cela). Par conséquent lorsque le faisceau sonde vertical, qui est de polarisation linéaire,
arrive sur les atomes, ceux-ci ressentent une polarisation qui dépend du temps. La section efficace
d’absorption oscille donc entre deux valeurs extrémes, I'une correspondant & ’absorption d’une
superposition de photons o™ et o~ et l'autre a I’absorption de photons 7. Cela signifie que le
paramétre o* qui rentre dans le calcul de la densité optique généralisée dp (Eq. ) prend une
valeur différente & chaque position du champ sur une demi-période.

Afin de caractériser la détectivité, nous avons pris des images de nuages thermiques tridimen-

sionnels & des instants différents de la rotation du champ tournant. L’impulsion lumineuse est
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choisie de fagon & étre nettement plus courte que la période de rotation et dure 10 us. L’intensité
est de 'ordre de 1.5 I55t. Pour chaque image nous calculons le nombre d’atomes détectés a partir
de la densité optique généralisée dp calculée avec o = 3.0 (m) La figure représente le
nombre d’atomes effectif en fonction de I'instant de mesure. La ligne continue rouge est un ajus-
tement par une fonction sinusoidale de période 50 us, soit la demi-période du champ tournant.

La tendance du nombre d’atomes est donc en bon accord avec la description faite plus haut.

FIGURE 3.10 — Nombre d’atomes détecté en
fonction de l'instant de la mesure. La ligne
rouge est un ajustement avec une fonction

sinusoidale de période 50 us, soit la demi-

I
o

période du champ tournant. Ces variations

de la détectivité sont la conséquence d’effets

Nombre d’atomes (u.a)

de polarisation dans le processus d’image-

e
=N

rie.

temps en us

Cette observation montre qu’il faut en général étre vigilant sur la synchronisation de l'im-
pulsion lumineuse avec la phase du champ tournant du piége TOP. Il est néanmoins possible
de s’affranchir de cette contrainte en fixant la durée de 'impulsion & un multiple de 50 us et en

attribuant au coefficient o* sa valeur moyenne au cours de la rotation.

Durée des impulsions lumineuses

En pratique, la durée de I'impulsion est contrainte par le régime d’intensité considéré. A basse
intensité, le nombre de photons détectés par unité de temps par un pixel est faible et la durée de
l'impulsion doit étre suffisante pour sortir du bruit électronique de la caméra. A haute intensité,
la force de pression de radiation est importante et la durée doit étre suffisamment courte pour
limiter le mouvement des atomes pendant la prise d’image.

Dans le régime de basse intensité, une impulsion de 50 us est tout a fait adaptée. En effet, la
taille du pixel de la caméra ramenée au niveau du plan des atomes étant de 1.04 um, un faisceau
incident d’intensité I; = It /10 correspond a N; = 340 photons par pixel et le nombre de photons
transmis Ny ~ Nje "’ vaut, pour une densité optique typique comprise entre 1 et 2, Ny ~ 45
a 125. Dans le mode de lecture rapide de la caméra, qui est le mode que nous avons utilisé, le
bruit électronique est d’environ 8 photo-électrons par pixel. Le nombre N; de photons détectés
est donc 5 fois plus grand que le bruit électronique dans le cas le moins favorable.

Dans le régime de haute intensité, la transition est proche de saturation et le taux de diffu-

sion vaut v ~ I'/2. La force de pression de radiation vaut alors hkpI'/2 et le déplacement des

10. A ce stade, la valeur exacte n’a pas d’importance dés lors qu’elle est du bon ordre de grandeur.
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atomes dans la direction de propagation du faisceau s’écrit Az = %E'S%FTQ, ou 7 est la durée

de I'impulsion. Pour une impulsion de 10 us, ce déplacement vaut déja Az = 5.5 ym, nous nous
limiterons donc a une durée de 2.5 us & 5 us. Enfin, précisons que I'étalement transverse du nuage

est négligeable pour des durées aussi courtes[ﬂ

Détermination de o*

Pour la détermination du coefficient o, nous suivons la procédure développée par Reinaudi
et al. [105]. L’idée de cette méthode s’appuie sur le fait que la densité optique généralisée do(x, y)
ne dépend que des propriétés du nuage (cf. Egs. —) et par conséquent prend la méme
valeur quelle que soit I'intensité du faisceau sonde.

On commence par acquérir des images d’un nuage tridimensionnel pour différentes valeurs
d’intensité allant du régime non saturant au régime de saturation forte. Comme nous ’avons
expliqué plus haut, chacune de ces images contient d'une part le profil d’absorption I¢(z,y) et
d’autre part la référence du faisceau laserm Ii(z,y). Pour chaque image on calcule la quantité :

do(z,y) = —aln <§f853) + Ii(x’y)l;ff(:“’y) , (3.23)

pour différentes valeurs du parameétre «, sachant que lorsque ce paramétre prend la valeur o*, la

quantité dgu- (z,y) coincide avec do(z,y) = oo [ n3P) dz et a donc la méme valeur indépendam-
ment de l'intensité incidente sur les atomes. Pour identifier la valeur o, on calcule donc, pour
chaque valeur de «, la déviation standard sur les valeurs de dg (z,y) obtenues pour les différentes

intensités. La valeur de a pour laquelle la déviation est minimale correspond a o*.

7mDDD o a=230 FiGURE 3.11 — Exemples de profils radiaux de
2 j‘i‘:‘.’?@?ﬁ-gg o a=2.6 la quantité d, pour trois valeurs de . Chacun
wg?@ggu + =22 de ces profils sera comparé a ceux obtenus avec
= I .gg%aga d’autres intensités incidentes I; et pour la méme
1 E%Ba valeur de «. Nous nous intéressons alors a la
L EEHE dispersion de la quantité dn en chaque point.
0 | %ﬁaﬁ‘iﬁ.‘ Lorsque a = o, la dispersion doit étre mini-
0 20 40 male.
pixel

Cette procédure peut étre ameéliorée en travaillant non pas sur des pixels individuels mais

11. Pour estimer cet étalement transverse Ax, nous pouvons partir de la description du mouvement des atomes
dans le plan par une marche aléatoire dans I’espace des impulsions. Nous pouvons alors montrer que Az = AvT/3,
avec la dispersion en vitesse qui vaut Av =~ (hkr/m)v/Naig/3 ot Naig est le nombre de photons diffusés. Pour
7 = 10 us, nous avons Naig ~ 190 et Az =~ 0.3 pm.

12. En pratique, le faisceau n’ayant pas une intensité uniforme, nous introduisons ici la dépendance en position

de l'intensité.
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sur des profils radiaux obtenus par moyenne angulaire prenant en compte l'anisotropie du nuage
(Fig. . On produit donc a partir de chaque image des profils radiaux de la quantité d(r)
qui est la valeur moyenne de a?a(ac,y) sur une équipotentielle de rayon r = y/x2 + 32, ce qui a

I'avantage de réduire considérablement le bruit.

Dans notre cas, la valeur de o® dépend en général de la durée et de 'instant de 'impulsion
lumineuse, pour les raisons évoquées plus haut. Nous avons donc mis en ceuvre cette procédure
pour des impulsions lumineuses de 50 us et 10 us. Les intensités exploitées sont uniformément
réparties dans l'intervalle de ~ 0.1 Igat & ~ 6 Igyt. Le résultat obtenu est représenté sur la figure
m, ou l'on trace la valeur du parameétre « optimal (i.e donnant la déviation standard minimale)
en fonction de la distance au centre du nuage. La graphe de la figure [3.12h correspond a 'impul-
sion de 50 us et montre que la valeur optimale de « est remarquablement stable. En particulier,
il est rassurant de constater qu’elle ne dépend pas de dp. En effet, chaque position correspond a
une valeur donnée de la densité optique généralisée, qui varie continiiment de dop = 0 & do ~ 3
sur les échantillons étudiés . Les barres d’erreur correspondent & la dispersion statistique
sur plusieurs réalisations expérimentales. En moyennant sur l'intervalle de pixels pertinent, situé
entre les lignes verticales, on trouve o = 2.6 + 0.3. L’intervalle sur lequel on calcule la moyenne
exclut la partie centrale et les ailes, qui sont des régions peu fiables. En effet, la partie centrale
étant optiquement dense, ’absorption totale des photons incidents peut survenir & basse inten-
sité, ce qui fausse la densité au centre. Dans les ailes, la densité atomique est trés faible et le

signal sur bruit est de ce fait fortement réduit.

5 I I I I I 5 I I I I
4L a*=26+0.3 1 4 }H‘E a*=3.0+04 m i

2 3 b | 3 ﬂi@ﬂ@gﬁ@ ﬂ
g , [ AL L =1 ]
T o] ol b) ]
0 | | | | | | 0 | | | | | |
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

pixel pixel

FIGURE 3.12 — Valeur optimale de a en fonction de la distance au centre pour une impulsion de
50 us (a) et une impulsion de 10 us (b) & un instant donné de la rotation du TOP. Les régions

de haute et basse densités sont ignorées pour le calcul de .

Pour l'impulsion de 10 us (Fig. [3.12p) on obtient a* = 3.0 + 0.4 en moyennant ici aussi sur
Iintervalle délimité par les lignes verticales. Le fait que les régions extrémes sont encore plus
pathologiques dans ce cas précis est dii au fait que le nombre de photons est réduit d’un facteur
5 par rapport au cas précédent, ce qui amplifie le probléme d’absorption totale au centre et réduit
encore davantage le signal sur bruit dans les ailes. Notons bien que cette valeur de o* est valable

A un instant précis de la rotation du champ tournant.
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Nous n’avons pas répété la procédure pour des impulsions plus courtes car nous nous atten-

dons & un changement relatif bien inférieur a la précision de la méthode.

3.2.3 Imagerie de nuages 2D denses

Nous allons & présent nous rapprocher davantage de notre sujet central qui est I’é¢tude des
gaz bi-dimensionnels & I'équilibre thermodynamique. Comme nous ’avons évoqué plus haut, les
densités atomiques que nous atteignons dans ce genre de systémes sont suffisamment élevées pour
que surviennent d’une part, le phénomeéne de diffusion multiple de photons par les atomes et,
d’autre part, le déplacement des niveaux par interaction dipolaire. Afin de limiter ces effets, on
peut recourir a 'utilisation d’un faisceau sonde fortement saturant. En effet, la diffusion multiple
de photons est fortement réduite puisque la probabilité qu’un atome saturé réabsorbe un photon
émis par un atome voisin est trés faible. En ce qui concerne le déplacement des niveaux, qui est
de ordre de A" pour nos paramétres, il devient négligeable a haute intensité puisque la fréquence
de Rabi associée au champ de photons incident devient plus grande que T

Dans ce qui suit, nous nous proposons de voir dans quelle mesure il est possible de s’affranchir
de ces effets et de définir les conditions d’imagerie qui nous permettront d’étudier de maniére
fiable des gaz de Bose bi-dimensionnels.

Dans un premier temps, nous cherchons & mettre en évidence expérimentalement 'effet de
la saturation des atomes sur la détectivité lors de l'imagerie de nuages atomiques 2D denses.
Pour cela, nous prenons des images de nuages préparés dans les mémes conditions en alternant
entre intensité faiblement saturante et intensité saturante. Les nuages atomiques sont produits
de facon a avoir des densités atomiques centrales de I'ordre de 75at./um?, qui sont les densités
centrales typiques que 'on atteint pour le régime de paramétres thermodynamiques que nous
souhaitons étudier.

A partir de chaque image, nous produisons des profils radiaux de la quantité Ao (i.e. la
quantité avec a = o) qui coincide avec la densité optique généralisée dp. I’imagerie basse
intensité est réalisée a l'aide d’une impulsion de 50 us (a* ~ 2.6) et une intensité de 0.6 Ig,,
et I'imagerie haute intensité avec une impulsion courte de 5pus (synchronisée telle que a* =~
3.0) d’intensité 8.3 Ixat. Les valeurs d’intensité incidente fournies ici ne sont qu’indicatives, elles
correspondent & la valeur moyenne de l'intensité sur une région donnée de la caméra (100 x 100
pixels typiquement) centrée sur la position du centre du nuage. La quantité dy+ est calculée
localement par un comptage de photons sur chaque pixel.

Nous avons tracé sur la figure les profils radiaux moyens (moyenne sur ~ 8 profils
radiaux pour chaque cas) correspondant & ces deux configurations d’imagerie. Alors que ’accord
est excellent dans les ailes, la densité optique mesurée au centre du nuage est plus élevée & haute
intensité. Cette observation correspond au résultat attendu et illustre le fait qu’en saturant
les atomes, on réduit les effets collectifs dans le processus d’absorption. Sur la figure [3.13p,
nous représentons les mémes données en tracant la densité optique dg) 6lat) esuree a basse
intensité en fonction de celle mesurée a haute intensité, ol I'on voit que le déficit de détectivité
se manifeste & partir de dg;'?)[s‘“’) ~ 1.5. Ceci contraste avec le cas 3D dans lequel ces effets

collectifs apparaissent en général pour des densités optiques bien plus élevées. Le point étant
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FIGURE 3.13 — (a) Profils de densité optique généralisée obtenus sur un nuage 2D dense avec
I; = 8.3 1y (en noir) et I; = 0.6 Igy (en bleu ciel). (b) Densité optique généralisée mesurée a
basse avec I; = 0.6 Is5¢ en fonction de celle mesurée & I} = 8.3 Iy La ligne tiretée est la droite

de pente 1.

qu’a deux dimensions, une densité optique généralisée do de 'ordre de 'unité (i.e. nog ~ 1)
correspond a des densités spatiales élevées.

Ce gain en détectivité, obtenu pour une intensité du faisceau sonde de 8.3 Ia, ne signifie
pas pour autant que nous mesurons la densité réelle. Pour répondre & cette question, nous
avons réalisé des mesures similaires a celles décrites précédemment en variant ’intensité sur
deux ordres de grandeur dans le régime de saturation forte, entre ~ I et ~ 100 Igat. L'idée de
cette expérience étant d’identifier une intensité seuil au dessus de laquelle, il n’y a plus de perte
de détectivité.

La valeur maximale de 'intensité de ~ 100 Ig,t est essentiellement motivée par des raisons de
qualité de signal. En effet, comme nous ’avons vu en section lorsque I} > Iy, le terme
dominant dans ’expression de la densité optique est dgl) = (Ii = It)/Lsat = (Ni — Nt)/Ngat, ou
Ngat &~ 170 pour nos parametres ( taille de pixel 1.04 ym et impulsion de 2.5us). Le bruit da aux
fluctuations poissonniennes des champs de photons s’écrit donc (v/N; + N)/Nsat = v2N; /Nsat,
puisque Ny =~ N; pour nos densités optiques qui sont de quelques unités. On voit donc que pour

N; = 100 Ngyt le bruit sur la densité optique vaut ~ 1.1, ce qui est relativement élevé.

Configuration | 1 2 | 3 | 4 5 6 7
L 1.7 st | 2.21gat | 6 1gat | 12 15at | 18 Isat | 42 Isat | 108 Lgat
T 50 pus S0pus | dus | 2.5pus | 25us | 2.0us | 2.5us

TABLE 3.1 — Configurations d’imagerie dans le régime de saturation forte.

Les différentes configurations d’imagerie utilisées pour cette étude comparative sont décrites

dans le tableau ol nous avons indiqué l'intensité incidente I; et la durée d’impulsion corres-
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pondantes. Le choix des durées des impulsions dépend de l'intensité pour les raisons évoquées
a la section précédente. Essentiellement, & basse intensité, le signal sur bruit est le facteur li-
mitant et une impulsion de 50 us est bien adaptée. A haute intensité 1’accélération des atomes
due au faisceau sonde induit un mouvement non négligeable pendant la durée de 'impulsion
lumineuse. Il est alors préférable d’utiliser des impulsions courtes. Notons que les impulsions les
plus courtes, qui sont de 2.5 us, sont & la limite des performances de nos appareils de controle
pour les impulsions lumineuses. Pour chaque configuration d’imagerie, nous produisons un profil
radial moyen & partir de plusieurs profils obtenus pour des nuages préparés de fagon identique.
La densité optique do = dy+ étant calculée avec a* = 2.6 pour les impulsions de durée 7 = 50 us

et a* = 3.0 pour 7 < 5 us.

I I I 7]
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\\ o A2 Ly (7 = 2.5 ps) L
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FIGURE 3.14 — (a) Profils de densité optique généralisée pour plusieurs intensités dans le régime

de saturation forte : I; = 6 Igat, 18 Iat, 42 Igay et 108 Igyy (en bleu ciel, orange, rouge et noir

(108 1sat) 5 ligne tiretée noire est la droite de pente 1,

respectivement). (b) Comparaison avec dg,
les autres lignes tiretées sont des ajustements linéaires sur les régions de basse densité. Les fleches
verticales indiquent les points ol dp dévie de la loi linéaire pour I; = 6 Ig, (fleche bleue ciel) et

I; = 18 I (fleche orange).

Le graphe de la figure [3.14h, représente les profils correspondant aux configurations 3, 5, 6 et
7. La densité optique mesurée augmente avec l'intensité incidente y compris dans les régions de
faible densité, ce qui semble & premiére vue en contradiction avec la figure [3.13h, ol les profils

haute et basse intensités sont en trés bon accord dans les ailes. La figure |3.14b correspond aux

(6 Isat) d(18 Isat) d(42 Isat) d(0108 Isat)

mémes données ot l'on a tracé dg en fonction de , cette derniére

configuration étant a priori la plus ﬁable. Un premier résultat intéressant est le fait que la

d(42lsat) et d(10815"“) est parfaitement linéaire mais de pente inférieure & 1. Les

(18 Isat)

relation entre
deux quantités ne different donc que par un facteur global. Ensuite, nous voyons que d,

et al(6 Lat) uivent d’abord une loi linéaire avant de dévier pour des densités optiques telle que

dg%w ~ 13 et dy"%h)

déviations a Dapparition des phénoménes collectifs qui augmentent quand l'intensité diminue.

~ 15 respectivement. Comme précédemment, nous attribuons ces

Dans les parties linéaires (ou de faible densité optique), U'interprétation de la valeur des pentes est

moins immeédiate. Pour étre plus quantitatifs, nous introduisons le facteur £ qui correspond au
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facteur global entre dgi) et dg3 Lat) qans les régions de basse densité. Pour les données présentées

ici, nous avons k(187sat) = 1,18, x(12%at) = 1.46 et (108 1sat) = 1.96. L’origine de ce facteur ()
est de nature technique et décrite en détail dans 1’annexe [A] Plus précisément, ce facteur global
est di a la forme temporelle imparfaite de 'impulsion lumineuse de 2.5 us (qui n’est pas de
forme rectangulaire). Il s’ensuit que les profils ai(o1 81“‘)(r), d(o4 2 Isa‘)(r) et al(o1 08 Isa‘)(r) qui ont été
calculés en supposant une impulsion rectangulaire sont affectés d’un facteur multiplicatif. Les
«vrais» profils sont donc donnés par dgi)(r)/m(li) pour les configurations avec 7 = 2.5 us.

La figure représente les profils obtenus apres division par le coefficient /). Les profils
4 42 Ia; et 108 Iy se superposent parfaitement. A 18 I, un léger déficit de détectivité demeure
dans la région centrale. Pour I; 2 4015, nous réduisons donc les effets collectifs au niveau du
bruit expérimental et nous atteignons la détectivité maximale pour les densités spatiales de nos
nuages 2D. Le graphe permet de faire le bilan de cette étude. Nous y représentons la
valeur moyenne de la densité optique généralisée (aprés division par K(Ii)) au centre du nuage en

fonction de l'intensité du faisceau sonde.

I
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FIGURE 3.15 - (a) Profils normalisés. Les profils de densité obtenus & 42 I, (en rouge) et 108 (en
noir) se superposent parfaitement a l’échelle du bruit. Il n’y a donc plus de déficit de détectivité
pour un faisceau sonde d’intensité supérieure a ~ 401l,¢. (b) Bilan de 1’étude : valeur de do

mesurée au centre du nuage pour les différentes configurations d’imagerie (cf. Tab. [3.1)).

Dans la suite nous utiliserons des valeurs d’intensité incidente de l'ordre de 50 I5a¢, soit lége-
rement au dessus du seuil de détection maximal, afin de limiter les inconvénients dus a la haute

intensité que nous avons évoqué plus haut (faible signal sur bruit). Pour une intensité aussi éle-
(h)

vée, nous avons vu que le terme dy’ = 61/, est dominant et que, comme l'illustre la figure

le poids relatif du terme dg) est quasiment constant (& mieux que 1%) pour 61/I; < 0.3. La

contribution du terme additif dg)) est donc analogue a celle d’un facteur multiplicatif (= 1.06 pour

50 Isat ). Nous ignorerons donc systématiquement le terme dg’) 4 haute intensité, ce qui présente
I’avantage d’éliminer une source de bruit sur le signal de densité, sachant que sa contribution

peut étre prise en compte par un facteur multiplicatif.
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Equation d'état du gaz de Bose 2D

Une propriété remarquable du gaz de Bose a deux dimensions est I'invariance d’échelle (ap-
proximative) de son équation d’état dans le régime d’interaction faible. Dans ce chapitre, nous
présentons des mesures d’équations d’état pour plusieurs grandeurs thermodynamiques : la pres-
sion réduite P, la densité dans ’espace des phases D et 'entropie par particule S. Nous verrons
que nos mesures confirment l'invariance d’échelle attendue, et qui a été observée par ailleurs
par Hung et al. [59]. Notre équation d’état pour D est en trés bon accord quantitatif avec les
mesures de Hung et al. et la prédiction théorique de Prokof’ev et Svistunov [101]. Les équations
d’état pour P et S constituent des résultats originaux et sont en trés bon accord avec les prédic-
tions existantes, valables dans les régimes faiblement dégénéré d’une part et fortement dégénéré
d’autre part.

Avant de présenter le résultat de ces mesures, nous décrirons a la section le dispositif
expérimental et la procédure permettant de produire des gaz 2D sur notre expérience. Nous
y détaillerons également notre méthode pour caractériser finement le potentiel ressenti par les
atomes. La section sera consacrée a la procédure d’acquisition et d’analyse des images. Nous
verrons qu’en combinant les techniques d’imagerie par absorption non-saturante et fortement
saturante, il est possible d’obtenir une mesure optimale de la distribution atomique de nos nuages.
L’ensemble de nos résultats expérimentaux seront présentés a la section Nous montrerons
qu’en vertu de 'approximation de densité locale et de la nature harmonique du potentiel radial,
I’équation d’état du gaz homogéne peut étre obtenue & partir de mesures de la distribution
atomique de gaz piégés[]. Nous obtiendrons ainsi les équations d’état pour P et D. Grace a
I'invariance de ces deux équations d’état, nous déduirons celle de 'entropie par particule S.
Enfin, nous terminerons ce chapitre par une étude détaillée sur la prise en compte de la troisiéme

dimension dans nos systémes.

4.1 Préparation expérimentale d’'un gaz 2D

La préparation des échantillons expérimentaux que nous étudions se décompose en plusieurs

étapes. Nous commencons par produire un condensat de Bose-FEinstein tri-dimensionnel piégé

1. La condition sur la nature harmonique du potentiel radial est nécessaire pour la mesure de P. Pour D, il

suffit d’avoir une bonne connaissance du potentiel.
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magnétiquement au niveau de la cellule en verre, qui est le lieu physique ol sont réalisées les
mesures. Nous branchons ensuite le potentiel dipolaire permettant de réaliser un confinement fort
selon ’axe vertical (Oz) et d’atteindre le régime quasi-2D. En pratique, la présence simultanée du
potentiel dipolaire et du piége magnétique, donne lieu, en plus du plan atomique central d’intérét,
a deux lobes atomiques non souhaités (I'un au dessus et 'autre en dessous du plan) empéchant
de sonder directement le plan central en imagerie verticale. Une derniére étape consiste donc a
rendre non détectables les atomes occupant ces lobes.

Bien qu’en théorie le potentiel optique n’est pas censé modifier le potentiel harmonique (zOy),
nous verrons qu’en pratique il introduit de légéres rugosités. Il est néanmoins possible de recons-
truire précisément ce potentiel qui présente de légéres déviations par rapport a un potentiel

parfaitement harmonique.

4.1.1 Confinement des atomes dans un plan

Le potentiel dipolaire produisant le confinement selon (Oz) est réalisé a I'aide d’un laser de
longueur d’onde 532nm, qui est donc désaccordé vers le bleu de la transition atomique Dy du
87Rb. Grace a une méthode holographique [110] que nous décrivons ci-aprés, nous créons deux
nappes de lumiéres répulsives trés rapprochées. Les atomes confinés entre ces deux barriéres de
potentiel ressentent alors un confinement harmonique de grande raideur permettant d’atteindre,

a basse température, le régime quasi-2D.

Mise en forme du potentiel optique

La réalisation du potentiel dipolaire repose sur l'utilisation d’une lame de phase qui, lors-
qu’elle est traversée par un faisceau laser, y imprime une phase dépendant de la position dans
le plan de la lame. Tl s’agit d’une lame de verre ( 25 mm x 25mm x 1 mm dans notre cas ) sur
laquelle a été appliqué un dépét lithographiqueﬂ dont I’épaisseur varie avec la position dans le
plan de la lame. Elle engendre un déphasage dépendant de la position sur un faisceau laser qui
la traverse. Le principe d’utilisation de cette lame de phase sur notre montage expérimental est
illustré dans le schéma de la figure .1} L’idée de ce dispositif est d’envoyer un faisceau colli-
maté a travers la lame de phase et de le focaliser ensuite sur les atomes & ’aide d’une lentille
convergente. La modification de la phase du faisceau avant la lentille se traduit donc, au point
focal (c’est-a-dire dans le plan de Fourier associé a la lentille) par une modulation spatiale de
I'intensité.

Dans notre cas, nous utilisons une lame a marche de phase imprimant une phase de 7 sur sa
moitié supérieure (Fig. . A T’approximation paraxiale, nous pouvons montrer par un calcul

analytiqueE] que la distribution d’intensité dans le plan focal x = 0 est :

4 [t
I(z=0,y,2)=1I e 2v% /vy [ / sin <2uz) eV’ du] , (4.1)
0

T W,

J(2)

2. Ce type de produits a été fait réaliser sur mesure auprés du fabricant SILIOS.
3. Le raisonnement et le calcul aboutissant & ce résultat ont été présentés de fagon détaillée dans la thése de
S. P. Rath [102].
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FIGURE 4.1 — Schéma de principe du montage permettant de réaliser deux nappes de lumiére
répulsives. Le faisceau dipolaire est envoyé collimaté sur une lame de phase avant d’étre focalisé
sur les atomes par une lentille. La phase imprimée sur le faisceau se traduit, au niveau du plan

focal, par une modulation d’intensité créant des nappes de lumiéres trés rapprochées.

ou Iy est I'intensité au col du faisceau (en I’absence de lame de phase). Le long de I’axe horizontal
(Oy) la distribution d’intensité n’est pas modifiée et reste gaussienne, ce qui est attendu compte
tenu de la symétrie de la lame de phase. Le long de I’axe vertical (Oz), I'intégrale J(z) se calcule
numériquement et a la forme représentée sur la figure (ligne continue). Comme on peut le
voir J(z) se présente sous la forme de deux pics d’intensité séparés par un minimum d’intensité

nul en z = 0.

Distribution d’intensité au plan focal

6 —
T 3 —

§ .

< 0

N .
z 0 -3 N
-6 ‘ ]
L Y 0 0.5 1

1(0,0,2)/Iy

FIGURE 4.2 — A gauche : lame & marche de phase 0-7. A droite : coupe en y = 0 de la distribution
d’intensité normalisée dans le plan focal (ligne verte continue). Le profil du faisceau en 1’absence

de lame de phase est tracé en ligne pointillée.

On peut montrer analytiquement qu’au voisinage de ce minimum la distribution d’intensité

prend la forme (en x =y = 0) :

4 I
1(0,0, z € wy) &~ ;UTOTZZ’ (4.2)
z
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ol w, est la largeur optiquelﬂ du faisceau selon (Oz) au point focal en l'absence de lame de
phase. Comme le potentiel dipolaire ressenti par les atomes est proportionnel & 'intensité, le
confinement vertical au voisinage du minimum d’intensité est harmonique avec une pulsation

caractéristique w, telle que :
1o 50

— X .
2 3
w;  wyw;

(4.3)

Wy X

La fréquence de confinement vertical est donc fixée par la puissance Py du faisceau laser et les
largeurs optiques w, et w,. Idéalement, nous souhaiterions que ce confinement soit uniforme dans
le plan (zOy), de fagon a ce que tous les atomes du plan ressentent le méme potentiel vertical.
En pratique, cela n’est évidemment pas possible compte tenu de la taille finie du faisceau dans
la direction (Oy) et de la divergence du faisceau de part et d’autre du point focal le long de
Paxe de propagation (Ox). Ces inhomogénéités peuvent néanmoins étre minimisées par un choix
judicieux des largeurs optiques w, et w, du faisceau dans le plan focalE], de fagon & ce que les
variations du confinement soient faibles sur une distance de 1'ordre de 50 ym, ce qui correspond
au diamétre typique des nuages bi-dimensionnels que nous souhaitons étudier.

Typiquement, une configuration avec des largeurs optiques w, = 150 um et w, = 5 pum,
soit une longueur de Rayleighﬁ Lg ) ~ 150um, est confortable en ce sens et expérimentalement
faisable. Avec ces valeurs de w, et w, et une puissance laser Py = 1 W, on trouvelz] w, = 27 X
3.5kHz au point focal. Ceci correspond & une extension verticale £, = \/W = 180nm pour
les atomes dans le niveau fondamental de 'oscillateur. La condition de validité de ’approximation
harmonique ¢, < w, est donc bien vérifiée. Pour ces mémes parametres, le calcul numérique de
la distribution d’intensité donne une hauteur de barriére de ~ 20 uK soit plus de deux ordres de

grandeurs au dessus des températures typiques (50 — 100nK) de nos condensats.

Mise en place sur le montage expérimental

Le faisceau laser a 532nm est produit par un module Verdi 10W du fabricant Coherent. Le
faisceau en sortie du Verdi est guidé a travers un modulateur acousto-optique (MAQO) avant d’étre
injecté dans une fibre optique. Le recours & ce type de montage est motivé par la nécessité de
pouvoir éteindre le faisceau laser dans un temps trés court, ce que permet de faire de faire le MAO
avec un temps de coupure inférieur & la microseconde, limité par 1’électronique de controle. Le
profil du faisceau étant dégradé par la traversée du MAQ, le filtrage spatial par une fibre optique
monomode est indispensable. La puissance maximale que nous obtenons en sortie de fibre sature
aux alentours de 1 W ( pour 4 W en sortie du module Verdi ) et constitue un des facteurs limitants

de l’expérienceﬂ Un systeme d’asservissement électronique permet de controler la puissance en

_ZTQ/’”Q, ol I(r) est la distribution

4. Lalargeur optique w d’un faisceau gaussien est définie telle que I(r) = Iy e
d’intensité dans un plan donné.
5. Notons bien qu’il s’agit 1a des largeurs optiques du faisceau en ’absence de lame de phase.

6. On utilise ici la définition usuelle de la longueur de Rayleigh : pour une propagation selon (Oz) et une
2
largeur optique wp au col du faisceau on a w(z) = woq/1+ (i) avec Ly = 7rw2//\.

7. Le potentiel dipolaire au voisinage du minimum s’écrivant U(z) = imw?z® = kl(z) avec k = 8.09 x
10737 Jm? /W pour un laser & 532nm (nous prenons ici en compte le terme anti-résonant).
8. La raison de cette faible efficacité d’injection est liée & la technologie des fibres usuelles qui ne sont pas

adaptées pour des puissances de 'ordre de quelques Watts. Des tests sont actuellement en cours pour résoudre ce
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sortie de fibre ( entre 0 et Ppax ~ 1W ) par rétroaction sur le MAO. Le principe est assez
standard et repose sur la comparaison du signal fournit par une photodiode mesurant l'intensité
du faisceau laser avec un signal de référence fourni par ’ordinateur de controle de ’expérience. Le
signal de rétroaction du systéme d’asservissement agit sur Uefficacité de diffraction du MAO de
fagon a égaliser les deux signaux. Ce systéme permet non seulement de controler le branchement
du potentiel dipolaire mais aussi d’éliminer le bruit d’intensité qui conduirait & un chauffage
indésirable du nuage atomique.

En sortie de fibre, le faisceau a un profil gaussien isotrope et passe par un objectif de mi-
croscope qui permet de le collimater tout en préservant la qualité du profil. Le faisceau passe
ensuite par un systéme optique constitué de diverses lentilles cylindriques conguﬂ pour remplir
les contraintes de forme décrites plus haut, avant de traverser la lame de phase et d’étre focalisé

sur les atomes.

Vue 3D Montage vu du dessus
(02) .
L» x
1. de phase
cellule

Y
Ay
AN
N
Y
Y
AY
achromat

1. dichroique f=100mm

FIGURE 4.3 — A gauche : représentation dans 'espace des axes d’imagerie par rapport a la cellule
en verre. A droite : schéma du montage optique au voisinage de la cellule vu du dessus. Aprés
la traversée de la lame de phase, le faisceau dipolaire est réfléchi su une lame dichroique qui lui
permet de suivre le méme parcours optique que 'imageur horizontal. Le faisceau nettoyeur est
mélangé en amont & l'aide d’un cube polarisant. L’achromat rempli deux offices : (i) il focalise
le faisceau dipolaire sur les atomes; (ii) compléte le systéme optique que traverse le faisceau
nettoyeur pour former ’image d’une corde & piano dans le plan des atomes. L’imageur diverge

légérement avant ’achromat pour arriver quasiment collimaté sur les atomes.

Le faisceau dipolaire est amené au niveau des atomes selon ’axe d’imagerie horizontale
(Fig. 4.3). Ceci a facilité le positionnement grossier du faisceau dipolaire lors de sa mise en
place. Nous 'avons en effet superposé au faisceau imageur déja en place (qui évidemment passe

par la position des atomes). De plus, en faisant ainsi suivre au faisceau dipolaire le parcours

probléme. La stratégie retenue pour le futur consiste & utiliser une fibre & cristaux photoniques combinée avec un
coupleur d’entrée adapté aux hautes puissances.
9. Ce montage est décrit en détail dans la thése de S.P. Rath [102].
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optique du faisceau imageur, nous avons la possibilité d’observer le profil du faisceau dipolaire
avec le systéme d’imagerie horizontale et de mesurer la distribution d’intensité dans le plan des
atomes[l9]

La superposition de ces deux faisceaux est permise par l'utilisation d’une lame dichroique
traitée pour transmettre la longueur d’onde 780 nm et réfléchir la longueur d’onde 532nm. Un
schéma du montage est représenté sur la figure Apreés la traversée de la lame de phase, le
faisceau dipolaire est réfléchi par la lame dichroique puis focalisé par un doublet achromatiquem
de focale f = 100 mm. Comme le faisceau imageur, lui, doit étre collimaté au niveau des atomes,
nous le faisons diverger sensiblement avant la traversée de la lame dichroique afin de compenser
I'effet de 'achromat. Le positionnement précis du faisceau dipolaire sur les atomes est effectué
a aide des vis de la monture de la lame dichroique, grace auxquelles nous avons un controle en

position a I’échelle de 5 um dans le plan des atomes.

Nettoyage des lobes «parasites»

Potentiel combiné selon (Oz)

FIGURE 4.4 — Potentiel combiné (magnétique
et optique) selon I'axe (Oz). Le minimum cen-
tral correspond au potentiel fortement confinant.
Les minima latéraux résultent de la présence du

piége TOP, nécessaire pour le confinement ra-

Potentiel en nK

dial. Pour nos paramétres, la hauteur de part et

d’autre du minimum central est de ~ 20 uK.

Le faisceau dipolaire ne fournissant de confinement que dans la direction verticale, il est né-
cessaire de maintenir le piégeage magnétique. Celui-ci est assuré par un potentiel harmonique tri-
dimensionnel de type TOP [90] avec des pulsations caractéristiques ngP ~ wg OP ~ 27 x 20Hz
et w;rop ~ 27w x b7Hz. En présence de ce piége mixte, les atomes voient donc dans la direction
verticale le potentiel représenté figure 4.4] qui présente trois minima, et se répartissent dans trois
lobes spatialement distincts, parmi lesquels seul le plan central nous intéresse. La figure
représente la distribution de densité atomique mesurée en imagerie horizontale, i.e. le long de

I’axe de propagation du faisceau dipolaire. Les lobes supérieur et inférieur sont évidemment in-

10. Dans les faits il faut également réajuster la mise au point pour tenir compte des aberrations chromatiques
dues a la différence de longueur d’onde entre 532 nm (piége) et 780 nm (imageur). Ceci peut étre fait de fagon
réversible puisque le doublet d’imagerie est disposé sur une platine de translation graduée.

11. Newport PAC073 AR.14.

12. Pour Time-averaged Orbiting Potential.
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désirables dans la mesure o1 ils empéchent ’accés a la distribution atomique centrale en imagerie
verticale.

Notre solution & ce probléme consiste & envoyer sur ces atomes un faisceau laser nettoyeur ac-
cordé sur la transition | F' = 2) — | F/ = 2) qui permet, au bout de quelques cycles d’absorption-
emission, de dépomper les atomes dans un état magnétique non piégeant ou dans 1’état hy-
perfin | F' = 1) ce qui les rend non détectables par le faisceau sonde accordé sur la transition
|F = 2) — |F' = 3). Pour étre rigoureux cela n’est vrai que lorsque la polarisation est 7
ou non déﬁnieEI, puisque la méme transition est utilisée pour le pompage optique dans 'état

T vis-a-vis d’'un champ ma-

| F =2, mp = 2) pour une polarisation rigoureusement ajustée en o
gnétique directeur. Sur notre montage ce faisceau nettoyeur suit le méme parcours que le faisceau
sonde (Fig. , avec une polarisation linéaire selon (Oz). Il s’ensuit que la présence du champ
tournant du TOP (qui tourne dans le plan horizontal (zOy)) conduit & la configuration souhaitée

pour le nettoyage des atomes.

FIGURE 4.5 — Images de deux nuages en présence du potentiel combiné (magnétique et optique).
A gauche : image obtenue juste aprés branchement du potentiel optique. A droite : image obtenue

aprés dépompages des atomes occupants les lobes supérieur et inférieur.

Naturellement le faisceau nettoyeur n’est pas envoyé tel quel sur le nuage puisque tous les atomes
seraient dépompés, y compris ceux du plan central. Afin d’atteindre les lobes «parasites» uni-
quement, nous faisons passer en amont du montage le faisceau nettoyeur a travers un masque
constitué d’une corde a piano en acier de 100 um de diametre. Un systéme optique permet alors
de conjuguer optiquement le plan de la corde & piano avec le plan des atomes dans un rapport
1/5. On obtient ainsi au niveau des atomes une distribution d’intensité gaussienne parcourue
par une ligne horizontale noire de 20 pm de d’épaisseur. Avant la traversée de corde & piano, le
faisceau passe & travers des prismes anamorphoseurs donnant au faisceau un rapport d’aspect
similaire & celui du nuage dans la direction d’observation, ce qui permet d’accroitre lefficacité
du nettoyage.

Dans les faits, la ligne noire ne ’est évidemment pas parfaitement et le plan central n’est pas
complétement épargné. On a typiquement un photon qui atteint le plan central pour 50 photons
dans chaque lobe. Bien que le rapport soit confortable, I’intensité du faisceau nettoyeur est limitée
au strict minimum permettant de se débarrasser des lobes parasites pour les configurations
expérimentales avec le plus d’atomes.

De méme que pour le faisceau dipolaire, le fait que le faisceau nettoyeur suive le méme
parcours que le faisceau sonde facilite grandement son positionnement par rapport aux atomes.

Pour cela, nous commengons par centrer le faisceau dipolaire sur le nuage de fagon & obtenir

13. Ici les atomes sont dans | F = 2, mr = 2), donc nous ignorons I’état noir | F = 2, mr = 0).
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un nuage avec un plan central bien peuplé, puis nous notons sur la caméra la position du plan
central. Il suffit alors d’ajuster la position du faisceau nettoyeur de fagon a superposer la ligne
noire avec la position du plan central. La corde & piano étant disposée sur un support rotatif
et une platine de translation, nous avons la possibilité d’ajuster finement son orientation et sa
position afin de pouvoir optimiser son recouvrement avec le plan atomique central. La figure [4.5b

montre un exemple de plan atomique apres la phase de nettoyage sondé en imagerie horizontale.

Défocalisation du faisceau dipolaire

Lorsque I’on observe avec la caméra la distribution d’intensité créée par le faisceau dipolaire
dans le plan atomique, celle-ci semble correspondre & la prédiction théorique dans le plan focal.
Néanmoins, en observant par le dessus un nuage atomique chargé dans le plan central, on constate
que le nuage est fortement anisotrope et que son centre de masse est déplacé ~ 20 um par rapport
au centre du piége magnétique. Ces deux effets disparaissent progressivement & mesure que 1’on
s’écarte du point focal. Nous avons donc choisi de décaler le potentiel dipolaire de ~ 50 um le
long de son axe de propagation au prix d’une réduction de la fréquence verticale de confinement.

Nous fournirons une explication a cette observation a la section {.1.2]

Description de la phase finale de la séquence expérimentale

Ayant présenté les différents ingrédients intervenant dans la préparation d’un plan unique
d’atomes, nous allons & présent décrire la phase finale de notre séquence expérimentale@

Les atomes sont amenés jusqu’a la dégénérescence quantique par refroidissement évaporatif
alors qu’ils sont dans le piége TOP, a I'aide d’un champ magnétique radio-fréquence (RF). A
I’issue du refroidissement évaporatif, le piége est décomprimé adiabatiquement en réduisant les
fréquences du pieége de 30% (via une rampe linéaire de 1s sur le gradient du champ quadrupo-
laire), de fagon a réduire la densité atomique au centre du nuage. Apres cette décompression,
nous allumons le faisceau dipolaire en augmentant lentement sa puissance. La rampe temporelle
de branchement dure 1s et suit une arche de sinus entre 0 et la puissance de consigne. La durée
et la forme de la rampe ont été optimisées pour limiter le chauffage du nuage lors du branche-
ment du piége dipolaire. La puissance de consigne est généralement fixée & 90% de la puissance
maximale (~ 1 W), de fagon a travailler dans un intervalle de puissance bien controlé par le
systéme d’asservissement. Nous envoyons alors une impulsion lumineuse du faisceau nettoyeur
qui dureE] 11 ms, 'intensité ayant été préalablement ajustée pour dépomper tous les atomes des
lobes parasites. Enfin, nous branchons un champ magnétique RF de fréquence constante qui,
en éliminant les atomes les plus énergétiques, empéche le chauffage di au faisceau dipolaire et
compléte 'évaporation dans le nuage bi-dimensionnel. Ce bouclier RF est maintenu pendant 3 s,

ce qui permet au nuage d’atteindre I’équilibre thermique, et fixe ainsi la température finale du

14. Le dispositif expérimental dans son ensemble ainsi que les principales étapes permettant d’atteindre la
condensation de Bose-Einstein ont été décrits en détail dans les manuscrits de thése M. Cheneau [24] et S. P.
Rath [102].

15. La durée a été choisie pour des raisons pratiques qu’il n’est pas essentiel d’expliquer ici. Notons que c’est le

nombre de photons absorbés qui importe dans cette étape de dépompage et non l'intensité du faisceau.
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nuage. Nous prenons alors une image par absorption du nuage suivant la séquence d’imagerie

décrite en 3211

4.1.2 Caractérisation du potentiel
Oscillations du centre de masse

Etant en mesure de charger un plan unique d’atomes, il s’agit a présent de caractériser
le potentiel dans lequel évolue ce nuage atomique. En particulier, il est important de vérifier
que le confinement vertical est suffisamment fort et qu’il nous permet d’atteindre le régime
quasi-2D. Pour cela nous réalisons des mesures d’oscillation du centre de masse en excitant un
mouvement vertical dans le potentiel dipolaire. Comine il est impossible de résoudre ’amplitude
du mouvement d’oscillation in situ (compte tenu de la force du confinement vertical), nous
effectuons la mesure aprés un temps de vol de 8 ms. Un exemple de cette mesure est représentée

en figure [£.6] on nous montrons également un ajustement par une fonction sinusoidale amortie.

FI1GURE 4.6 — Mouvement d’oscillation du centre

. de masse apres une excitation dans la direction
S verticale (Oz). Comme le mouvement ne peut
; pas étre résolu in situ, la position du nuage est
E mesurée aprés un temps de vol de 8 ms. L’amor-
< tissement est da au fait que le nuage explore les
& anharmonicités du potentiel. L’ajustement par
Ng une sinusoide amortie donne une fréquence de

2.2kHz. Ce confinement est obtenu pour une

puissance laser de 1.3W.

temps en ms

Sur cet exemple, I'ajustement donne w, = 27 x 2.2kHz et un temps caractéristique d’amor-
tissementm de 400 us. Nous attribuons 'amortissement au fait que le nuage explore, & cause de
I’excitation, les régions anharmoniques du potentiel dipolaire. La fréquence ainsi mesurée a été
obtenue pour une puissance laser de 1.3 W. Sur 'ensemble des données présentées ici, w, /2w X
varie entre 1.8 kHz et 2.2kHz. Le fait que la fréquence de confinement verticale est plus faible
que les valeurs annoncées initialement (3.5kHz) est lié a la défocalisation décrite plus haut.
Cette valeur de 2.0 £ 0.2kHz qui correspond a un quantum de vibration hw,/kp ~ 100 nK, reste
confortable pour étudier le régime quasi-2D, nos températures les plus bassesm étant de 40 nkK.
L’extension verticale du nuage vaut donc £, = 240 + 10nm et le paramétre d’interaction vaut

g =+V8ra/l, =0.11 £ 0.05, valeur qui nous place a la limite du régime de couplage faible.

16. Ce temps est donné par la constante 7 pour une amplitude décroissante e~ /7.

17. Nous verrons qu’en pratique, que méme pour des températures comparables au quantum de vibration, le

nuage est essentiellement dans le régime quasi-2D.
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FIGURE 4.7 — Mouvement d’oscillation du centre de masse aprés une excitation & 45° des axes
(Ox) et (Oy). Chaque couple (Zem(t), Yem(t)) provient de la méme image. Les fréquences selon
les deux axes sont comparables, mais le mouvement selon l’axe (Oy) (b) est vite amorti. Cette

observation s’explique par la présence de rugosités dans le potentiel optique.

De la méme fagon, les fréquences dans le plan sont mesurées par oscillations du centre de masse
et valent w, = 2m x 20.0Hz et wy = 27 x 21.4Hz, selon les axes (Ox) et (Oy) respectivement.
La figure montre les mesures effectuées aprés une excitation a 45° des axes propres (Ox) et
(Oy) du potentiel magnétique, le nuage étant sondé en imagerie verticale (in situ). Alors que le
mouvement selon (Ox) se présente sous la forme d’une oscillation non amortie, le mouvement

selon (Oy) est rapidement amorti avec un temps caractéristique d’amortissement de 186 ms.

Des mesures d’oscillations réalisées par ailleurs dans le piége purement magnétique ne pré-
sentent pas d’amortissement anormal. L’observation de la figure [4.7b indique donc vraisembla-
blement la présence de rugosités du potentiel dipolaire qui s’ajoutent au potentiel magnétique
dans le plan (xOy). Notons que le potentiel selon I’axe de propagation (Ox) du faisceau n’est
pas affecté, ces rugosités pourraient donc étre dues a des interférences entre le faisceau dipolaire
et ses réflexions sur les faces de la cellule en verre ou un autre élément optique. Ces rugosités
peuvent aussi étre la conséquence d’une séparation irréguliére des deux régions de la lame de
phase. L’existence de ces imperfections du potentiel dipolaire explique, par ailleurs, la défor-
mation des nuages lorsqu’ils sont chargés au niveau du point focal, puisque si rugosités il y a,
elles seront naturellement amplifiées au voisinage du point focal ou intensité du faisceau est

maximale.

Reconstruction du potentiel

On peut ajouter un niveau de raffinement dans la caractérisation du potentiel en tirant parti
du fait que le potentiel dans le plan (zOy) est séparable avec un potentiel selon (Oz) connu. En

effet, on peut écrire le potentiel dans le plan sous la forme :
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Image Coupes Profils de densité n(x)

20 pm

T en pm

FIGURE 4.8 — Point de départ de la reconstruction du potentiel. (a) Image d’'un nuage atomique
vu de dessus. (b) Deux coupes selon 1’axe (Oz). (¢) On produit deux profils de densité en repliant

chaque coupe par rapport a son centre.

1
Via,y) = ymwia® + U(y), (+4)

ou U(y) est le potentiel résultant du confinement harmonique di au piége magnétique et des
rugosités dues au faisceau dipolaire. Par conséquent, il est possible de reconstruire le potentiel
U(y) a partir de la distribution de densité d’un nuage, puisque les équipotentielles correspondent
aux lignes de densité constante.

Pour expliquer le principe de cette reconstruction, partons d’une image de la distribution de
densité d’un nuage donné (Fig. [4.8p), sur laquelle nous faisons deux coupes selon 'axe (Oz),
I'une en y; et lautre en yo (Fig. ) A partir de ces coupes, nous produisons deux profils de
densité comme illustré sur la figure (de facon & améliorer le signal sur bruit, nous replions
la coupe sur elle-méme plutdt que de prendre seulement I'une des moitiés de la coupe).

Comme le potentiel est quadratique il est plus commode d’utiliser les profils nq(z?) et no(2?)
(Fig. ) Pour un potentiel séparable, les deux profils doivent se superposer par une simple
translation 22 — x2 + §. Comme les lignes de densité constante correspondent aux équipoten-
tielles, on a V(z,v1) = V(x,92) + mw2§/2. La différence de potentiel entre y; et yo &  fixé vaut
donc :

Uly) = Ulya) = ymials (45

La figure montre la superposition obtenu entre les profils ny(z?) et ng(2?) par une méthode
de moindres-carrés oil on a utilisé le coefficient de translation § comme paramétre d’ajustement.

En appliquant la procédure pour plusieurs coupes y; d’'une méme image, on peut ainsi obtenir
un ensemble de coefficients de translation d; et donc la valeur du potentiel U(y;) = mw?26;/2.
En pratique, nous utilisons les 31 coupes centrales d’'une méme image (soit 15 coupes de part et
d’autre du centre du nuage ; au-dela le signal sur bruit est trop faible).

Afin de tester la robustesse de cette méthode nous 'avons appliquée sur un ensemble de
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Profils n(z?) Profils superposés

FIGURE 4.9 — (a) Profils nq(2?) (en noir) et nz(z?) (en rouge) obtenus respectivement a partir
d’une coupe centrale en y = y; et d’une coupe plus éloignée du centre en y = ys. (b) Le profil

na(z?) se superpose au profil ny(2?) par une simple translation.

86 images enregistrées a la suite, et comportant 6 configurations expérimentales différentes ot
l'on varie la température et le nombre d’atomes des échantillons atomiques. En principe, le
potentiel est indépendant de ces paramétres thermodynamiques et nous pourrions contraindre
Ioptimisation pour avoir un seul ensemble de valeurs J; pour toute la série. Pour vérifier cela, nous
avons appliqué une routine d’optimisation plus souple en traitant les différentes configurations
indépendamment. On utilise néanmoins un seul ensemble §; pour toutes les images correspondant
4 une méme configuration expérimentale. Le résultat de cette reconstruction est représenté sur
la figure ou l'on a représenté la moyenne des U(y;) sur I'ensemble de la série de données
avec des barres d’erreur statistique. Ces derniéres correspondent aux différentes configurations

expérimentales et témoignent de la robustesse de méthode.

FiGURE 4.10 — Potentiel reconstruit. Les barres
d’erreur correspondent & l'erreur statistique sur

plusieurs images. La ligne continue rouge est un

U en nK

ajustement parabolique qui correspond a une
fréquence de 21.9 £+ 0.04 Hz.
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Le potentiel reconstruit montre effectivement des déviations au potentiel harmonique et
confirme l'existence de rugosités le long de 'axe (Oy). Un ajustement parabolique (ligne pleine
de la figure permet de quantifier les écarts & un potentiel parfaitement harmonique, ot
Pon voit qu’il s’agit de petits effets, méme §’ils peuvent causer 'amortissement des oscillations
du centre de masse. Notons, de plus, que cet ajustement fournit une fréquence d’oscillation de
21.9 £ 0.04 Hz, en bon accord avec la valeur mesurée de 21.4 £ 0.02 Hz par les oscillations du
centre de masse, erreur indiquée étant celle fournie par les ajustements respectifs.

Dans les faits, la forme du potentiel peut varier d’un jour sur I’autre puisque cela dépend de
Ialignement du faisceau dipolaire qui est repris quotidiennement. Aussi, avons-nous reconstruit
le potentiel U(y) pour chaque ensemble de données. L’exemple montré en figure correspond

en fait au cas le plus «pathologique» rencontré pour les données que nous présentons ici.

Profils de densité

Bien que 'approximation harmonique dans le plan ne semble pas déraisonnable, nous avons
renonceé a fabriquer des profils de densité par la méthode usuelle [103] de moyenne angulaire. En
effet, comme nous le verrons, I’étude que nous allons présenter ici dépend de fagon cruciale des
ailes des profils de densité, a partir desquelles nous extrayons les parameétres thermodynamiques
w et T de chaque nuage. Pour ne pas introduire de biais, nous utilisons donc ’axe purement
harmonique (Oz) pour produire les profils de densité a partir de coupes le long de cet axe. Dans la
situation idéale d’un signal sur bruit infini, la coupe passant par le centre du nuage suffirait. Dans
la pratique, nous utilisons ’ensemble des 31 coupes prises en compte pour la reconstruction du
potentiel en tirant parti de la superposition des profils résultant de la procédure décrite ci-dessus.
En moyennant les profils ainsi superposés nous obtenons des profils de densité avec un signal sur
bruit tout & fait raisonnable, en particulier dans les ailes ot toutes les coupes contribuent. Les

profils de densité présentés et étudiés dans ce chapitre sont tous préparés de cette fagon.

4.2 Acquisition et analyse des images

Imagerie haute et basse intensité

Nous avons vu au chapitre [3| que I'imagerie par absorption usuelle (non saturante) n’est pas
adaptée a I’étude de nos nuages bi-dimensionnels. En effet, compte tenu des densités au centre de
ces nuages, qui sont de l'ordre de 50 atomes par pum?, le processus d’interaction entre le faisceau
sonde et les atomes met en jeu des effets collectifs qui rend 'interprétation du signal d’absorption
complexe. L’analyse naive des images consistant a utiliser 1a loi de Beer-Lambert (Eq. donne
lieu & un déficit significatif de la détectivité au centre des nuages atomiques [103]|. Une solution
a ce probléme, qui a également été utilisée dans [59] pour des systémes atomiques similaires,
consiste a utiliser un faisceau sonde fortement saturant qui permet de limiter ces effets & 1’échelle
du bruit de la mesure expérimentale.

Cette imagerie fortement saturante que nous avons décrite et étudiée au chapitre [3| nécessite
d’utiliser, dans notre cas, des intensités de l'ordre de 50 Ig,¢ pour mesurer de facon fiable la

distribution de densité atomique de nos nuages bi-dimensionnels. Pour une intensité aussi élevée,
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nous avons vu en section que la densité atomique est proportionnelle & la quantité d(oh ) =

(L; — If) /I, o0 It désigne 'intensité transmise par le nuage atomique et I; 'intensité incidente.
Comme dans ’ensemble de ce manuscrit Ig; = 1.6 mVV/cm2 désigne l'intensité de saturation
associée a la transition cyclante | F = 2,mp = 2) — | F' = 3, m/}; = 3). L’inconvénient de cette
technique est qu’elle s’accompagne d’un bruit de grenaille photonique non négligeable qui se
répercute directement sur la mesure de densité atomique, en particulier dans les régions de faible
densité. Or, comme nous ’avons souligné précédemment, ces régions jouent un role important

dans notre traitement.

20 pm

[ ———

FiGURE 4.11 — Images de deux nuage 2D préparés dans les mémes conditions, I'un sondé & haute
intensité (a) et I'autre & basse intensité (b). Nous voyons que la distribution de densité mesurée

A haute intensité est plus piquée.

Pour remédier a cela, nous complétons I’acquisition de chaque image & intensité saturante
par celle d'une image & intensité non saturante d’un nuage préparé exactement dans les mémes
conditions. Cette image, bien que présentant un déficit de détectivité dans la partie dense du
nuage, fournit une mesure fiable de la distribution de densité dans les ailes avec ’avantage d’un
trés bon signal sur bruit. Pour chaque préparation du nuage, nous enregistrons donc une paire
d’image, l'une & «haute intensité» sur un premier nuage et 'autre & «basse intensité» sur un
second nuage. La premiére image fournit la distribution de densité atomique et la seconde sera
utilisée pour déterminer les paramétres p et T' du nuage. Un exemple de paire d’images haute
intensité et basse intensité est représenté en et respectivement.

Pour les données que nous présentons ici, 'imagerie basse intensité est réalisée avec un faisceau
d’intensité I} ~ 0.5155¢ en une impulsion lumineuse de 50 us. Dans ces conditions, nous avons vu

en section que la densité atomique est donnée par n = do/og avec :

Iy L — It
do = —a*In () + , 4.6
Ii Isat ( )
et a* = 2.6 £ 3. En pratique, nous nous autorisons également un paramétre de calibration

global B* tel que n = do/(8%0p). Nous verrons que la calibration de §* est fournie par la
procédure d’ajustement qui permet aussi de déterminer les paramétres thermodynamiques wu et
T, en utilisant les ailes des profils basse intensité. La figure montre les profils de densités
correspondant aux images haute et basse intensités de la figure obtenus par la méthode
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FIGURE 4.12 — Comparaison des profils de densité obtenus a haute intensité (en rouge) et basse
intensité (en noir). La ligne bleu est ajustement des ailes par le modeéle de Hartree-Fock. (a)

Echelle linéaire. (b) Echelle logarithmique.

décrite plus haut. La calibration de la densité atomique pour les profils haute intensité est réalisée
en ajustant leurs ailes sur celles des profils basse intensité par un facteur multiplicatif[lgl Pour les
données présentées ici ce facteur vaut typiquement 0.8 et est déterminé avec une erreur relative
de l'ordre de 5%. La figure illustre la différence de qualité notable entre les ailes des profils

basse intensité et celles des profils haute intensité.

Ajustement au modéle de Hartree—Fock

Dans la tradition de I’étude des nuages tri-dimensionnels, la température d’un nuage ato-
mique piégé dans un potentiel harmonique est déterminée par un ajustement d’une fonction
gaussienne & la distribution de densité dans les régions ou le nuage est suffisamment dilué pour
étre décrit par la statistique classique de Boltzmann. Pour les gaz bi-dimensionnels, cette ap-
proche, valable en théorie, n’est pas applicable en pratique car la région décrite par la physique
classique correspond & des densités trés faibles et habituellement noyées dans le bruit de mesure.
Une approche moins naive, consisterait a utiliser 'équation d’état D = g1(Z), Z = exp(u/kpT)
étant la fugacité, qui décrit le gaz de Bose idéal 2D dans le cadre de la statistique quantique
et appliquer 'approximation de densité locale Z — Z exp(—V (r)/ksT). Cette description reste
néanmoins insuffisante pour décrire les régions avec un signal sur bruit suffisant.

Pour une détermination fiable du couple (u, T') nous utilisons donc le modéle de Hartree-
Fock qui décrit le probléme a N-corps en présence d’interactions atomiques a courte portée (cf.
section . Dans ce régime, I’équation d’état du gaz homogéne, pour un nuage n’occupant

que le niveau fondamental de l'oscillateur selon selon (Oz), se met sous la forme implicite :

Do = —In(1 — Ze 9P0/™) (4.7)

18. L’origine de ce facteur multiplicatif a été discuté en section
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que nous pouvons résoudre numériquement. Pour attribuer un potentiel chimique central pg et
une température 7' & un nuage piégé, la procédure que nous utilisons consiste & convertir les

profils de densité n(r) sous la forme de profils «redimensionnésy :

n(r) — n <’m];B‘;f”> AL (4.8)

ou pp et T sont des paramétres d’ajustement sur la prédiction théorique. L’intervalle de fit
est restreint a la région ou les corrections a la théorie de champ moyen sont négligeables (et,
s’agissant des images & basse intensité, dans la région ou la réponse atomique au faisceau sonde
n’est pas affectée par les effets collectifs).

Comme la fonction D(«) varie de fagon non-linéaire avec la densité spatiale, cet ajustement
peut également fournir une calibration de la densité atomique. Le coefficient S* intervenant dans
Pexpression de la densité (n = do/(8%00)) est donc également laissé comme paramétre libre.
Comme tous les nuages sont sondés dans les mémes conditions@ B* est contraint & prendre
la méme valeur pour I’ensemble des images d’une méme série de données. Sur I'ensemble des
données présentées ici, nous trouvons 8* = 0.40 £ 0.02 comme valeur optimale, avec une erreur
statistique de 5%.

Nous verrons plus loin que les températures de nos nuages bi-dimensionnels varient de 40 nK
a 150nK, alors que le quantum de vibration associé au mouvement selon (Oz) vaut hw,/kp ~
100 nK. La condition kT < hw, n’est donc pas satisfaite et la population des niveaux excités
n’est pas négligeable pour nos échantillons les plus chauds. Au paragraphe [I.2.5 nous avons vu
qu’il était possible de déterminer la correction a I’équation d’état par une méthode auto-
cohérente prenant en compte la population des états excités. Cette méthode consiste a traiter
tous les niveaux dans 'approximation Hartree—Fock de champ moyen en prenant en compte les
interactions intra-niveaux et inter-niveaux. Les profils redimensionnés (Eq. sont donc ajustés

sur cette équation d’état corrigée pour la détermination des couples (po,T).

Soustraction des niveaux excités

Ayant attribué les paramétres pg et T associés & chaque nuage & partir des profils basse
intensité, nous passons a ’analyse des images haute intensité. Pour chaque image, nous déter-
minons la contribution des différents niveaux j a la distribution atomique mesurée en utilisant
une approche similaire a la méthode auto-cohérente décrite en [I.2.5] et que nous avons utilisée
pour l'ajustement des ailes. Ici, la procédure est sensiblement différente. Elle consiste & ne trai-
ter que les niveaux excités dans le régime Hartree-Fock et ajouter la contrainte supplémentaire
10 = Mmesure — Ty en utilisant la distribution atomique mesurée npyesure. Précisons qu’en pra-
tique nous nous limitons aux 10 premiers niveaux (j =1 a 9). Cette procédure a également été
appliquée dans [116] sur des nuages marginalement bi-dimensionnels avec kg7 ~ 2hw,.

Notons que dans ce régime de température ot kT < fw,, la question importante n’est
pas tant I'existence ou non d’une population dans les niveaux excités que l'influence du poten-

tiel d’interaction créé par ces atomes sur la distribution du niveau fondamental. La méthode

19. Cet ajustement est réalisé sur les profils produits & partir des images a basse intensité.
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auto-cohérente que nous utilisons permet de répondre & cette question puisqu’elle fournit la dis-
tribution atomique de chaque niveau j. Nous verrons & la section ol nous présentons une
étude dédiée a ce probléme, que ces effets sont négligeables pour les nuages bi-dimensionnels que

nous étudions ici.
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FIGURE 4.13 — Soustraction des populations des niveaux excités. (a) Profil d’'un nuage «chaud» :
25% des atomes occupent les niveaux excités. (b) Profil d’un nuage «treés froidy : il y a moins de
2% des atomes dans les niveaux excités. Les lignes continues représentent les profils mesurés, et

les lignes tiretées représentent les profils associés aux atomes dans le niveau fondamental.

Nous montrons sur la figure les profils de densité mesurés (obtenus a partir d’images a
haute intensité) et la contribution du niveau fondamental déduite par cette méthode pour des
nuages a 139 nK et 44 nK, qui correspondent & nos températures extrémes. Comme on peut le voir,
la contribution des niveaux excités est négligeable pour les nuages les plus froids. La procédure
est néanmoins appliquée de facon systématique a 1’ensemble des échantillons atomiques. Pour
chaque nuage, nous obtenons ainsi la distribution spatiale des atomes dans le niveau fondamental
de loscillateur selon l'axe (Oz) que nous allons pouvoir relier au gaz homogeéne quasi-2D via

I'approximation de densité locale.

4.3 Mesure de I'équation d’état

4.3.1 Equation d’état pour la pression

L’équation d’état d’un systéme thermodynamique peut étre établie pour diverses grandeurs
thermodynamiques telles que I’énergie, ’entropie, la densité ou encore la pression. La pression
est d'un intérét particulier puisqu’elle permet via la relation de Gibbs-Duhem dP = ndy+ sdT
de déduire I’équation d’état pour la densité spatiale n et I'entropie par unité de surface s. Dans
le cas du gaz de Bose & 2D, la pression présente aussi I'intérét de fournir un critére intuitif pour

la condensation de Bose-Einstein dans un piége harmonique (cf section [1.1.2). Notons, comme
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nous ’avons précisé au chapitre [If qu’en toute rigueur le terme tension de surface est plus adapté

dans le cas bi-dimensionnel, mais nous nous permettrons cet abus de langage dans ce manuscrit.

Mesurer la pression dans un piége harmonique

La pression présente aussi un intérét du point de vue de la mesure expérimentale pour des
piéges harmoniques. En effet, T.-L.. Ho et Q. Zhou ont présenté dans [50] une méthode permettant
de mesurer ’équation d’état d’un gaz tri-dimensionnel homogéne & partir d’un gaz dans un piége
harmonique, qui est la situation usuelle dans les expériences d’atomes froids@ Cette méthode,
qui repose sur la nature quadratique du potentiel et I'approximation de densité locale, permet
de relier la pression du gaz homogéne & la densité intégrée dans deux directions de D'espace,
en attribuant un potentiel chimique local en chaque point du nuage. Ce résultat est intéressant
par deux aspects pour les gaz tri-dimensionnels. D’abord, les techniques usuelles d’imagerie ne
permettent pas d’accéder directement a la densité locale mais uniquement la densité intégrée
le long de l'axe d’imagerie, or cette méthode fournit la pression locale le long de la troisiéme
direction. Ensuite, 'intégration double permet d’améliorer considérablement le signal sur bruit ce
qui est essentiel pour réaliser des mesures précises. Cette méthode a d’ailleurs été mise en oeuvre
expérimentalement avec succés sur des expériences avec des fermions [83,84] et bosons [85] & 3D.

A deux dimensions, un résultat analogue permet de relier directement la pression P(u,T)
du gaz homogéne au nombre d’atomes N dans un piége harmonique & température T avec un
potentiel chimique local p au centre du nuage. Comme dans le cas 3D, cette propriété repose sur
I'approximation de densité locale oti I’'on suppose qu’au voisinage de chaque point r du nuage
atomique, on peut appliquer les relations thermodynamiques établies pour le cas homogéne pour
la densité locale n(r) et le potentiel chimique local p(r) = po — V(7).

Pour établir cette relation, nous partons de la définition du nombre d’atomes dans le piége
N = [ n(r)d?r. Dans 'approximation de densité locale on a n(r) = nyom (o — V(7),T), 0il Nthom
désigne la densité du gaz homogéne. Pour un potentiel harmonique isotrope V(r) = mw?r?/2,

le nombre d’atomes s’écrit donc :

[e.e] oo 1
N = 271/ n(r)rdr =2n / Nhom <,uo — 2mw2r2> rdr. (4.9)
0 0

En appliquant le changement de variable ' = pg — %mwQTQ on a

dy' = —mwrdr

' (r=0) = po (4.10)
w(r — o0) = —o0

et le nombre d’atomes s’écrit :

9 Ho
N = ”/ Thom (1, T) dyt’ . (4.11)

mw? J_o

Enfin, en utilisant la relation de Gibbs-Duhem nyom (1, T') = (0P (p, T')/Op) on trouve :

20. Le point clé de cette méthode est d’extraire des quantités thermodynamiques locales & partir de la densité
intégrée ce qui avait déja été introduit par J. N. Fuchs, X. Leyronas et R. Combescot 37| en 2003.

21. Etabli par Yvan Castin (communication privée).
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2
N=—P T), 4.12
w2 (MO’ ) ( )
ce qui relie le nombre d’atome dans un piége harmonique a la pression du gaz homogéne. En
utilisant la pression réduite P = PA3/kpT introduite au chapitre [1} ce résultat se met sous la

forme :

2
P(po, T) = <thwT> N. (4.13)
Cette relation reste vraie pour un piége harmonique anisotrope, auquel cas il suffit de remplacer
w par la moyenne géométrique w = (wzwy)l/ 2. Connaissant les pulsations w, et wy du piége
harmonique, il suffit donc, & deux dimensions, de mesurer le nombre d’atomes pour accéder a
la pression. On peut ainsi reconstruire 1’équation d’état du gaz homogéne en préparant plu-
sieurs nuages bi-dimensionnels, piégés dans un potentiel harmonique, avec des températures et

potentiels chimiques différents.

Acquisition des données

Nous avons mis en ceuvre expérimentalement la méthode décrite ci-dessus en ’appliquant & un
ensemble de nuages atomiques, préparés dans des conditions différentes de maniére & balayer un
large domaine de I'espace des parameétres thermodynamiques p et T'. Le paramétre d’interaction
est en revanche gardé constant et vaut g ~ 0.11 sur l'ensemble des données présentées ici@ Au
niveau de la séquence expérimentale, ces différentes configurations sont réalisées en variant la
durée de chargement du piege magnéto-optique (PMO), la fréquence finale d’évaporation ainsi
que la fréquence du bouclier radio-fréquence. Ce dernier fixe la température du nuage, tandis
que les deux autres parameétres permettent d’avoir un controéle indépendant du nombre d’atomes.
Pour chaque configuration, nous enregistrons deux images, sur deux réalisations successives de
Pexpérience, la premiére étant prise a basse intensité et autre & haute intensité. Comme nous
I’avons expliqué plus haut, ces deux images sont utilisées de maniére complémentaire, compte tenu
de la bonne reproductibilité du dispositif expérimental a court terme. L'image haute intensité, qui
reproduit fidélement la distribution atomique, permet d’extraire le nombre d’atomes et 'image
basse intensité fournit les parameétres g et 1" associés au nuage. Pour les nuages faiblement ou non
dégénérés, dont les densités centrales sont compatibles avec 'imagerie basse intensité standard,
nous n’enregistrons qu’une seule image (& basse intensité) qui fournit & la fois le nombre d’atomes

et la température.

Equation d’état et invariance d’échelle

Le résultat de ces mesures est présenté en figure [4.14] ot 'on trace la pression réduite en
fonction du rapport[g_g] wu/ksT. 11 est remarquable que tous les points expérimentaux se répar-

tissent sur la méme courbe, alors méme qu’ils correspondent & des températures et potentiels

22. Nous verrons par ailleurs en fin de ce chapitre que pour les nuages de densité centrale élevée, le paramétre
g peut varier de ~ 10% entre le centre du nuage et les ailes.
23. Notre convention est ici d’utiliser le symbole j lorsque nous les présentons les résultats associés au gaz

homogéne tandis que nous utilisons ’indice 0 pour désigner le potentiel chimique au centre de nos nuages piégés.
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20 ‘ I
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e 100 nK — 125 nK /
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FIGURE 4.14 — Equation d’état pour la pression réduite. Dans la région u/kgT > 0.2 les points
qui correspondent & une méme préparation ont été regroupés. Les barres d’erreurs correspondent
a Perreur statistique. Dans la région p/kgT < 0.2 nous avons laissé les points individuels (la
séquence expérimentale étant moins reproductible pour les parameétres de préparation correspon-
dants). La ligne horizontale tiretée bleue est la borne supérieure pour un gaz idéal Py = 72/6.
La ligne continue noire représente la théorie de Hartree—Fock et est prolongée en tirets en dehors

de sa région de validité. La ligne en tirets-pointillés rouge est la prédiction de Thomas—Fermi.

chimiques différents. Ce résultat démontre expérimentalement la propriété d’invariance d’échelle
de I’équation d’état du gaz de Bose homogéne, dans la mesure ot P ne dépend que du rapport
w/kpT. Comme nous l'avons vu, il n’existe pas de théorie pour la pression réduite d'un gaz
homogéne, nous comparons néanmoins les données expérimentales aux modéles de champ moyen
de Hartree—Fock et de Thomas—Fermi, qui correspondent aux régimes asymptotiques de faible et
haute densités respectivement. L’accord obtenu avec la théorie Hartree—Fock est attendu puisque
la détermination des paramétres thermodynamiques repose sur un ajustement des données dans
les régions de basse densité sur cette théorie. Dans la limite opposée, on obtient un bon accord
avec le modeéle Thomas-Fermi pour p/kgT 2 0.6. Enfin, pour comparaison, nous avons aussi

indiqué sur la figure la valeur maximale de la pression réduite pour un gaz idéal Py = 72 /6.
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4.3.2 Equation d’état pour la densité

Profils de densité atomique Profils redimensionnés

100 T T 60 T T T 7
L. a) b) ;
D
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FIGURE 4.15 — (a) Profils de densité correspondant a des nuages de paramétres variables. (b)
Profils redimensionnés. La ligne continue est la prédiction Hartree—Fock et est prolongée en
ligne tiretée en dehors de sa région de validité. La ligne en tirets-pointillés est la prédiction de

Thomas—Fermi.

Les mémes données peuvent étre exploitées autrement pour obtenir 1’équation d’état en
termes de densité dans l'espace des phases (DEP) D. Mieux encore, si I'on croit [’approximation
de densité locale et a I'invariance d’échelle, un seul nuage atomique peut fournir I’équation d’état
D (1u/kT). En effet, en déterminant le potentiel chimique central pg et la température T' d’un
nuage donné, on peut associer a chaque point du profil de densité n(r), une densité dans I’espace
des phases D(r) et un potentiel chimique u(r) = pg — V(r), ou le potentiel de piégeage V(r)
est connu. On peut ainsi établir ’équation d’état D (u/ksT’), ou le potentiel chimique est balayé
entre —oo et ug. Dans le régime d’invariance d’échelle, ce profil «redimensionné» contient donc
a lui seul I'équation d’état puisque D ne dépend que du rapport u/kgT. De fagon corollaire, si
I'on prépare deux nuages avec des parameétres (uél),T(l)) et (uéz), T?)) respectivement, alors les
profils redimensionnés associés Dy et Dy doivent se superposer.

Cette propriété fournit donc un moyen complémentaire de tester l'invariance d’échelle, en
comparant les profils redimensionnés associés a des nuages avec des paramétres thermodyna-
miques différents. Nous avons testé cette propriété sur quelques profils de densité choisis parmi
les données présentées précédemment. Le résultat obtenu est illustré sur la figure Sur la
figure , sont représentés les profils de densité n(r), auxquels nous avons attribué un poten-
tiel chimique central et une température par la procédure décrite La figure [d.15b représente
les mémes données aprés redimensionnement. Les différents profils se confondent en une seule

courbe & ’échelle du bruit expérimental, ce qui confirme I'invariance d’échelle observée pour la
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pression réduite. Cette approche a également été utilisée dans [59] pour démontrer l'invariance

d’échelle de I’équation d’état d’un gaz de Bose dans le régime quasi-2D.

70 70

125 nK — 150 nK
100 nK — 125 nK ’
75 nK — 100 nK

40 nK — 75 nK /
40 |- hA—

profils redimensionnés
Prokof’ev et Svistunov

o0

O

40 | ;-
30 | P 30 | ‘ -

20 - ’ — 20 |- . . _

Densité dans ’espace des phases D
DEP au centre du nuage D(0)

10 [ )I' // — 10 | ,(0 ya B

/,L/kBT M/kBT

FIGURE 4.16 — Equation d’é¢tat pour la densité dans ’espace des phases. (a) Equation d’état
obtenue & partir de profils redimensionnés. (b)Equation d’état obtenue a partir de la densité
centrale des nuages. Les barres d’erreur correspondent & ’erreur statistique sur plusieurs nuages
préparés de fagon identique. Dans la région u/kpT < 0.2, nous avons représenté des points
individuels. La ligne épaisse grise est la prédiction de Prokof’ev et Svistunov pour g = 0.11.
Nous avons également représenté les régimes asymptotiques de Hartree-Fock (en noir) et de

Thomas—Fermi (en rouge).

La figure présente un ensemble (~ 70) de profils redimensionnés correspondant a un de
nos nuages les plus dégénérés. On constate un trés bon accord avec les régimes asymptotiques et
la prédiction théorique de Prokof’ev et Svistunov [101]. Une mesure similaire de ’équation d’état
a été produite indépendamment dans le groupe de C. Chin & Chicago [59]. Dans cette étude, qui
a été réalisée sur du Césium, I'équation d’état D(u/ksT, g) a été mesurée pour quatre valeurs
du parameétre d’interaction@ entre g = 0.05 et g = 0.26. Pour la valeur de g la plus proche de la
notre, la densité dans l’espace des phases mesurée dans [59] n’excéde pas 20, ce qui correspond
a p/kpT < 0.4. Le résultat que nous présentons ici explore donc davantage le régime fortement
dégénéré.

Dans la figure nous présentons une mesure plus directe de cette équation d’état, que
nous avons établie & partir de la densité mesurée au centre de chaque nuage atomique. Les

données présentées ici correspondent a celles utilisées pour la mesure de la pression réduite.

24. Ceci a été réalisé en changeant la longueur de diffusion a via des résonances de Feshbach.
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4.3.3 Entropie dans le régime d’invariance d'échelle

D’aprés la loi de Gibbs—Duhem que nous avons rappelée plus haut, ’entropie par unité de
surface s est reliée & la pression P par la relation thermodynamique s = (9P/9T) ,- Dans le
cadre de l'invariance d’échelle ot nous utilisons des grandeurs sans dimension, il est commode

d’introduire 'entropie par particule S = s/n. En utilisant la pression réduite P = PA4/kgT, on

a donc :
o) [kBT } kg |0 (T%*P) ks 5 [873}
Sn=—|—— = == [2TP+T | — . (4.14)
oT | X2 i NT oT . NT oT u
Dans le régime d’invariance d’échelle, P ne dépend que du rapport o = pu/kpT et :
oP JP [0« 7
| =22 | = =p |- 4.1
o) = o lo7), =P [t (19
puisque 0P /0o = D (cf. section [1.2.6). On aboutit finalement a la relation simple :
S _oP__n (4.16)

ks D kgl

A partir des mesures précédentes, nous avons donc également accés a 1'équation d’état pour
Pentropie par particule. En combinant les résultats pour P (Fig. et ceux pour D (Fig. [£.16p)
nous obtenons 1'équation d’état présentée figure .17 Nous y avons également tracé la prédiction
de Hartree—Fock que nous avons calculée numériquement. La ligne d’entropie nulle correspond
au régime de Thomas—Fermi.

Nous constatons que ’entropie par particule décroit d’abord lentement avant de chuter plus
rapidement au voisinage de u/kpT ~ 0.15, point qui correspond a la transition superfluide selon

la prédiction [100]. D’aprés cette prédiction, le potentiel chimique critique u, vaut en effet (cf.
équation [1.70)) :

k’;T - %m (1?;2> ~ 0.17 (4.17)
pour g = 0.11. Notons que ’entropie ne présente pas de discontinuité au point de transition, de
meéme que la pression ou la densité dans ’espace des phases, comme on a pu le voir précédemment.
Cette absence de discontinuité dans les grandeurs thermodynamiques usuelles est consistante avec
une transition de type BKT qui est d’ordre infini, et ol seul le paramétre d’ordre, c¢’est-a-dire la
densité superfluide, présente une discontinuité a la transition.

Les points les plus dégénérés approchent la valeur asymptotique d’entropie nulle. En prenant
la moyenne des points au-dela de p/kgT = 0.5, nous trouvons S = 0.06 £ 0.01 (Perreur indiquée
ici est I'erreur statistique). Notons que la mesure de I’entropie est relativement précise car elle est
indépendante des erreurs systématiques dues a la calibration de la densité. En effet, S dépend
du rapport P/D, ce qui élimine le coefficient de détectivité S*. La seule source d’incertitude
provient donc de la détermination de p/kpT'; cette incertitude est typiquement de +0.01 (en
valeur absolue) d’aprés lerreur fournie par la procédure d’ajustement. Une autre conséquence
intéressante de la dépendance en P /D est que dans le régime dégénéré S ne dépend que faiblement

de la force des interactions, puisque P et D varient quasiment comme 1/g.
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FIGURE 4.17 — Equation d’état pour I’entropie par particule : échelles linéaire (a) et logarithmique
(b). Le régime Thomas—Fermi correspond a la ligne de zéro (en rouge). La prédiction Hartree—
Fock est représentée par la ligne noire continue et est prolongée en ligne tiretée en dehors de sa
région de validité. La ligne tiretée verticale en cyan correspond & la valeur du potentiel chimique

critique pour la transition superfluide.

L’accés & des entropies aussi basses constitue aujourd’hui un des principaux défi expérimen-
taux des systémes sur réseau optique qui ont vocation & simuler des systémes modéles de la
matiére condensée [1,/64,[108|. Pour comparaison Ientropie par particule la plus basse mesurée
sur des gaz bi-dimensionnels sur réseau dans le régime d’isolant de Mott |1] est de 'ordre de 0.3kg.
Pour les systémes fermioniques sur réseau la possibilité d’atteindre des entropies inférieures a
0.1kp permettrait de réaliser en laboratoire la phase antiferromagnétique du modéle de Fermi—
Hubard [69,/118|. La mesure que nous venons de présenter laisse donc envisager 'utilisation de

gaz de Bose 2D comme «réfrigérant» pour des gaz bi-dimensionnels sur réseau.

Nous allons & présent revenir plus en détail sur la prise en compte de la troisiéme dimension,

qui est une question essentielle dans notre procédure.

4.4 Effets de la troisieme dimension

Comme nous ’avons souligné dans la section les nuages atomiques étudiés sont a des tem-
pératures de 'ordre de fw, /kp et de ce fait, ne sont pas rigoureusement thermodynamiquement

2D. Quels sont alors les effets de la troisiéme dimension ?
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4.4.1 Effet des niveaux excités

La connexion que nous avons établie entre nos mesures et ’équation d’état du gaz de Bose
quasi-2D, repose sur le fait que, malgré la présence d’une population non négligeable dans les
niveaux excités 7 > 1 selon (Oz), nous pouvons accéder a la distribution atomique du niveau fon-
damental j = 0 et, sur le fait tout aussi essentiel que cette distribution n’est pas significativement

modifiée par le potentiel d’interaction créé par les atomes des niveaux excités.

3
a) b)
251 \D/10
s c
S j=1,2et3| &
© 1.5+ j=1let?2 <
s | \---- j=1seul =
2 &
!
30 40

7 en pm

FIGURE 4.18 — Influence des niveaux excités. (a) Populations des niveaux excités déterminées
par notre méthode auto-cohérente a partir d’un profil D) généré numériquement. La ni®™€ ligne
& partir du bas correspond & la densité dans ’espace des phases cumulée des n premiers niveaux
excités. Le profil du fondamental D) est également représenté (divisé par 10 par commodité).
(b) Potentiel de piégeage V' (r) (ligne continue noir) et potentiel W (r) (ligne pointillée bleue)

ressenti par les atomes du niveau fondamental en présence des atomes des niveaux excités.

Pour estimer cet effet, nous appliquons la procédure de détermination auto-cohérente des
populations excitées, en fixant la densité du niveau fondamental. L’idée de cette démarche est de
vérifier a posteriori que le potentiel d’interaction répulsif ressenti par les atomes du fondamental
est négligeable. En pratique, nous utilisons pour le niveau fondamental un profil Dy(r) généré
numériquementE] a partir de ce que nous avons appelé la prédiction composite@ (cf. sectio
et en utilisant la LDA avec notre fréquence de piége pour un couple (ug, T') donné.

La figure montre le résultat de cette procédure appliquée pour les paramétres po/kpT =
0.45 et T'= 100nK. Ces paramétres correspondent a des nuages a la fois chauds et denses pour
lesquels I'influence des niveaux j > 1 est la plus importante. Sur la figure [4.18h, nous avons tracé
les profils D(¢*°)(r) correspondant aux contributions des niveaux j =1,j = 1,2,j = 1,2,3, etc.
Pour comparaison la distribution du fondamental Dy(r), que nous avons divisée par un facteur

10 par commodité, est également tracée. Notons d’abord que la contribution des niveaux j > 4

25. Sur les distributions mesurées, nous ne connaissons pas a priori la distribution du niveau fondamental.
26. Rappel : cette prédiction théorique est obtenue par raccordement des régimes asymptotiques de Hartree—

Fock et Thomas—Fermi avec la prédiction [101] de Prokof’ev et Svistunov.
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est négligeable et justifie que nous nous limitions aux 10 premiers niveaux. Ensuite, nous voyons
que la DEP de chaque niveau excité est inférieure a 0.5 et valide le fait de traiter les atomes
de ces niveaux dans ’approximation Hartree-Fock de champ moyenE]. Enfin, nous remarquons
Iallure aplatie des profils D(ex¢) (r) dans la région centrale, ce qui est la signature de 'interaction
répulsive avec les atomes du niveau fondamental. L'effet réciproque est évalué en calculant le

potentiel répulsif W (r) créé par les atomes des niveaux excités en chaque point r avec :

W(r) = g Z cjoni(r), (4.18)
Jj=1

ou n;(r) est la densité spatiale dans le niveau j et ¢; 'intégrale de recouvrement de la fonction
d’onde correspondante selon (Oz) et celle du niveau fondamental. Comme nous pouvons le voir
sur la figure , W(r) est de l'ordre de 1nK ce qui est négligeable vis-a-vis de 'énergie
thermique. Nous avons appliqué cette procédure a un ensemble de couples (19,1 caractéristiques
de nos nuages atomiques et obtenu des résultats qualitativement similaires.

En conclusion, pour les parameétres thermodynamiques des nuages que nous avons étudiés :
(i)la population des états excités selon (Oz) est bien dans le domaine de validité de I’approxi-
mation Hartree—Fock; (ii) la distribution spatiale des atomes dans le niveau fondamental n’est
pas affectée par leur interaction avec les atomes des niveaux excités (la réciproque n’étant pas

vraie).

4.4.2 Effet des interactions intra-niveau a haute densité

Au paragraphe précédent, nous nous sommes intéressés a ’effet des interactions inter-niveaux
sur le fondamental. Il est également pertinent d’estimer les effets des interactions intra-niveau
dans le fondamental. A haute densité I’énergie d’interaction gn n’est plus négligeable par rapport
a hw, et 'état propre du niveau fondamental W(z) ne correspond plus a celui de loscillateur
harmonique, ce qui modifie le paramétre d’interaction g o [ |W(2)|* (cf. section . Les
interactions étant répulsives, nous nous attendons a un élargissement de l’extension du nuage
(selon (Oz)) et donc a une réduction de § par rapport a la valeur canonique §(0) = /8ra /L. .

En présence d’interactions, la fonction propre W(z) est solution de ’équation de Gross—
Pitaevskii uni-dimensionnelle :

772

1
— %A\I/—i-imwfzz\ll—i-ggpnml]z\l/:E\Il, (4.19)

oil gsp = 4wh?a/m est la force d’interaction & 3D et n la densité atomique dans le plan. Cette
équation peut étre résolue analytiquement par un traitement perturbatif au premier ordre en n.
Pour cela, nous développons la fonction d’onde sur les fonctions propres de I'oscillateur harmo-
nique ¢, (2) :
\II(Z) = Z Ry ¢V(2)a (4.20)
174

ou les coefficients k, sont & déterminer. L’équation se met alors sous la forme :

27. Nous avons vu en section que 'approximation Hartree-Fock est valide jusque D ~ 3
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ZK/V €v ¢u + gspn Z RXx By Ky A (bu ¢ =0, (4'21)

At
ol nous avons introduit les énergies propres de loscillateur harmonique €, = hw,(v + 1/2).
Compte tenu du fait que les énergies thermique et d’interaction sont au plus de 'ordre de Aw,,
nous supposons que kg ~ 1 et k,~9 <K 1, ces derniers restant & déterminer. En utilisant les
propriétés d’orthogonalité des fonction ¢, et en ne gardant que les termes qui contribueront &

lordre 1 en n, a lissue du calcul, nous trouvons[| :

LR —n (47ra€§) i/¢3 ¢y dz. (4.25)

Ayant déterminé les coefficients x,, nous pouvons revenir au calcul de g. En injectant le
développement dans la définition de § = 4wa [ |W|*dz, et en ne gardant que les termes

d’ordre 1 en &, pour v > 0, nous avons :

4
g = 47ra/ G0+ > kuoy| dz (4.26)
v>0

~ 47Ta/ gbé + 4¢3 Z Ky ¢y | dz, (4.27)

v>0

ce qui , en utilisant I’expression pour les k,, donne :
g4 / padz—n |4 (47m€ (/ o &y, dz) . (4.28)

N—— 1/>0

(0 —v,

On reconnait expression de §(9) dans le premier terme. En utilisant les propriétés des fonctions

¢y, on montre@ que la somme qui apparait dans le second terme vaut :

1 4
Y, = 1 . 4.
on <2 i \/3) (4.33)

28. Détail du calcul. En ne gardant que les termes qui contribuent & 'ordre 1 en n, I’équation s’écrit :

Zmu 6 — E) ¢y ~ —gap np. (4.22)
En multipliant par ¢, et en intégrant on a :
> k(e — E) /gzsy budz ~ —gspn /¢>3 b dz (4.23)
v N————
Sp
ki) & —gon [ éo.dz, (4.24)
——
phw

ol on a utilisé 'orthogonalité des fonctions ¢, et le fait que E ~ ¢y. On retrouve ainsi le résultat [4.25

29. Détail du calcul. Les fonctions propres de 'oscillateur harmonique de pulsation w, sont définies par :

1 2
_ ]t L\* 2z z
bu(2) = 5o (Wz) e 2 H, <£) , (4.29)

ot £, = /h/mw. et les H, sont les polynémes d’Hermite. Nous avons donc :
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Nous trouvons finalement pour ’expression de g & 'ordre 1 en n :

Gg~g9 (1 -139al.n). (4.34)

Par conséquent, a haute densité, 'invariance d’échelle est brisée puisque § = §(DT') introduit

une dépendance explicite en température dans ’équation d’état.

Qu’en est-il pour nos données ?

Dans notre cas, ot nous utilisons du 8'Rb et une fréquence de confinement vertical w, =
2m x 2.0kHz, on a af, =~ 1.29 x 1072, Pour nos densités centrales les plus élevées (~ 70at./um?),
la correction sur g est donc de 'ordre de 10%. Sur ces échantillons le parametre d’interaction
n’est donc pas rigoureusement uniforme sur ’ensemble du nuage et est 1égérement réduit dans
la partie centrale par rapport & sa valeur dans les ailes. La figure illustre cette dépendance

spatiale de g en fonction de la position pour un de nos nuages les plus denses.

Densité (at./pum?) 3/3©
] 1 1.
60 ;:.':-,p-fi'f:,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,: "
4 08 FIGURE 4.19 — Modification de § dans
40 L .. 7 un nuage dense. Les variations de den-
. * TNL(T) _(0) | 00 sité (en noir) s’accompagnent de va-
° © 9r)/5 < 0.4  riations du paramétre § (en bleu). Au
20 ° ] 05 centre du nuage la modification de §
'.... 1 est de 10%.
R B T e W OO 0
0 25 50
r en pm

Quelles sont les conséquences sur nos mesures ?

Au premier abord, le fait que g n’est pas uniforme sur nos échantillons est problématique.

En pratique, comme on peut le voir sur la figure la correction sur D est négligeable dans

: 1 1 -2 2 1 [l 22 1 et/
S p— TH, (2 )=l T 4.30
950 w2\ 2V 1 (ZZ) w2\ 2v ¢ 2im v+l (4.30)

ol nous avons écrit le polynéme d’Hermite sous forme d’intégrale complexe. Nous intégrons a présent sur z :

2 —f 242tz/0, —f /2
v . 4.31
/¢0¢ dz = 7r€2 V 2v 2171'_7{ Bz dz| di = Vore, NV 2v 217?7{ tr+i (4.31)

En calculant l'intégrale complexe, on trouve finalement :

1 4
oy dz} In ( ) , (4.32)
v {/ 27r€2 Z 2p 6'p' 27r€§ 243

la somme sur p étant tabulée.
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la partie de faible densité, région qui est utilisée pour extraire pg et T. La détermination des
parameétres thermodynamiques n’est donc pas affectée par cet effet de densité. Il est vrai en
revanche que la densité dans l’espace des phases mesurée au centre du nuage n’est pas celle
attendue pour § = §(©). Néanmoins, la dépendance de D en § étant en bonne approximation
linéaire@ pour D > 1, I’écart est de 'ordre de 10% ce qui est juste a la limite du bruit de nos
mesures.

Cet effet est par ailleurs fortement amoindri sur la mesure de pression. Cette derniére repose
en effet sur la mesure du nombre total d’atomes. Or, comme on peut le voir sur la figure 4.19
la modification de g est significative pour des rayons r < 10 ym, région dont la contribution au
nombre total d’atomes est relativement faible. Notre mesure de ’équation d’état pour la pression

est en ce sens trés robuste.

30. On a en effet D = @ﬁ dans le régime Thomas—Fermi.
g kB
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Chapitre 5

Energie d'interaction et fluctuations

de densité d'un gaz 2D piégé

Le chapitre précédent a été consacré & 1’étude des propriétés thermodynamiques du gaz 2D
homogéne. Dans ce chapitre, nous présenterons une étude portant sur les propriétés statiques de
gaz piégés, ol nous mesurons les différentes contributions & 1’énergie totale. Nous verrons que
les gaz de basse dimension se prétent particuliérement bien a ce type de mesures et permettent
d’accéder séparément a l’énergie potentielle, ’énergie cinétique et ’énergie d’interaction.

Nous commencerons ce chapitre en rappelant 'expression du théoréme du viriel pour les gaz
piégés dans des potentiels harmoniques en présence d’interactions de contact. Nous discuterons
ensuite la validité de cette relation & 2D, ou la modélisation des interactions par un potentiel de
contact doit étre soigneusement justifiée. A la section [5.2 nous nous intéresserons a la mesure des
énergies potentielle, cinétique et d’interactions dans les gaz piégés. Aprés avoir fait un bref rappel
de ce qui a été fait sur ce sujet pour des gaz 3D, nous présenterons une méthode permettant
de décomposer toutes les contributions & ’énergie totale dans des gaz de basse dimension. Nous
décrirons ensuite la mise en ceuvre de cette méthode sur des gaz 2D piéges. A la section nous
mettrons en relation notre mesure de I’énergie d’interaction avec 'amplitude des fluctuations
de densité. Nous verrons que pour les nuages considérés, qui se trouvent dans un régime inter-
meédiaire entre le régime thermique et le régime de Thomas—Fermi, les fluctuations de densité
sont essentiellement gelées. Nous connecterons cette réduction «prématurée» des fluctuations de

densité aux propriétés du gaz homogéne a ’approche de la transition superfluide.

5.1 Théoréme du viriel pour les gaz piégés en interaction

Le théoreme du viriel permet de relier I’énergie potentielle moyenne o, I’énergie cinétique
moyenne FE, et 'énergie d’interaction moyenne Ej, d'un ensemble de particules & ’équilibre
thermodynamique. Le cas le plus trivial est celui d’un ensemble de particules sans interactions
évoluant dans un piege harmonique pour lequel on a la relation Ep,ot = Fein, qui est valable aussi
bien en mécanique classique qu’en mécanique quantique. Dans ce qui suit, nous allons donner
une expression plus générale du théoréme du viriel, qui inclut les interactions entre particules,

en nous limitant & des interactions binaires de portée nulle décrites par des potentiels du type
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w(r) o< 0(r), ce qui correspond a la description usuelle dans les atomes froidsﬂ

5.1.1 Relation du viriel pour des interactions de contact

On considére un ensemble de particules de masse m gouvernées par I'opérateur hamiltonien :

H=T+V+W, (5.1)
avec
-l ﬁ2 ko 1 2 2 2~ 1]#k
_ J _ o _ 5. -
]7

qui désignent respectivement les opérateurs associés a 1’énergie cinétique, I’énergie potentielle et
I'énergie d’interaction. Les opérateur p; et 7; sont les opérateurs impulsion et position associés
& la particule j, le potentiel de piégeage est pris harmonique isotrope de pulsation w et les

interactions sont décrites par des collisions binaires. L’opérateur associé au viriel total s’écrit :
o 1 o o
J = 3 Z Tip; + D;T; (5.3)
J
et ’évolution temporelle de sa valeur moyenne (j ) est régie par le théoréme d’Ehrenfest :

iy 1

Do ), o

ol le commutateur [J ,H } se décompose sous la forme de trois commutateurs que nous pouvons

calculer indépendamment

[JH} = [JT} + [f, V} + {JW} . (5.5)
=Cr =Cy =Cw

Le commutateur C7 est une somme de termes du type :

~2
Dy, j

m

1 @b + Prjdy), bz = b (5.6)

ou Z; est 'opérateur correspondant & la premiére coordonnée de ’espace d’une particule j donnée

et pPp; Uopérateur impulsion associé, tel que [Z;, P, ;] = ih. De facon analogue le commutateur

Cy contient des termes du type :

1 . FENN A
meQ [(2Daj + Pa,jEs), x?] = —mw%hx? : (5.7)

En sommant sur les trois coordonnées et toutes les particules, on trouve :

Cr=2hT  Cy = —2hV. (5.8)

1. Comme nous 'avons précisé au chapitre , ce type de potentiels doivent en toute rigueur étre régularisés
a 2D et 3D [58,[87], ce qui correspond A la prise en compte de termes correctifs dans Pamplitude de diffusion et
dans I’énergie d’interaction. En pratique, le poids relatif de ces corrections dépend des conditions expérimentales

et s’avére négligeable dans nombre de cas.
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Le commutateur C’W s’écrit :
1IFER
Cw = 5 2}; [ (i — )| (5.9)
J

o
1 &= . . o o
= 3 Z [(rjpj —I—pjrj),w(rj — rk)] + [(PePy + DiTr), w(Tj — 7)) (5.10)
g,k
J#k
= Z (—z’hf'ij(f*j - TA“k) + zhf“ka(f'k - fk)) (5.11)
Jik
J#k
= Z—ih(fj —f"k)Vw(f“j —?A“k) (5.12)
Jik
Cette expression se simplifie dés lors que le potentiel d’interaction w est décrit par une fonction
homogéne au sens mathématiqueﬂ. En effet, en utilisant les propriétés des fonctions homogénesﬁ,

on peut montrer que si w est homogéne de degré v on a :

(f‘j — f“k)Vw(f"j — ’f’k) = I/w(’f“j — ’f‘k) (513)
et
Cyw = —vihiv . (5.14)

Or pour les systémes atomiques considérés ici, les interactions sont bien décrites par le po-
tentiel de contact w(#; — 1) o< 6@ (#; — 1) ou d est la dimensionnalité du systéme. Comme la

«fonction» 8(® est homogene de degré —d, 1’équation d’évolution du viriel 1’ s’écrit :

d(J) - - -

A Tl’équilibre thermodynamique le premier membre s’annule et nous aboutissons & la relation
simple :
d
Epot = Ecin + iEint ’ (516)

ou d est la dimensionnalité du systéme. Précisons que nous avons considéré ici que le coefficient
de proportionnalité entre w(r) et 6(9(r) est fini. En particulier, cette relation n’est pas valable
a la limite unitaire [75,[114,(119,(120] ot w(r) = ¢ 66BP) (1) avec ¢3P) — o,

5.1.2 Application au gaz de Bose 2D

Compte tenu de I’équation générale (5.16]), la relation du viriel pour un gaz piégé a deux

dimensions s’écrit simplement :
Epot == Ecin + Eint soit E = 2Ep0t y (517)

o B = Epot + Ecin + Eing, est I'énergie totale. Comme nous 'avons indiqué plus haut, ce résultat

suppose que les interactions sont décrites par un potentiel d’interaction en deltaﬁ Or, les poten-

2. Une fonction f(z) est dite homogeéne de degré v si elle posséde la propriété f(xz) = k" f(x) ol le nombre
réel x est un parameétre de changement d’échelle.
3. Toute fonction f(x) homogéne de degré v étant reliée a sa dérivée premiére par la relation z(df /dx) = vf.

4. Ou plus généralement pour un potentiel homogéne de degré -2.
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tiels d’interaction de la forme w(r) o< §(7) sont pathologiques & 2D et & 3D car ils conduisent a
une divergence ultra-violette de I’énergie ainsi qu’a d’autres inconsistances [14,41]. Ces potentiels
doivent donc en toute rigueur étre régularisés en utilisant un pseudo-potentiel adapté [58,[87],
ce qui conduit essentiellement & la prise en compte d'un terme correctif dans I’énergie d’inter-
action. Plus loin, nous présenterons une description plus rigoureuse des interactions a 2D et
nous estimerons les corrections & 1’équation pour nos parameétres expérimentaux. Avant
cela, nous nous permettrons une digression concernant la dynamique des gaz 2D car elle découle
directement du résultat général .

Mode de respiration et invariance dynamique

La relation (5.15)) établie plus haut pour un systéme hors équilibre, conduit a un résultat

remarquable dans le cas bi-dimensionnel. En effet dans le cas d’'un potentiel homogéne de degré

-2,on a:
d(J
§ﬁ> = 2E — 4E,q; . (5.18)
T 2/7 A~
Or % = %ddg> oun I = Z]‘ mf“? est l'opérateur associé au moment d’inertie par rapport a

I'axe de symétrie du nuage[ﬂ. Par conséquent, dans le cas d'un potentiel de piégeage harmonique
isotrope qui s'écrit V = w2f/2 I’équation li devient :
d(I)
dt?

Ce résultat fait donc apparaitre 'existence d’un mode de «respiration» du gaz 2D de pulsation 2w.

= —4w*(I) + 4E . (5.19)

Cette propriété remarquable du gaz 2D avait été mise en évidence théoriquement par Kagan et al.
dans [65] par la résolution de I'équation de Gross—Pitaevskii dépendant du temps, et réinterprétée
par Pitaevskii et Rosch [96] en terme de symétrie cachée dans les systémes bi-dimensionnels ou
les potentiels d’interactions sont homogénes de degré -2.

Une autre conséquence de ce type de potentiels d’interactionﬁ est que I’évolution libre du
systéme & la coupure du potentiel harmonique présente une forme d’invariance dynamique. Plus
précisément, la forme fonctionnelle de la distribution atomique est invariante et suit la loi d’évo-
lution :

n(r,t) = K7 Neq(kyr) avec k= (1+ w2t2)71/2 , (5.20)

Ol Neq (1) est la distribution a 1’équilibre. La distribution de densité n(r,t) a chaque instant est
donc reliée a la distribution d’équilibre par un simple changement d’échelle. Cette propriété a
été vérifice dans notre groupe [103|. En pratique, les nuages étudiés présentaient une anisotropie
résiduelle |w; — wy|/, /Wi, &~ 0.11, mais nous n’avons pas observé de déviation significative & la
relation d’invariance & I’échelle du bruit expérimental.

5. En effet, en appliquant le théoréme d’Ehrenfest & Popérateur I on obtient :

W = ) = 5] = gy S =20,

J

6. Le lien est ici moins direct & mettre en évidence.
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Interactions a 2D

Nous revenons a présent & la description plus rigoureuse des interactions dans un gaz atomique
a 2D. Dans un systéme rigoureusement bi-dimensionnel, 1’état stationnaire de diffusion & basse
énergie 1 entre deux bosons identiques avec un vecteur d’onde relatif k est donné, a grandes

distances , par I'expression [4] :

: ikr .

ikr 1 e 1 1 9 9 1
=, o~ In(k ! 5.21
¢k0<€ 87Tf( )\/H’ f(k) Ar n( a’2D)+4 ( )

ou f(k) est Pamplitude de diffusion et asp la longueur de diffusion a 2D. Notons qu’il y a une
différence fondamentale avec le cas 3D ou amplitude de diffusion a une limite non nulle quand
k — 0 qui correspond & la longueur de diffusion a = — limg_,¢ f(k) (E]) Au chapitrenous avons
vu qu’en pratique les gaz bi-dimensionnels sont réalisés en confinant fortement un nuage 3D selon
un axe a ’aide d’un potentiel harmonique de grande raideur. Nous avons également souligné le
fait que dans les expériences réalisées jusqu’ici, I’extension ¢, du nuage dans cette direction est
trés grande devant la longueur de diffusion a 3D. Typiquement £, /a > 30 et les collisions gardent
un caractére 3D dans les systémes considérés. Le traitement rigoureux des collisions dans ce
régime a été étudié par Petrov et al. [91,93| qui montrent que I'état stationnaire de diffusion g
garde la forme de I’équation avec une amplitude de diffusion f(k) telle que :

1 1 1 i

— = — —In(nk??) + -, 5.22
TG R A 022)
ou § = V8ma/l, et n ~ 3.4 [93|. Pour nos parameétres expérimentaux g ~ 0.1 on voit donc bien
que le terme logarithmiqueﬁ et le terme imaginaire sont négligeables dans ’équation (5.22)). Par
conséquent la constante de couplage qui intervient dans l'expression de 1’énergie d’interaction
(9/2) [n?(r)d?*r vaut g = fnjf(k) = %Qg. On retrouve ainsi le résultat 1'1' que nous

avons obtenu par un raisonnement plus naif.
L’amplitude de diffusion (5.22)) revient en fait & définir une longueur de diffusion agp effective

de la forme :

asp = 52\/7»]6727#& . (523)

Les valeurs de asp correspondant aux expériences actuelles (pour lesquelles g < 1) sont donc
extrémement petitesﬂ et celle-ci n’intervient donc pas comme échelle de longueur pertinenteEU]

du probléme.

7. A deux dimensions la longueur de diffusion s’écrit asp = be€ ot b est une échelle de longueur microscopique
qui dépend des détails du potentiel [93] et C' & 0.577 est la constante d’Euler.

8. Le module du vecteur d’onde k typique est donné par 1/¢ au centre du nuage et 1/Ar dans la partie
thermique. Pour nos paramétres expérimentaux ceci correspond & k ~ 2 x 10°m™!. Par ailleurs, nous avons
¢, =0.24 x 107 %m. Le terme logarithmique de 1’équation vaut donc In (nk*¢2) /4w ~ 0.04.

9. Pour nos paramétres § = 0.11 et £, = 240nm, on trouve asp = 7 X 1073? m.

10. Notons que le paramétre na3p qui intervient dans les corrections de ’équation d’état (voir par exemple
[10/81}/99]) est lui aussi négligeable. Pour nos densités surfaciques qui sont de ’ordre de 10*® at/m? on a najp ~
5x 107,
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Relation du viriel a 2D

De méme que la description des interactions par un potentiel §(r) n’est pas rigoureuse a
2D, la relation du viriel (5.17) est une approximation de la relation exacteE dérivée par F.
Werner [119] :

a-Eimt
d[In(a?)]’
ou Eiy dépend de amplitude de diffusion (5.22). On peut montrer que la contribution du dernier
terme est de 'ordre de %Eint. Pour g = 0.11, on retrouve donc le résultat 1D a une trés bonne

approximation.

Epot = Ecin + Eint + (5.24)

5.2 Mesurer les énergies potentielle, cinétique et d’'interaction de
gaz piégés

Cette section est consacrée a la description de quelques méthodes permettant de mesurer
les différentes contributions a ’énergie totale de gaz atomiques piégés dans des potentiels har-
moniques. Nous commencerons par rappeler quelques études expérimentales réalisées il y a une
quinzaine d’années sur des condensats dans des piéges harmoniques. Ces expériences nous per-
mettront de donner un apercu des méthodes utilisées & 3D et de montrer le type d’informations
que l'on peut en extraire. Ces exemples nous permettront également de voir en quoi les gaz piégés
de plus basse dimension se prétent mieux a ce type de mesures. Ensuite, nous présenterons une
méthode originale, applicable & la plupart des systémes de basse dimension, permettant d’accéder

directement & I’énergie cinétique et de déduire (via la relation du viriel) a 'énergie d’interaction.

5.2.1 Exemples de mesures sur des condensats

Peu apres les premiéres observations de condensats de Bose—Einstein [832], plusieurs expé-
riences ont été réalisées [48.[53, 79| pour caractériser les interactions atomiques et/ou mettre en
évidence leur importance relative dans les propriétés d’équilibre des condensats piégés.

Le premier effort expérimental dans ce sens a été réalisé par Mewes et al. [79] et repose sur
la mesure de l’énergie d’interaction de condensats de Sodium. La stratégie utilisée consiste a
mesurer la distribution de vitesse du nuage pendant une expansion libre (ou temp de vol), a
des temps longsH aprés la coupure du piége. L’énergie d’interaction est convertie en énergie
cinétique aux premiers instants de lexpansion et s’annule contintiment du fait de la dispersion
des atomes. Par conséquent, pour des temps suffisamment longs I’énergie cinétique du nuage est
égale a ’énergie interne initiale U = FE¢in + Eine du systéme. Or dans le régime de Thomas—
Fermi, qui correspond aux paramétres expérimentaux de [79], ’énergie cinétique est négligeable

et donc U = Ej,. En appliquant cette méthode pour des condensats avec des nombres d’atomes

11. En réalité la relation établie par F. Werner dans [119] est valable pour tous les systémes avec des interactions
de portée nulle (ou sans interactions) ou l'état stationnaire de diffusion ne dépend que la longueur de diffusion
(parfois appelés «états universels» de diffusion). La relation s’étend aux autres dimensions en remplagant asp par
la longueur de diffusion correspondante.

12. Devant la période d’oscillation dans le piége typiquement.
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Ny différents, Mewes et al. ont montré que I’énergie d’interaction moyenne suit la loi d’échelle
Fiy x Ng / 5, ce qui constitue la premiére confirmation expérimentale du modéle Thomas—Fermi
de champ moyen & 3D. A partir du coefficient de proportionnalité entre Ejy et NO2 / 5, Mewes et
al. déduisent par ailleurs la longueur de diffusion du sodium qui intervient dans le coefficient de
proportionnalité@

Une étude similaire a été réalisée par Holland et al. avec des mesures en bon accord avec 79|
et s’appuient sur des simulations numériques qui indiquent ’échelle de temps sur laquelle les
interactions s’annulent aprés la coupure des champs.

Notons qu’a la limite de Thomas—Fermi la donnée de FEi,; donne aussi accés a l'énergie
potentielle moyenne par la relation Epo = 3By /2 qui est un cas particulier de la relation du
viriel :

Epot = Eein + gEint ; (5.25)
qui se déduit directement du résultat général .

Alors que les premiéres mesures décomposant ’énergie totale dans les condensats piégés a 3D
est survenue 'année suivant les premiéres observations de condensats [8,32], ce type de mesures
n’a jamais été réalisé sur les systémes de basse dimension. Dans la section qui suit nous proposons
une procédure pour décomposer les contributions & 1’énergie totale d’'un gaz 2D dans un piege

harmonique. Cette procédure s’étend par ailleurs aux gaz uni-dimensionnels.

5.2.2 Deécomposition de |I'énergie d’'un gaz piégé a 2D

Dans les études [53}/79] sur des condensats 3D présentées au paragraphe précédent, les sys-
témes considérés sont essentiellement dans le régime de Thomas—Fermi, I’énergie cinétique est
négligeable et la mesure de I’énergie interne et la relation du viriel permettent de décomposer les
deux contributions & ’énergie totale que sont ’énergie d’interaction et 1’énergie potentielle. Cette
approche est tout & fait adaptable & des gaz 2D dans le régime de Thomas—Fermi, mais comme
nous ’avons évoqué dans la section le gaz de Bose bi-dimensionnel présente une physique
riche dans un régime intermédiaire entre le régime thermique et le régime de Thomas—Fermi.
Dans ce régime 1’énergie cinétique moyenne FE i, n’est a priori pas négligeable. Dans ce qui suit,
nous allons montrer comment décomposer chacune des contributions (Epot, Ecin et Eiy) dans

un gaz de Bose 2D dans un piége harmonique «raisonnablement isotrope».

Energie potentielle

L’un des avantages des systémes de plus basse dimension (1D et 2D) pour ce type de mesures
est que l'on a directement accés & la distribution de densité locale. Dés lors, il suffit de connaitre

le potentiel de piégeage V (7), pour en déduire I’énergie potentielle :

Epoi = [ V() (o)) (5.26)

13. En toute rigueur la quantité déterminée est g(® (0)ana out g‘®(0) est la fonction de corrélation d’ordre 2

g(Q)(r — 7') prise au méme point et an. la longueur de diffusion du Sodium. Nous y reviendrons plus loin.
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ou (...) désigne ici une moyenne d’ensemble. En particulier, dans le cas d'un piége harmonique
isotrope de pulsation w :

Epor = ;mwQ/rQ (n(r)) d*r . (5.27)

Energie cinétique et énergie d’interaction

Pour décomposer 1’énergie, il nous faut déterminer au moins 'une des deux autres contri-
butions. Nous proposons ici une méthode qui tire parti du fait que ’on a accés directement a
I’énergie potentielle pour mesurer 1’énergie cinétique moyenne.

Considérons un nuage bi-dimensionnel en interaction & I’équilibre thermodynamique dans un
potentiel harmonique isotrope de pulsation w. Si l'on coupe les interactions a l'instant ¢ = 0,
alors chaque atome du nuage (indexé par un entier j) suit une évolution libre dans le piége

harmonique décrite par :

ri(t) = 75(0) cos(wt) + %vj(()) sin(wt) | (5.28)

ol rj et v; désignent la position et la vitesse dans le plan (zOy). L’énergie potentielle moyenne

A un instant ¢ s’écrit donc :

Boor(t) = %mw2<r2(t)> (5.29)
_ %mw2<r2(0)> cos?(wt) + %m<v2(0)> sin?(wt)
+mw (r(0) - v(0)) cos(wt) sin(wt) (5.30)
=0

ou (...) désigne la moyenne sur un grand nombre de particulesm. Dans le second membre de
I’égalité, on reconnait les expressions des énergies potentielle et cinétique moyennes a ¢t = 0.

Comme la position et la vitesse ne sont pas corrélées ((r(0) - v(0)) = 0) on obtient :

Epot(t) = Epot(0) cos?(wt) + Eein(0) sin? (wt) . (5.31)

Par conséquent, en mesurant ’énergie potentielle moyenne & différents instants aprés la cou-
pure des interactions et connaissant la fréquence de piégeage w, on peut obtenir une mesure
précise de ’énergie cinétique initiale. Enfin, grace & la relation du viriel on peut déduire
I’énergie d’interaction moyenne et obtenir ainsi pour n’importe quel régime du gaz 2D piégé les

différentes contributions & ’énergie totale.

14. Nous faisons ici un raisonnement classique, mais comme ’hamiltonien est quadratique nous obtiendrions la

méme chose par un raisonnement quantique en se placant dans le point de vue de Heisenberg.
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Cas d'un piege anisotrope. Pour un piége avec des pulsations w, et w, différentes suivant les

axes propres (Ox) et (Oy), I'évolution de l'énergie potentielle s’écritE] :

Bplt) = gm [w3a) + w307 (53
= %m [w2(2F) cos® (wyt) + w§<y8> cos?(wyt)]
+%m [<v§70> sin?(w,t) + (U;70> sin®(wyt)] (5.33)

ott nous avons utilisé le fait que (xo - v4,0) = (yo - vy,0) = 0. Afin de quantifier la modification
du résultat(5.31)) da & anisotropie du piége, nous posons w; = w + dw/2 et wy = w — éw/2. En
nous limitant & des temps ¢ tels que dwt < 1, un développement au premier ordre en ces deux

paramétres donne :

Epot(t) = Epot(0) cos?(wt) + Eein(0) sin®(wt)

+% [w2(zd) — w§<y§>] sin(2wt) dwt

0

[(U%O) - <U§,0>] sin(2wt) dwt + O [(&ut)Q] (5.34)
—_—

0

|3

ol les termes du premier ordre s’annulent. Pour une anisotropie de 'ordre %" ~ 10% la correction
relative a 1’équation qui est du second ordre n’est que de quelques pour-cents apres deux
périodes d’oscillation dans le plan (¢ = 2w~!). Cette méthode est donc trés robuste vis-a-vis d'une
anisotropie résiduelle. Notons enfin que cette procédure est tout & fait adaptable aux expériences

sur les gaz uni-dimensionnels.

5.3 Mise en ceuvre expérimentale

Dans cette section nous allons décrire la réalisation expérimentale de la méthode décrite a la
section précédente. Nous avons choisi de présenter ici un régime typique de nos gaz de Bose 2D
avec une densité dans I'espace des phases au centre du nuage D ~ 40 (sachant que la transition
superfluide est attendue a D ~ 8 [100] pour nos paramétres) et une composante thermique non
négligeable. Avant de présenter le résultat de cette mesure, nous allons décrire notre méthode
pour couper les interactions dans nos nuages. Cette procédure présente une alternative a 1’uti-
lisation d’une résonance de Feshbach [25] pour éteindre les interactions et est applicable a tous

les systemes de basse dimension[[?]

5.3.1 Coupure des interactions

La technique traditionnellement utilisée dans le domaine des atomes froids pour le controle

des interactions est 1'utilisation de résonances de Feshbach. Pour couper les interactions dans nos

15. Par commodité, nous avons choisi d’indiquer la dépendance temporelle par un indice : z; = x(¢), etc.
16. La seule condition requise est que le potentiel assurant le confinement de grande raideur soit indépendant

de celui qui produit le confinement mou.
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gaz piégés, nous avons opté pour une autre stratégie, plus facile & mettre en ceuvre, qui consiste
a couper le potentiel qui assure le confinement vertical. Comme le confinement est de grande
raideur, les atomes s’étendent trés vite dans la direction verticale (Fig. et les interactions
s’annulent du fait de la distance entre les atomes. Les atomes évoluent alors librement dans le
potentiel harmonique tri-dimensionnel créé par le TOP. Comme le mouvement dans le plan (zOy)
est découplé du mouvement selon (Oz), la distribution spatiale mesurée en imagerie verticale (qui
est maintenant une densité intégrée sur Pextension verticale du nuage) n’est pas modifiée par

rapport a ce que ’on mesurerait avec un mouvement purement 2D.

- a B

40 pm

1ms 2 ms 3 ms 4 ms t

FIGURE 5.1 — «Film» d’un temp de vol 1D suivant I'axe d’imagerie horizontale.

Temps d’extinction des interactions. En ’absence d’interactions, un nuage confiné dans le
niveau fondamental d’un oscillateur harmonique de pulsation w,, a une extension verticale dzy =
¢, = \/h/mw, et une dispersion en vitesse dvg = h/mdzg. A la coupure du confinement, le nuage

s’étend suivant une loi balistique et son extension & linstant ¢ vaut :

Szt = /023 + 6v3t? = b200/1 + w2t2. (5.35)

La distance moyenne entre atomes augmente donc significativement au bout d’un temps de ’ordre
de quelques w;!. En présence d’interactions, du fait de la répulsion entre atomes I’expansion
est accélérée aux premiers instants par rapport au cas ideal. Pour notre fréquence de piégeage
verticale qui vaut 2 kHz, on a w; !t = 80 us et on s’attend donc & ce que les interactions deviennent
négligeables au bout de quelques centaines de microsecondes. L’extinction des interactions est
donc instantanée vis-a-vis du mouvement dans le plan dont ’échelle de temps caractéristique est
w ! =8ms = 100w; .

L’extinction du faisceau laser permettant le piégeage est réalisée en désactivant le modulateur
acousto-optique (MAQO) contrélé par un interrupteur électronique lui-méme piloté par ordinateur.
Le temps de réponse de I’ensemble du systéme est de l'ordre de la microseconde et ne constitue

pas un facteur limitant.

Mouvement vertical dans le TOP. Lors de I’évolution libre des atomes dans le TOP, ceux-ci
ressentent également le potentiel vertical produit par celui-ci. Par conséquent, aprés un temps

égal & la demi-période d’oscillation verticale dans le TOP, les atomes reviennent dans le plan
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central z = 0. Ceci correspond & un re-branchement effectif des interactions qui n’est pas souhaité,
le temps d’évolution libre est donc limité dans cette procédure. L’évolution libre des atomes peut
également étre perturbé avant cela, car aprés avoir atteint le point de rebroussement (selon 'axe
vertical), une partie des atomes se déplacent essentiellement en sens opposés, ce qui favorise
les collisions. Nous nous limiterons donc & des temps plus courts que le quart de la période du
mouvement vertical soit ¢ < 4ms, la fréquence verticale du piege TOP étant de 57 Hz.

Cette procédure qui consiste & couper le potentiel de confinement vertical et laisser les atomes
évoluer librement dans le potentiel magnétique a également été utilisée par Tung et al. [116]

pour mesurer la distribution en impulsion d’équilibre de gaz bi-dimensionnels. Cette distribution

127
4 w

soit aprés un quart de période du mouvement d’oscillation dans le plan (zOy). A cet instant

d’impulsion est obtenue en sondant le nuage au temps t = apreés la coupure des interactions,
précis la distribution spatiale coincide & un facteur w prés avec la distribution de vitesse initiale.
Ce résultat qui découle directement de ’équation (5.28)) est simplement la conséquence du fait
que la position et la vitesse sont en quadrature phase, dans un mouvement d’oscillation librem

Dans ce qui suit nous allons appliquer cette méthode, que nous avons nommée temps-de-vol

uni-dimensionnel (TdAV 1D), & la mesure de I’énergie d’interaction de gaz bi-dimensionnels.

5.3.2 Mesure de I'énergie d’interaction

Au chapitre ] nous avons mesuré ’équation d’état du gaz 2D homogéne a partir de la dis-
tribution de densité de nuages bi-dimensionnels piégés & I'équilibre thermodynamique. Ici, nous
allons présenter une mesure de certaines propriétés statiques du gaz 2D piégé & partir d’'un film
de la dynamique de ces gaz pendant un TdV 1D.

Pour I’étude de cette dynamique, nous commengons par préparer un gaz 2D suivant la pro-
cédure que nous avons décrite au chapitre [dl Aprés quelques secondes ol nous laissons le nuage
atteindre I’équilibre thermodynamique, le faisceau dipolaire qui assure le confinement vertical
est éteint et les atomes évoluent librement dans le potentiel harmonique du TOP. Le nuage est
alors sondé aprés un TdV 1D de durée variable entre 1 ms et 3.5ms. Les distributions de densité
sont mesurées a haute intensité@ avec I; ~ 501gu¢.

Pour chaque durée t de TdV 1D, nous pouvons calculer en principe 1’énergie potentielle

moyenne & partir de la distribution atomique n(r,t)

Epot(t) = 2mw2/r2<n(r,t)>d2r = 7rmw2/7"3<n(7“, t))dr, (5.36)

ou (...) correspond a une moyenne d’ensemble qui peut s’obtenir ici par intégration angulaire. En
pratique, le calcul numérique de cette quantité & partir de nos profils ne converge pas. Ceci est d
au fait que les régions éloignées du centre sont trés bruitées et ont un poids relatif important dans

le calcul de I'intégrale en raison du terme en 3. Nous procédons donc & un lissage des profils de

17. La distribution en impulsion a aussi été mesurée directement sur des nuages trés allongés [109] et des gaz
quasi-1D [117] en combinant Pexcitation d’'un mode quadrupolaire suivant I’axe du nuage et une expansion libre
du nuage.

18. Nous avons observé que la densité optique mesurée & basse intensité aprés un TdV de quelques ms soufire

toujours d’artefacts d’imagerie dans la région centrale des nuages.
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densité en modélisant de facon heuristique la forme de nos profils par la somme d’une distribution
gaussienne avec une parabole inversée. Ces formes fonctionnelles correspondent respectivement
aux composantes diluée et dégénérée du nuage, comme cela est traditionnellement fait sur les
condensats 3D avec une composante thermique.

A partir de chaque image, nous produisons donc un profil de densité par moyenne angulaire

sur lequel nous pratiquons un ajustement par la fonction

(heur) T2 ,,,,2 T2

ou Ar, op,Ap et Ry sont les paramétres@ et © est la fonction de Heaviside qui assure que le
second terme reste positif. Un exemple d’ajustement est représentée sur la figure Comme
nous pouvons le voir, la modélisation de ce profil par la fonction heuristique n(heur)(r) est trés
satisfaisante, hormis une légére déviation & l’endroit du raccordement entre la gaussienne et la

parabole. Nous obtenons un accord de cette qualité sur 'ensemble de nos profils.

D
(a]

FIGURE 5.2 — Profil de densité d’un nuage
sondé apres un TdV de 1.5ms. La ligne

continue est un ajustement bimodal : la

Densité en pm™—2
S
(@)

somme d’une parabole et d'une gaussienne.

[\)
(e

T en pm

Comme la fonction n(heur) (r) qui modélise nos profils s’intégre analytiquement, le calcul de
Iénergie potentielle au temps ¢t (Eq. [5.36) est simplifié et s’obtient directement des parameétres

d’ajustement :

1 1
Epot(t) = imw2 Nroa(t) + gJ\foR(%(t) , (5.38)

ou Nt = QTFATO'% et Ng = ﬂ'AoR% /2 sont respectivement les nombres d’atomes des composantes
diluée et dégénérée. N1 et Ny sont des quantités constantes au cours du TdV alors que ot et
Ry dépendent a priori de t. Le résultat des ajustements indique que seules les valeurs de Ry
varient significativement avec le TdV et il n’apparait pas de tendance claire pour la taille o

de la composante diluée. Ceci s’interpréte par le fait que les interactions sont négligeables dans

19. En pratique, il y a également une constante additionnelle qui permet de prendre en compte un éventuel

décalage des ordonnées, mais nous ignorerons ce détail par souci de fluidité.
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cette composante et par conséquent son équilibre n’est quasiment pas perturbé par la coupure
effective des interactions. L’évolution de Epq(t) est donc contenue dans celle des rayons Ry(¢)
de la parabole.

La figure représente I’évolution temporelle de Epq (1) obtenue@ pour un nuage trés dé-
géneéré. Les barres d’erreur correspondent a l'erreur statistique sur plusieurs répétitions (5 a 6
par configuration). Comme on peut le voir, aux premiers instants de I’évolution libre I'extension
radiale du nuage et donc ’énergie potentielle moyenne diminuent. Cette implosion se comprend
de fagon assez intuitive. L’état initial du nuage résultait de I’équilibre entre I’énergie potentielle,
qui tend & comprimer le nuage au centre du piége, et ’énergie cinétique et d’interaction, qui
tendent & étendre le nuage. A la coupure des interactions, cet équilibre est rompu et 'on sait de
la relation du viriel que Epot(0) > Ein(0), les atomes vont donc naturellement étre attirés

vers le centre du nuage.

20.5

20

19.5

19

E,/N en nK

18.5 +

18 \ \ \

FIGURE 5.3 — Evolution de I’énergie potentielle par particule Epot/N en fonction du temp de vol.
Les barres d’erreurs correspondent & l'erreur statistique. La ligne continue rouge est ajustement
de la forme f(t) = A — (A — B)sin?(wt) ott w = 27 x 20 Hz est fixée.

La ligne continue rouge représente ’ajustement par la loi d’évolution avec w = 27 X
20Hz qui est la fréequence moyenne du piege TOP dans le plan (zOy), et permet d’extraire@
E¢in(0). L’anisotropie résiduelle du potentiel radial créé par le TOP vaut %" = 1%, et est donc
négligeable compte tenu du développement .

En principe I'ajustement de P'évolution de Epo(t) fournit a la fois I’énergie potentielle et

I'énergie cinétique du systéme a I’équilibre Epqt(0) et Egin(0). Nous verrons au paragraphe suivant

20. Fpot(t) est calculée a partir de la relation ott o, N1 et No (qui n’évoluent pas au cours du TdV)
sont fixés & leur valeur moyenne.

21. Plus précisément, comme ’équation s’écrit aussi Epot(t) = Epot(0) — [Epot(0) — Ecin(0)] sin®(wt),
nous ajustons les points expérimentaux par la fonction f(t) = A — (A — B)sin?(wt) ot A et B sont les paramétres

d’ajustement et w est fixée.
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que seule la mesure de Eg,(0) est fiable dans notre cas. La valeur de Epqt(0) est donc obtenue
par ailleurs grace a la distribution atomique de nuages sondés in situ (préparés dans les mémes
conditions que pour I’étude dynamique). Ayant déterminé Ep,o(0) et Ecin(0), nous en déduisons
Pénergie d’interaction Eiy(0) grace a la relation du viriel . Les résultats de cette analyse
ainsi que les données thermodynamiques[?] sont rassemblés dans le tableau

D(0) | po/ksT T N N(exo) /N
3742 | 0.67+0.03 | 62+2nK | (66+£2) x 103 | (3.6 +0.3)%

Epot/N Ecin/Epot Eint/Epot
1854+ 0.9nK | 0.54£0.06 | 0.46 & 0.06

TABLE 5.1 — Propriétés d’équilibre d’'un gaz 2D avec les différentes contributions a l’énergie

totale.

Nous constatons que K, ~ FEp,o alors que la densité dans 'espace des phases au centre
du nuage est trés élevée. Ceci contraste avec ce que I'on a habituellement & 3D ol pour des
densités dans ’espace aussi élevées, le systéme est en général profondément dans le régime de
Thomas—Fermi. Enfin, précisons que pour nos paramétres la transition superfluide est attendue

a D, ~ 8.2, le systéme comporte donc a priori une composante superfluide non négligeable.

Conséquences de la modification du potentiel radial. A la section nous avons vu que
sur notre montage le potentiel dipolaire modifie 1égérement la forme du potentiel créé par le TOP
dans le plan (zOy). L’effet du potentiel optique se résume essentiellement a une augmentation de
7% de la fréquence de piégeage (20.0 Hz — 21.4 Hz) selon I'axe (Oy). A la coupure du confinement
vertical, le potentiel radial est donc soudainement modifi¢ dans la direction (Oy) mais I’évolution
des trajectoires reste toujours valable pour r(¢) o w est la pulsation du TOP et non celle

du potentiel initial. En introduisant la quantité Epo(t) = mw?(r2(t)) on a donc :

Epot(t) = Epot(0) cos®(wt) + Eein(0) sin?(wt) (5.39)
ol Epot (0) est différent de I'énergie potentielle initiale du systéme Eo(0). En pratique, puisque
'on détermine séparément les coefficients des termes en cos?(wt) et en sin?(wt), la modification

du potentiel radial n’empéche pas de mesurer de Eci,(0).

5.4 Energie d’interaction et fluctuations de densité

Dans cette section nous allons chercher a relier le résultat de la mesure de 1’énergie d’in-
teraction aux fluctuations de densité dans le systéme. Dans la premiére partie de cette section,
nous verrons que ’énergie d’interaction moyenne d’un systéme atomique est étroitement liée a

la fonction de corrélation d’ordre 2 [68], qui elle-méme est reliée aux fluctuations de densité. En

22. Toutes les grandeurs étant associées a I’état d’équilibre nous omettons de préciser l'instant ¢t =0 : Epor =
Epot(0), ete.
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particulier, nous établirons le lien entre ces quantités et démontrerons quelques résultats sur les
fonction de corrélationsP]

En appliquant le formalisme ainsi établi & notre mesure, nous verrons que notre mesure de
Iénergie d’interaction fournit une mesure des fluctuations moyennes de densité sur I’ensemble
du nuage. Enfin nous verrons que le résultat obtenu s’interpréte comme la signature d’'une phase
particuliére ou les fluctuations sont fortement réduites, et qui précéde la transition superfluide
[13.70]. La mise en évidence de cette phase «pré-superfluide» confirme les prédictions théoriques
[101] sur établissement de la transition superfluide et une récente observation expérimentale

par Tung et al. [116].

5.4.1 Energie d’interaction et corrélations du deuxiéme ordre

L’énergie d’interaction moyenne d'un gaz atomique est une quantité globale mais elle est
étroitement reliée a certaines propriétés locales de ce méme systéme. Pour mettre en évidence ce
lien, nous allons nous placer dans le cadre de la seconde quantification ol ’opérateur champ @T(r)
crée une particule au point de coordonnée r. L’opérateur W associé au potentiel d’interaction

entre deux particules situés en r; et r9 respectivement s’écrit :

W= ;/dm /dr2 B () B (o) T () — 79) (109) B (1) - (5.40)

L’énergie d’interaction moyenne d’un systéme dans 1’état quantique | ®) est donné par :

By = (W) = ;/dm /drg W(ry — 7o) (U () U (1) T (r9) U (7)), (5.41)

ou (A) = (® |A| ®) est la valeur moyenne de I'opérateur A sur I'état | ®). Le terme dans l'intégrale
de I’équation (5.41) peut s’écrire en fonction de la fonction de corrélation d’ordre 2 qui est
proportionnelle & la probabilité de trouver une particule au point ry sachant qu’il y en a une en

71 et qui est définie par :

<®T(r1)\iﬁ(r2)\i’(r)z)‘i’(m)> | (5.42)
2

) (), 1g) =
g7 (r1,m2) n(r)n(r

ou n(r) = (Ui(r)U(r)) est la densité moyenne. L’énergie d’interaction moyenne (5.41) s’écrit
donc : .
Einy = 5 /drl /drz W("“l - ?“2)”(?1)”(7“2)9(2)(7“1,’1"2)« (5.43)

Lorsque les interactions sont décrites par un potentiel de contact du type W('r) = gi(r),
Iexpression générale (5.43)) se met sous la forme simplifiée :

Ein = g/dr n?(r)g? (r,r). (5.44)

Si l'on considére un systéme homogene o 'on peut supposer que ¢®(r1,ry) ne dépend que

de la distance r; — ro alors g(® (r,r) = g@(0) est constant sur toute I’étendue du systéme.

23. La plupart de ces résultats sont connus et couramment utilisés dans le domaine des atomes froids mais
leurs démonstrations sont souvent sommaires dans la littérature. Nous avons donc jugé utile de démontrer ces

résultats.
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Pour les systémes atomiques que nous étudions, la mesure de 1’énergie d’interaction moyenne
peut donc fournir la valeur de ¢(®(0). Cette relation entre Fiy et g2 (0) a été discuté dans [68]
dans un commentaire sur les expériences [53,79] que nous avons briévement décrites au début
de ce chapitre. Il est assez remarquable qu’une quantité globale donne accés a une propriété
microscopique du systéme de facon aussi directe. Cette relation entre Eiy et g(2)(0) est toutefois
assez intuitive dans la mesure ol 'on s’attend, pour un potentiel & courte portée, & ce que
I’énergie d’interaction soit proportionnelle & la probabilité que deux atomes se trouvent au méme
endroit.

En général le calcul de g@ (r1,72) du probléme a N-corps & température non nulle est
complexe. Le calcul est néanmoins simplifié dans les cas ot I’état du systéme | @) se factorise en
un produit d’états a une particule | ¢;) tel que | ®) = | ¢o : No; ¢1 : Ni;...). Les deux paragraphes
qui suivent sont consacrés au calcul de ¢ (r1,72) dans deux cas simples pertinents pour les
systémes que nous étudions ici : (i) I’état complétement condensé, (i) I’état thermique dans
I'approximation de Hartree—Fock.

]

Pour cela, il est commode d’introduire les opérateurs création a, et annihilation a; qui créent

et enlévent une particule dans l'état | ¢;) tels que :

all i Nis.) = VNi+1]os¢i: Ni+1;..) (5.45)
il ;i Nis) = /Nl oybi s Ny —1;..0) (5.46)
Qi i1 0;.) = 0. (5.47)

Les opérateurs champs se décomposent alors sous la forme :

i(r) =3 (¢l r)al = > 6i(r)al Vi) =3 rloe =3 oilrer (549)

[

Nous rappelons par ailleurs les relations de commutation suivantes :

laial] =0k [w(r) whrs)] = o(ry — 7). (5.49)

ol 5% correspond au § de Kreenecker et 6(r) & la distribution de Dirac. A partir de la seconde
relation de commutation dans (5.49) on a :

A A

(UF ()BT (r2) U (r2) U (1)) = (BT (1) U (1) O (r2) W (r2)) — (UF(r2) T (r1))d(r1 —72) . (5.50)

Cas du condensat

Le cas le plus simple est celui du condensat ou les N atomes du systéme sont dans I’état
fondamental | ¢p) du systeéme soit | ®) = [¢pp : N;¢1 : 052 : 0;...) dans la notation précédente.
Dans ce cas précis on peut calculer g(2)('r1,r2) pour une assemblee d’atomes piégés dans un
potentiel de forme quelconque. Le calcul du numérateur dans ’expression de 9(2) (ri,m2)

donne :

A N

(U (1) BT (r2) T (2) T (r1)) = |d0(r1) 2| o(r2)]? (afadaoan) - (5.51)
N(N-1)



5.4 Energie d’interaction et fluctuations de densité

129

D’oit l'on déduit la valeur de g (1, 79) :

@) (g o) = (W ()Tt (rg) U (1) T (7)) _ N(N = D)|go(r1)Ploo(r2)]> 1
g ( 1, 2) - n(’rl)n('rQ) o N2|¢0(T‘1)|2|¢0(r2)|2 =1 N ~1, (552)

ou l'on a négligé les contributions d’ordre 1/N. Dans la limite des grands nombres d’atomes

la fonction de corrélation d’un condensat est donc constante et vaut ¢(?)(ry,79) = 1. De facon
générale on peut montrer que la fonction de corrélation g®) d’ordre k vaut toujours 1 pour un

état de Fock avec un seul mode peuplé |...;¢; : N;...), tant que k < N.

Régime de Hartree—Fock

Nous nous placons a présent dans le cadre de I'approximation de Hartree—Fock, ot les atomes
peuvent maintenant occuper tous les états a une particule. L’état du systéme se met alors sous
la forme générale |®) = |¢o : No; 1 : Ni;...) avec la contrainte ), N; = N. Dans ce cas, le
numeérateur de l’expression s’écrit :

(U)W (ro) W (ro)W(r1)) = D 67 (r1)e](ra)de(ra)di(ri)(alalarar)
i,5,k,l
> 65 (ra)n(ra)u(r)( {alal) (arar)
i3kl T
+(alar)(ala) + (alar) (alay) ) (5.53)
N;N;6% 6K N; Ny oK 6K

> NNy |gi(r) P (r2)

,J

%

Q

+) " NiN; 67 (r1)¢i(r2) 85 (r2) o5 (r1)

1,J

2
n(ri)n(rs) + <Z N; ¢?(7‘1)¢¢(r2)> ,

Q

ot nous avons utilisé le théoréme de Wick pour des bosons pour décomposer le terme (a;ra;[akal).

La fonction de corrélation d’ordre 2 s’écrit donc :

> Ni 65 (r1)di(r2)]? '

n(ri)n(re)

g B (e, r) ~ 1+ (5.54)

Le second terme du second membre correspond au carré de la fonction de corrélation du premier
ordre. En effet :

W (pr _ (W) Wiy 1 < Vs (1) al
g (r1, ) = e )n(ra) n(rl)n(w)%:@( 1)¢j(r2){(a;a;)
_ 2iNidi(r1)di(r2) (5.55)
n(ry)n(ra)

Dans le cas d'un gaz thermique bien décrit par I'approximation de Hartree—Fock, on a donc :

2
g (r1,m) ~ 1+ [9(1)(7“177‘2)} ; (5.56)
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et en particulier, comme ¢(!)(r, ) = 1, on trouve :
g, r)y~2. (5.57)

Ce résultat contraste donc avec le régime condensé et correspond au phénomeéne connu sous le
nom de groupement bosonique. En appliquant la méme démarche pour des fermions, le théoréme
de Wick fait apparaitre une alternance de signe dans la décomposition du terme <a;ra;akal>, ce
qui conduit  la compensation de deux termes égaux. On trouve donc g® (r,7) = 0 ce qui traduit

simplement le principe d’exclusion de Pauli.

Lien avec les fluctuations de densités

L’amplitude des fluctuations de densités est caractérisée par la quantité :
an(r1,m2) = (W)U (r) U (o) U (ro)) — (U (r) W (1)) (I (r2) U(r2)) . (5.58)
En utilisant la relation de commutation (5.49)), on peut réécrire cette quantité en fonction de la

fonction de corrélation d’ordre 2 :

o2(r,m2) = n(r)n(rs) |97 (r1,m2) = 1] + 8(r1 = ro)n(ry), (5.59)

ou le terme §(r1 — r2)n(ry) est le bruit de grenaille atomique. Pour un systéme dans le régime

de Hartree—Fock on peut aussi écrire :
2
o2(ry, 1) = n(ri)n(rs) [g(l)(rl, 7‘2)} +(r1 — ro)n(ry). (5.60)

Dans un condensat nous avons vu que g2 (r1,72) = 1, les fluctuations de densité sont donc
réduites au terme de bruit de grenaille.

En raison du terme §(r1 — r2), la quantité o2(rq,72) n'est pas définie pour 71 = 9. Il est
important de noter que ce terme provient des relations de commutation propres au for-
malisme de seconde quantification. Le passage au formalisme classique se traduit essentiellement

par la disparition du terme de bruit de grenaille. Les fluctuation de densité s’écrivent
o2 (ry, 1) = n(ri)n(rs) [g@) (ri,r2) — 1] (5.61)

oil on a maintenant ¢ (ry,79) = (n(r1)n(rz))/n(r1)n(ry). En particulier o2 (r,r) = 0 pour un

condensat et o2 (r,r) = n(r)? dans le régime de Hartree-Fock.

Retour a I'énergie d’interaction

Compte tenu de la relation (5.44]) I’énergie d’interaction est donc intimement liée aux fluc-
tuations de densité du systéme. En particulier si ¢® (r,r) = ¢ (0) est uniforme, comme dans
le cas d'un systéme homogéne, ou d’un condensat pur dans un potentiel quelconque, Fipy lui est

directement proportionnel :

Eine = gg@)(()) / dr n*(r) . (5.62)
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En pratique ¢(? (r,7) dépend explicitement de la position r. Typiquement, pour un condensat
dans un piége harmonique avec une fraction thermique, on aura g (r,7) ~ 1 au centre du nuage
et g(z)(r, r) =~ 2 dans les régions éloignées du centre. Dans ces conditions la relation entre Ejy et
g? (r,7) est moins directe, mais "amplitude des fluctuations moyennes sur ’ensemble du nuage
est néanmoins contenue dans mesure de Fi,. Pour quantifier ces fluctuations moyennes nous
pouvons réécrire I’équation sous la forme :

By = gf / drn?(r), (5.63)
ol nous avons introduit le coefficient F défini comme :

_ dr )@ (e, )
F= [ drn2(r) ’

qui vaut F = 1 pour un condensat pur et F = 2 pour un nuage thermique.

(5.64)

5.4.2 Ce que nous apprend notre mesure de F

La mesure de l’énergie d’interaction réalisée plus haut nous permet donc en principe de
mesurer "amplitude des fluctuations moyennes dans le régime considéré. Afin de déterminer le

coefficient F correspondant, nous complétons la mesure d’interaction par celle de la quantité :

ES;ZO) = g/dr n?(r), (5.65)
qui serait l’énergie d’interaction mesurée a température nulle ou g? =1, et telle que F =

(T:O) N . ~ . . . . . " .
Eiwi/Ey, . A partir des mémes images in situ qui nous ont permis de déterminer Ej,o(, nous

obtenons Ei(rE:O)/N = 8.4+ 0.5nK ce qui donne :
F =1.0240.23. (5.66)

Le degré de réduction des fluctuations de densité dans le régime considéré correspond donc a
celui d’un condensat pur. Or, nous avons vu & la section que les nuages considérés sont
loin du régime de Thomas-Fermi puisque Einy ~ Fcin (cf. Tab. . L’observation de ce gel
des fluctuations de densité dans ce régime «semi-thermique» confirme donc les simulations de
Prokof’ev et Svistunov [101], qui prédisent une réduction significative des fluctuations de densité
lorsque D est de l'ordre de quelques unités (cf. Fig. . Cette réduction «prématurée» des
fluctuations de densité a également été observée expérimentalement par Tung et al. [116] qui se
sont appuyés sur une étude de la compressibilité de gaz 2D a I’équilibre. Leur analyse a révélé une
augmentation progressive de la compressibilité a partir de D ~ 4 pour un paramétre d’interaction
g = 0.093, qui est donc comparable au notre.

L’étude de Tung et al. [116] ainsi que celle que nous venons de présenter confirment donc
I'existence d’une phase «pré-superfluide» de fluctuations réduites, distincte de ’état normal. D’un
point de vue conceptuel, ce phénomeéne de réduction des fluctuations de densité dans le systéme
constitue une étape indispensable pour que se produise la transition vers I'état superfluide.
Cette propriété permet en effet lexistence de vortex, qui entrent en jeu dans le mécanisme

microscopique de la transition.



132 Chapitre 5. Energie d’interaction et fluctuations de densité d'un gaz 2D piégé

Ultimement, il serait intéressant de compléter ces mesures par celle de la fraction superfluide
des gaz considérés, ce qui constitue un défi expérimental. Cependant, plusieurs propositions
d’expériences ont été faites [22,/44,|62] sur ce sujet et nous pouvons espérer franchir dans les

prochaines années ce palier dans ’étude expérimentale des gaz 2D.



Chapitre 6

Signatures de vortex dans un gaz de
Bose 2D

Note. Durant les mois qui ont suivi la soumission de ce manuscrit, ['analyse des données pré-
sentées dans ce chapitre a été considérablement approfondie. Il est ressorti de cette analyse, plus
compléte, une interprétation plus nuancée des observations décrites ici. Par souct d’exhaustivité,
certaines des conclusions erposées dans la version initiale de ce chapitre ont donc été annotées
ou nuancées dans la présente version. Pour [’essentiel, ce chapitre garde cependant la forme et
le contenu de la version soumise au jury de thése.

Dans ce chapitre, nous décrirons 'observation de signatures de vortex individuels ou appariés
dans des gaz bi-dimensionnels piégés. Dans un gaz a I’équilibre, un vortex se manifeste par un trou
de densité autour duquel la phase de la fonction d’onde décrivant le systéme varie contintiment
de 0 & 2mwq o l'entier relatif ¢ désigne la charge du vortex. La preuve ultime de la présence de
ces vortex consisterait donc en principe & mesurer simultanément les distributions de densité et
de phase du systéme. Pour l'instant il est malheureusement difficile d’imaginer une procédure
expérimentale permettant de répondre a ces exigences. De plus, la taille typique attendue pour
un vortex dans un nuage & l’équilibre est de l'ordre de 0.5 um pour les gaz 2D produits en
laboratoire. Pour toutes ces raisons, I’observation la plus directe possible de vortex constitue un
défi expérimental. Dans ce chapitre nous présenterons des mesures de la distribution de densité
de gaz 2D en combinaison avec une analyse numérique fine que nous interprétons par ’existence
de vortex dans nos gaz de Bose bi-dimensionnels.

Nous commencerons par introduire le contexte de notre étude en rappelant briévement le
mécanisme microscopique de la transition superfluide dans un gaz de Bose bi-dimensionnel.
Nous décrirons également les grandes lignes de la premiére confirmation expérimentale du role
des vortex dans la transition BKT reéalisée dans notre groupe par Hadzibabic et al. [46]. Nous
entrerons ensuite dans le vif du sujet en décrivant notre observation de trous dans la distribution
de gaz 2D pendant un temps de vol 1D. En nous appuyant sur des simulations numériques, nous
nous convaincrons que la présence de ces trous de densité aprés un temps de vol de quelques
millisecondes peut étre attribuée a celle de défauts de phase a ’équilibre. Grace & une procédure
de recherche systématique des minima sur une distribution de densité donnée, nous analyserons

de fagon quantitative la répartition de ces trous de densité dans les nuages en expansion et a
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I’équilibre. De facon assez inattendue notre analyse mettra en évidence la présence de trous de
densité y compris dans les nuages a 1’équilibre, ce que nous interpréterons comme des traces de
vortex. Enfin, nous terminerons sur une étude des corrélations en position entre trous de densité

voising. Cette derniére est toutefois dans un état d’avancement préliminaire.

6.1 Introduction

La transition superfluide qui se produit & basse température dans un gaz de Bose 2D est une
transition atypique. En particulier, elle ne s’accompagne pas de I'établissement d’un véritable
ordre & longue portée dans le régime de basse température, comme c’est le cas pour les transitions
de phase usuelles & 3D. L’état superfluide présente toutefois un ordre & quasi-longue portée

caractérisé par une décroissance algébrique de la fonction de corrélation d’ordre 1 qui s’écrit :

01 (r) o« (5)_1/%% , (6.1)

T

ol £ est la longueur de cicatrisation et ng la densité superfluide. De fagon corollaire, la transition
superfluide a 2D ne s’explique pas en termes de brisure spontanée de symétrie continue, ce qui
constitue 'interprétation générale des transitions de phase usuelles. Le mécanisme microscopique
de cette transition particuliére a été élucidé par Berezinskii [13] et Kosterlitz et Thouless [70]
qui ont introduit une nouvelle forme d’excitations thermiques dans la description du gaz 2D :
les vortex. En dessous de la température critique, ces vortex ne peuvent exister que sous forme
de paires de charges opposées : les paires vortex-antivortex. L’existence de ces paires n’a qu’une
influence locale, sur une échelle de distance de 'ordre de &, et ne perturbe pas la superfluidité ni
I’ordre & quasi-longue portée qui lui est associé. Lorsque la température augmente, la taille de
ces paires augmente progressivement. Lorsque la température critique 7 est atteinte, la taille
de ces paires diverge et s’accompagne de la prolifération de vortex individuels. Cette assemblée
de vortex de charges positives et négatives détruisent la superfluidité : au point de transition la

densité superfluide passe brutalement de ng = 4/ )\% A zéro.

F1GURE 6.1 — Dislocations lors de l'interférence de deux gaz de Bose bi-dimensionnels en ex-
pansion. Ces dislocations indiquent la présence de discontinuités de phase dans la fonction d’au

moins un des deux nuages.

Cette transition a été observée de facon trés spectaculaire par Hadzibabic et al. [46] sur des
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gaz piégés de 8"Rb. La procédure suivie consistait a préparer deux plans atomiques a 1’équilibre
avant de couper tous les champs de piégeage. Chaque plan atomique s’étend alors rapidement
dans la direction de confinement, se recouvrent et interférent. L’étude de ces interférogrammes a
révélé, d’une part, l'existence d’un ordre & quasi-longue portée dans un régime de basse tempé-
rature, et d’autre part, que la destruction de cet ordre & quasi-longue portée coincidait avec la
prolifération de vortex individuels. Ces derniers se manifestent par l'apparition de dislocations
dans les interférogrammes. Deux exemples de ces dislocations observées par Hadzibabic et ses
collaborateurs sont représentées sur la figure Bien qu’aucun élément nouveau ne remette en
cause cette interprétation et ce beau succés expérimental, nous allons présenter dans ce qui suit

des observations nouvelles qui viennent compléter ’observation indirecte de vortex réalisée par
Hadzibabic et al. [46].

6.2 Deétection de trous de densité durant |'expansion libre d'un
gaz 2D

Au chapitre[5|nous avons mesuré 'énergie d’interaction moyenne d’un nuage 2D en étudiant sa
contraction pendant un temps de vol 1D (TdV 1D). Si I'on s’intéresse aux détails de la distribution
de densité pendant cette dynamique, nous voyons apparaitre une structure inhabituelle qui se
manifeste par une variation brutale de la densité sur une échelle de longueur de l'ordre du
micron. La figure [6.2] représente un ensemble d’images correspondant a la distribution de densité
de nuages préparés dans des conditions identiques, et sondés & différents instants d’'un TdV 1D.

Alors que la distribution d’équilibre du nuage semble relativement réguliére, nous voyons que
des trous de densité apparaissent aprés 1 ms d’expansion libreE]. Ces trous de densité deviennent
de plus en plus marqués & mesure que la durée du temps de vol augmente. Dans un gaz atomique
bi-dimensionnel en interaction il est assez tentant d’identifier ces trous de densité & des vortex

pour les raisons évoquées au paragraphe d’introduction.

6.2.1 Peut-on croire a des vortex?

L’état d’équilibre des nuages correspondant aux images présentées plus haut (Fig. est
caractérisélﬂ par un potentiel chimique central po/kT = 0.67 et une température 7' = 62nK.
Nous avons représenté sur la figure le profil moyen de densité dans ’espace des phases D(r)
obtenu & partir d’'images in situ. Nous constatons que la densité centrale du nuage est de 'ordre
de 40, soit 5 fois plus élevée que la valeur critique D. = 8.2 pour laquelle la transition superfluide
est prédite [100]. Comme nous ’avons souligné a la fin du chapitre 5, 'é¢tude quantitative de la
composante superfluide dans un gaz piégé est un probléme compliqué. Néanmoins, par application

de l'approximation de densité locale, nous pouvons définir un rayon critique r. défini tel que

1. En toute rigueur il s’agit d'un temps de vol 1D oii le confinement radial est maintenu. Mais aux temps de
vol courts, la différence quantitative entre des TdV 1D et 3D est négligeable pour les aspects qui nous intéressent
ici.

2. 1l s’agit la de parameétres thermodynamiques moyens obtenus & partir des profils correspondant aux images

in situ (cf section .
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mn situ TdV 1ms TdV 1.5ms TdV 2ms

TdV 2.5ms TdV 3ms TdV 3.5 ms

FIGURE 6.2 — Images de la distribution de densité d’un nuage a I’équilibre (a) et de nuages sondés
a différents instants d’un temps de vol 1D (b-g). Tandis que la distribution de densité in situ
est relativement réguliére, des variations importantes de densité apparaissent aprés 1 ms de TdV.
Pour les temps de vol les plus longs, ces trous de densité semblent plus gros et ont un contraste

significatif.

D(re) = De, au voisinage duquel le nuage se comporte localement comme un gaz 2D homogeéne
dans le régime critique de transition superfluide . De plus, dans la région r < r. une fraction
non négligeable des atomes se comporte comme un ensemble superfluide. Dés lors que nous
acceptons cette image, nous nous attendons a l’existence de vortex libres au voisinage de r et de
paires de vortex-antivortex dans la région centrale du nuage. Cependant, notre systéme optique
d’imagerie, dont la résolution est de l'ordre du micron (cf. chapitre , ne permet pas a priori
de discerner avec précision des détails de la taille d'un vortex dans un nuage a [’équilibre.

La taille d’un vortexEl est fixée par la longueur de cicatrisation £ = 1/v/gn (Eq. ) qui
est ’échelle de longueur microscopique caractéristique du systéme dans le régime dégénéré. Dans
nos échantillons piégés, ot la densité n(r) décroit avec la distance au centre du nuage r, la taille
des vortex augmente contintiment entre » = 0 et » = r.. Au deld, la phase devient de moins en
moins définie pour des r croissants et la notion de vortex perd «progressivement» son sens. La
figure représente la variation de £ avec la distance dans nos échantillons. Nous pouvons voir
que dans la région ou les vortex ont un sens (r < r.), leur taille est a priori en dessous ou a la

limite du pouvoir de résolution de notre objectif qui est de I'ordre du micronﬁ

3. Nous préciserons ce a quoi correspond la taille d'un vortex plus loin.
4. Notons de plus que pour ce type d’études, I'objectif n’est pas réellement exploité au mieux de ses capacités
dans la mesure ot la taille du pixel de la caméra rapportée au niveau du plan atomique est de 1.04 ym. Ce choix

d’une taille de pixel de 'ordre de la résolution avait été fait dans le cadre d’une étude sur la détection d’atomes
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FIGURE 6.3 — Quelques caractéristiques du nuage a l'équilibre : (a) densité dans l’espace des
phases D, (b) longueur de cicatrisation £ et (c) vitesse du son en fonction de la distance au
centre r. La transition superfluide se produit au voisinage de r = r. &~ 17 yum ou D atteint la
valeur critique D, = 8.2 (pour nos paramétres). Nous nous attendons a la présence de vortex
individuels au voisinage de ¢, et la présence de paires de vortex-antivortex dans la partie centrale.
Dans toute la région ol les vortex ont un sens, leur taille que nous estimons de ’ordre de & est

a priort inférieure au pouvoir de résolution de notre objectif.

En ce qui concerne les images des nuages sondés en temps de vol, il est difficile de donner
une description précise de la dynamique (il n’existe & notre connaissance aucun travail théorique
publié relié a ce probléme pour les gaz atomiques). Cette dynamique du nuage en expansion en
présence des vortex est complexe et fait intervenir plusieurs types d’événements. Si ’on considére
deux vortex initialement appariés, ceux-ci peuvent soit se rapprocher I'un de 'autre et s’annihiler,
soit au contraire se séparer et évoluer comme des vortex libres. De plus, chaque vortex libre (quel
que soit son état initial) subit a la fois un déplacement de son centre de masse pendant I’évolution,
et une expansion. L’étude théorique de cette dynamique dans son ensemble constitue un projet
en soi et nécessite une analyse numérique lourde que nous ne pouvons pas réaliser dans le temps
qui nous est imparti. Nous présenterons toutefois en section [6.2.2) une étude numeérique simplifiee

sur laquelle nous pourrons nous appuyer.

Avant cela, nous pouvons d’ores et déja estimer par un raisonnement trés simple ordre de
grandeur de la taille d'un vortex aprés quelques millisecondes d’expansion. Nous nous attendons
& ce quun cceur de vortex de taille &, qui est la plus petite échelle de longueur pertinente,
s’étende bien plus rapidement que les autres échelles de longueur. En premiére approximation
nous pouvons supposer que la taille des vortex augmente linéairement avec le temps avec une
vitesse v ~ ii/m&. Pour un vortex initialement au centre du nuage ot £ ~ 0.3 um, nous prédisons

donc par ce raisonnement que sa taille vaut ~ 2.4 um au bout d’une milliseconde, ce qui le rend

uniques dans un réseau optique, mais cette configuration n’est pas adaptée dans le cas qui nous intéresse ici, ot
une taille de pixel bien inférieure & la résolution de ’objectif serait souhaitable. Une amélioration en ce sens est

prévue pour de futures expériences.
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tout a fait détectable par notre systéme d’imagerieﬁ. Au regard de cet argument simple, il n’est
pas déraisonnable d’associer les trous de densité observés pendant les TdV 1D de nos nuages
a des coeurs de vortex en expansion. Néanmoins, il est difficile d’étre formel a ce stade dans la

mesure ou il n’est pas possible d’établir une cartographie de la phase & partir de ces images.

6.2.2 Vortex ou fluctuations de densité?

Les arguments avancés plus haut peuvent étre justifiés de facon plus quantitative en s’ap-
puyant sur des simulations numériques. Nous verrons que les ordres de grandeur fournis pré-
cédemment pour la taille des vortex in situ et aprés expansion libre sont corrects. De plus, en
comparant 1’évolution de vortex avec celle de simples trous de densité pendant une expansion

nous verrons que ’hypothése des vortex est tout & fait raisonnable.

Taille d'un vortex in situ

Nous nous intéressons dans un premier temps a la taille prévue d’un vortex in stfu que nous
attendons pour nos paramétres expérimentaux. Pour répondre a cette question, nous déterminons
I’état fondamental d'un gaz 2D en interaction en résolvant numériquement ’équation de Gross—
Pitaevskii dépendant du temps[ﬂ. Nous considérons un ensemble de N particules de masse m
évoluant dans un piége harmonique bi—dimensionnel[]. Le potentiel est pris isotrope de pulsation
w et le vortex placé au centre du piége pour simplifier. L’existence d’'un vortex est assurée par
une contrainte sur la phase du systéme qui varie continfiment de 0 & 27 autour de 'origine du
repére. Pour une fonction d’onde ¢ (r) normalisée, I’équation de Gross—Pitaevskii dépendant du

temps s’écrit alors :

a¢ h2 1 2,2 2
ek N N 2
= | et + NI | o, (62)

ih
ollg = % g est le paramétre de couplage. Afin d’étudier la dépendance de la taille du vortex avec
la demsitélﬂ7 nous varions le parameétre g/N (ce qui revient a varier la densité centrale du nuage
simulé & g fixé). En ce qui nous concerne, nous nous intéressons a deux valeurs de ce paramétre :
gN = Vmax et gN = Upmin (lﬂ), qui correspondent respectivement a la densité spatiale n(r = 0) et
n(r = r¢) de nos nuages et donc aux valeurs extrémes de taille de vortex in situ.
La figure présente le résultat obtenu pour g N = vy qui correspond & nos plus «gros»
vortex. Sur la figure [6.4p, nous avons représenté le profil associé au vortex seul. Pour produire

un tel profil, nous normalisons le profil total (figure en ligne continue) par les variations

5. Nous verrons plus loin que cet argument est un peu naif mais qu’il donne néanmoins le bon ordre de grandeur
et que la conclusion reste valable.

6. Ces simulations ont été réalisées par Lauriane Chomaz.

7. Notons que la présence d’un potentiel harmonique n’est pas obligatoire et qu'un potentiel uniforme aurait
aussi pu étre utilisé. La raison de ce choix n’est pas essentielle, et celui-ci n’a qu'une influence mineure sur le
résultat qui nous intéresse.

8. Notons bien que dans ces simulations le vortex est toujours placé en r = 0.

9. Nous préférons l'usage des notations vmax €t vmin qui facilite notre argumentation a celle des valeurs nu-
mériques. Ces valeurs numériques n’apporteraient aucune information nécessaire & la compréhension de cette

étude.
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FIGURE 6.4 — (a) Solution de I’équation de Gross-Pitaevskii dépendant du temps pour gN =
Umin (ligne continue rose) et ajustement Thomas-Fermi sur la partie parabolique (ligne tiretée
noire). La densité au centre correspond a la densité n(r.) dans la région critique de nos nuages
expérimentaux. (b) Variations de densité dues au vortex seul (ligne continue rose) et ajustement
par la fonction tanh?(r/€) (ligne tiretée bleue). Ce profil est obtenu en divisant le profil total de

la figure a) par le profil Thomas-Fermi. Dans ce cas le «diamétre» du vortex vaut 26 ~ 2.4 pm.

connues de densité (profil Thomas-Fermi illustré sur la figure en ligne pointillée). Pour
les simulations que nous présenterons dans la section [6.4.2] nous avons choisi de modéliser ce
profil par la fonction tanh?(r/€), par analogie avec la solution de I'équation de Gross—Pitaevskii
stationnaire dans une boite semi-infinie & 1D Le paramétre é est un parameétre d’ajustement
par lequel nous caractériserons la taille du vortex tout au long de ce chapitre. Plus précisément,

nous définissons le «rayon» d’un vortex par &, qui correspond & la demie-largeur & mi-hauteur
du proﬁlm

Nous avons représenté sur la figure un ajustement du profil du vortex par la fonction
tanhQ(T/é). L’ajustement optimal donne & = 1.22 um dans ce cas précis qui correspond aux
vortex en 7 = r.. Pour gIN = vpax qui correspond & la densité au centre du nuage nous trouvons
£ =041 pm. Le rayon de nos vortex in situ varie donc entre ~ 0.4 um et ~ 1.2 um. Notons
que d’aprés ces simulations la longueur de cicatrisation £ = 1/4/gn tracée sur la figure [6.3p est
inférieure au «rayon» é . Nous pouvons donc étre plus optimistes quant a la détection de vortex

wn situ, en particulier au voisinage de la région critique.

10. La solution de I’équation de Gross—Pitaevskii stationnaire dans une boite 1D semi-infinie (i.e. la fonction
est telle que ¥(xz < 0) = 0) est de la forme tanh(z/£) ot ¢ définit la longueur de cicatrisation [89].
11. Pour étre plus rigoureux, si I’on notre o la demi-largeur a mi-hauteur de la fonction tanhQ(r/é)7 alors

¢~ 1.1o.
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Evolution de la taille d’un vortex durant I’expansion libre

Ayant déterminé l'état d’équilibre ¢ x(r) d’'un nuage piégé en présence d'un vortex, nous
pouvons également simuler son évolution pendant un TdV 1D. Pour cela, nous résolvons numé-
riquement I'équation de Schrodinger dépendant du temps :

oy h?

1
ih— ——NA+ imw2r2 Y.

ot | 2m (6.3)

Notons, a ce stade, que du fait de la position initiale du vortex qui est situé en r =0 a ¢t = 0,
la position de celui-ci ne changera pas au cours de ’évolution du fait de la symétrie axiale du
probléme. Nous ne nous intéressons ici qu’a I’évolution de sa taille au cours du temps de vol.
L’équation est résolue en prenant ¥ (r,t = 0) = ¥y« (r) comme état initial pour une taille de
vortex & donnée. La figure montre les profils de densité obtenus pour des TdV entre ¢t = 0.5
et t = 3.5ms, avec une taille initiale de vortex é = 0.41 um. Cette taille de vortex correspond a
la plus petite valeur attendue dans un nuage a 1’équilibre, et correspond aux coeurs de vortex qui
s’étendent le plus rapidement. Pour chaque durée de TdV simulée nous appliquons la procédure
décrite plus haut pour déterminer la taille des vortex (i.e. normalisation par le profil Thomas—
Fermi et ajustement par tanh?(r/£)). Nous avons représenté sur la figure [6.5b évolution des
tailles pour deux valeurs initiales de € qui correspondent aux valeurs extrémes du parameétre gn
de nos nuages in situ (entre r =0 et r = r¢).

Evolution d’un vortex Evolution de € en pam
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FIGURE 6.5 — (a) Résultats numériques de I’évolution temporelle d’un vortex placé au centre du
nuage pour ¢t = 1,2 et 3ms (resp. en noir, orange et bleu), la ligne rose correspond au profile a
t = 0. (b) Evolution du rayon ¢ avec le temps de vol pour £(t = 0) = 0.41 um (boules noires) et

£(t =0) = 1.22 um (cercles bleus) correspondant & r = 0 et r = r. respectivement.

Nous voyons donc qu’apres seulement 1 ms d’expansion libre, le rayon des vortex vaut §~ ~ 1.1
&4 1.6 um et qu’il est de U'ordre de 2.2 um pour les temps de vol les plus longs considérés ici. Le
résultat obtenu & la fin de section par un raisonnement plus naif était donc légérement sur-

estimé mais la conclusion reste inchangée. Ces simulations confirment que nous pouvons détecter
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sans ambiguité le trou de densité créé par des vortex apres quelques millisecondes d’expansion
1D.

Evolution d’un «faux» vortex

Comme nous ’avons souligné plus haut, I'une des limitations de cette étude est le fait qu’on
ne peut pas avoir accés a la distribution de phase dans les images. Ceci empéche de distinguer
avec certitude les vortex de simples trous de densités. S’il parait assez intuitif qu’un simple trou
de densité se referme plus rapidement qu'un vortex (car il n’est pas «protégé» par un tour de
phase), il n’est pas évident d’estimer cette échelle de temps. Dans ce qui suit nous allons nous
appuyer & nouveau sur des simulations numériques pour distinguer les deux cas en caractérisant
I’évolution temporelle d’un simple trou de densité.

Pour cela, nous procédons comme précédemment & la résolution de 'équation décrivant
I’évolution d’un condensat 2D piégé pendant un TdV 1D. Pour simuler la présence d'un trou
de densité a linstant initial, nous prenons ¥ (r,t = 0) = Yyou(r) 00 Yiou(r) ne differe de
yx(r) que par la distribution spatiale de phase qui est uniforme dans ce cas. La figure
représente évolution d’un trou de densité de taille initiale & = 0.41 pm en fonction du temps.
Nous constatons qu’aprés 1 ms d’expansion le trou s’est déja refermé. Pour étre plus quantitatif,
nous allons introduire la notion de contraste que nous utiliserons & nouveau par la suite. Comme
nous 'avons fait pour les profils de vortex, nous nous intéressons aux variations de densité dues
au trou uniquement en normalisant les profils de densité obtenus (Fig. [6.6h) par le profil de
Thomas—Fermi correspondant. Le contraste du trou Ci, est alors défini comme ’écart entre 1 et
la profondeur du minimum. Nous avons représenté dans la figure I’évolution du contraste

en Ci, en fonction du temps d’expansion.

Evolution d’un trou Evolution de C;,
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FIGURE 6.6 — (a) Résultats numériques de I’évolution temporelle d’un trou simple placé au centre
du nuage pour t = 1, 2 et 3ms (respectivement en noir, orange et bleu), la ligne rose correspond

au profile a ¢t = 0. (b) Evolution du contraste du trou C, avec un rayon initial de € = 0.41 pm.

Nous constatons que le contraste du trou chute brutalement, et ne vaut que C, ~ 0.13 aprés
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1ms d’expansion. Nous verrons a la section [6.3] que les trous de densité observés sur nos nuages

ont un contraste significativement plus élevé.

Bilan des simulations.

A Tissu de cette étude nous retiendrons trois informations :

— le rayon de nos vortex in situ varie dans Uintervalle £ ~ 0.4-1.2 pam.

— le rayon de nos vortex durant un TdV 1D varie entre f ~ 1.1-1.6 ym pour t = 1ms et
sature a fNN 2.2 yum pour t = 3.5ms.

— un simple trou de densité se referme en moins d’une milliseconde de temps de vol. Les trous
de densité que nous observons aprés temps de vol sont donc vraisemblablement - du moins
en partie - dus a la présence de vortex dans les nuages a l’équilibreH.

Nous allons & présent étudier de facon plus quantitative la répartition de ces vortex dans nos

nuages en utilisant un algorithme de recherche systématique des minima sur nos images.

6.3 Répartition des vortex dans un gaz piégé

A la section précédente, nous avons vu qu’en vertu de l'approximation de densité locale
appliquée & un nuage piégé a ’équilibre, nous nous attendons a trouver des vortex appariés dans
la région centrale du nuage et des vortex individuels autour de r = r. . Aprés une expansion
libre, la situation est @ priori plus complexe et il n’existe & notre connaissance aucun travail
théorique publié permettant de décrire ce qui se passe durant une telle expansion. Dans cette
section, nous allons présenter une recherche systématique de trous de densité sur un ensemble de
nuages préparés de fagons identiques et sondés in situ ou durant un TdV 1D. Nous chercherons
en particulier & préciser la répartition de ces trous de densité en fonction de la distance au centre

du nuage r dans ces deux cas.

6.3.1 Recherche systématique des minima

Nous nous intéressons & des images contenant typiquement 60 x 60 pixels centrées sur le
nuage, le diameétre du nuage étant de I'ordre de 50 pm soit environ 52 pixels (1 pixel = 1.04 pm).
Chaque pixel de I'image est désigné par un couple d’entiers (i, j), auquel on associe une distance

au centre du nuage r = (i, j) et une densité n(r) = n(i, j).

Densité normalisée et définition du contraste

La premiére étape de la procédure consiste & normaliser la distribution de densité mesurée par
la distribution n(Pot) (r) qui correspond aux variations connues de la densité, i.e. les variations

dues uniquement au potentiel dans le plan (zOy). Cette distribution de densité peut étre obtenue :

12. Des simulations numériques, réalisées aprés la soumission de ce manuscrit au jury de thése, ont montré
que la présence de phonons dans un gaz 2D peut également générer un profil de densité chahuté aprés expansion
libre. La présence de trous de densité aprés temps de vol devrait donc étre interprétée plus généralement par la

présence, a I’équilibre, de fluctuations de phase, incluant phonons et vortex.
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(i) soit & partir d’un profil théoriquem connaissant les parameétres thermodynamiques (uo/kpT,
T), (ii) soit & partir d’un profil expérimental obtenu par moyenne angulaire@, ce qui lisse les
trous dus aux vortex. Les deux solutions donnent des résultats similaires, mais les résultats que
nous présenterons ici ont été obtenus avec des profils expérimentaux. La distribution n(pOt)(r)
est alors obtenue par révolution de ce profil autour de l'origine en tenant compte de ellipticité

du nuage. On produit alors notre observable de travail :

N(r) = _nlr) (6.4)

~ plot)(p)

La distribution N (r) est donc essentiellement uniforme hormis a 'endroit des trous de densité,
ou elle présente des minima. La figure illustre la procédure de normalisation sur un profil
fictif. Un minimum de densité situé en r = ry, est caractérisé par son contraste C = 1 — N (ry,)
(cf[6.7b). Le contraste vaut donc 0 en Pabsence de trou et vaut 1 pour un trou de densité centrale

rigoureusement nulle.

Profil n(x) fictif Profil N'(x) correspondant
| | V
- C =0.5
© n(Pot) (z) \/~v
E o5l N\ 0.5 v
= . \‘\
i a) I b)
0 \ \ \ 0 \ \ \
-5 0 5 -5 0 5
x

FIGURE 6.7 — Illustration de la procédure de renormalisation. (a) Profil de densité fictif présentant
des minima locaux (ligne continue rose) et profil n(P°%) () des variations connues dues au potentiel
(ligne tiretée noire). (b) Profil renormalisé A'(2) = n(z)/nP°Y (z) (ligne continue bleue). Ce profil
se préte mieux a la détection des minima. Chaque minimum est caractérisé par son contraste

C=1—N(xm) ou xy, désigne sa position.

13. Nous avons vu en sectioncomment obtenir un profil théorique a partir des paramétres thermodynamiques
T et po/ksT des nuages.

14. Au chapitre [4| cette procédure n’a pas été retenue en raison des rugosités du potentiel optique selon une
direction. Nous avions alors eu recours a une autre technique plus adaptée & notre analyse thermodynamique qui
nécessite une plus grande précision dans les ailes des profils. Cette exigence n’est pas nécessaire pour la présente
étude. De plus, pour les images obtenues aprés TdV le probléme des rugosités ne se pose pas, le potentiel radial

étant purement magnétique.
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Définition d’un minimum

Les minima sont déterminés en deux étapes. Considérons un pixel candidat (i1, 71), nous
procédons comme suit :

e La valeur N (i1, j1) correspondante est comparée a celle de ses premiers voisins indexés par
les couples (i}, 71) appartenant a I’ensemble des pixels V; qui désigne les 8 pixels entourant
le pixel (i1, j1) (cf Fig.[6.8). Si N (i1,51) < N(i},51) (avec (i, 47) € Vi) alors (i1, 1) est
potentiellement un minimum local, mais cette condition, nécessaire, n’est pas suffisante
pour accepter définitivement le pixel (i1, j1) comme un minimum.

e La seconde étape de 1’algorithme consiste & sélectionner le pixel (ig, j2) tel que N (ig, j2) =
min [NV (¢}, j1)]- La valeur de ce pixel (i2, j2) est alors comparée a celle de I'ensemble V, de
ses 8 premiers voisins. Si N (ig, j2) < N (ih, j5) ou (ib, j5) € Vo — {(i1,41)}, alors le couple
[(i1, 1) — (i2,J2)] est considéré comme un minimumE}

La raison de cette double contrainte est liée au fait qu’un vortex détecté a la caméra occupe
en principe 2 pixels. En effet, nous avons vu a la section précédente que le diamétre d’un vortex
aprés 1 ms d’expansion est d’environ 1.4 um. Cette double contrainte constitue donc un premier
filtre aux «faux» minima qui sont dus au bruit de grenaille photonique.

Enfin, les minima ainsi déterminés peuvent étre retenus ou rejetés en ajoutant une contrainte
sur leur contraste, en le comparant & un contraste seuil Cgeujl. Ceci permet de quantifier la
robustesse relative des minima. Le contraste correspond au contraste moyen des deux pixels
adjacents (i1,71) et (i2,72), soit C = (C1 + C1)/2 ou C; et Cy sont les contrastes de (i1, /1) et
(12, jo) respectivement. Le couple [(i1,j1) — (42, j2)] sera donc retenu si C > Cgeyi. La figure
représente les minima trouvés sur une image par deux méthodes avec Cgenji = 0.25.

La figure représente par des cercles noires la position des minima trouvés avec une
contrainte simple, i.e. correspondant & la premiére étape de notre procédure. La figure
représente les minima trouvés avec notre procédure & double contrainte. Nous constatons que le
méthode simple trouve des minima en exces, en particulier dans les ailes lointaines du nuage ot
le bruit de grenaille domine. Les minima trouvés par notre méthode, en revanche, se situent tous
dans la région intéressante de I'image et ceux-ci semblent correspondre aux minima que nous

repérons a Poeil directement sur 'image de la figure [6.9h.

6.3.2 Trous de densité et bruit de grenaille photonique

La procédure de recherche des minima de densité étant établie, nous allons & présent ’appli-
quer a nos images pour déterminer la position des vortex. Pour repérer un vortex sans ambiguité,
il faut pouvoir distinguer un «vrai» minimum de densité d’un minimum de densité résultant d’un
artefact di au diagnostic optique. Au chapitre [3] ot nous avons détaillé notre procédure d’image-
rie, nous avons vu que la distribution de densité est reliée[g] aux intensités incidente [; et sortante

It par la relation :
Ii(x7 y) B If(fL', y)
CIsat

n(x,y) = , (6.5)

15. Dans le traitement qui suivra, ce minimum double sera repéré par la position du pixel (i1, 71)

16. Dans cette étude nous ne considérons que des images obtenues & haute intensité.
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Exemple A Exemple B
Etape n°1
Etape n°2
VERDICT RETENU REJETE

FIGURE 6.8 — Procédure de recherche des minima : deux exemples. Pour un pixel donné (encadré
en trait noir épais) nous isolons par la pensée son voisinage immédiat. Les couleurs indiquent la
valeur d'un pixel avec une échelle de couleur usuelle o le bleu foncé correspond & une valeur
faible et le rouge & une valeur élevée. L’exemple A satisfait la double condition. Dans I'exemple

B la seconde condition n’est pas satisfaite.

Distribution n(z,y)  Minima «simplesy Minima «doubles»

FIGURE 6.9 — Recherche des minima de densité sur une image : comparaison de deux méthodes.
(a) Image brute. (b) Détection de minima (cercles noires) par une contrainte simple : un pixel est
un minimum si sa valeur est inférieure a celle de ses 8 premiers voisins (i.e. étape n’l seulement).
(c) Détection de minima par notre double contrainte. Une grande partie des minima «simples» se

trouvent dans des régions inintéressantes de 'image ot le bruit de grenaille photonique domine.

oll ¢ est une constante et I, l'intensité de saturation. La distribution de densité reconstruite

& partir des distributions de photons détectées & la caméraEl peut donc présenter des «faux»

17. L’une correspondant a 'ombre du nuage atomique projetée sur la caméra et 'autre a la distribution spatiale
de photons du faisceau sonde qui sert de référence (cf section 3.2.1)).
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minima qui résultent des fluctuations poissonniennes de ces champs de photons.

Comment alors savoir si un minimum est un trou de densité ou un «faux» minimum? La
stratégie que nous avons adoptée consiste & comparer le résultat de la recherche de minima sur
nos images (expérimentales) a celui obtenu sur des images simulées «sans trous». Ces derniéres
sont produites a partir de la distribution de densité lissée n(P°%) (1) et en y introduisant le bruit

de grenaille photonique qui résulte de notre procédure d’imagerie, qui est bien caractérisée.

Images simulées

Ces images simulées doivent répondre & deux critéres : d’une part, elles doivent reproduire les
variations de densité dues au potentiel uniquement (i.e. sans trous de densité) ; d’autre part, elles
doivent prendre en compte le bruit de grenaille photonique provenant du processus d’imagerie.
Afin de produire des images les plus réalistes possibles, nous les construisons a partir de la
différence de deux distributions de photons Nj(r) et N¢(r) qui correspondent respectivement a
I'image de référence du faisceau sonde et & I'image de I'ombre des atomes sur la caméra. La

distribution N;(7) est produite par un tirage aléatoire selon une loi de probabilité poissonnienne

de valeur moyenne N;(r) = N; = 10000 uniforme sur I’ensemble de l’image, qui est la valeur
moyenne du nombre de photons détectés par la caméra sur les images expérimentales de référence
du faisceau sonde.

La simulation de la distribution spatiale N¢(r) est moins directe. Par définition, N¢(r) =
Ni(7) — Naps(T) 01l Naps(7) est le nombre de photons absorbés en ». A haute intensité et pour
un faisceau sonde résonnant, N,ps(r) suit une loi de probabilité poissonnienne [107]. Sur les
images expérimentales le nombre de photons absorbés en moyenne au point r est (Ngatn(r) (cf.
Eq. , ol Ngyt est le nombre de photons correspondant & l'intensité de saturation Ig,; pour
nos parameétres (temps d’exposition et taille de pixel). Pour les images simulées nous créons
la quantité Naps(1) = (Ngarn®o (), ott nP°Y (1) reproduit les variations de densité qui sont
uniquement dues au potentiel de piégeage. Nous pouvons ainsi produire une distribution spatiale
Nt(7) et donc une image simulée de nos nuages sans vortex.

Nous montrons sur la figure deux exemples d’images simulées correspondant & la distri-
bution d’équilibre et en temps de vol 1D, que nous comparons 4 leurs équivalents expérimentaux.
Pour les images in situ, bien que 'image simulée et 'image expérimentale soient globalement
trés ressemblantes, nous observons dans cette derniére quelques petites structures que nous ne
retrouvons pas dans I'image simulée. Pour ce qui est des images en temps de vol, comme attendu,
la différence entre I'image simulée et I'image expérimentale est frappante. Cette procédure s’an-
nonce donc prometteuse pour distinguer les contributions aux minima dues aux vortex de celles

dues au bruit de grenaille photonique.

Localisation de vortex dans un nuage 2D in situ

La procédure de recherche des minima est donc appliquée d’une part aux images expérimen-

tales, et d’autre part, & un ensemble d’images simulées pour une valeur de contraste seuil Cgeyil

18. Dans les expériences, ce n’est pas le cas puisque le faisceau suit une distribution spatiale de forme gaussienne,

mais nous pouvons négliger cette variation sur 1’échelle de longueur que nous considérons ici.
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in situ expérimentale in situ simulée

TdV simulée

FIGURE 6.10 — Comparaison entre images simulées et images expérimentales. (a)-(b) Images in
situ : dans les images expérimentales nous distinguons des structures qui n’apparaissent pas dans
les images simulées ol nous avons introduit les fluctuations de densité dues au bruit de grenaille
photonique. (c)-(d) Images en temps de vol : ici la différence est claire, les images expérimentales
présentent des trous de densité trés marqués tandis que 'image simulée est trés similaire & 'image

simulée d’un nuage n situ.

donnée. Chaque image est subdivisée en couronnes concentriqueslr_gl réguliérement espacées de
rayon moyen 7. Nous nous intéressons alors pour chaque image au nombre de minima détermi-
nés dans une couronne donnée, que nous rapportons au nombre total de pixels contenus dans
cette couronne. Pour chaque image nous pouvons ainsi établir un histogramme qui représente la
probabilité P, qu’un pixel d’'une couronne donnée soit un minimum.

Les histogrammes correspondant aux données simulées sont obtenus & partir d’un lot de
données similaires en nombre aux données expérimentales. Nous produisons 50 lots de données
simulées de facon identique a partir desquels nous calculons un histogramme moyen.

La figure [6.11] représente les résultats obtenus a partir d’'images correspondant & des nuages
in situ (expérimentales et simulées), pour Cseuiy = 0.25 (Fig. [6.11h), Cseut = 0.30 (Fig. )
et Csenil = 0.40 (Fig. [6.11k). Pour chaque contraste nous représentons 'histogramme de Py,
en fonction de la distance r au centre du nuage. Les barres d’erreur correspondent & lerreur
statistique.

Dans chaque graphe, la ligne continue qui représente la distribution simulée correspond a

tous les minima «inintéressants», i.e. qui sont dus au bruit de grenaille photonique. Aussi nous

19. Par souci de fluidité, nous ne mentionnerons pas ici tous les aspects liés & I’anisotropie du nuage. En pratique

celle-ci est prise en compte dans ’analyse.
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Cseuil =0.25 Cseuil =0.30 Cseuil = 0.40
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FIGURE 6.11 — Probabilité P, qu’un pixel & une distance r du centre soit un minimum : images n
situ. Les histogrammes expérimentaux (barres évidées bleues) sont comparés aux histogrammes
simulés (ligne continue noire). De gauche a droite la contrainte sur le contraste Cgeyjl €st de plus
en plus forte. Pour Cgenin = 0.25 (a) histogramme expérimentale dépasse les simulations dans la
région centrale ce qui est la signature de vortex. Pour une contrainte de Cgenyi = 0.40 (c) seuls les
minima au voisinage de r ~ 9-13 ym survivent. Dans cette région la taille attendue des vortex

est plus grande.

attendons-nous & ce que les histogrammes expérimentaux dépassent cette ligne continue, du fait
de la présence de véritables trous dans la distribution de densité. Il s’agit alors de quantifier cet
excés de minima d’une part, et de déterminer leur robustesse d’autre part en variant le contraste
seuil Cgeyil-

Le résultat obtenu est trés intéressant. Nous détectons dans la région centrale des nuages des
minima qui ne sont pas dus au bruit de grenaille photonique et que nous pouvons donc attribuer
A la présence de vortex@. Nous notons également que la robustesse de ces minima dépend de
leur position r dans le nuage. Prenons par exemple les minima détectés & r ~ 5 pm avec une
contrainte de contraste Cgeuji = 0.25. Nous voyons que ces minima ne sont plus détectés pour la
contrainte plus forte Cgenil = 0.40. En revanche, en r ~ 13 ym nous détectons des minima quelle
que soit la contrainte sur le contraste. Ce constat est en accord avec 'idée que la taille des vortex
augmente avec la distance au centre du nuage. Il semble qu’a des distances suffisamment éloignées
du centre, la taille des vortex dépasse donc la limite de résolution de notre systéme optique, ce
qui nous permet de détecter des trous de contraste significatif. De plus, dans la partie centrale,
nous nous attendons & ce que les nuages & 1’équilibre contiennent des paires de vortex-antivortex.
La taille effective de 'ensemble peut donc dépasser ou étre & la limite du seuil de détection, ce
qui dans ce dernier cas conduit & un trou de faible contraste. Ceci correspond & ce que nous
observons pour les petites valeurs de r. Bien que I'impression visuelle que donnent les images ne

soit pas aussi spectaculaire que pour les images en temps vol, cette étude fine semble indiquer la

20. Rappelons que la partie centrale de nos nuages est dans le régime fortement dégénéré, ou les fluctuations

de densité (autres que celles liées a la présence de vortex) sont complétement gelées (cf. chapitre .
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présence de vortex dans nos gaz de Bose a 1’équilibre.

Relevons néanmoins que nous n’obtenons pas d’excés de minima au voisinage de r. ~ 17 pm,
contrairement & ce que nous aurions pu attendre. Nous attribuons cela au fait que les fluctua-
tions de densité détectée dues au bruit de grenaille sont importantes au voisinage de r., comme
Iillustre ’aspect piqué des histogrammes correspondant aux simulations. Il y a donc une forte
concentration de minima et maxima locaux qui peuvent alors brouiller la structure produite par

les vortex et les rendre non détectables par notre procédure.

Localisation de trous de densité dans un nuage en expansion

Nous nous intéressons & présent aux images des nuages sondés aprés TdV et leurs analogues
simulées. La procédure de construction des histogrammes est en tout point identique a la pré-
cédente. Les images expérimentales correspondent & des TdV de t = 1ms & ¢t = 3.5ms par pas
de 0.5ms (5 a4 6 pour chaque TdV) et sont traitées sans distinction comme un méme ensemble.
L’histogramme moyen correspondant aux données simulées est obtenu & partir de 20 lots prépa-
rés de fagon identique, chaque lot contenant le méme nombre d’images que la série de données
expérimentales@. La figure montre le résultat obtenu pour Cgeuii = 0.25, Ceuit = 0.30 et
Csenil = 0.40.
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FIGURE 6.12 — Probabilité P, qu’un pixel & une distance r du centre soit un minimum : images en
temps de vol. Quelle que soit la valeur de Cgeyi entre 0.25 et 0.40, les histogrammes expérimentaux
dépassent les simulations dans la région centrale jusque r ~ 13 pum. Ceci confirme que les trous

marqués observés sur les images de nuages en temps de vol sont des vortex en expansion.

Par comparaison avec les histogrammes obtenus & partir des images in situ, nous constatons
que l'excés de minima par rapport & la distribution simulée est notablement plus élevée dans
la région centrale. De plus, cet excés de minima résiste 3 une forte contrainte sur le contraste.

Nous voyons en effet sur le graphe[6.12h qui correspond au contraste le plus élevé (Cgeuy = 0.40),

21. Notons que pour ces données simulées, nous ne prenons pas en compte le fait que la contraction du nuage
varie avec le temps de vol. Les images simulées de nuages en TdV sont toutes produites avec le méme profil

n(P°%) (1) obtenu en moyennant tous les profils radiaux entre eux.
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que nous détectons des vrais minima a toutes les positions depuis le centre jusque r ~ 13 pm.
Cette observation est donc consistante avec notre impression visuelle sur les images brutes en
temps de vol et confirme linterprétation de ces trous de densité de contraste élevé comme des
défauts de phase en expansion. Notons toutefois que nous trouvons une légére inconsistance dans
la région ou la distribution simulée est piquée. Nous attribuons cela & un brouillage des minima
qui est justement dit aux fluctuations importantes de densité induites par le bruit de grenaille
photonique.

Cette analyse permet donc de dégager la signature, au moins partielle, de défauts de phase
sur des nuages in situ et en expansion. Dans ce dernier cas, l'interprétation est toutefois plus
difficile en raison de la compléxité de la dynamique soulignée plus haut, mais nous n’avons
malheureusement aucune référence théorique qui nous permettrait d’affiner notre analyse a ce
stade]

Dans une étude annexe que nous n’avons pas discutée dans ce manuscrit par manque de
temps, nous nous sommes intéressés a 1’évolution en temps de vol de deux vortex de charges
opposées, initialement séparés d’une distance variable mais de l'ordre de f Cette analyse a
révélé que pour des temps de vol 1D de 'ordre de quelques millisecondes, la paire de vortex n’est
pas complétement annihilée. Plus précisément, nous avons en effet observé que les coeurs des
deux vortex se rapprochent et fusionnent en laissant un trou de densité en forme de croissant.
Pour donner un exemple précis, pour deux vortex de charges opposées de rayon é = 0.72 ym
et & une distance é I'un de 'autre, nous trouvons que le trou laissé aprés 3.5 ms d’expansion a
un contraste de C =~ 0.5 et une taille effective de &= 1um. Pour cet exemple si nous prenons
en compte la pixelisation de nos images, nous obtiendrions un trou de contraste C ~ 0.4. Une
partie significative des minima observés dans la région centrale des nuages aprés un temps de vol

correspond donc possiblement & des paires de vortex-antivortex en cours d’annihilation.

6.4 Corrélations entre défauts de phase en expansion

Note. Au moment ot la présente élude a été rédigée, le role des phonons auz temps de vol
courts avait été négligé. Des simulations numériques, réalisées dans le prolongement de ce travail,
ont montré que les phonons affectent, au contraire, significativement la distribution de densité
en temps de vol. Bien que la démarche et les résultats de l'é¢tude préliminaire présentée dans
cette section ne soient pas remis en cause, nous ottirons lattention du lecteur sur le fait que
Uinterprétation des trous de densité observés en temps de vol, uniquement en termes de défauts
de phase, ne doit pas étre considérée comme définitive.

A la section précédente, nous avons déterminé la position absolue de trous de densité dans
nos nuages bi-dimensionnels. Dans cette section, nous nous intéressons & la position relative

de ces trous de densité pendant l'expansion du nuage@ Cette question peut étre traitée de

22. Les simulations réalisées dans le prolongement de ce travail de thése montrent que la contribution des
phonons mériterait d’étre prise en compte dans ’analyse des images en temps de vol.

23. Compte-tenu de notre résolution, ce type d’études n’est pertinent que pour nos images de nuages en expan-
sion. En effet, dans les nuages in situ une partie a priori importante des vortex n’est pas détectable par notre

systéme d’imagerie et une étude des positions relatives des vortex serait biaisée.
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différents points de vue. Nous pouvons par exemple rechercher I'existence d’'un ordre éventuel
en identifiant des symétries dans 'organisation positionnelle des trous de densité dans un méme
nuage. Dans une perspective ou ces trous de densité sont interprétés comme des défauts de phase,
une autre question intéressante est celle du groupement ou anti-groupement : ces défauts de phase
s’attirent-ils ou se repoussent-ils 7 C’est & cette derniére question que nous tenterons de répondre
en établissant des histogrammes de corrélation en position entre trous de densité voisins dans les
nuages en expansion.

En pratique il est assez difficile de fournir des réponses précises a ces questions du fait de la
complexité de la dynamique de l’expansion. En effet, comme nous l’avons souligné en section[6.2.]]
les trous de densité observés peuvent étre aussi bien des vortex individuels qu'une paire de vortex-
antivortex en cours d’annihilation@ Ces deux types de défauts de phase sont indiscernables I'un
de autre par notre analyse et nous nous y référerons par le terme vortexr en gardant a ’esprit

la subtilité de la situation.

6.4.1 Distance minimale entre deux défauts de phase

L’étude décrite & la section précédente nous a permis d’identifier la position des vortex sur
chacune de nos images expérimentales. Nous nous intéressons ici aux positions de vortex déter-
minées sur les nuages sondés en temps de vol avec un contraste seuil Cgenyi = 0.25. Pour chaque
vortex nous pouvons rechercher la distance dyi, qui le sépare de son premier voisin et construire
ainsi un histogramme de corrélation en position entre premiers voisins. Le résultat obtenu est
représenté sur la figure [6.13| ot 'on a tracé un histogramme du nombre de vortex se trouvant &
une distance donnée de leurs premiers voisins. La distance entre premiers voisins est discrétisée

par intervalles de la taille d’un pixel (1.04 pm).

FiGURE 6.13 — Histogramme des corrélations

, 60 M entre premiers voisins. Cet histogramme pré-
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Cet histogramme fournit deux informations intéressantes. D’une part, ’allure piquée de dis-

tribution montre qu’il y a une distance privilégiée entre premiers voisins qui est de 'ordre de

24. Comme annoté plus haut, il s’ajoute a cela la contribution des phonons qui tendent & chahuter le profil de

densité en temps de vol.
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5 pm. D’autre part, la probabilité de présence d’un premier voisin aux courtes distances tend vers
zéro ce qui est la signature d’une forme de répulsion entre défauts de phases pendant ’expansion.

A ce stade, nos observations souffrent de I’absence d’appui théorique comme pour les obser-
vations précédentes et nous devons nous contenter de ces conclusions empiriques. De plus, il v a
un certain nombre de questions ouvertes : cet anti-groupement est-il réel ou est-ce un artefact ?
Qu’en est-il de la position du pic de 'histogramme ? Ces questions se posent en particulier en
raison de notre procédure de détermination des minima. En effet, nous avons vu a la section [6.3.1]
que les minima étaient obtenus & partir d’'une double contrainte sur deux pixels adjacents, ce
qui introduit forcément une zone d’exclusion autour d’'un minimum. En ’occurrence, ’absence
de voisins & une distance de 1 pixel dans I'histogramme en est une conséquence directe.

Pour tenter de répondre & cette question de fagon quantitative nous allons nous appuyer a
nouveau sur des images simulées en y introduisant des trous de densité simulant la présence de

vortex.

6.4.2 Anti-groupement ou artefact ?

L’idée de notre approche est d’appliquer dans un premier temps notre procédure de recherche
des minima a des données simulées ot les positions des vortex suivent une loi de probabilité uni-
forme. Dans un second temps nous établirons I'histogramme des corrélations de ces données
simulées. Comme dans ce cas il n’y aucun anti-groupement réel aux courtes distances, la com-
paraison de cet histogramme avec celui de la figure nous permettra de distinguer les effets
dus & notre algorithme de recherche des minima et les effets reliés aux corrélations entre vortex

voisins.

Images simulées avec vortex

Nous avons vu a la section [6.3.2] comment construire des images simulées de nuages sondés
en temps de vol o la distribution de densité n(P°Y () reproduit uniquement les variation dues
au potentiel de piégeage. Nous avons & nouveau appliqué cette procédure dans 1’étude que nous
présentons ici en introduisant en plus des vortex artificiels. Pour simuler la présence d’un vortex

en un point 7¢, nous multiplions n(P°% () par la distribution de densiteé :
Nx(1) = 1 — Cox [1 — tanh? <’r—€r°)] : (6.6)

ol le contraste Cyx associé au vortex et la taille §~ sont des parameétres ajustables.

Pour chaque image on introduit ainsi un certain nombre de vortex dont les positions sont
obtenues par un tirage aléatoire suivant une loi de probabilité uniforme dans la partie centrale
du nuage. Le nombre de vortex introduit dans chaque image est lui aussi tiré aléatoirement et
suit une loi de probabilité poissonnienne centrée sur un nombre moyen N,y = 7. La figure
représente quelques exemples d’images simulées avec des vortex.

Afin de produire un histogramme de référence que nous pouvons comparer directement a

I’histogramme de la figure nous préparons 20 lots de données simulées qui correspondent
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FIGURE 6.14 — Images avec vortex simulées. Les vortex peuvent étre introduits avec une taille
€ et un contraste Cyx variables. Ici Cyx = 0.5. (a) Image avec des petits vortex : £ =12um
qui correspond au rayon attendu pour un TdV de 1ms. (b)-(c) Images avec des gros vortex :
f = 2.2 um ce qui correspond au rayon attendu pour un TdV de 3.5ms. L’image c) est un cas
spécial. Les vortex sont regroupés a droite du nuage ; cette situation n’est jamais rencontrée dans

les images expérimentales.

chacun & la série de données expérimentales en nombre d’images et de vortex. A partir des posi-
tions des minima déterminées sur ces lots de données simulées, nous établissons un histogramme

moyen des corrélations entre premiers voisins.

Premiers résultats

La figure [6.15] montre la comparaison de I’histogramme «expérimental» avec trois histo-
grammes obtenus a partir de données simulées. Chacun des trois graphiques correspond a des
données simulées qui different par les parameétres (Cyx, €) de la distribution nvx(r) (Eq. .
Hormis cette différence, les autres parameétres des simulations sont identiques. Les positions des
vortex sont tirées dans la région centrale telle que r < 10 pixels, le contraste seuil pour la re-
cherche des minima vaut Cgeui = 0.25, comme pour les images expérimentales.

Les histogrammes simulés des graphes[6.15h et [6.15pb correspondent a la méme taille de vortex
€ = 2.4 um et different par le contraste des vortex : Cyx = 0.4 et Cyx = 0.5 respectivement. Les
histogrammes simulés et différent par la taille des vortex qui vaut §~ = 1.75 pm dans
ce dernier cas. Les tailles considérées sont voisines des tailles extrémes déterminées dans nos
simulations d’évolution de vortex (cf figure [6.5pb).

Dans les trois cas que nous avons présenté figure [6.15] la comparaison avec I'histogramme
expérimental montre un décalage des histogrammes simulés vers les courtes distances. Cet effet
est trés marqué pour des tailles de vortex de é = 2.4 ym (graphes et ) et semble peu
sensible au contraste Cyy. Pour f = 1.75 ym (graphe ) cet effet est plus marginal, mais nous
voyons tout de méme une différence significative a dpyiy, ~ 3 pixels. Ces résultats semblent donc
indiquer que D'effet d’anti-groupement des défauts de phases est bien réel.

A ce stade de I’étude, nous ne pouvons pas apporter un verdict définitif sur cette question
d’anti-groupement. Nous nous restreindrons toutefois aux résultats présentés ici par manque
de temps. Nous terminerons ce chapitre en décrivant les études actuelles et les prolongements
envisagés pour fournir une étude comparative aussi pertinente que possible entre les histogrammes

simulés et 'histogramme expérimental.
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FI1GURE 6.15 — Histogramme de corrélations entre premiers voisins : comparaison entre expérience
(barres évidées bleues) et simulation (ligne continue noire). Les trois histogrammes simulés dif-
ferent par les paramétres des vortex artificiels introduits dans les images. Les simulations des
graphes (a) et (b) different par le contraste Cyx des vortex. Celles des graphes (b) et (c) par le
rayon & des vortex. Dans les trois cas les histogrammes simulés sont décalés vers la gauche. Ceci

indique que 'anti-groupement est bien réel.

Prolongements

Les études en cours ainsi que les prolongements de cette analyse ont pour but de créer des
lots de données simulées aussi proches que possible des données expérimentales.

Actuellement, une nouvelle solution est exploitée pour modéliser les trous de densité créés
par les défauts de phases. Les premiers résultats que nous venons de présenter ont été obtenus
en modélisant les trous de densité par la distribution de densité heuristique nyx(7) de I’équation
. Si cette description constitue une assez bonne approximation pour les vortex individuels,
elle est moins adaptée pour décrire une paire de vortex-antivortex en cours d’annihilation. La
méthode actuelle consiste a utiliser la distribution de densité nyxa(r) de paires en cours d’an-
nihilation obtenue & partir des simulations numériques que nous avons évoquées a la fin de la
section

Enfin voici une bréve description des raffinements qui sont envisagés dans un avenir proche.

e Taille de vortex variable. Dans I’étude précédente nous avons utilisé une méme taille de

vortex pour chaque lot de données. Nous pouvons rendre les données simulées plus fidéles
aux données expérimentales en adaptant la taille £ en fonction (i) de la densité atomique
n(Po) () oil est tiré le vortex, (i) du temps de vol supposé de l'image simulée

e Distinguer vortex individuels et paires. Dans les études présentées ici et les études

en cours que nous venons de mentionner, nous avons simulé les trous de densité soit en
utilisant la forme nyx(r) de I’équation soit en utilisant la solution numérique 7yx, (1)

d’une paire qui s’annihile. Nous pouvons appliquer les deux méthodes simultanément en

25. Cette seconde condition est d’ores et déja utilisée dans des études en cours.
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fixant 'une ou 'autre des formes en fonction de la région du nuage ou est tiré le vortex.
Par exemple, un vortex tiré dans une couronne au voisinage de 7. sera simulé par nyx(r)
avec Cyx ~ 1 tandis qu’un minimum tiré au centre, qui est plus probablement une paire,

sera simulé par nyx,(r) pour le temps de vol adéquat.

6.5 Bilan général

Nous conclurons par un résumé des principaux résultats présentés dans ce chapitre.

Vortex ou fluctuation de densité ? A la sectionnous avons compareé I’évolution temporelle
d’un vortex et d'un trou pendant un TdV 1D en résolvant numériquement ’équation de Gross—
Pitaevskii dépendant du temps avec des parametres qui correspondent & ceux de nos nuages.
Nous avons considéré deux état initiaux qui ne différent que par leur caractéristiques de phase :
Pétat Wox(r,t = 0) associé au vortex caractérisé par un tour de phase de 0 a 27 d’une part, et
Pétat Wi (r,t = 0) qui a exactement la méme amplitude que Wy (r,t = 0) mais qui a une phase
uniforme d’autre part. Le résultat de cette simulation a montré que le contraste associé chute
a Cir &~ 0.13 en une milliseconde tandis que le vortex, tout en s’étendant rapidement, garde un
contraste égal a 1 (le vortex et le trou ont tous deux été placés au centre du nuage). Pour nos
parameétres, nous trouvons que les rayons de vortex varient de £ = 1.1 pm & 1.6 um aprés une
milliseconde d’expansion seulement. Nous avons donc conclu de cette étude que les trous observés
dans les distributions de densité des nuages sondés en temps de vol peuvent raisonnablement étre

interprétés comme des vortex en expansion.

Vortex ou bruit de grenaille? A la section nous nous sommes intéressés a la répartition de
ces vortex dans les nuages in situ et en expansion. Pour cela nous avons utilisé une méthode de
recherche systématique de minima d’une part sur ces images expérimentales et d’autre part sur
des images simulées. Ces images simulées sont les «équivalentsy de nos images expérimentales,
sans vortex. A partir des positions des minima nous avons établi des histogrammes expérimen-
taux et simulés d’autre part. Ces dernier rendent compte des minima dus au bruit de grenaille
photonique : des «faux» minima de densité. En comparant les deux types d’histogramme nous
avons pu distinguer les vortex des «faux» minima de densité. Ainsi, avons-nous pu identifier
sans ambiguité la présence de vortex dans les images les nuages in situ, 1a ol visuellement les
variations de densité sont difficilement discernables du bruit. Ces vortex sont répartis dans la
partie centrale du nuage r < 13 um, le rayon critique correspondant & r. ~ 17 um. Cette obser-
vation est confirmée par les histogrammes associés aux images en temps de vol, ot la distinction
entre les histogrammes expérimentaux et les histogrammes simulés est spectaculaire. Dans ce
cas, toutefois, il ne nous a pas été possible de fournir une interprétation compléte, du fait de

I’absence de support théorique sur le sujet.

Anti-groupement entre vortex? Enfin, a la section [6.4], nous avons étudié les corrélations en
position entre défauts de phase voisins en établissant un histogramme du nombre de trous de

densité en fonction de la distance au premier voisin. Cet histogramme, représenté sur la figure
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[6.13] se présente sous la forme d’une distribution piquée avec une annulation progressive aux
courtes distances, signalant un possible anti-groupement. Afin de distinguer les effets réels des
éventuels artefacts introduits par notre procédure de recherche des minima, nous avons entamé
une étude comparative avec des histogrammes de références correspondant a des images simulées.
Les premiers résultats de cette étude semblent étre en faveur d’un anti-groupement réel de ces

défauts de phase, mais cette étude doit encore étre approfondie.



Conclusion générale

Dans ce manuscrit de thése, nous avons traité différents aspects du gaz de Bose a deux
dimensions. Nos trois résultats essentiels sont : (i) la mesure de I’équation d’état pour plu-
sieurs grandeurs thermodynamiques; (ii) la mesure de I’énergie d’interaction de gaz piégés; (iii)
I'observation directe de vortex dans la distribution de densité d’équilibre avec une composante
superfluide. Nous avons également présenté deux études traitant de I'imagerie de gaz 2D denses

qui joue un réle crucial dans nos expériences. Nous allons rappeler les lignes principales de ce

travail.
Figures choisies du chapitre 2
Variations de la densité optique avec n Raie d’absorption (ogn = 4)
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FIGURE 6.16 — Résultats numeériques des simulations présentées au chapitre 2. (a) Variation de
la densité optique calculée (points noirs) avec la densité surfacique. Nous voyons une déviation
significative & la loi de Beer—Lambert qui correspond & la droite de pente 1 (ligne continue
rouge). (b) Raie d’absorption calculée pour une densité surfacique n = 4/0¢. La différence avec
la lorentzienne obtenue par la loi de Beer-Lambert (ligne grise épaisse) est spectaculaire. Aux

grands désaccords, la densité optique décroit comme en 1/|A|.

Au chapitre 2| nous avons présenté une étude théorique traitant de l’interaction entre un
faisceau sonde et une assemblée d’atomes répartis dans un volume de faible épaisseur dans la

direction de propagation du faisceau. Cette étude a été motivée par des expériences antérieures
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menées dans notre groupe [103], ot nous avons observé une réduction significative de la densité
optique mesurée par rapport au résultat prédit par la fameuse relation de Beer—Lambert. L’ob-
jectif de cette étude était de rendre compte des effets collectifs entre atomes qui se produisent
lors de 'imagerie par absorption non saturante de gaz bi-dimensionnels denses. Rappelons que
ces effets sont négligés dans la dérivation de la loi de Beer-Lambert. Grace & un traitement mi-
croscopique quantitatif, nous avons obtenu 'expression générale de la densité optique qui peut
étre calculée numériquement par la résolution d’un systéme de 3N équations ot NV est le nombre
d’atomes considéré. En réalisant des simulations numériques oil les positions des atomes sont
tirées aléatoirement par une méthode Monte-Carlo, nous avons étudié les variations de la den-
sité optique avec la densité surfacique de I’échantillon atomique. Nous avons ainsi pu mettre
en évidence une non linéarité trés marquée, analogue a celle observée expérimentalement. Nous
nous sommes également intéressés a la forme de la raie d’absorption en variant le désaccord du
faisceau sonde. Nous avons observé que la dépendance de la densité optique avec le désaccord
est qualitativement trés différente de la forme lorentzienne qui correspond & la réponse optique
d’un atome individuel. Toutes ces observations sont la signature d’interactions dipole-dipéle qui
se produisent entre un atome excité par un photon et un atome voisin dans son état interne
fondamental. Cette étude invalide donc définitivement 'utilisation de l'imagerie par absorption

non saturante pour des nuages atomiques denses.

Figure choisie du chapitre 3
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FIGURE 6.17 — Densité effective mesurée au centre d’un nuage dense en fonction de 'intensité I
du faisceau sonde. La densité détectée augment avec I puis sature. Pour nos densités maximales,

nous retrouvons la détectivité maximale & partir de I ~ 40 Igyt.

Au chapitre 3| nous avons décrit notre alternative & I'imagerie par absorption traditionnelle.
La stratégie retenue consiste a utiliser un faisceau sonde qui sature la transition atomique, ce
qui a pour effet d’'une part de limiter la diffusion multiple de photon et d’autre part de réduire
Ieffet des interactions dipole-dipole, les déplacements d’énergie associés étant bien inférieure a la
fréquence de Rabi du faisceau sonde. Cette stratégie a été utilisée avec succes par Hung et al. [59]

qui a étendu a 'imagerie de gaz 2D, la méthode initiée par Reinaudi et al. [L05] sur des gaz 3D
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optiquement épais. La transposition de cette méthode au cas 2D n’est toutefois pas immeédiate
d’un point de vue formel : la relation entre la densité optique et la densité spatiale établie par
Reinaudi ef al. pour un faisceau fortement saturant n’a jamais été établie (4 notre connaissance)
a 2D. Dans ce chapitre, nous avons présenté une dérivation auto-cohérente qui permet d’étendre
cette relation au cas bi-dimensionnel. Dans une deuxiéme étape nous avons décrit la mise en
ceuvre expérimentale de cette imagerie a haute intensité sur des gaz 2D ainsi que la procédure et
le résultat des calibrations. Nous avons en particulier observé un gain progressif de la détectivité
avec l'intensité croissante du faisceau sonde. Enfin, nous avons identifié une intensité seuil au dela
de laquelle la détectivité sature, ce qui nous a permis de déterminer les paramétres d’imagerie

optimaux pour une détection fiable de la densité atomique.

Figures choisies du chapitre 4
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FIGURE 6.18 — Equations d’état pour la pression réduite P (a), la densité dans l'espace des phases
D (b) et I'entropie par particule S. Le fait que des points correspondant a des régimes différents
de température tombent sur la méme courbe est une preuve de l'invariance d’échelle. Dans les
trois cas, I'accord avec les régimes asymptotiques est excellent. Dans le cas de D pour laquelle
il existe une prédiction théorique dans la région intermédiaire (en trait gris épais) l'accord est

également trés bon.
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Le résultat principal de ce travail de thése est décrit dans le chapitre . A partir de la
distribution de densité de gaz piégés dans le régime quasi-2D, nous avons établi I’équation d’état
du gaz homogéne pour un paramétre d’interaction qui vaut g ~ 0.1. Nous avons obtenu ’équation
d’état pour les trois grandeurs sans dimension que sont la pression réduite P, la densité dans

Pespace des phase D et l'entropie par particule S/kp définies par :

= Z:\;F D =n)\k S=s/n (6.7)
ou P est la pression (ou plus précisément la tension de surface), n la densité surfacique et s
I'entropie par unité de surface. Nos mesures des équations d’état pour P et D qui ont été ob-
tenues pour un large intervalle de paramétres thermodynamique p et T, montrent que celles-ci
ne dépendent que du rapport p/kgT a l'échelle du bruit expérimental et confirme l'invariance
observée par Hung et al. [59] pour D. Notre mesure de D(u/kpT) est en trés bon accord quan-
titatif avec cette mesure [59] ainsi qu’avec les prédictions théoriques des différents régimes et en
particulier avec la prédiction de Prokof’ev et Svistunov [101] pour la région critique. Grace a
la propriété d’invariance de P et D, nous avons pu obtenir ’équation d’état pour I’entropie par
particule S. Les équations d’états P(u/kpT) et S(u/kpT) constituent des mesures originales et il
n’existe pas & notre connaissance de prédictions théoriques auxquelles nous pourrions les compa-
rer directement. Dans le régime fortement dégénéré, nous mesurons des entropies par particules
remarquablement faibles (S/kg = 0.06 & 0.01 pour p/kgT > 0.5). Ceci laisse entrevoir la pos-
sibilité d’utiliser ces systémes comme réfrigérant pour des systémes fermioniques sur réseau, ou
I’accés & une entropie inférieure & 0.1kp ouvrirait la voie & des régions inexplorées du diagramme
de phase de Fermi-Hubbard.

Au chapitre [f] nous nous sommes intéressés aux propriétés thermodynamiques du gaz piégé
et plus particuliérement a la mesure de ’énergie d’interaction. Nous avons présenté une méthode
originale permettant de décomposer les différentes contributions a I'énergie totale d’un gaz piégé
dans un potentiel harmonique. Cette méthode est particulierement simple a mettre en ceuvre sur
des gaz de basse dimension (1D ou 2D) ou 'on a directement accés a la densité spatiale locale. En
appliquant cette méthode a nos nuages bi-dimensionnels, nous avons ainsi pu mesurer 1’énergie
potentielle, 'énergie cinétique et I’énergie d’interaction moyennes de nos gaz. Nous avons expliqué
en quoi la mesure de ’énergie d’interaction est d’un intérét particulier en la reliant formellement
au coefficient F qui permet de caractériser les fluctuations de densité dans un gaz piégé. Nous
avons vu que pour un gaz complétement dans le régime thermique, ce coefficient vaut F = 2,
tandis qu’un gaz complétement condensé ou les fluctuations de densités sont réduites au bruit
de grenaille atomique ce qui conduit & F = 1. Grace & notre mesure de I'énergie d’interaction,
nous avons pu évalué ce coefficient pour les nuages considérés, qui comportent une fraction
thermique significative. Nous avons mesuré F = 1.02 4+ 0.23, ce qui correspond & des fluctuations
de densité fortement réduites sur la quasi-totalité du nuage. Ce gel «prématuréy des fluctuations
de densités confirme la prédiction de Prokof’ev et Svistunov [101] et la récente observation de
Tung et al. [116].

Le dernier chapitre de ce manuscrit a été consacré a 1’observation de signatures de vortex
dans des gaz de Bose 2D. Nous nous sommes intéressés aux détails des distributions de densité de

nuages sondés in situ et durant un temp de vol 1D. En combinant des simulations numériques et
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FIGURE 6.19 — Mesure de I’énergie d’interaction. (a)—(d) Images prises selon ’axe horizontal d’un
nuage 2D sondé a différents instants ¢ d'un temps de vol 1D (¢ = 1, 2, 3 et 4ms). Ce temps de vol
1D simule la coupure des interactions. (e) Evolution de 1’énergie potentiel Epot avec le temps de
vol. Aux premiers instants qui suivent la coupure des interactions, le nuage se contracte et Fpq
décroit. Cette variation de Epo; permet de mesurer I'énergie cinétique et d’en déduire I'énergie

d’interaction.

une analyse fine de ces distributions de densité, nous avons mis en évidence la présence de vortex
dans les régions centrales du nuages. Dans le cas des images in situ la répartition des vortex
est en bon accord avec ’état actuel des connaissance sur le gaz 2D piégé. Pour ce qui est de la
répartition des vortex aprés un temps de vol, pour laquelle nous n’avons pas d’assise théorique,
il est plus difficile de fournir une interprétation compléte et satisfaisante. Enfin, nous avons
obtenu une trace d’anti-groupement entre trous de densité dans des nuages en expansion par une
analyse des corrélations entre premiers voisins. Cette étude des corrélations en est toutefois a ses
débuts et nécessite des approfondissements. Ce dernier chapitre ouvre la voie 4 deux questions
concernant le gaz de Bose 2D piégé : (i) comment évoluent I’ensemble des vortex appariés ou non
durant une expansion libre 7 (ii) Y a-t-il un anti-groupement de vortex ou de paires a 1’équilibre,

qu’en est-il pendant 'expansion ?

Perspectives

Il reste de nombreuses questions ouvertes et voies d’investigations du gaz de Bose & deux
dimensions [45]. Dans cette section de perspective nous choisirons de décrire deux expériences
qui sont dans le prolongement du présent travail et qui peuvent étre réalisées & moyen terme
dans notre laboratoire. Enfin, nous terminerons en décrivant briévement les investigations qui y

sont menées actuellement.
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Figures choisies du chapitre 6
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FIGURE 6.20 — (a) Image d’un nuage aprés 3ms de temps de vol. (b) Image simulée sans vortex
prenant en compte le bruit de grenaille photonique. Cette image sert de témoins pour distinguer
les vortex de «faux» trous de densité. (c) Probabilité quun pixel en r soit un minimum : compa-
raison entre expériences (barres évidées bleue) et simulations (ligne continue noire). Les minima
au centre du nuage (r < 13 um) ne sont pas dus au bruit de grenaille photonique : ce sont des

vortex.

Interférences en deux plans atomiques et cohérence locale

Une des questions que nous n’avons pas abordées dans ce travail est I’étude des propriétés
de cohérence du gaz de Bose a deux dimensions. Cette question a été étudiée dans notre groupe
par Hadzibabic et al. [46] par 'analyse d’interférogrammes de gaz bi-dimensionnels. Le point
de départ de cette expérience consiste a confiner un condensat tridimensionnel dans deux plans
horizontaux paralléles. Une fois 1’équilibre atteint, tous les champs de piégeage sont coupés et
les deux plans s’étendent rapidement dans la direction verticale, se recouvrent et interférent.
Les images de ces profils d’interférences sont obtenus par imagerie par absorption le long de
Paxe horizontal (Oy). En étudiant le contraste moyen de ces profils d’interférence, Hadzibabic
et al. ont mis en évidence la décroissance algébrique de la fonction de corrélation du premier
ordre g¢;(r), caractéristique de ’état superfluide & deux dimensions. Cette mesure ne donne
toutefois pas acceés a la cohérence locale du fait de V’intégration le long de I'axe d’imagerie.
Dans l'introduction générale nous avons présentée une méthode interférométrique originale et
treés élégante développée par Cladé et al. [27] qui consiste a faire interférer un nuage a ’équilibre
avec lui-méme et & enregistrer le profil d’interférence en imagerie verticale. L’avantage de cette
méthode est qu’il n’y a pas d’effet d’intégration dans la procédure d’imagerie et elle donne donc
accés a une mesure plus locale de la cohérence. Malgré ce progres, il n’existe pas encore de mesure

quantitative satisfaisante de la cohérence locale dans un gaz de Bose 2D.
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FIGURE 6.21 — Procédure de Hadzibabic et al. [46]. Deux plans atomiques quasi-identiques sont
préparés dans leur état d’équilibre (image de gauche). A la coupure de tous les champs de
piégeage, les plans atomiques s’étendent rapidement dans la directement verticale, se recouvrent
et interferent (image de droite). Les interférogrammes permettent de caractériser les propriétés
de cohérence a 1’équilibre. Avec cette approche, la résolution du contraste souffre toutefois de

Peffet d’intégration le long de 'axe d’imagerie.

Nous proposons ici une procédure qui devrait permettre d’étudier la cohérence locale par une
méthode relativement simple. Le point de départ est la production d’un profil d’interférence tel
que ceux obtenus par Hadzibabic et al. [46]. L’idée est ensuite de sélectionner une tranche centrale
d’épaisseur dy de ce profil d’interférence dans la direction de propagation du faisceau sonde. Pour
cela nous envisageons d’utiliser un faisceau «nettoyeur» vertical dont le réle sera de dépomper
tous les atomes sauf ceux de la tranche centrale. Ce but peut étre atteint en envoyant le faisceau
a travers un masque comme nous le faisons dans la préparation de nos gaz 2D. L’utilisation d’un
objectif de haute résolution pourra permettre de sélectionner des tranches de ordre de quelques
microns. La procédure expérimentale se déroulerait alors en trois étapes : (i) préparation d’un
interférogramme ; (ii) sélection d’une tranche centrale d’épaisseur dy en dépompant les autres
régions; (iii) imagerie selon ’axe (Oy). Nous obtenons ainsi interférogramme «propre» (i.e. sans
effet d’intégration) que nous caractériserons par un contraste quasi-local C(z).

Dés lors que nous disposons de ces interférogrammes «propres», nous pouvons étudier la
dépendance de la cohérence locale avec la position (selon 'axe (Ox)) par une étude statistique
sur plusieurs préparations identiques. Nous nous attendons alors & observer une évolution de la
distribution de contraste entre deux cas limites. Celui d’une distribution piquée autour de la
valeur 1 (contraste maximal) correspondant & une cohérence parfaite, et celui d’une distribution
exponentielle correspondant & une phase fluctuante. Ce type d’analyse a été réalisé avec succes
sur des gaz 1D [51] en bon accord avec la prédiction théorique de Gritsev et al. [42] qui décrivent
une étude quantitative de I’évolution spatiale de la distribution de contraste dans un gaz 1D. Ce

probléme est encore ouvert a 2D [104].

Mesurer la phase et la densité en présence de vortex

Une autre expérience dans le prolongement de ce travail de thése consisterait & combiner la
détection de trous de densité décrite au chapitre [6] avec la méthode que nous venons de décrire.

Considérons une situation ou 'un des plans atomiques contient un vortex & I’équilibre. Si ce
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vortex se trouve dans la tranche centrale d’épaisseur dy, alors U'interférogramme correspondant
devrait présenter une dislocation. L’idée de cette expérience est de produire, pour une prépara-
tion donnée du gaz a I’équilibre, un grand nombre d’images de la distribution de densité d’'un gaz
unique, et d’autre part un grand nombre d’interférogrammes («propres» ). Il sera alors intéressant
de comparer le nombre de minima de densité contenus dans la tranche centrale d’épaisseur dy et
le nombre de dislocations dans les interférogrammes correspondant. La procédure expérimentale
que nous imaginons consiste & alterner entre la production d’un interférogramme «propre» sondé
horizontalement et celle d’un nuage unique n situ (ou aprés expansion) sondé en imagerie ver-
ticale. Dans les deux cas, le point de départ sera la préparation de plans atomiques a ['équilibre.
Dans le cas de la mesure de la distribution d’équilibre, il est nécessaire de se débarrasser de
I'un des deux plans. Nous envisageons donc de faire précéder 1’étape d’imagerie verticale par
une phase de «nettoyage» d’un des deux plans. L’étude des corrélations entre le nombre et les
positions des minima de densité & I'équilibre avec ceux des dislocations dans les interférogrammes
fournirait une caractérisation trés fine de la fonction d’onde du systéme au voisinage des vortex

mis en jeu dans la transition BKT.

Superfluidité et critére de Landau

Tandis que les expériences pionniéres sur la superfluidité portaient sur les propriétés de trans-
port de films d’Hélium [15], les mesures réalisées sur les gaz atomiques & deux dimensions ont
sondé les propriétés de cohérence associées & la superfluidité. Le lien entre les propriétés de co-
hérence et les propriétés de transport n’est cependant pas évident d’un point de vue conceptuel
et constitue une question ouverte de la superfluidité. Une réponse expérimentale pourrait étre
apportée par la communauté travaillant sur les atomes froids en réalisant d’une part des mesures
de cohérence et d’autre part des mesures des propriétés de transport sur des échantillons ato-
miques préparés de fagon identiques. Si le premier type de mesure est bien maitrisé, la mesure de
la composante superfluide au sens traditionnel reste inachevée. Plusieurs voies d’approches de ce
probléme ont été récemment proposées [22,44]/115] mais qui, bien que prometteuses, nécessitent
un dispositif expérimental conséquent.

Nous avons récemment mis en place dans notre laboratoire un dispositif assez simple qui per-
met d’aborder cette question de transport. La stratégie retenue consiste a étudier le mouvement
d’une impureté dans le gaz. Dans notre cas, cette impureté est simulée par un trou de densité
créé par un faisceau laser désaccordé vers le bleu de la transition atomique. Le mouvement de
I'impureté dans le nuage est assuré par un miroir motorisé, piloté par ordinateur. L’idée est ici
de mettre en mouvement cette impureté le long d’une trajectoire circulaire, et donc de densité
constante, et d’étudier ’échauffement du nuage ainsi occasionné en fonction de la vitesse de
rotation. Nous nous ramenons donc a une situation ol nous pouvons sonder la superfluidité de
notre systéme par le critére de Landau. Si 'impureté se déplace sur une ligne de densité ou le sys-
téme est superfluide, alors nous nous attendons a ne pas observer d’échauffement significatif en
dessous d’une certaine vitesse critique. En variant le rayon de la trajectoire, nous pouvons donc
en principe établir une cartographie de la vitesse critique. Les premiers résultats obtenus sont

prometteurs et nous espérons que cette étude constituera un premier pas vers la compréhension
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du lien entre la cohérence et la superfluidité au sens traditionnel.
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Annexe A

Origine du facteur ki)

Cette annexe est reliée a la section ol nous présentons l'utilisation de I'imagerie haute
intensité sur des gaz de Bose bi-dimensionnels denses. Nous nous intéressons ici a ’origine du
facteur global k') introduit & la fin de la section

Le facteur global k(1) est apparu avec les configurations d’imagerie avec 7 = 2.5 us. Or,
comme nous 1’avons évoqué plus haut, nous n’avons pas un controle optimal sur ces impulsions
courtes. Précisons néanmoins que ces impulsion courtes ont une forme temporelle I(t) repro-
ductible. Un enregistrement d’une impulsion de «2.5us» est représenté sur la figure [A.1j, avec
une comparaison au créneau attendu. Pour la suite de notre propos, il est utile d’introduire les

quantités sans dimension f(t) et n définies telles que :

I(t) = Imaxf(t) avec Imax = nIsat- (Al)
) \ \ \ ) \ \ \
a
: : a) | -: b)
b s f
| N
£ : ! Py : | 5 = 100
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~ | = | :
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| | | |
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FIGURE A.1 — (a) Enregistrement d’une impulsion lumineuse de «2.5 us». Le créneau en ligne
tiretée représente 'impulsion attendue. (b) Taux de diffusion correspondant pour n = 100. Le cré-
neau en ligne tiretée est le taux de diffusion attendu pour une impulsion lumineuse parfaitement

rectangulaire.

11 s’agit & présent de déterminer la durée effective de Uinteraction correspondant & cette forme

f(t), pour une intensité donnée. Comme l'intensité dépend du temps, il en est de méme du taux
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de diffusion qui s’écrit (cf. Eq. (3.6) :

T MW T Q)
M) = S e I/~ 2FO +arjn

Nous avons tracé 7(t) sur la figure |A.1b pour = 100 avec o* = 3.0. Comme on peut le voir

(A.2)

I’aire sous la coubre est prés de 2 fois plus grande que 'aire attendue pour un créneau parfait de
2.5 ps. La durée effective d’interaction 7.¢ est donc plus grande que la durée 7 = 2.5 us attendue,
ce qui explique "apparition d’un facteur global dans la densité optique calculée & haute intensité.

Pour comprendre plus précisément comment ce facteur global intervient dans notre calcul de
la densité optique, il faut revenir & I’équation . Le premier terme est indépendant de 7. En
revanche le passage de de 7 & Teg > 7 se traduit par un facteur global 7eg/7 > 1 sur le deuxiéme
terme. Or, nous avons vu que pour Ij > I la contribution du premier terme est analogue a
celle d’un facteur multiplifactif. L’effet d’une durée effective plus grande se traduit donc comme
un facteur global > 1 sur la densité optique calculée & haute intensité.

Intéressons-nous a présent a la dépendance de cette durée effective avec l'intensité incidente.
La ﬁgure représente (t) pour trois valeurs de 1 correspondant au régime fortement saturant.
Les allures des «y(¢) pour les différentes intensités nous indiquent que la durée effective augmente
avec I, ce qui est en accord avec la tendance des coefficients x() donnés plus haut. Nous avons
également tracé la fonction normalisée f(t) en arriére plan afin de comparer I’évolution temporelle
de celle-ci avec les taux de diffusion. Nous voyons ainsi que c’est 'aile droite de I'impulsion qui

contribue de facon croissante avec 'intensité.

1
= L i
~
S :
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FIGURE A.2 — (a) Taux de diffusion pour n = 20, 50 et 100 représentés par les courbes bleue,
orange et rouge respectivement. (b) Durée effective de I'impulsion lumineuse en fonction du

parameétre 1.

De facon plus quantitative, nous pouvons définir 7.¢ & partir du nombre du photons Ngig
diffusés pendant I'impulsion I(¢). Pour une impulsion lumineuse parfaitement rectangulaire de
durée 7, le taux de diffusion ~ est constant pendant la durée 7 et le nombre de photons diffusé
s’écrit :

r 1
2

TTa/y T. (A.3)

Naig =7 =
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Dans le cas présent, la forme imparfaite de 'impulsion lumineuse conduit & un taux de diffusion

dépendant du temps et nous avons :

Naig = /v(t) dt = g/f(t)f—itié*/ndt’ (A.4)

Nous pouvons définir la durée effective d’interaction en mettant 'équation (A.4) sous la forme :

r 1
Ngig==————+— A5
diff 21+a*/777—eff7 ( )
qui correspond & 'expression (A.3) ot 7 a été remplacé par la durée effective :
f(t)
Tef = (1 +a*/n /*dt, A6
= (o) [ gt (4.6)

ol Teg peut étre calculé par intégration numérique pour différentes valeurs de 7. La figure
montre la dépendance de 7. pour n = 5 — 130. Nous constatons que lorsque 7 augmente,
nous passons continiment d’une durée effective réduite a durée effective rallongée presque de
~ 60%. Le tableau permet de situer plus précisément nos configurations d’imagerie sur cette
courbe. La valeur de n indiquée dans la deuxiéme ligne du tableau prend en compte la forme de
l’impulsionﬂ La quantité 7.g/7 indiquée & la troisiéme ligne correspond au facteur multiplicatif
par lequel nous surestimons dgL ) en supposant une impulsion de forme rectangulaire. Cette ligne
du tableau est donc a comparer a la derniére ligne qui contient les valeurs de (/). Comme on

peut le voir, ’accord est relativement bon.

Configuration | 181 | 421 | 108 g4t
N = Imax/Isat 21 49 125
Teff 2.86 us | 3.45us | 3.95 us
Teft )T 1.21 1.46 1.68
w ) 1.18 | 1.49 1.96

TABLE A.1 — Durées effectives et facteurs globaux en fonction de I'intensité incidente.

L’observation faite sur la figure[3.14] ol nous avons constaté un facteur global entre les profils
de densité optique généralisée dp obtenus avec les différentes configurations d’imagerie provient

donc de la forme imparfaite des impulsions courtes.

1. Les valeurs d’intensités incidente fournies plus haut, sous la forme [; = x Iat, sont déduites d'un comptage
de photons en supposant une impulsion parfaite de 2.5 us. Or, lintégration numérique [ f(¢) dt = 2.16 X 1075, ce
qui correspondrait a une impulsion en créneau de hauteur 1 et de durée 2.16 us. Les intensités pic sont donc telles
que Imax = (2.5/2.16); = 1.161;.
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Résumé

Les propriétés physiques d’un systéme de particules homogeéne a I’équilibre thermodynamique
sont caractérisées par son équation d’état : une relation entre différentes grandeurs thermody-
namiques. Le gaz de Bose bi-dimensionnel est un systéme particulier de ce point de vue car son
équation d’état est invariante par changement d’échelle en présence d’interactions atomiques ré-
pulsives. Une autre caractéristique remarquable du gaz de Bose 2D est ’existence d’une transition
de phase vers un état superfluide a basse température.

Dans ce manuscrit de thése, je présente une mesure de l’équation d’état du gaz de Bose ho-
mogéne pour trois grandeurs thermodynamiques : la pression réduite, la densité dans I'espace des
phases et ’entropie par particule. Je présente également une mesure de ’énergie d’interaction
d’un gaz 2D piégé dans un potentiel harmonique. Cette mesure a permis de mettre en évidence
I'existence d’une phase précédant la phase superfluide ou les fluctuations de densité sont forte-
ment réduites. Cette phase constitue une étape essentielle dans 1’établissement de la transition
superfluide. Enfin, je décris 'observation de signatures de vortex dans des gaz de Bose 2D. Ces
vortex constituent l'ingrédient clé du mécanisme microscopique de la transition superfluide a
deux dimensions.

Mots-clés : gaz bi-dimensionnel - imagerie par absorption - équation d’état - inva-
riance d’échelle - énergie d’interaction - fluctuations de densité réduites - transition

superfluide - vortex

Abstract

The physical properties of homogeneous matter at thermal equilibrium are characterized
by its equation of state : a relationship between different thermodynamic quantities. The two-
dimensionnal Bose gas is particular in this respect because its equation of state is scale invariant
in the presence of repulsive atomic interactions. Another remarkable feature of the 2D Bose gas
is the existence of a phase transition to a superfluid state at low temperature.

In this PhD thesis I present a measurement of the equation of state of the homogeneous 2D
Bose gas for three thermodynamic quantities : the reduced pressure, the phase-space density
and the entropy per particle. I also present a measurement of the interaction energy of a 2D
gas trapped in a harmonic potential. This measurement highlighted the existence of a phase
preceding the superfluid phase, in which density fluctuations are strongly reduced. This phase
is an essential step in the establishment of the superfluid transition. Finally, I describe the
observation of signatures of vortices in 2D Bose gases. These vortices are the key ingredient in

the microscopic mechanism of the superfluid transition in two dimensions.

Keywords : two-dimensional gas - absorption imaging - equation of state - scale
invariance - interaction energy - reduced density fluctuations - superfluid transition

- vortices
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