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Introduction générale

Depuis une vingtaine d'années, 1'électronique de puissance a beaucoup étendu son
domaine d’application vers les dispositifs de faibles puissances. Des convertisseurs de plus en
plus performants et petits sont maintenant présents dans les dispositifs numériques nomades
telles que les téléphones, ordinateurs portables, baladeurs ... L’accroissement du rendement
quelle permet se traduit par d’importantes économies d’énergie électrique et une autonomie
accrue. Cette utilisation massive de I’électronique de puissance est due aux évolutions importantes
de la structure des convertisseurs et des composants actifs et passifs. Parmi les récents
développements, la miniaturisation des convertisseurs liée a 'augmentation des fréquences de
fonctionnement est le plus notable. Cependant, pour une puissance équivalente, une diminution
de taille met en exergue le rendement puisque les calories sont souvent plus difficiles a évacuer. A
l'augmentation des densités de puissance, s’ajoute une problématique liée a la proximité
¢lectromagnétique des composants et des dispositifs. En effet, la compatibilité électromagnétique
(CEM) conditionne la fiabilit¢ de fonctionnement des systemes ce qui implique que le

comportement des composants doit étre prévu dés la phase de conception.

Au coeur des convertisseurs, les transformateurs sont un élément essentiel qui permet le
transfert de I'énergie, I'adaptation des niveaux de tension et de courant et I'isolation galvanique de
deux parties d'une alimentation. Les transformateurs utilisés en électronique de puissance
exploitent, la plupart du temps, des noyaux en ferrite, seuls aptes a autoriser un fonctionnement
en haute fréquence (qq. 100 kHz ou MHz). Bien que ces matériaux aient un comportement plus
simple que celui des toles utilisées en basse fréquence, il ne faut pas sous-estimer la difficulté de la
modélisation des composants magnétiques passifs (inductances et transformateurs) en haute
fréquence. D’une part, 'augmentation des fréquences d’utilisation rend visibles de nombreux
phénomenes physiques jusqu’ici négligés et, d’autre part, 'efficacité énergétique de ces dispositifs,
parfois supérieure a 99 %, impose aux concepteurs une modélisation de plus en plus fine pour

évaluer les pertes résiduelles qui peuvent bruler le composant.

En joignant plusieurs approches complémentaires (magnétostatique, électrostatique,
thermique, ...), le concepteur de ces composants peut parfois s’appuyer sur des calculs
analytiques. Ses résultats prennent alors la forme de formules, ce qui est idéal pour aborder une
optimisation. Cependant, dans bien des cas pratiques, la résolution analytique des équations est
trop difficile ou trop longue et il faut chercher une autre voie pour contourner cet obstacle. C’est
la quiinterviennent les outils numériques. Ils sont moins limités que le calcul analytique pour
résoudre des équations compliquées. En discrétisant 'espace et parfois le temps, ils résolvent les
¢équations différentielles et conduisent a des résultats qui se présentent comme des tableaux de

nombres.

On pourrait disserter longuement sur lintérét comparé des méthodes analytiques et
numériques mais, c’est un fait, aujourd’hui ces deux approches coexistent et tous les chercheurs
les utilisent alternativement. Méme les plus ardents promoteurs des outils numériques instillent de
P'analytique dans leurs logiciels et ils nous proposent des approches semi-analytiques. Dans cette
catégorie se trouve la méthode PEEC (Partial Element Equivalent Circuit) [RUE-74] qui sert de

base au logiciel INCA développé par le laboratoire. Ce logiciel vise essentiellement a étudier des
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cablages dans lesquels interviennent des couplages magnétiques involontaires et dont les
conducteurs sont le siecge de courants induits. Cet outil industriel permet la conception et
Poptimisation de la connectique mais il ne peut pas rendre compte de Peffet des matériaux
magnétiques proches des conducteurs. Afin de dépasser cette limitation, une extension, dite
uPEEC, a été développée au laboratoire [GON-05]. Elle permet de prendre en compte
I'influence de matériaux magnétiques homogenes, isotropes au comportement magnétique

linéaire (matériaux lhi).

Le but de cette theése est donc de mettre en ceuvre la méthode uPEEC pour évaluer,
sans avoir recours a des simulations ni a des mesures, la réluctance de circuits magnétiques
simples en 2D, et afin de prédire leur comportement électromagnétique des les phases de
conception. Cela revient a chercher le champ créé par un brin conducteur rectiligne placé dans
une fenétre ronde ou rectangulaire de circuit magnétique comportant ou non un entrefer. Cette
étude s’inscrit dans le cadre d’une recherche plus vaste, visant a élaborer le circuit équivalent de
transformateurs, avant la réalisation de prototypes, afin d’optimiser ces composants au sein de
leurs applications. Avant d’atteindre ce but, différentes étapes ont été franchies progressivement,
en s’aidant de solutions analytiques et de simulations par éléments finis pour valider nos

approches.
Ce mémoire est organisé en quatre chapitres :

1. Dans ce chapitre, les fondements analytiques de la méthode PEEC seront
rappelés. Nous décrirons ensuite I'extension uPEEC de cette méthode a des
dispositifs incluant des matériaux magnétiques lhi. Pour valider notre approche,
les systemes cylindriques sont étudiés en confrontation avec les solutions
analytiques et les simulations par éléments finis. Enfin, des géométries plus
proches de la forme d’un transformateur sont étudiées et quelques résultats

significatifs sont présentés pour évaluer le potentiel de la méthode.

2. Dans le deuxi¢me chapitre, nous présenterons Iétude approfondie de
Pinductance d’un circuit magnétique E. Contrairement a ce que le premier
chapitre laissait espérer, notre méthode est ici mise en échec. Des recherches
sont alors menées pour trouver la cause de Ierreur. Pour cerner cette cause,
nous analysons les conséquences des réflexions multiples du champ dans la

fenétre, qui semblent étre a origine de ces soucis.

3. Avec le troisieme chapitre, nous commencerons par tester des améliorations de
calcul permettant de proposer une formulation WPEEC bien adaptée aux
géométries rectangulaires des fenétres de transformateur. Ensuite, 'application
cette nouvelle formulation aux dispositifs ayant posé probleme dans le chapitre
2 est réalisée et validée par confrontation avec des simulations par éléments

finis. Des propositions visant a améliorer l'interpolation de la densité de courant
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seront ensuite testées : elles améliorent la précision. Et enfin, le conditionnement
de la matrice a inverser est discuté: il peut étre une des causes de l'erreur

rencontrée dans le chapitre 2.

4. Au dernier chapitre, un outil, qui permet de construire la géométrie et de calculer
rapidement les champs et les grandeurs caractéristiques des circuits magnétiques
simples en 2D, est présenté. Quelques applications significatives sont présentées,

exploitées et discutées.
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Chapitre 1 : Fondements et mise en ceuvre de la méthode uPEEC appliquée aux noyaux ferrites 2D

1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, les fondements analytiques de la méthode PEEC seront rappelés.
Nous décrirons ensuite 'extension pPEEC de cette méthode a des dispositifs incluant des
matériaux magnétiques lhi. Afin de tester cette méthode dans des cas simples mais néanmoins
suffisamment réalistes pour étre utiles nous avons provisoirement restreint notre champ
d’investigations en tirant parti de deux particularités des composants concernés. Dans bien des
situations, ces matériaux se montrent isolants, ce qui permet d’en simplifier ’étude. En outre, de
nombreux circuits magnétiques en ferrite présentent des formes simples, descriptibles en deux
dimensions. Souvent méme, leur coupe peut étre dessinée a I'aide de quelques rectangles. Au
cours de cette étude nous nous bornons a étudier les composants qui réunissent ces deux

propriétés.

Pour étudier les résultats de cet outil, une démarche de validation pas a pas est mise en
ceuvre. Elle repose sur Iétude de systemes cylindriques simples pour lesquels les solutions
analytiques sont établies. En effet, la forme analytique des solutions permet de jauger la
pertinence de la méthode en s'affranchissant des approximations inhérentes a toute discrétisation.
Enfin, une modélisation par la méthode des éléments finis est également effectuée a I'aide du
logiciel FLUX2D. La comparaison des résultats analytiques et numériques vise a nous faire
connaitre dans quelle mesure et dans quelles conditions FLUX2D pourra servir de référence
quand D’étude analytique ne sera plus possible. Nous porterons une attention particuliere aux

champs (potentiels et inductions) et aux énergies pour le calcul de I'inductance spécifique.

2. METHODE DE CALCUL

2.1. Méthode PEEC

PEEC (Partial Element Equivalent Circuit) est une méthode qui permet de trouver le
circuit électrique équivalent de systemes composés de multiples conducteurs dans lesquels
interviennent des courants induits. Elle est décrite par [RUE-74]. Elle consiste a diviser un
conducteur massif parcouru par un courant non uniforme en une multitude de brins conducteurs
suffisamment fins pour que le courant de chacun puisse étre considéré comme uniformément
réparti sur sa section. Cette discrétisation permet de calculer analytiquement le champ créé par
ces brins rectangulaires et d’évaluer la matrice impédance de 'ensemble de ces brins. Tous les
brins d’'un méme conducteur massif sont ensuite connectés en paralléle pour déduire la matrice
impédance du conducteur massif. Cette matrice impédance traduit alors tous les phénomenes
magnéto dynamiques incluant les courants induits. De cette matrice on déduit ensuite un circuit a
constantes localisées (R, L et couplages mutuels) qui décrit le comportement en fréquence des

dispositifs.

Des études ont été menées, au sein de notre laboratoire [CLLA-906], afin d'utiliser cette

méthode pour accéder a la répartition des courants dans des conducteurs rectangulaires. Elles ont
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abouti a la création d'un logiciel de calcul d'inductances de cablage InCa3D® [INCA]. De
nombreuses études ont ensuite mis a profit cette méthode et ce logiciel, notamment pour réduire
les pertes d'un jeu de batres de distribution [GUI-01] et pour connaitre la répartition du courant
dans des interconnexions d'électronique de puissance [MAR-05], notamment dans des variateurs
de vitesse [AIM-00].

2.1.1. Base physique de la méthode

Considérons un matériau linéaire, homogene et isotrope. Si le champ est sinusoidal en
fonction du temps et si la densité de charge et les courants de déplacement sont négligeables alors

les équations de Maxwell qui décrivent les phénomeénes s’écrivent comme suit :

rotH =J (1-1)
—— 9B
rote =— 1-2
ot (-2
divB=0 (1-3)
divE =0 (1-4)

De plus, le comportement du matériau est décrit par les deux équations suivantes :
J=0E (1-5)
B = ftoH (1-6)

Ces six équations décrivent tout le comportement magnétique du milieu considéré. Le

potentiel vecteur est introduit par les équations suivantes :

B =rotA (1-7)
divA=0 (1-8)
E = —gradJ ‘%_f\ (1-9)

En joignant les équations (1-7), (1-6) et (1-1) on obtient I’équation vectorielle de Poisson :

—

AA=—115d (1-10)

De la méme fagon, en joignant les équations (1-9), (1-4) et (1-8) on obtient I’équation

scalaire de Laplace :

AU =0 (1-11)

10
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De plus, grace a la transformation de Fourrier, a partir de (1-9) et (1-8) on obtient :

ey = Ho J(r)
A =22 [ —Zdv (1-12)
am 4[‘ — r"

espac

Cette formule permet de calculer facilement le potentiel vecteur dd a un courant
uniforme qui circule dans un conducteur de forme simple. Pour un conducteur massif parcouru
par un courant non uniforme de direction connue, la discrétisation en brins parcourus par des
courants uniformes permet de calculer le potentiel vecteur comme la somme des contributions de

tous les brins si l'on est dans un milieu linéaire.
2.1.2. Principe de la méthode PEEC

Des conducteurs massifs, parcourus par des courants unidirectionnels et soumis a des
effets de peau et de proximité sont décomposés en une multitude de brins élémentaires qui sont

supposés parcourus par des courants uniformes (Figure 1-1).

Conductenr élementaire
Conduectenr massif diserétisé dans lequel ke courant
\ % est supposé uniforme

Figure 1-1 : Discrétisation d’un conducteur massif en brins élémentaires [MAR-06]

Chaque brin élémentaire peut étre représenté, de fagon schématique, par son inductance
propre, sa résistance propre et son inductance mutuelle avec tous les autres. Pour rappeler que
ces trois types d’éléments caractérisent une partie d’'un conducteur, ils seront qualifiés de partiels.
D'un point de vue électrique, la relation matricielle (1-13) regroupe toutes les relations qui

résultent de cette représentation.

vi=[zll]

Zl=] R |+iw My
0

(1-13)

A ce stade de la présentation de la méthode PEEC, il est nécessaire de préciser les
notions d'inductance et de mutuelle partielles. La définition habituelle de l'inductance suppose
qu'elle est associée a un circuit fermé. Pourtant, chaque portion d'un circuit contribue a
l'inductance totale d'une boucle de courant. En conséquence, l'inductance partielle peut étre
définie a condition de considérer aussi la contribution a l'inductance crée par un segment sur un

autre [SCH-00]. D'un point de vue mathématique, ceci se traduit par la formulation (1-14), M;

11
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représentant la mutuelle partielle entre le segment 7 et le segment 7. Dans le cas ou 7= ;la valeur

obtenue correspond une inductance partielle.

1 _—
M;; = TI A, dl (1-14)
S
Avec : - As, : Potentiel vecteur créé par le segment §

- I: Courant dans le segment

Tous les brins qui constituent un méme conducteur massif sont ensuite reliés
électriquement en paralléle. Ainsi, toutes les tensions de la matrice [I/] sont supposées égales, ce
qui constitue ’hypothese d’équipotentialité des extrémités des conducteurs massifs. Un exemple
de circuit équivalent obtenu pour un conducteur découpé en quatre brins élémentaires est

présenté sur la Figure 1-2.

Conducteur
massif
1 discrétisé
-/
™
Mi: flele de Schéma
g€ el para (] i) i :
conducteurs > fl“\:mq"‘
&lémentaires équivalent
\ Ry
S

Figure 1-2 : Schéma obtenu apres discrétisation d'un conducteur massif [MAR-06]

Le schéma équivalent obtenu (Figure 1-2) est constitué d'éléments localisés. Cela signifie
que I'énergie du systeme peut toujours étre transcrite par des éléments localisés a condition d'en

introduire un nombre suffisant.

Les formules, nécessaires pour calculer les éléments des schémas équivalents dans le cas
de conducteurs rectangulaires, sont présentées dans [CLA-96] ou [GUI-01]. Elles sont basées sur
les expressions du champ émis par un conducteur méplat parcouru par une densité de courant
uniforme. Ces calculs ne sont valables que si les conducteurs élémentaires sont paralléles ou
perpendiculaires entre eux. Toutefois, ces hypothéses ne constituent pas une limitation

incontournable de la méthode.

La méthode PEEC présente un autre avantage important. L'air entourant le systeme n'a
pas besoin d'étre maillé puisque I'énergie est totalement calculée dans les régions conductrices.

Ainsi, pour des simulations de dispositifs nécessitant un maillage important en éléments finis, le

12
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temps de calcul peut étre écourté de facon drastique puisque seules les zones conductrices

doivent étre maillées (découpées en zones élémentaires).

L'utilisation de la méthode PEEC est restreinte a des systemes dont les conducteurs
sont entourés d’air, car les matériaux magnétiques sont écartés de la justification théorique. Des
travaux récents de notre équipe ont abouti a une formulation spécifique, exploitable en présence
de matériaux magnétiques homogenes, isotropes au comportement linéaire [GON-05]. Cette

méthode plus complete est maintenant connue sous le nom de pPEEC.

2.2. Méthode yPEEC

Lors de ses travaux de these, Jean-Paul Gonnet [GON-05] a développé une extension
de la méthode PEEC qui permet de prendre en compte des matériaux magnétiques. Des
dispositifs qui utilisent des matériaux magnétiques peuvent alors étre modélisés en 2D sous
réserve que les matériaux soient linéaires homogenes et isotropes, c’est-a-dire qu'ils soient

descriptibles par une perméabilité complexe.
2.2.1. Base physique de la méthode

Dans un milieu magnétique linéaire isotrope, parmi les équations de (1-1) a (1-6), seule

I’équation (1-6) est modifiée : la perméabilité relative (scalaire) x, est introduite.

B = o H (-15)

Si le milieu est homogene (, identique dans tout P'espace), ce coefficient multiplie la

densité de courant de (1-10) partout et donc également dans (1-12).

AN =22 | ”IJ (r‘) (1-16)

espace

Quand le milieu magnétique est inhomogene, le calcul du rotationnel introduit un terme

complémentaire :
rot (o H) = o (44, TotH —H Dgrads, ) = o, J - o H Dgradyy, (1-17)

Dans ce cas, I’équation de Poisson (1-10) devient :

—

A=—ppl, J+ ,uoﬁ O gradg, (1-18)

Par conséquent, le potentiel vecteur A est la somme de deux contributions. La premicre

apparait dans (1-16). Elle est due aux courants sources (libres). La seconde est écrite par (1-19).

13
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E(F): j - H Ogrady, dv

r— 1-19
= (1-19)

espace

Les courants libres Jjpre patticipent a la conduction macroscopique et donc a leffet
Joule. En revanche, les courants liés Jje doivent étre regardés comme des boucles de courants
localisées, qui ne participent ni a la conduction ni a effet Joule, mais qui génerent du champ. La

loi de comportement se trouve reportée sur 'aimantation :

M = xH = (4 -DH (1-20)

Puisque I'approche PEEC impose des courants unidirectionnels dans les conducteurs
¢lémentaires, si un dispositif ou circuit magnétique est invariant par translation dans la direction
de ces conducteurs, la direction des courants liés est connue : elle est la méme que celle des

courants de conduction. Par extension de (1-20), il vient :

‘]_Ii(; =t =D Jjipre (1-21)

Les courants liés produisent donc un effet de renforcement des courants de conduction

qui augmente l'induction B, mais pas 'excitation H .
2.2.2. Introduction du courant surfacique

Pour calculer Az, considérons un volume |7 limité par la surface S, d’un matériau
magnétique homogene caractérisé par z, > 1, entouré d’air. On considere que la perméabilité
diminue de #, a 1 sur une longueur ¢ assez petite. Le gradient est alors normal a la surface §. On
prend I'intégration dans un domaine de surface § et d’épaisseur ¢. Le volume élémentaire est égal
au produit de I’élément de surface par I’épaisseur e.

“Hont

KQ’(F) :% £ S_IUO J'(,Ur 1)H Dnd (1-22)
r_r

Manifestement, cette contribution est due a un courant de surface K et A2 peut étre

écrit comme :

K
=t d

INGE anlf 7 s (1-23)

Avec K = (g4, -1)H On (1-24)

14
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Maintenant, on peut montrer que le courant de surface K est exactement celui qui

permet au courant /¢ Jy¢ de rester dans le volume 17 sans accumulation de charges sur S.

-

- —-1 n/\al

Figure 1-3 : Schéma équivalent obtenu aprés discrétisation d'un conducteur massif [KER-05]
Considérons une surface ouverte, en forme de demi-goutte, collée sur la face interne de
la surface S. Selon (1-21), le courant /¢ I, entrant dans cette surface s’exprime en fonction de H :

1, ==[ Jieds=~(u, -1 [rotHds=~(, -1 Hai

oy oy C

(1-25)

D’autre part, si le courant Jg circule sur § dans une épaisseur &, il passe a travers la
surface o, (Figure 1-3) qui a C comme base et ¢ comme hauteur. On peut alors le décrire comme

un courant de surface K = Jg€.

En outre, dl étant la longueur élémentaire sur C, la surface élémentaire de o, s’écrit

comme suit :
do, =nOdie (1-26)

Cela donne I'expression du courant I, sortant de C':

12 =~(t =3[ Io(nOdie) =~ [ K(n Ol (1-27)
C C

En remplagant K par son expression (1-24) on obtient (1-28) qui montre que I, est, au

signe pres, égal a [,.

12 =~(4 =3[ (H O Od) =k, ~D[Hd (1-28)
C C
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Le courant qui sort de C est exactement le méme que le courant /¢ qui entre dans o,. 1l

n’y a pas d’accumulation de charges sur la surface.
2.2.3. Principe de la méthode pPEEC

Dans ce qui suit, nous n’envisageons que des matériaux magnétiques lhi et isolants. A
I’évidence, cette simplification semble bien appropriée aux ferrites mais le principe de la méthode

n’impose pas cette restriction simplificatrice.

Dans le cadre de cette méthode, I'étude dun dispositif incluant des matériaux
magnétiques lhi est remplacée par celle d’un dispositif équivalent (Figure 1-4). Dans ce dispositif,
tous les matériaux magnétiques sont supprimés et remplacés par de I'air et des courants liés sont
ajoutés sur toutes les surfaces qui séparent des milieux magnétiques différents (tant qu’un
matériau magnétique est isolant, aucun courant ne circule dans son volume). Dans ce dispositif
équivalent, I'induction et le potentiel vecteur sont identiques a ceux du dispositif réel [KER-05].
En revanche, 'excitation magnétique a l'intérieur des matériaux magnétiques ne peut se déduire

qu’en divisant, par la perméabilité du milieu réel, 'induction trouvée dans le systeme équivalent.

Dispositif initial Dispositif équivalent
Matériau magnétique 1 Airp, =1
1
Htl
s de Btl Bnl T R
‘Z‘:"“(‘]‘(‘S = T :> Ki | K K, [ K Flément
de surface Bn2 T ];’ ! = ! N de surface
! Bn2 12
M2 Ir N
Matériau magnétique 2 Airpa=1 ®
Bni = Bnp, Hty = Hts Bny = Bn,, Bty = Btz
1 1
=> Bu=-"Br = Hu=-"Hy
Ur2 He2

Figure 1-4 : Courants de surface a l'interface entre deux milieux

Le champ créé en tous points d'un tel systeme est la somme des contributions des courants
sources et des courants de surface. Cette discrétisation des interfaces en éléments de surface et les

interactions entre tous ces ¢éléments admet une résolution numérique.
2.2.4. Calcul des courants surfaciques

Intéressons nous de facon plus précise, aux conditions de passages entre les deux
surfaces de la Figure 1-4 et a I'écriture matricielle qui en découle. Dans le dispositif réel, la

continuité de l'excitation tangentielle induit une discontinuité de l'induction tangentielle :

Bt = Pt gy (1-29)

r2

16



Chapitre 1 : Fondements et mise en ceuvre de la méthode uPEEC appliquée aux noyaux ferrites 2D

Puisque, dans le dispositif équivalent, les inductions sont identiques et que ce dispositif
n'inclut plus de matériau magnétique, les excitations tangentielles de part et d'autre de la surface
sont dans le méme rapport :

Ht, = o p, (1-30)

r2

Dans ce dispositif, la discontinuité de 'excitation tangentielle est justifiée par I'existence
d’un courant, de densité K (en A/m), circulant sur la surface. Cette densité de courant créé une
excitation tangentielle qui s’ajoute d'un coté et se soustrait de I'autre, créant ainsi la discontinuité.
Ainsi, si H? est l'excitation tangentielle appliquée en un point d’une surface, le courant superficiel
K (supposé circuler vers I'avant de la figure) assure le bon rapport entre les deux excitations
tangentielles :

=tz (1-31)

Cette relation (1-31) permet d'exprimer K en fonction de 'excitation tangentielle et des
perméabilités des matériaux magnétiques (1-32).

Kzzp-rl_Hz Ht

1-32
I"lrl + H’ 2 ( )

L’excitation tangentielle invoquée dans (1-32) provient de deux contributions. L’une,
notée Hft est due aux courants des conducteurs sources, l'autre, notée Hs# est créé par les
courants superficiel circulant sur toutes les surfaces. L'équation (1-32) peut donc s'écrire sous la
forme (1-33)

K =282 = B2 (4t 4 pist) (1-33)
url + H 2

En un point 7 de la surface, 'excitation Hs# due a tous les courants superficiels (repérés
par lindice ;) dépend linéairement de ces courants, ce qui sécrit simplement en notation
matricielle (1-34). Chaque €élément U, de la matrice est égal a I'excitation créée tangentiellement
sur I'élément 7, par Pélément ; parcouru par une densité de courant unité. En reportant dans
(1-33), on obtient :

Hfti 1 l“lrl + l-‘lrz K HSt| Ou Hst| ZUI] K (1-34)
2 Mri ~Hr2

Hft, = 1 u” Ho K, ZU :Z{; Hi* o c? ]lg avec 0 - symbole de Kronecker (1-35)
HZ j H’l
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Ainsi, I'excitation tangentielle due aux courants sources peut se déduire de I'ensemble
des densités de courant superficielles (1-35). En notant |7 la matrice impliquée dans cette

dépendance linéaire, on obtient (1-36).
[Ht] = V] [K] (1-36)

Avec: V. :} e T H o

 —U.
! 2 K — M2 ! ’

Pour finir, le calcul de la densité de courant superficiel en tout point de la surface est

résolu par inversion de la relation (1-306).
2.2.5. Démarche et algorithme pour la méthode pPEEC

Dés que les courants superficiels de tous les éléments sont connus, toutes les autres
grandeurs magnétiques du systeme comme le potentiel vecteur, I'induction et 'énergie, peuvent
étre calculées. Les étapes d’écriture et de calcul matriciel a franchir pour I’étude d’un dispositif par
la méthode pPEEC sont illustrées par la figure (1-15).

Cette modélisation peut-étre qualifiée de semi-analytique parce qu’elle requiert une étape
de discrétisation des segments qui délimitent les milieux magnétiques, ce qui meéne a une
résolution numérique. En revanche, I’écriture des matrices et des interactions entre les densités de

courants est analytique.

L’importance relative du numérique et de lanalytique dépend de la finesse de la
discrétisation et de la complexité des éléments. Pour l'instant, les effets des courants portés par
les ¢éléments sont approchés par ceux de fils fins situés en leur milieu ce qui simplifie les
expressions des champs créés. Ces courants pourraient ensuite étre répartis sur les éléments, ce
qui permettrait de limiter la discrétisation (pour une précision identique). Cette démarche est
analogue a celle appliquée dans les codes de calcul par éléments finis pour lesquels 'ordre des

fonctions d’approximation peut étre augmenté pour relacher les contraintes de maillage.
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Discrétisation des segments qui délimitent les matériaux
différents

!

Calcul de la matrice Uj et de la matrice Vj

]!

([ Calcul du champ tangentiel créé par les fils sources sur les

éléments de surface Hft,

\ J
, L \
Déduction des courants de surface : K=[V].[Hft]

(& J
, ! \

Calcul du potentiel vecteur A et de I'induction B

!

[ Calcul de I'énergie, de I'inductance, de la réluctance ... ]

Figure 1-5 : Algorithme pour la méthode pyPEEC

3. APPLICATION ET VALIDATION

Les transformateurs qui nous intéressent sont composés de conducteurs rectilignes
entourés par un circuit magnétique en ferrite (donc isolant). Ils sont donc accessibles
naturellement a la méthode WPEEC. Avant d’aborder un calcul réaliste de ce type, nous
commengcons par un exemple simple afin d'illustrer la méthode uPEEC et le remplacement du

matériau magnétique par des courants de surface.
3.1. Exemple de calcul: fil plus un cylindre plein magnétique
Prenons I'exemple d'un cylindre plein de rayon R, de perméabilité u,,, immergé dans un

milieu de perméabilité u, (Figure 1-6-a). Nous cherchons le champ créé par un conducteur

filiforme, parallele a I’axe du cylindre, localisé en (r¢,¢; ) et parcouru par un courant I,
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tme élément
de surface

milieu 2

M2

a - Systéme réel b - Systeme équivalent

Figure 1-6 : Fil a Pextérieur d’un cylindre : systéme réel et systéme équivalent

3.1.1. Formulation pPEEC

Le potentiel vecteur créé par le fil seul a l'extérieur du cylindre est décrit en coordonnées
cylindriques par l'expression (1-37). Le courant dans le fil est alors multiplié par la perméabilité du

milieu dans lequel il se trouve.
=_Ho 2 42— - -
Af(r,p) = 4 I W, Infr=+r =2rr, cos@p—@,) 1-37)
m

La composante tangentielle de l'induction s’obtient par la dérivation de (1-37). Dans le
dispositif équivalent, elle est inchangée et l'excitation associée s'en déduit en divisant par w,

puisque les milieux sont considérés comme non magnétiques (1-38)

O0Af 1 2|_r —r; cosg - ¢; )J
Hitr, g = 2 =— = |, ]
r.9) ar a2 +r?-2rr, cos@p-g,) (1-38)

S, 12 . . 2r
Le cercle de rayon R est alors discrétisé en N éléments identiques de longueurs

repérés par les coordonnées polaires de leur centre :

.@) = {R,Z,\'IT[i +;ﬂ (1-39)

Ici, on a concentré le conrant superficiel d’un élément a son milien. Les simulations qui suivent ont été menées
avec 200 éléments de discrétisation (N = 200)
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Si on nomme K} la densité de courant surfacique d’un élément ; de la surface du cylindre,

. /12 : LS 27R
le courant circulant dans I’élément / est égal a K N

Pour expliciter 1a matrice U (1-34), il faut évaluer 'excitation tangentielle créée par un

élément / sur un élément / de la surface du cylindre (Figure 1-7).

Figure 1-7 : I’excitation tangentielle créée par un élément j sur un élément i

On utilise la formule (1-38) pour calculer Pexcitation tangentielle créée par un courant

K, % situé en (R, @) sur I'élément 7 situé en (R, @) (1-40)

1, 27/R  2[R-Rcosg -¢;) 1
Hst; =-—K; 2 l 2 v J J =5 K (1-40)
a4 N R"+R"-2RRcos@ -¢) 2N

L’excitation tangentielle créée par I’élément ; est la méme sur tous les éléments z Cette
particularité est due a la forme cylindrique : plus la distance entre les éléments 7 et ; est grande et
plus le champ créé par ; est tangent a I’élément 7 ce qui compense laffaiblissement da a
I’éloignement. Pour cette forme, la composante tangentielle de 'excitation que I’élément / créé sur
lui-méme n’est pas nulle.

La matrice U se déduit aisément de (1-40) et, finalement, la matrice " prend la forme

(1-42).
1
Uis =gy -4
1 Mg+l
A ole Sllo V2P SRR R 1-42
T, T (1-42)

II ne reste plus qu'a inverser I pour déduire la valeur des densités de courant surfacique
K selon (1-36).
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* Equipotentielles magnétiques

Lorsque les densités de courant sont connues, il est possible de calculer les autres
grandeurs magnétiques. Le potentiel vecteur magnétique calculé par uPEEC est présenté sur la
Figure 1-8 pour le cas p, = 2000, p, = 1 et le courant I; = 1 A. Pour un probleme 2D, les
équipotentielles se confondes avec les lignes de flux. Les effets du fil seul (a), des courants
superficiels seuls (b) et de I’ensemble (c) sont visualisés sur les six figures (colonne de gauche : fil

a lextérieur du cylindre, colonne de droite, fil a I'intérieur).

a) Fil seul

b) Courants de

surfaces seuls

c) Fil et courants de

surfaces ensemble

Fil a lexctérienr du cylindre Fil a lintérieur du cylindre

Figure 1-8 : Cartographie du potentiel vecteur magnétique pour le cas pq = 2000, p. =1, ;=1A
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Les tracés des équipotentielles montrent que, comme attendu, les lignes de flux sont

attirées par le matériau magnétique, ce qui donne confiance dans ce résultat issu de uPEEC.

Pour valider la méthode, nous allons comparer ses résultats a ceux des calculs
analytiques, considérés comme la référence. Nous les comparerons également a ceux d’une
simulation numérique sous FLUX2D. Les comparaisons porteront sur les densités des courants

superficiels.

3.1.2. Formulation Analytique

La solution analytique de ce probleme est
présentée dans l'annexe 1. Les équations de Laplace et
de Poisson 2D sont résolues et ses solutions, associées
aux conditions de continuité sur la surface séparant les
deux milieux, permettent de déduire les potentiels
vecteurs dans les deux milieux. Pour notre systéme, trois

types de champs coexistent :

- Le champ incident A qui correspond a

celui émis par le fil. milieu 2
Hr2

—_—

- Le champ réfléchi A sur interface des  Figure 1-9 : Principe de réflexion et

deux milieux de transmission du champ

—_

- Le champ transmis A a travers la surface séparant les deux milieux.

Le potentiel vecteur dans chaque milieu peut se résumer de la fagon suivante :

- Le potentiel vecteur dans le milieu 1 est celui transmis du milieu 2 vers le milieu 1, il
correspond au potentiel émis par le fil multiplié par le coefficient de transmission

— 2p-rl 3

t21 -
url + urz

rf

N :j—; Mol gt In (1-43)

ré—2r,rcos@-g)+r?

- Le potentiel vecteur dans le milieu 2 est la somme du potentiel vecteur incident et

de celui réfléchi par le milieu 1 vers le milieu 2. Le potentiel vecteur réfléchi

2
correspond 2 celul créé par un fil positionné en (r, =—, arcouru par un
0 />
r
f

courant I, multiplié par le coefficient de réflexion ry, =Hn~He

|Jr1 + Ur2
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2

Ho r
+ I ¢rpIN 1-44
] a2 1T (rOZ—Zrorcos@—@)Hz (1-44)

i

_Ho
A2(r,@) =——=H,,l¢In
1.0 =y 2l 2 —2r;rcos@-g ) +r?

* Courant surfacique introduit par pyPPEEC

Dans la méthode uPEEC, les excitations tangentielles calculées en supposant que la
perméabilité est partout égale a celle de 'air sont, de part et d’autre de la surface, dans un rapport
W/, Et ce saut d’excitation tangentielle est imputé a la circulation d’un courant supetficiel de

densité K(g) :

K(@) = H2R 9, - HIR A, (1-45)

Ici, excitation tangentielle se déduit directement de I'induction associée en divisant par

la perméabilité p, du vide (1-46):

H :iB :—ia_p\
Ho OF

(1-46)

Nous déduisons sans difficulté Pexpression de la densité de courant superficiel K(g) :

If Mr2 Hr1 = K2 R- s COS@_@)
T My + U R -2Rr, cos@p—g¢;) +r1?

K(p) =~ (1-47)

Ici, on vérifie facilement que le courant total circulant sur la surface est égal a zéro par le

calcul numérique de l'intégrale :

ltot = jOZ”K(;o)d(go) = 2,36610712 (1-48)

3.1.3. Simulation numérique sous FLUX2D

Une simulation par éléments finis a également été effectuée a I'aide du logiciel FLUX2D
[FLUX] (Figure 1-10). Nous appliquons une discrétisation réguliere de 100 éléments sur le cercle
de rayon R (la taille d’un élément est d’environ 0.6 mm). Le rayon du fil fin est de 0.1 mm. Le
rayon intérieur de la boite infinie est égal a trois fois le rayon R du cercle. Dans cette simulation,
FLUX2D a utilisé 11940 mailles et le temps de calcul est d’environ 10s.
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Modélisation du systéme : En rouge le fil alimenté, en bleu le cylindre plein de perméabilité u,,, en turguoise le milien
de perméabilité u,,, en jaune la boite infinie.

Figure 1-10 : Vue de la géométrie (a gauche) et de ’ensemble du maillage (a droite)

3.2. Validation des calculs

Pour valider nos calculs, nous comparons les densités de courant surfacique qui
circulent sur la surface du cylindre. Pour la solution analytique, la densité de courant en surface
est déduite de la différence entre les deux excitations tangentielles d’'un c6té et de l'autre de la

surface selon (1-45).

Pour la simulation sous FLUX2D, c’est le dispositif « réel » qui est modélisé, les densités
de courant en surface sont donc nulles. Les densités de courant du systeme équivalent sont alors
déduites des inductions tangentielles. En effet, ces inductions sont égales a celles du systéme
équivalent, ce qui permet, a I'aide de (1-45) se traduit par :

B2(R ¢), _ BIR ¢),
Ho Ho

K@) = (1-49)

Dans ce but, deux chemins C, et C, respectivement placés en R-¢ et R+e (¢ #res petit)
permettent de relever les inductions tangentielles d'un coté et de I'autre de la surface comme

indiqué sur la Figure 1-11.
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fil rectiligne

Figure 1-11 : Deux chemins C; et C:pour relever les inductions tangentielles sous FLUX2D

Pour le systeme 2D présenté sur la Figure 1-11, la densité de courant est tracée sur le
contour d’un cylindre de rayon R =1 cm et de perméabilité p, = 2000, immergé dans un milieu
de perméabilité p, = 1. Le fil source, parcouru par un courant I; = 1 A, est positionné a

Pextérieur du cylindre en £, = 1.6R, @, = 7/2. Les résultats sont présentés Figure 1-12.

6C

0 O O K uPEEC
f@g b o « « KFLUX2D
i}
| K analytique
—~~ W )
< b 3
~— rﬂ )]
g ¢ ]
g Y p!
E ) %
S 20 ¢ &
i} [u}
[} &
'S Point 1 § & Point 2
N ] ®
k= \ S
&
(0]
D 0|

0 /2 o 3n/2 2n

Angle @ (rad)

Figure 1-12 : Densités du courant en surface du cylindre

La densité de courant dépend directement du champ tangentiel créé par le fil source et
atteint donc sa valeur maximale pour @ = @, = n/2. A premicre vue, on trouve une excellente
cohérence entre ces trois courbes. Afin d'affiner la comparaison, lerreur relative entre les
différentes méthodes de calcul est tracée. La Figure 1-13 présente 'erreur relative entre le calcul

uPEEC et le calcul analytique :
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— Erreur relative entre WPEEC et analyti(ilje
3x10 19
S
~12
. g 2x10
b=
=
[P
-
H b
D 10
Rl
-
=3
0
- 1x10" 12
0 /2 T 3n/2 2n

Angle @ (rad)

Figure 1-13 : Erreur relative entre les densités de courant calculées par les méthodes pPEEC
et analytique

Nous constatons que lerreur relative est trés faible ("ordre de grandeur 10™* %), ce qui

permet de valider la méthode uPEEC dans cet exemple de calcul.

Pour l'exemple traité, la validation de la méthode uWPEEC par le calcul analytique est
irréfutable cependant dans de nombreux cas pratiques, le résultat analytique est indisponible
parce que trop compliqué a établir. Dans ces cas, la validation ne peut étre apportée que par une
méthode numérique bien maitrisée comme celle des éléments finis via 'utilisation du logiciel
FLUX2D. Le résultat obtenu par FLUX2D sera alors considéré comme une référence. La Figure
1-14 présente la comparaison des résultats obtenus par la méthode uPEEC avec ceux déduits de
FLUX2D.
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Picl — Erreur relative entre pPEEC et FLUX2D i

Feee 0.1%

Pic 2

Erreur relative (%)

0 /2 i3 3n/2 2n

Angle @ (rad)

Figure 1-14 : Erreur relative entre les densités de courant calculées par les méthodes ptPEEC et
des éléments finis (FLUX2D)

La Figure 1-14 montre une erreur relative d’environ 0.1% sur la majeure partie du tracé
ainsi que deux pics (1 et 2), Ces deux pics ne sont pas inquiétants. En effet, ils correspondent a
deux points (points 1 et 2 sur la Figure 1-12) pour lesquels la densité de courant passe par zéro,

entralnant une erreur relative élevée.

Malgré tout, I’écart est ici plus fort que celui noté lors de la comparaison entre uPEEC
et le calcul analytique. Ceci peut s'expliquer car FLUX2D utilise une méthode de résolution par
¢léments finis pour calculer son résultat. La précision du résultat dépend donc de la
discrétisation : plus elle est fine, plus le résultat est précis. Il en est de méme pour la méthode
uPEEC. Toutefois, un écart relatif de 0.1% est largement acceptable pour les applications
pratiques. En outre, il peut étre considéré comme un excellent résultat car la discrétisation
adoptée est faible : seulement 200 éléments de dans le modele uPEEC, tandis que FLUX2D
n’utilise que 70500 nceuds (FLUX2D maille non seulement le dispositif étudié mais aussi I'air qui

l'entoure).

Cette vérification nous permet une fois plus de valider la méthode pPEEC. Pour finir,
rappelons que si le calcul du courant de surface est correct, 'ensemble des calculs basés sur celui-

cil'est aussi.
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4. CALCUL DE L’ENERGIE ET DE L'INDUCTANCE

Une exploitation potentielle de la méthode développée est la détermination de 1'énergie
et de l'inductance d'un systtme comprenant des matériaux magnétiques isolants. Dans ce but,

nous allons étudier une inductance torique telle que présentée sur la Figure 1-16.

Avant de déterminer les expressions analytiques de I'énergie et de l'inductance pour ce
cas simple, nous pouvons constater que le champ est invariant lors d'une translation parallele a
l'axe Oz et que le potentiel vecteur est dirigé suivant I'axe Oz. Aussi, dans un premier temps,
nous allons présenter d’abord le principe du calcul de I’énergie magnétique dans un systeme

invariant par translation.
4.1. Energie magnétique d’un systéme invariant par translation

4.1.1. Formule générale

Considérons un systéme se composant d'un matériau magnétique linéaire. Dans ce cas

I’énergie magnétique est donnée par :
W, =1 BHd
m = 2\_.; v (1-50)

L’intégration dans (1-50) est étendue a tout I'espace occupé par le champ concerné. De
ce fait, elle est souvent malcommode a évaluer. Il est cependant possible d’accéder a la valeur de
cette énergie en sommant uniquement sur les régions dans lesquelles la densité de courant n’est

pas nulle, ce qui est plus facile. Dans ce but, nous exploitons les deux identités suivantes :

div(AOH) = Hrot(A) - Arot(H) (-51)  (Courant de déplacement négligé)
J. div(P)dv = .[ Pds (1-52) (Théoréme d’Ostrogradsky)
\% S

Déduisons de (1-51), (1-52), (1-1) et (1-7) que :

j div(ADH)dv = j (AOH)ds= j Hedv- j Aldv (1-53)
\ S \ \%
D’ou:
T I
Wm-E\_[HBjV- 2{ Ndv+2£(ADH)ds (1-54)

Ainsi, I’énergie du systeme se compose de deux termes. En effet, les vitesses de variation

de A et de H (quand la surface s’éloigne infiniment) sont telles que I'intégrale de surface tend vers
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0 lorsque la surface s’éloigne a l'infini. Cependant, cela n’est pas automatique et il est utile de
vérifier cette propriété avant d’exploiter 'égalité des deux autres termes. Par hypothese, la zone
dans laquelle circulent les courants est d’extension limitée (sphére en 3D, cylindre en 2D). A
Pextérieur de cette zone, le champ magnétique est la solution de I’équation de Laplace, son
comportement a l'infini est donc connu et on peut en déduire a quelles conditions la seconde

intégrale de (1-54) est nulle.

4.1.2. Systéme invariant par translation parallele a I'axe Oz

Pour un systéme invariant par translation parallele a Oz, le potentiel vecteur A est dirigé
suivant Oz. Evaluons lintégrale surfacique de (1-54). Dans cette intégrale, § est la surface qui
entoure tous les courants. Puisque ds est normal a la surface du cylindre, seule la composante

tangentielle H, a une incidence sur le résultat de l'intégrale.
e
i (AOH)ds=1]" AH,rdg (1-55)

ou ] est la longueur du cylindre.

Or les solutions de I"équation de Laplace donnent :

Aextr,q) = ’;I—IOT | {— agIn(r) + i{r -n [an coshg) + 5, sin(n¢7)ﬂ (1-56)
n=1
Hext(r,9), = #{ao +3 {or[a, cosig) + 4, sin(n¢)]}} (157)
n=1

On constate que la plupart des produits que 'on peut former décroissent plus vite,
lorsque 7 tend vers linfini, que 7' ; leur contribution a lintégrale de (1-55) est donc nulle. Seuls

les premiers termes ne présentent pas cette propriété.
AH, =0 | [- gy In(r)) = +..+... (1-58)
v om 27
Pour ces termes, l'intégrale (1-55) est calculée :
2 fo | _ Ho 2
. —I[-agIn(r).——rd¢ =1—=|-a,In(r)]! 1-59
s o [Fan]o —rdg =122 [-apIn(r)] (1-59)

On voit que l'intégrale est égale a 0 si le courant total I circulant dans le cylindre est nul.
C’est a dire que tous les courants doivent se refermer a l'intérieur d’un cylindre de rayon fini.
Notons que si on applique la relation a un fil isolé, 'énergie trouvée n’a pas de sens. On ne peut

pas, en particulier, lui associer une inductance. En revanche, si on ajoute les résultats trouvés de
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cette maniere pour plusieurs fils dont le courant total est nul, la somme trouvée est bien égale a

I’énergie du systeme.
4.2. Exemples de calcul

4.2.1. Exemple d’une ligne bifilaire constituée de fils cylindriques

Le premier exemple de calcul pour illustrer notre approche de calcul de I’énergie, c’est
une ligne bifilaire. Nous choisissons cet exemple simple parce que le résultat est connu, en basse
fréquence, dans la littérature [LIF-90] et nous permet d’appréhender le calcul de Iénergie pour

I'exemple suivant de 'inductance torique.

Considérons une ligne bifilaire composée deux fils cylindriques rectilignes de rayon R, et
R,, parcourus par les courants I, et I,,. La distance entre les centres des deux fils est nommée 4

(Figure 1-15). Le but est alors de calculer ’énergie du systéeme en basse fréquence.

M

Figure 1-15 : Systéme d’une linge bifilaire composée deux fils cylindriques rectilignes

En basse fréquence le potentiel créé par un fil cylindrique peut s’écrire :

2
Aflint = ZI_ST 1—(%) + 01]I ¢1  alintérieur du fil (1-60)
_ RV
Aflext= % 2[—j + Cl]I f1 a Pextérieur du fil (1-61)
m \r

Quelle que soit la valeur de la constante C), ces expressions satisfont, au passage de la
surface, les conditions de continuité imposées aux champs. Le potentiel associé a un second fil
prend la méme forme, I'indice 1 étant remplacé par l'indice 2. Si nous voulons évaluer le potentiel
total, il faut exprimer les deux potentiels dans un méme repere. Choisissons celui du premier fil.

Iégalité dans le triangle formé par les centres des fils et le point M permet alors s’écrire :

2
Af 2int =2 1| R) +Cy [, (1-62)
4| | r°+d° -2rd cos@)
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Af2ext=20 | 1o B | 142 o1 +C, |l
ext—E n el n el Ecos(/p) 2 |li2 (1-63)

Calculons maintenant ’énergie stockée par le systeme sur une unité de longueur :

1p==, 1
Wi == [ AJdv=| [ Ag Jygds+ [ Ay 3¢ ,ds (1-64)
2 2
% S S,

- S, S, sont respectivement les sections des fils 1 et 2.

- Ay, Ay correspondent successivement a la somme des potentiels vecteurs créés sur
la section du fil 1 et 2. Cette somme se compose le potentiel vecteur créé par le fil

lui-méme et celui extérieur créé par l'autre fil.
- Ja et ]y sont respectivement les densités de courant des fils 1 et 2.

En basse fréquence, les courants sont uniformément répartis sur la section des fils. Les

densités de courant peuvent donc étre sorties des intégrales.
_In Itz
Wi = EilAn ds’fgiAszS (1-65)

Avec: S =/R? et S, =7R?

Les quantités en facteur des courants incluent chacune deux termes qui apparaissent
comme les moyennes, sur la section du conducteur considéré, du potentiel da a chacun des fils.

Calculons ces deux moyennes sur S,.

ijﬁﬁds= iJ.(Aflint+ Af Zext)ds (1-66)
578!

ijAflintdszi?ﬂ L S =Ho 4 oc) (1-67)
Sl ¢ 7R12 0477, Rl 1" f1 8T 1/ f1

Pour le second calcul de moyenne :

R2 2 2
1 1 Mg ‘ R5 r r
— | Af 2extds= —— Inl—=% |+C, —In|1+— —-2—cos | ¢ ,rdgdr 1-68
Sl'[ 2 4 E.;'(‘; (dz 2 d2 d @) f2 ( )

Dans le crochet, les deux premieres fonctions sont indépendantes de r et de . Leur

moyenne est donc tres simple a calculer. Le troisieme terme, quant a lui, se décompose en série
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de Fourier, ce qui est trés bref en recourant a la fonction génératrice des polynomes de

Chebychev. On constate alors que sa moyenne, sur 21 est nulle.

2 <) n
- In(1+# - 2%003@)} = 2;[cos¢w)%(gj ] (1-69)
Finalement :
1 [ Af 2extds= X0 | 21n Rlie, iy, (1-70)
S 4r d

En se référant a (1-60), on voit que cette moyenne est égale a la valeur du potentiel émis
par le second fil sur 'axe du premier fil. Nous pouvons maintenant évaluer le premier terme de

(1-65) et le second s’en déduit par un changement d’indices :
w =B oc ) Moo Re e | Leliz Mo oe ) Bl o Rl e |, 1-71)
2 |8 4 d 2 |8m 4r d
Cette énergie par une unité de longueur se développe alors sous la forme :
1u d? 1y
W =E§i{| i1t ‘4"{@} 1l le +§ﬁ(cll 11 +Col f2)(| 1t f2) (1-72)

Ainsi, si la somme des deux courants est nulle, non seulement I’évaluation de I’énergie
par intégration de 4] est valide mais ’énergie ainsi trouvée est indépendante des indéterminations
de potentiel. Nous pouvons donc en déduire Iénergie d’une ligne bifilaire pour une unité de

longueur en posant [ = I;; = -I,:

7T 2

W, =%{1+2In[ Fg; HI 2 (1-73)
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4.2.2. Exemple d’une inductance torique

Pour appliquer l'approche du calcul de
I’énergie aux systemes incluant un matériau magnétique,
¢tudions le systeme composé d'un tore magnétique
parfait (sans pertes) de perméabilité u, plus deux fils
conducteurs rectilignes, parcourus par un meéme
courant mais en sens opposés ([,=-[,=I) comme

présenté la Figure 1-16.

Le courant total dans notre systeme est nul, ce
qui nous permet d’appliquer approche présentée en

§4.1 pour calculer I’énergie de ce systeme.

a) Formulation yPEEC

In=-Ip=1

Ie

Figure 1-16 : Inductance constituée
d’un tore magnétique et de deux fils
cylindriques

Nous appliquons une méme démarche de calcul que dans 'exemple 4.2.1. L’énergie

stockée par le systeme sur une unité de longueur est donnée par Pexpression (1-65). Dans ce cas,

chaque potentiel vecteur A et A,;, est la somme de trois contributions : la premicre créée par le

courant qui circule dans le conducteur considéré, la deuxieme due a lautre conducteur, et la

troisieme due au noyau magnétique. Considérons le premier terme de (1-65) ce qui est nommé

W,

m7:

_Ifl

W
m =2,

s

Ou:

J.(Apl + A12 + Awoyl)ds

(1-74)

I
- Le premier terme 2_fSll I Axds correspond a I'énergie propre W, du fil 1.

. 1 b .
- Le deuxi¢me terme EIA‘ZdS correspond a Iénergie d’interaction avec le

S

second fil I,. Notons que ce terme ne dépende pas de la présence du noyau

magnétique.

. 1 o .
- Le troisicme terme Ejﬁmﬂds correspond a Iénergie d’interaction avec le

S

noyau magnétique décrit par des courants en surface IV,

noyl*®

L’énergie totale stockée par le systeme s’obtient en ajoutant les expressions analogues

pour le fil 2.
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Wiy =Wig +Wppp = (Apl +A+ Anoyl)"‘ (ApZ +AL+ Anoyz) (1-75)

La somme des énergies propres et d’interaction entre des fils correspond a I’énergie
stockée par la méme ligne bifilaire formée des conducteurs 1 et 2, en I'absence de matériau

magnétique. Elle est calculée selon (1-73).

Pour calcule les deux autres termes W, , et W, ,, nous allons justifier un probleme

n9y2>
complémentaire que la moyenne du potentiel extérieur, sur toute la surface d’un conducteur, est

égale a la valeur qu’il prend au centre du conducteur.

En effet, dans un systeme invariant par translation quelconque parallele a Oz, le
potentiel vecteur est parallele a2 Oz et ne dépend pas de cette coordonnée. Cette composante est
solution de I’équation de Laplace. Si, en outre, les sources de champ sont extérieures a un cylindre
d’axe Oz et de rayon R, le potentiel est fini en » = 0. Dans ce cas, Pexpression générale du

potentiel est :

Aexi(r, @) =Y. G, rgine (1-76)

On remarque que la valeur de ce potentiel en » = 0 est égale a ¢. D’autre part, la

moyenne du potentiel sur la section du cylindre de rayon R s’évalue simplement :

21

{

1 FT S ¢ e L&) o o[ Taie
MoyA=EJ‘J > c,r"erd g =E§ jcnr .c[e de | rdr

MoyA= 1 Jj

— G " @™ rd dr:%nif G IL”(J; R dp] rdi

=-00 (

n=—co

-77)
00L—® 0

L’intégrale sur @ est nulle sauf pour » = 0. Il ne reste donc, dans la somme que le terme
d’indice 0. Soit :

17 1
nRZJ;Q’ 2ﬂrdr—ﬁ

MoyA= G 27T§1 R=g¢ (1-78)

Ainsi, quel que soit le champ venant de Pextérieur, la moyenne du potentiel sur la

section du cylindre est égale a sa valeur au centre.

Alors, chacun des deux autres termes s’obtient de la fagon suivante. Le terme associé au
fil 1 est le produit de Ity par le potentiel créé, sur 'axe du conducteur 1, pat les courants de

surface exclusivement :
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1
Whon =§| 1A (Xt1, Y1) (1-79)

Dans laquelle :
- (Xq,yp) sont les coordonnées cartésiennes du centre du conducteur 1.
- Agest le potentiel créé par les courants de surface.

Pour le second terme, I'indice 1 est remplacé par I'indice 2.

b) Formulation analytique

La solution complete du probleme est présentée dans l'annexe 2, ici nous donnons
simplement quelques résultats significatifs. Le systeme étudié dans 'annexe 2 est plus général que
celui présenté sur la Figure 1-16. Pour exemple de I'inductance, les deux fils sources sont placés
symétriquement par rapport au tore en (rry, @) et (r12.¢2) ou: @, =@, ,= @ et 1,=R,+R,1,
avec R, et R, sont les rayons intérieur et extérieur du tore. Ils sont parcourus par deux courants
opposés I, =-1,=I Figure 1-17.

Figure 1-17 : Géométrie pour le calcul analytique composée d’un tore et de deux fils cylindriques

Le fait de distinguer la perméabilité des trois régions respectivement par p,;, W, €t L
permet de se placer dans un cas général. Une fois que nous avons la solution compléte pour ce
cas d’étude, il est alors tres facile de vérifier d’autres cas plus simples déduits de ce cas général en
modifiant la valeur des perméabilités ou des courants. Par exemple, en donnant p,, = u,, = 2000,
ns = 1;I; =0, I, = 1A nous revenons au cas d’un cylindre plein magnétique plus un fil

conducteur que nous avons ¢tudié dans §3.1. L autre cas intéressant, est celui d’une cavité d’air
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dans le matériau magnétique obtenu en donnant p,=p,=1 ; ur;=2000. C’est pourquoi, ’étude du

cas général est tres intéressante et détaillée en annexe 2.

Pour résoudre ce probleme, dans la région 1 et 3 le potentiel vecteur est la solution de
’équation Poisson, sa solution est la somme de la solution générale de I'équation de Laplace et
une solution particulicre associée a un courant filiforme. Dans la région 2, une couronne
cylindrique, non patrcourue par des courants, le potentiel est la solution de I'équation de Laplace
et il combine les deux types de solutions de I’équation de Laplace (I'une croit en r et lautre
décroit en 1). Les équations de Laplace et de Poisson 2D sont résolues et ses solutions, associées
aux 4 conditions de continuité sur les deux surfaces séparant les trois milieux, permettent de
déduire les potentiels vecteurs dans chaque milieu. I ’application de P'expression (1-64) pour les
régions dans lesquelles la densité de courant n'est pas nulle (régions 1 et 3) nous permet de

calculer Iénergie du systéme.

¢) Simulation numérique sous FLUXZ2D

Une simulation par éléments finis a également été effectuée a I'aide du logiciel FLUX2D
(Figure 1-18). Nous appliquons une discrétisation réguliere de 100 éléments sur le cercle de rayon
R, et de 70 éléments sur le cercle de rayon R, (la taille d’'un élément est d’environ 0.6 mm). Le
rayon du fil fin est de 0.1 mm. Le rayon intérieur de la boite infinie est égal a trois fois le rayon R,
du cercle intérieur. Dans cette simulation, FLUX2D a utilisé 16922 mailles et le temps de calcul

est d’environ 10s.

Modélisation du systeme : En blanc les deux fils alimentés, en rouge le tore magnétique de perméabilité relative
W, en turquoise 'ar, en jaune la boite infinie.

Figure 1-18 : Vue de la géométrie (a gauche) et de ensemble du maillage (a droite)

37



Chapitre 1 : Fondements et mise en ceuvre de la méthode uPEEC appliquée aux noyaux ferrites 2D

4.2.3. Résultats et validation

Nous allons valider ce résultat en utilisant les conditions suivantes :
- Un tore en matériau magnétique linéaire de perméabilité p, = 2000.
- Le rayon intérieur du tore R; = 0.7 cm
- Le rayon extérieur du tore R, =1 cm
- Un courant de 1A circule dans deux fils conducteurs I =1 A

L’énergie du systeme est calculée étape par étape comme dans la démonstration du

§4.2.2. a. Enfin lorsque I'on connait ’énergie stockée dans le systeme W,

2

l'inductance peut alors

en étre déduite tres simplement :

(1-80)

Le Tableau 1-1 montre Iénergie et I'inductance du systeme calculées par la méthode
uPEEC et compare ces résultats a ceux obtenus par la simulation FLUX2D et le calcul

analytique.

Tableau 1-1 : Energie et inductance pour 1 m, calculées par les trois méthodes

Energie (1)) Inductance (UH)
nPEEC 72.45 144.90
Analytique 72.49 144.99
FLUX2D 72.43 144.87
Ecart relatif entre yWPEEC et Analytique 0.06%
Ecart relatif entre FLUX2D et Analytique 0.09%

On voit que les trois méthodes de calcul donnent des résultats tres proches. Les écarts
relatifs sont tres faibles (< 0.1%). On peut donc considérer que la méthode uPEEC est un moyen

précis d’accéder a ’énergie et a I'inductance d'un systéme.
5.  AUTRES GEOMETRIES TESTEES

Les exemples de calcul présentés dans §3.2 et §4.2.2. valident le principe de calcul de

courant superficiel pour les géométries cylindriques. Ces cas admettent des solutions analytiques
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exactes qui coincident rigoureusement avec nos résultats. Afin de se rapprocher progressivement
de la forme d’un transformateur, plusieurs étapes successives restent a franchir comme présentée

sur la Figure 1-19.

Airp, =1 Airg, =1

Matériau
magnétique
Be

I L

1% étape ® i ® i

¢léments de

= surface

Airp, =1 Airp, =1
o 25 I I I I I I I I I I | |
Matériau magnétique s Iy mp— [
a T T T T T T T T T T T T
| Air =1 B
If W : If : ]
éme z | -
2°7¢ étape @ 0l (139) i
H O éléments de 0 H
L e surface H H
L P I/ —T—T—TT 1T TN H
T T T T T T T T T T T
Airp, =1 Airp, =1
— — S S S S S S S S S
Matériau magnétique pe e |: l| T T T T T T T T T T T T T T TT ]
H H A, =1 H Y
éme 4 0 [ L
I VZam
3 etape I H H 1 ¢ éléments de
f H H surface N1
® 0 H ® iml
B T T T T T T T T T T T T T T T L T°T B
S S S S S S S S S S S
éme z
4 étape — >

Figure 1-19 : Approche progressive de la forme d’un transformateur : systeme réel (a gauche) et
systéme équivalent (a droite)

En premier, le fil sera paralléle a un barreau de ferrite rectangulaire. Ce dispositif est tres
proche du cylindre magnétique que nous venons d'étudier, la différence venant de la forme
rectangulaire et de I'expression du champ tangentiel. Lorsque la premicre étude sera validée, on
pourra aborder celle d'un barreau de ferrite avec un trou a l'intérieur. Cette deuxiéme étape
permettra, avec des densités de courant sur les deux surfaces du matériau magnétique, de se
rapprocher de la géométrie d'une fenétre de transformateur. On passera ensuite au cas d’un

barreau creux avec un entrefer, un cas qui nous intéresse beaucoup. Enfin, grace a la symétrie du
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circuit magnétique du transformateur, on déduira les résultats pour une géométrie complete de

transformateur en associant deux fenétres symétriques avec des courants de sens opposés.

Nous donnons ici quelques résultats significatifs des trois premieres étapes. Le circuit

complet du transformateur sera traité précisément dans le chapitre 2.

Remarque : Remarquons que, dans les calenls uPEEC suivants nous concentrons toujours le
courant superficiel d’un élément a son milien, done le conrant est égal an produit de la densité de courant an milien
de lélément par sa largenr. Et nous avons choisi une faible valenr de perméabilité 1, = 10 pour que les lignes de

champs sotent visibles dans le domaine d'étude.
5.1. Barreau plein magnétique

Considérons d’abord un barreau plein en ferrite de dimension 8x4 cm, de perméabilité
p, = 10. Comme la montre la Figure 1-20, sa section est dans le plan Oxy. Nous cherchons le
champ créé dans ce systeme par un fil fin parcouru par un courant I, =1 A. Le fil est positionné
soit a lextérieur du barreau en x; = 4 cm, y; = 3 cm soit a l'intérieur du barreau x; = 6 cm,

y;=1cm.

y A
K
If =1A
Xf
yE
4cm >
© X
Matériau
magnétique
Y k=10
< >
8cm

Figure 1-20 : Barreau plein magnétique

Nous présentons quelques résultats significatifs obtenus a I'aide du calcul uPEEC. Le

premier résultat : les équipotentiels sont représentés sur la Figure 1-21.
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T e

(a) Fil a lextérienr du barrean magnétique (b) Fil a lintérienr du barreau magnétique
Figure 1-21 : Equipotentielles déduites de pPPEEC pour un barreau plein magnétique

La figure a gauche correspond au cas ou le fil est a Pextérieur du barreau, et celle a droite
pour le fil a Pintérieur. Toutes les deux présentent les allures crédibles : les lignes équipotentielles

sont, comme il se doit, bien canalisées dans le matériau magnétique.

Le deuxieme résultat que nous voulons montrer, est la somme des courants superficiels.
Nous avons justifié que cette somme est égale a —(u,-7).I,quand le fil se situe a lintérieur d’un
matériau magnétique de perméabilité u, et elle est égale a zéro quand le fil est a Pextérieur
[Annexe 3]. Le Tableau 1-2 nous donne le courant superficiel total déduit de uPEEC pour les
deux positions du fil.

Tableau 1-2 : Courant superficiel total calculé par ytPEEC en comparant a la valeur
théorique pour un barreau plein magnétique de perméabilité p, =10 et I, =1A

.. Courant superficiel total L.
Position du fil Valeur théorique
calculé par pPPEEC
Fil a I'intérieur d
b erient 2 9.001 A 1) =-9 A
matériau magnétique
Fil ,é'l’extérieu’r 'du 13210 A 0
matériau magnétique

Remarquons qu’ici, nous n’avons utilisé que 300 éléments de discrétisations (la taille
d’un élément est de 0.8mm). La précision obtenue est alors tout a fait correct (écart relatif
d’environ 0.01%). Ce qui nous donne confiance dans notre méthode uWPEEC pour ce cas
d’étude !
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5.2. Barreau creux magnétique

Nous supposons maintenant que, dans le barreau précédent, un trou rectangulaire a été
percé en laissant une épaisseur € = 1 cm sur toute la périphérie du barreau (Figure 1-22). Nous
cherchons le champ créé dans ce systeme par un fil fin localisé en (x,)), parcouru par un courant
I.=1A

A
i e=lem

Xf If =1A
vt

Matériau magnétique ue =10

\4

A
Y

8cm

Figure 1-22 : Barreau creux magnétique

Les équipotentiels sont représentés sur la Figure 1-23. La figure a gauche correspond au
cas du fil a I'extérieur du matériau magnétique, et celle a droite pour le fil a I'intérieur. Toutes les
deux présentent les allures crédibles, les lignes équipotentielles sont bien canalisées dans le

matériau magnétique.

(a) Fil a lextérienr du matérian magnétigue (b) Fil a lintérienr du matérian magnétique
x=4 om, y=3 em X, =6 cm, y=1.5 om

Figure 1-23 : Equipotentielles déduites de yuPEEC pour un barreau creux magnétique
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Le courant superficiel total est donné dans le Tableau 1-3. Ici, nous avons utilisé 500
¢léments de discrétisations (la taille d’'un élément est de 0.8mm), le nombre des éléments est
augmenté parce que nous avons en plus des surfaces intérieures du circuit. La précision obtenue

est encore bonne (écart relatif d’environ 0.06%).

Tableau 1-3 : Courant superficiel total calculé par yWPEEC en comparant a la valeur

théorique pour un barreau creux magnétique de perméabilité p, =10 et [[=1A

. Courant superficiel total .
Position du fil i Valeur théorique
calculé par yPEEC
Fil a l'intérieur d
b erient an 9.006 A ~u1)I =9 A
matériau magnétique
Fil a Pextérieur du 5
. i -1.36x107 A 0
matériau magnétique

5.3. Barreau creux magnétique avec un entrefer

Nous ajoutons maintenant, dans le barreau creux précédent, un entrefer de 4mm,

symétrique par rapport au plan Oxg (Figure 1-22).

y A
A
i e=1lcm
Xf ? I =1A
ye
4cm Tmm >
© X
v Matériau magnétique ue =10

8cm

Figure 1-24 : Barreau creux magnétique avec un entrefer ; Oxz est un plan de symétrie

Les équipotentiels sont représentés sur la Figure 1-25. La figure a gauche correspond au
cas dont le fil est a Pextérieur du matériau magnétique, celle a droite pour le fil a 'intérieur. Nous
constatons que le circuit magnétique attire les lignes de champ. De plus, au niveau de 'entrefer,
les lignes s’écartent vers les deux cotés de lentrefer. Clest le phénomene bien connu du

gonflement des lignes de champ.
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Zoon sur
Lentrefer

(a) Fil a lextérieur du matérian magnétique
x; = 6 cm, y=0 om

Zoon sur
Lentrefer

o

(b) Fil a lintérienr du matérian magnétique

X, =6 cm, y=1.5 om

Figure 1-25 : Equipotentielles déduites de pPPEEC pour un circuit magnétique avec un entrefer

Le courant superficiel total est donné dans le Tableau 1-3. Ici, nous avons utilisé 1000

¢léments de discrétisations (la taille d’un élément est de 0.4 mm), le nombre des éléments est

augmenté parce que notre systeme devient plus compliqué en ajoutant un entrefer. La précision

obtenue est bonne (écart relatif d’environ 0.03%).

Tableau 1-4 : Courant supertficiel total calculé par pPPEEC en comparant a la valeur

théorique pour un circuit magnétique avec un entrefer : p. =10, I, =1A

Position du fil

Courant superficiel total

Valeur théorique

matériau magnétique

calculé par pPPEEC
Fil a l'intérieur d
1/a. in er1eu,r. u 9.003 A —-1).I=-9 A
matériau magnétique
Fil 2 Pextérieur du 6x10° A 0
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6. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Dans ce chapitre nous avons présenté la méthode uPEEC. Clest une extension,
exploitable en présence de matériaux magnétiques lhi, de la méthode PEEC déja largement
utilisée. Nous 'avons appliquée pour calculer le champ de systemes 2D simples n’incluant que
des matériaux magnétiques isolants. Outre les champs, elle permet de déterminer 1'énergie et
l'inductance d'un tel systeme. Cette méthode semble prometteuse et les validations analytiques et
numériques ont montré une bonne cohérence de cette méthode avec les approches considérées

comme des références.

On retiendra que la technique proposée ici se permet de prendre en compte que des
matériaux au comportement linéaire. Prendre en compte des phénoménes de saturation
nécessiterait une reprise complete de la base théorique. C’est pourquoi nous pensons que, pour le
moment, ce type de probléme doit étre abordé avec des méthodes plus longuement éprouvées
telles que les éléments finis. Cependant, il faut remarquer également que, lors de la conception
d’un dispositif, on cherche, la plupart du temps, a garder son fonctionnement dans la zone

linéaire.

Enfin, il faut reconnaitre que, pour le moment, méme si quelques essais ont été menés
sur des dispositifs ressemblant a des circuits magnétiques en E, seule la modélisation de
dispositifs cylindriques a été étudiée en détail. Le passage a des géométries rectangulaire voire a

des modeles 3D doit étre envisagé pour traiter les transformateurs.
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Chapitre 2 : Analyse des problemes dus aux réflexions multiples du champ dans les coins de fenétres

1. INTRODUCTION

Au cours du chapitre 1, nous avons jeté les bases de la méthode de calcul pPEEC qui
vise, pour I'essentiel, a connaitre I'induction dans une fenétre de transformateur. Dans quelques
cas géométriquement simples, nous avons vérifié que les valeurs calculées par cette méthode
étaient conformes aux prévisions du calcul analytique aussi bien qu’a celles d’une simulation par

éléments finis.

Nous nous proposons maintenant de traiter un probleme plus proche de ceux posés par
les composants magnétiques de I’électronique de puissance. Méme avec cette géométrie
simplifiée, le dispositif est encore trop complexe pour qu’une résolution analytique soit
envisageable. La validation des résultats sera donc menée en prenant ceux d’une simulation par

éléments finis comme référence.

2. INDUCTANCE CONSTRUITE SUR UN CIRCUIT E

2.1. Description du circuit étudié

La Figure 2-1 montre la demi-section d’un demi-circuit magnétique en E sur lequel nous
envisageons de construire une inductance. On le voit, ce circuit tres simple est suffisamment
proche de celui d’'un composant réel pour constituer un bon test de notre méthode de calcul.
Pour le moment, le retour du courant est disposé symétriquement a I’aller. Rappelons que notre
objectif est de connaitre 'induction a I'intérieur de la fenétre et de calculer 'inductance spécifique
(A) du circuit. Etant donné que nous adoptons une description 2D du dispositif, cette derniére

grandeur sera évaluée pour une unité de longueur dans la direction Oz.

584 1.2
50 min.
8.1 Ay
‘j 0.2 I‘ i I
—‘ r 6.510.13 g5 y B1
[ I .= 1000
i A2 " B2
Fil rectiligne
1.5¢c 1
- ()? £
0.5cm X
4cm »
)
38.1+0.8
D2 N C2
lcm -
y
D1 “l
A ~ —— >
RO0.64 ref. typ. R0.81 ref. typ. cewia 8cm

Dimensions in mm.

Figure 2-1: Noyau commercial et demi-section du circuit magnétique étudié ;
yOzest un plan de symétrie

49



Chapitre 2 : Analyse des problemes dus aux réflexions multiples du champ dans les coins de fenétres

La section du systeme étudié (Figure 2-1) est symétrique par rapport au coté gauche
(yOz) de la figure et le fil de retour du courant est placé symétriquement par rapport au méme
plan. Le circuit magnétique, de perméabilité relative égale a 1000, fait 1 cm d’épaisseur et la
fenétre de bobinage mesure 6 cm dans la direction de Ox et 2 cm dans celle de Oy. Le fil aller est
placé a 0.5 cm au dessus du plan de symétrie horizontal (y = 0) et a 1.5 cm a droite du plan de

symétrie vertical (x = 0)), parcouru par un courant de 1 A.
2.2. Premier résultat positif

Les équipotentielles issues de la méthode uPEEC (Figure 2-2) présentent une allure
crédible. Les lignes de flux sont, comme il se doit avec une forte perméabilité, bien canalisées par

le circuit dont, par ailleurs, la symétrie se reflete bien sur le résultat.

Figure 2-2 : Equipotentielles déduites de yPEEC

2.3. Constat d’échec

Nous allons maintenant comparer les inductions obtenues a I'aide de puPEEC a celles
trouvées par FLUX2D. Plus précisément, nous comparons les deux composantes de 'induction

mesurables sur le chemin de test défini par la Figure 2-3.

A7
Al B1
Y
A2 We = 1000 B2
Fil rectiligne
1.5¢n I
4cm %'scm X~
O Ll
Chemin de test
2 g g L N ¥
(0, -0.8cm) 2mm (9 cth, -0.8cm)
D2 2
lcm
DI C1
8cm

Figure 2-3 : Chemin de test pour ’étude de ’induction
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La Figure 2-4 montre qu’ici, quelque chose ne va pas : I'induction calculée par notre
méthode est sous-évaluée : ses deux composantes sont trop petites dans un rapport 2.68
quasiment constant quel que soit le point d’observation ! Cette constance explique pourquoi
lallure des équipotentielles était crédible. Dans ces conditions, il est inutile de tester la valeur de
Al
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[} \ —
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/
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-

Q
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Abscisse du chemin test (m) Abscisse du chemin test (m)

Figure 2-4 : Comparaison des inductions normales et tangentielles pour p. = 1000

2.4. Recherche de la cause de Perreur

Aprés avoir longuement cherché en vain une erreur de programmation, nous avons
entrepris une étude systématique pour trouver lorigine de cet écart. Puisque, dans notre
approche, l'induction se déduit de la densité de courant, s’intéresser a cette densité semblait

pertinent.

La densité de courant superficielle déduite de WPEEC présente, comme il se doit, une
symétrie impaire par rapport au plan x = 0. La Figure 2-5 montre sa variation sur la fenétre
droite. Le courant sur la face externe (K_ex?) est tracé en suivant le parcours Al-B1-Cl-
D1 (Figure 2-3), le segment D1-Al, confondu avec le plan de symétrie impaire et de toute fagon
situé dans le matériau magnétique, est dépourvu de courant. Pour le courant interne (K_in?), le
parcours suivi est A2-B2-C2-D2-A2. Au cours de la simulation uPEEC, les 720 éléments ont

une largeur de 1 mm.

Sur le tracé, les densités calculées sont maintenues constantes sur la largeur d’un élément
(les paliers sont visibles). I’abscisse est la distance parcourue sur le contour. FLUX2D ne donne
pas directement le courant superficiel. En revanche, il donne l'induction tangentielle des deux
cotés de la surface. Ces deux grandeurs étant identiques dans le dispositif équivalent uPEEC, le

saut d’excitation s’en déduit directement et la densité du courant superficiel suit.
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K_MPEEC tracée sur les contours intérieur et extéri

K_FLUX2D tracée sur les contours intérieur et @gtér
8x10 2.41
— K_int —— K_int
— K_ext —— K _ext
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Longueur des contours (m) Longueur des contours (m)

Figure 2-5 : Comparaison des courants supetficiels pour p. = 1000

La similitude des courbes est frappante mais on remarque immédiatement que les
valeurs issues de uPEEC sont environ trois fois trop petites ! En accord avec ce constat, le
courant total circulant sur le bord intérieur de la fenétre droite est, selon uPEEC, égal a 336 A
alors qu’il devrait étre égal a (u, - 7)I soit 999 A. Ce déficit global est dans un rapport proche de
celui constaté pour les inductions. L’erreur observée sur I'induction est donc déja présente dans
K. Nous n’avons pourtant rien changé a sa méthode de calcul qui semblait validée a I'issue du
premier chapitre.

2.5. Sensibilité a la perméabilité

A la réflexion, lors de nos premicres études (qui donnaient des résultats corrects), nous
nous sommes limités, sauf pour le tore, a des perméabilités relatives faibles (souvent 10) de fagon
a avoir des équipotentiels visibles dans les deux matériaux. Afin de savoir si la valeur de la
perméabilité a un impact sur la précision du résultat, nous reprenons la simulation précédente en

donnant a la perméabilité la valeur n, = 10. Tous les autres parametres, y compris ceux de la
discrétisation, sont conservés.

Nous constatons cette fois (Figure 2-6) que laccord avec FLUX2D est trés bon.
Précisons que le courant total sur la surface intérieure de la fenétre droite est égal a 8.85 A alors
qu’il devrait étre de 9 A. Ce n’est pas parfait mais on peut espérer qu’en affinant la discrétisation,
ici modeste (720 éléments pour tout le circuit), la précision serait tres bonne. Ce résultat explique

que, malgré les nombreux exemples traités jusqu’ici, notre attention n’ait pas été alertée.
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Composante Bx Composante By
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Figure 2-6 : Comparaison des inductions normales et tangentielles pour p, = 10

Pour savoir comment cette erreur évolue avec la perméabilité, nous avons repris la
simulation avec une perméabilité relative p, = 100. Cette fois le courant total sur la surface de la
fenétre est 16 % trop petit (82.8 A au lieu de 99 A) et, comme pour les deux autres essais, les

courbes montrant K et B ont une allure correcte mais les valeurs sont trop faibles.

Conclusion : Ainsi, nous observons qu’il y a une imprécision dans ['évaluation des valeurs de la

matrice V" et que ['errenr introduite angmente progressivement avec la perméabiliteé.
2.6. Sensibilité a la discrétisation

Nous avons également étudié la sensibilité de I'erreur a la discrétisation. Afin d’obtenir
un résultat bien visible, nous avons mené ces essais avec une perméabilité relative égale a 1000.
Sans surprise, plus la discrétisation est fine, plus le résultat de uPEEC se rapproche de celui de
FLUX2D (Figure 2-7). Cependant I’évolution observée donne a penser que, pour ramener I’écart
a une valeur correcte, il faudrait une discrétisation extrémement fine qui Oterait tout intérét a

notre méthode.

La Figure 2-7 montre aussi que le calcul du champ, mené en concentrant le courant au
milieu de chaque élément de discrétisation, n’est pas adéquat. En effet, au voisinage de chaque
milieu d’élément, I'induction tend vers I'infini alors que pour une densité superficielle finie, elle
resterait finie. Ceci explique pourquoi, le long du chemin choisi, une bosse apparait sur Bx a
chaque fois que 'on passe devant le milieu d’un élément (15 le long du trajet test lorsqu’il y en a
180 au total). En outre, si au moment ou il franchit une surface séparant deux matériaux
magnétiques différents, le chemin de test est tres proche du milieu d’un élément, I'induction peut
prendre, au passage, une valeur illimitée. Le tracé de By (Figure 2-7) met cela en évidence. Ce type
d’erreur serait sensible méme si la densité de courant trouvée lors de la premicre étape du calcul

était juste.
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Figure 2-7 : Comparaison des inductions normales et tangentielles pour 180 et 2880 éléments ;
1 = 1000

Conclusion : Retenons que le potentiel et 'induction devront étre calenlés conformément a la théorie,
clest-a-dire, en supposant que le courant est réparti contindiment sur la largenr d’un élément.

2.7. Amplification des coins

La densité de courant calculée par FLUX2D montre des singularités dans tous les coins
intérieurs du circuit. C’est dans ces coins que Perreur relative sur la densité est la plus grande et
elle Pest d’autant plus que la perméabilité est forte. Nous avons déja remarqué que concentrer le
courant au milieu des éléments n’était pas judicieux pour calculer le champ. Or, a bien y regarder,

C’est précisément ce que nous faisons quand nous calculons les éléments de la matrice 1.

Afin d’évaluer erreur commise sur les éléments de 17 dans les coins, nous avons tracé la
densité de courant calculée par FLUX2D sur une échelle log-log. Nous avons ainsi remarqué que,
dans les coins, la densité de courant varie, approximativement, comme x*°. A priori, cette
variation relativement lente ne devrait pas étre a lorigine de grosses erreurs. Pour nous en
assurer, nous avons comparé deux évaluations du courant d’un élément. La premicre consiste a
multiplier la largeur de I’élément par la densité prise en son milieu (c’est ce que nous faisons dans
nos calculs), la seconde est obtenue par intégration de la loi de variation trouvée (en x%). Cette
seconde valeur est plus grande que la premicre mais seulement un peu et uniquement dans les
coins. Ainsi, lorsque les éléments ont tous la méme largeur, si nous les numérotons par 7 en

partant de 0 dans le coin, le quotient R, de la valeur juste par la valeur approchée vaut :

@1

R, :0i7[( n+1)"" - r?”}( n+—;]0’3
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Tableau 2-1: Tableau des valeurs du quotient R

” 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

R, | 1,1604 | 1,0075 | 1,0026 | 1,0013 | 1,0008 | 1,0005 | 1,0004 | 1,0003 | 1,0002 | 1,0002 | 1,0001

En définitive, cette approximation introduit une erreur inférieure a 1% sauf pour
I’élément le plus pres du coin. Dans le coin, ce déficit de courant induit mécaniquement un déficit
d’excitation sur ’élément voisin si bien que I’élément de matrice correspondant est trop petit
d’environ 16 %. Afin d’évaluer I'impact de cela, nous avons majoré de 16 % les 16 éléments de la
matrice |7 (720 x 720) associés aux 8 angles intérieurs (= 2 fenétres) sans modifier ses autres
¢léments. Nous avons été tres surpris du résultat : alors que le courant total dans la fenétre était
de 336 A, cette petite modification le fait grimper a 2175 A | Aprés un ajustage manuel du
pourcentage, nous parvenons meme a obtenir la bonne valeur : une augmentation de 12,745 %
des 16 éléments de coins, amene le courant dans la fenétre a 999.024 A (999 attendus). Pour

confirmer cette amélioration, nous avons tracé les courbes de densité de courant (Figure 2-8).

K_MPEEC tracée sur les contours intérieur et estéri

K_FLUX2D tracée sur les contours intérieur et értér
24416

2410

— K_int —— K_int

— K_ext — K_ext
1.8¢16] — 1.8¢14
1214

1.216] M
6x10] exl(fk
W\_/ OL/\/L/
- 640" - 61

0 0.02 004 006 0.08 01 012 014 0.16 0.18 0.2 022 0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 02 022

Densité de courant (A/m)
Densité de courant (A/m)

Longueur des contours (m) Longueur des contours (m)

Figure 2-8 : Comparaison des courants supetficiels pour p. = 1000
en majorant de 13% les 16 éléments de la matrice V

Mis a part les pointes de courant dans les angles intérieurs que la largeur des éléments ne
permet pas de suivre, la densité trouvée est étonnamment proche des courbes de référence et,
bien entendu, il en va de méme pour les courbes d’induction.

Cette fois, la cause de I'erreur semble localisée. Soulignons cependant que la correction
apportée ici au le calcul de 7 est empirique (et incompléte puisque nous avons négligé la
variation de I'excitation sur I’élément soumis au champ). Nous restons cependant trés surpris par
Pextréme sensibilité du résultat a la valeur de quelques éléments de matrice. Avant de chercher un

remede, nous allons essayer de comprendre quelle est la cause de cette sensibilité.
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3. NAPPE DE COURANT DANS UNE LAME D’AIR-
REFLEXIONS MULTIPLES

En arrivant sur un matériau perméable, I'induction magnétique est partiellement
réfléchie et, de ce fait, la valeur qu’elle prend devant le matériau est plus forte qu’en son absence.
Ceci est longuement expliqué et justifié dans 'annexe 4 et 5. Que se passe-t-il lorsque la source
d’induction est entre deux matériaux magnétiques semi-infinis ? La situation est comparable a ce
que P'on observe chez le coiffeur lorsqu'on est entre deux glaces paralleles. On voit non

seulement un reflet mais aussi une image de ce reflet et méme une image de cette image....

3.1. Calcul direct des inductions et déduction des courants de

surface

L’étude [Annexe 5, §2.2] de I'induction d’un fil placé dans une lame d’air entre deux

matériaux magnétiques (Figure 2-9) permet de traiter ce probleme.

Milieu 1

2ep

2ep

|
'l
|
I
I ‘\ 1AR
: \‘ / ZAR 2ep
b /
A \
I\
i%
i

=" NM A /\ e
ingl;

2ep

‘\4

Milieu 3

Figure 2-9 : Fil dans une lame entre deux matériaux semi-infinis

D : direct, A : aller, R : retour

3.1.1. Calcul des inductions et des courants de surface

En vertu des arguments développés dans 'annexe 5-§2.2, pour passer du fil a la nappe, il
suffit de remplacer, dans les expressions établies (26 a 29) le champ du fil source et ceux des fils

images par des champs de nappes. Nous allons donc effectuer cette substitution. Bien entendu,
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puisque le champ créé par une nappe est parallele a celle-ci, nous ne gardons, de I'induction due a

un fil, que la composante B,. Les relations relatives a un fil sont rappelées ci-dessous ((2-2) a (2-6))

Bi, (x,y) = -gm (2-2)
T LW
st sliarf e rtma] o
oy o Flona| e, i ]
B (9= & Z{( rﬂr”)m[xz +y[;(—_(:i;:2;)]” §<+[y_)f'-(h+h2+2mr:pe)§2 ®9)

Dans ces expressions apparaissent les coefficients de transmission () et de réflexion (r)
du champ magnétique définis comme suit (2-7).
Zluj Hi—H

tj=—— et = ==> fr, =t. 2-7)
Hit K Ml

L’expression (2-2) donne I'induction créée par un fil situé en y = -4. On retrouve cette
fonction, translatée parallelement a Oy, dans les quatre autres expressions ou elle donne
I'induction créée par chacune des différentes images. Afin d’adapter ces expressions, rappelons
que, tant qu'elle est dans le vide, une nappe de courant paralléle a xOz, dont la densité K est
uniforme et dirigée comme Oz, créée une excitation uniforme, parallele a2 Ox, qui vaut K/2 en
dessous de la nappe et —K/2 au dessus. Dans un milieu homogene, l'induction s’en déduit en

multipliant par la perméabilité, ce qui permet de réécrire (2-8).

Bi, (y)= -2~ Y 2-8)

Cette induction de dépend pas de x et sa variation en fonction de y, traduite par la
seconde fraction de (2-7), se limite a un simple changement de signe lorsque y = -A. 1l est facile de

faire subir la méme transformation aux 4 autres expressions.

o{r,, e,

ly=(~h-2m ep| r23|y—[h—2(m+1) e@|

B, ()= -5 1 3

m=0

57



Chapitre 2 : Analyse des problemes dus aux réflexions multiples du champ dans les coins de fenétres

K B wf y=[h=2( e@ y{-h-2 m]) ep

szx(y)——uz [P mzzo|:(r21rz3) [y_[h_z( e@‘ ‘y_[ h—2 ITH‘]) e]# | (2-10)
_pK y-(h+2mey  y-[-h+2(m+1) e ]

anx(y)_ _2 K mzzo (f21r23) {|y (h+2m e[)| 3| —[—h+2(m+1) eé” | (2-11)

By (¥) =~

Z ()" y-(- h+2me[) y-( hr2mep 12
&2 | [y (chezmeg| "y (w2 m op @12
Pour compléter, il est utile de corréler la zone ou est définie 'induction avec la position
des images impliquées. Par exemple, B,, n’existe que dans la lame alors quaucune image n’existe
dans cette zone. Il s’ensuit que, dans (2-9), les deux fractions fonctions de y demeurent égales a 1

dans tout le domaine ou B,, a un sens.

0 m=0

3
1]

Blpx:_uzTK ty i[(zlza) (l+l’ ):| —TKt 4 Z(I’ 512)3
W, K

I i‘, |:(r2f 23) (l+l’ 21):| = —TKr 24 212 (I’ by zlzm

m=0 m=0

2
DI RNCERIE T E IS S

0

Bin = _uzTK by z |:(r21r23) ( -1- r21):| __t 24 212 (r 512)3

m=0

Finalement, en explicitant la somme infinie de la série géométrique, il vient :

Blpx:_sz Gyt . Bpr: UZK@; %nX:uZKrzlt” . %nxzpz KLl 5 (2-13)

21 2

Il est important de remarquer que la série géométrique rencontrée ci-dessus rend
compte des réflexions multiples dans la lame. En effet, a chaque fois que I'induction fait un aller-
retour supplémentaire dans la lame (Figure 2-9), sa valeur est multipliée par le produit des deux
coefficients de réflexion: 7,7, La somme qui apparait ici correspond donc a I'addition de
I'induction obtenue apres 1, 2, ... allers-retours. Notons que ces inductions successives semblent

issues d’images de plus en plus éloignées de la lame.

En partant de (2-13), les expressions des deux courants de surface s’obtiennent
facilement. Puisque I'induction du systéme équivalent est identique a celle du systéeme réel, en
divisant cette induction par u, nous accédons a Iexcitation du systeme équivalent et a ses sauts

aux passages des deux surfaces. Les courants superficiels s’en déduisent directement (2-14).

58



Chapitre 2 : Analyse des problemes dus aux réflexions multiples du champ dans les coins de fenétres

qt Ioqt
—_ 2123 U K Ko, = __2321 p‘rZK (2-14)
1-rp003 1-ry003

3.1.2. Calcul des courants de surface par yuPEEC

Maintenant que nous disposons de (2-14) comme repere, vérifions que la méthode
WPEEC conduit aux mémes résultats. Ftant donné qu’il n’y a que deux surfaces impliquées et que
la densité de courant sur chacune est uniforme, il est inutile de discrétiser ces surfaces et le
systeme d’équations doit donner acces a deux densités superficielles : K, et K,;. En reprenant la
méthode déja exposée (§2.2.4, Chapitre 1), nous calculons successivement les matrices U et [
puis 'excitation tangentielle due, dans le systéeme équivalent, a la nappe source. La détermination
de la matrice U est rapide : 'excitation créée par une surface sur l'autre ne dépend que de leurs

positions respectives et celle appliquée a elle-méme est nulle. Ainsi :

1 1 1
HS_Lz =0 K12 -5 K23 H 0 — K 0 —
1 2 ==> [HS‘LZJ = 1 2 [ 12) soit:U = 1 2 (2-15)
Hs, =2 Ky #0 Koy %22 S0 e 50

Nous observons (2-16) qu’un coefficient de réflexion 7; apparait dans le calcul de 1.
Pour chaque élément, il implique les deux milieux limitrophes. D’autre part, le passage de 7 vers

la direction de K et la direction de H¢, forment, dans cet ordre, un triédre direct.

:lurl-i-HZd _

1 1j 2-16
2 i~ H2 : : ( )

i
Dans notre probléme, si d’une surface a autre nous conservons le méme sens pour K

comme pour H?, nous devons traverser les deux surfaces dans le méme sens. Nous devons donc

introduire r,, pour la surface supérieure et r,; pour la surface inférieure. Ceci dit, en revenant a

(2-7), 1l est facile de voir que 7,, = - 7,,.
1 B R N A
2y ) U= Xy g 2_ 321 21 @-17)
0 = 0 = 1= 0 | |-2
2ry, X, 2 2 2,

Maintenant nous évaluons Hf sur les deux surfaces du systeme équivalent en divisant

(2-8) par u, et nous pouvons conclure en inversant 1.
1
HﬁlZZ_E“rZK -— 1

K -K
) % Cl (KHJ:%“’ 2[ . j @-18)
Hﬁ23:§Ur2K -1 23
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K 1 gt
[ 12) _ ( 21 ZsjUrzK 2-19)
Kaz) 1-Tplp3\ Maglog

D’une fagon beaucoup plus directe, nous parvenons au résultat attendu et nous pouvons

dire que le dénominateur commun de (2-14) et (2-19) signes I'influence des réflexions multiples

Concernant (18), le numérateur s’explique, lui aussi, en faisant appel aux réflexions. Par
exemple, le numérateur de K, fait apparaitre u,,K, qui est la valeur du courant source (dans le
systeme équivalent). Il introduit ensuite 7,,: c’est le coefficient multiplicateur qui donne le courant
image en fonction du courant source en I'absence de réflexions multiples. Enfin, le facteur 7,; =
1+ r,; est introduit. II permet d’ajouter, au champ source qui parvient directement a la surface S,
celui qui y arrive apres une seule réflexion sur S,;. Autrement dit, le champ qui arrive sur S,,
emprunte deux chemins distincts mais, ensuite, c’est ce champ total qui est réfléchi indéfiniment
par les deux surfaces et c’est le dénominateur qui fixe amplification due a ces réflexions

multiples.
3.2. Réflexions multiples sensibilité aux coefficients de réflexion

Maintenant que les expressions de ces courants sont validées, il faut s’interroger sur
I'incidence du dénominateur de la fraction visible dans (2-14) ou (2-19). En effet, si le produit 7,,.7,;
est proche de 1, la moindre imprécision sur la valeur de 'un de ces coefficients, peut entrainer
une imprécision tres importante sur le résultat final. Cette sensibilité extréme peut se rencontrer si
le milieu 2 est: soit beaucoup moins, soit beaucoup plus perméable que les deux autres. En
pratique, la seconde condition est plus difficile a satisfaire puisque le milieu 2 est celui dans lequel
est le fil.

Cette imprécision potentielle présente des similitudes troublantes avec celle rencontrée
au début de ce chapitre, lors de l'utilisation de uPEEC. En effet, en supposant que le conducteur
est dans l'air, elle ne se manifeste que s’il est entouré de matériaux tres perméables. Lors de nos
nombreux essais menés avec une perméabilité de 10, nous n’avons pas rencontré de probléme.
Pas de probleme non plus lorsqu’un matériau tres perméable était a proximité du conducteur

mais ne 'entourait pas.

Evidemment, nous sommes tentés d’attribuer cette hypersensibilité aux réflexions
multiples que nous avons bien analysées quand elles surviennent entre deux plaques paralléles.
Mais que se passe-t-il quand le fil est dans une cavité rectangulaire ? Une observation va a
I'encontre des résultats relatifs a la lame : la densité de courant superficiel croit quand on s’éloigne
du fil et que 'on s’approche des coins ! Pour le moment, nous ne savons pas expliquer cela. Peut-
on, dans ce cas, généraliser la notion de « réflexions multiples » ? Si oui, que devient le coefficient
de réflexion? Les phénomenes qui apparaissent dans les coins doivent étre compris car
I’hypersensibilité que nous avons constatée durant notre simulation de transformateur était
relative a des ¢éléments de la matrice U calculés pour les coins. Ces éléments n’étaient donc pas

paralleles !
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Ainsi, méme si nous avons dégagé quelques pistes, il semble nécessaire, pour étayer

notre intuition, d’étudier ce qui ce passe dans les coins des fenétres de bobinage.

4. COIN RENTRANT D’UN MATERIAU MAGNETIQUE

4.1. Description du dispositif

Dans l'espace rapporté au repere Oxyg, nous considérons (Figure 2-10) un systeme
invariant par translation paralléle a Og dont les zones telles que x ou y est négatif sont remplies
par un matériau magnétique lhi de perméabilité u,. Le reste de l'espace est rempli d'air et un fil

parallele a Oz, situé, dans la zone d'air, en (xy) est parcouru par un courant I, orienté comme Ox.

Ny

Hr

Xf

N

Figure 2-10 : Fil dans un angle rentrant de matériau magnétique

Cherchons le champ magnétique régnant dans ce systeme en exploitant, dans un
premier temps, la méthode pWPEEC. Hormis la position du fil qui n’influence que la valeur de
I'excitation incidente, le systeme est symétrique par rapport a la premiere bissectrice. Il est donc
logique d’adopter, pour les deux demi-plans, la méme discrétisation, (quelle qu’elle soit !). Ceci
fait, la moitié des éléments de la matrice U sont nuls puisqu’un demi-plan ne créée pas
d’excitation tangentielle sur lui-méme. En outre, puisque la matrice U traduit les propriétés du
systeme sans le fil, elle doit présenter une certaine symétrie vis-a-vis des deux plans. Pour toutes
ces raisons, nous allons essayer de formuler les équations de uPEEC demi-plan par demi-plan
sans faire appel a la matrice U. Il se pourrait qu’une matrice plus compacte suffise a résoudre le

probleme.
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4.2. Mise en équations numériques

En remarquant qu’une seule longueur caractérise ce dispositif (la distance du fil par

rapport a I'angle du matériau), il parait judicieux de repérer le fil par ses coordonnées polaires
(8,p) et d’étudier ce probleme a I'aide des coordonnées réduites tx=— et ty = Y

Le calcul de Pexcitation appliquée par le fil aux éléments des deux demi-plans est tres

e

simple. Pour le 77 élément du demi-plan horizontal puis vertical, il donne respectivement :

_ yf _f sing _If
Hix =—— Y jf=—"_ _ It
21 (x - xf)* + yf2  27p(tx - 2cos §tx +1  27p

hfx (2-20)

1 —xf cosf If _If

If =- - =
27 xf? +(y - yf)° 1+(ty —2sin @ty 2mp 2mp (2-21)

Hy, =

. o f . , .
Nous avons mis en facteur la quantité > duine dépend pas de =
P
Pour la mise en équations, nous commengcons par le demi-plan 3Ox. Dans le systeme

équivalent, l'excitation Hmx, appliquée au demi-plan 3Ox par les deux autres sources, se lie

facilement au courant superficiel Kx qui circule au méme endroit :
+
B oKx (2-22)

Nous reconnaissons le coefficient de réflexion r sur la surface 0x et nous l'intégrons
dans (2-23).

r= Ur_l
e +1

- me:2i Kx (2-23)
r

Puisqu’un demi-plan ne crée aucune excitation tangentielle sur lui-méme, Hmx est la
somme de Pexcitation Hfx envoyée directement par le fil et de celle Hsx due aux courants

circulant sur Pautre demi-plan.
Hmx = Hfx + Hsx (2-24)

Au point 7, Hsx; dépend linéairement des courants Ky circulant sur I'intégralité de I'autre

demi-plan. Si / est la largeur de 'élément dans lequel circule le courant Ky, il vient :

1yl

e 2-25)

1 Y. 1
Hsx =) ——=1 Ky = Hsx== AKy avec:
X ;27T)§2+y12 X l 2 y
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En introduisant (2-23) et (2-25) dans (2-24), il vient :

1

o Kx = fo+—; AKy Kx:Zr(fo+% A Ky) (2-26)

Ce qui se passe pour lautre demi-plan est analogue puisque, outre la symétrie du
systeme physique étudié, nous adoptons, pour les deux surfaces, la méme discrétisation. Apres

quelques adaptations, (2-26) se transforme en (2-27) :
1
Ky = —Zr(ny 3 A Kxj (2-27)

En reportant (2-27) dans (2-26) puis inversement, nous obtenons deux équations tres
semblables qui n’impliquent plus, chacune, que 'une des fonctions cherchées.
Kx = (I —r2A%)™ 2r (Hfx - r.AHfy) (2-28)

-1k
7T X

A Ky = (1 —r2A2)™ 2r.(-Hfy + r. AHfX) (2-29)
Comme espéré, nous avons résolu le probleme a laide d’une matrice dont les
dimensions sont égales a la moitié du nombre total d’éléments. Arrétons-nous un instant sur les

deux relations trouvées.

Tout d’abord, en retournant a 'écriture explicite de 'excitation incidente ((2-20) et (2-21)),

. . .  f
nous constatons que les deux densités superficielles sont proportionnels a — . En effet, ces deux

variables ne figurent pas dans les autres termes des ces deux expressions. Nous voyons également
que, faire passer le fil dans la position symétrique par rapport a la bissectrice du premier quadrant,
transforme Hfx en —Hfy et inversement (le changement de signe rappelle que, si I'excitation
incidente est orientée vers les x positifs sur Ox, elle est dirigée vers les y négatifs sur Oy). En

conséquence, ce déplacement se traduit par un échange des fonctions Kx et Ky.

Essayons maintenant de rapprocher les relations (2-28) et (2-29) de celles établies
auparavant, pour des dispositifs plus simples, en présence de réflexions. Commengons par
observer que, si A =0, c’est-a-dire si le second plan ne réfléchit pas, les deux relations se
simplifient (2-30) et elles coincident avec celle établies pour un fil devant un milieu semi-infini

(annexe 4).

w-1 1 h
o+l 2r X+

Kx=2r Hfx et Ky=-2Hfy alorsque K(X) = B Hx (2-30)

Le signe de Ky résulte d’'une considération d’orientation (dans cette expression, r devrait
étre remplacé par -7).

Pour la lame d’air, en présence de réflexions multiples, nous avons vu (2-19) qu’avant de

passer indéfiniment d’une face a l'autre, 'excitation parvenant a une face est renforcée par celle
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provenant de l'autre apres une réflexion. Il apparait clairement qu’ici c’est le produit 7.4 qui joue
le réle du coefficient de réflexion. En fait, pour passer d’'une face a lautre, il faut bien
évidemment une réflexion (ici traduite par 7) mais aussi un déplacement qui entraine une
atténuation (traduite par ). Cette atténuation dépendant du point de départ et du point d’arrivée,

P'apparition de ce facteur matriciel semble naturelle.

Pour finir, maintenant que nous avons compris la signification du produit 7.4, il est clair
qu’un aller et retour entre les deux demi-plans fait intervenir ce produit deux fois (donc au carré)
et que la somme de la série géométrique (ici matricielle) explique la présence de la matrice
inversée présente dans (2-28) et (2-29). Ainsi, moyennant un élargissement de la notion de
réflexion, cette étude nous montre que le phénomene de réflexions multiples n’est pas réservé

aux lames a faces paralléles et qu’il nécessite un traitement matriciel.

Elle montre aussi que I'addition des effets des réflexions successives se traduit par la
mise en facteur de I'inverse d’une matrice qui joue le méme role que le dénominateur de (2-19).
C’est probablement ce facteur qui amene une hypersensibilité du résultat a certains parametres.

Pour le savoit, il faudra donc s’intéresser au conditionnement de la matrice 1.

4.3. Exemple de résultat

Les courbes de la Figure 2-11 sont tracées a I'aide de I'approche numérique exposée ci-

dessus. Les données physiques ont été choisies comme suit :
p, = 2000, x.=4cm, y;=1cm, I,=1A.

La discrétisation des deux axes est identique. Les limites des éléments sont situées a des
abscisses qui suivent, a raison de 100 points par décade, une progression géométrique. 12 décades
de distance sont couvertes dont la moitié en dessous de la distance du fil a I'angle. Quelques
points régulicrement espacés sont ajoutés pres de origine pour éviter que ces premiers éléments
ne solent plus longs que le premier de la progression géométrique. Sur la courbe présentée, nous

avons masqué la premicre et la derniere décade.
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Figure 2-11 : Densités de courant superficiel pour le fil dans I’angle

Le pic de densité sur Ox est atteint en face du fil et, sur Oy, il est beaucoup moins
marqué car le fil est plus éloigné de ce plan. On remarque qu’aux petites comme aux grandes
distances, les deux densités montrent les mémes comportements asymptotiques. Celles-ci sont
représentées par des droites sur une échelle log-log. On remarque en particulier que la pente, du
c6té des faibles distances, semble confirmer la loi en x* observée avec FLUX2D (§2.7). Vu que
cette loi de variation pourrait nous étre utile, nous allons tenter de la conforter par une approche
analytique.

Les conclusions ci-dessus ont été tirées de WPEEC, moyennant une discrétisation
extrémement fine pres du coin. Cependant, au vu des difficultés signalées plus haut, nous ne les

avons considérées comme établies quapres avoir confronté ces résultats a ceux de FLUX2D.
4.4. Comparaison avec FLUX2D

Pour la simulation dans FLUX2D, le systeme décrit par la Figure 2-10 est aménagé
comme indiqué sur la Figure 2-12-a. Les cotés de I'angle sont bornés a 40 fois la distance angle-
fil. Les conditions appliquées aux limites sont indiquées sur la figure. Une discrétisation
géométrique (100 points par décade) est imposée sur les deux faces du coin mais le maillage

Figure 2-12-b est relaché aussi bien dans I'air que dans le matériau magnétique.
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Condition de Con.d%tion de
Dirichlet Dirichlet
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D Dirichlet
yA
Chemin pour
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X g fi
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Diichlet . <
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Condition de
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Condition de
Dirichlet

(a) ()

Figure 2-12 : Géométrie et les conditions aux limites introduites dans FLUX2D (a) ; 1a vue du
maillage (b)

Le nombre des éléments spatiaux croit trés vite en fonction du nombre des éléments
définis sur les demi-plans. Pour cette raison, nous avons n’avons balayé, lors de ces
comparaisons, que 6 décades de distance. Le fil est situé toujours en (4 cm, 1 cm) et, les cotés de
I'angle sont arrétés a 4 m. La perméabilité relative du matériau vaut 2000.

Densité de courant sur le coté horizontal

Densité de courant sur le c6té vertical
110 1x1
—— Kx_FLUX2D Ky FLUX2D
o u.._\ P e+ Kx uPEEC || - 10 %M #ee Ky nPEEC
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§ 1 R \ 2 1 M‘“\
g N g N
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Figure 2-13 : Densités de courants supetficiel déduites de yuPEEC et de FLUX 2D

Les résultats de FLUX2D et de uPEEC sont assez proches (Figure 2-13), sauf vers les
courtes et les longues distances. Pres de 'angle, la finesse du maillage est limitée et 'évaluation de
I'induction pres de la surface (sur laquelle, dans FLUX2D, repose celle de K) est délicate. C’est la

raison la plus probable de Iécart observé. Vers le bord du systeme décrit, la condition de
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Dirichlet force a zéro la composante tangentielle Hz C’est ce qui, pres de cette limite, fait tendre
rapidement vers zéro la densité de courant. En dépit de ces écarts, il semble que les résultats de
uPEEC obtenus avec une résolution tres fine soient fiables. Nous pensons que cet accord est
suffisamment bon pour qu’il ne soit pas nécessaire de remettre en cause les résultats du

paragraphe précédent.
4.5. Mise en équations analytiques

La démarche est identique mais nous devons remplacer les vecteurs indicés par les
numéros d’éléments par des fonctions des coordonnées. (2-26) et (2-27) se transforment ainsi en
(2-31) et (2-32).

1 - il Y

o Ko = HiX(®) + [~ w2 ey (2-31)
S Ky(oty) = =Hiy(ty) +3 [ Ko 232
2r 0 TTtx 2 y ( = )

En reportant 'une dans I'autre nous séparons les variables :

Kx(,otx)—rzm1 ty UE X Kx( o tx) dtx] dty= ...

o T +ty? (4 e+ ty
(2-33)
1t
= r{HfX(tX)_rJ;txz Ztyz Hfy (ty) dtyj

0

1 tx (71 0ty _

Ky(r ty)—r2 7Ttx2+ty2U Y Ky(p ty) dtyJ dtx= ...
’ (2-34)

e V{ny(ty) ml—tnyx(tx) dtx]

T +

Alors que le membre de gauche de (2-31) est linéaire par rapport a Kx, en revenant a

(2-20) et (2-21) la quantité %} peut étre mise en facteur du membre de droite. Il semble donc

intéressant d’introduire la fonction £x telle que : Kx(p.tx) —%kx(tx) et de faire de méme pour
Ky. 11 vient ainsi :
1oty (71
kx(tx) - r*| = kq( t§ dtx| dt
(% o T +ty? [Intx +ty2 (%) ] ¥

(2-35)

Jhix(tx) = r| =————= hfy( ty) dt

(-2 m{) o
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ky(ty)—FTl th 2[? irtx2+ty2 ky(t)b dtya doe ..

TTIX +t
° 4 (2-36)
hix( 9 db

3

hiy(ty)+r

r[tx +t2

Puisque I et p sont absents des membres de droite de ces équations, les fonctions
kx(tx) et ky(ty) ne dépendent plus que des parameétres r et 0. Ce dernier paramétre apparait
explicitement lorsque /fx et Afy sont remplacés par (2-20) et (2-21).

Les équations intégrales (2-35) et (2-36) sont du type Fredholm du second ordre
(Wikipedia). Nous n’avons pas eu le temps de voir s’il était possible de les résoudre d’'une maniere
completement analytique. En revanche, nous nous sommes intéressés aux deux comportements
asymptotiques visibles sur la Figure 2-11 lorsque la distance est soit beaucoup plus petite, soit

beaucoup plus grande que p.

4.6. Recherche analytique des asymptotes

Il s’avere, en observant les résultats de FLUX2D et de uPEEC, que dans les deux
régions qui nous intéressent ici, la densité de courant induite directement par le fil est négligeable
et les deux densités coincident. Pour Kx;, cette densité s’évalue a I’aide de (2-31). Cest la densité de
courant que créerait le fil en 'absence du second demi-plan. Tant que le premier terme du second

membre de (2-31) est négligeable on a :

171 ty

0

1 _
o Kx(p tx) =
Soit :

tx — ty) dt 2-38
Kx(po tx) = Itx ry? Ky(o ty) dty (2-38)
L’intégrale peut étre explicitée lorsque Kx(otx) =txP si p est strictement comprtis entre 0

et 2. On peut aussi Iexpliciter si Kx est une combinaison linéaire de telles fonctions. Voyons

comment procéder.

Tty 1 _t ix W ty
I——dy—j tx d(—)

2 2 o] 2 p
O +ty? ty 01+(tyj t¢ [tyj o tx
(2-39)
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Le résultat de I'intégration sur # invoqué ci-dessus est donné par la formule 3.241 de
""Table of integrals, Series and Products, fith edition” |GRA-94]

Voyons a quelles conditions (2-38) est vérifiée.

1 _r 11 1 . T _r

—=———— = Sin|p—=|==

’ P2 . T 2) 2 (2-40)
sin pz

Avec une perméabilité u, forte, r est peu différent de 1. Dans ces conditions, le sinus
doit étre égal a V%, ce qui conduit a des comportements en Kx(potx) =tx Y3 ou Kx(potx) =tx 3. Ces
comportements sont précisément ceux que nous avons mis en évidence a l'aide de nos logiciels.

Plus généralement, (2-40) s’inverse et donne p en fonction de 7 ou de ..

_2 .r[rj_ 2 (1 -1
p =—arcsin — | = —arcsin ——— (2-41)
T 2) 1 2 +1

Cette équation donne, pour un u, fixé, deux valeurs de p dont la somme est égale a 2 (et
la moyenne égale a 11). La premicre est au plus (pour une perméabilité élevée) égale a 1/3 et,
dans ce cas, la seconde vaut 5/3. Nous avons écarté les valeurs négatives de p puisque, par

hypothese, p doit étre strictement compris entre 0 et 2.

Deux essais, menés avec uPEEC, pour des perméabilités tres faibles (3 et 1.7) ont
confirmé les pentes données par (2-41). Ainsi, nous avons établi qu’a des distances beaucoup plus
petites que o, Kx(x) est, a une constante multiplicative M pres qui ne dépend que de 7 et 6,

donné par :

If X —%arcsir(%]
Kx(x) = M 2r—(—J (2-42)
2mp\ p

Signalons que (2-42) est également la solution de ['équation intégrale (2-33) sans second menmbre.

Les deux comportements asymptotiques trouvés ci-dessus permettent de proposer une

fonction approchée pour les deux densités de courant :

K(t):r% s (2-43)

En la tragant sur un papier log-log, on remarque que la fonction #K(?) est symétrique par

rapport a # = 1. Cela se justifie car la fonction qui reste a droite ne change pas de valeur si on
remplace 7 par 1/ On vérifie que cette particularité de K(#) est partagée par toutes les solutions
trouvées pour les densités de courant a I'aide de yWPEEC. La démonstration générale de ceci
s’établit a I'aide de I’équation analytique (2-35). En effet, si on le multiplie par # son second

membre présente la propriété énoncée : le remplacement de t par 1/7 ne change pas sa valeut.
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k(t)—aﬁ%ln(%} k(u) du:% 18 +a ZC t—zt
ot~ (t#)—zc 1) _4ee
t t+t 4C (2-44)

CUERERREER.

5. CONCLUSION

Quand nous avons commencé a appliquer la méthode pPEEC, nous avons vite obtenu
des résultats qui semblaient probants. Nous les avons présentés au cours du premier chapitre.
Nous avons multiplié les études afin de varier les dispositifs en adoptant comme références soit
des études analytiques soit des simulations numériques soit les deux. Les essais ont souvent été
menés avec une perméabilité égale a 10, une valeur qui permettait de visualiser, sur une méme

image, les lignes de flux dans I’air et dans le matériau magnétique.

Malheureusement, lorsque nous avons tenté d’étudier un dispositif concret, nous avons
déchanté. Ca ne marchait pas et pourtant, les résultats ne semblaient pas complétement aberrants.
Les équipotentielles, par exemple, montraient des formes plausibles qui, pendant un temps, nous
ont égarés. En revanche, les champs qui, eux aussi avaient une forme correcte, étaient trop petits.
Cela plaidait plutot en faveur d’une erreur de code. Aprées avoir cherché en vain une erreur de ce
type, nous repartions pour un cycle de vérification sur des exemples finalement proches des
premiers traités car les systemes qui peuvent étre confrontés a une référence simple et fiable tout
en offrant des points de comparaison facilement accessibles ne sont pas si nombreux.
Evidemment, cette campagne d’essais ne nous menait pas plus loin que les précédentes. Bref

nous avons mis beaucoup de temps a comprendre ce qui ne marchait pas.

Au long de ce chapitre, nous avons tenu a présenter une démarche logique qui conduit a
bien cerner lorigine de la difficulté. Dommage que nous ne I’ayons pas suivie plus tot ! Avec ce
recul, nous savons maintenant que, pour que notre calcul soit insatisfaisant, il faut réunir trois
conditions : il faut que le fil soit dans une cavité, que cette cavité ait des parois tres réfléchissantes
(C’est-a-dire composée de matériaux tres perméables) et que ses parois soient anguleuses. Difficile

de trouver cela par hasard !

Pour comprendre, nous avons analysé et étendu la notion de réflexions multiples qui
semble étre a 'origine de ces soucis. A cette occasion, nous avons montré que les coefficients de
réflexion devaient s’écrire sous forme matricielle pour intégrer la variation avec I’éloignement.
L’addition des réflexions successives se traduit par 'apparition d’une matrice inverse en facteur.
Cette matrice pourrait étre a lorigine de l'hypersensibilité a certains éléments si elle est mal
conditionnée. Enfin, nous avons analysé la conséquence des réflexions multiples dans les angles
rentrants des cavités : elles conduisent a des profils de courant pointus dont nous avons établi la

loi de variation.
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Apres avoir observé que la concentration du courant au milieu de chaque élément
menait 2 des courbes d’inductions ressemblant peu a la réalité, nous devons réfléchir a toutes les
conséquences de cette approximation. Soulignons que l'inexactitude ainsi introduite est d’autant
plus grande que le champ est calculé pres du segment. De ce fait, sauf exception, elle pese peu
lorsqu’on évalue I'excitation tangentielle envoyée par le fil source. En revanche, pendant la phase
d’évaluation de linteraction d’un élément sur un autre (traduite par la matrice U), 'erreur ainsi
introduite peut étre importante pour les éléments proches sauf s’ils sont alignés (dans ce dernier
cas, le couplage est nul), c’est le cas des éléments situés dans les coins. Ce raisonnement est
cohérent avec l'observation suivant laquelle une faible variation des éléments d’angles de la

matrice U provoque une variation considérable du résultat final.
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1. INTRODUCTION

Au cours du chapitre 2, nous avons constaté que la technique de calcul mise en ceuvre
pour appliquer la méthode uPEEC était imparfaite. Telle quelle a été présentée, elle donne des
résultats tres imprécis lorsque trois conditions sont réunies : la source de champ (pour I'instant un
fil) doit étre dans une cavité, cette cavité doit étre tres réfléchissante (c’est-a-dire creusée dans un
matériau tres perméable) et elle doit étre anguleuse. Pour cette raison, nous conduirons nos tests
en prenant comme exemple un fil passant dans la cavité rectangulaire d’un matériau magnétique

infini de forte perméabilité (u, = 2000).

Pour calculer un champ par la méthode pPEEC, il faut, dans un premier temps, trouver
la répartition des courants superficiels qui circulent dans le systéme équivalent. L’induction
cherchée s’en déduit ensuite comme si tout espace présentait la perméabilité du vide. Nos
investigations ont montré que 'imprécision s’introduit principalement durant la premiere étape,
lors du calcul des éléments de la matrice 7. Cette matrice donne la valeur de Pexcitation
tangentielle créée par un élément de courant superficiel sur un autre. Durant nos premiers essais,
nous 'avons calculée en recourant a deux approximations : le courant de I’émetteur a été supposé
concentré en son milieu et lexcitation reque a été identifiée a celle parvenant au milieu de
Iélément récepteur. A T’évidence, ces approximations sont acceptables lorsque les éléments
impliqués sont tres distants par rapport a leurs largeurs mais, en revanche, elles ne peuvent pas
étre satisfaisantes lorsqu’il s’agit des deux éléments adjacents d’un angle. Nous avons d’ailleurs
montré, dans le chapitre 2, que les éléments d’angles sont effectivement responsables d’une
grande part de I'imprécision finale. Nous allons donc évaluer 'impact de ces approximations et

tenter d’en proposer des plus précises.

Enfin, nous avons été surpris par Pamplitude de la modification de K que provoque le
faible accroissement d’un petit nombre d’éléments de 1. Nous allons voir si cela est révélateur
d’un probléeme de conditionnement de cette matrice. Dans laffirmative, des techniques aptes a
surmonter ce type de difficulté ont été proposées dans la littérature. Il serait peut-étre judicieux

d’y recourir.

2. TESTS D’ AMELIORATIONS

2.1.  Dispositif testé

Comme le montre la Figure 3-1, le dispositif sur lequel nous allons mener nos
comparaisons est une cavité rectangulaire de dimensions 8x4 cm, creusée dans un matériau
magnétique infini de perméabilité relative p, = 2000. Le fil source, parcouru par un courant
I; =1 A est dans la cavité (il est placé a 1 cm au dessus du plan de symétrie horizontal y=0 et sur
le plan de symétrie vertical x=0) dont la perméabilité est égale a celle du vide. II est paralléle aux

arrétes de la cavité.
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Matériau magnétique
1 = 2000
¥
A T B
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lem I Fil rectiligne | x
4cm i o
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p =1
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Figure 3-1: Cavité rectangulaire dans le matériau magnétique

Avant de commencer nos comparaisons, nous avons vérifié que I'imprécision
remarquée au chapitre 2 était aussi visible dans le traitement de ce probleme simple. Pour cela,
nous avons calculé le courant superficiel total en adoptant une discrétisation de plus en plus fine.
Il s’avere que, méme avec la plus fine d’entre elles, le courant total est encore tres loin de sa
valeur théorique donnée dans 'annexe 3 ([(w,u,,) = 1999 A). Pourtant, la matrice a atteint, pour
cette discrétisation, la limite de taille acceptable par un ordinateur commun. Ainsi, comme nous

Pespérions, ce dispositif simple permettra des tests significatifs.

Tableau 3-1: Evolution du courant superficiel total en fonction de la discrétisation.

Taille matrice 120 x 120 600 x 600 3000 x 3000

Courant total (A) 287 660 1182

2.2. Incidence du calcul « au milieu » de P’excitation

Nous abordons maintenant une des deux approximations initialement exploitées :
Lexcitation reque a été identifice a celle parvenant an milien de ['élément réceptenr. Cette approximation est
exploitée, en premier, pour calculer I'excitation tangentielle Hf? provenant du fil source. A cette
occasion, les éléments étant tous assez loin du fil, Perreur introduite doit étre acceptable. Nous
pouvons le savoir en vérifiant le théoreme d’Ampere sur le pourtour de la cavité. La circulation
de lexcitation doit donner 1 A avec une faible imprécision et, puisque la taille des éléments

diminue lorsque la discrétisation augmente, erreur doit diminuer aussi.

Ayant remarqué que le calcul analytique de I'excitation moyenne le long d’un segment
est facile, nous avons voulu connaitre le bénéfice de ce remplacement. Le Tableau 3-2 montre le

résultat de ces deux évaluations pour les trois résolutions adoptées. Le calcul approché donne un
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résultat conforme a nos attentes : il est assez précis et il Pest d’autant plus que la résolution est
fine. En revanche, méme avec une résolution tres grossicre, la seconde méthode donne un

résultat quasi parfait.

Tableau 3-2 : Vérification du théoréme d’Ampére pour deux calculs d’excitation et 3

résolutions.
Taille matrice 120 x 120 600 x 600 3000 x 3000
Th. Ampere milieu 1.000136634 1.000005465 1.000000219

Th. Ampere moyenne 1.000000000000000 | 0.999999999999998 | 0.999999999999991

Cela se justifie aisément comme suit. D’abord, puisque H? est par définition partout
parallele a 4/ et que chaque coin forme les extrémités de deux éléments, les directions de ces deux
vecteurs sont constantes sur toute la longueur d’un élément. Le produit scalaire peut étre
remplacé par un produit algébrique. Ensuite, en revenant a la définition de la moyenne sur le
trajet qui va du point T; au point suivant T}, la circulation s’exprime en additionnant les
contributions des IN parties du parcours fermé P. Il s’avere que, pour la totalité du parcours, la
valeur obtenue est exacte, quel que soit le nombre de trongons composant ce parcours. En outre,
cette conclusion reste valable quelle que soit la répartition du courant source a l'intérieur du

parcours.

N N 1 Tiv N Tis
Hdl =¢Htdl =) | — | Htdl (I, = Htdl 3-1
i i Zl d Tj | Zl Tj (3-1)

Etant donné le bénéfice constaté ici, nous nous devons d’évaluer I'impact de cette
modification sur le calcul de 1, puisque c’est a ce niveau que cette approximation initiale doit étre
la plus néfaste. Les résultats présentés dans le Tableau 3-3 mettent en évidence l'incidence de
cette transformation sur le courant superficiel total. Soulignons que le courant source est toujours

concentré au milieu de I’élément émetteut.
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Tableau 3-3 : Amélioration apportée par le calcul plus fin de ’excitation tangentielle.

Taille matrice 120 x 120 600 x 600 3000 x 3000

Ket H au milieu

Courant total 287.378092 660.340096 1181.792783

Kau milieu et H moyen

Courant total 1999.273132 1999.010925 1999.000437

L’amélioration apportée par ce nouveau calcul de lexcitation tangentielle est
spectaculaire : le courant total calculé est trés proche sa valeur théorique (7999 A). Le résultat
n’est pas parfait mais, lorsque la discrétisation est fine, la précision obtenue est déja tout a fait

exploitable.

Nous rencontrons ici le courant superficiel total dont la valeur théorique est calculée
dans 'annexe 3. Mais ici, nous avons une autre fagon pour mettre en évidence ce courant grace
au calcul dune circulation de lexcitation tangentielle. Revenons a l'une des équations
fondamentales de la méthode WPEEC et calculons les circulations de ses trois termes sur le

contour de la fenétre.

— U — 1 url + urZ
§Htdi = § Hitdi +§ Hstdi ou Ht = FT K (-2)
P P P rl r2

La circulation de Hs est facile a évaluer. En effet, dans un systeme 2D, si un courant
¢lémentaire de valeur K circule sur la surface latérale d’une cavité dont 'empreinte est P, sa
contribution 2 la circulation de H le long de P est K/2. Il en va de méme pour tous les éléments
de courants que comprend cette surface latérale si aucun courant fini ne circule sur une arréte, de
largeur nulle, de la cavité. En conséquence, cette circulation totale est simplement égale a 1./2 (I,

est le courant superficiel total). D’autre part, compte tenu du lien qui existe entre H7 et K| la

circulation du membre de gauche vaut }mk. Notons au passage que cette égalité s’établit
2 url - ur2

en appliquant le théoreme d’Ampére a un élément unique. Finalement, I'équation qui lie les

circulations donne :

E “rl + “r2

|
IS: I +7S - IS = r - r I -
T (VIS I > (M = o) (3-3)

La valeur ainsi trouvée pour [, est exacte.
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2.3. Incidence de la concentration au centre du courant

Au paragraphe précédent, nous avons renoncé a l'une de nos deux hypothéses
simplificatrices. Nous allons voir maintenant s’il est utile d’éviter la seconde. Dans un premier
temps, nous répartissons le courant, jusqu’ici localisé au milieu de Iélément, de manicre
uniforme, sur toute la largeur de I'élément. Pour tester cette hypothese, il est intéressant de

revenir a la circulation de H7 pour avoir le courant superficiel total.

Tableau 3-4 : Courant superficiel total fonction des approximations utilisées et de la

discrétisation

Taille matrice 120 x 120 600 x 600 3000 x 3000

Kau milieu et H moyen

Courant total 1999.273131991 1999.010925263 1999.000436992
Ket Hmoyens
Courant total 1999.000000002 1999.000000024 1998.999999973

Ainsi, cet étalement du courant conduit, quelle que soit la discrétisation choisie, a une
meilleure précision que sa concentration au milieu de I’élément et le gain en précision est d’autant

plus important que la résolution est modeste.
2.4. Conclusion

De ces tests, il ressort que ’étalement du courant dans un élément et le calcul de
Pexcitation tangentielle moyenne le long dun élément nous donnent, contrairement aux
approximations initiales, acces a une précision tout a fait acceptable. En conséquence, nous allons
modifier notre formulation en remplacant les courants ponctuels par des densités de courant
surfaciques uniformes sur chaque élément émetteur et en calculant l'excitation tangentielle
moyenne sur la largeur de chaque élément récepteur. Cette nouvelle formulation sera ensuite

confrontée a des résultats de simulation FLUX2D afin de valider cette approche.

3. NOUVELLE FORMULATION POUR pPEEC : nPEEC
UNIFORME

Nous avons vu dans les chapitres précédents que tout matériau magnétique isolant
pouvait étre représenté par un ensemble de courants superficiels. Pour discrétiser ces courants
nous avions choisi de les représenter par des éléments discrets parcourus par un courant ponctuel

et nous avons pu constater les limites de cette représentation pour certaines géométries. Afin
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d’améliorer cette représentation nous allons, dans ce chapitre, évaluer I'impact d’une
discrétisation pour laquelle chaque élément sera supposé traversé par une densité de courant

uniforme Figure 3-2.

v
\ s

® VIR

Figure 3-2 : Courant ponctuel (a gauche) et répartition homogéne (2 droite) de la densité de
courant sur un élément de surface

Ce changement de représentation va influer sur les formulations de la matrice 1, du
vecteur Hff et du potentiel vecteur 4. En revanche, 'algorithme de la méthode pPEEC (Figure 1-

5) restera inchangé. Dans la suite nous allons donc nous attacher a établir les nouvelles formules
pour I/, Hft et A.

En considérant une répartition uniforme du courant sur un ¢élément nous pouvons

calculer :
. L’excitation produite par un élément de longueur finie
. La moyenne de cette excitation le long d'un autre élément (hsmoy) ainsi que
la moyenne de l'excitation créée par le fil source le long d'un élément
(hfmoy).
. Le potentiel créé par un élément de longueur finie.

Les deux premiers points permettent de remplacer, dans la matrice V, les expressions
donnant l'excitation appliquée sur un fil par un autre. Le reste demeure inchangé et, apres
inversion de la matrice, il est possible de calculer la densité du courant superficiel si I'excitation du
fil source a été évaluée conformément a la préconisation du point 2 (moyenne sur la largeur de
'élément). Enfin, le résultat du point 3 permet, dés que la densité de courant superficielle est

connue, de calculer le potentiel vecteur de l'ensemble du systeme.

3.1. Calculs des excitations émises
Les excitations émises sont calculées en considérant que la densité de courant est

uniforme sur la largeur d’'un Iélément. Calculons 'excitation créée par un élément j dont les

coordonnées de son centre sont (X;y;) sur un point i de coordonnées (x;, y;). Comme dans le
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chapitre précédent, deux cas seront considérés selon que I’élément émetteur est horizontal ou

vertical.
3.1.1. Excitation créée par un élément horizontal j

La Figure 3-3 présente 'excitation créée par un élément horizontal j de densité de
courant J; uniformément répartie sur sa largeur Ly, sur un point i du domaine. Calculons les deux

composantes Htx; et Hty, de l'excitation.

J | @RXOOR®

< »)

L

Figure 3-3 : Excitation créée par un élément horizontal j sur un point i

a) Composante Htx;

A partir de la formule (3-4) de I'excitation horizontale créée par un courant ponctuel J; :

Hog =L %Y, (3-4)
2l - x o+ ly -y, f
On déduit la formule de I'excitation horizontale créée par I’élément j de largeur L, ayant

la densité de courant J; uniforme sur sa largeur :

I e %Y
Hix, =—-|" 2 S dx; (3-5)
M oy ey e

Cette intégrale peut se calculer aisément et Pexpression de Htx; prend alors la forme

J; -
Htx, =—- arctarE cr dej - arctarE ¢ de) (3-6)
2 d

L; ‘
Avec: C=X —Xj; d:yi Y de:7J et dr:LZ'.

finale :
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Ces changements de variables seront conservés dans tous les calenls qui vont suivre.

Lexpression (3-6) représente lexcitation créée par un €lément de largeur L. II est
possible de vérifier simplement cette expression. En effet, si I'on fait tendre la largeur Lj vers zéro

on retrouve alors Pexpression de I'excitation créée par un courant ponctuel (3-4).

. J; c+de c-de\||_J; d
lim{———| arcta —arctapn—— | |} =—
de-0| 2772de d d 21 ¢? +d?

b) Composante Hty,

De la méme fagon, pour le calcul de la composant Hty,, on a part de I'expression de

Pexcitation sur y créée par un courant ponctuel J; :

Hty; S i 3-7
| 27T(x,-—x,—)2+(yi—yj)2 ¢

Par intégration sur I'élément j de largeur L traversé par une densité de courant J;

uniforme comme le montre 'expression (3-7) on obtient, en (3-8) 'expression du champ Hty,.

Hty, =0 jX”L?j dx (3-8)
i L4 -
2 Xj‘j’(Xi‘XjZ“LYi‘Yj)z :

Hty; =

ﬂlm{glﬁgiiﬁi} (3-9)

4 | (c+de)? +d?

3.1.2. Excitation créée par un élément vertical j

Lorsque TI’élément j est vertical, la méthode de calcul est identique et les résultats

peuvent se déduire facilement des expressions précédentes :

L,
Hix =ijyj+?] Yi 7Yj dy, =_i|n w (3-10)
syl Pely-y P 4 L rdg?ee?
J. yeb — X J. _
Hty; :——’jy’+L2 X; ! > dy; :——’[arctarEd +de)—arctarEd deﬂ (3-11)
2= b = P+ (v - ) 27 ¢ ¢
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H 4>
Ht;
th; """"" ] .
.
> Hix;

(xi.y3)

(x3.31)

Figure 3-4 : Excitation créée par I’élément vertical j sur un point i

Ces relations améliorent la précision du champ émis par un élément. Elles doivent étre
complétées par le calcul de la moyenne, sur sa longueur, de Pexcitation regu par un élément. Ces

expressions sont établies ci-dessous.
3.2. Calculs des excitations moyennes regues

Maintenant que les excitations émises sont connues, la deuxieme étape de calcul consiste
en la recherche de la moyenne de ces excitations le long d’'un élément recevant le champ. Les
calculs suivants présentent la moyenne de Iexcitation créée par le j™ élément sur le i™ élément.
Ces calculs nous permettent de trouver, pour la matrice 1] les expressions donnant I’excitation
tangentielle appliquée a un élément par un autre. Ces expressions dépendent des directions
respectives de I’élément émetteur et de I'élément récepteur. Afin de simplifier ces expressions
nous ne considérons que quatre cas dans lesquels 'élément j et I’élément 1 sont soit horizontaux

soit verticaux.
3.2.1. Moyenne de P’excitation créée par un élément horizontal j

a) Elément récepteur i horizontal

La Figure 3-5 montre 'excitation tangentielle créée par un élément horizontal j ayant la
densité de courant J; uniformément repartie sur sa largeur, sur un élément horizontal i, dont

(%Y et (X;,y;) définissent leurs milieux et Ly et L; leurs largeurs.

Li
=
— Tt
(xi.y3)
1
(%,y3)
J | ®R®R®R®R®®
T
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Figure 3-5 : Excitation tangentielle créée par un élément horizontal j sur un élément horizontal
i

En reprenant la définition de la valeur moyenne on obtient pour Htx; Pexpression

suivante :

rdr J . —X; +de . —X; —de
Hix; =L aretag 329 T rerag 3 TCC dx (3-12)
2dr Jx-dr 277 d d

Cette expression peut-¢tre simplifiée comme suit moyennant le changement de variable

donné ci-dessous :

J 2+d? r?+d? p q r s
Htx =——2—|d.In a + 2| p.arctan— |—qg.arctan— | —r.arctan— |+ s.arctap— -1
i SIIdY{ [p2+d2 Sz+d2 p 'Edj q 'Edj 'EdJ 'Edj (3 3)

Avec p=c—-de+dr ; q=c-de—dr ; r =c+de+dr ; s=c+de-dr

Pour vérifier la formule (3-13), exprimons la limite de celle-ci quand la largeur de
I’élément i tend vers zéro (dr dans la formule (3-13) tend vers %éro), on trouve bien la formule de

I’excitation créée sur un point (3-6) :

J. 2,42 2,42
lim{-——| d.In g-+d*r-+d +2 p.arctar{ﬁj—q.arctar{ﬂj—r.arctar{Lj+s.arctar{Ej
dr-o| 8mrdr p2+d2 s?2+d?2 d d d d
_J; c+de c-de
=—| arctan —— |—arctan ——
2 d d

b) Elément récepteur i vertical

Cherchons maintenant I'excitation moyenne regue par le i*™ élément vertical (Figure
3-6)

(%iy3) i Li

(3,¥)
PRRXORX

L

].

Figure 3-6 : Excitation tangentielle créée par un élément horizontal j sur un élément vertical i

En reprenant 'expression du champ local (3-9), on obtient :
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ity = [0 fnfo- 92 + (v - v, 7] nfle o7+ - vy G149

Cette intégrale est calculée en faisant le changement de variable ci-dessous et la

moyenne de Pexcitation prend la forme finale :

J. 2, .2 2.2
Hty, =— 871.Jd . {r.ln{ 22 : : 5 ] - s.ln[ 22 : :2 ] -2 p[arctarE?pJ - arctarEED + Zq(arctarEgj - arctarEgjﬂ (3-15)

Dans laquelle : p=c+de; g=c-de; r=d+dr ; s=d-dr

3.2.2. Moyenne de P’excitation créée par I’élément vertical j

Les calculs sont similaires lorsque I'élément d’excitation est vertical. Les expressions ci-

dessous sont données pour les 2 directions de I’élément récepteur.

a) Elément récepteur i horizontal

€ e

La moyenne de lexcitation tangentielle créée par le j™ élément vertical sur le i™

élément horizontal (Figure 3-7) est calculée comme précédemment. On obtient finalement :

J. 2, .2 2,2
Htx; = 87'LJdr {r.ln( 22 ::2 ] - sln[ 22 ::2 ] - Zp[arctarEfj - arctarEng + ZanrctarE?j - arctarEgjﬂ (3-16)

Avec:p=d+de; g=d-de;r=c+dr ; s=c—dr

Li

—
—> Hix;

(%i,yi)

(Y

RORXROX|=

Figure 3-7 : Excitation tangentielle créée par un élément vertical j sur un élément horizontal i

b) Elément récepteur i vertical

Jj Z+c”r?+c? p q r s
Hty, =——|clIn q + 2 p.arctan— |—qg.arctan— |—r.arctan— | + s.arctan— 3-17
b 87T.dr{ (p2+c2 s?+c? P 'EC] q 'EC] 'ECJ 'EC] ¢

Avec: p=d-de+dr ; g=d-de-dr ; r=d+de+dr ; s=d+de-dr
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(%3,y7) l L

(x3Y9)

ARRXXR| =

Figure 3-8 : Excitation tangentielle créée par un élément vertical j sur un élément vertical i

3.2.3. Moyenne sur un élément de ’excitation créée par un fil

Afin de compléter ces formulations il est nécessaire de calculer Pexcitation moyenne
crée par un fil conducteur parcouru par un courant I; sur un élément de largeur L. Pour cela il
suffit d’exprimer la valeur moyenne du champ tangentiel en repartant des expressions (3-4) et (3-7).

Les expressions obtenues sont résumées Tableau 1-1.

Tableau 3-5 : Moyenne sur un élément de Pexcitation créée par un fil

« Li
—
—> Htxi
LYi I - X, +dr - X, —dr
(xiyi) Hfx, = ——'| arcta X X —arcta X X (3-18)
t 4rdr Yi—Ys Y~ Ys
I¢
(x5y1)
—
thi
T, | - + dr - _dr
Gy l Li Hfy, =— [arcta{y' Vi ]—arcta{y' Vi H (3-19)
4rdr X, — X X = X
T
Ie
(x5yo)

3.3. Calculs du potentiel vecteur créé par un élément

Pour évaluer le potentiel vecteur (ou Iinduction) créé par un élément de largeur
L, = 2de et parcouru par un courant J; uniforme, nous repartons du théoreme de Biot et Savard

et nous effectuons l'intégrale sur la largeur de 'élément.
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Pour un élément horizontal cette expression est
__Ho xj+d [ V" _ 2}j
AX,Y) = ZTJJLJ-dj” (=, P+ [y -y, Pix (3-20)
Apres lintégration, nous obtenons :

AxY) = —% J; { p.In H‘;i:gi:gi} + de[ln{[(p +de)® + qz]-[(p -def® + qz} - 4] - Zq{arctar{p_Tde] - arctar{p;dejﬂ 3-21)

Avec: p=X; =X ; q=y-Y,;

Pour un ¢élément vertical, 'expression est identique en remplagant p=y-y; ; g=X; —X.

Toutes les expressions utiles étant maintenant établies nous allons mettre en ceuvre cette nouvelle

formulation de yPEEC dans les configurations géométriques ayant posé probléme au chapitre 2.

4. MISE EN (EUVRE DE LA FORMULATION pPEEC
UNIFORME ET VALIDATION

Afin de vérifier I'intérét de cette nouvelle formulation, nous allons la mettre en ceuvre
sur les structures ayant posé des problémes lors du chapitre 2, a savoir, la cavité rectangulaire ou
le circuit magnétique d’un transformateur. Dans cette partie nous identifierons quelques
indicateurs de la performance de cette formulation comme la somme des courants de surface ou

Iénergie stockée.
4.1. Cavité rectangulaire dans le matériau magnétique

Le premier dispositif sur lequel nous allons évaluer cette nouvelle formulation est celui

déja présenté Figure 3-1.
4.1.1. Incidence sur les lignes équipotentielles

Les lignes équipotentielles issues de la méthode pPEEC sont présentées dans la Figure
2-1. A gauche la formulation uPEEC ponctuelle, a droite 'uniforme. Toutes les deux présentent
une allure crédible et presque identique : les lignes de flux sont, comme il se doit pour une forte
perméabilité, bien canalisées dans le matériau magnétique. Ceci explique pourquoi, dans le

chapitre 1 nous n’avions pas décelé de probleme.
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Atot,mu Atot,mu

Figure 3-9 : Equipotentielles déduites de ywPEEC pour la formulation ponctuelle (a gauche) et
la formulation uniforme (a droite)

Pour visualiser le probleme rencontré dans le chapitre 2 et montrer les améliorations
venant de la formulation uPEEC uniforme, nous allons étudier la densité de courant superficiel et

I'induction calculées sur un chemin de test.
4.1.2. Densité de courant superficiel

La densité de courant superficiel est calculée en suivant le parcours D-A-B-C-D de la

Figure 3-1.

Le Tableau 3-6 nous donne la somme des courants superficiels calculés par la
formulation pPEEC ponctuelle, par 'uniforme et par FLUX2D. Au cours de ces calculs, 300
éléments de discrétisations sont utilisés (la taille d’un élément est de 0.8 mm). Afin de
comparer les résultats, la méme discrétisation a été appliquée dans toutes les simulations pPEEC
et FLUX2D 2 savoir une discrétisation uniforme des cotés de la cavité, avec une taille d’élément
¢gale 2 0.8 mm. Il est a noter, que pour cette simulation, FLUX2D a utilis¢ 75300 nceuds de
maillage car FLUX2D ne maille pas seulement les cotés de la cavité mais aussi le matériau
magnétique et I'air. Ce nombre de nceuds est a comparer avec les 300 éléments qu’a nécessité le
calcul uPEEC.

On constate que la valeur donnée par le calcul uPEEC uniforme est identique a celle
donnée par le calcul théorique (1999 A), tandis que FLUX2D donne une valeur légérement plus
petite. En revanche, le calcul par la formulation uPEEC ponctuelle donne une valeur de 4.22 fois
plus petite soit 473.5 A. Ce résultat est conforme avec ce qui avait été signalé en introduction de

ce chapitre.
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Tableau 3-6 : Somme des courants supetficiels donnés par trois calculs yuPEEC
ponctuelle, uPEEC uniforme et FLUX2D

uPEEC nPEEC
) FLUX2D
ponctuelle | uniforme
Somme des courants supetficiels (A) 473.5 1999 1972
Ecart relatif entre pPPEEC uniforme et FLUX2D 1.35 %

Afin, d’une part, de localiser les erreurs réalisées par la méthode pPEEC ponctuelle sur
la valeur de la densité surfacique de courant et, d’autre part de vérifier la pertinence de la
formulation uniforme, nous avons tracé les densités de courant sur le parcours D-A-B-C-D de la
cavité obtenue par les 2 formulations uPEEC et celle estimée par FLUX2D. La Figure 3-10

présente le tracé de ces trois densités de courant et montre le tres bon accord entre uPEEC
uniforme et FLUX2D.

Densité de courant superficiel tracée sur le pascBuA-B-C-D Ecart relatif uPEEC uniforme - FLUX2D
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Longueur du parcours D-A-B-C-D (m) Longueur du patcours D-A-B-C-D (m)
a - Densité de conrant donnée par les trois simulations b — Ecart relatif entre uPEEC uniforme et FLUX2D

Figure 3-10 : Comparaison des densités de courant superficiel pour 300 éléments

Afin de vérifier le bon accord entre la formulation uPEEC uniforme et FLUX2D nous
avons tracé Figure 3-10-b I’écart relatif entre ces deux courbes. On peut constater que cet écart
est en général inférieur a 2% et peut atteindre 10% dans les angles. Toutefois il n’y pas lieu de
s’alarmer de cette erreur car elle reste trés localisée dans les angles. En effet, seuls les densités de
courant des premiers éléments d’angle de la discrétisation uPEEC et FLUX2D présentent cette
différence. Cela peut étre du a un maillage trop grand dans les angles pour FLUX2D ou a la
difficulté d’obtenir la densité de courant équivalente dans FLUX2D toujours pour ces angles.
Rappelons que celle-ci est déduite de Iécart entre I'induction tangentielle des deux cotés de la
surface. La sensibilité de la distance du point de calcul a la surface peut alors conduire a des
erreurs du calcul.
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Chapitre 3 : Tests d’améliorations et nouvelle formulation de uPEEC

4.1.3. Etude de ’induction

Nous allons maintenant comparer les inductions obtenues a I'aide de pPEEC a celles
trouvées par FLUX2D. Plus précisément, nous comparons les deux composantes de I'induction

mesurables sur le chemin de test défini par la Figure 3-11.

Matériau magnétique
B = 2000
v
(-6cm,1.7cm) A B (6cm,1.7cm)
Chemin de test | 3mm
Tx I
lcm f
4cm . —
Air © x
p2 =1
D C
8cm

Figure 3-11 : Chemin de test pour ’étude de I’induction

La Figure 3-12 montre les deux composantes de I'induction tracées sur le chemin de test
a l'aide des trois calculs uPEEC ponctuel, uPEEC uniforme et FLUX2D. La composante
tangentielle (Bx) est présentée dans la figure de gauche et la composante normale (By) dans la
figure de droite. Ici aussi, nous trouvons une trés bonne concordance entre les courbes calculées
par uPEEC uniforme et celles trouvées par FLUX2D. En revanche, I'induction calculée par
uPEEC ponctuelle est sous-évaluée : ses deux composantes sont plus faible dans un rapport 4.22
quasiment constant quel que soit le point d’observation! Cette constance explique pourquoi

Iallure des équipotentielles dans la Figure 3-9 était crédible : seule leurs valeurs auraient pu nous

alerter.
s Composante E Composante By
1.5¢10 0.0
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Figure 3-12 : Comparaison des inductions tangentielles et normales
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Chapitre 3 : Tests d’améliorations et nouvelle formulation de uPEEC

Pour obtenir une vue plus précise sur I’écart entre notre méthode uPEEC uniforme et
FLUX2D, nous allons tracer ’écart relatif du module de I'induction calculé sur le chemin de test.

La Figure 3-13 montre I'écart relatif entre le calcul WPEEC uniforme (en utilisant 300 et
1800 éléments de discrétisation) et le résultat donné par FLUX2D. Sur la figure a gauche, nous

avons une vue globale sur les écarts et sur celle de droite nous avons un zoom sur la partie basse
de cette courbe.

Ecart relatif de B entre pPEEC uniforme et FLUX2D Ecart relatif de B entre pPEEC uniforme et FLUX2D
16

E% 300 éléments
"+ ++ E% 1800 ¢éléments

E% 300 éléments |3
-+« E% 1800 éléments |"

12 2.24

8(Q

Ecart relatif (%)
Ecart relatif (%)

4Q

-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

0.79

-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06
Surface AD Surface BC Surface AD Surface BC

Chemin de test (m) Chemin de test (m)

a— Ve globale b— Zoom sur les petites valenrs

Figure 3-13 : Ecart relatif du module de I’induction entre FLUX2D et deux simulations pfPEEC
uniforme de 300 et 1800 éléments de surfaces

On constate que Pécart est faible (< 2%) quasiment partout sauf pour quelques points
proche des surfaces AD et BC (les positions -0.04 et 0.04 des abscisses des courbes d’erreur).
Plus on s’approche de la surface, plus cet écart est important, pouvant atteindre 140% pour une
discrétisation a 300 points. Toutefois cette erreur est tres sensible a la discrétisation et 'on peut
constater, toujours sur la Figure 3-13-b que cette erreur tombe a 2% pour une discrétisation a
1800 points. Pour expliquer cet écart nous avons cherché a mettre en évidence I’évolution de la
densité de courant a proximité d’un angle parce que dans le calcul WPEEC, I'induction est déduite
directement de la densité de courant. Ici, nous avons choisi une distance de 4mm partant du coin

A pour étudier la densité de courant. Le chemin de test défini est donc bien placé dans ce
domaine d’étude (Figure 3-14).

91



Chapitre 3 : Tests d’améliorations et nouvelle formulation de uPEEC

A 4mm

<—>
Chemin test g I l T 3mm
<Vl

Figure 3-14 : Zoom sur le coin A pour I’étude de la densité de courant

La Figure 3-15 présente la densité de courant superficiel tracée sur une distance de
4 mm partant du coin A. La figure a gauche montre la densité tracée sur la surface AD et la figure
a droite, la densité sur la surface AB. Sur ces deux surfaces on peut constater le méme
comportement. En effet leffet de la discrétisation joue directement sur 'amplitude que peut
prendre le courant surfacique et pas simplement sur sa résolution. Dés lors, plus la discrétisation
sera fine plus la valeur maximale augmentera. Cela était prévisible car, théoriquement, cette valeur

est sensé tendre vers infini.

5x1(|
285 K uPEEC uniforme de 300 éléments o [o] B85 K pPEEC uniforme de 300 éléments  |ifs
000 K HPEEC uniforme de 1800 éléments ! : ©0©O K pPEEC uniforme de 1800 éléments [NtS
axad] : wad|
: a
3><104 [0] 3x10

2«1

Densité de courant (A/m)

1x1

Densité de courant (A/m)

0.036 0.037 0.0381 0.0391 0.0401 0 0.0510% 1.9510° 2.97%10° 4x10°3

Position du coin A e .
Position du coin A

Distance de 4mm partant du coin A . .
P Distance de 4mm partant du coin A

a — Densité de courant sur AD jusqu’a 4mm en partant b — Densité de conrant sur AB jusqu’a 4mm en partant
dn coin A du coin A

Figure 3-15 : Evolution de la densité de courant superficiel dans la distance de 4mm partant du coin A
pour deux simulations yuPEEC uniforme de 300 et 1800 éléments de surfaces

Afin de compléter cette comparaison nous allons maintenant nous intéresser a une
géométrie plus concrete, a savoir celle d’'un circuit magnétique de transformateur. Nous en
profiterons pour évaluer ’énergie stockée dans ce systéeme sous l'effet du courant conduit par
deux fils inducteurs représentant une spire. Nous acceéderons ainsi a I'inductance spécifique du

circuit.
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4.2. Fenétre de transformateur

La Figure 3-16 présente le circuit magnétique d’un transformateur, de dimensions
8 x4 cm et d’épaisseur 1 cm, dont perméabilité relative est égale a 2000. Le fil aller, rectiligne,
parcouru par le courant Iy = 1A, est placé d’'un coté d’'une des jambes verticales du noyau
magnétique au point de coordonnées (6.5 cm, 0) et le fil retour, lui aussi rectiligne, parcouru par

un courant I, = -1 A est situé, quant a lui, de 'autre c6té de la méme jambe (8.5 cm, 0).

y A
Iy
we = 2000
In I
4cm > ® ®
© X
(6.5cm,0) (8.5cm,0)
Tecm
8cm

Figure 3-16 : Fenétre du transformateur et les deux fils rectilignes d’excitation.

4.2.1. Etude des lignes équipotentielles

Les lignes équipotentielles calculées par la méthode pPEEC sont présentées a la Figure
3-17. La figure de gauche correspond a la formulation WPEEC ponctuelle, celle de droite
correspond a la formulation uPEEC uniforme. Comme précédemment, on constate que les deux
figures sont quasiment identique et présentent toutes les deux une allure crédible : les lignes de
flux sont bien canalisées dans le matériau magnétique. La simple observation des lignes de champ

n’est donc pas un critere de validité pertinent.

93



Chapitre 3 : Tests d’améliorations et nouvelle formulation de uPEEC
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Figure 3-17 : Equipotentielles déduites de ywPEEC ponctuelle (a gauche) et uniforme (a droite)

4.2.2. Etude de ’induction

De méme que pour la cavité nous pouvons ici vérifier 'induction crée par cet ensemble.
Valider I'induction revient de fait a valider la densité de courant aussi nous nous contenterons ici
de la premicre vérification. De méme, la formulation uniforme de uPEEC ayant montré se
supériorité sur la formulation ponctuelle, nous nous limiterons, dans la suite, a confronter
uPEEC uniforme a FLUX2D.

La comparaison se fera en considérant les deux composantes de linduction sur le
chemin présenté sur la Figure 3-18 en respectant toujours les mémes conditions de maillage entre
UPEEC et FLUX2D a savoir 500 éléments de discrétisations sur les surfaces soit une taille

d’élément de 0.8 mm.

YV A
y
e = 2000
(-Tem,0.8em Chemin de test ¢ 2mm (9cm,0-8cm)
I I
4cm » f1 ® ) @
o X
(6.5cm,0) (8.5cm,0)
lecm
v
8cm

Figure 3-18 : Chemin de test pour I’étude de I’induction
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La Figure 3-19 montre deux composantes de I'induction tracées sur le chemin de test a
l'aide des deux modélisations uPEEC uniforme et FLUX2D. LLa composante tangentielle (Bx) est
présentée dans la figure de gauche et la composante normale (By) sur la figure de droite. On
constate, 1a aussi, un trés bon accord entre les courbes calculées selon notre formulation uPEEC
uniforme et celles trouvées par FLUX2D.

Composante Bx Composante By
23107 0.02 :
Bx pPEEC uniforme By WPEEC uniforme
P e e e Bx FLUX2D p ¢ ¢ ¢ By FLUX2D
5x10 ] 0.01
—~
—~
E E
=]
g ke
B - 110 B 0
=} =}
o el
c =}
— —
25453 -0.01
i3 -0.02
“#10.001 0 001 002 0.03 0.04 005 0.06 0.07 0.08 0.09 -0.01 0 0.01 0.02 003 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
Chemin de test (m) Chemin de test (m)

Figure 3-19 : Comparaison des inductions tangentielles et normales
Pour s’assurer de ce résultat la Figure 3-20 présente I’écart relatif entre ces deux

modélisations. Tout d’abord avec 500 éléments de discrétisation sur les surfaces puis avec 2000
points.

Ecart relatif de B entre pPEEC uniforme et FLUX2D

0.
E% 500 éléments |5
E% 2000 éléments |t
0.3
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-001 0 0.01 002 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
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Figure 3-20 : Ecart relatif sur le module de ’'induction entre FLUX2D et deux simulations
PPEEC uniforme de 500 et 2000 éléments de surfaces
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On constate que I’écart est tres faible (< 0.05%) et que son comportement est similaire a
celui observé pour la cavité : tres faible partout sauf lors du passage des surface du matériau
magnétique, intervalle [0; 0.01] et [0.07; 0.08]. Bien sur, cet écart diminue lorsque la
discrétisation augmente. Les causes de ces écarts sont la aussi identiques car fonction de la
position du parcours de test et de sa proximité avec les angles du noyau magnétique. En toute
objectivité, pour le moment, nous ne savons pas s’il s’agit d’'une erreur de uPEEC, de FLUX2D,

ou ... siles deux sont faux mais presque cohérents !
4.2.3. Etude de I’énergie

L’intégralité des courants présent dans la structure, qu’ils soient inducteurs ou liés a la
modélisation, étant maintenant déterminés et validés, il est possible de calculer I'énergie stockée
dans ce systeme. Il est a noter que, dans cette structure, la somme de tous les courants (paralléles

a Oz) est nulle. Nous ne devrions pas avoir d’indétermination sur I’évaluation de son énergie.

Le Tableau 3-7 montre I'énergie du systeme calculée par uPEEC uniforme et par
FLUX2D. On voit que l'accord de ces deux simulations est trés bon puisque I'écart relatif est
d’environ 0.6 a 0.7% selon le niveau de discrétisation. On dispose donc maintenant d’un outil de
modélisation performant qui va nous permettre, dans la suite, d’évaluer rapidement ’énergie
stockée mais aussi (surtout) linductance de systemes comportant des matériaux
ferromagnétiques. Toutefois, si ces résultats sont trés encourageants, cette méthode présente
encore, localement, quelques difficultés pour évaluer les courants surfaciques prés des angles.
Pour affiner un peu plus cette modélisation il faudrait, maintenant, franchir une nouvelle étape et
supposer une variation linéaire de la densité de courant dans les éléments de discrétisation et

chercher une approximation linéaire de I’excitation regue.

Tableau 3-7 : Energie pour une unité de longueur, calculées par les trois simulations

pwPEEC uniforme pwPEEC uniforme
FLUX2D
500 éléments 2000 éléments
Energie (n)) 70.68 70.60 70.20

Ecart relatif entre fPEEC

. 0.69%
uniforme 500 et FLUX2D
Ecart relatif entre fPPEEC

. 0.58%
uniforme 2000 et FLUX2D
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5. INTERPOLATION DE LA DENSITE DE COURANT

Afin d’améliorer la reconstitution de la densité de courant superficielle calculée par
uPEEC, notamment dans les angles, une premiere stratégie pourrait étre d’augmenter le nombre
d’éléments. Pour cela des méthodes de discrétisation linéaire ou logarithmique existent et 'on
pourrait montrer ici Iefficacité de telles méthodes qui permettraient d’améliorer les résultats ci-
dessus sans pour autant accroitre de fagon importante le nombre d’éléments et la taille des
matrices. Pour s’en persuader nous montrerons comment affiner les éléments critiques prés des
angles et I'influence que cela a sur les résultats. Ensuite, nous verrons une nouvelle modélisation
utilisant, non plus, une répartition homogene de la densité de courant sur un élément mais une

répartition linéaire.
5.1. Loi test de variation de la densité de courant

Afin de comparer différentes méthodes de discrétisation nous allons adopter une loi de
variation de la densité de courant représentative de I’évolution de celle-ci dans les angles. Cette
méthodologie nous permettra d’éviter de faire un grand nombre de simulation. Pour cela nous

L
supposons que : K(X) =X 2 et nous rappelons que, jusqu’a maintenant, cette loi serait discrétisée
en attribuant, a chaque élément, la densité de courant qui correspond a la moyenne de la loi sur la
largeur de I’élément. La Figure 3-21 présente la variation de cette densité de courant test ainsi que
I'image de sa discrétisation (ou la densité est considérée uniforme sur un élément). Cette
comparaison met en évidence les limites de cette discrétisation. En effet, méme si dés le 2™
¢lément en partant de I'angle I’écart entre la loi de référence et la courbe discrétisée parait réduit,
il n’en est pas de méme pour le premier élément pour lequel cette erreur est importante. Pour
améliorer cette discrétisation il peut donc étre intéressant d’augmenter le nombre d’éléments

lorsque 'on approche de 'angle.
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Densité de courant (A/m)

1 L__ﬁ

0 1 2 3 4 5

Coordonnées des extrémités des éléments (m)

— Kréférence : K(x)= x*-1/3
— K WPEEC uniforme

Figure 3-21 : Tracé des densités de courants

5.2. Diminution de la largeur des éléments a proximité des

angles
Afin d’améliorer la discrétisation a proximité des angles, nous proposons ici de

subdiviser le premier ¢lément en 8 segments élémentaires donc la largeur wvarie

exponentiellement. La Figure 3-22 présente cette nouvelle discrétisation.
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Densité de courant (A/m)

0 1 2 3 4

Coordonnées des extrémités des éléments (m)

— K référence
— K WPEEC uniforme en affinant le ler élément partentangle

Figure 3-22 : Tracé des densités de courants en affinement le premier élément

Et les Figure 3-23 a et b montrent I’écart entre la courbe K(x) et sa discrétisation. On
voit ici que, en rajoutant que quelques éléments dans les zones sensible une nette amélioration de
la discrétisation peut étre obtenue.

i)
0.4 o.
04 0.
< <
< o4 ) 0.
k< B
o 04 o o
| Q |
-04 -0.
-04 -o0.
) 1 2 3 4 ~0% 1 2 3 4
Coordonnées des extrémités des éléments (m) Coordonnées des extrémités des éléments (m)
— Ecart relatif entre K réf et K uPEEC uniforme ndfin@ment — Ecart relatif entre K réf et KREEC uniforme avec affinem
a— Sans affinement du premier élément b — Avec affinement du premier élément

Figure 3-23 : Ecart relatif entre K référence et K yWPEEC uniforme en marches d’escalier
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La Figure 3-23-b montre aussi que Perreur résiduelle peut s’assimiler a des segments de
droites, ce qui nous a donné I'idée d’imaginer un discrétisation pour laquelle le courant n’est plus
considéré uniforme sur un élément mais est supposé varier linéairement lorsque 'on se déplace

d’une extrémité a autre de cet élément.

5.3. Approximation de la densité de courant par segments de

droites

Nous tentons ici de suivre la fonction K(x) par des segments de droites définis sur les
mémes intervalles que les marches d'escalier. Sur un intervalle donné [x;, x;,,], la droite qui suit la

courbe est I'interpolation de Lagrange 'ordre 1 donnée par Pexpression :

K pagrangd) = K (%)~ - X8 4K (%) — (3-22)

i+1 X~ )9

Ou K| (x) et K| (x;;,) sont les deux valeurs de la fonction K (x), calculées aux deux

agrange

extrémités x; et x,,, de I'élément.

K A
I<Lagmnge (X)
Ki(xi) / KMarches drescalier(X)
Kr(xi+1)
Ko5)
\ 4 >
© Xi Xit1 X

Figure 3-24 : Interpolation de Lagrange Pordre 1 sur Pintervalle [x;, Xi+1]

La moyenne sur ce segment est conservée si bien que la demi-somme des deux valeurs

K (x) et K, (x;,,) est égale a la moyenne sur ce segment :

Knoy(X) = (K (%) + K, (%.1)) (3-23)

Loin de I'angle, les segments de droites en interpolation de Lagrange sont de plus en
plus tangentiels a la densité de courant réelle. Donc, nous pouvons prendre la valeur de la densité

réelle K(x) au point le plus lointain comme la valeur de la fonction K (x) sur ce point.

agrange
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KL (X.1) = K(Xye) (3-24)

Avec Ne, le nombre d’éléments de largeur. Dans notre cas d’étude : Ne=70, x,,=70 donc

K, (x;,) = 10", Et nous déduisons aisément la valeur de K, (X) aux autres extrémités des

agrange

tous les éléments, grace a 'expression :
KL (%) = 2K oy (%) = Ki (Xi41) avec 7 = Ne-1,Ne-2,...0 (3-25)

Maintenant, nous pouvons établir notre approximation par interpolation de Lagrange
sur tous les segments. L.a nouvelle approximation est tracée sur la Figure 3-25 pour les deux cas :

avec Paffinement du 1¢ élément et sans affinement.
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0.4
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Coordonnées des extrémités des éléments (m) Coordonnées des extrémités des éléments (m)

— K référence — K référence

— K marches d'escalier — K marches d'escalier

-+++ K segments de droites ---+ K segments de droites

a— Sans affinement du premier élément b — Avec affinement du prenier élément

Figure 3-25 : Tracé des densités de courants pour Papproximation en segments de droites
comparé avec la densité de référence et la densité en marches d’escalier

L’amélioration apportée par cette nouvelle approximation de densité de courant est
spectaculaire, surtout avec un affinement sur le 1 élément (Figure 3-25-b) : notre approximation
suit parfaitement la courbe réelle de densit¢é K(x). Pour visualiser la précision de cette

approximation, 'écart relatif est tracé sur la Figure 3-20.

L’ordre de I’écart est tres faible (< 0.02% quasiment partout). Vers 'angle notre densité
de courant construite, avec un affinement du ler élément, est tres proche la densité de référence.
Nous constatons que 'approximation par les segments de droites améliore non seulement la
densité de courant proche de 'angle, elle donne des améliorations aussi pour les éléments loin de
I'angle (Pordre de I’écart relatif diminue 10 fois plus petit, de 0.2% jusqu’a 0.02% en passant de

Papproximation en marches d’escalier a celle en segments de droites)
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Figure 3-26 : Ecart relatif entre K référence et K segments de droites

5.4. Conclusion

Ce qui précede montre qu'il est possible d'améliorer grandement la représentation de la
densité de courant superficielle sans pour autant augmenter de fagon importante la taille du
premier calcul menant aux valeurs moyennes de la densité de courant de chaque élément. La
premicre possibilité est de fractionner 1'élément le plus proche de I'angle. Dans notre exemple,
fractionner en 8 éléments ce premier élément permet de réduire d’un facteur environ 5 Ierreur en

courbe et discrétisation.

L'approximation de la densité de courant par segments de droites n'est intéressante que
combinée a la résolution plus fine des coins. Attention, au moment de calculer les valeurs de

fonction d’interpolation K (x), nous avons ici une inconnue de plus que le nombre

agrange
d'équations (une valeur a trouver pour chaque extrémité d'élément alors que nous ne connaissons
que la valeur (= valeur moyenne) au milieu d'un élément. Nous avons contourné cette difficulté
en donnant une valeur bien choisie au point le plus lointain. Cependant, dans le cas pratique, le
contour est fermé et il y a autant d'extrémités d'éléments que de milieux d'éléments. Le probleme

ne se pose plus !

La représentation fine de la densité de courant est utile pour mener des calculs précis de
champ pres des surfaces. Pour en tirer avantage, il faut ensuite calculer le potentiel ou l'induction

en ajoutant les contributions des distributions en segments de droites du courant.

On pourrait aussi mener les calculs de la premicre étape (recherche de la densité de
courant) en attribuant une pondération en segments de droites a chaque valeur numérique de
courant. Malheureusement nous n’avons pas eu assez de temps pour réaliser cet essai car, avec

cette hypothese, il faut trouver l'excitation émise par une densité de courant en segments de
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droites et calculer sa moyenne en adoptant, pour I'élément récepteur, une pondération en

segments de droites également.

6. PROBLEME DE CONDITIONNEMENT DE LA
MATRICE V

Lors du probleme concernant le circuit du transformateur, présenté au chapitre 2
(§2.7) nous avons pu constater qu'une faible variation de la valeur de quelques éléments de la
matrice [ (+13 % sur 16 éléments d’une matrice qui en compte 518400) conduit a de tres
grandes variations sur les densités de courant K (facteur 3). Ce probléme a été remis en évidence,
dans le cas de la cavité rectangulaire étudié dans §4.1, en comparant la matrice " et le vecteur K

calculés par deux formulations : uWPEEC uniforme et uPEEC ponctuelle.

Rappelons que pour calculer les densités de courants superficielles, il est nécessaire de
résoudre le systeme de I’équation linéaire [.K = Hfz. Aussi, nous avons évalué les erreurs relatives
sur la matrice 17 et sur les vecteurs Hff et K. La conclusion a laquelle on arrive est tres
surprenante, en effet, si nous comparons les résultats obtenus par uPEEC ponctuel et uniforme
nous ne trouvons que peu de variation dans la matrices V, seuls 8 éléments (sur les 90000
¢léments que compte la matrice) situés dans les 4 coins de la cavité rectangulaire, changent de
13%, les autres éléments sont quasiment constants (variations relatives < 0.8%), le vecteur Hft
semble inchangé (variation < 0.05%) mais le vecteur des densités varie d’environs 300% ! Cette
extréme sensibilité d’un résultat par rapport a la variation d’un petit nombre d’éléments est
connue en mathématiques. On dit, que la matrice 17 est mal conditionnée. Différentes définitions
coexistent pour attribuer une valeur de conditionnement a une matrice. Mathcad en propose 4
mais la plus classique consiste a évaluer le quotient au carré de la valeur propre maximale sur la
valeur propre minimale de la matrice a évaluer. Clest cette dernicre évaluation que nous avons

adoptée pour comparer les résultats obtenus (Tableau 3-8) par les différentes méthodes uPEEC.

Tableau 3-8 : Calcul de conditionnement (carré des valeurs propres) de la matrice V'

Taille matrice 120 x 120 600 x 600 3000 x 3000
Ket Hau milieu
Courant total 287.378091501 660.340096332 1181.792783396
Cond (V) 248 591 1079
Kau milieu et A moyen
Courant total 1999.273131991 1999.010925263 1999.000436992
Cond (V) 1811 1850 1870
Ket Hmoyens
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Courant total

1999.000000002

1999.000000024

1998.999999973

Cond (V)

1814

1852

1871

L’analyse de ces résultats montre que le conditionnement de [ est grand, ce qui n’est

pas favorable a la précision du résultat, mais ici les valeurs ne sont pas inacceptables (le seuil

admis est couramment placé vers 10°). 1l n’est donc pas certain que la se trouve Iexplication.

D’une manicre plus élémentaire, il faudrait étudier la sensibilité du déterminant de 7 aux

quelques éléments sensibles identifiés. Une erreur sur ce déterminant expliquerait en effet que

toutes les valeurs de la matrice inverse soient multipliées par un facteur quasiment constant...

Pour finir, MathCad proposant plusieurs évaluations du conditionnement, nous les

avons testées et nous avons remarqué une étrange corrélation. Pour les 9 exemples traités, le

conditionnement évalué suivant la norme L1 des matrices (somme des valeurs absolues des

¢éléments) est, a peu de choses pres, égal au courant total trouvé a I'issu du calcul. Nous ne savons

pas encore expliquer cette coincidence.

Tableau 3-9 : Calcul de conditionnement (norme L1) de la matrice V'

Taille matrice 120 x 120 600 x 600 3000 x 3000
Ket Hau milieu

Courant total 287.378091501 660.340096332 1181.792783396

Condl1 (V) 289 0662 1181
Kau milieu et 4 moyen

Courant total 1999.273131991 1999.010925263 1999.000436992

Condl1 (V) 2000 2000 2000
Ket Hmoyens

Courant total 1999.000000002 1999.000000024 1998.999999973

Condl1 (V) 2000 2000 2000

7. CONCLUSION

L’objectif initial de cette these consistait a mettre en ceuvre la technique HPEEC que
nous considérions comme validée depuis un travail de master recherche et une thése précédente.
Les difficultés imprévues que nous avons du surmonter pour lappliquer a nos problemes

pratiques et dont nous avons peiné a identifier la cause nous ont amenée a sortir de la spécialité
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de notre équipe pour aborder un pur probleme de modélisation. Nous ne savons que depuis un
petit nombre de mois que le contenu de ce chapitre peut étre présenté comme le passage d’une
modélisation par « collocation » a une approche de type « Galerkin ». Néanmoins, il semble que si
les problémes liés a 'application des méthodes intégrales dans les coins ont été signalés dans la
littérature, peu de solutions ont été proposées a ce jour. Nous espérons donc que cette

contribution sera utile.

Dans ce chapitre, aprés avoir montré les erreurs induite par la discrétisation ponctuelle
dans un cas simple mais représentatif des dispositifs que nous désirons modéliser, nous avons
proposé une nouvelle formulation pour la méthode uPEEC. Nous supposons désormais que
chaque élément est parcouru par une densité de courant uniforme et, indépendamment, nous
identifions I’excitation tangentielle reque par un élément a sa valeur moyenne plutét qu’a la valeur
prise en son milieu. Cette nouvelle formulation, appelée uPEEC uniforme, a été validée dans
différentes configurations par confrontation avec les résultats obtenus par FLUX2D. Ainsi, il a
été montré que I'induction magnétique et I'énergie du dispositif pouvaient étre obtenues avec une

trés bonne précision.

Toutefois, 'induction dans les angles de fenétres étant tres grande, 'approximation, par
des marches d’escalier, de la densité de courant peut s’avérer top grossier pour une étude fine.
Pour remédier a cela, a la fin du chapitre, des techniques pour améliorer la représentation de la
densité de courant superficiel ont été présentées. Moyennant une augmentation minime de la
taille des calculs, elles permettent d’avoir une excellente précision sur la densité de courant a

proximité des angles.

Maintenant que la formulation uPEEC uniforme a été validée, nous allons la mettre en
ceuvre dans un outil de calcul que nous avons construit. Cet outil, présenté dans le chapitre
suivant, permet d’appliquer notre méthode a tout dispositif de forme simple, qui présente une
invariance par translation suivant Oz et dont la section se décrit par un petit nombre de

rectangles.
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Chapitre 4 : Outil pour la description et le calcul rapide des circuits magnétiques simples en 2D

1. INTRODUCTION

Au cours du chapitre 3, nous avons proposé et testé des améliorations de la formulation
uPEEC ponctuelle pour laquelle le chapitre 2 a montré que, dans certaines conditions
malheureusement souvent réunies en pratique, elle était trop imprécise pour étre exploitable. La
nouvelle formulation pPEEC, dite uniforme, a été validée en confrontant ses résultats a ceux des
simulations de FLUX2D et sa précision est apparue suffisamment bonne pour que nous tentions

de mettre au point un outil qui Pexploite.

L’outil présenté dans ce chapitre vise a mettre en ceuvre la méthode UPEEC uniforme
pour étudier des systémes invariants par translation dont la section se décrit par une
superposition de rectangles. Cet objectif limité a été choisi pour accéder aux premicres

applications pratiques et tester I'intérét de notre approche dans un temps limité.

Quand un besoin industriel conduit a modifier un circuit ferrite du commerce (par
meulage par exemple), les données fournies par le constructeur (longueur efficace, inductance
spécifique, ...) sont en grande partie inexploitables. Dans ces conditions, 'ingénieur est conduit a
mener des calculs de réluctance basiques dont il ignore la précision. Dans les limites géométriques
fixées, notre outil, qui ne nécessite que la description extérieure du circuit et la perméabilité,

devrait alors lui faciliter la tache.

2. DESCRIPTION DE I’OUTIL

Construction de la géométrie 2D

A\ lL J
4 Y
Détermination des segments qui délimitent des matériaux
L différents )
' Y

Discrétisation de ces segments

1!

Calcul des densités de courants superficiels

!

Calcul des grandeurs magnétiques (potentiel vecteur,

induction), de I'énergie et de 'inductance spécifique Al

1!

Exploitation des résultats

Figure 4-1: Synoptique de description de Poutil
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L’outil est réalisé avec logiciel Mathcad 14 [MATHCAD] pour étudier des géométries
2D simples et anguleuses comme la fenétre de transformateur présentée sur la Figure 2-1. Le

synoptique de loutil est présenté sur la Figure 4-1.
2.1. Description de la géométrie 2D

Nous nous sommes restreints a étudier des dispositifs invariants par translation. De
nombreux circuits magnétiques en ferrite peuvent étre vus comme des trongons de tels
dispositifs. En outre, nous avons supposé que la section de ceux qui nous intéressent peut ctre
décrite comme une superposition de rectangles de perméabilités diverses. C’est le cas, par
exemple, du circuit magnétique présenté sur la Figure 4-2. Il s’agit d’une fenétre de
transformateur ayant deux entrefers ('un sur la jambe centrale, 'autre sur la jambe de droite)

dont toutes les dimensions sont données.

Ay

hn
_____ [ §he
e | | ok [ h+hy+h,
o < 1 >
® e !
I fil conducteur T
hy,
|
l 1+1+]

Figure 4-2 : Description de 1a géométrie

Le circuit magnétique est décrit comme une superposition de rectangles délimitant une
zone dont la perméabilité est uniforme. Quand deux rectangles se chevauchent, c'est le dernier
introduit qui fixe la perméabilité de la zone recouverte. Chaque rectangle est défini par les deux

extrémités (x,y) d'une de ses diagonales et par sa perméabilité. Ainsi, pour la Figure 4-2 :
- Le rectangle de dimension (I+1.+1)x(h+h, +h,) est définie par les deux extrémités de

sa diagonale : (o'h+ h"j ; [| +1 +, _(h +h, ﬂ et sa perméabilité p,
2 © 2

- La fenétre de bobinage de dimension 1x h est définie par deux extrémités de sa

diagonale : [| hj ; (| + _h] et sa perméabilité est égale celle de air p,=1
c’ 2 c? 2

Nous procédons de la méme fagon pour les entrefers. I’avantage de cette description,

est sa flexibilité. En fait, en changeant la valeur de la perméabilité des rectangles nous pouvons
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obtenir des géométries différentes. Par exemple en donnant la valeur de perméabilité des
entrefers égale a celle du circuit magnétique nous obtenons un circuit sans entrefer et si nous
remplacons la perméabilité de la fenétre de bobinage par celle du circuit magnétique nous

obtenons un barreau magnétique plein.

En outre, si le circuit présente un plan de symétrie, on suppose que celui-ci est en x = 0
et on ne décrit que la partie située en x > 0. La partie en x < 0 est alors déduite automatiquement.
II est possible de mettre fin a la description symétrique pour introduire, dans un second temps,
des ¢léments non symétriques comme un entrefer sur une seule jambe extérieure ou un

conducteur de retour non symétrique du conducteur aller.

Enfin, le premier rectangle est le milieu extérieur au circuit : sa perméabilité relative vaut

1 mais il est inutile de définir son contour externe qui est supposé étre a l'infini.

2.2. Détermination des segments qui délimitent des matériaux

différents

Des que le circuit magnétique 2D est décrit, nous cherchons les segments qui délimitent
des matériaux magnétiques différents. Seuls ceux-ci seront traversés par des courants. Nous
traitons de la méme fagon les segments horizontaux et les segments verticaux. Pour chaque type,
les segments sont ordonnés pour que leurs coordonnées soient inférieures a gauche et
supérieures a droite. Pour chaque segment, nous inscrivons les coordonnées de ses deux
extrémités et les valeurs de la perméabilité des deux cotés (celles trouvées lorsqu'on diminue puis
augmente légérement la coordonnée normale au segment considéré). Prenons un exemple

simple : un barreau magnétique plein, de perméabilité u, (Figure 4-3).

Ay

e

h+hy+hy

»

X

1+1+]

Figure 4-3 : Géométrie d’un barreau magnétique plein

Nous avons ici besoin de quatre segments pour décrire le contour en totalité : deux

horizontaux et deux verticaux. Leurs caractéristiques sont rangées dans deux tableaux :

Pour les segments horizontaux :
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SegH=

Pour les segments verticaux :

SegV=

_%(h+hb+hh) %(h+hb+hh)
0 0

[ +1, +l, [ +1, +]
1 u,

" 1]

I 0 |+, +1

_%(h"'hb +hh) _%(h-'-hb +hh)

Sheheh)  C(heh +h)
1 .
H, 1

@1

42)

Chaque colonne dans ces tableaux correspond a un segment et pour chaque colonne du

tableau de SegH (SegV) :

segment.

Pextrémité inférieure et de 'extrémité supérieure du segment.

segment considéré.

La premiere ligne correspond a 'ordonnée (I'abscisse) de deux extrémités du

Les deuxi¢me et troisieme lignes correspondent a l'abscisse (ordonnée) de

Les quatrieme et cinquieme lignes correspondent a la valeur de perméabilités

trouvées lorsqu'on diminue et augmente légerement la coordonnée normale au

Un traitement supplémentaire élimine les segments qui séparent deux zones de méme

perméabilité.

2.3. Discrétisation des segments

Apres cette premicre phase purement géométrique, nous discrétisons les segments en

¢léments afin de préparer le calcul du courant superficiel. Suivant la forme de l'objet et le besoin

de I'utilisateur, nous pouvons choisir entre une discrétisation en éléments de mémes largeurs, une

discrétisation avec des largeurs formant une progression géométrique ou toute autre loi

mathématique. Nous déterminons alors, pour chaque élément, sa largeur et son orientation

(horizontale ou verticale), les coordonnées (x,y) de son milieu, la perméabilité de chaque coté

(comme pour les segments).
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2.4. Calcul des densités de courants superficiels

Pour trouver la densité de courant superficiel qui traverse chaque élément, nous
utilisons expression : [K] = [V]".[Hft] dans laquelle la matrice 1" et le vecteur Hff sont calculés,
pour la discrétisation choisie, conformément a la formulation uPEEC uniforme décrite dans le

chapitre 3.
2.5. Calcul des champs, de I’énergie et de inductance Al

Maintenant que la densité de courant superficiel est connue en tout point de la surface,
nous pouvons calculer le potentiel vecteur et I'induction a 'aide des expressions analytiques
établies dans le chapitre 3. Nous pouvons aussi exploiter le calcul d’énergie présenté au
paragraphe §4.2.3 du chapitre 1. L’inductance spécifique (Al) du dispositif s’en déduit

directement.
2.6. Exploitation des résultats

Avec cet outil, nous accédons rapidement a la cartographie du champ et a Iénergie
totale emmagasinée par le systeme. Nous pouvons ainsi étudier la variation de ces grandeurs en
fonction des parametres géométriques tels que la position du fil source, épaisseur d’un entrefer,
sa position, sa perméabilité. En outre, la cartographie de B® donne une idée des pertes par
courants induits dans les conducteurs de méme qu’une indication sur les courants de circulation
qui parcourent des fils connectés en paralléle (2 fils en main ou fil de litz). Méme si cela reste
approximatif en raison de 'approximation 2D, I'ingénieur peut espérer en tirer des informations

plus fiables que celles qui résultent d’un simple calcul de réluctances.

3. APPLICATION DE I’OUTIL

3.1. Application de Poutil afin d’évaluer ’inductance spécifique

Al d’un circuit réalisé avec des E du commerce

Le circuit E choisi est le E58/11/38 de Ferroxcube [FERROXCUBE], ses paramétres
effectifs et ses dimensions sont donnés sur la Figure 4-4. Ce circuit en E peut étre utilisé en
combinaison avec un autre circuit E pour former un circuit E-E ou avec une plaque (Figure 4-5)

formant alors un circuit E-I.
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e—————584+1.2 —— =

ﬁsz%nlrj BRI

’7 65+0.13 105

+0.13
Effective core parameters of a set of E cores ! ]
SYMBOL PARAMETER VALUE | UNIT
(I/A) core factor (C1) 0.268 |mm-!
A effective volume 24600 | mm3 1
la effective length 80.6 mm
Ay effective area 308 mm?2
Amin minimum area 308 mm?2
m mass of core half =62 g 381208
\ Y
” “ CBW413
R0.64 ref. typ. R0.81 ref. typ.
Dimensions in mm.
Figure 4-4 : Circuit E58/11/38
‘-7 584 +1.2 4-‘
t
| | 412013
$
Effective core parameters of an E/PLT combination
SYMBOL PARAMETER VALUE| UNIT
Z(I/A) core factor (C1) 0.224 |mm
Ve effective volume 20800 | mm3
le effective length 67.7 mm 98.1+0.8
A, effective area 310 mm?2 T
Asin minimum area 310 mm?
m mass of core half =44 g
.
o«
RO.64 ref. typ. CHW 14

Dimensions in mm.

Figure 4-5 : Plaque E58/38/4

Les données fournies par le constructeur permettent de calculer le Al du noyau réalisé
que ce soit avec deux E ou avec un E et une I avec ou sans entrefer. En effet, sont fournies des

indications permettant de calculer la réluctance du circuit magnétique comme la longueur ou la
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section effective ainsi que le volume effectif. En revanche, peu d’informations sont données sur

la facon dont ces grandeurs géométriques sont déterminées car si 'on compare les dimensions

données sur la description géométrique avec les longueurs et surfaces effectives on peut constater

quelques écarts. Cela fait qu’il est difficile, voire impossible, de déterminer précisément le Al d’un

noyau magnétique réalisé avec d’autres éléments que ceux prévus dans la documentation ou avec

des éléments usinés.

Afin de comparer les données obtenues en considérant la géométrie d’un noyau avec les

dimensions effectives données par le constructeur nous les avons répertoriées dans le Tableau

4-1.

Tableau 4-1: Comparaison des paramétres du circuit entre les valeurs données par le

constructeur et celles déduites des calculs simples pour les circuits E-E et E-I

Valeur effective

donnée par le

Valeur calculée a

partir des données

Ecart relatif entre

o les deux
constructeur géomeétriques
Circuit E-E
Longueur du circuit 80.6 30.78 0.2 %
(mm)
Section duznoyau 308 308.61 0.2 %
(mm’)
Volume du3 noyau 24600 25973 5.6 %
(mm’)
Circuit E-I
Longueur du circuit 677 67.78 0.1 %
(mm)
Section duznoyau 310 308.61 0.5 %
(mm”)
Volume du3 noyau 20800 21887 5.2 %
(mm’)

Nous voyons qu’un écart existe entre ces parameétres. Ce ne sont donc pas simplement

les erandeurs géométriques qui jouent pour obtenitr les grandeurs spécifiques d’un noyau.
g g q qut ] p g p q Y
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Pourtant la norme CEI60205 régissant la fagon dont sont calculés les parameétres effectifs semble
dire I'inverse ... Au-dela de cette ambiguité, cela signifie qu’il n’est pas possible d’extrapoler ces

grandeur pour un noyau qui serait usiné a posteriori pour 'adapter aux besoins d’une application.

Sur ce point, l'outil que nous proposons de développer ici devrait étre un support
important aussi, nous allons dans la suite, I'utiliser pour déterminer le Al de différents noyaux et

comparer nos résultats aux données constructeurs.
3.1.1. Circuit a perméabilité élevée de forme E-E et E-I sans entrefer

Pour ce cas d’étude, le circuit magnétique combine deux circuits E identiques, ou un
circuit E avec une plaque de couverture I. Le matériau du circuit est de type 3C90 dont la valeur
de perméabilité initial est p, = 2300. Nous utilisons cette valeur pour les simulations pnPEEC.
Grace a notre outil nous pouvons calculer la valeur du Al de ce circuit magnétique quelque soit la
position du fil inducteur dans la fenétre. La Figure 4-6 présente alors la variation de cet Al en
fonction de la position du fil inducteur dans la fenétre dans les deux cas de circuit magnétique E-
E et E-L

11.78
14.08

14.06 “ 0
%‘M 0
~ \\‘\‘Q“Q’Q’N o B 405
£ ds
2 ::::" ~ 1404 “‘t"““‘ft“’.’ ’o..o' ?" #’,’;ﬂ’/ﬂ /
OONSO AT TS
3 i L WSy
s < SR st L diaos
il L = e;e@u. I g
il \ W
! l\\l\\\\\l\\l\l\\‘\\“\\\‘\‘\‘\l‘tl‘\‘\,\\"\\‘} i .,;,y.j?,;',,%//,,, 14.02 R i
W i X Uy R L . 7
Witviutiiiydti %%% W ‘\\.‘\’:‘:' :’%": 14.03
14
13.98
& T
g
(mm) 20
5 : T 16
0 9 4 (mm)
a - Circuit E-E b - Circuit E-I

Figure 4-6 : Variation de Al en fonction de la position du fil dans la fenétre de bobinage

Méme si cette figure semble présenter des variations importantes du Al en raison du
choix de I’échelle, celles-ci sont en réalité faibles, environ 0.6% entre les valeurs crétes dans les

angles et la valeur minimale au centre de la fenétre et ce dans les deux cas de figure.

Les valeurs de Al, calculées par notre outil, celle donnée par le constructeur et celle

déduite du calcul de réluctance, sont résumées dans le Tableau 3-6.
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Tableau 4-2 : Comparaison des valeurs de Al calculées a I’aide de I’outil, a ’aide du calcul

de réluctance et la valeur donnée par le constructeur pour les circuits E-E et E-I sans

entrefer
Valeur de Al | Ecart relatif entre ’outil | Ecart relatif entre Poutil
(uH) et le constructeur et le calcul de réluctance
Circuit E-E
Constructeut 8.48 + 25%
Calcul de
] 11.05
réluctance
Calcul par notre
outil (Valeur 11.70 27.52 % 5.57 %
moyenne)
Circuit E-I
Constructeutr 9.97 + 25%
Calcul de
] 13.17
réluctance
Calcul par notre
outil (Valeur 14.02 28.87 % 6.06 %
moyenne)

En comparaison avec la valeur déduite du calcul de réluctance, l'erreur relative de
quelques pourcents est acceptable vu que le calcul de réluctance est a priori approximatif. En
revanche, lorsque 'on compare ce résultat avec les valeurs données par le constructeur, I'erreur
est importante (environ 29 %). Une des raisons qui permettrait d’expliquer cet écart est la
présence d’entrefers résiduels entre les deux sous-circuits E-E ou E-I. En effet, la valeur donnée
par le constructeur est vraisemblablement obtenue par mesure dans des conditions de mise en
ceuvre bien précises, notamment de pression exercée sur les deux E ou sur E et le I permettant de
figer les entrefers résiduels mais pas de l'annuler. Pour ce convaincre de lexistence de ces
entrefers, il suffit de regarder la valeur du p, donné par le constructeur qui est, dans le cas d’'un E-
E, de 1800 pour une valeur intrinséque du matériau de 2300. L’épaisseur des entrefers a
introduire entre les deux sous-circuits afin de retrouver les valeurs de p, constructeur peut se

calculer facilement a I'aide du calcul de réluctance et il est intéressant de constater que celle-ci est
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quasiment similaire dans le cas d’une association E-E : 6 um et d’une association E-I: 5.5 pm sur
chaque jambes. Cela semble logique compte tenu de la similitude entre les deux essais ayant
conduit a ces résultats. D’autre part, et on pouvait s’en douter, on voit que le Al est tres sensible a

cet entrefer méme s’il est tres petit.

Pour vérifier notre hypothese, nous avons donc introduit ces entrefers résiduels dans
nos simulations uPEEC et recalculé le Al dans ces conditions. Les résultats sont présentés dans le
Tableau 4-3.

Tableau 4-3 : Comparaison des valeurs de Al calculées a I’aide de I’outil et 1a valeur
donnée par le constructeur pour les circuit E-E et E-I sans entrefer en présence des

entrefers résiduels

Valeur de Al | Ecart relatif entre Poutil et
(uH) le constructeur
Circuit E-E
Constructeur 8.48 £ 25%
Calcul par notre outil (Valeur moyenne) 8.79 3.53 %
Circuit E-I
Constructeur 9.97 + 25%
Calcul par notre outil (Valeur moyenne) 9.64 3.45%

Nous constatons que les résultats obtenus sont cohérents, erreur relative entre la valeur
calculée a I'aide de notre outil et celle donnée par le constructeur est maintenant dans la tolérance
du constructeur. Cette épaisseur d’entrefer pourrait donc, a elle seule, suffire pour expliquer les

écarts constatés plus haut.
3.1.2. Circuit a faible perméabilité de forme E-E sans entrefer

Comme vu précédemment, les calculs simples de réluctances peuvent conduire a des
résultats tres proches des valeurs indiquées par le constructeur. Cependant, aucun garde fou ne
garantit que cette précision soit identique pour tous les circuits magnétiques. Un point important
concerne en effet la perméabilité du matériau qui conditionne de manié¢re importante les chemins
de flux et donc la pertinence du calcul de réluctance. Lorsque cette perméabilité décroit, les flux
de fuite dans lair gagne a fortiori en importance. C’est ce point que nous allons mettre en

évidence dans la suite en considérant un noyau E-E constitué de matériaux a faible perméabilité
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de type 4E1 et 4D2 présentant respectivement un perméabilité de p, = 15 (4E1) et pu, = 60 (4D2).
Par contre ces circuits ne sont pas présents au catalogue des constructeurs, et nous comparerons
alors les valeurs de Al calculées par notre outil, aux calculs de réluctances. Ces comparaisons sont

résumées dans le Tableau 4-4.

Tableau 4-4 : Comparaison des valeurs de Al calculées a I’aide de I’outil et a ’aide du

calcul de réluctance pour les circuits E-E a faible perméabilité sans entrefer

p=15 n, = 60
Valeur moyenne Valeur moyenne
Almax/ Almin Almax/ Almin
de Al (uH) de Al (uH)
Calcul pa.r notre 018 135 0.41 118
outil
Calcul de 0.07 0.29

réluctance

Ecart relatif

59.50 % 29.53 %
entre les deux

Tout d’abord nous constatons que plus la valeur de perméabilité du matériau
magnétique est petite et plus la variation de Al est grande. Deuxi¢émement, nous pouvons vérifier
que ’écart entre les résultats obtenus par pPEEC et le calcul de réluctance augmente lorsque la
perméabilité magnétique du matériau utilisé diminue. Cet écart est beaucoup plus important que
celui obtenu pour le cas de perméabilité élevée. Cela est signe que le calcul de réluctance n’est

plus performant et que dans ces conditions notre outil peut étre une aide importante.
3.1.3. Circuit E-E avec un entrefer

Dans ce cas d’étude, le circuit magnétique combine un circuit E sans entrefer avec un
circuit E ayant un entrefer a la jambe centrale, 'épaisseur de I'entrefer est de 0.4 mm. Nous
¢tudions la variation de I'inductance Al en fonction de la position du conducteur dans la fenétre
et ce pour trois positions différentes de 'entrefer : au centre de la jambe centrale, 2 1/6 hauteur

du haut de la jambe centrale, et, enfin, en haut de la jambe centrale.

Les lignes équipotentielles sont tracées sur la Figure 4-7 pour le conducteur au centre de
la fenétre. La figure de gauche correspond a la vue globale et celle de droite a un zoom sur
Ientrefer. Toutes les deux présentent une bonne allure : les lignes de flux sont bien canalisées

dans le matériau magnétique et elles ont tendance a fuir des deux c6tés de I'entrefer.
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|

3eme position
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Figure 4-7 : Equipotentielles déduites du calcul pfPEEC pour le conducteur au centre de la
fenétre : vue globale (a gauche) et zoom sur ’entrefer (a droite)

La variation de Al en fonction de la position du fil est présentée Figure 4-8.
L’inductance Al atteint la valeur minimale quand le fil est proche de I'entrefer et elle obtient la
valeur maximale quand le fil se trouve aux deux coins opposés par rapport a I'entrefer. Le rapport
entre les valeurs maximale et minimale est d’environ 1.4, ce qui met en évidence que I'inductance
Al varie de facon plus importante en présence d’'un entrefer que sans. Ce point met I'accent sur
les conditions de mesure du Al, notamment en ce qui concerne la position de la bobine

inductrice.
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3eme position de lentrefer

Figure 4-8 : Variation de Al en fonction de la position du fil dans la fenétre de bobinage

Le Tableau 4-5 présente la comparaison du Al entre la valeur calculée par notre outil et

celles donnée par le constructeur ou déduite du calcul de réluctance.

Tableau 4-5 : Comparaison de Al entre la valeur calculée par ’outil, celle déduite du
calcul de réluctance et celle donnée par le constructeur pour le circuit E-E avec un

entrefer central

Ecart relatif Ecart relatif entre
Valeur de Al . .
(uH) entre Poutil etle | outil et le calcul
# constructeur de réluctance
Constructeur 1+5%
Calcul de réluctance 0.89
Calcul par notre outil (Valeur
moyenne)
1%¢ position de I'entrefer 1.11 10.33 % 20.04%
2me position de 'entrefer 1.13 11.68 % 21.25%
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3eme position de 'entrefer 1.19 16.03 % 2513 %

Nous constatons que I'inductance Al varie trés peu en fonction de 'emplacement de
Ientrefer. Ceci dit, plus Pentrefer est proche du coin de la fenétre et plus la valeur de Al est
grande. L’inductance Al atteint sa valeur minimale quand 'entrefer est situé au centre de la jambe
centrale. I’écart entre les valeurs calculées par l'outil et celle indiquée par le constructeur est
encore grande et d’une dizaine de % environ. Comme précédemment, I’écart peu étre imputé en
partie aux entrefers résiduels dont I’épaisseur de 'ordre de quelques um tends a ramener cet écart
a quelques %. En effet, les calculs effectués en tenant compte d’un entrefer résiduel de 6 pm sur

les trois jambes ont montré que I’écart se réduisant jusqu’a 8 %.

Avec le calcul de réluctance, nous ne pouvons pas évaluer la variation de I'inductance en
fonction de 'emplacement de I'entrefer, c’est une autre limite du calcul de réluctance. La valeur
obtenue est alors un peu plus faible que celle du constructeur car, dans le calcul de réluctance,
nous considérons que le champ est uniforme dans 'entrefer et que la section de passage du flux
est identique a celle du circuit magnétique. I.’épanouissement des lignes de champs n’est donc pas

pris en compte et fausse d’autant plus que I'entrefer est important.

Si maintenant nous étudions la tolérance donnée par le constructeur en fonction de
Iépaisseur de I'entrefer (Annexe 6), on constate que plus I’épaisseur de I'entrefer est importante
plus la tolérance diminue. Ceci peut s’expliquer par la tolérance que le constructeur est capable de
garantir sur les parametres du matériau magnétique. En effet, plus Pentrefer est grand, plus la
réluctance du noyau magnétique ainsi constituée est liée a la seule réluctance de 'entrefer et, de ce
fait plus la précision sur les caractéristiques du circuit magnétique peut ctre grande. En revanche,
sans entrefer, la précision va dépendre fortement, d’une part de la précision sur la perméabilité du
matériau magnétique (2300£20% pour la matériau 3C90) et d’autre part de I'entrefer résiduel
dépendant lui fortement de la pression appliquée sur le noyau lors de la mesure. Dans ce cas la
précision est faible sur la valeur de Al et de 'ordre de £25%.

3.2. Cartographie de B’ et gradient de A dans la fenétre : image

des pertes dans les conducteurs

Nous I’avons vu, 'outil que nous avons développé nous permet de connaitre I'allure de
I'induction B que ce soit dans I'air ou dans le matériau magnétique. Il peut donc étre utilisé pour
comparer les performances de différents circuits magnétiques en terme de pertes cuivre
notamment. Dans ce but, la cartographie de B* dans la fenétre de bobinage nous donne une idée
de la répartition des pertes que nous aurions dans le bobinage sous 'effet des courants induits.
De méme lobservation du gradient de A nous donne une information sur les courants de
circulation susceptibles d’apparaitre dans un bobinage comportant des conducteurs en paralléle
(bobinage 2 fils en main ou fil de Litz). Nous aurons donc, lors de la conception d’un composant

bobiné intérét a rechercher les configurations qui assure une valeur moyenne de B” sur le
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bobinage qui soit minimale et un gradient de A le plus réduit pour minimiser les pertes par

courants induits et les courants de circulation entre conducteurs en parallele.
3.2.1. Circuit E-E avec entrefer

Nous reprenons le circuit E-E avec un entrefer au centre de la jambe centrale, présenté
au §3.1.3. , les sources sont des conducteurs massifs rectangulaires, parcourus par des courants
uniformes I et —I de part et d’autre de la jambe centrale. Chaque conducteur couvre toute la
fenétre de bobinage (e << devant les dimensions de la fenétre) comme présenté sur la Figure 4-9.

Dans ce cas, entrefer est alors de 1.4 mm et le p, = 2300.

Circuit magnétique

/

We=2300

1 | Ce I

Conducteurs massifs
rectangulairs parcourus par
des courants uniformes I et -1

Figure 4-9 : Géométrie pour tracer la cartographie de B?

Pour le calcul uPEEC, les conducteurs n’étant pas des fils fins, les expressions du
potentiel vecteur et de I'induction créés par un conducteur rectangulaire, issues de la formulation

PEEC [CLA-96], [MAR-06] et [RUE-74] sont substituées aux précédentes.

La cartographie de B® obtenue dans ce cas est représentée Figure 4-10. Sur cette figure la

vue au dessus correspond a la vue 2D et celle au dessous a une vue 3D.
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Figure 4-10 : Cartographie de B? dans la fenétre de droite du circuit E-E avec ’entrefer de
1.4mm et de perméabilité p, = 2300

Nous constatons que les pertes sont beaucoup plus importantes au niveau de 'entrefer
et dans les angles de la fenétre. Cette cartographie permet alors de confirmer I'intérét d’éloigner
les conducteurs de Pentrefer et des coins de la fenétre ! Cette représentation permet alors

d’ajuster cette regle de conception souvent empirique. Dans notre cas, un éloignement de 4 mm
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de Pentrefer permet en effet de réduire jusqu’a 80% la valeur moyenne de B” et donc de réduire a

terme les pertes cuivre.

Comme nous avons parlé dans la partie précédente, I'observation du gradient du
potentiel vecteur A nous donne également une information sur les courants de circulation
susceptibles d’apparaitre dans un bobinage comportant des conducteurs en parallele. Ici, le
module du gradient de A est égal au module de B grace a I'identité de leurs composantes. Nous
obtenons alors une cartographie du gradient de A qui présente une allure identique a celle de B
présenté dans la Figure 4-10. L’allure des équipotentielles nous indique alors qu’a hauteur de
Pentrefer, la composante parallele a la jambe centrale du gradient est plus importante que I'autre
composante. Les courants de circulation seraient donc a priori plus importants entre deux
conducteurs alignés perpendiculairement a la jambe centrale que parallelement. Cette conclusion
s'inverse en terme de composante lorsque l'on séloigne de Pentrefer parallelement a la jambe

centrale.

3.2.2. Comparaison des pertes par courants induits entre un circuit E-E

avec un entrefer et celui sans entrefer ayant la méme inductance Al

Nous comparerons maintenant 2 configurations de circuit magnétique qui conduisent au
méme valeur de Al mais avec, dans un premier cas un matériau a forte perméabilité et un entrefer

sur la jambe centrale et dans un deuxiéme cas un matériau a faible perméabilité et sans entrefer.

* 1% cas, le circuit magnétique est réalisé avec un matériau de p, important égal a
2300 et présente un entrefer de 1.4 mm. Ce circuit est étudié précédemment
dans §3.2.1.

* 2% cas, le circuit que magnétique est réalisé avec un matériau de faible p, = 71

et ne présente pas d’entrefer.

Dans les deux cas, les valeurs de I'inductance spécifique Al et les valeurs moyennes de

B? obtenues par notre outil sont données dans le Tableau 4-6.

Tableau 4-6 : Valeurs du Al et valeurs moyennes de B? obtenues par notre outil pour les

deux circuits E-E sans entrefer et E-E avec entrefer

Circuit E-E sans entrefer | Circuit E-E avec Pentrefer de

p =71 1.4 mm ; p, = 2300
Valeur de Al (uH) 0.377 0.377
2
Valeur moyenne de B 0.639 6.888

(nT?)
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La cartographie de B® dans la fenétre de droite du circuit E-E sans entrefer est présentée

dans la Figure 4-11.
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Figure 4-11 : Cartographie de B? dans la fenétre de droite du circuit E-E sans entrefer, de
perméabilité p, = 71

. . . 2
Nous constatons que, dans les deux configurations de circuit, les valeurs de B” sont

toujours plus grande dans les coins de la fenétre qu’au centre. Le calcul d’une valeur moyenne qui
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inclut le pourtour de la fenétre et donc les coins et la proximité immédiate de 'entrefer (distance
de 0.4 mm) montre que ceux-ci contribuent a hauteur de 65 % de la valeur initiale. L.a remarque
qui consiste a éloigner les conducteurs des coins de la fenétre est donc encore valide pour des

matériaux de faible perméabilité.

Nous constatons également que les valeurs de B pour le circuit avec un entrefer sont
¢galement importantes aux coins de la fenétre et au niveau de l'entrefer sont beaucoup plus
importantes que celles du circuit sans entrefer, et ce d’environ un facteur 2.5. Dans le circuit sans
entrefer, les valeurs de B* sont effectivement trés réduites sauf dans les coins de la fenétre.
Comme précédemment, ne pas mettre de conducteurs sur le pourtour de la fenétre (distance de
0.4 mm) et donc a proximité des coins réduit considérablement la valeur moyenne de B* (jusqu’a
65 %). Pour conclure, et pour revenir a la méme valeur moyenne de B sur les conducteurs dans
le cas avec entrefer que dans le cas sans entrefer, il faudrait alors se priver de 50 % de la surface
de la fenétre | Une solution sans entrefer est donc préférable a la solution avec entrefer d’un point
de vue des pertes dans les conducteurs méme si le flux est peu canalisé dans le noyau en raison

d’un p, faible.

3.3. Application de Poutil pour connaitre la saturation locale des

circuits magnétiques

Une des exploitations de notre outil, c’est le tracé de I'induction dans tout le circuit
magnétique ce qui nous permet de connaitre les endroits, dans le matériau ou I'induction est
maximale et dépasse potentiellement I'induction a saturation. Pour cet exemple, nous prenons la
géométrie présentée dans la Figure 4-9, mais dans ce cas le circuit n’ayant pas d’un entrefer. La
perméabilité du circuit est égale de 2300 et le courant uniforme qui parcoure le conducteur massif
rectangulaire qui occupe la fenétre est égal a 10 A. La cartographie de I'induction (en module) sur

tout le circuit magnétique est présentée sur la Figure 4-12.
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Figure 4-12 : Cartographie de B (en module) dans le circuit magnétique

Vue en 2D (au dessus) et vue en 3D (au dessous)

Ces traces montrent que l'induction est maximale dans les 8 coins intérieurs du circuit
magnétique et elle dépasse la valeur de saturation du matériau (0.4 Tesla). La surface de circuit
magnétique située aux coins intérieurs pour laquelle 'induction dépasse 0.4 T s’inscrit dans un arc
de rayon 1 mm (a comparer au 58.4 mm de largeur du circuit magnétique). L’effet de cette
saturation sur les valeurs de Al devrait alors étre étudié et la fonction de la saturation du matériau,
de méme qu’en fonction de la forme du coin du circuit magnétique : a angle droit ou en arc de

cercle par exemple.
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4. CONCLUSION

Au cours de ce chapitre, nous avons décrit 'outil que nous avons réalisé pour appliquer
la méthode HPEEC a des problemes pratiques. Nous avons ensuite montré que cet outil pouvait
aider I'ingénieur confronté au dimensionnement d’un transformateur lorsque la forme des circuits
magnétiques du commerce ne convient pas et qu’il faut soit la modifier par meulage, soit en

élaborer une nouvelle.

Dans une approche standard, le dimensionnement d’un transformateur ou d’une
inductance déduit, des contraintes électroniques, le produit des surfaces de la fenétre et du circuit
puis, avec ce repére, la consultation des catalogues mene au choix du circuit. C’est a ce moment
que des contraintes supplémentaires (d’encombrement ou de rendement par exemple) conduisent
parfois a écarter les circuits trouvés. Dans cette hypothese, I'ingénieur est confronté, pour prévoir
le comportement d’un circuit qui n’existe pas encore, a un manque de parametres qu’il ne peut
combler qu’en utilisant un logiciel de simulation (éléments finis par exemple) complet, précis mais

lourd ou en menant des calculs de réluctance tres imprécis.

Comme la méthode PEEC pour les conducteurs, la méthode HPEEC vise a alléger les
calculs nécessaires en présence de matériaux magnétiques en évitant de mailler Iair, ce qui réduit
la taille des matrices a manipuler. C’est ce qui a motivé cette étude. Les difficultés qui nous ont
retardés n’ont pas permis d’exploiter longuement 'outil mis au point. Les quelques applications
traitées ci-dessus montrent que sa précision est bien meilleure que celle des calculs de réluctance
et qulelle est méme comparable a celle obtenue a I'aide des logiciels d’éléments finis. Bien
entendu, notre outil réalisé avec Mathcad n’est pas optimisé sur le plan de la rapidité et comparer

sa vitesse a celle d’un logiciel commercial aurait été prématuré.
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L’objectif de cette these était d’'introduire les régions magnétiques dans la méthode
PEEC en remplagant les matériaux magnétiques par des courants de surface. Les applications
visées étaient de modéliser et d’évaluer la réluctance de circuits magnétiques simples en 2D. Ce
type de structure se trouve largement dans le domaine de I’électronique de puissance comme les
inductances toriques ou les circuits de type E-E ou E-I de transformateur et il est important de

prédire leur comportement électromagnétique des la phase de conception.

Dans le premier chapitre, la méthode uPEEC est présentée et nous I'avons appliquée au
calcul du champ de systemes cylindriques simples en 2D réalisée a partir de matériaux
magnétiques isolants. Outre les champs, nous avons calculé I'énergie et l'inductance d'un tel
systeme. Les validations analytiques et numériques présentées a la suite, ont montré une bonne
cohérence de cette méthode avec les approches considérées comme des références a savoir les
simulations par la méthode éléments finis ou les solutions analytiques lorsque elles sont

disponibles.

Dans le chapitre 2, nous avons mené des études approfondies sur un circuit magnétique
en E et vu que la méthode est mise en échec. Nous avons effectué plusieurs recherches pour
trouver la cause de Perreur. Pour cela, nous avons étudié les réflexions multiples du champ dans
la fenétre et nous avons trouvé que le probléme est localisé aux quelques points partant des coins

intérieurs du circuit.

Nous avons ensuite effectué des tests au début du chapitre 3, pour montrer que la
formulation uPEEC ponctuelle (concentration du courant et du champ au milieu d’un segment)
que nous avons utilisée dans le chapitre 1 est mal adaptée aux circuits rectangulaires des fenétres
de transformateur. Une nouvelle formulation, basée sur Iétalement de courant et de champ le
long d’un élément, est donc proposée et validée par confrontation avec des simulations par
¢éléments finis. Des propositions visant a améliorer I'interpolation de la densité de courant sont
ensuite présentées et a la fin du chapitre une étude rapide du conditionnement de la matrice a

inverser est présentée et discutée.

Au chapitre 4, nous avons développé un outil, qui permet de construire et de calculer
rapidement des circuits magnétiques simples 2D. ILa premicre application de l'outil a été d’évaluer
la variation de l'inductance Al en fonction de 'emplacement du conducteur et de I'entrefer d’un
circuit du commerce de type E-E ou E-I. Ce calcul, qui ne peut pas étre effectué par le calcul de
réluctance, nous a permis de montrer que le Al varie dans la fenétre de bobinage. Nous avons
ensuite valorisé notre outil en l'utilisant dans quelques exemples pour effectuer une cartographie
des pertes dans les bobinages ou pour localiser les zones ou l'induction est maximale dans le

circuit.

Le travail développé dans ce mémoire a donné les premiers résultats positifs dans
I'introduction des matériaux magnétiques dans la méthode PEEC par une méthode semi-
analytique présentant 'avantage de ne pas nécessiter le maillage de I'air. Pourtant, il reste encore

des limitations et un nombre important de travaux a réaliser.
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En termes de temps de calcul, les simulations uPEEC ne sont pas trés intéressantes par
rapport aux simulations ¢éléments finis réalisées avec FLUX2D, parce que les matrices obtenues
sont quasiment pleines, ce qui ne favorise pas la rapidité des calculs. Cependant, les calculs sont
réalisés avec Mathcad et ne sont pas optimisé sur le plan de la rapidité. Comparer la vitesse de

cette méthode a celle d’un logiciel commercial aurait été prématuré.

Des améliorations restent néanmoins nécessaires, notamment pour simplifier la
discrétisation, en garantissant de facon automatique sa qualité. Nous rejoignons ici une

problématique qui est bien connue avec les éléments finis.

Des le départ nous envisagions principalement les applications utilisant des ferrites. Ce
matériau étant pratiquement isolant, les courants équivalents ne circulent que sur sa surface. Afin
d’accéder simplement aux premicres applications, nous avons ensuite restreint notre étude aux
systemes présentant une invariance par translation. Pour ceux-ci, la direction des courants de

surface est fixée au départ et leur description ne nécessite qu’une composante.

Lorsque nous avons réalisé I'outil, nous avons trouvé commode de décrire la section du
dispositif par une superposition de rectangles. Cela n’est pas complétement général car il peut
s’avérer intéressant d’arrondir les angles de fenétres ou de tailler un entrefer en biseau. Pour
traiter ces cas, la description de la section doit étre complétée mais, au niveau du traitement, les
modifications a apporter sont mineures. En effet, le calcul de Pexcitation tangentielle moyenne
appliquée par un élément sur un autre, qui doit ici envisager un angle quelconque entre les

¢léments, peut s’appuyer sur les deux cas déja traités ou I'angle vaut soit 0 soit 90°.

Il pourrait aussi étre intéressant de tenir compte de la partie imaginaire de la
perméabilité pour obtenir, avec la précision limitée de l'approximation linéaire, une valeur
approchée des pertes magnétiques. Reste a vérifier que cela est compatible avec I'approche
théorique et que cela ne remet pas en cause la nullité des courants volumiques. Ensuite, il faudra
traiter les vecteurs et les matrices exploités pour la résolution comme des quantités complexes.
Notons qu’en dépit de sa précision limitée, 'approximation linéaire est la seule adaptée pour
comparer des résultats de simulation avec des valeurs issues de mesures au pont d’impédance. En
outre, aujourd’hui, les simulations des circuits électroniques s’appuient, en haute fréquence, sur la
représentation des composants magnétiques par des circuits a constantes localisées qui sont, par

définition, linéaires.

Pour finir, notre approche pourrait s’approcher d’'une méthode purement analytique de
la fagon suivante. Les courants de surface sont actuellement décrits par des lois trés simples
suivies sur des éléments tres étroits en grand nombre : c’est le propre de la discrétisation. A la
base, il est possible de les décrire en se donnant une fonction définie sur toute la largeur d’un
segment. Le calcul de I'excitation moyenne envoyée par un segment complet sur un autre peut
alors exiger le calcul d’'une intégrale trés complexe. En revanche, si nous décomposons les deux
fonctions (densité de courant du segment émetteur et excitation tangentielle sur le segment

récepteur) en polynémes orthogonaux de Legendre, le calcul est accessible : nous 'avons fait (1).
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Une difficulté prévisible pour cette décomposition est sa convergence sur les segments
intérieurs puisque, dans les angles, la densité de courant tend vers linfini. On peut espérer
contourner ce probleme en considérant que la fonction cherchée combine (en addition ou en
produit) une fonction approchée (que 'on ne décompose pas) et une fonction inconnue qui seule
sera décomposée. Une fonction approchée se déduit des fonctions que nous avons trouvées pour
le comportement asymptotiquement de la densité de courant dans les coins intérieurs (§2.7-
Chapitre 2).

Malgré les limitations ci-dessus, l'introduction des matériaux magnétiques dans la
méthode PEEC ouvre des perspectives tres intéressantes pour le dimensionnement non
seulement des transformateurs, mais encore de tous les accessoires de connectique tels que des
armoires de distribution (en tole) et, plus généralement, de tous les dispositifs électromagnétiques

ou I'énergie est produite par des conducteurs proches de matériaux magnétiques.
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Annexe 1

Calcul du champ magnétostatique créé
par un fil rectiligne sur un cylindre plein

magnétique

1. ETUDE ANALYTIQUE DE CHAMPS MAGNETIQUES
EN 2D

1.1. Introduction

Nous calculons les champs créés par des courants en présence de matériaux
magnétiques en supposant toujours que les courants de déplacement sont négligeables
(approximation des états quasi stationnaires). Afin de limiter les difficultés, nous supposons que
tous les matériaux constitutifs ont un comportement linéaire, homogene et isotrope (lhi). Bref, il
s'agit de résoudre I'équation vectorielle de Poisson qui relie le potentiel vecteur A a la densité de

courant J :

AA=-u] )
Dans un premier de temps, I'étude est limitée en magnétostatique. La densité de courant

est uniforme. En coordonnées cylindriques (,9,2), I'équation (1) s'écrit :

%A 10A 1 4%A
ottt T 2

D'une manicre générale, il s'agit de résoudre une équation différentielle linéaire
dépendant de deux variables. La solution générale d'une telle équation s'obtient en ajoutant, a la
solution générale de 1'équation sans second membre, une solution particuliere de 1'équation avec
second membre. En magnétostatique, le second membre est proportionnel a J (et 1'équation

écrite avec J = 0 est appelée équation de Laplace.
pPp q p
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1.2.  Résolution de ’équation de Laplace

1.2.1. Solution générale. Ecriture générale du potentiel vecteur

Pour résoudre l'équation différentielle partielle (2), on cherche d'abord la solution

générale de I'équation sans second membre. C'est I'équation de Laplace :

62A+10A+ 1 0%A _

0 3
o2 ror r?oag )

La séparation des variables s'opére ici naturellement puisque 4 est une fonction

périodique de @ qui se développe en série de Fourier. Ainsi, 'équation (3) s'écrit :

i dZCn+lan _n?

C. |lein®
gt 2 C @

A=Y C (neM?  —

—00

Etant donné l'indépendance linéaire des fonctions exponentielles, il faut que le crochet
soit identiquement nul pour tout n. On obtient ainsi une équation différentielle qui caractérise les

fonctions C,. Cette équation se résout facilement en posant :
Calr)=A " 6
La nullité du crochet de (4) s'écrit alors :
Am(m=1 M2+x mM™2- A M 2= (6)

Cette équation est satisfaite si M= N. Ainsi, pour tout n différent de zéro, on obtient
deux fonctions linéairement indépendantes, ce qui est normal pour une équation du second

ordre.

Le cas n = O se traite différemment :

0

2 2
d*Cy,1dC, _ — rd Co, dC, _d rdCO -0 ™
dr® rdr d2  dr dr dr

En intégrant deux fois, deux fonctions indépendantes apparaissent également :

Co(r)=—aln(r)+aln(k)=dn($j ®)

Sur ces deux fonctions, une est constante. Nous l'oublierons puisqu'elle ne donne
aucune induction. En définitive, le potentiel vecteur de la solution générale inclut deux types de
termes : ceux qui croissent avec fr, nous noterons leurs composantes a, et b,, et ceux qui
décroissent avec r, de composantes o, et 3. Dans un probleme particulier, il est fréquent qu'un
des deux types de solutions soit écarté car, physiquement parlant, il n'est pas raisonnable que
l'induction puisse étre infinie dans une région dépourvue de courants. Pour rappeler ceci, nous

avons noté ext le champ créé, a Pextérieur, par des sources situées a lintérieur d’une région
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cylindrique et zn# celui correspondant a la situation opposée. Ces abréviations se rapportent donc
au point de calcul de champ. Par ailleurs, les problemes plans faisant davantage appel a l'angle

plan qu'a l'angle solide, il est plus judicieux de mettre en facteur la constante p./2n que p/4m.

Tableau 1: Deux types de solutions de ’équation de Laplace

Champ créé, a l'extérienr, par des sources situées a
lintérienr d'une région cylindrique (ce champ se compose des
termes décroissent avec )

Champ créé, a l'intérienr, par des sources situées a
Lexctérienr d'une région cylindrigue (ce champ se
compose des termes croissent avec r)

Point de calcul
du champ

Aext

Sources de
champ

Interface entre
les milieux

@

Sources de
champ

Interface entre
les miliex

Aexi(r @) = —%moﬂh(r) + % z [r_ n[@anﬁbos( rp) + B, 8in( ncp)ﬂ
n=1

&)

[

Aint(r ) = %Dz [rn[Qanmos( np) + anin(nrp)ﬂ
n=1

(10)

Dans une zone annulaire non parcourue par des courants, le potentiel combine ces deux

types de termes si les courants sources se situent a l'intérieur et a l'extérieur de la couronne. Si

cette zone annulaire est traversée par des courants, il faut, conformément a la méthode générale,

ajouter a ces solutions, une solution particuliere de I'équation avec second membre.

@

Sources de
champ

@

Sources de
champ

Figure 13 : Champ créé dans une zone annulaire par des sources a 'intérieur et a extérieur de
la couronne
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1.2.2. Ecriture générale de Pinduction

Les composantes cylindriques de l'induction sont données par :

_10A
r ?a_w
11
_ o (11)
2 or
Les deux composantes de I'induction de chaque champ s'écrit :
Bex(r,¢), = %DZ [ni__rl_ (D [Q—anBin( np) + B, [gos( r(p))}
=t (12)
a (o]
_u % - (1) -
Bex’(r,(p)(p = EBT + EDZ [nl] E@anlﬁos( np) + Ban( I’Ip))}
n=1
Bint(r,@) = -~ [nﬁjn_lté—a 8in(np) + b_Bos( np))}
r 2n n n
n=1
(13)
Bint(r @), = %D [—nmn_l &, [Gos( p) + b [Sin( ncp)ﬂ

n=1

2. CALCUL DU CHAMP MAGNETOSATIQUE CREE PAR
UN FIL RECTILIGNE SUR UN CYLINDRE PLEIN
MAGNETIQUE

Considérons un systeme composé d’un fil rectiligne parcouru par un courant I, situé a

(s, ) dans le repere cylindrique, l'extérieur d'un cylindre plein de perméabilité ;. Le milieu

entouré du fil est la perméabilité p,. La section du systeme est présentée sur la Figure 14. On va

calculer le champ dans ce systeme.
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Figure 14 : Cylindre magnétique plus un fil rectiligne
Pour notre systeme, trois types de champs coexistent :

- Le champ incident K qui correspond a celui émis par le fil.
- Le champ réfléchi K sur I'interface des deux milieux.

- Le champ transmis A 2 travers la surface séparant les deux milieux.

Le champ dans le milieu 1 correspond au champ transmis et le champ dans le milieu 2
est la somme du champ incident créé par le fil et du champ réfléchi par le milieu 1. On va

chercher le champ dans ces deux milieux.
2.1. Formule du potentiel vecteur dans les deux milieux

2.1.1. Potentiel vecteur dans le milieu 1

Dans le milieu 1, a l'intérieur du cylindre, le potentiel vecteur est la solution de I'équation

de Laplace connue dans (10) :

AL(r,@) = %DZ [r”[Qalnmos( ) + by fSin( ”‘p)ﬂ (9

n=1

2.1.2. Potentiel vecteur dans le milieu 2
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Dans le milieu 2, a l'extérieur du cylindre, parcouru par un courant, le potentiel est la
solution de l'équation de Poisson. La solution de cette équation est la somme de la solution
générale de 'équation de Laplace connue dans (9) et une solution particulicre associée a un
courant filiforme, celle-ci est le potentiel émis par un fil. Dans le repéere cylindrique, ce potentiel

s'écrit :

Af = —Hoirz [I]f[[h(dz) (15)
Avec :
d%= - ZDjmflItos((p - (pf) + (rf)zz (rf)z%[rljz - ZElrr—lItos((p - (pf) + 1} (16)
f f
Af devient :
2
AT 10) = _HgirZ mf[[h(rf) _ “ZEFZ 0, Dh[(r_rfj - 2[-!:; IItos((p - cpf) + 1} a17)

Grace aux polynomes de Chebyshev, nous établissons que :

ol )" 2t aode - )15 |26 gl - o) a

f f N1 f
Donc, on obtient au final le potentiel émis par le fil :

Mo HatH hd n
AF(r @) = - Zmrsz[[h(rf) + gmrszmz [%[Er—:j IItOS[r[é(p - (pfﬂ] (19)
n=1

En décomposant, nous obtenons :

Af(r,9) = —zu—ﬁotlﬁmmﬂ(rf) + ZH_EOtDZ [rn[éammos( ng) + banin(n@)ﬂ (20)
n=1
Avec :
W0 0
3o = Hipllk 8n = = EtOS( rﬂ\bf) by, = = Bi”(”Rpf) (21

nfr)” nifr)”

Finalement, le potentiel dans le milieu 2 est donné par :
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Azou¢>=—§§W%om%&)+az&mﬁﬂ E% Si [“@%nmoqrm)+-qnam(mmﬂ-~
—1 (22)

p [oe]
+£0[|z [r_ n a,, [eos( rp) + BZnBin(“P))J
n=1

2.2. Formule de DPinduction normale et de Pexcitation

tangentielle dans les deux milieux

L'induction normale et l'excitation tangentielle (qui, dans un matériau lhi, se déduit

directement de I'induction associée) dans chaque milieu s'écrivent :

" rog ¢ popr ar (23)
* Dansle milieu1:
Mo < n-1 .
Bl(r,(p)r = EDZ |:nD1 [Q—alan( ne) + blnl__ctos( n@)ﬂ
n=1
(24)
H]J(r,(p)(p = - ST lDZ [nﬁi Eéa1 [dos( mp) + b Bln(rxp)ﬂ
* Dans le milieu 2 :
u 0
BX(r, (p) EODZ |:nI] [@ —a, 8in(ng) + b II’tos( r[p)) +nd (n+ 1)[@ o Bln(n(p) + [32n|1’cos( rtp)ﬂ
n=1 (25)

H2(r,@) = 1 % 20 “2 [ ri 1[Qaf [dos( np) + b Bln(ntp)) -nd (m l)[chz [¢os( np) + [32 Bln(nﬁp)ﬂ
n=1

2.3. Conditions de continuité

2.3.1. Continuité de 'induction normale et de P’excitation tangentielle

L’excitation tangentielle et l'induction normale doivent étre continues au passage de la

surface séparant les deux milieux (r = R) :

HIR 0), = HAR @),
(26)
BIR ¢), = BAR0),
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En remplagant les expressions (24) et (25) dans (26), nous déduisons :

oty = 0 27)

et les égalités suivantes :

EE " 1EQa1nEbos( ) + b E*m(ncp)J EE " 1EQaantos( p) + by Sin(p)) - R - 1)Eéormﬁbos( ) +82nl3m(rtp)ﬂ

(28)
R”'ltg—aln@in( ) + by, 2os( ) = R”'ltg—amgin(rxp) + by Gos(19)) + R (1) oty 3in(rp) + B, 2o )

En séparant les termes en sin(ng) et cos( np), on obtient 4 équations pour trouver les 4
coefficients (a,,, b, %, B,,) puisque a;, et b, sont connus dans (21) :

”rl @1 ) @f - Dm(ZYJ

n-1 _ -1 -(n+])
R mln_R IﬁfnJrR III(Zn

(29)

1 n-1 I T T e (4 ]
H_EQR Eﬁ)ln) = " [ER Eﬂan R [BZrJ
rl r2

n-1 _ -1 -(nt1)
R m’ln_R |:ﬂ)fn+R [BZn

2.3.2. Continuité du potentiel vecteur

Pour vérifier la continuité du potentiel vecteur au passage de la surface séparant deux
milieux. On calcule la variation de potentiel a la surface :

8

Ho

AL(R.9) - A2(R 0) = — z [ ”E@alnmos( rp) + by [8in( n:p)ﬂ - —%Iﬁfoﬂh( ) “; i [ ”[@ammos( np) + banin(n(p)ﬂ
- . "= (30)
+§0Dz [R" “EQaanos( np) + BZnBin(n:p)ﬂ
n=1

A Tlaide des relations entre les coefficients exprimées dans (29) et de I’égalité (27), on
trouve bien que :

AL(R ) - A2(R ) = “;0 @m[[n(rf) (31

Pour obtenir la continuité de A au passage de la surface séparant les deux milieux, il

suffit d'ajouter cette constante d'un coté ou de l'autre ou de la répartir. Le potentiel dans 2
régions se réécrit :
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AL(r @) = gmi [r”t@alnmos( p) + blnBin(ncp)ﬂ

" (32)
A2(r,p) = E [r [éafnmos( np) + banin(n(p))j| + ;DZ [r_ n[@aanos( np) + ﬁZnBin(n(p)ﬂ

n=1 n=1

2.4.

Résolution des équations

Pour trouver les coefficients (alr’GZr)’ on résout les deux premicres équations de (29)

C’est un systeme de deux équations et deux variables, donc sa solution est trouvée aisément
quand le coefficient a;, est connu dans (21)

2 Mo M
al: rl erEOS(I’ED) r2 ES(I’ED)
n U + U n f 21
S ) )"
(33)
TR (TR (TR
a, = rl rzl]Ran erIﬁos(an)zr erEQ)Et (rﬁp)
n u + U n f 21 n f
rl r2 n[ér )
f
Avec :
Hp = Hp 2 R2
15 4 P i 0= 7 (34)
Llr1 ur2 Llr1 ur2 f
De méme facon, on trouve les coefficients (b 1P [32r)
My il
b, =t B—Bln(nlzpf)
nifr)"
(35)
r2 f[Q )
B2n

B—Bln(nlzpf)
2.5.

Expression finale du potentiel vecteur dans les deux milieux

Remplacons les coefficients (a,,,

1> %oy Bo) trouvés au dessus dans Iexpression des
potentiels vecteurs (32), et remarquons que

cos( ni@)[eos( rigf ) + sin(n@)[Sin(nidf ) = cos| rilp - ¢ )]

(36)
On obtient les expressions des potentiels vecteurs dans les deux milieux
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= oS [ i ]”mo{rf@«o—«of)ﬂ

Ho @ [ n ) n @7
r
n-2al (S et ] it |22 i
n=1
Grace aux deux transformations de Chebyshev :
> _EEEL]nmo{ ifo - mf)}_ -2 i
n=1 AW i 2 _(rf)z - memmos((p - (pf) + r2
i . (38)
5 22 enfofo-a -2of ——~
n=1 Ln s f 42 _(ro)z— ZDjomIIl‘os((p - (pf) + r2
On a au final 'expression du potentiel vecteur dans les deux milieux :
Yo (1"
Al(r,@) = mlrztﬂf[TJZth 5 >
() - 25 meos(0 - @) +
(39)

Mo (rf)2 Lo i
A2(r,p) = mlrzEﬂfE[h > > 4 mlrsz m21EIh 2 2
(%) ) (7o)

- Zﬂfmlﬁos((p )t - Zﬂomm:os(cp - (pf) +r
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Annexe 2

Calcul du champ magnétostatique créé
par deux fils rectilignes sur un tore

magnétique

1. Introduction

Considérons un systeme composé deux fils fins conducteurs et plus d’un tore. Une
section droite du systeme est présentée sur la Figure 1. Les deux fils sont placés respectivement

en (rey, @) et (fs2,¢,), 'un a lintérieur et autre a P'extérieur du tore. R, et K, sont les rayons

intérieur et extérieur du tore. Les fils fins sont parcourus par des courants I, et I, Le tore divise
le plan en 3 régions 1,2 et 3 qui ont des perméabilités relatives u,,, u,, u,; Le but est alors de

calculer le champ dans ce systéme.

Figure 1: Géométrie pour le calcul analytique composée d’un tore et de deux fils cylindriques
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2. Formule du potentiel vecteur dans les trois régions

2.1. Potentiel vecteur dans la région 1

Dans la région 1, a l'intérieur du tore, parcourue par un courant I, le potentiel vecteur
est la solution de I'équation de Poisson. La solution de cette équation est la somme de la solution
générale de 1'équation de Laplace connue dans [(10)-Annexe 1] et une solution particuliere
associée a un courant filiforme, celle-ci est le potentiel émis par le fil 1. Nous appliquons la méme

démarche de calcul dans [§2.1.2-Annexe 1], le potentiel vecteur dans la région 1 est donnée par :

H Hy ©
AL(r @) = —ﬁ o () + EODZ [r”[@alnmos( rp) + b, [8in( ncp))]

) . n=1 (1)
+ﬁDZ [r_ nEQalnEios( ng) + BlnBin(n@))J
n=1

Avec:

m : m :
U10= Py %= i fln[qrfl) mos( rﬁpfl) Bin= s fln[érfl) Bi”( ”m’fl) @)

2.2. Potentiel vecteur dans la région 2

Dans la région 2, une couronne cylindrique, non parcourue par des courants, le potentiel

est la solution de I'équation de Laplace et il combine les deux types de solutions de [(9) et (10)-

Annexe 1] :
Ho Mo 2\ [-n .
A2(r,@) = _E mZO[[h(r) + EDZ [r [QO(anos( np) + BZan( n(p)ﬂ
e n=1 3)
+2—1(_)[DZ [rnEQaanos( np) + bZHBin(ncp))J
n=1

2.3. Potentiel vecteur dans la région 3
Dans la région 3, a l'extérieur du tore, parcourue par un courant I,. Ce cas d’étude est

traité dans [§2.1.2-Annexe 1], nous donnons alors 'expression finale du potentiel vecteur dans la

région 3 :
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(o)

A3(r,p) = —:—;EQ%OD]’I(er) + O(SO[Ih(r)) + ;—;DZ [rntéagnﬁcos( ng) + bSnBin(n@))J
e @

+%D§ [r_ n[QGSnEcos( np) + BSnBin(nrp)ﬂ

Avec :
Mgy Mgl
a30= Mgl &= nmos( rEpfz) by, = an( ”Epfz) (5)
n[@rfz) n[@rfz)
3. Formule de [I’induction normale et de DPexcitation

tangentielle dans les trois régions

L'induction normale et l'excitation tangentielle (qui, dans un matériau lhi, se déduit

directement de I'induction associée) dans chaque région s'écrivent respectivement :

10A 1 0A

B =—— H =- =
" rog ¢ uOpr ar ©)

* Dans régions 1 :

BYr.@), = ;Di [nl]n_l[g—alnﬁin(ntp) + b, [cos( nlﬂb)) s (M 1)[Q—otlnﬁcos( ngp) + BlnBin(n@)ﬂ

n=1
)
H(r cp)(p = 2nm % Z [n@n_ltéalnll’cos( np) + blnBin(rtp)) —n (™ l)Eéotlnm:os( np) + BlnBin(ntp))J]
* Danslarégion 2 :
My &2 . _
BZ(r,(p)r = EODZ [nﬁjn 1[é—a2n3in( ny) + bZnEtos( n@)) +nr (D EQ—O(ZnEtos( ng) + BZnIBin(n@))}
n=1
®)

H2(r, (p)(\0 me % Z [nl]?n_ltéaZnEtos( np) + bZHBin(n(p)) -nd (n+1) EQO(ZnEtos( np) + BZnSin(ncp))]]

* Danslarégion 3:

00

B3(r,(p)r = %DZ [nmn_l[é—agnﬁin(r‘(p) + b3nﬁios( nlfp)) +nr (n+ 1)[é—a3nﬁios( ng) + B3nBin(n|Zp))]
n=1

&)
HY(r.0),, = 2mm % Z [nﬁjn_ltéa%n@os( np) + b3nBin(n(p)) —ng (MY [60(3”@03( np) + B3nBin(n(p)ﬂ

n=1
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4. Conditions de continuité

41. Continuité de I’induction normale et de DPexcitation

tangentielle

Au passage des deux surfaces S . (r= R) et S,. (I=R), l'excitation tangentielle et
Z <

l'induction normale doivent étre continues :

* Alasurface S, (=R

H(Rr@¢=H4Ry@¢

(10)
BYR, 9)r= BAR, )
* Alasurface S,- (= RQ :
HZR, #)o = HYR,.0)g
(1)
BAR, ¢)r= BYR, 9);
En remplagant les expressions (24), (25) et (9) dans (26) et (11), nous déduisons :
= “rzm t = ur3@ avec ., ,est connu dans (2)
%207 %10 ¢ %30 %10 Vee Yo ; (12)
rl rl

En séparant les termes en sin(np) et cos(rp) dans les égalités obtenues a 'aide des
relations (26) et (11) on obtient 8 équations pour trouver les 8 coefficients (a,,, b, a5, by, %0, Bons

30, B3,) puisque (o, B,) et (as,, by,) sont connus dans (2) et (5) :

o (R = ) ()

Hr

n-1

(Rl)n_laln * (Rl)_ e 1)m‘lnz (Rl) By * (Rl)_ (n+1)m‘2n

—_ a - (n+ n- (e (13)
1 [E(Rz)n 1m2n—(R2) ( 1)@24=i[E(R2) 1B‘3n‘(R2) ( 1)@34
“rz “rS

n-1

(Rz)n_lmzn * (Rz)_ e szn = (Rz)
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4.2. Continuité du potentiel vecteur

Pour vérifier la continuité du potentiel vecteur au passage des surfaces S,, et S,; séparant
les trois régions, nous appliquons la méme démarche de calcul dans [§2.3.2-Annexe 1]. Nous

obtenons alofs :

* Alasurface S (r= Rl) :

Moty

A1(Rl ,(p) - Az(R1 ,(p) - ﬁ[@“rz - url)[Ih(Rl) (14)
* Alasurface S,. (r= Rz) :
TUpAIY il R
A2(R, ) - A3(R, ¢) = %m(%) ' %Dg“rsm"(Rz) i “rzm{R_jn (15)

Pour obtenir la continuité du potentiel au passage des surfaces S, €t S,. et il suffit
4 <

d'ajouter les constantes dans (14) et (15) d'un coté ou de l'autre ou de les répartir. Les potentiels

dans les trois régions 1, 2 et 3 se réécrivent :

" by @
AL(r,@) = —ﬁ wlODh(RLl] + ;ODZ [rntéaln@os( np) + blnEin(n(p)ﬂ
n=1

W e (16)
+ﬁD [r_ n[@alnﬁcos( nip) + BlnBin(n@))J
n=1
" ny, ©
A2(r @) = _EOmZODh(RLJ + EOD [rn[ﬁaz”mos( np) + bZnBin(mp))J
n=1
7)
u 0
+;O[IZ [r_ n[@chnl__ctos( p) + B, [8in( nrp)ﬂ
n=1
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H R by ©
Aﬂn®=—;%%%&m&f}+amm{éJ]+E%D Pﬁ%&mqm@+b%@mn@ﬂ_,

' ’ n=1 (18)
+EDO.2 [r_ "o, @os( ) + B Bin(n(p)ﬂ
2n 3n 3n
n=1
5. Résolution des équations

5.1. Recherche de solution

Pour trouver les coefficients <alr’a2r’ a0 C(Sr), on résout les 4 premicres équations de

(29). C’est un systeme de 4 équations et 4 variables, donc sa solution est sans difficulté quand les

coefficients o, et a,, est connu dans (2) et (5) :

_ aln[E%[Q“rZ - Ilrl)[éurz * llr3) - (prl * HrZ)EQ“rZ - Ilr:%ﬂ * 4m2mr1mr2@3n
“tn” AZEQHrZ * url)[éurz * url) - Al[éurz - “rl) [Q“rz - url)

AZ@Bn[QurZ * “rl) - Olln[é“rz - “rS)
e
“n 2 AZEQHrZ * url) [Q“rz * “rl) - Al[éurz - “rl) [Q“rz - url)

19)
_ aln[éurz * ur3) - AlaSn[QurZ - url)
“an” Zmrzm\ZDAZEQurZ * “rl) [Q“rz * “rl) - Al[@“rz - url)[éurz - “rl)
o - AZDaSn[EAz[QurZ * “rl)[éurz - ur3) - Al[éurz - url) [Q“rz * “rS)J + A0
s AZEQ“rZ * url)[éurz * url) - Al[@“rz - “rl) [Q“rz - url)
Ou:
Al = (Rl)2Elh A2 = (Rz)2Elh (20)

De méme facon, on trouve les coefficients (b 1pPop Bop BSr) :
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b - B1n[EA:|_ [QurZ url)[éurZ lJrS) (”rl * ur2) [QurZ - ur3)} 4B\2mr1mr2 3n
- AZEGHrZ * url) [Q“rz * lJrl) - Al[éurz - IJrl)[éurz - url)

- o3 A2[ﬂ)3n[€“r2 * url) - Bln[éurz - ur3)
2 A2[éurz url) [Q“rz lJrl) Al[éurz IJrl)[éurz url)
(21)

Bln[éurz * lJr3) - AlmSn[éurZ - lJrl)
B, =20 [A2(3
2n 2 AZ[QurZ IJrl)[éurz url) Al[éurz url)[éurz lJrl)

B, = A2 SnEEAZEQMrZ * IJrl)[QlJrZ urS) Al[@“rZ url) [QurZ * lJrs):| + Al ZmrSmln
s AZEGHrZ url) [Q“rz lJrl) Al[éurz lJrl) [éurz lJrl)

5.2. Simplification des coefficients

On constate que les coefficients trouvés dans (19) sont encore compliqués, on cherche

alors a les simplifier, premie¢rement, pour le coefficient a,,. En divisant le numérateur et le

dénominateur par A2(u,+u,,) (W, +u,5), on obtient alors :

a i (ur2 - url) r2 Hr3) N 4Hurlmer @3
1
_ | AL E(urZ * Hy ) AZ Hro TH 3) ( Hro * url) [QurZ * ur3) "
" [ P @)
r2 1 r2 3
A2 ur2 “rl)[é“rz Hr3)
En posant :
N Slalilal est le coefficient de réflexion du milieu j vers le milieu 1
p-rj + Hyi
_ 2“rj . .. o . o .
* t; =———— estle coefficient de transmission du milieu i vers le milieu j

! Urj * My

Par ces définitions, nous constatons bien que r, =-r; et r, +1=t;. L'expression (22)

devient :
I I,
12 23
i 1n[EH " EJ * tlyoi8e, 2
aln_ Al
1- Emlzmsz

Dans cette expression, il apparait une fraction qu’il est intéressant de considérer comme

la somme d’une série géométrique :
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+ - i (12%2%) (24)

1—Em12m32 m=0

En remplacgant (24) dans (23) :

® m-1
a,= > {(rlzm?;z)mmlziﬁi?@ln (12 32) 3 m+1 Oy (12 32) Ty 32&_@3”} (25)
m=0

Pour les autres coefficients, la démarche de simplification est la méme. Par exemple,

nous déduisons sans difficulté 'expression du coefficient b, grace a son identité avec a,, :
b= Z [( 12m32) d [Bln ( 12m32) t, G [Bln (rlzmsz) m21m32d m’ ] (26)
m=0

6. Expression finale du potentiel vecteur dans les trois régions

6.1. Expression finale du potentiel vecteur dans la région 1

Pour savoir le potentiel vecteur dans la région 1, il faut évaluer la somme en facteur r*

dans (16). Nous établions d’abord le premier terme de cette somme en cosfig) :

5 (Paotom) - 3 [Pl 3 (a0,
n=1 n=1 m=0 A

m. A" @7)
* (r12m32) Mg o (12 32) 1, 2z E'3n

Pour simplifier, en basant sur I’égalité (28), nous calculons respectivement chaque terme

dans la somme (27).
Z(ZAJ - Z(ZAJ (28)
n m m n
A Taide des relations (20), et en posant :

2m 2
Rij1= {EJ Rl) 29)

Ry "1

nous obtenons I'expression du 1% terme dans la somme (27) :

5 A ot |- o A s feoco] o

n=1
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La démarche de calcul est la méme pour les autres termes, nous donnons ici ses

expressions finales :

Z (12m32) 7, [—»—m A7 05y ”@)} (g ) oy 75 DZ [ [E J (cos{ rig, ) Cos( n@)]
(31
Z (rlzmsz)mmn 32GA_@3nm [Gos( ”@)} ( Hr3 fz)[étsz[ﬂzj)té 12 3z)mDZ [ [é j EtOS( rﬂl’fz)mos( ”@)}
Avec :
R\ (R)’ R\ (32)
Ri2=| & ] Ro=| 5 | i
1 f1 1

Le terme en r"a,, cosfig) est alors donné par 'expression :

i (r”@lnmos( n@)): i (r12m32) [( My fl)mlzmz { rﬁ m] IItos( nzpfl)mos( n@):|

n=1 m=0 =1

(b, i { [E m] wos{ 1)t n@o} -
( )i fz) [ EERLQJ”EEOS( 0y o5t n@»} |

Le terme en r"by, sin(hg) est déduit sans difficulté de Pexpression (33) en remplagant les

cos(...) par les sin(...), et a l'aide des transformations de Chebyshev (34) :

@ [ 1 _ (Ra)” —
[@os riflp - ¢, )|[= =0n
nZ::l EE fllj {rfé fl) 2 _(Rm)2 - 2R,y TG0 - @y,) + 1 |
i 1f o nmo{ fo - o )J_ - —%m_ (fud — (34)
= _n EE Rflzj f | 2 _(Rf12)2 - ZEIRfleEtos(cp - (pfl) + r2_
o _1 r \N 1 (Rf2)2

—M— | @ - = —[In

nzzll " EE RfZ] 1 FEQ‘P %ﬂ} ’ (sz)z ~ 2Ry, mmos(q) - ‘pfz) o
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S [ "o fwos ) + 8, sircow) - 3, Z { [E )Iﬁo{r{écp q,ﬂ)}

n=1
Hrq Ty 2
- r i r

2 r2 - 2mmflm05(<p - ‘Pf1) * (rfl)2:|

Nous obtenons 'expression finale du potentiel vecteur dans la région 1 :

Al(r,9) = o

Hot Ty

(&)

Ho
—

4m

[oe]
3
m=0

el

(r12m32) i

(Rus)”

](u m, )m zm{
r1f1, (Rfll)z

(Rua)”

- ZERfllmﬁtos((p - (pfl) +

(“rlmfl) (x5

(Rf12)2 - szlzmmos(“’ - (pfl) *

(Re)’

|

( r3 fz)[ét32[ﬂ21)m]|:

2
r

( f2) - 2I]Rf2mﬁtos(cp - (pfz) + rzi 1

ZDiflmEtos(cp - (pfl) +r

(35)

De méme manicre de calcul nous trouvons 'expression du potentiel vecteur dans la

région 2 et 3:

6.2. Expression finale du potentiel vecteur dans la région 2
Mooy ) Ho o _ (sz)z |
A2(r @) = —————(h| — —0 i 1] ., ), h
ro - {le = = (rlz 32) (“rs fZ) 32 { (sz)z ~ mezmmos((p ~ ‘sz) . rzi
Y
(o) o { — }
(Rey)” — 2Ry licos(0 - @) + 1 (36)
2
p Ih '
ol G LU (Rﬂ)z - am, oo - ) + rz}
2
t. 5. ) '
i | el (Rf21)2 - 2Ry, [00s0 = @) + 7
Avec:
2 2 2
Rip1= [%} m Rl) Ry = [;} mmfl G7)
2 't2 2
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6.3. Expression finale du potentiel vecteur dans la région 3
Holy oy [Rz] Moty ol e m] 2 I
A3(r @) = —— | —= | - —==mh| — | +—0 r M h
e R A DN TR {()m PR
2
+ (“r3[”f2) (f, I .
( )E@ ()sz1)2 - szzlmmo’;(z‘p - (pf2) o 38)
+(p O )t | 0h
I I r1 1) {12723 (Rfl)z _ 2[|Rf1m@os((p _ (pfl) . r2 |
2
(")
(“rszz)uh 2 2 >
I (ra)” - 2 me0s{0 ~ @) + 1 |
Avec:
2m 2
R R
Rioo= — 2) (39)
Ry 't2
7. Courant surfacique introduit par pPPEEC

Les calculs précédents permettent de vérifier que les excitations tangentielles calculées
en supposant que la perméabilité est partout égale a celle de I'air sont, de part et d’autre de la
surface, dans un rapport des perméabilités de ses deux cotés. Dans ce cas, 'excitation tangentielle

se déduit directement de I'induction associée en divisant par la perméabilité p, du vide (40).

- lp-_10A
o T o (40)
11 faut établir que :
HUR. @), = L2 H2(R,0),
Hr2 (41)
H2(Ry,0)p =2 HR,. ),
Hrs
Nous donnons 'expression de I'excitation tangentielle dans les trois régions :
il 1 | o | m I ZEQRfllmos((p ~ (pfl) ~ ) T
Hi(r,@) =- +—1 S ko (O R e
$ o 2mr am mZ::o (12 32) ( : fl) " (Rf11)2 Eésznmf(tos(q’ ')‘Pfl))+ 3
2QR., Jdos(@ — @.. | —r
+( rlmfl)m23D > L - 5
(Ru) - zé?flzmm:(s(q’ - ‘Pf)l) +)r
2[R, [Bos{¢ ~ @, ) — T (42)
+ (o ), 5 )3
I ( 3 fz)[é % 21) (sz 2_ 2mf2mmos(cp - mfz) P 1

* (“rlmfl

i

- 2Eér - rflmos((p - cpfl)

(rfl)2 - ZDjflIIIIILos((p - (pfl) + r2
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Moy | & | I ZEQR Ii:os((p _ (pfz) _ r)
HA(r 0),, = - rzm + 0 g (rlzmsz)mu(ursmfz)[ﬂ D(sz) o mmos(w ‘sz)”z
* (M) {24 ZEQRmzmS(“’ ~ %) )
r101) 213 2

(Res)” = 2Rgptsos(0 = ) + (43)
’ ZEQI’—R EOS((P (pf]_))
(“rl fl) 121,

(Rfl) - melmmos((p - (pfl) o

( Hrs fz)[é 32 2]) - - Ztér_ RfZlmOS((p iz )

( f21)2 - szzlmmos(‘p - ‘pfz) T

H o0 [ T [ 2r - Ry, Gos{¢ ~ ¢ T
Hr @)y = - rzs;r:l +4_11D 2 | (raoftag) b T, %_ (R )EQ IR mmS( A 220
=0 os{@ — @, r
; 2 2E€r—fR22 Iﬁoj(p (p:z)

* (i) g
i 2
Ripy) ?- R, 21 T00S(0 = @) + ¢ (44)

| o o)
i

( Hr fl 12 23

(u . )D ZEQr Iﬁos((p (pf2 r
r3712

(rfz) 2I] mlﬁos((p (pfz) +r |

ZERflm@os((p - (pfl) +r

Nous pouvons effectuer une vérification numérique des deux égalités dans (41) par un
calcul simple sur Mathcad 14 en variant ¢ de 0 a 271 et en prenant la somme de 500 termes de
calculs. Pour cet exemple de calcul, nous prenons les valeurs de perméabilité : p,, = 1, n, = 2000

et ps; = 1. Ta Figure 1-10 montre que les rapports H2R ,¢9),/HIR, @), et

H2(R,,9),/H3(R,,9),s0nt bien égales p,,/ 1, et W/ s

3><l0’5 3x1
2.5¢10] 2.5¢10]
H2(R1,;,500 H2(R2,¢;,50
2x1 2x1
H1(RL, ¢;,500 H3(R2,¢;,500
1.5¢10] 1.5¢10]
1x10% 1x10°
0 1571 3.142 4712 6.283 0 1571 3.142 4712 6.283

i i

Figure 2 : Vérifications réalisées sous Mathcad 14
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Annexe 2 : Calcul du champ magnétostatique créé par deux fils rectiligne sur un tore magnétique

Dans la méthode uPEEC, ce saut d’excitation tangentielle de deux cotés d’une surface

est imputé a la circulation d’un courant superficiel de densité K. L’expression de la densité de

courant superficiel sur les deux surface S,, et S,; sont données par :

K12(¢) = H]'(R11¢)q7 -H 2(R11¢)¢

K23¢) =H3(R,,¢),~H2AR,,¢),

Avec les excitations tangentielles sont données dans (42), (43) et (44).

Expressions du potentiel vecteur dans le repére cartésien

(45)

Nous donnons ici les expressions du potentiel vecteur dans le repére cartésien en

remplagant r =,/x* +y? et g= arcta,Eyj :
X

Mo Ty [ +y? | Ho| &
AL(y) = ————lIn S + =0 Z (rlzmgz) i
1 m=0
(“rlmfl
Mot oy ( X +y2] Ho | <
A2(x,y) = th +—1 z (rlzmgz) i
2n R, an | &

J(urlmfl)m m{(

(R’

anmos(“’u) -

¥4%@waw4”

(“rlmfl)m I

(Rflzmos((pfl) - X)Z " (Rfl Bin((pfl) _ y)zl

( r3 fz)[étazmzj)m{

| L, 100y -

i

TRl

(Re)’

r3 fz)[ﬂ (I

(szm?s((pr)

- x)z + (R IBin((pr) —y)

(Rrs)”

( Hyq fl) [€t12m23)

(Rflzmo

o) - ) (Ru=in(oyy) - )

2
x+y

(“rlmfl

)%ﬂm@q%r

x)z + (Rlein((pﬂ) - y)2
XZ + y2

( Hig f2) [€t32m21)

(Rmmo
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Mooy Ry Mgy [, 2+ y?] W [ [ ] P+ y?
A3(xy) = —— == lIn| == | - ——==1n +—10 Z (r12m32) J(pr3mf2)m32mq
X

(()J

Rl 2n R2 4 oo (szzmos(‘pfz) _ )
+(p L0 EZ [Ih Xty
e el eodon) o (] o] (48)
X2 " y2

* (“rlmfl) Rpeeal

)m{ (“f2)2
(ro(or) =4+ (r3in(eg) - )” J

(Rueoqeq) - X)z + (Rusin(ey,) - y)2 1

* (“ramfz

9. Calcul de P’énergie

L'énergie stockée par le systeme, sur une unité de longueur, est donnée par I'expression
[(1-77) - Chapitre 1]. Dans le calcul analytique, le potentiel vecteur créé par le noyau magnétique
sur la section du fil 1 A, est celui dans la région 1 sans tenir compte du potentiel vecteur créé
par le fil 1 (le dernier terme dans I'expression (46)). Identiquement pour le potentiel vecteur A,
il est donné par 'expression (48) en supprimant le dernier terme. Nous obtenons alors Iénergie

d’interaction avec le noyau :

1
VVnoy =VVno;ﬂ +Wnoy2 = E(I flA]-(Xflv yfl) +1 f2A3(Xf 20 Vs 2) (49)

Avec les potentiels vecteurs Al et A3 sont donnés respectivement par les expressions
(46) et (48) sans tenir compte le dernier terme. (Xq,yy) €t (Xp,yp) sont respectivement les

coordonnées cartésiennes du centre du conducteur 1 et 2.
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Annexe 3

Calcul de la somme des courants

supetrficiels

1. Présentation du probléme

Considérons un systeme réel incluant des milieux magnétiques: un milieu de
perméabilité u,,, immergé dans un milieu de perméabilité u,, (Figure 13-a). Le calcul qui suit vise a
connaitre la somme des courants superficiels créés sur linterface entre deux milieux (dans le

systeme équivalent) par un fil fin de courant I, placé dans le milieu 2.

Courants

superficiels

milieu 2, p2

contour C

milieu 1, py ait, pa = 1

a - Systéme réel b - Systeme équivalent
Figure 3 : Systéme réel et systeme équivalent dans la méthode pnPEEC

Rappelons que dans la méthode uPEEC, nous supprimons tous les milieux magnétiques
et les remplagons par l'air en ajoutant des courants superficiels K sur toutes les surfaces qui

séparent des milieux magnétiques différents (Figure 13-b).

2. Calcul de la somme des courants supetficiels

L'application du théoreme d'Ampére, pour un élément de surface, sur le systeme

équivalent permet alors de trouver le courant superficiel lié a cet élément :
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Annexe 3 : Calcul de la somme des courants superficiels

Soit (car le systeme équivalent n'est constitué que d'air)

B By _

K 2
Ho Mo )

Les deux systemes réel et équivalent créent des inductions identiques et donc telles que :

% —Hr2 3)
Bt M
Le courant superficiel vaut donc :
K:%-E:ﬂ-ﬂﬁ:ﬁ—ufz_ufl @

Ho Ho Ho Ho K2 Ho  Hp2

L'application du théoréme d'Ampére pour le systeme réel, sur le contour C séparant

deux milieux 1 et 2 (sens antihoraire), permet d'écrire :

fBdi= L —fKd ©

_If = Ea:
i UOlJrZC p-rz_p-rlc

Pour le calcul pPEEC, les courants superficiels sont supposés uniformes sur les

¢léments. L’intégrale de courant sur le contour C s’exprime donc en somme des K,

2K

P ©
Hro =~ Hra
Nous déduisons alors la somme des courants superficiels :
ZK' =_(H 2~ H 1)|f
- i r r (7)

Evidemment cette somme est égale a zéro lorsque le fil est a Pextérieur du milieu 2,

parce que dans ce cas il n’y a aucun courant traversant la surface définie par le contour C.
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Annexe 4

Calcul du champ magnétostatique créé
par un fil rectiligne sur un matériau

magnétique semi-infini

1. Introduction

Le calcul qui suit vise a connaitre le champ magnétique créé par un fil fin situé¢ dans l'air,
parallelement a la surface d'un matériau magnétique semi-infini (Figure 1). C’est une premicre

étape vers la connaissance du champ dans un empilement de lames a faces paralleles [MAR-006].

L’espace étant rapporté a un repere orthonormé Oxyz, le matériau, de perméabilité

relative W, est positionné en y < 0. Le fil, parcouru par un courant I est dirigé suivant Oz. Il est
situé en (0,h) dans tout plan g = o#. Compte tenu des symétries du dispositif, les champs sont

plans et invariants suivant 3.

Air
1| =
P
&
77777717777

Milieu magnétique H, Bt

Figure 1: Fil au dessus d’un milieu magnétique semi infini

Dans ce dispositif, nous distinguons trois inductions :

+ L'induction incidente B; émise directement par le fil.

« L'induction réfléchie par le milieu magnétique B, .
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Annexe 4 : Calcul du champ magnétostatique créé par un fil rectiligne sur un matériau magnétique infini

« L'induction transmise, a travers la surface séparant les deux milieux, au
b bl

matériau magnétique.
2. Expressions des champs

2.1. Induction incidente

Le champ incident est celui créé par le fil positionné en (0,h) dans I'air (1) :

)

2.2. Potentiels transmis et réfléchis

Les potentiels transmis et réfléchis, tous deux paralleles a Og, sont solutions de
l'équation de Laplace 2D (2) :
0°A 0°A
——+——=0 2)
0x oy
Pour résoudre cette équation, nous utilisons la méthode de séparation des variables.

Nous posons donc Ax y)= F(x)[G(y). I'équation (2) devient :

- 2 ©))

Cette égalité doit etre vérifiée quels que soilent x et y. Elle met en ceuvre une fonction de
X (a gauche) et une autre de Y (a droite) ; elle ne peut donc étre satisfaite que si ces deux quantités

sont constantes. Il est commode d'écrire cette constante sous la forme —(27£)’, si bien que :

9% F(x
0o (o) @
ox
Toute fonction du type F(x)=e2™ avec £ réel est solution de (4). Dans ces conditions,

(3) montre que G(y) satisfait I'égalité suivante :

9°Gly)
ay?

= (27k)? [(y) )

Pour chaque valeur de k , Gy) admet deux solutions G(y)= eV et Gly) = e 1e

parameétre £ ayant un signe quelconque, l'introduction des valeurs absolues facilite, dans ce qui

suit, Pappréhension du sens de variation suivant .
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Finalement, pour chaque valeur de £, la solution de (2) est une combinaison linéaire des

deux types de fonction (6) :
A(xy)= N(K & &+ g k g 2 ©)

Notons que la partie liée a N(&) décroit quand y devient de plus en plus négatif (N
comme négatif) tandis que celle associée a P(&) varie en sens inverse. Un rapide examen du

probleme traité permet souvent d’éliminer I'une des deux a priori.

Pour obtenir la solution générale de I'équation (2), il faut additionner (7) toutes les

solutions particulicres (6) car toutes les valeurs réelles de £ sont admissibles.

A(xy)= [N @ & gk &= &) )

2.3. Inductions transmise et réfléchie

Les expressions générales des inductions transmises et réfléchies se déduisent

directement du potentiel précédent via la relation (8).

_o
— _—.q x = ay
B=rotA = A 8)
B, =——
ox
B,(xy)= | [2H N(§ & 8 —arf p ) &= 8] ¢
. )]

B,(x y)= J[_J‘an N(K @ &4 - prk i k &% féﬁk\y:| g

—00

Ces deux inductions étant issues, dans le probleme traité, de la surface y = 0, il est
logique de postuler qu’elles diminuent lorsqu’elles s’en éloignent. Cela revient a admettre que,

pour chacune d’elles, 'une des fonctions P ou N est nulle.

Ainsi, pour l'induction réfléchie dans 'air (y > 0), P = 0 alors que pour celle transmise

dans le matériau magnétique (y < 0), N = 0.
3. Conditions de continuité

L’excitation tangentielle (qui, dans un matériau /b4, se déduit directement de I'induction
associée) et l'induction normale doivent étre continues au passage de la surface séparant les deux

milieux (10). Dans l'air, le champ est la somme du champ incident créé par le fil et du champ

réfléchi par le milieu magnétique.

(10)
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3.1. Continuité de Pexcitation tangentielle

Sur la surface y = 0, les trois excitations s'écrivent de la facon suivante :

. I h
Hi (0= o
er(x,O)zf [[2rk P(K) €] dk (a1

Htx(x,0)=K1H+.[‘:[2n|k| N(K) @] dk

(10) admet donc Iécriture suivante :

| h -1 oo 17 o
E[m+m:[a[2n|k|P(k) é }dk—mi[zﬁkl\{k €] d (12)

Les transformées de Fourier inverses de |k| P( k) et |k| N(k) apparaissent. En

conséquence, nous simplifions (12) en multipliant par % et en prenant la transformée de Fourier
Vs

de I'expression obtenue (13).

L L L PR
4T[z£xz+hze dx HT|HN(‘9+|'|<FW (13)

La transformée de Fourier présente dans le membre de gauche se calcule facilement

((31), 87) :

[ e o=l (14)

(13) peut donc s'écrire :

ol 1 compy o 1
m S Ty MK A (15)

3.2. Continuité de ’induction normale

Le processus de calcul est similaire. Sur la surface, les trois inductions normales

s'écrivent comme suit :

: [
B, (x0) =5 v

Bry(x,0)=—jT[2Tk P(k) e***] dk (16)
Bty(x,0)=—jT[2Ttk N(K) "] dk

Ces trois inductions sont liées par I'équation (10) :
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%Xzihz—ji[ﬁk P(K) e7*] dk:—j:[o[Zle N § €] dl A7)

Nous transformons, comme précédemment, la relation (17) :

+00

Mol X ik gy _
o | e k(- ke NCH (18)

La transformée de Fourier qui reste dans (18) se calcule aussi facilement ((32), 87)
+o0 X _j 27kx - —27h/K 1
j—xz Tt dx=m & Sgn( K j 19)

—c0

En reportant (19) dans (18) il vient :

Mol ami 1Mol omy L _
ol son() L = s - ) @0
4, Résolution des équations

Les équations (15) et (20) permettent de déterminer N(&) et P(k). La résolution de ce
systeme (21) nous mene (22) aux deux fonctions cherchées.
-2 K|

Kle 7_1
o i N0

e @1

% e|k| = N(K) - P(K

s
N(k)= ol 2 e T
arp, +1 |K )
_q o2
p(k)=tol b ~1e
dry, +1 |K

Revenons maintenant aux inductions cherchées en injectant, dans (9), les expressions

(22) de N(£) et P(&).

+o00

Br, (x,y) = —“%'L* et ] o 23)

T —0c0

L’intégrale se déduit de ((31), 87) aprés inversion et remplacement de 4 par y + 5. En

définitive, nous obtenons :

_Kol -1 y+h
27T W, +1x2 +(y+h)?

Br,(xy) = (24)

Les calculs de l'autre composante du champ réfléchi et des deux composantes du champ

transmis, se menent de facon similaire. Nous obtenons ainsi :
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Br,(x,y) = Mol -1 X

2 B+ 1+ (y+ 25)
Bt (xy)= —”2_(;; pzru;1 - +Y(; T 7 6
Bt,(x,y) = ZOIIT :Lt1xz +();_ 7 @

5. Récapitulatif et Interprétation

11 est possible d'interpréter les différentes valeurs d'induction que nous avons obtenues :

L'induction incidente B, est l'induction

»

‘;-€‘) |

Air
parcouru par le courant | .

propre du fil positionné en (Oh) et

. Ml y—h
R T

» X
: o Hl X g

Figure 2 : Induction incidente

. . P . . R Air
L'induction réfléchie B, est identique 2

celle dun fil positionné en (0-h) et

-1
parcouru par un courant | L

Br
M +1 ™~

__“OI M 1 y+h
) o 1w (y o

o Hlp -1 x
BI‘ (va) 277Ur+1X2+(y+h)2

M -1
Y I
O ur +1

Figure 3 : Induction réfléchie dans 1'air
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A

)2“‘r|

s,

L'induction B est égale 2 l'induction 4 M, +1
Air
incidente multipliée par un facteur i )
Hr
Hol 2y, y-h
Bt =-20
X(X1y) 277. ur +1X2+(y_h)2 v o«
| 2 X #, " B
Bty (X, y) = HL H r

2
27T 1, + 18 +(y~ )
Figure 4 : Induction transmise dans le matériau
magnétique

6. Courant surfacique introduit par yuPEEC

Les calculs précédents permettent de vérifier que les excitations tangentielles calculées
en supposant que la perméabilité est partout égale a celle de I'air sont, de part et d’autre de la

surface, dans un rapport ..
Hix(x,0)+er(x,0)=th'X(x,0) (28)

On établit en effet que :

Il o-h 1 p-1 h 11 24 -h

—0
2 x> +h* 2my, X+ oy 2my X+

(29)

Dans la méthode uPEEC, ce saut d’excitation tangentielle est imputé a la circulation

d’un courant superficiel de densité K(x) :

_ I -h I B, -1 h I 2y  -h _ly-1 h
K(x)=-| — B -— -— =
(%) 2 x> +h? 2mp, +1xC + hz} { 2my HX+ hz} vy AX+ I (30)

Il est facile de vérifier que le courant total Is circulant sur cette surface est égal a:

-1 . . .
s =1 K T c’est-a-dire au courant circulant dans 'image du courant source.
+

T

7. Calcul de deux transformées de Fourier

La transformée de Fourier inverse d’une fonction exponentielle causale se calcule

facilement.
Soit, avec / > 0, f,(k)=me®™*  pour £ > 0 et 0 ailleurs.
. ° i 1 1
11 t f (k)e?™* dk==
vien :[, (k) 2heix
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Par symétrie, on déduit que si: f,(K) = f,(-K). Alors : J' f,(k)e?™* dk:%hjjx

Partant de ces deux fonctions nous formons une fonction réelle et paire :

g, (K) = £(K)+ £,(K) =m e

De cette définition, il résulte que : J' g, (k) €™ dk= 2 2 >
2 X
et, inversement :
TN g gy gk 31
J 2 + 2 e X=T ( )

—co

A laide des deux mémes fonctions, nous formons maintenant une fonction de K impaire

et imaginaire :

9, (K) = =i fi(k) - £,(K)] = =i me™ " sgn( K

Sa transformée inverse vaut : J'gz(k)(-zjzrkx dk= - [+ 1_ 1 1_ = 2X >
2h-jx 2h+jx| h*°+x

—00

Inversement :

eI dy= g™ M
2 x“+h J

= =) (32)
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Annexe 5

Calcul du champ magnétostatique créé
par un fil rectilighe sur un empilement
de couches magnétiques infini a faces

parallele

1. FIL AU DESSUS D’UNE LAME MAGNETIQUE PLANE

Le calcul qui suit vise a connaitre le champ magnétique créé par un fil fin placé, dans

l'air, parallelement a une lame magnétique infinie de perméabilité u, et d'épaisseur finie ¢p (Figure

1.

L’espace est rapporté a un repere cartésien Oxyz dont le plan y = 0 coincide avec la face
de la lame la plus proche du fil. L’autre face est en y = -¢p. Le fil, dirigé suivant Oz, est situé en
(0, h) et il est parcouru par un courant de valeur I. Les champs sont donc plans et invariants
suivant g.

Surface § = X
G
Milieu magnétique ——|ep
(2) #, [By
Surface $,

Figure 1: Fil sur milieu magnétique infini
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Dans ce dispositif qui englobe trois milieux, cing inductions doivent étre distinguées :
*  L'induction incidente B; émise par le fil dans le milieu 1.
* L'induction réfléchic B, par la lame magnétique 2 dans 1.
* L'induction B, transmise dans le milieu 2.
»  L’induction B, réfléchic parla 2™ face de la lame magnétique.

* DL’induction By transmise dans le milieu 3.

1.1.  Calculs des différents champs

1.1.1. Expressions générales des inductions

Nous nous appuyons sur les résultats de I'annexe précédente. L’induction émise par le fil

et les autres sont rappelées ci-dessous (1) et (2) :

. __“L' y-h
)= o (1T o
Bi, (x,y) = Hol X

27T 2 +(y— h)2

B (x )= J[2n{K N(R & & -21f K k & #0]
o @)
B,(xy)= [[~j2rk N(K) & &X' - prik § k &* E] o

Ces inductions proviennent soit directement du fil soit des surfaces S,, et S,; de la lame.

Les inductions issues d’une surface diminuent lorsqu'elles s'en éloignent. Cela revient a admettre
que, pour chacune elles, I'une des fonctions N(&) ou P(k) est nulle. Pour savoir laquelle, retenons
que le champ associé a P(k) diminue quand Y est de plus en plus positif alors que celui associé a
N(k) varie en sens inverse. L’indice attribué ci-dessous a chaque induction repere le milieu dans

lequel elle est présente et son sens de propagation (# vers les y négatifs, p dans le sens inverse).

Par rapport a la surface S, : Par rapport a la surface S,; :
B,, décroit quand Y augmente — N, (k) = 0 B,, décroit quand Yy augmente — N, (k) = O

B,, décroit quand Yy diminue — P,(&) = 0 B, décroit quand Y diminue — P;(%k) = 0

Il'y a donc 4 fonctions de £ a déterminer pour connaitre 'induction partout.
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1.1.2. Conditions de continuité

La continuité de 'excitation tangentielle ainsi que celle de I'induction normale doivent

étre assurées sur les deux surfaces S, (y = 0) et S,; (y = -¢p).
e SurS, (=0

Hlix (X'O) +H Irx (X*O) =H 2tx (X'O) +H 2rx (X'O) (3)
BJ.iy (X’O) + BJ.ry (X'O) = B2ty (X’O) + B2ry (X'O) (4)

* SurSy;(y=-¢p)
H 2tx (x,—ep) +H 2rx (x,—ep) =H 3tx (X’_ep) (5)
Bay (x—€p) + B,y (x—ep) = By, (x—ep) 6)

Comme il se doit, nous disposons de 4 équations pour évaluer les 4 fonctions de 4.

1.1.3. Relations sur la surface S,,

Explicitons (3) et (4) en tenant compte des restrictions justifiées ci-dessus. Nous

obtenons respectivement :

z'ﬂm —JZU‘k\P k) @ dk——_[ZnT k(K e e jz#\kvé ki )
et:
ol ~ [ionk B(K) & dk=—[ 2k N( ) E™ die| 27k F K E C ®)

1.1.4. Relations sur la surface S,,

De la méme maniere, les expressions (5) et (6) relatives a S,; deviennent :

1

2kl N éanx S27K ep dle 2 |@zkx ng\ep gk—1[ 2 k3 k|276x —27@(\ep 9

i LN il )2 A) ®
et:

_flznk Nz(k) é27zkx e—2nﬂ<\ep dk_J20 Tk E( k iénkx 2@k\ep dk _f % kN )kizé« —2@k\ep (10)
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Annexe 5 : Champ magnétostatique d'un fil rectiligne parallele a un empilement de couches magnétiques infinis a faces parallele

1.2.  Résolution du systéme d’équation

Afin de déduire les fonctions P7, P2, N2 et N3, simplifions les 4 équations (7) a (10).
Toutes ces équations contiennent des transformés de Fourier inverses. Du coup, en exploitant les
transformés de Fourier inverses [(31) et (32)-Annexe 4] puis en prenant la transformée de Fourier

de chacune, ces expressions se simplifient grandement (11) et la solution du systeme (12) s’obtient

facilement.
lurPl+N2_PZ:lurA ,Ul e*Z’ThM
R-N,-R=-A o AL
S ou ar |K| (11)
N2 - B |32 _/'II' N3 :0 _ ank\ep
N, +B? BN, =0 B-e

Ce systeme admet la solution suivante :

ou-1 o 1-B? o 1
b A/ur +1 ILI _1 : N2 - ﬂr +1 /.1 _l :
1-| A=) g2 1-| A2 g
Mo+l u +1 1
N B N 1 (12
2 +1y +1 1V S +ly +1 1V
H 1, l_(,u, 1) B 1_(/,4 1] B
u+1 M +1

L’écriture adoptée fait apparaitre, en facteur, pour les 4 expressions: un coefficient
constant qui donne la proportionnalité a I et les coefficients de réflexion ((g, =1)/ (4 +1)) et/ou
de transmission (24, / (4 +1)) de induction associée a chaque surface, sachant que, pour la

seconde surface, u, doit étre inversé