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Notations

Dans ce texte on utilise les notations et les conventions suivantes. Pour la liste des
symboles courants, qu’on essaye d’utiliser toujours pour désigner le méme objet afin de
faciliter la lecture, voir également [la liste de symboles| a la fin de la thése.

(a)

Par N, Z, R et C on note les ensembles des nombres naturels, entiers, réels et
complexes respectivement.

card A = £A est le cardinal (nombre des éléments si fini) d’un ensemble A.

Pour n € N, N,, = {1,2,...,n}. &, est le groupe des permutations de N, et
card G,, = n!l.

C avec et sans indices désignera différentes constantes. La valeur de ces constantes
peut varier d'une ligne a une autre et d’'une estimée a une autre.

Pour p — A(p) et p — B(p) deux fonctions, on utilisera les notions suivantes :

— A(p) ~ B(p), p — po, signifie l’égalité asymptotique : A(p)/B(p) — 1 quand
P — Po,

— A(p) < B(p), p — po, signifie l'équivalence asymptotique, c’est-a-dire, qu’il existe
une constante C' > 0 telle que C~ < A(p)/B(p) < C pour p suffisamment proche
de Po,

— A(p) < B(p), p — po, veut dire que A(p) est asymptotiquement beaucoup plus
petit que B(p), c’est-a-dire, que A(p)/B(p) — 0 quand p — py.

Pour désigner les espaces de Hilbert on utilise des lettres majuscules gothiques
comme §). Les opérateurs sont notés par des lettres majuscules comme A ou H. Le
produit scalaire est noté par (-,-) et la norme par || - ||. L'opérateur unité est noté
par 1 ou 1y si on veut indiquer ’espace explicitement.

Si A est un opérateur sur $) avec le domaine de définition dense, son adjoint est noté
par A*.

Si A est un opérateur fermé, son spectre est noté par o(A) ou Spec(A).

Pour D C R?, son bord est noté par 0D et sa fonction caractéristique par 1p = xp.
Si de plus D est mesurable, on écrit |D| = mes D pour le volume/mesure. Pour

I'ensemble D C Z? dans le cas discret, on utilise les mémes notations. Le volume
dans ce cas est simplement le nombre des points : |D| = card D.

Si f € L*(R?), on utilise la méme notation f pour désigner 'opérateur de multi-
plication correspondant.
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Introduction

0.1 Motivation

Cette these s’inscrit dans le cadre de deux grands domaines de la physique mathé-
matique : la théorie des opérateurs de Schrodinger aléatoires et la physique statistique
quantique. On étudie les propriétés macroscopiques dans le cadre de la physique statis-
tique pour un modéle microscopique d’opérateurs de Schrodinger aléatoires.

Une des questions intéressantes et un des objectifs principaux de la physique des solides
est de comprendre des phénomeénes macroscopiques et de pouvoir calculer ou estimer des
quantités macroscopiques a partir de la description microscopique. Il existe, par exemple,
plusieurs modéles microscopiques de la physique mathématique qui décrivent des réseaux
cristallines des matiéres métalliques ou des semi-conducteurs. A partir de travail [And58]
d’Anderson en 1958, un intérét important ainsi qu'un nombre croissant d’efforts ont été
dédiés a la théorie des opérateurs aléatoires.

Dans la grosse majorité des travaux sur les opérateurs aléatoires, on étudie un opéra-
teur de Schrodinger aléatoire qui décrit une particule (principalement un électron) dans
un milieu désordonné. L’avantage du modéle aléatoire (par rapport, par exemple, au mo-
dele du potentiel périodique) est qu’il posséde certaines propriétés, comme ’existence des
états localisés, qui sont observées expérimentalement, et qui sont absentes dans d’autres
modéles.

Pour bien décrire le transport électronique dans un milieu désordonné, il faut tenir
compte des interactions entre les électrons. La plupart des études mathématiques du
transport des électrons dans les milieux aléatoires ont porté sur les modéles a une particule
ol on néglige les interactions entre les particules. Dans cette thése, on considére le cas d'un
grand nombre de particules quantiques en interaction dans un milieu aléatoire. On désire,
en particulier, comprendre comment la présence des interactions modifie le comportement
de particules dans ce milieu.

La deuxieme particularité du modéle qu’on va étudier vient de la physique statistique.
On va considérer le modeéle restreint au volume V et on va supposer que le nombre de
particules n est proportionnel & V', c.-a-d., n = pV ot p est une constante strictement po-
sitive, la densité de particules. Les échantillons étudiés dans des laboratoires ont des tailles
macroscopiques : ils contiennent un trés grand nombre de particules (nombre d’Avogadro
= 6,02 x 10?3, voir [LL6§]|, par exemple) et ont des dimensions trés grandes par rapport
a I’échelle quantique dans laquelle 'opérateur de Schrodinger est défini : la distance entre
les ions les plus proches dans des métaux est de quelques A = 107"%m (voir [AMT76]). 11
est donc naturel de s’intéresser a la limite thermodynamique qui consiste a faire tendre n
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et V vers 'infini en gardant la relation de proportionnalité.

La limite thermodynamique est une des notions centrales de la physique statistique et
son existence est I'une des premiéres questions auxquelles il faut répondre pour pouvoir
décrire le modéle & plusieurs particules. C’est également une notion qui a un sens physique
trés clair et simple : il est tout a fait naturel que, dans un volume plus grand, il y ait plus
des électrons.

Finalement, il serait aussi intéressant de comprendre comment la statistique quantique
de particules (fermions ou bosons) va intervenir.

Pour résumer la motivation scientifique qui guide le déroulement de la these, c’est
principalement de comprendre comment construire la physique statistique pour un grand
nombre de particules en interaction dans des milieux aléatoires.

0.2 Ce qui a déja été fait

A notre connaissance, le sujet et les questions abordés dans cette thése sont originaux.
Nous ne connaissons pas de travaux mathématiques sur la limite thermodynamique pour
I’ensemble microcanonique d’un grand nombre de particules quantiques dans un milieu
désordonné. Néanmoins, séparément, la physique statistique ainsi que la théorie des opé-
rateurs de Schrodinger aléatoires ont fait et font toujours I’'objet de recherches intensives.
C’est grace aux nombreux résultats de la théorie des opérateurs aléatoires, qu'on sera
capable de construire notre théorie pour 'opérateur a plusieurs particules.

D’autre part, les modéles déterministes et, en particulier, la limite thermodynamique
ont été beaucoup étudiés dans le cadre de la physique statistique depuis que dans leur
travail [FR66], Fisher et Ruelle ont posé la question de la stabilité des systémes quantiques
au niveau macroscopique. Dans cette thése, des méthodes qu’on utilise pour démontrer
I'existence de la limite thermodynamique sont inspirées par plusieurs travaux sur ce sujet.

L’article [BL12| par Xavier Blanc et Mathieu Lewin, paru trés récemment, traite une
question trés proche de celle de la thése. Notamment, les auteurs démontrent ’existence
de la limite thermodynamique pour des systémes désordonnés en trois dimensions avec
des interactions de Coulomb pour I’ensemble grand-canonique.

Pour un systéme des bosons dans milieux désordonnés dans ’ensemble grand-cano-
nique, la limite thermodynamique a été considérée de point de vue de la condensation
de Bose — Einstein par Thomas Jaeck, Joseph V. Pulé et Valentin A. Zagrebnov. Dans
[JPZ09], les auteurs étudient le mécanisme derriére la condensation pour le gaz de Bose
parfait (i.e., en absence des interactions entre bosons). Ensuite dans [JZ10], Thomas Jaeck
et Valentin A. Zagrebnov prennent les interactions en compte et démontrent 'exactitude
de I'approximation de Bogoliubov (voir, par exemple, [ZB01| pour 'introduction et le
revue des résultats principaux ou [Bog47] pour l'article original).

Dans [KM11], Frédéric Klopp et Bernd Metzger ont étudié la condensation de Bose
— Einstein pour un systéme de bosons dans un milieu aléatoire dans I’approximation du
champ moyen, c¢’est-a-dire, la fonctionnelle de Gross — Pitaevskii.



0.3 Ce qu’on cherche

En toute généralité, dans cette thése, on cherche a calculer la limite thermodynamique
pour un systéme de particules quantiques en interaction dans un milieu aléatoire. Voici
quelques questions formulées de facon assez vague qui vont nous occuper :

(a) premiérement, on va s’intéresser a 'existence de la limite thermodynamique pour
certaines quantités extensives;

(b) ensuite, on se demande quel est le role des interactions et ce qu’elles changent de
point de vue qualitative et quantitative; pour cela, il faudra aussi comprendre le
cas sans interactions;

(c) on essaye d’étudier I'influence de la statistique quantique de particules sur le résul-
tat;

(d) le role de la densité de particules p est aussi d’intérét ;

(e) finalement, il serait utile de comprendre des propriétés plus avancées que simplement
Iexistence de la limite : par exemple, la structure des fonctions propres a plusieurs
particules dans la limite thermodynamique.

0.4 Nos résultats

Dans cette section, on présente des résultats clés de cette thése. Pour en faciliter la
lecture, on donne ici certaines définitions sous une forme raccourcie. Les définitions et les
résultats complet ainsi que les discussions de ceux-ci se trouvent dans la partie principale
de la these.

La thése est composée de deux chapitres (et de deux annexes qu’on ne discute pas
dans cette introduction) :

(a) dans le Chapitre [I} on ¢tudie un modele général de particules quantiques en inter-
action dans milieux aléatoires; les résultats obtenus sont aussi généraux mais ne
donnent pas d’information détaillée ;

(b) dans le Chapitre on prend un modéle particulier qui permet d’obtenir une descrip-
tion assez fine de la structure de 1’état fondamental dans la limite thermodynamique.

Modéle général de particules en interaction

Soit {H,, }weq une famille d’opérateurs ergodiques qui agissent sur $ = L*(R?) (on
traitera également le cas discret qu’on omet ici par souci de simplicité). On suppose que
cette famille ergodique satisfait la condition de 'indépendance a distance (voir (IAD)
dans la Sous-section . Par H,(A) on note la restriction de H, a A C R? avec les
conditions au bord de Dirichlet. Cet opérateur agit sur $H(A) = L?*(A). On demandera
ensuite certaines conditions de la régularité pour la densité d’état intégrée (voir la Hypo-

these |1.1.11]).
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Pour n particules, 'espace de Hilbert varie selon la statistique quantique de particules :

X" H = L*(R"), particules de Maxwell — Boltzmann,
N = N\"$H = L2 (R™), fermions, (1)
Sym" ) = L2 (R"), bosons,

ou Li sont les sous-espace totalement symétrique et antisymétrique par permutations des
variables. Le hamiltonien est construit de maniére standard par :

H,(n) = Hy(n) + ) Ula' —a7), (2)

1<j

ol
n

HY(n) = Y (Ho)

=1

(consulter les formules (1.12)) et (1.13)) et U est le potentiel d’interactions par paires.
Pour la restriction de (1)) et (2) & A C R?, on écrit $(A) et H, (A, n) respectivement. Cet
opérateur décrit n particules dans A dans I’environnement désordonné décrit par H,,. Les
définitions précises ainsi que la discussion des différentes propriétés des interactions sont
données dans la sous-section [I.I.2] Sous certaines conditions, on sait également traiter le
cas des interactions d’ordre plus grand que deux (voir la formule ([1.14)).

La limite
n

Al

s’appelle la limite thermodynamique. Ici A — oo est compris dans le sens de Fisher (voir
la sous-section . Le parameétre positif p est la densité de particules.

Sous les conditions pas trop restrictives, 'opérateur H,(A,n) a un spectre discret
borné inférieurement (voir la sous-section [L.1.3] pour les conditions suffisantes). On note
alors 'énergie fondamentale par €, (A, n).

Le résultat principal du Chapitre [1] est I'existence de la limite thermodynamique pour
I’énergie fondamentale.

A — o0, —p >0,

Théoréme 0.0.1. Soit un opérateur a une particule H,, borné inférieurement w-presque
sirement par une constante fixée. Soient des interactions U

(a) stables, i.e., H,(A,n) > —Bn (voir (SI)),
(b) tempérées, i.e., |U(z)| < Alx|= pour |z| = Ry et X > d (voir (PTI)).

Alors U'énergie fondamentale de H,(A,n) par particule €,(A,n)/n admet une limite ther-
modynamique, i.e., la limite suivante existe :

lim sz (Aa Tl)

A—oo,n/|A|—p n

=:&(p).

La convergence a liew dans le sens L? par rapport ¢ la variable aléatoire w et la limite
p— E(p) est une fonction déterministe, croissante et conveze en p L.



Remarque 0.0.2. Dans cette introduction, on utilise une notation un peu différente de
celle du texte principale : £(p) sera noté E(p,0) dans la suite.

Le Théoréme est un cas particulier (le plus important) du Théoréme
ol on traite non seulement 1’énergie fondamentale, mais aussi d’autres valeurs propres de
H,,(A,n) en utilisant I'entropie (voir la sous-section[I.1.3)). La monotonicité et la convexité
de la limite sont discutées dans la sous-section [I.2.4] De plus, dans le Théoreme [1.2.20]
on démontre la convergence au sens L. et w-presque siir pour les interactions compactes
(voir (Comp)) et dans le Théoréme [1.2.21] on démontre I'existence de la limite thermo-
dynamique pour ’entropie comme fonction de 1’énergie.

Ayant démontré I'existence de la limite thermodynamique pour ’énergie interne par
particule et 'entropie par particule, on s’intéresse ensuite aux propriétés de cette limite
telles que :

— Quelle est 'asymptotique de £(p) dans la limite de la densité de particules faible,

ie, p—07?

— Comment la statistique quantique intervient-elle ?

— Que peut-on dire de la fonction d’ondes associée a I'état fondamental dans la limite

thermodynamique ?

Pour répondre & ces questions, on commence par établir une forme appropriée de la
théorie des perturbations dans les sous-sections [1.3.1] et [[.3.3] et par étudier le cas sans
interactions dans la sous-section [I.3.2] On établit la formule classique de 1'énergie par
particule pour des fermions sans interactions dans le Théoreme :

[P BN(E)

E(p) = —fffo INE)

(3)

ou l’énergie de Fermi E, est une solution bien choisie de I’équation
N(E,O) = p7

et N est la densité d’états intégrée de H.,,.

Selon 'analyse préliminaire faite dans la sous-section [I.3.4] on trouve que le cas des
fermions est plus avantageux pour construire la théorie des perturbations : le nombre
effectif d’interactions que créent les particules composant un état en bas du spectre est
d’ordre n pour les fermions et d’ordre n? pour les bosons.

La différence vient du principe d’exclusion de Pauli : les fermions ont la tendance de se
repartir plus ou moins uniformément dans tout ’espace disponible A. Ceci veut dire que
seuls des fermions qui sont proches I'un de I'autre contribuent de fagon non négligeable
dans les interactions. Cet argument explique que le nombre d’interactions & prendre en
compte est proportionnel & celui de fermions en présence.

Remarquons que du point de vue physique, I'idée que les fermions occupent les posi-
tions plus ou moins uniformément distribuées dans l’espace et que seuls les voisins contri-
buent dans interactions se trouve a la fondation de nombreuses modéles et théories appro-
chées décrivant le gaz électronique dans solides. Parmi les modéles et méthodes exploitant
(de fois, d'une fagon implicite) cette idée sont :

(a) le modele d’Ising,
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(b) le modele des liaisons fortes (et ses dérivées comme le modéle de Hubbard),

(c) la théorie de champ moyen, ses variations et dérivées (par exemple, I’approximation
de Hartree — Fock).

Pour une introduction a différents modéles du transport électronique dans les corps solides,
on pourra consulter, par exemple, [AMT76].

Au contraire, des bosons sans interactions condensent tous dans 1’état fondamental a
une particule. Dans cette configuration, le nombre des paires des bosons en interaction
est évidemment d’ordre n?.

Afin de pouvoir développer ces idées, on considére un modéle trés particulier relative-
ment simple dans le deuxiéme chapitre de la thése.

Systéme de fermions en interaction. Modéle des piéces

Le modéle des piéces est unidimensionnel. Sa définition détaillée est donnée dans la
sous-section [2.1.1] Considérons le processus aléatoire de Poisson de parameétre p sur R.
Placons des conditions de Dirichlet en chacun des points de ce processus tombant a l'in-
térieur de [0, L] ainsi qu’en 0 et en L. Ces points découpent [0, L] en m(w) piéces :

m(w)

0,2] = {J Aj(w): (4)

j=1

Ceci définit 'opérateur a une particule par :

m(w) RN
H,(L) = P <——> .
j=1 da? /| 2 (a5 w))

On construit 'opérateur a plusieurs fermions en interaction H,(L,n) comme dans (2).
Pour pouvoir faire des calculs explicites, on prend les interactions les plus simples pos-
sibles : U(x) = 1[_g,,ry)(2), et on s’intéresse au cas p petit.

L’analyse statistique de la répartition de longueurs des pieces de la sous-section [2.1.2]
permet d’obtenir les expressions exactes pour la densité d’états intégrée (voir la Proposi-

tion :

Me_:ueE
N(E) =L

(5)

oully = w/ V'E est la longueur correspondante a Pénergie E, et pour Iénergie de Fermi

(voir le Corollaire [2.1.10)) :
_ -2
E, =mp® (log(pp™' +1)) . (6)

Remarquons ensuite que les états propres d’un systéme de n fermions sans interactions
sont donnés par les déterminants de Slater :

000 = = det (t, () o, 7)



ol un indice @ numérote ces états de la maniére suivante : card @ = n et chaque élément
a; = (A4, ka;) € a est une paire d’intervalle de la décomposition et le numéro de la
fonction propre & une particule supportée dans cette piece. Autrement, ¥, est la k, -éme
fonction propre de H,,(L) dans I'intervalle A,,, qui est donnée par un sinus proprement
normalisé.

Suivant la formule , dans I'état fondamental du systéme sans interactions, les fer-
mions occupent tous les niveaux d’énergie jusqu’a environ ’énergie de Fermi. Cela avec
les expressions exactes et @ décrit I’état fondamental de n fermions sans interactions
de la maniére suivante. Dans 1’état fondamental sans interactions (qu’on va noter par W
dans la suite), la plupart de fermions occupent les niveaux fondamentaux dans les piéces
de longueur environ ¢, = 7/ \/Fp. De plus, 'analyse du nombre d’interactions dans cet
état permet d’estimer 1’élément de matrice des interactions :

% <Z Uz — 27) Wy, \IJU> = O (p|log p|~*)

1<j

pour n et L suffisamment grands, n/L proche de p. Donc, le premier terme de la théorie
des perturbations converge dans la limite thermodynamique. Comme 1’énergie de Fermi
est d’ordre |log p|=2, ce terme n’intervient que comme terme de reste. Un résultat plus
précis (avec 'asymptotique) est donné dans le Théoréme [2.2.18

Dans la suite, on démontre essentiellement que 1’état fondamental de H,(L,n) (donc,
d’un systéme avec interactions) “ne différe pas beaucoup” de Wi. Ceci comporte trois
arguments principaux.

Premiérement, pour un état propre de H2(L,n) donné par , on peut définir [’occu-
pation (voir également la Définition :

Q(\Ija) = <Q1a o Gm),

ol g; est le nombre de particules que cet état posséde dans la piece A; de la décomposition
. Soit $)¢ un sous-espace engendré par toutes les fonctions ¥, d’occupation @) fixée.
Alors, comme les fonctions propres & une particule ont soit le méme support ou alors
des supports disjoints, des sous-espaces §)¢ sont orthogonaux l'un a l'autre et sont des
sous-espaces invariants de I'opérateur total H,(L,n). Celui ci se décompose comme

Hy(Ln)= €D He.

QENGY,|Q[=n

ot H est sa partie dans §)¢. Ceci est la formule qu’on démontre dans la Section .
Deuxiémement, dans la Section [2.4] on donne le sens précis dans lequel I'état fonda-
mental de H,(L,n) est proche de Uy, I'état fondamental du systéme sans interactions,
décrit par H(L,n).
Fixons A; > 0 et Ay > 5. Soit ~ le sous-espace de " engendré par les fonctions
propres de H2(L,n) telles que :

(a) il y a au maximum p| log p|*1*42n particules d’énergie plus grande que

= (1+|log p| ) E,.
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(b) il n’y a pas plus de Bnp interactions entre ces particules, ot B est une constante
suffisamment grande,

et soit H* son complément orthogonal, i.e.,

1
9"=9H oHt. (8)

Bien que cette définition dépende de A;, As et B, on omet la référence a ces constantes
dans la notation. Dans la sous-section [2.4] on discute des fagons alternatives de définir

.

Théoréme 0.0.3 (séparation d’états excités). Pour p suffisamment petit, n et L assez
grands et n/L suffisamment proche de p, soit ¥ un état fondamental de H,(L,n). On le
décompose selon (@ WU =U"+U*. Alors U met presque toute sa masse dans $~, c.-a-d.

I 1/19~ ] = O (|log p|~4+72)
uniformément en n, L et p.
Troisitmement, dans la Section [2.5, on démontre le théoréme suivant.

Théoréme 0.0.4 (non dégénérescence de I'état fondamental). Soient L et n fizés. Alors
w-presque strement [’état fondamental de H,(L,n) est non dégénéré.

Corollaire 0.0.5. Soient L et n fixés. Alors w-presque sirement l’état fondamental de
H,(L,n), ainsi que ses composantes dans $H*, possédent une occupation bien précise, c.-
a-d., ces vecteurs appartiennent au méme sous-espace d’occupation constante $q.

Les Théorémes [0.0.3] et [0.0.4] et le Corollaire [0.0.5] donnent une description de I'état
fondamental ¥ de H,(L,n) dans la limite thermodynamique, qu’on utilise ensuite pour
donner d’autres propriétés de ¥. Notamment, dans la Section [2.6] on estime sa fonction
d’autocorrélation (voir également la Définition un peu plus générale) :

Loly) = [ GOUGey)ldx

ouny = (y',...,y") €0, L]".

Théoréme 0.0.6 (fonction d’autocorrélation de 'état fondamental). Pour tout § €
(0,1/2) il existe pg > 0 et une constante C' = C(f) tels que pour 0 < p < po et
B(p) > C|logp|™!, si L et n sont suffisamment grands et n/L est suffisamment proche de
p, alors avec probabilité au moins 1 — e*Lﬁ, st le vecteur'y € V" a au moins nB(p) coor-
données |y*| > (1 + 1/C)L,, alors la fonction d’autocorrélation de W, l'état fondamental
de H,(A,n), satisfait asymptotique suivante :

La(y) = O(exp (~nB(p)| log ) ).



11

Ceci est le Théoréme [2.6.2] qui est suivi de la discussion sur le choix de la fonction
B(p) et la condition imposée sur le vecteur y.

Finalement, dans la Section [2.7] on quantifier I'influence des interactions sur l'état
fondamental du systéme et sur I’énergie associée. Soient Wy 1'état fondamental sans in-
teractions, c.-a-d., de H2(L,n) et ¥ I'¢tat fondamental de H,(L,n). On estime d’abord
la différence entre les occupations de W et Wy;.

Définition 0.0.7. Soit w fixé et soit m le nombre de piéces correspondant. Soient Q'
Q* € NI', |Q7] = n, j € {1,2} deux occupations. Notons chaque Q7 = (Q,Q3,..., Q%)
pour j € {1,2}. On définit la distance par

m

disto(Q", Q%) = >_1(Q} = @?).

j=1
Cette distance donne le nombre de piéces sur lesquels ) différe de Q)s.

Le théoréme suivant est donné plus tard par le Lemme (pour la majoration) et
la Proposition [2.7.4] (pour la minoration).

Théoréme 0.0.8. Pour tout § € (0,1/2) il existe une constante C' telle que pour n et
L suffisamment grands et n/L suffisamment proche de p, avec la probabilité au moins
1-— e’Lﬁ,

C™np < disto(Q(T), Q(¥y)) < Cnp.

A partir de cela, on trouve I'ordre asymptotique par rapport a p — 0 de la différence
entre ’énergie fondamentale avec et sans interactions.

Théoréme 0.0.9 (quantification des interactions). Il eziste une constante C' telle que
pour p suffisamment petit,

C™'pllog p| > < E(p) — E%(p) < Cpllog |,

ou E%p) est la limite thermodynamique de [’énergie fondamentale par particule pour le
cas sans interactions, c.-a-d., pour le systéeme décrit par H(L,n).

Ceci est les Corollaires 2.2.19 et R.7.51

0.5 Conclusion

Dans cette thése, on a pu répondre a plusieurs questions posées dans la Section [0.0.3]sur
la limite thermodynamique pour un grand nombre de particules quantiques en interaction
dans un milieu aléatoire. L’existence de la limite thermodynamique a été démontré dans
les conditions assez générales. Ensuite, pour le modéle des piéces unidimensionnel, on a
obtenu la déscription de I’état fondamental en termes de sa structure fonctionnelle. Ceci
nous a permis de quantifier le role des interactions dans la formation de I’état fondamental.
Pour développer ces résultats, on peut considérer plusieurs directions de recherche.

Premiérement, pour améliorer les résultats du premier chapitre, il serait intéressant de
démontrer le meilleur type de convergence (mieux que L?) et pour une plus large classe
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des potentiels d’interactions (y compris ceux qui décroissent a linfini moins vite que
|z|~%). 11 reste également la question des conditions au bord : on aimerait démontrer que
la limite thermodynamique existe aussi si on impose les conditions au bord de Neumann
(rappelons, que dans le Théoréme , on utilise les conditions au bord de Dirichlet) et
que cette limite est égale a celle avec conditions au bord de Dirichlet.

Deuxiémement, en développant les résultats du deuxiéme chapitre, il faudrait généra-
liser la description de I’état fondamental pour le modéle des piéces unidimensionnel & des
opérateurs de Schrodinger aléatoires plus réalistes (ceux d’Anderson, de déplacement, de
Poisson, par exemple) dans une et plusieurs dimensions.

Finalement, les propriétés de régularité de la limite thermodynamique de 1’énergie
par particule £(p, o) sont d'un grand intérét physique : les discontinuités de ses dérivées
correspondent aux points de transition de phases.



Chapitre 1

Le modéle général

Dans ce chapitre, on étudie la limite thermodynamique pour un modele général de
particules quantiques en interaction dans un milieu aléatoire. On adopte une approche
axiomatique : on suppose que le modéle & une particule satisfait un certain nombre des
conditions et on construit la théorie pour le modéle & plusieurs particules en s’appuyant
sur cette base axiomatique du modeéle & une particule sous-jacent. On donne ensuite des
exemples de modéles qui satisfont ces hypotheéses.

Comme on demande peu des conditions sur le modele, les résultats sont en conséquence
assez généraux. Essentiellement, on démontre dans ce chapitre des théorémes d’existence
ainsi que certaines propriétés qu’en suivent directement. Afin de pouvoir faire quelque
chose de plus concret, on sera obligé de prendre un modéle trés particulier dans le Cha-
pitre 2] qui nous permettra d’obtenir une description assez précise de 1'état fondamental
de ce modéle.

Ce chapitre est organisé d'une fagon suivante.

Dans la Section [I.1, on définit d’abord l'opérateur de Schrodinger qui décrit une par-
ticule dans un milieu aléatoire. A partir de cela, on construit le hamiltonien d’un systéme
de particules en interaction. Puis on introduit I’entropie et 1’énergie comme une fonction
de 'entropie, et on discute la notion de limite thermodynamique. A la fin de cette section,
on pose le probléme général (qu’on résout seulement partiellement dans le cadre de cette
thése) et on propose un ensemble de questions plus abordables, qu’on va essentiellement
attaquer dans ce premier chapitre.

La majorité des résultats et des méthodes de ce chapitre sont présentés dans la Section
1.2l Notamment, on y démontre le résultat principal du premier chapitre sur l'existence
de la limite thermodynamique pour I’énergie. Les démonstrations elles-mémes sont aussi
instructives que les méthodes ; des approches introduites servent ensuite pour I'obtention
d’autres résultats. On discute également des phénoménes liés a la densité de particules
critique et on établit, ensuite, des propriétés de base pour la limite thermodynamique de
I’énergie par particule. Finalement, on discute des implications et des relations thermo-
dynamiques qu’on pourrait en tirer.

La derniére Section a pour but de commencer ’étude plus approfondie de 1’état fon-
damental (et de I’énergie fondamentale associée). On propose une approche perturbative
ayant pour base le systéme sans interactions. Il se trouve que les séries de perturbations
ont la structure assez spéciale en cas des interactions par paires. On étudie ensuite les

13
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particules quantiques sans interactions. Entre autre, on obtient des expressions “exactes”
pour la limite thermodynamique de I'énergie pour ces systémes. Finalement, on explique
pourquoi le cas fermionique semble plus avantageux que les autres. On donne également
I'image générale de ce qu’on s’attend a obtenir dans le chapitre qui suit.

1.1 Définitions

Dans cette section, on introduit d’une fagon rigoureuse le modéle de particules quan-
tiques en interaction dans un milieu aléatoire et le probléme général qu’on étudie au long
toute cette thése. On commence par définir le modéle a une particule dans un milieu aléa-
toire dans la sous-section[I.1.1} On y discute, entre autre, certaines propriétés communes a
ces opérateurs qu’on va supposer ¢tant vraies dans la suite. Dans la sous-section [[.1.2] on
définit le hamiltonien & plusieurs particules a partir du hamiltonien & une particule et on
présente et discute différentes propriétés du potentiel d’interactions entre des particules.
Les fonctions de I'énergie et ’entropie sont introduites dans la sous-section Ce sont
les principaux objets qu’on étudie dans ce chapitre. Dans la derniére sous-section [1.1.4]
on définit la notion de limite thermodynamique qui est centrale pour toute la thése. On
discute sa signification pour la physique statistique et on passe en revue quelques résultats
connus sur 'existence de la limite thermodynamique.

1.1.1 Opérateurs de Schrodinger aléatoires

Dans cette sous-section, on discute la théorie a une particule.

Dans la physique des solides et d’autres domaines connexes, on s’intéresse a des re-
lations entre des quantités macroscopiques d'un corps solide (principalement, métallique
ou semi-conducteur) et sa structure microscopique. Les principales quantités macrosco-
piques sont, par exemple, les conductivités électrique et thermique, la capacité calorifique
et ainsi de suite. La structure microscopique est représentée par un certain modéle de la
mécanique quantique. En particulier, les problémes de transport électronique sont décrits
généralement par 'opérateur de Schrodinger.

Une des approximations consiste a supposer qu’on peut négliger I'interaction entre les
électrons (ou plus généralement, les particules quantiques) et donc considérer le probléme
a n particules comme la somme directe de n problémes & une particule (ceci n’est en-
tierement vrai que pour la statistique de Maxwell — Boltzmann). On s’intéresse donc au
probléme & une particule.

La deuxiéme approximation cruciale est de penser que les ions sont des particules
classiques avec ses positions dans ’espace étant “gelées”. Ceci nous méne a considérer un
électron dans un champ électrique des ions a lequel on peut également ajouter le champ
magnétique. Une seule variable qui reste est la fonction d’ondes d’un électron.

Soit maintenant [d| la dimension de I’espace physique. Alors, le hamiltonien résultant
est donné par I'opérateur de Schrodinger magnétique suivant :

[H = (=iv — A7 +V, (1.1)
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qui agit sur L2(R%) ou ¢?(Z%) ou sur un espace fonctionnel plus compliqué, et ot A est
le potentiel magnétique et V' est le potentiel électrique. Dans la plupart des situations
physiquement intéressantes, V' décrit le potentiel engendré par des ions et A représente
un champ magnétique externe. Pour simplifier on va oublier le champ magnétique : A = 0,
ce qui donne 'opérateur de Schrédinger habituel :

= -A+V] (1.2)

ot A est I'opérateur de Laplace continu ou discret. Remarquons que des résultats qu’on
va obtenir ensuite dans la Section restent vrais pour des modéles de type (1.1 avec
A différent de zéro si les hypothéses a la fin de cette sous-section sur I'opérateur a une
particule sont satisfaites.

La forme du potentiel V' dans varie selon le modéle de la physique des solides
et milieux continus qu’on décrit. Un des plus simples est le modéle d'un cristal parfait
représenté par le potentiel périodique. Dans le cas continu,

Vie)= Y ule—j), weR: (13)

jezZ

ou u est le potentiel engendré par chaque ion (qu’on appelle également le potentiel a une
site). On a implicitement supposé ici que les ions sont organisés selon le réseau Z¢ mais
d’autres réseaux peuvent étre traités de la méme fagon.

L’analyse des opérateurs périodiques est assez directe et se fait en utilisant la transfor-
mée de Gelfand-Floquet dans le cadre de la théorie de Floquet-Bloch (pour une explication
approfondie sur la théorie des opérateurs différentiels périodiques, on pourra consulter,
par exemple, [YS75]). On montre entre autre que le spectre d'un opérateur de Schrédin-
ger avec un potentiel périodique pas trop irrégulier est une réunion des bandes de
spectre absolument continu. De plus, la conductivité électrique dans ce modéle est soit
nulle soit infinie; ceci n’est pas du tout en accord avec 'expérience. Cette derniére re-
marque suggére de considérer des modéles autres que périodique pour la description du
transport électronique.

A partir du célébre travail [And58] de 1958 par P. W. Anderson sur la localisation
(qu’on appelle maintenant la localisation d’Anderson), il est devenu évident que la pré-
sence de désordre peut influencer de facon décisive le comportement d’un systéme quan-
tique. Physiquement, le désordre correspond & une certaine perturbation de potentiel
périodique “parfait”, qui peut représenter, par exemple, des impuretés dans un semi-
conducteur de type alliage (comme le remplacement d’'un atome de silicium par ger-
manium, voir [AM76]| pour plus des détails), la déformation du réseau cristallin ou méme
une structure vraiment désordonnée de type corps amorphe (voir le potentiel de Poisson
).

Aprés cet article d’Anderson, un nombre impressionnant des travaux ont été et sont
toujours dédiés a I’étude mathématique des systémes désordonnés sans interactions. Pour
I'introduction aux opérateurs de Schrodinger aléatoires, on pourra consulter, par exemple,
[His08], [Kir08] ou [Sto01].

Notation 1.1.1. Soit V = R? ou Z? l’espace des configurations physiques : on dira que
I’on considére respectivement le cas continu ou discret.
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On va maintenant introduire les modeéles de potentiel aléatoire les plus courants.

Modéle d’Anderson. On insére des constantes de couplage aléatoires devant chaque
potentiel & simple site dans (|1.3)) :

Vo= iju(- —J), x€V,

j€zd

oll les variables aléatoires {w;};cz¢, sont indépendantes identiquement distribuées
(iid). Le cas particulier quand {w;}, sont distribuées selon la loi de Bernoulli, s’ap-
pelle le modéle de Bernoulli. Physiquement le modéle d’Anderson correspond au
remplacement d’un atome par un autre comme dans des semi-conducteurs de type
alliage. Ce modele peut également décrire des défauts de réseau comme 1’absence
d’atome. Pour le moment, c’est le modéle le mieux étudié. La plupart des résultats
demandent que {w,}; soient & densité bornée de support compact, et que la fonction
u soit non négative. Le cas des variables aléatoires de Bernoulli reste 1'un des plus
difficiles a cause de la singularité trés forte de cette distribution (voir [BK05| pour
la démonstration de la localisation dans le modéle de Bernoulli continu).

Modéle de déplacement. On déplace des ions aléatoirement hors ces positions d’équi-
libre :

VMZZU('—j_Wj)u xGV,

jeza

ol les variables aléatoires {w;}; sont également iid. Physiquement ce modeéle décrit
les déformations spatiales du réseau cristallin. Pour un des résultats les plus récents
sur la localisation dans ce modéle, on pourra consulter [KLNS12].

Modéle de Poisson. Soient {w;};en les points de processus de Poisson d’intensité p > 0.
On pose :
Vo= u(-—w), z€V. (1.4)
jEN
Ceci représente des perturbations qui sont distribuées aléatoirement mais d’une
fagon uniforme dans l’espace et donc, décrit des milieu amorphes. Dans |[GHKO07],
Francois Germinet, Peter Hislop et Abel Klein démontrent la localisation spectrale
au fond du spectre pour ce modéle.

On peut également considérer des différents modéles mixtes avec deux familles des
variables aléatoires responsables pour des amplitudes et positions d’équilibres comme,
par exemple, le modeéle mixte d’Anderson et de déplacement (voir [CH94]) ou le modeéle
mixte d’Anderson et de Poisson (voir [MS87]).

Remarque 1.1.2. Dans le cas discret, V = Z¢, la fonction d’un site u est juste la fonction
indicatrice de 1’origine : u = xo.

Pour tous ces modéles, 'opérateur de Schrodinger aléatoire s’écrit comme :
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et agit sur 'espace de Hilbert (& une particule) = L?(V), avec le domaine de définition
naturel. On peut aussi considérer plus généralement H, = —A + V., + V,, avec V), un
potentiel périodique de type (1.3)).

La théorie des opérateurs de Schrédinger aléatoires introduit et étudie non seulement
une perturbation de 'opérateur périodique ((1.2) mais considére toute une famille de ces
perturbations ensemble en méme temps. Les résultats sont formulés en termes de la mesure
de probabilité introduite sur ’ensemble des perturbations. Il se trouve que I'analyse d'un
représentant typique (en probabilité) de la famille d’opérateurs perturbés est possible,
méme si chaque opérateur H,, n’est pas en général facile a traiter.

Dans la suite, on présente la théorie d’opérateurs aléatoires sous sa forme abstraite. On
verra que 'opérateur ou le potentiel aléatoire V, est, par exemple, I'un des exemples
présentés ci-dessus, rentre bien dans le cadre de cette description abstraite. Pour référence,
on peut toujours penser au modeéle d’Anderson sur le réseau Z? :

Hy,=—-0+) wul-— ). (1.6)

Soit , A,P) un espace probabilisé avec un groupe discret Z qui agit sur €2, dont
I’action on note par 7, pour k € Z. On suppose que ’action du groupe préserve la mesure :

P(rA) = P(A), VkeI, VAc A,

et est ergodique :
A=A Vk eI implique P(A) e {0,1}.

Soit maintenant {H, },cq une famille mesurable d’opérateurs autoadjoints sur ’espace
de Hilbert $). Cette famille est ergodique par rapport au groupe Z s’il existe une famille
mesurable des opérateurs unitaires {Uy }rez sur 9 telle que

Hy (o) = Ui HUy. (1.7)

Dans le cas du modéle d’Anderson ([1.6), Z est juste le groupe additif Z2. L’espace pro-
babilisé @ = R%" est muni de la o-algébre cylindrique A et de la mesure de probabilité
produit P = @) ezd dwyp, ot dwy est la mesure de probabilité sur la site en zéro (en effet,

c’est la mesure sur chaque site a cause de fait que les variables w; sont iid). Le groupe Z¢
agit sur {2 par les translations. Si on représente w = (w;);eza, alors :

(Ti(w)); = wj—r-
La relation de covariance (1.7) est donnée par des translations dans L?(V) :
Udf =f(-—k), felL*V), keZ
Le théoréme suivant est le résultat fondamental.

Théoréme 1.1.3 (Pastur, [Pas73|). Soit {H,},cq une famille des opérateurs ergodique.
Alors il existe un ensemble 3 C R tel que P-presque sirement

o(H,) =2.

L’ensemble 3 s’appelle le spectre presque sir.
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La mesure spectrale d’un opérateur autoadjoint admet la décomposition de Lebesgue.
Son spectre est naturellement décomposé en trois parties, les spectres absolument continu,
singulier continu et purement ponctuel. Pour un opérateur aléatoire ergodique, comme le
spectre lui méme, ces composantes sont déterministes.

Théoréme 1.1.4 (Kunz et Souillard, [KS81], Kirsch et Martinelli, [KM82]). Soit { H,, }weq
une famille d’opérateurs ergodiques. Alors il existe des ensembles Yge, Xse €t Xy, €t un
ensemble 1 C Q, avec P(Q) = 1, tels que

O'*(Hw) = E* Yw € Ql
pour x € {ac, sc, pp}.

On rappelle que l'espace de Hilbert sur lequel sont définis les opérateurs est $ =
L*(V) avec V = R? ou Z¢ (voir la Notation [L.1.1)). On écrit H%(A) pour la restriction
de l'opérateur H, sur un sous-domaine [A| C V' avec la condition au bord B € {D,N, P},
qui peut étre Dirichlet, Neumann ou périodique. Dans la suite, on omettra réguliérement
I'indication de la condition au bord * pour alléger les notations.

Fixons le domaine A C V borné et supposons que 'opérateur H*(A) a un spectre dis-
cret et inférieurement borné pour presque tout w. Justifions cette hypothése pour 'opé-
rateur de Schrédinger .

Par [RS75l partie X], il suffit de demander que le potentiel V,, soit relativement borné
par —A\ avec la borne relative zéro pour que H,(A) = (=2 + V)| , Wait que du spectre
discret. En dimension d = 3, si V € R + L®(R%) alors V est relativement borné par —A
avec la borne relative zéro. Ici R est la classe de Rollnik.

Définition 1.1.5. Une fonction mesurable V sur R? est un potentiel de Rollnik si

V@)Vl HV( )|

Remarquons, que pour le cas discret V = Zd, le spectre d'un opérateur restreint a un
domaine borné A est juste un ensemble de nombre fini des points, parce que ¢2(A) = CH!
et les opérateurs sont des matrices de taille finie. Par conséquence, dans le cas discret, le
spectre est toujours discret et borné inférieurement.

On est prét maintenant pour définir la densité d’états. Pour un systéme quantique c’est
la mesure du nombre moyen d’états par unité de volume. Elle est définie par la procédure
limite suivante. Si 'opérateur H,(A) a un spectre discret borné inférieurement, on peut
numeéroter ses valeurs propres dans l'ordre de non décroissance (avec la multiplicité) :

—o0 < Bi(Aw) < Ey(Ajw) < ... < Er(Aw) <.
On définit la fonction de comptage par
N1 (E,A) = card{k t.q. Ex(A;w) < E} (1.8)

et la densité d’états a volume fini dans le domaine A par

NL(E,A) .
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Les fonctions définies en (1.8)) et ([1.9)) sont mesurables par rapport a w et non décroissantes
continues a droite en E. En utilisant le théoréme ergodique sous-additif, on peut démontrer
(par exemple, comme dans [Kir08]) que la limite
lim N,(E,A,) =: N(E)
n—-+o0o
existe P-presque strement pour presque tout F € R (en fait sauf aux points de discon-

tinuité de N(F)) et qu’elle est indépendante des conditions au bord . Les domaines
A, = A, (0) sont des cubes centrés en zéro de taille n :

An(z) ={y €V, ||z = yllo < 71/2}.

La fonction limite N (E) s’appelle la densité d’états intégrée. Elle est monotone, croissante
(pas nécessairement strictement) et continue a droite, elle définit donc la mesure de densité
d’états dN. De plus, la densité d’états intégrée admet la représentation suivante :

N(E) = lim E,N,(E, A), (1.10)

ot A — oo dans le sens de Fisher (voir Définition [1.1.25)).
Dans les applications, on est premiérement intéressé par la régularité de N(E). Par
exemple, si N(E) est localement Lipschitz continue :

IN(E1) — N(Es)| < Cg|Ey — By,

dans un voisinage de 1’énergie F, alors la mesure dN est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue. Sa dérivée de Radon-Nikodym est la densité d’états. Pour la
discussion presque exhaustive de 'existence et la régularité de la densité d’états intégrée,
on pourra consulter, par exemple, [VesO§].

On va maintenant introduire quatre hypothéses auxquelles on fera référence plus tard
dans le texte. On expliquera plus loin la validité de ces hypothéses pour des modéles

concrets de type (1.5)).

Hypothése 1.1.6 (borne inférieure uniforme). L’opérateur & une particule est borné
inférieurement uniformément par rapport au paramétre aléatoire w :

il existe C' > 0, tel que H,, > —C pour presque tout w € €. (LB)

Remarque 1.1.7. Dans la suite, on va implicitement supposer que (LB) est vrai pour tout
w, en excluant un ensemble de probabilité zéro.

(LB) est vérifiée, entre autre, si w-presque strement le potentiel V,, est relativement
borné par rapport a —/\, de borne relative uniforme par rapport & w. Dans la dimension
d = 3, on peut demander, par exemple, que I'application w +— V,, soit de classe L>(£2, R+
L), c’est-a-dire que les normes de la composante L™ et de la composante de la classe de
Rollnik soient uniforme par rapport a w.

Pour le modéle d’Anderson , pour que cette hypothése soit vraie, il suffit de
demander, par exemple, que les supports de toutes les variables aléatoires w; soient borné
inférieurement par la méme constante et que la fonction a un site u soit non négative. Dans
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le cas des variables iid, il suffit de demander que wy ait le support borné inférieurement.
Autrement, si u est bornée et les supports des w; sont aussi uniformément bornés, ceci
garantit (LB).

Au lieu de Hypotheése on pourra considérer une condition plus forte que le
potentiel V,, est positif (pas nécessairement strictement) dans le modeéle de Schrodinger
(1.5). Physiquement ceci se traduit que le milieu forme des obstacles pour les particules
quantiques et non pas des piéges.

Dans la deuxiéme hypothése, il s’agit du controle sur la décorrélation spatial de
désordre.

Hypothése 1.1.8 (indépendance a distance). Le modéle satisfait la condition d’indépen-
dance a distance s'il existe Ry > 0 tel que pour tous domaines A et B de V a distance au
moins Ry 'un de I'autre les restrictions de H, & A et B sont indépendantes, c¢’est-a-dire

A, BCV, dist(A,B) >Ry = H,(A) et H,(B) indépendantes. (IAD)
Ici H,(A) et H,(B) sont des variables aléatoires a valeurs opérateurs.

Pour le modele d’Anderson (|1.6]) cette hypothése est satisfaite dans le cas discret si w;
sont iid et dans le cas continu si, de plus, la fonction u est de support compact. Clairement,
en général, 'Hypothése permet une certaine corrélation entre les variables aléatoires.

Un autre ingrédient trés important de la théorie des opérateurs de Schrodinger aléa-
toires est 1'estimée de Wegner.

Hypothése 1.1.9 (estimée de Wegner). Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
intervalle I C R,
B, [Tr(1(Ho(A)))] < CII|A] (W)

Autrement, cette hypothése dit que I’espérance du nombre de valeurs propres de H,,(A)
dans un intervalle I ne peut pas croitre plus vite que linéairement avec A et que ces valeurs
propres ne peuvent pas s’accumuler trop dans un intervalle I trop petit grace a la borne
linéaire en |I|.

Corollaire 1.1.10.
P(H,(A) a au moins une valeur propre dans I) < C|I||A].

Plus généralement, on peut parler d’'une estimée de type Wegner avec |I|*|A]?, a < 1,
£ > 1, dans la partie & droite. Pour le modéle d’Anderson sous la condition que les
variables aléatoires sont iid et sa distribution est réguliére, 1'estimée de Wegner est vraie
pour toutes les énergies dans les cas continu et discret (voir, par exemple, [CHKOT]).
Pour un résultat récent sur 'estimée de Wegner locale pour les opérateurs aléatoires de
Schrodinger continu, on pourra également consulter [CGK11].

Hypothése 1.1.11 (régularité de la densité d’états). La densité d’états intégrée N(E)
est une fonction continue et définit la mesure de densité d’états positive dN (F) telle que
le spectre presque sir est égale au support de cette mesure :

suppdN = 3. (1.11)
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Cette hypothése est stirement vérifiée si 'estimée de Wegner (W) est satisfaite. La
démonstration suit de la formule ([1.10).

Remarque 1.1.12. En fait, I'estimée de Wegner est une condition courante mais trop forte
pour assurer Hypotheése . Dans [BK11], Bourgain et Klein montrent la continuité
log-Holder de la mesure de la densité d’états sous la conditions que le potentiel aléatoire
V., soit borné, pour les dimensions une, deux et trois dans le cas continu et pour toutes
dimensions dans le cas discret (pour le dernier, on pourra également consulter [CS83)).
La continuité log-Holder est aussi démontrée dans [GK11a| pour des modéles d’Anderson
généraux.

La relation est plus générale : elle est vraie dés que la mesure de densité d’états
existe : cela suit directement de 1’égalité

dN = Tr(xdE,x),

ou x est la fonction indicatrice de cube unité dans V et dFE,, est la mesure spectrale de
H,.

1.1.2 Hamiltonien d’un systéme a plusieurs particules

Dans cette section, on construit le hamiltonien d’'un systéme a plusieurs particules
quantiques a partir du hamiltonien a une particule. On suppose que toutes les particules
sont du méme type et vivent dans le méme environnement (elles sont décrites par le méme
hamiltonien & une particule).

Soient $) = L*(V) l'espace de Hilbert des fonctions d’ondes a une particule et H un
opérateur autoadjoint de Hamilton qui décrit la dynamique d’une particule. L’espace de
Hilbert pour n particules dépend de la statistique de celles-ci. On en considére trois.
Pour motivation physique et plus de détails sur la physique de particules élémentaires,
consultez, par exemple, [FW99|. Ce sont également les trois statistiques considérées dans
[Rue99], ou D. Ruelle étudie le cas des particules dans le vide.

La statistique de Maxwell — Boltzmann. Les particules sont physiquement dis-

tinguées et on impose aucune restriction sur la fonction d’ondes multiparticule. Cela
s’applique pour décrire des particules classiques. L’espace de Hilbert correspondant

est donné par :
n

9" =) H=L*(V").

La statistique de Bose — Einstein, dont les particules sont bosons[[] La fonction
d’ondes est obligée d’étre symétrique par rapport aux permutations des variables :

ol Sym est un produit tensoriel symétrisé.

1. Dans la physique de particules, les bosons sont des particules subatomiques de spin entier. Ils
peuvent étre soit élémentaires comme les photons ou composé comme les mésons. Dans le Modéle Stan-
dard, il y a six bosons élémentaires : les bosons de jauge (photon =, gluon g, W boson et Z boson), le
boson de Higgs H et le graviton G.
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La statistique de Fermi — Dirac. Elle décrit les fermionsﬂ. Des fonctions d’ondes
sont restreintes au sous-espace antisymétrique :

n

9" = A\9=L>(V"),

ou /\ est un produit extérieur.
Toutes les particules observées expérimentalementﬂ pour le moment sont soit des bosons,
soit des fermions. Par exemple, des noyaux atomiques (qui sont composées des protons et
neutrons) peuvent étre considérés comme des fermions ou bosons selon sa composition.
Cette image est bonne si on regarde le noyau de loin comme une unité. En regardant de
plus pres, des propriétés des composantes élémentaires deviennent importantes.

Notation 1.1.13. Pour désigner I'espace de Hilbert de n particules d’'une maniére uni-
forme, on écrit
2
Hy = L; V"),
avec [f| = &, +, —, correspondant a différentes statistiques (f = & signifie la statistique de
Maxwell — Boltzmann).

%, 9" sont des sous-espaces de $". Par P; on note des projecteurs orthogonaux
correspondants. Evidemment, P = Py = 1gn est le projecteur trivial.

Si H est le hamiltonien a une particule, par Hﬁ(z) on note 'opérateur correspondant
dans $)i qui agit seulement sur la i-éme particule. Plus précisément :

H’=148.. 01,00 ®1;8...0 1. (1.12)
~—_— ~—_——
1 — 1 fois n — 1 fois

Le générateur de I’évolution libre (sans interactions) de [n particules est donnée par
H)(n) =Y HY. (1.13)
i=1

Alternativement, la partie libre ((1.13]) est la restriction de la deuxiéme quantification de
H (notée H) sur le sous-espace a n particules de 1'espace de Fock (consultez, par exemple,
IBRI7]) :
0(m) —
Hﬁ (n) - Hlﬁg?

ou l'espace de Fock

F(H) =Cao oy

n=1

2. Les fermions sont des particules subatomiques de spin demi-entier qui suivent le principe d’exclusion
de Pauli. La matiére ordinaire (électrons, protons, neutrino) dans I’Univers est fermionique. Dans le
Modéle Standard, il y a deux type de fermions : les quarks et les leptons. Il y a 24 fermions différents : 6
quarks, 6 leptons (électron, muon, tau et ses neutrino) plus leurs 12 antiparticules.

3. De point de vue théorique, dans les dimensions inférieures & trois, d’autres statistiques sont pos-
sibles. Par exemple, certaines quasiparticules peuvent montrer le comportement décrit par la statistique
anyonique : la fonction d’ondes est multipliée par '’ avec 6 général, aprés la permutation de particules.
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Soit maintenant pour chaque n € N, W, une fonction sur V". On appelle toute la
collection W = {W, },en les interactions. Alors, le hamiltonien de n particules avec
I'interaction IV_V| est donné par 'opérateur autoadjoint sur $j

Hy(n) = Hy(n) + P,W, P (1.14)

Remarque 1.1.14. L’opérateur Hé)(n) agit de £} dans lui-méme pour tout choix de la
statistique f, mais un potentiel d’interaction arbitraire W, ne préserve pas nécessairement
la (anti)symétrie. Donc, le projecteur P; agit d’une facon non triviale dans la formule
(1.14). Néanmoins si le potentiel est symétrique par rapport aux permutations :

Wyh(x) =W, (ox) Vo €&, (1.15)

ou x = (xl, 2% ... 2"), 27 € V, est le vecteur des coordonnées de toutes les particules,
alors le projecteur devient obsoléte dans (1.14)) :

Hy(n) = H{(n) + W,.

L’algorithme de construction de 'opérateur a n particules a partir de 'opérateur a une
particule peut étre appliqué maintenant a des cas concrets de l'opérateur H de la sous-
section En gardant les notations, on écrit H, z(n) pour Uopérateur a n particules
sur l'espace entier qui est construit a partir de 'opérateur aléatoire H, et H, (A, n)
pour l'opérateur restreint au domaine A C V. Afin d’alléger un peu les notations, on
omet d’indiquer la statistique #§ quand nos arguments s’appliquent & tous les cas. Pour
I'uniformité des notations, on écrira également H, (A, 1) et H,(1) pour les opérateurs a
une particule avec I'indication explicite du nombre de particules.

Dans notre modéle donné par H,(n), les interactions W sont déterministes et toutes
les particules vivent dans le méme milieu aléatoire décrit par H,(1).

Remarquons aussi, que l'opérateur restreint H,(A,n) peut étre défini par deux ma-
niéres équivalentes : soit on prend d’abord la restriction H,(A) de l'opérateur a une
particule H,, et on construit ensuite sa deuxiéme quantification, soit on fait d’abord la
deuxiéme quantification H,(n) puis on restreint 'opérateur sur A™.

On propose maintenant des différents modeéles et propriétés des interactions W qu’on
va utiliser ensuite dans les énoncés de nos résultats. On discutera également leur motiva-
tion physique et/ou mathématique.

Interactions invariantes par translation. Les interactions sont invariantes par
translation si pour tout vecteur y € V et pour tout n € N,

W' +y,2® +y, ..., 2" +y) = W, (a, 2%, ... a"™). (I)

Ceci est une hypothése de base pour toute théorie physique dans laquelle on suppose que
I’espace est homogeéne, c’est-a-dire que les vraies propriétés physiques et les résultats des
observations ne peuvent pas dépendre de la translation du systéme entier.

Interactions par paires. Les interactions W sont par paires s’il existe une fonction
: V? — R, invariante par permutation des arguments, U(x,y) = U(y, x), telle que pour
tout n € N,

Wa(x) = Z U(xl7 Ij)v (P)

1<i<j<n
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ol, on rappelle, x = (z!,..., z").

Le fait que les interactions fondamentales sont par paires est largement accepté. Dans le
Modele Standard, les particules de la matiére (fermions) interagissent a travers de champ
médiateur de bosons. Dans ’approche perturbative, le terme principal d’interactions peut
étre interprété comme si les deux fermions échangent des bosons-médiateurs et agissent
I'un sur 'autre par ce mécanisme. Par exemple, 'interaction éléctromagnétique entre deux
électrons est assurée par des échanges de photons. C’est dans ce sens que les interactions
sont par paires.

Bien que les interactions fondamentales soient toujours par paires, des interactions
triples (ou d’ordres encore plus élevés) peuvent étre utilisées pour la description efficace
des interactions subatomiques dans certains modéles.

Interactions par paires invariantes par translation. Si les interactions sont en
méme temps par paires et invariantes par translation, on écrit

Wax)= > Ula'—a), (PI)

1<i<j<n

ou pour le potentiel des interactions par paires U : ¥V — R on utilise la méme notation
que dans (P), et on suppose que U(z) = U(—x) pour tout = € V.

Comme dit, ce modéle d’interactions est tout-a-fait naturel pour la description des
interactions entre les particules quantiques du méme type.

Interactions tempérées. Supposons que (PI) est vraie. Les interactions sont tem-
pérées 8’1l existe Ry > 0, A et A > d tels que pour tout |z| > Ry,

U ()] < Al . (PTI)

Cette condition (U est supposé localement intégrable) garantit que les interactions sont
a courte portée, c.-a-d.,

|U(x)|dz < 400.
Rd

La condition (PTT) ou des conditions similaires sur le comportement des interactions a
I'infini ont été utilisées par de nombreux auteurs tels que Léon van Hove, Joel L. Lebowitz,
Robert B. Griffits et, en particulier, Michael E. Fisher et David Ruelle dans ses travaux sur
la stabilité de la matiere et la limite thermodynamique. Le lecteur est invité a consulter
[Fis64], [Rue99], [FR66|, [Leb76], [Gri65]. D’autre part, on veut attirer I'attention sur les
articles [LLG9] par J. L. Lebowitz et Elliot H. Lieb, [Fef85] par C. Fefferman ou les vraies
interactions de Coulomb sont traitées. C. Hainzl, M. Lewin et J. P. Solovej ont généralisé
ces résultats dans [HLS09a, [HLS09b| qui a servi la base pour l'article récent [BL12] de
X. Blanc et M. Lewin. Dans ce travail, les auteurs démontrent l'existence de la limite
thermodynamique pour I’énergie libre d'un systéme des électrons dans le champ électrique
aléatoire des ions. Dans un certain sens, les résultats de cet article sont complémentaires
a la premiére partie de cette thése. L’argument de Lieb et Lebowitz est réexpliqué dans
le livre récent [LS10].

La condition de la décroissance tempérée des interactions (PTI) peut étre physique-
ment motivée par un argument suivant. Considérons un électron dans un métal ou semi-
conducteur comme un systéme physique de référence. Bien que des électrons interagissent
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par le potentiel de Coulomb (~ 1/r) dans le vide, la description effective de la situation est
différente dans un métal ot chaque électron est entouré par un “nuage” d’autres électrons
et vit dans un réseau d’ions. Cela implique ce qu’on appelle ’écrantage du potentiel de
Coulomb dans métal (voir [AMT76] [Zag98]) et donne le potentiel d’interaction effectif de
la forme

U(r) = Qexp(—r/)\). (1.16)
r
L’interaction a lieu entre des quasiparticules “électron+nuage” qu’on appelle plasmonsF_f].

Notation 1.1.15. On rappelle que N,, = {1,...,n}. Si [ = {i1,...,i,} C N est un
ensemble des indices, on écrit

gjl = (a:il,...,xi") € Vn

pour le vecteur des coordonnées de particules numérotées par I, ot les éléments sont
ordonnés dans ’ordre croissant : i, < i, si p < g.

Définition 1.1.16. Supposons que les interactions sont invariantes par permutation de
particules (1.15)). Soit I1 U Iy = Ny, 4n,, |I;| = n;, une partition de n; + ny particules en
deux partie disjointes. Le terme d’interaction entre les particules I; et I, est donné par

WI1,I2('7:N”1+"2) = Wnl-i-nz (wNn1+n2) - Wnl (xll) - Wn2 (‘TIQ)'

Interactions répulsives. Les interactions sont répulsives si pour tout Iy, I comme
dans Définition [.T.16 on a
Wi, 2 0. (Rep)

Si on suppose (Rep) et qu’il n'y a pas d’interaction avec soi-méme, i.e., W7 = 0, alors
pour tout n € N,

W (2N = W,y (a1 + W (2™) = W, (@) > ..o >0, 2™ eR™ (1.17)

Si on suppose de plus que les interactions sont par paires (P), alors (Rep) est équivalent
a dire que
U>0.

La condition W; = 0 est juste une normalisation comme ce terme constant peut étre
toujours incorporé dans le potentiel aléatoire V,,.
De point de vue physique, I'interaction entre des particules quantiques élémentaires
identiques est de caractére répulsif, donc cette condition est tout-a-fait naturelle.
Interactions stables. Les interactions W sont stables s’il existe B > 0 tel que pour
tout n € N,
W,(x) > —nB, xeV". (SI)

Par (|1.17) les interactions répulsives sont stables avec B = 0.
La stabilité des interactions est I'une des questions du probléme plus large de la stabi-
lité de matiere. La stabilité de la matiére exige que 1’énergie d’un systéme macroscopique

4. Le potentiel (1.16]) est le potentiel de Yukawa. Il arrive naturellement dans le contexte de la physique
nucléaire.
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par particule soit bornée quand le nombre de particules (ou le volume, ce qui est équi-
valent) augmente. Mathématiquement cela veut dire que

H,(n)

n

> —C (1.18)

pour une certaine constante C' qui ne dépend pas de n. Cette question a été posée et
résolue pour les interactions a courte portée par Fisher et Ruelle dans [FR66] en 1966.
Pour les interactions de Coulomb la premiére démonstration est due a Dyson et Lenard
IDL67, LDG6S|. Pour l'introduction a la stabilité de matiére, on adresse le lecteur aux
papiers [Lie76l [Lie90] et surtout au livre [LS10]. Dans la suite, c’est la condition ([1.18])
qui est réellement utilisée et non pas la forme plus forte (SI).

Interactions a support compact. En utilisant les notations de Définition [I.1.16]
les interactions W sont & support compact s’il existe Ry > 0 tel que

WILIQ (mNnﬁ_nz) =0 (Comp)

pour tout 2"tz € P2 tels que dist(z", 22) > Ry.

Remarque 1.1.17. Evidemment, pour les interactions par paires, la compacité du support
des interactions est une condition plus restrictive que la tempérance des interactions :

(PI) 4+ (Comp) = (PTI) avec A = 0.

Pour nos résultats, la compacité des interactions est plutot un outil technique qui
nous permet d’obtenir la meilleure convergence (voir Théoréme . En physique, les
interactions fortes et faibles (on parle de la terminologie du Modéle Standard et non pas de
la description quantitative) peuvent étre vues comme des interactions a support compact
avec une bonne approximation.

1.1.3 Entropie, énergie

Dans cette sous-section, on définit ’entropie et I’énergie qui seront les quantités prin-
cipales étudiées tout au long de la premiére partie de cette thése. Le sens de 1'énergie
comme elle sera définie bientot est assez direct. Par contre, on donnera plus d’explica-
tions comment notre définition de I’entropie est liée a la définition usuelle de la physique
statistique quantique.

Comme dans la sous-section pour 'opérateur & une particule H,(A), on demande
ici que l'opérateur a plusieurs particules H,, 4(A, n) ait un spectre discret. Pour 'opérateur
de Schrodinger aléatoire avec les interactions par paires invariantes par translations
(PI), il suffit de demander que les potentiels V,, et U soient relativement bornés par —A
avec la borne relative zéro. Par exemple, si V,,, U € R, alors H,4(A, n) est autoadjoint,
son spectre est discret et borné inférieurement (voir [RS75, Théoréme X.19] et [RS7S|
Théoréme XII1.76]).

Comme dans , on définit la fonction de comptage associée a cet opérateur par :

Nos(E A n) = card{ Ex(A,n,w; 1) < E}, (1.19)
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ot Ejy(A,n,w;d) sont des valeurs propres de H, (A, n) numérotées dans 'ordre non dé-
croissant avec la multiplicité. Pour des raisons qui seront évidentes plus loin, il est plus
utile de considérer [’entropie :

BLs(E,A,n) =log Noys(E, A, n). (1.20)

Remarque 1.1.18. Comme la fonction de comptage N prend ses valeurs dans N U {0},
I'entropie prend les siennes dans log N U {—o0}.

On va expliquer maintenant comment est reliée avec la définition usuelle de
I'entropie en la physique statistique quantique (voir également Annexe pour les dé-
finitions plus complétes). Considérons une matrice densité |I'| sur 'espace de Fock F($).
Cette matrice définit un état normal si 0 < I' < 1 et Trz ' = 1. Elle associe a une
observable (opérateur autoadjoint sur 'espace de Fock) A un nombre (son moyen dans
I'état T') par le régle :

A TI“]:(_()) (FA)

L’entropie de I'état I" est donnée alors par :
S(I') = —Trr (T'logl). (1.21)

Revenons maintenant a la motivation de la définition (1.20]). Soient W (A, n,w) des fonc-
tions propres de l'opérateur H,(A,n) associées aux énergies Ei(A,n,w). Comme dans
(1.19) et (1.20)), fixons une énergie F et considérons tous les états a n particules dans
le domaine A d’énergie au plus E. Par la définition (1.19)), ce sont exactement les états
V(A n,w) avec k =1,..., N, (E, A, n). Avec ces états propres, construisons un mélange
statistique (un état mixte) :

1 N (E,Amn)
Fw(E7A7n) = m ; <'7\Pk(Aanaw)>\Dk<A7n7w)7

qui est juste un mélange équiprobable de tous les états d’énergie au plus E. Alors un
calcul direct montre que Ientropie quantique selon (|1.21)) est égale a ’entropie ((1.20)) :

STL(E,A,n)) =S,(E,A,n).
On va définir maintenant 1’énergie comme une fonction de ’entropie.

Observation 1.1.19. L’entropie E — S,(E,A,n) est croissante (pas nécessairement
strictement). De plus, S, (-, A,n) est une fonction en escalier, continue a droite.

L’observation précédente, concernant la monotonicité, permet d’inverser S, (-, A,n)
pour définir une fonction E, (A, n,S). Comme N,(-, A, n) n’est nulle part une bijection
locale, 'inverse n’existe pas d’'une maniére unique.

Pour S telle que exp S € N on définit I’énergie par la formule :

[EL: (A1, 8) = Eexps(A,n,w; f). (1.22)
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La fonction S — E,(A,n,S) est I'inverse a droite de I'entropie (|1.20)) dans le sens suivant.
Pour E > Ei(A,n,w),
E,(A,n,S,(E,A,n))=E", (1.23)

ou E~ est I’énergie propre de H,(A,n) la plus proche au-dessous de E. D’autre part, pour
S elogN:
Sw (Ey(A,n, S),A,n)=S. (1.24)

Les relations (|1.23)) et ((1.24)) justifient ce choix de 'inverse.

En fait, on peut définir plusieurs fonctions inverses E,, (A, n,S) qui vérifient la propriété
(1.20)) pour S qui varie d’une fagon continue, mais parmi ces fonctions, on peut distinguer
la fonction minimale et la fonction maximale :

mm(A7 n, S) = E[expS]_ (A7 n, w; ﬁ)a

w?ﬁ

e (A7 n, S) = E[exp Sl+ (A7 n, w; ﬁ)?

w’ﬁ

avec la convention que E,, = —oo pour n < 1, et ou ||+ est 'arrondi a I'entier supérieur
ou inférieur.

Proposition 1.1.20. La fonction E, 4(A,n,S) vérifie les propriétés de monotonicité sui-
vantes. Pour w, n et § fixés,

(a) S+ Eyg(A,n,S) est une fonction croissante,
(b) A— ED,(A,n,S) est une fonction décroissante.

On rappelle, que l"indice D dans (]E[) signifie les conditions au bord de Dirichlet. La partie
@ est vraie pour toutes conditions au bord.

Démonstration. La partie @ vient du fait que les valeurs propres de H, (A, n) sont nu-
mérotées dans 'ordre croissant et de la définition . Autrement dit, 'inverse d’une
fonction croissante est aussi une fonction croissante. La partie (]ED est la conséquence di-
recte de la monotonicité par rapport au domaine des valeurs propres d’un opérateur avec
les conditions au bord de Dirichlet. Cette propriété n’est pas vraie en général pour les
conditions au bord de Neumann ou périodique. O

Notation 1.1.21. Par[&, (A, n) on note I’énergie fondamentale :

(Hys(A,n)W, W)

1
VYeDom(H,, 3(A,n)) H‘I]”2
W0

€.e(A,n) =inf Spec H, 4(A,n) =

Rappelons aussi une notation standard.

Notation 1.1.22. Soit f une fonction sur R. On écrit f(z 4 0) pour la limite & droite de
f au point = et f(x —0) pour la limite a gauche.

On finit cette sous-section par deux caractérisations de I’énergie fondamentale.
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Proposition 1.1.23. € € R est I’énergie fondamentale de H,(A,n) si et seulement si
Ny(E—=0,A,n)=0 et NLH(E+0,A,n)>0,

ou, d’une fagcon équivalente, en utilisant [’entropie,
So(E—=0,A,n)=—-0c0 et S, (E+0,A,n)=>0.

Démonstration. C’est la conséquence directe de la définition de fonction de comptage :
elle saute de zéro a un pour la premiére fois exactement a la premiére valeur propre. [

Proposition 1.1.24. L’énergie fondamentale est aussi donnée par l’entropie zéro :
Coe(An) =E, (A, n,0).
Démonstration. 11 suffit de poser S = 0 dans la définition (|1.22]). O]

Cette derniére caractérisation dépend essentiellement du choix de la fonction inverse
S +— E,(A,n,S), bien que la Proposition [1.1.23| soit universelle par rapport au choix
particulier de la fonction inverse.

1.1.4 Limite thermodynamique

Dans cette sous-section, on introduit la notion de la limite thermodynamique et on
discute ensuite différents enjeux de la physique statistique qui sont reliés avec cette limite.
On pose finalement le probleme général et entour des questions plus abordables qu’on va
réellement traiter dans la suite.

Comme on I'a dé¢ja indiqué dans la sous-section [1.1.2] une des questions clés de la
physique statistique est d’expliquer des propriétés fondamentales de la composition de la
matiére au niveau macroscopique. La premiére condition nécessaire est la stabilité (voir
aussi (1.18)). Si E(A) est énergie d'un systéme (sans vraiment préciser pour le moment
la nature ainsi que la définition de cette énergie; il peut s’agir de I’énergie interne ou de
I'énergie libre, par exemple) dans le domaine A, on demande :

EA)

s
Al

pour une certaine constante C' qui ne dépend pas de A.

La stabilité de la matiére justifie pourquoi un systéme ne s’effondre quand le nombre
de particules croit. Une condition plus exigeante demande que non seulement ’énergie par
unité de volume soit bornée inférieurement, mais qu’elle ait une limite quand le domaine
tend (dans un sens a préciser) vers l'espace entier, i.e., que la limite suivante existe :

E(A)

B 1.25
|A|1£1roo |A| ( )

La condition (|1.25)) est nécessaire pour expliquer le fait que les particules quantiques qui
forment la matiére restent ensemble et ne se dissocient pas. Supposons que (1.25) n’est

pas vraie. Alors
|E(2A) —2E(A)],
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devient grand quand A tend vers I’espace R? entier, ol 2A est le domaine deux fois plus
grand que A. Mais cela veut dire que soit une grande quantité d’énergie est nécessaire pour
diviser le systéme en deux parties, soit cette énergie est libérée. Ceci contredit ’'observation
que les objets macroscopiques sont stables.

Dans la thermodynamique, la propriété de type est fortement liée au fait que
certaines quantités physiques (telles que I’énergie interne, la capacité calorifique, I’énergie
libre et ainsi de suite) sont supposées extensives, c’est-a-dire, additives par rapport au
volume du systéme. De point de vue mathématique, ce n’est pas du tout évident ni
automatique. La limite thermodynamique qu’on va introduire tout de suite est la maniére
mathématiquement rigoureuse de vérifier qu’une quantité est extensive.

Pour la définition de la limite thermodynamique, on suit essentiellement [Rue99].
La définition et la discussion des différentes propriétés de base de la limite thermody-
namique peuvent étre trouvées également dans des ceuvres ou articles variés tels que
[Rue99, LSSY05, [Gri6dl, ILL7T2].

Dans notre définition, on demande que le nombre de particules n qui se trouvent dans
le domaine A soit proportionnel au volume. C’est une hypothése raisonnable du point de
vue physique. Cela correspond a ’ensemble microcanonique.

Un autre point de vue consiste & regarder I’ensemble grand-canonique. Dans ce cas,
on ne fixe pas un nombre de particules n proportionnel au volume |A| mais on optimise
par rapport a ce nombre. Pour I’énergie fondamentale, par exemple, on définit :

¢ (A) = 71LI€1£] ¢ (A, n), (1.26)
et on démontre ensuite que la limite de €,(A)/|A| existe pour A — oco. Afin de justifier
I’hypothése physique que le nombre de particules est proportionnel au volume, on dé-
montre ensuite que le nombre de particules n qui minimise est proportionnel & |A|
dans la limite A — oo. C’est, en particulier, 'approche qui a été utilisé par C. Fefferman
dans [Fef85], G. M. Graf et D. Schenker dans [GS95], C. Hainzl, M. Lewin et J. P. Solovej
dans [HLS09al, [HLS09D] et X. Blanc et M. Lewin dans [BL12]|, ou ils considérent la limite
thermodynamique pour la densité de 1’énergie libre dans I’ensemble grand-canonique. La
comparaison entre ’ensemble canonique et grand-canonique pour les interactions de Cou-
lomb est faite par E. H. Lieb et J. L. Lebowitz dans [LL72]. On traite le cas de I'ensemble
grand-canonique dans Annexe [A]

On passe maintenant aux définitions et on commence par la notion de suite des do-
maines qui tend vers I'infini.

Définition 1.1.25. Soient diam(A) le diamétre de A et 9, A le h-voisinage de JA :
oA = 0N+ B(0,h),
ot B(0,h) est la boule ouverte de centre 0 et rayon h.

Définition 1.1.26. Les domaines A tendent vers U'infini dans le sens de Fisher (voir, par
exemple, [Rue99)) si
lim |A] = +o00
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et il existe une “fonction de la forme” 7 telle que

ilir(l) m(a) =0

et pour « suffisamment petit et tout A

[Aadiam)|/[A] < ().

Dans la suite, on va toujours comprendre A — oo dans le sens de Fisher.

FExemple 1.1.27. Si on considére une suite des domaines parallélépipédiques, dire qu’ils
tendent vers I'infini est la méme chose que de dire que tous les cotés tendent vers I'infini
a une vitesse comparable :

H[O’LJ]%OO < 1> min; L;/max; L; > 1/C.

d .
{ min; L; — 00,
i=1

Définition 1.1.28. La limite A — oo, n/|A| = p ou[gest une constante positive (densité
de particules), s’appelle la limite thermodynamique.

D’habitude, en considérant la limite thermodynamique, on s’intéresse a une quantité
par particule (ou par unité de volume, ce qui est la méme chose a une constante prés grace

a la Définition [1.1.2§]).

Définition 1.1.29. Soit X, (A, n;P) une variable aléatoire qui dépend de la boite A,
du nombre de particules n et d’autres paramétres P. On dit que X, (A, n,P) admet une
limite thermodynamique si la limite suivante existe

fim X, (A, n,P)
A—o0

n/|Al=p
L[P]

dans un sens & préciser (presque siir, en probabilité, dans L?). Ici £[P] est une procédure
limite pour les paramétres P, c’est-a-dire, une description de comment les paramétres P
évoluent quand A et n tendent vers l'infini.

La question générale qu’on se pose est de comprendre le comportement dans la limite
thermodynamique d’un systéme de n particules quantiques chacune décrite par le hamil-
tonien a une particule H,, qui interagissent par le potentiel d’interactions W et qui sont
restreintes dans un domaine A. Autrement dit, la question fondamentale s’écrit comme :

étudier H,4(A,n) dans la limite A — oo, n/|A| = p > 0. (1.27)

En particulier, on s’intéresse comment les différentes statistiques quantiques f vont in-
fluencer ce comportement.

En ce qui concerne la limite thermodynamique de l'opérateur H,z(A, n) lui-méme,
selon la connaissance de 'auteur, il n'y a pas de sens cohérent pour définir cette limite
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(remarquons, que ces opérateurs sont définis sur les espaces de Hilbert différents de struc-
ture de plus en plus compliquée).

Par contre, ce qu'on peut faire, c’est étudier différentes fonctionnelles de cet opérateur
dans la limite thermodynamique. Dans la suite de la premiéere partie, on va démontrer
'existence de la limite thermodynamique pour 1'énergie par particule E (A, n,S)/n avec
S/n — o > 0 et, en particulier, I’énergie fondamentale par particule &,(A,n)/n, c’est-a-
dire, pour o = 0, et pour l'entropie par particule S, (F,A,n)/n avec E/n — . Ensuite,
dans la deuxiéme partie de la thése, on va décrire différentes propriétés asymptotiques de
I’état fondamental pour un systéme des fermions.

1.2 Théorémes d’existence

Dans cette section, on démontre les résultats principaux de la premiére partie de
la these sur l'existence de la limite thermodynamique pour I’énergie par particule et
'entropie par particule. Dans la sous-section [I.2.1] on obtient des inégalités de type sous-
additif pour I’énergie. Ceci est un ingrédient clé de toute la premiére partie qui permet
finalement a ’aide d’un argument de type théoréme ergodique sous-additif de Kingman
(voir, par exemple, [Tem72|) de démontrer I'existence de la limite. Dans la sous-section
1.2.2] on introduit une procédure limite spéciale et on démontre I'existence de la limite
thermodynamique pour cette procédure. Ces deux outils sont employés dans les sous-
sections qui suivent. Plus précisément, dans la sous-section [1.2.3] on introduit la notion
de la densité de particules critique et on explique sa signification physique. Ensuite, dans
la sous-section [I.2.4], on démontre les principales propriétés de la limite de I’énergie par
particule &(p, o). Finalement, dans la sous-section [1.2.5 on donne la démonstration pour
la convergence dans le cas général et déduit également le résultat réciproque sur ’existence
de la limite thermodynamique pour l'entropie. A la fin, on discute pourquoi I'étude de la
fonction limite £(p, o) est importante et on donne quelque relations thermodynamiques
qu’on pourrait en tirer.

On travaille avec les conditions au bord de Dirichlet :

H,3(An) = Hgﬁ(A,n).

On suppose également que le groupe discret Z (qui intervient dans la relation de covariance
(1.7)) est Z<. Tout au long de la section, on suppose que l'opérateur a une particule
est borné inférieurement (LB) et satisfait la condition de décorrélation (IAD), que les
interactions sont stables (SI) et également par paires et invariantes par translations (PI) :

Wx)= Y Ula'—2a)),

1<i<jsn

avec U une fonction sur V. Dans les énoncés des principaux résultats, on va répéter toutes
les conditions nécessaires pour faciliter de la lecture.

Les idées principales sont inspirées de [Rue99|. Plus précisément, dans la sous-section
1.2.2] on utilise la méme suite des cubes que dans le livre de Ruelle pour démontrer
I'existence de la limite. La difficulté nouvelle est la suivante. Dans [Rue99)|, 1’évolution
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libre est donnée purement par le laplacien et 'opérateur total avec les interactions est
donc invariant par toutes les translations de R?. Par contre, dans notre cas, le hamiltonien
a une particule satisfait seulement la condition de covariance au lieu de l'invariance.
Ceci nécessite un argument probabiliste supplémentaire.

1.2.1 Inégalités du type sous-additif

Des inégalités sous-additives jouent le role primordial dans nos démonstrations. L’idée
de base de tous les théorémes d’existence dans cette thése (ainsi que d’autres travaux :
consultez, par exemple, [Rue99l [Gri65, [LL72|) peut étre résumée comme :

— trouver une inégalité de type sous-additif : I'inégalité ne doit pas étre nécessairement
strictement sous-additive; il peut suffire qu’il y ait une restriction supplémentaire
sur les domaines ou un terme d’erreur,

— utiliser ou démontrer un analogue du théoréme ergodique sous-additif qui garantit
la convergence.

Pour des renseignements variés sur le théoréme ergodique sous-additif, on pourra consul-
ter, par exemple, [Tem72), Smy76| [Sch88| [Ste89)]. Dans [Tem72]|, le lien avec Iexistence de
la limite thermodynamique est mentionné.

Le prochain lemme est la clé pour la sous-additivité de 1’énergie.

Lemme 1.2.1 (construction de la fonction test). Supposons que les interactions sont
tempérées (PTI). Choisissons une statistique § dans {@,+,—}. Soient Ay et Ay deux
domaines, tels que dist(Ay, Ay) > r > Ry, et sotent p; € ﬁgd (Aj), j = 1,2, des fonctions
a n; particules d’énergie au-dessous des niveaur E; :

(Hoe(Ajmy)ej,05) < EjHSDjHZ, Jg=12

n1+mng

Alors a partir de 1, 2, on sait construire ¢ = ((1,p2) € 9, (A1 UAy), une fonction

a m1+nsy particules dans le domaine uni A{UNy d’énergie inférieure  Ey+ Ey+ Anynor™ :

<Hw’ﬁ(A1 U AQ, ny + TLQ)C, C> < (El + E2 + Anlngr*)‘)HCH{ (128)

ot \ est une exposante de la condition (PTI).

Remarque 1.2.2. La construction d'une telle fonction test est explicite dans la démonstra-
tion qui suit.

Démonstration du Lemme [L2.1l On considére des extensions par zéro des fonctions ¢,
J € {1,2}, sur (A UA3)"™, qu’on note aussi par ¢;. Ceci est possible grace aux conditions
au bord de Dirichlet et c’est exactement cet endroit dans la démonstration qui pose des
problémes pour les conditions au bord de Neumann ou périodiques. Remarquons, que ces
extensions préservent (’anti-)symétrie dans le cas de § = +, —. Donc pour tout choix de
f,onag; € jﬁgj(Al UAy).

Maintenant, on étudie chaque statistique séparément.

Statistique de Boltzmann. On pose

(=1 ® a.
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Alors, en utilisant (PTT),

<Hw(A1 U A27 ny + n2><7 <>
- <{Hw(Alan1) 1™ +1" ® Hw<A27 n2)

+ WAy, na; Mg, o) o1 @ 0o, 01 ® 902>
= (Ho,(Ar,m)e1, 01) l02l” + (Hu(A2, n2) 2, 02) |01 |I°

+< Z U(xi—xj)@1®9027<ﬂ1®902>

. ’i:l...nl
j=ni1+1l..n14+n2

< (By + By + Anyngr™)|[C]3,
(1.29)

ou Witer est le potentiel d’interaction entre n; particules dans A; et ny particules
dans A, (voir Définition [1.1.16]). Dans la derniére inégalité, on a utilisé le fait que
le potentiel des interactions par paires U est tempéré. Comme dans chacun de nins
termes, on a ' € Ay, 27 € Ay et dist(Ay, Ay) = r > Ry, par (PTI) on obtient

/ / dxU (o — 27)[¢ (%) < Ar / / axlCP < Arcl.
ATV JAG? ATT JAS?

Ici on a utilisé la notation raccourcie x = zN»1+72 pour le vecteur des coordonnées
de toutes les particules.

Bosons. On construit

Catmm) = 3 pi(ah)po(attena ), (1.30)
ICNny 4y
card I=nq
Démontrons que cette fonction est symétrique par rapport aux permutations de
coordonnées. Soient i1, is € Ny, 4n,, i1 # 2 deux indices distincts. Regardons ce qui
se passe avec la fonction ¢ si on permute x' avec z2. Comme ¢; et @, sont des
fonctions symétriques, les termes dans la somme ((1.30) pour lesquels {ij,io} C [
ou {iy,i2} C Ny, 4n, \ [ ne changent pas aprés cette permutation. Les autres termes
vont toujours par paires : si iy € I et iy € N,y 10, \ I, alors il existe un terme avec
Vindice I = I U {ip}\ {i1}, et la somme d'un terme avec I et d’'un terme avec I est
aussi invariant par cette permutation.

Remarquons maintenant que les termes de la somme ([1.30]) sont mutuellement or-
thogonaux dans L? ((A; U Ap)™™™2). Ainsi

ny + No
R (e [ AP

et Popérateur H,, 4 (A1 U Ag, ny + ny) préserve cette orthogonalité :

Hy (AU Ao my + mo)ir (2! o (aiNmeme MY Ly (a7 g (it V), T £,
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Ensuite, en récrivant ((1.29) pour ¢ donné par (1.30]) et en utilisant I’orthogonalité,
on obtient :

+
(Hy+ (A1 +Ag,ny +n9)(, ) < (nln "
1

= (B + By + Anynor ™) |||

) (Br+ Bs + Amnar=™) - llou 2l sl

Fermions. La construction pour des fermions est pareille a celle pour les bosons. On
définit :
(e = N7 (=1)Zert - oy (2l )y (aritna M), (1.31)

ICan +no
card I=ny

Cette fonction est antisymétrique par rapport aux permutations de coordonnées.
La démonstration de I'antisymétrie suit avec des modification mineures celle pour
le cas des bosons. La borne supérieure sur la forme quadratique est obtenue
exactement comme pour des bosons.

]

Remarque 1.2.3. La construction est une généralisation du déterminant de Slater.
De plus, le déterminant de Slater peut étre obtenu en appliquant cette procédure consé-
cutivement & des fonctions propres & une particule et en construisant par cette méthode
des fonctions antisymétriques a plusieurs particules.

A partir de ce moment, on omet la signe de statistique % dans les notations. Tout
ce qui suit est valable pour toutes statistiques étant donné que Lemme [1.2.1] est vrai.
Néanmoins, il faut remarquer que les quantités (telles que des valeurs limites) peuvent
dépendre de la statistique.

La proposition qui suit donne la supermultiplicité pour la fonction de comptage et la
superadditivité pour ’entropie.

Proposition 1.2.4. Supposons les interactions W tempérées (PTI). Si dist(Aq, Ag) >
r = Ry, alors pour tous nq, no € N, E1, Fy € R et tout w € €,

No(Ey + By + Anqngr™ Ay U Ag,ny +ng) = No(Er, Ayyng) - No(Ba, Agyng),  (1.32)
Su(Er 4 Es + Anqnor ™, Ay U Ao, ny +no) = Su(Er, Arymy) + Su(Ea, Agyng). (1.33)

Démonstration. La preuve de ((1.32) se fait en utilisant le principe variationnel pour les
valeurs propres de H,(A,n) et la fonction du Lemme comme fonction test. Plus
précisément, par le principe variationnel

NL(E,A,n) = sup dim K, (1.34)
K sous-espace de " (A) t.q.
Ve K, (Ho(An)p.0)<E|lp|?

et ce supremum est atteint sur le sous-espace engendré par les fonctions propres de
H,(A,n) d’énergie au plus E. En appliquant ce principe pour £ = Ej, A = Aj et n =n;
avec j € {1,2}, on voit qu'il y a des fonctions qbi, avec k € {1,...,Ny(Ej,Aj,n;)} et
j € {1,2}, des fonctions propres de H,(A;,n;) de 'énergie au plus E;.
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Alors, d’apres le Lemme [1.2.1) on peut construire N,,(E1, A1, ny) - N, (Ea, Az, ny) fone-
tions distinctes Cu, p, = C(¢F,, 97,) € H™T™2(A U Ay). Chacune de ces fonctions Cy, , a

'énergie bornée par F; + Ey+ Anynor~. Soit maintenant K le sous-espace de ™12 (AU
As) engendré par les fonctions (i, x,. En utilisant de nouveau (1.34)) avec £ = E; + Ey +
Aninor™, A = Ay U Ay et n = nq + ngy, on obtient que

N (B + By + Anyngr™, Ay U Ag, g + np) > dim K,
qui démontre ((1.32). En prenant le logarithme, on obtient ([1.33)). O

La proposition suivante donne la sous-additivité pour I’énergie qu’on va intensivement
utiliser dans la suite.

Proposition 1.2.5. Supposons les interactions W tempérées, c’est-a-dire, vérifiant la
condition (PTI).
(a) Soient Sy, So € R telles que exp S; € N, i = 1,2. Si dist(Ay, A2) = r > Ro, alors

E,(AUAy, ny +ny, 51 +55) < Ey(Ar,ny, S1) + Ey(Ag, ng, So) + Anyngr=. (1.35)

(b) Soient S; telles que expS; € N, i = 1,...,m. Soient Ay, ..., A, de distances mu-
tuelles supérieures a r > Ry. On a :

m m m m m 2
E, (Z:le A, ;ni, ; Si> < ; E (A, ni, Si) + é (; nz> N, (1.36)
Démonstration. Dans (|1.33)), posons
E; = E,(Aj,n;,S;), je€{l,2}.
Par la propriété d’inversion , on obtient
Su(E1 + Ey + Anqnor ™, Ay U Ay, ny + ng) = S1 + So.

Appliquons la fonction S +— E,(A; U Ag,ny + n2,S) & la derniére inégalité. Le sens de
'inégalité reste le méme parce que E, (A, n,-) est croissante. En utilisant I’autre propriété

de l'inversion ([1.23]), on a donc :
(El + Ep + Anmzr_k)_ > E,(A1 U Ay, ng + 19,51+ Ss),

ou dans la partie & gauche, on a la valeur propre de H,(A; U Ay, nq + ny) la plus proche
de & By 4+ Ey + Anynor~ par dessous. Ceci implique tout de suite ((1.35)).
L’inégalité ((1.36)) est obtenue en appliquant ([1.35)) consécutivement m — 1 fois et en

utilisant que
2
1 m

1<i<j<m

]

Remarque 1.2.6. Par la monotonicité de I’énergie par rapport au domaine (voir Proposition

1.1.20), L'union Ay U A, dans (1.35)) ainsi que (], A; dans (1.36) peuvent étre remplacés

par un domaine contenant cet union.
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1.2.2 Convergence L? sur une suite des cubes spéciale

Dans cette sous-section, on va utiliser la sous-additivité de I'énergie (Proposition [1.2.5)
pour obtenir que I'énergie E,(A,n,S) admet la limite thermodynamique sur une suite des
domaines A qu’on va choisir de facon adéquate. La convergence obtenue sera au sens de
L3(Q).

On commence par définir la suite des domaines Ay. L’idée est inspirée par [Rue99].
Soit @ un nombre qui vérifie

1< 2% <9 <2

Ceci est possible parce que A > d, grace a la définition des interactions tempérées (PTT).
Soit aussi

~ Ro+6
L>R= 1.37
2 _ 0 J ( )
ol § > 0 est une constante qu’on fixera plus loin. Pour un entier N > 0, on définit
Lony N
Ly =2 5(2 L—0 R) , (1.38)

de fagon a ce que Ly € 27Z, et on définit le cube Ay par
Ay =[—=Ly/2,Ly/2]% C V.

Remarquons que les sommets de Ay sont des points entiers. D’apreés ([1.38)), il est possible
de placer 2¢ translatés de Ay (des cubes A%)) dans Ay, a des distances mutuelles d’au
moins

RN = LN+1 —2LN = QN(Q — 9)R+5 = QN(R()‘f‘(S) +e2= R(),

ol ¢ € [—4,2] est une erreur due a l'arrondi. La constante ¢ est choisie maintenant pour
compenser le terme d’erreur € qui peut aussi étre négatif, afin que la derniére inégalité
soit vraie. Il suffit, par exemple, de prendre § = 4.

Les cubes Ag\i,) sont donnés explicitement par

T E—

ou
Lnsi— L
,Yiuv):%.ei, e =(£1,...,£1)eRY, i=1,...,2%

Remarque 1.2.7. 1l est important que les vecteurs de translation 'yi(N) soient entiers : ceci

implique que les restrictions de 'opérateur de Schréodinger a une particule H,, a AZ(N) pour
les différents ¢ sont reliées par la condition de covariance ([1.7)).

Par la Proposition [1.1.20 et la condition de presque sous-additivité ((1.36]), on obtient
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pour S; € logN que :

od 9d od od od
Ew AN—i—laZniaZSi < Ew UAE\ZI)7Zn27251
=1 =1 =1 =1 =1
24 A 24 2
< ZEW(AE\?,TLZ',SZ‘) +§ an R;[)‘
i=1 i=1

2d 2

d
Al _
= ZETW(N)(w)<AN7n2'75i> + 9 an RN)\
i=1

i=1 ¢

ot on rappelle que {7, },cza est 'action ergodique du groupe 7% sur 'espace probabilisé
Q2. En particulier, pour S € logN :

od

A
E, (Ay:1,2'n,28) <) Er ) @ (AN, n, S) + 5(2%)%{?. (1.39)
i=1 ¢

Remarquons que les conditions au bord de Dirichlet sont cruciales dans la dérivation de
cette inégalité, comme on s’y appuie fortement sur la monotonicité des valeurs propres
par rapport au domaine. _ N

Soient maintenant p et B des nombres positifs tels que 209 L% et exp(2NodopL?) sont
entiers pour Ny € N suffisamment grand. Dans , on pose

ny = 2Ndpfd, Sy =ony = 2Ndpazd (1.40)
pour N > Ny. Remarquons, que
nn/|An| = p, Sx/ny =0, 2NLY|Ay| =1, quand N — +oo.
Introduisons la suite des variables aléatoires
Xy(w) =27VYE, (Ay,ny, Sy) + (B + C)ny), (1.41)
ol B est la constante de (SI) et C est la constante de (LB) (voir la sous-section [1.1.2).

Selon ([1.39)), cette suite vérifie I'inégalité

2d
XN+1 ((.O) < 2_d Z XN(T%(N) (W)) + GN
i=1
avec
Gy = AP2Z2d2(N+2)d—1RJ—V)\.

Pour démontrer maintenant la convergence de la suite X y(w), on établit la proposition
suivante.
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Proposition 1.2.8. Soit X une suite des variables aléatoires positives sur l’espace pro-

babilisé (2, A, P), Xn(w) = 0, telles que pour chaque N il y a une famille des transfor-

mations de ) préservant la probabilité, Ti(N)

variables Xy o Ti(N)

XN vérifie :

, 1 € Iy, avec card Iy < 400, telles que les
i € Iy, sont iid (indépendantes identiquement distribuées). Si la suite

+00
S Xn(mMw) + Gy, on Y [Gy| < +oo, (1.42)

X <
v (W) card Iy =

alors il existe une constante X (qui ne dépend pas de w) telle que

L2 R

Démonstration. Comme les termes dans la somme & droite de (|1.42)) sont identiquement
distribués, en prenant ’espérance on obtient

EXyi1 <EXy + Gy. (1.44)

Counsidérons la suite
N—1

CN — ]EXN — Z Gz
i=1

Evidemment, (T.44)) garantit que ¢y, < cn. Donc, cette suite admet une limite : cy N—>
—00

Coo- Mais comme la somme Z;Olo G; converge aussi, EXy admet la limite également, qu’on
va noter par X :

EXy — X.
N—+o0

Considérons maintenant la variance de Xy, E(Xy — EXy)? = E(X%) — (EXy)? On va
montrer qu’elle tend vers zéro quand N tend vers l'infini. Par ((1.42)),

2
1
(Xnp(w))? < <card i > Xn(riMw) + GN)
i€ln

1 N 2 1 N
= (card In)? Z <XN(7'¢( )w)> + lcard In)? Z Xn(r, )w)XN(T]( )w)
ieln

JEIN

XN Gy
cardIN Z )+

En prenant I'espérance et en utilisant le fait que (X N(Ti(N)>> sont iid pour N fixé, on
ieln
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trouve

E(Xns1(w))® < WZ;VE <XN(T¢(N)W)>

e rp 2 B () X))

2

7:7.7'€IN
i)
QGN (N) 2
EXy
Card IN Z )+ Gy
1 1
= E(X? —_— EXy)?
(card Iy)? Z (Xn) + (card Iy)? Z (EXy)
i€l ZJEJN
i#]
2Gy
EXy + Gy
card IN Z N
1 (card Iy)(card IN - 1)
= ——FE(X3 EXy)? +2Gy - EXy + Gy
card Iy (Xn) + (card Iy)? (BXx)" +2Gn NFON
Alors, on a obtenu
1 1
E(Xy,,) < ——E(X3 1— EXy)? +2Gy - EXy + Gy 1.45
(X) € o BOR) + (1= o ) (BXP + 26w BXy 4 Gl (149
Par l'inégalité de Schwarz,
(EXn)* < E(XR). (1.46)

Donc, en utilisant (1.45]), on obtient

E(Xx.1) <E(XY) +2GNy/E(X}) + Gy = ( E(X3) + GN>2 .

Finalement,
\V E(XJQVH) < \/ E(XJQV) + Gy

En utilisant la méme argumentation comme pour les espérances, ceci implique que la
suite E(X%) converge. En prenant la limite dans (1.45]) et en utilisant le fait que Gy — 0,

N — +0o0, on obtient que
2
lim E(X X
stoo (X)X,

mais l'inégalité de Schwarz ) donne tout de suite 'estimée réciproque. On conclut

que
2

lim E(X3)=X

N—+o0
et la variance E(Xy —EXy)? tend vers 0 quand N tend vers U'infini. Ceci démontre ([1.43))
et achéve la preuve de la Proposition [1.2.8 O]

Comme la conséquence immédiate de cette proposition générale, on démontre 'exis-
tence de la limite thermodynamique pour I’énergie sur la suite spéciale de cubes Ay.
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Corollaire 1.2.9. Supposons que l’opérateur a une particule est uniformément inférieu-
rement borné (LB) et que ses restrictions sont décorrélées (IAD). Soient également les
interactions par paires, invariantes par translations, tempérées (PTI) et stables (SI).
Alors il existe la limite thermodynamique pour l’énergie E, sur la suite de cubes (Ax)n

dans le sens L*(Q) :
E,(An,ny,Sn) 12

’I’LN N—+oco

4 g(p,O'),

ot (p, o) est définie par cette limite et s’appelle 1'énergie par particule .

Remarque 1.2.10. L’énergie par particule £(p, o) est une fonction déterministe : elle ne
dépend pas de w.

Démonstration du Corollaire 1.2.9. Tl nous reste seulement & démontrer que la variable
aléatoire X y(w) introduite dans ([1.41]) est non négative. Rappelons que

ny
H,(An,nn) = ZHS) (An,nn) + Wy
=1

De plus (voir aussi (1.12])),
Ho(_)i)<AN,nN) = —C, 1= 1,...,nN,
parce que le hamiltonien & une particule est borné inférieurement (LB) et

w,

nN

> —DBny
par la stabilité des interactions (SI). Alors
H,(Ay,nn) =2 —(B+ C)ny,

et donc
E.(An,nn,Sn) + (B +C)ny = 0.

Finalement, la condition de l'indépendance a distance (IAD) donne l'indépendance des
variables Xy (t"

; Jw) pour différents 1. O
Avant de donner la démonstration pour une suite de domaines générale, on a besoin

d’étudier certaines propriétés de I’énergie par particule E(p, o).

1.2.3 Densité critique

On se demande maintenant si la limite thermodynamique de I’énergie par particule
qui existe par le Corollaire [I.2.9] est finie.

Par les conditions (LB) et (SI) il est évident que la limite thermodynamique est
bornée inférieurement :

g(pa U) 2 —-B — 07

ou B et C sont deux constantes apparaissant dans ces conditions.
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Par contre, I'existence de la borne supérieure est plus subtile. Comme la fonction
E(p,o) est essentiellement la limite de la suite décroissante (1.41)), elle est finie si et

.. ) ) E,(Ay,nn, S
seulement si il y a des termes finis dans la suite <]E < (A, ny N))> , parce que
ny N
c’est la décroissance de cette suite (décalée par une constante) qui est a l'origine de la
démonstration de la Proposition [[.2.8] Autrement dit, si pour N suffisamment grand,
E (E,(An,nn, Sn)) est finie, alors E(p, o) < +00.
Dans la situation contraire, pour tout N € N,

E (Ey(An,nN, SN)) = +o0. (1.47)

La situation peut arriver, par exemple, s’il y a trop des configurations w singuliéres.
Néanmoins, d’habitude ceci n’est pas le cas et ’espérance dans est infinie & cause
du potentiel d’interactions W.

Supposons que la famille des opérateurs a une particule { H, },cq posséde un minorant
et un majorant qui ne dépendent pas de w :

Hmin g Hw g Hmaza Vw € Qa (148>

avec H,,;, et H,,.. des opérateurs autoadjoints sur §. C’est, en particulier, vrai dans le
modéle d’Anderson ((1.6]) si le support de wy est borné et s’il existe une constante C' telle

que
>l =I<C.
jeza

Pour cela, il suffit de demander que u soit une fonction bornée a support compact. Dans

ce cas, se transforme en :
-AN—-—C<H,<-A+C, YweQ,
pour une certaine constante C' > 0. Alors est équivalent a
Eo(An,nn, Sn) = +o0,

c’est-a-dire, pour toutes w; = 0, j € Z%. Or, Eo(Ax,ny, Sy) est la valeur propre numéro
exp Sy de —A + W, comme opérateur sur L3 (ARY).

La situation quand l'opérateur Hyo(Ay,ny) = —A + W, ne posséde pas une suite
croissante des valeurs propres finies peut arriver par le principe variationnel si et seulement
si le sous-espace des fonctions ¢ € L*(A}WY) telles que ((Ho(An,nn)p, @) < +oo est de
dimension finie.

Dans le cas continu, V = RY, cette derniére situation peut arriver seulement si le
potentiel d’'interactions W,, prend la valeur +o0o et qu’il y a trop peu des configurations
pour lesquelles le terme d’interaction est fini :

mes { (z',...,2"™) € AR t.q. W,(z',...,2") < 400} = 0. (1.49)

Dans le cas discret, V = Z%, le nombre des valeurs propres de H,,(Ay,ny) est exactement
dim(2(AY)) = |An|"™~. Par les définitions (1.38) et (1.40), a partir d'un certain N
suffisamment grand,

exp(Sy) < |An|™".
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Ceci veut dire que la dimension de ’espace de Hilbert total est suffisamment grande pour
que la valeur propre numéro exp(S,,) ait un sens, i.e., il y a assez de valeurs propres.

Alors, pour les deux cas, une seule possibilité pour ce que la limite thermodynamique
de I’énergie soit infinie, est . En générale, on ne peut pas I’éviter. La monotonicité
par rapport a la densité p propose qu’il existe la densité de particules critique p. telle
que la densité de I'énergie £(p, o) est finie pour p < p. et infinie pour p > p.. Il peut
arriver, en particulier, que p. = +00, par exemple, si le potentiel des interactions admet
seulement des valeurs finies.

Un exemple simple quand la densité critique p, est finie, est donné par les noyaux durs.
Soient les interactions par paires invariantes par translations (PI) et soit le potentiel U
comme :

U(z) {: +oo, |z| < 1o,

< 400, |x| >0

Dans ce cas, la condition ([1.49) est satisfaite si il y a trop peu de place pour mettre ny
boules de rayon ry/2 avec des centres dans un domaine Ay. Dans la limite N — 400 ceci
correspond & la densité d’empilement compact.

1.2.4 Convexité et continuité

Dans cette sous-section, on démontre les propriétés de base pour 1’énergie limite par
particule £(p, o) dont Pexistence a é¢té démontrée dans le Corollaire [1.2.9]

A partir d’ici, on suppose toujours que p < p.. Remarquons que, pour linstant, la
fonction £(p, o) est définie (comme la limite d’une suite) seulement pour les densités de
particules p et les entropies par particule o de la forme

my _ logmsy

= —, o= : (1.50)
2Nod [, d my

p

avec mp, ms et Ny entiers positifs. Dans la suite de cette sous-section, on suppose impli-

citement que p et o satisfont (|1.50)).

Proposition 1.2.11 (monotonicité de 1’énergie par particule). L’énergie par particule
E(p, o) est une fonction croissante (pas nécessairement strictement) en p et o.

Démonstration. Les deux propriétés sont des conséquences immédiates des propriétés de
monotonicité de £, (A, n, S) par rapport au domaine A et I'entropie S qui étaient démon-

trées dans Proposition O

Proposition 1.2.12 (convexité de I’énergie par particule). l’énergie par particule est une
fonction convexe dans le sens suivant :

5<P1+,02 01P1+U2p2> < P1

9 5 , 0 —+
2 p1+ p2 (o1, 1)

< E(ps,09), 1.51
p1+ p2 p1+ p2 (p2,02) ( )

pour tout p12 € (0,p.) et o1 = 0.
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Démonstration. On utilise la presque sous-additivité et . Comme la limite
E(p, o) est définie maintenant seulement pour une suite de domaines Ay trés particuliére,
on fait la chose suivante.
Considérons le cube Ay 1. Selon la procédure de la sous-section[1.2.2] ce cube comporte
4 cubes Ag\i,), les translatés de Ay. Supposons que la moitié (donc, 2971) de ces petits
cubes sont a densité de particules p; et entropie par particule oy et I'autre moitié a p, et
e = plAsl S =omd, g€ {12},
ol l'indice j correspond a la premiére ou a la deuxiéme moitié des cubes. Par , on
a:

Eu(Ant1, 277 (ny +n%), 271 (Sy + S%))

2d1

ZE N?an’Sl Z E anNWSQ) (152)

§=2d—141

p1+ P2

Remarquons, que la densité de particules de la partie & gauche est et la entropie

par particule est M. Elles admettent la forme ((1.50). En divisant (1.52) par
P11 P2
24=1(nk; + n%) et en faisant tendre N vers l'infini, on obtient (1.51)). O

Proposition 1.2.13. L’énergie par particule £ est localement bornée sur le plan des
parametres 0 < p < p. et o = 0.

Démonstration. Soient 0 < p; < pa < p. et g9 > 0 de la forme ((1.50)). On démontre que
& est bornée dans la région A = {p; < p < p2} X {0 < 0 < 0¢}. Pour cela remarquons
que le nombre de particules ny = 2V¥9L%p avec p < p, peut s’écrire comme

2Nd

ny=» nf, (1.53)
=1

avec néj ) ¢ {[de] , [de] + 1}. Evidemment, cette représentation dépend de p. Par

contre, la borne supérieure n(()j ) < [E%} + 1 =: n{"* ne dépend que de ps. Cette repré-

sentation peut étre obtenue comme résultat de la division consécutive du domaine Ay en
sous-domaines (chaque fois on divise le domaine en 2¢ parties) jusqu’a ce qu’on obtienne

les domaines A(()j ). Dans (1.37 , on choisit L suffisamment grand pour ce que [de] > 1.

Ceci garantit qu’il y a au moins une particule dans chaque sous-domaine A(()j )
On note S* le plus petit nombre dans log N qui est plus grand que ou égal & S :

=inf{@ > S,exp@ € N}. (1.54)

On calcule :

oNd

Eu(An,nx, Sy) < ZE ( 0 0 (Sy /2Nd)) nNnE”‘“’Z2m+1 1R-2. (1.55)
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Comme Sy /2N4 < degao et n(()j) < ng**, on sait que E, (A(()j),ngj), (SN/QNd)*> est
uniformément bornée par rapport a N et w. La démonstration se fait par une grossiére

majoration du potentiel (comme le nombre de termes de potentiel est borné) et par
'application de I'asymptotique de Weyl. En divisant (1.55) par 2¥¢, on finit la preuve de

la Proposition [1.2.13] O

Corollaire 1.2.14. [’énergie par particule £ s’étend par continuité a la région {0 < p <
pe} x {0 > 0},

Démonstration. On applique un argument standard due a Jensen : une fonction convexe
et bornée est continue (voir, par exemple, [PS98 Chapitre 3, probléme 124]). ]

Le prolongement de £ (qui était jusqu’a maintenant seulement définie pour p et o de
la forme (1.50))) par continuité selon Corollaire est aussi noté par £. Par la Propo-
sition [[.2.11] ¢’est une fonction croissante de ses arguments et par la Proposition [1.2.12]
£ est convexe en o et p~ 1. Cette derniére affirmation vient du fait que la convexité de
I'application p~t — £(p, o) est équivalente & la convexité de I'application p — p€(p, o).

Corollaire 1.2.15. Soient p < p. de la forme (1.50), o1 et o9 fizés. Alors la limite dans
L2
ny' Eo(Ay, 2V L4, 2N Ll po) — E(p, o)

est uniforme en o € |01, 09].

Démonstration. La convergence point par point des fonctions monotones vers une fonction
continue sur un intervalle compact implique la convergence uniforme (théoréme de Dini).

]

A partir de ces deux derniers corollaires, on obtient la proposition suivante, qui nous
permet d’affaiblir la condition sur la facon dont ’entropie doit tendre vers l'infini dans la
limite thermodynamique. Au lieu de la suite trés particuliere Sy utilisée dans le Corollaire
1.2.9, on demande seulement que I’entropie soit approximativement linéaire par rapport
au nombre de particules.

Proposition 1.2.16. Supposons les condition de Corollaire satisfaites. Soient p > 0
et o > 0. Pareil comme dans (1.40), on construit une suite des entiers ny = 2VN4Lep. Soit

Sy une suite telle que N . Alors

nn N——+oo
-1 L*(Q)
ny Eu(An,ny, Sn) o E(p, o). (1.56)

Démonstration. Fixons d’abord Ny € N. Pour ce Ny, il existe deux constantes o; et oo
(qui dépendent de Ny) telles que Sy € [o1nn, oany] pour tout N > Np. Evidemment,
o; = o quand Ny — oo pour j € {1,2}. Par Corollaire [1.2.15

n]_\fle(ANanN7JjnN) - 5(p7 Uj)a N — +00, ] € {172}7



46 Chapitre 1. Le modéle général

et cette convergence est uniforme en ¢. Mais par la monotonicité de I’énergie
E,(An,ny,0ny) < Ey(An,ny, Sy) < Eu(Ay, nn, oany),
d’une part, et par la continuité de I'énergie par particule on a
E(p,05) = E(p,0),  No — +o0,

ce qui démontre (|1.56)). O

1.2.5 Convergence dans le cas général

Dans cette sous-section, on démontre premiérement 'existence de la L?-limite ther-
modynamique pour 1’énergie en toute généralité, c’est-a-dire, pour des suites générales
des domaines A qui tendent vers I’espace entier dans le sens de Fisher (voir Définition
1.1.25)). Ensuite, on démontre que la convergence a lieu dans L'(§) et w-presque stire si les
interactions sont & support compact. Finalement, on renverse ces résultats pour obtenir
I'existence de la limite thermodynamique pour I’entropie.

On commence par le théoréme général sur la limite thermodynamique pour 1’énergie.
C’est le résultat principal de la premiére partie de la thése.

Théoréme 1.2.17 (existence de la limite thermodynamique). Soit un opérateur a une
particule H,, borné inférieurement (LB) et décorrélé (IAD). Soient W des interactions
stables (SI) et tempérées (PTI). Alors l’énergie par particule admet une limite thermo-
dynamique :

E,(An,S) n S

. — E&(p,0), quand A — oo, W

avec p > 0 et o > 0. La convergence a lieu dans L*(2).

Démonstration. On va établir premiérement, que

E,(An,S
lim sup Bu(Ain. 5) < E(p,o). (1.57)
A—o0 n
Soit pg > p proche de p de la forme ((1.50) :
_ o 2
Po = 2Nodzd’ (n07 NO) € N°. (158)

La représentation ({1.58|) n’est pas unique. Parmi toutes les représentations pour pq fixé,
il en existe une minimale (i.e., ott ny est minimal) : py = N2 V=l =9 On écrit :

n=mng+1ry 0<ry<ng.
Pour py fixé, on choisit Ny dans (|1.58)) comme fonction de n tel que

L, /n—0, Ly, /n— +oo, (1.59)
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ou \ est 'exposant de la condition (PTI) (rappelons que A > d). Par la Définition [1.1.25]
si A est suffisamment grand, alors il contient m cubes disjoints de taille £ Ly, avec

1/d
1<§<(@) .
p

Par conséquent, A contient des cubes translatés Ag\%, 1 =1,...,m, distants d’au moins
(§ = 1)Ly,. Par (1.36)) on a
m—1

A
Eu(An, 8) < D Bu(AR), o0, 8/ (m—=1)+ Eu(ARY  notro, 0)+5n*(€=1) Ly (1.60)

=1

On va traiter maintenant le terme EW(AE\?;), no + o, 0). Par une procédure de division de

domaine similaire & celle de la sous-section [1.2.2, on peut réduire AS(;;) a la réunion de

2No=Nmin)d — g /p,in (remarquons que ce quotient est entier) translatés de Ay, . . On
obtient :

n()/nnvin No—1
By (AW ng+70,0) < Y Bu(AY tnin +75,0)+ 2n0 > amiR2(1.61)
j:l m=Nmin
ot 0 < 7 < Npin €6 j = 1,..., 10/ Nyin. Clairement,

Ew (AS\]/'znma Nomin + Tj, ) C’ln

min

avec une constante C; uniforme en j et w. Par (1.61) on obtient :

E (AEVO) ng + o, O) C'ln

+ Cang < Csnpinno.

man
anTZ

Finalement, a partir de ((1.60) on déduit que :

3

-1
1 [ min A —
— B (A ng, 8)(m — 1)) + Cy im0 | e )
no n 2

n'E,(An,S) <

=1s

=1

On remarque que ng/n < 1/m — 0 et n/Ly, — 0 par (1.59). Donc :

limsupn 'E,(A,n,S) < & (po,0) .

A—oo

En approchant p au-dessus par pg, on démontre ([1.57)).
La démonstration que

liminfn*E, (A, n,S) > E(p, o)

A—oo

se fait exactement comme dans [Rue99, pp. 47-48|. ]
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On va maintenant montrer comment il est possible d’améliorer la convergence L2
dans Théoréme [I.2.17 Pour cela, on suppose que les interaction sont a support compact
(Comp). Dans ce cas, on n’est pas restreint au seul cas des interactions par paires : la
condition (P) n’est plus exigée.

Introduisons la variable aléatoire suivante. Pour tout n € N, S € R et domaine A C V¢,
on pose :

fuolA,n,S) = Ey(A,n, S%),
ol A est le Ry/2-intérieur de A :

A= {z € A, dist(z,04) > Ry/2},
et S* est défini dans . Avant d’établir le théoréme sous-additif, on fait les observations
suivantes.

Lemme 1.2.18. Soient A et B deux domaines dans V.
(a) Si AC B alors AC B.
(b) Si AN B =@ alors dist(A, B) > R,.
Soient aussi x,y € R.
(a) Six <y alors x* < y*.
(b) (x+y) <z +y~

Démonstration. La démonstration est immédiate a partir des définitions de ces deux opé-
rations. u

On modifie maintenant I'inégalité sous-additive ([1.35)).

Proposition 1.2.19. Soient W des interactions a support compact (Comp). Soient
ni,ne € N. Si Ay et Ay sont deux domaines disjoints dans V, Ay N Ny = &, alors :

(A1 U Ay, g + 19,81 + S2) < fu(A1,n1,51) + fu(A2,na, Sa). (1.62)

Démonstration. Comme les interactions sont a support compact de rayon Ry, et comme
par le Lemme 8, les domaines A1 et A2 sont a distance au moins Ry I'un de l'autre,
les particules qui Vlvent dans A; n ‘interagissent pas avec celles dans A,. Alors on obtient
par la méme maniére que l'on a obtenu dans la Proposition mais sans
le terme d’interactions (donc, avec A = 0). Dans la derniére étape de la démonstration, il
faut utiliser de nouveau le Lemme pour passer de ST + S5 a (S; + S2)*. O]

Maintenant grace a la sous-additivité (|1.62)) on démontre la convergence dans le sens
L' et la convergence presque stre.

Théoréme 1.2.20. Soient ['opérateur a une particule borné inférieurement (LB) et dé-
corrélé (IAD). Soient les interactions W stables (SI) et a support compact (Comp).
Alors pour p >0 et 0 > 0,

E,(An,S)
> A
. — E(p,o), quand A — o, ]A]

S
—p et — — o,
n

dans L*(Q)) et w-presque stirement. Ici, on comprend A — oo dans les sens plus restrictif
que la convergence de Fisher. Notamment, la suite des domaines Ay — 0o si
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(a) Ax — oo dans le sens de Fisher (voir la Définition |1.1.26]),

(b) il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout k € N,
Ay C BC'Ak|1/37
ou B, est la boule de centre zéro et de rayon r.

Démonstration. Pour démontrer ce type de convergence plus forte que celle dans le Théo-
reme [1.2.17), il suffit de modifier les preuves de la sous-section A part cette modifi-
cation, les autres étapes de la démonstration suivent celles du Théoréme

Dans la sous-section [1.2.2] on change la définition des cubes Ay en posant

Ly =2 B <2NZ—R0—5)]

au lieu de (|1.38)); ici ¢ est une constante positive fixée. Ceci garantit que, dans un cube
An 41, on peut mettre exactement 2¢ translatées de Ay a des distances mutuelles au moins
Ry pour § proprement choisie. La borne inférieure est donnée par (LB) et (SI) :

fu(An,S)

n

>-B-C.

Ensuite, on applique le théoréme ergodique sous-additif multidimensionnel (voir, par
exemple, [Tem72] ou [Smy76]) pour obtenir la convergence L' et presque sire pour notre
suite. O

En ayant établi les théoremes sur I’existence de la limite thermodynamique pour 1’éner-
gie comme une fonction du domaine, du nombre de particules et de ’entropie, on veut
maintenant obtenir un résultat réciproque sur ’existence de la limite pour ’entropie. Les
idées sont inspirées par [Gri65].

Fixons la densité de particules p et considérons I’énergie limite par particule £(p, o)
comme une fonction de 'entropie par particule 0. On sait que o — E(p, o) est une fonction
croissante (pas nécessairement strictement) et convexe. Donc, elle admet un inverse, qu’on
note o(p, £), qui est une fonction croissante et concave de € pour la densité de particules
p fixée.

Théoréme 1.2.21. Supposons les conditions du Théoréme [1.2.17] ou du Théoréme

E
satisfaites. St A — oo, % — ppour0< p<p, et —— & avec € € Ran&(p,-), alors
n
So(E,A,n)
" — a(p,€).

La convergence est entendue au méme sens que la convergence pour l’énergie (soit dans L*
pour le Théoreme [1.2.17], soit dans L' et w-presque stirement pour le Théoréeme [1.2.20)).

Démonstration. La démonstration suit exactement celle dans [Gri65]. O
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Remarque 1.2.22. La condition que ’énergie par particule £ appartienne a 'image de la
fonction E(p, ) est cruciale pour 'inversion.

Comme cela a été déja annoncé, pour clore cette section, on va expliquer pourquoi
I'étude de la fonction limite £(p, o) (ou équivalent, o(p, £)) est importante. Premiérement,
les transitions de phases correspondent & des discontinuités dans les dérivées de 1’énergie
& par rapport a ses arguments. Deuxiémement, des quantités thermodynamiques sont
obtenue par la différentiation. Par exemple,

o
 Jo

est la température qui correspond a un systéme de particules a densité p et entropie par
particule o, et

- o€
9(p~)
est la pression interne. Pour la discussion plus approfondie sur les transitions de phases
dans des systémes de particules quantiques en interaction dans le vide, consulter |Gri65].

Pour une référence plus générale sur les relations thermodynamiques, voir, par exemple,
[LL6].

1.3 Séries de perturbations en bas du spectre

Dans la Section[I.2] on a principalement démontré 'existence de la limite thermodyna-
mique pour I'énergie d'un systéme de particules quantiques en interaction dans un milieu
aléatoire. A part les propriétés assez générales de la sous-section , on n’a aucune in-
formation quantitative ou qualitative sur 1'énergie par particule limite £(p, o). Alors une
question assez naturelle se pose apres avoir obtenu l'existence de la limite, celle des pro-
priétés de cette limite et, finalement, la valeur de cette limite. D’autre part, I’énergie n’est
la seule quantité d’intérét; les fonctions propres de H, (A, n) le sont aussi. Notamment,
une des questions a laquelle on va essayer de répondre dans le reste de cette thése, est de
comprendre & quoi ressemble 1’état fondamental pour le systéme de particules quantiques
que 'on considere.

Cette section est d’une part préparatoire pour ce qui suit dans le Chapitre[2]de la thése.
D’autre part, les résultats qu'on démontre ici, sont valables pour des modéles généraux
introduits dans la Section et pas seulement pour le modeéle particulier du Chapitre 2]

La section est organisé d’une maniére suivante. Dans la sous-section [I.3.1}, on présente
I’approche générale qu’on va employer pour étudier ces problémes. On appliquera les idées
de la théorie de perturbations en considérant le systéme sans interactions H2(A,n) comme
point de départ et les interactions W comme la perturbation. Dans la sous-section [I.3.3] on
démontre que les séries de perturbations de la sous-section ont une structure spéciale
dans le cas ou les interactions sont par paires. Ensuite, dans la sous-section [I.3.2]on établit
la base pour notre théorie de perturbations : on étudie ce qui se passe sans interactions.
Les résultats varient considérablement selon la statistique considérée. Finalement, dans la
sous-section [I.3.4] on explique & quoi on peut s’attendre pour les séries de perturbations
en se fondant sur 'analyse du cas sans interactions. En particulier, on donne la motivation
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pour considérer, dans le cas des fermions, le modeéle des piéces auquel le Chapitre [2] est
consacré.

1.3.1 Approche générale

Dans la suite, on étudie les énergies propres de l'opérateur H,(A,n) et les fonc-
tions d’ondes associées dans le bas du spectre dans la limite thermodynamique A — oo,
n/|A| — p. Remarquons que la considération de I'opérateur restreint sur le domaine A
n’est pas seulement un moyen technique pour traiter 'opérateur H, sur l’espace entier,
mais provient plutot du vrai contexte physique : un échantillon réel est toujours de taille
finie. De point de vue physique I'opérateur sur A est plus naturel que 'opérateur total
sur V.

Une des questions est de comprendre comment les interactions changent 1’énergie et
I'état fondamental de H, (A, n). Pour répondre & cette question, on va employer la théorie
des perturbations. Tragons ses idées générales.

Soit le hamiltonien total d’un systéme représenté sous la forme :

H=H(t)=H"+tW, teC, (1.63)

et soient (; et ¥, une énergie propre et un état propre simple de H°. La théorie régu-
liere des perturbations (voir, par exemple, [RS78| ou [Kat95]) affirme que (sous certaines
conditions) il existe des fonctions ((¢) et W(t), respectivement valeur propre et fonction
propre de H(t). Elles sont analytiques et admettent des développements en séries en ¢ au
voisinage (complexe) de zéro; ((0) = (o, ¥(0) = V.

Le projecteur sur I'état de H(t) avec I’énergie ((t) est donné par :

1

0 p—
24 Jic—Gol=e

(H® +tW — ¢)~td¢, (1.64)

ol ¢ est tel que (p est une seule valeur propre de H® dans |¢ — (y| < e. Donc,
U(t) = P(t)¥, (1.65)
et pour I'énergie, on trouve :

(Wo, WP(t)¥y)

Ct)=¢o+t (o P()T0) (1.66)
La série de Neumann pour la résolvante (H° + tW — ¢)~! s’écrit comme :
(H” +1W = Q)7 =3 ()" (H* = O~ [W(H* = 7] (1.67)

n=0

Les équations (1.64)) - (1.67) donnent les séries de Rayleigh-Schrodinger pour W(t) et
¢(t). En particulier, si

Ct)=Go+ Yt (1.68)

i>1
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au voisinage de t = 0, le terme linéaire est donné par

v1 = Woo,
ou >
(WQ,W\I/B
Wy = e V8 g (1.69)
SN TEA

sont des éléments matriciels de W, et {¥,}qcr sont les fonctions propres de H°. Il est
remarquable, que tous les autres coefficients «; dans la série s’expriment aussi en
terme des ¢léments matriciels Ws.

Alors dans le cadre de la théorie des perturbations, on est principalement intéressé par
deux choses pour comprendre l'influence des interactions sur I’état et I’énergie fondamental
de H,(A,n) dans la limite thermodynamique. Premiérement, il faut décrire de la fagon la
plus précise possible les énergies et les états propres de H°(A, n). Deuxiémement, il faut
calculer les éléments matriciels Wg.

Remarquons que le rayon de convergence de la série de perturbations pour
I’énergie fondamentale dépend en particulier de la distance de la premiére valeur propre
a la suivante. Dans la limite thermodynamique, ce gap se resserre pour presque toutes
les réalisations du potentiel aléatoire V,, dans la plupart des modéles aléatoires. Ceci
représente la difficulté dans la construction de la théorie des perturbations.

On commence par la description du cas sans interactions.

1.3.2 Particules sans interactions

Dans cette sous-section, on étudie la limite thermodynamique pour H,, 4(A,n) dans le
cas de particules qui n’interagissent pas :

W =0. (1.70)

Les limites thermodynamiques qu’on obtient dépendent de la statistique f.

Bosons et particules classiques

On travaille ici soit avec les particules qui suivent la statistiques de Bose — Einstein,
f = +, soit avec les particules de la statistique de Maxwell — Boltzmann, § = &, (voir la
sous-section .

Fixons pour le moment la configuration du milieu aléatoire w, le domaine A et le
nombre de particules n. Soient E; = Ej(A,1,w) et [f; = 1;(A, 1,w) les valeurs et les
fonctions propres de l'opérateur & une particule H,(A,1). Les valeurs et les fonctions
propres a n particules sans interactions se construisent comme de suite. Soit a@ € N”, une
collection de n indices d’états a une particule. On pose :

(o = i E.,, (1.71)
j=1
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et

= Hwaj(gjj) (172)

pour les particules de Maxwell — Boltzmann, et

Vo (x) = ;—Sym] 1 Yy (2 \/_ > H@b%m (1.73)

ceG, j=1

pour bosons. Si les fonctions 1, a une particule dans et sont normali-
sées, alors les fonctions a n particules ¥, qu’on y construit le sont aussi. L’application
N* 3 aw ({4 V,) € R X 9 n’est pas injective, comme des permutations dans a ne
changent rien. Si on voulait construire une application injective, on pourrait, par exemple,
considérer seulement les multiindices « avec les éléments ordonnés dans 1’ordre croissant.

En particulier, (1.71]) implique que

Spec H2(A,n) ZSpeCH (A1)
et pour I’énergie fondamentale :
e (A, n) = n€&,(A,1).

On va maintenant traiter plus soigneusement les particules classiques qui suivent la
statistiques des Maxwell — Boltzmann et on passera aux bosons plus tard. Pour des par-
ticules de Maxwell — Boltzmann (sans statistique) on établit le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.1 (particules classiques sans interactions). Supposons, qu’il n’y a pas des
interactions (1.70) et que les particules sont de la statistiques de Mazwell — Boltzmann.
Soit opérateur a une particule borné inférieurement (LB) Soit Y le spectre presque sir

d’un opérateur a une particule H, (1) (voir le Théoréme . St la Hypothése [1.1.11] est

vérifie, notamment, si
Y = suppdN, (1.74)

et la densité d’états intégrée N est continue, alors
E(p,o) =inf ¥ (1.75)
pour tous p >0 et o = 0.

Remarque 1.3.2. Rappelons que la condition ((1.74)) est vérifiée sous les hypothéses assez
faibles sur le potentiel aléatoire V,, du modéle de 'opérateur de Schrédinger (|1.5)), voir la

discussion apreés la Hypothése

Pour démontrer le Théoréme [1.3.1, on va se servir de deux lemmes suivants. On se
place dans les conditions du Théoréeme [1.3.1]

Lemme 1.3.3. Soit w tel que (1.74) est vérifiée. Alors pour tout N € N fizé,

En(Hy(A 1)) »inf¥, A — oo.
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Démonstration. Comme d’habitude, on considére les conditions au bord de Dirichlet.
Alors pour presque tout w et presque tout F € R,

N,(E,A) M N(E), A — oo,

ou on rappelle que N, (-, A) est la densité d’états & volume fini (1.9) et N est la densité
d’états limite d’un opérateur a une particule H,(1).
Par la définition de la fonction de comptage

N
Nw(EN(A,l,CU),A> = M_| —)O, A — 0.
De plus, par la monotonicité de valeurs propres de Dirichlet, Fn (A, 1,w) décroit quand
A — oo avec N et w fixés. Donc elle converge nécessairement, :

Ex(A 1 w) N\ E, A— o,

et la limite est finie parce que H, (1) est uniformément borné par (LB). En rassemblant
ces arguments, on trouve que

N(E>\NW(E7A) <NW(EN<A717W)7A)_>07 A_>OO>

qui implique
N(E)=0.

Par conséquent, _
E <inf 3.

Finalement, E <inf¥ est impossible parce que nécessairement Fy(A,1,w) > inf ¥ grace
a la condition ([1.74)). O

Le prochain lemme est une modification de Proposition [1.2.5]et exprime une condition
du type sous-additif plus forte que ([1.36]). Ce lemme n’a pas d’analogue pour des bosons
ou des fermions.

Lemme 1.3.4. 5i W = 0 et les particules sous considération sont sans statistique, alors
E (A, ny +ny, 81+ S2) < Ey(A,ng, S1) + Ey(A,ng, S). (1.76)

Démonstration. La démonstration se fait en suivant celle de la Proposition Le seul
changement concerne la construction des fonctions test dans le Lemme [I.2.1] Ici, comme
les interactions sont absentes, on peut placer les deux groupes de particules dans le méme
domaine et, donc, on n’est pas obligé d’augmenter la taille de la boite avec le nombre de
particules. ]

Cette idée ne marche pas pour des bosons ni des fermions, comme on ne peut pas
garantir I'indépendance des fonctions test qu’on construit et I'orthogonalité des termes
dans ([1.30) ou (1.31) n’est pas assurée. Pour des fermions il peut méme arriver que la
fonction test construite soit nulle.
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Essentiellement, ce qui pose probléme avec les statistiques qui lévent la dégénérescence
des niveaux (comme les statistiques de Bose — Einstein et de Fermi — Dirac), c’est 'inéga-
lité sur le nombre d’états & nq + ny particules de I’énergie au dessous de E; + Fs
qu’on peut construire avec les états & n; particules de I’énergie au dessous de E; pour
j = 1,2. Pour illustrer cela, fixons le domaine A et considérons deux fois ’ensemble des
fonctions & une particule {¢;, o} d’énergie plus petite que E (c’est le méme ensemble
pour j = 1 et j = 2). Combien d’états & deux particules peut on construire avec ? Dans le
cas sans statistique, on a exactement quatre (égal a deux fois deux) fonctions : ¢; ® ¢y,
D1 R ¢a, P2 @ P1 et Py ® ¢9. Pour le bosons a cause de la condition de symétrie des fonc-
tions, ils nous reste que trois fonctions : ¢1 ® @1, P1 @ Pg + P2 ® P1 et P ® ¢o. Finalement,
pour les fermions, il reste qu'une seule fonction ¢ ® ¢y — P ® p1. On voit clairement
que dans les deux dernier cas, 'inégalité n’est pas vérifiée. Dans le cas de deux
domaines différentes A; et As, ce genre de situation ne pourrait pas arriver parce que les
deux collections de fonctions sont toujours disjointes parce que ces fonctions sont définies
sur des domaines différents.

Démonstration du Théoreme [L3.1l Grace a la sous-additivité (1.76]), par le théoréme er-
godique sous-additif la limite suivante existe :

lim —Ew(A,n,S) =:((A,0)
n—oo n

S/n—o

A fixé

dans le sens L'(2) et w-presque siirement.

La démonstration se fait exactement de la méme maniére que la démonstration de
'existence de £(p, o). Comme les valeurs propre de Dirichlet sont monotones par rapport
au domaine, la fonction ¢ est décroissante en A et croissante en o (pour des raisons
évidentes). Aussi par la monotonicité en A, on trouve que pour tout p > 0 :

E(p,0) < lim (A, 0). (1.77)

On remarque également que, par ((1.76)), la fonction E, (A, n,on)/n est aussi décrois-
sante en n. Donc, on peut permuter les deux limites dans la partie & droite de ((1.77]) :

E,(A;n,S , . E,(An,S , _
E(p,o) < lim  lim Eu(A.n, 5) = lim lim Eu(A.n, 5) < lim  lim B, (A, 1, S/n),
A—roo St;niocr n S?nioa A—ro0 n Sn/nioa A—roo

ot on a utilisé encore une fois (1.76)) dans la derniére inégalité. Finalement, grace au
Lemme [1.3.3] on établit :

lim E,(A,1,5/n) — inf X,

A—o0

avec S et n fixés. O

Théoréme [I.3.T] exprime le fait que, sans interactions, la limite thermodynamique pour
I'énergie £(p, o) est triviale pour la statistique de Maxwell — Boltzmann. Donc, ce sont
vraiment les interactions qui pourraient intervenir pour que cette limite ne soit pas triviale.
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A la fin de cette sous-section, on fait une observation sur le cas bosonique. Remar-
quons que les énergies pour un systéme des bosons sans interactions coincident avec les
énergies pour des particules de Maxwell — Boltzmann (voir, par exemple, [LL77, [Gre07]).
Par contre, c’est la dégénérescence combinatoire (la dégénérescence due a les événements
comme Fy + E3 = Ey + Ej, reste) qui est enlevée par la symétrisation.

Néanmoins, 1’énergie fondamentale reste la méme que pour les particules classiques.
Alors dans la limite thermodynamique, I’énergie par particule fondamentale converge vers
le fond du spectre d’un opérateur & une particule. On établit donc la proposition suivante.

Proposition 1.3.5 (bosons sans interactions). Supposons que les particules sont les bo-
sons, t = +, et qu’il n’y a pas des interactions (1.70]). Soit aussi l'opérateur a une particule
borné inférieurement (LB). Si la condition (1.74)) est satisfaite, alors

E(p,0) =inf X
pour tout p > 0.

Démonstration. C’est la conséquence immédiate de ([1.75]), comme &, (p,0) = Ex(p,0). O

Fermions

La situation change radicalement si les particules sont fermions, § = —. Pour l'infor-
mation sur les propriétés de base d’un systéme des fermions sans interactions, on pourra
consulter [LL77, [Gre07].

Si comme précédemment E; = Ej(A,1,w) et ¥; = 1;(A, 1,w) sont des valeurs et des
fonctions propres a une particule, alors, pour n particules, on construit les valeurs et les
fonctions propres (sans interactions) de la maniére suivante. Soit a« C N, card @ = n, un
ensemble de n indices distincts. L’énergie propre correspondante & n fermions numérotés
par « est donnée par la somme de ses énergies :

E.=)> Ej (1.78)

JjEa

et la fonction propre correspondante est donnée par le déterminant de Slater :

1 7 z 51 n(o a o(g
U, (x) = ﬁdet (¥;(2"))iEn = Z 82 T o, (2°9), (1.79)
: 066" j=1
ou o = {aq,...,a,} avec les éléments ordonnés dans l'ordre croissant. Rappelons la

notation N, = {1,...,n}.

Ici on voit tout de suite la premiére grande différence entre les fermions et les bosons :
I’énergie fondamentale de n fermions qui n’interagissent pas est donnée par la somme des
n premiéres énergies d’un probléme a une particule :

(A, n,w) ZEkAlw (1.80)
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et non par n fois I’énergie fondamentale d’une particule comme pour des bosons ou des
particules de Maxwell — Boltzmann. Evidemment, I’état fondamental est toujours donné
par le déterminant de Slater :

1
el
Dans les notation des formules ((1.78)), (1.79), I'état fondamental correspond a l'indice

a = N,,, quand tous les fermions occupent les états & une particules les plus bas possibles
(donc, les n premiers).

Dans le cadre des formules et pour 'énergie et I’état propres a n fermions
numérotés par I'indice a, on va parler dans la suite des fonctions ,; qui compose cet
état comme des particules (méme si on ne peut pas dire quelque chose du genre que
la particule numéro ¢ occupe un tel niveau énergétique parce que la fonction ¥, est
une superposition de permutations et chaque “particule” occupe en méme temps tous les
niveaux numérotés par «). Avec un léger abus de terminologie, on dira que I’état « est
composé de particules o, 7 € N,,. Remarquons que cette terminologie n’est pas applicable
a tous les états a n particules dans $H" : une fonction quelconque antisymétrique de n
variables n’a pas nécessairement de structure de déterminant de Slater et n’admet pas de
notion de particules.

En ce qui concerne la limite thermodynamique, pour les fermions on sait seulement
obtenir des résultats sur I’énergie fondamentale £(p,0). Par contre, nos démonstrations
n’utilisent pas d’arguments de type sous-additif et, donc, fonctionnent pour toutes les
conditions au bord.

Un comparaison simple avec le laplacien et I'utilisation de 1’asymptotique de Weyl
permettent & démontrer que la limite £(p,0) est strictement positive pour p > 0 si le
potentiel V,, est non négatif.

Uy (x) = det (¢3(27)) i jyemz (1.81)

Proposition 1.3.6. Supposons que le potentiel aléatoire V,, > 0. Alors, il existe une
constante 5(d) telle que

E(p,0) = pd)p*". (1.82)
Démonstration. Par le principe variationnel, comme le potentiel est positif :
Eb(Awlauo P E?(A71%

N 0 . N , .
ou E} sont des valeurs propres de —A. Ensuite, a 'aide de I'asymptotique de Weyl pour

le laplacien, par ((1.80)) on a :

Ei(An,w) 1 1<~
—_— = EL(A 1 > — E} (A1
n 7Lj£: k( ) a“& n/}{: k( )
k=1 k=1
Ciem/ ENY ' ¢
" 2 (w) nlApr " v

k=1

qui démontre ([1.82)). O
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Remarque 1.3.7. La généralisation pour le cas de potentiel V,, borné inférieurement est
évidente.

On calcule maintenant une expression explicite pour la limite

Ei(A1 .+ E,(A
g(p70): hm 1( ) aw)_'_ + n( ,n,w)

A—oo n
n/|Al—=p

en termes de la densité d’états intégrée du probléme & une particule. On rappelle, que
la densité d’états intégrée pour opérateur a une particule, H, (1), est notée par N(E).
Comme pour les bosons et les particules de Maxwell — Boltzmann, on aura besoin de
I'Hypothése sur la régularité de la densité d’états intégrée.

Définition 1.3.8. Soit la densité de particules p fixée. L’énergie de Fermi E, est une
solution de I’équation

N(E,) = p. (1.83)

Remarque 1.3.9. Dans le cas discret, N(F) < 1 et pour p > 1 I’équation ((1.83)) n’a pas
des solutions. Rappelons que, dans cette méme situation, p. < 1 et il faut se restreindre
au cas p < p.. Cela n’arrive jamais dans le cas continu.

Remarque 1.3.10. L’équation peut avoir plusieurs solutions si au niveau p la densité
d’états intégrée est plate. Comme N(E) est une fonction non décroissante, l'ensemble
des solutions est l'intervalle [E;’”'”,E;wx]. De point de vu spectral, l'intervalle ouvert
(Eg””, E7%%) ne joue aucun role, parce qu'il ne rencontre pas le spectre presque sir 3.

Dans cette situation on va aussi utiliser la notation introduite par Définition [1.3.8],
dans le sens F, € [E;”i", E7e®]. On verra que cette convention est cohérente avec nos
résultats.

Le résultat principal de cette partie est le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.11. Soit p > 0. Alors

1 (B
£(p,0) = —/ EdN(E). (1.84)
P Jo
Remarque 1.3.12. La formule ((1.84)) peut étre récrite comme :
E,
£(5.0) = [ EAN(E)
AN

donc I’énergie par particule limite est le moyen de 1’énergie de zéro a 1’énergie de Fermi
par rapport a la densité d’états. On reproduit, donc, la formule classique pour 1’énergie
fondamentale de gaz de Fermi dans le vide (voir, par exemple, [AMT76, Chapitre 2|).

Pour démontrer ce théoréeme on a besoin d’un lemme crucial, qui explique entre autre,

pourquoi E, donnée par (1.83) correspond exactement a la notion physique standard de
I'énergie de Fermi.[]

5. L’énergie de Fermi est ’énergie la plus haute occupée dans un systéme des fermions a la température
zéro. Autrement, pour des fermions qui n’interagissent pas, c’est le surplus de I’énergie fondamentale d’un
systéme de n fermions quand une particule est ajoutée au systéme. Pour plus des détails sur la notion de
Pénergie de Fermi, voir [AMT6].
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Lemme 1.3.13.

E, (A, 1,w) % E,. (1.85)
n/|Al—p

Démonstration. Soit N, (E, A) la densité d’états pré-limite pour un opérateur a une par-
ticule défini dans (|1.9). Alors par sa définition :

No(En(A, 1,w),A) = —

—p
A

dans la limite thermodynamique. D’autre part, par I’existence de la densité d’états intégrée
on a :

N,(E,A) 2225 N(E) VE €R.

A—oo

On finit la démonstration en utilisant la monotonicité de N(E). Supposons, que
liminf B, (A, 1,w) < B

En passant a une sous-suite {ny}ren, on trouve qu’il existe 6 > 0 tel que E,, (A, 1,w) <
E;”m — 0 pour tout k£ € N. On arrive a la contradiction :

N(E™) = Ny(Ep, (A, 1,w), A) < N (EJ"™ — 6,A) = N(E"™ —6) < N(E"™).
La derniére inégalité est stricte parce que E;”m est la valeur d’énergie minimale telle que
N(FE) = p, donc pour toute valeur E au-dessous de ce niveau, la densité d’états N(E) est

strictement plus petite.
Par le méme argument, on démontre que limsup F, (A, 1,w) < E7*, donc :

E’;”i" < liminf B, (A, 1,w) < limsup B, (A, 1,w) < B,
qui est équivalent & ((1.85)). ]

Démonstration du Théoreme [L311] Pour démontrer (1.84)), on écrit :

Ei(An,w Ei/(A 1w+ ...+ E, (A 1w 1
1 ( : ) _ Eu( ) - ( ):ETI [Ho (A1) - Lo,y (Hu (A, 1))]

|A‘ E,(Alw) wps 1 E,
= —/ Ede(E,A) —_ —/ EdN(E),
n Jo A 0

—00 p
n/|Al—=p

oil la convergence est valable parce que la mesure dN» converge vers dN faiblement, la
limite d’intégration converge vers E, par Lemme [1.3.13, et on peut appliquer le théoréme
de convergence dominée. O
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1.3.3 Structure des séries pour les interactions par paires

Dans cette sous-section, on continue de construire la théorie des perturbations selon
I’approche annoncée dans la sous-section . Ici, on étudie les éléments matriciels
seulement pour le cas des fermions; le cas des bosons nécessite peu de modifications. On
montre comment les expressions pour les éléments matriciels W,z peuvent étre simplifiées
si les interactions sont par paires (P), ¢’est-a-dire :

> U a),
1<i<j<n

avec U une fonction symétrique sur V2, U(z,y) = U(y, z). Remarquons, qu’on ne demande
pas que le potentiel d’interactions par paires U soit invariant par translation (i.e., une
fonction de la différence x* — z7).

On commence par étudier le dénominateur de ou ¥, et Wy sont les fonctions
propres d’un systéme de n fermions sans interactions données par (|1.79)).

Lemme 1.3.14. Soit o C N, carda = n, un indice a n fermions. Si les fonction 1¢; a
une particule sont normalisées, alors

1Wallp2an = 1. (1.86)

Démonstration. Par la définition :

<\Ila’\11a> :% dx Z slgna H
TJAL oeG, Jj=1
0 S]] / e}
ceG, TEG,

La derniére intégrale est différent de zéro seulement si o(j) = 7(j) par orthogonalité
des fonctions propres. Donc, la double somme est réduite a une somme simple, d’ott on

obtient :
(U, V) o Z H Hwa = —cardG

ceG, =1

]

Notation 1.3.15. Si ¢ et ¢ sont deux fonctions d’ondes a une particule, on note le
déterminant de Slater construit sur ces deux fonctions par :

1

[, 0] =v Ao = 7 det(¢,¢) = —= (V(z") (%) — ¢(a")(2%)) . (1.87)

La notation refléte la nature antisymétrique du déterminant de Slater.

Comme U est un potentiel par paires, il définit les éléments matriciels entre des fonc-
tions propres a deux particules de type ({1.87). Pour les indices ¢, 7,7, s € N, on pose :

([%7 77/}]‘]7 U[%Um ¢s]>

— | 1.88
) = My 3] 1o ] -
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Uamplitude d’interaction entre les états & deux particules (i7) et (rs). On rappelle que
sont les fonctions propres normalisées de I'opérateur a une particule H, (A, 1). On est prét
maintenant pour énoncer le théoréme de réduction pour des éléments matriciels (1.69)).

Théoréme 1.3.16. Supposons que les interactions sont par paires, i.e., vérifiant (P).
Soient o, 3 C N, carda = card 8 = n, deux indices a n fermions. Alors les éléments
matriciels (1.69) sont donnés selon les cas suivants :

(a) si = (élément diagonal), alors

Waa = Z U(lj),(lj) 5 (189)
1<J
(i,5)€a?

(b) sila\ Bl =|6\al=1, |anp| =n—1, donc les indices v et B different seulement
d’un élément, alors

Wap = Z Ulid),(i6) (1.90)

i€ans

ot {&} = a\ 5 est lindice de l’état a une particule qui est dans o mais pas dans
B, et, a Uinverse, {O} = B\ «, donc g et ¢ sont les fonctions distinctes dans ¥,
et Wy respectivement ;

(c) si|la\Bl=|\a| =2, |[an | =n—2, donc les indices « et [ différent par deux
éléments, alors

Wap = Uaa),(69); (1.91)

ot {d, b} = '\ 5 sont les indices qui sont dans o, mais pas dans [3, et, a l'inverse,
{0, 0} = B\ a, donc {1a, Va} et {1, Yo} sont les fonctions distinctes dans ¥, et
W respectivement ;

(d) si|a\ B =3, alors
Was = 0. (1.92)

Remarque 1.3.17. Dans (1.91)), ordre des indices exceptionnels doit étre le méme que
celui dans lequel ils apparaissent dans les déterminants de Slater correspondants ¥, et
Ug.

Remarque 1.3.18. Le Théoréme donne la simplification de la complexité combina-
toire pour le calcul des éléments matriciels W,5 dans deux sens.

— La structure compliquée reliée au déterminant de Slater d’ordre n s’exprime en
déterminants d’une matrice deux fois deux. C’est essentiellement du au fait que les
interactions sont par paires (P). Les formules obtenues peuvent étre généralisées au
cas des interactions de plus grand ordre (triple, et ainsi de suite).

— Seuls les états a n particules qui ont la plupart (au moins n — 2) des particules en
commun donnent un terme d’interaction qui ne s’annule pas. On peut interpréter
ceci comme le fait que la matrice (W,p)q,s a seulement un nombre bien controlé de
diagonales non nulles.
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Démonstration de Théoréme [L3.16. Pour se débarrasser de notations assez lourde, dans
la suite, on désigne par §; des fonctions entrant dans le déterminant ¥, et par ¢, celles
dans g :

& ="Ya), D =Vs)-

Le dénominateur de ([1.69) est déja calculé dans le Lemme [1.3.14] On passe au numé-
rateur. Comme dans Lemme [1.3.14] on a :

0= [ 01 5 o e 5

1<j ceB, = TEG, k=1

ST Y (Capmersn / dfoa )i (a*) - U(a?, 27)

1<j 0€6, TEGC,

= Z Z Z )rien()tsien(z /A H dz* &, ) (2) iy (2)

2
i<j 0€G, TEG, " ki

<[ / AU (0,0t (0700 (0 (29 ().

n

(1.93)

Comme les fonctions &; et ¢; sont tirées de la méme collection de fonctions propres {t; }en
de Vopérateur H,(A,1) qui sont orthogonales I'une a I’autre, la derniére expression est
différente de zéro seulement si &) = ¢-x) pour tout k # 7, 7. Ceci implique nécessai-
rement, que pour qu’on obtienne un résultat non nul, il faut que a et g aient au moins
n — 2 éléments communs. Ce dernier argument démontre le cas @ du théoréme.

Pour démontrer le cas , on pose & = f3 et, donc, §; = ¢; pour j = 1,...,n. Alors
un terme dans la somme est différent de zéro seulement si o et 7 ne différent pas
plus que par la permutation des les indices i et j. On obtient :

(U, WWg) = Z Z ///\2 do'da?U (2", 27)

i<j c€G,
X (&) () o) (#7) oty (")) (47) — Eotiy (") o) (27 ) o) (7)) (i) (27)] -

Remarquons que les variables 2%, 2/ sont juste des variables muettes d’intégration et la
somme ) o apporte simplement le facteur combinatoire n!. Cela donne :

(W) =Y [ dtaste.s) [6(0P16 )P - 606 GEEG )

2<]

23 [ anasute ) lewe - 066 = 56 6. V6.8

1<j

Pour finir la démonstration, il reste a remarquer que, par le Lemme [1.3.14],

116, &1 = V2.

Les cas (]ED et () sont démontrés par la méme fagon, seulement ’argument combinatoire
doit étre modifier d’'une maniére évidente. On remarque que, pour obtenir le signe correct,
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lordre des indices distingués &, # doit étre celui dans lequel ils apparaissent dans le
déterminant ¥,, et la méme chose doit étre vraie pour {, © et le déterminant V. O

Pour conclure 'analyse générale des éléments matriciels W, 3, faisons une remarque
sur les statistiques différentes de celle de Fermi — Dirac qu’on a traitée dans le Théo-
réme [1.3.16] Selon l'expression pour I'énergie et les formules (1.72)), pour les
fonctions propres correspondantes dans les cas sans statistique et bosonique respective-
ment, la différence la plus importante est que 'indice & n particules o peut numéroter des
particules avec des répétitions (ce qui n’est jamais possible pour les fermions a cause du
principe d’exclusion de Pauli).

Néanmoins, le Théoréeme peut étre transféré sur le cas bosonique et celui de
particules de Maxwell — Boltzmann. Essentiellement, les formules (1.89)-(1.92) restent
vraies en faisant la remarque que maintenant les indices « et 8 sont juste des collections
de n nombres naturels (répétitions non exclues) et il faut compter le nombre de particules
par lesquelles ils différent y compris la multiplicité.

En particulier, si les deux états propres sans interactions ¥, et Wy different par plus
que deux particules, ces deux états n’interagissent pas Wz = 0.

1.3.4 A quoi on s’attend dans le cas perturbé

On s’intéresse principalement & la description quantitative des états et des énergies
de lopérateur H, (A, n) dans la limite thermodynamique. Plus précisément, on va étudier
la limite thermodynamique pour I'état fondamental de cet opérateur. Dans cette sous-
section, on explique a quelle image pour 1’état fondamentale on s’attend pour les différentes
statistiques quantiques. Entre autre, on verra que c¢’est dans le cas fermionique ot on a
plus des chances avec notre approche. Heureusement, c¢’est aussi le cas le plus intéressant
de point de vue physique comme les électrons sont des fermions.

Considérons premiérement les statistiques de Bose — Einstein et de Maxwell — Boltz-
mann. Soit ¥y(A, n,w) 'état fondamental & n particules sans interactions (W = 0) dans le
domaine A et soit (o(A, n,w) énergie correspondante. Selon la sous-section [1.3.2] dans le
cas de bosons ou de particules classiques, I'énergie est égale a n fois I’énergie fondamentale
a une particule :

Co(Ayn,w) =nE (A1, w)

et la fonction d’ondes est ’état fondamental tensorisé n fois avec lui méme :

Uy (A, n,w) = é (A 1, w).

Ceci veut dire que toutes les particules occupent le méme état. Alors, la question est
essentiellement réduite a une description suffisamment précise de 1’état fondamental &
une particule.

Pour simplifier considérons le modéle d’Anderson (1.6 et donnons une idée assez
vague de ce a quoi ressemble ’état fondamental dans ce cas. Pour un w fixé, le potentiel
V,, donne le profil des obstacles (on dit “obstacles” dans le cas le plus simple de potentiel
positif, V,, > 0). Ces obstacles, dans le cas général, forment des clairiéres (zones connexes
vastes ol le potentiel est petit). Pour une explication de ce phénomeéne dans le cas du
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modeéle des obstacles distribués selon la loi du Poisson et 'application au probléme de
la diffusion brownienne, on pourra consulter [Szn98|. Le mécanisme de formation des
clairiéres supportant les états propres en bas du spectre est également expliqué dans
[PE92|. Par exemple, il est bien connu qu’avec probabilité proche de un, la clairiére la
plus grande qui émerge est de volume d’ordre log |A].

Cette clairiére porte essentiellement ’état fondamental de —/A +V,,. On peut la consi-
dérer comme étant isolé. L’approximation de Dirichlet peut étre justifié si la clairiére
est suffisamment isolé. Dans ce cas, cette approximation est proche de vraies fonctions
propres essentiellement (mais pas complétement !) supportées dans une piéce correspon-
dante. Rappelons, que dans le cas de localisation d’Anderson, les fonctions propres sont
exponentiellement décroissantes en dehors des voisinages des centres de localisation (voir
[GK11D]).

Suivant la théorie générale des perturbations partiellement décrite dans la sous-section
1.3.1} calculons le terme linéaire de la série ([1.68]) pour la branche analytique de 1’énergie
qui commence en (y pour t = 0. Remarquons que il n’est pas garanti que cette branche
donne toujours I’énergie fondamental pour ¢ > 0 ni méme une valeur propre. Néanmoins,
ceci reste vrai dans un petit voisinage autour de ¢ = 0. Si les interactions sont par paires
(P), on a pour le coefficient linéaire :

n(n —1)
2

- w //Az dadyU (2, y) [ (@)l (y) .

v1 = Woo = <‘I/0a Wn‘I’0> = U(ll),(ll)

(1.94)

Faisons une estimation de la partie a droite. Selon notre discussion précédente, 1, est
une fonction supportée essentiellement sur la zone A C A de volume d’ordre log |A|. Pour
Iestimation on peut penser que 1, est d’ordre (log |A|)~*/2 sur X et zéro en dehors. Si les
interactions sont de support compact :

dist(z,y) > Ry = U(x,y) =0,

alors la zone d’intégration dans (1.94) a la taille d’ordre Rymes A < log |A|. Dans la limite
thermodynamique A — oo, n/|A| — p, on obtient :

11 =< n*(log|A])~t < n*(logn)™' >n

et donc v, diverge dans cette limite.

La divergence est essentiellement due au fait que toutes les particules occupent exacte-
ment le méme niveau en absence des interactions et que la fonction propre correspondante
est localisée dans la zone beaucoup plus petite que le domain total. Alors, quand les in-
teractions sont allumées, toutes ces particules se mettent en interaction qui produit n?
d’interactions avec 'amplitude la plus grande possible (comme chaque particule interagit
avec elle méme). A cause de la localisation de 1'état fondamental dans la zone d’espace
beaucoup plus petite que le domaine A, le coefficient de normalisation n’est pas suffisam-
ment petit pour battre au moins un n.

Soulignons que ce type de comportement est spécifique au cas du potentiel aléatoire.
Si on considérait les particules dans le vide : V, = 0, alors la premiére fonction propre du
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Laplacien serait essentiellement constante d’ordre |A|~'/2 sur le domain entier A. On voit
que dans ce cas, 7y, serait d’ordre n.

Cette analyse propose que cela n’est pas raisonnable d’essayer de décrire ’état fon-
damental pour n bosons ou particules classiques en interaction en utilisant la théorie
des perturbations par rapport a I’état fondamental sans interactions, comme la fonction
d’ondes & n bosons est trés corrélée. Dés qu’on allume les interactions, la configuration
deviendra trop différente et ne va pas ressembler le cas sans interactions.

Regardons comment I'image change dans le cas fermionique. L’état fondamental & n
fermions est donné par . Tous les n premiers niveaux a une particule participent
dans cet état. Remarquons que ce sont les états qui occupent 'intervalle macroscopique
des énergies par le Lemme jusqu’a environ l'énergie de Fermi E,.

Alors, cette derniére question est directement reliée a la description des énergies d’'un
systéme & une particule : on veut obtenir le comportement des énergies E;(A,1,w) et
surtout des états 1;(A, 1,w) avec j = 1,...,n pour la plupart des w. C’est-a-dire, pour un
w caractéristique, on veut une description du type, que les n premiers états (ou presque)
de H, (A, 1) s’organisent d’une telle maniére. De fagon équivalente on peut dire, qu’on veut
comprendre le comportement des états et des énergies d’une particule jusqu’a I’énergie de
Fermi E,,.

L’image qu’on a pour le moment, est la suivante. On pense qu’il y a toujours des clai-
riéres qui supportent essentiellement les états bas. Evidemment, dans le cas fermionique
de nombreuses clairiéres entrent en jeu comme toutes les particules ne se condensent pas
dans un seul état. Supposons maintenant, qu’'on a m clairiéres (sous-domaines \;) avec
des volumes v;, 7 = 1,...,m. Dans chaque A;, on considére les conditions au bord de
Dirichlet et on s’intéresse aux k; premiers niveaux d’énergies dans chaque clairiere. Dans
la clairiére numéro j, les énergies peuvent étre approximées par la loi de Weyl :

i 2/d
J

Alors, la somme de toutes les n énergies dans les m clairiéres est donnée par :

m kj m

YD Eilv) = zm:i: (U%)?/d =) (%)wd kj =< JZEE@ (0)k;-

7j=1 =1 7j=1 =1 j=1

Remarquons, que dans la formule précédente Ej; est 'énergie la plus haute dans la clairiére
)\j.

Si on suppose, que le mécanisme décrit ci-dessus donne ’approximation pour des
niveaux d’énergie d’un systéme de n fermions, on trouve :

Ey(Ayn) _ 305 By (v))k;

n 27;1 kj 7

ou on a mis l'indice ¢ pour désigner le fait que c’est une approximation qui peut étre
valable pas seulement pour I’énergie fondamentale (¢ = 1), mais également pour d’autres
énergies de taille d’ordre constant (ici on parle, évidemment, de I’énergie par particule).

(1.95)
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Si on s’intéresse vraiment a 1’énergie fondamentale, il faut remarquer que est
une moyenne des énergies les plus hautes (parmi celles qu’on considére) sur toutes les
clairiéres. Dongc, si on veut minimiser cette quantité, il est évident que toutes les énergies
E},; doivent étre de la méme taille. Sinon, on pourrait toujours enlever quelques niveaux
dans une clairiére qui était trop remplie et ajouter des niveaux dans les clairiéres qui sont
moins remplies.

On pense que c’est effectivement le mécanisme qui donne les énergies de n fermions
jusqu’au niveau de I'énergie par particule d’ordre d’énergie de Fermi F,. Remarquons,
que comme n = p|A|, pour des petites densités de particules p, on a besoin de moins de
niveaux a une particule. Cette derniére observation peut étre utile pour la justification de
I’approximation de Dirichlet, parce que ce sont des niveaux énergétiques assez bas pour
lesquels I'approximation de Dirichlet est bonne.

La deuxiéme idée importante dans ce modéle est que les états qui sont essentielle-
ment supportés par des clairiéres différentes interagissent trés faiblement. A cause de la
localisation, la taille de l'interaction est exponentiellement petite et dans la suite on va
compter dans nos estimations seulement les interactions entre les états a une particule
dans la méme clairiére.

Estimons un élément diagonal pour 'état décrit par . Le nombre de paires
d’indices (ij) pour lesquelles I'interaction U ;) n'est pas exponentiellement petite est
donné par le nombre des paires des états qui vivent dans la méme clairiére :

S’il y a assez des clairiéres, le nombre des interactions est déja beaucoup mieux que la
majoration brute par n?.

Supposons de nouveau, que le potentiel des interactions par paires U est & support
compact : U(z!, %) = 0 pour dist(x!, 2?) > Ry. Soient 9y, 1, deux fonctions propres a une
particule qui interviennent dans I'argument précédant et qui vivent (sont essentiellement
supportées) dans la méme clairiére A C A de volume v. Alors, le terme d’interaction est

donné par :

U _ [ Uz, 2?) [y (z )iha(a?) — Wyt )ipy (22| datda?
(12),(12) ff/@ b (21)ha () — ¢2(x1)¢1($2)|2 delds? .

Par 'argument de la localisation, on peut remplacer : [[,, ~ [[,,. Ensuite, dans le
numérateur, on intégre par {(x',z?) € A\, t. q. |[¢! — 2% < Ry}. Ceci propose, qu'on
gagne le facteur de volume :

U(12)7(12) = 1/U (]_96)

On ne prétend pas avoir démontré la derniére approximation, mais on va donner néan-
moins une heuristique. Pour obtenir , il faut que les fonctions propres 1, et 5 soient
assez étalées. Si on considére, par exemple, A comme étant un cube (ou une rectangle avec
des cotes comparables), les fonctions propres de —A sont des sinus. Ce sont des fonctions
étalées sur tout A. Finalement, on donne une approximation pour un élément diagonal
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(11.89) avec o C N, card @ = n, qui correspond a n fermions distribuées par m clairiéres
comme c’était décrit au-dessus :

sl
Woa _ 2oje1 K7/ T Yy X ki(Ex, (v;))"?
n 27:1 k; ZT:1 k; ZT:1 kj

De plus, k;/v; doit étre d’ordre de grandeur de p. On voit, que W, pour des états donnés
par le mécanisme décrit ci-dessus, est bien borné dans la limite thermodynamique. Des
¢léments hors diagonaux W,z doivent se comporter encore mieux comme il y a moins de
termes d’interaction. Cette observation suggére, que les séries des perturbations pour les
fermions dans la limite thermodynamique doivent converger avec un rayon de convergence
de taille constante (qui va dépendre de p).

Dans le chapitre qui suit, on va développer les idées de cette sous-section sur les états
propres pour un systéme des fermions en bas du spectre. Notamment, on va introduire
les clairiéres d’une facon artificielle et absolument explicite. Ceci va nous permettre de
donner la description mathématiquement rigoureuse de I’état fondamental. On attend
que les mémes phénomeénes restent vrais pour la grande variété des modeéles aléatoires qui
exhibe la région localisée au fond du spectre, mais cela fait I’'objet de recherche ultérieure
et non pas de cette theése.
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Chapitre 2

Modéle des piéces pour fermions

Dans ce chapitre, on analyse la limite thermodynamique pour un systéme de particules
quantiques en interactions dans un milieu aléatoire pour un modeéle particulier. On consi-
dérera uniquement le cas des fermions qui obéissent la statistique quantique de Fermi —
Dirac (voir la sous-section et on va utiliser 'approche de la théorie de perturbations
(voir la sous-section pour construire 1’état fondamental & n fermions en interaction.

La plupart des résultats qu’on présente dans la suite sont valables pour une densité de
particules faible. Si ce n’est pas indiqué explicitement, dans des relations asymptotiques il
faut toujours supposer que p < 1. La densité joue le role d'un petit parameétre et permet
d’approcher le cas avec interactions par le cas sans interactions comme les interactions
sont “peu nombreuses”. Dans ce travail, il n’est pas nécessaire que les interactions soient
faibles sous la forme d’une petite constante de couplage devant les interactions.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante.

Le modele des piéces qu’on introduit dans la Section est I'implémentation de I'idée
des clairieres introduites dans la sous-section comme des zones assez grandes (mais
beaucoup plus petites que le domaine total), ou les fonctions propres de fond du spectre
a une particule sont supportées. Dans ce modéle on fait abstraction des effets de décrois-
sance exponentielle des fonctions en dehors de voisinage de centre de localisation : notre
approche consiste a séparer des clairiéres I’'une de 'autre par des murs de hauteur infinie.
Pour simplifier I’analyse statistique, le modéle choisi est unidimensionnel. On expliquera
également pourquoi on étudie ce modeéle pour la densité des particules p faible. A la fin de
cette section, on démontre 'asymptotique de Lifshitz pour la densité d’états intégrée dans
ce modéle et on trouve ’énergie de Fermi. Cela nécessite, entre autre, I’analyse statistique
de la distribution des piéces selon leurs longueurs.

Dans la Section [2.2] on précise la structure des séries de perturbations de la sous-
section dans le cas du modéle des piéces. Ensuite, en utilisant le Théoréme [1.3.16]
on calcule les éléments matriciels des interactions par paires pour ce modéle.

Dans la Section , on prouve que le hamiltonien total H,(A,n) a une structure par
blocs qui correspondent aux projections sur des sous-espaces de nombre de particules fixé
dans chaque piéce.

Cette observation clé nous permet de décrire un sous-espace de l’espace total a n fer-
mions H” ou I'état fondamental vit essentiellement dans la Section . Pour cela on sépare
les états trop excités et on démontre, entre autre, le Théoréme [0.0.3] Puis, on démontre
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la non dégénérescence de ’état fondamental (le Théoréme dans la Section [2.5]
Dans la Section [2.6] on donne une description de 1'état fondamental de n fermions en
interaction par sa fonction d’autocorrélation. On y démontre le Théoréme [0.0.6]
Finalement, dans la Section 2.7 on démontre les Théorémes et qui quan-
tifient la différence entre I’état fondamental avec et sans interactions, ainsi montrant un
effet que les interactions ont sur le systéme.

2.1 Définition et analyse de base

Dans cette section, on introduit d’abord des différents modéles de référence unidi-
mensionnels dans la sous-section et on explique notre choix de modéle ainsi que la
motivation pour considérer cette classe des modéles. Ensuite, dans la sous-section [2.1.2]
on étudie les propriétés de base du modéle des piéces. Entre autre, on trouve des fonc-
tions propres & une particule, démontre 'asymptotique de Lifshitz et calcule I'expression
explicite pour I’énergie de Fermi F, (voir la Définition [I.3.8)).

2.1.1 Choix du modéle

On s’intéresse dans cette partie d'une classe des modéles & une dimension, i.e., d = 1.
Le domaine A devient maintenant I'intervalle [0[L] C R ou Z selon si on consideére le cas
continu ou discret. Dans le modéle des piéces (qu’on appelle également le modéle de murs),
le potentiel aléatoire V,, est remplacé par la collection aléatoire de points vy,..., v, €
(0, L). On impose les conditions de Dirichlet (on met un mur infiniment haut) en ces
points, alors le probléme a une particule se décompose en m + 1 problémes de Dirichlet

indépendants. Remarquons que sur chaque sous-intervalle [v;,vj41], 'opérateur a une
2

particule est —/A\; = —— avec les conditions au bord de Dirichlet.

On peut considérer des modeéles des piéces suivants :
Géomeétrique ou Bernoulli. Soit p € (0,1). Considérons la variable aléatoire X,
distribuée selon la loi géométrique avec le parameétre p :

P(X =Fk)=p(l—p)*', keN

La longueur du premier intervalle est donnée par X; : donc on met un mur a la
distance X7 de zéro. Ensuite, on considére une nouvelle variable aléatoire X5, distri-
buée selon la méme loi et indépendante de X;. Elle donne la longueur du deuxiéme
intervalle. On continue jusqu’au moment quand on dépasse L (dans ce cas, on coupe
'intervalle correspondant & L).
D’une fagon équivalent, on peut considérer une suite des variables aléatoires distri-
buées selon la loi de Bernoulli suivante. A chaque point n € {1,...,[L]}, on met le
mur avec la probabilité p ou on fait rien avec la probabilité 1 — u. Le choix se fait
indépendamment pour chaque site.

Poisson. Ce modéle est défini et partiellement étudié dans [GMS83|, Section 2|. Consi-
dérons le processus de Poisson sur R de I'intensité 1 > 0. Des points de ce processus
qui tombent dans (0, L) définissent des positions des murs, ot les conditions au bord
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de Dirichlet sont imposées. Dans certains travaux, ce modeéle est appelé le modéle
de Luttinger — Sy (voir, par exemple, [LZ07]).

Le modéle de Poisson est 1’analogue continu du modéle géométrique : tous les deux
modeéles se ressemblent beaucoup et donnent les mémes résultats avec des modification
mineures. Un des avantages du modéle de Poisson est qu’on peut partiellement réutiliser les
résultats de [GMS83|. Ce modéle est également considéré dans le livre [LGP88, Chapitre 2|.
Remarquons, qu’une partie de 'analyse statistique de ce modéle est aussi fait dans [LZ0T7,
Chapitre 6.3] et [JPZ09, Lemme 6.1] o la statistique des sous-intervalles les plus grands
est étudiée.

Dans la suite, on travaillera seulement avec le modéle de Poisson qu'on va appeler
modeéle des piéces, modéle des murs ou modéle des morceaux tout court. On appelle les
piéces les intervalles [v;,v;11] de la division.

On va également supposer que les interactions sont de la forme assez particuliére.

Hypothése 2.1.1. Les interactions sont par paires invariantes par translations (PI) de
support compact (Comp). De plus, il existe des constantes Co > C; > 0 et Ry > Ry > 0
telles que

Cl]l[le,Rl] <UL OQ]I{,RQ,RQ]. (2.1)

Pour nos calculs et démonstrations, on va supposer de plus, que
U - ]l[_R07R0} (22)

pour une constante Ry > 0. Des résultats pour U général satisfaisant suivront
trivialement par monotonicité.

La motivation de point de vue physique pour considérer le modéle des pieces de Poisson
avec les interactions provient toujours de l'idée que des fermions ont tendance a
occuper des sites différents dans un grand domaine A dont les longueurs sont relativement
petites par rapport au volume total (voir la sous-section . Plus concrétement, des
sous-intervalles de découpage [v;,v;j41] gardent I'idée essentiel des clairiéres des modéles
plus réalistes (comme modéle d’Anderson, par exemple), mais sont en méme temps donnés
explicitement ce qui facilite 'analyse. Les interactions ont juste la forme la plus
simple possible qu’on pourrait imaginer mais elles ne sont pas triviales.

Finalement, on va étudier le cas p < 1 : cela correspond & de nombreuse situations
physiques (voir [AMT76] ou |[LL60]). Notamment, si on reprend notre exemple physique de
référence du semi-conducteur pour lequel on s’intéresse au probléme de transport élec-
tronique, on verra que la densité des électrons de conductivité (ce sont seulement les
électrons qui se trouvent dans la bande de conduction) est relativement petite. Il ne faut
pas confondre cela avec le nombre (et la densité associée) total des électrons : ils sont
aussi nombreux que la charge totale (exprimé en unités atomiques) de tous les noyaux,
sauf que la plupart de ces électrons sont rattachés a ces noyaux en formant des ions et
donc ne participent pas & la conduction.

2.1.2 Analyse statistique du modéle de Poisson

L’avantage évident du modeéle des piéces est que la description des “clairiéres” de la
sous-section est exacte. Les fonctions propres peuvent étre écrites explicitement. Soit



72 Chapitre 2. Modéle des piéces pour fermions

une configuration des murs w fixée. Alors, pour un intervalle de longueur [ (donc, entre
deux murs, on a la distance [), les fonctions et les valeurs propres sont données par :

wkx w2 k2

wk(l) = sin (T) s Ek(l) = 2 y k e N,

a une translation en x preés.

On va maintenant étudier le comportement statistique de la répartition des longueurs
de piéces dans le modéle de Poisson.

On s’intéresse aux points du processus de Poisson d’intensité p qui tombent dans
I'intérieur de I'intervalle [0, L]. Le nombre de ces points v = vy, est une variable aléatoire
de Poisson :

P(v, = k) = eﬂw%)k, ke NU{0}. (2.3)

Soient {7;}icq1,..x}y les points de processus de Poissons dans (0, L). Ils divisent I'intervalle
[0, L] en k + 1 sous-intervalles de longueurs A,;. La proposition suivante peut étre trouvée
dans [GMS83, page 113].

Proposition 2.1.2. Sous la condition vy, = k, la distribution d’un vecteur (Aq, ..., Agi1)
coincide avec la distribution d’un vecteur aléatoire
(L- n L. "2 L Tt ) (2.4)
[/F S R o /¥ L/F S R /NS /i R a /NS
oun,t=1,....,k+1, sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distri-

buées (iid) selon la loi exponentielle de parametre u :

fm' (23) = H’e_'ux]l[O,Jroo) ([L’),
ou f est la densité de la loi de distribution.

Dans (2.4), on écrira

i
Ai =L- )
Sk+1

ou S =n1 + ...+ n et m; sont décrites dans la Proposition [2.1.2, Par le théoréme de la
limite centrale (voir, par exemple, [Dur94]) :

S — /belk?

iV
ot N(a,0) désigne la distribution normale de I'espérance a et variance o2 et = est la
convergence en probabilité. De plus, les résultats de Leonard E. Baum et Melvin Katz

sur le taux de convergence dans la loi des grands nombres [BK65| donnent que pour tout
A > 0ettout 0 < 8 < 1/2 il existe une constante C' = Cy g telle que

"

= N(0,1), (2.5)

Sk 1

p > k”“ﬁ) < Ck™. (2.6)
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On pourrait également utiliser le théoréme du type Berry — Esseen (voir, par exemple,
[DZ10] pour les différentes techniques des grandes déviations ou [Berdl] et [Essd2| pour
les travaux originaux) pour obtenir qu’il existe une constante C' telle que

Sk 1
P (|3 -

Dans la suite, on préfére la forme ({2.6]). Pour chaque i et pour 0 < a < b, on a

> k1/2> < Ck~1/2,

P(n; € [a,b]) = e™#* — e+ (2.7)

Alors, sachant qu’on a k points en total, on trouve :

a L b
Pl A e . , . ‘ vr =k
( {k +1 p '+ kYR R4 1 pt - kl/“ﬁ] g ) (2.8)
= e M _oHb 4 O(k™),
ou O(k~*) signifie un terme borné par la puissance arbitrairement négative de k (avec
une constante qui dépend de cette puissance) exactement comme dans (2.6)). En écrivant
I’égalité précédente sous la forme raccourcie

P(A; € Ay | ve = k) = qrya,

ou

L L
A, — a b }

kot (k=112 kot — (k—1)"1/2+8
et
g =e " — e+ O((k = 1)7%),

on obtient que le nombre d’intervalles qui vérifient cette propriété suit une loi binomiale :
: : : k +1 m k+1-m
P(il y a m parmi k + 1 intervalles A; € Ag . | v = k) = QG (1 — @) :
m

Alors

P (le nombre des intervalles A; € Ay appartient & [kqe1 — m, kqpe1 + m] | vy = k’)

m2

2 1 _ 6_ 2qk+1(k’+l)’

et il suffit de poser m = /@rr1 k*/*>T? avec 0 < B < 1/2, pour obtenir

]P’(le nombre des intervalles A; € A;,; appartient a

[k%ﬂ — VAk+1 k1/2+ﬁ7 kEQri1 + /Qrt1 kl/ﬂﬁ} ’ v = k) > 1- e
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En rassemblant cela avec (2.8)), on obtient la probabilité conditionnelle :

. L a b
P(le nombre des intervalles A; € Rl | R o k—1/2+3]
appartient & [k(e ™ — e ™) £ k2P (era — e /2 4 O(k>0)] ‘ v = k;)
>1-¢ . (29)

La distribution (2.3) de nombre des points k dans 'intervalle [0, L] donne que son espé-
rance est égale a ulL et pour L suffisamment grand

P (v € [ul — LY*P ul+ LV29)) > 1 — 757, (2.10)

C’est une conséquence directe du théoréme de la limite centrale et du fait que la variable
aléatoire de Poisson de paramétre m € N peut étre représentée comme la somme de m
variables iid de Poisson de paramétre 1. En mettant (2.9)) et (2.10) ensemble, on obtient

P(le nombre des i t.q. A; € [a(1 — L7Y2%8) p(1 + L7V2HF)],
appartient & [pL(e " — e ) £ LY2B(gmra _ ommb)1/2 4 O(L_OO)D >1-—¢ .

Finalement, on peut facilement incorporer l'erreur de Uintervalle [a,b] dans Uerreur de
nombre des intervalles dans la derniére formule. On résume tous ces arguments dans la
proposition suivante.

Proposition 2.1.3. Avec une probabilité exponentiellement proche de 1 (i.e., supérieure
al—e " 3 e(0,1/2)), le nombre des intervalles de longueur comprise entre a et b (avec
0<a<b) est égal a

pL(e " —e ") + O (L1/2+f3(e_““ — e_“b)l/Q) + O(L™).
Les constantes dans les termes de reste sont uniformes en a et b.

Remarque 2.1.4. Le terme principal dans une expression pour le nombre d’intervalles dans
la Proposition [2.1.3] est plus grand que le terme de reste si

a<put(1—e)logL (2.11)

et [ est choisi suffisamment petit en fonction de ¢.

Remarque 2.1.5. Le dernier terme O(L~°°) ne peut pas étre omis par rapport au deuxiéme
terme seulement si a et b sont superpolynomialement dans 1’échelle L proches I'un a ’autre
(i.e., |[a —b] = O(L™°)) ou si a est d’ordre plus grand que log L.

On aura également besoin de 'analyse statistique sur le nombre de paires des piéces
voisins des longueurs données. On commence par la définition des sous-intervalles voisins.

Définition 2.1.6. On dit que deux sous-intervalles distincts [a, 0] et [c, d] dans [0, L] sont
voisins ou interagissent si le potentiel des interactions par paires U n’est pas trivialement
zéro sur L?(a,b) @ L*(c, d).
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Si on considére le potentiel des interactions par paires de la forme , qu’on répéte
ici :
U = 1{Ry,Ro);
alors la Définition signifie juste que les intervalles sont a une distance inférieure a
Ry 'un de 'autre.

Proposition 2.1.7. Il existe une constante C(u, Ry) telle que avec probabilité au moins
1 — e L7 le nombre de paires d’intervalles voisins tels que le premier intervalle est de
longueur comprise entre a et b et le deuxiéme est de longueur comprise entre c et d, est
donné par

C(p, RO)L(e*W _ efub) (67;“: _ efud) +0 (L1/2+6(67;m _ e*,ub)l/2(efuc _ e*ud)1/2)
+O(L™™).

Toutes les constantes sont uniformes en a, b, ¢ et d.

Démonstration. La démonstration suit celle de la Proposition [2.1.3] La seule différence
concerne 'analyse autour de la formule (2.7)).

La probabilité que n; € [a,b] est égale & e #* — ¢ #b. Comment peut-on avoir un
autre intervalle voisin de la longueur voulue ? En général, on peut avoir £ > 0 intervalles
entre ces deux intervalles qui nous intéressent de somme de longueurs inférieure a R.
La probabilité d’avoir d’abord un intervalle de longueur € [a,b], ensuite k intervalles
de somme de longueurs inférieure & Ry et finalement l'intervalle de longueur € [c,d] est

donnée par
(€7 — )i, Ro) (e — e7H9), (2.12)

o pi(u, Ry) est la probabilité que k intervalles consécutifs ont une somme de longueurs
inférieure & Ry. Pour trouver la probabilité qu’il y ait un intervalle de longueur dans [a, b]
et son voisin de longueur dans [c,d], il reste & sommer pour k allant de zéro a
I'infini. La somme est finie parce qu’elle donne une probabilité qui est toujours bornée par
1. m

La Proposition nous permet d’obtenir une expression exacte pour la densité
d’états intégrée pour ce modeéle. Ce résultat justifie entre autre 'asymptotique de Lifshitz
pour le modeéle des piéces.

Proposition 2.1.8. Pour tout E > 0,

—wE
N(B) = <

—_— m) (2.]_3)
ou
E = W/\/E

est la longueur correspondant a l’'énergie E.

Remarque 2.1.9. Le calcul de la densité d’états intégrée est fait aussi dans [LGP88| Cha-
pitre 2|. Le méme résultat est obtenu par une méthode un peu différente dans [LZ0T,
Proposition 3.2|. Dans [GMS83, Théoréme 2|, les auteurs étudient la valeur propre la
plus basse sur [0, L] dans la limite L — 400 qui est aussi équivalent a 'asymptotique du
résultat de la Proposition [2.1.8 pour £ — 0.
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Démonstration de la Proposition |2.1.8. Remarquons d’abord qu’une piéce de longueur [
dans [klg, (k+1){g) génére exactement k niveaux d’énergie inférieure ou égale a E. Si on
veut compter les énergies inférieures a F, il suffit de s’intéresser aux piéces de longueur
l > (. Les autres piéces ne générent aucun niveau inférieur a FE.

Deuxiémement, la probabilité d’avoir un intervalle assez grand est petite. Plus préci-
sément,

P(un intervalle donné a la longueur > p~*(1 4 ¢)log L) = L1+,

pour tout € > 0. La probabilité d’avoir plus de 2uL intervalles au total est exponentielle-
ment petite : d’aprés (2.10), on obtient que

P(il y a au moins un intervalle de longueur > (1 +¢)log L) < L™°. (2.14)
En utilisant Proposition , on voit qu’avec une probabilité au moins 1 — e_LB, ilya
uL(ei'uME _ e*H(k‘i’l)éE) =+ O(L1/2+,5'<€f,uk£E . efu(kJrl)éE)l/Z) + O(Lioo) (2'15>

intervalles qui générent £ niveaux d’énergie. Les constantes dans les termes de reste ne
dépendent pas de k.

On va maintenant calculer la densité d’états pour U'intervalle [0, L]. Les intervalles de
longueur plus grande que 1~ !(1+¢) log L sont négligés en utilisant I’estimée , comme
ils sont peu nombreux. Des intervalles plus petits seront traités avec . Ces intervalles
serons divisés en deux types : ceux de longueur vérifiant (2.11)) vont donner le terme
principal, et pour ceux qui restent, on va utiliser la formule comme une estimée
grossiere. Alors, avec une probabilité au moins égale  1— L= —p~1(1+¢)-log L-g e~ L,
on a :

[,u_l(H»s)-log L-ZEfl]

NP(E) =L Z k- {IUL(e*MkEE k)

k=1
—I—O(LI/HB(G_“ME _ e—u(k+1)€E)1/2) i O(L_OO)}

[,u_l(l—s)-logL-ZE_l] [,LL_I(I—i-s)-logL-éE_l]
_7-1
- L + 3 {
k=1 [u*1(1—5)~1og L~ZE’1]+1

[u‘l(lfs)-log L-@Efl]
_ {M k (ef,uka _ e*ll(k"i’l)éE) + O(L71/2+/510g L)}

k=1
+0 ((log L)*(e-A-1oBL | [=1/245~(1-0) g L/2))
+oo
S pY e O(L)
k=1
—lg
- L L — >
1 —eme’ ’

qui démontre ([2.13)). O
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Corollaire 2.1.10. L’énergie de Fermi est donnée par :
B, =% (log(up™ + 1)) ~ 7 flogp| >, p—0, (2.16)
et la longueur de Fermi (longueur d’intervalle correspondante a E,) est donnée par :

_ log(up™ +1)

‘ r

~puHlogpl, p—0. (2.17)

Démonstration. Par la définition de I’énergie de Fermi ((1.83)) et par I'expression exacte
(2.13) pour la densité d’états intégrée, on a :

prexp(—puly)
— N(E,) = :

La résolution de cette équation par rapport a ¢, donne (2.17)), d’ou ([2.16) suit immeédia-

tement. O

2.2 Séries de perturbations

Dans cette section, on développe les idées de la Section [1.3| pour le cas particulier du
modele des piéces de Poisson. Il s’agit de la réduction des éléments matriciels W,z en des
éléments Ul (rs) encore plus simple que dans le Théoréme ; on l'obtient dans la
sous-section [2.2.1] Ensuite, dans la sous-section [2.2.2] on calcule ces éléments du potentiel
d’interactions par paires. Ceci nous permet, entre autre, dans la sous-section [2.2.3] d’esti-
mer ’élément matriciel Wy, sur I’état fondamental du hamiltonien libre (sans interactions)
H?; ceci donne une majoration de I’énergie fondamentale par particule &(p, 0).

2.2.1 Reéduction des éléments matriciels

Dans cette sous-section, on se place dans le cadre de la sous-section [1.3.3| et on précise
davantage la structure des séries de perturbations pour le modeéle des piéces de Poisson.
On rappelle que les états a n fermions sans interaction dans [0, L] sont numérotés
par des ensembles d’indices @ C N, |a| = n. L’énergie est donnée par la somme (|1.78])
et la fonction propre par le déterminant de Slater . Les ¢éléments matriciels Wog
permettent la réduction aux éléments matriciels d’interaction par paires U (rs) (définies

dans (1.88])) grace au Théoréme [1.3.16]

Remarque 2.2.1. Avec la probabilité une, il n’y a pas deux sous-intervalles de la méme
longueur et les niveaux du hamiltonien a une particule sont simples. Ceci veut dire que la
base des fonctions propres a une particule {1, }; est telle que chaque fonction est supportée
exactement sur un sous-intervalle. Avec un léger abus des notations, on écrit A(v);) =
supp ¥; pour la piéce, ot cette fonction est supportée.

Le lemme suivant donne la condition nécessaire pour qu’un élément U (rs) soit dif-
férent de zéro.
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Lemme 2.2.2. Supposons que chacune des fonctions 1., avec x € {i,j,r,s}, est supportée
sur la piece A, = A(1p,). Alors Ugj) (rs) est différent de zéro seulement si

(a) {A“AJ} = {Ara As};

(b) ces quatre intervalles soit coincident, soit sont voisins dans le sens de la Défini-
tion qui équivaut a dire que dist(A;, A;) < Ry.

Démonstration. Le lemme est juste une conséquence du fait que U(x,y) = Ly gy (|2 —y|)
est l'opérateur de multiplication supporté sur le Ry-voisinage de la diagonale x = y.
Ceci implique, en particulier, que les états & deux particules [, ;] et [, 1] doivent
avoir des supports ayant une intersection de mesure positive. Mais une intersection de
mesure positive signifie que ces support coincident. Finalement, ce support commun doit
évidemment rencontrer le Ry-voisinage de la diagonale. O

Dans le cadre du Théoréme [1.3.16| et a l'aide du lemme précédent, on peut préciser
maintenant la structure de la matrice d’interaction W dans la base des fonctions propres
de Popérateur libre (sans interactions) {W, },, voir ((1.79).

Corollaire 2.2.3. On utilise les notations du Théoréme [1.316. Un élément matriciel
Waps est différent de zéro seulement dans les cas suivants.
(a) Elément diagonal : o = 3.
(b) Une seule fonction a une particule dans o doit étre changée pour obtenir 5, mais
cette nouvelle fonction est nécessairement supportée sur le méme sous-intervalle :

la\ Bl =1 et AlYa)=AYs),

ot on rappelle que Vg et 1o sont des fonctions a une particules distinctes dans o
et 3 respectivement (voir le cas @ du Théoreme [1.3.16|).
(¢) Deux états a une particule dans o sont changés pour obtenir (3 :

la\ Bl = 2.

Deuz cas sont possibles :
— toutes les quatre particules distinguées sont dans la méme piece :

A(va) = Alva) = AYg) = A(Yo),

— deux particules dans deuz piéces voisines différents sont remplacées par deux par-
ticules dans les mémes deux pieces :

A(g) = A(e) # A(va) = A(Yo) et ces deux piéces sont voisines.

On rappelle qu’ici {1, Va} sont des fonctions distinctes dans o et {1, 0} sont
des fonctions distinctes dans 3 (voir le cas du Théoreme (1.3.16)).

Démonstration. Pour x € {a, b, c}, chaque cas (x) de ce corollaire correspond exactement
au cas (x) du Théoréme [1.3.16[. Les précisions sur la coincidence ou le voisinage des sous-
intervalles qui supportent les fonctions distinctes sont des conséquences du Lemme 2.2.2]

[
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2.2.2 Eléments matriciels de potentiel d’interactions par paires

Dans cette section, on va calculer les éléments matriciels du potentiel d’interactions
par paires Ug;;) (rs) qui peuvent étre non nul selon le Corollaire @

Pour ne pas rendre la numérotation des états propres a une particule trop complexe, on
fait le réarrangement suivant. Dans la suite, on numérote un état propre a une particule 1
de V'opérateur H, (L, 1) par deux indices : la piece A = [a,b] C [0, L] ou il est supporté et
le numéro i de niveau dans cette piéce. Selon la Remarque [2.2.1] on peut toujours le faire
avec la probabilité 1, comme toutes les fonctions propres a une particule associées & une
énergie fixée sont supportées sur exactement une piéce et ’espace propre correspondant
est de dimension 1. Les longueurs des piéces sont notées par [ sans ou avec des indices
supplémentaires. Par conséquent, les fonctions propres a une particules ont la forme :

mi(r — a)

oaa) = sin (=) s ite - a),

ol = |A] = b—a. Lanorme [|¢a ;|| = 1/2. Pour raccourcir des notations, dans la formule

précédente, on a défini

P= . (2.18)

On omettra souvent des indices dans la notation 1 ;. Dans la suite, i, 7, 7 et 5 sont des
parameétres petits : on s’intéressera de quelques premiers niveaux dans des sous-intervalles
de longueur d’ordre |log p| (voir (2.17)) pour la longueur de Fermi ¢,, i.e., 4, j, r, s sont
typiquement bornés et [ est typiquement grand. On fera alors des développements limités
par rapport aux parameétres 2, ), 7, S.

Remarquons maintenant, que selon le Lemme , les éléments matriciels Uy (rs)
sont de deux types : soit toute I'intégration se fait dans une seule piéce, soit les deux piéces
voisines se touchent (deuxiéme partie du cas ) Sans préciser le domaine d’intégration,
on écrit selon la formule ([1.8§]) :

Ui, (rs)
= // dady (sin (iz) sin (Jy) — sin (jz) sin (iy)) (sin (Fz) sin (8y) — sin (32) sin (Fy))
= {ivja 727 §} - {@j? §7 f} - {ja i? TA‘) é} + {ja ia §7 72} )
(2.19)

ot U désigne le numérateur de la partie a droite de la formule ((1.88]) (on laisse le déno-
minateur pour plus tard). On a aussi introduit la notation

{1,),7,8} = // dzdy sin (ix) sin (Jy) sin (7z) sin (5y) . (2.20)

Remarquons que U intervient implicitement dans (2.19)) dans le domaine d’intégration (qui
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n’était pas précisé). Considérons maintenant l'intégral (2.20)). Le calcul direct donne :

{2,),7,8} = // dzdy sin (2x) sin (Jy) sin (7x) sin (Sy)

= é//dxdy[cos(m + jy — rx — Sy) + cos(ix — Jy — fx + Sy)
—cos(ix + Jy — 1o + Sy) — cos(ix — jy — rx — Sy) (221)
—cos(iz + Jy + 1z — Sy) — cos(ix — jy + 7x + Sy)
+ cos(iz + Jy + 7o + Sy) + cos(? x—jy—i—fa:—éy)].
On va maintenant calculer I'intégral
2,5,7,8]g = // dzdy cos(iz + jy + rx + Sy) (2.22)
Q

Le domaine d’intégration () varie suivant que x et y sont dans la méme piéce ou non :

(a) cas diagonal
Q= D() = {(z,y) € [0,]]%, t.q. |z —y| < Ro},

quand on intégre sur la méme piéce,

(b) cas résiduel
Q= R(ll’l2> = {(flf,y) S [0711] X [_1270] t.q. |J: - y| RO}

quand les piéces sont voisines.

Notre écriture des domaines D(I) et R(ly,ls) tient compte du décalage en = et est en
accord avec le fait qu’on écrit sinus sans la phase pour les fonctions propres.

Remarque 2.2.4. C’est facile a voir que si les piéces voisines ne se touchent pas, ceci
équivaut a diminuer Ry de la distance entre les sous-intervalles. Pour nos estimées on
peut donc se restreindre aux deux cas ci-dessus.

On suppose que les pieces qu’on considére sont plus grandes que la longueur d’inter-
actions par paires, i.e., [,l;,lo > Ry. Remarquons aussi que
D(l) ={zx € [0,1],y € [x — Ry, + Ry}
\{(z,y) €10,1] x [=1,0], t.q. [x —y| < Ro}
\{(z,y) €10, x [1,2], t.q. [z — y[ < Ro}-

La derniére observation réduit 'intégration dans (2.21)) et (2.22)) aux deux types de do-
maines suivants :

M=A0<Le<}x{z—Ry<y<z+Ry} et R={0<2< Ry} x{xr—Ry<y<0},
(2.23)
dans le sens que si | > R, alors
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et si min(ly,ly) > Ry alors
<iaj7f>§> (11712) <i jafﬂg)R
ou (...) peut signifier {...} ou [...].
Lemme 2.2.5. Le terme d’interaction entre deux piéces voisines est borné par :
\[2,5,7, 8]x| < R§/2. (2.25)

Démonstration. L’expression sous l'intégrale dans (2.22)) est bornée par 1 et 'aire d’inté-
gration pour 2 = R est R3/2. [

Les deux lemmes suivants donnent les expressions exactes pour les termes d’interac-
tions sur la diagonale de la méme piéce et au bord de deux pieces voisines.

Lemme 2.2.6. Pour le terme “principal” :

z+Ro
1,7,7,8 v = dx dycos 4y +rr+ sy
M

2R0 1+7=7+5=0,
1+ 7)R
= QZSIH((EH:) o). PP =0,i47£0,
147
0, stnomn.

Démonstration. Se fait par un calcul direct en utilisant la représentation ([2.18|) pour 2, J,
7 et §. O]

Lemme 2.2.7. Pour le terme “résiduel” :

Ry
[2.5:7, 8l = / dl‘/ dy cos(ix + jy + 7z + 3y)
0 Ro

(B2 i i=j4s=0,
1 —cos((2+7)Ro) . S
S sii+7#0, j+5=0,
1 —cos((j+ 3)Ro) L S
A , sitt+7r=0,7+8#0,
G+ 38)? Itsf (2.26)
=4 R sin((i +7)Ry) 1 —cos((i +7)Ro)
it @+
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Démonstration. Se fait par un calcul direct en utilisant la représentation ([2.18|) pour 2, },
7 et §. O]
Le lemme suivant donne un contréle sur le terme de reste (du type R comme défini
dans (2.23))) pour i, j, 7 et § petits.
Lemme 2.2.8. Le terme résiduel admet [’estimation suivante :
Ulsy sy = O (0J(2% + 7°)P5(7% + 8 Ry”) .

Démonstration. On utilise directement la premiére partie de la formule (2.19)). L’aire du
domaine d’intégration donne le facteur RZ. Ensuite, on remarque que

sin (2x) sin (Jy) — sin (jx) sin (2y)
= (z — 2% /6 + O (?"2")) (Jy — 7’y /6 + O (3°v°))
— (jz = 7’2° /6 + O (J°2°)) (iy — *y*/6 + O (P°y°))
= 0 (1) + J*)Ry)
et la méme chose est vraie pour 7 et s. Ceci démontre 1’énoncé. O
Maintenant, on applique ’analyse préliminaire des Lemmes et au calcul des

éléments matriciels concrets. Premiérement, pour les éléments diagonaux, on s’intéresse
aucasi=r, j = s, cest-a-dire, qu'on considere U, ij).-

Lemme 2.2.9. Supposons que 1; et 1; sont supportées sur la méme piéce de longueur (.

o I in((i — ))Ry) _ sin((i +))Ry) 1
sin( (2 — 7)o sm( (2 + 7)o
N () = = — — — 1. 2.2
Vi =7 (o= g5 g ) ros) e
En particulier, ceci implique
R ., . RS .
Utig), (i) = 6_; (7/2 +92> + 0 (70(24 +f)) , (2.28)

s11<<1, 1< et

1
Uijy, ) = O <7>

Démonstration. Pour calculer le dénominateur dans la formule ((1.88)), on trouve :

en général.

2
I sin(iz) A sin(y)|l 2 (o2 = 2]l sin(iz) | 2 | sinGy) | 2o :2( z/z) —1

Comme en (2.24]), on écrit le numérateur comme la somme du terme principal et le reste.
Le terme de reste est majoré soit par (2.25)) afin d’obtenir la formule (2.27)), soit par le

Lemme parce que l'asymptotique ([2.28]) nécessite plus de la précision.
Pour le terme principal M, on applique la représentation ([2.19)) :

U(/;;[),(z‘j) = {ivi ivj}/\/l - {ivjm?? i}M - {j7 i, iaj}/\/l + {j7 i,j, i}M
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Pour chaque terme dans la derniére expression, on utilise . Ceci donne une grande
somme de termes |« 3,7, 0| r, ol la collection des indices «, 3, v et § coincide avec la
collection +7, +7, +7, +). Le signe devant ce terme est choisi selon la parité de permutation
et le nombre de signes moins devant 2 et J.

Pour calculer chaque [a, 3,7,0]r on utilise le Lemme . On voit que les seuls
termes non nuls sont :

{ivjv ivj} — [iajv _67 _j] + [i7 _jv _ihj] — 2R0l + 2R0l

o . sin((2 — J) Ro) sin((2 4+ ) Ro)
—42,3,7,1 - —,7, =7 = = t,—7,7, -1 — =2l — — 21 —

{2,351} 2,0, =), =1 = [t, =), ), ] A~ 1

JER N a A A Sin((j—i)Ro) Sin((j—Fi)Ro)
—1{7,1,1, — =3, —1,—) =7, -1, — — =2 AA — 21 AA

{J.3,2, 7} [ A=1 ]l i [

{ja i?ja i} — [ja ia _ja _IZ] + [ja _i7 _jv IZ] — 2ROZ + 2Rol

Ceci donne ([2.27)) aprés addition et normalisation. La formule (2.28)) suit immédiatement
par le développement limite de sinus au voisinage de zéro et la derniére formule dans
I’énoncé du lemme est trivial. O]

Le corollaire suivant est trés important dans la suite. Il réalise un cas particulier du
lemme précédant : on considére les deux états les plus bas (i = 1, 7 = 2) dans un sous-
intervalle assez grand (I > 1).

Corollaire 2.2.10. Soient 1) et ¢y les deux états les plus bas dans une piéce de longueur

[. Alors
513 5775
Unay, 2 = 75 + O (Rg/T°) (2.29)
Le prochain lemme décrit des éléments diagonaux de l'interaction entre des particules
qui se trouvent dans des piéces voisines.

Lemme 2.2.11. Supposons que ; et ¢; sont supportées dans les pieces voisines de lon-
gueurs respectives ly et ly. Alors, il existe Ry < Ry, tel que

I 1 R 1 —cos(2iRy) 1 —cos(2jRy) cos(2)Ry) — cos(2iRy)
T 207 272 20— ))? '
(2.30)

Ceci implique, en particulier, que

Rﬁ
Utis) (i) = 9051112

1
Uijy, ) = O (@)

(27 + O(i° + 7%))

s, )< et

en général.
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Démonstration. On suppose que les piéces sont [—ls,0] et [0,11]. Si les piéces étaient a
une certaine distance 0 < d < Ry 'une de 'autre cela changerait seulement la valeur de
Ry. C’est-a-dire, ces particules interagissent a travers un potentiel de rayon Ry = Ry — d.
Cet argument n’est vrai que pour U de type mais peut étre facilement adapté pour

le potentiel plus général (2.1)).
On utilise le méme principe que pour la démonstration du lemme précédent. D’apreés

la formule (1.88]), on a :
2[7R(117l2)

(45),(15)
Uis) (i) = T (2.31)
Pour le numérateur on écrit :

~R(1y FAN ~ s U A a s AU
U(Zj(),l(zj)) = {Z7J7Z7J}R - {7‘7]7]7 Z}'R - {j?zvzuj}R + {]7%]7 Z}'R = {2737 Z7J}'R'
Ici on a utilisé le fait que d’autres termes sont nuls comme sin(iz) vit seulement sur
I'intervalle z € [0,14] et la fonction sin(jy) sur y € [—Iy,0]. Le terme {7,i,j,2} contribue
dans le domaine symétrique & R par rapport a (z,y) = (0,0) : c’est I'origine du coefficient

2 dans (2.31)). Ensuite, pour {%, },%, j}» on utilise le développement (2.21)) :

1r. . . . o o o
{%]7%]}71 = g [[Zaja -1, _]]'R + [Z7 -7 _ZJJ]R - [27]7 _Zaj]'R - [7'7 -7 _j]R

- [iv ja 27 _j]R - [€7 _ja 27 j]'R + [ia ja i? j]’R + [ia _j7 €7 _j]R] .
Puis, le Lemme appliqué a chaque terme donne ((2.30)). H

Les Lemmes [2.2.9] et 2.2.11] donnent les éléments matriciels diagonaux du potentiel
d’interactions par paires U. Supposons maintenant que les paires (ij) et (rs) différent par
un seul élément, i.e., © = r, mais j # s. Ceci correspond au cas (]ED du Corollaire . On
considére, donc, Uij) (is)- Selon le Lemme 2.2.2] il y a deux cas dans lesquels un élément
Utijy,(is) est différent de zéro : si toutes les (trois) fonctions & une particules sont supportées
par la méme piéce ou si 9; est dans une piéce et ¢; et ¢, dans une piéce voisine. Nous
traitons ces cas dans les deux lemmes suivants.

Lemme 2.2.12. Supposons que 1;, 1; et 1, sont toutes supportées dans la méme piéce
de longueur [. Alors,

- sis=21+7,
1 Sln(2§R0> sm((i +j)R0) 1
Ut iis) = 57 — = — O], 2.32
(i9).(i5) 21( % Tt +0| 5 (2.32)
ce qui domne
R3 . o . ,24 +j4
Utij) (is) = 1—2()[(3 —)(+31)+0 ( ] )

quand 1 < 1, )< 1, et

min (1, (i~
Utijy iis) = O (

en général ;
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- sis=12i—j| >0,

Utip.iis) = 5; 5

1 (sin(%Ro) sin((ii ?RO)>+O<%2>’ (2.33)

ce qui donne

RS o . i4 +j4
Uijy,is) = 121( J+)( - 30) +O< ;i )

quand 1 < 1, )< 1, et

min (1, (i_l + j_l))
Utijy iis) = O ( ;

en général;
— autrement

1

Remarque 2.2.13. Dans le dernier cas (2.34)), des expressions explicites peuvent étre écrites
en utilisant les Lemmes et [2.2.7] mais ces expressions sont assez lourdes et on n’en
aura pas besoin.

Démonstration du lemme. On étudie le numérateur ﬁ(ij),(is) de la formule . On le dé-
veloppe selon et on réécrit chaque terme comme {-, -, -, -}p = {-, -, -, Jm—=2{-,, -, }»
par la formule (2.24)). On va se concentrer sur I’étude des termes M comme le terme R
est estimé par ([2.25]) et rentre dans le terme de reste. Alors, on a :

T M
Uty iis) = Ul ey — 2005

(37),(is)>

~

U(ij),(is) {Z J?i S}M {Z .]7 $ Z}M {]7 2 Z? S}M + {]7 (2 $ Z}M

Par le Lemme [2.2.6] les quatre termes de type M ci-dessus peuvent donner une contribu-
tion non nulle seulement si I'une des relations

itjts =0 (2.35)

est vérifiée (les + dans cette formule sont indépendants), c’est-a-dire, comme les termes
sont positifs, si
s=2i+j ou s=|[2i—j|>0.

Supposons que s = 2i + j. Alors

U(/;;t),(zs) = {Aaja ia §}M - {27 ja §7/Z}M {ja ia ia é}/\/l + {jv ia §>i}M
... . 1. . .. 1. . . 1. )
:g[l,],l,—S]M——[Z,j,—S,Z]M—g[],Z,Z, 8]M+§[ 4y 57Z]./\/l
_ 21 (sin(2iRy)  sin((i — 8§)Ro)  sin((j + 1) [) N sin((7 — $)Ro)
B 20 -5 j+i j—4

8
1 (sin(2iRy)  sin((2 +7)Ro)
2 2 i+ '
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Ceci démontre (2.32)). De méme, si s = |[j — 2i| > 0, alors

-y ! (Sin(zmo) - sin((j: - ?RO)) .

Ui =5\ o

Ceci implique ((2.33)).
Finalement, si aucune relation de type ([2.35)) n’est vérifiée, tous le termes {-, -, -, -}y
s’annulent et il ne reste que les termes de type R qui peuvent étre traités par (2.25)). [

On traite maintenant le deuxiéme cas des piéces voisines.

Lemme 2.2.14. Supposons que 1; est supportée dans une piece de longueur l; et que 1);
et Yy sont supportées dans une piece voisine de longueur ly. Alors

1
Uty i) = O { 777 | - (2.36)
Lils
Démonstration. L’égalité (2.36)) est une application directe de ([2.25)). O

I1 nous reste & comprendre ce qui se passe si les paires (ij) et (rs) sont complétement
différentes : les indices 7, j, r et s correspondent & quatre fonctions propres a une particule
distinctes. Comme d’habitude, il y a deux possibilités : soit toutes les particules vivent
dans le méme sous-intervalle, soit elles vivent par paires dans deux piéces voisines. Ces
deux cas sont traités dans les lemmes suivants.

Lemme 2.2.15. Supposons que ¥;, 1;, ¥, et 15 sont supportées dans une seule et méme
piece de longueur . Alors

— st une relation de type
1xjEr+s=0 (2.37)

est satisfaite, alors
1
Utig),rs) = O (7> ; (2.38)

par exemple, si 1+ j =1+ s, alors
1 [sin((2 —7)Ry) sin((2 — ) Ro) 1
Utij)(rs) = 57 ( - -— +0( %), (2.39)

ce qui donne

st 1, 1<,
- stnon

1
Utij),(rs) = O (1—2) : (2.40)

Remarque 2.2.16. Des formules de type (2.39)) peuvent étre écrites de la méme fagon pour
d’autres cas quand 'une des relations “résonantes” ([2.37)) est satisfaite.
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Démonstration du lemme. Considérons le cas o1 ¢ + j —r — s = 0. Suivant la stratégie
des lemmes précédents, on calcule le terme principal :

U(jv};l),(rs) = {iajafa ‘§}M - {iaja §772}M - {j) iafa ‘§}M + {j7 i’ ‘§772}M
1. . . 1. . . .. . . ... . .
= _[Zaja -, _S]M - g[zv.]a -, _T]M - g[jfba =T, _S]M + g[]al) —S, _T]M

8

1 (sin((i —7)Ry)  sin((@ = 8)Ry)  sin((j —7)Ro) N sin((7 — §)RO)>
1 i—7 i— 3 =7 i—3

L (sin((i —7)Ry)  sin((2 — 5)Ro)

T2 ( i—r -3 > ’

ce qui démontre (2.39)). O

Lemme 2.2.17. Supposons que 1;, 1, sont supportées dans une piéce de longueur l; et
Y;, ¥ dans une piéce voisine de longueur ly. Alors

1
Utij),(rs) = O (E) : (2.41)

Démonstration. L’égalité (2.41)) est une application directe de (2.25)). O

2.2.3 Interactions au fond du spectre

Dans cette sous-section, on applique des résultats précédents a l'estimation de £(p, 0)
I’énergie fondamentale par particule en présence des interactions. A la fin de cette sous-
section, on montrera par un argument simple que 1’état fondamental d’'un systéme avec
interactions est nécessairement différent de celui sans interactions en construisant une
fonction test appropriée.

On calcule d’abord un élément diagonal W, pour un état a “proche” de I’état fonda-
mental. La démonstration de ce théoréme est instructive également : dans la suite de la
thése, des résultats nontriviaux seront démontrés en utilisant les mémes idées.

Théoréme 2.2.18. Soit ¥, un état propre du systéme a n particules sans interactions
tel que chaque particule de l’état W, est d’énergie bornée par

E=FE,(1+0d(p)), (2.42)

ot §(p) = o(p/log p). Alors l’élément diagonal de la matrice des interactions W sur cet
état admet la limite thermodynamique :
(WU, U,  Waa 5R3 p

= S (1+0()1 -1 A A 0. (2.43
A = Cew o (L OMosA ™). A oon/IAl = p> 0. (243)

Démonstration. A I'énergie (2.42)) correspond la longueur d’intervalle

t= =L(1+ 5(/)))71/2 =L, <1 - %5(/)) +0 (52(/)))> . (2.44)

7=
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On ne s’intéresse qu’aux intervalles de longueur plus grande que v ; en effet les autres
intervalles ne portent aucun état a une particule d’énergie inférieure a F. Les termes dans
W arrivent par deux fagons : soit il y a au moins deux états dans la méme piéce (dans ce
cas 1a, Uy;),i5) est donné par le Lemme [2.2.9)), soit il y a deux pieces voisines de longueur
plus grande que ‘ (voir le Lemme

Dans la suite, on va montrer que ce sont les piéces qui possédent exactement deux
états, qui donne le terme principal dans . La démonstration s’appuie sur les deux
idées suivantes. _

Premiérement, la plupart des piéces de longueur au moins 2¢ doivent étre occupés par
au moins deux états, parce que le nombre total des piéces (de longueur plus grande que
Z) qui peuvent étre occupés est seulement légérement supérieur a n (c’est ici qu’on se sert
de notre définition de la marge 0(p)).

Deuxiémement, parmi toutes les pieces plus grandes que 22, la majorité ont une lon-
gueur trés proche de 2¢. Les autres piéces sont beaucoup moins nombreuses et, donc,
donnent un terme de reste. D’autre part, les paires des piéce voisines de longueur environ
¢ sont aussi nombreuses que les piéces de longueur environ 2¢ (comparer les Propositions
et . Ainsi ces deux cas donnent les facteurs combinatoires du méme ordre de
grandeur. Néanmoins, 'amplitude des interactions entre des pieces voisines de longueur
environ [ est beaucoup plus petite que celle entre deux états au fond d’une piéce de
longueur environ 2l (voir les Lemmes 2.2.9| et |2.2.11|).

En résumé, ce sont des piéces de longueur environ 27(V0ire, environ 2¢,) dont les deux
états les plus bas contribuent le terme principal dans W,,. La démonstration détaillée
suit.

On fait d’abord I'observation suivante. Selon la formule exacte pour la longueur

de Fermi, on a :

- P 1P
et =1+ p/p)7t < =
f Y

On analyse ensuite ce & quoi ressemblent les états propres a n fermions sans interac-
tions caractérisés par . L’état fondamental est caractérisé par le fait évident : on
considére I’ensemble des piéces disponibles et on les remplit a partir des états les plus bas.
Autrement, il est caractérisé par 1’énergie E, (L, 1,w), c’est-a-dire, la n-éme énergie d'un
systéme & une particule sur [0, L]. On rappelle que par le Lemme

w-p.s.

E,(L,1,w) < E, (2.45)

dans la limite thermodynamique. De plus, en considérant les conditions au bord de Di-
richlet, et utilisant le fait que dans ce cas la densité d’états pré-limite est inférieure a la
densité limite : NP(E) < N(E), on obtient que la convergence dans se fait par
au-dessus, E,(L,1,w) > E, sous la condition que n/L converge vers p également par
au-dessus, n/L > p. Donc, en particulier, les particules qui composent I’état fondamental
occupent tous des niveaux d’énergie sous F, ou, autrement, toutes les pieces de longueur
plus grande que ¢, sont occupés au moins jusqu’au niveau £,,.

On adopte le point de vue suivant : on regarde les états a n particules en les comparant
a I’état fondamental & n particules. Notamment, un état plus élevé peut étre considéré
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comme étant fait & partir de I’état fondamental en déplagant certain nombre des états a
une particules vers des états avec I’énergie plus haute.

Calculons combien des niveaux énergétiques disponibles sont ajoutés quand on permet
aux particules d’avoir des énergies bornées par E définie en . Les nouveaux niveaux
d’énergie arrivent par le mécanisme suivant : une piéce avait exactement £ — 1 niveaux
d’énergie sous E, (en remplacant £, (L, 1) par E,, on obtient une majoration sur le nombre
des états qui sont ajoutés) et le k-éme niveau tombe entre £, et E (il est possible que cet
état ne soit pas le seul qui ait été ajouté dans cette piéce).

Par la Proposition , avec une probabilité plus grande que 1 — e‘LB, pour £ € N,
on a :

i (intervalles € [kl k&]) = ulL (e‘“kz— e_“kg"> +0 (Ll/2+66_“k2/2 + L_°°>
k-1

=zw-k(§)kl-o@>

Alors, on calcule

—+00 k—1
f(états ajoutés) < Lp - o(p) - Z k (£> = Lp-o(p). (2.47)
p
k=1

Remarquons, que le calcul précédent tient compte du fait qu’il peut arriver que certaines
pieces ont plus de deux états entre F, et F. La probabilité que ([2.47)) ne soit pas vrai est

majorée par O (Le’Lﬂ> parce qu'il y a O(L) différents k dans ([2.46)).
D’autre part, regardons combien il y a des piéces avec au moins deux états. Avec une

probabilité exponentiellement proche de 1, le nombre d’intervalles de longueur au moins
2¢ est donné par :

i (intervalles > 2?) = pLe‘p2Z+ O (L1/2+56—p27+ L_°°>

— pL (pp(1 + pfp) 1)) (2.48)
:Ln§u+0@»

Le comparaison de ([2.47)) avec (2.48) montre que, quand p est petit,

i (intervalles > 2?) > f(états ajoutés).

Ainsi, seule une petite partie des états qui se trouvent dans des piéces occupées par au
moins deux particules peuvent étre déplacés dans d’autres piéces (ou vers de nouveaux
états dans la méme piéce). Le nombre de ces états peut méme étre bien controlé en
imposant une condition plus restrictive sur d(p).

Comme nous l'avons indiqué au début de la démonstration, on s’intéresse aux inter-
valles de longueur supérieure & £. On les répartit dans les groupes suivants :
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— Des piéces de longueur entre (et 20 : ils peuvent contribuer dans W, seulement a
travers l'interaction avec une piéce voisine suffisamment grande. Ce cas sera traité
ultérieurement. B

— Des piéces de longueur entre 2¢ et 2¢,+A ot A = o(¢,) mais croit quand p tend vers
zéro (il suffit de prendre A = |log p|? avec B € (0,1)) : ces piéces portent chacune
au plus deux états (la plupart portent exactement deux états); elles donneront le
terme principal. _

— Des piéces de longueur entre 2¢, + A et 3¢ : elles ne peuvent pas avoir plus de
deux états mais elles sont beaucoup moins nombreuses que des piéces du groupe
précédent. B B

— Pour k£ > 3, des piéces de longueur [ € [kl, (k + 1)¢) apportent k états, mais sont
encore moins nombreuses. B

Considérons maintenant une piéce de longueur [ € [2¢,2(, + A] telle que « posséde

exactement deux états dans ce sous-intervalle. Par la contribution de cette piéce a
I'interaction est

5R3 53 s(p) A
o o p

Plus généralement, supposons qu’'une piéce de longueur [ est remplie par m niveaux, du

premier jusqu’au m-éme. Remarquons, que si I’énergie la plus haute est bornée par F,

alors
="=0(E") =041,

I P
Calculons la contribution de ce sous-intervalle a W,,. En utilisant (2.28)), on obtient :

W RS RS o o O RS a |
wat) = D {5 B+ ) +O(F @ +7)

ij=1
i<j

_ R_g’ (m—1)m(m+1)(2m + 1) L0 RSm?® (2.50)

6l 612 B

= (m—1)-0(R3(,”).

Il reste maintenant & calculer le nombre de piéces de chaque type. Premiérement, par
la Proposition avec une probabilité au moins égale a 1 —e*Lﬁ, le nombre d’intervalles
de longueur comprise entre 2¢ et 2¢, + A est donné par :

i (l c [227, 2£p + A)) = uL (e—ZMZ_ e—u(?ﬁ,ﬁ-A)) +0 <L1/2+B€—Mz+ L_OO>
= pLe % (1+0(6(p)) —e ") +0(...)

—p- L1+ 0() (14 06(p) =) +0(..)  *5D

—Lp- L. (14 0(p)).

TIE I

Nous avons déja démontré que la plupart de ces piéces doivent étre nécessairement occu-
pées par exactement deux états (voir la formule (2.47))). De méme, on a

, (z €20, + A, 357)) < pLe P2t L O( ) =1 (z e 20,20, + A)) LO(6). (2.52)
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Ceci indique que la majorité des picces avec deux états sont de longueur environ 2/,.
Finalement, pour des piéces comportant £ > 3 états, on a :

¢ (z e k0, (k + 1)57)) —Lp-0(pF1). (2.53)

La derniére (mais trés importante) remarque, afin de sommer tous ces termes, consiste
a dire que des interactions entre les piéces voisines ne vont influencer que le terme de
reste. En effet, le nombre des piéces voisines de longueur proche de ¢, chacun est du
méme ordre de grandeur que le nombre des piéces de longueur proche de 2¢, (comparer
les Propositions et . Mais le terme d’interaction Uiq)11) pour les voisins (o
chaque “1” désigne le premier état dans sa piece) a un facteur 1/¢, par rapport a Ug12)12)
pour la méme piéce. Les autres voisins sont encore moins nombreux et rentrent dans le
terme de reste.

On rassemble les expressions pour les termes apportés par des piéces différentes ,

(2.50)) avec les estimées sur le nombre de pieces des différents types (2.51), (2.52)), (2.53)) :

p SR} p) A . _
Wow=Lp- 2 <1+0<p>>{gg+o (n (%% + L 0(6,) - O(6,")
+ Z Lp-O (") (k—=1)-0 (RS’E;?’) + {termes d’interactions entre voisins}
k>3
p 5Rj -1
—I,. P .20
P o (1+0(6,1)
qui démontre ([2.43)). O

Par le principe variationnel, ce théoréme nous permet de majorer I'énergie fondamen-
tale par particule &(p, 0) par rapport a celle du cas sans interactions £°(p, 0).

Corollaire 2.2.19. [l existe une constante C' > 0 et la densité py > 0 telles que pour
p < po, ON a :
E%(p) < E(p) < E%(p) + Cpllogp| ™, (2.54)

ot E%p) est I’énergie fondamentale par particule pour des fermions libres, qui peut étre
calculée par (1.84)) et les formules exactes (2.13|) pour la densité d’états intégrée N(E) et
(2.16) pour l’énergie de Fermi E,. En particulier, on a :

Elp)=E, - 2E§/2 + O (|logp|™) . (2.55)

Démonstration. La minoration dans (2.54]) est évidente parce que les interactions sont
répulsives, U > 0; donc, I’énergie fondamentale avec les interactions est supérieure ou
égale a I’énergie fondamentale du probléme libre :

E?(L,TL) < El(Lvnvw)'

Notons maintenant par Wi = Uy 1'état fondamental d'un systéme de n fermions sans
interaction. Cet état satisfait la condition (2.42)), comme toutes les particules ont une
énergie bornée par E,,(L,1,w) qui tend presque stirement vers I’énergie de Fermi E,. Par
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conséquent, le Théoréme [2.2.18| est applicable; en utilisant le principe variationnel, on
obtient :

inf Spec H,,(L,n) < ((Hy(L,n) + W,) Vs, Us)
= inf Spec H2(L, n) + Wisp
= inf Spec H)(L,n) +n- O (p(,?),

ou dans la derniére égalité on a utilisé I'asymptotique (2.43)). En divisant par n et en
prenant la limite thermodynamique, on obtient la borne supérieure de .
Finalement, dans on a simplement les deux premiers termes du développement
de I'énergie par particule sans interactions en puissances de £, : ceci suit directement de
(1.84]) et de I’'asymptotique de Lifshitz (2.13)). Remarquons que les interactions vont contri-
buer dans ce développement au plus a l'ordre infini en £,, comme p est exponentiellement
petit par rapport au E, =< |log p| 2. m

Pour finir cette sous-section, on propose une configuration d’états a une particule
(c’est-a-dire, répartition par pieces) (3 différente de la configuration de I'é¢tat fondamental
sans interactions U = N,, telle que pour 'opérateur total on ait :

(Ugs, (H® + W)Wss5) = G + Wass > (s + Was = (g, (HY + W)Wp).

Autrement, on démontre que, peu importe la taille des interactions, dés qu’elles sont
présentes, I'état fondamental va nécessairement changer par rapport a 1’état fondamental
d’un systéme sans interactions. On ne prétend pas que le nouvel état 5 qu’on construit
dans la suite est I'état fondamental pour le hamiltonien avec interactions. Au contraire,
on dit juste que c’est un état qui minimise ’énergie mieux que 1’état fondamental sans
interactions O.

L’état fondamental U consiste & remplir tous les piéces par les énergies les plus petites
possibles. De cette maniére, les pieces sont remplis jusqu’a a peu pres I'énergie de Fermi
E, et les piéces les plus petites sont de longueur environ ¢, =< |logp|. De plus, il y a
= Lp? ~ np piéces avec deux états et plus. On remarque que la plupart de ces piéces sont
de longueur environ 2/,,.

Maintenant, on va construire un nouvel état 3. On prend 1’état fondamental sans
interactions U et on déplace certains particules (sauf la premiére dans chaque piéce) qui
sont dans des piéces avec plus d’une seule particule vers d’autres piéces. Alors on obtient
I’état qui est reparti dans un plus grand nombre des piéces que O. Bien stir, en faisant
ces déplacements, a chaque fois, on pose la particule déplacé dans la piéce la plus grande
disponible parmi les piéces qui ne sont pas encore occupées par d’autres particules, le but
étant de minimiser ’énergie.

La différence essentielle entre les énergies de U et de 3 est que, dans U il y a plus
d’interactions entre les états a une particule mais les états eux-mémes sont plus bas. Par
contre, dans (3 il y a moins des interactions entre les états & une particule (on oublie les
interactions entre des piéces voisines pour le moment, ceci sera traité ultérieurement) mais
les états sont plus élevés.

Pour estimer cette différence, il suffit de comprendre comment 1’énergie change quand
on déplace I'état excité dans une piéce de longueur environ 2¢, vers un autre sous-intervalle
qui n’était pas occupé avant.
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Evidemment, I'interaction dans un tel sous-intervalle contribue
Unz),a2) < Rol,”, (2.56)

ou les indices 1 et 2 désignent le premier (dont la particule reste sur ce niveau) et le
deuxiéme (dont on déplace la particule) niveau énergétique.

On va maintenant estimer la variation d’énergie due au déplacement d’un état excité
vers une piéce plus petite. Considérons les piéces de longueur [ € [2¢,,2(, 4+ A], o on va
prendre des particules pour nos déplacements. Le nombre de ces piéces est donné par :

t(1 € [20,,20, + A]) ~ pLe (1 — e™#4) < np(1 — e ). (2.57)

Il est facile de calculer que le deuxiéme niveau dans une telle piéce vérifie :
Ey, > E, (1 — %) . (2.58)

De méme, on considére les piéces vers lesquelles on déplace des particules :
8l €[, — B, L)) ~n(l —e"P), (2.59)

et le premier niveau dans une telle piéce vérifie :
FE, < E, (1 + EE) . (2.60)
P

Par conséquent, en rassemblant et (2.60), on obtient que la différence des énergies
est d’ordre :
E 0 (A+ B) < (,>(A+ B).

En faisant le comparaison de cette formule avec , on déduit qu’il suffit de prendre
A =< const, suffisamment petite, B < p (le nombre des états retiré de ces positions initiales
doit étre égal au nombre des nouveaux niveaux qu’on occupe : comparez et )
Ce choix garantit que 1’énergie totale est diminuée. Entre autre, cela implique par ,
qu’on déplace un nombre macroscopique (c’est-a-dire, proportionnel & n) de particules
hors des piéces avec au moins deux états.

Finalement, on doit tenir compte des interactions entre les piéces voisines (le nombre
de ces interactions pourrait augmenter a cause de notre modification de la configuration
de particules). Mais comme seulement environ np nouvelles piéces étaient occupées par
des particules, il y a au plus d’ordre np interactions significatives (c’est-a-dire, entre deux
piéces de longueur au moins ¢,) qui pourraient émerger. Chacune de ces interactions
contribue O (6;4) qui rentre dans le terme de reste par 'argument ci-dessus. Ceci finit la
construction du nouvel état 5.

On voit clairement que I’état fondamental sans interactions n’est plus I'état fonda-
mental si on allume les interactions. Remarquons que U et § différent par nO(p) états a
une particule, qui fait une partie petite mais macroscopique de ’ensemble de toutes les n
particules.

Malheureusement, cette analyse ne dit pas directement qui est ’état fondamental, mais
propose un candidat (qui est meilleur que I’état fondamental du probléme non perturbé).
Il est raisonnable de penser que la construction décrite ci-dessus est relativement proche du
vrai mécanisme de formation de I’état fondamental dans le systéme avec les interactions.
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2.3 Décomposition par occupation

Dans cette section, on approfondit ’étude de la structure de la matrice des interactions
W, dans la base des fonctions propres {V, }, (voir (1.79)) du hamiltonien sans interactions
H°. Cette étude a débuté par le Théoréme et le Corollaire , ou on a décrit
des conditions nécessaires pour quun élément W,z soit différent de zéro. Dans cette
section, on développe ces idées. Remarquons, qu’en un certain sens, les résultats de la
présente section sont implicitement contenus dans le Théoreéme [1.3.16] Ces résultats sont
cruciaux dans la suite pour 'estimation du terme d’erreur dans la Section et
pour 'analyse de la fonction d’autocorrélation pour ’état fondamental dans la Section
2.6] Cela donne aussi une idée de la structure de 'état fondamental pour le hamiltonien
total H® + W.

Introduisons la notion clé de cette section.

Définition 2.3.1. Soit w une configuration de murs fixée et soit ¥, € " une fonction
propre du hamiltonien non perturbé H°, ott comme d’habitude, @ C N, card v = n, est
I'indice & n fermions. L occupation correspondante a ¥, est la suite des nombres de par-
ticules que ¥, met dans chaque piéce définie par w. Formellement, si {A;(w)}jeq,...m@)
sont des piéces, U;nzl A; =1[0,L] et A; N A, =@ pour j # k, alors la suite des nombres
d’occupation [Q], () = (¢ (), ..., ¢%(a)) est définie par

gj(o) = card {k € a: suppy, = A;}.

Remarque 2.3.2. Ainsi, une occupation () est juste un multiindice de longueur m et de
module n.

Remarque 2.3.3. Selon la Remarque [2.2.1] les niveaux du hamiltonien & une particule sont
simples avec la probabilité une. Ceci est crucial pour la Définition [2.3.1]

Lemme 2.3.4 (décomposition par occupation). Soit w fixé et soit v et 3 deux indices an
fermions. Si ses occupations sont différentes, alors les états a n particules correspondants
n’interagissent pas :

Q) # Q(B) = Wag = 0.

Démonstration. Le lemme est un corollaire direct du Théoréme [1.3.16] Il peut également
étre démontré par 'argument direct suivant.

Si a et 8 ont des occupations différentes, ceci implique que les supports de ¥(«a) et
U(5) dans A™ ne se rencontrent qu’en un ensemble de mesure nulle parce que ces supports
sont des symétrisations des collections différents des piéces (avec des répétitions pour des
piéces qui sont occupées plus d'une seule fois) :

Q(a) #Q(B) = mes (supp ¥(a) Nsupp ¥(53)) = 0.

Or, ceci implique que ¥(a) - ¥(5) = 0 comme un élément de L? (A"). Alors, évidemment,

par la définition des éléments matriciels (1.69)) :
Wag =c [ Wi(x)¥,(x)¥j(x)dx = 0,
An

comme on intégre la fonction nulle. La constante ¢ est un facteur de normalisation qui
n’est pas important ici. O
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Définition 2.3.5. Soit w fixé et supposons qu’il y a m = m(w) piéces. Pour une occu-
pation @) € N{, Z;’;l (Q); = n, on définit le sous-espace d’occupation constante corres-
pondant, o C H", comme le sous-espace engendré par toutes les fonctions propres V¥,
d’occupation @ :

o = Span{V¥, € Dom(H) telle que Q(«) = Q}.

Corollaire 2.3.6. Dans le cadre de la Définition les sous-espaces $¢g sont inva-
riants sous laction du hamiltonien total H = H* + W :

H$Hq C Ho, (2.61)

et l’espace de Hilbert a n fermions est décomposé en somme orthogonale :

1
' = @QeNgzz;il Qj:nng. (2.62)

Démonstration. L’invariance suit directement du Lemme , parce que la partie
libre H? est diagonale dans la base des fonctions {U,}a et que W,, a une structure par
blocs selon ce lemme. La décomposition vient alors du fait que les sous-espaces g
sont engendrés par des vecteurs distincts de la base orthonormée. O]

Remarque 2.3.7. Le Corollaire signifie que le hamiltonien H est partiellement dia-
gonalisé dans la base des fonctions propres de HY, c.-a-d., sa représentation matricielle
dans cette base a une structure par blocs qui correspond aux sous-espaces d’occupation
constante q.

Finalement, en utilisant la notion d’occupation et, plus précisément, par le Corol-
laire [2.3.6] on trouve que le hamiltonien total H est décomposé selon (2.62) dans la
somme directe de ses parties H¢ sur les sous-espaces d’occupation constante :

H= D Ho, (2.63)

QENT Y™, Q;=n

ou Hy = H| 90" Remarquons que tous les termes de cette décomposition ainsi que le
nombre des piéces m dépendent du paramétre aléatoire w, c.-a-d., de la configuration des
murs.

Des résultats de cette section sont essentiellement dus a notre choix trés spécifique pour
l'opérateur a une particule H, (L, 1) (voir la sous-section , qui admet une décompo-
sition en somme directe d’opérateurs de Laplace avec des conditions au bord de Dirichlet
sur chaque piéce. L’invariance est I'héritage du fait que des fonctions propres a
une particule valent exactement zéro en dehors de ses “clairieres”. En visant généraliser
cet argument aux modeles plus élaborés (le modele d’Anderson ([L.6), par exemple), il
faut tenir compte du fait que les fonctions propres d’un opérateur a une particule essen-
tiellement supportées sur des clairiéres différentes peuvent interagir (exponentiellement
faible dans le cas de localisation forte, par exemple). Alors, 'opérateur a n fermions avec
interactions, H,(A,n), dans la représentation des fonctions propres du hamiltonien libre,
aura la structure par blocs (correspondants a peu prés a nos sous-espace d’occupation
constante) plus des éléments hors de ces blocs qui seront exponentiellement petits.
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2.4 Séparation des états excités

Dans cette section, on continue le développement de la théorie des perturbations pour
lopérateur H = H° +tW qui a été introduit dans la Section et, en particulier, dans la
sous-section [I.3.1} On veut montrer que I’état fondamental d'un systéme avec interactions
ressemble & ’état fondamental sans interactions dans un certain sens lorsque la densité
de particules p est faible. Plus précisément, on verra que les états & n fermions qui sont
“suffisamment excités” interviennent d’une fagon négligeable dans la série de Rayleigh-
Schrodinger (voir équations - ) pour les états en bas du spectre.

L’idée de base est de soustraire un sous-espace dans $)" des fonctions & n fermions
qui ressemblent & 1'é¢tat fondamental Wy de H® et qui, comme on le pense, jouent le role
dominant dans la formation de 1’état fondamental du hamiltonien total H.

L’analyse liée au Théoréme et aux remarques qui le suivent, donne l'image
suivant de l’état fondamental sans interactions. Toutes les particules ont une énergie
presque bornée par I’énergie de Fermi £, (en réalité, par E,(L,1,w) qui tend vers E,
presque strement), la majorité de ces particules occupent les piéces de longueur environ
{, =< |log p| =2, et les interactions sont principalement assurées par les particules qui vivent
par paires sur les deux premiers niveaux dans les piéces de longueur environ 2/, et qui
sont environ du nombre de np/pu. Cela suggére la définition suivante.

Définition 2.4.1. Fixons les parameétres suivants :

(a) h(p) pour controler le décalage relatif de 1’énergie d’une particule par rapport au
niveau de référence E),

(b) A(p) pour controler le nombre relatif (par rapport a n) de particules qu’on ne
controle pas,

(c) B pour controler le nombre relatif (par rapport a np) des paires de particules qui
interagissent.

A(p) et h(p) sont supposés petits pour p petit, et B est une constante. On dit que I'état
propre de H°, U, appartient a $3~ si et seulement si dans cet état,
— au plus M = [nA(p)] particules ont une énergie supérieure a

E = E,(1+ h(p)),

— il n’y a pas plus de
S = [Bnp]

paires de particules qui interagissent.
On note H~ le sous-espace de H" engendré par les états propres qui vérifient le critére
ci-dessus. Formellement,

H = Span{\Ifa t.q. card{k € a | (¢, Hy(L, )oy) > E|lvon||?} < nA(p)

et card{(i,j) € o®,i < j | Ugj).uj > 0} < Bnp}.
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On décompose maintenant 1’espace de Hilbert & n fermions en somme directe de la
partie “basse” et la partie “haute” :

1
=9 aH, (2.64)

ol 9~ est défini dans la Définition et $HT est son complément orthogonal.

L’idée de cette décomposition est de garder dans £~ les états qui peuvent avoir une
influence importante (dans le sens o les coefficients de la série de perturbations sont plus
grands) sur la composition de 'état fondamental de 'opérateur avec interactions et de
jeter dans $H' tous les états qui sont suffisamment excités.

Sous la décomposition , 'opérateur sans interactions H° se décompose également
en somme directe :

H =H & HT,

parce que $T sont engendrés par des vecteurs propres de H° et, donc, sont des espaces
propres. Suivant la décomposition orthogonale (2.64)), on va adopter la notation suivante :

H+Ww— W v
HY = (H'+ W)¥ = ( Wt H++W++) (qﬁ)

Alors, sous la condition que ¢ ¢ Spec(H™ + W), le probléme spectral HQ = (2 se
réécrit comme un autre probléme spectral sur la partie “basse” de ¥ :

(H4+W = = (-W T H +WH ='W ) v =0, (2.65)
et la partie “haute” est rétablit par la relation :
Ut = —(HT+ W O "W, (2.66)

Dans la suite, on veut montrer que les solutions du probléme spectral (2.65)) sont bien
approchées par des solutions du probléme simplifié :

(H-+W™ =) ¥ =0. (2.67)

Ce dernier est avantageux au sens qu’on se restreint au sous-espace ), ou la description
des éléments de W~ est plus facile que dans $". Par exemple, par le Théoréme [2.2.18|,
on sait déja que certains éléments diagonaux sont d’ordre npRS’Ef.

Tout d’abord, on veut que la résolvante (H+ + W+ —()~! existe pour des valeurs de
¢ proches de I’état fondamental. Comme on s’intéresse premiérement & ce qui se passe en
bas du spectre de 'opérateur H, il faut qu’on puisse correctement écrire et passer a
, y compris pouvoir définir la résolvante de la partie “haute”, pour ¢ au voisinage de
I’énergie fondamentale de H. Pour répondre a cette question, on établit premiérement le
lemme suivant qui donne une majoration sur 1’énergie fondamentale du hamiltonien total

H.

Lemme 2.4.2. [] existe une constante C; positive telle que

max (inf Spec H, inf Spec (H_ + W__)) <inf Spec H™ + C’lan;?’. (2.68)
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Remarque 2.4.3.
inf Spec H® = inf Spec H ™.

Démonstration du lemme. L’énoncé du lemme a été démontré dans le Corollaire [2.2.19. 11
suffit de prendre pour fonction test Wy, 1'état fondamental de H?, et d’utiliser le principe
variationnel. Il reste & remarquer que ¥ € H. O

Deuxiémement, on va trouver otl commence le spectre de la partie “haute” HT +W+T,
Comme les interactions sont répulsives, W >0, on a :

inf Spec(H* + W*") > inf Spec HY,

et on sépare H* du fond de spectre de H° a I'aide de proposition suivante qui explique,
entre autre, dans quel sens les états de HT sont excités.

Proposition 2.4.4. Soit U € 7 un état propre de H°. Alors, pour tout Co > 0 il existe
h(p), A(p) et B telles que

> inf Spec H™ + Can€;3. (2.69)

Démonstration. Pour que I’état propre ¥ soit dans $*, on doit violer une des deux condi-
tions qui décrivent 7 : N

— soit il y a plus que M = [nA(p)] particules avec 1'énergie plus grande que E =

E,(1+ h(p)).

— soit il y a plus que S = [Bnp| paires de particules en interaction.

Dans le premier cas, chaque particule “non controlée” par ’énergie E apporte un sup-
plément d’énergie d’au moins E,h(p) par rapport & une particule dans 'état fondamental
de H~. Donc, il suffit de demander

nA(p)E,h(p) > Cnpl,?,

qui est équivalent a

A(p)h(p) > Cpt; ", (2.70)

Dans le deuxiéme cas, il y a plus de Bnp paires de particules interagissant. Expliquons
d’abord I'idée de base. Sous le niveau £, il y a seulement d’ordre np interactions en tout.
Si B est suffisamment grand, pour que ces particules créent Bnp interactions, elles doivent
nécessairement occuper beaucoup de positions plus hautes (=~ E,(1 + 56;1)) que 'énergie
de Fermi E, : ceci va donner 'excés d’énergie. La démonstration plus détaillée suit.

On va compter ici seulement les interactions dans la méme piéce : les interactions entre
les voisins sont traitées de la méme maniére avec une seule différence : ce sont les premiers
niveaux dans des piéces voisines (et pas les deuxiémes comme pour le cas des interactions
dans une méme piéce) qui donnent le surplus d’énergie ; la complexité combinatoire reste
la méme (comparer les Propositions et 2.1.7)).

Dans la suite, on adopte la stratégie suivante : on va essayer de minimiser le plus
possible I’énergie totale sur ’ensemble des configurations de particules de nombre d’inter-
actions fixé. Néanmoins, on va montrer que le nombre d’interactions linéaire en np peut
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étre suffisant (méme en minimisant I’énergie sur toutes les configurations de particules)
pour accumuler un surplus d’énergie d’ordre npé;?’ par rapport & I’énergie fondamentale
de 'opérateur sans interactions.

On introduit deux constantes A > § > 0, qu’on fixera plus loin. On divise toutes les
piéces disponibles en groupes selon la longueur [ :

— sil < 2¢,— A :on verra que les piéces de ce groupe sont trop petites et ne portent
aucune interaction dans les configurations de particules qui minimise I’énergie pour
un nombre d’interactions d’ordre np,

—sile20,— A, 20,—06) : les piéces de ce groupe vont porter la majorité des inter-
actions,

—sile20,—6,30,) et l € [k, (k+ 1)lp) pour k > 3 : ces piéces sont trés peu
nombreuses et en méme temps pas suffisamment grandes pour accumuler beaucoup
d’interactions sans avoir énormément augmenté l'énergie totale.

On fait aussi I'observation suivante. Considérons une piéce de longueur [ contenant m
particules. Pour minimiser 1’énergie, il faut mettre toutes les particules dans les niveaux
les plus bas possibles : supposons qu’elles occupent les niveaux de 1 jusqu’a m. Alors,
I’énergie totale apportée par cette piece est

m j27T2
Ex()+...+ En() =) B

J=1

m(m+1)2m+1) 32

2
e 6 ’
et le nombre d’interactions est m(m — 1)/2 =< m?.

Ensuite, s’il y a ¢ pieces de longueur [ avec des occupations m;, j = 1,...,q, ces picces
tous ensemble apportent une énergie d’ordre 23:1 mg-’l_2 et des interactions au nombre
d’ordre de 2321 m?. Si on se pose le probléme de la minimisation de I’énergie en fixant
le nombre des interactions ou (ce qui est équivalent) de la maximisation du nombre des
interactions en fixant 1’énergie, on voit que pour optimiser, il faut répartir les particules
d’une fagon équilibrée entre les piéces :

mp =mg =...=My.

Considérons maintenant des piéces de longueur [ € [k(,, (k + 1)¢,) avec k > 3. Le
nombre de ces piéces est donné par la Proposition [2.1.3]:

51 € (kL. (k4 1)) = n (up) ™" (14 O(p)).

On va diminuer ’énergie en supposant que chaque piéce de ce groupe a la longueur [ =
(k+1)¢,. Par 'observation précédente on voit, qu'il est énergétiquement plus avantageux
de répartir les particules d’une facon équilibrée entre les piéces.

Ensuite, on remarque, que chaque particule qui occupe dans sa piéce un niveau j plus
haut que 2k, apporte un surplus d’énergie proportionnel a j€;2 (la constante ne dépend
ni de k£ ni de j) et j — 1 interactions avec des niveaux plus bas. Cela veut dire que cette
particule apporte en moyenne un surplus d’énergie proportionnel a 6;2 par interaction
qu’elle crée.

A part ces particules, il reste des particules sous le niveau numéro 2k, qui apportent
de 'ordre de np*~'k? interactions. En sommant sur k > 3, ensemble ces particules créent
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seulement de lordre de mp? interactions. Donc, si on met suffisamment de particules
dans des piéces plus grandes que 3¢,, de fagon qu’il y ait de 'ordre de np interactions,
la plupart de ces particules vont apporter I'ordre de 6;2 de surplus d’énergie; tout cela
ensemble, donnera un surplus d’énergie de ’ordre de np€;2 >C np€;3 pour une constante
C arbitraire si p est assez petit.

En ce qui concerne des piéces de longueur [ € [2¢, — §,3(,), analyse est identique a
I’analyse pour des piéces plus grandes a quelques modifications prés. Plus précisément, le
nombre de ces piéces est donné par :

8l € [2¢, — 6,30,)) = p~'npe” (1 + O(p)).

2 4x? 7% 1673
9027 9027 27 902 7
voir qu’2a partir du quatriéme niveau, le surplus d’énergie par rapport a ’énergie de Fermi

E

p

Chacun de ces piéces génére les niveaux d’énergie .. I est facile a

T . . , -
= 2 par interaction est aussi de l'ordre ¢ p2.
p

Finalement, on considére des piéces de longueur [ € [2(,— A, 2(,—0). Si une telle piéce
a au moins une interaction, cela veut dire qu’au moins le deuxiéme niveau est occupé. On
remarque que pour le deuxiéme niveau :

47T2 ) —92
P P

Le nombre de ces piéces est donné par approximativement npe*>. 11 suffit maintenant de
choisir A et ¢§ tels que
"B > O,

ou la constante C' est linéaire en fonction de la constante Cy de 1’énoncé de la Proposi-
tion [2.4.4] et on pose B = e#2. L’analyse précédente montre qu’avec ce choix de B, on
aura toujours suffisamment de surplus d’énergie pour obtenir (2.69). [

Ainsi, si on veut minorer la distance entre la partie dite “haute” et ’énergie fondamen-
tale, dans la Proposition [2.4.4] il suffit de choisir la constante de fagon que Cy > C; du

Lemme [2.4.2] Ceci garantit :
inf Spec H* > inf Spec(H ™ + W™") + (Cy — Cy)npl,?, (2.71)

et que les résolvantes (H+ W' — ()"t et (H™ —()~! sont bien définies et bornées pour

¢ < infSpec H™ + C’lan;?’. (2.72)

Dans la suite, on va supposer que ( satisfait la condition (2.72)).
Bien que les objets soient correctement définis, pour passer de (2.65)) a (2.67)), on doit

estimer la norme :
W HT+ W =)W . (2.73)
En utilisant encore une fois que les interactions sont répulsives, W'+ > 0, on sait que

-1

(HY+ W =7 < (H =¢)
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Comme W~ = (W*7)" on a
WHHY + W — )7 W < W (HY —¢) 7w (2.74)

On va estimer la norme de la partie de droite.
Pour les arguments qui suivent, la décomposition par occupation (voir la Section [2.3)
du hamiltonien total H est I'ingrédient essentiel.

Notation 2.4.5. Si & C N, || = n, est un multiindice qui décrit un état a n parti-
cules, on utilisera la notation o € + (respectivement « € —) pour dire que ¥, € H*
(respectivement W, € 7).

Grace au Lemme [2.3.4] et au Corollaire 2.3.6] on va étudier plus attentivement les
¢lements matriciels W™ avec o € —, 8 € 4. Par le Corollaire , W5 est différent
de zéro seulement si |a \ 8] € {1,2}. Comme l'opérateur W préserve l'occupation, on
a Q(a) = Q(F). D’autre part, a décrit un état avec au plus M = [nA(p)] particules
d’énergie supérieure a E et au plus S = [Bnp] interactions; 5 doit violer I'un de ces deux
critéres. Mais comme « et 5 ont la méme occupation, ceci implique nécessairement qu’ils
ont le méme nombre d’interactions.

Donc c’est la premiére condition qui est violée pour § (et non la deuxiéme). Alors
 caractérise un état a n particules avec pas plus de S interactions et plus de M + 1
particules d’énergie supérieure a . Finalement, comme « et 8 différent d’au maximum
deux particules, dans «, il y au moins M — 1 particules d’énergie plus grande que FE.

Notation 2.4.6. On note

a) par P le projecteur orthogonal sur le sous-espace de $~ engendré par les états
J g 7) g
propres de H° avec M — 1 ou M particules d’énergie > E et pas plus de S interac-
tions,

(b) par EL le projecteur orthogonale sur le sous-espace de ™ engendré par les états
avec M + 1 ou M + 2 particules “excitées” et pas plus de S interactions.

Les sous-espaces correspondants a ces projecteurs, Ran P, sont invariants sous 'action

de H gréace a l'invariance (2.61)).

Alors, 'analyse précédente des éléments Wa[j peut étre résumée sous la forme :
W_+ - ﬁ_W_J’_ﬁ_i_’

qui implique la représentation :

Wt (=) W = (Pw Ry (P (=) B (PR
On étudie d’abord P, (Ht —¢)7! P,. En révisant la démonstration de la Proposition
2.4.4} on remarque que, grace aux M + 1 ou M + 2 particules d’énergie au moins £, pour

des états dans P 9", le surplus d’énergie par rapport a l’énergie fondamentale de H™

est :
inf Spec <H+13+> > inf Spec H™ + nA(p)E,h(p).
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Pour ¢ < inf Spec H~ + Cinpl,®, comme proposé par (2.72), la condition (2.70) donne

P Y
que H' — ( est inversible d’inverse borné et permet d’avoir la borne :

1 1
< = .
(p)h(p)f;z Cnpﬁ;?’

] B

Si on impose une condition sur A(p)h(p) plus restrictive que (2.70), comme par exemple
A
Alp)hip) > Cots, (2.76)
ou A est un nombre positive suffisamment grand, ou alors
A(p)h(p) > Cp7, (2.77)

avec 0 < v < 1, on obtient une meilleure estimée, i.e., une norme plus petite dans (2.75)).
On traite les facteurs contenant W a ’aide du lemme suivant.

Lemme 2.4.7.
|Pw=P| < Benj), (2.78)

ou [|U|| est la norme de U comme un opérateur de multiplication dans L*(R?).

Démonstration. Rappelons d’abord que, par le Corollaire [2.3.6] opérateur W est par-
tiellement diagonalisé par les sous-espaces d’occupation constante. On peut aller encore
plus loin et trouver des sous-espaces invariants encore plus fins que $¢. Considérons des
sous-espaces engendrés par les états propres du hamiltonien sans interactions H° qu’on
sélectionne en attribuant a chaque particule une piéce fixée. Ce sont des sous-espaces
des espaces d’occupation constante et ils en différent dans ’absence de la symétrie par
permutations. Autrement, ici, on précise également exactement quelle particule se trouve
dans quel sous-intervalle. Remarquons, que ce ne sont pas des sous-espaces de 1’espace des
fonctions antisymétriques ", mais seulement de L?(A™). Cet inconvénient n’a aucune
importance pour cette démonstration. Alors, comme dans la preuve du Corollaire [2.3.6],
les sous-espaces décrits ci-dessus sont invariants par W (et, par conséquent, H). Il suffit de
comprendre ce qui se passe si on fixe une piéce pour chaque particule (bien sir, plusieurs
particules peuvent se retrouver dans le méme sous-intervalle).
Bien qu’il y ait n(n — 1)/2 < n? termes dans W,,, mais

P_W,(x)P, = Z P.U(z, 27) Py,
i<j
et seuls Bnp termes a droite sont différents de zéro. En effet, les états sélectionnés par P

et/ou Py n’ont pas plus de Q = [Bpn] interactions. ]

On est prét maintenant pour démontrer le Théoréme [0.0.3] qu'on répéte ici pour
faciliter la lecture.
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Théoréme 2.4.8 (séparation d’états excités). Soient p suffisamment petit, n et L assez
grands et n/L suffisamment proche a p. Soit ¥ un état fondamental de H,(L,n), qu’on
décompose selon (2.64) : ¥ = U~ + UT. Alors ¥ met presque toute sa masse dans $~,
c.-a-d.

/1] = o(1) (2.79)

uniformément en n, L et p.

Remarque 2.4.9. Une estimée plus précise que (2.79)) est donnée dans la preuve. Sa forme

varie selon le choix entre (2.76)) et (2.77)).

Démonstration du Théoreme [2.4.8 En rassemblant (2.75)) et (2.78)), on obtient :
(Bpn|[U]))*

Cnl;A(p)h(p)

< {C||U||2p€;(A_2)n, A >5, dans le cas 1}

ClUI?p*n, v <8<1, danslecas [2.77)
< pl,’n.

HW—+ (H* + W+ — C)_l W+—H <

(2.80)

Rappelons que selon le Théoréme [2.2.18] un élément diagonal W, sur les états ¥, en bas
du spectre du hamiltonien non perturbé H® est d’ordre exactement npl,®. Evidemment
pour « choisi comme dans le Théoréme onaV, € $H . Alors dans I’équation ,
le dernier terme peut étre considéré comme un reste pour ¢ voisin du fond du spectre de
Popérateur total H (ces valeurs de ¢ sont décrites dans (2.68)) : sa norme est beaucoup
plus petite que les éléments diagonaux de W typiques. Ceci explique le sens dans lequel
le probléme spectral réduit donne une approximation du probléme complet .

Remarquons ensuite que, pour ¢ qui satisfait la condition , le méme type de
argument donne :

[t wres =gy w2l

. { CN'||U||€;(A_2), A>5, dans le cas 1’

CIU|Ip"°, ~ <68 <1, dans le cas (2.77)
<0< 1

En utilisant cette estimée dans ([2.66[), on voit que pour les états propres du hamiltonien
avec interactions H dont Iénergie satisfait (2.72)), donc en particulier pour I’état fonda-
mental de H (voir (2.68))), la fonction est essentiellement contenue dans I’espace )~ parce
qu’on a

[T < e (2.81)

Cette derniére observation démontre le Théoréme [0.0.3| et justifie le choix de la décompo-
sition en sous-espaces “bas” £~ et “haut” $H7. O]
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2.5 Non dégénérescence de I’état fondamental

Dans cette section, on va démontrer que, w-presque stirement, 1'état fondamental de
H,(A,n) est non dégénéré, c’est-a-dire simple. Comme dans la section précédente, on
utilise de maniére intensive les idées de la Section sur la décomposition par occupation.

Lemme 2.5.1. Soit w fixé€ et soit m = m(w) le nombre total des piéces. Soit une occupa-
tion Q € NJ* fizée, |Q| = n. Alors, l’état fondamental de H¢y est non dégénéré. Rappelons

que Hg est la partie de H dans $¢g (voir (2.65)).

Démonstration. Soit {A;};eq1,...ny les pieces qui correspondent a I'occupation @ (o 'on
répéte le méme sous-intervalle si () met plusieurs particules dans ce sous-intervalle). Pour
faciliter les notations dans ce qui suit, supposons également que les piéces A; sont numé-
rotées dans l'ordre croissant de leur centre, du sous-intervalle le plus & gauche dans [0, L]
jusqu’au sous-intervalle le plus a droite. Alors 'opérateur H, est le laplacien de Dirichlet
sur I'espace de fonctions antisymétriques définies sur le domaine symétrisé :

n n
Ao=sym]]a;= U []2a-w (2.82)
j=1 ceB, j=1
Mais les fonctions antisymétriques du domaine qui s’annulent sur le bord sont en
bijection avec des fonctions définies sur le polyédre (cette fois, sans aucune conditions de
symétrie)
dg = {(:Bl, 2™, tqo 2l € Ajand o' < 2f fori < j},

qui s’annulent au bord de dg. En effet, dg est une partie de Ay a partir de laquelle on
peut reconstruire Ag par symétrie. Alors, trouver I’état fondamental de H est équivalent
a trouver 1'état fondamental du laplacien de Dirichlet défini sur L?(dg) sans ajouter une
condition de symétrie. Or, le domaine d¢) est connexe : ceci implique que ’état fondamental
de I'opérateur —A|6DQ est simple (par des théorémes généraux sur la non dégénérescence de

I'état fondamental des opérateurs de Schrodinger ; consultez, par exemple, [RSTS8, Section
XII1.12]). ]

En reprenant la décomposition ([2.63)), on peut conclure que la seule source possible de
dégénérescence de I'état fondamental est que différentes occupations (c.-a-d., distributions
de particules par piéces) donnent la méme énergie fondamentale.

On va maintenant démontrer le Théoréme [0.0.4] qu’on répéte ici.

Théoréme 2.5.2 (non dégénérescence de I'état fondamental). Soient L et n fizés. Alors
w-presque strement [’état fondamental de H,(L,n) est non dégénéré.

Démonstration. On fait la démonstration par ’absurde. Avec la probabilité 1, le nombre
des piéces est fini. Si la probabilité que I’état fondamental est dégénéré est strictement
positive, alors il existe m € N tel que la probabilité conditionnelle que 1’état fondamental
est dégénéré si il y a exactement m piéces est aussi strictement positive, parce que

P(état fondamental est dégénéré)

= Z P(état fondamental est dégénéré | il y a m piéces).

m>1
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Pour un nombre de piéces m fixé, on introduit la topologie sur les configurations des
murs {w}, engendrée par la topologie standard de [0, L]"™. Donc, il existe un ouvert

Qo C Q2N {configurations de m piéces}

de mesure positive, tel que pour chaque w € )y, il y a au moins deux occupations

différentes Q1 (w) et Q2(w) qui donne la méme énergie fondamentale de H,(L,n) i)’
J w
j € {1,2}, qui est en méme temps la plus petite possible parmi toutes les occupations.

On note ces branches de I'énergie par E)(w) et Fo(w) respectivement.

Pour un nombre de piéces fixé, il y a un nombre fini d’occupations différentes possibles
et ce nombre de piéces change seulement quand I'un des murs traverse 0 ou L. Donc, il
existe un sous-ensemble ; C )y de mesure positive (on peut prendre §2; ouvert) tel que
Q1(w) et Qa(w) sont constantes sur .

Fixons maintenant wy € €2y initial et commencons a le déplacer d’une facon continue
dans cet ensemble exceptionnel €2;. Ceci correspond a bouger des murs a l'intérieur de
I'intervalle (0, L). Comme @ et Q3 sont deux occupations différentes; il existe une piéce
[a,b] C [0, L] tel que Q1 et @2 mettent un nombre différent de particules dans cette piéce :
Q1([a, b]) # Q2([a, 1]).

On va maintenant regarder ce qui se passe si on commence & déplacer a vers b d’une
fagon continue (si @ = 0 est 'extrémité gauche de notre intervalle, on déplacera b vers a).
Ce déplacement est une des possibilités pour changer (toujours d’une fagon continue) la
configuration des murs w. Les énergies fondamentales correspondant aux deux occupations
()1 et Q2 sont analytiques en a dans un petit voisinage de sa valeur initiale ag (qui
correspond & wyp). De plus, dans un petit voisinage,

Ei(a) = Es(a)

par 'hypotheése.

Comme 1'état fondamental sur un sous-espace d’occupation fixée est toujours non
dégénéré par le Lemme les fonctions F; et F, sont analytiques sur un intervalle
ouvert (¢, b), ou ¢ est 'extrémité de la piéce [c,a] qui précéde [a,b]. On va expliquer ce
dernier argument dans plus de détails. Supposons que E;(a) perde 'analycité quelque part
dans (¢, b). Cela signifie que la branche analytique correspondant a la valeur propre de
Hy, croise une autre branche analytique (qui donne un niveau excité pour a = ay). Cette
situation est impossible, sinon au point de croisement 1’état fondamental serait dégénéré.

On détient ainsi deux fonctions analytiques sur (c¢,b) qui sont égales dans un petit
voisinage de a a 'intérieur de cet intervalle. Elles sont donc égales sur (¢, b), i.e., Ey(a) =
Es(a) pour tout a € (¢, b).

Finalement, il reste & remarquer que si (); met k; particules dans la piéce [a,d], et
(2 met ko particules avec ky # ko, alors les fonctions E; et Ey ont des asymptotiques
différentes :

Ei(a) ~E/(b—a)*, a—b,

qui contredit le fait que les deux fonctions sont égales sur 'intervalle entier. On a donc
établit le Théoréme 2.5.21 O
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Remarquons, qu’au moins dans le cas sans interactions, W = 0, I’état fondamental est
dégénéré pour certaines configurations de murs w (de mesure zéro). Pour illustrer ceci,
construisons un exemple simple. S’il arrive qu’il y ait deux piéces de la méme longueur
et que I'état fondamental de H2(L,n) pose des nombres différent de particules dans ces
deux piéces, alors en permutant les nombres d’occupations de ces piéces, on ne change
pas I'énergie fondamentale, mais on change nécessairement 1’état.

La question si cette dégénérescence est levée ou non par les interactions non triviales
reste ouverte.

Corollaire 2.5.3. Soient L et n fixés. Alors w-presque strement [’état fondamental de
H,(L,n), ainsi que ses composantes dans 9, possédent une occupation bien précise, c.-
a-d., ces vecteurs appartiennent aux mémes sous-espaces d’occupation constante $q.

Ceci est le Corollaire [0.0.5] de I'introduction.

Démonstration du Corollaire 253 Soit w tel que ’énoncé de Théoréme [2.5.2] est vrai.
Alors, I'état fondamental U de H, (L, n) est simple, mais grace a la décomposition ,
cet état doit appartenir & un sous-espace d’occupation fixée, comme toutes les projections
PoV donnent soit un état fondamental, soit zéro. O

Avant de passer a la prochaine section, faisons encore un commentaire. Dans le Théo-
réme on peut introduire une constante de couplage devant les interactions. On a
donc aussi démontré que

Vt > 0, w-p.s. I'état fondamental de H2(L,n) + tW,, est simple, (2.83)

et on peut également définir 'occupation pour cet état.

Malheureusement, cela ne nous dit pas grande chose sur ce a quoi ressemble cette
occupation, sauf qu’elle satisfait aux critéres de la définition du sous-espace $H~; par
I'analyse de la Section [2.4] I'état fondamental a une composante non nulle sur ce sous-
espace. Remarquons, d’ailleurs, que le Corollaire implique que les composantes U+ &
$H* de I'état fondamental ont la méme occupation ; donc la partie “excitée” ¥+ consiste
en des niveaux excités dans les piéces occupées par . La plupart de ces piéces ont une
longueur d’ordre £,.

Si dans on pouvait remplacer Vi w-p.s. par w-p.s. Vt cela permettrait de dire
que ’état fondamental pour t positif est donné par la méme branche analytique (en t)
de I'énergie que pour t = 0, qu’on sait trés bien décrire. Entre autre, cela devrait dire
quelles piéces exactement sont occupées par 1’état fondamental avec les interactions et
donner le vrai deuxiéme terme pour l'asymptotique de 1’énergie par particule £(p,0), et
pas seulement la borne supérieure .

On ne pense pas que ce genre de permutation soit possible et qu’il soit vrai en général
que les fermions ne changent pas de piéces malgré 'effet des interactions.

2.6 Fonction d’autocorrélation

Dans cette section, on continue & caractériser I’état fondamental d’un systéme de
fermions en interaction dans un milieu aléatoire donné par le modéle des piéces. No-
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tamment, on étudie la fonction d’autocorrélation qui décrit les propriétés de localisa-
tion/délocalisation d’un systéme. Les résultats s’appuient fortement sur tout ce qui vient
d’étre fait et, en particulier, sur la décomposition par occupation de la Section sur
la caractérisation de I’état fondamental dans les terme des espaces fonctionnels de la
Section [2.4] et sa non dégénérescence de la Section [2.5]

Définition 2.6.1. Soit ¥ € $H"(A). La fonction d’autocorrélation correspondante est
définie par :

Du(y) = [ 060U+ y)dx, v eV (2.54)
ou des fonctions sont (trivialement) prolongées par zéro en dehors de A™.

Dans la suite, ¥ = ¥, (L,n) est I’é¢tat fondamental du hamiltonien H,(L,n). On va
omettre régulierement les parameétres w, L et n dans les notations pour le hamiltonien,
I’état fondamental et ainsi de suite. On étudie la fonction d’autocorrélation Ly pour n
et L grands tels que n/L — p ou la densité de particules p est petite. Notamment, on
démontre le Théoréme dont I’énoncé on répéte ici.

Théoréme 2.6.2 (fonction d’autocorrélation de 'état fondamental). Pour tout [ €
(0,1/2) il existe pg > 0 et une constante C' = C(f) tels que pour 0 < p < poy et
B(p) > Cl|logp|™" il existe Ly > 0 et &g > 0 tels que si L > Ly et |n/L — p| < &
alors avec probabilité au moins 1 — e " si le vecteur y € V" a au moins nB(p) coordon-
nées |y*| > (1 +1/C)¢,, alors la fonction d’autocorrélation de W, l’état fondamental de
H,(A,n), satisfait l'asymptotique suivante :

La(y) = O(exp (~nB(p)| log ) ). (2.85)

Démonstration. Tout d’abord, on explique les idées principales de ’analyse de la fonction
d’autocorrélation ([2.84)).

(a) L’état fondamental W est non dégénéré et appartient a I'un des sous-espaces d’oc-
cupation fixée (le Corollaire [2.5.3), qu’on note par )¢ dans la suite.

(b) Selon la décomposition (2.64), ¥ = U=+ ¥+ ot U* € H* et U~ et UF appartiennent
au meéme $q.

(c) Par lestimée (2.81)), || U] > ||¥*] et alors la composante basse U~ est différente
de zéro.

(d) Ce dernier argument implique que 'occupation de ¥ a la structure suivante :
— la majorité de particules occupent presque toutes les piéces des longueur environ
¢, et plus large, et la plupart de ces piéces ont une longueur proche de £,
— les autres particules ne sont pas controlées mais elles sont beaucoup moins nom-
breuses.

(e) La fonction d’onde W est supportée sur le symétrisé de la “cellule élémentaire” ([2.5),
c.-a~d., son support est de type ([2.82]).



108

(f)

Chapitre 2. Modéle des piéces pour fermions

Pour obtenir une majoration de la fonction d’autocorrélation, on va estimer le
nombre de fois que les différentes permutations de la cellule élémentaire (le produit
de tous les n intervalles ot vivent les particules) intersectent ses mémes permuta-
tions décalées par le vecteur y. En faisant ceci, on va maximiser sur le vecteur y,
en essayant d’obtenir autant de recouvrements que possible.

La possibilité d’intersections multiples de I’ensemble des permutations d’une cellule
élémentaire et ses translatées est essentiellement donnée par le mécanisme suivant.
Supposons qu’il y a une paire de piéces A; et Ay a distance r (remarquons, que ceci
peut étre le méme sous-intervalle avec 7 = 0) et une autre paire des piéces ﬁl et 82
a peu pres a la méme distance. Pour simplifier I'explication, considérons seulement
deux particules et oublions les autres. Le translaté de A; x A; par (r,7) rencontre
Ay X 32 et le translaté de ﬁl x Ap par (r,r) rencontre 82 X Ag -

(Al—I—T) ><(£1+T)F‘IA2><£27£®,
(AL +7) x (AL +7)N Ay x Ay # @.

Dans les deux cas le vecteur de translation est (r,r) ; ce n’est pas le seul qui garantit
I'intersection non vide dans les relation ci-dessus : on peut toujours permuter deux
paires de piéces en gardant le méme vecteur qui translate les I'une sur l'autre si la
distance minimale (c.-a-d., la distance entre les extrémités les plus proches) entre
les piéces d’une paire est plus petite que la distance maximale (c.-a-d., la distance
entre les extrémités les plus éloignées) d’une autre paire et vice versa. En effet, la
seule chose qu’on compte est s’il y a ou non d’intersection.

Plus généralement, s’il y a k paires de piéces qui sont a peu prés a la méme distance,
le mécanisme de engendre un facteur k! pour le nombre total des recouvrements
possibles entre le support de W et son translaté par y. On a alors besoin d’une
analyse statistique du nombre de piéces & une distance donnée & une erreur donnée
pres.

Dans notre cas, les piéces de longueur ¢, (comme ce sont ces piéces qui nous in-
téressent le plus) sont distribués sur [0, L] approximativement uniformément. Ceci
donne immédiatement la statistique des distances entre les piéces et nous permet de
donner I'estimée sur le nombre total des recouvrements. Il faudra considérer ici deux
cas différents : si la distance 7 entre les picces est plus petite que /,, alors chaque
piéce de longueur a peu prés ¢, intersecte sa propre r-translatée. Au contraire, dés
qu’on consideére les distances suffisamment grandes (pour exclure ce cas trivial d’in-
tersection par soi-méme), 'argument statistique devient non trivial.

Ensuite, on tient compte des autres piéces “exceptionnelles” par une estimée brute
qui dit juste que ces piéces (qui sont relativement peu nombreuses) ne peuvent
pas changer d’une facon importante ’argument combinatoire. Essentiellement, on
peut exclure certain nombre de piéces en supposant qu’elles donnent toujours une
intersection avec n’importe quelle autre piéce peu importe la valeur réelle de la
coordonnée de y associée.

Finalement, on donne une condition sur y qui garantit la validité de notre analyse
et qui suffit pour éviter que la plupart des cellules élémentaires ne recouvrent pas



2.6. Fonction d’autocorrélation 109

leurs propres translatées (ce qui est, évidemment, le cas, par exemple, pour y = 0).
Malheureusement, cette condition ne s’exprime pas sous la forme d’une certaine
inégalité sur une norme de y, comme on verra dans la suite.

Premiérement, en utilisant ensemble les faits que I’état fondamental est w-presque
stirement non dégénéré par le Théoreme et que les sous-espaces £ (voir la Dé-
finition sont invariants pour H par 7 on obtient que I'état fondamental ¥
appartient & un de ces sous-espaces d’occupation fixée (voir également le Corollaire @ .

De ce point de vue, le support de ¥ est donné par le domaine & n dimensions @ )
On appelle chaque

A Q) =T[20y) oe6,, (2.86)

une cellule élémentaire. Alors, W est supportée sur la réunion de toutes les permutations
possibles des intervalles composants d’une cellule élémentaire. Rappelons maintenant que
sur chaque cellule élémentaire, ¥ est un produit des fonctions sinus normalisées tout ceci
normalisé 1/+v/n! correspondant au nombre total de permutations. Alors

1

1 11
Ew(y)—/ W (x)¥(x+y)|dx < E'E/A ]lA(Q)(X)']lA(Q)(X"‘Y)dX:m'

v LﬂA(Q) (),

(2.87)
ot v = |A,(Q)] est le volume d’une cellule élémentaire (o est arbitraire ici parce que des
cellules élémentaires différent seulement par une permutation des certaines coordonnées et
ont, done, toutes le méme volume). L'inégalité signifie juste qu’on peut remplacer
U par la fonction caractéristique de son support normalisée pour obtenir une majoration
de la fonction d’autocorrélation. De plus,

% Ly, (y) <card{(0,7) € &} t.q. A,(Q) N (A(Q) —y) # T}, (2.88)

qui est le nombre des intersections de cellules élémentaires de A(Q) avec des cellules de
A(Q) — y. Dans cette inégalité, on a négligé le fait que l'intersection de deux cellules
élémentaires peut ne pas avoir le volume total v et on a compté chacun de ces événements
d’intersection comme s’il avait I’amplitude maximale, qui est v.

On va maintenant expliquer comment des intersections multiples peuvent arriver dans
la partie droite de . Si, dans deux paires différentes d’intervalles sélectionnés par
I'occupation @), les intervalles sont approximativement & la méme distance I'un de l'autre,
alors ils peuvent étre permutés de fagon que les cellules élémentaires correspondantes
restent toujours connectées par le méme vecteur y. Plus précisément, supposons que
pour des indices j et k, les piéces sont données par A,y = [a1,b1], Ay = [a1,di],
Asky = [a2,b2], Arry = [c2, ds]. Supposons également (pour fixer I'ordre) que [ay,b;] est
a gauche de [¢1,dy], c.-a-d., ¢; > ay. Si

C1 — bl < d2 —ay et ¢y — bg < dl —aq, (289)
alors pour tout y € (max(c; — by, co — by), min(dy — a1, dy — as))

[ahbﬂ X [ag,bﬂ + (yuy) M [Cladl] X [027d2] #
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et

lag, ba] X [a1, bi] + (y,y) N [c1, di] X [ca, do] # @

La condition signifie tout simplement que la distance minimale entre les points de
la premiére paire des intervalles est plus petite que la distance maximale entre les points
de la deuxiéme paire et que la méme chose est vraie dans ’autre sens. Donc, la question
est essentiellement réduite a l'analyse de la distribution statistique des distances entre les
piéces qui font le support de I’état fondamental .

Fixons f € (0,1/2). La décomposition orthogonale en sous-espaces bas et haut (voir
(2.64))) et le fait que la composante basse W=, ou ¥ = W~ + W' est différente de zéro,
nous permet de décrire 'occupation Q = Q(V) = Q(¥ ™). Par la Définition , au moins
n(1 — A(p)) particules ont une énergie plus petite que E = E,(1+ h(p)). La longueur
d’une piéce correspondant a cette énergie est donnée par le calcul :

i, (1 - %h(,)) +0 (h?@))) |

Par conséquent, avec une probabilité au moins 1 — e‘Lﬁ, g € (0,1/2), le nombre des
sous-intervalles au-dessus de cette longueur, c.-a-d., des sous-intervalles qui peuvent ac-
commoder au moins une particules d’énergie sous F, est donné par la Proposition :

i (piéces > Z) = ,uLe_“ZqL O <L1/2+66_“Z/2 + L_°°> =n(1+ O(l,h(p))).

Alors, la grande majorité de ces piéces est occupée par des particules comme il y a
n(1— A(p)) particules pour ces sous-intervalles. Pour simplifier 'argument qui suit, on va
supposer que toutes les pieces de longueur plus grande que ¢ sont occupées par le nombre
correspondant de particules jusqu’au niveau d’énergie F. Comme on compte seulement
les intersections des supports de ¥(x) et W(x +y), ceci va donner une majoration de la
fonction d’autocorrélation Ly .

D’autre part, il y a au plus nA(p) particules qu'on ne controle pas et qui peuvent a
priori occuper des piéces arbitraires et en méme temps il n’y a pas plus que Bnp parti-
cules qui peuvent occuper des piéces avec plus d’une particule. Soit maintenant C' > 0 une
constante suffisamment grande. Comme d’habitude, avec une probabilité exponentielle-
ment proche de 1,1l y a O (npl/ C) sous-intervalles plus grands que £,(141/C). On appelle
ces trois types (les particules qu'on ne controle pas, celles qui ne vivent pas toute seule
et celles qui vivent dans des piéces trop grandes) de particules/piéces “exceptionnelles”,
dans le sens ou le nombre total de ces exceptions est beaucoup plus petit que n.

On va estimer l'influence de toutes ces particules exceptionnelles de la maniére sui-
vante. Pour un vecteur de déplacement y fixé, on obtient une majoration du nombre de
permutations possibles dans lesquelles un sous-intervalle donné peut participer si on sup-
pose que ce sous-intervalle peut étre permuté avec n’importe quel autre intervalle. S’il y a
m sous-intervalles de ce type, ils apportent le facteur total de n-(n—1)-...-(n—m+1) =
n!/(n—m)!. Ceci réduit tout simplement le probléme a n —m sous-intervalles différents de
longueur proche de ¢,. Remarquons, que le nombre total des piéces qu’on exclut comme
ceci est beaucoup plus petit que le nombre total de piéces : m < n.
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Pour résumer 'argument précédent, on a pu réduire le probléme & la considération de
tous les sous-intervalles de longueur

Lel,0,(1+1/0) (2.90)

et a I’analyse de la distribution statistique de distances entre ces intervalles.

Remarquons premiérement, que la distribution des telles piéces est uniforme sur [0, L]
grace a 'invariance par translation du processus de Poisson. Plus précisément, pour tout
point du processus de Poisson xy € [0, L — ¢,(1 4 1/C)], la probabilité que ce point soit
Iextrémité gauche d’une piéce de longueur [ qui satisfait ne dépend pas du choix
de xgy. Il en va de méme pour des extrémités droites des piéces.

Considérons maintenant les n — m (m est le nombre de particules exclues, m < n)
extrémités gauches de ces intervalles qui sont uniformément distribués sur [0, L — J],
d =1,(1+1/C). Fixons a > 6. Pour I'extrémité gauche x, de I’ensemble qu’on étudie,
combien y a-t-il d’autres points (parmi ces n —m distribués uniformément) qui se trouvent
a la distance (ici, la distance est algébrique) entre a et a + da? Avec une probabilité
exponentiellement proche de 1, ce nombre est donné par :

n—m+O0((n—m)/*P)  n 1/C
7 da—L(l—i—O(p )) da.

Ici, il est important que a soit plus grand que ¢ ; ceci garantit qu’on compte des piéces
distinctes (ses extrémités gauches). Alors, le nombre total des paires des sous-intervalles
(toujours parmi ceux qu’on considére maintenant), tels que ses extrémités gauches sont a
distance € [a, a + da] est égale a

(n—m)nL™" (1+ O(pl/C)) da =np (1+ O(pl/c)) da. (2.91)

Finalement, comme nos intervalles ont une longueur majorée par d et comme on s’intéresse
aux translations qui superposent deux intervalles, ’erreur da qu’on peut admettre est
majorée par 20. Le coefficient 2 est due au fait qu’aprés le déplacement, I'extrémité droite
de 'intervalle déplacé peut toucher I'extrémité gauche de 'intervalle fixé ou vice versa qui
explique la différence de la longueur maximale double d’un intervalle.

On peut résumer les arguments développés ci-dessus sous la forme suivante. Soit un
vecteur y fixé. Supposons que sa coordonnée y* pour k € N, fixé est supérieure a ¢
(= O(log™? p)). Selon notre stratégie, on compte le nombre des permutations o € &, telles
qu’il existe encore une autre permutation 7 € &,, telle que A,(Q) intersecte A, (Q) —y,
ol @ est 'occupation de I’état fondamental . Quelle piéce peut-on mettre sur la position
numéro k£ dans A, 7 On observe que toutes les piéces n’ont pas une piéce correspondante
a la distance y*. Notamment, sur la k-éme position, on peut retrouver soit une des piéces
exceptionnelles (dont le nombre total est borné par 2A(p)n pour tout choix de A(p) selon
(2.76) ou (2.77))), soit une piece exceptionnelle doit se retrouver a cette position dans
A;(Q) —y, soit ceci doit étre I'une des npO(¢,) picces réguliéres par . Le dernier cas
correspond & la situation quand dans A, et A, ce ne sont pas des piéces exceptionnelles
sur la k-éme position.

Adoptons la formulation suivante un peu plus abstraite. Supposons que le vecteur y
a 2nB coordonnées y* tels que au moins nB parmi eux (mais on ne sait pas lesquels)
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peuvent étre occupés seulement par au plus nA piéces. Ici, A et B sont petits en p. Selon
I'analyse ci-dessus, on peut prendre A = 5A(p) et B > A, comme ceci garantit que parmi
ces 2nB coordonnées, on peut occuper au plus la moitié soit par des piéces exceptionnelles
(2A(p)n piéces exceptionnelles dans A, et 2A(p)n dans A;) soit par des piéces réguliéres
a la bonne distance, dont le nombre est beaucoup plus petit que A(p)n.

Comptons maintenant le nombre des permutations ¢ € &,, admissibles selon cet argu-
ment. Pour choisir nB positions parmi 2nB, on a (2:5 ) possibilités. Ensuite, pour chacune
des nB positions, on a seulement nA piéces possibles qui donne (nA)"P possibilités, et
on suppose que d’autres piéces peuvent occuper des positions arbitraires. Tout ensemble,

par 'approximation de Stirling, ceci apporte :

m(f):;BQ (nA)B . \/m <@>n(123)
o)Ay —omy (=)

z Var (2)"
=n~ 2 [(2¢)*(1 — 2B) P AP]"
< exp (—n(B| log Al +¢) — %logn> :
(2.92)

avec ¢ = 2 + 2log2, une constante absolue. Pour que le premier terme soit le terme
principal, on va demander que

> =0 (|logp|™"
Tog A (logp| ")
pour une constante C' suffisamment grande, ot on a utilisé encore une fois les conditions
(2.76)) et (2.77). Entre autre, ceci garantit que B > A (en réalité B > A). Ceci conclut
la démonstration du Théoréme 2.6.2] O

Remaquons maintenant que 1’énoncé du Théoréme laisse du choix concernant
la fonction B(p). Evidemment, plus on choisit B(p) grand, meilleure est I’estimée pour
la fonction d’autocorrélation dans , mais en méme temps, il y a moins de vecteurs
y € V" satisfaisant la condition du théoréme. Regardons quel partie du volume total
occupent les vecteurs y qui satisfont la condition du théoréme. On compte seulement
la partie du volume que occupent les vecteurs qui ont exactement les premiéres nB(p)
coordonnées plus grandes que (14 1/C){,. Ces vecteurs forment seulement une partie de
I'ensemble total des vecteurs admissibles. Alors, chacune des nB(p) coordonnées ne peut
plus occuper d’un sous-intervalle de la longueur d’ordre O(] log p|) sur l'intervalle total de
la longueur L =< n/p, ceci apporte la proportion du volume :

(L — C|log p|)"2®
LnB(p)

— exp (—Cllog p|pB(p)), n — 400, (2.93)

mais selon les conditions du théoreme,

C < B(p)|log p| < [log pl,
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qui implique immédiatement, que l’exponentielle dans est égale a 1+ O(p|log pl).
Alors, pour tout choix de B(p) dans Théoréme , les vecteurs y satisfaisant la condition
du théoréeme, occupent presque tout le volume, c.-a-d., la fonction d’autocorrélation est
presque partout (sauf des bandes relativement fines) exponentiellement petite.

Remarquons, que dans 'un des cas limite, B(p) = B = const qui ne dépend pas de p,
les vecteurs y satisfaisant la condition du théoréme ont la norme L' :

[yl = Cink,, (2.94)

avec C une autre constante, et la borne (2.85)) se réécrit comme :
Ly(y) = O(exp(—C’QHyHl)), L — o0, n/L — p, (2.95)

avec Cy encore une autre constante.

Malheureusement, n’implique pas nécessairement ([2.95)). Le contre-exemple est
construit comme ceci. Supposons qu’il y ait deux particules non controlées qui occupent
les sous-intervalles aux extrémités de U'intervalle [0, L]. Alors, la distance entre elles est
de l'ordre L ~ n/p > n|log p|. Choisissons un vecteur y = (L, 0,...,0) qui translate I'un
de ces sous-intervalles dans l'autre et garde le reste intacte. Alors, comme il y a n — 1
paires des intervalles a la méme distance zéro, on peut faire (n — 1)! permutations selon
la stratégie ci-dessus, qui explique pourquoi dans cet exemple, Ly(y) = O(1/n).

Finalement, expliquons pourquoi dans le Théoréme on ne voit pas vraiment la
décroissance de la fonction d’autocorrélation avec la longueur de vecteur y, mais plutot
un effet discontinu : dés que y est suffisamment grand (dans le sens précis du théoréme),
Ly(y) est petite. Ce comportement est due au fait que les fonctions propres a une particule
sont parfaitement localisées sur des intervalles correspondants et ressemblent essentielle-
ment & des fonctions indicatrices. Or, ceci implique que ’état fondamental a n fermions
U joue également le role d'une fonction indicatrice dont le support est le symétrisé d’une
cellule élémentaire. Donc, dés que le vecteur y est suffisamment grand pour ce que ce sup-
port soit essentiellement découplé de sa propre translatée, la fonction d’autocorrélation
tombe immeédiatement presque a zéro.

2.7 Quantification de l'influence des interactions sur
I’état fondamental

Dans cette section, on quantifie la différence entre les états fondamentaux sans (noté
Wy, voir la sous-section et avec (noté juste W) interactions. On étudie d’abord
comment les occupations correspondantes Q(Ws) et Q(¥) different. Ceci nous permet
ensuite d’obtenir 'ordre du terme principal de la contribution des interactions W dans
I'asymptotique de I’énergie fondamentale par particule £(p). On va démontrer que la borne
supérieure dans 'inégalité donne 'ordre correct quand p est petit. Le mécanisme
est effectivement celui de la construction de 'état W3 a la fin de la sous-section et
est du au fait que, sous l'effet des interactions, il est énergétiquement plus avantageux de
répartir les particules dans un plus grand nombre de piéces que dans I’état fondamental
sans interactions Wy;.
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Pour estimer la différence entre les différentes occupations, introduisons la distance
discréte.

Définition 2.7.1. Soit m le nombre de picces. Soient Q', Q* € Ni', |Q7| =n, j € {1,2}
deux occupations. Ecrivons que @7 = (Q}, @3, ..., Q7)) pour chaque j € {1,2}. On écrit

disto(Q', Q%) = Zn Q) =

Ceci donne le nombre de piéces sur lesquels Q1 différe de Q5.
On démontre d’abord la borne supérieure sur la différence entre Q(¥) et Q(Wy).

Lemme 2.7.2. Pour tout 5 € (0,1/2) il existe une constante C telle que pour tous
n et L suffisamment grands et tels que n/L soit suffisamment proche de p, si VU est
I’état fondamental de H, (L, n) et Wy est l'état fondamental de HO(L,n), alors avec une

probabilité au moins 1 — e -1 ,

disto(Q(T), Q(¥y)) < Cnp.

Démonstration. Rappelons que selon le Corollaire [2.5.3 et la Définition [2.4.1] 'occupation
est bien définie pour I’état fondamental U et il y a au plus Bnp interactions dans ’état
fondamental W. Cela implique qu’au moins (1 — 2Bp)n particules dans ¥ n’interagissent
pas avec d’autre particules et, donc, vivent toutes seules dans des piéces isolées (c.-a-d.,
a distance d’au moins Ry d’autres piéces occupées).

Remarquons maintenant que ces particules, qui sont isolées des autres particules,
doivent nécessairement occuper le niveau fondamental dans leur piéce. De plus, il ne
peut pas arriver qu’il y ait quelque part une piéce isolée de longueur plus grande qu’une
piece déja occupée par une de particules isolées (parce que sinon le déplacement d’une
particule résulterait en diminution de I’énergie totale).

D’autre part, dans I’état fondamental sans interactions Wi, avec la probabilité au
moins 1 — e‘LE, il y a moins que 2u~'np piéces qui sont occupées par plus d’une particule.
Les autres (1 — 2u~!p)n particules sont isolées comme pour W et obéissent au méme
principe de maximisation de la longueur des piéces qu’elles occupent. Alors, en rejetant
au maximum 2(B+u ") pn sous-intervalles, on voit que ¥ et Wy coincident sur le reste. [

Passons maintenant & la minoration de 1’énergie fondamentale. L’intuition derriére
tous les résultats précédents ainsi que I'exemple de I'é¢tat g qu’on a donné a la fin de la
sous-section [2.2.3| suggérent que les interactions sont essentiellement portées par les piéces
de longueur environ 2¢, occupées par exactement deux particules. Pour cela, étudierons
le probléme a deux particules de plus prés.

Proposition 2.7.3. Considérons deux fermions dans [intervalle [0, (] avec les conditions
au bord de Dirichlet qui interagissent a travers le potentiel U(x!, 2?) = T2 —a2<Rryy - Soit
&((,2) l’énergie fondamentale de ce systéme. Alors il existe une constante C' > 0 telle que
pour £ suffisamment grand

52 52

- +C 3 < e(l,2) < <5+ ce. (2.96)
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Démonstration. On considére 'opérateur

a2 g2
—— + Ljo—yl<ro}

HE2 =35~ ap

qui agit sur L2 ([0, ¢]?) avec les conditions au bord de Dirichlet. Etudier le probléme de
Dirichlet sur [0, /]*> avec la condition d’antisymétrie équivaut a étudier le probléeme de
Dirichlet sur le triangle T'= {0 < y < = < ¢} (parce que les fonctions antisymétriques
s’annulent nécessairement sur la diagonale {x = y}).

Introduisons une constante de couplage devant les interactions (on va s’en servir plus
tard dans cette démonstration) et simplifions les notations. Soit H l'opérateur H (¢, 2)
agissant sur L*(T). Il s’écrit comme

H=H"+W,

ot H = =Ny, W = XU = Aly,_y<r,} €t A est la constante de couplage. Tous ces
opérateurs dépendent de ¢ et A, mais on omet cela dans les notations. Les opérateurs H°
et H ont un spectre discret pour tout £. L’énergie fondamentale de H® est Ey = 5m? /(>
et la fonction propre normalisée associée est

Uo(z,y) = % <sin (%) sin (%Ty) — sin (%Tx) sin (%))
= \/% (si (1z) sin(2y) — sin(22) sin(1y))
ol on a utilisé la notation introduite dans . Remarquons que selon ([2.29)),
Woo = (W, Ug) = AUq12),(12) = O(M?).

On obtient par conséquent la majoration dans (2.96) par le principe variationnel. En
fixant A = 1, on obtient :

Qf(g, 2) é <H\Ij0, \Ifo> = 57'('2672 -+ <W\D0, qjo) = 57T2€72 + O(£73>

Donnons ensuite la minoration. Soient {W¥, ¥y, ...} des états propres excités de HY,
|W;]| =1, j € N. Les énergies associées sont toutes minorées par 1072 /¢* : il est facile de
voir que le deuxiéme niveau énergétique de H® correspond 4 la fonction propre

Uy (z,y) = % (Sin(ix) sin(3y) — sin(3z) Sin(iy))

d’énergie F; = 1072¢~2. Considérons le probléme spectral
HV = BV (2.97)

avec E < 6m%(~2. Si ce probléme n’a pas des solutions, la borne inférieure dans ([2.96)) est
automatiquement satisfaite. Sinon, on sépare I’é¢tat fondamental de H° :

1
L*(T) = {a¥, a € C} @ Span{¥,, U,, ...}
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et on réécrit (2.97)) selon cette décomposition sous la forme
5T+ Woy W\ (T v,
~ ~ | =FE( ~ 2.
( W A v v )7 (2.98)

-

ol

U - (W()l, W(]Q, . )

| >

avec
Wij == <W\Ijza lI]j>7
les éléments matriciels de W, et la partie de H dans Span{¥, ¥,, ...},
A > 1072072,

parce que W > 0 pour A > 0 et H°

> B, = 1072072, Alors pour E < 672(~2
Span{W¥,¥s,...}
l'opérateur A — FE est inversible borné et (2.98) donne le probléme spectral :

A A2~ ~
(571'262 + §U(12)’(12) - ZU(A - E)lU*> \IJO = E\Ijo (299)

Les coefficients 1/2 devant le deuxiéme terme et 1/4 devant le troisiéme sont da au fait

que dans un élément matriciel des interactions U, on intégre seulement sur la moitié du

carré [0, £]?. Il reste maintenant & borner la norme du troisiéme terme dans (2.99)). Soit
U 2, 2 A2 | A2
Eap = (@ +7)=0+]

I'énergie de I'état propre sin(iz) Asin(jy) de H® (voir également la notation (1.87))). Alors,
- -~ ~ U2, ... /2 U2 ...
U(A—E —IU* < U HO - F —IU* — (12),(i5) < — (12),(i5) ]

A-B) T <O -5y 0= Y p <Dy ne
(i5)#(12) (ig)#(12)

On écrit ensuite les sommes de termes de différents types (selon 'analyse de la sous-

section [2.2.2]) :

U2 . UQ U2
P L e e e el
9 9 5 - 7 > : o
iy CHIP 0 R+ (I+1)? -6 4 (i+3)7 -6

U2\ 1 Uz

(12),(19) (12),20)
* Z -5 + Z 2 -9 (2.100)

i>3,i4 Moyt

Utz s
12),(ij
T Z 2+ j2 -6
7‘<‘7a‘7_7‘¢{1a3})l>3
La premiére et la deuxiéme somme dans la partie & droite de (2.100)) sont des sommes

des termes “résonants” selon la terminologie de la sous-section [2.2.2 Traitons la premiére
somme. Evidemment, il suffit de borner

U2

Z (12),(i,i+1)
i? .

122
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Le numérateur du élément matriciel Ugy 541y peut étre représenté par le combinaison

de M- et R-termes (voir (2.24])), ce qui donne :

rTM TR
I Uty iy T Uy i)
(12),(1i4+1) = e

En faisant le développement limité, on voit que, pour la partie résiduelle, on a
sin(1z) sin(2y) — sin(2z) sin(1y) = O(L™),
parce que dans 'intégrale U R ona |z| < Ry et |y| < Ry. Ceci implique
ﬁgz),(i,wl) = o™,

comme l'aire d’intégration est d’ordre constant. Par le Lemme [2.2.15| la partie principale

donne : R R
~ M sin(z—1)  sin(i + 2)
U(12),(i,i+1) =/ ( x - .

i—1 P42

En rassemblant tous ces arguments, on obtient :

~ ~ 2
(sin(i — 1) sin(i+ 2))
U2, .. i—1 P42
Y 026 2y
< .
2+(+1)2-6 ct i2 (2.10)

122

On sépare la somme en deux parties : Y o, = > o, +> ., Sii < £ alors 2 < 7. On
estime :

N 2
( 2)>
(it=)* -
> 5 <c > o (2.102)
2<i<t 2<i<l

En faisant 'autre développement limité, pour ¢ > ¢, on obtient

~

sin(@ —1)  sin(i + 2) B

ce qui donne

> ( 3 <Oy it O, (2.103)
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En mettant (2.102)) et (2.103) dans (2.101)), on obtient l'estimée pour le premier terme
dans ([2.100) :

2
Z U(l?),(i,i—l—l) Cg_
P 24 (i +1)2 -6

Par les mémes arguments, on obtient la méme estimée pour le deuxiéme terme dans
(2.100|). Passons au troisiéme et au quatriéme terme. Il suffit de remarquer que les parties
principales UM valent zéro comme ces termes sont non résonants (la méme chose est vraie
pour le dernier et cinquiéme terme de la partie a droite de ) Mais pour tout ¢ et
Js

R _ —6
Uiz, = O (€7°) - (2.104)
Ceci implique
U2, i U
(12),(14) 12 -2 < 12
D gt oy sertyiteor
123,174 124,1#5 i>1

Il reste le dernier terme. De nouveau, comme tous les cas résonants ont déja été considérés,
il y a que la partie R a estimer :

~ 2
Uz, <€*2UR .
(12),(ij) (12),(ij)
———— < C- : _ 2.105
Z Z‘2 + j2 _ 6 Z 12 + ]2 ( )

i<j,j—i¢{1,3},i>3

Dans ([2.105)), on sépare :

(ij) non résonant avec (12)

2= 2 )

(i) min(i)>6  min(i)<e?

Pour la somme sur i et j tels que soit i, soit j est plus petit que £2, en utilisant le fait que
chaque terme est borné par C¢~'2 selon (2.104)), on calcule :

=& < (12),( ”)> <O .12 -2 < Cyp-10
ZZ Z2+] ZZ

=1 j=1

Pour i > (% et j > (2, en utilisant le dernier cas de (2.26) et le fait que UR est toujours
borné par une constante, on obtient que

TR 1
Ultay i = O (7' +77").
Ceci donne immeédiatement la convergence de la somme dans (2.105)) avec I'estimée :

2
U( z) 24 1 .

(i) non résonant avec (12) i=j5>02 i>5>02
min(4,5) >/
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et démontre que la derniére somme dans la partie a droite de (2.100) est au plus d’ordre
075, Ceci conclut la démonstration que ([2.100]) est O (£7°), qui implique

UA—-E)'U =0 (7).

En revenant au probléme spectral (2.99)), on voit que le deuxiéme et le troisiéme termes
de la partie & gauche sont de I'ordre ¢=3. Ceci implique qu’il existe une constante C' > 0
telle que pour A > 0 suffisamment petit

A A2~ ~
5W2£_2 + 5U(12)7(12) — ZU(A — E)_lU* 2 57T2€_2 + 06_3.

On a démontré la minoration de I’énoncé de la Proposition 2.7.3] pour la constante A
suffisamment petite. Mais si c¢’est vrai pour A petit, alors c¢’est aussi vrai pour tout A > 0
par la monotonicité. O

La Proposition [2.7.3 permet d’obtenir une minoration sur la différence entre les occu-
pations de I’état fondamental sans interactions Wy et avec interactions W. Ce résultat est
complémentaire a celui du Lemme [2.7.2] Remarquons aussi que le Lemme avec la
Proposition [2.7.4] font ensemble le Théoréme [0.0.8

Proposition 2.7.4. Pour tout 8 € (0,1/2) il existe une constante C' telle que pour tous
n et L suffisamment grands et tels que n/L est suffisamment proche de p, si VU est [’état
fondamental de H,,(L,n) et Uy est I’état fondamental de H(L,n), alors avec la probabilité
au moins 1 — e 1",
. 1
disto(Q(¥), Q(¥y)) = o

Démonstration. On fait la démonstration par ’absurde. Le contraire de 'affirmation de
la proposition soit que pour tout C' > 0 il existe L et n arbitrairement grands et tels que
n/L est arbitrairement proche de p, tels que

disto(Q(W), QW) < Lnp
Dans I’état fondamental sans interactions Wy, il y a d’ordre np piéces qui sont occupées
par exactement deux particules selon la formule . Evidemment, ces particules sont
sur le premier et le deuxiéme niveau. Mais si au maximum C~'np parmi elles sont changées
et d’autres restent intacte et au méme temps de nouveau au plus C~'np nouvelles (par
rapport & W) piéces sont occupées, alors I'argument de la fin de la sous-section m
reste valable avec un seul changement : au lieu de dire que le terme d’interaction entre
le premier et le deuxiéme niveaux d’un sous-intervalle de longueur d’ordre ¢, apporte le

surplus d’énergie d’ordre £;?, il faut utiliser la minoration dans (2.96). O

La Proposition [2.7.4 nous permet d’améliorer la minoration dans l'estimée de 1’énergie
fondamentale par particule par rapport a celle du cas sans interactions du Corollaire[2.2.19]
On trouve que la majoration dans (2.54) est d’ordre correct.
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Corollaire 2.7.5. Il existe une constante C > 0 telle que

1
E(p,0) =2 E°(p, 0) + Zp|log p| . (2.106)

Démonstration. Par la Proposition [2.7.4]il y a au moins d’ordre np particules qui doivent
étre déplacées pour obtenir W a partir de Wy, Mais en utilisant les estimées (2.58]) et

(2.60)), on arrive a (2.106|). O
Remarque 2.7.6. Les Corollaires [2.2.19 et [2.7.5] démontrent le Théoréme [0.0.9]




Annexe A

Ensemble grand-canonique

La partie principale de la thése s’occupe de la formulation du probléme dans le for-
malisme de microcanonique. Cela consiste a considérer le systéme comme isolé avec un
nombre fixé de particules a la température absolue zéro. Les objets les plus intéressants
et les plus importants physiquement dans ce cadre sont I’énergie et la fonction d’ondes de
'état fondamental qu’on a étudiées dans les Chapitres [I] et [2|

Une autre possibilité est de considérer un systéme ouvert a température positive T'. Ce
systéme peut échanger de I’énergie et des particules avec son environnement pour atteindre
une configuration énergétiquement favorable. L’échange de particules est controlé par le
potentiel chimique p € R. Une quantité physique la plus cohérente dans I’ensemble grand
canonique est I’énergie libre (mais on peut également définir ’énergie fondamentale qui
décrit le systéme ouvert & température zéro).

Dans la suite, on introduit le formalisme lié & ’ensemble grand-canonique dans la
Section [A.1] On définit notamment 'espace de Fock pour les trois statistiques quantiques
discutées dans la sous-section (Maxwell — Boltzmann, Bose — Einstein et Fermi
— Dirac). Ensuite on définit ’énergie fondamentale dans ’ensemble grand-canonique et
'énergie libre. Puis, dans la Section [A.2] on démontre des inégalités de type sous-additif
pour I'énergie fondamentale et ’énergie libre dans le cas des interactions a support com-
pact (voir la sous-section et on en déduit I'existence de la limite thermodynamique
dans ce cas la.

A.1 Espace de Fock et énergie libre

Dans cette section, on introduit le formalisme grand-canonique. Plus précisément, on
définit 1'espace de Fock, les énergies fondamentale et libre, ainsi que les notions d’état
et de matrice densité. Pour une introduction assez compléte sur ce sujet, on pourra, par
exemple, consulter [BRI7|, [Gre98] ou [Diug9).

On reprend la définition de l'espace de Fock de la sous-section[I.1.2] Soit une statistique
€ {@,+,—} fixée et soient {H} } ey les espaces de Hilbert a n particules quantiques.
Alors, on définit 'espace de Fock par :

ZL(9) =Co Py

n>1

121
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On note par F4(A), A C V, lespace de Fock correspondant a l'espace & une particule
$ = L*ANYV), et on se permet d’omettre 'indication explicite de la statistique # dans
les notation pour le moment. Le hamiltonien restreint a A est défini par :

H.,(A) = 0 ® @D Ha (A, n),
n=>1
ou H,(A,n) est le hamiltonien pour n particules quantiques dans le domaine A (voir la
définition (L.14)). C’est un opérateur autoadjoint sur F(A), qui respecte les sous-espaces
de nombre de particules fixé. L’opérateur de nombre (de particules) est 'opérateur de
multiplication suivant :
NIA) =0 @ n.
n>1

Les opérateurs H,(A) et N'(A) agissant sur l'espace de Fock F(A) décrivent I’ensemble
grand-canonique de particules quantiques dans un domaine A. Ils commutent.

Soit maintenant 4 une C*-algeébre d’opérateurs sur Iespace de Fock F(A). On appelle
les éléments de U les observables. Remarquons, que le choix et la description rigoureuse
de cette algébre ne sont pas évidents. Un état normal v du systeme dans l’ensemble
grand-canonique est une fonctionnelle sur 4l donnée par une matrice densité selon la régle
suivante :

Y(A) = Trrp) (AT), A e, (A.1)
ou la matrice densité [[]est un opérateur positif sur F(A) de trace unité :
I'>20, TrrppyI'=1 (A.2)

La formule donne la valeur moyenne de ’observable A dans ’état I'. Par exemple,
Trra)(Hy (A)T) et Trrpay(N(A)I') donnent I'énergie et le nombre de particules moyens
respectivement du systéme dans 1’état IT'.

A la température zéro, l’énergie fondamentale d'un systéme appartenant a I’ensemble
grand-canonique est obtenue en optimisant I’énergie d’'un systéme a n particules par rap-

port & n. On reprend (1.26]) :
¢, (A) = inf E,(A, n). (A.3)

n=0

A la température T > 0 positive et a potentiel chimique x € R fixé, I’énergie libre
grand—canoniqueﬂ est définie par la formule :

[Fl,(A) = —Tlog (Z Tran(a) 6—(HW(A,n)—/m)/T> , (A.4)
n>0

ol on a omis dans la notation la dépendance de ’énergie libre dans la température et

le potentiel chimique. Il existe une autre définition de type variationnel équivalente a la

précédente :

FuN) = inf Tz [(HW(A) — uN + TlogT) r]. (A.5)
Try(n D=1
Dans la suite, on veut démontrer 'existence d’une limite thermodynamique pour les den-

sités €, (A)/|A| et F(A)/|A].

6. Dans certains livres (par exemple, [Diu89]) cette quantité porte le nom du grand potentiel.
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A.2 Inégalités sous-additives et existence de la limite
thermodynamique

Dans cette section, on démontre 'existence de la limite thermodynamique pour les
quantités définies dans et (ou alternativement, (A.4))).

Un état dans I’ensemble grand-canonique est donné par la matrice densité I qui vérifie
(A.2]) et donc, n’est pas en général caractérisé par un nombre des particule bien défini.
Au contraire, c’est un mélange de différents états purs (un état I' est pur si sa matrice
densité est le projecteur orthogonal sur un vecteur W appartenant a un des sous-espaces
57(A).

Pour I'ensemble grand-canonique, la limite thermodynamique est la limite A — oo
dans le sens de Fisher (voir Définition [I.1.25)). Dans ce cas, la Définition (qu'on a
utilisée dans le cas de ’ensemble microcanonique) ne convient pas : le nombre de particules
n n’a pas de valeur fixée pour un état dans I’ensemble grand-canonique.

Dans la suite, on va supposer que les interactions sont a support compact (Comp) de
rayon Ry, mais on ne demande pas qu’elles soient par paires ou invariantes par translations.
Pour plus de détails, voir la sous-section [1.1.2]

A.2.1 Energie fondamentale

On commence par I’énergie fondamentale (A.3). Soient Ay et Ay deux domaines dans
V a la distance 'un de l'autre plus grande que Ry :

dist(Aq1, Ag) > Ry.
Alors,
EL(AfUA,) = g% ¢, (A UAg, n)
<inf inf  (E,(A1,n1) + Eu(Ag,n2))

n=20 ni1 220
ni+no=n

= inf @w(AhTLl) + 1Il>f0 GW(A27TL2>

n1=0

= ew(Al) + @w(Ag),

ou la premiére et la derniére égalités sont juste les définitions de I'énergie fondamentale
pour '’ensemble grand-canonique, I'inégalité a la deuxiéme ligne est une conséquence im-
médiate de la sous-additivité avec S1 = Sy = 0 (pour avoir I’énergie fondamentale)
et A =0 grace a la compacité des interactions), et I’égalité au milieu est vraie parce que,
optimiser en n; et ny en fixant leurs somme et ensuite optimiser cette somme, revient du
méme que optimiser séparément par nq et no.

Bien stir, ’énergie fondamentale est monotone par rapport au domaine :

AN CA = wa(Al) > QEW(AQ)
Ceci implique que, pour tout A D Ay U Ag, dist(Ay, As) > Ro, on a
6W(A) < ew(Al) + 6w(A2)a (A-G)
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qui nous permet d’établir I'existence de la limite thermodynamique pour I’énergie fonda-
mentale.

Théoréme A.2.1. Supposons l'opérateur a une particule borné inférieurement (LB) et
décorrélé (IAD). Si les interactions W sont stables (SI) et de support compact (Comp),
alors il existe un nombre e € R tel que

e
‘A‘ A—oo '

La convergence est dans L'(Q) et w-presque sirement.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser la sous-additivité (A.6) et de répéter la démonstration
du Théoréme [.2.201 O

Remarquons que dans le cas ou les interactions sont répulsives (Rep) et le potentiel
V., est positif (condition (LB) avec C' = 0), la limite thermodynamique qu’on discute
devient triviale. Pour tout n € N, on peut écrire :

Hw(A7 n+ 1) = Hw(Av n) ® ]lYJ(A) + 1%(/\) ® HUJ<A7 1) + W:ﬁter Z Hw(Aa n) ® ]l.ﬁ(A)y

ol W;ﬁfer > 0 est le potentiel d’interactions de n premiéres particules avec la derniére.
Cela implique que

inf Spec H,(A,n + 1) > inf Spec H, (A, n),

qui veut dire que énergétiquement c’est plus avantageux d’avoir le moins possible de
particules. Alors,
¢,(A) =0,

et I'infimum dans se réalise sur n = 0. Physiquement ceci veut dire que grace a la
nature répulsive des interactions et au fait qu’il n’y a pas de piéges créés par le potentiel
aléatoire, les particules se repoussent I’'une 'autre vers 'infini. Dans d’autres situations, la
limite dans le Théoréme ainsi que 'énergie fondamentale €, (A) elle-méme peuvent
étre non triviales.

A.2.2 Energie libre

On considére maintenant ’énergie libre F,(A) a la température T > 0 pour le potentiel
chimique p € R. La formulation variationnelle (A.5)) sera plus utile pour nous.

Soient, comme d’habitude, A; et Ay deux domaines dans V & la distance au moins Ry
I'un de 'autre. Rappelons que 'espace de Hilbert a une particule est décomposé en :

51(/\1 UAg) = 57)1(/\1) ©® »‘7)1(/\2)-
Cette décomposition induit ’isomorphisme des espaces de Fock :

F(A1UA) ~ F(A) @ F(Ag).
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L’application (par exemple, dans le cas fermionique, § = —) est donnée par :

FM®F ()3 At Noy o> Aia Aoy e F-(0UA), (A7)

i=1 j=1 i=1 j=1

et est prolongée par linéarité et continuité sur tout l'espace de Fock. Ici, on identifie
un élément ; € H'(A;) avec son extension par zéro sur A; U Ay ou, autrement, avec
1 ®0 € H (A1) ® H'(Az), et pareille pour des éléments ¢; € H'(Az).

On note J lisométrie définie par . Faisons I'observation cruciale suivante. Sup-
posons qu’il y ait une paire d’opérateurs A; et A, tels que A; agit dans F(A;), j € {1,2}.
Alors, a l'aide de Iisométrie J, on peut définir 'opérateur J(A; ® As)J ™! qui agit dans
F (A1 UAy). Comme dans la suite, on va toujours travailler a travers I’application J, on
écrira simplement A; ® Ay a la place de J(A; ® Ag)J -1

On remarque que, s’il n’y a pas des interactions entre A; et Ay (ce qui est le cas si les
interactions sont a support compact et, ces deux domaines sont & la distance au moins
Ry), alors le hamiltonien total admet une décomposition :

H, (A1 U Ag) = Ho (A1) @ Trag) + Lray) ® Ha(Az), (A.8)

oullrpy =10 @@1 Lgn(a) est opérateur identité dans I'espace de Fock. De méme, pour
I'opérateur de nombre,

N(Al U AQ) == N(Al) ® ]I].'(AQ) —|— H]-'(Al) ®N(A2) (Ag)

On rappelle encore une fois, que les parties & droite de et (A.9), et les produit
tensoriels, doivent étre comprises a travers 'isométrie J.

Soient maintenant I'; et 'y les matrices densité qui résolvent le probléme variationnel
de I’énergie libre pour A = Ay et Ay respectivement. Alors, 'y @'y donne une matrice
densité sur F(A; UAy), parce que Trr,ua,) (I @ I'e) = Trpp,)(I') - Trrm,) (I2) =1 e,
évidemment, I'y ® I'y > 0. En remarquant également que

log(T'y ® I'y) = log I't ® Lr(a,) + Lra,) ® log 'y,
on trouve :
Fl(Ay U Ay) < Traa,on) {(Hw(Al UAs) — pN(A U Ay) + Tlog(Ty @ Ty)) - (Ty ® rg)}
= Tr]-'(AluAg){ [(Hw(/\l) — pN (A1) + TlogTh) @ Ira,)
Fring) @ (Huo(Ar) = N (A) + TlogIy)| - (0 @ Ta) }

= 3" Teriay {(BLA) — V() + TlogT) T )

(A.10)

qui nous donne le théoréme suivant.
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Théoréme A.2.2 (limite thermodynamique pour énergie libre). Soit un opérateur a
une particule borné inférieurement (LB) et décorrélé (IAD). Si les interactions W sont
stables (SI) et de support compact (Comp), alors il existe une fonction f(T,u) telle que

F, (A) LY(Q) et w-p.s.
‘A| A—o0

» f(Ts ).

La fonction f(T,p) est déterministe est s’appelle la densité de I’énergie libre.

Remarque A.2.3. L’énergie par particule libre dépend de la statistique § méme si on I'a
omise dans les notations.

Démonstration du théoréme. Comme dans la démonstration du Théoréme [A.2.] il suffit
d’utiliser la sous-additivité (A.10|) pour appliquer le théoréme ergodique sous-additif en
suivant la méthode du Théoréme [1.2.20 O

Pour rétablir I'idée que, dans la limite thermodynamique, le nombre de particules croit
conjointement avec le volume, il reste & comprendre 1’évolution de la valeur moyenne de
l'opérateur de nombre. Soit I',,(A) la matrice densité qui réalise I'infimum dans (A.5)) pour
I'énergie libre F,(A). Alors, on calcule le nombre de particules moyen :

nw(A) = TI“]:(A) (NFW(A)).

On aimerait démontrer que n,(A)/|A] admet la limite quand A — co. On pourrait appeler
cette limite la densité de particules. Si cette limite existe :

ong(A)
Jim N p(T ),
alors ce serait logique de penser que
Of (T, 1)
o(T, ) = — 2L,
op

La vraie difficulté est d’interchanger la limite thermodynamique avec la dérivation par-
tielle. Ceci n’est pas fait dans cette thése et il n’est pas clair sous quelle condition cela
peut étre fait.



Annexe B

Marginales, densité de charge, densité
de courant et la localisation

Cette annexe sur les marginales est une démonstration de ce qu’on peut faire avec
I'état actuel de notre connaissance sur 'opérateur H,(A,n) en bas du spectre. On ne
peut pas, par exemple, obtenir 'asymptotique de I’énergie fondamentale, qui nous semble
quelque chose de beaucoup plus fin. Les questions les plus importantes sont décrites dans
la partie sur la localisation. La partie sur la densité de charge et de courant donne une
réponse partielle & ces questions.

On rappelle que les vecteurs z* dans R? ou A sont les coordonnées spatiales de par-
ticules; x = (z!,...,2") dans R™ ou A? est un vecteur dans 'espace configurationnel.
Pour z € C, on note par Z = z* son complexe conjugué.

B.1 Marginales

Soit ¥ € Sﬁg‘(A) une fonction d’ondes & n particules. Dans la base des fonctions propres
du hamiltonien non perturbé H2(A,n), ¥ s’écrit sous la forme :

U => ciVa, (B.1)

ol
1 e T .
Uy (x) = —= Z (—1)7 wa (xo(z))7
\/m ceBGy, =1
avec o = {a, ..., a,} C N, carda = n et ¢, k € N, des fonctions propres a une particule.

On suppose que toutes les fonctions propres sont normalisées :
lonll =1, D leal® = 1.
(63

Ceci implique que
W) = [[Wal = 1.

127
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On va maintenant calculer quelque marginales. Plus précisément, on calcule la densité
a une et a deux particules :

g’ = [ & e,
An—2
Ale) = [ T = [ ardee?)
An=1 A
ou lintégration avec le chapeau veut dire qu’on intégre toutes les variables sauf celles

indiquées.
Aprés un calcul direct, on trouve que :

Z|0a|2 Z‘QZ,O@ x! $)|

acew 1<J
2 1 %
+ = Z CaCZ'T]_ Z S( 7?:7<>7j)' [Oéc'nai](xlalj)' ([ﬁQaai](‘T17I2>)
ta ki
- * (B.2)
+ m Z CaCE 5o, ,,Q) - [oz,',,a.](xl,x?) : ([50,50]@1@2)) )
a,fEV
lo\B|=2

ol, dans la deuxiéme somme,
— (g est le seul élément qui est dans «, mais pas dans 5 : {ag} = a\ S,
— B est le seul élément qui est dans 3, mais pas dans o : {8¢} =0\ a.
Pareille, dans la troisiéme somme,
— {os, ca}t =a\p,
~ {Bo o} = B\«
La notation o € ¥ veut dire juste que V¥, donne le coefficient ¢, différent de zéro dans
(B.1)). La fonction s(-,-,-,-) donne le signe :

s(p, q, 7, 8) = (—1)Pratsign(pa)tristsign(rs)

Finalement, [k, j] désigne le déterminant de Slater deux fois deux :

k,j] = (Y @ — P @ Yy) -

7

De méme, on trouve que

- Z |Coz|2 . Z W}cxz + - Z CaCE ) (_1)*+<> ' wa*(a‘J)wﬁo (‘%J)*a (B3>
acevw oa,,BE‘ll
la\B|=1
ol les notations sont celles définies ci-dessus.
Remarquons, que les premiers termes dans et sont juste des moyennisa-
tions des densités pour les états propres a deux et a une particule respectivement. La
moyennisation se fait d’abord pour des états (& deux ou a une particule) qui constituent
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un état propre a n particules W, et aprés pour tous les a avec des poids |c,|?. Ceci donne
la probabilité de trouver le systéme dans l'état propre U, (voir (B.I)). Les autres termes
sont pénalisés par des coefficients décroissants en n.

On se place maintenant dans le cas du modéle des piéces a une dimension. Supposons
que ¥ € $H7, un état a n particules “prés” de I’état fondamental. Soit A > 0 suffisamment
grand. Le sous-espace $)~ est engendré par les états propres de H°(A, n), tels que au plus
~ npﬁf particules ont une énergie inférieure a ~ F, et tels que le nombre d’interactions
est au plus d’ordre np.

Concentrons nous sur la densité a une particule (B.3)). Dans ce cas, si on croit vraiment,
que c’est le premier terme qui est le plus important, ceci donne juste la fonction de densité
qui est plus ou moins uniformément répartie par des pieces de longueur ~ £, et qui s’annule
presque en dehors de ses piéces. Sur chaque sous-intervalle occupé par ¥, la densité pl,
vaut juste la moyenne des densités des fonctions & une particule qui sont supportées par
cette piece et d’énergie inférieure a environ F,,.

Plus rigoureusement, soit ¥ 1’état fondamental & n fermions dans le modéle des piéces,
comme discuté dans le Chapitre [2l Alors selon le Corollaire 2.5.3] ¥ appartient & un des
sous-espaces )¢ d’occupation constante. Selon la formule , la densité a une particule
py est supportée exactement sur la réunion des pieces sélectionnées par Q.

Décomposons maintenant ¥ selon :

U= (1-e)20 407, (B.4)

ott on peut choisir des paramétres de la Définition[2.4.1]de fagon que e = O(|log p| ™) < 1
pour A > 3 arbitraire fix¢, et ||U~| = || U*|| = 1. Rappelons que ¥* € §) pour la méme
occupation @. Bien évidemment, I'occupation @ est fixé : c’est celle de ¥~ € H™.

Dans U™, il y a au moins n(1 — A(p)) particules de I'énergie bornée par E = E,(1 +
h(p)). Comme il n’y a pas plus que Bnp interactions et pas plus que nA(p) “mauvaises”
particules, on déduit qu’au moins

n(l—A(p) — Bp) = n(1 —24(p)) (B.5)

particules n’interagissent avec d’autres particules (vivant toutes seules) et sont toujours
d’énergie bornée par E. Suivant Iidéologie qu’on a déja employée plusieurs fois dans cette
these, on estime le nombre de pieces qui correspondent a cette énergie. Pour qu’une picce
crée une énergie inférieure & F, sa longueur doit étre au moins

[=n/VE =1, (1= 500+ 002()).

Le nombre de piéces de longueur au moins { est donné par la Proposition Avec une
probabilité au moins égale & 1 — exp(L”),

12 0) = pLe "+ 0 (Ll/”ﬁe*”z) = n(1+ O(L,h(p))). (B.6)

Par la méme méthode on peut trouver que seuls nO(p) de ces piéces créent au moins deux

niveaux inférieurs & E. En reprenant (B.5) pour le nombre de particules normales (qui
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vivent toutes seules et qui ont une énergie bornée par E), on voit qu’il n’y a pas tant
de piéces qui peuvent porter ces particules. Ceci implique que, exceptées au plus
nO(A(p)+L,h(p)), les pieces décrites par sont occupés par ces particules “normales”.

Ensuite, comme chaque particule “normale” est toute seule dans sa piéce et qu’elle doit
occuper nécessairement le premier niveau, on sait exactement, quelle fonction propre a
une particule lui correspond. En réécrivant pour la densité de la composante basse
py-, on remarque que selon lanalyse précédente, toutes les 1, sur les pieces décrites
ci-dessus sont égales pour les différentes composantes «, et la deuxiéme somme s’annule
sur ces piéces. Soient maintenant A; = [a;, b;], @ € T, les piéces support de ces particules,
c’est-a-dire, des particules qui n’interagissent pas, qui vivent dans les piéces de longueur
proche de £, et qui occupe le premier niveau dans ces piéces. Remarquons, que

card T = n(1 — O(A(p)))

selon (B.5)). Alors, (B.3)) se réécrit comme :
Py () = 1 Z = sin? (M) + un reste (B.7)
. n =\ |Ail Al ’ '

ol le terme de reste est la somme (les deux sommes) dans (B.3), mais uniquement pour
les piéces qui portent soit plus d’une seule particule, soit une particule excitée. Le nombre
de ces piéces est relativement petit.

Finalement, expliquons comment la situation change si on considére non pas seule-
ment la composante basse ¥~ mais également U (voir (B.4)). Comme dans les piéces
normales A;, 7 € T, grace a 'occupation constante, ¥' a également exactement une par-
ticule et I'amplitude relative € est petite, alors, le terme principal dans ne change
pas beaucoup (on ne peut pas néanmoins donner une estimation uniforme, en norme L,
comme, ponctuellement, la fonction d’ondes d'une particule excité peut étre arbitraire-
ment grande). Sur les autres piéces qui interviennent dans le terme de reste dans ,
on a encore moins de controle et la seule interprétation qu’on peut en donner avec les
outils qu’on posséde, c’est que ¥ intervient peu dans le sens de la formule (B.4)).

B.2 Localisation

Dans cette section, on essaye de comprendre comment définir la localisation dans le
cas de plusieurs particules et ce & quoi sert la notion de la localisation du point de vue
physique.

La localisation du point de vue physique est le fait que des particules restent dans la
zone bien bornée et ne portent pas de courant. La relation entre la localisation et ’absence
de la conductivité est, & notre avis, la clé pour la compréhension de ces deux notions. Donc,
chaque généralisation de la localisation a une particule pour le cas multi-particule doit
vérifier la propriété, que, si dans une certain zone d’énergie, le hamiltonien est localisé,
alors, il n’y a pas de conductivité a ces énergies.

On va d’abord regarder ce que proposent Basko, Aleiner et Altshuler dans [BAAQG].
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Pour le modeéle a une particule, ils proposent que la fonction propre ¢, peut étre
classifiée comme localisée ou étendue si :

o) ~ ¢, ¢ exp (%) ., localisée, (B.3)
1/|Al, ¢tendue.

C’est la définition standard qui repose sur la décroissance rapide d’une fonction propre.
Ceci peut étre traduit en terme des éléments matriciels d'un certain opérateur local A(R) :

Arj(R) = (¢ A(R)[¢5)-

On introduit une fonction d’autocorrélation
Li(r) = / dRALj(R)A;(r + R).

On dit qu’il y a la localisation si
L) S exp (~[rl/Goe) (B.9)

Pour le cas de plusieurs particules, la définition du genre de (B.8|) n’est plus viable,
comme les particules peuvent se trouver partout dans A, mais chaque une peut étre bien
localisée. Un tel état & n particules est d'une part pas localisé dans A, mais bien localisé
dans I'espace configurationnel A™. De plus, imaginons qu’il y a quelque particules parmi
ces n qui sont pas localisées. D’une part, ceci ne doit rien changer, mais, d’autre part, cet
état n’est pas localisé méme dans A™ au sens strict de la formule (B.§]).

Pour contourner cette difficulté, Basko, Aleiner et Altshuler proposent de généraliser
plutot la définition (B.9). Pour ceci, au lieu d’opérateur local A(R), on prend sa deuxiéme
quantification A(R) :

A=AQ1" ' +1@Ax1" 2 +... +1" 1 g A (B.10)

Remarquons que Basko, Aleiner et Altshuler n’utilisent pas exactement cette définition,
mais une définition qui repose sur les opérateurs de création et d’annihilation. Néanmoins,
pour notre cas, est plus approprié, comme il n’y a pas des opérateurs de création
et annihilation naturels pour notre modéle (il n’y a pas d’état qui pourrais étre considérer
comme vide!) dans le formalisme microcanonique. Remarquons, que R est toujours un
vecteur de l'espace physique A.

Ensuite, on applique la méme idée a l'opérateur A(R). Ces éléments matriciels sont
donnés par :

Aap(R) = (V| A(R)[Wp) ,

ou {¥,}, sont les états propres a n particules. L’autocorrélation
Lhs(r) = / dRA.5(R)Asa(r + R)

doit décroitre exponentiellement dans le cas de localisation.
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Regardons ce que cela donne pour notre cas modéle, notamment pour le modeéle des
piéces & une dimension. Supposons pour la simplicité, que a = § = f est 1’état propre de
$~. Pour lopérateur local A(R) on prend la multiplication par la fonction caractéristique
d’une boule de rayon fixé (disons, 1) au centre R :

A(R) = XBy(R)-

Alors, en changeant R, on va juste “scanner” I’état W, a coté du point RR. Plus précisément,
on prétend que

Ay;(R) ~ occupation d'une piéce ou R est tombé.

Dans Wy, on a environ n piéces de longueur caractéristique < |log p|. La plupart de ces
piéces sont occupées par exactement une particule. D’autre part, le volume total occupé
par ces piéces est d’ordre

n|logp| < np ' = L.

Donc, la fonction Af¢(R) est majoritairement zéro sur [0, L], sauf la petite partie occupée
par des particules, ol elle doit étre en correspondance avec le nombre de particules.

Ensuite, I'autocorrélation E‘j}f(r) est controlée premiérement par le nombre des paires
de piéces occupées a distance approximativement r. Il n’y a aucune raison pour que ce
nombre décroisse (exponentiellement) avec r.

Une autre idée sur comment définir la localisation dans le cas de plusieurs particules
vient de la physique. Du point de vue physique, la localisation est ’absence de courant
électrique. Notamment, c’est 'approche utilisé dans [BvESB94]. Bien str, comme dans ce
papier les auteurs considérent le probléme a une particule, ils se servent de la définition
de type pour la localisation. Néanmoins, on peut commencer par définir la densité
de charge et la densité de courant électrique.

B.3 Densité de charge et densité de courant

Si un électron est décrit par sa fonction d’ondes ¥ (x), z € R, la densité de charge
électrique est donnée par

p(z) = el(x)]?, (B.11)

ol e est la charge d’un électron. Dans la suite, pour simplifier on va supposer que toutes
nos particules ont la charge e = 1. La densité de courant électrique est donnée, donc, par

J(x) = 2Im (*(2) Vi (x)) . (B.12)

Ici, on a supposé également que m = 1/2, A = 1. Si la dynamique du systéme est décrite
par I’équation de Schrédinger

0 = Hp,
alors, la densité de charge (B.11]) et la densité de courant (B.12) vérifient 1'équation de

continuité :
Op + divy =0. (B.13)
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De méme, on peut utiliser les formules (B.11)) et (B.12]) dans le cas de plusieurs par-
ticules. Si ¥ est une fonction d’ondes a n particules, on définit

= U2, J =2Im (V*VV)
la densité de probabilité et la densité de courant de probabilité dans 'espace configura-
tionnel R ou A". Malheureusement, ces grandeurs n’ont pas d’interprétation directe en

terme des densité de charge et de courant physiques (dans I'espace de dimension d).
Alors, pour z € A, on pose

Z/ Z/ &

ou l'intégration se fait sur toutes les variables sauf 2. Cette formule veut dire, qu’on
somme les densités a une particule sur toutes les particules. Remarquons que la normali-

sation de p est bonne :
| danto) =
A
comme il y a n particules au total.

Soit B l'opérateur de R™ dans R? défini par

. (B.14)

Bw',...,v") =v+.. .+, o eR

On pose, ensuite,

Z/An 1dx’B

Par le calcul direct, on peut vérifier que 1’équation de continuité 0, P +div J = 0 implique
(B.13)) pour cette nouvelle définition de p et de j.

Derniérement, remarquons que pour le cas des fermions (donc, ¥ est totalement anti-
symétrique), dans les deux formules pour p et j, tous les termes dans la somme sur ¢ sont
égaux et, donc, la somme est égale a n fois le premier terme.

A fin de donner la motivation pour les formules (B.14) et (B.15), on considére

—22/ dzi B (Im (V*V¥))| | (B.15)

U= @YX ...RY,.

Dans ce cas, p et j se réduisent aux sommes (sur toutes les particules) des densités de
charge et de courant de chaque particule.

En revenant a notre modeéle des piéces sur R, la méthode utilisée pour le calcul de
marginales peut étre utile pour le calcul de ces densités. En effet, la densité de charge p
est égale a la marginale npy,.
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Résumé

On étudie la limite thermodynamique pour un systéme de particules quantiques en
interaction dans un milieu aléatoire dans le formalisme de ’ensemble microcanonique.
L’existence de la limite est démontrée pour 1’énergie interne ainsi que pour ’entropie sous
des conditions assez générales sur le modéle & une particule. Ensuite, la limite thermody-
namique est étudiée pour le modéle des piéces a une dimension dans le cas des fermions et
pour une densité de particules faible. On donne une caractérisation de ’état fondamental
en terme d’espaces fonctionnels, on démontre sa non dégénérescence presque stire et on
décrit sa fonction d’autocorrélation. Ces résultats permettent d’obtenir une estimée de
I’énergie fondamentale par particule comme fonction de la densité de particules dans la
limite thermodynamique.

Mots-clés: opérateur de Schrodinger aléatoire, limite thermodynamique, fermions en
interaction, modeéle des piéces.

Abstract

The thermodynamic limit for the system of interacting quantum particles in ran-
dom media under the microcanonical ensemble formalism is studied. The existence of the
limit for the internal energy and the entropy is shown under very general assumptions on
the one-particle model. Next, the thermodynamic limit is studied for the one-dimensional
pieces model in the fermionic case and for a small particle density. The characterization of
the ground state wave function in terms of functional spaces is provided, its almost sure
non-degeneracy is established and its autocorrelation function is described. These results
give an estimate on the ground state energy per particle as a function of the density of
particles in the thermodynamic limit.

Keywords: random Schrédinger operator, thermodynamic limit, interacting fermions,
pieces model.
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