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Résumé Modélisation mathématique du poumon humainNous nous intéressons à 
ertains problèmes théoriques posés par la modélisation dupoumon humain 
omme arbre bron
hique plongé dans le paren
hyme pulmonaire.L'arbre bron
hique est représenté par un arbre dyadique résistif à 23 générations danslequel un é
oulement de Stokes a lieu. La loi de Poiseuille relie ainsi le débit dans 
haquebron
he au saut de pression à ses extrémités. Cet arbre est ensuite plongé dans un milieuvis
o-élastique modélisant le paren
hyme. Le pro
essus de ventilation est alors assuré pardes pressions négatives, dues à une 
ontra
tion du diaphragme, au niveau des alvéolespermettant l'inspiration.La première partie est 
onsa
rée à l'introdu
tion d'un modèle d'arbre in�ni obtenu enfaisant tendre le nombre de générations vers l'in�ni. Des théorèmes de tra
e permettentalors de modéliser le pro
essus de ventilation 
omme un opérateur Diri
hlet-Neumann,qui asso
ie au 
hamp de pression sur l'ensemble des bouts de l'arbre in�ni le 
ontinuumde débit sortant.La se
onde partie est dédiée à l'étude de modèles du paren
hyme pulmonaire. La 
om-plexité du paren
hyme, milieu vis
o-élastique, provient de la présen
e de l'arbre qui relietoutes les alvéoles entre elles. Des phénomènes de dissipation non lo
aux sont ainsi ob-servés dus aux 
ouplages de toutes les sorties. Nous étudions tout d'abord un modèlemonodimensionnel du paren
hyme mettant en jeu une équation de type onde ave
 dese�ets non lo
aux. En parti
ulier nous détaillons l'étude du 
omportement en temps long.En�n, nous proposons l'ébau
he d'un modèle du paren
hyme en dimension supérieureprenant en 
ompte à la fois le 
ara
tère élastique du tissu ainsi que la présen
e de l'arbrerésistif.Abstra
t Mathemati
al modelling of the human lungThe present work addresses some theoreti
al issues raised by the modelling of thebron
hial tree and its intera
tions with the paren
hyma in whi
h it is embedded.The bron
hial tree is represented by a resistive dyadi
 tree with 23 generations, throughwhi
h the air �ow is des
ribed by the Stokes equations. A

ording to Poiseuille's law, the�ow rate through a pipe is proportional to the drop in pressure between its ends. This treeis embedded in a vis
oelasti
 medium whi
h is intending to represent the paren
hyma.The ventilation pro
ess is 
aused by negative pressures, due to diaphragm 
ontra
tionsat the alveolar level.In the �rst part, we treat the bron
hial tree as an in�nite resistive tree letting the numberof generations go to in�nity. With the help of tra
e theorems, the ventilation pro
ess 
anbe des
ribed by a Diri
hlet-Neumann operator, whi
h relates the pressure �eld at theboundary of the tree to the outward �ux.The se
ond part explores some models of the paren
hyma. The 
omplexity of this vis
oe-lasti
 medium derives from the fa
t that the tree 
onne
ts all the alveolae. This 
oupledv



system 
auses some non lo
al dissipation e�e
ts and 
alls for non-standard damping mo-dels. We �rst study a one-dimensional model of the paren
hyma involving a wave-likepartial di�erential equation with non-lo
al dissipative term. We spe
ially fo
us on thelong time behavior of this system. We �nally propose a new model for higher dimensionstaking into a

ount both the elasti
ity of the paren
hyma and the resistive tree.
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Introdu
tionMotivationsLa modélisation mathématique et numérique est de plus en plus solli
itée par le mondede la santé pour résoudre des problèmes ren
ontrés en pratique médi
ale. De tels modèlespeuvent aider à une meilleure 
ompréhension du système pulmonaire ainsi que ses diversespathologies. En parti
ulier, ils permettent une meilleure interprétation des mesures e�e
-tuées en milieu hospitalier lors du test médi
al de spirométrie mais aussi une meilleure
ompréhension de l'asthme. De plus, 
es modèles peuvent aider à développer de nouvellesméthodes de diagnosti
 et de nouvelles te
hniques thérapeutiques. Ainsi, la maîtrise dedép�ts d'aérosols administrés par inhalation permettrait d'a

roître l'e�
a
ité de 
es der-niers dans le traitement de l'asthme.Tous 
es problèmes ont donné lieu à un grand nombre de travaux de modélisationallant de modèles simpli�és ayant un nombre �ni de paramètres à des modèles tridimen-sionnels. Une multitude de modèles 0D ont ainsi été proposés, dans lesquels le poumon estmodélisé le plus souvent par un simple 
ompartiment 
ontenant de l'air relié à la tra
hée.La relation pression/volume est alors étudiée, en régime statique (voir [1, 2, 3℄) ou dyna-mique (voir [4℄). A�n de rendre le modèle plus réaliste, des appro
hes tridimensionnellesen géométrie réelle dans la partie supérieure de l'arbre bron
hique ont été ré
emmentétudiées (par exemple dans [5, 6, 7, 8℄). Ces modèles permettent en parti
ulier de prendreen 
ompte les e�ets inertiels dans 
ette partie supérieure, de traiter des 
as d'assymétrie,d'envisager une étude de dép�ts d'aérosols (voir [9℄). Ils permettent aussi de proposer unmodèle 
omplet du pro
essus de ventilation en 
ouplant trois sous-systèmes (voir [10℄).À un modèle tridimensionnel des 
inq premières bron
hes de l'arbre est 
ouplé 25 tubesrésistifs modélisant la partie aval de l'arbre bron
hique eux-même 
ouplés à un modèledu paren
hyme.Le sujet de 
e travail s'ins
rit dans 
e 
adre général mais les questions traitées serontessentiellement de nature théorique. Nous nous intéressons en e�et dans 
ette thèse à
ertains des problèmes théoriques posés par 
es diverses tentatives de modélisation dupoumon humain.
1



Introdu
tionModèle de baseLe pro
essus de ventilation peut être étudié par le modèle monodimensionnel suivant(voir [10℄) :PSfrag repla
ements
Patmos PalvRequi fextFig. 1 � Modèle du pro
essus de la ventilation.L'arbre bron
hique peut en e�et être représenté par un arbre dyadique à 23 générationsformé de tubes dans lesquels un é
oulement de Stokes a lieu. Ainsi la loi de Poiseuille reliele débit Q dans 
haque tube au saut de pression à ses extrémités selon

Pentrée − Psortie = RQave
 R la résistan
e du tube. Cette résistan
e varie selon L/D4, L représentant la longueuret D le diamètre de 
haque bron
he. On peut alors montrer qu'il existe une résistan
eéquivalente Requi, qui permet de 
ondenser l'ensemble de l'arbre résistif en un uniquetube véri�ant
Patmos − Palv = RequiQave
 Patmos la pression atmosphérique, Palv la pression alvéolaire et Q le �ux d'air en-trant au niveau du nez et, par 
onservation, sortant au niveau des alvéoles. En�n, 
etarbre bron
hique est plongé dans le paren
hyme, milieu vis
o-élastique et le pro
essus deventilation est dû à la présen
e lors de l'inspiration d'une pression négative au niveaudes alvéoles 
ausée par la 
ontra
tion du diaphragme. Ainsi, le paren
hyme peut être mo-délisé par un ressort et la 
ontra
tion du diaphragme lors de l'inspiration par une for
eextérieure en 
réneau.Modèles étudiésNous avons 
her
hé dans 
ette thèse à généraliser dans une 
ertaine mesure 
e premiermodèle. Dans un premier temps, nous avons voulu a�ner la relation −Palv = RequiQ(en imposant Patmos = 0) en remplaçant le débit, la pression alvéolaire par un 
hampde débits, de pressions et la résistan
e équivalente par un ensemble in�ni de résistan
es.L'un des axes majeurs de 
e travail est ainsi basé sur l'introdu
tion d'un modèle d'arbrein�ni obtenu en faisant tendre le nombre de générations vers l'in�ni. Les propriétés géo-métriques des bron
hes, en parti
ulier une 
ertaine régularité de dé
roissan
e de la tailledes bran
hes, permettent, par extrapolation, de 
onstruire un tel modèle limite. Sur 
et2



arbre in�ni, des opérateurs de type gradient et divergen
e peuvent être dé�nis permettantde modéliser l'é
oulement de l'air ave
 un problème de type Dar
y. En e�et, l'arbre in�nipeut alors être vu 
omme un milieu poreux, l'ensemble des alvéoles 
orrespondant alorsà la frontière du milieu sur laquelle une pression négative est appliquée. En imposantalors une pression nulle au niveau du nez 
ela entraîne un é
oulement d'air du nez vers lesalvéoles. Il est alors possible de dé�nir un opérateur R−1 qui asso
ie au 
hamp de pressionsur l'ensemble des bouts de l'arbre in�ni le 
ontinuum de débit sortant. Le pro
essus deventilation peut ainsi être modélisé 
omme un opérateur Diri
hlet-Neuman dé�ni par unproblème de type Dar
y sur un arbre in�ni de façon analogue à un problème de Dar
ysur un milieu 
ontinu. L'égalité −Palv = RequiQ est ainsi rempla
ée par p = Rq ave
 pet q les 
hamps de pression et de débit sur l'ensemble des bouts de l'arbre in�ni. De plus,la 
onstru
tion d'un 
adre mathématique rigoureux pour modéliser le pro
essus de ven-tilation dans un arbre in�ni permet à la fois une meilleure 
ompréhension de l'arbre �nisous-ja
ent ainsi que l'élaboration d'analogies ave
 la théorie des équations aux dérivéespartielles.Rempla
er ainsi l'égalité −Palv = RequiQ par un 
ontinuum en 
onstruisant un opé-rateur de type Neuman-Diri
hlet sur l'arbre in�ni s'ins
rit aussi dans l'optique ambitieused'élaborer un modèle 
omplet du poumon humain 
omme milieu élastique. En parti
ulier,
ela pourra permettre la modélisation du paren
hyme pulmonaire, milieu vis
o-élastique
omplexe, par des modèles multidimensionnels plus ri
hes qu'un ressort. La 
omplexitédu paren
hyme pulmonaire provient en e�et de la présen
e de l'arbre bron
hique qui relietoutes les alvéoles entre elles. Ainsi, lors de l'étude du mouvement de 
e tissu élastique
onne
tif entourant les alvéoles, des phénomènes de dissipation non-lo
ale sont observésdû au 
ouplage de toutes les sorties. Un modèle monodimensionnel a été proposé dans[11℄ permettant la prise en 
ompte de 
es e�ets de dissipation en 
ouplant un milieu élas-tique troué par les alvéoles et l'arbre dyadique résistif qui les relie les unes aux autres.Lorsque le nombre de générations tend vers l'in�ni, l'équation régissant le mouvement duparen
hyme est alors une équation de type onde ave
 des e�ets non lo
aux dus à une 
ir-
ulation de �uide dans une stru
ture arbores
ente au sein d'un milieu élastique. Certainespropriétés d'un tel modèle, en parti
ulier l'étude du 
omportement en temps long, serontétudiées dans 
ette thèse.L'étude d'un modèle du paren
hyme en dimension supérieure, est rendue possiblegrâ
e à la des
ription intrinsèque des 
hamps de pression et de �ux sur l'espa
e desbouts de l'arbre résistif in�ni, permettant ainsi de les plonger dans un domaine 
ontinu.Le dernier 
hapitre est l'ébau
he d'un modèle du paren
hyme en dimension deux outrois. La généralisation d'un modèle limite en dimension supérieure n'a pas été faite dans
ette thèse. Nous nous 
ontentons dans 
ette première appro
he de proposer un s
hémanumérique de résolution d'équations de l'élastodynamique 
ouplées ave
 un terme dedissipation lié à la modélisation de �uide visqueux à travers un réseau �ni qui relie destrous dans le matériau. 3



Introdu
tionNature de la démar
he et di�
ultésLa théorie des réseaux résistifs a fait l'objet d'un grand nombre d'ouvrages dont plu-sieurs traitent en parti
ulier des di�érentes propriétés des fon
tions d'énergie �nie surles bouts d'un arbre ou d'un réseau (voir par exemple la référen
e [12℄ sur laquelle nousnous sommes appuyés pour une grande part). A�n de 
onstruire un opérateur Diri
hlet-Neuman sur l'arbre résistif in�ni, il a fallu dé�nir des théorèmes de tra
e sur l'ensembledes bouts de l'arbre in�ni, représentés par Γ = {0, 1}N. Mais en vue de plonger les 
hampsde pression dans un domaine physique 
ontinu, 
es derniers devaient être dé�nis de façonintrinsèque. Par analogie ave
 les équations aux dérivées partielles, nous avons ainsi dé�nide manière naturelle l'espa
e H1 
omme l'ensemble des pressions dé�nies sur les noeudsde l'arbre d'énergie �nie. On 
her
he alors à énon
er des théorèmes de tra
e et à dé�nirainsi l'analogue de H1/2 et de H−1/2 sur les arbres résistifs in�nis. La dé�nition de l'opé-rateur de tra
e dans le 
as 
ontinu usuel né
essite l'existen
e d'opérateurs de restri
tionet de prolongement à l'espa
e tout entier. La di�
ulté, dans le 
as de notre arbre in�ni,réside dans l'impossibilité de 
onstruire de tels opérateurs. La tra
e de fon
tions H1 adû être 
onstruite di�éremment, de façon intrinsèque, en 
ommençant par la dé�nir surdes fon
tions 
onstantes par mor
eaux à l'in�ni, pour lesquelles la tra
e était dé�nie sansambiguïté.L'équation des ondes perturbée par un terme de dissipation non lo
ale qui modélisele mouvement du paren
hyme pulmonaire fait apparaître deux opérateurs spe
tralementdi�érents : d'une part, l'opérateur Lapla
ien usuel et d'autre part, l'opérateur lié à laprésen
e de l'arbre résistif in�ni qui fait intervenir la base de Haar (voir la dé�nition2.34). Il y a ainsi 
oexisten
e de deux spe
tres naturels distin
ts mettant en présen
e desfon
tions propres os
illant à des é
helles di�érentes et ayant des régularités distin
tes.La prin
ipale di�
ulté provient alors de la manière dont 
es deux bases interagissent.L'étude du 
omportement en temps long d'une telle équation né
essite le plus souventl'obtention d'inégalités di�érentielles pour les méthodes d'énergie (voir [13, 14℄) ou d'in-égalités d'observabilités fortes ou faibles (voir [15, 16, 17, 18, 19℄). De telles inégalitésreposent justement sur la manière dont se 
omporte les régularités naturelles asso
iéesaux deux opérateurs.Présentation du travail e�e
tué� Chapitre 1 : Ce 
hapitre présente une brève des
ription de l'ar
hite
ture de l'appa-reil respiratoire ainsi que de la physiologie respiratoire. On se 
on
entre notammentsur la des
ription des voies aériennes, 
elle du paren
hyme et sur le pro
essus deventilation.� Chapitre 2 : Dans 
e 
hapitre, on reprend prin
ipalement les notations et premièrespropriétés énon
ées dans [11℄ qui nous serviront par la suite. Les auteurs plongentl'arbre dyadique �ni dans l'intervalle ]0, 1[ et passent ensuite à la limite sur le nombrede générations. On reprend les propriétés de l'opérateur Neumann-Diri
hlet ainsi ob-tenu qui lie les pressions en sortie au �ux sortant. On expli
ite aussi la di�érentiationpar rapport aux résistan
es de la résistan
e globale de l'arbre, travail fait pendant4




ette thèse.� Chapitre 3 : Ce 
hapitre fait l'objet d'un arti
le a

epté dans Networks and He-terogeneous Media. Il s'agit i
i de généraliser le 
hapitre pré
édent. L'arbre in�niest 
onstruit intrinsèquement et on énon
e un théorème de tra
e sur les bouts de
et arbre. On 
her
he alors à identi�er 
et espa
e de tra
e à un sous-ensemble defon
tions ou de distributions. Cette 
onstru
tion intrinsèque de l'arbre in�ni permetensuite de plonger l'espa
e des bouts dans un domaine de R
d 
e qui est le 
as del'arbre bron
hique dans le paren
hyme.� Chapitre 4 : On apporte quelques 
ompléments à l'arti
le dans 
e 
hapitre. Enparti
ulier, on reprend et on généralise la 
ara
térisation des 
hamps de pressionsur l'ensemble des bouts de l'arbre in�ni.� Chapitre 5 : On s'intéresse i
i aux propriétés du modèle monodimensionnel du pa-ren
hyme pulmonaire. Après avoir véri�é le 
ara
tère bien posé d'une telle équation,on véri�e par le prin
ipe de LaSalle que l'énergie, dans le 
as où la for
e extérieureest nulle, tend vers zéro. On 
her
he alors à 
onnaître la vitesse de dé
roissan
e del'énergie qui s'avère être exponentielle dans 
ertains 
as parti
uliers. On quanti�eaussi l'erreur 
ommise lorsque l'opérateur asso
ié à l'arbre in�ni est rempla
é parun opérateur tronqué à N générations.� Chapitre 6 : Dans 
e dernier 
hapitre, nous nous sommes intéréssés à une modéli-sation 2D ou 3D du paren
hyme pulmonaire prenant en 
ompte à la fois le 
ara
tèreélastique de 
e tisssu ainsi que la présen
e de l'arbre résistif qui, 
ette fois-
i serasupposé �ni. Après avoir véri�é le 
ara
tère bien posé du modèle 
hoisi, on présentela méthode numérique 
hoisie ainsi que quelques résultats numériques.Nous tenons à souligner que les 
hapitres 5 et 6 sont le fruit d'une étroite 
ollabo-ration ave
 Céline Grandmont et que Delphine Salort a parti
ipé de façon très a
tive àl'élaboration de l'arti
le du 
hapitre 3 (en parti
ulier la se
tion 3.4).
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Chapitre 1Le poumon humainDes
ription et fon
tionnement
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9



Chapitre 1. Le poumon humain Des
ription et fon
tionnementDans 
e premier 
hapitre, nous présentons une des
ription rapide de l'anatomie dupoumon humain et de son fon
tionnement mé
anique. L'essentiel de 
ette des
ription estissu d'un livre de E.R.Weibel [20℄ et du 
ours [21℄.1.1 Ar
hite
ture de l'appareil respiratoireL'appareil respiratoire est 
ontenu dans la 
age thora
ique elle-même limitée par lesternum en avant, la 
olonne vertébrale en arrière et les 12 paires de 
�tes latéralement.Elle renferme les deux poumons qui sont disposés symétriquement de part et d'autre dumédiastin, partie 
entrale de la 
age thora
ique 
ontenant le 
oeur, la tra
hée, l'oesophageet d'importants vaisseaux sanguins. Le diaphragme, mus
le inspiratoire, sépare la 
avitéthora
ique de la 
avité abdominale dont le foie, l'estoma
 et la rate font partie (voir la�gure 1.1). Il est aussi important (pour 
omprendre le mé
anisme de la ventilation) de

Fig. 1.1 � Anatomie de l'appareil respiratoire (voir [22℄).

Fig. 1.2 � Anatomie de l'appareil respiratoire (voir [20℄).remarquer la présen
e de deux feuillets, la plèvre pariétale et la plèvre vis
érale séparant10



1.1. Ar
hite
ture de l'appareil respiratoireles poumons de la 
age thora
ique. Un espa
e hermétique, le vide pleural, est présententre 
es deux plèvres (voir la �gure 1.2).1.1.1 La paroi thora
ique et les mus
les respiratoiresSur la 
harpente formée par la 
age thora
ique s'insèrent les mus
les qui fournissentla for
e et l'énergie né
essaires aux mouvements respiratoires et à l'é
oulement des gazdans les voies aériennes. Ainsi, les modi�
ations de la taille et du volume de la 
age tho-ra
ique sont essentiellement provoquées par des 
ontra
tions du diaphragme, des mus
lesinter
ostaux et des mus
les de la paroi abdominale. L'inspiration est due essentiellementà l'a
tion du diaphragme et dans une moindre mesure à 
elle des mus
les inter
ostauxexternes. L'expiration au repos 
hez un sujet sain est passive, les mus
les inter
ostauxinternes et les mus
les abdominaux n'intervenant que dans le 
as d'une expiration for
ée.Seul le diaphragme, prin
ipal mus
le respiratoire, sera abordé i
i. Le diaphragme est une

Fig. 1.3 � Diaphragme (voir [22℄).min
e et large 
loison mus
ulaire séparant la 
age thora
ique et les poumons de la 
avitéabdominale et s'insérant de la septième à la douzième 
�te. La 
ontra
tion et l'expansionde 
elui-
i permettent la ventilation. Lors de l'inspiration, il se 
ontra
te, s'aplanit et per-met ainsi l'augmentation du volume de la 
age thora
ique. A 
ette augmentation répondune expansion pulmonaire permettant l'arrivée de l'air. Il se relâ
he et reprend sa positionnormale lors de l'expiration, l'élasti
ité des poumons permettant une sortie d'air.1.1.2 Stru
ture de l'arbre bron
hiqueLe r�le de l'arbre bron
hique est la 
ondu
tion de l'air de l'extérieur vers la zoned'é
hange ave
 le sang lors de l'inspiration et inversement lors de l'expiration. Commele montre la �gure 1.4, la géométrie du poumon est arbores
ente et di
hotomique. Lepoumon humain est ainsi un arbre dyadique à 23 générations, 
onstitué de bron
hes etbron
hioles, allant de la tra
hée de diamètre de l'ordre de 2 
m jusqu'aux 223 bron
hiolesterminales de diamètre de l'ordre du demi-millimètre. Ces voies aériennes peuvent êtredivisées en deux régions de fon
tionnement distin
tes (voir les �gures 1.4(b) et 1.5) : les11



Chapitre 1. Le poumon humain Des
ription et fon
tionnement

(a) Moulage d'un poumon humain e�e
tué parWeibel (voir[20℄).
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(b) Rami�
ation des voies aériennes(voir [10℄).Fig. 1.4 � Stru
ture arbores
ente et di
hotomique de l'arbre bron
hiquedix-sept premières générations ont pour seul r�le la 
ondu
tion de l'air vers les dernièresgénérations que 
onstituent les a
ini dans lesquelles deux phénomènes sont 
ouplés : ladi�usion de l'air et les é
hanges gazeux entre l'air et le sang.Conduits supérieurs : 
ondu
teurs de l'air. Ils sont 
onstitués par les 
avités na-sale et bu

ale, pharynx, larynx, tra
hée et bron
hes primaires de diamètres importantsprésentant des 
artilages et des �bres mus
ulaires (mus
les lisses). Ils assurent la 
ondu
-tion des gaz qui se fait par 
onve
tion 
omme l'é
oulement d'un �uide dans un tuyau. Lestoutes premières générations présentent une 
ertaine dissymétrie due à l'anatomie glo-bale : en e�et, elles doivent 
ontourner le médiastin. Ainsi, le poumon est divisé de façonasymétrique en trois lobes droits et deux lobes gau
hes. Pour autant, assez rapidement,
es bran
hements di
hotomiques deviennent quasiment homothétiques d'une génération àl'autre ave
 un fa
teur presque 
onstant entre les générations. Comme l'indique la �gure1.6, les bron
hes de la génération n+ 1 sont 0.85 fois plus petites que 
elles de la généra-tion n. Cette régularité ainsi que le fait que 0.85 soit supérieur et pro
he de 2−1/3 ≃ 0.79jouerons un r�le important dans 
e qui suit (voir les pages 25 et 93).Conduits inférieurs : é
hanges gazeux. A partir de la dix-septième génération sedéroule l'hématose, 
'est-à-dire les é
hanges gazeux entre le milieu alvéolaire et le sang. Ces
onduits inférieurs 
orrespondent don
 à la zone respiratoire des poumons et ne possèdentplus, eux, ni 
artilage ni mus
le lisse. Le transfert des gaz s'y fait alors par di�usion defaçon 
omparable à la dilution d'un 
olorant dans l'eau. Ces 
onduits terminaux sont12



1.1. Ar
hite
ture de l'appareil respiratoire

Fig. 1.5 � Condu
tion et di�usion dans les voies aériennes du poumon (voir [20℄).

Fig. 1.6 � Fa
teurs de rédu
tion des longueurs et des diamètres dans les bron
hes dupoumon humain. Ces mesures ont été réalisées par E.R. Weibel, voir [23℄. Les 
er
les etles 
roix sont respe
tivement les rapports des diamètres et des longueurs.
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Chapitre 1. Le poumon humain Des
ription et fon
tionnementregroupés en a
ini (environ 30 000), sous-arbres di
hotomiques à six générations (de ladix-huitième à la dernière génération). Dans 
haque a
inus, les bron
hioles respiratoiresdonnent naissan
e aux 
anaux alvéolaires et se terminent par les sa
s alvéolaires (voir la�gure 1.7). La surfa
e respiratoire qu'ils représentent est impressionnante : environ 300millions d'alvéoles sont ainsi étendues sur une surfa
e de plus de 200 m2 d'épaisseur très�ne (250 à 500 µm de diamètre). Cette stru
ture est d'autant plus adaptée à 
es é
hangesgazeux que toutes 
es alvéoles sont séparées des 
apillaires sanguins par une paroi trèsmin
e, fa
ilitant ainsi l'hématose.

(a) A
inus pulmonaire (voir [24℄). (b) Coupe d'un a
inus pulmonaire : les bron
hiolesterminales aboutissent sur les alvéoles (voir [25℄).Fig. 1.7 � A
inus pulmonaire.
1.1.3 Le paren
hyme pulmonaireLe paren
hyme pulmonaire, lieu des é
hanges gazeux, est 
omposé de l'ensemble desalvéoles ainsi que d'un réseau dense de 
apillaires sanguins permettant l'hématose. A�nd'optimiser 
es é
hanges de gaz, la paroi alvéolo-
apillaire est très �ne de l'ordre de 0.2 µm(voir la �gure 1.8). La barrière entre l'air et le sang est ainsi très min
e et la surfa
ed'é
hange est à la fois très étendue et peu épaisse, assurant une e�
a
ité des é
hanges.La membrane alvéolo-
apillaire doit toutefois être mé
aniquement stable, en parti
ulierêtre su�sament extensible pour résister aux variations de volume lors de l'inspirationet de l'expiration. Elle est 
omposée essentiellement de quatre éléments : l'épithéliumalvéolaire, l'endothélium des 
apillaires, de �bres élastiques et de 
ollagène et en�n d'un�lm tapissant l'épithélium alvéolaire nommé le surfa
tant. La présen
e de 
es �bres et dusurfa
tant 
onfère au poumon ses propriétés élastiques (voir la �gure 1.9), le surfa
tantpermettant aussi de maintenir la béan
e des alvéoles en réduisant la tension super�
ielle.14



1.1. Ar
hite
ture de l'appareil respiratoire

(a) Paren
hyme pulmonaire hu-main [24℄. (D) représente dessa
s alvéolaires et (A) des al-véoles. (b) Zoom. (C) représente un 
apil-laire sanguin [24℄. (
) Paren
hyme pulmonaire[24℄.Fig. 1.8 � Paren
hyme pulmonaire.

(a) Membrane alvéolo-
apillaire (voir [24℄). (A) repré-sente des alvéoles, (C) un 
apillaire sanguin, (F et fb)des �bres, (EC) plusieurs globules rouges, (EP) l'épithe-lium et (EN) l'endothélium. (b) Paren
hyme pulmonaire (voir [24℄). On remarquela présen
e de �bres élastiques.Fig. 1.9 � Paren
hyme pulmonaire.
15



Chapitre 1. Le poumon humain Des
ription et fon
tionnement1.2 Mé
anisme de la ventilationLa ventilation pulmonaire (inspiration et expiration) est un phénomène de naturepurement mé
anique qui 
orrespond à une 
ontra
tion rythmique des poumons dont lafréquen
e est 
ontr�lée par un 
entre nerveux spé
ialisé du 
erveau dont l'a
tivité estréglée entre autres par la saturation sanguine en oxygène. Le renouvellement de l'air al-véolaire se fait grâ
e à l'inspiration et à l'expiration. En e�et, en augmentant son volumelors de l'inspiration, une dépression se 
rée entre les a
ini et l'air atmosphérique ambiant.Ainsi, un �ux d'air est 
réé depuis l'extérieur vers les alvéoles, alimentant 
es dernièresen air frais. Ensuite, lors de l'expiration, les poumons se rétra
tent grâ
e à leur élasti
iténaturelle. Il se 
rée alors une surpression entre les alvéoles et l'extérieur, d'où une éva
ua-tion de l'air. Tout au long de 
e 
y
le, le sang et le gaz alvéolaire s'é
hangent de l'oxygèneet du dioxyde de 
arbone. La respiration permet don
 de réguler la 
on
entration de 
esdeux molé
ules dans le sang.Expliquons plus en détail la mé
anique ventilatoire. L'inspiration est induite par la
ontra
tion du diaphragme provoquant ainsi une augmentation de volume de la 
age tho-ra
ique. Pour que 
es variations s'a

ompagnent d'une expansion des poumons, il fautque s'établisse une liaison mé
anique entre les parois thora
iques et les poumons : 
'estle r�le des plèvres et du vide pleural. Lors de l'expansion de la 
age thora
ique, la plèvrepariétale, adhérente aux parois de la 
age thora
ique suit 
elle-
i. L'espa
e interpleuralétant hermétique, la plèvre vis
érale tend à suivre la plèvre pariétale qui, 
ollée au pa-ren
hyme, réper
ute le mouvement aux alvéoles. Cette augmentation de volume entraîneune diminution de la pression alvéolaire, un gradient de pression se 
rée alors ave
 l'ex-térieur et il s'ensuit un appel d'air vers les alvéoles (voir la �gure 1.10) jusqu'à 
e qu'unéquilibre entre les deux pressions s'établisse. L'inspiration est don
 un mouvement a
-tif faisant intervenir une 
ontra
tion mus
ulaire. A l'inverse, l'expiration, en régime deventilation normal, est un mouvement passif 
onsistant en un retour des organes à leurposition d'équilibre en raison de leur élasti
ité naturelle. En relâ
hant les mus
les utilisésà l'inspiration, les poumons, par élasti
ité, se rétra
tent, la pression alvéolaire augmenteet devient alors supérieure à la pression atmosphérique. Il s'ensuit une sortie de l'air versl'extérieur.La ventilation est don
 un phénomène rythmique, purement mé
anique, ave
 une phasea
tive à l'inspiration et passive à l'expiration. Elle est aussi asymétrique au 
ours dutemps ave
 une expiration plus longue que l'inspiration (3 se
ondes pour l'expiration et2 se
ondes pour l'inspiration en moyenne). Elle fait intervenir les propriétés élastiques dupoumon.
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1.3. E
hanges gazeux

(a) Avant l'inspiration. Equilibredes pressions (les données sont en
cmH2O). (b) A l'inspiration. Présen
e d'un gradient depression(les données sont en cmH2O).Fig. 1.10 � Mé
anisme de la ventilation.1.3 E
hanges gazeuxCette thèse ne traitant pas des é
hanges gazeux à proprement parler, nous ne rentre-rons pas i
i dans les détails et nous n'aborderons que des prin
ipes généraux. La ventilationpulmonaire est indispensable à la vie. En e�et, les 
ellules vivantes tirent l'énergie dontelles ont besoin de la dégradation oxydative de substrats organiques : un apport d'oxygèneleur est don
 né
essaire. Puis, lorsque 
es molé
ules sont totalement oxydées par l'oxygène,elles libèrent des molé
ules simples : eau et gaz 
arbonique. Ainsi, la respiration 
ellulaire,indispensable à la produ
tion d'énergie, né
essite un apport d'oxygène et produit du gaz
arbonique. Des é
hanges gazeux di�usifs se produisent alors entre les 
ellules et les 
a-pillaires sanguins via le liquide interstitiel. Le sang assume alors la 
harge de transporter
es gaz entre les tissus 
ellulaires et les poumons. Dans les poumons, des é
hanges gazeuxse produisent entre le sang et l'air alvéolaire dont la ventilation pulmonaire permet lerenouvellement : le sang 
ède du CO2 et s'enri
hit en O2 (voir la �gure 1.11).
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Chapitre 1. Le poumon humain Des
ription et fon
tionnement

Fig. 1.11 � L'organisme, système d'é
hanges gazeux [21℄.1.4 Con
lusionLa fon
tion vitale de la ventilation ainsi que la pla
e 
entrale du poumon humaindans le fon
tionnement de l'être humain amènent à essayer de mieux appréhender 
et or-gane. Cette 
ompréhension passe par sa modélisation qui né
essite elle-même une bonne
onnaissan
e de sa géométrie et de sa mé
anique. Il est globalement 
onstitué d'un arbrebron
hique dyadique à 23 générations possédant une 
ertaine régularité : très rapidement,les bran
hes deviennent homothétiques d'une génération à une autre ave
 un fa
teur d'ho-mothétie 
onstant entre générations. Les extrémités de 
et arbre sont plongées dans leparen
hyme. Ainsi, le paren
hyme se 
omporte 
omme un milieu vis
o-élastique troué par300 millions d'alvéoles toutes reliées entre elles par l'intermédiaire de l'arbre bron
hique.Lors de l'inspiration, il est soumis à une for
e mus
ulaire générant une augmentation duvolume pulmonaire tandis qu'à l'expiration, il retourne à sa position d'équilibre de par sanature élastique. Cette thèse, a�n de modéliser dans le but d'étudier le poumon humain,s'appuiera prin
ipalement sur 
ette des
ription géométrique et mé
anique du poumon hu-main.Nous tenons i
i à pré
iser que 
e que nous appelons alvéoles tout au long de 
e travail
orrespond en réalité plut�t à des a
ini. La 
omplexité de 
et organe impose lors de samodélisation 
ertaines hypothèses simpli�
atri
es. Ainsi nous avons fait le 
hoix i
i de
onsidérer que notre arbre bron
hique est bien dyadique jusqu'à la 23-ième génération etse termine par des alvéoles. Ce
i ne 
orrespond pas à la réalité physique 
ar 
ela ne prendpas en 
ompte la partie inférieure de l'arbre, partie 
ommençant à la génération 17 et18



1.4. Con
lusiondans laquelle des é
hanges gazeux ont lieu. Il s'agit d'un 
hoix de modélisation que nousavons fait dans 
ette thèse.De même, les di�erents modèles du paren
hyme présentés dans 
ette thèse ne prennentpas en 
ompte la vis
osité de 
e milieu. On a en e�et 
her
hé à étudier les phénomènesde dissipation asso
iés au seul problème de l'élasti
ité du paren
hyme.
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Deuxième partieModélisation mathématique des voiesaériennes par un arbre résistif
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Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétésDans 
e 
hapitre, nous présentons la modélisation des voies aériennes du poumon hu-main dont nous sommes partis et que nous avons, dans une 
ertaine mesure, généraliséedans 
ette thèse. Nous expli
itons i
i les notations et premières propriétés de 
e modèle.Elles seront par la suite utilisées tout au long de 
ette thèse. Ces dernières sont majoritai-rement des reprises de l'arti
le [11℄. Pour autant, l'étude de la perturbation des opérateursdans les se
tions 2.1 et 2.2 a été développée durant 
ette thèse.2.1 Un arbre dyadique résistif à 23 générations2.1.1 Le modèleComme 
ela a été vu dans le 
hapitre 1 lors de la des
ription du poumon humain, 
edernier peut être 
onsidéré 
omme un arbre dyadique à 23 générations. Pré
isons alorsdans 
ette se
tion, les di�érents 
ritères et hypothèses qui sont à la base de notre modèle.Un é
oulement de Stokes dans les bron
hes et bron
hioles : On 
her
he à mo-déliser l'é
oulement d'un �uide dans une stru
ture d'arbre dyadique. L'air sera 
onsidéré
omme un �uide visqueux newtonien in
ompressible. La présen
e ou l'absen
e d'e�etsinertiels jouent alors un r�le important dans le 
hoix de la modélisation. Dans le 
asdu poumon humain, les vitesses varient de façon importante au niveau de l'arbre bron-
hique : d'après E.R.Weibel dans [20℄, 
elles-
i sont quasiment nulles au niveau des a
inimais peuvent atteindre quelques mètres par se
onde au niveau de la tran
hée. L'ampli-tude de 
es valeurs varie aussi suivant le régime respiratoire, en régime d'exer
i
e ; quine sera pas abordé i
i, des e�ets de turbulen
e entrent même en jeu. Les e�ets inertielss'atténuent au fur et à mesure qu'on avan
e en profondeur dans l'arbre et deviennent né-gligeables en régime de repos à partir de la 
inquième génération (voir [26℄). Pour autant,des expérien
es et simulations numériques ont montré qu'ils ne pouvaient être négligésdans les premières générations (voir par exemple [27, 8℄). Cependant nous supposeronstout au long de 
ette thèse que les e�ets inertiels sont négligeables partout. Pour obtenirun modèle plus réaliste, il su�t de 
onsidérer l'arbre dyadique étudié dans 
ette thèse
omme le modèle de base des 25 sous-arbres 
ommençant à la génération 5. Ainsi l'é
ou-lement de l'air dans notre arbre dyadique véri�e les équations de Stokes (voir l'annexeA).Des 
onduits rigides : Une autre hypothèse importante pour notre modèle est larigidité des 
onduits. En e�et, 
omme 
ela a été dit dans le 
hapitre 1, 
ontrairement auxpremières générations, la présen
e de 
artilage et de mus
le lisse tend à disparaître aufur et à mesure que l'on s'enfon
e dans le poumon humain, fa
ilitant ainsi la mobilité desbron
hes. Pour autant, l'hypothèse de 
onduits rigides sera faite tout au long de 
ettethèse.Des 
onduits 
ylindriques à se
tion 
ir
ulaire : Finalement, toujours d'après lelivre [20℄ de E.R. Weibel, les bron
hioles ont une forme 
ylindrique légèrement 
onique.24



2.1. Un arbre dyadique résistif à 23 générationsNous les supposerons pour autant à se
tion 
ir
ulaire, 
ar, en première approximation,leur forme légèrement 
onique peut être négligée.Con
lusion : un arbre dyadique résistif : Ainsi, sous 
es hypothèses, l'é
oulementde l'air dans les bron
hes véri�e les équations de Stokes sur un domaine 
ylindrique àse
tion 
ir
ulaire 
onstante. L'é
oulement est ainsi gouverné par la loi de Poiseuille (voirles détails dans l'annexe A) qui lie de façon proportionnelle le débit Q dans 
haque bron
heà la di�éren
e de pression P0 − P1 aux extrémités de 
elle-
i (voir la �gure 2.1). Il existeainsi R > 0 véri�ant
P0 − P1 = RQ.

R, par analogie ave
 les 
ondu
teurs éle
triques est appelée la résistan
e de la bran
he.PSfrag repla
ements
Fig. 2.1 � Loi de Poiseuille.Celle-
i ne dépend que de la longueur L de la bran
he et du diamètre a de sa se
tion
ir
ulaire. En e�et, la résolution 3D des équations de Stokes dans une telle bran
he donne(voir l'annexe A)

R =
8µL

πa4
, (2.1)ave
 µ la vis
osité de l'air. Chaque bran
he est ainsi 
ara
térisée par une résistan
e.Les données biologiques de la longueur et du diamètre des bron
hes étant 
onnues (voir letableau de l'annexe B), il est possible de 
al
uler toutes les résistan
es. Les voies aériennesdu poumon humain peuvent ainsi être modélisées par un arbre dyadique résistif.Des bran
hes régulières dans un poumon sain : Comme nous l'avons déjà dit au
hapitre 1, dans les premières générations du poumon humain, les bran
hements di
ho-tomiques sont soumis à une 
ertaine dissymétrie pour s'adapter à l'anatomie globale. Enrevan
he, on s'aperçoit qu'en des
endant dans les générations, les bran
hes deviennent plusrégulières. Plus pré
isement, si on 
onsidère un sous-arbre 
ommençant à la génération
inq environ, on peut supposer que les bran
hes d'une même génération sont identiques.Ainsi, les résistan
es d'un tel arbre sont, elles aussi, identiques pour une même génération.On parle alors d'arbre régulier. De plus, les bran
hes de la génération i+ 1 peuvent être
onsidérées 
omme des rédu
tions par une homothétie de fa
teur h des bran
hes de lagénération i, h ne dépendant pas de la génération étudiée (voir la �gure 1.6 et le tableaude l'annexe B). Pour le poumon humain sain, on peut montrer que (voir [8℄) le rapportdes tailles des bron
hes d'une génération à la suivante est pro
he de λ ≃ 0.85. Ainsi, en serappelant l'expression (2.1) de la résistan
e d'une bron
he, les résistan
es d'un tel arbre25



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétéssuivent une loi géométrique. L'expression des résistan
es de la n-ième génération, le 
oef-�
ient d'homogénéité étant de −3 par rapport à la taille, est ainsi donnée par r0αn, ave

r0 la résistan
e de la première bron
he et α = λ−3 ≃ 1.63. Un tel arbre est alors appeléarbre géométrique. On rappelle i
i que 
e modèle d'arbre géométrique n'est en fait valablequ'à partir de la 
inquième génération. En e�et, en plus d'une 
ertaine dissymétrie, laprésen
e d'e�ets inertiels non négligeables (voir [27, 8, 26℄) dans les premières générationsimpose une modélisation de l'é
oulement du �uide par les équations de Navier-Stokes. Laloi de Poiseuille n'est ainsi plus valide. Pour obtenir un modèle plus réaliste, il su�ra de
onsidérer notre modèle d'arbre géométrique 
omme le modèle type des 25 sous-arbres dupoumon humain.Perte de régularité pour 
ertaines maladies : Certaines maladies, en parti
ulierl'asthme, génèrent une modi�
ation de la taille des bron
hes, entraînant des perturbationsde résistan
es. Le poumon humain ne peut alors plus être modélisé 
omme un arbregéométrique. Deux points de vue di�érents peuvent être adoptés. Le 
as général, où au
unehypothèse de régularité sur les résistan
es n'est supposée, peut être étudié. C'est d'ailleurs
e qui est fait dans 
ette se
tion et le plus souvent possible dans 
ette thèse, le poumonhumain sain n'étant alors traité que 
omme un 
as parti
ulier. Mais il peut aussi êtreintéressant de 
onsidérer plut�t des arbres réguliers ou géométriques dont on perturbe lesrésistan
es. C'est 
e qui est fait à la �n des se
tions 2.1 et 2.2.2.1.2 NotationsOn redonne i
i les notations dé�nies dans l'arti
le [11℄. On 
onsidère un arbre dyadique
TN à N + 1 générations allant de la génération 0 (le nez) à la génération N. Cet arbreest dé�ni par deux ensembles : un ensemble de noeuds V (TN) 
omprenant la ra
ine oet (Xnk)0≤n≤N,k∈{0,...,2n−1}, Xnk 
orrespondant au noeud situé à la k-ième pla
e de la n-ième génération. L'arbre étant dyadique, il 
omprend un ensemble de bran
hes E(TN)
orrespondant soit à la génération 0 (o,X00), soit à des bran
hes de type (Xnk, Xn+1,2k)ou (Xnk, Xn+1,2k+1) ave
 (n, k) ∈ {0 ≤ n ≤ N, k ∈ {0, . . . , 2n−1}}. On note de plus, pourtout 1 ≤ n ≤ N et tout k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, rnk ≥ 0 la résistan
e de la k-ième bran
he dela n-ième génération (voir la �gure 2.2) et r0 ≥ 0 la résistan
e de la génération 0.2.1.3 Lien entre les pressions et les �ux en sortieOn 
her
he i
i à établir un lien linéaire (dû au 
hoix de modélisation par la loi dePoiseuille) entre les �ux et les pressions en sortie de l'arbre. Par sou
i de 
larté, on supposei
i la pression au niveau de la ra
ine o nulle. Mais, quitte à ajouter une 
onstante (voir laremarque 2.5), 
ette hypothèse de pression atmosphérique nulle peut être supprimée. Lessorties de notre arbre dyadique à N + 1 générations sont indexées par 0, . . . , 2N − 1. Onnote alors

p = (pi)i=0,...,2N−1 et q = (qi)i=0,...,2N−1les ve
teurs pression et �ux respe
tivement en sortie de l'arbre. Par 
onvention, les �uxseront 
onsidérés positifs quand du �uide entre dans l'arbre.26



2.1. Un arbre dyadique résistif à 23 générations
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Fig. 2.2 � Arbre résistif dyadique.
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Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétésDé�nition 2.1 Etant donnés deux entiers i et j et leurs expressions binaires
i =

+∞∑

k=0

αk2
k , j =

+∞∑

k=0

βk2
k ave
 αk, βk ∈ {0, 1} ∀k,on dé�nit σij et knj respe
tivement 
omme

σij = inf{k ≥ 0, αl = βl, ∀l ≥ k}, knj =

n−1∑

s=0

2n−1−sβN−1−s.Remarque 2.2 On �xe un arbre dyadique à N + 1 générations. Pour deux sorties de
et arbre i et j �xées, (i, j) ∈ {0, . . . , 2N − 1}2, il existe un unique plus 
ourt 
heminpour relier 
ha
une de 
es sorties à la ra
ine o. N − σij 
orrespond alors aux nombres debran
hes 
ommunes de 
es 
hemins sans 
ompter la première bran
he. Pour une sortie
j �xée et son plus 
ourt 
hemin à la ra
ine o 
orrespondant et pour une génération del'arbre n �xée, 1 ≤ n ≤ N , knj 
orrespond, dans le 
hemin, à la bran
he 
orrespondantede la génération n.On peut alors énon
er la proposition suivante qui lie pressions et �ux en sortie de notrearbre.Propriété 2.3 On 
onsidère un arbre dyadique résistif TN à N + 1 générations. Onsuppose de plus la pression nulle à la ra
ine o. Les �ux et pressions en sortie de l'arbresont alors reliés par

p = ANq, ave
 AN =
(
AN

ij

)
0≤i,j≤2N−1

∈ M2N (R),

AN
ij = r0 +

N−σij∑
n=1

rnknj
.

(2.2)Démonstration : On reprend i
i la même démar
he que 
elle développée dans l'ar-ti
le [11℄. La linéarité entre p et q est, sous les hypothèses de la loi de Poiseuille, évi-dente. Ainsi, il su�t de 
al
uler les ve
teurs pression en sortie d'arbre asso
iés aux ve
-teurs �ux rentrants de la base 
anonique de R
2N . On 
onsidère don
 tout d'abord ladistribution suivante de �ux en sortie q = (1, 0, . . . , 0). Cela 
orrespond à la situationoù une unité de �uide est inje
tée dans l'arbre par le noeud XN0 et uniquement par
e noeud, tous les autres étant bou
hés. Par 
onservation, une unité de �uide sort del'arbre au niveau de la ra
ine o. Ainsi, en se souvenant que la pression en entrée estnulle et qu'on a noté r0 la résistan
e du nez, on obtient par la loi de Poiseuille une pres-sion égale à r0 au niveau du noeud X00. Au
un �ux ne passant dans le sous-arbre dedroite de ra
ine X00, toujours d'après la loi de Poiseuille, les pressions en sortie (
or-respondant aux noeuds de la dernière génération allant de 2N−1 à 2N − 1) valent exa
-tement r0. Un raisonnement analogue appliqué au noeud X10 donne une pression de

r0 + r10 et il en est de même pour le sous-arbre de droite de ra
ine X10. En reprenantd'une manière ré
ursive 
e raisonnement, on trouve bien que les pressions aux noeuds
X20, X30, . . . , XN0 et don
 sur les sous-arbres de droite de ra
ine 
es noeuds, valent res-pe
tivement (r0 + r10 + r20), (r0 + r10 + r20 + r30), . . . , (r0 + r10 + r20 + · · ·+ rN0). Ainsi, la28



2.1. Un arbre dyadique résistif à 23 générationspression en sortie i est bien AN
i0. Le même raisonnement peut être repris pour le ve
teurde base q = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) et donne le résultat voulu (voir la �gure 2.3). �Remarque 2.4 La matri
e AN peut aussi s'é
rire sous la forme

r0I
N
0 +

[
r10I

N
1 0

0 r11I
N
1

]
+




r20I
N
2 0 0 0

0 r21I
N
2 0 0

0 0 r22I
N
2 0

0 0 0 r23I
N
2




+ · · ·+


rn0I

N
n · · · 0... . . . ...

0 · · · rn,2n−1I
N
n


+ · · ·+



rN0 · · · 0... . . . ...
0 · · · rN,2N−1


 ,

(2.3)
ave
 IN

k ∈ M2N−k(R), 0 ≤ k ≤ N ; 
'est une matri
e de rang un dont toutes les 
ompo-santes sont égales à un (voir l'arti
le [28℄). Ainsi AN a une stru
ture parti
ulière en blo
s(voir la �gure située en bas de la page 30) qui re�ète la stru
ture dyadique de l'arbre etla loi de Poiseuille : 
haque élément AN
ij de la matri
e 
orrespond à la résistan
e 
umuléedes bran
hes 
ommunes aux deux 
hemins allant de la ra
ine o aux sorties i et j. Ainsi, lamatri
e AN se présente sous la forme d'une matri
e à blo
s à diagonale dominante (voirla �gure située en bas de la page 30) qui résulte de la superposition des matri
es de laformule (2.3) qui sont diagonales par blo
s.Remarque 2.5 Dans le 
as d'une pression atmosphérique po non nulle au niveau de lara
ine o, la relation entre les �ux et les pressions en sortie de l'arbre s'é
rit en
ore

p = ANq, ave
 AN =
(
AN

ij

)
0≤i,j≤2N−1

∈ M2N (R),

AN
ij = r0 +

N−σij∑
n=1

rnknj
,mais ave
, 
ette fois-
i, p = (pi − po)0≤i≤2N−1.
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Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétés
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2.1. Un arbre dyadique résistif à 23 générationsEnonçons alors quelques propriétés de la matri
e AN .Propriété 2.6 Soit N un entier �xé. La matri
e AN est symétrique. De plus, si pourtout k ∈ {0, . . . , 2N − 1}, rNk > 0, alors AN est une matri
e dé�nie positive.Démonstration : Le 
ara
tère symétrique de la matri
e AN est 
lair en se rappelantl'équation (2.3). En utilisant en
ore l'équation (2.3), on véri�e son 
ara
tère positif enmontrant que 
haque matri
e de la somme est bien une matri
e positive. Pour alléger lesnotations, démontrons-le pour la matri
e
A1

N =

[
r10I

N
1 0

0 r11I
N
1

]
.Le même raisonnement se généralise à toutes les autres matri
es de la somme. Soit alorsle ve
teur X = (xk)0≤k≤2N−1 quel
onque. Un 
al
ul simple montre que

tXA1
NX = r10




2N−1−1∑

k=0

xk




2

+ r11




2N−1∑

k=2N−1

xk




2

,
e qui prouve le 
ara
tère positif (les résistan
es étant des réels positifs). Pour 
on
lure,il su�t de remarquer que la dernière matri
e de l'équation (2.3) est, elle, dé�nie positive.En e�et, on obtient pour X non nul
tXAN

NX =
2N−1∑

k=0

rNkx
2
k > 0,
e qui a
hève la démonstration �Remarque 2.7 Physiquement, tXANX 
orrespond au taux d'énergie dissipée.2.1.4 Cal
ul de résistan
e équivalenteUn arbre dyadique résistif à N+1 générations se 
omporte en fait 
omme une bran
heunique, ayant une résistan
e appelée résistan
e équivalente et une pression en sortie appe-lée pression équivalente, dans laquelle le �ux a un débit 
orrespondant au débit global dansl'arbre. Pour s'en 
onvain
re, il su�t de 
al
uler le débit Q en entrée qui 
orrespond, par
onservation, à la somme des débits à travers les 2N se
tions de sorties. On obtient ainsi

Q =
∑2N−1

i=0 qi. AN étant inversible, si on désigne par BN = (BN
ij )0≤i,j≤2N−1 son inverse,les débits à travers les se
tions de sortie s'expriment alors pour tout i ∈ {0, . . . , 2N − 1}par

qi =
2N−1∑

j=0

BN
ij (pj − po). 31



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétésAinsi, le débit total Q vaut
Q =

2N−1∑
i,j=0

BN
ij (pj − po)

=
2N−1∑
i,j=0

BN
ij pj − po

2N−1∑
i,j=0

BN
ij .Il su�t alors de poser pour la résistan
e équivalente RN = (

∑2N−1
i,j=0 B

N
ij )−1 et pour lapression équivalente en sortie PN = RN

∑2N−1
i,j=0 B

N
ij pj . On aboutit alors à la loi de Poiseuillegénéralisée

PN − po = RN × (�ux global sortant du nez). (2.4)Ainsi, notre arbre dyadique résistif se 
omporte bien 
omme une unique bran
he résistiveet on peut énon
er la propriété suivante.Propriété 2.8 Soit un arbre dyadique résistif TN à N+1 générations de matri
e asso
iée
AN . Alors la résistan
e équivalente de 
et arbre est donnée par

RN =




2N−1∑

i,j=0

BN
ij




−1

ave
 A−1
N = (BN

ij )0≤i,j≤2N−1.Remarque 2.9 En pratique, on évite de 
al
uler l'inverse de la matri
e AN . On traiteplut�t 
e problème par analogie éle
trique, l'analogue éle
trique de la loi de Poiseuilleétant la loi d'Ohm. Ainsi, la di�éren
e de pression 
orrespond à la di�éren
e de tension,le débit à l'intensité et la résistan
e de l'é
oulement à la résistan
e éle
trique. Le 
al
ul dela résistan
e équivalente se fait alors 
omme en éle
tri
ité en remarquant que notre arbredyadique résistif peut être 
onsidéré 
omme un ensemble de résistan
es en parallèle et ensérie : les deux bran
hes �lles bifurquant de leur bran
he mère sont bran
hées en parallèleentre elles puis en série à 
ette bran
he mère (voir la �gure 2.4). Ainsi, en 
ommençantà la dernière génération de l'arbre �ni et en remontant de façon ré
ursive jusqu'au nez,on peut 
al
uler la résistan
e équivalente.Remarque 2.10 La résistan
e équivalente d'un arbre résistif TN à N + 1 générationspeut aussi se dé�nir 
omme suit. Si on impose une pression nulle à la ra
ine o de l'arbreet une pression uniforme valant un en sortie, la résistan
e équivalente est alors l'inversedu �ux global sortant par la ra
ine o.2.1.5 Cas parti
uliers d'arbresComme nous l'avons dit au début de 
e 
hapitre, le poumon humain sain peut êtremodélisé 
omme un arbre géométrique. Il est ainsi utile d'étudier les deux 
as parti
ulierssuivants où les expressions de la matri
e AN et de la résistan
e équivalente prennent alorsdes formes plus simples.32



2.1. Un arbre dyadique résistif à 23 générations

Fig. 2.4 � Résistan
e équivalente.Cas parti
ulier de l'arbre régulierOn 
onsidère i
i un arbre dyadique régulier à N +1 générations ; ses résistan
es, étantalors 
onstantes par génération, seront notées rn, 0 ≤ n ≤ N . L'expression de la matri
e
AN se réduit alors à

p = ANq, AN = (AN
ij )0≤i,j≤2N−1 ∈ M2N (R), AN

ij =

N−σij∑

n=0

rn. (2.5)La matri
e AN est alors, à une 
onstante multipli
ative près, une matri
e doublementsto
hastique : toutes ses lignes et ses 
olonnes ont la même somme. Une expression simplede la résistan
e équivalente est possible dans le 
as d'un arbre régulier, elle est donnéepar la propriété suivante.Propriété 2.11 On 
onsidère un arbre dyadique régulier TN à N + 1 générations. Ennotant rn sa résistan
e à la génération n, la résistan
e équivalente de 
et arbre réguliervaut alors
RN =

N∑

n=0

rn

2n
. (2.6)Démonstration : Cette égalité se démontre très fa
ilement par ré
urren
e sur N enutilisant l'analogie ave
 l'éle
tri
ité. L'arbre est alors 
onsidéré 
omme un réseau de ré-sistan
es en série et en parallèle. En 
onsidérant la dernière génération, l'arbre régulierpossède alors 2N−1 sous-arbres identiques représentés par la �gure 2.5. Un 
al
ul simplede résistan
es en série et en parallèle donne l'équivalen
e entre 
e sous-arbre type et uneunique bran
he de résistan
e

rN−1 +
rN

2
.On obtient ainsi un arbre régulier équivalent à N générations, la résistan
e de la dernièregénération valant alors rN−1 +rN/2. En re
ommençant le même raisonnement, on obtient33



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétés
PSfrag repla
ements rN−1

rNFig. 2.5 � .un arbre régulier équivalent à N − 1 générations, la résistan
e de la dernière générationvalant alors rN−2 + rN−1/2 + rN/4. En itérant jusqu'au nez, on obtient le résultat voulu.
�Dans le 
as d'un arbre régulier, les propriétés spe
trales de la matri
e AN sont, elles aussi,remarquables.Propriété 2.12 On note Ψ0 le ve
teur de taille 2N formé de 1. Pour un 
ouple (n, k)�xé, 0 ≤ n ≤ N − 1 et k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, Ψnk est dé�ni par

Ψnk = t (0, . . . , 0, 1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0) ,le blo
 non nul 
orrespondant au (k+1)-ième blo
 de taille 2N−n. La famille de ve
teurs
(Ψ0, (Ψnk)0≤n≤N−1,0≤k≤2n−1) est une famille de ve
teurs propres de AN . Les valeurs propresasso
iées sont notées (λN

0 , (λ
N
nk)0≤n≤N−1,0≤k≤2n−1) et sont égales à

λN
0 = 2N

N∑

p=0

rp

2p
et λN

nk = 2N
N∑

p=n+1

rp

2p
, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}.Démonstration : Cette propriété se véri�e très fa
ilement en faisant les 
al
uls. Elle estune 
onséquen
e dire
te de la stru
ture en blo
s de AN , ave
 des blo
s tous égaux pourun arbre régulier. �Remarque 2.13 On peut remarquer que

λN
nk = λN

nk′ ∀k, k′.Cette égalité 
on�rme l'intuition que, dans le 
as d'un arbre régulier, les valeurs propresne dépendent que de la génération n.Remarque 2.14 A un 
oe�
ient multipli
atif 2N près, on peut remarquer que la premièrevaleur propre donne la résistan
e équivalente de l'arbre régulier asso
ié.Remarque 2.15 Les ve
teurs propres de AN sont l'équivalent dis
ret de la base de Haarusuelle sur L2([0, 1]) (voir la dé�nition 2.34).34



2.1. Un arbre dyadique résistif à 23 générationsCas parti
ulier de l'arbre géométriqueComme nous l'avons dit au début de 
e 
hapitre, le poumon humain sain peut être
onsidéré 
omme un arbre géométrique. Ses résistan
es véri�ent alors la loi géométriquesuivante
∀n ∈ N, n ≤ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, rn = r0α

n,où r0 est la résistan
e de la première génération et α un paramètre positif lié à la géométriede l'arbre. Pour un poumon humain sain, α ≃ 1.63 (voir les pages 12 et 25 ainsi que la�gure 1.6), mais on se pla
era i
i en toute généralité. Les deux propriétés 2.11 et 2.12énon
ées 
i-dessus deviennent dans 
e 
as parti
ulier :Corollaire 2.16 On 
onsidère un arbre dyadique géométrique à N + 1 générations ave

rn = r0α

n. La résistan
e équivalente d'un tel arbre est alors donnée par la formule
RN =

2r0
2 − α

(
1 −

(α
2

)N+1
)
.Les valeurs propres sont alors égales à

λN
0 =

2N+1r0
2 − α

(
1 −

(α
2

)N+1
)et, pour tout 0 ≤ n ≤ N − 1 et tout k ∈ {0, . . . , 2n − 1},

λN
nk =

2N+1r0
2 − α

(α
2

)n+1
(

1 −
(α

2

)N−n
)
.Démonstration : C'est une simple appli
ation des propriétés 2.11 et 2.12 dans le 
asparti
ulier où rn = r0α

n. �

2.1.6 Crise d'asthme : perturbation des résistan
es d'un arbregéométriqueComme nous l'avons déjà dit au début de 
ette se
tion, 
ertaines maladies, 
ommel'asthme, entraînent une modi�
ation de la taille des bron
hes d'un poumon sain, don
une perturbation des résistan
es de l'arbre géométrique 
orrespondant. Lors d'une 
rised'asthme, les méde
ins n'ont a

ès qu'à une seule donnée : la résistan
e équivalente dupoumon malade. En e�et, pour 
ela ils imposent une pression en entrée nulle (la pressionen sortie étant supposée uniforme valant 1) et ils mesurent le �ux global 
orrespondantsortant du nez. L'inverse de 
e �ux donne alors la résistan
e équivalente (voir la remarque2.10). Nous donnerons i
i l'expression au premier ordre de la résistan
e équivalente d'unarbre géométrique perturbé. Cette unique donnée peut, sous 
ertaines hypothèses de mo-délisation d'une 
rise d'asthme, donner une idée de l'intensité de 
ette 
rise. 35



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétésExpression de la résistan
e équivalente d'un arbre perturbéNouvelle expression de la résistan
e équivalente Commençons par donner uneexpression de la résistan
e équivalente faisant intervenir AN d'un arbre résistif TN à N+1générations.Propriété 2.17 Soient TN un arbre résistif à N+1 générations et AN ∈ M2N (R) la ma-tri
e 
orrespondante dé�nie par (2.2). Le 
ara
tère dé�ni positif de 
ette matri
e (voir lapropriété 2.6) assure son inversibilité. La résistan
e équivalente de 
et arbre �ni s'exprimealors par
RN =

[
tΨ0A

−1
N Ψ0

]−1
, (2.7)où Ψ0 est le ve
teur de taille 2N formé de 1 dé�ni dans la propriété 2.12.Démonstration : On impose une pression à l'entrée nulle et une pression en sortieuniforme de valeur un. Le ve
teur �ux q en sortie d'arbre vaut, en 
ombinant la propriété2.3 et la dé�nition du ve
teur Ψ0,

q = A−1
N Ψ0.Le �ux global sortant du nez est alors donné par

Q =

2N−1∑

i=0

qi = tΨ0q.De plus, d'après la remarque 2.10, on a RN = Q−1. Ainsi
RN =

[
tΨ0A

−1
N Ψ0

]−1
,
e qui a
hève la démonstration. �

Notations On 
onsidère i
i un arbre géométrique TN à N + 1 générations dont on vaperturber les résistan
es. On dé�nit une perturbation par la donnée. d'un ensemble S ⊂ {(n, k) ∈ N
2, n ∈ {1, . . . , N}, k ∈ {0, . . . , 2n − 1}} indiquant lespositions des perturbations. A tout 
ouple (n, k) ∈ S 
orrespond une perturbationde la résistan
e de la k-ième bran
he de la n-ième génération.. d'un ensemble {drnk ∈ R, (n, k) ∈ S} 
orrespondant aux valeurs des perturbations.On dé�nit alors la matri
e asso
iée à la perturbation. Pour 
ela, on 
ommen
e par exprimerla matri
e Mnk ∈ M2N (R) asso
iée à la perturbation unitaire à la k-ième bran
he de lan-ième génération.Propriété 2.18 La matri
e 
orrespondant à une modi�
ation unitaire à la k-ième bran
hede la n-ième génération est une matri
e de rang 1 
onstituée de zéros et d'un blo
 
arré36



2.1. Un arbre dyadique résistif à 23 générationsde 1 de taille 2N−n situé sur le (k + 1)-ième blo
 de la diagonale. Elle a don
 la formesuivante 


0 . . . 0
0

. . . 01 . . . 0



.

Démonstration : Mnk 
orrespond à la matri
e AN ∈ M2N (R) asso
iée à un arbrerésistif ayant toutes ses résistan
es nulles sauf la résistan
e à la k-ième bran
he de lan-ième génération qui vaut 1, il su�t don
 d'appliquer la formule (2.3). �La matri
e de la perturbation se met alors sous la forme
M =

∑

(n,k)∈S

drnkMnk.En posant alors ÃN ∈ M2N (R) la matri
e asso
iée à l'arbre régulier perturbé et
AN ∈ M2N (R) 
elle de l'arbre régulier, on a

ÃN = AN +M.Pour �nir, la valeur de la perturbation totale sera notée dr ave

dr =

∑

(n,k)∈S

drnk.Résistan
e équivalente perturbée L'expression (2.7) de la résistan
e équivalente faitintervenir l'inverse de la matri
e AN . A�n de faire un développement limité à l'ordre und'une résistan
e équivalente perturbée, il est né
essaire de 
onnaître la di�érentielle del'appli
ation inverse. On rappelle ainsi le résultat 
lassique suivant que l'on peut trouver,par exemple, dans [29℄.Théorème 2.19 Soit f l'appli
ation suivante :
GL2N (R) → GL2N (R)

A 7→ A−1.Alors f est de 
lasse C∞ sur l'ouvert GL2N (R) ⊂ M2N (R).Sa di�érentielle est donnée par
∀A ∈ GL2N (R), ∀H ∈ M2N (R), dfA(H) = −A−1HA−1.On 
ommen
e par donner l'expression à l'ordre un de la résistan
e équivalente modi�éepour une unique perturbation �xée. 37



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétésPropriété 2.20 Soit TN un arbre régulier ave
 RN sa résistan
e équivalente asso
iée.On perturbe la résistan
e de la k-ième bran
he de la n-ième génération de 
et arbre d'unevaleur de drnk. En notant R̃N la résistan
e équivalente de l'arbre ainsi perturbé, on obtient
R̃N = RN + 2−2ndrnk + ◦(|drnk|).Démonstration : On 
ommen
e par 
al
uler le �ux global asso
ié à l'arbre perturbé, àsavoir R̃−1

N . En 
ombinant la propriété 2.17 et le théorème 2.19, on obtient
R̃−1

N = tΨ0Ã
−1
N Ψ0

= tΨ0[A
−1
N −A−1

N (drnkMnk)A
−1
N + ◦(||drnkMnk||∞)]Ψ0

= tΨ0A
−1
N Ψ0 − drnk

tΨ0A
−1
N MnkA

−1
N Ψ0 + ◦(|drnk|). (2.8)On a utilisé i
i la dé�nition de la norme matri
ielle in�nie pour obtenir

||drnkMnk||∞ = |drnk|. En se rappelant les propriétés spe
trales de la matri
e asso
iée àun arbre géométrique (voir la propriété 2.12 et la remarque 2.14), on obtient
A−1

N Ψ0 =
1

λN
0

Ψ0 = 2−NR−1
N Ψ0.Ainsi, l'équation (2.8) devient, en remarquant que tΨ0Ψ0 = 2N ,

R̃−1
N = R−1

N − drnk2
−NR−1

N
tΨ0A

−1
N MnkΨ0 + ◦(|drnk|). (2.9)Il reste à 
al
uler le terme issu de la modi�
ation. Comme Mnk est une matri
e de rang1, elle se met sous la forme utu où u est un ve
teur 
olonne de taille 2N dont l'expressionest

u = t (0, . . . , 1, . . . , 1, 0, . . . , 0) ,où le blo
 de 1 est de taille 2N−n. Ainsi, le terme issu de la perturbation se met sous laforme
tΨ0A

−1
N MnkΨ0 = tΨ0A

−1
N utuΨ0

= 2N−n tΨ0A
−1
N u.En remarquant que tΨ0A

−1
N = 2−NR−1

N
tΨ0, l'équation devient

tΨ0A
−1
N MnkΨ0 = 2−nR−1

N
tΨ0u

= 2N−2nR−1
N . (2.10)En 
ombinant alors les équations (2.9) et (2.10), on obtient

R̃−1
N = R−1

N − drnk

(
2−nR−1

N

)2
+ ◦(|drnk|).Ainsi,

R̃N = RN

[
1 − drnk2

−2nR−1
N + ◦(|drnk|)

]−1

= RN + drnk2
−2n + ◦(|drnk|),
e qui a
hève la démonstration. �Cette formule se généralise alors fa
ilement au 
as où plusieurs résistan
es de l'arbregéométrique sont perturbées. On obtient alors la propriété suivante.38



2.1. Un arbre dyadique résistif à 23 générationsPropriété 2.21 Soit TN un arbre régulier ave
 RN sa résistan
e équivalente asso
iée. Onperturbe l'ensemble des résistan
es rnk ave
 (n, k) ∈ S d'une valeur drnk. En notant R̃Nla résistan
e équivalente de l'arbre ainsi perturbé, on obtient
R̃N = RN +

∑

(n,k)∈S

2−2ndrnk + ◦(|dr|).Démonstration : En reprenant le même raisonnement, on obtient
R̃−1

N = R−1
N − 2−NR−1

N
tΨ0A

−1
N MΨ0 + ◦(||M ||∞)

= R−1
N − 2−NR−1

N

∑
(n,k)∈S

drnk
tΨ0A

−1
N MnkΨ0 + ◦(||M ||∞)

= R−1
N −

(
R−1

N

)2 ∑
(n,k)∈S

2−2ndrnk + ◦(||M ||∞).En remarquant que ||M ||∞ ≃ |dr| et en appliquant le même raisonnement, on obtient
R̃N = RN +

∑

(n,k)∈S

2−2ndrnk + ◦(|dr|),
e qui a
hève la démonstration. �

Appli
ations à la modélisation On peut donner deux 
onséquen
es dire
tes surl'étude d'une 
rise d'asthme. La première permet, sous 
ertaines hypothèses, de 
onnaîtrel'intensité d'une 
rise bien que les méde
ins n'aient a

ès qu'à la seule mesure de la résis-tan
e équivalente (RN et R̃N sont ainsi 
onnues). On peut, par exemple, supposer qu'une
rise d'asthme 
orrespond à une perturbation identique de valeur dr des résistan
es desgénérations n et n + 1 du poumon humain gau
he. L'intensité dr de 
ette 
rise est alorsdonnée par la formule suivante
dr ≃ 4

3

(
R̃N − RN

)
2n.Il s'agit juste d'appliquer la formule de la propriété 2.21 à 
e 
as parti
ulier. Bien en-tendu, d'autres modélisations d'une 
rise d'asthme sont possibles suivant les patients.Il est aussi intéressant d'étudier la sensibilité de 
haque bran
he de l'arbre résistif. Onperturbe d'un 
ertain pour
entage la résistan
e d'une bran
he d'un arbre régulier et onregarde quelle 
onséquen
e sur la résistan
e équivalente de 
e même arbre 
ela implique.Il paraît intuitif de penser que 
ette sensibilité diminue au fur et à mesure qu'on s'enfon
edans les générations de l'arbre. Un 
al
ul rapide permet de le véri�er. Il s'agit de 
al
uler

(dRN/RN) /(drnk/rnk) ave
 dRN dé�ni par R̃N = RN + dRN . En reprenant le résultat de39



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétésla proposition 2.20, on obtient, dans le 
as d'un arbre géométrique de loi rn = r0α
n,

RN + dRN ≃ RN + 2−2ndrnk

dRN

RN
≃ 2−2ndrnk

RN

dRN

RN

drnk

rnk

≃ r0
RN

(α
4

)n

.Ce résultat 
on�rme bien l'intuition que les perturbations relatives de diamètre ou derésistan
e sont d'autant plus graves qu'elles tou
hent le haut de l'arbre résistif(α ≃ 1.63 < 4 pour le poumon humain).Etude spe
trale de la matri
e AN perturbéeL'asthme 
orrespond à une modi�
ation des résistan
es, entraînant une perturbationde la matri
e AN . L'étude, seule, de la perturbation de la résistan
e équivalente est insuf-�sante pour mieux 
omprendre 
ette maladie. Nous allons i
i obtenir le développementlimité au premier ordre des valeurs propres de la matri
e ÃN modi�ée par la perturbationd'une unique résistan
e d'un arbre régulier. On 
ommen
e par rappeler le résultat généralpermettant d'obtenir une expression au premier ordre des valeurs propres d'une matri
esymétrique perturbée. On peut trouver 
e résultat dans [30℄.Théorème 2.22 Soit A une matri
e réelle symétrique, soient λ une valeur propre de A,E l'espa
e propre asso
ié et l la dimension de E. Soit D un disque fermé de 
entre λ duplan 
omplexe ne 
ontenant pas d'autre valeur propre de A que λ.Alors les valeurs propres λ1(ε) ≤ . . . ≤ λl(ε) de A+ εM situées dans D véri�ent :
λi(ε) = λ+ εµi + ◦(ε)où µ1 ≤ . . . ≤ µl sont les valeurs propres de la matri
e asso
iée à la forme bilinéaire

L(M) = (M . , .)|E.On se pla
e ensuite dans le 
adre d'un arbre régulier dont on perturbe une unique résis-tan
e. Le spe
tre de la matri
e ainsi perturbée est étudié dans la propriété 
i-dessous.Propriété 2.23 Soit TN un arbre régulier. Soit AN la matri
e asso
iée à l'arbre géomé-trique et dont le spe
tre est donné par la propriété 2.12. Soit ÃN = AN +drMnk la matri
easso
iée à l'arbre ayant subi une modi�
ation dr de la résistan
e de la k-ième bran
he dela n-ième génération. Le spe
tre de ÃN est donné par. λN
0 (dr) = λN

0 + 22(N−n)dr + ◦(dr) est la première valeur propre,. pour i ≥ n, les valeurs propres de ÃN sont les mêmes que 
elles de AN ,. pour i ∈ {0, . . . , n− 1},
λN

ij , j ∈ {0, . . . , 2i}, sont in
hangées sauf pour un unique j0 et
λN

ij0
(dr) = λN

ij0
+ 22(N−n)dr + ◦(dr) est une nouvelle valeur propre simple.40



2.1. Un arbre dyadique résistif à 23 générationsDémonstration : On 
her
he à étudier la perturbation de la valeur propre λN
ij ,(0 ≤ i ≤ N−1 et 0 ≤ j ≤ 2i−1) de AN . AN étant une matri
e symétrique, on applique lethéorème 2.22. On �xe i. Les valeurs propres λN

i0(dr), . . . , λ
N
i,2i−1(dr) de ÃN sont données,pour tout j ∈ {0, . . . , 2i − 1}, par

λN
ij (dr) = λN

ij + drµj + ◦(dr)où µ0 ≤ . . . ≤ µ2i−1 sont les valeurs propres de L(Mnk) = (Mnk . , .)|Ei
ave


Ei = vect((Ψik)k∈{0,...,2i−1}). Il s'agit d'étudier les valeurs propres de la matri
e
Lnki =

(
(MnkΨiu,Ψiv)

R2N

)
0≤u,v≤2i−1

. Comme on l'a déjà vu 
i-dessus, Mnk, étant unematri
e de rang 1, s'é
rit sous la forme Mnk = utu ave
 u ve
teur 
olonne de taille 2Nvéri�ant
u = t (0, . . . , 1, . . . , 1, 0, . . . , 0) ,où le blo
 de 1 est de taille 2N−n. Si on pose auv = (MnkΨiu,Ψiv)

R2N , on obtient
auv = (utuΨiu,Ψiv)

R2N

= (tΨivu)(tuΨiu).Le nombre auv est ainsi le produit de 2 nombres réels de même type. Exprimons alors enfon
tion de (n, k, i, u) la valeur de tΨiuu.
⋆ si i > n,la taille du blo
 non nul du ve
teur Ψiu est stri
tement plus petite que 
elle duve
teur u (2N−i < 2N−n). Comme la taille de 
es blo
s est, dans les deux 
as, unepuissan
e de 2, soit la plage d'indi
es d'éléments non nuls de Ψiu est entièrementin
luse dans 
elle des éléments non nuls de u, soit les deux plages sont d'interse
tionvide. Si les deux plages sont d'interse
tion vide, tΨiuu = 0. Sinon tΨiuu = 0 
ar lasomme des éléments de Ψiu est nulle. Dans tous les 
as, on a auv = 0, la matri
e
Lnki est ainsi la matri
e nulle et les valeurs propres de AN ne sont pas modi�ées.

⋆ Si i = n,la taille des deux blo
s étant égale, un seul des ve
teurs propres (Ψiu)u∈{0,...,2i−1}a une plage d'indi
es d'éléments non nuls d'interse
tion non vide ave
 
elle de u,
es deux plages étant alors égales. Pour les mêmes raisons que 
i-dessus, on a don

Lnki = 0 et les valeurs propres de AN ne sont, là en
ore, pas modi�ées.

⋆ Si i < n,là en
ore, un seul des ve
teurs propres (Ψiu)u∈{0,...,2i−1} a une plage d'indi
es d'élé-ments non nuls d'interse
tion non vide ave
 
elle de u, 
ette dernière étant alorsstri
tement in
luse dans 
elle du ve
teur propre (que l'on note Ψiu0
). De plus, dans
ette plage d'indi
es, Ψiu0

ne prend que 1 ou −1 
omme valeur. La somme deséléments de u étant non nulle, Lnki a un unique terme non nul, terme qui est sur ladiagonale et qui 
orrespond à au0u0 = (tΨiu0
u)2. Or, la taille du blo
 de 1 de u est

2N−n, don
 au0u0 = 22(N−n). Les valeurs propres de Lnki sont don
 toutes nulles saufune qui vaut alors 22(N−n).Il reste le 
as de la première valeur propre λN
0 (dr). En appliquant toujours le théorème2.22, on sait que

λN
0 (dr) = λN

0 + drµ0 + ◦(dr), 41



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétésave
 µ0 valeur propre de L(Mnk) = (MnkΨ0,Ψ0)R2N . Un 
al
ul rapide montre que
(MnkΨ0,Ψ0)R2N = 22(N−n), 
e qui a
hève la démonstration. �

2.2 Une in�nité d'alvéoles plongée dans un espa
e dedimension uneL'arbre dyadique 
onduit aux 300 millions d'alvéoles, elles-mêmes plongées dans leparen
hyme, milieu vis
o-élastique 
ontinu. Il est don
 intéressant, dans le 
adre d'unemodélisation du poumon, de plonger l'ensemble des bouts de notre arbre dyadique résistifdans un ensemble 
ontinu. Cela a été fait dans l'arti
le [11℄. Les auteurs plongent l'en-semble des bouts de l'arbre dans l'espa
e de dimension une ]0, 1[. Ils font ensuite tendre lenombre de générations de l'arbre vers l'in�ni. Nous reprenons i
i les résultats de l'arti
le[11℄ dont nous aurons besoin dans la suite de 
ette thèse. Nous n'entrerons pas dans ledétail des démonstrations. Les deux 
hapitres suivants permettront de formaliser et gé-néraliser 
es résultats en dé�nissant un arbre résistif in�ni, en démontrant des théorèmesde tra
e sur les bouts de 
et arbre et en plongeant 
es bouts dans un milieu 
ontinu dedimension quel
onque. De plus, l'arbre sera, dans toute 
ette se
tion, supposé régulier, 
equi ne sera pas le 
as dans les 
hapitres suivants. En�n, nous terminerons 
ette se
tionpar quelques résultats nouveaux sur la perturbation d'arbre régulier, modélisant ainsi, parexemple, une 
rise d'asthme.2.2.1 Constru
tion d'un opérateur 
ontinu sur l'arbre in�niCommençons tout d'abord par donner un sens 
ontinu à notre problème dis
ret à 2Nsorties. Comme nous l'avons dit pré
édemment, nous allons plonger 
es 2N sorties dansl'intervalle I =]0, 1[. Pour 
ela, nous identi�ons le noeud de sortie i de l'arbre à N + 1générations au segment ]ihN , (i + 1)hN [, ave
 hN = 1/2N (voir la �gure 2.6). Il est alorspossible de dé�nir un opérateur RN qui, à un �ux en sortie d'arbre vu 
omme un élémentde L2(I) asso
ie une pression de sortie, elle aussi vue 
omme un élément de L2(I).Dé�nition 2.24 Soit une fon
tion u ∈ L2(I). On dé�nit alors le ve
teur �ux q asso
iépar
q = (qi)i=0,...,2N−1 , qi =

(i+1)hN∫

ihN

u(y)dy.Le ve
teur pression dis
ret asso
ié est alors dé�ni par
p = (pi)i=0,...,2N−1 , p = ANqave
 AN ∈ M2N (R) matri
e dé�nie par la relation (2.5). Finalement, on dé�nit la fon
tion

p ∈ L2(I) 
omme la fon
tion 
onstante par mor
eaux qui prend la valeur pi sur 
haquesous-intervalle ]ihN , (i+1)hN [. L'opérateur 
orrespondant, allant de L2(I) dans lui-même,est alors noté RN .42
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e de dimension unePSfrag repla
ements r0
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XN−1,0

XN,0 Fig. 2.6 � Plongement dans ]0, 1[.Propriété 2.25 Soit TN un arbre régulier à N+1 générations. L'opérateur RN s'exprime
omme l'opérateur intégral suivant
p = RNu⇔ p(x) =

∫

I

KN(x, y)u(y)dy p.p.où KN ∈ L1(I × I) est la fon
tion 
onstante par mor
eaux, dé�nie par
∀x ∈]ihN , (i+ 1)hN [, ∀y ∈]jhN , (j + 1)hN [ KN(x, y) =

N−σij∑

n=0

rn.Démonstration : On �xe x ∈]ihN , (i+ 1)hN [. En se rappelant alors la dé�nition de p et
u, on obtient

p(x) = pi

=
2N−1∑
j=0

AN
ij qj

=

2N−1∑

j=0

AN
ij

(j+1)hN∫

jhN

u(y)dy

=
2N−1∑

j=0

(j+1)hN∫

jhN

AN
iju(y)dy.Cela démontre la propriété en 
ombinant la dé�nition du noyau KN et la relation (2.5). �43
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Fig. 2.7 � Le noyau K(x, y).Remarque 2.26 La 
onstru
tion de l'opérateur RN se généralise fa
ilement au 
as d'arbresnon réguliers, le noyau étant alors une fon
tion 
onstante par mor
eaux, dé�nie par (voirla formule (2.2))
x ∈]ihN , (i+ 1)hN [, y ∈]jhN , (j + 1)hN [7→ r0 +

N−σij∑

n=1

rnknj
.La 
onstru
tion de 
et opérateur 
ontinu permet de passer à la limite quand le nombrede générations de l'arbre tend vers l'in�ni. C'est 
e qui est fait dans les deux propriétéssuivantes.Propriété 2.27 Le noyau KN 
onverge presque partout vers la fon
tion mesurable Kdé�nie par 
e qui suit : on se �xe x et y dans I ayant 
omme expressions dyadiques

x =

+∞∑

k=0

αk

2k
, y =

+∞∑

k=0

βk

2k
ave
 αk, βk ∈ {0, 1} ∀k.On dé�nit alors

µxy = sup {k ≥ 1, αl = βl ∀l ≤ k}.Si une des deux suites (αk)k∈N ou (βk)k∈N a un nombre �ni de termes non nuls ou si
x = y, on pose K(x, y) = 0. Sinon K(x, y) est égal à ∑µxy

n=0 rn.Remarque 2.28 2−µxy donne la longueur du plus petit intervalle dyadique 
ontenant xet y.44



2.2. Une in�nité d'alvéoles plongée dans un espa
e de dimension uneDémonstration : Il s'agit i
i de remarquer que, pour x et y �xés, la suite (KN(x, y))N∈Nest stationnaire pour N assez grand. Plus pré
isément, en se rappelant la 
onstru
tionfaite pour passer du dis
ret au 
ontinu, x et y 
orrespondent à un même noeud de l'arbreà N + 1 générations tant qu'ils appartiennent tous les deux à un même intervalle dya-dique de longeur 2−N . Correspondant à un même noeud, KN(x, y) vaut alors ∑N
n=0 rn.En utilisant la dé�nition de µxy, x et y sont asso
iés à des noeuds di�érents dès lors que

N devient supérieur stri
tement à µxy. Ainsi la suite (KN(x, y))N∈N devient stationnaireà partir de N = µxy de valeur ∑µxy

n=0 rn. �Remarque 2.29 Là en
ore, 
ette 
onvergen
e presque partout se généralise aux 
as d'arbresnon réguliers en posant
K(x, y) = r0 +

µxy∑

n=1

rnkn(xy) ave
 kn(xy) =

n−1∑

s=0

2n−1−sβµxy−s.On peut alors énon
er un résultat de 
onvergen
e pour la suite (RN)N∈N.Théorème 2.30 La suite (RN )N∈N 
onverge vers une limite R dans L(L2(I)) si et seule-ment si
+∞∑

n=0

rn

2n
< +∞. (2.11)Quand la limite existe, R est un opérateur intégral de noyau asso
ié

K = lim
N→+∞

KN dans L1(I × I).Démonstration : Nous n'entrerons pas i
i dans les détails de la démonstration (voirl'arti
le [11℄). Indiquons toutefois les grandes lignes. En prenant la fon
tion u ∈ L2(I)
onstante égale à un, RNu est, elle aussi, 
onstante de valeur
p =

∫

I

KN(x, y)dy =
N∑

n=0

rn

2n
.Ainsi, (2.11) est une 
ondition né
essaire. Supposons-la véri�ée. Les hypothèses du théo-rème de 
onvergen
e dominée sont alors véri�ées. En e�et, d'après la propriété 2.27, lasuite (KN )N∈N 
onverge presque partout vers K. De plus, 
ette suite est dominée, pourtout N ∈ N et presque partout en (x, y) ∈ I × I, par K. L'hypothèse (2.11) assure alorsque K ∈ L1(I × I). Ainsi le théorème de 
onvergen
e dominée s'applique et la suite

(KN)N∈N 
onverge vers K dans L1(I × I). De plus, en utilisant les mêmes te
hniques detype 
onvolution que dans [31℄, Théorème 4.15, on véri�e que
‖RNu‖L2(I) ≤ ‖KN‖L1(I×I)‖u‖L2(I). 45



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétésL'appli
ation KN 7→ RN étant ainsi 
ontinue de L1(I × I) dans L(L2(I)), la 
onvergen
ede (KN )N∈N vers K dans L1(I × I) implique 
elle de (RN)N∈N vers R dé�ni par
Ru(x) =

∫

I

K(x, y)u(y)dy.Ce
i a
hève la démonstration. �Remarque 2.31 Le résultat de 
onvergen
e 
i-dessus se généralise dans le 
as où l'arbren'est plus supposé régulier. On a toujours, sans 
ondition supplémentaire, la 
onvergen
epresque partout de la suite (KN)N∈N vers K ainsi que la domination de KN par K. Par
ontre, 
ette 
onvergen
e n'a lieu dans L1(I × I) qu'en supposant la 
ondition suivantevéri�ée
+∞∑

n=0

2n−1∑

k=0

rnk

22n
< +∞. (2.12)En e�et, en reprenant la démonstration du théorème 2.30, on doit véri�er que

K ∈ L1(I × I). Or, on a
∫

I

∫

I

|K(x, y)|dydx =

∫

I

+∞∑

n=0

rnk(x)

2n
dx

=
+∞∑

n=0

1

2n

2n−1∑

j=0

(j+1)hn∫

jhn

rnk(x)dx

=
+∞∑

n=0

2n−1∑

j=0

rnj

22n
.De plus, si la 
ondition suivante est véri�ée

+∞∑

n=0

maxk∈N rnk

2n
< +∞, (2.13)la suite (RN )N∈N 
onverge vers R dans L(L2(I)). En e�et, 
ette 
ondition assure d'unepart la 
onvergen
e de RNu ave
 u ∈ L2(I) fon
tion 
onstante égale à un. Pour le véri�er,�xons x ∈ I ayant 
omme expression dyadique

x =

+∞∑

k=0

αk

2k
, ave
 αk ∈ {0, 1} ∀k.On obtient alors

RNu(x) =

∫

I

KN (x, y)dy

=

N∑

n=0

rnkn(x)

2n
,46



2.2. Une in�nité d'alvéoles plongée dans un espa
e de dimension uneave
 pour tout n ∈ N, kn(x) =
∑n

j=1 2n−jαj. La 
ondition (2.13) implique
+∞∑

n=0

rnk(x)

2n
< +∞.D'autre part, 
ette 
ondition permet aussi d'appliquer les te
hniques de type 
onvolutionutilisées dans le 
as régulier. Ainsi, la �n de la démonstration du 
as régulier peut segénéraliser 
e qui assure la 
onvergen
e de la suite (RN )N∈N vers R dans L(L2(I)).2.2.2 Propriétés de l'opérateur RCet opérateur limite a de nombreuses propriétés remarquables dont nous nous servironsdans la partie III de 
ette thèse.Propriété 2.32 Si la 
ondition (2.11) est véri�ée, l'opérateur limite R est alors un opé-rateur auto-adjoint, 
ompa
t et monotone.Démonstration : R est 
lairement auto-adjoint par symétrie de son noyau (voir la�gure 2.7). De plus, RNu est une fon
tion de L2(I) 
onstante par mor
eaux, asso
iéeà la subdivision 0, hN , . . . , 1. L'opérateur RN est ainsi de rang �ni. R est don
 
ompa
t
omme limite d'opérateurs de rang �ni au sens de la norme des opérateurs. En remarquantque, pour tout n ∈ N, le noyau K est 
onstant de valeur rn sur la réunion de 
arrés

∪2n−1
j=0 [jhn, (j + 1)hn]2, on obtient

(Ru, u)L2(I) =
+∞∑

n=0

rn

2n−1∑

j=0

(j+1)hn∫

jhn

(j+1)hn∫

jhn

u(x)u(y)dxdy

=

+∞∑

n=0

rn

2n−1∑

j=0




(j+1)hn∫

jhn

u(x)dx




2

.Ainsi R est monotone, 
e qui a
hève la démonstration. �Remarque 2.33 Pour tout N ∈ N, l'opérateur RN ∈ L(L2(I)) est lui aussi monotone
ar le même raisonnement donne
(RNu, u)L2(I) =

N∑

n=0

rn

2n−1∑

j=0




(j+1)hn∫

jhn

u(x)dx




2

.Les propriétés spe
trales de 
et opérateur sont, elles aussi, remarquables et nous seronstrès utiles par la suite. En e�et, le spe
tre de 
et opérateur fait intervenir la base de Haarusuelle. 47
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Fig. 2.8 � Graphe de la fon
tion Ψnk.Dé�nition 2.34 On dé�nit Ψ ∈ L2(I) par
Ψ = 1]0, 1

2
[ − 1] 1

2
,1[.Pour tout n ∈ N et pour tout k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, on introduit alors

x 7→ Ψnk(x) = 2
n
2 Ψ(2nx− k).On dé�nit de plus Ψ0 par la fon
tion 
onstante valant 1 sur I. La famille (Ψ0, (Ψnk)n∈N,0≤k≤2n−1)est une base hilbertienne de L2(I) appelée la base de Haar (voir la �gure 2.8).Propriété 2.35 La base de Haar (Ψ0, (Ψnk)n∈N,0≤k≤2n−1) est une famille de ve
teurspropres de R. La famille de valeurs propres asso
iée, notée (λ0, (λnk)n∈N,0≤k≤2n−1) véri�e

λ0 =
∑+∞

l=0 rl/2
l et

λnk =

+∞∑

l=n+1

rl

2l
, 0 ≤ k ≤ 2n − 1.Pour simpli�er les notations, on note ρn = λnk, ∀k.Démonstration : Le 
as du premier ve
teur propre Ψ0 se lit fa
ilement sur la �gure 2.7qui donne pour tout x ∈ I

RΨ0(x) =

∫

I

K(x, y)dy =

+∞∑

l=0

rl

2l
,48



2.2. Une in�nité d'alvéoles plongée dans un espa
e de dimension uned'où le résultat. Fixons alors n ∈ N et k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. En remarquant que le supportde Ψnk est ]khn, (k + 1)hn[, on obtient
RΨnk(x) =

(k+1)hn∫

khn

K(x, y)Ψnk(y)dy.Pour tout x n'appartenant pas au support de Ψnk (et qui n'est pas de la forme jhn),
K(x, .) est 
onstant sur 
et intervalle. La valeur moyenne de Ψnk étant nulle, RΨnk(x)s'annule. Les 
as x ∈]khn, (k+1/2)hn[ et x ∈](k+1/2)hn, (k+1)hn[ se 
al
ulent fa
ilementet donnent respe
tivement

(k+1)hn∫

khn

K(x, y)Ψnk(y)dy = 2
n
2

+∞∑

l=n+1

rl

2l
,

(k+1)hn∫

khn

K(x, y)Ψnk(y)dy = −2
n
2

+∞∑

l=n+1

rl

2l
,
e qui termine la démonstration. �Remarque 2.36 Un raisonnement analogue permet d'obtenir les éléments propres de

RN . Ainsi, (Ψ0, (Ψnk)0≤n≤N−1,0≤k≤2n−1) est une famille de ve
teurs propres de RN . Lafamille de valeurs propres asso
iée est ρN =
∑N

l=0 rl/2
l et, pour tout 0 ≤ n ≤ N − 1,

ρN
n = 2−NλN

nk =

N∑

l=n+1

rl

2l
, 0 ≤ k ≤ 2n − 1.Remarque 2.37 L'opérateur R est ainsi diagonalisable dans L2(I) ave
 des valeurspropres stri
tement positives. Cela assure en parti
ulier que R est non dégénéré. Ce
in'est pas le 
as de RN qui, lui, a des valeurs propres nulles et ainsi un noyau non trivial.Remarque 2.38 On remarquera, au 
oe�
ient multipli
atif 2N près, le lien existantentre les valeurs propres de AN , RN et de R dans le 
as d'arbres réguliers. Regardons parexemple 
e qui se passe pour leurs premières valeurs propres respe
tives. Le fait d'avoirplongé l'ensemble des bouts de l'arbre dans I permet de rempla
er une sommation de

2Nr0, 2
N−1r1, 2

N−2r2, . . . par une intégration de r0, r1, r2, . . . sur un intervalle de longueurrespe
tivement 1, 1/2, 1/4 . . . . Cela a d'ailleurs permis le passage à la limite.Remarque 2.39 Dans le 
as d'arbres non réguliers, 
es propriétés ne sont plus, en gé-néral, véri�ées. Seul le 
ara
tère 
ompa
t subsiste. Et les éléments propres de R, dans le
as d'un arbre non régulier, ne sont plus fa
ilement 
al
ulables. 49



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétés2.2.3 Résistan
e globale d'un arbre in�niOn dé�nit i
i le pendant de la résistan
e équivalente d'un arbre TN à N+1 générationsquand le nombre de générations tend vers l'in�ni.Dé�nition 2.40 La suite (RN)N∈N des résistan
es équivalentes d'arbre à N + 1 géné-rations est une suite 
roissante. On dé�nit alors la résistan
e globale R de l'arbre in�ni
orrespondant 
omme
R = lim

N→+∞
RN ∈ [0,+∞].Remarque 2.41 On peut noter que 
ette dé�nition a un sens même pour des arbres nonréguliers. De plus, la notion d'arbre in�ni sera étendue de façon plus abstraite dans le
hapitre suivant.Propriété 2.42 Dans le 
as d'arbres réguliers, la résistan
e globale est �nie si et seule-ment si

+∞∑

n=0

rn

2n
< +∞.Sa valeur est alors R =

∑+∞
n=0 rn/2

n.Démonstration : Il su�t de se rappeler l'expression (2.6) de la résistan
e équivalented'un arbre régulier à N + 1 générations. �Remarque 2.43 On peut remarquer que la 
onstru
tion de l'opérateur R, dans le 
asd'arbres réguliers, est possible si et seulement si la résistan
e globale est �nie. De plus,elle vaut alors la première valeur propre de 
et opérateur.2.2.4 Cas parti
ulier d'un arbre géométriqueComme nous l'avons déjà dit 
i-dessus, le poumon humain sain peut être modélisé
omme un arbre géométrique. Il est don
 intéressant d'étudier 
e 
as parti
ulier. De plus,on retrouvera des résultats analogues dans le 
hapitre 3. Commençons par adapter lesrésultats 
i-dessus au 
as d'un arbre géométrique.Corollaire 2.44 On 
onsidère un arbre géométrique de loi
∀n ∈ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, rnk = rn = r0α

n.On suppose α ∈]0, 2[. Alors, l'opérateur limite R est bien dé�ni. Il est toujours auto-adjoint, 
ompa
t et monotone. Ses éléments propres sont alors
Ψ0 asso
ié à λ0 =

2r0
2 − α

, Ψnk asso
ié à λnk = ρn = λ0

(α
2

)n+1

.La résistan
e globale vaut
R =

2r0
2 − α

= λ0.50



2.2. Une in�nité d'alvéoles plongée dans un espa
e de dimension uneC'est une simple appli
ation de 
e qui a été fait auparavant.Remarque 2.45 Comme 
ela a été dit lors de la présentation du modèle, le poumon hu-main peut être 
onsidéré 
omme un arbre géométrique ave
 α ≃ 1.63. Ainsi, le poumonhumain sain est 
onvergent dans le sens où la suite (RN )N∈N 
onverge bien vers
R ∈ L(L2(I)). A�n de motiver l'étude de l'arbre in�ni, on peut remarquer que l'erreurfaite sur la résistan
e équivalente d'un poumon humain sain (
'est-à-dire d'un arbre géo-métrique à 23 générations) en modélisant 
e dernier par un arbre in�ni ne dépasse pas1%.On donne i
i deux autres propriétés de l'opérateurR dans le 
adre d'un arbre géométrique.On retrouvera un résultat analogue de la propriété 
i-dessous dans le 
hapitre 3 malgréune appro
he di�érente.Propriété 2.46 Soit T un arbre géométrique de loi rn = r0α

n ave
 α ∈]
√

2, 2[. Alors Rest une appli
ation 
ontinue de L2(I) sur Hs(I) ave

s = 1 − lnα

ln 2
. (2.14)Démonstration : Cette propriété est en fait une 
onséquen
e dire
te de la 
ara
térisationsuivante de Hs(I) pour s ∈ [0, 1/2[ (voir les arti
les [32, 33℄) :

Hs(I) =

{
p ∈ L2(I), |c0(p)|2 +

+∞∑

n=0

2n−1∑

k=0

22ns|cnk(p)|2 < +∞
}
, (2.15)où c0(p) et cnk(p) sont les produits s
alaires de p ∈ L2(I) ave
 la base de Haar. On munitalors Hs(I) de la norme

‖p‖2
Hs(I) = |c0(p)|2 +

+∞∑

n=0

2n−1∑

k=0

22ns|cnk(p)|2.Ainsi, pour tout u ∈ L2(I), p = Ru ∈ L2(I) et, en dé
omposant u sur la base de Haar,on obtient
p = λ0c0(u)Ψ0 + λ0

+∞∑

n=0

2n−1∑

k=0

(α
2

)n+1

cnk(u)Ψnk.En prenant 22ns(α/2)2n = 1, 
'est-à-dire s = 1 − lnα/ ln 2, on obtient
22ns|cnk(p)|2 = λ2

02
2ns
(α

2

)2n+2

|cnk(u)|2

= λ2
0

(α
2

)2

|cnk(u)|2

= C|cnk(u)|2.Ce
i termine la démonstration en se rappelant que u ∈ L2(I). � 51



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétésRemarque 2.47 Là en
ore, on peut appliquer 
ette propriété au 
as parti
ulier du pou-mon humain sain ave
 α ≃ 1.63. L'espa
e des pressions sur le bout de l'arbre est alors,d'après 
e qui pré
ede, Hs(I) ave
 s ≃ 0.3.Les éléments propres de l'opérateur R étant 
onstitués de la base de Haar de L2(I), lesespa
es As(I) (voir [34℄) vont jouer, tout au long de 
ette thèse, un r�le important. Onrappelle i
i leur dé�nition.Dé�nition 2.48 Pour tout s ∈ R, As(I) est dé�ni par
As(I) = {p ∈ L2(I),

+∞∑

n=0

2n−1∑

k=0

22nsc2nk(p) < +∞},ave
 cnk(p) = (p,Ψnk)L2(I). Cet espa
e est muni de la norme suivante
‖p‖2

As(I) = c20(p) +
+∞∑

n=0

2n−1∑

k=0

22nsc2nk(p),ave
 c0(p) = (p,Ψ0)L2(I).Remarque 2.49 L'espa
e dé�ni par (2.15) 
orrespond en fait à l'espa
e As(I). Il estdémontré dans, par exemple, les arti
les [32, 33℄ l'équivalen
e entre 
es espa
es et lesespa
es de Sobolev Hs(I) pour −1/2 < s < 1/2.Une dernière propriété remarquable peut alors être énon
ée qui permet d'exprimer, dansle 
as d'un arbre géométrique, le produit s
alaire (Ru, u)L2(I) pour u ∈ L2(I) 
omme unenorme As pour un s 
onvenablement 
hoisi.Propriété 2.50 On suppose que T est un arbre géométrique in�ni de loi rn = r0α
n ave


0 < α < 2. Si s = −1/2 + lnα/2 ln 2, alors il existe C > 0 telle que, pour tout u ∈ L2(I),
u à moyenne nulle,

(Ru, u)L2(I) = C‖u‖2
As(I).Démonstration : La fon
tion u ∈ L2(I) est à moyenne nulle don
 il existe

(unk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N) telle que
u =

∑

n∈N

2n−1∑

k=0

unkΨnk.En utilisant alors les propriétés spe
trales de l'opérateur R dans le 
adre d'un arbregéométrique (voir le 
orollaire 2.44), on a
(Ru, u)L2(I) =

∑
n∈N

2n−1∑
k=0

ρnu
2
nk

=
r0α

2 − α

∑

n∈N

2n−1∑

k=0

(
α

2
)nu2

nk.52



2.2. Une in�nité d'alvéoles plongée dans un espa
e de dimension uneD'après la dé�nition de la norme As, il su�t de 
hoisir s tel que
∀n ∈ N 22ns = (

α

2
)n,à savoir

s = −1

2
+

lnα

2 ln 2
.Ainsi, (Ru, u)L2(I) s'identi�e, à une 
onstante près au 
arré de la norme As. �

2.2.5 Perturbation des résistan
es d'arbres réguliers in�nisLors d'une 
rise d'asthme, les résistan
es de l'arbre géométrique sont modi�ées, l'opé-rateur R 
onstruit sur les arbres réguliers est ainsi perturbé. En parti
ulier, il peut êtreintéressant, 
omme dans le 
as �ni (voir la sous-se
tion 2.1.6), d'obtenir un développementlimité au premier ordre de la résistan
e globale de l'arbre ainsi perturbé.Expression de la résistan
e globalePour 
ela, on 
ommen
e par donner une expression de la résistan
e globale faisantintervenir l'opérateur R.Propriété 2.51 Soient T un arbre régulier de résistan
e globale R �nie et R ∈ L(L2(I))l'opérateur asso
ié dé�ni par le théorème 2.30. On munit l'espa
e image Im(R) de lanorme suivante
∀v ∈ Im(R), ‖v‖Im(R) = inf

u∈L2(I),Ru=v
‖u‖L2(I). (2.16)

Im(R), muni de 
ette norme, est un espa
e de Bana
h et l'opérateur R : L2(I) → Im(R)est un isomorphisme de norme 1. De plus,
Im(R) =

{
p ∈ L2(I),

(
pnk

ρn

)

n∈N,k∈{0,...,2n−1}

∈ ℓ2(N)

} (2.17)et
‖p‖2

Im(R) =
p2

0

λ2
0

+
∑

n∈N

2n−1∑

k=0

(
pnk

ρn

)2 (2.18)ave
 pnk = (p ,Ψnk)L2(I), p0 = (p ,Ψ0)L2(I) et (λ0, (ρn)n∈N) valeurs propres de R (voir lapropriété 2.35). En�n, la résistan
e globale de T est 
ara
térisée par
R =

[(
1I ,R−1Ψ0

)
L2(I)

]−1

. (2.19)Remarque 2.52 En utilisant la remarque 2.43, R est bien dé�ni 
ar on a supposé larésistan
e globale �nie. 53



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétésDémonstration : L'espa
e Im(R), muni de la norme (2.16) est 
lassiquement un espa
ede Bana
h. En utilisant la linéarité et la non dégénéres
en
e de R, on obtient fa
ilementque R est inje
tif. En e�et si Ru = 0, alors
(Ru , u)L2(I) = 0puis u = 0 en utilisant la propriété 2.32. Ainsi, R : L2(I) → Im(R) est bije
tif et R−1existe bien. En parti
ulier, on a alors

‖Ru‖Im(R) = ‖u‖L2(I). (2.20)Ainsi, R est un isomorphisme de norme 1. L'expression de la résistan
e globale vient de laremarque 2.10 puis d'un passage à la limite. En e�et, une façon de 
al
uler R est de mettreune pression en sortie identiquement égale à un, à savoir Ψ0 ∈ L2(I), et une pression àl'entrée nulle. Ainsi, en notant alors Q le �ux total sortant de la ra
ine o asso
ié à detelles valeurs de la pression et en utilisant la loi de Poiseuille généralisée (2.4) (quitte àpasser à la limite), on obtient
R = Q−1.En remarquant que Q =

∫
I
u(x)dx ave
 Ru = Ψ0, on obtient

Q =

∫

I

R−1Ψ0dx =
(
1I ,R−1Ψ0

)
L2(I)

.Il reste alors à véri�er (2.17) et (2.18). Soit p ∈ Im(R) ⊂ L2(I), il existe un unique
u ∈ L2(I) véri�ant p = Ru. (Ψ0,Ψnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} étant une base hilbertienne de L2(I),il existe (p0, (pnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1}

)
∈ ℓ2(N) et (u0, (unk)n∈N,k∈{0,...,2n−1}) ∈ ℓ2(N) tels que

p = p0Ψ0 +
∑
n∈N

2n−1∑
k=0

pnkΨnk,

u = u0Ψ0 +
∑
n∈N

2n−1∑
k=0

unkΨnk.En se souvenant alors des propriétés spe
trales de l'opérateur R démontrées dans lapropriété 2.35, on obtient
{
p0 = λ0u0

pnk = ρnunk pour tout n ∈ N, k ∈ {0, . . . , 2n − 1}.
(2.21)On en déduit en parti
ulier que (pnk/ρn)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N) et ainsi

p ∈ {p ∈ L2(I),

(
pnk

ρn

)

n,k

∈ ℓ2(N)}.On en déduit aussi (2.18). En e�et, en 
ombinant (2.20) et (2.21), on obtient
‖p‖2

Im(R) = ‖u‖2
L2(I) ave
 u unique anté
édent de p

=
p2

0

λ2
0

+
∑

n∈N

2n−1∑

k=0

(
pnk

ρn

)2

.54



2.2. Une in�nité d'alvéoles plongée dans un espa
e de dimension unePour �nir, soit p ∈ {p ∈ L2(I), (pnk/ρn)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N)}. En posant
u =

p0

λ0
Ψ0 +

∑

n∈N

2n−1∑

k=0

pnk

ρn
Ψnk,

u ∈ L2(I) véri�e bien p = Ru, 
e qui a
hève la démonstration. �Remarque 2.53 On remarquera que l'expression (2.19) de la résistan
e globale est exa
-tement le pendant 
ontinu de 
elle de la résistan
e équivalente d'un arbre �ni (voir lapropriété 2.17).Remarque 2.54 L'expression de la résistan
e globale (2.19) est en
ore valide pour toutarbre résistif T dès lors que l'opérateur R asso
ié est bien dé�ni (voir la remarque 2.31)et que 
e dernier est bien inversible.Condition d'inversibilité sur l'opérateur perturbéLa résistan
e globale s'exprime en fon
tion de l'inverse de l'opérateur R. Ainsi, il estutile de donner des 
onditions su�santes sur la perturbation permettant à l'opérateurmodi�é d'être bien dé�ni et inversible. On utilise pour 
ela le résultat suivant démontrédans [35℄.Théorème 2.55 Soient X et Y deux espa
es de Bana
h. Soit T : X → Y un opérateurfermé tel que T−1 existe et est borné. Si A : X → Y véri�e
{

D(T ) ⊂ D(A) ⊂ X,

‖Au‖Y ≤ a‖u‖X + b‖Tu‖Y , ∀u ∈ D(T ),ave
 (a, b) ∈ (R+)2 tels que
a‖T−1‖ + b < 1,alors T + A est inversible.Avant d'appliquer 
e résultat à notre opérateur, 
ommençons par exprimer l'opérateur deperturbation. L'équivalent 
ontinu de la matri
e drnkMnk dé�nie par la propriété 2.18 estun opérateur à noyau appartenant, 
omme R, à L(L2(I)).De�nition 2.1 Soient n ∈ N

⋆ et k ∈ {0, . . . , 2n−1} �xés. On dé�nit Mnk par l'opérateurà noyau
∀u ∈ L2(I), ∀x ∈ I, Mnku(x) =

∫

I

Knk(x, y)u(y)dy, (2.22)où le noyau Knk est donné par
Knk(x, y) =

{
drnk si (x, y) ∈ ]khn, (k + 1)hn[

2,

0 sinon. (2.23)55



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétés
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y

drnk

Fig. 2.9 � La perturbation du noyau Knk.Remarque 2.56 L'opérateur Mnk 
onsiste ainsi à modi�er la k-ième bran
he de la n-ième génération de la valeur drnk.Démonstration : L'arbre résistif asso
ié à 
ette perturbation n'a que des résistan
esnulles à l'ex
eption de 
elle de la k-ième bran
he de la n-ième génération qui vaut alors
drnk. Il s'agit alors de 
alquer la démonstration de la 
onstru
tion de R de la sous-se
tion2.2.1 à un arbre non régulier en s'aidant de la remarque 2.31. Les nouvelles 
onditions(2.12) et (2.13) données dans 
ette remarque assurant que Mnk est bien dé�ni sont i
itrivialement véri�ées, une seule résistan
e n'étant pas nulle (voir la �gure 2.9). �On peut alors donner des 
onditions su�santes sur la perturbation permettant d'assurerl'inversibilité de l'opérateur modi�é asso
ié.Propriété 2.57 Soit R l'opérateur asso
ié à un arbre régulier de résistan
e globale �nie.Si la suite (drnk)n∈N⋆,k∈{0,...,2n−1} des valeurs des di�érentes perturbations véri�e l'hypo-thèse suivante

∑

n∈N⋆

2n−1∑

k=0


drnk

2
3n
2

(
1

λ2
0

+
n−1∑

r=0

2r

ρ2
r

)1
2


 < 1, (2.24)alors M =

∑
n≥1

∑2n−1
k=0 Mnk est bien dé�ni, M ∈ L(L2(I), Im(R)) et

R + M ∈ Isom (L2(I), Im(R)).56



2.2. Une in�nité d'alvéoles plongée dans un espa
e de dimension uneDémonstration : Etape une : M est bien dé�ni et M ∈ L(L2(I), Im(R)).Commençons par démontrer que Mnk ∈ L(L2(I), Im(R)) sans au
une hypothèse sur laperturbation et 
al
ulons sa norme. Soit p ∈ Im(Mnk) ⊂ L2(I) �xé. Il existe u ∈ L2(I)tel que p = Mnku. Cal
ulons prs = (p,Ψrs)L2(I) pour tout r ∈ N, s ∈ {0, . . . , 2r − 1}. On
ommen
e par exprimer Mnku(x) pour x ∈ I. D'après les dé�nitions (2.22) et (2.23) de
Mnk et du noyau Knk, on obtient

Mnku(x) =

{
0 si x /∈ ]khn, (k + 1)hn[

drnkdnk(u) si x ∈ ]khn, (k + 1)hn[
(2.25)ave
 dnk(u) =

∫ (k+1)hn

khn
u(x)dx. Cal
ulons alors prs = (Mnku ,Ψrs)L2(I). Pour 
ela, il su�tde remarquer que si r ≥ n, alors 2−n ≥ 2−r et Mnku est, suivant les valeurs de s, soitnul, soit 
onstant sur le support de Ψrs. En se rappelant alors que la moyenne de Ψrs estnulle, on obtient dans tous les 
as (Mnku ,Ψrs)L2(I) = 0. Soit alors r < n. On 
ommen
epar remarquer que, pour tout r < n �xé, il existe un unique s ∈ {0, . . . , 2r − 1} telque les supports de Mnku et Ψrs ne soient pas disjoints. Ainsi, pour tous les autres s,

(Mnku ,Ψrs)L2(I) = 0. Sur le support de Mnku et pour le s 
onvenable, Ψrs est alors
onstant valant 2r/2 ou −2r/2. On obtient ainsi
(Mnku , Ψrs)L2(I) = ±2

r
2
−ndrnkdnk(u).Ainsi, prs/ρr est non nul pour un nombre �ni de 
ouple (r, s), à savoir n 
ouples, et ap-partient à ℓ2(N). Don
 Im(Mnk) ⊂ Im(R). Véri�ons alors que Mnk est 
ontinue de L2(I)dans Im(R). Soit u ∈ L2(I). En notant alors p = Mnku, en appliquant la 
ara
térisation(2.18) de la norme sur Im(R) et l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz pour dnk(u), on obtient

‖Mnku‖2
Im(R) =

p2
0

λ2
0

+

n−1∑

r=0

(
prs

ρr

)2

=
p2

0

λ2
0

+ dr2
nkd

2
nk(u)2

−2n
n−1∑

r=0

2r

ρ2
r

≤ p2
0

λ2
0

+ ‖u‖2
L2(I)dr

2
nk2

−3n
n−1∑

r=0

2r

ρ2
r

.Le 
al
ul de p0 donne
p0 = (Mnku,Ψ0)L2(I)

= drnk2
−ndnk(u).De manière similaire, l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz nous montre que

p2
0 ≤ ‖u‖2

L2(I)dr
2
nk2

−3n.Ainsi, on obtient bien que Mnk ∈ L(L2(I), Im(R)) et
|||Mnk|||L(L2(I),Im(R)) ≤

drnk

2
3n
2

(
1

λ2
0

+

n−1∑

r=0

2r

ρ2
r

) 1
2

. (2.26)57



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétésL'hypothèse (2.24) assure alors que la série de terme généralMnk est normalement 
onver-gente pour la norme ||| . |||L(L2(I),Im(R)). Ainsi, M est bien dé�ni et M ∈ L(L2(I), Im(R)).Etape deux : R + M ∈ Isom (L2(I), Im(R))Pour 
ela, il reste à démontrer que les hypothèses du théorème 2.55 sont bien véri�ées.L'opérateur R étant dé�ni 
omme dans la propriété 2.51, L2(I) et Im(R) munis res-pe
tivement de la norme usuelle et de la norme dé�nie par (2.16) sont des espa
es deBana
h. De plus, en se rappelant que R est un isomorphisme de norme 1, R est fermé,
R−1 existe et est borné. Il est 
lair que D(M) = D(R) = L2(I). En remarquant que
|||R|||L(L2(I),Im(R)) = |||R−1|||L(L2(I),Im(R)) = 1 il reste à véri�er,

|||M|||L(L2(I),Im(R)) < 1.En remarquant que
|||M|||L(L2(I),Im(R)) ≤

∑

n≥1

2n−1∑

k=0

|||Mnk|||L(L2(I),Im(R)),et en se rappelant l'expression (2.26) de |||Mnk|||L(L2(I),Im(R)), l'hypothèse (2.24) assurebien |||M|||L(L2(I),Im(R)) < 1. Ce qui a
hève la démonstration de la proposition. En e�et,
R+M ∈ L(L2(I), Im(R)) et R+M est inversible d'après le théorème 2.55, puis d'aprèsle théorème de Bana
h Steinhaus, R + M un isomorphisme (voir [29℄ p.18). �L'hypothèse (2.24) n'étant pas très maniable, donnons une autre 
ondition su�sante dansle 
orollaire suivant.Corollaire 2.58 Soit R l'opérateur asso
ié à un arbre régulier de résistan
e globale �nie.Si la suite (drnk)n∈N⋆,k∈{0,...,2n−1} des valeurs des di�érentes perturbations véri�e l'hypo-thèse suivante

∑

n∈N⋆

2n−1∑

k=0

drnk

ρn2n
< 1 (2.27)alors M =

∑
n≥1

∑2n−1
k=0 Mnk est bien dé�ni, M ∈ L(L2(I), Im(R)) et R + M ∈

Isom (L2(I), Im(R)).Démonstration : Il s'agit de remarquer que, pour tout n ∈ N
⋆ et pour tout k ∈

{0, . . . , 2n − 1},
drnk

2
3n
2

(
1

λ2
0

+

n−1∑

r=0

2r

ρ2
r

) 1
2

≤ drnk

ρn2n
.En se rappelant l'expression des valeurs propres dans la propriété 2.35, on a, pour tout

r ∈ {0, . . . , n− 1},
1

λ2
0

≤ 1

ρ2
r

≤ 1

ρ2
n

.Ainsi,
1

λ2
0

+

n−1∑

r=0

2r

ρ2
r

≤ 1

ρ2
n

(
1 +

n−1∑

r=0

2r

)

≤ 2n

ρ2
n

,58



2.2. Une in�nité d'alvéoles plongée dans un espa
e de dimension une
e qui termine la démonstration. �Développement limité au premier ordre de la résistan
e globale perturbéeOn peut alors donner le développement limité à l'ordre un de la résistan
e globaleasso
iée à l'arbre perturbé. Pour 
ela, 
ommençons par rappeler le résultat sur la di�é-rentiabilité de l'appli
ation inverse démontré dans [29℄.Théorème 2.59 Soit E et F deux espa
es de Bana
h. On dé�nit l'appli
ation ϕ par
ϕ : Isom (E,F ) → Isom (F,E)

u 7→ u−1.Alors, ϕ est de 
lasse C1 dans l'ouvert Isom (E,F ) ⊂ L(E,F ) et sa dérivée est donnéepar
dϕ(u)(h) = −u−1 ◦ h ◦ u−1 pour h ∈ L(E,F ).La propriété suivante donne alors le développement limité à l'ordre un de la résistan
eglobale d'un arbre perturbé.Propriété 2.60 Soient T un arbre régulier de résistan
e globale R �nie et R l'opérateurasso
ié. Soit T̃ l'arbre perturbé dont les valeurs des perturbations sont données par lasuite (drnk)n∈N⋆,k∈{0,...,2n−1}. On suppose qu'elle véri�e l'hypothèse (2.27) du 
orollaire2.58. Alors, en notant M l'opérateur de perturbation et R̃ la résistan
e globale de l'arbre

T̃ , on a
R̃ = R+

∑

n≥1

2n−1∑

k=0

2−2ndrnk + o(|||M|||L(L2(I),Im(R))).Remarque 2.61 On retrouve, quitte à passer à la somme in�nie, le même résultat quedans le 
as �ni (voir la propriété 2.20).Démonstration : On suppose que la suite (drnk)n∈N⋆,k∈{0,...,2n−1} véri�e l'hypothèse(2.27) du 
orollaire 2.58. Ainsi, R + M ∈ Isom (L2(I), Im(R)) ave
 L2(I) Im(R) espa
esde Bana
h. On peut don
 appliquer le théorème 2.59. On obtient ainsi
(R + M)−1 = R−1 −R−1 ◦M ◦R−1 + o(|||M|||L(L2(I),Im(R))).En appliquant alors l'expression (2.19) donnant la résistan
e globale, on obtient

R̃ =
[
(1I , (R + M)−1Ψ0)L2(I)

]−1

=
[
R−1 − (1I ,R−1 ◦M ◦R−1Ψ0)L2(I) + o(|||M|||L(L2(I),Im(R)))

]−1

.En 
ombinant alors les propriétés spe
trales de R de la propriété 2.35 et la remarque 2.43,on obtient
R−1Ψ0 = R−1Ψ0. 59



Chapitre 2. Modèle des voies aériennes Des
ription et premières propriétésAinsi, l'égalité devient
R̃ =

[
R−1 −R−1

(
1I ,R−1 ◦MΨ0

)
L2(I)

+ o(|||M|||L(L2(I),Im(R)))
]−1

. (2.28)
R : L2(I) → L2(I) est un opérateur auto-adjoint (voir la propriété 2.32). Ainsi, ennotant D(R−1) = Im(R),

R−1 : D(R−1) ⊂ L2(I) → L2(I)est lui aussi auto-adjoint. En e�et, on a, pour tout v ∈ D((R−1)⋆) et tout u ∈ D(R−1),
(
v ,R−1u

)
L2(I)

=
(
v ,R−1Rp

)
L2(I)

,ave
 p ∈ L2(I) véri�ant u = Rp. Ainsi, on obtient (v ,R−1u)L2(I) = (v , p)L2(I). Enutilisant alors le fait que R est auto-adjoint, on obtient
(R−1v , u)L2(I) = (R−1v ,Rp)L2(I)

= (RR−1v , p)L2(I)

= (v , p)L2(I) .Ainsi, R−1 est auto-adjoint. En utilisant 
ela dans (2.28) et en se rappelant les propriétésspe
trales de R, 1I étant égal à Ψ0, le 
al
ul de la résistan
e perturbée devient
R̃ =

[
R−1 − R−1 (R−11I ,MΨ0)L2(I) + o(|||M|||L(L2(I),Im(R)))

]−1

=
[
R−1 − R−2 (1I ,MΨ0)L2(I) + o(|||M|||L(L2(I),Im(R)))

]−1

.En se rappelant alors l'expression (2.25) de la fon
tion Mnku et en appliquant 
ela à
M =

∑
n,k Mnk, on obtient

(1I ,MΨ0)L2(I) =
∑
n≥1

2n−1∑
k=0

(1I ,MnkΨ0)L2(I)

=
∑
n≥1

2n−1∑
k=0

drnk

22n
.On peut juste remarquer que l'hypothèse (2.27) implique que (drnk/2

2n)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈
ℓ1(N) 
ar, à partir d'un 
ertain rang, ρn étant le reste d'une série 
onvergente, on a bien
2−n ≤ 1/ρn. On obtient alors pour la résistan
e perturbée

R̃ = R

[
1 −R−1

∑
n≥1

2n−1∑
k=0

drnk

22n
+ o(|||M|||L(L2(I),Im(R)))

]−1

= R

(
1 +R−1

∑
n≥1

2n−1∑
k=0

drnk

22n
+ o(|||M|||L(L2(I),Im(R)))

)

= R+
∑
n≥1

2n−1∑
k=0

drnk

22n
+ o(|||M|||L(L2(I),Im(R))).60



2.2. Une in�nité d'alvéoles plongée dans un espa
e de dimension uneCe qui a
hève la démonstration. �Pour �nir, le 
orollaire suivant donne le développement limité à l'ordre un de la résistan
eglobale d'un arbre géométrique perturbé.Corollaire 2.62 Soient T un arbre géométrique de loi rn = αn ave
 α ∈]0, 2[, de résis-tan
e globale R �nie et R l'opérateur asso
ié. Soit T̃ l'arbre perturbé dont les valeurs desperturbations sont données par la suite (drnk)n∈N⋆,k∈{0,...,2n−1}. On suppose qu'elle véri�e
∑

n≥1

2n−1∑

k=0

drnk

αn
< 1.Alors, l'hypothèse (2.27) du 
orollaire 2.58 est véri�ée et en notant R̃ la résistan
e globalede l'arbre T̃ , on a

R̃ = R+
∑

n≥1

2n−1∑

k=0

(α
2

)n

mn + o

(
∑

n≥1

2n−1∑

k=0

drnk

αn

)

ave
 pour tout n ∈ N
⋆, mn =

1

2n

2n−1∑

k=0

drnk

αn
, moyenne des perturbations relatives de lagénération n.Démonstration : C'est une simple appli
ation de la propriété 2.60. �Remarque 2.63 On retrouve ainsi le fait qu'une perturbation, même totale, sur un en-semble de générations est d'autant moins importante qu'elle tou
he des générations pro-fondes de l'arbre. De plus, si la loi géométrique de l'arbre véri�e α ≃ 2, alors 
e dernierest globalement perturbé et des perturbations, même profondes, deviennent importantes.2.2.6 Con
lusion et extensionsDans 
ette se
tion, nous avons plongé l'ensemble des sorties d'un arbre régulier dansun espa
e de dimension une, 
e qui nous a permis de passer rigoureusement à la limitequand le nombre de générations tend vers l'in�ni. Pour 
ela, nous avons tout d'abord,pour un arbre �ni, plongé ses 2N sorties dans 
et espa
e de dimension une pour ensuitepasser à la limite. Nous nous sommes alors 
on
entrés sur 
ette 
onvergen
e et sur lespropriétés de l'opérateur limite ainsi 
onstruit. Un autre point de vue 
onsiste à étudierintrinséquement un arbre in�ni. Une fois un tel objet étudié, il sera alors possible deplonger l'ensemble in�ni des bouts de 
et arbre dans des espa
es 
ontinus à plusieursdimensions. Il n'est alors pas né
essaire de se restreindre à la dimension une et aux arbresréguliers. Les deux 
hapitres suivants étudient justement 
e type d'arbre in�ni. 61





Introdu
tion aux 
hapitres 3 et 4Le pro
hain 
hapitre fait l'objet d'un arti
le a

epté dans Networks and Heteroge-neous Media, le 
hapitre suivant apportant quelques 
ompléments à 
et arti
le. Je tiens àpré
iser que, dans un sou
i de 
ohéren
e, la partie 3.4 de 
et arti
le n'a pas été suppriméebien que je n'aie que très peu parti
ipé aux résultats.Nous nous intéressons à 
ertains problèmes théoriques posés par la modélisation del'arbre bron
hique par un arbre résistif in�ni. Le modèle est ainsi basé sur la loi de Poi-seuille qui relie de façon proportionnelle, le 
oe�
ient étant la résistan
e de la bran
he,le débit de 
haque tube au saut de pression à ses extrémités. En faisant tendre le nombrede générations vers l'in�ni, on obtient alors notre arbre résistif in�ni dont on va étudierles propriétés.En parti
ulier, l'un des obje
tifs est de dé
rire le pro
essus de ventilation 
omme unopérateur Diri
hlet-Neumann qui asso
ie à 
haque pression donnée au niveau du paren-
hyme le �ux d'air en sortie 
orrespondant. Lors de l'inspiration, par exemple, la 
ontra
-tion du diaphragme engendre une pression négative au niveau du paren
hyme dont résulteune entrée d'air frais.La loi de Poiseuille permettant, une fois les pressions 
onnues en 
haque noeud del'arbre, de re
onstituer les �ux d'air 
orrespondant, la di�
ulté prin
ipale est d'énon
erdes théorèmes de tra
e donnant un sens à la pression sur l'espa
e des bouts de notrearbre in�ni et de véri�er le 
ara
tère bien posé du problème de Diri
hlet permettant dere
onstruire la pression sur l'arbre tout entier.En milieu 
ontinu, la 
onstru
tion de l'opérateur de tra
e sur Ω ⊂ R
d né
essite lanotion de prolongement sur R

d et 
elle de restri
tion. Notre arbre in�ni ne pouvant êtreplongé dans un ensemble plus gros, la tra
e sur l'ensemble des bouts a dû être 
onstruitede façon intrinsèque.Dans la première partie de l'arti
le, nous introduisons des espa
es fon
tionnels surles réseaux résistifs puis nous donnons une dé�nition de l'espa
e de tra
e, espa
e despressions d'énergie �nie sur l'ensemble des bouts de l'arbre in�ni. Nous 
her
hons ensuiteà 
ara
tériser 
et espa
e de tra
e, 
ara
térisation qui sera généralisée dans le 
hapitre 4.En�n, l'arbre in�ni est plongé dans un domaine de R
d et nous étudions la régularité des
hamps de pression 
orrespondant.
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Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsAbstra
tThis paper is motivated by the modelling of the respiratory system. The real bron
hialtree is embedded within the parem
hyma, and the ventilation is 
aused by negative pres-sures at the alveolar level. We aim at des
ribing the 
olle
tion of pressures at alveolae asa fun
tion, and to establish a sound mathemati
al framework for the instantaneous ven-tilation pro
ess. To that purpose, we identify the bron
hial tree with an in�nite resistivetree, we endow the spa
e of pressures at bifur
ating nodes with the natural energy norm(rate of dissipated energy), and we give a sense to pressure �eld on its boundary (i.e. setof simple paths to in�nity). In a se
ond step, we imbed in a 
ertain sense the in�nite
olle
tion of leafs onto a bounded domain Ω ⊂ R
d, and we establish some regularity pro-perties for the 
orresponding pressure �eld. In parti
ular, for the in�nite 
ounterpart ofa regular, healthy lung, we show that the pressure �eld lies in the Sobolev spa
e Hs(Ω),with s ≈ 0.45. This makes it possible to propose a model for the ventilation pro
ess whi
htakes the form of a boundary problem, where the role of the boundary is played by a fulldomain in the physi
al spa
e, and the ellipti
 operator is de�ned over an in�nite dyadi
tree.3.1 Introdu
tion, modelling aspe
tsThe present work addresses some theoreti
al issues raised by the modelling of thebron
hial tree as an in�nite resistive tree. The a
tual bron
hial tree 
an be seen as anassembly of 
onne
ted pipes, stru
tured in a dyadi
 way, through whi
h air �ows. A

or-ding to Poiseuille's law (whi
h we shall assume valid in all bran
hes, see [11, 12℄ for moredetails on this assumption), the �ow rate Q through a pipe unit is proportional to thepressure drop between its ends, whi
h expresses in a Ohm's law manner :

Pin − Pout = RQ,where R is the resistan
e of the pipe, whi
h s
ales like L/D4 (where L is the length, and
D the diameter). The height of the real bron
hial tree is 23, whi
h identi�es the pressure�eld at the leafs to a 
olle
tion of over 8 million values. We aim here at repla
ing thisdis
rete data by a 
ontinuum.The present work 
an be put in regard with the approa
h proposed in [1, 2℄, in whi
hthe authors propose a theoreti
al framework and asso
iated numeri
al tools to handle el-lipti
 problems set on some bi-dimensional tree-like fra
tal domains. Their approa
h usesintensively the auto-similar stru
ture of the domain. The framework here is di�erent :we start with a simpler model (Poiseuille's law in a network of pipes), with mu
h ligh-ter assumptions. As a 
onsequen
e, non-homogeneous situations 
an be handled, and all
onsiderations related to the �owing of air through bran
hes are 
ompletely de
orrelatedfrom any geometri
 
onsideration (only dimensions of the pipes are involved, through thevalue of lo
al resistan
e) : geometri
al aspe
ts are involved only in the embedding pro
essof the boundary leafs onto a physi
al domain. See although [36, 37℄ where the autheursbuilt dyadi
 trees as solutions to some optimal transportation problems.66



3.2. Fun
tional spa
es in in�nite treesIn order to point out the di�
ulties pertaining to these obje
tives in the 
ontextof trees, let us add here some remarks related to (apparently) similar questions in the
ontext of Sobolev spa
es. As will be made 
lear, the natural norm (i.e. based on energy
onsiderations) for the tree is some kind of H1 semi-norm (whose square is the rate ofdissipated energy), to whi
h one adds a term involving the value at a vertex, to handle
onstant �elds. A natural 
ounterpart in R
d of this norm is de�ned as follows

‖u‖2 =

∫

B

|u |2 +

∫

Rd

|∇u |2,where B is the d-dimensional unit ball. Let us denote by H1 the 
orresponding Hilbertspa
e (set of all those fun
tions in L2lo
 for whi
h the previous quantity is bounded). Thequestion of how su
h fun
tions may behave at in�nity 
an be formulated by introdu
ing
H1

0 as the 
losure of C∞
c (Rd) in H1, and the quotient spa
e H̃1/2 = H1/H1

0 . The �rstquestion we will address for the resistive tree takes here the following form : is H̃1/2trivial or not ? The situation in R
d is quite poor, as, when the spa
e is not trivial, it is infa
t almost trivial. More pre
isely, the situation is the following :for d = 1, 2 : no tra
e 
an be de�ned at in�nity, H̃1/2 = {0} ;for d ≥ 3 : the tra
e spa
e H̃1/2 is not trivial, but it is one-dimensional. The onlynon-trivial instan
e 
orresponds to 
onstant fun
tions.The poorness of H̃1/2 for d ≥ 3 is due to the fa
t that the �nite 
hara
ter of the

H1 semi-norm imposes some rigidity in the transverse dire
tion, so that only asymptoti-
ally 
onstant fun
tions qualify (see [5℄ for a detailed proof, in the 
ase d = 3). A ri
hersituation 
an be obtained by integrating some non-isotropi
 weight in the norm, in orderto lower the 
orrelation in the transverse dire
tion. This transverse de
orrelation 
orres-ponds to the native situation for trees : the very tree-stru
ture allows �elds to exhibithighly di�erent values at verti
es belonging to the same generation (as soon as thoseverti
es are far away from ea
h other with respe
t to the natural distan
e asso
iated tothe tree). As a 
onsequen
e, the quasi-trivial situation (one dimensional tra
e spa
e) willnot be met for the trees we plan to study : the tra
e spa
e will be either trivial (
ase
H1 = H1

0 ), or in�nite dimensional.The paper is built as follows. In Se
tion 2 we introdu
e fun
tional spa
es on generalin�nite networks, we give an abstra
t de�nition of the tra
e spa
e we aim at identifying.We then give a 
hara
terization of the dyadi
 trees for whi
h the abstra
t tra
e spa
eis not trivial. In Se
tion 3, the abstra
t tra
e spa
e introdu
ed in the previous se
tionis identi�ed to a fun
tional spa
e on the boundary Γ = {0, 1}N. In se
tion 4, the tree isembedded in a domain of R
N (as the bron
hial tree in the parem
hyma), and we investigatethe regularity of the 
orresponding pressure �elds.3.2 Fun
tional spa
es in in�nite trees3.2.1 General settingIn what follows we shall use notation T to de�ne a general network, as those 
onside-rations are to be applied to spe
ial networks, namely dyadi
 trees. Yet, we do not supposein this �rst se
tion that T is a
tually a tree. 67



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsLet T = (V,E, r) denote a resistive network : V is the set of verti
es (possibly in�nite),
E, subset of V ×V , is the set of edges, and r ∈ (0,+∞)E a resistan
e �eld. We will followthe 
onvention that edges are 
ounted only on
e in E, that is to say (x, y) ∈ E =⇒
(y, x) /∈ E. As for resistan
es, we will of 
ourse 
onsider that r(y, x) is de�ned and equalto r(x, y) as soon as (x, y) ∈ E. We will make use of the �eld of 
ondu
tan
es, de�ned by
c(e) = 1/r(e) for any e ∈ E.We shall simply assume in this introdu
tory se
tion that the number of verti
es is
ountable, and the number of neighbours is uniformly bounded :

sup
x∈V

♯ {y, (x, y) ∈ E} < +∞.As the only fun
tions de�ned over edges are �uxes, we whall design by R
E the set ofskew symmetri
 fun
tions over edges :

u(y, x) = −u(x, y) as soon as (x, y) ∈ E.De�nition 3.1 For any u ∈ R
E (skew symmetri
 �ux distribution as de�ned above), wede�ne

∂u ∈ R
V , ∂u(x) =

∑

y∼x

u(x, y),where y ∼ x stands for (x, y) ∈ E or (y, x) ∈ E. Symmetri
ally, for any �eld p ∈ R
V(
olle
tion of pressures at nodes), we de�ne

∂⋆p ∈ R
E , ∂⋆p(x, y) = −∂⋆p(y, x) = p(y) − p(x).Remark 3.2 The operator ∂ 
an be seen as the divergen
e operator on the tree. Noti
ethat ∂u(x) > 0 means that some �uid enters the domain at x.Consider now that some vis
ous �uid �ows through the edges of the network a

ordingto Poiseuille's law, and that some �uid is inje
ted at 
onstant rate 1 through some vertex

o. This model takes the form of a dis
rete Dar
y problem :
{
u+ c∂⋆p = 0,

∂u = δo,where c is the 
ondu
tan
e �eld c(e) = 1/r(e), and δo is 1 at o, and vanishes everywhereelse.Remark 3.3 Note that ∂⋆ is formally the opposite of the adjoint of ∂, the same way thedivergen
e operator is the opposite of the gradient operator.We shall be interested to solution with �nite energy, or more pre
isely �nite instanta-neous loss of energy over the network by vis
ous dissipation. It leads to energy spa
es :
L2(T ) = {u ∈ R

E , ‖u‖2
2 =

∑

(x,y)∈E

r(x, y)u(x, y)2 < +∞},68



3.2. Fun
tional spa
es in in�nite treesand its pressure 
ounterpart
H1(T ) = {p ∈ R

V , |p|21 =
∑

(x,y)∈E

c(x, y)[p(y) − p(x)]2 < +∞}.The �ux spa
e is a standard weighted ℓ2 spa
e, and c∂⋆ is an isometry from H1(T )/Ronto L2(T ). We shall endow H1(T ) with the norm
‖p‖2

1 = c(o)p(o)2 + |p|21.Remark 3.4 The way to handle 
onstant fun
tions may a�e
t signi�
antly the result.In the spirit of [14℄, an alternative 
hoi
e would 
onsist in repla
ing p(o)2 by an L2-likequantity ∑

x∈V

ρ(x)p(x)2,where ρ is for example the average resistan
e (i.e. average length, see Remark 3.11 below)of edges whi
h 
ontain x. This 
hoi
e would lead to di�erent results, mu
h more similarto the R
d 
ontext : in parti
ular, H1

0(T ) identi�es to H1(T ) as soon as the diameter ofthe tree (i.e. the maximal resistan
e of a single path to in�nity) is in�nite. The 
hoi
e wemade is therefore essential, and justi�ed by modelling 
onsiderations : the L2 norm of thepressure does not make sense in terms of energy, whereas the H1 semi-norm is the rateof dissipated energy.De�nition 3.5 We denote by D(T ) the set of �nitely supported fun
tions in R
V , and wede�ne H1

0 (T ) as the 
losure in H1(T ) of D(T ).Let us now formulate a dis
rete 
ounterpart of the Green formula.Proposition 3.6 (Green formula on the whole network)Let p ∈ H1(T ) and q ∈ H1
0 (T ) be given. For any sequen
e (qn) in D(T ) whi
h 
onvergesto q, the quantity

−
∑

x∈V

∂c∂⋆p(x)qn(x)
onverges to a value whi
h does not depend on the 
hosen sequen
e. This de�nes −∂c∂⋆pas an element of H−1(T ) = (H1
0 (T ))′, and it holds

〈−∂c∂⋆p , q〉(H−1(T ),H1
0 (T )) =

∑

e∈E

c(e)∂⋆p(e)∂⋆q(e). (3.1)Proof. For qn ∈ D(T ), a summation by parts gives
−
∑

x

∂c∂⋆p(x)qn(x) =
∑

e

c(e)∂⋆p(e)∂⋆qn(e),and the right-hand side 
onverges to ∑e c(e)∂
⋆p(e)∂⋆q(e). �69



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsRemark 3.7 Note the absen
e of boundary terms in the Green formula. It is due tothe fa
t that all verti
es of T are 
onsidered as inner verti
es, in
luding those whi
h areinvolved in a single 
onne
tion (like the root of the dyadi
 tree whi
h we introdu
e in thenext se
tion). A Green formula with boundary terms 
an be re
overed by introdu
ing apartition V = V̊ ∪ ∂V , where ∂V stands for any subset of V (arbitrarily 
onsidered asthe boundary of V ). For any x ∈ ∂V , the quantity −∂c∂⋆p(x) is the �ux entering thenetwork. Denoting by g(x) = ∂c∂⋆p(x) the �ux getting out of the network (g plays therole of c∂p/∂n in the 
ontext of PDE's), we may write (3.1) the following way
−
∑

x∈V̊

∂c∂⋆p(x)q(x) =
∑

e∈E

c(e)∂⋆p(e)∂⋆q(e) +
∑

x∈∂V

g(x)q(x).This formula is parti
ularly adapted to the 
ase of a network with some �uid entering (or�owing out) at some verti
es x ∈ ∂V , and 
onservative (i.e. with no leak) at verti
es in
V̊ . Assuming p ∈ H1

0 (the 
ase of �uid entering the network at in�nity is postponed to thenext se
tions), and taking q = p, we get the instantaneous energy balan
e
∑

e∈E

c(e)|∂⋆p(e)|2 =
∑

e∈E

r(e)|u(e)|2 = −
∑

x∈∂V

g(x)p(x),where the left-hand side is the rate of dissipated energy within the network, and the right-hand side is the power of external for
es.The abstra
t tra
e spa
e of H1(T ) 
an be de�ned in this general framework the follo-wing wayDe�nition 3.8 (Abstra
t tra
e spa
e)Let T be a resistive network. The tra
e spa
e is de�ned as
H̃1/2 = H1(T )/H1

0(T ).We denote by γ̃0 the abstra
t tra
e operator (
anoni
al surje
tion).Noti
e that H̃1/2 is trivial for any �nite network.Remark 3.9 The uppers
ript 1/2 in H̃1/2 is purely formal. We shall see that the tra
espa
e, in the 
ase of dyadi
 trees, 
an be identi�ed in some sense with Sobolev spa
es Hs,where s depends on the resistan
es.3.2.2 Abstra
t tra
e spa
e on a dyadi
 treeWe investigate here whether the abstra
t tra
e spa
e is trivial or not, in the 
ase ofa dyadi
 tree. Most properties presented in this se
tion are also established in [13℄, in aslightly di�erent formalism.So, from now on, T designs an in�nite dyadi
 tree with root o (see Fig. 3.1),
V = {o} ∪ {Xnk, n ∈ N, 0 ≤ k ≤ 2n − 1} ,

E = {(o,X00)} ∪ {(Xnk, Xn+1,2k) , (Xnk, Xn+1,2k+1) , n ∈ N, 0 ≤ k ≤ 2n − 1} .70



3.2. Fun
tional spa
es in in�nite trees
PSfrag repla
ements

o (root)
X00

X10 X11

X23

Xn,2n−1

Xn+1,2n+1−1

Subtree Tn Tree T

Fig. 3.1 � Tree TDe�nition 3.10 A tree su
h that the resistan
e of edges is 
onstant for ea
h generationis 
alled regular. We denote by rn the 
ommon value on generation n :
rn = r (Xn−1,k, Xn,2k) = r (Xn−1,k, Xn,2k+1) , n ≥ 1, 0 ≤ k ≤ 2n−1 − 1,and r0 = r(o,X00).Remark 3.11 We presented in the introdu
tion some 
onsiderations in the 
ontext of

R
d. In the 
omparison with this standard 
ontext, it is 
lear that n plays the role of theradial 
omponent (distan
e to the origin), and k the role of what we 
alled the transversedire
tion. To detail a bit this 
omparison, let us mention here that the set of verti
es ofthe tree 
an be seen as a metri
 spa
e for the distan
e 
anoni
ally indu
ed by dist(x, y) =

r(x, y) for any two 
onne
ted verti
es. Now 
onsidering T as a one-dimensional manyfold
T , and identifying a pressure �eld p ∈ R

V with a pie
ewise a�ne fun
tion over T , we get(s is the 
urvilinear abs
issa)
∫

T

∣∣∣∣
∂p

∂s

∣∣∣∣
2

ds =
∑

(x,y)∈E

r(x, y)
|p(y) − p(x)|2

r(x, y)2
,whi
h is exa
tly the quantity we de�ned as |p |21. The transverse de
orrelation we mentionedin the introdu
tion is due to the fa
t that two verti
es of the same generation may havevery little 
ommon an
estors, so that their distan
e may be large. 71



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsDe�nition 3.12 Let n ≥ 1. We de�ne Tn as the subtree of T with same root o and height
n (see Fig. 3.1), we denote by V (Tn) (resp. E(Tn)) its set of verti
es (resp. edges), and by
Rn the equivalent resistan
e of Tn, de�ned the following way. Consider that a uniform zeropressure is applied at the leafs of the tree, whereas its root is maintained at pressure 1. Theresistan
e Rn is de�ned as the re
ipro
al of the �ux �owing out of o, so that Poiseuille'slaw

proot − pleafs = Rn × (global �ux)is veri�ed.Note that (Rn) is an in
reasing sequen
e, whi
h leads us to the following de�nition :De�nition 3.13 The global resistan
e (or simply resistan
e when no 
onfusion is pos-sible) of the in�nite tree T is de�ned by
R = lim

n→+∞
Rn ∈ (0,+∞].Remark 3.14 The resistan
e of a regular tree is simply R =

∑
rn/2

n.Before stating the main result of this se
tion, whi
h shows that trees with R < +∞,and only those, exhibit a non-trivial tra
e spa
e, we present some de�nitions and lemmaswhi
h will be used also in the following se
tions.De�nition 3.15 The 
apa
ity of o with respe
t to Tn is de�ned by
C(o, Tn) = inf{|q|21, q(o) = 1 and q(Xnk) = 0 ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}}.Lemma 3.16 Let Tn be a �nite resistive tree of height n. It holds

C(o, Tn) = |pn|21with pn satisfying




pn(o) = 1

pn(Xnk) = 0 ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}
−∂c∂⋆pn(Xjk) = 0 ∀j ≤ n− 1 , ∀k ∈ {0, . . . , 2j − 1}.

(3.2)Moreover |pn|21 = 1/Rn.Proof. Let pn be de�ned as above. For any q satisfying
q(o) = 1, q(Xnk) = 0 ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1},

d = q − pn, we have
|q|21 = |pn + d|21 = |pn|21 + |d|21 + 2(pn , d)1. (3.3)72



3.2. Fun
tional spa
es in in�nite treesAs d is 0 but at internal nodes, Green formula (see Prop. 3.6) gives
(pn , d)1 = −〈∂c∂⋆p , d〉 = 0,whi
h yields |q|21 ≥ |pn|21, so that C(o, Tn) ≥ |pn|21, thus equality holds.Now |pn|21 = 1/Rn simply expresses the fa
t that the rate of dissipated energy is thesquare of the pressure jump divided by the resistan
e. More pre
isely, using again Prop. 3.6and the fa
t that pn vanishes at the leafs,

|pn|21 = (pn , pn)1 = −〈∂c∂⋆pn , pn〉 = −pn(o)∂c∂⋆pn(o). (3.4)Noting that −∂c∂⋆pn(o) is just the global �ux, and that pn(o) = 1, we obtain
|pn|21 =

1

Rn
,by de�nition of Rn (see De�nition 3.12). �The previous 
onsideration extend straightforwardly to in�nite trees :De�nition 3.17 Let T be an in�nite resistive tree. The 
apa
ity of o w.r.t. T is de�nedby

C(o, T ) = inf
{
|p|21, p finitely supported and p(o) = 1

}
.Lemma 3.18 Let T be an in�nite resistive tree. Then C(o, T ) = R−1 ∈ [0,+∞).Proof. It is a 
onsequen
e of the fa
t that

C(o, T ) = lim
n→+∞

C(o, Tn) = lim
n→+∞

1/Rn = 1/R.

�Lemma 3.19 Let 1T be the fun
tion de�ned on V identi
ally equal to 1. It holds
R = +∞ ⇔ 1T ∈ H1

0 (T ).Proof. If 1T ∈ H1
0 (T ), then C(o, T ) = 0, and the resistan
e is in�nite. If the resistan
eis +∞, then the �eld pn ∈ D(T ) (de�ned on Tn by (3.2) and extended by 0 outside Tn)takes value 1 at o, and its H1 semi-norm goes to 0 as n goes to in�nity, so that its distan
eto 1T goes to 0. �We may now state and prove the main theorem of this se
tion.Theorem 3.20 Let R be the global resistan
e of the resistive tree (V,E,r). We have

R = +∞ ⇔ H1
0 (T ) = H1(T ). 73



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsProof. The su�
ient 
ondition is straightforward : identity H1(T ) = H1
0 (T ) implies

1T ∈ H1
0 (T ) so that, by Lemma 3.19, the resistan
e is in�nite.Suppose now R = +∞. The purpose is to establish that any f ∈ H1(T ) 
an beapproximated by a sequen
e (fℓ) of �nitely supported fun
tions. Applying Lemma 3.19gives 1T ∈ H1

0 (T ). Then there exists a sequen
e (un)n∈N of �nitely supported fun
tions
onverging to 1T , so that
lim

n→+∞
|un|1 = 0. (3.5)Let f be in H1(T ) and let ε be nonnegative. There exists n ∈ N

⋆ su
h that
∑

E\E(Tn)

c(x, y)(f(y)− f(x))2 < ε, (3.6)where E(Tn) is the set of edges of Tn. The 
onstru
tion of the sequen
e (fℓ)ℓ∈N is thenpossible. If x ∈ V (Tn−1) (set of verti
es of Tn ex
ept generation n), we set fℓ(x) equal to
f(x). Otherwise there exists k in {0, . . . , 2n − 1} su
h that x ∈ Tnk, whi
h is the in�nitesubtree rooted in Xnk (see Def. 3.28 and Fig. 3.3.1). We then set

fℓ(x) = f(Xnk)uℓ(x)/max(1/2, uℓ(Xnk)).As uℓ 
onverges pointwisely to 1, one has max(1/2, uℓ(Xnk)) = uℓ(Xnk) for ℓ su�
ientlylarge, so that fℓ identi�es with f on Tn (in
luding the nth generation). The fun
tion fℓ is�nitely supported by 
onstru
tion. Let us now establish that |f − fℓ|1 
onverges to zero.The quantity |f − fℓ|21 redu
es to a sum over E \ E(Tn) :
|f − fℓ|1 = |f − fℓ|1,T\Tn

≤ |f |1,T\Tn
+ |fℓ|1,T\Tn

.The �rst 
ontribution is less than √
ε by de�nition of n. The se
ond one 
an be estimated

∑

E\E(Tn)

c(x, y)(fℓ(x) − fℓ(y))
2 ≤

2n−1∑

k=0

f(Xnk)
2

uℓ(Xnk)2

∑

E(Tnk)

c(x, y)(uℓ(x) − uℓ(y))
2

≤ max
k∈{0,...,2n−1}

f(Xnk)
2

uℓ(Xnk)2
|uℓ|21.Now as uℓ 
onverges uniformly (for n �xed) to 1 on the set of leafs of Tn, the maximumin the previous expression is bounded. As |uℓ|21 goes to 0 as ℓ goes to in�nity, the quantity
an be 
ontrolled by ε for ℓ su�
iently large, whi
h ends the proof. �We �nish this se
tion by establishing a Poin
aré-like inequality for fun
tions in H1

0 (T ),and some general properties whi
h will be usefull in the following.Proposition 3.21 (Poin
aré inequality)Let T be a tree with �nite resistan
e. Then there exists C > 0 satisfying for ea
h f ∈
H1

0 (T )
‖f‖1 ≤ C|f |1. (3.7)Consequently, | · |1 is a norm on H1

0 (T ).74



3.2. Fun
tional spa
es in in�nite treesProof. For any f ∈ D(T ), there exists n su
h that f is supported within Tn so that, byLemma 3.16,
f(0)2 ≤ Rn|f |21 ≤ R|f |21.The density of D(T ) in H1

0 (T ) 
on
ludes the proof (with a 
onstant C =
√

1 +R). �De�nition 3.22 The set of �nite energy harmoni
 fun
tions is de�ned by
H1

∆(T ) = {p ∈ H1(T )/ ∂c∂⋆p = 0}.Lemma 3.23 We assume R �nite. Then H1
0 (T ) ∩H1

∆(T ) = {0}.Proof. Let f be in H1
0(T ) ∩H1

∆(T ). Green formula (Prop. 3.6) gives |f |1 = 0. As | · |1 isa norm on H1
0 (T ), it yields f ≡ 0 as required. �3.2.3 Abstra
t Diri
hlet boundary 
onditionsIt is now possible to de�ne properly an abstra
t non-homogeneous Diri
hlet problem.Let T be an in�nite dyadi
 tree, and let g̃ ∈ H̃

1
2 (Γ) be given. We 
onsider the followingproblem : 




p ∈ H1(T ),

−∂c∂⋆p = δo,

γ̃0(p) = g̃.

(3.8)As a �rst step, we establish well-posedness (in the �nite resistan
e 
ase) of the homoge-neous Diri
hlet problem {
p ∈ H1

0 (T ),

−∂c∂⋆p = δo.
(3.9)Theorem 3.24 Homogeneous Diri
hlet problem (3.9) is well-posed if and only if the glo-bal resistan
e is �nite.Proof. Let us assume R < +∞. We 
onsider the sequen
e of �elds qn = Rnpn (extendedby 0 outside Tn), where pn is de�ned by (3.2). The H1 semi-norm of qn is √Rn, so thatit is bounded in H1(T ) (the value at o is Rn), therefore one 
an extra
t a subsequen
e(still denoted by (qn)) whi
h 
onverges weakly towards q ∈ H1

0 (T ). As weak 
onvergen
eimplies pointwise 
onvergen
e, one has
−∂c∂⋆q = δo.Uniqueness is a dire
t 
onsequen
e of Lemma 3.23 (the only harmoni
 fun
tion in H1

0 (T )is 0).Let us now assume that the resistan
e is +∞, and that a solution p to Problem (3.9)exists. We denote by qn the proje
tion of p onto the a�ne subspa
e of all those �elds qwhi
h take value p(o) at o, and whi
h vanishe outside Tn :
q(Xmk) = 0 ∀m ≥ n, 0 ≤ k ≤ 2m − 1. 75



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsThis proje
tion is performed with respe
t to the H1 norm, whi
h amounts to minimize the
H1 semi-norm, as the value at o is pres
ribed. As p is harmoni
 (if one ex
ludes the root
o), it turns out that qn identi�es (up to a multipli
ative 
onstant) to the �eld pn whi
h wasbuilt in Lemma 3.16 (see Eqs. (3.2)). More pre
isely, qn = p(o)pn. As |qn|1 = p(o)/

√
Rn, itgoes to 0 as n goes to in�nity. On the other hand, as p is in H1

0 (T ), qn 
onverges stronglyto p, so that |p|1 = 0, and p is 
onstant, whi
h is in 
ontradi
tion with any non-zero �ux�owing through o. �We shall need the next lemma to establish well-posedness of the non-homogeneousDiri
hlet problem.Lemma 3.25 We assume R < +∞. For ea
h f ∈ H1(T ) there exists a unique q ∈ H1
0 (T )and a unique p ∈ H1

∆(T ) su
h that
{
f = p+ q,
|f |21 = |p|21 + |q|21.

(3.10)Proof. As (· , ·)1 is a s
alar produ
t on H1
0 (T ) (see Prop. 3.21), there exists a unique

q ∈ H1
0 (T ) whi
h minimizes the distan
e (for the H1 semi-norm) over H1

0 (T ). Optimality
onditions ensure harmoni
ity of p = f − q. �Theorem 3.26 We suppose R < +∞. Let g̃ ∈ H̃
1
2 (Γ) be given. Then there exists aunique solution to the non-homogeneous Diri
hlet problem : Find p ∈ H1(T ) su
h that

{
−∂c∂⋆p = δo

γ̃0(p) = g̃.
(3.11)Proof. We denote by g the harmoni
 instan
e of g̃ (given by Lemma 3.25), and by p∞ thesolution to the homogeneous Diri
hlet Problem (3.9). Then p∞ + g is a solution to (3.11).Uniqueness is a 
onsequen
e of the uniqueness for the homogeneous problem.This result leads to the problem of the identi�
ation of this abstra
t spa
e H̃ 1

2 (Γ). Sothe next issue 
onsists in 
ara
terizing the best we 
an this spa
e.3.3 Tra
e theorems3.3.1 Identi�
ation with the set of harmoni
 fun
tionsProposition 3.27 We assume R < +∞. We de�ne I : H̃
1
2 (Γ) −→ H1

∆(T ) as the operatorwhi
h maps any q̃ ∈ H̃
1
2 (Γ) onto its unique harmoni
 instan
e (see Lemma 3.25). Then

I is a bi
ontinuous isomorphism.Proof. The mapping I is a one-to-one and onto linear mapping by Lemma 3.25. As it is
ontinuous between Hilbert spa
es, it is bi
ontinuous by Bana
h-Steinhaus Theorem. �Let us now 
onstru
t a Hilbert basis of H1
∆(T ).76



3.3. Tra
e theorems

PSfrag repla
ements
XnkXnk

Tnk

T 0
nk T 1

nk

−R0
nk R1

nk

Fig. 3.2 � Subtrees T 0
nk, T 1

nk, and fun
tion ψnk.De�nition 3.28 Let T be an in�nite resistive tree, n ∈ N, k ∈ {0, . . . , 2n − 1} and Tnkthe asso
iated in�nite subtree with root Xnk. Subtree Tnk 
an be divided into two in�nitesubtrees denoted by T 0
nk and T 1

nk with V (T 0
nk) and V (T 1

nk) the 
orresponding set of verti
es.Let R0
nk and R1

nk be de�ned as the 
orresponding global resistan
es.Let n ∈ N and k ∈ {0, . . . , 2n − 1} be �xed. We assume that R0
nk and R1

nk are �nite.Theorem 3.24 ensures existen
e of a unique solution to the following problem
{
ψ ∈ H1

0 (T 0
nk)

−∂c∂⋆ψ = δXnk
.

(3.12)Let ψ̃0
nk be this solution. Similarly, we de�ne ψ̃1

nk as the unique solution to
{
ψ ∈ H1

0 (T 1
nk)

−∂c∂⋆ψ = −δXnk
.

(3.13)The idea is to build out of those fun
tions a non trivial fun
tion (i.e. non 
onstant atin�nity) on T . To that purpose, we add a 
onstant to ea
h of those fun
tions in order toset a 
ommon pressure value at Xnk (the vertex at whi
h both pressure �elds are to be
onne
ted). Therefore we de�ne ψ0
nk and ψ1

nk as
ψ0

nk = ψ̃0
nk − ψ̃0

nk(Xnk),

ψ1
nk = ψ̃1

nk − ψ̃1
nk(Xnk).

(3.14)77



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsWe de�ne now ψnk on the overall tree T :
ψnk(x) =






ψ0
nk(x) if x ∈ V (T 0

nk),

ψ1
nk(x) if x ∈ V (T 1

nk),

0 otherwise.

(3.15)Remark 3.29 Let us des
ribe the behaviour of ψnk �at in�nity� . As ψ0
nk minimizes the

H1 semi-norm among all those �elds on H1
0 (T 0

nk) whi
h vanish at in�nity, and whi
h sharethe same value at Xnk, one has
ψ̃0

nk(Xnk) = 1/C(Xnk, T
0
nk) = R0

nk,and a similar result for the se
ond subtree. As a 
onsequen
e, one 
an say (this assertionwill be made more pre
ise in the following), that ψnk behaves assymptoti
ally like −R0
nkon T 0

nk, like R1
nk on T 1

nk, and like 0 everywhere else (see Fig. 3.3.1).De�nition 3.30 Let T be an in�nite resistive tree. We will say that T is a uniformlybounded resistive tree if
R0

nk < +∞, R1
nk < +∞ ∀n ∈ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}.Noti
e that a uniformly bounded resistive tree is automati
ally �nitely resistant, as R0

00and R1
00 are �nite.Theorem 3.31 Let T be a uniformly bounded resistive tree. Then (ϕ0, ϕnk)n,k de�ned as





ϕ0 =
√
r0 1T ,

ϕnk =
ψnk√

R0
nk +R1

nk

, n ∈ N, 0 ≤ k ≤ 2n − 1,
(3.16)is a Hilbert basis of H1

∆(T ) (r0 is the resistan
e of the �rst edge, and 1T is the fun
tionwhi
h is identi
ally equal to 1 on T ).Proof. The fun
tions ϕnk are harmoni
 and normalized by 
onstru
tion.Let us now show that (ϕ0, ϕnk) is an orthogonal family. Firstly, as the H1 semi-normof ϕ0 is 0, and ϕnk(o) = 0, (ϕ0, ϕnk)1 vanishes for k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. As for (ϕnk , ϕn′k′)1produ
ts, it is su�
ient to establish
(ϕ00, ϕnk)1 = 0 ∀n, k, (3.17)the other situations 
an be handled in the same manner. The s
alar produ
t 
an bewritten as a sum of 
ontributions of the two subtrees of T00. As ϕnk is 0 on one of thosesubtrees, only one 
ontribution remains, say on T 0

00. As the fun
tion ϕ00 is in H1
0 (T 0

00) upto an additive 
onstant (by 
onstru
tion), and as the 
onstant does not a�e
t the (·, ·)1produ
t, Green formula (see Prop 3.6) 
an be applied on T 0
00 :

(ϕnk, ϕ00)1,T = (ϕnk, ϕ00)1,T 0
00

= 〈−∂c∂⋆ϕnk , ϕ00〉(H−1(T 0
00),H1

0 (T 0
00)) = 0,78



3.3. Tra
e theoremsby harmoni
ity of ϕnk.It remains to prove that the family is total. In order to do that let f be in H1
∆(T )satisfying

(f , ϕ0) = 0 and (f , ϕnk)1 = 0 ∀n, k.Firstly, as f is harmoni
 at the root o, ∂⋆f(o,X00) = 0. The purpose of this se
ond partof the proof is to obtain that the jump of f on ea
h edge is related up to a 
onstant to
∂⋆f(o,X00). Consider any vertex Xnk 6= o. Orthogonality 
onditions

(f, ϕnk)1 = 0 and ∂c∂⋆f(Xnk) = 0,together with Green formula (using again the fa
t that the restri
tion of ϕnk to T i
nk is in

H1
0 (T i

nk) up to a 
onstant) lead to a Cramer system. A dire
t resolution of this Cramersystem proves that ea
h �ux through downstream edges of Xnk is proportional to theupstream �ux arriving at Xnk. As the �ux through the root edge (o,X00) is zero, dire
tindu
tion over n proves that ∂⋆f is identi
ally 0 over T , so that f is 
onstant. As its s
alarprodu
t with 1T is 0, f vanishes over T . �3.3.2 Constru
tion of the tra
e operatorIn this se
tion we establish that, under some regularity assumptions on the tree T , thetra
e spa
e 
an be identi�ed to a subset of L2(Γ), where Γ = {0, 1}N is the set of path toin�nity.De�nition 3.32 The 
ylinder Cnk ⊂ Γ = {0, 1}N is de�ned as
Cnk = {(νn)n≥1 ∈ Γ, νi = βi for i = 1, . . . , n with k =

n∑

i=1

βi2
n−i}.We denote by C0

nk (resp. C1
nk) the left-hand (resp. right-hand) half of Cnk :

Ci
nk = {ν = (νn)n≥1 ∈ Γ, ν ∈ Cnk, νn+1 = i} i = 0, 1.Note that Cnk 
an be seen as the set of paths through the tree whose tail is 
ontained in

Tnk.De�nition 3.33 Let Γ = {0, 1}N be the limit set of the in�nite tree T. Let σ(C) be the σ-algebra generated by C, the set of 
ylinders Cnk de�ned above. We denote by (Γ, σ(C), µ) thestandard Bernoulli spa
e, with µ(Cnk) = 2−n, and by L2(Γ) the spa
e of square integrablefun
tions over Γ.Let us now de�ne the set F whi
h is to play the role of regular fun
tions for PDEproblems, for whi
h a proper restri
tion to the boundary of a domain 
an be de�ned. Inthe present 
ontext, F is spanned by fun
tions whi
h vanish on the boundary of T (in thesense of De�nition 3.5), ex
ept on one subtree Tnk, where they vanish up to an additive
onstant. 79



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsDe�nition 3.34 Let F be the linear spa
e spanned by all those pressure �elds p su
h thatthere exists n ∈ N, k ≤ 2n − 1, and π ∈ R su
h that
p|Tnk

− π ∈ H1
0 (Tnk) and p|T\Tnk

∈ H1
0 (T \ Tnk).We de�ne γ0 : F → L2(Γ) as follows : for all p ∈ F satisfying p|Tnk

− π ∈ H1
0 (Tnk), and

p|T\Tnk
∈ H1

0 (T \ Tnk), we set
γ0(p) = π1Cnk

.

γ0 is de�ned over F by linearity.In parti
ular, it is now possible to de�ne the tra
e of the Hilbert basis of H1
∆(T ).Proposition 3.35 Let T be a uniformly bounded resistive tree. ϕ0 and ϕnk belong to F ,and it holds

γ0(ϕ0) =
√
r01Γand

γ0(ϕnk)(x) =





−R0
nk√

R0
nk +R1

nk

if x ∈ C0
nk,

R1
nk√

R0
nk +R1

nk

if x ∈ C1
nk,

0 otherwise.

(3.18)Moreover 




‖γ0(ϕ0)‖2
L2(Γ) = r0,

‖γ0(ϕnk)‖2
L2(Γ) =

1

2n+1

(R0
nk)

2 + (R1
nk)

2

R0
nk +R1

nk

.
(3.19)Proof. Re
alling the 
onstru
tion of ϕ0 and ϕnk, (3.18) is immediate. Then a simple
omputation shows (3.19), as µ(C0

nk) = µ(C1
nk) = 1/2n+1. �Proposition 3.36 Let T be a regular resistive tree with R < +∞. Then γ0 is 
ontinuousfrom (F, ‖.‖H1(T )) to (L2(Γ), ‖.‖L2(Γ)). As a 
onsequen
e it 
an be extended by density toan operator in L(H1(T ), L2(Γ)).Proof. Combining p ∈ F and Lemma 3.25 (R being �nite), there exists p0 ∈ H1

0 (T ) and
ph ∈ H1

∆(T ), su
h that (p0, ph)1 = 0, and
p = p(o)1T + p0 + ph.Note that ne
essarily p0(o) = −ph(o). As p ∈ F , the harmoni
 
omponent ph writes

ph = d0ϕ0 +

N∑

n=0

2n−1∑

k=0

dnkϕnk,for some N < +∞, with∑ d2
nk = |ph|21. Now noti
ing that the 
onstant mode ϕ0 is ex
itedby p(o)1T and d0ϕ0 = d0

√
r01T , and using orthogonality of the family (γ0(ϕnk)) in L2(Γ),one gets

‖γ0(p)‖2
L2(Γ) = (p(o) + d0

√
r0)

2 +

N∑

n=0

2n−1∑

k=0

d2
nk ‖γ0(ϕnk)‖2 .80



3.3. Tra
e theoremsIn the 
ase of a regular tree, Eq. (3.19) identi�es 2n+1 ‖γ0(ϕnk)‖2 as the global resistan
e ofthe subtree T 0
nk, whi
h is less than 2n+1R (the 2n+1 resistive subtrees T i

nk′ , k′ = 0, . . . , 2n−1,
i = 0, 1 are in parallel).As for the �rst term, one has d2

0r0 = ph(o)
2 = p0(o)

2, and Poin
aré inequality (seeLemma 3.21) implies
p0(o) ≤ C|p0|1.Finally, one gets

‖γ0(p)‖2
L2(Γ) ≤ 2p(o)2 + 2C2|p0|21 +R|ph|21whi
h is 
ontroled by ‖p‖2

H1(T ). �We shall not use a spe
ial notation to design the tra
e spa
e, but simply denote it
γ0(H

1(T )).Corollary 3.37 Suppose that T is a regular resistive tree with R < +∞, then the tra
espa
e γ0(H
1(T )) is exa
tly

{
f ∈ L2(Γ), ∃ f0 ∈ R, (fnk) ∈ ℓ2, f = f0γ0(ϕ0) +

∑

n∈N

2n−1∑

k=0

fnkγ0(ϕnk)

}
.Proof. This is a dire
t 
onsequen
e of the above results. �3.3.3 Geometri
 and subgeometri
 treesWe end this se
tion by some 
onsiderations about parti
ular trees. The �rst subse
tion
orresponds to the healthy human lung (see Se
tion 3.5 for more details) for whi
h resis-tan
es follow a geometri
 law. In that 
ase the tra
e spa
e 
an be des
ribed a

urately.In a se
ond step, we investigate the possibility to de�ne the tra
e operator in a 
ertainsense for trees whi
h are not regular (i.e. resistan
es may be di�erent within the samegeneration). We shall need some 
ontrol on the blow-up of resistan
es : we restri
t ours
ope to the 
ase of subgeometri
 trees (trees for whi
h the resistan
es are bounded by ageometri
 sequen
e).Geometri
 treesWe 
onsider here trees whose resistan
es follow the geometri
 law

rn = r0α
n,where α is a positive parameter, whi
h we suppose smaller than 2, so that the resistan
eis �nite (see Remark 3.14).De�nition 3.38 The Haar basis (Φ0,Φnk) of L2(Γ) is de�ned as Φ0 = 1Γ and

Φnk(x) =





−2−n/2 if x ∈ C0
nk,

2−n/2 if x ∈ C1
nk,

0 otherwise. (3.20)It is a Hilbert basis of L2(Γ). 81



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsDe�nition 3.39 Let As(Γ) be de�ned by
As(Γ) = {f ∈ L2(Γ),

∑

n≥0

2n−1∑

k=0

22nscnk(f)2 < +∞},with cnk(f) = (f,Φnk)L2(Γ).Proposition 3.40 Let T be a homogeneous geometri
 tree with α ∈ (0, 2).Then
γ0(H

1(T )) = As(Γ) with s =
1

2
− lnα

2 ln 2
.Proof. Let f ∈ γ0(H

1(T )) be given. By Corollary 3.37, it expresses
f = f0γ0(ϕ0) +

∑

n∈N

2n−1∑

k=0

fnkγ0(ϕnk).A simple 
omputation shows that
Φnk =

γ0(ϕnk)

‖γ0(ϕnk)‖L2(Γ)

, with ‖γ0(ϕnk)‖L2(Γ) = C
(α

2

)n/2

.This, 
ombined with the fa
t that s =
1

2
− lnα

2 ln 2
, leads to 2ns

(α
2

)n/2

= 1, whi
h yields
2nscnk(f) = Cfnk ∀n ∈ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1} ,whi
h ends the proof. �General resistive treeWe end this se
tion by some 
onsiderations on the possibility to de�ne the tra
e of apressure �eld on Γ in the general 
ase (i.e. non regular tree). It turns out that su
h tra
es
an no longer be de�ned as L2 fun
tions on Γ. It 
alls for the use of some generalizedfun
tions on Γ, whi
h we de�ne as follows :De�nition 3.41 Let T be a uniformly bounded resistive tree. We de�ne
A∞(Γ) =

{
ϕ ∈ L2(Γ), ∀s ≥ 0, ‖ϕ‖As(Γ) < +∞

}where As(Γ) is de�ned in Def. 3.39. A distribution f on Γ is a linear fun
tional over
A∞(Γ) whi
h is 
ontinuous in the following sense :

∃C > 0, ∃s > 0, ∀ϕ ∈ A∞(Γ) | 〈f, ϕ〉 | ≤ C ‖ϕ‖As(Γ) .The set of all those fun
tionals is denoted by A−∞(Γ).82



3.4. Embedding into a domain of R
dUnder some 
onditions on the resistan
es, we may now de�ne the tra
e operator fornon-regular trees. The pri
e to pay for this generalization is that the range of this tra
eoperator is no longer in L2(Γ), but in A−∞(Γ). Note that the tra
e operator γ0 de�nedon F (see def. 3.34) 
an be seen as a linear mapping from F ⊂ H1(T ) onto A−∞(Γ), bysetting

〈γ0(f), ϕ〉 = (γ0(f), ϕ)L2(Γ) .Proposition 3.42 Let T be a uniformly bounded resistive tree. We suppose that thereexists C > 0 su
h that
rnk ≤ Cβn, ∀n ∈ N, ∀k = 0, . . . , 2n − 1, (3.21)with 0 < β < 2, where rnk is the resistan
e of the k-th bran
h of the n-th generation. Then

γ0 is 
ontinuous from (
F , ||.||H1(T )

) onto A−∞(Γ) in the following sense : if (pℓ)ℓ∈N ∈ FN
onverges to p ∈ F , then (γ0(pℓ))ℓ∈N 
onverges in the sense of distributions toward γ0(p).As a 
onsequen
e, γ0 
an be extended as an operator from H1(T ) onto A−∞(Γ).The range γ0(H
1(T )) 
ontains only distributions of order lnβ

2 ln 2
+ ε, for any ε > 0(whi
h are L2 fun
tions for β < 1).Proof. As this new de�nition of γ0 
annot lead to any tra
table property in the followingse
tion, we shall not go into the details of the 
omputations. Those 
omputations aresomewhat tedious be
ause, as the tree is no longer supposed regular, L2−orthogonalityof the family (γ0(ϕnk)) is lost, so that extra-diagonal terms have to be expli
itely takeninto a

ount and 
ontrolled. Yet, the assumption on the resistan
es makes it possible toestablish 
onvergen
e of γ0(pℓ) toward a distribution of order ln β

2 ln 2
+ ε, for any ε > 0,whi
h identi�es to γ0(p).As for the extension of the tra
e operator onto A−∞(Γ), it is less straightforward thanin the 
ase of Hilbert spa
es, be
ause the order of the obtained limit distributions hasto be 
ontrolled, but standard arguments of the theory of distributions 
an be used toover
ome this di�
ulty. �Remark 3.43 As pointed out, γ0(H

1(T )) is a set of fun
tions as soon as β ∈ (0, 1).In general (β ∈ (1, 2)), it may 
ontain elements whi
h are not fun
tions. Yet, if thedissymetry is 
ontrolled, whi
h amounts to saying that the tree is not too far from beingregular, at least asymptoti
ally, more pre
isely if
∣∣∣∣
R1

nk − R0
nk

R1
nk +R0

nk

∣∣∣∣ ≤ C2−n/2, ∀n ∈ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1} ,it 
an be 
he
ked that γ0(H
1(T )) is a subset of L2(Γ).3.4 Embedding into a domain of R

dThe approa
h presented in this se
tion is based on the following strategy : at �rst,we introdu
ed a dyadi
 de
omposition of a 
onne
ted bounded Lips
hitz domain Ω ⊂ R
d83



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungs

PSfrag repla
ements

o

Ω Fig. 3.3 � Embedding into a domain.(whi
h models the paren
hyma of the lung in the 
ase d = 3). With respe
t to thisde
omposition, we de�ne a tra
e operator from H1(T ) onto L2(Ω). We then investigatethe properties of the obtained pressure �elds in terms of standard fra
tional Sobolevregularity.The main result of this se
tion states that if the tree irrigates the domain in a regularway, and if the tree is geometri
 (rn = αn), the embedded tra
e spa
e γΩ(H1(T )) 
an beidenti�ed to the standard Sobolev spa
e Hsd, for sd < 1/2.3.4.1 Tra
e spa
e as a subset of L2(Ω)The paren
hyma is identi�ed to an open 
onnex bounded domain Ω ⊂ R
d. Ea
hvertex Xnk of the tree irrigates, through the subtree of its des
endents, a portion of theparen
hyma (see Fig. 3.3) whi
h we denote by Ωnk ⊂ Ω. This irrigation pro
ess exhibitsa hierar
hi
al stru
ture. Thus, it is natural to introdu
e for Ω the following multi-s
alede
omposition :De�nition 3.44 (Multis
ale de
omposition)Let (Ωnk)n∈N,k=0,...,2n−1 be a sequen
e of open nonempty 
onne
ted subsets of Ω. We saythat O = (Ωnk) is a multi-s
ale de
omposition of Ω if(i) 2n−1⋃

k=0

Ωnk = Ω ∀n,(ii) Ωnj ∩ Ωnk = ∅ as soon as j 6= k,(iii) Ωn+1,2k ∪ Ωn+1,2k+1 = Ωnk ∀n ∈ N, ∀k = 0, . . . , 2n − 1.De�nition 3.45 (Balan
ed multis
ale de
omposition)84



3.4. Embedding into a domain of R
dThe multis
ale de
omposition O = (Ωnk) is said to be balan
ed if

|Ωnk| = 2−n|Ω| ∀n, ∀k = 0, . . . , 2n − 1,where |A| denotes the Lebesgue measure of the measurable set A.We aim here at de�ning the tra
e of a fun
tion in H1(T ) as a fun
tion de�ned over
Ω, a

ording to a multis
ale de
omposition (Ωnk). To that purpose, we 
onsider again thesubspa
e F ⊂ H1(T ) spanned by 
ylindri
al fun
tions, i.e. fun
tions whi
h are 
onstanton the boundary of a subtree, and vanish on the rest of the boundary (see Def. 3.34 for aproper de�nition of this spa
e). Note that, thanks to the 
onstru
tion of the tra
e operatorin Se
tion 3.3, spanning fun
tions of F 
an now be de�ned as fun
tions whose tra
e is the
hara
teristi
 fun
tion of a 
ylinder. This se
tion is not 
on
erned with regularity issues(whi
h are gathered in the next se
tion), we simply de�ne tra
es as fun
tions of L2(Ω).De�nition 3.46 Let O = (Ωnk) be a multis
ale de
omposition of Ω. We de�ne the map-ping γΩ : F → L2(Ω) as follows : for all spanning fun
tion p ∈ F , γ0(p) = π1Cnk

, π ∈ R,we set
γΩ(p) = π1Ωnk

.

γΩ is de�ned over F by linearity.Note that γΩ is highly dependent on the de
omposition O = (Ωnk). We drop this expli
itdependen
e to alleviate notations.Proposition 3.47 Let T be a regular resistive tree with R < +∞, and (Ωnk) a balan
edmultis
ale de
omposition (see De�nition 3.45). Then γΩ is 
ontinuous from (F, ‖.‖H1(T ))to L2(Ω). As a 
onsequen
e it 
an be extended by density to a mapping in L(H1(T ), L2(Ω)).Its range will be simply denoted by γΩ(H1).Proof. As no regularity is required, the proof of proposition 3.36 
an be reprodu
ed.Indeed, 
onsidering (ϕ0, ϕnk) the Hilbert basis of H1(T ) (whi
h is in
luded in F ), thebalan
ed 
hara
ter of the de
omposition ensures orthogonality in L2(Ω) of the family
(γΩ(ϕ0), γΩ(ϕnk)). Furthermore, as |Ωnk| = 2−n|Ω| , the proof of Proposition 3.36 
an bereprodu
ed here, up to a multipli
ative fa
tor |Ω| as soon as integrals over the domain
Ω are involved. �3.4.2 Regularity resultsThis se
tion is devoted to a �ner des
iption of γΩ(H1) ⊂ L2(Ω). We establish here thatthe tra
e spa
e γΩ(H1) lies in fra
tional Sobolev spa
es, as soon as 
ertain 
onditions aremet by the mutlis
ale de
omposition. Some properties presented here are proved in adi�erent 
ontext in [4℄. 85



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsGeometri
 issuesDe�nition 3.48 (Regular / quasi-regular multis
ale de
omposition)We say that a multi-s
ale de
omposition O of a bounded 
onne
ted Lips
hitz domain Ω isregular if the following properties hold(i) O is balan
ed,(ii) there exists a 
onstant C su
h that for all n ∈ N, k ∈ {0, .., 2n − 1}diam(Ωnk) ≤ C2−
n
d .(iii) There exists C > 0 su
h that

‖τh1Ωnk
− 1Ωnk

‖L1(Ω) ≤ C|h|2−
n(d−1)

d , ∀h ∈ R
d, ∀n ∈ N, k ∈ {0, . . . , 2n − 1},where τh is the translation operator : τhϕ(·) = ϕ(· + h).We say that a multi-s
ale de
omposition (Ωnk) is quasi-regular if there exists a regularmulti-s
ale de
omposition (Ω̃nk) and a bi-Lips
hitz map φ : Ω → Ω̃ su
h that for all n ∈ Nand k ∈ {0, . . . , 2n − 1}

φ(Ωnk) = Ω̃nk.Remark 3.49 The previous de�nition of a regular de
omposition 
an be put in regardwith the notion of regular family of triangulation. Indeed, if we assume that all 
ells Ωnkare pie
ewise smooth, a regular de
omposition is a de
omposition for whi
h 
ells behaveasymptoti
ally like balls in the relations between volume, measure of the boundary, anddiameter. For d = 3, it writesdiam (Ωnk) ≤ C|Ωnk| 1/3, area (∂Ωnk) ≤ C|Ωnk| 2/3The following lemma, whi
h states essentially that the number of neighbors is 
ontrol-led for regular and quasi-regular de
ompositions, will be essential in the proof of regularityresults.Lemma 3.50 Let O be a quasi regular de
omposition. There exists a 
onstant C su
hthat
Mnk = ♯{j, dist(Ωnj,Ωnk) ≤ 2−n/d} ≤ C ∀n, k.Proof. As diam(Ωnj) ≤ C12

−n/d, all 
ells whi
h 
ontribute to Mnk are entirely 
ontainedin
{x ∈ Ω, dist (x,Ωnk) ≤ (1 + C1)2

−n/d},whi
h is itself 
ontained in some ball B of radius C22
−n/d, whose measure |B| behaveslike C32

−n. As |Ωnj | ≥ C42
−n, it yields |B| ∼ C32

−n ≥ MnkC42
−n, whi
h gives theexpe
ted estimate. �86



3.4. Embedding into a domain of R
dSobolev spa
es and As spa
esThis se
tion 
ontains some de�nitions, te
hni
al lemmas, mainly related to the spa
es

Ar whi
h are somewhat similar to standard Sobolev spa
es, but di�er in the way os
il-lations are estimated : a Haar-like basis (whi
h depends on the de
omposition) is usedinstead of sine fun
tions. Yet, as detailed in [4℄ for the 
ase where Ω is a square, Ar 
anbe identi�ed to a spa
e Hs for 
ertain values of r, under suitable assumptions on thede
omposition, This se
tion is essential, as we aim at expressing the regularity of pressure�elds in terms of standard 
riteria (Sobolev framework), whereas the requirement to have�nite H1 energy on the tree, the natural regularity exhibited by our problem, is expressedin terms of de
reasing properties of spe
tral de
ompositions with respe
t to a Haar-likebasis. Expli
it referen
es to the tra
e spa
e we aim at des
ribing are put o� until the nextse
tion.De�nition 3.51 Let O be a multis
ale de
omposition of Ω. We de�ne
Vn = ve
t(1Ωnk

)n∈N,k∈{0,...,2n−1}.We denote by Pnf the proje
tion of f in L2(Ω) onto Vn.We denote by mnk(f) the average of f on the domain Ωnk. The proje
tion of f 
an bewritten expli
itely :
Pnf =

2n−1∑

k=0

mnk(f)1Ωnk
.Proposition 3.52 Let O be a de
omposition of Ω su
h that (ii) of De�nition 3.48 holdstrue. Then ⋃n∈N

Vn is dense in L2(Ω). As a 
onsequen
e, density holds fo quasi-regularde
ompositions.Proof. Be
ause the diameter of the 
ells is assumed to go to 0 as n goes to in�nity, anyopen subset of Ω 
ontains a Ωnk. As 
onsequen
e, any 
ontinuous fun
tion orthogonal to⋃
n∈N

Vn is identi
ally 0. �The properties of spa
es Vn as approximation spa
es 
an be quanti�ed in terms ofSobolev regularity :Lemma 3.53 (Ja
kson)Let r < 1 be given. There exists a 
onstant C su
h that for all n ∈ N the followingestimate holds
‖f − Pnf‖L2(Ω) ≤ C2−nr/d‖f‖Hr(Ω) ∀f ∈ Hr(Ω).Proof. We have

‖f − Pnf‖2
L2(Ω) =

2n−1∑

j=0

‖f − Pnf‖2
L2(Ωnj)

=

2n−1∑

j=0

‖f −mnj(f)‖2
L2(Ωnj ).Let n ∈ N, j ∈ {1, . . . , 2n − 1} and u ∈ Hr(Ωnj). Then, we have

∫

Ωnj

|u−mnj(u)|2dx =

∫

Ωnj

|u|2 − |Ωnj | mnj(u)
2. 87



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsWe dedu
e that
1

2|Ωnj|

∫

Ωnj

∫

Ωnj

|u(x) − u(y)|2dxdy = ‖u−mnj(u)‖2
L2(Ωnj ).But

∫

Ωnj

∫

Ωnj

|u(x) − u(y)|2dxdy ≤
∫

Ωnj

∫

Ωnj

|u(x) − u(y)|2
|x− y|d+2r

dxdy diam(Ωnj)
d+2r.Now (i) and (ii) of De�nition 3.48 ensure existen
e of a 
onstant C su
h that for all n ∈ N,and j ∈ {1, . . . , 2n − 1}

1

|Ωnj |
diam(Ωnj)

d+2r ≤ C2−2rn/d.Putting everything together, we dedu
e that
‖f − Pnf‖2

L2(Ω) ≤ C2−2rn/d
2n−1∑

j=1

∫

Ωnj

∫

Ωnj

|f(x) − f(y)|2
|x− y|d+2r

dxdy

≤ C2−2rn/d

∫

Ω

∫

Ω

|f(x) − f(y)|2
|x− y|d+2r

dxdy

≤ C2−2rn/d‖f‖2
Hr(Ω),whi
h ends the proof. �Remark 3.54 Noti
e that Condition (iii) is not ne
essary to establish the result.We may now de�ne spa
es Ar, following [4℄ :De�nition 3.55 Let O be a balan
ed multis
ale distribution (Def. 3.45). Let r ≥ 0. Wede�ne the spa
e Ar(Ω) as follows

Ar(Ω) = {f ∈ L2(Ω), (distL2(f, Vn)2
nr)n∈N ∈ ℓ2}endowed with the norm

‖u‖2
Ar = ‖P0u‖2

L2(Ω) + ‖distL2(f, Vn) 2nr‖2
ℓ2.Proposition 3.56 We de�ne Qn ∈ L(2(Ω), Vn+1) as

Qnf = Pn+1f − Pnf.For any r > 0, it holds
‖u‖2

Ar ∼ ‖P0u‖2
L2 +

+∞∑

n=0

‖Qnf‖2
L2 22ns.Proof. See [4℄. �88



3.4. Embedding into a domain of R
dRemark 3.57 Although we do not make expli
it referen
e to the de
omposition O toalleviate notations, the spa
e As de�ned above depends a priori on it. We will see that,under parti
ular 
onditions on the geometry (quasi-regularity of the de
omposition), andfor sd < 1/2, it 
an be identi�ed to the standard Sobolev spa
e Hsd(Ω), whi
h of 
oursedoes not see the de
omposition. Yet, in general, it is highly dependent on the way Ω isde
omposed. It is parti
ularly true for high values of s, for whi
h belonging to As requireshigh regularity in a 
ertain sense (high 
orrelation of mean values on the two legs ofthe high frequen
y Haar fun
tions), whi
h for example does not imply 
ontinuity a
rossinterfa
es between 
ells.De�nition 3.58 (Besov spa
es)Let f ∈ L2(Ω). We set

w(1, t, f) = sup
|h|≤t

‖τhf − f‖L2(Ωh)where Ωh = {x ∈ Ω, x + h ∈ Ω}, and τh is the translation operator. Let 0 < γ < 1. Wede�ne the spa
e Bγ
2,2 by

Bγ
2,2(Ω) = {f ∈ L2(Ω), ‖f‖2

L2 +
+∞∑

j=0

22jγw(1, 2−j, f)2 < +∞}.In parti
ular, Bγ
2,2(Ω) = Hγ(Ω) for all 0 < γ < 1, for any Lips
hitz domain Ω.In the next lemma, we prove that, be
ause of the absen
e of high frequen
ies, thequantity w(1, t, f) whi
h 
onditions Besov regularity 
an be 
ontrolled with respe
t to tfor fun
tions of Vn.Lemma 3.59 Let O be a regular de
omposition (see Def. 3.48), and (Vn) the asso
iatedfamily of fun
tional spa
es (see Def. 3.51). There exists a 
onstant C su
h that for all

t ∈ R
+ the following estimate holds

w(1, t, f) ≤ Cmin
(
1, 2n/dt

)1/2 ‖f‖L2 ∀f ∈ Vn. (3.22)Proof. If t ≥ 2−n/d, then estimate holds trivially. Let us prove that (3.22) holds for
t = 2−ℓ where ℓ ≥ n/d. Any f ∈ Vn writes

f =

2n−1∑

k=0

fnk1Ωnk
.Consider |h| ≤ 2−ℓ, with ℓ ≥ n/d, and x ∈ Ωnk. As f is 
onstant over Ωnk,

|f(x+ h) − f(x)|2 = | τh1Ωnk
− 1Ωnk

|2|f(x+ h) − f(x)| 2

≤ | τh1Ωnk
− 1Ωnk

|2 sup
j∼k

|fnj − fnk|2,where j ∼ k stands here for dist(Ωnj,Ωnk) ≤ 2−n/d, so that
sup
j∼k

|fnj − fnk|2 ≤ C
∑

j∼k

|fnj|2. 89



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsBy Condition (iii) of De�nition 3.48,
∫

Ωnk

| τh1Ωnk
− 1Ωnk

|2 ≤ |h|2−n(d−1)/d.Now summing up over k and using Lemma 3.50 (whi
h allows to 
ontrol the number of jsu
h that j ∼ k), we get
∫

Ω

|f(x+ h) − f(x)|2 ≤ C|h|2−n(d−1)/d
∑

j

|fnj|2The sum behaves like 2n ‖f‖2
L2(Ω), so that

‖τhf − f‖2
L2(Ω) ≤ C|h|2n/d ‖f‖2

L2(Ω)whi
h yields the estimate. �The following proposition identi�es the spa
es Ar with a standard Sobolev spa
e Hs,with s = rd, for some values of s. Note that su
h an identi�
ation 
annot be expe
ted tohold for large values of s, as straight dis
ontinuities a
ross hypersurfa
e are ruled out assoon as s is greater than 1/2, whereas highly �regular� fun
tions in the Ar sense exhibitssu
h dis
ontinuities.Remark 3.60 Su
h an identi�
ation between Ar spa
es is proposed in [10℄, and it takesthe form Ar = Hr, whi
h is in apparent 
ontradi
tion with the next result. This is due tothe the fa
t that de�nitions of Ar di�er. More pre
isely, both are based on the same generalde�nition (see [4℄), but the approximation spa
es are di�erent. In [10℄, the regularity isexpressed in terms of the behaviour of expansions with respe
t to a Haar-like basis, whi
his built in a tensor way from the one-dimensional Haar basis. Be
ause of this 
onstru
tion,it is natural to make index n depend on the size of one-dimensional basis fun
tions, and�nite dimensional spa
es are built in this spirit, so that fun
tions at generation n exploreos
illations at frequen
y 2n. In our situation, as we aim at investigating unstru
turedde
ompositions put in regard with dyadi
 trees, n 
orresponds to the generation index. Asa 
onsequen
e, it takes us d (= the dimension) steps in the de
omposition pro
ess to divideby 2 the 
ell diameter, whi
h amounts to double the explored frequen
y. This explains that
Ar fun
tions, a

ording to our de�nition, are more regular.Proposition 3.61 Let O be a regular multis
ale de
omposition, and Ar the asso
iatedspa
e (see Def. 3.55). Then, for all r ≥ 0

Ar(Ω) = Hrd(Ω) if rd <
1

2
,

Ar(Ω) →֒ Her(Ω) if rd ≥ 1

2
∀ r̃ < 1

2
.Proof. Let us �rst prove Ar(Ω) →֒ Hrd(Ω), under the 
ondition rd < 1

2
. We have

f = P0f +

j−1∑

ℓ=0

(
Pℓ+1 − Pℓ

)
f + f − Pjf = P0f +

j−1∑

ℓ=0

Qℓf + f − Pjf.90



3.4. Embedding into a domain of R
dUsing the fa
t that w(1, t, f + g) ≤ w(1, t, f) + w(1, t, g), we obtain

w(1, 2−j, f) ≤ w(1, 2−j, P0f) +

j−1∑

ℓ=0

w(1, 2−j, Qℓf) + w(1, 2−j, f − Pjf).By Lemma 3.59, we dedu
e that
w(1, 2−j, f) . 2−j/2

j−1∑

ℓ=0

2ℓ/2d‖Qℓf‖L2 + ‖f − Pjf‖L2hen
e
w(1, 2−j, f) . 2−j/2

j∑

ℓ=0

2ℓ/2d‖f − Pℓf‖L2. (3.23)Multiplying by 2jrd, we �nd that
w(1, 2−j, f)2jrd . 2(rd−1/2)j

j∑

ℓ=0

2ℓ/2d−rℓ2rℓ‖f − Pℓf‖L2 .Hen
e we obtain
w(1, 2−j, f)2jrd . (an)n∈Z ∗ (bn)n∈Zwhere

an = 2n(rd−1/2)
In≥0 and bn = 2rn‖f − Pnf‖L2In≥0.We have bn ∈ ℓ2 be
ause f ∈ Ar(Ω) and an ∈ ℓ1 be
ause rd < 1/2. We dedu
e Ar →֒ Hrdby using Young inequalities in the 
ase rd < 1/2. In the 
ase rd ≥ 1/2, we follow the samereasoning ex
ept that we multiply equation (3.23) by 2jγ where 0 ≤ γ < 1/2 to obtain

Ar(Ω) →֒ Hγ(Ω).Let us prove that, for rd < 1/2,
‖f‖Ar ≤ C‖f‖Brd

2,2
∼ ‖f‖Hrd. (3.24)Let β = rd < 1/2. We shall make use of the following 
hara
terization of Hβ obtained byreal interpolation between L2 and Hβ. Let

K(f, t) = inf
g∈Hβ

‖f − g‖L2 + t‖g‖Hβ .Then (see for example [3℄),
‖f‖Hβ = ‖ρjK(f, ρ−j)‖ℓ2with ρ > 1. To prove estimate (3.24), we are redu
ed to showing that there exists a
onstant C > 0 su
h that

‖f − Pjf‖L2 ≤ CK(f, 2−jβ/d). (3.25)Let f ∈ L2, g ∈ Hβ. By Lemma 3.53, we obtain
‖f − Pjf‖L2 ≤ ‖f − Pjg‖L2 ≤ ‖f − g‖L2 + ‖g − Pjg‖L2 ≤ ‖f − g‖L2 + C2−jβ/d‖g‖Hβ ,whi
h ends the proof. �91



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsSobolev regularity of tra
esIn this se
tion we establish that the embedded tra
e of H1(T ) pressure �elds (introdu-
ed by Proposition 3.47) possess some Sobolev regularity. We 
onsider a geometri
 tree,as in the beginning of se
tion 3.3.3, with
rn = r0α

n, α ∈ (0, 2).We 
hoose r0 = 2(2 − α), so that the values involved in (3.18) simplify down to αn/2. Asa 
onsequen
e, the tra
e of the Hilbert basis of H1(T ) 
an be expressed
γΩ(ϕnk) = αn/2

(
1Ωn+1,2k

− 1Ωn+1,2k+1

)
.Theorem 3.62 Let Ω be a bounded 
onne
ted Lips
hitz domain, O = (Ωnk) a quasi-regular de
omposition (see Def. 3.48), and γΩ the asso
iated embedded tra
e operator (seeProp. 3.46). Then

γΩ(H1(T )) = Hsd(Ω) if sd <
1

2
,

γΩ(H1(T )) →֒ Hr(Ω) if sd ≥ 1

2
, for all r <

1

2
,where s =

1

2
− ln(α)

2 ln(2)
·Proof. Assume that we are in the regular 
ase. As T is regular and O is balan
ed, thefamily (γΩ(ϕ0), γΩ(ϕnk)) is orthogonal in L2(Ω). Let us now 
onsider p ∈ F , with (thesum over n is a
tually �nite)

p = p0ϕ0 +

+∞∑

n=0

2k−1∑

k=0

pnkϕnk.It holds
‖γΩ(p)‖2

As(Ω) = |p0|2 +

+∞∑

n=0

22sn
2n−1∑

K=0

|pnk|2‖γΩ(ϕnk)‖2
L2(Ω)

∼ |p0|2 +

+∞∑

n=0

2n−1∑

k=0

|pnk|2 = ‖p‖2
H1(T )whi
h proves Theorem 3.62 for a regular multi-s
ale de
omposition.As for the quasi-regular 
ase, we re
all that Hr(Ω), for 0 < r < 1 is the set of all those

L2(Ω) fun
tions su
h that the quantity
∫

Ω×Ω

|f(x) − f(y)|2
|x− y|d+2r

dxdyis �nite. The stability of this 
riterium with respe
t to bi-lips
hitz transformations of thedomain ensures the 
on
lusion in the quasi-regular 
ase. �92



3.5. Con
luding remarks3.5 Con
luding remarksThe approa
h we presented here makes it possible to model the ventilation pro
essas a spe
ial kind of boundary problem set on the parem
hyma Ω, where the �boundary�is in fa
t the domain Ω itself, and the ellipti
 operator is de�ned on the tree T . Morepre
isely, let us 
onsider the in�nite extrapolation of the a
tual human respiratory tree.For a healthy lung, this tree 
an be de�ned as regular, with
rn = r0α

n.The a
tual 23 generation bron
hial tree was shown to be geometri
 : all pipes have thesame shape, and a pipe at generation n+ 1 is 0.85 smaller than the pipes at generation n(see [16℄). As Poiseuille's law gives a resistan
e of a pipe proportional to L/D4 (L is thelength, and D is the diameter), the homogeneity 
oe�
ient −3 with respe
t to the size(for a given shape) yields
α = 0.85−3 ≈ 1.63.As it is smaller than 2 the tree has a �nite resistan
e. Noti
e that this simple fa
t isquite sensitive to the 0.85 fa
tor. Indeed, it 
onverges be
ause 0.85 > 2−1/3 ≈ 0.79. It isalso noteworthy that 2−1/3 is a 
riti
al value for the volume also. As pointed out in [15℄,the volume of the extrapolated version of the a
tual tree is in�nite, for the very samereason 0.85 > 2−1/3. We must admit that our tree model does not make sense from thegeometri
al point of view, as far as the bron
hial tree itself is 
on
erned, be
ause of thisreason. It addresses only the fun
tional nature of this system as a resistive network.Assuming regularity of the tree, it allows to de�ne the tra
e operator γ0. Now assumingthat the way the tree irrigates the parem
hyma is quasi-regular (whi
h is suggested byphysiologi
al observations), one 
an then de�ne the operator γΩ onto L2(Ω), whose rangeis Hsd, with s = 1/2 + lnα/(2 ln 2) ≈ 0.15. For the physi
al dimension d = 3, one gets

sd ≈ 0.45, whi
h is (again, the inequality is tight) less than 1/2, so that the embeddedtra
e spa
e is the standard Sobolev spa
e H0.45.Before stating the problem, let us mention here that it is mu
h more natural to pres-
ribe a free inlet 
ondition, whi
h takes the form of a Diri
hlet 
ondition on the pressureat the root (set to the atmospheri
 pressure, whi
h 
an be 
hosen equal to 0). This 
hangesslightly the form, but the framework we developped applies straightforwardly. Now givena pressure �eld g ∈ H0.45 (say g(x) ≤ 0 almost everywhere for inspiration), the problemis set the following way :




Find p ∈ H1(T ) s.t. p(o) = 0,

−∂c∂⋆p = 0 in Â T \ {o},
γΩ(p) = g.

(3.26)The expe
ted 
onsequen
e of the inspiration is an irrigation of the parem
hyma by freshair. This irrigation 
an be des
ribed in a hierar
hi
al way straightforwardly from theknowledge of the pressure �el over T , as the quantity of �uid whi
h irrigates Ωnk is simplythe �ux whi
h enters the 
orresponding subtree Tnk. 93



Chapitre 3. Tra
e theorems for trees and appli
ation to the human lungsAn interesting 
onsequen
e of inequality 0.45 ≤ 1/2 is that the set of feasible pressure�elds over the parem
hyma does not depend on the multis
ale de
omposition (as soon asit is quasi-regular).
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Chapitre 4. Cara
térisation de l'espa
e de tra
e pour des arbres non réguliersDans l'arti
le du 
hapitre 3, on a montré, dans le 
as d'arbres réguliers, que l'espa
ede tra
e γ0(H
1(T )) est un sous-espa
e de L2(Γ) (voir la propriété 3.36). Dans le 
asparti
ulier d'arbres géométriques, il est même identi�able à un espa
e As(Γ), pour un s
onvenablement 
hoisi (voir la se
tion 3.3.3). On s'intéressera i
i plus parti
ulièrementaux arbres non réguliers. Les résistan
es n'étant plus 
onstantes par génération, la fa-mille (γ0(ϕ0), (γ0(ϕnk))n∈N,k∈{0,...,2n−1}) n'est plus L2-orthogonale. Il faut ainsi prendre en
ompte les termes extra-diagonaux, 
e qui 
omplique les 
al
uls. Sous 
ertaines 
onditionssur les résistan
es de l'arbre non régulier, il est quand même possible de dé�nir l'espa
e detra
e γ0(H

1(T )). Suivant les 
onditions imposées, il sera vu, soit 
omme un sous-espa
ede distributions (dans la se
tion 4.1), soit 
omme un sous-ensemble de fon
tions de L2(Γ)(dans la se
tion 4.2). Dans l'arti
le du 
hapitre 3, un résultat est donné sans démonstrationpour les arbres sous-géométriques. Nous reprenons et généralisons i
i 
e résultat.4.1 Un espa
e de tra
e 
omme sous-ensemble de distri-butionsContrairement aux arbres réguliers (voir la propriété 3.36), l'espa
e de tra
e γ0(H
1(T ))n'est plus, en général, un sous-espa
e de L2(Γ). Il peut même n'avoir au
un sens. Pourtant,sous 
ertaines 
onditions sur les résistan
es de l'arbre, on peut réussir à le dé�nir. Cetespa
e n'est plus, alors, un espa
e de fon
tions, mais il est vu 
omme un sous-ensemble de

A−∞(Γ), espa
e de distributions. La dé�nition 3.41 de l'arti
le permet de dé�nir 
e quel'on entend par distributions sur l'espa
e des bouts d'un arbre in�ni. L'opérateur de tra
e
γ0 est alors vu 
omme un opérateur linéaire de F ⊂ H1(T ) dans A−∞(Γ) en posant, pourtout ϕ ∈ A+∞(Γ),

〈γ0(f), ϕ〉 = (γ0(f), ϕ)L2(Γ)ave
 f ∈ F . Dans 
ette se
tion, nous 
ommen
erons par donner des 
onditions su�santessur les résistan
es de l'arbre permettant de prolonger γ0 à H1(T ) et ainsi de dé�nirl'espa
e de tra
e γ0(H
1(T )) 
omme un sous-espa
e de distributions. Puis nous donneronsdes exemples d'arbres non réguliers satisfaisant à 
es 
onditions.4.1.1 Des 
onditions su�santes d'appartenan
eOn 
ommen
e par dé�nir les deux quantités suivantes.Dé�nition 4.1 Soit T un arbre résistif uniformément borné (voir la dé�nition 3.30). Ondé�nit pour tout n ∈ N et tout k ∈ {0, . . . , 2n − 1}

Ank =
√
R0

nk +R1
nk et Dnk =

R1
nk −R0

nk

R0
nk +R1

nk

,

Dnk 
orrespondant à la dissymétrie relative.98



4.1. Un espa
e de tra
e 
omme sous-ensemble de distributionsDes 
onditions su�santes faisant intervenir les dissymétries relativesOn énon
e i
i le théorème prin
ipal qui donne des 
onditions permettant de donnerun sens à l'espa
e de tra
e d'arbres non réguliers.Théorème 4.2 Si les résistan
es de l'arbre in�ni uniformément borné véri�ent les troishypothèses suivantes
(2−nAnkDnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N), (4.1)

∃s1 ≥ 0,
(
2−n(s1+

1
2
)Ank

)
n∈N,k∈{0,...,2n−1}

∈ ℓ∞(N), (4.2)alors γ0 est 
ontinue de (F , || . ||H1(T )

) dans l'espa
e des distributions dans le sens sui-vant : pour toute suite (fn)n∈N ∈ FN qui 
onverge vers f ∈ F , la suite des distributions
orrespondante (γ0(fn))n∈N 
onverge au sens des distributions vers γ0(f). Comme 
onsé-quen
e, on peut alors étendre γ0 à un opérateur dans L(H1(T ), A−∞(Γ)).Remarque 4.3 La propriété 3.42 de l'arti
le du 
hapitre 3 donne 
e résultat sans dé-monstration dans le 
as parti
ulier où l'arbre non régulier est sous-géométrique. On vé-ri�era, dans la sous-se
tion suivante que, dans 
e 
as parti
ulier, les hypothèses (4.1) et(4.2) sont bien véri�ées.La démonstration du théorème 4.2 utilise l'expression expli
ite de 〈γ0(f), ϕ〉 = (γ0(f), ϕ)L2(Γ)pour tout f ∈ F et tout ϕ ∈ A+∞(Γ). On a ainsi besoin de 
onnaître les produits s
alairesde γ0(ϕ0) et γ0(ϕnk) 
ontre la base de Haar (Φ0, (Φnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1}

) de L2(Γ). Le lemme
al
ulatoire suivant expli
ite leurs valeurs.Lemme 4.4 Soit T un arbre résistif uniformément borné. Les produits s
alaires de
γ0(ϕ0) ∈ L2(Γ) ave
 les di�érentes fon
tions de Haar valent






(γ0(ϕ0) , Φ0)L2(Γ) =
√
r0et

∀n ∈ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1} (γ0(ϕ0) , Φnk)L2(Γ) = 0.

(4.3)Soit un 
ouple (p, l) ∈ N
2 �xé, p ∈ N, l ∈ {0, . . . , 2p − 1}. Le produit s
alaire de

γ0(ϕpl) ∈ L2(Γ) ave
 Φ0 vaut
(γ0(ϕpl) , Φ0)L2(Γ) = 2−p−1AplDpl. (4.4)Et, pour tout n ∈ N, k ∈ {0, . . . , 2n − 1},si p < n alors (γ0(ϕpl) , Φnk)L2(Γ) = 0,si p = n alors {

(γ0(ϕnk) , Φnk)L2(Γ) = 2−
n
2
−1Ank si l = k

(γ0(ϕnl) , Φnk)L2(Γ) = 0 sinon,si { p > n,

p = n+ r
alors 




(γ0(ϕpl) , Φnk)L2(Γ) = (−1)E( s

2r−1 )+12−
n
2
−r−1AplDplsi ∃s ∈ {0, . . . , 2r − 1} l = 2rk + s

(γ0(ϕpl) , Φnk)L2(Γ) = 0 sinon. 99



Chapitre 4. Cara
térisation de l'espa
e de tra
e pour des arbres non réguliersDémonstration : La première égalité de (4.3) est 
laire d'après la propriété 3.35 et ladé�nition 3.38 de Φ0. La nullité de la deuxième égalité de (4.3) est tout aussi fa
ile enremarquant que la moyenne des fon
tions de Haar Φnk est nulle sur Γ. L'égalité (4.4)s'obtient en 
ombinant la propriété 3.35, la dé�nition de Φ0 et en remarquant que
µ(C0

pl) = µ(C1
pl) = 2−p−1. Ainsi, on obtient

(γ0(ϕpl) , Φ0)L2(Γ) = 2−p−1
−R0

pl√
R0

pl +R1
pl

+ 2−p−1
R1

pl√
R0

pl +R1
pl

,
e qui est le résultat 
her
hé d'après la dé�nition 4.1 de Apl et Dpl. Il reste à 
al
uler
(γ0(ϕpl) , Φnk)L2(Γ) pour deux 
ouples (n, k) et (p, l) �xés. Le 
as p < n est fa
ile. En e�et,dans 
e 
as, le support Cnk de Φnk est, soit in
lus dans un des deux 
ylindres C0

pl ou C1
pl(la réunion des deux 
orrespondant au support de γ0(ϕpl)), soit d'interse
tion vide ave
 lesupport de γ0(ϕpl). Le deuxième 
as est trivial. Pour le premier 
as, le produit s
alaire seramène alors à une intégrale sur Cnk ave
 γ0(ϕpl) 
onstant sur 
e 
ylindre. Pour 
on
lure,il su�t de remarquer que la moyenne de Φnk est nulle sur Cnk. Etudions alors le 
as p = n.Si l 6= k, les supports sont disjoints d'où la nullité. Supposons alors l = k. Les fon
tions

γ0(ϕnk) et Φnk ont alors même support Cnk, la propriété 3.35 et la dé�nition 3.38 de labase de Haar donnent alors
(γ0(ϕpl) , Φnk)L2(Γ) =

∫

C0
nk

−R0
nk√

R0
nk +R1

nk

(−2
n
2 )dµ+

∫

C1
nk

R1
nk√

R0
nk +R1

nk

(2
n
2 )dµ.On 
on
lut en 
ombinant µ(C0

nk) = µ(C1
nk) = 2−n−1 ave
 la dé�nition 4.1 de Ank. Il restele 
as p > n. On dé�nit alors l'entier naturel r par r = p− n. Pour assurer que les deuxsupports Cpl et Cnk respe
tivement de γ0(ϕpl) et Φnk ne soient pas disjoints, l doit véri�er

∃s ∈ {0, . . . , 2r − 1}, l = 2rk + s.Sinon, les supports étant alors disjoints, il est 
lair que (γ0(ϕpl) , Φnk)L2(Γ) = 0. Supposonsalors l = 2rk + s ave
 s ∈ {0, . . . , 2r−1 − 1}. Le support Cpl de γ0(ϕpl) est alors in
lusdans C0
nk, et Φnk garde ainsi une valeur 
onstante égale à −2

n
2 sur Cpl. Le 
as où s ∈

{2r−1, . . . , 2r − 1} se 
al
ule exa
tement de la même manière en remplaçant simplement
−2

n
2 par 2

n
2 , Cpl étant alors in
lus dans C1

nk. En 
ombinant l'égalité µ(C0
pl) = µ(C1

pl) =
2−p−1 ave
 la dé�nition 4.1 de Apl et Dpl, on obtient, le produit s
alaire se ramenant alorsà une intégrale sur Cpl,

(γ0(ϕpl) , Φnk)L2(Γ) =

∫

C0
pl

−R0
pl√

R0
pl +R1

pl

(−2
n
2 )dµ+

∫

C1
pl

R1
pl√

R0
pl +R1

pl

(−2
n
2 )dµ

= −2
n
2
−p−1

R1
pl − R0

pl√
R0

pl +R1
pl

= −2−
n
2
−r−1

R1
pl − R0

pl√
R0

pl +R1
pl

= (−1)E( s

2r−1 )+12−
n
2
−r−1AplDpl.100



4.1. Un espa
e de tra
e 
omme sous-ensemble de distributionsPour �nir, si s ∈ {2r−1, . . . , 2r − 1}, un même 
al
ul donne
(γ0(ϕpl) , Φnk)L2(Γ) = 2−

n
2
−r−1

R1
pl − R0

pl√
R0

pl +R1
pl

= (−1)E( s

2r−1 )+12−
n
2
−r−1AplDpl.Ce qui a
hève la démonstration. �Avant de démontrer le théorème 4.2, donnons, dans un dernier lemme, l'expression de

(γ0(f), ϕ)L2(Γ) pour f ∈ F et ϕ ∈ A+∞(Γ) ⊂ L2(Γ).Lemme 4.5 Soit T un arbre résistif uniformément borné. Pour tout f ∈ F , il existe
N ∈ N et des réels (f0, (fnk)n≤N,k∈{0,...,2n−1}) tels que son unique 
omposante harmonique
fh (voir le lemme 3.25) s'é
rive sous la forme

fh = f0ϕ0 +
N∑

n=0

2n−1∑

k=0

fnkϕnk.De plus, pour tout ϕ ∈ A+∞(Γ), on obtient alors
(γ0(f), ϕ)L2(Γ) = c0(γ0(f))c0(ϕ) +

N∑

n=0

2n−1∑

k=0

cnk(γ0(f))cnk(ϕ), (4.5)ave

c0(γ0(f)) = f0

√
r0 +

N∑
n=0

2n−1∑
k=0

fnk2
−n−1AnkDnk

cnk(γ0(f)) = fnk2
−n

2
−1Ank

+
N−n∑
r=1

2r−1∑
s=0

(−1)E( s
2r−1

)+12−
n
2
−r−1fn+r,2rk+sAn+r,2rk+sDn+r,2rk+s

(4.6)
et (c0(ϕ), (cnk(ϕ))n≤N,k∈{0,...,2n−1}

) produits s
alaires de ϕ ave
 la base de Haar de L2(Γ).Démonstration : Soit f ∈ F ⊂ H1(T ). D'après le lemme 3.25, il existe f 0 ∈ H1
0 (T ) et

fh ∈ H1
∆(T ) véri�ant {

f = f 0 + fh,
|f |21 = |f 0|21 + |fh|21.La fon
tion fh appartient àH1

∆(T )∩F , il existe don
N ∈ N et des réels (f0, (fnk)n≤N,k∈{0,...,2n−1})véri�ant
fh = f0ϕ0 +

N∑

n=0

2n−1∑

k=0

fnkϕnk.Ainsi, γ0(f) ∈ L2(Γ) s'é
rit sous la forme
γ0(f) = f0γ0(ϕ0) +

N∑

n=0

2n−1∑

k=0

fnkγ0(ϕnk). 101



Chapitre 4. Cara
térisation de l'espa
e de tra
e pour des arbres non réguliersEn utilisant alors le lemme 4.4, 
al
ulons les produits s
alaires de γ0(f) ave
 la base deHaar de L2(Γ). Un premier 
al
ul donne
(γ0(f) , Φ0)L2(Γ) = f0

√
r0 +

N∑
n=0

2n−1∑
k=0

fnk2
−n−1AnkDnk.On obtient pour le deuxième 
al
ul, n ∈ N et k ∈ {0, . . . , 2n − 1} étant �xés,

(γ0(f) , Φnk)L2(Γ) =
N∑

p=0

2p−1∑
l=0

fpl (γ0(ϕpl) , Φnk)L2(Γ) .En utilisant alors le lemme 4.4, si n > N , tous les termes de la somme sont nuls et
(γ0(f) , Φnk)L2(Γ) = 0. Sinon, seuls les termes p ≥ n de la somme ont une 
ontributionnon nulle et on obtient alors
(γ0(f) , Φnk)L2(Γ) = 2−

n
2
−1

(
fnkAnk +

N−n∑
r=1

2r−1∑
s=0

2−rfn+r,2rk+s(−1)E( s

2r−1 )+1An+r,2rk+sDn+r,2rk+s

)
.Ce qui a
hève la démonstration. �On peut alors démontrer le théorème 4.2.Démonstration : On suppose que T est un arbre résistif uniformément borné 
onvenable,à savoir, ses résistan
es véri�ent les deux hypothèses (4.1) et (4.2).Etape 1 : Continuité de γ0 de (F, || . ||H1(T )

) dans A−∞(Γ)Véri�ons que les 
onditions sur les résistan
es de l'arbre permettent d'obtenir la 
ontinuitésouhaitée. Pour 
ela, on 
onsidère une suite (fp)p∈N ∈ FN qui 
onverge vers f ∈ F pourla norme || . ||H1(T ). On 
her
he alors à véri�er la 
onvergen
e au sens des distributionsde la suite (γ0(fp))p∈N vers γ0(f). Une première simpli�
ation est possible en remarquantqu'il su�t de faire l'étude sur des fon
tions harmoniques. En e�et, la 
onvergen
e dela suite (fp)p∈N ∈ FN vers f ∈ F entraîne 
elle de ses 
omposantes harmoniques. Pluspré
isément, en utilisant le lemme 3.25, on obtient l'existen
e de ((f 0
p )p∈N, f

0) ∈ H1
0 (T )Net de ((fh

p )p∈N, f
h) ∈ H1

∆(T )N satisfaisant
fp = f 0

p + fh
p et f = f 0 + fh.En utilisant la dé
omposition suivante (voir le lemme 3.25)

|fp − f |21 = |f 0
p − f 0|21 + |fh

p − fh|21et l'inégalité de Poin
aré (voir la propriété 3.21), on obtient la 
onvergen
e de
(f 0

p )p∈N ∈ H1
0 (T )N vers f 0 ∈ H1

0 (T ) dans H1(T ). Ainsi, on a la 
onvergen
e de (fh
p )p∈N ∈

H1
∆(T )N vers fh ∈ H1

∆(T ) dans (F, || . ||H1(T )

). En 
ombinant la linéarité de l'opérateurtra
e γ0 et le fait que son noyau soit égal à H1
0 (T ), il su�t alors de véri�er l'existen
e de

C > 0 et s ≥ 0 véri�ant, pour tout ϕ ∈ A+∞(Γ) et tout f ∈ F ∩H1
∆(T ),

| 〈γ0(f), ϕ〉 | ≤ C||ϕ||As(Γ)‖f‖H1(T ).102



4.1. Un espa
e de tra
e 
omme sous-ensemble de distributionsLa 
ontinuité sera alors démontrée. On 
hoisit s > max (s1, 1). Soit ϕ ∈ A+∞(Γ) et
f ∈ F ∩H1

∆(T ). Il existe alors N ∈ N et des réels (f0, (fnk)n≤N,k∈{0,...,2n−1}) tels que
f = f0ϕ0 +

N∑

n=0

2n−1∑

k=0

fnkϕnk.L'expression expli
ite (4.5) donne, en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et la dé�ni-tion de la norme As(Γ) (voir la dé�nition 3.39),
| 〈γ0(f), ϕ〉 | ≤ |c0(γ0(f))| ||ϕ||As(Γ)

+

(
N∑

n=0

2n−1∑
k=0

c2nk(γ0(f))2−2ns

) 1
2
(

N∑
n=0

2n−1∑
k=0

c2nk(ϕ)22ns

) 1
2

≤ ||ϕ||As(Γ)

[
|c0(γ0(f))| +

(
N∑

n=0

2n−1∑
k=0

c2nk(γ0(f))2−2ns

) 1
2

]
.

(4.7)
En utilisant alors la première expression obtenue en (4.6), on obtient pour |c0(γ0(f))|grâ
e à l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et à la dé�nition de la norme de ||.||H1(T ) :

|c0(γ0(f))| ≤ |f0|
√
r0 +

1

2

(
N∑

n=0

2n−1∑

k=0

f 2
nk

) 1
2
(

N∑

n=0

2n−1∑

k=0

2−2nA2
nkD

2
nk

) 1
2

≤ ||f ||H1(T )


√r0 +

1

2

(
N∑

n=0

2n−1∑

k=0

2−2nA2
nkD

2
nk

) 1
2


 .En utilisant l'hypothèse (4.1), on obtient l'existen
e de C1 > 0 telle que

|c0(γ0(f))| ≤ C1||f ||H1(T ). (4.8)Il reste alors à prouver que (cnk(γ0(f))2−ns)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N) ave
 une norme ℓ2 quise majore en fontion de ||f ||H1(T ). On obtient en 
ombinant l'égalité (4.6) et l'inégalité deCau
hy-S
hwarz
|cnk(γ0(f))2−ns| ≤ 1

2

(
|fnk|2n(−s− 1

2
)Ank

+2n(−s− 1
2
)

N−n∑
r=1

2r−1∑
s=0

2−r|fn+r,2rk+s|An+r,2rk+s|Dn+r,2rk+s|
)

≤ 1

2

[
|fnk|2n(−s− 1

2
)Ank

+

(
N−n∑
r=1

2r−1∑
s=0

|fn+r,2rk+s|2
) 1

2
(

2−n(2s+1)
N−n∑
r=1

2r−1∑
s=0

2−2rA2
n+r,2rk+sD

2
n+r,2rk+s

) 1
2

]
.En utilisant alors les hypothèses (4.2) et (4.1) respe
tivement pour le premier et deuxièmeterme de l'inégalité 
i-dessus, on obtient

|cnk(γ0(f))2−ns| ≤ 1

2

[
|fnk|‖2−n(s+ 1

2
)Ank‖ℓ∞(N) + ‖f‖H1(T )

(
2−n(2s+1)+2n‖2−nAnkDnk‖2

ℓ2(N)

) 1
2

]
.103



Chapitre 4. Cara
térisation de l'espa
e de tra
e pour des arbres non réguliersLe 
hoix de s > 1 assure (2n(1−2s))n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ1(N), le deuxième terme de l'inégalitéest don
 bien dans ℓ2(N). En 
ombinant 
ela ave
 (fnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N) de normeinférieure à ‖f‖H1(T ), on obtient bien l'existen
e de C2 > 0 satisfaisant
‖cnk(γ0(f))2−ns‖ℓ2(N) ≤ C2‖f‖H1(T ). (4.9)En réinje
tant les deux majorations (4.8) et (4.9) dans (4.7), on obtient la 
ontinuitésouhaitée.Etape 2 : Extension à H1(T ).La dernière partie de la démonstration 
onsiste à véri�er que l'on peut étendre la 
ontinuitéà H1(T ). On utilise pour 
ela la 
onvergen
e des suites de Cau
hy dans R et un théorèmede la borne uniforme sur l'espa
e des distributions ainsi 
onstruit. Soit f ∈ H1(T ). Pardensité de F , il existe une suite (fp)p∈N ∈ FN qui 
onverge vers f pour la norme sur

H1(T ). Un raisonnement analogue à 
elui fait au début de l'étape 1 montre que l'on peutse restreindre à des fon
tions harmoniques. Ainsi, (fh
p )p∈N ∈ (F ∩H1

∆(T ))N 
onverge vers
fh ∈ H1

∆(T ) en norme H1 et leurs tra
es par γ0 sont les mêmes que fp et f respe
tivement.Soit s > max (s1, 1) �xé et ϕ ∈ A+∞(Γ) �xée. On obtient, d'après l'étape une, pour tout
ouple (p, q) ∈ N
2

| 〈γ0(fp) − γ0(fq), ϕ〉 | ≤ C||ϕ||As(Γ)||fh
p − fh

q ||H1(T ).Ainsi, (〈γ0(fp), ϕ〉)p∈N est une suite de Cau
hy de R, elle 
onverge don
 vers un nombre
〈γ0(f), ϕ〉. On dé�nit ainsi un opérateur 
lairement linéaire γ0(f) sur les fon
tions tests.Il reste à prouver que 
et opérateur dé�nit bien une distribution. Véri�ons qu'il est bien
ontinu sur A+∞(Γ). Pour 
ela, on applique le lemme de Bana
h-Steinhaus sur les espa
esde Fre
het après avoir 
onstruit une métrique sur les fon
tions tests rendant 
omplet 
etespa
e A+∞(Γ). On 
ommen
e par dé�nir sur A+∞(Γ) l'appli
ation d par

∀(ϕ, ψ) ∈ A+∞(Γ)2, d(ϕ, ψ) =
∑

s≥0

2−smin(1, ||ϕ− ψ||As(Γ)).On peut alors véri�er fa
ilement que d dé�nit bien une métrique sur A+∞(Γ) et que
A+∞(Γ) muni de 
ette métrique est bien 
omplet. L'appli
ation du lemme de Bana
h-Steinhaus permet alors de 
on
lure que 〈γ0(f), . 〉 est bien une distribution sur A+∞(Γ)(voir [38℄). Ce qui a
hève la démonstration du théorème. �

Des 
onditions su�santes sans restri
tion sur les dissymétries relativesIl peut être utile d'avoir des 
onditions su�santes sur les résistan
es de l'arbre nonrégulier permettant de donner un sens en tant que distribution à l'espa
e de tra
e sansrestri
tion sur les dissymétries relatives. Cela permet ainsi de donner un sens à la pressionsur l'espa
e des bouts pour 
ertains arbres très dissymétriques. La proposition 
i-dessousdonne en e�et une 
ondition su�sante sur la suite (Ank)n∈N,k∈{0,...,2n−1} qui implique queles hypothèses (4.1) et (4.2) sont véri�ées.104



4.1. Un espa
e de tra
e 
omme sous-ensemble de distributionsPropriété 4.6 Soit T un arbre résistif uniformément borné. Si les résistan
es de l'arbrein�ni véri�ent
(2−nAnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N), (4.10)alors les hypothèses (4.1) et (4.2) sont véri�ées et

γ0(H
1(T )) ⊂ A−∞(Γ).Démonstration : Soit T un arbre résistif uniformément borné véri�ant (4.10). L'hy-pothèse (4.1) est véri�ée 
ar les dissymétries relatives sont toutes bornées par 1. Enprenant par exemple s1 = 1/2, l'hypothèse (4.2) est elle aussi trivialement véri�ée 
ar

(2−nAnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ∞(N). �Ces deux résultats permettent de donner une série d'exemples d'arbres non réguliers dontl'espa
e de tra
e est bien dé�ni. On rappelle que le 
as des arbres réguliers a été étudiédans l'arti
le du 
hapitre 3 où l'on a démontré que 
et espa
e de tra
e est un sous-ensemblede fon
tions de L2(Γ). Nous ne reviendrons pas là-dessus.4.1.2 Zoologie d'arbres non réguliersDans le 
adre d'arbres résistifs non réguliers ayant une résistan
e globale �nie, il n'ya pas de théorème général permettant, dans tous les 
as, de donner un sens à l'espa
e detra
e. L'espa
e de tra
e de 
ertains arbres très dissymétriques peut ne même pas avoir desens en tant que distribution. En revan
he, pour des arbres raisonnables, qui 
orrespondentd'ailleurs à 
eux que l'on ren
ontre en pratique, on véri�e que l'espa
e de tra
e γ0(H
1(T ))est bien un sous-ensemble de distributions. On va ainsi donner des exemples d'arbresrésistifs non réguliers pour lesquels γ0(H

1(T )) ⊂ A−∞(Γ). Mais, avant 
ela, 
ommençonspar énon
er deux lemmes sur 
ertaines propriétés des résistan
es.Lemme 4.7 Soient T 0 et T 1 deux arbres résistifs quel
onques dont les résistan
es sontnotées respe
tivement (r0
0, (r

0
nk)n∈N,k∈{0,...,2n−1}

) et (r1
0, (r

1
nk)n∈N,k∈{0,...,2n−1}

). On supposequ'on a la majoration suivante
r0
0 ≤ r1

0 et ∀n ∈ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, r0
nk ≤ r1

nk.Leurs résistan
es globales véri�ent alors
R0 ≤ R1.Démonstration : Commençons par démontrer, par ré
urren
e sur l'entier N , l'inégalitépour les sous-arbres �nis à N + 1 générations T 0

N et T 1
N . On pose à 
et e�et

HN :
(
r0
0 ≤ r1

0 et ∀n ≤ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, r0
nk ≤ r1

nk

)
⇒ R0

N ≤ R1
N ,ave
 R0

N et R1
N résistan
es équivalentes de T 0

N et T 1
N respe
tivement. L'initialisation esttriviale. On suppose alors l'hypothèse de ré
urren
e vraie à l'ordre N . Véri�ons que HN+1est vraie. On suppose que les résistan
es des deux arbres à N + 2 générations véri�ent

r0
0 ≤ r1

0 et ∀n ≤ N + 1, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, r0
nk ≤ r1

nk. 105



Chapitre 4. Cara
térisation de l'espa
e de tra
e pour des arbres non réguliersOn en revient alors à deux nouveaux arbres équivalents à N+1 générations dont les résis-tan
es de la dernière génération véri�ent l'inégalité voulue grâ
e à un 
al
ul de résistan
esen série et en parallèle. En e�et, en 
onsidérant les deux dernières générations de 
haquearbre T 0
N+1 et T 1

N+1, les 2N sous-arbres à deux générations de 
haque arbre sont 
ha
unrempla
és par une unique bran
he de résistan
e




r0
Nk +

1
1

r0
N+1,2k

+
1

r0
N+1,2k+1

r1
Nk +

1
1

r1
N+1,2k

+
1

r1
N+1,2k+1

,

k ∈ {0, . . . , 2N − 1}. Sous 
ette forme, il est 
lair que l'inégalité sur les résistan
es de ladernière génération des deux nouveaux arbres équivalents ainsi 
onstruits, est véri�ée. Lesrésistan
es des autres générations restant identiques, l'hypothèse de ré
urren
e s'appliquepour 
es deux nouveaux arbres équivalents à N + 1 générations. En remarquant alorsque leurs résistan
es équivalentes sont exa
tement R0
N+1 et R1

N+1, HN+1 est véri�ée. Unpassage à la limite permet de 
on
lure. �Nous donnons en�n un lemme sur l'expression des résistan
es globales des sous-arbresin�nis Tnk dans le 
adre d'arbre régulier. C'est une simple généralisation de la remarque3.14 du 
hapitre 3.Lemme 4.8 Soit T un arbre résistif régulier et Tnk le sous-arbre in�ni de ra
ine Xnk.Alors
R0

nk = R1
nk =

+∞∑

p=0

rn+1+p

2p
= 2n+1

+∞∑

p=n+1

rp

2p
.Démonstration : Il s'agit seulement d'appliquer la formule de la remarque 3.14 au 
asdes arbres réguliers T 0

nk et T 1
nk. �Arbres non réguliers sous-géométriquesOn peut alors donner un premier exemple d'arbre 
onvenable. En pratique, la plupartdes arbres étudiés rentreront dans le 
adre de 
et exemple. Il s'agit i
i de reprendre lapropriété 3.42 de l'arti
le du 
hapitre 3 en la démontrant.Propriété 4.9 Soit T un arbre résisitif non régulier. S'il existe C > 0 tel que

∀n ∈ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, rnk ≤ Cβn,ave
 0 < β < 2, alors
γ0(H

1(T )) ⊂ A−∞(Γ).106



4.1. Un espa
e de tra
e 
omme sous-ensemble de distributionsDémonstration : On note Tgéom l'arbre géométrique de loi r0βn et Rgéom sa résis-tan
e globale asso
iée. D'après la propriété 4.6, il su�t de montrer que T est un arbrerésistif uniformément borné et que l'hypothèse (4.10) est véri�ée. Ces deux propriétés sontévidentes en appliquant le lemme 4.7. La résistan
e globale est �nie 
ar
R ≤ CRgéom,et β < 2 (voir la remarque 3.14 pour le 
al
ul de la résistan
e globale d'un arbre géomé-trique). En notant alors Tgéomnk le sous-arbre de Tgéom de ra
ine Xnk et

(R0
nk)

géom = (R1
nk)

géom = R
géom
nk les deux résistan
es globales asso
iées, on obtient, enutilisant les lemmes 4.7 et 4.8,
R0

nk +R1
nk ≤ 2CR

géom
nk

≤ C ′βn,
(4.11)ave
 C ′ =

4Cr0β

2 − β
. Ainsi, T est un arbre résistif uniformément borné. De plus, en utilisantl'inégalité 
i-dessus, on obtient aussi

2−nAnk ≤ 2−n
√
C ′β

n
2

√
C ′

(√
β

2

)n

.L'hypothèse β < 2 permet de 
on
lure. En e�et
((√

β

2

)n)

n∈N,k∈{0,...,2n−1}

∈ ℓ2(N) ⇔
∑
n∈N

2n−1∑
k=0

(
β

4

)n

< +∞

⇔ β < 2,
e qui a
hève la démonstration. �Arbres non réguliers sous-fra
tionnairesUn autre exemple type d'arbres résistifs non réguliers peut être étudié de la mêmefaçon.Propriété 4.10 Soit T un arbre résistif non régulier. S'il existe C > 0 tel que
∀n ∈ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, rnk ≤ C

2n

nβ
,ave
 β > 2, alors

γ0(H
1(T )) ⊂ A−∞(Γ).Remarque 4.11 La propriété 4.9 entre dans le 
adre de 
elle-
i. Nous l'avons tout demême énon
ée 
ar elle modélise mieux le 
as du poumon humain. 107



Chapitre 4. Cara
térisation de l'espa
e de tra
e pour des arbres non réguliersDémonstration : Là en
ore, d'après la propriété 4.6, il su�t de montrer que T estun arbre résistif uniformément borné et que l'hypothèse (4.10) est véri�ée. Le lemme 4.7
ombiné ave
 β > 1 assure le 
ara
tère uniformément borné. En e�et, en utilisant toujoursla remarque 3.14 et en notant T rég l'arbre régulier de loi fra
tionnaire 2n

nβ
et de résistan
eglobale asso
iée Rrég, R véri�e alors l'inégalité suivante

R ≤ CRrég
≤ C

∑
n≥0

1

nβ
.

R est don
 bien �nie si β > 1. Un 
al
ul similaire utilisant le lemme 4.8 permet de 
on
lureque T est un arbre régulier uniformément borné. En e�et, on obtient, pour tout n ∈ N ettout k ∈ {0, . . . , 2n − 1},
R0

nk ≤ CR
rég
nk

≤ C2n+1
∑

p≥n+1

1

pβ
.

(4.12)Ainsi T est bien un arbre régulier uniformément borné. Il reste alors à véri�er l'hypothèse(4.10) qui, elle, ne sera véri�ée que si β > 2. En e�et, en reprenant le 
al
ul (4.12) et ense souvenant que β > 1, on obtient
R0

nk ≤ C2n+1
∑

p≥n+1

p∫
p−1

dt

tβ

≤ C

β − 1
2n+1

∑

p≥n+1

(
1

(p− 1)β−1
− 1

pβ−1

)

≤ C ′ 2n

nβ−1ave
 C ′ =
2C

β − 1
. L'inégalité 
i-dessus étant aussi véri�ée par R1

nk, on obtient
∑

n∈N

2n−1∑

k=0

2−2nA2
nk ≤ 2C ′

∑

n≥0

1

nβ−1
.Ainsi, l'hypothèse (4.10) est bien véri�ée dès lors que β > 2, 
e qui a
hève la démonstra-tion. �Dans 
ette partie, on a donné un 
ertains nombres d'exemples d'arbres non réguliers pourlesquels l'espa
e de tra
e a un sens en tant que sous-ensemble de distributions. Quelleshypothèses sur les résistan
es de l'arbre doit-on imposer en plus pour que 
et espa
e detra
e soit un sous-ensemble de fon
tions ?108



4.2. Un espa
e de tra
e 
omme sous-ensemble de fon
tions4.2 Un espa
e de tra
e 
omme sous-ensemble de fon
-tions4.2.1 Des 
onditions su�santes d'appartenan
eDans l'arti
le du 
hapitre 3, dans le 
as parti
ulier d'arbre régulier, la propriété 3.36assure que l'espa
e de tra
e est bien dé�ni et qu'il 
orrespond même à un sous-ensemblede fon
tions de L2(Γ). On généralise i
i 
ela à des arbres non réguliers. Contrairementau 
as régulier, l'hypothèse seule de résistan
e globale �nie ne su�t plus à assurer uneappartenan
e à L2(Γ).Théorème 4.12 Soit T un arbre non régulier uniformément borné . Si les résistan
es de
et arbre véri�ent les trois hypothèses suivantes
(2−nAnkDnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N), (4.13)
(2−

n
2Ank)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ∞(N), (4.14)

(2−n

+∞∑

r=1

2r−1∑

s=0

2−2rA2
n+r,2rk+sD

2
n+r,2rk+s)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ1(N), (4.15)alors γ0 est 
ontinu de (F, ‖.‖H1(T )) dans (L2(Γ), ‖.‖L2(Γ)). Comme 
onséquen
e, il peutêtre étendu par densité à un opérateur dans L(H1(T ), L2(Γ)).Remarque 4.13 L'hypothèse (4.13) assure que la somme in�nie de l'hypothèse (4.15) abien un sens 
ar il s'agit alors de sommer sur un sous-ensemble d'entiers. En e�et, dansun 
as, on somme sur les noeuds de l'arbre in�ni tout entier tandis que dans l'autre 
as,on ne somme que sur les noeuds du sous-arbre in�ni Tnk pour n ∈ N et k ∈ {0, . . . , 2n−1}�xés.Démonstration : Il s'agit i
i de reprendre les idées de la démonstration de la propriété3.36 en les adaptant au 
as non régulier. En e�et, la famille (γ0(ϕ0), (γ0(ϕnk))n∈N,k∈{0,...,2n−1}

)n'étant alors plus L2-orthogonale, les produits s
alaires font apparaître des termes extra-diagonaux 
omme nous l'avons vu dans les lemmes 4.4 et 4.5. Soit p ∈ F . En remarquantque p − p(o)1T ∈ F ∩ H1(T ) et en appliquant le lemme 3.25 (R est �nie d'après leshypothèses), il existe p0 ∈ H1
0 (T ) et ph ∈ H1

∆(T ), véri�ant (p0, ph)1 = 0 et
p = p(o)1T + p0 + ph.Remarquons tout de suite qu'un tel 
hoix impose p0(o) = −ph(o). Comme p ∈ F ,la 
omposante harmonique ph ∈ F ∩ H1

∆(T ) et ainsi il existe N ∈ N et des réels(
d0, (dnk)n≤N,k∈{0,...,2n−1}

) tels que
ph = d0ϕ0 +

N∑

n=0

2n−1∑

k=0

dnkϕnk. 109



Chapitre 4. Cara
térisation de l'espa
e de tra
e pour des arbres non réguliersPour démontrer la 
ontinuité de γ0 de (F, ‖.‖H1(T )) dans (L2(Γ), ‖.‖L2(Γ)), véri�ons qu'ilexiste C > 0 indépendant de p tel que
||γ0(p)||L2(Γ) ≤ C||p||H1(T ).Par dé�nition de la norme H1 et en 
ombinant l'égalité |p|1 = |p− p(o)1T |1 et le lemme3.25, on obtient

||p||2H1(T ) = c(o)p(o)2 + |p0|21 + |ph|21.
(
Φ0, (Φnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1}

) étant une base de L2(Γ), on a
||γ0(p)||2L2(Γ) = c0(γ0(p))

2 +
+∞∑

n=0

2n−1∑

k=0

cnk(γ0(p))
2,ave
 c0(γ0(p)) et cnk(γ0(p)) produits s
alaires de γ0(p) ave
 
ette base. En remarquantque c0(γ0(p(o)1T )) = p(o), on obtient, en utilisant le lemme 4.5,

c0(γ0(p)) = p(o) + d0

√
r0 +

N∑

n=0

2n−1∑

k=0

dnk2
−n−1AnkDnk.Le même raisonnement donne pour cnk(γ0(p)), en utilisant toujours le lemme 4.5,

cnk(γ0(p)) = cnk(γ0(ph))

= dnk2
−n

2
−1Ank +

N−n∑
r=1

2r−1∑
s=0

(−1)E( s
2r−1

)+12−
n
2
−r−1dn+r,2rk+sAn+r,2rk+sDn+r,2rk+s,si n ≤ N , 0 sinon. Comme pour la démonstration du théorème 4.2, on pro
ède en deuxétapes en majorant d'abord c0(γ0(p))

2 puis cnk(γ0(p))
2. L'inégalité de Cau
hy-S
hwarz
ombinée ave
 |ph|21 =

∑N
n=0

∑2n−1
k=0 d2

nk donne
c0(γ0(p))

2 ≤ 2
(
d0
√
r0 + p(o)

)2
+ 2

(
N∑

n=0

2n−1∑
k=0

dnk2
−n−1AnkDnk

)2

≤ 4p(o)2 + 4r0d
2
0 +

1

2
|ph|21

(
N∑

n=0

2n−1∑

k=0

2−2nA2
nkD

2
nk

)
.L'hypothèse (4.13) permet alors d'obtenir la majoration du premier terme

c0(γ0(p))
2 ≤ 4p(o)2 + 4r0d

2
0 +

1

2
|ph|21 ||2−nAnkDnk||2ℓ2(N). (4.16)Majorons alors le deuxième terme. L'inégalité de Cau
hy-S
hwarz donne

|cnk(γ0(p))| ≤ 1

2



|dnk|2−
n
2Ank + 2−

n
2

(
N−n∑

r=1

2r−1∑

s=0

|dn+r,2rk+s|2
)1

2

×
(

N−n∑
r=1

2r−1∑
s=0

2−2rA2
n+r,2rk+sD

2
n+r,2rk+s

) 1
2

]
.110



4.2. Un espa
e de tra
e 
omme sous-ensemble de fon
tionsEn passant au 
arré, en remarquant que (
∑N−n

r=1

∑2r−1
s=0 |dn+r,2rk+s|2)1/2 ≤ |ph|1 et en ap-pliquant l'hypothèse (4.14), on obtient

|cnk(γ0(p))|2 ≤ |dnk|2 ||2−n
2Ank||2ℓ∞(N)

+|ph|21
(

2−n
N−n∑
r=1

2r−1∑
s=0

2−2rA2
n+r,2rk+sD

2
n+r,2rk+s

)
.

(4.17)En 
ombinant la remarque 4.13 et l'hypothèse (4.15), (cnk(γ0(p)))n∈N,k∈{0,...,2n−1] ∈ ℓ2(N)et
‖cnk(γ0(p))‖2

ℓ2(N) ≤
(
‖2−n

2Ank‖2
ℓ∞(N) + ‖2−n

+∞∑

r=1

2r−1∑

s=0

2−2rA2
n+r,2rk+sD

2
n+r,2rk+s‖ℓ1(N)

)
|ph|21.Ainsi, en notant C1 la somme des deux normes ℓ∞ et ℓ1 
i-dessus et en se rappelant (4.16),on a majoré ||γ0(p)||L2(Γ) par

||γ0(p)||2L2(Γ) ≤ 4p(o)2 + 4r0d
2
0 + (C1 + C2)|ph|21, (4.18)ave
 C2 = 1/2‖2−nAnkDnk‖2

ℓ2(N). Comme dans la démonstration de la propriété 3.36, ils'agit alors de remarquer que d2
0r0 = ph(o)

2 = p0(o)
2 et d'appliquer l'inégalité de Poin
aréà p0 (voir la propriété 3.21), pour obtenir

d2
0r0 ≤ C|p0|21.Ainsi, l'inégalité (4.18) devient

||γ0(p)||2L2(Γ) ≤ 4p(o)2 + 4C|p0|21 + (C1 + C2)|ph|21
≤ C ′||p||2H1(T ),
e qui a
hève la démonstration. �Sous des hypothèses en
ore plus fortes sur les résistan
es de l'arbre non régulier, on peutmême dé�nir l'espa
e de tra
e 
omme un sous-ensemble de As(Γ) (voir la dé�nition 3.39).Corollaire 4.14 Soit T un arbre non régulier. Si les résistan
es de 
et arbre véri�entl'hypothèse (4.13) et s'il existe s > 0 tel que

(2n(s− 1
2
)Ank)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ∞(N), (4.19)et

(2n(2s−1)
+∞∑

r=1

2r−1∑

s=0

2−2rA2
n+r,2rk+sD

2
n+r,2rk+s)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ1(N), (4.20)alors γ0 est 
ontinu de (F, ‖.‖H1(T )) dans (As(Γ), ‖.‖As(Γ)). Comme 
onséquen
e, il peutêtre étendu par densité à un opérateur dans L(H1(T ), As(Γ)).Remarque 4.15 On retombe exa
tement sur le théorème 4.12 en prenant s = 0. 111



Chapitre 4. Cara
térisation de l'espa
e de tra
e pour des arbres non réguliersDémonstration : C'est une simple adaptation de la démonstration 
i-dessus. On re-prendra don
 les mêmes notations. Il faut 
ette fois-
i véri�er l'existen
e d'une 
onstante
C > 0 indépendante de p telle que

||γ0(p)||As(Γ) ≤ C||p||H1(T )ave

||γ0(p)||2As(Γ) = c0(γ0(p))

2 +

N∑

n=0

2n−1∑

k=0

22nscnk(γ0(p))
2.La majoration (4.16) de c0(γ0(p))

2 
onvient. Le même raisonnement, en utilisant 
ettefois-
i l'hypothèse (4.19), 
onduit à rempla
er dans (4.17) −1/2 par s − 1/2 et −1 par
2s− 1. On obtient alors
22ns|cnk(γ0(p))|2 ≤ |dnk|2||2n(s− 1

2
)Ank||2ℓ∞(N)+|ph|21

(
2n(2s−1)

N−n∑

r=1

2r−1∑

s=0

2−2rA2
n+r,2rk+sD

2
n+r,2rk+s

)
.En utilisant alors l'hypothèse (4.20), on obtient

‖(2nscnk(γ0(p)))n,k‖2
ℓ2(N) ≤ |ph|21

(
||2n(s− 1

2
)Ank||2ℓ∞(N) + ||2n(2s−1)

+∞∑
r=1

2r−1∑
s=0

2−2rA2
n+r,2rk+sD

2
n+r,2rk+s||ℓ1(N)

)
.En 
ombinant 
ette inégalité ave
 (4.16), on obtient

||γ0(p)||2As(Γ) ≤ 4p(o)2 + 4r0f
2
0 + C|ph|21.Le même raisonnement permet alors de 
on
lure. �

4.2.2 Zoologie d'arbres non réguliersNous allons reprendre i
i l'exemple d'arbres non réguliers sous-géométriques. Quelleshypothèses doivent véri�er les résistan
es de tels arbres pour avoir un espa
e de tra
e plusrégulier ? Le 
as des arbres réguliers a déjà été traité dans le 
hapitre pré
édent et la seulehypothèse d'une résistan
e globale �nie assure un espa
e de tra
e 
omme sous-ensemblede fon
tions.Remarque 4.16 D'après le lemme 4.7 et la propriété 3.40 sur les arbres géométriques,il est fa
ile de 
onnaître la régularité As d'un arbre régulier dont les résistan
es véri�ent
∀n ∈ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, rn ≤ Cαn,ave
 0 < α < 2. La famille (γ0(ϕ0), (γ0(ϕnk))n∈N,k∈{0,...,2n−1}

) étant L2-orthogonale et
haque norme pouvant être majorée par la norme asso
iée de l'arbre géométrique sous-ja
ent, on obtient la même régularité As que pour 
et arbre géométrique, à savoir
γ0(H

1(T )) ⊂ As(Γ),ave
 s = 1/2− lnα/2 ln 2. Il est évident qu'il ne s'agit i
i que d'une in
lusion et pas d'une
ara
térisation 
omme pour l'arbre géométrique sous-ja
ent (voir la propriété 3.40).112



4.2. Un espa
e de tra
e 
omme sous-ensemble de fon
tionsEtudions alors les arbres non réguliers sous-géométriques.Propriété 4.17 Soit T un arbre résistif non régulier. On suppose qu'il existe C > 0 telque
∀n ∈ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, rnk ≤ Cβn,ave
 0 < β < 2.� Si 0 < β < 1, alors
γ0(H

1(T )) ⊂ L2(Γ) et γ0(H
1(T )) ⊂ As(Γ),ave
 s < − ln β/2 ln 2.� Si 0 < β < 2 et si les dissymétries relatives véri�ent

∀n ∈ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, |Dnk| ≤ C ′2−
n
2 , (4.21)ave
 C ′ > 0, alors

γ0(H
1(T )) ⊂ L2(Γ) et γ0(H

1(T )) ⊂ As(Γ),ave
 s < 1/2 − ln β/2 ln 2.Remarque 4.18 Si 1 ≤ β < 2, on sait d'après la propriété 4.9 que
γ0(H

1(T )) ⊂ A−∞(Γ),sans 
ondition sur les dissymétries relatives. Par 
ontre, si les dissymétries relatives nevéri�ent au
une 
ondition, γ0(H
1(T )) peut ne pas être un ensemble de fon
tions. A l'in-verse, si 0 < β < 1, il n'est pas né
essaire d'imposer des 
onditions sur les dissymétriesrelatives pour avoir un espa
e de fon
tions.Démonstration : Soit 0 < β < 2. L'hypothèse (4.13) est véri�ée sans hypothèse sur lesdissymétries relatives. En e�et, pour le démontrer, il su�t de 
ombiner la démonstration dela propriété 4.9 où l'on montre que (2−nAnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N) ave
 une majorationdes dissymétries par un. Démontrons alors que l'hypothèse (4.19) est véri�ée ave
 s <

1/2− ln β/2 ln 2. Cela impliquera automatiquement que l'hypothèse (4.14) est, elle aussi,véri�ée ainsi que l'hypothèse (4.19) ave
 s < − ln β/2 ln 2. En reprenant l'inégalité (4.11)sur Ank, on obtient
|2n(s− 1

2
)Ank| ≤ C

(
2s− 1

2β
1
2

)nqui est bornée 
ar le 
hoix de s implique 2n(s− 1
2
) < β−n

2 . Pour la démonstration de ladernière hypothèse, séparons les 
as 0 < β < 1 et 0 < β < 2 ave
 
ondition sur lesdissymétries relatives. Si 0 < β < 1, on obtient en majorant 
es dernières par un et enreprenant l'inégalité (4.11),
|2n(2s−1)

+∞∑
r=1

2r−1∑
s=0

2−2rA2
n+r,2rk+sD

2
n+r,2rk+s| ≤ C

(
β

21−2s

)n +∞∑
r=1

2r−1∑
s=0

(
β

4

)r

≤ C

(
β

21−2s

)n

. 113



Chapitre 4. Cara
térisation de l'espa
e de tra
e pour des arbres non réguliersOr
‖
(
βn2n(2s−1)

)
n∈N,k∈{0,...,2n−1}

‖ℓ1(N) =
∑

n≥0

(
β22s

)n
,don
, il faut imposer s < − ln (β)/2 ln (2) pour avoir la 
onvergen
e. On vient ainsi devéri�er, pour 0 < β < 1, que

γ0(H
1(T )) ⊂ As(Γ) ⊂ L2(Γ),ave
 s < − ln (β)/2 ln (2). On suppose alors pour �nir 0 < β < 2 et la 
ondition (4.21) surles dissymétries relatives véri�ée. En reprenant les 
al
uls 
i-dessus mais en remplaçantla majoration par un des dissymétries relatives par C ′2−

n
2 , on obtient

|2−n+2sn
+∞∑
r=1

2r−1∑
s=0

2−2rA2
n+r,2rk+sD

2
n+r,2rk+s| ≤ C

(
β

22−2s

)n +∞∑
r=1

2r−1∑
s=0

(
β

8

)r

≤ C

(
β

22−2s

)n

.Or
‖
(
βn2n(2s−2)

)
n∈N,k∈{0,...,2n−1}

‖ℓ1(N) =
∑

n≥0

(
β22s

)n
,qui 
onverge bien si s < 1/2 − lnβ/2 ln 2, 
e qui a
hève la démonstration. �
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Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaireDans 
e qui pré
ède, nous avons étudié la modélisation des voies aériennes du pou-mon humain depuis les 
onduits supérieurs jusqu'aux alvéoles. Ces alvéoles, 
omme 
elaa été dé
rit dans le 
hapitre 1, sont plongées dans un milieu vis
o-élastique appelé leparen
hyme. Ce dernier permet la séparation des alvéoles et des 
apillaires sanguins. Deplus, de par la présen
e au sein de 
elui-
i de nombreuses �bres élastiques, le paren
hymepermet aussi l'expansion du poumon humain lors de l'inspiration et assure la rétra
tionde 
e dernier lors de l'expiration. L'étude du r�le des 
apillaires sanguins dans la respira-tion ne sera pas abordée dans 
ette thèse (on pourra par exemple se reporter aux arti
lessuivants [39, 40, 41, 42℄ et à la thèse [43℄). Le but de 
e 
hapitre est d'étudier 
ertainespropriétés du modèle monodimensionnel obtenu dans [11℄. Ce modèle 
ouple un milieuélastique troué par les alvéoles et l'arbre dyadique résistif qui les relie les unes aux autres.Lorsque le nombre de générations de l'arbre tend vers l'in�ni, on obtient un modèle mono-dimensionnel ave
 un terme dissipatif non lo
al dont on se propose d'étudier i
i 
ertainse�ets. L'étude des propriétés élastiques et vis
o-élastiques du poumon humain a donnélieu à de nombreux arti
les 
es dernières années. Certains auteurs basent leur appro
hesur des systèmes masse-ressort dis
rets (
omme par exemple [44, 45, 46, 47℄), d'autresproposent des modélisations au niveau 
ontinu (voir, par exemple, [48, 49℄). Le modèleintroduit dans [11℄ permet, lui, l'étude des e�ets non-lo
aux dûs à une 
ir
ulation de �uidedans une stru
ture arbores
ente au sein d'un milieu élastique. Dans les deux premièresse
tions, nous expli
itons 
e modèle et véri�ons qu'il est bien posé. Nous donnons ensuiteune estimation de la vitesse de 
onvergen
e lorsque le nombre de générations tend versl'in�ni. En�n, nous faisons une étude du 
omportement en temps long. Tout au long de
e 
hapitre, l'arbre est supposé être au moins régulier, 
'est-à-dire ave
 des résistan
es
onstantes par générations. Dans la première se
tion, nous rappelons les résultats de [11℄,que nous ne détaillerons pas. Ce 
hapitre a fait l'objet d'une 
ollaboration ave
 CélineGrandmont.5.1 Modèle 1D du paren
hyme pulmonaireOn expli
ite dans 
ette se
tion le modèle du paren
hyme 1D. Le modèle 
her
hé permetde prendre en 
ompte à la fois le 
ara
tère élastique du milieu et la présen
e de l'arbredyadique qui induit un e�et non-lo
al en 
ouplant toutes les po
hes d'air.5.1.1 Le modèle dis
retPrésentons su

in
tement 
e modèle : 
haque sortie de l'arbre est reliée à une alvéole,elle même délimitée par deux masses su

essives 
onne
tées entre elles par un ressort (voirla �gure 5.1). On obtient ainsi une su

ession de masses SN
i et d'alvéoles TN

i , les alvéolesétant liées par l'arbre dyadique à N + 1 générations et les masses par des ressorts ayantmême raideur kN .NotationsA�n d'étudier le 
omportement d'un tel système, pré
isons un peu les notations. Onpeut supposer sans perte de généralité et pour simpli�er les notations que L = 1 et ainsi118



5.1. Modèle 1D du paren
hyme pulmonairePSfrag repla
ements

L

xN
0

SN
i−1

xN
i−1

TN
i−1

SN
i
xN

i

TN
i

SN
i+1
xN

i+1

TN
i+1

xN
2N

kN

Fig. 5.1 � Le système masse-ressort-arbre.
I =]0, 1[. On note en
ore N + 1 le nombre de générations de l'arbre dyadique. En posantalors hN = 2−N , on dé�nit xN

i = ihN , pour tout i ∈ {0, . . . , 2N}. Les masses seront alorsnotées
SN

i =]xN
i − 1

2
hNαS, x

N
i +

1

2
hNαS[, i ∈ {1, . . . , 2N − 1},

SN
0 =]xN

0 , x
N
0 +

1

2
hNαS[, SN

2N =]xN
2N − 1

2
hNαS, x

N
2N [,ave
 αS la proportion de solide. Les alvéoles 
orrespondent alors aux trous entre les masses,à savoir

TN
i =]xN

i +
1

2
hNαS, x

N
i+1 −

1

2
hNαS[, i ∈ {0, . . . , 2N − 1}.En�n, 
haque masse est 
onne
tée à 
es deux masses voisines par un ressort de mêmeraideur kN . On note alors uN

i (t), i ∈ {0, . . . , 2N} le dépla
ement de xN
i au temps t et

pN
i (t), i ∈ {0, . . . , 2N − 1} la pression au temps t à la sortie i de l'arbre dyadique à N + 1générations. L'alvéole TN

i étant en 
onne
tion dire
te ave
 la sortie i de l'arbre, pN
i (t) estaussi la pression dans 
ette alvéole.For
es exer
ées sur la masse SN

iA�n d'appliquer la relation fondamentale de la dynamique à 
haque masse SN
i pour

i ∈ {1, . . . 2N − 1}, expli
itons les for
es exer
ées sur SN
i pour un i �xé :

⋆ Les for
es élastiques dues à la présen
e des masses voisines.La for
e de rappel élastique exer
ée par la masse SN
i−1 sur SN

i est−kN

(
uN

i (t) − uN
i−1(t)

).De même, 
elle exer
ée par la masse SN
i+1 sur SN

i est −kN

(
uN

i (t) − uN
i+1(t)

). Ainsi,l'ensemble des for
es élastiques agissant sur SN
i est

kN

(
uN

i+1(t) − 2uN
i (t) + uN

i−1(t)
)
. 119



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaire
⋆ Les for
es de pression dues à la présen
e des alvéoles.De 
haque 
�té de la masse SN

i , la présen
e de �uide dans les deux alvéoles TN
i−1 et

TN
i impose des for
es de pression de 
haque 
�té valant

−pN
i (t) + pN

i−1(t).

⋆ Une for
e extérieure massique. On note de plus fN
i une for
e extérieure donnéeappliquée sur SN

i .On peut alors appliquer la relation fondamentale de la dynamique à 
haque masse SN
ipour un i �xé dans {1, . . . , 2N − 1}. On obtient ainsi

mN ü
N
i (t) − kN

(
uN

i+1(t) − 2uN
i (t) + uN

i−1(t)
)

+
(
pN

i (t) − pN
i−1(t)

)
= mNf

N
i (t). (5.1)Présen
e de l'arbre dyadiqueL'arbre dyadique permet de lier les pressions pN

i (t) aux dérivées des dépla
ements parl'intermédiaire de la matri
e AN dé�nie par 2.5. En e�et, en se rappelant la propriété 2.3,la pression pN
i (t), i ∈ {0, . . . 2N − 1}, est reliée linéairement au �ux rentrant à la sortie ipar

pN
i (t) =

2N−1∑

j=0

AN
ij q

N
j (t),où qN

j (t) est le �ux rentrant à la sortie j au temps t. Il s'agit alors de remarquer que le�ux rentrant dans l'arbre dyadique à la sortie j au temps t est en fait exa
tement, le �uideétant supposé in
ompressible, l'opposé de la dérivée du volume, à savoir
qN
j (t) = −(u̇N

j+1(t) − u̇N
j (t)). (5.2)Finalement, les for
es de pression exer
ées sur la masse SN

i sont de la forme
−(pN

i (t) − pN
i−1(t)) = −




2N∑

j=1

AN
i−1,j−1(u̇

N
j (t) − u̇N

j−1(t)) −
2N∑

j=1

AN
i,j−1(u̇

N
j (t) − u̇N

j−1(t))



 .Système d'équations di�érentielles ordinairesEn prenant en 
ompte la présen
e de l'arbre dyadique qui 
ouple tous les dépla
ements,l'équation (5.1) devient, pour i ∈ {1, . . . , 2N − 1} �xé,
mN ü

N
i (t) − kN

(
uN

i+1(t) − 2uN
i (t) + uN

i−1(t)
)
+(

2N∑
j=1

AN
i−1,j−1(u̇

N
j (t) − u̇N

j−1(t)) −
2N∑
j=1

AN
i,j−1(u̇

N
j (t) − u̇N

j−1(t))

)
= mNf

N
i (t).(5.3)Supposant que les deux extrémités du segment ]0, 1[ sont �xes, on a

uN
0 (t) = uN

2N (t) = 0, ∀t ∈ [0, T ]. (5.4)120



5.1. Modèle 1D du paren
hyme pulmonaireEn 
onsidérant les 
onditions initiales suivantes
uN

i (0) = uN
i,0 et u̇N

i (0) = uN
i,1 pour 0 ≤ i ≤ 2N , (5.5)ave
 (uN

i,α

)
0≤i≤2N

, α ∈ {0, 1} �xé satisfaisant les 
onditions de 
ompatibilité
uN

0,α = uN
2N ,α = 0, les équations (5.3) (5.4) et (5.5) dé�nissent un système d'équationsdi�érentielles ordinaires.Remarque 5.1 La présen
e de l'arbre, en 
ouplant tous les dépla
ements, induit un e�etde dissipation non-lo
ale.Propriété 5.2 Soit T > 0. En supposant que (fN

i

)
1≤i≤2N−1

∈ (L2(0, T ))
2N−1, il existeune unique solution (uN

i

)
0≤i≤2N ∈ (H2(0, T ))

2N+1 du problème dé�ni par l'équation (5.3),les 
onditions aux bords (5.4) et les 
onditions initiales (5.5).Démonstration : La démonstration de l'existen
e et l'uni
ité pour un système d'équa-tions di�érentielles ordinaires est standard. �Remarque 5.3 L'hypothèse d'arbre régulier n'intervient pas i
i ; tout 
e qui vient d'êtrefait se généralise don
 aux arbres non réguliers.5.1.2 ReformulationComme 
ela a été fait dans la se
tion 2.2, le nombre important d'alvéoles justi�e unpassage à la limite en faisant tendre le nombre de générations de l'arbre vers l'in�ni. Unepremière étape est alors de reformuler l'équation di�érentielle ordinaire en une équationaux dérivées partielles. Les di�érents ve
teurs uN, pN et qN vont ainsi être identi�és àdes fon
tions dé�nies sur [0, 1].On 
ommen
e par introduire les deux espa
es fon
tionnels suivants : un espa
e de fon
tionsa�nes par mor
eaux sur [0, 1] respe
tant la subdivision
(CN

i )0≤i≤2N−1, CN
i =]ihN , (i + 1)hN [ et un espa
e de fon
tions 
onstantes par mor
eauxsur la même subdivision. On note VN et MN 
es deux espa
es dé�nis 
omme suit :

VN =

{
v : [0, 1] → R, v est une fon
tion 
ontinue sur [0, 1],
v est une fon
tion a�ne sur CN

i pour i ∈ {0, . . . , 2N − 1} et v(0) = v(1) = 0

}et
MN =

{
µ : ]0, 1[→ R, µ est une fon
tion 
onstante par mor
eaux sur ]0, 1[qui respe
te la subdivision (CN

i )0≤i≤2N−1

}
.On 
onsidère alors les fon
tions uN et pN dé�nies par, pour tout t ∈]0, T [,

uN(t, .) ∈ VN ave
 uN(t, xN
i ) = uN

i (t), i ∈ {0, . . . , 2N} 121



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaireet
pN(t, .) ∈MN ave
 pN(t, xN

i ) = pN
i (t), i ∈ {0, . . . , 2N − 1}.En remarquant alors que

∂xu
N(t, x) =

uN(t, xN
i+1) − uN(t, xN

i )

hN

, x ∈ CN
i ,

∂xp
N(t, x) =

2N−1∑
i=0

(
pN(t, xN

i+1) − pN (t, xN
i )
)
δxN

i
(x) sur D′(0, 1),

(5.6)la première impliquant
∂xxu

N(t, x) =
2N−1∑

i=1

uN(t, xN
i+1) − 2uN(t, xN

i ) + uN(t, xN
i−1)

hN

δxN
i
(x) sur D′(0, 1),l'équation di�érentielle ordinaire (5.3) devient, en sommant sur l'ensemble des indi
es

i ∈ {1, . . . , 2N − 1},
mN

2N−1∑
i=1

∂ttu
N(t, xN

i )δxN
i
(x) − kNhN∂xxu

N(t, x) + ∂xp
N(t, x)

= mN

2N−1∑
i=1

fN
i (t)δxN

i
(x).Là en
ore, il faut prendre en 
ompte la présen
e de l'arbre dyadique. En 
ombinantl'équation (5.2) et l'expression (5.6) de la dérivée de ∂xu

N , on obtient pour le �ux
qN
i = −

(
∂tu

N(t, xN
i+1) − ∂tu

N(t, xN
i )
)

= −
∫

CN
i

∂x∂tu
N(t, y)dy, pour tout 0 ≤ i ≤ 2N − 1.En utilisant alors la propriété 2.25, l'expression de la pression devient

pN(t, x) = −
1∫

0

KN(x, y)∂y∂tu
N(t, y)dy.Ainsi, uN satisfait l'équation aux dérivées partielles suivante pour tout t ∈ [0, T ]

mN

2N−1∑
i=1

∂ttu
N(t, xN

i )δxN
i
(x) − kNhN∂xxu

N(t, x) − ∂x∂t

1∫
0

KN (x, y)∂yu
N(t, y)dy

= mN

2N−1∑
i=1

fN
i (t)δxN

i
(x).

(5.7)Remarque 5.4 Là en
ore, tout 
e qui vient d'être fait se généralise au 
as d'arbres nonréguliers, le noyau KN pouvant toujours être dé�ni (voir la remarque 2.31).Il est alors possible, ave
 
ette équation aux dérivées partielles, d'étudier le 
omportementde uN quand N tend vers l'in�ni, 
'est-à-dire quand le nombre de générations de l'arbredyadique sous-ja
ent et le nombre d'alvéoles tendent vers l'in�ni.122



5.1. Modèle 1D du paren
hyme pulmonaire5.1.3 Le modèle limiteOn étudie i
i le 
omportement de uN quand N tend vers l'in�ni. Il est montré dansl'arti
le [11℄ que, en faisant des hypothèses standards de régularité sur la for
e extérieureet sur les 
onditions initiales, une hypothèse de 
onvergen
e de l'arbre dyadique sous-ja
ent et une dernière hypothèse sur la raideur kN des ressorts, la suite (uN
)

N∈N

onvergeen un 
ertain sens vers la solution faible u de l'équation aux dérivées partielles suivante :

ραS∂ttu(t, x) − k∂xxu(t, x) − ∂x∂t

1∫

0

K(x, y)∂yu(t, y)dy = ραSf(t, x), (5.8)où ρ est la densité de masse du solide (qui est supposée être 
onstante) et
k = kNhN . (5.9)On peut remarquer que l'hypothèse (5.9) impose que la raideur des ressorts se 
omporte en

2N , soit l'inverse de la longeur de 
haque portion. Cette hypothèse impose en parti
ulierà l'énergie mé
anique de la 
haîne de ressorts d'être bornée. Plus pré
isément, on a lerésultat suivant :Théorème 5.5 On suppose qu'il existe f ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)), u0 ∈ H1
0 (0, 1) et u1 ∈

L2(0, 1) véri�ant
2N−1∑
i=1

fN
i (t)1SN

i
(x) ⇀ αSf dans L2(0, T ;L2(0, 1)),

2N−1∑
i=1

uN
i,11SN

i
(x) ⇀ αSu1 dans L2(0, 1),

uN
0 ⇀ u0 dans H1(0, 1).

(5.10)
On suppose de plus que l'équation (5.9) est véri�ée et que l'arbre supposé régulier 
onverge,
'est-à-dire ∑N

n=0

rn

2n

onverge. Alors la suite (uN

)
N∈N

solution de l'équation aux dérivéespartielles (5.7) qui satisfait de plus uN(0, xN
i ) = uN

i,0 et ∂tu
N(0, xN

i ) = uN
i,1 
onverge quand

N tend vers l'in�ni au sens suivant :
uN ⋆−⇀ u dans L∞(0, T ;H1

0(0, 1)),et
∂tu

N ⋆−⇀ ∂tu dans L∞(0, T ;L2(0, 1)), 123



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaireave
 u unique solution de (5.8) véri�ant u(0) = u0 et ∂tu(0) = u1 au sens suivant :




u ∈W 1,∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L∞(0, T ;H1
0(0, 1)),

ραS

T∫

0

1∫

0

u(t, x)∂ttϕ(t, x)dxdt+ k

T∫

0

1∫

0

∂xu(t, x)∂xϕ(t, x)dxdt

−
T∫

0

1∫

0

1∫

0

K(x, y)∂yu(t, y)∂xtϕ(t, x)dxdydt

= ραS

T∫

0

1∫

0

f(t, x)ϕ(t, x)dxdt+ ραS

1∫

0

u1(x)ϕ(0, x)dx

−ραS

1∫

0

u0(x)∂tϕ(0, x)dx+

1∫

0

1∫

0

K(x, y)∂xu0(y)∂xϕ(0, x)dxdy,

∀ϕ ∈ D([0, T [×]0, 1[).

(5.11)
Remarque 5.6 On peut remarquer que les deux premiers termes de l'équation (5.8) 
or-respondent en fait à l'équation des ondes provenant d'un système masse-ressort 
lassique.Le troisième terme est un terme de vis
osité non-lo
ale. Sa présen
e s'explique par 
ellede l'arbre dyadique qui 
ouple toutes les sorties.Démonstration : Nous n'entrerons pas i
i dans les détails de la démonstration pourlesquels on renvoie à l'arti
le [11℄. Nous n'indiquerons que les grandes étapes. La premièreétape est d'obtenir des estimations d'énergie sur (uN

)
N∈N

et (∂tu
N
)

N∈N
a�n de pouvoir enextraire des sous-suites qui 
onvergent faiblement. Plus pré
isément, sous les hypothèses(5.9) et (5.10), on véri�e que les suites (uN)N∈N et (∂tu

N)N∈N sont bornées respe
tivementdans L∞(0, T ;H1
0(0, 1)) et L∞(0, T ;L2(0, 1)). Pour 
ela, on multiplie l'équation (5.7) par

∂tu
N(t, x) et en intégrant par parties sur ]0, 1[, on obtient

mN

2

d

dt

2N−1∑

i=1

|∂tu
N(t, xN

i )|2 +
1

2
kNhN

d

dt
||∂xu

N(t, .)||2L2(I)

+

1∫

0

1∫

0

KN(x, y)∂x∂tu
N(t, x)∂y∂tu

N(t, y)dxdy = mN

2N−1∑

i=1

fN
i (t)∂tu

N(t, xN
i ).En utilisant alors ∫ 1

0

∫ 1

0
KN(x, y)∂x∂tu

N(t, x)∂x∂tu
N(t, y)dxdy ≥ 0, l'inégalité de Youngdans le se
ond membre et le lemme de Gronwall, on obtient

mN

2

2N−1∑

i=1

|∂tu
N(xN

i , t)|2 +
1

2
kNhN ||∂xu

N(t, .)||2L2(I)

≤ et


mN

2

2N−1∑

i=1

|uN
i,1|2 +

1

2
kNhN ||∂xu

N
0 ||L2(0,1) +

t∫

0

mN

2

2N−1∑

i=1

|fN
i (s)|2ds


 ,124



5.2. Existen
e et uni
ité par le théorème de Hille-Yosidaave
 uN
0 ∈ VN véri�ant uN

0 (xN
i ) = uN

i,0. En utilisant alors les hypothèses (5.9) et (5.10),on obtient les estimations d'énergie voulues (voir l'arti
le [11℄ pour plus de détails). De
es estimations, on déduit, quitte à passer à une sous-suite en
ore notée uN , l'existen
ede u ∈W 1,∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L∞(0, T ;H1
0(0, 1)) véri�ant

uN ⋆−⇀ u dans L∞(0, T ;H1
0(0, 1)),et

∂tu
N ⋆−⇀ ∂tu dans L∞(0, T ;L2(0, 1)).La deuxième étape de 
ette démonstration 
onsiste à passer à la limite quand N tendvers +∞ pour prouver que u véri�e la formulation faible (5.11). Soit alors ϕ ∈ H1

0 (0, 1)et ψ ∈ D([0, T ). On multiplie alors (5.7) par ϕ(x)Ψ(t), on intègre en temps et en espa
eet en intégrant par parties, on obtient, en remarquant que mN = ραShN ,
ραShN

T∫

0

2N−1∑

i=1

uN(t, xN
i )ϕ(xN

i )ψ̈(t)dt+ k

T∫

0

1∫

0

∂xu
N(t, x)∂xϕ(x)ψ(t)dxdt

−
T∫

0

1∫

0

1∫

0

KN(x, y)∂xu
N(t, y)∂xϕ(x)ψ̇(t)dxdydt

= ραShN

T∫

0

2N−1∑

i=1

fN
i (t)ϕ(xN

i )ψ(t)dt+ ραShN

2N−1∑

i=1

uN
i,1ϕ(xN

i )ψ(0)

−ραShN

2N−1∑

i=1

uN
i,0ϕ(xN

i )ψ̇(0) +

1∫

0

1∫

0

KN(x, y)∂yu
N
0 (y)∂xϕ(x)ψ(0)dxdy.Il s'agit alors d'étudier la 
onvergen
e de 
haque terme séparément. Les hypothèses (5.9)et (5.10) permettent d'assurer la 
onvergen
e de 
haque terme vers son homologue dans(5.11). La dernière étape de 
ette démonstration est de véri�er l'uni
ité. La démonstrationutilise les mêmes arguments que pour l'équation des ondes (voir [16℄). �Remarque 5.7 Dans le 
as d'un arbre non régulier, si les hypothèses (2.12) et (2.13) dela remarque 2.31 sont véri�ées, le résultat 
i-dessus se généralise.5.2 Existen
e et uni
ité par le théorème de Hille-YosidaDans la se
tion pré
édente, nous avons 
onstruit un modèle limite à une dimension
ara
térisant le mouvement du paren
hyme pulmonaire lorsqu'on prend en 
ompte à la foisl'élasti
ité de 
e dernier et la présen
e d'un arbre résistif modélisant les voies aériennes.125



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaireNous avons démontré que, sous des hypothèses de régularité faibles sur les 
onditionsinitiales et la for
e extérieure, il existe une unique solution faible u au problème
ραS∂ttu− k∂xxu− ∂xR∂x∂tu = ραSf.Quitte à prendre des 
onditions initiales plus régulières, nous 
her
hons i
i à obtenir dessolutions 
lassiques au même problème et, par là-même, des estimations d'énergie fortesutiles par la suite. Ainsi nous utiliserons tout au long de 
ette se
tion la théorie de Hille-Yosida (voir [31℄).5.2.1 Existen
e et uni
itéEquation homogèneOn 
ommen
e par s'intéresser au 
as où le paren
hyme n'est soumis à au
une for
eextérieure. L'équation étudiée devient, en posant c =

√
k/ραS et b = ραS,






∂ttu− c2∂xxu−
1

b
∂xR∂x∂tu = 0 sur ]0,+∞[×I,

u(0) = u0 sur I,
∂tu(0) = u1 sur I.Quitte à faire le 
hangement de fon
tion ũ(x, t) = u(x, ct), on peut se ramener au 
asd'une vitesse de propagation unitaire, à savoir à l'équation






∂ttu− ∂xxu− β∂xR∂x∂tu = 0 sur ]0,+∞[×I,
u(0) = u0 sur I,

∂tu(0) = u1 sur I, (5.12)ave
 β = c/b > 0. Le 
ara
tère bien posé de (5.12) dé
oule dire
tement de la théoriede Hille-Yosida dont nous rappelons le théorème prin
ipal (voir [31℄). Ce théorème faitintervenir dans ses hypothèses la notion d'opérateur maximal monotone dont la dé�nitionestDé�nition 5.8 Soit H un espa
e de Hilbert et A : D(A) ⊂ H → H un opérateurnon-borné. On dit que A est monotone si
(Av, v)H ≥ 0 ∀v ∈ D(A).

A est maximal monotone si de plus
∀f ∈ H, ∃u ∈ D(A) tel que u+ Au = f.Enonçons alors le théorème de Hille-Yosida.126



5.2. Existen
e et uni
ité par le théorème de Hille-YosidaThéorème 5.9 Soit A un opérateur maximal monotone dans un espa
e de Hilbert H.Alors pour tout u0 ∈ D(A), il existe une fon
tion
u ∈ C1([0,+∞[;H) ∩ C([0,+∞[;D(A))unique telle que 




du

dt
+ Au = 0 sur [0,+∞[

u(0) = u0.De plus, on a
|u(t)|H ≤ |u0|H et ∣∣∣∣dudt (t)∣∣∣∣H = |Au(t)|H ≤ |Au0|H ∀t ≥ 0.On peut alors appliquer 
e théorème à notre 
as parti
ulier.Théorème 5.10 Soit D(A) = {(u, v) ∈ H1

0 (I) ×H1
0 (I), ∂xxu+ β∂xR∂xv ∈ L2(I)} ave


R ∈ L(L2(I)) opérateur monotone (voir le théorème 2.30 et la propriété 2.32).Si (u0, u1) ∈ D(A), alors il existe une fon
tion u unique solution de (5.12) véri�ant
(u, ∂tu) ∈ C1([0,+∞[, H1

0(I) × L2(I)) ∩ C([0,+∞[,D(A)).De plus, pour tout t ≥ 0,
|u(t)|2

H1
0(I)

+ ‖∂tu(t)‖2
L2(I) ≤ |u0|2H1

0 (I)
+ ‖u1‖2

L2(I),

|∂tu(t)|2H1
0 (I)

+ ‖∂ttu(t)‖2
L2(I) ≤ |u1|2H1

0 (I)
+ ‖∂xxu0 + β∂xR∂xu1‖2

L2(I).
(5.13)Démonstration : Pour appliquer le théorème de Hille-Yosida, é
rivons la première équa-tion de (5.12) sous la forme d'un système du premier ordre : en posant U = t (u, v), onobtient le système suivant

dU

dt
+ AU = 0 ave
 A =

(
0 −Id

−∂xx −β∂xR∂x

)
. (5.14)Nous allons appliquer le théorème de Hille-Yosida à l'équation (5.14). Pour 
ela il su�t dedémontrer que A est maximal monotone. On se pla
e pour 
ela dans l'espa
e de Hilbert

H = H1
0 (I) × L2(I) muni du produit s
alaire usuel

(U1, U2)H =

∫

I

∂xu1∂xu2dx+

∫

I

v1v2dx,ave
 U1 = t (u1, v1) et U2 = t (u2, v2). On 
onsidère alors l'opérateur non borné A : D(A) ⊂
H → H dé�ni par (5.14) ave


D(A) =
{
(u, v) ∈ H1

0 (I) ×H1
0 (I), ∂xxu+ β∂xR∂xv ∈ L2(I)

}
. 127



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaireCommençons par véri�er que A est monotone. Soit U = t (u, v) ∈ D(A). En remarquantque w = ∂xu + βR∂xv ∈ H1(I) en 
ombinant la dé�nition de D(A) et R ∈ L(L2(I)), laformule de Green permet d'obtenir
(AU,U)H = −

∫
I

∂xu∂xvdx− (∂xxu+ β∂xR∂xv, v)L2(I)

= −
∫
I

∂xu∂xvdx+
∫
I

∂xu∂xvdx+ β (R∂xv, ∂xv)L2(I) 
ar v ∈ H1
0 (I)

= β (R∂xv, ∂xv)L2(I) .

R étant monotone (voir la propriété 2.32 ), A l'est aussi. Il reste alors à véri�er que A estmaximal. Pour 
ela, on �xe F = t (f, g) ∈ H et on 
her
he U = t (u, v) ∈ D(A) véri�ant
U + AU = F , à savoir, {

u− v = f

v − ∂xxu− β∂xR∂xv = g.On 
ommen
e par 
onstruire v en remarquant que v véri�e, au sens des distributions,
v − ∂xxv − β∂xR∂xv = g + ∂xxf.On 
her
he à appliquer le théorème de Lax-Milgram (voir par exemple [31℄). Pour 
ela,on se pla
e dans l'espa
e de Hilbert H1

0 (I) et on 
onsidère les formes linéaire et bilinéairesuivantes :
L : H1

0 (I) → R

w 7→ L(w) =

∫

I

gwdx−
∫

I

∂xf∂xwdx,et B : H1
0 (I) ×H1

0 (I) → R dé�nie par
B(v, w) =

∫

I

vwdx+

∫

I

∂xv∂xwdx+ β

∫

I

R∂xv∂xwdx.B est 
oer
ive 
ar, en utilisant la monotonie de R, on obtient,
B(w,w) = ||w||2H1(I) + β (R∂xw, ∂xw)L2(I)

≥ ||w||2H1(I).En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, 
elle de Poin
aré dont on note la 
onstante Cet la 
ontinuité de l'opérateur R (voir le théorème 2.30), on obtient la 
ontinuité de B :
|B(v, w)| ≤ |(v, w)L2(I)| + |(v, w)H1

0 (I)| + β|(R∂xv, ∂xw)L2(I)|
≤ (C2 + 1)|v|H1

0 (I)|w|H1
0(I) + β‖|R‖|L(L2(I)) |v|H1

0 (I)|w|H1
0(I).La 
ontinuité de L étant évidente en appliquant l'inégalité de Poin
aré, le théorème deLax-Milgram s'applique et on obtient l'existen
e d'un unique v élément de H1

0 (I) uniquetel que
∀w ∈ H1

0 (I), B(v, w) = L(w).128



5.2. Existen
e et uni
ité par le théorème de Hille-YosidaAinsi v véri�e au sens des distributions
v − ∂xxv − β∂xR∂xv = g + ∂xxf. (5.15)On pose alors u = f + v. La fon
tion u ainsi dé�nie appartient à H1

0 (I) 
ar
(v, f) ∈ (H1

0 (I))2. En 
ombinant la dé�nition de u et l'équation (5.15), u véri�e au sensdes distributions
∂xxu+ β∂xR∂xv = v − g.Mais v − g ∈ L2(I) don
 l'égalité est une égalité presque partout. Finalement

U = t (u, v) ∈ D(A) et véri�e bien U + AU = F , d'où la surje
tivité de Id + A. Don
 Aest maximal monotone et on peut appliquer le théorème de Hille-Yosida à 
et opérateur.En posant U0 = t (u0, u1) ∈ D(A), il existe don
 une unique solution au problème
{

dU

dt
+ AU = 0 sur [0,+∞[

U(0) = U0,ave

U ∈ C1([0,+∞[;H) ∩ C([0,+∞[;D(A)).Ce qui a
hève la démonstration. �Remarque 5.11 Le théorème de Hille-Yosida permet de montrer que (u(t), ∂tu(t))t≥0 estborné dans D(A) par ‖(u0, u1)‖D(A) pour la norme de graphe suivante

‖(u, v)‖2
D(A) = |u|2

H1
0 (I)

+ ‖v‖2
H1(I) + ‖∂xxu+ β∂xR∂xv‖2

L2(I).Remarque 5.12 Comme nous allons nous intéresser par la suite à l'approximation de Rpar RN , pour un N ∈ N �xé, on peut remarquer que 
e qui vient d'être fait i
i s'appliqueà RN . En e�et, en remarquant que l'opérateur RN ∈ L(L2(I)) dé�ni par la propriété2.25 est lui aussi un opérateur monotone (voir la remarque 2.33), la démonstration duthéorème de Hille-Yosida s'applique au 
as où RN rempla
e R. En parti
ulier, en notant
DN(A) = {(u, v) ∈ H1

0 (I) ×H1
0 (I), ∂xxu+ β∂xRN∂xv ∈ L2(I)} le domaine de l'opérateur
(

0 −Id
−∂xx −β∂xRN∂x

)
,on a le résultat suivant : si (u0, u1) ∈ DN(A), alors il existe une fon
tion uN uniquesolution de 




∂ttu− ∂xxu− β∂xRN∂x∂tu = 0 sur ]0,+∞[×I
u(0) = u0 sur I

∂tu(0) = u1 sur I, (5.16)véri�ant
(uN , ∂tuN) ∈ C1([0,+∞[, H1

0(I) × L2(I)) ∩ C([0,+∞[,DN(A)). 129



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaireDe plus, pour tout t ≥ 0,
|uN(t)|2

H1
0 (I)

+ ‖∂tuN(t)‖2
L2(I) ≤ |u0|2H1

0 (I)
+ ‖u1‖2

L2(I)

|∂tuN(t)|2
H1

0 (I)
+ ‖∂ttuN(t)‖2

L2(I) ≤ |u1|2H1
0 (I)

+ ‖∂xxu0 + β∂xRN∂xu1‖2
L2(I).

(5.17)Remarque 5.13 Le théorème de Hille-Yosida permet d'obtenir le résultat suivant dansle 
as où les 
onditions initiales n'appartiennent pas au domaine de l'opérateur.Si (u0, u1) ∈ H, H = H1
0 (I)×L2(I), alors il existe un unique U = t (u, ∂tu) ∈ C([0,+∞[, H)tel que, pour tout ϕ ∈ C1
0 (]0,+∞[,R),

⋆

∫ +∞

0

ϕ(t)U(t)dt ∈ D(A),
⋆

∫ +∞

0

ϕ′(t)U(t)dt+ A

(∫ +∞

0

ϕ(t)U(t)dt

)
= 0.On retrouve le même résultat qu'au théorème 5.5 dans le 
as où la for
e extérieure estnulle.D'après la théorie des semi-groupes, il existe une 
orrespondan
e bije
tive entre les opé-rateurs maximaux monotones et les semi-groupes 
ontinus de 
ontra
tions. Le théorème5.10 permet ainsi de dé�nir pour tout t ≥ 0, le semi-groupe 
ontinu de 
ontra
tion asso
iéà A 
omme suit.De�nition 5.1 Soit H = H1

0 (I)×L2(I). On dé�nit le semi-groupe 
ontinu de 
ontra
tionasso
ié à A par
∀t ≥ 0, S(t) : (u0, u1) ∈ H 7→ (u(t), ∂tu(t)) ∈ H.Equation non homogèneOn 
onsidère maintenant le 
as où une for
e extérieure est appliquée au paren
hyme.Là en
ore, A étant maximal monotone, la théorie de Hille-Yosida permet d'obtenir dire
-tement le résultat suivant.Théorème 5.14 Si (u0, u1) ∈ D(A) et f ∈ C1(0, T ;L2(I)), alors il existe une fon
tion uunique solution de




∂ttu− ∂xxu− β∂xR∂x∂tu = f sur ]0, T ] × I

u(0) = u0 sur I
∂tu(0) = u1 sur I,ave


(u, ∂tu) ∈ C1(0, T ;H) ∩ C(0, T ;D(A)).De plus, (u, ∂tu) est donné par la formule, pour tout t ∈ [0, T ],
(u(t), ∂tu(t)) = S(t)(u0, u1) +

t∫

0

S(t− s)F (s)ds,ave
 (S(t))t≥0 semi-groupe dé�ni par la dé�nition 5.1 et F = (0, f).130



5.2. Existen
e et uni
ité par le théorème de Hille-YosidaDémonstration : Le système de premier ordre asso
ié à 
ette équation non homogènese met 
ette fois-
i sous la forme
dU

dt
+ AU = F, ave
 F =

(
0
f

)
.

A étant un opérateur maximal monotone, il su�t d'appliquer le théorème de Hille-Yosidapour les équations non homogènes. �Remarque 5.15 Là en
ore, le théorème de Hille-Yosida permet de gérer le 
as de 
ondi-tions initiales moins régulières. Plus pré
isément, si (u0, u1) ∈ H n'appartiennent pas audomaine D(A) de l'opérateur, on retrouve le résultat du théorème 5.5.5.2.2 Cara
térisation de D(A)On a dû, pour obtenir des solutions 
lassiques, faire intervenir l'ensemble D(A) etdonner ses propriétés remarquables. On 
her
he i
i à identi�er au mieux 
et ensemble.On 
ommen
e par dé�nir les fon
tions P1 par mor
eaux aux é
helles dyadiques qui vont
onstituer une base de H1
0 (I) et qui sont les primitives de la base de Haar de L2(I).Dé�nition 5.16 Pour tout n ∈ N et tout k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, Tnk est l'unique primitivede Ψnk qui s'annule en 0 (voir la �gure 5.3), ainsi

∀x ∈ [0, 1], Tnk(x) =

x∫

0

Ψnk(y)dy, Tnk ∈ H1
0 (I).De même, T0 est l'unique primitive de Ψ0 qui s'annule en 0, à savoir T0(x) = x pour tout

x ∈ [0, 1].Théorème 5.17 L'ensemble D(A) s'identi�e à
D(A) = {(u, v) ∈ H1

0 (I) ×H1
0 (I),

∃u1 ∈ H2(I) ∩H1
0 (I), ∃(vnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N),

u = u1 − β
+∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

ρnvnkTnk et v =
+∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

vnkTnk

}ave
 ρn =
+∞∑

l=n+1

rl

2l
valeurs propres de l'opérateur R (voir la propriété 2.35).Remarque 5.18 La famille (T0, (Tnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1}) n'est pas L2-orthogonale. Pour au-tant, 
omme on le démontre 
i-dessous grâ
e à l'inégalité de Poin
aré et à la dé
roissan
edes valeurs propres de R, (vnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N) su�t à assurer la 
onvergen
e desséries ∑n,k vnkTnk et ∑n,k ρnvnkTnk dans L2(I). 131



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaire
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Fig. 5.2 � Graphe de la fon
-tion Ψnk.
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2nFig. 5.3 � Graphe de la fon
tion Tnk.Démonstration : Soit d'abord (u, v) ∈ D(A). En se rappelant la dé�nition de D(A)donnée dans le théorème 5.10, v ∈ H1

0 (I). Ainsi ∂xv ∈ L2(I) est à moyenne nulle et ilexiste (vnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N) tel que
∂xv =

+∞∑

n=0

2n−1∑

k=0

vnkΨnk.En posant gN =
∑N

n=0

∑2n−1
k=0 vnkΨnk, la 
onvergen
e de la suite (gN)N∈N vers ∂xv dans

L2(I) assure, grâ
e à l'inégalité de Poin
aré, 
elle de (pN )N∈N dé�ni par pN =
∑N

n=0

∑2n−1
k=0 vnkTnkvers v dans H1

0 (I) et don

v =

+∞∑

n=0

2n−1∑

k=0

vnkTnk.Il reste alors à exprimer u. D'après la dé�nition de D(A) donnée au théorème 5.10, ilexiste g ∈ L2(I) tel que
∂xxu+ β∂xR∂xv = g. (5.18)On 
her
he alors à é
rire tous les termes de (5.18) sous forme d'un Lapla
ien. On note

u1 ∈ H2(I) ∩H1
0 (I) la solution de ∂xxu1 = g. On 
her
he alors une fon
tion u2 ∈ H1

0 (I)véri�ant au sens des distributions ∂xxu2 = −β∂xR∂xv, à savoir ∂xu2 = −βR∂xv dans
L2(I). En se rappelant les propriétés spe
trales de R (voir la propriété 2.35), R∂xv se metsous la forme

R∂xv =

+∞∑

n=0

2n−1∑

k=0

ρnvnkΨnk.Cette série est bien dé�nie 
ar (vnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N) et (ρn)n∈N est bornée par
λ0. On pose alors u2 = −β

∑+∞
n=0

∑2n−1
k=0 ρnvnkTnk. Véri�ons qu'une telle série 
onvergebien dans H1

0(I) 
e qui va être assuré 
ar (ρn)n∈N est bornée par λ0. Comme la famille132



5.2. Existen
e et uni
ité par le théorème de Hille-Yosida
(Tnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} n'est pas orthonormée, on utilise l'inégalité de Poin
aré qui donne,pour tout 
ouple (p, q) ∈ N

2 (on suppose par exemple p < q),
‖

p∑
n=0

2n−1∑
k=0

ρnvnkTnk −
q∑

n=0

2n−1∑
k=0

ρnvnkTnk‖L2(I) ≤ CP‖
q∑

n=p+1

2n−1∑
k=0

ρnvnkΨnk‖L2(I)

≤ CP

(
q∑

n=p+1

2n−1∑
k=0

ρ2
nv

2
nk

) 1
2

.En se souvenant que (ρnvnk) ∈ ℓ2(N), la suite (uN)N∈N dé�nie par
uN = −β

∑N
n=0

∑2n−1
k=0 ρnvnkTnk est une suite de Cau
hy de H1

0 (I). Elle est don
 
onver-gente et on peut poser
u2 = −β

+∞∑

n=0

2n−1∑

k=0

ρnvnkTnk ∈ H1
0 (I).La suite (∂xuN)N∈N 
onverge alors dans L2(I) à la fois vers ∂xu2 et vers −βR∂xv. Ainsi,

∂xu2 = −βR∂xv et elle véri�e bien au sens des distributions
∂xxu2 = −β∂xR∂xv. (5.19)En 
ombinant alors (5.18) (5.19) et la 
onstru
tion de u1, on montre que la fon
tion

w = u− u1 − u2 ∈ H1
0 (I) est harmonique don
 nulle. Ainsi, l'espa
e D dé�ni par

D = {(u, v) ∈ H1
0 (I) ×H1

0 (I),

∃u1 ∈ H2(I) ∩H1
0 (I), ∃(vnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N)

u = u1 − β
+∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

ρnvnkTnk et v =
+∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

vnkTnk

}a bien un sens et D(A) ⊂ D. L'in
lusion inverse se montre en véri�ant que l'on peute�e
tuer le raisonnement �à l'envers�. Soit (u, v) ∈ D. En parti
ulier, il existe
(vnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N) tel que v =

∑+∞
n=0

∑2n−1
k=0 vnkTnk et on note

u2 = −β
∑+∞

n=0

∑2n−1
k=0 ρnvnkTnk (ils ont bien un sens d'après 
e qui pré
ède). Il est fa
ilede véri�er que u2 ∈ H1

0 (I) véri�e au sens des distributions
∂xxu2 = −β∂xR∂xv.Comme u = u1 + u2, le 
ouple (u, v) véri�e

∂xxu+ β∂xR∂xv = ∂xxu1 ∈ L2(I),
e qui a
hève la démonstration. � 133



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaireRemarque 5.19 Là en
ore, un raisonnement analogue en utilisant les propriétés spe
-trales de RN (voir la remarque 2.36), raisonnement qui est même simpli�é 
ar une dessommes est �nie, permet de montrer que
DN(A) = {(u, v) ∈ H1

0 (I) ×H1
0 (I),

∃u1 ∈ H2(I) ∩H1
0 (I), ∃(vnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N)

u = u1 − β
N∑

n=0

2n−1∑
k=0

ρN
n vnkTnk et v =

+∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

vnkTnk

}
.On donne maintenant quelques propriétés de 
et ensemble D(A).Propriété 5.20 D(A) est dense dans H = H1

0 (I) × L2(I). D(A) muni de la norme degraphe s'inje
te de façon 
ompa
te dans H.Démonstration : La densité de D(A) dans H est une 
onséquen
e du 
ara
tère maximalmonotone de A (voir [31℄). Pour démontrer la 
ompa
ité de D(A) dans H , on 
onsidèreune suite (un, vn)n∈N bornée dans D(A) pour la norme de graphe sur D(A)

‖(u, v)‖2
D(A) = |u|2H1

0 (I) + ‖v‖2
H1(I) + ‖∂xxu+ ∂xR∂xv‖2

L2(I).Démontrons alors que 
ela assure l'existen
e d'une sous-suite 
onvergente pour la normeusuelle de H . D'après la dé�nition de la norme de graphe, la suite (vn)n∈N est bornéedans H1(I), d'où sa 
onvergen
e dans L2(I) quitte à passer à une sous-suite en
ore notée
(vn)n∈N. Il reste alors à véri�er qu'on peut extraire une sous-suite de la suite (un)n∈N
onvergente fortement dansH1

0 (I). La suite (vn)n∈N étant bornée dansH1(I) par dé�nitionde la norme de graphe, la suite (∂xvn)n∈N est bornée dans L2(I). Comme l'opérateur
R ∈ L(L2(I)) est 
ompa
t au sens de la norme des opérateurs, l'ensemble {R∂xvn, n ∈ N}est relativement 
ompa
t dans L2(I). Don
 {∂xR∂xvn, n ∈ N} est relativement 
ompa
tdans H−1(I). De plus, toujours d'après la dé�nition de la norme de graphe, la suite
(∂xxun + ∂xR∂xvn)n∈N est bornée dans L2(I) et ainsi l'ensemble {∂xxun + ∂xR∂xvn, n ∈
N} est relativement 
ompa
t dans H−1(I). Ce
i assure ainsi que {∂xxun, n ∈ N} estrelativement 
ompa
t dans H−1(I). Comme, pour tout n ∈ N : un ∈ H1

0 (I), ∂xun ∈ L2(I)est à moyenne nulle et ainsi il existe une 
onstante C > 0 telle que :
∀n ∈ N, ‖∂xun‖L2(I) ≤ C‖∂xxun‖H−1(I).Ainsi l'ensemble {un, n ∈ N} est relativement 
ompa
t dans H1

0 (I). D'où l'existen
ed'une sous-suite qui 
onverge fortement dans H1
0 (I). Ce qui a
hève la démonstration dela proposition. �

5.3 Vitesse de 
onvergen
eL'étude numérique du modèle 1D du paren
hyme passe par l'approximation de l'opé-rateur à noyau R qui 
ouple tous les degrés de liberté. On l'appro
he par l'opérateur RN134



5.3. Vitesse de 
onvergen
e

PSfrag repla
ements
(α

2

)N

N = 3

0 1Fig. 5.4 � Erreur 
ommise entre un arbre �ni et in�ni.qui 
orrespond à l'opérateur asso
ié à l'arbre �ni sous-ja
ent à N + 1 générations (voir lapropriété 2.25). On 
her
he don
 i
i à estimer l'erreur 
ommise lorsque l'on rempla
e unarbre in�ni par l'arbre �ni sous-ja
ent à N + 1 générations. On se pla
era pour 
ela dansle 
adre d'arbres géométriques de loi rn = r0α
n. D'après la se
tion pré
édente, il s'agitd'estimer l'erreur u − uN dans les normes adaptées. La �gure 5.4 donne l'intuition quel'on peut avoir du résultat. En e�et, on ne peut pas espérer obtenir une erreur plus petiteque (α/2)N qui 
orrespond à la résistan
e équivalente des 2N sous-arbres in�nis non prisen 
ompte dans le 
adre de l'arbre géométrique �ni à N + 1 générations. Le théorèmesuivant valide 
ette intuition. A�n de simpli�er les notations et sans perte de généralité,nous supposons dans tout 
e qui suit β = 1.Théorème 5.21 On suppose que T et TN sont des arbres géométriques respe
tivementin�nis et à N + 1 générations de loi rn = r0α

n ave
 0 < α < 2. Soit (u0, u1) ∈ D(A) et ula solution de 




∂ttu− ∂xxu− ∂xR∂x∂tu = 0 sur ]0,+∞[×I
u(0) = u0 sur I

∂tu(0) = u1 sur I, (5.20)donnée par le théorème 5.10. On dé�nit les 
onditions initiales (uN
0 , u

N
1 ) par





uN

0 = u2 −
N∑

n=0

2n−1∑
k=0

ρN
n vnkTnk

uN
1 = u1, 135



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaireave
 u2 ∈ H2(I) ∩H1
0 (I) et (vnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N) dé�nis pour (u0, u1) ∈ D(A) parle théorème 5.17. Soit alors uN solution de





∂ttuN − ∂xxuN − ∂xRN∂x∂tuN = 0 sur ]0,+∞[×I
uN(0) = uN

0 sur I
∂tuN(0) = uN

1 sur I, (5.21)donnée par la remarque 5.12. Il existe alors une 
onstante M > 0, indépendente de N ,telle que, pour tout T > 0, on ait
∀t ∈ [0, T ], ‖∂x(u− uN)(t)‖2

L2(I) + ‖∂t(u− uN)(t)‖2
L2(I) ≤M(

α

2
)2N(T + 1). (5.22)Remarque 5.22 Pour T > 0 �xé, (uN , ∂tuN)N∈N tend vers (u, ∂tu) dans

L∞(0, T ;H1
0(I) × L2(I)) (on rappelle que 0 < α < 2). Par 
ontre quand T tend versl'in�ni, le 
ontr�le (5.22) de la vitesse de 
onvergen
e explose.Remarque 5.23 Le résultat se généralise ave
 un terme de forçage f ∈ C1(0, T ;L2(I)),la démonstration du théorème 5.21 ne faisant intervenir que la di�éren
e u− uN .Démonstration : En utilisant la remarque 5.19, (uN

0 , u
N
1 ) ∈ DN(A) et ainsi les deuxsolutions u et uN sont bien dé�nies. Posons alors

∀t ≥ 0, eN (t) = u(t) − uN(t).On �xe t ≥ 0. Dans le but de simpli�er les notations, on omettra le plus souvent 
ettedépendan
e en t. En 
ombinant alors (5.20) et (5.21), eN véri�e au sens des distributionsl'équation
∂tteN − ∂xxeN − ∂xR∂x∂teN = ∂x(R−RN )∂x∂tuN .La formulation variationnelle asso
iée, en 
ombinant la régularité des solutions obtenuepar le théorème 5.10 et la remarque 5.12 et (R,RN ) ∈ L(L2(I))2, donnent, pour tout

ϕ ∈ H1
0 (I),

(∂tteN , ϕ)L2(I) + (∂xeN , ∂xϕ)L2(I) + (R∂x∂teN , ∂xϕ)L2(I) = − ((R−RN )∂x∂tuN , ∂xϕ)L2(I) .En prenant alors ϕ = ∂teN ∈ H1
0 (I) (voir le théorème 5.10 et la remarque 5.12) et ennotant 
lassiquement E(eN) =

1

2

(
‖∂xeN‖2

L2(I) + ‖∂teN‖2
L2(I)

), on trouve
d

dt
(E(eN)) + (R∂x∂teN , ∂x∂teN)L2(I) = − ((R−RN)∂x∂tuN , ∂x∂teN)L2(I) . (5.23)En appliquant alors la propriété 2.50 pour le produit s
alaire (R∂x∂teN , ∂x∂teN )L2(I)(∂x∂teN est à moyenne nulle 
ar ∂teN ∈ H1

0 (I)), on obtient, pour s = −1

2
+

lnα

2 ln 2
,

d

dt
(E(eN )) + ‖∂x∂teN‖2

As(I) = (−(R−RN )∂x∂tuN , ∂x∂teN )L2(I) . (5.24)136



5.3. Vitesse de 
onvergen
eMajorons alors le terme de droite. En utilisant la dualité dans As(I) et l'inégalité deYoung, on obtient, pour tout γ > 0,
| ((R−RN )∂x∂tuN , ∂x∂teN )L2(I) | ≤ ‖(R−RN)∂x∂tuN‖A−s(I)‖∂x∂teN‖As(I)

≤ γ

2
‖(R−RN)∂x∂tuN‖2

A−s(I) +
1

2γ
‖∂x∂teN‖2

As(I).Remarque 5.24 Classiquement, on aurait pu penser à utiliser la majoration L2 suivante
| ((R−RN )∂x∂tuN , ∂x∂teN )L2(I) | ≤

γ

2
‖(R−RN )∂x∂tuN‖2

L2(I) +
1

2γ
‖∂x∂teN‖2

L2(I).A�n de 
ontr�ler le terme ‖∂x∂teN‖2
L2(I) par un terme à gau
he de l'inégalité (5.23),l'opérateur R doit véri�er la propriété de 
oer
ivité suivante

(R∂xv, ∂xv)L2(I) ≥ c‖v‖2
L2(I),pour tout v ∈ H1

0 (I). Or, 
omme nous le verrons dans le théorème 5.32, une telle propriétén'est vraie que pour 1 < α < 2. La démonstration utilisée i
i permet d'estimer l'erreur
ommise pour tout α dans ]0, 2[.En utilisant l'inégalité 
i-dessus dans (5.24) pour un γ véri�ant 1 − 1

2γ
> 0 et en notant

δ 
ette 
onstante stri
tement positive, on trouve
d

dt
(E(eN)) + δ‖∂x∂teN‖2

As(I) ≤
γ

2
‖(R−RN )∂x∂tuN‖2

A−s(I). (5.25)Cal
ulons pré
isément le terme de droite. ∂x∂tuN appartient à L2(I) et 
ette fon
tion està moyenne nulle 
ar ∂tuN ∈ H1
0 (I), don
 il existe (unk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N) véri�ant
∂x∂tuN =

∑

n∈N

2n−1∑

k=0

unkΨnk.En se rappelant les propriétés spe
trales de R et de RN (voir la propriété 2.35 et laremarque 2.36), on obtient l'expression suivante
(R−RN)∂x∂tuN =

N∑

n=0

2n−1∑

k=0

(ρn − ρN
n )unkΨnk +

+∞∑

n=N+1

2n−1∑

k=0

ρnunkΨnk.En remarquant alors que, pour tout n ∈ N, ρn − ρN
n = ρN+1, on obtient, en utilisantl'inje
tion 
ontinue de L2(I) dans A−s(I), s > 0,

‖(R−RN )∂x∂tuN‖A−s(I) ≤ ρN+1‖
N∑

n=0

2n−1∑

k=0

unkΨnk‖L2(I) + ‖
+∞∑

n=N+1

2n−1∑

k=0

ρnunkΨnk‖L2(I)L'orthonormalité de la base de Haar et la dé
roissan
e des valeurs propres de R donnent
‖(R−RN)∂x∂tuN‖A−s(I) ≤ ρN+1



(

N∑

n=0

2n−1∑

k=0

u2
nk

) 1
2

+

(
+∞∑

n=N+1

2n−1∑

k=0

u2
nk

) 1
2


 . (5.26)137



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaireAinsi, on obtient
‖(R−RN )∂x∂tuN‖A−s(I) ≤ 2ρN+1‖∂x∂tuN‖L2(I).En utilisant la remarque 5.12, on trouve, pour tout t ≥ 0,

‖∂x∂tuN(t)‖L2(I) ≤
(
|uN

1 |2H1
0 (I) + ‖∂xxu

N
0 + ∂xRN∂xu

N
1 ‖2

L2(I)

) 1
2
.En se rappelant alors que uN

1 = u1 et que ∂xxu
N
0 + ∂xRN∂xu

N
1 = ∂xxu2, on obtient

‖(R−RN)∂x∂tuN‖A−s(I) ≤ 2MρN+1 ,ave
 M =
(
|u1|2H1

0 (I)
+ ‖∂xxu2‖2

L2(I)

) 1
2 . En 
ombinant alors (5.25), l'inégalité 
i-dessus etl'expression de ρN+1 dans le 
as d'un arbre géométrique (voir le 
orollaire 2.44), on obtient

d

dt
(E(eN)) ≤ C(

α

2
)2N ,ave
 C = γM2λ2

0α
4/8. D'où,

E(eN )(t) − E(eN)(0) ≤ C(
α

2
)2N t, ∀t ≥ 0. (5.27)Il s'agit alors d'étudier E(eN )(0). En remarquant que uN

1 = u1 assure ∂teN (0) = 0,
E(eN)(0) =

1

2
|eN(0)|2H1

0 (I).Or
∂xeN(0) = −

(
N∑

n=0

2n−1∑

k=0

(ρn − ρN
n )vnkΨnk +

+∞∑

n=N+1

2n−1∑

k=0

ρnvnkΨnk

)
.En refaisant alors le même type de 
al
uls qu'au (5.26), on obtient

|eN(0)|H1
0 (I) ≤ C ′

(α
2

)N

|u1|H1
0 (I),ave
 C ′ = λ0α

2/2. Ainsi, en 
ombinant 
ette inégalité ave
 (5.27), il existe une 
onstantenotée C > 0 telle que, pour tout t ≥ 0,
E(eN )(t) ≤ C

(α
2

)2N

(t+ 1).Ce qui donne le résultat voulu en prenant t ≤ T . �Remarque 5.25 Pour obtenir une estimation d'erreur, on a besoin des estimations d'ener-gie (5.13). Ainsi, 
e résultat ne se généralise pas au 
as de solutions faibles ave
 (u0, u1) =
(uN

0 , u
N
1 ) ∈ H.138



5.4. Dé
roissan
e de l'énergie vers 0L'étude numérique de l'équation (5.20) passe par sa dis
rétisation. Celle-
i peut se faireselon deux é
helles de dis
rétisation di�érentes : une première é
helle pour l'approximationde l'opérateur à noyau R par RN opérateur dé�ni sur l'arbre �ni à N + 1 générations. Ledeuxième niveau de dis
rétisation 
orrespond au 
hoix d'un pas de dis
rétisation en espa
esi l'on pense, par exemple, à une dis
rétisation type éléments �nis ou di�éren
es �nies.Si l'on 
hoisit un pas de dis
rétisation en espa
e h de type dyadique, plus pré
isément,
h = 2−n, l'estimation d'erreur (5.22) indique le n limite à partir duquel il n'est plus utilede ra�ner la dis
rétisation en espa
e. La limite au-delà de laquelle il n'est plus besoin dera�ner est atteinte en

n = E[N(1 − lnα

ln 2
)].Ainsi, plus α < 1 est petit, plus il est intéressant de ra�ner en espa
e. A l'inverse, pour

α > 1, plus il se rappro
he de 2, plus un ra�nement �n est inutile.5.4 Dé
roissan
e de l'énergie vers 0La présen
e de l'arbre résistif qui 
ouple toutes les sorties fait apparaître un terme dedissipation non lo
ale −∂xR∂x∂tu. A�n de mieux 
omprendre le r�le qu'il joue dans ladissipation d'énergie, on étudie, dans les deux pro
haines se
tions, le 
omportement entemps long de la solution u du problème (5.20) modélisant le mouvement du paren
hymelorsqu'au
une for
e extérieure n'est appliquée. On se pla
e pour 
ela dans le 
adre d'unarbre régulier in�ni. On véri�e i
i que l'énergie d'un tel système dé
roît vers 0 quand t tendvers l'in�ni. La pro
haine se
tion permettra, dans 
ertains 
as parti
uliers, de montrer que
ette dé
roissan
e est exponentielle.Là en
ore, on supposera dans un sou
i de simpli�
ation des notations, que β = 1.Théorème 5.26 Soit (u0, u1) ∈ D(A). Soit u l'unique solution dé�nie par le théorème5.10 de 



∂ttu− ∂xxu− ∂xR∂x∂tu = 0 dans ]0,+∞[×I
u(0) = u0 sur I

∂tu(0) = u1 sur I. (5.28)Alors l'énergie E(u), dé�nie par
E(u)(t) =

1

2
(|u(t)|2H1

0 (I) + ‖∂tu(t)‖2
L2(I)), ∀t ≥ 0, (5.29)est dé
roissante et tend vers 0 quand t tend vers +∞.Nous allons utiliser, pour montrer 
e théorème, le prin
ipe d'invarian
e de LaSalle (voir[50℄). Ce prin
ipe démontre que, sous 
ertaines hypothèses, l'ensemble des points d'équi-libre d'un système dynamique attire toutes les traje
toires. Le semi-groupe 
ontinu de
ontra
tion {S(t)}t≥0 asso
ié à A (voir la dé�nition 5.1) est un système dynamique sur

Z = D(A) ⊂ H , H = H1
0 (I) × L2(I), muni de la norme usuelle sur H . On dé�nit lespoints d'équilibre d'un système dynamique par 139



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaireDé�nition 5.27 Soit (Z, d) un espa
e métrique 
omplet et {S(t)}t≥0 un système dyna-mique. Un élément z ∈ Z est dit point d'équilibre de {S(t)}t≥0 si
∀t ≥ 0, S(t)z = z.On notera E l'ensemble des points d'équilibre.La notion de fon
tion de Liapunov stri
te doit aussi être dé�nie.Dé�nition 5.28 Une fon
tion E ∈ C(Z,R) est dite fon
tion de Liapunov pour {S(t)}t≥0si on a

E(S(t)z) ≤ E(z), ∀z ∈ Z, ∀t ≥ 0.Une fon
tion de Liapunov E pour {S(t)}t≥0 est dite fon
tion de Liapunov stri
te si la
ondition suivante est véri�ée : si z ∈ Z est tel que E(S(t)z) = E(z) pour tout t ≥ 0,alors z est un point d'équilibre de {S(t)}t≥0.On 
her
he alors à appliquer le théorème suivant (voir [50℄).Théorème 5.29 Soit E une fon
tion de Liapunov stri
te pour {S(t)}t≥0 et soit E l'en-semble des points d'équilibre de {S(t)}t≥0. Si E est réduit au singleton 0 et que toute
ondition initiale (u0, u1) ∈ D(A) véri�e ⋃t≥0{S(t)(u0, u1)} est relativement 
ompa
t dans
D(A), alors l'énergie du système asso
ié tend vers zéro quand t tend vers +∞.On peut alors démontrer le théorème 5.26.Démonstration : Etape une : Point d'équilibre du système dynamique.Soit (u0, u1) ∈ E . D'après la dé�nition des points d'équilibre d'un système dynamique,
(u0, u1) véri�e

∀t ≥ 0, S(t)(u0, u1) = (u0, u1).

{S(t)}t≥0 étant le semi-groupe 
ontinu de 
ontra
tion asso
ié à A, on a
∀t ≥ 0, (u, ∂tu)(t) = (u0, u1), (5.30)ave
 (u, ∂tu) dé�ni par le théorème 5.10. En posant alors U = t (u, ∂tu), U véri�e

∀t ≥ 0, AU(t) =

(
0
0

) ave
 A =

(
0 −Id
−∂xx −∂xR∂x

)
.On obtient alors

(u0, u1) ∈ E ⇒
{
∂tu = 0

∂xxu = 0.Or u ∈ H1
0 (I) don
 u ≡ 0. En réinje
tant dans (5.30), le seul point d'équilibre est bien

{(0, 0)}.Etape deux : Dé�nition d'une fon
tion de Liapunov stri
te.On pose
∀(u, v) ∈ D(A), E(u, v) =

1

2

(
|u|2H1

0 (I) + ‖v‖2
L2(I)

)
.140



5.4. Dé
roissan
e de l'énergie vers 0Véri�ons que E est une fon
tion de Liapunov stri
te pour {S(t)}t≥0. Il est 
lair que
E ∈ C(D(A),R). Soit (u0, u1) ∈ D(A) et t ≥ 0 �xés. La formulation variationnelleasso
iée à l'équation

∂ttu− ∂xxu− ∂xR∂x∂tu = 0,en prenant la fon
tion test admissible ∂tu(t) ∈ H1
0 (I) (voir le théorème 5.10) donne,
lassiquement,

dE

dt
(S(t)(u0, u1)) = −(R∂x∂tu, ∂x∂tu)L2(I). (5.31)En se rappelant que R est un opérateur monotone (voir la propriété 2.32), E est unefon
tion de Liapunov. Démontrons maintenant que E est une fon
tion de Liapunov stri
te.Soit (u0, u1) ∈ D(A) satisfaisant

∀t ≥ 0, E(S(t)(u0, u1)) = E((u0, u1)). (5.32)Véri�ons alors que (u0, u1) est un point �xe, à savoir (u0, u1) nul. En 
ombinant (5.31) et(5.32), on obtient
(R∂x∂tu, ∂x∂tu)L2(I) = 0.Or l'opérateur R est non dégénéré (voir la remarque 2.37), d'où

∀t ≥ 0, ∂x∂tu(t) = 0 p.p. sur I.Or ∂tu ∈ H1
0(I) don
 ∂tu = 0. Ainsi, u est indépendant du temps et U = t (u, ∂tu) estsolution, pour tout t > 0, de

AU(t) = 0.Ainsi, (u, ∂tu) est nul pour tout temps don
 (u0, u1) aussi en utilisant (5.32). (u0, u1) estpoint �xe et E est don
 une fon
tion de Liapunov stri
te.Etape trois : Traje
toires relativement 
ompa
tes.A�n d'appliquer le prin
ipe de LaSalle, il reste à véri�er que 
haque traje
toire ∪t≥0{S(t)(u0, u1)}ave
 (u0, u1) ∈ D(A) est bien relativement 
ompa
te dans (D(A), d) ave
 d distan
e as-so
iée à la norme usuelle sur H , H = H1
0 (I) × L2(I). Soit (u0, u1) ∈ D(A). On 
onsidèredon
 une suite ((un, vn))n∈N ∈ D(A)N dé�nie par

∀n ∈ N, (un, vn) = S(tn)(u0, u1),telle qu'elle soit bornée pour la norme usuelle sur H . En parti
ulier, d'après la remarque5.11, 
ette suite ((un, vn)n∈N) est bornée dans D(A) pour la norme de graphe sur D(A)

‖(u, v)‖2
D(A) = |u|2H1

0(I) + ‖v‖2
H1(I) + ‖∂xxu+ ∂xR∂xv‖2

L2(I). (5.33)D'après la propriété 5.20, D(A) muni de la norme de graphe est 
ompa
t dans H munide la norme usuelle. Ainsi, il existe bien une sous-suite 
onvergente pour la norme usuellede H , 
e qui a
hève la démonstration du théorème. �Ce résultat se généralise très fa
ilement par densité au 
as où les 
onditions initiales nesont plus dans le domaine de l'opérateur : 141



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaireCorollaire 5.30 Soit (u0, u1) ∈ H. Soit (u, ∂tu) ∈ C([0,+∞[, H) unique solution faiblede (5.20) (voir la remarque 5.13) dé�nie par, pour tout t ≥ 0,
(u, ∂tu) (t) = S(t) (u0, u1) ,ave
 (S(t))t≥0 semi-groupe 
ontinu de 
ontra
tion asso
ié à A (voir la dé�nition 5.1).Alors l'énergie est bien dé�nie pour tout t ≥ 0 et tend vers 0 quand t tend vers +∞.Démonstration : D(A) est dense dans H , don
 il existe une suite de 
onditions initiales

(um
0 , u

m
1 )m∈N

∈ D(A)N qui 
onverge fortement vers (u0, u1) dans H . Pour tout m ∈ N, onnote (um, ∂tum) l'unique solution donnée par le théorème 5.10 et qui véri�e, pour tout
t ≥ 0, (um, ∂tum) (t) = S(t) (um

0 , u
m
1 ). Soit t ≥ 0 �xé. Un 
al
ul rapide utilisant l'inégalitétriangulaire permet de majorer l'énergie par

E(u)(t) ≤ |u(t) − um(t)|2H1
0

+ ‖∂tu(t) − ∂tum(t)‖2
L2(I) + 2E(um)(t).En remarquant que

|u(t) − um(t)|2H1
0

+ ‖∂tu(t) − ∂tum(t)‖2
L2(I) = ‖S(t) (u0 − um

0 , u1 − um
1 ) ‖2

Het en se rappelant que (S(t))t≥0 est un semi-groupe 
ontinu de 
ontra
tion, on obtient lamajoration suivante
‖S(t) (u0 − um

0 , u1 − um
1 ) ‖H ≤ ‖|S(t)‖|L(H)‖ (u0 − um

0 , u1 − um
1 ) ‖H

≤ ‖ (u0 − um
0 , u1 − um

1 ) ‖H .Ainsi,
E(u)(t) ≤ ‖ (u0 − um

0 , u1 − um
1 ) ‖2

H + 2E(um)(t).Pour tout ε > 0 et pour tout m su�samment grand,
‖ (u0 − um

0 , u1 − um
1 ) ‖H ≤ ε.Un passage à la limite quand t tend vers +∞ permet alors de 
on
lure en se rappelantque E(um)(t) tend vers 0 d'après le théorème 5.26. �On a ainsi véri�é la dé
roissan
e de l'énergie vers 0 pour 
e modèle monodimensionnel.La question d'une généralisation en dimension supérieure peut alors être posée. Vraisem-blablement, l'opérateur de dissipation non lo
ale dû à la présen
e de l'arbre résistif in�niqui interviendra alors sera ∫ ∫ div(∂tu)div(∂tv). Il n'est alors pas 
lair, le ∂x étant alorsrempla
é par div, que les points d'équilibre du système dynamique asso
ié soient réduitsau singleton 0. Le raisonnement 
i-dessus ne se généralise don
 pas tel quel en dimensionsupérieure.5.5 Vitesse de dé
roissan
e de l'énergieDans 
ette dernière se
tion, on 
her
he à estimer la vitesse de dé
roissan
e de l'énergievers 0. On se pla
e pour 
ela dans le 
adre d'un arbre géométrique de loi rn = r0α

n.142



5.5. Vitesse de dé
roissan
e de l'énergieOn prouve alors la dé
roissan
e exponentielle pour 
ertaines valeurs du paramètre α.Le problème essentiel qui se pose tout au long de 
ette se
tion est la 
omparaison dedeux é
helles de régularité di�érentes. Plus pré
isément, l'opérateur di�érentiel −∂xx sur
I possède 
omme fon
tions propres la base hilbertienne (√2 sinnπx

)
n∈N⋆ de L2(I) alorsque l'opérateur di�érentiel lié à la présen
e de l'arbre résistif fait intervenir la base deHaar de L2(I). Il s'agit alors de 
omparer, d'un 
�té des normes de Sobolev usuelleset, de l'autre 
�té, des normes de type As. D'après les arti
les [32℄ et [33℄, 
es deuxnormes ‖ . ‖Hs(I) et ‖ . ‖As(I) sont équivalentes pour −1/2 < s < 1/2 et 
omparablespour −1 < s < 1. Lorsque 
es deux normes sont 
omparables, 
'est-à-dire pour 
ertainesvaleurs du paramètre α, on démontre la dé
roissan
e exponentielle. A l'extérieur de 
esplages, 
es deux normes estiment des régularités très di�érentes et il devient impossiblede les 
omparer. On peut remarquer, pour s'en 
onvain
re, que Ψnk /∈ H

1
2 (I), pour tout

k ∈ N et tout k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. Nous reviendrons sur 
es di�
ultés lors de la dernièrepartie de 
ette se
tion. Commençons tout d'abord par faire un bref rappel des di�érentesméthodes existantes pour étudier le taux de dé
roissan
e de l'énergie d'un système.5.5.1 Méthodes d'étude du taux de dé
roissan
e de l'énergieIl existe de nombreuses méthodes permettant d'étudier le 
omportement en temps longd'équations aux dérivées partielles. Une des méthodes les plus 
lassiques pour démontrerune dé
roissan
e exponentielle est la méthode d'énergie où l'on re
her
he des inégalitésdi�érentielles sur E (voir par exemple [13, 14℄). C'est d'ailleurs 
ette méthode qui estutilisée dans la pro
haine sous-se
tion lorsque 1 < α < 2. Pour autant, de nombreuxrésultats proviennent du lien étroit existant entre les inégalités d'observabilité fortes et
es problèmes de stabilisation exponentielle. Il est par exemple démontré dans [51, 52, 53℄qu'il y a en fait équivalen
e entre 
es deux problèmes. Di�érentes te
hniques ont alors étédéveloppées a�n d'obtenir de telles inégalités : la méthode des multipli
ateurs ([16, 17℄), lesinégalités de Carlemann ([54℄) ou en
ore l'analyse mi
ro-lo
ale ([55℄). Une étude spe
traleest aussi utilisée en dimension 1 permettant, si la partie réelle de toutes les valeurs propresest négative, de démontrer là en
ore une dé
roissan
e exponentielle (voir par exemple [56,57℄). Cette même méthode est d'ailleurs aussi utilisée, toujours en 1-d, pour véri�er la nondé
roissan
e exponentielle ([58, 59℄). En dimension supérieure, l'utilisation de la méthodeWKB 
ombinée ave
 de l'optique géométrique permet la 
onstru
tion de rayons gaussiensà partir desquels on montre un manque de dé
roissan
e uniforme et don
 exponentielle(voir [60, 15, 61, 62, 18, 19℄). Lorsqu'il n'y a pas dé
roissan
e exponentielle, on 
her
he àmontrer la dé
roissan
e polynomiale en utilisant des inégalités d'observabilité plus faibles([15, 18, 19℄). Des inégalités intégrales à poids asso
iées à des multipli
ateurs par mor
eaux
onvenablement 
hoisis et à des arguments de 
onvexité permettent aussi de démontrerdes dé
roissan
es polynomiales ou logarithmiques (voir [63, 17℄). Pour �nir, une étudenumérique peut donner des indi
ations sur la nature de la dé
roissan
e.5.5.2 Dé
roisssan
e exponentielle pour α ∈]1, 2[Nous avons utilisé i
i, pour démontrer la dé
roissan
e exponentielle, la méthode éner-gétique. Suivant les suggestions de A.Haraux, on applique le théorème suivant (voir [13℄143



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonairep.26) à notre équation des ondes perturbée par une dissipation non-lo
ale.Théorème 5.31 Soit H un espa
e de Hilbert de norme ‖ . ‖H et soit V ⊂ H tel quel'inje
tion soit dense et 
ompa
te. Soit a une forme bilinéaire 
ontinue sur V symétriqueet 
oer
ive et A l'opérateur asso
ié. Soit de plus B ∈ L(V, V ′) un opérateur qui satisfaitaux 
onditions suivantes :
∃c > 0 ∀v ∈ V 〈B(v), v〉V ′,V ≥ c||v||2H, (5.34)

∃C > 0 ∀v ∈ V ||B(v)||2V ′ ≤ C 〈B(v), v〉V ′,V . (5.35)Soit u ∈ C1([0,+∞[, V )∩C2([0,+∞[, V ′) une solution de ∂ttu+Au+B∂tu = 0. Alors ilexiste deux 
onstantes (β, γ) ∈ R
+
∗ indépendantes de u telles que

∀t ≥ 0, |u(t)|2V + ||∂tu(t)||2H ≤ βe−γt
(
|u(0)|2V + ||∂tu(0)||2H

)
.Ce théorème va nous permettre de montrer la dé
roissan
e exponentielle vers 0 de l'énergiesous 
ertaines 
onditions sur l'arbre résistif.Théorème 5.32 Soit T un arbre résistif géométrique ave


∀n ∈ N, ∀k ∈ {0, . . . , 2n − 1} rnk = r0α
n.Soit (u0, u1) ∈ D(A) et soit u l'unique solution (donnée par le théorème 5.10) de





∂ttu− ∂xxu− ∂xR∂x∂tu = 0 sur R
+ × I

u(0) = u0 sur I
∂tu(0) = u1 sur I. (5.36)Si α ∈]1, 2[, alors l'énergie dé
roît exponentiellement vers 0. Plus pré
isément, il existedeux 
onstantes (β, γ) ∈ R

+
∗ indépendantes de u telles que
∀t ≥ 0, E(u)(t) ≤ βe−γtE(u)(0).Démonstration : Etape une : Cadre d'appli
ation du théorème 5.31.A�n de se pla
er dans le 
adre du théorème 5.31, on pose H = L2(I) et

V = H1
0 (I) ⊂ L2(I). A = −∂xx est l'opérateur asso
ié à la forme bilinéaire 
ontinuesymétrique et 
oer
ive sur H1

0 (I)

a(u, v) =

∫

I

∂xu∂xv.En�n, l'opérateur B est dé�ni par B = −∂xR∂x. Comme R ∈ L(L2(I)) d'après le théo-rème 2.30, on a bien B ∈ L(V, V ′). On �xe alors (u0, u1) ∈ D(A) et on note u l'uniquesolution de (5.36) qui existe bien d'après le théorème 5.10. Une fois que les deux hypothèses(5.34) et (5.35) sur B auront été véri�ées, le théorème 5.31 nous donnera exa
tement lerésultat voulu.Etape deux : Véri�
ation de l'hypothèse (5.35).144



5.5. Vitesse de dé
roissan
e de l'énergieOn 
ommen
e par véri�er 
ette hypothèse 
ar elle ne fait intervenir au
une 
ondition surla loi géométrique de l'arbre. On �xe v ∈ H1
0 (I). La véri�
ation de l'hypothèse (5.35) sefait en deux temps :

⋆ Véri�
ation de ||B(v)||2H−1(I) ≤ ||R∂xv||2L2(I),puis
⋆ véri�
ation de ||R∂xv||2L2(I) ≤ λ0 〈B(v), v〉H−1(I),H1

0 (I).La première inégalité est une simple 
onséquen
e de la dé�nition de l'opérateur B. Pourtout ϕ ∈ H1
0 (I),

| 〈B(v), ϕ〉H−1(I),H1
0 (I) | = | 〈−∂xR∂xv, ϕ〉H−1(I),H1

0 (I) |
= | (R∂xv, ∂xϕ)L2(I) |
≤ ||R∂xv||L2(I)|ϕ|H1

0 (I),
e qui démontre le premier résultat. Véri�ons alors l'inégalité ||R∂xv||2L2(I) ≤ λ0〈B(v), v〉H−1(I),H1
0 (I).

v ∈ H1
0 (I) don
 ∂xv ∈ L2(I) est à moyenne nulle. Or (Ψ0, (Ψnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1}

) est unebase hilbertienne de L2(I), don
 il existe (vnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1} ∈ ℓ2(N) véri�ant
∂xv =

∑

n∈N

2n−1∑

k=0

vnkΨnk.Les propriétés spe
trales de R (voir la propriété 2.35), en parti
ulier la dé
roissan
e et lapositivité des valeurs propres, donnent
||R∂xv||2L2(I) =

∑
n∈N

2n−1∑
k=0

ρ2
nv

2
nk

≤ λ0

∑
n∈N

2n−1∑
k=0

ρnv
2
nk.

(5.37)De plus,
〈B(v), v〉H−1(I),H1

0 (I) = (R∂xv, ∂xv)L2(I)

=
∑
n∈N

2n−1∑
k=0

ρnv
2
nk.

(5.38)En 
ombinant l'inégalité (5.37) et l'égalité (5.38), on obtient
||R∂xv||2L2(I) ≤ λ0 〈B(v), v〉H−1(I),H1

0 (I) .Ainsi l'hypothèse (5.35) est véri�ée ave
 C = λ0.Etape trois : Véri�
ation de l'hypothèse (5.34).On �xe v ∈ H1
0 (I). En utilisant la propriété 2.50, on obtient, ∂xv étant de moyenne nulle(
ar v ∈ H1

0 (I)),
〈B(v), v〉H−1(I),H1

0 (I) = (R∂xv, ∂xv)L2(I) =
r0α

2 − α
||∂xv||2As(I), (5.39)145



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonairepour s = −1/2 + lnα/2 ln 2, s < 0 
ar 0 < α < 2. Jusqu'à présent, tout a été démontrésans au
une restri
tion sur les valeurs du paramètre α. Nous allons maintenant énon
ertrois lemmes qui vont nous permettre de �nir la démonstration du théorème et qui neseront vrais que pour 
ertaines valeurs du paramètre α.
⋆ Le premier lemme permet de 
omparer les normes Hs et As. Pour 
ertaines plages devaleurs de s, la norme As peut être minorée par la norme Hs, 
e qui nous permet d'obtenir

〈B(v), v〉H−1(I),H1
0 (I) ≥ C||∂xv||2Hs(I) ∀s ∈] − 1, 0[.

⋆ En utilisant le deuxième lemme et toujours pour s ∈] − 1, 0[, on minore ‖∂xv‖Hs(I) par
|v|Hs+1(I) et on obtient ainsi

〈B(v), v〉H−1(I),H1
0 (I) ≥ C|v|2Hs+1(I), ∀s ∈] − 1, 0[.

⋆ Le dernier lemme permet de minorer la semi-norme Hs+1 par la norme L2. L'hypothèse(5.34) est ainsi véri�ée.Enonçons alors le premier lemme qui permet de passer des espa
es As aux espa
es usuelsde Sobolev. On trouvera sa démonstration dans [33℄.Lemme 5.33
∀s ∈] − 1, 0[ ∃C > 0 ∀f ∈ As(I) C||f ||Hs(I) ≤ ||f ||As(I).Comme s = −1/2 + lnα/2 ln 2, 
e lemme s'applique si α ∈]1/2, 2[. En reprenant l'égalité(5.39), il existe ainsi une 
onstante C > 0 telle que

〈B(v), v〉H−1(I),H1
0 (I) ≥ C||∂xv||2Hs(I), −1 < s < 0. (5.40)Le lemme suivant permet alors de 
omparer la norme ||∂xv||Hs(I) ave
 la semi-norme

|v|Hs+1(I) lorsque v ∈ H1
0 (I). Sa démonstration étant un peu te
hnique, on la trouveradans l'annexe C.Lemme 5.34

∀s ∈] − 1, 0[, ∃C > 0, ∀v ∈ H1
0 (I), ||∂xv||Hs(I) ≥ C|v|Hs+1(I),ave
 | . |Hs+1(I) semi-norme sur Hs+1(I).En 
ombinant alors l'inégalité (5.40) et 
e lemme, on obtient, pour α ∈]1/2, 2[, 
'est-à-direpour −1 < s < 0,

∃C > 0, ∀v ∈ H1
0 (I) 〈B(v), v〉H−1(I),H1

0 (I) ≥ C|v|2Hs+1(I). (5.41)Pour �nir la démonstration du théorème, nous avons besoin d'un dernier lemme de typeinégalité de Poin
aré Wintinger généralisée pour les espa
es de Sobolev à indi
e fra
tion-naire.Lemme 5.35 Soit θ > 0 et soit ϕ ∈ (Hθ(I))′ véri�ant 〈ϕ, 1〉 6= 0. On a alors
∃C > 0, ∀v ∈ Hθ(I), ||v||2Hθ(I) ≤ C

(
〈ϕ, v〉2 + |v|2Hθ(I)

)
. (5.42)146



5.5. Vitesse de dé
roissan
e de l'énergieDémonstration : Pour démontrer 
e lemme, raisonnons par l'absurde. On suppose don
que (5.42) n'est pas véri�ée. On a alors l'existen
e d'une suite (vn)n∈N ∈ Hθ(I) véri�ant
||vn||Hθ(I) = 1 (5.43)et

lim
n→+∞

(
| 〈ϕ, vn〉 |2 + |vn|2Hθ(I)

)
= 0. (5.44)

(vn)n∈N étant bornée dans Hθ(I), il existe v ∈ Hθ(I) et une sous-suite (que l'on 
ontinuerade noter (vn)n∈N) faiblement 
onvergente tels que
vn ⇀ v dans Hθ(I).L'inje
tion de Hθ(I) dans L2(I) étant 
ompa
te, on en déduit la 
onvergen
e forte de

(vn)n∈N vers v dans L2(I). Ainsi, en 
ombinant
|v|Hθ(I) ≤ lim inf

n→+∞
|vn|Hθ(I)et (5.44), on obtient |v|Hθ(I) = 0. v est don
 
onstante. Puis, en utilisant

limn→+∞ 〈ϕ, vn〉 = 〈ϕ, v〉 , (5.44) et l'uni
ité de la limite, on a
〈ϕ, v〉 = 0.Ainsi, v = 0 
ar, par hypothèse, 〈ϕ, 1〉 6= 0. Ce qui est absurde 
ar (5.43) impose

||v||Hθ(I) = 1. �On peut alors �nir de démontrer le théorème. A�n de minorer la semi-norme Hs+1 parla norme L2, les 
onstantes restent la seule di�
ulté à traiter. Pour 
ela, nos fon
tionsétant dans H1
0 (I), on doit se pla
er dans un espa
e de Sobolev qui �voit le bord�, à savoir,

s+1 > 1/2. On suppose don
 à partir de maintenant α ∈]1, 2[ a�n d'assurer 1+s ∈]1/2, 1[.En utilisant les résultats sur les inje
tions de Sobolev (voir [64℄ ou [16℄), on obtient enparti
ulier
Hs+1(I) ⊂ C0(I),l'inje
tion étant 
ontinue. L'appli
ation

Ψ : Hs+1(I) → R

v → v(0)est alors une forme linéaire 
ontinue sur Hs+1(I). En appliquant le lemme pré
édent à Ψet en se rappelant que v ∈ H1
0 (I), on obtient don
 l'existen
e de C > 0 véri�ant

|v|Hs+1(I) ≥ C||v||Hs+1(I).L'inje
tion 
ontinue de Hs+1(I) dans L2(I) 
ombinée ave
 l'inégalité (5.41) permet de
on
lure. � 147



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaire5.5.3 Quelques remarques dans le 
as α ∈ [0, 1]Le 
as α ∈ [0, 1] n'est pour l'instant pas résolu et reste un problème ouvert. Fai-sons toutefois quelques remarques permettant de 
onje
turer qu'il n'y a pas dé
roissan
eexponentielle pour 
ette plage de valeurs.Perte de l'éllipti
ité pour α < 1/2On véri�e i
i que le 
ara
tère elliptique de l'opérateur B = −∂xR∂x n'est plus véri�ési 0 < α < 1/2.Propriété 5.36 Si 0 < α < 1/2, alors l'hypothèse (5.34) du théorème 5.31
∃c > 0, ∀v ∈ H1

0 (I), 〈B(v), v〉H−1(I),H1
0 (I) ≥ c‖v‖2

L2(I) (5.45)ave
 B = −∂xR∂x n'est plus véri�ée.Démonstration : Supposons que l'hypothèse (5.45) soit véri�ée. En parti
ulier 
etteinégalité est vraie pour les fon
tions 
hapeaux (T0, (Tnk)n∈N,k∈{0,...,2n−1}) dé�nies par 5.16.Cal
ulons dans un premier temps 〈BTnk, Tnk〉H−1(I),H1
0 (I). Les propriétés spe
trales del'opérateur R (voir la propriété 2.35), donnent, pour tout n ∈ N et pour tout k ∈

{0, . . . , 2n − 1},
〈BTnk, Tnk〉H−1(I),H1

0 (I) = 〈−∂xR∂xTnk, Tnk〉H−1(I),H1
0 (I)

= (RΨnk,Ψnk)L2(I)

= ρn.Cal
ulons alors ‖Tnk‖L2(I) pour tout n ∈ N et pour tout k ∈ {0, . . . , 2n − 1}. En serappelant les dé�nitions des fon
tions 
hapeaux (voir 5.16) et de la base de Haar (voir2.34), Tnk vaut
Tnk(x) =





2
n
2 (x− k

2n
) si x ∈ [

k

2n
,
2k + 1

2n+1
]

−2
n
2 (x− k + 1

2n
) si x ∈ [

2k + 1

2n+1
,
k + 1

2n
]

0 sinon.Ainsi, pour n ∈ N et k ∈ {0, . . . , 2n − 1} �xés,
||Tnk||2L2(I) =

2k+1
2n+1∫

k
2n

(2
n
2 (x− k

2n
))2dx+

k+1
2n∫

2k+1
2n+1

(−2
n
2 (x− k + 1

2n
))2dx

=
1

12

1

22n
.En se rappelant que ρn = λ0(

α

2
)n+1, on obtient pour tout n ∈ N

(α
2

)n

≥ C

(
1

4

)n

,148



5.5. Vitesse de dé
roissan
e de l'énergieave
 C = c/6λ0α. Ce résultat est absurde 
ar α < 1/2, 
e qui a
hève la démonstration.
�Cette hypothèse d'ellipti
ité, qui apparaît dans le théorème 5.31 
omme une 
onditionsu�sante semble être quasiment optimale. Cela amène à 
onje
turer la non dé
roissan
eexponentielle au moins pour α < 1/2.Une dé
roissan
e exponentielle non uniforme pour 1/2 < α ≤ 1On suppose i
i que α ∈]1/2, 1]. La démonstration du théorème 5.32 s'applique alorsjusqu'au lemme 5.34 in
lus et on obtient don


∃C > 0, ∀v ∈ H1(I) 〈B(v), v〉H−1(I),H1
0 (I) ≥ C|v|2Hs+1(I). (5.46)Par 
ontre, la �n de la démonstration ne s'applique plus pour 
ette plage de valeur de

α. On peut 
ependant obtenir un résultat partiel en 
onsidérant des traje
toires bornées.En e�et, le résultat suivant permet de 
omparer la norme Hθ et sa semi-norme pour tout
θ > 0 :Lemme 5.37 Soit R réel stri
tement positif, on note BR(H1

0 (I)) la boule de 
entre 0 etde rayon R de H1
0 (I). Alors

∃CR > 0, ∀v ∈ Hθ(I) ∩BR(H1
0 (I)), ‖v‖Hθ(I) ≤ CR|v|Hθ(I).Démonstration : Par l'absurde, on suppose qu'il existe une suite (vn)n∈N ∈ Hθ(I) ∩

BR(H1
0 (I)) telle que, pour tout n ∈ N, ‖vn‖Hθ(I) = 1 et (|vn|Hθ(I))n∈N 
onverge vers 0.Comme la suite (vn)n∈N est bornée dans H1

0 (I), quitte à extraire une sous-suite toujoursnotée (vn)n∈N, il existe v ∈ H1
0 (I) telle que la suite (vn)n∈N 
onverge faiblement vers

v. Mais le 
ara
tère borné de 
ette suite dans H1
0 (I) assure aussi, quitte à extraire denouveau une sous-suite, la 
onverge forte de (vn)n∈N vers v dans L2(I). La 
onvergen
ede la semi-norme ainsi que la 
onvergen
e en moyenne assure que la suite (vn)n∈N estune suite de Cau
hy dans Hθ(I). Ainsi (vn)n∈N 
onverge fortement vers v dans Hθ(I). Deplus, par passage à la limite, on sait que |v|Hθ(I) = 0 et ainsi v est 
onstante. Comme

v ∈ H1
0(I), 
e
i assure que v est nulle. Contradi
tion ave
 ‖vn‖Hθ(I) = 1 pour tout n ∈ N.

�Ainsi, si les traje
toires sont bornées dans D(A), 
e lemme s'applique et permet ainsi de�nir la démonstration du théorème 5.32 pour α ∈]1/2, 1]. Or, en prenant les 
onditionsinitiales telles que ‖(u0, u1)‖D(A) ≤ R, les traje
toires sont bornées dans D(A) et enparti
ulier ∂tu appartient à BR(H1
0 (I)). On peut ainsi appliquer le lemme pré
édent.Inégalités d'observabilité forte ou faibleComme nous l'avons dit au début de 
ette se
tion, il existe d'autres méthodes pourprouver une dé
roissan
e exponentielle ou polynomiale. En parti
ulier les méthodes liéesaux inégalités d'observabilité en utilisant l'inégalité d'observabilité forte de l'équation des149



Chapitre 5. Etude mathématique d'un modèle 1D du paren
hyme pulmonaireondes 
lassique. On 
onsidère pour 
ela les deux problèmes suivants, le système homogènedes ondes 
lassiques 



∂ttv − ∂xxv = 0 sur R
+ × I

u = 0 sur ∂I
u(0) = u0 sur I

∂tu(0) = u1 sur I, (5.47)et notre problème




∂ttu− ∂xxu− ∂xR∂x∂tu = 0 sur R
+ × I

u = 0 sur ∂I
u(0) = u0 sur I

∂tu(0) = u1 sur I.En utilisant par exemple un résultat d'Haraux (voir [51℄), la dé
roissan
e exponentielleest équivalente à l'inégalité d'observabilité forte suivante
∃T0 > 0, ∃C ≥ 0, ‖(u0, u1)‖H1

0 (I)×L2(I) ≤ C

T0∫

0

(R∂x∂tv, ∂x∂tv)L2(I) dt, (5.48)pour tout v solution de (5.47). Pour α ∈]1, 2[, 
ette inégalité est évidente en utilisantl'ellipt
ité de B = −∂xR∂x (voir l'hypothèse 5.34) et l'inégalité forte d'observabilité 
las-sique de l'équation des ondes. En e�et, on a (voir par exemple [65℄) l'existen
e de T0 > 0et de C > 0 véri�ant
‖(u0, u1)‖H1

0 (I)×L2(I) ≤ C

T0∫

0

‖∂tv‖2
L2(I)dt,pour v solution de (5.47). La propriété d'éllipti
ité permet alors de 
on
lure dans le 
as

α > 1. Pour 0 < α ≤ 1, on peut alors essayer d'obtenir une inégalité d'observabilité plusfaible nous permettant de démontrer une dé
roissan
e polynomiale. Quitte à faire uneinterpolation, il s'agit alors de démontrer l'inégalité (5.48), non plus pour la norme usuellesur H = H1
0 (I) × L2(I), mais pour une norme d'énergie plus faible. Plus pré
isément, on
her
he s'il existe T0 > 0 et C > 0 satisfaisant

‖(u0, u1)‖H1−θ(I)×H−θ(I) ≤ C

T0∫

0

(R∂x∂tv, ∂x∂tv)L2(I) dt,ave
 θ ≥ 0 et v toujours solution de (5.47). En utilisant le lemme 2.50, 
ela revient, dansle 
as d'un arbre géométrique, à véri�er l'inégalité
‖(u0, u1)‖H1−θ(I)×H−θ(I) ≤ C

T0∫

0

‖∂x∂tv‖2
As(I)dt,150



5.5. Vitesse de dé
roissan
e de l'énergieave
 s = −1/2+lnα/2 ln 2 < −1/2. En utilisant l'inégalité d'observabilité forte de l'équa-tion des ondes, 
ela revient à véri�er s'il existe, pour v solution de (5.47) et s < −1/2�xé, θ > 0 et C > 0 tels que
‖∂tv‖H−θ(I) ≤ C‖∂x∂tv‖As(I).Il s'agit ainsi d'évaluer deux é
helles di�érentes qui ne sont 
omparables que pour −1/2 <

s < 1/2. Ce problème est, pour nous, un problème ouvert.
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Chapitre 6. Vers un modèle 2D du paren
hyme pulmonaireL'élaboration d'un modèle limite monodimensionnel du paren
hyme dans le 
hapitrepré
édent n'a pas en
ore été généralisé en dimension supérieure. Ce dernier 
hapitre dé
ritl'ébau
he d'un modèle du paren
hyme en dimension deux ou trois. Nous nous 
ontentonsdans 
ette première appro
he de faire des simulations numériques sur une stru
ture per-forée par un nombre �ni de trous tous reliés entre eux par un arbre résisitif. Dans 
e
hapitre, on montre le 
ara
tère bien posé du modèle asso
ié à un arbre �ni sous-ja
entpuis on fait ensuite son étude numérique. En parti
ulier, on étudie le 
omportement entemps long des solutions en faisant varier le paramètre α a�n de valider numériquementla 
onje
ture du 
hapitre pré
édent.6.1 Le modèleLe paren
hyme pulmonaire 
orrespond, 
omme 
ela a été dit dans le 
hapitre 1, àla membrane séparant les alvéoles des 
apillaires sanguins. I
i, 
omme tout au long de
ette thèse, seul le mé
anisme de la ventilation est étudié, les é
hanges gazeux ne serontdon
 pas abordés. En parti
ulier, notre modélisation du paren
hyme pulmonaire ne ferapas apparaître le réseau des 
apillaires sanguins. Ce paren
hyme est 
onstitué de �bresélastiques 
onférant au poumon ses propriétés élastiques. Bien que dans la réalité, sastru
ture ne se limite pas à des �bres élastiques, étant, entre autres, par nature gorgé de�uide sanguin, on se 
ontente dans 
ette première appro
he de le modéliser par un milieu
ontinu homogène isotrope et élastique, troué par un réseau d'alvéoles. En�n, 
es alvéolessont toutes reliées entre elles par l'intermédiaire des voies respiratoires. Un arbre résistif�ni à N + 1 générations est ainsi présent de façon �
tive et 
ouple toutes les pressionsalvéolaires. Nous envisagerons, de plus, l'hypothèse de petites déformations.Le domaine Ω, un domaine troué. On 
onsidère un domaine Ω ⊂ R
d, d = 2, 3, defrontière ∂Ω C1 par mor
eaux. Ce domaine est un domaine troué par 2N boules 
orrespon-dant aux 2N alvéoles de l'arbre résistif à N +1 générations. Pour tout i ∈ {0, . . . , 2N −1},on note Bi l'alvéole 
orrespondant à la sortie i de l'arbre dyadique sous-ja
ent et ∂Bisa frontière. On dé�nit de plus B = ∪2N−1

i=0 Bi l'ensemble des alvéoles et ∂B = ∪2N−1
i=0 ∂Bil'ensemble des parois alvéolaires. On suppose que ∂Ω = Γ1 ∪Γ2 ∪ ∂B où Γ1 est de mesuresuper�
ielle stri
tement positive et 
orrespond à la partie �xe de la paroi extérieure, Γ2
orrespondant à l'autre partie de la paroi extérieure. On notera par n la normale sortantede ∂Ω (voir la �gure 6.1).Les équations de l'élasti
ité linéarisée. On s'intéresse à l'évolution au 
ours dutemps des petits dépla
ements à partir de l'état naturel d'un solide élastique homogèneet isotrope soumis dans Ω à la densité volumique de for
e f et �xé de manière rigide sur

Γ1. On note λ et µ les 
oe�
ients de Lamé asso
iés aux �bres élastiques du paren
hymepulmonaire et u les petits dépla
ements de 
e dernier. L'évolution du paren
hyme au
ours du temps est alors dé
rit par l'équation de l'élasti
ité linéarisée suivante
∂2u

∂t2
−∇ · σ(u) = f dans R

+ × Ω,154



6.1. Le modèle

PSfrag repla
ements
Ω

Γ1

Γ2

n

n

B0

Bi

∂Bi

Fig. 6.1 � Modélisation du paren
hyme pulmonaire.
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Chapitre 6. Vers un modèle 2D du paren
hyme pulmonaireoù
σ(u) = µ

(
∇u + t∇u

)
+ λ(∇ · u)Idest le tenseur des 
ontraintes (voir [66℄). On impose de plus un dépla
ement nul sur laparoi �xe

u = 0 sur R
+ × Γ1.Ce système, pour être bien posé, doit être 
omplété par des 
onditions aux limites sur

Γ2 ∪ ∂B.Des 
onditions aux limites de type Neumann dues au mé
anisme de la venti-lation. Lors de l'inspiration, la 
ontra
tion du diaphragme induit une for
e surfa
iquesur la frontière extérieure du paren
hyme Ω, au niveau des plèvres. Ainsi,
σ(u) · n = −ppl èvn sur R

+ × Γ2,ave
 ppl èv stri
tement négative 
orrespondant à la pression au niveau pleural. Cela seréper
ute au niveau des pressions alvéolaires. Ainsi, en notant pi la pression dans l'alvéole
i, i ∈ {0, . . . , 2N − 1}, on obtient les 
onditions aux limites suivantes pour tout i ∈
{0, . . . , 2N − 1},

σ(u) · n = −pin sur R
+ × ∂Bi.Ces pressions sont toutes 
ouplées entre elles par l'intermédiaire de l'arbre résistif à N +1générations. En se rappelant la propriété 2.3 qui lie les pressions alvéolaires et les �ux ensortie de l'arbre, on obtient

p = ANq,ave
 p = (pi)0≤i≤2N−1 et q = (qi)0≤i≤2N−1. La 
onvention avait alors été prise de 
ompterpositivement les �ux lorsque du �uide entre dans l'arbre. Il s'agit alors de remarquer que,pour tout i ∈ {0, . . . , 2N − 1},
qi =

∫

∂Bi

∂tu · n.Ainsi, les 
onditions aux limites sur ∂B peuvent s'é
rire, pour tout i ∈ {0, . . . , 2N − 1},
σ(u) · n = −




2N−1∑

j=0

AN
ij

∫

∂Bj

∂tu · n


n sur R

+ × ∂Bi. (6.1)On note (u0,u1) les 
onditions initiales de dépla
ement et de vitesse du paren
hyme.Ainsi, les petits dépla
ements du paren
hyme peuvent être modélisés par les équations156



6.2. Un problème bien posésuivantes




∂2u

∂t2
−∇ · σ(u) = f dans R

+ × Ω

σ(u) · n = −ppl èvn sur R
+ × Γ2

σ(u) · n = −




2N−1∑

j=0

AN
ij



∫

∂Bj

∂tu · n





n sur R

+ × ∂Bi, ∀i

u = 0 sur R
+ × Γ1

u(0) = u0 sur Ω

∂tu(0) = u1 sur Ω.

(6.2)
Remarque 6.1 On peut noter que l'arbre dyadique résistif n'a pas de réalité géométriquei
i. Pour autant, il a une présen
e physique qui se traduit par les 
onditions aux bords(6.1) et qui induit une dissipation d'énergie.6.2 Un problème bien posé6.2.1 La formulation variationnelleSoit Ω le domaine borné de R

d (d = 2 ou 3) introduit dans la se
tion pré
édente. Onmunit les espa
es H = L2(Ω)d et H1(Ω)d des normes hilbertiennes usuelles suivantes
‖u‖L2(Ω)d =

(
d∑

i=1

‖ui‖2
L2(Ω)

) 1
2 et ‖u‖H1(Ω)d =

(
d∑

i=1

‖ui‖2
H1(Ω)

) 1
2

.On dé�nit de plus l'espa
e
V =

{
u ∈ H1(Ω)d, u = 0 sur Γ1

}
,ave
 Γ1 de mesure super�
ielle stri
tement positive. Ainsi, V est un espa
e de Hilbertdense dans H ave
 inje
tion 
ompa
te. Soit v ∈ V une fon
tion test. En multipliant lapremière équation de (6.2) par v, en intégrant sur Ω et en utilisant la formule de Green,on obtient formellement

d2

dt2
(u , v)L2(Ω)d +

∫

Ω

σ(u) : e(v) −
∫

∂Ω

tv · σ(u) · n =

∫

Ω

f · v,en notant e le tenseur des déformations in�nitésimales,
e(v) =

1

2

(
∇v + t∇v

)
= (eij(v))1≤i,j≤d. 157



Chapitre 6. Vers un modèle 2D du paren
hyme pulmonaireIl su�t alors d'utiliser les 
onditions aux limites données dans le système (6.2) pourobtenir
d2

dt2
(u , v)L2(Ω)d+

∫

Ω

σ(u) : e(v)+
2N−1∑

i,j=0

AN
ij



∫

∂Bj

∂tu · n






∫

∂Bi

v · n


 = −ppl èv

∫

Γ2

v·n+

∫

Ω

f ·v.Rappelons tout de suite l'inégalité de Korn, résultat préliminaire fondamental puisque
ette inégalité assure à la forme bilinéaire 
ontinue symétrique
a : V × V → R

(u , v) 7→
∫

Ω

σ(u) : e(v),d'être 
oer
ive. On en trouvera la démonstration dans, par exemple, [67℄.Théorème 6.2 Si Ω est un ouvert borné de R
d de frontière ∂Ω, C1 par mor
eaux, et Γ1une partie de ∂Ω de mesure super�
ielle stri
tement positive, alors il existe une 
onstante

C = C(Ω) > 0, telle que
∀v ∈ H1(Ω)d,

d∑

i,j=1

‖eij(v)‖2
L2(Ω) + ‖v‖2

L2(Ω)d ≥ C‖v‖2
H1(Ω)d .Corollaire 6.3 On suppose que Ω est un ouvert borné et 
onnexe de R

d de frontière ∂Ω
C1 par mor
eaux et Γ1 une partie de ∂Ω de mesure super�
ielle stri
tement positive. Alors

v →
(

d∑

i,j=1

‖eij(v)‖2
L2(Ω)

) 1
2 et v → a(v,v)

1
2sont des normes sur V =

{
u ∈ H1(Ω)d, u = 0 sur Γ1

} équivalentes à la norme ‖ . ‖H1(Ω)d .6.2.2 Le bilan d'énergieSupposons que la solution du problème (6.2) existe et est assez régulière. Dans 
e 
as,il est intéressant d'avoir une notion de bilan d'énergie.Dé�nition 6.4 On dé�nit l'énergie 
inétique du milieu élastique par, pour tout t ≥ 0,
Ec(u)(t) =

1

2
‖∂tu(t)‖2

L2(Ω)d , (6.3)et l'énergie de déformation élastique par
Ee(u)(t) = µ

d∑

i,j=1

‖eij(u)(t)‖2
L2(Ω) +

λ

2
‖∇ · u(t)‖2

L2(Ω). (6.4)L'énergie totale ET (u)(t) est la somme de 
es deux énergies.158



6.2. Un problème bien poséRaisonnons formellement. On obtient le bilan énergétique en multipliant la première équa-tion de (6.2) par ∂tu, en intégrant sur Ω et en utilisant la formule de Green :
1

2

d

dt
‖∂tu‖2

L2(Ω)d+

∫

Ω

2µ

(
d∑

i,j=1

eij(u)∂teij(u)

)
+λ(∇·u) (∂t∇·u) =

∫

∂Ω

t∂tu·σ(u)·n+

∫

Ω

f ·∂tu.En utilisant les dé�nitions (6.3) et (6.4) respe
tivement de l'énergie 
inétique et élastique,on obtient, pour tout t ≥ 0,
d

dt
ET (u)(t) =

∫

∂Ω

t∂tu · σ(u) · n +

∫

Ω

f · ∂tu.Il su�t alors d'utiliser les 
onditions aux limites du système (6.2) en raisonnant 
ommelors de la formulation variationnelle pour 
on
lure. Ainsi, le bilan énergétique s'é
rit for-mellement, pour tout t ≥ 0,
d

dt
ET (u)(t) = −ppl èv




∫

Γ2

∂tu · n



−
2N−1∑

i,j=0

AN
ij



∫

∂Bj

∂tu · n







∫

∂Bi

∂tu · n





+

∫

Ω

f · ∂tu.Remarque 6.5 Si l'on suppose que la for
e extérieure f et la pression au niveau desplèvres ppl èv sont nulles, 
e qui est par exemple le 
as lors de l'expiration, alors l'énergiedu système est stri
tement dé
roissante. En e�et, il su�t de se rappeler que la matri
e
AN est dé�nie positive (voir la propriété 2.6). On remarque de plus que 
ette énergie estalors dissipée par l'arbre 
omme pour le modèle mono-dimensionnel du 
hapitre 5.6.2.3 Existen
e et uni
itéOn s'intéresse i
i au 
ara
tère bien posé du problème suivant : étant donnés

u0 ∈ V,

u1 ∈ H,

ppl èv ∈ H1(0, T ),

f ∈ L2(0, T ;H),

(6.5)159



Chapitre 6. Vers un modèle 2D du paren
hyme pulmonairetrouver u ∈W 1,∞(0, T ;H) ∩ L∞(0, T ;V ) véri�ant




∂2u

∂t2
−∇ · σ(u) = f dans R

+ × Ω

σ(u) · n = −ppl èvn sur R
+ × Γ2

σ(u) · n = −




2N−1∑

j=0

AN
ij



∫

∂Bj

∂tu · n





n sur R

+ × ∂Bi, ∀i

u = 0 sur R
+ × Γ1

u(0) = u0 sur Ω

∂tu(0) = u1 sur Ω.

(6.6)
Remarque 6.6 Lors des appli
ations numériques, la fon
tion ppl èv est une fon
tion 
ré-neaux négative lors de l'inspiration et nulle lors de l'expiration. Pour autant, en réalité,lors du pro
essus de ventilation, 
ette fon
tion ppl èv est régulière, en parti
ulier elle estbien dans H1(0, T ).Sous les hypothèses (6.5), nous appelons solution faible du problème (6.6), toute fon
tion
u ∈W 1,∞(0, T ;H) ∩ L∞(0, T ;V ) telle que





−
T∫

0

(∂tu(t) , ∂tϕ(t))L2(Ω)d dt+

T∫

0

a (u(t) , ϕ(t)) dt

−
2N−1∑

i,j=0

AN
ij

T∫

0



∫

∂Bj

∂tϕ(t, x) · n






∫

∂Bi

u(t, x) · n


 dt

=

∫

Ω

u1(x) · ϕ(0, x)dx+
2N−1∑

i,j=0

AN
ij




∫

∂Bi

u0(x) · n







∫

∂Bj

ϕ(0, x) · n




−
T∫

0

ppl èv(t)

∫

Γ2

ϕ(t, x) · ndt+

T∫

0

∫

Ω

f(t, x) · ϕ(t, x)dxdt,

∀ϕ ∈ D([0, T [×Ω).

(6.7)
Théorème 6.7 Sous les hypothèses (6.5), il existe une unique solution faible
u ∈W 1,∞(0, T ;H) ∩ L∞(0, T ;V ) de (6.6).On utilise pour démontrer l'existen
e la méthode de Galerkin (voir [68℄).Démonstration : Etape une : Constru
tion d'une suite (um)m∈N⋆ .Commençons tout d'abord par 
onstruire une solution appro
hée (um)m∈N⋆ du problème(6.6). L'inje
tion 
anonique de V dans L2(Ω)d est 
ompa
te et la forme bilinéaire a(.,.) est160



6.2. Un problème bien posé
ontinue symétrique et 
oer
ive. Ainsi (voir par exemple [69℄), il existe une suite 
roissantede valeurs propres de a tendant vers +∞

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ≤ λm ≤ . . . ,et une base hilbertienne de L2(Ω)d formée de ve
teurs propres wm tels que
∀m ∈ N

⋆, ∀v ∈ V, a(wm , v) = λm(wm , v)L2(Ω)d .De plus, la suite (λ
−1/2
m wm)m∈N⋆ est une base hilbertienne de V pour le produit s
alaire

a(. , .). On introduit alors le sous-espa
e Vm de V engendré par les m premiers ve
teurspropres (w1, . . . ,wm). On 
her
he une fon
tion um : t 7→ um(t) ∈ Vm solution, pour tout
v ∈ Vm et tout t ≥ 0, de la formulation variationnelle

d2

dt2
(um(t) , v)L2(Ω)d + a(um(t) , v) +

2N−1∑

i,j=0

AN
ij



∫

∂Bj

∂tum(t) · n






∫

∂Bi

v · n




= −ppl èv(t)

∫

Γ2

v · n +

∫

Ω

f(t) · v,

(6.8)
ave
 les 
onditions initiales suivantes

um(0) = u0,m =
m∑

i=1

a(u0 , λ
− 1

2
i wi)(λ

− 1
2

i wi) =
m∑

i=1

(u0 ,wi)L2(Ω)dwi

dum

dt
(0) = u1,m =

m∑

i=1

(u1 ,wi)L2(Ω)dwi.On peut tout de suite remarquer qu'un tel 
hoix implique la 
onvergen
e de (u0,m)m∈N⋆et de (u1,m)m∈N⋆ respe
tivement vers u0 dans V muni de la norme asso
iée à a(. , .) etvers u1 dans L2(Ω)d. En posant alors
um(t) =

m∑

i=1

αi(t)wi ave
 αi(t) = (um(t) ,wi)L2(Ω)d ,et en prenant, pour tout i ∈ {1, . . . , m}, v = wi dans la formulation variationnelle (6.8),on obtient
α̈i(t)+λiαi(t)+

2N−1∑

l,j=0

AN
lj



∫

∂Bj

∂tum(t) · n






∫

∂Bl

wi · n


 = −ppl èv(t)

∫

Γ2

wi ·n+

∫

Ω

f(t) ·wi.En dé
omposant ∂tum, 
ette équation devient
α̈i(t)+λiαi(t)+

m∑

p=1

α̇p(t)




2N−1∑

l,j=0

AN
lj



∫

∂Bj

wp · n






∫

∂Bl

wi · n





 = −ppl èv(t)

∫

Γ2

wi·n+

∫

Ω

f(t)·wi.161



Chapitre 6. Vers un modèle 2D du paren
hyme pulmonaireEn notant alors, pour tout (i, p) ∈ {1, . . . , m}2,
bip =

2N−1∑

l,j=0

AN
lj



∫

∂Bj

wp · n







∫

∂Bl

wi · n



 et ci(t) = −ppl èv (t)

∫

Γ2

wi · n +

∫

Ω

f(t) · wi,

αi(t) est alors solution, pour tout i ∈ {1, . . . , m}, du système d'équations linéaires duse
ond ordre à 
oe�
ients 
onstants





α̈i(t) + λiαi(t) +
m∑

p=1

bipα̇p(t) = ci(t)

αi(0) = (u0 ,wi)L2(Ω)d

α̇i(0) = (u1 ,wi)L2(Ω)d .Ainsi, à m ∈ N
⋆ �xé, il existe un unique um ∈ C1(0, T ;Vm). On notera que T est indé-pendant de m, le système étant linéaire.Etape deux : Estimation d'énergie.Véri�ons que (um)m∈N⋆ est bornée dans L∞(0, T ;V ) et (∂tum)m∈N⋆ est bornée dans L∞(0, T ;H).En reprenant la formulation variationnelle (6.8) pour v = ∂tum ∈ Vm et en 
ombinant
ela ave
 la dé�nition 6.4 de l'énergie, on obtient

dE(um)

dt
(t) = −ppl èv(t)

∫

Γ2

∂tum(t)·n−
2N−1∑

i,j=0

AN
ij




∫

∂Bi

∂tum(t) · n







∫

∂Bj

∂tum(t) · n


+

∫

Ω

f(t)·∂tum(t).En se rappelant que la matri
e AN est dé�nie positive (voir la propriété 2.6) et en 
om-binant 
ela ave
 les inégalités de Cau
hy-S
hwarz et de Young, on obtient la majorationsuivante
dE(um)

dt
(t) ≤ −ppl èv(t)

∫

Γ2

∂tum(t) · n +

∫

Ω

f(t) · ∂tum(t)

≤ −ppl èv(t)

∫

Γ2

∂tum(t) · n +
1

2
‖f(t)‖2

L2(Ω)d +
1

2
‖∂tum(t)‖2

L2(Ω)d .Comme on ne sait 
ontr�ler que la norme L2(Ω)d de ∂tum et non sa norme H1(Ω)d, leterme 
ontenant la pression extérieure nous empê
he d'appliquer dire
tement le lemmede Grönwall. Par 
ontre, on sait 
ontr�ler la norme H1(Ω)d de um, on intègre don
 parparties en temps pour s'y ramener et on obtient, pour 0 ≤ t ≤ T ,
E(um)(t) ≤ E(um)(0) +

1

2
‖f‖2

L2(0,T ;L2(Ω)d) +
1

2

t∫

0

‖∂tum(s)‖2
L2(Ω)dds

+

t∫

0

∂tppl èv(s)



∫

Γ2

um(s) · n


 ds− ppl èv(t)

∫

Γ2

um(t) · n + ppl èv(0)

∫

Γ2

u0,m · n.162



6.2. Un problème bien poséComme les deux suites (u0,m)m∈N⋆ et (u1,m)m∈N⋆ 
onvergent respe
tivement vers u0 dans
V et vers u1 dans L2(Ω)d, (E(um)(0))m∈N⋆ et (

∫
Γ2

u0,m · n)m∈N⋆ sont bornées. Il existeainsi une 
onstante C > 0 telle que
E(um)(t) ≤ C+

1

2

t∫

0

‖∂tum(s)‖2
L2(Ω)dds+

t∫

0

∂tppl èv(s)



∫

Γ2

um(s) · n


 ds−ppl èv(t)

∫

Γ2

um(t)·n.En utilisant là en
ore les inégalités de Young et de S
hwarz, il existe β > 0 tel que
E(um)(t) ≤ C +

1

2

t∫

0

‖∂tum(s)‖2
L2(Ω)dds+

1

2

t∫

0

∂tp
2
pl èv(s)ds+

|Γ2|
2

t∫

0

‖um(s)‖2
L2(∂Ω)ds

+
β

2
p2
pl èv(t) +

|Γ2|
2β

‖um(t)‖2
L2(∂Ω).En utilisant alors la 
ontinuité de l'appli
ation tra
e de H1(Ω) dans L2(∂Ω), l'inégalitéde Korn et en 
hoisissant β tel que 1− |Γ2|/2β > 0, on obtient l'existen
e de C1 > 0 telleque

E(um)(t) ≤ C +
1

2

t∫

0

∂tp
2
pl èv(s)ds+

β

2
p2
pl èv(t) + C1

t∫

0

E(um)(s)ds.Par hypothèse ppl èv ∈ H1(0, T ) ⊂ C(0, T ), ainsi,
1

2

t∫

0

∂tp
2
pl èv(s)ds+

β

2
p2
pl èv(t) ≤

1

2
|ppl èv |2H1(0,T ) +

β

2
‖ppl èv‖2

L∞(0,T ).En 
ombinant les deux inégalités pré
édentes, on obtient l'existen
e d'une 
onstante
C ′ > 0 ne dépendant que des données du problème telle que

E(um)(t) ≤ C ′ + C1

t∫

0

E(um)(s)ds.En appliquant alors le lemme de Grönwall sous forme intégrée, on obtient bien (um)m∈N⋆bornée dans L∞(0, T ;V ) et (∂tum)m∈N⋆ bornée dans L∞(0, T ;H).Etape trois : Passage à la limite.Quitte à extraire une sous-suite en
ore notée (um)m∈N⋆ , il existe
u ∈W 1,∞(0, T ;H) ∩ L∞(0, T ;V ) telle que

um
⋆−⇀ u dans L∞(0, T ;V ),et

∂tum
⋆−⇀ ∂tu dans L∞(0, T ;H). 163



Chapitre 6. Vers un modèle 2D du paren
hyme pulmonaireIl reste alors à prouver que u véri�e la formulation faible (6.7). Soit alors ϕ ∈ Vm et
Ψ ∈ D([0, T )). En multipliant la première équation de (6.6) par ϕΨ et en intégrant enespa
e et en temps, on obtient, en raisonnant 
omme pour la formulation variationnelle,

T∫

0

∫

Ω

∂ttumϕΨ(t)dxdt+

T∫

0

Ψ(t)a(um(t) ,ϕ)dt+

T∫

0

2N−1∑

i,j=0

AN
ij



∫

∂Bi

Ψ(t)∂tum(t) · n






∫

∂Bj

ϕ · n


 dt

= −
T∫

0

ppl èv(t)

∫

Γ2

Ψ(t)ϕ · ndt+

T∫

0

Ψ(t)

∫

Ω

f(t) · ϕdxdt.En intégrant par partie en temps le premier et le troisième termes et en utilisant Ψ(T ) = 0,on obtient
−Ψ(0)

∫

Ω

u1,m · ϕdx−
T∫

0

Ψ′(t) (∂tum(t) ,ϕ)L2(Ω)d dt+

T∫

0

Ψ(t)a (um(t) ,ϕ) dt

−
2N−1∑

i,j=0

AN
ij Ψ(0)




∫

∂Bi

u0,m · n







∫

∂Bj

ϕ · n


−

2N−1∑

i,j=0

AN
ij



∫

∂Bj

ϕ · n




T∫

0

Ψ′(t)




∫

∂Bi

um(t) · n



 dt

= −
T∫

0

ppl èv (t)

∫

Γ2

Ψ(t)ϕ · ndt+

T∫

0

Ψ(t)

∫

Ω

f(t) · ϕdxdt.Les résultats de 
onvergen
e sur les 
onditions initiales et sur la suite (um)m∈N⋆ permettentalors de 
on
lure. Plus pré
isément, la 
onvergen
e, quand m tend vers +∞, des troispremiers termes respe
tivement vers −Ψ(0)
∫
Ω
u1 · ϕdx, − ∫ T

0
Ψ′(t) (∂tu(t) ,ϕ)L2(Ω)d dt et∫ T

0
Ψ(t)a (u(t) ,ϕ) dt est 
laire d'après les 
onvergen
es vues pré
édemment. Par 
onti-nuité de l'appli
ation tra
e de H1(Ω) dans H 1

2 (∂Ω), (u0,m · n)m∈N⋆ 
onverge fortementvers u0 · n dans H 1
2 (∂Ω), 
e qui assure la 
onvergen
e suivante

2N−1∑

i,j=0

AN
ij Ψ(0)



∫

∂Bi

u0,m · n






∫

∂Bj

ϕ · n


 −−−−→

m→+∞

2N−1∑

i,j=0

AN
ij Ψ(0)



∫

∂Bi

u0 · n






∫

∂Bj

ϕ · n


 .La même raison donne (um · n)m∈N⋆ bornée dans L∞(0, T ;H

1
2 (∂Ω)) et sa 
onvergen
efaible ⋆ dans 
e même espa
e vers u · n. Ainsi,

2N−1∑

i,j=0

AN
ij



∫

∂Bj

ϕ · n




T∫

0

Ψ′(t)



∫

∂Bi

um(t) · n


 dt −−−−→

m→+∞

2N−1∑

i,j=0

AN
ij



∫

∂Bj

ϕ · n




T∫

0

Ψ′(t)



∫

∂Bi

u(t) · n


 dt,et u véri�e bien la formulation faible (6.7).Etape quatre : Uni
ité.164



6.2. Un problème bien poséIl reste à prouver l'uni
ité de la solution du problème (6.7). Comme 
onséquen
e dire
te,la suite (um)m∈N⋆ tout entière 
onvergera alors vers u. La preuve de l'uni
ité s'inspire dulivre [16℄ et de l'arti
le [11℄. Soient u1,u2 ∈W 1,∞(0, T ;H)∩L∞(0, T ;V ) solutions faiblesdu problème (6.7) ayant mêmes 
onditions initiales. Ainsi, u = u1 − u2 est solution duproblème





−
T∫

0

(∂tu(t) , ∂tϕ(t))L2(Ω)d dt+

T∫

0

a (u(t) , ϕ(t)) dt

−
2N−1∑

i,j=0

AN
ij

T∫

0



∫

∂Bj

∂tϕ(t, x) · n






∫

∂Bi

u(t, x) · n


 dt = 0,

∀ϕ ∈ D([0, T [×Ω).

(6.9)
Par un argument de densité, 
ette formulation faible est aussi valide pour ϕ ∈ H1(0, T ;V )ave
 ϕ(T ) = 0. Il n'est pas possible de prendre ϕ = u 
omme fon
tion test, la tra
e de
∂tu sur le bord n'étant pas dé�nie 
ar ∂tu ∈ L∞(0, T ;H). Ainsi, pour tout s ∈]0, T [ �xé,on 
onstruit, 
omme dans [16℄, w par

w(t, x) =





−
s∫

t

u(τ, x)dτ si t < s

0 si t ≥ s.

(6.10)On peut alors prendre ϕ = w 
omme fon
tion test dans la formulation faible (6.9) et onobtient
−

T∫

0

(∂tu(t) , ∂tw(t))L2(Ω)d dt+

T∫

0

a (u(t) ,w(t)) dt

−
2N−1∑

i,j=0

AN
ij

T∫

0



∫

∂Bj

∂tw(t, x) · n







∫

∂Bi

u(t, x) · n



 dt = 0.En se rappelant la dé�nition (6.10) de w, l'égalité devient
−1

2

s∫

0

d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω)ddt+
1

2

s∫

0

d

dt
a (w(t) ,w(t)) dt

−
2N−1∑

i,j=0

AN
ij

s∫

0



∫

∂Bj

u(t, x) · n







∫

∂Bi

u(t, x) · n



 dt = 0.Comme u ∈W 1,∞(0, T ;H)∩L∞(0, T ;V ), la tra
e de u au temps t = 0 a un sens au moinsdans L2(Ω) et il est fa
ile de véri�er que u(0) = 0. En 
ombinant 
ela ave
 ∂tw(s) = 0,165



Chapitre 6. Vers un modèle 2D du paren
hyme pulmonaireon en déduit que
−1

2
‖u(s)‖2

L2(Ω)d−
1

2
a (w(0) ,w(0)) =

2N−1∑

i,j=0

AN
ij

s∫

0



∫

∂Bj

u(t, x) · n






∫

∂Bi

u(t, x) · n


 dt ≥ 0,
ar la matri
e AN est dé�nie positive. Ainsi,

‖u(s)‖2
L2(Ω)d + a (w(0) ,w(0)) ≤ 0,
e qui assure u(s) = 0 p.p. sur Ω. Comme s est arbitraire dans ]0, T [, on obtient bien

u = 0 p.p. sur ]0, T [×Ω. Ce qui a
hève la démonstration du théorème. �

6.3 Dis
rétisation et tests numériquesLe problème (6.2) fait apparaître des 
onditions de Neumann non 
lassiques qui sonttoutes 
ouplées entre elles. L'algorithme proposé permet, en utilisant la linéarité du pro-blème, de dé
omposer la solution en somme de fon
tions solutions de problèmes de Neu-mann 
lassiques. Les 
onditions aux limites ne sont alors imposées que sur la dé
ompo-sition �nale, ramenant notre problème de Neumann non 
lassique à la résolution d'unsystème linéaire.6.3.1 Dis
rétisation en tempsLe s
héma de dis
rétisation de NewmarkOn présente dans 
ette se
tion un s
héma de dis
rétisation en temps du systèmed'équations (6.2). On note ∆t > 0 le pas de temps, tn = n∆t et, pour tout ve
teur
v, vn(x) = v(tn, x) (sauf pour le dépla
ement appro
hé un+1 voir 
i-dessous). On utilisealors le s
héma de Newmark (voir par exemple [70, 69℄) pour dis
rétiser l'équation del'élasti
ité linéarisée. Les deux 
onstantes entrant en jeu dans un tel s
héma sont notées δet β ave
 0 ≤ δ ≤ 1 et 0 ≤ β ≤ 1/2. Les propriétés de 
ette 
lasse de s
hémas dépendentdes valeurs de 
es deux paramètres : on montre qu'il est d'ordre un pour δ 6= 1/2 et d'ordredeux pour δ = 1/2. L'étude de la stabilité dépend elle aussi des valeurs des paramètres :
e s
héma est toujours instable pour δ < 1/2 et il est in
onditionnellement stable pour

δ ≥ 1

2
et δ ≤ 2β ≤ 1.On 
hoisira toujours nos deux 
onstantes dans 
ette plage de valeurs. En�n, plus δ estgrand, plus 
e s
héma est dissipatif et robuste mais moins pré
is. Toutes 
es propriétés dus
héma de Newmark sont démontrées dans [70, 69℄. On note un+1 le dépla
ement appro
héau temps tn+1 et on dé�nit les deux données initiales par

u0 = u0 et u1 = (∆t)u1 + u0.166



6.3. Dis
rétisation et tests numériquesAinsi, un+1 est 
onstruit par ré
urren
e à partir des données initiales (u0,u1) d'après les
héma suivant
un+1 − 2un + un−1

(∆t)2
−∇ · σ(θun+1 + (

1

2
+ δ − 2θ)un + (

1

2
− δ + θ)un−1) = 0 sur Ω

σ(un+1) · n = −pn+1
pl èvn sur Γ2

σ(un+1) · n = −pn+1
i n sur ∂Bi, ∀i

un+1 = 0 sur Γ1,ave
 le ve
teur pression pn+1 =
(
pn+1

i

)
0≤i≤2N−1

donné par la 
ontrainte suivante
pn+1

i =
1

∆t

2N−1∑

j=0

AN
ij



∫

∂Bj

(un+1 − un) · n


 .Cette expression de la 
ontrainte provient du 
hoix du s
héma d'Euler rétrograde où l'onappro
he ∂tu(tn+1) par

∂tu(tn+1) ≈
un+1 − un

∆t
.Remarque 6.8 Il est probable que les propriétés du s
héma de Newmark, en parti
ulierses propriétés d'ordre, soient perdues. Pour autant, les tests numériques ont montré qu'ilétait meilleur que d'autres types de s
hémas 
e qui explique notre 
hoix.Remarque 6.9 Cette dis
rétisation se généralise sans problème au 
as où la for
e dedensité volumique f n'est plus nulle. Le se
ond membre devient alors

θfn+1 + (
1

2
+ δ − 2θ)fn + (

1

2
− δ + θ)fn−1.De même, dans le 
as où la 
ondition de Diri
hlet n'est plus homogène sur Γ1 valant g, ilsu�t de rempla
er 0 par gn+1.En notant Fn l'ensemble des termes 
onnus de la première équation, à savoir, les termes
orrespondant à des temps pré
édents, le s
héma de dis
rétisation devient

un+1 − (∆t)2θ∇ · σ(un+1) = Fn sur Ω

σ(un+1) · n = −pn+1
pl èvn sur Γ2

σ(un+1) · n = − 1

∆t

2N−1∑

j=0

AN
ij



∫

∂Bj

(un+1 − un) · n


n sur ∂Bi

un+1 = 0 sur Γ1,

(6.11)
ave


Fn = 2un + (∆t)2(
1

2
+ δ − 2θ)∇ · σ(un) − un−1 + (∆t)2(

1

2
− δ + θ)∇ · σ(un−1). (6.12)Remarque 6.10 Dans le 
as où la for
e de densité volumique est non nulle, il su�td'ajouter à Fn le terme 
onnu (∆t)2 (θfn+1 + (1/2 + δ − 2θ)fn + (1/2 − δ + θ)fn−1). 167



Chapitre 6. Vers un modèle 2D du paren
hyme pulmonaireFormulation variationnelle semi-dis
rétiséeLa formulation variationnelle semi-dis
rétisée asso
iée à (6.11) est alors :




Trouver un+1 ∈ V tel que pour tout v ∈ V,

(
un+1 , v

)
L2(Ω)d + (∆t)2θ

∫

Ω

σ(un+1) : e(v) + (∆t)θ tUn+1ANV

= (Fn,v)L2(Ω)d − pn+1
pl èv(∆t)

2θ

∫

Γ2

v · n + (∆t)θ tUnANV,

(6.13)
où l'on note, pour tout v ∈ V , V le ve
teur 
olonne dé�ni par

V = (vi)0≤i≤2N−1 ave
 vi =

∫

∂Bi

v · n.Pour obtenir 
ette formulation variationnelle, on multiplie par v la première équation de(6.11) et on intègre 
lassiquement par parties sur Ω. On obtient alors, pour tout v ∈ V ,
(
un+1,v

)
L2(Ω)d + (∆t)2θ

∫

Ω

σ(un+1) : e(v) − (∆t)2θ

∫

∂Ω

tv · σ(un+1) · n = (Fn,v)L2(Ω)d .Les 
onditions aux limites sur ∂Ω permettent alors de 
on
lure.Propriété 6.11 Le problème (6.13) est bien posé.Démonstration : Il su�t de remarquer que, pour ∆t > 0 �xé, on ajoute un terme posi-tif à une forme bilinéaire 
ontinue 
oer
ive, la matri
e AN étant dé�nie positive (voir lapropriété 2.6). �

6.3.2 Algorithme proposéL'algorithme suivant 
onsiste à dé
oupler les problèmes en 
onstruisant d'une part unebase réduite indépendante du temps et solution de problèmes de Neumann 
lassiques etd'autre part, à 
haque pas de temps, une fon
tion solution d'un problème de Neumannusuel. La prise en 
ompte des 
onditions de Neumann non 
lassiques se fait alors, à
haque pas de temps, sur une telle dé
omposition en résolvant un système linéaire. L'idéede l'algorithme proposé 
i-dessous repose don
 sur la linéarité du problème qui permet, à
haque pas de temps, de dé
omposer la solution un+1 sous la forme
un+1 = ũn+1 +

2N−1∑

i=0

pn+1
i ui, (6.14)168



6.3. Dis
rétisation et tests numériquesoù (ui)0≤i≤2N−1 forme une base réduite indépendante du temps, à la di�éren
e de ũn+1qui, lui, est 
al
ulé à 
haque pas de temps. Plus pré
isément, pour tout i ∈ {0, . . . , 2N−1},
ui est solution du problème stationnaire 
lassique suivant






(Id− (∆t)2θ∇ · σ) (ui) = 0 sur Ω

σ(ui) · n = 0 sur Γ2

σ(ui) · n = 0 sur ∂Bj , ∀j 6= i

σ(ui) · n = −n sur ∂Bi

ui = 0 sur Γ1.

(6.15)
Ce problème est bien posé en passant par la formulation variationnelle et en appliquantl'inégalité de Korn (voir le théorème 6.2). Ensuite, à 
haque pas de temps, Fn est 
onnuet ũn+1 est alors solution du problème suivant






(Id− (∆t)2θ∇ · σ) (ũn+1) = Fn sur Ω

σ(ũn+1) · n = −pn+1
pl èvn sur Γ2

σ(ũn+1) · n = 0 sur ∂Bi, ∀i ∈ {0, . . . , 2n − 1}
ũn+1 = 0 sur Γ1,

(6.16)ave
 Fn dé�ni par (6.12). Là en
ore, 
e problème est bien posé toujours pour les mêmesraisons.Remarque 6.12 Les deux remarques 6.9 et 6.10 permettent de généraliser le problèmeau 
as où la for
e de densité volumique est non nulle et au 
as d'un problème de Diri
hletnon homogène.Il reste alors à exprimer les 
oe�
ents (pn+1
i

)
0≤i≤2N−1

. L'approximation de l'ensemble despressions alvéolaires au temps tn+1 est donnée par
pn+1 = ANqn+1, (6.17)ave
, pour tout i ∈ {0, . . . , 2N − 1},

qn+1
i =

1

∆t

∫

∂Bi

(
un+1 − un

)
· n

=
1

∆t

∫

∂Bi

(
ũn+1 − un

)
· n +

1

∆t

2N−1∑

j=0

pn+1
j

∫

∂Bi

uj · n.
(6.18)

On dé�nit alors la matri
e AF et le ve
teur 
olonne bn+1 par
AF =




∫

∂Bi

uj · n





0≤i,j≤2N−1

et bn+1 =




∫

∂Bi

(
ũn+1 − un

)
· n





0≤i≤2N−1

. (6.19)169



Chapitre 6. Vers un modèle 2D du paren
hyme pulmonaireEn 
ombinant alors 
ette dé�nition ave
 (6.17) et (6.18), on obtient
pn+1 =

1

∆t
AN

(
bn+1 + AFpn+1

)
,à savoir (Id− 1

∆t
ANAF

)
pn+1 =

1

∆t
ANbn+1. (6.20)Les pressions alvéolaires sont bien dé�nies d'après la propriété suivante.Propriété 6.13 La matri
e Id− 1

∆t
ANAF est inversible.Démonstration : La matri
e AN est symétrique dé�nie positive (voir la propriété 2.6).Par propriété sur les matri
es symétriques dé�nies positives, il su�t de véri�er que −AFest, elle aussi, symétrique dé�nie positive pour pouvoir 
on
lure à l'inversibilité de Id −

(1/∆t)ANAF . Soit i ∈ {0, . . . , 2N −1} �xé et ui ∈ V la solution de (6.15). La formulationvariationnelle asso
iée est alors, pour tout v ∈ V ,
∫

Ω

ui · v + (∆t)2θa(ui , v) = −(∆t)2θ

∫

∂Bi

v · n.En se rappelant alors que −AF = (aij)0≤i,j≤2N−1 ave
 aij = −
∫

∂Bi
uj ·n, on obtient, pourtout 
ouple (i, j) ∈ {0, . . . , 2N − 1}2,

aij = a(ui , uj) +
1

(∆t)2θ

∫

Ω

ui · uj .En notant alors b la forme bilinéaire dé�nie sur V × V par
b(u , v) = a(u , v) +

1

(∆t)2θ
(u , v)L2(Ω) ,

b est symétrique dé�nie positive (voir l'inégalité de Korn). Ainsi,−AF est bien une matri
esymétrique dé�nie positive 
e qui a
hève la démonstration. �On obtient alors l'algorithme suivant qui 
omporte deux étapes, l'une indépendante dutemps, l'autre 
orrespondant à la bou
le en temps.
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6.3. Dis
rétisation et tests numériques
Etape une : base réduite1. Cal
uler la base réduite (ui)0≤i≤2N−1 en résolvant, pour 
haque i, le problème





(Id− (∆t)2θ∇ · σ)u = 0 sur Ω

σ(u) · n = 0 sur Γ2

σ(u) · n = 0 sur ∂Bj , ∀j 6= i

σ(u) · n = −n sur ∂Bi

u = 0 sur Γ1.2. Assemblage de la matri
e des �ux AF puis 
al
ul de l'inverse de (Id− 1

∆t
ANAF

)par la méthode LU.Etape deux : bou
le en tempsPour tout n ≥ 0, on dispose de un et de un−1.1. Cal
uler
Fn = 2un + (∆t)2(

1

2
+ δ − 2θ)∇ · σ(un) − un−1 + (∆t)2(

1

2
− δ + θ)∇ · σ(un−1).2. Cal
uler ũn+1 solution du problème





(Id− (∆t)2θ∇ · σ)u = Fn sur Ω

σ(u) · n = −pplèvn sur Γ2

σ(u) · n = 0 sur ∂Bi, ∀i ∈ {0, . . . , 2n − 1}
u = 0 sur Γ1.3. Assembler le se
ond membre 1

∆t
ANbn+1 puis

pn+1 =
1

∆t

(Id− 1

∆t
ANAF

)−1

ANbn+1.4. Cal
uler un+1 = ũn+1 +
∑2N−1

i=0 pn+1
i ui.Algorithme 6.1: S
héma numérique obtenu après dis
rétisation en temps par la méthodede Newmark et dé
ouplage des problèmes a�n de se ramener à des problèmes de Neumann
lassiques, les 
ontraintes n'étant alors prises en 
ompte que lors de la résolution d'unsystème linéaire.
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Chapitre 6. Vers un modèle 2D du paren
hyme pulmonairePropriété 6.14 La solution un+1 
onstruite par l'algorithme 6.3.2 est bien la solution duproblème (6.13).Démonstration : Il s'agit d'exprimer les formulations variationnelles asso
iées aux pro-blèmes (6.15) et (6.16) et de véri�er que l'on retombe bien sur la formulation variationnelle(6.13) en utilisant les équations (6.17) et (6.18) donnant l'expression de pn+1 et la dé
om-position (6.14) de un+1. �

6.3.3 Tests numériquesImplémentation sous FreeFem++On 
hoisit d'implémenter l'algorithme 6.3.2 ave
 le solveur éléments �nis FreeFem++(voir [71℄). La formulation variationnelle permettant le 
al
ul, à 
haque pas de temps, de
ũn+1 dans l'algorithme 6.3.2 en utilisant le s
héma de Newmark pour la dis
rétisation entemps, est 
odée dans FreeFem++ par :problem elastdyn([unew1,unew2℄,[w1,w2℄)=//Formulation de l'élasti
ité linéariséeint2d(Th)(unew1*w1+unew2*w2)+int2d(Th)(dt*dt*lambda*theta*(dx(unew1)*dx(w1)+dx(unew1)*dy(w2)+dy(unew2)*dx(w1)+dy(unew2)*dy(w2)))+int2d(Th)(dt*dt*mu*theta*(2*dx(unew1)*dx(w1)+2*dy(unew2)*dy(w2)+dy(unew1)*dy(w1)+dy(unew1)*dx(w2)+dx(unew2)*dy(w1)+dx(unew2)*dx(w2)))+int2d(Th)(dt*dt*lambda*theta1*(dx(uold1)*dx(w1)+dx(uold1)*dy(w2)+dy(uold2)*dx(w1)+dy(uold2)*dy(w2)))+int2d(Th)(dt*dt*mu*theta1*(2*dx(uold1)*dx(w1)+2*dy(uold2)*dy(w2)+dy(uold1)*dy(w1)+dy(uold1)*dx(w2)+dx(uold2)*dy(w1)+dx(uold2)*dx(w2)))+int2d(Th)(dt*dt*lambda*theta2*(dx(uoldold1h)*dx(w1h)+dx(uoldold1h)*dy(w2h)+dy(uoldold2h)*dx(w1h)172



6.3. Dis
rétisation et tests numériques+dy(uoldold2h)*dy(w2h)))+int2d(Th)(dt*dt*mu*theta2*(2*dx(uoldold1)*dx(w1)+2*dy(uoldold2)*dy(w2)+dy(uoldold1)*dy(w1)+dy(uoldold1)*dx(w2)+dx(uoldold2)*dy(w1)+dx(uoldold2)*dx(w2)))-int2d(Th)(dt*dt*(f1*w1+f2*w2))-int2d(Th)(2*(uold1*w1+uold2*w2))+int2d(Th)(uoldold1*w1+uoldold2*w2)//Conditions de Neumann aux bords+int1d(Th,C1)(pext*dt*dt*(w1*N.x+w2*N.y))+int1d(Th,C2)(pext*dt*dt*(w1*N.x+w2*N.y))+int1d(Th,C4)(pext*dt*dt*(w1*N.x+w2*N.y))//Conditions de Diri
hlet au bord+on(C3,unew1h=0,unew2h=0) ;Th est le maillage de Ω, domaine re
tangulaire troué par 2N boules, C1, C2, C3 et C4sont les quatres bords de Ω, (unew1,unew2) sont les in
onnues, (w1,w2) sont les fon
-tions tests asso
iées, (uold1,uold2) et (uoldold1,uoldold2) sont respe
tivement lespositions un et un−1 
al
ulées aux pas pré
édents, theta1 et theta2 valent respe
tive-ment 1/2 + δ − 2θ et 1/2 − δ + θ si (δ, θ) 
orrespond au 
ouple 
hoisi pour le s
héma deNewmark, pext est la pression pleurale appliquée sur le bord Γ2 et (f1,f2) est la for
eextérieure.Ce qui pré
ède nous permet d'implémenter la première partie de l'étape deux. Lors del'étape un, le 
al
ul de la base réduite se fait par un 
ode similaire à 
elui 
i-dessus (etmême simpli�é). Le 
al
ul de l'inverse se fait en 
odant sous FreeFem++ la méthodede dé
omposition LU. La 
onnaissan
e des matri
es L et U permet alors, lors de l'étapedeux, le 
al
ul de la pression pn+1 puis de la solution �nale un+1.Une 
onje
ture sur la vitesse de dé
roissan
e de l'énergieDans le 
hapitre 5, on a démontré une dé
roissan
e exponentielle de l'énergie dans le
as d'un arbre géométrique lorsque le paramètre α de la loi géométrique véri�e 1 < α < 2(voir le théorème 5.32). Le 
as 0 < α ≤ 1 reste un problème ouvert bien que les remarques5.5.3 amènent à penser qu'il n'y a peut-être pas dé
roissan
e exponentielle pour 
etteplage de valeurs de α. On a 
her
hé i
i à 
onsidérer numériquement, sur notre problèmebidimensionnel, la dé
roissan
e de l'énergie. Etant en dimension �nie, 
elle-
i est for
émentexponentielle. Mais le 
omportement du système dis
rétisé peut suggérer l'évolution dusystème 
ontinu. Le domaine de 
al
ul est un re
tangle de longeur 20
m et de largeur12
m troué par quatre boules de rayon 1
m situées de manière symétrique par rapportaux axes (voir la �gure 6.2). Un arbre géométrique �
tif à 2 générations relie 
es quatreboules entre-elles (voir la �gure 6.1 adaptée au 
as N = 2). Les 
oe�
ients de Lamé sont�xés égaux à λ = 2 et µ = 1. On impose alors des 
onditions initiales sur la position173



Chapitre 6. Vers un modèle 2D du paren
hyme pulmonaire
PSfrag repla
ements

−10 10

−6

6

B0

B1

B2

B3

Fig. 6.2 � Des
ritption du problème.et la vitesse. u0, qui 
orrespond à la position du paren
hyme à l'instant initial, véri�e leproblème d'élasti
ité linéarisée stationnaire suivant




∇ · σ(u) = 0 sur Ω

σ(u) · n = 0 sur ∂Bj , ∀j 6= 1

σ(u) · n = −pinitn sur ∂B1

u = 0 sur Γ1 ∪ Γ2,ave
 pinit = 1. Cela revient à grossir la boule 1 (voir la �gure 6.3).

Fig. 6.3 � Position initiale du paren
hyme.174



6.3. Dis
rétisation et tests numériques

Fig. 6.4 � Tra
é pour di�érentes valeurs de α de lnET en fon
tion du temps t.La vitesse initiale, elle, est prise nulle. On fait, de plus, le 
hoix, pour les paramètresdu s
héma de Newmark, de prendre δ = 0.28 et θ = 0.53 
e qui assure un s
hémain
onditionnellement stable et pas trop dissipatif. On �xe, de plus, la valeur de la résistan
eéquivalente de l'arbre �ni sous-ja
ent à 1 et on fait varier le paramètre α. On 
al
ule alors,à 
haque pas de temps, l'énergie totale ET . L'énergie 
inétique est 
al
ulée, à 
haque pasde temps, en utilisant pour la dérivée en temps la di�éren
e �nie dé
entrée aval. A�nde visualiser une dé
roissan
e plut�t exponentielle ou plut�t sous-exponentielle, on tra
e
lnET en fon
tion du temps t (voir la �gure 6.4). Ces 
ourbes illustrent un 
omportementessentiellement exponentiel lorsque le paramètre α est grand et suggèrent une dé
roissan
estri
tement sous-exponentielle pour α petit. Pour autant 
es premiers tests ne permettentpas d'en dire plus et d'étayer dans un sens ou dans un autre la 
onje
ture du 
hapitrepré
édent. 175
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Annexe A. E
oulement de PoiseuilleTout au long de 
ette thèse, nous avons modélisé le poumon humain 
omme un arbredyadique résistif, 
haque bron
he de l'arbre véri�ant la loi de Poiseuille liant de façonproportionnelle le débit Q dans une bron
he au gradient de pression Pentrée − Psortie auxextrémités de 
elle-
i. Il s'agit alors, dans 
ette annexe, de retrouver 
ette loi en résolvantles équations de Stokes dans un tube 
ylindrique de se
tion 
ir
ulaire. En e�et, dans lapartie distale de l'arbre bron
hique, plus pré
isément à partir de la sixième génération, le�ux 
ir
ulant peut être modélisé par un �uide newtonien in
ompressible dont l'inertie estnégligeable. Il véri�e don
 les équations de Stokes. Rappelons que, dans le 
adre de 
ettethèse, nous avons supposé que le �ux 
ir
ulant dans l'ensemble de l'arbre bron
hique estnon-inertiel et 
ela même dans les premières générations. Un modèle plus réaliste seraitde prendre en 
ompte les e�ets inertiels dans les 
inq premières générations en résolvantles équations de Navier-Stokes, les 25 sous-arbres 
orrespondant aux générations suivantesétant alors modélisés par 25 arbres résistifs tels qu'on les a étudiés dans 
ette thèse. Sous
es hypothèses de régime lent, dans des 
onduits 
ylindriques de petits diamètres repré-sentant les bron
hioles, il est possible de trouver une solution analytique aux équationsde Stokes et d'obtenir ainsi la loi de Poiseuille.On s'intéresse don
 à l'é
oulement d'un �uide visqueux in
ompressible non-inertiel àtravers un 
ylindre Ω =]0, L[×S où S est une se
tion 
ir
ulaire de rayon r (voir �gureA.1).PSfrag repla
ements
Pentrée

Psortie

0 L

S

Fig. A.1 � Ω : Conduit 
ylindrique de se
tion 
ir
ulaireEn notant u le 
hamp de vitesse du �uide et p la pression, ils véri�ent le système deStokes 



−µ∂xxu + ∇p = 0 dans ]0, L[×S,
∇.u = 0 dans ]0, L[×S,

u = 0 sur ]0, L[×∂S,où µ est la vis
osité du �uide.L'existen
e de (u, p) ∈ H1
0 (Ω)3 × L2(Ω) et l'uni
ité à une 
onstante près pour la pressionfait appel à la théorie de la minimisation sous 
ontrainte et de la re
her
he de point-selle(voir par exemple [70℄ 
hapitre 10, [72℄ Problème 8).Il est alors fa
ile de véri�er que les 
hamps

u(x, y, z) =
(Pentrée − Psortie)r

2

4µL

(
1 − y2 + z2

r2

)
ex et p(x, y, z) =

Pentrée − Psortie

L
x+Pentrée180



sont bien solutions du problème de Stokes. Ainsi, l'é
oulement est invariant par translationle long de l'axe du 
ylindre et s'organise selon un 
hamp de vitesse parabolique qui atteintsa vitesse maximale au 
entre du tube. La pression, elle, est 
onstante dans 
haque se
tiondu tube.Pour obtenir la loi de Poiseuille 
her
hée, il ne reste plus qu'à 
al
uler le débit Q, àsavoir le volume de �uide traversant une se
tion transverse par unité de volume. D'où
Q =

r∫
0

2π∫
0

(Pentrée − Psortie)r
2

4µL

(
1 − s2

r2

)
sdsdθ,

=
πr4

8µL
(Pentrée − Psortie).Ce résultat, appelé Loi de Poiseuille, montre que le débit est proportionnel au gradientde pression et inversement proportionnel à la vis
osité dynamique du �uide. On désignealors par résistan
e

R =
8µL

πr4
.On peut également noter la forte dépendan
e par rapport au diamètre du tube. Cettedépendan
e en puissan
e quatrième du diamètre est une 
onséquen
e du pro�l paraboliquede vitesse qui est lui-même une 
onséquen
e de la 
ondition de non-glissement sur la paroidu tube.
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Annexe B. Le modèle de WeibelGénération Nombre de bran
hes Diamètre (mm) Longueur (mm) Surfa
e de la se
tion totaledes voies aériennes (
m2)0 1 18 12.0 2.541 2 12.2 4.76 2.332 4 8.3 1.90 2.133 8 5.6 0.76 2.004 16 4.5 1.27 2.485 32 3.5 1.07 3.116 64 2.8 0.90 3.967 128 2.3 0.76 5.108 256 1.86 0.64 6.959 512 1.54 0.54 9.5610 1024 1.30 0.46 13.411 2048 1.09 0.39 19.612 4096 0.95 0.33 28.813 8192 0.82 0.27 44.514 16384 0.74 0.16 69.415 32768 0.50 0.133 117.016 65536 0.49 0.112 225.017 131072 0.40 0.093 300.018 262144 0.38 0.083 543.019 524288 0.36 0.070 978.020 1048576 0.34 0.070 1743.021 2097152 0.31 0.070 2733.022 4194304 0.29 0.067 5070.023 8388608 0.25 0.075 7530.0Tab. B.1 � Données de Weibel [24℄Nous donnons i
i une des
ription géométrique moyenne des bron
hes du poumon hu-main de la première génération à la génération 23. Ces données ont été trouvées par ER.Weibel en 
ombinant les dimensions moyennes des dix premières générations provenantd'un prototype en résine ave
 une estimation des dimensions des a
inis.
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Annexe C. Lemme te
hniqueOn démontre dans 
ette annexe le lemme énon
é dans la sous-se
tion 5.5.2, lors de ladémonstration d'une vitesse de dé
roissan
e exponentielle de l'énergie.Lemme C.1
∀s ∈] − 1, 0[, ∃C > 0, ∀v ∈ H1

0 (I), ||∂xv||Hs(I) ≥ C|v|Hs+1(I),ave
 | . |Hs+1(I) semi-norme sur Hs+1(I).Démonstration : On montre tout d'abord le lemme suivantLemme C.2 Pour tout θ ∈ [0, 1], il existe C(θ) > 0 telle que pour tout w ∈ H1(I)véri�ant w(1) = w(0) = 0 et ∫
I
w(x)dx = 0, on a

‖∂xw‖H−θ(I) ≥ C(θ)‖w‖H1−θ(I).Démonstration : On utilise pour démontrer 
e lemme le fait que (e0, (en)n∈Z⋆) ave

e0 ≡ 1, en : x → e2iπnx est une base hilbertienne de L2(I). Ainsi, on a : w =

∑
m6=0

wmem
ar w est à moyenne nulle. On en déduit que ∂xw =
∑

m6=0

(2miπ)wmem. On utilise alorsl'équivalen
e des normes suivantes :
∀α ∈ R, ‖w‖Hα ∼

∑

m6=0

|m|2αw2
m.Ainsi, on obtient que

‖∂xw‖2
H−θ(I) ∼

∑

m6=0

|m|2−2θw2
m ∼ ‖w‖2

H1−θ(I).Ce
i démontre ainsi le lemme. �Soit s �xé, −1 < s < 0 et soit v ∈ H1
0 (I) �xé. On pose θ = −s, 0 < θ < 1.On pose aussi w = v − v en notant v la moyenne de v sur I. La fon
tion w véri�e alorsles hypothèses du lemme 
i-dessus puisque v ∈ H1

0 (I) et on obtient don

‖∂xv‖H−θ(I) ≥ C(θ)‖v − v‖H1−θ(I).On obtient don
 bien le résultat voulu ave
 la semi-norme. �
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Résumé Modélisation mathématique du poumon humainNous nous intéressons à 
ertains problèmes théoriques posés par la modélisation dupoumon humain 
omme arbre bron
hique plongé dans le paren
hyme pulmonaire.L'arbre bron
hique est représenté par un arbre dyadique résistif à 23 générations danslequel un é
oulement de Stokes a lieu. La loi de Poiseuille relie ainsi le débit dans 
haquebron
he au saut de pression à ses extrémités. Cet arbre est ensuite plongé dans un milieuvis
o-élastique modélisant le paren
hyme. Le pro
essus de ventilation est alors assuré pardes pressions négatives, dues à une 
ontra
tion du diaphragme, au niveau des alvéolespermettant l'inspiration.La première partie est 
onsa
rée à l'introdu
tion d'un modèle d'arbre in�ni obtenu enfaisant tendre le nombre de générations vers l'in�ni. Les propriétés géométriques desbron
hes, en parti
ulier une 
ertaine régularité de dé
roissan
e de la taille des bran
hespermettent, par extrapolation, de 
onstruire un tel modèle limite. Sur 
et arbre in�ni, desopérateurs de type gradient et divergen
e peuvent être dé�nis permettant de modéliserl'é
oulement de l'air ave
 un problème de type Dar
y. En e�et, l'arbre in�ni peut alorsêtre vu 
omme un milieu poreux, l'ensemble des alvéoles 
orrespondant alors à la fron-tière du milieu sur laquelle une pression négative est appliquée. Des théorèmes de tra
epermettent alors de dé�nir un opérateur qui asso
ie au 
hamp de pression sur l'ensembledes bouts de l'arbre in�ni le 
ontinuum de débit sortant. Le pro
essus de ventilation peutainsi être modélisé 
omme un opérateur Diri
hlet-Neumann dé�ni par un problème detype Dar
y sur un arbre in�ni de façon analogue à un problème de Dar
y sur un milieu
ontinu.La se
onde partie est dédiée à l'étude de modèles du paren
hyme pulmonaire. La 
om-plexité du paren
hyme, milieu vis
o-élastique, provient de la présen
e de l'arbre qui relietoutes les alvéoles entre elles. Des phénomènes de dissipation non lo
aux sont ainsi obser-vés dus aux 
ouplages de toutes les sorties.Nous étudions tout d'abord un modèle monodimensionnel du paren
hyme mettant enjeu une équation de type onde ave
 des e�ets non lo
aux. En parti
ulier nous détaillonsl'étude du 
omportement long et démontrons la dé
roissan
e exponentielle vers zéro del'énergie sous 
ertaines hypothèses de régularité de l'arbre résistif.En�n, nous proposons l'ébau
he d'un modèle du paren
hyme en dimension supérieureprenant en 
ompte à la fois le 
ara
tère élastique du tissu ainsi que la présen
e de l'arbrerésistif. Après avoir véri�é le 
ara
tère bien posé du modèle, nous présentons la méthodenumérique 
hoisie ainsi que des résultats numériques asso
iés.Mots 
lés : Poumon humain, arbre dyadique, arbre résistif in�ni, théorèmes de tra
e,équation des ondes, espa
es de Sobolev.


