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Modélisation mathématique du poumon humain

Nous nous intéressons a certains problémes théoriques posés par la modélisation du
poumon humain comme arbre bronchique plongé dans le parenchyme pulmonaire.
[’arbre bronchique est représenté par un arbre dyadique résistif a 23 générations dans
lequel un écoulement de Stokes a lieu. La loi de Poiseuille relie ainsi le débit dans chaque
bronche au saut de pression a ses extrémités. Cet arbre est ensuite plongé dans un milieu
visco-élastique modélisant le parenchyme. Le processus de ventilation est alors assuré par
des pressions négatives, dues a une contraction du diaphragme, au niveau des alvéoles
permettant l'inspiration.

La premiére partie est consacrée a l'introduction d’'un modéle d’arbre infini obtenu en
faisant tendre le nombre de générations vers l'infini. Des théorémes de trace permettent
alors de modéliser le processus de ventilation comme un opérateur Dirichlet-Neumann,
qui associe au champ de pression sur I’ensemble des bouts de 'arbre infini le continuum
de débit sortant.

La seconde partie est dédiée a ’étude de modéles du parenchyme pulmonaire. La com-
plexité du parenchyme, milieu visco-élastique, provient de la présence de ’arbre qui relie
toutes les alvéoles entre elles. Des phénomeénes de dissipation non locaux sont ainsi ob-
servés dus aux couplages de toutes les sorties. Nous étudions tout d’abord un modéle
monodimensionnel du parenchyme mettant en jeu une équation de type onde avec des
effets non locaux. En particulier nous détaillons I’étude du comportement en temps long.
Enfin, nous proposons I’ébauche d’'un modeéle du parenchyme en dimension supérieure
prenant en compte a la fois le caractére élastique du tissu ainsi que la présence de I'arbre
résistif.

Abstract

Mathematical modelling of the human lung

The present work addresses some theoretical issues raised by the modelling of the
bronchial tree and its interactions with the parenchyma in which it is embedded.
The bronchial tree is represented by a resistive dyadic tree with 23 generations, through
which the air flow is described by the Stokes equations. According to Poiseuille’s law, the
flow rate through a pipe is proportional to the drop in pressure between its ends. This tree
is embedded in a viscoelastic medium which is intending to represent the parenchyma.
The ventilation process is caused by negative pressures, due to diaphragm contractions
at the alveolar level.
In the first part, we treat the bronchial tree as an infinite resistive tree letting the number
of generations go to infinity. With the help of trace theorems, the ventilation process can
be described by a Dirichlet-Neumann operator, which relates the pressure field at the
boundary of the tree to the outward flux.
The second part explores some models of the parenchyma. The complexity of this viscoe-
lastic medium derives from the fact that the tree connects all the alveolae. This coupled



system causes some non local dissipation effects and calls for non-standard damping mo-
dels. We first study a one-dimensional model of the parenchyma involving a wave-like
partial differential equation with non-local dissipative term. We specially focus on the
long time behavior of this system. We finally propose a new model for higher dimensions
taking into account both the elasticity of the parenchyma and the resistive tree.

vi
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Introduction

Motivations

La modélisation mathématique et numérique est de plus en plus sollicitée par le monde
de la santé pour résoudre des problémes rencontrés en pratique médicale. De tels modéles
peuvent aider & une meilleure compréhension du systéme pulmonaire ainsi que ses diverses
pathologies. En particulier, ils permettent une meilleure interprétation des mesures effec-
tuées en milieu hospitalier lors du test médical de spirométrie mais aussi une meilleure
compréhension de 'asthme. De plus, ces modéles peuvent aider a développer de nouvelles
méthodes de diagnostic et de nouvelles techniques thérapeutiques. Ainsi, la maitrise de
dépots d’aérosols administrés par inhalation permettrait d’accroitre I'efficacité de ces der-
niers dans le traitement de ’asthme.

Tous ces problémes ont donné lieu a un grand nombre de travaux de modélisation
allant de modéles simplifiés ayant un nombre fini de paramétres a des modéles tridimen-
sionnels. Une multitude de modéles 0D ont ainsi été proposés, dans lesquels le poumon est
modélisé le plus souvent par un simple compartiment contenant de 1’air relié a la trachée.
La relation pression/volume est alors étudiée, en régime statique (voir [1, 2, 3]) ou dyna-
mique (voir [4]). Afin de rendre le modéle plus réaliste, des approches tridimensionnelles
en géométrie réelle dans la partie supérieure de I’arbre bronchique ont été récemment
étudiées (par exemple dans [5, 6, 7, 8]). Ces modéles permettent en particulier de prendre
en compte les effets inertiels dans cette partie supérieure, de traiter des cas d’assymétrie,
d’envisager une étude de dépots d’aérosols (voir [9]). Tls permettent aussi de proposer un
modéle complet du processus de ventilation en couplant trois sous-systémes (voir [10]).
A un modéle tridimensionnel des cinq premiéres bronches de 1’arbre est couplé 2° tubes
résistifs modélisant la partie aval de I'arbre bronchique eux-méme couplés a un modéle
du parenchyme.

Le sujet de ce travail s’inscrit dans ce cadre général mais les questions traitées seront
essentiellement de nature théorique. Nous nous intéressons en effet dans cette thése a
certains des problémes théoriques posés par ces diverses tentatives de modélisation du
poumon humain.



Introduction

Modéle de base

Le processus de ventilation peut étre étudié par le modéle monodimensionnel suivant
(voir [10]) :

P t equi Af ¢
atmos Palv ex

FiGg. 1 — Modéle du processus de la ventilation.

L’arbre bronchique peut en effet étre représenté par un arbre dyadique a 23 générations
formé de tubes dans lesquels un écoulement de Stokes a lieu. Ainsi la loi de Poiseuille relie
le débit () dans chaque tube au saut de pression a ses extrémités selon

Pentrée - Psortie = RQ

avec R la résistance du tube. Cette résistance varie selon L/ D*, L représentant la longueur
et D le diamétre de chaque bronche. On peut alors montrer qu’il existe une résistance
équivalente Requi’ qui permet de condenser I'ensemble de I'arbre résistif en un unique
tube vérifiant

Patmos = Paly = RequiQ

avec Patmog la pression atmosphérique, Py, la pression alvéolaire et @ le flux d’air en-
trant au niveau du nez et, par conservation, sortant au niveau des alvéoles. Enfin, cet
arbre bronchique est plongé dans le parenchyme, milieu visco-élastique et le processus de
ventilation est dii a la présence lors de I'inspiration d’une pression négative au niveau
des alvéoles causée par la contraction du diaphragme. Ainsi, le parenchyme peut étre mo-
délisé par un ressort et la contraction du diaphragme lors de I'inspiration par une force
extérieure en créneau.

Modéles étudiés

Nous avons cherché dans cette thése a généraliser dans une certaine mesure ce premier
modele. Dans un premier temps, nous avons voulu affiner la relation —FP,;, = RequiQ
(en imposant P,tmos = 0) en remplagant le débit, la pression alvéolaire par un champ
de débits, de pressions et la résistance équivalente par un ensemble infini de résistances.
[’un des axes majeurs de ce travail est ainsi basé sur I'introduction d’'un modéle d’arbre
infini obtenu en faisant tendre le nombre de générations vers l'infini. Les propriétés géo-
métriques des bronches, en particulier une certaine régularité de décroissance de la taille
des branches, permettent, par extrapolation, de construire un tel modéle limite. Sur cet



arbre infini, des opérateurs de type gradient et divergence peuvent étre définis permettant
de modéliser I’écoulement de I'air avec un probléme de type Darcy. En effet, ’arbre infini
peut alors étre vu comme un milieu poreux, I'ensemble des alvéoles correspondant alors
a la frontiére du milieu sur laquelle une pression négative est appliquée. En imposant
alors une pression nulle au niveau du nez cela entraine un écoulement d’air du nez vers les
alvéoles. I1 est alors possible de définir un opérateur R~! qui associe au champ de pression
sur I’ensemble des bouts de 'arbre infini le continuum de débit sortant. Le processus de
ventilation peut ainsi étre modélisé comme un opérateur Dirichlet-Neuman défini par un
probléme de type Darcy sur un arbre infini de facon analogue a un probléme de Darcy
sur un milieu continu. L’égalité —P, ), = RequiQ est ainsi remplacée par p = Rq avec p
et g les champs de pression et de débit sur I'ensemble des bouts de I’arbre infini. De plus,
la construction d’un cadre mathématique rigoureux pour modéliser le processus de ven-
tilation dans un arbre infini permet a la fois une meilleure compréhension de 'arbre fini
sous-jacent ainsi que 1’élaboration d’analogies avec la théorie des équations aux dérivées
partielles.

Remplacer ainsi I'égalité — P, = RequiQ par un continuum en construisant un opé-
rateur de type Neuman-Dirichlet sur I'arbre infini s’inscrit aussi dans I'optique ambitieuse
d’élaborer un modéle complet du poumon humain comme milieu élastique. En particulier,
cela pourra permettre la modélisation du parenchyme pulmonaire, milieu visco-élastique
complexe, par des modéles multidimensionnels plus riches qu’un ressort. La complexité
du parenchyme pulmonaire provient en effet de la présence de ’arbre bronchique qui relie
toutes les alvéoles entre elles. Ainsi, lors de 1'étude du mouvement de ce tissu élastique
connectif entourant les alvéoles, des phénomeénes de dissipation non-locale sont observés
di au couplage de toutes les sorties. Un modéle monodimensionnel a été proposé dans
[11] permettant la prise en compte de ces effets de dissipation en couplant un milieu élas-
tique troué par les alvéoles et I'arbre dyadique résistif qui les relie les unes aux autres.
Lorsque le nombre de générations tend vers l'infini, I’équation régissant le mouvement du
parenchyme est alors une équation de type onde avec des effets non locaux dus a une cir-
culation de fluide dans une structure arborescente au sein d’un milieu élastique. Certaines
propriétés d'un tel modéle, en particulier I’étude du comportement en temps long, seront
étudiées dans cette thése.

[’étude d’'un modéle du parenchyme en dimension supérieure, est rendue possible
grace a la description intrinséque des champs de pression et de flux sur I'espace des
bouts de I'arbre résistif infini, permettant ainsi de les plonger dans un domaine continu.
Le dernier chapitre est 1’'ébauche d’'un modéle du parenchyme en dimension deux ou
trois. La généralisation d'un modéle limite en dimension supérieure n’a pas été faite dans
cette thése. Nous nous contentons dans cette premiére approche de proposer un schéma
numérique de résolution d’équations de l'élastodynamique couplées avec un terme de
dissipation lié¢ a la modélisation de fluide visqueux & travers un réseau fini qui relie des
trous dans le matériau.



Introduction

Nature de la démarche et difficultés

La théorie des réseaux résistifs a fait ’'objet d'un grand nombre d’ouvrages dont plu-
sieurs traitent en particulier des différentes propriétés des fonctions d’énergie finie sur
les bouts d’un arbre ou d’un réseau (voir par exemple la référence [12] sur laquelle nous
nous sommes appuyés pour une grande part). Afin de construire un opérateur Dirichlet-
Neuman sur I'arbre résistif infini, il a fallu définir des théorémes de trace sur I’ensemble
des bouts de 'arbre infini, représentés par I' = {0, 1}N. Mais en vue de plonger les champs
de pression dans un domaine physique continu, ces derniers devaient étre définis de facon
intrinséque. Par analogie avec les équations aux dérivées partielles, nous avons ainsi défini
de maniére naturelle I'espace H' comme ’ensemble des pressions définies sur les noeuds
de I'arbre d’énergie finie. On cherche alors a énoncer des théorémes de trace et a définir
ainsi 'analogue de H'/? et de H~'/? sur les arbres résistifs infinis. La définition de I'opé-
rateur de trace dans le cas continu usuel nécessite I'existence d’opérateurs de restriction
et de prolongement & I'espace tout entier. La difficulté, dans le cas de notre arbre infini,
réside dans 'impossibilité de construire de tels opérateurs. La trace de fonctions H' a
di étre construite difféeremment, de fagon intrinséque, en commencant par la définir sur
des fonctions constantes par morceaux a l’infini, pour lesquelles la trace était définie sans
ambiguité.

L’équation des ondes perturbée par un terme de dissipation non locale qui modélise
le mouvement du parenchyme pulmonaire fait apparaitre deux opérateurs spectralement
différents : d’une part, 'opérateur Laplacien usuel et d’autre part, 'opérateur lié a la
présence de 'arbre résistif infini qui fait intervenir la base de Haar (voir la définition
2.34). Il y a ainsi coexistence de deux spectres naturels distincts mettant en présence des
fonctions propres oscillant & des échelles différentes et ayant des régularités distinctes.
La principale difficulté provient alors de la maniére dont ces deux bases interagissent.
[’étude du comportement en temps long d’'une telle équation nécessite le plus souvent
I'obtention d’inégalités différentielles pour les méthodes d’énergie (voir [13, 14]) ou d’in-
égalités d’observabilités fortes ou faibles (voir [15, 16, 17, 18, 19]|). De telles inégalités
reposent justement sur la maniére dont se comporte les régularités naturelles associées
aux deux opérateurs.

Présentation du travail effectué

Chapitre 1 : Ce chapitre présente une bréve description de I’architecture de ’appa-
reil respiratoire ainsi que de la physiologie respiratoire. On se concentre notamment
sur la description des voies aériennes, celle du parenchyme et sur le processus de
ventilation.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, on reprend principalement les notations et premiéres
propriétés énoncées dans [11] qui nous serviront par la suite. Les auteurs plongent
'arbre dyadique fini dans l'intervalle |0, 1] et passent ensuite a la limite sur le nombre
de générations. On reprend les propriétés de 'opérateur Neumann-Dirichlet ainsi ob-
tenu qui lie les pressions en sortie au flux sortant. On explicite aussi la différentiation
par rapport aux résistances de la résistance globale de I’arbre, travail fait pendant



cette theése.

— Chapitre 3 : Ce chapitre fait 'objet d'un article accepté dans Networks and He-
terogeneous Media. Il s’agit ici de généraliser le chapitre précédent. [.’arbre infini
est construit intrinséquement et on énonce un théoréme de trace sur les bouts de
cet arbre. On cherche alors a identifier cet espace de trace a un sous-ensemble de
fonctions ou de distributions. Cette construction intrinséque de I'arbre infini permet
ensuite de plonger 'espace des bouts dans un domaine de R? ce qui est le cas de
I’arbre bronchique dans le parenchyme.

Chapitre 4 : On apporte quelques compléments a 'article dans ce chapitre. En
particulier, on reprend et on généralise la caractérisation des champs de pression
sur 'ensemble des bouts de ’arbre infini.

— Chapitre 5 : On s’intéresse ici aux propriétés du modéle monodimensionnel du pa-

renchyme pulmonaire. Aprés avoir vérifié le caractére bien posé d’une telle équation,
on vérifie par le principe de LaSalle que I'énergie, dans le cas ou la force extérieure
est nulle, tend vers zéro. On cherche alors & connaitre la vitesse de décroissance de
I’énergie qui s’avére étre exponentielle dans certains cas particuliers. On quantifie
aussi I'erreur commise lorsque 'opérateur associé a 'arbre infini est remplacé par
un opérateur tronqué a N générations.
Chapitre 6 : Dans ce dernier chapitre, nous nous sommes intéréssés a une modéli-
sation 2D ou 3D du parenchyme pulmonaire prenant en compte a la fois le caractére
élastique de ce tisssu ainsi que la présence de I’arbre résistif qui, cette fois-ci sera
supposé fini. Aprés avoir vérifié le caractére bien posé du modéle choisi, on présente
la méthode numérique choisie ainsi que quelques résultats numériques.

Nous tenons a souligner que les chapitres 5 et 6 sont le fruit d'une étroite collabo-
ration avec Céline Grandmont et que Delphine Salort a participé de facon trés active a
I'élaboration de l'article du chapitre 3 (en particulier la section 3.4).
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Chapitre 1. Le poumon humain Description et fonctionnement

Dans ce premier chapitre, nous présentons une description rapide de 'anatomie du
poumon humain et de son fonctionnement mécanique. L’essentiel de cette description est
issu d'un livre de E.R.Weibel [20] et du cours [21].

1.1 Architecture de 'appareil respiratoire

L’appareil respiratoire est contenu dans la cage thoracique elle-méme limitée par le
sternum en avant, la colonne vertébrale en arriére et les 12 paires de cotes latéralement.
Elle renferme les deux poumons qui sont disposés symétriquement de part et d’autre du
médiastin, partie centrale de la cage thoracique contenant le coeur, la trachée, 'oesophage
et d’importants vaisseaux sanguins. Le diaphragme, muscle inspiratoire, sépare la cavité
thoracique de la cavité abdominale dont le foie, 'estomac et la rate font partie (voir la
figure 1.1). Il est aussi important (pour comprendre le mécanisme de la ventilation) de

Thorax
5-Poumons

B-Mediaztin
Abdomen
2-Foie
3-Estomac

=4 4-Rabte

Fi1G. 1.1  Anatomie de I'appareil respiratoire (voir [22]).

Premi&re cote

Flévre pariétale
- Plévre viscérale

Diaphragme

' Mouvermnent du

4 diaphragme

Fi1G. 1.2 Anatomie de I'appareil respiratoire (voir [20]).

remarquer la présence de deux feuillets, la plévre pariétale et la plévre viscérale séparant
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1.1. Architecture de l’appareil respiratoire

les poumons de la cage thoracique. Un espace hermétique, le vide pleural, est présent
entre ces deux plévres (voir la figure 1.2).

1.1.1 La paroi thoracique et les muscles respiratoires

Sur la charpente formée par la cage thoracique s’insérent les muscles qui fournissent
la force et I’énergie nécessaires aux mouvements respiratoires et a 1’écoulement des gaz
dans les voies aériennes. Ainsi, les modifications de la taille et du volume de la cage tho-
racique sont essentiellement provoquées par des contractions du diaphragme, des muscles
intercostaux et des muscles de la paroi abdominale. I.'inspiration est due essentiellement
a l'action du diaphragme et dans une moindre mesure a celle des muscles intercostaux
externes. L’expiration au repos chez un sujet sain est passive, les muscles intercostaux
internes et les muscles abdominaux n’intervenant que dans le cas d’une expiration forcée.
Seul le diaphragme, principal muscle respiratoire, sera abordé ici. Le diaphragme est une

F1G. 1.3 — Diaphragme (voir |22]).

mince et large cloison musculaire séparant la cage thoracique et les poumons de la cavité
abdominale et s’insérant de la septiéme a la douziéme cote. La contraction et ’expansion
de celui-ci permettent la ventilation. Lors de ’inspiration, il se contracte, s’aplanit et per-
met ainsi ’augmentation du volume de la cage thoracique. A cette augmentation répond
une expansion pulmonaire permettant ’arrivée de I'air. 11 se relache et reprend sa position
normale lors de I'expiration, I’élasticité des poumons permettant une sortie d’air.

1.1.2 Structure de ’arbre bronchique

Le role de I'arbre bronchique est la conduction de l'air de l'extérieur vers la zone
d’échange avec le sang lors de l'inspiration et inversement lors de 'expiration. Comme
le montre la figure 1.4, la géométrie du poumon est arborescente et dichotomique. Le
poumon humain est ainsi un arbre dyadique a 23 générations, constitué de bronches et
bronchioles, allant de la trachée de diamétre de I'ordre de 2 ecm jusqu’aux 22 bronchioles
terminales de diamétre de I'ordre du demi-millimétre. Ces voies aériennes peuvent étre
divisées en deux régions de fonctionnement distinctes (voir les figures 1.4(b) et 1.5) : les

11



Chapitre 1. Le poumon humain Description et fonctionnement
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(a) Moulage d’un poumon humain effectué par Weibel (voir (b) Ramification des voies aériennes
[20]). (voir [10]).

F1G. 1.4 — Structure arborescente et dichotomique de ’arbre bronchique

dix-sept premieéres générations ont pour seul role la conduction de I'air vers les derniéres
générations que constituent les acini dans lesquelles deux phénomeénes sont couplés : la
diffusion de I'air et les échanges gazeux entre 1’air et le sang.

Conduits supérieurs : conducteurs de 1’air. Ils sont constitués par les cavités na-
sale et buccale, pharynx, larynx, trachée et bronches primaires de diamétres importants
présentant des cartilages et des fibres musculaires (muscles lisses). Ils assurent la conduc-
tion des gaz qui se fait par convection comme I’écoulement d’un fluide dans un tuyau. Les
toutes premiéres générations présentent une certaine dissymétrie due a l'anatomie glo-
bale : en effet, elles doivent contourner le médiastin. Ainsi, le poumon est divisé de fagon
asymeétrique en trois lobes droits et deux lobes gauches. Pour autant, assez rapidement,
ces branchements dichotomiques deviennent quasiment homothétiques d’une génération a
I'autre avec un facteur presque constant entre les générations. Comme l'indique la figure
1.6, les bronches de la génération n + 1 sont (.85 fois plus petites que celles de la généra-
tion n. Cette régularité ainsi que le fait que 0.85 soit supérieur et proche de 2-1/3 ~ 0.79
jouerons un role important dans ce qui suit (voir les pages 25 et 93).

Conduits inférieurs : échanges gazeux. A partir de la dix-septiéme génération se
déroule I'hématose, c’est-a-dire les échanges gazeux entre le milieu alvéolaire et le sang. Ces
conduits inférieurs correspondent donc a la zone respiratoire des poumons et ne possédent
plus, eux, ni cartilage ni muscle lisse. Le transfert des gaz s’y fait alors par diffusion de
fagon comparable a la dilution d'un colorant dans l’eau. Ces conduits terminaux sont

12



1.1. Architecture de l’appareil respiratoire

JConduction
T i
7 Diffusion \

)

F1G. 1.5 — Conduction et diffusion dans les voies aériennes du poumon (voir |20]).

Fack=ur d' homobhdtle

a B i [x] 12 14 18
GEndration =

F1G. 1.6 — Facteurs de réduction des longueurs et des diamétres dans les bronches du

poumon humain. Ces mesures ont été réalisées par E.R. Weibel, voir [23|. Les cercles et
les croix sont respectivement les rapports des diamétres et des longueurs.
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Chapitre 1. Le poumon humain Description et fonctionnement

regroupés en acini (environ 30 000), sous-arbres dichotomiques & six générations (de la
dix-huitiéme a la derniére génération). Dans chaque acinus, les bronchioles respiratoires
donnent naissance aux canaux alvéolaires et se terminent par les sacs alvéolaires (voir la
figure 1.7). La surface respiratoire qu’ils représentent est impressionnante : environ 300
millions d’alvéoles sont ainsi étendues sur une surface de plus de 200 m? d’épaisseur trés
fine (250 & 500 pm de diamétre). Cette structure est d’autant plus adaptée a ces échanges
gazeux que toutes ces alvéoles sont séparées des capillaires sanguins par une paroi trés
mince, facilitant ainsi I’hématose.

Sl el SULGTE SR O Y
(a) Acinus pulmonaire (voir [24]). (b) Coupe d’un acinus pulmonaire : les bronchioles

terminales aboutissent sur les alvéoles (voir [25]).

F1G. 1.7 — Acinus pulmonaire.

1.1.3 Le parenchyme pulmonaire

Le parenchyme pulmonaire, lieu des échanges gazeux, est composé de ’ensemble des
alvéoles ainsi que d’un réseau dense de capillaires sanguins permettant ’hématose. Afin
d’optimiser ces échanges de gaz, la paroi alvéolo-capillaire est trés fine de 'ordre de 0.2 um
(voir la figure 1.8). La barriére entre 'air et le sang est ainsi trés mince et la surface
d’échange est a la fois trés étendue et peu épaisse, assurant une efficacité des échanges.
La membrane alvéolo-capillaire doit toutefois étre mécaniquement stable, en particulier
étre suffisament extensible pour résister aux variations de volume lors de l'inspiration
et de l'expiration. Elle est composée essentiellement de quatre éléments : 1’épithélium
alvéolaire, I'endothélium des capillaires, de fibres élastiques et de collagéne et enfin d'un
film tapissant 1’épithélium alvéolaire nommé le surfactant. La présence de ces fibres et du
surfactant confére au poumon ses propriétés élastiques (voir la figure 1.9), le surfactant
permettant aussi de maintenir la béance des alvéoles en réduisant la tension superficielle.
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1.1. Architecture de l’appareil respiratoire

e

(a) Parenchyme pulmonaire hu- (b) Zoom. (C) représente un capil- (c¢) Parenchyme  pulmonaire

main [24]. (D) représente des laire sanguin [24]. [24].
sacs alvéolaires et (A) des al-
véoles.

F1G. 1.8 — Parenchyme pulmonaire.

(a) Membrane alvéolo-capillaire (voir [24]). (A) repré- (b) Parenchyme pulmonaire (voir [24]). On remarque
sente des alvéoles, (C) un capillaire sanguin, (F et fb) la présence de fibres élastiques.

des fibres, (EC) plusieurs globules rouges, (EP) I’épithe-

lium et (EN) I'endothélium.

F1G. 1.9 — Parenchyme pulmonaire.

15



Chapitre 1. Le poumon humain Description et fonctionnement

1.2 Meécanisme de la ventilation

La ventilation pulmonaire (inspiration et expiration) est un phénoméne de nature
purement mécanique qui correspond & une contraction rythmique des poumons dont la
fréquence est controlée par un centre nerveux spécialisé du cerveau dont Dactivité est
réglée entre autres par la saturation sanguine en oxygéne. Le renouvellement de 1’air al-
véolaire se fait grace a l'inspiration et a 'expiration. En effet, en augmentant son volume
lors de I'inspiration, une dépression se crée entre les acini et I'air atmosphérique ambiant.
Ainsi, un flux d’air est créé depuis I'extérieur vers les alvéoles, alimentant ces derniéres
en air frais. Ensuite, lors de ’expiration, les poumons se rétractent grace a leur élasticité
naturelle. Il se crée alors une surpression entre les alvéoles et I’extérieur, d’otl une évacua-
tion de I'air. Tout au long de ce cycle, le sang et le gaz alvéolaire s’échangent de I’'oxygéne
et du dioxyde de carbone. La respiration permet donc de réguler la concentration de ces
deux molécules dans le sang.

Expliquons plus en détail la mécanique ventilatoire. L’inspiration est induite par la
contraction du diaphragme provoquant ainsi une augmentation de volume de la cage tho-
racique. Pour que ces variations s’accompagnent d’une expansion des poumons, il faut
que s’établisse une liaison mécanique entre les parois thoraciques et les poumons : ¢’est
le role des plévres et du vide pleural. Lors de I'expansion de la cage thoracique, la plévre
pariétale, adhérente aux parois de la cage thoracique suit celle-ci. [.’espace interpleural
étant hermétique, la plévre viscérale tend a suivre la plévre pariétale qui, collée au pa-
renchyme, répercute le mouvement aux alvéoles. Cette augmentation de volume entraine
une diminution de la pression alvéolaire, un gradient de pression se crée alors avec l'ex-
térieur et il s’ensuit un appel d’air vers les alvéoles (voir la figure 1.10) jusqu’a ce qu'un
équilibre entre les deux pressions s’établisse. ['inspiration est donc un mouvement ac-
tif faisant intervenir une contraction musculaire. A I'inverse, I’expiration, en régime de
ventilation normal, est un mouvement passif consistant en un retour des organes a leur
position d’équilibre en raison de leur élasticité naturelle. En relachant les muscles utilisés
a l'inspiration, les poumons, par élasticité, se rétractent, la pression alvéolaire augmente
et devient alors supérieure a la pression atmosphérique. Il s’ensuit une sortie de I'air vers
I'extérieur.

La ventilation est donc un phénoméne rythmique, purement mécanique, avec une phase
active a l'inspiration et passive a l'expiration. Elle est aussi asymétrique au cours du
temps avec une expiration plus longue que l'inspiration (3 secondes pour I'expiration et
2 secondes pour 'inspiration en moyenne). Elle fait intervenir les propriétés élastiques du
poumon.
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1.3. Echanges gazeux

Patrncsp=0{

Cage thoracique

Palvéolaire=0 Palvéolaire=-1 Finterpleural=-7

Pinterpleural=-5

(a) Avant linspiration. Equilibre (b) A Vinspiration. Présence d’un gradient de
des pressions (les données sont en pression(les données sont en cmH>0).
emH50).

Fi1a. 1.10 Mécanisme de la ventilation.

1.3 Echanges gazeux

Cette these ne traitant pas des échanges gazeux a proprement parler, nous ne rentre-
rons pas ici dans les détails et nous n’aborderons que des principes généraux. La ventilation
pulmonaire est indispensable & la vie. En effet, les cellules vivantes tirent ’énergie dont
elles ont besoin de la dégradation oxydative de substrats organiques : un apport d’oxygéne
leur est donc nécessaire. Puis, lorsque ces molécules sont totalement oxydées par I'oxygéne,
elles libérent des molécules simples : eau et gaz carbonique. Ainsi, la respiration cellulaire,
indispensable a la production d’énergie, nécessite un apport d’oxygéne et produit du gaz
carbonique. Des échanges gazeux diffusifs se produisent alors entre les cellules et les ca-
pillaires sanguins via le liquide interstitiel. Le sang assume alors la charge de transporter
ces gaz entre les tissus cellulaires et les poumons. Dans les poumons, des échanges gazeux
se produisent entre le sang et l'air alvéolaire dont la ventilation pulmonaire permet le
renouvellement : le sang céde du C'Oy et s’enrichit en Oy (voir la figure 1.11).

17



Chapitre 1. Le poumon humain Description et fonctionnement

Air ambiant
4 EVEMTILATION
Alveole
*"’MWN ull.tnln.-cqjlllulran% == HEMATOSE
: = TRANSPORT
ang DES GAZ
% DIFFUSION
Liquide interstitiel
i__ == DIFFUSION
Consorn miaklon o2 HHEE
| Produckion CO2 5
|

FiGg. 1.11  T’organisme, systéme d’échanges gazeux [21].

1.4 Conclusion

La fonction vitale de la ventilation ainsi que la place centrale du poumon humain
dans le fonctionnement de I’étre humain aménent a essayer de mieux appréhender cet or-
gane. Cette compréhension passe par sa modélisation qui nécessite elle-méme une bonne
connaissance de sa géométrie et de sa mécanique. Il est globalement constitué d’un arbre
bronchique dyadique a 23 générations possédant une certaine régularité : trés rapidement,
les branches deviennent homothétiques d'une génération a une autre avec un facteur d’ho-
mothétie constant entre générations. Les extrémités de cet arbre sont plongées dans le
parenchyme. Ainsi, le parenchyme se comporte comme un milieu visco-élastique troué par
300 millions d’alvéoles toutes reliées entre elles par 'intermédiaire de I’arbre bronchique.
Lors de I'inspiration, il est soumis a une force musculaire générant une augmentation du
volume pulmonaire tandis qu’a ’expiration, il retourne a sa position d’équilibre de par sa
nature élastique. Cette thése, afin de modéliser dans le but d’étudier le poumon humain,
s’appuiera principalement sur cette description géométrique et mécanique du poumon hu-
main.

Nous tenons ici a préciser que ce que nous appelons alvéoles tout au long de ce travail
correspond en réalité plutot a des acini. La complexité de cet organe impose lors de sa
modélisation certaines hypothéses simplificatrices. Ainsi nous avons fait le choix ici de
considérer que notre arbre bronchique est bien dyadique jusqu’a la 23-iéme génération et
se termine par des alvéoles. Ceci ne correspond pas a la réalité physique car cela ne prend
pas en compte la partie inférieure de I'arbre, partie commencant a la génération 17 et
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1.4. Conclusion

dans laquelle des échanges gazeux ont lieu. Il s’agit d'un choix de modélisation que nous
avons fait dans cette thése.

De méme, les differents modéles du parenchyme présentés dans cette thése ne prennent

pas en compte la viscosité de ce milieu. On a en effet cherché a étudier les phénoménes
de dissipation associés au seul probléme de 1’élasticité du parenchyme.
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Chapitre 2. Modéle des voies aériennes Description et premiéres propriétés

Dans ce chapitre, nous présentons la modélisation des voies aériennes du poumon hu-
main dont nous sommes partis et que nous avons, dans une certaine mesure, généralisée
dans cette thése. Nous explicitons ici les notations et premiéres propriétés de ce modéle.
Elles seront par la suite utilisées tout au long de cette thése. Ces derniéres sont majoritai-
rement des reprises de I'article [11]. Pour autant, I’étude de la perturbation des opérateurs
dans les sections 2.1 et 2.2 a été développée durant cette theése.

2.1 Un arbre dyadique résistif a 23 générations

2.1.1 Le modéle

Comme cela a été vu dans le chapitre 1 lors de la description du poumon humain, ce
dernier peut étre considéré comme un arbre dyadique a 23 générations. Précisons alors
dans cette section, les différents critéres et hypothéses qui sont a la base de notre modéle.

Un écoulement de Stokes dans les bronches et bronchioles : On cherche & mo-
déliser I’écoulement d'un fluide dans une structure d’arbre dyadique. L’air sera considéré
comme un fluide visqueux newtonien incompressible. La présence ou ’absence d’effets
inertiels jouent alors un role important dans le choix de la modélisation. Dans le cas
du poumon humain, les vitesses varient de facon importante au niveau de 1’arbre bron-
chique : d’aprés E.R.Weibel dans |20], celles-ci sont quasiment nulles au niveau des acini
mais peuvent atteindre quelques métres par seconde au niveau de la tranchée. L’ampli-
tude de ces valeurs varie aussi suivant le régime respiratoire, en régime d’exercice; qui
ne sera pas abordé ici, des effets de turbulence entrent méme en jeu. Les effets inertiels
s'atténuent au fur et & mesure qu’on avance en profondeur dans 'arbre et deviennent né-
gligeables en régime de repos a partir de la cinquiéme génération (voir [26]). Pour autant,
des expériences et simulations numériques ont montré qu’ils ne pouvaient étre négligés
dans les premiéres générations (voir par exemple |27, 8|). Cependant nous supposerons
tout au long de cette thése que les effets inertiels sont négligeables partout. Pour obtenir
un modéle plus réaliste, il suffit de considérer I'arbre dyadique étudié dans cette thése
comme le modéle de base des 2° sous-arbres commencant a la génération 5. Ainsi I'écou-
lement de 'air dans notre arbre dyadique vérifie les équations de Stokes (voir I'annexe

A).

Des conduits rigides : Une autre hypothése importante pour notre modéle est la
rigidité des conduits. En effet, comme cela a été dit dans le chapitre 1, contrairement aux
premiéres générations, la présence de cartilage et de muscle lisse tend a disparaitre au
fur et & mesure que I'on s’enfonce dans le poumon humain, facilitant ainsi la mobilité des
bronches. Pour autant, I’hypothése de conduits rigides sera faite tout au long de cette
thése.

Des conduits cylindriques a section circulaire : Finalement, toujours d’aprés le
livre [20] de E.R. Weibel, les bronchioles ont une forme cylindrique légérement conique.
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2.1. Un arbre dyadique résistif a 23 générations

Nous les supposerons pour autant a section circulaire, car, en premiére approximation,
leur forme légérement conique peut étre négligée.

Conclusion : un arbre dyadique résistif : Ainsi, sous ces hypothéses, I’écoulement
de l'air dans les bronches vérifie les équations de Stokes sur un domaine cylindrique a
section circulaire constante. L’écoulement est ainsi gouverné par la loi de Poiseuille (voir
les détails dans I'annexe A) qui lie de fagon proportionnelle le débit ) dans chaque bronche
a la différence de pression Py — P; aux extrémités de celle-ci (voir la figure 2.1). 1l existe
ainsi R > 0 vérifiant

Py— P, = RQ.

R, par analogie avec les conducteurs électriques est appelée la résistance de la branche.

Fi1Gg. 2.1 Loi de Poiseuille.

Celle-ci ne dépend que de la longueur L de la branche et du diamétre a de sa section
circulaire. En effet, la résolution 3D des équations de Stokes dans une telle branche donne
(voir 'annexe A)

SulL

)
mat

R= (2.1)

avec 1 la viscosité de I'air. Chaque branche est ainsi caractérisée par une résistance.
Les données biologiques de la longueur et du diamétre des bronches étant connues (voir le
tableau de 'annexe B), il est possible de calculer toutes les résistances. Les voies aériennes
du poumon humain peuvent ainsi étre modélisées par un arbre dyadique résistif.

Des branches réguliéres dans un poumon sain : Comme nous I'avons déja dit au
chapitre 1, dans les premiéres générations du poumon humain, les branchements dicho-
tomiques sont soumis & une certaine dissymétrie pour s’adapter a ’anatomie globale. En
revanche, on s’apercoit qu’en descendant dans les générations, les branches deviennent plus
réguliéres. Plus précisement, si on considére un sous-arbre commencant a la génération
cinq environ, on peut supposer que les branches d'une méme génération sont identiques.
Ainsi, les résistances d’un tel arbre sont, elles aussi, identiques pour une méme génération.
On parle alors d’arbre régulier. De plus, les branches de la génération 7 + 1 peuvent étre
considérées comme des réductions par une homothétie de facteur A des branches de la
génération ¢, h ne dépendant pas de la génération étudiée (voir la figure 1.6 et le tableau
de 'annexe B). Pour le poumon humain sain, on peut montrer que (voir [8|) le rapport
des tailles des bronches d’une génération a la suivante est proche de A ~ 0.85. Ainsi, en se
rappelant I'expression (2.1) de la résistance d’une bronche, les résistances d'un tel arbre
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suivent une loi géométrique. L’expression des résistances de la n-iéme génération, le coef-
ficient d’homogénéité étant de —3 par rapport a la taille, est ainsi donnée par roa”, avec
ro la résistance de la premiére bronche et & = A2 ~ 1.63. Un tel arbre est alors appelé
arbre géométrique. On rappelle ici que ce modéle d’arbre géométrique n’est en fait valable
qu’a partir de la cinquiéme génération. En effet, en plus d'une certaine dissymétrie, la
présence d’effets inertiels non négligeables (voir [27, 8, 26]) dans les premiéres générations
impose une modélisation de I’écoulement du fluide par les équations de Navier-Stokes. La
loi de Poiseuille n’est ainsi plus valide. Pour obtenir un modéle plus réaliste, il suffira de
considérer notre modéle d’arbre géométrique comme le modéle type des 2° sous-arbres du
poumon humain.

Perte de régularité pour certaines maladies : Certaines maladies, en particulier
I’asthme, générent une modification de la taille des bronches, entrainant des perturbations
de résistances. L.e poumon humain ne peut alors plus étre modélisé comme un arbre
géométrique. Deux points de vue différents peuvent étre adoptés. Le cas général, ot aucune
hypothése de régularité sur les résistances n’est supposée, peut étre étudié. C’est d’ailleurs
ce qui est fait dans cette section et le plus souvent possible dans cette thése, le poumon
humain sain n’étant alors traité que comme un cas particulier. Mais il peut aussi étre
intéressant de considérer plutdt des arbres réguliers ou géométriques dont on perturbe les
résistances. C’est ce qui est fait a la fin des sections 2.1 et 2.2.

2.1.2 Notations

On redonne ici les notations définies dans 'article [11]. On considére un arbre dyadique
Ty a N + 1 générations allant de la génération 0 (le nez) a la génération N. Cet arbre
est défini par deux ensembles : un ensemble de noeuds V(Ty) comprenant la racine o
et (Xnk)OSHSN,kG{O,...’Qn_l}, X, correspondant au noeud situé a la k-iéme place de la n-
ieme génération. L’arbre étant dyadique, il comprend un ensemble de branches E(Ty)
correspondant soit a la génération 0 (o, X¢p), soit a des branches de type (X,x, Xyt1,21)
ou (X,k, Xnt12k11) avec (n, k) € {0 <n < N, k€ {0,...,2"—1}}. On note de plus, pour
tout 1 <n < N et tout k € {0,...,2" — 1}, 7 > 0 la résistance de la k-iéme branche de
la n-iéme génération (voir la figure 2.2) et 7o > 0 la résistance de la génération 0.

2.1.3 Lien entre les pressions et les flux en sortie

On cherche ici a établir un lien linéaire (dit au choix de modélisation par la loi de
Poiseuille) entre les flux et les pressions en sortie de ’arbre. Par souci de clarté, on suppose
ici la pression au niveau de la racine o nulle. Mais, quitte & ajouter une constante (voir la
remarque 2.5), cette hypothése de pression atmosphérique nulle peut étre supprimée. Les
sorties de notre arbre dyadique & N + 1 générations sont indexées par 0,...,2"% —1. On
note alors

p= (pi)izo,...,zN—l et q = (qi)i:O,...,QNfl

les vecteurs pression et flux respectivement en sortie de 'arbre. Par convention, les flux
seront considérés positifs quand du fluide entre dans 'arbre.
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Xnk

T'n+1,2k
Xnv1oe! ) Xpt1,2041

' [

F1G. 2.2 — Arbre résistif dyadique.
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Définition 2.1 Ftant donnés deux entiers i et j et leurs expressions binaires

+oo +oo
i = Zaka . ] = Zﬂka avec oy, By, € {0, 1} Vk,
k=0 k=0

on définit 0,5 et ky; respectivement comme

n—1

oij = inf{k >0, oy = 3, VI >k}, ky; = 22"‘1‘36N_1_5.

s=0

Remarque 2.2 On fize un arbre dyadique a N + 1 générations. Pour deux sorties de
cet arbre i et j firées, (i,7) € {0,. 2N — 1}2, il existe un unique plus court chemin
pour relier chacune de ces sorties a la racine o. N — ;5 correspond alors aux nombres de
branches communes de ces chemins sans compter la premiére branche. Pour une sortie
J fizée et son plus court chemin a la racine o correspondant et pour une génération de
Parbre n fizée, 1 <n < N, ky; correspond, dans le chemin, a la branche correspondante
de la génération n.

On peut alors énoncer la proposition suivante qui lie pressions et flux en sortie de notre
arbre.

Propriété 2.3 On considére un arbre dyadique résistif Ty a N + 1 générations. On
suppose de plus la pression nulle a la racine o. Les flux et pressions en sortie de [’arbre
sont alors reliés par

p = Anxq, avec Ay = (Ag)ogi,jgw—l € My~ (R),
N—ai; (2.2)
Ag =179+ 21 Tnknj-

Démonstration : On reprend ici la méme démarche que celle développée dans I’ar-
ticle [11]. La linéarité entre p et q est, sous les hypothéses de la loi de Poiseuille, évi-
dente. Ainsi, il suffit de calculer les vecteurs pression en sortie d’arbre associés aux vec-
teurs flux rentrants de la base canonique de R2". On considére donc tout d’abord la
distribution suivante de flux en sortie q = (1,0,...,0). Cela correspond a la situation
ol une unité de fluide est injectée dans l'arbre par le noeud Xyg et uniquement par
ce noeud, tous les autres étant bouchés. Par conservation, une unité de fluide sort de
I’arbre au niveau de la racine o. Ainsi, en se souvenant que la pression en entrée est
nulle et qu'on a noté rq la résistance du nez, on obtient par la loi de Poiseuille une pres-
sion égale a rg au niveau du noeud Xyy. Aucun flux ne passant dans le sous-arbre de
droite de racine Xy, toujours d’aprés la loi de Poiseuille, les pressions en sortie (cor-
respondant aux noeuds de la derniére génération allant de 2V~ 4 2V — 1) valent exac-
tement r5. Un raisonnement analogue appliqué au noeud Xj, donne une pression de
ro + 7109 et il en est de méme pour le sous-arbre de droite de racine X;y. En reprenant
d’une maniére récursive ce raisonnement, on trouve bien que les pressions aux noeuds
Xo0, X30, ..., Xng et donc sur les sous-arbres de droite de racine ces noeuds, valent res-
pectivement (TO + 710+ 7”20), (’I“O + 710+ 790 + 7”30), ceey (’I“O + 70 +7To+ -+ TN()). AiIlSi, la
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pression en sortie ¢ est bien A%. Le méme raisonnement peut étre repris pour le vecteur
de base q = (0,...,0,1,0,...,0) et donne le résultat voulu (voir la figure 2.3). O

Remarque 2.4 La matrice Ay peut aussi s’écrire sous la forme

7"20[5\[ 0 0 0
N N
N 7’10[1 0 0 7"21[2 0 0
TO]O * |: 0 7“11[{\[ :| + 0 0 7"22[5\[ 0
0 0 0 7”23]5\7
S (2.3)
rnO]le 0 rNO - 0
: LAREEE S PR A

0 tee Tn’Qn_llév 0 tee T’N72N_1

avec I € Monv—x(R),0 < k < N ; c’est une matrice de rang un dont toutes les compo-
santes sont égales a un (voir larticle [28]). Ainsi Ax a une structure particuliére en blocs
(voir la figure située en bas de la page 30) qui refliéte la structure dyadique de 'arbre et
la loi de Poiseuille : chaque élément Ag de la matrice correspond a la résistance cumulée
des branches communes aur deuxr chemins allant de la racine o auz sorties i et j. Ainsi, la
matrice Ay se présente sous la forme d’une matrice a blocs a diagonale dominante (voir
la figure située en bas de la page 30) qui résulte de la superposition des matrices de la
formule (2.3) qui sont diagonales par blocs.

Remarque 2.5 Dans le cas d’une pression atmosphérique p, non nulle au niveau de la

racine o, la relation entre les flux et les pressions en sortie de 'arbre s’écrit encore
p = Anq, avec Ay = (AN)
) ij ) 0<i,j<2N -1
N—o;j
N _
n=1

€ MZN (R)a

mais avec, cette fois-ci, p = (Di — Po)o<i<aN_1-
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AN AW

To 7“0+7“11+7’22 7‘0"—’/‘11

F1G. 2.3 — Lien flux et pressions en sortie. Les pressions aux sorties Xy 19 et X411 valent
respectivement rg 4+ r11 + 799 + 735 + r410 €t ro + 111+ roo + 735.

To + 710 To
To —+

10

To + 10
11
+
To —+ 711 20
21
122
To
T'23
o+ T11

+

Matrice en blocs.
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Enoncons alors quelques propriétés de la matrice Ay.

Propriété 2.6 Soit N un entier fizé. La matrice Ay est symétrique. De plus, si pour
tout k € {0,...,2N — 1}, ry > 0, alors Ax est une matrice définie positive.

Démonstration : Le caractére symétrique de la matrice Ay est clair en se rappelant
I'équation (2.3). En utilisant encore ’équation (2.3), on vérifie son caractére positif en
montrant que chaque matrice de la somme est bien une matrice positive. Pour alléger les
notations, démontrons-le pour la matrice

1 7“10]{\[ 0
A o |i 0 7"11[{\[ ’

Le méme raisonnement se généralise a toutes les autres matrices de la somme. Soit alors
le vecteur X = (z)g<p<av_1 quelconque. Un calcul simple montre que

2 2
oN—-1_71 2N _1

t 1

XANX =119 E Tp | + T E T |
k=0 k=9N-1

ce qui prouve le caractére positif (les résistances étant des réels positifs). Pour conclure,
il suffit de remarquer que la derniére matrice de 1'équation (2.3) est, elle, définie positive.
En effet, on obtient pour X non nul

2N 1
tXA%X = Z ’I“kaz > 0,

k=0

ce qui achéve la démonstration [

Remarque 2.7 Physiquement, ' XAnX correspond au tauz d’énergie dissipée.

2.1.4 Calcul de résistance équivalente

Un arbre dyadique résistif & N +1 générations se comporte en fait comme une branche
unique, ayant une résistance appelée résistance équivalente et une pression en sortie appe-
lée pression équivalente, dans laquelle le flux a un débit correspondant au débit global dans
I’arbre. Pour s’en convaincre, il suffit de calculer le débit O en entrée qui correspond, par
conservation, a la somme des débits a travers les 2V sections de sorties. On obtient ainsi
Q= ij(;l g;- Ay étant inversible, si on désigne par By = (Bg)ogi7jS2N_1 son inverse,
les débits a travers les sections de sortie s’expriment alors pour tout i € {0,...,2"Y — 1}

par
2N _1

4 = Z Bg(pj — Do)
j=0
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Ainsi, le débit total Q vaut

2N 1
Q = > BJ(pi—po)

i,j=0
2N 1 N 2N —1 N
= > Bijpj — Do Y Bij'
1,j=0 1,j=0
Il suffit alors de poser pour la résistance équivalente Ry = (Zi];:_ol Bf}f)_1 et pour la
N_ . . .
pression équivalente en sortie Py = Ry Z?j:()l Bi];-’pj. On aboutit alors a la loi de Poiseuille
généralisée
Py — p, = Ry x (flux global sortant du nez). (2.4)

Ainsi, notre arbre dyadique résistif se comporte bien comme une unique branche résistive
et on peut énoncer la propriété suivante.

Propriété 2.8 Soit un arbre dyadique résistif Ty a N+1 générations de matrice associée
Ay. Alors la résistance équivalente de cet arbre est donnée par

-1

2N 1
Ry=| > BY

2,7=0
-1 _ N
avec AN — (BZ] )0§i,j§2N71-

Remarque 2.9 En pratique, on évite de calculer l'inverse de la matrice Ay. On traite
plutdot ce probleme par analogie électrique, [’analogue électrique de la loi de Poiseuille
étant la loi d’Ohm. Ainsi, la différence de pression correspond a la différence de tension,
le débit a l'intensité et la résistance de [’écoulement a la résistance électrique. Le calcul de
la résistance équivalente se fait alors comme en électricité en remarquant que notre arbre
dyadique résistif peut étre considéré comme un ensemble de résistances en paralléle et en
série : les deux branches filles bifurquant de leur branche mére sont branchées en paralléle
entre elles puis en série 4 cette branche meére (voir la figure 2.4). Ainsi, en commengant
a la derniére génération de l’arbre fini et en remontant de facon récursive jusqu’au nez,
on peut calculer la résistance équivalente.

Remarque 2.10 La résistance équivalente d’un arbre résistif Ty a N 4+ 1 générations
peut aussi se définir comme suit. Si on impose une pression nulle a la racine o de [’arbre
et une pression uniforme valant un en sortie, la résistance équivalente est alors l’inverse
du fluz global sortant par la racine o.

2.1.5 Cas particuliers d’arbres

Comme nous I'avons dit au début de ce chapitre, le poumon humain sain peut étre
modélisé comme un arbre géométrique. Il est ainsi utile d’étudier les deux cas particuliers
suivants oil les expressions de la matrice Ay et de la résistance équivalente prennent alors
des formes plus simples.
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F1G. 2.4 Résistance équivalente.

Cas particulier de P’arbre régulier

On considére ici un arbre dyadique régulier a N + 1 générations; ses résistances, étant
alors constantes par génération, seront notées r,, 0 < n < N. L’expression de la matrice
Apn se réduit alors a

p=Anq, Ay = (Az]'gv')ogz‘,jg2N—1 € Man(R), AZ = Z T (2.5)

La matrice Ay est alors, & une constante multiplicative prés, une matrice doublement
stochastique : toutes ses lignes et ses colonnes ont la méme somme. Une expression simple
de la résistance équivalente est possible dans le cas d'un arbre régulier, elle est donnée
par la propriété suivante.

Propriété 2.11 On considére un arbre dyadique réqulier Ty a N + 1 générations. En
notant r, sa résistance a la génération n, la résistance équivalente de cet arbre régulier

vaut alors
N T
Ry=) . (2.6)
n=0

Démonstration : Cette égalité se démontre trés facilement par récurrence sur N en
utilisant ’analogie avec 1’électricité. L’arbre est alors considéré comme un réseau de ré-
sistances en série et en paralléle. En considérant la derniére génération, ’arbre régulier
posséde alors 2V~1 sous-arbres identiques représentés par la figure 2.5. Un calcul simple
de résistances en série et en paralléle donne I'équivalence entre ce sous-arbre type et une
unique branche de résistance

B

\)

N
rN_1+ —.
2
On obtient ainsi un arbre régulier équivalent & N générations, la résistance de la derniére

génération valant alors ry_1 +7xy/2. En recommengant le méme raisonnement, on obtient
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'N-1

Y

FiGg. 2.5 —.

un arbre régulier équivalent & N — 1 générations, la résistance de la derniére génération
valant alors ry_o +ry_1/2+ rn/4. En itérant jusqu’au nez, on obtient le résultat voulu.
OJ

Dans le cas d’un arbre régulier, les propriétés spectrales de la matrice Ay sont, elles aussi,
remarquables.

Propriété 2.12 On note Wq le vecteur de taille 2N formé de 1. Pour un couple (n, k)
fit, 0 <n < N—1etke{0,...,2" =1}, Wy est défini par
U =00,...,0,1,...,1,-1,...,-1,0,...,0),

le bloc non nul correspondant au (k+1)-iéme bloc de taille 2N=". La famille de vecteurs
(Yo, (Wnk)o<n<n—10<k<2an—1) est une famille de vecteurs propres de Ay . Les valeurs propres
associées sont notées (A, (AN, )o<n<n_1.0<k<on_1) et sont égales a

N N
AgV:QNZ% et A =2 % % vk € {0,...,2" — 1},
p=0

p=n-+1

Démonstration : Cette propriété se vérifie trés facilement en faisant les calculs. Elle est
une conséquence directe de la structure en blocs de Ay, avec des blocs tous égaux pour
un arbre régulier. [J

Remarque 2.13 On peut remarquer que
N N
)‘nk — Ank’ Vk, k,.

Cette éqgalité confirme 'intuition que, dans le cas d’un arbre régulier, les valeurs propres
ne dépendent que de la génération n.

Remarque 2.14 A un coefficient multiplicatif 2V prés, on peut remarquer que la premiére
valeur propre donne la résistance équivalente de [’arbre régulier associé.

Remarque 2.15 Les vecteurs propres de Ay sont I’équivalent discret de la base de Haar
usuelle sur L*([0,1]) (voir la définition 2.34).
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Cas particulier de ’arbre géométrique

Comme nous I'avons dit au début de ce chapitre, le poumon humain sain peut étre
considéré comme un arbre géométrique. Ses résistances vérifient alors la loi géométrique
suivante

VneN, n <N, Vke{0,...,2" — 1}, r, = roa™,

ol rp est la résistance de la premiére génération et v un paramétre positif lié a la géométrie
de l'arbre. Pour un poumon humain sain, o ~ 1.63 (voir les pages 12 et 25 ainsi que la
figure 1.6), mais on se placera ici en toute généralité. Les deux propriétés 2.11 et 2.12
énoncées ci-dessus deviennent dans ce cas particulier :

Corollaire 2.16 On considére un arbre dyadique géométrique a N + 1 générations avec
r, = roa”. La résistance équivalente d’un tel arbre est alors donnée par la formule

219 o\ N+1
pe= 20 (1 (2)),
N z—a( 2 )
Les valeurs propres sont alors égales a
A= 2 (1 ~ <2>N“)
2—« 2
et, pour tout 0 <n < N —1 et tout k € {0,...,2" — 1},
w2 (2)”“ L (g)N—"
"2 —a \2 2 '

Démonstration : C’est une simple application des propriétés 2.11 et 2.12 dans le cas
particulier ou r,, = roa”™. [

2.1.6 Crise d’asthme : perturbation des résistances d’un arbre
géométrique

Comme nous l'avons déja dit au début de cette section, certaines maladies, comme
I’asthme, entrainent une modification de la taille des bronches d'un poumon sain, donc
une perturbation des résistances de l'arbre géométrique correspondant. Lors d’une crise
d’asthme, les médecins n’ont accés qu’a une seule donnée : la résistance équivalente du
poumon malade. En effet, pour cela ils imposent une pression en entrée nulle (la pression
en sortie étant supposée uniforme valant 1) et ils mesurent le flux global correspondant
sortant du nez. L'inverse de ce flux donne alors la résistance équivalente (voir la remarque
2.10). Nous donnerons ici 'expression au premier ordre de la résistance équivalente d’un
arbre géométrique perturbé. Cette unique donnée peut, sous certaines hypothéses de mo-
délisation d'une crise d’asthme, donner une idée de l'intensité de cette crise.
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Expression de la résistance équivalente d’un arbre perturbé

Nouvelle expression de la résistance équivalente Commencons par donner une
expression de la résistance équivalente faisant intervenir Ay d’un arbre résistif Ty a N +1
générations.

Propriété 2.17 Soient Ty un arbre résistif a N +1 générations et Ay € Mon(R) la ma-
trice correspondante définie par (2.2). Le caractére défini positif de cette matrice (voir la
propriété 2.6) assure son inversibilité. La résistance équivalente de cet arbre fini s’exprime
alors par

Ry = [[WoAy W] (2.7)

ot Wq est le vecteur de taille 2N formé de 1 défini dans la propriété 2.12.

Démonstration : On impose une pression a l’entrée nulle et une pression en sortie
uniforme de valeur un. Le vecteur flux q en sortie d’arbre vaut, en combinant la propriété
2.3 et la définition du vecteur Wy,

q = A;Vvl\:[lo.
Le flux global sortant du nez est alors donné par

2N _1

Q= Z_ g = "Woq.
=0

De plus, d’apreés la remarque 2.10, on a Ry = Q' Ainsi
Ry = ['WoAy W,

ce qui achéve la démonstration. [

Notations On considére ici un arbre géométrique Ty a N + 1 générations dont on va
perturber les résistances. On définit une perturbation par la donnée
. d’un ensemble S C {(n,k) e N, ne {1,...,N},k € {0,...,2" — 1}} indiquant les
positions des perturbations. A tout couple (n,k) € S correspond une perturbation
de la résistance de la k-iéme branche de la n-iéme génération.
. d’un ensemble {dr,; € R, (n,k) € S8} correspondant aux valeurs des perturbations.
On définit alors la matrice associée a la perturbation. Pour cela, on commence par exprimer
la matrice M, € Myn(R) associée a la perturbation unitaire a la k-iéme branche de la
n-iéme génération.

Propriété 2.18 La matrice correspondant a une modification unitaire a la k-iéme branche
de la n-iéme génération est une matrice de rang 1 constituée de zéros et d’'un bloc carré
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de 1 de taille 2N=" situé sur le (k + 1)-iéme bloc de la diagonale. Elle a donc la forme
suivante

Démonstration : M, correspond a la matrice Ay € Myn(R) associée a un arbre
résistif ayant toutes ses résistances nulles sauf la résistance a la k-iéme branche de la
n-iéme génération qui vaut 1, il suffit donc d’appliquer la formule (2.3). O

La matrice de la perturbation se met alors sous la forme

M= )" dryMy.
(n,k)eS

En posant alors Ay € My~ (R) la matrice associée a 'arbre régulier perturbé et
An € Myn (R) celle de Parbre régulier, on a

Ay = Ay + M.

Pour finir, la valeur de la perturbation totale sera notée dr avec

Résistance équivalente perturbée L’expression (2.7) de la résistance équivalente fait
intervenir I'inverse de la matrice Ay. Afin de faire un développement limité & I'ordre un
d’une résistance équivalente perturbée, il est nécessaire de connaitre la différentielle de
I’application inverse. On rappelle ainsi le résultat classique suivant que I'on peut trouver,
par exemple, dans [29].

Théoréme 2.19 Soit f l’application suivante :

GL(R) — GL(R)
A — AL

Alors f est de classe C°° sur ['ouvert GLon (R) C Man (R).
Sa différentielle est donnée par

VA € GLox (R), VH € Mox(R), dfa(H) = —A"HA™.

On commence par donner ’expression a 'ordre un de la résistance équivalente modifiée
pour une unique perturbation fixée.
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Propriété 2.20 Soit T un arbre régulier avec Ry sa résistance équivalente associée.
On perturbe la résistance de la k-iéme branche de la n-ieme génération de cet arbre d’une
valeur de dry. En notant Ry la résistance équivalente de ['arbre ainsi perturbé, on obtient

RN = Ry + 272nd7“nk + O(’drnk’).

Démonstration : On commence par calculer le flux global associé a ’arbre perturbé, a
savoir ijl. En combinant la propriété 2.17 et le théoréme 2.19, on obtient

R]:/vl - t\IJOA/Zl;Vl‘IIO

= "Wo[AY — AGN(dru M) AN+ o([|dreMo][oo) Po

= "WoAS Wy — dr "o AN M A o + o(|drol). (2.8)
On a utilisé ici la définition de la norme matricielle infinie pour obtenir

||drne Mok ||co = |drax|. En se rappelant les propriétés spectrales de la matrice associée a
un arbre géométrique (voir la propriété 2.12 et la remarque 2.14), on obtient

1
Uy =2"VR,.

A_1\110 - T

Ainsi, I'équation (2.8) devient, en remarquant que ‘WoWy = 2V,
Ry = Ry — drop2 VR0 AN M W + o |drl). (2.9)

Il reste a calculer le terme issu de la modification. Comme M, est une matrice de rang
1, elle se met sous la forme u‘u ot u est un vecteur colonne de taille 2V dont 1’expression
est

u="(0,...,1,...,1,0,...,0),

ot le bloc de 1 est de taille 2V~". Ainsi, le terme issu de la perturbation se met sous la

forme
t‘I’oA;\,lenk‘IlO = t\IIOAleutu\IJO

= 2N—n t‘II()Ajvlu.

En remarquant que ‘®oAy' = 27V R W, I'équation devient
t‘I’oA;/}Mnk‘I’O = 2_nRX[1t\I’()ll
o=t (2.10)
En combinant alors les équations (2.9) et (2.10), on obtient
Ryt = Ryt — drox (27BN + ol|drak)).-
Alinsi,
Ry = Ry [1—dru2 Ry + o(jdru))] "
= RN + d?“nkQ_Qn + O(’drnk’),

ce qui achéve la démonstration. [

Cette formule se généralise alors facilement au cas ol plusieurs résistances de 'arbre
géométrique sont perturbées. On obtient alors la propriété suivante.
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Propriété 2.21 Soit Ty un arbre régulier avec Ry sa résistance équivalente associée. On
perturbe 'ensemble des résistances rpy avec (n, k) € S d’une valeur drp,. En notant Ry
la résistance équivalente de l'arbre ainsi perturbé, on obtient

RN = Ry + Z 272nd7“nk + O(’d?").
(n,k)eS

Démonstration : En reprenant le méme raisonnement, on obtient

Ry = Ry — 27 VRy'WoAN M®g + o || M]||)

= Ry —27VRY ST dr!WoAy Mo + of|[M]] )
(n,k)eS

= Ry — (Ry)° X 272dry, + o || M]||).
(n,k)ES

En remarquant que ||M||w =~ |dr| et en appliquant le méme raisonnement, on obtient

RN = Ry + Z 272nd7“nk + O(’dr’),
(n,k)eS

ce qui achéve la démonstration. [

Applications & la modélisation On peut donner deux conséquences directes sur
I’é¢tude d’une crise d’asthme. La premiére permet, sous certaines hypothéses, de connaitre
I'intensité d’une crise bien que les médecins n’aient accés qu’a la seule mesure de la résis-
tance équivalente (Ry et Ry sont ainsi connues). On peut, par exemple, supposer qu’une
crise d’asthme correspond a une perturbation identique de valeur dr des résistances des
générations n et n + 1 du poumon humain gauche. L'intensité dr de cette crise est alors
donnée par la formule suivante

dr ~ é (RN - RN> 2”
3
Il s’agit juste d’appliquer la formule de la propriété 2.21 a ce cas particulier. Bien en-
tendu, d’autres modélisations d’une crise d’asthme sont possibles suivant les patients.
Il est aussi intéressant d’étudier la sensibilité de chaque branche de I'arbre résistif. On
perturbe d'un certain pourcentage la résistance d’une branche d’un arbre régulier et on
regarde quelle conséquence sur la résistance équivalente de ce méme arbre cela implique.
Il parait intuitif de penser que cette sensibilité diminue au fur et & mesure qu’on s’enfonce

dans les générations de I'arbre. Un calcul rapide permet de le vérifier. Il s’agit de calculer
(dRNn/Ry) /(drpg/rnr) avec dRy défini par Ry = Ry + dRy. En reprenant le résultat de
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la proposition 2.20, on obtient, dans le cas d’un arbre géométrique de loi r,, = roa™,

Ry +dRy =~ Ry + 2 2dr,,

dRy - 2_2ndTnk
Ry Ry
dRn

Ry . To (@)
drnk o RN (4) '
T'nk

Ce résultat confirme bien l'intuition que les perturbations relatives de diamétre ou de
résistance sont d’autant plus graves qu’elles touchent le haut de I’arbre résistif
(v >~ 1.63 < 4 pour le poumon humain).

Etude spectrale de la matrice Ay perturbée

L’asthme correspond & une modification des résistances, entrainant une perturbation
de la matrice Ay. L’étude, seule, de la perturbation de la résistance équivalente est insuf-
fisante pour mieux comprendre cette maladie. Nous allons ici obtenir le développement
limité au premier ordre des valeurs propres de la matrice Ay modifiée par la perturbation
d’une unique résistance d'un arbre régulier. On commence par rappeler le résultat général
permettant d’obtenir une expression au premier ordre des valeurs propres d’'une matrice
symétrique perturbée. On peut trouver ce résultat dans [30].

Théoréme 2.22 Soit A une matrice réelle symétrique, soient X une valeur propre de A,
E lespace propre associé et | la dimension de E. Soit D un disque fermé de centre \ du
plan compleze ne contenant pas d’autre valeur propre de A que \.

Alors les valeurs propres Mi(e) < ... < \(e) de A+ eM situées dans D vérifient :

Ai(e) = A+ epi+ofe)

ot p1 < ... < py sont les valeurs propres de la matrice associée a la forme bilinéaire
L(M)= (M ., ')IE'

On se place ensuite dans le cadre d’un arbre régulier dont on perturbe une unique résis-
tance. Le spectre de la matrice ainsi perturbée est étudié dans la propriété ci-dessous.

Propriété 2.23 Soit Ty un arbre régulier. Soit Ay la matrice associée a l’arbre géomé-
trique et dont le spectre est donné par la propriété 2.12. Soit Ay = Ax+drM, la matrice
associée a l'arbre ayant subi une modification dr de la résistance de la k-iéme branche de
la n-iéme génération. Le spectre de AN est donné par

A (dr) = N+ 220V dr 4 o(dr) est la premiére valeur propre,

. pour i > n, les valeurs propres de Ay sont les mémes que celles de Ay,

. pour i € {0,...,n—1},

)\g, j €10,...,2'}, sont inchangées sauf pour un unique jo et
AN (dr) = AN+ 220" dr 4 o(dr) est une nouvelle valeur propre simple.
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Démonstration : On cherche a étudier la perturbation de la valeur propre )\g,

(0<i<N-let0<j<2—1)de Ay. Ay étant une matrice symétrique, on applique le
théoréme 2.22. On fixe i Les valeurs propres AJ (dr), .. ., )\Q’Qi_l(dr) de Ay sont données,
pour tout j € {0,...,2" — 1}, par

)\g(dr) = )\f}f + drpj + o(dr)

ol o < ... < figi_q sont les valeurs propres de L(M,;) = (M . , .)‘E_ avec
E; = vect(Wik)reqo,...2i—13)- 1l s’agit d’étudier les valeurs propres de la matrice
9 P . A
Lk = ((Mnk\:[’iu,‘Iliv)RgN)OSu’USZL-_I. Comme on I'a déja vu ci-dessus, M,,;, étant une
matrice de rang 1, s’écrit sous la forme M,;, = u‘u avec u vecteur colonne de taille 2%V

vérifiant
u="(0,...,1,...,1,0,...,0),

oil le bloc de 1 est de taille 2V, Si on pose ay, = (M Piu, Wiy )gan, 0N obtient

Aypy = (utu\Piu>\Piv)R2N
= ("Tu)(fuly,).

Le nombre a,, est ainsi le produit de 2 nombres réels de méme type. Exprimons alors en
fonction de (n, k,4,u) la valeur de *¥;,u.
* sl i >n,
la taille du bloc non nul du vecteur W;, est strictement plus petite que celle du
vecteur u (2VF < 2¥71). Comme la taille de ces blocs est, dans les deux cas, une
puissance de 2, soit la plage d’indices d’éléments non nuls de ¥;, est entiérement
incluse dans celle des éléments non nuls de u, soit les deux plages sont d’intersection
vide. Si les deux plages sont d’intersection vide, '¥;,u = 0. Sinon ‘¥;,u = 0 car la
somme 