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Modélisation mathématique du poumon humain

Nous nous intéressons a certains problémes théoriques posés par la modélisation du
poumon humain comme arbre bronchique plongé dans le parenchyme pulmonaire.
[’arbre bronchique est représenté par un arbre dyadique résistif a 23 générations dans
lequel un écoulement de Stokes a lieu. La loi de Poiseuille relie ainsi le débit dans chaque
bronche au saut de pression a ses extrémités. Cet arbre est ensuite plongé dans un milieu
visco-élastique modélisant le parenchyme. Le processus de ventilation est alors assuré par
des pressions négatives, dues a une contraction du diaphragme, au niveau des alvéoles
permettant l'inspiration.

La premiére partie est consacrée a l'introduction d’'un modéle d’arbre infini obtenu en
faisant tendre le nombre de générations vers l'infini. Des théorémes de trace permettent
alors de modéliser le processus de ventilation comme un opérateur Dirichlet-Neumann,
qui associe au champ de pression sur I’ensemble des bouts de 'arbre infini le continuum
de débit sortant.

La seconde partie est dédiée a ’étude de modéles du parenchyme pulmonaire. La com-
plexité du parenchyme, milieu visco-élastique, provient de la présence de ’arbre qui relie
toutes les alvéoles entre elles. Des phénomeénes de dissipation non locaux sont ainsi ob-
servés dus aux couplages de toutes les sorties. Nous étudions tout d’abord un modéle
monodimensionnel du parenchyme mettant en jeu une équation de type onde avec des
effets non locaux. En particulier nous détaillons I’étude du comportement en temps long.
Enfin, nous proposons I’ébauche d’'un modeéle du parenchyme en dimension supérieure
prenant en compte a la fois le caractére élastique du tissu ainsi que la présence de I'arbre
résistif.

Abstract

Mathematical modelling of the human lung

The present work addresses some theoretical issues raised by the modelling of the
bronchial tree and its interactions with the parenchyma in which it is embedded.
The bronchial tree is represented by a resistive dyadic tree with 23 generations, through
which the air flow is described by the Stokes equations. According to Poiseuille’s law, the
flow rate through a pipe is proportional to the drop in pressure between its ends. This tree
is embedded in a viscoelastic medium which is intending to represent the parenchyma.
The ventilation process is caused by negative pressures, due to diaphragm contractions
at the alveolar level.
In the first part, we treat the bronchial tree as an infinite resistive tree letting the number
of generations go to infinity. With the help of trace theorems, the ventilation process can
be described by a Dirichlet-Neumann operator, which relates the pressure field at the
boundary of the tree to the outward flux.
The second part explores some models of the parenchyma. The complexity of this viscoe-
lastic medium derives from the fact that the tree connects all the alveolae. This coupled



system causes some non local dissipation effects and calls for non-standard damping mo-
dels. We first study a one-dimensional model of the parenchyma involving a wave-like
partial differential equation with non-local dissipative term. We specially focus on the
long time behavior of this system. We finally propose a new model for higher dimensions
taking into account both the elasticity of the parenchyma and the resistive tree.

vi
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Introduction

Motivations

La modélisation mathématique et numérique est de plus en plus sollicitée par le monde
de la santé pour résoudre des problémes rencontrés en pratique médicale. De tels modéles
peuvent aider & une meilleure compréhension du systéme pulmonaire ainsi que ses diverses
pathologies. En particulier, ils permettent une meilleure interprétation des mesures effec-
tuées en milieu hospitalier lors du test médical de spirométrie mais aussi une meilleure
compréhension de 'asthme. De plus, ces modéles peuvent aider a développer de nouvelles
méthodes de diagnostic et de nouvelles techniques thérapeutiques. Ainsi, la maitrise de
dépots d’aérosols administrés par inhalation permettrait d’accroitre I'efficacité de ces der-
niers dans le traitement de ’asthme.

Tous ces problémes ont donné lieu a un grand nombre de travaux de modélisation
allant de modéles simplifiés ayant un nombre fini de paramétres a des modéles tridimen-
sionnels. Une multitude de modéles 0D ont ainsi été proposés, dans lesquels le poumon est
modélisé le plus souvent par un simple compartiment contenant de 1’air relié a la trachée.
La relation pression/volume est alors étudiée, en régime statique (voir [1, 2, 3]) ou dyna-
mique (voir [4]). Afin de rendre le modéle plus réaliste, des approches tridimensionnelles
en géométrie réelle dans la partie supérieure de I’arbre bronchique ont été récemment
étudiées (par exemple dans [5, 6, 7, 8]). Ces modéles permettent en particulier de prendre
en compte les effets inertiels dans cette partie supérieure, de traiter des cas d’assymétrie,
d’envisager une étude de dépots d’aérosols (voir [9]). Tls permettent aussi de proposer un
modéle complet du processus de ventilation en couplant trois sous-systémes (voir [10]).
A un modéle tridimensionnel des cinq premiéres bronches de 1’arbre est couplé 2° tubes
résistifs modélisant la partie aval de I'arbre bronchique eux-méme couplés a un modéle
du parenchyme.

Le sujet de ce travail s’inscrit dans ce cadre général mais les questions traitées seront
essentiellement de nature théorique. Nous nous intéressons en effet dans cette thése a
certains des problémes théoriques posés par ces diverses tentatives de modélisation du
poumon humain.



Introduction

Modéle de base

Le processus de ventilation peut étre étudié par le modéle monodimensionnel suivant
(voir [10]) :

P t equi Af ¢
atmos Palv ex

FiGg. 1 — Modéle du processus de la ventilation.

L’arbre bronchique peut en effet étre représenté par un arbre dyadique a 23 générations
formé de tubes dans lesquels un écoulement de Stokes a lieu. Ainsi la loi de Poiseuille relie
le débit () dans chaque tube au saut de pression a ses extrémités selon

Pentrée - Psortie = RQ

avec R la résistance du tube. Cette résistance varie selon L/ D*, L représentant la longueur
et D le diamétre de chaque bronche. On peut alors montrer qu’il existe une résistance
équivalente Requi’ qui permet de condenser I'ensemble de I'arbre résistif en un unique
tube vérifiant

Patmos = Paly = RequiQ

avec Patmog la pression atmosphérique, Py, la pression alvéolaire et @ le flux d’air en-
trant au niveau du nez et, par conservation, sortant au niveau des alvéoles. Enfin, cet
arbre bronchique est plongé dans le parenchyme, milieu visco-élastique et le processus de
ventilation est dii a la présence lors de I'inspiration d’une pression négative au niveau
des alvéoles causée par la contraction du diaphragme. Ainsi, le parenchyme peut étre mo-
délisé par un ressort et la contraction du diaphragme lors de I'inspiration par une force
extérieure en créneau.

Modéles étudiés

Nous avons cherché dans cette thése a généraliser dans une certaine mesure ce premier
modele. Dans un premier temps, nous avons voulu affiner la relation —FP,;, = RequiQ
(en imposant P,tmos = 0) en remplagant le débit, la pression alvéolaire par un champ
de débits, de pressions et la résistance équivalente par un ensemble infini de résistances.
[’un des axes majeurs de ce travail est ainsi basé sur I'introduction d’'un modéle d’arbre
infini obtenu en faisant tendre le nombre de générations vers l'infini. Les propriétés géo-
métriques des bronches, en particulier une certaine régularité de décroissance de la taille
des branches, permettent, par extrapolation, de construire un tel modéle limite. Sur cet



arbre infini, des opérateurs de type gradient et divergence peuvent étre définis permettant
de modéliser I’écoulement de I'air avec un probléme de type Darcy. En effet, ’arbre infini
peut alors étre vu comme un milieu poreux, I'ensemble des alvéoles correspondant alors
a la frontiére du milieu sur laquelle une pression négative est appliquée. En imposant
alors une pression nulle au niveau du nez cela entraine un écoulement d’air du nez vers les
alvéoles. I1 est alors possible de définir un opérateur R~! qui associe au champ de pression
sur I’ensemble des bouts de 'arbre infini le continuum de débit sortant. Le processus de
ventilation peut ainsi étre modélisé comme un opérateur Dirichlet-Neuman défini par un
probléme de type Darcy sur un arbre infini de facon analogue a un probléme de Darcy
sur un milieu continu. L’égalité —P, ), = RequiQ est ainsi remplacée par p = Rq avec p
et g les champs de pression et de débit sur I'ensemble des bouts de I’arbre infini. De plus,
la construction d’un cadre mathématique rigoureux pour modéliser le processus de ven-
tilation dans un arbre infini permet a la fois une meilleure compréhension de 'arbre fini
sous-jacent ainsi que 1’élaboration d’analogies avec la théorie des équations aux dérivées
partielles.

Remplacer ainsi I'égalité — P, = RequiQ par un continuum en construisant un opé-
rateur de type Neuman-Dirichlet sur I'arbre infini s’inscrit aussi dans I'optique ambitieuse
d’élaborer un modéle complet du poumon humain comme milieu élastique. En particulier,
cela pourra permettre la modélisation du parenchyme pulmonaire, milieu visco-élastique
complexe, par des modéles multidimensionnels plus riches qu’un ressort. La complexité
du parenchyme pulmonaire provient en effet de la présence de ’arbre bronchique qui relie
toutes les alvéoles entre elles. Ainsi, lors de 1'étude du mouvement de ce tissu élastique
connectif entourant les alvéoles, des phénomeénes de dissipation non-locale sont observés
di au couplage de toutes les sorties. Un modéle monodimensionnel a été proposé dans
[11] permettant la prise en compte de ces effets de dissipation en couplant un milieu élas-
tique troué par les alvéoles et I'arbre dyadique résistif qui les relie les unes aux autres.
Lorsque le nombre de générations tend vers l'infini, I’équation régissant le mouvement du
parenchyme est alors une équation de type onde avec des effets non locaux dus a une cir-
culation de fluide dans une structure arborescente au sein d’un milieu élastique. Certaines
propriétés d'un tel modéle, en particulier I’étude du comportement en temps long, seront
étudiées dans cette thése.

[’étude d’'un modéle du parenchyme en dimension supérieure, est rendue possible
grace a la description intrinséque des champs de pression et de flux sur I'espace des
bouts de I'arbre résistif infini, permettant ainsi de les plonger dans un domaine continu.
Le dernier chapitre est 1’'ébauche d’'un modéle du parenchyme en dimension deux ou
trois. La généralisation d'un modéle limite en dimension supérieure n’a pas été faite dans
cette thése. Nous nous contentons dans cette premiére approche de proposer un schéma
numérique de résolution d’équations de l'élastodynamique couplées avec un terme de
dissipation lié¢ a la modélisation de fluide visqueux & travers un réseau fini qui relie des
trous dans le matériau.



Introduction

Nature de la démarche et difficultés

La théorie des réseaux résistifs a fait ’'objet d'un grand nombre d’ouvrages dont plu-
sieurs traitent en particulier des différentes propriétés des fonctions d’énergie finie sur
les bouts d’un arbre ou d’un réseau (voir par exemple la référence [12] sur laquelle nous
nous sommes appuyés pour une grande part). Afin de construire un opérateur Dirichlet-
Neuman sur I'arbre résistif infini, il a fallu définir des théorémes de trace sur I’ensemble
des bouts de 'arbre infini, représentés par I' = {0, 1}N. Mais en vue de plonger les champs
de pression dans un domaine physique continu, ces derniers devaient étre définis de facon
intrinséque. Par analogie avec les équations aux dérivées partielles, nous avons ainsi défini
de maniére naturelle I'espace H' comme ’ensemble des pressions définies sur les noeuds
de I'arbre d’énergie finie. On cherche alors a énoncer des théorémes de trace et a définir
ainsi 'analogue de H'/? et de H~'/? sur les arbres résistifs infinis. La définition de I'opé-
rateur de trace dans le cas continu usuel nécessite I'existence d’opérateurs de restriction
et de prolongement & I'espace tout entier. La difficulté, dans le cas de notre arbre infini,
réside dans 'impossibilité de construire de tels opérateurs. La trace de fonctions H' a
di étre construite difféeremment, de fagon intrinséque, en commencant par la définir sur
des fonctions constantes par morceaux a l’infini, pour lesquelles la trace était définie sans
ambiguité.

L’équation des ondes perturbée par un terme de dissipation non locale qui modélise
le mouvement du parenchyme pulmonaire fait apparaitre deux opérateurs spectralement
différents : d’une part, 'opérateur Laplacien usuel et d’autre part, 'opérateur lié a la
présence de 'arbre résistif infini qui fait intervenir la base de Haar (voir la définition
2.34). Il y a ainsi coexistence de deux spectres naturels distincts mettant en présence des
fonctions propres oscillant & des échelles différentes et ayant des régularités distinctes.
La principale difficulté provient alors de la maniére dont ces deux bases interagissent.
[’étude du comportement en temps long d’'une telle équation nécessite le plus souvent
I'obtention d’inégalités différentielles pour les méthodes d’énergie (voir [13, 14]) ou d’in-
égalités d’observabilités fortes ou faibles (voir [15, 16, 17, 18, 19]|). De telles inégalités
reposent justement sur la maniére dont se comporte les régularités naturelles associées
aux deux opérateurs.

Présentation du travail effectué

Chapitre 1 : Ce chapitre présente une bréve description de I’architecture de ’appa-
reil respiratoire ainsi que de la physiologie respiratoire. On se concentre notamment
sur la description des voies aériennes, celle du parenchyme et sur le processus de
ventilation.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, on reprend principalement les notations et premiéres
propriétés énoncées dans [11] qui nous serviront par la suite. Les auteurs plongent
'arbre dyadique fini dans l'intervalle |0, 1] et passent ensuite a la limite sur le nombre
de générations. On reprend les propriétés de 'opérateur Neumann-Dirichlet ainsi ob-
tenu qui lie les pressions en sortie au flux sortant. On explicite aussi la différentiation
par rapport aux résistances de la résistance globale de I’arbre, travail fait pendant



cette theése.

— Chapitre 3 : Ce chapitre fait 'objet d'un article accepté dans Networks and He-
terogeneous Media. Il s’agit ici de généraliser le chapitre précédent. [.’arbre infini
est construit intrinséquement et on énonce un théoréme de trace sur les bouts de
cet arbre. On cherche alors a identifier cet espace de trace a un sous-ensemble de
fonctions ou de distributions. Cette construction intrinséque de I'arbre infini permet
ensuite de plonger 'espace des bouts dans un domaine de R? ce qui est le cas de
I’arbre bronchique dans le parenchyme.

Chapitre 4 : On apporte quelques compléments a 'article dans ce chapitre. En
particulier, on reprend et on généralise la caractérisation des champs de pression
sur 'ensemble des bouts de ’arbre infini.

— Chapitre 5 : On s’intéresse ici aux propriétés du modéle monodimensionnel du pa-

renchyme pulmonaire. Aprés avoir vérifié le caractére bien posé d’une telle équation,
on vérifie par le principe de LaSalle que I'énergie, dans le cas ou la force extérieure
est nulle, tend vers zéro. On cherche alors & connaitre la vitesse de décroissance de
I’énergie qui s’avére étre exponentielle dans certains cas particuliers. On quantifie
aussi I'erreur commise lorsque 'opérateur associé a 'arbre infini est remplacé par
un opérateur tronqué a N générations.
Chapitre 6 : Dans ce dernier chapitre, nous nous sommes intéréssés a une modéli-
sation 2D ou 3D du parenchyme pulmonaire prenant en compte a la fois le caractére
élastique de ce tisssu ainsi que la présence de I’arbre résistif qui, cette fois-ci sera
supposé fini. Aprés avoir vérifié le caractére bien posé du modéle choisi, on présente
la méthode numérique choisie ainsi que quelques résultats numériques.

Nous tenons a souligner que les chapitres 5 et 6 sont le fruit d'une étroite collabo-
ration avec Céline Grandmont et que Delphine Salort a participé de facon trés active a
I'élaboration de l'article du chapitre 3 (en particulier la section 3.4).
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Chapitre 1. Le poumon humain Description et fonctionnement

Dans ce premier chapitre, nous présentons une description rapide de 'anatomie du
poumon humain et de son fonctionnement mécanique. L’essentiel de cette description est
issu d'un livre de E.R.Weibel [20] et du cours [21].

1.1 Architecture de 'appareil respiratoire

L’appareil respiratoire est contenu dans la cage thoracique elle-méme limitée par le
sternum en avant, la colonne vertébrale en arriére et les 12 paires de cotes latéralement.
Elle renferme les deux poumons qui sont disposés symétriquement de part et d’autre du
médiastin, partie centrale de la cage thoracique contenant le coeur, la trachée, 'oesophage
et d’importants vaisseaux sanguins. Le diaphragme, muscle inspiratoire, sépare la cavité
thoracique de la cavité abdominale dont le foie, 'estomac et la rate font partie (voir la
figure 1.1). Il est aussi important (pour comprendre le mécanisme de la ventilation) de

Thorax
5-Poumons

B-Mediaztin
Abdomen
2-Foie
3-Estomac

=4 4-Rabte

Fi1G. 1.1  Anatomie de I'appareil respiratoire (voir [22]).

Premi&re cote

Flévre pariétale
- Plévre viscérale

Diaphragme

' Mouvermnent du

4 diaphragme

Fi1G. 1.2 Anatomie de I'appareil respiratoire (voir [20]).

remarquer la présence de deux feuillets, la plévre pariétale et la plévre viscérale séparant
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1.1. Architecture de l’appareil respiratoire

les poumons de la cage thoracique. Un espace hermétique, le vide pleural, est présent
entre ces deux plévres (voir la figure 1.2).

1.1.1 La paroi thoracique et les muscles respiratoires

Sur la charpente formée par la cage thoracique s’insérent les muscles qui fournissent
la force et I’énergie nécessaires aux mouvements respiratoires et a 1’écoulement des gaz
dans les voies aériennes. Ainsi, les modifications de la taille et du volume de la cage tho-
racique sont essentiellement provoquées par des contractions du diaphragme, des muscles
intercostaux et des muscles de la paroi abdominale. I.'inspiration est due essentiellement
a l'action du diaphragme et dans une moindre mesure a celle des muscles intercostaux
externes. L’expiration au repos chez un sujet sain est passive, les muscles intercostaux
internes et les muscles abdominaux n’intervenant que dans le cas d’une expiration forcée.
Seul le diaphragme, principal muscle respiratoire, sera abordé ici. Le diaphragme est une

F1G. 1.3 — Diaphragme (voir |22]).

mince et large cloison musculaire séparant la cage thoracique et les poumons de la cavité
abdominale et s’insérant de la septiéme a la douziéme cote. La contraction et ’expansion
de celui-ci permettent la ventilation. Lors de ’inspiration, il se contracte, s’aplanit et per-
met ainsi ’augmentation du volume de la cage thoracique. A cette augmentation répond
une expansion pulmonaire permettant ’arrivée de I'air. 11 se relache et reprend sa position
normale lors de I'expiration, I’élasticité des poumons permettant une sortie d’air.

1.1.2 Structure de ’arbre bronchique

Le role de I'arbre bronchique est la conduction de l'air de l'extérieur vers la zone
d’échange avec le sang lors de l'inspiration et inversement lors de 'expiration. Comme
le montre la figure 1.4, la géométrie du poumon est arborescente et dichotomique. Le
poumon humain est ainsi un arbre dyadique a 23 générations, constitué de bronches et
bronchioles, allant de la trachée de diamétre de I'ordre de 2 ecm jusqu’aux 22 bronchioles
terminales de diamétre de I'ordre du demi-millimétre. Ces voies aériennes peuvent étre
divisées en deux régions de fonctionnement distinctes (voir les figures 1.4(b) et 1.5) : les

11



Chapitre 1. Le poumon humain Description et fonctionnement
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(a) Moulage d’un poumon humain effectué par Weibel (voir (b) Ramification des voies aériennes
[20]). (voir [10]).

F1G. 1.4 — Structure arborescente et dichotomique de ’arbre bronchique

dix-sept premieéres générations ont pour seul role la conduction de I'air vers les derniéres
générations que constituent les acini dans lesquelles deux phénomeénes sont couplés : la
diffusion de I'air et les échanges gazeux entre 1’air et le sang.

Conduits supérieurs : conducteurs de 1’air. Ils sont constitués par les cavités na-
sale et buccale, pharynx, larynx, trachée et bronches primaires de diamétres importants
présentant des cartilages et des fibres musculaires (muscles lisses). Ils assurent la conduc-
tion des gaz qui se fait par convection comme I’écoulement d’un fluide dans un tuyau. Les
toutes premiéres générations présentent une certaine dissymétrie due a l'anatomie glo-
bale : en effet, elles doivent contourner le médiastin. Ainsi, le poumon est divisé de fagon
asymeétrique en trois lobes droits et deux lobes gauches. Pour autant, assez rapidement,
ces branchements dichotomiques deviennent quasiment homothétiques d’une génération a
I'autre avec un facteur presque constant entre les générations. Comme l'indique la figure
1.6, les bronches de la génération n + 1 sont (.85 fois plus petites que celles de la généra-
tion n. Cette régularité ainsi que le fait que 0.85 soit supérieur et proche de 2-1/3 ~ 0.79
jouerons un role important dans ce qui suit (voir les pages 25 et 93).

Conduits inférieurs : échanges gazeux. A partir de la dix-septiéme génération se
déroule I'hématose, c’est-a-dire les échanges gazeux entre le milieu alvéolaire et le sang. Ces
conduits inférieurs correspondent donc a la zone respiratoire des poumons et ne possédent
plus, eux, ni cartilage ni muscle lisse. Le transfert des gaz s’y fait alors par diffusion de
fagon comparable a la dilution d'un colorant dans l’eau. Ces conduits terminaux sont

12



1.1. Architecture de l’appareil respiratoire

JConduction
T i
7 Diffusion \

)

F1G. 1.5 — Conduction et diffusion dans les voies aériennes du poumon (voir |20]).

Fack=ur d' homobhdtle

a B i [x] 12 14 18
GEndration =

F1G. 1.6 — Facteurs de réduction des longueurs et des diamétres dans les bronches du

poumon humain. Ces mesures ont été réalisées par E.R. Weibel, voir [23|. Les cercles et
les croix sont respectivement les rapports des diamétres et des longueurs.
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Chapitre 1. Le poumon humain Description et fonctionnement

regroupés en acini (environ 30 000), sous-arbres dichotomiques & six générations (de la
dix-huitiéme a la derniére génération). Dans chaque acinus, les bronchioles respiratoires
donnent naissance aux canaux alvéolaires et se terminent par les sacs alvéolaires (voir la
figure 1.7). La surface respiratoire qu’ils représentent est impressionnante : environ 300
millions d’alvéoles sont ainsi étendues sur une surface de plus de 200 m? d’épaisseur trés
fine (250 & 500 pm de diamétre). Cette structure est d’autant plus adaptée a ces échanges
gazeux que toutes ces alvéoles sont séparées des capillaires sanguins par une paroi trés
mince, facilitant ainsi I’hématose.

Sl el SULGTE SR O Y
(a) Acinus pulmonaire (voir [24]). (b) Coupe d’un acinus pulmonaire : les bronchioles

terminales aboutissent sur les alvéoles (voir [25]).

F1G. 1.7 — Acinus pulmonaire.

1.1.3 Le parenchyme pulmonaire

Le parenchyme pulmonaire, lieu des échanges gazeux, est composé de ’ensemble des
alvéoles ainsi que d’un réseau dense de capillaires sanguins permettant ’hématose. Afin
d’optimiser ces échanges de gaz, la paroi alvéolo-capillaire est trés fine de 'ordre de 0.2 um
(voir la figure 1.8). La barriére entre 'air et le sang est ainsi trés mince et la surface
d’échange est a la fois trés étendue et peu épaisse, assurant une efficacité des échanges.
La membrane alvéolo-capillaire doit toutefois étre mécaniquement stable, en particulier
étre suffisament extensible pour résister aux variations de volume lors de l'inspiration
et de l'expiration. Elle est composée essentiellement de quatre éléments : 1’épithélium
alvéolaire, I'endothélium des capillaires, de fibres élastiques et de collagéne et enfin d'un
film tapissant 1’épithélium alvéolaire nommé le surfactant. La présence de ces fibres et du
surfactant confére au poumon ses propriétés élastiques (voir la figure 1.9), le surfactant
permettant aussi de maintenir la béance des alvéoles en réduisant la tension superficielle.
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1.1. Architecture de l’appareil respiratoire

e

(a) Parenchyme pulmonaire hu- (b) Zoom. (C) représente un capil- (c¢) Parenchyme  pulmonaire

main [24]. (D) représente des laire sanguin [24]. [24].
sacs alvéolaires et (A) des al-
véoles.

F1G. 1.8 — Parenchyme pulmonaire.

(a) Membrane alvéolo-capillaire (voir [24]). (A) repré- (b) Parenchyme pulmonaire (voir [24]). On remarque
sente des alvéoles, (C) un capillaire sanguin, (F et fb) la présence de fibres élastiques.

des fibres, (EC) plusieurs globules rouges, (EP) I’épithe-

lium et (EN) I'endothélium.

F1G. 1.9 — Parenchyme pulmonaire.
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Chapitre 1. Le poumon humain Description et fonctionnement

1.2 Meécanisme de la ventilation

La ventilation pulmonaire (inspiration et expiration) est un phénoméne de nature
purement mécanique qui correspond & une contraction rythmique des poumons dont la
fréquence est controlée par un centre nerveux spécialisé du cerveau dont Dactivité est
réglée entre autres par la saturation sanguine en oxygéne. Le renouvellement de 1’air al-
véolaire se fait grace a l'inspiration et a 'expiration. En effet, en augmentant son volume
lors de I'inspiration, une dépression se crée entre les acini et I'air atmosphérique ambiant.
Ainsi, un flux d’air est créé depuis I'extérieur vers les alvéoles, alimentant ces derniéres
en air frais. Ensuite, lors de ’expiration, les poumons se rétractent grace a leur élasticité
naturelle. Il se crée alors une surpression entre les alvéoles et I’extérieur, d’otl une évacua-
tion de I'air. Tout au long de ce cycle, le sang et le gaz alvéolaire s’échangent de I’'oxygéne
et du dioxyde de carbone. La respiration permet donc de réguler la concentration de ces
deux molécules dans le sang.

Expliquons plus en détail la mécanique ventilatoire. L’inspiration est induite par la
contraction du diaphragme provoquant ainsi une augmentation de volume de la cage tho-
racique. Pour que ces variations s’accompagnent d’une expansion des poumons, il faut
que s’établisse une liaison mécanique entre les parois thoraciques et les poumons : ¢’est
le role des plévres et du vide pleural. Lors de I'expansion de la cage thoracique, la plévre
pariétale, adhérente aux parois de la cage thoracique suit celle-ci. [.’espace interpleural
étant hermétique, la plévre viscérale tend a suivre la plévre pariétale qui, collée au pa-
renchyme, répercute le mouvement aux alvéoles. Cette augmentation de volume entraine
une diminution de la pression alvéolaire, un gradient de pression se crée alors avec l'ex-
térieur et il s’ensuit un appel d’air vers les alvéoles (voir la figure 1.10) jusqu’a ce qu'un
équilibre entre les deux pressions s’établisse. ['inspiration est donc un mouvement ac-
tif faisant intervenir une contraction musculaire. A I'inverse, I’expiration, en régime de
ventilation normal, est un mouvement passif consistant en un retour des organes a leur
position d’équilibre en raison de leur élasticité naturelle. En relachant les muscles utilisés
a l'inspiration, les poumons, par élasticité, se rétractent, la pression alvéolaire augmente
et devient alors supérieure a la pression atmosphérique. Il s’ensuit une sortie de I'air vers
I'extérieur.

La ventilation est donc un phénoméne rythmique, purement mécanique, avec une phase
active a l'inspiration et passive a l'expiration. Elle est aussi asymétrique au cours du
temps avec une expiration plus longue que l'inspiration (3 secondes pour I'expiration et
2 secondes pour 'inspiration en moyenne). Elle fait intervenir les propriétés élastiques du
poumon.
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1.3. Echanges gazeux

Patrncsp=0{

Cage thoracique

Palvéolaire=0 Palvéolaire=-1 Finterpleural=-7

Pinterpleural=-5

(a) Avant linspiration. Equilibre (b) A Vinspiration. Présence d’un gradient de
des pressions (les données sont en pression(les données sont en cmH>0).
emH50).

Fi1a. 1.10 Mécanisme de la ventilation.

1.3 Echanges gazeux

Cette these ne traitant pas des échanges gazeux a proprement parler, nous ne rentre-
rons pas ici dans les détails et nous n’aborderons que des principes généraux. La ventilation
pulmonaire est indispensable & la vie. En effet, les cellules vivantes tirent ’énergie dont
elles ont besoin de la dégradation oxydative de substrats organiques : un apport d’oxygéne
leur est donc nécessaire. Puis, lorsque ces molécules sont totalement oxydées par I'oxygéne,
elles libérent des molécules simples : eau et gaz carbonique. Ainsi, la respiration cellulaire,
indispensable a la production d’énergie, nécessite un apport d’oxygéne et produit du gaz
carbonique. Des échanges gazeux diffusifs se produisent alors entre les cellules et les ca-
pillaires sanguins via le liquide interstitiel. Le sang assume alors la charge de transporter
ces gaz entre les tissus cellulaires et les poumons. Dans les poumons, des échanges gazeux
se produisent entre le sang et l'air alvéolaire dont la ventilation pulmonaire permet le
renouvellement : le sang céde du C'Oy et s’enrichit en Oy (voir la figure 1.11).

17



Chapitre 1. Le poumon humain Description et fonctionnement

Air ambiant
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FiGg. 1.11  T’organisme, systéme d’échanges gazeux [21].

1.4 Conclusion

La fonction vitale de la ventilation ainsi que la place centrale du poumon humain
dans le fonctionnement de I’étre humain aménent a essayer de mieux appréhender cet or-
gane. Cette compréhension passe par sa modélisation qui nécessite elle-méme une bonne
connaissance de sa géométrie et de sa mécanique. Il est globalement constitué d’un arbre
bronchique dyadique a 23 générations possédant une certaine régularité : trés rapidement,
les branches deviennent homothétiques d'une génération a une autre avec un facteur d’ho-
mothétie constant entre générations. Les extrémités de cet arbre sont plongées dans le
parenchyme. Ainsi, le parenchyme se comporte comme un milieu visco-élastique troué par
300 millions d’alvéoles toutes reliées entre elles par 'intermédiaire de I’arbre bronchique.
Lors de I'inspiration, il est soumis a une force musculaire générant une augmentation du
volume pulmonaire tandis qu’a ’expiration, il retourne a sa position d’équilibre de par sa
nature élastique. Cette thése, afin de modéliser dans le but d’étudier le poumon humain,
s’appuiera principalement sur cette description géométrique et mécanique du poumon hu-
main.

Nous tenons ici a préciser que ce que nous appelons alvéoles tout au long de ce travail
correspond en réalité plutot a des acini. La complexité de cet organe impose lors de sa
modélisation certaines hypothéses simplificatrices. Ainsi nous avons fait le choix ici de
considérer que notre arbre bronchique est bien dyadique jusqu’a la 23-iéme génération et
se termine par des alvéoles. Ceci ne correspond pas a la réalité physique car cela ne prend
pas en compte la partie inférieure de I'arbre, partie commencant a la génération 17 et
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1.4. Conclusion

dans laquelle des échanges gazeux ont lieu. Il s’agit d'un choix de modélisation que nous
avons fait dans cette thése.

De méme, les differents modéles du parenchyme présentés dans cette thése ne prennent

pas en compte la viscosité de ce milieu. On a en effet cherché a étudier les phénoménes
de dissipation associés au seul probléme de 1’élasticité du parenchyme.
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Chapitre 2. Modéle des voies aériennes Description et premiéres propriétés

Dans ce chapitre, nous présentons la modélisation des voies aériennes du poumon hu-
main dont nous sommes partis et que nous avons, dans une certaine mesure, généralisée
dans cette thése. Nous explicitons ici les notations et premiéres propriétés de ce modéle.
Elles seront par la suite utilisées tout au long de cette thése. Ces derniéres sont majoritai-
rement des reprises de I'article [11]. Pour autant, I’étude de la perturbation des opérateurs
dans les sections 2.1 et 2.2 a été développée durant cette theése.

2.1 Un arbre dyadique résistif a 23 générations

2.1.1 Le modéle

Comme cela a été vu dans le chapitre 1 lors de la description du poumon humain, ce
dernier peut étre considéré comme un arbre dyadique a 23 générations. Précisons alors
dans cette section, les différents critéres et hypothéses qui sont a la base de notre modéle.

Un écoulement de Stokes dans les bronches et bronchioles : On cherche & mo-
déliser I’écoulement d'un fluide dans une structure d’arbre dyadique. L’air sera considéré
comme un fluide visqueux newtonien incompressible. La présence ou ’absence d’effets
inertiels jouent alors un role important dans le choix de la modélisation. Dans le cas
du poumon humain, les vitesses varient de facon importante au niveau de 1’arbre bron-
chique : d’aprés E.R.Weibel dans |20], celles-ci sont quasiment nulles au niveau des acini
mais peuvent atteindre quelques métres par seconde au niveau de la tranchée. L’ampli-
tude de ces valeurs varie aussi suivant le régime respiratoire, en régime d’exercice; qui
ne sera pas abordé ici, des effets de turbulence entrent méme en jeu. Les effets inertiels
s'atténuent au fur et & mesure qu’on avance en profondeur dans 'arbre et deviennent né-
gligeables en régime de repos a partir de la cinquiéme génération (voir [26]). Pour autant,
des expériences et simulations numériques ont montré qu’ils ne pouvaient étre négligés
dans les premiéres générations (voir par exemple |27, 8|). Cependant nous supposerons
tout au long de cette thése que les effets inertiels sont négligeables partout. Pour obtenir
un modéle plus réaliste, il suffit de considérer I'arbre dyadique étudié dans cette thése
comme le modéle de base des 2° sous-arbres commencant a la génération 5. Ainsi I'écou-
lement de 'air dans notre arbre dyadique vérifie les équations de Stokes (voir I'annexe

A).

Des conduits rigides : Une autre hypothése importante pour notre modéle est la
rigidité des conduits. En effet, comme cela a été dit dans le chapitre 1, contrairement aux
premiéres générations, la présence de cartilage et de muscle lisse tend a disparaitre au
fur et & mesure que I'on s’enfonce dans le poumon humain, facilitant ainsi la mobilité des
bronches. Pour autant, I’hypothése de conduits rigides sera faite tout au long de cette
thése.

Des conduits cylindriques a section circulaire : Finalement, toujours d’aprés le
livre [20] de E.R. Weibel, les bronchioles ont une forme cylindrique légérement conique.
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2.1. Un arbre dyadique résistif a 23 générations

Nous les supposerons pour autant a section circulaire, car, en premiére approximation,
leur forme légérement conique peut étre négligée.

Conclusion : un arbre dyadique résistif : Ainsi, sous ces hypothéses, I’écoulement
de l'air dans les bronches vérifie les équations de Stokes sur un domaine cylindrique a
section circulaire constante. L’écoulement est ainsi gouverné par la loi de Poiseuille (voir
les détails dans I'annexe A) qui lie de fagon proportionnelle le débit ) dans chaque bronche
a la différence de pression Py — P; aux extrémités de celle-ci (voir la figure 2.1). 1l existe
ainsi R > 0 vérifiant

Py— P, = RQ.

R, par analogie avec les conducteurs électriques est appelée la résistance de la branche.

Fi1Gg. 2.1 Loi de Poiseuille.

Celle-ci ne dépend que de la longueur L de la branche et du diamétre a de sa section
circulaire. En effet, la résolution 3D des équations de Stokes dans une telle branche donne
(voir 'annexe A)

SulL

)
mat

R= (2.1)

avec 1 la viscosité de I'air. Chaque branche est ainsi caractérisée par une résistance.
Les données biologiques de la longueur et du diamétre des bronches étant connues (voir le
tableau de 'annexe B), il est possible de calculer toutes les résistances. Les voies aériennes
du poumon humain peuvent ainsi étre modélisées par un arbre dyadique résistif.

Des branches réguliéres dans un poumon sain : Comme nous I'avons déja dit au
chapitre 1, dans les premiéres générations du poumon humain, les branchements dicho-
tomiques sont soumis & une certaine dissymétrie pour s’adapter a ’anatomie globale. En
revanche, on s’apercoit qu’en descendant dans les générations, les branches deviennent plus
réguliéres. Plus précisement, si on considére un sous-arbre commencant a la génération
cinq environ, on peut supposer que les branches d'une méme génération sont identiques.
Ainsi, les résistances d’un tel arbre sont, elles aussi, identiques pour une méme génération.
On parle alors d’arbre régulier. De plus, les branches de la génération 7 + 1 peuvent étre
considérées comme des réductions par une homothétie de facteur A des branches de la
génération ¢, h ne dépendant pas de la génération étudiée (voir la figure 1.6 et le tableau
de 'annexe B). Pour le poumon humain sain, on peut montrer que (voir [8|) le rapport
des tailles des bronches d’une génération a la suivante est proche de A ~ 0.85. Ainsi, en se
rappelant I'expression (2.1) de la résistance d’une bronche, les résistances d'un tel arbre
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suivent une loi géométrique. L’expression des résistances de la n-iéme génération, le coef-
ficient d’homogénéité étant de —3 par rapport a la taille, est ainsi donnée par roa”, avec
ro la résistance de la premiére bronche et & = A2 ~ 1.63. Un tel arbre est alors appelé
arbre géométrique. On rappelle ici que ce modéle d’arbre géométrique n’est en fait valable
qu’a partir de la cinquiéme génération. En effet, en plus d'une certaine dissymétrie, la
présence d’effets inertiels non négligeables (voir [27, 8, 26]) dans les premiéres générations
impose une modélisation de I’écoulement du fluide par les équations de Navier-Stokes. La
loi de Poiseuille n’est ainsi plus valide. Pour obtenir un modéle plus réaliste, il suffira de
considérer notre modéle d’arbre géométrique comme le modéle type des 2° sous-arbres du
poumon humain.

Perte de régularité pour certaines maladies : Certaines maladies, en particulier
I’asthme, générent une modification de la taille des bronches, entrainant des perturbations
de résistances. L.e poumon humain ne peut alors plus étre modélisé comme un arbre
géométrique. Deux points de vue différents peuvent étre adoptés. Le cas général, ot aucune
hypothése de régularité sur les résistances n’est supposée, peut étre étudié. C’est d’ailleurs
ce qui est fait dans cette section et le plus souvent possible dans cette thése, le poumon
humain sain n’étant alors traité que comme un cas particulier. Mais il peut aussi étre
intéressant de considérer plutdt des arbres réguliers ou géométriques dont on perturbe les
résistances. C’est ce qui est fait a la fin des sections 2.1 et 2.2.

2.1.2 Notations

On redonne ici les notations définies dans 'article [11]. On considére un arbre dyadique
Ty a N + 1 générations allant de la génération 0 (le nez) a la génération N. Cet arbre
est défini par deux ensembles : un ensemble de noeuds V(Ty) comprenant la racine o
et (Xnk)OSHSN,kG{O,...’Qn_l}, X, correspondant au noeud situé a la k-iéme place de la n-
ieme génération. L’arbre étant dyadique, il comprend un ensemble de branches E(Ty)
correspondant soit a la génération 0 (o, X¢p), soit a des branches de type (X,x, Xyt1,21)
ou (X,k, Xnt12k11) avec (n, k) € {0 <n < N, k€ {0,...,2"—1}}. On note de plus, pour
tout 1 <n < N et tout k € {0,...,2" — 1}, 7 > 0 la résistance de la k-iéme branche de
la n-iéme génération (voir la figure 2.2) et 7o > 0 la résistance de la génération 0.

2.1.3 Lien entre les pressions et les flux en sortie

On cherche ici a établir un lien linéaire (dit au choix de modélisation par la loi de
Poiseuille) entre les flux et les pressions en sortie de ’arbre. Par souci de clarté, on suppose
ici la pression au niveau de la racine o nulle. Mais, quitte & ajouter une constante (voir la
remarque 2.5), cette hypothése de pression atmosphérique nulle peut étre supprimée. Les
sorties de notre arbre dyadique & N + 1 générations sont indexées par 0,...,2"% —1. On
note alors

p= (pi)izo,...,zN—l et q = (qi)i:O,...,QNfl

les vecteurs pression et flux respectivement en sortie de 'arbre. Par convention, les flux
seront considérés positifs quand du fluide entre dans 'arbre.
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Xnk

T'n+1,2k
Xnv1oe! ) Xpt1,2041

' [

F1G. 2.2 — Arbre résistif dyadique.
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Définition 2.1 Ftant donnés deux entiers i et j et leurs expressions binaires

+oo +oo
i = Zaka . ] = Zﬂka avec oy, By, € {0, 1} Vk,
k=0 k=0

on définit 0,5 et ky; respectivement comme

n—1

oij = inf{k >0, oy = 3, VI >k}, ky; = 22"‘1‘36N_1_5.

s=0

Remarque 2.2 On fize un arbre dyadique a N + 1 générations. Pour deux sorties de
cet arbre i et j firées, (i,7) € {0,. 2N — 1}2, il existe un unique plus court chemin
pour relier chacune de ces sorties a la racine o. N — ;5 correspond alors aux nombres de
branches communes de ces chemins sans compter la premiére branche. Pour une sortie
J fizée et son plus court chemin a la racine o correspondant et pour une génération de
Parbre n fizée, 1 <n < N, ky; correspond, dans le chemin, a la branche correspondante
de la génération n.

On peut alors énoncer la proposition suivante qui lie pressions et flux en sortie de notre
arbre.

Propriété 2.3 On considére un arbre dyadique résistif Ty a N + 1 générations. On
suppose de plus la pression nulle a la racine o. Les flux et pressions en sortie de [’arbre
sont alors reliés par

p = Anxq, avec Ay = (Ag)ogi,jgw—l € My~ (R),
N—ai; (2.2)
Ag =179+ 21 Tnknj-

Démonstration : On reprend ici la méme démarche que celle développée dans I’ar-
ticle [11]. La linéarité entre p et q est, sous les hypothéses de la loi de Poiseuille, évi-
dente. Ainsi, il suffit de calculer les vecteurs pression en sortie d’arbre associés aux vec-
teurs flux rentrants de la base canonique de R2". On considére donc tout d’abord la
distribution suivante de flux en sortie q = (1,0,...,0). Cela correspond a la situation
ol une unité de fluide est injectée dans l'arbre par le noeud Xyg et uniquement par
ce noeud, tous les autres étant bouchés. Par conservation, une unité de fluide sort de
I’arbre au niveau de la racine o. Ainsi, en se souvenant que la pression en entrée est
nulle et qu'on a noté rq la résistance du nez, on obtient par la loi de Poiseuille une pres-
sion égale a rg au niveau du noeud Xyy. Aucun flux ne passant dans le sous-arbre de
droite de racine Xy, toujours d’aprés la loi de Poiseuille, les pressions en sortie (cor-
respondant aux noeuds de la derniére génération allant de 2V~ 4 2V — 1) valent exac-
tement r5. Un raisonnement analogue appliqué au noeud Xj, donne une pression de
ro + 7109 et il en est de méme pour le sous-arbre de droite de racine X;y. En reprenant
d’une maniére récursive ce raisonnement, on trouve bien que les pressions aux noeuds
Xo0, X30, ..., Xng et donc sur les sous-arbres de droite de racine ces noeuds, valent res-
pectivement (TO + 710+ 7”20), (’I“O + 710+ 790 + 7”30), ceey (’I“O + 70 +7To+ -+ TN()). AiIlSi, la
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pression en sortie ¢ est bien A%. Le méme raisonnement peut étre repris pour le vecteur
de base q = (0,...,0,1,0,...,0) et donne le résultat voulu (voir la figure 2.3). O

Remarque 2.4 La matrice Ay peut aussi s’écrire sous la forme

7"20[5\[ 0 0 0
N N
N 7’10[1 0 0 7"21[2 0 0
TO]O * |: 0 7“11[{\[ :| + 0 0 7"22[5\[ 0
0 0 0 7”23]5\7
S (2.3)
rnO]le 0 rNO - 0
: LAREEE S PR A

0 tee Tn’Qn_llév 0 tee T’N72N_1

avec I € Monv—x(R),0 < k < N ; c’est une matrice de rang un dont toutes les compo-
santes sont égales a un (voir larticle [28]). Ainsi Ax a une structure particuliére en blocs
(voir la figure située en bas de la page 30) qui refliéte la structure dyadique de 'arbre et
la loi de Poiseuille : chaque élément Ag de la matrice correspond a la résistance cumulée
des branches communes aur deuxr chemins allant de la racine o auz sorties i et j. Ainsi, la
matrice Ay se présente sous la forme d’une matrice a blocs a diagonale dominante (voir
la figure située en bas de la page 30) qui résulte de la superposition des matrices de la
formule (2.3) qui sont diagonales par blocs.

Remarque 2.5 Dans le cas d’une pression atmosphérique p, non nulle au niveau de la

racine o, la relation entre les flux et les pressions en sortie de 'arbre s’écrit encore
p = Anq, avec Ay = (AN)
) ij ) 0<i,j<2N -1
N—o;j
N _
n=1

€ MZN (R)a

mais avec, cette fois-ci, p = (Di — Po)o<i<aN_1-
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AN AW

To 7“0+7“11+7’22 7‘0"—’/‘11

F1G. 2.3 — Lien flux et pressions en sortie. Les pressions aux sorties Xy 19 et X411 valent
respectivement rg 4+ r11 + 799 + 735 + r410 €t ro + 111+ roo + 735.

To + 710 To
To —+

10

To + 10
11
+
To —+ 711 20
21
122
To
T'23
o+ T11

+

Matrice en blocs.
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Enoncons alors quelques propriétés de la matrice Ay.

Propriété 2.6 Soit N un entier fizé. La matrice Ay est symétrique. De plus, si pour
tout k € {0,...,2N — 1}, ry > 0, alors Ax est une matrice définie positive.

Démonstration : Le caractére symétrique de la matrice Ay est clair en se rappelant
I'équation (2.3). En utilisant encore ’équation (2.3), on vérifie son caractére positif en
montrant que chaque matrice de la somme est bien une matrice positive. Pour alléger les
notations, démontrons-le pour la matrice

1 7“10]{\[ 0
A o |i 0 7"11[{\[ ’

Le méme raisonnement se généralise a toutes les autres matrices de la somme. Soit alors
le vecteur X = (z)g<p<av_1 quelconque. Un calcul simple montre que

2 2
oN—-1_71 2N _1

t 1

XANX =119 E Tp | + T E T |
k=0 k=9N-1

ce qui prouve le caractére positif (les résistances étant des réels positifs). Pour conclure,
il suffit de remarquer que la derniére matrice de 1'équation (2.3) est, elle, définie positive.
En effet, on obtient pour X non nul

2N 1
tXA%X = Z ’I“kaz > 0,

k=0

ce qui achéve la démonstration [

Remarque 2.7 Physiquement, ' XAnX correspond au tauz d’énergie dissipée.

2.1.4 Calcul de résistance équivalente

Un arbre dyadique résistif & N +1 générations se comporte en fait comme une branche
unique, ayant une résistance appelée résistance équivalente et une pression en sortie appe-
lée pression équivalente, dans laquelle le flux a un débit correspondant au débit global dans
I’arbre. Pour s’en convaincre, il suffit de calculer le débit O en entrée qui correspond, par
conservation, a la somme des débits a travers les 2V sections de sorties. On obtient ainsi
Q= ij(;l g;- Ay étant inversible, si on désigne par By = (Bg)ogi7jS2N_1 son inverse,
les débits a travers les sections de sortie s’expriment alors pour tout i € {0,...,2"Y — 1}

par
2N _1

4 = Z Bg(pj — Do)
j=0
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Ainsi, le débit total Q vaut

2N 1
Q = > BJ(pi—po)

i,j=0
2N 1 N 2N —1 N
= > Bijpj — Do Y Bij'
1,j=0 1,j=0
Il suffit alors de poser pour la résistance équivalente Ry = (Zi];:_ol Bf}f)_1 et pour la
N_ . . .
pression équivalente en sortie Py = Ry Z?j:()l Bi];-’pj. On aboutit alors a la loi de Poiseuille
généralisée
Py — p, = Ry x (flux global sortant du nez). (2.4)

Ainsi, notre arbre dyadique résistif se comporte bien comme une unique branche résistive
et on peut énoncer la propriété suivante.

Propriété 2.8 Soit un arbre dyadique résistif Ty a N+1 générations de matrice associée
Ay. Alors la résistance équivalente de cet arbre est donnée par

-1

2N 1
Ry=| > BY

2,7=0
-1 _ N
avec AN — (BZ] )0§i,j§2N71-

Remarque 2.9 En pratique, on évite de calculer l'inverse de la matrice Ay. On traite
plutdot ce probleme par analogie électrique, [’analogue électrique de la loi de Poiseuille
étant la loi d’Ohm. Ainsi, la différence de pression correspond a la différence de tension,
le débit a l'intensité et la résistance de [’écoulement a la résistance électrique. Le calcul de
la résistance équivalente se fait alors comme en électricité en remarquant que notre arbre
dyadique résistif peut étre considéré comme un ensemble de résistances en paralléle et en
série : les deux branches filles bifurquant de leur branche mére sont branchées en paralléle
entre elles puis en série 4 cette branche meére (voir la figure 2.4). Ainsi, en commengant
a la derniére génération de l’arbre fini et en remontant de facon récursive jusqu’au nez,
on peut calculer la résistance équivalente.

Remarque 2.10 La résistance équivalente d’un arbre résistif Ty a N 4+ 1 générations
peut aussi se définir comme suit. Si on impose une pression nulle a la racine o de [’arbre
et une pression uniforme valant un en sortie, la résistance équivalente est alors l’inverse
du fluz global sortant par la racine o.

2.1.5 Cas particuliers d’arbres

Comme nous I'avons dit au début de ce chapitre, le poumon humain sain peut étre
modélisé comme un arbre géométrique. Il est ainsi utile d’étudier les deux cas particuliers
suivants oil les expressions de la matrice Ay et de la résistance équivalente prennent alors
des formes plus simples.
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F1G. 2.4 Résistance équivalente.

Cas particulier de P’arbre régulier

On considére ici un arbre dyadique régulier a N + 1 générations; ses résistances, étant
alors constantes par génération, seront notées r,, 0 < n < N. L’expression de la matrice
Apn se réduit alors a

p=Anq, Ay = (Az]'gv')ogz‘,jg2N—1 € Man(R), AZ = Z T (2.5)

La matrice Ay est alors, & une constante multiplicative prés, une matrice doublement
stochastique : toutes ses lignes et ses colonnes ont la méme somme. Une expression simple
de la résistance équivalente est possible dans le cas d'un arbre régulier, elle est donnée
par la propriété suivante.

Propriété 2.11 On considére un arbre dyadique réqulier Ty a N + 1 générations. En
notant r, sa résistance a la génération n, la résistance équivalente de cet arbre régulier

vaut alors
N T
Ry=) . (2.6)
n=0

Démonstration : Cette égalité se démontre trés facilement par récurrence sur N en
utilisant ’analogie avec 1’électricité. L’arbre est alors considéré comme un réseau de ré-
sistances en série et en paralléle. En considérant la derniére génération, ’arbre régulier
posséde alors 2V~1 sous-arbres identiques représentés par la figure 2.5. Un calcul simple
de résistances en série et en paralléle donne I'équivalence entre ce sous-arbre type et une
unique branche de résistance

B

\)

N
rN_1+ —.
2
On obtient ainsi un arbre régulier équivalent & N générations, la résistance de la derniére

génération valant alors ry_1 +7xy/2. En recommengant le méme raisonnement, on obtient
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'N-1

Y

FiGg. 2.5 —.

un arbre régulier équivalent & N — 1 générations, la résistance de la derniére génération
valant alors ry_o +ry_1/2+ rn/4. En itérant jusqu’au nez, on obtient le résultat voulu.
OJ

Dans le cas d’un arbre régulier, les propriétés spectrales de la matrice Ay sont, elles aussi,
remarquables.

Propriété 2.12 On note Wq le vecteur de taille 2N formé de 1. Pour un couple (n, k)
fit, 0 <n < N—1etke{0,...,2" =1}, Wy est défini par
U =00,...,0,1,...,1,-1,...,-1,0,...,0),

le bloc non nul correspondant au (k+1)-iéme bloc de taille 2N=". La famille de vecteurs
(Yo, (Wnk)o<n<n—10<k<2an—1) est une famille de vecteurs propres de Ay . Les valeurs propres
associées sont notées (A, (AN, )o<n<n_1.0<k<on_1) et sont égales a

N N
AgV:QNZ% et A =2 % % vk € {0,...,2" — 1},
p=0

p=n-+1

Démonstration : Cette propriété se vérifie trés facilement en faisant les calculs. Elle est
une conséquence directe de la structure en blocs de Ay, avec des blocs tous égaux pour
un arbre régulier. [J

Remarque 2.13 On peut remarquer que
N N
)‘nk — Ank’ Vk, k,.

Cette éqgalité confirme 'intuition que, dans le cas d’un arbre régulier, les valeurs propres
ne dépendent que de la génération n.

Remarque 2.14 A un coefficient multiplicatif 2V prés, on peut remarquer que la premiére
valeur propre donne la résistance équivalente de [’arbre régulier associé.

Remarque 2.15 Les vecteurs propres de Ay sont I’équivalent discret de la base de Haar
usuelle sur L*([0,1]) (voir la définition 2.34).
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Cas particulier de ’arbre géométrique

Comme nous I'avons dit au début de ce chapitre, le poumon humain sain peut étre
considéré comme un arbre géométrique. Ses résistances vérifient alors la loi géométrique
suivante

VneN, n <N, Vke{0,...,2" — 1}, r, = roa™,

ol rp est la résistance de la premiére génération et v un paramétre positif lié a la géométrie
de l'arbre. Pour un poumon humain sain, o ~ 1.63 (voir les pages 12 et 25 ainsi que la
figure 1.6), mais on se placera ici en toute généralité. Les deux propriétés 2.11 et 2.12
énoncées ci-dessus deviennent dans ce cas particulier :

Corollaire 2.16 On considére un arbre dyadique géométrique a N + 1 générations avec
r, = roa”. La résistance équivalente d’un tel arbre est alors donnée par la formule

219 o\ N+1
pe= 20 (1 (2)),
N z—a( 2 )
Les valeurs propres sont alors égales a
A= 2 (1 ~ <2>N“)
2—« 2
et, pour tout 0 <n < N —1 et tout k € {0,...,2" — 1},
w2 (2)”“ L (g)N—"
"2 —a \2 2 '

Démonstration : C’est une simple application des propriétés 2.11 et 2.12 dans le cas
particulier ou r,, = roa”™. [

2.1.6 Crise d’asthme : perturbation des résistances d’un arbre
géométrique

Comme nous l'avons déja dit au début de cette section, certaines maladies, comme
I’asthme, entrainent une modification de la taille des bronches d'un poumon sain, donc
une perturbation des résistances de l'arbre géométrique correspondant. Lors d’une crise
d’asthme, les médecins n’ont accés qu’a une seule donnée : la résistance équivalente du
poumon malade. En effet, pour cela ils imposent une pression en entrée nulle (la pression
en sortie étant supposée uniforme valant 1) et ils mesurent le flux global correspondant
sortant du nez. L'inverse de ce flux donne alors la résistance équivalente (voir la remarque
2.10). Nous donnerons ici 'expression au premier ordre de la résistance équivalente d’un
arbre géométrique perturbé. Cette unique donnée peut, sous certaines hypothéses de mo-
délisation d'une crise d’asthme, donner une idée de l'intensité de cette crise.
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Expression de la résistance équivalente d’un arbre perturbé

Nouvelle expression de la résistance équivalente Commencons par donner une
expression de la résistance équivalente faisant intervenir Ay d’un arbre résistif Ty a N +1
générations.

Propriété 2.17 Soient Ty un arbre résistif a N +1 générations et Ay € Mon(R) la ma-
trice correspondante définie par (2.2). Le caractére défini positif de cette matrice (voir la
propriété 2.6) assure son inversibilité. La résistance équivalente de cet arbre fini s’exprime
alors par

Ry = [[WoAy W] (2.7)

ot Wq est le vecteur de taille 2N formé de 1 défini dans la propriété 2.12.

Démonstration : On impose une pression a l’entrée nulle et une pression en sortie
uniforme de valeur un. Le vecteur flux q en sortie d’arbre vaut, en combinant la propriété
2.3 et la définition du vecteur Wy,

q = A;Vvl\:[lo.
Le flux global sortant du nez est alors donné par

2N _1

Q= Z_ g = "Woq.
=0

De plus, d’apreés la remarque 2.10, on a Ry = Q' Ainsi
Ry = ['WoAy W,

ce qui achéve la démonstration. [

Notations On considére ici un arbre géométrique Ty a N + 1 générations dont on va
perturber les résistances. On définit une perturbation par la donnée
. d’un ensemble S C {(n,k) e N, ne {1,...,N},k € {0,...,2" — 1}} indiquant les
positions des perturbations. A tout couple (n,k) € S correspond une perturbation
de la résistance de la k-iéme branche de la n-iéme génération.
. d’un ensemble {dr,; € R, (n,k) € S8} correspondant aux valeurs des perturbations.
On définit alors la matrice associée a la perturbation. Pour cela, on commence par exprimer
la matrice M, € Myn(R) associée a la perturbation unitaire a la k-iéme branche de la
n-iéme génération.

Propriété 2.18 La matrice correspondant a une modification unitaire a la k-iéme branche
de la n-iéme génération est une matrice de rang 1 constituée de zéros et d’'un bloc carré
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de 1 de taille 2N=" situé sur le (k + 1)-iéme bloc de la diagonale. Elle a donc la forme
suivante

Démonstration : M, correspond a la matrice Ay € Myn(R) associée a un arbre
résistif ayant toutes ses résistances nulles sauf la résistance a la k-iéme branche de la
n-iéme génération qui vaut 1, il suffit donc d’appliquer la formule (2.3). O

La matrice de la perturbation se met alors sous la forme

M= )" dryMy.
(n,k)eS

En posant alors Ay € My~ (R) la matrice associée a 'arbre régulier perturbé et
An € Myn (R) celle de Parbre régulier, on a

Ay = Ay + M.

Pour finir, la valeur de la perturbation totale sera notée dr avec

Résistance équivalente perturbée L’expression (2.7) de la résistance équivalente fait
intervenir I'inverse de la matrice Ay. Afin de faire un développement limité & I'ordre un
d’une résistance équivalente perturbée, il est nécessaire de connaitre la différentielle de
I’application inverse. On rappelle ainsi le résultat classique suivant que I'on peut trouver,
par exemple, dans [29].

Théoréme 2.19 Soit f l’application suivante :

GL(R) — GL(R)
A — AL

Alors f est de classe C°° sur ['ouvert GLon (R) C Man (R).
Sa différentielle est donnée par

VA € GLox (R), VH € Mox(R), dfa(H) = —A"HA™.

On commence par donner ’expression a 'ordre un de la résistance équivalente modifiée
pour une unique perturbation fixée.
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Propriété 2.20 Soit T un arbre régulier avec Ry sa résistance équivalente associée.
On perturbe la résistance de la k-iéme branche de la n-ieme génération de cet arbre d’une
valeur de dry. En notant Ry la résistance équivalente de ['arbre ainsi perturbé, on obtient

RN = Ry + 272nd7“nk + O(’drnk’).

Démonstration : On commence par calculer le flux global associé a ’arbre perturbé, a
savoir ijl. En combinant la propriété 2.17 et le théoréme 2.19, on obtient

R]:/vl - t\IJOA/Zl;Vl‘IIO

= "Wo[AY — AGN(dru M) AN+ o([|dreMo][oo) Po

= "WoAS Wy — dr "o AN M A o + o(|drol). (2.8)
On a utilisé ici la définition de la norme matricielle infinie pour obtenir

||drne Mok ||co = |drax|. En se rappelant les propriétés spectrales de la matrice associée a
un arbre géométrique (voir la propriété 2.12 et la remarque 2.14), on obtient

1
Uy =2"VR,.

A_1\110 - T

Ainsi, I'équation (2.8) devient, en remarquant que ‘WoWy = 2V,
Ry = Ry — drop2 VR0 AN M W + o |drl). (2.9)

Il reste a calculer le terme issu de la modification. Comme M, est une matrice de rang
1, elle se met sous la forme u‘u ot u est un vecteur colonne de taille 2V dont 1’expression
est

u="(0,...,1,...,1,0,...,0),

ot le bloc de 1 est de taille 2V~". Ainsi, le terme issu de la perturbation se met sous la

forme
t‘I’oA;\,lenk‘IlO = t\IIOAleutu\IJO

= 2N—n t‘II()Ajvlu.

En remarquant que ‘®oAy' = 27V R W, I'équation devient
t‘I’oA;/}Mnk‘I’O = 2_nRX[1t\I’()ll
o=t (2.10)
En combinant alors les équations (2.9) et (2.10), on obtient
Ryt = Ryt — drox (27BN + ol|drak)).-
Alinsi,
Ry = Ry [1—dru2 Ry + o(jdru))] "
= RN + d?“nkQ_Qn + O(’drnk’),

ce qui achéve la démonstration. [

Cette formule se généralise alors facilement au cas ol plusieurs résistances de 'arbre
géométrique sont perturbées. On obtient alors la propriété suivante.
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Propriété 2.21 Soit Ty un arbre régulier avec Ry sa résistance équivalente associée. On
perturbe 'ensemble des résistances rpy avec (n, k) € S d’une valeur drp,. En notant Ry
la résistance équivalente de l'arbre ainsi perturbé, on obtient

RN = Ry + Z 272nd7“nk + O(’d?").
(n,k)eS

Démonstration : En reprenant le méme raisonnement, on obtient

Ry = Ry — 27 VRy'WoAN M®g + o || M]||)

= Ry —27VRY ST dr!WoAy Mo + of|[M]] )
(n,k)eS

= Ry — (Ry)° X 272dry, + o || M]||).
(n,k)ES

En remarquant que ||M||w =~ |dr| et en appliquant le méme raisonnement, on obtient

RN = Ry + Z 272nd7“nk + O(’dr’),
(n,k)eS

ce qui achéve la démonstration. [

Applications & la modélisation On peut donner deux conséquences directes sur
I’é¢tude d’une crise d’asthme. La premiére permet, sous certaines hypothéses, de connaitre
I'intensité d’une crise bien que les médecins n’aient accés qu’a la seule mesure de la résis-
tance équivalente (Ry et Ry sont ainsi connues). On peut, par exemple, supposer qu’une
crise d’asthme correspond a une perturbation identique de valeur dr des résistances des
générations n et n + 1 du poumon humain gauche. L'intensité dr de cette crise est alors
donnée par la formule suivante

dr ~ é (RN - RN> 2”
3
Il s’agit juste d’appliquer la formule de la propriété 2.21 a ce cas particulier. Bien en-
tendu, d’autres modélisations d’une crise d’asthme sont possibles suivant les patients.
Il est aussi intéressant d’étudier la sensibilité de chaque branche de I'arbre résistif. On
perturbe d'un certain pourcentage la résistance d’une branche d’un arbre régulier et on
regarde quelle conséquence sur la résistance équivalente de ce méme arbre cela implique.
Il parait intuitif de penser que cette sensibilité diminue au fur et & mesure qu’on s’enfonce

dans les générations de I'arbre. Un calcul rapide permet de le vérifier. Il s’agit de calculer
(dRNn/Ry) /(drpg/rnr) avec dRy défini par Ry = Ry + dRy. En reprenant le résultat de
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la proposition 2.20, on obtient, dans le cas d’un arbre géométrique de loi r,, = roa™,

Ry +dRy =~ Ry + 2 2dr,,

dRy - 2_2ndTnk
Ry Ry
dRn

Ry . To (@)
drnk o RN (4) '
T'nk

Ce résultat confirme bien l'intuition que les perturbations relatives de diamétre ou de
résistance sont d’autant plus graves qu’elles touchent le haut de I’arbre résistif
(v >~ 1.63 < 4 pour le poumon humain).

Etude spectrale de la matrice Ay perturbée

L’asthme correspond & une modification des résistances, entrainant une perturbation
de la matrice Ay. L’étude, seule, de la perturbation de la résistance équivalente est insuf-
fisante pour mieux comprendre cette maladie. Nous allons ici obtenir le développement
limité au premier ordre des valeurs propres de la matrice Ay modifiée par la perturbation
d’une unique résistance d'un arbre régulier. On commence par rappeler le résultat général
permettant d’obtenir une expression au premier ordre des valeurs propres d’'une matrice
symétrique perturbée. On peut trouver ce résultat dans [30].

Théoréme 2.22 Soit A une matrice réelle symétrique, soient X une valeur propre de A,
E lespace propre associé et | la dimension de E. Soit D un disque fermé de centre \ du
plan compleze ne contenant pas d’autre valeur propre de A que \.

Alors les valeurs propres Mi(e) < ... < \(e) de A+ eM situées dans D vérifient :

Ai(e) = A+ epi+ofe)

ot p1 < ... < py sont les valeurs propres de la matrice associée a la forme bilinéaire
L(M)= (M ., ')IE'

On se place ensuite dans le cadre d’un arbre régulier dont on perturbe une unique résis-
tance. Le spectre de la matrice ainsi perturbée est étudié dans la propriété ci-dessous.

Propriété 2.23 Soit Ty un arbre régulier. Soit Ay la matrice associée a l’arbre géomé-
trique et dont le spectre est donné par la propriété 2.12. Soit Ay = Ax+drM, la matrice
associée a l'arbre ayant subi une modification dr de la résistance de la k-iéme branche de
la n-iéme génération. Le spectre de AN est donné par

A (dr) = N+ 220V dr 4 o(dr) est la premiére valeur propre,

. pour i > n, les valeurs propres de Ay sont les mémes que celles de Ay,

. pour i € {0,...,n—1},

)\g, j €10,...,2'}, sont inchangées sauf pour un unique jo et
AN (dr) = AN+ 220" dr 4 o(dr) est une nouvelle valeur propre simple.
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Démonstration : On cherche a étudier la perturbation de la valeur propre )\g,

(0<i<N-let0<j<2—1)de Ay. Ay étant une matrice symétrique, on applique le
théoréme 2.22. On fixe i Les valeurs propres AJ (dr), .. ., )\Q’Qi_l(dr) de Ay sont données,
pour tout j € {0,...,2" — 1}, par

)\g(dr) = )\f}f + drpj + o(dr)

ol o < ... < figi_q sont les valeurs propres de L(M,;) = (M . , .)‘E_ avec
E; = vect(Wik)reqo,...2i—13)- 1l s’agit d’étudier les valeurs propres de la matrice
9 P . A
Lk = ((Mnk\:[’iu,‘Iliv)RgN)OSu’USZL-_I. Comme on I'a déja vu ci-dessus, M,,;, étant une
matrice de rang 1, s’écrit sous la forme M,;, = u‘u avec u vecteur colonne de taille 2%V

vérifiant
u="(0,...,1,...,1,0,...,0),

oil le bloc de 1 est de taille 2V, Si on pose ay, = (M Piu, Wiy )gan, 0N obtient

Aypy = (utu\Piu>\Piv)R2N
= ("Tu)(fuly,).

Le nombre a,, est ainsi le produit de 2 nombres réels de méme type. Exprimons alors en
fonction de (n, k,4,u) la valeur de *¥;,u.
* sl i >n,
la taille du bloc non nul du vecteur W;, est strictement plus petite que celle du
vecteur u (2VF < 2¥71). Comme la taille de ces blocs est, dans les deux cas, une
puissance de 2, soit la plage d’indices d’éléments non nuls de ¥;, est entiérement
incluse dans celle des éléments non nuls de u, soit les deux plages sont d’intersection
vide. Si les deux plages sont d’intersection vide, '¥;,u = 0. Sinon ‘¥;,u = 0 car la
somme des éléments de W, est nulle. Dans tous les cas, on a a,, = 0, la matrice
L,.; est ainsi la matrice nulle et les valeurs propres de Ay ne sont pas modifiées.
* Sii=mn,
la taille des deux blocs étant égale, un seul des vecteurs propres (Wiy)ueo,.. 211}
a une plage d’indices d’éléments non nuls d’intersection non vide avec celle de u,
ces deux plages étant alors égales. Pour les mémes raisons que ci-dessus, on a donc
L,k = 0 et les valeurs propres de Ay ne sont, 1a encore, pas modifiées.
* Sii<n,
la encore, un seul des vecteurs propres (Wiy)ye(o,...2i—1} a une plage d’indices d’élé-
ments non nuls d’intersection non vide avec celle de u, cette derniére étant alors
strictement incluse dans celle du vecteur propre (que I'on note ¥y, ). De plus, dans
cette plage d’indices, W;,, ne prend que 1 ou —1 comme valeur. La somme des
éléments de u étant non nulle, L,;; a un unique terme non nul, terme qui est sur la
diagonale et qui correspond & ayyu, = ("Wigeu)?. Or, la taille du bloc de 1 de u est
2N donc @y, = 22V, Les valeurs propres de Ly, sont donc toutes nulles sauf
une qui vaut alors 22(N-=").
Il reste le cas de la premiére valeur propre )\év(d?"). En appliquant toujours le théoréme

2.22, on sait, que
o (dr) = N+ drpg + o(dr),
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avec fig valeur propre de L(My;) = (Mn,¥o, Wo)gov. Un calcul rapide montre que
(M Wo, Wo)pon = 22(N=n) " ce qui achéve la démonstration. O

2.2 Une infinité d’alvéoles plongée dans un espace de
dimension une

L’arbre dyadique conduit aux 300 millions d’alvéoles, elles-mémes plongées dans le
parenchyme, milieu visco-élastique continu. Il est donc intéressant, dans le cadre d'une
modélisation du poumon, de plonger I’ensemble des bouts de notre arbre dyadique résistif
dans un ensemble continu. Cela a été fait dans 'article |[11]. Les auteurs plongent 1'en-
semble des bouts de I'arbre dans I'espace de dimension une |0, 1[. Ils font ensuite tendre le
nombre de générations de 'arbre vers I'infini. Nous reprenons ici les résultats de 'article
[11] dont nous aurons besoin dans la suite de cette thése. Nous n’entrerons pas dans le
détail des démonstrations. Les deux chapitres suivants permettront de formaliser et gé-
néraliser ces résultats en définissant un arbre résistif infini, en démontrant des théorémes
de trace sur les bouts de cet arbre et en plongeant ces bouts dans un milieu continu de
dimension quelconque. De plus, I'arbre sera, dans toute cette section, supposé régulier, ce
qui ne sera pas le cas dans les chapitres suivants. Enfin, nous terminerons cette section
par quelques résultats nouveaux sur la perturbation d’arbre régulier, modélisant ainsi, par
exemple, une crise d’asthme.

2.2.1 Construction d’un opérateur continu sur ’arbre infini

Commencons tout d’abord par donner un sens continu a notre probléme discret a 2%V
sorties. Comme nous l'avons dit précédemment, nous allons plonger ces 2V sorties dans
I'intervalle I =]0, 1[. Pour cela, nous identifions le noeud de sortie i de I'arbre & N + 1
générations au segment Jihy, (i + 1)hy[, avec hy = 1/2V (voir la figure 2.6). 11 est alors
possible de définir un opérateur Ry qui, & un flux en sortie d’arbre vu comme un élément
de L*(I) associe une pression de sortie, elle aussi vue comme un élément de L*(T).

Définition 2.24 Soit une fonction u € L*(I). On définit alors le vecteur flur q associé

par
(i+1)hn

A= (qi)i—g._ov 15 @ = / u(y)dy.
ihy
Le vecteur pression discret associé est alors défini par
P= (pi)i:07,,,72N_1 , P= ANq

avec Ay € My~ (R) matrice définie par la relation (2.5). Finalement, on définit la fonction
p € L*(I) comme la fonction constante par morceaur qui prend la valeur p; sur chaque
sous-intervalle Jihy, (i+1)hy[. L opérateur correspondant, allant de L*(I) dans lui-méme,
est alors noté Ry .
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F1G. 2.6 — Plongement dans 0, 1].

Propriété 2.25 Soit T un arbre régulier a N+1 générations. L opérateur Ry s’exprime

comme lopérateur intégral suivant

p=Ryus plx

/KN z,y)u(y)dy p.p.

ot Ky € LY(I x I) est la fonction constante par morceauz, définie par

YV E]ih]\[, (Z + 1)hN[, Vy E]jh]\[, (] -+ 1)hN[ KN l‘ y

N—oij

=2

Démonstration : On fixe = €|ihy, (i + 1)hy[. En se rappelant alors la définition de p et

u, on obtient
p(x)

Cela démontre la propriété en combinant la définition du noyau Ky et la relation (2.5).

Di
2N 1

Jjhn
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Y

o+ 11

To

o+ 11

o+ 11

To

o+ 11

F1G. 2.7 - Le noyau K(z,y).

Remarque 2.26 La construction de l’opérateur Ry se généralise facilement au cas d’arbres
non réguliers, le noyau étant alors une fonction constante par morceaux, définie par (voir

la formule (2.2))

N—o;j
x €lihn, (i + Dhn|, y €ljhy, (7 + Dhn[— 1o + Z Tk, -

n=1

La construction de cet opérateur continu permet de passer a la limite quand le nombre
de générations de 'arbre tend vers l'infini. C’est ce qui est fait dans les deux propriétés
suivantes.

Propriété 2.27 Le noyau Ky converge presque partout vers la fonction mesurable K
définie par ce qui suit : on se fize x et y dans I ayant comme expressions dyadiques

+o00 oo
(53 ﬂk
xZE o5 U= E o avec oy, B € {0,1} Vk.
k=0 k=0

On définit alors
Hay =sup{k > 1, a; = [ VI < k}.

Si une des deux suites (ag)gen 0U (Bk)ken @ un nombre fini de termes non nuls ou i
r =1y, on pose K(x,y) =0. Sinon K(z,y) est égal a Y =% r,.

Remarque 2.28 27#=v donne la longueur du plus petit intervalle dyadique contenant x
et y.
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Démonstration : Il s’agit ici de remarquer que, pour z et y fixés, la suite (Ky(z,y))yen
est stationnaire pour N assez grand. Plus précisément, en se rappelant la construction
faite pour passer du discret au continu, x et y correspondent a un méme noeud de I'arbre
a N + 1 générations tant qu’ils appartiennent tous les deux a un méme intervalle dya-
dique de longeur 27V. Correspondant & un méme noeud, Ky(x,y) vaut alors Zﬁf:o Th.
En utilisant la définition de ji,,, x et y sont associés a des noeuds différents des lors que
N devient supérieur strictement a pu,,. Ainsi la suite (Kx(x,y))ven devient stationnaire
a partir de N = pui,, de valeur Y b= r,. O

Remarque 2.29 La encore, cette convergence presque partout se généralise aux cas d’arbres
non réquliers en posant

Hzxy n—1
K(z,y) =ro+ Z Tokn(zy) QVEC kn(2y) = Z anlfSﬁuzyis'
n=1 5=0

On peut alors énoncer un résultat de convergence pour la suite (Ry)nen-

Théoréme 2.30 La suite (Ry)nen converge vers une limite R dans L(L*(I)) si et seule-

ment Si
“+o0

Yo (2.11)

271
n=0
Quand la limite existe, R est un opérateur intégral de noyau associé

— L 1
K_NI—IELIOOKN dans L™ (I x I).

Démonstration : Nous n’entrerons pas ici dans les détails de la démonstration (voir
I'article [11]). Indiquons toutefois les grandes lignes. En prenant la fonction u € L?*(I)
constante égale a un, Ryu est, elle aussi, constante de valeur

AlpH
/Kny = 2—2

n=0

Ainsi, (2.11) est une condition nécessaire. Supposons-la vérifiée. Les hypothéses du théo-
réme de convergence dominée sont alors vérifiées. En effet, d’aprés la propriété 2.27, la
suite (Ky)yen converge presque partout vers K. De plus, cette suite est dominée, pour
tout N € N et presque partout en (z,y) € I x I, par K. L’hypothése (2.11) assure alors
que K € LY(I x I). Ainsi le théoréme de convergence dominée s’applique et la suite
(Kn)nen converge vers K dans L'(I x I). De plus, en utilisant les mémes techniques de
type convolution que dans [31], Théoréme 4.15, on vérifie que

IRyvull 2y < N1 Knllpaxnllwll -
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L’application Ky — Ry étant ainsi continue de L'(I x I) dans £(L*(I)), la convergence
de (Ky)nen vers K dans L'(I x I) implique celle de (Ry)yen vers R défini par

- / K (. y)u(y)dy

Ceci achéve la démonstration. [

Remarque 2.31 Le résultat de convergence ci-dessus se généralise dans le cas ou [’arbre
n’est plus supposé régulier. On a toujours, sans condition supplémentaire, la convergence
presque partout de la suite (Kn)nen vers K ainsi que la domination de Ky par K. Par
contre, cette convergence n'a lieuw dans L*(I x I) qu’en supposant la condition suivante

vérifiée
2 : z : T'nk

En effet, en reprenant la démonstration du théoréeme 2.30, on doit vérifier que
K e LI xI). Or, on a

“+00
//\K(x,y)ldyd:r = /kamd
I

I
too . on_q WtDR

_ Zznz / Fak(e

De plus, si la condition suivante est vérifiée

Jhn
2n—

1
Tn]
22n :
7=0

+o0
3 7%)(?\’ Tk 4o, (2.13)
n=0

la suite (Rx)nyen converge vers R dans L(L*(I)). En effet, cette condition assure d’une
part la convergence de Rxu avec u € L*(I) fonction constante égale a un. Pour le vérifier,
fixrons x € I ayant comme expression dyadique

“+oo

T = Z %, avec oy, € {0, 1} Vk.
k=0

On obtient alors

Ryu(z) = /KN(»T,ZU)CZ?/
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avec pour tout n € N, k,(x) = Z?:1 2"y, La condition (2.13) implique

+00

Z TH;TEI) < +00.

n=0

D’autre part, cette condition permet aussi d’appliquer les techniques de type convolution
utilisées dans le cas régulier. Ainsi, la fin de la démonstration du cas régqulier peut se
généraliser ce qui assure la convergence de la suite (Ry)yen vers R dans L(L*(I)).

2.2.2 Propriétés de 'opérateur R

Cet opérateur limite a de nombreuses propriétés remarquables dont nous nous servirons
dans la partie III de cette thése.

Propriété 2.32 Si la condition (2.11) est vérifiée, ['opérateur limite R est alors un opé-
rateur auto-adjoint, compact et monotone.

Démonstration : R est clairement auto-adjoint par symétrie de son noyau (voir la
figure 2.7). De plus, Ryu est une fonction de L?*(I) constante par morceaux, associée
a la subdivision 0, hy, ..., 1. L'opérateur Ry est ainsi de rang fini. R est donc compact
comme limite d’opérateurs de rang fini au sens de la norme des opérateurs. En remarquant
que, pour tout n € N, le noyau K est constant de valeur r, sur la réunion de carrés
U725 [P (7 + 1)hy %, on obtient

too  on_q1 UtDhAn (G+1)hn

(Ru,w) oy = ;THZ / / u(z)u(y)dedy

J=0

Jhn Jhn
oo on_g [ GHDRs 2
= Tn / u(z)dz
n=0 =0 \ i

Ainsi R est monotone, ce qui achéve la démonstration. [J

Remarque 2.33 Pour tout N € N, Uopérateur Ry € L(L*(I)) est lui aussi monotone
car le méme raisonnement donne

N onq [ G+Dha 2
(Ryvu,w) sy = Zrn / u(z)dz
n=0 =0 \

Les propriétés spectrales de cet opérateur sont, elles aussi, remarquables et nous serons
trés utiles par la suite. En effet, le spectre de cet opérateur fait intervenir la base de Haar
usuelle.
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Y
2z
0 A k41 1 Z
2n “on
D

Fi1G. 2.8 Graphe de la fonction W,,,.

Définition 2.34 On définit ¥ € L*(I) par
V=T~ Dap
Pour tout n € N et pour tout k € {0,...,2" — 1}, on introduit alors
T Up(z) = 250(2%: — k).

On définit de plus Uy par la fonction constante valant 1 sur I. La famille (Wo, (V) neno<k<on—1)
est une base hilbertienne de L*(I) appelée la base de Haar (voir la figure 2.8).

Propriété 2.35 La base de Haar (Vo, (Vpk)neno<k<on—1) est une famille de vecteurs
propres de R. La famille de valeurs propres associée, notée (Ao, (Ank)neno<k<on—1) VErifie

Ao = Z;fg /2t et
—+o0

T n
Ak = Y o 0< k<2t -1
l=n+1
Pour simplifier les notations, on note p, = Ay, Vk.

Démonstration : Le cas du premier vecteur propre Wy se lit facilement sur la figure 2.7
qui donne pour tout z € [

“+oo

R¥o(x) = [ K.y =Y 5

=0
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d’o le résultat. Fixons alors n € N et k € {0,...,2" —1}. En remarquant que le support
de U, est |kh,, (k + 1)h,[, on obtient

Pour tout x n’appartenant pas au support de W,; (et qui n’est pas de la forme jh,),
K(z,.) est constant sur cet intervalle. La valeur moyenne de W, étant nulle, RV, (x)
s’annule. Les cas x €|khy,, (k+1/2)h,[ et © €](k+1/2)hy,, (k+1)h,[ se calculent facilement
et donnent respectivement

(k+1)h +oo

n Tl
/ Ko ) Uulp)dy = 28 Y 1L
khn l=n+1
(k+1)h +oo r
khn l=n+1

ce qui termine la démonstration. [

Remarque 2.36 Un raisonnement analogue permet d’obtenir les éléments propres de

Rn. Ainsi, (Yo, (Vnk)o<n<N—1,0<k<2n— 1) est une famille de vecteurs propres de Ry. La
. N

famille de valeurs propres associée est p = Do rl/2l et, pour tout 0 <n < N —1,

N
=2\ = Y 5 0<k<2 -1

l=n+1

Remarque 2.37 L'opérateur R est ainsi diagonalisable dans L*(I) avec des wvaleurs
propres strictement positives. Cela assure en particulier que R est non dégénéré. Ceci
n’est pas le cas de Ry qui, lui, a des valeurs propres nulles et ainsi un noyau non trivial.

Remarque 2.38 On remarquera, au coefficient multiplicatif 2V prés, le lien existant
entre les valeurs propres de Ay, Ry et de R dans le cas d’arbres réquliers. Regardons par
exemple ce qui se passe pour leurs premiéres valeurs propres respectives. Le fait d’avoir
plongé [’ensemble des bouts de [’arbre dans I permet de remplacer une sommation de
2Npo, 2N 1p 2N=20, . par une intégration de ro, 1,72, ... sur un intervalle de longueur
respectivement 1,1/2,1/4.... Cela a d’ailleurs permis le passage a la limite.

Remarque 2.39 Dans le cas d’arbres non réguliers, ces propriétés ne sont plus, en gé-

néral, vérifices. Seul le caractére compact subsiste. Et les éléments propres de R, dans le
cas d’un arbre non régulier, ne sont plus facilement calculables.
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2.2.3 Reésistance globale d’un arbre infini

On définit ici le pendant de la résistance équivalente d’'un arbre Ty & N +1 générations
quand le nombre de générations tend vers I'infini.

Définition 2.40 La suite (Ry)nen des résistances équivalentes d’arbre @ N + 1 géné-
rations est une suite croissante. On définit alors la résistance globale R de l’arbre infini
correspondant comme
R= lim Ry € [O, —|—OO]
N—+o0

Remarque 2.41 On peut noter que cette définition a un sens méme pour des arbres non
réguliers. De plus, la notion d’arbre infini sera étendue de facon plus abstraite dans le
chapitre suivant.

Propriété 2.42 Dans le cas d’arbres réguliers, la résistance globale est finie si et seule-

ment si
+oo
T'n
g - < +o0.
on
n=0
Sa valeur est alors R = ;L:a Tn/2".

Démonstration : Il suffit de se rappeler 'expression (2.6) de la résistance équivalente
d'un arbre régulier & N + 1 générations. [

Remarque 2.43 On peut remarquer que la construction de l'opérateur R, dans le cas
d’arbres réquliers, est possible si et seulement si la résistance globale est finie. De plus,
elle vaut alors la premiére valeur propre de cet opérateur.

2.2.4 Cas particulier d’un arbre géométrique

Comme nous I'avons déja dit ci-dessus, le poumon humain sain peut étre modélisé
comme un arbre géométrique. Il est donc intéressant d’étudier ce cas particulier. De plus,
on retrouvera des résultats analogues dans le chapitre 3. Commencons par adapter les
résultats ci-dessus au cas d'un arbre géométrique.

Corollaire 2.44 On considére un arbre géométrique de loi
Vn e N,Vk €{0,...,2" — 1}, rpp =1 = roa”.

On suppose « €)0,2[. Alors, Uopérateur limite R est bien défini. Il est toujours auto-
adjoint, compact et monotone. Ses éléments propres sont alors

or o\ ntl
W, associé a \g = 0 , Wk GSSOCIE G Ak = P = Ao (—)
2—« 2
La résistance globale vaut
27
R=—"2 =)\,
2—«

50



2.2. Une infinité d’alvéoles plongée dans un espace de dimension une

C’est une simple application de ce qui a été fait auparavant.

Remarque 2.45 Comme cela a été dit lors de la présentation du modeéle, le poumon hu-
main peut étre considéré comme un arbre géométrique avec o ~ 1.63. Ainsi, le poumon
humain sain est convergent dans le sens ou la suite (Ry)nen converge bien vers

R € L(L*(I)). Afin de motiver I’étude de 'arbre infini, on peut remarquer que lerreur
faite sur la résistance équivalente d’un poumon humain sain (c’est-a-dire d’un arbre géo-
métrique a 23 générations) en modélisant ce dernier par un arbre infini ne dépasse pas

1%.

On donne ici deux autres propriétés de 'opérateur R dans le cadre d’un arbre géométrique.
On retrouvera un résultat analogue de la propriété ci-dessous dans le chapitre 3 malgré
une approche différente.

Propriété 2.46 Soit T un arbre géométrique de loi r, = roa™ avec a €]v/2,2[. Alors R
est une application continue de L*(I) sur H*(I) avec

1
s=1-—2 (2.14)

Démonstration : Cette propriété est en fait une conséquence directe de la caractérisation
suivante de H*(I) pour s € [0,1/2] (voir les articles [32, 33|) :

H>(I) = {P e L*(I), leo@)* + ) 2 27 |ean(p)* < +OO} : (2.15)

n=0 k=0

ot ¢o(p) et cur(p) sont les produits scalaires de p € L*(I) avec la base de Haar. On munit
alors H*(I) de la norme

+oo0 2™ —1

Ipl1Zr ) = leo@)P + D D 22 leun(p).

n=0 k=0

Ainsi, pour tout w € L*(I), p = Ru € L*(I) et, en décomposant u sur la base de Haar,

on obtient
“+o0 2" —1

p = Aoco(u)Wo + Ao Z Z (%)M_l Cote (W)W .

n=0 k=0

En prenant 2%%¢(«/2)*" = 1, c’est-a-dire s = 1 — In/ In 2, on obtient
22ns 2 )\22277,3 - an+2 2
e (P)] 02" (5 [eni(w)]

= %(5) lemtwr
= Clear(u)]?.

o

Ceci termine la démonstration en se rappelant que u € L*(I). [
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Remarque 2.47 La encore, on peut appliquer cette propriété au cas particulier du pou-
mon humain sain avec o ~ 1.63. L’espace des pressions sur le bout de ['arbre est alors,
d’aprés ce qui précede, H*(I) avec s ~ 0.3.

Les éléments propres de opérateur R étant constitués de la base de Haar de L%(I), les
espaces A®(I) (voir [34]) vont jouer, tout au long de cette thése, un role important. On
rappelle ici leur définition.

Définition 2.48 Pour tout s € R, A*(I) est défini par

+oo0 2"—1

A ={peL*I), Y Y 2 (p) < +oo},

n=0 k=0
avec cop(p) = (0, Vnk) r2(r). Cet espace est muni de la norme suivante

+oo 2" —1

I):co +ZZ22n52

n=0 k=0

avec co(p) = (p, Vo) r2(1)-

Remarque 2.49 L’espace défini par (2.15) correspond en fait 4 Uespace A°(1). Il est
démontré dans, par exemple, les articles [32, 33| I’équivalence entre ces espaces et les
espaces de Sobolev H*(I) pour —1/2 < s < 1/2.

Une derniére propriété remarquable peut alors étre énoncée qui permet d’exprimer, dans
le cas d’un arbre géométrique, le produit scalaire (Ru, u)2¢y) pour u € L*(I) comme une
norme A® pour un s convenablement choisi.

Propriété 2.50 On suppose que T est un arbre géométrique infini de loi r,, = roa™ avec
0<a<2 Sis=-1/2+Ina/2In2, alors il existe C' > 0 telle que, pour tout u € L*(I),
u a moyenne nulle,

(Ru,w) oy =

Démonstration : La fonction u € LQ(I) est a moyenne nulle donc il existe
(Unk)neN kefo,...2n—1} € (*(N) telle que

2" —1

neN k=0

En utilisant alors les propriétés spectrales de 'opérateur R dans le cadre d’un arbre
géométrique (voir le corollaire 2.44), on a

2m—1

(Ru,u)poy = 22 32 puitiyy
neN k=0

2n—1

O DI

neN k=0
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D’aprés la définition de la norme A®, il suffit de choisir s tel que
o
Vn € N 22" = (5)”,

A savoir
1 In o

2 9me

Ainsi, (Ru, u)LQ(I) s’identifie, & une constante prés au carré de la norme A°. [

5= —

2.2.5 Perturbation des résistances d’arbres réguliers infinis

Lors d’'une crise d’asthme, les résistances de I'arbre géométrique sont modifiées, I'opé-
rateur R construit sur les arbres réguliers est ainsi perturbé. En particulier, il peut étre
intéressant, comme dans le cas fini (voir la sous-section 2.1.6), d’obtenir un développement
limité au premier ordre de la résistance globale de ’arbre ainsi perturbé.

Expression de la résistance globale

Pour cela, on commence par donner une expression de la résistance globale faisant
intervenir I'opérateur R.

Propriété 2.51 Soient T un arbre régulier de résistance globale R finie et R € L(L*(I))
Uopérateur associé défini par le théoréeme 2.30. On munit ’espace image Im(R) de la
norme suivante

Vo € Im(R), [[v[limr) = ueLQ(ingu:U [l 21y (2.16)

Im(R), muni de cette norme, est un espace de Banach et l'opérateur R : L*(I) — Im(R)
est un isomorphisme de norme 1. De plus,

Im(R) = {p e L*(I), <1ﬂ

) € (*(N) (2.17)
Pn / neN kefo,...,.2n—1}

et

9 on_] 2
b Pnk

ol =2+ 2 % (22 219
0 n

neN k=0

avec por = (p, \I/nk)Lg(I), po = (p, ‘IJO)LQ(I) et (Mo, (Pn)nen) valeurs propres de R (voir la
propriété 2.35). Enfin, la résistance globale de T est caractérisée par

R=|(1, leo)mm}l. (2.19)

Remarque 2.52 En utilisant la remarque 2.43, R est bien défini car on a supposé la
résistance globale finie.
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Démonstration : L’espace Im(R), muni de la norme (2.16) est classiquement un espace
de Banach. En utilisant la linéarité et la non dégénérescence de R, on obtient facilement
que R est injectif. En effet si Ru = 0, alors

(RU s U)LQ(I) =0

puis u = 0 en utilisant la propriété 2.32. Ainsi, R : L*(I) — Im(R) est bijectif et R™!
existe bien. En particulier, on a alors

|Rullimry = llull2(n- (2.20)

Ainsi, R est un isomorphisme de norme 1. L’expression de la résistance globale vient de la
remarque 2.10 puis d’un passage a la limite. En effet, une facon de calculer R est de mettre
une pression en sortie identiquement égale a un, a savoir ¥y € L*(I), et une pression a
I’entrée nulle. Ainsi, en notant alors Q le flux total sortant de la racine o associé a de
telles valeurs de la pression et en utilisant la loi de Poiseuille généralisée (2.4) (quitte a
passer a la limite), on obtient

R=Q"

En remarquant que Q@ = [, u(x)dx avec Ru = ¥y, on obtient

Q = /Rl\l’odx = (1[ s Ril\l’o)LQ(I) .
1

Il reste alors a vérifier (2.17) et (2.18). Soit p € Im(R) C L*(I), il existe un unique
w € L*(I) vérifiant p = Ru. (o, Wpp)nen kefo,...20—1} étant une base hilbertienne de L*([),
il existe (PO, (Pnk)neN,ke{o,...,2L1}) € €2(N) et (uo, (Unk)neN,ke{o,...znq}) S EQ(N) tels que

2" —1

p=pVYo+ > > PV,
neN k=0
2m—1

u = UO\IIO + Z Z unk\Ilnk
neN k=0

En se souvenant alors des propriétés spectrales de 'opérateur R démontrées dans la
propriété 2.35, on obtient

Po = AolUo
(2.21)
Pk = Pnlin, pour tout n € N k€ {0,...,2" — 1}.

On en déduit en particulier que (pni/pn)nenkefo,...2n—13 € £2(N) et ainsi

pe{pe L), (%)M € 2(N)}.

On en déduit aussi (2.18). En effet, en combinant (2.20) et (2.21), on obtient
HpH%m(R) = HUH%Q(I) avec u unique antécédent de p

p(2) — Pnk ’
-5z ()

neN k=0
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Pour finir, soit p € {p € L*(I), (Pak/pn)nenkeqo,. 2n—13 € (*(N)}. En posant

2n—1

SR DI D

neN k=0 Pr

u € L*(I) vérifie bien p = Ru, ce qui achéve la démonstration. [J

Remarque 2.53 On remarquera que ’expression (2.19) de la résistance globale est exac-
tement le pendant continu de celle de la résistance équivalente d’un arbre fini (voir la
propriété 2.17).

Remarque 2.54 L’expression de la résistance globale (2.19) est encore valide pour tout
arbre résistif T' deés lors que l'opérateur R associé est bien défini (voir la remarque 2.31)
et que ce dernier est bien inversible.

Condition d’inversibilité sur ’opérateur perturbé

La résistance globale s’exprime en fonction de l'inverse de I'opérateur R. Ainsi, il est
utile de donner des conditions suffisantes sur la perturbation permettant a 1'opérateur
modifié d’étre bien défini et inversible. On utilise pour cela le résultat suivant démontré
dans [35].

Théoréme 2.55 Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit T : X — Y un opérateur
fermé tel que T~ existe et est borné. Si A: X — Y vérifie

D(T) Cc D(A) C X,
{ [Aully < allulx + bl Tully, Vu € D(T),
avec (a,b) € (R1)? tels que
al|T7H +b <1,
alors T + A est inversible.

Avant d’appliquer ce résultat & notre opérateur, commencons par exprimer I'opérateur de
perturbation. L’équivalent continu de la matrice dr,,; M, définie par la propriété 2.18 est
un opérateur a noyau appartenant, comme R, a L(L?*(I)).

Definition 2.1 Soientn € N* et k € {0,...,2"—1} fizés. On définit M,y par l'opérateur
a noyau

Vu e I2(I), Vo € I, Mou(z) = / Ko(, y)u(y)dy, (2.92)

ot le noyau K, est donné par

Kou(o.y) = { Ao, si (z,y) € Jkhy, (k+ 1)h,[?, (2.23)

0 Sinon.
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Y

drpe| O

Fi1G. 2.9 — La perturbation du noyau K.

Remarque 2.56 L’opérateur M., consiste ainsi a modifier la k-iéme branche de la n-
eme génération de la valeur dr,y.

N

Démonstration : L’arbre résistif associé a cette perturbation n’a que des résistances
nulles a 'exception de celle de la k-iéme branche de la n-iéme génération qui vaut alors
dry. 11 s’agit alors de calquer la démonstration de la construction de R de la sous-section
2.2.1 a un arbre non régulier en s’aidant de la remarque 2.31. Les nouvelles conditions
(2.12) et (2.13) données dans cette remarque assurant que M, est bien défini sont ici
trivialement vérifiées, une seule résistance n’étant pas nulle (voir la figure 2.9). O

On peut alors donner des conditions suffisantes sur la perturbation permettant d’assurer
I'inversibilité de 'opérateur modifié associé.

Propriété 2.57 Soit R 'opérateur associé a un arbre régulier de résistance globale finie.
Si la suite (drnk)nens kefo,...on—1y des valeurs des différentes perturbations vérifie I’hypo-
these suivante

2" —1 n—1 2
dr, 1 r
S (TS5 <1, (2.24)
3n )\2 2
neN* k=0 22 0 r=0 Pr

alors M=% in:_ol M. est bien défini, M € L(L*(I),Im(R)) et
R + M € Isom (L*(I),Im(R)).
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Démonstration : Etape une : M est bien défini et M € L(L*(I),Im(R)).
Commengons par démontrer que M, € L(L*(I),Im(R)) sans aucune hypothése sur la
perturbation et calculons sa norme. Soit p € Im(M,;) C L*(I) fixé. 11 existe u € L*(I)
tel que p = M,,u. Calculons p,s = (p, ¥ys) 2y pour tout 7 € N;s € {0,...,2" —1}. On
commence par exprimer M, u(z) pour x € I. D’aprés les définitions (2.22) et (2.23) de
M., et du noyau K,,;, on obtient

0 stz & |khy, (k+ 1)h,]

M) = { i (0) 51 @ € kb, (k + 1) (2.25)

avec dx(u) = ]g::l)h" u(z)dz. Calculons alors p,.s = (Myu, \IJTS)LQ(I). Pour cela, il suffit
de remarquer que si r > n, alors 27" > 27" et M, u est, suivant les valeurs de s, soit
nul, soit constant sur le support de ¥,,. En se rappelant alors que la moyenne de W, est
nulle, on obtient dans tous les cas (M, u , \DTS)LQ(I) = 0. Soit alors r < n. On commence
par remarquer que, pour tout r < n fixé, il existe un unique s € {0,...,2" — 1} tel
que les supports de M, u et W, ne soient pas disjoints. Ainsi, pour tous les autres s,
(Mypu ‘IITS)LQ(I) = 0. Sur le support de M, u et pour le s convenable, W,, est alors

constant valant 272 ou —2"/2. On obtient ainsi
(Mnku s \IITS)LQ(I) = i2%7"drnkdnk(u)

Ainsi, p,s/p, est non nul pour un nombre fini de couple (7, s), & savoir n couples, et ap-
partient & £2(N). Donc Im(M,,;,) C Im(R). Vérifions alors que M., est continue de L*(I)
dans Im(R). Soit v € L*(I). En notant alors p = M,u, en appliquant la caractérisation
(2.18) de la norme sur Im(R) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour d,;(u), on obtient

B =)
[ MusulZmy = 25+ <_)
() /\(2) r=0 Pr
2 n—1 5,
Do 2 2 —2n 2
= S +dridi(u)2 —
N e — p?

I
|

p2 n—1 or
0 —3n
Vi [l 72y drig2~ Z —-
0 r=0 p’l"

Le calcul de py donne

Po = (Mnkua \IIO)LQ(I)

= d?"nkQ_"dnk(u)

De maniére similaire, I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous montre que

pe < llullZagpydri 27",

Ainsi, on obtient bien que M, € L(L*(I),Im(R)) et

d?"nk

1 3

1 2

Mokl || 2220, mm(m)) < Py (ﬁ + Z _2> : (2.26)
0 r=0 Pr

o7



Chapitre 2. Modéle des voies aériennes Description et premiéres propriétés

L’hypothése (2.24) assure alors que la série de terme général M,,;, est normalement conver-
gente pour la norme ||| . [||z(r2(1),1m(r))- Ainsi, M est bien défini et M € L(L*(I),Im(R)).
Etape deux : R + M € Isom (L*(I),Im(R))

Pour cela, il reste a démontrer que les hypothéses du théoréme 2.55 sont bien vérifiées.
L’opérateur R étant défini comme dans la propriété 2.51, L?(I) et Im(R) munis res-
pectivement de la norme usuelle et de la norme définie par (2.16) sont des espaces de
Banach. De plus, en se rappelant que R est un isomorphisme de norme 1, R est fermé,
R~ existe et est borné. Il est clair que D(M) = D(R) = L*(I). En remarquant que
RN 2z mmmy = IR |z mry = 1 il reste a vérifier,

M 2(e2)mmwy) < 1.

En remarquant que
2n—1
M zz2@mm) < 0> Mkl ez mm))

n>1 k=0
et en se rappelant I'expression (2.26) de |||Mi|||z(r2(1),m(r)), I'hypothése (2.24) assure
bien [|[|M|||zz2(nmr)) < 1. Ce qui achéve la démonstration de la proposition. En effet,
R+ M e L(L*(I),Im(R)) et R + M est inversible d’aprés le théoréme 2.55, puis d’apres
le théoréme de Banach Steinhaus, R + M un isomorphisme (voir [29] p.18). O

L’hypothése (2.24) n’étant pas trés maniable, donnons une autre condition suffisante dans
le corollaire suivant.

Corollaire 2.58 Soit R l'opérateur associé a un arbre régulier de résistance globale finie.
Si la suite (drng)nent kefo,...on—13 des valeurs des différentes perturbations vérifie I’hypo-
these suivante

2" —1
drnk

(2.27)
alors M = S S0 Y My est bien défini, M € L(L*(I),Im(R)) et R + M €
Isom (L*(1),Im(R)).

Démonstration : Il s’agit de remarquer que, pour tout n € N* et pour tout k €

{0,...,2" — 1},
1
n—1 2
droe [ 1 2" drog
2% ()\3 + ) T pp2m

2
r=0 Pr
En se rappelant 'expression des valeurs propres dans la propriété 2.35, on a, pour tout
ref{0,...,n—1},

<5 <

3%l =
P{o|’_‘
zbw|’_‘

Ainsi,
1 n—1 or 1 n—1
— + —- < |1+ 2"
A5 ; p? P2 ( ;
27’1

—
Pn

IN
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ce qui termine la démonstration. [

Développement limité au premier ordre de la résistance globale perturbée

On peut alors donner le développement limité a I'ordre un de la résistance globale
associée a 'arbre perturbé. Pour cela, commencons par rappeler le résultat sur la diffé-
rentiabilité de 'application inverse démontré dans |29].

Théoréme 2.59 Soit E et F' deux espaces de Banach. On définit ’application ¢ par
¢ : Isom(E,F) — Isom(F,FE)

u — ut.
Alors, ¢ est de classe C* dans louvert Isom (E, F) C L(E, F) et sa dérivée est donnée
par

do(u)(h) = —utohou™" pour h € L(E,F).

La propriété suivante donne alors le développement limité a 'ordre un de la résistance
globale d’un arbre perturbé.

Propriété 2.60 Soient T' un arbre régulier de résistance globale R finie et R 'opérateur
associé. Soit T Uarbre perturbé dont les valeurs des perturbations sont données par la
suite (drpk)nens kefo,..2n—13. On suppose qu’elle vérifie Uhypothése (2.27) du corollaire
2.58. Alors, en notant M Uopérateur de perturbation et R la résistance globale de I'arbre

T, on a
21

R=R+Y 2 dru + o||| M| ez memy)-

n>1 k=0

Remarque 2.61 On retrouve, quitte a passer a la somme infinie, le méme résultat que
dans le cas fini (voir la propriété 2.20).

Démonstration : On suppose que la suite (dryi)nens keqo,...2n—13 vérifie 'hypothese
(2.27) du corollaire 2.58. Ainsi, R + M € Isom (L*(I),Im(R)) avec L*(I) Im(R) espaces
de Banach. On peut donc appliquer le théoréme 2.59. On obtient ainsi

(R+M)' =R =R o MoR™ +o|||M||| c(z21),1m(r)))-

En appliquant alors I'expression (2.19) donnant la résistance globale, on obtient

-1

r= [(11 , (R4 M)™ W) 2y

— |:R*1 — (11 , 'R,*l o ./\/l o Rfl\IJO)L%I) + O(‘||M|||C(L2(I),Im(7€))):|

En combinant alors les propriétés spectrales de R de la propriété 2.35 et la remarque 2.43,
on obtient

R, = R71,.
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Ainsi, I’égalité devient

R= [Ril R (1, R e M\Ij())m(]) +o(|[IMlzz2rymmry) | - (2.28)

R : L*(I) — L*(I) est un opérateur auto-adjoint (voir la propriété 2.32). Ainsi, en
notant D(R™!) = Im(R),
R': DR CL*(I) — L*(I)
est lui aussi auto-adjoint. En effet, on a, pour tout v € D((R™)*) et tout w € D(R™'),
-1 _ -1
(v, R U)L2(1) =(v,R Rp)L?(I) ’

avec p € L*(I) vérifiant v = Rp. Ainsi, on obtient (U,R_IU)LQ(I) = (v,p)r2()- En
utilisant alors le fait que R est auto-adjoint, on obtient

(R, Wray = (R, Rp) 21y
= (RR™.,p)p2p
- (U 7p)L2(I) :

Ainsi, R™! est auto-adjoint. En utilisant cela dans (2.28) et en se rappelant les propriétés
spectrales de R, 1; étant égal a Wy, le calcul de la résistance perturbée devient

R = [R_l — RN (R, MWo) oy + O(H|M|||£(L2(I),Im(72)))i|

= R = B2 (1 M) gy + oM ez mem)]

En se rappelant alors I'expression (2.25) de la fonction M, u et en appliquant cela a

M =" My, on obtient

(17, M‘IIO)LQ(I) = > kzo (1r, MM\IJO)L?(I)

On peut juste remarquer que I'hypothése (2.27) implique que (drp,/2%"),en kefo,..an—1} €
(*(N) car, a partir d'un certain rang, p, étant le reste d’une série convergente, on a bien
27" < 1/pp. On obtient alors pour la résistance perturbée

. 2" 1 d, -1
R = R{l—R‘ > +0(H|M|||z:(L2(I),Im(R>))]

ns1 k=0 2"

2" 1 4
— R<1+Rlz PO

2
n>1 k=0 22n

+dmﬂmh@mmmmﬂ)

2"—-1 -
= R+ Y Y

nS1 k=0 22"

+o([[IMI|l 22(1),1m(R)))-
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2.2. Une infinité d’alvéoles plongée dans un espace de dimension une

Ce qui achéve la démonstration. [

Pour finir, le corollaire suivant donne le développement limité & 'ordre un de la résistance
)
globale d'un arbre géométrique perturbé.

Corollaire 2.62 Soient T un arbre géométrique de loi r, = " avec o €]0,2[, de résis-
tance globale R finie et R Uopérateur associé. Soit T' l'arbre perturbé dont les valeurs des
perturbations sont données par la suite (drpy)nens keqo,...2n—13- On suppose qu’elle vérifie

2" —1

2.2

n>1 k=0

drnk

Alors, Uhypothése (2.27) du corollaire 2.58 est vérifiée et en notant R la résistance globale
de l'arbre T', on a

}N%:RJFZ%(%) My + 0 szrn’“

n>1 k=0 n>1 k=0

k . .
avec pour tout n € N*, m, = , moyenne des perturbations relatives de la

2n am
=0

génération n.

Démonstration : C’est une simple application de la propriété 2.60. [

Remarque 2.63 On retrouve ainsi le fait qu’une perturbation, méme totale, sur un en-
semble de générations est d’autant moins importante qu’elle touche des générations pro-
fondes de arbre. De plus, si la loi géométrique de 'arbre vérifie o ~ 2, alors ce dernier
est globalement perturbé et des perturbations, méme profondes, deviennent importantes.

2.2.6 Conclusion et extensions

Dans cette section, nous avons plongé I'ensemble des sorties d'un arbre régulier dans
un espace de dimension une, ce qui nous a permis de passer rigoureusement a la limite
quand le nombre de générations tend vers 'infini. Pour cela, nous avons tout d’abord,
pour un arbre fini, plongé ses 2%V sorties dans cet espace de dimension une pour ensuite
passer a la limite. Nous nous sommes alors concentrés sur cette convergence et sur les
propriétés de 'opérateur limite ainsi construit. Un autre point de vue consiste a étudier
intrinséquement un arbre infini. Une fois un tel objet étudié, il sera alors possible de
plonger I'ensemble infini des bouts de cet arbre dans des espaces continus a plusieurs
dimensions. Il n’est alors pas nécessaire de se restreindre a la dimension une et aux arbres
réguliers. Les deux chapitres suivants étudient justement ce type d’arbre infini.
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Introduction aux chapitres 3 et 4

Le prochain chapitre fait I'objet d’un article accepté dans Networks and Heteroge-
neous Media, le chapitre suivant apportant quelques compléments a cet article. Je tiens a
préciser que, dans un souci de cohérence, la partie 3.4 de cet article n’a pas été supprimée

bien que je n’aie que trés peu participé aux résultats.

Nous nous intéressons a certains problémes théoriques posés par la modélisation de
I’arbre bronchique par un arbre résistif infini. Le modéle est ainsi basé sur la loi de Poi-
seuille qui relie de fagon proportionnelle, le coefficient étant la résistance de la branche,
le débit de chaque tube au saut de pression a ses extrémités. En faisant tendre le nombre
de générations vers l'infini, on obtient alors notre arbre résistif infini dont on va étudier
les propriétés.

En particulier, I'un des objectifs est de décrire le processus de ventilation comme un
opérateur Dirichlet-Neumann qui associe a chaque pression donnée au niveau du paren-
chyme le flux d’air en sortie correspondant. Lors de I'inspiration, par exemple, la contrac-
tion du diaphragme engendre une pression négative au niveau du parenchyme dont résulte
une entrée d’air frais.

La loi de Poiseuille permettant, une fois les pressions connues en chaque noeud de
I’arbre, de reconstituer les flux d’air correspondant, la difficulté principale est d’énoncer
des théoréemes de trace donnant un sens a la pression sur l'espace des bouts de notre
arbre infini et de vérifier le caractére bien posé du probléme de Dirichlet permettant de
reconstruire la pression sur l'arbre tout entier.

En milieu continu, la construction de l'opérateur de trace sur  C R nécessite la
notion de prolongement sur R et celle de restriction. Notre arbre infini ne pouvant étre
plongé dans un ensemble plus gros, la trace sur I’ensemble des bouts a di étre construite
de facon intrinséque.

Dans la premiére partie de I'article, nous introduisons des espaces fonctionnels sur
les réseaux résistifs puis nous donnons une définition de ’espace de trace, espace des
pressions d’énergie finie sur I’ensemble des bouts de I’arbre infini. Nous cherchons ensuite
a caractériser cet espace de trace, caractérisation qui sera généralisée dans le chapitre 4.
Enfin, arbre infini est plongé dans un domaine de R? et nous étudions la régularité des
champs de pression correspondant.
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Chapitre 3

Trace theorems for trees and
application to the human lungs

B. Maury D. Salort C. Vannier
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Chapitre 3. Trace theorems for trees and application to the human lungs

Abstract

This paper is motivated by the modelling of the respiratory system. The real bronchial
tree is embedded within the paremchyma, and the ventilation is caused by negative pres-
sures at the alveolar level. We aim at describing the collection of pressures at alveolae as
a function, and to establish a sound mathematical framework for the instantaneous ven-
tilation process. To that purpose, we identify the bronchial tree with an infinite resistive
tree, we endow the space of pressures at bifurcating nodes with the natural energy norm
(rate of dissipated energy), and we give a sense to pressure field on its boundary (i.e. set
of simple paths to infinity). In a second step, we imbed in a certain sense the infinite
collection of leafs onto a bounded domain  C R?, and we establish some regularity pro-
perties for the corresponding pressure field. In particular, for the infinite counterpart of
a regular, healthy lung, we show that the pressure field lies in the Sobolev space H*({2),
with s &~ 0.45. This makes it possible to propose a model for the ventilation process which
takes the form of a boundary problem, where the role of the boundary is played by a full
domain in the physical space, and the elliptic operator is defined over an infinite dyadic
tree.

3.1 Introduction, modelling aspects

The present work addresses some theoretical issues raised by the modelling of the
bronchial tree as an infinite resistive tree. The actual bronchial tree can be seen as an
assembly of connected pipes, structured in a dyadic way, through which air flows. Accor-
ding to Poiseuille’s law (which we shall assume valid in all branches, see [11, 12| for more
details on this assumption), the flow rate ) through a pipe unit is proportional to the
pressure drop between its ends, which expresses in a Ohm’s law manner :

]32' _Pout:RQ7

where R is the resistance of the pipe, which scales like L/D* (where L is the length, and
D the diameter). The height of the real bronchial tree is 23, which identifies the pressure
field at the leafs to a collection of over 8 million values. We aim here at replacing this
discrete data by a continuum.

The present work can be put in regard with the approach proposed in [1, 2|, in which
the authors propose a theoretical framework and associated numerical tools to handle el-
liptic problems set on some bi-dimensional tree-like fractal domains. Their approach uses
intensively the auto-similar structure of the domain. The framework here is different :
we start with a simpler model (Poiseuille’s law in a network of pipes), with much ligh-
ter assumptions. As a consequence, non-homogeneous situations can be handled, and all
considerations related to the flowing of air through branches are completely decorrelated
from any geometric consideration (only dimensions of the pipes are involved, through the
value of local resistance) : geometrical aspects are involved only in the embedding process
of the boundary leafs onto a physical domain. See although [36, 37| where the autheurs
built dyadic trees as solutions to some optimal transportation problems.
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3.2. Functional spaces in infinite trees

In order to point out the difficulties pertaining to these objectives in the context
of trees, let us add here some remarks related to (apparently) similar questions in the
context of Sobolev spaces. As will be made clear, the natural norm (i.e. based on energy
considerations) for the tree is some kind of H' semi-norm (whose square is the rate of
dissipated energy), to which one adds a term involving the value at a vertex, to handle
constant fields. A natural counterpart in R? of this norm is defined as follows

Jul? = / ju [P+ / Va P
B R4

where B is the d-dimensional unit ball. Let us denote by H! the corresponding Hilbert
space (set of all those functions in L? _for which the previous quantity is bounded). The
question of how such functions may behave at infinity can be formulated by introducing
H} as the closure of C=°(R?) in H', and the quotient space H'Y/?> = H'/H}. The first
question we will address for the resistive tree takes here the following form : is H1/2
trivial or not ? The situation in R? is quite poor, as, when the space is not trivial, it is in
fact almost trivial. More precisely, the situation is the following :

for d =1, 2 : no trace can be defined at infinity, HY/2 = {0};

for d > 3 : the trace space HY? is not trivial, but it is one-dimensional. The only
non-trivial instance corresponds to constant functions.

The poorness of HY? for d > 3 is due to the fact that the finite character of the
H' semi-norm imposes some rigidity in the transverse direction, so that only asymptoti-
cally constant functions qualify (see [5] for a detailed proof, in the case d = 3). A richer
situation can be obtained by integrating some non-isotropic weight in the norm, in order
to lower the correlation in the transverse direction. This transverse decorrelation corres-
ponds to the native situation for trees : the very tree-structure allows fields to exhibit
highly different values at vertices belonging to the same generation (as soon as those
vertices are far away from each other with respect to the natural distance associated to
the tree). As a consequence, the quasi-trivial situation (one dimensional trace space) will
not be met for the trees we plan to study : the trace space will be either trivial (case
H' = H}), or infinite dimensional.

The paper is built as follows. In Section 2 we introduce functional spaces on general
infinite networks, we give an abstract definition of the trace space we aim at identifying.
We then give a characterization of the dyadic trees for which the abstract trace space
is not trivial. In Section 3, the abstract trace space introduced in the previous section
is identified to a functional space on the boundary I'" = {0, 1}N. In section 4, the tree is
embedded in a domain of RY (as the bronchial tree in the paremchyma), and we investigate
the regularity of the corresponding pressure fields.

3.2 Functional spaces in infinite trees

3.2.1 General setting

In what follows we shall use notation 7" to define a general network, as those conside-
rations are to be applied to special networks, namely dyadic trees. Yet, we do not suppose
in this first section that 7" is actually a tree.
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Chapitre 3. Trace theorems for trees and application to the human lungs

Let T'= (V, E,r) denote a resistive network : V' is the set of vertices (possibly infinite),
E, subset of V x V| is the set of edges, and r € (0, +00)¥ a resistance field. We will follow
the convention that edges are counted only once in E, that is to say (z,y) € F —
(y,x) ¢ E. As for resistances, we will of course consider that r(y, z) is defined and equal
to r(x,y) as soon as (z,y) € E. We will make use of the field of conductances, defined by
c(e) =1/r(e) for any e € E.

We shall simply assume in this introductory section that the number of vertices is
countable, and the number of neighbours is uniformly bounded :

sug]j{y, (x,y) € E} < +0o0.

S

As the only functions defined over edges are fluxes, we whall design by R” the set of
skew symmetric functions over edges :

u(y, ) = —u(x,y) as soon as (z,y) € E.

Definition 3.1 For any u € R¥ (skew symmetric flux distribution as defined above), we

define
ou € RY, Ou(x) = Zu(x, Y),

y~x

where y ~ x stands for (z,y) € E or (y,x) € E. Symmetrically, for any field p € RY
(collection of pressures at nodes), we define

Op e R, 8plx,y) = =0 p(y, ) = p(y) — p(x).

Remark 3.2 The operator O can be seen as the divergence operator on the tree. Notice
that Ou(x) > 0 means that some fluid enters the domain at x.

Consider now that some viscous fluid flows through the edges of the network according
to Poiseuille’s law, and that some fluid is injected at constant rate 1 through some vertex
o. This model takes the form of a discrete Darcy problem :

u+co*p =0,
ou = 9,,

where ¢ is the conductance field c(e) = 1/r(e), and , is 1 at o, and vanishes everywhere
else.

Remark 3.3 Note that 0* is formally the opposite of the adjoint of O, the same way the
divergence operator is the opposite of the gradient operator.

We shall be interested to solution with finite energy, or more precisely finite instanta-
neous loss of energy over the network by viscous dissipation. It leads to energy spaces :

L(T)={ueR" |ullz= ) r(zy)ulz,y)® <+ool,

(z,y)EE
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3.2. Functional spaces in infinite trees

and its pressure counterpart

H(T)={peR", pli= > cy)py)—p@)* <+oc}.
(z,y)EFE

The flux space is a standard weighted ¢* space, and c9* is an isometry from H'(T)/R
onto L*(T). We shall endow H'(T) with the norm

Ipll = c(o)p(0)* + Ipl3.

Remark 3.4 The way to handle constant functions may affect significantly the result.
In the spirit of [14], an alternative choice would consist in replacing p(0)* by an L*-like
quantity

> pl@)p(@)?,

eV

where p is for example the average resistance (i.e. average length, see Remark 3.11 below)
of edges which contain x. This choice would lead to different results, much more similar
to the R context : in particular, H}(T) identifies to HY(T) as soon as the diameter of
the tree (i.e. the mazimal resistance of a single path to infinity) is infinite. The choice we
made is therefore essential, and justified by modelling considerations : the L? norm of the
pressure does not make sense in terms of energy, whereas the H' semi-norm is the rate
of dissipated energy.

Definition 3.5 We denote by D(T) the set of finitely supported functions in RY, and we
define Hy(T) as the closure in H(T) of D(T).

Let us now formulate a discrete counterpart of the Green formula.

Proposition 3.6 (Green formula on the whole network)
Let p € HY(T) and q € H}(T) be given. For any sequence (q,) in D(T) which converges
to q, the quantity

— Z 0cO*p(x)gn ()

zeV
as an element of H=Y(T) = (HY(T))', and it holds

(—0c0’p q>(H_1(T)7Hé(T)) = Z c(e)0*p(e)0*q(e). (3.1)

eceE

Proof. For ¢, € D(T), a summation by parts gives

— Z 0cd*p(x)q,(x) = Z c(e)0p(e)0*qn(e),

e

and the right-hand side converges to >, c(e)0*p(e)0*q(e). O
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Remark 3.7 Note the absence of boundary terms in the Green formula. It is due to
the fact that all vertices of T are considered as inner vertices, including those which are
involved in a single connection (like the root of the dyadic tree which we introduce in the
next section). A Green formula with boundary terms can be recovered by introducing a
partition V = VU OV, where OV stands for any subset of V' (arbitrarily considered as
the boundary of V). For any x € 0V, the quantity —0c0*p(x) is the flur entering the
network. Denoting by g(x) = 0cO*p(x) the flux getting out of the network (g plays the

— Z Jco*p(x)q(z) = Z c(e)0*p(e)0*q(e) + Z g(z)q(z).

z€V eck xedV

This formula is particularly adapted to the case of a network with some fluid entering (or
flowing out) at some vertices x € OV, and conservative (i.e. with no leak) at vertices in
© . 1 . . . . .

V. Assuming p € Hy (the case of fluid entering the network at infinity is postponed to the
next sections), and taking q = p, we get the instantaneous energy balance

Yo c@ape))’ =Y reue) == glz)p(),
ecll ecll xedV

where the left-hand side is the rate of dissipated energy within the network, and the right-
hand side is the power of external forces.

The abstract trace space of H'(T') can be defined in this general framework the follo-
wing way

Definition 3.8 (Abstract trace space)
Let T be a resistive network. The trace space is defined as

H'? = H'(T)/Hy(T).
We denote by 4o the abstract trace operator (canonical surjection).

Notice that H/2 is trivial for any finite network.

Remark 3.9 The upperscript 1/2 in H'? is purely formal. We shall see that the trace
space, in the case of dyadic trees, can be identified in some sense with Sobolev spaces H?,
where s depends on the resistances.

3.2.2 Abstract trace space on a dyadic tree

We investigate here whether the abstract trace space is trivial or not, in the case of
a dyadic tree. Most properties presented in this section are also established in [13], in a
slightly different formalism.

So, from now on, T" designs an infinite dyadic tree with root o (see Fig. 3.1),

V=Ao}U{Xp, neN, 0<k<2" -1},
E = {(0, Xo0) } U{( Xk, Xng126) , (Xoks Xng12641), n€N, 0<k<2" -1},
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Subtree T,

Tree T

9 VY Ce— DA

Fic. 3.1 Tree T

Definition 3.10 A tree such that the resistance of edges is constant for each generation
is called regular. We denote by r, the common value on generation n :

o =1 (Xnotgs Xnok) = 17 (Koo Xogrgr), n2>1, 0< k<2070 1,
and ro = 1(0, Xoo)-

Remark 3.11 We presented in the introduction some considerations in the context of
R?. In the comparison with this standard context, it is clear that n plays the role of the
radial component (distance to the origin), and k the role of what we called the transverse
direction. To detail a bit this comparison, let us mention here that the set of vertices of
the tree can be seen as a metric space for the distance canonically induced by dist(x,y) =
r(z,y) for any two connected vertices. Now considering T as a one-dimensional manyfold
T, and identifying a pressure field p € RV with a piecewise affine function over T, we get
(s is the curvilinear abscissa)

/

which is exactly the quantity we defined as |p |f The transverse decorrelation we mentioned
in the introduction is due to the fact that two vertices of the same generation may have
very little common ancestors, so that their distance may be large.

0p2

P s 3 T(x,y)!p(y)—p(x)! |

($,y)EE r(x7y)2
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Definition 3.12 Let n > 1. We define T,, as the subtree of T with same root o and height
n (see Fig. 3.1), we denote by V(T,,) (resp. E(T,)) its set of vertices (resp. edges), and by
R, the equivalent resistance of T),, defined the following way. Consider that a uniform zero
pressure is applied at the leafs of the tree, whereas its root is maintained at pressure 1. The
resistance R, is defined as the reciprocal of the flux flowing out of o, so that Poiseuille’s
law

Proot — Dleats = Rn X (global fluz)

18 verified.

Note that (R,,) is an increasing sequence, which leads us to the following definition :

Definition 3.13 The global resistance (or simply resistance when no confusion is pos-
sible) of the infinite tree T is defined by

R= lim R, € (0,+c0].

n—-+o0o

Remark 3.14 The resistance of a regular tree is simply R =Y r,/2".

Before stating the main result of this section, which shows that trees with R < +o0,
and only those, exhibit a non-trivial trace space, we present some definitions and lemmas
which will be used also in the following sections.

Definition 3.15 The capacity of o with respect to T,, is defined by
C(o,T,) = inf{|q|], q(0) =1 and ¢(X.1) =0 Vke{0,...,2" —1}}.
Lemma 3.16 Let T}, be a finite resistive tree of height n. It holds
C(0,T,) = [pali
with p, satisfying

pn(o) - 1
—0c0'pp(Xjr) = 0 Vj<n—1,Vke{0,...,2/ —1}.

Moreover |p,|3 = 1/R,.
Proof. Let p, be defined as above. For any ¢ satisfying
q(0) =1, q¢(Xux) =0VEk€{0,...,2" — 1},
d = q — pp, we have
laf} = [pn -+ dIT = [palt + 1d} + 2(pn , ), (33)
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3.2. Functional spaces in infinite trees

As d is 0 but at internal nodes, Green formula (see Prop. 3.6) gives

(pn ,d), = —(0cO*p , d) =0,

which yields |q|? > |p,|?, so that C(o,T,,) > |pa|3, thus equality holds.

Now |p,|? = 1/R,, simply expresses the fact that the rate of dissipated energy is the
square of the pressure jump divided by the resistance. More precisely, using again Prop. 3.6
and the fact that p, vanishes at the leafs,

|pn|% - (pn 7pn)1 - _<aca*pn 7pn> - _pn(o)aca*pn(0)~ (34)
Noting that —dc0*p, (o) is just the global flux, and that p,(0) = 1, we obtain

1
|pn‘% = 5

R,

by definition of R, (see Definition 3.12). O
The previous consideration extend straightforwardly to infinite trees :

Definition 3.17 Let T be an infinite resistive tree. The capacity of o w.r.t. T is defined
by
C(o0,T) = inf {]pﬁ, p finitely supported and p(o) = 1} )

Lemma 3.18 Let T be an infinite resistive tree. Then C(o,T) = R~ € [0, +00).

Proof. It is a consequence of the fact that

C(o,T)= lim C(o,T,)= lim 1/R,=1/R.

n—-+00 n——+00
Lemma 3.19 Let 11 be the function defined on V identically equal to 1. It holds
R=+occ & 17 € H)(T).
Proof. If 17 € HJ(T), then C(o,T) = 0, and the resistance is infinite. If the resistance
is 400, then the field p, € D(T) (defined on T, by (3.2) and extended by 0 outside T,,)
takes value 1 at o, and its H! semi-norm goes to 0 as n goes to infinity, so that its distance

to 17 goes to 0. U
We may now state and prove the main theorem of this section.

Theorem 3.20 Let R be the global resistance of the resistive tree (V,E,r). We have

R = +oo & HY(T) = HY(T).
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Chapitre 3. Trace theorems for trees and application to the human lungs

Proof. The sufficient condition is straightforward : identity H'(T) = H(T) implies
17 € H}(T) so that, by Lemma 3.19, the resistance is infinite.

Suppose now R = +oo. The purpose is to establish that any f € H'(T) can be
approximated by a sequence (f;) of finitely supported functions. Applying Lemma 3.19
gives 17 € HJ(T). Then there exists a sequence (u,)nen of finitely supported functions
converging to 17, so that

lim |u,|; = 0. (3.5)

n—-+4o0o

Let f be in H'(T') and let € be nonnegative. There exists n € N* such that

> el (fly) - fx)’ <e, (3.6)

ENE(Tn)

where E(T),) is the set of edges of T,,. The construction of the sequence (f;)sen is then
possible. If z € V(T,,_1) (set of vertices of T,, except generation n), we set fy(x) equal to
f(z). Otherwise there exists k in {0,...,2" — 1} such that « € T, which is the infinite
subtree rooted in X, (see Def. 3.28 and Fig. 3.3.1). We then set

Jo(@) = f(Xnr)ue(x)/ max(1/2, ue(Xnk)).

As wuy converges pointwisely to 1, one has max(1/2, (X)) = ue(Xnx) for ¢ sufficiently
large, so that f, identifies with f on T}, (including the n!* generation). The function f; is
finitely supported by construction. Let us now establish that |f — fs|; converges to zero.
The quantity |f — f¢|? reduces to a sum over E\ E(T},) :

\f = flv = |f = fehvrno, SN fling, + [ fevma,

The first contribution is less than /e by definition of n. The second one can be estimated

> danhitn) - f)? < 3 LT 3 o) = )
E\E(Ty) k=0 nh k)

f(X b’

< a
- ke{ol,n,z}% 13w (X )?

‘ €|1

Now as u, converges uniformly (for n fixed) to 1 on the set of leafs of T},, the maximum
in the previous expression is bounded. As |uy|? goes to 0 as £ goes to infinity, the quantity
can be controlled by ¢ for ¢ sufficiently large, which ends the proof. O

We finish this section by establishing a Poincaré-like inequality for functions in HJ(T),
and some general properties which will be usefull in the following.

Proposition 3.21 (Poincaré inequality)
Let T be a tree with finite resistance. Then there exists C' > 0 satisfying for each f €
H;(T)

£l < Clfh- (3.7)

Consequently, | - |1 is a norm on H}(T).
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3.2. Functional spaces in infinite trees

Proof. For any f € D(T'), there exists n such that f is supported within 7}, so that, by
Lemma 3.16,
F0)* < Rulf[f < RIfIS.

The density of D(T) in H}(T) concludes the proof (with a constant C' =1+ R). O
Definition 3.22 The set of finite energy harmonic functions is defined by

HA(T) = {p € H(T)/ dc'p = 0}.
Lemma 3.23 We assume R finite. Then Hi(T) N HA(T) = {0}.

Proof. Let f be in Hi(T) N HA(T). Green formula (Prop. 3.6) gives |f]; = 0. As | - |; is
a norm on H}(T), it yields f = 0 as required. O

3.2.3 Abstract Dirichlet boundary conditions

It is now possible to define properly an absirlact non-homogeneous Dirichlet problem.
Let T be an infinite dyadic tree, and let g € H2(I") be given. We consider the following
problem :

p€ HY(T),
—0c0*p = d,, (3.8)
Yo(p) = g.
As a first step, we establish well-posedness (in the finite resistance case) of the homoge-
neous Dirichlet problem
{ p € Hy(T),

3.9
—0cO*p = 9,. (3.9

Theorem 3.24 Homogeneous Dirichlet problem (3.9) is well-posed if and only if the glo-
bal resistance is finite.

Proof. Let us assume R < +o00. We consider the sequence of fields ¢, = R,p, (extended
by 0 outside T},), where p, is defined by (3.2). The H! semi-norm of ¢, is v/R,, so that
it is bounded in H'(T) (the value at o is R,), therefore one can extract a subsequence
(still denoted by (g,)) which converges weakly towards q € H}(T). As weak convergence
implies pointwise convergence, one has

_Bcdq =0,

Uniqueness is a direct consequence of Lemma 3.23 (the only harmonic function in Hg(T')
is 0).

Let us now assume that the resistance is +00, and that a solution p to Problem (3.9)
exists. We denote by ¢, the projection of p onto the affine subspace of all those fields ¢
which take value p(o) at o, and which vanishe outside T, :

¢ Xpk) =0 Ym>n, 0<k<2™—1.
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Chapitre 3. Trace theorems for trees and application to the human lungs

This projection is performed with respect to the H*! norm, which amounts to minimize the
H' semi-norm, as the value at o is prescribed. As p is harmonic (if one excludes the root
0), it turns out that g, identifies (up to a multiplicative constant) to the field p,, which was
built in Lemma 3.16 (see Egs. (3.2)). More precisely, ¢, = p(0)p,- As |g,|, = p(0)/V/ Ry, it
goes to 0 as n goes to infinity. On the other hand, as p is in Hj(T'), g, converges strongly
to p, so that |p|; = 0, and p is constant, which is in contradiction with any non-zero flux
flowing through o. 0

We shall need the next lemma to establish well-posedness of the non-homogeneous
Dirichlet problem.

Lemma 3.25 We assume R < +o0. For each f € H'(T) there exists a unique ¢ € H}(T)
and a unique p € HA(T) such that

f=p+aq,
3.10
{ 2= [l + lqP (3.10)

Proof. As (-,-), is a scalar product on Hy(T) (see Prop. 3.21), there exists a unique
q € H}(T) which minimizes the distance (for the H' semi-norm) over H}(T'). Optimality
conditions ensure harmonicity of p = f — q. O

Theorem 3.26 We suppose R < +oo. Let g € fI%(F) be given. Then there exists a
unique solution to the non-homogeneous Dirichlet problem : Find p € H(T) such that

(3.11)

—0cO*p = 0,

Yo(p) = g

Proof. We denote by g the harmonic instance of g (given by Lemma 3.25), and by p, the
solution to the homogeneous Dirichlet Problem (3.9). Then p, + ¢ is a solution to (3.11).
Uniqueness is a consequence of the uniqueness for the homogeneous problem.

This result leads to the problem of the identification of this abstract space H
the next issue consists in caracterizing the best we can this space.

(NI

(I'). So

3.3 Trace theorems

3.3.1 Identification with the set of harmonic functions

Proposition 3.27 We assume R < +o00. We define I : H> (T) — HA(T) as the operator

. _ o~ ‘ : .
which maps any ¢ € H2(I") onto its unique harmonic instance (see Lemma 3.25). Then
I is a bicontinuous isomorphism.

Proof. The mapping [ is a one-to-one and onto linear mapping by Lemma 3.25. As it is
continuous between Hilbert spaces, it is bicontinuous by Banach-Steinhaus Theorem. [
Let us now construct a Hilbert basis of HA(T).
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3.3. Trace theorems

0 1
_Rnk Rnk

1
Tw(l)k Tnk
FI1G. 3.2 — Subtrees T?,, T}, and function .

Definition 3.28 Let T be an infinite resistive tree, n € N, k € {0,...,2" — 1} and T
the associated infinite subtree with root X,. Subtree T, can be divided into two infinite
subtrees denoted by T, and T}, with V(TY,) and V(T},) the corresponding set of vertices.
Let RY, and R}, be defined as the corresponding global resistances.

Let n € Nand k € {0,...,2" — 1} be fixed. We assume that R’, and R}, are finite.
Theorem 3.24 ensures existence of a unique solution to the following problem

e Hy(T?
v e Hy(TY) 1
—868*77/) = 6Xnk'
Let &gk be this solution. Similarly, we define @ik as the unique solution to
Y € Hy (T}
NI o1
—308*¢ = _6Xnk‘

The idea is to build out of those functions a non trivial function (i.e. non constant at
infinity) on 7. To that purpose, we add a constant to each of those functions in order to
set a common pressure value at X, (the vertex at which both pressure fields are to be

connected). Therefore we define ¢2, and v}, as
0 _ 0 _ 0 Xn
nk = Unk = Vo (Xnk)-

7



Chapitre 3. Trace theorems for trees and application to the human lungs

We define now ), on the overall tree T :
we() if x e V(TY),
() = Unp(z) if 2 € VI(Ty), (3.15)

0 otherwise.

Remark 3.29 Let us describe the behaviour of vy “at infinity” . As %, minimizes the
H' semi-norm among all those fields on H}(TY,) which vanish at infinity, and which share
the same value at X, ), one has

wgk(Xnk) - 1/C(Xnk>T1gk) = ng’

and a similar result for the second subtree. As a consequence, one can say (this assertion
will be made more precise in the following), that v, behaves assymptotically like —RY,
on T, like RL, on T}, and like O everywhere else (see Fig. 3.5.1).

Definition 3.30 Let T be an infinite resistive tree. We will say that T is a uniformly
bounded resistive tree if

RY, < 400, R, <400 VneN, Vke{0,...,2" —1}.

Notice that a uniformly bounded resistive tree is automatically finitely resistant, as R,
and R}, are finite.

Theorem 3.31 Let T be a uniformly bounded resistive tree. Then (@o, Ok )n i defined as
wo = +/To 17,

© o wnk
nk — )
VR A+ Ry,

is a Hilbert basis of HX\(T) (ry is the resistance of the first edge, and 17 is the function
which is identically equal to 1 on T').

(3.16)
neN, 0<k<2"—1,

Proof. The functions ¢, are harmonic and normalized by construction.

Let us now show that (g, u) is an orthogonal family. Firstly, as the H' semi-norm
of g is 0, and @,x(0) = 0, (@0, @nx)1 vanishes for k € {0,...,2" —1}. As for (o, Our),
products, it is sufficient to establish

((10007 (pnk)l =0 vna ka (317)

the other situations can be handled in the same manner. The scalar product can be
written as a sum of contributions of the two subtrees of Tyy. As 1 is 0 on one of those
subtrees, only one contribution remains, say on T3y, As the function g is in H} (T,) up
to an additive constant (by construction), and as the constant does not affect the (-,-);
product, Green formula (see Prop 3.6) can be applied on T3, :

(()Onka SOOO)LT - (Qonka 9000)171“80 - <_aca*90nk ) 9000>(H‘1(T80),H&(T80)) - 07
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3.3. Trace theorems

by harmonicity of ¢,.
It remains to prove that the family is total. In order to do that let f be in HA(T)
satisfying
(f,0) =0 and (f,on); =0 Vn, k.

Firstly, as f is harmonic at the root o, 9* f(0, Xo9) = 0. The purpose of this second part
of the proof is to obtain that the jump of f on each edge is related up to a constant to
0*f(0, Xgo). Consider any vertex X, # o. Orthogonality conditions

(f, pnx)1 = 0 and 0co” f(X,x) = 0,

together with Green formula (using again the fact that the restriction of . to T?, is in
Hi(T%,) up to a constant) lead to a Cramer system. A direct resolution of this Cramer
system proves that each flux through downstream edges of X, is proportional to the
upstream flux arriving at X,x. As the flux through the root edge (0, X¢o) is zero, direct
induction over n proves that 0* f is identically 0 over T', so that f is constant. As its scalar
product with 17 is 0, f vanishes over T U

3.3.2 Construction of the trace operator

In this section we establish that, under some regularity assumptions on the tree 7', the
trace space can be identified to a subset of L?(T"), where I' = {0, 1}V is the set of path to
infinity.

Definition 3.32 The cylinder C,y C T = {0,1}N is defined as

Cok ={(Wn)n>1 €T, vi=0 fori=1,...,n with k= Zﬁﬂ"‘i}.
=1

We denote by C°, (resp. C}, ) the left-hand (resp. right-hand) half of Cy. :
;k = {V = (Vn)nZI el, ve an7 Vp41 = Z} =0, 1.

Note that (), can be seen as the set of paths through the tree whose tail is contained in
Tk

Definition 3.33 Let I' = {0, 1} be the limit set of the infinite tree T. Let o(C) be the o-
algebra generated by C, the set of cylinders Cpy defined above. We denote by (T, o(C), ) the
standard Bernoulli space, with p1(Cyy.) = 27", and by L*(T') the space of square integrable
functions over T'.

Let us now define the set F' which is to play the role of regular functions for PDE
problems, for which a proper restriction to the boundary of a domain can be defined. In
the present context, F' is spanned by functions which vanish on the boundary of T (in the
sense of Definition 3.5), except on one subtree T, where they vanish up to an additive
constant.
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Chapitre 3. Trace theorems for trees and application to the human lungs

Definition 3.34 Let I be the linear space spanned by all those pressure fields p such that
there exists n € N, k < 2" — 1, and m € R such that

DT, — T € H&(Tnk) and DIT\T,x € H&(T \ Tnk‘)'

We define vy : F — L*(T') as follows : for all p € F satisfying pir,, — 7 € Hy(T,x), and
pir,, € Hy(T\ Thk), we set

Y(p) = 7lc,,
Yo 18 defined over F' by linearity.

In particular, it is now possible to define the trace of the Hilbert basis of HX(T).

Proposition 3.35 Let T be a uniformly bounded resistive tree. @y and p,; belong to F,
and it holds

Yo(o) = +/Tolr

and R0
VR e
nk nk
VIO, + Iy
0 otherwise.
Moreover )
H'YO(SDO)Hm(r) = To, , .
To\Pnk)llz2(r) = on+1 ng +Rwlzk :

Proof. Recalling the construction of ¢y and ¢, (3.18) is immediate. Then a simple
computation shows (3.19), as u(C%) = u(C},) = 1/2"1. O

n

Proposition 3.36 Let T be a reqular resistive tree with R < 4+00. Then 7y is continuous
from (F, ||| (1)) to (L*(T), |||lz2r))- As a consequence it can be extended by density to
an operator in L(H'(T), L*(T")).

Proof. Combining p € F' and Lemma 3.25 (R being finite), there exists py € H}(T') and
pn € HA(T), such that (pg,pr)1 = 0, and

p=p(0)lr + po + pn.
Note that necessarily po(0) = —ppn(0). As p € F', the harmonic component p, writes

N 2n—-1

pr=dogo+ Y Y dukPuk,

n=0 k=0

for some N < +o0, with > d2, = \phﬁ. Now noticing that the constant mode (g is excited
by p(0)1r and dopo = do+/Tolr, and using orthogonality of the family (yo(p,x)) in L*(T),
one gets

N 2"—1
o) 1720y = (P(0) + don/T0)* + D > dig ol I
n=0 k=0
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3.3. Trace theorems

In the case of a regular tree, Bq. (3.19) identifies 2"+ [|7o(ni)||* as the global resistance of
the subtree Tgk, which is less than 2" R (the 27! resistive subtrees Ték/, K'=0,...,2"1,
i = 0,1 are in parallel).

As for the first term, one has dirg = pp(0)? = po(0)
Lemma 3.21) implies

2 and Poincaré inequality (see

po(0) < Clpoly.
Finally, one gets
o)1 72ry < 2(0)* + 20 pol; + Rlpaly

which is controled by ||p||?{1(T). O
We shall not use a special notation to design the trace space, but simply denote it

’Yo(Hl(T))-

Corollary 3.37 Suppose that T is a reqular resistive tree with R < +oco, then the trace
space vo(H'(T)) is ezactly

on_1
{f e L*(D), 3 fo e R, (fur) €2, f = foro(spo) + Z Z fnk%(@nk)} :

neN k=0

Proof. This is a direct consequence of the above results. 0

3.3.3 Geometric and subgeometric trees

We end this section by some considerations about particular trees. The first subsection
corresponds to the healthy human lung (see Section 3.5 for more details) for which resis-
tances follow a geometric law. In that case the trace space can be described accurately.
In a second step, we investigate the possibility to define the trace operator in a certain
sense for trees which are not regular (i.e. resistances may be different within the same
generation). We shall need some control on the blow-up of resistances : we restrict our
scope to the case of subgeometric trees (trees for which the resistances are bounded by a
geometric sequence).

Geometric trees
We consider here trees whose resistances follow the geometric law
Tn = ToQ",

where « is a positive parameter, which we suppose smaller than 2, so that the resistance
is finite (see Remark 3.14).

Definition 3.38 The Haar basis (®g, ®,1) of L*(T) is defined as &g = 1r and

—27"2 if x € Y,
P, (1) = 272 if x e Cl,, (3.20)
0 otherwise.

It is a Hilbert basis of L*(T).
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Chapitre 3. Trace theorems for trees and application to the human lungs

Definition 3.39 Let A*(T") be defined by

2" —1

L) ={feLl’T), Y > 2°"cu(f)* < +oo},

n>0 k=0
with an(f) = (f7 q)nk)LQ(F)'

Proposition 3.40 Let T' be a homogeneous geometric tree with o € (0,2). Then

- 1 Ina
”Yo(Hl(T)) = A%(T") with s = SR INE

Proof. Let f € v(H'(T)) be given. By Corollary 3.37, it expresses

2m—1

f = fovo(wo) + Z Z JukYo(@nk)-

neN k=0

A simple computation shows that

Yo(Pnk) : a\ /2
cbnk = s with HP)/O((';Onk)HLQ mn — C <—) .
|70 (i) [l z2(r) ™ 2
) . ) 1 In a\n/2 . .
This, combined with the fact that s = 5 3me leads to 2™ <§) = 1, which yields
n

2 cn(f) = Cfu YneN, Vke{o,... 2" —1},

which ends the proof. O

General resistive tree

We end this section by some considerations on the possibility to define the trace of a
pressure field on I' in the general case (i.e. non regular tree). It turns out that such traces
can no longer be defined as L? functions on I'. It calls for the use of some generalized
functions on I', which we define as follows :

Definition 3.41 Let T' be a uniformly bounded resistive tree. We define

A=) ={p e L*(I), ¥s>0, ¢l

As(D) < +OO}

where AS(T) is defined in Def. 3.39. A distribution f on T' is a linear functional over
A>(T) which is continuous in the following sense :

3C >0, 35 >0, Yo € A=) [{f.9) | < C ¢l

A5(T) -

The set of all those functionals is denoted by A=>°(T").
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3.4. Embedding into a domain of R%

Under some conditions on the resistances, we may now define the trace operator for
non-regular trees. The price to pay for this generalization is that the range of this trace
operator is no longer in L?(T"), but in A=°°(T"). Note that the trace operator -, defined
on F (see def. 3.34) can be seen as a linear mapping from F' C H*(T) onto A=>(T"), by
setting

(0(f) ) = (0(f), )2y -

Proposition 3.42 Let T be a uniformly bounded resistive tree. We suppose that there
exists C' > 0 such that

ror < CB", Vn €N, Vk=0,...,2" — 1, (3.21)

with 0 < (B < 2, where ry;. 1s the resistance of the k-th branch of the n-th generation. Then
Yo s continuous from (F, H.||H1(T)) onto A=(T") in the following sense : if (p¢)een € FN
converges to p € F, then (7o(pe))een converges in the sense of distributions toward ~o(p).
As a consequence, vy can be extended as an operator from HY(T) onto A=>(T).

The range vo(H*(T)) contains only distributions of order
(which are L* functions for 3 < 1).

e f > 0
o1 2 g, Jor any ¢

Proof. As this new definition of 7 cannot lead to any tractable property in the following
section, we shall not go into the details of the computations. Those computations are
somewhat tedious because, as the tree is no longer supposed regular, L2—orthogonality
of the family (vo(¢nk)) is lost, so that extra-diagonal terms have to be explicitely taken
into account and controlled. Yet, the assumption on the resistances makes it possible to

establish convergence of ~y(py) toward a distribution of order

which identifies to vo(p).

As for the extension of the trace operator onto A=°°(T"), it is less straightforward than
in the case of Hilbert spaces, because the order of the obtained limit distributions has
to be controlled, but standard arguments of the theory of distributions can be used to
overcome this difficulty. O

NP >0
or an
om2 ye-~"5

Remark 3.43 As pointed out, vo(H(T)) is a set of functions as soon as 3 € (0,1).
In general (B € (1,2)), it may contain elements which are not functions. Yet, if the
dissymetry is controlled, which amounts to saying that the tree is not too far from being
reqular, at least asymptotically, more precisely if

'Rik — R

RL + RO, <022 VYneN, Vke{0,...,2" -1},

it can be checked that o(H'(T)) is a subset of L*(T).

3.4 Embedding into a domain of R?

The approach presented in this section is based on the following strategy : at first,
we introduced a dyadic decomposition of a connected bounded Lipschitz domain Q c R?
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Chapitre 3. Trace theorems for trees and application to the human lungs

Fi1Gg. 3.3 Embedding into a domain.

(which models the parenchyma of the lung in the case d = 3). With respect to this
decomposition, we define a trace operator from H'(T) onto L*(f2). We then investigate
the properties of the obtained pressure fields in terms of standard fractional Sobolev
regularity.

The main result of this section states that if the tree irrigates the domain in a regular
way, and if the tree is geometric (r,, = "), the embedded trace space yo(H'(T')) can be
identified to the standard Sobolev space H*?, for sd < 1/2.

3.4.1 Trace space as a subset of L*(Q)

The parenchyma is identified to an open connex bounded domain Q C R¢ Each
vertex X, of the tree irrigates, through the subtree of its descendents, a portion of the
parenchyma (see Fig. 3.3) which we denote by Q,, C €. This irrigation process exhibits
a hierarchical structure. Thus, it is natural to introduce for ) the following multi-scale
decomposition :

Definition 3.44 (Multiscale decomposition)
Let (k) nenk—o...2an—1 be a sequence of open nonempty connected subsets of 2. We say

that O = (Qui) is a multi-scale decomposition of Q if
on—1

(i) | Qu=0 wn,
k=0

(1i) Q_;j N Qi = D as soon as j # k,
(ZZZ) Qn+1,2k U Qn+1,2k+1 =Qun VYneN, Ve=0,...,2" — 1.

Definition 3.45 (Balanced multiscale decomposition)
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The multiscale decomposition O = (Qx) is said to be balanced if
Q] =27"Q| Vn, VE=0,...,2" — 1,

where |A| denotes the Lebesgue measure of the measurable set A.

We aim here at defining the trace of a function in H*(T') as a function defined over
2, according to a multiscale decomposition (£2,;). To that purpose, we consider again the
subspace F' C H'(T) spanned by cylindrical functions, i.e. functions which are constant
on the boundary of a subtree, and vanish on the rest of the boundary (see Def. 3.34 for a
proper definition of this space). Note that, thanks to the construction of the trace operator
in Section 3.3, spanning functions of F' can now be defined as functions whose trace is the
characteristic function of a cylinder. This section is not concerned with regularity issues
(which are gathered in the next section), we simply define traces as functions of L?(Q).

Definition 3.46 Let O = (Q,x) be a multiscale decomposition of Q. We define the map-
ping v : F — L*(Q) as follows : for all spanning function p € F, yo(p) = 7lc,,, ™ € R,
we set

Yo 15 defined over F by linearity.

Note that vq is highly dependent on the decomposition O = (€,,;). We drop this explicit
dependence to alleviate notations.

Proposition 3.47 Let T be a regular resistive tree with R < +oo, and (Qux) a balanced
multiscale decomposition (see Definition 3.45). Then vq is continuous from (F, |||/ g (1))
to L*(Q). As a consequence it can be extended by density to a mapping in L(H*(T), L*(2)).
Its range will be simply denoted by yo(H?).

Proof. As no regularity is required, the proof of proposition 3.36 can be reproduced.
Indeed, considering (pg, @,1) the Hilbert basis of H'(T) (which is included in F), the
balanced character of the decomposition ensures orthogonality in L?*(Q) of the family
(7a(wo), va(@nk)). Furthermore, as |Q,x| = 27" , the proof of Proposition 3.36 can be
reproduced here, up to a multiplicative factor |[{2| as soon as integrals over the domain
Q) are involved. O

3.4.2 Regularity results

This section is devoted to a finer desciption of vo(H') C L*(Q). We establish here that
the trace space yq(H?') lies in fractional Sobolev spaces, as soon as certain conditions are
met by the mutliscale decomposition. Some properties presented here are proved in a
different context in [4].
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Geometric issues

Definition 3.48 (Regular / quasi-reqular multiscale decomposition,)
We say that a multi-scale decomposition O of a bounded connected Lipschitz domain € is
regular if the following properties hold

(i) O is balanced,

(ii) there exists a constant C' such that for alln € N, k € {0,..,2" — 1}

diam(Q) < C27 4.

(1ii) There exists C' > 0 such that

n(d—1)

1m0, = Lol < CIR27 @7, YheRY, VYneN, ke{0,...,2" -1},

where Ty, is the translation operator : T,p(-) = ¢(- + h).
We say that a multi-scale decomposition (Qyy) is quasi-regular if there exists a regular

multi-scale decomposition (Q,x) and a bi-Lipschitz map ¢ : Q@ — Q such that for alln € N
and k € {0,...,2" — 1}

A(Qng) = Qe

Remark 3.49 The previous definition of a reqular decomposition can be put in regard
with the notion of reqular family of triangulation. Indeed, if we assume that all cells €,
are piecewise smooth, a reqular decomposition is a decomposition for which cells behave
asymptotically like balls in the relations between volume, measure of the boundary, and
diameter. For d = 3, it writes

diam (Qpr) < C|Qi] 1/3, area (0Q;) < C|Qu] 2/

The following lemma, which states essentially that the number of neighbors is control-
led for regular and quasi-regular decompositions, will be essential in the proof of regularity
results.

Lemma 3.50 Let O be a quasi reqular decomposition. There exists a constant C' such
that

My = 815, dist(Quj, Qi) <279 <C Vi, k.

Proof. Asdiam(€,;) < C127™/4_ all cells which contribute to M, are entirely contained
in

{z €, dist (x, ) < (14 Cy)27v4},

which is itself contained in some ball B of radius C527/? whose measure |B| behaves
like C327™. As |Q,;| > C,27", it yields |B] ~ C527" > M,,,C427", which gives the
expected estimate. O]
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Sobolev spaces and A°® spaces

This section contains some definitions, technical lemmas, mainly related to the spaces
A" which are somewhat similar to standard Sobolev spaces, but differ in the way oscil-
lations are estimated : a Haar-like basis (which depends on the decomposition) is used
instead of sine functions. Yet, as detailed in [4| for the case where ) is a square, A” can
be identified to a space H® for certain values of r, under suitable assumptions on the
decomposition, This section is essential, as we aim at expressing the regularity of pressure
fields in terms of standard criteria (Sobolev framework), whereas the requirement to have
finite H! energy on the tree, the natural regularity exhibited by our problem, is expressed
in terms of decreasing properties of spectral decompositions with respect to a Haar-like
basis. Explicit references to the trace space we aim at describing are put off until the next
section.

Definition 3.51 Let O be a multiscale decomposition of Q). We define

Vi, = vect(1q,, Jnenkefo,...2n—1} -

We denote by P, f the projection of f in L*(Q2) onto V.

We denote by my(f) the average of f on the domain €2,,. The projection of f can be

written explicitely :
2n—1

k=0

Proposition 3.52 Let O be a decomposition of Q such that (ii) of Definition 3.48 holds
true. Then |, ey Vi is dense in L*(Q). As a consequence, density holds fo quasi-reqular
decompositions.

Proof. Because the diameter of the cells is assumed to go to 0 as n goes to infinity, any
open subset of {2 contains a (2,,. As consequence, any continuous function orthogonal to
U,en Vi s identically 0. O

The properties of spaces V,, as approximation spaces can be quantified in terms of
Sobolev regularity :

Lemma 3.53 (Jackson)
Let r < 1 be given. There exists a constant C' such that for all n € N the following
estimate holds

If = Pufllzze) < C27" N fllry  Vf € H(Q).
Proof. We have

2n—1 2n—1
1f = PafllZey = D I = PafllFen,y = D If = mai(Dlli2,,-
j=0 Jj=0

Let ne N, je{l,...,2" — 1} and u € H"(€2,;). Then, we have

J

|u—mnj(u)\2dx:/ 2 = Q| 1705 (1),
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We deduce that

u(y)Pdady = [Ju — mp;(u)|[72q,, -
2‘Qn]| / / J L (Q”J)

)2 Ju(z) — u(y)[? . d+2r
/ / —u(y)|*dedy < / / \x — |d+2r = dady diam(Q,,;) .

Now (7) and (4i) of Definition 3.48 ensure existence of a constant C' such that for alln € N,
and j € {1,...,2" — 1}

But

diam(an)dJrZT < 0272rn/d'

|an|
Putting everything together, we deduce that

rn/d ‘f )’2
I = Puflfsey < €2 Z [ B,
_ 2
02—27%/(1/ Mdmdy
QJao

|z — gy

IN

< O fR 0,
which ends the proof. O
Remark 3.54 Notice that Condition (iii) is not necessary to establish the result.

We may now define spaces A", following [4] :

Definition 3.55 Let O be a balanced multiscale distribution (Def. 3.45). Let r > 0. We
define the space A™(Q2) as follows

AN(Q) = {f € L*(Q), (distr2(f, Va)2" nen € €7}
endowed with the norm
lull%e = [ Poulla) + Il distra(f, Vo) 27 -
Proposition 3.56 We define Q,, € L(*(Q), V,i1) as

an:Pn—I—lf_Pnf'

For any r > 0, it holds
+oo
2 ns
lullZr ~ Poullze + > 1@Qnf 72 2.
n=0

Proof. See [4]. O
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Remark 3.57 Although we do not make explicit reference to the decomposition O to
alleviate notations, the space A® defined above depends a priori on it. We will see that,
under particular conditions on the geometry (quasi-reqularity of the decomposition), and
for sd < 1/2, it can be identified to the standard Sobolev space H**(SY), which of course
does not see the decomposition. Yet, in general, it is highly dependent on the way ) is
decomposed. It is particularly true for high values of s, for which belonging to A® requires
high regularity in a certain sense (high correlation of mean values on the two legs of
the high frequency Haar functions), which for ezample does not imply continuity across
interfaces between cells.

Definition 3.58 (Besov spaces)
Let f € L*(Q). We set

w(L,t, f) = sup ||7f — fllr2@n)
|h|<t

where Q, = {x € Q,x + h € Q}, and 7, is the translation operator. Let 0 < v < 1. We
define the space B, by

+oo
B3(Q) = {f € L*(), 72 + Y 29"w(1,277, f)? < +oo}.
7=0

In particular, By,(2) = HY(2) for all 0 <~ < 1, for any Lipschitz domain Q.

In the next lemma, we prove that, because of the absence of high frequencies, the
quantity w(1,¢, f) which conditions Besov regularity can be controlled with respect to ¢
for functions of V,.

Lemma 3.59 Let O be a reqular decomposition (see Def. 3.48), and (V) the associated
family of functional spaces (see Def. 8.51). There exists a constant C such that for all
t € RT the following estimate holds

w(L,t, f) < Cmin (1,27 | fl 2 Vf € V. (3.22)

Proof. If t > 27"/¢ then estimate holds trivially. Let us prove that (3.22) holds for
t =27% where £ > n/d. Any f € V,, writes

2n—1

F=> fula,,.
k=0

Consider |h| < 27¢ with £ > n/d, and 2 € Q.. As f is constant over

[f@+h) = f@) = |mla, — Lo, If(+h) — fx)]
< |mla,, — 1an\2Su]]E€) | foi = furl?,
JN

where j ~ k stands here for dist(£2,,;, Q%) < 2-"/4 50 that

sugyjhj__jhkﬁ S Cjz{:’fﬁﬂ2-
J~ ij
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By Condition (4i7) of Definition 3.48,
/ | hlq,, = la,[" < [A27"@ 0
Qnk

Now summing up over k and using Lemma 3.50 (which allows to control the number of j
such that j ~ k), we get

[ 1) = @) < Clplz @04 3
@ j

The sum behaves like 2" HinQ(Q), so that

2 n 2
70 f = fllz2() < Clh|2 / 1F1z2 0

which yields the estimate. 0

The following proposition identifies the spaces A” with a standard Sobolev space H?,
with s = rd, for some values of s. Note that such an identification cannot be expected to
hold for large values of s, as straight discontinuities across hypersurface are ruled out as
soon as s is greater than 1/2, whereas highly “regular” functions in the A" sense exhibits
such discontinuities.

Remark 3.60 Such an identification between A" spaces is proposed in [10], and it takes
the form A™ = H", which is in apparent contradiction with the next result. This is due to
the the fact that definitions of A™ differ. More precisely, both are based on the same general
definition (see [4]), but the approzimation spaces are different. In [10], the reqularity is
expressed in terms of the behaviour of expansions with respect to a Haar-like basis, which
18 built in a tensor way from the one-dimensional Haar basis. Because of this construction,
it 1s natural to make index n depend on the size of one-dimensional basis functions, and
finite dimensional spaces are built in this spirit, so that functions at generation n explore
oscillations at frequency 2™. In our situation, as we aim at investigating unstructured
decompositions put in regard with dyadic trees, n corresponds to the generation index. As
a consequence, it takes us d (= the dimension) steps in the decomposition process to divide
by 2 the cell diameter, which amounts to double the explored frequency. This explains that
A" functions, according to our definition, are more reqular.

Proposition 3.61 Let O be a reqular multiscale decomposition, and A" the associated
space (see Def. 3.55). Then, for all >0

Proof. Let us first prove A"(Q) < H"¥((2), under the condition rd < 3. We have

-1

j—1
F=Pf+Y (Psa—=P)f+f=Pf=Pf+> Qf+f-Pf
=0

L

.

I
o
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3.4. Embedding into a domain of R%

Using the fact that w(1,¢, f + g) < w(1,t, f) +w(1,t, g), we obtain

j—1
w(1, 27, f) <w(1,277, B f) + > w(1,27,Quf) + w(1,277, f — P;f).
=0
By Lemma 3.59, we deduce that
j—1
w(1,27, f) S 272N 2PN Quf 12 + IS — Pif e
=0
hence ,
J
w(l, 277, ) S 29PN 2P f = Pof|| o (3.23)
/=0

Multiplying by 2974 we find that

J
w(L 2—j’ f)2jrd S 2(7~d—1/2)j Z 26/2d—r€27~ZHf o PffHLQ-
(=0

Hence we obtain
w(17 2_j7 f)2jrd 5 (an)nGZ * (bn)nEZ
where
ap = 2"V o and b, = 27| f — Puf |l z2Leso.

We have b, € (% because f € A"(Q) and a,, € ¢! because rd < 1/2. We deduce A" — H"
by using Young inequalities in the case rd < 1/2. In the case rd > 1/2, we follow the same
reasoning except that we multiply equation (3.23) by 2/7 where 0 < v < 1/2 to obtain

A"(Q) — H(Q).
Let us prove that, for rd < 1/2,
[fllar < Clfllggs ~ l[fll5ra. (3.24)

Let 8 = rd < 1/2. We shall make use of the following characterization of H? obtained by
real interpolation between L? and H®. Let

K(f,t) = inf |If = gllrz + tllgllms-
geH?

Then (see for example [3]),

£ lles = NP7 K(f, 077 e
with p > 1. To prove estimate (3.24), we are reduced to showing that there exists a
constant C' > 0 such that

If = Pifllez < CK(f,277°4). (3.25)
Let f € L?, g € H®. By Lemma 3.53, we obtain
1f = Pifllez < 1f = Prgllee < 1S = gllez + [lg = Pigllz < | = gllee + C277 % gl s,
which ends the proof. O
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Chapitre 3. Trace theorems for trees and application to the human lungs

Sobolev regularity of traces

In this section we establish that the embedded trace of H'(T) pressure fields (introdu-
ced by Proposition 3.47) possess some Sobolev regularity. We consider a geometric tree,
as in the beginning of section 3.3.3, with

rn, =roa”, a € (0,2).

We choose 79 = 2(2 — «), so that the values involved in (3.18) simplify down to a™?2. As
a consequence, the trace of the Hilbert basis of H'(T) can be expressed

VQ(SOnk) - an/? (1Qn+1,2k - 1Qn+1,2k+1) :

Theorem 3.62 Let Q be a bounded connected Lipschitz domain, O = (Qui) a quasi-
reqular decomposition (see Def. 3.48), and ~q the associated embedded trace operator (see
Prop. 3.46). Then

1
Yo(HNT)) = H*(Q) if sd< 5
1 1
Yo(HY(T)) — H"(Q) if sd> 37 for all r < >
where s = 1 In(a)
2 2In(2)

Proof. Assume that we are in the regular case. As T is regular and O is balanced, the
family (va(w0), Yo(@nx)) is orthogonal in L*(Q). Let us now consider p € F, with (the
sum over n is actually finite)

+oo 2F—1

P = Poo + Z Z PnkPnk-

n=0 k=0

It holds

+oo 2" —1
?45(9) = \POP + 2225n Z ‘pnk‘2"79(90nk)"%2(9)
n=0 K=0

400 2" —1

~ [P+ Z Z Parl* = 1PN ()

n=0 k=0

[7a(p)]

which proves Theorem 3.62 for a regular multi-scale decomposition.
As for the quasi-regular case, we recall that H"(Q), for 0 < r < 1 is the set of all those
L?(2) functions such that the quantity

[ U@y,

|z — |

is finite. The stability of this criterium with respect to bi-lipschitz transformations of the
domain ensures the conclusion in the quasi-regular case. 0
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3.5 Concluding remarks

The approach we presented here makes it possible to model the ventilation process
as a special kind of boundary problem set on the paremchyma €2, where the “boundary”
is in fact the domain € itself, and the elliptic operator is defined on the tree 7. More
precisely, let us consider the infinite extrapolation of the actual human respiratory tree.
For a healthy lung, this tree can be defined as regular, with

rp = roa’.

The actual 23 generation bronchial tree was shown to be geometric : all pipes have the
same shape, and a pipe at generation n + 1 is 0.85 smaller than the pipes at generation n
(see [16]). As Poiseuille’s law gives a resistance of a pipe proportional to L/D?* (L is the
length, and D is the diameter), the homogeneity coefficient —3 with respect to the size
(for a given shape) yields

a=0.85""~1.63.

As it is smaller than 2 the tree has a finite resistance. Notice that this simple fact is
quite sensitive to the 0.85 factor. Indeed, it converges because 0.85 > 2713 ~ 0.79. It is
also noteworthy that 271/3 is a critical value for the volume also. As pointed out in [15],
the volume of the extrapolated version of the actual tree is infinite, for the very same
reason 0.85 > 2713 We must admit that our tree model does not make sense from the
geometrical point of view, as far as the bronchial tree itself is concerned, because of this
reason. It addresses only the functional nature of this system as a resistive network.

Assuming regularity of the tree, it allows to define the trace operator 7y. Now assuming
that the way the tree irrigates the paremchyma is quasi-regular (which is suggested by
physiological observations), one can then define the operator vo onto L*(2), whose range
is H*¢, with s = 1/2 4+ Ina/(2In2) ~ 0.15. For the physical dimension d = 3, one gets
sd = 0.45, which is (again, the inequality is tight) less than 1/2, so that the embedded
trace space is the standard Sobolev space H4°.

Before stating the problem, let us mention here that it is much more natural to pres-
cribe a free inlet condition, which takes the form of a Dirichlet condition on the pressure
at the root (set to the atmospheric pressure, which can be chosen equal to 0). This changes
slightly the form, but the framework we developped applies straightforwardly. Now given
a pressure field g € H%* (say g(z) < 0 almost everywhere for inspiration), the problem
is set the following way :

Find p € HY(T) s.t. p(o) =0,
—0c'p=0 inA T\ {o}, (3.26)
Ya(p) =g

The expected consequence of the inspiration is an irrigation of the paremchyma by fresh
air. This irrigation can be described in a hierarchical way straightforwardly from the
knowledge of the pressure fiel over T', as the quantity of fluid which irrigates €2, is simply
the flux which enters the corresponding subtree ;.
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An interesting consequence of inequality 0.45 < 1/2 is that the set of feasible pressure
fields over the paremchyma does not depend on the multiscale decomposition (as soon as
it is quasi-regular).
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Chapitre 4. Caractérisation de l'espace de trace pour des arbres non réguliers

Dans I'article du chapitre 3, on a montré, dans le cas d’arbres réguliers, que 'espace
de trace vo(H'(T)) est un sous-espace de L*(T') (voir la propriété 3.36). Dans le cas
particulier d’arbres géométriques, il est méme identifiable & un espace A*(I"), pour un s
convenablement choisi (voir la section 3.3.3). On s’intéressera ici plus particuliérement
aux arbres non réguliers. Les résistances n’étant plus constantes par génération, la fa-
mille (70(¢0), (Y0(¢nk))nenkefo,..2n—13) n'est plus L*-orthogonale. II faut ainsi prendre en
compte les termes extra-diagonaux, ce qui complique les calculs. Sous certaines conditions
sur les résistances de I'arbre non régulier, il est quand méme possible de définir I'espace de
trace vo(H(T)). Suivant les conditions imposées, il sera vu, soit comme un sous-espace
de distributions (dans la section 4.1), soit comme un sous-ensemble de fonctions de L*(T")
(dans la section 4.2). Dans I’article du chapitre 3, un résultat est donné sans démonstration
pour les arbres sous-géométriques. Nous reprenons et généralisons ici ce résultat.

4.1 Un espace de trace comme sous-ensemble de distri-
butions

Contrairement aux arbres réguliers (voir la propriété 3.36), I'espace de trace vo( H(T))
n’est plus, en général, un sous-espace de L*(T'). Il peut méme n’avoir aucun sens. Pourtant,
sous certaines conditions sur les résistances de l’arbre, on peut réussir a le définir. Cet
espace n’est plus, alors, un espace de fonctions, mais il est vu comme un sous-ensemble de
A7(T"), espace de distributions. La définition 3.41 de I'article permet de définir ce que
I’'on entend par distributions sur I’espace des bouts d’un arbre infini. I.’'opérateur de trace
7o est alors vu comme un opérateur linéaire de F' C H'(T) dans A=°°(T') en posant, pour
tout ¢ € AT(T),

<70(f)7 90> = (VO(f)v ()O)LQ(F)

avec f € F. Dans cette section, nous commencerons par donner des conditions suffisantes
sur les résistances de I'arbre permettant de prolonger vy & H'(T) et ainsi de définir
I'espace de trace vo(H'(T)) comme un sous-espace de distributions. Puis nous donnerons
des exemples d’arbres non réguliers satisfaisant a ces conditions.

4.1.1 Des conditions suffisantes d’appartenance

On commence par définir les deux quantités suivantes.

Définition 4.1 Soit T un arbre résistif uniformément borné (voir la définition 3.50). On
définit pour tout n € N et tout k € {0,...,2" — 1}

/ Rl — RY
— 0 1 _ 'k nk

D,,i. correspondant a la dissymétrie relative.
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4.1. Un espace de trace comme sous-ensemble de distributions

Des conditions suffisantes faisant intervenir les dissymétries relatives

On énonce ici le théoréme principal qui donne des conditions permettant de donner
un sens a l'espace de trace d’arbres non réguliers.

Théoréme 4.2 5i les résistances de 'arbre infini uniformément borné vérifient les trois
hypothéses suivantes

(27" Ak Dk )nen keqo,...2n -1} € (N), (4.1)

351 > 0, (2—"<81+%>Ank> € (=(N), (4.2)
neN,ke{0,...,2n—1}

alors vy est continue de (F, . HHl(T)) dans Uespace des distributions dans le sens sui-
vant : pour toute suite (fn)nen € FY qui converge vers f € F, la suite des distributions
correspondante (o(fn))nen converge au sens des distributions vers vo(f). Comme consé-
quence, on peut alors étendre vy a un opérateur dans L(H'(T), A=>°(T")).

Remarque 4.3 La propriété 3.42 de ['article du chapitre 3 donne ce résultat sans dé-
monstration dans le cas particulier ot l'arbre non régulier est sous-géométrique. On vé-
rifiera, dans la sous-section suivante que, dans ce cas particulier, les hypothéses (4.1) et
(4.2) sont bien vérifiées.

La démonstration du théoreme 4.2 utilise I'expression explicite de (yo(f), ¥) = (Y(f), ¢) 12y
pour tout f € F et tout ¢ € AT°(T"). On a ainsi besoin de connaitre les produits scalaires
de 70(®0) et Yo(¢nk) contre la base de Haar (<I)0, (@nk>n€N7k€{07m72n,1}> de L*(T"). Le lemme
calculatoire suivant explicite leurs valeurs.

Lemme 4.4 Soit T un arbre résistif uniformément borné. Les produits scalaires de
Y0(po) € L*(T) avec les différentes fonctions de Haar valent

(70(0) s o) 2y = Vo
et (4.3)
Vn € N,Vk € {0, cey 2n — 1} ("}/0(900) s q)nk)LQ(F) = 0

Soit un couple (p,1) € N? firé, p e N, 1 € {0,...,2° — 1}. Le produit scalaire de
Yo(pp) € LA(T) avec ®g vaut

(VO(SDpl) ) CDO)L?(F) = 27p71Aplel' (44)
Et, pour tout n € N,k € {0,...,2" — 1},

sip<n alors  (7o(ep) , q’nk)p(r) =0,

(
sip=mn alors .
(vo(@n1) , (I)nk;)Lz(F) =0 sinon,
(70(90171) ) q)nk)L2(F) = (_1)E(2,«S_1)+12—%—r—1Aplel
p=>n,
si{ alors sids€{0,...,2" =1} 1 =2"k +s
p=n+r ‘
(Yo(pt) 5 q>nk)L2(F) =0 sinon.
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Démonstration : La premiére égalité de (4.3) est claire d’aprés la propriété 3.35 et la
définition 3.38 de ®(. La nullité de la deuxiéme égalité de (4.3) est tout aussi facile en
remarquant que la moyenne des fonctions de Haar @, est nulle sur T'. L’égalité (4.4)
s’obtient en combinant la propriété 3.35, la définition de ®y et en remarquant que
u(C) = p(Cyy) = 277~ Ainsi, on obtient
0 1
(VO(SDpl) ) CDO)L2(F) = 27p71¢ + 27p71$7
\/ By + Ry, \/ B+ Ry,

ce qui est le résultat cherché d’aprés la définition 4.1 de Ay et Dy. Il reste a calculer
(v0(ept)  Puk) 2y Pour deux couples (n, k) et (p, 1) fixés. Le cas p < n est facile. En effet,
dans ce cas, le support C,,; de P, est, soit inclus dans un des deux cylindres C’gl ou C’;l
(la réunion des deux correspondant au support de vo(p,1)), soit d’intersection vide avec le
support de Yo(pp). Le deuxiéme cas est trivial. Pour le premier cas, le produit scalaire se
rameéne alors a une intégrale sur C,;, avec yp(pp) constant sur ce cylindre. Pour conclure,
il suffit de remarquer que la moyenne de ®,,;. est nulle sur C,,;.. Etudions alors le cas p = n.
Si I # k, les supports sont disjoints d’ott la nullité. Supposons alors | = k. Les fonctions
Yo(pnk) €t @i ont alors méme support C, la propriété 3.35 et la définition 3.38 de la
base de Haar donnent alors

—RO

T 2t | e
nk nk Clk nk nk

NE

n
2

(’70(901#) ) q)nk)Lz(p) -

On conclut en combinant p(C?,) = u(CL,) = 27"~ avec la définition 4.1 de A,. Il reste

n
le cas p > n. On définit alors I'entier naturel r par r = p — n. Pour assurer que les deux

supports Cy,; et Cyy, respectivement de vo(pp) et @, ne soient pas disjoints, [ doit vérifier
ds € {0,...,2" =1}, | =2"k + s.

Sinon, les supports étant alors disjoints, il est clair que (7o () , @nk)LQ(F) = 0. Supposons

alors [ = 2"k + s avec s € {0,...,2"!' — 1}. Le support Cy; de vo(¢p) est alors inclus
dans Cgk, et @, garde ainsi une valeur constante égale a —23% sur Cp. Le cas ou s €
{2r=1 ... 2" — 1} se calcule exactement de la méme maniére en remplagant simplement
—2% par 22, Cpy étant alors inclus dans C,. En combinant I'égalité p(CY) = u(Ch) =
2771 avec la définition 4.1 de A, et Dy, on obtient, le produit scalaire se ramenant alors
a une intégrale sur Cpy,

—-R), N R}, .
(’70(90131) ) q)nk')LQ(p) = / T(—QQ)d/L—}- / T(—Qz)du
VLR A VR R

1 0
Rpl - Rpl

,/Rgl + R;l

1 0
n Rpl - Rpl

= 9 yr-l P TP
\ /Rgl + R}Jl

= (_1)E(2%1)+127%7T71AMD171'

— _9%-p-1
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Pour finir, si s € {2"7%,...,2" — 1}, un méme calcul donne

1 0
n Rpl - Rpl

—5—r—1

(70((10171) ) q)nk)L2(F) = 2 T

— (_1)E(2T+1)+127%7r71Ap1Dpl‘

N

Ce qui achéve la démonstration. [

Avant de démontrer le théoréme 4.2, donnons, dans un dernier lemme, 'expression de
(0(f); ) oy POUr f € Fet o € AT(I) C L*(T).

Lemme 4.5 Soit T un arbre résistif uniformément borné. Pour tout f € F, il existe
N €N et des réels (fo, (fak)n<nke{o,.,27—1}) tels que son unique composante harmonique
I (voir le lemme 3.25) s’écrive sous la forme

N 2"—1

I = fopo + Z Z JnkPnk-

n=0 k=0

De plus, pour tout p € AT>®(T"), on obtient alors

(0(f); ) 12y = colro(f +i2n_lcnk F)eni(), (4.5)
» =0 k=0
wOulf) = oyt 3 5 a2 Do
car(10(f)) = far272 7 Ay (4.6)

N—-n2"—1

+7§1 s;o(_l)

E(2r5_1)+127%fr71

fn+r,2rk+sAn+r,2Tk+sDn+r,2’“k+s

et (co(go), (an(SD))nSN7]€€{07."’2n_1}) produits scalaires de @ avec la base de Haar de L*(T).

Démonstration : Soit f € F C H'(T). D’aprés le lemme 3.25, il existe f° € HJ(T) et
f e HX(T) vérifiant
{ f=r+rm
[FIE =117+ 12
La fonction f” appartient & HX (T)NF, il existe donc N € N et des réels ( fo, (frk)n<n,kefo,....2n—1})
vérifiant

1
= fowo + Z > farnk-
n=0 k=0
Ainsi, v(f) € L*(T) s’écrit sous la forme
N 2n-1
Y0(f) = foro(eo +Z farvo(@nt)-
n=0 k=0
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Chapitre 4. Caractérisation de l'espace de trace pour des arbres non réguliers

En utilisant alors le lemme 4.4, calculons les produits scalaires de 4o(f) avec la base de
Haar de L*(T'). Un premier calcul donne

N 2n_1
((f) s ®o) oy = So/ro+ Zo kZ: fak2 " A Do
n= =0

On obtient pour le deuxiéme calcul, n € N et k € {0,...,2" — 1} étant fixeés,

2P—1

N
(v (f) (I)nk)L2(F) - Z:O . for (vo(eopt) cbnk)L2(F) :
=

=

En utilisant alors le lemme 4.4, si n > N, tous les termes de la somme sont nuls et
(70(f) s Puk) 2y = 0. Sinon, seuls les termes p > n de la somme ont une contribution
non nulle et on obtient alors

n

N—n2"—1 .

(VO(f) ) cbnk)[ﬂ(r) - 2_5_1 (fnkAnk + Z Z 2Tfn+r,2rk+s(_1)E(QT—_I)+1An+r,2rk+sDn+r,2’"k+s> .
r=1 s=0

Ce qui achéve la démonstration. [

On peut alors démontrer le théoréme 4.2.

Démonstration : On suppose que 7T est un arbre résistif uniformément borné convenable,
a savoir, ses résistances vérifient les deux hypothéses (4.1) et (4.2).

Etape 1 : Continuité de yo de (F, || .||mi(r)) dans A=(D)

Vérifions que les conditions sur les résistances de I’arbre permettent d’obtenir la continuité
souhaitée. Pour cela, on considére une suite (f,),eny € F" qui converge vers f € F pour
la norme |[|.||g1(7). On cherche alors a vérifier la convergence au sens des distributions
de la suite (7o(f,))pen vers 7o(f). Une premiére simplification est possible en remarquant
qu’il suffit de faire 1’étude sur des fonctions harmoniques. En effet, la convergence de
la suite (f,)pen € FN vers f € F entraine celle de ses composantes harmoniques. Plus
précisément, en utilisant le lemme 3.25, on obtient I'existence de ((f7)pen, f°) € Hg(T)"
et de ((f1)pen, f) € HA(T)N satisfaisant

fo=ty+ 1y et f=f"+f"
En utilisant la décomposition suivante (voir le lemme 3.25)

o= =15 = PR+ = 1

et I'inégalité de Poincaré (voir la propriété 3.21), on obtient la convergence de

(f)pen € Hy(T)Y vers f© € Hy(T) dans H'(T). Ainsi, on a la convergence de (f}'),en €
HA(T)N vers f" € HA(T) dans (F,||.||m (). En combinant la linéarité de Popérateur
trace 7y et le fait que son noyau soit égal a H}(T), il suffit alors de vérifier I'existence de
C > 0 et s > 0 vérifiant, pour tout ¢ € AT™°(T") et tout f € F N HA(T),

| {((f), o) | < Cllel|as@y 1 f |2z

102



4.1. Un espace de trace comme sous-ensemble de distributions

La continuité sera alors démontrée. On choisit s > max(s1,1). Soit ¢ € AT>®(T) et
fe FnHLT). Il existe alors N € N et des réels (fy, (fak)n<nkefo,...on—13) tels que

2m—1

[ = Jopo + Z Z JrkPni-

n=0 k=0

L’expression explicite (4.5) donne, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la défini-
tion de la norme A*(T") (voir la définition 3.39),

D9 | < leotoD)] |
" (% ) cikwo(f))r%s)

1
2

N[

||M2

(£

Z_ ()2%8) (4.7)

n=0 k=0
< el |l + (55 cikwo(f))z?nﬂ |

En utilisant alors la premiére expression obtenue en (4.6), on obtient pour |co(vo(f))
grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et a la définition de la norme de ||.||g1(p) :

ol < Llyr+ L (sznk) (ZZQ w2, )

n=0 k=0 n=0 k=0

N 2"—1 %
< Wllen | v (222 AD)

n=0 k=0

En utilisant I’hypothése (4.1), on obtient 'existence de C; > 0 telle que
lco(vo(f)| < Cull fll ey (4.8)

I reste alors a prouver que (cue(70(f))27™),.enrefo,. 201y € ¢*(N) avec une norme ¢* qui
se majore en fontion de || f||g1(r). On obtient en combinant 1'égalité (4.6) et I'inégalité de
Cauchy-Schwarz

1
earo(fN2] < 5 (Ifml2 0D A
N n2"—1
+2n e Z Z 2" ‘fn—l—'r,?’"k—l—s|An+fr,2’"k+s|Dn+r,2’"k+s|>
1
5 |:‘fn ’277,( S__)Ank

N—n?2"—1 3 oer1 N—m2"—1 oy 19 ) %
( Z Z ‘fn-i—r 2’"k+$| > <2n( s+1) Zl Z 2" TAnJrr 2’“k+sDn+r,2’“k+s) .
r=1 s=

En utilisant alors les hypothéses (4.2) et (4.1) respectivement pour le premier et deuxiéme
terme de I'inégalité ci-dessus, on obtient

—ns 1 —n(s 1 —nl(zs n —n 2
a0 ()21 < 5 [l Ao+l (27912 A Dl |
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Chapitre 4. Caractérisation de l'espace de trace pour des arbres non réguliers

Le choix de s > 1 assure (2n(1_2s))neNJCe{O’man,l} € (1(N), le deuxiéme terme de I'inégalité
est donc bien dans (?(N). En combinant cela avec (frk)neNkefo,...2n—1} € (*(N) de norme
inférieure & || f|| g1 (), on obtient bien I'existence de Cy > 0 satisfaisant

[enk(Y0(f))27 ey < Coll £l (ry- (4.9)

En réinjectant les deux majorations (4.8) et (4.9) dans (4.7), on obtient la continuité
souhaitée.

Etape 2 : Extension a H!(T).

La derniére partie de la démonstration consiste a vérifier que ’on peut étendre la continuité
a H'(T). On utilise pour cela la convergence des suites de Cauchy dans R et un théoréme
de la borne uniforme sur I'espace des distributions ainsi construit. Soit f € H'(T). Par
densité de F, il existe une suite (f,)pen € F™ qui converge vers f pour la norme sur
H'(T). Un raisonnement analogue a celui fait au début de I’étape 1 montre que 'on peut
se restreindre a des fonctions harmoniques. Ainsi, (f)yen € (F N HA(T))Y converge vers
fh e HX(T) en norme H' et leurs traces par o sont les mémes que f, et f respectivement.
Soit s > max (s, 1) fixé et p € AT(T") fixée. On obtient, d’aprés I’étape une, pour tout
couple (p,q) € N?

| o(fp) =0(fa), @) | < Clle]

Ainsi, ((70(f,), ¢))pen est une suite de Cauchy de R, elle converge donc vers un nombre
(70(f),¢). On définit ainsi un opérateur clairement linéaire yo(f) sur les fonctions tests.
Il reste & prouver que cet opérateur définit bien une distribution. Vérifions qu’il est bien
continu sur AT*°(T"). Pour cela, on applique le lemme de Banach-Steinhaus sur les espaces
de Frechet aprés avoir construit une métrique sur les fonctions tests rendant complet cet
espace AT°°(T"). On commence par définir sur AT>°(T") 'application d par

a1 = fM -

Y(p,v) € AT(D)?, dp, ) =Y 2 min(L, || — |

s>0

A3(T))-

On peut alors vérifier facilement que d définit bien une métrique sur AT>°(T") et que
AT°(T') muni de cette métrique est bien complet. L’application du lemme de Banach-
Steinhaus permet alors de conclure que (y(f), .) est bien une distribution sur AT*°(T")
(voir [38]). Ce qui achéve la démonstration du théoréme. [

Des conditions suffisantes sans restriction sur les dissymétries relatives

Il peut étre utile d’avoir des conditions suffisantes sur les résistances de 1’arbre non
régulier permettant de donner un sens en tant que distribution a I’espace de trace sans
restriction sur les dissymétries relatives. Cela permet ainsi de donner un sens a la pression
sur 'espace des bouts pour certains arbres trés dissymétriques. La proposition ci-dessous
donne en effet une condition suffisante sur la suite (Ank)neN,ke{o,...,2n—1} qui implique que
les hypothéses (4.1) et (4.2) sont vérifiées.
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4.1. Un espace de trace comme sous-ensemble de distributions

Propriété 4.6 Soit T un arbre résistif uniformément borné. Si les résistances de ’arbre
nfini vérifient

(27”Ank)n€N,k€{O,...,2"—1} € EQ(N), (4.10)
alors les hypothéses (4.1) et (4.2) sont vérifiées et

Y(HY(T)) c A~>°(T).

Démonstration : Soit 7" un arbre résistif uniformément borné vérifiant (4.10). L’hy-
pothése (4.1) est vérifiée car les dissymétries relatives sont toutes bornées par 1. En
prenant par exemple s; = 1/2, 'hypothése (4.2) est elle aussi trivialement vérifiée car

(27" Apk)nen kefo,..2n—13 € (*(N). O

Ces deux résultats permettent de donner une série d’exemples d’arbres non réguliers dont
I’espace de trace est bien défini. On rappelle que le cas des arbres réguliers a été étudié
dans I'article du chapitre 3 ot ’'on a démontré que cet espace de trace est un sous-ensemble
de fonctions de L*(T"). Nous ne reviendrons pas la-dessus.

4.1.2 Zoologie d’arbres non réguliers

Dans le cadre d’arbres résistifs non réguliers ayant une résistance globale finie, il n’y
a pas de théoréme général permettant, dans tous les cas, de donner un sens a I'espace de
trace. [’espace de trace de certains arbres trés dissymétriques peut ne méme pas avoir de
sens en tant que distribution. En revanche, pour des arbres raisonnables, qui correspondent
d’ailleurs & ceux que 'on rencontre en pratique, on vérifie que 1'espace de trace vo(H'(T))
est bien un sous-ensemble de distributions. On va ainsi donner des exemples d’arbres
résistifs non réguliers pour lesquels vo(H'(T)) € A~>(T"). Mais, avant cela, commengons
par énoncer deux lemmes sur certaines propriétés des résistances.

Lemme 4.7 Soient T° et Tt deux arbres résistifs quelconques dont les résistances sont

; : 0 (,0 1,1
notées respectivement (ro, (Tnk)neN,ke{o,...zn—l}) et (ro, (rnk)neN7ke{0““72n_1}>. On suppose
qu’on a la majoration suivante

ry <71y et YneN,Vke{0,...,2" =1}, r2, <7l
Leurs résistances globales vérifient alors
R’ < R'.

Démonstration : Commencons par démontrer, par récurrence sur l'entier N, I'inégalité
pour les sous-arbres finis & N + 1 générations Ty et Tx. On pose a cet effet

Hy : (rggréetVngN, Vk €{0,...,2" — 1}, Tgkgﬁlﬂc) = R <R},

avec R} et R} résistances équivalentes de Ty et Th respectivement. L’initialisation est
triviale. On suppose alors I'hypothése de récurrence vraie a l'ordre N. Vérifions que Hy 1
est vraie. On suppose que les résistances des deux arbres a N + 2 générations vérifient

rog <rpetVn < N+1, Vke{0,...,2" =1}, r0, <71
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On en revient alors & deux nouveaux arbres équivalents & N + 1 générations dont les résis-
tances de la derniére génération vérifient I'inégalité voulue grace a un calcul de résistances
en série et en paralléle. En effet, en considérant les deux derniéres générations de chaque
arbre Ty, et Ty, les 2" sous-arbres a deux générations de chaque arbre sont chacun
remplacés par une unique branche de résistance

(

i+ 1 ! 1

+

0 0
'Ni12k  TN+1,2k+1

1 1
NE + 1 N 1 )

1 1
L Ni12k  TN412k+1

ke {0,...,2Y —1}. Sous cette forme, il est clair que I'inégalité sur les résistances de la
9 ? )
derniére génération des deux nouveaux arbres équivalents ainsi construits, est vérifiée. Les
)

résistances des autres générations restant identiques, I’hypothése de récurrence s’applique
pour ces deux nouveaux arbres équivalents & N + 1 générations. En remarquant alors
que leurs résistances équivalentes sont exactement RY_; et Ry, Hy4q est vérifice. Un
passage a la limite permet de conclure. [

Nous donnons enfin un lemme sur 'expression des résistances globales des sous-arbres
infinis 7}, dans le cadre d’arbre régulier. C’est une simple généralisation de la remarque
3.14 du chapitre 3.

Lemme 4.8 Soit T un arbre résistif réqulier et T, le sous-arbre infini de racine X,.

Alors
o0 r 400 r
+1+p n+1 p
R, =Rl =) —Ti—ontt Y~ 2
nk nk P »
p=0 p=n-+1

Démonstration : Il s’agit seulement d’appliquer la formule de la remarque 3.14 au cas
des arbres réguliers T° et T}, O

Arbres non réguliers sous-géométriques

On peut alors donner un premier exemple d’arbre convenable. En pratique, la plupart
des arbres étudiés rentreront dans le cadre de cet exemple. Il s’agit ici de reprendre la
propriété 3.42 de I'article du chapitre 3 en la démontrant.

Propriété 4.9 Soit T' un arbre résisitif non régulier. Sl existe C' > 0 tel que
Vn e N,Vk €{0,...,2" — 1}, rpp < CG7,

avec 0 < 8 < 2, alors
YW(HY(T)) € A(T).
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Démonstration : On note 78°M J'arhre géométrique de loi ro[" et REEOM ¢ rasis-
tance globale associée. D’aprés la propriété 4.6, il suffit de montrer que 7" est un arbre
résistif uniformément borné et que I’hypothése (4.10) est vérifiee. Ces deux propriétés sont
évidentes en appliquant le lemme 4.7. La résistance globale est finie car

R < CngéOHI7

et # < 2 (voir la remarque 3.14 pour le calcul de la résistance globale d’un arbre géomé-
trique). En notant alors Té;keom le sous-arbre de T80M e racine X, et

(ng)géom = (erlk)géom = Rg}fom les deux résistances globales associées, on obtient, en
utilisant les lemmes 4.7 et 4.8,

éom
ng‘i‘R}W < 20R§k
< opr,

(4.11)

407“0ﬂ
o 20 . .
I'inégalité ci-dessus, on obtient aussi

24, < 2T (@) |

avec C' = . Ainsi, T est un arbre résistif uniformément borné. De plus, en utilisant

L’hypothése 3 < 2 permet de conclure. En effet

(). e = 5E()
2 neN,ke{0,...,.2n—1} nen k=0 \ 4

& [f<2,

ce qui achéve la démonstration. [

Arbres non réguliers sous-fractionnaires

Un autre exemple type d’arbres résistifs non réguliers peut étre étudié de la méme
facon.

Propriété 4.10 Soit T' un arbre résistif non régulier. S’il existe C' > 0 tel que

2n
VneN.Vk € {0, 2"~ 1}, ru < C g

avec 3> 2, alors
Yo(HY(T)) c A=>°(T).

Remarque 4.11 La propriété 4.9 entre dans le cadre de celle-ci. Nous [’avons tout de
meéme énoncée car elle modélise mieux le cas du poumon humain.
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Démonstration : La encore, d’aprés la propriété 4.6, il suffit de montrer que T est

un arbre résistif uniformément borné et que ’hypothése (4.10) est vérifiée. Le lemme 4.7

combiné avec 3 > 1 assure le caractére uniformément borné. En effet, en utilisant toujours
n

la remarque 3.14 et en notant 778 I'arbre régulier de loi fractionnaire 3 et, de résistance
n

globale associée R'®8, R vérifie alors I'inégalité suivante

R < CR'™S
1
< —.

< O%:Onﬂ

R est donc bien finie si # > 1. Un calcul similaire utilisant le lemme 4.8 permet de conclure
que 7" est un arbre régulier uniformément borné. En effet, on obtient, pour tout n € N et
tout k € {0,...,2" — 1},

ré

IN

1 (4.12)
S CQ"‘H Z ——
pzn—l—lpﬂ

Ainsi T est bien un arbre régulier uniformément borné. Il reste alors a vérifier I'hypotheése
(4.10) qui, elle, ne sera vérifiée que si § > 2. En effet, en reprenant le calcul (4.12) et en
se souvenant que 3 > 1, on obtient

0 n+1 rodt
p>n+1 p—1
< - 12n+1 Z < 11 51 ,@1—1>
g - S\ =1) p
2n
!
2C
avec O = F L’inégalité ci-dessus étant aussi vérifiée par R,}lk, on obtient

2n—1 1

)IDBERVNETTE) et

neN k=0 n>0

Ainsi, 'hypothése (4.10) est bien vérifiée dés lors que > 2, ce qui achéve la démonstra-
tion. [

Dans cette partie, on a donné un certains nombres d’exemples d’arbres non réguliers pour
lesquels 'espace de trace a un sens en tant que sous-ensemble de distributions. Quelles
hypotheéses sur les résistances de I'arbre doit-on imposer en plus pour que cet espace de
trace soit un sous-ensemble de fonctions?
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4.2 Un espace de trace comme sous-ensemble de fonc-
tions

4.2.1 Des conditions suffisantes d’appartenance

Dans I'article du chapitre 3, dans le cas particulier d’arbre régulier, la propriété 3.36
assure que l'espace de trace est bien défini et qu’il correspond méme a un sous-ensemble
de fonctions de L?*(T). On généralise ici cela a des arbres non réguliers. Contrairement
au cas régulier, I’hypothése seule de résistance globale finie ne suffit plus a assurer une
appartenance a L?(T).

Théoréme 4.12 Soit T' un arbre non régulier uniformément borné . Si les résistances de
cet arbre vérifient les trois hypothéses suivantes

(27”Ankan)nEN,kE{O,...,Q”—l} S KZ(N% (413)
(27%Ank)nEN,ke{O,...,Q"—l} € (*(N), (4.14)
400 2"—1
(27” Z Z 272r‘4721+7“,2rk+sD721+r,2’“k+s)neNykE{OwMZH*l} € gl(N)’ (4-15)
r=1 s=0
alors o est continu de (F, ||.|[gi¢r)) dans (L*(T'), ||.||z2r)). Comme conséquence, il peut

étre étendu par densité a un opérateur dans L(H'(T), L*(T)).

Remarque 4.13 L’hypothése (4.13) assure que la somme infinie de ’hypothése (4.15) a
bien un sens car il s’agit alors de sommer sur un sous-ensemble d’entiers. En effet, dans
un cas, on somme sur les noeuds de [’arbre infini tout entier tandis que dans l’autre cas,
on ne somme que sur les noeuds du sous-arbre infini T, pourn € N et k € {0,...,2"—1}
fixés.

Démonstration : Il s’agit ici de reprendre les idées de la démonstration de la propriété
3.36 en les adaptant au cas non régulier. En effet, la famille (7o(¢0), (70(©nk))Jnen kefo, .22 —1})
n’étant alors plus L?-orthogonale, les produits scalaires font apparaitre des termes extra-
diagonaux comme nous I’avons vu dans les lemmes 4.4 et 4.5. Soit p € F'. En remarquant
que p — p(o)ly € F N HY(T) et en appliquant le lemme 3.25 (R est finie d’aprés les
hypothéses), il existe py € Hg(T') et pp, € HA(T), vérifiant (po,pr)1 = 0 et

p = p(0)1r + po + ph.

Remarquons tout de suite qu'un tel choix impose py(0) = —pp(0). Comme p € F,
la composante harmonique p, € F N HA(T) et ainsi il existe N € N et des réels

(do, (dnk)n<n kefo,..2n—1}) tels que

2" —1

N
pr=dogo+ Y Y dukPuk.

n=0 k=0
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Pour démontrer la continuité de vy de (F, ||.||g1(r)) dans (L*(T), ||.|[r2qr)), vérifions qu’il
existe C' > 0 indépendant de p tel que

@22y < Cllplla )

Par définition de la norme H' et en combinant 1'égalité |p|; = [p — p(0)1r|; et le lemme
3.25, on obtient

|[pll7r ¢y = c(0)p(0)* + Ipol T + |pal?.
(CDO, (@nk)neN7ke{07“.’2n_1}) étant une base de L?(T'), on a

+o0 2" —1

0@l 720y = co0(@))* + D D car(r0(p)?,

n=0 k=0

avec co(70(p)) et cur(Y0(p)) produits scalaires de 7o(p) avec cette base. En remarquant
que ¢o(Yo(p(0)17)) = p(0), on obtient, en utilisant le lemme 4.5,

N 2n—1
co(v0(p)) = p(o) +dov/10 + Z Z A 27" Apg Doy
n=0 k=0

Le méme raisonnement donne pour ¢,.(70(p)), en utilisant toujours le lemme 4.5,

cr(0(P)) = car(70(pn))
n N-—n2"—1 Bt V11 n
- dnk2_§_1Ank+ Z Z (_1) (2T71)+ 2_5_r_1dn+r,2’“k+sAn+r,2’“k+sDn+r,2’“k+sa
= =0

si n < N, 0 sinon. Comme pour la démonstration du théoréme 4.2, on procéde en deux

étapes en majorant d’abord co(v0(p))? puis cur(70(p))?. L'inégalité de Cauchy-Schwarz
. , 2 N an_ )

combinée avec |pyl7 = >, _o> i dnj donne

cw(0(P)?* < 2(doy/To +p(0))2 +2 (% Til dnk2"1Anank)

n=0 k=0

N 2"—-1
1 —2n
< 4p(0)? + drod2 + é\phﬁ (E § 92 AikDka) .

n=0 k=0

L’hypothése (4.13) permet alors d’obtenir la majoration du premier terme

1 —-n
co(10(p))? < 4p(0)? + 4rod; + §!Phﬁ 127" Ak Dol vy - (4.16)

Majorons alors le deuxiéme terme. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

N—n2"—-1
]- _n _n
lenk(0(p))] < 3 |dpk|272 Ak + 272 (ZZ\dn+r2rk+s|>

r=1 s=0
1
N—n2"—1 ) ) ) 2
T
X Zl Z 2- An+7~2’"k‘+sDn+r,2Tk+s .
r=1 s=
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4.2. Un espace de trace comme sous-ensemble de fonctions

En passant au carré, en remarquant que (3.0 " S72 Vd, 4ok o)) < |pali et en ap-
pliquant ’hypothése (4.14), on obtient

lca(o ()P < [dpil? HQigAnkH?OO(N)
D P 2 (4.17)
_th‘l 2 Zl Z 2” An+r2’"k+sDn+r,2Tk+s .

En combinant la remarque 4.13 et Phypothése (4.15), (¢ue(70(P)))nen keqo,...2n—1) € £2(N)
et

+o0 2"—1

lenk (o (P2 < <H22AnkHzm 2y Y 2 QTAiJrr2Tk+sD721+r,2Tk+sHel(N)> [pnly

r=1 s=0

Ainsi, en notant C la somme des deux normes (> et ¢! ci-dessus et en se rappelant (4.16),
on a majoré ||vo(p)||r2ry par

170(P)|[22(r) < 4p(0)* + 4rods + (C1 + Ca)|palf, (4.18)

avec Cy = 1/2||2*”Anank||§2(N). Comme dans la démonstration de la propriété 3.36, il
s’agit alors de remarquer que d3ro = py(0)* = po(0)? et d’appliquer I'inégalité de Poincaré
a po (voir la propriété 3.21), pour obtenir

dgro < Clpol7.
Ainsi, I'inégalité (4.18) devient
o2y < 4p(0)* +4CIpoly + (C1 + Co)lpali
< Pl ey,

ce qui achéve la démonstration. [

Sous des hypothéses encore plus fortes sur les résistances de ’arbre non régulier, on peut
méme définir 'espace de trace comme un sous-ensemble de A*(I") (voir la définition 3.39).

Corollaire 4.14 Soit T' un arbre non régulier. Si les résistances de cet arbre vérifient
I’hypothese (4.13) et s’il existe s > 0 tel que

_1 00
(Qn(s 2)Ank)n€N,k€{O,...,2"—l} € (*(N), (4.19)
et
+oo 2"—1
2n (o1 Z Z 2” 2rAn+T 2’"k+sD721+r,2rk+s)n€N,k€{0w--72"*1} el (N), (4.20)
r=1 s=0

alors 7y est continu de (F, ||.||g (1)) dans (A*(I), s(ry). Comme conséquence, il peut
étre étendu par densité a un opérateur dans L(H'(T ) (F))

Remarque 4.15 On retombe exactement sur le théoreme 4.12 en prenant s = 0.
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Chapitre 4. Caractérisation de l'espace de trace pour des arbres non réguliers

Démonstration : C’est une simple adaptation de la démonstration ci-dessus. On re-
prendra donc les mémes notations. Il faut cette fois-ci vérifier I’existence d’une constante
C > 0 indépendante de p telle que

[0(P)[lasry < Cllpllmr)
avec
N 2n—-1
10 (@) ey = co(h0(p)® + Z Z 22" i (Y0 ().
n=0 k=0

La majoration (4.16) de co(70(p))? convient. Le méme raisonnement, en utilisant cette
fois-ci ’hypothése (4.19), conduit a remplacer dans (4.17) —1/2 par s — 1/2 et —1 par
2s — 1. On obtient alors

N—n2"—-1
_1 r
227\t (Yo (9)) | < ui[?]]27C ™D Apil 2o oy + w2 (2” GmDN TN 2 TAL D )

r=1 s=0
En utilisant alors I’hypothése (4.20), on obtient

1
H(2nscnk(ryo(p)))nﬁkH??(N) < |ph|% (HZH(S_i)A”kH?‘X’ + ||2n(28 b Z Z 277 An+r2’“k+sDn+r 2Tk+st1(N)

r=1 s=

En combinant cette inégalité avec (4.16), on obtient

|[70(p)| I

[Le méme raisonnement permet alors de conclure. [

) < Ap(0)® + 4ro f3 + Clpal;.

4.2.2 Zoologie d’arbres non réguliers

Nous allons reprendre ici 'exemple d’arbres non réguliers sous-géométriques. Quelles
hypothéses doivent vérifier les résistances de tels arbres pour avoir un espace de trace plus
régulier 7 Le cas des arbres réguliers a déja été traité dans le chapitre précédent et la seule
hypothése d'une résistance globale finie assure un espace de trace comme sous-ensemble
de fonctions.

Remarque 4.16 D’apres le lemme 4.7 et la propriété 3.40 sur les arbres géométriques,
il est facile de connaitre la régularité AS d’un arbre régulier dont les résistances vérifient

vneN, Vk € {0,...,2" =1}, r, < Ca",

avec 0 < « < 2. La famille ('70(900)7(VO(SOnk))nEN,kE{O,...,Z"—l}) étant L?*-orthogonale et
chaque norme pouvant étre majorée par la norme associée de [’arbre géométrique sous-
jacent, on obtient la méme réqularité A° que pour cet arbre géométrique, a savoir

Y(H(T)) € A*(T),

avec s = 1/2—Ina/21In2. 1l est évident qu’il ne s’agit ici que d’une inclusion et pas d’une
caractérisation comme pour 'arbre géométrique sous-jacent (voir la propriété 3.40).
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4.2. Un espace de trace comme sous-ensemble de fonctions

Etudions alors les arbres non réguliers sous-géométriques.

Propriété 4.17 Soit T un arbre résistif non réqulier. On suppose qu’il existe C' > 0 tel
que

Vn € N,VEk € {0,...,2" =1}, r, < CB",

avec 0 < 3 < 2.
- S10< B <1, alors

Y(HN(T)) € LX) et 5(H'(T)) C A*(T),

avec s < —In[3/21n2.
- 510 < B <2 et siles dissymétries relatives vérifient

Vn € N,Vk € {0,...,2" — 1}, |Dn| < C'27%, (4.21)
avec C' > 0, alors
YW(HN(T)) € LA(T) et 5(H'(T)) € A(D),
avec s <1/2—1n3/2In2.
Remarque 4.18 50 1 < (3 < 2, on sait d’apres la propriété 4.9 que
Y(HN(T)) € A™(T),

sans condition sur les dissymétries relatives. Par contre, si les dissymétries relatives ne
vérifient aucune condition, vo(H*(T)) peut ne pas étre un ensemble de fonctions. A l'in-
verse, si 0 < 3 < 1, il n’est pas nécessaire d’imposer des conditions sur les dissymétries
relatives pour avoir un espace de fonctions.

Démonstration : Soit 0 < § < 2. L’hypothése (4.13) est vérifiée sans hypothése sur les
dissymétries relatives. En effet, pour le démontrer, il suffit de combiner la démonstration de
la propriété 4.9 ou I'on montre que (27”Ank‘)neN,ke{O,...,2"—1} € (*(N) avec une majoration
des dissymétries par un. Démontrons alors que I’hypothése (4.19) est vérifiee avec s <
1/2 —In/3/21In2. Cela impliquera automatiquement que 'hypothése (4.14) est, elle aussi,
vérifiée ainsi que I'hypothése (4.19) avec s < —In3/21In2. En reprenant l'inégalité (4.11)
sur A,;, on obtient
|2"(5_%)Ank\ <C (25—iﬁ%)n

qui est bornée car le choix de s implique 2% < (B z. Pour la démonstration de la
derniére hypotheése, séparons les cas 0 < [ < 1 et 0 < [ < 2 avec condition sur les
dissymeétries relatives. Si 0 < 3 < 1, on obtient en majorant ces derniéres par un et en
reprenant l'inégalité (4.11),

IA

‘271(23—1) —§OQ§1 9—2r A2 D2 ‘ C < ﬁ )n —iioyz_l < )7’
n+r,2"k+s n+r,2"k+s 21-2s

r=1 s=0 r=1 s=

ﬁ n
< ¢ (2125) ’
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Chapitre 4. Caractérisation de l'espace de trace pour des arbres non réguliers

Or
I (ﬁn2n(2571))nEN,kE{O,...,anl} ler oy = Z (ﬂQQS)n

n>0

dong, il faut imposer s < —In()/21In(2) pour avoir la convergence. On vient ainsi de
vérifier, pour 0 < § < 1, que

Y(H(T)) c A*(T) c L*(T),

avec s < —1In ()/21n(2). On suppose alors pour finir 0 < # < 2 et la condition (4.21) sur
les dissymétries relatives vérifiée. En reprenant les calculs ci-dessus mais en remplacant
la majoration par un des dissymétries relatives par C’27 %, on obtient

s g\ a8y
‘2 n+2snz Z 92— 2rAi+r2rk+sDi+r,2rk+s’ < C<22—2s> Z Z ( )

r=1 s= r=1 s=
ﬂ n
S 0(2228 :

I (5n2n(28_2))neN,ke{o,...,2n_1} vy = Z (6228)n

n>0

Or

qui converge bien si s < 1/2 —In(3/2In2, ce qui achéve la démonstration. [J
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Troisiéme partie

Modélisation du parenchyme
pulmonaire
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Chapitre 5

Etude mathématique d’un modéle 1D
du parenchyme pulmonaire

Sommaire
5.1 Modéle 1D du parenchyme pulmonaire ... ... .. ... 118
5.1.1 Le modéle discret . . . . . .. ... 118
5.1.2 Reformulation . . . . ... ... ... L 121
5.1.3 Le modéle limite . . . . . . . ... ... L 123
5.2 Existence et unicité par le théoréme de Hille-Yosida . . . 125
5.2.1 Existence et unicité . . . . .. .. ..o 126
5.2.2 Caractérisation de D(A) . . . . . . . .. ... L. 131
5.3 Vitesse de convergence . . . . . . ... .0 e 134
5.4 Décroissance de ’énergie vers 0. . . . . ... .. ... ... 139
5.5 Vitesse de décroissance de I’énergie . . ... ... ... .. 142
5.5.1 Meéthodes d’étude du taux de décroissance de I'énergie . . . 143
5.5.2 Décroisssance exponentielle pour o €]1,2[ . . . . . . . . .. 143
5.5.3 Quelques remarques dans le cas « € [0,1] . . . . . ... .. 148

117



Chapitre 5. Etude mathématique d’un modéle 1D du parenchyme pulmonaire

Dans ce qui précéde, nous avons étudié la modélisation des voies aériennes du pou-
mon humain depuis les conduits supérieurs jusqu’aux alvéoles. Ces alvéoles, comme cela
a été décrit dans le chapitre 1, sont plongées dans un milieu visco-élastique appelé le
parenchyme. Ce dernier permet la séparation des alvéoles et des capillaires sanguins. De
plus, de par la présence au sein de celui-ci de nombreuses fibres élastiques, le parenchyme
permet aussi I'expansion du poumon humain lors de l'inspiration et assure la rétraction
de ce dernier lors de I'expiration. L’étude du role des capillaires sanguins dans la respira-
tion ne sera pas abordée dans cette thése (on pourra par exemple se reporter aux articles
suivants [39, 40, 41, 42| et a la thése [43]). Le but de ce chapitre est d’étudier certaines
propriétés du modéle monodimensionnel obtenu dans [11]. Ce modéle couple un milieu
élastique troué par les alvéoles et I’arbre dyadique résistif qui les relie les unes aux autres.
Lorsque le nombre de générations de 'arbre tend vers I'infini, on obtient un modéle mono-
dimensionnel avec un terme dissipatif non local dont on se propose d’étudier ici certains
effets. [.’étude des propriétés élastiques et visco-élastiques du poumon humain a donné
lieu & de nombreux articles ces derniéres années. Certains auteurs basent leur approche
sur des systémes masse-ressort discrets (comme par exemple [44, 45, 46, 47]), d’autres
proposent des modélisations au niveau continu (voir, par exemple, |48, 49|). Le modéle
introduit dans |11] permet, lui, 'étude des effets non-locaux diis a une circulation de fluide
dans une structure arborescente au sein d'un milieu élastique. Dans les deux premiéres
sections, nous explicitons ce modéle et vérifions qu’il est bien posé. Nous donnons ensuite
une estimation de la vitesse de convergence lorsque le nombre de générations tend vers
I'infini. Enfin, nous faisons une étude du comportement en temps long. Tout au long de
ce chapitre, I'arbre est supposé étre au moins régulier, c¢’est-a-dire avec des résistances
constantes par générations. Dans la premiére section, nous rappelons les résultats de [11],
que nous ne détaillerons pas. Ce chapitre a fait 'objet d’'une collaboration avec Céline
Grandmont.

5.1 Modéle 1D du parenchyme pulmonaire

On explicite dans cette section le modéle du parenchyme 1D. L.e modéle cherché permet
de prendre en compte a la fois le caractére élastique du milieu et la présence de 'arbre
dyadique qui induit un effet non-local en couplant toutes les poches d’air.

5.1.1 Le modéle discret

Présentons succinctement ce modéle : chaque sortie de I'arbre est reliée a une alvéole,
elle méme délimitée par deux masses successives connectées entre elles par un ressort (voir
la figure 5.1). On obtient ainsi une succession de masses S et d’alvéoles T}V, les alvéoles
étant liées par I'arbre dyadique & N + 1 générations et les masses par des ressorts ayant
méme raideur kpy.

Notations

Afin d’étudier le comportement d’un tel systéme, précisons un peu les notations. On
peut supposer sans perte de généralité et pour simplifier les notations que L = 1 et ainsi
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5.1. Modéle 1D du parenchyme pulmonaire

l’év kN

Fi1G. 5.1 Le systéme masse-ressort-arbre.

I =]0, 1[. On note encore N + 1 le nombre de générations de I’arbre dyadique. En posant
alors hy = 27V, on définit z¥ = ihy, pour tout i € {0,...,2V}. Les masses seront alors
notées

1 1
SN =N — §hNaS,xf.V + §hNozS[, ie{l,...,2¥ —1},
1

S(])V :] (])VVT(])V + 5]1]\/’0[5'[, Sé\]fv :]‘IéVN - 5]1]\[0{5,%’55\7[,

avec ag la proportion de solide. Les alvéoles correspondent alors aux trous entre les masses,

A savoir

1 1 |
TN =]a + §hNOéS,IBﬁ1 — §hNa5[, ie{0,...,2% —1}.

7

Enfin, chaque masse est connectée a ces deux masses voisines par un ressort de méme
raideur ky. On note alors ul(t), i € {0,...,2V} le déplacement de zY au temps ¢ et
pN(t), i € {0,...,2Y — 1} la pression au temps ¢ a la sortie i de I'arbre dyadique & N + 1
générations. L’alvéole T étant en connection directe avec la sortie i de I'arbre, p¥ (t) est

aussi la pression dans cette alvéole.

Forces exercées sur la masse SN

Afin d’appliquer la relation fondamentale de la dynamique & chaque masse SY pour
i€ {1,...2Y — 1}, explicitons les forces exercées sur S» pour un i fixé :
* Les forces élastiques dues a la présence des masses voisines.
La force de rappel élastique exercée par lamasse S | sur SN est —ky (ul¥ (t) — ul | (¢)).
De méme, celle exercée par la masse SN, sur SV est —ky (ul (t) — uf(¢)). Ainsi,

I'ensemble des forces élastiques agissant sur S}V est

hv (uii () = 2u (8) +uily (1)) -
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Chapitre 5. Etude mathématique d’un modéle 1D du parenchyme pulmonaire

* Les forces de pression dues a la présence des alvéoles.
De chaque coté de la masse SZ-N, la présence de fluide dans les deux alvéoles Tﬂl et
TN impose des forces de pression de chaque coté valant

=i (1) + pily (1),

x Une force extérieure massique. On note de plus f¥ une force extérieure donnée
appliquée sur S¥.
On peut alors appliquer la relation fondamentale de la dynamique a chaque masse SZ-N
pour un i fixé dans {1,...,2Y — 1}. On obtient ainsi

mviiy (t) = kv (ui () = 267 (8) +uy (1) + (07 (8) = pila () = ma [ (1), (5.1)

Présence de I’arbre dyadique

L’arbre dyadique permet de lier les pressions pfv(t) aux dérivées des déplacements par
I'intermédiaire de la matrice Ay définie par 2.5. En effet, en se rappelant la propriété 2.3,
la pression p¥ (), i € {0,...2Y — 1}, est reli¢e linéairement au flux rentrant & la sortie
par

Z AN (t),

ou ¢} (t) est le flux rentrant a la sortie j au temps t. Tl s’agit alors de remarquer que le
flux rentrant dans I’arbre dyadique a la sortie 5 au temps t est en fait exactement, le fluide
étant supposé incompressible, 'opposé de la dérivée du volume, a savoir

¢ (t) = — (i1 (8) — @}’ (1)) (5.2)

Finalement, les forces de pression exercées sur la masse S sont de la forme
N : - N
—(p; (1) = pz 1 ZAZ 1j— 1 ) ZAzg 1 uj—l(t))

Systéme d’équations différentielles ordinaires

En prenant en compte la présence de I’arbre dyadique qui couple tous les déplacements,
I'équation (5.1) devient, pour i € {1,...,2N — 1} fixe,

mNu () ]{ZN<Z+1()—2UN()+U£V1())+

(ZAz 1,j— 1( ()—u (1) — ZAU 1(. ()—ujv_l(t))> :mez‘N(t)'

(5.3)
Supposant que les deux extrémités du segment |0, 1[ sont fixes, on a

ud (t) = udy (t) =0, vt €[0,T]. (5.4)
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5.1. Modéle 1D du parenchyme pulmonaire

En considérant les conditions initiales suivantes

u (0) = uly et @ (0) =wu)) pour 0 <i <2V, (5.5)

7 i

N
i70‘>0§i§2N’
upy = upn , = 0, les équations (5.3) (5.4) et (5.5) définissent un systéme d’équations

différentielles ordinaires.

avec (u a € {0, 1} fixé satisfaisant les conditions de compatibilité

Remarque 5.1 La présence de l’arbre, en couplant tous les déplacements, induit un effet
de dissipation non-locale.

Propriété 5.2 Soit T > 0. En supposant que (fN),_._,n | € (LQ(O,T))2N_1, il existe
N

V) geicon € (H?(0, T))QNJrl du probleme défini par I’équation (5.3),
les conditions auz bords (5.4) et les conditions initiales (5.5).

une unique solution (u

Démonstration : La démonstration de I'existence et 'unicité pour un systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires est standard. [

Remarque 5.3 L’hypothese d’arbre régulier n’intervient pas ici; tout ce qui vient d’étre
fait se généralise donc aux arbres non régquliers.

5.1.2 Reformulation

Comme cela a été fait dans la section 2.2, le nombre important d’alvéoles justifie un
passage a la limite en faisant tendre le nombre de générations de I'arbre vers I'infini. Une
premiére étape est alors de reformuler ’équation différentielle ordinaire en une équation
aux dérivées partielles. Les différents vecteurs uN, p™N et g vont ainsi étre identifiés a
des fonctions définies sur [0, 1].

On commence par introduire les deux espaces fonctionnels suivants : un espace de fonctions
affines par morceaux sur [0, 1] respectant la subdivision
(CN)o<icon_1, CF =|ihy, (i + 1)hy| et un espace de fonctions constantes par morceaux

1 1
sur la méme subdivision. On note Vi et My ces deux espaces définis comme suit :

Vel v [0,1] — R, v est une fonction continue sur [0, 1],
N1 v est une fonction affine sur CN pour i € {0,...,2Y — 1} et v(0) = v(1) =0

et

M { g :]0,1[— R, u est une fonction constante par morceaux sur |0, 1] }
N = :

qui respecte la subdivision (Cf)g<icon 1

On considére alors les fonctions u?¥ et pV définies par, pour tout ¢ €]0, 77,
uN(t,.) € Vy avec v (t,zN) = ul¥ (t), i € {0,...,2"N}

7 7
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Chapitre 5. Etude mathématique d’un modéle 1D du parenchyme pulmonaire

et
pN(t,.) € My avec pV(t,2Y) =pN(t), i €{0,...,2Y —1}.

En remarquant alors que

ulV(t, xﬁl) —ulV(t, zV)

OuN (t, ) = . =, redy,

2N —1 N (5.6)
OupN(t,z) = > (pN(t, xf\frl) —pN(t, va)) 9~ (z) sur D'(0,1),

i=0 ‘

la premiére impliquant

2N _1

Opeu™ (t, 1) = Z

i=1

uN(t, aNy) = 20N (t ) + WV (¢t 2 )
h

o, (x) sur D'(0, 1),

I'équation différentielle ordinaire (5.3) devient, en sommant sur l’ensemble des indices
ie{l,...,2N -1},

2N -1
my Y., OpuN(t, xN)o .~ (1) — knhnOpu™ (t, 2) + O,p™ (t, x)
i=1 ‘

2N _1

=mn ; fiN(t)‘Sx{.\’(x)-

LLa encore, il faut prendre en compte la présence de I'arbre dyadique. En combinant
'équation (5.2) et I'expression (5.6) de la dérivée de d,u’Y, on obtient pour le flux

g =— (0N (t,z)%,) — o (t,z))) = — / 0,00 (t,y)dy, pour tout 0<i <2V -1
cv
En utilisant alors la propriété 2.25, 'expression de la pression devient

1

P (t,x) = —/KN(:c,y)ayatuN(ty)dy'

0
Ainsi, u" satisfait 'équation aux dérivées partielles suivante pour tout ¢ € [0, T]

2N 1

1
my Y. 8ttuN(t,xf-V)5wlz_v (2) = knhyOpu (t, 2) — 0,0; [ Kn(z,y)0,u™ (t,y)dy
i=1 0

2N 1

=mn ;1 fz‘N(t)(S;cf.V(x)-

(5.7)

Remarque 5.4 La encore, tout ce qui vient d’étre fait se généralise au cas d’arbres non
réquliers, le noyau Ky pouvant toujours étre défini (voir la remarque 2.31).

Il est alors possible, avec cette équation aux dérivées partielles, d’étudier le comportement
de uV quand N tend vers 'infini, c’est-a-dire quand le nombre de générations de I’arbre
dyadique sous-jacent et le nombre d’alvéoles tendent vers I'infini.
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5.1. Modéle 1D du parenchyme pulmonaire

5.1.3 Le modéle limite

On étudie ici le comportement de " quand N tend vers I'infini. Il est montré dans
l'article [11]| que, en faisant des hypothéses standards de régularité sur la force extérieure
et sur les conditions initiales, une hypothése de convergence de I'arbre dyadique sous-
jacent et une derniére hypothese sur la raideur £y des ressorts, la suite (uN)NeN converge
en un certain sens vers la solution faible u de I’équation aux dérivées partielles suivante :

1
paSattu(t7 .T) - ka$$u(ta I) - a:vat / K(I‘, y)ayu(ta y)dy - pan(t7 'T)a (58)
0

ou p est la densité de masse du solide (qui est supposée étre constante) et
k=knhy. (5.9)

On peut remarquer que 'hypothése (5.9) impose que la raideur des ressorts se comporte en
2N soit I'inverse de la longeur de chaque portion. Cette hypothése impose en particulier
a I’énergie mécanique de la chaine de ressorts d’étre bornée. Plus précisément, on a le
résultat suivant :

Théoréme 5.5 On suppose qu’il existe f € L*(0,T;L*(0,1)), up € H(0,1) et u; €
L?(0,1) vérifiant

2N _1
> [N () 1gn(x) = asf dans L*(0,T; L*(0, 1)),
i=1 !

2V 1 (5.10)
; up gy (r) = aguy dans L*(0,1),

udl — ug dans H(0,1).

On suppose de plus que l’équation (5.9) est vérifiée et que 'arbre supposé régulier converge,
T
c’est-a-dire Zf:fzo 2—: converge. Alors la suite (uN)NeN solution de ’équation aux dérivées

partielles (5.7) qui satisfait de plus u™(0,z)) = “% et O™ (0,2)) = ufvl converge quand
N tend vers l'infini au sens suivant :

u™ > u dans L0, T; HY(0,1)),

et

o™ =~ Oy dans L°°(0,T; L*(0,1)),
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avec u unique solution de (5.8) vérifiant u(0) = ug et Qu(0) = uy au sens suivant :

(we Wh(0,T; L2(0, 1) N L=(0,T; H(0,1)),

T 1 T 1
pag//u(t,a:)ﬁttgo(t,x)dxdt+k//@xu(t,x)ﬁigo(t,x)dxdt
00 00

T 11
—///K(x,y)ayu(t,y)@xtgo(t,x)dxdydt
00 0

:paS/T/f(t,x)go(t,x)dxdt—l—pozs/lul(a:)go((),a:)dx
00

0

(5.11)

11
—pas | uo(z)0pp(0, z)dx + //K x,y)0zuo(y)0:p(0, x)dxdy,
0 0

-

Remarque 5.6 On peut remarquer que les deuz premiers termes de [’équation (5.8) cor-
respondent en fait a I’équation des ondes provenant d’un systéme masse-ressort classique.
Le troisiéme terme est un terme de viscosité non-locale. Sa présence s’explique par celle
de ’arbre dyadique qui couple toutes les sorties.

o
oY~

| Vi € D([0, T[x]0

Démonstration : Nous n’entrerons pas ici dans les détails de la démonstration pour
lesquels on renvoie a 'article [11]. Nous n’indiquerons que les grandes étapes. La premiére
étape est d’obtenir des estimations d’énergie sur (uN) ven €f (8tuN)N€N afin de pouvoir en
extraire des sous-suites qui convergent faiblement. Plus précisément, sous les hypothéses
(5.9) et (5.10), on vérifie que les suites (u™) yen et (O;u”) yen sont bornées respectivement
dans L>(0,T; Hg(0,1)) et L>(0,T; L*(0,1)). Pour cela, on multiplie I'équation (5.7) par
OwuN(t,x) et en intégrant par parties sur |0, 1, on obtient

2N—1

2 % Z l0ul (t, 2N)|? + thN Hau (7-)\@2(1)

2N

//KN z,1)0,0,u™ (t, x)0, o’y (t,y)dzdy = my Z f 8tu (t,z; M.

=1

En utilisant alors fol fol Kn(x,y)0,0u (t, 2)0,0u™ (t,y)dxdy > 0, 'inégalité de Young
dans le second membre et le lemme de Gronwall, on obtient

Z |0 (2, 1))? + /hoNHa u (1 7‘)”%2(1)

m my
N A Z‘ N2y thNHa u0||L2(01)+/7 Z s)?ds | ,

=1
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avec ul € Vy vérifiant u{'(2)Y) = u)Y,. En utilisant alors les hypotheses (5.9) et (5.10),
on obtient les estimations d’énergie voulues (voir l'article [11| pour plus de détails). De
ces estimations, on déduit, quitte a passer a une sous-suite encore notée vV, 'existence
de uw € WH(0,T; L*(0,1)) N L>(0,T; H}(0,1)) vérifiant

u™ =~ dans L>®(0,T; H}(0, 1)),

et
o = du dans L>(0,T; L*(0,1)).

La deuxiéme étape de cette démonstration consiste a passer a la limite quand N tend
vers +o0o pour prouver que u vérifie la formulation faible (5.11). Soit alors ¢ € H}(0,1)
et ¢ € D([0,T). On multiplie alors (5.7) par ¢(z)W¥(t), on intégre en temps et en espace
et en intégrant par parties, on obtient, en remarquant que my = paghy,

TN T 1
paShN/ Z u (t, N (M) (t)dt + k / / O™ (t, 2)0pp(2)0(t)ddt
o =t 0 0

T 1 1
_ / / (2, )0, (1, 1) Dpsp() (8 dalyat
0O 0 O
9N _1
= pashy / Z FY (@ )b(t)dt + pashy Y ulip(@ )ib(0)
1=1

ON 1 11
—pashy > ulp@)00) + [ [ Kivlo.)0yu ()00 0)dady.
=1 00

1l s’agit alors d’étudier la convergence de chaque terme séparément. Les hypothéses (5.9)
et (5.10) permettent d’assurer la convergence de chaque terme vers son homologue dans
(5.11). La derniére étape de cette démonstration est de vérifier I'unicité. La démonstration
utilise les mémes arguments que pour I’équation des ondes (voir [16]).

Remarque 5.7 Dans le cas d’un arbre non régulier, si les hypotheéses (2.12) et (2.13) de
la remarque 2.31 sont vérifiées, le résultat ci-dessus se généralise.

5.2 Existence et unicité par le théoréme de Hille-Yosida
Dans la section précédente, nous avons construit un modéle limite 4 une dimension
caractérisant le mouvement du parenchyme pulmonaire lorsqu’on prend en compte a la fois

I’élasticité de ce dernier et la présence d’'un arbre résistif modélisant les voies aériennes.
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Chapitre 5. Etude mathématique d’un modéle 1D du parenchyme pulmonaire

Nous avons démontré que, sous des hypothéses de régularité faibles sur les conditions
initiales et la force extérieure, il existe une unique solution faible u au probléme

pasOyu — kO u — 0, RO, 0pu = pagf.

Quitte a prendre des conditions initiales plus réguliéres, nous cherchons ici a obtenir des
solutions classiques au méme probléme et, par la-méme, des estimations d’énergie fortes
utiles par la suite. Ainsi nous utiliserons tout au long de cette section la théorie de Hille-
Yosida (voir [31]).

5.2.1 Existence et unicité
Equation homogéne

On commence par s’intéresser au cas ou le parenchyme n’est soumis a aucune force
extérieure. L’équation étudiée devient, en posant ¢ = \/k/pag et b = pasg,

1
Ot — 20yt — gaﬂ%&ﬁtu =0 sur |0, +oo[X1,
u(0) =wup sur I,

Owu(0) =uy sur I.

Quitte a faire le changement de fonction a(x,t) = u(x,ct), on peut se ramener au cas
d’une vitesse de propagation unitaire, a savoir a 1’équation

Optt — Oyt — O, RO 0w =0 sur |0, +o00[x1,
u(0) =up sur I, (5.12)
Oyu(0) = uy sur I,
avec 3 = ¢/b > 0. Le caractére bien posé de (5.12) découle directement de la théorie
de Hille-Yosida dont nous rappelons le théoréme principal (voir [31]). Ce théoréme fait
intervenir dans ses hypothéses la notion d’opérateur maximal monotone dont la définition

est

Définition 5.8 Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) C H — H un opérateur
non-borné. On dit que A est monotone si

(Av,v); >0 Yv e D(A).
A est maximal monotone si de plus
Vf e H, Jue D(A) tel que u+ Au = f.
Enongons alors le théoréme de Hille-Yosida.
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Théoréme 5.9 Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H.
Alors pour tout ug € D(A), il existe une fonction

u € C*([0, +ool; H) N C([0, +oo[; D(A))

unique telle que

d
d—z +Au=0 sur [0, +o0]

u(0) = wuo.
De plus, on a

du

—(t)

—(®| = 1Au(®)la < [Augli ¥t > 0.

H

()]s < [uolu et

On peut alors appliquer ce théoréme a notre cas particulier.

Théoréme 5.10 Soit D(A) = {(u,v) € H}(I) x Hi(I), Oppu + SO, RIv € L*(I)} avec
R € L(L*(I)) opérateur monotone (voir le théoréme 2.30 et la propriété 2.52).
Si (ug,uy) € D(A), alors il existe une fonction u unique solution de (5.12) vérifiant

(u, Oyu) € C*([0, 4+oc[, Hy(I) x L*(I)) N C([0, +o0[, D(A)).
De plus, pour tout t > 0,

|u(t) ?{3([) + Hatu(t)H%?(I) < |u0|?{3(1) + Hu1||i2([)7

(5.13)
‘atu(t) ?{é([) + Hattu(t)H%?(I) < |u1|?{5([) + Hamuo + 6a:vRawu1||%2(I)'

Démonstration : Pour appliquer le théoréme de Hille-Yosida, écrivons la premiére équa-
tion de (5.12) sous la forme d’un systéme du premier ordre : en posant U = (u, v), on
obtient le systéme suivant

au 0 —1d
o + AU =0 avec A = ( 0., —30,R0, ) . (5.14)

Nous allons appliquer le théoréme de Hille-Yosida a I’équation (5.14). Pour cela il suffit de

démontrer que A est maximal monotone. On se place pour cela dans I’espace de Hilbert
H = Hi(I) x L*(I) muni du produit scalaire usuel

(Ul,UQ)H = /8$u18$u2dx+/vlvgdx,
I 1

avec Uy =" (uy,v;1) et Uy = (ug, v2). On considére alors 'opérateur non borné A : D(A) C
H — H défini par (5.14) avec

D(A) = {(u,v) € Hy(I) x Hy(I), Opyu+ BO,RIv € L*(1)}.
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Commengons par vérifier que A est monotone. Soit U = (u,v) € D(A). En remarquant
que w = d,u + fRIv € H'(I) en combinant la définition de D(A) et R € L(L*(I)), la
formule de Green permet d’obtenir

(AU, U)y = - }f O udpvdr — (Opgu + SO RO, V) 1y
= — [O,udyvdr + [ Dyud,vdx + (RO, OpV)o(py CAT U E H}(I)
T T

— /8 (R&BU, a$/U)L2(I) .

R étant monotone (voir la propriété 2.32 ), A I’est aussi. Il reste alors a vérifier que A est
maximal. Pour cela, on fixe F ="' (f, g) € H et on cherche U =" (u,v) € D(A) vérifiant
U+ AU = F, a savoir,

u—v = f
v — Oppt — O, RO, v = g.

On commence par construire v en remarquant que v vérifie, au sens des distributions,

On cherche a appliquer le théoréme de Lax-Milgram (voir par exemple [31]). Pour cela,
on se place dans I'espace de Hilbert H}(I) et on considére les formes linéaire et bilinéaire
suivantes :

L : H}(I) — R
w  — L(w) :/gwdx—/agcfagcwdx,
I

T
et B: Hy(I) x H)(I) — R définie par

B(v,w) = /vwdatjt/@xv@xwdxjtﬂ/R@xvaxwdx.
T

I I
B est coercive car, en utilisant la monotonie de R, on obtient,
B(w,w) = HwH?{l(I) + B (RO w, aa:w)L2(I)
> lwlffn -

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, celle de Poincaré dont on note la constante C'
et la continuité de 'opérateur R (voir le théoréme 2.30), on obtient la continuité de B :

|B(v,w)| < |(v,w)r2n)| + |(v,0) gy n| + BI(ROv, Opw) 12|
< (C*+ 1)|U‘H3(I)‘w|H3(I) + BRI cz21y) |U‘Hé(1)‘w|H3(I)'

La continuité de L étant évidente en appliquant I'inégalité de Poincaré, le théoréeme de
Lax-Milgram s’applique et on obtient 1’existence d’un unique v élément de Hg(I) unique
tel que

Vw € Hy(I), B(v,w) = L(w).
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Ainsi v vérifie au sens des distributions
UV — Oy — B0 RO = g+ Opo f- (5.15)

On pose alors u = f + v. La fonction v ainsi définie appartient a H}([) car
(v, f) € (H{(I)). En combinant la définition de u et 'équation (5.15), u vérifie au sens
des distributions

Opatt + O, RO v =0 — g.

Mais v — g € L*(I) donc I'égalité est une égalité presque partout. Finalement

U ="(u,v) € D(A) et vérifie bien U + AU = F, d’ou la surjectivité de Id + A. Donc A
est maximal monotone et on peut appliquer le théoréme de Hille-Yosida a cet opérateur.
En posant Uy =" (ug, uy) € D(A), il existe donc une unique solution au probléme

d
d—(t]+AU:0 sur [0, +o0[
U(0) = Uy,

avec

U € C1([0, +oof; H) N C([0, +00]; D(A)).

Ce qui achéve la démonstration. [

Remarque 5.11 Le théoréme de Hille-Yosida permet de montrer que (u(t), dyu(t)),>, est
borné dans D(A) par ||(uo, u1)||pay pour la norme de graphe suivante
Ity = Nl gy + 10130y + [9rets + BORO

Remarque 5.12 Comme nous allons nous intéresser par la suite a l’approrimation de R
par Ry, pour un N € N fixé, on peut remarquer que ce qui vient d’étre fait ici s applique
a Ry. En effet, en remarquant que lopérateur Ry € L(L*(I)) défini par la propriété
2.25 est lui aussi un opérateur monotone (voir la remarque 2.33), la démonstration du
théoreme de Hille-Yosida s’applique au cas ot Ry remplace R. En particulier, en notant
Dy (A) = {(u,v) € Hy(I) x H}(I), Opuu+ BORNIv € L*(I)} le domaine de l'opérateur

0 —1Id
_amc _ﬁaxRNax ’

on a le résultat suivant : si (ug,u;) € Dy(A), alors il existe une fonction ux unique

solution de
Optt — Opzt — BORNOOu = 0 sur |0, +o00[x ]

uw(0) =ug surl (5.16)
Owu(0) =uy  sur I,
vérifiant

(un, Dyuy) € CH[0, +ool, HL(I) x LA(I)) N C([0, +00[, Dn(A)).
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De plus, pour tout t > 0,
e (1) 2y gy + 8uty ()21 < faolZy iy + N s

(5.17)
‘atuN(t) ?{3([) + HattuN(t)H%g(I) S |u1‘§{é(1) + H&muo + ﬁa$RNa$U1H%2(I)

Remarque 5.13 Le théoreme de Hille-Yosida permet d’obtenir le résultat suivant dans
le cas on les conditions initiales n’appartiennent pas au domaine de l’opérateur.
Si (ug,uy) € H, H= H}(I)xL*(I), alors il existe un unique U ="' (u, dyu) € C([0, +oo|, H)
tel que, pour tout p € C}(]0, +o00[, R),

+oo

. / S(OU(H)dt € D(A)

*/:+o° (U dt+A(/+OO dt) 0.

On retrouve le méme résultat qu’au théoréme 5.5 dans le cas ou la force extérieure est
nulle.

D’apres la théorie des semi-groupes, il existe une correspondance bijective entre les opé-
rateurs maximaux monotones et les semi-groupes continus de contractions. Le théoréme
5.10 permet ainsi de définir pour tout £ > 0, le semi-groupe continu de contraction associé
a A comme suit.

Definition 5.1 Soit H = Hj(I)x L*(I). On définit le semi-groupe continu de contraction
associé a A par

Vi >0, S(t): (ug,ur) € H— (u(t),du(t)) € H.

Equation non homogéne

On considére maintenant le cas ol une force extérieure est appliquée au parenchyme.
La encore, A étant maximal monotone, la théorie de Hille-Yosida permet d’obtenir direc-
tement le résultat suivant.

Théoréme 5.14 Si (ug,u;) € D(A) et f € CY0,T; L*(1)), alors il existe une fonction u
unique solution de

@tu — II’LL ﬂ@ RO, @u = f sur ]0, T] x I
uw(0) =ug surl
Ou(0) = uy  sur 1,

avec

(u, Oyu) € CH(0,T; H)NC(0,T; D(A)).
De plus, (u, Owu) est donné par la formule, pour tout t € [0,T],

(u(t), dpu(t)) = S(t)(uo, u1) + /S(t — s)F(s)ds,

avec (S(t)),o semi-groupe défini par la définition 5.1 et F'= (0, f).
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Démonstration : Le systéme de premier ordre associé a cette équation non homogéne
se met cette fois-ci sous la forme

%—i—AU:F, avech(?).

A étant un opérateur maximal monotone, il suffit d’appliquer le théoréme de Hille-Yosida
pour les équations non homogénes. []

Remarque 5.15 La encore, le théoréeme de Hille-Yosida permet de gérer le cas de condi-
tions initiales moins réguliéres. Plus précisément, si (ug,u;) € H n’appartiennent pas au
domaine D(A) de l'opérateur, on retrouve le résultat du théoreme 5.5.

5.2.2 Caractérisation de D(A)

On a dia, pour obtenir des solutions classiques, faire intervenir I’ensemble D(A) et
donner ses propriétés remarquables. On cherche ici a identifier au mieux cet ensemble.
On commence par définir les fonctions P; par morceaux aux échelles dyadiques qui vont
constituer une base de H}(I) et qui sont les primitives de la base de Haar de L?(I).

Définition 5.16 Pour tout n € N et tout k € {0,...,2" — 1}, Ty est l'unique primitive
de U, qui s’annule en 0 (voir la figure 5.3), ainsi

x

Vi € [0.1], Tusla) = / Ui (y)dy, To € HI(I).

0

De méme, Ty est l'unique primitive de Vo qui s’annule en 0, a savoir To(x) = x pour tout
z € [0,1].
Théoréme 5.17 L’ensemble D(A) s’identifie a

D(A) = {(u,v) € Hy(I) x Hy(I),
E|U1 - HQ([) N H&(I), El(vnk)neN,ke{O,...,Z”fl} € €2(N),

+o0 2" —1 +o0 2" —1
u=u —f Z Z PrUnk Ty et v = Z Z Unke I
n=0 k=0 n=0 k=0
o o ‘ L
avec p, = Y, 5 valeurs propres de l'opérateur R (voir la propriété 2.35).
l=n+1

Remarque 5.18 La famille (T, (Tok)nenkefo,...on—13) n'est pas L?-orthogonale. Pour au-

tant, comme on le démontre ci-dessous grice a l'inéqgalité de Poincaré et a la décroissance
2 N

des valeurs propres de R, (/Unk)neN’ke{O’m,Qn_l} € (*(N) suffit 4 assurer la convergence des

séries an Unie Tose €1 an Pk Tor dans L*(I).
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)
2%
)
0 * KT T
2n on
2
—9% |
0 k k41 T
o 2
Fi1Gc. 5.2 Graphe de la fonc- Fi1G. 5.3 Graphe de la fonction T},;.
tion \Ijnk

Démonstration : Soit d’abord (u,v) € D(A). En se rappelant la définition de D(A)
donnée dans le théoréme 5.10, v € H}(I). Ainsi 9,v € L*(I) est & moyenne nulle et il
existe (Unk)nenkeqo,..2n—13 € £2(N) tel que

+oo0 2™"—1

&Bv = Z Z Unk‘ljnk'

n=0 k=0

N 2t :
En posant gy = > 0> 1o UnkWnk, la convergence de la suite (gn)nyen vers 0,v dans
2n—1

L3(I) assure, grace a 'inégalité de Poincaré, celle de (py) yen défini par py = ij:o Y o UnkInk

vers v dans Hg(I) et donc
+oo0 271

v = Z Z Unank‘

n=0 k=0

Il reste alors a exprimer u. D’aprés la définition de D(A) donnée au théoréme 5.10, il
existe g € L*(I) tel que
Orztt + BOL ROV = g. (5.18)

On cherche alors a écrire tous les termes de (5.18) sous forme d’un Laplacien. On note
uy € H*(I) N Hg(I) la solution de 0,,u; = g. On cherche alors une fonction uy € Hy (1)
vérifiant au sens des distributions 0,,us = —B0,RI,v, a savoir J,us = —(RO,v dans
L*(I). En se rappelant les propriétés spectrales de R (voir la propriété 2.35), Rd,v se met

sous la forme
400 271

'R&BU = Z Z annkank

n=0 k=0
Cette série est bien définie car (vng)nenrefo,. 271} € 2(N) et (pn)nen est bornée par

on_1 L , .
Ao. On pose alors us = —f3 Z:Z% veo PnUnkTni. Vérifions quune telle série converge

bien dans H}(I) ce qui va étre assuré car (p,)nen est bornée par \g. Comme la famille
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(Tak )nenkefo,..,.2n—13 n'est pas orthonormée, on utilise I'inégalité de Poincaré qui donne,
pour tout couple (p,q) € N? (on suppose par exemple p < q),

2 —1 2" —1 2" —1
H Z Z pnvnank - Z Z annankHB(I S CPH Z Z pnvnk‘llnkHL?
n=0 k=0 n=0 k=0 n=p+1 k=0
2" —1 %
< G % )
n=p+1 k=0

En se souvenant que (p,vn) € (*(N), la suite (uy)yen définie par
uy = —0 Zf:[:o St puvnr T est une suite de Cauchy de H{(I). Elle est donc conver-
gente et on peut poser

+oo 2" —1

Uy = —ﬂz Z pnvnank € H3(1>

n=0 k=0

La suite (O,un)nen converge alors dans L*(I) a la fois vers d,us et vers —3R0I,v. Ainsi,
Oyus = —(RO,v et elle vérifie bien au sens des distributions

Opatiz = — B0, RO,v. (5.19)

En combinant alors (5.18) (5.19) et la construction de u;, on montre que la fonction
w=u—u; —uy € H}(I) est harmonique donc nulle. Ainsi, I'espace D défini par

D = {(u,v) € Hy(I) x Hy(I),
E|U1 - HQ([) N H&(I), El(vnk)neN,ke{O,...,Z"fl} € €2(N)

+o0 2"—1 +oo 2" —1
u=ur— 0By > pklpretv=> > Unank}
n=0 k=0 n=0 k=0

a bien un sens et D(A) C D. L’inclusion inverse se montre en vérifiant que l'on peut
effectuer le raisonnement “a 'envers”. Soit (u,v) € D. En particulier, il existe

(Unk )nen, kse{O Lon_ 1} E (*(N) tel que v = +°° i 61 Ui €t on note

Uy = —BZ k 0 PRI TIG o (ils ont b1en un sens d’aprés ce qui précéde). 1 est facile
de vérifier que ug € H(I) vérifie au sens des distributions

Opatlty = —30, ROv.
Comme u = uy + us, le couple (u, v) vérifie
Opatt + BO, ROV = Oppuy € L*(I),

ce qui achéve la démonstration. [
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Remarque 5.19 La encore, un raisonnement analogue en utilisant les propriétés spec-
trales de Ry (voir la remarque 2.36), raisonnement qui est méme simplifié car une des
sommes est finie, permet de montrer que

Dn(A) = {(u,v) € Hy(I) x Hy(I),
Elul c HZ(I) N H&(I), EI(Unk)nGN,kE{O,...,Z"fl} - EQ(N)

N 2"—1 N +o0 2™ —1
u:m—ﬁz Z P Onk Lk etl):z Z Unank}‘
n=0 k=0 n=0 k=0

On donne maintenant quelques propriétés de cet ensemble D(A).

Propriété 5.20 D(A) est dense dans H = H}(I) x L*(I). D(A) muni de la norme de
graphe s’injecte de facon compacte dans H.

Démonstration : La densité de D(A) dans H est une conséquence du caractére maximal
monotone de A (voir [31]). Pour démontrer la compacité de D(A) dans H, on considére
une suite (u,, v, )neny bornée dans D(A) pour la norme de graphe sur D(A)

1ot 0) By = gy + Nl + 19ect + BeRO0Iagr

Démontrons alors que cela assure 'existence d’une sous-suite convergente pour la norme
usuelle de H. D’apreés la définition de la norme de graphe, la suite (v,),en est bornée
dans H'(I), d’ou sa convergence dans L?(I) quitte & passer & une sous-suite encore notée
(Un)nen- 11 reste alors a vérifier qu’on peut extraire une sous-suite de la suite (u,)nen
convergente fortement dans Hg (7). La suite (v,,),ey étant bornée dans H'(T) par définition
de la norme de graphe, la suite (9,v,)neny est bornée dans L?(I). Comme l'opérateur
R € L(L?*(I)) est compact au sens de la norme des opérateurs, I'ensemble { R, v,,, n € N}
est relativement compact dans L*(I). Donc {9,Rd,v,, n € N} est relativement compact
dans H~'(I). De plus, toujours d’aprés la définition de la norme de graphe, la suite
(Opotln + 0, RO, )nen est bornée dans L*(I) et ainsi 'ensemble {0,,u, + 0, RI,v,, n €
N} est relativement compact dans H'(I). Ceci assure ainsi que {0,,u,, n € N} est
relativement compact dans H~*(I). Comme, pour tout n € N : u,, € H}(I), d,u,, € L*(I)
est & moyenne nulle et ainsi il existe une constante C' > 0 telle que :

Vn € N, HﬁxunHy(I) S CHamg’LLnHHfl(])

Ainsi I'ensemble {u,, n € N} est relativement compact dans HJ(I). D’ou Dexistence
d’une sous-suite qui converge fortement dans Hj(I). Ce qui achéve la démonstration de
la proposition. []

5.3 Vitesse de convergence

L’étude numérique du modeéle 1D du parenchyme passe par ’approximation de 1'opé-
rateur & noyau R qui couple tous les degrés de liberté. On I'approche par 'opérateur Ry

134



5.3. Vitesse de convergence

******************

F1G. 5.4 — Erreur commise entre un arbre fini et infini.

qui correspond a 'opérateur associé a I'arbre fini sous-jacent a N 4 1 générations (voir la
propriété 2.25). On cherche donc ici a estimer I'erreur commise lorsque 1'on remplace un
arbre infini par I’arbre fini sous-jacent & N + 1 générations. On se placera pour cela dans
le cadre d’arbres géométriques de loi r, = roa™. D’aprés la section précédente, il s’agit
d’estimer l'erreur u — uy dans les normes adaptées. La figure 5.4 donne l'intuition que
I’on peut avoir du résultat. En effet, on ne peut pas espérer obtenir une erreur plus petite
que (a/2)N qui correspond a la résistance équivalente des 2V sous-arbres infinis non pris
en compte dans le cadre de 'arbre géométrique fini & N 4+ 1 générations. Le théoréme
suivant valide cette intuition. Afin de simplifier les notations et sans perte de généralité,
nous supposons dans tout ce qui suit 7 = 1.

Théoréme 5.21 On suppose que T et Ty sont des arbres géométriques respectivement
infinis et & N + 1 générations de loi r, = roa” avec 0 < o < 2. Soit (ug,uy) € D(A) et u
la solution de
Optt — Opzt — O, RO Ou = 0 sur 0, +o00[x [
uw(0) =ug surl (5.20)
Owu(0) =uy  sur I,

donnée par le théoréme 5.10. On définit les conditions initiales (ul’,ud) par

N N ool

uy = uz— 3 D> PpUnkInk
n=0 k=0

N _

Uy = U,
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avec uy € H*(I) N Hy(I) et (Unk)enpeqo.. an 1y € C(N) définis pour (ug, ur) € D(A) par
le théoréeme 5.17. Soit alors uy solution de
Opun — Opginy — O, RNOOuny =0 sur ]O, —|—OO[XI
un(0) = ud surl (5.21)
Oun(0) = ud¥ sur I,

donnée par la remarque 5.12. 1l existe alors une constante M > 0, indépendente de N,
telle que, pour tout T' > 0, on ait

vt € [0, 7], 10a(u —un) (Ol Z2(r) + 10w — un) (O I721) < M(%)QN(T +1). (5:22)

Remarque 5.22 Pour T > 0 fizé, (un, Oyun)nen tend vers (u,Opu) dans
L>(0,T; HY(I) x L*(I)) (on rappelle que 0 < o < 2). Par contre quand T tend vers
Uinfini, le controle (5.22) de la vitesse de convergence explose.

Remarque 5.23 Le résultat se généralise avec un terme de forcage f € C1(0,T; L*(I)),
la démonstration du théoréeme 5.21 ne faisant intervenir que la différence u — uy.

Démonstration : En utilisant la remarque 5.19, (ul’,ul) € Dy(A) et ainsi les deux

solutions u et uy sont bien définies. Posons alors
YVt >0, en(t) = u(t) — un(t).

On fixe ¢ > 0. Dans le but de simplifier les notations, on omettra le plus souvent cette
dépendance en t. En combinant alors (5.20) et (5.21), ey vérifie au sens des distributions
I’équation

8tt6N - ameN - &CR@wﬁteN = 896(73 — RN)&C&UN.

La formulation variationnelle associée, en combinant la régularité des solutions obtenue
par le théoréme 5.10 et la remarque 5.12 et (R, Ry) € L(L?*(I))?, donnent, pour tout
p € Hy(I),

(Ouen, @)LQ(I) + (Ozen, aa:@),;z([) + (RO, 0ren, aa:@),;z([) = —((R — Rn)0:0un, a:v@)p([) :

En prenant alors ¢ = diey € Hg(I) (voir le théoréme 5.10 et la remarque 5.12) et en

notant classiquement F(ey) = 3 <||8$6N||%2(1) + H@@v“%an); on trouve

d
£(E(€N)) + (Rag;atej\[, (%@eN)Lg(I) = — ((R - RN)a$atUN, 3xateN)L2(I) . (523)
En appliquant alors la propriété 2.50 pour le produit scalaire (R@xateN,ﬁxateN)LQ(I)
1 1
(0,0:en est & moyenne nulle car dyeny € Hy(I)), on obtient, pour s = ) + %,
n
d
%(E(GN)) -+ H@xﬁtem ?45(1) = (—(R — RN)axﬁtuN, 8xat6N)L2(I) . (524)
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Majorons alors le terme de droite. En utilisant la dualité dans A*(I) et I'inégalité de
Young, on obtient, pour tout v > 0,

| (R — Rn)0:0un, 3xat€N)Lz(I) | < [[(R—RnN)0:0un|| a-
< —||(R RN )Ox 3tUNHA N+ —||(9 (9t6N!

As(D)-
Remarque 5.24 Classiquement, on aurait pu penser & utiliser la majoration L? suivante

ol 1
| (R — Rn)0n0run, Ou0en) p2py | < §H(R — R)DuOyun|| T2y + ﬂ”azat@NHim)

Afin de contréler le terme |0, 8teNHL2 par un terme & gauche de l'inégalité (5.23),
lopérateur R doit vérifier la propriété de coercivité suivante

(ROxv, 02v) 121y = cllvll 22y

pour tout v € Hy(I). Or, comme nous le verrons dans le théoréme 5.32, une telle propriété
n’est vraie que pour 1 < a < 2. La démonstration utilisée ici permet d’estimer [’erreur
commise pour tout « dans |0, 2.

1

En utilisant I'inégalité ci-dessus dans (5.24) pour un ~ vérifiant 1 — o > 0 et en notant
Y

0 cette constante strictement positive, on trouve

d
dt

Calculons précisément le terme de droite. 9,0;ux appartient & L*(I) et cette fonction est
a moyenne nulle car Jyuy € Hy(I), donc il existe (Un),enpefo, on1y € €7(N) vérifiant

—(E(ew)) +010:0;e x|

As(I) _||(R RN )Os atuNHA s(I)- (5.25)

2" —1

R AT S YT N

neN k=0

En se rappelant les propriétés spectrales de R et de Ry (voir la propriété 2.35 et la
remarque 2.36), on obtient 'expression suivante

N 271 +oo 27-1
(R — Rn)0:0pun = Z Z — ) Y Vo + Z Z Pk W
n=0 k=0 n=N+1 k=0

En remarquant alors que, pour tout n € N, p, — p = pyy, on obtient, en utilisant
I'injection continue de L*(I) dans A~%(I), s > 0,

2" —1 +oo 27—-1
(R = Rn)0x0¢unl| a1y < praall Z Do wawVarllzay + 1Y Dtk Vakllzay
n=0 k=0 n=N+1 k=0

L’orthonormalité de la base de Haar et la décroissance des valeurs propres de R donnent

(R = Rn)OuOrtin || a=s(r) < P+ (ZZuik) (Z Zu) . (5.26)

n=0 k=0 n=N+1 k=0
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Ainsi, on obtient,
(R = Rn)0:0sun||a-s(1) < 2pN+1|0x0cun || 21

En utilisant la remarque 5.12, on trouve, pour tout ¢ > 0,

l

10 Butn (|22 < (u Bygery + 1950 + 0ROl )
En se rappelant alors que u} = u; et que dpull + 0, Rn0,ul = O,,us, on obtient

(R = Rn)0:0iun]| a1y < 2Mpn 1

NI

avec M = (]ul@é(l) + HﬁmuQH%Q(I)) . En combinant alors (5.25), I'inégalité ci-dessus et

I'expression de py 1 dans le cas d’un arbre géométrique (voir le corollaire 2.44), on obtient

d o
@(E(GN)) < 0(5) ;
avec C' = yM?*\3a*/8. D'on,

E(en)(t) — B(en)(0) < 0(%)2%, vt > 0. (5.27)

1l s’agit alors d’é¢tudier E(ey)(0). En remarquant que ud = u; assure d;en(0) = 0,

B(ex)(0) = glen(0) g

N 271 oo 27-1
Jzen(0 (Z Z AT Z Z ﬂnvnk‘l’nk> .

n=0 k=0 n=N+1 k=0

En refaisant alors le méme type de calculs qu’au (5.26), on obtient

ex(O)lag < O () el

avec C" = X\ga?/2. Ainsi, en combinant cette inégalité avec (5.27), il existe une constante
notée C' > 0 telle que, pour tout ¢ > 0,

E(en)(t) < C (%)w (t+1).

Ce qui donne le résultat voulu en prenant t <7'. [

Remarque 5.25 Pour obtenir une estimation d’erreur, on a besoin des estimations d’ener-

gie (5.13). Ainsi, ce résultat ne se généralise pas au cas de solutions faibles avec (ug, uy) =
N N

(ug,uy') € H.
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L’étude numérique de 1'équation (5.20) passe par sa discrétisation. Celle-ci peut se faire
selon deux échelles de discrétisation différentes : une premiére échelle pour ’approximation
de l'opérateur a noyau R par Ry opérateur défini sur I'arbre fini & N + 1 générations. Le
deuxiéme niveau de discrétisation correspond au choix d’un pas de discrétisation en espace
si 'on pense, par exemple, a une discrétisation type éléments finis ou différences finies.
Si 'on choisit un pas de discrétisation en espace h de type dyadique, plus précisément,
h = 27" T'estimation d’erreur (5.22) indique le n limite & partir duquel il n’est plus utile
de raffiner la discrétisation en espace. La limite au-dela de laquelle il n’est plus besoin de

raffiner est atteinte en
In o

o))

Ainsi, plus a < 1 est petit, plus il est intéressant de raffiner en espace. A I'inverse, pour
a > 1, plus il se rapproche de 2, plus un raffinement fin est inutile.

n= FE[N(1

5.4 Décroissance de I’énergie vers 0

La présence de I'arbre résistif qui couple toutes les sorties fait apparaitre un terme de
dissipation non locale —0,R0,0;u. Afin de mieux comprendre le réle qu’il joue dans la
dissipation d’énergie, on étudie, dans les deux prochaines sections, le comportement en
temps long de la solution u du probléme (5.20) modélisant le mouvement du parenchyme
lorsqu’aucune force extérieure n’est appliquée. On se place pour cela dans le cadre d’un
arbre régulier infini. On vérifie ici que I’énergie d'un tel systéme décroit vers 0 quand ¢ tend
vers I'infini. La prochaine section permettra, dans certains cas particuliers, de montrer que
cette décroissance est exponentielle.

La encore, on supposera dans un souci de simplification des notations, que g = 1.

Théoréme 5.26 Soit (ug,u1) € D(A). Soit u l'unique solution définie par le théoreme

5.10 de
Optt — Oyt — 0, RO Oyu =0 dans |0, +o0[x ]

u(0) =ug surl (5.28)
Ou(0) =uy  sur 1.

Alors Uénergie E(u), définie par

B(w)(t) = 500 By + 10(0) Fagr), V20, (5.29)

est décroissante et tend vers () quand t tend vers +o0.

Nous allons utiliser, pour montrer ce théoréme, le principe d’invariance de LaSalle (voir
[50]). Ce principe démontre que, sous certaines hypothéses, ’ensemble des points d’équi-
libre d'un systéme dynamique attire toutes les trajectoires. Le semi-groupe continu de
contraction {S(¢)};>¢ associé¢ & A (voir la définition 5.1) est un systéme dynamique sur
Z =D(A) C H, H = H)I) x L*(I), muni de la norme usuelle sur H. On définit les

points d’équilibre d'un systéme dynamique par
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Définition 5.27 Soit (Z,d) un espace métrique complet et {S(t)}>0 un systéme dyna-
mique. Un élément z € Z est dit point d’équilibre de {S(t)}i>0 st

Vit >0, S(t)z = z.
On notera £ ’ensemble des points d’équilibre.

LL.a notion de fonction de Liapunov stricte doit aussi étre définie.

Définition 5.28 Une fonction E € C(Z,R) est dite fonction de Liapunov pour {S(t)}+>0
s1on a

E(S(t)z) < E(z), Yz € Z, ¥t > 0.

Une fonction de Liapunov E pour {S(t)}>¢ est dite fonction de Liapunov stricte si la
condition suivante est vérifiée : si z € Z est tel que E(S(t)z) = E(z) pour tout t > 0,
alors z est un point d’équilibre de {S(t)}+>0.

On cherche alors a appliquer le théoréme suivant (voir [50]).

Théoréme 5.29 Soit E une fonction de Liapunov stricte pour {S(t)}i>o et soit € 'en-
semble des points d’équilibre de {S(t)}i>0. Si € est réduit au singleton 0 et que toute
condition initiale (ug, u1) € D(A) vérifie J,-o{S(t)(uo, u1)} est relativement compact dans
D(A), alors l’énergie du systéeme associé tend vers zéro quand t tend vers +oo.

On peut alors démontrer le théoréme 5.26.
Démonstration : Etape une : Point d’équilibre du systéme dynamique.
Soit (ug,uy) € €. D’aprés la définition des points d’équilibre d’un systéme dynamique,
(ug, uy) verifie
Vit >0, S(t)(uo, ur) = (ug,uy).

{S(t)}+>0 étant le semi-groupe continu de contraction associé a A, on a
Vit >0, (u,0u)(t) = (ug, uq), (5.30)

avec (u, dyu) défini par le théoréme 5.10. En posant alors U = (u, dyu), U vérifie

vt >0, AU(t)z(S) avecAz(?a :ngﬁ )

On obtient alors

Uy, U1) € & =
o Opztt = 0.

Or u € H{(I) donc u = 0. En réinjectant dans (5.30), le seul point d’équilibre est bien

{(0,0)}.
Etape deux : Définition d’une fonction de Liapunov stricte.
On pose

1
V(u,v) € D(A), B(u,v) =5 (lully + 1ol ) -
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Vérifions que E est une fonction de Liapunov stricte pour {S(¢)}i>0. Il est clair que
E € C(D(A),R). Soit (ug,u;) € D(A) et t > 0 fixés. La formulation variationnelle
associée a I’équation

Oyt — Opptt — 0, ROOu = 0,
en prenant la fonction test admissible dyu(t) € H}(I) (voir le théoréme 5.10) donne,
classiquement,

dE
dt
En se rappelant que R est un opérateur monotone (voir la propriété 2.32), E est une

fonction de Liapunov. Démontrons maintenant que £ est une fonction de Liapunov stricte.
Soit (ug, uy) € D(A) satisfaisant

(S(t) (Uo, ul)) = —(R&D@tu, a$atu)L2(]). (531)

Vit >0, E(S(t)(ug,u1)) = E((ug,uq)). (5.32)

Vérifions alors que (ug,u;) est un point fixe, a savoir (ug, u1) nul. En combinant (5.31) et
(5.32), on obtient
(R@xatu, 855(9{&)[/2(1) =0.

Or Popérateur R est non dégénéré (voir la remarque 2.37), d’on
Vit >0, 0,0u(t) =0 p.p. sur I.

Or wu € HY(I) donc dyu = 0. Ainsi, u est indépendant du temps et U = ! (u, dyu) est
solution, pour tout ¢ > 0, de
AU(t) = 0.

Ainsi, (u, Oyu) est nul pour tout temps donc (ug,u;) aussi en utilisant (5.32). (ug, u1) est

point fixe et E est donc une fonction de Liapunov stricte.

Etape trois : Trajectoires relativement compactes.

Afin d’appliquer le principe de LaSalle, il reste a vérifier que chaque trajectoire U;>o{.S(t)(uo, u1)}
avec (ug,u;) € D(A) est bien relativement compacte dans (D(A),d) avec d distance as-
sociée a la norme usuelle sur H, H = H}(I) x L*(I). Soit (ug,u;) € D(A). On considére

donc une suite ((wy, v,))neny € D(A)N définie par

Vn € N, (Un, Un) = S(tn)(u(]a u1)7

telle qu’elle soit bornée pour la norme usuelle sur H. En particulier, d’aprés la remarque
5.11, cette suite ((uy, v,)nen) est bornée dans D(A) pour la norme de graphe sur D(A)

||(U=U)||%>(A) = |U|§{(}(1) + ||U||%11(1) + [|0zou + &R&DUH%Q(D. (5.33)

D’aprés la propriété 5.20, D(A) muni de la norme de graphe est compact dans H muni
de la norme usuelle. Ainsi, il existe bien une sous-suite convergente pour la norme usuelle
de H, ce qui achéve la démonstration du théoréeme. [

Ce résultat se généralise trés facilement par densité au cas ou les conditions initiales ne
sont plus dans le domaine de I'opérateur :
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Corollaire 5.30 Soit (ug,u1) € H. Soit (u,0u) € C([0,400], H) unique solution faible
de (5.20) (voir la remarque 5.13) définie par, pour tout t > 0,

(w, pu) (t) = S(t) (uo, wa)

avec (S(t))i>0 semi-groupe continu de contraction associé a A (voir la définition 5.1).
Alors ’énergie est bien définie pour tout t > 0 et tend vers 0 quand t tend vers +oo.

Démonstration : D(A) est dense dans H, donc il existe une suite de conditions initiales
(ugt, u),en € D(A)N qui converge fortement vers (ug, u;) dans H. Pour tout m € N, on
note (ty,, Oyu,,) 'unique solution donnée par le théoréme 5.10 et qui vérifie, pour tout
t >0, (U, Optty) (t) = S(t) (uf’, ui"). Soit t > 0 fixé. Un calcul rapide utilisant I'inégalité
triangulaire permet de majorer I’énergie par

E(u)(t) < Ju(t) = wn() 31 + 105u(t) = Ot (1) |2y + 2 () ().
En remarquant que
[u(t) = wn ()5 + 00u(t) = ()| 22y = [1S(t) (w0 — ug's ur — ) |I3

et en se rappelant que (S(t))t>0 est un semi-groupe continu de contraction, on obtient la
majoration suivante

15(8) (uo = ugs s = u") [ < ISl (wo — ug', ur — ui") [|u

I (uo = ug', ur — i) |-

IA

Ainsi,
E(u)(t) < || (uo — ug',ur — uf") |3 + 2B (un)(2).

Pour tout € > 0 et pour tout m suffisamment grand,
m m
[ (uo = ug', uy — uf®) || < e

Un passage a la limite quand ¢ tend vers +oo permet alors de conclure en se rappelant
que E(uy,)(t) tend vers 0 d’apres le théoréme 5.26. [

On a ainsi vérifié la décroissance de 1’énergie vers 0 pour ce modéle monodimensionnel.
La question d'une généralisation en dimension supérieure peut alors étre posée. Vraisem-
blablement, 'opérateur de dissipation non locale dii a la présence de I’arbre résistif infini
qui interviendra alors sera [ [ div(dyu)div(dw). 1l n’est alors pas clair, le 9, étant alors
remplacé par div, que les points d’équilibre du systéme dynamique associé soient, réduits
au singleton 0. Le raisonnement ci-dessus ne se généralise donc pas tel quel en dimension
supérieure.

5.5 Vitesse de décroissance de I’énergie

Dans cette derniére section, on cherche a estimer la vitesse de décroissance de I'énergie
vers (. On se place pour cela dans le cadre d'un arbre géométrique de loi r, = roa™.
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On prouve alors la décroissance exponentielle pour certaines valeurs du paramétre a.
Le probléme essentiel qui se pose tout au long de cette section est la comparaison de
deux échelles de régularité différentes. Plus précisément, 'opérateur différentiel —3,, sur
I posséde comme fonctions propres la base hilbertienne (\/5 sin mrx)neN* de L*(I) alors
que l'opérateur différentiel lié a la présence de I'arbre résistif fait intervenir la base de
Haar de L*(I). 1l s’agit alors de comparer, d'un c6té des normes de Sobolev usuelles
et, de l'autre coté, des normes de type A°. D’aprés les articles |32]| et [33], ces deux
normes || . |[gs(ry et || . ||as(r) sont équivalentes pour —1/2 < s < 1/2 et comparables
pour —1 < s < 1. Lorsque ces deux normes sont comparables, c’est-a-dire pour certaines
valeurs du paramétre o, on démontre la décroissance exponentielle. A I'extérieur de ces
plages, ces deux normes estiment des régularités trés différentes et il devient impossible
de les comparer. On peut remarquer, pour s’en convaincre, que ¥, ¢ H%(I), pour tout
k € N et tout k € {0,...,2" — 1}. Nous reviendrons sur ces difficultés lors de la derniére
partie de cette section. Commencons tout d’abord par faire un bref rappel des différentes
méthodes existantes pour étudier le taux de décroissance de I’énergie d'un systéme.

5.5.1 Meéthodes d’étude du taux de décroissance de I’énergie

Il existe de nombreuses méthodes permettant d’étudier le comportement en temps long
d’équations aux dérivées partielles. Une des méthodes les plus classiques pour démontrer
une décroissance exponentielle est la méthode d’énergie o I'on recherche des inégalités
différentielles sur E (voir par exemple |13, 14|). C’est d’ailleurs cette méthode qui est
utilisée dans la prochaine sous-section lorsque 1 < a < 2. Pour autant, de nombreux
résultats proviennent du lien étroit existant entre les inégalités d’observabilité fortes et
ces problémes de stabilisation exponentielle. Tl est par exemple démontré dans [51, 52, 53|
qu’il y a en fait équivalence entre ces deux problémes. Différentes techniques ont alors été
développées afin d’obtenir de telles inégalités : la méthode des multiplicateurs (|16, 17|), les
inégalités de Carlemann (]|54]) ou encore I'analyse micro-locale ([55]). Une étude spectrale
est aussi utilisée en dimension 1 permettant, si la partie réelle de toutes les valeurs propres
est négative, de démontrer 1a encore une décroissance exponentielle (voir par exemple [56,
57]). Cette méme méthode est d’ailleurs aussi utilisée, toujours en 1-d, pour vérifier la non
décroissance exponentielle (|58, 59]). En dimension supérieure, I'utilisation de la méthode
WKB combinée avec de 'optique géométrique permet la construction de rayons gaussiens
a partir desquels on montre un manque de décroissance uniforme et donc exponentielle
(voir |60, 15, 61, 62, 18, 19]). Lorsqu'’il n’y a pas décroissance exponentielle, on cherche a
montrer la décroissance polynomiale en utilisant des inégalités d’observabilité plus faibles
(|15, 18, 19]). Des inégalités intégrales a poids associées a des multiplicateurs par morceaux
convenablement choisis et & des arguments de convexité permettent aussi de démontrer
des décroissances polynomiales ou logarithmiques (voir |63, 17]|). Pour finir, une étude
numérique peut donner des indications sur la nature de la décroissance.

5.5.2 Décroisssance exponentielle pour « €]1, 2|

Nous avons utilisé ici, pour démontrer la décroissance exponentielle, la méthode éner-
gétique. Suivant les suggestions de A.Haraux, on applique le théoréme suivant (voir [13|
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p.26) a notre équation des ondes perturbée par une dissipation non-locale.

Théoréme 5.31 Soit H un espace de Hilbert de norme || . || et soit V' C H tel que
l'injection soit dense et compacte. Soit a une forme bilinéaire continue sur V symétrique
et coercive et A opérateur associé. Soit de plus B € L(V, V') un opérateur qui satisfait
aux conditions sutvantes :

>0 YoeV (B(),v)y., > clE, (5.34)

AC >0 YveV |[B)i < C(B),v)yy - (5.35)

Soit uw € C([0, +00[, V') N C%([0, +oc[, V') une solution de Oyu+ Au+ Bdyu = 0. Alors il
existe deuz constantes (5,v) € R} indépendantes de u telles que

VE >0, |u®)f +[|0u®)|lz < Be™ (Ju(0)[F + [[0u(0)][7) -

Ce théoréeme va nous permettre de montrer la décroissance exponentielle vers 0 de ’énergie
sous certaines conditions sur I'arbre résistif.

Théoréme 5.32 Soit T un arbre résistif géométrique avec
Vn e N, Vk € {0,...,2" — 1} rp = roa™.
Soit (ug,uy) € D(A) et soit u l'unique solution (donnée par le théoréme 5.10) de

@tu — @mu — @ﬂ@@xatu =0 sur Rt x I
u(0) = ug sur I (5.36)
Oyu(0) = uy sur 1.

Si o €]1,2], alors l’énergie décroit exponentiellement vers 0. Plus précisément, il existe
deux constantes (3,7) € R indépendantes de u telles que

V>0, B(u)(t) < Ge " E(u)(0).

Démonstration : Etape une : Cadre d’application du théoréme 5.31.

Afin de se placer dans le cadre du théoréme 5.31, on pose H = L*(I) et

V = HJ(I) C L*(I). A = —0,, est l'opérateur associé¢ a la forme bilinéaire continue
symétrique et coercive sur Hj (1)

a(u,v) = /axuaxv.
I

Enfin, I'opérateur B est défini par B = —0,Rd,. Comme R € L(L*(I)) d’aprés le théo-
réme 2.30, on a bien B € L(V,V’). On fixe alors (ug,u;) € D(A) et on note u 'unique
solution de (5.36) qui existe bien d’aprés le théoréme 5.10. Une fois que les deux hypothéses
(5.34) et (5.35) sur B auront été vérifiées, le théoréme 5.31 nous donnera exactement le
résultat voulu.

Etape deux : Vérification de I'hypothése (5.35).
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On commence par vérifier cette hypothése car elle ne fait intervenir aucune condition sur
la loi géométrique de larbre. On fixe v € H}(I). La vérification de 'hypothese (5.35) se
fait en deux temps :

* Vérification de ||B(v)][3,- 1y < |[RO: UHLQ(I

puis

* vérification de ||R0, UHLQ(I < Ao (B(0), 0) -1y g1 1)
La premiére inégalité est une simple conséquence de la définition de 'opérateur B. Pour
tout ¢ € Hy(I),

| (B(v), 90>H*1(I),Hé(1) | = [{=0:Rdw, 90>H*1(I)7H3(I) |
= | (R&BU, aﬂcQO)L?(I) ‘
< (IRl 2(nlelmam

ce qui démontre le premier résultat. Vérifions alors 'inégalité || RO, v| |L2(I < M(B(), v) g-1(1), 131

v € H(I) donc d,v € L*(I) est & moyenne nulle. Or (o, (W1 )nen keqo,...2n—1}) est une
base hilbertienne de L*(I), donc il existe (Ung)nenkefo,..2n—13 € £>(N) vérifiant

2" —1

8x?) = Z Z ’Unkank'

neN k=0

Les propriétés spectrales de R (voir la propriété 2.35), en particulier la décroissance et la
positivité des valeurs propres, donnent

2" —1

HRaxUH%%I) = 2 Z PV

neN k= (537)

2" —1

Ao Z Z anik-

neN k=0

IA

De plus,
<B(v)’U>H*1(I),Hé(I) = (R&xv,&cv)p(])

5 2ni1 , (5.38)
= PrnUnj-

neN k=0

En combinant I'inégalité (5.37) et 1’égalité (5.38), on obtient
HR@WH%?(I) < Ao (B(v), U>H—1(1),Hg(1) :

Ainsi 'hypothése (5.35) est vérifice avec C' = A.
Etape trois : Vérification de I’hypothése (5.34).
On fixe v € Hg(I). En utilisant la propriété 2.50, on obtient, d,v étant de moyenne nulle
(car v € Hy(I)),

7"00&

(B(v),v)y ~1(1),HL(I) = = (RO, 0 U)L2 = Hax I

o (5.39)
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pour s = —1/2 +Ina/2In2, s < 0 car 0 < o < 2. Jusqu’a présent, tout a été démontré
sans aucune restriction sur les valeurs du paramétre a. Nous allons maintenant énoncer
trois lemmes qui vont nous permettre de finir la démonstration du théoréme et qui ne
seront vrais que pour certaines valeurs du paramétre «.

* Le premier lemme permet de comparer les normes H*® et A®. Pour certaines plages de
valeurs de s, la norme A® peut étre minorée par la norme H?, ce qui nous permet d’obtenir

<B(U)aU>H—1(1),H3(1) 2 CHawUH?{S(I) Vs €] —1,0[.

* En utilisant le deuxiéme lemme et toujours pour s €] — 1,0[, on minore ||0,v||fs(r) par
|v]grs+1(1y et on obtient ainsi

(B(v), ) g1y, (1) = Clolfrennpy, Vs €] —1,0[.

% Le dernier lemme permet de minorer la semi-norme H**! par la norme L?. L’hypothése
(5.34) est ainsi veérifiée.

Enoncons alors le premier lemme qui permet de passer des espaces A® aux espaces usuels
de Sobolev. On trouvera sa démonstration dans [33].

Lemme 5.33
Vs €]~ 1,00 3C >0 Vf € A1) Ollflluew) < |If]

Comme s = —1/2 4+ Ina/21n2, ce lemme s’applique si o €]1/2,2[. En reprenant I’égalité
(5.39), il existe ainsi une constante C' > 0 telle que

Le lemme suivant permet alors de comparer la norme ||0,v||gs(;) avec la semi-norme
|v|gs+1(py lorsque v € Hg(I). Sa démonstration étant un peu technique, on la trouvera
dans I'annexe C.

Lemme 5.34
Vs €] —1,0[, 3C >0, Yoe Hy(I), ||0.0]|m=) > Clo|gs+1(r),
avec | . |gs+1(py semi-norme sur H¥7(I).

En combinant alors I'inégalité (5.40) et ce lemme, on obtient, pour a €]1/2, 2], ¢’est-a-dire
pour —1 < s < 0,

Pour finir la démonstration du théoréme, nous avons besoin d’un dernier lemme de type
inégalité de Poincaré Wintinger généralisée pour les espaces de Sobolev a indice fraction-
naire.

Lemme 5.35 Soit 6 > 0 et soit ¢ € (H(I)) vérifiant {p,1) # 0. On a alors

3C >0, Yo € H'(I), |[v|foqy < C <<<,0,v)2 n \v@em) . (5.42)
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Démonstration : Pour démontrer ce lemme, raisonnons par I’absurde. On suppose donc
que (5.42) n’est pas vérifite. On a alors Pexistence d’une suite (v,)neny € H?(I) vérifiant

|vn] oy =1 (5.43)

tim (|2, 00) P+ [onlios) ) = 0. (5.44)

n—-+00
(Vn)nen étant bornée dans HY(I), il existe v € HY(I) et une sous-suite (que I’on continuera
de noter (v,)nen) faiblement convergente tels que

v, — v dans H’(I).

L’injection de H?(I) dans L?(I) étant compacte, on en déduit la convergence forte de
(n)nen vers v dans L?(I). Ainsi, en combinant

v a0y < lélilglof |V 10 (1)

et (5.44), on obtient [v|gsry = 0. v est donc constante. Puis, en utilisant
lim,, oo (0, Un) = (p,v) , (5.44) et I'unicité de la limite, on a

(p,v) = 0.

Ainsi, v = 0 car, par hypothése, (p,1) # 0. Ce qui est absurde car (5.43) impose
[v]lgoy =1. O

On peut alors finir de démontrer le théoréme. Afin de minorer la semi-norme H**! par
la norme L2, les constantes restent la seule difficulté a traiter. Pour cela, nos fonctions
étant dans Hj(I), on doit se placer dans un espace de Sobolev qui “voit le bord”, a savoir,
s+1 > 1/2. On suppose donc a partir de maintenant o €]1, 2 afin d’assurer 1+s €]1/2,1].
En utilisant les résultats sur les injections de Sobolev (voir [64] ou [16]), on obtient en
particulier

H**(I) € C°(1),
I'injection étant continue. L’application

v o HSYY(I) — R
v — v(0)

est alors une forme linéaire continue sur H*7!(I). En appliquant le lemme précédent a W
et en se rappelant que v € H}(I), on obtient donc I'existence de C' > ( vérifiant

W]y = ClJoll e .

L’injection continue de H***(I) dans L?(I) combinée avec I'inégalité (5.41) permet de
conclure. [
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5.5.3 Quelques remarques dans le cas « € [0, 1]

Le cas a € [0,1] n’est pour l'instant pas résolu et reste un probléme ouvert. Fai-
sons toutefois quelques remarques permettant de conjecturer qu’il n’y a pas décroissance
exponentielle pour cette plage de valeurs.

Perte de I’éllipticité pour o < 1/2

On vérifie ici que le caractere elliptique de 'opérateur B = —0,RJ, n’est plus vérifié
si0<a<1/2
Propriété 5.36 S5i 0 < o < 1/2, alors ’hypothése (5.34) du théoréme 5.31
Je >0, Yo € Hy(I), (B(),v) 11y m ) = cllvlliz) (5.45)

avec B = —0, R0, n’est plus vérifiée.

Démonstration : Supposons que I'hypothése (5.45) soit vérifiée. En particulier cette
inégalité est vraie pour les fonctions chapeaux (7o, (Thk)nen keo,....2n—1}) définies par 5.16.
Calculons dans un premier temps <BTnkaTnk>H—1(I),H(}(I)- Les propriétés spectrales de
l'opérateur R (voir la propriété 2.35), donnent, pour tout n € N et pour tout k €

{0,...,2" — 1},
(BTnk,Tnk>H—1(1),H3(z) = <_3$R8$TnkaTnk‘)Hfl(I),Hé(I)
(R\Ijnka ank)]}([)
= Pn-

Calculons alors || Tk z2( pour tout n € N et pour tout & € {0,...,2" — 1}. En se
rappelant les définitions des fonctions chapeaux (voir 5.16) et de la base de Haar (voir
2.34), Ty vaut

n k ) k 2k+1
22(3:_2_71) Slxe[g,w]
Ton(z) = W k+1. . 2k+41 k41
—22(x — ——) siz [W’Q—"]
0 sinon.

it k i k1
" n n +
Tl = [ @Ho= godet [ (28— 5 do
2n 2k41
on+1
11
- 1222
En se rappelant que p,, = Ao(a)”+1, on obtient pour tout n € N

(5)=c(3)
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avec C' = ¢/6X\gav. Ce résultat est absurde car o < 1/2, ce qui achéve la démonstration.

O

Cette hypothése d’ellipticité, qui apparait dans le théoréme 5.31 comme une condition
suffisante semble étre quasiment optimale. Cela améne a conjecturer la non décroissance
exponentielle au moins pour o < 1/2.

Une décroissance exponentielle non uniforme pour 1/2 <a <1

On suppose ici que a €]1/2,1]. La démonstration du théoréme 5.32 s’applique alors
jusqu’au lemme 5.34 inclus et on obtient donc

Par contre, la fin de la démonstration ne s’applique plus pour cette plage de valeur de
. On peut cependant obtenir un résultat partiel en considérant des trajectoires bornées.
En effet, le résultat suivant permet de comparer la norme H? et sa semi-norme pour tout
0>0:

Lemme 5.37 Soit R réel strictement positif, on note Br(Hy(I)) la boule de centre 0 et
de rayon R de H}(I). Alors

3Cr >0, Yv € H(I) N Br(H, (1)), 0]l gocry < Crlv|me)-

Démonstration : Par 'absurde, on suppose qu'il existe une suite (v,)pen € H(I) N
Br(Hj(I)) telle que, pour tout n € N, |[v,||gery = 1 et (|vn|go(r)nen converge vers 0.
Comme la suite (v,)nen est bornée dans H} (), quitte a extraire une sous-suite toujours
notée (v, )nen, il existe v € H(I) telle que la suite (v,),en converge faiblement vers
v. Mais le caractére borné de cette suite dans Hi(I) assure aussi, quitte a extraire de
nouveau une sous-suite, la converge forte de (v, )nen vers v dans L*(I). La convergence
de la semi-norme ainsi que la convergence en moyenne assure que la suite (v,)nen est
une suite de Cauchy dans H?(I). Ainsi (v,,)nen converge fortement vers v dans H?(I). De
plus, par passage a la limite, on sait que ]v\He(I) = 0 et ainsi v est constante. Comme
v € Hj(I), ceci assure que v est nulle. Contradiction avec ||v,||zo;y = 1 pour tout n € N.
O

Ainsi, si les trajectoires sont bornées dans D(A), ce lemme s’applique et permet ainsi de
finir la démonstration du théoréme 5.32 pour a €]1/2,1]. Or, en prenant les conditions
initiales telles que |[[(ug,u1)|pay < R, les trajectoires sont bornées dans D(A) et en
particulier d;u appartient & Br(HJ(I)). On peut ainsi appliquer le lemme précédent.

Inégalités d’observabilité forte ou faible

Comme nous 'avons dit au début de cette section, il existe d’autres méthodes pour
prouver une décroissance exponentielle ou polynomiale. En particulier les méthodes liées
aux inégalités d’observabilité en utilisant I'inégalité d’observabilité forte de 1’équation des
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ondes classique. On considére pour cela les deux problémes suivants, le systéme homogéne

des ondes classiques

(( Oyv — Opyv = 0 sur Rt x [
u = 0 surdl

uw(0) = wup sur/ (5:47)

Owu(0) = wy sur I,

et notre probléme
Ot — Oyt — 0, RO,Ou =0 sur RY x [
u=0 sur dl
u(0) = ug sur [
Oyu(0) = uy sur I.
En utilisant par exemple un résultat d’Haraux (voir [51]), la décroissance exponentielle
est équivalente a I'inégalité d’observabilité forte suivante
To
3Ty >0, 3C > 0, ([ (o, )Ly ey < C / (RO, 0,000) gy . (5.48)
0

pour tout v solution de (5.47). Pour a €]1,2], cette inégalité est évidente en utilisant
elliptcité de B = —9, R0, (voir 'hypothése 5.34) et I'inégalité forte d’observabilité clas-
sique de I’équation des ondes. En effet, on a (voir par exemple [65]|) I'existence de Ty > 0
et de C' > 0 vérifiant

[ (o, wi)l| a3 (1ywL2(ry < 0/ 10|72yt

pour v solution de (5.47). La propriété d’éllipticité permet alors de conclure dans le cas
a > 1. Pour 0 < a < 1, on peut alors essayer d’obtenir une inégalité d’observabilité plus
faible nous permettant de démontrer une décroissance polynomiale. Quitte a faire une
interpolation, il s’agit alors de démontrer I'inégalité (5.48), non plus pour la norme usuelle
sur H = HJ(I) x L*(I), mais pour une norme d’énergie plus faible. Plus précisément, on
cherche s’il existe Ty > 0 et C' > 0 satisfaisant

H(UOau1)||H1*9(I)><H*9(I) <C (Ra$atvaa$8tU)L2(I) dt,

O\oﬂ

avec 6 > 0 et v toujours solution de (5.47). En utilisant le lemme 2.50, cela revient, dans
le cas d’un arbre géométrique, a vérifier I'inégalité

To
H(UmUI)HHFG(I)XH*WI) < C/ ||8$3tv| is([)dtv
0
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avec s = —1/2+1Ina/2In2 < —1/2. En utilisant I'inégalité d’observabilité forte de 'équa-
tion des ondes, cela revient a vérifier §'il existe, pour v solution de (5.47) et s < —1/2
fixé, 6 > 0 et C' > 0 tels que

10w -0y < C|0:0pv]| as(1)-

11 s’agit ainsi d’évaluer deux échelles différentes qui ne sont comparables que pour —1/2 <
s < 1/2. Ce probléme est, pour nous, un probléme ouvert.
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Chapitre 6. Vers un modéle 2D du parenchyme pulmonaire

L’élaboration d’'un modéle limite monodimensionnel du parenchyme dans le chapitre
précédent n’a pas encore été généralisé en dimension supérieure. Ce dernier chapitre décrit
I’ébauche d’un modéle du parenchyme en dimension deux ou trois. Nous nous contentons
dans cette premiére approche de faire des simulations numériques sur une structure per-
forée par un nombre fini de trous tous reliés entre eux par un arbre résisitif. Dans ce
chapitre, on montre le caractére bien posé du modéle associé a un arbre fini sous-jacent
puis on fait ensuite son étude numérique. En particulier, on étudie le comportement en
temps long des solutions en faisant varier le paramétre « afin de valider numériquement
la conjecture du chapitre précédent.

6.1 Le modéle

Le parenchyme pulmonaire correspond, comme cela a été dit dans le chapitre 1, a
la membrane séparant les alvéoles des capillaires sanguins. Ici, comme tout au long de
cette these, seul le mécanisme de la ventilation est étudié, les échanges gazeux ne seront
donc pas abordés. En particulier, notre modélisation du parenchyme pulmonaire ne fera
pas apparaitre le réseau des capillaires sanguins. Ce parenchyme est constitué de fibres
élastiques conférant au poumon ses propriétés élastiques. Bien que dans la réalité, sa
structure ne se limite pas a des fibres élastiques, étant, entre autres, par nature gorgé de
fluide sanguin, on se contente dans cette premiére approche de le modéliser par un milieu
continu homogeéne isotrope et élastique, troué par un réseau d’alvéoles. Enfin, ces alvéoles
sont toutes reliées entre elles par I'intermédiaire des voies respiratoires. Un arbre résistif
fini & N 4+ 1 générations est ainsi présent de fagon fictive et couple toutes les pressions
alvéolaires. Nous envisagerons, de plus, I'hypothése de petites déformations.

Le domaine (2, un domaine troué. On considére un domaine Q C R%, d = 2, 3, de
frontiére 9 C! par morceaux. Ce domaine est un domaine troué par 2% boules correspon-
dant aux 2V alvéoles de I'arbre résistif & N + 1 générations. Pour tout i € {0,...,2N —1},
on note B; l'alvéole correspondant a la sortie 7 de 'arbre dyadique sous-jacent et 0B;
sa frontiére. On définit de plus B = U?JZVO_IBi I’ensemble des alvéoles et 0B = U?io_laBi
I’ensemble des parois alvéolaires. On suppose que 02 = 'y UT', UJB ou I'; est de mesure
superficielle strictement positive et correspond a la partie fixe de la paroi extérieure, I'y
correspondant a l’autre partie de la paroi extérieure. On notera par n la normale sortante

de 092 (voir la figure 6.1).

Les équations de 1’élasticité linéarisée. On s’intéresse a I’évolution au cours du
temps des petits déplacements a partir de I’état naturel d’'un solide élastique homogeéne
et isotrope soumis dans €2 & la densité volumique de force f et fixé de maniére rigide sur
I';. On note X et p les coefficients de Lamé associés aux fibres élastiques du parenchyme
pulmonaire et u les petits déplacements de ce dernier. L’évolution du parenchyme au
cours du temps est alors décrit par I’équation de I’élasticité linéarisée suivante

0”u

W—V-a(u):fdansRerQ,
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F1G. 6.1 Modélisation du parenchyme pulmonaire.
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o(u) =p (Vu+'Vu) + A(V-u)ld

est le tenseur des contraintes (voir [66]). On impose de plus un déplacement nul sur la
paroi fixe

u=0sur R" xIy.

Ce systéme, pour étre bien posé, doit étre complété par des conditions aux limites sur
'y UoB.

Des conditions aux limites de type Neumann dues au mécanisme de la venti-
lation. Lors de l'inspiration, la contraction du diaphragme induit une force surfacique
sur la frontiére extérieure du parenchyme €2, au niveau des plévres. Ainsi,

o(u) -n = —pyen sur RT x Ty,

avec ppey Strictement négative correspondant a la pression au niveau pleural. Cela se
répercute au niveau des pressions alvéolaires. Ainsi, en notant p; la pression dans ’alvéole

i, 1 € {0,. 2N — 1}, on obtient les conditions aux limites suivantes pour tout i €
{0,...,2V — 1},

o(u) -n = —pmsur R" x 9B;.
Ces pressions sont, toutes couplées entre elles par I'intermédiaire de I'arbre résistif a N+ 1

générations. En se rappelant la propriété 2.3 qui lie les pressions alvéolaires et les flux en
sortie de I’arbre, on obtient

p= ANqa

avec P = (Pi)g<icon_1 €6 d = (¢i)g< v ;- L convention avait alors été prise de compter
positivement les flux lorsque du fluide entre dans 'arbre. Il s’agit alors de remarquer que,

pour tout i € {0,...,2N — 1},
¢ = / d:u - n.

dB;
Ainsi, les conditions aux limites sur B peuvent s’écrire, pour tout i € {0,.. ., 2N — 1},
2N 1
o(u) - n=— E AZ]-}-[ / Ju-n | nsur RT x 0B5;. (6.1)
=0
J dB,;

On note (ug,u;) les conditions initiales de déplacement et de vitesse du parenchyme.
Ainsi, les petits déplacements du parenchyme peuvent étre modélisés par les équations
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6.2. Un probléme bien posé

suivantes
4 82
a—;—v-a(u) = f dans R* x
ou)'n = —pye,n sur R x T'y
2N -1
ou)-n = — Z AZJ»}’ / u-n| |n sur Rt x 9B;, Vi (6.2)
7=0 OB,
u = 0 sur RT x I'y
u(0) = uy sur €
ou(0) = w sur ).

\

Remarque 6.1 On peut noter que l’arbre dyadique résistif n’a pas de réalité géométrique
ici. Pour autant, il a une présence physique qui se traduit par les conditions aux bords
(6.1) et qui induit une dissipation d’énergie.

6.2 Un probléme bien posé

6.2.1 La formulation variationnelle

Soit € le domaine borné de R? (d = 2 ou 3) introduit dans la section précédente. On
munit les espaces H = L*(Q)? et H'(2)? des normes hilbertiennes usuelles suivantes

2

2

d
a2y = (Z ||uiH%2(Q)>
=1

On définit de plus 'espace

d
et [ullgi @ = (Z Hui||§p(g)>
i=1

V={ue HY () u=0sur I},

avec I'; de mesure superficielle strictement positive. Ainsi, V' est un espace de Hilbert
dense dans H avec injection compacte. Soit v € V une fonction test. En multipliant la
premiére équation de (6.2) par v, en intégrant sur €2 et en utilisant la formule de Green,
on obtient formellement

Q o0 Q

en notant e le tenseur des déformations infinitésimales,

e(v) = 5 (Vv +'Vv) = (e (v))i<ij<a

DN | —
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Chapitre 6. Vers un modéle 2D du parenchyme pulmonaire

Il suffit alors d’utiliser les conditions aux limites données dans le systéme (6.2) pour
obtenir

02 2N 1
e (u, V)LQ(Q)ﬁ—/ u) : e(v)+z Al / Ju-n /V ‘n| = —pplév/v-n+/ fv.
Q 6,j=0 OB; ; Iy Q

Rappelons tout de suite I'inégalité de Korn, résultat préliminaire fondamental puisque
cette inégalité assure a la forme bilinéaire continue symétrique

a: VxV — R
(u,v) +— /a(u):e(v),

d’étre coercive. On en trouvera la démonstration dans, par exemple, [67].

Théoréme 6.2 Si Q est un ouvert borné de R? de frontiére 02, C' par morceauz, et T'y
une partie de OS2 de mesure superficielle strictement positive, alors il existe une constante

C=C(Q) >0, telle que

vv e HY( Z lei; (V)1 Z2(@) + IVl Z2@pe = ClIVIIG e

3,j=1

Corollaire 6.3 On suppose que Q) est un ouvert borné et connexe de R¢ de frontiére 0
C* par morceaur et T'y une partie de 090 de mesure superficielle strictement positive. Alors

1
2
H(znem Y ) o v a(v,)

=1

[N

sont des normes sur V = {u € H'(Q)?, u=0 sur I'1} équivalentes a la norme || . || ;1 ()

6.2.2 Le bilan d’énergie

Supposons que la solution du probléme (6.2) existe et est assez réguliére. Dans ce cas,
il est intéressant d’avoir une notion de bilan d’énergie.

Définition 6.4 On définit [’énergie cinétique du milieu élastique par, pour tout t > 0,

EL(0)(1) = 0 (1) 2oy (6.3

et I’énergie de déformation élastique par

= p Z lez; (W) (O Z2) + 5 HV u(t)llz20)- (6.4)

i,7=1

L’énergie totale Er(u)(t) est la somme de ces deux énergies.
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6.2. Un probléme bien posé

Raisonnons formellement. On obtient le bilan énergétique en multipliant la premiére équa-
tion de (6.2) par Jyu, en intégrant sur €2 et en utilisant la formule de Green :

1d .
5%”8tuHiQ(Q)d+/ 2p (Z eij(u)ateij(u)> +A(V-u) (O, V-u) = /tatu.a(u)-n—l—/ f-0,u.

Q b=l o0 Q

En utilisant les définitions (6.3) et (6.4) respectivement de I’énergie cinétique et élastique,
on obtient, pour tout ¢t > 0,

%ET(u)(t) = /tﬁtu co(u) -n+ /f - O,

o0 Q

Il suffit alors d’utiliser les conditions aux limites du systéme (6.2) en raisonnant comme
lors de la formulation variationnelle pour conclure. Ainsi, le bilan énergétique s’écrit for-
mellement, pour tout ¢t > 0,

d 2N 1
@ET(U)(t) = —Dpiv /@u ‘n | — Z Al / du-n / du-n
2 =0 OB, B;
+/f . @u.
Q

Remarque 6.5 Si ['on suppose que la force extérieure f et la pression au niveau des
plévres pyie, sont nulles, ce qui est par exemple le cas lors de l'expiration, alors [’énergie
du systéme est strictement décroissante. En effet, il suffit de se rappeler que la matrice
Ay est définie positive (voir la propriété 2.6). On remarque de plus que cette énergie est
alors dissipée par ’arbre comme pour le modéle mono-dimensionnel du chapitre 5.

6.2.3 Existence et unicité

On s’intéresse ici au caractére bien posé du probléme suivant : étant donnés

uy €V,

u € H,
Ppiew € H'(0,T),
f e L2(0,T; H),

(6.5)
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Chapitre 6. Vers un modéle 2D du parenchyme pulmonaire

trouver u € Wh°(0,T; H) N L*>(0,T; V) vérifiant

’((j;—t;l—v-a(u) = f dans Rt x Q
ou)-n = —pye,n sur Rt x I'y
N _
) ou)n = — Z Al / Ou-n| |n sur R* x 9B;, Vi (6.6)
u = 0 sur RT x I'y
u(0) = u sur )
ou(0) = w sur ).

Remarque 6.6 Lors des applications numériques, la fonction pye, est une fonction cré-
neaur neégative lors de 'inspiration et nulle lors de l'expiration. Pour autant, en réalité,

lors du processus de ventilation, cette fonction pye, est réguliére, en particulier elle est
bien dans H'(0,T).

Sous les hypotheéses (6.5), nous appelons solution faible du probléme (6.6), toute fonction
u e Whee(0,T; H)n L>*(0,T;V) telle que

(

—7(@11@) , Opp(t)) 20y dt+7a(u(t),90(t))dt
S [ (s ) ([ i)
V1 (6.7)
:Q/ul(x).¢(o,x)dx+i;),4i ) 33/]. £(0.2) 1
/Tpplev / ndt—l—/T/f t,x) - (t,x)dxdt,
| Vg e D([O,T[XQ).O ; o

Théoréme 6.7 Sous les hypothéses (6.5), il existe une unique solution faible
ue Whe(0,T; H)yN L*>*(0,T;V) de (6.6).

On utilise pour démontrer I'existence la méthode de Galerkin (voir [68]).
Démonstration : Etape une : Construction d’une suite (u,)mnen+-

Commencons tout d’abord par construire une solution approchée (u,,)men+ du probléme
(6.6). L’injection canonique de V dans L?(Q)? est compacte et la forme bilinéaire a(.,.) est
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6.2. Un probléme bien posé

continue symétrique et coercive. Ainsi (voir par exemple [69]), il existe une suite croissante
de valeurs propres de a tendant vers +o0

O<)\1§)\2§)\3§§)\m§a
et une base hilbertienne de L?(Q)? formée de vecteurs propres wy, tels que
Vm e N*, Vv €V, a(Wm, V) = A\u(Wm , V) 12(q)a-

De plus, la suite (A;J/Zwm)meN* est une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire
a(.,.). On introduit alors le sous-espace V,,, de V' engendré par les m premiers vecteurs
propres (wl, o ,wm). On cherche une fonction u,, : ¢t — um(t) € V., solution, pour tout
v €V, et tout £ > 0, de la formulation variationnelle

d2

ﬁ(um(t) , V) 2y + a(un,(t) , v) + i Ag / O, (t) - n / v-n

HI=0 OB;

B (6.8)
= —pplév(t)llv-n—i—ﬂ/f(t) v,

avec les conditions initiales suivantes

U, (0) = 1o,m = > a(ug, A; *wi) (A 2wi) = 3 (0o, Wi) £2(0)e Wi
i=1 i=1

du,, i

%(O) = Uy m = ;(ul s Wi)Lz(Q)dWi.

On peut tout de suite remarquer qu'un tel choix implique la convergence de (g )men
et de (uy,m)men+ respectivement vers up dans V' muni de la norme associée a af. , .) et
vers u; dans L?(Q)%. En posant alors

u,(t) = Zai(t)wi avec a;(t) = (Wn(t) , Wi) 2,

et en prenant, pour tout ¢ € {1,...,m}, v = w; dans la formulation variationnelle (6.8),
on obtient
2N —1
A (1) + Ny () + Z A{}f /atum(t) ‘n /WZ- ‘n| = —pplév(t)/wi-n—l—/f(t)-wi.
1,j=0 OB; B, I Q

En décomposant 0,u,,, cette équation devient

() + N (1)) cip(t) ZZ Al / Wp 1 / Wi || = —Pyrea(t) F/ win+ Q/ £(t)-w;.

p=1 J=0 BB]' By
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Chapitre 6. Vers un modéle 2D du parenchyme pulmonaire

En notant alors, pour tout (i,p) € {1,...,m}?

Z A /Wp‘n /Wi'n et ¢;(t) = —Pplév(t)/wi'nJr/f(t)'Wu

L,j=0 BB]' B

a;(t) est alors solution, pour tout i € {1,...,m}, du systéme d’équations linéaires du
second ordre a coefficients constants

a;(t) + Nau(t) + pi bipaip(t) = c;(t)

OéZ(O) = (l,lo s Wi)L2(Q)d
042(0) = (111 ,WZ‘)L2(Q)d.

Ainsi, a m € N* fixé, il existe un unique u,, € C*(0,7;V,,). On notera que T est indé-
pendant de m, le systéme étant linéaire.

Etape deux : Estimation d’énergie.

Vérifions que (u,,)men+ est bornée dans L>°(0, T; V') et (OyWy, )men+ est bornée dans L>°(0,T; H).
En reprenant la formulation variationnelle (6.8) pour v = dyu,, € V,, et en combinant

cela avec la définition 6.4 de I’énergie, on obtient

dE(um) ~ N
5 ————(t) = —ppreu(t /@um - Z Aj /8tum(t) ‘n / Oy, (t) - n +/ £(t)-0pu,, (1).
6,j=0 B; 9B, Q

En se rappelant que la matrice Ay est définie positive (voir la propriété 2.6) et en com-
binant cela avec les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on obtient la majoration
suivante

%(ﬂ < _pplév(t)/atum(t)'n+/f(t) O (t)

I'y Q

1 1
< —Dpiew(t) /atum(t) ‘n+ éHf(t)H%Q(Q)d + §Hﬁtum(t)H%z(md
I's

Comme on ne sait controler que la norme L*(Q)? de dyu,, et non sa norme H'(Q)?, le
terme contenant la pression extérieure nous empéche d’appliquer directement le lemme
de Gronwall. Par contre, on sait controler la norme HI(Q)d de u,,, on intégre donc par
parties en temps pour s’y ramener et on obtient, pour 0 <t < T,

E(wn) (1) < Blwn)0) + 51 oo + / 00t ()13 s

+/tatpplév(5) /um(s) ‘n ds—pplév(t)/um(t) . n+pplév(0)/u07m .

FQ 1_‘2
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6.2. Un probléme bien posé

Comme les deux suites (Wom)men+ €t (U1 )men+ convergent respectivement vers uy dans
V et vers u; dans L2(2)4, (E(1,,)(0))men- et (fFQ Uo,m - N)pmen+ sont bornées. Il existe
ainsi une constante C' > 0 telle que

B()(0) < Cog [ 100(6) s [ aen(s) | [ wnls)-n | ds=pon(®) [ wnltyn

2 1)

En utilisant 1a encore les inégalités de Young et de Schwarz, il existe 3 > 0 tel que

Emmm<c+t/lewwmw+ /@Mw s + L2l /um )22 00 ds

B 15 \
+5Ppien () + %H W (8) 2290 -
En utilisant alors la continuité de application trace de H'(Q) dans L?(99), I'inégalité
de Korn et en choisissant [ tel que 1 — |T's| /23 > 0, on obtient I'existence de C > 0 telle

que
¢

B(un)(t) < C+ + /@Ww>w+ﬂﬁmxw4n/Emmwm&

0

Par hypothése pys, € H'(0,T) C C(0,T), ainsi,

t

1 5 1 5
5 /@P?gzév(s)ds + 227?)16@(75) < §’pplévﬁil(0,T) + §prlévH%°°(0,T)'

0

En combinant les deux inégalités précédentes, on obtient ’existence d’une constante
C" > 0 ne dépendant que des données du probléme telle que

t

Blun)(t) < C' + C, / B(u,,)(s)ds.

0

En appliquant alors le lemme de Gronwall sous forme intégrée, on obtient bien (W, )men-
bornée dans L>(0,7;V) et (O, )men+ bornée dans L>(0,T; H).

Etape trois : Passage a la limite.

Quitte a extraire une sous-suite encore notée (W, )mens, il existe

ue Wh=(0,T;H) N L>(0,T;V) telle que

u,, — u dans L>=(0,T;V),

et
o, — Oyu dans L>(0,T; H).

163



Chapitre 6. Vers un modéle 2D du parenchyme pulmonaire

Il reste alors a prouver que u vérifie la formulation faible (6.7). Soit alors ¢ € V,, et
U € D([0,7)). En multipliant la premiére équation de (6.6) par ¢V et en intégrant en
espace et en temps, on obtient, en raisonnant comme pour la formulation variationnelle,

L Tov_yq
//@tumgo\ll dxdt+/\ll ) dt+/ Z A / (t)0puy,(t) - /go-n dt
0 by=0 B OB;
T T
/pplev / ndt+/‘l’(t)/f(t) - pdxdt.
0 Ty 0 0

En intégrant par partie en temps le premier et le troisiéme termes et en utilisant W(7") = 0,
on obtient

T T
—0(0) / uy,, - pde — / (1) (Oram(t) » ) p2(0ya dt + /\If(t)a (un(t), @) dt
0 0 0
2N 1 2N 1 L
—ZAg\IJ(O) g, -1 /cp-n - ZAg /go~n /‘If'(t) u,(t) -n|dt
63=0 B; OB; 43=0 OB; 0 B,

T T
= _/pplé’u( )/ -ndt + /\I/ / ) - dxdt.
0 0

Les résultats de convergence sur les conditions initiales et sur la suite (u,,)nen+ permettent

alors de conclure. Plus précisément, la convergence, quand m tend vers +oo, des trois
. . T

premiers termes respectivement vers —W(0) [, uy - dz, — [ V'(¢) (Qpu(t) , P) 12(q)e At et

fOT U(t)a (u(t), ¢)dt est claire d’aprés les convergences vues précédemment. Par conti-
nuité de I'application trace de H(Q) dans Hz(9), (g - 0)men+ converge fortement
vers ug - n dans H?2 (092), ce qui assure la convergence suivante

2N _1 2N 1

ZA%[‘II(O) /uo,m'n /So'n —— AZ‘II(O) /uO'n /So'n

=0 Bi OB, =0 Bi OB,

R : ) 1
La méme raison donne (u,, - n),en+ bornée dans L>°(0,T; H2(0S2)) et sa convergence
faible * dans ce méme espace vers u - n. Ainsi,

2N 1 L 2N 1 L

ZAZZV- /so-n /‘I”(t) /“m(t)'“ dtmi'_oAﬁ /90'n /\If’(t) /u(t)-n dt,

6,j=0 OB; 0 B; = OB; 0 B;

et u vérifie bien la formulation faible (6.7).
Etape quatre : Unicité.

164
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Il reste a prouver 'unicité de la solution du probléme (6.7). Comme conséquence directe,
la suite (w,,)men+ tout entiére convergera alors vers u. La preuve de 'unicité s’inspire du
livre [16] et de I'article [11]. Soient uy,uy € WH*(0,T; H) N L>=(0,T; V') solutions faibles
du probléme (6.7) ayant mémes conditions initiales. Ainsi, u = u; — uy est solution du
probléme

4 T T
0 0
T (6.9)
o Z Ag/ /3t90(t>$)‘n /u(t,x)-n dt:o?
=0 0o \oB, Bi
| Vg € D(0, T[xQ).

Par un argument de densité, cette formulation faible est aussi valide pour ¢ € H*(0,7;V)
avec @(T) = 0. 1l n’est pas possible de prendre ¢o = u comme fonction test, la trace de
dyu sur le bord n’étant pas définie car d,u € L>°(0,T; H). Ainsi, pour tout s €]0, T fixé,
on construit, comme dans [16|, w par

S

—/u(T,x)dT sit<s
t

0 sit> s.

w(t,z) = (6.10)

On peut alors prendre ¢ = w comme fonction test dans la formulation faible (6.9) et on
obtient

T

_ / (Or(t) , Oew(t)) oy it + / o (u(t) , wt))dt

0
2N _1 A

- ZAg/ /@W(t,x)-n /u(t,x)-n dt = 0.
4,5=0 0 BB]' B;

En se rappelant la définition (6.10) de w, I’égalité devient

=5 [ SO gyt + 3 [ Sawlo), wo)ar

—%]VZ_IAZ/S /u(t,x)-n /u(t,x)-n at = 0.

i,j=0 0 BB]' B;

Comme u € WH>(0,T; H)NL>®(0,T;V), la trace de u au temps ¢ = 0 a un sens au moins
dans L*(Q) et il est facile de vérifier que u(0) = 0. En combinant cela avec d;w(s) = 0,

165



Chapitre 6. Vers un modéle 2D du parenchyme pulmonaire

on en déduit que

_%Hu(s)H%Q(Q)d—%a (w(0),w(0)) = Z_ Ag/ / u(t,r)-n u(t,z) -n | dt >0,

63 =0 0 \0B;

»

car la matrice Ay est définie positive. Ainsi,

[u(s)]720ya + a (w(0), w(0)) <0,

ce qui assure u(s) = 0 p.p. sur 2. Comme s est arbitraire dans 0,7, on obtient bien
u =0 p.p. sur |0, T[x. Ce qui achéve la démonstration du théoréme. O

6.3 Discrétisation et tests numériques

Le probléme (6.2) fait apparaitre des conditions de Neumann non classiques qui sont
toutes couplées entre elles. L’algorithme proposé permet, en utilisant la linéarité du pro-
bléme, de décomposer la solution en somme de fonctions solutions de problémes de Neu-
mann classiques. Les conditions aux limites ne sont alors imposées que sur la décompo-
sition finale, ramenant notre probléme de Neumann non classique a la résolution d'un
systéme linéaire.

6.3.1 Discrétisation en temps
Le schéma de discrétisation de Newmark

On présente dans cette section un schéma de discrétisation en temps du systéme
d’équations (6.2). On note At > 0 le pas de temps, t, = nAt et, pour tout vecteur
v, v (z) = v(t,,x) (sauf pour le déplacement approché u™™! voir ci-dessous). On utilise
alors le schéma de Newmark (voir par exemple [70, 69]) pour discrétiser 'équation de
I’élasticité linéarisée. Les deux constantes entrant en jeu dans un tel schéma sont notées o
et favec 0 <6 <1et0<pf<1/2. Les propriétés de cette classe de schémas dépendent
des valeurs de ces deux paramétres : on montre qu'il est d’ordre un pour § # 1/2 et d’ordre
deux pour 6 = 1/2. L’étude de la stabilité dépend elle aussi des valeurs des paramétres :
ce schéma est toujours instable pour 0 < 1/2 et il est inconditionnellement stable pour

—_

§>= et §<28<1.

[\]

On choisira toujours nos deux constantes dans cette plage de valeurs. Enfin, plus § est
grand, plus ce schéma est dissipatif et robuste mais moins précis. Toutes ces propriétés du
schéma de Newmark sont démontrées dans [70, 69]. On note u"™! le déplacement approché
au temps t,, 1 et on définit les deux données initiales par

w’ =uy et u' = (At)u; + ug.
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Ainsi, u"*! est construit par récurrence a partir des données initiales (u®, u') d’apres le
schéma suivant

u" !t —2u" +un! 1 1
—V-o(u" +(c+6-20u"+(=—0+O0)u"!) = 0 sur 2

o(u™).n = —pifiin sur Ty

o) .n = —p!'n sur dB;, Vi
utt = 0 sur I'y,

avec le vecteur pression p"t! = (p?+1>0<2-<21v,1 donné par la contrainte suivante
1 2N -1
+1 _ N +1
2 _EZA” /(un —u")-n
7=0 OB,

Cette expression de la contrainte provient du choix du schéma d’Euler rétrograde ot I'on

approche dyu(t, 1) par

n+1 n

—u
At

Remarque 6.8 I est probable que les propriétés du schéma de Newmark, en particulier

ses propriétés d’ordre, soient perdues. Pour autant, les tests numériques ont montré qu’il

était meilleur que d’autres types de schémas ce qui explique notre choix.

oty 1) ~

Remarque 6.9 Cette discrétisation se généralise sans probléeme au cas ou la force de
densité volumique £ n’est plus nulle. Le second membre devient alors

1 1
of"tt 4 (G+0-20)f"+ (5 -0+ 0)f" 1.

De méme, dans le cas ot la condition de Dirichlet n’est plus homogéne sur I'y valant g, il
suffit de remplacer 0 par g"*.

En notant F” I’ensemble des termes connus de la premiére équation, a savoir, les termes
correspondant a des temps précédents, le schéma de discrétisation devient

u"tt — (At)?0V - o(u™tt) = F" sur
o). n = —pitin sur I'y
N
o(u).-n = _ L 221 AN /(u”Jrl —u")-n|n surdB; (6.11)
At ="V '
7=0 OB,
u"tt = 0 sur I'y,
avec

F" =2u" + (At)Q(% +6—20)V-ou") —u"" + (At)Q(% — 0+ 0V o™ ). (6.12)

Remarque 6.10 Dans le cas ou la force de densité volumique est non nulle, il suffit
d’ajouter a F" le terme connu (At)? (0" + (1/2 4+ 8§ — 20)f" + (1/2 — 6 + )f"1).
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Chapitre 6. Vers un modéle 2D du parenchyme pulmonaire

Formulation variationnelle semi-discrétisée

La formulation variationnelle semi-discrétisée associée a (6.11) est alors :

( Trouver u"*! € V tel que pour tout v € V,

(07 V) e (070 [ o) s e(v) + (A0 U4V
Q (6.13)

— (F" V) pagpe — D5 (AD)20 / von+ (A0 UM ANV,

\ Iy

ot 'on note, pour tout v € V', V le vecteur colonne défini par

V = (0;)gejcon_q avec v; = / V- n.
9B;

Pour obtenir cette formulation variationnelle, on multiplie par v la premiére équation de
(6.11) et on intégre classiquement par parties sur 2. On obtient alors, pour tout v € V,

(03 gy (8070 [ (™) ew) = (2076 [ v (™) o= (7, ¥),
Q 0N

Les conditions aux limites sur 92 permettent alors de conclure.
Propriété 6.11 Le probleme (6.13) est bien posé.

Démonstration : Il suffit de remarquer que, pour At > 0 fixé, on ajoute un terme posi-
tif & une forme bilinéaire continue coercive, la matrice Ay étant définie positive (voir la
propriété 2.6). [

6.3.2 Algorithme proposé

[’algorithme suivant consiste a découpler les problémes en construisant d'une part une
base réduite indépendante du temps et solution de problémes de Neumann classiques et
d’autre part, a chaque pas de temps, une fonction solution d’un probléme de Neumann
usuel. La prise en compte des conditions de Neumann non classiques se fait alors, a
chaque pas de temps, sur une telle décomposition en résolvant un systéme linéaire. L’idée
de l"algorithme proposé ci-dessous repose donc sur la linéarité du probléme qui permet, a
chaque pas de temps, de décomposer la solution u”*! sous la forme

2N —1
u"tt = ot ¢ Z it (6.14)
i=0
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oll (U;)g<;cov_; forme une base réduite indépendante du temps, a la différence de @ u" !
qui, lui, est calculé a chaque pas de temps. Plus précisément, pour tout i € {0, .. ., 2N 1},
u; est solution du probléme stationnaire classique suivant

((Id — (At)?0V -0)(w;)) = 0  surQ
o(w)-n = 0 surly
o(w) n = 0 surdB;, Vj#i (6.15)
o(w;))-n = —n sur 0B

L uy = 0 sur I'y.

Ce probléme est bien posé en passant par la formulation variationnelle et en appliquant
I'inégalité de Korn (voir le théoréme 6.2). Ensuite, a chaque pas de temps, F" est connu
et " est alors solution du probléme suivant

(Id — (At)%0V - o) (u"T) = F» sur )
o(@*+)-n = —p;}f;i sur I' (6.16)
@) -n = 0 sur 0B;, Vi € {0,...,2" — 1}
att = 0 sur I';,

avec F" défini par (6.12). La encore, ce probléme est bien posé toujours pour les mémes
raisons.

Remarque 6.12 Les deux remarques 6.9 et 6.10 permettent de généraliser le probleme
au cas ou la force de densité volumique est non nulle et au cas d’un probléeme de Dirichlet
non homogéne.

Il reste alors a exprimer les coefficents (p;l+1>0<i<2N—1'

pressions alvéolaires au temps ¢, est donnée par

[’approximation de I'ensemble des

p"t = Ayvq"t, (6.17)

avec, pour tout i € {0,...,2Y — 1},

n 1 n
ql-f—l — Kt/(un—l—l_u).n

oB;
1 . (6.18)
= 5 [ @) n+—ZP”“/
B, 0B;

On définit alors la matrice Ap et le vecteur colonne b™*! par

Ap = / u;-n et b"t! = / (@' —u") n : (6.19)

Bi 0<i,j<2N -1 Bi 0<i<2N —1
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Chapitre 6. Vers un modéle 2D du parenchyme pulmonaire

En combinant alors cette définition avec (6.17) et (6.18), on obtient

pn+1 — LAN (bn+1 4 AFpn+1) 7

At
a savoir X )
Id — —AyAp | p"™ = —Axb"th 6.20
( ALY F) P N (6.20)
Les pressions alvéolaires sont bien définies d’aprés la propriété suivante.

1
At
Démonstration : La matrice Ay est symétrique définie positive (voir la propriété 2.6).
Par propriété sur les matrices symétriques définies positives, il suffit de vérifier que —Ap
est, elle aussi, symétrique définie positive pour pouvoir conclure a I'inversibilité de Id —
(1/At)AxAp. Soit i € {0,...,2N —1} fixé et u; € V la solution de (6.15). La formulation
variationnelle associée est alors, pour tout v € V,

Propriété 6.13 La matrice Id — — AnAfr est inversible.

/ v+ (A)20a(u; , v) = —(A1)?0 / von.

Q 0B;

En se rappelant alors que —Ap = (a;5)o<i j<av_1 avec a;; = — fBB- u, -1, on obtient, pour
tout couple (i,7) € {0,...,2Y —1}2,

1
aij :&(ui,u]')—‘— (At)Ze ul--uj.
Q

En notant alors b la forme bilinéaire définie sur V' x V' par

1
b(u,v) :a(u,v)+m(u,v)L2(Q),

b est symétrique définie positive (voir I'inégalité de Korn). Ainsi, — A est bien une matrice
symétrique définie positive ce qui achéve la démonstration. [

On obtient alors I'algorithme suivant qui comporte deux étapes, I'une indépendante du
temps, l'autre correspondant a la boucle en temps.
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Etape une : base réduite

1. Calculer la base réduite (u;),.,.on_; €n résolvant, pour chaque i, le probléeme

(Id — (At)*6V-0)u = 0  sur
ou)n = 0 surly
$ ou)-n = 0 surdB;, Vj#1
o(u)'n = —n surdB;
L u = 0 surl}y.
2. Assemblage de la matrice des flux Ap puis calcul de l'inverse de (Id — AitANAF)

par la méthode LU.

Etape deux : boucle en temps
Pour tout n > 0, on dispose de u” et de u

1. Calculer

n—1

P — 2w + (At)Q(% 46— 20)V - o(u") — w4 (At)Q(% _ 54OV - o(u ).

2. Calculer "' solution du probléme
(Id — (At)*#V -o)u = F» sur €
ou)-n = —pye,n sur Iy
ou)n = 0 sur 0B;, Vi € {0,...,2" — 1}
u = 0 sur I';.

1
3. Assembler le second membre KtAanH puis
pn+1 — i Id — LANA o Aan—I—l
At At ‘

nt+l _ ~n+tl N1 n41
4. Calculer u =a"" 4+ >

Algorithme 6.1: Schéma numérique obtenu apreés discrétisation en temps par la méthode
de Newmark et découplage des problémes afin de se ramener a des problémes de Neumann
classiques, les contraintes n’étant alors prises en compte que lors de la résolution d’un
systéme linéaire.
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n+1

Propriété 6.14 La solution u construite par [’algorithme 6.3.2 est bien la solution du

probléme (6.13).

Démonstration : Il s’agit d’exprimer les formulations variationnelles associées aux pro-
blémes (6.15) et (6.16) et de vérifier que I’on retombe bien sur la formulation variationnelle
(6.13) en utilisant les équations (6.17) et (6.18) donnant I'expression de p"™! et la décom-
position (6.14) de u"*'. O

6.3.3 Tests numériques
Implémentation sous FreeFem-+

On choisit d’implémenter I'algorithme 6.3.2 avec le solveur éléments finis FreeFem—+—+
(voir |71]). La formulation variationnelle permettant le calcul, & chaque pas de temps, de
1"t dans I'algorithme 6.3.2 en utilisant le schéma de Newmark pour la discrétisation en
temps, est codée dans FreeFem-+ par :

problem elastdyn([unewl,unew2], [wl,w2])=
//Formulation de 1’élasticité linéarisée
int2d (Th) (unewl*wl+unew2*w2)
+int2d (Th) (dt*dt*lambda*theta* (dx (unewl) *dx (w1l)
+dx (unew1) *dy (w2)
+dy (unew?2) *dx (w1)
+dy (unew?2) *dy (w2)))
+int2d (Th) (dt*dt*mu*theta* (2*dx (unewl) *dx (w1l)
+2*dy (unew?2) *dy (w2)
+dy (unewl) *dy (wl)
+dy (unewl) *dx (w2)
+dx (unew?2) *dy (w1)
+dx (unew?2) *dx (w2)))
+int2d (Th) (dt*dt*lambda*thetal* (dx(uoldl) *dx (wl)
+dx (uoldl) *dy (w2)
+dy (uold2) *dx (w1)
+dy (uo1d2) *dy (w2)))
+int2d (Th) (dt*dt*mu*thetal* (2xdx (uold1) *dx (w1l)
+2*dy (uold2) *dy (w2)
+dy (uoldl) *dy (wl)
+dy (uold1l) *dx (w2)
+dx (u0ld2) *dy (w1)
+dx (uold2) *dx (w2)))
+int2d (Th) (dt*dt*lambda*theta2* (dx(uoldoldilh) *dx(wlh)
+dx (uoldold1ih) *dy (w2h)
+dy (uoldold2h) *dx (wilh)
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+dy (uoldold2h) *dy(w2h)))

+int2d (Th) (dt*dt*mu*theta2* (2xdx(uoldoldl) *dx (w1l)
+2*dy (uoldold2) *dy (w2)
+dy (uoldold1l) *dy (w1)
+dy (uoldoldl) *dx (w2)
+dx (uoldold?2) *dy (wl)
+dx (uoldold?2) *dx (w2)))

-int2d (Th) (dt*dt* (f1*wl+f2*w2))

-int2d (Th) (2% (uold1*wl+uold2*w?2))

+int2d (Th) (uoldoldi*wl+uoldold2*w?2)

//Conditions de Neumann aux bords

+int1d(Th,C1) (pextxdt*dt* (wlxN.x+w2*N.y))

+int1d(Th,C2) (pextxdt*dt* (wlxN.x+w2*N.y))

+int1d (Th,C4) (pext*dt*dt* (wlxN.x+w2*N.y))

//Conditions de Dirichlet au bord

+on(C3,unewlh=0,unew2h=0) ;

Th est le maillage de €, domaine rectangulaire troué par 2V boules, C1, €2, C3 et C4
sont les quatres bords de (), (unewl,unew2) sont les inconnues, (wi,w2) sont les fonc-
tions tests associées, (uoldl,uo0ld2) et (uoldoldil,uoldold2) sont respectivement les
positions u” et u" ! calculées aux pas précédents, thetal et theta2 valent respective-
ment 1/2 46 —20 et 1/2 — 6+ 0 si (§,0) correspond au couple choisi pour le schéma de
Newmark, pext est la pression pleurale appliquée sur le bord I's et (£1,£2) est la force
extérieure.

Ce qui précede nous permet d’implémenter la premiére partie de I’étape deux. Lors de
I'étape un, le calcul de la base réduite se fait par un code similaire a celui ci-dessus (et
méme simplifié). Le calcul de I'inverse se fait en codant sous FreeFem++- la méthode
de décomposition LU. La connaissance des matrices L et U permet alors, lors de I'étape
deux, le calcul de la pression p"*! puis de la solution finale u™*!.

Une conjecture sur la vitesse de décroissance de I’énergie

Dans le chapitre 5, on a démontré une décroissance exponentielle de ’énergie dans le
cas d’un arbre géométrique lorsque le paramétre o de la loi géométrique vérifie 1 < o < 2
(voir le théoréme 5.32). Le cas 0 < « < 1 reste un probléme ouvert bien que les remarques
5.5.3 aménent a penser qu’il n'y a peut-étre pas décroissance exponentielle pour cette
plage de valeurs de a. On a cherché ici a considérer numériquement, sur notre probléme
bidimensionnel, la décroissance de I’énergie. Etant en dimension finie, celle-ci est forcément
exponentielle. Mais le comportement du systéme discrétisé peut suggérer 1’évolution du
systéeme continu. Le domaine de calcul est un rectangle de longeur 20cm et de largeur
12cm troué par quatre boules de rayon lcm situées de maniére symétrique par rapport
aux axes (voir la figure 6.2). Un arbre géométrique fictif & 2 générations relie ces quatre
boules entre-elles (voir la figure 6.1 adaptée au cas N = 2). Les coefficients de Lamé sont
fixés égaux a A = 2 et © = 1. On impose alors des conditions initiales sur la position
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® @
-10 10
® ®

—6

F1G. 6.2 Descritption du probléme.

et la vitesse. uy, qui correspond a la position du parenchyme a 'instant initial, vérifie le
0> )
probléme d’élasticité linéarisée stationnaire suivant

V-o(u = 0 sur €2
ou)-n = 0 sur 0B;, Vj #1
ou)-n = —pyzn sur 0B

u = 0 sur I'y U T,

avec pii = 1. Cela revient a grossir la boule 1 (voir la figure 6.3).

Fi1G. 6.3 Position initiale du parenchyme.
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alpha=0.1 alpha=1.5

log(E)
log(E)
o
o
L

t t

alpha=0.5 alpha=2

log(E)
log(E)
o
o
L

t t

alpha=1 alpha=4

log(E)
log(E)
o
o
L

F1G. 6.4 — Tracé pour différentes valeurs de a de In Ep en fonction du temps t.

La vitesse initiale, elle, est prise nulle. On fait, de plus, le choix, pour les paramétres
du schéma de Newmark, de prendre 06 = 0.28 et # = 0.53 ce qui assure un schéma
inconditionnellement stable et pas trop dissipatif. On fixe, de plus, la valeur de la résistance
équivalente de ’arbre fini sous-jacent a 1 et on fait varier le paramétre a.. On calcule alors,
a chaque pas de temps, I'énergie totale Ep. L’énergie cinétique est calculée, & chaque pas
de temps, en utilisant pour la dérivée en temps la différence finie décentrée aval. Afin
de visualiser une décroissance plutot exponentielle ou plutdt sous-exponentielle, on trace
In E7 en fonction du temps ¢ (voir la figure 6.4). Ces courbes illustrent un comportement
essentiellement exponentiel lorsque le paramétre « est grand et suggérent une décroissance
strictement sous-exponentielle pour « petit. Pour autant ces premiers tests ne permettent
pas d’en dire plus et d’étayer dans un sens ou dans un autre la conjecture du chapitre
précédent.
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Anneze A. Ecoulement de Poiseuille

Tout au long de cette thése, nous avons modélisé le poumon humain comme un arbre
dyadique résistif, chaque bronche de 'arbre vérifiant la loi de Poiseuille liant de fagon
proportionnelle le débit () dans une bronche au gradient de pression P.,¢e — Psortie aUX
extrémités de celle-ci. Il s’agit alors, dans cette annexe, de retrouver cette loi en résolvant
les équations de Stokes dans un tube cylindrique de section circulaire. En effet, dans la
partie distale de I’arbre bronchique, plus précisément a partir de la sixiéeme génération, le
flux circulant peut étre modélisé par un fluide newtonien incompressible dont I'inertie est
négligeable. Il vérifie donc les équations de Stokes. Rappelons que, dans le cadre de cette
thése, nous avons supposé que le flux circulant dans I’ensemble de 1’arbre bronchique est
non-inertiel et cela méme dans les premiéres générations. Un modéle plus réaliste serait
de prendre en compte les effets inertiels dans les cinq premiéres générations en résolvant
les équations de Navier-Stokes, les 2° sous-arbres correspondant aux générations suivantes
étant alors modélisés par 2° arbres résistifs tels qu’on les a étudiés dans cette thése. Sous
ces hypothéses de régime lent, dans des conduits cylindriques de petits diamétres repré-
sentant les bronchioles, il est possible de trouver une solution analytique aux équations
de Stokes et d’obtenir ainsi la loi de Poiseuille.

On s’intéresse donc a I’écoulement d’un fluide visqueux incompressible non-inertiel a

travers un cylindre  =|0, L[xS ou S est une section circulaire de rayon r (voir figure
Al).

Psortie

Pentrée

Fig. A.1  Q : Conduit cylindrique de section circulaire

En notant u le champ de vitesse du fluide et p la pression, ils vérifient le systéme de
Stokes

—10zu+Vp = 0 dans |0, L[xS,
Vau = 0 dans |0, L[xS,
u = 0 sur0,L[xd5S,

ot 4 est la viscosité du fluide.

L’existence de (u,p) € Hy(Q)? x L*(Q) et I'unicité a une constante prés pour la pression
fait appel a la théorie de la minimisation sous contrainte et de la recherche de point-selle
(voir par exemple [70] chapitre 10, [72] Probléme 8).

Il est alors facile de vérifier que les champs

(Pentrée - Psortie)r2 1— y2 + Z2
4l r?

Pen rée — Psor ie
) ey et p(iE, Y, Z) - d d -T+Pentrée

u(z,y,z) = 7
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sont bien solutions du probléme de Stokes. Ainsi, I’écoulement est invariant par translation
le long de I'axe du cylindre et s’organise selon un champ de vitesse parabolique qui atteint
sa vitesse maximale au centre du tube. La pression, elle, est constante dans chaque section
du tube.

Pour obtenir la loi de Poiseuille cherchée, il ne reste plus qu’a calculer le débit (), a
savoir le volume de fluide traversant une section transverse par unité de volume. D’on

r 2T (Pentrée - ]Dsortie)r2 52
Q = 1— — | sdsdf,
of 0 ApL
v

r2
r

- —Penrée_Psorie'
8,uL( ! te)

~

Ce résultat, appelé Loi de Poiseuille, montre que le débit est proportionnel au gradient
de pression et inversement proportionnel a la viscosité dynamique du fluide. On désigne
alors par résistance
po Sk
mr

On peut également noter la forte dépendance par rapport au diamétre du tube. Cette
dépendance en puissance quatriéme du diameétre est une conséquence du profil parabolique
de vitesse qui est lui-méme une conséquence de la condition de non-glissement sur la paroi
du tube.
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Anneze B. Le modéle de Weibel

Génération | Nombre de branches | Diameétre (mm) | Longueur (mm) | Surface de la section totale
des voies aériennes (cm?)

0 1 18 12.0 2.54

1 2 12.2 4.76 2.33

2 4 8.3 1.90 2.13

3 8 5.6 0.76 2.00

4 16 4.5 1.27 2.48

) 32 3.5 1.07 3.11

6 64 2.8 0.90 3.96

7 128 2.3 0.76 5.10

8 256 1.86 0.64 6.95

9 012 1.54 0.54 9.56

10 1024 1.30 0.46 13.4

11 2048 1.09 0.39 19.6

12 4096 0.95 0.33 28.8

13 8192 0.82 0.27 44.5

14 16384 0.74 0.16 69.4

15 32768 0.50 0.133 117.0

16 65536 0.49 0.112 225.0

17 131072 0.40 0.093 300.0

18 262144 0.38 0.083 543.0

19 524288 0.36 0.070 978.0

20 1048576 0.34 0.070 1743.0

21 2097152 0.31 0.070 2733.0

22 4194304 0.29 0.067 2070.0

23 8388608 0.25 0.075 7530.0

TAB. B.1 — Données de Weibel [24]

Nous donnons ici une description géométrique moyenne des bronches du poumon hu-
main de la premiére génération a la génération 23. Ces données ont été trouvées par ER.
Weibel en combinant les dimensions moyennes des dix premiéres générations provenant
d’un prototype en résine avec une estimation des dimensions des acinis.
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Annexe C. Lemme technique

On démontre dans cette annexe le lemme énoncé dans la sous-section 5.5.2, lors de la
démonstration d'une vitesse de décroissance exponentielle de 1’énergie.

Lemme C.1
Vs E] - 1,0[, aC > Oa Vo € H&(I)? Hax’UHHS(I) > C’U‘Herl(I),
avec | . |gs+1(py semi-norme sur H¥7(I).

Démonstration : On montre tout d’abord le lemme suivant

Lemme C.2 Pour tout 0 € [0,1], il existe C(0) > 0 telle que pour tout w € H'(I)
vérifiant w(l) = w(0) = 0 et [;w(x)dz =0, on a

102wl =01y = CO)[w]| r-0(2)-

Démonstration : On utilise pour démontrer ce lemme le fait que (e, (€,)nez-) avec

o =1, €, : x — e*™ est une base hilbertienne de L*(I). Ainsi, on a : w = Y. wyen
m##0
car w est a moyenne nulle. On en déduit que d,w = > (2mim)w,,e,,. On utilise alors
m#£0

I’équivalence des normes suivantes :

Vo €R, [[wllge ~ Y [m[**w),.
m#0

Ainsi, on obtient que

1001|301y ~ Z im|* #w?, ~ [w[F1-ar)-
m#£0

Ceci démontre ainsi le lemme. O

Soit s fixé, —1 < s < 0 et soit v € H}(I) fixé. On pose § = —s, 0 < 6 < 1.
On pose aussi w = v — v en notant v la moyenne de v sur I. La fonction w vérifie alors
les hypothéses du lemme ci-dessus puisque v € Hy(I) et on obtient donc

1020 | 11-0(1y = C(O) v = Ol zp1-01)

On obtient donc bien le résultat voulu avec la semi-norme. [
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Modélisation mathématique du poumon humain

Nous nous intéressons a certains problémes théoriques posés par la modélisation du
poumon humain comme arbre bronchique plongé dans le parenchyme pulmonaire.
[’arbre bronchique est représenté par un arbre dyadique résistif a 23 générations dans
lequel un écoulement de Stokes a lieu. La loi de Poiseuille relie ainsi le débit dans chaque
bronche au saut de pression a ses extrémités. Cet arbre est ensuite plongé dans un milieu
visco-élastique modélisant le parenchyme. Le processus de ventilation est alors assuré par
des pressions négatives, dues a une contraction du diaphragme, au niveau des alvéoles
permettant l'inspiration.

LLa premiére partie est consacrée a l'introduction d'un modéle d’arbre infini obtenu en
faisant tendre le nombre de générations vers l'infini. Les propriétés géométriques des
bronches, en particulier une certaine régularité de décroissance de la taille des branches
permettent, par extrapolation, de construire un tel modéle limite. Sur cet arbre infini, des
opérateurs de type gradient et divergence peuvent étre définis permettant de modéliser
I’écoulement de I'air avec un probléme de type Darcy. En effet, ’arbre infini peut alors
étre vu comme un milieu poreux, I'ensemble des alvéoles correspondant alors a la fron-
tiére du milieu sur laquelle une pression négative est appliquée. Des théorémes de trace
permettent alors de définir un opérateur qui associe au champ de pression sur ’ensemble
des bouts de I'arbre infini le continuum de débit sortant. Le processus de ventilation peut
ainsi étre modélisé comme un opérateur Dirichlet-Neumann défini par un probléme de
type Darcy sur un arbre infini de facon analogue a un probléme de Darcy sur un milieu
continu.

La seconde partie est dédiée a I’étude de modéles du parenchyme pulmonaire. La com-
plexité du parenchyme, milieu visco-élastique, provient de la présence de I’arbre qui relie
toutes les alvéoles entre elles. Des phénoménes de dissipation non locaux sont ainsi obser-
vés dus aux couplages de toutes les sorties.

Nous étudions tout d’abord un modéle monodimensionnel du parenchyme mettant en
jeu une équation de type onde avec des effets non locaux. En particulier nous détaillons
I’étude du comportement long et démontrons la décroissance exponentielle vers zéro de
I’énergie sous certaines hypotheéses de régularité de ’arbre résistif.

Enfin, nous proposons I'ébauche d'un modéle du parenchyme en dimension supérieure
prenant en compte a la fois le caractére élastique du tissu ainsi que la présence de I'arbre
résistif. Aprés avoir vérifié le caractére bien posé du modéle, nous présentons la méthode
numeérique choisie ainsi que des résultats numériques associés.

Mots clés : Poumon humain, arbre dyadique, arbre résistif infini, théorémes de trace,
équation des ondes, espaces de Sobolev.



