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✻✳✷✳✶ ❉❡*❝5✐♣'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣5♦❝0❞✉5❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛'❝❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✐①
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✻✳✷✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡) ❞❡ ❧❛ ❞✐.❡❝/✐♦♥ ❡/ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡♥❝❡ )✉. ❧❡) ❛❥✉)/❡✲

♠❡♥/) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✻✳✸ ❍②♣♦/❤<)❡) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✻✳✹ ▼@/❤♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✻✳✹✳✶ ❱❛.✐❛❜❧❡) ❞@♣❡♥❞❛♥/❡ ❡/ ✐♥❞@♣❡♥❞❛♥/❡) ❧♦.) ❞❡ ❧❛ /C❝❤❡

♣.✐♥❝✐♣❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✻✳✺ ❘@)✉❧/❛/) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✻✳✺✳✶ ❆)②♠@/.✐❡ ♠❡)✉.@❡ ❡♥ ♠✐♥✉/❡) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✻✳✺✳✷ ❆)②♠@/.✐❡ ❡♥❝♦❞@❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉. ♣❛./✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✻✳✻ ■♥/❡.♣.@/❛/✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✻✳✻✳✶ ❆♥❝.❛❣❡ )✉. ❧✬❛❧/❡.♥❛/✐✈❡✲❝✐❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✻✳✼ ❘❡❝♦♠♠❛♥❞❛/✐♦♥) ♣♦✉. ❧✬@❧✐❝✐/❛/✐♦♥ I ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠❛/❝❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✼ ▲❡# ♣%&❢&%❡♥❝❡# ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡. ✈❡%#❛.✐❧❡ ✶✼✺

✼✳✶ ❱❛.✐❛❜✐❧✐/@ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛@.❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

✼✳✷ ❊❧✐❝✐/❛/✐♦♥ ❞✬✐)♦♣.@❢@.❡♥❝❡) ♣❛. ❞❡) ❝♦♠♣❛.❛✐)♦♥) I ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥✢✐/ ✿

❝♦❤@.❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

✼✳✸ ❱❛.✐❛❜✐❧✐/@ ❞❡) .@♣♦♥)❡) I ✉♥❡ ❝♦♠♣❛.❛✐)♦♥ ♣❛. ♣❛✐.❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

❈♦♥❝❧✉#✐♦♥ ✶✾✸

❆ ❆❧❣♦%✐.❤♠❡ ❞✬❊❧✐❝✐.❛.✐♦♥ ❞❡# ■#♦♣%&❢&%❡♥❝❡# ✶✾✾

❇ ❈♦♥#✐❣♥❡# ❊①♣✳ ❈♦♠♣❛%❛✐#♦♥ ♣❛% ♣❛✐%❡ ✷✵✸

❈ ❈♦♥#✐❣♥❡# ❊①♣✳ ▼❛.❝❤✐♥❣ ✷✶✶

▲✐#.❡ ❞❡# ✜❣✉%❡# ✷✷✶

▲✐#.❡ ❞❡# .❛❜❧❡# ✷✷✺

❘&❢&%❡♥❝❡# ❜✐❜❧✐♦❣%❛♣❤✐H✉❡# ✷✷✼

①



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❈❤♦✐$✐% ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥. ❞✬✉♥❡ ♠❛✐$♦♥✱ ❛..%✐❜✉❡% ❞❡$ ♣%✐♦%✐.3$ ❞❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥.

5 ♣❧✉$✐❡✉%$ ♣%♦❥❡.$ ✐♥.3%❡$$❛♥.$✱ ❝❤♦✐$✐% 7✉❡❧$ ✈9.❡♠❡♥.$ ❡♠♣♦%.❡% ♣♦✉% ✉♥ ✇❡❡❦✲

❡♥❞ $✉% ❧❛ ❝=.❡✳ ❈❡$ ♣%♦❜❧?♠❡$ ❞❡ ❞3❝✐$✐♦♥ ♥3❝❡$$✐.❡♥. ❞✬3✈❛❧✉❡% ❧❡$ ❛❧.❡%♥❛.✐✈❡$

$✉% ❞✐✛3%❡♥.$ ❝%✐.?%❡$✳ ■❧$ ♥3❝❡$$✐.❡♥. ❞✬❡✛❡❝.✉❡% ❞❡$ ❝♦♠♣%♦♠✐$✳ ▲♦%$7✉✬✐❧ ❡$.

✐♠♣♦%.❛♥. ❞❡ ❝♦♥$✐❞3%❡% ♣❧✉$✐❡✉%$ ❛$♣❡❝.$ $✐♠✉❧.❛♥3♠❡♥. ♣♦✉% ❥✉❣❡% ❧❡$ ❛❧.❡%✲

♥❛.✐✈❡$ ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥$ ✉♥❡ ❞3❝✐$✐♦♥✱ ❝❡..❡ ❞❡%♥✐?%❡ ♣❡✉. 9.%❡ ♠♦❞3❧✐$3❡ ❞❡ ♠❛♥✐?%❡

♠✉❧.✐❝%✐.?%❡✳

❯♥ ❝❡%.❛✐♥ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ♠♦❞?❧❡$ ♥♦%♠❛.✐❢$ ♦♥. 3.3 ♣%♦♣♦$3$ ❡♥ .❤3♦%✐❡ ❞❡ ❧❛

❞3❝✐$✐♦♥ ♣♦✉% ❝❡ .②♣❡ ❞❡ ♣%♦❜❧?♠❡$✱ ❛✐♥$✐ 7✉❡ ♣♦✉% ❧❡$ ❞3❝✐$✐♦♥$ ❞❛♥$ ❧❡ %✐$7✉❡

❡. ❞❛♥$ ❧✬✐♥❝❡%.❛✐♥✳ ❈❡$ ♠♦❞?❧❡$ ❞3❝%✐✈❡♥. ❞❡$ ♥♦%♠❡$ ❞❡ %❛.✐♦♥❛❧✐.3✳ ▼❛①✐♠✐$❡%

❧✬✉.✐❧✐.3 ❡$♣3%3❡✱ ❝♦♠♣❛%❡% ❞❡✉① ❛❧.❡%♥❛.✐✈❡$ ✐♥❞3♣❡♥❞❛♠♠❡♥. ❞❡ ❧❛ ♣%3$❡♥❝❡

❞✬✉♥❡ .%♦✐$✐?♠❡ ❛❧.❡%♥❛.✐✈❡ 7✉✐ ❡$. ❞❡ .♦✉.❡ ❢❛I♦♥ ✐♥❢3%✐❡✉%❡ 5 .♦✉. ♣♦✐♥. ❞❡

✈✉❡✱ ❛❝❝♦%❞❡% ❞❡ ❧✬✐♠♣♦%.❛♥❝❡ 5 ✉♥ ❝%✐.?%❡ ❡♥ ❛♣♣%3❝✐❛♥. ❧✬3.❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧✬3❝❤❡❧❧❡

$✉% ❧❛7✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡$. ♠❡$✉%3✳ ✳ ✳ ▲✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ %?❣❧❡$ ❛$$♦❝✐3❡$ 5 ❝❤❛7✉❡ ♠♦❞?❧❡ ❞❡

❞3❝✐$✐♦♥ ❣❛%❛♥.✐. 7✉✬✉♥❡ ❝♦❤3%❡♥❝❡✱ ❞3✜♥✐❡ ❡①♣❧✐❝✐.❡♠❡♥.✱ $❡%❛ %❡$♣❡❝.3❡ ❞❛♥$

❧❛ ❞3❝✐$✐♦♥✳

▲❛ ❢❛I♦♥ ❞♦♥. ❧❡$ ❣❡♥$ ❞3❝✐❞❡♥. ❡♥ %3❛❧✐.3 $✬3❝❛%.❡♥. %3❣✉❧✐?%❡♠❡♥. ❞❡$ ♠♦✲

❞?❧❡$ ♥♦%♠❛.✐❢$✱ ❝❡ 7✉✐ ♣❡%♠❡. ❞✬❛✣%♠❡% 7✉❡ ❧❡$ ❞3❝✐❞❡✉%$ %3❡❧$ ♥❡ $♦♥. ♣❛$

%❛.✐♦♥♥❡❧$ ❞✉ ♣♦✐♥. ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❝❡$ ♠♦❞?❧❡$✳ ▲❛ ❧✐..3%❛.✉%❡ ❞3❝%✐. ❞❡♣✉✐$ ❧❛ ♠♦✐.✐3

❞✉ ❳❳✐?♠❡ $✐?❝❧❡ ❧❡$ ❧✐♠✐.❛.✐♦♥$ ❝♦❣♥✐.✐✈❡$ ❞✉ ❞3❝✐❞❡✉% ❤✉♠❛✐♥ ✭❙✐♠♦♥ ❬✶✾✺✺❪✮✳

▲❡ ❞3❝✐❞❡✉% %3❡❧ ✉.✐❧✐$❡ ❞❡$ $.%❛.3❣✐❡$ ❤❡✉%✐$.✐7✉❡$ ❞❡ ❞3❝✐$✐♦♥ ♣♦✉% %3$♦✉❞%❡

❧❡$ ♣%♦❜❧?♠❡$ 7✉✬✐❧ %❡♥❝♦♥.%❡✱ ❝❡ 7✉✐ ❛♣♣♦%.❡ ✉♥❡ 3❝♦♥♦♠✐❡ ❝♦❣♥✐.✐✈❡ ♠❛✐$ ❛✉

♣%✐① ❞❡ %❛❝❝♦✉%❝✐$ ❡. ❞✬❛♣♣%♦①✐♠❛.✐♦♥$✳ ▼9♠❡ ❞❡$ ❥♦✉❡✉%$ ❡①♣❡%.$ ❞❡ ❝❛$✐♥♦

❝❤❛♥❣❡♥. ❞❡ ❞3❝✐$✐♦♥ ❛✉ $✉❥❡. ❞✬✉♥ ♠9♠❡ ♣%♦❜❧?♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛I♦♥ ❞♦♥.

✶
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✐❧ ❡#$ ♣&'#❡♥$' ✭▲✐❝❤$❡♥#$❡✐♥ ❛♥❞ ❙❧♦✈✐❝ ❬✶✾✼✸❪✮✱ ❡$ ❝♦♥$&❡❞✐#❡♥$ ❛✐♥#✐ ❧❡# ❛①✐♦♠❡#

♥♦&♠❛$✐❢# ❞❡ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡$ ▼♦&❣❡♥#$❡&♥ ✭❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡$ ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✮✳

❊♥ ♣❛&❛❧❧F❧❡ G ❝❡# ❞❡✉① ❛♣♣&♦❝❤❡#✱ ♥♦&♠❛$✐✈❡ ❡$ ❞❡#❝&✐♣$✐✈❡✱ ❧✬❛✐❞❡ G ❧❛ ❞'✲

❝✐#✐♦♥ G ✈✐#'❡ ♣&❡#❝&✐♣$✐✈❡ #❡ ✜①❡ ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝$✐❢ ❞✬❛✐❞❡& ✉♥ ❞'❝✐❞❡✉& ❡♥ #$&✉❝✲

$✉&❛♥$ ❧❡ ♣&♦❜❧F♠❡ ❞❡ ❞'❝✐#✐♦♥ ❡$ ❡♥ ❝♦♥#$&✉✐#❛♥$ ✉♥ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ #❡# ♣&'❢'&❡♥❝❡#

#✉& ❧❡M✉❡❧ ♣❡✉$ #❡ ❜❛#❡& ✉♥❡ ♣&❡#❝&✐♣$✐♦♥✳ ❆✉ #❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❞'♠❛&❝❤❡ ♣&❡#❝&✐♣$✐✈❡✱

✐❧ ❢❛✉$ ❡♥ ♣❛&$✐❝✉❧✐❡& M✉❡#$✐♦♥♥❡& ❧❡ ❞'❝✐❞❡✉& ♣♦✉& &❡❝✉❡✐❧❧✐& #❡# ♣&'❢'&❡♥❝❡# ❡$

❧❡# ✐♥$'❣&❡& ❛✉ ♠♦❞F❧❡✳

▲❡# $&❛✈❛✉① ♣&'#❡♥$'# ❞❛♥# ❝❡$$❡ $❤F#❡ #✬✐♥#F&❡♥$ ❞❛♥# ❧❡ ❝♦✉&❛♥$ ❞❡#❝&✐♣✲

$✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐#'❡ ♣&❡#❝&✐♣$✐✈❡✳ ❋❛✐&❡ ❞❡ ❧✬✐♥❣'♥✐❡&✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞'❝✐#✐♦♥ ♥'❝❡##✐$❡ ❞❡

❝♦♠♣&❡♥❞&❡ ❝♦♠♠❡♥$ &❛✐#♦♥♥❡♥$ ❧❡# ❞'❝✐❞❡✉&# &'❡❧#✳ ▲✬❛♥❛❧②#$❡ ❞♦✐$ #❛✈♦✐& ❢❛✐&❡

❢❛❝❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦&$❡♠❡♥$ &'❡❧ ❞✉ ❞'❝✐❞❡✉& ❧♦&# ❞✉ &❡❝✉❡✐❧ ❞❡ #❡# ♣&'❢'&❡♥❝❡#✱ ❡$
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♠❡✐❧❧❡✉/❡ %✉/ "♦✉% ❧❡% ❝/✐";/❡% ( ❧❛ ❢♦✐%✱ ✐❧ ❡%" ♥5❝❡%%❛✐/❡ ❞✬❡✛❡❝"✉❡/ ❞❡% ❝♦♠✲

♣/♦♠✐% ♦✉ ❞❡% ❥✉❣❡♠❡♥"% ❞❡ ✈❛❧❡✉/✳ ❖♥ ❝❤❡/❝❤❡ ( ✐♥"5❣/❡/ ❞❡ ♠❛♥✐;/❡ ❢♦/♠❡❧❧❡

❧❡% ❥✉❣❡♠❡♥"% ❞❡ ✈❛❧❡✉/ ❡" ( ❡♥ ❞5❞✉✐/❡ ❧❡% ❝♦♥%52✉❡♥❝❡% ♣♦✉/ ❧❡ ♣/♦❜❧;♠❡✳ ▲❛

❞+❝✐-✐♦♥ ❞❛♥- ❧❡ /✐-1✉❡ "/❛✐"❡ ❞❡% ♣/♦❜❧;♠❡% ♦G ❧❡% ❞✐%"/✐❜✉"✐♦♥% ❞❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐"5%

✶

❈❡" ❡①❡♠♣❧❡ ❡'" ❛❞❛♣"* ❞❡ ❑❡❡♥❡② ❛♥❞ ❘❛✐✛❛ ❬✶✾✼✻❪✳

✼
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❞❡" ❝♦♥"&'✉❡♥❝❡" ❛**❛❝❤&❡" ❛✉① ❛❝*✐♦♥" ❡①✐"*❡♥* ❡* "♦♥* ♣❛/❢❛✐*❡♠❡♥* ❝♦♥♥✉❡"

✭✈♦✐/ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡* ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❡* ❲❛❦❦❡/ ❬✷✵✶✵❪✮✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛""✐'✉❡ ❞❛♥"

❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡"* ❧❡ ❝❤♦✐① ❡♥*/❡ ❞❡" ❧♦*❡/✐❡" ❞♦♥* ❧❡" ❣❛✐♥" ❡* ❧❡" ♣/♦❜❛❜✐❧✐*&"

❛""♦❝✐&❡" "♦♥* ❞♦♥♥&" E ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞#❝✐&✐♦♥ ❞❛♥& ❧✬✐♥❝❡+,❛✐♥ */❛✐*❡ ❞❡"

♣/♦❜❧I♠❡" ❞❡ ❞&❝✐"✐♦♥ ♣♦✉/ ❧❡"'✉❡❧" ❧❡" ❞✐"*/✐❜✉*✐♦♥" ❞❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐*& ♥✬❡①✐"*❡♥*

♣❛" ♦✉ "♦♥* ✐♥❝♦♥♥✉❡" ✭❙❛✈❛❣❡ ❬✶✾✺✹❪✱ ❆❧❧❛✐" ❬✶✾✺✸❪✱ ❊❧❧"❜❡/❣ ❬✶✾✻✶❪✮✳ ❖♥ "❡

❞❡♠❛♥❞❡ ❝♦♠♠❡♥* ❢❛✐/❡ ❞❡" ❝❤♦✐① ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦/♠❛*✐♦♥" ❞✐"♣♦♥✐❜❧❡"✳ R❛/

❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡♥* ❝❤♦✐"✐/ "✉/ '✉❡❧ ❝❤❡✈❛❧ ♣❛/✐❡/ ❧♦/" ❞✬✉♥❡ ❝♦✉/"❡✱ "❛❝❤❛♥*

'✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉* ♣/&✈♦✐/ ❧❡ ✈❛✐♥'✉❡✉/ ♠S♠❡ ❡♥ ❝♦♥♥❛✐""❛♥* ❧❡ /&"✉❧*❛* ❞❡ *♦✉*❡"

❧❡" ❝♦✉/"❡" ♣/&❝&❞❡♥*❡" ❄

❉❛♥" ❝❡**❡ *❤I"❡✱ ♦♥ "✬✐♥*&/❡""❡ ❡①❝❧✉"✐✈❡♠❡♥* ❛✉① ♣/♦❜❧I♠❡" ❞❡ ❞&❝✐"✐♦♥

♠✉❧*✐❝/✐*I/❡✳ ❆ ❝❡ *✐*/❡✱ ♦♥ ❝♦♥"✐❞I/❡ '✉❡ ❧❡" ✐♥❢♦/♠❛*✐♦♥" "✉/ ❧❡" ❝♦♥"&'✉❡♥❝❡"

❞❡" ❛❝*✐♦♥" "♦♥* ❝♦♥♥✉❡" ❛✈❡❝ ❝❡/*✐*✉❞❡ ✭❡♥ *♦✉* ❝❛" ❛""❡③ ❞❡ ❝❡/*✐*✉❞❡✮✳ ❉❛♥" ❝❡

*②♣❡ ❞❡ "✐*✉❛*✐♦♥"✱ ✐❧ ❡"* ❡♥ ❣&♥&/❛❧ ✐♠♣♦""✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐"❡/ *♦✉" ❧❡" ♦❜❥❡❝*✐❢"

E ❧❛ ❢♦✐"✳ R♦✉/ ❧❡ ❞&❝✐❞❡✉/✱ ❧❡ ❝Y✉/ ❞✉ ♣/♦❜❧I♠❡ ❡"* ❞✬❡✛❡❝*✉❡/ ❞❡" ❝♦♠♣/♦♠✐"

❡♥*/❡ ❧❡" ♦❜❥❡❝*✐❢" ✭✈❛❧✉❡ ,+❛❞❡✲♦✛&✮✳ ■❧ ❢❛✉* /❡♠❛/'✉❡/ ✐❝✐ '✉❡ ❧❡ ♣/♦❜❧I♠❡ ❝❡♥✲

*/❛❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞❡♠❡✉/❡ ❞❛♥" ❧❡" ❞❡✉① ❛✉*/❡" *②♣❡" ❞❡ ❞&❝✐"✐♦♥✱ ♠S♠❡ "✐ ❧✬♦♥

/&"♦✉* ❧❡" ♣/♦❜❧I♠❡" ❧✐&" E ❧✬✐♥❝❡/*✐*✉❞❡✳ ▼❡♥*✐♦♥♥♦♥" "✐♠♣❧❡♠❡♥* '✉✬✐❧ ❡①✐"*❡

❞❡ ♥♦♠❜/❡✉① ❝♦♥❝❡♣*" ❡* /&"✉❧*❛*" ❝♦♠♠✉♥" ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ '✉✐ ♥♦✉" ✐♥*&/❡""❡ ❡*

❛✉① ❞❡✉① ❛✉*/❡" ✭❞❛♥" ❧❡ /✐"'✉❡✱ ❞❛♥" ❧✬✐♥❝❡/*❛✐♥✮✳ ❈♦♥"✐❞&/❛♥* ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛

❞&❝✐"✐♦♥ ♠✉❧*✐❝/✐*I/❡✱ ♦♥ ♣❡✉* ❞✐"*✐♥❣✉❡/ */♦✐" *②♣❡" ❞❡ ♣/♦❜❧&♠❛*✐'✉❡ ✭✈♦✐/ ❘♦②

❬✶✾✽✺❪✱ ❝❤❛♣✳✻ ❡* ❇❛♥❛ ❡ ❈♦"*❛ ❬✶✾✾✻❪ ♣♦✉/ ✉♥❡ /&✢❡①✐♦♥ ♣❧✉" ❛♣♣/♦❢♦♥❞✐❡✮ ✿

❧❛ "#❧❡❝&✐♦♥ ❝♦♥"✐"*❡ E ❝❤♦✐"✐/ ✉♥ "♦✉"✲❡♥"❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝*✐♦♥"✱ ✈♦✐/❡ ✉♥ "✐♥❣❧❡*♦♥

✭✏❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉/❡ ❛❝*✐♦♥✑✱ ♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❤♦✐"✐/ ✉♥ "✐*❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐"❛*✐♦♥ ♣♦✉/

✉♥❡ ❝❡♥*/❛❧❡✮✱

❧✬❛✛❡❝&❛&✐♦♥ ❝♦♥"✐"*❡ E /&♣❛/*✐/ ❧❡" ❛❝*✐♦♥" ❞❛♥" ❞❡" ❝❛*&❣♦/✐❡" ♣/&❞&✜♥✐❡"

✭♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉/ */✐❡/ ❞❡" ❞♦""✐❡/" ❞✬❛**/✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ❝/&❞✐*✱ ❞❡" ❞♦""✐❡/"

♠&❞✐❝❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦"*✐❝✮✱

❧❡ ❝❧❛""❡♠❡♥& ❝♦♥"✐"*❡ E /❛♥❣❡/ ❧❡" ❛❝*✐♦♥" ❞❡ ❧❛ ♠♦✐♥" ❜♦♥♥❡ E ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉/❡

✭♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❝❧❛""❡♠❡♥* ♦❧②♠♣✐'✉❡ ❞❡" ❞✐✛&/❡♥*" ❛*❤❧I*❡"✮✳

❈❡" ♣/♦❜❧&♠❛*✐'✉❡" "♦♥* ❛✉""✐ ❛♣♣❡❧&❡" /❡"♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❝❤♦✐①✱ &/✐ ❡* /❛♥❣❡✲

♠❡♥&✳ ❊❧❧❡" ❝♦//❡"♣♦♥❞❡♥* ❝❤❛❝✉♥❡ E ✉♥ ♦❜❥❡❝*✐❢ ✜♥❛❧✱ ❞❡♠❛♥❞❡♥* ♣❧✉" ♦✉

✽
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♠♦✐♥$ ❞✬❡✛♦)*$✱ ❡* ♦♥* ❞♦♥♥, ❧✐❡✉ / ❧✬,❧❛❜♦)❛*✐♦♥ ❞❡ ♠,*❤♦❞❡$ $♣,❝✐✜6✉❡$✳ ◆,❛♥✲

♠♦✐♥$✱ ❡❧❧❡$ )❡♥✈♦✐❡♥* *♦✉*❡$ / ❧✬❛❝*✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥*❛❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛%❡% ❞❡$ ❛❝*✐♦♥$✱

❡♥ ♣)❡♥❛♥* ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ♣❧✉$✐❡✉)$ ❝)✐*<)❡$✳ =❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉) ),$♦✉❞)❡ ✉♥ ♣)♦✲

❜❧<♠❡ ❞❡ *②♣❡ ❛✛❡❝*❛*✐♦♥✱ ✐❧ ♣❛)❛@* ♥❛*✉)❡❧ ❞❡ ❝♦♠♣❛)❡) ❧❡$ ❛❧*❡)♥❛*✐✈❡$ 6✉❡

❧✬♦♥ $♦✉❤❛✐*❡ )❛♥❣❡) ❛✉① ♣)♦✜❧$ ✐♥❢,)✐❡✉) ❡* $✉♣,)✐❡✉) 6✉✐ ❞,✜♥✐$$❡♥* ❝❤❛6✉❡

❝❛*,❣♦)✐❡ ✭❝❡ ♣)✐♥❝✐♣❡ ❡$* ✉*✐❧✐$, ❞❛♥$ ▼♦✉$$❡❛✉ ❛♥❞ ❙❧♦✇✐♥$❦✐ ❬✶✾✾✽❪✮✳

✶✳✶✳✷ ▲✬❛✐❞❡ ) ❧❛ ❞+❝✐-✐♦♥ ❡♥ ♣1❛2✐3✉❡ ✿ ✐♥2❡1✈❡♥❛♥2- ❡2

❞+1♦✉❧❡♠❡♥2

=♦✉) ❞,❝)✐)❡ ❧❛ ♣)❛*✐6✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ / ❧❛ ❞,❝✐$✐♦♥✱ ♥♦✉$ )❡♥✈♦②♦♥$ / ❧❛ ❞,✜♥✐*✐♦♥

❞♦♥♥,❡ ♣❛) ❘♦② ❬✶✾✽✺❪✱ ❝❤❛♣✳✶ ✿

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳✶ ✭❆✐❞❡ / ❧❛ ❞,❝✐$✐♦♥✮✳ ▲✬❛✐❞❡ + ❧❛ ❞-❝✐.✐♦♥ ❡.0 ❧✬❛❝0✐✈✐0- ❞❡

❝❡❧✉✐ 3✉✐✱ ♣%❡♥❛♥0 ❛♣♣✉✐ .✉% ❞❡. ♠♦❞5❧❡. ❝❧❛✐%❡♠❡♥0 ❡①♣❧✐❝✐0-. ♠❛✐. ♥♦♥ ♥-❝❡.✲

.❛✐%❡♠❡♥0 ❝♦♠♣❧50❡♠❡♥0 ❢♦%♠❛❧✐.-.✱ ❛✐❞❡ + ♦❜0❡♥✐% ❞❡. -❧-♠❡♥0. ❞❡ %-♣♦♥.❡.

❛✉① 3✉❡.0✐♦♥. 3✉❡ .❡ ♣♦.❡ ✉♥ ✐♥0❡%✈❡♥❛♥0 ❞❛♥. ✉♥ ♣%♦❝❡..✉. ❞❡ ❞-❝✐.✐♦♥✱ -❧-✲

♠❡♥0. ❝♦♥❝♦✉%❛♥0 + -❝❧❛✐%❡% ❧❛ ❞-❝✐.✐♦♥ ❡0 ♥♦%♠❛❧❡♠❡♥0 + ♣%❡.❝%✐%❡✱ ♦✉ .✐♠✲

♣❧❡♠❡♥0 + ❢❛✈♦%✐.❡%✱ ✉♥ ❝♦♠♣♦%0❡♠❡♥0 ❞❡ ♥❛0✉%❡ + ❛❝❝%♦:0%❡ ❧❛ ❝♦❤-%❡♥❝❡ ❡♥0%❡

❧✬-✈♦❧✉0✐♦♥ ❞✉ ♣%♦❝❡..✉. ❞✬✉♥❡ ♣❛%0✱ ❧❡. ♦❜❥❡❝0✐❢. ❡0 ❧❡ .②.05♠❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉%. ❛✉

.❡%✈✐❝❡ ❞❡.3✉❡❧. ❝❡0 ✐♥0❡%✈❡♥❛♥0 .❡ 0%♦✉✈❡ ♣❧❛❝- ❞✬❛✉0%❡ ♣❛%0✳

▲❡$ ♦❜❥❡*$ ❛✉①6✉❡❧$ ♦♥ $❡ )❛♠<♥❡ ♣♦✉) ♠♦❞,❧✐$❡) ✉♥ ♣)♦❜❧<♠❡ ❞❡ ❞,❝✐$✐♦♥

♠✉❧*✐❝)✐*<)❡ $♦♥* ✿

• ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ❛❧*❡)♥❛*✐✈❡$✳ ❖♥ ♣❡✉* ❛✉$$✐ ❧❡$ ❛♣♣❡❧❡) ❛❝*✐♦♥$ ♦✉ ♦♣*✐♦♥$✳

• ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ❝)✐*<)❡$ ♦✉ ♣♦✐♥*$ ❞❡ ✈✉❡ $❡❧♦♥ ❧❡$6✉❡❧$ $♦♥* ❥✉❣,❡$ ❧❡$

❛❝*✐♦♥$✳

■❧$ $❡)♦♥* ❞,✜♥✐$ ♣❧✉$ ♣),❝✐$,♠❡♥* / ❧❛ ❙♦✉$✲$❡❝*✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳

❖♥ ♣)❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦*❤<$❡ 6✉❡ ❧✬❛✐❞❡ / ❧❛ ❞,❝✐$✐♦♥ ❡$* ✉♥❡ ♣)❛*✐6✉❡ ❢❛✐✲

$❛♥* ✐♥*❡)✈❡♥✐) ❛✉ ♠♦✐♥$ ❞❡✉① ❛❝*❡✉)$ ✿ ❧❡ ❞-❝✐❞❡✉% ✭❞❡❝✐$✐♦♥✲♠❛❦❡) ♦✉ ❉▼

❡♥ ❛♥❣❧❛✐$✮✱ 6✉✐ ❡$* ❝♦♥❢)♦♥*, / ✉♥ ♣)♦❜❧<♠❡ ❞❡ ❞,❝✐$✐♦♥✳ ■❧ ♣♦$$<❞❡ ❤❛❜✐*✉❡❧✲

❧❡♠❡♥* ✉♥❡ ❝❡)*❛✐♥❡ ❡①♣❡)*✐$❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥❝❡)♥,✳ ■❧ $♦✉❤❛✐*❡ $❡ ❢❛✐)❡

✾



❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ▲✬❆■❉❊ ▼❯▲❚■❈❘■❚➮❘❊ ➚ ▲❆ ❉➱❈■❙■❖◆

❛!!✐!#❡%✳ ▲✬❛♥❛❧②$%❡ ♦✉ ❤♦♠♠❡ ❞✬.#✉❞❡✱ 0✉✐ ❡!# ❤❛❜✐❧✐#. 3 !#%✉❝#✉%❡% ❧❡ ♣%♦✲

❜❧7♠❡ ❞❡ ❞.❝✐!✐♦♥ ❡# ♠♦❞.❧✐!❡% ❧❡! ♣%.❢.%❡♥❝❡! ❞✉ ❞.❝✐❞❡✉% ❛✜♥ ❞❡ ♣%♦❞✉✐%❡ ✉♥❡

%❡❝♦♠♠❛♥❞❛#✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳ ;❛% !❛ ❝♦♥♥❛✐!!❛♥❝❡ ❞❡! ♠♦❞7❧❡! ❢♦%♠❡❧! ❞❡ ❞.❝✐!✐♦♥✱

✐❧ ♣❡✉# ❛♣♣♦%#❡% ✉♥❡ ❣❛%❛♥#✐❡ ❞❡ %❛#✐♦♥❛❧✐#.✱ ✐✳❡✳✱ ❛!!✉%❡% 0✉❡ ❧❛ !#%✉❝#✉%❡ ❞❡

♣%.❢.%❡♥❝❡! ✐!!✉❡ ❞✉ ♣%♦❝❡!!✉! %❡!♣❡❝#❡ ❝❡%#❛✐♥! ❛①✐♦♠❡! ✭✈♦✐% #❤.♦%7♠❡! ❞❡

%❡♣%.!❡♥#❛#✐♦♥ ✶✳✸✳✸✮✳ ;❛%♠✐ ❧❡! ❡♥❥❡✉① ♣%✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②!#❡ ✜❣✉%❡♥# ✿ ❛✐✲

❞❡% ❧❡ ❞.❝✐❞❡✉% 3 #%♦✉✈❡% ✉♥❡ %❡♣%.!❡♥#❛#✐♦♥ ❛❞❛♣#.❡ ❞✉ ♣%♦❜❧7♠❡✱ ❡# ❛✐❞❡% ❧❡

❞.❝✐❞❡✉% 3 ✐❞❡♥#✐✜❡% ♦F ✐♥#❡%✈✐❡♥♥❡♥# !❡! ❥✉❣❡♠❡♥#! ❞❡ ✈❛❧❡✉%! ♦✉ ♣%.❢.%❡♥❝❡!✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❞♦✐# %❡♣%.!❡♥#❡% ❧❡! ♣%.❢.%❡♥❝❡! ❞✉ ❉▼ 3 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❢♦%♠❡❧

♣❡%♠❡##❛♥# ❞❡ !✬❛!!✉%❡% 0✉❡ ❧❡ ♣%♦❝❡!!✉! ❞❡ ❞.❝✐!✐♦♥ !✉✐# ❞❡! %7❣❧❡! ❞❡ %❛#✐♦♥❛✲

❧✐#.✱ ❝❤♦✐!✐❡! ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✉ ❞.❝✐❞❡✉% ❡# ❞❡ ❧❛ ♥❛#✉%❡ ❞✉ ♣%♦❜❧7♠❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥#❡♥❞✉✱

✐❧ !❡ ♣❡✉# 0✉❡ ❧❡ ♣%♦❜❧7♠❡ ❝♦♥❝❡%♥❡ ✉♥ ❣%♦✉♣❡ ❞❡ ❞.❝✐❞❡✉%!✳ ■❧ ❡①✐!#❡ ❞❡! ♣%♦✲

❜❧.♠❛#✐0✉❡! !♣.❝✐✜0✉❡! 3 ❝❡##❡ !✐#✉❛#✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬❛❣%.❣❡% ❧❡! ♣%.❢.%❡♥❝❡!

❞❡ ❧✬❡♥!❡♠❜❧❡ ❞❡! ❞.❝✐❞❡✉%!✳ ◆♦✉! ♥♦✉! ✐♥#.%❡!!♦♥! ❞❛♥! ❝❡##❡ #❤7!❡ ❛✉ ❝❛! ❞❡

❜❛!❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞.❝✐❞❡✉%✳

▲❡ ❞.❝✐❞❡✉% ❢❛✐# ❛♣♣❡❧ 3 ❧✬❛♥❛❧②!#❡ ❛❧♦%! 0✉✬✐❧ ❡!# ❝♦♥❢%♦♥#. 3 ✉♥ ♣%♦❜❧7♠❡

❞❡ ❞.❝✐!✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊♥ ❣.♥.%❛❧✱ ❧❡ ♣%♦❜❧7♠❡ ♥✬❡!# ♣❛! ❡♥❝♦%❡ ❝❧❛✐%❡♠❡♥# ❡#

❡①❤❛✉!#✐✈❡♠❡♥# ❢♦%♠✉❧.✳ ❚%♦✉✈❡% ❧❛ ❜♦♥♥❡ %❡♣%.!❡♥#❛#✐♦♥ ❞✉ ♣%♦❜❧7♠❡✱ ❛✈❛♥#

♠N♠❡ ❞❡ ❧❡ %.!♦✉❞%❡ ❢♦%♠❡❧❧❡♠❡♥#✱ ❝♦♥!#✐#✉❡ ✉♥❡ ♣❛%# ❝%✉❝✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ 3 ❧❛

❞.❝✐!✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥!✐❞7%❡ ❛✐♥!✐ 0✉❡ ❧❡ ♣%♦❝❡!!✉! ❞✬❛✐❞❡ 3 ❧❛ ❞.❝✐!✐♦♥ !❡ ❞.❝♦♠♣♦!❡

❡♥ 0✉❛#%❡ .#❛♣❡! ✭❚!♦✉❦✐3! ❬✷✵✵✼❪✱ ✈♦✐% ❛✉!!✐ ❘♦② ❬✶✾✽✺❪✱ ❝❤❛♣✳✹✮ ✿

✶✳ ✉♥❡ %❡♣%.!❡♥#❛#✐♦♥ ❞✉ ♣%♦❜❧7♠❡ ❞❡ ❞.❝✐!✐♦♥ ✿ 0✉❡❧! !♦♥# ❧❡! ♣❛%#✐❝✐♣❛♥#!✱

❧❡! ❡♥❥❡✉①✱ ❧❡! ❝♦♥!.0✉❡♥❝❡! ❧✐.❡! ❛✉ ♣%♦❜❧7♠❡ ❞❡ ❞.❝✐!✐♦♥ ❄ ▲❛ ❞.❝✐!✐♦♥

♣❡✉#✲❡❧❧❡ N#%❡ ❧.❣✐#✐♠❡♠❡♥# ♣%✐!❡ ♣❛% ❧❡ ❞.❝✐❞❡✉% ❄

✷✳ ✉♥❡ ❢♦%♠✉❧❛#✐♦♥ ❞✉ ♣%♦❜❧7♠❡ ✿ 0✉❡❧❧❡! !♦♥# ❧❡! ❛❝#✐♦♥! ♣♦#❡♥#✐❡❧❧❡! ❄ ❉❡

0✉❡❧! ♣♦✐♥#! ❞❡ ✈✉❡ !❡%♦♥#✲❡❧❧❡! ❥✉❣.❡! ❄ ◗✉❡❧ ❞♦✐# N#%❡ ❧❡ ♣%♦❞✉✐# ❞❡ ❧❛

❞.❝✐!✐♦♥ ✭✈♦✐% ❧❡! ♣%♦❜❧.♠❛#✐0✉❡! ❞.❝%✐#❡! ❡♥ ✐♥#%♦❞✉❝#✐♦♥✳✮

✸✳ ✉♥ ♠♦❞7❧❡ ❞✬.✈❛❧✉❛#✐♦♥ ✿ ✉♥❡ ❞❡!❝%✐♣#✐♦♥ ❢♦%♠❡❧❧❡ ✐♥❝❧✉❛♥# ✿ ❧❡! ❛❧#❡%♥❛✲

#✐✈❡!✱ ❧❡! ❛##%✐❜✉#!✱ ❧❡! .❝❤❡❧❧❡!✱ ❧❛ ♠.#❤♦❞❡ ❞✬❛❣%.❣❛#✐♦♥✳

✹✳ ❞❡! %❡❝♦♠♠❛♥❞❛#✐♦♥! ✜♥❛❧❡!✱ !✉♣♣♦%#.❡! ♣❛% ❞❡! ❥✉!#✐✜❝❛#✐♦♥!✳

✶✵
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❱♦✐# ❇♦✉②''♦✉ ❡) ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❝❤❛♣✳ ✷✱ ♣♦✉# ✉♥❡ ♣#7'❡♥)❛)✐♦♥ ❞7)❛✐❧❧7❡ ❞❡' ♣#♦✲

❞✉✐)' ❞✬✉♥ ♣#♦❝❡''✉' ❞✬❛✐❞❡ ; ❧❛ ❞7❝✐'✐♦♥✳

<♦✉# ❝♦♥')#✉✐#❡ ✉♥❡ #❡❝♦♠♠❛♥❞❛)✐♦♥ ; ♣❛#)✐# ❞✉ ♠♦❞>❧❡ ❞✬7✈❛❧✉❛)✐♦♥✱ ✐❧ ❡')

♥7❝❡''❛✐#❡ ❞❡ #❡❝✉❡✐❧❧✐# ❧❡' ♣#7❢7#❡♥❝❡' ❞✉ ❞7❝✐❞❡✉#✱ ❡) ❞❡ ❧❡' #❡♣#7'❡♥)❡# ❞❛♥'

✉♥ ♠♦❞>❧❡✳ ❊♥ ♣#❛)✐B✉❡✱ ✐❧ ❡') ❝♦✉#❛♥) B✉❡ ♣❧✉'✐❡✉#' ❞7❝✐❞❡✉#' ✐♥)❡#✈✐❡♥♥❡♥)

'✐♠✉❧)❛♥7♠❡♥) ❞❛♥' ❧❡ ♣#♦❝❡''✉' ❞❡ ❞7❝✐'✐♦♥✳ ▲✬❛✐❞❡ ; ❧❛ ❞7❝✐'✐♦♥ ❢♦✉#♥✐) ✉♥

❝❛❞#❡ ♣❡#♠❡))❛♥) ❛✉① ❞7❝✐❞❡✉#' ❞✬❛#❣✉♠❡♥)❡# ❡) ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐B✉❡# ❧❡✉#' ♣♦✐♥)'

❞❡ ✈✉❡ #❡'♣❡❝)✐❢'✳

✶✳✶✳✸ ❚$♦✐' ❛♣♣$♦❝❤❡' ❡♥ ❛✐❞❡ / ❧❛ ❞1❝✐'✐♦♥

▲❛ ❞7❝✐'✐♦♥ ✐♥)7#❡''❡ ❧❡' ❝♦♠♠✉♥❛✉)7' ❞❡ ❞✐✈❡#'❡' ❞✐'❝✐♣❧✐♥❡'✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❡♥✲

)✐❧❧❡ ♣❛#)✐❝✉❧✐>#❡ ♣♦✉# ❝❤❛❝✉♥❡✳ <♦✉# ❢❛✐#❡ ❝♦✉#)✱ ❞✐'♦♥' B✉❡ ❧❡' ♠❛)❤7♠❛)✐❝✐❡♥'

❡) 7❝♦♥♦♠✐')❡' ❝❤❡#❝❤❡♥) ; ♣#♦♣♦'❡# ❞❡' ♠♦❞>❧❡' ❡) ❞❡' ♣#♦❝7❞✉#❡' ❞❡ ❞7❝✐'✐♦♥

#❛)✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡' ♣'②❝❤♦❧♦❣✉❡' ❝❤❡#❝❤❡♥) ; ❞7❝#✐#❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦#)❡♠❡♥) ❞❡' ❣❡♥' ❡) ;

❞7)❡#♠✐♥❡# B✉❡❧❧❡' ❧✐♠✐)❛)✐♦♥' ❝♦❣♥✐)✐✈❡' ❡①♣❧✐B✉❡♥) ❧❡' ❞7✈✐❛)✐♦♥' ♣❛# #❛♣♣♦#)

❛✉① ❝❛♥♦♥' #❛)✐♦♥♥❡❧'✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡' ❛♥❛❧②')❡' ❡) ❝❤❡#❝❤❡✉#' ❡♥ '❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❣❡')✐♦♥

❡) #❡❝❤❡#❝❤❡ ♦♣7#❛)✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❤❡#❝❤❡♥) ; ❛✐❞❡# ❞❡' ❞7❝✐❞❡✉#' #7❡❧' ; ♣#❡♥❞#❡ ❞❡'

❞7❝✐'✐♦♥' ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉#❡ B✉❛❧✐)7✳ ■❧' ❝❤❡#❝❤❡♥) ; ❛♠7❧✐♦#❡# ❧❛ ♣#❛)✐B✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞7✲

❝✐'✐♦♥✳ ■❧ ❡') ✐♠♣♦#)❛♥) ❞✬❛✈♦✐# ❝♦♥'❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡' )#♦✐' ❛♣♣#♦❝❤❡' ❡) ❞❡ ❧❡✉#'

✐♥)❡#❛❝)✐♦♥' ❧♦#'B✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛#❧❡ ❞✬❛✐❞❡ ; ❧❛ ❞7❝✐'✐♦♥ ✭✈♦✐# ❇❡❧❧ ❡) ❛❧✳ ❬✶✾✽✽❪✱ ❇♦✉②'✲

'♦✉ ❡) ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ♣♣✳✷✶✲✷✼✱ ❙)❛♥♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ❲❡') ❬✶✾✾✾❪✱ ●P❧ ❡) ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪✱ ❝❤❛♣✳✺✱

❲❡❜❡# ❛♥❞ ❈♦'❦✉♥♦❣❧✉ ❬✶✾✾✵❪✮ ✿

❛♣♣"♦❝❤❡ ♥♦"♠❛)✐✈❡ ➱)❛♥) ❞♦♥♥7 ❧❡' ♣#7❢7#❡♥❝❡' ❞✉ ❞7❝✐❞❡✉#✱ B✉❡❧❧❡ ❞7❝✐✲

'✐♦♥ ❡') ♦♣)✐♠❛❧❡ ❄ ◗✉❡❧❧❡' #>❣❧❡' ❞❡✈#❛✐) '✉✐✈#❡ ✉♥ ❛❣❡♥) #❛)✐♦♥♥❡❧ ❄ ◗✉❡❧'

♠♦❞>❧❡' ❞❡ ❞7❝✐'✐♦♥ ♣❡#♠❡))❡♥) ❞❡ '✉✐✈#❡ ❝❡' #>❣❧❡' ❄

❛♣♣"♦❝❤❡ ❞❡-❝"✐♣)✐✈❡ ❈♦♠♠❡♥) ❧❡' ❞7❝✐❞❡✉#' #7❡❧' '❡ ❝♦♠♣♦#)❡♥)✲✐❧' ❄ ❈♦♠✲

♠❡♥) ✉)✐❧✐'❡♥)✲✐❧' ❧❡✉#' ♣#7❢7#❡♥❝❡' ❧♦#'B✉✬✐❧' ♣#❡♥♥❡♥) ✉♥❡ ❞7❝✐'✐♦♥ ❄ <❡✉)✲

♦♥ ❝♦♥')#✉✐#❡ ✉♥ ♠♦❞>❧❡ #❡♥❞❛♥) ❝♦♠♣)❡ ❞❡ ❝❡' ♦❜'❡#✈❛)✐♦♥' ❄

❛♣♣"♦❝❤❡ ♣"❡-❝"✐♣)✐✈❡ ❈♦♠♠❡♥) ❛✐❞❡# ✉♥ ❞7❝✐❞❡✉# B✉✐ ❛'♣✐#❡ ; ❢❛✐#❡ ✉♥

❝❤♦✐① #❛)✐♦♥♥❡❧ ♠❛❧❣#7 '❡' ❧✐♠✐)❛)✐♦♥' ❝♦❣♥✐)✐✈❡' ❄ ❈♦♠♠❡♥) #❡❝✉❡✐❧❧✐#

✶✶
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 ❡ ♣#$❢$#❡♥❝❡ ❄ ❈♦♠♠❡♥, ❜.,✐# ❞❡ #❡❝♦♠♠❛♥❞❛,✐♦♥ ♣♦✉# 3✉✬✐❧ ♣#❡♥♥❡

✉♥❡ ❞$❝✐ ✐♦♥ ❝♦♥❢♦#♠❡ 6  ❡ ♣♦✐♥, ❞❡ ✈✉❡ ❄

❉❛♥ ❧❡ ♣❛#❛❣#❛♣❤❡ 3✉✐  ✉✐✈❡♥,✱ ♥♦✉ ❡  ❛②♦♥ ❞❡ ♣#$ ❡♥,❡# ❡♥ ❞$,❛✐❧ ❧✬❛♣✲

♣#♦❝❤❡ ♥♦#♠❛,✐✈❡✳ ◆♦✉ ♥❡ ❞♦♥♥♦♥ 3✉✬✉♥❡ #❛♣✐❞❡ ❞❡ ❝#✐♣,✐♦♥ ❞❡ ❛♣♣#♦❝❤❡ 

❞❡ ❝#✐♣,✐✈❡ ❡, ♣#❡ ❝#✐♣,✐✈❡✱ ❝❛# ❧❡ ❈❤❛♣✐,#❡ ✷ ❡ , ,♦✉, ❡♥,✐❡# ❝♦♥ ❛❝#$ 6 ❧✬❛♣✲

♣#♦❝❤❡ ❞❡ ❝#✐♣,✐✈❡ ❡, 6  ♦♥ ✐♥,$#A, 3✉❛♥, ❛✉① ❞❡✉① ❛✉,#❡ ❛♣♣#♦❝❤❡ ✳ ❊♥ ❡✛❡,✱

❝❡,,❡ ,❤E ❡  ✬✐♥ ❝#✐, ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥, ❞❛♥ ❧✬❛♣♣#♦❝❤❡ ❞❡ ❝#✐♣,✐✈❡✳ ❖♥ ♣#$ ❡♥,❡

♥♦,❛♠♠❡♥, ❞❛♥ ❧❡ ❈❤❛♣✐,#❡ ✺ ❡, ✻✱ ❞❡✉① ❡①♣$#✐♠❡♥,❛,✐♦♥ ✈✐ ❛♥, 6 ♦❜ ❡#✲

✈❡# ❧✬❡①♣#❡  ✐♦♥ ❞❡ ♣#$❢$#❡♥❝❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ,.❝❤❡  ♣$❝✐✜3✉❡ ✭❝♦♠♣❛#❛✐ ♦♥

♣❛# ♣❛✐#❡ ❡, ♠❛,❝❤✐♥❣✮✱ ❡, ❡♥ ❝♦♥,#L❧❛♥, ❧✬✐♥,❡♥ ✐,$ ❞✉ ❝♦♥✢✐, ♠✉❧,✐❝#✐,E#❡ ✭✈♦✐#

❈❤❛♣✐,#❡ ✸✮ ❡♥,#❡ ❧❡ ❛❧,❡#♥❛,✐✈❡ ❥✉❣$❡ ♣❛# ❧❡ ❞$❝✐❞❡✉#✳

❆✉  ❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ,❤$♦#✐❡ ♥♦#♠❛,✐✈❡✱ ♦♥ ,#♦✉✈❡ ❞❡ ♠♦❞E❧❡ ❞❡ ❞$❝✐ ✐♦♥ ✭❝❡#✲

,❛✐♥  ❡#♦♥, ❞$❝#✐, ❞❛♥ ❧❛  ✉✐,❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐,#❡✮ 3✉✐ ♣#❡♥♥❡♥, ❡♥ ❡♥,#$❡✱ ♦✉,#❡

❧❡ $✈❛❧✉❛,✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ❛❧,❡#♥❛,✐✈❡  ✉# ❝❤❛3✉❡ ❝#✐,E#❡✱ ❧❡ ♣#$❢$#❡♥❝❡ ❞✉ ❞$✲

❝✐❞❡✉#✱ 6 ,#❛✈❡# ❞❡ ♣❛"❛♠$%"❡' ✭♣♦✐❞ ❞❡ ❝#✐,E#❡ ✱  ❡✉✐❧ ❞❡ ✈❡,♦✱ ❢♦♥❝,✐♦♥

❞✬✉,✐❧✐,$✱ ❡,❝✳✮ ❡, 3✉✐ ❞♦♥♥❡♥, ❡♥  ♦#,✐❡ ✉♥❡ #$♣♦♥ ❡ ✐♥✐,✐❛❧❡ 6 ❧❛ ♣#♦❜❧$♠❛,✐3✉❡

❞❡ ❞$❝✐ ✐♦♥ ✿ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉#❡ ❛❧,❡#♥❛,✐✈❡✱ ✉♥ ❝❧❛  ❡♠❡♥,✱ ✉♥ #❛♥❣❡♠❡♥,✳ ❈❡,,❡  ♦❧✉✲

,✐♦♥ ♣❡#♠❡, ❞❡ ❜.,✐# ✉♥❡ #❡❝♦♠♠❛♥❞❛,✐♦♥✳ ■♥ ✐ ,♦♥ ❝❡♣❡♥❞❛♥,  ✉# ❧❡ ❢❛✐, 3✉❡

❝✬❡ , ,♦✉, ❧❡ ♣#♦❝❡  ✉ ❞❡  ,#✉❝,✉#❛,✐♦♥ ❞❡ ♣#$❢$#❡♥❝❡ 3✉✐ ❞♦✐, A,#❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡

❧✬❛♣♣♦#, ♣#✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ 6 ❧❛ ❞$❝✐ ✐♦♥✳ ■❧ ♣❡#♠❡, ❛✉ ❞$❝✐❞❡✉# ❞❡ ❝♦♥ ,#✉✐#❡✱

❛  ❡♦✐# ❡, ❢❛✐#❡ ♣❛#,❛❣❡# ❞❡ ❝♦♥✈✐❝,✐♦♥ ✭❘♦② ❬✶✾✽✺❪✮✳ ▲❛ ♣#❡ ❝#✐♣,✐♦♥ ✜♥❛❧❡

♥✬❡ , 3✉✬✉♥❡ ♣#$❝♦♥✐ ❛,✐♦♥ 3✉✐ ❞$#✐✈❡ ❞❡ ❝❡ ♣#♦❝❡  ✉ ✳ ▲❡ ♠♦❞E❧❡  ❡ ❞✐✛$#❡♥✲

❝✐❡♥, ♥♦,❛♠♠❡♥, ♣❛# ❧❡ ,②♣❡ ❡, ❧❛ 3✉❛♥,✐,$ ❞✬✐♥❢♦#♠❛,✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞$❡ ❡♥ ❡♥,#$❡✱

♠❛✐ ❛✉  ✐ ♣❛# ❧❡ ♣#♦♣#✐$,$ ❞❡ ❧❛  ,#✉❝,✉#❡ 3✉❡ ❧❡ ♠♦❞E❧❡ ❢♦✉#♥✐, ✿ ❡ ,✲❝❡ 3✉❡

❧❡ ❛❧,❡#♥❛,✐✈❡  ♦♥, ,♦✉,❡ ❝♦♠♣❛#❛❜❧❡ ❄ ❊ ,✲❝❡ 3✉❡ ❧❡ ♣#$❢$#❡♥❝❡ $,❛❜❧✐❡ 

 ♦♥, ,#❛♥ ✐,✐✈❡ ❄ ❊ ,✲❝❡ 3✉❡ ❧❛  ,#✉❝,✉#❡ ✜♥❛❧❡ ❡ ,  ❡♥ ✐❜❧❡ 6 ❞❡ ♣❡,✐, ❝❤❛♥✲

❣❡♠❡♥,  ✉# ❧❡ ♣❛#❛♠E,#❡ 3✉✐ #❡♣#$ ❡♥,❡♥, ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥, ❞✉ ❞$❝✐❞❡✉# ❄ ❯♥❡

♣❛#,✐❡ ❞❡ ❧❛ #❡❝❤❡#❝❤❡ ❡♥ ❛✐❞❡ 6 ❧❛ ❞$❝✐ ✐♦♥ ❝♦♥ ✐ ,❡ 6 ❝❛#❛❝,$#✐ ❡# ❧❡ ♠♦❞E❧❡ 

❞❡ #❡♣#$ ❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ♣#$❢$#❡♥❝❡ ✱ ❝✬❡ ,✲6✲❞✐#❡ 6 ❞$❝#✐#❡ ❝❡ ♠♦❞E❧❡ ♣❛# ❞❡ 

❝♦♥❞✐,✐♦♥ ♥$❝❡  ❛✐#❡ ❡,  ✉✣ ❛♥,❡ ♣♦#,❛♥,  ✉# ❧❡  ,#✉❝,✉#❡ ❞❡ ♣#$❢$#❡♥❝❡ 

3✉❡ ❧❡ ♠♦❞E❧❡ ❡ ,  ✉ ❝❡♣,✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉#♥✐# ✭❝❢✳ ❙➟♦✇✐➠ ❦✐ ❡, ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✮✳

b♦✉# $❝❧❛✐#❡# ❝❡ ♥♦,✐♦♥ ✱ ♣#❡♥♦♥ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❢❛♠✐❧✐❡# ❞❡ ♠♦❞E❧❡ ❞❡ ♣#$❢$✲

#❡♥❝❡ ✿ ❧❛  ♦♠♠❡ ♣♦♥❞$#$❡✳ ❚♦✉, ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❛ ❞$❥6 ❝❛❧❝✉❧$ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡  ❝♦❧❛✐#❡

✶✷
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❡♥ ❛❞❞✐%✐♦♥♥❛♥% ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥* ❝❤❛-✉❡ ♠❛%✐/0❡✱ ♣♦♥❞303❡ ♣❛0 ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%

❝♦00❡*♣♦♥❞❛♥%✳ ▲❛ *♦♠♠❡ ♣♦♥❞303❡ ❡*% ❛✉**✐ ❧❛0❣❡♠❡♥% ✉%✐❧✐*3❡ ❞❛♥* ❧❡* ♠❛✲

❣❛③✐♥❡* ❞❡ ❝♦♥*♦♠♠❛%❡✉0*✱ ♣♦✉0 ❝♦♠♣❛0❡0 ❧❡* ♣0♦❞✉✐%*✱ : ♣❛0%✐0 ❞✬3✈❛❧✉❛%✐♦♥*

*✉0 ❞❡* ❝0✐%/0❡* ✭♣0✐①✱ ❧♦♥❣3✈✐%3✱ ❞❡*✐❣♥✱ -✉❛❧✐%3 ❞✉ *❡0✈✐❝❡✱ ❡%❝✳✮✳ ❙✐ ❧❡* ♣♦✐❞*

*♦♥% ❞❛♥* ❝❡* ❞❡✉① ❝❛* 3%❛❜❧✐* ♣❛0 ✉♥❡ ✐♥*%❛♥❝❡ *✉♣30✐❡✉0❡ ❡% ❛❝❝❡♣%3* ❡♥ %❛♥%

-✉❡ %❡❧* ✭❧✬3❞✉❝❛%✐♦♥ ♥❛%✐♦♥❛❧❡ ❞3✜♥✐% ❧❡* ❝♦❡✣❝✐❡♥%* ♣♦✉0 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉ ❜❛❝✲

❝❛❧❛✉03❛%✱ ❧❛ 03❞❛❝%✐♦♥ ❞✉ ♠❛❣❛③✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥*♦♠♠❛%❡✉0* ❞3✜♥✐% ❞❡* ♣♦✐❞* ♣♦✉0

❧❛ ♥♦%❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡* ♣0♦❞✉✐%*✮✱ ♦♥ ♣❡✉% ❢❛❝✐❧❡♠❡♥% ✐♠❛❣✐♥❡0 -✉✬✉♥ ❞3❝✐❞❡✉0 ♣✉✐**❡

❞3❝✐❞❡0 ❞✬✉%✐❧✐*❡0 ✉♥ ❛✉%0❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞*✱ ❝♦00❡*♣♦♥❞❛♥% : *❡* ♦❜❥❡❝%✐❢*✱ ♦✉ :

*❡* ♣03❢30❡♥❝❡*✱ ♣♦✉0 ❝❛❧❝✉❧❡0 ✉♥❡ ♥♦%❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❆✐♥*✐✱ ✉♥❡ ❞✐0❡❝%0✐❝❡ ❞❡ ❝❧❛**❡*

♣03♣❛0❛%♦✐0❡* *❝✐❡♥%✐✜-✉❡* *♦✉❤❛✐%❛♥% 3✈❛❧✉❡0 ❞❡* ❞♦**✐❡0* ❞✬3❧/✈❡* ❝❛♥❞✐❞❛%*

✈❛ ❞♦♥♥❡0 ✉♥ ♣♦✐❞* ♣❧✉* ✐♠♣♦0%❛♥% ❛✉① ♠❛%❤3♠❛%✐-✉❡* ❡% ❛✉① *❝✐❡♥❝❡* ♣❤②✲

*✐-✉❡* -✉❡ ❧❡* ♣♦✐❞* ❛❝❝♦0❞3* ❛✉ ❜❛❝❝❛❧❛✉03❛%✳ ❖✉ ❡♥❝♦0❡✱ ✉♥ ❝♦♥*♦♠♠❛%❡✉0

*❡♥*✐❜❧❡ : ❧✬✐♠♣❛❝% 3❝♦❧♦❣✐-✉❡ ♣❡✉% ❞3❝✐❞❡0 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡0 ❧❡* ♥♦%❡* ❞❡ ♣❧✉*✐❡✉0*

♣0♦❞✉✐%* ❡♥ ❛❝❝♦0❞❛♥% ✉♥❡ ♣❧✉* ❣0❛♥❞❡ ✐♠♣♦0%❛♥❝❡ ❛✉① ❝0✐%/0❡* ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡

❝♦G% 3❝♦❧♦❣✐-✉❡ ✿ ❧♦♥❣3✈✐%3✱ ❡♥❞0♦✐% ❞❡ ❢❛❜0✐❝❛%✐♦♥✱ ❡%❝✳

▲❛ *♦♠♠❡ ♣♦♥❞303❡ ❡*% ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥ ♠♦❞/❧❡ ❞❡ ♣03❢30❡♥❝❡*✱ ❛✉ *❡♥* ♦I

❡❧❧❡ ♣0❡♥❞ ❡♥ ❡♥%03❡ ❧❡* 3✈❛❧✉❛%✐♦♥* ❞❡* ❛❧%❡0♥❛%✐✈❡* ✭♥♦%❡*✮ ❡% ❧❡* ♣03❢30❡♥❝❡*

❞✬✉♥ ❞3❝✐❞❡✉0 ✭: %0❛✈❡0* ❞❡* ♣♦✐❞*✱ 0❡♣03*❡♥%❛♥% ❧❡* ❝♦♠♣0♦♠✐* ❛✉%♦0✐*3* ♣❛0 ❧❡

❞3❝✐❞❡✉0✮✱ ❡% ❞♦♥♥❡ ❡♥ *♦0%✐❡ ✉♥ ❝❧❛**❡♠❡♥% ❞❡* ❛❧%❡0♥❛%✐✈❡*✱ ❝❡♥*3 0❡♣03*❡♥%❡0

❧❡* ♣03❢30❡♥❝❡* ❞✉ ❞3❝✐❞❡✉0✳ ▼❛✐* ❝❡ ♠♦❞/❧❡✱ ❝❡0%❡* *✐♠♣❧❡ ❡% ✐♥%✉✐%✐❢✱ ♣♦**/❞❡

-✉❡❧-✉❡* ❞3*❛✈❛♥%❛❣❡* ✿ ❡♥%0❡ ❛✉%0❡*✱ ✐❧ ♥3❝❡**✐%❡ -✉✬✉♥❡ 3✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♥✉♠30✐-✉❡

*♦✐% ❞✐*♣♦♥✐❜❧❡ *✉0 ❝❤❛-✉❡ ❝0✐%/0❡✱ ❡%✱ ♣♦✉0 -✉❡ ❧❡* ♣♦✐❞* ❛✐❡♥% ✉♥ *❡♥*✱ ✐❧ ❢❛✉%

-✉✬♦♥ ♣✉✐**❡ ❝♦♠♣❛0❡0 ❝❡* 3✈❛❧✉❛%✐♦♥* ❡♥%0❡ ❧❡* ❝0✐%/0❡*✱ ❡% -✉❡ ❧❡* 3❝❤❡❧❧❡* ❛**♦✲

❝✐3❡* : ❝❤❛-✉❡ ❝0✐%/0❡ *♦✐❡♥% ❞3✜♥✐❡* ❛✉♣❛0❛✈❛♥%✳ ■❧ ❡*% ❞✬❛✐❧❧❡✉0* : ♥♦%❡0 -✉✬♦♥

%0♦✉✈❡ *♦✉✈❡♥% ❞❡* ✉%✐❧✐*❛%✐♦♥* ❞❡ ❧❛ *♦♠♠❡ ♣♦♥❞303❡ -✉✐✱ ❢❛✉%❡ ❞❡ ♣0❡♥❞0❡

❡♥ ❝♦♠♣%❡ *❡* 0❡*%0✐❝%✐♦♥*✱ ❛❜♦✉%✐**❡♥% : ❞❡* ♥♦%❡* ❛0❜✐%0❛✐0❡* ✭✈♦✐0 ❇♦✉②**♦✉

❡% ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✱ ♣♣✳✾✼✲✶✵✺✱ ♣♦✉0 ✉♥❡ ❞✐*❝✉**✐♦♥ ❣3♥30❛❧❡ ❡% ❇✐❧❧❛✉% ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪

♣♦✉0 ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝❧❛**❡♠❡♥% ❞❡ ❙❤❛♥❣❤❛U✮✳

▲❛ *♦♠♠❡ ♣♦♥❞303❡ ❝♦♠♣♦0%❡ 3❣❛❧❡♠❡♥% ✉♥ ❞3*❛✈❛♥%❛❣❡ ♥♦%❛❜❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ *♦♥ ♣♦✉✈♦✐0 ❞❡ 0❡♣03*❡♥%❛%✐♦♥ ✿ ✐❧ *❡ ♣❡✉% -✉✬❛✉❝✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞* ♥❡ ♣❡0♠❡%%❡

❞❡ ❞♦♥♥❡0 ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉0❡ ♥♦%❡ : ❧✬❛❧%❡0♥❛%✐✈❡ ❧❛ ♣❧✉* 3-✉✐❧✐❜03❡ ❞✐*♣♦♥✐❜❧❡✳ V❛0

❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥* ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✱ *❡✉❧* ❆0%❤✉0 ❡% ▼✐❝❤❡❧ *♦♥% *✉*❝❡♣%✐❜❧❡* ❞✬❛✈♦✐0
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❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ❯♥ ❝♦♥❝♦✉() ❛✈❡❝ ❞❡✉① /♣(❡✉✈❡) ✿ ♠❛3❤/♠❛3✐6✉❡) ❡3 ❢(❛♥8❛✐)✳

▼❆❚❍ ❋❘❆

▼✐❝❤❡❧ ✷✵ ✺

❆(3❤✉( ✻ ✶✽

❆♥❛ ✶✷ ✶✷

❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉(❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♣❛(♠✐ ❧❡) 3(♦✐) ❝❛♥❞✐❞❛3)✱ )❡❧♦♥ ❧❡) ♣♦✐❞) ❛❝❝♦(❞/) G ❝❤❛✲

❝✉♥❡ ❞❡) ❞❡✉① ♠❛3✐I(❡)✳ J♦✉(3❛♥3 ❆♥❛ ❛ ✉♥ ♣(♦✜❧ ❞❡ ♥♦3❡) ♣❧✉) /6✉✐❧✐❜(/✳ ❖♥

♣❡✉3 ✐♠❛❣✐♥❡( ♥♦♠❜(❡ ❞❡ )✐3✉❛3✐♦♥) ❞❡ ❞/❝✐)✐♦♥ ♦O ✐❧ )❡(❛✐3 )♦✉❤❛✐3❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛✈♦✲

(✐)❡( ❧❡) ❛❧3❡(♥❛3✐✈❡) ❛②❛♥3 )❡✉❧❡♠❡♥3 ❞❡) /✈❛❧✉❛3✐♦♥) ❝♦((❡❝3❡) ♣❛( (❛♣♣♦(3 ❛✉①

❛❧3❡(♥❛3✐✈❡) ♣(/)❡♥3❛♥3 ❞❡ ❢♦(3) ❞/)❛✈❛♥3❛❣❡) ❝♦♠♣❡♥)/) ♣❛( ❞❡ ❢♦(3) ❛✈❛♥3❛❣❡)✳

J❛( ❡①❡♠♣❧❡✱ ❆♥❛ ❛✉(❛✐3 ❧❡ ♣❧✉) ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ (❡♠♣♦(3❡( ✉♥ ❝♦♥❝♦✉() ❞❛♥) ❧❡✲

6✉❡❧ ✉♥❡ ♥♦3❡ ✐♥❢/(✐❡✉(❡ G ✼ ❡)3 /❧✐♠✐♥❛3♦✐(❡✳ ▲❛ )♦♠♠❡ ♣♦♥❞/(/❡ ♥❡ ♣❡(♠❡3

♣❛) ❞❡ (❡♣(/)❡♥3❡( ❞❡ 3❡❧❧❡) ♣(/❢/(❡♥❝❡)✱ ♦O ❡①✐)3❡ ✉♥❡ ✏♣(✐♠❡ G ❧✬/6✉✐❧✐❜(❡✑✳

❯♥ ❞❡) ♦❜❥❡❝3✐❢) ❞❡ (❡❝❤❡(❝❤❡ ❞❛♥) ❧✬❛♣♣(♦❝❤❡ ♥♦(♠❛3✐✈❡ ❡)3 ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛(❛❝✲

3/(✐)❡( ❧❡) ♠♦❞I❧❡) ❞❡ ♣(/❢/(❡♥❝❡) ♣❛( ❧❡✉() ♣(♦♣(✐/3/)✳ ❯♥❡ 3❡❧❧❡ ❝♦♥♥❛✐))❛♥❝❡

✐♥3❡(✈✐❡♥3 ❞❡ ♠❛♥✐I(❡ ❝(✉❝✐❛❧❡ ❞❛♥) ❧✬❛✐❞❡ ♣♦✉( ✉♥ ♣(♦❜❧I♠❡ ❞❡ ❞/❝✐)✐♦♥ ✿ ❞❛♥)

❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞I❧❡ ❞❡ ♣(/❢/(❡♥❝❡ ❛❞❛♣3/✱ ❞❛♥) ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠/3❤♦❞❡ ❢❛✐✲

)❛♥3 ✐♥3❡(✈❡♥✐( ❧❡ ♠♦❞I❧❡ ❞❡ ♣(/❢/(❡♥❝❡)✱ ❡3 ❡♥✜♥ ❞❛♥) ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠/3❤♦❞❡

❞✬/❧✐❝✐3❛3✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❞❡ (❡❝✉❡✐❧ ❞❡) ♣(/❢/(❡♥❝❡)✳

▲✬❛♣♣(♦❝❤❡ ❞❡)❝(✐♣3✐✈❡✱ 6✉❛♥3 G ❡❧❧❡✱ ❝♦♥)✐)3❡ G ♦❜)❡(✈❡( ❧❡ ❝♦♠♣♦(3❡♠❡♥3

❡✛❡❝3✐❢ ❞❡ ❞/❝✐)✐♦♥ ❡3 G ❞/❝(✐(❡ ❧❡) )3(❛3/❣✐❡) ✉3✐❧✐)/❡) ♣❛( ✉♥ ❞/❝✐❞❡✉( (/❡❧✳ ❉❡✉①

❝♦✉(❛♥3) ❞✐)3✐♥❝3) ❝♦❡①✐)3❡♥3 ✿ ❧❡) ❡①♣/(✐♠❡♥3❛3✐♦♥) ❝♦♥3(X❧/❡) ❡♥ ❧❛❜♦(❛3♦✐(❡✱

♦O ❧✬♦♥ 3❡)3❡ ❞❡) ❤②♣♦3❤I)❡) ❡♥ ✉3✐❧✐)❛♥3 ❞❡) ♣(♦3♦❝♦❧❡) ✐♥3(❛ ♦✉ ✐♥3❡(✲)✉❥❡3

✭❡✳❣✳ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❛♥❞ ❚✈❡()❦② ❬✶✾✽✹❪✮✱ ❡3 ❧✬/3✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦(3❡♠❡♥3 ❞/❝✐)✐♦♥♥❡❧

)✉( ❧❡ 3❡((❛✐♥✱ ❧❡ ♣❧✉) )♦✉✈❡♥3 ❡♥ )✬✐♥3/(❡))❛♥3 G ✉♥ ❡①♣❡(3 ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♠❡

✉♥ ♣✐❧♦3❡ ❞✬❛✈✐♦♥ ♦✉ ✉♥ ❞♦❝3❡✉( ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ ✭✏♥❛"✉$❛❧✐'"✐❝ ❞❡❝✐'✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ✑✱

✈♦✐( ❩)❛♠❜♦❦ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥ ❬✶✾✾✼❪✮✳ ◆♦✉) ♥♦✉) ✐♥3/(❡))❡(♦♥) ♣❛(3✐❝✉❧✐I(❡♠❡♥3 G ❧❛

♣(❡♠✐I(❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❞❛♥) ❝❡33❡ 3❤I)❡ ✭❧❛ ❞❡)❝(✐♣3✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣(♦❝❤❡ ❡①♣/(✐♠❡♥3❛❧❡

❡♥ ❞/❝✐)✐♦♥ ❢❛✐3 ❧✬♦❜❥❡3 ❞✉ ❈❤❛♣✐3(❡ ✷✮✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣❡(♠✐) ❞❡ ♠❡33(❡ ❡♥ ❧✉♠✐I(❡ ❧❡

❞/❝❛❧❛❣❡ ❡♥3(❡ ❧❡) ❝❛(❛❝3/(✐)3✐6✉❡) ❝♦❣♥✐3✐✈❡) ❞❡) ❞/❝✐❞❡✉() ❡3 ❧❡) ❤②♣♦3❤I)❡)

❞❡ (❛3✐♦♥❛❧✐3/ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥3 6✉✐ )♦✉)✲3❡♥❞❡♥3 ❧❡) 3❤/♦(✐❡) ♥♦(♠❛3✐✈❡)✱ ♦✉✈(❛♥3 ❧❛

✶✹
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✈♦✐❡ $ ✉♥❡ ❛♠)❧✐♦+❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐,) ❞❡0❝+✐♣,✐✈❡ ❞❡0 ♠♦❞1❧❡0✳

❊♥✜♥✱ ❧✬❛♣♣+♦❝❤❡ ♣+❡0❝+✐♣,✐✈❡ ,✐+❡ ♣❛+,✐ ❞❡0 +)0✉❧,❛,0 ❞❡0 ❞❡✉① ❛♣♣+♦❝❤❡0

♣+)❝)❞❡♥,❡0✳ ❖♥ 0✬✐♥,)+❡00❡ $ ❝❡ :✉❡ ❧✬❤♦♠♠❡ ❞✬),✉❞❡ ♣❡✉, ❢❛✐+❡ ♣♦✉+ ❛✐❞❡+

❧❡ ❞)❝✐❞❡✉+ ✐❝✐ ❡, ♠❛✐♥,❡♥❛♥,✱ ❝✬❡0,✲$✲❞✐+❡ ❢❛❝❡ $ ✉♥ ♣+♦❜❧1♠❡ 0♣)❝✐✜:✉❡✱ ❡,

❡♥ ❝♦♥0✐❞)+❛♥, 0❡0 ❧✐♠✐,❛,✐♦♥0 ❝♦❣♥✐,✐✈❡0✳ ?❛+ ❡①❡♠♣❧❡✱ ),✉❞✐❡+ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉

♠♦❞❡ ❞❡ :✉❡0,✐♦♥♥❡♠❡♥, 0✉+ ❧✬)❧❛❜♦+❛,✐♦♥ ❞❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡0 ♣❡+♠❡, ❞✬❛✈♦✐+ ✉♥❡

♠❡✐❧❧❡✉+❡ ❝♦♠♣+)❤❡♥0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛,✉+❡ ❞❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡0 ❡, ❞✬✉,✐❧✐0❡+ ❞❡0 ♠),❤♦❞❡0

❛♣♣+♦♣+✐)❡0 ♣♦✉+ +❡❝✉❡✐❧❧✐+ ❧❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡0✳ ❉❛♥0 ❧❛ ♣+❛,✐:✉❡✱ ♣+❡0❝+✐+❡ ♣❡✉,

❝♦♥0✐0,❡+ $ +❡❢♦+♠✉❧❡+ ❧❡ ♣+♦❜❧1♠❡ ❞❡ ❞)❝✐0✐♦♥ 0♦✉0 ❞✐✈❡+0❡0 ❢♦+♠❡0 ♣♦✉+ ❛✐❞❡+

❧❡ ❞)❝✐❞❡✉+ $ 0❡ ❢♦+❣❡+ ✉♥❡ ❝♦♥✈✐❝,✐♦♥ 0✉+ 0❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡0✳ ?❛+ ❡①❡♠♣❧❡✱ 0✐ ❧❡

❞)❝✐❞❡✉+ ❡0, ❞❡✈❛♥, ✉♥ ❝❤♦✐① ❜✐♥❛✐+❡✱ ❡♥,+❡ A ❡, C✱ ❧✬❛♥❛❧②0,❡✱ ❛♣+10 0✬C,+❡ ❛00✉+)

:✉❡ ❧❡ ❞)❝✐❞❡✉+ 0♦✉❤❛✐,❡ ❡①♣+✐♠❡+ ❞❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡0 ,+❛♥0✐,✐✈❡0✱ ♣❡✉, ✐♥,+♦❞✉✐+❡

✉♥❡ ❛❧,❡+♥❛,✐✈❡ ✜❝,✐✈❡ B :✉✐ ❛✐❞❡ ❧❡ ❞)❝✐❞❡✉+ $ ❝❤♦✐0✐+ ✭✈♦✐+ ❧❡0 ❡①❡♠♣❧❡0 ❞❛♥0

❇❡❧❧ ❡, ❛❧✳ ❬✶✾✽✽❪✱ ♣♣✳✾✲✶✹✮✳

❉❛♥0 ❧❛ 0✉✐,❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐,+❡✱ ♦♥ ♣+)0❡♥,❡ ❧❡0 ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡0 0,+✉❝,✉+❡0 ♠❛,❤)♠❛✲

,✐:✉❡0 ✉,✐❧✐0)❡0 ♣♦✉+ +❡♣+)0❡♥,❡+ ❧❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡0 ♠✉❧,✐❝+✐,1+❡0✳ ❖♥ ❞)❝+✐, )❣❛❧❡✲

♠❡♥, ❧❡ ♣+♦❝❡00✉0 ❞❡ +❡❝✉❡✐❧ ❞❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡0 :✉✐ 0❡+, $ ♣❛+❛♠),+❡+ ✉♥ ♠♦❞1❧❡ ✿

❧✬)❧✐❝✐,❛,✐♦♥ ❞❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡0✳

✶✳✷ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ❞❡) ♣/&❢&/❡♥❝❡)

❆✈❛♥, ❞❡ ♣+❡♥❞+❡ ❡♥ ❝♦♥0✐❞)+❛,✐♦♥ ♣❧✉0✐❡✉+0 ♣♦✐♥,0 ❞❡ ✈✉❡ ♦✉ ❝+✐,1+❡0✱ ♦♥

❞♦✐, 0❡ ❞❡♠❛♥❞❡+ ❝♦♠♠❡♥, +❡♣+)0❡♥,❡+ ❧❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡0 ❞✬✉♥ ❞)❝✐❞❡✉+ ❛✉ 0✉❥❡,

❞✬❛❧,❡+♥❛,✐✈❡0 )✈❛❧✉)❡0 ❞❡ ♠❛♥✐1+❡ ✉♥✐✈♦:✉❡✳ ❊,❛♥, ❞♦♥♥) ✉♥ ❡♥0❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧,❡+✲

♥❛,✐✈❡0 ✜♥✐✱ A = {a, b, c, . . . }✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉0✐❡✉+0 ❢❛P♦♥ ❞❡ ♠♦❞)❧✐0❡+ ❧❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡

❞✬✉♥ ❞)❝✐❞❡✉+ 0✉+ A✳ ❈❡0 +❡♣+)0❡♥,❛,✐♦♥0 0♦♥, ✉,✐❧❡0 $ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❧♦+0:✉❡

❧✬♦♥ ✈❡✉, +❡♣+)0❡♥,❡+ ❞❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡0 ♠✉❧,✐❝+✐,1+❡0 ✿

✶✳ ♦♥ ✈❡✉, ✐❞❡♥,✐✜❡+ ❡, :✉❛♥,✐✜❡+✱ 0✉+ ✉♥ ❝+✐,1+❡ ❞♦♥♥)✱ ❧❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡0 ❞✉

❞)❝✐❞❡✉+✳

✷✳ ❛♣+10 ❛❣+)❣❛,✐♦♥ ❞❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡0 ♠♦♥♦❝+✐,1+❡✱ ❝✬❡0,✲$✲❞✐+❡ ❧♦+0:✉❡ ❧✬♦♥

0✬✐♥,)+❡00❡ ❛✉① ♣+)❢)+❡♥❝❡0 ❞✉ ❞)❝✐❞❡✉+ ♣+❡♥❛♥, ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ,♦✉0 ❧❡0 ❝+✐✲

,1+❡0✱ ♦♥ ✈❡✉, ✐❞❡♥,✐✜❡+ ❡, :✉❛♥,✐✜❡+ ❝❡0 ♣+)❢)+❡♥❝❡0 ❣❧♦❜❛❧❡0✳

✶✺
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▲❡" ❞$✜♥✐(✐♦♥" ❞❡" ❞❡✉① "♦✉"✲"❡❝(✐♦♥" "✉✐✈❛♥(❡" "♦♥( (✐0$❡" ♦✉ ❛❞❛♣($❡" ❞❡

❖③(40❦ ❡( ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❡( ❘♦✉❜❡♥" ❛♥❞ ❱✐♥❝❦❡ ❬✶✾✽✺❪✱ ❛✉①D✉❡❧" ♦♥ ♣❡✉( "❡ 0❡♣♦0(❡0

♣♦✉0 ✉♥❡ 0❡✈✉❡ ♣❧✉" ❞$(❛✐❧❧$❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞$❧✐"❛(✐♦♥ ❞❡" ♣0$❢$0❡♥❝❡"✳

✶✳✷✳✶ ❙$%✉❝$✉%❡) ❞❡ ♣%,❢,%❡♥❝❡

❈✬❡"( I (0❛✈❡0" ❧❛ ❢❛J♦♥ ❞♦♥( ❧❡ ❞$❝✐❞❡✉0 ❝♦♠♣❛0❡ ❞❡" ❛❧(❡0♥❛(✐✈❡" D✉❡ ❧✬♦♥

(❡♥(❡ ❞❡ ❝❡0♥❡0 "❡" ♣0$❢$0❡♥❝❡"✳ ■❧ ❡"( ❞♦♥❝ ♥❛(✉0❡❧ ❞❡ ❢❛✐0❡ ❛♣♣❡❧ I ❧❛ ♥♦(✐♦♥

❢♦♥❞❛♠❡♥(❛❧❡ ❞❡  ❡❧❛$✐♦♥ ❜✐♥❛✐ ❡ ♣♦✉0 ♣❛0❧❡0 ❞❡ ❝♦♠♠❡♥( "❡ ❝♦♠♣❛0❡♥( ❞❡✉①

♦❜❥❡("✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✶ ✭❘❡❧❛(✐♦♥ ❇✐♥❛✐0❡✮✳ ❯♥❡  ❡❧❛$✐♦♥ ❜✐♥❛✐ ❡ B ❡*$ ✉♥ *♦✉*✲

❡♥*❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣ ♦❞✉✐$ ❝❛ $1*✐❡♥ A× A✳

P♦✉0 ✐♥❞✐D✉❡0 D✉❡ ❧❛ ♣❛✐0❡ ♦0❞♦♥♥$❡ (a, b) ❛♣♣❛0(✐❡♥( I B✱ ♦♥ ♥♦(❡ ❧❡ ♣❧✉"

"♦✉✈❡♥( aBb✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✷ ✭◗✉❡❧D✉❡" ♣0♦♣0✐$($" 0❡♠❛0D✉❛❜❧❡" ❞❡" 0❡❧❛(✐♦♥" ❜✐♥❛✐0❡"✮✳

❙♦✐$ B ✉♥❡  ❡❧❛$✐♦♥ ❜✐♥❛✐ ❡ *✉ ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ A✳ B ❡*$ 4✉❛❧✐✜1❡ ❞❡ ✿

 1✢❡①✐✈❡ ❧♦ *4✉❡ ✿ ∀a ∈ A✱ aBa✳

✐  1✢❡①✐✈❡ ❧♦ *4✉❡ ✿ ∀a ∈ A✱ ¬(aBa).

*②♠1$ ✐4✉❡ ❧♦ *4✉❡ ✿ ∀a, b ∈ A✱ aBb⇒ bBa.

❛*②♠1$ ✐4✉❡ ❧♦ *4✉❡ ✿ ∀a, b ∈ A✱ aBb⇒ ¬(bBa).

❛♥$✐*②♠1$ ✐4✉❡ ❧♦ *4✉❡ ✿ ∀a, b ∈ A✱ {aBb ❡$ bBa} ⇒ a = b.

$ ❛♥*✐$✐✈❡ ❧♦ *4✉❡ ✿ ∀a, b, c ∈ A✱ {aBb ❡$ bBc} ⇒ aBc.

♥1❣❛$✐✈❡♠❡♥$ $ ❛♥*✐$✐✈❡ ❧♦ *4✉❡ ✿ ∀a, b, c ∈ A✱ {¬(aBb) ❡$ ¬(bBc)} ⇒ ¬(aBc)✳

*❡♠✐$ ❛♥*✐$✐❢ ❧♦ *4✉❡ ✿ ∀a, b, c ∈ A✱ {aBb ❡$ bBc} ⇒ ∀d ∈ A✱ aBd ♦✉ dBc✳

❞❡ ❋❡  ❡ * ❧♦ *4✉❡ ✿ ∀a, b, c, d ∈ A✱ {aBb ❡$ cBd} ⇒ {aBd ♦✉ cBb}✳

❝♦♠♣❧?$❡ ❧♦ *4✉❡ ✿ ∀a, b ∈ A✱ aBb ♦✉ bBa✳

✶✻
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❖♥ ❝♦♥$✐❞'(❡ ❣+♥+(❛❧❡♠❡♥/ 0✉❡ /(♦✐$ +/❛/$ ♦✉ /(♦✐$ ❛//✐/✉❞❡$ $✉✣$❡♥/ ❡♥

♣(❡♠✐'(❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛/✐♦♥ ♣♦✉( ❞+❝(✐(❡ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥/ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞✉ ❞+❝✐❞❡✉( 7 ♣(♦♣♦$

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛(❛✐$♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛❧/❡(♥❛/✐✈❡$✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ $❡$ ❛//✐/✉❞❡$ ❡$/ ❡①♣(✐♠+❡

7 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ (❡❧❛/✐♦♥ ❜✐♥❛✐(❡ ✿

• ❧❡ ❞+❝✐❞❡✉( ♣(+❢'(❡ ❧✬❛❧/❡(♥❛/✐✈❡ a 7 ❧✬❛❧/❡(♥❛/✐✈❡ b✳ ❖♥ ❧✬❡①♣(✐♠❡ ♣❛( ❧❛

(❡❧❛/✐♦♥ ❞❡ ♣(+❢+(❡♥❝❡ ✿ a ≻ b✳

• ❧❡ ❞+❝✐❞❡✉( ❡$/ ✐♥❞✐✛+(❡♥/✭❡✮ ❡♥/(❡ ❧❡$ ❞❡✉① ❛❧/❡(♥❛/✐✈❡$✳ ❖♥ ❧✬❡①♣(✐♠❡ ♣❛(

❧❛ (❡❧❛/✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✛+(❡♥❝❡ ✿ a ∼ b✳

• ❧❡ ❞+❝✐❞❡✉( ❝♦♥$✐❞'(❡ 0✉❡ ❧❡$ ❛❧/❡(♥❛/✐✈❡$ a ❡/ b $♦♥/ ✐♥❝♦♠♣❛(❛❜❧❡$✳ ❖♥

❧✬❡①♣(✐♠❡ ♣❛( ❧❛ (❡❧❛/✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛(❛❜✐❧✐/+ ✿ a?b✳

▲❛ ♣(❡♠✐'(❡ (❡❧❛/✐♦♥ $✬❛♣♣❡❧❧❡ (❡❧❛/✐♦♥ ❞❡ ♣!"❢"!❡♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ♣!"❢"!❡♥❝❡ '(!✐❝(❡✳

C♦✉( ❧❡ /(✐♣❧❡/ {≻,∼, ?} ♦♥ ✉/✐❧✐$❡ ❛✉$$✐ ❧❡$ ♥♦/❛/✐♦♥$ {P, I, J} ♦✉ {P, I, R}

✭(❡$♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/✮✳ ▲❛ (❡❧❛/✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛(❛❜✐❧✐/+ ❝♦((❡$♣♦♥❞ ❛✉① $✐/✉❛/✐♦♥$ ♦D

❧❡ ❞+❝✐❞❡✉( ♥✬❡$/ ♣❛$ ❡♥ ♠❡$✉(❡ ❞✬❡①♣(✐♠❡( ✉♥❡ ♣(+❢+(❡♥❝❡ ♦✉ ✉♥❡ ✐♥❞✐✛+(❡♥❝❡

❡♥/(❡ ❧❡$ ❞❡✉① ❛❧/❡(♥❛/✐✈❡$✳ ■❧ ♣❡✉/ ♣❛(❛F/(❡ ♠❛❧✈❡♥✉ ❞❡ (❡♣(+$❡♥/❡( ✉♥❡ /❡❧❧❡

$✐/✉❛/✐♦♥ 7 ♣(❡♠✐'(❡ ✈✉❡ ✿ ♣❛(❝❡ 0✉✬♦♥ ❛✐♠❡(❛✐/ +✈✐/❡( ❞❡ ❧❛✐$$❡( ❧❡ ❞+❝✐❞❡✉(

❤+$✐/❡(✱ ♦✉ ♣❛(❝❡ 0✉✬♦♥ ♥❡ $♦✉❤❛✐/❡ ♣❛$ ❛((✐✈❡( 7 ❝❡//❡ ❝♦♥❝❧✉$✐♦♥ 7 ❧❛ ✜♥ ❞❡

❧✬❛♥❛❧②$❡✳ ❈❡(/❛✐♥$ ♠♦❞'❧❡$ ♥+❣❧✐❣❡♥/ ❝❡//❡ $✐/✉❛/✐♦♥ ❡/ $❡ ❢♦♥❞❡♥/ ✉♥✐0✉❡♠❡♥/

$✉( ≻ ❡/ ∼✳ ❖♥ ✈❡((❛ ❞❛♥$ ❧❛ $✉✐/❡ ♣♦✉( 0✉❡❧❧❡$ (❛✐$♦♥$ ✐❧ ♣❡✉/ J/(❡ ✉/✐❧❡ ❞❡

♠♦❞+❧✐$❡( ❧❛ $✐/✉❛/✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛(❛❜✐❧✐/+ ✭✈♦✐( ❧❡ ❈❤❛♣✐/(❡ ✹✮✳ ❊♥ ♣(❛/✐0✉❡✱ ❧❡$

(❛✐$♦♥$ ❞❡ ❝❡//❡ ✐♥❝❛♣❛❝✐/+ 7 ❡①♣(✐♠❡( ✉♥❡ ♣(+❢+(❡♥❝❡ ♦✉ ✉♥❡ ✐♥❞✐✛+(❡♥❝❡ ❞✐❢✲

❢'(❡♥/ $❡❧♦♥ ❧❡$ ♠♦❞'❧❡$ ❡♥✈✐$❛❣+$✳ ❖♥ ❡♥ ❝✐/❡(❛ ❞❡✉① ♣♦✉( ❧❡ ♠♦♠❡♥/✳ ❊♥

/❡(♠❡$ ❞✬+❧✐❝✐/❛/✐♦♥ ❞❡$ ♣(+❢+(❡♥❝❡$ ✭(❡❝✉❡✐❧ ❞❡$ ♣(+❢+(❡♥❝❡$ ❞✉ ❞+❝✐❞❡✉( ❛✜♥

❞❡ ❧❡$ ✐♥❝♦(♣♦(❡( ❛✉ ♠♦❞'❧❡✱ ✈♦✐( ❙❡❝/✐♦♥ ✶✳✹✮ ✿ ♣♦✉( ❛✉/♦(✐$❡( ✉♥❡ ♣❤❛$❡ /(❛♥✲

$✐/♦✐(❡ ❛✉ ❝♦✉($ ❞❡ ❧❛0✉❡❧❧❡ ❧❡ ❉▼ ♥✬❡$/ ♣❛$ ♦❜❧✐❣+ ❞❡ $❡ ♣(♦♥♦♥❝❡(✳ ❉❛♥$ ❧❛

♣❡($♣❡❝/✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥/❡(❛❝/✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞+❝✐❞❡✉(✱ ❝❡❧❛ ♣❡(♠❡/ ❞❡ ♥✬✉/✐❧✐$❡( 0✉❡

❧❡$ ❥✉❣❡♠❡♥/$ ♣♦✉( ❧❡$0✉❡❧$ ✐❧ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ❤+$✐/❛/✐♦♥ ❞❛♥$ ✉♥❡ ♣(❡♠✐'(❡ ♣❤❛$❡

❞✬+❧✐❝✐/❛/✐♦♥✳ ❊♥ /❡(♠❡$ ❞❡ ♠♦❞+❧✐$❛/✐♦♥✱ ✐❧ $❡ ♣❡✉/ 0✉❡ ❝❡//❡ (+♣♦♥$❡ ♥❡ (❡♣(+✲

$❡♥/❡ ♣❛$ ✉♥ ❝♦♠♣♦(/❡♠❡♥/✱ ♠❛✐$ $♦✐/ ✉/✐❧✐$+❡ ❞❛♥$ ❞❡$ ❝❛$ ♦D ❧❡$ ❞♦♥♥+❡$ ♥❡

♣❡(♠❡//❡♥/ ♣❛$ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉(❡✱ ♦D ✉♥❡ $✐/✉❛/✐♦♥ ❞❡ ♣(+❢+(❡♥❝❡ $/(✐❝/❡ $❡(❛✐/ ❛(❜✐✲

/(❛✐(❡✳ ❈❡$ /(♦✐$ (❡❧❛/✐♦♥$ ♣❡(♠❡//❡♥/ ❞❡ ❞+✜♥✐( ✉♥❡ $/(✉❝/✉(❡ $✉( ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡

❞❡$ ❛❧/❡(♥❛/✐✈❡$ A ✿

✶✼
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❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✸ ✭❙"#✉❝"✉#❡ ❞❡ (#)❢)#❡♥❝❡✮✳ ❯♥❡ #$%✉❝$✉%❡ ❞❡ ♣%*❢*%❡♥❝❡ #✉%

❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ A ❡#$ ✉♥ $%✐♣❧❡$ {≻,∼, ?} ❞❡ %❡❧❛$✐♦♥# ❜✐♥❛✐%❡# #✉% A ✈*%✐✜❛♥$ ❧❡#

♣%♦♣%✐*$*# #✉✐✈❛♥$❡# ✿

• ≻ ❡#$ ❛#②♠*$%✐7✉❡✱

• ∼ ❡#$ %*✢❡①✐✈❡ ❡$ #②♠*$%✐7✉❡✱

• ? ❡#$ ✐%%*✢❡①✐✈❡ ❡$ #②♠*$%✐7✉❡✱

• ≻ ∪ ∼ ∪ ? ❡#$ ❝♦♠♣❧;$❡✱

• ≻ ∩ ∼ = ∅,∼ ∩ ? = ∅,≻ ∩ ? = ∅ ✳

❯♥❡ ✉♥✐/✉❡ #❡❧❛"✐♦♥ ❜✐♥❛✐#❡ 4✉✣" 6 ❝❛#❛❝")#✐4❡# "♦✉"❡ 4"#✉❝"✉#❡ ❞❡ ♣#)❢)✲

#❡♥❝❡ ✿

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✹ ✭❘❡❧❛"✐♦♥ ❈❛#❛❝")#✐4"✐/✉❡✮✳ ❙♦✐$ ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ A ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡

#$%✉❝$✉%❡ ❞❡ ♣%*❢*%❡♥❝❡ {≻,∼, ?}✳ ▲❛ %❡❧❛$✐♦♥ ❜✐♥❛✐%❡ ≻ ∪ ∼ #✬❛♣♣❡❧❧❡ %❡❧❛$✐♦♥

❝❛%❛❝$*%✐#$✐7✉❡ ❡$ #❡ ♥♦$❡ <✳

∀(a, b) ∈ A2, a < b ##✐ a(≻ ∪ ∼)b.

❖♥ "#♦✉✈❡ )❣❛❧❡♠❡♥" ❧❛ ♥♦"❛"✐♦♥ S ♣♦✉# ❧❛ #❡❧❛"✐♦♥ ❝❛#❛❝")#✐4"✐/✉❡✳ ❖♥

❛♣♣❡❧❧❡ ❣)♥)#❛❧❡♠❡♥" ❝❡""❡ #❡❧❛"✐♦♥ ♣%*❢*%❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭♣❛# ♦♣♣♦4✐"✐♦♥ 6 ❧❛ ♣#)✲

❢)#❡♥❝❡ 4"#✐❝"❡ ≻✮✱ ♦✉ #✉%❝❧❛##❡♠❡♥$✳ ✏a < b✑ ♣❡✉" 4❡ ❧✐#❡ ✏a ❡4" ❛✉ ♠♦✐♥4 ❛✉44✐

❜♦♥ /✉❡ b✑✳ (❛# ❞)✜♥✐"✐♦♥✱ ❧❛ #❡❧❛"✐♦♥ ❝❛#❛❝")#✐4"✐/✉❡ ❡4" #)✢❡①✐✈❡✳ ❈❡#"❛✐♥4 ♦✉✲

✈#❛❣❡4 ❞)✜♥✐44❡♥" ❞✬❛✐❧❧❡✉#4 ❧❡4 4"#✉❝"✉#❡4 ❞❡ ♣#)❢)#❡♥❝❡4 ❝♦♠♠❡ ❞❡4 #❡❧❛"✐♦♥4

❜✐♥❛✐#❡4 #)✢❡①✐✈❡4✳ ❊♥✜♥✱ ≻ ❡" ∼ )"❛♥" #❡4♣❡❝"✐✈❡♠❡♥" ❧❛ ♣❛#"✐❡ ❛4②♠)"#✐/✉❡ ❡"

4②♠)"#✐/✉❡ ❞❡ <✱ ♦♥ ♣❡✉" ❞)❞✉✐#❡ ≻,∼, ? ❞❡ < ❡" #)❝✐♣#♦/✉❡♠❡♥"✱ ❣#J❝❡ ❛✉①

)/✉✐✈❛❧❡♥❝❡4 4✉✐✈❛♥"❡4 ✿











a ≻ b ⇔ a < b ❡" ♥♦♥(b < a),

a ∼ b ⇔ a < b ❡" b < a,

a ? b ⇔ ♥♦♥(a < b) ❡" ♥♦♥(b < a).

❊♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡4 ♣#♦♣#✐)")4 ❞♦♥" ♦♥ ❞♦"❡ ❧❡4 #❡❧❛"✐♦♥4✱ ♦♥ ♣❡✉" ❞)✜♥✐# ❞✐✛)✲

#❡♥"4 "②♣❡4 ❞❡ 4"#✉❝"✉#❡4✱ ❡♥ ♣❛#"✐❝✉❧✐❡# ❧❡4 ♦#❞#❡4 ❡" ❧❡4 ♣#)♦#❞#❡4✳

✶✽
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❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✺ ✭❖"❞"❡✮✳ ❯♥❡ #❡❧❛&✐♦♥ ❞✬♦#❞#❡ ♦✉ ✉♥ ♦#❞#❡ ❡,& ✉♥❡ #❡❧❛&✐♦♥

❜✐♥❛✐#❡ B .✉✐ ❡,& ✿

• #0✢❡①✐✈❡✱

• ❛♥&✐,②♠0&#✐.✉❡✱

• &#❛♥,✐&✐✈❡✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✻ ✭&"'♦"❞"❡✮✳ ❯♥ ♣#0♦#❞#❡ ❡,& ✉♥❡ #❡❧❛&✐♦♥ ❜✐♥❛✐#❡ B .✉✐ ❡,&

#0✢❡①✐✈❡ ❡& &#❛♥,✐&✐✈❡✳

❖♥ ✈♦✐, -✉❡ ❝❡ -✉✐ ❞✐✛'"❡♥❝✐❡ ✉♥ ♦"❞"❡ ❞✬✉♥ ♣"'♦"❞"❡ ❡3, ❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ ✭♦✉ ♥♦♥✮

❞✬❛♥,✐3②♠',"✐❡✳ ▲❛ ♣"♦♣"✐',' ❞✬❛♥,✐3②♠',"✐❡ ❡♠♣<❝❤❡ ❧✬❡①✐3,❡♥❝❡ ❞✬❡① 9❡.✉♦✱ ♦✉

❞✬❛❧,❡"♥❛,✐✈❡3 ✐♥❞✐✛'"❡♥,❡3 ♠❛✐3 ❞✐3,✐♥❝,❡3✱ ❞❛♥3 ✉♥ ♦"❞"❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ -✉❡ ❞❛♥3

✉♥ ♦"❞"❡✱ ♣❛" ❞'✜♥✐,✐♦♥✱ ∼ ❂ {(a, a) ∈ A2}✱ ❡, ❞♦♥❝ < 3❡ "'❞✉✐, A ≻ ♣♦✉"

,♦✉,❡3 ❧❡3 ♣❛✐"❡3 ❞✬❛❧,❡"♥❛,✐✈❡3 ❞✐✛'"❡♥,❡3✳

❉❛♥3 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠♦❞D❧❡3✱ ♦♥ 3✉♣♣♦3❡ -✉❡ ,♦✉,❡3 ❧❡3 ❛❧,❡"♥❛,✐✈❡3 3♦♥,

❝♦♠♣❛"❛❜❧❡3✱ ❡, ♦♥ ♣❛"❧❡ ❛❧♦"3 ❞❡ ♣"'❢'"❡♥❝❡3 ❝♦♠♣❧D,❡3✳ &♦✉" ,♦✉, ❝♦✉♣❧❡

(a, b) ∈ A2
✱ a < b ❡3, ✈"❛✐ ♦✉ ❜✐❡♥ b < a ❡3, ✈"❛✐✳ ❊♥ ♣❛",✐❝✉❧✐❡"✱ ♦♥ ♣❡✉,

❞'✜♥✐" ✉♥ ♦"❞"❡ ❝♦♠♣❧❡, ❡, ✉♥ ♣"'♦"❞"❡ ❝♦♠♣❧❡, ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐3 ✿ ,♦,❛❧ ♦"❞❡" ❡,

,♦,❛❧ ♣"❡♦"❞❡"✮✳

■❧ 3❡ ♣❡✉, -✉❡ ❧❡3 ❞'❝✐❞❡✉"3 ♥✬❡①♣"✐♠❡♥, ♣❛3 ✉♥❡ ✐♥❞✐✛'"❡♥❝❡ ,"❛♥3✐,✐✈❡✳

❈❡,,❡ ✐❞'❡ ❛ ♥♦,❛♠♠❡♥, ',' '✈♦-✉'❡ ♣❛" &♦✐♥❝❛"' ❬✶✾✵✺❪ ❡, ▲✉❝❡ ❬✶✾✺✻❪✳ ❯♥

❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛33✐-✉❡ ❞❡ ▲✉❝❡ ❬✶✾✺✻❪ ♣❡"♠❡, ❞❡ 3❛✐3✐" ❧✬✐❞'❡ ❞❡ ❝❡,,❡ ✐♥,"❛♥3✐,✐✲

✈✐,'✳ ❈♦♥3✐❞'"♦♥3 -✉❡ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❛ ❧✬❤❛❜✐,✉❞❡ ❞❡ ❜♦✐"❡ 3♦♥ ❝❛❢' ❛✈❡❝ ✉♥ 3✉❝"❡✳

❖♥ 3❛✐, -✉✬✐❧ ♣"'❢D"❡ ✉♥ ❝❛❢' ❝♦♥,❡♥❛♥, ✉♥ ♠♦"❝❡❛✉ ❞❡ 3✉❝"❡ ✭1m✮ A ✉♥ ❝❛❢'

❡♥ ❝♦♥,❡♥❛♥, ❞❡✉① ✭2m✮✱ ❝❡ -✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉, ♥♦,❡" 1m ≻ 2m✳ &❛" ❝♦♥,"❡✱ ❧❡3

❝❛♣❛❝✐,'3 ❣✉3,❛,✐✈❡3 ❤✉♠❛✐♥❡3 ❞❡ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❧✬❡♠♣<❝❤❡ ❞❡ ♣❡"❝❡✈♦✐" ❧❛ ❞✐✛'✲

"❡♥❝❡ ❡♥,"❡ ✉♥ ♠♦"❝❡❛✉ ❞❡ 3✉❝"❡ ❡, ✉♥ ♠♦"❝❡❛✉ ❞❡ 3✉❝"❡ ♣❧✉, ✉♥ ❣"❛✐♥ ✭1m1g✮✳

■❧ ❡3, ❞♦♥❝ ♥'❝❡33❛✐"❡♠❡♥, ✐♥❞✐✛'"❡♥, ❡♥,"❡ ❧❡3 ❞❡✉①✱ ❝❡ -✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉, ♥♦,❡"

1m ∼ 1m1g✳ ❈❡,,❡ ✐♥❞✐✛'"❡♥❝❡ ❧✐'❡ A ✉♥❡ ❛❜3❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐3❝"✐♠✐♥❛,✐♦♥ ✈❛✉, ❞❡

♣"♦❝❤❡ ❡♥ ♣"♦❝❤❡ ♣♦✉" ,♦✉, ❣"❛✐♥ -✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉, ❛❥♦✉,❡"✱ ❥✉3-✉✬A ♦❜,❡♥✐" ❞❡✉①

♠♦"❝❡❛✉① ❞❡ 3✉❝"❡ ✿ 1m ∼ 1m1g ∼ 1m2g ∼ · · · ∼ 1m7999g ∼ 2m✳ ❙✐

❧✬✐♥❞✐✛'"❡♥❝❡ ❡3, ,"❛♥3✐,✐✈❡✱ ❡❧❧❡ ✐♠♣♦3❡ ❛❧♦"3 1m ∼ 2m✱ ❝❡ -✉✐ ❝♦♥,"❡❞✐, ❧❡3

♣"'❢'"❡♥❝❡3 ❞❡ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✳

✶✾
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▲✬✐♥$%❛♥'✐$✐✈✐$) ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛)%❡♥❝❡ ❡'$ ❞❛♥' ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣%)❝)❞❡♥$ ❞✐%❡❝$❡♠❡♥$

❞✉❡ 3 ✉♥❡ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥ '❡♥'♦%✐❡❧❧❡✳ ■❧ ❢❛✉$ ♥♦$❡% 8✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉$ $%♦✉✈❡% ❞❡' ❡①❡♠♣❧❡'

❞✬✐♥$%❛♥'✐$✐✈✐$) ♦9 ❧❛ ❞✐✛)%❡♥❝❡ ❡'$ ❞)$❡❝$❛❜❧❡✳ ❆✐♥'✐✱ ❝♦♥'✐❞)%♦♥' 8✉❡ ❉✐❛♥❛ ❡'$

✐♥❞✐✛)%❡♥$❡ ❡♥$%❡ ❛❝❤❡$❡% ✉♥ ?❈ ♣♦%$❛❜❧❡ ❝♦A$❛♥$ ✽✵✵e ❡$ ✉♥ ▼❛❝❜♦♦❦ ❝♦A$❛♥$

✶✷✵✵e✳ ■❧ ❡♥ '❡%❛ ❞❡ ♠H♠❡ ♠❛❧❣%) ✸e ❞❡ ♣❧✉' ♣♦✉% ❛❝❤❡$❡% ❧❡ ▼❛❝❜♦♦❦✳ ❖♥

❛ ❛❧♦%' ✿ ✭▼❛❝✱ ✶✷✵✵e✮∼✭?❈✱ ✽✵✵e✮∼✭▼❛❝✱ ✶✷✵✸e✮✳ ?♦✉%$❛♥$✱ ✐❧ ❡'$ ❝❧❛✐% 8✉❡

✭▼❛❝✱ ✶✷✵✵e✮≻✭▼❛❝✱ ✶✷✵✸e✮✳ ❆✉$%❡♠❡♥$ ❞✐$✱ ❧❛ ❞✐✛)%❡♥❝❡ ❞❡ ✸e ❡'$ ❞)$❡❝$❛❜❧❡

❡$ '✉✣'❛♥$❡ ♣♦✉% ❡♥$%❛P♥❡% ✉♥❡ ♣%)❢)%❡♥❝❡✱ ♠❛✐' ♣❡✉$ H$%❡ ✐♥'✉✣'❛♥$❡ ♣♦✉% '❡

❞)❣❛❣❡% ❞✬✉♥❡ ✐♥❞✐✛)%❡♥❝❡✳

▲✉❝❡ ❬✶✾✺✻❪ ❡$ ❋✐'❤❜✉%♥ ❬✶✾✽✺❪ ♦♥$ ♣%♦♣♦') ❞❡' '$%✉❝$✉%❡' 8✉✐ ♥✬✐♠♣♦'❡♥$

♣❛' ❞✬✐♥❞✐✛)%❡♥❝❡ $%❛♥'✐$✐✈❡✱ ♣❛%♠✐ ❧❡'8✉❡❧❧❡' ✿

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✼ ✭❖%❞%❡ ❞✬✐♥$❡%✈❛❧❧❡✮✳ ❯♥ ♦#❞#❡ ❞✬✐♥(❡#✈❛❧❧❡ ❡,( ✉♥❡ #❡❧❛(✐♦♥

❜✐♥❛✐#❡ B /✉✐ ❡,( ❞❡ ❋❡##❡#, ❡( ❝♦♠♣❧4(❡✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✽ ✭❙❡♠✐✲♦%❞%❡✮✳ ❯♥ ,❡♠✐✲♦#❞#❡ ❡,( ✉♥ ♦#❞#❡ ❞✬✐♥(❡#✈❛❧❧❡ B

/✉✐ ❡,( ,❡♠✐(#❛♥,✐(✐❢✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡①✐'$❡ ❞✬❛✉$%❡' ♠♦❞[❧❡' ❞❡ ♣%)❢)%❡♥❝❡' ♣❡%♠❡$$❛♥$ ❞❡ ♣%❡♥❞%❡ ❡♥

❝♦♠♣$❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐''❛♥❝❡ ✐♠♣❛%❢❛✐$❡ ❞❡' )✈❛❧✉❛$✐♦♥' ❞❡' ❛❝$✐♦♥' ♦✉ ❞❡' ♣%)❢)✲

%❡♥❝❡' ❞✉ ❞)❝✐❞❡✉%✳ ■❧' ❢♦♥$ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ ❛♣♣❡❧ ❛✉① ♥♦$✐♦♥' ❞❡ ♣'❡✉❞♦✲❝%✐$[%❡'✱

❞❡ %❡❧❛$✐♦♥' ❞❡ ♣%)❢)%❡♥❝❡ ♠✉♥✐❡' ❞❡ '❡✉✐❧' ❞❡ ❞✐'❝%✐♠✐♥❛$✐♦♥ ✭✈♦✐% ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡

❘♦② ❬✶✾✽✺❪✱ ❝❤❛♣✳ ✾✮✳ ❖♥ $%♦✉✈❡%❛ ✉♥❡ ♣%)'❡♥$❛$✐♦♥ ❡①❤❛✉'$✐✈❡ ❞❡' %❡❧❛$✐♦♥'

❜✐♥❛✐%❡' ❡$ ❞❡' '$%✉❝$✉%❡' ❞❡ ♣%)❢)%❡♥❝❡' ❞❛♥' ❇♦✉②''♦✉ ❡$ ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✳

✶✳✷✳✷ ❘❡♣&'(❡♥*❛*✐♦♥ ♥✉♠'&✐0✉❡ ❞❡( (*&✉❝*✉&❡( ❞❡ ♣&'❢'✲

&❡♥❝❡

❉❛♥' ❞❡ ♥♦♠❜%❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡' ❞✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥✱ ♠♦❞)❧✐'❡% ❧❡' ♣%)❢)%❡♥❝❡' ♥✬❡'$

8✉✬✉♥❡ )$❛♣❡ ♥)❝❡''❛✐%❡ 3 ❧❛ %)'♦❧✉$✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣%♦❜❧[♠❡ ❞❡ ❞)❝✐'✐♦♥✳ ?❛% ❡①❡♠♣❧❡✱

❡♥ )❝♦♥♦♠✐❡✱ ♦♥ ❝❤❡%❝❤❡ 3 ♠♦❞)❧✐'❡% ❧❡' ♣%)❢)%❡♥❝❡' ❞✉ ❝♦♥'♦♠♠❛$❡✉%✱ ❛✜♥ ❞❡

♣%)✈♦✐% '♦♥ ❝♦♠♣♦%$❡♠❡♥$ ❛✉ ❝♦✉%' ❞❡ ❞✐✈❡%' '❝)♥❛%✐♦'✱ ❡$ ♣♦✉✈♦✐% ❢♦%♠✉❧❡% ❞❡'

♣♦❧✐$✐8✉❡' ❞✬✐♥❝✐$❛$✐♦♥'✳ ❖♥ ❛ %❛♣✐❞❡♠❡♥$ ❝❤❡%❝❤) 3 %❛♠❡♥❡% ❧❡' ♣%♦❜❧[♠❡' ❞❡

❞)❝✐'✐♦♥ ✐♠♣❧✐8✉❛♥$ ❞❡' ♣%)❢)%❡♥❝❡' 3 ❞❡' ♣%♦❜❧[♠❡' ❞✬♦♣$✐♠✐'❛$✐♦♥ ❝❧❛''✐8✉❡'✳

?♦✉% ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡'$ ♣%❛$✐8✉❡ ❞❡ ♣❛''❡% ❞✬✉♥❡ %❡❧❛$✐♦♥ ❜✐♥❛✐%❡ 3 ✉♥❡ %❡♣%)'❡♥$❛$✐♦♥

✷✵
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♥✉♠#$✐&✉❡ ♣❛$ ✉♥❡ ❢♦♥❝-✐♦♥✳ ▲✬✉♥ ❞❡2 $#2✉❧-❛-2 ❝❡♥-$❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠♦❞#❧✐2❛-✐♦♥

❞❡2 ♣$#❢#$❡♥❝❡2 ❡2- ❧❡ -❤#♦$6♠❡ ❞❡ $❡♣$#2❡♥-❛-✐♦♥ ✭❑$❛♥-③ ❡- ❛❧✳ ❬✶✾✼✶❪✮✳ @❛$

❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛2 ❞❡2 ♣$#♦$❞$❡2 ❝♦♠♣❧❡-2 ✿

❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✷✳✷✳✶ ✭❘❡♣$#2❡♥-❛-✐♦♥ ♥✉♠#$✐&✉❡ ❞✬✉♥ ♣$#♦$❞$❡ ❝♦♠♣❧❡-✮✳ ❯♥❡

#❡❧❛&✐♦♥ ❜✐♥❛✐#❡ < *✉# ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞.♥♦♠❜#❛❜❧❡ A✱ ❡*& ✉♥ ♣#.♦#❞#❡ ❝♦♠♣❧❡& *✐

❡& *❡✉❧❡♠❡♥& *✐ ✐❧ ❡①✐*&❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ g ✿ A→ R✱ &❡❧❧❡ 5✉❡ ✿

{

a ≻ b ⇔ g(a) > g(b),

a ∼ b ⇔ g(a) = g(b).

♦6 ≻ ❡& ∼ *♦♥& #❡*♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❧❛ ♣❛#&✐❡ *②♠.&#✐5✉❡ ❡& ❛*②♠.&#✐5✉❡ ❞❡ <✳

▲❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ $❡♣$#2❡♥-❛-✐♦♥ g ♥✬❡2- ♣❛2 ✉♥✐&✉❡✳ ❚♦✉-❡ -$❛♥2❢♦$♠❛-✐♦♥

2-$✐❝-❡♠❡♥- ❝$♦✐22❛♥-❡ ❞❡ g ❡2- #❣❛❧❡♠❡♥- ✉♥❡ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ $❡♣$#2❡♥-❛-✐♦♥✳

❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✷✳✷✳✷ ✭❘❡♣$#2❡♥-❛-✐♦♥ ♥✉♠#$✐&✉❡ ❞✬✉♥ 2❡♠✐✲♦$❞$❡✮✳ ❯♥❡ #❡❧❛&✐♦♥

❜✐♥❛✐#❡ < *✉# ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ✜♥✐ A✱ ❡*& ✉♥ *❡♠✐✲♦#❞#❡ *✐ ❡& *❡✉❧❡♠❡♥& *✐ ✐❧ ❡①✐*&❡

✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ g ✿ A→ R ❡& ✉♥❡ ❝♦♥*&❛♥&❡ q ≥ 0 &❡❧❧❡* 5✉❡ ✿
{

a ≻ b ⇔ g(a) > g(b) + q,

a ∼ b ⇔ |g(a)− g(b)| ≤ q.

♦6 ≻ ❡& ∼ *♦♥& #❡*♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❧❛ ♣❛#&✐❡ *②♠.&#✐5✉❡ ❡& ❛*②♠.&#✐5✉❡ ❞❡ <✳

▲❛ $❡♣$#2❡♥-❛-✐♦♥ ♥✉♠#$✐&✉❡ ♣❡$♠❡- ❞❡ ❞#❝$✐$❡ ♣❧✉2 2✐♠♣❧❡♠❡♥- ❧❛ 2-$✉❝-✉$❡

❞❡ ♣$#❢#$❡♥❝❡ ❛22♦❝✐#❡ &✉❡ ♣❛$ ❧❡2 ♣$♦♣$✐#-#2 ❞❡2 $❡❧❛-✐♦♥2 ❜✐♥❛✐$❡2✳ ❉❛♥2 ❧❡

❝❛2 ❞❡2 2❡♠✐✲♦$❞$❡2✱ ♦♥ ✈♦✐- ❜✐❡♥ ♣♦✉$&✉♦✐ ❧❡ 2❡✉✐❧ q ♣❡$♠❡- ❞❡ ❞#✜♥✐$ ✉♥❡

✐♥❞✐✛#$❡♥❝❡ ♥♦♥ -$❛♥2✐-✐✈❡✳ ❖♥ ♣❡✉- $❡♣$#2❡♥-❡$ ❧❡2 ♣$#❢#$❡♥❝❡2 ❞❡ ●✉✐❧❧❛✉♠❡

❛✉ 2✉❥❡- ❞✉ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ 2✉❝$❡2 ❞❛♥2 2♦♥ ❝❛❢# ❡♥ ✉-✐❧✐2❛♥- ✉♥ 2❡✉✐❧ q ❝♦$$❡2♣♦♥❞❛♥-

O ❧❛ ❞✐✛#$❡♥❝❡ ❡♥ &✉❛♥-✐-# ❞❡ 2✉❝$❡ &✉✬✐❧ ♣❡✉- ♣❡$❝❡✈♦✐$✳

❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✷✳✷✳✸ ✭❘❡♣$#2❡♥-❛-✐♦♥ ♥✉♠#$✐&✉❡ ❞✬✉♥ ♦$❞$❡ ❞✬✐♥-❡$✈❛❧❧❡✮✳ ❯♥❡

#❡❧❛&✐♦♥ ❜✐♥❛✐#❡ < *✉# ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ✜♥✐ A✱ ❡*& ✉♥ ♦#❞#❡ ❞✬✐♥&❡#✈❛❧❧❡ *✐ ❡& *❡✉❧❡✲

♠❡♥& *✐ ✐❧ ❡①✐*&❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ g ✿ A → R ❡& ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ q : R → R
+
&❡❧❧❡*

5✉❡ ✿











a ≻ b ⇔ g(a) > g(b) + q(g(b)),

a ∼ b ⇔
g(a) ≤ g(b) + q(g(b)),

g(b) ≤ g(a) + q(g(a)).

♦6 ≻ ❡& ∼ *♦♥& #❡*♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❧❛ ♣❛#&✐❡ *②♠.&#✐5✉❡ ❡& ❛*②♠.&#✐5✉❡ ❞❡ <✳
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❯♥❡ ❞❡$❝&✐♣)✐♦♥ ✐♥)✉✐)✐✈❡ ❞❡$ ♦&❞&❡ ❞✬✐♥)❡&✈❛❧❧❡ ✈✐❡♥) ❡♥ ❝♦♥$✐❞0&❛♥) 1✉❡

❝❤❛1✉❡ ❛❧)❡&♥❛)✐✈❡ a ❡$) &❡♣&0$❡♥)0❡ ♣❛& ✉♥ ✐♥)❡&✈❛❧❧❡ [g(a), g(a) + q(g((a))]

&0❡❧✳ ❉❡✉① ✐♥)❡&✈❛❧❧❡$ ❞✬✐♥)❡&$❡❝)✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ &❡♣&0$❡♥)❡♥) ❞❡$ ❛❧)❡&♥❛)✐✈❡$ ✐♥✲

❞✐✛0&❡♥)❡$✱ ❡) ✉♥ ✐♥)❡&✈❛❧❧❡ ❡$) ♣&0❢0&0 : ✉♥ ❛✉)&❡ $✐ $❛ ❜♦&♥❡ ✐♥❢0&✐❡✉&❡ ❡$) ♣❧✉$

❣&❛♥❞❡ 1✉❡ ❧❛ ❜♦&♥❡ $✉♣0&✐❡✉&❡ ❞❡ ❧✬❛✉)&❡✳

❏✉$1✉✬: ♣&0$❡♥)✱ ♦♥ $✬❡$) ✐♥)0&❡$$0 : ❧❛ ♠❛♥✐?&❡ ❞❡ &❡♣&0$❡♥)❡& ❧❡$ ♣&0❢0✲

&❡♥❝❡$ ❡♥)&❡ ❞❡$ ♦❜❥❡)$✱ $❛♥$ ❝♦♥$✐❞0&❡& 1✉❡ ❝❡$ ♣&0❢0&❡♥❝❡$ ❤♦❧✐$)✐1✉❡$ ♣❡✉✈❡♥)

❞0♣❡♥❞&❡ ❞❡$ ❞✐✈❡&$❡$ ❝❛&❛❝)0&✐$)✐1✉❡$ ❞❡ ❝❡$ ♦❜❥❡)$✳ ▲❡$ ♠♦❞?❧❡$ ❞❡ ♣&0❢0&❡♥❝❡$

1✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞0❝&✐)$ ♣❡&♠❡))❡♥) ❞❡ ❢♦&♠✉❧❡& ❝♦♠♠❡♥) $❡ ❝♦♠♣❛&❡♥) ❞❡✉① ♦❜❥❡)$

$✉& ✉♥ ❝&✐)?&❡ ❞♦♥♥0✳ B❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡$) &❛✐$♦♥♥❛❜❧❡ ❞✬✉)✐❧✐$❡& ✉♥ ♦&❞&❡ ❞✬✐♥✲

)❡&✈❛❧❧❡ ♣♦✉& ❢♦&♠❛❧✐$❡& ❞❡$ ♣&0❢0&❡♥❝❡$ $✉& ✉♥ ❝&✐)?&❡ ♦C ❧❡$ 0✈❛❧✉❛)✐♦♥$ $♦♥)

❝♦♥♥✉❡$ ❞❡ ♠❛♥✐?&❡ ✐♠♣&0❝✐$❡✳ ▼❛✐$ ♦♥ ❛✐♠❡&❛✐) 0❣❛❧❡♠❡♥) ❛✈♦✐& ❧❛ ♣♦$$✐❜✐✲

❧✐)0 ❞✬✐♠♣♦$❡& ✉♥❡ $)&✉❝)✉&❡ $✉& ❞❡$ ♣&0❢0&❡♥❝❡$ ❛✉ $✉❥❡) ❞✬♦❜❥❡)$ ❝♦♥$✐❞0&0$ :

)&❛✈❡&$ ❧❡✉&$ 1✉❛❧✐)0$ ♠✉❧)✐♣❧❡$✳ ❖♥ ❛✐♠❡&❛✐) ♠♦❞0❧✐$❡& ❞❡$ ♣&0❢0&❡♥❝❡$ ♠✉❧)✐✲

❝&✐)?&❡$✱ ✐✳❡✳ ❞❡$ ♣&0❢0&❡♥❝❡$ ❛✉ $✉❥❡)$ ❞✬❛❧)❡&♥❛)✐✈❡$ ❥✉❣0❡$ $✉& ❧❡✉& ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡

❞❛♥$ ❞✐✛0&❡♥)$ ❞♦♠❛✐♥❡$✳ ▲❡ ♥F✉❞ ❞✉ ♣&♦❜❧?♠❡ 0)❛♥) 1✉❡ ❝❡$ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡$

♣❡✉✈❡♥) G)&❡ ❝♦♥✢✐❝)✉❡❧❧❡$✳ B♦✉& &❡♣&0$❡♥)❡& ❞❡ )❡❧❧❡$ ♣&0❢0&❡♥❝❡$✱ ✐❧ ❢❛✉) ❢♦&♠❛✲

❧✐$❡& ❝♦♠♠❡♥) $✬❛❣&?❣❡♥) ❧❡$ ♣&0❢0&❡♥❝❡$ $✉& ❝❤❛1✉❡ ❝&✐)?&❡✱ ❡♥ ❞❡$ ♣&0❢0&❡♥❝❡$

❤♦❧✐$)✐1✉❡$✳ ❈✬❡$) ❧✬♦❜❥❡) ❞❡ ❧✬❛❣&0❣❛)✐♦♥ ❞❡$ ♣&0❢0&❡♥❝❡$✳

❖♥ ✈❛ ♣&0$❡♥)❡& ❞❡✉① ❝❧❛$$❡$ ❞❡ ♠0)❤♦❞❡$ ❞✬❛❣&0❣❛)✐♦♥ ❞❡$ ♣&0❢0&❡♥❝❡$ ❞❛♥$

❧❛ $✉✐)❡✳ ❈❡$ ♠0)❤♦❞❡$ ❛❜♦✉)✐$$❡♥) : ❞❡$ $)&✉❝)✉&❡$ ❞❡ ♣&0❢0&❡♥❝❡$ ❤♦❧✐$)✐1✉❡$

❞✐✛0&❡♥)❡$✳

✶✳✸ ❆❣%&❣❛(✐♦♥ ❡( ♠♦❞&❧✐0❛(✐♦♥ ❞❡0 ♣%&❢&%❡♥❝❡0

♠✉❧(✐❝%✐(5%❡0

✶✳✸✳✶ ❖❜❥❡'( ♠❛♥✐♣✉❧0( ❡♥ ♠♦❞0❧✐(❛'✐♦♥ ♠✉❧'✐❝4✐'54❡ ❞❡(

♣40❢04❡♥❝❡(

❉❛♥$ ❝❡))❡ ♣❛&)✐❡✱ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ❞♦♥♥❡& ❧❡$ ♥♦)❛)✐♦♥$ ✉)✐❧✐$0❡$ ❞❛♥$ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡

❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥) ❡) ❞0✜♥✐& ❧❡$ ❝♦♥❝❡♣)$ ❞❡ ❜❛$❡ ✉)✐❧✐$0$ ❡♥ ♠♦❞0❧✐$❛)✐♦♥ ♠✉❧)✐❝&✐)?&❡

❞❡$ ♣&0❢0&❡♥❝❡$✳ ❖♥ $✬✐♥)0&❡$$❡ ❛✉① $✐)✉❛)✐♦♥$ ❞❛♥$ ❧❡$1✉❡❧❧❡$ ✉♥ ❞0❝✐❞❡✉& ❞♦✐)
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❝♦♠♣❛%❡% ❞❡( ❛❧*❡%♥❛*✐✈❡( ❡♥ (❡ ❜❛(❛♥* (✉% ♣❧✉(✐❡✉%( ♣♦✐♥*( ❞❡ ✈✉❡ ♦✉ ❝%✐*0%❡(✳

❖♥ ✈❛ ❝♦♥(✐❞3%❡% ❞❛♥( ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥*✱ ❡* (❛♥( ♣❡%*❡ ❞❡ ❣3♥3%❛❧✐*3✱

7✉❡ ❧❡ ❞3❝✐❞❡✉% (♦✉❤❛✐*❡ ♠❛①✐♠✐(❡% ❧❡( ❝%✐*0%❡( ✭(❛✉❢ ♠❡♥*✐♦♥ ❝♦♥*%❛✐%❡✮✳

❖♥ ♣❡✉* ❛✉((✐ ♣❛%❧❡% ❞✬❛**%✐❜✉*✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥* ✉♥ ❛**%✐❜✉* ♥✬❡(* 7✉✬✉♥❡ ❝❛%❛❝✲

*3%✐(*✐7✉❡ ♣❡%♠❡**❛♥* ❞❡ ❞3❝%✐%❡ ❧❡( ❛❝*✐♦♥(✱ ❛❧♦%( 7✉✬✉♥ ❝%✐*0%❡ ❡(* ✉♥❡ ❢♦♥❝*✐♦♥

♣❡%♠❡**❛♥* ❞❡ ♠❡(✉%❡% ❧❡( ♣%3❢3%❡♥❝❡( ❞✉ ❞3❝✐❞❡✉% %❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* > ✉♥ ♣♦✐♥* ❞❡

✈✉❡✳ ❈♦♥(✐❞3%♦♥( ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬@❣❡ ❞❡( ❝❛♥❞✐❞❛*( ❞❛♥( ✉♥ ♣%♦❜❧0♠❡ ❞❡ %❡❝%✉*❡✲

♠❡♥*✳ ❖♥ ♣❡✉* ❧✬❡♥✈✐(❛❣❡% (✐♠♣❧❡♠❡♥* ❝♦♠♠❡ ❛**%✐❜✉*✱ ❡* (❡ ❜❛(❡% (✐♠♣❧❡♠❡♥*

(✉% ❧✬✐♥❢♦%♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬@❣❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❝♦♥(*%✉✐%❡ ✉♥ ❝%✐*0%❡ @❣❡ 7✉✐ ♣%❡♥♥❡ (❛ ✈❛❧❡✉%

♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉% ✉♥❡ *%❛♥❝❤❡ ❞✬@❣❡ 7✉❡ ❧✬♦♥ (♦✉❤❛✐*❡ ❢❛✈♦%✐(❡%✳

• ▲✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ❛❧*❡%♥❛*✐✈❡( ❡(* ✜♥✐✱ ❡* ✐❧ ❡(* ♥♦*3 A = {a, b, c, . . . }✳

❉❛♥( ❧❛ ♣%❛*✐7✉❡✱ ✐❧ ❛%%✐✈❡ 7✉❡ A (♦✐* ❞3✜♥✐ ❡♥ ❡①*❡♥(✐♦♥ ✭❧❡( ❛❧*❡%♥❛*✐✈❡(

(♦♥* ❡①♣❧✐❝✐*❡♠❡♥* 3♥✉♠3%3❡(✮ ♦✉ ❡♥ ❝♦♠♣%3❤❡♥(✐♦♥ ✭❧❡( ❛❧*❡%♥❛*✐✈❡( (♦♥*

❝♦♥♥✉❡( ♣❛% ❧❡ (②(*0♠❡ ❞✬37✉❛*✐♦♥( ♠♦❞3❧✐(❛♥* ❧❡( ❝♦♥*%❛✐♥*❡( ❛✉①7✉❡❧❧❡(

❡❧❧❡( (♦♥* (♦✉♠✐(❡(✮✳

• ▲✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ❝%✐*0%❡( ❡(* ♥♦*3 G = {g1, g2, . . . , gn}✱ ❧❡( ❝%✐*0%❡( ♣%❡♥❛♥*

❧❡✉%( ✐♥❞✐❝❡( ❞❛♥( J = {1, . . . , n}✳

gj(a) ❞3(✐❣♥❡ ❛✐♥(✐ ❧✬3✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧*❡%♥❛*✐✈❡ a (❡❧♦♥ ❧❡ jme
❝%✐*0%❡✱ ❡* Xj

❧✬3❝❤❡❧❧❡ ❞✬3✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❛((♦❝✐3❡ ❛✉ ❝%✐*0%❡ j✳ gj ❡(* ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ A ✈❡%(

Xj✳ ❙❡✉❧❡( ❧❡( ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡( ❞✬✉♥❡ ❛❧*❡%♥❛*✐✈❡ ✐♠♣♦%*❡ ❞❛♥( ❧❛ %3(♦❧✉*✐♦♥ ❞✬✉♥

♣%♦❜❧0♠❡✳ ❈✬❡(* ♣♦✉%7✉♦✐ ♦♥ ♣♦✉%%❛ ❛✉((✐ %❡♣%3(❡♥*❡% ✉♥❡ ❛❧*❡%♥❛*✐✈❡ ♣❛% (♦♥

✈❡❝*❡✉% ❞✬3✈❛❧✉❛*✐♦♥( ✿ a = (g1(a), g2(a), . . . , gn(a)) ∈
∏n

j=1 Xj✱ ♥♦*3 ❡♥ (✐♠♣❧✐✲

✜❛♥* ✿ (a1, a2, . . . , an)✳

G♦✉% 7✉❡ ❧❛ %❡♣%3(❡♥*❛*✐♦♥ ❞✉ ♣%♦❜❧0♠❡ (♦✐* ❛❝❝❡♣*3❡✱ ✐❧ ❡(* ♥3❝❡((❛✐%❡ 7✉❡

❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝%✐*0%❡( G %❡(♣❡❝*❡ ❝❡%*❛✐♥❡( ♣%♦♣%✐3*3(✳ ❖♥ ♥❡ ❧❡( 3♥♦♥❝❡ ♣❛( ❞❡

♠❛♥✐0%❡ ❢♦%♠❡❧❧❡ ✐❝✐ ✭♦♥ ♣❡✉* (❡ %❡♣♦%*❡% > ❇♦✉②((♦✉ ❛♥❞ ❱❛♥(♥✐❝❦ ❬✶✾✾✵❪ ❡*

❇♦✉②((♦✉ ❛♥❞ ❘♦② ❬✶✾✾✸❪✮✳ ▼❡♥*✐♦♥♥♦♥( (❡✉❧❡♠❡♥* 7✉❡ G ❞♦✐* S*%❡ ✿

• ❡①❤❛✉(*✐✈❡✳ ❚♦✉( ❧❡( ❛(♣❡❝*( (✉% ❧❡(7✉❡❧( ❧❛ ❞3❝✐(✐♦♥ ❛ ❞❡( ❝♦♥(37✉❡♥❝❡(

(♦♥* ♣%✐( ❡♥ ❝♦♠♣*❡✳
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• ♥♦♥ "❡❞♦♥❞❛♥&❡✳ ❆✉❝✉♥ ❝"✐&,"❡ ♥❡ ♣❡✉& .&"❡ /❧✐♠✐♥/ 2❛♥2 "❡&✐"❡" ❞✬✐♥❢♦"✲

♠❛&✐♦♥ ❧✐/❡ ❛✉① ♣"/❢/"❡♥❝❡2✳

• ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥&❡✳ ▲❡2 ♣"/❢/"❡♥❝❡2 ❛✉ 2✉❥❡& ❞✬✉♥ ❝"✐&,"❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥& ♣❛2 ❡♥

❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡2 ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡2 2✉" ✉♥ ❛✉&"❡ ❝"✐&,"❡✳

❆✉ ❞❡❧; ❞❡ ❝❡2 ❛2♣❡❝&2 ❧✐/2 ; ❧❛ ❝♦❤/"❡♥❝❡ ❡♥&"❡ ❧❡2 ♣"/❢/"❡♥❝❡2 /&✉❞✐/❡2

❡& ❧❡2 ❝"✐&,"❡2 ✉&✐❧✐2/2 ♣♦✉" ❧❡2 ❞/❝"✐"❡✱ ❞❡2 ♣"✐♥❝✐♣❡2 ♣"❛❣♠❛&✐=✉❡2 ❞❡ ❜♦♥♥❡

❝♦♥2&"✉❝&✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐2❡♥& ; ❝❤❡"❝❤❡" ; ❝❡ =✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝"✐&,"❡ "❡&❡♥✉❡ 2♦✐&

/❣❛❧❡♠❡♥& ❧✐2✐❜❧❡ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ❝"✐&,"❡2 ❡2& ❛22❡③ ♣❡&✐& ♣♦✉" =✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐22❡

"❛✐2♦♥♥❡" 2✉" ❧❡ ♣"♦❜❧,♠❡✱ ❡& ♦♣/"❛&✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ❧❡2 ❝"✐&,"❡2 2♦♥& ❛❝❝❡♣&/2 ❝♦♠♠❡

❜❛2❡ ❞❡ &"❛✈❛✐❧ ♣♦✉" ❧❛ 2✉✐&❡ ❞❡ ❧✬/&✉❞❡✳

✶✳✸✳✷ ❆❣&'❣❛)✐♦♥ ❞❡/ ♣&'❢'&❡♥❝❡/

❉❛♥2 ❧❡ ❝❛2 ❞✬✉♥ ♣"♦❜❧,♠❡ ❞❡ ❞/❝✐2✐♦♥ ♠✉❧&✐❝"✐&,"❡✱ ♦♥ ❝❤❡"❝❤❡ ; ✉&✐❧✐2❡"

✉♥❡ 2&"✉❝&✉"❡ ❞❡ ♣"/❢/"❡♥❝❡2 ♣♦✉" ❛✐❞❡" ✉♥ ❞/❝✐❞❡✉" ; ❝❤♦✐2✐" ♣❛"♠✐ ❞❡2 ❛❧&❡"✲

♥❛&✐✈❡2 ✐❞❡♥&✐✜❛❜❧❡2 ; ❞❡2 ✈❡❝&❡✉"2 a = (a1, a2, . . . , an)✳ ❈♦♠♠❡♥& ✉&✐❧✐2❡" ❧❡2

/✈❛❧✉❛&✐♦♥2 ❞❡ a ❡& b ♣♦✉" ❛""✐✈❡" ; ❞❡2 ❛✣"♠❛&✐♦♥2 ❞✉ &②♣❡ a ≻ b ♦✉ a ∼ b ❄

◆♦✉2 ❛❧❧♦♥2 ♣"/2❡♥&❡" ❞❛♥2 ❧❛ 2✉✐&❡ ❞❡✉① ❝❧❛22❡2 ❞❡ ♣"♦❝/❞✉"❡2 ❞✬❛❣"/❣❛&✐♦♥ ✿

❧✬❛❣"/❣❛&✐♦♥ ♣❛" ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ 2②♥&❤,2❡ ❡& ❧❡ 2✉"❝❧❛22❡♠❡♥&✳ ▲❡2 ❞/✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥&2

&❤/♦"✐=✉❡2 ❞❡ ❝❡2 ❞❡✉① ❛♣♣"♦❝❤❡2 2♦♥& ❡♥ ❣"❛♥❞❡ ♣❛"&✐❡ ❞I2 ; ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉✲

&/2 ❞✐2&✐♥❝&❡2✱ =✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉& ❛♣♣❡❧❡" ❧✬/❝♦❧❡ ❛♠/"✐❝❛✐♥❡ ❡& ❧✬/❝♦❧❡ ❡✉"♦♣/❡♥♥❡✱

❡& ❡❧❧❡2 ♣♦22,❞❡♥& ❞❡2 ❞✐✛/"❡♥❝❡2 ✐♥&/"❡22❛♥&❡2✳

❉❛♥2 ❧❡ ♣"❡♠✐❡" &②♣❡ ❞❡ ♣"♦❝/❞✉"❡✱ ✐♠♣❧✐=✉❛♥& ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ 2②♥&❤,2❡✱

❧❡2 ❛❧&❡"♥❛&✐✈❡2 ❢♦"♠❡♥& ✉♥ ♣"/♦"❞"❡ ❝♦♠♣❧❡& 2✉" ❝❤❛=✉❡ ❝"✐&,"❡✱ ❡& ❧✬❛❣"/❣❛&✐♦♥

❢❛✐& ✐♥&❡"✈❡♥✐" ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ♥✉♠/"✐=✉❡ ♣♦✉" ❛❜♦✉&✐" ; ✉♥ ♣"/♦"❞"❡ ❝♦♠♣❧❡& ❣❧♦✲

❜❛❧✱ ♣"❡♥❛♥& ❡♥ ❝♦♠♣&❡ &♦✉2 ❧❡2 ❝"✐&,"❡2✳ ❈❤❛=✉❡ ♦❜❥❡& ❛ ❞❛♥2 ❝❡ ♠♦❞,❧❡ ✉♥❡

/✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❣/♥/"❛❧❡♠❡♥& ❛♣♣❡❧/❡ ✉!✐❧✐!$✱ =✉✐ ❞/♣❡♥❞ ❞❡ 2❡2 /✈❛❧✉❛&✐♦♥2

2✉" ❝❤❛=✉❡ ❝"✐&,"❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛"❛✐2♦♥ ✜♥❛❧❡ ❡♥&"❡ ❞❡✉① ❛❧&❡"♥❛&✐✈❡2 ❞/"✐✈❡ ❞✐"❡❝✲

&❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛"❛✐2♦♥ ♥✉♠/"✐=✉❡ ❞❡ ❧❡✉"2 ✉&✐❧✐&/2 "❡2♣❡❝&✐✈❡2✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝

♣❛2 ❞✬✐♥❝♦♠♣❛"❛❜✐❧✐&/ ❞❛♥2 ❝❡ ♠♦❞,❧❡ ✿ ❧❛ 2&"✉❝&✉"❡ ❞❡ 2♦"&✐❡ ❡2& ✉♥ ♣"/♦"❞"❡

❝♦♠♣❧❡! ✭✈♦✐" ❙❡❝&✐♦♥ ✶✳✷✳✶✮✳
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❉❛♥# ❧❡ #❡❝♦♥❞ )②♣❡ ❞❡ ♣,♦❝-❞✉,❡✱ ✐♠♣❧✐2✉❛♥) ✉♥ #✉,❝❧❛##❡♠❡♥)✱ ❝❤❛2✉❡

❝,✐)4,❡ ❡#) ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♣#❡✉❞♦✲♦,❞,❡

✷

❛✈❡❝ ❞❡✉① #❡✉✐❧# ❡) ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ,-#✉❧)❛♥)

❞❡ ❧✬❛❣,-❣❛)✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛# ♥-❝❡##❛✐,❡♠❡♥) ❞❡ ♣,♦♣,✐-)- ❛✉),❡ 2✉❡ ❧❛ ,-✢❡①✐✈✐)-✳

▲❛ ♣,♦❝-❞✉,❡ ❞✬❛❣,-❣❛)✐♦♥ ✉)✐❧✐#-❡ ❡#) ✐♥#♣✐,-❡ ❞❡ ❧❛ )❤-♦,✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① #♦❝✐❛❧

❡) ❞❡# ),❛✈❛✉① ❞❡ ❈♦♥❞♦,❝❡)✳ ❊❧❧❡ #❡ ❢♦♥❞❡ #✉, ❧❛ ❞✐#❥♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐✲

)✐♦♥# ❧♦❣✐2✉❡#✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛,❛✐#♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❞❡✉① ❛❧)❡,♥❛)✐✈❡# ❞-♣❡♥❞

❞❡ ❧❛ #❛)✐#❢❛❝)✐♦♥ ❞❡ ❝❡# ❞❡✉① ❝♦♥❞✐)✐♦♥# ❧♦❣✐2✉❡#✳ ❈❡# ❝♦♥❞✐)✐♦♥# ,❡✈✐❡♥♥❡♥) B

#❛)✐#❢❛✐,❡ ❧❛ ♠❛❥♦,✐)- #❛♥# ♣-♥❛❧✐#❡, ❧❛ ♠✐♥♦,✐)- ❞❡# ❝,✐)4,❡#✳ ❯♥ ),❛✈❛✐❧ ❞✬❡①✲

♣❧♦✐)❛)✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ❡#) ♥-❝❡##❛✐,❡✳ ❉✬❛✉),❡ ♣❛,)✱ ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ,-#✉❧)❛♥) ♥✬❡#) ♣❛#

♥-❝❡##❛✐,❡♠❡♥) ❝♦♠♣❧❡)✳ ■❧ ❡#) ♣♦##✐❜❧❡ 2✉❡ ❞❡✉① ❛❧)❡,♥❛)✐✈❡# #♦✐❡♥) ❝♦♥#✐❞-,-❡#

❝♦♠♠❡ ✐♥❝♦♠♣❛,❛❜❧❡#✳

✶✳✸✳✸ ❆❣%&❣❛(✐♦♥ ♣❛% ✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ 2②♥(❤52❡ ✿ (❤&♦%✐❡

❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ♠✉❧(✐✲❛((%✐❜✉(

▲❡# ♠♦❞4❧❡# ❜❛#-# #✉, ❧❛ )❤-♦,✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉, ♠✉❧)✐✲❛)),✐❜✉) ✭▼❆❱❚ ✿ ♠✉❧✲

$✐❛$$'✐❜✉$❡ ✈❛❧✉❡ $❤❡♦'②✱ ✈♦✐, ❋✐#❤❜✉,♥ ❬✶✾✼✵❪✱ ❑❡❡♥❡② ❛♥❞ ❘❛✐✛❛ ❬✶✾✼✻❪✮ ❢♦♥)

✐♥)❡,✈❡♥✐, ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ♥✉♠-,✐2✉❡ ,❡♣,-#❡♥)❛♥) ✉♥ ♣,-♦,❞,❡ ❝♦♠♣❧❡)✳ W❧✉# ♣,-✲

❝✐#-♠❡♥)✱ ♦♥ #✉♣♣♦#❡ 2✉❡ ❧❡# ♣,-❢-,❡♥❝❡# ❞✉ ❞-❝✐❞❡✉, ,❡#♣❡❝)❡♥) ❞❡✉① ❛①✐♦♠❡# ✿

2✉✬❡❧❧❡# #♦♥) ❛#②♠-),✐2✉❡# ❡) ♥-❣❛)✐✈❡♠❡♥) ),❛♥#✐)✐✈❡# ✭✈♦✐, ❉-✜♥✐)✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✷✮✳

❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐2✉❡ 2✉❡ ❧❡# ♣,-❢-,❡♥❝❡# ❞✉ ❞-❝✐❞❡✉, ❢♦,♠❡♥) ✉♥ ♣,-♦,❞,❡ ❝♦♠♣❧❡)✳

●,[❝❡ ❛✉ )❤-♦,4♠❡ ✶✳✸✳✸✱ ♦♥ #❛✐) ❛❧♦,# 2✉✬✐❧ ❡①✐#)❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ♥✉♠-,✐2✉❡

♣❡,♠❡))❛♥) ❞❡ ,❡♣,-#❡♥)❡, ❧❡# ♣,-❢-,❡♥❝❡# ❞✉ ❞-❝✐❞❡✉,✳

❉❡✉① ,❛✐#♦♥# ♠-)❤♦❞♦❧♦❣✐2✉❡# ❝♦♥❞✉✐#❡♥) B ✉)✐❧✐#❡, ✉♥❡ ,❡♣,-#❡♥)❛)✐♦♥ ♥✉✲

♠-,✐2✉❡ ✭✈♦✐, ❉②❡, ❬✷✵✵✺❪✮ ✿ ❧❛ ♣,❡♠✐4,❡ ❡#) 2✉❡ ❝❡ ♠♦❞4❧❡ ❡#) ❛①✐♦♠❛)✐#-✳ ❖♥

♣❡✉) ❞♦♥❝ ❥✉#)✐✜❡, ❧✬✉)✐❧✐#❛)✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞4❧❡ ❡♥ #❡ ,-❢-,❛♥) ❛✉① ❛①✐♦♠❡# ❛#✲

#♦❝✐-#✱ 2✉✐ ❞-✜♥✐##❡♥) ❧❡ ❝♦♠♣♦,)❡♠❡♥) ❞✬✉♥ ❞-❝✐❞❡✉, ,❛)✐♦♥♥❡❧✳ ▲❛ ❞❡✉①✐4♠❡

,❛✐#♦♥ ❡#) 2✉✬✉♥❡ ,❡♣,-#❡♥)❛)✐♦♥ ♥✉♠-,✐2✉❡ ❡#) ❢❛❝✐❧❡♠❡♥) ❝♦♠♣,-❤❡♥#✐❜❧❡ ❡)

♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐# 2✉❡ ❧❡# ♣,-❢-,❡♥❝❡# ❞✉ ❞-❝✐❞❡✉, #♦♥) ❡♥❝♦❞-❡# ♥✉♠-,✐2✉❡✲

♠❡♥)✱ ✐❧ ❡#) ❛✐#- ❞❡ ,❡❝♦✉,✐, B ❞❡# )❡❝❤♥✐2✉❡# ❞❡ ♠❛①✐♠✐#❛)✐♦♥ ❡) ❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡

♦♣-,❛)✐♦♥♥❡❧❧❡✳

✷

◆♦✉# $❡♥✈♦②♦♥# ) ❧❛ ❞-✜♥✐0✐♦♥ ❞❡ ❘♦② ❬✶✾✽✺❪✱ ♣✳✶✺✵✳ ❱♦✐$ ❛✉##✐ ❙❡❝0✐♦♥ ✸✳✶✳

✷✺
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❊!❛♥! ❞♦♥♥& ❞❡✉① ❛❧!❡+♥❛!✐✈❡. a ❡! b✱ ❧❛ +❡♣+&.❡♥!❛!✐♦♥ ✉!✐❧✐.&❡ ❡.! ❧❛ .✉✐✲

✈❛♥!❡ ✿

(a1, a2, . . . , an) < (b1, b2, . . . , bn)⇔ u(a1, a2, . . . , an) ≥ u(b1, b2, . . . , bn).

▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ *❡♣*,-❡♥&❛&✐♦♥ ♥✉♠,*✐0✉❡ u -✬❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&, ♦✉ ❢♦♥❝✲

&✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉* ✭❡❧❧❡ ❡-& ❛❧♦*- ♥♦&,❡ v✮✳ ❊♥ &❤,♦*✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞,❝✐-✐♦♥✱ ✐❧ ❡-& ❤❛❜✐&✉❡❧

❞✬✉&✐❧✐-❡* ❧❡ &❡*♠❡ ✈❛❧❡✉* ♣♦✉* ❧❡- ♣*♦❜❧<♠❡- ❞❡ ❞,❝✐-✐♦♥ ❝❡*&❛✐♥- ✭♠✉❧&✐✲❝*✐&<*❡-✮

❡& ❧❡ &❡*♠❡ ✉&✐❧✐&, ♣♦✉* ❧❡- ❛✉&*❡- &②♣❡- ❞❡ ♣*♦❜❧<♠❡- ❞❡ ❞,❝✐-✐♦♥ ✭*✐-0✉, ♦✉

✐♥❝❡*&❛✐♥✮✳ ❉❛♥- ❝❡ ❞❡*♥✐❡* ❝❛-✱ ❧❡- ❛❧&❡*♥❛&✐✈❡- -♦♥& ❞❡- ❧♦&❡*✐❡-✱ ❡& ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥

❞✬✉&✐❧✐&, -❡ ❝♦♥❢♦♥❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉* ♣♦✉* ❧❡- ❧♦&❡*✐❡- ❝❡*&❛✐♥❡-✳ ❊♥

❢❛✐&✱ ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉* ♠✉❧&✐❛&&*✐❜✉& ♣*♦✈✐❡♥& ❞❡- &*❛✈❛✉① ❞❡ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥

❡& ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ♣♦✉* ❢♦*♠❛❧✐-❡* ❧❡- ♣*,❢,*❡♥❝❡- ❞❛♥- ❧❡ *✐-0✉❡✳ G♦✉* ✉♥❡ ♣*,-❡♥✲

&❛&✐♦♥ ❞,&❛✐❧❧,❡ ❞❡ ❧❛ &❤,♦*✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉* ♠✉❧&✐❛&&*✐❜✉&✱ ✈♦✐* ❧❡ ❧✐✈*❡ ❝❧❛--✐0✉❡

❑❡❡♥❡② ❛♥❞ ❘❛✐✛❛ ❬✶✾✼✻❪✳

▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&, ♣*,-❡*✈❡ ❧✬♦*❞*❡ ✿ ❧❡- ♥♦♠❜*❡- u(a)✱ u(b)✱ u(c)✱✳ ✳ ✳-♦♥&

♦*❞♦♥♥,- ❞❡ ❧❛ ♠O♠❡ ❢❛P♦♥ 0✉❡ ❧❡- ❛❝&✐♦♥- a✱ b✱ c✱✳ ✳ ✳❈✬❡-& ♣♦✉*0✉♦✐ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥

❞✬✉&✐❧✐&, ♥✬❡-& ♣❛- ✉♥✐0✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡-& ❞,✜♥✐❡ S ✉♥❡ &*❛♥-❢♦*♠❛&✐♦♥ -&*✐❝&❡♠❡♥&

❝*♦✐--❛♥&❡ ♣*<-✳ ❉❡ ♣❧✉-✱ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&, 0✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞,❝*✐&❡ ❥✉-0✉✬✐❝✐ ❡-&

-✐♠♣❧❡♠❡♥& ♦*❞✐♥❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❛ ❞✐✛,*❡♥❝❡ u(a)− u(b) ♥✬❛ ♣❛- ❞❡ -✐❣♥✐✜❝❛&✐♦♥

✈✐-✲S✲✈✐- ❞❡- ♣*,❢,*❡♥❝❡- *❡♣*,-❡♥&,❡-✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣❡*♠❡& ♣❛- ❞❡ 0✉❛♥&✐✜❡* ❧✬✐♥&❡♥✲

-✐&, ❞❡ ♣*,❢,*❡♥❝❡ ❡♥&*❡ a ❡& b ❞❛♥- ❧✬❛❜-♦❧✉✳ ❙❡✉❧ ❧❡ -✐❣♥❡ ❛❧❣,❜*✐0✉❡ ✭♣♦-✐&✐✈❡✱

♥✉❧❧❡ ♦✉ ♥,❣❛&✐✈❡✮ ❞❡ ❝❡&&❡ ❞✐✛,*❡♥❝❡ ❛ ✉♥ -❡♥- ❛✉ *❡❣❛*❞ ❞❡- ♣*,❢,*❡♥❝❡- ❡♥&*❡ a

❡& b✳ ❖♥ ❛ ❛✉--✐ ❝❤❡*❝❤, ❧❡- ❤②♣♦&❤<-❡- ♣❡*♠❡&&❛♥& ❞❡ ❣❛*❛♥&✐* ❧✬❡①✐-&❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉* ♠❡"✉$❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ 0✉✐ ♣✉✐--❡ ,❣❛❧❡♠❡♥& ♦*❞♦♥♥❡*

❧❡- ❞✐✛,*❡♥❝❡- ❞✬✐♥&❡♥-✐&, ❞❡ ♣*,❢,*❡♥❝❡- ✭✈♦✐* ❑*❛♥&③ ❡& ❛❧✳ ❬✶✾✼✶❪✮✳

G♦✉* ❞,❝*✐*❡ ❧❡- ♣*,❢,*❡♥❝❡- ❞✬✉♥ ❞,❝✐❞❡✉* -✉* A✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛- ❢♦*❝,♠❡♥&

❜❡-♦✐♥ ❞✬,♥✉♠,*❡* ❝❤❛0✉❡ *❡❧❛&✐♦♥ ❡①✐-&❛♥& ❡♥&*❡ &♦✉& ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛❝&✐♦♥-✱ ♠❛✐- ✐❧

-✉✣& ❞✬❛--♦❝✐❡* ✉♥ ♥♦♠❜*❡ *,❡❧ S ❝❤❛0✉❡ ❛❝&✐♦♥ ❡& ❞✬✉&✐❧✐-❡* ❧❡- ♣*♦♣*✐,&,- ❞❡

R✳ ▲❡ ❚❤,♦*<♠❡ ✶✳✸✳✸ -✉* ❧❛ *❡♣*,-❡♥&❛&✐♦♥ ♥✉♠,*✐0✉❡ ❞✬✉♥ ♣*,♦*❞*❡ ❝♦♠♣❧❡&

♥✬✐♥❞✐0✉❡ ♣❛- ❝♦♠♠❡♥& ❡①❤✐❜❡* ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ *❡♣*,-❡♥&❛&✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛*&✐❝✉❧✐❡*✱

❞❛♥- ❧❡ ❝❛- ❞❡ ♣*,❢,*❡♥❝❡- ♠✉❧&✐❛&&*✐❜✉&-✱ ♦♥ ❛✐♠❡*❛✐& ❞,❝♦♠♣♦-❡* ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡

✈❛❧❡✉* ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ ❞✐✈❡*-❡- ❝♦♠♣♦-❛♥&❡-✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ,&❛♥& ❛--♦❝✐,❡ S ✉♥ ❛&&*✐❜✉&✳

❱♦②♦♥- 0✉❡❧❧❡- ❤②♣♦&❤<-❡- ♣❡*♠❡&&❡♥& ❞✬✉&✐❧✐-❡* ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥- ❛❞❞✐&✐✈❡✳

✷✻
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❈❛" ♣❛$%✐❝✉❧✐❡$ ❞❡ ❧✬✉%✐❧✐%- ❛❞❞✐%✐✈❡

■❧ ❡①✐%&❡ ✉♥ ❝❛% ♣❛,&✐❝✉❧✐❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&1✱ ♣❧✉% ❝♦✉,❛♠♠❡♥& ✉&✐❧✐%1✱

♣❛, %✐♠♣❧✐❝✐&1✳ ■❧ %✬❛❣✐& ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ♦6 ❧✬♦♥ %✉♣♣♦%❡ 7✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉& ❛❞❞✐&✐♦♥✲

♥❡,✱ ❛♣,9% ,❡❝♦❞❛❣❡

✸

✱ ❧❡% ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡% ❞❡ ❧✬❛❧&❡,♥❛&✐✈❡ %✉, ❝❤❛7✉❡ ❝,✐&9,❡ ♣♦✉,

♦❜&❡♥✐, %♦♥ ✉&✐❧✐&1 ✿

u(a) =
n

∑

i=1

ui(gi(a)) ✭✶✳✶✮

♦6 ❧❡% ui %♦♥& ❞❡% ❢♦♥❝&✐♦♥% %&,✐❝&❡♠❡♥& ❝,♦✐%%❛♥&❡%✱ ❛♣♣❡❧1❡% ✉&✐❧✐&1% ♣❛,&✐❡❧❧❡%✳

❙✐ ❧❡% 1❝❤❡❧❧❡% ❞✬1✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❛%%♦❝✐1❡% B ❝❤❛7✉❡ ❝,✐&9,❡ %♦♥& ❜♦,♥1❡%✱ ♦♥ ♣❡✉& %❡

,❛♠❡♥❡, ❞❛♥% ❝❡ ❝❛% B ✉♥❡ 1❝,✐&✉,❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠❡ u(a) =
∑n

i=1 kiui(gi(a))✱ ♦6

∑n

i=1 ki = 1 ❡& ❧❡% ui %♦♥& ♥♦,♠1❡% ✭ui(minXi) = 0 ❡& ui(maxXi) = 1✮✳ ❯♥❡

❤②♣♦&❤9%❡ %♦✉%✲❥❛❝❡♥&❡ B ❝❡ ♠♦❞9❧❡ ❡%& ❧❛ ❝♦♠♠❡♥%✉,❛❜✐❧✐&1 ❞❡% ❝,✐&9,❡%✳ ▲❡%

❝,✐&9,❡% %♦♥& ❡①♣,✐♠1% ❞❛♥% ❞❡% ✉♥✐&1% ❞✐✛1,❡♥&❡% ❛ ♣,✐♦,✐✱ ❛❧♦,% 7✉❡ ❧❡% ✉&✐❧✐&1%

♣❛,&✐❡❧❧❡% %♦♥& %❛♥% ✉♥✐&1✱ ❡& %♦♠♠❛❜❧❡% ❡♥&,❡ ❡❧❧❡%✳

▲♦,%7✉❡ ❧❡% ♣,1❢1,❡♥❝❡% ❞✬✉♥ ❞1❝✐❞❡✉, %♦♥& ,❡♣,1%❡♥&❛❜❧❡% ♣❛, ✉♥❡ &❡❧❧❡ ❢♦♥❝✲

&✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉& ♦❜%❡,✈❡, ✉♥❡ ✐♥❞1♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡% ❝,✐&9,❡% ❡♥&,❡ ❡✉① ✿ ❧❛ ♣,1❢1,❡♥❝❡

❡♥&,❡ ❞❡✉① ❛❧&❡,♥❛&✐✈❡% ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛% %✐ ❧✬♦♥ ❢❛✐& ✈❛,✐❡, ✉♥❡ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ❝♦♠✲

♠✉♥❡ B ❝❡% ❞❡✉① ❛❧&❡,♥❛&✐✈❡%✳ H❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❝❤♦✐%✐%%❛♥& ❞❡✉① ❛❧&❡,♥❛&✐✈❡%

❛✈❡❝ ❧❛ ♠I♠❡ 1✈❛❧✉❛&✐♦♥ %✉, ❧❡ ❞❡✉①✐9♠❡ ❝,✐&9,❡ ✿ %✐ a = (a1, a2, a3, . . . , an) ≻

b = (b1, a2, b3, . . . , bn)✱ ❛❧♦,% a′ = (a1, a
′
2, a3, . . . , an) ≻ b′ = (b1, a

′
2, b3, . . . , bn)

♣♦✉, &♦✉& a′2 ∈ X2✳ ❖♥ ❞✐& 7✉❡ ❧❡ %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝,✐&9,❡% G \ {g2} ❡%& ✐♥✲

❞1♣❡♥❞❛♥& ❛✉ %❡♥% ❞❡% ♣,1❢1,❡♥❝❡% ❞❡ g2✳ ❖♥ ♣❡✉& ❝❛,❛❝&1,✐%❡, ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡

❞❡ ❝,✐&9,❡% ❞✉ ♣♦✐♥& ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞1♣❡♥❞❛♥❝❡ ♠✉&✉❡❧❧❡ ✭❞1✜♥✐&✐♦♥ ❛❞❛♣&1❡ ❞❡

❑❡❡♥❡② ❛♥❞ ❘❛✐✛❛ ❬✶✾✼✻❪✮ ✿

❉-✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳✶ ✭■♥❞1♣❡♥❞❛♥❝❡ ♠✉&✉❡❧❧❡ ❛✉ %❡♥% ❞❡% ♣,1❢1,❡♥❝❡%✮✳ ▲❡" ❝$✐✲

'($❡" g1, g2, . . . , gn "♦♥' ♠✉'✉❡❧❧❡♠❡♥' ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥'" ❛✉ "❡♥" ❞❡" ♣$/❢/$❡♥❝❡" "✐

'♦✉' "♦✉"✲❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ G ❡"' ♣$/❢/$❡♥'✐❡❧❧❡♠❡♥' ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥' ❞✉ "♦✉"✲❡♥"❡♠❜❧❡

❝♦♠♣❧/♠❡♥'❛✐$❡ ❞❛♥" G✳

❈❡&&❡ ♣,♦♣,✐1&1 ❡%& %✉✣%❛♥&❡ ♣♦✉, ❣❛,❛♥&✐, ❧✬❡①✐%&❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡

✈❛❧❡✉, ❛❞❞✐&✐✈❡ ✭✈♦✐, ❑❡❡♥❡② ❛♥❞ ❘❛✐✛❛ ❬✶✾✼✻❪✮✳ ❙❝♦&& ❛♥❞ ❙✉♣♣❡% ❬✶✾✺✽❪ ❡&

✸

✐✳❡✳ #$❡❝#✐&✉#❡ (✉# ✉♥❡ $❝❤❡❧❧❡ ❞✐✛$#❡♥&❡ ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✉♥✐&$ ❞✐✛$#❡♥&❡✳

✷✼
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❉❡❜#❡✉ ❡% ❛❧✳ ❬✶✾✻✵❪ ❢♦✉#♥✐33❡♥% ❞✬❛✉%#❡3 3②3%7♠❡3 ❞✬❛①✐♦♠❡3 ❣❛#❛♥%✐33❛♥% ❧✬❡①✐3✲

%❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉# ♠❡3✉#❛❜❧❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ ♣#❡♥❞ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ✐❞❡♥%✐%@ ♣♦✉# ❝❤❛B✉❡ ui✱ ♦♥ 3❡ #❛♠7♥❡ D ❧❛ 3♦♠♠❡

♣♦♥❞@#@❡✱ ❢♦#♠✉❧❡ ❞✬❛❣#@❣❛%✐♦♥ ❤❛✉%❡♠❡♥% ❢❛♠✐❧✐7#❡ ❝❛# ❡❧❧❡ ❡3% 3✐♠♣❧❡ ❡% ✐♥%✉✐✲

%✐✈❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥%❡♥❞✉✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ♣❧✉3 ❤❛✉%✱ ❝❡❧❛ ✈✐❡♥% ❛✉ ♣#✐① ❞❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥3

❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥3 %#73 #❡3%#✐❝%✐✈❡3 B✉✐ ♥❡ 3♦♥% ♣❛3 %♦✉❥♦✉#3 #❡3♣❡❝%@❡3 ♣❛# ❧❡3 ✉%✐❧✐✲

3❛%❡✉#3 ♥♦♥ ❛✈❡#%✐3✳ G❛# ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✉%✐❧✐3❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 3♦♠♠❡ ♣♦♥❞@#@❡ ✐♠♣❧✐B✉❡

B✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❡♥3❛%✐♦♥ ♦✛❡#%❡ ♣❛# ✉♥ @❝❛#% gi(a) − gi(b) ❡3% 3%#✐❝%❡♠❡♥% ♣#♦✲

♣♦#%✐♦♥♥❡❧❧❡ D ❝❡% @❝❛#% ❡% ✐♥❞@♣❡♥❞❛♥%❡ ❞❡ ❧✬❡♥❞#♦✐% ♦I 3❡ 3✐%✉❡ ❧✬✐♥%❡#✈❛❧❧❡

[gi(a), gi(b)] 3✉# ❧✬@❝❤❡❧❧❡ ❞✬@✈❛❧✉❛%✐♦♥ Xi✳ ▲✬✉%✐❧✐3❛%✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥3 ❞✬✉%✐❧✐%@

♣❛#%✐❡❧❧❡ ♣♦✉# #❡❝♦❞❡# ❧❛ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡ ♣❡#♠❡% ❞✬@✈✐%❡# ❝❡3 #❡3%#✐❝%✐♦♥3✳

 !♦♣!✐%&%' ❞❡ ❧✬❛❣!%❣❛&✐♦♥ ♣❛! ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ '②♥&❤4'❡

❯♥❡ ❤②♣♦%❤73❡ ✐♠♣♦#%❛♥%❡ ❞❡ ❧❛ #❡♣#@3❡♥%❛%✐♦♥ ♥✉♠@#✐B✉❡ ❡3% B✉❡ %♦✉%❡3

❧❡3 ❛❝%✐♦♥3 3♦♥% ❝♦♠♣❛#❛❜❧❡3✳ ▲✬♦#❞#❡ ♥❛%✉#❡❧ %♦%❛❧ ❞❡ R ✐♠♣♦3❡ ✉♥ ♦#❞#❡ %♦%❛❧

❡♥%#❡ ❧❡3 ❛❧%❡#♥❛%✐✈❡3✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛3 ❞❡ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉# ❧✬✐♥❝♦♠♣❛#❛❜✐❧✐%@ ❞❛♥3

❧❛ %❤@♦#✐❡ ❝❧❛33✐B✉❡✳ ▲❛ 3%#✉❝%✉#❡ ❞❡ ♣#@❢@#❡♥❝❡3 ✉%✐❧✐3@❡ ❡3% #❡3%#❡✐♥%❡ D {≻,∼}

❝❛# ? = ∅✳ ❖♥ ✈❡##❛ ❞❛♥3 ❧❡ ❈❤❛♣✐%#❡ ✸ ❞❡3 ❡①❡♠♣❧❡3 ♦I ✐❧ ❡3% ♥@❝❡33❛✐#❡ ❞❡

♣❡#♠❡%%#❡ ✉♥❡ ✐♥❝♦♠♣❛#❛❜✐❧✐%@✳ ❉❡ ♣❧✉3 ❧❛ %#❛♥3✐%✐✈✐%@ ❞❡ ≤ ❞❛♥3 R ✐♠♣❧✐B✉❡

@❣❛❧❡♠❡♥% B✉❡ ❧❡3 ♣#@❢@#❡♥❝❡3 #❡♣#@3❡♥%❛❜❧❡3 ♥✉♠@#✐B✉❡♠❡♥% 3♦♥% %#❛♥3✐%✐✈❡3✳

▲❛ #❡♣#@3❡♥%❛%✐♦♥ ♥✉♠@#✐B✉❡ ♣#@3❡♥%❡ ❛✉33✐ ❞❡3 ✐♥❝♦♥✈@♥✐❡♥%3 ❞❛♥3 ❝❡#✲

%❛✐♥❡3 3✐%✉❛%✐♦♥3 ✿ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❡3% ♣❛#❢♦✐3 ❞✉#❡ D ✐♥%❡#♣#@%❡#✱ 3✉#%♦✉% 3✐ ❧❡3 ♣♦✐♥%3

❞❡ ✈✉❡ ♦✉ ❝#✐%7#❡3 3♦♥% ❞❡ ♥❛%✉#❡ %#73 ❞✐✛@#❡♥%❡3✳ ❈❡%%❡ ♠@%❤♦❞❡ ❞✬❛❣#@❣❛%✐♦♥

3✉♣♣♦3❡ B✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣❡♥3❛%✐♦♥ ❡3% ♣♦33✐❜❧❡ ❡♥%#❡ %♦✉3 ❧❡3 ❝#✐%7#❡3✱ D %♦✉% ❡♥✲

❞#♦✐% ❞❡ ❧✬@❝❤❡❧❧❡ ✿ ❝✬❡3% ✉♥❡ ♠@%❤♦❞❡ %♦%❛❧❡♠❡♥% ❝♦♠♣❡♥3❛%♦✐#❡✳ ❖# ✐❧ ♣❡✉%

Q%#❡ ♣#@❢@#❛❜❧❡ ❞❡ ❧✐♠✐%❡# ❧❡ ♣♦✉✈♦✐# ❝♦♠♣❡♥3❛%♦✐#❡ ❞✬✉♥ ❝#✐%7#❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♥❛✲

%✉#❡ B✉❛❧✐%❛%✐✈❡ ❞✬✉♥ ❝#✐%7#❡ ♣❡✉% ♣♦3❡# ♣#♦❜❧7♠❡ ❞❛♥3 ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ♥✉♠@#✐B✉❡✱

♣❛# ❡①❡♠♣❧❡ 3✐ ❧✬@✈❛❧✉❛%✐♦♥ #❡♣♦3❡ ✉♥✐B✉❡♠❡♥% 3✉# ❞❡3 ❝❛%@❣♦#✐❡3 ❞✐3❝#7%❡3 ✭♣❛#

❡①❡♠♣❧❡✱ ✏♠❛✉✈❛✐3✑✱ ✏♥❡✉%#❡✑✱ ✏❜♦♥✑✮✳

▲❛ ❞@♠❛#❝❤❡ 3♦✉3✲❥❛❝❡♥%❡ D ❧❛ #❡♣#@3❡♥%❛%✐♦♥ ♥✉♠@#✐B✉❡ ♣❡✉% 3❡ ❢♦#♠✉❧❡#

♣❛# ✿ ❛❣#@❣❡# ♣✉✐3 ❝♦♠♣❛#❡#✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❛ 3%#❛%@❣✐❡ ♣♦✉# #@3♦✉❞#❡ ❧❡ ♣#♦❜❧7♠❡ ❞❡

❞@❝✐3✐♦♥ ❝♦♥3✐3%❡ D ❛❣#@❣❡#✱ 3②♥%❤@%✐3❡# ❧❡3 ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡3 ❞❡ ❝❤❛B✉❡ ❛❧%❡#♥❛%✐✈❡
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❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ▲✬❆■❉❊ ▼❯▲❚■❈❘■❚➮❘❊ ➚ ▲❆ ❉➱❈■❙■❖◆

 ✉" ❧✬❡♥ ❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝"✐,-"❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣♦✉" ❢❛❝✐❧✐,❡" ❧❛

❝♦♠♣❛"❛✐ ♦♥ ❡♥,"❡ ❝❡ ❛❧,❡"♥❛,✐✈❡ ✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ ❝❧❛  ❡" ❞❡ ❧❛ ✏♠❡✐❧❧❡✉"❡✑ : ❧❛

✏♠♦✐♥ ❜♦♥♥❡✑✱ ♦✉ ❞❡ ❧❡ ❛✛❡❝,❡" : ❞❡ ❝❧❛  ❡ ✳ ▲❡ ♠♦❞-❧❡ =✉❡ ❧✬♦♥ ♣"> ❡♥,❡

❞❛♥ ❧❛  ✉✐,❡✱ ❧❡  ✉"❝❧❛  ❡♠❡♥,✱  ❡ ❢♦♥❞❡  ✉" ✉♥❡ ❞>♠❛"❝❤❡ ✐♥✈❡" ❡ ✿ ❝♦♠♣❛✲

"❡" ♣✉✐ ❛❣">❣❡"✳ ▲✬✐♥❢♦"♠❛,✐♦♥ ♣">❢>"❡♥,✐❡❧❧❡ ✉,✐❧✐ >❡ ❡ , ❧❛ ❝♦♠♣❛"❛✐ ♦♥✱  ✉"

❝❤❛=✉❡ ❝"✐,-"❡✱ ❡♥,"❡ ❧❡ ❛❧,❡"♥❛,✐✈❡ ✳ ❈✬❡ , ❝❡,,❡ ✐♥❢♦"♠❛,✐♦♥ =✉✐ ❡ , ❛❣">❣>❡

❡♥ ✉♥ ♠♦❞-❧❡ ❞❡ ♣">❢>"❡♥❝❡ ✳ ❖♥ ,"♦✉✈❡ ✉♥❡ ❞❡ ❝"✐♣,✐♦♥ ❢♦"♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡✉①

❞>♠❛"❝❤❡ ❞❛♥ D❡"♥② ❬✷✵✵✵❪✳

✶✳✸✳✹ ❆❣&'❣❛)✐♦♥ ❞❡ &❡❧❛)✐♦♥0 ❜✐♥❛✐&❡0 ✿ 0✉&❝❧❛00❡♠❡♥)

❯♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ,❤>♦"✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞>❝✐ ✐♦♥ ❡ , ❝♦♥ ❛❝"> : ❧✬❛❣">❣❛,✐♦♥ ❞❡ ♣">✲

❢>"❡♥❝❡ ❞✬❛❣❡♥, ♠✉❧,✐♣❧❡ ✭✈♦,❛♥, ✮ : ♣"♦♣♦ ❞✬❛❧,❡"♥❛,✐✈❡ ✭❝❛♥❞✐❞❛, : ✉♥❡

>❧❡❝,✐♦♥✮✳ ❖♥  ✬✐♥,>"❡  ❡ ❛✉① ♣"♦♣"✐>,> ❞❡ ❞✐✛>"❡♥,❡ ♣"♦❝>❞✉"❡ ❞✬❛❣">❣❛,✐♦♥

✭✈♦,❡ ✮ ♣♦  ✐❜❧❡ ✳ ■❧  ✬❛❣✐, ❞❡ ❧❛ ,❤>♦"✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐①  ♦❝✐❛❧ ✭✈♦✐" ❆""♦✇ ❬✶✾✻✸❪✮✳

▲❡ ♠♦❞-❧❡ ❞✉  ✉"❝❧❛  ❡♠❡♥, ✭✈♦✐" ❙❝❤U"❧✐❣ ❬✶✾✽✺❪✱ ❘♦② ❬✶✾✾✻❪✮  ✬✐♥ ♣✐"❡ ❞❡ ❝❡

❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡♥ ❝♦♥ ✐❞>"❛♥, ❧❡ ❝"✐,-"❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ✈♦,❛♥, ✱ ❡, ❧❡ ❛❧,❡"♥❛,✐✈❡ 

❝♦♠♠❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛, ✳ ❖♥ >,❛❜❧✐, ❛✐♥ ✐ ✉♥❡ ❝♦""❡ ♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥,"❡ ❧✬❛❣">❣❛,✐♦♥

❞❡ ♣">❢>"❡♥❝❡ ❞❡ ✈♦,❛♥, ❡, ❧✬❛❣">❣❛,✐♦♥ ❞❡ ♣">❢>"❡♥❝❡  ✉" ❝❤❛=✉❡ ❝"✐,-"❡✳

▲❛ "❡❧❛,✐♦♥ ❝❛"❛❝,>"✐ ,✐=✉❡ <✱ ❛♣♣❡❧>❡ "❡❧❛,✐♦♥ ❞❡  ✉"❝❧❛  ❡♠❡♥,✱ ❡ , ❞>✜✲

♥✐❡ : ♣❛",✐" ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ♣♦",❛♥,  ✉" ❧❛ ❝♦♠♣❛"❛✐ ♦♥ ❞❡✉①✲:✲❞❡✉① ❞❡ 

❛❧,❡"♥❛,✐✈❡ ✱  ✉" ❝❤❛&✉❡ ❝"✐)*"❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉,"❡ ,❡"♠❡ ✱ ❝❡  ♦♥, ❧❡ ♣">❢>"❡♥❝❡ 

♣❛",✐❡❧❧❡ ❛✉  ✉❥❡, ❞❡ ❝❤❛=✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬♦❜❥❡, ✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ♣">❢>"❡♥❝❡ ❛✉  ✉❥❡, ❞❡

gj(a) ❡, gj(b)✱ ∀a, b ∈ A✱ j ∈ J =✉✐ ✐♠♣♦",❡♥, ❞❛♥ ❝❡ ♠♦❞-❧❡✳ ❉❡✉① ❝♦♥❞✐,✐♦♥ 

❧♦❣✐=✉❡ ✱ ❛♣♣❡❧>❡ ❝♦♥❝♦"❞❛♥❝❡ ❡, ♥♦♥✲❞✐ ❝♦"❞❛♥❝❡✱ ♣♦",❛♥,  ✉" ❝❡ ♣">❢>"❡♥❝❡ 

♣❛",✐❡❧❧❡ ❞>,❡"♠✐♥❡♥, ❝♦♠♠❡♥,  ❡ ❝♦♠♣❛"❡♥, ❧❡ ❛❧,❡"♥❛,✐✈❡ ❞❛♥ ❧❡ ♠♦❞-❧❡

✜♥❛❧✳

❯♥❡ ♠>,❤♦❞❡ ❜❛ >❡  ✉" ❧❡  ✉"❝❧❛  ❡♠❡♥,  ❡ ❞>❝♦♠♣♦ ❡ ❣>♥>"❛❧❡♠❡♥, ❡♥

❞❡✉① >,❛♣❡ ✿ ✉♥❡ >,❛♣❡ ❞❡ ❝♦♥ ,"✉❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "❡❧❛,✐♦♥ ❞❡  ✉"❝❧❛  ❡♠❡♥, : ♣❛",✐"

❞❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝♦"❞❛♥❝❡ ❡, ❞✐ ❝♦"❞❛♥❝❡✱ ❡, ✉♥❡ >,❛♣❡ ❞✬❡①♣❧♦✐,❛,✐♦♥ ❞❡

❧❛ "❡❧❛,✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ ,✐"❡" ♣❛",✐ ❞❡ ❧❛ "❡❧❛,✐♦♥ ❞❡  ✉"❝❧❛  ❡♠❡♥, ♣♦✉" ❢♦"♠✉❧❡"

✉♥❡ "❡❝♦♠♠❛♥❞❛,✐♦♥✱ ♠❛✐ ❛✉  ✐ ♣♦✉" ❝♦♠♠✉♥✐=✉❡" ❛✉  ✉❥❡, ❞✉ ♣"♦❜❧-♠❡ ❞❡

❞>❝✐ ✐♦♥ ✭❝❢✳ ❇♦✉②  ♦✉ ❛♥❞ ❘♦② ❬✶✾✾✸❪✱ ❝❤❛♣✳ ✻✮✳ ◆♦✉ ❞>❝"✐✈♦♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡

❝❡ >,❛♣❡ ❞❛♥ ❧❛  ✉✐,❡✳

✷✾
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❈♦♥❞✐%✐♦♥& ❞❡ ❝♦♥❝♦)❞❛♥❝❡ ❡% ♥♦♥✲❞✐&❝♦)❞❛♥❝❡

❉❡✉① ❝♦♥❞✐)✐♦♥* *♦♥) ♥+❝❡**❛✐-❡* ❡) *✉✣*❛♥)❡* ♣♦✉- 0✉❡ a < b✳ ▲❛ ❝♦♥❝♦-✲

❞❛♥❝❡✱ ❡) ❧❛ ♥♦♥✲❞✐*❝♦-❞❛♥❝❡✳ ■❧ ❡①✐*)❡ ♣❧✉*✐❡✉-* ❞+✜♥✐)✐♦♥* ❞❡ ❝❡* ❝♦♥❞✐)✐♦♥*✱

*❡❧♦♥ ❧❛ ♠+)❤♦❞❡ ❡♥✈✐*❛❣+❡✱ ♠❛✐* ♦♥ ♣-+*❡♥)❡ ✐❝✐ ❞❡✉① ❞+✜♥✐)✐♦♥* *✐♠♣❧❡* ♣♦✉-

❡①♣♦*❡- ❧✬✐❞+❡ 0✉✐ *❡ ❝❛❝❤❡ ❞❡--✐=-❡ ❧❛ ❝♦♥❝♦-❞❛♥❝❡✱ ❡) ❧❛ ♥♦♥✲❞✐*❝♦-❞❛♥❝❡✳

✶✳ ❝♦♥❝♦-❞❛♥❝❡ ✿ ✉♥❡ ✏♠❛❥♦-✐)+ *✉✣*❛♥)❡✑ ❞❡ ❝-✐)=-❡* ❡*) ❡♥ ❢❛✈❡✉- ❞❡ a < b✳

▲❛ -=❣❧❡ ❞❡ ♠❛❥♦-✐)+ ❢❛✐) ✐♥)❡-✈❡♥✐- ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝♦-❞❛♥❝❡ C(a, b) =

|j ∈ J, gj(a) ≻i gj(b)| ♦D ≻i ❡*) ✉♥❡ -❡❧❛)✐♦♥ ❞❡ ♣-+❢+-❡♥❝❡ ♣❛-)✐❡❧❧❡✱ ✐✳❡✳

✉♥❡ -❡❧❛)✐♦♥ ❞❡ ♣-+❢+-❡♥❝❡ ❡♥)-❡ ❧❡* ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡* *✉- ❧❡ ❝-✐)=-❡ i✳

✷✳ ♥♦♥✲❞✐*❝♦-❞❛♥❝❡ ✿ ❛✉❝✉♥ ❝-✐)=-❡ ♥❡ ❞♦✐) ♦♣♣♦*❡- ✉♥ ✈❡)♦ F a < b✳ ❖♥

❞+✜♥✐) ♣♦✉- ❝❡-)❛✐♥* ❝-✐)=-❡*✱ ✉♥ *❡✉✐❧ ❞❡ ✈❡)♦✳ H♦✉- ❝❡ *♦✉*✲❡♥*❡♠❜❧❡✱ ❧❛

❞✐✛+-❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡✱ *✉- )♦✉) ❝-✐)=-❡ k ♦D b ❡*) ♠❡✐❧❧❡✉- 0✉❡ a✱ ♥❡

❞♦✐) ♣❛* ❡①❝+❞❡- ❝❡ *❡✉✐❧ vk ✿ gk(b)− gk(a) ≤ vk✳

■❧ ❡①✐*)❡ ♣❧✉*✐❡✉-* ❢❛K♦♥* ❞❡ ❢♦-♠❛❧✐*❡- ❧❡* ❝♦♥❞✐)✐♦♥* ❞❡ ❝♦♥❝♦-❞❛♥❝❡ ❡) ♥♦♥✲

❞✐*❝♦-❞❛♥❝❡✱ ♣❛- ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❛**♦❝✐❛♥) ✉♥ ♣♦✐❞* F ❝❤❛0✉❡ ❝-✐)=-❡✱ 0✉✐ -❡♣-+*❡♥)❡

*♦♥ ♣♦✉✈♦✐- ❞❡ ✈♦)❡✳ ▲❡* )❡-♠❡* ❞❡ ♠❛❥♦-✐)+ ❡) ❞❡ ✈❡)♦ +✈♦0✉❡♥) ✈♦❧♦♥)❛✐-❡♠❡♥)

❧❛ )❤+♦-✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① *♦❝✐❛❧✳ ▲❛ -=❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝♦-❞❛♥❝❡ ❡*) )-=* ♣-♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ -=❣❧❡

♠❛❥♦-✐)❛✐-❡ ❞❡ ❈♦♥❞♦-❝❡)✳ ■❧ *✬❛❣✐) ❞✬✉♥ *②*)=♠❡ ❞❡ ✈♦)❡ ♦D ❧❡* +❧❡❝)❡✉-* ❞♦✐✈❡♥)

*❡ ♣-♦♥♦♥❝❡- *✉- ❝❤❛0✉❡ ♣❛✐-❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛)*✳ ❙✐ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛) ❡*) ♠❛❥♦-✐)❛✐-❡♠❡♥)

♣-+❢+-+ ❛✉ ❝♦✉-* ❞❡ )♦✉* ❧❡* ❞✉❡❧*✱ ✐❧ ❡*) ❧❡ ✈❛✐♥0✉❡✉- ❞❡ ❈♦♥❞♦-❝❡)✳ ■❧ ❡*) ❝❧❛✐-

0✉✬✉♥ )❡❧ ✈❛✐♥0✉❡✉- ♥✬❡①✐*)❡ ♣❛* ❢♦-❝+♠❡♥)✳ ▲❛ -=❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝♦-❞❛♥❝❡ ❢❛✐) ❥♦✉❡-

❧❡ -O❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛) F ❝❤❛0✉❡ ❛❧)❡-♥❛)✐✈❡✱ ❡) ❧❡ -O❧❡ ❞✬+❧❡❝)❡✉- F ❝❤❛0✉❡ ❝-✐)=-❡✳

▲✬✐♥❞✐❝❡ C(a, b) ♣❡-♠❡) ❞❡ ❞+)❡-♠✐♥❡- ❧❡ ✈❛✐♥0✉❡✉- ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❞✉❡❧✳

▲✬❛❣-+❣❛)✐♦♥ ♣❛- *✉-❝❧❛**❡♠❡♥) ❛ +)+ ❞+✈❡❧♦♣♣+❡ ♣❛- ❇✳❘♦② ❡) ✐♠♣❧+♠❡♥)+❡

❞❛♥* ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠+)❤♦❞❡* ❊▲❊❈❚❘❊ ✭❊▲✐♠✐♥❛)✐♦♥ ❊) ❈❤♦✐① ❚-❛❞✉✐*❛♥) ❧❛

❘❊❛❧✐)+✮ ✭✈♦✐- ❘♦② ❬✶✾✾✶❪ ❡) ❋✐❣✉❡✐-❛ ❡) ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❛❪✮✳ ❊❧❧❡ ❡*) ❛✉**✐ ✉)✐❧✐*+❡ ❞❛♥*

❧❡* ♠+)❤♦❞❡* H❘❖▼❊❚❍❊❊ ■ ❡) H❘❖▼❊❚❍❊❊ ■■ ✭✈♦✐- ❇-❛♥* ❛♥❞ ❱✐♥❝❦❡

❬✶✾✽✺❪✮✳ ❈❡* ♠+)❤♦❞❡* *❡ -+♣❛-)✐**❡♥) *❡❧♦♥ ❧❛ ♣-♦❜❧+♠❛)✐0✉❡ ❝❧❛**✐0✉❡ 0✉✬❡❧❧❡

♦♥) ♣♦✉- ❜✉) ❞✬❛✐❞❡- F -+*♦✉❞-❡ ✭✈♦✐- ❙❡❝)✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮✳ ▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡

♣-+*❡♥)❛)✐♦♥ ❞✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ♠+)❤♦❞❡* ❊❧❡❝)-❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡*❝-✐♣)✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉-*

❝❛-❛❝)+-✐*)✐0✉❡*✳

✸✵
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❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ✕ ❘❡✈✉❡ ❞❡) ♠+,❤♦❞❡) ❊▲❊❈❚❘❊✳

❝❤♦✐① ❝❧❛))❡♠❡♥, ,9✐

❊❧❡❝,9❡ ■ ❊❧❡❝,9❡ ■■ ❊❧❡❝,9❡ ❆

■♥,9♦❞✉✐, ❧❡) ❝♦♥❞✐,✐♦♥) ❞❡

❝♦♥❝♦9❞❛♥❝❡ ❡, ❞✐)❝♦9❞❛♥❝❡✳

❞❡✉① )✉9❝❧❛))❡♠❡♥,) ❡♠❜♦=,+)

❛✈❡❝ s1 > s2✱ ✈9❛✐ ❝9✐,?9❡ ❡,

❝♦♥❞✐,✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲✈❡,♦ ❞❡ ❊❧✳■✈

❊❧❡❝,9❡ ■✈ ❊❧❡❝,9❡ ■■■ ❊❧❡❝,9❡ ❚❘■

❈♦♥❞✐,✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ✈❡,♦ ✿ )❡✉✐❧ ❞❡

✈❡,♦ ❞+♣❡♥❞❛♥, ❞✉ ❝9✐,?9❡✳

■♥,9♦❞✉✐, ♣)❡✉❞♦✲❝9✐,?9❡ ❡, ❝9+❞✐✲

❜✐❧✐,+ ❞❡ ❙ ✿ ρ(aSb)✳ D9+♦9❞9❡) ❛)✲

❝❡♥❞❛♥, ❡, ❞❡)❝❡♥❞❛♥, ✿ Z = Z1∩

Z2✳

❈♦♠♣❛9❛✐)♦♥ E ❞❡) ♣9♦✜❧) ❧✐♠✐,❡)✱

❝9+❞✐❜✐❧✐,+ ❞❡ ❙ ❞❡ ❊❧❡❝,9❡ ■■■✱

)❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦✉♣❡ λ ♣♦✉9 ♦❜,❡♥✐9 ✉♥

)✉9❝❧❛))❡♠❡♥, ♥❡,✱ 9?❣❧❡) ❞✬❛))✐✲

❣♥❛,✐♦♥ ♦♣,✐♠✐),❡ ❡, ♣❡))✐♠✐),❡✳

❊❧❡❝,9❡ ■) ❊❧❡❝,9❡ ■❱

D)❡✉❞♦✲❝9✐,?9❡✱ ❞❡❣9+ ❞❡ 9♦❜✉)✲

,❡))❡ ❞❡ aSb✱ ♣❛) ❞❡ ❝②❝❧❡)✱ ♥♦②❛✉

✉♥✐K✉❡✳

D❛) ❞❡ ♣♦✐❞)✱ ❝✐♥K )✉9❝❧❛))❡♠❡♥,)

❡♠❜♦=,+) s1 ⊃ s2 ⊃ s3 ⊃ s4 ⊃ s5✳

▼❡♥,✐♦♥♥♦♥) ❡♥✜♥ K✉❡ ❧❛ ),9✉❝,✉9❡ ❞❡ ♣9+❢+9❡♥❝❡) ♦❜,❡♥✉❡ ♣❛9 )✉9❝❧❛))❡✲

♠❡♥, ♥✬❛ ♣❛) ♥+❝❡))❛✐9❡♠❡♥, ❞❡ ♣9♦♣9✐+,+) ❛✉,9❡) ❧❛ 9+✢❡①✐✈✐,+✳ ❯♥❡ ♣❤❛)❡

❞✬❡①♣❧♦✐,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 9❡❧❛,✐♦♥ ❞❡ )✉9❝❧❛))❡♠❡♥, ❡), ❣+♥+9❛❧❡♠❡♥, ♠❡♥+❡ ❛✈❛♥,

❞✬+,❛❜❧✐9 ✉♥❡ 9❡❝♦♠♠❛♥❞❛,✐♦♥✳

 !♦♣!✐%&%' ❞❡ ❧❛ !❡❧❛&✐♦♥ ❞❡ '✉!❝❧❛''❡♠❡♥&

▲❛ 9❡❧❛,✐♦♥ ❞❡ )✉9❝❧❛))❡♠❡♥, ♥✬❛ ♣❛) ❞✬❛✉,9❡) ♣9♦♣9✐+,+) ♥+❝❡))❛✐9❡) K✉❡

❝❡❧❧❡ ❞✬P,9❡ 9+✢❡①✐✈❡✳ ❊♥ ♣❛9,✐❝✉❧✐❡9✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡), ❡♥ ❣+♥+9❛❧ ♥✐ ❝♦♠♣❧?,❡✱ ♥✐ ,9❛♥)✐✲

,✐✈❡✳ ❇♦✉②))♦✉ ❬✶✾✾✻❪ ♠♦♥,9❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉9) K✉❡ ♣♦✉9 ,♦✉,❡ 9❡❧❛,✐♦♥ ❜✐♥❛✐9❡ 9+✢❡①✐✈❡

B✱ ✐❧ ❡①✐),❡ ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝9✐,?9❡) ❡, ❞✬+✈❛❧✉❛,✐♦♥) ,❡❧) K✉❡ B )♦✐, ❧❡ )✉9❝❧❛)✲

)❡♠❡♥, ♦❜,❡♥✉ ❡♥ )♦9,✐❡ ❞✬❊▲❊❈❚❘❊ ■✳ ❯♥ 9+)✉❧,❛, )✐♠✐❧❛✐9❡ )✉9 ❧❡) 9❡❧❛,✐♦♥)

✈❛❧✉+❡) 9+✢❡①✐✈❡) ❡), ❞+♠♦♥,9+ ❡♥ ✉,✐❧✐)❛♥, ❊▲❊❈❚❘❊ ■■■✳ ◆♦,♦♥) ❝❡♣❡♥❞❛♥,

K✉✬E ❧✬✐))✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣9♦❝+❞✉9❡ ❞✬❡①♣❧♦✐,❛,✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉, ❛❜♦✉,✐9 E ✉♥❡ ),9✉❝,✉9❡ ❞❡

♣9+♦9❞9❡ ✭❝❢✳ ❇9❛♥) ❛♥❞ ❱✐♥❝❦❡ ❬✶✾✽✺❪✱ ❋✐❣✉❡✐9❛ ❡, ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❜❪✮✳ ❉❛♥) ❧❡) ❞❡✉①

♣❛9❛❣9❛♣❤❡) K✉✐ )✉✐✈❡♥,✱ ♥♦✉) ❞✐)❝✉,♦♥) ❜9✐?✈❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧+,✉❞❡ ❡, ❞❡ ❧❛

✸✶



❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ▲✬❆■❉❊ ▼❯▲❚■❈❘■❚➮❘❊ ➚ ▲❆ ❉➱❈■❙■❖◆

❚❛❜❧❡ ✶✳✸ ✕ ◗✉❡❧❧❡ ❝♦♥+♦❧❡ ❛❝❤❡.❡/ ❄

❱♦.❛♥.+ ❈❧❛++❡♠❡♥.

❆❧❡①❛♥❞/❡ SuperNintendo ≻ SegaMegadrive ≻ GameBoy

❑❛.❤❧❡❡♥ SegaMegadrive ≻ GameBoy ≻ SuperNintendo

▲❡❡❧❛ GameBoy ≻ SuperNintendo ≻ SegaMegadrive

♥♦♥✲./❛♥+✐.✐✈✐.< ❞✉ +✉/❝❧❛++❡♠❡♥.✳

=❛/ ❞<✜♥✐.✐♦♥ ❞❡ <✱ ✐❧ ❡+. ♣♦++✐❜❧❡ B✉❡ ❝❡/.❛✐♥+ ❝♦✉♣❧❡+ ❞✬❛❧.❡/♥❛.✐✈❡+ +♦✐❡♥.

✐♥❝♦♠♣❛/❛❜❧❡+✱ ❧♦/+B✉✬✉♥❡ ❞❡+ ❝♦♥❞✐.✐♦♥+ ♥✬❡+. ♣❛+ ✈</✐✜<❡ ♣♦✉/ a < b✱ ❡. B✉✬✐❧

❡♥ ❡+. ❞❡ ♠D♠❡ ♣♦✉/ b < a✳ ❈✬❡+. ❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞✬❛++❡/.✐♦♥+ /♦❜✉+.❡+ B✉✐ ❢❛✐.

B✉❡ ❧❡ +✉/❝❧❛++❡♠❡♥. ❡+. ✉♥❡ +./✉❝.✉/❡ ❞❡ ♣/<❢</❡♥❝❡+ ✐♥❝♦♠♣❧G.❡✳ ❊♥ ❡✛❡.✱

♣♦✉/ ❧❡+ ♣❛✐/❡+ ❞✬❛❧.❡/♥❛.✐✈❡+ ❝♦♠♣❛/❛❜❧❡+✱ ❧❡ +✉/❝❧❛++❡♠❡♥. /❡♣♦+❡ +✉/ ❞❡+

❛/❣✉♠❡♥.+ ❢♦/.+ ✿ ✉♥❡ ♠❛❥♦/✐.< ❞❡ ❝/✐.G/❡+✱ ❡. ❧✬❛❜+❡♥❝❡ ❞❡ .♦✉. ✈❡.♦✳ ❯♥❡

❛♥❛❧②+❡ ♣❧✉+ ❞<.❛✐❧❧<❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧<.✉❞❡ ❞✉ +✉/❝❧❛++❡♠❡♥. ❡+. ❞✐+❝✉.<❡ ❞❛♥+ ❧❡

❈❤❛♣✐./❡ ✹✳ ▲❛ ♣/<+❡♥❝❡ ❞✬❛❧.❡/♥❛.✐✈❡+ ✐♥❝♦♠♣❛/❛❜❧❡+ ♣❡✉. ❞♦♥❝ ❝♦♥+.✐.✉❡/ ✉♥❡

✐♥❢♦/♠❛.✐♦♥ +♦✉❤❛✐.❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ /❡♣/<+❡♥.❛.✐♦♥✱ ❝❛/ ❡❧❧❡ ♣❡/♠❡. ❞✬✐❞❡♥.✐✜❡/ ❧❡+ ❝❛+

❧❡+ ♣❧✉+ ❧✐.✐❣✐❡✉①✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬<❧✐❝✐.❛.✐♦♥ ❡❧❧❡✲♠D♠❡✱ ❧✬✐♥❢♦/♠❛.✐♦♥

♣/<❢</❡♥.✐❡❧❧❡ ♦❜.❡♥✉❡ ❡+. ♣♦.❡♥.✐❡❧❧❡♠❡♥. ♣❧✉+ /♦❜✉+.❡ ❝❛/ ❧✬✐♥❝♦♠♣❛/❛❜✐❧✐.<

❡+. ♣❡/♠✐+❡✳ ▲❡ ❞<❝✐❞❡✉/ ♣❡✉. ♥❡ ❢♦✉/♥✐/ B✉❡ ❧❡+ ❝♦♠♣❛/❛✐+♦♥+ ❞♦♥. ✐❧ ❡+. +P/✱

❝❡ B✉✐ ♣❡✉. D./❡ ✉♥ ❛.♦✉. ❛♣♣/<❝✐❛❜❧❡ <.❛♥. ❞♦♥♥< ❧❛ ♥❛.✉/❡ ❝♦♥+./✉✐.❡ ❞❡+

♣/<❢</❡♥❝❡+ ✭✈♦✐/ ❈❤❛♣✐./❡ ✷✮✳

▲❛ ♣♦++✐❜❧❡ ♥♦♥✲./❛♥+✐.✐✈✐.< ♣❡✉. +✬✐❧❧✉+./❡/ ♣❛/ ❧❡ ♣❛/❛❞♦①❡ ❞❡ ❈♦♥❞♦/❝❡.✳

■♠❛❣✐♥♦♥+ B✉❡ ./♦✐+ ❛❞♦❧❡+❝❡♥.+✱ ❞❡✉① +U✉/+ ❡. ❧❡✉/ ❢/G/❡✱ ❝❤❡/❝❤❡♥. V +❡ ♠❡../❡

❞✬❛❝❝♦/❞ +✉/ ❧❛ ❝♦♥+♦❧❡ ❞❡ ❥❡✉ ✈✐❞<♦ B✉✬✐❧+ ✈♦♥. ❛❝❤❡.❡/ ❛✈❡❝ ❧❡✉/ ❛/❣❡♥. ❞❡ ♣♦❝❤❡

♠✐+ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ ■❧+ ❞<❝✐❞❡♥. ❞✬<.❛❜❧✐/ ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ❝❧❛++❡♠❡♥. ❞❡+ ./♦✐+ ❝♦♥+♦❧❡+

❞✐+♣♦♥✐❜❧❡+ ✭✈♦✐/ ❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✸✮✱ ❡. ❞❡ ❞<.❡/♠✐♥❡/ B✉❡❧❧❡ ❡+. ❧❛ ♣/<❢</❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

♠❛❥♦/✐.<✳

❊♥ +❡ ❜❛+❛♥. +✉/ ❧❛ ♠❛❥♦/✐.< ❞❡+ ✈♦.❛♥.+ ♣♦✉/ ❞<♣❛/.❛❣❡/ ❝❤❛B✉❡ ❞✉❡❧✱ ✐❧+

+♦♥. ♦❜❧✐❣<+ ❞❡ /❡❝♦♥♥❛X./❡ B✉❡ ❧❡ ❝❧❛++❡♠❡♥. ❡+. ❧❡ +✉✐✈❛♥. ✿ SuperNintendo ≻

SegaMegadrive ≻ GameBoy ≻ SuperNintendo✳ ▲❡ ❝❧❛++❡♠❡♥. ♥✬❡+. ♣❛+

./❛♥+✐.✐❢✳ ◗✉❡❧❧❡ B✉❡ +♦✐. ❧❛ ❞<❝✐+✐♦♥ ✜♥❛❧❡✱ ❞❡✉① ❞❡+ ./♦✐+ ❛❞♦❧❡+❝❡♥.+ +❡ +❡♥✲

.✐/♦♥. ❞<+❛✈❛♥.❛❣<+✱ ❝❛/ ✐❧+ ♣/<❢G/❡/♦♥. .♦✉+ ❞❡✉① ✉♥❡ ❛✉./❡ ❝♦♥+♦❧❡ V ❝❡❧❧❡
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❝❤♦✐$✐❡✳ ❈❡((❡ $✐(✉❛(✐♦♥ ♠♦♥(-❡ ✉♥ ♣❛-❛❞♦①❡ ❞✉ ✈♦(❡ ✿ ❧❡$ ♣-4❢4-❡♥❝❡$ ❞❡ ❧❛ ♣♦✲

♣✉❧❛(✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥( ♥❡ ♣❛$ 7(-❡ (-❛♥$✐(✐✈❡$✱ ♠7♠❡ $✐ ❧❡$ ♣-4❢4-❡♥❝❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡$

❞❡$ ✈♦(❛♥($ ❧❡ $♦♥( (♦✉(❡$✳ 9❧✉$✐❡✉-$ (-❛✈❛✉① ❡♥ (❤4♦-✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① $♦❝✐❛❧ $✬✐♥(4✲

-❡$$❡♥( ; ❧❛ ♣-♦❜❛❜✐❧✐(4 =✉✬✉♥ ✈❛✐♥=✉❡✉- ❞❡ ❈♦♥❞♦-❝❡( ✭❝❛♥❞✐❞❛( ❣❛❣♥❛♥( (♦✉(

❞✉❡❧ ❝♦♥(-❡ ✉♥ ❛✉(-❡ ❝❛♥❞✐❞❛(✮ ❡①✐$(❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❝❛-❛❝(4-✐$(✐=✉❡$ (❡❧❧❡$ =✉❡

❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ✈♦(❛♥($ ✭❏♦♥❡$ ❡( ❛❧✳ ❬✶✾✾✺❪✱ ●❡❤-❧❡✐♥ ❬✷✵✵✷❪✮✳

❉✉ ♣♦✐♥( ❞❡ ✈✉❡ ♣-❛(✐=✉❡✱ ❧❡$ ♠♦❞K❧❡$ ❞❡ $✉-❝❧❛$$❡♠❡♥( $❡ ❞✐$(✐♥❣✉❡♥( ♥♦✲

(❛♠♠❡♥( ♣❛- ❧❡ ❢❛✐( =✉❡ ✿

• ❧❡ ♠♦❞K❧❡ ♥✬❡$( ♣❛$ (♦(❛❧❡♠❡♥( ❝♦♠♣❡♥$❛(♦✐-❡✳
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❬✷✵✵✵❪✱ ♣♣✳✷✻✲✸✵✮✳ ◆♦(♦♥$ 4❣❛❧❡♠❡♥( =✉❡ ❧❛ ♠♦❞4❧✐$❛(✐♦♥ ; ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ $✉-❝❧❛$✲

$❡♠❡♥( ❞❡♠❛♥❞❡ ♠♦✐♥$ ❞✬✐♥❢♦-♠❛(✐♦♥ ♣-4❢4-❡♥(✐❡❧❧❡ =✉❡ ❧❛ ♠♦❞4❧✐$❛(✐♦♥ ♣❛-

✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉-✳

❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ✉(✐❧✐$❡- ✉♥❡ ♠4(❤♦❞❡ -❡♣♦$❛♥( $✉- ❧❡ $✉-❝❧❛$$❡♠❡♥( ♥4❝❡$$✐(❡

♣❧✉$ ❞✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥( ❞✉ ❞4❝✐❞❡✉-✱ ❝❛- ❧❡ ♠♦❞K❧❡ ❡$( ♠♦✐♥$ ❢❛♠✐❧✐❡- =✉❡

❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬✉(✐❧✐(4 ❛❞❞✐(✐✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ❧❛ -❡❧❛(✐♦♥ ❞❡ ♣-4❢4-❡♥❝❡ ♦❜(❡♥✉❡ ❡$( ♥♦♥✲

(-❛♥$✐(✐✈❡ ❡( ✐♥❝♦♠♣❧K(❡✱ ❝❡ =✉✐ ✐♠♣♦$❡ ✉♥❡ 4(❛♣❡ ❞✬❡①♣❧♦✐(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ -❡❧❛(✐♦♥

❞❡ $✉-❝❧❛$$❡♠❡♥(✳

➱!❛♣❡ ❞✬❡①♣❧♦✐!❛!✐♦♥ ❞✉ -✉.❝❧❛--❡♠❡♥!

▲❛ ❝♦♥$(-✉❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ -❡❧❛(✐♦♥ ❞❡ $✉-❝❧❛$$❡♠❡♥( ❛❜♦✉(✐( ; ✉♥ ❣-❛♣❤❡ ❞♦♥( ❧❡$

♥R✉❞$ $♦♥( ❧❡$ ❛❧(❡-♥❛(✐✈❡$ ❡( ❧❡$ ❛-❝$ -❡♣-4$❡♥(❡♥( ❧❛ -❡❧❛(✐♦♥ ❞❡ $✉-❝❧❛$$❡♠❡♥(✳

❈❡ ❣-❛♣❤❡ ❡$( ♣❧✉$ -✐❝❤❡ =✉❡ ❧❡ ❣-❛♣❤❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✭✈♦✐- ❉4✜♥✐(✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳✶✮✱

♠❛✐$ ❡$( ♠♦✐♥$ ❝♦♥(-❛✐♥( =✉❡ ❝❡❧✉✐ =✉✐ -4$✉❧(❡-❛✐( ❞✬✉♥❡ ❛❣-4❣❛(✐♦♥ ♣❛- ❢♦♥❝(✐♦♥

❞❡ $②♥(❤K$❡ ✭❡♥ ♣❛-(✐❝✉❧✐❡-✱ ✐❧ ♥✬✐♠♣♦$❡ ♣❛$ ❞❡ (-❛♥$✐(✐✈✐(4 ♥✐ ❞❡ ❝♦♠♣❧4(✉❞❡✮✳

✸✸
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▲✬❡①♣❧♦✐(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,❡❧❛(✐♦♥ ❞❡ -✉,❝❧❛--❡♠❡♥( ❞1♣❡♥❞ ❞✉ (②♣❡ ❞❡ ♣,♦❜❧1✲

♠❛(✐5✉❡ ❝♦♥-✐❞1,1✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠1(❤♦❞❡- ♦♥( 1(1 ♣,♦♣♦-1❡- ♣♦✉, ❧❛ ♣,♦❜❧1✲

♠❛(✐5✉❡ ❞❡ ❝❧❛--❡♠❡♥( ✭❝❢✳ ❇♦✉②--♦✉ ❛♥❞ ❱✐♥❝❦❡ ❬✶✾✾✼❪✮✳ ❉❛♥- ❧❛ ♠1(❤♦❞❡

D❘❖▼❊❚❍❊❊ ✭❇,❛♥- ❛♥❞ ❱✐♥❝❦❡ ❬✶✾✽✺❪✮✱ ❧❛ ❝♦♥-(,✉❝(✐♦♥ ❛❜♦✉(✐( N ✉♥❡ ,❡❧❛✲

(✐♦♥ ❞❡ -✉,❝❧❛--❡♠❡♥( ✈❛❧✉1❡ 5✉✐ ♣♦✉, (♦✉(❡ ♣❛✐,❡ ❞✬❛❧(❡,♥❛(✐✈❡-✱ ❞1♣❡♥❞ ❞❡-

❞✐✛1,❡♥❝❡- ❞❡ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ -✉, ❝❤❛5✉❡ ❝,✐(Q,❡✳ ▲✬❡①♣❧♦✐(❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❡((❡ ,❡❧❛(✐♦♥

❡-( ❜❛-1❡ -✉, ❧❡ ✢♦( ❡♥(,❛♥(

✹ φ+(a) ❡( -♦,(❛♥(✺ φ−(a) ❞❡ ❝❤❛5✉❡ ♥S✉❞ a ❞✉

❣,❛♣❤❡ ❞❡ -✉,❝❧❛--❡♠❡♥(✳ ■❧ ♣❡,♠❡( ❞❡ ❞1✜♥✐, ✿

• ❞❛♥- D,♦♠1(❤1❡ ■✱ ✉♥ ♣,1♦,❞,❡ ♣❛,(✐❡❧ ❜❛-1 -✉, ❧❛ ❝♦♠♣❛,❛✐-♦♥ ❞❡- ✢♦(-

❡♥(,❛♥( ❡( -♦,(❛♥( ♣♦✉, (♦✉(❡ ♣❛✐,❡✱

• ❞❛♥- D,♦♠1(❤1❡ ■■✱ ✉♥ ♣,1♦,❞,❡ ❝♦♠♣❧❡( ❜❛-1 -✉, ❧❡ ✢♦( ♥❡( φ(a) =

φ+(a)− φ−(a)✳

■❧ ❡-( ✐♥(1,❡--❛♥( ❞❡ ♥♦(❡, 5✉❡ ❧❡- ♣,♦❝1❞✉,❡- ❞❡ ❝❧❛--❡♠❡♥( ✉(✐❧✐-❛♥( ❧❡ ✢♦( ♥❡(

-♦♥( ❝❛,❛❝(1,✐-1❡- ✭❇♦✉②--♦✉ ❛♥❞ D❡,♥② ❬✶✾✾✷❪✮✳

❉❛♥- ❊▲❊❈❚❘❊ ■■■ ✭❇♦✉②--♦✉ ❛♥❞ ❘♦② ❬✶✾✾✸❪✱ ♣♣✳✹✶✺✲✹✷✻ ❡( ❘♦② ❬✶✾✼✽❪✮✱

❞❡✉① ♣,1♦,❞,❡- (♦(❛✉① Z1 ❡( Z2 -♦♥( ❝♦♥-(,✉✐(- -❡❧♦♥ ✉♥ ♣,♦❝❡--✉- ❞❡ ❞✐-(✐❧❧❛✲

(✐♦♥✱ ,❡-♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ❛-❝❡♥❞❛♥(❡ ❡( ❞❡-❝❡♥❞❛♥(❡✳ ▲❡- ❞✐-(✐❧❧❛(✐♦♥- ✈✐-❡♥( N ❞1(❡,✲

♠✐♥❡, ✉♥❡ ♣❛,(✐(✐♦♥ ❞❡ A ❡♥ ❝❧❛--❡- ❞✬❛❧(❡,♥❛(✐✈❡- ❥✉❣1❡- ❡①✲^5✉♦✳ ▲❡ ♣,♦❝❡--✉-

❞❡ ❞✐-(✐❧❧❛(✐♦♥ ❞❡-❝❡♥❞❛♥(❡ -❡ ❢♦♥❞❡ -✉, ❧✬✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ❞❡- ❝♦✉♣❧❡- ❞✬❛❧(❡,♥❛✲

(✐✈❡- ❞♦♥( ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝,1❞✐❜✐❧✐(1

✻

❞1♣❛--❡ ✉♥ ❝❡,(❛✐♥ -❡✉✐❧✱ ♣✉✐- ❧❛ ❝♦♠♣❛,❛✐-♦♥

❞❡- ✐♥❞✐❝❡- ❞❡ ❝,1❞✐❜✐❧✐(1 σ(a, b) ❡( σ(b, a)✳ ▲❛ ❞✐-(✐❧❧❛(✐♦♥ ❞❡-❝❡♥❞❛♥(❡ ✐❞❡♥(✐✜❡

♣,♦❣,❡--✐✈❡♠❡♥( ❧❡- ❛❧(❡,♥❛(✐✈❡- ❞♦♥( ✐❧ ❡-( ❧❡ ♣❧✉- ❝,1❞✐❜❧❡ 5✉✬❡❧❧❡- -♦✐❡♥( ❧❡-

♠❡✐❧❧❡✉,❡-✱ 1(❛❜❧✐--❛♥( ❞❡- ❝❧❛--❡- ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉,❡ N ❧❛ ♠♦✐♥- ❜♦♥♥❡✳ ▲❛ ❞✐-(✐❧✲

❧❛(✐♦♥ ❛-❝❡♥❞❛♥(❡ -✉✐( ❧❡- ♠_♠❡- ,Q❣❧❡-✱ ♠❛✐- ❡♥ ♦,❞,❡ ✐♥✈❡,-❡✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥`❛♥(

♣❛, 1(❛❜❧✐, ❧❛ ❝❧❛--❡ ❞❡- ♠♦✐♥- ❜♦♥♥❡- ❛❧(❡,♥❛(✐✈❡-✳ ▲❛ ♣,♦❝1❞✉,❡ ,❡(✐❡♥( ❡♥✜♥

❧❡ ♣,1♦,❞,❡ ♣❛,(✐❡❧ ✜♥❛❧ ,1-✉❧(❛♥( ❞❡ ❧✬✐♥(❡,-❡❝(✐♦♥ ❞❡ Z1 ❡( Z2✳

✹

❙♦♠♠❡ ❞❡% ✈❛❧❡✉*% ❞❡% ❛*+,❡% ❛❜♦✉,✐%%❛♥, 0 ✉♥ ♥1✉❞ ❞♦♥♥2✳

✺

❙♦♠♠❡ ❞❡% ✈❛❧❡✉*% ❞❡% ❛*+,❡% ✐%%✉❡% ❞✬✉♥ ♥1✉❞ ❞♦♥♥2✳

✻

❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ A2
❞❛♥% ❬✵ ❀✶❪✳ σ(a, b) ✐♥❞✐<✉❡ ❧❛ ❢♦*❝❡ ❞❡% ❛*❣✉♠❡♥,% ❡♥ ❢❛✈❡✉* ❞❡ aSb✳ ❱♦✐*

❘♦② ❬✶✾✾✶❪ ❡, ❘♦② ❬✶✾✾✸❪✱ ♣♣✳✷✼✻✲✷✼✽✳

✸✹
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✶✳✹ ❊❧✐❝✐'❛'✐♦♥ ❞❡- ♣/0❢0/❡♥❝❡-

✶✳✹✳✶ ◆$❝❡''✐)$ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦0♠❛)✐♦♥ ♣0$❢$0❡♥)✐❡❧❧❡

▲✬❛❝$✐✈✐$' ❞✬❛✐❞❡ * ❧❛ ❞'❝✐,✐♦♥ ♥'❝❡,,✐$❡ ❞✬✐♥❝♦/♣♦/❡/ ❞❡, ✐♥❢♦/♠❛$✐♦♥, ❞❡

❞❡,❝/✐♣$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,✐$✉❛$✐♦♥ ❞❡ ❞'❝✐,✐♦♥ ✭❧❡, ❞♦♥♥'❡,✱ ❧❡, ❢❛✐$, ❛,,♦❝✐', * ❧❛ ,✐✲

$✉❛$✐♦♥✮ ❛✐♥,✐ 8✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦/♠❛$✐♦♥ ♣/'❢'/❡♥$✐❡❧❧❡ ✭❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥$✱ ❧❡, ♣/'❢'/❡♥❝❡,

❞✉ ❞'❝✐❞❡✉/✮ * ✉♥ ♠♦❞;❧❡ ❢♦/♠❡❧ ❛✜♥ ❞❡ ❢♦✉/♥✐/ ✉♥❡ ♣/❡,❝/✐♣$✐♦♥ ✭✈♦✐/ ❧❛ ❋✐✲

❣✉/❡ ✶✳✶✮✳

▲❛ ♣/❡♠✐;/❡ '$❛♣❡✱ ❡♥ ,✉♣♣♦,❛♥$ 8✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝/✐$;/❡, ❡$ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡,

❛❝$✐♦♥, ,♦♥$ ❞'✜♥✐,✱ ❝♦♥,✐,$❡ * '$❛❜❧✐/ ✉♥ $❛❜❧❡❛✉ ❞❡, ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡,✳ ■❧ ,✬❛❣✐$

❞❡ ❧✬'✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛8✉❡ ❛❝$✐♦♥ ,✉/ ❝❤❛8✉❡ ❝/✐$;/❡✳ ❈❡$$❡ ✐♥❢♦/♠❛$✐♦♥ ,✉✣$

* ✐❞❡♥$✐✜❡/ ❧❡, ♣❛✐/❡, ❞✬❛❝$✐♦♥, 8✉✐ ,♦♥$ ❡♥ /❡❧❛$✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✳ ❙✉♣♣♦,♦♥,

8✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡/❝❤❡ * ♠❛①✐♠✐,❡/ ❝❤❛8✉❡ ❝/✐$;/❡✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳✶ ✭❘❡❧❛$✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✮✳ ❙♦✐# a ❡# b ∈ A✳ ▲✬❛❧#❡*♥❛#✐✈❡

a ❞♦♠✐♥❡ ❧✬❛❧#❡*♥❛#✐✈❡ b✱ ❝❡ 1✉✐ 3❡ ♥♦#❡ a△ b ❧♦*31✉❡✱ 3✉* ❝❤❛1✉❡ ❝*✐#5*❡✱ 3♦♥

6✈❛❧✉❛#✐♦♥ ❡3# 3✉♣6*✐❡✉*❡ 8 ❝❡❧❧❡ ❞❡ b✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 3✉♣6*✐♦*✐#6 3#*✐❝#❡ ♣♦✉* ❛✉ ♠♦✐♥3

✉♥ ❝*✐#5*❡ ✿

{

∀j ∈ J, gj(a) ≥ gj(b),

∃k ∈ J, gk(a) > gk(b)

■❞❡♥$✐✜❡/ $♦✉$❡, ❧❡, ♣❛✐/❡, ❞✬❛❝$✐♦♥, ❡♥ /❡❧❛$✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❡/♠❡$ ❞✬❡①✲

❝❧✉/❡ ❞❛♥, ❧❛ ,✉✐$❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②,❡ ❧❡, ❛❝$✐♦♥, ❞♦♠✐♥'❡,✳ ▲❡ ,♦✉,✲❡♥,❡♠❜❧❡ /❡,$❛♥$

❡,$ ❝♦♥,$✐$✉' ❞✬❛❝$✐♦♥, 8✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥$ I$/❡ ❡①❝❧✉❡, ,❛♥, ❡✛❡❝$✉❡/ ❞❡ ❝♦♠♣/♦♠✐,✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡$ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❢/♦♥$ ❞❡ ♣❛/❡$♦ ♦✉ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,♦❧✉$✐♦♥, ❡✣❝❛❝❡,✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳✷ ✭❙♦❧✉$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✮✳ ❯♥❡ 3♦❧✉#✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❡3# ✉♥❡ ❛❧#❡*♥❛✲

#✐✈❡ 1✉✐ ♥✬❡3# ♣❛3 ❞♦♠✐♥6❡ ❞❛♥3 A✳

▼❛❧❤❡✉/❡✉,❡♠❡♥$✱ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,♦❧✉$✐♦♥, ❡✣❝❛❝❡, ❡,$ ♣/♦❜❛❜❧❡♠❡♥$ ❡♥✲

❝♦/❡ ✈❛,$❡✳ ■❧ ❡,$ ❞♦♥❝ ♥'❝❡,,❛✐/❡ ❞❡ ❝❤♦✐,✐/ ✉♥ ♠♦❞;❧❡ ❞✬❛❣/'❣❛$✐♦♥ ❞❡, ♣/'❢'✲

/❡♥❝❡, ❛✜♥ ❞✬❛✐❞❡/ ❧❡ ❞'❝✐❞❡✉/ ❞❛♥, ❧❡, ❝♦♠♣/♦♠✐, * ❡✛❡❝$✉❡/ ❡$ ❞❡ ❧❡ ❝♦♥❞✉✐/❡

✈❡/, ✉♥❡ ♣/❡,❝/✐♣$✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞;❧❡ ❞✬❛❣/'❣❛$✐♦♥ ❡,$ ❝/✉❝✐❛❧ ❡♥ ❝❡ ,❡♥,

8✉❡ ❧❡, ♣/♦♣/✐'$', ❛,,♦❝✐'❡, ❛✉ ♠♦❞;❧❡ ❞♦✐✈❡♥$ ❝♦//❡,♣♦♥❞/❡ * ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡

/❛✐,♦♥♥❡♠❡♥$ ❛❝❝❡♣$' ❡$ ❝♦♠♣/✐, ♣❛/ ❧❡ ❞'❝✐❞❡✉/✳

✸✺
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❉❛♥# ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞✉ ♠♦❞,❧❡ ❝❤♦✐#✐✱ ✐❧ ❡#0 ♥1❝❡##❛✐(❡ ❞✬❡♥(✐❝❤✐( ❧❛ (❡❧❛0✐♦♥ ❞❡

❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛( ❞❡ ❧✬✐♥❢♦(♠❛0✐♦♥ ♣(1❢1(❡♥0✐❡❧❧❡✳ ❈✬❡#0 ❝❡00❡ ✐♥❢♦(♠❛0✐♦♥ 7✉✐ ♣❡(✲

♠❡00(❛ ❞✬♦♣1(❡( ❞❡# ❝♦♠♣(♦♠✐# ❡♥0(❡ ❧❡# #♦❧✉0✐♦♥# ❡✣❝❛❝❡#✳ ❖♥ ♣❡✉0 ❢♦(♠✉❧❡(

❧❛ ❞1✜♥✐0✐♦♥ #✉✐✈❛♥0❡ ✭0✐(1❡ ❞❡ ▼♦✉##❡❛✉ ❬✶✾✾✸❪✮ ✿

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳✸ ✭■♥❢♦(♠❛0✐♦♥ ♣(1❢1(❡♥0✐❡❧❧❡✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥❢♦)♠❛+✐♦♥ ♣),✲

❢,)❡♥+✐❡❧❧❡ +♦✉+❡ ✐♥❢♦)♠❛+✐♦♥ /✉✐ ♣❡)♠❡+ ❞✬♦♣,)❡) ❞❡2 ❞✐2❝)✐♠✐♥❛+✐♦♥2 ♣❛)♠✐ ❧❡2

❛❧+❡)♥❛+✐✈❡2 ❡✣❝❛❝❡2✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶ ✕ ▲❛ ♣(♦❝1❞✉(❡ ❞✬❛❣(1❣❛0✐♦♥ ♠✉❧0✐❝(✐0,(❡ ✭J❆▼❈✮ ♣(❡♥❞ ❡♥

❡♥0(1❡ ❧❡# ♣(1❢1(❡♥❝❡# ❞✉ ❞1❝✐❞❡✉( L 0(❛✈❡(# ❞❡# ♣❛(❛♠,0(❡#✳

❊♥ ❞❡❤♦(# ❞❡ ❧❛ (❡♣(1#❡♥0❛0✐♦♥ ❞✉ ♣(♦❜❧,♠❡ ❞❡ ❞1❝✐#✐♦♥ ❡0 ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥

♠♦❞,❧❡ ❞✬❛❣(1❣❛0✐♦♥✱ ✐❧ (❡#0❡ ❞♦♥❝ L ❛❝7✉1(✐( ❞❡ ❧✬✐♥❢♦(♠❛0✐♦♥ ♣(1❢1(❡♥0✐❡❧❧❡✳ ■❧

(❡#0❡ L ♠❡2✉)❡) ❧❡# ♣(1❢1(❡♥❝❡# ❞✉ ❞1❝✐❞❡✉(✳ ❈♦♠♠❡ ❡♥ 1❝♦♥♦♠✐❡✱ ❧❛ ❢♦(♠❛0✐♦♥

❞❡# ♣(1❢1(❡♥❝❡# ❞✉ ❞1❝✐❞❡✉(✱ L ♣❛(0✐( ❞❡ #♦♥ #②#0,♠❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉(#✱ ❞❡ #❡# ♦♣✐♥✐♦♥#✱

❞❡ #❡# ♦❜❥❡❝0✐❢# ❡0 ❞❡ #❡# ❝(♦②❛♥❝❡# ❡#0 ✈♦❧♦♥0❛✐(❡♠❡♥0 ❡①❝❧✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②#❡✳ ❖♥

#✉♣♣♦#❡ #✐♠♣❧❡♠❡♥0 7✉❡ ❧❡ ❞1❝✐❞❡✉( ❡#0 ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①♣(✐♠❡( ❞❡# ♣(1❢1(❡♥❝❡# ❡♥

(1♣♦♥❞❛♥0 L ❞❡# 7✉❡#0✐♦♥# ♣♦(0❛♥0 #✉( ❝❡(0❛✐♥❡# ❛❧0❡(♥❛0✐✈❡# ♦✉ #✉( ❞❡# ♣❛(❛✲

♠,0(❡# ♣(1❢1(❡♥0✐❡❧# ❞✉ ♠♦❞,❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉0 ❞✐#0✐♥❣✉❡( ❧✬✐♥❢♦(♠❛0✐♦♥ ♣(1❢1(❡♥0✐❡❧❧❡

#❡❧♦♥ 7✉✬❡❧❧❡ ❡#0 ✿

✸✻
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✐♥"❡$✲❝$✐"'$❡ ♣!"❢"!❡♥❝❡' ❞✉ ❞"❝✐❞❡✉! '✉! ❧✬✐♠♣♦!/❛♥❝❡ !❡❧❛/✐✈❡ ❞❡' ❝!✐/2!❡'✳

❈❡ /②♣❡ ❞✬✐♥❢♦!♠❛/✐♦♥ ❝♦!!❡'♣♦♥❞ ❛✉① "❝❤❛♥❣❡' 9✉❡ ❧❡ ❞"❝✐❞❡✉! ❡'/ ♣!:/

; ❝♦♥'❡♥/✐! ❡♥/!❡ ❞❡' ❝!✐/2!❡' '❛♥' ❝❤❛♥❣❡! ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ '❛/✐'❢❛❝/✐♦♥✳

✐♥"$❛✲❝$✐"'$❡ ♣!"❢"!❡♥❝❡' ❞✉ ❞"❝✐❞❡✉! ❛✉ '✉❥❡/ ❞❡' "✈❛❧✉❛/✐♦♥' ♣♦''✐❜❧❡' '❡❧♦♥

✉♥ ❝!✐/2!❡ ❞♦♥♥"✳ ❈❡ /②♣❡ ❞✬✐♥❢♦!♠❛/✐♦♥ '❡!/ ; ❝♦♥'/!✉✐!❡ ✉♥❡ '/!✉❝/✉!❡

❞❡ ♣!"❢"!❡♥❝❡ ♠♦♥♦❝!✐/2!❡ '✉! ❝❤❛9✉❡ ❝!✐/2!❡✳

❈❡' ❞❡✉① /②♣❡' ❞✬✐♥❢♦!♠❛/✐♦♥ '♦♥/ ♥"❛♥♠♦✐♥' ✐♥❞✐''♦❝✐❛❜❧❡' ❡♥ ❣"♥"!❛❧✱ ❝❛!

❧✬✉♥❡ ♥✬❛ ❞❡ '❡♥' 9✉❡ ❝♦♠❜✐♥"❡ ; ❧✬❛✉/!❡✳

❉❛♥' ❧❛ '✉✐/❡✱ ♥♦✉' ❛❧❧♦♥' ♥♦✉' ✐♥/"!❡''❡! ; ❧❛ ♠❛♥✐2!❡ ❞♦♥/ ♦♥ ♣❡✉/ ♦❜/❡♥✐!

❞❡ ❧✬✐♥❢♦!♠❛/✐♦♥ ♣!"❢"!❡♥/✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛!/ ❞✉ ❞"❝✐❞❡✉! ✿ ❧❡' ♠♦❞❡' ❞❡ 9✉❡'/✐♦♥✲

♥❡♠❡♥/ ❞✉ ❞"❝✐❞❡✉!✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♥❥✉❣✉"❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ 9✉❡'/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❡/ ❞❡

❧❛ ♥❛/✉!❡ ❞❡' ❡①❡♠♣❧❡' ❞✬"❧✐❝✐/❛/✐♦♥ ✉/✐❧✐'"' '✉! ❧✬✐♥❢♦!♠❛/✐♦♥ ♣!"❢"!❡♥/✐❡❧❧❡ ❡①✲

♣!✐♠"❡ ♣❛! ❧❡ ❞"❝✐❞❡✉! ❢♦!♠❡ ✉♥❡ 9✉❡'/✐♦♥ ❝❡♥/!❛❧❡ ❞❡ ❝❡//❡ /❤2'❡✳

✶✳✹✳✷ ❋♦&♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦&♠❛0✐♦♥ ♣&2❢2&❡♥0✐❡❧❧❡

❯♥❡ ❢♦✐' 9✉✬✉♥ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ ♣!"❢"!❡♥❝❡' ❛ "/" ❝❤♦✐'✐ ♣♦✉! /!❛✈❛✐❧❧❡!✱ ❧✬✐♥❢♦!✲

♠❛/✐♦♥ ♣!"❢"!❡♥/✐❡❧❧❡ ❡'/ ✐♥/"❣!"❡ ; ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣❛!❛♠2/!❡' ♣!♦♣!❡' ❛✉ ♠♦❞2❧❡✳

E❛! ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥' ▼❆❱❚ ✭✈♦✐! ❙❡❝/✐♦♥ ✶✳✸✳✸✮✱ ❡♥ ❝♦♥'✐❞"!❛♥/ ✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥

❞❡ ✈❛❧❡✉! ❛❞❞✐/✐✈❡✱ ❝❡ '♦♥/ ❧❡' ♣♦✐❞' ❡/ ❧❡' ❢♦♥❝/✐♦♥' ❞❡ ✈❛❧❡✉! ♣❛!/✐❡❧❧❡' 9✉✐

❝♦❞❡♥/ ❧❛ ❝♦♠♣❡♥'❛/✐♦♥ ❡♥/!❡ ❧❡' ❝!✐/2!❡' ❛✉/♦!✐'"❡ ♣❛! ❧❡ ❞"❝✐❞❡✉! ✭✈♦✐! ❑❡❡✲

♥❡② ❛♥❞ ❘❛✐✛❛ ❬✶✾✼✻❪✱ ♣♣✳✾✻✲✶✵✵✮✳ ❈❡ /❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥'❛/✐♦♥ ♣❡✉/ ✈❛!✐❡! ❧❡ ❧♦♥❣

❞❡ ❧✬"❝❤❡❧❧❡ ❞❡' ❝!✐/2!❡'✳ ▲✬❛♥❛❧②'/❡ ❡/ ❧❡ ❞"❝✐❞❡✉! ♣❡✉✈❡♥/ '❡ ❝♦♥❝❡!/❡! ♣♦✉!

❝❤♦✐'✐! ✉♥ /②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❛ ♣"✐♦"✐✳ ❈❡' ❢♦♥❝/✐♦♥' '❡!♦♥/ ♣❛!❛♠"/!"❡' ❡♥ ❢♦♥❝✲

/✐♦♥ ❞❡' ♣!"❢"!❡♥❝❡' ❞✉ ❞"❝✐❞❡✉! ✭✈♦✐! EX②❤X♥❡♥ ❛♥❞ ❍Z♠Z❧Z✐♥❡♥ ❬✷✵✵✶❪ ♣♦✉!

❞✐✛"!❡♥/' ❡①❡♠♣❧❡' ❞✬"❧✐❝✐/❛/✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞'✮✳ ❉❛♥' ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞2❧❡ ; ❜❛'❡

❞❡ '✉!❝❧❛''❡♠❡♥/✱ ❧✬✐♥❢♦!♠❛/✐♦♥ ♣!"❢"!❡♥/✐❡❧❧❡ '❡!❛ ❝♦❞"❡ ♣❛! ❧❡' '❡✉✐❧' ❞✬✐♥❞✐❢✲

❢"!❡♥❝❡✱ ❞❡ ♣!"❢"!❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡/ ❢♦!/❡✱ ❛✐♥'✐ 9✉❡ ❧❡' ♣♦✐❞'✱ ❧❡' "✈❡♥/✉❡❧' '❡✉✐❧' ❞❡

✈❡/♦ ❡/ ❧❡ '❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦♥❝♦!❞❛♥❝❡ ✭✈♦✐! ▼♦✉''❡❛✉ ❬✶✾✾✺❪✮✳

◗✉❡❧❧❡ 9✉❡ '♦✐/ ❧❛ ♣!♦❝"❞✉!❡ ❞✬❛❣!"❣❛/✐♦♥✱ ❧❛ ❞"/❡!♠✐♥❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❞❡'

♣❛!❛♠2/!❡' ♣❡✉/ '❡ ❢❛✐!❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐2!❡'✳
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❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ▲✬❆■❉❊ ▼❯▲❚■❈❘■❚➮❘❊ ➚ ▲❆ ❉➱❈■❙■❖◆

•  ❛" #❧✐❝✐'❛'✐♦♥ ❞✐"❡❝'❡ ✿ ❧✬❛♥❛❧②/'❡✱ ❛♣"2/ /✬3'"❡ ❛//✉"#❡ 5✉❡ ❧❡ ❞#❝✐❞❡✉"

❛ ❝♦♠♣"✐/ ❧❛ /✐❣♥✐✜❝❛'✐♦♥ ❞✉ ♣❛"❛♠2'"❡ ❡' ❧❡/ ❝♦♥/#5✉❡♥❝❡/ 5✉✐ ❧✉✐ /♦♥'

❛//♦❝✐#❡/✱ ❧✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❢♦✉"♥✐" ✉♥❡ ✈❛❧❡✉" ♣♦✉" ❝❡ ♣❛"❛♠2'"❡✳ ▲✬✐♥✲

❢♦"♠❛'✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞#❡ ❝♦""❡/♣♦♥❞ > ✉♥❡ ❡♥'"#❡ ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ✿ ✏▲❡ '❛✉① ❞❡

/✉❜/'✐'✉'✐♦♥ ❡♥'"❡ ❧❡/ ❝"✐'2"❡/ g1 ❡' g4 ❞♦✐' 3'"❡ ✷✳✑

•  ❛" #❧✐❝✐'❛'✐♦♥ ✐♥❞✐"❡❝'❡ ✿ ❧✬❛♥❛❧②/'❡ ✐♥'❡""♦❣❡ ❧❡ ❞#❝✐❞❡✉" /✉" /❡/ ♣"#❢#✲

"❡♥❝❡/ ❛✉ /✉❥❡' ❞❡ ❝❡"'❛✐♥❡/ ❛❧'❡"♥❛'✐✈❡/✳ ▲✬✐♥❢♦"♠❛'✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞#❡ ❝♦"✲

"❡/♣♦♥❞ > ✉♥❡ /♦"'✐❡ ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ✿ ✏❥❡ ♣"#❢2"❡ a5 > a2✑✳ ❖♥ ♣❡✉' ❡♥/✉✐'❡

✐♥❢#"❡" ♣❛" ❝❛❧❝✉❧ ❧❡/ ✈❛❧❡✉"/ ❞❡ ♣❛"❛♠2'"❡/ ❝♦♠♣❛'✐❜❧❡/ ❛✈❡❝ ❝❡/ ❥✉❣❡✲

♠❡♥'/✱ ✐✳❡✳ ❧❡/ ✈❛❧❡✉"/ ❞❡ ♣❛"❛♠2'"❡/ 5✉✐ ♣❡"♠❡''❡♥' ❞❡ "❡/'❛✉"❡" ❝❡/

❥✉❣❡♠❡♥'/ ❡♥ /♦"'✐❡ ❞✉ ♠♦❞2❧❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉//✐ ❝❡''❡ ❞#♠❛"❝❤❡ ❛❣"#❣❛✲

'✐♦♥✴❞#/❛❣"#❣❛'✐♦♥✳

❖♥ ❞♦✐' ✐❝✐ ♠❡''"❡ ❡♥ ❣❛"❞❡ ❝♦♥'"❡ ✉♥ #❝✉❡✐❧ ❝♦♥/✐❞#"❛❜❧❡ ❛//♦❝✐# > ❧✬#❧✐❝✐'❛✲

'✐♦♥ ❞✐"❡❝'❡ ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞✬✉♥ ♣❛"❛♠2'"❡ ♥✬❛ ❞❡ /❡♥/ 5✉❡ /✐ ❧❡ ♠♦❞2❧❡ ❞✬❛❣"#❣❛'✐♦♥

❡/' ♣"#❝✐/#♠❡♥' /♣#❝✐✜#✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ /✐♠♣❧❡ ♣❡"♠❡' ❞❡ /✬❡♥ ❛♣❡"❝❡✈♦✐" ✭❛❞❛♣'#

❞❡ ▼♦✉//❡❛✉ ❬✶✾✾✸❪✱ ❝❤❛♣✳✷✮ ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳✷✳✶ ✭/✐❣♥✐✜❝❛'✐♦♥/ ❞✉ ♣❛"❛♠2'"❡ ✏♣♦✐❞/✑✮✳ ❈♦♥#✐❞&'♦♥# ❧❡# ❛❧✲

,❡'♥❛,✐✈❡# a = (15, 10, 10) ❡, b = (10, 12, 12)✳ ▲❡ ❞&❝✐❞❡✉' ❛✣'♠❡ ✿ ✏❧❡# ❝'✐,6'❡#

#♦♥, ❞❡ ♠7♠❡ ✐♠♣♦',❛♥❝❡✑✳ ◗✉❡❧❧❡ ❛❧,❡'♥❛,✐✈❡ ❞❡✈'✐♦♥#✲♥♦✉# ❧✉✐ ❝♦♥#❡✐❧❧❡' ❄ ❙✐

❧✬♦♥ ✉,✐❧✐#❡ ✉♥❡ ❛❣'&❣❛,✐♦♥ ♣❛' #♦♠♠❡ ♣♦♥❞&'&❡✱ ♦♥ ❛ ✿

g(a) = 11.67 > g(b) = 11.33.

❖♥ ❝♦♥#❡✐❧❧❡'❛ ❛✉ ❞&❝✐❞❡✉' ❞❡ ❝❤♦✐#✐' a #✉✐✈❛♥, ❝❡ ♠♦❞6❧❡✳ ▼❛✐# #✐ ❧✬♦♥ ✉,✐❧✐#❡

✉♥❡ ❛❣'&❣❛,✐♦♥ ♠❛❥♦'✐,❛✐'❡ ❞❡ ❈♦♥❞♦'❝❡, ✭❜❛#❡ ❞✉ #✉'❝❧❛##❡♠❡♥,✮✱ ♦♥ ❛ ✿

∑

j:a%jb

wj = w1 = w <
∑

j:b%ja

wj = w2 + w3 = 2w

❙❡❧♦♥ ❝❡,,❡ ♣'♦❝&❞✉'❡✱ ❝✬❡#, b G✉❡ ❧❡ ❞&❝✐❞❡✉' ❞❡✈'❛✐, ❝❤♦✐#✐'✳

▲✬❛✣"♠❛'✐♦♥ ✏❧❡/ ❝"✐'2"❡/ /♦♥' ❞❡ ♠3♠❡ ✐♠♣♦"'❛♥❝❡✑ ♥✬❛ ❞❡ /❡♥/ 5✉✬> ❧❛ ❧✉✲

♠✐2"❡ ❞❡ ❧❛ ♣"♦❝#❞✉"❡ ❝❤♦✐/✐❡ ✭✈♦✐" ❘♦② ❬✶✾✽✺❪✱ ♣♣✳✶✼✷✲✶✼✼ ❡' ▼♦✉//❡❛✉ ❬✶✾✾✸❪✱

❝❤❛♣✳✷✮✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉""❡♥❝❡✱ ❧✬✐♠♣♦',❛♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛/ ❧❛ ♠3♠❡ ❞#✜♥✐'✐♦♥ ❞❛♥/ ❧❡/ ❞❡✉①
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❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ▲✬❆■❉❊ ▼❯▲❚■❈❘■❚➮❘❊ ➚ ▲❆ ❉➱❈■❙■❖◆

♠♦❞#❧❡& '✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛./& ✿ ❝✬❡&1 ✉♥❡ ✐♥❢♦.♠❛1✐♦♥ ❝❛.❞✐♥❛❧❡ ❞❛♥& ❧❡ ♣.❡♠✐❡.

❝❛&✱ ❡1 ♦.❞✐♥❛❧❡ ❞❛♥& ❧❡ &❡❝♦♥❞ ✭✐♠♣♦.1❛♥❝❡ .❡❧❛1✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥1❛1✐♦♥ ❞✬✉♥❡

✉♥✐1/ ❞❛♥& ❧❛ &♦♠♠❡ ♣♦♥❞/./❡ ✈&✳ ♣♦✉✈♦✐. ❞❡ ✈♦1❡ ❞✉ ❝.✐1#.❡ ❞❛♥& ❧✬❛❣./❣❛✲

1✐♦♥ ♠❛❥♦.✐1❛✐.❡✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ &/♠❛♥1✐'✉❡ ❞❡& ♣❛.❛♠#1.❡& ❞/♣❡♥❞ ♣./❝✐&/♠❡♥1

❞✉ ♠♦❞#❧❡ ❝♦♥&✐❞/./✱ ✐❧ ❡&1 ❞❛♥❣❡.❡✉① ❞❡ ❝❤❡.❝❤❡. ? ♦❜1❡♥✐. ❞❡ ❧✬✐♥❢♦.♠❛1✐♦♥

♣./❢/.❡♥1✐❡❧❧❡ &❛♥& '✉❡ ❧❡ ❞/❝✐❞❡✉. ♥❡ ❝♦♠♣.❡♥♥❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥1 ❧❡ ♠♦❞#❧❡ ✉1✐✲

❧✐&/✳ ▲✬/❧✐❝✐1❛1✐♦♥ ❞✐.❡❝1❡ .❡'✉✐❡.1 ❞♦♥❝ ❞✬❡①♣❧✐'✉❡. ✉♥ ♠♦❞#❧❡✱ ♣♦1❡♥1✐❡❧❧❡♠❡♥1

&♦♣❤✐&1✐'✉/✱ ❛✉ ❞/❝✐❞❡✉.✳

▲✬/❧✐❝✐1❛1✐♦♥ ✐♥❞✐.❡❝1❡ ♥/❝❡&&✐1❡ ✉♥❡ /1❛♣❡ ❛❞❞✐1✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❞/&❛❣./❣❛1✐♦♥

❞❡& ♣./❢/.❡♥❝❡&✱ ✐✳❡✳ ❞✬✐♥❢/.❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉. ❞❡& ♣❛.❛♠#1.❡& ? ♣❛.1✐. ❞❡& ❥✉✲

❣❡♠❡♥1&✱ ♠❛✐& ❡❧❧❡ ♣./&❡♥1❡ ♣❧✉&✐❡✉.& ❛✈❛♥1❛❣❡& ✭✈♦✐. ▼♦✉&&❡❛✉ ❛♥❞ ❙❧♦✇✐♥&❦✐

❬✶✾✾✽❪✮✳ ▲✬❡✛♦.1 ❝♦❣♥✐1✐❢ ❞❡♠❛♥❞/ ❛✉ ❞/❝✐❞❡✉. ❡&1 ♣❧✉& .❡&1.❡✐♥1✳ ❊❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛.

❡①❡♠♣❧❡ '✉✬? &❡ ♣.♦♥♦♥❝❡. &✉. ❞❡& ❝♦♠♣❛.❛✐&♦♥& ❡♥1.❡ ❞❡& ❛❧1❡.♥❛1✐✈❡&✱ ✜❝1✐✈❡&

♦✉ ♥♦♥✱ ❧✐/❡& ❛✉ ♣.♦❜❧#♠❡ ❞❡ ❞/❝✐&✐♦♥✱ &❛♥& &❡ ♣./♦❝❝✉♣❡. ❞✉ ♠♦❞#❧❡ ❝❤♦✐&✐ ❡1

❞❡& ❝♦♥&/'✉❡♥❝❡& 1❡❝❤♥✐'✉❡& ❞❡ ❝❡& ❛✣.♠❛1✐♦♥&✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉1 .❛✐&♦♥♥❡. ❞❛♥& ❧❡

♣❛.❛❞✐❣♠❡ ❛✉'✉❡❧ ❡❧❧❡ ❡&1 ❤❛❜✐1✉/❡✱ ❡1 &✬❡①♣.✐♠❡. ❞❛♥& &♦♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛1✉.❡❧✳

❈❡1 ❛✈❛♥1❛❣❡ ❡&1 ❝♦♥&✐❞/.❛❜❧❡ &✐ ❧✬♦♥ ❡♥✈✐&❛❣❡ ✉♥ ♣.♦❜❧#♠❡ ♦O ✉♥❡ ♠✉❧1✐1✉❞❡

❞❡ ❞/❝✐❞❡✉.& ♦♥1 ? ✐♥1❡.✈❡♥✐.✱ ❝❡ '✉✐ ❡&1 &♦✉✈❡♥1 ❧❡ ❝❛& ♣♦✉. ❞❡& ♣.♦❜❧#♠❡& ❞❡

♣♦❧✐1✐'✉❡ ♣✉❜❧✐'✉❡ ♣❛. ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦O ❧✬♦♥ .❡'✉✐❡.1 ❧✬❛✈✐& ❞❡ ❞✐✛/.❡♥1& ❡①♣❡.1&✳

❉❡ ♣❧✉&✱ ✉♥ ❞/❝✐❞❡✉. ❡&1 ♣❧✉& ❡♥❝❧✐♥ ? ❡①❡.❝❡. ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥1 '✉✬? ❢♦✉.♥✐. ✉♥❡

❥✉&1✐✜❝❛1✐♦♥ ♣♦✉. &♦♥ ❥✉❣❡♠❡♥1✳ ■❧ ❧✉✐ ❡&1 ❞♦♥❝ ♣❧✉& ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♣❛.❛♠/1.❡. ✉♥

♠♦❞#❧❡ ? ♣❛.1✐. ❞✬❛✣.♠❛1✐♦♥& ❞❡ ♣./❢/.❡♥❝❡& ❤♦❧✐&1✐'✉❡&✳

✶✳✹✳✸ ▲❡ ❝♦♠♣♦*+❡♠❡♥+ *-❡❧ ❞✉ ❞-❝✐❞❡✉* ✿ ✐♥+-*3+ ❞❡ ❧✬❛♣✲

♣*♦❝❤❡ ❞❡8❝*✐♣+✐✈❡

❯♥ ❡♥❥❡✉ ✐♠♣♦.1❛♥1 ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ? ❧❛ ❞/❝✐&✐♦♥ ❡&1 ❞❡ &✬❛&&✉.❡. '✉❡ ❧✬/❧✐❝✐1❛1✐♦♥

❢♦✉.♥✐1 ✉♥❡ ✐♥❢♦.♠❛1✐♦♥ ♣./❢/.❡♥1✐❡❧❧❡ ❧/❣✐1✐♠❡✳ ▲❡ ❞/❝✐❞❡✉. ❞♦✐1 S1.❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝✉

'✉❡ ❧❡& ✈❛❧❡✉.& ❞❡ ♣❛.❛♠#1.❡ '✉✬❡❧❧❡ ❢♦✉.♥✐1 ✭❡♥ ❝❛& ❞✬/❧✐❝✐1❛1✐♦♥ ❞✐.❡❝1❡✮ ♦✉ ❧❡&

❥✉❣❡♠❡♥1& '✉✬❡❧❧❡ ❡①♣.✐♠❡ ✭❡♥ ❝❛& ❞✬/❧✐❝✐1❛1✐♦♥ ✐♥❞✐.❡❝1❡✮ &♦♥1 ✉♥❡ ❜❛&❡ ❝♦..❡❝1❡

♣♦✉. ❞/❞✉✐.❡ ✉♥❡ .❡❝♦♠♠❛♥❞❛1✐♦♥ ♣♦.1❛♥1 &✉. ❧❡ ♣.♦❜❧#♠❡ ❞❛♥& &♦♥ ❡♥&❡♠❜❧❡✳

❊♥ ♣❛.1✐❝✉❧✐❡.✱ ♦♥ ❞❡✈.❛✐1 .❡❝❤❡.❝❤❡. ❧❡& '✉❛❧✐1/& &✉✐✈❛♥1❡& ❧♦.& ❞❡ ❧✬/❧✐❝✐1❛1✐♦♥ ✿

• ❝♦❤/.❡♥❝❡ ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛& ❞❡ ❝♦♥1.❛❞✐❝1✐♦♥ ❡♥1.❡ ❧❡& ❞✐✈❡.&❡& ❛✣.♠❛1✐♦♥&
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❞✉ ❞"❝✐❞❡✉&✱

• &♦❜✉*+❡**❡ ✿ ❧❡* ❥✉❣❡♠❡♥+* ❞✉ ❞"❝✐❞❡✉& ♥❡ ❞"♣❡♥❞❡♥+ ♣❛* ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡

4✉❡*+✐♦♥♥❡♠❡♥+ ✉+✐❧✐*"✱

• ♣❡&+✐♥❡♥❝❡ ✿ ❧❛ *"♠❛♥+✐4✉❡ ❞❡* ❛✣&♠❛+✐♦♥* ❡*+ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥+ ❡+ ✜♥❡♠❡♥+

❝♦♠♣&✐*❡ ♣❛& ❧❡ ❞"❝✐❞❡✉&✳

❉!❝✐❞❡✉'

• *②*+9♠❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉&*

• ❧✐♠✐+❛+✐♦♥ ❝♦❣♥✐+✐✈❡

• ♣&"❢"&❡♥❝❡* ❝♦♥*+&✉✐+❡*

• ❝♦♠♣&"❤❡♥*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞9❧❡

▼♦❞*❧❡

• ♥♦&♠❡* ❞❡ &❛+✐♦♥❛❧✐+"

• ♣♦✉✈♦✐& ❞❡ &❡♣&"*❡♥+❛+✐♦♥

• *"♠❛♥+✐4✉❡ ❞❡* ♣❛&❛✲

♠9+&❡*

• *❡♥*✐❜✐❧✐+" ❛✉① ❥✉❣❡♠❡♥+*

,'❡-❝'✐♣/✐♦♥ ✿ *+&✉❝+✉&❡ ❞❡ ♣&"❢"&❡♥❝❡

❊❧✐❝✐/❛/✐♦♥ ✿ ✈❛❧❡✉& ❞❡* ♣❛&❛♠9+&❡* ♣&"❢"&❡♥+✐❡❧*

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷ ✕ ■♥+❡&❛❝+✐♦♥ ❡♥+&❡ ❞"❝✐❞❡✉& ❡+ ♠♦❞9❧❡ ❡♥ ❛✐❞❡ C ❧❛ ❞"❝✐*✐♦♥✳

▲✬♦❜❥❡+ ❞❡ ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ❞❡*❝&✐♣+✐✈❡ ✭✈♦✐& ❙❡❝+✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮ ❡*+ ❞✬"+✉❞✐❡& ❡♠♣✐&✐✲

4✉❡♠❡♥+ ❧❡ ❝♦♠♣♦&+❡♠❡♥+ ❞"❝✐*✐♦♥♥❡❧ ❞❡* ❞"❝✐❞❡✉&* ❡+ ❞✬❛♥❛❧②*❡& ❝❡ 4✉✐ ♣❡✉+

❧❡* ❝♦♥❞✉✐&❡ C ❜&✐*❡& ❧❡* ❡①✐❣❡♥❝❡* ❢♦&♠✉❧"❡* ♣❧✉* ❤❛✉+✳ ❖♥ ✈❡&&❛ ❞❛♥* ❧❡ ❝❤❛✲

♣✐+&❡ *✉✐✈❛♥+ 4✉❡ ❧❛ 4✉❡*+✐♦♥ ❞✬"❧✐❝✐+❡& ❞❡* ♣&"❢"&❡♥❝❡* ✏❧"❣✐+✐♠❡*✑ *✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡

❞❡ ♥♦♠❜&❡✉*❡* ❞✐✣❝✉❧+"*✱ ❞✉❡* C ❧❛ ♠❛♥✐9&❡ ❛✈❡❝ ❧❛4✉❡❧❧❡ ❧❡ ❞"❝✐❞❡✉& &"❡❧ ❢♦&♠❡

❞❡* ♣&"❢"&❡♥❝❡* ✭✈♦✐& ❋✐❣✉&❡ ✶✳✷✮✳ ❖♥ ✈❡&&❛ 4✉✬✐❧ ♥✬❡*+ ♣❛* +♦✉❥♦✉&* ❛✐*" ❞❡ &❡✲

❝✉❡✐❧❧✐& ❞❡* ♣&"❢"&❡♥❝❡* ❝♦♠♣❛+✐❜❧❡* ❛✈❡❝ ❧❡* ♥♦&♠❡* ❞❡ &❛+✐♦♥❛❧✐+"* ❞"✜♥✐❡* ♦✉

✉+✐❧✐*"❡* ♣❛& ❧❡* ♠♦❞9❧❡* ❞❡ ♣&"❢"&❡♥❝❡*✳ ▲✬❛♣♣&♦❝❤❡ ❞❡*❝&✐♣+✐✈❡ ❡♥ ❛✐❞❡ C ❧❛

❞"❝✐*✐♦♥ ♣❡&♠❡+ ❞✬✐❞❡♥+✐✜❡& ❧❡* "❝❛&+* 4✉✐ ❡①✐*+❡♥+ ❡♥+&❡ ❧❡ ❞"❝✐❞❡✉& &❛+✐♦♥♥❡❧

♣♦*+✉❧" ❞❛♥* ❧❡* ♠♦❞9❧❡* ♥♦&♠❛+✐❢* ❡+ ❧❡ ❞"❝✐❞❡✉& &"❡❧✳ ■❧* ♣❡✉✈❡♥+ ❝♦♥❞✉✐&❡ C

✹✵



❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ▲✬❆■❉❊ ▼❯▲❚■❈❘■❚➮❘❊ ➚ ▲❆ ❉➱❈■❙■❖◆

❢♦"♠✉❧❡" ❞❡( ♠♦❞)❧❡( ♥♦"♠❛,✐❢( ✏"❡❧❛①0(✑✱ ❝✬❡(,✲6✲❞✐"❡ ❞❡( ♠♦❞)❧❡( ❞❛♥( ❧❡(7✉❡❧(

❝❡",❛✐♥( ❛①✐♦♠❡( (♦♥, ❛❜❛♥❞♦♥♥0(✱ ❝❡ 7✉✐ ❧❡✉" ❝♦♥❢)"❡ ✉♥ ♣♦✉✈♦✐" ❞❡ "❡♣"0(❡♥✲

,❛,✐♦♥ ♣❧✉( ❣"❛♥❞✳ ❈❡( ♠♦❞)❧❡( ♣❡✉✈❡♥, ❡♥(✉✐,❡ >,"❡ ✉,✐❧✐(0( ♣♦✉" ❢♦"♠✉❧❡" ✉♥❡

♣"❡(❝"✐♣,✐♦♥ ❞❛♥( ❧❡( ❝❛( ♦? ❧❡( ❛①✐♦♠❡( ❛❜❛♥❞♦♥♥0( (♦♥, ❡✛❡❝,✐✈❡♠❡♥, ✐♥✉,✐❧❡(

♦✉ ✐""0❛❧✐(,❡( 0,❛♥, ❞♦♥♥0 ❧❛ (✐,✉❛,✐♦♥ ❞❡ ❞0❝✐(✐♦♥✳

❉❛♥( ❝❡,,❡ ,❤)(❡✱ ❝✬❡(, ❧❡ "C❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐,✉❞❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐, ♠✉❧,✐❝"✐,)"❡ ✭✈♦✐"

❈❤❛♣✐,"❡ ✸✮ ❛((♦❝✐0 ❛✉① ❡①❡♠♣❧❡( ✉,✐❧✐(0( ❧♦"( ❞✬✉♥❡ 0❧✐❝✐,❛,✐♦♥ ✐♥❞✐"❡❝,❡ 7✉✐ ❡(,

❡①❛♠✐♥0 (❡❧♦♥ ❧✬❛♣♣"♦❝❤❡ ❞❡(❝"✐♣,✐✈❡✳ ▲♦"( ❞✉ "❡❝✉❡✐❧ ❞❡( ♣"0❢0"❡♥❝❡( 6 ♣"♦♣♦(

❞✬❛❧,❡"♥❛,✐✈❡( ❞❡ "0❢0"❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡①✐(,❡ ✉♥ ❝♦♠♣"♦♠✐( 6 ❡✛❡❝,✉❡" ❞❡ ❧❛ ♣❛", ❞✉

❞0❝✐❞❡✉"✳ ❖" ❧✬❛♥❛❧②(,❡ ❝❤♦✐(✐, ❧❡( ❡①❡♠♣❧❡( ❞❡ "0❢0"❡♥❝❡✱ ❡, ♣❛" ❧6 ✐❧ ❝❤♦✐(✐, ❧❛

,❛✐❧❧❡ ❞❡( ❝♦♠♣"♦♠✐( ✭ !❛❞❡✲♦✛ (✐③❡✮ (✉" ❧❡(7✉❡❧( ❧❡ ❞0❝✐❞❡✉" ❞♦✐, (❡ ♣"♦♥♦♥✲

❝❡"✳ ❊(,✲❝❡ 7✉❡ ❧❛ ,❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣"♦♠✐( ❡①❡"❝❡ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ (②(,0♠❛,✐7✉❡ (✉"

❧✬✐♥❢♦"♠❛,✐♦♥ ♣"0❢0"❡♥,✐❡❧❧❡ ❡①♣"✐♠0❡ ♣❛" ❧❡ ❞0❝✐❞❡✉" ❄ ❊♥ ♣❛",✐❝✉❧✐❡"✱ ♦♥ ♣❡✉,

(✬❛,,❡♥❞"❡ 6 ❝❡ 7✉✬✐❧ (♦✐, ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉" ❧❡( ❞0❝✐❞❡✉"( ❞✬❡✛❡❝,✉❡" ❞❡( ❝♦♠♣"♦♠✐(

❞❡ ,❛✐❧❧❡ ❧❛"❣❡✱ ♣❛" ❡①❡♠♣❧❡ 0❝❤❛♥❣❡" ✉♥ ❛✈❛♥,❛❣❡ ❝♦♥(✐❞0"❛❜❧❡ (✉" ✉♥ ❝"✐,)"❡✱

❝♦♥,"❡ ✉♥ ❛✈❛♥,❛❣❡ ❝♦♥(✐❞0"❛❜❧❡ (✉" ✉♥ ❛✉,"❡✳ ■❧ ♣❡✉, ❛❧♦"( "❡❢✉(❡" ❞✬❡①♣"✐♠❡"

✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥,✱ ❡①❤✐❜❛♥, ♣❛" ❧6 ❞❡( ♣"0❢0"❡♥❝❡( ✐♥❝♦♠♣❧),❡( ✭✈♦✐" ❈❤❛♣✐,"❡ ✹✮✳ ■❧

♣❡✉, >,"❡ (♦✉❤❛✐,❛❜❧❡ ❞✬✐♥,0❣"❡" ❝❡,,❡ ✐♥❢♦"♠❛,✐♦♥ ❛✉ ♠♦❞)❧❡ ❞❡ ♣"0❢0"❡♥❝❡(✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✷

❊①♣+&✐♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡0 1&+❢+&❡♥❝❡0

♣♦✉& ❧✬❆✐❞❡ ▼✉❧%✐❝&✐%9&❡ : ❧❛

❉+❝✐0✐♦♥

✏❍✉♠❛♥ &❛'✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ✐/ /❤❛♣❡❞ ❜② ❛ /❝✐//♦&/ ✇❤♦/❡ '✇♦ ❜❧❛❞❡/ ❛&❡ '❤❡

/'&✉❝'✉&❡ ♦❢ '❛/❦ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥'/ ❛♥❞ '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐'✐❡/ ♦❢ '❤❡

❛❝'♦&✳✑

✖❍✳❙✐♠♦♥
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▲✬❆▼❈❉

❘!"✉♠! ✿

❖♥ ❝❤❡%❝❤❡ ❞❛♥( ❝❡ ❝❤❛♣✐+%❡ , ❞♦♥♥❡% ✉♥❡ ❜%0✈❡ ♣%2(❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣%♦❝❤❡

❞❡(❝%✐♣+✐✈❡ ❡♥ ❆▼❈❉✱ ❞❛♥( ❧❛:✉❡❧❧❡ (✬✐♥(❝%✐+ ❝❡++❡ +❤0(❡✳

❈❤❡%❝❤❡✉%( ❡♥ ❛✐❞❡ , ❧❛ ❞2❝✐(✐♦♥✱ ♣(②❝❤♦❧♦❣✉❡( ❡+ 2❝♦♥♦♠✐(+❡( ♦♥+ ❢♦✉%♥✐

✉♥❡ ❧❛%❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ +%❛✈❛✉① ❡♠♣✐%✐:✉❡( ♠♦♥+%❛♥+ ❧❡( ❞✐✈❡%❣❡♥❝❡( ❡♥+%❡ ❧❡

❝♦♠♣♦%+❡♠❡♥+ ❡✛❡❝+✐❢ ❞❡( ❞2❝✐❞❡✉%( ❡+ ❧❡( ❝❛♥♦♥( %❛+✐♦♥♥❡❧( ♣♦(+✉❧2( ♣❛% ❧❡(

♠♦❞0❧❡(✳ ❖♥ %❛♣♣♦%+❡ ❞❛♥( ❧❛ ♣%❡♠✐0%❡ (❡❝+✐♦♥ ❞✐✈❡%( ❡①❡♠♣❧❡( ❞❡ ✈✐♦❧❛+✐♦♥

❞❡ ❧✬✐♥✈❛%✐❛♥❝❡ ♣%♦❝2❞✉%❛❧❡ ❡+ ❞❡(❝%✐♣+✐✈❡ ♣%✐( ❞❛♥( ❧❛ ❧✐++2%❛+✉%❡✱ :✉✐

♠♦♥+%❡♥+ :✉❡ ❧❡( ♣%2❢2%❡♥❝❡( ❞❡( ❞2❝✐❞❡✉%( %2❡❧( (♦♥+ (♦✉♠✐(❡( , ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡

❞✉ ❝♦♥+❡①+❡ ❡+ ❞✉ ❝❛❞%❛❣❡✳

❉❛♥( ❧❛ (❡❝+✐♦♥ (✉✐✈❛♥+❡✱ ♦♥ ❞2❝%✐+✱ ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣!♦#♣❡❝& &❤❡♦!②✱

❝♦♠♠❡♥+ ❧❡( ❝♦♥♥❛✐((❛♥❝❡( ❛❝❝✉♠✉❧2❡( (✉% ❧❡ ❝♦♠♣♦%+❡♠❡♥+ %2❡❧ ♦♥+ ✉♥❡

✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣+✐♦♥ ❞❡( ♠♦❞0❧❡( ♥♦%♠❛+✐❢(✳ ❊❧❧❡( ♣❡%♠❡++❡♥+

❞❡ %❛✣♥❡% ❧❡( ❝❛♣❛❝✐+2( ❞❡(❝%✐♣+✐✈❡( ❞❡ ❝❡( ♠♦❞0❧❡(✳

❊♥✜♥ ❧❛ ❞❡%♥✐0%❡ (❡❝+✐♦♥ ❞✐(❝✉+❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝+ ❞❡ ❧✬❛♣♣%♦❝❤❡ ❡♠♣✐%✐:✉❡ (✉% ❧❛

♣%❛+✐:✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ , ❧❛ ❞2❝✐(✐♦♥✳ ▲❡ ♣%❡(❝%✐♣+❡✉% ❞♦✐+ ❛✈♦✐% ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐((❛♥❝❡

✜♥❡ ❞❡( ♥✉❛♥❝❡( :✉✐ ❡①✐(+❡♥+ ❡♥+%❡ ❧❡( ❛♣♣%♦❝❤❡( ♥♦%♠❛+✐✈❡( ❡+ ❞❡(❝%✐♣+✐✈❡(

♣♦✉% ✐♥+❡%✈❡♥✐%✱ ❡♥ ♣❛%+✐❝✉❧✐❡% ❧♦%(:✉✬✐❧ ❝❤❡%❝❤❡ , 2❧✐❝✐+❡% ❧❡( ♣%2❢2%❡♥❝❡( ❞✉

❞2❝✐❞❡✉%✳

✹✹
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▲✬❆▼❈❉

❖♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥& ❧❡ ❈❤❛♣✐-.❡ ✶ 0✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ 4 ❧❛ ❞5❝✐&✐♦♥ ♣.♦♣♦&❡

✉♥❡ ❞5♠❛.❝❤❡ ❞❡ &-.✉❝-✉.❛-✐♦♥ ♣.♦❣.❡&&✐✈❡ ❞❡& ♣.5❢5.❡♥❝❡& ❞✉ ❞5❝✐❞❡✉.✱ ❛✉

❝♦✉.& ❞❡ ❧❛0✉❡❧❧❡ ✿

✶✳ ❯♥❡ ♠5-❤♦❞❡ ❜❛&5❡ &✉. ✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❞❡ ♣.5❢5.❡♥❝❡& ❡&- ❝❤♦✐&✐❡✳ ▲❡ ♠♦❞>❧❡

❞❡ ♣.5❢5.❡♥❝❡& ❞5✜♥✐- ❞❡& ♥♦.♠❡& ❞❡ .❛-✐♦♥❛❧✐-5✳

✷✳ ▲❡& ♣.5❢5.❡♥❝❡& ❞✉ ❞5❝✐❞❡✉. &♦♥- 5❧✐❝✐-5❡& ❛✜♥ ❞❡ ♣❛.❛♠5-.❡. ❧❡ ♠♦❞>❧❡✳

✸✳ ▲❡ ♠♦❞>❧❡✱ ♣❛.❛♠5-.5✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ .❡♣.5&❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡& ♣.5❢5.❡♥❝❡& ❞✉ ❞5✲

❝✐❞❡✉.✳

✹✳ ❯♥❡ .❡❝♦♠♠❛♥❞❛-✐♦♥ ❡&- ❞5❞✉✐-❡ ❞❡ ❧❛ .❡♣.5&❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡& ♣.5❢5.❡♥❝❡&✳

▲✬✐♥-5.E- ❞❡ ❝❡--❡ ❛♣♣.♦❝❤❡ ❡&- 0✉✬❡❧❧❡ 5❝❧❛✐.❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❞5❝✐❞❡✉. ✭❡♥ .❡♣.5✲

&❡♥-❛♥- &❡& ♣.5❢5.❡♥❝❡&✮✱ ❡- 0✉✬❡❧❧❡ ❧✉✐ ♣❡.♠❡- ❞❡ &-.✉❝-✉.❡. &❡& ♣.5❢5.❡♥❝❡& ❡♥

&✬❛♣♣✉②❛♥- &✉. ❞❡& ❤②♣♦-❤>&❡& ❡①♣❧✐❝✐-❡& ✭❧✐5❡& ❛✉ ♠♦❞>❧❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ❧❡& 5-❛♣❡&

✷ ❡- ✸ &♦♥- &♦✉✈❡♥- ✐-5.5❡&✱ ❞❛♥& ✉♥❡ ❞5♠❛.❝❤❡ ✐♥-❡.❛❝-✐✈❡ ❡♥-.❡ ❧✬❛♥❛❧②&-❡ ❡-

❧❡ ❞5❝✐❞❡✉.✳ ▲❡ ❞5❝✐❞❡✉. ♣❡✉- ❛❥♦✉-❡.✱ &✉♣♣.✐♠❡. ♦✉ ♠♦❞✐✜❡. ❞❡& ❥✉❣❡♠❡♥-& ❞❡

♣.5❢5.❡♥❝❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉. ✐♠♣❛❝- &✉. ❧❛ .❡♣.5&❡♥-❛-✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❈❡ ♣.♦✲

❝❡&&✉& ♣❡.♠❡- ❛✉ ❞5❝✐❞❡✉. ❞❡ ❢♦.❣❡. &❡& ♣.5❢5.❡♥❝❡& ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦.-❡ ❝♦♥✈✐❝-✐♦♥✳

❈❡--❡ ❞5♠❛.❝❤❡ &♦✉❧>✈❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥- ❞❡& 0✉❡&-✐♦♥&✱ ❧✐5❡& 4 ❧❛ ❞✐✛5.❡♥❝❡ ❡♥-.❡

❧❡ ❝♦♠♣♦.-❡♠❡♥- .❛-✐♦♥♥❡❧ &♦✉&✲-❡♥❞✉ ♣❛. ❧❡& ♠♦❞>❧❡& ❡- ♣❛. ❧❛ -❤5♦.✐❡ ❞❡

❧❛ ❞5❝✐&✐♦♥ ❡♥ ❣5♥5.❛❧✱ ❡- ❧❡ ❝♦♠♣♦.-❡♠❡♥- .5❡❧ ❞❡& ❞5❝✐❞❡✉.&✳ ❖♥ ♣❡✉- ❡♥

♣❛.-✐❝✉❧✐❡. &❡ ❞❡♠❛♥❞❡. ✿ ▲❡ ♠♦❞>❧❡ ♥♦.♠❛-✐❢ ❝❤♦✐&✐ ❡&-✲✐❧ ❛&&❡③ ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦✉.

.❡♣.5&❡♥-❡. ❧❡& ♣.5❢5.❡♥❝❡& ❞✉ ❞5❝✐❞❡✉. ❄ ❈♦♠♠❡♥- ✐♥-❡.♣.5-❡. ❞❡& ❛✣.♠❛-✐♦♥&

❞✉ ❞5❝✐❞❡✉. 0✉✐ &♦♥- ❝♦♥-.❛❞✐❝-♦✐.❡& ❞❛♥& ❧❡ ❝❛❞.❡ ❞✉ ♠♦❞>❧❡ ❄ ❉❛♥& 0✉❡❧❧❡

♠❡&✉.❡ ❧❛ ♣.♦❝5❞✉.❡ ❡♠♣❧♦②5❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✲-✲❡❧❧❡ ❧❡& ♣.5❢5.❡♥❝❡& ❡①♣.✐♠5❡& ♣❛. ❧❡

❞5❝✐❞❡✉. ❄

❖♥ &❛✐- 0✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦.-❡♠❡♥- ❞5❝✐&✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ❞5❝✐❞❡✉. .5❡❧ &✬5❝❛.-❡ ❣5♥5.❛✲

❧❡♠❡♥- ❞❡& ♠♦❞>❧❡& ♥♦.♠❛-✐❢&✳ ❉❡& -.❛✈❛✉① ❡♥ 5❝♦♥♦♠✐❡✱ ♣&②❝❤♦❧♦❣✐❡✱ ❛✐❞❡ 4 ❧❛

❞5❝✐&✐♦♥✱ ♦♥- ♠✐& ❡♥ 5✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡♣✉✐& ♣❧✉&✐❡✉.& ❞5❝❡♥♥✐❡& 0✉❡ ❧❡& ❞5❝✐❞❡✉.& .5❡❧&

❡✛❡❝-✉❡♥- ❞❡& ❝❤♦✐① 0✉✐ ♥❡ &♦♥- ✏♣❛" #❛$✐♦♥♥❡❧" ♠❛✐" ♣❛" ❝❛♣#✐❝✐❡✉① ♥♦♥ ♣❧✉" ✑

✭❑❛❤♥❡♠❛♥ ❡- ❚✈❡.&❦②✱ ❝✐-5& ❞❛♥& V✐❛--❡❧❧✐✲V❛❧♠❛.✐♥✐ ❬✶✾✾✹❪✮✳ ❈❡--❡ ❡①♣.❡&✲

&✐♦♥ ❢❛✐- .5❢5.❡♥❝❡ ❛✉ ❢❛✐- 0✉❡ ❧❡& ❝♦♠♣♦.-❡♠❡♥-& .5❡❧& ❞❡ ❞5❝✐&✐♦♥ &✬5❝❛.-❡♥-

✹✺
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▲✬❆▼❈❉

❞❡ ♠❛♥✐&'❡ (②(*+♠❛*✐,✉❡ ❡* ♣'+✈✐(✐❜❧❡ ❞❡( ♠♦❞&❧❡( '❛*✐♦♥♥❡❧(✳ ▲❛ ❙❡❝*✐♦♥ ✷✳✶

♣'+(❡♥*❡ ❞❡( ❡①❡♠♣❧❡( ❞❡ *❡❧( ❡✛❡*(✳ ❆♥❛❧②(❡' ❧❡( ❞+✈✐❛*✐♦♥( ❡①✐(*❛♥* ❡♥*'❡ ❧❡(

❝❛♥♦♥( '❛*✐♦♥♥❡❧( ♣♦(*✉❧+( ♣❛' ❧❡( ♠♦❞&❧❡( ❡* ❧❡ ❝♦♠♣♦'*❡♠❡♥* ❡✛❡❝*✐❢ '❡✈=* ✉♥❡

✐♠♣♦'*❛♥❝❡ ♣❛'*✐❝✉❧✐&'❡✳ ▲❡( ♦❜(❡'✈❛*✐♦♥( ❞✉ ❝♦♠♣♦'*❡♠❡♥* '+❡❧ ❛♠&♥❡♥* > '❡✲

♠❡**'❡ ❡♥ ,✉❡(*✐♦♥ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐' ❞❡(❝'✐♣*✐❢ ❞❡( ♠♦❞&❧❡( ♥♦'♠❛*✐❢( ❡* ❛❜♦✉*✐((❡♥*

> ✉♥ ❡♥'✐❝❤✐((❡♠❡♥* ❞❡( ♠♦❞&❧❡( ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉' ❝❛♣❛❝✐*+ ❞❡ '❡♣'+(❡♥*❛*✐♦♥✳

❈❡* ✐♠♣❛❝* (✉' ❧❡( ♠♦❞&❧❡( ♥♦'♠❛*✐❢( ❡(* ❞✐(❝✉*+ ❞❛♥( ❧❛ ❙❡❝*✐♦♥ ✷✳✷✳ ❉❡ ♣❧✉(✱

❧❛ ❝♦♥♥❛✐((❛♥❝❡ ✜♥❡ ❞❡( ❝♦♥(*❛♥*❡( ❞❡ ❝♦♠♣♦'*❡♠❡♥*( ♣❡'♠❡* ❞✬+❧❛❜♦'❡' ❞❡(

♣'♦❝+❞✉'❡( ❞✬+❧✐❝✐*❛*✐♦♥ ♣❧✉( ♣❡'*✐♥❡♥*❡(✳ ✷✳✸

✷✳✶ ◆♦%♠❡( ❞❡ %❛+✐♦♥❛❧✐+/ ❡+ %❡♥✈❡%(❡♠❡♥+( ❞❡

♣%/❢/%❡♥❝❡

❈♦♥(✐❞+'♦♥( ,✉✬✉♥❡ ♣❡'(♦♥♥❡ (♦✐* ❝❤❛'❣+❡ ❞❡ '❡❝✉❡✐❧❧✐' ❧❡( ♣'+❢+'❡♥❝❡( ❞✬✉♥

❞+❝✐❞❡✉'✱ ♣♦✉' ❧❡( *'❛♥(♠❡**'❡ > ,✉❡❧,✉✬✉♥ ❞✬❛✉*'❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣♦✉' ❧❡ '❡♣'+(❡♥*❡'

❧♦'( ❞✬✉♥ ✈♦*❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛((❡♠❜❧+❡ ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡**❡ (✐*✉❛*✐♦♥ ❡(* ♣'♦❝❤❡ ❞❡

❝❡❧❧❡ ❞❛♥( ❧❛,✉❡❧❧❡ (❡ *'♦✉✈❡ ❧✬❛♥❛❧②(*❡ ❡♥ ❛✐❞❡ > ❧❛ ❞+❝✐(✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❞♦✐* '❡❝✉❡✐❧❧✐'

❧❡( ♣'+❢+'❡♥❝❡( ❞✉ ❞+❝✐❞❡✉' ✭❡♥ ❧❡( ✐♥*+❣'❛♥* > ✉♥ ♠♦❞&❧❡✮ ❡* ✉*✐❧✐(❡' ❧❡ ♠♦❞&❧❡

♣♦✉' ♣'♦❞✉✐'❡ ✉♥❡ '❡❝♦♠♠❛♥❞❛*✐♦♥ ✭❧❛ ❞+❝✐(✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉( ✏❡♥ ❛❝❝♦'❞✑ ❛✈❡❝ ❧❡(

♣'+❢+'❡♥❝❡( ❞✉ ❞+❝✐❞❡✉'✮✳ ❊❧❧❡ ♣♦✉''❛ *'♦✉✈❡' '❛✐(♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ (✉♣♣♦(❡' ,✉❡ ✿

✶✳ ✐❧ ❡①✐(*❡✱ ✏❞❛♥( ❧❛ *=*❡ ❞✉ ❞+❝✐❞❡✉'✑✱ (❡( ♣'+❢+'❡♥❝❡( ❛✉ (✉❥❡* ❞❡ ❧❛ ,✉❡(✲

*✐♦♥ +*✉❞✐+❡✳ ❚❛♥* ,✉❡ ❞❡( +✈&♥❡♠❡♥*( (✐❣♥✐✜❝❛*✐❢( ♥✬♦♥* ♣❛( ❝❤❛♥❣+ ❧❡(

❝'♦②❛♥❝❡( ❡* ❧❡( ✈❛❧❡✉'( ❞✉ ❉▼✱ (❡( ♣'+❢+'❡♥❝❡( (♦♥* (*❛❜❧❡(✳

✷✳ Q❡✉ ✐♠♣♦'*❡ ❧❛ ♠❛♥✐&'❡ ❞♦♥* ♦♥ ✐♥*❡''♦❣❡ ❧❡ ❞+❝✐❞❡✉' (✉' (❡( ♣'+❢+'❡♥❝❡(✳

❙✐ ♦♥ ❡(* ❛((❡③ ♣'+❝✐( ❞❛♥( ❧❡( ,✉❡(*✐♦♥(✱ ♦♥ ♦❜*✐❡♥❞'❛ ❧✬✐♥❢♦'♠❛*✐♦♥

✉♥✐,✉❡ '❡❝❤❡'❝❤+❡✳ ▲❛ ❢♦'♠❡ ♥❡ ❝♦♠♣*❡ ♣❛(✱ ♣♦✉'✈✉ ,✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ '❡(*❡

✐♥❝❤❛♥❣+✳

Q❛'*❛♥*✱ ✐❧ ♣❛'❛S* ❛((❡③ (✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛S*'❡ ❧❡( ♣'+❢+'❡♥❝❡( ❞✉ ❞+❝✐❞❡✉' ✿ ✐❧ (✉✣*

❞❡ ❧✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡'✱ ❡♥ +*❛♥* '✐❣♦✉'❡✉① ❡* ♣'+❝✐(✱ ❡* (❛♥( (❡ (♦✉❝✐❡' ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐&'❡

❞♦♥* ♦♥ ✈❛ ❧✬✐♥*❡''♦❣❡'✳

✹✻
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▲✬❆▼❈❉

❊♥ "#❛❧✐'#✱ ❧❡* ♦❜*❡"✈❛'✐♦♥* ❛❝❝✉♠✉❧#❡* ❡♥ ❧✐''#"❛'✉"❡ ❡①♣#"✐♠❡♥'❛❧❡ ❞❡♣✉✐*

♣❧✉*✐❡✉"* ❞#❝❡♥♥✐❡* ❝♦♥'"❡❞✐*❡♥' ❝❡''❡ ❞❡*❝"✐♣'✐♦♥ ❞✉ "❡❝✉❡✐❧ ❞❡* ♣"#❢#"❡♥❝❡*✳

❊❧❧❡* "❡♠❡''❡♥' ❡♥ 6✉❡*'✐♦♥ ❧❡* ❞❡✉① ♣♦*'✉❧❛'* ♣"#❝#❞❡♥'*✳ ▲❡* ♣"#❢#"❡♥❝❡* ❡①✲

♣"✐♠#❡* ♣❛" ✉♥ ❞#❝✐❞❡✉" ✈❛"✐❡♥' ❡♥ ❣#♥#"❛❧ ❣"❛♥❞❡♠❡♥' ❡' *②*'#♠❛'✐6✉❡♠❡♥'

*❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ 6✉❡*'✐♦♥♥❡♠❡♥' ✉'✐❧✐*#✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥* ❧❛ *✉✐'❡ 6✉❡❧6✉❡*

❡①❡♠♣❧❡* ❞❡ ❝❡ ♣❤#♥♦♠=♥❡✱ 6✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ "❡♥✈❡"*❡♠❡♥' ❞❡ ♣"#❢#"❡♥❝❡✳ ?♦✉"

✉♥ ❞#❝✐❞❡✉"✱ ❡①♣"✐♠❡" ❞❡ '❡❧* "❡♥✈❡"*❡♠❡♥'* "❡✈✐❡♥' @ ♣"♦❞✉✐"❡ ❞❡* ✐♥❢♦"♠❛✲

'✐♦♥* ❝♦♥'"❛❞✐❝'♦✐"❡*✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❡♥ ❣#♥#"❛❧ ♣❛* ❞❡ "❛✐*♦♥ ❞❡ ❝♦♥*✐❞#"❡" ❧✬✉♥❡ ❞❡*

✐♥❢♦"♠❛'✐♦♥* ❝♦♥'"❛❞✐❝'♦✐"❡* ❝♦♠♠❡ ♣❧✉* ❧#❣✐'✐♠❡ 6✉❡ ❧❡* ❛✉'"❡*✳ ❈♦♠♠❡♥'

❞❛♥* ❝❡* ❝♦♥❞✐'✐♦♥* "❡❝✉❡✐❧❧✐" ❞❡* ♣"#❢#"❡♥❝❡* 6✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉' ❝♦♥*✐❞#"❡" ❝♦♠♠❡

❧#❣✐'✐♠❡* ❄ ❈♦♠♠❡♥' ❛**❡♦✐" ✉♥ ♠♦❞=❧❡ ❞❡ ♣"#❢#"❡♥❝❡* *✉" ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥' ❞♦♥'

♦♥ *❛✐' 6✉✬✐❧ ❛✉"❛✐' #'# ❞✐✛#"❡♥' *✐ ❧❛ 6✉❡*'✐♦♥ ❛✈❛✐' #'# ♣♦*#❡ ❛✉'"❡♠❡♥' ❄

✷✳✶✳✶ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ +❡♥✈❡+-❡♠❡♥. ❞❡ ♣+/❢/+❡♥❝❡

?"#*❡♥'♦♥* ✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡"♥❛♥' ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐'✐6✉❡ ♣✉❜❧✐6✉❡✳ ■❧

❡*' ✉'✐❧✐*# ❞❛♥* ❚✈❡"*❦② ❛♥❞ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❬✶✾✽✶❪✱ ♣♦✉" ✐❧❧✉*'"❡" ❧✬❡✛❡' ❞❡ ❝❛❞"❛❣❡

✭❢!❛♠✐♥❣ ❡✛❡❝* ✮✱ ❞❛♥* ✉♥ ❝♦♥'❡①'❡ ❞❡ ❞#❝✐*✐♦♥ "✐*6✉#❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✶✳✶ ✭❊♣✐❞#♠✐❡ ❛*✐❛'✐6✉❡✮✳ ■♠❛❣✐♥❡③ -✉❡ ✈♦*!❡ ♣❛②3 3❡ ♣!4♣❛!❡

❛✉① ❡✛❡*3 ❞✬✉♥❡ 4♣✐❞4♠✐❡ ✐♠♠✐♥❡♥*❡✳ ❯♥ ✈✐!✉3 !❛!❡ ♣!♦✈❡♥❛♥* ❞✬❆3✐❡ ❝♦♠✲

♠❡♥❝❡ < 3❡ !4♣❛♥❞!❡ 3✉! ❧❡ *❡!!✐*♦✐!❡✳ ■❧ ❡3* ♣!4✈✉ -✉❡ ❝❡**❡ 4♣✐❞4♠✐❡ ✈❛ ❢❛✐!❡

✻✵✵ ♠♦!*3✳ ❉❡✉① ♣!♦❣!❛♠♠❡3 ❛❧*❡!♥❛*✐❢3 ♣♦✉! ❝♦♠❜❛**!❡ ❧✬4♣✐❞4♠✐❡ ♦♥* 4*4 ♣!♦✲

♣♦343✳

❋♦!♠✉❧❛*✐♦♥ ✶

❈♦♥3✐❞4!❡③ -✉❡ ❧❡3 ❡3*✐♠❛*✐♦♥3 3❝✐❡♥*✐✜-✉❡3 ❡①❛❝*❡3 ❞❡3 ❝♦♥34-✉❡♥❝❡3 ❛33♦❝✐4❡3

< ❝❤❛-✉❡ ♣!♦❣!❛♠♠❡ 3♦♥* ❧❡3 3✉✐✈❛♥*❡3 ✿

• ❙✐ ❧❡ ♣!♦❣!❛♠♠❡ ❆ ❡3* ❛❞♦♣*4✱ ✷✵✵ ♣❡!3♦♥♥❡3 3❡!♦♥* 3❛✉✈4❡3✳

• ❙✐ ❧❡ ♣!♦❣!❛♠♠❡ ❇ ❡3* ❛❞♦♣*4✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ 3✉! *!♦✐3 ♣♦✉! -✉❡ ✻✵✵

♣❡!3♦♥♥❡3 3♦✐❡♥* 3❛✉✈4❡3✱ ❡* ❞❡✉① ❝❤❛♥❝❡3 3✉! *!♦✐3 ♣♦✉! -✉❡ ♣❡!3♦♥♥❡ ♥❡

3♦✐* 3❛✉✈4✳

✹✼
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❋♦"♠✉❧❛'✐♦♥ ✷

❈♦♥,✐❞."❡③ 1✉❡ ❧❡, ❡,'✐♠❛'✐♦♥, ,❝✐❡♥'✐✜1✉❡, ❡①❛❝'❡, ❞❡, ❝♦♥,.1✉❡♥❝❡, ❛,,♦❝✐.❡,

5 ❝❤❛1✉❡ ♣"♦❣"❛♠♠❡ ,♦♥' ❧❡, ,✉✐✈❛♥'❡, ✿

• ❙✐ ❧❡ ♣"♦❣"❛♠♠❡ ❆✬ ❡,' ❛❞♦♣'.✱ ✹✵✵ ♣❡",♦♥♥❡, ✈♦♥' ♠♦✉"✐"✳

• ❙✐ ❧❡ ♣"♦❣"❛♠♠❡ ❇✬ ❡,' ❛❞♦♣'.✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ,✉" '"♦✐, ♣♦✉" 1✉❡

♣❡",♦♥♥❡ ♥❡ ♠❡✉"❡✱ ❡' ❞❡✉① ❝❤❛♥❝❡, ,✉" '"♦✐, ♣♦✉" 1✉❡ ✻✵✵ ♣❡",♦♥♥❡,

♠❡✉"❡♥'✳

❉❛♥# ❧❡ ❣'♦✉♣❡ ❞❡ ♣❛',✐❝✐♣❛♥,# ✐♥,❡''♦❣/ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣'❡♠✐2'❡ ❢♦'♠✉❧❛,✐♦♥✱ ❧❛

♠❛❥♦'✐,/ ❛ ❝❤♦✐#✐ ❧❡ ♣'♦❣'❛♠♠❡ ❆✳ ❉❛♥# ❧✬❛✉,'❡ ❣'♦✉♣❡✱ ✉♥❡ ♠❛❥♦'✐,/ #✐❣♥✐✜✲

❝❛,✐✈❡ ❛ ❝❤♦✐#✐ ❧❡ ♣'♦❣'❛♠♠❡ ❇✬✳ =♦✉',❛♥,✱ ❧❡# ♣'♦❣'❛♠♠❡# ❆✬ ❡, ❆ ♦♥, ❞❡#

❝♦♥#/>✉❡♥❝❡# ✐❞❡♥,✐>✉❡#✱ ❞❡ ♠?♠❡ >✉❡ ❧❡# ♣'♦❣'❛♠♠❡# ❇ ❡, ❇✬✳ ■❧# ♥❡ ❞✐✛2'❡♥,

>✉❡ ❞❛♥# ❧❛ ❢❛B♦♥ ❞♦♥, ✐❧# #♦♥, ❢♦'♠✉❧/#✳ ▲❛ ❞❡#❝'✐♣,✐♦♥ ❞❡# ❛❧,❡'♥❛,✐✈❡#✱ ❡♥

,❡'♠❡# ❞❡ ✈✐❡# #❛✉✈/❡#✱ ♦✉ ❞❡ ♠♦',#✱ ✐♥✢✉❡ #✉' ❧❛ ♣'/❢/'❡♥❝❡ ❡①♣'✐♠/❡ ♣❛' ❧❡#

♣❛',✐❝✐♣❛♥,#✳

❖♥ ♣❡✉, ❢♦'♠✉❧❡' ,'♦✐# '❡♠❛'>✉❡# ✐♠♣♦',❛♥,❡# G ♣'♦♣♦# ❞❡ ❧✬/❧✐❝✐,❛,✐♦♥ ❞❡#

♣'/❢/'❡♥❝❡# #✉' ❝❡, ❡①❡♠♣❧❡✳ ■♠❛❣✐♥♦♥# >✉❡ ❧✬♦♥ ♣'♦♣♦#❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐,✐>✉❡

❞❡ #❛♥,/ ♣✉❜❧✐>✉❡ #❡❧♦♥ ❧❡# ❞❡✉① ❞❡#❝'✐♣,✐♦♥# G ✉♥ ♠?♠❡ ❞/❝✐❞❡✉'✳ ❖♥ ❛✉'❛

❜✐❡♥ #I' ♣'✐# #♦✐♥ ❞❡ '❡♥❞'❡ ❧❡# ❞❡✉① ,J❝❤❡# ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥,❡# ❞❛♥# ❧❛ ♠❡#✉'❡ ❞✉

♣♦##✐❜❧❡✱ ❡♥ ❧❡# ❡#♣❛B❛♥, ❞❛♥# ❧❡ ,❡♠♣#✱ ❡, ❡♥ ♣'♦♣♦#❛♥, ❞✬❛✉,'❡# ,J❝❤❡# ❞❡

❥✉❣❡♠❡♥, ❡♥,'❡ ❧❡# ❞❡✉①✳ ■♠❛❣✐♥♦♥# >✉❡ ❧❡ ❞/❝✐❞❡✉' ❝❤♦✐#✐##❡ ✐♥❞/♣❡♥❞❛♠♠❡♥,

❧❡# ♣'♦❣'❛♠♠❡# ❆ ❡, ❇✬✳ ❖♥ #❡ '❡,'♦✉✈❡ ❢❛❝❡ G ✉♥ ❞✐❧❡♠♠❡✳

='❡♠✐2'❡♠❡♥,✱ ✐❧ ② ❛ ❢♦', G ♣❛'✐❡' >✉❡ ❧❡ ❞/❝✐❞❡✉'✱ ❛✈❡❝ ❞✉ '❡❝✉❧✱ ♥❡ #♦✉❤❛✐,❡

♣❛# >✉❡ #♦♥ ❥✉❣❡♠❡♥, ❞✐✛2'❡ ❡♥,'❡ ❧❡# ❞❡✉① #✐,✉❛,✐♦♥# #✐♠♣❧❡♠❡♥, G ❝❛✉#❡ ❞❡

❧❛ ❢♦'♠✉❧❛,✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦'♠✉❧❛,✐♦♥ ❞❡✈'❛✐, ?,'❡ ❡①,/'✐❡✉'❡ ❛✉ ♣'♦❜❧2♠❡✳ ❯♥❡ ,❡❧❧❡

'2❣❧❡ ❝♦♥#,✐,✉❡ ✉♥❡ ♥♦'♠❡ ❞❡ '❛,✐♦♥❛❧✐,/✱ >✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉, ❢♦'♠✉❧❡' ❛✐♥#✐ ✿ ✏ ❧❡,

♣".❢."❡♥❝❡, ❛✉ ,✉❥❡' ❞✬❛❧'❡"♥❛'✐✈❡, ❞♦✐✈❡♥' G'"❡ ✐♥❞.♣❡♥❞❛♥'❡, ❞❡ ❧❛ ❢❛H♦♥ ❞♦♥'

❡❧❧❡, ,♦♥' ❞.❝"✐'❡,✳✑ ❉❡✉①✐2♠❡♠❡♥,✱ ❧❡ ❞/❝✐❞❡✉' ❡♥ >✉❡#,✐♦♥ ♥✬❛✉'❛ ❣/♥/'❛❧❡✲

♠❡♥, ♣❛# ❝♦♥#❝✐❡♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐' ❡①♣'✐♠/ ❞❡✉① ❥✉❣❡♠❡♥,# ❝♦♥,'❛❞✐❝,♦✐'❡#✳ ■❧ ② ❛

❞♦♥❝ ♥/❝❡##✐,/ ♣♦✉' ❧✬❛♥❛❧②#,❡ ❡, ❧❡ ❞/❝✐❞❡✉' ❞❡ #✬❛##✉'❡' >✉❡ ❧❡# ♣'/❢/'❡♥❝❡#

❞✉ ❞/❝✐❞❡✉' #♦✉#❝'✐✈❡♥, ❛✉① ♥♦'♠❡# ❞❡ '❛,✐♦♥❛❧✐,/✳ ❊♥✜♥✱ #✉♣♣♦#♦♥# >✉❡ ❧✬♦♥

✹✽
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▲✬❆▼❈❉

❝❤❡#❝❤❡ $ ✐♥'(❣#❡# ❧❡+ ♣#(❢(#❡♥❝❡+ ❞✉ ❞(❝✐❞❡✉# ❞❛♥+ ✉♥ ♠♦❞3❧❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉'

♣#❡♥❞#❡ ❡♥ ❝♦♥+✐❞(#❛'✐♦♥ ❧❡+ ❞❡✉① #(♣♦♥+❡+ +✐♠✉❧'❛♥(♠❡♥'✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉' ♣❛+ ❛

♣#✐♦#✐ ❝♦♥+✐❞(#❡# ❧✬✉♥❡ ❞❡+ #(♣♦♥+❡+ ❝♦♠♠❡ ♣❧✉+ ❧(❣✐'✐♠❡ 8✉❡ ❧✬❛✉'#❡✳ ❖♥ ♥❡

+❛✐' ♣❛+ 8✉❡❧❧❡ ❡+' +❛ ✏✈#❛✐❡✑ ♣#(❢(#❡♥❝❡✳ ❈❡❧❛ ♣♦+❡ ✉♥ ♣#♦❜❧3♠❡ ❞❡ '❛✐❧❧❡ ♣♦✉#

❧✬(❧✐❝✐'❛'✐♦♥ ❞❡+ ♣#(❢(#❡♥❝❡+✳

❖♥ ❝♦♠♣#❡♥❞✱ ❛✈❡❝ ❝❡' ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛♣♣♦#' ❞✉ ❝♦✉#❛♥' ❞❡+❝#✐♣'✐❢ ❡♥ '❤(♦✲

#✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞(❝✐+✐♦♥✳ ▲✬('✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦#'❡♠❡♥' ❞(❝✐+✐♦♥♥❡❧ ♣❡#♠❡' ❞❡ ❞#❡++❡#

✉♥ ♣♦#'#❛✐' +✐♥❣✉❧✐❡# ❞✉ ❞(❝✐❞❡✉# ✿ ❜✐❡♥ 8✉❡ +❡+ ♣#(❢(#❡♥❝❡+ +♦✐❡♥' ❧✐(❡+ $ +❡+

❝#♦②❛♥❝❡+✱ ✈❛❧❡✉#+ ❡' ❜❡+♦✐♥+ ♣❡#+♦♥♥❡❧+✱ ✐❧ ❡+' +♦✉♠✐+ $ ❞❡ ♥♦♠❜#❡✉① ❡✛❡'+

❞✉ ❝♦♥'❡①'❡ 8✉✐ ❧❡ #❡♥❞❡♥' ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❞❛♥+ ✉♥❡ ❝❡#'❛✐♥❡ ♠❡+✉#❡✳ D❛# +♦♥

❝♦♠♣♦#'❡♠❡♥'✱ ❧❡ ❞(❝✐❞❡✉# ♥❡ #❡++❡♠❜❧❡ ♣❛+ $ ✉♥ ❛❣❡♥' #❛'✐♦♥♥❡❧ 8✉✐ ✐♥❥❡❝'❡✲

#❛✐' +❡+ ♣#(❢(#❡♥❝❡+ '♦✉'❡+ ❢❛✐'❡+ ❞❛♥+ ❞❡+ ♠♦❞3❧❡+ ❝❛❧❝✉❧❛♥' ❧✬♦♣'✐♠✉♠✱ ♠❛✐+

✐❧ +❡♠❜❧❡ ♣❧✉'F' ♠❡''#❡ ❡♥ G✉✈#❡ ❞❡+ ❤❡✉#✐+'✐8✉❡+ ✈❛#✐(❡+ +❡❧♦♥ ❧❡+ +✐'✉❛'✐♦♥+

❡' ❧❡ ❝♦♥'❡①'❡✱ ❡' ❝♦♥+'#✉✐#❡ +❡+ ♣#(❢(#❡♥❝❡+ $ ♠❡+✉#❡ 8✉✬❡❧❧❡+ +♦♥' #❡8✉✐+❡+✳

✷✳✶✳✷ ■♥✈❛'✐❛♥❝❡ ♣'♦❝-❞✉'❛❧❡

▲❡+ ❡①♣(#✐❡♥❝❡+ ❝♦♥'#F❧(❡+ ❡♥ ❧❛❜♦#❛'♦✐#❡ ❡' ❡♥ ❝♦♥'❡①'❡ #(❡❧ ♠♦♥'#❡♥' 8✉❡

❧❡+ ❞(❝✐❞❡✉#+ ♥❡ +❡ ❝♦♠♣♦#'❡♥' ♣❛+ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❣❡♥' #❛'✐♦♥♥❡❧ ♣♦+'✉❧( ❞❛♥+ ❧❡+

♠♦❞3❧❡+ ♥♦#♠❛'✐❢+✳ ■❧ ♣❡✉' ♣❛#❛I'#❡ (✈✐❞❡♥' 8✉❡ ❞❛♥+ ❞❡+ +✐'✉❛'✐♦♥+ #(❡❧❧❡+

❞❡ ❞(❝✐+✐♦♥✱ ❧❡+ ❞(❝✐❞❡✉#+ ❤✉♠❛✐♥+ +♦✐❡♥' ❡♥ ♣❛#'✐❡ ✐♠♣#(✈✐+✐❜❧❡+ ♦✉ 8✉✬✐❧+ +❡

'#♦♠♣❡♥' ♣❛#❢♦✐+ ❞❛♥+ ❧❡✉# ❝❤♦✐①✳ ▼❛✐+ ❝❡ 8✉✐ ❡+' ❢#❛♣♣❛♥' ❡+' 8✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜+❡#✈❡

❞❡+ ❞(✈✐❛'✐♦♥+ ♣❛# #❛♣♣♦#' $ ❧❛ #❛'✐♦♥❛❧✐'( 8✉✐ ♥❡ ❝♦♥+'✐'✉❡♥' ♣❛+ ✉♥ ❜#✉✐'

❛❧(❛'♦✐#❡ ♠❛✐+ ❞❡+ ❞✐✛(#❡♥❝❡+ ❞❛♥+ ❞❡+ ❞✐#❡❝'✐♦♥+ +②+'(♠❛'✐8✉❡+✱ ❞❡+ ❞(✈✐❛'✐♦♥+

+'❛'✐+'✐8✉❡♠❡♥' +✐❣♥✐✜❝❛'✐✈❡+ ❡' #❡♣#♦❞✉❝'✐❜❧❡+ ❞❛♥+ ❞❡+ ❝♦♥'❡①'❡+ ✈❛#✐(+✳ ❈❡+

❞(✈✐❛'✐♦♥+ #(✈3❧❡♥' ❞❡+ +'#❛'(❣✐❡+✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥' ❝♦❤(#❡♥'❡+✱ ♠✐+❡+ ❡♥ G✉✈#❡ +❡❧♦♥

❧❡ ❝♦♥'❡①'❡ ♣❛# ❧❡ ❞(❝✐❞❡✉# ❞❡ ♠❛♥✐3#❡ ♣❧✉+ ♦✉ ♠♦✐♥+ ✐♥❝♦♥+❝✐❡♥'❡✳

❯♥ ❛+♣❡❝' ✐♠♣♦#'❛♥' ❞❡ ❝❡+ ❞(✈✐❛'✐♦♥+ ❡+' 8✉❡ ❧❡+ ❞(❝✐❞❡✉#+ ♣❛#'❛❣❡♥' ❧❡+

❛①✐♦♠❡+ ❞❡ #❛'✐♦♥❛❧✐'(✳ ❙✐ ♦♥ ❧❡✉# ❞❡♠❛♥❞❡ ❡①♣❧✐❝✐'❡♠❡♥'✱ ✐❧+ +♦✉❤❛✐'❡♥' 8✉❡

❧❡✉#+ ♣#(❢(#❡♥❝❡+ +♦✐❡♥' ✐♥❞(♣❡♥❞❛♥'❡+ ❞❡ ❧❛ ❢❛N♦♥ ❞♦♥' ♦♥ ❧❡+ +♦♥❞❡✳ ■❧+ +♦♥'

❞✬❛❝❝♦#❞ +✉# ❧❡ ❢❛✐' 8✉❡ ❧✬♦♥ ❞❡✈#❛✐' #❡+♣❡❝'❡# ❞❡+ #3❣❧❡+ ❞❡ ❝♦❤(#❡♥❝❡✳ D❛#

❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡+' ❛✐+( ❞❡ #❡❝♦♥♥❛I'#❡ 8✉✬✉♥❡ ♣♦❧✐'✐8✉❡ ❞❡ +(❝✉#✐'( #♦✉'✐3#❡ ♥❡

❞❡✈#❛✐' ♣❛+ ❞(♣❡♥❞#❡ ❞❡ ❞('❛✐❧+ ❞❛♥+ ❧❛ ❢❛N♦♥ ❞♦♥' ❧❡+ ♣#♦❥❡'+ +♦♥' ❡①♣♦+(+ ❛✉
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▲✬❆▼❈❉

❞!❝✐❞❡✉& ♣♦❧✐*✐+✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦&♠✉❧❛*✐♦♥ ❡♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♠♦&*2 ♦✉ ❡♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡

✈✐❡2 2❛✉✈!❡2✳ ❉❡ ♣❧✉2✱ ✐❧ ❡2* &❡♠❛&+✉❛❜❧❡ ❧❡2 ❞!❝✐❞❡✉&2 2♦♥* 2♦✉✈❡♥* ❝♦♥✜❛♥*2

❡♥ ❧❛ ❝♦❤!&❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❡✉&2 ❝❤♦✐① ❡* ♥❡ 2❡ &❡♥❞❡♥* ♣❛2 ❝♦♠♣*❡ ❧♦&2+✉✬✐❧2

✈✐♦❧❡♥* ❧❡2 ❛①✐♦♠❡2 ❞❡ &❛*✐♦♥❛❧✐*! ❛✉①+✉❡❧2 ✐❧2 ❛✐♠❡&❛✐❡♥* ♣♦✉&*❛♥* 2♦✉2❝&✐&❡✳

◆♦✉2 ❞♦♥♥♦♥2 ❞❡2 ❡①❡♠♣❧❡2 ❞❡ ❞!✈✐❛*✐♦♥2 2✉♣♣❧!♠❡♥*❛✐&❡2 ❞❛♥2 ❧❛ 2✉✐*❡✳

❉✐✈❡$%✐&' ❞❡% ♣$♦❝'❞✉$❡% ❞✬'❧✐❝✐&❛&✐♦♥

❉❡ ♥♦♠❜&❡✉2❡2 *<❝❤❡2 ❞❡ ❞!❝✐2✐♦♥ 2♦♥* 2♦✉✈❡♥* ❡♥✈✐2❛❣❡❛❜❧❡2 ♣♦✉& &❡❝✉❡✐❧❧✐&

❧❛ ♠=♠❡ ✐♥❢♦&♠❛*✐♦♥ ♣&!❢!&❡♥*✐❡❧❧❡✳ >❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉& ❞!*❡&♠✐♥❡& ❧❛+✉❡❧❧❡ ❞❡2

❛❧*❡&♥❛*✐✈❡2 A(a1, a2) ❡* B(b1, b2) ❡2* ♣&!❢!&!❡ ♣❛& ✉♥ ❞!❝✐❞❡✉&✱ ♦♥ ♣❡✉* ✉*✐❧✐2❡&

❧❡2 ♣&♦❝!❞✉&❡2 ❞❡ +✉❡2*✐♦♥♥❡♠❡♥* 2✉✐✈❛♥*❡2 ✿

• ❝♦♠♣❛&❛✐2♦♥ ♣❛& ♣❛✐&❡ ✿ ◗✉❡❧❧❡ ❛❝*✐♦♥ ♣&!❢!&❡③✲✈♦✉2 ❄ ✭❏❡ ♣&!❢F&❡ A G B✱

❥❡ ♣&!❢F&❡ B G A✱ ❥❡ 2✉✐2 ✐♥❞✐✛!&❡♥*❡ ❡♥*&❡ A ❡* B✳✮

• ♠❛*❝❤✐♥❣ ✿ ■♥❞✐+✉❡③ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉& a2 *❡❧❧❡ +✉❡ ✈♦✉2 2♦②❡③ ✐♥❞✐✛!&❡♥*❡ ❡♥*&❡

A(a1, a2) ❡* B(b1, b2)✳

• ✇✐❧❧✐♥❣♥❡22 *♦ ♣❛② ✿ ❈♦♠❜✐❡♥ =*❡2✲✈♦✉2 ♣&=*❡ G ♣❛②❡& ♣♦✉& ♦❜*❡♥✐& A ❄

• ✇✐❧❧✐♥❣♥❡22 *♦ 2❡❧❧ ✿ >♦✉& ❝♦♠❜✐❡♥ =*❡2✲✈♦✉2 ♣&=*❡ G &❡♥♦♥❝❡& G A ❄

• ❞✐2*&✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥*2 ✿ ❱♦✉2 ❞✐2♣♦2❡③ ❞❡ ✶✵✵ ♣♦✐♥*2✱ &!♣❛&*✐22❡③✲❧❡2 ❡♥*&❡

A ❡* B✳

• !✈❛❧✉❛*✐♦♥ ✿ ◆♦*❡③ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡2 ❛❝*✐♦♥2 A ❡* B ❡♥*&❡ ✵ ❡* ✶✵✳

❖♥ ♣❡✉* ❛✉22✐ ❝♦♥2✐❞!&❡& ♣❧✉2 ❞❡ ❞❡✉① ❛❧*❡&♥❛*✐✈❡2 ❡* ❞❡♠❛♥❞❡& ❛✉ ❞!❝✐❞❡✉&

✉♥ &❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ❝❡2 ❛❧*❡&♥❛*✐✈❡2✳ >♦✉& &❡❝✉❡✐❧❧✐& ❞✐&❡❝*❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬✐♥❢♦&♠❛*✐♦♥

2✉& ❞❡2 ♣❛&❛♠F*&❡2 ♣&!❢!&❡♥*✐❡❧2✱ ✐❧ ❡①✐2*❡ !❣❛❧❡♠❡♥* ♣❧✉2✐❡✉&2 ♠!*❤♦❞❡2✳ >❛&

❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉& &❡❝✉❡✐❧❧✐& ❞❡2 ✈❛❧❡✉&2 ❞❡ ♣♦✐❞2 ❞❛♥2 ✉♥ ♠♦❞F❧❡ ❛❞❞✐*✐❢✱ ♦♥ ♣❡✉*

❞❡♠❛♥❞❡& ❛✉ ❞!❝✐❞❡✉& ❞❡ ❝❧❛22❡& ❧❡2 ❝&✐*F&❡2 ♣❛& ♦&❞&❡ ❞✬✐♠♣♦&*❛♥❝❡✱ ♣✉✐2 ❞✬❛2✲

2✐❣♥❡& ❞❡2 ✈❛❧❡✉&2 ❛✉ ♣♦✐❞2✳ ❖♥ ♣❡✉* ❛✉22✐ ❧✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡& ❞❡2 &❛*✐♦2 ♣❛& ♣❛✐&❡

❞❡ ♣♦✐❞2✱ ❡*❝✳ ❊♥ 2♦♠♠❡✱ +✉❡ ❧✬♦♥ ❡✛❡❝*✉❡ ✉♥❡ !❧✐❝✐*❛*✐♦♥ ❞✐&❡❝*❡ ♦✉ ✐♥❞✐&❡❝*❡

❞❡2 ♣&!❢!&❡♥❝❡2 ❞✉ ❞!❝✐❞❡✉&✱ ✐❧ ❡①✐2*❡ ✉♥ ❧❛&❣❡ ❝❤♦✐① ❞❛♥2 ❧❛ *<❝❤❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥*

✉*✐❧✐2!❡✱ ♣♦✉& &❡❝✉❡✐❧❧✐& ❧❛ ♠=♠❡ ✐♥❢♦&♠❛*✐♦♥✳

✺✵



❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ❊❳#➱❘■▼❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❊❙ #❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙ #❖❯❘

▲✬❆▼❈❉

▲❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✈❛#✐❛♥❝❡ ♣#♦❝,❞✉#❛❧❡ /0✐♣✉❧❡ 1✉❡ ❧❡/ ♣#,❢,#❡♥❝❡/ ❡①♣#✐♠,❡/

♣❛# ✉♥ ❞,❝✐❞❡✉# #❛0✐♦♥♥❡❧ ❞♦✐✈❡♥0 50#❡ ❧❡/ ♠5♠❡/ ♣♦✉# 0♦✉0❡/ ♣#♦❝,❞✉#❡/ ❞✬,❧✐✲

❝✐0❛0✐♦♥ ♥♦#♠❛0✐✈❡♠❡♥0 ,1✉✐✈❛❧❡♥0❡/ ✿ ✏✳ ✳ ✳ ❤❡ #❡❧❛ ✐♦♥ ♦❢ ♣#❡❢❡#❡♥❝❡ ,❤♦✉❧❞ ♥♦ 

❞❡♣❡♥❞ ♦♥  ❤❡ ❞❡,❝#✐♣ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ♦♣ ✐♦♥, ♦# ♦♥  ❤❡ ♠❡ ❤♦❞ ♦❢ ❡❧✐❝✐ ❛ ✐♦♥ ✳✑

✭❚✈❡#/❦② ❡0 ❛❧✳ ❬✶✾✽✽❪✮✳ ❊♥ ❞✬❛✉0#❡/ 0❡#♠❡/✱ ❧❡/ ♣#,❢,#❡♥❝❡/ #❡❝✉❡✐❧❧✐❡/ ❞♦✐✈❡♥0

50#❡ ✐♥❞,♣❡♥❞❛♥0❡/ ❞❡ ❧❛ ❢❛G♦♥ ❞♦♥0 ♦♥ ❧❡/ #❡❝✉❡✐❧❧❡✳ ❈❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ ❛ ,0, ,♥♦♥❝,

♣❛# ❆##♦✇ ❬✶✾✽✷❪ /♦✉/ ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❡①0❡♥/✐♦♥♥❛❧✐0,✳ ❉❡ ♥♦♠❜#❡✉① ❡✛❡0/ ❞❡ ❧❛ ❞❡/✲

❝#✐♣0✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣#♦❝,❞✉#❡ /✉# ❧❡/ ♣#,❢,#❡♥❝❡/ ❡①♣#✐♠,❡/ ♦♥0 ,0, ,0✉❞✐,/ ❞✉#❛♥0

❧❡/ ❞❡#♥✐O#❡/ ❞,❝❡♥♥✐❡/✱ ❡♥ ♣/②❝❤♦❧♦❣✐❡ ❡0 ❡♥ ,❝♦♥♦♠✐❡✳ ■❧/ ❝♦♥/0✐0✉❡♥0 ❞❡/ ✐♥/✲

0❛♥❝❡/ ♦S ❧✬✐♥✈❛#✐❛♥❝❡ ♣#♦❝,❞✉#❛❧❡ ♥✬❡/0 ♣❛/ #❡/♣❡❝0,❡ ♣❛# ❧❡ ❝♦♠♣♦#0❡♠❡♥0 ❞✉

❞,❝✐❞❡✉#✳

❯♥ ❝❡#0❛✐♥ ♥♦♠❜#❡ ❞❡/ ❡✛❡0/ ♦❜/❡#✈,/ ♦♥0 ♣✉ 50#❡ ✐♥0❡#♣#,0,/ ❡0 ✐♠♣✉0,/

U ❞❡/ ❜✐❛✐/ ❝♦❣♥✐0✐❢/✳ V❛#♠✐ ❝❡✉①✲❝✐✱ ♦♥ 0#♦✉✈❡ ❧❛ ♣♦♥❞,#❛0✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥,❛✐#❡

❞❡/ ♣#♦❜❛❜✐❧✐0,/✱ ❡0 ❧❡ ❢❛✐0 1✉✬✉♥ ❞,❝✐❞❡✉# ✐♥0❡#♣#O0❡ /♦✉✈❡♥0 ✉♥❡ /✐0✉❛0✐♦♥ ❞❡

❞,❝✐/✐♦♥ ❡♥ ❝♦❞❛♥0 ❧❡/ ❝♦♥/,1✉❡♥❝❡/ ❡♥ 0❛♥0 1✉❡ ❣❛✐♥/ ❡0 ♣❡#0❡/ #❡❧❛0✐❢/ U /♦♥

,0❛0 ♣#,/❡♥0✱ ❡0 ♥♦♥ ❡♥ ❧❡/ ❝♦♥/✐❞,#❛♥0 ❞❛♥/ ❧✬❛❜/♦❧✉✳ ▲❛ ❧✐00,#❛0✉#❡ ❢♦✉#♥✐0 ❛✐♥/✐

❞❡/ ♠♦❞O❧❡/ ❞❡/❝#✐♣0✐❢/ ♣❡#♠❡00❛♥0 ❞✬❡①♣❧✐1✉❡# ❞✐✛,#❡♥0/ ❡✛❡0/ ❡♥ ♠♦❞,❧✐/❛♥0

❧❡ ❝♦♠♣♦#0❡♠❡♥0 ❞❡ ❞,❝✐/✐♦♥ ♦❜/❡#✈,✳ ◗✉❡❧1✉❡/ ❡①❡♠♣❧❡/ /❡#♦♥0 ❞♦♥♥,/ U ❧❛

❙❡❝0✐♦♥ ✷✳✷✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✈✐♦❧❛,✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛.✐❛♥❝❡ ♣.♦❝0❞✉.❛❧❡ ✿ ❧✬❡✛❡, ❞❡ ♣.♦✲

0♠✐♥❡♥❝❡

❉❡ ♥♦♠❜&❡✉(❡( ❡①♣+&✐♠❡♥-❛-✐♦♥( ♦♥- ♣❡&♠✐( ❞❡ ❝♦♠♣❛&❡& ❞❡✉① ♠+-❤♦❞❡(

❞✬+❧✐❝✐-❛-✐♦♥ ❞✐(-✐♥❝-❡( ✿ ❧❛ ❝♦♠♣❛&❛✐(♦♥ ♣❛& ♣❛✐&❡ ❡- ❧❡ ♠❛-❝❤✐♥❣ ✭❙❧♦✈✐❝ ❬✶✾✼✺❪✱

❋✐(❝❤❡& ❛♥❞ ❍❛✇❦✐♥( ❬✶✾✾✸❪✱ ❍❛✇❦✐♥( ❬✶✾✾✹❪ ❡- ❈❛&♠♦♥ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥(♦♥ ❬✶✾✾✽❪✮✳

❉❛♥( ❧❛ ♣&❡♠✐J&❡ ♠+-❤♦❞❡✱ ❧✬❛♥❛❧②(-❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉ ❞+❝✐❞❡✉& ❞❡ ❝♦♠♣❛&❡& ❞❡✉①

❛❧-❡&♥❛-✐✈❡( ❡- ❞✬❡①♣&✐♠❡& ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥- ❡♥ ❢❛✈❡✉& ❞❡ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉-&❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥

✉♥❡ ✐♥❞✐✛+&❡♥❝❡ ❡♥-&❡ ❧❡( ❞❡✉① ❛❧-❡&♥❛-✐✈❡(✳ ❉❛♥( ❧❛ ♠+-❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛-❝❤✐♥❣✱ ✉♥❡

♣❛✐&❡ ❞✬❛❧-❡&♥❛-✐✈❡( ❡(- +❣❛❧❡♠❡♥- ♣&+(❡♥-+❡ ❛✉ ❞+❝✐❞❡✉&✱ ♠❛✐( ✉♥❡ +✈❛❧✉❛-✐♦♥

(✉& ✉♥ ❝&✐-J&❡ ❡(- ♠❛♥O✉❛♥-❡ ♣♦✉& ✉♥❡ ❞❡( ❛❧-❡&♥❛-✐✈❡(✳ ▲❡ ❞+❝✐❞❡✉& ❞♦✐- ❡(-✐♠❡&

❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠❛♥O✉❛♥-❡ ❡♥ ❝❤❡&❝❤❛♥- Q &❡♥❞&❡ ❧❡( ❞❡✉① ❛❧-❡&♥❛-✐✈❡( ✐♥❞✐✛+&❡♥-❡(✳

❈♦♥(✐❞+&♦♥( ❧✬❡①❡♠♣❧❡ (✉✐✈❛♥-✱ ❛❞❛♣-+ ❞❡ ❚✈❡&(❦② ❡- ❛❧✳ ❬✶✾✽✽❪✱ ♦S ❧❛ ♣&♦❝+❞✉&❡

❞❡ O✉❡(-✐♦♥♥❡♠❡♥- ✈❛&✐❡ (❡❧♦♥ ❧❡ ❣&♦✉♣❡ ❞❡ (✉❥❡-( ✐♥-❡&&♦❣+(✳

✺✶



❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ❊❳#➱❘■▼❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❊❙ #❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙ #❖❯❘

▲✬❆▼❈❉

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✷✳✶ ✭!"♦❣"❛♠♠❡ ❞❡ ♣"*✈❡♥-✐♦♥ ♣♦✉" ❧❛ 1*❝✉"✐-* "♦✉-✐3"❡✮✳  !"#

❞❡ ✻✵✵ ♣❡!#♦♥♥❡# #♦♥+ +✉-❡# ❞❛♥# ✉♥ ❛❝❝✐❞❡♥+ ❞❡ ✈♦✐+✉!❡ ❝❤❛3✉❡ ❛♥♥-❡ ❡♥ ■#!❛❡❧✳

▲❡ ♠✐♥✐#+!❡ ❞❡# +!❛♥#♣♦!+# ❡♥✈✐#❛❣❡ ❞✐✈❡!# ♣!♦❣!❛♠♠❡# ♣♦✉! !-❞✉✐!❡ ❧❡ ♥♦♠❜!❡

❞❡ ✈✐❝+✐♠❡# #✉! ❧❡# !♦✉+❡#✳

 !♦❝-❞✉!❡ ✶

❈♦♥#✐❞-!❡③ ❧❡# ❞❡✉① ♣!♦❣!❛♠♠❡# ❞❡ #-❝✉!✐+- !♦✉+✐"!❡ #✉✐✈❛♥+# ✭✈♦✐! ❚❛❜❧❡

✷✳✶✮✱ -✈❛❧✉-# ❡♥ ❝♦D+ ❛♥♥✉❡❧ ✭❡♥ ♠✐❧❧✐♦♥# ❞✬❡✉!♦#✮ ❡+ ❡♥ ♥♦♠❜!❡ ❞❡ ♠♦!+# ❛♥♥✉❡❧

❛++❡♥❞✉ ❛♣!"# ✐♠♣❧-♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ♣!♦❣!❛♠♠❡✳

♥❜ ❞❡ ✈✐❝-✐♠❡1 ❝♦6-

!"♦❣"❛♠♠❡ X ✺✵✵ ✺✺▼e

!"♦❣"❛♠♠❡ Y ✺✼✵ ✶✷▼e

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛"❛✐1♦♥

◗✉❡❧ ♣!♦❣!❛♠♠❡ ♣!-❢-!❡③✲✈♦✉# ❄

 !♦❝-❞✉!❡ ✷

❈♦♥#✐❞-!❡③ ❧❡# ❞❡✉① ♣!♦❣!❛♠♠❡# ❞❡ #-❝✉!✐+- !♦✉+✐"!❡ #✉✐✈❛♥+# ✭✈♦✐! ❚❛❜❧❡

✷✳✷✮✱ -✈❛❧✉-# ❡♥ ❝♦D+ ❛♥♥✉❡❧ ✭❡♥ ♠✐❧❧✐♦♥# ❞✬❡✉!♦#✮ ❡+ ❡♥ ♥♦♠❜!❡ ❞❡ ♠♦!+# ❛♥♥✉❡❧

❛++❡♥❞✉ ❛♣!"# ✐♠♣❧-♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ♣!♦❣!❛♠♠❡✳

♥❜ ❞❡ ✈✐❝-✐♠❡1 ❝♦6-

!"♦❣"❛♠♠❡ X ✺✵✵ ❄

!"♦❣"❛♠♠❡ Y ✺✼✵ ✶✷▼e

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ▼❛-❝❤✐♥❣

❱♦✉# ❞❡✈❡③ ❞-+❡!♠✐♥❡! ❧❡ ❝♦D+ ❞✉  !♦❣!❛♠♠❡ X 3✉✐ ❧❡ !❡♥❞ -3✉✐✈❛❧❡♥+ ❛✉

 !♦❣!❛♠♠❡ Y ✳ ✭❛✮ ❊#+✲❝❡ 3✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❞❡ ✺✺▼e ✈♦✉# ♣❛!❛N+ +!♦♣ ❤❛✉+❡ ♦✉ +!♦♣

❜❛##❡ ❄ ✭❜✮ ◗✉❡❧❧❡ ❡#+ ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❛♣♣!♦♣!✐-❡ #❡❧♦♥ ✈♦✉# ❄

❯♥ ❡✛❡- 1②1-*♠❛-✐E✉❡ ❛ *-* ♦❜1❡"✈*✳ ❊♥ "*♣♦♥1❡ G ❧❛ -H❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛"❛✐✲

1♦♥✱ ✻✽✪ ❞❡1 1✉❥❡-1 ❡①♣*"✐♠❡♥-❛✉① ❝❤♦✐1✐11❡♥- ❧❡ !"♦❣"❛♠♠❡ X✱ E✉✐ ❡1- ♣❧✉1

❝♦6-❡✉① ♠❛✐1 1❛✉✈❡ ♣❧✉1 ❞❡ ❣❡♥1✳ !♦✉"-❛♥-✱ ❡♥ "*♣♦♥1❡ ❛✉ ♠❛-❝❤✐♥❣✱ ✼✷✪ ❞❡1

✺✷



❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ❊❳#➱❘■▼❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❊❙ #❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙ #❖❯❘

▲✬❆▼❈❉

 ✉❥❡$ ❡ $✐♠❡♥$ ✉♥ ❝♦*$ ✐♥❢,-✐❡✉- . ✺✺▼e ♣♦✉- ❧❡ 3-♦❣-❛♠♠❡ X✱ ✐♠♣❧✐7✉❛♥$

7✉✬✐❧ ❛✉-❛✐❡♥$ ❝❤♦✐ ✐ ❧❡ 3-♦❣-❛♠♠❡ Y ❧♦- ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛-❛✐ ♦♥✳ ❈❡ ♣♦✉-❝❡♥$❛❣❡

♠♦♥$❡ ♠=♠❡ . ✾✻✪ ❧♦- 7✉✬♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧❛ -,♣♦♥ ❡ ❛✉ ♠❛$❝❤✐♥❣ ❞✐-❡❝$❡♠❡♥$✱

 ❛♥ ❞❡♠❛♥❞❡- ❞✬❛❜♦-❞  ✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉- ❞❡ ✺✺▼e ❡ $ $-♦♣ ❤❛✉$❡ ♦✉ $-♦♣ ❜❛  ❡✳

▲✬❛$$-✐❜✉$ ❧❡ ♣❧✉ ✐♠♣♦-$❛♥$ ✭♦✉ ♣-♦,♠✐♥❡♥$✱ ✐❝✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ♠♦-$ ✮ ❡ $  ✉-✲

,✈❛❧✉, ❞❛♥ ✉♥❡ $G❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛-❛✐ ♦♥ ♣❛- ♣❛✐-❡✱ -❡❧❛$✐✈❡♠❡♥$ . ✉♥❡ $G❝❤❡ ❞❡

♠❛$❝❤✐♥❣✳ ❈✬❡ $ ✉♥ ❡✛❡$ -♦❜✉ $❡✱ ❞,♠♦♥$-, ❞❛♥ ❞❡ ♥♦♠❜-❡✉① ❝♦♥$❡①$❡ ❞❡

❞,❝✐ ✐♦♥ ✿ ❛✉  ✉❥❡$ ❞❡ ❞❡ ♣♦❧✐$✐7✉❡ ❞❡  ,❝✉-✐$, -♦✉$✐K-❡✱ ♠❛✐ ❛✉  ✐ ❞❡ ❜✐❡♥ 

❞❡ ❝♦♥ ♦♠♠❛$✐♦♥✱ ❞✬❛♣♣❛-$❡♠❡♥$ ✱ ❞❡ $-❛✐$❡♠❡♥$ ♠,❞✐❝❛❧✱ ❡$❝✳ ✭✈♦✐- ❚✈❡- ❦②

❡$ ❛❧✳ ❬✶✾✽✽❪✮✳ ❊♥ ❞✬❛✉$-❡ $❡-♠❡ ✱ ❧❡ $❛✉① ❞❡  ✉❜ $✐$✉$✐♦♥ ❡♥$-❡ ❞❡✉① ❛$$-✐❜✉$ ✱

7✉✐ ❞❡✈-❛✐$ ❞,♣❡♥❞-❡ ✉♥✐7✉❡♠❡♥$ ❞❡ ♣-,❢,-❡♥❝❡ ❞✉ ❞,❝✐❞❡✉-✱ ❡ $ ♣❧✉ ❣-❛♥❞

 ✬✐❧ ❡ $ ❞,❞✉✐$ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛-❛✐ ♦♥ ♣❛- ♣❛✐-❡ 7✉❡  ✬✐❧ ❡ $ ❞✐-❡❝$❡♠❡♥$ ❞❡♠❛♥❞, .

$-❛✈❡- ✉♥❡ $G❝❤❡ ❞❡ ♠❛$❝❤✐♥❣✳

❉✬❛✉$-❡ $G❝❤❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥$ ♣❡✉✈❡♥$ =$-❡ ❡♥✈✐ ❛❣,❡ ♣♦✉- ♦❜$❡♥✐- ❧❡ ♠=♠❡

$②♣❡ ❞✬✐♥❢♦-♠❛$✐♦♥ ♣-,❢,-❡♥$✐❡❧❧❡✱ $❡❧ 7✉❡ ❧❡ ♠❛$❝❤✐♥❣ ♣❛- ❝♦♠♣❛-❛✐ ♦♥  ✉❝❝❡ ✲

 ✐✈❡ ✭ ❑❡❡♥❡② ❛♥❞ ❘❛✐✛❛ ❬✶✾✼✻❪✱ ♣♣✳ ✾✻✲✾✾✮✳ ▲❡ ❞,❝✐❞❡✉- ❡✛❡❝$✉❡ ❞❡  ,7✉❡♥❝❡ 

❞❡ ❝♦♠♣❛-❛✐ ♦♥ ❞❛♥ ❧❡ 7✉❡❧❧❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ,✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❡ $ ♣❡✉ . ♣❡✉ ❛❥✉ $,❡ ❡♥

❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡  ❡ -,♣♦♥ ❡ ✱ ❥✉ 7✉✬. ♦❜$❡♥✐- ✉♥❡ ✐♥❞✐✛,-❡♥❝❡ ❡♥$-❡ ❧❡ ❞❡✉① ❛❧$❡-✲

♥❛$✐✈❡ ♣-, ❡♥$,❡ ✳ ❯♥❡ ✈❡- ✐♦♥ ♠♦❞✐✜,❡ ❞❡ ❝❡$$❡ $G❝❤❡ ❝♦♥ ✐ $❡ . ❡♥$-❡❧❛❝❡- ❧❡ 

 ,7✉❡♥❝❡ ❝♦--❡ ♣♦♥❞❛♥$ . ❞✐✛,-❡♥$ ♠❛$❝❤✐♥❣ ❛✜♥ 7✉❡ ❧❡ ❞,❝✐❞❡✉- ♥❡  ♦✐$ ♣❛ 

❝♦♥ ❝✐❡♥$ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝$✐❢ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ $G❝❤❡ ✭❡✛❡❝$✉❡- ✉♥ ♠❛$❝❤✐♥❣✮✳ ❋✐ ❝❤❡- ❡$ ❛❧✳

❬✶✾✾✾❪ ♦❜ ❡-✈❡♥$ 7✉❡ ❧✬❡✛❡$ ❞❡ ♣-♦,♠✐♥❡♥❝❡ ❞,♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝$✐❢ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣❛✲

-❡♥$ ❞❡ ❧❛ $G❝❤❡ ❞✬,❧✐❝✐$❛$✐♦♥✱ 7✉✐ ♣❡✉$ =$-❡  ♦✐$ ❞❡ ❞✐✛,-❡♥❝✐❡- ♦✉ ❞✐ ❝-✐♠✐♥❡-

❡♥$-❡ ❧❡ ❛❧$❡-♥❛$✐✈❡ ✱  ♦✐$ ❞❡ ❧❡ ,❣❛❧✐ ❡-✳ ❆✐♥ ✐✱ ✈✐ ✲.✲✈✐ ❞❡ ❧✬❡✛❡$ ❞❡ ♣-♦,♠✐✲

♥❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉$ ❞✐ $✐♥❣✉❡- ❞❡✉① ❝❧❛  ❡ ❞❡ $G❝❤❡ ✿ ❧❛ ❝♦♠♣❛-❛✐ ♦♥ ♣❛- ♣❛✐-❡

❡$ ❧❡ ♠❛$❝❤✐♥❣ ♠❛ 7✉, ♣❛- ❝♦♠♣❛-❛✐ ♦♥ ❡♥$-❡❧❛❝,❡ ✭✈♦✐- ❇♦ $✐❝ ❡$ ❛❧✳ ❬✶✾✾✵❪

❡$ ❈❤❛♣✐$-❡ ✺✮✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛-$✱ ❡$ ❧❡ ♠❛$❝❤✐♥❣  ✐♠♣❧❡ ❛✐♥ ✐ 7✉❡ ❧❡ ♠❛$❝❤✐♥❣ ♣❛-

❝♦♠♣❛-❛✐ ♦♥  ✉❝❝❡  ✐✈❡ ❞✬❛✉$-❡ ♣❛-$✳ ▲❡ ♣-,❢,-❡♥❝❡ ❡①♣-✐♠,❡ ❡♥ ✉$✐❧✐ ❛♥$

❧❛ ♣-❡♠✐K-❡ ❝❛$,❣♦-✐❡✱ ❞♦♥$ ❧✬♦❜❥❡❝$✐❢ ♣❡-^✉ ♣❛- ❧❡ ❞,❝✐❞❡✉- ❡ $ ❞❡ ❞✐✛,-❡♥❝✐❡-✱

❢❛✈♦-✐ ❡♥$ ❧❡ ❝-✐$K-❡ ♣-♦,♠✐♥❡♥$ ♣❛- -❛♣♣♦-$ ❛✉① ♣-,❢,-❡♥❝❡ ❡①♣-✐♠,❡ ❡♥ ✉$✐✲

❧✐ ❛♥$ ❧❛ ❞❡✉①✐K♠❡ ❝❛$,❣♦-✐❡ ❞❡ ♣-♦❝,❞✉-❡✱ ❞♦♥$ ❧✬♦❜❥❡❝$✐❢ ♣❡-^✉ ❡ $ ❞✬,❣❛❧✐ ❡-✳

✺✸



❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ❊❳#➱❘■▼❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❊❙ #❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙ #❖❯❘

▲✬❆▼❈❉

❯♥ ❛✉$%❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧✬❡✛❡$ ❞❡ ❞♦$❛$✐♦♥ ✐♥✐$✐❛❧❡

▲❛ "✉❛♥%✐%' ❞✬❛*❣❡♥% "✉✬✉♥ ❞'❝✐❞❡✉* ❡.% ♣*0% 1 '❝❤❛♥❣❡* ♣♦✉* ✉♥ ❜✐❡♥ ❡.%

❝❡♥.'❡ *❡✢'%❡* ❧❛ ✈❛❧❡✉* "✉❡ ❝❡ ❞'❝✐❞❡✉* ❛❝❝♦*❞❡ ❛✉ ❢❛✐% ❞❡ ♣♦..'❞❡* ❝❡ ❜✐❡♥✳

:❧✉. ♣*'❝✐.'♠❡♥%✱ ❧❛ %❤'♦*✐❡ '❝♦♥♦♠✐"✉❡ ❝❧❛..✐"✉❡ ♣*'✈♦✐% "✉❡ .✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥%*=❧❡

❝❡*%❛✐♥. ♣❛*❛♠>%*❡. %❡❧. "✉❡ ❧❡ ❝♦?% ❞❡ %*❛♥.❛❝%✐♦♥ ♦✉ ❧✬❡✛❡% ❞❡ *❡✈❡♥✉✱ ♦♥

❞❡✈*❛✐% ♦❜.❡*✈❡*✱ ♣♦✉* ✉♥ ❜✐❡♥✱ ✉♥ ♣*✐① ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ✈❡♥%❡ ✭❲❚❙ ✿ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡..

%♦ .❡❧❧✮ .❡♥.✐❜❧❡♠❡♥% '❣❛❧ ❛✉ ♣*✐① ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❛❝❤❛% ✭❲❚: ✿ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡.. %♦ ♣❛②✮✳

❖* ❞❡. ❡①♣'*✐♠❡♥%❛%✐♦♥. ♠♦♥%*❡♥% "✉❡ ❧❡ ❲❚❙ ❡.% .♦✉✈❡♥% ❜✐❡♥ .✉♣'*✐❡✉*

❛✉ ❲❚:✳ ❉❛♥. ✉♥❡ ❡①♣'*✐♠❡♥%❛%✐♦♥ ♦L ❞❡. ♠✉❣. .♦♥% ❞✐.%*✐❜✉'. ❛❧'❛%♦✐*❡♠❡♥%

❡♥%*❡ ❞❡. .✉❥❡%.✱ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❡% ❛❧✳ ❬✶✾✾✵❪ ♦❜.❡*✈❡♥% ❞❡ ❧❛ ♣❛*% ❞❡. ♣♦..❡..❡✉*.

❞❡ ♠✉❣. ✉♥ ❲❚❙ ♣❧✉. ❞❡ ❞❡✉① ❢♦✐. ♣❧✉. ❣*❛♥❞ "✉❡ ❧❡ ❲❚❆ ♣*♦♣♦.' ♣❛* ❧❡.

.✉❥❡%. ♥♦♥ ♣♦..❡..❡✉*.✳ ❉❛♥. ❈❛*♠♦♥ ❛♥❞ ❆*✐❡❧② ❬✷✵✵✵❪✱ ❧❡ ❲❚❙ ❤②♣♦%❤'%✐"✉❡

❡①♣*✐♠' ♣❛* ❞❡. '%✉❞✐❛♥%. ♣♦✉* ✉♥ %✐❝❦❡% ❞✬❡♥%*'❡ 1 ✉♥ ♠❛%❝❤ ❞❡ ❜❛.❦❡%❜❛❧❧

✉♥✐✈❡*.✐%❛✐*❡ ❡.% ✶✹ ❢♦✐. ♣❧✉. ❣*❛♥❞ "✉❡ ❧❡ ❲❚: ❤②♣♦%❤'%✐"✉❡✳

▲✬❡✛❡% ❞❡ ❞♦%❛%✐♦♥ ✐♥✐%✐❛❧❡✱ ❡♥❞♦✇♠❡♥& ❡✛❡❝& ❡♥ ❛♥❣❧❛✐.✱ .%✐♣✉❧❡ "✉✬✉♥ ❞'✲

❝✐❞❡✉* ❛%%*✐❜✉❡ ♣❧✉. ❞❡ ✈❛❧❡✉* 1 ✉♥ ❜✐❡♥ ❧♦*."✉❡ ❝❡ ❜✐❡♥ ❡.% ❝♦♥.✐❞'*' ❝♦♠♠❡

❧✉✐ ❛♣♣❛*%❡♥❛♥%✳ ❖♥ ♣❡✉% *❛♣♣*♦❝❤❡* ❝❡% ❡✛❡% ❞❡ ❧✬❡✛❡% ❞❡ )&❛&✉ ,✉♦ ✭❢❛✈♦*✐.❡*

❧✬❛❧%❡*♥❛%✐✈❡ ❛..♦❝✐' 1 ❧✬'%❛% ❞❡ ❢❛✐% ❛❝%✉❡❧✮ ❡% ❧✬❡✛❡% ❞✬♦♠✐..✐♦♥ ✭❢❛✈♦*✐.❡* ❧✬✐♥✲

❛❝%✐♦♥✮ ✭❙❛♠✉❡❧.♦♥ ❛♥❞ ❩❡❝❦❤❛✉.❡* ❬✶✾✽✽❪✱ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❡% ❛❧✳ ❬✶✾✾✶❪✱ ❙❝❤✇❡✐%③❡*

❬✶✾✾✹❪✮✳

✷✳✶✳✸ ■♥✈❛(✐❛♥❝❡ ❞❡-❝(✐♣/✐✈❡ ❡/ ✐♥✈❛(✐❛♥❝❡ ❝♦♥/❡①/✉❡❧❧❡

▲✬✉♥ ❞❡. ❝❛♥♦♥. *❛%✐♦♥♥❡❧. ❡.% ❧✬✐♥❞'♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡. ♣*'❢'*❡♥❝❡. ❡①♣*✐♠'❡. ♣❛*

*❛♣♣♦*% 1 ❧❛ ❢❛]♦♥ ❞♦♥% ❡.% ♣*'.❡♥%' ❧❡ ♣*♦❜❧>♠❡✳ ❖* ♠0♠❡ ❡♥ ✜①❛♥% ❧❡ ♠♦❞❡

❞❡ "✉❡.%✐♦♥♥❡♠❡♥% ✭❝♦♠♣❛*❛✐.♦♥ ♣❛* ♣❛✐*❡ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ♦♥ ♦❜.❡*✈❡ ❞❡. ❡✛❡%.

.②.%'♠❛%✐"✉❡. ❞❡ ❧❛ ❞❡.❝*✐♣%✐♦♥ ❞✉ ♣*♦❜❧>♠❡ .✉* ❧❡. ♣*'❢'*❡♥❝❡. ❡①♣*✐♠'❡.✱

❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❛✈❡❝ ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✶✳✶ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐%✐"✉❡ ❞❡ .❛♥%'✱

❛✛❡❝%' ♣❛* ❧❡ ❢.❛♠✐♥❣✳ ❍❡*.❤❡② ❛♥❞ ❙❝❤♦❡♠❛❦❡* ❬✶✾✽✵❪ ❢♦✉*♥✐% ✉♥ ❛✉%*❡ ❡①❡♠♣❧❡

❢*❛♣♣❛♥%✳ ■❧ ❛ ♦❜.❡*✈' ❞❡. ❝❤♦✐① ❡♥%*❡ ✉♥❡ ❧♦%❡*✐❡ ✭p✱ 0 ❀ 1−p✱ −L✮ ❡% ✉♥❡ ♣❡*%❡

❞✬❛*❣❡♥% ❝❡*%❛✐♥❡ ✭−S✮✱ %❡❧. "✉❡ S < L✱ ❡♥ ✈❛*✐❛♥% ❧❡. ✈❛❧❡✉*. ❞❡ ♣❛*❛♠>%*❡✳

❈❡%%❡ .✐%✉❛%✐♦♥ ❝♦**❡.♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬❛❝❤❡%❡* ✉♥❡ ❛..✉*❛♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥✳ :♦✉*

❧❡. ✈❛❧❡✉*. ❞❡ ♣❛*❛♠>%*❡. ❝♦**❡.♣♦♥❞❛♥% ❧❡ ♣❧✉. 1 ✉♥❡ ❛..✉*❛♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐>*❡

✺✹
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▲✬❆▼❈❉

 !❛❧✐%&❡ ✭▲ !❧❡✈!✱ ♣ ♣❡&✐&✮✱ ❧❡% ❝❤♦✐① ❞✐✛! ❛✐❡♥& %✐❣♥✐✜❝❛&✐✈❡♠❡♥& %❡❧♦♥ 8✉❡ ❧❡

♣ ♦❜❧;♠❡ !&❛✐& ❞!❝ ✐& ❡♥ &❡ ♠❡% ❞❡ ❧♦&❡ ✐❡ ♦✉ ❞✬❛%%✉ ❛♥❝❡✳ ▲❡ ❝♦♥&❡①&❡ ❛✛❡❝&❡ ❧❛

 ❡♣ !%❡♥&❛&✐♦♥ ✐♥&❡ ♥❡ ❞✉ ♣ ♦❜❧;♠❡ ❡& ❧❛ ♣ !%❡♥&❛&✐♦♥ %♦✉% ❢♦ ♠❡ ❞✬❛%%✉ ❛♥❝❡

!✈♦8✉❡ ✉♥❡  !♣♦♥%❡ ♣❧✉% ❛✈❡ %❡ ❛✉  ✐%8✉❡✱ ♣♦✉ ✉♥ ❝❤♦✐① ♠❛&❤!♠❛&✐8✉❡♠❡♥&

✐❞❡♥&✐8✉❡✳

 !✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ ✈✐,✲.✲✈✐, ❞✬✉♥❡ ❛❧1❡!♥❛1✐✈❡ 1✐❡!❝❡

▲✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧&❡ ♥❛&✐✈❡% ❡♥✈✐%❛❣! ❞❛♥% ✉♥ ♣ ♦❜❧;♠❡ ❞❡ ❞!❝✐%✐♦♥ ♣❡✉& ?& ❡

❝♦♥%✐❞! ! ❝♦♠♠❡ ✉♥ !❧!♠❡♥& ❞❡ ❝♦♥&❡①&❡ ❞❡ ❧❛ ❞!❝✐%✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉& ❞!❝ ✐ ❡ ✉♥

♠?♠❡ ♣ ♦❜❧;♠❡ ❞❡ ❞!❝✐%✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥%✐❞! ❛♥& ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧&❡ ♥❛&✐✈❡% A ♦✉

❡♥ ❝♦♥%✐❞! ❛♥& ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ♣❧✉% ❣ ❛♥❞ A′✱ &❡❧ 8✉❡ A ⊂ A′✳ ❈❡&&❡ ♥♦&✐♦♥ ❞❡

❝♦♥&❡①&❡ ✐♥&❡ ✈✐❡♥& ❡♥ ♣❛ &✐❝✉❧✐❡ ❧♦ %8✉❡ ❧✬♦♥ ❡①❝❧✉& ❧❡% ❛❧&❡ ♥❛&✐✈❡% ❞♦♠✐♥!❡%

❞✬✉♥ ♣ ♦❜❧;♠❡✳ ❖♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝♦♥&❡①&❡ ❡♥ ♣❛%%❛♥& ❞✬✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧&❡ ♥❛&✐✈❡%

B ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ♣❧✉%  !❞✉✐&✳

▲❡ ♣ ✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❞!♣❡♥❞❛♥❝❡ ✈✐%✲B✲✈✐% ❞✬✉♥❡ &✐❡ ❝❡ ❛❧&❡ ♥❛&✐✈❡ %&✐♣✉❧❡ 8✉❡✱

!&❛♥& ❞♦♥♥! ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧&❡ ♥❛&✐✈❡% A ⊂ A′✱ ❧❡% ♣ !❢! ❡♥❝❡% %✉ A ❞♦✐✈❡♥&

?& ❡ ❧❡% ♠?♠❡% 8✉❡ ❧❡% ♣ !❢! ❡♥❝❡% %✉ A′✱  ❡%& ❡✐♥&❡% B A✳ D❛ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣ ❡♥♦♥%

A′ = {a, b, c} ❡& %✉♣♣♦%♦♥% 8✉❡ ❧❡% ♣ !❢! ❡♥❝❡% ❞✉ ❞!❝✐❞❡✉ %✉ A′ %♦♥& & ❛♥%✐✲

&✐✈❡% ❡& 8✉❡ b ≻ a ≻ c✳ ❆❧♦ % ❧❡ ♣ ✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❞!♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✐& 8✉❡ %✐ ❧✬♦♥ ♣ !%❡♥&❡

❛✉ ❞!❝✐❞❡✉ ❧❡ ❝❤♦✐① ♣❛ ♠✐ A = {a, b}✱ ✐❧ ❞❡✈ ❛✐& ♥!❝❡%%❛✐ ❡♠❡♥& ❞!❝❧❛ ❡ b ≻ a✳

▲❛ &❤!♦ ✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉ ♠✉❧&✐❛&& ✐❜✉& ❡%& ❝♦♠♣❛&✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡ ♣ ✐♥❝✐♣❡✳ ❉❛♥% ❧❛

❝♦♠♣❛ ❛✐%♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛❧&❡ ♥❛&✐✈❡%✱ %❡✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ✐♠♣♦ &❡✱

❡& ❝❡&&❡ ✈❛❧❡✉ ❡%& ✐♥❞!♣❡♥❞❛♥&❡ ❞❡ ❧❛ ♣ !%❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞✬✉♥❡ &✐❡ ❝❡ ❛❧&❡ ♥❛&✐✈❡✳

❉❡% ✈✐♦❧❛&✐♦♥% ❞✉ ♣ ✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❞!♣❡♥❞❛♥❝❡ B ✉♥❡ &✐❡ ❝❡ ❛❧&❡ ♥❛&✐✈❡ ♦♥& ❝❡✲

♣❡♥❞❛♥& !&! ♠✐%❡% ❡♥ !✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥% ❧❡ ❝♦♠♣♦ &❡♠❡♥& ❞!❝✐%✐♦♥♥❡❧✳ ❈✐&♦♥% ❧❡ ❝❛%

♣❛ &✐❝✉❧✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❛%②♠!& ✐8✉❡✳ ❖♥  ❛♣♣❡❧❧❡ 8✉❡ ❧❛  ❡❧❛&✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐✲

♥❛♥❝❡ %❡ ♥♦&❡ △✳ ❈♦♥%✐❞! ♦♥% A′ = {a, b, c} ❛✈❡❝ ¬(a△b)✱ ¬(b△a)✱ ¬(a△c) ❡&

b△c ✭✈♦✐ ❋✐❣✉ ❡ ✷✳✶✮✳ ▲❡ ❢❛✐& 8✉❡ c %♦✐& ❞♦♠✐♥! ♣❡✉& ♥♦✉% ❝♦♥❞✉✐ ❡ B ❧✬❡①❝❧✉ ❡

❞❡ A′ ❡& ♥❡  ❡❝✉❡✐❧❧✐ ❧❡% ♣ !❢! ❡♥❝❡% ❞✉ ❞!❝✐❞❡✉ 8✉❡ %✉ A = {a, b}✳ D♦✉ &❛♥&✱

❞❡%  ❡♥✈❡ %❡♠❡♥&% ❞❡ ♣ !❢! ❡♥❝❡ %②%&!♠❛&✐8✉❡% ♦♥& ❧✐❡✉ ❡♥& ❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛ ❛✐%♦♥

❞❡ a ❡& b ❞❛♥% A ❡& ❧❛ ❝♦♠♣❛ ❛✐%♦♥ ❞❡ a ❡& b ❞❛♥% A′✳ ▲❛ ♣ !%❡♥❝❡ ❞❡ c ❞♦♥♥❡

✉♥ ❛✈❛♥&❛❣❡ ❝♦♠♣❛ ❛&✐❢ B a ✭❍✉❜❡ ❡& ❛❧✳ ❬✶✾✽✷❪✱ ❲❡❞❡❧❧ ❬✶✾✾✶❪✱ ❙✐♠♦♥%♦♥ ❛♥❞

❚✈❡ %❦② ❬✶✾✾✷❪✱ ▼♦✉%%❡❛✉ ❛♥❞ ▼! ✐❝ ❬✶✾✾✾❪ ❡& D❡&&✐❜♦♥❡ ❛♥❞ ❲❡❞❡❧❧ ❬✷✵✵✵❪✮✳

✺✺
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▲✬❆▼❈❉

❈!✐#$!❡ ✶

❈!✐#$!❡ ✷

a

b

c

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✕ ❯♥❡ '✐)✉❛)✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❛'②♠1)2✐3✉❡ ❞❛♥' ❧❡ ♣❧❛♥ ❜✐❝2✐)72❡✳

❖♥ ♣❡✉) 1❣❛❧❡♠❡♥) ♠❡♥)✐♦♥♥❡2 ❧✬❡✛❡) ❞❡ ❝♦♥)2❛')❡ ❞❡ )2❛❞❡✲♦✛ ✭♦❜'❡2✈1 '✉2

❞❡' ♣♥❡✉' ❥✉❣1' '✉2 ❧❛ ❞✉21❡ ❞❡ ❣❛2❛♥)✐❡ ❡) ❧❡ ♣2✐①✱ ❡) '✉2 ❞❡' ❧♦)' ❝♦♠❜✐♥❛♥)

❛2❣❡♥) ❡) )✐❝❦❡)' ❝❛❞❡❛✉① ❞❛♥' ❚✈❡2'❦② ❛♥❞ ❙✐♠♦♥'♦♥ ❬✶✾✾✸❪✮✳ ❈♦♥'✐❞12♦♥' ✉♥❡

♣❛✐2❡ ❞✬❛❧)❡2♥❛)✐✈❡' x ❡) y )❡❧❧❡ 3✉❡ x ❛ ✉♥ ❛✈❛♥)❛❣❡ '✉2 ❧❡ ❝2✐)72❡ ✶✱ ❝♦♠♠❡ '✉2

❧❛ ❋✐❣✉2❡ ✷✳✷✳ ❉❛♥' ❧❛ ❝♦♠♣❛2❛✐'♦♥ ❞❡ x ❡) y✱ ❧❡' ❞1❝✐❞❡✉2' ♦♥) ♣❧✉' )❡♥❞❛♥❝❡

M ❝❤♦✐'✐2 x '✬✐❧' ♦♥) ❛✉♣❛2❛✈❛♥) 1)1 ❝♦♥❢2♦♥)1' M ✉♥ ❝❤♦✐① ♦P ❧✬❛✈❛♥)❛❣❡ '✉2

❧❡ ❝2✐)72❡ ✶ ❡') ♠♦✐♥' ❢♦2) ✭❝❤♦✐① ❡♥)2❡ x′ ❡) y′✮✱ 3✉❡ '✬✐❧' ♦♥) 1)1 ❝♦♥❢2♦♥)1

M ✉♥ ❝❤♦✐① ♦P ❧✬❛✈❛♥)❛❣❡ '✉2 ❧❡ ❝2✐)72❡ ✶ ❡') ♣❧✉' ❢♦2) ✭❝❤♦✐① ❡♥)2❡ x′′ ❡) y′′✮✳

▲✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ❝❤♦✐① ♣21❝1❞❡♥)' ♣❡✉) R)2❡ ❝♦♥'✐❞121 ❝♦♠♠❡ ❢❛✐'❛♥) ♣❛2)✐❡ ❞✉

❝♦♥)❡①)❡ ❞❡ ❧❛ ❞1❝✐'✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜'❡2✈❡ ❡♥❝♦2❡ ✉♥ ❡✛❡) '✐❣♥✐✜❝❛)✐❢ ❞✉ ❝♦♥)❡①)❡

'✉2 ❧❡' ♣21❢12❡♥❝❡' 1❧✐❝✐)1❡'✱ ❡♥ ❞1'❛❝❝♦2❞ ❛✈❡❝ ❧❡' ❤②♣♦)❤7'❡' ❞❡ ❧❛ )❤1♦2✐❡

❝❧❛''✐3✉❡✳

▲❡' ❞1✈✐❛)✐♦♥' ❞1❝2✐)❡' ❞❛♥' ❝❡))❡ '❡❝)✐♦♥ ❞1❝♦✉❧❡♥) ❞❡' ❧✐♠✐)❛)✐♦♥' ❝♦❣♥✐✲

)✐✈❡' ❞❡' ❞1❝✐❞❡✉2' 21❡❧' ❡) ❞✉ ❢❛✐) 3✉✬✐❧' ✉)✐❧✐'❡♥) ❞❡' 2❛✐'♦♥♥❡♠❡♥)' 3✉✐ '✬❛♣✲

♣❛2❡♥)❡♥) M ❞❡' ❤❡✉2✐')✐3✉❡' ✿ ❛❧❣♦2✐)❤♠❡' ❢♦✉2♥✐''❛♥) ✉♥❡ '♦❧✉)✐♦♥ 2❛♣✐❞❡♠❡♥)

♠❛✐' ♣❛' ❢♦2❝1♠❡♥) ♦♣)✐♠❛❧❡✳ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❬✷✵✵✸❪ ❞✐')✐♥❣✉❡ ❛✐♥'✐ ❞❡✉① ♠♦❞❡'

✉)✐❧✐'1' ♣❛2 ❧❡ ❞1❝✐❞❡✉2 ❡✛❡❝)✐❢ ♣♦✉2 21✢1❝❤✐2 ❡) ❞1❝✐❞❡2 ✿ ❧❡ 2❛✐'♦♥♥❡♠❡♥) ✭❧❡♥)✱

❝♦X)❡✉①✱ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❛♥) ❡♥ '12✐❡ ❡) ♥❡✉)2❡✮ ❡) ❧✬✐♥)✉✐)✐♦♥ ✭2❛♣✐❞❡✱ ♣❡✉ ❝♦X)❡✉①✱

❢♦♥❝)✐♦♥♥❛♥) ❡♥ ♣❛2❛❧❧7❧❡ ❡) ❧✐1 M ❧✬1♠♦)✐♦♥✮✳ ▲❡' )2❛✈❛✉① ❞❡'❝2✐♣)✐❢' ♣❡2♠❡))❡♥)

❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥♥❛Y)2❡ ❧❡ ❞1❝✐❞❡✉2✱ ♠❛✐' ♦♥) ❛✉''✐ ✉♥ ✐♠♣❛❝) '✉2 ❧❛ ❝♦♥❝❡♣)✐♦♥ ❞❡'

♠♦❞7❧❡' ♥♦2♠❛)✐❢' ✭✈♦✐2 ❋✐❣✉2❡ ✶✳✷✮✳ ■❧' ✐♥✈✐)❡♥) M ❛♠1❧✐♦2❡2 ❧❡✉2 ♣♦✉✈♦✐2 ❞❡

✺✻
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▲✬❆▼❈❉

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❉✐✛&'❡♥*+ *'❛❞❡✲♦✛+ ❜✐❝'✐*2'❡+ ✭*✐'& ❞❡ ❚✈❡'+❦② ❛♥❞ ❙✐♠♦♥+♦♥

❬✶✾✾✸❪✮✳

✺✼
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▲✬❆▼❈❉

 ❡♣ #$❡♥&❛&✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ✈♦✐ ❞❛♥$ ❧❛ ❙❡❝&✐♦♥ $✉✐✈❛♥&❡✳

✷✳✷ ❱❡$% ✉♥ ❊♥$✐❝❤✐%%❡♠❡♥- ❞❡% ▼♦❞1❧❡% ❉❡%✲

❝$✐♣-✐❢%

▲✬✉♥❡ ❞❡$ ♣ ❡♠✐5 ❡$ ❞❡$❝ ✐♣&✐♦♥$ ❞✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦ &❡♠❡♥& ❞#❝✐$✐♦♥♥❡❧

❤✉♠❛✐♥ ❡$& ❞✉❡ 8 ❍❡ ❜❡ & ❙✐♠♦♥✳ ■❧ ❛ ♣ ♦♣♦$# ❧❡ &❡ ♠❡ ❞❡ ✏ ❛&✐♦♥❛❧✐&# ❧✐♠✐&#❡✑

✭✈♦✐ ♣❛ ❡①❡♠♣❧❡ ❙✐♠♦♥ ❬✶✾✺✺❪✮ ♣♦✉ ❞#❝ ✐ ❡ ✉♥ ❛$♣❡❝& ❡$$❡♥&✐❡❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦ &❡✲

♠❡♥&  #❡❧ ❞❡ ❞#❝✐$✐♦♥ ❞❡ ❧✬F& ❡ ❤✉♠❛✐♥✳ G♦✉  #$♦✉❞ ❡ ✉♥ ♣ ♦❜❧5♠❡ ❞❡ ❞#❝✐$✐♦♥✱

❧✬❤♦♠♠❡ ♥❡ ❞✐$♣♦$❡ H✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐&# ❞❡ & ❛✐&❡♠❡♥& ✜♥✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦ ♠❛&✐♦♥✳

◆♦♥ $❡✉❧❡♠❡♥&✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉& ❡✛❡❝&✉❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝&❡  #❡❧❧❡♠❡♥& ❡①❤❛✉$&✐✈❡ ❞❡$ ❞♦♥✲

♥#❡$  ❡❧❛&✐✈❡$ ❛✉ ♣ ♦❜❧5♠❡✱ ♠❛✐$ ✐❧ ♥✬❛ ♣❛$ ♥♦♥ ♣❧✉$ ❞❡  ❡$$♦✉ ❝❡$ $✉✣$❛♥&❡$

♣♦✉ & ❛✐&❡ &♦&❛❧❡♠❡♥& ❧✬✐♥❢♦ ♠❛&✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝&#❡✳ ▲❛ ❝♦♥$#H✉❡♥❝❡ ♣ ✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡

❝❡$ ❧✐♠✐&❛&✐♦♥$ ❡$& H✉❡ ❧❡ ❞#❝✐❞❡✉ ✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡  ❡❝❤❡ ❝❤❡ ❧❛ $♦❧✉&✐♦♥ ♦♣&✐♠❛❧❡

❞✬✉♥ ♣ ♦❜❧5♠❡ ❞❡ ❞#❝✐$✐♦♥ ✭♠❛①✐♠✐$❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉&✐❧✐&#✮✱ ♠❡& ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ $& ❛✲

&#❣✐❡ ❞❡  ❡❝❤❡ ❝❤❡ ❥✉$H✉✬8 & ♦✉✈❡ ✉♥❡ $♦❧✉&✐♦♥ $❛&✐$❢❛✐$❛♥&❡ ✭ ❛"✐ ✜❝✐♥❣✮✳ ▲❡

❝♦ ♦❧❧❛✐ ❡ ❡$& H✉❡ ❧✬F& ❡ ❤✉♠❛✐♥ $❡♠❜❧❡ ✉&✐❧✐$❡ ✉♥❡ ♠✉❧&✐&✉❞❡ ❞✬❤❡✉ ✐$&✐H✉❡$

❧♦ $H✉✬✐❧ ❞♦✐&  #$♦✉❞ ❡ ❞❡$ ♣ ♦❜❧5♠❡$ ❞❡ ❞#❝✐$✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦♥&❡①&❡ ❡& ❧❛ ❢❛P♦♥ ❞♦♥&

❡$& ❡♥✈✐$❛❣# ❧❡ ♣ ♦❜❧5♠❡ ❞❡ ❞#❝✐$✐♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡♥& ❞❡$ ❤❡✉ ✐$&✐H✉❡$ ❞✐✛# ❡♥&❡$✳ ❈✬❡$&

♣♦✉ H✉♦✐ ❧❡$ ♣ #❢# ❡♥❝❡$ $♦♥& ❛✛❡❝&#❡$ ♣❛ ❞❡$ ❢❛❝&❡✉ $ ❛✉& ❡$ H✉❡ ❧❛ $❡✉❧❡ ✈❛✲

❧❡✉ ✐♥& ✐♥$5H✉❡ ❞❡$ ❛❧&❡ ♥❛&✐✈❡$✳

▲❡$ ❝♦♥$&❛♥&❡$ ❞❡ ❝♦♠♣♦ &❡♠❡♥& ♦❜$❡ ✈#❡$ ❞❡♣✉✐$ ❧♦ $ ♦♥& ✐♥❝✐&# 8

❝♦♥$& ✉✐ ❡ ❞❡$ ♠♦❞5❧❡$ ❞❡$❝ ✐♣&✐❢$ ❡①♣❧✐H✉❛♥& ❞❡ ♠❛♥✐5 ❡ $✐♠♣❧❡✱ ❢♦ ♠❡❧❧❡✱ ❧❡$

#❝❛ &$ ♦❜$❡ ✈#$ ❡♥& ❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦ &❡♠❡♥&  ❛&✐♦♥♥❡❧ ♣♦$&✉❧# ❞❛♥$ ❧❡$ ♠♦❞5❧❡$ ♥♦ ✲

♠❛&✐❢$ ❡& ❧❡ ❝♦♠♣♦ &❡♠❡♥& ❡✛❡❝&✐❢ ❞❡$ ❞#❝✐❞❡✉ $  #❡❧$✳ ▲❛  ❛✐$♦♥ ❞❡ ❝❡$ ♠♦❞5❧❡$

♥✬❡$& ♣❛$ ❞❡ ❞#✜♥✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦ &❡♠❡♥&  ❛&✐♦♥♥❡❧ ♦♣&✐♠❛❧ ♠❛✐$ ❞❡ ❞#❝ ✐ ❡ ❧❡ ♣❧✉$

#❝♦♥♦♠✐H✉❡♠❡♥& ♣♦$$✐❜❧❡ ✭✐✳❡✳ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦✐♥$ ❞✬❤②♣♦&❤5$❡$✮ ❞✐✈❡ $❡$ ♦❜$❡ ✈❛✲

&✐♦♥$ ❞✉ ❝♦♠♣♦ &❡♠❡♥& ❡✛❡❝&✐❢ ❞❡ ❞#❝✐$✐♦♥✳ ❊♥ $✉❜$&✐&✉❛♥& ❛✉ ♠♦❞5❧❡ ♥♦ ♠❛&✐❢

✉♥ ♠♦❞5❧❡ ❞❡$❝ ✐♣&✐❢ ❢♦♥❞# $✉ ✉♥❡  5❣❧❡ ❡①♣❧✐❝✐&❡✱ ♦♥ ♣❛ ✈✐❡♥& 8 ✏❢❛✐ ❡ ❞✐$♣❛ ❛T✲

& ❡✑ ✉♥ ♣❛ ❛❞♦①❡ ♦❜$❡ ✈# 8 & ❛✈❡ $ ❞❡$ ❞#❝✐$✐♦♥$  #❡❧❧❡$✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛$$✐H✉❡

❡$& ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣)♦ ♣❡❝" "❤❡♦)② H✉✐ ✐♥❝♦ ♣♦ ❡✱ ❡♥& ❡ ❛✉& ❡$✱ ✉♥❡ ❛$②♠#& ✐❡ ❞✬❡♥❝♦✲

❞❛❣❡ ❡♥& ❡ ♣❡ &❡ ❡& ❣❛✐♥$ ♣❛  ❛♣♣♦ & 8 ✉♥ ♣♦✐♥& ❞❡  #❢# ❡♥❝❡ ✭❲❛❦❦❡ ❬✷✵✶✵❪✮✳
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▲✬❆▼❈❉

▲❡" ♠♦❞&❧❡" ❞❡"❝)✐♣,✐❢" ❞♦✐✈❡♥, ♣❡)♠❡,,)❡ ❞❡ ❢❛✐)❡ ❞❡" ♣)1❞✐❝,✐♦♥" "✉) ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦),❡♠❡♥, )1❡❧✳ ■❧" ♣❡)♠❡,,❡♥, ❞❡ ❝❛)❛❝,1)✐"❡) ❧❡" ❝♦♠♣♦),❡♠❡♥," ♦❜"❡)✈1"✳

❊♥ "❡ ❜❛"❛♥, "✉) ❞❡ ♥♦♠❜)❡✉"❡" ❡①♣1)✐♠❡♥,❛,✐♦♥" 1,❛❧1❡" "✉) ✉♥❡ ❞1❝❡♥♥✐❡✱

❆♠♦" ❚✈❡)"❦② ❡, ❉❛♥✐❡❧ ❑❛♥❤❡♠❛♥ ♦♥, ♣)♦♣♦"1 ✉♥ ♠♦❞&❧❡ ❞❡ ❞1❝✐"✐♦♥ )❡♥❞❛♥,

❝♦♠♣,❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦),❡♠❡♥, )1❡❧ ❞✬✉♥ ❞1❝✐❞❡✉) ❡♥ ❞1❝✐"✐♦♥ )✐"B✉1❡ ✭✈♦✐) ❑❛❤♥❡✲

♠❛♥ ❛♥❞ ❚✈❡)"❦② ❬✶✾✼✾❪✮✳ ❈❡ ♠♦❞&❧❡ "✬❛♣♣❡❧❧❡ ✏L)♦"♣❡❝, ,❤❡♦)②✑✱ ♦N ❧❡ ♠♦,

♣!♦#♣❡❝& ❞1"✐❣♥❡ ✉♥❡ ❧♦,❡)✐❡✳ ■❧ ❢❛✐, ✐♥,❡)✈❡♥✐) ✉♥ ♣♦✐♥, ❞❡ )1❢1)❡♥❝❡ ♣)♦♣)❡ ❛✉

❞1❝✐❞❡✉)✱ )❡❧❛,✐✈❡♠❡♥, ❛✉B✉❡❧ ✐❧ )❡""❡♥, ❧❡" ❝♦♥"1B✉❡♥❝❡" ❞❡ "❛ ❞1❝✐"✐♦♥ ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ♣❡),❡ ♦✉ ✉♥ ❣❛✐♥✳ ▲❡ ♣♦✐♥, ❞❡ )1❢1)❡♥❝❡ "✬✐♥,❡)♣)&,❡ ❣1♥1)❛❧❡♠❡♥, ❝♦♠♠❡ ❧❛

"✐,✉❛,✐♦♥ ❛❝,✉❡❧❧❡ ❞✉ ❞1❝✐❞❡✉) ✭❡♥ ,❡)♠❡" ❞❡ ♣❛,)✐♠♦✐♥❡✱ ❝❛♣✐,❛❧✱ 1,❛, ❞❡ "❛♥,1✱

❡,❝✳✱ "❡❧♦♥ ❧✬♦❜❥❡, ❞❡ ❧❛ ❞1❝✐"✐♦♥✮✳

❉❛♥" ❝❡ ♠♦❞&❧❡ ❡", ✐♥,)♦❞✉✐,❡ ✉♥❡ ❛"②♠1,)✐❡ ❡♥,)❡ ❧✬❡✛❡, ❞✬✉♥❡ ♣❡),❡ ❡,

❞✬✉♥ ❣❛✐♥✳ ▲❛ ✈❛)✐❛,✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉) ❛""♦❝✐1❡ R ✉♥❡ ♣❡),❡ ❡", ♣❧✉" ❣)❛♥❞❡ B✉❡ ❝❡❧❧❡

❛""♦❝✐1❡ ❛✉ ❣❛✐♥ ❝♦))❡"♣♦♥❞❛♥, ✭✈♦✐) ❋✐❣✉)❡ ✷✳✸✮✳ ❈❡❧❛ "❡ ,)❛❞✉✐, ♣❛) ❧❡ ❢❛✐,

B✉❡ ❧❛ ❝♦✉)❜❡ ❡", ♣❧✉" ♣❡♥,✉❡ ❞❛♥" ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡" ♣❡),❡"✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉)

♠❛)❣✐♥❛❧❡ ❞❡" ❣❛✐♥" ❡, ❞❡" ♣❡),❡" ❞1❝)♦V,✱ ❝❡ B✉✐ ❡", ♠♦❞1❧✐"1 ♣❛) ✉♥❡ ❝♦✉)❜❡

❞❡ ✈❛❧❡✉) ❝♦♥❝❛✈❡ ❞❛♥" ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡" ❣❛✐♥" ❡, ❝♦♥✈❡①❡ ❞❛♥" ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡"

♣❡),❡"✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡ ♠♦❞&❧❡ ♣)1✈♦✐, 1❣❛❧❡♠❡♥, ❧❡ )X❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥1❛✐)❡ ❥♦✉1 ♣❛) ❧❡"

♣)♦❜❛❜✐❧✐,1" ❛✉① ②❡✉① ❞❡" ❞1❝✐❞❡✉)" ✿ ❝❡✉①✲❝✐ "✉)♣♦♥❞&)❡♥, ❧❡" 1✈&♥❡♠❡♥," R

❢❛✐❜❧❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,1 ❡, "♦✉"✲♣♦♥❞&)❡♥, ❧❡" 1✈&♥❡♠❡♥," R ♣)♦❜❛❜✐❧✐,1 ♠♦②❡♥♥❡ ❡,

❢♦),❡ ❡♥ )❡❣❛)❞ ❞❡" 1✈&♥❡♠❡♥," ❝❡),❛✐♥"✳ ■❧ ♥❡ ❢❛✉, ♣❛" ❝♦♥❢♦♥❞)❡ ❧❛ ♣♦♥❞1)❛,✐♦♥

❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,1 ❛✈❡❝ ❧❛ ❞1❢♦)♠❛,✐♦♥ ❞❡" ♣)♦❜❛❜✐❧✐,1" ✭❧❡ ❢❛✐, ❞❡ "✉)1✈❛❧✉❡) ❧❛

♣)♦❜❛❜✐❧✐,1 ❞✬♦❝❝✉))❡♥❝❡ ❞✬✉♥ 1✈&♥❡♠❡♥, )❛)❡✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉)❡ ✷✳✹ ♠♦♥,)❡ ♣❧✉"✐❡✉)"

❡",✐♠❛,✐♦♥" ❡♠♣✐)✐B✉❡" ♣♦✉) ❧❡ ♣❛)❛♠&,)❡ ❞❡ ♣♦♥❞1)❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,1✳

▲❡" ❝❛)❛❝,1)✐",✐B✉❡" ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬✉,✐❧✐,1 ❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞1)❛,✐♦♥

❞❡" ♣♦✐❞" ✐♥,)♦❞✉✐,❡" ❞❛♥" ❧❛ ♣!♦#♣❡❝& &❤❡♦!② ♣❡)♠❡,,❡♥, ❞✬❡①♣❧✐B✉❡) ✉♥ ❣)❛♥❞

♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❞1✈✐❛,✐♦♥" ❞✉ ❝♦♠♣♦),❡♠❡♥, )1❡❧ ♣❛) )❛♣♣♦), R ❧❛ ,❤1♦)✐❡ ❞❡ ❧✬✉,✐❧✐,1

❡"♣1)1❡✳ L❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥"✐❞1)♦♥" ✉♥ ❞1❝✐❞❡✉) B✉✐ ❛❝❝❡♣,❡ R ❧❛ ❢♦✐" ❞❡ ♣❛②❡)

✉♥❡ ❛""✉)❛♥❝❡ ✭)1✈1❧❛♥, ✉♥❡ ❛✈❡)"✐♦♥ ♣♦✉) ❧❡ )✐"B✉❡ ❧✐1 R ❞❡" ♣❡),❡" ♣❧✉,X, ✐♠✲

♣♦),❛♥,❡"✱ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,1 ❛""❡③ ❢❛✐❜❧❡✮ ❡, ❞❡ ❥♦✉❡) ❛✉ ▲♦,♦ ✭❝❡ B✉✐ )1✈&❧❡ ✉♥ ❣♦\,

♣♦✉) ❧❡ )✐"B✉❡ ❧✐1 R ✉♥ ❣❛✐♥ ,)&" ✐♠♣♦),❛♥,✱ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,1 ❡①,)]♠❡♠❡♥, ❢❛✐❜❧❡✮✳

❈❡ ❝♦♠♣♦),❡♠❡♥, ❛♣♣❛)❛V, ❝♦♠♠❡ ✐))❛,✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛❞)❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐"❛,✐♦♥

❞❡ ❧✬✉,✐❧✐,1 ❡"♣1)1❡✱ ♠❛✐" ❡", ❝♦♠♣❛,✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣)♦"♣❡❝, ,❤❡♦)②✳ ❉❡ ♠]♠❡✱ ❧❛

✺✾
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▲✬❆▼❈❉

♣!♦#♣❡❝& &❤❡♦!② ♣❡!♠❡& ❞❡ ♣!+✈♦✐! ❧❡ !+#✉❧&❛& ❞❡ ❧✬❡①♣+!✐♠❡♥&❛&✐♦♥ ❛✈❡❝ ❢!❛♠✐♥❣

❡♥ ♥♦♠❜!❡ ❞❡ ✈✐❡# #❛✉✈+❡# ♦✉ ❞❡ ✈✐❡# ♣❡!❞✉❡# ✭❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✶✳✶✮✳ ;♦✉! ❧❡ ✈♦✐!✱

❝❛❧❝✉❧♦♥# ❧✬✉&✐❧✐&+ ❞❡# ♣!♦❣!❛♠♠❡# ♣!♦♣♦#+# ✭❧❡# ✈✐❡# #❛✉✈+❡# ❝♦!!❡#♣♦♥❞❡♥& >

❞❡# ❣❛✐♥#✱ ❡& ❧❡# ♠♦!&# ♥♦♥ +✈✐&+❡# > ❞❡# ♣❡!&❡#✮✳

• ❉❛♥# ❧❛ ❢♦!♠✉❧❛&✐♦♥ ✶✱ ❧❡# ♣!♦❣!❛♠♠❡# A ❡& B ♦♥& ♣♦✉! ✉&✐❧✐&+ !❡#♣❡❝&✐✈❡✱

u(A) = u(200) ❡& u(B) = 1
3
u(600) + 2

3
u(0) = u(600)

3
✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥

❞✬ ✉&✐❧✐&+ ❡#& ❝♦♥❝❛✈❡ ❞❛♥# ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡# ❣❛✐♥#✱

u(600)
3

< u(600
3
) = u(A)✳

;♦✉! ❝❡ ❞+❝✐❞❡✉!✱ A ❡#& ♣!+❢+!+ > B✳

• ❉❛♥# ❧❛ ❢♦!♠✉❧❛&✐♦♥ ✷✱ u(A′) = u(−400) ❡& u(B′) = 1
3
u(0) + 2

3
u(−600) =

2
3
u(−600)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&+ ❡#& ❝♦♥✈❡①❡ ❞❛♥# ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡#

♣❡!&❡#✱

2
3
u(−600) > u(2

3
(−600)) = u(−400) = u(A′)✳ ;♦✉! ❝❡ ❞+❝✐❞❡✉!✱

B′ ❡#& ♣!+❢+!+ > A′✳

▲❡ ♠♦❞C❧❡ !❡#&✐&✉❡ ❧❡# ♦❜#❡!✈❛&✐♦♥# ❡♠♣✐!✐D✉❡#✳ ▼❛✐# ✐❧ ♣❡✉& +❣❛❧❡♠❡♥& F&!❡

✈✉ ❝♦♠♠❡ ❞+✜♥✐##❛♥& ✉♥❡ ♥♦!♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦!&❡♠❡♥&✳ ❆ ❝❡ &✐&!❡✱ ❧❛ ✈❡!#✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡

❞❡ ❧❛ ♣!♦#♣❡❝& &❤❡♦!② ❛✈❛✐& ❧❡ ❞+❢❛✉& ❞✬✐♥❞✉✐!❡ ❞❡# ✈✐♦❧❛&✐♦♥# ❞❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡

#&♦❝❤❛#&✐D✉❡ ❞❡ ♣!❡♠✐❡! ♦!❞!❡✳ ▲❛ ❧♦&❡!✐❡ A ❡#& ❡♥ #✐&✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡

#&♦❝❤❛#&✐D✉❡ ❞❡ ♣!❡♠✐❡! ♦!❞!❡ #✉! ❧❛ ❧♦&❡!✐❡ B #✐ ♣♦✉! &♦✉& ❣❛✐♥ x✱ ❧❛ ♣!♦❜❛❜✐❧✐&+

❞❡ !❡❝❡✈♦✐! ❛✉ ♠♦✐♥# x ❡#& ♣❧✉# ❣!❛♥❞❡ #❡❧♦♥ A D✉❡ #❡❧♦♥ B✱ ❡& D✉❡ ❝❡&&❡

✐♥+❣❛❧✐&+ ❡#& #&!✐❝&❡ ♣♦✉! ✉♥❡ ✈❛❧❡✉! ❞❡ ❣❛✐♥ y ✿ P (A ≥ x) ≥ P (B ≥ x) ∀x ❡&

∃y✱ P (A ≥ y) > P (B ≥ y)✳ ▲❡ ♠♦❞C❧❡ ❛ +&+ ❛♠+❧✐♦!+ ♣♦✉! #✉!♠♦♥&❡! ❝❡&&❡

❧✐♠✐&❛&✐♦♥✱ ❡& ❧❛ ✈❡!#✐♦♥ !❛✣♥+❡✱ ❧❛ ❝✉♠✉❧❛&✐✈❡ ♣!♦#♣❡❝& &❤❡♦!②✱ #✬❛♣♣❧✐D✉❡ ❞❡

♣❧✉# ❛✉① ❞+❝✐#✐♦♥# ❞❛♥# ❧✬✐♥❝❡!&❛✐♥ ✭✈♦✐! ❑♦❡❤❧❡! ❛♥❞ ❍❛!✈❡② ❬✷✵✵✹❪✱ ❈❤❛♣✳ ✷✵✱

♣♦✉! ✉♥❡ ♣!+#❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬+✈♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣!♦#♣❡❝& &❤❡♦!②✮✳ ❉❛♥# ❧❛ ❝✉♠✉❧❛&✐✈❡

♣!♦#♣❡❝& &❤❡♦!②✱ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞+!❛&✐♦♥ ❞❡# ♣!♦❜❛❜✐❧✐&+# ❡#& ❝✉♠✉❧❛&✐✈❡✳

❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥& ❛ +&+ ✐♥#♣✐!+ ♣❛! ❧❡# ♠♦❞C❧❡# > ✉&✐❧✐&+ ❞+♣❡♥❞❛♥&❡ ❞✉ !❛♥❣

✭✈♦✐! ◗✉✐❣❣✐♥ ❬✶✾✾✸❪✮✳ ❈❡ ♠♦❞C❧❡ ❡#& ♠❛✐♥&❡♥❛♥& ❝♦♥#✐❞+!+ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞C❧❡

♥♦!♠❛&✐❢✱ ♠❛✐# ❧❛ ❣❡♥C#❡ ❞✉ ♠♦❞C❧❡ ♣!❡♥❞ #❛ #♦✉!❝❡ ❞❛♥# ❧❡# ♦❜#❡!✈❛&✐♦♥# ❞✉

❝♦♠♣♦!&❡♠❡♥& !+❡❧✳

▲✬❛♣♣!♦❝❤❡ ❞❡#❝!✐♣&✐✈❡ ♣❡!♠❡& ❞❡ !❛✣♥❡! ❧❡# ♠♦❞C❧❡# ♥♦!♠❛&✐❢# ❡& ✐♥#♣✐!❡

❞❡# ♠♦❞C❧❡# ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❧✉# ❣!❛♥❞❡ ❝❛♣❛❝✐&+ ❞❡ !❡♣!+#❡♥&❛&✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❝❡# ♠♦✲

❞C❧❡# #♦♥& ♣❧✉# ❝♦♠♣❛&✐❜❧❡# ❛✈❡❝ ❧❡# ♠♦❞❛❧✐&+# ❡✛❡❝&✐✈❡# ❞❡ !❛✐#♦♥♥❡♠❡♥& ❞❡#

❞+❝✐❞❡✉!#✳ ❈❡&&❡ ❞+♠❛!❝❤❡ ❛ +&+ ♣❛!&✐❝✉❧✐C!❡♠❡♥& ❢+❝♦♥❞❡ ❞❛♥# ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡

✻✵
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ ❘❡❧❛(✐♦♥ ❡♠♣✐.✐/✉❡ ❡♥(.❡ ❞❡2 ♣❡.(❡2 ❡( ❞❡2 ❣❛✐♥2 ♠♦♥4(❛✐.❡2

✭❣❛✐♥$ ❛♥❞ ❧♦$$❡$✮ ❡( ❧❛ ✈❛.✐❛(✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉. 2✉❜❥❡❝(✐✈❡ ❛22♦❝✐4❡✳ ❉❡22✐♥ ❞❡

▼✳❖✳ ❘✐❡❣❡.✱ (✐.4 ❞❡ ❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦.❣✳

❧❛ ❞4❝✐2✐♦♥ ❞❛♥2 ❧❡ .✐2/✉❡✱ ❛❜♦✉(✐22❛♥( A ❞❡2 ♠♦❞B❧❡2 ♣❧✉2 ❣4♥4.❛✉① /✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡

❧✬✉(✐❧✐(4 ❡2♣4.4❡✳ ❉❛♥2 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧(✐❝.✐(B.❡✱ ❧❡2 (.❛✈❛✉① ♣♦.(❡♥( ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡✲

♠❡♥( 2✉. ❧❡2 ♠♦❞B❧❡2 A ❜❛2❡ ❞✬✉(✐❧✐(4✳ ❖♥ ❛ ♣❛. ❡①❡♠♣❧❡ ❝❤❡.❝❤4 A ✐♥❝♦.♣♦.❡. ❞❡2

♥♦.♠❡2 .❡❧❛(✐✈❡2 A ✉♥ ♣♦✐♥( ❞❡ .4❢4.❡♥❝❡ ✭✈♦✐. ❚✈❡.2❦② ❛♥❞ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❬✶✾✾✶❪✮✳

❉❡2 ❡①♣4.✐♠❡♥(❛(✐♦♥2 ♦♥( 4(4 ♠❡♥4❡2 ♣♦✉. 4(✉❞✐❡. ❝♦♠♠❡♥( ❧❡2 ♠♦❞B❧❡2 2♦♥(

❛♣♣.4❤❡♥❞42 ❧♦.2 ❞❡ ❧✬4❧✐❝✐(❛(✐♦♥ ✭✈♦✐. ❙❡❝(✐♦♥ 2✉✐✈❛♥(❡✮✳ ▲❛ ❞4♠❛.❝❤❡ ❝♦♥2✐2✲

(❛♥( A ❝✉♠✉❧❡. ✉♥❡ /✉❛♥(✐(4 ❞❡ ❞♦♥♥4❡2 ❡①♣4.✐♠❡♥(❛❧❡2 ❛✜♥ ❞❡ (❡2(❡. ❧❛ ✈❛❧✐❞✐(4

❞❡2 ❛①✐♦♠❡2 .❡2(❡ A ❡✛❡❝(✉❡. ♣♦✉. ✉♥❡ ❣.❛♥❞❡ ♣❛.( ❝♦♥❝❡.♥❛♥( ❧❡2 ♠4(❤♦❞❡2

❡✉.♦♣4❡♥♥❡2 ❞✬❛✐❞❡ A ❧❛ ❞4❝✐2✐♦♥✳ ❇♦✉②22♦✉ ❛♥❞ ▼❛.❝❤❛♥( ❬✷✵✵✼❛❪ ❡( ❇♦✉②22♦✉

❛♥❞ ▼❛.❝❤❛♥( ❬✷✵✵✼❜❪ ♦♥( ♥♦(❛♠♠❡♥( ♣.♦❝4❞4 A ✉♥❡ ❛①✐♦♠❛(✐2❛(✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❡.✲

2✐♦♥ ♣❛.(✐❝✉❧✐B.❡ ❞✬❊▲❊❈❚❘❊ ❚.✐✳ ❚❡2(❡. 2✐ ❧❡2 ❞4❝✐❞❡✉.2 .4❡❧2 .❡2♣❡❝(❡♥( ❝❡2

❛①✐♦♠❡2 ❝♦♥2(✐(✉❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ .❡❝❤❡.❝❤❡ ✐♥(4.❡22❛♥( ♣♦✉. ❧✬❛✈❡♥✐.✳

✷✳✸ ❊❧✐❝✐'❡) ❧❡* +),❢,)❡♥❝❡* ❞✉ ❉,❝✐❞❡✉) ❘,❡❧

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐B.❡ ♣❧✉2 ❣4♥4.❛❧❡✱ ❝❡.♥❡. ❧❡2 ❝❛.❛❝(4.✐2(✐/✉❡2 ❞✉ ❝♦♠♣♦.(❡♠❡♥(

❞❡2 ❞4❝✐❞❡✉.2 ❣.X❝❡ A ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡ ❡①♣4.✐♠❡♥(❛❧❡ ♣❡.♠❡( A ❧✬❛♥❛❧②2(❡ ❞❡ ♠✐❡✉①
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❉✐✛'(❡♥+❡, ❡,+✐♠❛+✐♦♥, ❞❡ ❧❛ ♣♦♥❞'(❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐+'✳

4(♦❜❛❜✐❧✐+' ♣♦♥❞'('❡ pi ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐+' ♦❜❥❡❝+✐✈❡ p✳ ■,,✉ ❞❡

❆♥❞(❡♦♥✐ ❛♥❞ ❙♣(❡♥❣❡( ❬✷✵✶✵❪

✐♥+❡(✈❡♥✐( ❞❛♥, ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ C ❧❛ ❞'❝✐,✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛(+✐❝✉❧✐❡(✱ '❧✐❝✐+❡( ❞❡, ♣('✲

❢'(❡♥❝❡, ❞❛♥, ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞G❧❡ ♣('❝✐, ♣❡✉+ ❞♦♥♥❡( ❧✐❡✉ C ❞❡, ♣(♦❜❧G♠❡,

❞✬✐♥+❡(♣('+❛+✐♦♥ ❞❡, ❥✉❣❡♠❡♥+, ❡①♣(✐♠', ✭✈♦✐( ❲❡❜❡( ❛♥❞ ❇♦(❝❤❡(❞✐♥❣ ❬✶✾✾✸❪

♣❛( ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲✬❛♥❛❧②,+❡ R✉✐ ,♦✉❤❛✐+❡ '❧✐❝✐+❡( ❞❡, ♣('❢'(❡♥❝❡, ❞♦✐+ ,❛✈♦✐( ❞❛♥,

R✉❡❧❧❡ ♠❡,✉(❡ ❧❡, ♣('❢'(❡♥❝❡, ❞❡, ❞'❝✐❞❡✉(, ,♦♥+ ❧❛❜✐❧❡, ❡+ R✉❡❧, ❢❛❝+❡✉(, ❛(❜✐✲

+(❛✐(❡, ,♦♥+ ,✉,❝❡♣+✐❜❧❡, ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡( ❧❛ ❢♦(♠❛+✐♦♥ ❞❡, ♣('❢'(❡♥❝❡,✳

❉❡ ♥♦♠❜(❡✉,❡, ❡①♣'(✐♠❡♥+❛+✐♦♥, ♦♥+ ❢❛✐+ '♠❡(❣❡( ❧❡ +❤G♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥,+(✉❝✲

+✐♦♥ ❞❡, ♣('❢'(❡♥❝❡, ✿ ❧✬✐❞'❡ R✉❡ ❧❡, ♣('❢'(❡♥❝❡, ♥❡ ,♦♥+ ♣❛, ✉♥ ♦❜❥❡+ ♣('❡①✐,+❛♥+

R✉❡❧R✉❡ ♣❛(+ ❞❛♥, ❧❛ +U+❡ ❞✉ ❞'❝✐❞❡✉(✱ R✉✬✐❧ ❢❛✉❞(❛✐+ ❞'❝♦✉✈(✐(✱ ♠❛✐, R✉✬❡❧❧❡,

,♦♥+ ❝♦♥,+(✉✐+❡, ♣❛( ❧❡ ❞'❝✐❞❡✉( C ♠❡,✉(❡ R✉✬❡❧❧❡, ,♦♥+ (❡R✉✐,❡, ✭✈♦✐( ❧❡ ❧✐✈(❡

▲✐❝❤+❡♥,+❡✐♥ ❛♥❞ ❙❧♦✈✐❝ ❬✷✵✵✻❪ ♣♦✉( ✉♥❡ (❡✈✉❡ ❞✬❡♥,❡♠❜❧❡✮✳ ❈❡++❡ ❝♦♥,+(✉❝+✐♦♥

❢❛✐+ ✐♥+❡(✈❡♥✐( ❧❡, ✈❛❧❡✉(, ❡+ ♦❜❥❡❝+✐❢, ❞✉ ❞'❝✐❞❡✉(✱ ♠❛✐, ❡❧❧❡ ❡,+ ❛✉,,✐ ✐♥✢✉❡♥✲
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❝!❡ ♣❛% ❧❡ ❝♦♥)❡①)❡ ❡) ❧❛ ❢♦%♠✉❧❛)✐♦♥ ♣❛%)✐❝✉❧✐/%❡ ❞✉ ♣%♦❜❧/♠❡✳ ❊♥✈✐5❛❣❡% ❧❡5

♣%!❢!%❡♥❝❡5 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦❜❥❡) ❝♦♥5)%✉✐) ♣❡%♠❡) 8 ❧✬❛♥❛❧②5)❡ ❞✬❛❞♦♣)❡% ✉♥ ♣♦✐♥)

❞❡ ✈✉❡ ❝%✐)✐;✉❡ ✈✐5✲8✲✈✐5 ❞❡5 ♣%!❢!%❡♥❝❡5 ❡①♣%✐♠!❡5 ❞❛♥5 ✉♥ ❝♦♥)❡①)❡ ❡) ✉♥❡

♣%♦❝!❞✉%❡ ❞♦♥♥!5✳ =❛②♥❡ ❡) ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪ ♣%!5❡♥)❡ ❞❡5 ♣%!❝❡♣)❡5 ♣♦✉% ♠❡5✉%❡% ❧❡5

♣%!❢!%❡♥❝❡5 ❝♦♥5)%✉✐)❡5✳

❈❡%)❛✐♥5 )%❛✈❛✉① ❡♠♣✐%✐;✉❡5 ✈✐5❡♥) 8 )❡5)❡% 5✐ ❧❡ ❞!❝✐❞❡✉% 5✬❡①♣%✐♠❡ ❡♥ ❝♦✲

❤!%❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ 5!♠❛♥)✐;✉❡ ❞✉ ♠♦❞/❧❡ ✉)✐❧✐5!✳ ▼E♠❡ ❧❡ ♠♦❞/❧❡ ❝❧❛55✐;✉❡ ❞❡ ❧❛

✈❛❧❡✉% ♠✉❧)✐❛))%✐❜✉)✱ ❞♦♥) ❧❛ ❝♦♠♣%!❤❡♥5✐♦♥ ♣❡✉) 5❡♠❜❧❡% %❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) 5✐♠♣❧❡✱

♣♦5❡ ❞❡5 ♣%♦❜❧/♠❡5 ❞❡ 5!♠❛♥)✐;✉❡ ❞❡5 ♣❛%❛♠/)%❡5✳ ❖♥ ✈❛ ❧❡ ✈♦✐% 8 ♣%♦♣♦5 ❞❡

❧✬!❧✐❝✐)❛)✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞5 ❞❛♥5 ▼❆❱❚✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧❛ )❡♥)✐❜✐❧✐,- . ❧✬-,❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧✬-❝❤❡❧❧❡

❊♥ )❤!♦%✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ♠✉❧)✐❛))%✐❜✉) ✭▼❆❱❚✮✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉% ❣❧♦❜❛❧❡ ❡5) ❝❛❧❝✉✲

❧!❡ ♣♦✉% ✉♥❡ ❛❧)❡%♥❛)✐✈❡ ❡♥ ❛❣%!❣❡❛♥) ❧❡5 ✈❛❧❡✉%5 ♠❛%❣✐♥❛❧❡5 ❛55♦❝✐!❡5 8 ❝❤❛;✉❡

❝%✐)/%❡ ✿

v(a) =
n

∑

i=1

wivi(a) ✭✷✳✶✮

♦O ❧❡5 ♣♦✐❞5 wi 5♦♥) ❣!♥!%❛❧❡♠❡♥) ❝❤♦✐5✐5 )❡❧5 ;✉❡ ✿

∑n

i=1 wi = 1✳ ❉❡ ♣❧✉5✱

❝❤❛;✉❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉% ♠❛%❣✐♥❛❧❡ vi ❡5) ♥♦%♠❛❧✐5!❡ ♣♦✉% ✈❛%✐❡% ❞❡ ✵ 8 ✶

;✉❛♥❞ ❧✬❛))%✐❜✉) i ❛55♦❝✐! ✈❛%✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ♠✐♥✐♠❛❧❡ 8 ❧❛ ✈❛❧❡✉% ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡

❧✬!❝❤❡❧❧❡ Xi✳

=❛% ❞!✜♥✐)✐♦♥✱ ❧❡5 ♣♦✐❞5 wi %❡♣%!5❡♥)❡♥) ❧❡5 )❛✉① ❞❡ 5✉❜5)✐)✉)✐♦♥ ❡♥)%❡ ❝%✐✲

)/%❡5✱ ❡♥ ❝♦♥5✐❞!%❛♥) ❞❡5 ✉♥✐)!5 ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉% ♠❛%❣✐♥❛❧❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉)%❡5

)❡%♠❡5✱ ❧❡ %❛♣♣♦%) wj/wi %❡♣%!5❡♥)❡ ❧❛ ;✉❛♥)✐)! ❞❡ ✈❛❧❡✉% ♠❛%❣✐♥❛❧❡ ;✉❡ ❧❡

❞!❝✐❞❡✉% ❡5) ♣%E) 8 ♣❡%❞%❡ 5✉% ❧❡ ❝%✐)/%❡ i ❡♥ !❝❤❛♥❣❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐)! ❞❡

✈❛❧❡✉% ♠❛%❣✐♥❛❧❡ 5✉% ❧❡ ❝%✐)/%❡ j✱ 5❛♥5 ;✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡

❧✬❛❧)❡%♥❛)✐✈❡ ❝♦♥5✐❞!%!❡✳ =♦✉% %❡♣%!5❡♥)❡% ✉♥❡ ♠E♠❡ 5)%✉❝)✉%❡ ❞❡ ♣%!❢!%❡♥❝❡5✱

❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞❡5 ♣♦✐❞5 ❞!♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬!❝❤❡❧❧❡ Xi ❝♦♥5✐❞!%!❡ 5✉% ❝❤❛;✉❡ ❝%✐)/%❡✱

5✉% ❧❛;✉❡❧❧❡ ❡5) ♠❡5✉%!❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ♠❛%❣✐♥❛❧❡✳

■♥)!%❡55♦♥5✲♥♦✉5 ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ;✉✬♦♥ ♣❡✉) ❛))❡♥❞%❡ ❞❛♥5 ❧✬!❝%✐)✉%❡ ❞✉

♠♦❞/❧❡ 5✐ ♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧✬!❝❤❡❧❧❡ ❛55♦❝✐!❡ ❛✉ ❝%✐)/%❡ i✳ ❈♦♥5✐❞!%♦♥5 ;✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥

❞❡ ✈❛❧❡✉% ♠❛%❣✐♥❛❧❡ vi ❡5) ♥♦%♠❛❧✐5!❡ ❡♥ ❝♦♥5✐❞!%❛♥) ✉♥❡ !❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ✈❛%✐❛)✐♦♥
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▲✬❆▼❈❉

X ′
i ♣❧✉# ❣%❛♥❞❡ *✉❡ ❧✬,❝❤❡❧❧❡ Xi✱ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✳ ❆❧♦%# 5♦✉# ❧❡# ♣♦✐❞# ❞❡✈%❛✐❡♥5

%❡✢,5❡% ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥5 ♣♦✉% *✉❡ ❧❡# 5❛✉① ❞❡ #✉❜#5✐5✉5✐♦♥ %❡#5❡♥5 ❧❡# ♠:♠❡# ✿ w′i
❞❡✈%❛✐5 :5%❡ ♣❧✉# ❣%❛♥❞ *✉❡ wi✱ ❡5 ❧❡# ❛✉5%❡# ♣♦✐❞# ❞❡✈%❛✐❡♥5 ❞✐♠✐♥✉❡% ✭❧❛ #♦♠♠❡

,5❛♥5 ,❣❛❧❡ = ✶✮✳ ❋✐#❝❤❡% ❬✶✾✾✺❪ ❡5 ❱♦♥ ◆✐5③#❝❤ ❛♥❞ ❲❡❜❡% ❬✶✾✾✸❪ ♣%,#❡♥5❡♥5

❞❡# ❡①♣,%✐❡♥❝❡# ♠♦♥5%❛♥5 *✉❡ ❝❡ ♣%,%❡*✉✐# ♥✬❡#5 ♣❛# 5♦✉❥♦✉%# %❡#♣❡❝5, ♣❛% ❧❡#

❞,❝✐❞❡✉%# ❧♦%#*✉❡ ❧❛ ♠,5❤♦❞❡ ❞✬,❧✐❝✐5❛5✐♦♥ ✉5✐❧✐#,❡ ♥❡ ❢❛✐5 ♣❛# ❡①♣❧✐❝✐5❡♠❡♥5

❝♦♥#✐❞,%❡% ❧✬,5❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧✬,❝❤❡❧❧❡✳

❋✐#❝❤❡% ❬✶✾✾✺❪ ❝♦♠♣❛%❡♥5 ❡①♣,%✐♠❡♥5❛❧❡♠❡♥5✱ ❞✉ ♣♦✐♥5 ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ #❡♥#✐❜✐✲

❧✐5, = ❧✬,5❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧✬,❝❤❡❧❧❡✱ ❧❡# ♠,5❤♦❞❡# ❞✬,❧✐❝✐5❛5✐♦♥ #✉✐✈❛♥5❡# ✿ ❞✐%❡❝5 ✐♠♣♦%✲

5❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤5# ✭✈♦♥ ❲✐♥5❡%❢❡❧❞5 ❛♥❞ ❊❞✇❛%❞# ❬✶✾✽✻❪✱ ♣♣✳✷✼✽✲✷✽✼✮✱ #✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤5#

✭✈♦♥ ❲✐♥5❡%❢❡❧❞5 ❛♥❞ ❊❞✇❛%❞# ❬✶✾✽✻❪✱ ♣♣✳✷✼✹✲✺✱ ✷✽✻✲✼✮✱ ❛♥❞ 5%❛❞❡✲♦✛ ✇❡✐❣❤5#

✭❑❡❡♥❡② ❛♥❞ ❘❛✐✛❛ ❬✶✾✼✻❪✮✱ ♣♦✉% %❡❝✉❡✐❧❧✐% ❧❡# ♣%,❢,%❡♥❝❡# ❞✬,5✉❞✐❛♥5# ❛✉ #✉❥❡5

❞✬❡♠♣❧♦✐#✳ ❈❡❧❛ ❧❡# ❛♠Y♥❡ = %❡❝♦♠♠❛♥❞❡% ❞✬,✈✐5❡% ❧✬,❧✐❝✐5❛5✐♦♥ ♣❛% ❞✐%❡❝5 ✐♠♣♦%✲

5❛♥❝❡✱ ❡5 = ♣%,❢,%❡% ❧❡# ❞❡✉① ❛✉5%❡# ♠,5❤♦❞❡#✳ ❉❛♥# #✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤5#✱ ❧❡ ❞,❝✐❞❡✉%

❝♦♥#✐❞Y%❡ ❧✬❛❧5❡%♥❛5✐✈❡ ✜❝5✐✈❡ ♣♦##,❞❛♥5 ❧❡ ♣❧✉# ❜❛# ♥✐✈❡❛✉ #✉% ❝❤❛*✉❡ ❝%✐5Y%❡ ❡5

✐♥❞✐*✉❡ ❞❛♥# *✉❡❧ ♦%❞%❡ ❞❡ ♣%✐♦%✐5, ❡❧❧❡ ❢❡%❛✐5 ❜❛#❝✉❧❡% ✭ ✇✐♥❣✮ ❝❤❛*✉❡ ❝%✐5Y%❡

= #♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉% ♥✐✈❡❛✉✳ ❊♥#✉✐5❡✱ ❡♥ ❝♦♥#✐❞,%❛♥5 ✉♥ ♣♦✐❞# ❞❡ ✶✵✵ ♣♦✉% ❧❡ ❝%✐5Y%❡

❝❧❛##, ❧❡ ♣❧✉# ❤❛✉5✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐5 ❛##✐❣♥❡% ❞❡# ♣♦✐❞# ❛✉① ❛✉5%❡# ❝%✐5Y%❡#✱ ✐♥❞✐*✉❛♥5

❧❡✉% ✐♠♣♦%5❛♥❝❡ %❡❧❛5✐✈❡✳ ❱♦♥ ◆✐5③#❝❤ ❛♥❞ ❲❡❜❡% ❬✶✾✾✸❪ %❡❝♦♠♠❛♥❞❡♥5 ,❣❛❧❡✲

♠❡♥5 ❞✬,✈✐5❡% ❧❡# 5]❝❤❡# ❞✬,❧✐❝✐5❛5✐♦♥ ♥❡ ♥,❝❡##✐5❛♥5 ♣❛# ❞❡ ❝♦♥#✐❞,%❡% ❧✬,5❡♥❞✉❡

❞❡ ❧✬,❝❤❡❧❧❡✳ ❍♦❜❜# ❬✶✾✽✵❪ ♦❜#❡%✈❡ ✉♥ ❝❛# ❞✬✐♥#❡♥#✐❜✐❧✐5, ❞❡# ♣♦✐❞# ,❧✐❝✐5,# =

❧✬,5❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧✬,❝❤❡❧❧❡✱ #✉% ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥ %,❡❧❧❡ ✭✉5✐❧✐#❛5✐♦♥ ❞❡ ▼❆❯❚ ♣♦✉%

❝❤♦✐#✐% ❧❡ #✐5❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡♥5%❛❧❡ ,❧❡❝5%✐*✉❡✮✳ ❇♦✉②##♦✉ ❡5 ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✱ ♣♣✳✺✻✲✺✼✱ ❢♦✉%✲

♥✐5 ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❢%❛♣♣❛♥5 ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬,❝❤❡❧❧❡✱ ❧♦%#*✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉5

♠❡#✉%❡% ✉♥ ❝%✐5Y%❡✱ #✉% ✉♥ ❝❧❛##❡♠❡♥5 ❢❛✐#❛♥5 ✐♥5❡%✈❡♥✐% ❝❡ ❝%✐5Y%❡✱ ❡♥ ❛♥❛❧②#❛♥5

❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞,✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥5 ❤✉♠❛✐♥ ✭■❉❍✮ ✉5✐❧✐#, ♣❛% ❧✬❖◆❯✳

❊♥ ♣❛%❛❧❧Y❧❡ = ❧❛ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❞❡ ❝♦❤,%❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡# ♥♦%♠❡#✱ ❧✬❛♣♣%♦❝❤❡ ❡♠♣✐✲

%✐*✉❡ %❡♥#❡✐❣♥❡ #✉% ❧✬❛❞,*✉❛5✐♦♥ ❡♥5%❡ 5]❝❤❡# ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥5 ❡5 ♠♦❞Y❧❡✳ ▲❡# ♦❜✲

#❡%✈❛5✐♦♥# ❡①♣,%✐♠❡♥5❛❧❡# ♣❡%♠❡55❡♥5 ❞✬✉5✐❧✐#❡% ❧❛ 5]❝❤❡ ❞✬,❧✐❝✐5❛5✐♦♥ ,✈♦*✉❛♥5

❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ %❛✐#♦♥♥❡♠❡♥5 ❧❡ ♣❧✉# ❝♦♠♣❛5✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞Y❧❡ ✉5✐❧✐#,✳ ❊♥ ♣❛%5✐✲

❝✉❧✐❡%✱ ♦♥ ❛ ✈✉ *✉❡ ❧❡# 5]❝❤❡# ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥5 ❝♦♠♣❛%❛✐#♦♥ ♣❛% ♣❛✐%❡# ❡5 ♠❛5❝❤✐♥❣

✐♥❞✉✐#❡♥5 ❞❡# ♣%,❢,%❡♥❝❡# ❞✐✛,%❡♥5❡# ✭✈♦✐% ❙♦✉#✲#❡❝5✐♦♥ ✷✳✶✳✷✮✳ ▲❡ ♠❛5❝❤✐♥❣ ✐♥✲

❝✐5❡ ❧❡# ❞,❝✐❞❡✉%# = ❛❞♦♣5❡% ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ %❛✐#♦♥♥❡♠❡♥5 ♣❧✉# ❝♦♠♣❡♥#❛5♦✐%❡ *✉❡
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▲✬❆▼❈❉

❧❛ ❝♦♠♣❛&❛✐(♦♥ ♣❛& ♣❛✐&❡✱ ❝❛& ✐❧ ❢♦❝❛❧✐(❡ ❧❡ ❞.❝✐❞❡✉& (✉& ✉♥ .❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♣❡&❢♦&✲

♠❛♥❝❡(✳ ▲♦&(5✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥7❡&&♦❣❡ ❧❡ ❞.❝✐❞❡✉& 8 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛&❛✐(♦♥( ♣❛& ♣❛✐&❡(✱

♦♥ ❛ ♣❧✉( ❞❡ ❝❤❛♥❝❡( ❞❡ &❡❝✉❡✐❧❧✐& ❞❡( ♣&.❢.&❡♥❝❡( ♣❧✉( ♣&♦❝❤❡( ❞❡ ❧❛ ❧❡①✐❝♦❣&❛✲

♣❤✐❡ ✿ ✉♥ ❛77&✐❜✉7 ❡(7 ❢❛✈♦&✐(.✳ ■❧ ❡(7 ❞♦♥❝ ♣❧✉( ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞✬✉7✐❧✐(❡& ✉♥ ♠❛7❝❤✐♥❣

♣♦✉& ♣❛&❛♠.7&❡& ✉♥ ♠♦❞?❧❡ ❝♦♠♣❡♥(❛7♦✐&❡ ❝♦♠♠❡ ▼❆❱❚✳

▲✬❛♣♣&♦❝❤❡ ❡♠♣✐&✐5✉❡ ♣❡&♠❡7 ❞❡ ♠❡77&❡ ❡♥ ❧✉♠✐?&❡ ❝❡&7❛✐♥❡( ❝❛&❛❝7.&✐(✲

7✐5✉❡( ❞❡( (7&❛7.❣✐❡( ✉7✐❧✐(.❡( ♣❛& ❧❡( ❞.❝✐❞❡✉&( ♣♦✉& ❢♦&♠✉❧❡& ❧❡✉& ♣&.❢.&❡♥❝❡(✳

❉❛♥( ▲❡✈✐♥ ❡7 ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛&❡ ✉♥ ♣&♦❝.❞. ❞❡ ❝❤♦✐① ♣&♦❣&❡((✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥

♣&♦❝.❞. ❞❡ &❡❥❡7 ♣&♦❣&❡((✐❢✳ ▲❡( .7❛♣❡( (♦♥7 ❧❡( ♠J♠❡( ❞❛♥( ❧❡( ❞❡✉① ❝❛(✱ ❡♥

&❡♠♣❧❛K❛♥7 7♦✉7❡ ❢♦&♠✉❧❡ ❞✉ 7②♣❡ ✏❝❤♦✐(✐((❡③ ❧❡( ♦♣7✐♦♥( ❞♦♥7 ✈♦✉( ❝♦♥(✐❞.&❡③

❧✬❛❝❤❛7 (.&✐❡✉(❡♠❡♥7✑ ♣❛& ✏❝❤♦✐(✐((❡③ ❧❡( ♦♣7✐♦♥( ❞♦♥7 ✈♦✉( ♥❡ ❝♦♥(✐❞.&❡③ ♣❛(

❧✬❛❝❤❛7 (.&✐❡✉(❡♠❡♥7✳✑ ■❧( ♦❜(❡&✈❡♥7 5✉❡ ❧❡( ❝❤♦✐① ✜♥❛✉① ♥❡ (♦♥7 ♣❛( (✐❣♥✐✜✲

❝❛7✐✈❡♠❡♥7 ❞✐✛.&❡♥7(✱ ♠❛✐( 5✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬♦♣7✐♦♥( ❞✉&❛♥7 ❧❡( .7❛♣❡( ✐♥7❡&✲

♠.❞✐❛✐&❡( ❡(7 ♣❧✉( .❧❡✈. ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞❡ ❧❛ 7R❝❤❡ ❢♦&♠✉❧.❡ ❡♥ 7❡&♠❡( ❞❡ &❡❥❡7✳

❈❡77❡ ♦❜(❡&✈❛7✐♦♥ ♣❡✉7 ❝♦♥❞✉✐&❡ 8 ❢❛✈♦&✐(❡& ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ 5✉❡(7✐♦♥♥❡♠❡♥7 ♣❛&

&❡❥❡7 ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ♦T ✐❧ ❡(7 (♦✉❤❛✐7❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥(❡&✈❡& ❧✬.✈❡♥7❛✐❧ ❧❡ ♣❧✉( ❧❛&❣❡(

❞✬❛❧7❡&♥❛7✐✈❡(✳

❖♥ ✈♦✐7 5✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐((❛♥❝❡ ❞❡( ♣&♦❜❧?♠❡( ❛♣♣❛&❛✐((❛♥7 ❞❛♥( ❧✬.❧✐❝✐7❛7✐♦♥

❞❡ ♣❛&❛♠?7&❡( ♣&.❢.&❡♥7✐❡❧( ❝♦♥❞✉✐7 8 ❝♦♥❝❡✈♦✐& ❞❡( ♣&♦❝.❞✉&❡( ❞✬.❧✐❝✐7❛7✐♦♥

❝♦♠♣❛7✐❜❧❡( ❛✈❡❝ ❧❡( ♠♦❞❡( ❞❡ &.✢❡①✐♦♥ ❡7 ❞✬❡①♣&❡((✐♦♥ ♥❛7✉&❡❧( ❞❡( ❞.❝✐❞❡✉&(✳

❈♦♥♥❛W7&❡ ❧❡( ❞.✈✐❛7✐♦♥( ❡♥7&❡ (.♠❛♥7✐5✉❡ ❞❡( ♣❛&❛♠?7&❡( ❡7 ❝♦♠♣♦&7❡♠❡♥7

&.❡❧ ♣❡&♠❡7 ❛✐♥(✐ ❞✬❛♠.❧✐♦&❡& ❧❛&❣❡♠❡♥7 ❧❡( ♣&♦❝.❞✉&❡( ❞✬.❧✐❝✐7❛7✐♦♥✳ ❋♦&7 ❞❡

❝❡( ❝♦♥♥❛✐((❛♥❝❡(✱ ♦♥ ♣❡✉7 ❝❤❡&❝❤❡& 8 ❝♦&&✐❣❡& ❞❡( ❛✣&♠❛7✐♦♥( ♣♦✉& ❛♥♥✉❧❡&

❞❡( ❡✛❡7( ❝♦♥♥✉(✱ 7❡(7❡& ❧❛ &♦❜✉(7❡((❡ ❞❡( ❥✉❣❡♠❡♥7( ❡①♣&✐♠.( ♣❛& ❧❡ ❞.❝✐❞❡✉&✱

♠✐❡✉① ❝❤♦✐(✐& ❧❡( ❡①❡♠♣❧❡( ❞❡ &.❢.&❡♥❝❡ (❡&✈❛♥7 8 ♣❛&❛♠.7&❡& ❧❡ ♠♦❞?❧❡✳

▲✬✐♥7✉✐7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣&❛7✐5✉❡ ♣❡✉7 .❣❛❧❡♠❡♥7 ❛♠❡♥❡& 8 ♣&❡♥❞&❡ ❡♥ ❝♦♠♣7❡ ✉♥❡

❣❛♠♠❡ ♣❧✉( ❧❛&❣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦&7❡♠❡♥7( ♣&.❢.&❡♥7✐❡❧( ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠♦❞?❧❡ ❧✉✐✲

♠J♠❡✳ Z❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥7❡&❛❝7✐♦♥ ❡♥7&❡ ❧❡( ❝&✐7?&❡( ❡(7 ♣&✐(❡ ❡♥ ❝♦♠♣7❡ ❞❛♥(

❧❡( ♠♦❞?❧❡( &.❝❡♥7( ❜❛(.( (✉& ❧✬✐♥7.❣&❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ♦✉ ❧✬✐♥7.❣&❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦5✉❡7

✭✈♦✐& ●&❛❜✐(❝❤ ❛♥❞ ▲❛❜&❡✉❝❤❡ ❬✷✵✵✽❪✮✱ ❧❡( ❈Z✲♥❡7( ✭❇♦✉7✐❧✐❡& ❡7 ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✮ ♦✉

❧❡( &.(❡❛✉① ●❆■ ✭●♦♥③❛❧❡( ❛♥❞ Z❡&♥② ❬✷✵✵✹❪✮✳ ▲❛ ❝♦♥7&❡♣❛&7✐❡ ❞❡ 7❡❧( ♠♦❞?❧❡(

❡(7 5✉✬✐❧( (♦♥7 ♣❧✉( ❧♦✉&❞( 8 .❧✐❝✐7❡&✳ ■❧ ❡(7 ♥.❝❡((❛✐&❡ ❞✬❡✛❡❝7✉❡& ✉♥ ❝♦♠♣&♦♠✐(

❡♥7&❡ ❝❛♣❛❝✐7. ❞❡ ❞❡(❝&✐♣7✐♦♥ ❡7 ❝♦c7 ❡♥ 7❡♠♣( ❞✬.❧✐❝✐7❛7✐♦♥✳
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▲✬❆▼❈❉

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

▲✬"#✉❞❡ ❡♠♣✐*✐+✉❡ ❞❡, ♣*"❢"*❡♥❝❡, ♠♦♥#*❡ +✉❡ ❧❡, ❞"❝✐❞❡✉*, *"❡❧, ,♦♥# ,♦✉✲

♠✐, 3 ❞❡, ❡✛❡#, ❞✉ ❝♦♥#❡①#❡ ❡# ❞❡ ❧❛ #7❝❤❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥#✳ ❈❡, ♦❜,❡*✈❛#✐♦♥,

❛♠?♥❡♥# 3 ❝♦♥❝❡✈♦✐* ❞❡, ♠"#❤♦❞❡, ♥♦*♠❛#✐✈❡, ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉*❡ ❝❛♣❛❝✐#"

❞❡,❝*✐♣#✐✈❡ ✭❝❢✳ ♣!♦#♣❡❝& &❤❡♦!②✮✳ ▲❡ ❢❛✐# +✉❡ ❝❡, ♠"#❤♦❞❡, ♣*",❡♥#❡♥# ✉♥❡ ❝♦♠✲

♣❛#✐❜✐❧✐#" ♣❧✉, ❣*❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡, ♠♦❞❛❧✐#", *"❡❧❧❡, ❞❡ *❛✐,♦♥♥❡♠❡♥# ❞❡, ❞"❝✐❞❡✉*,

♣*",❡♥#❡ ✉♥ ❛✈❛♥#❛❣❡ ❧♦*,+✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉# "❧✐❝✐#❡* ❡# ♣*❡,❝*✐*❡✳ ■❧ ❡①✐,#❡ ✉♥❡ ❧✐##"✲

*❛#✉*❡ ❡①#❡♥,✐✈❡ ,✉* ❞❡, #*❛✈❛✉① ❞❡,❝*✐♣#✐❢, ❞✉ ❝♦♠♣♦*#❡♠❡♥# ❞"❝✐,✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥,

❧✬✐♥❝❡*#❛✐♥ ❡# ❧❡ *✐,+✉❡✳ ▲❡, #*❛✈❛✉① ❞❛♥, ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞"❝✐,✐♦♥ ♠✉❧#✐❝*✐#?*❡

❝♦♥❝❡*♥❡♥# ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥# ❧❛ #❤"♦*✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉* ♠✉❧#✐❛##*✐❜✉#✱ ❡# ,♦♥# *❛*❡,

❝♦♥❝❡*♥❛♥# ❧❡, ♠"#❤♦❞❡, ❞❡ ❝♦♠♣❛*❛✐,♦♥, ♣❛* ♣❛✐*❡,✳ ❈❡##❡ #❤?,❡ ,❡ ♣*♦♣♦,❡

❞❡ ❝♦♥#*✐❜✉❡* ❤✉♠❜❧❡♠❡♥# 3 ❝♦♠❜❧❡* ❝❡ ♠❛♥+✉❡✱ ❡♥ ♣❛*#✐❝✉❧✐❡* ❡♥ ,✬✐♥#"*❡,,❛♥#

3 ❧✬❡①♣*❡,,✐♦♥ ❞❡ ♣*"❢"*❡♥❝❡, ✐♥❝♦♠♣❧?#❡, ❧✐"❡, ❛✉ ❝♦♥✢✐# ♠✉❧#✐❝*✐#?*❡✳
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❘!"✉♠! ✿

◆♦✉# ♥♦✉# ✐♥&'(❡##♦♥# ❞❛♥# ❝❡&&❡ &❤.#❡ / ❧✬❡✛❡& ❡①❡(❝' ♣❛( ❧❡ ❝♦♥✢✐& ♠✉❧&✐✲

❝(✐&.(❡ #✉( ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥& ❡①♣(✐♠' ♣❛( ❧❡# ❞'❝✐❞❡✉(#✳ ❉❛♥# ❧❛ ♣(❡♠✐.(❡ #❡❝&✐♦♥✱

♥♦✉# ❞'✜♥✐##♦♥# ❧❡ ❝♦♥✢✐& ♠✉❧&✐❝(✐&.(❡ ❡& ❞✐#❝✉&♦♥# ❞❡ ❧✬✐♠♣♦(&❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡&&❡

♥♦&✐♦♥ ❡♥ ❆▼❈❉✳ ■❧ #✬❛❣✐&✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐.(❡ ❣'♥'(❛❧❡✱ ❞❡ ❧❛ #✐&✉❛&✐♦♥ ❞❛♥#

❧❛B✉❡❧❧❡ ❧❡# ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡# #✉( ❧❡# ❞✐✛'(❡♥&# ❝(✐&.(❡# ❞✐✈❡(❣❡♥& ❡& ❡♠♣E❝❤❡♥&

❞❡ ❝♦♠♣❛(❡( ❞❡✉① ❛❧&❡(♥❛&✐✈❡# #❛♥# '&❛❜❧✐( ❞❡ ❝♦♠♣(♦♠✐#✳

▲❡ ❝♦♥✢✐& ♥❡ ❥♦✉❡ ❛✉❝✉♥ (H❧❡ ❞❛♥# ❧❛ &❤'♦(✐❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐#❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉(✱

♠❛✐# ✐❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ ♠❛♥✐.(❡ ❞♦♥& ❧❡# ❞'❝✐❞❡✉(# ❡✛❡❝&✐❢# ❢♦♥& ❞❡# ❝❤♦✐①✳ ◆♦✉#

(❡❧❛&♦♥# ❞❛♥# ❧❛ ❞❡✉①✐.♠❡ #❡❝&✐♦♥ B✉❡❧B✉❡# ❡✛❡&# ❝♦♠♣♦(&❡♠❡♥&❛✉① ♦❜#❡(✈'#

❞❛♥# ❧❛ ❧✐&&'(❛&✉(❡ B✉✐ #♦♥& ❧✐'# ❛✉ ❝♦♥✢✐& ♠✉❧&✐❝(✐&.(❡✳

❉❛♥# ❧❛ #❡❝&✐♦♥ #✉✐✈❛♥&❡✱ ♥♦✉# ♥♦✉# ✐♥&'(❡##♦♥# / ❧❛ ❢❛I♦♥ ❞❡ ❞'✜♥✐( ✉♥❡

✐♥&❡♥#✐&' ❞✉ ❝♦♥✢✐& ❜✐❝(✐&.(❡ ❞❛♥# ❧❛ ❝♦♠♣❛(❛✐#♦♥ ❡♥&(❡ ❞❡✉① ❛❧&❡(♥❛&✐✈❡#✱

❡& ✐❞❡♥&✐✜♦♥# ❞❡✉① ✈❛(✐❛❜❧❡# B✉✐ #❡(♦♥& ✉&✐❧✐#'❡# ❞❛♥# ♥♦&(❡ ❡①♣'(✐♠❡♥&❛&✐♦♥

(❛♣♣♦(&'❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐&(❡# ✺✳

❊♥✜♥ ♥♦✉# ♣(♦♣♦#♦♥# ❞❛♥# ❧❛ ❞❡(♥✐.(❡ #❡❝&✐♦♥ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♠❡#✉(❡ ❞❡

❧✬✐♥&❡♥#✐&' ❞✉ ❝♦♥✢✐& B✉✐ ♣♦✉((❛✐& ❛✐❞❡( ❞❛♥# ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬❡①❡♠♣❧❡# ❛✉ ❝♦✉(#

❞✬✉♥❡ '❧✐❝✐&❛&✐♦♥✳
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✸✳✶ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❡( +❡♠❛+.✉❡0 ♣+$❧✐♠✐♥❛✐+❡0

❖♥ ❛ ✈✉ %✉✬❡♥ ❧✬❛❜*❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦0♠❛2✐♦♥ ♣04❢40❡♥2✐❡❧❧❡✱ ❧❛ *❡✉❧❡ *20✉❝2✉0❡ ❞♦♥2

♦♥ ❞✐*♣♦*❡ ♣♦✉0 ❞✐*❝0✐♠✐♥❡0 ❡♥20❡ ❧❡* ❛❧2❡0♥❛2✐✈❡* ❡*2 ❧❛ 0❡❧❛2✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱

%✉✐ ❡*2 ❣4♥40❛❧❡♠❡♥2 207* ♣❛✉✈0❡ ✭❡♥ ❝♦♥*✐❞40❛♥2 ❞❡* 4✈❛❧✉❛2✐♦♥* ❛❧4❛2♦✐0❡*✱

❘♦*✐♥❣❡0 ❬✶✾✾✶❪ ❝❛❧❝✉❧❡ %✉❡ ❧❛ ♣0♦❜❛❜✐❧✐24 ♣♦✉0 %✉❡ ❞❡✉① ❛❧2❡0♥❛2✐✈❡* *♦✐❡♥2 ❡♥

0❡❧❛2✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❡*2 ✐♥❢40✐❡✉0❡ ? ✶✪ ♣♦✉0 *❡♣2 ❝0✐270❡*✮✳ ❯♥ ❛*♣❡❝2 ❡*✲

*❡♥2✐❡❧ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ? ❧❛ ❞4❝✐*✐♦♥ ❡*2 ❞♦♥❝ ❞❡ ♣❡0♠❡220❡ ❧❛ ♣0✐*❡ ❡♥ ❝♦♠♣2❡ ❞✬✐♥❢♦0✲

♠❛2✐♦♥* *✉♣♣❧4♠❡♥2❛✐0❡*✱ ♣0♦♣0❡* ❛✉ ❞4❝✐❞❡✉0✱ %✉✐ ♣❡0♠❡22❡♥2 ❞❡ ❞✐*❝0✐♠✐♥❡0

❡♥20❡ ❧❡* ❛❧2❡0♥❛2✐✈❡* ❡2 ❞42❡0♠✐♥❡0 ✉♥❡ *20✉❝2✉0❡ ❞❡ ♣04❢40❡♥❝❡*✳

E♦✉0 *✐♠♣❧✐✜❡0✱ ❝♦♥*✐❞40♦♥* ✉♥ ♣0♦❜❧7♠❡ ❞❡ ❞4❝✐*✐♦♥ ❜✐❝0✐270❡ ♦G ❝❤❛%✉❡

❝0✐270❡ ❡*2 ? ♠❛①✐♠✐*❡0✳ ■❧ ❡*2 ♣0♦❜❛❜❧❡ %✉✬✐❧ ❡①✐*2❡ ❞❡✉① ❛❧2❡0♥❛2✐✈❡* a ❡2 b

2❡❧❧❡* %✉✬❛✉❝✉♥❡ ♥❡ ❞♦♠✐♥❡ ❧✬❛✉20❡✳ a ❡*2 ♠❡✐❧❧❡✉0❡ %✉❡ b *✉0 ❧❡ ❝0✐270❡ ✶✱ ♠❛✐*

♣04*❡♥2❡ ✉♥ ❞4*❛✈❛♥2❛❣❡ ♣❛0 0❛♣♣♦02 ? b *✉0 ❧❡ ❝0✐270❡ ✷✳ ■❧ ❡*2 ❞7* ❧♦0* ♥4❝❡**❛✐0❡

♣♦✉0 ❧❡ ❞4❝✐❞❡✉0 ❞✬❡①♣0✐♠❡0 ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥2 *✉0 ❧❡* ❛✈❛♥2❛❣❡* 0❡❧❛2✐❢* ❞❡ ❝❤❛%✉❡

❛❧2❡0♥❛2✐✈❡✳ ❉❛♥* ❧❛ ✈✐❡ %✉♦2✐❞✐❡♥♥❡✱ ♥♦✉* *♦♠♠❡* *❛♥* ❝❡**❡ ❛♠❡♥4* ? ❢♦0♠❡0

❝❡ 2②♣❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥2 ✿ ✏❛✉❥♦✉0❞✬❤✉✐✱ ❥❡ ♣04❢70❡ ❧❡ 2✐0❛♠✐*✉ ? ✺e ? ❧❛ ♣❛02 ❞❡

2❛02❡ ❛✉① ♣♦♠♠❡* ? ✸e✑ ✭♣❛0❝❡ %✉❡ ❥✬❛✐ ❞4❥? ♠❛♥❣4 ❞❡ ❧❛ 2❛02❡ ❤✐❡0✱ ♣❛0❝❡ %✉❡

❥✬❛✐ ❞4❝✐❞4 ❞❡ ❞4♣❡♥*❡0 ♠♦♥ ❛0❣❡♥2✱ ❡2❝✳✮✳ ✏E♦✉02❛♥2✱ ❥✬❛✉0❛✐* ♣04❢404 ❧❛ 2❛02❡

❛✉① ♣♦♠♠❡* *✐ ❧❡ 2✐0❛♠✐*✉ ❝♦S2❛✐2 ✼e✑✳ ❈❡ ❥✉❣❡♠❡♥2 ❝♦♥*2✐2✉❡ ❧❛ ♣❛02 ✐004❞✉❝✲

2✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞4❝✐*✐♦♥ ♠✉❧2✐❝0✐270❡ ✿ ❧❡ ❞4❝✐❞❡✉0 ❞♦✐2 ♥4❝❡**❛✐0❡♠❡♥2 ❡✛❡❝2✉❡0 ✉♥

❝♦♠♣0♦♠✐*✱ ♣❡*❡0 ❧❡* ❛0❣✉♠❡♥2* ❡♥ ❢❛✈❡✉0 ❡2 ❡♥ ❞4❢❛✈❡✉0 ❞❡ ❝❤❛%✉❡ ❛❝2❡✳ ❊2

❝❡ ❝♦♠♣0♦♠✐* ❡*2 ♥4❝❡**❛✐0❡ ❝❛0 ✐❧ ❡①✐*2❡ ✉♥ ❝♦♥✢✐2 ❡♥20❡ ❧❡* ❛❧2❡0♥❛2✐✈❡* ❞S ?

❧❡✉0* 4✈❛❧✉❛2✐♦♥* ❞✐✈❡0❣❡♥2❡* *✉0 ❝❡02❛✐♥* ❝0✐270❡*✳

❊♥ ❛✐❞❡ ? ❧❛ ❞4❝✐*✐♦♥ ❛♣♣❧✐%✉4❡ ? ✉♥ ♣0♦❜❧7♠❡ ✐♥❞✉*20✐❡❧✱ ✐❧ ❡*2 ❢04%✉❡♥2

%✉✬✉♥ ❝♦♥✢✐2 ❡①✐*2❡ ❡♥20❡ ❧❡ ❝♦S2 ❞❡* ❛❝2✐♦♥* ♣♦2❡♥2✐❡❧❧❡* ❞✬✉♥❡ ♣❛02 ❡2 ❞✬❛✉20❡

♣❛02 ❧❡✉0 *✉0❡24 ✭♠❛♥❛❣❡♠❡♥2 ❞❡ 0✐*%✉❡*✮✱ ❧❡✉0 %✉❛❧✐24 ✭❝♦♥❝❡♣2✐♦♥ ♣0♦❞✉✐2✮✱

❡2❝✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐70❡ ♣❧✉* ❣4♥40❛❧❡✱ ❛❧❧♦✉❡0 ✉♥ ❜✉❞❣❡2 ? ✉♥❡ ♣♦❧✐2✐%✉❡ ✭❞❡ *4❝✉✲

0✐24✱ ✜♥❛♥❝✐70❡✱ ❞✬✐♥✈❡*2✐**❡♠❡♥2 ❡♥ ♠❛240✐❡❧✮ 0❡%✉✐❡02 ❞✬42❛❜❧✐0 ❧❡* ❝♦♠♣0♦♠✐*

❛❝❝❡♣2❛❜❧❡* ❡♥20❡ ❝♦S2 ✭✜♥❛♥❝✐❡0✱ ❞4❧❛✐✮ ❡2 ♦❜❥❡❝2✐❢* ♣♦✉0*✉✐✈✐*✳

❖♥ ♣❡✉2 ❞♦♥❝ ✈♦✐0 ❧❡ ❝♦♥✢✐2 ❝♦♠♠❡ ❧❛ 0❡❧❛2✐♦♥ ❝♦♠♣❧4♠❡♥2❛✐0❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♠✐✲

♥❛♥❝❡ ✿ ❧❛ *✐2✉❛2✐♦♥✱ ♣♦✉0 ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛❧2❡0♥❛2✐✈❡✱ ❞❛♥* ❧❛%✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡*2 ✐♠♣♦**✐❜❧❡

❞❡ ❞4*✐❣♥❡0 ✉♥❡ ❛❧2❡0♥❛2✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ✏♠❡✐❧❧❡✉0❡✑✱ *❛♥* 04❢40❡♥❝❡ ? ❞❡ ❧✬✐♥❢♦0♠❛✲

✻✾
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 ✐♦♥ ♣%&❢&%❡♥ ✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ♣♦✉%%❛✐ ❛✉..✐ ❝❤♦✐.✐% ✉♥❡ ❞&✜♥✐ ✐♦♥ ♣❧✉. ❣&♥&%❛❧❡✱ 5✉✐

♥❡ .♦✐ ♣❛. ❧✐&❡ 6 ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛❧ ❡%♥❛ ✐✈❡. ♠❛✐. .❡✉❧❡♠❡♥ 6 ✉♥ ❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡

❝%✐ ;%❡.✳ ■❧ ❡①✐. ❡ ✉♥ ❝♦♥✢✐ ❞;. 5✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐ ♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♠♣ ❡ ✉♥ ❛✈❛♥ ❛❣❡

.✉% ✉♥ ❝%✐ ;%❡ ❡ ✉♥ ❞&.❛✈❛♥ ❛❣❡ .✉% ✉♥ ❛✉ %❡ ❝%✐ ;%❡  ✐♠✉❧%❛♥(♠❡♥%✳ ❈✬❡. ❧❡

❝❛. .✐ ❧✬♦♥ ❞♦✐ &✈❛❧✉❡% ✉♥❡ ❛❧ ❡%♥❛ ✐✈❡ ✉♥✐5✉❡✱ .✉% ♣❧✉.✐❡✉%. ❝%✐ ;%❡.✱ ❡ 5✉✬❡❧❧❡

♣%&.❡♥ ❡ ❞❡. ❛✈❛♥ ❛❣❡. ❡ ❞❡. ❞&.❛✈❛♥ ❛❣❡. ✭✈♦✐% ❋✐.❝❤❡% ❡ ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✮✳ ❈♦♥.✐❞&✲

%♦♥. ❧❛ ❞&❝✐.✐♦♥ ❞✬❛❝❤❡ ❡% ✉♥ ❞✐.5✉❡ ❞✉% ❡① ❡%♥❡ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✳ ■❧ ❡. ♣❧✉. ❢❛❝✐❧❡

❞❡ .❡ ❞&❝✐❞❡% .✐ ❧✬♦♥ ❡. ❢❛❝❡ 6 ✉♥ ♣%♦❞✉✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣%❛♥❞❡ ❝❛♣❛❝✐ & ❞❡ . ♦❝❦❛❣❡

❡ ✉♥❡ ✈✐ ❡..❡ ❞❡  %❛♥.❢❡% &❧❡✈&❡✱ 5✉❡ .✐ ❧✬♦♥ ❡. ❢❛❝❡ 6 ✉♥ ♣%♦❞✉✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❣%❛♥❞❡ ❝❛♣❛❝✐ & ❞❡ . ♦❝❦❛❣❡ ♠❛✐. ✉♥❡ ✈✐ ❡..❡ ❞❡  %❛♥.❢❡%  %;. ❜❛..❡✳ ▼♦✉.✲

.❡❛✉ ❬✶✾✾✸❪ ✭♣♣✳✶✹✹✲✶✹✻✮ .✬✐♥ &%❡..❡ ❛✉ ❞❡❣%& ❞❡ ❝♦♥✢✐ ❡♥ %❡ ❞❡✉① ❝♦❛❧✐ ✐♦♥.

❞❡ ❝%✐ ;%❡.✳

O❧✉.✐❡✉%. ❞&✜♥✐ ✐♦♥. ❞✉ ❝♦♥✢✐ ♠✉❧ ✐❝%✐ ;%❡ ❡♥ %❡ ❞❡✉① ❛❧ ❡%♥❛ ✐✈❡. ♦♥ & &

♣%♦♣♦.&❡. ❡♥ .✉♣♣♦.❛♥ 5✉❡ ❞❡. ♣.❡✉❞♦. ❝%✐ ;%❡. ♦♥ & & ❝♦♥. %✉✐ .✳ ❯♥ ♣.❡✉❞♦

❝%✐ ;%❡ ❡. ❞&✜♥✐ ❛✐♥.✐ ✭❇♦✉②..♦✉ ❛♥❞ ❘♦② ❬✶✾✾✸❪✮ ✿

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✳✵✳✶ ✭♣.❡✉❞♦✲❝%✐ ;%❡✮✳ ❯♥ ♣ ❡✉❞♦✲❝0✐%10❡ ❡ % ✉♥ ❝0✐%10❡ g ❛  ♦❝✐(

2 ❞❡✉① ❢♦♥❝%✐♦♥  ❡✉✐❧ q ❡% p✱ %❡❧❧❡ 6✉❡✱ ∀a, b ∈ A2
✿

g(a) ≥ g(b)⇒











aPgb ⇔ g(a)− g(b) > p(g(b)),

aQgb ⇔ q(g(b)) < g(a)− g(b) ≤ p(g(b)),

aIgb ⇔ g(a)− g(b) ≤ q(g(b)),

♦8 Pg✱ Qg ❡% Ig  ✐❣♥✐✜❡♥% 0❡ ♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ♣0(❢(0❡♥❝❡  %0✐❝%❡✱ 6✉❛ ✐✲♣0(❢(0❡♥❝❡ ❡%

✐♥❞✐✛(0❡♥❝❡ ♣❛0%✐❡❧❧❡ 0❡❧❛%✐✈❡ ❛✉ ❝0✐%10❡ g✳

❇♦✉②..♦✉ ❛♥❞ ❘♦② ❬✶✾✾✸❪ ✭❈❤❛♣✳ ✸✮ ❞&✜♥✐ ❛❧♦%. ❧❡ ❝♦♥✢✐ ❡♥ %❡ ❧❡. ❝%✐ ;%❡.

j ❡ k ❞❛♥. ❧❛ ❝♦♠♣❛%❛✐.♦♥ ❞❡ a ❡ b ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐;%❡ .✉✐✈❛♥ ❡✳ a ❡ b .♦♥ ❡♥ ✿

❝♦♥✢✐% ❢♦.% .✐ aPjb ❡ bPka✱

❝♦♥✢✐% ❢❛✐❜❧❡ .✐ aQjb ❡ bQka✱

❝♦♥✢✐% ❞✐44②♠!%.✐7✉❡ ♣.!4✉♠! ❢❛✈♦.❛❜❧❡ ; a .✐ aPjb ❡ bQka✱

❙❛♥. .✉♣♣♦.❡% ❞❡ ♣.❡✉❞♦✲❝%✐ ;%❡.✱ ❡ ♣♦✉% .✐♠♣❧✐✜❡%✱ ♦♥ ♣❡✉ ❝♦♥.✐❞&%❡% ❧❛

❞&✜♥✐ ✐♦♥ ❞♦♥♥&❡ ♣❛% O❡%♥② ❬✷✵✵✵❪ ✿

✼✵
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❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✳✵✳✷ ✭❝♦♥✢✐& ♠✉❧&✐❝*✐&+*❡✮✳ ❖♥ ❞✐$ %✉❡ ❞❡✉① ❝*✐$+*❡, gj ❡$ gk

,♦♥$ ❡♥ ❝♦♥✢✐$ ❞❛♥, ❧❛ ❝♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ❞❡ a ❡$ b ,✐ aj− bj > pj ❡$ ak− bk > pk✱ ♦4

pj ❡$ pk ,♦♥$ ❧❡, ❞✐✛6*❡♥❝❡, ♠✐♥✐♠❛❧❡, %✉✐ ,✉✣,❡♥$ ♣♦✉* ❥✉,$✐✜❡* ❧❡, ♣*6❢6*❡♥❝❡,

aPjb ❡$ bPka✳

▲❛ ♥❛&✉*❡ ❞❡1 ✐♥❢♦*♠❛&✐♦♥1 ♣*4❢4*❡♥&✐❡❧❧❡1 ❞4♣❡♥❞ ❞✉ ♠♦❞+❧❡ ❝❤♦✐1✐ ♣♦✉*

*❡♣*41❡♥&❡* ❧❡1 ♣*4❢4*❡♥❝❡1 ❞✉ ❞4❝✐❞❡✉*✳ ■❧ ♣❡✉& 1✬❛❣✐* ❞❡ ♣♦✐❞1 ❝♦❞❛♥& ❧✬✐♠♣♦*✲

&❛♥❝❡ *❡❧❛&✐✈❡ ❞❡1 ❝*✐&+*❡1✱ ❞❡ 1❡✉✐❧1 ❞✬❛1♣✐*❛&✐♦♥✱ ❞❡ 1❡✉✐❧1 ❞❡ ✈❡&♦✱ ❡&❝✳ ❉❛♥1

&♦✉1 ❧❡1 ❝❛1✱ ❧✬✐♥❢♦*♠❛&✐♦♥ ❡1& ❧✐4❡ > ❧❛ ♠❛♥✐+*❡ ❛✈❡❝ ❧❛?✉❡❧❧❡ ❧❡ ❞4❝✐❞❡✉* ♣❡✉&

❡✛❡❝&✉❡* ❞❡1 ❝♦♠♣*♦♠✐1 ✭$*❛❞❡✲♦✛,✮ ❡♥&*❡ ❧❡1 ❛✈❛♥&❛❣❡1 ❡& ❧❡1 ❞41❛✈❛♥&❛❣❡1

❛11♦❝✐41 > ❞✐✈❡*1 ♣*♦✜❧1 ♠✉❧&✐❝*✐&+*❡1✳ ❈✬❡1& ❧✬❡①✐1&❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐& ♠✉❧&✐❝*✐&+*❡

?✉✐ ✐♠♣♦1❡ ❞❡ ❞4&❡*♠✐♥❡* ✉♥❡ ✐♠♣♦*&❛♥❝❡ *❡❧❛&✐✈❡ ❞❡1 ❝*✐&+*❡1✳ ▲❡ ♠♦❞+❧❡ ❞❡

*❡♣*41❡♥&❛&✐♦♥ ❡1& ❝❤♦✐1✐ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐& ?✉✬✐❧ ❛✉&♦*✐1❡ > ❢❛✐*❡ ❞❡1 ❝♦♠♣*♦♠✐1

> &♦✉& ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬4❝❤❡❧❧❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❛✉ ❢❛✐& ?✉❡ ❧❡ &❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥1❛&✐♦♥ ♣✉✐11❡

✈❛*✐❡* ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬4❝❤❡❧❧❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❡&❝✳ ❇♦✉②11♦✉ ❛♥❞ ❘♦② ❬✶✾✾✸❪ 1♦✉❧✐❣♥❡ ?✉❡

❝✬❡1& ❧❛ ❢❛L♦♥ ❞❡ ❝♦♥1✐❞4*❡* ❧❛ *6,✉❧$❛♥$❡ ❞❡, ❝♦♥✢✐$, ?✉✐ ❝❛*❛❝&4*✐1❡ ✉♥❡ ♣*♦✲

❝4❞✉*❡ ❞✬❛❣*4❣❛&✐♦♥✱ ❡& ✐❧ 1❡ ❜❛1❡ 1✉* ❝❡&&❡ ♥♦&✐♦♥ ♣♦✉* ✐♥&*♦❞✉✐*❡ ❧❡1 ❝♦♥❝❡♣&1

❞❡ ❝♦♥❝♦*❞❛♥❝❡ ❡& ❞✐1❝♦*❞❛♥❝❡ ✭✈♦✐* ❈❤❛♣✐&*❡ ✶ ❡& ❈❤❛♣✐&*❡ ✹✮✳

O♦✉✈♦✐* *❡♣4*❡* ❡& ?✉❛♥&✐✜❡* ❧❡ ❝♦♥✢✐& ♠✉❧&✐❝*✐&+*❡ ♣❡✉& ♣*41❡♥&❡* ✉♥ ✐♥&4*P&

♣❛*&✐❝✉❧✐❡* ♣♦✉* ❧✬4❧✐❝✐&❛&✐♦♥ ❡& ❧❛ ♠♦❞4❧✐1❛&✐♦♥ ❞❡1 ♣*4❢4*❡♥❝❡1✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❡1

?✉❡1&✐♦♥1 ❞✬4❧✐❝✐&❛&✐♦♥ ❝♦♠♣♦*&❛♥& ❧❡ ♣❧✉1 ❞❡ ❝♦♥✢✐& 1♦♥& ❝❡❧❧❡1 ?✉✐ ❛♣♣♦*&❡♥& ❧❡

♣❧✉1 ❞✬✐♥❢♦*♠❛&✐♦♥ ✿ ✏▲❛ ❝♦♥♥❛✐11❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦*&❛♥❝❡ *❡❧❛&✐✈❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝*✐&+*❡1

✭♦✉ ❝♦❛❧✐&✐♦♥1 ❞❡ ❝*✐&+*❡1✮ ❡1& ❞✬❛✉&❛♥& ♣❧✉1 ❝*✉❝✐❛❧❡ ?✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ 1♦♥& ❝♦♥✢✐❝&✉❡❧1

❝❡ ?✉✐ ♣❡*♠❡& ❞❡ ❞4&❡*♠✐♥❡* ❧❡1 ?✉❡1&✐♦♥1 ❞♦♥& ❧❡1 *4♣♦♥1❡1 1♦♥& ❝❛♣✐&❛❧❡1 ♣♦✉*

❧❛ ♣*❡1❝*✐♣&✐♦♥✑ ✭▼♦✉11❡❛✉ ❬✶✾✾✸❪✮✳ ▲❛ ♣*41❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐& ♣♦✉**❛✐& ❞♦♥❝ P&*❡

❡♥✈✐1❛❣4❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣✉✐❞❡ ♣♦✉* ❧✬4❧✐❝✐&❛&✐♦♥✱ ♣♦✉* ❞4✜♥✐* ❧✬♦*❞*❡ ❞❡1 ?✉❡1&✐♦♥1

♣♦14❡1 ❛✉ ❞4❝✐❞❡✉* ❛✜♥ ?✉❡ ❧✬❛❧❣♦*✐&❤♠❡ ❞❡ ❞41❛❣*4❣❛&✐♦♥ ❝♦♥✈❡*❣❡ ❧❡ ♣❧✉1

*❛♣✐❞❡♠❡♥& ♣♦11✐❜❧❡ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉& 4❣❛❧❡♠❡♥& ♣❡*♠❡&&*❡ ❞✬✐♥❞✐?✉❡* ❛✉

❞4❝✐❞❡✉* ❧✬✐♠♣❛❝& ❞❡ 1❡1 *4♣♦♥1❡1✳

❈♦♥1✐❞4*♦♥1 ✉♥❡ 4❧✐❝✐&❛&✐♦♥ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛❞*❡ ❞❡ ▼❆❯❚✳ ❯♥ ❝♦♠♣*♦♠✐1 ❞♦✐&

P&*❡ ❢❛✐&✱ ❧♦*1?✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐1✐& ❧❛ &❛✐❧❧❡ ❞✉ &*❛❞❡✲♦✛ 1♦✉♠✐1 ❛✉ ❞4❝✐❞❡✉*✱ ❡♥&*❡

❧✬✐♠♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❞✉ 1✉❥❡& ❡& ❧❛ ?✉❛♥&✐&4 ❞✬✐♥❢♦*♠❛&✐♦♥ *❡♣*41❡♥&4❡ ♣❛* ✉♥ &*❛❞❡✲♦✛

❧❛*❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛*&✱ ❡& ❞✬❛✉&*❡ ♣❛*& ❧✬❡**❡✉* ❞❡ ♠❡1✉*❡ ♣♦&❡♥&✐❡❧❧❡ 1✉* ❧❡ ♣❛*❛✲

♠+&*❡ ❡1&✐♠4✱ ?✉✐ *41✉❧&❡ ❞❡ ❧✬❡**❡✉* ❞❡ ♠❡1✉*❡ ✐♥❤4*❡♥&❡ > &♦✉&❡ 4❧✐❝✐&❛&✐♦♥✳

✼✶
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❊♥ ❡✛❡$✱ ✉♥❡ ❡''❡✉' ❞❡ ♠❡*✉'❡ ❞✬✉♥ $'❛❞❡✲♦✛ *❡ '/♣❡'❝✉$❡ ♣❧✉* ❧❛'❣❡♠❡♥$ *✉'

❧❛ ❝♦✉'❜❡ ❞✬✐♥❞✐✛/'❡♥❝❡ ❡*$✐♠/❡ *✐ ❧❡ $'❛❞❡✲♦✛ ❡*$ ♣❡$✐$ 6✉❡ *✬✐❧ ❡*$ ❧❛'❣❡ ✭✈♦✐'

❋✐❣✉'❡ ✸✳✶✮✳ ❉❡❧6✉✐/ ❬✷✵✵✸❪ ♣'♦♣♦*❡ ✉♥❡ ♠/$❤♦❞❡ ♣♦✉' ❞/$❡'♠✐♥❡' ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡

$'❛❞❡✲♦✛ ♦♣$✐♠❛❧❡ ❡♥ $❡♥❛♥$ ❝♦♠♣$❡ ❞❡ ❝❡* ❞❡✉① ❛*♣❡❝$* ✿ *✐ ❧✬♦♥ '❡♣'/*❡♥$❡

❝❤❛6✉❡ ❡''❡✉' ♣❛' ✉♥ /❝❛'$✲$②♣❡✱ ❧✬❡''❡✉' ❞✬❡*$✐♠❛$✐♦♥ *✉' ❧❡ ♣❛'❛♠G$'❡ ♣'/✲

❢/'❡♥$✐❡❧ α ✈❛✉$ σα = σX × |
dα
dX

(X0)| ♦I x0 ❡*$ ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡ ❧❛ '/♣♦♥*❡✱ *❛♥*

❡''❡✉'✳ ▲♦'*6✉❡ ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞✉ $'❛❞❡✲♦✛ ❛✉❣♠❡♥$❡✱ ❧❡ ♣'❡♠✐❡' $❡'♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧$✐✲

♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥$❡✱ ❛❧♦'* 6✉❡ ❧❡ *❡❝♦♥❞ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ➚ ❧✬❡①$'L♠❡✱ *✐ ❧✬♦♥ ♣'♦♣♦*❡

✉♥ ♠❛$❝❤✐♥❣ (X1, Y1)I(?, Y2) ❛✈❡❝ Y2 ≤ Y1 ♠❛✐* $'G* ♣'♦❝❤❡ ✭✈♦✐' ❋✐❣✉'❡ ✸✳✶✮✱

❧✬❡''❡✉' *✉' ❧❛ '/♣♦♥*❡ *❡'❛ ♠✐♥✐♠❡ ✭X2 $'G* ♣'♦❝❤❡ ❞❡ X1✮✱ ♠❛✐* ❧❛ '/♣♦♥*❡

❛♣♣♦'$❡ $'G* ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦'♠❛$✐♦♥ ♣♦✉' ❧♦❝❛❧✐*❡' ❧❛ ❝♦✉'❜❡ ❞✬✐♥❞✐✛/'❡♥❝❡✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ❘/♣❡'❝✉**✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡''❡✉' ❞❡ ♠❡*✉'❡ ❞❡ $'❛❞❡✲♦✛ *✉' ❧❛ ❝♦✉'❜❡

❞✬✐♥❞✐✛/'❡♥❝❡ ❡*$✐♠/❡✳ ■**✉ ❞❡ ❉❡❧6✉✐/ ❬✷✵✵✸❪

❘/*♦✉❞'❡ ✉♥❡ ❞/❝✐*✐♦♥ ❝♦♥✢✐❝$✉❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐6✉❡ ♥/❝❡**❛✐'❡♠❡♥$ ❞✬❛❜❛♥❞♦♥♥❡'

✉♥ ♦✉ ♣❧✉*✐❡✉'* ❛✈❛♥$❛❣❡*✱ ❝❡ 6✉✐ ♣❡✉$ L$'❡ ❛$$❛❝❤/ Q ✉♥ '❡❣'❡$ ❢✉$✉' ✭❇❡❧❧

❬✶✾✽✷❪✱ ❈♦'✐❝❡❧❧✐ ❡$ ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✮✳ ❈✬❡*$ ♣♦✉'6✉♦✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉$ *✬❛$$❡♥❞'❡ Q ❝❡ 6✉❡

✼✷
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❧❡ ❝♦♥✢✐' ❛✐' ❞❡* ❝♦♥*+,✉❡♥❝❡* *✉. ❧❡ ❝♦♠♣♦.'❡♠❡♥' ❞+❝✐*✐♦♥♥❡❧✱ ❜✐❡♥ ,✉✬✐❧ ♥❡

❥♦✉❡ ❛✉❝✉♥ .5❧❡ ❞❛♥* ❧❛ '❤+♦.✐❡ ♥♦.♠❛'✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞+❝✐*✐♦♥ ♠✉❧'✐❛''.✐❜✉'✳ ❉❛♥*

❧❛ *❡❝'✐♦♥ *✉✐✈❛♥'❡✱ ♥♦✉* .❛♣♣♦.'♦♥* ❝❡.'❛✐♥* ❡✛❡'* ❞✉ ❝♦♥✢✐' .❡❧❛'+* ❞❛♥* ❧❛

❧✐''+.❛'✉.❡✳

✸✳✷ ❉✐✛&'❡♥*❡+ ♠❛♥✐❢❡+*❛*✐♦♥+ ❡①♣&'✐♠❡♥*❛❧❡+ ❞✉

❝♦♥✢✐*

▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ *✐♠♣❧❡ ♣.+*❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐'✱ ♣❛. ♦♣♣♦*✐'✐♦♥ < *♦♥ ❛❜*❡♥❝❡

✭✐✳❡✳ ✉♥❡ *✐'✉❛'✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✮ ❧♦.* ❞❡ ❝❤♦✐① ❜✐❝.✐'@.❡* ❡♥'.❡ ❞❡✉① ❛❧'❡.♥❛'✐✈❡*

❡*' ❡①❛♠✐♥+❡ ❞❛♥* ❚✈❡.*❦② ❛♥❞ ❙❤❛✜. ❬✶✾✾✷❪✱ < '.❛✈❡.* ❞❡✉① ❡①♣+.✐♠❡♥'❛'✐♦♥*

✐♠♣❧✐,✉❛♥' .❡*♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❞❡* ❧♦'❡.✐❡* ❡' ❞❡* ❛♣♣❛.'❡♠❡♥'* ✭✈♦✐. ❋✐❣✉.❡ ✸✳✷✮✳

▲❡* *✉❥❡'* ❡①♣+.✐♠❡♥'❛✉① ♦♥' < ❝❤♦✐*✐. ❡♥'.❡ ❞❡✉① ❛❧'❡.♥❛'✐✈❡*✱ ,✉✐ *♦♥' ❡♥

❝♦♥✢✐' ❜✐❝.✐'@.❡ ✭❝❤♦✐① ❡♥'.❡ a ❡' b✱ ❝❤♦✐① ❡♥'.❡ c ❡' d✮ ♦✉ ❡♥ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✭❝❤♦✐①

❡♥'.❡ a ❡' c✱ ❝❤♦✐① ❡♥'.❡ b ❡' d✮✳ ■❧* ♣❡✉✈❡♥' +❣❛❧❡♠❡♥' ❞❡♠❛♥❞❡. ❧✬❛❥♦✉' ❞✬✉♥❡

'.♦✐*✐@♠❡ ❛❧'❡.♥❛'✐✈❡ ❛✈❛♥' ❞❡ ❝❤♦✐*✐.✱ ♠❛✐* ❝❡❧❛ ❧❡✉. ❝♦O'❡ ❞❡ ❧✬❛.❣❡♥' ✭❧♦'❡✲

.✐❡*✮ ♦✉ ❧❡ .✐*,✉❡ ❞❡ ♣❡.❞.❡ ✉♥❡ ❞❡* ❛❧'❡.♥❛'✐✈❡* ✐♥✐'✐❛❧❡* ✭❛♣♣❛.'❡♠❡♥'*✮✳ ▲❡*

❛✉'❡✉.* ♦❜*❡.✈❡♥' ❞❡✉① ❡✛❡'*✳ ▲❡* *✉❥❡'* ♦♥' *✐❣♥✐✜❝❛'✐✈❡♠❡♥' ♣❧✉* '❡♥❞❛♥❝❡ <

❞❡♠❛♥❞❡. ❧✬❛❥♦✉' ❞✬✉♥❡ '.♦✐*✐@♠❡ ❛❧'❡.♥❛'✐✈❡ ❧♦.* ✿

• ❞✉ ❝❤♦✐① ❡♥'.❡ c ❡' d ,✉❡ ❡♥'.❡ a ❡' b ✭✐✳❡✳ ❧♦.*,✉❡ ❧✬❛''.❛❝'✐✈✐'+ ❣❧♦❜❛❧❡

❡*' ♠♦✐♥* +❧❡✈+❡✮

• ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ✐♠♣❧✐,✉❛♥' ✉♥❡ ♣❛✐.❡ ❞✬❛❧'❡.♥❛'✐✈❡* ❡♥ ❝♦♥✢✐' ✭❡' ♥♦♥ ❡♥ .❡❧❛✲

'✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✮✳

▲❡ ♣.❡♠✐❡. '.❛✐' ❞❡ ❝♦♠♣♦.'❡♠❡♥' ❡①❤✐❜+ ❡*' ❡♥ ❛❝❝♦.❞ ❛✈❡❝ ❧❛ '❤+♦.✐❡ ❞❡

❧❛ ♠❛①✐♠✐*❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉.✱ ♠❛✐* ❧❡ *❡❝♦♥❞ ♠♦♥'.❡ ✉♥ ❡✛❡' ❞✉ ❝♦♥✢✐'✱ ,✉✐

♥✬❡*' ♣❛* ♣.+✈✉ ❞❛♥* ❝❡ ❝❛❞.❡✳ ❉❛♥* ❞❡✉① ❡①♣+.✐♠❡♥'❛'✐♦♥* *✉♣♣❧+♠❡♥'❛✐.❡*✱

❧❡* *✉❥❡'* ♦♥' ❧❛ ♣♦**✐❜✐❧✐'+ ❞✬❛❝,✉+.✐. ✉♥ ♣.♦❞✉✐' ❞❡ ❝♦♥*♦♠♠❛'✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ♥❡

.✐❡♥ ❢❛✐.❡✳ ❖♥ ♦❜*❡.✈❡ ,✉❡ ❧✬❛❥♦✉' ❞✬✉♥ *❡❝♦♥❞ ♣.♦❞✉✐'✱ ❡♥ ❝♦♥✢✐' ❛✈❡❝ ❧❡ ♣.❡✲

♠✐❡.✱ ❛✉❣♠❡♥'❡ ❧❛ '❡♥❞❛♥❝❡ < ❝♦♥*❡.✈❡. ❧❡ *'❛'✉ ,✉♦✳ ❈❡' ❡✛❡' ♣❡✉' U'.❡ ♠✐*

❡♥ ♣❛.❛❧❧@❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡✛❡' ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❛*②♠+'.✐,✉❡ ✭✈♦✐. ❙♦✉*✲*❡❝'✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮✳ ▲❡
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ❆❧&❡(♥❛&✐✈❡- ❞✐-♣♦♥✐❜❧❡- ❞❛♥- ❧✬❡①♣4(✐♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❚✈❡(-❦②

❛♥❞ ❙❤❛✜( ❬✶✾✾✷❪✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣(♦♣♦-4 ♣❡✉& C&(❡ ❝♦♥✢✐❝&✉❡❧ ✭a ❡& b ♣❛(

❡①❡♠♣❧❡✮ ♦✉ -❛♥- ❛✉❝✉♥ ❝♦♥✢✐& ✭a ❡& c ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡✮✳

❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❛❧&❡(♥❛&✐✈❡ ❡-& (❡♥❞✉ ♣❧✉- ❢❛❝✐❧❡ ♣❛( ❧❡ ❢❛✐& ❞✬❛❥♦✉&❡( ✉♥❡ ❛❧&❡(♥❛✲

&✐✈❡ ❞♦♠✐♥4❡ ❞❛♥- ✉♥ ❝❛-✱ ❡& ♠♦✐♥- ❢❛❝✐❧❡ ♣❛( ❧❡ ❢❛✐& ❞✬❛❥♦✉&❡( ✉♥❡ ❛❧&❡(♥❛&✐✈❡

❝♦♥✢✐❝&✉❡❧❧❡ ❞❛♥- ❧✬❛✉&(❡✳ ❈❡- ❡①♣4(✐♠❡♥&✐♦♥- ♥❡ ❢♦♥& ♣❛- ✐♥&❡(✈❡♥✐( ❞❡ ❞❡❣(4

♦✉ ❞✬✐♥&❡♥-✐&4 ❞✉ ❝♦♥✢✐&✳ ■❧ -❡(❛✐& ✐♥&4(❡--❛♥& ❞✬❡①❛♠✐♥❡( -✐ ❧❡- ❡✛❡&- ♦❜-❡(✈4-✱

❞❡ (❡❝❤❡(❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧&❡(♥❛&✐✈❡ -✉♣♣❧4♠❡♥&❛✐(❡✱ ❡& ❞❡ ❝♦♥-❡(✈❛&✐♦♥ ❞✉ -&❛&✉ O✉♦✱

-♦♥& ♣❧✉- ♠❛(O✉4- ❧♦(-O✉❡ ❧❡- ❞✐✛4(❡♥❝❡- ❞✬4✈❛❧✉❛&✐♦♥- ❛✉❣♠❡♥&❡♥&✳

❯♥❡ ❛✉&(❡ ✐♥&❡(♣(4&❛&✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥✢✐& (❡♣♦-❡ -✉( ❧ ▲✉❝❡ ❬✶✾✾✽❪ ❢❛✐& (❡♠❛(O✉❡(

O✉❡ ❧✬❛✈❡(-✐♦♥ R ❧❛ ♣❡(&❡ ✭❡♥ ❞4❝✐-✐♦♥ ♥♦♥ (✐-O✉4❡✱ ✈♦✐( ❚✈❡(-❦② ❛♥❞ ❑❛❤♥❡♠❛♥

❬✶✾✾✶❪✮ ❛--♦❝✐4❡ R ❞❡- ❛&&(✐❜✉&- ♣❛(&✐❝✉❧✐❡(- ♣❡✉& ❞✐✛4(❡( ❡♥&(❡ ❝❡- ❛&&(✐❜✉&-✱

♠C♠❡ -✐ ❧❡✉(- ♣♦✐❞- ✭❥✉❣❡♠❡♥&- ❞✬✐♠♣♦(&❛♥❝❡✮ -♦♥& ❥✉❣4- -❡♠❜❧❛❜❧❡-✳ ❊❧❧❡ ❞4✲

&❡(♠✐♥❡ ❧♦(- ❞❡ &❡-&- ♣(4❧✐♠✐♥❛✐(❡- O✉❡ ❧♦(- ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ✈♦✐&✉(❡✱  ✉"✈✐❡ ❞❡

❧✬♦❝❝✉♣❛♥. ❡& .❡♥✉❡ ❞❡ "♦✉.❡ ♦❜&✐❡♥♥❡♥& ❞❡- ♣♦✐❞- O✉❛-✐ ✐❞❡♥&✐O✉❡-✱ ♠❛✐- O✉❡ ❧❡

♣(❡♠✐❡( ❛&&(✐❜✉& ❡-& ❛--♦❝✐4 R ✉♥❡ ♣❧✉- ❣(❛♥❞❡ ❛✈❡(-✐♦♥ R ❧❛ ♣❡(&❡

✶

✳ ❉❡ ♠C♠❡✱

♣♦❧❧✉.✐♦♥ ❡& /✉❛❧✐.0 ❞❡ ❧✬❛✉.♦"❛❞✐♦ -♦♥& ❥✉❣4- ❞✬✐♠♣♦(&❛♥❝❡ 4❣❛❧❡ ♠❛✐- ❧❡ ♣(❡✲

♠✐❡( ❛&&(✐❜✉& ♣(♦✈♦O✉❡ ✉♥❡ ❛✈❡(-✐♦♥ R ❧❛ ♣❡(&❡ ♣❧✉- ❣(❛♥❞❡ O✉❡ ❧❡ -❡❝♦♥❞✳ ❊❧❧❡

❞4✜♥✐& ❛❧♦(- ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞✐✣❝✉❧&4 ❞❡ &(❛❞❡✲♦✛✱ O✉✐ ❞4♣❡♥❞❡♥& ✉♥✐O✉❡♠❡♥&

✶

❖♥ ✐♥❞✐$✉❡ ❛✉ (✉❥❡* $✉✬✐❧ ♣♦((/❞❡ ✉♥❡ ❛❧*❡0♥❛*✐✈❡ ❞♦♥♥2❡✱ $✉✬✐❧ ❞♦✐* ❞2❣0❛❞❡0 (✉0 ✉♥

❛**0✐❜✉*✱ ♣♦✉0 0❡❝✉❡✐❧❧✐0 ❝❡**❡ ✐♥❢♦0♠❛*✐♦♥✳
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❞❡ ❧✬❛✈❡&'✐♦♥ + ❧❛ ♣❡&-❡ ❛''♦❝✐/❡ ❛✉ ❥❡✉ ❞✬❛--&✐❜✉-' ✉-✐❧✐'/'✱ -♦✉- ❡♥ ❣❛&❞❛♥-

♣♦✐❞'✱ ❛❧-❡&♥❛-✐✈❡' ❡- /✈❛❧✉❛-✐♦♥' ✭✏❣♦♦❞✑✱ ✏❛✈❡&❛❣❡✑✱ ❡-❝✳✮ ❝♦♥'-❛♥-' ❡♥-&❡ ❧❡'

❞❡✉① ❝♦♥❞✐-✐♦♥'✳ ❊♥ ❝♦♥-&<❧❛♥- ❧❛ ♣&/'❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♦♣-✐♦♥ ❞✬/✈✐-❡♠❡♥- ✭✉♥❡ ❛❧✲

-❡&♥❛-✐✈❡ ❡'- ♣&/'❡♥-/❡ ❝♦♠♠❡ '-❛-✉ ?✉♦✱ ✉♥❡ ❛❧-❡&♥❛-✐✈❡ ❡♥ ❞♦♠✐♥❡ ✉♥❡ ❛✉-&❡✱

♦✉ ❜✐❡♥ ✐❧ ❡'- ♣♦''✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡& + ❝❤❡&❝❤❡& ❞✬❛✉-&❡' ❛❧-❡&♥❛-✐✈❡'✮✱ ❡❧❧❡ ♦❜✲

'❡&✈❡ ?✉❡ ❧❡ &❡❝♦✉&' + ❝❡' ♦♣-✐♦♥' ❞✬/✈✐-❡♠❡♥- ❛✉❣♠❡♥-❡ '✐❣♥✐✜❝❛-✐✈❡♠❡♥- ❞❛♥'

❧❛ ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ❞❡ -&❛❞❡✲♦✛ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊❧❧❡ ♦❜'❡&✈❡ ❞❡ ♣❧✉' ?✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬/♠♦-✐♦♥

♥/❣❛-✐✈❡ &❡♣♦&-/ ❡'- ♣❧✉' ❣&❛♥❞ ❧♦&' ❞❡' -&❛❞❡✲♦✛' ❞✐✣❝✐❧❡'✱ ♠❛✐' ?✉✬✐❧ ❞✐♠✐♥✉❡

'✐❣♥✐✜❝❛-✐✈❡♠❡♥- ❧♦&'?✉✬✉♥❡ ♦♣-✐♦♥ ❞✬/✈✐-❡♠❡♥- ❡'- ❞✐'♣♦♥✐❜❧❡ ❡- ?✉✬❡❧❧❡ ❡'-

❝❤♦✐'✐❡✳

▲❡ ❝♦♥✢✐- ♠✉❧-✐❝&✐-F&❡ ♥❡ ❝♦♥❝❡&♥❡ ♣❛' ✉♥✐?✉❡♠❡♥- ❧❛ ❝♦♠♣❛&❛✐'♦♥ ❞❡ ❞❡✉①

❛❧-❡&♥❛-✐✈❡'✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐- ✐♥-&❛✲❛❧-❡&♥❛-✐✈❡ ✭✈❛&✐❛♥❝❡ ❞❡' /✈❛❧✉❛-✐♦♥'

❞✬✉♥❡ ❛❧-❡&♥❛-✐✈❡ ✉♥✐?✉❡✱ + -&❛✈❡&' ❧❡' ❝&✐-F&❡'✮ '✉& ✉♥❡ -G❝❤❡ ❞✬/✈❛❧✉❛-✐♦♥ ❡'-
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✭✈♦✐( ❈❤❛♣✐%(❡ ✹✮✳ ◆♦✉" ❞✐"❝✉%♦♥" ❞❛♥" ❧❛ "❡❝%✐♦♥ "✉✐✈❛♥%❡ ❞❡" ❝❛(❛❝%0(✐"%✐+✉❡"
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❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛*❛✐,♦♥✱ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥✢✐1✱ 2✉✐ ,♦♥1 ❧❡ ♣❧✉, ,✉,❝❡♣1✐❜❧❡, ❞✬✐♥❞✉✐*❡

❧✬❡①♣*❡,,✐♦♥ ❞❡ ♣*5❢5*❡♥❝❡, ✐♥❝♦♠♣❧71❡,✳

✸✳✸ ■♥$❡♥&✐$( ❞✉ ❝♦♥✢✐$ ❜✐❝/✐$0/❡ ❡♥$/❡ ❞❡✉① ❛❧✲

$❡/♥❛$✐✈❡&

❈♦♥,✐❞5*♦♥, ✉♥❡ ❝♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ❜✐❝*✐17*❡ ❞❛♥, ❧❛2✉❡❧❧❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛❧1❡*♥❛1✐✈❡

♥❡ ❞♦♠✐♥❡ ❧✬❛✉1*❡✳ ▲❛ ❞5❝✐,✐♦♥ ♥5❝❡,,✐1❡ ❞✬❡✛❡❝1✉❡* ✉♥ ❝♦♠♣*♦♠✐, ♦✉ 1*❛❞❡✲

♦✛ ❡♥1*❡ ❞❡✉① ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡, ✿ ✏❊!"✲❝❡ &✉❡ ❝❡" ❛✈❛♥"❛❣❡ !✉, ❧❡ ♣,❡♠✐❡, ❝,✐"1,❡

❝♦♠♣❡♥!❡ ❝❡ ❞4!❛✈❛♥"❛❣❡ !✉, ❧❡ !❡❝♦♥❞ ❝,✐"1,❡ ❄ ✑✳

▲✬✐♥1❡♥,✐15 ❞✉ ❝♦♥✢✐1 ♠✉❧1✐❝*✐17*❡ ,❡ *❛♣♣♦*1❡ @ ❝♦♠❜✐❡♥ ❧❡, ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡,

❞❡, ❞❡✉① ❛❧1❡*♥❛1✐✈❡, ❡♥ ❝♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ❞✐✛7*❡♥1✳ A❧✉, ❝❡, ❞✐✛5*❡♥❝❡, ,♦♥1 ✐♠✲

♣♦*1❛♥1❡,✱ ♣❧✉, ✐❧ ❞❡✈*❛✐1 B1*❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉* ❧❡ ❞5❝✐❞❡✉* ❞✬51❛❜❧✐* ✉♥ ❝♦♠♣*♦♠✐,

❛✈❡❝ ❝♦♥✈✐❝1✐♦♥✱ ❡1 ❞✬❡①♣*✐♠❡* ❞❡, ♣*5❢5*❡♥❝❡, ❡♥ ❝♦♥,52✉❡♥❝❡✳

A❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥,✐❞5*♦♥, ✉♥ ❞5❝✐❞❡✉* 2✉✐ ❞♦✐1 ❝❤♦✐,✐* ❡♥1*❡ ❞❡✉① ♦✛*❡,

❞❡ ♣♦,1❡, a ❡1 d ✭✈♦✐* ❧❛ ❋✐❣✉*❡ ✸✳✸✮✳ ■♥15*B1 ❞✉ ♣♦,1❡ ❞5,✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐✈❡*,✐15

❞❡, 1K❝❤❡, ❡1 ❧❡ ❞❡❣*5 ❞✬❛✉1♦♥♦♠✐❡ ❛,,♦❝✐5, ❛✉ ♣♦,1❡✳ ▲✬♦✛*❡ a ♣*5,❡♥1❡ ✉♥

,❛❧❛✐*❡ ♣❡✉ 5❧❡✈5✱ ♠❛✐, ❧❡ ♣♦,1❡ ❡,1 5✈❛❧✉5 ❝♦♠♠❡ 1*7, ✐♥15*❡,,❛♥1✳ ❆ ❧✬♦♣♣♦,5✱

❧✬♦✛*❡ d ❡,1 ❜✐❡♥ *5♠✉♥5*5❡✱ ♠❛✐, ♣*5,❡♥1❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥15*B1✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡, ❞❡✉① ♦✛*❡,

♣*5,❡♥1❡♥1 ❞❡, ♣*♦✜❧, ,❛❧❛✐*❡✴✐♥15*B1 1*7, ❞✐✛5*❡♥1,✱ ❝❤♦✐,✐* ❧✬✉♥❡ ✐♠♣❧✐2✉❡ ❞❡

,❛❝*✐✜❡* ✉♥ ♦❜❥❡❝1✐❢ ❛✜♥ ❞❡ *5❛❧✐,❡* ❧✬❛✉1*❡✳ ❈♦♥,✐❞5*♦♥, ♠❛✐♥1❡♥❛♥1 ❧❡ ❝❤♦✐①

❡♥1*❡ ❧❡, ♦✛*❡, b ❡1 c✳ ▲❡ ❞5❝✐❞❡✉* ❢❛✐1 ✉♥ ,❛❝*✐✜❝❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥, ❞✐✣❝✐❧❡✱

2✉❡ ❝❡ ,♦✐1 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ,❛❧❛✐*❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬✐♥15*B1✱ ❝❛* ❧❛ ❝♦♠♣❡♥,❛1✐♦♥ 2✉✬✐❧ ❞♦✐1

❡,1✐♠❡* ❝♦♥❝❡*♥❡ ❞❡ ♣❡1✐1❡, ❞✐✛5*❡♥❝❡,✳ ■❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝♦♥✢✐1 ❞❛♥, ❧❛ ❝♦♠♣❛*❛✐,♦♥

❞❡ b ❡1 c✳ ❆✐♥,✐✱ ❧❡ *❡❣*❡1 ❛,,♦❝✐5 @ ❝❡11❡ ❞5❝✐,✐♦♥ ❡,1 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉, ❢❛❝✐❧❡ @

,✉♣♣♦*1❡*✳

▲♦*, ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❡♥1*❡ a ❡1 d✱ ✐♠♣❧✐2✉❛♥1 ✉♥

❝♦♥✢✐1 ❧❛*❣❡✱ ✐❧ ,❡ ♣❡✉1 2✉✬✉♥ ❞5❝✐❞❡✉* ,♦✐1 *51✐❝❡♥1 @ ❡①♣*✐♠❡* ❛✉,,✐ ❜✐❡♥ ✉♥❡

♣*5❢5*❡♥❝❡ ,1*✐❝1❡ ❡♥ ❢❛✈❡✉* ❞✬✉♥❡ ❞❡, ♦♣1✐♦♥, 2✉✬✉♥❡ ✐♥❞✐✛5*❡♥❝❡ ❡♥1*❡ ❡❧❧❡,✳

❈❡11❡ ✈♦❧♦♥15 ❞❡ ♥✬❛✣*♠❡* ❛✉❝✉♥ ❞❡, ❞❡✉① ❥✉❣❡♠❡♥1, ♣❡✉1 B1*❡ ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐1 2✉❡

❧❡, ❞❡✉① ❛❧1❡*♥❛1✐✈❡, ,❡♠❜❧❡♥1 ❞5,❛✈❛♥1❛❣❡✉,❡,✳ ❯♥ 1❡❧ ♣❤5♥♦♠7♥❡ ❡,1 ❞5❝*✐1

❞❛♥, ❈❤❛11❡*❥❡❡ ❛♥❞ ❍❡❛1❤ ❬✶✾✾✻❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥1✱ ♠B♠❡ ❧♦*,2✉❡ a ❡1 d ,♦♥1 ♣❡*X✉,
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❙❛❧❛✐$❡

■♥()$*( ❞✉ ♣♦/(❡

a

a′

d

b

c

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ❉❡% ❛❧(❡)♥❛(✐✈❡% - ❝♦♠♣❛)❡) ❞❛♥% ❧❡ ♣❧❛♥ ❜✐❝)✐(4)❡✳

❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥(❛❣❡✉①✱ ✉♥ ❣)❛♥❞ ❝♦♥✢✐( ♠✉❧(✐❝)✐(4)❡ ❡♥()❡ ❧❡% ❞❡✉① ♣❡✉( ✐♥❞✉✐)❡

✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧(; - ❧❡% ❝♦♠♣❛)❡)✳

❙✐ ❧✬♦♥ %❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛❞)❡ ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ❝❧❛%%✐>✉❡ ❞❡ ❧✬✉(✐❧✐(; ❞❛♥% ❧❡ ❝❡)✲

(❛✐♥✱ ❧❡% ❛❧(❡)♥❛(✐✈❡% ♣❛)(❛❣❡❛♥( ❧❛ ♠@♠❡ ✉(✐❧✐(; %♦♥( ❝♦♥%✐❞;);❡% ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐❢✲

❢;)❡♥(❡%✳ ❆✐♥%✐ (♦✉(❡% ❧❡% ❛❧(❡)♥❛(✐✈❡% ❛♣♣❛)(❡♥❛♥( - ✉♥❡ ♠@♠❡ ❝♦✉)❜❡ ❞✬✐%♦✲

♣);❢;)❡♥❝❡ ❞♦✐✈❡♥( @()❡ ❝♦♥%✐❞;);❡% ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐✛;)❡♥(❡%✱ >✉❡❧❧❡ >✉❡ %♦✐❡♥( ❧❡%

❞✐✛;)❡♥❝❡% ❞❡ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ ❡①✐%(❛♥( ❡♥()❡ ❝❡% ❛❧(❡)♥❛(✐✈❡% %✉) ❧❡% ❝)✐(4)❡%✳ ❊♥

❞✬❛✉()❡% (❡)♠❡%✱ ♦♥ %✉♣♣♦%❡ ✉♥❡ ()❛♥%✐(✐✈✐(; ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛;)❡♥❝❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ (♦✉(❡

❝♦✉)❜❡ ❞✬✐%♦♣);❢;)❡♥❝❡ ✭✈♦✐) ❑❡❡♥❡② ❛♥❞ ❘❛✐✛❛ ❬✶✾✼✻❪✱ ♣♣✳✼✾✲✽✵✮✳ ▲✬✐♥❝♦♠♣❛)❛✲

❜✐❧✐(; ✐♥❞✉✐(❡ ♣❛) ❧❡ ❝♦♥✢✐( ♠✉❧(✐❝)✐(4)❡ >✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❞;❝)✐( ♣❧✉% ❤❛✉( ❝♦♥()❡✲

❞✐(✱ %✉) ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡%❝)✐♣(✐❢✱ ❝❡((❡ ❤②♣♦(❤4%❡ ❞❡ ()❛♥%✐(✐✈✐(; ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛;)❡♥❝❡✳ ■❧

%❡ ♣❡✉( >✉✬✉♥ ❞;❝✐❞❡✉) ❛❝❝❡♣(❡ ✉♥❡ %;)✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣)♦♠✐% ✐♠♣❧✐>✉❛♥( ❞❡ ♣❡(✐(❡%

❞✐✛;)❡♥❝❡% ❞✬;✈❛❧✉❛(✐♦♥✱ ❛❧♦)% >✉✬✐❧ ❛ ❞✉ ♠❛❧ - ❛❝❝❡♣(❡) ✉♥ ()❛❞❡✲♦✛ ❧♦)%>✉✬✐❧

%✬❛❣✐( ❞❡ ❝♦♠♣❛)❡) ❧❛ ♣)❡♠✐4)❡ ❡( ❧❛ ❞❡)♥✐4)❡ ❛❧(❡)♥❛(✐✈❡ ❞❡ ❧❛ %;)✐❡✳ ❈❡ (②♣❡

❞✬✐♥❝♦♠♣❛)❛❜✐❧✐(;✱ ❧✐;❡ ❛✉ ❝♦♥✢✐( ♠✉❧(✐❝)✐(4)❡ ❡♥()❡ ❞❡✉① ❛❧(❡)♥❛(✐✈❡%✱ ♣❡✉( @()❡

♠♦❞;❧✐%; - ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ %❡✉✐❧% ❞❡ ✈❡(♦✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ✉(✐❧✐%;% ❞❛♥% ❧❡% ♠;(❤♦❞❡% ❜❛✲

%;❡% %✉) ❧❡ %✉)❝❧❛%%❡♠❡♥( ✭❘♦② ❬✶✾✾✶❪ ❡( ❈❤❛♣✐()❡ ✶✱ ❙❡❝(✐♦♥ ✶✳✸✮✳

❈♦♥%✐❞;)♦♥% ❧❛ %✐(✉❛(✐♦♥ ❞;❝)✐(❡ %✉) ❧❛ ❋✐❣✉)❡ ✸✳✸ ❡( %✉♣♣♦%♦♥% >✉❡ ❧❡%

❛✣)♠❛(✐♦♥% ❞✬✐♥❞✐✛;)❡♥❝❡ %✉✐✈❛♥(❡% ♦♥( ;(; ♦❜(❡♥✉❡% ❞✉ ❞;❝✐❞❡✉) ✿ aIb✱ bIc✱ ❡(

cId✳ ❈❡% ❛✣)♠❛(✐♦♥% ❢♦)♠❡♥( ✉♥❡ ❝❤❛X♥❡ ❞✬✐♥❞✐✛;)❡♥❝❡✳ ❊❧❧❡% ✐♠♣❧✐>✉❡♥( >✉❡ ❧❡%
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❛❧"❡$♥❛"✐✈❡( (♦♥" ❝♦♥(✐❞,$,❡( ❞❡ ♠.♠❡ ✈❛❧❡✉$ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✉"✐❧✐(❡ ❧❡ ♠♦❞5❧❡

❝❧❛((✐6✉❡ ❞✬✉"✐❧✐", ♠✉❧"✐❛""$✐❜✉"✱ ❧❡( 6✉❛"$❡ ❛❧"❡$♥❛"✐✈❡( (❡ "$♦✉✈❡♥" (✉$ ❧❛ ♠.♠❡

❝♦✉$❜❡ ❞✬✐♥❞✐✛,$❡♥❝❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧", ♣$♦✈❡♥❛♥" ❞✉ ❝♦♥✢✐" ♠✉❧"✐❝$✐"5$❡ ❞❛♥( ❧❛

❝♦♠♣❛$❛✐(♦♥ ❞❡ a ❡" d ❡(" $❡♥❢♦$❝,❡ ♣❛$ ❧❡ ❢❛✐" 6✉❡ ❧❡( ❞❡✉① ❛❧"❡$♥❛"✐✈❡( (♦♥"

❥✉❣,❡( ❞❡ ♠.♠❡ ✈❛❧❡✉$ ❣❧♦❜❛❧❡✳ @❛$ ❝♦♥"$❛("❡✱ ❝♦♥(✐❞,$♦♥( a′ 6✉✐ ❡(" ❞♦♠✐♥,❡

♣❛$ a✳ a′ (❡ "$♦✉✈❡ ❞♦♥❝ (✉$ ✉♥❡ ❝❤❛B♥❡ ❞✬✐♥❞✐✛,$❡♥❝❡ ✐♥❢,$✐❡✉$❡ C ❝❡❧❧❡ (✉$

❧❛6✉❡❧❧❡ (❡ "$♦✉✈❡♥" a ❡" d✳ ❉❛♥( ❝❡ ❝❛(✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧", ❧✐,❡ ❛✉ ❝♦♥✢✐" ❞❛♥( ❧❛

❝♦♠♣❛$❛✐(♦♥ ❞❡ a ❡" d ❡(" ❡♥ ♣❛$"✐❡ ❝♦♠♣❡♥(,❡ ♣❛$ ❧❡ ❢❛✐" 6✉✬✉♥❡ ❛❧"❡$♥❛"✐✈❡✱

d ❡♥ ❧✬♦❝❝✉$$❡♥❝❡✱ ❛ ✉♥❡ ♣❧✉( ❤❛✉"❡ ✈❛❧❡✉$ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐"✱ ♠❛❧❣$, 6✉❡ a′ ❡"

d ❞✐✛5$❡♥" ❢♦$"❡♠❡♥" (✉$ ❧❡( ❞❡✉① ❝$✐"5$❡(✱ ✐❧ (❡♠❜❧❡ ♣$♦❜❛❜❧❡ 6✉❡ ❧❡ ❞,❝✐❞❡✉$

♣$,❢5$❡ d C a′ ✭❡" ♥❡ ❧❡( ❝♦♥(✐❞5$❡ ❞♦♥❝ ♣❛( ❝♦♠♠❡ ✐♥❝♦♠♣❛$❛❜❧❡(✮✳ ❋❡("✐♥❣❡$

❬✶✾✻✹❪ ♣♦✐♥"❡ ,❣❛❧❡♠❡♥" ❧❡ $N❧❡ ❝♦♥❥♦✐♥" ❞❡ ❧❛ ✈❛$✐❛❜✐❧✐", ❡♥"$❡ ❧❡( ,✈❛❧✉❛"✐♦♥( ❡"

❞❡ ❧❛ (✐♠✐❧❛$✐", ❡♥ ✈❛❧❡✉$ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❛♥( ❧❛ "❡♥❞❛♥❝❡ C ❝❤❡$❝❤❡$ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛"✐♦♥

(✉♣♣❧,♠❡♥"❛✐$❡ ✭❡" ❞♦♥❝ C ♥❡ ♣❛( ❝❤♦✐(✐$✮ ✿ ✏"❤❡ ❝❧♦(❡$ "♦❣❡"❤❡$ "❤❡ ❛❧"❡$♥❛"✐✈❡(

❛$❡ ✐♥ ❛""$❛❝"✐✈❡♥❡((✱ ❛♥❞ "❤❡ ♠♦$❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ✐( "❤❡ ✐♥❢♦$♠❛"✐♦♥ "❤❡ ♣❡$(♦♥

❛❝6✉✐$❡( ❛❜♦✉" "❤❡♠✱ "❤❡ ♠♦$❡ ✐♥❢♦$♠❛"✐♦♥ "❤❡ ♣❡$(♦♥ (❡❡❦( ♦✉" ❜❡❢♦$❡ ❤❡ ✐(

$❡❛❞② "♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐(✐♦♥✳✑

❈❡( ♦❜(❡$✈❛"✐♦♥( ♥♦✉( ❛♠5♥❡ C ❞✐("✐♥❣✉❡$ ❞❡✉① ✈❛$✐❛❜❧❡( 6✉✐ ♣❡✉✈❡♥" ."$❡

✉"✐❧✐(,❡( ♣♦✉$ 6✉❛❧✐✜❡$ ❧❡ ❝♦♥✢✐" ♠✉❧"✐❝$✐"5$❡ ❡♥"$❡ ❞❡✉① ❛❧"❡$♥❛"✐✈❡( ❧♦$( ❞✬✉♥❡

❝♦♠♣❛$❛✐(♦♥ ✿

❛!!"✐❜✉!❡ '♣"❡❛❞ ✱ 6✉✐ $,❢5$❡ C ❧❛ ♠❛❣♥✐"✉❞❡ ❞❡( ❞✐✛,$❡♥❝❡(✱ (✉$ ❝❤❛6✉❡ ❝$✐✲

"5$❡✱ ❡♥"$❡ ❧❡( ❞❡✉① ❛❧"❡$♥❛"✐✈❡(✳ ▲✬❛""$✐❜✉"❡ (♣$❡❛❞ ❡(" ❞,✜♥✐ ✐♥❞#♣❡♥✲

❞❛♠♠❡♥) ❞✉ ❞,❝✐❞❡✉$✳

♦✈❡"❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡ ✱ 6✉✐ ❞,(✐❣♥❡ ❧✬✐♥"❡♥(✐", ❛✈❡❝ ❧❛6✉❡❧❧❡ ❧❡( ❞❡✉① ❛❧✲

"❡$♥❛"✐✈❡( ❞✐✛5$❡♥" ❡♥ ✈❛❧❡✉$ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❈❡""❡ ❞✐✛,$❡♥❝❡ ❡(" ❜❛((❡ (✐ ❧❡(

❛❧"❡$♥❛"✐✈❡( (❡ "$♦✉✈❡♥" (✉$ ❞❡( ❝♦✉$❜❡( ❞✬✐(♦♣$,❢,$❡♥❝❡ ♣$♦❝❤❡(✳ ▲✬♦✈❡✲

$❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ $❡♣♦(❡ (✉$ ✉♥❡ $❡♣$,(❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡( ♣$,❢,$❡♥❝❡( C ❧✬❛✐❞❡

❞❡ ❧❛ "❤,♦$✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ♠✉❧"✐❛""$✐❜✉"✳ ❊❧❧❡ ❡(" ❞,✜♥✐❡ *❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) - ❞❡

❧✬✐♥❢♦$♠❛"✐♦♥ ♣$,❢,$❡♥"✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛$" ❞✉ ❞,❝✐❞❡✉$✳

❈❡""❡ ❞✐("✐♥❝"✐♦♥ ❡♥"$❡ ❛""$✐❜✉"❡ (♣$❡❛❞ ❡" ♦✈❡$❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❡(" ♣$✐(❡

❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❞❛♥( ♥♦"$❡ ❛♣♣$♦❝❤❡ ❡①♣,$✐♠❡♥"❛❧❡ ❞✉ $N❧❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐" (✉$ ❧❡( ♣$,❢,✲

$❡♥❝❡( ✐♥❝♦♠♣❧5"❡( ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✐"$❡ ✺✮✳

✼✾
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✸✳✹ ❈♦♠♠❡♥( ♠❡)✉+❡+ ❧✬✐♥(❡♥)✐(/ ❞✉ ❝♦♥✢✐( ♠✉❧✲

(✐❝+✐(4+❡ ❄

 ❡✉ ❞❡ $%❛✈❛✉① )✬✐♥$-%❡))❡♥$ ❛✉ ❢❛✐$ ❞❡ ♠❡)✉%❡% ❧✬✐♥$❡♥)✐$- ❞✉ ❝♦♥✢✐$ ♠✉❧✲

$✐❝%✐$5%❡✳ ❆✉✲❞❡❧8 ❞❡) ✈❛%✐❛❜❧❡) :✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞-✜♥✐❡) ❞❛♥) ❧❛ ❙❡❝$✐♦♥ ♣%-❝-❞❡♥$❡

❡$ :✉✐ )♦♥$ ✉$✐❧✐)-❡) ❧♦%) ❞❡ ❧✬❡①♣-%✐♠❡♥$❛$✐♦♥ %❛♣♣♦%$-❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐$%❡ ✺✱ ♦♥

)✬✐♥$-%❡))❡ ✐❝✐ ❛✉ ♣%♦❜❧5♠❡ ❞❡ ♠❡)✉%❡% ❧✬✐♥$❡♥)✐$- ❞✉ ❝♦♥✢✐$ ♠✉❧$✐❝%✐$5%❡✳ ◆♦✉)

%❛♣♣♦%$♦♥) :✉❡❧:✉❡) ♠♦②❡♥) ❞❡ ❞-✜♥✐% ✉♥❡ ✐♥$❡♥)✐$- ♠✉❧$✐❝%✐$5%❡✱ ❡♥ )✉♣♣♦)❛♥$

:✉✬❡❧❧❡ ❞-♣❡♥❞ ✉♥✐:✉❡♠❡♥$ ❞❡) -✈❛❧✉❛$✐♦♥) ❞❡) ❛❧$❡%♥❛$✐✈❡) ❡♥ ❝♦♥)✐❞-%❛$✐♦♥✳

❖♥ ✈❛ ❛✐♥)✐ ❝❤❡%❝❤❡% 8 ♠❡)✉%❡% ✉♥❡ ✐♥$❡♥)✐$- ❞❡ ❝♦♥✢✐$ ✏♦❜❥❡❝$✐✈❡✑✱ ✐✳❡✳ ✐♥❞-✲

♣❡♥❞❛♥$❡ ❞❡) ♣%-❢-%❡♥❝❡) ❞✉ ❞-❝✐❞❡✉%✳ ❖♥ ❢❛✐$ ❝❡$$❡ ❤②♣♦$❤5)❡ ❝❛% ♦♥ ❝❤❡%❝❤❡

8 -$❛❜❧✐% ✉♥❡ ♠❡)✉%❡ :✉✐ ♣♦✉%%❛✐$ H$%❡ ✉$✐❧✐)-❡ ❛✈❛♥$ -❧✐❝✐$❛$✐♦♥✱ ♣♦✉% ❛✐❞❡% 8

❝❤♦✐)✐% ❧❡) :✉❡)$✐♦♥) 8 ♣♦)❡%✳

❈♦♥✢✐% ♠✉❧%✐❝*✐%+*❡ ✐♥%*❛✲❛❧%❡*♥❛%✐✈❡

❖♥ "✬✐♥%&'❡""❡ ❞✬❛❜♦'❞ - ❧❛ ♠❡"✉'❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐% ✐♥%'❛✲❛❧%❡'♥❛%✐✈❡ ✉%✐❧✐"&❡ ❞❛♥"

❋✐"❝❤❡' ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡"% &❣❛❧❡♠❡♥% ✐♥❞&♣❡♥❞❛♥%❡ ❞❡" ♣'&❢&'❡♥❝❡" ❞❡"

❞&❝✐❞❡✉'"✳ ❋✐"❝❤❡' ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪ "✬✐♥%&'❡""❡ - ❧❛ ❞✐✣❝✉❧%& ❞✬&✈❛❧✉❡' ✉♥❡ ✉♥✐A✉❡

❛❧%❡'♥❛%✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ❛%%'✐❜✉❡' ✉♥❡ ♥♦%❡ ❣❧♦❜❛❧❡ - ✉♥❡ ❛❧%❡'♥❛%✐✈❡ ❡♥ ❝♦♥♥❛✐""❛♥% "❡"

&✈❛❧✉❛%✐♦♥" "✉' ❧❡" ❝'✐%C'❡"✳ ■❧ ❝❤❡'❝❤❡ - &%✉❞✐❡' ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐% ❡♥%'❡ ❧❡"

&✈❛❧✉❛%✐♦♥" ❞✬✉♥❡ ✉♥✐A✉❡ ❛❧%❡'♥❛%✐✈❡ ✿ ✏✇✐%❤✐♥✲❛❧%❡'♥❛%✐✈❡ ❝♦♥✢✐❝%✑✳ ■❧ ❝❤♦✐"✐% ❞❡

❧❛ ♠❡"✉'❡' ❛✐♥"✐✳

❈❤❛A✉❡ ❛%%'✐❜✉% ❡"% &✈❛❧✉& ♣❛' ✉♥❡ ♥♦%❡ ❡♥%✐C'❡ ❝♦♠♣'✐"❡ ❡♥%'❡ ✶ ❡% ✺✳

▲❡ ❝♦♥✢✐% ✐♥%❡'❝'✐%C'❡ ❡"% ❞&✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬&❝❛'%✲%②♣❡ ❞❡ ❧❛ "&'✐❡ ❞❡" ♥♦%❡" ♣♦✉'

❝❤❛A✉❡ ❝'✐%C'❡ ✿

√

√

√

√

1

n

n
∑

i=1

(ai − ā)2

♦N ✿

• ♥ ❡"% ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❝'✐%C'❡" ❀

• ai ❡"% ❧✬&✈❛❧✉❛%✐♦♥ ❞❡ ❛ "❡❧♦♥ ❧❡ ❝'✐%C'❡ ✐ ❀

✽✵
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• ā ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡( ♥♦)❡( ❞❡ ❧✬❛❧)❡+♥❛)✐✈❡ a ♣♦✉+ )♦✉( ❧❡( ❝+✐)1+❡( ✿

ā =
1

n

n
∑

i=1

ai

3❛+ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ♦6 ❧❡( ❛❧)❡+♥❛)✐✈❡( (♦♥) ❥✉❣9❡( (✉+ )+♦✐( ❝+✐)1+❡( ✿

• ❙✐ ✉♥❡ ❛❧)❡+♥❛)✐✈❡ ❛ ♣♦✉+ ♥♦)❡( ✭✹✱ ✹✱ ✹✮✱ ❧❡ ❝♦♥✢✐) ✈❛✉) ✵✳ ■❧ ② ❛ ❝♦♥❝♦+✲

❞❛♥❝❡ ❡♥)+❡ )♦✉)❡( ❧❡( 9✈❛❧✉❛)✐♦♥(✱ ✐❧ ❞❡✈+❛✐) C)+❡ ❢❛❝✐❧❡ ♣♦✉+ ❧❡ ❞9❝✐❞❡✉+

❞❡ ❥✉❣❡+ ❝❡))❡ ❛❧)❡+♥❛)✐✈❡✳

• ❙✐ ✉♥❡ ❛❧)❡+♥❛)✐✈❡ ❛ ♣♦✉+ ♥♦)❡( ✭✷✱ ✺✱ ✷✮✱ ❧❡ ❝♦♥✢✐) ✈❛✉) ✶✱✹✶✳ ▲✬❛❧)❡+♥❛)✐✈❡

❛ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉+❡ ♥♦)❡ ♣♦((✐❜❧❡ (✉+ ✉♥ ❝+✐)1+❡ ♠❛✐( ❡() ♣❧✉)J) ♠9❞✐♦❝+❡ (✉+

❧❡( ❞❡✉① ❛✉)+❡(✳ ■❧ ❞❡✈+❛✐) C)+❡ ♠♦✐♥( 9✈✐❞❡♥) ♣♦✉+ ❧❡ ❞9❝✐❞❡✉+ ❞✬9✈❛❧✉❡+

❝❡))❡ ❛❧)❡+♥❛)✐✈❡ K✉❡ ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ♣+9❝9❞❡♥)✳

◆♦)♦♥( K✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉++❛✐) ❝❤❡+❝❤❡+ N ❞9✜♥✐+ ✉♥❡ ♠❡(✉+❡ K✉✐ ♣+❡♥♥❡ ❡♥

❝♦♠♣)❡ ❧✬✐♠♣♦+)❛♥❝❡ +❡❧❛)✐✈❡ ❞❡( ❝+✐)1+❡( ♣♦✉+ ❧❡ ❞9❝✐❞❡✉+✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ K✉❡ (❡

♣❛((❡✲)✲✐❧✱ ❞❛♥( ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣+9❝9❞❡♥)✱ (✐ ❧❡ (❡❝♦♥❞ ❝+✐)1+❡ ❡() ❞✬✐♠♣♦+)❛♥❝❡ )+1(

✐♥❢9+✐❡✉+❡ ♣❛+ +❛♣♣♦+) ❛✉① ❞❡✉① ❛✉)+❡( ❄ ❖♥ ♣♦✉++❛✐) (✬❛))❡♥❞+❡ N ❝❡ K✉✬✐❧ (♦✐)

❛❧♦+( ♣❧✉( ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬9✈❛❧✉❡+ ✉♥❡ ❛❧)❡+♥❛)✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧❡( ♥♦)❡( ✭✷✱ ✷✱ ✺✮ K✉✬✉♥❡ ❛❧✲

)❡+♥❛)✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧❡( ♥♦)❡( ✭✷✱ ✺✱ ✷✮✳ ❊❧❧❡( (♦♥) ♣♦✉+)❛♥) ❝❛+❛❝)9+✐(9❡( ♣❛+ ❧❡ ♠C♠❡

9❝❛+)✲)②♣❡✳ ❊♥ (✉♣♣♦(❛♥) K✉❡ ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ✉)✐❧✐(9 ❡() ❞❡ )②♣❡ ▼❆❯❚✱ ❡) K✉❡ ❧❡(

♣♦✐❞( ki ♣♦✉+ ❧❡ ❞9❝✐❞❡✉+ (♦♥) ❝♦♥♥✉(✱ ♦♥ ♣♦✉++❛✐) ✉)✐❧✐(❡+ ✉♥❡ ✈❡+(✐♦♥ ♣♦♥❞9+9❡

❞❡ ❧❛ ♠❡(✉+❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐) ✿

√

∑n

i=1 ki(ai − SP (a))2

n
❛✈❡❝ SP (a) =

1

n

n
∑

i=1

kiai

❖♥ ❛ (✉❜()✐)✉9 ✉♥❡ (♦♠♠❡ ♣♦♥❞9+9❡ N ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡) ♦♥ ♣♦♥❞1+❡ 9❣❛❧❡♠❡♥)

❧❡( ❞✐✛9+❡♥❝❡( N ❧❛ (♦♠♠❡ ♣♦♥❞9+9❡ (✉+ ❝❤❛K✉❡ ❝+✐)1+❡✳ ❖♥ ♣♦✉++❛✐) 9❣❛❧❡♠❡♥)

❛❧❧❡+ ❥✉(K✉✬N +❡♠♣❧❛❝❡+ ❧❡( 9✈❛❧✉❛)✐♦♥( ♣❛+ ❞❡( ✉)✐❧✐)9( (✐ ❡❧❧❡( (♦♥) 9❣❛❧❡♠❡♥)

❝♦♥♥✉❡(✳

❈♦♥✢✐% ❜✐❝(✐%)(❡ ✐♥%❡(✲❛❧%❡(♥❛%✐✈❡

❈♦♥(✐❞9+♦♥( ❧❡ ♣+♦❜❧1♠❡ ❞❡ ❞9❝✐(✐♦♥ ❜✐❝+✐)1+❡ (✉✐✈❛♥) ✿ ♦♥ ❞♦✐) ❝♦♠♣❛+❡+ ❧❡(

❛❧)❡+♥❛)✐✈❡( a ❡) b✱ 9✈❛❧✉9❡( (❡❧♦♥ ❞❡✉① ❝+✐)1+❡( i ❡) j✳ ❖♥ ❞♦✐) ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❛+❡+

✽✶
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❧❡" ✈❡❝%❡✉'" ✿ ✭ai✱ aj✮ ❡% ✭bi✱ bj✮✳ ❙✉♣♣♦"♦♥" 1✉❡ ❧❡" 2❝❤❡❧❧❡" Xi ❡% Xj ❛""♦❝✐2❡"

❛✉① ❞❡✉① ❝'✐%8'❡" "♦♥% ❜♦'♥2❡"✳ ❙✉♣♣♦"♦♥" ❞❡ ♣❧✉" 1✉❡ ❝❡" 2❝❤❡❧❧❡" "♦✐❡♥% ❛✉

♠♦✐♥" ❞❡" 2❝❤❡❧❧❡" ❞✬✐♥%❡'✈❛❧❧❡ ✭❝❛' ♦♥ "♦✉❤❛✐%❡ ❝♦♠♣❛'❡' ❞❡" ❞✐✛2'❡♥❝❡" ❞✬2✈❛✲

❧✉❛%✐♦♥ ❞❛♥" ❧❛ "✉✐%❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉% ♥♦'♠❛❧✐"❡' ❧❡" ❝'✐%8'❡" ❡% ♦❜%❡♥✐' ✉♥❡ 2✈❛❧✉❛%✐♦♥

❝♦♠♣'✐"❡ ❡♥%'❡ ✵ ❡% ✶✳

▲❛ ♠❡"✉'❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐% ❞♦✐% C%'❡ ♥✉❧❧❡ ❡♥ ❝❛" ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✳ ■❧ ❢❛✉% ❞♦♥❝

✐♠♣♦"❡' ✉♥❡ ♠❡"✉'❡ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉' ❧❡ ❝❛" ♦F ✭ai − bi✮✭bj − aj✮≤ ✵✳ G♦✉' ❧❡" ❝❛" ♦F

✭ai − bi✮✭bj − aj✮≤ ✵✱ ✉♥❡ ❡①%❡♥"✐♦♥ ♣♦""✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐❞2❡ ❞❡ ❋✐"❝❤❡' ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪

"❡'❛✐% ❞❡ ❝♦♥"✐❞2'❡' ❧✬2❝❛'%✲%②♣❡ ❞❡ ❧❛ "2'✐❡ ❞❡" ❞✐✛2'❡♥❝❡" ❞✬2✈❛❧✉❛%✐♦♥ ❡♥%'❡ a

❡% b ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡" ❝'✐%8'❡"✳ ❆✉%'❡♠❡♥% ❞✐%✱ ❝♦♥"✐❞2'❡' ❧❡ ✈❡❝%❡✉' a − b ❡% ✉%✐❧✐"❡'

❧✬2❝❛'%✲%②♣❡ ❞❡ "❡" ❝♦♠♣♦"❛♥%❡" ❝♦♠♠❡ ♠❡"✉'❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐% ♠✉❧%✐❝'✐%8'❡✳ ▲✬✐❞2❡

❡"% 1✉❡ ❧♦'"1✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛'❡ ❞❡" ❛❧%❡'♥❛%✐✈❡" 1✉✐ ♥❡ "♦♥% ♣❛" ❡♥ '❡❧❛%✐♦♥ ❞❡

❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ❝✬❡"% ❧❛ ✈❛'✐❛❜✐❧✐%2 ❞❡" 2❝❛'%" 1✉✐ '❡♥❞ ❧❛ ❝♦♠♣❛'❛✐"♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡✳

confσ(a, b) =







0 "✐ ✭ai − bi✮✭bj − aj✮≤ ✵✱

σ(a− b) =
√

1
n

∑n

i=1(ai − bi − a− b)2 "✐♥♦♥✳

❖♥ ❛ '❡♣'2"❡♥%2 ❧❛ ♥❛♣♣❡ ❝♦''❡"♣♦♥❞❛♥% P ❝❡% ✐♥❞✐❝❡✱ ❧♦'"1✉❡ bi ❡% bj ✈❛'✐❡♥%

%♦✉" ❞❡✉① ❡♥%'❡ ✵ ❡% ✶ ❡% 1✉❡ a ❡"% ✜①2 P ✭✵✳✻ ❀ ✵✳✺✮ "✉' ❧❛ ❋✐❣✉'❡ ✸✳✹✳ ❈❡% ✐♥❞✐❝❡

♣'2"❡♥%❡ ❞❡" ♣'♦♣'✐2%2" ✐♥%2'❡""❛♥%❡"✳ ❉❛♥" ❝❤❛1✉❡ 1✉❛'% ❞❡ ♣❧❛♥ ♦F a ❡% b ♥❡

"♦♥% ♣❛" ❡♥ '❡❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ❧❛ ♥❛♣♣❡ ❢♦'♠❡ ✉♥ ♣❧❛♥ ❡♥ ❜✐❛✐"✱ ❞❡ %❡❧ "♦'%❡

1✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ %❡♥❞ ✈❡'" ✵ 1✉❛♥❞ b %❡♥❞ ✈❡'" a✳ confσ(a, b) ♥✬❡"% ❝❡♣❡♥❞❛♥% ♣❛"

"❛%✐"❢❛✐"❛♥% ♣♦✉' ♠❡"✉'❡' ❧✬✐♥%❡♥"✐%2 ❞✉ ❝♦♥✢✐%✱ ❝❛' ✐❧ ♥❡ %❡♥❞ ♣❛" ✈❡'" ✵ 1✉❛♥❞

b %❡♥❞ ✈❡'" a "✉' ✉♥ ❞❡" ❞❡✉① ❝'✐%8'❡"✳ G♦✉'%❛♥%✱ ♦♥ "❡ '❛♣♣'♦❝❤❡ ❛❧♦'" ❞❡ ❧❛

❞♦♠✐♥❛♥❝❡✳ ❆✐♥"✐✱ ♦♥ "✬❛%%❡♥❞ P ❝❡ 1✉✬✉♥❡ ♠❡"✉'❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐% ❡♥%'❡ a✭✵✳✾ ❀ ✵✳✶✮

❡% b✭✵✳✶ ❀✵✳✶✶✮ "♦✐% ♣'♦❝❤❡ ❞❡ ③2'♦✳ ❈❡ ♥✬❡"% ♣❛" ❧❡ ❝❛" ❛✈❡❝ confσ(a, b)✳

❖♥ ♣❡✉% ❡♥✈✐"❛❣❡' ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐% 1✉✐ ❝♦♠♠❡ confσ(a, b) "♦✐% ♥✉❧ ❡♥ ❝❛"

❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞❡ a ♦✉ b✱ 1✉✐ ❞2♣❡♥❞❡ ✉♥✐1✉❡♠❡♥% ❞❡" 2❝❛'%" "✉' ❝❤❛1✉❡ ❝'✐%8'❡✱

❡% 1✉✐ "♦✐% ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉' ❧❡" ❞❡✉① ❝❛" ♦F ❝❤❛1✉❡ ❛❧%❡'♥❛%✐✈❡ ❛ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉'❡ ♥♦%❡

"✉' ✉♥ ❝'✐%8'❡ ❡% ❧❛ ♣✐'❡ "✉' ❧✬❛✉%'❡✱ ❡% ✉♥✐1✉❡♠❡♥% ❞❛♥" ❝❡" ❞❡✉① ❝❛"✳ ❖♥

♣'♦♣♦"❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ "✉✐✈❛♥% ✿

conf(a, b) =







0 "✐ ✭ai − bi✮✭bj − aj✮≤ ✵ ✭❞♦♠✐♥❛♥❝❡✮✱

(ai − bi)(bj − aj) "✐♥♦♥

✽✷
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ ✕ ◆❛♣♣❡ (❡♣()*❡♥,❛♥, confσ(a, b) ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦*✐,✐♦♥

(❡❧❛,✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧,❡(♥❛,✐✈❡ b ♣❛( (❛♣♣♦(, 5 ❧✬❛❧,❡(♥❛,✐✈❡ a(0.6; 0.5) ❞❛♥* ❧❡ ♣❧❛♥

❜✐❝(✐,7(❡✳

❝❡ 8✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉, (❡❢♦(♠✉❧❡( ❛✐♥*✐ ✿

conf(a, b) = max {0 ; (ai − bi)(bj − aj)}

❖♥ ❛ (❡♣()*❡♥,) ❧❛ ♥❛♣♣❡ ❝♦((❡*♣♦♥❞❛♥, 5 ❝❡, ✐♥❞✐❝❡✱ ❡♥❝♦(❡ ✉♥❡ ❢♦✐* ❞❛♥* ❧❡

❝❛* ♦> bi ❡, bj ✈❛(✐❡♥, ❡♥,(❡ ✵ ❡, ✶ ❡, 8✉❡ a ❡*, ✜①) 5 ✭✵✳✻ ❀ ✵✳✺✮✱ *✉( ❧❛ ❋✐❣✉(❡ ✸✳✺✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ ✕ ◆❛♣♣❡ (❡♣()*❡♥,❛♥, ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐, ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣♦*✐,✐♦♥ (❡❧❛,✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧,❡(♥❛,✐✈❡ b ♣❛( (❛♣♣♦(, 5 ❧✬❛❧,❡(♥❛,✐✈❡ a(0.6; 0.5)

❞❛♥* ❧❡ ♣❧❛♥ ❜✐❝(✐,7(❡✳

▲✬✐♥❞✐❝❡ conf ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉( ❝♦♠♣(✐*❡ ❡♥,(❡ ✵ ❡, ✶✱ ❡, ✐❧ ❡*, ❝♦♠♠✉,❛,✐❢ ✿
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conf(a; b) ❂ conf(b; a)✳ ❙✐ ❧✬&❝❛)* ❡♥*)❡ ❧❡- ❞❡✉① ❛❧*❡)♥❛*✐✈❡- -✉) ✉♥ ❝)✐*2)❡ ❡-*

✜①&✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❝)♦6* ❧✐♥&❛✐)❡♠❡♥* ❛✈❡❝ ❧✬&❝❛)* -✉) ❧✬❛✉*)❡ ❝)✐*2)❡✳ ❉❡ ♣❧✉-✱ -✐ ❧✬♦♥

✜①❡ ✉♥ &❝❛)* :✉❡❧❝♦♥:✉❡ ❡♥*)❡ ❧❡- ❛❧*❡)♥❛*✐✈❡- -✉) ✉♥ ❝)✐*2)❡✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ *❡♥❞ ✈❡)-

✵ ❧♦)-:✉❡ ❧✬&❝❛)* -✉) ❧✬❛✉*)❡ ❝)✐*2)❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ✭♦♥ -❡ )❛♣♣)♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✮✳

?❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉) a✭✵✳✺✱ ✵✳✺✮ ❡* b✭✶✳✵✱ ✵✳✹✾✮✱ conf(a; b) = 0.005✳ ▲✬✉♥ ❞❡-

✐♥*&)E*- ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ :✉❡ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ❞&✜♥✐ ❡-* :✉✬✐❧ ♥❡ -♦♠♠❡ ♣❛- ❞❡- *❡)♠❡-

❝♦♥*❡♥❛♥* ❧❛ ❞✐✛&)❡♥❝❡ -✉) ❧❡ ♣)❡♠✐❡) ❝)✐*2)❡ ❡* ❝❡❧❧❡ -✉) ❧❡ -❡❝♦♥❞✳ ❈✬&*❛✐* ❧❡

❝❛- ❛✈❡❝ confσ(a, b)✳

❖♥ ♣❡✉* ❞♦♥♥❡) ✉♥❡ ✐♥*❡)♣)&*❛*✐♦♥ ❣)❛♣❤✐:✉❡ J ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❛✐♥-✐ ❞&✜♥✐ ❡♥ ❝♦♥-✐✲

❞&)❛♥* ❧❡ ♣❧❛♥ ❜✐❝)✐*2)❡✳ ▲❛ :✉❛♥*✐*& ❝❛❧❝✉❧&❡ ❝♦))❡-♣♦♥❞ J ❧✬❛✐)❡ ❞✉ )❡❝*❛♥❣❧❡

❝♦♠♣♦)*❛♥* ✉♥❡ ❛❧*❡)♥❛*✐✈❡ ❡♥ -♦♥ ❝♦✐♥ -✉♣&)✐❡✉) ❣❛✉❝❤❡ ❡* ❧✬❛✉*)❡ ❡♥ -♦♥ ❝♦✐♥

✐♥❢&)✐❡✉) ❞)♦✐* ✭✈♦✐) ❋✐❣✉)❡ ✸✳✻✮✳ ❈❡**❡ ❛✐)❡ *❡♥❞ ❜✐❡♥ ✈❡)- ③&)♦ ❧♦)-:✉❡ ❧✬♦♥

-❡ )❛♣♣)♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ -✐*✉❛*✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✭✉♥❡ ❛❧*❡)♥❛*✐✈❡ -❡ )❛♣♣)♦❝❤❡ ❞❡

❧✬❛✉*)❡ -❡❧♦♥ ✉♥ ❝)✐*2)❡✮ ♦✉ ❞❡ -✐♠✐❧✐*✉❞❡ ✭❧❡- ❛❧*❡)♥❛*✐✈❡- -❡ )❛♣♣)♦❝❤❡♥* -✉)

❧❡- ❞❡✉① ❝)✐*2)❡-✮✳

❈!✐#$!❡ ✐

❈!✐#$!❡ ❥

a

b

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ ■♥*❡)♣)&*❛*✐♦♥ ❞❡ conf(a; b) ❧♦)-:✉❡ ¬(a△b) ❡* ¬(b△a)✳

▲✬✐♥❞✐❝❡ :✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞&✜♥✐ ♣❡)♠❡* ❞❡ :✉❛♥*✐✜❡) ❡* ❝♦♠♣❛)❡) ❧❡ ❝♦♥✢✐* ❡♥*)❡

❞✐✈❡)- ❝♦✉♣❧❡- ❞✬❛❧*❡)♥❛*✐✈❡-✳ ■❧ ♣♦✉))❛✐* E*)❡ ✉*✐❧✐-& ❞❛♥- ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡- ❝♦♠♣❛)❛✐✲

-♦♥- ♣❛) ♣❛✐)❡- J ❛--✐❣♥❡) ❧♦)- ❞✬✉♥❡ &❧✐❝✐*❛*✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❢❛✐* ❧✬❤②♣♦*❤2-❡ :✉❡ ❧✬♦♥

♥❡ ❞✐-♣♦-❡ ♣❛- ❞✬✐♥❢♦)♠❛*✐♦♥ ♣)&❢&)❡♥*✐❡❧❧❡ ❧♦)- ❞❡ ❧❛ ♠❡-✉)❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐*✳ ❙✐ ❧✬♦♥

-♦✉❤❛✐*❡ ✐♥❝♦)♣♦)❡) ❞❡ ❧✬✐♥❢♦)♠❛*✐♦♥ ♣)&❢&)❡♥*✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ❢❛V♦♥ ❞❡ ♣)♦❝&❞❡) ❞&♣❡♥✲

❞)❛ ❞❡ ❧❛ ♣)♦❝&❞✉)❡ ❞✬❛❣)&❣❛*✐♦♥ ❝❤♦✐-✐❡✳ ?❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ -✐ ❧✬♦♥ -❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥- ❧❡

✽✹



❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ▲❊ ❈❖◆❋▲■❚ ❊◆ ❉➱❈■❙■❖◆ ▼❯▲❚■❈❘■❚➮❘❊

❝❛❞#❡ ❞❡ ▼❆❯❚✱ ❡* +✉❡ ❧✬♦♥ 1✉♣♣♦1❡ +✉❡ ❧❡1 ❢♦♥❝*✐♦♥1 ❞✬✉*✐❧✐*5 ♣❛#*✐❡❧❧❡1 ♦♥*

5*5 5❧✐❝✐*5❡1✱ ♦♥ ♣♦✉##❛✐* ✉*✐❧✐1❡# ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✿

conf(a, b) = max {0 ; (ui(ai)− ui(bi))(uj(bj)− uj(aj))}

▲❡1 ❞✐✛5#❡♥❝❡ ❞✬5✈❛❧✉❛*✐♦♥1 ♥❡ ❥♦✉❡♥* ❛❧♦#1 ♣❛1 ❢♦#❝5♠❡♥* ❧❡ ♠<♠❡ #=❧❡

1❡❧♦♥ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬5❝❤❡❧❧❡ ♦? ❡❧❧❡1 1❡ 1✐*✉❡♥*✳

❘❡♠❛$%✉❡' '✉$ ❧❛ ❣*♥*$❛❧✐'❛-✐♦♥ / n ❝$✐-1$❡'✱ n > 2

A#❡♥♦♥1 ❧❡ ❝❛1 ❞❡ *#♦✐1 ❝#✐*B#❡1✱ ❛♣♣❡❧51 i✱ j ❡* k✳ ❘❡♠❛#+✉♦♥1 *♦✉* ❞✬❛❜♦#❞

+✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♥❡ ♣❡✉* <*#❡ ❣5♥5#❛❧✐15 1✐♠♣❧❡♠❡♥* ❡♥ ❛❥♦✉*❛♥* ✉♥ *#♦✐1✐B♠❡ *❡#♠❡

#❡♣#51❡♥*❛♥* ❧❛ ❞✐✛5#❡♥❝❡ 1✉# ❧❡ *#♦✐1✐B♠❡ ❝#✐*B#❡ ✭G ✉♥❡ ♠✉❧*✐♣❧✐❝❛*✐♦♥ ♣❛# ✲✶

♣#B1✮✱ ♦❜*❡♥❛♥* ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✉ *②♣❡ ✿

conf(a; b) = max {0 ; (ai − bi)(bj − aj)(ak − bk)}

❊♥ ❡✛❡*✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ 1❡#❛✐* ❛❧♦#1 ♥✉❧ ❞B1 +✉❡ ❧❡1 ❞❡✉① ♦♣*✐♦♥1 1♦♥* 5❣❛❧❡1 1✉# ✉♥

❞❡1 *#♦✐1 ❝#✐*B#❡1✳ A♦✉#*❛♥*✱ ♦♥ ♣❡✉* ❛✈♦✐# ✉♥ ❝♦♥✢✐* 1✉# ❧❡1 ❞❡✉① ❞✐♠❡♥1✐♦♥1

#❡1*❛♥*❡1✳

❘❡♠❛#+✉♦♥1 +✉✬❡♥ ❞✐♠❡♥1✐♦♥ ✸✱ ✐❧ ♣❡✉* ❡①✐1*❡# ✉♥ ❝♦♥✢✐* ❜✐❝#✐*B#❡ ❡♥*#❡ i

❡* j✱ i ❡* k✱ ♦✉ j ❡* k✳ ❈❤❛❝✉♥ ❛ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐* ❜✐❝#✐*B#❡ ✭❞5✜♥✐ ❝♦♠♠❡

♣#5❝5❞❡♠♠❡♥*✮ ❛11♦❝✐5✳ ❉❡ ♣❧✉1✱ ♣❛# ❞❡1 ❝♦♥1✐❞5#❛*✐♦♥1 ❣#❛♣❤✐+✉❡1 ♦✉ ❧♦❣✐+✉❡1✱

♦♥ ♣❡✉* ♠♦♥*#❡# +✉❡ ✿

• ▲❡1 *#♦✐1 ✐♥❞✐❝❡1 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥* <*#❡ 1✐♠✉❧*❛♥5♠❡♥* ♥♦♥ ♥✉❧1✳ ■❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉1

❞❡✉① ♣❧❛♥1 ❞❡ ♣#♦❥❡❝*✐♦♥ 1❡❧♦♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡1+✉❡❧1 ✉♥ ❝♦♥✢✐* ❜✐❝#✐*B#❡ ❛ ❧✐❡✉✳

❆✉*#❡♠❡♥* ❞✐*✱ ✐❧ ❡①✐1*❡ *♦✉❥♦✉#1 ✉♥ ♣❧❛♥ ❜✐❝#✐*B#❡ *❡❧1 +✉❡ ❧❡1 ❛❧*❡#♥❛*✐✈❡1

1♦♥* ❡♥ #❡❧❛*✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ 1✐ ❧✬♦♥ 1❡ #❡1*#❡✐♥* G ❝❡ ♣❧❛♥✳

• ❙✐ ❧✬✉♥ ❞❡1 ✐♥❞✐❝❡1 ❡1* ♥♦♥✲♥✉❧✱ ❞❡✉① ❝❛1 ♣❡✉✈❡♥* 1❡ ♣#51❡♥*❡# ✿ 1♦✐* ❧❡1

❞❡✉① ♦♣*✐♦♥1 1♦♥* ✐❞❡♥*✐+✉❡1 1❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐♠❡♥1✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥❝❡#♥5❡✱ ❡* ❧❡1 ❞❡✉①

❛✉*#❡1 ✐♥❞✐❝❡1 1♦♥* ❞♦♥❝ ♥✉❧1 ✭♦♥ #❡*#♦✉✈❡ ❧❡ ❝❛1 ♣❛#*✐❝✉❧✐❡# ❞✉ ❜✐❝#✐*B#❡✮✱

1♦✐* ❡❧❧❡1 ❞✐✛B#❡♥* 1❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐♠❡♥1✐♦♥ #❡1*❛♥*❡✱ ❡* ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝*❡♠❡♥* ✉♥

❝♦♥✢✐* 5♠❛♥❛♥* ❞❡ ❝❡**❡ ❞✐♠❡♥1✐♦♥ +✉✐ 1✬❛❥♦✉*❡✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡1

♥♦♥✲♥✉❧1 ❞❛♥1 ❝❡ ❝❛1✳
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❈♦♥❝❧✉&✐♦♥

❖♥ ❛ ♣$%❝✐(% ❧❛ ♥♦+✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✐+ ♠✉❧+✐❝$✐+1$❡ ❞❛♥( ❝❡ ❝❤❛♣✐+$❡✳ ❖♥ ❛ ✈✉

5✉❡ ❝❡++❡ ♥♦+✐♦♥ ♥❡ ❥♦✉❡ ♣❛( ❞❡ $7❧❡ ❞❛♥( ❧❛ +❤%♦$✐❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐(❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛

✈❛❧❡✉$✱ ♠❛✐( 5✉✬❡❧❧❡ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝+ (✉$ ❧❡ ❝♦♠♣♦$+❡♠❡♥+ ❞%❝✐(✐♦♥♥❡❧✳ ▼❡(✉$❡$

❧✬✐♥+❡♥(✐+% ❞✉ ❝♦♥✢✐+ $❡♣$%(❡♥+❡ ✉♥ ❡♥❥❡✉ ✐♥+%$❡((❛♥+ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✉✐+❡

❞❡ ❧✬%❧✐❝✐+❛+✐♦♥✳ ▲❡( ✐❞%❡( 5✉❡ ❧✬♦♥ ♣$♦♣♦(❡ ♣♦✉$ ♠❡(✉$❡$ ❧❡ ❝♦♥✢✐+ ♣♦✉$$❛✐❡♥+

=+$❡ ❛♣♣$♦❢♦♥❞✐❡( ❡♥ (✉♣♣♦(❛♥+ 5✉✬✉♥❡ ♣❛$+✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛+✐♦♥ ♣$%❢%$❡♥+✐❡❧❧❡

✭✐♥+❡$✈❛❧❧❡ ♣♦✉$ ❧❡( ♣♦✐❞( ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✮ ❡(+ ❞✐(♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥( ❧❡( ♣$❡♠✐1$❡( %+❛♣❡(

❞❡ ❧✬%❧✐❝✐+❛+✐♦♥✳

▲✬✐♥+❡♥(✐+% ❞✉ ❝♦♥✢✐+ ♠✉❧+✐❝$✐+1$❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ (+$❛+%❣✐❡ ❞❡ ❞%❝✐(✐♦♥ ❡♠♣❧♦②%❡

♣❛$ ❧❡( ❞%❝✐❞❡✉$(✱ ❡+ $❡♥❞ ❡♥ ❣%♥%$❛❧ ❧❛ ❞%❝✐(✐♦♥ ♣❧✉( ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❖♥ ❛✐♠❡$❛✐+ ♦❜✲

(❡$✈❡$ ♣❧✉( ✜♥❡♠❡♥+ ❧✬❡✛❡+ ❞✉ ❝♦♥✢✐+✱ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ (♦♥ ✐♥+❡♥(✐+%✱ (✉$ ❧✬❡①✲

♣$❡((✐♦♥ ❞❡( ♣$%❢%$❡♥❝❡(✳ ❖♥ ♣❡✉+ (✬❛++❡♥❞$❡ H ❝❡ 5✉✬✉♥ ❝♦♥✢✐+ ❧❛$❣❡ ❡♠♣=❝❤❡

❧❡ ❞%❝✐❞❡✉$ ❞❡ (❡ ♣$♦♥♦♥❝❡$ ❛✉ (✉❥❡+ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛$❛✐(♦♥✳ ▲❡ ❢❛✐+ ❞❡ ❝♦♥(✐❞%$❡$

❞❡( ❛❧+❡$♥❛+✐✈❡( ❝♦♠♠❡ ✐♥❝♦♠♣❛$❛❜❧❡( ❡(+ ❡♥✈✐(❛❣% ❞❛♥( ❧❡( ♠♦❞1❧❡( ❞❡ ♣$%✲

❢%$❡♥❝❡( ✐♥❝♦♠♣❧1+❡(✳ ❉❛♥( ❧❡ ❝❤❛♣✐+$❡ (✉✐✈❛♥+✱ ♦♥ ❛♥❛❧②(❡ ❧❛ (✐❣♥✐✜❝❛+✐♦♥ ❞❡(

♣$%❢%$❡♥❝❡( ✐♥❝♦♠♣❧1+❡( +❡❧❧❡( 5✉✬❡❧❧❡( (♦♥+ ❡♥✈✐(❛❣%❡( ❞❛♥( ❧❡( ♠♦❞1❧❡(✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✹

)&*❢*&❡♥❝❡. ■♥❝♦♠♣❧3%❡.

✏❖✉# ❞❡❝✐(✐♦♥ ♠❛❦❡#( ❛#❡ ♥♦. ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛✉.♦♠❛.♦♥(❀ .❤❡② ♠❛❦❡ ♠✐(.❛❦❡(✱

❤❛✈❡ #❡♠♦#(❡✱ (✉✛❡# ❛♥①✐❡.✐❡(✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦. ♠❛❦❡ ✉♣ .❤❡✐# ♠✐♥❞(✳✑

✖❉✳ ❊✳ ❇❡❧❧✱ ❍✳ ❘❛✐✛❛ ❡- ❆✳ ❚✈❡12❦②
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❘!"✉♠! ✿

❈❡"#❛✐♥❡' ♠)#❤♦❞❡' ❞✬❆▼❈❉ ❢♦♥# ✐♥#❡"✈❡♥✐" ✉♥❡ '#"✉❝#✉"❡ ❞❡ ♣")❢)"❡♥❝❡

✐♥❝♦♠♣❧7#❡ ♣♦✉" ♠♦❞)❧✐'❡" ❧❡' ♣")❢)"❡♥❝❡' ❞✉ ❞)❝✐❞❡✉" ❡# )❧❛❜♦"❡" ✉♥❡

♣"❡'❝"✐♣#✐♦♥✳ ❉❛♥' ❝❡' ♠♦❞7❧❡'✱ ✐❧ ❡①✐'#❡ ❞❡' ♣❛✐"❡' ❞✬❛❧#❡"♥❛#✐✈❡' ❥✉❣)❡'

✐♥❝♦♠♣❛"❛❜❧❡' ✿ ❛✉❝✉♥❡ ♥✬❡'# ❝♦♥'✐❞)")❡ ❝♦♠♠❡ ♠❡✐❧❧❡✉"❡ ?✉❡ ❧✬❛✉#"❡✱ ♠❛✐'

❡❧❧❡' ♥❡ '♦♥# ♣❛' ❥✉❣)❡' ✐♥❞✐✛)"❡♥#❡' ♣♦✉" ❛✉#❛♥#✳

❉❛♥' ❝❡ ❝❤❛♣✐#"❡✱ ♥♦✉' #❡♥#♦♥' ❞❡ ♠♦♥#"❡" ?✉❡ ❧❛ ♣"✐'❡ ❡♥ ❝♦♠♣#❡ ❞❡

❧✬✐♥❝♦♠♣❧)#✉❞❡ ♣❡✉# ")♣♦♥❞"❡ A ❞✐✈❡"' ❜❡'♦✐♥'✳ ◆♦✉' ❞✐'#✐♥❣✉♦♥' ❡♥'✉✐#❡

❞❡✉① ')♠❛♥#✐?✉❡' ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧)#✉❞❡ #❡❧❧❡ ?✉✬❡❧❧❡ ❡'# ♠✐'❡ ❡♥ C✉✈"❡ ❞❛♥' ❧❡'

♠♦❞7❧❡'✳ ❉❛♥' ❝❡"#❛✐♥' ♠♦❞7❧❡'✱ ❝✬❡'# ❧✬✐♠♣")❝✐'✐♦♥ ❡# ❧❛ ❝♦♥♥❛✐''❛♥❝❡ ❧✐♠✐#)❡

❞✉ ❞)❝✐❞❡✉" A ♣"♦♣♦' ❞❡ '❡' ♣")❢)"❡♥❝❡' ?✉✐ ❡'# ♠♦❞)❧✐')❡✳ ▲✬✐♥❝♦♠♣❛"❛❜✐❧✐#)

")'✉❧#❡ ❛❧♦"' ❞❡ ♣")❢)"❡♥❝❡' ✐♥'✉✣'❛♠♠❡♥# '♣)❝✐✜)❡'✳ ❉❛♥' ✉♥❡ ❛✉#"❡

❝❧❛''❡ ❞❡ ♠♦❞7❧❡'✱ ❝✬❡'# ❧❛ ✈♦❧♦♥#) ❞❡ ♥❡ ♣❛' ❝♦♠♣❛"❡" ❞❡' ❛❧#❡"♥❛#✐✈❡'

♣")'❡♥#❛♥# ❞❡' )✈❛❧✉❛#✐♦♥' #"♦♣ ❞✐'❝♦"❞❛♥#❡' ?✉✐ ❡'# ♣"✐'❡ ❡♥ ❝♦♠♣#❡✳ ❯♥❡

✐♥❝♦♠♣❛"❛❜✐❧✐#) ❞❡ ❝❡ #②♣❡ ❡'# ✉#✐❧✐')❡ ❞❛♥' ❧❡' "❡❧❛#✐♦♥' ❞❡ '✉"❝❧❛''❡♠❡♥#✱

♦I ❡❧❧❡ ❡'# ♠♦❞)❧✐')❡ A ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ '❡✉✐❧' ❞❡ ✈❡#♦✳
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❖♥ ❛ ✈✉ %✉❡ ❞❛♥( ❝❡*+❛✐♥❡( ❝♦♥❞✐+✐♦♥(✱ %✉✐ (❡ *❡♥❝♦♥+*❡♥+ ❞❛♥( ♥♦♠❜*❡ ❞❡

(✐+✉❛+✐♦♥( ❞❡ ❞1❝✐(✐♦♥✱ ❧❡( ♣*1❢1*❡♥❝❡( ♥❡ ♣❡✉✈❡♥+ ♣❛( 5+*❡ ❝♦♥(✐❞1*1❡( ❝♦♠♠❡

✉♥ ♦❜❥❡+ ♣*1❡①✐(+❛♥+✱ %✉❡ ❧✬♦♥ ❞1❝♦✉✈*❡ ❛✉ ❢✉* ❡+ 9 ♠❡(✉*❡ ❞❡ ❧✬1❧✐❝✐+❛+✐♦♥✱ ♠❛✐(

❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦❜❥❡+ ❝♦♥(+*✉✐+ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡( ❜❡(♦✐♥( ❞❡ ❧❛ (✐+✉❛+✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐+✱

❡❧❧❡( (♦♥+ ❡♥ ❣*❛♥❞❡ ♣❛*+✐❡ ✐♥✢✉❡♥❝1❡( ♣❛* ❞❡( ❢❛❝+❡✉*( ❡①+1*✐❡✉*( ❛✉ ♣*♦❜❧>♠❡✱

❞♦♥+ ♦♥ ❛✐♠❡*❛✐+ ♣♦✉*+❛♥+ %✉✬❡❧❧❡( (♦✐❡♥+ ✐♥❞1♣❡♥❞❛♥+❡(✳ ❘❡❝♦♥♥❛✐((❛♥+ ❝❡ ♣❤1✲

♥♦♠>♥❡✱ ✐❧ ❡(+ +❡♥+❛♥+ ❞✬✐(♦❧❡* ❧❛ ♣❛*+ ❧❛ ♣❧✉( *♦❜✉(+❡ ❞❡( ♣*1❢1*❡♥❝❡( %✉❡ ♣❡✉+

❡①♣*✐♠❡* ❧❡ ❞1❝✐❞❡✉*✳ ▲❡( ♠♦❞>❧❡( ❞❡ ♣*1❢1*❡♥❝❡( ✐♥❝♦♠♣❧>+❡( (♦♥+ ✉♥ ♠♦②❡♥

❞❡ ❢❛✈♦*✐(❡* ✉♥❡ +❡❧❧❡ *♦❜✉(+❡((❡ ❞❛♥( ❧❡( ♣*1❢1*❡♥❝❡( *❡❝✉❡✐❧❧✐❡( ❛✉♣*>( ❞✉ ❞1❝✐✲

❞❡✉*✳ ❊♥ ♦✉+*❡✱ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧1+✉❞❡ ❡(+ ♣❛*+✐❝✉❧✐>*❡♠❡♥+ ❛❞❛♣+1❡ ♣♦✉* ❢♦*♠✉❧❡* ❞❡(

*❡❝♦♠♠❛♥❞❛+✐♦♥( ❧♦*(%✉❡ ❞❡( ❞♦♥♥1❡( ♠❛♥%✉❡♥+ ❡♥ ❡♥+*1❡ ❞✉ ♣*♦❜❧>♠❡✳

❉❛♥( ❝❡ ❝❤❛♣✐+*❡✱ ♦♥ (✬✐♥+1*❡((❡ ❡♥ ♣❛*+✐❝✉❧✐❡* 9 ❞❡✉① ❛♣♣*♦❝❤❡( ♣❛*♠✐ ❧❡(

♠1+❤♦❞❡( ❡①✐(+❛♥+❡( ❛✉+♦*✐(❛♥+ ❧❡( ♣*1❢1*❡♥❝❡( ✐♥❝♦♠♣❧>+❡(✳ ❊♥ ❧❛✐((❛♥+ ❧❡ ❞1✲

❝✐❞❡✉* ❛❞♠❡++*❡ %✉❡ ❝❡*+❛✐♥❡( ❛❧+❡*♥❛+✐✈❡( (♦♥+ ✐♥❝♦♠♣❛*❛❜❧❡( 9 (❡( ②❡✉①✱ ♦♥

♣❡✉+ ❡(♣1*❡* ♦❜+❡♥✐* ❞❡( ❥✉❣❡♠❡♥+( ♣❧✉( (E*( ❛✉ (✉❥❡+ ❞❡( ❛❧+❡*♥❛+✐✈❡( %✉✬✐❧

❛❝❝❡♣+❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛*❡*✱ ❡+ ✐❞❡♥+✐✜❡* ❧❡( ❝♦♠♣*♦♠✐( %✉✐ ♣♦(❡♥+ ♣*♦❜❧>♠❡✳ ❯♥❡

❛✉+*❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ ❡(+ ❞✬✉+✐❧✐(❡* ❧❡( ✐♥❢♦*♠❛+✐♦♥( ❢♦✉*♥✐❡( ♣❛* ❧❡ ❞1❝✐❞❡✉* ♣♦✉*

♥❡ (♣1❝✐✜❡* %✉✬❡♥ ♣❛$%✐❡ ✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❞❡ ♣*1❢1*❡♥❝❡(✱ ♠5♠❡ ❝♦♠♣❧❡+ ❡♥ +❤1♦*✐❡✳

❈❡++❡ ❞1♠❛*❝❤❡ (❡*❛ ❢*✉❝+✉❡✉(❡ ❡♥ ♣❛*+✐❝✉❧✐❡* ❞❛♥( ❧❡ ❝❛❞*❡ ❞✬✉♥❡ ❞1♠❛*❝❤❡

✐♥+❡*❛❝+✐✈❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡( ❜♦✉❝❧❡( ❞✬1❧✐❝✐+❛+✐♦♥✲*❡♣*1(❡♥+❛+✐♦♥✳

❉❛♥( ❧❡ ♣*❡♠✐❡* ❝❛(✱ ✐❧ (✬❛❣✐+ ❞❡ ♣❡*♠❡++*❡ ❛✉ ❞1❝✐❞❡✉* ❞❡ *1(❡*✈❡* (♦♥

❥✉❣❡♠❡♥+ ❛✉ (✉❥❡+ ❞❡ ❝❡*+❛✐♥❡( ❝♦♠♣❛*❛✐(♦♥(✱ ♥♦+❛♠♠❡♥+ 9 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✈❡+♦ ♣♦✉*

*❡❢✉(❡* ❧❡( ❝♦♠♣❛*❛✐(♦♥( 9 ❢♦*+ ❝♦♥✢✐+ ♠✉❧+✐❝*✐+>*❡✳ ❉❛♥( ❧❡ (❡❝♦♥❞ ❝❛(✱ ♦♥

❝❤❡*❝❤❡ 9 *❡♣*1(❡♥+❡* ❧❡( ❝♦♥(1%✉❡♥❝❡( ❞✬✉♥❡ (♣1❝✐✜❝❛+✐♦♥ (❡✉❧❡♠❡♥+ ♣❛*+✐❡❧❧❡

❞✬✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❞❡ ♣*1❢1*❡♥❝❡✳
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✹✳✶ ◆$❝❡''✐)$ ❡) '$♠❛♥)✐-✉❡ ❞❡' ♠♦❞1❧❡' ❞❡ ♣4$✲

❢$4❡♥❝❡' ✐♥❝♦♠♣❧1)❡'

✹✳✶✳✶ ▼♦%✐✈❛%✐♦♥* ♣♦✉- ♠♦❞0❧✐*❡- ❞❡* ♣-0❢0-❡♥❝❡* ✐♥❝♦♠✲

♣❧6%❡*

▲❡" ♠♦❞&❧❡" ❞❡ ♣)*❢*)❡♥❝❡" ✐♥❝♦♠♣❧&/❡" ♣)*"❡♥/❡♥/ ✉♥ ❣)❛♥❞ ✐♥/*)3/ ♣♦✉)

)❡♣)*"❡♥/❡) ❧❡ ❝♦♠♣♦)/❡♠❡♥/ )*❡❧ ❞❡" ❞*❝✐❞❡✉)"✳ ❖♥ /)♦✉✈❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉)" ✉♥❡ )❡✲
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.♦/*✐/ ❞✉ .*❛*✉ @✉♦✳ ▲❡. ❛✉*❡✉/. ❞)❝/✐✈❡♥* ✉♥❡ ❡①♣)/✐❡♥❝❡ ♦[ ❧❡ ❞)❝✐❞❡✉/ ❞♦✐*
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❛!❜✐$!❡! ❧✬✐♥$!♦❞✉❝$✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠/❞✐❝❛♠❡♥$ !✐01✉/ ♦✉ ❧✬✐♥$❡!❞✐❝$✐♦♥ ❞❡ ❝❡

♠/❞✐❝❛♠❡♥$ ❞/❥3 0✉! ❧❡ ♠❛!❝❤/✱ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣!♦❜❛❜✐❧✐$/ ❞❡ ✈✐❡0 0❛✉✈/❡0 ❡$

❞❡ ✈✐❡0 ♣❡!❞✉❡0✳ ▲❡ $!❛❞❡✲♦✛ ❡♥$!❡ ✈✐❡0 0❛✉✈/❡0 ❡$ ✈✐❡0 ♣❡!❞✉❡0 ✐♠♣❧✐❝✐$❡♠❡♥$

✉$✐❧✐0/ ❡0$ 0✐❣♥✐✜❝❛$✐✈❡♠❡♥$ ❞✐✛/!❡♥$ ❡♥$!❡ ❧❡0 ❞❡✉① ❣!♦✉♣❡0✳

❉✬❛✉$!❡0 ❢❛❝$❡✉!0 ♣❡✉✈❡♥$ ❛♠❡♥❡! ❧❡ ❞/❝✐❞❡✉! 3 ❡①♣!✐♠❡! ❞❡0 ♣!/❢/!❡♥❝❡0 ✐♥✲

❝♦♠♣❧@$❡0 ✿ ✉♥❡ ❡①♣/!✐❡♥❝❡ ❧✐♠✐$/❡ ♦✉ ✐♥❡①✐0$❛♥$❡ ❞❛♥0 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥❝❡!♥/ ♣❛!

❧❛ ❞/❝✐0✐♦♥✱ ♦✉ ✉♥❡ ❞❡0❝!✐♣$✐♦♥ ✐♠♣!/❝✐0❡ ❞❡0 ❛❧$❡!♥❛$✐✈❡0✳ B❛②♥❡ ❡$ ❛❧✳ ❬✶✾✾✸❪✱ 0❡

!/❢/!❛♥$ 3 ❧❛ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥ ❝♦❣♥✐$✐✈❡ ❞❡0 ❞/❝✐❞❡✉!0✱ ♦♥$ ❞/✈❡❧♦♣♣/ ✉♥ ♠♦❞@❧❡ ❡✛♦!$✲

♣!/❝✐0✐♦♥ ✭❡✛♦#$✲❛❝❝✉#❛❝②✮ ♣♦✉! !❡♥❞!❡ ❝♦♠♣$❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦!$❡♠❡♥$ ❞❡0 ❞/❝✐❞❡✉!0

❢❛❝❡ 3 ❞❡0 ❞/❝✐0✐♦♥0 ❝♦♠♣❧❡①❡0 ♣❛! ❧❡ ♥♦♠❜!❡ ❞❡ ❝!✐$@!❡0 ♦✉ ❞✬❛❧$❡!♥❛$✐✈❡0✳ ❊♥✲

✜♥✱ ♠L♠❡ ❧♦!01✉❡ ❧❡ ❞/❝✐❞❡✉! ❡0$ ❡①♣/!✐♠❡♥$/ ❡$ ❛ ❧❡0 !❡00♦✉!❝❡0 ❛❞❛♣$/❡0 ♣♦✉!

♣!❡♥❞!❡ ✉♥❡ ❞/❝✐0✐♦♥✱ ✐❧ ♣❡✉$ L$!❡ ❜/♥/✜1✉❡ ❞❡ ♣!❡♥❞!❡ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❧✬❛0♣❡❝$ ❞✬❛♣✲

♣!❡♥$✐00❛❣❡ ❛✉ ❝♦✉!0 ❞✉ ♣!♦❝❡00✉0 ❞❡ ❞/❝✐0✐♦♥ ❡$ ❞❡ ✈♦❧♦♥$❛✐!❡♠❡♥$ !❡0$!❡✐♥❞!❡

❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧$❡!♥❛$✐✈❡0 0✉! ❧❡1✉❡❧ ✐❧ ♣❡✉$ 0❡ ♣!♦♥♦♥❝❡!✳

❉❛♥0 ❝❡$$❡ $❤@0❡✱ ♦♥ 0✬✐♥$/!❡00❡ 3 ❧✬✐♥❝♦♠♣❧/$✉❞❡ ❞❡0 ♣!/❢/!❡♥❝❡0 ❧✐/❡ ❛✉

❝♦♥✢✐$ ♠✉❧$✐❝!✐$@!❡ ❡♥$!❡ ❞❡✉① ❛❧$❡!♥❛$✐✈❡0 ❞❛♥0 ✉♥❡ ❝♦♠♣❛!❛✐0♦♥ ❜✐♥❛✐!❡✳ ❯♥

$❡❧ ❝♦♥✢✐$ ❡①✐0$❡ ❞@0 ❧♦!0 1✉❡ ❧❡0 ❞❡✉① ❛❧$❡!♥❛$✐✈❡0 ♣♦00@❞❡♥$ ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ ❛✈❛♥✲

$❛❣❡ 0✉! ❧✬❛✉$!❡✳ ▲♦!0 ❞✬✉♥❡ ❞/❝✐0✐♦♥ ❝♦♥✢✐❝$✉❡❧❧❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ♠❛❥♦!✐$/ ❞❡0 ❞/❝✐0✐♦♥0

♠✉❧$✐❝!✐$@!❡0✮✱ ❧❡ ❞/❝✐❞❡✉! ❡0$ ♣❧❛❝/ ❢❛❝❡ 3 ❞❡0 ✏♠✉$✉❛❧❧② ❡①❝❧✉0✐✈❡ ❝♦✉!0❡0 ♦❢

❛❝$✐♦♥ 0✉❝❤ $❤❛$ ❡❛❝❤ 0❛$✐0✜❡0 0♦♠❡ ❣♦❛❧ !❡❧❛$✐✈❡❧② ❜❡$$❡! $❤❛♥ ❛♥♦$❤❡!✑ ✭▲✉❝❡

❡$ ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉$ ❞/✜♥✐! ❧❡ ❝♦♥✢✐$ ♠✉❧$✐❝!✐$@!❡ ❡♥$!❡ ❞❡✉① ❛❧$❡!♥❛$✐✈❡0 ❡♥

0❡ ❜❛0❛♥$ 0✉! ❧✬❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❞❡0 ❞✐✛/!❡♥❝❡0 ❞❡ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡ ❡♥$!❡ ❧❡0 ❞❡✉① ❛❧$❡!✲

♥❛$✐✈❡0✱ 0✉! ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ❝!✐$@!❡0✳ ❖♥ 0✬✐♥$/!❡00❡ ❛✉ ♣!♦❜❧@♠❡ ❞❡ ❞/✜♥✐! ✉♥❡

♠❡0✉!❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐$ ❛✉ ❈❤❛♣✐$!❡ ✸✳

✹✳✶✳✷ ❙♦✉'❝❡* ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧23✉❞❡ ❡♥ ♠♦❞2❧✐*❛3✐♦♥ ❞❡* ♣'2✲

❢2'❡♥❝❡*

▲❛ !❡❧❛$✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛!❛❜✐❧✐$/ ❛ /$/ ✐♥$!♦❞✉✐$❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐$!❡ ✶ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❛$$✐$✉❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥$❛❧❡ 1✉❡ ❧❡ ❞/❝✐❞❡✉! ♣❡✉$ ❛❞♦♣$❡! ❧♦!0 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛!❛✐0♦♥ ❞❡

❞❡✉① ❛❧$❡!♥❛$✐✈❡0✳ ❈❡$$❡ !❡❧❛$✐♦♥ ❡0$ ✉$✐❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥$ ❞❡ ✈✉❡ ❞❡0❝!✐♣$✐❢✱ ♣♦✉!

♣!❡♥❞!❡ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❞❡0 0✐$✉❛$✐♦♥0 ✈❛!✐/❡0 ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥0 ❧❛ 0❡❝$✐♦♥

♣!/❝/❞❡♥$❡✳ B❛! ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❞/❝✐❞❡✉! ♣❡✉$ ❛✈♦✐! ✉♥❡ ❡①♣/!✐❡♥❝❡ ❧✐♠✐$/❡ ❞❛♥0

✾✷
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❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥❝❡)♥* ♣❛) ❧❛ ❞*❝✐,✐♦♥✱ ♦✉ ♥❡ ♣❛, /0)❡ 0♦0❛❧❡♠❡♥0 ❝♦♥✈❛✐♥❝✉ ❛✉

,✉❥❡0 ❞❡ ,❡, ♣)*❢*)❡♥❝❡,✳

▼❛✐, )❡♣)*,❡♥0❡) ❞❡, ♣)*❢*)❡♥❝❡, ✐♥❝♦♠♣❧60❡, ♣)*,❡♥0❡ *❣❛❧❡♠❡♥0 ✉♥ ✐♥0*)/0

❞✉ ♣♦✐♥0 ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ♣)♦❝❡,,✉, ❞❡ ❧✬*❧✐❝✐0❛0✐♦♥ ❡♥ ❧✉✐✲♠/♠❡ ✭♠/♠❡ ❡♥ ❝♦♥,✐❞*)❛♥0

;✉✬✐❧ ❡①✐,0❡ ❞❡, ♣)*❢*)❡♥❝❡, ❝♦♠♣❧60❡, ✏❞❛♥, ❧❛ 0/0❡✑ ❞✉ ❞*❝✐❞❡✉)✮✳ ❈♦♥,✐❞*)❛♥0

;✉❡ ❧✬*❧✐❝✐0❛0✐♦♥ ❝♦))❡,♣♦♥❞ A ✉♥ )❡❝✉❡✐❧ ♣)♦❣)❡,,✐❢ ❞✬✐♥❢♦)♠❛0✐♦♥, ❛✉ ,✉❥❡0 ❞❡,

♣)*❢*)❡♥❝❡, ❞✉ ❞*❝✐❞❡✉)✱ ❧✬❛♥❛❧②,0❡ ♣❡✉0 /0)❡ ❝♦♥❢)♦♥0* ❛✉ ♣)♦❜❧6♠❡ ❞❡ ❢♦✉)♥✐)

✉♥❡ )❡❝♦♠♠❛♥❞❛0✐♦♥ ♣❛)0✐❡❧❧❡ ❛✈❛♥0 ❧❛ 0♦✉0❡ ✜♥ ❞✉ ♣)♦❝❡,,✉, ❞✬*❧✐❝✐0❛0✐♦♥✳

❈❡00❡ ;✉❡,0✐♦♥ ❡,0 ✐♥❞*♣❡♥❞❛♥0❡ ❞✉ ❢❛✐0 ;✉❡ ❧❡, ♣)*❢*)❡♥❝❡, ❞✉ ❞*❝✐❞❡✉) ,♦✐❡♥0

✈!❛✐♠❡♥' ❝♦♠♣❧60❡, ♦✉ ✐♥❝♦♠♣❧60❡,✳

E❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥,✐❞*)♦♥, ✉♥ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ ,♦♠♠❡ ♣♦♥❞*)*❡✱ ;✉✐ ✐♥❞✉✐0 ✉♥❡

)❡❧❛0✐♦♥ 0♦0❛❧❡ ,✉) A✳ ❙✐ ❧❡ ❞*❝✐❞❡✉) ♥✬❛ ❞♦♥♥* ;✉❡ ❞❡, ✐♥0❡)✈❛❧❧❡, ❞❡ )❛0✐♦

❛✉ ,✉❥❡0 ❞❡ ❧✬✐♠♣♦)0❛♥❝❡ ❞❡, ❝)✐06)❡,✱ ✐❧ ♣❡✉0 ❡①✐,0❡) ❞❡, ♣❛✐)❡, ❞✬❛❧0❡)♥❛0✐✈❡,

a ❡0 b ;✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥0 /0)❡ ❝♦♠♣❛)*❡, ❞❡ ♠❛♥✐6)❡ ✉♥✐✈♦;✉❡ ❞❛♥, ❧❡ ♠♦❞6❧❡

❝♦♥,✐❞*)*✳ E♦✉) ;✉❡ ❝❡00❡ ,✐0✉❛0✐♦♥ ,❡ ♣)♦❞✉✐,❡✱ ✐❧ ,✉✣0 ;✉✬✐❧ ❡①✐,0❡ A ❧❛ ❢♦✐,

✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐,♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞, ;✉✐ ♣❧❛❝❡ a ♣❧✉, ❤❛✉0 ;✉❡ b✱ ❡0 ✉♥❡ ❛✉0)❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐,♦♥

;✉✐ ♣❧❛❝❡ b ♣❧✉, ❤❛✉0 ;✉❡ a✳ ❇✐❡♥ ❡♥0❡♥❞✉✱ ✐❧ ❢❛✉0 ;✉❡ ❝❡, ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥❛✐,♦♥,

,♦✐❡♥0 ❝♦♠♣❛0✐❜❧❡, ❛✈❡❝ ❧❡, )❛0✐♦, ❢♦✉)♥✐, ♣❛) ❧❡ ❞*❝✐❞❡✉)✳

❉❛♥, ❧❛ ,✉✐0❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ 0②♣❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❧*0✉❞❡ ✏♣)*❢*)❡♥❝❡, ✐♥❝♦♠♣❧6✲

0❡♠❡♥0 ,♣*❝✐✜*❡,✑✳ ❖♥ ♣❡✉0 ❛✈♦✐) ❜❡,♦✐♥ ❞✬✉♥ 0❡❧ 0②♣❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❧*0✉❞❡ ♣♦✉)

)❡♥❞)❡ ❝♦♠♣0❡ ❞✉ ❢❛✐0 ;✉❡ ❧❡ ❞*❝✐❞❡✉) ♥✬❛ ♣❛, ❡♥❝♦)❡ 0)❛♥❝❤* ❝❡)0❛✐♥❡, ;✉❡,✲

0✐♦♥, ❞✬*❧✐❝✐0❛0✐♦♥✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣♦✉) 0✐)❡) ❝❡)0❛✐♥❡, ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥, ❛✈❛♥0 ♠/♠❡ ;✉❡

0♦✉0❡, ❧❡, ♣)*❢*)❡♥❝❡, ♥✬❛✐❡♥0 *0* ✐♥0*❣)*❡, ❛✉ ♠♦❞6❧❡✳ ❯♥❡ 0❡❧❧❡ ,*♠❛♥0✐;✉❡

❛00❛❝❤*❡ A ❧✬✐♥❝♦♠♣❧*0✉❞❡ ❡,0 ❛♥❛❧②,*❡ ❞❛♥, ❧❛ ❙❡❝0✐♦♥ ,✉✐✈❛♥0❡✳

E❛) ❛✐❧❧❡✉),✱ ♦♥ ♣❡✉0 ✐♥✈♦;✉❡) ❧✬✐♥❝♦♠♣❛)❛❜✐❧✐0* ♣♦✉) )❡♥❞)❡ ❝♦♠♣0❡ ❞✬✉♥❡

✐♥❝❛♣❛❝✐0* A ❝♦♠♣❛)❡)✱ ❞M A ✉♥ ❢♦)0 ❝♦♥✢✐0 ♠✉❧0✐❝)✐06)❡✳ E)❡♥♦♥, ❧✬❡①❡♠♣❧❡

❞✬✉♥❡ ♣)♦❢❡,,❡✉) ;✉✐ )❛✐,♦♥♥❡)❛✐0 ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐6)❡ ,✉✐✈❛♥0❡ ✿ ✏❙✐ ❧✬*0✉❞✐❛♥0❡ a

♦❜0✐❡♥0 ✉♥❡ ♥♦0❡ ✐♥❢*)✐❡✉)❡ ❞❡ ,✐① ♣♦✐♥0 A ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬*0✉❞✐❛♥0❡ b ✭✉♥❡ ❣)❛♥❞❡

❞✐✛*)❡♥❝❡✮ ❞❛♥, ✉♥❡ ♠❛0✐6)❡✱ ✐❧ ♠✬❡,0 ✐♠♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥,✐❞*)❡) a ❝♦♠♠❡ ❣❧♦❜❛✲

❧❡♠❡♥0 ♠❡✐❧❧❡✉)❡ ;✉❡ b✱ ♠/♠❡ ,✐ ,❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣*♥*)❛❧❡ ❡,0 ,✐❣♥✐✜❝❛0✐✈❡♠❡♥0 ♣❧✉,

*❧❡✈*❡✳✑ ❉❛♥, ✉♥ ♣❛)❡✐❧ ❝❛,✱ ♦♥ ❝♦♥,✐❞6)❡ ;✉✬✉♥ ❤❛♥❞✐❝❛♣ ,*✈6)❡ ❞❡ a ,✉) ✉♥

❝)✐06)❡ ❡,0 ✉♥ ❛)❣✉♠❡♥0 ,✉✣,❛♥0 ♣♦✉) ♥❡ ♣❛, ❝♦♥,✐❞*)❡) a ❝♦♠♠❡ ♣)*❢*)❛❜❧❡ A

b✱ ❡♥ ❞*♣✐0 ❞❡ ♣❧✉,✐❡✉), ❛✈❛♥0❛❣❡, ❞❡ a ,✉) b✳ a ❡0 b ,♦♥0 ❛❧♦), ❝♦♥,✐❞*)*, ❝♦♠♠❡

✾✸
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✐♥❝♦♠♣❛'❛❜❧❡+✳ ❖♥ ♣❡✉/ ❛✉++✐ ❝♦♥+✐❞1'❡' 2✉❡ ❞❡✉① ❛❧/❡'♥❛/✐✈❡+ +♦♥/ ✐♥❝♦♠♣❛✲

'❛❜❧❡+ +✐ ❝❤❛❝✉♥❡ ❢❛✐/ ♣'❡✉✈❡✱ +✉' ✉♥ ❝'✐/9'❡ ❞♦♥♥1✱ ❞✬✉♥❡ +1'✐❡✉+❡ ❢❛✐❜❧❡++❡

'❡❧❛/✐✈❡♠❡♥/ ; ❧✬❛✉/'❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ /②♣❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛'❛❜✐❧✐/1 ✏✐♥❝♦♠♣❧1/✉❞❡

'❡♣'1+❡♥/❛/✐✈❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡/ ❞❡ ✈❡/♦✑ ❡/ ♦♥ ❧✬❛♥❛❧②+❡ ❞❛♥+ ❧❛ ❙❡❝/✐♦♥ ✹✳✸✳

✹✳✷ ❙♣%❝✐✜❝❛*✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧/*❡ ❞❡2 ♣3%❢%3❡♥❝❡2

❈♦♥+✐❞1'♦♥+ ✉♥ ♠♦❞9❧❡ ❞✬❛❣'1❣❛/✐♦♥ ♠✉❧/✐❝'✐/9'❡ 2✉✐ ❢❛✐/ ✐♥/❡'✈❡♥✐' ✉♥ ❝❡'✲

/❛✐♥ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ♣❛'❛♠9/'❡+ ♣'1❢1'❡♥/✐❡❧+ ✭❝♦♠♠❡ ❞❡+ ♣♦✐❞+✱ ❞❡+ ❢♦♥❝/✐♦♥+ ❞❡

✈❛❧❡✉'+✱ ❡/❝✳✮✳ ▲♦'+2✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉/ '❡♣'1+❡♥/❡' ❧❡+ ♣'1❢1'❡♥❝❡+ ❞✉ ❞1❝✐❞❡✉'✱ ✐❧ ❡+/

♣'✉❞❡♥/ ❞❡ ♥❡ ♣❛+ ❛++✐❣♥❡' ✉♥❡ ✈❛❧❡✉' ✉♥✐2✉❡ ; ❝❤❛2✉❡ ♣❛'❛♠9/'❡ ♣'1❢1'❡♥/✐❡❧✳

❆✐♥+✐✱ ✉♥ ❣'❛♥❞ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ♠1/❤♦❞❡+ ♣❡'♠❡//❡♥/ ❞❡ ♥❡ ♣❛+ +♣1❝✐✜❡' ✉♥❡ ✈❛✲

❧❡✉' ✉♥✐2✉❡✱ ♠❛✐+ ♣'♦♣♦+❡♥/ ; ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✬❛++♦❝✐❡' ✉♥ ✐♥/❡'✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉'+ ❞❛♥+

❧❡2✉❡❧ ❧❡ ♣❛'❛♠9/'❡ ♣'1❢1'❡♥/✐❡❧ ♣❡✉/ ✈❛'✐❡'✳ ❉❛♥+ ✉♥❡ /❡❧❧❡ ♣❡'+♣❡❝/✐✈❡✱ ❧✬✐♥❢♦'✲

♠❛/✐♦♥ ♣'1❢1'❡♥/✐❡❧❧❡ '❡♣'1+❡♥/❛♥/ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥/ ❞✉ ❞1❝✐❞❡✉' ❡+/ ❝♦♥+/✐/✉1❡ ♣❛'

❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ✈❛❧❡✉'+ ♣♦++✐❜❧❡+ ♣♦✉' ❝❤❛2✉❡ ♣❛'❛♠9/'❡✳

❉❛♥+ ❝❡ /②♣❡ ❞❡ ♠♦❞9❧❡✱ ✐❧ ❡+/ ♥1❝❡++❛✐'❡ ❞✬❡♥✈✐+❛❣❡' /♦✉/❡+ ❧❡+ ✈❛❧❡✉'+ ♣♦+✲

+✐❜❧❡+ ❞❡ ♣❛'❛♠9/'❡+ ♣♦✉' ❞1/❡'♠✐♥❡' ❝♦♠♠❡♥/ ❞❡✉① ❛❧/❡'♥❛/✐✈❡+ +❡ ❝♦♠♣❛'❡♥/✳

❉❡+ ❞✐✣❝✉❧/1+ ❛♣♣❛'❛✐++❡♥/ ❞❛♥+ ❧❛ ❝♦♠♣❛'❛✐+♦♥ ❞❡ a ❡/ b ❧♦'+2✉❡ a ❡+/ ♣'1❢1'1

; b ❞✬❛♣'9+ ✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉'+ ❛❞♠✐++✐❜❧❡+ ❡/ b ❡+/ ♣'1❢1'1 ; a ❞✬❛♣'9+

✉♥ ❛✉/'❡ ❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉'+ ❛❞♠✐++✐❜❧❡+✳ ❈❡//❡ +✐/✉❛/✐♦♥ ❡+/ ❣1♥1'❛❧❡♠❡♥/

✐♥/❡'♣'1/1❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥❝♦♠♣❛'❛❜✐❧✐/1✳

✹✳✷✳✶ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡, -❡❧❛/✐♦♥, ❞❡ ♣-3❢3-❡♥❝❡ ♣♦,,✐❜❧❡ ❡/

♥3❝❡,,❛✐-❡ ❞❛♥, ❯❚❆

●▼❙

❉❛♥+ ❝❡//❡ +♦✉+✲+❡❝/✐♦♥✱ ♥♦✉+ ❛❧❧♦♥+ ❝♦♥+✐❞1'❡' ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠1/❤♦❞❡

❯❚❆

●▼❙

✭✈♦✐' ●'❡❝♦ ❡/ ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮✳ ❈❡//❡ ♠1/❤♦❞❡ '❡♣♦+❡ +✉' ❧✬✐❞1❡ ❞✬✉/✐❧✐+❡' ✉♥

♠♦❞9❧❡ ❞❡ ♣'1❢1'❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡/ ✭✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉' ❛❞❞✐/✐✈❡ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉''❡♥❝❡✮

❡/ ❞❡ ♥❡ ❧❡ +♣1❝✐✜❡' 2✉❡ ❥✉+2✉✬; ✉♥ ❝❡'/❛✐♥ ♣♦✐♥/✱ ❝❡ 2✉✐ ♣❡'♠❡/ ❞❡ '❡♣'1+❡♥/❡'

❞❡+ ♣'1❢1'❡♥❝❡+ ✐♥❝♦♠♣❧9/❡+✳ ▲❡ ♠♦❞9❧❡ ❣1♥1'❛❧✱ ♣❡'♠❡//❛♥/ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧1/✉❞❡✱

❡+/ ✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝/✐♦♥+ ❞❡ ✈❛❧❡✉' ❛❞❞✐/✐✈❡+✱ ❝'♦✐++❛♥/❡+✱ ✐✳❡✳ ❞❡+ ❢♦♥❝/✐♦♥+

✾✹
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U  ❡❧❧❡# $✉❡ ✿

U : X → R

x 7→
∑n

j=1 uj(xj)

♦( ❧❡# uj #♦♥ ❞❡# ❢♦♥❝ ✐♦♥# ❞❡ ✈❛❧❡✉0 ♣❛0 ✐❡❧❧❡ ♥♦♥ ❞2❝0♦✐##❛♥ ❡#✱ uj : Xj 7→

R, j = 1, . . . , n ❡ X ❡# ❧❡ ♣0♦❞✉✐ ❝❛0 2#✐❡♥ ❞❡# 2❝❤❡❧❧❡# ❞✬2✈❛❧✉❛ ✐♦♥ Xj #✉0

❝❤❛$✉❡ ❝0✐ 60❡ gj✳

▲❛ ♠2 ❤♦❞❡ ❢❛✐ ✐♥ ❡0✈❡♥✐0 ✉♥❡ 2❧✐❝✐ ❛ ✐♦♥ ✐♥❞✐0❡❝ ❡✳ ▲❡ ❞2❝✐❞❡✉0 ❢♦✉0♥✐ ❞❡#

♣02❢20❡♥❝❡# ❡♥ 0❛♥❣❡❛♥ ❧❡# ❛❧ ❡0♥❛ ✐✈❡# ❞✬✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ 02❢20❡♥❝❡ AR ⊂ A✳

❈❡ 0❛♥❣❡♠❡♥ ✐♥❞✉✐ ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ U ❞❡ ❢♦♥❝ ✐♦♥# ❞❡ ✈❛❧❡✉0 ❝♦♠♣❛ ✐❜❧❡# ❛✈❡❝

❧❡# ♣02❢20❡♥❝❡# ❞✉ ❞2❝✐❞❡✉0✳

◗✉❛♥❞ ❧✬✐♥❝♦♠♣❛,❛❜✐❧✐./ ♣❡✉.✲❡❧❧❡ 2✉,✈❡♥✐, ❄

❉❛♥# ❧❛ ❝♦♠♣❛0❛✐#♦♥ ❞❡ a ❡ b✱ #❡❧♦♥ U ✱ ❧❛ #✐ ✉❛ ✐♦♥ #✉✐✈❛♥ ❡ ♣❡✉ #❡ ♣02#❡♥✲

 ❡0 ✿ ✐❧ ❡①✐# ❡ U1 ∈ U  ❡❧❧❡ $✉❡ U1(a) < U1(b) ❡ U2 ∈ U  ❡❧❧❡ $✉❡ U2(a) > U2(b)✳

❉❛♥# ✉♥❡  ❡❧❧❡ #✐ ✉❛ ✐♦♥✱ a ❡ b ♣❡✉✈❡♥ @ 0❡ ❝♦♥#✐❞202❡# ❝♦♠♠❡ ✐♥❝♦♠♣❛0❛❜❧❡#✱

♣✉✐#$✉❡ ❧❛ #♣2❝✐✜❝❛ ✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉0 U ∈ U ❡#  0♦♣ ✐♥#✉✣#❛♥ ❡ ♣♦✉0

❞2❝✐❞❡0 #✐ U(a) > U(b) ♦✉ U(b) > U(a)✳ ❚❛♥ $✉❡ ❧✬✐♥❢♦0♠❛ ✐♦♥ ♣02❢20❡♥ ✐❡❧❧❡

❢♦✉0♥✐❡ ♣❛0 ❧❡ ❞2❝✐❞❡✉0 ❡#  0♦♣ ♣❛✉✈0❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛0 ❞❡# ♣❛✐0❡# ❞✬❛❧ ❡0♥❛ ✐✈❡# ❞❡

A× A #♦♥ ✐♥❝♦♠♣❛0❛❜❧❡#✳

D♦✉0 @ 0❡ ♣❧✉# ♣02❝✐#✱ ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❝♦♥# 0✉✐ ❞❡✉① 0❡❧❛ ✐♦♥# ❞❡ ♣02❢20❡♥❝❡#

✐♠❜0✐$✉2❡#✱ ❡♥ #✉✐✈❛♥ ❧❡# 06❣❧❡# #✉✐✈❛♥ ❡#✳ ❈♦♥#✐❞20♦♥# ✉♥❡ ♣❛✐0❡ ❞✬❛❧ ❡0♥❛ ✐✈❡#

a ❡ b ❞❛♥# A ✿

• a ❡# ♣♦""✐❜❧❡♠❡♥) ♣02❢202 ❢❛✐❜❧❡♠❡♥ E b ##✐ U(a) ≥ U(b)✱ ♣♦✉0 ❛✉ ♠♦✐♥"

✉♥❡ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉0 ❝♦♠♣❛ ✐❜❧❡ U ∈ U ✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝❛#✱ a %P b✳ ▲❛

0❡❧❛ ✐♦♥ ❞❡ ♣02❢20❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦##✐❜❧❡ %P
❡# ✉♥❡ 0❡❧❛ ✐♦♥ ❝♦♠♣❧6 ❡ ❡ 

♥2❣❛ ✐✈❡♠❡♥  0❛♥#✐ ✐✈❡✳

• a ❡# ♥,❝❡""❛✐.❡♠❡♥) ♣02❢202 ❢❛✐❜❧❡♠❡♥ E b ##✐ U(a) ≥ U(b)✱ ♣♦✉0 )♦✉)❡

❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉0 ❝♦♠♣❛ ✐❜❧❡ U ∈ U ✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝❛#✱ a %N b✳ ▲❛ 0❡❧❛ ✐♦♥

❞❡ ♣02❢20❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ♥2❝❡##❛✐0❡ %N
❢♦0♠❡ ✉♥ ♣02♦0❞0❡ ♣❛0 ✐❡❧✳ ▲✬✐♥❝♦♠✲

♣❧2 ✉❞❡ ❞❡ %N
#✬✐♥ ❡0♣06 ❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❛0❛❜✐❧✐ 2✳

✾✺
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➚ ♠❡#✉%❡ &✉❡ ❧❡ ❞)❝✐❞❡✉% ❞♦♥♥❡ ❞❡# ✐♥❢♦%♠❛0✐♦♥# ♣%)❢)%❡♥0✐❡❧❧❡# #✉♣♣❧)✲

♠❡♥0❛✐%❡#✱ ❧❡ ❝❛%❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧❛ %❡❧❛0✐♦♥ %P
❞)❝%♦40 ❛❧♦%# &✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ %❡❧❛0✐♦♥

%N
❛✉❣♠❡♥0❡✳ ❉❡ ♠♦✐♥# ❡♥ ♠♦✐♥# ❞❡ ♣❛✐%❡# ❞✬❛❧0❡%♥❛0✐✈❡# #♦♥0 ♣♦##✐❜❧❡♠❡♥0

✐♥❞✐✛)%❡♥0❡#✱ ❡0 ❞❡ ♣❧✉# ❡♥ ♣❧✉# ❞❡ ♣❛✐%❡# ❝♦♥0✐❡♥♥❡♥0 ✉♥❡ ❛❧0❡%♥❛0✐✈❡ &✉✐ ❡#0

♥)❝❡##❛✐%❡♠❡♥0 ♣%)❢)%)❡ < ❧✬❛✉0%❡✳ ❘❡♠❛%&✉♦♥# &✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛# ❞✬✐♥❝♦♠♣❛%❛❜✐✲

❧✐0) #❡❧♦♥ %P
♣✉✐#&✉❡ ❝✬❡#0 ✉♥❡ %❡❧❛0✐♦♥ ❝♦♠♣❧?0❡✱ ❛❧♦%# &✉❡ ❞❡✉① ❛❧0❡%♥❛0✐✈❡#

♣❡✉✈❡♥0 A0%❡ ✐♥❝♦♠♣❛%❛❜❧❡# #❡❧♦♥ %N
✭❧♦%#&✉❡ ♥✐ a %N b ♥✐ b %N a ♥❡ #♦♥0

✈)%✐✜)❡#✮✳ ❈❤❛&✉❡ ❝♦♠♣❛%❛✐#♦♥ #✉♣♣❧)♠❡♥0❛✐%❡ ❢♦%♠✉❧)❡ ♣❛% ❧❡ ❞)❝✐❞❡✉% ✐♠✲

♣❧✐&✉❡ &✉✬❛✉ ♠♦✐♥# ✉♥❡ ♣❛✐%❡ ❞✬❛❧0❡%♥❛0✐✈❡# ♥✬❡#0 ♣❧✉# ✐♥❝♦♠♣❛%❛❜❧❡ #❡❧♦♥ %N
✳

▲❛ ♠♦❞)❧✐#❛0✐♦♥ ❞❡# ♣%)❢)%❡♥❝❡# ❡#0 ❡♥✈✐#❛❣)❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣%♦❝❡##✉# ❝♦♥#0%✉❝0✐❢

❡0 ❛✉0♦%✐#❡ ✉♥❡ ❢♦%♠✉❧❛0✐♦♥ ❣%❛❞✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦%♠❛0✐♦♥ ♣%)❢)%❡♥0✐❡❧❧❡✳

❈♦♥#$%✉❝$✐♦♥ ❞❡# %❡❧❛$✐♦♥# ❞❡ ♣%.❢.%❡♥❝❡

▲❛ ♠)0❤♦❞❡ ❯❚❆

●▼❙

❣)♥)%❛❧✐#❡ ❧❛ ♠)0❤♦❞❡ ❯❚❆ ✭✈♦✐% ❏❛❝&✉❡0✲▲❛❣%❡③❡ ❛♥❞

❙✐#❦♦# ❬✶✾✽✷❪✮ ❡♥ ❝❡ #❡♥# &✉❡ 0♦✉0❡# ❧❡# ❢♦♥❝0✐♦♥# ❞❡ ✈❛❧❡✉%# ❝♦♠♣❛0✐❜❧❡# #♦♥0

❝♦♥#✐❞)%)❡#✱ ❛✉ ❧✐❡✉ &✉✬✉♥❡ #❡✉❧❡ ♥❡ #♦✐0 ❝❤♦✐#✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❧❡# ❢♦♥❝0✐♦♥# ❞❡ ✈❛❧❡✉%

♣❛%0✐❡❧❧❡# #♦♥0 #❡✉❧❡♠❡♥0 #✉♣♣♦#)❡# ♥♦♥ ❞)❝%♦✐##❛♥0❡# ❡0 ♥♦♥ ♣❛# ❧✐♥)❛✐%❡# ♣❛%

♠♦%❝❡❛✉①✳ ◆♦✉# ❞♦♥♥♦♥# ❞❛♥# ❧❛ #✉✐0❡ ✉♥❡ ❞❡#❝%✐♣0✐♦♥ %❛♣✐❞❡ ❞❡# ❝♦♥0%❛✐♥0❡#

#✉% ❧❡# ❢♦♥❝0✐♦♥#✳ ▲✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❛❧0❡%♥❛0✐✈❡# < ♣%♦♣♦# ❞❡#&✉❡❧❧❡# ❧❡ ❞)❝✐❞❡✉% ❛

❢♦%♠✉❧) ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥0 #✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ %)❢)%❡♥❝❡ AR = {a1, ..., am}✳ ▲❡#

✈❛%✐❛❜❧❡# ❝♦♥#✐❞)%)❡# ❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞?❧❡ #♦♥0 ❧❡# ✈❛❧❡✉%# ♠❛%❣✐♥❛❧❡#✱ #✉% ❝❤❛&✉❡

❝%✐0?%❡✱ ❞❡ ❝❤❛&✉❡ ❛❧0❡%♥❛0✐✈❡ ❞❡ AR
✭uj(gj(a)), ∀j ∈ J, ∀a ∈ AR

✮✳ ❯♥❡ 0❡❧❧❡ ♠♦✲

❞)❧✐#❛0✐♦♥ ♣❡%♠❡0 ❞❡ ♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♠♣0❡ 0♦✉0❡ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉% ♣❛%0✐❡❧❧❡ ♥♦♥

❞)❝%♦✐##❛♥0❡✳ ❆✜♥ ❞✬A0%❡ ❝♦♥❢♦%♠❡ < ❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ♣%)❢)%❡♥❝❡ #✉% AR
✱ ❧❡# ❢♦♥❝0✐♦♥#

❞❡ ✈❛❧❡✉% ❝♦♥#✐❞)%)❡# ♣❛% ❧❡ ♠♦❞?❧❡ ❞♦✐✈❡♥0 #✉✐✈%❡ ❧❡# ❝♦♥0%❛✐♥0❡# #✉✐✈❛♥0❡#✳

U







































U(a) > U(b) #✐ a ≻ b

U(a) = U(b) #✐ a ∼ b

}

♣♦✉% 0♦✉0 a, b ∈ AR

uj(gj(aτj(k)))− uj(gj(aτj(k−1))) ≥ 0, j = 1, ..., n, k = 2, ...,m

uj(gj(aτj(1))) ≥ 0, uj(gj(aτj(m))) ≤ uj(g
∗
i ), j = 1, ..., n

uj(gi∗) = 0, j = 1, ..., n,
∑n

j=1 uj(g
∗
i ) = 1

✭✹✳✶✮

✭✹✳✷✮

✭✹✳✸✮

✭✹✳✹✮

♦Y τj ❡#0 ❧❛ ♣❡%♠✉0❛0✐♦♥ #✉% ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡# ❞❡# ❛❧0❡%♥❛0✐✈❡# ❞❡ A
R
&✉✐ ❧❡#

✾✻
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 !❛  ❛♥❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐) ❡ ❝ ♦✐,,❛♥-❡ ,❡❧♦♥ ❧❡✉ !✈❛❧✉❛-✐♦♥ ,✉ ❧❡ ❝ ✐-) ❡ gj✱ ✐✳❡✳

gj(aτj(1)) ≤ gj(aτj(2)) ≤ . . . ≤ gj(aτj(m−1)) ≤ gj(aτj(m))

gi∗ ❡- g∗i ,♦♥- ❧❡, ❜♦ ♥❡, ✐♥❢! ✐❡✉ ❡ ❡- ,✉♣! ✐❡✉ ❡ ❞❡ Xj✱ ✐✳❡✳ Xj = [gi∗, g
∗
i ]✳ ▲❛

❝♦♥- ❛✐♥-❡ ✭✹✳✶✮ ✐♥-)❣ ❡ ❧❡, ❥✉❣❡♠❡♥-, ❞❡ ♣ !❢! ❡♥❝❡ ❞✉ ❞!❝✐❞❡✉ ✳ ▲❛ ❝♦♥- ❛✐♥-❡

✭✹✳✷✮ ❣❛ ❛♥-✐- =✉❡ ❧❡, ❢♦♥❝-✐♦♥, ❞❡ ✈❛❧❡✉ ♣❛ -✐❡❧❧❡, ,♦♥- ❝ ♦✐,,❛♥-❡,  ❡❧❛-✐✈❡♠❡♥-

❛✉① !✈❛❧✉❛-✐♦♥, ❞❡, ❛❧-❡ ♥❛-✐✈❡, ❞❡ AR
,✉ ❝❤❛=✉❡ ❝ ✐-) ❡✳ ✭✹✳✹✮ ❡,- ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡

❞❡ ❝♦♥- ❛✐♥-❡, ❞❡ ♥♦ ♠❛❧✐,❛-✐♦♥✳

❉❛♥, ❯❚❆

●▼❙

✱ U ❡,- ❞!✜♥✐ ❞✬❛♣ ), ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❝♦♠♣❛ ❛✐,♦♥, ♣❛ ♣❛✐ ❡,

❡✛❡❝-✉!❡, ♣❛ ❧❡ ❞!❝✐❞❡✉ ✳ ■❧ ❡,- ,✐♠♣❧❡♠❡♥- ❝❡♥,! ❝♦♥,✐❞! ❡ ❧❡ ,♦✉,✲❡♥,❡♠❜❧❡

AR ⊆ A ❞✬❛❧-❡ ♥❛-✐✈❡, I ♣ ♦♣♦, ❞❡,=✉❡❧❧❡, ✐❧ ♣❡✉- ♣♦ -❡ ❞❡, ❥✉❣❡♠❡♥-, ❤♦❧✐,✲

-✐=✉❡, ❛✈❡❝ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ▲❛ ❧✐,-❡ ❞❡ ❛✣ ♠❛-✐♦♥, ♣ !❢! ❡♥-✐❡❧❧❡, ♣❡✉- K- ❡  !✈✐,!❡

❡-✴♦✉ ❡♥ ✐❝❤✐❡ I ❝❤❛=✉❡ !-❛♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥-❡ ❛❝-✐♦♥✳ ❈❤❛=✉❡ ❝♦♠♣❛ ❛✐,♦♥ ✐♥❞✉✐- ❞❡,

❝♦♥- ❛✐♥-❡, ,✉ U ✳ ❈♦♥,✐❞! ♦♥, ❞❡✉① ❛❧-❡ ♥❛-✐✈❡, x ❡- y ❞❡ A✱ ❡- ,✉♣♣♦,♦♥, =✉❡

❧❡ ♣♦❧②)❞ ❡ ❞!✜♥✐ ♣❛ ✭✹✳✶✮✱ ✭✹✳✷✮✱ ✭✹✳✸✮✱ ✭✹✳✹✮ ♥✬❡,- ♣❛, ✈✐❞❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛ ❡ 

x ❡- y✱ ❧❡ ♠♦❞)❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿

d(x, y) = min
U∈U

{U(x)− U(y)} ❡- D(x, y) = max
U∈U

{U(x)− U(y)}

❡- ❡♥ ❞!❞✉✐- ❧❡,  ❡❧❛-✐♦♥, ♣♦,,✐❜❧❡ ❡- ♥!❝❡,,❛✐ ❡ ❡♥- ❡ x ❡- y✳

✹✳✷✳✷ ❙♣%❝✐✜❝❛*✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧/*❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞/❧❡ ❞❡ ♣4%❢%4❡♥❝❡6✱

❝♦♠♣❧❡* ♦✉ ✐♥❝♦♠♣❧❡*

▲❡, ♠♦❞)❧❡, ❡①✐,-❛♥- =✉✐ ♣❡ ♠❡--❡♥- ❧❛ ,♣!❝✐✜❝❛-✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧)-❡ ❞❡, ♣ !✲

❢! ❡♥❝❡, ,♦♥- ♣♦✉ ❧❛ ♣❧✉♣❛ - ❜❛,!, ,✉ ❞❡, ❢♦♥❝-✐♦♥, ❞❡ ✈❛❧❡✉ ✳ ▲✬✐♥,✉✣,❛♥-❡

,♣!❝✐✜❝❛-✐♦♥ ♣❡ ♠❡- ❡✛❡❝-✐✈❡♠❡♥- ❞❡  ❡♣ !,❡♥-❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❛ ❛❜✐❧✐-!✱ ♠K♠❡

,✐ ❧❡ ♠♦❞)❧❡ ▼❆❱❚ ❡,- ❝♦♠♣❧❡-✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥-✱ ❧✬✐❞!❡ ,♦✉,✲❥❛❝❡♥-❡ ♣❡✉- K- ❡ ❛♣✲

♣❧✐=✉!❡ ❡♥ ✉-✐❧✐,❛♥- -♦✉- ♠♦❞)❧❡ ❝♦♠♣❧❡-✳ ■❧❧✉,- ♦♥, ❝❡❧❛ I ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞)❧❡

,✐♠♣❧❡ ❞❡ ♣ !❢! ❡♥❝❡ ❧❡①✐❝♦❣ ❛♣❤✐=✉❡✳ ❉❛♥, ❝❡ ♠♦❞)❧❡✱ ❧✬✐♥❢♦ ♠❛-✐♦♥ ♣ !❢! ❡♥✲

-✐❡❧❧❡ ❞♦♥♥!❡ ♣❛ ❧❡ ❞!❝✐❞❡✉ ❡,- ✉♥ ♦ ❞ ❡ -♦-❛❧ ≫ ,✉ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❝ ✐-) ❡,

J ✳ ❯♥ -❡❧ ♦ ❞ ❡ ❞✬✐♠♣♦ -❛♥❝❡ ≫ ,✉ ❧❡, ❝ ✐-) ❡, ♣❡✉- K- ❡  ❡♣ !,❡♥-! ♣❛ ❧❛

♣❡ ♠✉-❛-✐♦♥ σ ,✉ J =✉✐  !❛  ❛♥❣❡ ❧❡, ❝ ✐-) ❡, ♣❛ ♦ ❞ ❡ ❞✬✐♠♣♦ -❛♥❝❡ ❞!❝ ♦✐,✲

,❛♥-❡ ✿

∀ i, j ∈ J, σ(j) < σ(i) ✐✛ j ≫ i

✾✼
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❉❛♥# ✉♥❡ ❛❣'(❣❛)✐♦♥ ❧❡①✐❝♦❣'❛♣❤✐1✉❡✱ ❧❡# '❡❧❛)✐♦♥# ❞❡ ♣'❡❢❡'❡♥❝❡ ≻σ ❡) ❞✬✐♥✲

❞✐✛('❡♥❝❡ ∼σ ❡♥)'❡ ❧❡# ❛❧)❡'♥❛)✐✈❡# ❞❡ A #♦♥) ❞(✜♥✐❡# ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐;'❡ #✉✐✈❛♥)❡ ✿

a ≻σ b⇔

{

∃ i ∈ J, gσ(i)(a) > gσ(i)(b)

∀ j ∈ J )✳1✳ σ(j) < σ(i), gσ(j)(a) = gσ(j)(b),

a ∼σ b⇔ gj(a) = gj(b), ∀ j ∈ J

❚♦✉) ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❆ ❡#) ❝♦♥❝❡'♥( ♣❛' ❧❛ '❡❧❛)✐♦♥ ❞❡ ♣'(❢('❡♥❝❡# ❧❡①✐❝♦❣'❛✲

♣❤✐1✉❡✱ ✐✳❡✳ A2 ∈ succcurlyeqσ✳ ❆❥♦✉)♦♥# ❧✬❤②♣♦)❤;#❡ 1✉❡ ❧❡ ❞(❝✐❞❡✉' ♥✬❡①♣'✐♠❡

1✉❡ ❞❡# ♣'(❢('❡♥❝❡# ❧❡①✐❝♦❣'❛♣❤✐1✉❡# ✐♥❝♦♠♣❧;)❡#✱ ✐✳❡✳ ✉♥ ♦'❞'❡ ♣❛"#✐❡❧ ≫ #✉'

❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❝'✐);'❡# J ✳ ❙♦✐) E≫ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ )♦✉)❡# ❧❡# ♣❡'♠✉)❛)✐♦♥# σ #✉'

J ❝♦♠♣❛)✐❜❧❡# ❛✈❡❝ ≫✳ ❯)✐❧✐#❛♥) ❧✬✐❞(❡ ❞❡ ❧❛ #♣(❝✐✜❝❛)✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧;)❡✱ ♦♥ ♣❡✉)

❞(✜♥✐' ❡♥)'❡ ❧❡# ❛❧)❡'♥❛)✐✈❡# ✉♥ ♦'❞'❡ ❧❡①✐❝♦❣'❛♣❤✐1✉❡ ♥(❝❡**❛✐"❡ ≻N
lex ❝♦♠♠❡

#✉✐) ✿

a ≻N
lex b ##✐ a ≻σ b, ∀ σ ∈ E≫.

▲❛ '❡❧❛)✐♦♥ ≻N
lex ❡#) ✐♥❝♦♠♣❧;)❡✱ ♠F♠❡ #✐ )♦✉) ♦'❞'❡ ❧❡①✐❝♦❣'❛♣❤✐1✉❡ ❡#) G ❧✬(✈✐✲

❞❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡)✳ ❙✉♣♣♦#♦♥# ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡ 1✉❡ ❧❡ ❞(❝✐❞❡✉' ❛ ❢♦✉'♥✐ ❧❡# ✐♥❢♦'♠❛)✐♦♥#

#✉✐✈❛♥)❡# ✿ 1 ≫ 2 ❡) 1 ≫ 3✳ ❈♦♥#✐❞('❛♥) ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ )'♦✐# ❛❧)❡'♥❛)✐✈❡# ✿

a = (0, 1, 0)✱ b = (0, 0, 1)✱ c = (1, 0, 0)✱ ♥♦✉# ♣♦✉✈♦♥# (❝'✐'❡ ❧❡# '❡❧❛)✐♦♥# ❞❡

♣'(❢('❡♥❝❡ #✉✐✈❛♥)❡# ✿

c ≻N
lex a✱ c ≻N

lex b ❡) a?Nlexb.

▲❡# ❛❧)❡'♥❛)✐✈❡# a ❡) b #♦♥) ✐♥❝♦♠♣❛'❛❜❧❡# #❡❧♦♥ ≻N
lex✱ G ❝❛✉#❡ ❞❡ ❧✬❛❜#❡♥❝❡

❞✬✐♥❢♦'♠❛)✐♦♥ #✉' ❧✬✐♠♣♦')❛♥❝❡ '❡❧❛)✐✈❡ ❞❡# ❝'✐);'❡# 2 ❡) 3✳ ❈❡) ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥)'❡

❝♦♠♠❡♥) ❧✬✐♥❝♦♠♣❛'❛❜✐❧✐)( ♣❡✉) F)'❡ ❛✉)♦'✐#(❡ ❞❛♥# )♦✉) ♠♦❞;❧❡✱ ♣❛' #♣(❝✐✜✲

❝❛)✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧;)❡✱ ♠F♠❡ #✐ ❧❡ ♠♦❞;❧❡ #♦✉#✲❥❛❝❡♥) ❡#) ❝♦♠♣❧❡)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥)✱ ❝❡

)②♣❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❧()✉❞❡ ❛ ()( ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥) ✐♠♣❧(♠❡♥)( ❡♥ ✉)✐❧✐#❛♥) ❞❡# ❢♦♥❝)✐♦♥#

❞❡ ✈❛❧❡✉' ❛❞❞✐)✐✈❡# ❝♦♠♠❡ ❜❛#❡ ❞✉ ♠♦❞;❧❡ #♦✉#✲❥❛❝❡♥)✳

❋❛✐'❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ❛✣'♠❛)✐♦♥# ✐♠♣'(❝✐#❡# ❞✉ ❞(❝✐❞❡✉' ♥✬✐♠♣❧✐1✉❡ ♣❛# ❢♦'❝(✲

♠❡♥) ❞❡ ♣'❡♥❞'❡ ❡♥ ❝♦♠♣)❡ )♦✉)❡# ❧❡# ✈❛❧❡✉'# ❞❡ ♣❛'❛♠()'❛❣❡ ❝♦♠♣❛)✐❜❧❡#✳

❉❛♥# ❧❡# ♠()❤♦❞❡# ❞❡ ♣"❡❢❡"❡♥❝❡ ♣"♦❣"❛♠♠✐♥❣ ✭✈♦✐' ❘■❈❍ ♣'(#❡♥)(❡ ❞❛♥# ❙❛❧♦

❛♥❞ O✉♥❦❦❛ ❬✷✵✵✺❪ ❡) O❘■▼❊ ❞❛♥# ❙❛❧♦ ❛♥❞ ❍❛♠❛❧❛✐♥❡♥ ❬✷✵✵✶❪✮✱ ❧❡# ✐♥❢♦'♠❛✲

)✐♦♥# ✐♠♣'(❝✐#❡# ❞❡ #♣(❝✐✜❝❛)✐♦♥ ❞✉ ❞(❝✐❞❡✉'✱ 1✉✐ ♣♦')❡♥) #✉' ❧❡# ♣♦✐❞# ❞❛♥#

❝❡# ♠♦❞;❧❡#✱ ♥✬❡♥)'❛Z♥❡♥) ♣❛# ♥(❝❡##❛✐'❡♠❡♥) ❞✬✐♥❝♦♠♣❛'❛❜✐❧✐)(✳ ❉❡# ';❣❧❡# ❞(✲

✜♥✐❡# ❛ ♣"✐♦"✐ #♦♥) ❝❤♦✐#✐❡# ♣♦✉' ❢❛✐'❡ ❞✐#♣❛'❛Z)'❡ ❧✬✐♠♣'(❝✐#✐♦♥ ✭✈♦✐' ❙❛❧♦ ❛♥❞

✾✽
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❍!♠!❧!✐♥❡♥ ❬✷✵✵✹❪✮✳ ❈❡/ 01❣❧❡/ ♣❡✉✈❡♥6 760❡ 0❡❧❛6✐✈❡/ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞/

✉6✐❧✐/?✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ 01❣❧❡ ❞✉ ❝❡♥60♦A❞❡ ✿ ✏❝❤♦✐/✐0 ❧❡ ❝❡♥60❡ ❞✉ ♣♦❧②❤1❞0❡ ❞❡/ ❥❡✉①

❞❡ ♣♦✐❞/ ❝♦♠♣❛6✐❜❧❡/ ❛✈❡❝ ❧❡/ ❛✣0♠❛6✐♦♥/ ❞✉ ❞?❝✐❞❡✉0✑✳ ❊❧❧❡/ ♣❡✉✈❡♥6 ?❣❛❧❡✲

♠❡♥6 760❡ 0❡❧❛6✐✈❡/ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ /♦❧✉6✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ 01❣❧❡ ♠❛①✐♠✐♥ ✿ ✏❝❤♦✐/✐0

❧✬❛❧6❡0♥❛6✐✈❡ ❞♦♥6 ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ /✉0 ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♣♦✐❞/ ❝♦♠♣❛6✐❜❧❡/✱ ❡/6

❧❛ ♣❧✉/ ❣0❛♥❞❡✳✑✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛ 01❣❧❡ ❞❡ 0❡❣0❡6 ♠✐♥✐♠❛① ✿ ✏❝❤♦✐/✐0 ❧✬❛❧6❡0♥❛6✐✈❡ K✉✐

♠✐♥✐♠✐/❡ ❧❛ ♣❡06❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉0 ♠❛①✐♠❛❧❡ /✉0 ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♣♦✐❞/ ❝♦♠♣❛6✐❜❧❡/✑✳

❉❛♥/ ❧❡/ ♠?6❤♦❞❡/ ❞❡ ♣&❡❢❡&❡♥❝❡ ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣✱ ♦♥ ❝❤❡0❝❤❡ ?❣❛❧❡♠❡♥6 M ✐❞❡♥✲

6✐✜❡0 ❧❡/ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡/ 0♦❜✉/6❡/✱ ✐✳❡✳ ❧❡/ ❝♦✉♣❧❡/ 6❡❧/ K✉✬✉♥❡ ❛❧6❡0♥❛6✐✈❡ ❞♦♠✐♥❡

♥?❝❡//❛✐0❡♠❡♥6 ❧✬❛✉60❡ ?6❛♥6 ❞♦♥♥? ❧✬✐♥❢♦0♠❛6✐♦♥ ✐♠♣0?❝✐/❡ /✉0 ❧❡/ ♣♦✐❞/✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉6 ?❣❛❧❡♠❡♥6 ❡♥✈✐/❛❣❡0 ❧❛ /♣?❝✐✜❝❛6✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧16❡ ❞❡ ♠♦❞1❧❡/

❡✉①✲♠7♠❡/ ✐♥❝♦♠♣❧❡6/✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❜❛/?/ /✉0 ❧❡ /✉0❝❧❛//❡♠❡♥6✳ ❉❛♥/ ❝❡ ❝❛/✱

❝❡06❛✐♥❡/ 0❡❧❛6✐♦♥/ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛0❛❜✐❧✐6? ♣❡✉✈❡♥6 ❞?❝♦✉❧❡0 ❞❡ ❧✬✐♠♣0?❝✐/✐♦♥ /✉0 ❞❡/

♣❛0❛♠160❡/✱ ❛❧♦0/ K✉❡ ❞✬❛✉60❡/ 0❡❧❛6✐♦♥/ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛0❛❜✐❧✐6? /❡0♦♥6 ❞✐0❡❝6❡♠❡♥6

❧✐?❡/ ❛✉ ♠♦❞1❧❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡6 /♦✉/✲❥❛❝❡♥6✳ ▲❛ ♠?6❤♦❞❡ ❊▲❊❈❚❘❊

●❑▼❙

✱ ♣0♦♣♦/?❡

❞❛♥/ ●0❡❝♦ ❡6 ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ♠❡6 ❡♥ U✉✈0❡ ✉♥❡ 6❡❧❧❡ ❛♣♣0♦❝❤❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉0 ❞❡/ ♣❛0❛✲

♠160❡/ ❞❡ /✉0❝❧❛//❡♠❡♥6✱ 6❡❧/ K✉❡ ❧❡/ /❡✉✐❧/ ❞❡ ♣0?❢?0❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡6 ❞✬✐♥❞✐✛?0❡♥❝❡✱

❡/6 ✜①?❡ ❞❡ ♠❛♥✐10❡ ✐♠♣0?❝✐/❡✱ /❡❧♦♥ ❧❛ ♠7♠❡ ❧♦❣✐K✉❡ K✉❡ ❝❡❧❧❡ ❛✉6♦0✐/❛♥6 ✉♥❡

♠✉❧6✐6✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝6✐♦♥/ ❞❡ ✈❛❧❡✉0 ❞❛♥/ ❧❛ ♠?6❤♦❞❡ ❯❚❆

●▼❙

✭✐✳❡✳ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ?❧✐❝✐✲

6❛6✐♦♥ ✐♥❞✐0❡❝6❡✮✳ ▲❡ ♠♦❞1❧❡ ❣?♥?0❛❧ ♣0❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥/✐❞?0❛6✐♦♥ 6♦✉6❡/ ❧❡/ 0❡❧❛6✐♦♥/

❞❡ /✉0❝❧❛//❡♠❡♥6 K✉✐ ♣❡0♠❡66❡♥6 ❞❡ 0❡/6❛✉0❡0 ❝❡06❛✐♥/ ❥✉❣❡♠❡♥6/ ❞❡ 0?❢?0❡♥❝❡

❡①♣0✐♠?/ ♣❛0 ❧❡ ❞?❝✐❞❡✉0✳ ❉❛♥/ ❧❛ /❡❝6✐♦♥ /✉✐✈❛♥6❡✱ ♦♥ /✬✐♥6?0❡//❡ M ❧✬✐♥❝♦♠♣❧?✲

6✉❞❡ K✉✐ ❞?❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣0✐/❡ ❡♥ ❝♦♠♣6❡ ❞✬❡✛❡6/ ❞❡ ✈❡6♦✳ ▲❡/ ♠♦❞1❧❡/ M ❜❛/❡ ❞❡

/✉0❝❧❛//❡♠❡♥6 ♣❡0♠❡66❡♥6 ❧❛ 0❡♣0?/❡♥6❛6✐♦♥ ❞✬✉♥❡ 6❡❧❧❡ ✐♥❝♦♠♣❧?6✉❞❡✳

✹✳✸ ■♥❝♦♠♣❧*+✉❞❡ /❡♣/*0❡♥+❛+✐✈❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡+ ❞❡

✈❡+♦

▲✬✐♥❝♦♠♣❧?6✉❞❡ ❞❡/ ♣0?❢?0❡♥❝❡/ ♣❡✉6 ❛✉//✐ ❞?❝♦✉❧❡0 ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦0♠❛6✐♦♥ ♣♦✲

/✐6✐✈❡✱ ❧✐?❡ ❛✉ ❝♦♥✢✐6 ♠✉❧6✐❝0✐610❡ ❡♥60❡ ❧❡/ ❛❧6❡0♥❛6✐✈❡/✳ ❉❛♥/ ❧❡/ ♠?6❤♦❞❡/ ❜❛✲

/?❡/ /✉0 ❧❡ /✉0❝❧❛//❡♠❡♥6✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠?6❤♦❞❡ ❊▲❊❈❚❘❊ ✭✈♦✐0 ❘♦②

❬✶✾✾✶❪✱❋✐❣✉❡✐0❛ ❡6 ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❛❪ ❡6 ❋✐❣✉❡✐0❛ ❡6 ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✮✱ ❧❛ 0❡❧❛6✐♦♥ ❝❛0❛❝6?0✐/6✐K✉❡

✾✾
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❡!" ✐♥❝♦♠♣❧*"❡ ❡" !✬❛♣♣❡❧❧❡ -❡❧❛"✐♦♥ ❞❡ !✉-❝❧❛!!❡♠❡♥"✳ 1♦✉- 2✉❡ ❧✬❛✣-♠❛"✐♦♥

a % b !♦✐" ✈❛❧✐❞❡✱ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐"✐♦♥! ❞♦✐✈❡♥" 7"-❡ !❛"✐!❢❛✐"❡! ✿

✶✳ ❝♦♥❝♦-❞❛♥❝❡ ✿ ✉♥❡ ♠❛❥♦-✐"< ✏!✉✣!❛♥"❡✑ ❞❡ ❝-✐"*-❡! ❞♦✐" 7"-❡ ❡♥ ❢❛✈❡✉- ❞❡

a % b✱

✷✳ ♥♦♥✲❞✐!❝♦-❞❛♥❝❡ ✿ ❞❛♥! ❧❛ ♠✐♥♦-✐"< ❞❡ ❝-✐"*-❡! ❡♥ ❞<!❛❝❝♦-❞✱ ❛✉❝✉♥ ❝-✐"*-❡

♥❡ ❞♦✐" !✬♦♣♣♦!❡- ✏"-♦♣ ❢♦-"❡♠❡♥"✑ A a % b✳ ❊♥ ❞✬❛✉"-❡! "❡-♠❡!✱ ❛✉❝✉♥

❝-✐"*-❡ ♥❡ ❞♦✐" ❡①❡-❝❡- ✉♥ ✈❡"♦✳

▲❡ "❡-♠❡ ❞❡ ✈❡"♦ ♣-♦✈✐❡♥" ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧❛ "❤<♦-✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① !♦❝✐❛❧ ✿ ❧✬<"✉❞❡

❞❡ ❧✬❛❣-<❣❛"✐♦♥ ❞❡! ♣-<❢<-❡♥❝❡! ❞❡ ✈♦"❛♥"! A ♣-♦♣♦! ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛"!✳ ▲❡! ♣-✐♥❝✐♣❡!

❣<♥<-❛✉① ❞✉ !✉-❝❧❛!!❡♠❡♥" !♦♥" ✐♥!♣✐-<! ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ -❡❝❤❡-❝❤❡✱ ❡♥ ❝♦♥!✐❞<✲

-❛♥" ❧❡! ❝❛♥❞✐❞❛"! ❝♦♠♠❡ ❧❡! ❛❧"❡-♥❛"✐✈❡!✱ ❡" ❧❡! ✈♦"❛♥"! ❝♦♠♠❡ ❧❡! ❝-✐"*-❡!✳ ▲❡

❝♦♥❝❡♣" ❞❡ ✈❡"♦ ❡!" ❛✉ ❝❡♥"-❡ ❞❡ ❧✬✐♥"❡-♣-<"❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧<"✉❞❡ "❡❧❧❡ 2✉✬❡❧❧❡

❡!" ♠♦❞<❧✐!<❡ ❞❛♥! ❧❡! ♠<"❤♦❞❡! ❞❡ !✉-❝❧❛!!❡♠❡♥"✳

❈♦♥!✐❞<-♦♥! ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❊▲❊❈❚❘❊ ■✱ ❞❛♥! ❧❡2✉❡❧ ❧❡! ✐♥❞✐❝❡! ❞❡ ❝♦♥❝♦-✲

❞❛♥❝❡ ❡" ❞❡ ❞✐!❝♦-❞❛♥❝❡ !♦♥" ❞<✜♥✐! ❛✐♥!✐ ✿

C(a < b) =
∑

j∈Jab
wj ✭✹✳✺✮

D(a < b) = maxj∈J\Jab{gj(b)− gj(a)} ✭✹✳✻✮

♦P Jab = {j ∈ J : gj(a) > gj(b)} ❡!" ❧✬❡♥!❡♠❜❧❡ ✐♥❞❡①❛♥" ❧❡! ❝-✐"*-❡! !✉- ❧❡!2✉❡❧!

a ❡!" ♠❡✐❧❧❡✉-❡ 2✉❡ b✱ ❡" ❡♥ ❝❤♦✐!✐!!❛♥" ❧❡! ♣♦✐❞! "❡❧! 2✉❡

∑

j∈J wj = 1✳

▲❛ -❡❧❛"✐♦♥ ❞❡ !✉-❝❧❛!!❡♠❡♥" < !❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✬✉♥ !❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦♥❝♦-✲

❞❛♥❝❡ s ❡" ✉♥ !❡✉✐❧ ❞❡ ❞✐!❝♦-❞❛♥❝❡ v ✿

• C(a < b) ≥ s ✿ ❧❛ ❝♦❛❧✐"✐♦♥ ❡♥ ❢❛✈❡✉- ❞❡ a < b ❡!" ❛!!❡③ ✏❢♦-"❡✑✳

• D(a < b) ≤ v ✿ ❧❛ ❝♦❛❧✐"✐♦♥ ❡♥ ❞<❢❛✈❡✉- ❞❡ a < b ♥✬❡①❡-❝❡ ♣❛! ❞❡ ✈❡"♦✳

s ❡!" ❝❤♦✐!✐ ❡♥"-❡ 0.5 ❡" 1−minj∈J wj✳ ➱"❛♥" ❞♦♥♥< ❧❡! ❝♦♥❞✐"✐♦♥! A !❛"✐!❢❛✐-❡

♣♦✉- 2✉✬✐❧ ② ❛✐" !✉-❝❧❛!!❡♠❡♥"✱ ✐❧ ♣❡✉" !❡ ♣-♦❞✉✐-❡ "-♦✐! !✐"✉❛"✐♦♥! ❞❛♥! ❧❡!2✉❡❧❧❡!

♥✐ (a, b) ♥✐ (b, a) ♥❡ !♦✐❡♥" ❞❛♥! <✳ ❉❡✉① ❞✬❡♥"-❡ ❡❧❧❡! !♦♥" ❧✐<❡! A ❝❡ 2✉❡ ❧✬♦♥

♣❡✉" ❛♣♣❡❧❡- ✉♥ ✏❡✛❡" ❞❡ ✈❡"♦✑✳

✶✵✵
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• ❈♦♥#✐❞&'♦♥# ❧❛ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❞❡ ❞✐#❝♦'❞❛♥❝❡ ♣♦✉' ❧❡# ❞❡✉① ♣❛✐'❡# ♦'❞♦♥♥&❡#

(a, b) ❡+ (b, a) ✿ ✐❧ ❡#+ ♣♦##✐❜❧❡ 2✉✬✐❧ ❡①✐#+❡ j ∈ J \ Jab ♣♦✉' ❧❡2✉❡❧ gj(b)−

gj(a) ≥ v✱ ❡+ k ∈ Jab ♣♦✉' ❧❡2✉❡❧ gk(a)−gk(b) ≥ v✳ ❉❛♥# ✉♥ ♣❛'❡✐❧ ❝❛#✱ ♥✐

a % b✱ ♥✐ b % a ♥❡ ♣❡✉✈❡♥+ 8+'❡ ✈&'✐✜&#✱ ✉♥ ❝'✐+:'❡ ♠❡++❛♥+ #♦♥ ✈❡+♦ #✉'

❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡# ❛##❡'+✐♦♥#✳ ❯♥ ❝♦♥✢✐+ ♠✉❧+✐❝'✐+:'❡ &❧❡✈&✱ ❞❛♥# ❧❛ ❝♦♠♣❛'❛✐#♦♥

❞❡ a ❡+ b✱ ❧❡# '❡♥❞ ✐♥❝♦♠♣❛'❛❜❧❡# ❞✉ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ #✉'❝❧❛##❡♠❡♥+✳

• ❈♦♥#✐❞&'♦♥# ❧❛ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❞❡ ❞✐#❝♦'❞❛♥❝❡ ♣♦✉' a % b ❡+ ❧❛ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❞❡

❝♦♥❝♦'❞❛♥❝❡ ♣♦✉' b % a ✿ #❡✉❧ a % b ❡#+ ♣♦##✐❜❧❡ ❞✬❛♣':# ❧❛ ♠❛❥♦'✐+& ❞❡#

❝'✐+:'❡#✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ✐❧ ❡①✐#+❡ ✉♥ ❝'✐+:'❡ #✉' ❧❡2✉❡❧ b #✉'♣❛##❡ ✏❞❡ ❧♦✐♥✑ a✱

♦♣♣♦#❛♥+ ✉♥ ✈❡+♦ B a % b✳

• ❈♦♥#✐❞&'♦♥# ❧❛ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝♦'❞❛♥❝❡ ♣♦✉' ❧❡# ❞❡✉① ♣❛✐'❡# ♦'❞♦♥♥&❡#

(a, b) ❡+ (b, a) ✿ ✐❧ #❡ ♣❡✉+ 2✉❡ C(a < b) < s ❡+ C(b < a) < s ✭❝✬❡#+

♣♦##✐❜❧❡ #✐ s > 0.5✮✳ ❈❡++❡ #✐+✉❛+✐♦♥ #✬✐♥+❡'♣':+❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥#✉✣#❛♥❝❡

#✐♠✉❧+❛♥&❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❛❧✐+✐♦♥ ❡♥ ❢❛✈❡✉' ❞❡ a < b ❡+ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❡♥ ❢❛✈❡✉' ❞❡

b < a)✳ ❈❡++❡ ✐♥❝♦♠♣❛'❛❜✐❧✐+& ♥✬❡#+ ♣❛# ❧✐&❡ B ✉♥ ❡✛❡+ ❞❡ ✈❡+♦✳

gj
vj

vk

gk

a

b

c
d

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✕ ▲❡ ❝♦♥✢✐+ ❜✐❝-✐+.-❡ ♣❡✉+ 1+-❡ 2❧❡✈2 ✭a✱ b✮ ♦✉ ❢❛✐❜❧❡ ✭c✱ d✮✳

❉❛♥; ❧❡; ❞❡✉① ♣-❡♠✐❡-; ❝❛;✱ ✉♥ ❝♦♥✢✐+ ♠✉❧+✐❝-✐+.-❡ 2❧❡✈2 ❡;+ ❧❛ ❝❛✉;❡ ❞❡

❧✬✐♥❝♦♠♣❛-❛❜✐❧✐+2✳ ❉❛♥; ❧❛ ♣-❡♠✐.-❡ ;✐+✉❛+✐♦♥✱ ✉♥ ❝♦♥✢✐+ ❜✐❝-✐+.-❡ ❡;+ ❡♥ ❝❛✉;❡

✭✈♦✐- ❋✐❣ ✹✳✶✮✳ ❉❛♥; ❧❡ ;❡❝♦♥❞ ❝❛;✱ ❧❡ ❝♦♥✢✐+ ♦♣♣♦;❡ ✉♥ ❝-✐+.-❡✱ ;✉- ❧❡B✉❡❧ ✉♥

❢♦-+ ❞2;❛✈❛♥+❛❣❡ ❞❡ a✱ -❡❧❛+✐✈❡♠❡♥+ C b✱ ❡①✐;+❡✱ ❡+ ✉♥❡ ♠❛❥♦-✐+2 ❞❡ ❝-✐+.-❡; ❡♥

❢❛✈❡✉- ❞❡ a✳ ▲✬✐♥❝♦♠♣❧2+✉❞❡ ❞❡ ❧❛ -❡❧❛+✐♦♥ ❞❡ ;✉-❝❧❛;;❡♠❡♥+ ♥❡ ♣-♦✈✐❡♥+ ♣❛;

❞✬✉♥❡ ❛❜;❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦-♠❛+✐♦♥✱ ♠❛✐; ♣❧✉+E+ ❞❡ ❧✬❡①✐;+❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥✢✐+ ;✐❣♥✐✜❝❛+✐❢

✶✵✶
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❡♥"#❡ ❧❡% ❝#✐"(#❡%✱ ❞✉ ❢❛✐" ❞❡% ♣#/❢/#❡♥❝❡% ❞✉ ❞/❝✐❞❡✉#✳ ■❧ ❢❛✉" ✐♥%✐%"❡# ✐❝✐ %✉# ❧❡

❢❛✐" 2✉❡ ❝♦♥"#❛✐#❡♠❡♥" ❛✉① ♠♦❞(❧❡% ❞/❝#✐" ❞❛♥% ❧❛ %❡❝"✐♦♥ ♣#/❝/❞❡♥"❡✱ ❝✬❡%" ❧❛

♣#/%❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦#♠❛"✐♦♥ ♣#/❢/#❡♥"✐❡❧❧❡✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉##❡♥❝❡ ❧✬❡✛❡" ❞❡ ✈❡"♦✱ ❡" ♥♦♥

❧✬❛❜%❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦#♠❛"✐♦♥ 2✉✐ ❢♦♥❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❛#❛❜✐❧✐"/ ❞❛♥% ❧❡ ♠♦❞(❧❡✳ ❯♥❡ ❞✐✛/✲

#❡♥❝❡ %✉❜%"❛♥"✐❡❧❧❡ ❡♥ "❡#♠❡% ❞❡ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡% %✉# ✉♥ ❝#✐"(#❡ ❝♦♥"#❡❞✐" 2✉❡❧2✉❡%

❛#❣✉♠❡♥"% ❡♥ ❢❛✈❡✉# ❞✬✉♥❡ ♣#/❢/#❡♥❝❡ %"#✐❝"❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥" ❞❡ ✈✉❡ ♣#❛"✐2✉❡✱ ❛✉

❝♦✉#% ❞❡ ❧✬/❧✐❝✐"❛"✐♦♥ ♣♦✉# ✉♥❡ ♠/"❤♦❞❡ ❊▲❊❈❚❘❊✱ ❧❡ ❞/❝✐❞❡✉# ❛ ❧❛ ♣♦%%✐❜✐❧✐"/

❞❡ ❞/✜♥✐# ✉♥ %❡✉✐❧ ❞❡ ❞✐%❝♦#❞❛♥❝❡ ♣♦✉# ❧❡% ❝#✐"(#❡% ❞❡ %♦♥ ❝❤♦✐① ❛✜♥ 2✉✬✉♥ ❡✛❡"

❞❡ ✈❡"♦ ♣✉✐%%❡ E"#❡ ♣#✐% ❡♥ ❝♦♠♣"❡✳

F❛#♠✐ ❧❡% ♠/"❤♦❞❡% ❞❡ %✉#❝❧❛%%❡♠❡♥" ♣❡#♠❡""❛♥" ❧❛ #❡♣#/%❡♥"❛"✐♦♥ ❞✉ ✈❡"♦✱

♦♥ ♣❡✉" /❣❛❧❡♠❡♥" ❝✐"❡# F❘❖▼❊❚❍❊❊ ✭✈♦✐# ❇#❛♥% ❛♥❞ ❱✐♥❝❦❡ ❬✶✾✽✺❪✮ ❡" ❚❆❈✲

❚■❈ ✭❱❛♥%♥✐❝❦ ❬✶✾✽✻❪ ❞/✜♥✐" ❧❡% ♠/"❤♦❞❡% ♥♦♥ ❝♦♠♣❡♥%❛"♦✐#❡% ❛✈❡❝ ✈❡"♦✮✳ ❉❛♥%

❉✐❛% ❛♥❞ ▼♦✉%%❡❛✉ ❬✷✵✵✻❪✱ ❧❡% ❛✣#♠❛"✐♦♥% ❞✬✐♥❝♦♠♣❛#❛❜✐❧✐"/ %♦♥" ✉"✐❧✐%/❡% ❛✜♥

❞✬✐♥❢/#❡# ❞❡% %❡✉✐❧% ❞❡ ❞✐%❝♦#❞❛♥❝❡ ♣❛# #/%♦❧✉"✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣#♦❣#❛♠♠❡ ❧✐♥/❛✐#❡✱ ❡♥

%✉♣♣♦%❛♥" 2✉❡ ❧❡% ❛✉"#❡% ♣❛#❛♠("#❡% ♣#/❢/#❡♥"✐❡❧%✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡% ♣♦✐❞% ♦✉ ❧❡ %❡✉✐❧

❞❡ ❝♦♥❝♦#❞❛♥❝❡✱ %♦♥" ❝♦♥♥✉%✳

◆♦✉% ❛✈♦♥% ❞/❝#✐" ❞❛♥% ❝❡""❡ %❡❝"✐♦♥ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧/"✉❞❡ ❞❡ ❧❛ #❡❧❛"✐♦♥ <✱ ✐♠✲
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❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡# ✉♥ ❝❧❛%%❡♠❡♥"✱ ✉♥ #❛♥❣❡♠❡♥" ♦✉ ✉♥❡ ❛✛❡❝"❛"✐♦♥ ❞❡% ❛❧"❡#♥❛"✐✈❡%

[ ❞❡% ❝❛"/❣♦#✐❡% ♣#/❞/✜♥✐❡%✳ ❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞✉ ❝❧❛%%❡♠❡♥"✱ ❝❡#"❛✐♥❡% ♣#♦❝/❞✉#❡%
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❛❧"❡#♥❛"✐✈❡%✳ ■♥%✐%"♦♥% %✉# ❧❡ ❢❛✐" 2✉❡ ❧❛ %/♠❛♥"✐2✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧/"✉❞❡ ❞❡ ❝❡

❝❧❛%%❡♠❡♥" ❡%" ♣❧✉% ❞✐✣❝✐❧❡ [ ❛♥❛❧②%❡# 2✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧/"✉❞❡ ❞❡ ❧❛ #❡❧❛✲

"✐♦♥ <✳ ❈✬❡%" ❧❡ ❝❛% ❞❡ ❧❛ ♠/"❤♦❞❡ ❊▲❊❈❚❘❊ ■■■✱ ❞❛♥% ❧❛2✉❡❧❧❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧/"✉❞❡
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❯♥ ❝♦♥✢✐& ♠✉❧&✐❝*✐&+*❡ ❞❛♥/ ❧❛ ❝♦♠♣❛*❛✐/♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛❧&❡*♥❛&✐✈❡/ ✐♠♣♦/❡

❞✬4&❛❜❧✐* ✉♥ ❝♦♠♣*♦♠✐/ ❡♥&*❡ ❧❡/ ❛✈❛♥&❛❣❡/ ❡& ❞4/❛✈❛♥&❛❣❡/ *❡/♣❡❝&✐❢/ ❞❡/

❛❧&❡*♥❛&✐✈❡/✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡/& ❞✬❛✉&❛♥& ♣❧✉/ ❞✐✣❝✐❧❡ < ❢❛✐*❡ =✉❡ ❧❡/ ❞✐✛4*❡♥❝❡/

❞✬4✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❡♥&*❡ ❧❡/ ❛❧&❡*♥❛&✐✈❡/ /♦♥& ❞❡ &❛✐❧❧❡ ❝♦♥/✐❞4*❛❜❧❡✳ ◆♦✉/ ♣*4/❡♥✲

&♦♥/ ❞❛♥/ ❝❡ ❝❤❛♣✐&*❡ ✉♥❡ ✐♥✈❡/&✐❣❛&✐♦♥ ❡♠♣✐*✐=✉❡ ✈✐/❛♥& < ❞4&❡*♠✐♥❡* ❞❛♥/

=✉❡❧❧❡ ♠❡/✉*❡ ❧❡ ❝♦♥✢✐& ♣❡✉& ❝♦♥❞✉✐*❡ ✉♥ ❞4❝✐❞❡✉* < ❡①♣*✐♠❡* ❞❡/ ♣*4❢4*❡♥❝❡/

✐♥❝♦♠♣❧+&❡/✱ ✐✳❡ < *❡❢✉/❡* ❞❡ ❝♦♠♣❛*❡* ❧❡/ ❞❡✉① ❛❧&❡*♥❛&✐✈❡/✱ ♦✉ < ♥❡ ♣♦✉✈♦✐*

❧❡ ❢❛✐*❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡*&❛✐♥❡ ❛//✉*❛♥❝❡✳

◆♦✉/ ♣*4/❡♥&♦♥/ ✉♥❡ ❡①♣4*✐♠❡♥&❛&✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉*/ ❞❡ ❧❛=✉❡❧❧❡ ❧❡/ ♣❛*&✐❝✐♣❛♥&/

❝♦♠♣❛*❡♥& ❞❡/ ♣❛✐*❡/ ❞✬❛❧&❡*♥❛&✐✈❡/ ♣*4/❡♥&❛♥& ❞❡/ ❝♦♥✢✐&/ ❞✬✐♥&❡♥/✐&4

✈❛*✐4❡✳ ▲❡/ *4/✉❧&❛&/ ♠♦♥&*❡♥& =✉❡ /❡❧♦♥ =✉❡ ❧❡/ ♣❛*&✐❝✐♣❛♥&/ ❞✐/♣♦/❡♥& ❞❡ ❧❛

♣♦//✐❜✐❧✐&4 ❞✬❡①♣*✐♠❡* ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❛*❛❜✐❧✐&4 ♦✉ ♥♦♥✱ ❧✬4❝❛*& ❡♥ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡
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/♣*❡❛❞ 4❧❡✈4 ❛✉❣♠❡♥&❡ ❧❛ ❢*4=✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ *4♣♦♥/❡ ✐♥❝♦♠♣❛"❛❜❧❡ ❧♦*/=✉✬❡❧❧❡

❡/& ♣❡*♠✐/❡✱ ❛❧♦*/ =✉❡ ❝✬❡/& ❧❛ *4♣♦♥/❡ ✐♥❞✐✛0"❡♥❝❡ =✉✐ ❡/& ✉&✐❧✐/4❡ ♣❧✉/

❢*4=✉❡♠♠❡♥& ❧♦*/=✉❡ /❡✉❧❡/ ✐♥❞✐✛0"❡♥❝❡ ❡& ♣"0❢0"❡♥❝❡ '!"✐❝!❡ /♦♥& ♣❡*♠✐/❡/✳

❈❡/ *4/✉❧&❛&/ ♥♦✉/ ❛♠+♥❡♥& < ❢♦*♠✉❧❡* ❞❡/ *❡❝♦♠♠❛♥❞❛&✐♦♥/ ❛✉ /✉❥❡& ❞❡/

♠4&❤♦❞❡/ ❞✬4❧✐❝✐&❛&✐♦♥ ❞❡/ ♣*4❢4*❡♥❝❡/ ♠❡&&❛♥& ❡♥ ❥❡✉ ❞❡/ ❝♦♠♣❛*❛✐/♦♥/ ♣❛*

♣❛✐*❡✳

❯♥ ❛*&✐❝❧❡ ❜❛/4 /✉* ❝❡ ❝❤❛♣✐&*❡ ❡/& ❡♥ ❝♦✉*/ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛&✐♦♥✳ ❱♦✐* ❉❡♣❛*✐/

❡& ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✳
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◗✉❡❧ $%❧❡ ❧❡ ❝♦♥✢✐+ ♠✉❧+✐❝$✐+-$❡ ❥♦✉❡✲+✲✐❧ ❛✉ ❝♦✉$1 ❞❡ ❧✬4❧✐❝✐+❛+✐♦♥ ❞❡1 ♣$4❢4✲

$❡♥❝❡1 ❞✬✉♥ ❞4❝✐❞❡✉$ ❄ ◆♦✉1 ❝❤❡$❝❤♦♥1 ❞❛♥1 ❝❡ ❝❤❛♣✐+$❡ : +❡1+❡$ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥+$❡ ❧❡

❝♦♥✢✐+ ♠✉❧+✐❝$✐+-$❡ ❡♥+$❡ ❧❡1 ❛❧+❡$♥❛+✐✈❡1 ♠✐1❡1 ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥1 ✉♥❡ +<❝❤❡ ❞✬4❧✐❝✐+❛✲

+✐♦♥ ❡+ ❧❛ ♥❛+✉$❡ ❞❡1 ♣$4❢4$❡♥❝❡1 4❧✐❝✐+4❡1 ✿ ❡1+✲❝❡ >✉❡ ❧❡1 ♣$4❢4$❡♥❝❡1 ❡①♣$✐♠4❡1

♣❛$ ❧❡ ❞4❝✐❞❡✉$ 1♦♥+ ❝♦❤4$❡♥+❡1 ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛❞$❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞-❧❡ ❢♦♥❞4 1✉$ ✉♥❡ ✈❛✲

❧❡✉$ ❣❧♦❜❛❧❡ ❄ ❊1+✲❝❡ >✉❡ ❧❡ ❞4❝✐❞❡✉$ ❝❤❛♥❣❡ 1♣♦♥+❛♥4♠❡♥+ ❞✬❛✈✐1 : ♣$♦♣♦1 ❞❡ ❧❛

❝♦♠♣❛$❛✐1♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛❧+❡$♥❛+✐✈❡1 ❄ ❊1+✲✐❧ ✈4$✐✜4 ❡♠♣✐$✐>✉❡♠❡♥+ >✉❡ ❧❡ ❞4❝✐❞❡✉$

❡1+ ♠♦✐♥1 1D$ ❞❡ ❧✉✐ >✉❛♥❞ ✐❧ ❡1+ ❝♦♥❢$♦♥+4 : ✉♥❡ ❞4❝✐1✐♦♥ ❝♦♠♣♦$+❛♥+ ✉♥ ❢♦$+

❝♦♥✢✐+ ❄ ❉❛♥1 ✉♥❡ ♣$❡♠✐-$❡ ❡①♣4$✐♠❡♥+❛+✐♦♥✱ ♦♥ 1✬✐♥+4$❡11❡ : ❧✬❡①♣$❡11✐♦♥ ❞❡

♣$4❢4$❡♥❝❡1 ✐♥❝♦♠♣❧-+❡1 ❧♦$1 ❞❡1 +<❝❤❡1 ❞❡ ❝♦♠♣❛$❛✐1♦♥ ♣❛$ ♣❛✐$❡✳ ❉❛♥1 ❧❛ 1❡✲

❝♦♥❞❡ ❡①♣4$✐♠❡♥+❛+✐♦♥ ♣$41❡♥+4❡✱ ♦♥ +❡1+❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐+ ❧♦$1 ❞❡1 +<❝❤❡1

❞❡ ♠❛+❝❤✐♥❣✳ ❉❛♥1 ✉♥ 1♦✉❝✐ ❞❡ 1✐♠♣❧✐❝✐+4✱ ❧❡1 1✐+✉❛+✐♦♥1 ❞❡ ❞4❝✐1✐♦♥ ✉+✐❧✐14❡1

❧♦$1 ❞❡1 ❞❡✉① ❡①♣4$✐♠❡♥+❛+✐♦♥1 1♦♥+ ❜✐❝$✐+-$❡1✳

✺✳✶ ❍②♣♦'❤)*❡*

◆♦✉1 ✐♥✈❡1+✐❣✉♦♥1 ❡①♣4$✐♠❡♥+❛❧❡♠❡♥+ ❧❡ $%❧❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐+ ♠✉❧+✐❝$✐+-$❡ : +$❛✲

✈❡$1 ❧❡1 ❞❡✉① ❞✐♠❡♥1✐♦♥1 >✉❡ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ✐❞❡♥+✐✜4❡1 ❛✉ ❈❤❛♣✐+$❡ ✸✱ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✸ ✿

❉✐✛#$❡♥❝❡ ❞✬#✈❛❧✉❛.✐♦♥ ♣❛$ ❛..$✐❜✉. ♦✉ ❆❙ ♣♦✉$ ❛++$✐❜✉+❡ 1♣$❡❛❞ ❡+ ❉✐✛#$❡♥❝❡

❞✬#✈❛❧✉❛.✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ♦✉ ❖❱❉ ♣♦✉$ ♦✈❡$❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡✳

❆++$✐❜✉+❡ 1♣$❡❛❞ ❞41✐❣♥❡ ❧❛ +❛✐❧❧❡ ❞✉ +$❛❞❡✲♦✛ : ❡✛❡❝+✉❡$✱ ✐✳❡✳✱ ❧✬❛♠♣❧✐+✉❞❡

❞❡1 ❞✐✛4$❡♥❝❡1 ❡♥+$❡ ❧❡1 ❛❧+❡$♥❛+✐✈❡1✱ 1✉$ ❝❤❛>✉❡ ❝$✐+-$❡✳

❍②♣♦$❤&'❡ ✺✳✶✳✶ ✭❊✛❡+ ❞❡ ❧✬❆++$✐❜✉+❡ 1♣$❡❛❞✮✳ ▲❛ ♣$♦♣♦$.✐♦♥ ❞❡ ❞#❝✐❞❡✉$4

5✉✐ ❝♦♥4✐❞6$❡♥. ❞❡✉① ❛❧.❡$♥❛.✐✈❡4 ❝♦♠♠❡ ✐♥❝♦♠♣❛$❛❜❧❡4 ❛✉❣♠❡♥.❡ ❛✈❡❝ ❧✬#❝❛$.

❞✬#✈❛❧✉❛.✐♦♥ 4✉$ ❧❡4 ❞❡✉① ❛..$✐❜✉.4 ❡♥.$❡ ❧❡4 ❞❡✉① ❛❧.❡$♥❛.✐✈❡4 ❡♥ ❝♦♥4✐❞#$❛.✐♦♥✳

❊♥ 1✉♣♣♦1❛♥+ >✉✬✐❧ ❡1+ ♣♦11✐❜❧❡ ❞❡ $❡♣$41❡♥+❡$ ❧❡1 ♣$4❢4$❡♥❝❡1 ❞✉ ❞4❝✐❞❡✉$ :

❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉$ ❣❧♦❜❛❧❡ ❛++$✐❜✉4❡ : ❝❤❛>✉❡ ❛❧+❡$♥❛+✐✈❡✱ ♦♥ ♣❡✉+ ♣♦✉$ ❝❤❛>✉❡

♣❛✐$❡ 1✬✐♥+4$❡11❡$ : ❧❛ ❞✐✛4$❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉$ ❣❧♦❜❛❧❡ >✉✐ ❡①✐1+❡ ❡♥+$❡ ❧❡1 ❛❧+❡$♥❛✲

+✐✈❡1 ❡♥ ❥❡✉✳ ◆♦+$❡ ❞❡✉①✐-♠❡ ❤②♣♦+❤-1❡ ❞4❝$✐+ ❧✬✐❞4❡ ✐♥+✉✐+✐✈❡ 1❡❧♦♥ ❧❛>✉❡❧❧❡

✐❧ ❞❡✈$❛✐+ R+$❡ ♣❧✉1 ❛✐14 ♣♦✉$ ❧❡ ❞4❝✐❞❡✉$ ❞✬❛✈♦✐$ ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥+ $❡❧❛+✐❢ ❛✉ 1✉❥❡+
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❞✬✉♥❡ ♣❛✐(❡ ❞✬❛❧*❡(♥❛*✐✈❡, ,✐ ❧✬✉♥❡ ❞✬❡♥*(❡ ❡❧❧❡ ❡,* ❜✐❡♥ ,✉♣.(✐❡✉(❡ / ❧✬❛✉*(❡ ❡♥

✈❛❧❡✉( ❣❧♦❜❛❧❡✳

❍②♣♦$❤&'❡ ✺✳✶✳✷ ✭❊✛❡* ❞❡ ❧✬❖✈❡(❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡(❡♥❝❡✮✳ ▲❛ ♣#♦♣♦#%✐♦♥ ❞❡ ❞*❝✐✲

❞❡✉#. /✉✐ ❝♦♥.✐❞0#❡♥% ❞❡✉① ❛❧%❡#♥❛%✐✈❡. ❝♦♠♠❡ ✐♥❝♦♠♣❛#❛❜❧❡. ❜❛✐..❡ /✉❛♥❞ ❧❛

❞✐✛*#❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉# ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥%#❡ ❧❡. ❞❡✉① ❛❧%❡#♥❛%✐✈❡. ❡♥ ❥❡✉ ❛✉❣♠❡♥%❡✳

▲❛ *(♦✐,✐:♠❡ ❤②♣♦*❤:,❡ *❡,*.❡ ❝♦♥❝❡(♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦(*❡♠❡♥* ❞❡, ❞.❝✐❞❡✉(,

❧♦(,>✉❡ ❧❛ ♣(♦❝.❞✉(❡ ❞✬.❧✐❝✐*❛*✐♦♥ ♥❡ ❧❡✉( ♣❡(♠❡* ♣❛, ❞✬❡①♣(✐♠❡( ❧✬✐♥❝♦♠♣❛✲

(❛❜✐❧✐*. ❡♥*(❡ ❧❡, ❛❧*❡(♥❛*✐✈❡, ❞❡ ♠❛♥✐:(❡ ❡①♣❧✐❝✐*❡✳ ■❧, ♥❡ ❞✐,♣♦,❡♥* >✉❡ ❞❡ ❧❛

♣#*❢*#❡♥❝❡ .%#✐❝%❡ ❡* ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛*#❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ (.♣♦♥,❡, ♣♦,,✐❜❧❡, / ❝❤❛>✉❡ ❝♦♠✲

♣❛(❛✐,♦♥ ♣❛( ♣❛✐(❡✳

❍②♣♦$❤&'❡ ✺✳✶✳✸ ✭■♥❞✐✛.(❡♥❝❡ ,✐❣♥✐✜❛♥* ■♥❝♦♠♣❛(❛❜✐❧✐*.✮✳ ❙✐ ❧✬✐♥❝♦♠♣❛#❛❜✐✲

❧✐%* ♥✬❡.% ♣❛. ❢♦✉#♥✐❡ ❝♦♠♠❡ #*♣♦♥.❡ ♣♦..✐❜❧❡ ❛✉① ❞*❝✐❞❡✉#. ✭❧✬✐♥❞✐✛*#❡♥❝❡ ❡.%

❧❛ .❡✉❧❡ #*♣♦♥.❡ .②♠*%#✐/✉❡ ❞✐.♣♦♥✐❜❧❡✮✱ ❛❧♦#. ✐❧. ✉%✐❧✐.❡♥% ❧✬✐♥❞✐✛*#❡♥❝❡ ♣♦✉#

❡①♣#✐♠❡# ❛✉..✐ ❜✐❡♥ ❧✬✐♥❞✐✛*#❡♥❝❡ /✉❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❛#❛❜✐❧✐%* ❡♥%#❡ ❧❡. ❛❧%❡#♥❛%✐✈❡.✳

❈❡**❡ ❞❡(♥✐:(❡ ❤②♣♦*❤:,❡ ,❡ ❢♦♥❞❡ ,✉( ❧❡ ❢❛✐* >✉❡ ■ ❡* ❘ ,♦♥* *♦✉*❡, ❞❡✉① ❞❡,

(❡❧❛*✐♦♥, ,②♠.*(✐>✉❡,✱ ❛❧♦(, >✉❡ G ❡,* ✉♥❡ (❡❧❛*✐♦♥ ❛♥*✐,②♠.*(✐>✉❡✳ ▲❡, ❞❡✉①

(❡❧❛*✐♦♥, ■ ❡* ❘ ♦♥* ❧❛ ♣(♦♣(✐.*. ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡ ♥❡ ❢❛✈♦(✐,❡( ❛✉❝✉♥❡ ❛❧*❡(♥❛*✐✈❡

♣❛( (❛♣♣♦(* / ❧✬❛✉*(❡✳ ■❧ ❡,* ❞♦♥❝ ♣❧✉, ♥❛*✉(❡❧ ♣♦✉( ✉♥ ❞.❝✐❞❡✉( ❞✬❡♠♣❧♦②❡(

❧✬✐♥❞✐✛*#❡♥❝❡ >✉❡ ❧❛ ♣#*❢*#❡♥❝❡ .%#✐❝%❡ ❧♦(,>✉✬✐❧ ❡,* ❝♦♥❢(♦♥*. / ✉♥❡ ❝♦♠♣❛(❛✐✲

,♦♥ ❡♥*(❡ ❞❡, ❛❧*❡(♥❛*✐✈❡, >✉✬✐❧ ❥✉❣❡ ✐♥❝♦♠♣❛(❛❜❧❡,✳ ❈❡**❡ ❞❡(♥✐:(❡ ❤②♣♦*❤:,❡

♣❡✉* ,❡ ❢♦(♠✉❧❡( ❛✐♥,✐ ✿ >✉❛♥❞ ❛✉❝✉♥❡ (.♣♦♥,❡ ❡①♣(✐♠❛♥* ❧✬✐♥❝♦♠♣❛(❛❜✐❧✐*.

♥✬❡,* ❞✐,♣♦♥✐❜❧❡✱ ❝❡(*❛✐♥❡, (.♣♦♥,❡, ✐♥❞✐✛*#❡♥❝❡ ❝♦((❡,♣♦♥❞❡♥* / ✉♥❡ ,.♠❛♥✲

*✐>✉❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛(❛❜✐❧✐*. ✭✉♥ (❡❢✉, ❞❡ ❝♦♠♣❛(❡( ♦✉ ✉♥ ♠❛♥>✉❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥,

,♦♥ ♣(♦♣(❡ ❥✉❣❡♠❡♥*✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ,.♠❛♥*✐>✉❡ ❞✬✐♥❞✐✛.(❡♥❝❡ ✭❧✬❛✣(♠❛*✐♦♥ >✉❡

❧❡, ❛❧*❡(♥❛*✐✈❡, ,♦♥* ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥* ❞❡ ✈❛❧❡✉( .❣❛❧❡✮✳
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✺✳✷ ▼$%❤♦❞❡

❉❛♥# ❝❡&&❡ #❡❝&✐♦♥✱ ♦♥ ❞+❝,✐& ❡♥ ❞+&❛✐❧ ✉♥❡ ❡①♣+,✐❡♥❝❡ ❝♦♠♣♦,&❡♠❡♥&❛❧❡

♠✐#❡ ❛✉ ♣♦✐♥& ♣♦✉, &❡#&❡, ❧❡# ❤②♣♦&❤4#❡# ♣,+❝+❞❡♥&❡#✳ ❉❡# +&✉❞✐❛♥&# ♦♥& +&+

,❡❝,✉&+# ♣♦✉, ❝♦♠♣❛,❡, ❞❡# ❛♣♣❛,&❡♠❡♥&# 6✉✐ ❞✐✛4,❡♥& ✉♥✐6✉❡♠❡♥& #✉, ❞❡✉①

❛#♣❡❝&# ✿ ❧❡ ❧♦②❡, ❡& ❧❛ ❞✐#&❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥&,❡✲✈✐❧❧❡✳ ▲✬❡①♣+,✐❡♥❝❡ #❡ ❞✐✈✐#❡ ❡♥ ❞❡✉①

#+,✐❡# ❞❡ ❝♦♠♣❛,❛✐#♦♥# ♣❛, ♣❛✐,❡#✳

▲❛ ♣,❡♠✐4,❡ #+,✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛,❛✐#♦♥#✱ ❛♣♣❡❧+❡ ❈♦♥#$%✉❝$✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛-♥❡# ❞✬✐#♦✲

♣%1❢1%❡♥❝❡✱ ❡#& ❝♦♥=✉❡ ❛✜♥ ❞✬+❧✐❝✐&❡,✱ ♣♦✉, ❝❤❛6✉❡ ♣❛,&✐❝✐♣❛♥&✱ &,♦✐# ❡♥#❡♠❜❧❡#

❞✐#&✐♥❝&# ❞✬❛❧&❡,♥❛&✐✈❡#✱ ❝❤❛6✉❡ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣♦,&❛♥& ❞❡# ❛❧&❡,♥❛&✐✈❡# ❞❡ ✈❛❧❡✉,

❣❧♦❜❛❧❡ #✐♠✐❧❛✐,❡ ✭✈♦✐, ❋✐❣✉,❡ ✺✳✶✮✳ ❈❡# ❝❤❛G♥❡# ❞✬✐#♦♣,+❢+,❡♥❝❡ #♦♥& ✉&✐❧✐#+❡# ❛✉

❝♦✉,# ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐4♠❡ #+,✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛,❛✐#♦♥#✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐✱ ❛♣♣❡❧+❡ ❚4❝❤❡ ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡✱

❢❛✐& ✐♥&❡,✈❡♥✐, ✉♥✐6✉❡♠❡♥& ❞❡# ❛❧&❡,♥❛&✐✈❡# ❛♣♣❛,&❡♥❛♥& ❛✉① ❝❤❛G♥❡# +❧✐❝✐&+❡#

♣,+❝+❞❡♠♠❡♥&✳ ▲❛ ❞✐✛+,❡♥❝❡ ❞✬+✈❛❧✉❛&✐♦♥ #✉, ❧❡# ❛&&,✐❜✉&#✱ ❛✐♥#✐ 6✉❡ ❧❛ ❞✐✛+✲

,❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉, ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥&,❡ ❧❡# ❛❧&❡,♥❛&✐✈❡# ❡#& ✈❛,✐+❡ ❛❧+❛&♦✐,❡♠❡♥& ❛✉ ❝♦✉,#

❞❡ ❧❛ ❚J❝❤❡ ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉# ♣❡,♠❡& ❞❡ &❡#&❡, ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❆❙ ❡& ❖❱❉

#✉, ❧✬❡①♣,❡##✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛,❛❜✐❧✐&+✳

P❡♥❞❛♥& ❧❛ ❈♦♥#&,✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛G♥❡# ❞✬✐#♦♣,+❢+,❡♥❝❡✱ ❧❡# ♣❛,&✐❝✐♣❛♥&# ♣❡✉✈❡♥&

❡①♣,✐♠❡, ❧❡✉,# ♣,+❢+,❡♥❝❡# Q ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ &,♦✐# ,+♣♦♥#❡# ✿ ❧❡# ❞❡✉① ♣,❡♠✐4,❡# #♦♥& ❧❛

♣%1❢1%❡♥❝❡ #$%✐❝$❡ ♣♦✉, ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉&,❡ ❞❡# ❛❧&❡,♥❛&✐✈❡# ✭P✮ ❡& ❧❛ &,♦✐#✐4♠❡ ❡#&

❧✬✐♥❞✐✛1%❡♥❝❡ ❡♥&,❡ ❧❡# ❞❡✉① ❛❧&❡,♥❛&✐✈❡# ✭■✮✳ ▲✬✐♥❞✐✛+,❡♥❝❡ ❡#& ❞+✜♥✐❡ ❛✐♥#✐ ✿

✏❏❡ #✉✐# ✐♥❞✐✛1%❡♥$ 8✉❛♥$ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡# ❞❡✉① ❛♣♣❛%$❡♠❡♥$# ❝❛% ✐❧#

♠✬❛♣♣♦%$❡♥$ ❧❡ ♠;♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ #❛$✐#❢❛❝$✐♦♥ ✑✳ ▲❡# ♣❛,&✐❝✐♣❛♥&# #♦♥& +❣❛❧❡♠❡♥&

✐♥❢♦,♠+# 6✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡&&❡ ,+♣♦♥#❡ ✐♠♣❧✐6✉❡ 6✉✬✐❧# ❛❝❝❡♣&❡,❛✐❡♥& 6✉✬♦♥ ❝❤♦✐✲

#✐##❡ ✉♥ ❞❡# ❞❡✉① ❛♣♣❛,&❡♠❡♥&# ❛✉ ❤❛#❛,❞ ♣♦✉, ❡✉①✳

P♦✉, ❧❛ &J❝❤❡ ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❧❡# ♣❛,&✐❝✐♣❛♥&# ♦♥& +&+ ❛❧+❛&♦✐,❡♠❡♥& ,+♣❛,&✐# ❡♥

❞❡✉① ❣,♦✉♣❡#✱ Q ❧❡✉, ✐♥#✉ ✿ ❧❡ ❣,♦✉♣❡ ■P ❡& ❧❡ ❣,♦✉♣❡ ■❘P✳ ▲❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡#

❣,♦✉♣❡#✱ ✉&✐❧✐#+ ✐❝✐✱ ✐♥❞✐6✉❡ ❧❡# ,+♣♦♥#❡# ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡# ♣♦✉, ❧❡# ♣❛,&✐❝✐♣❛♥&# ❞✉

❣,♦✉♣❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ✉♥❡ ,+♣♦♥#❡ ✐♥❝♦♠♣❛%❛❜✐❧✐$1 ✭❘✮ ❛ +&+ ❛❥♦✉&+❡ ❛✉① ,+♣♦♥#❡#

❞✐#♣♦♥✐❜❧❡#✱ ♣♦✉, ❧❡# ♠❡♠❜,❡# ❞✉ ❣,♦✉♣❡ ■❘P ✉♥✐6✉❡♠❡♥&✳ ▲✬✐♥❝♦♠♣❛,❛❜✐❧✐&+

❡#& ❞+✜♥✐❡ ❡♥ ❝❡# &❡,♠❡# ✿ ✏❏❡ ♥❡ ♣❡✉① ❝♦♠♣❛%❡% ❝❡# ❞❡✉① ❛♣♣❛%$❡♠❡♥$#✳ ■❧ ♠✬❡#$

$%@# ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐#✐% ❡♥$%❡ ❝❡# ❞❡✉① ❛♣♣❛%$❡♠❡♥$#✳ ❏❡ ♣%1❢@%❡ ♥❡ ♣❛# ♠❡ ♣%♦✲

♥♦♥❝❡% ✑✳ ▲❡# ♣❛,&✐❝✐♣❛♥&# #♦♥& +❣❛❧❡♠❡♥& ✐♥❢♦,♠+# 6✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡&&❡ ,+♣♦♥#❡
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✐♠♣❧✐$✉❡ $✉✬✐❧( ❝♦♥(✐❞-.❡♥/ ❧❡( /.♦✐( ❛✉/.❡( .1♣♦♥(❡( ❝♦♠♠❡ ✐♥❛❞1$✉❛/❡( ♣♦✉.

.❡♣.1(❡♥/❡. ❧❡✉. ❥✉❣❡♠❡♥/ (✉. ❧❛ ❝♦♠♣❛.❛✐(♦♥ ❡♥ $✉❡(/✐♦♥✳ ▲❡( ♣❛./✐❝✐♣❛♥/(

♣❡✉✈❡♥/ ✐♥❞✐$✉❡. ❧❡✉. .1♣♦♥(❡ 7 ❝❤❛$✉❡ ❝♦♠♣❛.❛✐(♦♥ 7 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡( ✢-❝❤❡( ❞✉

❝❧❛✈✐❡. ✿ ❣❛✉❝❤❡ ❡/ ❞.♦✐/❡ ♣♦✉. ❧❛ ♣.1❢1.❡♥❝❡ (/.✐❝/❡✱ ❜❛( ♣♦✉. ❧✬✐♥❞✐✛1.❡♥❝❡ ❡/

❤❛✉/ ♣♦✉. ❧✬✐♥❝♦♠♣❛.❛❜✐❧✐/1✳

✺✳✷✳✶ $❛&'✐❝✐♣❛♥',

◗✉❛.❛♥/❡✲❞❡✉① 1/✉❞✐❛♥/( ❡♥ ❞❡.♥✐-.❡ ❛♥♥1❡ 7 ❧✬❊❝♦❧❡ ❈❡♥/.❛❧❡ D❛.✐( ♦♥/ ♣❛.✲

/✐❝✐♣1 7 ❝❡//❡ ❡①♣1.✐♠❡♥/❛/✐♦♥ ❝♦♥/.❡ ✉♥❡ ✐♥❞❡♠♥✐(❛/✐♦♥ ❞❡ ✷✵e✳ ■❧( ♣❛.❧❛✐❡♥/

❝♦✉.❛♠♠❡♥/ ❢.❛♥H❛✐(✳ ▲❡( ✐♥(/.✉❝/✐♦♥( ✭.❡♣.♦❞✉✐/❡( ❡♥ ❛♥♥❡①❡✮ ❧❡✉. 1/❛✐❡♥/

❧✉❡( 7 ✈♦✐① ❤❛✉/❡ ♣❛. ❧✬❡①♣1.✐♠❡♥/❛/❡✉.✳ ▲❡( (/✐♠✉❧✐ ❛✐♥(✐ $✉❡ ❞❡( ✐♥(/.✉❝✲

/✐♦♥( ❛❞❞✐/✐♦♥♥❡❧❧❡( 1/❛✐❡♥/ ❛✣❝❤1❡( (✉. ✉♥ 1❝.❛♥ ❞✬♦.❞✐♥❛/❡✉.✱ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥

♣.♦❣.❛♠♠❡ ❝♦❞1 (♦✉( ❊✲D.✐♠❡ ✷✳✵ ✭D(②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙♦❢/✇❛.❡ ❚♦♦❧(✱ ■♥❝✳ ❯❙❆✱

❙❝❤♥❡✐❞❡. ❡/ ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✮✳

▲✬❡①♣1.✐♠❡♥/❛/✐♦♥ ♥❡ ❝♦♠♣♦./❛✐/ ♣❛( ❞❡ ♠1❝❛♥✐(♠❡ ❞✬✐♥❝✐/❛/✐♦♥ ♣❛. ❣❛✐♥✱

♠❛✐( ❡❧❧❡ ♣.♦♣♦(❛✐/ ✉♥❡ (✐/✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❞1❝✐(✐♦♥ .1❛❧✐(/❡✳ ▲❡ ♣.♦❜❧-♠❡ ❞❡ ❞1❝✐(✐♦♥

.❡✈T/❛✐/ ✉♥ (❡♥( ♣❛./✐❝✉❧✐❡. ♣♦✉. ❧❡( ♣❛./✐❝✐♣❛♥/( ❛✉ ♠♦♠❡♥/ ❞❡ ❧✬❡①♣1.✐♠❡♥✲

/❛/✐♦♥ ✿ ❞❡( 1/✉❞✐❛♥/( ❞❡ ❞❡.♥✐-.❡ ❛♥♥1❡ ♦♥/ 1/1 (♣1❝✐✜$✉❡♠❡♥/ ❝❤♦✐(✐( ❝❛. ✐❧(

♦♥/ 7 ❡✛❡❝/✉❡. ✉♥ (/❛❣❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬1/✉❞❡( 7 ❧✬1/.❛♥❣❡.✱ ❡/ ✐❧( (♦♥/ ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❡.♥1(

♣❛. ❧❛ ♣.♦❜❧1♠❛/✐$✉❡ ❞❡ ❝❤❡.❝❤❡. ✉♥ ❧♦❣❡♠❡♥/✳

❯♥ ❞1❜❛/ ❡①✐(/❡ ❞❡♣✉✐( ❧♦♥❣/❡♠♣( ❛✉ (✉❥❡/ ❞❡ ❧✬✉/✐❧✐(❛/✐♦♥ ❞✬❡①♣1.✐♠❡♥/❛✲

/✐♦♥( ♦V ❧❡( (✉❥❡/( ❡①♣.✐♠❡♥/ ❞❡( ♣.1❢1.❡♥❝❡(✱ ♣❛. ♦♣♣♦(✐/✐♦♥ 7 ❝❡❧❧❡( ♦V ✐❧( .1✲

✈-❧❡♥/ ❞❡( ♣.1❢1.❡♥❝❡( ✭✈♦✐. ❑X❤❜❡.❣❡. ❡/ ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✮✳ ❇✐❡♥ $✉✬✉♥ ❝❡./❛✐♥ ♥♦♠❜.❡

❞✬❛✉/❡✉.( ❝♦♥(✐❞-.❡♥/ ❧❡( ♣.1❢1.❡♥❝❡( .1✈1❧1❡( ❝♦♠♠❡ (❡✉❧ ♠♦②❡♥ ❧1❣✐/✐♠❡ ❞✬1/✉✲

❞✐❡. ❧❡( ♣.1❢1.❡♥❝❡( ❡①♣1.✐♠❡♥/❛❧❡♠❡♥/✱ ♥♦✉( ♣❡♥(♦♥( $✉✬✉♥ ♣.♦/♦❝♦❧❡ ✉/✐❧✐(❛♥/

✉♥❡ /Z❝❤❡ ❤②♣♦/❤1/✐$✉❡ ✭❡①♣.❡((✐♦♥ ❞❡ ♣.1❢1.❡♥❝❡(✮ ♣❡.♠❡/ 1❣❛❧❡♠❡♥/ ❞❡ .1✲

✈1❧❡. ❞❡( ❡✛❡/( ❝♦♠♣♦./❡♠❡♥/❛✉① ❛✉ (✉❥❡/ ❞❡( ♣.1❢1.❡♥❝❡(✱ 7 ❝♦♥❞✐/✐♦♥ $✉❡ ❧❛

/Z❝❤❡ ❛✐/ ✉♥ (❡♥( ♣♦✉. ❧❡( ♣❛./✐❝✐♣❛♥/( ❡/ $✉❡ ❧✬♦♥ /.♦✉✈❡ ❞❡( ♣.❡✉✈❡( ❞❡ ❝♦♥(✐(✲

/❛♥❝❡ ❞❛♥( ❧❡( .1(✉❧/❛/(✳ ❈❡//❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ❡(/ .1♣❛♥❞✉❡ ❞❛♥( ❧❛ ❧✐//1.❛/✉.❡ ❡♥ ❛✐❞❡

7 ❧❛ ❞1❝✐(✐♦♥✳ D❛. ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠T♠❡ ✉♥ ❛./✐❝❧❡ ❝❧❛((✐$✉❡ ❝♦♠♠❡ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❛♥❞

❚✈❡.(❦② ❬✶✾✼✾❪ ♥❡ .❛♣♣♦./❡ $✉❡ ❞❡( /Z❝❤❡( ❤②♣♦/❤1/✐$✉❡( (❛♥( ❣❛✐♥( .1❡❧( ❛((♦✲

❝✐1( ✭❝❤♦✐① ❡♥/.❡ ❞❡( ❧♦/❡.✐❡(✱ ❞1❝✐(✐♦♥ ❞✬❛❝❤❡/❡. ♦✉ ♥♦♥ ✉♥❡ ❛((✉.❛♥❝❡✱✳ ✳ ✳✮✳ ❉❛♥(

✶✶✶
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♥♦"#❡ ❝❛'✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ❞,❧✐❜,#,♠❡♥" #❡❥❡", ❧✬✉"✐❧✐'❛"✐♦♥ ❞✬✐♥❝✐"❛"✐♦♥' ♠♦♥,"❛✐#❡'

❝❛# ❝❡❧❛ #❡3✉✐❡#" ♣♦✉# ♥♦"#❡ 3✉❡'"✐♦♥ ❞❡ #❡❝❤❡#❝❤❡ ❞❡ ❞,✜♥✐# ✉♥❡ ✏✐♥❝♦♠♣❛#❛✲

❜✐❧✐", #,✈,❧,❡✑✱ ":❝❤❡ 3✉✐ '✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ',#✐❡✉'❡' ❞✐✣❝✉❧",'✳

>♦✉# ✜♥✐#✱ ♥♦"#❡ ✐♥",#?" ♣♦#"❡ '✉# ❧✬,❧✐❝✐"❛"✐♦♥ ❞❡' ♣#,❢,#❡♥❝❡' ♣♦✉# ❧✬❛✐❞❡

A ❧❛ ❞,❝✐'✐♦♥✳ ❉❛♥' ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♦C ✉♥ ❛♥❛❧②'"❡ ❛ ♣♦✉# ":❝❤❡ ❞✬❛''✐'"❡# ✉♥

❞,❝✐❞❡✉# ❞❛♥' ❧❛ #,'♦❧✉"✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣#♦❜❧E♠❡ ❞❡ ❞,❝✐'✐♦♥✱ ❧❛ ❞,♠❛#❝❤❡ '"❛♥❞❛#❞

❡'" ❞✬,❧✐❝✐"❡# ✉♥ ♠♦❞E❧❡ ❞❡ ♣#,❢,#❡♥❝❡' ❞✉ ❞,❝✐❞❡✉#✱ '✉# ❧❡3✉❡❧ ❜❛'❡# ✉♥❡ ♣#❡'✲

❝#✐♣"✐♦♥✳ ▲❛ ♠❛❥♦#✐", ❞❡' ♠,"❤♦❞❡' ❞✬,❧✐❝✐"❛"✐♦♥ ♣♦✉# ❧✬❛✐❞❡ A ❧❛ ❞,❝✐'✐♦♥ ❢❛✐"

✐♥"❡#✈❡♥✐# ❞❡' ❝♦♠♣❛#❛✐'♦♥' ♣❛# ♣❛✐#❡ ❡♥"#❡ ❞❡' ❛❧"❡#♥❛"✐✈❡'✱ ❝♦♠♣❛#❛✐'♦♥' 3✉✐

♥❡ ❝♦$$❡%♣♦♥❞❡♥( ♣❛% A ❞❡' ❝❤♦✐① #,❛❧✐','✳ ❊♠♣❧♦②❡# ❞❡' ":❝❤❡' ❞❡ ❝❤♦✐① ❤②♣♦✲

"❤,"✐3✉❡' ❡'" ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣#❛"✐3✉❡ ❝♦✉#❛♥"❡ ❛♥ ❛✐❞❡ A ❧❛ ❞,❝✐'✐♦♥✱ ♣♦✉# ♣❛#❛♠,"#❡#

✉♥ ♠♦❞E❧❡✳ ❊①❛♠✐♥❡# ❧❡' ❛'♣❡❝"' ❝♦♠♣♦#"❡♠❡♥"❛✉① ❧✐,' A ❞❡ "❡❧❧❡' ♣#♦❝,❞✉#❡'

❞❡ ❝♦♠♣❛#❛✐'♦♥ ♣#,'❡♥"❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♥",#?" ✐♥❞,♥✐❛❜❧❡✳

✺✳✷✳✷ ❙$✐♠✉❧✉)

▲❛ ":❝❤❡ ❡①♣,#✐♠❡♥"❛❧❡ ,❧,♠❡♥"❛✐#❡ ❡'" ❞❡ ❝♦♠♣❛#❡# ❞❡✉① ❛♣♣❛#"❡♠❡♥"'✱

❞,❝#✐"' ❝❤❛❝✉♥ ❡♥ "❡#♠❡' ❞❡ ❧♦②❡$ ❡" ❞❡ ❞✐%(❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥($❡✲✈✐❧❧❡✱ ❡" ,❣❛✉① ❡♥ ❝❡

3✉✐ ❝♦♥❝❡#♥❡ "♦✉" ❛✉"#❡ ❝#✐"E#❡✳ >♦✉# ❝❤❛3✉❡ ❛♣♣❛#"❡♠❡♥"✱ ❧✬,✈❛❧✉❛"✐♦♥ #❡❧❛"✐✈❡

A ❧❛ ❞✐'"❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥"#❡ ✈✐❧❧❡ ,"❛✐" ❞♦♥♥,❡ '♦✉' ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛#"❡ '❝❤,♠❛"✐3✉❡

❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡✱ ❞✐✈✐',❡ ❡♥ ❝✐♥3 #,❣✐♦♥' ❝♦♥❝❡♥"#✐3✉❡' ❡" ♥✉♠,#♦",❡' ❞✉ ❝❡♥"#❡ ✭③♦♥❡

✶✮ A ❧❛ ③♦♥❡ ❧❛ ♣❧✉' ♣,#✐♣❤,#✐3✉❡ ✭③♦♥❡ ✺✮✳ ▲❛ ③♦♥❡ ♦C '❡ '✐"✉❡ ❧✬❛♣♣❛#"❡♠❡♥" ❡'"

♠✐'❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉#✱ '❛♥' ✐♥❞✐❝❛"✐♦♥ ♣❧✉' ♣#,❝✐'❡ '✉# ❧✬❡♥❞#♦✐" ❡①❛❝" ❞❡ ❧✬❛♣♣❛#"❡♠❡♥"

❞❛♥' ❧❛ ③♦♥❡ ✭✈♦✐# ❋✐❣✉#❡ ✺✳✷✮✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ❧❡ ❝❡♥"#❡✲✈✐❧❧❡ #❡✈?" ✉♥❡ ✐♠♣♦#"❛♥❝❡

♣❛#"✐❝✉❧✐E#❡ ❛✉① ②❡✉① ❞✉ ♣❛#"✐❝✐♣❛♥" ❝❛# ❞✉#❛♥" ❧❡' ✐♥'"#✉❝"✐♦♥'✱ ✐❧ ❡'" '✐❣♥❛❧,

3✉❡ ❧✬✐♥'"✐"✉"✐♦♥ ❧✬❛❝❝✉❡✐❧❧❛♥" ♣♦✉# '♦♥ '"❛❣❡ '✬② "#♦✉✈❡✱ ❛✐♥'✐ 3✉❡ "#♦✐' ✐"❡♠'

❝❤♦✐'✐' ♣❛# ❧❡ ♣❛#"✐❝✐♣❛♥" ❝♦♠♠❡ ✐♠♣♦#"❛♥"' ❞✉#❛♥" ✉♥ 3✉❡'"✐♦♥♥❛✐#❡ ♣#,❧✐♠✐✲

♥❛✐#❡ ✭✈♦✐# '❡❝"✐♦♥ ✺✳✷✳✸✮✳ ❚#❛✈❡#'❡# ✉♥❡ ③♦♥❡ ❡♥ "#❛♥'♣♦#" ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ♣#❡♥❞

❡♥✈✐#♦♥ 3✉✐♥③❡ A ✈✐♥❣" ♠✐♥✉"❡'✳ ❆✐♥'✐ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥" ❞✬✉♥ ❛♣♣❛#"❡♠❡♥" ❞♦♥♥❡

✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛"✐♦♥ ❛♣♣#♦①✐♠❛"✐✈❡ ❞✉ "❡♠♣' 3✉✬✐❧ ❢❛✉❞#❛ A ❧✬,"✉❞✐❛♥"❡ ♣♦✉# '❡ #❡♥❞#❡

❡♥ ③♦♥❡ ✶✱ ♦C '❡ "#♦✉✈❡ ❞✐✈❡#' ❧✐❡✉① ❞✬✐♠♣♦#"❛♥❝❡ ♣♦✉# ❡❧❧❡✳ ▲❡ ❧♦②❡# ❡'" ✐♥❞✐3✉,

❡♥ ❊✉#♦' ♣❛# ♠♦✐'✳

✶✶✷
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✷ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ,-✐♠✉❧✉, ❞✉0❛♥- ❧❛ ,20✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛0❛✐,♦♥,

♣0✐♥❝✐♣❛❧❡✳

✺✳✷✳✸ $%♦❝(❞✉%❡

❈♦♥#❡①#❡✳

❆✉ ❞2❜✉- ❞❡ ❧✬❡①♣20✐♠❡♥-❛-✐♦♥✱ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉① ♣❛0-✐❝✐♣❛♥-, ❞✬✐♠❛❣✐♥❡0

:✉❡ ❧❡✉0 ,-❛❣❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬2-✉❞❡ ❛✉0❛ ❧✐❡✉ ❞❛♥, ✉♥ ❣0❛♥❞❡ ✈✐❧❧❡✱ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❡✉0 ❢❛♠✐❧❧❡

❡- ❞❡ ❧> ♦? ✐❧, 02,✐❞❡♥- ❛❝-✉❡❧❧❡♠❡♥-✳ ▲❡ ♠♦♥-❛♥- ❞❡ ❧❡✉0 ✐♥❞❡♠♥✐-2 ❞❡ ,-❛❣❡

,✬2❧A✈❡ > ✶✻✵✵e✴♠♦✐,✱ ❡- ✐❧, ❛✉0♦♥- > ❝♦✉✈0✐0 ❧✬✐♥-2❣0❛❧✐-2 ❞❡ ❧❡✉0, ❞2♣❡♥,❡,✱

② ❝♦♠♣0✐, ❧❡ ❧♦②❡0✱ ❛✈❡❝ ❝❡--❡ ,♦♠♠❡ ❡①❝❧✉,✐✈❡♠❡♥-✳ ❊♥ ❝♦♥,2:✉❡♥❝❡✱ ♣❧✉, ✐❧,

♣❛✐❡0♦♥- ✉♥ ❧♦②❡0 2❧❡✈2✱ ♠♦✐♥, ✐❧, ♣♦✉00♦♥- ❞2♣❡♥,❡0 ❞✬❛0❣❡♥- ♣♦✉0 ❛✉-0❡ ❝❤♦,❡✳

❆♣0A, ❛✈♦✐0 0❡I✉ ❞❡, ✐♥,-0✉❝-✐♦♥, ❣2♥20❛❧❡,✱ ✉♥ :✉❡,-✐♦♥♥❛✐0❡ 2-❛✐- ,♦✉♠✐,

❛✉① ♣❛0-✐❝✐♣❛♥-,✱ ,✉0 2❝0❛♥✱ ❝♦♥❝❡0♥❛♥- ❧❡✉0, ❤❛❜✐-✉❞❡,✱ ❧❡✉0 ❡①♣20✐❡♥❝❡ ❡- ❧❡✉0,

❣♦J-, > ♣0♦♣♦, ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❤❛❜✐-❛-✐♦♥ ❞✬2-✉❞✐❛♥-✳ ▲❡ ❜✉- ❞❡ ❝❡ :✉❡,-✐♦♥♥❛✐0❡

2-❛✐- ❞❡ ❧❡, ✐♠♠❡0❣❡0 ❞❛♥, ❧❡ ❝♦♥-❡①-❡ ❡- ❞❡ ❧❡, ❢❛✐0❡ 02✢2❝❤✐0 ✉♥❡ ♣0❡♠✐A0❡ ❢♦✐,

,✉0 ❧❛ :✉❡,-✐♦♥ ❞✬2✈❛❧✉❡0 ❧❡, ❛✈❛♥-❛❣❡, ❡- ❞2,❛✈❛♥-❛❣❡, :✉❡ ♣0♦❝✉0❡ ✉♥ ❧♦②❡0

❞♦♥♥2 ♦✉ ✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥- ❞✬❛♣♣❛0-❡♠❡♥- ❞♦♥♥2✳ ❉❡, ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧♦②❡0 2-❛✐❡♥-

❡♥,✉✐-❡ 2❧✐❝✐-2, ♣♦✉0 ❝❤❛:✉❡ 2-✉❞✐❛♥- ✿ ❝✐♥: ♠♦♥-❛♥-, ♠♦♥2-❛✐0❡, 0❡♣02,❡♥-❛-✐❢,

❞❡, ❞✐✈❡0, ,❡♥-✐♠❡♥-, :✉❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥- ❧❡✉0 ♣0♦❝✉0❡0 ✉♥ ❧♦②❡0✱ ❞❡ -0A, ❞2,❛✈❛♥✲

✶✶✸
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 ❛❣❡✉① &  '() ❛✈❛♥ ❛❣❡✉①✳ ❈❡) ♥✐✈❡❛✉① / ❛✐❡♥ ✉ ✐❧✐)/) ♣♦✉' ❛♥❝'❡' ❧✬/❝❤❡❧❧❡ ❞❡

❧✬❛  '✐❜✉ ❧♦②❡$✳ ▲❛ ❞✉'/❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉' ❞/❧✐✈'❡' ❧❡) ✐♥) '✉❝ ✐♦♥)✱ ❝♦♠♣❧/ ❡' ❧❡

<✉❡) ✐♦♥♥❛✐'❡ ❡ /❧✐❝✐ ❡' ❧✬/❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦②❡' / ❛✐ ❞❡ ✷✹ ♠✐♥✉ ❡)✳

❈♦♥#$%✉❝$✐♦♥ ❞❡# ❈❤❛-♥❡# ❞✬■#♦♣%❡❢❡%❡♥❝❡✳

❊♥)✉✐ ❡✱  '♦✐) ❝♦♠♣❛'❛✐)♦♥) ❞✬❡♥ '❛@♥❡♠❡♥ / ❛✐❡♥ )♦✉♠✐)❡) ❛✉① ♣❛' ✐❝✐✲

♣❛♥ )✳ ❊♥ ♣❧✉) ❞❡ ❧❡) ❢❛♠✐❧✐❛'✐)❡' ❛✈❡❝ ❧❡) ♠♦❞❡) ❞❡ '/♣♦♥)❡✱ ❡❧❧❡) )❡'✈❛✐❡♥ &

)✬❛))✉'❡' <✉❡ ❧❡) ♣❛' ✐❝✐♣❛♥ ) ♥❡ ❝❤♦✐)✐))❡♥ ♣❛) ❞✬❛❧ ❡'♥❛ ✐✈❡ ❞♦♠✐♥/❡✱ ❡ <✉✬✐❧)

'❡❢✉)❡♥ ❞❡ ❞/❣'❛❞❡' ✉♥ ❛  '✐❜✉ ❞❡  ♦✉ ❡ ❧✬/ ❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧✬/❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉' ❛♠/❧✐♦'❡'

❧✬❛✉ '❡ ❛  '✐❜✉ ❞✬✉♥ )❡✉❧ ♣❛) ❞❡ ❧✬/❝❤❡❧❧❡✳

❊♥)✉✐ ❡ ❧❡) ♣❛' ✐❝✐♣❛♥ ) '/♣♦♥❞❡♥ & ✉♥❡ ♣'❡♠✐('❡ )/'✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛'❛✐)♦♥)

♣❛' ♣❛✐'❡✳ ▲❡✉') '/♣♦♥)❡) )♦♥ ✉ ✐❧✐)/❡) ❛✜♥ ❞❡ ❞/ ❡'♠✐♥❡' ❞♦✉③❡ ✈❛❧❡✉') )✉'

❧✬❛  '✐❜✉ ❧♦②❡'✱ ❞✐) '✐❜✉/❡) ❡♥  '♦✐) ❝❤❛@♥❡) ❞✬✐)♦♣'/❢/'❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ I1, I2 ❡ I3✳

❈❤❛<✉❡ ❝❤❛@♥❡ ❡) ❝♦♥) '✉✐ ❡ ♣❛' ♠❛ ❝❤✐♥❣ ❞✬✉♥❡ ❛❧ ❡'♥❛ ✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧♦②❡' ❛  '❛❝ ✐❢

✭❥❂✶✮✱ ♥❡✉ '❡ ✭❥❂✷✮ ♦✉ ❞/)❛✈❛♥ ❛❣❡✉① ✭❥❂✸✮✱ ❡ )✐ ✉/ ❡♥ ③♦♥❡ ✸ ✭♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥

)✉' ❧✬❛  '✐❜✉ ❞✐'(❛♥❝❡✮✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❧ ❡'♥❛ ✐✈❡ )✐ ✉/❡ ❞❛♥) ❧❛ ③♦♥❡ ✐♠♠/❞✐❛ ❡♠❡♥ 

)✉♣/'✐❡✉'❡ ✭)♦♥❡ ✹✮ ❡ ✐♥❢/'✐❡✉'❡ ✭③♦♥❡ ✷✮✳ ▲❡) ❛♣❛' ❡♠❡♥ ) ❛✐♥)✐ /❧✐❝✐ /) )♦♥ 

❡✉①✲♠K♠❡) ✉ ✐❧✐)/) ❞❛♥) ✉♥ ♠❛ ❝❤✐♥❣ ♣♦✉' ♦❜ ❡♥✐' ❧❡✉' /<✉✐✈❛❧❡♥ ❡♥ ③♦♥❡ ✶

❡ ❡♥ ③♦♥❡ ✺✳ ▲❡) ❝❤❛@♥❡) ❞✬✐)♦♣'/❢/'❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡) )♦♥ ❛✐♥)✐ ❝♦♥) ✐ ✉/❡) ❞❡ ❝✐♥<

❛❧ ❡'♥❛ ✐✈❡) ❝❤❛❝✉♥❡✱ ❞✐) '✐❜✉/❡) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬/❝❤❡❧❧❡ ❞✐'(❛♥❝❡✳ ▲❡) ❛❧ ❡'♥❛ ✐✈❡)

❝♦♠♣♦)❛♥ ✉♥❡ ❝❤❛@♥❡ )♦♥ ❝♦♥)✐❞/'/❡) ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐✛/'❡♥ ❡) ✈♦✐)✐♥ & ✈♦✐)✐♥ ♣❛'

❧❡ ❞/❝✐❞❡✉' ✭✈♦✐' ❋✐❣✉'❡ ✺✳✶✮✳

▲❡) ❝♦♠♣❛'❛✐)♦♥) ♣♦)/❡) ❧♦') ❞❡ ❧❛ ♣'❡♠✐('❡ )/'✐❡ ✐♠♣❧✐<✉❡♥ ✉♥✐<✉❡♠❡♥ 

❞❡) ❝♦✉♣❧❡) ❞✬❛❧ ❡'♥❛ ✐✈❡) ❞♦♥ ❧❡) ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡) )✉' ❞✐'(❛♥❝❡ )♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥ ❡)

✭❧❛ ❞✐✛/'❡♥❝❡ )✉' ❞✐) ❛♥❝❡ ❡♥ '❡ ❧❡) ❛❧ ❡'♥❛ ✐✈❡) ✈❛✉ ❡①❛❝ ❡♠❡♥ ✶✮✳ ❈❡  ❡

❝♦♥ '❛✐♥ ❡ )❡' & ♠✐♥✐♠✐)❡' ❧❛ ❞✐✣❝✉❧ / ❞❡) ❝♦♠♣❛'❛✐)♦♥) ♣♦)/❡) ❧♦') ❞❡ ❧✬/❧✐❝✐✲

 ❛ ✐♦♥ ❞❡) ❝❤❛@♥❡) ❞✬✐)♦♣'/❢/'❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ❚♦✉ ❡ ❛❧ ❡'♥❛ ✐✈❡ ❛♣♣❛' ❡♥❛♥ & ✉♥❡

❝❤❛@♥❡ ❞✬✐)♦♣'/❢/'❡♥❝❡ ❡) ❝♦♥)✐❞/'/❡ ❝♦♠♠❡  '() ♣'♦❝❤❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉' ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡)

❛✉ '❡) ❛❧ ❡'♥❛ ✐✈❡) ❞❡ ❧❛ ❝❤❛@♥❡✳ Q♦✉'  ♦✉ ❡ ♣❛✐'❡ ❞✬❛❧ ❡'♥❛ ✐✈❡) )✉' ❧❛ ♠K♠❡

❝❤❛@♥❡✱ ✐❧ ❡①✐) ❡ ✉♥ ❡♥❝❤❛@♥❡♠❡♥ ❞✬❛✣'♠❛ ✐♦♥) ❞✬✐♥❞✐✛/'❡♥❝❡ <✉✐ ❧❡) '❡❧✐❡✳

▲✬/❧✐❝✐ ❛ ✐♦♥ ❞❡) ❝❤❛@♥❡) ❡) ❜❛)/❡ )✉' ❧❡) '/♣♦♥)❡) ✭Q ❡ ■✮ ❞✉ ♣❛' ✐❝✐♣❛♥ 

❛✉① ❝♦♠♣❛'❛✐)♦♥)✱ ❡♥ ✉ ✐❧✐)❛♥ ✉♥❡ ♣'♦❝/❞✉'❡ ❤✐❞❞❡♥ ♠❛(❝❤✐♥❣  ❡❧❧❡ <✉❡ ❝❡❧❧❡

✶✶✹
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❞!❝#✐%❡ ❞❛♥) ❋✐)❝❤❡# ❡% ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡) ❞♦✉③❡ ✈❛❧❡✉#) ❞❡ ❧♦②❡# ❛ !%!

❞!%❡#♠✐♥!❡ ♣❛# ✉♥ ♠❛%❝❤✐♥❣ ✐♥❞✐#❡❝% ❜❛)! )✉# ❞❡) ❝♦♠♣❛#❛✐)♦♥)✳ ▲✬❛❧❣♦#✐%❤♠❡

✉%✐❧✐)❡ ✉♥ ♣#✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞✐❝❤♦%♦♠✐❡✱ ❡% ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡) ❜♦#♥❡) )✉♣!#✐❡✉#❡ ❡% ✐♥❢!#✐❡✉#❡

)✉# ❧❛ ✈❛❧❡✉# ❞❡ ❧♦②❡# ❝❤❡#❝❤!❡✳ ❈❡) ❜♦#♥❡) )♦♥% ❛❝%✉❛❧✐)!❡) ❛✈❡❝ ❝❤❛@✉❡ #!♣♦♥)❡

A ♦✉ ■ ❞✉ ❞!❝✐❞❡✉# C ✉♥❡ ❝♦♠♣❛#❛✐)♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉)✱ ❧❡) )!@✉❡♥❝❡) ❞❡ ❝♦♠♣❛#❛✐)♦♥)

❝♦##❡)♣♦♥❞❛♥% C ❝❤❛@✉❡ ♠❛%❝❤✐♥❣ ♦♥% !%! ❡♥%#❡♠E❧!❡) ✭♣❛# ❣#♦✉♣❡ ❞❡ )✐①✮ ❛✜♥

❞❡ ❝❛❝❤❡# ❧❡ ♠❛%❝❤✐♥❣ ❛✉ ♣❛#%✐❝✐♣❛♥%✱ ❝♦♠♠❡ #❡❝♦♠♠❛♥❞! ❞❛♥) ❋✐)❝❤❡# ❡% ❛❧✳

❬✶✾✾✾❪✳

❯♥❡ )✐%✉❛%✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✛!#❡♥❝❡ ❡♥%#❡ ❞❡✉① ❛❧%❡#♥❛%✐✈❡) ♣♦✉✈❛✐% E%#❡ !❧✐❝✐%!❡ ❞❡

❞❡✉① ♠❛♥✐L#❡)✳ ❙♦✐% ❧❡ ❉▼ ❡①♣#✐♠❛✐% ❞✐#❡❝%❡♠❡♥% ✉♥❡ ✐♥❞✐✛!#❡♥❝❡ ♣♦✉# ✉♥❡

❝♦♠♣❛#❛✐)♦♥ ❞♦♥♥!❡✱ )♦✐% ❧❡) ❜♦#♥❡) ✐♥❢!#✐❡✉#❡ ❡% )✉♣!#✐❡✉#❡ ❛))♦❝✐!❡) C ❧❛ ✈❛✲

❧❡✉# ❝❤❡#❝❤!❡ !%❛✐❡♥% !❣❛❧❡) C ✶✺e ♣#L)✱ ❛♣#L) ✉♥❡ ❛❝%✉❛❧✐)❛%✐♦♥✳ ❉❛♥) ❧❡) ❞❡✉①

❝❛)✱ ❧✬❡♥#❡❣✐)%#❡♠❡♥% ❞✬✉♥❡ ✐♥❞✐✛!#❡♥❝❡ ♠❡%%❛✐% ✜♥ C ❧❛ )!@✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛%❝❤✐♥❣✳

❊♥ ♦✉%#❡✱ ♦♥ ❛ ✉%✐❧✐)! ❞❡) ♣#♦♣#✐!%!) ❞❡ ♠♦♥♦%♦♥✐❝✐%! ❞❡) ♣#!❢!#❡♥❝❡) ❧♦#) ❞❡

❧✬❛❝%✉❛❧✐)❛%✐♦♥ ❞❡) ❜♦#♥❡)✱ ❛✜♥ ❞❡ #!❞✉✐#❡ ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛#❛✐)♦♥) ♥!❝❡)✲

)❛✐#❡) ♣❛# ♠❛%❝❤✐♥❣✳ ▲❛ ❞❡)❝#✐♣%✐♦♥ ❢♦#♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦#✐%❤♠❡ ❡% ❞❡) ♣#♦♣#✐!%!)

❞❡ ♠♦♥♦%♦♥✐❝✐%! ❡)% ❞♦♥♥!❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳

▲❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛#❛✐)♦♥) ♥!❝❡))❛✐#❡ ♣♦✉# ❡✛❡❝%✉❡# ❝❤❛@✉❡ ♠❛%❝❤✐♥❣ !%❛✐%

✈❛#✐❛❜❧❡ ❡♥%#❡ ❧❡) ♣❛#%✐❝✐♣❛♥%)✳ ▲❛ ♣#❡♠✐L#❡ )!#✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛#❛✐)♦♥ ❛ !%! ❝♦♠♣❧!✲

%!❡ ❡♥ ✶✼ ♠✐♥✉%❡) ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❡) ♣❛#%✐❝✐♣❛♥%) !%❛✐❡♥% ❡♥)✉✐%❡ ❡♥❝♦✉#❛❣!) C

❢❛✐#❡ ✉♥❡ ♣❛✉)❡✳

❚!❝❤❡ %&✐♥❝✐♣❛❧❡

❊♥✜♥✱ ❛♣#L) %#♦✐) ❝♦♠♣❛#❛✐)♦♥) ❞✬❡))❛✐ ♣♦✉# )❡ #!❤❛❜✐%✉❡# ❛✉① ♠♦❞❡) ❞❡

#!♣♦♥)❡) ✭❡% !✈❡♥%✉❡❧❧❡♠❡♥% C ❧✬✐♥%#♦❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #!♣♦♥)❡ ✏✐♥❝♦♠♣❛#❛❜❧❡✑✮✱ ❧❡)

♣❛#%✐❝✐♣❛♥%) ♦♥% ❝♦♠♣❧!%! ❧❛ ❞❡✉①✐L♠❡ )!#✐❡✱ ❝♦♠♣♦)!❡ ❞❡ )♦✐①❛♥%❡ ❝♦♠♣❛#❛✐✲

)♦♥)✱ ❡♥%#❡ ❞❡) ❛❧%❡#♥❛%✐✈❡) ❛♣♣❛#%❡♥❛♥% %♦✉%❡) C ✉♥❡ ❞❡) ❝❤❛U♥❡) ❞✬✐)♦♣#!❢!✲

#❡♥❝❡ !❧✐❝✐%!❡) ❞✉#❛♥% ❧❛ ♣#❡♠✐L#❡ )!#✐❡✳ ▲❡ ❝♦♥✢✐% !%❛✐% ❝♦♥%#W❧! C %#❛✈❡#) ❧❡)

❞❡✉① ✈❛#✐❛❜❧❡) ❞!❝#✐%❡) ❞❛♥) ❧❛ )✉✐%❡✳ ▲❡) ♣❛#%✐❝✐♣❛♥%) ♦♥% ♠✐) ✽ ♠✐♥✉%❡) ❡♥

♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉# #!♣♦♥❞#❡ C ❧❛ )❡❝♦♥❞❡ )!#✐❡✳ ▲❛ ❞✉#!❡ %♦%❛❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡①♣!✲

#✐❡♥❝❡ !%❛✐% ❞❡ ✺✸ ♠✐♥✉%❡)✳

✶✶✺
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✸ ✕ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛,❛✐.♦♥ ❆❙✹ ❧♦,. ❞❡ ❧❛ 45❝❤❡ ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡✳

✺✳✷✳✹ ▼✐&❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❚/❝❤❡ ♣1✐♥❝✐♣❛❧❡

▲✬♦❜.❡,✈❛4✐♦♥ ❞❡. ❞♦♥♥;❡. .❡ ❢❛✐4 .❡❧♦♥ ❞❡✉① ✈❛,✐❛❜❧❡. ✿ ❧❛ ❞✐✛;,❡♥❝❡ ❞❡

✈❛❧❡✉, ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥4,❡ ❧❡. ❞❡✉① ❛❧4❡,♥❛4✐✈❡.✱ ❛♣♣❡❧;❡ ❖✈❡#❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡#❡♥❝❡ ♦✉

❖❱❉ ❡4 ❧❛ ❞✐✛;,❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉, .✉, ❧✬❛44,✐❜✉4 ❞✐,-❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥-#❡ ✈✐❧❧❡ ❡♥4,❡

❧❡. ❞❡✉① ❛❧4❡,♥❛4✐✈❡. ❡♥ ❝♦♠♣❛,❛✐.♦♥✱ ❛♣♣❡❧;❡ ❆--#✐❜✉-❡ ,♣#❡❛❞ ♦✉ ❆❙ ✭✈♦✐, ❧❛

❋✐❣✉,❡ ✺✳✶✮✳

• ▲❡. 4,♦✐. ❝❤❛J♥❡. ;❧✐❝✐4;❡. .♦♥4 ❝❛,❛❝4;,✐.;❡. ♣❛, ❧❡✉, ✈❛❧❡✉, ❣❧♦❜❛❧❡ ❛..♦✲

❝✐;❡ ✭♦✈❡#❛❧❧ ✈❛❧✉❡✮ ✿ ❛✈❛♥4❛❣❡✉① ✭I1✮✱ ♥❡✉4,❡ ✭I2✮ ♦✉ ❞;.❛✈❛♥4❛❣❡✉① ✭I3✮✳

▲❛ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❖❱❉ ❛ ❞♦♥❝ 4,♦✐. ✈❛❧❡✉,. ♣♦..✐❜❧❡. ✿ ❧❡. ❛♣♣❛,4❡♠❡♥4. ❛♣✲

♣❛,4✐❡♥♥❡♥4 L ❧❛ ♠M♠❡ ❝❤❛J♥❡ ❞✬✐.♦♣,;❢;,❡♥❝❡ ✭❖❱❉❂✵✮✱ ❛♣♣❛,4✐❡♥♥❡♥4

L ❞❡✉① ❝❤❛J♥❡. ❝♦♥.;❝✉4✐✈❡. ✭❖❱❉❂✶✮ ♦✉ ❛♣♣❛,4✐❡♥♥❡♥4 ,❡.♣❡❝4✐✈❡♠❡♥4 L

❧❛ ❝❤❛J♥❡ ❛✈❛♥4❛❣❡✉.❡ ❡4 ❧❛ ❝❤❛J♥❡ ❞;.❛✈❛♥4❛❣❡✉.❡ ✭❖❱❉❂✷✮✳ Q❛, ❡①❡♠♣❧❡✱

♣♦✉, ❧❛ ❝♦♠♣❛,❛✐.♦♥ ❡♥4,❡ ✉♥ ❛♣♣❛,4❡♠❡♥4 ❞❡ ✈❛❧❡✉, ❣❧♦❜❛❧❡ ❛✈❛♥4❛❣❡✉.❡

✭❝❤❛J♥❡ I1✮ ❡4 ✉♥ ❛♣♣❛,4❡♠❡♥4 ❞❡ ✈❛❧❡✉, ❣❧♦❜❛❧❡ ♥❡✉4,❡ ✭❝❤❛J♥❡ I2✮ ❧❛ ✈❛✲

❧❡✉, ❞❡ ❖❱❉ ❛..♦❝✐;❡ ❡.4 ✶✳

• ▲❛ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❆44,✐❜✉4❡ .♣,❡❛❞✱ 4❡❧❧❡ R✉❡ ❞;✜♥✐❡ ❛✉♣❛,❛✈❛♥4✱ ❢❛✐4 ✐♥4❡,✈❡♥✐,

✶✶✻
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❧❡" ❞❡✉① ❝$✐&'$❡"✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ✐❧ ❢❛✉& $❡♠❛$2✉❡$ ❧❛ ❝❤♦"❡ "✉✐✈❛♥&❡✳ ❈♦♥"✐✲

❞7$♦♥" ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛❧&❡$♥❛&✐✈❡"✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ ❖❱❉ 2✉❡❧❝♦♥2✉❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❞7♣❧❛❝❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡" ❞❡✉① ❛❧&❡$♥❛&✐✈❡" ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ "❛ ❝❤❛?♥❡ ❞✬✐"♦♣$7✲

❢7$❡♥❝❡✱ &♦✉&❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛7$❡♥❝❡ "✉$ ❞✐%&❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥&*❡✲✈✐❧❧❡

❡♥&$❡ ❧❡" ❞❡✉① ❛❧&❡$♥❛&✐✈❡" ❡♥&$❛?♥❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛7$❡♥❝❡ "✉$

❧❡ ❝$✐&'$❡ ❧♦②❡* 7❣❛❧❡♠❡♥&✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉&✐❧✐"7 ❧❛ ❞✐✛7$❡♥❝❡ "✉$ ✉♥ ❝$✐&'$❡

✉♥✐2✉❡♠❡♥&✱ ❧❡ ❝$✐&'$❡ ❞✐%&❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥&*❡✲✈✐❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣$♦①② ♣♦✉$ ❆&&$✐✲

❜✉&❡ "♣$❡❛❞✱ ❡& ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡$❛ ❆&&*✐❜✉&❡ %♣*❡❛❞ ❞❛♥" ❧❛ "✉✐&❡

✶

✳ ❊&❛♥& ❞♦♥♥7

2✉❡ ❧❡ ❝$✐&'$❡ ❞✐%&❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥&*❡✲✈✐❧❧❡ ❛❞♠❡& ❝✐♥2 ♥✐✈❡❛✉① ❞✬7✈❛❧✉❛&✐♦♥✱

❆❙ ♣❡✉& ❞♦♥❝ ♣$❡♥❞$❡ 2✉❛&$❡ ✈❛❧❡✉$" ♣♦""✐❜❧❡"✳

E♦✉$ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡" ❞♦✉③❡ ❝♦✉♣❧❡" ✭❆❙✱ ❖❱❉✮ ♣♦""✐❜❧❡"✱ ❝✐♥2 "&✐♠✉❧✐ ♦♥& 7&7

♣$7"❡♥&7" ❛✉ ♣❛$&✐❝✐♣❛♥&✳ ▲❛ &J❝❤❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡ 7&❛✐& ❛✐♥"✐ ❝♦♥"&✐&✉7❡ ❞❡ "♦✐①❛♥&❡

❝♦♠♣❛$❛✐"♦♥"✳ E♦✉$ ❝❡$&❛✐♥❡" ✈❛❧❡✉$" ❞❡ ✭❆❙✱ ❖❱❉✮✱ ✭✹✱ ✵✮ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ②

❛ "&$✐❝&❡♠❡♥& ♠♦✐♥" ❞❡ ❝✐♥2 ❝♦♠♣❛$❛✐"♦♥" ❞✐✛7$❡♥&❡" ♣♦""✐❜❧❡"✳ ❉❛♥" ❝❡ ❝❛"✱

❞❡" ❝♦♠♣❛$❛✐"♦♥" ❝❤♦✐"✐❡" ❛✉ ❤❛"❛$❞ ♦♥& 7&7 $7♣7&7❡"✱ ❛✜♥ 2✉✬✐❧ ② ❛✐& ❡①❛❝&❡✲

♠❡♥& ❝✐♥2 ❝♦♠♣❛$❛✐"♦♥" ♣❛$ ❝❛" ✭❆❙✱ ❖❱❉✮✳ ▲❡" "♦✐①❛♥&❡ ❝♦♠♣❛$❛✐"♦♥" ♦♥&

7&7 ❛✣❝❤7❡" ❞❛♥" ✉♥ ♦$❞$❡ ❛❧7❛&♦✐$❡ ❞✉$❛♥& ❧❛ ❚J❝❤❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡✳

✺✳✷✳✺ ❋✐❧&'❛❣❡ ❞❡, ❞♦♥♥/❡,

▲❡" ❞♦♥♥7❡" ❜$✉&❡" "♦♥& ❝♦♥"&✐&✉7❡" ❞❡" $7♣♦♥"❡" P "♦✐①❛♥&❡ ❝♦♠♣❛$❛✐"♦♥"

❝♦♥"7❝✉&✐✈❡" ♣♦✉$ ❝❤❛2✉❡ ♣❛$&✐❝✐♣❛♥&✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡" ❞❡✉① ❣$♦✉♣❡" 7&❛✐& ❝♦♥"&✐&✉7

❞❡ ✷✶ ♣❛$&✐❝✐♣❛♥&"✱ ♠❛✐" ❧❡" ❞♦♥♥7❡" ❞❡ &♦✉" ❧❡" ♣❛$&✐❝✐♣❛♥&" ♥✬♦♥& ♣❛" 7&7

✉&✐❧✐"7❡" ✭✈♦✐$ ♣❧✉" ❜❛"✮✳

◆♦✉" ❛✈♦♥" ❛♥❛❧②"7 ❧✬❡✛❡& ❞❡" ✈❛$✐❛❜❧❡" ❆❙ ❡& ❖❱❉ "✉$ ❧❛ ♣$♦♣♦$&✐♦♥ ❞❡

❝❤❛2✉❡ &②♣❡ ❞❡ $7♣♦♥"❡ ✭P ✱ I✱ ❡& ♣♦✉$ ❧❡ ❣$♦✉♣❡ ■❘E✱ R✮✳ ❈❡" ♣$♦♣♦$&✐♦♥" ♦♥&

7&7 ❝❛❧❝✉❧7❡" ♣♦✉$ ❝❤❛2✉❡ ♣❛$&✐❝✐♣❛♥&✱ ♣❛$ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ ✭❆❙✱ ❖❱❉✮✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥"

❡♥"✉✐&❡ ❛❣$7❣7 ❝❡" ❞♦♥♥7❡" P &$❛✈❡$" &♦✉" ❧❡" ♣❛$&✐❝✐♣❛♥&" ❞✬✉♥ ♠V♠❡ ❣$♦✉♣❡✱

❡& ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❡✛❡❝&✉7 ✉♥❡ &$❛♥"❢♦$♠❛&✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❛♥♥✉❧❡$ ❧❡" ❞✐✛7$❡♥❝❡" ✐♥&$❛✲

✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡"✳

✶

▲❡ ❝#✐%&#❡ ❞✐"#❛♥❝❡ ❛ (%( ❝❤♦✐+✐ ♣❧✉%/% 0✉❡ ❧♦②❡+ ♣❛#❝❡ 0✉❡ ❧❡+ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝❡ ❝#✐%&#❡ +♦♥%

❝♦♠♠✉♥+ 6 %♦✉+ ❧❡+ ♣❛#%✐❝✐♣❛♥%+ ❡% ♣❛#❝❡ 0✉❡ ❧❡ %#❛✐%❡♠❡♥% +%❛%✐+%✐0✉❡ #❡0✉✐❡#% ❞❡+ ❝❧❛++❡+

❞❡ ✈❛❧❡✉#+ ❞✐+❝#&%❡+ ♣♦✉# ❆❙✳
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❈❡" ❞♦♥♥&❡" ♦♥' ❡♥"✉✐'❡ &'& ❛♥❛❧②"&❡" ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❆♥❛❧②"❡ ❞❡ ❱❛1✐❛♥❝❡✱

✐♥❝❧✉❛♥' ❞❡✉① ❢❛❝'❡✉1" ✐♥'1❛✲"✉❥❡'✱ ❆❙ ❛✈❡❝ ✹ ♥✐✈❡❛✉① ❡' ❖❱❉ ❛✈❡❝ ✸ ♥✐✈❡❛✉①✱

❡' ✉♥ ❢❛❝'❡✉1 ✐♥'❡1✲"✉❥❡'✱ ●1♦✉♣❡ ✭■B ✈"✳ ■❘B✮✳

❆✈❛♥' ❝❡''❡ ❛♥❛❧②"❡✱ ✉♥ ✜❧'1❛❣❡ ❛ &'& ❡✛❡❝'✉& "✉1 ❧❡" ❞♦♥♥&❡"✳ B1❡♠✐I1❡♠❡♥'✱

'1♦✐" ♣❛1'✐❝✐♣❛♥'" ✭✷ ■B ❡' ✶ ■❘B✮ ♦♥' &'& 1❡❥❡'& ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②"❡ ❝❛1 ❧❡✉1" ♣1&❢&1❡♥❝❡"

&'❛✐❡♥' ❧❡①✐❝♦❣1❛♣❤✐M✉❡" N ♣❛1'✐1 ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉1 ❞❡ ❧♦②❡1 ❞♦♥♥&❡✳ ❉❡✉①✐I♠❡♠❡♥'✱

♥♦✉" ❛✈♦♥" ✈&1✐✜& M✉❡ '♦✉'❡ ❝♦♠♣❛1❛✐"♦♥ ♣1✐"❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❞❛♥" ❧✬❛♥❛❧②"❡ ✈&1✐✲

✜❛✐' ❞❡✉① ❝♦♥❞✐'✐♦♥"✳

✶✳  !♣❛$❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛-♥❡ ❞✬✐ ♦♣$!❢!$❡♥❝❡ ✿ B♦✉1 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉1 ❞♦♥♥&❡ "✉1

❧✬❛''1✐❜✉' ❞✐ %❛♥❝❡✱ ❧❡" ❞❡✉① ✈❛❧❡✉1" ❞❡ ❧♦②❡1 ❝♦11❡"♣♦♥❞❛♥'❡"✱ ❛''❛❝❤&❡"

1❡"♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' N ❞❡✉① ❝❤❛Q♥❡" ❞✬✐"♦♣1&❢&1❡♥❝❡ ❞✐"'✐♥❝'❡"✱ ❞♦✐✈❡♥' ❞✐✛&1❡1

❞✬❛✉ ♠♦✐♥" ✸✵e✳ ❈❡''❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ 1❡♥❢♦1❝❡ ❧✬❤②♣♦'❤I"❡ ❞❡ ♠♦♥♦'♦♥✐❝✐'&

❞❡" ♣1&❢&1❡♥❝❡" ✉'✐❧✐"&❡ ❧♦1" ❞❡ ❧✬&❧✐❝✐'❛'✐♦♥ ❞❡" ❝❤❛Q♥❡"✳ ▲♦1"M✉❡ ❝❡ ❝❛" "❡

♣1&"❡♥'❛✐'✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❡①❝❧✉" ❧❡" ❞❡✉① ❛❧'❡1♥❛'✐✈❡" ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②"❡✳

✷✳ ▲♦②❡$ ♠✐♥✐♠❛❧ ✿ ✉♥ ♠♦♥'❛♥' ❞❡ ❧♦②❡1 ❞♦✐' ✈❛❧♦✐1 ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ✺✵e✳ ❙✐ ✉♥

♣❛1'✐❝✐♣❛♥'✱ ♣❛1 "❡" 1&♣♦♥"❡"✱ &'❛❜❧✐""❛✐' ✉♥ ♠❛'❝❤✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❧♦②❡1 ✈❛❧❛♥'

♠♦✐♥" ❞❡ ✺✵e✱ ❧❛ ♣1♦❝&❞✉1❡ ♠❛1M✉❛✐' ❧❛ ✈❛❧❡✉1 ❝♦♠♠❡ ❡①'1U♠❡ ❡' ❝♦♥"✐✲

❞&1❛✐' ✉♥ ♠♦♥'❛♥' ❞❡ ✺✵e ❞❛♥" ❧❡" &'❛♣❡" ✉❧'&1✐❡✉1❡"✳ ❈❡''❡ "✐'✉❛'✐♦♥

♣♦✉✈❛✐' "❡ ♣1♦❞✉✐1❡ "♣&❝✐✜M✉❡♠❡♥' ❧♦1"M✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛1❛✐"♦♥ ✐♠♣❧✐M✉❛✐'

✉♥❡ ❛❧'❡1♥❛'✐✈❡ ❛②❛♥' ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐"❡ &✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❡♥ ❞✐ %❛♥❝❡✱ '♦✉' ❡♥ "❡

'1♦✉✈❛♥' "✉1 ❧✬✐"♦♣1&❢&1❡♥❝❡ ❛✈❛♥'❛❣❡✉"❡✳

❚♦✉'❡" ❧❡" ❝♦♠♣❛1❛✐"♦♥" ❞♦♥' ✉♥❡ ❛❧'❡1♥❛'✐✈❡ ♥❡ 1❡"♣❡❝'❛✐' ♣❛" ❝❡" ❞❡✉①

❝♦♥❞✐'✐♦♥" ♦♥' &'& ❡①❝❧✉❡" ❞❡" ❛♥❛❧②"❡"✳ ❆♣1I" ❝❡ ✜❧'1❛❣❡✱ '♦✉' ♣❛1'✐❝✐♣❛♥' M✉✐

♥❡ ♣♦""&❞❛✐' ♣❛" ❛✉ ♠♦✐♥" ✉♥❡ 1&♣♦♥"❡ ♣❛1 ❝❛" ✭❆❙✱ ❖❱❉✮✱ ♣♦✉1 ❧❡" ❞♦✉③❡

❝❛"✱ ❛ &'& 1❡❥❡'& ✐♥'&❣1❛❧❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②"❡✳ ▲❡" ❞♦♥♥&❡" ❞❡ ✷ ♣❛1'✐❝✐♣❛♥'" ❞✉

❣1♦✉♣❡ ■❘B ❡' ❞❡ ✺ ♣❛1'✐❝✐♣❛♥'" ❞✉ ❣1♦✉♣❡ ■B ♦♥' ❛✐♥"✐ &'& 1❡'✐1&❡"✳ ❆ ❧✬✐""✉❡

❞❡ ❝❡ ✜❧'1❛❣❡✱ ❧❡" ❞♦♥♥&❡" ❝♦♠♣1❡♥❛✐❡♥' ✶✵✵✻ ❝♦♠♣❛1❛✐"♦♥" ♣♦✉1 ❧❡ ❣1♦✉♣❡ ■❘B

❡' ✼✺✾ ❝♦♠♣❛1❛✐"♦♥" ♣♦✉1 ❧❡ ❣1♦✉♣❡ ■B✳

✶✶✽
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❘%&✉❧)❛)& ♣♦✉- ❧❡ ❣-♦✉♣❡ ■❘1✱ ♥ ❂ ✶✽✱ ✶✵✵✻ ❝♦♠♣❛-❛✐&♦♥&✳

❖❱❉ ✵ ✶ ✷

❆❙ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ▼❡❛♥ ❙❉

✪1 ✼✹ ✼✵ ✼✸ ✺✼ ✽✽ ✼✸ ✻✻ ✹✽ ✾✾ ✾✶ ✽✵ ✺✸ ✼✸ ✶✺

✪■ ✷✹ ✷✵ ✹ ✶✷ ✾ ✶✻ ✾ ✼ ✵ ✶ ✶ ✵ ✾ ✽

✪❘ ✸ ✶✵ ✷✷ ✸✶ ✹ ✶✶ ✷✺ ✹✺ ✶ ✼ ✶✾ ✹✼ ✶✾ ✶✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❘%&✉❧)❛)& ♣♦✉- ❧❡ ❣-♦✉♣❡ ■1✱ ♥ ❂ ✶✹✱ ✼✺✾ ❝♦♠♣❛-❛✐&♦♥&

❖❱❉ ✵ ✶ ✷

❆❙ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ▼❡❛♥ ❙❉

✪1 ✽✵ ✼✻ ✼✺ ✼✹ ✾✶ ✼✺ ✼✼ ✻✻ ✾✾ ✾✸ ✽✵ ✻✻ ✼✾ ✶✵

✪■ ✷✵ ✷✹ ✷✺ ✷✻ ✾ ✷✺ ✷✸ ✸✹ ✶ ✼ ✷✵ ✸✹ ✷✶

✺✳✸ ❘$%✉❧(❛(%

▲❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❡) ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✐♥❞✐K✉❡♥)✱ ♣♦✉- ❝❤❛K✉❡ ❣-♦✉♣❡✱ ❧❛ ♣-♦♣♦-)✐♦♥

❞❡ ❝❤❛K✉❡ )②♣❡ ❞❡ -%♣♦♥&❡ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❆❙ ❡) ❖❱❉✳ 1♦✉- ❢❛❝✐❧✐)❡- ❧❛ ✈✐&✉❛❧✐✲

&❛)✐♦♥ ❞❡& ❞♦♥♥%❡&✱ ❝❡& -%&✉❧)❛)& &♦♥) %❣❛❧❡♠❡♥) -❡♣-%&❡♥)%& &✉- ❧❛ ❋✐❣✉-❡ ✺✳✹✳

▲❡& ♠♦②❡♥♥❡& ♦♥) %)% ❝❛❧❝✉❧%❡& ❡♥ ❝♦♥&✐❞%-❛♥) ❧❡& -%♣♦♥&❡& ✐♥❞%♣❡♥❞❛♠♠❡♥)

❞❡& ♣❛-)✐❝✐♣❛♥)&✳ ▲❡& ♠♦②❡♥♥❡& ❞❡& ♠♦②❡♥♥❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡& ❞♦♥♥❡♥) ❧❡& ♠R♠❡

-%&✉❧)❛)&✳ ▲❡& %❝❛-)✲)②♣❡& &♦♥) ❝❛❧❝✉❧%& ♣❛- -❛♣♣♦-) ❛✉① ♠♦②❡♥♥❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡&✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✹ ✕ ❋%&'✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛'✉❡ /②♣❡ ❞❡ %&♣♦♥3❡ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❖✈❡%❛❧❧

❱❛❧✉❡ ❉✐✛❡%❡♥❝❡ ❡/ ❆//%✐❜✉/❡ ❙♣%❡❛❞✱ ♣❛% ❣%♦✉♣❡✳

✶✷✵
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❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ■♥❝♦♠♣❛+❛❜✐❧✐/0 ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❛//+✐❜✉/❡ 5♣+❡❛❞ ✭❣+♦✉♣❡ ■❘9✮

❆❙ ✶ ✷ ✸ ✹ ▼♦②✳ ❊❚

✪❘ ✸ ✶✵ ✷✷ ✹✶ ✶✾ ✶✺

✺✳✸✳✶ ■♥❝♦♠♣❛+❛❜✐❧✐/0

▲❛ +0♣♦♥5❡ ❘ ✭✐♥❝♦♠♣❛+❛❜✐❧✐/0✮ ❛ 0/0 ✉/✐❧✐50 ♣♦✉+ ✶✾✪ ❞❡5 ❝♦♠♣❛+❛✐5♦♥5✳ ❆❙

❡①❡+❝❡ ✉♥ ❡✛❡/ 5✐❣♥✐✜❝❛/✐❢ ❞✬❛❝❝+♦✐55❡♠❡♥/ 5✉+ ❧❡ ♣+♦♣♦+/✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛+❛❜✐❧✐/0

✭F (3, 51) = 27.1✱ p < .001✱ ✈♦✐+ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✮✳

❆//+✐❜✉/❡ 5♣+❡❛❞ ❡5/ ❧❛ 5❡✉❧❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❛ ❛✈♦✐+ ✉♥ ✐♠♣❛❝/ 5✐❣♥✐✜❝❛/✐❢ 5✉+ ❘✳

❯♥ ❡✛❡/ 5✐❣♥✐✜❝❛/✐❢ ❞❡ ❖❱❉ ♦✉ ✉♥❡ ✐♥/❡+❛❝/✐♦♥ 5✐❣♥✐✜❝❛/✐✈❡ ❡♥/+❡ ❖❱❉ ❡/ ❆❙

♥✬♦♥/ ♣❛5 ♣✉ R/+❡ ❞0♠♦♥/+05 ✭p = 0.53 ❡/ p = 0.38 +❡5♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/✮✳ ❈❡❧❛ ♠❡/ ❡♥

❞0❢❛✉/ ♥♦/+❡ ❤②♣♦/❤U5❡ 5❡❧♦♥ ❧❛V✉❡❧❧❡ ❧❛ ❢+0V✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛+❛❜✐❧✐/0 ❞0❝+♦W/+❛✐/

X ♠❡5✉+❡ V✉❡ ❖✈❡+❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡+❡♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥/❡✳ ■❧ 5✉✣/ V✉❡ ❧❡5 ❛♣♣❛+/❡♠❡♥/5

❞✐✛U+❡♥/ ❢♦+/❡♠❡♥/ 5✉+ ❧❡✉+5 0✈❛❧✉❛/✐♦♥5 ♣♦✉+ V✉✬✐❧5 5♦✐❡♥/ ❝♦♥5✐❞0+05 ❝♦♠♠❡

✐♥❝♦♠♣❛+❛❜❧❡5✱ ❡/ ❝❡❧❛ ♠R♠❡ 5✐ ❧✬✉♥ ❞❡5 ❞❡✉① ❛ 0/0 ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥/ 0✈❛❧✉0 ❝♦♠♠❡

❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉+ ❞✉+❛♥/ ❧❛ ❝♦♥5/+✉❝/✐♦♥ ❞❡5 ❝❤❛W♥❡5 ❞✬✐5♦♣+0❢0+❡♥❝❡✳

✺✳✸✳✷ ■♥❞✐✛0+❡♥❝❡

▲❡5 ❞✐5/+✐❜✉/✐♦♥5 ❞❡ +0♣♦♥5❡5 ✐♥❞✐✛0+❡♥❝❡ ❞✐✛U+❡♥/ +❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥/ ❡♥/+❡ ❧❡5

❞❡✉① ❣+♦✉♣❡5 ✭■9 ❡/ ■❘9✮✳ 9+❡♠✐U+❡♠❡♥/✱ ❧❛ ♣+♦♣♦+/✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✐♥❞✐✛0+❡♥❝❡

❡5/ 5✐❣♥✐✜❝❛/✐✈❡♠❡♥/ ♣❧✉5 ❣+❛♥❞❡ ♣♦✉+ ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ■9 V✉❡ ♣♦✉+ ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ■❘9

✭21% ✈5 9%✱ F (1, 30) = 6040.2✱ p = 0.005✮✳

❉❡✉①✐U♠❡♠❡♥/✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❆❙ ❡5/ /+U5 ❞✐✛0+❡♥/❡ 5❡❧♦♥ ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ✭✐♥/❡+❛❝✲

/✐♦♥ ✿ F (3, 90) = 8.0✱ p < 0.001✱ ✈♦✐+ ❋✐❣✉+❡ ✺✳✺✮✳ ❉❛♥5 ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ■9✱ ❧❛ ♣+♦♣♦+✲

/✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✛0+❡♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥/❡ ❛✈❡❝ ❆❙ ❛❧♦+5 V✉✬❡❧❧❡ ❞0❝+♦W/ ❧0❣U+❡♠❡♥/ ❞❛♥5 ❧❡

❣+♦✉♣❡ ■❘9✳ ❯♥❡ ❆♥❛❧②5❡ ❞❡ ❱❛+✐❛♥❝❡ +❡5/+❡✐♥/❡ X ❝❤❛V✉❡ ❣+♦✉♣❡ ❝♦♥✜+♠❡ V✉❡

❝❤❛V✉❡ ❡✛❡/ ❡5/ 5✐❣♥✐✜❝❛/✐❢ ✭❛✉❣♠❡♥/❛/✐♦♥ ♣♦✉+ ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ■9 ✿ F (3, 39) = 4.8✱

p = 0.006 ❀ ❜❛✐55❡ ♣♦✉+ ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ■❘9 ✿ F (3, 51) = 4.0✱ p = 0.01✮✳

❊♥✜♥✱ ❧✬❛❜5❡♥❝❡ V✉❛5✐✲/♦/❛❧❡ ❞✬✐♥❞✐✛0+❡♥❝❡ ❞❛♥5 ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ■❘9✱ ♣♦✉+ ❧❡5

❝♦♠♣❛+❛✐5♦♥5 ❖❱❉✷ ❡5/ ❡♥ ❝♦❤0+❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞0✜♥✐/✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛W♥❡ ❞✬✐5♦♣+0❢0✲
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 ❡♥❝❡✳ %❛ ❝♦♥( ❛)(❡✱ ❧❛ ♣ ♦♣♦ (✐♦♥  ❡❧❛(✐✈❡♠❡♥( 0❧❡✈0❡ ❞✬✐♥❞✐✛0 ❡♥❝❡ ❞❛♥) ❧❡

❣ ♦✉♣❡ ■% ♣♦✉ ❝❡ (②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛ ❛✐)♦♥) ✭✶✻✪✮ ❡)( ❡♥ ❝♦♥( ❛❞✐❝(✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛

♥♦(✐♦♥ ❞❡ ❖✈❡ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡ ❡♥❝❡ ✭✈♦✐ ❋✐❣✉ ❡ ✺✳✺✮✳

✺✳✸✳✸ #$%❢%$❡♥❝❡* ❙,$✐❝,❡* ✈* ❘%♣♦♥*❡* ❙②♠%,$✐4✉❡*

❉❛♥) ❝❡((❡ )❡❝(✐♦♥✱ ♥♦✉) ❡①❛♠✐♥♦♥) ❝♦♠♠❡♥( ❧❡) ✈❛ ✐❛❜❧❡) ❆❙✱ ❖❱❉ ❡(

● ♦✉♣❡ ❛✛❡❝(❡♥( ❧❛  0♣❛ (✐(✐♦♥ ❡♥  0♣♦♥)❡) ❛)②♠0( ✐G✉❡) ✭♣ 0❢0 ❡♥❝❡ )( ✐❝(❡✮

❡(  0♣♦♥)❡) )②♠0( ✐G✉❡) ✭❡♥ ❝♦♥❢♦♥❞❛♥( ✐♥❞✐✛0 ❡♥❝❡ ❡( ✐♥❝♦♠♣❛ ❛❜✐❧✐(0 ❧♦ )G✉❡

❧❛ ❞❡ ♥✐I ❡ ❡)( ❞✐)♣♦♥✐❜❧❡✮✳ ❈♦♠♠❡ (♦✉(❡  0♣♦♥)❡ (♦♠❜❡ ❞❛♥) ❧✬✉♥❡ ❞❡) ❞❡✉①

❝❛(0❣♦ ✐❡)✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❝❤♦✐)✐ ❞❡ ❞0❝ ✐ ❡ ❧❡)  0)✉❧(❛() ❞✉ ♣♦✐♥( ❞❡ ✈✉❡ ❞❡) ♣ 0✲

❢0 ❡♥❝❡) )( ✐❝(❡)✱ ♠❛✐) ♦♥ ❛✉ ❛✐( ( I) ❜✐❡♥ ♣✉ ❧❡) ❞0❝ ✐ ❡ ❞✉ ♣♦✐♥( ❞❡ ✈✉❡ ❞❡)

 0♣♦♥)❡) )②♠0( ✐G✉❡)✱ ❡♥ ✉(✐❧✐)❛♥( ❧❡) ♣ ♦♣♦ (✐♦♥) ❝♦♠♣❧0♠❡♥(❛✐ ❡)✳

% ❡♠✐I ❡♠❡♥(✱ ♣❧✉) ❧❛ ❞✐✛0 ❡♥❝❡ ❞✬0✈❛❧✉❛(✐♦♥ )✉ ❧✬❛(( ✐❜✉( ❞✐"#❛♥❝❡ ❛✉

❝❡♥#)❡✲✈✐❧❧❡ 0(❛✐( 0❧❡✈0❡✱ ♠♦✐♥) ❧❡) ♣❛ (✐❝✐♣❛♥() ♦♥( ❝❤♦✐)✐ ✉♥ ❛♣♣❛ (❡♠❡♥( ❛✉

❞0( ✐♠❡♥( ❞❡ ❧✬❛✉( ❡ ✭F (3, 90) = 20.1✱ p < .001✮✳ ◗✉❛♥❞ ❆❙ ❡)( ♠✐♥✐♠❛❧✱ )❡✉❧

✶✷✪ ❞❡) ❛✣ ♠❛(✐♦♥) )♦♥( )②♠0( ✐G✉❡)✱ ❛❧♦ ) G✉❡ ❝❡((❡ ♣ ♦♣♦ (✐♦♥ ❡)( ❞❡ ✸✾✪

G✉❛♥❞ ❆❙ ❡)( ♠❛①✐♠❛❧ ✭✈♦✐ ❋✐❣✉ ❡ ✺✳✻✮✳

❉❡✉①✐I♠❡♠❡♥(✱ ❡♥ ❝♦❤0 ❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞0✜♥✐(✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛S♥❡ ❞✬✐)♦♣ 0❢0 ❡♥❝❡✱ ❧❡)

♣❛ (✐❝✐♣❛♥() ♦♥( ♣❧✉) )♦✉✈❡♥( ❝❤♦✐)✐ ✉♥ ❛♣♣❛ (❡♠❡♥( G✉❛♥❞ )❛ ✈❛❧❡✉ ❣❧♦❜❛❧❡

0(❛✐( ♣❧✉) 0❧❡✈0❡✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉ ❖❱❉ ♠❛①✐♠❛❧ ✭F (2, 60) = 6.4✱ p = 0.003✱ ✈♦✐ 

❋✐❣✉ ❡ ✺✳✻✮✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ♥✬♦❜)❡ ✈❡ ♣❛) ❞✬❡✛❡( )✐❣♥✐✜❝❛(✐❢ ❞✉ ● ♦✉♣❡ ✭p = 0.21✮ ♥✐ ❞✬✐♥✲

(❡ ❛❝(✐♦♥ ❞✉ ● ♦✉♣❡ ❛✈❡❝ ❆❙ ✭p = 0.23✮✱ ❖❱❉ ✭p = 0.70✮ ♦✉ ❆❙ × ❖❱❉

✭p = 0.98✮✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥)✐❞I ❡ ❧❛ ♣ ♦♣♦ (✐♦♥ ❞❡)  0♣♦♥)❡) )②♠0( ✐G✉❡) ✭I ✐♥ ■%

❛♥❞ I ∪R ✐♥ ■❘%✮✱ ❝❡  0)✉❧(❛( )✐❣♥✐✜❡ G✉❡ ❧❡) ❞✐)( ✐❜✉(✐♦♥) ❞❡  0♣♦♥)❡) )②♠0✲

( ✐G✉❡) )❡❧♦♥ ❆❙ ❡( ❖❱❉ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥( V( ❡ ❞✐)(✐♥❣✉0❡) )✐❣♥✐✜❝❛(✐✈❡♠❡♥( ❡♥( ❡ ❧❡)

❣ ♦✉♣❡) ■% ❡( ■❘%✳ ❊♥ ❞✬❛✉( ❡) (❡ ♠❡)✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉(  ❡❥❡(❡ ❧✬❤②♣♦(❤I)❡ )❡❧♦♥ ❧❛✲

G✉❡❧❧❡ ❧❡) ❛✣ ♠❛(✐♦♥) ■ ❞✉ ❣ ♦✉♣❡ ■% ❡( ❧❡) ❛✣ ♠❛(✐♦♥) ■ ❡( ❘✱ ♣ ✐)❡) ❡♥)❡♠❜❧❡✱

❞✉ ❣ ♦✉♣❡ ■❘%✱ 0✈♦❧✉❡♥( ❞❡ ❢❛X♦♥ )❡♠❜❧❛❜❧❡ G✉❛♥❞ ❆❙ ❡( ❖❱❉ ✈❛ ✐❡♥(✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✺ ✕ #$♦♣♦$'✐♦♥ ❞✬■♥❞✐✛.$❡♥❝❡ I ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉ ❣$♦✉♣❡ ❡' ❞❡ ✭❛✮ ❆❙

❡' ✭❜✮ ❖❱❉✳

✶✷✸



❈❍❆#■❚❘❊ ✺✳ ❊❋❋❊❚ ❉❯ ❈❖◆❋▲■❚ ▲❖❘❙ ❉✬❯◆❊ ❈❖▼#❆❘❆■❙❖◆

❋✐❣✉$❡ ✺✳✻ ✕ $%♦♣♦%(✐♦♥ ❞❡ $%-❢-%❡♥❝❡0 0(%✐❝(❡0 P ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ✭❛✮ ❆❙ ❡(

✭❜✮ ❖❱❉✱ (♦✉0 ❣%♦✉♣❡0 ❝♦♥❢♦♥❞✉0✳
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✺✳✸✳✹ ❆♣♣&❡♥)✐++❛❣❡ ❡) ❚❡♠♣+ ❞❡ ❘2♣♦♥+❡

❆✜♥ ❞✬✐♥✈❡()✐❣✉❡, ❞✬-✈❡♥)✉❡❧( ❡✛❡)( ❞✬❛♣♣,❡♥)✐((❛❣❡✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❞✐✈✐(- ❧❛

(-4✉❡♥❝❡ ❞❡( (♦✐①❛♥)❡ ❝♦♠♣❛,❛✐(♦♥( ❢❛✐)❡( ♣❛, ❝❤❛4✉❡ ♣❛,)✐❝✐♣❛♥) ❡♥ 4✉❛),❡

4✉❛,)✐❧❡( ❞❡ 4✉✐♥③❡ ❝♦♠♣❛,❛✐(♦♥( ❝♦♥(-❝✉)✐✈❡(✳ ▲❛ ✈❛,✐❛)✐♦♥ ❞✉ )❡♠♣( ❞❡ ,-✲

♣♦♥(❡ ♠♦②❡♥ (❡❧♦♥ ❧❡ 4✉❛,)✐❧❡ ❛ ❡♥(✉✐)❡ -)- -✈❛❧✉-❡ ♣♦✉, ❝❤❛4✉❡ )②♣❡ ❞❡ ,-♣♦♥(❡

✭■✱ ❘✱ B✮✳

■❧ (✬❛✈D,❡ 4✉✬✉♥ ❡✛❡) ()❛)✐()✐4✉❡♠❡♥) (✐❣♥✐✜❝❛)✐❢ ❞✉ 4✉❛,)✐❧❡ ❡() ♦❜(❡,✈- ♣♦✉,

)♦✉( ❧❡( )②♣❡( ❞❡ ,-♣♦♥(❡(✱ ❡①❝❡♣)- ❧❡( ♣,-❢-,❡♥❝❡( (),✐❝)❡( ♣♦✉, ❧❡ ❣,♦✉♣❡ ■B✳

▲❡( )❡♠♣( ❞❡ ,-♣♦♥(❡ ♠♦②❡♥( (♦♥) ❞-❝,♦✐((❛♥)( ❞❛♥( ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡✱ ♣♦✉, )♦✉( ❧❡(

)②♣❡( ❞❡ ,-♣♦♥(❡ ✭❡♥ ❝♦♥❢♦♥❞❛♥) ❧❡( )②♣❡(✱ 9.4s ♣♦✉, ❧❡ ♣,❡♠✐❡, 4✉❛,)✐❧❡ ✈(

7.6s ♣♦✉, ❧❡ ❞❡,♥✐❡,✮✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥),❡ 4✉❡ ❧❡( ♣❛,)✐❝✐♣❛♥)( (❡ (♦♥) ❢❛♠✐❧✐❛,✐(- ❛✈❡❝

❧❛ )G❝❤❡ ❛✉ ❝♦✉,( ❞❡ ❧✬❡①♣-,✐♠❡♥)❛)✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥)✱ ❧❡( ,-(✉❧)❛)( ♣,✐♥❝✐♣❛✉①✱

❞-❝,✐)( ❞❛♥( ❧❡( (❡❝)✐♦♥( ♣,-❝-❞❡♥)❡( ✭♥♦)❛♠♠❡♥) ❧✬❡✛❡) ❞❡ ❆❙ (✉, ■ ❡) (✉, ❘✮✱

,❡()❡♥) ()❛)✐()✐4✉❡♠❡♥) (✐❣♥✐✜❝❛)✐❢( (✐ ❧✬♦♥ ♥-❣❧✐❣❡ ❧❡( ❞❡✉① ♣,❡♠✐❡,( 4✉❛,)✐❧❡(

❞❡ ,-♣♦♥(❡( ✭❧❡( ),❡♥)❡ ♣,❡♠✐D,❡( ❝♦♠♣❛,❛✐(♦♥( (✉, ❧❡( (♦✐①❛♥)❡✮✳ ▲❛ ❞✐♠✐♥✉)✐♦♥

❞❡( )❡♠♣( ❞❡ ,-♣♦♥(❡ ♥❡ ❞♦✐) ❞♦♥❝ ♣❛( I),❡ ✐♥)❡,♣,-)-❡ ❝♦♠♠❡ ❞✉❡ J ✉♥❡ ❧❛((✐✲

)✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛,) ❞❡( ♣❛,)✐❝✐♣❛♥)(✱ 4✉✐ ❛✉,❛✐) ♠❡♥- J ❞❡( ,-♣♦♥(❡( ❛✉)♦♠❛)✐4✉❡(

♦✉ ♣❡✉ ,-✢-❝❤✐❡(✳

✺✳✹ ❉✐%❝✉%%✐♦♥

▲❡( ,-(✉❧)❛)( ♣,✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ♥♦),❡ ❡①♣-,✐♠❡♥)❛)✐♦♥ (♦♥) ❧❡( (✉✐✈❛♥)( ✿ ❧❛

♣,♦♣♦,)✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛,❛❜✐❧✐)- ❝,♦M) (✐❣♥✐✜❝❛)✐✈❡♠❡♥) ❛✈❡❝ ❛)),✐❜✉)❡ (♣,❡❛❞✳ ❊♥

,❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ♥✬♦❜(❡,✈❡ ♣❛( ❞✬❡✛❡) (✐❣♥✐✜❝❛)✐❢ ❞❡ ♦✈❡,❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ (✉,

❧✬✐♥❝♦♠♣❛,❛❜✐❧✐)-✳ ■❧ ❡①✐()❡ ✉♥❡ ✐♥)❡,❛❝)✐♦♥ (✐❣♥✐✜❝❛)✐✈❡ ❡♥),❡ ❧❡ ❣,♦✉♣❡ ✭■B ♦✉

■❘B✮ ❡) ❛)),✐❜✉)❡ (♣,❡❛❞ (✉, ❧❛ ♣,♦♣♦,)✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✛-,❡♥❝❡ ✿ ❝❡))❡ ♣,♦♣♦,)✐♦♥

❝,♦M) (✐❣♥✐✜❝❛)✐✈❡♠❡♥) ❞❛♥( ❧❡ ❣,♦✉♣❡ ■B ❛❧♦,( 4✉✬❡❧❧❡ ❞-❝,♦M) (✐❣♥✐✜❝❛)✐✈❡♠❡♥)

❞❛♥( ❧❡ ❣,♦✉♣❡ ■❘B✳ ▲❛ ♣,♦♣♦,)✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✛-,❡♥❝❡ ❞❛♥( ❧❡ ❣,♦✉♣❡ ■B ✈❛,✐❡✱ ❡♥

❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❛)),✐❜✉)❡ (♣,❡❛❞ ❡) ♦✈❡,❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡,❡♥❝❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠I♠❡ ♠❛♥✐D,❡

4✉❡ ❧❡( ♣,♦♣♦,)✐♦♥( (♦♠♠-❡( ❞✬✐♥❞✐✛-,❡♥❝❡ ❡) ❞✬✐♥❝♦♠♣❛,❛❜✐❧✐)- ❞❛♥( ❧❡ ❣,♦✉♣❡

■❘B✳

✶✷✺



❈❍❆#■❚❘❊ ✺✳ ❊❋❋❊❚ ❉❯ ❈❖◆❋▲■❚ ▲❖❘❙ ❉✬❯◆❊ ❈❖▼#❆❘❆■❙❖◆

✺✳✹✳✶ ❊①♣'❡))✐♦♥ ❞❡ .'/❢/'❡♥❝❡) ■♥❝♦♠♣❧56❡) ❧✐/❡) ❛✉ ❈♦♥✢✐6

▲❡" #$"✉❧'❛'" ♦❜'❡♥✉" ♠♦♥'#❡♥' -✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉' ❡①❤✐❜❡# ❞❡" ♣#$❢$#❡♥❝❡" ✐♥✲

❝♦♠♣❧7'❡" ❝❤❡③ ❧❡" ❞$❝✐❞❡✉#"✱ : ♣#♦♣♦" ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛#❛✐"♦♥ ♠✉❧'✐❝#✐'7#❡ ❞✬❛❧'❡#✲

♥❛'✐✈❡"✳ ❈❡''❡ ✐♥❝♦♠♣❧$'✉❞❡ ❞❡" ♣#$❢$#❡♥❝❡" ❡"' ❛✣#♠$❡ ♣♦"✐'✐✈❡♠❡♥' ♣❛# ❧❡"

❞$❝✐❞❡✉#" ❧♦#"-✉✬✉♥❡ #$♣♦♥"❡ ❡①♣❧✐❝✐'❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛#❛❜✐❧✐'$ ❡"' ❞✐"♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥"

❧❡ ❝❛❞#❡ ❞❡ ❧❛ ♣#♦❝$❞✉#❡ ❞✬$❧✐❝✐'❛'✐♦♥✳ ❉✉ ♣♦✐♥' ❞❡ ✈✉❡ ❞❡" ❞$❝✐❞❡✉#"✱ ❧❛ #$✲

♣♦♥"❡ ✐♥❝♦♠♣❛'❛❜✐❧✐*+ #❡✢7'❡ ♠✐❡✉① ❧❡✉# ❥✉❣❡♠❡♥' : ♣#♦♣♦" ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛#❛✐"♦♥

❞❡" ❞❡✉① ❛❧'❡#♥❛'✐✈❡" -✉❡ ❧❡" #$♣♦♥"❡" ♣'❡❢❡'❡♥❝❡ ♦✉ ✐♥❞✐✛❡'❡♥❝❡✳ ▲❡" ♣❛#'✐✲

❝✐♣❛♥'" ❞✉ ❣#♦✉♣❡ ■❘E ♦♥' ✉'✐❧✐"$ ❧❛ #$♣♦♥"❡ ✐♥❝♦♠♣❛'❛❜✐❧✐*+ ❞❛♥" ✉♥❡ ♣#♦✲

♣♦#'✐♦♥ ❧♦✐♥ ❞✬F'#❡ ♥$❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✭✶✽✼ "✉# ✶✵✵✻✱ ✶✾✪ '♦'❛❧✮ ❡' -✉✐ ♥✬❛ ♣❛" ❜❛✐""$

❛✉ ❝♦✉#" ❞❡ ❧✬❡①♣$#✐♠❡♥'❛'✐♦♥ ✭✺✸ "✉# ✷✹✺✱ ✷✷✪ "✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥"✐❞7#❡ ✉♥✐-✉❡♠❡♥'

❧❡" -✉✐♥③❡ ❞❡#♥✐7#❡" ❝♦♠♣❛#❛✐"♦♥" ♣♦✉# ❝❤❛-✉❡ ♣❛#'✐❝✐♣❛♥'✮✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥'#❡ -✉❡

❧❡" ❛✣#♠❛'✐♦♥" ❞✬✐♥❝♦♠♣❛#❛❜✐❧✐'$ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥' F'#❡ ✐♥'❡#♣#$'$❡" ❝♦♠♠❡ ❞✉❡" :

✉♥ ♠❛♥-✉❡ ❞✬❡①♣$#✐❡♥❝❡ ❛✉ "✉❥❡' ❞❡" ❝♦♠♣❛#❛✐"♦♥"✱ ♠❛✐" ❝♦##❡"♣♦♥❞❡♥' : ❞❡"

❛"♣❡❝'" "'#✉❝'✉#❡❧" ❞✉ ❝♦♠♣♦#'❡♠❡♥' ❞❡ ❞$❝✐"✐♦♥✳

◆♦'#❡ ❤②♣♦'❤7"❡ ❝♦♥❝❡#♥❛♥' ❧✬❡✛❡' ❞❡ ❧✬$❝❛#' ❞✬$✈❛❧✉❛'✐♦♥ ✭❛''#✐❜✉'❡ "♣#❡❛❞✮

❡"' ❢♦#'❡♠❡♥' "✉♣♣♦#'$❡ ♣❛# ❧✬❛♥❛❧②"❡ ❞❡" ❞♦♥♥$❡"✳ ▲❛ ♣#♦♣♦#'✐♦♥ ❞❡ #$♣♦♥"❡"

✐♥❝♦♠♣❛#❛❜✐❧✐'$ ❛✉❣♠❡♥'❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♠♣❧✐'✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛$#❡♥❝❡ "✉# ❧✬❛''#✐❜✉' ❞✐0✲

*❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥*'❡✲✈✐❧❧❡ ✭F (3, 51) = 27.1✱ p < .001✮✳ ▲✬❛✣#♠❛'✐♦♥ ♣♦"✐'✐✈❡ ❞❡ ♣#$✲

❢$#❡♥❝❡" ✐♥❝♦♠♣❧7'❡" ❡"' ♣❧✉" ❢#$-✉❡♥'❡ -✉❛♥❞ ❧❡" ✈❛❧❡✉#" ❞✬❛''#✐❜✉'" ♣#$"❡♥'$❡"

❞❛♥" ❧❛ ❝♦♠♣❛#❛✐"♦♥ "♦♥' ♣❧✉" ❝♦♥✢✐❝'✉❡❧❧❡"✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡" ❛❧'❡#♥❛'✐✈❡" ♣#$"❡♥'❡♥'

❞❡" ♣#♦✜❧" ❞✬$✈❛❧✉❛'✐♦♥" ❜✐❝#✐'7#❡" '#7" ❡♥ ❝♦♥'#❛"'❡ ❧✬✉♥ ♣❛# #❛♣♣♦#' : ❧✬❛✉'#❡✱

❧❡" ❞$❝✐❞❡✉#" $♣#♦✉✈❡♥' ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧'$ : ❧❡" ❝♦♠♣❛#❡#✳ ❈❡ #$"✉❧'❛' $'❡♥❞ ❧❡ '#❛✲

✈❛✐❧ ❞$❝#✐' ❞❛♥" ❚✈❡#"❦② ❛♥❞ ❙❤❛✜# ❬✶✾✾✷❪ ❛✉① ❝♦♠♣❛#❛✐"♦♥" ♣❛# ♣❛✐#❡"✳ ❈❡"

❛✉'❡✉#" ♠♦♥'#❡♥' -✉❡ ❧♦#" ❞✉ ❝❤♦✐① ❡♥'#❡ ❞❡✉① ♣#♦❞✉✐'" ❞❡ ❝♦♥"♦♠♠❛'✐♦♥✱ ❞❡"

"✉❥❡'" ❡①♣$#✐♠❡♥'❛✉① ✈♦♥' ♣❧✉" "♦✉✈❡♥' ❝❤❡#❝❤❡# ❞❡" ❛❧'❡#♥❛'✐✈❡" ❛❞❞✐'✐♦♥♥❡❧❧❡"

❧♦#"-✉❡ ❧❛ ♣❛✐#❡ ✐♥✐'✐❛❧❡ ❡"' ❝♦♥✢✐❝'✉❡❧❧❡ ✭"❛♥" ❛❧'❡#♥❛'✐✈❡ ❞♦♠✐♥❛♥'❡✮ -✉❡ ❞❛♥"

❧❡ ❝❛" ❝♦♥'#❛✐#❡✳

▲❡" #$"✉❧'❛'" "✉♣♣♦#'❡♥' ❧✬❤②♣♦'❤7"❡ #❡❧❛'✐✈❡ : ❧✬✐♥❞✐✛$#❡♥❝❡ "✐❣♥✐✜❛♥' ❧✬✐♥✲

❝♦♠♣❛#❛❜✐❧✐'$✳ ❉❡ ♥♦♠❜#❡✉"❡" ♦❜"❡#✈❛'✐♦♥" ❧❛✐""❡♥' ♣❡♥"❡# -✉❡ ❧❡" "✉❥❡'" -✉✐

♥✬❛✈❛✐❡♥' ♣❛" ❞❡ #$♣♦♥"❡ ✐♥❝♦♠♣❛#❛❜✐❧✐'$ ❞✐"♣♦♥✐❜❧❡ ♦♥' ✉'✐❧✐"$ ❧❛ #$♣♦♥"❡ ✐♥✲

❞✐✛$#❡♥❝❡ : ❧❛ ❢♦✐" ♣♦✉# ❡①♣#✐♠❡# ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛$#❡♥❝❡ ✭✐✳❡✳ $-✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉#

❣❧♦❜❛❧❡✮ ❡' ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❛#❛❜✐❧✐'$ ✭✐✳❡✳ ❧❡ #❡❢✉" ❞✬❡✛❡❝'✉❡# ✉♥ ❝♦♠♣#♦♠✐"✮✳ E#❡♠✐7✲

✶✷✻



❈❍❆#■❚❘❊ ✺✳ ❊❋❋❊❚ ❉❯ ❈❖◆❋▲■❚ ▲❖❘❙ ❉✬❯◆❊ ❈❖▼#❆❘❆■❙❖◆

 ❡♠❡♥$✱ ❧❛ ♣ ♦♣♦ $✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✛. ❡♥❝❡ ❡0$ 0✐❣♥✐✜❝❛$✐✈❡♠❡♥$ ♣❧✉0 ✐♠♣♦ $❛♥$❡ ❞❛♥0

❧❡ ❣ ♦✉♣❡ ■6 7✉❡ ❞❛♥0 ❧❡ ❣ ♦✉♣❡ ■❘6 ✭✷✶✪ ✈0✳ ✾✪ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ F (1, 30) = 9.1✱

p = 0.005✮✳ ❈❡$$❡ ❞✐✛. ❡♥❝❡ ❡0$ ❞✉❡ ♣ ✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥$ B ❧✬✐♥$❡ ❛❝$✐♦♥ 0✐❣♥✐✜❝❛✲

$✐✈❡ ❞✉ ● ♦✉♣❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ❞✐0♣♦♥✐❜✐❧✐$. ❞✬✉♥❡  .♣♦♥0❡ ✐♥❝♦♠♣❛ ❛❜✐❧✐$.✮ 0✉ ❧✬❡✛❡$

❞✬❛$$ ✐❜✉$❡ 0♣ ❡❛❞ ✭F (3, 90) = 8.0✱ p < .001✮✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡0 ♣❛ $✐❝✐♣❛♥$0 ❛✈❛✐❡♥$

❧✬✐♥❞✐✛. ❡♥❝❡ ♣♦✉ 0❡✉❧❡  ❡❧❛$✐♦♥ 0②♠.$ ✐7✉❡✱ ❧❛ ♣ ♦♣♦ $✐♦♥ ❞❡ ❝❡$$❡  .♣♦♥0❡

♠♦♥$❛✐$ ❞❡ ✶✵✪ B ✸✶✪ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛$$ ✐❜✉$❡ 0♣ ❡❛❞✱ ❛❧♦ 0 7✉✬❡❧❧❡ ❞.✲

❝ ♦I$ ❞❡ ✶✶✪ B ✻✪ ❞❛♥0 ❧✬❛✉$ ❡ ❣ ♦✉♣❡✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡  ❡00❡♠❜❧❛♥❝❡ .✈✐❞❡♥$❡ ❡♥$ ❡

❧✬❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜ ❡ ❞❡  .♣♦♥0❡0 ✐♥❞✐✛. ❡♥❝❡ ❞❛♥0 ❧❡ ❣ ♦✉♣❡ ■6 ❡$ ❧✬❛✉❣✲

♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜ ❡ ❞❡  .♣♦♥0❡0 ✐♥❝♦♠♣❛ ❛❜✐❧✐$. ❞❛♥0 ❧❡ ❣ ♦✉♣❡ ■❘6✱ 7✉❛♥❞

❛$$ ✐❜✉$❡ 0♣ ❡❛❞ ❛✉❣♠❡♥$❡✳

❊♥ ♦✉$ ❡✱ ❛$$ ✐❜✉$❡ 0♣ ❡❛❞ ❛ ❞❡0 ❡✛❡$0 ♦♣♣♦0.0 0✉ ❧❡ $❡♠♣0 ❞❡  .♣♦♥0❡

♣♦✉ ❧✬✐♥❞✐✛. ❡♥❝❡ 0✉✐✈❛♥$ ❧❡ ❣ ♦✉♣❡ ✭✐♥$❡ ❛❝$✐♦♥ 0✐❣♥✐✜❝❛$✐✈❡ ✿ F (1, 14) = 5.8✱

p = 0.03✱ ✈♦✐ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ◗✉❛♥❞ ❆❙ ❡0$ B 0♦♥ ♣❧✉0 ❤❛✉$ ♥✐✈❡❛✉✱ ❧❡0 ❛✣ ♠❛✲

$✐♦♥0 I ♣ ❡♥♥❡♥$ ♣❧✉0 ❞❡ $❡♠♣0 7✉❡ ♣♦✉ ❞❡0 ❝♦♠♣❛ ❛✐0♦♥0 ❛✈❡❝ ❆❙ ♣❧✉0 ❢❛✐❜❧❡

❞❛♥0 ❧❡ ❣ ♦✉♣❡ ■❘6✱ ❡$ ♠♦✐♥0 ❞❡ $❡♠♣0 ❞❛♥0 ❧❡ ❣ ♦✉♣❡ ■6✳ ❊♥❝♦ ❡ ✉♥❡ ❢♦✐0✱

♦♥ ♣❡✉$ ♠❡$$ ❡ ❡♥ ♣❛ ❛❧❧U❧❡✱ ❝❡$$❡ ❢♦✐0✲❝✐ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ $❡♠♣0 ❞❡  .♣♦♥0❡✱ ❧❡

❝♦♠♣♦ $❡♠❡♥$ ❞❡0 ♣❛ $✐❝✐♣❛♥$0 ❞✉ ❣ ♦✉♣❡ ■6 7✉❛♥❞ ✐❧0 ✉$✐❧✐0❡♥$ I ❡♥  .♣♦♥0❡

B ✉♥ ❢♦ $ ❝♦♥✢✐$✱ ❡$ ❝❡❧✉✐ ❞❡0 ♣❛ $✐❝✐♣❛♥$0 ❞✉ ❣ ♦✉♣❡ ■❘6 7✉❛♥❞ ✐❧0 ✉$✐❧✐0❡♥$

R ♣♦✉ ❧❡ ♠W♠❡ $②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛ ❛✐0♦♥0✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❧❡0 ✈❛❧❡✉ 0 ❆❙ .❧❡✈.❡0 ❢♦♥$

❜❛✐00❡ 0✐❣♥✐✜❝❛$✐✈❡♠❡♥$ ❧❡ $❡♠♣0 ❞❡  .♣♦♥0❡ ♠♦②❡♥ ♣♦✉ ❧❛  .♣♦♥0❡ R ❞❛♥0 ❧❡

❣ ♦✉♣❡ ■❘6 ✭F (1, 13) = 8.6✱ p = 0.01✱ ✈♦✐ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳

❊♥✜♥✱ ❛✉❝✉♥ $❡0$ ♥❡ ♣❡ ♠❡$ ❞❡  ❡❥❡$❡ ❧✬❛00❡ $✐♦♥ 0❡❧♦♥ ❧❛7✉❡❧❧❡ ❧❡0  .♣♦♥0❡0

0②♠.$ ✐7✉❡0 ♦♥$ .$. ✉$✐❧✐0.❡0 ❞❡ ❧❛ ♠W♠❡ ♠❛♥✐U ❡ ❞❛♥0 ❧❡0 ❞❡✉① ❣ ♦✉♣❡0✱ ❡♥

❞.♣✐$ ❞❡ ❧❛ 0✐❣♥✐✜❝❛$✐♦♥ ♣❛ $✐❝✉❧✐U ❡ ❞❡ ❧❛  .♣♦♥0❡ ✐♥❝♦♠♣❛ ❛❜✐❧✐$.✳ ▲❡0 ❞✐0$ ✐✲

❜✉$✐♦♥0 ♣♦✉ ■ ❡$ ♣♦✉ ■ ∪ ❘✱ ❞❛♥0 ❧❡0 ❣ ♦✉♣❡0 ■6 ❡$ ■❘6  ❡0♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$✱ ♥❡

0♦♥$ ♣❛0 0✐❣♥✐✜❝❛$✐✈❡♠❡♥$ ❞✐✛. ❡♥$❡0✳ ❖♥ ♥✬♦❜0❡ ✈❡ ♣❛0 ❞✬❡✛❡$ 0✐❣♥✐✜❝❛$✐❢ ❞✉

❣ ♦✉♣❡ ✭p = 0.208✮✱ ♥✐ ❞✬✐♥$❡ ❛❝$✐♦♥ ❞✉ ❣ ♦✉♣❡ ❛✈❡❝ ❆❙ ✭p = 0.231✮✱ ❖❱❉

✭p = 0.700✮ ♦✉ ❆❙×❖❱❉ ✭p = 0.977✮✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥0✐❞U ❡ ❧❡0 ❝♦♠♣❛ ❛✐0♦♥0 ❡♥$ ❡ ❛❧$❡ ♥❛$✐✈❡0 ❛♣♣❛ $❡♥❛♥$ B ❧❛ ♠W♠❡

❝❤❛✐♥❡ ❞✬✐0♦♣ .❢. ❡♥❝❡✱ ❧✬❡✛❡$ ❞❡ ❆$$ ✐❜✉$❡ 0♣ ❡❛❞ 0✉ ❧❛ ♣ ♦♣♦ $✐♦♥ ❞❡  .♣♦♥0❡0

✐♥❝♦♠♣❛ ❛❜✐❧✐$. ❡0$ ❡♥❝♦ ❡ 0✐❣♥✐✜❝❛$✐❢ ✭p < .0001✮✳ ❙❡❧♦♥ ♥♦✉0✱ ❝❡$$❡ ❛✉❣♠❡♥✲

$❛$✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛ ❛❜✐❧✐$. ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡0 ❝❤❛I♥❡0 ❞✬✐0♦♣ .❢. ❡♥❝❡0 ❞.♠♦♥$ ❡ ✉♥❡ ✐♥✲

✶✷✼



❈❍❆#■❚❘❊ ✺✳ ❊❋❋❊❚ ❉❯ ❈❖◆❋▲■❚ ▲❖❘❙ ❉✬❯◆❊ ❈❖▼#❆❘❆■❙❖◆

❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❚❡♠♣( ❞❡ *+♣♦♥(❡ ♠♦②❡♥ ✭s✮

❆❙ ✶ 4 ✸ ✹

❘ ✶✸✳✸ ✶✵✳✾

■ ✭❣*♦✉♣❡ ■<✮ ✶✶✳✼ ✽✳✺

■ ✭❣*♦✉♣❡ ■❘<✮ ✾✳✺ ✶✶✳✺

?*❛♥(✐?✐✈✐?+ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛+*❡♥❝❡✳ ▲✬✐♥?*❛♥(✐?✐✈✐?+ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛+*❡♥❝❡ ❛ +?+ ✐♥✐?✐❛❧❡♠❡♥?

+✈♦H✉+❡ ♣❛* ▲✉❝❡ ❬✶✾✺✻❪ ✿ ✐❧ ❛ (♦✉❧❡✈+ ❧❡ ❢❛✐? H✉❡ (✉* ✉♥ (❡✉❧ ❝*✐?N*❡✱ ✉♥❡ ✐♥?*❛♥✲

(✐?✐✈✐?+ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛+*❡♥❝❡ ♣❡✉? ♠❡♥❡* 4 ✉♥❡ ♣*+❢+*❡♥❝❡ (?*✐❝?❡✳ ❯♥❡ (+H✉❡♥❝❡ ❞❡

❞✐✛+*❡♥❝❡( ♥+❣❧✐❣❡❛❜❧❡( ♣❡✉? ❝♦♥(?✐?✉❡* ✉♥❡ ❞✐✛+*❡♥❝❡ (✐❣♥✐✜❝❛?✐✈❡✳ ■❝✐ ♥♦✉( ❞+✲

♠♦♥?*♦♥( ✉♥ ❡✛❡? ❝♦♥❝❡*♥❛♥? ❧✬✐♥?*❛♥(✐?✐✈✐?+ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛+*❡♥❝❡ ❞❛♥( ✉♥❡ ❞+❝✐(✐♦♥

♠✉❧?✐❝*✐?N*❡✳ ❯♥❡ (+H✉❡♥❝❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥?( ❞✬✐♥❞✐✛+*❡♥❝❡ ♣❡✉? ♠❡♥❡* 4 ✉♥❡ (✐✲

?✉❛?✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛*❛❜✐❧✐?+✳ ❊♥ ❞✬❛✉?*❡( ?❡*♠❡(✱ ❞❡ ♣❡?✐?( ?*❛❞❡✲♦✛( ❛❝❝❡♣?❛❜❧❡(✱

♠✐( ❜♦✉?✲4✲❜♦✉?✱ ♣❡✉✈❡♥? ❝♦♥(?✐?✉❡* ✉♥ ?*❛❞❡✲♦✛ ✐♥❛❝❝❡♣?❛❜❧❡✳

❯♥❡ ?❡❧❧❡ ♠✐(❡ ❡♥ +✈✐❞❡♥❝❡ ❡♠♣✐*✐H✉❡ *❡♠❡? ♣*♦❢♦♥❞+♠❡♥? ❡♥ H✉❡(?✐♦♥ ❧❛

♥♦?✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉*❜❡ ❞✬✐♥❞✐✛+*❡♥❝❡ ❡❧❧❡✲♠V♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡?✱ ❧❛ (✐❣♥✐✜❝❛?✐♦♥ ♠V♠❡ ❞❡(

❝♦✉*❜❡( ❞✬✐(♦♣*+❢+*❡♥❝❡ (❡ ❢♦♥❞❡ (✉* ❧❡ ♣*✐♥❝✐♣❡ H✉❡ ♣♦✉* ?♦✉?❡ ♣❛✐*❡ ❞✬❛❧?❡*✲

♥❛?✐✈❡( ❛♣♣❛*?❡♥❛♥? 4 ❧❛ ♠V♠❡ ❝♦✉*❜❡ ❞✬✐(♦♣*+❢+*❡♥❝❡✱ ❧❡( ❛❧?❡*♥❛?✐✈❡( (♦♥?

+❣❛❧❡( ❡♥ ✈❛❧❡✉* ❡? (♦♥? ❞♦♥❝ ❥✉❣+❡( ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐✛+*❡♥?❡(✳ ◆♦?*❡ *+(✉❧?❛? ❡♠♣✐✲

*✐H✉❡ ♠♦♥?*❡ H✉✬✉♥ ?❡❧ ♣*✐♥❝✐♣❡ ♥✬❡(? ✈❛❧✐❞❡ H✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥?✳

▲❛ ♣♦((✐❜✐❧✐?+ ❞✬✉♥❡ ✐♥❞✐✛+*❡♥❝❡ ✐♥?*❛♥(✐?✐✈❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡( ❝♦✉*❜❡( ❞✬✐(♦♣*+✲

❢+*❡♥❝❡ ❡(? ❡♥✈✐(❛❣+❡ ❞❛♥( ❧❡( ♠+?❤♦❞❡( ❞❡ (✉*❝❧❛((❡♠❡♥?✳ ▲❛ *❡❧❛?✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❢✲

❢+*❡♥❝❡ ♥✬❡(? ♣❛( ♣❡*♠✐(❡ ❛✉✲❞❡❧4 ❞✬✉♥❡ ❞✐✛+*❡♥❝❡ ❞✬+✈❛❧✉❛?✐♦♥ ❞♦♥♥+❡ (✉* ✉♥

❝*✐?N*❡✳ ❈❡ ♣*✐♥❝✐♣❡ ❡(? ♠✐( ❡♥ Z✉✈*❡ 4 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✈❡?♦✱ ❝♦♠♠❡ ♣*♦♣♦(+ ❞❛♥(

❘♦② ❬✶✾✾✶❪✳ ❉❛♥( ❧❡( ♠+?❤♦❞❡( ❞❡ (✉*❝❧❛((❡♠❡♥?✱ ✉♥ (❡✉✐❧ ❞+✜♥✐? ❧❛ ❞✐✛+*❡♥❝❡

❞❡ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛❞♠✐((✐❜❧❡ ♣♦✉* ❝❤❛H✉❡ ❝*✐?N*❡✳ ▲♦*(H✉❡ ❧✬❛❧?❡*♥❛✲

?✐✈❡ a (✉*♣❛((❡ ❧✬❛❧?❡*♥❛?✐✈❡ b (✉* ✉♥ ❝*✐?N*❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐✛+*❡♥❝❡ ❞✬+✈❛❧✉❛?✐♦♥

❞+♣❛((❛♥? ❝❡ (❡✉✐❧✱ ✉♥ ✈❡?♦ ❡(? ♠✐( (✉* ❧✬❛((❡*?✐♦♥ a < b✱ ❝❡ H✉✐ ❡♠♣V❝❤❡ ❞❡

❝♦♥(✐❞+*❡* a ❡? b ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐✛+*❡♥?(✳

◆♦?*❡ ❤②♣♦?❤N(❡ (❡❧♦♥ ❧❛H✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣*♦♣♦*?✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛*❛❜✐❧✐?+ (❡*❛✐? ❞+✲

❝*♦✐((❛♥?❡ ❛✈❡❝ ❖❱❉ ♥✬❡(? ♣❛( (✉♣♣♦*?+❡ ♣❛* ❧❡( ❞♦♥♥+❡(✳ ▲❛ ❢*+H✉❡♥❝❡ ❛✈❡❝

❧❛H✉❡❧❧❡ ❧❡( (✉❥❡?( ❡①♣+*✐♠❡♥?❛✉① ❡①♣*✐♠❡ ✉♥❡ ✐♥❝♦♠♣❛*❛❜✐❧✐?+ ♥✬❡(? ♣❛( ❧✐+❡ ❞❡
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♠❛♥✐$%❡ '✐❣♥✐✜❝❛+✐✈❡ ❛✉ ❢❛✐+ /✉❡ ❧❡' ❞❡✉① ❛❧+❡%♥❛+✐✈❡' ❡♥ ❝♦♠♣❛%❛✐'♦♥ ❛♣♣❛%✲

+✐❡♥♥❡♥+ 6 ❧❛ ♠7♠❡ ✐'♦♣%8❢8%❡♥❝❡ ♦✉ ❞✐✛$%❡♥+ ❡♥ ✈❛❧❡✉% ❣❧♦❜❛❧❡✳ <♦✉% ❡①♣❧✐/✉❡%

❝❡ ♣❤8♥♦♠$♥❡✱ ♥♦✉' ♣%♦♣♦'♦♥' ❧✬✐❞8❡ /✉❡ ❧❡ ❝♦♥✢✐+ ❡♥+%❡ ❝%✐+$%❡' ✏❜%♦✉✐❧❧❡✑ ❧❡'

❝♦✉%❜❡' ❞✬✐'♦♣%8❢8%❡♥❝❡'✱ ❝❡ /✉✐ '✐❣♥✐✜❡ /✉❡ ❧❡' ❝♦✉%❜❡' ❞✬✐'♦♣%8❢8%❡♥❝❡' ♥❡ '♦♥+

♣❡✉+ 7+%❡ ♣❛' ✉♥ ♦❜❥❡+ ♣❡%+✐♥❡♥+ ♣♦✉% %❡♣%8'❡♥+❡% ❧❡' ♣%8❢8%❡♥❝❡' ❡♥+%❡ ❞❡' ❛❧✲

+❡%♥❛+✐✈❡' /✉✐ ❞✐✛$%❡♥+ %❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥+ '✉% ❛✉ ♠♦✐♥' ✉♥ ❝%✐+$%❡✳ ■❧ ❡'+ ❞✐✣❝✐❧❡

♣♦✉% ❧❡' ❞8❝✐❞❡✉% ❞❡ ❥✉❣❡% ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❣❧♦❜❛❧❡ %❡❧❛+✐✈❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛❧+❡%♥❛+✐✈❡'

❧♦%'/✉✬✉♥ ❝♦♥✢✐+ ♠✉❧+✐❝%✐+$%❡ 8❧❡✈8 ❡①✐'+❡ ❡♥+%❡ ❡❧❧❡'✳

❈❤❛++❡%❥❡❡ ❛♥❞ ❍❡❛+❤ ❬✶✾✾✻❪ ❛ ♠♦♥+%8 ✉♥ ❡✛❡+ ❞❡ ❧✬❛++%❛❝+✐✈✐+8 ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡'

❛❧+❡%♥❛+✐✈❡' '✉% ❧❛ ❞✐✣❝✉❧+8 ❞❡ ❧❛ ❞8❝✐'✐♦♥✳ ▲❡' ❞8❝✐'✐♦♥' ✐♠♣❧✐/✉❛♥+ ✉♥ ❝♦♥✢✐+

❛✈♦✐❞❛♥❝❡✲❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ❞❡' ❛❧+❡%♥❛+✐✈❡' +♦✉+❡' ❞❡✉① ✐♥❛++%❛❝+✐✈❡'✮ '♦♥+ ♣❧✉'

❞✐✣❝✐❧❡' /✉❡ ❧❡' ❞8❝✐'✐♦♥' ✐♠♣❧✐/✉❛♥+ ✉♥ ❝♦♥✢✐+ ❛♣♣*♦❛❝❤✲❛♣♣*♦❛❝❤ ✭✐✳❡✳ ❞❡' ❛❧✲

+❡%♥❛+✐✈❡' +♦✉+❡' ❞❡✉① ❛++%❛❝+✐✈❡'✮✳ ◆❛❣♣❛❧ ❛♥❞ ❑%✐'❤♥❛♠✉%+❤② ❬✷✵✵✽❪ ❛ ♠♦♥+%8

/✉❡ ❝❡+ ❡✛❡+ ❡'+ ❧✐8 6 ❧❛ +V❝❤❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❡+ /✉❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐$%❡ '②♠8+%✐/✉❡✱ ❞❡' ♣❛✐%❡'

❞✬❛❧+❡%♥❛+✐✈❡' ✐♥❛++%❛❝+✐✈❡' %❡♥❞❡♥+ ✉♥❡ +V❝❤❡ ❞❡ %❡❥❡+ ✭❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡' ❞❡✉①✮ ♣❧✉'

❢❛❝✐❧❡✳ ❊♥ ✉+✐❧✐'❛♥+ ✉♥❡ +V❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛%❛✐'♦♥✱ ♥♦✉' ♦❜'❡%✈♦♥' 8❣❛❧❡♠❡♥+ ✉♥

❡✛❡+ ❞❡ ❧✬❛++%❛❝+✐✈✐+8 ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡' ❛❧+❡%♥❛+✐✈❡' '✉% ❧❛ ❞✐✣❝✉❧+8 ❞❡ ❧❛ ❞8❝✐'✐♦♥ ✿

❡♥ '❡ %❡'+%❡✐❣♥❛♥+ ❛✉① ♣❛✐%❡' ❞❡ ♠7♠❡ ✈❛❧❡✉% ❣❧♦❜❛❧❡ ✭♠7♠❡ ✐'♦♣%8❢8%❡♥❝❡✮✱

♦♥ ❝♦♥'+❛+❡ /✉❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❛%❛❜✐❧✐+8 ❡'+ '✐❣♥✐✜❝❛+✐✈❡♠❡♥+ ♣❧✉' ❢%8/✉❡♥+❡ /✉❛♥❞

❧❛ ✈❛❧❡✉% ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡' ❛❧+❡%♥❛+✐✈❡' ❞✐♠✐♥✉❡ ✭F (2, 30) = 3.6✱ p = 0.04✮✳ ◆♦+%❡

❡①♣8%✐♠❡♥+❛+✐♦♥ %8♣❧✐/✉❡ ❝❡' ❡✛❡+' ♦❜'❡%✈8' ♣%8❝8❞❡♠♠❡♥+✱ ✐♥❞8♣❡♥❞❛♠♠❡♥+

❞❡ ❧✬❡✛❡+ ❞✉ ❝♦♥✢✐+ ♠✉❧+✐❝%✐+$%❡✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ +♦✉' ❧❡' +❡'+' '+❛+✐'+✐/✉❡' '✉% ❧❡' ❡✛❡+'

❞❡ ❆❙ %❡'+❡♥+ '✐❣♥✐✜❝❛+✐❢' '✐ ❧✬♦♥ '❡ %❡'+%❡✐♥+ 6 ❝❤❛/✉❡ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞✬✐'♦♣%8❢8%❡♥❝❡

✭❛++%❛❝+✐❢✱ ♥❡✉+%❡ ♦✉ ✐♥❛++%❛❝+✐❢✮✳

✺✳✹✳✷ ❙%&❛%(❣✐❡, ❈♦❣♥✐%✐✈❡, ❙♦✉,✲❥❛❝❡♥%❡, 5 ❧✬❊①♣&❡,,✐♦♥

❞❡ <&(❢(&❡♥❝❡, ■♥❝♦♠♣❧@%❡,

❆✉✲❞❡❧6 ❞❡' %8'✉❧+❛+' ♦❜'❡%✈8' ❞❛♥' ♥♦+%❡ ❡①♣8%✐♠❡♥+❛+✐♦♥✱ '✉% ❧❛ ❢❛\♦♥

❞♦♥+ ❧❡' '✉❥❡+' ❡①♣%✐♠❡♥+ ❞❡' ♣%8❢8%❡♥❝❡' ✐♥❝♦♠♣❧$+❡' ❞✉❡' ❛✉ ❝♦♥✢✐+ ♠✉❧+✐❝%✐✲

+$%❡ ❡♥+%❡ ❧❡' ❛❧+❡%♥❛+✐✈❡'✱ ✉♥❡ /✉❡'+✐♦♥ ✐♠♣♦%+❛♥+❡ ❡'+ ❧✐8❡ 6 ❧❛ ❝♦♠♣%8❤❡♥'✐♦♥

❞❡' ♣%♦❝❡''✉' ❝♦❣♥✐+✐❢' /✉✐ '♦✉'✲+❡♥❞❡♥+ ❧✬❡①♣%❡''✐♦♥ ❞❡ ♣%8❢8%❡♥❝❡'✳ ❊'+✲❝❡ /✉❡

❧❡' '+❛+8❣✐❡' ❞✐✛$%❡♥+ ❢♦%+❡♠❡♥+ '❡❧♦♥ /✉✬✉♥ %8♣♦♥'❡ ✐♥❝♦♠♣❛%❛❜❧❡ ❡'+ ❞✐'♣♦✲
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♥✐❜❧❡ ♦✉ ♣❛) ❄ ▲♦,)-✉✬✐❧) ❝♦♠♣❛,❡♥1 ❧❡) ❛❧1❡,♥❛1✐✈❡)✱ ❡)1✲❝❡ -✉❡ ❧❡) ♣❛,1✐❝✐♣❛♥1)

❡♥❣❛❣❡♥1 ♣❧✉)✐❡✉,) 16❝❤❡) ♣❛,❛❧❧8❧❡)✱ ❧✐9❡) : ❝❤❛-✉❡ ,9♣♦♥)❡ ♣♦))✐❜❧❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥

❡)1✲-✉✬✐❧) ✉1✐❧✐)❡♥1 ✉♥❡ )1,❛19❣✐❡ )9-✉❡♥1✐❡❧❧❡ ♣♦✉, ❛,,✐✈❡, : ✉♥❡ ❞9❝✐)✐♦♥ ❄ ◗✉❡❧

❡)1 ❧❡ ,=❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠91❛❝♦❣♥✐1✐♦♥ ❞❛♥) ❧❛ ,9♣♦♥)❡ : ✉♥❡ 16❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛,❛✐)♦♥ ❄

▲❡) ❞♦♥♥9❡) ,❡❝✉❡✐❧❧✐❡) ♥❡ ♣❡,♠❡11❡♥1 ♣❛) ❞✬❛❜♦✉1✐, : ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❝❧❛✐,❡

: ♣,♦♣♦) ❞❡) )1,❛19❣✐❡) ✉1✐❧✐)9❡) ♣❛, ❧❡) )✉❥❡1)✳ ▲✬❡①♣9,✐♠❡♥1❛1✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛) 919

❝♦♥A✉❡ ✐♥✐1✐❛❧❡♠❡♥1 ❛✈❡❝ ❝❡1 ♦❜❥❡❝1✐❢✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥1✱ ❧❡) ❞♦♥♥9❡) )✉, ❧❡) 1❡♠♣)

❞❡ ,9♣♦♥)❡) ,9✈8❧❡♥1 -✉❡ ❧✬❡①♣,❡))✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥1 )②♠91,✐-✉❡ ✭✐♥❞✐✛9,❡♥❝❡

♦✉ ✐♥❝♦♠♣❛,❛❜✐❧✐19✮ ♠❡11❛✐1 )✐❣♥✐✜❝❛1✐✈❡♠❡♥1 ♣❧✉) ❞❡ 1❡♠♣) -✉❡ ❧✬❡①♣,❡))✐♦♥

❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥1 ❛)②♠91,✐-✉❡ ✭♣,9❢9,❡♥❝❡ )1,✐❝1❡✮✳ ▲❡ 1❡♠♣) ❞❡ ,9♣♦♥)❡ ♠♦②❡♥

❞❡ ❣,♦✉♣❡ ♣♦✉, ❛✣,♠❡, J 91❛✐1 )✐♠✐❧❛✐,❡ ❞❛♥) ❧❡) ❣,♦✉♣❡) ■J ✭✼✳✻ )✮ ❡1 ■❘J

✭✽✳✵ )✮✳ ❉❡ ♠R♠❡✱ ❧❡) 1❡♠♣) ❞❡ ,9♣♦♥)❡ ♠♦②❡♥) ♣♦✉, ❛✣,♠❡, ■ ❞❛♥) ❧❡ ❣,♦✉♣❡

■J ✭✶✸✳✹ )✮✱ ■ ❞❛♥) ❧❡ ❣,♦✉♣❡ ■❘J ✭✶✶✳✻ )✮✱ ❡1 ❘ ✭✶✶✳✼ )✮ 91❛✐❡♥1 ❞✉ ♠R♠❡ ♦,❞,❡✳

■♥1❡,♣,91❡, ❝❡) ♦❜)❡,✈❛1✐♦♥) ♥9❝❡))✐1❡ ❞❡) ❡①♣9,✐♠❡♥1❛1✐♦♥) )✉♣♣❧9♠❡♥1❛✐,❡)✳

❈♦♠♣,❡♥❞,❡ ❧❡) ♣,♦❝❡))✉) ❝♦❣♥✐1✐❢) ♠✐) ❡♥ V✉✈,❡ ❧♦,)-✉❡ ❧❡) ♣❛,1✐❝✐♣❛♥1) ,9✲

♣♦♥❞❡♥1 : ❞❡) ❝♦♠♣❛,❛✐)♦♥) ♣❛, ♣❛✐,❡) ♣♦✉,,❛✐1 ❛♣♣♦,1❡, ❞❡) ❝♦♥♥❛✐))❛♥❝❡)

❝,✉❝✐❛❧❡) ❛✉ )✉❥❡1 ❞❡ ❧✬❡①♣,❡))✐♦♥ ❞❡ ♣,9❢9,❡♥❝❡) ✐♥❝♦♠♣❧81❡)✳

❋❛✐)♦♥) ❧✬❤②♣♦1❤8)❡ -✉✬: ❝❤❛-✉❡ ,9♣♦♥)❡ ✭■✱ ❘✱ J✮ ❡)1 ❛))♦❝✐9 ✉♥ ♣,♦❝❡))✉)

❝♦♥❞✉✐)❛♥1 : ❧✬❡①♣,❡))✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,9♣♦♥)❡ ✉♥❡ ❢♦✐) -✉❡ ❞❡) ❛,❣✉♠❡♥1) )✉✣)❛♥1)

❡♥ ❢❛✈❡✉, ❞❡ ❝❡11❡ ,9♣♦♥)❡ ♦♥1 919 ✐❞❡♥1✐✜9)✳ ❈❡ ♣,♦❝❡))✉) ♣♦✉,,❛✐1 ✐♠♣❧✐-✉❡,

✉♥ )❡✉✐❧ ❞❡ 1❡♠♣) ♦✉ ✉♥ )❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ◆♦✉) )✉❣❣9,♦♥) ❞❡✉① ♠❛♥✐8,❡)

❞✬❡♥❝❤❛Y♥❡, ❝❡) ♣,♦❝❡))✉) ❞❛♥) ❧❡ 1❡♠♣)✱ ❡♥ )9,✐❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥ ♣❛,❛❧❧8❧❡ ✭✈♦✐,

❋✐❣✉,❡ ✺✳✽ ❡1 ❋✐❣✉,❡ ✺✳✼✳

J ■

✭❛✮ ■$

❞✐'♣♦✲

♥✐❜❧❡'

J ■ ❘

✭❜✮ ■❘$

❞✐'♣♦♥✐❜❧❡'

❋✐❣✉$❡ ✺✳✼ ✕ ♠♦❞8❧❡ ♣❛,❛❧❧8❧❡ ✿ ❝❤♦✐① ❡♥1,❡ 1♦✉1❡) ❧❡) ,9♣♦♥)❡) ❛✉ ♠R♠❡

♠♦♠❡♥1

✶✸✵
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 ■

✭❛✮ ■$

❞✐'♣♦✲

♥✐❜❧❡'

 

■ ❘

✭❜✮ ■❘$

❞✐'♣♦♥✐❜❧❡'

❋✐❣✉$❡ ✺✳✽ ✕ ♠♦❞*❧❡ -./✉❡♥2✐❡❧ ✿ ❞❡✉① ❝❤♦✐① -✉❝❝❡--✐❢- ❡♥29❡ ❞❡- ❣9♦✉♣❡- ❞❡

9.♣♦♥-❡-

• ❉❛♥- ❧❡ ♣9❡♠✐❡9 2②♣❡ ❞❡ -29❛2.❣✐❡✱ ❧❡ ❞.❝✐❞❡✉9 ❝♦♥-✐❞*9❡ 2♦✉2❡- ❧❡- 9.✲

♣♦♥-❡- A ❧❛ ❢♦✐-✳ ■❧ ✉2✐❧✐-❡ ❧✬✐♥❢♦9♠❛2✐♦♥ ❝♦♠♠❡ .✈❡♥2✉❡❧❧❡♠❡♥2 ❢❛✈♦9❛❜❧❡

A 2♦✉2 ❥✉❣❡♠❡♥2✳ ❈❡❧❛ -✐❣♥✐✜❡ /✉❡ 2♦✉2❡ 9.♣♦♥-❡ ❡-2 -✉-❝❡♣2✐❜❧❡ ❞✬H29❡

❝❤♦✐-✐❡ ❡♥ ♣9❡♠✐❡9 ✭♣❛9❝❡ /✉❡ ❧❡ -❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦99❡-♣♦♥❞❛♥2 ❡-2

❛22❡✐♥2✮✳  ❛9 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❞.❝✐❞❡✉9 ♣❡✉2 ❡①♣9✐♠❡9 ✉♥❡ ✐♥❞✐✛.9❡♥❝❡✱ -❛♥-

♠H♠❡ ❛✈♦✐9 ❝♦♥-✐❞.9. ❧❛ ♣♦--✐❜✐❧✐2. /✉✬✉♥❡ ❛❧2❡9♥❛2✐✈❡ -♦✐2 ♣9.❢.9.❡✳

• ❉❛♥- ❧❡ -❡❝♦♥❞ 2②♣❡ ❞❡ -29❛2.❣✐❡✱ ❧❡ ❞.❝✐❞❡✉9 ❛ ♣♦✉9 ♣9❡♠✐❡9 ♦❜❥❡❝2✐❢

❞✬.2❛❜❧✐9 ✉♥❡ ♣9.❢.9❡♥❝❡ -29✐❝2❡✳ ■❧ ♥❡ ❝♦♥-✐❞*9❡ ❧❡- 9.♣♦♥-❡- -②♠.29✐/✉❡- ✭■

❡2 ❘✮ /✉❡ ❞❛♥- ❧❡ ❝❛- ♦L ✐❧ ♥✬❛99✐✈❡ ♣❛- A -❡ ❢♦9❣❡9 ✉♥❡ ❝♦♥✈✐❝2✐♦♥ -✉✣-❛♥2❡

❡♥ ❢❛✈❡✉9 ❞✬✉♥❡ ❛❧2❡9♥❛2✐✈❡✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐/✉❡ /✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉2 ❞.❝❧❛9❡9 ✉♥❡

✐♥❞✐✛.9❡♥❝❡ ❛✈❛♥2 ❞✬❛✈♦✐9 ❡--❛②. ❞❡ ❝❤♦✐-✐9 ✉♥❡ ❛❧2❡9♥❛2✐✈❡ ❛✉ ❞.29✐♠❡♥2

❞❡ ❧✬❛✉29❡✱ ❡2 ❞✬❛✈♦✐9 9❡♥♦♥❝. A ❝❤♦✐-✐9 ♣❛9 ♠❛♥/✉❡ ❞❡ ❝♦♥✈✐❝2✐♦♥✳

❙❡❧♦♥ ♥♦✉-✱ ✉♥❡ -29❛2.❣✐❡ -./✉❡♥2✐❡❧❧❡ ❡-2 ♣❧✉- 9.❛❧✐-2❡✱ ♣♦✉9 ❞❡✉① 9❛✐-♦♥-✳

▲❛ ♣9❡♠✐*9❡ ❡-2 ❧✐.❡ ❛✉① 2❡♠♣- ❞❡ 9.♣♦♥-❡- ♠♦②❡♥- ♦❜-❡9✈.-✳ ❙✐ ❧❛ -29❛2.❣✐❡

♣❛9❛❧❧*❧❡ .2❛✐2 ✉2✐❧✐-.❡✱ ❧✬❛❥♦✉2 ❞❡ ❧❛ 9.♣♦♥-❡ ✐♥❝♦♠♣❛9❛❜❧❡ ❞❡✈9❛✐2 9❡♥❞9❡ ❧❛

2P❝❤❡ ♣❧✉- ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡2 ❞❡✈9❛✐2 ♣❛9 ❝♦♥-./✉❡♥2 ❛✉❣♠❡♥2❡9 ❧❡ 2❡♠♣- ♠♦②❡♥

9❡/✉✐- ♣♦✉9 ❡①♣9✐♠❡9 ✉♥❡ ♣9.❢.9❡♥❝❡ -29✐❝2❡✳ ❙✐ ❝✬❡-2 ❧❛ -29❛2.❣✐❡ -./✉❡♥2✐❡❧❧❡ /✉✐

❡-2 ✉2✐❧✐-.❡✱ ❧✬❛❥♦✉2 ❞❡ ❘ ♥✬✐♠♣♦92❡ /✉❡ ♣♦✉9 ❧❛ ❞❡✉①✐*♠❡ .2❛♣❡ ✭❝❤♦✐① ❡♥29❡ ■ ❡2

❘✮ ❡2 ♥✬❛ ♣❛- ❞❡ ❝♦♥-./✉❡♥❝❡ -✉9 ❧❡ 2❡♠♣- ♠♦②❡♥ ♣♦✉9 ❡①♣9✐♠❡9  ✳ ❖9 ❧❡- 2❡♠♣-

♠♦②❡♥- ❞❛♥- ❧❡- ❣9♦✉♣❡- ■ ❡2 ■❘ ♥❡ -♦♥2 ♣❛- -✐❣♥✐✜❝❛2✐✈❡♠❡♥2 ❞✐✛.9❡♥2- ✭✼✳✻ -

✶✸✶
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❞❛♥# ❧❡ ❣'♦✉♣❡ ■, ❡- ✽✳✵ # ❞❛♥# ❧❡ ❣'♦✉♣❡ ■❘,✮✳ ▲❡ ❞❡✉①✐6♠❡ ❛'❣✉♠❡♥- ❡♥ ❢❛✈❡✉'

❞✬✉♥❡ #-'❛-;❣✐❡ #;<✉❡♥-✐❡❧❧❡ '❡♣♦#❡ #✉' ❧✬✐❞;❡ <✉✬❡♥ ♣'❛-✐<✉❡✱ ❞❛♥# ❧❛ ♠❛❥♦'✐-;

❞❡# ♣'♦❜❧6♠❡#✱ ❝♦♠♣❛'❡' ♥✬❡#- <✉✬✉♥❡ ;-❛♣❡ ❛✈❛♥- ❞❡ ❝❤♦✐#✐'✳ ❈✬❡#- ❞♦♥❝ ✉♥❡

❜♦♥♥❡ #-'❛-;❣✐❡ ❞❡ ❞;-❡❝-❡' ❛✉##✐ -C- <✉❡ ♣♦##✐❜❧❡ #✐ ✉♥❡ ❛❧-❡'♥❛-✐✈❡ ♣♦##6❞❡

✉♥ ♣'♦✜❧ ♠✉❧-✐❝'✐-6'❡ #✉✣#❛♠♠❡♥- ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥- ♣♦✉' F-'❡ ❥✉❣;❡ ♣';❢;'❛❜❧❡✳

❉✬❛✉-'❡# ❛♣♣'♦❝❤❡# ❞❡✈'❛✐❡♥- ;❣❛❧❡♠❡♥- F-'❡ ❝♦♥#✐❞;';❡# ♣♦✉' ✐♥✈❡#-✐❣✉❡'

♣❧✉# ❡♥ ❛✈❛♥- ❧❡# ♣'♦❝❡##✉# ❝♦❣♥✐-✐❢# ✐♠♣❧✐<✉;# ❞❛♥# ❧❛ ❢♦'♠✉❧❛-✐♦♥ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥-#

❞❡ ❝♦♠♣❛'❛✐#♦♥#✳ ❯♥❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ';❝❡♥-❡ ❜❛#;❡ #✉' ❧❛ -❡❝❤♥✐<✉❡ ❞✬■♠❛❣❡'✐❡ ♣❛'

❘;#♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥;-✐<✉❡ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭■❘▼❢✮ ✈✐#❡ K ;-❛❜❧✐' ✉♥❡ ❝❛'-❡ ❞✉ ❝❡'✈❡❛✉

♣❛' ❧✬✐❞❡♥-✐✜❝❛-✐♦♥ ❞❡# ❝♦'';❧❛-# ♥❡✉'♦♥❛✉① ❛##♦❝✐;# K ✉♥❡ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❝♦❣♥✐-✐✈❡

#♣;❝✐✜<✉❡✳ ❈❡--❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ❛ ❞♦♥♥; ❞❡# ';#✉❧-❛-# ❝♦♥❝❡'♥❛♥- ❧❛ ❞;❝✐#✐♦♥ ❞❛♥#

❧❡ '✐#<✉❡ ✭❇'❡✐-❡' ❡- ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪✮ ❛✐♥#✐ <✉❡ ❧❛ ❞;❝✐#✐♦♥ ♠✉❧-✐❝'✐-6'❡ ✭❩②##❡- ❡- ❛❧✳

❬✷✵✵✻❪✮✳ ,❧✉#✐❡✉'# ❡①♣;'✐♠❡♥-❛-✐♦♥# ✉-✐❧✐#❛♥- ❧✬■❘▼❢ ♦♥- ♠♦♥-'; ❧✬❛❝-✐✈❛-✐♦♥ ❞✉

❝♦'-❡① ❛♥-;'✐❡✉' ❝✐♥❣✉❧; ✭❆❈❈✮ ❞❡# #✉❥❡-# ❧♦'#<✉✬✐❧# #♦♥- ❝♦♥❢'♦♥-;# K ✉♥❡ -U❝❤❡

❝♦♥✢✐❝-✉❡❧❧❡✳ ,♦❝❤♦♥ ❡- ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ❛ ♦❜#❡'✈; ✉♥❡ -❡❧❧❡ ❛❝-✐✈❛-✐♦♥ ❧♦'# ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♣❛'❛✐#♦♥ ❡♥-'❡ ❞❡# ❛❧-❡'♥❛-✐✈❡# ❥✉❣;❡# #✉' ✉♥ ❝'✐-6'❡✱ ❧❡# ♣❛✐'❡# ❞✬❛❧-❡'♥❛-✐✈❡# ❧❡#

♣❧✉# ❝♦♥✢✐❝-✉❡❧❧❡# ❝♦''❡#♣♦♥❞❛♥- ❛✉① ❛❧-❡'♥❛-✐✈❡# ❞❡ ✈❛❧❡✉' ♣'♦❝❤❡✳ ■❧ ❛ ♠♦♥-';

<✉❡ ❧✬❛❝-✐✈❛-✐♦♥ ❛✈❛✐- ❧✐❡✉ ❧♦'# ❞❡ ❧✬;-❛♣❡ ♠F♠❡ ❞❡ ❞;❝✐#✐♦♥✱ ❡♥ ❧❛ ❞✐#-✐♥❣✉❛♥- ❞❡

❧❛ ♣❤❛#❡ ❞❡ ';♣♦♥#❡ ♠♦-❡✉'✳ ❉❡ ▼❛'-✐♥♦ ❡- ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❛ ♠♦♥-'; ✉♥❡ ❛❝-✐✈❛-✐♦♥

❞❡ ❧✬❆❈❈ <✉❛♥❞ ❧❡# #✉❥❡-# ❢♦♥- ❞❡# ❝❤♦✐① ❡♥ ❝♦♥-'❛❞✐❝-✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❞'❛❣❡ ❞❡

❧❛ ❞;❝✐#✐♦♥✳ ■❧ ✐♥-❡'♣'6-❡ ❧❡ 'C❧❡ ❞❡ ❧✬❆❈❈ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥-'C❧❛♥- ❧❡ ❝♦♥✢✐- ❡♥-'❡ ❧❛

-❡♥❞❛♥❝❡ K ';♣♦♥❞'❡ ❞❡ ♠❛♥✐6'❡ ;♠♦-✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡- ❝❡❧❧❡ K ';♣♦♥❞'❡ ❞❡ ♠❛♥✐6'❡

❛♥❛❧②-✐<✉❡ ❧♦'# ❞❡ ❝❡--❡ ❡①♣;'✐♠❡♥-❛-✐♦♥✳ ❯♥ ❞;❜❛- ❡#- -♦✉❥♦✉'# ❡♥ ❝♦✉'# K

♣'♦♣♦# ❞✉ 'C❧❡ ❞❡ ❧✬❆❈❈✱ <✉✐ #❡'❛✐- ❞❡ ❝♦♥-'C❧❡' ❧❡ ❝♦♥✢✐- ❧♦'# ❞✉ -'❛✐-❡♠❡♥- ❞❡

❧✬✐♥❢♦'♠❛-✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❣✉✐❞❡' ❧❛ ♣'✐#❡ ❞❡ ❞;❝✐#✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥-'C❧❛♥- ❧❡# ❝♦♥#;<✉❡♥❝❡#✳

▲❡# ❞♦♥♥;❡# ❡①♣;'✐♠❡♥-❛❧❡# ❛❜♦♥❞❡♥- ♣♦✉' #✉♣♣♦'-❡' ❧❡# ❞❡✉① ❤②♣♦-❤6#❡# ✭✈♦✐'

❇♦-✈✐♥✐❝❦ ❬✷✵✵✼❪✮✳ ❯♥❡ ;-✉❞❡ ♣❛' ■❘▼❢ ❞✉ ❝♦♥✢✐- ♠✉❧-✐❝'✐-6'❡ '❡#-❡ K ❡♥✈✐#❛❣❡'✳

✺✳✺ ❘❡❝♦♠♠❛♥❞❛*✐♦♥, ♣♦✉/ ❧✬2❧✐❝✐*❛*✐♦♥ ❛✉ ♠♦②❡♥

❞❡ ❝♦♠♣❛/❛✐,♦♥, ♣❛/ ♣❛✐/❡

❯♥❡ ❢♦✐# ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❝❤♦✐#✐ ♣♦✉' '❡♣';#❡♥-❡' ❧❡# ♣';❢;'❡♥❝❡# ❞✉ ❞;❝✐❞❡✉'✱ ❧✬;❧✐✲

❝✐-❛-✐♦♥ ❝♦♥#✐#-❡ K <✉❡#-✐♦♥♥❡' ❧❡ ❞;❝✐❞❡✉' ❛✜♥ ❞❡ #♣;❝✐✜❡' ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡# ♣❛✲
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 ❛♠#$ ❡& ♣ (❢( ❡♥$✐❡❧& ❞✉ ♠♦❞#❧❡✳ ▲❡ ❢❛✐$ ❞❡ ♣❛ ❛♠($ ❡ ❧❡ ♠♦❞#❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥

❞❡&  (♣♦♥&❡& ❞✉ ❞(❝✐❞❡✉ ♣❡ ♠❡$ ❞❡  ❡♣ (&❡♥$❡ ✜❞#❧❡♠❡♥$ ❧❛ ♠❛♥✐# ❡ ❞♦♥$

✐❧ ❝♦♠♣❛ ❡ ❧❡& ❛❧$❡ ♥❛$✐✈❡&✱ ❡$ ❞✬❡♥ ❞(❞✉✐ ❡ ❞❡&  ❡❝♦♠♠❛♥❞❛$✐♦♥& ♣❡ $✐♥❡♥$❡&✳

❉❡♠❛♥❞❡ ❞✐ ❡❝$❡♠❡♥$ ❛✉ ❞(❝✐❞❡✉ 8✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉ ❛&&✐❣♥❡ : ❝❤❛8✉❡ ♣❛ ❛♠#$ ❡

♣ (&❡♥$❡ ♣❧✉&✐❡✉ & ✐♥❝♦♥✈(♥✐❡♥$&✳ ▲❡ ❞(❝✐❞❡✉ ❞♦✐$ ❛✈♦✐ ✉♥❡ ❝♦♠♣ (❤❡♥&✐♦♥ ✜♥❡

❞✉ ♠♦❞#❧❡✳ ■❧ ❞♦✐$ ❝♦♠♣ ❡♥❞ ❡ 8✉❡❧❧❡& ❝♦♥&(8✉❡♥❝❡& ❞(❝♦✉❧❡♥$ ❞❡ $❡❧ ❝❤♦✐① ❞❡

✈❛❧❡✉ ✭✈♦✐ ?♦❞✐♥♦✈&❦✐ ❬✶✾✾✹❪✮✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛ $ ❞❡& ❛✉$❡✉ &  ❡❝♦♠♠❛♥❞❡♥$ ❞♦♥❝

❞✬✉$✐❧✐&❡ ❞❡& ♠($❤♦❞❡& ❞✬(❧✐❝✐$❛$✐♦♥ ✐♥❞✐ ❡❝$❡✳ ■❧ &✬❛❣✐$ ❞❡ ♠($❤♦❞❡& ❞❛♥& ❧❡&✲

8✉❡❧❧❡& ❧❛ ✈❛❧❡✉ ❞❡ $♦✉$ ♦✉ ♣❛ $✐❡ ❞❡& ♣❛ ❛♠#$ ❡& ❡&$ ✐♥❢( (❡ : ♣❛ $✐ ❞❡ ❥✉❣❡✲

♠❡♥$& ❞❡ ♣ (❢( ❡♥❝❡✳

❯♥❡ (❧✐❝✐$❛$✐♦♥ ✐♥❞✐ ❡❝$❡ ❣❛ ❛♥$✐$ 8✉❡ ❧❡& ✈❛❧❡✉ & ♣ ✐&❡& ♣❛ ❧❡& ♣❛ ❛♠#$ ❡&

♣ (❢( ❡♥$✐❡❧& &♦♥$ ❝♦❤( ❡♥$❡& ❛✈❡❝ ❧❛ &(♠❛♥$✐8✉❡ ❛&&♦❝✐(❡ : ❝❡& ♣❛ ❛♠#$ ❡& ❞❛♥&

❧❡ ♠♦❞#❧❡ ❞✬❛❣ (❣❛$✐♦♥✳ ?❛ ❡①❡♠♣❧❡✱  ❛♣♣❡❧♦♥& 8✉❡ ❞❛♥& ▼❆❱❚ ✭❑❡❡♥❡② ❛♥❞

❘❛✐✛❛ ❬✶✾✼✻❪✮✱ ❧❡ ♣♦✐❞& ❞✉ ❝ ✐$# ❡ X  ❡♣ (&❡♥$❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉ ❛&&♦❝✐( ❛✉

❢❛✐$ ❞✬❛✉❣♠❡♥$❡ X ❞❡ &❛ ✈❛❧❡✉ ❧❛ ♣❧✉& ❜❛&&❡ : ❧❛ ♣❧✉& (❧❡✈(❡✱  ❡❧❛$✐✈❡♠❡♥$ :

❧❛ ♠U♠❡ ❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ &✉ ✉♥ ❛✉$ ❡ ❝ ✐$# ❡✳ ❈❡$$❡ ❞(✜♥✐$✐♦♥ ❡&$ &♦✉✈❡♥$ ♠❛❧

❝♦♠♣ ✐&❡ ♣❛ ❧❡& ❞(❝✐❞❡✉ &✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❛$$❡&$❡ ❧❡ ♣❤(♥♦♠#♥❡ ♦❜&❡ ✈( ❞❡ ♠❛♥8✉❡

❞❡ &❡♥&✐❜✐❧✐$( : ❧✬($❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧✬(❝❤❡❧❧❡ ✭❋✐&❝❤❡ ❬✶✾✾✺❪✮✳ ❈✬❡&$ ♣♦✉ 8✉♦✐ ✉♥ ❝❡ $❛✐♥

♥♦♠❜ ❡ ❞❡ ♣ ♦❝(❞✉ ❡& ❞✬(❧✐❝✐$❛$✐♦♥ ❢♦♥$ ✐♥$❡ ✈❡♥✐ ❞❡& ❥✉❣❡♠❡♥$& : ♣ ♦♣♦& ❞❡

❧✬($❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧✬(❝❤❡❧❧❡ ❧✐(❡ : ❝❤❛8✉❡ ❝ ✐$# ❡✳ ❈❡& ♣ ♦❝(❞✉ ❡& ✉$✐❧✐&❡♥$ ❞❡& ❛❧$❡ ✲

♥❛$✐✈❡& ✜❝$✐✈❡& ♣♦&&(❞❛♥$ ❞❡& (✈❛❧✉❛$✐♦♥& ❡①$ U♠❡& &✉ ❝❡ $❛✐♥& ❝ ✐$# ❡&✳

?❛ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥& ❧❛ ♣ ♦❝(❞✉ ❡ ❞✬(❧✐❝✐$❛$✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞&  ✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤' ✭✏♣♦✐❞&

❞(❞✉✐$& ♣❛ ❜❛&❝✉❧❡♠❡♥$✑✮✱ 8✉✐ ❡&$ ✉$✐❧✐&(❡ ❞❛♥& ❧❡& ♠($❤♦❞❡& ❙▼❆❘❚ ❡$ ❙▼❆❘✲

❚❊❘ ✭♣ (&❡♥$(❡& ❞❛♥& ❊❞✇❛ ❞& ❛♥❞ ❇❛  ♦♥ ❬✶✾✾✹❪✮✱ ❧❡ ❞(❝✐❞❡✉ ❞♦✐$ ❝♦♠♣❛ ❡ 

♦✉ ❝❧❛&&❡ ❞❡& ❛❧$❡ ♥❛$✐✈❡& ✜❝$✐✈❡& ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉ ❡ (✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♣♦&&✐❜❧❡ &✉ ✉♥

❝ ✐$# ❡ ❡$ ❧❛ ♣✐ ❡ &✉ ❧❡& ❛✉$ ❡&✳ ■❧ ❡&$ (✈✐❞❡♥$ 8✉❡ ❞❡ $❡❧❧❡& $_❝❤❡& ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥$

♣ (&❡♥$❡♥$ ✉♥ ❝♦♥✢✐$ ❡♥$ ❡ ❛❧$❡ ♥❛$✐✈❡& $ #& (❧❡✈(✳ ❈✬❡&$ ❛✉&&✐ ❧❡ ❝❛& ❞❛♥& ❧❛

♠($❤♦❞❡ ♣ ♦♣♦&(❡ ♣❛ ❑❡❡♥❡② ❛♥❞ ❘❛✐✛❛ ❬✶✾✼✻❪ ♣♦✉ (❧✐❝✐$❡ ❧❡& ♣♦✐❞&✳

▲❛ ♠($❤♦❞❡ ▼❆❈❇❊❚❍✱ ♣ ♦♣♦&(❡ ♣❛ ❇❛♥❛ ❡ ❈♦&$❛ ❛♥❞ ❱❛♥&♥✐❝❦ ❬✶✾✾✹❪✱

❢❛✐$ (❣❛❧❡♠❡♥$ ✐♥$❡ ✈❡♥✐ ❞❡& ❛❧$❡ ♥❛$✐✈❡& ✜❝$✐✈❡& 8✉✐ ❞✐✛# ❡♥$ &✉ ❞❡✉① ❝ ✐$# ❡&

❛✉ ♣❧✉& ❛✜♥ ❞✬(❧✐❝✐$❡ ❞❡& ♣♦✐❞&✳ ▼❛✐& ❝❡& ❛❧$❡ ♥❛$✐✈❡& ♥❡ ♣♦&&#❞❡♥$ ♣❛& ❧✬(✈❛✲

❧✉❛$✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♦✉ ♠❛①✐♠❛❧❡ &✉ ❝❤❛8✉❡ ❝ ✐$# ❡✳ ➚ ❧❛ ♣❧❛❝❡✱ ❧❡& ♣❡ ❢♦ ♠❛♥❝❡&

&✉ ❝❤❛8✉❡ ❝ ✐$# ❡ &♦♥$ ✜①(❡& : ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡  (❢( ❡♥❝❡ ❝❤♦✐&✐ ♣❛ ❧✬❛♥❛❧②&$❡✱ ♣❛ 
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❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♥❡✉*+❡✱ ❡* ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❛**+❛❝*✐❢✳ ❈❡❧❛ ♣❡+♠❡* ❞❡ ❝♦♥*+3❧❡+ ❧❡

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✢✐* ♠✉❧*✐❝+✐*5+❡ ❡♥*+❡ ❧❡6 ❛❧*❡+♥❛*✐✈❡6 ❧♦+6 ❞❡ ❧✬8❧✐❝✐*❛*✐♦♥✳

▲❡6 +86✉❧*❛*6 ♦❜*❡♥✉6 ❧♦+6 ❞❡ ♥♦*+❡ ❡①♣8+✐♠❡♥*❛*✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐6❡♥* ; ❢♦+♠✉❧❡+

❝❡+*❛✐♥❡6 +❡❝♦♠♠❛♥❞❛*✐♦♥6 ❛✉ 6✉❥❡* ❞❡6 ♠8*❤♦❞❡6 ❞✬8❧✐❝✐*❛*✐♦♥ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡

❝♦♠♣❛+❛✐6♦♥6 ♣❛+ ♣❛✐+❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧❛ ♣+♦❝8❞✉+❡ ❞✬8❧✐❝✐*❛*✐♦♥ ♥❡ ♣❡+♠❡* ♣❛6 ❞✬❡①✲

♣+✐♠❡+ ❞❡6 ♣+8❢8+❡♥❝❡6 ✐♥❝♦♠♣❧5*❡6✱ ✐❧ ❢❛✉* ❝❤♦✐6✐+ ❧❡6 ❝♦♠♣❛+❛✐6♦♥6 ♣❛+ ♣❛✐+❡

♣+♦♣♦68❡6 ❛✉ ❞8❝✐❞❡✉+ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣+❛♥❞❡ ♣+8❝❛✉*✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛+*✐❝✉❧✐❡+✱ ❛66✐❣♥❡+ ❞❡6

❝♦♠♣❛+❛✐6♦♥6 ♣+86❡♥*❛♥* ✉♥ ❝♦♥✢✐* ♠✉❧*✐❝+✐*5+❡ 8❧❡✈8 ♣❡✉* C*+❡ ❞❛♥❣❡+❡✉① ❝❛+

❧❡6 +8♣♦♥6❡6 ✐♥❞✐✛8+❡♥❝❡ ♣♦✉++♦♥* ♣♦6❡+ ✉♥ ♣+♦❜❧5♠❡ ❞✬✐♥*❡+♣+8*❛*✐♦♥✳ ❊❧❧❡6

♣❡✉✈❡♥* 6✐❣♥✐✜❡+ F✉❡ ❧❡ ❞8❝✐❞❡✉+ ❝♦♥6✐❞5+❡ ❧❡6 ❛❧*❡+♥❛*✐✈❡6 ❝♦♠♠❡ ❛✉66✐ ❛**+❛❝✲

*✐✈❡6✱ ♠❛✐6 ❡❧❧❡6 ♣❡✉✈❡♥* ❛✉66✐ +8✈8❧❡+ F✉✬❡❧❧❡ ❛ ❞✉ ♠❛❧ ; ❧❡6 ❝♦♠♣❛+❡+✳ ❖♥ ♥❡

♣❡✉* F✉❡ ❞8❝♦♥6❡✐❧❧❡+ ❞✬✉*✐❧✐6❡+ ❧❡6 +8♣♦♥6❡6 ; ❞❡6 ❝♦♠♣❛+❛✐6♦♥6 ❛✈❡❝ ❢♦+* ❝♦♥✢✐*

♣♦✉+ ♠❡6✉+❡+ ❧❡6 ♣♦✐❞6 ❞❛♥6 ❧❡6 ♠♦❞5❧❡6 8✈♦F✉86 ♣❧✉6 ❤❛✉*✳ ❈❡**❡ +❡❝♦♠♠❛♥✲

❞❛*✐♦♥ ♥❡ 6✬❛♣♣❧✐F✉❡ ♣❛6 ❛✉① ♠8*❤♦❞❡6 ❛✉*♦+✐6❛♥* ❧✬❡①♣+❡66✐♦♥ ❞❡ ♣+8❢8+❡♥❝❡6

✐♥❝♦♠♣❧5*❡6✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡6 ❢❛✐6❛♥* ✐♥*❡+✈❡♥✐+ ✉♥ ✈❡*♦✳

❉❡❧F✉✐8 ❬✷✵✵✸❪ ♣♦✐♥*❡ 8❣❛❧❡♠❡♥* ❧❡ ❞❛♥❣❡+ ♣+86❡♥*8 ♣❛+ ✉♥ ❢♦+* ❝♦♥✢✐* ❡♥

8❧✐❝✐*❛*✐♦♥ ❞❡6 ♣+8❢8+❡♥❝❡6✳ N❧✉6 ♣+8❝✐68♠❡♥*✱ ✐❧ 6♦✉*✐❡♥* F✉❡ ❧❛ *❛✐❧❧❡ ❞✉ *+❛❞❡✲

♦✛✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ❝♦♥✢✐*✱ ❛66♦❝✐8❡ ; ✉♥❡ F✉❡6*✐♦♥ ❞✬8❧✐❝✐*❛*✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥*❡ 6❛ ❞✐✣❝✉❧*8 ✭❡*

♣❛+ ❧; ❧✬❡++❡✉+ ❞❛♥6 ❧❡ ♠❡6✉+❛❣❡ ❞❡6 ♣+8❢8+❡♥❝❡6✮ ♠❛✐6 ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥ ♠C♠❡ *❡♠♣6

❧✬❡++❡✉+ ❞❛♥6 ❧✬❡6*✐♠❛*✐♦♥ ❞✉ ♣❛+❛♠5*+❡ ❞8❝+✐✈❛♥* ❧❡6 ❝♦✉+❜❡6 ❞✬✐♥❞✐✛8+❡♥❝❡

✭♣❛+❝❡ F✉✬♦♥ ❡6*✐♠❡ ♠✐❡✉① ✉♥❡ ❝♦✉+❜❡ ; ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥*6 ♣❧✉6 ❞✐6*❛♥*6✮✳ ■❧

♣+♦♣♦6❡ ✉♥❡ ♠8*❤♦❞❡ ❛♥❛❧②*✐F✉❡ ❞♦♥* ❧❡ ❜✉* ❡6* ❞❡ ❞8*❡+♠✐♥❡+ ❧❡ ❝♦♥✢✐* ♦♣*✐♠❛❧

♣♦✉+ ✉♥❡ F✉❡6*✐♦♥ ❞✬8❧✐❝✐*❛*✐♦♥✳ ❈❡ ❝♦♥✢✐* ❡6* ❝❡❧✉✐ ♣♦✉+ ❧❡F✉❡❧ ❧❛ 6♦♠♠❡ ❞❡6

❞❡✉① ❡++❡✉+6 8✈♦F✉8❡6 ♣+8❝8❞❡♠♠❡♥* ❡6* ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

❯♥❡ ❛✉*+❡ ✐♥*❡+♣+8*❛*✐♦♥ ❞❡ ♥♦6 +86✉❧*❛*6 6❡+❛✐* F✉✬✐❧ ♥❡ ✈❛✉* ♠✐❡✉① ♣❛6

♣+❡6❝+✐+❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ✐♠♣❧✐F✉❛♥* ✉♥ ❢♦+* ❝♦♥✢✐* ❡♥ 6❡ ❜❛6❛♥* 6✉+ ✉♥ ♠♦❞5❧❡ ❝❛❧✐❜+8

; ♣❛+*✐+ ❞❡ ❝♦♠♣❛+❛✐6♦♥6 ; ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥✢✐*✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣+❡6❝+✐+❡ ❞❡6 ❞8❝✐6✐♦♥6 ;

♣+♦♣♦6 ❞✬❛❧*❡+♥❛*✐✈❡6 ❡♥ ❢♦+* ❝♦♥✢✐* ♠✉❧*✐❝+✐*5+❡✱ ♦♥ ♣❡✉* ❝♦♥6✐❞8+❡+ ❞✬8❧✐❝✐*❡+

❞❡6 *+❛❞❡✲♦✛6 ; ❝♦♥✢✐* 8❧❡✈8✱ ; ❝♦♥❞✐*✐♦♥ F✉✬✉♥❡ +8♣♦♥6❡ ✐♥❝♦♠♣❛+❛❜✐❧✐*8 6♦✐*

❞✐6♣♦♥✐❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉+6 ❞✉ ♣+♦❝❡66✉6 ❞✬8❧✐❝✐*❛*✐♦♥✳
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✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

◆♦✉# ❛✈♦♥# ♠❡♥) ✉♥❡ ❡①♣),✐♠❡♥.❛.✐♦♥ ❞❛♥# ❧❡ ❜✉. ❞✬✐♥✈❡#.✐❣✉❡, ❧✬❡①♣,❡##✐♦♥

❞❡ ♣,)❢),❡♥❝❡# ✐♥❝♦♠♣❧6.❡# ❧✐)❡# ❛✉ ❝♦♥✢✐. ♠✉❧.✐❝,✐.6,❡ ❡♥.,❡ ❞❡✉① ❛❧.❡,♥❛.✐✈❡#✳

◆♦✉# ❛✈♦♥# ♠✐# ❡♥ )✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣,♦♣♦,.✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛,❛❜✐✲

❧✐.) ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥✢✐. ❡♥.,❡ ❧❡# ❛❧.❡,♥❛.✐✈❡# ❝♦♠♣❛,)❡#✳ ❊♥ ♦✉.,❡✱ ♣❧✉#✐❡✉,# ,)#✉❧.❛.#

<✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♦❜.❡♥✉# ❛♣♣✉✐❡♥. ❧✬✐❞)❡ <✉❡ ❧❡# ♣❛,.✐❝✐♣❛♥.# ♣♦✉, ❧❡#<✉❡❧# ❧❛

,)♣♦♥#❡ ✐♥❝♦♠♣❛,❛❜❧❡ ♥✬).❛✐. ♣❛# ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡ ♦♥. ✉.✐❧✐#) ❧❛ ,)♣♦♥#❡ ✐♥❞✐✛),❡♥❝❡

♣♦✉, ❡①♣,✐♠❡, ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❛,❛❜✐❧✐.)✳ ❊♥ ♣❛,.✐❝✉❧✐❡,✱ ❧✬❡①♣,❡##✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✛),❡♥❝❡

♣♦✉, ❝❡# ♣❛,.✐❝✐♣❛♥.# ).❛✐. #✐❣♥✐✜❝❛.✐✈❡♠❡♥. ♣❧✉# ❢,)<✉❡♥.❡ ♣♦✉, ❧❡# ❝♦♠♣❛,❛✐✲

#♦♥# ♣❧✉# ❝♦♥✢✐❝.✉❡❧❧❡#✱ ❛❧♦,# <✉✬❡❧❧❡ ).❛✐. ❛✉ ❝♦♥.,❛✐,❡ #✐❣♥✐✜❝❛.✐✈❡♠❡♥. ♣❧✉#

,❛,❡ ♣♦✉, ❧✬❛✉.,❡ ❣,♦✉♣❡ ❞❡ ♣❛,.✐❝✐♣❛♥.#✳ ❆❥♦✉.♦♥# <✉❡ ❧❛ ❞✐#.,✐❜✉.✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✛)✲

,❡♥❝❡✱ <✉❛♥❞ ❧✬✐♥❝♦♠♣❛,❛❜✐❧✐.) ♥✬❡#. ♣❛# ♣❡,♠✐#❡✱ ❡#. #✐♠✐❧❛✐,❡ A ❧❛ ❞✐#.,✐❜✉.✐♦♥

❝♦♠❜✐♥)❡ ❞✬✐♥❞✐✛),❡♥❝❡ ❡. ❞✬✐♥❝♦♠♣❛,❛❜✐❧✐.) <✉❛♥❞ ❝❡..❡ ❞❡,♥✐6,❡ ❡#. ❞✐#♣♦✲

♥✐❜❧❡✳

❈❡# ,)#✉❧.❛.# ♠♦♥.,❡♥. ✉♥❡ ❢♦,♠❡ ❞✬✐♥.,❛♥#✐.✐✈✐.) ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛),❡♥❝❡ ❧❡ ❧♦♥❣

❞❡# ❝♦✉,❜❡# ❞✬✐#♦♣,)❢),❡♥❝❡✳ ❈❡..❡ ✐♥.,❛♥#✐.✐✈✐.) ❡#. ❞✉❡ A ✉♥ ♠❛♥<✉❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡

❛✉ #✉❥❡. ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛,❛✐#♦♥ ❞❡# ❛❧.❡,♥❛.✐✈❡# ❧♦,#<✉❡ ❧❡ ❝♦♥✢✐. ♠✉❧.✐❝,✐.6,❡ ❡#.

)❧❡✈)✳ ◆♦# ,)#✉❧.❛.# #✉❣❣6,❡♥. <✉❡ ❧♦,# ❞❡ ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞✬)❧✐❝✐.❛.✐♦♥ ❞❡# ♣,)❢),❡♥❝❡#✱

❡♥ ❛✐❞❡ A ❧❛ ❞)❝✐#✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉. )✈✐.❡, ❞❡ ♣,♦♣♦#❡, ❞❡# ❝♦♠♣❛,❛✐#♦♥# ♣❛, ♣❛✐,❡#

♣,)#❡♥.❛♥. ✉♥ ❝♦♥✢✐. ♠✉❧.✐❝,✐.6,❡ )❧❡✈)✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❝♦♥.,❛✐,❡✱ ✉♥❡ ❛✣,♠❛.✐♦♥

❞✬✐♥❝♦♠♣❛,❛❜✐❧✐.) ❞❡✈,❛✐. F.,❡ ✐♥❝❧✉❡ ❝♦♠♠❡ ,)♣♦♥#❡ ♣♦##✐❜❧❡ ❧♦,# ❞✉ ♣,♦❝❡#✲

#✉# ❞✬)❧✐❝✐.❛.✐♦♥✳ ❯♥❡ ,)♣♦♥#❡ ✐♥❝♦♠♣❛,❛❜✐❧✐.) ♣❡,♠❡. ❡♥ ♦✉.,❡ ❞❡ ❞).❡,♠✐♥❡,

❧❛ .❛✐❧❧❡ ❞❡# .,❛❞❡✲♦✛# <✉❡ ❧❡ ❞)❝✐❞❡✉, ❡#. ♣,F. A ,)#♦✉❞,❡✱ ❡. ❛✐♥#✐ ❞❡ ❝❛❧✐❜,❡,

❧❡ ❝♦♥✢✐. ❧♦,# ❞❡ ❧✬)❧✐❝✐.❛.✐♦♥✳ ❉❡# ❡①♣),✐♠❡♥.❛.✐♦♥# #✉♣♣❧)♠❡♥.❛✐,❡# ❞❡✈,❛✐❡♥.

F.,❡ ♠❡♥)❡# ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣,❡♥❞,❡ ❝♦♠♠❡♥. ❧❡ ❝♦♥✢✐. ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡# #.,❛.)✲

❣✐❡# ❞❡ ❞)❝✐#✐♦♥ ✐♠♣❧✐<✉)❡# ❞❛♥# ❧❛ ❝♦♠♣❛,❛✐#♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛❧.❡,♥❛.✐✈❡#✳
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❊✛❡% ❞✉ ❈♦♥✢✐% ▼✉❧%✐❝&✐%3&❡ 4✉&

❧✬❆4②♠9%&✐❡ ❞✬❆❥✉4%❡♠❡♥% ❧♦&4

❞✬✉♥ ❉♦✉❜❧❡ ▼❛%❝❤✐♥❣ ✿ ❆♥❛❧②4❡

❊①♣9&✐♠❡♥%❛❧❡
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❘!"✉♠! ✿

 ♦✉# ♠❡&✉#❡# ✉♥ (❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥&❛(✐♦♥ ❡♥(#❡ ❞❡✉① ❝#✐(/#❡&✱ ❧❛ ♠2(❤♦❞❡ ❧❛

♣❧✉& &✐♠♣❧❡ ❡( ❞✐#❡❝(❡ ❝♦♥&✐&(❡ 4 ❢❛✐#❡ ❡✛❡❝(✉❡# ✉♥ ♠❛(❝❤✐♥❣ ♣❛# ❧❡ ❞2❝✐❞❡✉#✳

 ❧✉&✐❡✉#& ♠❛(❝❤✐♥❣& &♦♥( ❡♥✈✐&❛❣❡❛❜❧❡& ♣❛# ❧✬❛♥❛❧②&(❡✱ &❡❧♦♥ =✉✬✐❧ ♣#♦♣♦&❡

❛✉ ❞2❝✐❞❡✉# ❞✬❛❥✉&(❡# ✉♥ ❝#✐(/#❡ ♦✉ ❧✬❛✉(#❡✱ ♦✉ &❡❧♦♥ =✉✬✐❧ ❧✉✐ ❧❛✐&&❡ ❛❥✉&(❡#

❧✬2✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❢❛✈♦#❛❜❧❡ ♦✉ ❞2❢❛✈♦#❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧(❡#♥❛(✐✈❡ ✭♠❛(❝❤✐♥❣ ❛✈❛♥(❛❣❡✉①

♦✉ ❞2&❛✈❛♥(❛❣❡✉①✮✳

❉❡& (#❛✈❛✉① ❡♠♣✐#✐=✉❡& ♦♥( ♣❡#♠✐& ❞✬♦❜&❡#✈❡# =✉❡ ❧❡ (❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥&❛(✐♦♥

❡①♣#✐♠2 ♣❛# ✉♥ ❞2❝✐❞❡✉# ❡&( ❛✛❡❝(2 ♣❛# ❝❡& ♣❛#❛♠/(#❡&✱ ❡♥ ❝♦♥(#❛❞✐❝(✐♦♥

❛✈❡❝ ❧❡& ♣♦&(✉❧❛(& ❞❡ ❧❛ ❞2❝✐&✐♦♥ #❛(✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡& ❝♦✉#❜❡& ❞✬✐♥❞✐✛2#❡♥❝❡ =✉❡

❧✬♦♥ ♣❡✉( ❞2❞✉✐#❡ ❞❡ ♠❛(❝❤✐♥❣& ♥❡ &♦♥( ❞♦♥❝ ♣❛& ✉♥✐=✉❡&✳ ❊♥ ♣❛#(✐❝✉❧✐❡#✱

❧❡ ❝#✐(/#❡ ❛❥✉&(2 ❡&( ❢❛✈♦#✐&2 ✭❉❡❧=✉✐2 ❬✶✾✾✸❪✮✳ ❯♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛(❝❤✐♥❣ #2✈/❧❡

❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛&②♠2(#✐❡ ❞✬❛❥✉&(❡♠❡♥(✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ❝❡((❡ ❛&②♠2(#✐❡ ❡&( ♣❧✉& ♠❛#=✉2❡

❧♦#&=✉❡ ❧❡& ❞❡✉① ♠❛(❝❤✐♥❣& &♦♥( ❞2❢❛✈♦#❛❜❧❡& =✉❡ ❧♦#&=✉✬✐❧& &♦♥( ❢❛✈♦#❛❜❧❡&

✭❲✐❧❧❡♠&❡♥ ❛♥❞ ❑❡#❡♥ ❬✷✵✵✸❪✮✳

◆♦✉& ❛✈♦♥& ❝♦♥❞✉✐( ✉♥❡ ❡①♣2#✐♠❡♥(❛(✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬♦❜&❡#✈❡#✱ ❡♥ ♣❛#❛❧❧/❧❡ ❛✉①

❞❡✉① ❡✛❡(& ♠❡♥(✐♦♥♥2& ♣#2❝2❞❡♠♠❡♥(✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐(✱ ♠❡&✉#2 ❝♦♠♠❡

❧❛ ❞✐✛2#❡♥❝❡ ❞✬2✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❡♥(#❡ ❧❡& ❞❡✉① ❛❧(❡#♥❛(✐✈❡& &✉# ❧❡ ❝#✐(/#❡ ❡♥(✐/#❡♠❡♥(

&♣2❝✐✜2✳ ▲❡& #2&✉❧(❛(& ♠♦♥(#❡♥( =✉❡ ❧❡ ❝♦♥✢✐( ❛✉❣♠❡♥(❡ ❝♦♥&✐❞2#❛❜❧❡♠❡♥(

❧✬❛&②♠2(#✐❡ ❞✬❛❥✉&(❡♠❡♥( ♣♦✉# ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛(❝❤✐♥❣ ❛✈❛♥(❛❣❡✉①✱ ❡( =✉❡ ❝❡(

❡✛❡( ❡&( ❡♥❝♦#❡ ♣❧✉& ♠❛#=✉2 ♣♦✉# ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛(❝❤✐♥❣ ❞2&❛✈❛♥(❛❣❡✉①✳ ❯♥❡

✐♥(❡#♣#2(❛(✐♦♥ ❢❛✐&❛♥( ❥♦✉❡# ❧❡ #Q❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥( ❞❡ #2❢2#❡♥❝❡ 4 ❧✬❛❧(❡#♥❛(✐✈❡✲❝✐❜❧❡

♥❡ &✉✣( ♣❛& 4 ❡①♣❧✐=✉❡# ❝❡& ❛&②♠2(#✐❡&✳ ◆♦✉& ❢♦#♠✉❧♦♥& ❞❡& #❡❝♦♠♠❛♥❞❛✲

(✐♦♥& &✉# ❧✬✉(✐❧✐&❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (T❝❤❡ ❞❡ ♠❛(❝❤✐♥❣ ♣♦✉# ♠❡&✉#❡# ❧❡& ♣#2❢2#❡♥❝❡&

❞✬✉♥ ❞2❝✐❞❡✉#✳
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▲✬❡①♣%&✐♠❡♥*❛*✐♦♥ ❞%❝&✐*❡ ❞❛♥/ ❧❛ /✉✐*❡ &%/✉❧*❡ ❞✉ *&❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡

❲❛❧✐❞ ❖✉❦❛❝❤❜✐ ❡* ♠♦✐✲♠9♠❡✳ ❏✬❛✐ ❡♥❝❛❞&% ❲❛❧✐❞ ❞✉&❛♥* /♦♥ /*❛❣❡ ❞❡ ♠❛/*❡&

&❡❝❤❡&❝❤❡ ❛✉ ❧❛❜♦&❛*♦✐&❡ ❞❡ ●%♥✐❡ ■♥❞✉/*&✐❡❧✱ ♣♦✉& ❧❡@✉❡❧ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ &%❛❧✐/%

❝❡**❡ ❡①♣%&✐♠❡♥*❛*✐♦♥✱ ❡♥ /❡ ❜❛/❛♥* /✉& ❧✬❡①♣%&✐♠❡♥*❛*✐♦♥ /✉& ❧❡/ ❝♦♠♣❛&❛✐✲

/♦♥/ ♣❛& ♣❛✐&❡ ♣&%/❡♥*%❡ ❡* ❞✐/❝✉*%❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐*&❡ ✺✳ ❲❛❧✐❞ ❖✉❦❛❝❤❜✐ ❛ ❥♦✉% ❧❡

&D❧❡ ❞✬❡①♣%&✐♠❡♥*❛*❡✉& ❞✉&❛♥* ❧❡/ /❡//✐♦♥/✳ ❈❡&*❛✐♥❡/ ✜❣✉&❡/ /♦♥* ✐//✉❡/ ❞❡ /♦♥

♠%♠♦✐&❡ ❞❡ ♠❛/*❡&✳

✻✳✶ ▲❛ ♣&♦❝)❞✉&❡ ❞❡ ♠❛.❝❤✐♥❣ ♣♦✉& )❧✐❝✐.❡& ✉♥

.❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥5❛.✐♦♥

✻✳✶✳✶ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣'♦❝0❞✉'❡

▲❡ ♠❛*❝❤✐♥❣ ❡/* ✉♥❡ *F❝❤❡ ❧❛&❣❡♠❡♥* ✉*✐❧✐/%❡ ♣♦✉& ❧✬%❧✐❝✐*❛*✐♦♥ ❞❡/ ♣&%❢%✲

&❡♥❝❡/✳ ▲♦&/ ❞✬✉♥ ♠❛*❝❤✐♥❣✱ ❧❡ ❞%❝✐❞❡✉& ❝♦♥/✐❞H&❡ ❞❡✉① ❛❧*❡&♥❛*✐✈❡/✳ ❚♦✉*❡/

❧❡/ %✈❛❧✉❛*✐♦♥/ /✉& ❧❡/ ❝&✐*H&❡/ /♦♥* ❝♦♥♥✉❡/ /❛✉❢ ✉♥❡✳ ▲❡ ❞%❝✐❞❡✉& ❡/* ✐♥✈✐*% J

✐♥❞✐@✉❡&✱ ♣♦✉& ❧✬%✈❛❧✉❛*✐♦♥ ♠❛♥@✉❛♥*❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉& @✉✐ ❧❛ &❡♥❞ ✐♥❞✐✛%&❡♥*❡ ❡♥*&❡

❧❡/ ❞❡✉① ❛❧*❡&♥❛*✐✈❡/✳ ❆✉*&❡♠❡♥* ❞✐*✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐* %✈❛❧✉❡& ❧❛ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ♥♦♥ /♣%✲

❝✐✜%❡ /✉& ✉♥ ❝&✐*H&❡ ❞❡ *❡❧❧❡ /♦&*❡ @✉❡ ❧❡/ ❞❡✉① ❛❧*❡&♥❛*✐✈❡/ ❛**❡✐❣♥❡♥* ❧❡ ♠9♠❡

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ /❛*✐/❢❛❝*✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ J /❡/ ②❡✉①✳

❉❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❜✐❝&✐*H&❡✱ ❝♦♥/✐❞%&❛♥* ❞❡✉① ❝&✐*H&❡/ ❝!✐#$!❡ ✶ ❡* ❝!✐#$!❡ ✷✱ ♦♥

♣❡✉* ♥♦*❡& ✉♥ ♠❛*❝❤✐♥❣ ❡♥*&❡ ❞❡✉① ❛❧*❡&♥❛*✐✈❡/ X ❡* Y ❞❡ ❧❛ ❢❛O♦♥ /✉✐✈❛♥*❡ ✿

X(x1, x2) I Y (y1, ?)

❉❛♥/ ❝❡**❡ *F❝❤❡ ❞❡ ♠❛*❝❤✐♥❣✱ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ Y /✉& ❧❡ ❝&✐*H&❡ ✷ *❡❧❧❡

@✉❡ ❧❡ ❞%❝✐❞❡✉& ❡/* ✐♥❞✐✛%&❡♥* ❡♥*&❡ X ❡* Y ✳ X ❡/* ❧✬❛❧*❡&♥❛*✐✈❡✲❝✐❜❧❡ ❡* Y

❧✬❛❧*❡&♥❛*✐✈❡ ❛❥✉/*%❡ ♦✉ ♠❛*❝❤%❡✳

◆♦*♦♥/ @✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ /❛*✐/❢❛❝*✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ @✉❡ ❧❡/ ❛❧*❡&♥❛*✐✈❡/ /♦♥* ❝❡♥/%❡/

❛♣♣♦&*❡& ❞❡ ♠❛♥✐H&❡ %❣❛❧❡ ❡/* ❞%❥J ✜①% ♣❛& ❧✬❛❧*❡&♥❛*✐✈❡ ❡♥*✐H&❡♠❡♥* /♣%❝✐✜%❡✱

❧✬❛❧*❡&♥❛*✐✈❡✲❝✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉/✱ ♦♥ /✉♣♣♦/❡ ❡♥ ✉*✐❧✐/❛♥* ❝❡**❡ ♣&♦❝%❞✉&❡ @✉✬✐❧ ❡①✐/*❡

✉♥❡ ✈❛❧❡✉& ♣&%❝✐/❡ ✭❡* ♥♦♥ ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉&/✮ @✉✐ &❡♥❞ ❧❡ ❞%❝✐❞❡✉& ✐♥❞✐✛%&❡♥*✳

❊♥✜♥✱ ❧✬✐♥❞✐✛%&❡♥❝❡ ❡♥*&❡ ❧❡/ ❛❧*❡&♥❛*✐✈❡/ ✐♠♣❧✐@✉❡ ✉♥❡ ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ❝❡ @✉✐
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✐♠♣♦$❡ ✉♥❡ ❝♦♥)*❛✐♥)❡ $✉* ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ✈❛❧❡✉*$ 1✉❡ ❧❡ ❞2❝✐❞❡✉* ♣❡✉) ✐♥❞✐1✉❡*

✭4 ♠♦✐♥$ 1✉❡ ❧❡ ❞2❝✐❞❡✉* $♦✐) ✐♥$❡♥$✐❜❧❡ 4 ❧❛ ❞✐✛2*❡♥❝❡ x1− y1✮✳ ❙✉♣♣♦&♦♥& (✉❡

❧❡& ❞❡✉① ❝.✐01.❡& &♦♥0 2 ♠❛①✐♠✐&❡.✱ ❡0 (✉❡ X ❡&0 ♠❡✐❧❧❡✉. (✉❡ Y &✉. ❧❡ ♣.❡♠✐❡.

❝.✐01.❡ ✿ x1 > y1✳ ❆❧♦.&✱ ❧❡ ❞8❝✐❞❡✉. ❡&0 ❝❡♥&8 ✐♥❞✐(✉❡. ✉♥❡ ✈❛❧❡✉. y2 > x2

♥8❝❡&&❛✐.❡♠❡♥0✳

▲❛ ✈❛❧❡✉. .❡❝❤❡.❝❤8❡ ❝♦..❡&♣♦♥❞ 2 ✉♥ ❛✈❛♥0❛❣❡ ❞❡ Y ✭♣❛. .❛♣♣♦.0 2 X✮ &✉.

❧❡ &❡❝♦♥❞ ❝.✐01.❡✱ (✉✐ ❞♦✐0 ❡①❛❝0❡♠❡♥0 ❝♦♠♣❡♥&❡. ❧✬❛✈❛♥0❛❣❡ ❞❡ X ✭♣❛. .❛♣♣♦.0

2 Y ✮ &✉. ❧❡ ♣.❡♠✐❡. ❝.✐01.❡✳ ❈❡00❡ 0@❝❤❡ ❡&0 &♦✉✈❡♥0 ✉0✐❧✐&8❡ ♣♦✉. ❡&0✐♠❡. ❧❡ 0❛✉①

❞❡ ❝♦♠♣❡♥&❛0✐♦♥ ❡♥0.❡ ❧❡& ❝.✐01.❡&✱ 2 ✉♥ ❡♥❞.♦✐0 ❞♦♥♥8 ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡& ❞❡✉①

8❝❤❡❧❧❡&✱ ❥✉❣8 ♥8❝❡&&❛✐.❡ ❡0 &✉✣&❛♥0 ♣❛. ❧❡ ❞8❝✐❞❡✉. ♣♦✉. ❝♦♥&❡.✈❡. ❧❡ ♠C♠❡

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ &❛0✐&❢❛❝0✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶ ✕ ❉❡✉① 0@❝❤❡& ❞❡ ♠❛0❝❤✐♥❣ ♣♦&&✐❜❧❡& ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞✉ ❝.✐01.❡

❛❥✉&08 ✭❞✬❛♣.1& ❉❡❧(✉✐8 ❬✶✾✾✸❪✮✳

✻✳✶✳✷ ❉✐✛'(❡♥+, ♠❛+❝❤✐♥❣, ♣♦,,✐❜❧❡, ♣♦✉( ✉♥ ♠7♠❡ +❛✉①

❞❡ ❝♦♠♣❡♥,❛+✐♦♥

❘❡♠❛.(✉♦♥& (✉❡ ❞❛♥& ♥♦0.❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ 8✈❛❧✉❡. y2✱ 2 y1 ✜①8✱ ❝✬❡&0 .❛✐&♦♥♥❡.

&✉. ✉♥❡ 8✈❛❧✉❛0✐♦♥ ❢❛✈♦.❛❜❧❡ 2 Y ✭❞❛♥& ❧❛ ❝♦♠♣❛.❛✐&♦♥ ♣❛. .❛♣♣♦.0 2 X✮✳

◆♦0♦♥& (✉✬♦♥ ♣❡✉0 ❡&0✐♠❡. ❧❡ ♠C♠❡ 0❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥&❛0✐♦♥ ❡♥ ✜①❛♥0 y2 ❡0 ❡♥

❞❡♠❛♥❞❛♥0 ❛✉ ❞8❝✐❞❡✉. ❞✬❛❥✉&0❡. Y &✉. ❧❡ ♣.❡♠✐❡. ❝.✐01.❡ ✭✈♦✐. ❋✐❣✉.❡ ✻✳✶✮✳
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❉❛♥# ❝❡ ❝❛#✱ ❧❡ ❞)❝✐❞❡✉, ✈❛ ,❛✐#♦♥♥❡, #✉, ✉♥❡ )✈❛❧✉❛/✐♦♥ ❞)❢❛✈♦,❛❜❧❡ 2 Y ✱ ♣❛,

,❛♣♣♦,/ 2 X✳ ❖♥ ♣❛,❧❡,❛ ❞❛♥# ❧❡ ♣,❡♠✐❡, ❝❛# ❞❡ ♠❛/❝❤✐♥❣ ✈❡,# ❧❡ ❤❛✉/ ♦✉ ❞❡

♠❛/❝❤✐♥❣ ❛✈❛♥/❛❣❡✉①✳ ❉❛♥# ❧❡ #❡❝♦♥❞ ❝❛#✱ ♦♥ ♣❛,❧❡,❛ ❞❡ ♠❛/❝❤✐♥❣ ✈❡,# ❧❡ ❜❛#

♦✉ ♠❛/❝❤✐♥❣ ❞)#❛✈❛♥/❛❣❡✉①✳ ❘❡♠❛,;✉♦♥# ❡♥✜♥ ;✉❡ ❧❡ ❝❛,❛❝/=,❡ ❛✈❛♥/❛❣❡✉① ♦✉

❞)#❛✈❛♥/❛❣❡✉① ❞✉ ♠❛/❝❤✐♥❣ ♥✬❡#/ ♣❛# ❞)♣❡♥❞❛♥/ ❞✉ ❝,✐/=,❡ )✈❛❧✉) ✿ ♦♥ ♣❡✉/

❛✉##✐ ❜✐❡♥ ❡♥✈✐#❛❣❡, ✉♥ ♠❛/❝❤✐♥❣ ❛✈❛♥/❛❣❡✉① ;✉❡ ❞)#❛✈❛♥/❛❣❡✉①✱ #✉, ❧❡ ♠@♠❡

❝,✐/=,❡ ✭✈♦✐, ✜❣✉,❡ ✻✳✷✮✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷ ✕ ▼❛/❝❤✐♥❣ ✈❡,# ❧❡ ❤❛✉/ ❡/ ✈❡,# ❧❡ ❜❛#✱ #✉, ❧❡ ❝,✐/=,❡ ✷✳

❖♥ ✈✐❡♥/ ❞❡ ❞)❝,✐,❡ ❞❡✉① ❝❛,❛❝/),✐#/✐;✉❡# ✐♥❞)♣❡♥❞❛♥/❡# ❞✬✉♥❡ /G❝❤❡ ❞❡

♠❛/❝❤✐♥❣ ✿

❧❡ ❝#✐%&#❡ '✈❛❧✉' ❡#/ ❧❡ ❝,✐/=,❡ #✉, ❧❡;✉❡❧ ❧❡ ❞)❝✐❞❡✉, ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ )✈❛❧✉❛/✐♦♥✳

❖♥ ♣❡✉/ ❛✉##✐ ❧✬❛♣♣❡❧❡, ❝,✐/=,❡ ❛❥✉#/)✱ ❡♥ ❝♦♥#✐❞),❛♥/ ;✉❡ ❧❡ ❞)❝✐❞❡✉,

❛❥✉#/❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉, #✉, ❝❡ ❝,✐/=,❡ ♣❛, ,❛♣♣♦,/ 2 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧/❡,♥❛/✐✈❡✲❝✐❜❧❡✱

♠❛✐# ❝❡//❡ ❛♣♣❡❧❧❛/✐♦♥ #✉♣♣♦#❡ ❞✬❛✈❛♥❝❡ ❧✬❡✛❡/ ❞✬❛♥❝,❛❣❡✲❛❥✉#/❡♠❡♥/ ;✉❡

❧✬♦♥ ❞)❝,✐/ ❞❛♥# ❧❛ #✉✐/❡✳ ▲❡ ❞)❝✐❞❡✉, ✈❛ ,❛✐#♦♥♥❡, ❡/ #✬❡①♣,✐♠❡, ❞❛♥#

❧✬✉♥✐/) ❞✉ ❝,✐/=,❡ ❝♦♥#✐❞),)✳

❧❛ ❞✐#❡❝%✐♦♥ ✐♥❞✐;✉❡ #✐ ❧❡ ❞)❝✐❞❡✉, ❡#/✐♠❡ ✉♥ ❛✈❛♥/❛❣❡ ♦✉ ✉♥ ❞)#❛✈❛♥/❛❣❡ ❞❡

❧✬❛❧/❡,♥❛/✐✈❡✱ ♣❛, ,❛♣♣♦,/ 2 ❧✬❛❧/❡,♥❛/✐✈❡✲❝✐❜❧❡✳ ▼❛/❝❤✐♥❣ ✈❡,# ❧❡ ❤❛✉/ ♦✉

♠❛/❝❤✐♥❣ ✉♣ ✿ ❧❡ ❞)❝✐❞❡✉, ❡#/✐♠❡ ✉♥ ❛✈❛♥/❛❣❡✳ ▼❛/❝❤✐♥❣ ✈❡,# ❧❡ ❜❛# ♦✉

♠❛/❝❤✐♥❣ ❞♦✇♥ ✿ ❧❡ ❞)❝✐❞❡✉, ❡#/✐♠❡ ✉♥ ❞)#❛✈❛♥/❛❣❡✳
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❖♥ ♥♦#❡%❛ '✉❡ ❧❛ ♣%♦❝,❞✉%❡ ❞❡ ♠❛#❝❤✐♥❣ ♣❡%♠❡# ❞✬♦❜#❡♥✐% ✉♥❡ ♣❧✉4 ❣%❛♥❞❡

'✉❛♥#✐#, ❞✬✐♥❢♦%♠❛#✐♦♥ '✉✬✉♥❡ ♣%♦❝,❞✉%❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛%❛✐4♦♥ ♣❛% ♣❛✐%❡✳ ❊♥ ❡✛❡#✱

❞✉ ♠❛#❝❤✐♥❣ ♦♥ ♣❡✉# ❞,%✐✈❡% ❞✐%❡❝#❡♠❡♥# ✉♥ #❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥4❛#✐♦♥✱ ❝❡ '✉✐

♣❡%♠❡# ❞❡ ♣%,❞✐%❡ ❞❡4 ❝❤♦✐① ✉❧#,%✐❡✉%4✱ ❛❧♦%4 '✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛%❛✐4♦♥ ♣❛% ♣❛✐%❡

♥❡ ❞♦♥♥❡ '✉✬✉♥❡ ❜♦%♥❡ ✐♥❢,%✐❡✉%❡ ♦✉ 4✉♣,%✐❡✉%❡ 4✉% ❧❡ #❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥4❛#✐♦♥

✐♠♣❧✐❝✐#❡♠❡♥# ✉#✐❧✐4, ♣❛% ❧❡ ❞,❝✐❞❡✉%✳

❉❛♥4 ❧❡ ♣❛%❛❣%❛♣❤❡ '✉✐ 4✉✐#✱ ♦♥ ✈❛ ❞,✜♥✐% ✉♥❡ #%♦✐4✐>♠❡ ❝❛%❛❝#,%✐4#✐'✉❡

❞✬✉♥❡ ♣%♦❝,❞✉%❡ ❞❡ ♠❛#❝❤✐♥❣✱ ✐♥❞,♣❡♥❞❛♥#❡ ❞❡4 ❞❡✉① ♣%❡♠✐>%❡4✳ ❙✉♣♣♦4♦♥4

'✉❡ ❧❡ ❞,❝✐❞❡✉% %❛✐4♦♥♥❡ ❡♥ ✉#✐❧✐4❛♥# ✉♥ ♣♦✐♥# ❞❡ %,❢,%❡♥❝❡✳ ■❧ ♣❡✉# 4✬❛❣✐% ❞✬✉♥❡

❛❧#❡%♥❛#✐✈❡ '✉❡ ❧❡ ❞,❝✐❞❡✉% ♣♦44>❞❡ ❞,❥B✱ ❞✬✉♥ ❛%❝❤,#②♣❡ ❞✬❛❧#❡%♥❛#✐✈❡ ❞,✜♥✐4✲

4❛♥# ❞❡4 ,✈❛❧✉❛#✐♦♥4 4#❛♥❞❛%❞4✱ ❡#❝✳ ❉❛♥4 ❝❡ ❝❛4✱ ♦♥ ♣❡✉# ❞,✜♥✐% ✿

❧❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝%✐#>%❡ ✐♥❞✐'✉❡ ❧❛ ♣♦4✐#✐♦♥ %❡❧❛#✐✈❡ ❞❡4 ,✈❛❧✉❛#✐♦♥4 ❞❡4 ❞❡✉①

❛❧#❡%♥❛#✐✈❡4 4✉% ❝❡ ❝%✐#>%❡ ♣❛% %❛♣♣♦%# B ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥# ❞❡ %,❢,%❡♥❝❡✳

▲❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝%✐#>%❡ ❡4# ✿

• ♣♦4✐#✐✈❡ 4✐ ❧❡4 ❞❡✉① ❛❧#❡%♥❛#✐✈❡4 ♦♥# ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉%❡ ,✈❛❧✉❛#✐♦♥ '✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥#

❞❡ %,❢,%❡♥❝❡ 4✉% ❧❡ ❝%✐#>%❡✱

• ♥,❣❛#✐✈❡ 4✐ ❧❡4 ❞❡✉① ❛❧#❡%♥❛#✐✈❡4 ♦♥# ✉♥❡ ,✈❛❧✉❛#✐♦♥ ✐♥❢,%✐❡✉%❡ B ❝❡❧❧❡ ❞✉

♣♦✐♥# ❞❡ %,❢,%❡♥❝❡ 4✉% ❧❡ ❝%✐#>%❡✱

• ♠✐①#❡ 4✐✱ 4✉% ❝❡ ❝%✐#>%❡✱ ✉♥❡ ❛❧#❡%♥❛#✐✈❡ ♣♦44>❞❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉%❡ ,✈❛❧✉❛#✐♦♥

'✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥# ❞❡ %,❢,%❡♥❝❡✱ ❛❧♦%4 '✉❡ ❧✬❛✉#%❡ ❛❧#❡%♥❛#✐✈❡ ♣♦44>❞❡ ✉♥❡

,✈❛❧✉❛#✐♦♥ ✐♥❢,%✐❡✉%❡ B ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥# ❞❡ %,❢,%❡♥❝❡✳

❙✉% ❧❛ ❋✐❣✉%❡ ✻✳✸ ❡# ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✱ #%♦✐4 ❡①❡♠♣❧❡4 ❞❡ 4✐#✉❛#✐♦♥4 4♦♥# ♣%,✲

4❡♥#,❡4✳ ◆♦#♦♥4 '✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉# ✐♠❛❣✐♥❡% ❞✬❛✉#%❡4 ❝❛4✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝%✐#>%❡ ♠✐①#❡ ❡#

❧✬❛✉#%❡ ♣♦4✐#✐❢ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉# ❞,✜♥✐%

❧❡ ❝♦♥✢✐) ❧♦%4 ❞✬✉♥ ♠❛#❝❤✐♥❣ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛,%❡♥❝❡ ❞✬,✈❛❧✉❛#✐♦♥ ❡♥#%❡ ❧❡4 ❞❡✉①

❛❧#❡%♥❛#✐✈❡4✱ 4✉% ❧❡ ❝%✐#>%❡ ♦M ❧❡4 ❞❡✉① ,✈❛❧✉❛#✐♦♥4 4♦♥# ✜①,❡4✳
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✸ ✕ ❚%♦✐( ❡①❡♠♣❧❡( ❞❡ ♣♦✐♥0( ❞❡ %1❢1%❡♥❝❡ ❧♦%( ❞✬✉♥ ♠❛0❝❤✐♥❣✳

❆ ❧❛ ❙❡❝0✐♦♥ ✸✳✸✱ ♦♥ ❛ ❞1✜♥✐ ❧✬✐♥0❡♥(✐01 ❞✉ ❝♦♥✢✐0 ❜✐❝%✐0?%❡ ❡♥0%❡ ❞❡✉① ❛❧0❡%♥❛✲

0✐✈❡( ❧♦%( ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛%❛✐(♦♥ ✭0C❝❤❡ ♦D 0♦✉0❡( ❧❡( 1✈❛❧✉❛0✐♦♥( (♦♥0 (♣1❝✐✜1❡(✮✳

❖♥ ❛ ❛❧♦%( ✐❞❡♥0✐✜1 ❞❡✉① ❝♦♠♣♦(❛♥0❡(✱ G✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉0 %❡(♣❡❝0✐✈❡♠❡♥0 G✉❛❧✐✜❡%

❞✬♦❜❥❡❝0✐✈❡ ❡0 (✉❜❥❡❝0✐✈❡ ✿ ❧❛ ❞✐✛1%❡♥❝❡ ❞✬1✈❛❧✉❛0✐♦♥ (✉% ❧❡( ❞❡✉① ❝%✐0?%❡( ✭❛!✲

!#✐❜✉!❡ (♣#❡❛❞ ✮ ❡0 ❧❛ ❞✐✛1%❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉% ❣❧♦❜❛❧❡ ✭♦✈❡#❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡#❡♥❝❡✮✳ ❖♥

❛ ✈✉ 1❣❛❧❡♠❡♥0 G✉❡✱ K ❖❱❉ ✜①1✱ ❧❛ ❞✐✛1%❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉% (✉% ✉♥ (❡✉❧ ❞❡( ❞❡✉①

❝%✐0?%❡( (✉✣0 ❝♦♠♠❡ ♣%♦①② ♣♦✉% ❧✬❛00%✐❜✉0❡ (♣%❡❛❞✳ ❉❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞✉ ♠❛0❝❤✐♥❣✱

❧✬♦✈❡%❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛( ❞❡ (❡♥( ❝❛% (❡✉❧❡ ✉♥❡ ❛❧0❡%♥❛0✐✈❡ ❞1✜♥✐0 ✉♥

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧❡✉% ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉(✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉0 ♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♠♣0❡ ❞❡ ❞✐✛1%❡♥❝❡

(✉% ❧❡( ❞❡✉① ❝%✐0?%❡( ♣✉✐(G✉❡ ✉♥❡ (❡✉❧❡ 1✈❛❧✉❛0✐♦♥ ❡(0 ❞✐(♣♦♥✐❜❧❡ (✉% ❧✬✉♥ ❞❡(

❞❡✉① ❝%✐0?%❡(✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬♦❜❥❡❝0✐❢ ♣♦✉% ❧❡ ❞1❝✐❞❡✉% ❡(0 ❞✬1❣❛❧✐(❡% ❧❡( ❞❡✉① ❛❧0❡%✲

♥❛0✐✈❡( ❞✉%❛♥0 ✉♥❡ 0C❝❤❡ ❞❡ ♠❛0❝❤✐♥❣✱ ✐❧ ❡(0 ❧1❣✐0✐♠❡ ❞✬✉0✐❧✐(❡% ❧❛ ❞✐✛1%❡♥❝❡

❞✬1✈❛❧✉❛0✐♦♥ (✉% ❧❡ ❝%✐0?%❡ (♣1❝✐✜1 ♣♦✉% ❧❡( ❞❡✉① ❛❧0❡%♥❛0✐✈❡( ❝♦♠♠❡ ♠❡(✉%❡ ❞❡

❧✬✐♥0❡♥(✐01 ❞✉ ❝♦♥✢✐0✳ ❊♥ ❡✛❡0✱ ❧❛ 0❛✐❧❧❡ ❞✉ 0%❛❞❡✲♦✛ G✉❡ ❧❡ ❞1❝✐❞❡✉% ❞♦✐0 (♣1❝✐✜❡%

❞1♣❡♥❞ ❞✐%❡❝0❡♠❡♥0 ❞❡ ❝❡00❡ ✉♥✐G✉❡ ❞✐✛1%❡♥❝❡✳ ❈♦♥0%❛✐%❡♠❡♥0 K ❧✬❡①♣1%✐♠❡♥0❛✲

0✐♦♥ ❞1❝%✐0❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐0%❡ ✺✱ ♦♥ ❛ ✉0✐❧✐(1 ♥♦♥ ♣❛( ❧❛ ❞✐✛1%❡♥❝❡ ❞✬1✈❛❧✉❛0✐♦♥ ❜%✉0❡

♠❛✐( ❧❛ ❞✐✛1%❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ♣❛( (✉% ✉♥❡ 1❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♣%1❢1%❡♥❝❡ ♠♦♥♦❝%✐0?%❡
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❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ ▲❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛-✉❡ ❝/✐12/❡ ✈❛/✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥1 ❞❡

/6❢6/❡♥❝❡ ✉1✐❧✐76 ♣❛/ ❧❡ ❞6❝✐❞❡✉/✳

❱❛❧❡♥❝❡

9♦✐♥1 ❞❡

/6❢6/❡♥❝❡

❈/✐12/❡ ✶ ❈/✐12/❡ ✷

R1 ♥❡❣✳ ♥❡❣✳

R2 ♣♦7✳ ♣♦7✳

R3 ♠✐①1❡ ♠✐①1❡

❞❛♥7 ❧✬❡①♣6/✐♠❡♥1❛1✐♦♥ ♣/67❡♥16❡ ❞❛♥7 ❧❛ 7✉✐1❡✳ ▲❛ ❢❛@♦♥ ❞♦♥1 ♥♦✉7 ❛✈♦♥7 ♠❡✲

7✉/6 ❧❡ ❝♦♥✢✐1 ♣♦✉/ ❧✬❡①♣6/✐♠❡♥1❛1✐♦♥ ❞6❝/✐1❡ ❞❛♥7 ❝❡ ❝❤❛♣✐1/❡ ❡71 ❞6❝/✐1❡ ❡♥

❞61❛✐❧ C ❧❛ ❙♦✉7✲7❡❝1✐♦♥ ✻✳✹✳✶✳

❉❛♥7 ❧❛ 7❡❝1✐♦♥ 7✉✐✈❛♥1❡✱ ♦♥ ✐♥1/♦❞✉✐1 ❧❛ ♣/♦❝6❞✉/❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛1❝❤✐♥❣✱

✉1✐❧✐76❡ ♣♦✉/ ❡①❛♠✐♥❡/ ❧❛ /6✈❡/7✐❜✐❧✐16 ❞✉ ♠❛1❝❤✐♥❣✳ ❖♥ ❞6❝/✐1 ❝❡/1❛✐♥7 ❡✛❡17

❞✬❛7②♠61/✐❡ /❡♣♦/167 ❞❛♥7 ❧❛ ❧✐116/❛1✉/❡✱ -✉❡ ❧✬♦♥ 7❡ ♣/♦♣♦7❡ ❞✬61✉❞✐❡/ ❡♥ ❝♦♥1/L✲

❧❛♥1 ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✢✐1 ♠✉❧1✐❝/✐12/❡✳

✻✳✷ ❆$②♠'()✐❡ ❞✬❛❥✉$(❡♠❡♥( ❧♦)$ ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛(✲

❝❤✐♥❣

✻✳✷✳✶ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣(♦❝1❞✉(❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛+❝❤✐♥❣

▲❛ ♣/♦❝6❞✉/❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛1❝❤✐♥❣✱ ♦✉ ❜✐♠❛1❝❤✐♥❣✱ ❡71 ❝♦♠♣♦76❡ ❞❡ ❞❡✉①

♠❛1❝❤✐♥❣7 ❝♦♥76❝✉1✐❢7 ✿ ✉♥ ♣/❡♠✐❡/ ♠❛1❝❤✐♥❣ -✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡/❛ ♠❛1❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡/

❞❛♥7 ❧❛ 7✉✐1❡✱ ❡1 ✉♥ ❞❡✉①✐2♠❡ -✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡/❛ ♠❛1❝❤✐♥❣ /❡1♦✉/✳ ▲❡ ♠❛1❝❤✐♥❣

/❡1♦✉/ ❡71 ✉♥ ♠❛1❝❤✐♥❣ /6❝✐♣/♦-✉❡ ❞✉ ♠❛1❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡/✳ ▲✬6✈❛❧✉❛1✐♦♥ ♦❜1❡♥✉❡ ❡♥

/6♣♦♥7❡ ❛✉ ♠❛1❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡/ ❡71 ✉1✐❧✐76❡ ❝♦♠♠❡ 71✐♠✉❧✉7 ❧♦/7 ❞✉ ♠❛1❝❤✐♥❣ /❡1♦✉/✳

❊♥ ❞✬❛✉1/❡7 1❡/♠❡7✱ ❧✬❛❧1❡/♥❛1✐✈❡ ❛❥✉716❡ ❧♦/7 ❞✉ ♣/❡♠✐❡/ ♠❛1❝❤✐♥❣ ❡71 ♣/♦♣♦✲

76❡ ❝♦♠♠❡ ❛❧1❡/♥❛1✐✈❡✲❝✐❜❧❡ ❧♦/7 ❞✉ 7❡❝♦♥❞ ♠❛1❝❤✐♥❣✳ ▲❛ /6♣♦♥7❡ ❛✉ ♣/❡♠✐❡/

♠❛1❝❤✐♥❣ ❡71 ❝♦♠♣/✐7❡ ❞❛♥7 ❧❡7 ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡7 ❞❡ ❧✬❛❧1❡/♥❛1✐✈❡✲❝✐❜❧❡ ♣/♦♣♦76❡ ❛✉

7❡❝♦♥❞ ♠❛1❝❤✐♥❣✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡/7❡✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡7 ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡7 ❞❡ ❧✬❛❧1❡/♥❛1✐✈❡✲❝✐❜❧❡ ❞✉
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♣!❡♠✐❡! ♠❛&❝❤✐♥❣ ♥✬❡,& ♣❧✉, ,♣/❝✐✜/❡✱ ❡& ❞♦✐& 4&!❡ ❛❥✉,&/❡ ♣❛! ❧❡ ❞/❝✐❞❡✉!✳ ❯♥

❡①❡♠♣❧❡ ❡,& ♣!/,❡♥&/ ❞❛♥, ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷✳

❘❛♥❣ ❆❧&❡!♥❛&✐✈❡ X ❆❧&❡!♥❛&✐✈❡ Y ❘/♣♦♥,❡

✶ ✭♠❛&❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡!✮ ✭x1✱ x2✮ ✭y1✱ ❄✮ y2

✷ ✭♠❛&❝❤✐♥❣ !❡&♦✉!✮ ✭x1✱ ❄✮ ✭y1✱ y2✮ x2

❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛&❝❤✐♥❣✳

▲✬✐♥✈❛!✐❛♥❝❡ ♣!♦❝/❞✉!❛❧❡✱ F✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣!/,❡♥&/❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐&!❡ ✷✱ ♣♦,&✉❧❡ F✉❡

❧❡ &❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥,❛&✐♦♥ ♠❡,✉!/ ❧♦!, ❞✬✉♥❡ &G❝❤❡ ❞❡ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❞❡✈!❛✐& 4&!❡ ❧❡

♠4♠❡ ❧♦!, ❞❡, ❞❡✉① /&❛♣❡,✳ ❊♥ ❝♦♥,/F✉❡♥❝❡✱ ❧❛ !/♣♦♥,❡ ♦❜&❡♥✉❡ ❞✉!❛♥& ❧❡ ♠❛&✲

❝❤✐♥❣ !❡&♦✉! ✭x2 ❞❛♥, ❧✬❡①❡♠♣❧❡✮ ❞❡✈!❛✐& 4&!❡ /❣❛❧❡ J ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❝♦!!❡,♣♦♥❞❛♥&❡

♣!/,❡♥&/❡ ❝♦♠♠❡ ,&✐♠✉❧✉, ❧♦!, ❞✉ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡! ✭x2✮✳ ❈✬❡,& ♣♦✉!F✉♦✐ ✐❧ ❡,& ✐♥✲

&/!❡,,❛♥& ❞✬❡①❛♠✐♥❡! ,✐ ❧❛ ❞✐✛/!❡♥❝❡ δ = x2−x2 ❡,& ,♦✉✈❡♥& ♥✉❧❧❡ ♦✉ ♣!♦❝❤❡ ❞❡

③/!♦✳ ❉❛♥, ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥/ ,✉! ❧❛ ❋✐❣✉!❡ ✻✳✹✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉! δ !❡♣!/,❡♥&❡ ❧❛ F✉❛♥&✐&/

❞❡ ,♦✉,✲❛❥✉,&❡♠❡♥& ❡✛❡❝&✉/ ♣❛! ❧❡ ❞/❝✐❞❡✉!✳ ▲✬/✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❞❡ X ,✉! ❧❡ ❝!✐&Q!❡ ✷

F✉✬✐❧ ❛ ❡,&✐♠/❡ ❞✉!❛♥& ❧❡ ♠❛&❝❤✐♥❣ !❡&♦✉! ❡,& ♠♦✐♥, ❞/,❛✈❛♥&❛❣❡✉,❡ F✉❡ ❝❡❧❧❡

❝♦!!❡,♣♦♥❞❛♥& ❛✉ &❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥,❛&✐♦♥ /❧✐❝✐&/ ❞✉!❛♥& ❧❡ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡!✳ ❈✬❡,&

✉♥ ,♦✉,✲❛❥✉,&❡♠❡♥& ❞❛♥, ❧❡ ,❡♥, ♦R x2 ❡,& ♣❧✉, ♣!♦❝❤❡ ❞❡ y2 F✉❡ ♥❡ ❧✬❡,& x2✳ δ

❡,& ✉♥❡ F✉❛♥&✐&/ ❛❧❣/❜!✐F✉❡✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉! ♥/❣❛&✐✈❡ ❞❡ δ ✐♥❞✐F✉❡!❛✐& ❛✉ ❝♦♥&!❛✐!❡

✉♥ ,✉!✲❛❥✉,&❡♠❡♥&✳

▲❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❛ /&/ ♣!♦♣♦,/ ♣❛! ❍❡!,❤❡② ❛♥❞ ❙❝❤♦❡♠❛❦❡! ❬✶✾✽✺❪ ♣♦✉!

❡①❛♠✐♥❡! ❧❛ ✈❛!✐❛♥❝❡ ♣!♦❝/❞✉!❛❧❡ ❞❛♥, ✉♥ ❝♦♥&❡①&❡ ❞❡ ❞/❝✐,✐♦♥ !✐,F✉/❡✳ ■❧, ♦♥&

❝♦♠♣❛!/ ❞❡✉① ♠♦❞❡, ❞❡ !/♣♦♥,❡ ❧♦!, ❞❡ ❧✬/❧✐❝✐&❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&/

♣♦✉! ❧❛ ❞/❝✐,✐♦♥ ❞❛♥, ❧❡ !✐,F✉❡ ✿ ,♣/❝✐✜❡! ❧✬/F✉✐✈❛❧❡♥& ❝❡!&❛✐♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦&❡!✐❡ ♦✉

,♣/❝✐✜❡! ❧❛ ♣!♦❜❛❜✐❧✐&/ ❞❡ ❣❛✐♥ ♣♦✉! ✉♥❡ ❧♦&❡!✐❡ /F✉✐✈❛❧❡♥&❡✳ ❉❡❧F✉✐/ ❬✶✾✾✸❪ ❡&

❉❡❧F✉✐/ ❬✶✾✾✼❪ ❧✬❛ ❛❞❛♣&/❡ ❛✉ ❝♦♥&❡①&❡ ❝❡!&❛✐♥ ♠✉❧&✐❝!✐&Q!❡✳

➱&❛♥& ❞♦♥♥/❡ ❧❛ ❞/✜♥✐&✐♦♥ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❡& ❧❡, ❝❛!❛❝&/!✐,&✐F✉❡, ❞/✲

✜♥✐,,❛♥& ✉♥ ♠❛&❝❤✐♥❣ ,✐♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ♠✉❧&✐&✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐,♦♥, ,♦♥& ♣♦,,✐❜❧❡,

✭♠❛✐, ♣❛, &♦✉&❡,✮ ♣♦✉! ❧❡ ❝!✐&Q!❡ ❛❥✉,&/✱ ❧❛ ❞✐!❡❝&✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡♥❝❡ J ❝❤❛F✉❡ /&❛♣❡✳

❊♥ ♣❛!&✐❝✉❧✐❡!✱ ♦♥ ♣❡✉& ❞/✜♥✐! ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛&❝❤✐♥❣ F✉✐ ,♦✐& ❛✈❛♥&❛❣❡✉① ✭✐✳❡✳

✈❡!, ❧❡ ❤❛✉&✮ ❛✉① ❞❡✉① /&❛♣❡,✱ ♠❛✐, ❝❡❧❛ ✐♠♣♦,❡ F✉❡ ❧❡ ❝!✐&Q!❡ ❛❥✉,&/ ✈❛!✐❡ ❡♥&!❡
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δ > 0

matching retour

matching aller

X

Y

x1y1

x2

x2

y2

critère 1

critère 2

❋✐❣✉$❡ ✻✳✹ ✕ ❉♦✉❜❧❡ ♠❛,❝❤✐♥❣ ✭❝3✐,43❡ ✷✲✉♣✱ ❝3✐,43❡ ✷✲❞♦✇♥✮✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✺ ✕ ▼❛,❝❤✐♥❣ ❯♣✴❉♦✇♥✱ δ @✉3 ❧❡ ❝3✐,43❡ ✶✳

❧❡@ ❞❡✉①✳ ▲❡@ ❤✉✐, ❞♦✉❜❧❡ ♠❛,❝❤✐♥❣@ ♣♦@@✐❜❧❡@ ❡♥ ❢❛✐@❛♥, ✈❛3✐❡3 ❝3✐,43❡ ❛❥✉@,G

❡, ❞✐3❡❝,✐♦♥ @♦♥, 3❡♣3G@❡♥,G@ @✉3 ❧❡@ ❋✐❣✉3❡@ ✻✳✺ I ✻✳✶✷✳

✻✳✷✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡) ❞❡ ❧❛ ❞✐.❡❝/✐♦♥ ❡/ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡♥❝❡ )✉. ❧❡)

❛❥✉)/❡♠❡♥/)

J❧✉@✐❡✉3@ ,3❛✈❛✉① ❡♠♣✐3✐K✉❡@ ♠♦♥,3❡♥, K✉❡ ❧❡ ,❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥@❛,✐♦♥ G❧✐❝✐,G

❧♦3@ ❞✬✉♥ ♠❛,❝❤✐♥❣ ❜✐❝3✐,43❡ ❞✐✛43❡ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✉ ❝3✐,43❡ ❛❥✉@,G ✭❋✐@❝❤❡3 ❛♥❞

❍❛✇❦✐♥@ ❬✶✾✾✸❪✱ ❙❧♦✈✐❝ ❡, ❛❧✳ ❬✶✾✾✵❪✮✳ ❯,✐❧✐@❛♥, ❞❡@ ❡①♣G3✐♠❡♥,❛,✐♦♥@ ✐♠♣❧✐K✉❛♥,

❞✉ 3✐@K✉❡ ✭❧♦,❡3✐❡@✮ ❡, ❞❡@ ❡①♣G3✐♠❡♥,❛,✐♦♥@ ❛✈❡❝ ❞❡@ ❛❧,❡3♥❛,✐✈❡@ ❝❡3,❛✐♥❡@✱
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✻ ✕ ▼❛%❝❤✐♥❣ ❯♣✴❉♦✇♥✱ δ 2✉4 ❧❡ ❝4✐%74❡ ✷✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✼ ✕ ▼❛%❝❤✐♥❣ ❯♣✴❯♣✱ δ 2✉4 ❧❡ ❝4✐%74❡ ✶✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✽ ✕ ▼❛%❝❤✐♥❣ ❯♣✴❯♣✱ δ 2✉4 ❧❡ ❝4✐%74❡ ✷✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✾ ✕ ▼❛%❝❤✐♥❣ ❉♦✇♥✴❉♦✇♥✱ δ 2✉4 ❧❡ ❝4✐%74❡ ✷✳

✶✹✼
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✵ ✕ ▼❛'❝❤✐♥❣ ❉♦✇♥✴❯♣✱ δ 4✉6 ❧❡ ❝6✐'96❡ ✶✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✶ ✕ ▼❛'❝❤✐♥❣ ❉♦✇♥✴❉♦✇♥✱ δ 4✉6 ❧❡ ❝6✐'96❡ ✶✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✷ ✕ ♠❛'❝❤✐♥❣ ❉♦✇♥✴❯♣✱ δ 4✉6 ❧❡ ❝6✐'96❡ ✷✳

❉❡❧<✉✐= ❬✶✾✾✸❪ ♦❜4❡6✈❡ ❞❡4 4♦✉4✲❛❥✉4'❡♠❡♥'4 4②4'=♠❛'✐<✉❡4 ❧♦64 ❞✉ ♠❛'❝❤✐♥❣

6❡'♦✉6✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉6 ❡4'✐♠=❡ ❡4' ❝♦♠♣6✐4❡ ❡♥'6❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉6 ❜❡♥❝❤♠❛6❦ ✭✈❛❧❡✉6 ❝♦❤=✲

6❡♥'❡✮ ❡' ❧❛ ✈❛❧❡✉6 ❝✐❜❧❡ ✭✈❛❧❡✉6 ❞❡ ❧✬❛❧'❡6♥❛'✐✈❡ ❡♥'✐96❡♠❡♥' 4♣=❝✐✜=❡✮✱ ❝♦♠♠❡

4✉6 ❧❛ ❋✐❣✉6❡ ✻✳✹✳ ■❧ ✐♥'❡6♣69'❡ ❝❡''❡ ♦❜4❡6✈❛'✐♦♥ ❡♥ '❡6♠❡4 ❞✬❡✛❡' ❞❡ ❝♦♠♣❛'✐❜✐✲

❧✐'= ✿ ❧❡ ❝6✐'96❡ ❛❥✉4'= S ❝❤❛<✉❡ ='❛♣❡ ❡4' ❢❛✈♦6✐4= ♣❛6 ❧❡4 4✉❥❡'4 ❡①♣=6✐♠❡♥'❛✉①✱

6❡❧❛'✐✈❡♠❡♥' S ❧✬❛✉'6❡ ❝6✐'96❡✳ ❈❡' ❡✛❡' ✐♠♣❧✐<✉❡ <✉❡ ❧❡4 ❝♦✉6❜❡4 ❞✬✐♥❞✐✛=6❡♥❝❡

❞=❞✉✐'❡4 ❞❡ ♠❛'❝❤✐♥❣4 4✉6 ❧❡ ❝6✐'96❡ Y 4♦♥' ♣❧✉4 ♣❡♥'✉❡4 <✉❡ ❝❡❧❧❡4 ❞=❞✉✐'❡4 ❞❡

♠❛'❝❤✐♥❣4 4✉6 ❧❡ ❝6✐'96❡ X✳

✶✹✽
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♠❛"❝❤✐♥❣ ✈❡*+ ❧❡ ❜❛+ ♠❛"❝❤✐♥❣ ✈❡*+ ❧❡ ❤❛✉"

❈*✐"0*❡ X Y X Y

✈✐"❡++❡ ✭♣❛❣❡+✴♠✐♥✳✮ ✼ ✶✵ ✼ ✶✵

♣*✐① ✭❡✉*♦+✮ ✶✶ y2 ❄ x2 ❄ ✶✹

❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ✕ ▼❛"❝❤✐♥❣ ❛✈❛♥"❛❣❡✉① ♦✉ ❞B+❛✈❛♥"❛❣❡✉① ♣♦✉* ❡+"✐♠❡* ❧❡ ♠C♠❡

"❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥+❛"✐♦♥✳

■❧ ❢❛✉" *❡♠❛*F✉❡* F✉❡ ❧❡+ ❡✛❡"+ ♦❜+❡*✈B+ ❧♦*+ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛"❝❤✐♥❣+ +❡ +✐"✉❡♥"

H ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♣❧✉+ ✜♥ ❡♥❝♦*❡ F✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛*✐❛♥❝❡ ♣*♦❝B❞✉*❛❧❡ ❞✐+❝✉"B❡ H ❧❛

❙❡❝"✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ✿ ❡♥ ❡✛❡" ♦♥ ♥❡ ❝♦♠♣❛*❡ ♣❛+ ❞❡✉① ♣*♦❝B❞✉*❡+ ❞✬B❧✐❝✐"❛"✐♦♥ ❞✐❢✲

❢B*❡♥"❡+ ❞❛♥+ ❧❡✉* ♥❛"✉*❡ ✭❝♦♠♠❡ ♠❛"❝❤✐♥❣ ✈+✳ ❝♦♠♣❛*❛✐+♦♥✮ ♠❛✐+ ✉♥❡ ♠C♠❡

♣*♦❝B❞✉*❡ ❞❛♥+ ❞❡+ ❝♦♥✜❣✉*❛"✐♦♥+ ❞✐✛B*❡♥"❡+ ✭❛❧❧❡* ♦✉ *❡"♦✉*✱ ❝*✐"0*❡ ✶ ❛❥✉+"B

✈+✳ ❝*✐"0*❡ ✷ ❛❥✉+"B✮✳ ■❧ ❡+" ✐♠♣♦*"❛♥" ❞❡ ❝♦♠♣*❡♥❞*❡ ❡" ♣*B✈♦✐* ❧❡+ ❡✛❡"+ ♦❜✲

+❡*✈B+ ♣✉✐+F✉❡ ♠C♠❡ ❡♥ ✉"✐❧✐+❛♥" ✉♥❡ ✉♥✐F✉❡ ♣*♦❝B❞✉*❡ ❛✜♥ ❞❡ *❡❝✉❡✐❧❧✐* ❞❡+

♣*B❢B*❡♥❝❡+✱ ✐❧ ❡+" ♣❧❛✉+✐❜❧❡ F✉✬✐❧ ❢❛✐❧❧❡ ❢❛✐*❡ ❛♣♣❡❧ ❞❡+ ❝♦♥✜❣✉*❛"✐♦♥+ ❞✐✛B*❡♥"❡+

❞❡ ❝❡""❡ ♣*♦❝B❞✉*❡ ❧♦*+ ❞❡ ❧✬B❧✐❝✐"❛"✐♦♥ ❡♥ ❛✐❞❡ H ❧❛ ❞B❝✐+✐♦♥✳

❊♥ ♦*❣❛♥✐+❛♥" ❧❡+ *B+✉❧"❛"+ ❞❡ ❉❡❧F✉✐B ❬✶✾✾✸❪ +❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐*❡❝"✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛F✉❡

♠❛"❝❤✐♥❣✱ ❲✐❧❧❡♠+❡♥ ❛♥❞ ❑❡*❡♥ ❬✷✵✵✸❪ *❡♠❛*F✉❡♥" F✉✬✉♥❡ ❛+②♠B"*✐❡ +✐❣♥✐✲

✜❝❛"✐✈❡ ❡+" ♣❧✉+ ❢*BF✉❡♠♠❡♥" ♦❜+❡*✈B❡ ❧♦*+ ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛"❝❤✐♥❣ ❜❛+✴❜❛+

F✉❡ ❤❛✉"✴❤❛✉"✳ ■❧+ *❡"*♦✉✈❡♥" ❝❡ *B+✉❧"❛" H ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣B*✐♠❡♥"❛"✐♦♥✳ Y❛*

❛✐❧❧❡✉*+✱ ✐❧+ ♦❜+❡*✈❡♥" B❣❛❧❡♠❡♥" ✉♥ ❡✛❡" ❞❡ ❧❛ ❞✐*❡❝"✐♦♥ ❝♦♥❝❡*♥❛♥" ✉♥ ♠❛"❝❤✐♥❣

+✐♠♣❧❡✳ Y♦✉* ✉♥❡ ♠C♠❡ ❞✐✛B*❡♥❝❡ ❞✬B✈❛❧✉❛"✐♦♥ H ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ✜①B ❞❡ ❧✬B❝❤❡❧❧❡✱ ❧❡

"❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥+❛"✐♦♥ ♣❡✉" C"*❡ B❧✐❝✐"B ♣❛* ✉♥ ♠❛"❝❤✐♥❣ ❛✈❛♥"❛❣❡✉① ♦✉ ❞B+❛✲

✈❛♥"❛❣❡✉①✳ Y❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ♣*B+❡♥"❡ ❞❡✉① ♠❛"❝❤✐♥❣+ ♣♦++✐❜❧❡+ ♣♦✉*

✉♥ ♠C♠❡ "❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥+❛"✐♦♥ ❛✉ +✉❥❡" ❞✬✐♠♣*✐♠❛♥"❡+ ✭❡①❡♠♣❧❡ *❡♣*✐+ ❞❡

❲✐❧❧❡♠+❡♥ ❛♥❞ ❑❡*❡♥ ❬✷✵✵✸❪✮✳ ❙✐ ❧❡ ❝*✐"0*❡ B✈❛❧✉B ❡+" ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥B❣❛"✐✈❡ ❧♦*+

❞✬✉♥ ♠❛"❝❤✐♥❣ +✐♠♣❧❡✱ ♦♥ ♦❜+❡*✈❡ ✉♥❡ ❛+②♠B"*✐❡ ❞✬❛❥✉+"❡♠❡♥" ❡♥"*❡ ❝❡+ ❞❡✉①

♠❛"❝❤✐♥❣+ ✿ ❧✬❛❥✉+"❡♠❡♥" ❡+" ♣❧✉+ ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✉ ♠❛"❝❤✐♥❣ ❞B+❛✈❛♥"❛✲

❣❡✉①✳ ❉❛♥+ ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ y2 ✲ ✶✶ ❡+" +✐❣♥✐✜❝❛"✐✈❡♠❡♥" ♣❧✉+ ♣❡"✐" F✉❡ ✶✹ ✲ x2✱ ❧❡+

❞❡✉① ❣*❛♥❞❡✉*+ B"❛♥" ♣♦+✐"✐✈❡+ ✈✉ ❧❡+ B✈❛❧✉❛"✐♦♥+ +✉* ❧❡ ❝*✐"0*❡ ✈✐"❡$$❡✳

❉❛♥+ ❧❛ +✉✐"❡✱ ♥♦✉+ ♣*♦♣♦+♦♥+ ❞❡+ ❤②♣♦"❤0+❡+ ♠❡""❛♥" ❡♥ ❧✐❡♥ ❧❡+ ❡✛❡"+

❞B❝*✐"+ ♣*B❝B❞❡♠♠❡♥" ❛✈❡❝ ❧✬✐♥"❡♥+✐"B ❞✉ ❝♦♥✢✐" ❜✐❝*✐"0*❡ ❡♥"*❡ ❧❡+ ❛❧"❡*♥❛"✐✈❡+✱
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 ❡❧ #✉❡ ❞&❝(✐ * ❧❛ ❙♦✉.✲.❡❝ ✐♦♥ ✻✳✶✳✷✳

✻✳✸ ❍②♣♦'❤)*❡*

❖♥ ❞&.✐(❡ ❡①❛♠✐♥❡( * ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣&(✐♠❡♥ ❛ ✐♦♥ ❧❡ (:❧❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐ .✉( ❧❡.

❛.②♠& (✐❡. ❞✬❛❥✉. ❡♠❡♥ ✱ ❡ .♦♥ ✐♥ ❡(❛❝ ✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐(❡❝ ✐♦♥ ❞❡ ♠❛ ❝❤✐♥❣ ❡ ❧❛

✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡. ❝(✐ B(❡.✳

❍②♣♦$❤&'❡ ✻✳✸✳✶✳ ▲❛ ❞✐✛%&❡♥❝❡ ❞✬❛❥✉-.❡♠❡♥. ♦❜-❡&✈%❡ ❧♦&- ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛.✲

❝❤✐♥❣ ❝&♦7. ❛✈❡❝ ❧✬✐♥.❡♥-✐.% ❞✉ ❝♦♥✢✐. ♠✉❧.✐❝&✐.9&❡✳

❍②♣♦$❤&'❡ ✻✳✸✳✷✳ ▲❛ ❞✐✛%&❡♥❝❡ ❞✬❛❥✉-.❡♠❡♥. ❡-. ♣❧✉- ✐♠♣♦&.❛♥.❡ ❧♦&- ❞✬✉♥

❞♦✉❜❧❡ ♠❛.❝❤✐♥❣ ❞%-❛✈❛♥.❛❣❡✉① ❛✉① ❞❡✉① %.❛♣❡- =✉❡ ❧♦&- ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛.❝❤✐♥❣

❛✈❛♥.❛❣❡✉① ❛✉① ❞❡✉① %.❛♣❡-✳ ❈❡. ❡✛❡. ❞❡ ❧❛ ❞✐&❡❝.✐♦♥ -✬❛❝❝❡♥.✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥✢✐.

♠✉❧.✐❝&✐.9&❡✳

❍②♣♦$❤&'❡ ✻✳✸✳✸✳ ▲❛ ❞✐✛%&❡♥❝❡ ❞✬❛❥✉-.❡♠❡♥. ❡-. ♣❧✉- ✐♠♣♦&.❛♥.❡ ❧♦&- ❞✬✉♥

❞♦✉❜❧❡ ♠❛.❝❤✐♥❣ -✉& ❞❡- ❝&✐.9&❡- ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥%❣❛.✐✈❡ =✉❡ ❧♦&- ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛.✲

❝❤✐♥❣ -✉& ❞❡- ❝&✐.9&❡- ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦-✐.✐✈❡✳ ❈❡. ❡✛❡. ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡♥❝❡ -✬❛❝❝❡♥.✉❡

❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥✢✐. ♠✉❧.✐❝&✐.9&❡✳

✻✳✹ ▼.'❤♦❞❡

.❛0$✐❝✐♣❛♥$'

❚(❡♥ ❡ & ✉❞✐❛♥ . ✭✶✹ ✜❧❧❡. ❡ ✶✻ ❣❛(G♦♥.✮ ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ ❈❡♥ (❛❧❡ K❛(✐. ❡ ❞❡

❧✬❯♥✐✈❡(.✐ & K❛(✐.✲❉❛✉♣❤✐♥❡ ♦♥ ♣❛( ✐❝✐♣& * ❝❡  ❡ ❡①♣&(✐♠❡♥ ❛ ✐♦♥ ❡♥ &❝❤❛♥❣❡

❞✬✉♥❡ ✐♥❞❡♠♥✐ & ❞❡ ✶✺e✳ ▲❡. ❝♦♥.✐❣♥❡. ❡①♣&(✐♠❡♥ ❛❧❡. ✭✈♦✐( ❈✮ & ❛✐❡♥ ❧✉❡. *

✈♦✐① ❤❛✉ ❡ ♣❛( ❧✬❡①♣&(✐♠❡♥ ❛ ❡✉(✱ ❧❡. . ✐♠✉❧✐ ❛✐♥.✐ #✉❡ ❞❡. ✐♥. (✉❝ ✐♦♥. .✉♣♣❧&✲

♠❡♥ ❛✐(❡. & ❛✐❡♥ ❛✣❝❤&. * ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❊✲♣(✐♠❡ ✷✳✵ .✉( ✉♥ &❝(❛♥ ❞✬♦(❞✐✲

♥❛ ❡✉(✳
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▲❛ "#❝❤❡ ❡①♣)*✐♠❡♥"❛❧❡ )❧)♠❡♥"❛✐*❡ ❡/" ✉♥ ♠❛"❝❤✐♥❣ ✭✈♦✐* ❙❡❝"✐♦♥ ✻✳✶✮ ❡♥"*❡

❞❡✉① ❛♣♣❛*"❡♠❡♥"/✱ ❞)❝*✐"/ ❝❤❛❝✉♥ ❡♥ "❡*♠❡/ ❞❡ ❧♦②❡$ ❡" ❞❡ %❡♠♣( ❞❡ %$❛❥❡%

❛✉ ❝❡♥"*❡✲✈✐❧❧❡✱ ❡" )❣❛✉① ❡♥ ❝❡ =✉✐ ❝♦♥❝❡*♥❡ "♦✉" ❛✉"*❡ ❝*✐">*❡✳ ▲❛ ✜❣✉*❡ ✻✳✶✸

♣*)/❡♥"❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ /"✐♠✉❧✉/ ❛✣❝❤) B ❧✬)❝*❛♥ ❧♦*/ ❞✬✉♥ ♠❛"❝❤✐♥❣✳ ▲❡/ )✈❛✲

❧✉❛"✐♦♥/ ❞❡/ ❞❡✉① ❛♣♣❛*"❡♠❡♥"/ B ♠❛"❝❤❡* /♦♥" ❛✣❝❤)❡/ ❞❛♥/ ❞❡✉① ❝❛❞*❡/ ❣*✐/

❝❧❛✐*/ *❡♣*)/❡♥"❛♥" ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ❛♣♣❛*"❡♠❡♥"✳ ▲❡ ❧♦②❡* ❡/" ✐♥❞✐=✉) ❡♥ ❊✉*♦/ ♣❛*

♠♦✐/✳ ▲❡ "❡♠♣/ ❞❡ "*❛❥❡" ❛✉ ❝❡♥"*❡✲✈✐❧❧❡ ❡/" ✐♥❞✐=✉) ❡♥ ♠✐♥✉"❡/✳ ❈❡ "❡♠♣/ ❞❡

"*❛❥❡" *❡✈H" ✉♥❡ ✐♠♣♦*"❛♥❝❡ ♣❛*"✐❝✉❧✐>*❡ ❛✉① ②❡✉① ❞✉ ♣❛*"✐❝✐♣❛♥" ❝❛* ❞✉*❛♥"

❧❡/ ✐♥/"*✉❝"✐♦♥/✱ ✐❧ ❡/" /✐❣♥❛❧) =✉❡ ❧✬✐♥/"✐"✉"✐♦♥ ❧✬❛❝❝✉❡✐❧❧❛♥" ♣♦✉* /♦♥ /"❛❣❡ /❡

/✐"✉❡ ❛✉ ❝❡♥"*❡✲✈✐❧❧❡✱ ❛✐♥/✐ =✉❡ "*♦✐/ ✐"❡♠/ ❝❤♦✐/✐/ ♣❛* ❧❡ ♣❛*"✐❝✐♣❛♥" ❝♦♠♠❡ ✐♠✲

♣♦*"❛♥"/ ❞✉*❛♥" ✉♥ =✉❡/"✐♦♥♥❛✐*❡ ♣*)❧✐♠✐♥❛✐*❡ ✭♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❝❡♥"*❡ /♣♦*"✐❢✱

❧❛ ❜✐❜❧✐♦"❤>=✉❡ ♠✉♥✐❝✐♣❛❧❡ ❡" ✉♥ ♠✉/)❡✮✳

▲✬❛♣♣❛*"❡♠❡♥" ❆ ❡/" ❞)❝*✐" ❡①❤❛✉/"✐✈❡♠❡♥"✱ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛❞*❡ ❛✣❝❤) B ❣❛✉❝❤❡

❞❡ ❧✬)❝*❛♥✳ ▲❡/ )✈❛❧✉❛"✐♦♥/ /✉* ❧❡/ ❞❡✉① ❝*✐">*❡/ /♦♥" ❢♦✉*♥✐❡/✳ ❙❡✉❧❡ ✉♥❡ )✈❛✲

❧✉❛"✐♦♥ ❡/" ❢♦✉*♥✐❡ ♣♦✉* ❧✬❛♣♣❛*"❡♠❡♥" ❇✱ ❞)❝*✐" ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛❞*❡ ❞❡ ❞*♦✐"❡✳ ▲❡

♣❛*"✐❝✐♣❛♥" ❞♦✐" *❡♥/❡✐❣♥❡* ❧✬)✈❛❧✉❛"✐♦♥ ♠❛♥=✉❛♥"❡ ♣♦✉* ❧✬❛♣♣❛*"❡♠❡♥" ❇✱ =✉✐

❡/" ✉♥ ❧♦②❡* ♣♦✉* ❧❡/ ♠❛"❝❤✐♥❣/ ❛❧❧❡*✱ ❡" ✉♥ "❡♠♣/ ❞❡ "*❛❥❡" ♣♦✉* ❧❡/ ♠❛"❝❤✐♥❣/

*❡"♦✉*✳

❯♥ ❛♣♣❛*"❡♠❡♥" ❞❡ *)❢)*❡♥❝❡ )"❛✐" )❣❛❧❡♠❡♥" ❛""*✐❜✉) B ❝❤❛=✉❡ ♣❛*"✐❝✐♣❛♥"

❛✜♥ ❞✬❛""*✐❜✉❡* ✉♥❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛✉① ❝*✐">*❡/ ✭✈♦✐* ✻✳✹✮✳ ❯♥ ❝❛❞*❡ /✉♣♣❧)♠❡♥"❛✐*❡✱

❣*✐/ ❢♦♥❝)✱ /✐"✉) ❞❛♥/ ❧❛ ♣❛*"✐❡ ✐♥❢)*✐❡✉*❡ ❞❡ ❧✬)❝*❛♥✱ *❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡/ )✈❛❧✉❛"✐♦♥/

❞❡ ❧✬❛♣♣❛*"❡♠❡♥" ❞❡ *)❢)*❡♥❝❡✳ O♦✉* ❧❡ ❣*♦✉♣❡ ✶✱ ❧✬❛♣♣❛*"❡♠❡♥" ❞❡ *)❢)*❡♥❝❡

❞♦♠✐♥❛✐" ❧❡/ ❛♣♣❛*"❡♠❡♥"/ ❆ ❡" ❇✳ ▲❡/ ❝*✐">*❡/ )"❛✐❡♥" "♦✉/ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥)❣❛✲

"✐✈❡✳ O♦✉* ❧❡ ❣*♦✉♣❡ ✷✱ ❧✬❛♣♣❛*"❡♠❡♥" ❞❡ *)❢)*❡♥❝❡ )"❛✐" ❞♦♠✐♥) B ❧❛ ❢♦✐/ ♣❛*

❧✬❛♣♣❛*"❡♠❡♥" ❆ ❡" ♣❛* ❧✬❛♣♣❛*"❡♠❡♥" ❇✳ ▲❡/ ❝*✐">*❡/ )"❛✐❡♥" "♦✉/ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡

♣♦/✐"✐✈❡✳

'(♦❝+❞✉(❡

▲❡ ❝♦♥"❡①"❡ ✐♠❛❣✐♥) ♣♦✉* ❧✬❡①♣)*✐♠❡♥"❛"✐♦♥ /✉* ❧❡/ ❝♦♠♣❛*❛✐/♦♥/ ♣❛* ♣❛✐*❡/

✭❈❤❛♣✐"*❡ ✺✮ ❛ )") ❧)❣>*❡♠❡♥" ♠♦❞✐✜) ❡" *)✉"✐❧✐/) ♣♦✉* ❝❡""❡ ❡①♣)*✐♠❡♥"❛"✐♦♥✳

❆✉ ❞)❜✉" ❞❡ ❧✬❡①♣)*✐♠❡♥"❛"✐♦♥✱ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉ ♣❛*"✐❝✐♣❛♥" ❞✬✐♠❛❣✐♥❡* =✉❡
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 ♦♥  #❛❣❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬*#✉❞❡ ❛✉,❛ ❧✐❡✉ ❞❛♥ ✉♥❡ ❣,❛♥❞❡ ✈✐❧❧❡✱ ❧♦✐♥ ❞❡  ❛ ❢❛♠✐❧❧❡

❡# ❞❡ ❧3 ♦4 ❡❧❧❡ ,* ✐❞❡ ❛❝#✉❡❧❧❡♠❡♥#✳ ▲❡ ♠♦♥#❛♥# ❞❡  ♦♥ ✐♥❞❡♠♥✐#* ❞❡  #❛❣❡

 ✬*❧8✈❡ 3 ✶✻✵✵e✴♠♦✐ ✱ ❡# ❡❧❧❡ ❛✉,❛ 3 ❝♦✉✈,✐, ❧✬✐♥#*❣,❛❧✐#* ❞❡  ❡ ❞*♣❡♥ ❡ ✱ ②

❝♦♠♣,✐ ❧❡ ❧♦②❡,✱ ❛✈❡❝ ❝❡##❡  ♦♠♠❡ ❡①❝❧✉ ✐✈❡♠❡♥#✳ ❊♥ ❝♦♥ *A✉❡♥❝❡✱ ♣❧✉ ❡❧❧❡

♣❛✐❡,❛ ✉♥ ❧♦②❡, *❧❡✈*✱ ♠♦✐♥ ❡❧❧❡ ♣♦✉,,❛ ❞*♣❡♥ ❡, ❞✬❛,❣❡♥# ♣♦✉, ❛✉#,❡ ❝❤♦ ❡✳

▲❡ ❧✐❡✉ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ ♣♦✉,  ♦♥  #❛❣❡  ❡ #,♦✉✈❡ ❡♥ ♣❧❡✐♥ ❝❡♥#,❡✲✈✐❧❧❡✱ ♦4 ❧❡ ❧♦②❡, 

 ♦♥# ❣*♥*,❛❧❡♠❡♥# ❝❤❡, ✱ ♠❛✐ ❡❧❧❡ ♣❡✉# ❡♥✈✐ ❛❣❡, ❞✬❤❛❜✐#❡, ✉♥ ❛♣♣❛,#❡♠❡♥#

❡①❝❡♥#,*✱ ♠♦✐♥ ❝❤❡,✱ 3 ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡♣#❡, ✉♥ ❝❡,#❛✐♥ #❡♠♣ ❞❡ #,❛♥ ♣♦,#

❝❤❛A✉❡ ❥♦✉,✳ ❉❛♥ ❝❡##❡  ✐#✉❛#✐♦♥✱ ✉♥ ❛❣❡♥# ✐♠♠♦❜✐❧✐❡, ✈❛ ❧✬❛✐❞❡, ❡# ❧✉✐ ♣,♦♣♦ ❡,

❞❡ ❛♣♣❛,#❡♠❡♥# ✳

❆♣,8 ❛✈♦✐, ,❡H✉ ❞❡ ✐♥ #,✉❝#✐♦♥ ❣*♥*,❛❧❡ ✱ ✉♥ A✉❡ #✐♦♥♥❛✐,❡ *#❛✐#  ♦✉✲

♠✐ ❛✉① ♣❛,#✐❝✐♣❛♥# ✱  ✉, *❝,❛♥✱ ❝♦♥❝❡,♥❛♥# ❧❡✉, ❤❛❜✐#✉❞❡ ✱ ❧❡✉, ❡①♣*,✐❡♥❝❡ ❡#

❧❡✉, ❣♦I# 3 ♣,♦♣♦ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❤❛❜✐#❛#✐♦♥ ❞✬*#✉❞✐❛♥#✳ ▲❡ ❜✉# ❞❡ ❝❡ A✉❡ ✲

#✐♦♥♥❛✐,❡ *#❛✐# ❞❡ ❧❡ ✐♠♠❡,❣❡, ❞❛♥ ❧❡ ❝♦♥#❡①#❡ ❡# ❞❡ ❧❡ ❢❛✐,❡ ,*✢*❝❤✐, ✉♥❡

♣,❡♠✐8,❡ ❢♦✐  ✉, ❧❛ A✉❡ #✐♦♥ ❞✬*✈❛❧✉❡, ❧❡ ❛✈❛♥#❛❣❡ ❡# ❞* ❛✈❛♥#❛❣❡ A✉❡ ♣,♦✲

❝✉,❡ ✉♥ ❧♦②❡, ❞♦♥♥* ♦✉ ✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥# ❞✬❛♣♣❛,#❡♠❡♥# ❞♦♥♥*✳ ❉❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡

❧♦②❡, *#❛✐❡♥# ❡♥ ✉✐#❡ *❧✐❝✐#* ♣♦✉, ❝❤❛A✉❡ *#✉❞✐❛♥# ✿  ❡♣# ♠♦♥#❛♥# ♠♦♥*#❛✐,❡ 

,❡♣,* ❡♥#❛#✐❢ ❞❡ ❞✐✈❡,  ❡♥#✐♠❡♥# A✉❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥# ❧❡✉, ♣,♦❝✉,❡, ✉♥ ❧♦②❡,✱ ❞❡

#,8 ❞* ❛✈❛♥#❛❣❡✉① 3 #,8 ❛✈❛♥#❛❣❡✉①✳ ❉❡ ♠L♠❡✱ ✉♥❡ *❝❤❡❧❧❡ ❞❡  ❡♣# ♥✐✈❡❛✉①

✭❞❡ ♣✐,❡ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥# 3 ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥# ✐❞*❛❧✮ *#❛✐# ❡♥ ✉✐#❡ ❝♦♥ #,✉✐#❡ ♣♦✉, ❧❡

❝,✐#8,❡ #❡♠♣ ❞❡ #,❛♥ ♣♦,#✳

▲❡ ♣❛,#✐❝✐♣❛♥# *#❛✐❡♥# ❡♥ ✉✐#❡ ✐♥❢♦,♠* A✉✬✉♥ ❛♣♣❛,#❡♠❡♥# ❧❡✉, *#❛✐# ❞*❥3

❛##,✐❜✉* ♣♦✉, ❧❡  #❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧#* ❧✐*❡ 3 ❝❡# ❛♣♣❛,#❡♠❡♥# ❞❡✈❛✐#

❧❡ ❝♦♥❞✉✐,❡ 3 ❡♥ ,❡❝❤❡,❝❤❡, ✉♥ ❛✉#,❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧#* ♣,* ❡♥#*❡ ♥✬*#❛✐# ♣❛ ❧❛

♠L♠❡ ♣♦✉, #♦✉ ❧❡ ♣❛,#✐❝✐♣❛♥# ✳ Q♦✉, ❧❛ ♠♦✐#✐* ❞✬❡♥#,❡ ❡✉①✱ ❧❡ ❣,♦✉♣❡ ✶✱ ✐❧

*#❛✐# ❛♥♥♦♥❝* A✉❡ ❝❡# ❛♣♣❛,#❡♠❡♥# ♣♦  *❞❛✐# ❞❡ #,8 ❜♦♥♥❡ *✈❛❧✉❛#✐♦♥  ✉,

❧❡ ❞❡✉① ❝,✐#8,❡ ✱ ♠❛✐ A✉❡ ❧❡ ❞♦  ✐❡, ❞❡ ❧♦❝❛#✐♦♥ *#❛✐# ❡♥ ❝♦♥❝✉,,❡♥❝❡ ❛✈❡❝

❞✬❛✉#,❡ ❧♦❝❛#❛✐,❡ ♣♦#❡♥#✐❡❧ ✳ ❊♥ ❝♦♥ *A✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥# L#,❡ ❝❡,#❛✐♥ 

❞❡ ❧✬♦❜#❡♥✐,✳ ■❧ ❛✈❛✐❡♥# ❞♦♥❝ ✐♥#*,L# 3 ❡♥ ❝❤❡,❝❤❡, ✉♥ ❛✉#,❡✱ ♠L♠❡  ✐ #♦✉ 

❧❡ ❛♣♣❛,#❡♠❡♥# ♣,* ❡♥#*  ❡,❛✐❡♥# ♠♦✐♥ ❜♦♥  ✉, ❧❡ ❞❡✉① ❝,✐#8,❡ ✳ Q♦✉,

❧✬❛✉#,❡ ♠♦✐#✐* ❞❡ ♣❛,#✐❝✐♣❛♥# ✱ ❧❡ ❣,♦✉♣❡ ✷✱ ♦♥ ♣,* ❡♥#❛✐# ✉♥ ❛♣♣❛,#❡♠❡♥# ❛✉①

*✈❛❧✉❛#✐♦♥ #,8 ❞*❢❛✈♦,❛❜❧❡ ✳ ▲❡ ♣❛,#✐❝✐♣❛♥# ❛✈❛✐# ✐♥#*,L# 3 ❡♥ ❝❤❡,❝❤❡, ✉♥

❛✉#,❡✱ ♣✉✐ A✉❡ #♦✉ ❧❡ ❛♣♣❛,#❡♠❡♥# ♣,* ❡♥#*  ❡,❛✐❡♥# ♠❡✐❧❧❡✉,  ✉, ❧❡ ❞❡✉①
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❝!✐#$!❡&✳

❆✈❛♥# ❞❡ ❞-❜✉#❡! ❡✛❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❧✬❡①♣-!✐❡♥❝❡✱ ❧❡& ♣❛!#✐❝✐♣❛♥#& !-♣♦♥❞❛✐❡♥# 8

#!♦✐& ❡①❡♠♣❧❡& ❞❡ ♠❛#❝❤✐♥❣ ❛✜♥ ❞❡ &✬❛&&✉!❡! <✉❡ ❧❡✉!& !-♣♦♥&❡& ♥✬✐♥❞✉✐&❡♥# ♣❛&

✉♥❡ &✐#✉❛#✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✭✉♥ ❛♣♣❛!#❡♠❡♥# ♠❡✐❧❧❡✉! <✉❡ ❧✬❛✉#!❡ &✉! ❧❡& ❞❡✉①

❛&♣❡❝#&✮✳ ❊♥ ❝❛& ❞❡ !-♣♦♥&❡ ✐♥❞✉✐&❛♥# ✉♥❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ✉♥ ♠❡&&❛❣❡ ❞✬❛✈❡!#✐&&❡✲

♠❡♥# -#❛✐# ❛✣❝❤- 8 ❧✬-❝!❛♥ ❡# ❧❡ ♣❛!#✐❝✐♣❛♥# -#❛✐# ✐♥✈✐#- 8 !❡✈♦✐! &❛ !-♣♦♥&❡✳

❆♣!$& ❝❡& #!♦✐& ❡①❡♠♣❧❡&✱ ❧❡ ❞-❜✉# ❞❡ ❧✬❡①♣-!✐❡♥❝❡ -#❛✐# ❛♥♥♦♥❝- ❛✉① ♣❛!✲

#✐❝✐♣❛♥#&✳ ❈❤❛<✉❡ &✉❥❡# ❡✛❡❝#✉❛✐# ✉♥❡ &-!✐❡ ❞❡ ✸✷ #F❝❤❡& ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛#❝❤✐♥❣

✭&♦✐# ✻✹ #F❝❤❡& ❞❡ ♠❛#❝❤✐♥❣ &✐♠♣❧❡✮✳

✻✳✹✳✶ ❱❛&✐❛❜❧❡+ ❞-♣❡♥❞❛♥0❡ ❡0 ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥0❡+ ❧♦&+ ❞❡ ❧❛

02❝❤❡ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡

▲❡& ❝❛!❛❝#-!✐&#✐<✉❡& ❞❡& ♠❛#❝❤✐♥❣& ♣!-&❡♥#-& ♥❡ !❡❝♦✉♣❡♥# ♣❛& #♦✉#❡& ❧❡&

❝♦♠❜✐♥❛✐&♦♥& #❤-♦!✐<✉❡♠❡♥# ♣♦&&✐❜❧❡& ❞❡ ❞✐!❡❝#✐♦♥ ❡# ❞❡ ❝!✐#$!❡ ❛❥✉&#-✳ ❆✜♥

<✉❡ ❧✬❡✛❡# ❞❡ ❧❛ ❞✐!❡❝#✐♦♥ &♦✐# ❧❡ ♠J♠❡ ❧♦!& ❞✉ ♠❛#❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡! ❡# ❞✉ ♠❛#❝❤✐♥❣

!❡#♦✉! ❞❡ ❝❤❛<✉❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛#❝❤✐♥❣✱ ♦♥ ❛ ♣!-&❡♥#- ❞❡& ❞♦✉❜❧❡ ♠❛#❝❤✐♥❣& ❛✈❡❝

✉♥❡ ❞✐!❡❝#✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ❧❛ ❞✐!❡❝#✐♦♥ ❝♦♥&#❛♥#❡ ✐♠♣♦&❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥#

❞✉ ❝!✐#$!❡ ❛❥✉&#- ❧♦!& ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛#❝❤✐♥❣✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ 8 ❧❛ &❡❝#✐♦♥ ✻✳✶✳✷✳

❖♥ ❛ ✐♠♣♦&- !❡&♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❧❡ ❧♦②❡$ ♣✉✐& ❧❡ %❡♠♣( ❞❡ %$❛♥(♣♦$% ❝♦♠♠❡ ❝!✐✲

#$!❡ ❛❥✉&#- ❧♦!& ❞✉ ♠❛#❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡! ❡# ❞✉ ♠❛#❝❤✐♥❣ !❡#♦✉!✳ ▲❡& ✈❛!✐❛❜❧❡& <✉❡

♥♦✉& ❝♦♥&✐❞-!♦♥& ❞❛♥& ❝❡##❡ ❡①♣-!✐♠❡♥#❛#✐♦♥ &♦♥# ❧❡& &✉✐✈❛♥#❡& ✭❧❡& #!♦✐& ♣!❡✲

♠✐$!❡& &♦♥# ❧❡& ✈❛!✐❛❜❧❡& ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥#❡& ❝♦♥#!N❧-❡&✱ ❧❛ <✉❛#!✐$♠❡ ❡&# ❧❛ ✈❛!✐❛❜❧❡

❞-♣❡♥❞❛♥#❡ ❡①❛♠✐♥-❡✮✳

▲❛ ❞✐$❡❝'✐♦♥ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛#❝❤✐♥❣ ❡&# ✉♥❡ ✈❛!✐❛❜❧❡ ✐♥#!❛✲&✉❥❡#✳ O♦✉! ❝❤❛<✉❡

♣❛!#✐❝✐♣❛♥#✱ ❧❛ ♠♦✐#✐- ❞❡& ❞♦✉❜❧❡& ♠❛#❝❤✐♥❣& -#❛✐❡♥# ❛✈❛♥#❛❣❡✉① ❛✉① ❞❡✉①

-#❛♣❡& ❡# ❧✬❛✉#!❡ ♠♦✐#✐- ❞-&❛✈❛♥#❛❣❡✉① ❛✉① ❞❡✉① -#❛♣❡&✳ ■❧& &♦♥# ♥♦#-&

✏✉♣✑ ❡# ✏❞♦✇♥✑✱ !❡&♣❡❝#✐✈❡♠❡♥#✱ ❞❛♥& ❧❛ &✉✐#❡✳

▲❡ ❝♦♥✢✐' ❧♦!& ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛#❝❤✐♥❣ ❡&# ❞-#❡!♠✐♥- ♣❛! ❧❡ ❝♦♥✢✐# ❧♦!& ❞✉ ♠❛#✲

❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡!✳ ■❧ ❞-♣❡♥❞ ✉♥✐<✉❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ❞✐✛-!❡♥❝❡ ❞✬-✈❛❧✉❛#✐♦♥ ❡♥#!❡ ❧❡&

❞❡✉① ❛❧#❡!♥❛#✐✈❡&✱ &✉! ❧❡ ❝!✐#$!❡ ♦U ❡❧❧❡& &♦♥# #♦✉#❡& ❞❡✉① ❞♦♥♥-❡& ✿ ❧❡

%❡♠♣( ❞❡ %$❛♥(♣♦$%✳ ▲❡ ❝♦♥✢✐# ❡&# -❣❛❧❡♠❡♥# ✉♥❡ ✈❛!✐❛❜❧❡ ✐♥#!❛✲&✉❥❡#✳ ❖♥
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❛ ❞"✜♥✐ &✉❛()❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥✢✐( 0 ♣❛)(✐) ❞❡ ❧✬"❝❤❡❧❧❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉) ❧❡

❝)✐(6)❡  ❡♠♣$ ❞❡  &❛♥$♣♦& ✱ ❡♥ ♥"❣❧✐❣❡❛♥( ❧❡8 ❞❡✉① ♣❛8 ❡①()❡♠✉♠ ✭❝♦))❡8✲

♣♦♥❞❛♥( 0 ♣✐)❡ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥( ❡( ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥( ✐❞"❛❧✮✳ ❯♥ ❝♦♥✢✐( ✈❛❧❛♥( ✶

8✐❣♥✐✜❡ &✉❡ ❧✬"❝❛)( ❞✬"✈❛❧✉❛(✐♦♥ ✈❛✉( ✉♥❡ ❞✐✛")❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❛8 8✉) ❧✬"❝❤❡❧❧❡✱

♣❛) ❡①❡♠♣❧❡ (❡♠♣8 ♥❡✉()❡ ♣♦✉) ✉♥❡ ❛❧(❡)♥❛(✐✈❡ ❡( (❡♠♣8 ❛✈❛♥(❛❣❡✉① ♣♦✉)

❧✬❛✉()❡ ✭✈♦✐) ❚❛❜❧❡ ✻✳✹✮✳ ▲❡8 ♣❛8 ✉(✐❧✐8"8 "(❛✐❡♥( ❝❤♦✐8✐8 ❛❧"❛(♦✐)❡♠❡♥( ♣❛)

❧❡ ♣)♦❣)❛♠♠❡✳

▲❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡8( ❧❛ 8❡✉❧❡ ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥(❡)✲8✉❥❡(✳ G♦✉) ❧❡ ❣)♦✉♣❡ ✶✱ ❧❡8 ❞❡✉① ❝)✐(6)❡8

"(❛✐❡♥( ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥"❣❛(✐✈❡✳ G♦✉) ❧❡ ❣)♦✉♣❡ ✷✱ ❧❡8 ❞❡✉① ❝)✐(6)❡8 "(❛✐❡♥( ❞❡

✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦8✐(✐✈❡✳

▲✬❛(②♠+,-✐❡ ❞✬❛❥✉(,❡♠❡♥, ❡♥()❡ ❧❡8 ❞❡✉① "(❛♣❡8 ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛(❝❤✐♥❣ ❡8(

❧❛ ✈❛)✐❛❜❧❡ ❞"♣❡♥❞❛♥(❡ ❡①❛♠✐♥"❡✳ G❛) 8✐♠♣❧✐❝✐("✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ δ ❞❛♥8 ❧❛

8✉✐(❡✳ δ 8❡ ❧✐( 8✉) ❧❡ ❝)✐(6)❡  ❡♠♣$ ❞❡  &❛♥$♣♦& ✱ ❡♥ ♠✐♥✉(❡8✱ ❡( ✈❛✉( ✿ δ =

tempsA′ − tempsA✱ ♦J A ❞"8✐❣♥❡ ❧✬❛❧(❡)♥❛(✐✈❡ ❜❡♥❝❤♠❛)❦ ✭❡♥(✐6)❡♠❡♥(

8♣"❝✐✜"❡ ❧♦)8 ❞✉ ♠❛(❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡)✮ ❡( A′ ❞"8✐❣♥❡ ❧✬❛❧(❡)♥❛(✐✈❡ ❛❥✉8("❡ ❧♦)8

❞✉ ♠❛(❝❤✐♥❣ )❡(♦✉) ✭✈♦✐) ❋✐❣✉)❡ ✻✳✶✹✮✳ δ ❡8( ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❛)✐❛❜❧❡ ❛❧❣"❜)✐&✉❡✳

δ > 0 8✐❣♥✐✜❡ &✉❡ ❧❡ (❡♠♣8 ❡8(✐♠" ♣❛) ❧❡ 8✉❥❡( ❧♦)8 ❞✉ ♠❛(❝❤✐♥❣ )❡(♦✉)

❡8( ♣❧✉8 ❣)❛♥❞ &✉❡ ❧❡ (❡♠♣8 ✐♠♣♦8" ♣❛) ❧✬❛❧(❡)♥❛(✐✈❡ ❜❡♥❝❤♠❛)❦ ❧♦)8 ❞✉

♠❛(❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡)✳

◆♦(♦♥8 0 ♣)♦♣♦8 ❞❡ δ &✉❡ ❧✬✐♥(❡)♣)"(❛(✐♦♥ ❞✉ 8✐❣♥❡✱ ❡♥ (❡)♠❡8 ❞✬❛❥✉8(❡♠❡♥(✱

✈❛)✐❡ 8❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐)❡❝(✐♦♥ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛(❝❤✐♥❣ ✿ ♣♦✉) ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛(❝❤✐♥❣ ✉♣✱

δ > 0 8✐❣♥✐✜❡ &✉✬✐❧ ② ❛ 8♦✉8✲❛❥✉8(❡♠❡♥(✳ ▲❛ )"♣♦♥8❡ ❛✉ ♠❛(❝❤✐♥❣ )❡(♦✉) 8✬"❧♦✐❣♥❡

❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❜❡♥❝❤♠❛)❦ ❡♥ ❛❧❧❛♥( ✈❡)8 ❧✬❛❧(❡)♥❛(✐✈❡ ❝✐❜❧❡ ❞✉ ♠❛(❝❤✐♥❣ )❡(♦✉)✱

❝❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❧✉8 ♠❛✉✈❛✐8❡ "✈❛❧✉❛(✐♦♥ 8✉) ❧❡ (❡♠♣8 ❞❡ ()❛♥8♣♦)(✳ G♦✉) ✉♥

❞♦✉❜❧❡ ♠❛(❝❤✐♥❣ ❞♦✇♥ ❡♥ )❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥ 8♦✉8✲❛❥✉8(❡♠❡♥( ❝♦))❡8♣♦♥❞ 0 δ < 0✳

❯♥ (❡♠♣8 ❞❡ ()❛♥8♣♦)( ♣❧✉8 )"❞✉✐( &✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❜❡♥❝❤♠❛)❦ ❡8( ♣❧✉8 ♣)♦❝❤❡ ❞❡

❧✬❛❧(❡)♥❛(✐✈❡ ❝✐❜❧❡ ❞✉ ♠❛(❝❤✐♥❣ )❡(♦✉)✳

❈❤❛&✉❡ ♣❛)(✐❝✐♣❛♥( ❛ )"♣♦♥❞✉ 0 ❤✉✐( ❞♦✉❜❧❡✲♠❛(❝❤✐♥❣8 ♣❛) ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✢✐(

✭&✉❛()❡ ❞❡ ❞✐)❡❝(✐♦♥ ❛✈❛♥(❛❣❡✉8❡ ❡( &✉❛()❡ ❞❡ ❞✐)❡❝(✐♦♥ ❞"8❛✈❛♥(❛❣❡✉8❡✮✳ ▲✬♦)❞)❡

❞❡8 ♠❛(❝❤✐♥❣8 "(❛✐( ❛❧"❛(♦✐)❡✳ ❈❤❛&✉❡ ♠❛(❝❤✐♥❣ "(❛✐( (✐)" ❛✉ ❤❛8❛)❞ ♣❛) ❧❡ ♣)♦✲

❣)❛♠♠❡ ❞❛♥8 ✉♥❡ ❧✐8(❡ ❝♦♥(❡♥❛♥( ❧❡8 ✸✷ ♠❛(❝❤✐♥❣8 ❛❧❧❡) ❛✉ ❞"♣❛)(✳ ➚ ❝❤❛&✉❡

✶✺✺
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❚❛❜❧❡ ✻✳✹ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬-❝❤❡❧❧❡ ❞❡ 0❡♠♣1 ❞❡ 02❛♥1♣♦20 ♦❜0❡♥✉❡ ♣♦✉2 ✉♥

1✉❥❡0 ❡①♣-2✐♠❡♥0❛❧✳

❉❡1❝2✐♣0✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❉✉2-❡ ✭♠✐♥✳✮

❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥0 ✐❞-❛❧ ✺

❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥0 ❛002❛❝0✐❢ ✶✺

❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥0 ♣❧✉0@0 ❛✈❛♥0❛❣❡✉① ✷✺

❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥0 ♥❡✉02❡ ✸✵

❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥0 ♣❧✉0@0 ❞-1❛✈❛♥0❛❣❡✉① ✻✵

❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥0 ❞-1❛✈❛♥0❛❣❡✉① ✾✵

♣✐2❡ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥0 ✶✷✵

2-♣♦♥1❡ F ✉♥ ♠❛0❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡2✱ ❧❡ ♠❛0❝❤✐♥❣ 2❡0♦✉2 ❝♦22❡1♣♦♥❞❛♥0 -0❛✐0 ❛✉0♦♠❛✲

0✐I✉❡♠❡♥0 ❛❥♦✉0- F ❧❛ ❧✐10❡✳ ❆✉ ❝♦✉21 ❞❡ ❧✬❡①♣-2✐♠❡♥0❛0✐♦♥✱ ❧❛ ♣2♦❜❛❜✐❧✐0- ❞❡

0✐2❡2 ✉♥ ♠❛0❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡2 -0❛✐0 ❞♦♥❝ ❞-❝2♦✐11❛♥0❡ ❞❛♥1 ❧❡ 0❡♠♣1✱ ❡0 ❝❡❧❧❡ ❞❡ 0✐2❡2

✉♥ ♠❛0❝❤✐♥❣ 2❡0♦✉2✱ ❝2♦✐11❛♥0❡ ❞❛♥1 ❧❡ 0❡♠♣1✳

✻✳✺ ❘$%✉❧(❛(%

▲❡1 ❞♦♥♥-❡1 ❜2✉0❡1 1♦♥0 ❝♦♥10✐0✉-❡1 ❞❡1 2-♣♦♥1❡1 F 1♦✐①❛♥0❡✲I✉❛02❡ ♠❛0✲

❝❤✐♥❣1 ✭2❡❣2♦✉♣-1 ❡♥ 02❡♥0❡✲❞❡✉① ♣❛✐2❡1✮ ♣♦✉2 ❝❤❛I✉❡ ♣❛20✐❝✐♣❛♥0✳ ▲❡ ❣2♦✉♣❡ ✶

❝♦♠♣0❛✐0 ✶✺ ♣❛20✐❝✐♣❛♥01 ❡0 ❧❡ ❣2♦✉♣❡ ✷ ❡♥ ❝♦♠♣0❛✐0 ✶✹✳

◆♦✉1 ❛✈♦♥1 ❛♥❛❧②1- ❧✬❡✛❡0 ❞❡1 ✈❛2✐❛❜❧❡1 ❞✐2❡❝0✐♦♥ ❡0 ❝♦♥✢✐0 1✉2 δ =

tempsA′ − tempsA✱ ❧❛ ❞✐✛-2❡♥❝❡ ❡♥02❡ ❧❛ 2-♣♦♥1❡ ❛✉ ♠❛0❝❤✐♥❣ 2❡0♦✉2 ❡0 ❧❡ 10✐✲

♠✉❧✉1 ❝♦22❡1♣♦♥❞❛♥0 ❞✉ ♠❛0❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡2✳ P♦✉2 ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉2 ✭❞✐2❡❝0✐♦♥✱

❝♦♥✢✐0✮✱ ❝❤❛I✉❡ ♣❛20✐❝✐♣❛♥0 ❛ ❡✛❡❝0✉- I✉❛02❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛0❝❤✐♥❣1✱ ❝❡ I✉✐ ❝♦22❡1✲

♣♦♥❞ F I✉❛02❡ ✈❛❧❡✉21 ❞❡ δ✳ ◆♦✉1 ❛✈♦♥1 ✉0✐❧✐1- ♣♦✉2 ❧✬❛♥❛❧②1❡ ❞❡ ❞♦♥♥-❡1 ❧❛

♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡1 I✉❛02❡ ✈❛❧❡✉21 ♣♦✉2 ❝❤❛I✉❡ ❝❛1 ✭❞✐2❡❝0✐♦♥✱ ❝♦♥✢✐0✮✳ ◆♦✉1 ❛✈♦♥1

❡♥1✉✐0❡ ❛❣2-❣- ❝❡1 ❞♦♥♥-❡1 F 02❛✈❡21 0♦✉1 ❧❡1 ♣❛20✐❝✐♣❛♥01 ❞✬✉♥ ♠Q♠❡ ❣2♦✉♣❡✳

▲♦21I✉❡ ❝✬-0❛✐0 ♣♦11✐❜❧❡✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ❡✛❡❝0✉- ✉♥❡ 02❛♥1❢♦2♠❛0✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❛♥♥✉❧❡2

❧❡1 ❞✐✛-2❡♥❝❡1 ✐♥02❛✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡1 ✭02❛♥1❧❛0✐♦♥ ❞❡ 0♦✉0❡1 ❧❡1 ❞♦♥♥-❡1 ♣♦✉2 I✉❡

❧❡1 ♠♦②❡♥♥❡1 ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡1 1♦✐❡♥0 -❣❛❧❡1 F ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣❧♦❜❛❧❡✮✳ ▲❡1 ❞♦♥♥-❡1
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❝♦♠♣$❡♥❛✐❡♥) ✹✽✵ ❝♦✉♣❧❡/ ❞❡ $1♣♦♥/❡/ ✭❝♦$$❡/♣♦♥❞❛♥) 3 ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛)❝❤✐♥❣✮

♣♦✉$ ❧❡ ❣$♦✉♣❡ ✶ ❡) ✹✹✽ ♣♦✉$ ❧❡ ❣$♦✉♣❡ ✷✳

❉❡✉① 1)✉❞❡/ /✐♠✐❧❛✐$❡/ ♦♥) 1)1 ♠❡♥1❡/✳ =♦✉$ ❧❛ ♣$❡♠✐>$❡✱ ❧❛ ❞♦♥♥1❡ ❞✬❡♥)$1❡

❡/) ❧❡ δ ♠♦②❡♥✱ ❡♥ ♠✐♥✉)❡/✳ =♦✉$ ❧❛ ❞❡✉①✐>♠❡✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ❡♥❝♦❞1 ❧❡ δ ♠♦②❡♥

3 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬1❝❤❡❧❧❡ ❞❡ )❡♠♣/ ❢♦✉$♥✐❡ ♣❛$ ❝❤❛D✉❡ /✉❥❡) ❛✉ ❞1❜✉) ❞❡ ❧✬❡①♣1✲

$✐❡♥❝❡✳ ❈❡))❡ 1❝❤❡❧❧❡ ❛ 1)1 ✐♥)❡$♣♦❧1❡ ❧✐♥1❛✐$❡♠❡♥)✱ ❛✜♥ ❞✬❡♥❝♦❞❡$ ❧❛ $1♣♦♥/❡ ❛✉

♠❛)❝❤✐♥❣ $❡)♦✉$ ♣❛$ /♦♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥) /✉$ ❧✬1❝❤❡❧❧❡ 3 /❡♣) ♥✐✈❡❛✉①✱ ❞❡ ♣✐$❡ ❡♠✲

♣❧❛❝❡♠❡♥) 3 ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥) ✐❞1❛❧✳ ▲❡ δ ♠♦②❡♥ ♣♦✉✈❛✐) ❛❧♦$/ J)$❡ ♠❡/✉$1 ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ❞✐✛1$❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉$ ❡♥ ♣$1❢1$❡♥❝❡ ♣❛$)✐❡❧❧❡ /✉$ ❧❡ ❝$✐)>$❡ )❡♠♣/ ✭/❛♥/ ✉♥✐)1✮✳

❈❡/ ❞♦♥♥1❡/ ♦♥) ❡♥/✉✐)❡ 1)1 ❛♥❛❧②/1❡/ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❆♥❛❧②/❡ ❞❡ ❱❛$✐❛♥❝❡✱

✐♥❝❧✉❛♥) ❞❡✉① ❢❛❝)❡✉$/ ✐♥)$❛✲/✉❥❡)✱ ❉✐$❡❝)✐♦♥ ❛✈❡❝ ✷ ♥✐✈❡❛✉① ❡) ❈♦♥✢✐) ❛✈❡❝ ✹

♥✐✈❡❛✉①✱ ❡) ✉♥ ❢❛❝)❡✉$ ✐♥)❡$✲/✉❥❡)✱ ❱❛❧❡♥❝❡ ✭♣♦/✐)✐✈❡ ✈/✳ ♥1❣❛)✐✈❡✮✳

✻✳✺✳✶ ❆%②♠()*✐❡ ♠❡%✉*(❡ ❡♥ ♠✐♥✉)❡%

◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ❞✬❛❜♦$❞ ❡①❛♠✐♥1 ❧❡ ❞❡❧)❛ ❛❧❣1❜$✐D✉❡✱ /❛♥/ )$❛♥/❢♦$♠❛)✐♦♥✳ ❯♥

)❡/) ❞❡ ❙)✉❞❡♥) ♣♦✉$ ❧❡ δ $❡/)$❡✐♥) ❛✉① ❜✐♠❛)❝❤✐♥❣ ✈❡$/ ❧❡ ❤❛✉)✱ )♦✉/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡

❝♦♥✢✐) ❝♦♥❢♦♥❞✉/✱ $1✈>❧❡ ✉♥❡ ❞1✈✐❛)✐♦♥ /✐❣♥✐✜❝❛)✐✈❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$) 3 ③1$♦ ✭✰✶✵✳✻

♠✐♥✉)❡/ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ t(28) = 13.68✱ p < .001✮✳ ❉❡ ♠J♠❡ ♣♦✉$ ❧❡/ ❜✐♠❛)❝❤✐♥❣/

✈❡$/ ❧❡ ❜❛/ ✭✲✶✺✳✻ ♠✐♥✉)❡/ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ t(28) = −11.05✱ p < .001✮✳ =♦✉$ ❧❡/

❞♦✉❜❧❡ ♠❛)❝❤✐♥❣/ ❛✈❛♥)❛❣❡✉①✱ ❧❡ )❡♠♣/ ❞❡ )$❛♥/♣♦$) $❡♥❞❛♥) ❧❡ /✉❥❡) ✐♥❞✐✛1✲

$❡♥) 3 ❧❛ /❡❝♦♥❞❡ 1)❛♣❡ ❡/) /✉♣1$✐❡✉$ ❞❡ ✶✵✳✻ ♠✐♥✉)❡/ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉ )❡♠♣/

❜❡♥❝❤♠❛$❦✳ ❈❡❧❛ /✐❣♥✐✜❡ D✉❡ ❧❡ ❝$✐)>$❡ )❡♠♣/ ❞❡ )$❛♥/♣♦$) ❡/) ❢❛✈♦$✐/1 ❧♦$/

❞✉ ♠❛)❝❤✐♥❣ $❡)♦✉$ ♣❛$ $❛♣♣♦$) ❛✉ ♠❛)❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡$✳ =♦✉$ ❧❡/ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛)❝❤✐♥❣/

❞1/❛✈❛♥)❛❣❡✉①✱ ❧❡ )❡♠♣/ $❡♥❞❛♥) ❧❡ /✉❥❡) ✐♥❞✐✛1$❡♥) 3 ❧❛ /❡❝♦♥❞❡ 1)❛♣❡ ❡/) ❝❡))❡

❢♦✐/ ✐♥❢1$✐❡✉$ ❞❡ ✶✺✳✻ ♠✐♥✉)❡/ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉ )❡♠♣/ ❞❡ )$❛♥/♣♦$) /)✐♠✉❧✉/ ❞❡ ❧❛

♣$❡♠✐>$❡ 1)❛♣❡✳ ▲❡ ❞1❝❛❧❛❣❡ ❡/) 1❣❛❧❡♠❡♥) ❡♥ ❞✐$❡❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞✉ ❜❡♥❝❤✲

♠❛$❦✳ ❈❡❧❛ /✐❣♥✐✜❡ ❡♥❝♦$❡ D✉❡ ❧❡ ❝$✐)>$❡ )❡♠♣/ ❞❡ )$❛♥/♣♦$) ❡/) ❢❛✈♦$✐/1 ❧♦$/ ❞✉

♠❛)❝❤✐♥❣ $❡)♦✉$ ♣❛$ $❛♣♣♦$) ❛✉ ♠❛)❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡$✳

❉❛♥/ ❧❡/ ❞❡✉① ❝❛/✱ ❧❡/ ❝♦✉$❜❡/ ❞✬✐♥❞✐✛1$❡♥❝❡ ✐♥❞✉✐)❡/ ♣❛$ ❧❛ $1♣♦♥/❡ ❛✉

♠❛)❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡$ ❡) ❝❡❧❧❡ ❛✉ ♠❛)❝❤✐♥❣ $❡)♦✉$ /♦♥) ❞✐✛1$❡♥)❡/✳ ▲❛ ❝♦✉$❜❡ ❛//♦❝✐1❡

❛✉ $❡)♦✉$ ❡/) ♣❧✉/ ♣❡♥)✉❡ D✉❡ ❝❡❧❧❡ ❛//♦❝✐1❡ ❛✉ ♠❛)❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡$ ✭/✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥/✐✲

❞>$❡ ❧❡ ❧♦②❡$ ❡♥ ♦$❞♦♥♥1❡ ❡) ❧❡ )❡♠♣/ ❞❡ )$❛♥/♣♦$) ❡♥ ❛❜/❝✐//❡✱ ✈♦✐$ ❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✹✮✳

✶✺✼
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❚❡♠♣$ ❞❡ &'❛♥$♣♦'&

✭❞,❝'♦✐$$❛♥&✮

▲♦②❡' ✭❞,❝'♦✐$$❛♥&✮

AA′

B

matching aller
❡$&✐♠❡' lB

matching retour
❡$&✐♠❡' tA′

δ > 0

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✹ ✕ ❉✐✛,'❡♥❝❡ ❞❡ &'❛❞❡✲♦✛ ❡♥&'❡ ❧❡ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡' ❡& ❧❡ ♠❛&❝❤✐♥❣

'❡&♦✉'✱ &♦✉$ ❞❡✉① ❛✈❛♥&❛❣❡✉①✳

❚❡♠♣$ ❞❡ &'❛♥$♣♦'&

✭❞,❝'♦✐$$❛♥&✮

▲♦②❡' ✭❞,❝'♦✐$$❛♥&✮

B

A′A

matching retour
❡$&✐♠❡' tA′

matching aller
❡$&✐♠❡' lB

δ < 0

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✺ ✕ ❉✐✛,'❡♥❝❡ ❞❡ &'❛❞❡✲♦✛ ❡♥&'❡ ❧❡ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡' ❡& ❧❡ ♠❛&❝❤✐♥❣

'❡&♦✉'✱ &♦✉$ ❞❡✉① ❞,$❛✈❛♥&❛❣❡✉①✳

▲✬❆♥❛❧②$❡ ❞❡ ✈❛'✐❛♥❝❡ ♠♦♥&'❡ D✉✬✐❧ ❡①✐$&❡ ✉♥❡ ✐♥&❡'❛❝&✐♦♥ $✐❣♥✐✜❝❛&✐✈❡ ❡♥&'❡

✶✺✽



F (3, 81) = 142.69 p < .001

F (3, 81) = 7.47 p < .001

F (1, 27) = 219.58 p < .001

A′ B

δ

δ
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▲❛ ❞✐✛%&❡♥❝❡ ❞❡ *✐❣♥❡ ♣♦✉& ❧✬❛*②♠%3&✐❡ ❛❥✉*3❡♠❡♥3 δ✱ ❡♥3&❡ ❧❡* ❜✐♠❛3❝❤✐♥❣*

✈❡&* ❧❡ ❤❛✉3 ❡3 ✈❡&* ❧❡ ❜❛*✱ &❡✢:3❡ ❧❡ ❢❛✐3 <✉❡ ❧✬%✈❛❧✉❛3✐♦♥ ❡♥ 3❡♠♣* ❞❡ 3&❛♥*♣♦&3

❡*3✐♠%❡ ♣❛& ❧❡ ❞%❝✐❞❡✉& ❛✉ &❡3♦✉& ❡*3 *✉♣%&✐❡✉&❡ ♦✉ ✐♥❢%&✐❡✉&❡ = ❧✬%✈❛❧✉❛3✐♦♥

*3✐♠✉❧✉* ❞✉ ♠❛3❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡&✳ ❉❛♥* ❧❡* ❞❡✉① ❝❛*✱ ❧✬❛*②♠%3&✐❡ ❡*3 ❡♥ ❞✐$❡❝&✐♦♥ ❞❡

❧❛ ✈❛❧❡✉$ ,&✐♠✉❧✉,✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛&❡& ❧✬✐♥3❡♥*✐3% ❞❡ ❝❡3 ❡✛❡3 *❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐&❡❝3✐♦♥ ❞✉ ❜✐♠❛3❝❤✐♥❣✱

♦♥ ❛ ✐♥✈❡&*% ❧❡ *✐❣♥❡ ❞❡* ✈❛❧❡✉&* δ ♣♦✉& ❧❡* ❜✐♠❛3❝❤✐♥❣* ❞♦✇♥ ✉♥✐<✉❡♠❡♥3✳ ❖♥

❛ ❡♥*✉✐3❡ 3&❛♥*❢♦&♠% ❧❡* ❞♦♥♥%❡* ♣❛& 3&❛♥*❧❛3✐♦♥✳ ❖♥ &❡3&♦✉✈❡ ❞❡* ❡✛❡3* *✐❣♥✐✜✲

❝❛3✐❢* ♣♦✉& ❧❡* ♠F♠❡ ✈❛&✐❛❜❧❡* ❝♦♥3&G❧%❡* <✉❡ ♣&%❝%❞❡♠♠❡♥3✳ ▲✬❡✛❡3 *✐❣♥✐✜❝❛3✐❢

❞❡ ❧❛ ❞✐&❡❝3✐♦♥ ✭✈♦✐& ❋✐❣✉&❡ ✻✳✶✼✱ F (1, 27) = 13.22✱ p = .001✮ *✐❣♥✐✜❡ <✉❡ ❧✬✐♥✲

3❡♥*✐3% ❞❡ ❧✬❛*②♠%3&✐❡✱ ❡3 ♣❛* *❡✉❧❡♠❡♥3 *♦♥ *✐❣♥❡✱ ❞✐✛:&❡ ❡♥3&❡ ❧❡* ❜✐♠❛3❝❤✐♥❣*

✈❡&* ❧❡ ❤❛✉3 ❡3 ✈❡&* ❧❡ ❜❛*✳ ❖♥ ♦❜*❡&✈❡ ❞❡ ♣❧✉* ✉♥❡ ✐♥3❡&❛❝3✐♦♥ *✐❣♥✐✜❝❛3✐✈❡

❡♥3&❡ ❝♦♥✢✐3 ❡3 ❞✐&❡❝3✐♦♥ ✭✈♦✐& ❋✐❣✉&❡ ✻✳✶✽✱ F (3, 81) = 7.47✱ p < .001✮✳ ❈❡❧❛

*✐❣♥✐✜❡ ❡♥❝♦&❡ <✉❡ ❧✬❡✛❡3 ❡♥ ✐♥&❡♥,✐&. ❞❡ ❧❛ ❞✐&❡❝3✐♦♥ ❡*3 ♠♦❞✉❧% ❞❡ ♠❛♥✐:&❡ ❞✐❢✲

❢%&❡♥3❡ ♣❛& ❧❡ ❝♦♥✢✐3 *❡❧♦♥ <✉❡ ❧❡ ❜✐♠❛3❝❤✐♥❣ ❡*3 ❛✈❛♥3❛❣❡✉① ❛✉① ❞❡✉① %3❛♣❡*✱

♦✉ ❞%*❛✈❛♥3❛❣❡✉① ❛✉① ❞❡✉① %3❛♣❡*✳ ▲✬❛*②♠%3&✐❡ ❡♥3&❡ ♠❛3❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡& ❡3 &❡3♦✉&

❛✉❣♠❡♥3❡ *✐❣♥✐✜❝❛3✐✈❡♠❡♥3 ♣❧✉* ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥✢✐3 ❧♦&* ❞❡* ❜✐♠❛3❝❤✐♥❣* ❞%*❛✈❛♥✲

3❛❣❡✉①✳ ❈❡33❡ ❛✣&♠❛3✐♦♥ ❛ %3% 3❡*3%❡ ♣❧✉* ✜♥❡♠❡♥3 ❡♥ ❝♦♥*✐❞%&❛♥3 ❧❡ 3❛✉①

❞✬❛❝❝&♦✐**❡♠❡♥3 ❞❡ δ ❡♥3&❡ ❞❡✉① ♣❛* ❞❡ ❝♦♥✢✐3 ❝♦♥*%❝✉3✐❢*✱ *❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐&❡❝3✐♦♥✳

■❧ ❡*3 *✐❣♥✐✜❝❛3✐✈❡♠❡♥3 ♣❧✉* ❣&❛♥❞ ♣♦✉& ❧❡* ❞♦✉❜❧❡ ♠❛3❝❤✐♥❣* ❞%*❛✈❛♥3❛❣❡✉①

✭+8.8 ♠✐♥ ✈*✳ +6.1 ♠✐♥✱ F (1, 27) = 15.39✱ p < .001✮✳

❈♦♥*✐❞%&♦♥* ♠❛✐♥3❡♥❛♥3 ❧✬❡✛❡3 ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡*3 ✉♥❡

✈❛&✐❛❜❧❡ ✐♥3❡&♣❡&*♦♥♥❡❧❧❡✱ *♦♥ ❡✛❡3 *✉& ❧✬❛♠♣❧✐3✉❞❡ ❞✬❛❥✉*3❡♠❡♥3 ❛ %3% 3❡*3%

❛✈❛♥3 3&❛♥*❢♦&♠❛3✐♦♥✳ ▲❡* ❛*②♠%3&✐❡* ❡♥3&❡ ♠❛3❝❤✐♥❣* ❛❧❧❡& ❡3 &❡3♦✉& *❡♠❜❧❡♥3

♣❧✉* ❧❛&❣❡* ❧♦&*<✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡* ❝&✐3:&❡* ❡*3 ♥%❣❛3✐✈❡ ✭✶✹✳✽ ♠✐♥ ✈*✳ ✶✶✳✹ ♠✐♥✮✱

❝❡♣❡♥❞❛♥3 ❝❡3 ❡✛❡3 ♥✬❡*3 ♣❛* *✐❣♥✐✜❝❛3✐❢ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛❧♣❤❛ ✵✳✵✺ ✭p = 0.07✮✳

✻✳✺✳✷ ❆%②♠()*✐❡ ❡♥❝♦❞(❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉* ♣❛*)✐❡❧❧❡

◆♦✉* ❛✈♦♥* %❣❛❧❡♠❡♥3 ❡①❛♠✐♥% ❧❡* &%*✉❧3❛3* ❡♥ ♠❡*✉&❛♥3 ❧✬❛*②♠%3&✐❡ ❞✬✉♥❡

♠❛♥✐:&❡ <✉✐ ♣&❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣3❡ ❧❡* ♣&%❢%&❡♥❝❡* ❞❡* *✉❥❡3* ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝&✐3:&❡

3❡♠♣* ❞❡ 3&❛♥*♣♦&3✳ ◆♦✉* ❛✈♦♥* ❡♥❝♦❞% ❧❡* ❛*②♠%3&✐❡* ❡♥3&❡ ♠❛3❝❤✐♥❣* ❛❧❧❡&

❡3 &❡3♦✉& ❡♥ 3❡&♠❡* ❞❡ ✈❛❧❡✉& ✭❛✉ *❡♥* ❞❡* ♣&%❢%&❡♥❝❡* ♣❛&3✐❡❧❧❡* *✉& ❧❡ ❝&✐3:&❡

✶✻✵



δval =

valeur partielle(tempsA′) − valeur partielle(tempsA)



δval

δval δ

+0.9 −0.8

p = 0.09

F (3, 81) = 88, 063



p < 0.001

F (3, 81) = 4.56 p = .005

δ

δval
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❞❡ ✈❛❧❡✉& ✹ ❝♦&&❡*♣♦♥❞ - ✉♥❡ ❞✐✛0&❡♥❝❡ ❞❡ 1❡♠♣* ❞❡ 1&❛♥*♣♦&1 ❡♥1&❡ ❧❡* ❞❡✉①

❛❧1❡&♥❛1✐✈❡* - 0❣❛❧✐*❡& ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞✬✉♥❡ ❤❡✉&❡ ✭❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ - 1&❛✈❡&* ❧❡* *✉❥❡1*✮✳

▲❛ 1❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛*②♠01&✐❡ &❡♣&0*❡♥1❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❧❛&❣❡ ♣❛&1 ❞❡ ❝❡11❡ ❞✐✛0&❡♥❝❡✳ =♦✉&

>1&❡ ♣❧✉* ♣&0❝✐*✱ ❧❡* 0❝❛&1* ♠♦②❡♥* ❡♥ 1❡♠♣* ❞❡ 1&❛♥*♣♦&1 ❝♦&&❡*♣♦♥❞❛♥1 ❛✉①

♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥✢✐1 ✶✱ ✷✱ ✸ ❡1 ✹ *♦♥1 &❡*♣❡❝1✐✈❡♠❡♥1 ❞❡ ✿ ✶✻✱ ✸✶✱ ✹✼ ❡1 ✻✸ ♠✐♥✉1❡*✳

▲✬❡&&❡✉& δ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭✷✾ ♠✐♥✮ ❡*1 ❞♦♥❝ ❧❛&❣❡♠❡♥1 *✉♣0&✐❡✉&❡ ❛✉ 1❡♠♣* ♠♦②❡♥

❝♦&&❡*♣♦♥❞❛♥1 - ❧❛ ❞✐✛0&❡♥❝❡ ❞✬✐♥1❡♥*✐10 ♣❡&H✉❡ ❡♥1&❡ ❞❡✉① ♣❛* ❞❡ ❧✬0❝❤❡❧❧❡ ✭✶✻

♠✐♥✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉&❡ ✻✳✷✵ ♣❡&♠❡1 0❣❛❧❡♠❡♥1 ❞❡ ❜✐❡♥ ❛♣♣&0❝✐❡& ❧❛ 1❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛*②♠01&✐❡

&❡❧❛1✐✈❡♠❡♥1 ❛✉ ❝♦♥✢✐1 ✐♥✐1✐❛❧✳ ❖♥ ② ❛ &❡♣♦&10 ❧❡* ❛*②♠01&✐❡* ❡♥ ♣♦✉&❝❡♥1❛❣❡

&❡❧❛1✐❢ ❞❡ ❧✬0❝❛&1 ❡♥ 1❡♠♣* ❞❡ 1&❛♥*♣♦&1 ❡♥1&❡ ❧❡* ❞❡✉① ❛❧1❡&♥❛1✐✈❡* - ♠❛1❝❤❡&

- ❧✬❛❧❧❡&✳ ❖♥ 1&♦✉✈❡ ❞❡* ❛❥✉*1❡♠❡♥1* ❝♦♥*✐❞0&❛❜❧❡*✳ =♦✉& ❝♦♠♣❛&❛✐*♦♥✱ ♥♦✉*

❛✈♦♥* ❝❛❧❝✉❧0 ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❊①♣0&✐♠❡♥1❛1✐♦♥ ✶ ❞❡ ❲✐❧❧❡♠*❡♥ ❛♥❞ ❑❡&❡♥ ❬✷✵✵✸❪✳ ■❧*

*♦♥1 ❞❡ ✶✹✳✼✪ ❡1 ✶✼✪ ♣♦✉& ❧❡✉&* ❞❡✉① 1②♣❡* ❞❡ ♠❛1❝❤✐♥❣ ❞♦✇♥✳

◆♦✉* ♥✬❛✈♦♥* ♦❜*❡&✈0 ❛✉❝✉♥ ❡✛❡1 *✐❣♥✐✜❝❛1✐❢ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡* ❝&✐1X&❡* *✉&

❧✬❛*②♠01&✐❡ ❞✬❛❥✉*1❡♠❡♥1✳ ◆♦✉* ♣❡♥*♦♥* *✐♠♣❧❡♠❡♥1 Y✉❡ ❝❡❧❛ ❡*1 ❞Z - ✉♥ ❡✛❡1

✐♥*✉✣*❛♥1 ❞✉ ❞✐*♣♦*✐1✐❢ ❡①♣0&✐♠❡♥1❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡* ❝&✐1X&❡* ✉1✐❧✐*0* *♦♥1 ❢❛♠✐✲

❧✐❡&* ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛&1 ❞❡* *✉❥❡1*✱ ❧❡* 0✈❛❧✉❛1✐♦♥* ❢♦✉&♥✐❡* ♣♦✉& ❧✬❛♣♣❛&1❡♠❡♥1 ❞❡

&0❢0&❡♥❝❡ ♥❡ *♦♥1 ♣❛* ✐♥❞✐*♣❡♥*❛❜❧❡* ♣♦✉& ❢♦&♠❡& ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥1 - ♣&♦♣♦* ❞❡*

❛♣♣❛&1❡♠❡♥1* - ♠❛1❝❤❡&✳ ■❧ ❡*1 ♣&♦❜❛❜❧❡ Y✉❡ ❧❡* ❛❧1❡&♥❛1✐✈❡* ❞❡ &0❢0&❡♥❝❡ ❛✐❡♥1

010 ♥0❣❧✐❣0❡* ♣❛& ✉♥ ❝❡&1❛✐♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ *✉❥❡1*✳

■❧ ❡*1 &❡♠❛&Y✉❛❜❧❡ Y✉❡ ❧❛ ♠❡*✉&❡ ❞❡* ❛*②♠01&✐❡* ❞✬❛❥✉*1❡♠❡♥1✱ ❡♥ 1❡&♠❡* ❞❡

✈❛❧❡✉& ♣❛&1✐❡❧❧❡✱ ❢❛✐1 ❛♣♣❛&❛^1&❡ ✉♥ ❡✛❡1 ❞✉ ❝♦♥✢✐1 ♣❧✉* ❢♦&1 ♣♦✉& ❧❡* ❜✐♠❛1❝❤✐♥❣*

❛✈❛♥1❛❣❡✉① Y✉❡ ❞0*❛✈❛♥1❛❣❡✉①✱ ❝♦♥1&❛✐&❡♠❡♥1 ❛✉ ❝❛* ♦_ ❧❡* ❛*②♠01&✐❡* *♦♥1

❡♥❝♦❞0❡* ❡♥ ♠✐♥✉1❡*✳ ■❧ ❢❛✉1 ❝❡♣❡♥❞❛♥1 ❝♦♥*✐❞0&❡& ❝❡ &0*✉❧1❛1 ❛✈❡❝ ♣&0❝❛✉1✐♦♥✱

❝❛& ♥♦1&❡ ❞✐*♣♦*✐1✐❢ ❡①♣0&✐♠❡♥1❛❧ ♥❡ ✈✐*❛✐1 ♣❛* ❧❛ ❝♦♥*1&✉❝1✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝1✐♦♥

❞❡ ✈❛❧❡✉& ♣❛&1✐❡❧❧❡✳

❉❛♥* ❝❡11❡ ❡①♣0&✐♠❡♥1❛1✐♦♥✱ ❛✐♥*✐ Y✉❡ ❞❛♥* ❝❡❧❧❡ ♣&0*❡♥10❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐1&❡ ♣&0✲

❝0❞❡♥1✱ ❧❡ ❝♦♥✢✐1 ❝❛&❛❝10&✐*❛♥1 ❧❡ *1✐♠✉❧✉* ❢❛✐1 ❛✉❣♠❡♥1❡& ❧❛ ✈❛&✐❛❜✐❧✐10 ❞❡*

&0♣♦♥*❡*✱ Y✉❡ ❝❡ *♦✐1 ❧✬0✈❛❧✉❛1✐♦♥ *✉& ✉♥ ❝&✐1X&❡ ❡♥ &0♣♦♥*❡ - ✉♥ ♠❛1❝❤✐♥❣ ♦✉

❧❡ 1②♣❡ ❞❡ &0♣♦♥*❡ ✭■✱=✱❘✮ - ✉♥❡ ❝♦♠♣❛&❛✐*♦♥ ♣❛& ♣❛✐&❡ ✭✈♦✐& ❛✉**✐ ❧❡ ❈❤❛♣✐1&❡

✼✮✳ ❈❡* &0*✉❧1❛1* ♣❡✉✈❡♥1 *❡ &❛♣♣&♦❝❤❡& ❞❡ ❧✬♦❜*❡&✈❛1✐♦♥ ❡♠♣✐&✐Y✉❡ ❞❡ ❋✐*❝❤❡&

❡1 ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪ *✉& ❧✬❛✉❣♠❡♥1❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛&✐❛❜✐❧✐10 ❞✬✉♥❡ 0✈❛❧✉❛1✐♦♥ ♠✉❧1✐❝&✐1X&❡

❛✈❡❝ ❧✬0❝❛&1✲1②♣❡ ❞❡* 0✈❛❧✉❛1✐♦♥* *✉& ❧❡* ❝&✐1X&❡*✳

✶✻✺
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✻✳✻✳✶ ❆♥❝&❛❣❡ *✉& ❧✬❛❧.❡&♥❛.✐✈❡✲❝✐❜❧❡

■❧ ♥♦✉% %❡♠❜❧❡ ♣*♦❜❛❜❧❡ ,✉❡ ❧❡ %✉❥❡. *❛✐%♦♥♥❡ ❡♥ ❝♦♥%✐❞2*❛♥. ❧✬❛❧.❡*♥❛✲

.✐✈❡ ❝✐❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥. ❞❡ *2❢2*❡♥❝❡✱ ♣♦✉* ♣❧✉%✐❡✉*% *❛✐%♦♥%✳ ❚♦✉. ❞✬❛❜♦*❞✱

❧✬❛❧.❡*♥❛.✐✈❡✲❝✐❜❧❡ ❡%. ❡♥.✐:*❡♠❡♥. %♣2❝✐✜2❡✳ ■❧ ❡%. ❢❛❝✐❧❡ ♣♦✉* ❧❡ %✉❥❡. ❞❡ ✈✐✲

%✉❛❧✐%❡* ❝❡..❡ ❛❧.❡*♥❛.✐✈❡ ❡. ❞❡ %❡ ❢♦♥❞❡* %✉* ❡❧❧❡ ♣♦✉* *❛✐%♦♥♥❡*✳ ❉❡ ♣❧✉%✱

❧✬❛❧.❡*♥❛.✐✈❡✲❝✐❜❧❡ ❞2✜♥✐. ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❣❧♦❜❛❧❡ ,✉✐ ❝❛*❛❝.2*✐%❡ ❧❡ ♠❛.❝❤✐♥❣✱ ❧❛ ✈❛✲

❧❡✉* ❣❧♦❜❛❧❡ ? ❧❛,✉❡❧❧❡ ❛✉*❛ ❧✐❡✉ ❧✬2❝❤❛♥❣❡✳ ▲❛ ❝♦✉*❜❡ ❞✬✐♥❞✐✛2*❡♥❝❡ ❛%%♦❝✐2❡ ❛✉

♠❛.❝❤✐♥❣ ❡%. ✐♠♣♦%2❡ ♣❛* ❧✬❛❧.❡*♥❛.✐✈❡✲❝✐❜❧❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥%✐❞:*❡ ❧✬❛❧.❡*♥❛.✐✈❡✲❝✐❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥. ❞❡ *2❢2*❡♥❝❡✱ ❧✬❛%②♠2.*✐❡ ❞❡

✈❛*✐❛.✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉* ❡♥.*❡ ♣❡*.❡ ❡. ❣❛✐♥ ✭*❡♣*2%❡♥.❛❜❧❡ ♣❛* ✉♥❡ ❝♦✉*❜❡ ❝♦♥✈❡①❡

♣♦✉* ❧❡% ♣❡*.❡% ❡. ❝♦♥❝❛✈❡ ♣♦✉* ❧❡% ❣❛✐♥%✮ ❛ ❞❡% ❝♦♥%2,✉❡♥❝❡% %✉* ❧❡% ❛❥✉%.❡✲

♠❡♥.% ❡✛❡❝.✉2%✳ ▲❛ ♣❡*.❡ ❞✬✉♥❡ ,✉❛♥.✐.2 ❡♥ 2✈❛❧✉❛.✐♦♥ ❛ ✉♥ ♣❧✉% ❣*❛♥❞ ✐♠♣❛❝.

%✉* ❧❛ ✈❛*✐❛.✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉*✱ ,✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝❡..❡ ♠G♠❡ ,✉❛♥.✐.2 ✭✈♦✐* ❚✈❡*%❦②

❛♥❞ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❬✶✾✾✶❪ ❡. ❍✐❣❤❤♦✉%❡ ❛♥❞ ❏♦❤♥%♦♥ ❬✶✾✾✻❪✮✱ ❝❡ ,✉✐ ❡%. *2%✉♠2

♣❛* ❧❛ ♣❤*❛%❡ ✿ ✏▲♦%%❡% ❧♦♦♠ ❧❛*❣❡* .❤❛♥ ❝♦**❡%♣♦♥❞✐♥❣ ❣❛✐♥%✑✳ ◆♦✉% ❛❧❧♦♥%

❞2❝♦♠♣♦%❡* ❧❡ ❜✐♠❛.❝❤✐♥❣ ❡♥ ♣❧✉%✐❡✉*% 2.❛♣❡% ❡. ✐❞❡♥.✐✜❡* ❝❡% ❝♦♥%2,✉❡♥❝❡%✳

◆♦✉% ♥♦.❡*♦♥% △t ♣♦✉* ❞2%✐❣♥❡* ✉♥❡ ,✉❛♥.✐.2 2❝❤❛♥❣2❡ %✉* ❧✬❛..*✐❜✉. .❡♠♣% ❞❡

.*❛♥%♣♦*.✱ ❡♥ ♠✐♥✉.❡%✱ ❡. △l ♣♦✉* ✉♥❡ ,✉❛♥.✐.2 2❝❤❛♥❣2❡ %✉* ❧✬❛..*✐❜✉. ❧♦②❡*✱

❡♥ ❡✉*♦%✳ U❛* ,✉❛♥.✐.2 2❝❤❛♥❣2❡✱ ♦♥ ❡♥.❡♥❞ ✉♥❡ ,✉❛♥.✐.2 ❛❥♦✉.2❡ ♦✉ *❡.✐*2❡

%✉* ✉♥❡ 2✈❛❧✉❛.✐♦♥✱ ❧♦*%,✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛%%❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧.❡*♥❛.✐✈❡ ? ❧✬❛✉.*❡✳ U♦✉* *❡♥❞*❡

❧❡ *❛✐%♦♥♥❡♠❡♥. ♣❧✉% ❝♦♥❝✐%✱ ♦♥ ❝♦♥%✐❞:*❡ ,✉❡ ❧❡% ❞❡✉① ❝*✐.:*❡% %♦♥. ❡♥❝♦❞2%

❞❡ ♠❛♥✐:*❡ ❞2❝*♦✐%%❛♥.❡ ✿  ❡♠♣$ ❞❡  &❛♥$♣♦& ❞*❝&♦✐$$❛♥ ❡. ❧♦②❡& ❞*❝&♦✐$$❛♥ ✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞2❝✐❞❡✉* ❝❤❡*❝❤❡ ❧❡ .❡♠♣% ❧❡ ♣❧✉% ❝♦✉*. ❡. ❧❡ ❧♦②❡* ❧❡ ♠♦✐♥% 2❧❡✈2✱ ✐❧

❝❤❡*❝❤❡ ? ♠❛①✐♠✐%❡* ❧❡% ❞❡✉① ❝*✐.:*❡%✳

❈♦♥%✐❞2*♦♥% ✉♥ ❜✐♠❛.❝❤✐♥❣ ❞2%❛✈❛♥.❛❣❡✉① ❛✉① ❞❡✉① 2.❛♣❡%✳ ▲♦*% ❞✉ ♠❛.✲

❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡* ✭A(tA, lA) I B(tB, ?)✱ ✈♦✐* ❋✐❣✉*❡ ✻✳✷✶✮✱ ❧❡ %✉❥❡. ❝♦♥%.❛.❡ ✉♥ ❛✈❛♥.❛❣❡

❡♥ 2✈❛❧✉❛.✐♦♥ +△t ❞❡ B %✉* A✳ ❈❡❧❛ ❝♦**❡%♣♦♥❞ ? ✉♥ ❣❛✐♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉* v(+△t)✱

,✉✬❡❧❧❡ ❞♦✐. ❝♦♠♣❡♥%❡* ♣❛* ✉♥❡ ♣❡*.❡ ❞❡ ♠G♠❡ ✈❛❧❡✉* ❡♥ %♣2❝✐✜❛♥. ✉♥ ❞2%❛✲

✈❛♥.❛❣❡ ❞❡ B %✉* ❧❡ ❝*✐.:*❡ ❧♦②❡*✱ ♣❛* *❛♣♣♦*. ? A✳ ❈❡..❡ ❝♦♠♣❡♥%❛.✐♦♥ ❞♦✐.

G.*❡ ❡①❛❝.❡✱ ❝❛* ❧❡% ❞❡✉① ❛❧.❡*♥❛.✐✈❡% A ❡. B %♦♥. ❝❡♥%2❡% G.*❡ ✐♥❞✐✛2*❡♥.❡%✳ ▲❡

❞2❝✐❞❡✉* ❡%.✐♠❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ,✉❛♥.✐.2 △l .❡❧❧❡ ,✉❡ ✿

|v(−△l)| = v(+△t) ✭✻✳✶✮

✶✻✻
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B

A

−△l

+△t
❚❡♠♣$ ❞❡ &'❛♥$♣♦'&

✭❞,❝'♦✐$$❛♥&✮

▲♦②❡' ✭❞,❝'♦✐$$❛♥&✮

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✶ ✕ ❆❥✉$&❡♠❡♥& −△l ❧♦'$ ❞✉ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡' ✈❡'$ ❧❡ ❜❛$✳

❈❡&&❡ ,❣❛❧✐&, &'❛❞✉✐& ❧✬✐♥❞✐✛,'❡♥❝❡ ❛&&❡♥❞✉❡ B ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡'✳

▲♦'$ ❞✉ ♠❛&❝❤✐♥❣ '❡&♦✉' ✭✈♦✐' ❋✐❣✉'❡ ✻✳✷✷✮✱ ❧❡ ❞,❝✐❞❡✉' ❝♦♥$&❛&❡ ✉♥ ❛✈❛♥✲

&❛❣❡ ❞❡ A′ $✉' B✱ $✉' ❧✬,✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❡♥ ❧♦②❡'✱ ❞❡ G✉❛♥&✐&, △l✳ H❛' ❝♦♥$&'✉❝&✐♦♥✱

❝❡&&❡ G✉❛♥&✐&, ❡$& ❝❡❧❧❡ ❡$&✐♠,❡ ♣❛' ❧❡ ❞,❝✐❞❡✉' ❛✉ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡'✳ ▼❛✐$ ❝❡&&❡

G✉❛♥&✐&, ❡$& ❝❡&&❡ ❢♦✐$ ❡♥✈✐$❛❣,❡ ♣♦$✐&✐✈❡♠❡♥&✳ ▲❡ ❞,❝✐❞❡✉' ❞♦✐& ♣♦✉' ❝❡ ♠❛&✲

❝❤✐♥❣ ❝♦♠♣❡♥$❡' ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉' v(+△l)✳ ❊❧❧❡ ❞♦✐& ❡$&✐♠❡' ❧❛ G✉❛♥&✐&, △′t

&❡❧❧❡ G✉❡ ✿

|v(−△′t)| = v(+△l) ✭✻✳✷✮

❈❡&&❡ ,❣❛❧✐&, &'❛❞✉✐& ❧✬✐♥❞✐✛,'❡♥❝❡ ❛&&❡♥❞✉❡ B ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♠❛&❝❤✐♥❣ '❡&♦✉'✳

❈♦♠♠❡♥& $❡ ❝♦♠♣❛'❡♥& △t ❡& △′t ❄ ▲❛ G✉❛♥&✐&, △l ❡$& ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① ♠❛&✲

❝❤✐♥❣$ ❛❧❧❡' ❡& '❡&♦✉'✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ $♦♥ ✏❡♥❝♦❞❛❣❡ ♣$②❝❤♦❧♦❣✐G✉❡✑ ♥✬❡$& ♣❛$ ❧❡

♠Q♠❡ ❛✉① ❞❡✉① ,&❛♣❡$✳ ▲✬❛$②♠,&'✐❡ ❡♥&'❡ ❣❛✐♥ ❡& ♣❡'&❡ ✐♠♣❧✐G✉❡ ❧✬✐♥,❣❛❧✐&,

$✉✐✈❛♥&❡ ✿

v(+△l) < |v(−△l)| ✭✻✳✸✮

❊♥ '❡♠♣❧❛S❛♥& ❧❡$ &❡'♠❡$ ❞❡ ✻✳✸ B ❧✬❛✐❞❡ ❞❡$ ❞❡✉① ,G✉❛&✐♦♥$ ♣',❝,❞❡♥&❡$✱ ♦♥

♦❜&✐❡♥& G✉❡ |v(−△′t)| < v(+△t)✳ ❖' ❧✬❛$②♠,&'✐❡ ❡♥&'❡ ❣❛✐♥ ❡& ♣❡'&❡✱ ❛♣♣❧✐G✉,❡

❛✉ ❝'✐&U'❡ &❡♠♣$ ❝❡&&❡ ❢♦✐$✱ ✐♠♣❧✐G✉❡ G✉❡ ✿ v(+△′t) < |v(−△′t)|✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥&✱

✶✻✼
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B

A′

+△l

−△′t
❚❡♠♣$ ❞❡ &'❛♥$♣♦'&

✭❞,❝'♦✐$$❛♥&✮

▲♦②❡' ✭❞,❝'♦✐$$❛♥&✮

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✷ ✕ ❆❥✉$&❡♠❡♥& −△′t ❧♦'$ ❞✉ ♠❛&❝❤✐♥❣ '❡&♦✉' ✈❡'$ ❧❡ ❜❛$✳

♣❛' &'❛♥$✐&✐✈✐&, ✿ v(+△′t) < v(+△t)✳ ❊& ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉' ♣❛'&✐❡❧❧❡

❡$& ♠♦♥♦&♦♥❡ $&'✐❝&❡♠❡♥& ❝'♦✐$$❛♥&❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞,❞✉✐& ✿

+△′t < +△t ✭✻✳✹✮

❈❡&&❡ ✐♥,❣❛❧✐&, ',$✉❧&❡ ❞❡ ❧✬❛$②♠,&'✐❡ ❡♥&'❡ ❣❛✐♥ ❡& ♣❡'&❡✱ ❛♣♣❧✐E✉,❡ F ❝❤❛E✉❡

❝'✐&G'❡✱ ❡& ❡♥ ❝♦♥$✐❞,'❛♥& E✉❡ ❧♦'$ ❞✬✉♥ ♠❛&❝❤✐♥❣✱ ❧❡ $✉❥❡& ,❝❤❛♥❣❡ ❞❡$ E✉❛♥&✐&,$

❞❡ ✈❛❧❡✉' ,❣❛❧❡$✳ ◆♦&'❡ '❛✐$♦♥♥❡♠❡♥&✱ $❡ ❜❛$❛♥& $✉' ❧❡ ❢❛✐& E✉❡ ❧❡ ❞,❝✐❞❡✉'

✉&✐❧✐$❡ ❧✬❛❧&❡'♥❛&✐✈❡✲❝✐❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥& ❞❡ ',❢,'❡♥❝❡✱ ♣',❞✐& ✉♥ $♦✉$✲❛❥✉$&❡♠❡♥&

❧♦'$ ❞✉ ♠❛&❝❤✐♥❣ '❡&♦✉'✱ ♣❛' '❛♣♣♦'& ❛✉ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡'✳ ■❧ ♣',❞✐& E✉❡ ❧✬,❝❛'&

❡♥ ,✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❡♥&'❡ ❧❡$ ❛❧&❡'♥❛&✐✈❡$ $✉' ❧❡ ❝'✐&G'❡ &❡♠♣$ ❞❡ &'❛♥$♣♦'& ❞♦✐& K&'❡

♣❧✉$ ♣❡&✐& ❛♣'G$ ❧❡ ♠❛&❝❤✐♥❣ '❡&♦✉' E✉❡ ❝❡❧✉✐ ✐♠♣♦$, ❛✉ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡'✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥❞✉✐& ❧❡ ♠K♠❡ '❛✐$♦♥♥❡♠❡♥& ♣♦✉' ✉♥ ❜✐♠❛&❝❤✐♥❣ ❛✈❛♥&❛❣❡✉① ❛✉①

❞❡✉① ,&❛♣❡$✱ ❡$&✲❝❡ E✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉& ♣',✈♦✐' ✉♥ $♦✉$✲❛❥✉$&❡♠❡♥& ❡♥&'❡ ❛❧❧❡' ❡&

'❡&♦✉' ❄ ▲♦'$ ❞✉ ♠❛&❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡' ✭✈♦✐' ❋✐❣✉'❡ ✻✳✷✸✮✱ ❧❡ $✉❥❡& ❝♦♥$&❛&❡ ✉♥ ❞,$❛✲

✈❛♥&❛❣❡ ❡♥ ,✈❛❧✉❛&✐♦♥ −△t ❞❡ B ♣❛' '❛♣♣♦'& F A✳ ❈❡❧❛ ❝♦''❡$♣♦♥❞ F ✉♥❡ ♣❡'&❡

❡♥ ✈❛❧❡✉' v(−△t)✱ E✉✬❡❧❧❡ ❞♦✐& ❝♦♠♣❡♥$❡' ♣❛' ✉♥ ❛✈❛♥&❛❣❡ ❞❡ ♠K♠❡ ✈❛❧❡✉'

❡♥ ❢❛✈❡✉' ❞❡ B $✉' ❧❡ ❝'✐&G'❡ ❧♦②❡'✱ ♣❛' '❛♣♣♦'& F A✳ ❈❡&&❡ ❝♦♠♣❡♥$❛&✐♦♥ ❞♦✐&
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❈❡  ❡ ❛2②♠' 0✐❡ ❛✉❣♠❡♥ ❡ ❞❡ ♠❛♥✐:0❡ ❞0❛2 ✐;✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥✢✐ ❛22♦❝✐' ❛✉

♠❛ ❝❤✐♥❣✱ ❝✬❡2 ✲A✲❞✐0❡ ❧❛ ❞✐✛'0❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉0 ♣❛0 ✐❡❧❧❡ 2✉0 ❧❡ ❝0✐ :0❡ ♥♦♥ ❛❥✉2 '✳

❈❡  ❡ ♦❜2❡0✈❛ ✐♦♥ ❞♦✐ ❝♦♥❞✉✐0❡  ♦✉ ❛♥❛❧②2 ❡ A ♣0✐✈✐❧'❣✐❡0 ❞❡2  E❝❤❡2 ❞❡ ♠❛ ✲

❝❤✐♥❣ ✐♠♣♦2❛♥ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✢✐ ❢❛✐❜❧❡✳

❊ ❛♥ ❞♦♥♥' ;✉❡ ❝❡ ❡✛❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐ 2✉0 ❧❛ ✈❛0✐❛❜✐❧✐ ' ❞❡2 0'♣♦♥2❡2 ❞'♣❡♥❞

❢♦0 ❡♠❡♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐0❡❝ ✐♦♥ ❞✉ ♠❛ ❝❤✐♥❣✱ ✐❧ ♥♦✉2 ♣❛0❛H ❡♥ ♦✉ 0❡ ♣❧✉2 ♣0✉❞❡♥ 

❞✬✉ ✐❧✐2❡0 ❞❡2 ♠❛ ❝❤✐♥❣2 ❛✈❛♥ ❛❣❡✉①✱ ❝✬❡2 ✲A✲❞✐0❡ ❞❡2 ♠❛ ❝❤✐♥❣2 ❞❛♥2 ❧❡2;✉❡❧2

❧❡ ❞'❝✐❞❡✉0 ❡2 ✐♥✈✐ ' A 2♣'❝✐✜❡0 ✉♥❡ '✈❛❧✉❛ ✐♦♥ ❢❛✈♦0❛❜❧❡✳

❯♥❡ ❞❡0♥✐:0❡ 0❡❝♦♠♠❛♥❞❛ ✐♦♥ ♣♦0 ❡ 2✉0 ❧✬✉ ✐❧✐2❛ ✐♦♥ ❞❡ ❧❛  E❝❤❡ ❞❡ ♠❛ ✲

❝❤✐♥❣ ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛2 ♦L ✉♥ ❝❡0 ❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✢✐ 2✬✐♠♣♦2❡✳ ■❧ ♣❡✉ N 0❡ ❡♥✈✐2❛✲

❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ♣0♦♣♦2❡0 ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛ ❝❤✐♥❣✱ 2✐ ♣♦22✐❜❧❡ ❝❛❝❤'✱ ❡ ❞✬✉ ✐❧✐2❡0 ❧❡  ❛✉①

❞❡ ❝♦♠♣❡♥2❛ ✐♦♥ ❝♦00❡♣♦♥❞❛♥ A ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡2 ♠❛ ❝❤✐♥❣2 ❛❧❧❡0 ❡ 0❡ ♦✉0✳

▲✬❡①♣'0✐♠❡♥ ❛ ✐♦♥ ♣0'2❡♥ '❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐ 0❡ ✺ ♥♦✉2 ❛ ♣❡0♠✐2 ❞✬♦❜2❡0✈❡0 ❧✬✐♥✲

✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✢✐ ✱ ♠❡2✉0' ❝♦♠♠❡ '❝❛0 ❞✬'✈❛❧✉❛ ✐♦♥ ❡♥ 0❡ ❧❡2 ❛❧ ❡0✲

♥❛ ✐✈❡2 2✉0 ✉♥ ❝0✐ :0❡✱ 2✉0 ❧❛ 0'♣♦♥2❡ A ✉♥❡ ❝♦♠♣❛0❛✐2♦♥ ♣❛0 ♣❛✐0❡✳ ◆♦✉2 ❛✈♦♥2

♠✐2 ❡♥ '✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❢♦0♠❡ ❞✬✐♥ 0❛♥2✐ ✐✈✐ ' ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛'0❡♥❝❡✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ✐2♦✲

♣0'❢'0❡♥❝❡✳ ❖♥ ♦❜ ❡♥❛✐ ❡♥ ❡✛❡ ❞❡2 ❛✣0♠❛ ✐♦♥2 ❞❡ ❧❛ ❢♦0♠❡ aIb✱ bIc ✭❢❛✐❜❧❡

❝♦♥✢✐ ❡♥ 0❡ a ❡ b ❡ ❡♥ 0❡ b ❡ c✮ ♠❛✐2 non(aIc)✳ ❯♥ ❡✛❡ ❞❡ ✈❡ ♦ ❡♠♣N❝❤❛✐ ❧❡

❞'❝✐❞❡✉0 ❞❡ ❝♦♥2✐❞'0❡0 a ❡ c ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐✛'0❡♥ 2 ♠❛❧❣0' ❧❛ ❝❤❛H♥❡ ❞✬✐♥❞✐✛'0❡♥❝❡

❡①❤✐❜'❡ ❛✉♣❛0❛✈❛♥ ✱ ❝❛0 ✉♥❡  0♦♣ ❣0❛♥❞❡ ❞✐✛'0❡♥❝❡ ❞✬'✈❛❧✉❛ ✐♦♥ ❡①✐2 ❛✐ ❡♥ 0❡

❡✉①✳

▲❡2 0'2✉❧ ❛ 2 ❞❡ ♥♦ 0❡ ❡①♣'0✐♠❡♥ ❛ ✐♦♥ ♠❡  ❛♥ ❡♥ ❥❡✉ ❧❡ ♠❛ ❝❤✐♥❣ ♣❡✉✈❡♥ 

'❣❛❧❡♠❡♥ 2✬✐♥ ❡0♣0' ❡0 ❝♦♠♠❡ 0'✈'❧❛♥ ✉♥❡ ❢♦0♠❡ ❞✬✐♥ 0❛♥2✐ ✐✈✐ ' ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛'✲

0❡♥❝❡ ✿ ♦♥ ❛ ♦❜ ❡♥✉ ❞❡2 ❛✣0♠❛ ✐♦♥2 ❞✉  ②♣❡ aIb ❡ bIa′ ✭❛✉① ♠❛ ❝❤✐♥❣2 ❛❧❧❡0 ❡ 

0❡ ♦✉0 0❡2♣❡❝ ✐✈❡♠❡♥ ✮✳ W♦✉0 ❛♥ ✱ ✐❧ ❡2 ❝❧❛✐0 ;✉❡ ♣♦✉0 ❧❡ ❞'❝✐❞❡✉0 non(aIa′)✱

♣✉✐2;✉❡ a ❡ a′ ♦♥ ❧❛ ♠N♠❡ '✈❛❧✉❛ ✐♦♥ 2✉0 ✉♥ ❝0✐ :0❡ ❡ ;✉✬✐❧ ❡①✐2 ❡ ✉♥❡ ❞✐✛'✲

0❡♥❝❡ ♥♦ ❛❜❧❡ 2✉0 ❧✬❛✉ 0❡ ✿ ❧❡2 ❛❧ ❡0♥❛ ✐✈❡2 2♦♥ ❡♥ 0❡❧❛ ✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ❛✈❡❝

✉♥❡ ❞✐✛'0❡♥❝❡ 2✉0 ✉♥ ❝0✐ :0❡ ;✉✐ ❡2 ♥♦♥ ♥'❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉0 ❧❡ ❞'❝✐❞❡✉0✳ ❖♥ ❛ ✈✉

;✉✬❡♥ 0'♣♦♥2❡ A ✉♥ ❝♦♥✢✐ '❧❡✈' ❧♦02 ❞✉ ❜✐✲♠❛ ❝❤✐♥❣✱ ❧❛ ❞✐✛'0❡♥❝❡ ❞✬'✈❛❧✉❛ ✐♦♥

♦❜ ❡♥✉❡ ❡♥ 0❡ a ❡ a′ ♣❡✉ N 0❡ ❝♦♥2✐❞'0❛❜❧❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉ ❞♦♥❝ ♣❛2 ❡①♣❧✐;✉❡0
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❞❡ ♥♦)5❡ ❡①♣-5✐♠❡♥)❛)✐♦♥ '✉5 ❧❡' ❝♦♠♣❛5❛✐'♦♥' ♣❛5 ♣❛✐5❡'✳ ❖♥ ♦❜'❡5✈❡

)♦✉) ❞✬❛❜♦5❞ ❧❛ ✈❛5✐❛❜✐❧✐)- ❞❡' ❥✉❣❡♠❡♥)' ❞✬✐♥❞✐✛-5❡♥❝❡✳ ❖♥ ♣5♦♣♦'❡ ✉♥❡

✐♥)❡5♣5-)❛)✐♦♥ ❞❡ ❝❡))❡ ✈❛5✐❛❜✐❧✐)- ❧✐-❡ & ❧✬❡✛❡) ❞❡ ♣5♦-♠✐♥❡♥❝❡ ✭❋✐'❝❤❡5 ❛♥❞

❍❛✇❦✐♥' ❬✶✾✾✸❪✮✳ ❖♥ )❡')❡ ❡♥'✉✐)❡ ❧❛ ❝♦❤-5❡♥❝❡ ❞✬✐'♦♣5-❢-5❡♥❝❡ ❝♦♥')5✉✐)❡ ♣❛5

❝♦♠♣❛5❛✐'♦♥' '✉❝❝❡''✐✈❡'✳ ■❧ '✬❛✈D5❡ ;✉❡ ❧❛ ✈❛5✐❛❜✐❧✐)- ❞❡' ❥✉❣❡♠❡♥)' ✈✐'✲&✲✈✐'

❞❡' ✐'♦♣5-❢-5❡♥❝❡' ❞-♣❡♥❞ '✐❣♥✐✜❝❛)✐✈❡♠❡♥) ❞✉ ❝♦♥✢✐) ♠✉❧)✐❝5✐)D5❡✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥

❞♦♥♥❡ ❞❡' -❧-♠❡♥)' ❞❡ ❞❡'❝5✐♣)✐♦♥ ♣♦✉5 ❛♣♣5-❝✐❡5 ❧❛ ✈❛5✐❛❜✐❧✐)- ❞❡' 5-♣♦♥'❡'

& ✉♥❡ ♠R♠❡ )S❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛5❛✐'♦♥ ❧♦5';✉✬❡❧❧❡ ❡') 5-♣-)-❡✳

✶✼✻
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❉❛♥# ❧❡ ❈❤❛♣✐*+❡ ✷✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♦❜#❡+✈2 #✉+ ❞❡ ♥♦♠❜+❡✉① ❡①❡♠♣❧❡# ❝♦♠❜✐❡♥

❧❡# ♣+2❢2+❡♥❝❡# ❡①♣+✐♠2❡# ♣❛+ ❞❡# ❞2❝✐❞❡✉+# +2❡❧# ♣❡✉✈❡♥* ✈❛+✐❡+ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡

♣❛+❛♠8*+❡# 9✉✐ ❞❡✈+❛✐❡♥* :*+❡ ❝♦♥*✐♥❣❡♥*# ❛✉ ♣+♦❜❧8♠❡ ❞❡ ❞2❝✐#✐♦♥ ❧✉✐✲♠:♠❡ ✿

❧❛ ♣+♦❝2❞✉+❡ ❞❡ 9✉❡#*✐♦♥♥❡♠❡♥* ✉*✐❧✐#2❡✱ ❧❛ ❢❛>♦♥ ❞♦♥* #♦♥* ❞2❝+✐*❡# ❧❡# ❞♦♥♥2❡#

❞✉ ♣+♦❜❧8♠❡✱ ❡*❝✳ ❉❡ ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞❡ ❝❡# ❡✛❡*# ❛ 2♠❡+❣2 ❧✬✐❞2❡ 9✉❡ ❧❡# ❞2❝✐❞❡✉+#

❝♦♥#*+✉✐#❡♥* ❡♥ ❣+❛♥❞❡ ♣❛+*✐❡ ❧❡✉+# ♣+2❢2+❡♥❝❡# ♦♥❧✐♥❡✱ ❛✉ ❝♦✉+# ❞❡ ❧✬2❧✐❝✐*❛*✐♦♥

✶

✳

■❧ ❡①✐#*❡ ❞❡ ♥♦♠❜+❡✉#❡# #✐*✉❛*✐♦♥# ♦C ❧❡# ❞♦♥♥2❡# ❡①♣2+✐♠❡♥*❛❧❡# ❝♦♥*+✐❜✉❡♥*

D ❢❛✐+❡ ♣❡♥#❡+ 9✉❡ ❧❡# ♣+2❢2+❡♥❝❡# ❞✉ ❞2❝✐❞❡✉+ ♥❡ #♦♥* ♣❛# ♣+2❡①✐#*❛♥*❡#✱ ♠❛✐#

❝♦♥#*+✉✐*❡# D ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❛✉ ❢✉+ ❡* D ♠❡#✉+❡ 9✉✬❡❧❧❡# #♦♥* +❡9✉✐#❡# ✭▲✐❝❤*❡♥✲

#*❡✐♥ ❛♥❞ ❙❧♦✈✐❝ ❬✷✵✵✻❪✮✳ ▲❡# ♣+2❢2+❡♥❝❡# #♦♥* ❛✐♥#✐ ✉♥ ♦❜❥❡* ❧❛❜✐❧❡✱ ✐♥✢✉❡♥❝2

♥♦♥ #❡✉❧❡♠❡♥* ♣❛+ ❧❡ ❝♦♥*❡①*❡ *❡❧ 9✉✬♦♥ ❧❡ ❝♦♥*+O❧❡ ❧♦+# ❞✬✉♥❡ ❡①♣2+✐♠❡♥*❛*✐♦♥✱

♠❛✐# ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐8+❡ ♣❧✉# ❧❛+❣❡✱ ♣❛+ ❞❡# 2❧2♠❡♥*# ❞✉ ❝♦♥*❡①*❡ 9✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥*

:*+❡ ❝♦♥*+O❧2# ♣❛+ ❧✬❡①♣2+✐♠❡♥*❛*❡✉+✱ ♠❛✐# ❞♦♥* ✐❧ ❞♦✐* :*+❡ ❝♦♥#❝✐❡♥*✳ ❈❡❧✉✐ 9✉✐

❝❤❡+❝❤❡ D ♠❡#✉+❡+ ❞❡# ♣+2❢2+❡♥❝❡# ❢❛✐* ♥2❝❡##❛✐+❡♠❡♥* ❢❛❝❡ D ✉♥❡ ✈❛+✐❛❜✐❧✐*2

❞♦♥* ❧❛ #♦✉+❝❡ #❡ *+♦✉✈❡ ❞❛♥# ❧✬❡++❡✉+ ❡①♣2+✐♠❡♥*❛❧❡ ♠❛✐# ❛✉##✐ ❞❛♥# ❧✬2✈♦✲

❧✉*✐♦♥ ❞❡# ♣+2❢2+❡♥❝❡# ❞✉ #✉❥❡* ❞❛♥# ❧❡ *❡♠♣#✳ ❈❡+*❛✐♥# ❝❤❡+❝❤❡✉+# #✉❣❣8+❡♥*

♣❛+ ❛✐❧❧❡✉+# ❞✬✐♥❝♦+♣♦+❡+ ❝❡ ♣❤2♥♦♠8♥❡ ❞❡ ✈❛+✐❛❜✐❧✐*2 ❞❛♥# ❧❛ ♠♦❞2❧✐#❛*✐♦♥ ❞❡#

♣+2❢2+❡♥❝❡#✳ ❘❡❣❡♥✇❡**❡+ ❛♥❞ ❉❛✈✐#✲❙*♦❜❡+ ❬✷✵✶✷❪ ♣+♦♣♦#❡ ✉♥ ♠♦❞8❧❡ ♣+♦❜❛❜✐✲

❧✐#*❡ ♣❡+♠❡**❛♥* ❞❡ ❞2✜♥✐+ ❞❡# ♣+2❢2+❡♥❝❡# ❧❛❜✐❧❡# ♠❛✐# ❝♦♠♣❛*✐❜❧❡# ❛✈❡❝ ✉♥❡

+❡♣+2#❡♥*❛*✐♦♥ ♥✉♠2+✐9✉❡✳ ❈❡ ♠♦❞8❧❡ +❡♣♦#❡ #✉+ ✉♥❡ ❞✐#*+✐❜✉*✐♦♥ ♣+♦❜❛❜✐❧✐#*❡

❞❡ ❢♦♥❝*✐♦♥# ❞✬✉*✐❧✐*2✳

❆✉ ❞❡❧D ❞❡# ❤②♣♦*❤8#❡# *❡#*2❡# ❡* ❞❡# ❡✛❡*# ❞✉ ❝♦♥✢✐* ❞2♠♦♥*+2# ❞❛♥# ♥♦#

❞❡✉① ❡①♣2+✐♠❡♥*❛*✐♦♥#✱ ✐❧ ❡#* ❞♦♥❝ ✐♠♣♦+*❛♥* ❞❡ #✬✐♥*2+❡##❡+ ❛✉① ♣+2❢2+❡♥❝❡#

+❡❝✉❡✐❧❧✐❡# ♣♦✉+ ❡♥ ♦❜#❡+✈❡+ ❧❛ ❝♦❤2+❡♥❝❡ ❡* ❧❛ ✈❛+✐❛❜✐❧✐*2✳ ■❧ #✬❛❣✐* ❞✬❡①❛♠✐♥❡+

❧❡# ❞♦♥♥2❡# ♥♦♥ ♣❛# +❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* ❛✉① ✈❛+✐❛❜❧❡# ❝♦♥*+O❧2❡# ♣♦✉+ *❡#*❡+ ❧❡# ❤②♣♦✲

*❤8#❡# ✭❣+♦✉♣❡✱ ❝♦♥✢✐*✮ ♠❛✐# ♣❛+ ❡①❡♠♣❧❡ D ❧✬✐♥*2+✐❡✉+ ❞✬✉♥❡ ♠:♠❡ ❝♦♥❞✐*✐♦♥

♣♦✉+ ♦❜#❡+✈❡+ ❧❛ ✈❛+✐❛❜✐❧✐*2 ❞❡# +2♣♦♥#❡# D ✉♥❡ ♠:♠❡ 9✉❡#*✐♦♥✳

❖♥ ✈❛ ❞❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐*+❡ #✬✐♥*2+❡##❡+ D ❧❛ ✈❛+✐❛❜✐❧✐*2 ❞❡# ♣+2❢2+❡♥❝❡# +❡❝✉❡✐❧❧✐❡#

❧♦+# ❞❡ ♥♦*+❡ ❡①♣2+✐♠❡♥*❛*✐♦♥ ✶ ✭✈♦✐+ ❈❤❛♣✐*+❡ ✺✳ ❆✜♥ 9✉❡ ❧❡ ❧❡❝*❡✉+ ❝♦♠♣+❡♥♥❡

❜✐❡♥ ❧❡# ♦❜#❡+✈❛*✐♦♥# 9✉✐ #✉✐✈❡♥*✱ ♥♦✉# +❛♣♣❡❧♦♥# ✐❝✐ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝❡**❡ ❡①♣2+✐✲

♠❡♥*❛*✐♦♥✳

✶

✈♦✐#❡ ❛✉ ❝♦✉#( ❞❡ ❧✬❛❝,✐♦♥ ✭❆#✐❡❧② ❛♥❞ ◆♦#,♦♥ ❬✷✵✵✽❪✮✳

✶✼✼
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❘❛♣♣❡❧ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬❡①♣*+✐♠❡♥.❛.✐♦♥ ✶

◗✉❡#$✐♦♥♥❛✐)❡ ♣)+❧✐♠✐♥❛✐)❡

❋❛♠✐❧✐❛%✐&❛'✐♦♥ ❛✉ ❝♦♥'❡①'❡ ❡' ❛✉① ❝%✐'.%❡&✱ ❝♦♥&'%✉❝'✐♦♥ ❞✬2❝❤❡❧❧❡✳

❈♦♠♣❛)❛✐#♦♥# ♣❛) ♣❛✐)❡ ✿ ❇❧♦❝ ✶ ✭❇✶✮

❊❧✐❝✐'❛'✐♦♥ ❞❡& ❝❤❛6♥❡& ❞✬✐&♦♣%2❢2%❡♥❝❡

• ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛%❛✐&♦♥& ❞2♣❡♥❞❛♥' ❞✉ &✉❥❡' ❝❛% ❡❧❧❡& &❡%✈❡♥' < ❡✛❡❝'✉❡%

❞❡& ♠❛'❝❤✐♥❣& ❀

• '%♦✐& %2♣♦♥&❡& ♣♦&&✐❜❧❡& ✿ aPb✱ bPa ❡' aIb ❀

• ❞✐✛2%❡♥❝❡ &✉% ❧❡ ❝%✐'.%❡ ❞✐"#❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥#)❡✲✈✐❧❧❡ ❝♦♥&'❛♥'❡ 2❣❛❧❡ < ✶ ✭❆❙

❂ ✶✮ ❡♥'%❡ ❧❡& ❞❡✉① ❛❧'❡%♥❛'✐✈❡& ❡♥ ❝♦♠♣❛%❛✐&♦♥ ❀

• ❝♦♥&'%✉❝'✐♦♥ ❞❡& ❝❤❛6♥❡& ❡♥ ♣❛%'❛♥' ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬2❝❤❡❧❧❡ ❞✐"#❛♥❝❡ ✿ 2❧✐✲

❝✐'❛'✐♦♥ ❞❡& ❛❧'❡%♥❛'✐✈❡& ❡♥ ③♦♥❡ ✷ ❡' ✹ ❞✬❛❜♦%❞✱ ♣✉✐& ❡♥ ③♦♥❡ ✶ ❡' ③♦♥❡

✺✳

❈♦♠♣❛)❛✐#♦♥# ♣❛) ♣❛✐)❡ ✿ ❇❧♦❝ ✷ ✭❇✷✮

▼❡&✉%❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧2'✉❞❡ ❞❡& ♣%2❢2%❡♥❝❡&

• ✻✵ ❝♦♠♣❛%❛✐&♦♥& ❀

• %2♣♦♥&❡& ♣♦&&✐❜❧❡& &❡❧♦♥ ❧❡ ❣%♦✉♣❡ ✿

✕ aPb✱ bPa✱ aIb ✭❣%♦✉♣❡ ■P✮

✕ aPb✱ bPa✱ aIb ❡' aRb ✭❣%♦✉♣❡ ■❘P✮ ❀

• ❛''%✐❜✉'❡ &♣%❡❛❞ ✭❆❙✮ ✈❛%✐❡ ❡♥'%❡ ✶ ❡' ✹ ❀

• ♦✈❡%❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ✭❖❱❉✮ ✈❛%✐❡ ❡♥'%❡ ✵ ❡' ✷✳

✶✼✽
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✼✳✶ ❱❛%✐❛❜✐❧✐)* ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛*%❡♥❝❡

▲❡ ❥✉❣❡♠❡♥' ❞✬✐♥❞✐✛,-❡♥❝❡ ❡♥'-❡ ❞❡✉① ❛❧'❡-♥❛'✐✈❡3 ❡3' ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥' ♣❛-'✐❝✉✲

❧✐❡-✳ ❖♥ ❛ ✈✉ 8✉✬✐❧ ♣❡✉' 9'-❡ ❛33♦❝✐, ❛✉ ❢❛✐' 8✉❡ ❧❡ ❞,❝✐❞❡✉- '-♦✉✈❡ ❧❡3 ❞✐✛,-❡♥❝❡3

❡♥'-❡ ❞❡✉① ❛❧'❡-♥❛'✐✈❡3 ♥,❣❧✐❣❡❛❜❧❡3 ✭✈♦✐- ❈❤❛♣✐'-❡ ✶✮✳ ❉❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ♦C ❝❡3 ❞✐✛,✲

-❡♥❝❡3 3♦♥' ♥♦'❛❜❧❡3✱ ✐❧ ❡3' ❛33♦❝✐, ❛✉ ❢❛✐' 8✉❡ ❧❡3 ❢♦-❝❡3 ❡' ❢❛✐❜❧❡33❡3 ,✈♦8✉,❡3

♣❛- ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡3 ❛❧'❡-♥❛'✐✈❡3 3♦♥' ✏❛33❡③ ,8✉✐❧✐❜-,❡3✑ ♣♦✉- 8✉❡ ❧❡ ❞,❝✐❞❡✉- ❧❡3
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'✐♦♥ ■✮✳ ❈♦♥3✐❞,-❛♥' ✉♥✐8✉❡♠❡♥' ❝❡ ❞❡✉①✐H♠❡ '②♣❡ ❞✬❛❧'❡-♥❛'✐✈❡3✱ ❧❡3 '❛✉① ❞❡

♣-,❢,-❡♥❝❡ 3'-✐❝'❡3 ❧♦-3 ❞❡ ❇✷ 3♦♥' ❞❡ ✺✾✪ ■❘Z ❡' ✼✵✪ ■Z✳ ❇✐❡♥ 8✉✬✐❧ 3❡-❛✐'

♥❛`❢ ❞✬❛''❡♥❞-❡ ✶✵✵✪ ❞✬✐♥❞✐✛,-❡♥❝❡ ❧♦-3 ❞❡ ❇✷ ♣♦✉- ❝❡3 8✉❡3'✐♦♥3✱ ♦♥ ♣❡✉' 3❡
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♣♦$.❛♥. )✉$ ❧❡) ❛❧.❡$♥❛.✐✈❡) ❛♣♣❛$.❡♥❛♥. / ❝❡) ❡♥)❡♠❜❧❡)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥.✱ ❡①♣$✐♠❡$
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❙❧♦✈✐❝✱ ❛❧♦$) %✉✬✐❧ ❡). .♦✉❥♦✉$) ♣♦))✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐$❡ ❞❛♥) ❧❛ )❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛)❡ ❞❡ ♥♦.$❡

❡①♣=$✐♠❡♥.❛.✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉. ❝❡♣❡♥❞❛♥. )✬✐♥.=$❡))❡$ ❛✉① $❡♥✈❡$)❡♠❡♥.) ■→5 %✉❡

❧✬♦♥ ❛ ♦❜)❡$✈=) ❡. )❡ ❞❡♠❛♥❞❡$ )✐ ❧✬❡✛❡. ❞=♠♦♥.$= ♣❛$ ❙❧♦✈✐❝ ❡). $=♣❧✐%✉= ✐❝✐✳

■❧ ♥✬❡). ♣❛) ♣♦))✐❜❧❡✱ ❞✐$❡❝.❡♠❡♥.✱ ❞❡ ❥✉❣❡$ ❞❡ ♠❛♥✐B$❡ ❢♦$♠❡❧❧❡ )✐ ♦♥ $❡.$♦✉✈❡

❧❡ ♠W♠❡ ❡✛❡.✱ ♣❛$❝❡ %✉❡ ♥♦.$❡ ❡①♣=$✐♠❡♥.❛.✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛) =.= ❝♦♥X✉❡ ❞❛♥) ❝❡

❜✉.✳ ❆✐♥)✐✱ ♥♦✉) ♥✬❛✈♦♥) ♣❛) ❞❡♠❛♥❞= ❛✉① )✉❥❡.) %✉❡❧ ❛..$✐❜✉. ❡). ❧❡ ♣❧✉)

✐♠♣♦$.❛♥. ♣♦✉$ ❡✉①✳ ❉❡ ♣❧✉)✱ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛$❛✐)♦♥) ❖❱❉✵✲❆❙✶ ♣❛$ )✉❥❡.
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❡!" "#♦♣ ♣❡"✐" ✭❝✐♥* ♦✉ ♠♦✐♥!✮ ♣♦✉# ❡✛❡❝"✉❡# ✉♥❡ ❛♥❛❧②!❡ !"❛"✐!"✐*✉❡ ✐♥"#❛✲

!✉❥❡"✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ♦♥ ♣❡✉" ♦❜!❡#✈❡# ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥"❡#✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ *✉✬✐❧ ❡①✐!"❡ ✉♥❡

❛!②♠<"#✐❡ !✐❣♥✐✜❝❛"✐✈❡ ❛✉ !✉❥❡" ❞✉ ❝#✐"?#❡ ❢❛✈♦#✐!< ♣❛# ❧❡! ❛✣#♠❛"✐♦♥! B✳ ❖♥

!✬❛""❡♥❞#❛✐" D ❝❡ *✉❡ ❧❡! ❝❤♦✐① !♦✐❡♥" #<♣❛#"✐! ❞❡ ♠❛♥✐?#❡ D ♣❡✉ ♣#?! ✉♥✐❢♦#♠❡

❡♥"#❡ ❞❡! ❛❧"❡#♥❛"✐✈❡! ✐♥❞✐✛<#❡♥"❡!✳ B♦✉#"❛♥" ✻✹✪ ❞❡! ♣#<❢<#❡♥❝❡! !"#✐❝"❡! !♦♥"

❡♥ ❢❛✈❡✉# ❞✉ ❝#✐"?#❡ ❞✐"#❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥#)❡✲✈✐❧❧❡ ✭"❡!" ❜✐♥♦♠✐❛❧ D ❞❡✉① ❞✐#❡❝"✐♦♥! ✿

p = .005✱ ✼✵ !✉# ✶✶✵ ❛✣#♠❛"✐♦♥! B ❡♥ #<♣♦♥!❡ D ❞❡! ❝♦♠♣❛#❛✐!♦♥! ❞❡ "②♣❡

❖❱❉✵✲❆❙✶✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ !❡ #❡!"#❡✐♥" ❛✉① ♣❛✐#❡! ❞✬❛❧"❡#♥❛"✐✈❡! <❧✐❝✐"<❡! ♣❛# ✉♥❡

❛✣#♠❛"✐♦♥ ■ ❡①♣❧✐❝✐"❡✱ ❧✬❛!②♠<"#✐❡ ❡!" ❡♥❝♦#❡ ♣❧✉! ♠❛#*✉<❡ ✭✼✸✪✱ ✸✻ #<♣♦♥!❡!

B !✉# ✹✾✱ p = .001✮✳

❈❡""❡ ❛!②♠<"#✐❡ ❢❛✐" ❞✉ ❝#✐"?#❡ ❞✐"#❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥#)❡✲✈✐❧❧❡✱ ❞❡ ❢❛❝"♦✱ ❧❡ ❝#✐"?#❡

♣)♦/♠✐♥❡♥# ♦✉ !❛✐❧❧❛♥"✱ ❝✬❡!"✲D✲❞✐#❡ ❧❡ ❝#✐"?#❡ ❝♦♥!✐❞<#< ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉! ✐♠♣♦#✲

"❛♥" ✭✈♦✐# ❈❤❛♣✐"#❡ ✷✱ ❙♦✉!✲!❡❝"✐♦♥ ✷✳✶✳✷✮✳ ❚✈❡#!❦② ❡" ❛❧✳ ❬✶✾✽✽❪ ❡" ❋✐!❝❤❡# ❛♥❞

❍❛✇❦✐♥! ❬✶✾✾✸❪ ♦♥" ♦❜!❡#✈< D "#❛✈❡#! ❞❡ ♥♦♠❜#❡✉!❡! ❡①♣<#✐♠❡♥"❛"✐♦♥! *✉❡ ❧♦#!✲

*✉✬✐❧! ❞♦✐✈❡♥" ❝❤♦✐!✐# ❡♥"#❡ ❞❡✉① ❛❧"❡#♥❛"✐✈❡! ❝♦♥!✐❞<#<❡! ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐✛<#❡♥"❡!

♣❛# ♠❛"❝❤✐♥❣✱ ❧❡! ❞<❝✐❞❡✉#! ❢❛✈♦#✐!❡♥" ❝❡❧❧❡ *✉✐ ❡!" !✉♣<#✐❡✉#❡ !✉# ❧❡ ❝#✐"?#❡

♣)♦/♠✐♥❡♥#✳

✼✳✷ ❊❧✐❝✐'❛'✐♦♥ ❞✬✐-♦♣/0❢0/❡♥❝❡- ♣❛/ ❞❡- ❝♦♠♣❛✲

/❛✐-♦♥- 5 ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥✢✐' ✿ ❝♦❤0/❡♥❝❡

❊"❛♥" ❞♦♥♥< ❧❛ ✈❛#✐❛❜✐❧✐"< ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛<#❡♥❝❡ ❞♦♥" ♦♥ ❛ ❞✐!❝✉"< ❧♦#! ❞❡ ❧❛

!♦✉!✲!❡❝"✐♦♥ ♣#<❝<❞❡♥"❡✱ ♦♥ ♣❡✉" !❡ ❞❡♠❛♥❞❡# ❥✉!*✉✬D *✉❡❧ ♣♦✐♥" ✐❧ ❡!" ♣❡#"✐✲

♥❡♥" ❞✬✉"✐❧✐!❡# ❞❡! ✐!♦♣#<❢<#❡♥❝❡! #❡♣♦!❛♥" !✉# ❝❡! ❛✣#♠❛"✐♦♥! ❞✬✐♥❞✐✛<#❡♥❝❡✳

◆♦✉! ❛❧❧♦♥! ♦❜!❡#✈❡# ❧❛ ❝♦❤<#❡♥❝❡ ❞❡! ✐!♦♣#<❢<#❡♥❝❡! <❧✐❝✐"<❡! ❡♥ #<♣♦♥❞❛♥" ❛✉①

*✉❡!"✐♦♥! !✉✐✈❛♥"❡! ✿ ❧❡! ✐♥❞✐✛<#❡♥❝❡! ❧♦#! ❞❡ ❇✷ !♦♥"✲❡❧❧❡! ♠♦✐♥! ❢#<*✉❡♥"❡!

*✉❛♥❞ ❧❡! ❛❧"❡#♥❛"✐✈❡! ❝♦♠♣❛#<❡! ❛♣♣❛#"✐❡♥♥❡♥" D ❞❡! ✐!♦♣#<❢<#❡♥❝❡! ✏<❧♦✐❣♥<❡!✑

❡♥ ✈❛❧❡✉# ❣❧♦❜❛❧❡ ❄ ▲♦#!*✉❡ ❧❡! ❛❧"❡#♥❛"✐✈❡! ❛♣♣❛#"✐❡♥♥❡♥" D ❞❡! ✐!♦♣#<❢<#❡♥❝❡!

❞✐!"✐♥❝"❡!✱ ❧❡! ♣#<❢<#❡♥❝❡! !"#✐❝"❡! !♦♥"✲❡❧❧❡! ❡♥ ❢❛✈❡✉# ❞❡ ❧✬❛❧"❡#♥❛"✐✈❡ !✐"✉<❡ !✉#

✉♥❡ ✐!♦♣#<❢<#❡♥❝❡ !✉♣<#✐❡✉#❡ ❄

B♦✉# ❝♦♠♠❡♥❝❡#✱ ❧❛ ♣#♦♣♦#"✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✛<#❡♥❝❡ ❡①♣#✐♠<❡ ❞❛♥! ❧❡ ❣#♦✉♣❡ ■❘B

❞<❝#♦e" !✐❣♥✐✜❝❛"✐✈❡♠❡♥" ❛✈❡❝ ❖❱❉ ✭✈♦✐# ❋✐❣✉#❡ ✺✳✺✱ F (2, 34) = 12.3✱ p =
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.0001✮✳ ❈✬❡%& ❛✉%%✐ ❧❡ ❝❛% ♣♦✉. ❧❡ ❣.♦✉♣❡ ■1 %✐ ❧✬♦♥ %❡ .❡%&.❡✐♥& ❛✉① ❝♦♠♣❛.❛✐%♦♥%

❛✈❡❝ ❆❙≤✷✱ ❛✜♥ ❞✬❡①❝❧✉.❡ ❧❡% ❛✣.♠❛&✐♦♥% ■ ❞♦♥& ❧✬✐♥&❡.♣.=&❛&✐♦♥ ❡%& .❡♥❞✉❡

❛♠❜✐❣?❡ ✭■ ♦✉ ❘✮ ♣❛. ❧❡ ❢♦.& ❝♦♥✢✐& ❡♥&.❡ ❧❡% ❛❧&❡.♥❛&✐✈❡% ✭♣♦✉. ❖❱❉❂✵✱✶✱✷

.❡%♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ✿ ✷✷✪✱ ✶✽✪✱ ✺✪✱ F (2, 26) = 4.4✱ p = .02✮✳

❊♥%✉✐&❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❥✉❣❡. ❧❛ ❝♦❤=.❡♥❝❡ ❞❡% ❝❤❛Q♥❡% ❞✬✐%♦♣.=❢=.❡♥❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉& %❡

❞❡♠❛♥❞❡. ✿ ❧♦.%R✉❡ ❧❡% ♣❛.&✐❝✐♣❛♥&% ❡①♣.✐♠❡♥& ✉♥❡ ♣.=❢=.❡♥❝❡ %&.✐❝&❡✱ ❧❡ ❢♦♥&✲

✐❧% ❡♥ .❡%♣❡❝&❛♥& ❧✬♦.❞.❡ .❡❧❛&✐❢ ❞❡% ✐%♦♣.=❢=.❡♥❝❡% ❄ ▲V ❡♥❝♦.❡✱ ♦♥ ♥❡ %❛✉.❛✐&

%✬❛&&❡♥❞.❡ V ❞❡% ♣.=❢=.❡♥❝❡% ♣❛.❢❛✐&❡♠❡♥& ❡♥ ❛❝❝♦.❞ ❛✈❡❝ ❧❛ %&.✉❝&✉.❡ =❧✐❝✐&=❡✳

◆=❛♥♠♦✐♥%✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❢❛✐& ❧❛ ♣.=❞✐❝&✐♦♥ R✉❡ ❧❡% .=♣♦♥%❡% ❧♦.% ❞❡ ❇✷ %❡.❛✐❡♥&

❞✬❛✉&❛♥& ♣❧✉% ❡♥ ❝♦♥&.❛❞✐❝&✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡% ✐%♦♣.=❢=.❡♥❝❡% R✉❡ ❧❡ ❝♦♥✢✐& %❡.❛✐& ❢♦.&

❞❛♥% ❧❛ ❝♦♠♣❛.❛✐%♦♥✳ ■❧ %✬❛✈Y.❡ R✉❡ ❝✬❡%& ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛%✳ ❈♦♥%✐❞=.❛♥& ✉♥✐R✉❡♠❡♥&

❧❡% ❝♦♠♣❛.❛✐%♦♥% ❖❱❉ 6= 0 ✭✐✳❡✳ ❝❡❧❧❡% ❡♥&.❡ ❞❡% ❛❧&❡.♥❛&✐✈❡% %✉. ❞❡% ✐%♦♣.=❢=✲

.❡♥❝❡% ❞✐✛=.❡♥&❡%✮✱ ❧❛ ♣.♦♣♦.&✐♦♥ ❞✬❛✣.♠❛&✐♦♥% 1 ❢❛✈♦.✐%❛♥& ❧✬❛❧&❡.♥❛&✐✈❡ %✐&✉=❡

%✉. ❧❛ ❝❤❛Q♥❡ %✉♣=.✐❡✉.❡ ✭.❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& V &♦✉&❡% ❧❡% ❛✣.♠❛&✐♦♥% 1 ♣♦✉. ❞❡% ❝♦♠✲

♣❛.❛✐%♦♥% ❞❡ ♠[♠❡ ❖❱❉✮ ❡%& ✐♥❞✐R✉=❡ ❞❛♥% ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳

❖♥ ♦❜%❡.✈❡ ✉♥❡ ✐♥&❡.❛❝&✐♦♥ %✐❣♥✐✜❝❛&✐✈❡ ❡♥&.❡ ❆❙ ❡& ❖❱❉ ✭F (3, 60) = 4.9✱

p = .004✮✳ ❯♥❡ ❛✣.♠❛&✐♦♥ 1 ❞❛♥% ❧❛ ❞✐.❡❝&✐♦♥ ♣.=❞✐&❡ ❡%& ♣❧✉% ❢.=R✉❡♥&❡ ♣♦✉.

❖❱❉✷ R✉❡ ♣♦✉. ❖❱❉✶ ✭F (1, 20) = 19.0✱ p = .0003✮✳ 1♦✉. ❧❡% ❝♦♠♣❛.❛✐%♦♥%

❖❱❉✶ ✉♥✐R✉❡♠❡♥&✱ ❧❛ ♣❛.& ❞✬❛✣.♠❛&✐♦♥% 1 ❝♦♥&.❡❞✐%❛♥& ❧❡% ✐%♦♣.=❢=.❡♥❝❡%

❣.❛♥❞✐& %✐❣♥✐✜❝❛&✐✈❡♠❡♥& ❛✈❡❝ ❆❙ ✭F (3, 60) = 8.1✱ p = .0001✮✳

❊♥ ♣.❡♠✐❡. ❧✐❡✉✱ ✐❧ ❢❛✉& .❡♠❛.R✉❡. R✉❡ ❧❡% ✐%♦♣.=❢=.❡♥❝❡% ♣❡.♠❡&&❡♥& ❞❡

♣.=❞✐.❡ ❧❛ ❞✐.❡❝&✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❛✈❡❝ ✉♥ ❢♦.& &❛✉① ❞❡ %✉❝❝Y% ♠❛❧❣.= ❧❛ ✈❛.✐❛❜✐✲

❧✐&= ❞❡% ♣.=❢=.❡♥❝❡% ❞✐%❝✉&=❡ ❥✉%R✉✬V ♣.=%❡♥&✳ ◗✉❡❧❧❡ ❡①♣❧✐❝❛&✐♦♥ %✐❡❞ V ❧❛ ❢♦✐% V

❝❡&&❡ ♦❜%❡.✈❛&✐♦♥ ❡& V ❝❡❧❧❡ ❞❡% .❡♥✈❡.%❡♠❡♥&% ■→1❄ ◆♦✉% %✉❣❣=.♦♥% R✉❡ ❧✬✐♥✲

❞✐✛=.❡♥❝❡ %❡ %✐&✉❡ ❞❛♥% ❞❡% ❜❛♥❞❡% ❛✉&♦✉. ❞❡% ✐%♦♣.=❢=.❡♥❝❡% ❝♦♥%&.✉✐&❡%✳ ▲❡%

✐%♦♣.=❢=.❡♥❝❡% R✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% =❧✐❝✐&=❡% %♦♥& ❛%%❡③ ❡%♣❛❝=❡% ♣♦✉. R✉❡ ❧❛ ✈❛.✐❛❜❧❡

❖❱❉ ♣❡.♠❡&&❡ ❞❡ ♣.=❞✐.❡ ❧❛ ❞✐.❡❝&✐♦♥ ❞❡% ❝❤♦✐①✱ ♠❛✐% ❧❡% ❜❛♥❞❡% ❞✬✐♥❞✐✛=.❡♥❝❡

✐♠♣❧✐❝✐&❡♠❡♥& ✉&✐❧✐%=❡% ♣❛. ❧❡% ❞=❝✐❞❡✉.% %♦♥& ❛%%❡③ ✐♠♣.=❝✐%❡% ✭♦✉ ❧❛.❣❡%✮ ♣♦✉.

R✉❡ ❞❡% .❡♥✈❡.%❡♠❡♥&% ■→1 %♦✐❡♥& ♦❜%❡.✈=%✳

❉❡✉①✐Y♠❡♠❡♥&✱ ❝❡% .=%✉❧&❛&% %✉. ❧❛ ❝♦❤=.❡♥❝❡ ❞❡% ✐%♦♣.=❢=.❡♥❝❡% ♣.=%❡♥&❡♥&

✉♥ ✐♥&=.[& ♣❛.&✐❝✉❧✐❡. ❡♥ .❛♣♣♦.& ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥✢✐& ♠✉❧&✐❝.✐&Y.❡✳ ■❧% ♠♦♥&.❡♥& R✉❡ ❧❛

❧❛❜✐❧✐&= ♦✉ ✈❛.✐❛❜✐❧✐&= ❞❡% ♣.=❢=.❡♥❝❡% ❡♥&.❡ ❜❧♦❝ ✶ ❡& ❜❧♦❝ ✷ ❞=♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✐♥&❡♥%✐&=

❞✉ ❝♦♥✢✐& ❡♥&.❡ ❧❡% ❛❧&❡.♥❛&✐✈❡% ✭▲✬=❝❛.& ❞✬=✈❛❧✉❛&✐♦♥ %✉. ❧❡ ❝.✐&Y.❡ ❞✐"#❛♥❝❡ ❛✉❣✲
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❚❛❜❧❡ ✼✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥+ ❖❱❉ 6= 0✱ ♣♦✉)❝❡♥4❛❣❡ ❞✬❛✣)♠❛4✐♦♥+ 9 ❢❛✈♦)✐+❛♥4

❧✬✐+♦♣)=❢=)❡♥❝❡ +✉♣=)✐❡✉)❡✳

❆❙ ✶ ✷ ✸ ✹ ▼♦②✳ ❊❝❛)4✲4②♣❡

❖❱❉✶ ✾✻ ✼✼ ✼✵ ✻✸ ✼✻ ✶✷

❖❱❉✷ ✾✼ ✾✻ ✾✶ ✾✵ ✾✸ ✸

♠❡♥4❡ ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐4= ❞✬✉♥❡ ❛✣)♠❛4✐♦♥ 9 ❞❛♥+ ❧❛ ❞✐)❡❝4✐♦♥ ♥♦♥ ♣)=❞✐4❡✮✳ ❈❡44❡

♦❜+❡)✈❛4✐♦♥ ❢♦✉)♥✐4 ✉♥ ❛)❣✉♠❡♥4 +✉♣♣❧=♠❡♥4❛✐)❡ ❢♦)4 ♣♦✉) ❧❡+ )❡❝♦♠♠❛♥❞❛✲

4✐♦♥+ ❢♦✉)♥✐❡+ ❛✉ ❈❤❛♣✐4)❡ ✺✱ ❙❡❝4✐♦♥ ✺✳✺✳ ❊♥ ♣❛)4✐❝✉❧✐❡)✱ ✐❧ ❢❛✉4 =✈✐4❡) ❞✬✉4✐❧✐+❡)

❞❡+ N✉❡+4✐♦♥+ ❝♦♠♣♦)4❛♥4 ✉♥ 4)❛❞❡✲♦✛ ❧❛)❣❡ ♣♦✉) =❧✐❝✐4❡) ❞❡+ ♣)=❢=)❡♥❝❡+✳

✼✳✸ ❱❛%✐❛❜✐❧✐)* ❞❡- %*♣♦♥-❡- 1 ✉♥❡ ❝♦♠♣❛%❛✐-♦♥

♣❛% ♣❛✐%❡

▲❡+ )=♣♦♥+❡+ Q ❧✬❡①♣=)✐♠❡♥4❛4✐♦♥ ✶ ♣❡)♠❡44❡♥4 ❞✬❛♣♣)=❝✐❡) ❧❛ ✈❛)✐❛❜✐❧✐4= ❞❡+

)=♣♦♥+❡+ Q ✉♥❡ ❝♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ♣❛) ♣❛✐)❡✱ ♥♦4❛♠♠❡♥4 ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥✢✐4 ♠✉❧✲

4✐❝)✐4T)❡✳ ❆✉ ❝♦✉)+ ❞❡ ❇✷ ✭4W❝❤❡ ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡✮✱ ❝❡)4❛✐♥❡+ ♣❛✐)❡+ ❞✬❛❧4❡)♥❛4✐✈❡+ ♦♥4

=4= ❞♦♥♥=❡+ Q ❝♦♠♣❛)❡) ♣❧✉+✐❡✉)+ ❢♦✐+ ✭❡♥4)❡ ✷ ❡4 ✺ ❢♦✐+✱ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛)❛✐✲

+♦♥+ ✿ ✶✹✷ ■9✱ ✶✽✹ ■❘9✮✳ ■❧ ❡+4 ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛♣♣)=❝✐❡) ♣❧❡✐♥❡♠❡♥4 ❧❛ ✈❛)✐❛❜✐❧✐4= ❞❡+

)=♣♦♥+❡+✱ ❝❛) ❞❡ ♥♦♠❜)❡✉① ❢❛❝4❡✉)+ +♦♥4 ✐♠♣♦)4❛♥4+ Q ❝♦♥+✐❞=)❡) ✿ ❧❡ ♥♦♠❜)❡

4♦4❛❧ ❞✬♦❝❝✉))❡♥❝❡+ ❞✬✉♥❡ N✉❡+4✐♦♥ ❞♦♥♥=❡✱ ❧❡ 4②♣❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥4 ❞❡ )=♣♦♥+❡+

✭■→9✱ 9→❘✱ ❡4❝✳✮✱ ❧❡ 4②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛)❛✐+♦♥✳ ❊♥ ♣)❡♠✐T)❡ ❛♣♣)♦❝❤❡✱ )❡♠❛)N✉♦♥+

N✉❡ ✷✺✪ ❞❡+ ♣❛✐)❡+ ♣)♦♣♦+=❡+ ♣❧✉+✐❡✉)+ ❢♦✐+ ♥✬♦♥4 ♣❛+ ❞♦♥♥= ❧✐❡✉ Q ❧❛ ♠]♠❡

)=♣♦♥+❡ ♣♦✉) 4♦✉4❡+ ❧❡+ ♦❝❝✉))❡♥❝❡+✳

❙4♦44 ❬✷✵✵✻❪ ♦✛)❡ ✉♥❡ )❡✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛)✐❛❜✐❧✐4= ♦❜+❡)✈=❡ ❞❡+ ♣)=❢=)❡♥❝❡+ ❧♦)+

❞✬❡①♣=)✐♠❡♥4❛4✐♦♥+ ❞✬=❧✐❝✐4❛4✐♦♥ ✭❞❛♥+ ❧❡ ❝❛❞)❡ ❞❡ ❧❛ ♣!♦#♣❡❝& &❤❡♦!②✮✳ ▲❡+ ♣❛✲

♣✐❡)+ =4✉❞✐=+ ❢♦♥4 ✐♥4❡)✈❡♥✐) ✉♥❡ =❧✐❝✐4❛4✐♦♥ ♣❛) ❝❤♦✐① ❜✐♥❛✐)❡ ✭✐✳❡✳ )❡N✉=)❛♥4

❞❡+ ❛✣)♠❛4✐♦♥+ 9 ✉♥✐N✉❡♠❡♥4✮ ♦` ❝❡)4❛✐♥+ ❞❡+ ❝❤♦✐① +♦♥4 )=♣=4=+✳ ▲❡ 4❛✉① ❞❡

)❡♥✈❡)+❡♠❡♥4 ❞❡ ❝❤♦✐① ♦❜+❡)✈= ♦+❝✐❧❧❡ ❡♥4)❡ ✶✷✪ ❡4 ✸✷✪✳ ▲❡ 4❛✉① ❞❡ ✷✺✪ ❞❡

)❡♥✈❡)+❡♠❡♥4+ N✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜+❡)✈❡ ❞❛♥+ ♥♦4)❡ ❡①♣=)✐♠❡♥4❛4✐♦♥ ♣❛)❛a4 ❝♦♠♣❛)❛❜❧❡

❛✈❡❝ ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛)❦ =4❛❜❧✐ ♣❛) ❙4♦44 ❬✷✵✵✻❪✱ +✉)4♦✉4 +✐ ❧✬♦♥ 4✐❡♥4 ❝♦♠♣4❡ ❞❡+
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❚❛❜❧❡ ✼✳✷ ✕ ◆♦♠❜(❡ ❞✬♦❝❝✉((❡♥❝❡/ ❞❡/ ❝♦♠♣❛(❛✐/♦♥/ (3♣343❡/ ♣♦✉( ✉♥ /✉❥❡4

❧♦(/ ❞❡ ❧✬❊①♣3(✐♠❡♥4❛4✐♦♥ ✶✱ ❇❧♦❝ ✷✳

❆❙ ✶ ✷ ✸ ✹

❖❱❉✵ ✷

❖❱❉✶ ✷ ✷ ♦✉ ✸

❖❱❉✷ ✷ ✷ ✷ ♦✉ ✸ ✺

❞✐✛3(❡♥❝❡/ /✉✐✈❛♥4❡/ ✿

• ♥♦✉/ ❝♦♥/✐❞3(♦♥/ ♣❧✉/ ❞❡ ❞❡✉① ♦❝❝✉((❡♥❝❡/ ✭❥✉/I✉✬J ❝✐♥I✮✱

• ❧❡/ (3♣♦♥/❡/ ❞✐/♣♦♥✐❜❧❡/ /♦♥4 ♣❧✉/ ♥♦♠❜(❡✉/❡/ ✭■✱ M✱ M✱ ❛✐♥/✐ I✉❡ ❘ ♣♦✉(

❧❡ ❣(♦✉♣❡ ■❘M✮✱

• ❧❡/ ♣❛✐(❡/ ♣♦✉( ❧❡/I✉❡❧❧❡/ ❞❡/ (3♣34✐4✐♦♥/ 34❛✐❡♥4 ♥3❝❡//❛✐(❡/ ✭♣❛(❝❡ I✉❡

♠♦✐♥/ ❞❡ ❝✐♥I ❝♦✉♣❧❡/ ❞✬❛❧4❡(♥❛4✐✈❡/ ❞✐✛3(❡♥4/ ❝♦((❡/♣♦♥❞❡♥4 ❛✉ ❝❛/ ✭❆❙✱

❖❱❉✮ ❞♦♥♥3✮ ❢♦♥4 ✐♥4❡(✈❡♥✐( ✉♥ ❝♦♥✢✐4 3❧❡✈3 ❡♥ ❣3♥3(❛❧✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐I✉❡

I✉❡ ❧❡ 4❛✉① ❞❡ (❡♥✈❡(/❡♠❡♥4 ❛✉(❛✐4 343 ❛ ♣(✐♦(✐ ♣❧✉/ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ❝♦♥/✐❞3(❛♥4

❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♣❛✐(❡/ ❞✬❛❧4❡(♥❛4✐✈❡/ ❞❡ ❧✬❡①♣3(✐♠❡♥4❛4✐♦♥✳

◆♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ♦❜/❡(✈❡( ♣❧✉/ ❡♥ ❞34❛✐❧ ❧❛ ✈❛(✐❛❜✐❧✐43 ❡♥ ❞✐/4✐♥❣✉❛♥4 ❧❡/ ❝❛/ ✭❆❙✱

❖❱❉✮✳ ❉❡/ ♣❛✐(❡/ ❞✬❛❧4❡(♥❛4✐✈❡/ ♦♥4 343 ❞♦♥♥3❡/ J ❝♦♠♣❛(❡( ♣❧✉/✐❡✉(/ ❢♦✐/

❧♦(/I✉✬✐❧ ❡♥ ❡①✐/4❛✐4 ♠♦✐♥/ ❞❡ ❝✐♥I ❞✐✛3(❡♥4❡/ ♣♦✉( ✉♥ ❝❛/ ✭❆❙✱ ❖❱❉✮ ❞♦♥♥3✳

▲❛ ❚❛❜❧❡ ✼✳✷ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❢♦✐/ ♦U ✉♥❡ ♠V♠❡ I✉❡/4✐♦♥ J 343 (❡♣♦/3❡ J

✉♥ /✉❥❡4✱ ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞❡ ❆❙ ❡4 ❖❱❉✳ M♦✉( ❆❙✹✲❖❱❉✷ ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡✱ /❡✉❧❡ ✉♥❡

♣❛✐(❡ ❞✬❛❧4❡(♥❛4✐✈❡ ❡①✐/4❡ ❞❛♥/ ❝❡44❡ ❝♦♥✜❣✉(❛4✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠V♠❡ ❝♦♠♣❛(❛✐/♦♥

❛ 343 ❞♦♥♥3❡ ❝✐♥I ❢♦✐/✳

❖♥ ♣❡✉4 /✬✐♥43(❡//❡(✱ ♣♦✉( ❝❤❛I✉❡ ❝❛/ ✭❆❙✱ ❖❱❉✮✱ ❛✉ (❛4✐♦ V ❝♦♠♣(❡♥❛♥4

❛✉ ❞3♥♦♠✐♥❛4❡✉( ❧❡ ♥♦♠❜(❡ 4♦4❛❧ ❞❡ ♣❛✐(❡/ ❞✬❛❧4❡(♥❛4✐✈❡/ ❞✐✛3(❡♥4❡/ (3♣343❡/✱

❡4 ❛✉ ♥✉♠3(❛4❡✉(✱ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ♣❛✐(❡/ ❛②❛♥4 (❡❝✉❡✐❧❧✐ ❛✉ ♠♦✐♥/ ❞❡✉① (3♣♦♥/❡/

❞✐✛3(❡♥4❡/✳ ❈❡44❡ ❞♦♥♥3❡ ❡/4 (❡♣(3/❡♥43❡ ❞❛♥/ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✼✳✸✳ M❛( ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉(

❧❡ ❝❛/ ❖❱❉✷✲❆❙✸✱ ❣(♦✉♣❡ ■M✱ ❞❡✉① ♣❛✐(❡/ ❞✬❛❧4❡(♥❛4✐✈❡/ 34❛✐4 ❞✐/♣♦♥✐❜❧❡/ ♣♦✉(

♣♦/❡( ❝✐♥I ❝♦♠♣❛(❛✐/♦♥/✳ ❯♥❡ ♣❛✐(❡ ❛ ❞♦♥❝ 343 /♦✉♠✐/❡ 4(♦✐/ ❢♦✐/ J ❝❤❛I✉❡ /✉❥❡4✱

❡4 ❧✬❛✉4(❡ ♣❛✐(❡ ❛ 343 /♦✉♠✐/❡ ❞❡✉① ❢♦✐/✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♣❛✐(❡/ /✉/❝❡♣4✐❜❧❡/

✶✽✹
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❚❛❜❧❡ ✼✳✸ ✕ $%♦♣♦%(✐♦♥ V +❡❧♦♥ ♦✈❡%❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ❡( ❛((%✐❜✉(❡ +♣%❡❛❞✱

♣❛% ❣%♦✉♣❡✳

●%♦✉♣❡ ■$ ●%♦✉♣❡ ■❘$

❆❙ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹

❖❱❉✵ ✺✴✷✹ ✶✵✴✸✷

❖❱❉✶ ✻✴✶✷ ✻✴✷✹ ✻✴✶✻ ✶✸✴✸✷

❖❱❉✷ ✵✴✶✸ ✷✴✷✽ ✶✵✴✷✽ ✼✴✶✹ ✶✴✶✻ ✷✴✸✺ ✽✴✸✺ ✼✴✶✽

▼♦②✳ ✵ ✵✳✵✼ ✵✳✹ ✵✳✺✺ ✵✳✵✻ ✵✳✵✻ ✵✳✷✼ ✵✳✼✶

❞❡ %❡❝✉❡✐❧❧✐% ❞❡+ %I♣♦♥+❡+ ❞✐✛I%❡♥(❡+✱ ♣♦✉% ❝❤❛❝✉♥ ❞❡+ K✉❛(♦%③❡ +✉❥❡(+✱ +♦✐(

2 × 14 = 28 ♣❛✐%❡+ ❛✉ (♦(❛❧✳ ▲✬✉♥ ❞❡+ +✉❥❡(+ ❛ %I♣♦♥❞✉ ■ ♣✉✐+ $ P ✉♥❡ ♠R♠❡

❝♦♠♣❛%❛✐+♦♥✳ ❯♥ ❛✉(%❡ +✉❥❡( ❛ %I♣♦♥❞✉ $ ♣✉✐+ $

−1
P ✉♥❡ ♠R♠❡ ❝♦♠♣❛%❛✐+♦♥✳

❈❡+ ❞❡✉① ♣❛✐%❡+ ❞✬❛❧(❡%♥❛(✐✈❡+ ♦♥( ❛✐♥+✐ %❡❝✉❡✐❧❧✐ ❞❡+ %I♣♦♥+❡+ ❞✐✛I%❡♥(❡+✳ $♦✉%

❧❡+ ✷✻ ❛✉(%❡+✱ ❝❤❛K✉❡ +✉❥❡( ❛ ❝❤♦✐+✐ ❧❛ ♠R♠❡ %I♣♦♥+❡ ❛✉① ❞❡✉① ♦❝❝✉%%❡♥❝❡+✳

▲❡+ ❞❡✉① ❣%♦✉♣❡+ ♦♥( ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ K✉❛+✐ ✐❞❡♥(✐K✉❡ ❞❡ %❡♥✈❡%+❡♠❡♥(+ ✭✷✺✳✷✪

■$ ❡( ✷✺✳✺✪ ■❘$✮ ♠❛❧❣%I ❧❡ ❢❛✐( K✉✬✉♥❡ %I♣♦♥+❡ ❞❡ ♣❧✉+ ❡+( ❞✐+♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥+ ❧❡

❣%♦✉♣❡ ■❘$✳ ▲❡ %❛(✐♦ V ✱ ❞❛♥+ ❧❡+ ❞❡✉① ❣%♦✉♣❡+✱ +❡♠❜❧❡ ❝%♦Z(%❡ ❧❛%❣❡♠❡♥( ❛✈❡❝

❛((%✐❜✉(❡ +♣%❡❛❞✳ ❖♥ ❞♦✐( ❝♦♥+✐❞I%❡% ❧❡+ V ♠♦②❡♥+ ♣❛% ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛((%✐❜✉(❡ +♣%❡❛❞

❛✈❡❝ ♣%I❝❛✉(✐♦♥✱ ❝❛% ❧❛ ✈❛%✐❛❜❧❡ ❖❱❉ ♥❡ ✈❛%✐❡ ♣❛+ ❞❡ ♠❛♥✐[%❡ ❤♦♠♦❣[♥❡ ❞❛♥+

❝❤❛K✉❡ ❝❛+ ✭♣❛+ ❞❡ ❝♦♠♣❛%❛✐+♦♥ ❖❱❉✵ ❞✐+♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉% ❆❙✶ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ♣♦✉% ❖❱❉ ✜①I ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ V ❛✉❣♠❡♥(❡ ❛✈❡❝ ❆❙✳ ❖♥

♣❡✉( ❞♦♥❝ ❛✣%♠❡% K✉❡ ♣♦✉% ❞❡+ ❝♦♠♣❛%❛✐+♦♥+ ❡♥(%❡ ❞❡+ ❛❧(❡%♥❛(✐✈❡+ +✐(✉I❡+

+✉% ❞❡+ ✐+♦♣%I❢I%❡♥❝❡+ (%[+ I❧♦✐❣♥I❡+✱ ❧❛ ✈❛%✐❛❜✐❧✐(I ❞❡+ %I♣♦♥+❡+ ❛✉❣♠❡♥(❡ ❛✈❡❝

❧❡ ❝♦♥✢✐(✳

❖♥ ♦❜+❡%✈❡ K✉❡ ❧❡ ❝♦♥✢✐( ♠✉❧(✐❝%✐([%❡ ❛✉❣♠❡♥(❡ ❧❛ ✈❛%✐❛❜✐❧✐(I ❞❡ ❧❛ ❞I❝✐✲

+✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❋✐+❝❤❡% ❡( ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪ ❧✬❛ ♦❜+❡%✈I +✉% ❧❡+ (c❝❤❡+ ❞✬I✈❛❧✉❛(✐♦♥ ✭✈♦✐%

❙❡❝(✐♦♥✸✳✷✮✳ ▲❡+ ❛✉(❡✉%+ ❡①❛♠✐♥❡♥( ❧❛ ✈❛%✐❛❜✐❧✐(I ❞❡+ %I♣♦♥+❡+ ✭ ❥✉❞❣♠❡♥' ✉♥❝❡)✲

'❛✐♥'②✮ ❛✐♥+✐ K✉❡ ❧❡ (❡♠♣+ ❞❡ %I♣♦♥+❡ ♣♦✉% ✉♥❡ (c❝❤❡ ❞✬I✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧(❡%✲

♥❛(✐✈❡ ✉♥✐K✉❡✳ ■❧+ ♠♦♥(%❡♥( K✉❡ ❝❡+ ❞❡✉① ✈❛%✐❛❜❧❡+ ❝%♦✐++❡♥( +✐❣♥✐✜❝❛(✐✈❡♠❡♥(

❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥✢✐( ✐♥(%❛✲❛❧(❡%♥❛(✐✈❡✱ ♠❡+✉%I ❝♦♠♠❡ ❧✬I❝❛%(✲(②♣❡ ❞❡+ I✈❛❧✉❛(✐♦♥+ ❞❡

❧✬❛❧(❡%♥❛(✐✈❡✳
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❙✐ ❧✬♦♥ ♦❜'❡)✈❡ ♣❧✉' ❡♥ ❞./❛✐❧ ❧❡' ❞♦♥♥.❡' ❝♦♥❝❡)♥❛♥/ ❧❡' ❝❤❛♥❣❡♠❡♥/' ❞❡

).♣♦♥'❡' ❞❛♥' ❧❡ ❣)♦✉♣❡ ■❘7✱ ♦♥ ♣❡✉/ ❢❛✐)❡ ✉♥❡ ♦❜'❡)✈❛/✐♦♥ )❡♠❛):✉❛❜❧❡ ✿

❛❧♦)' :✉❡ ❧❡' '✉❥❡/' ❞✐'♣♦'❡♥/ ❞❡ :✉❛/)❡ ).♣♦♥'❡' = ❝❤❛:✉❡ ❝♦♠♣❛)❛✐'♦♥✱ ❛✉❝✉♥

♥✬❛ ✉/✐❧✐'. ♣❧✉' ❞❡ ❞❡✉① ).♣♦♥'❡' ❞✐✛.)❡♥/❡' = ✉♥❡ ♠@♠❡ ❝♦♠♣❛)❛✐'♦♥ ).♣./.❡

♣❧✉'✐❡✉)' ❢♦✐'✳ ❆✉/)❡♠❡♥/ ❞✐/✱ ❧❡' ❝❤❛♥❣❡♠❡♥/' ❞❡ ).♣♦♥'❡' ♦♥/ /♦✉❥♦✉)' ❡✉ ❧✐❡✉

❡♥/)❡ ❧❡' ❞❡✉① ♠@♠❡' ).♣♦♥'❡'✱ ♠@♠❡ ♣♦✉) ✉♥❡ ❝♦♠♣❛)❛✐'♦♥ ).♣./.❡ ❝✐♥: ❢♦✐'✳

7♦✉) ✐❧❧✉'/)❡) ❝❡❧❛✱ ♦❜'❡)✈♦♥' ❧❛ ).♣❛)/✐/✐♦♥ ❞❡' ).♣♦♥'❡'✱ ♣♦✉) ❝❤❛:✉❡ '✉❥❡/✱

❛✉① ❝✐♥: ♦❝❝✉))❡♥❝❡' ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛)❛✐'♦♥ ❆❙✹✲❖❱❉✷ ❞❛♥' ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✼✳✹ ✭❧❡' '✉❥❡/'

♦♥/ ./. ).♦)❞♦♥♥.' ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐/❡) ❧❛ ❧❡❝/✉)❡✮✳

❖♥ )❡♠❛):✉❡ /♦✉/ ❞✬❛❜♦)❞ :✉❡ ❧♦)':✉✬✉♥❡ ♣).❢.)❡♥❝❡ ❡'/ ❞.❝❧❛).❡✱ ❝✬❡'/

❧✬❛❧/❡)♥❛/✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❧♦②❡) ♠♦✐♥' .❧❡✈. :✉✐ ❡'/ ❢❛✈♦)✐'.❡ ❞❛♥' ❧❛ /)O' ❣)❛♥❞❡ ♠❛✲

❥♦)✐/. ❞❡' ❝❛'✳ ❖♥ '✬❛//❡♥❞ = ❝❡ ).'✉❧/❛/ ♣✉✐':✉❡ ❝✬❡'/ ❧✬❛❧/❡)♥❛/✐✈❡ '✐/✉.❡ '✉)

❧✬✐'♦♣).❢.)❡♥❝❡ ❛//)❛❝/✐✈❡ ✭❖❱❉✷✮✳ ❙❡✉❧ ❧❡ '✉❥❡/ ✶ ❛ /♦✉❥♦✉)' ♣).❢.). ❧✬❛❧/❡)♥❛✲

/✐✈❡ '✉) ❧✬✐'♦♣).❢.)❡♥❝❡ ❞.'❛✈❛♥/❛❣❡✉'❡✳ ■❧ '❡♠❜❧❡ ❛✈♦✐) ❡①♣)✐♠. ❞❡' ♣).❢.)❡♥❝❡'

❧❡①✐❝♦❣)❛♣❤✐:✉❡'✳ ❊♥'✉✐/❡✱ ♦♥ ♣❡✉/ ♦❜'❡)✈❡) :✉❡ '✉) ✶✽ '✉❥❡/'✱ ✶✶ ♦♥/ ❞♦♥♥.

❝✐♥: ❢♦✐' ❧❛ ♠@♠❡ ).♣♦♥'❡ ❡/ ✺ ♦♥/ ❞♦♥♥. :✉❛/)❡ ❢♦✐' ❧❛ ♠@♠❡ ).♣♦♥'❡ ✭✉♥ '❡✉❧

)❡♥✈❡)'❡♠❡♥/ ❡'/ ♦❜'❡)✈.✮✳ ❙❡✉❧' ✷ '✉❥❡/' ♦♥/ ❡①♣)✐♠. /)♦✐' ).♣♦♥'❡' ❞✬✉♥ /②♣❡

❡/ ❞❡✉① ❞✬✉♥ ❛✉/)❡ /②♣❡✳

❉❛♥' ❧❡ ❣)♦✉♣❡ ■7✱ ✐❧ ❡①✐'/❡ ❞❡✉① '✉❥❡/' ❛②❛♥/ ✉/✐❧✐'. ❧❡' /)♦✐' ❞✐✛.)❡♥/' /②♣❡'

❞❡ ).♣♦♥'❡' ♣♦✉) ❧❡' ♦❝❝✉))❡♥❝❡' ❞✬✉♥❡ ♠@♠❡ ❝♦♠♣❛)❛✐'♦♥✳ ❈❡ '♦♥/ ❧❡' ❞❡✉①

'❡✉❧' ❝❛' ✭❞❡ /♦✉/❡' ❧❡' ❝♦♠♣❛)❛✐'♦♥' ).♣./.❡' ♣♦✉) ❝❡ ❣)♦✉♣❡✮ ♦U ❝✬❡'/ ❛))✐✈.✳

❊♥❝♦)❡ ✉♥❡ ❢♦✐'✱ ♦♥ )❡♠❛):✉❡ '✉) ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✼✳✸ :✉❡ ❧❡' ♣).❢.)❡♥❝❡' ❢❛✈♦)✐'❛♥/ ❧❡
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❆❙✸✲❖❱❉✷ (%♣%)%❡. )(♦✐. ❢♦✐.✱ ❞❛♥. ❧❡ ❣(♦✉♣❡ ■❘B✳

.✉❥❡) ♥♦♠❜(❡ ❞❡ (%♣♦♥.❡. .%/✉❡♥❝❡

❉ ▲ ❘ ■

✶ ✷ ✲ ✶ ✲ ❘ ❉ ❉

✷ ✶ ✲ ✷ ✲ ❘ ❉ ❘

✸ ✶ ✷ ✲ ✲ ❉ ▲ ▲

✹ ✲ ✸ ✲ ✲

✺ ✲ ✸ ✲ ✲

✻ ✲ ✸ ✲ ✲

✼ ✲ ✸ ✲ ✲

✽ ✲ ✸ ✲ ✲

✾ ✲ ✸ ✲ ✲

✶✵ ✲ ✸ ✲ ✲

✶✶ ✲ ✸ ✲ ✲

✶✷ ✲ ✸ ✲ ✲

✶✸ ✲ ✸ ✲ ✲

✶✹ ✲ ✸ ✲ ✲

✶✺ ✲ ✸ ✲ ✲

✶✻ ✲ ✷ ✶ ✲ ❘ ▲ ▲

✶✼ ✲ ✲ ✸ ✲

✶✽ ✲ ✲ ✸ ✲

)♦)❛❧ ✹ ✹✵ ✶✵ ✵

✶✾✵



❈❍❆#■❚❘❊ ✼✳ ▲❊❙ #❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙ ❈❖▼▼❊ ❖❇❏❊❚ ❱❊❘❙❆❚■▲❊

❚❛❜❧❡ ✼✳✼ ✕ ❘$♣❛'(✐(✐♦♥ ❡( -$.✉❡♥❝❡- ❞❡- '$♣♦♥-❡- ❛✉① ❝♦♠♣❛'❛✐-♦♥-

❆❙✸✲❖❱❉✷ '$♣$($❡- ('♦✐- ❢♦✐-✱ ❞❛♥- ❧❡ ❣'♦✉♣❡ ■A✳

-✉❥❡( ♥♦♠❜'❡ ❞❡ '$♣♦♥-❡- -$.✉❡♥❝❡

❉ ▲ ■

✶ ✶ ✲ ✷ ❉ ■ ■

✷ ✷ ✶ ✲ ▲ ❉ ❉

✸ ✲ ✷ ✶ ▲ ■ ▲

✹ ✲ ✸ ✲

✺ ✲ ✸ ✲

✻ ✲ ✸ ✲

✼ ✲ ✸ ✲

✽ ✲ ✸ ✲

✾ ✲ ✸ ✲

✶✵ ✲ ✸ ✲

✶✶ ✲ ✶ ✷ ▲ ■ ■

✶✷ ✲ ✶ ✷ ▲ ■ ■

✶✸ ✲ ✶ ✷ ▲ ■ ■

✶✹ ✲ ✶ ✷ ■ ■ ▲

(♦(❛❧ ✸ ✷✽ ✶✶
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❈♦♥❝❧✉&✐♦♥

◆♦✉# ❛✈♦♥# ❝❤❡*❝❤+ , -*❛✈❡*# ❝❡ -*❛✈❛✐❧ , ❞+❝*✐*❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦*-❡♠❡♥- ❞❡# ❞+❝✐✲

❞❡✉*# ❧♦*#4✉✬✐❧# ❡①♣*✐♠❡♥- ❞❡# ♣*+❢+*❡♥❝❡#✳ 9❧✉# ♣*+❝✐#+♠❡♥-✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❡①❛✲

♠✐♥+ ❧❡ *;❧❡ ❥♦✉+ ♣❛* ❧❡ ❝♦♥✢✐- ♠✉❧-✐❝*✐->*❡ #✉* ❧❡# ♣*+❢+*❡♥❝❡# ❡①♣*✐♠+❡# ♣❛*

❧❡# ❞+❝✐❞❡✉*#✳ ◆♦-*❡ ❜✉- ❛ +-+ ❞❡ ❝♦♥-*✐❜✉❡* , ❧✬❛❝❝*♦✐##❡♠❡♥- ❞❡# ❝♦♥♥❛✐#✲

#❛♥❝❡# ❞❡#❝*✐♣-✐✈❡# #✉* ❧❡ ❝♦♠♣♦*-❡♠❡♥- ❞+❝✐#✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥# ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧-✐❝*✐✲

->*❡✳ ◆♦✉# ❝*♦②♦♥# 4✉❡ ♥♦# -*❛✈❛✉① ❝♦♥#-✐-✉❡♥- +❣❛❧❡♠❡♥- ✉♥ ❛-♦✉- ✐♠♣♦*-❛♥-

♣♦✉* ❧❡# ❛♥❛❧②#-❡# ❡♥ ❛✐❞❡ , ❧❛ ❞+❝✐#✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ #♦✉*❝❡ ❞✬✐♥❢♦*♠❛-✐♦♥ #✉* ❧❛

❢❛B♦♥ ❞♦♥- *+❛❣✐##❡♥- ❧❡# ❞+❝✐❞❡✉*# ❢❛❝❡ , ✉♥❡ ♣*♦❝+❞✉*❡ ❞✬+❧✐❝✐-❛-✐♦♥✳ ◆♦✉#

❛❧❧♦♥# ✐❝✐ ♣❛##❡* ❡♥ *❡✈✉❡ ❧❡# ❝♦♥-*✐❜✉-✐♦♥# ❞❡ ♥♦-*❡ -*❛✈❛✐❧✱ ❡- *❛♣♣❡❧❡* 4✉❡❧❧❡#

❡♥ #♦♥- ❧❡# ✐♠♣❧✐❝❛-✐♦♥# ♣*❛-✐4✉❡#✳ ◆♦✉# ♥♦✉# ❞❡♠❛♥❞❡*♦♥# ♣❛* ❛✐❧❧❡✉*# 4✉❡❧❧❡#

❛♠+❧✐♦*❛-✐♦♥# ♣♦✉**❛✐❡♥- C-*❡ ❛♣♣♦*-+❡# ❧♦*# ❞❡ ❢✉-✉*# -*❛✈❛✉① ❞❡#❝*✐♣-✐❢#✳

❆✉ ❈❤❛♣✐-*❡ ✷✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❞+❝*✐- ❝♦♠♠❡♥- ❧✬❛♣♣*♦❝❤❡ ❞❡#❝*✐♣-✐✈❡ ❡♥ ❞+✲

❝✐#✐♦♥ ❞❛♥# ❧❡ *✐#4✉❡ ❛ ✐♥✐-✐+ ❞❡# ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥-# ❝♦♥❝❡*♥❛♥- ❧❡# -*❛✈❛✉① ♥♦*✲

♠❛-✐❢#✱ ❡- ✐♥✢✉❡♥❝+ +❣❛❧❡♠❡♥- ❧✬❛♣♣*♦❝❤❡ ♣*❡#❝*✐♣-✐✈❡✳ ◆♦-*❡ -*❛✈❛✐❧ ♣❡*♠❡- ❞❡

♠✐❡✉① +❝❧❛✐*❡* ❧❡# ✐♥-❡*❛❝-✐♦♥# ❡♥-*❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ ❞❡#❝*✐♣-✐✈❡✱ ♥♦*♠❛-✐✈❡ ❡- ♣*❡#✲

❝*✐♣-✐✈❡ ❞❛♥# ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧-✐❝*✐->*❡ , ❧❛ ❞+❝✐#✐♦♥ ❢♦♥❞+❡ #✉* ❧❡#

❝♦♠♣❛*❛✐#♦♥# ♣❛* ♣❛✐*❡✳

▲❡ ❈❤❛♣✐-*❡ ✸ ♣❛##❡ ❡♥ *❡✈✉❡ ✉♥ ❝❡*-❛✐♥ ♥♦♠❜*❡ ❞✬❡✛❡-# ❝♦♠♣♦*-❡♠❡♥-❛✉①

❧✐+# ❛✉ ❝♦♥✢✐- ♠✉❧-✐❝*✐->*❡✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ♣♦✐♥-+ ❧✬✐♥-+*C- 4✉✬✐❧ ② ❛ , ❞+✜♥✐* ✉♥❡

♠❡#✉*❡ ❞❡ ❧✬✐♥-❡♥#✐-+ ❞✉ ❝♦♥✢✐- ♣♦✉* ❣✉✐❞❡* ❧✬+❧✐❝✐-❛-✐♦♥✱ ❡- ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣*♦✲

♣♦#+ ✉♥❡ -❡❧❧❡ ♠❡#✉*❡ ❡♥ ❝♦♥#✐❞+*❛♥- ✉♥❡ ✐♥-❡♥#✐-+ ❞❡ ❝♦♥✢✐- ✐♥❞+♣❡♥❞❛♥-❡ ❞❡#

♣*+❢+*❡♥❝❡# ❞✉ ❞+❝✐❞❡✉*✳

❆✉ ❈❤❛♣✐-*❡ ✹✱ ♦♥ ❛ ❞✐#-✐♥❣✉+ ❞❡✉① -②♣❡# ❞❡ ♠♦❞>❧❡# ❞❡ ♣*+❢+*❡♥❝❡# ♣❡*✲

♠❡--❛♥- ❧❛ *❡♣*+#❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ♣*+❢+*❡♥❝❡# ✐♥❝♦♠♣❧>-❡#✳ ▲✬✐♥❝♦♠♣❧+-✉❞❡ *❡♣♦#❡

✶✾✸



❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

❞❛♥# ✉♥ ♣&❡♠✐❡& *②♣❡ #✉& ❧❛ #♣-❝✐✜❝❛*✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧1*❡ ❞❡# ♣❛&❛♠1*&❡# ♣&-❢-&❡♥✲

*✐❡❧#✱ ♣❡&♠❡**❛♥* ❞❡ *✐&❡& ❞❡# ❝♦♥❝❧✉#✐♦♥# ♣❛&*✐❡❧❧❡# #✉& ❧❡# &❡❧❛*✐♦♥# ❞❡ ♣&-❢-✲

&❡♥❝❡# ❡♥*&❡ ❧❡# ❛❧*❡&♥❛*✐✈❡#✱ #♦✉# ❢♦&♠❡ ❞❡ &❡❧❛*✐♦♥# ♥-❝❡##❛✐&❡# ❡* ❞❡ &❡❧❛*✐♦♥#

♣♦##✐❜❧❡#✳ ▲✬✐♥❝♦♠♣❧-*✉❞❡ &❡♣&-#❡♥*❡ ❞❛♥# ✉♥ ❞❡✉①✐1♠❡ *②♣❡ ❞❡ ♠♦❞1❧❡ ❧✬✐♥✲

❝❛♣❛❝✐*- ; ❝♦♠♣❛&❡& ❞❡# ❛❧*❡&♥❛*✐✈❡# ♣&-#❡♥*❛♥* ✉♥❡ ❞✐✛-&❡♥❝❡ ❞✬-✈❛❧✉❛*✐♦♥

✐♠♣♦&*❛♥*❡ #✉& ✉♥ ❝&✐*1&❡✳ ❈❡**❡ ❞❡✉①✐1♠❡ #-♠❛♥*✐>✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧-*✉❞❡ ❡#*

❛✐♥#✐ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✐*✳

▲❡ ❈❤❛♣✐*&❡ ✺ ♣&-#❡♥*❡ ✉♥❡ ❡①♣-&✐♠❡♥*❛*✐♦♥ >✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♠❡♥-❡✱ >✉✐

♠❡* ❡♥ -✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥*&❡ ❝♦♥✢✐* ♠✉❧*✐❝&✐*1&❡ ❡* ♣&-❢-&❡♥❝❡# ✐♥❝♦♠♣❧1*❡#✳

◆♦# ♦❜#❡&✈❛*✐♦♥# ❧❡# ♣❧✉# #✐❣♥✐✜❝❛*✐✈❡#✱ ♣✉❜❧✐-❡# ❞❛♥# ❉❡♣❛&✐# ❡* ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱

#♦♥* ❧❡# #✉✐✈❛♥*❡# ✿

• ❯♥❡ ✐♥❝❛♣❛❝✐*- ; ❝♦♠♣❛&❡& ❞❡# ❛❧*❡&♥❛*✐✈❡# #❡ ♠❛♥✐❢❡#*❡ ❝❤❡③ ❧❡# ❞-❝✐✲

❞❡✉&# ; ♠❡#✉&❡ >✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛&❛✐#♦♥ ♣&-#❡♥*❡ ✉♥ ❝♦♥✢✐* ♠✉❧*✐❝&✐*1&❡ -❧❡✈-✳

❈❡**❡ ✐♥❝♦♠♣❛&❛❜✐❧✐*- &-✈1❧❡ ✉♥❡ ✐♥*&❛♥#✐*✐✈✐*- ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✛-&❡♥❝❡ ❧❡ ❧♦♥❣

❞❡# ❝♦✉&❜❡# ❞✬✐#♦♣&-❢-&❡♥❝❡✳

• ❈❡**❡ ✐♥❝♦♠♣❛&❛❜✐❧✐*- ✐♥*❡&✈✐❡♥* ♠M♠❡ ❡♥*&❡ ❞❡# ❛❧*❡&♥❛*✐✈❡# >✉✐ ♦♥* -*-

❥✉❣-❡# ❝♦♠♠❡ ❛♣♣❛&*❡♥❛♥* ; ❞❡# ✐#♦♣&-❢-&❡♥❝❡# ✏-❧♦✐❣♥-❡#✑✳

• ▲❡# ❞-❝✐❞❡✉&# #❡♠❜❧❡♥* ✉*✐❧✐#❡& ❧✬✐♥❞✐✛-&❡♥❝❡ ♣♦✉& ❡①♣&✐♠❡& ❧✬✐♥❝♦♠♣❛&❛✲

❜✐❧✐*- ❧✐-❡ ❛✉ ❝♦♥✢✐* ❧♦&#>✉✬✉♥❡ &-♣♦♥#❡ ❝♦&&❡#♣♦♥❞❛♥* ; ❧✬✐♥❝♦♠♣❛&❛❜✐❧✐*-

♥❡ ❧❡✉& ❡#* ♣❛# ♣&♦♣♦#-❡ ❞❛♥# ❧❛ ♣&♦❝-❞✉&❡✳

❈❡# ♦❜#❡&✈❛*✐♦♥# ♥♦✉# ♦♥* ♣❡&♠✐# ❞❡ ❢♦&♠✉❧❡& ❞❡# &❡❝♦♠♠❛♥❞❛*✐♦♥# ♣♦✉&

❧❛ ♣&❛*✐>✉❡ ♣&❡#❝&✐♣*✐✈❡✱ ❝♦♥❝❡&♥❛♥* ❧✬-❧✐❝✐*❛*✐♦♥ ✉*✐❧✐#❛♥* ❞❡# ❝♦♠♣❛&❛✐#♦♥# ♣❛&

♣❛✐&❡#✳ Q♦✉& ❧❡# ♠-*❤♦❞❡# ♥✬❛✉*♦&✐#❛♥* ♣❛# ❧❡# ♣&-❢-&❡♥❝❡# ✐♥❝♦♠♣❧1*❡#✱ ✐❧ ❡#*

♣&-❢-&❛❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐#✐& ❧❡# ❝♦♠♣❛&❛✐#♦♥# ♣❛& ♣❛✐&❡# ♣&♦♣♦#-❡# ❛✉ ❞-❝✐❞❡✉& ❡♥

-✈✐*❛♥* ✉♥ ❢♦&* ❝♦♥✢✐* ♠✉❧*✐❝&✐*1&❡✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❝♦♥*&❛✐&❡✱ ❧✬❛♥❛❧②#*❡ &❡♥❝♦♥*&❡&❛

❞❡# ❞✐✣❝✉❧*-# ; ✐♥*❡&♣&-*❡& ❧❡# ❥✉❣❡♠❡♥*# ❞✬✐♥❞✐✛-&❡♥❝❡ ; ♣&♦♣♦# ❞❡ ♣❛✐&❡#

❝♦♥✢✐❝*✉❡❧❧❡#✳ ◆♦✉# &❡❝♦♠♠❛♥❞♦♥# ❧❡# ♠-*❤♦❞❡# ❞✬-❧✐❝✐*❛*✐♦♥ ❞❛♥# ❧❡#>✉❡❧❧❡#

✉♥❡ &-♣♦♥#❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛&❛❜✐❧✐*- ❡#* ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡✱ ❝❛& ❡❧❧❡ ♣❡&♠❡* ❞✬❛♣♣&-❝✐❡& ❧❡

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✢✐* >✉❡ ❧❡ ❞-❝✐❞❡✉& ❡#* ♣&M* ; &-#♦✉❞&❡✳

❆✉ ❈❤❛♣✐*&❡ ✻✱ ♥♦✉# ♣&-#❡♥*♦♥# ✉♥❡ ❞❡✉①✐1♠❡ ❡①♣-&✐♠❡♥*❛*✐♦♥ >✉✐ ♠❡* ❡♥

-✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐* ♠✉❧*✐❝&✐*1&❡ #✉& ❧❡# &-♣♦♥#❡# ; ❞❡# ♠❛*❝❤✐♥❣#✳ ▲❡#

✶✾✹



❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

❛!②♠$%&✐❡! ❡♥%&❡ ♠❛%❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡& ❡% &❡%♦✉& ❧♦&! ❞✬✉♥ ❜✐✲♠❛%❝❤✐♥❣✱ ❞$❥6 ♦❜!❡&✈$❡!

❞❛♥! ❧❛ ❧✐%%$&❛%✉&❡ ✭❲✐❧❧❡♠!❡♥ ❛♥❞ ❑❡&❡♥ ❬✷✵✵✸❪ ❡% ❉❡❧A✉✐$ ❬✶✾✾✸❪✮ !♦♥% ❝♦♥!✐✲

❞$&❛❜❧❡♠❡♥% ❛❝❝&✉❡! ♣❛& ❧✬✐♥%❡♥!✐%$ ❞✉ ❝♦♥✢✐%✳ ▲❛ &$♣♦♥!❡ ❞✬✉♥ ❞$❝✐❞❡✉& ✈❛&✐❡

❧❛&❣❡♠❡♥% ❡♥%&❡ ❞❡✉① ♠❛%❝❤✐♥❣! ♥♦&♠❛%✐✈❡♠❡♥% $A✉✐✈❛❧❡♥%! ♠❛✐! A✉✐ ❞✐✛K&❡♥%

!✉& ❧❡ ❝&✐%K&❡ ❛❥✉!%$✳ ▲❡ ❝&✐%K&❡ ❛❥✉!%$ ❡!% !②!%$♠❛%✐A✉❡♠❡♥% ❢❛✈♦&✐!$✱ ❡% ❧✬✐♥✲

%❡♥!✐%$ ❞✉ ❝♦♥✢✐% ❛✐!♥✐ A✉❡ ❧❡ ❢❛✐% A✉❡ ❧❡ ♠❛%❝❤✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞$ !♦✐% ❞$!❛✈❛♥%❛❣❡✉①

❛❝❝&♦✐!!❡♥% !✐❣♥✐✜❝❛%✐✈❡♠❡♥% ❝❡% ❡✛❡%✳ ▲❡ %❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥!❛%✐♦♥ $❧✐❝✐%$ ♣❡✉%

❞♦♥❝ ✈❛&✐❡& ❝♦♥!✐❞$&❛❜❧❡♠❡♥% !❡❧♦♥ ❧❛ ❢❛N♦♥ ❞♦♥% ❡!% ❡♥✈✐!❛❣$ ❧❡ ♠❛%❝❤✐♥❣✳

❈❡! ♦❜!❡&✈❛%✐♦♥! ♥♦✉! ♠K♥❡♥% 6 ❞$❝♦♥!❡✐❧❧❡& ❞✬✉%✐❧✐!❡& ❞❡! ♠❛%❝❤✐♥❣! ♣&$✲

!❡♥%❛♥% ✉♥ ❝♦♥✢✐% $❧❡✈$✱ ❡% ❞❡ ♣&✐✈✐❧$❣✐❡& ♣❛& ❛✐❧❧❡✉&! ❧❡! ♠❛%❝❤✐♥❣! ❞❡ ❞✐&❡❝%✐♦♥

❛✈❛♥%❛❣❡✉!❡✳ ❊♥ ♦✉%&❡✱ ♥♦! &$!✉❧%❛%! ♠♦♥%&❡♥% A✉✬✐❧ ❡!% ♣❧✉! ♣&✉❞❡♥% ❞❡ ❢❛✐&❡

❛❥✉!%❡& ❞✐✛$&❡♥%! ❝&✐%K&❡! ❧♦&! ❞✬✉♥❡ $❧✐❝✐%❛%✐♦♥ ♣❛& ♠❛%❝❤✐♥❣✳ ▲✬❛♥❛❧②!%❡ ❛✉&❛

❛❧♦&! ✉♥ ❛♣❡&N✉ ❞❡ ❧❛ ✈❛&✐❛%✐♦♥ ♣♦!!✐❜❧❡ ❞✉ %❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❡♥!❛%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❞❡✉①

❝&✐%K&❡!✱ !❡❧♦♥ ❧❡ ❝&✐%K&❡ ❛❥✉!%$✳

❖♥ ❛ ♣&♦♣♦!$ ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡% ❞✬❛!②♠$%&✐❡ ♣❛& ✉♥ ❛♥❝&❛❣❡ ❞✉

❞$❝✐❞❡✉& !✉& ❧✬❛❧%❡&♥❛%✐✈❡✲❝✐❜❧❡✳ ❖♥ ❛ ❡①❛♠✐♥$ ❧❡! ❝♦♥!$A✉❡♥❝❡! ❞❛♥! ❝❡ ❝❛! ❞❡

❧✬❛!②♠$%&✐❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉& ❡♥%&❡ ❣❛✐♥ ❡% ♣❡&%❡✳ ❈❡%%❡ ❛!②♠$%&✐❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉& ♥❡ ♣❡&♠❡%

♣❛! ❞✬❡①♣❧✐A✉❡& ❧✬❛!②♠$%&✐❡ ❞❡ &$♣♦♥!❡ ❞❛♥! ❧❡ ❝❛! ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛%❝❤✐♥❣ ✈❡&!

❧❡ ❤❛✉%✳ ■❧ &❡!%❡ 6 ❡①❛♠✐♥❡& ✉♥❡ ✐♥%❡&♣&$%❛%✐♦♥ A✉✐ ❢❡&❛✐% ✐♥%❡&✈❡♥✐& ❧❛ ❝♦♥❝❛✈✐%$

❡% ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐%$ &❡!♣❡❝%✐✈❡ ❞❡! ❝♦✉&❜❡! ❞❡ ✈❛❧❡✉& ❞❛♥! ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡! ❣❛✐♥! ❡%

❞❡! ♣❡&%❡!✳

❖♥ ❛ ❝♦♥❞✉✐% ✉♥❡ ❛♥❛❧②!❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛&✐❛❜✐❧✐%$ ❞❡! ♣&$❢$&❡♥❝❡! ❛✉ ❈❤❛♣✐%&❡ ✼✳

▲❛ !♦✉&❝❡ ❞❡ ❝❡%%❡ ✈❛&✐❛❜✐❧✐%$ !❡ %&♦✉✈❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛&% ❞❛♥! ❧✬❡&&❡✉& ❞❡ ♠❡!✉&❡ ✭❡✳❣✳

❧✬❛%%❡♥%✐♦♥ ❞❡! !✉❥❡%! ✢✉❝%✉❡ ❛✉ ❝♦✉&! ❞✬✉♥❡ ❡①♣$&✐♠❡♥%❛%✐♦♥✮ ❡% ❞✬❛✉%&❡ ♣❛&%

❞❛♥! ❧❛ ❝♦♥!%&✉❝%✐♦♥ ❡% ❧✬$✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡! ♣&$❢$&❡♥❝❡!✳ ❆✉✲❞❡❧6 ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡

❧❛ ♣&♦❝$❞✉&❡ ❡% ❞✉ ❝♦♥%❡①%❡ ❝♦♥%&U❧$✱ ✐❧ ❡①✐!%❡ ✉♥❡ ❧❛❜✐❧✐%$ ❞❡! ♣&$❢$&❡♥❝❡! A✉❡

♥♦! ❡①♣$&✐♠❡♥%❛%✐♦♥! ♣❡&♠❡%%❡♥% ❞✬$❝❧❛✐&❡& ✜♥❡♠❡♥%✳

❊♥ !❡ ❜❛!❛♥% !✉& ♥♦! ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥!✱ A✉❡❧! ♣♦✐♥%! ♥♦✉! ♣❛&❛✐!!❡♥% ❞❡✈♦✐& V%&❡

❧✬♦❜❥❡% ❞❡ &❡❝❤❡&❝❤❡! ❢✉%✉&❡! ❄

❉$✜♥✐& ✉♥❡ ♠❡!✉&❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐% A✉✐ ✐♥❝♦&♣♦&❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦&♠❛%✐♦♥ ♣&$❢$&❡♥%✐❡❧❧❡

♣&$!❡♥%❡ ✉♥❡ ♣❡&!♣❡❝%✐✈❡ ❞❡ &❡❝❤❡&❝❤❡ ✐♥%$&❡!!❛♥%❡ ❝❛& ❡❧❧❡ ♥$❝❡!!✐%❡ ❞❡ %&♦✉✈❡&

✉♥ ❝♦♠♣&♦♠✐! ❡♥%&❡ A✉❛♥%✐%$ ❞✬✐♥❢♦&♠❛%✐♦♥ ♣&$❢$&❡♥%✐❡❧❧❡ ♥$❝❡!!❛✐&❡ ❡% ❧❡ ❣❛✐♥

❡♥ &♦❜✉!%❡!!❡ ❞❡! ♣&$❢$&❡♥❝❡! $❧✐❝✐%$❡!✳ ■❧ ❢❛✉❞&❛ ❛❧♦&! !❡ ❞❡♠❛♥❞❡& ❝♦♠♠❡♥%
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❝❡""❡ ♠❡$✉&❡ ♣❡✉" $✬✐♥$+&❡& ❞❛♥$ ❧❡ ♣&♦❝❡$$✉$ ❞✬+❧✐❝✐"❛"✐♦♥ ❡" ❝♦♥"&✐❜✉❡& 1 ❧❡

❣✉✐❞❡&✳

▲✬♦❜$❡&✈❛"✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦&"❡♠❡♥" ❞+❝✐$✐♦♥♥❡❧ 6✉❡ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ♠❡♥+❡ ❛✈❡❝

❧✬❡①♣+&✐♠❡♥"❛"✐♦♥ $✉& ❧❡$ ❝♦♠♣❛&❛✐$♦♥$ ♣❛& ♣❛✐&❡ ✐♥❝✐"❡ 1 +"❛❜❧✐& ✉♥ ♠♦❞8❧❡

♣&+❞✐❝"✐❢ ❞❡$ &+♣♦♥$❡$ ❞❡$ ❞+❝✐❞❡✉&$✳ ❯♥ ♠♦❞8❧❡ ❞❡ ❝❡ "②♣❡ ♣&❡♥❞&❛✐" ❡♥ ❡♥✲

"&+❡ ❞❡$ ♣❛&❛♠8"&❡$ ♣&+❢+&❡♥"✐❡❧$ ❡" ♣&+❞✐&❛✐" ❧❡$ ❝♦♠♣❛&❛✐$♦♥$ ✐♥❞✉✐$❛♥" ✉♥❡

&+♣♦♥$❡ ✐♥❝♦♠♣❛&❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛&" ❞✉ ❞+❝✐❞❡✉&✳

❆✜♥ ❞✬+"❡♥❞&❡ ❧❡$ &+$✉❧"❛"$ ❞❡ ♥♦"&❡ ❡①♣+&✐♠❡♥"❛"✐♦♥✱ ✐❧ $❡&❛✐" +❣❛❧❡♠❡♥"

✐♥"+&❡$$❛♥" ❞❡ ❝❤❡&❝❤❡& 1 ❞+✜♥✐& ✉♥ ❞✐$♣♦$✐"✐❢ ❡①♣+&✐♠❡♥"❛❧ ♣♦✉& ♠❡$✉&❡& ✉♥❡

✐♥❝♦♠♣❛&❛❜✐❧✐"+ &+✈+❧+❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧"+ &+$✐❞❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❢❛✐" 6✉❡ ❧❡$ ♣&+❢+&❡♥❝❡$

&+✈+❧+❡$ $♦♥" ❞+✜♥✐❡$ ♣❛& ❧✬♦❜$❡&✈❛"✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤♦✐①✳

❯♥❡ ❛✉"&❡ ♣✐$"❡ 1 ❞+✈❡❧♦♣♣❡& ❝♦♥❝❡&♥❡ ❧✬+"✉❞❡ ❞❡$ ♠+❝❛♥✐$♠❡$ ❝♦❣♥✐"✐❢$ ❡"

❞❡$ $"&❛"+❣✐❡$ $♦✉$✲❥❛❝❡♥"❡$ ❛✉① &+♣♦♥$❡$ ❝❤♦✐$✐❡$ ♣❛& ❧❡$ ❞+❝✐❞❡✉&$✳ C♦✉& ❝❡❧❛✱

♦♥ ♣❡✉" ❝❤❡&❝❤❡& 1 ❛♣♣&+❤❡♥❞❡& ❧❡ ❝♦♠♣♦&"❡♠❡♥" ❞❡$ ❞+❝✐❞❡✉&$ ♣❧✉$ ✜♥❡♠❡♥"

6✉✬1 "&❛✈❡&$ ❧❡✉&$ $✐♠♣❧❡$ &+♣♦♥$❡$✳ ▲✬♦&❞&❡ ❞❛♥$ ❧❡6✉❡❧ ✐❧$ ❝♦❧❧❡❝"❡♥" ❧❡$ ✐♥❢♦&✲

♠❛"✐♦♥$ $✉& ❧❡$ ❝&✐"8&❡$ ♣❡✉" D"&❡ ❡♥&❡❣✐$"&+ ❣&E❝❡ ❛✉① ♦✉"✐❧$ ❞❡ $✉✐✈✐ ♦❝✉❧❛✐&❡

✭❡②❡ "#❛❝❦✐♥❣✱ ❉✉❝❤♦✇$❦✐ ❬✷✵✵✼❪✮✳ ▲❡$ ❞♦♥♥+❡$ &❡❝✉❡✐❧❧✐❡$ ❛✈❡❝ ❝❡""❡ ♠+"❤♦❞❡
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❞!❥< !❧✐❝✐'!❡✱ (❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛(✮ (✉, ❧❛ ❝❤❛K♥❡ ❞✬✐(♦♣,!❢!,❡♥❝❡✳ ▲❛ ♣,♦❝!❞✉,❡ ✈✐(❡ < !❧✐❝✐✲

'❡, ✉♥ !C✉✐✈❛❧❡♥' ❞❡ a C✉✐ (♦✐' ♣❧✉( ♣,♦❝❤❡ ❞✉ ❝❡♥',❡✱ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡✳ ❆✉',❡♠❡♥' ❞✐'✱

♦♥ ❝❤❡,❝❤❡ ✉♥ ✈♦✐(✐♥ ✐♠♠!❞✐❛' ❞❡ a (✉, ❧❛ ❝❤❛K♥❡ ❞✬✐(♦♣,!❢!,❡♥❝❡✳ ❆✉ ❞!♣❛,'✱ ❧❛

✈❛,✐❛❜❧❡ Sup ❝♦♥'✐❡♥' ❧❛ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ❞❡ a ❡♥ ❧♦②❡$ ❡' ❧❛ ✈❛,✐❛❜❧❡ Inf ❝♦♥'✐❡♥' ❧❛

♣✐,❡ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ♣❡,♠✐(❡ ♣❛, ❧❡ ❞!❝✐❞❡✉, (✉, ❧♦②❡$ ✭✈♦✐, ❙❡❝'✐♦♥ ❇✮✳ ❙✐ ❧✬❛❧'❡,✲

♥❛'✐✈❡ ❝♦,,❡(♣♦♥❞❛♥'❡ ❛♣♣❛,'❡♥❛♥' < ❧✬✐(♦♣,!❢!,❡♥❝❡ ✐♠♠!❞✐❛'❡♠❡♥' ✐♥❢!,✐❡✉,❡

❛ ❞!❥< !'! !❧✐❝✐'!❡✱ Inf ❝♦♥'✐❡♥' (❛ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ✭❡♥ ❛❝❝♦,❞ ❛✈❡❝ ❧❡( ❤②♣♦'❤N(❡

❞❡ ♠♦♥♦'♦♥✐❝✐'! ❞!'❛✐❧❧!❡ ♣❧✉( ❜❛(✮✳ Match(a2,Maxrent, false, false) ,❡'♦✉,♥❡

✷✵✵
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❧❛ ✈❛❧❡✉% ❝✐❜❧❡ ❞✉ ♠❛+❝❤✐♥❣✳

 !♦❝$❞✉!❡ ✶Match(Sup, Inf, Pinc, Pdecr) {Renvoielavaleurcibledumatching.}

x2 ←
Sup+Inf

2

✐❢ |Sup− Inf | ≤ 15 +❤❡♥

✐❢ Pdec = false +❤❡♥ ④▲♦②❡% ❢❛✈♦%✐56 ❧❡①✐❝♦❣%❛♣❤✐9✉❡♠❡♥+✳⑥

!❡+✉!♥ ✏❊%%❡✉%✳✑

❡❧/❡ ✐❢ Pinc = false +❤❡♥ ④▲❛ ❜♦%♥❡ ✐♥❢6%✐❡✉%❡ ❡5+ ❛❜❛✐556❡✳⑥

Inf ← Inf + p

!❡+✉!♥ Match(Sup, Inf, Pinc, Pdecr)

❡❧/❡ ④▲❛ ✈❛❧❡✉% ❞✉ ♠❛+❝❤✐♥❣ ❡5+ ❞6+❡%♠✐♥6❡ > ✶✺e ♣%A5✳ ❋✐♥✳⑥

!❡+✉!♥ x2

❡♥❞ ✐❢

❡❧/❡

C%♦♣♦5❡% ❧❛ ❝♦♠♣❛%❛✐5♦♥ a?x

✐❢ aIx +❤❡♥ ④▲❡ ❉▼ ❡①♣%✐♠❡ ✉♥❡ ✐♥❞✐✛6%❡♥❝❡✳ ❋✐♥✳⑥

!❡+✉!♥ x2

❡❧/❡ ✐❢ aPx +❤❡♥ ④▲❛ ✈❛❧❡✉% ❝❤❡%❝❤6❡ ❡5+ 5✉♣6%✐❡✉%❡ > x2✳⑥

Pinc ← true

Inf ← x2

!❡+✉!♥ Match(Sup, Inf, Pinc, Pdecr)

❡❧/❡ ✐❢ xPa +❤❡♥ ④▲❛ ✈❛❧❡✉% ❝❤❡%❝❤6❡ ❡5+ ✐♥❢6%✐❡✉%❡ > x2✳⑥

Pdecr ← true

Sup← x2

!❡+✉!♥ Match(Sup, Inf, Pinc, Pdecr)

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✐❢

C♦✉% 6❧✐❝✐+❡% ❧❡5 ❝❤❛G♥❡5 ❞✬✐5♦♣%6❢6%❡♥❝❡5✱ ♥♦✉5 ❛✈♦♥5 6❣❛❧❡♠❡♥+ ✉+✐❧✐56 ❞❡✉①

❤②♣♦+❤A5❡5 ❞❡ ♠♦♥♦+♦♥✐❝✐+6 ❧♦%5 ❞❡ ❧✬❛❝+✉❛❧✐5❛+✐♦♥ ❞❡5 ❜♦%♥❡5✱ ❛✜♥ 9✉❡ ❧✬❛❧❣♦✲

%✐+❤♠❡ ❝♦♥✈❡%❣❡ ♣❧✉5 %❛♣✐❞❡♠❡♥+✳ ❈♦♥5✐❞6%♦♥5 ❧✬❛❧+❡%♥❛+✐✈❡ a 5✉% ❧❛ ❋✐❣✉%❡ ❆✳✶✳

❖♥ ❞65✐❣♥❡ ❧✬❛❧+❡%♥❛+✐✈❡ ❞❡ ♠O♠❡ ③♦♥❡ 9✉❡ a✱ ❡+ ❛♣♣❛%+❡♥❛♥+ > ❧❛ ❝❤❛G♥❡ ❞✬✐5♦✲

♣%6❢6%❡♥❝❡ ✐♠♠6❞✐❛+❡♠❡♥+ ✐♥❢6%✐❡✉%❡✱ ♣❛% a′✳

a ❞♦♠✐♥❡ a′ ❡+ ❡❧❧❡5 5♦♥+ 6❣❛❧❡5 5✉% ❧❡ ❝%✐+A%❡ ❞✐"#❛♥❝❡✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ > ❝♦♠♣❛%❡%

✷✵✶
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a ❡! x ❛✉ ❞%❝✐❞❡✉( ❛✜♥ ❞✬♦❜!❡♥✐( ❞❡ ❧✬✐♥❢♦(♠❛!✐♦♥ 1✉( aI ✱ ❧✬%3✉✐✈❛❧❡♥! ❞❡ a 3✉✐

❡1! 5 ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ♠♦✐♥1 ❞✉ ❝❡♥!(❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ a′I ❧✬❛❧!❡(♥❛!✐✈❡ %3✉✐✈❛❧❡♥!❡ 5

a′ ❡! !❡❧❧❡ 3✉❡ a′I1 = x1✳

❊♥ (%♣♦♥1❡ 5 ❧❛ ❝♦♠♣❛(❛✐1♦♥ ❡♥!(❡ a ❡! x✱ 1✐ ❧❡ 1✉❥❡! ❛✣(♠❡ ✿

✶✳ xPa✱ ♦♥ ❡♥ ❞%❞✉✐! 3✉❡ a′I2 < x2 ✭❡♥ ♣❧✉1 ❞❡ aI2 < x2✮ ❀

✷✳ aIx ✐✳❡✳ aI = x✱ ♦♥ ❡♥ ❞%❞✉✐! 3✉❡ a′I2 < x2✳

❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡1 ♣(♦♣(✐%!%1 ❡1! ❞%(✐✈%❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣(♦♣(✐%!%1 ♣❧✉1 ❣%♥%(❛❧❡1 1✉(

❧❛ ♠♦♥♦!♦♥✐❡ ❞❡1 ♣(%❢%(❡♥❝❡1 ✿

✶✳ △P△ ⊂ P ❀

✷✳ ∀ a1, b1 ∈ X1 ❛♥❞ a2, a
′
2, b2, b

′
2 ∈ X2,

(a1, a2)I(b1, b2)

(a1, a
′
2)I(b1, b

′
2)

a′2 < a2











⇒ b′2 < b2

✷✵✷



❆♥♥❡①❡ ❇

❈♦♥'✐❣♥❡' ♣♦✉, ❧✬❡①♣/,✐♠❡♥1❛1✐♦♥

'✉, ❧❡' ❝♦♠♣❛,❛✐'♦♥' ♣❛, ♣❛✐,❡'✳

❇♦♥❥♦✉%✱ ✈♦✉( ❛❧❧❡③ ♣❛%.✐❝✐♣❡% 1 ✉♥❡ 2.✉❞❡ 4✉✐ ❞✉%❡ ❡♥✈✐%♦♥ ✉♥❡ ❤❡✉%❡✳

◆♦.%❡ %❡❝❤❡%❝❤❡ ✈✐(❡ 1 ♠✐❡✉① ❝♦♠♣%❡♥❞%❡ ❝♦♠♠❡♥. ❧❡( ❣❡♥( ❢♦♥. ❞❡( ❝❤♦✐①✱ ❡.

❝♦♠♠❡♥. ✐❧( 2✈❛❧✉❡♥. ❧❡( ♦♣.✐♦♥( ❞✐(♣♦♥✐❜❧❡( ❧♦%(4✉✬✐❧( ♣%❡♥♥❡♥. ✉♥❡ ❞2❝✐(✐♦♥✳

▲❡ ♣%✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬2.✉❞❡ ❡(. ❧❡ (✉✐✈❛♥. ✿ ❞❡( ♣❛✐%❡( ❞✬♦♣.✐♦♥( ✈♦✉( (❡%♦♥. ♣%2(❡♥.2❡(

1 ❧❛ (✉✐.❡✱ ❡. ♣♦✉% ❝❤❛4✉❡ ♣❛✐%❡✱ ✐❧ ✈♦✉( ❡(. ❞❡♠❛♥❞2 ❞❡ ❢❛✐%❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛%❛✐(♦♥✳

❱♦✉( ♥♦✉( ✐♥❞✐4✉❡%❡③ (♦✐. 4✉❡ ✈♦✉( ❛✈❡③ ✉♥❡ ♣%2❢2%❡♥❝❡ ♣♦✉% ❧✬✉♥❡ ❞❡( ♦♣.✐♦♥(

✭❛✉4✉❡❧ ❝❛( ✈♦✉( ❛♥♥♦♥❝❡%❡③ ❧❛4✉❡❧❧❡✮✱ (♦✐. 4✉❡ ✈♦✉( ❧❡( .%♦✉✈❡③ 24✉✐✈❛❧❡♥.❡(

✭❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ (❛.✐(❢❛❝.✐♦♥ 4✉✬❡❧❧❡( ✈♦✉( ❛♣♣♦%.❡♥. ❝❤❛❝✉♥❡ ❡(. 1 ♣❡✉ ♣%C( ❧❡

♠D♠❡✮✳ ❱❡✉✐❧❧❡③ ♥♦.❡% 4✉✬✐❧ ♥❡ (✬❛❣✐. ♣❛( ❞✬✉♥ .❡(. ❛✈❡❝ ❞❡( ❜♦♥♥❡( ♦✉ ❞❡(

♠❛✉✈❛✐(❡( %2♣♦♥(❡(✳ ■❧ ✈♦✉( ❡(. (❡✉❧❡♠❡♥. ❞❡♠❛♥❞2 ❞✬✐♥❞✐4✉❡% ❞❡( ♣%2❢2%❡♥❝❡(✱

❧✐❜%❡♠❡♥.✳ ❱♦✉( ♥✬❛✈❡③ ❞♦♥❝ ♣❛( 1 %2✢2❝❤✐% ♣♦✉% .%♦✉✈❡% ✉♥❡ (♦❧✉.✐♦♥ 4✉✐ (❡%❛✐.

❥✉(.❡✱ ♠❛✐( 1 ✈♦✉( ❝♦♥❝❡♥.%❡% ♣♦✉% ❞♦♥♥❡% ✉♥❡ %2♣♦♥(❡ 4✉✐ ❝♦%%❡(♣♦♥❞❡ 1 ✈♦(

♣%2❢2%❡♥❝❡(✱ 1 ✈♦( ❣♦G.(✱ ❝♦♠♠❡ ❧♦%(4✉❡ ✈♦✉( ❢❛✐.❡( ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❛♥( ❧❛ ✈✐❡ %2❡❧❧❡✳

H♦✉% 4✉❡ ❧✬❡①♣2%✐❡♥❝❡ %2✉((✐((❡✱ ✐❧ ❢❛✉. 4✉❡ ✈♦✉( (♦②❡③ ❛❜(♦❧✉♠❡♥. (✐♥❝C%❡ ❡.

4✉❡ ✈♦✉( ✈♦✉( ♣%D.✐❡③ ❛✉ ❥❡✉✳ ❱❡✉✐❧❧❡③ ♥♦.❡% 4✉❡ ❧❡( ❞♦♥♥2❡( ❝♦❧❧❡❝.2❡( (❡%✈❡♥.

1 ❢❛✐%❡ ❞❡( (.❛.✐(.✐4✉❡( ❡. (♦♥. .♦.❛❧❡♠❡♥. ❛♥♦♥②♠❡(✳

▲❡ ❝♦♥.❡①.❡ ❞❛♥( ❧❡4✉❡❧ ❧✬❡①♣2%✐❡♥❝❡ ✈❛ ✈♦✉( ♣❧❛❝❡% ❡(. ❧❡ (✉✐✈❛♥. ✿ ❱♦✉(

♣❛%.❡③ ❡♥ (.❛❣❡ ❞❛♥( ✉♥❡ ✈✐❧❧❡ ♣♦✉% ❛✉ ♠♦✐♥( ✉♥ ❛♥✱ 1 ✉♥ ❡♥❞%♦✐. ♦J ✈♦✉( ♥❡

❝♦♥♥❛✐((❡③ ♣❡%(♦♥♥❡ ✭(❛✉❢ ♠❡♥.✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐.❡✮✱ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧1 ♦J ✈♦✉( ❤❛❜✐.❡③ ❛❝.✉❡❧✲

❧❡♠❡♥.✳ ❱♦✉( ❛❧❧❡③ ❞♦♥❝ ❧♦✉❡% ✉♥ ❛♣♣❛%.❡♠❡♥.✳ H♦✉% ♣❛②❡% ❧❡ ❧♦②❡%✱ ✈♦✉( ❛❧❧❡③

✷✵✸
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✉!✐❧✐$❡& ✉♥✐(✉❡♠❡♥! ✈♦!&❡ $❛❧❛✐&❡ ❞❡ ✶✻✵✵ ❡✉&♦$ ♥❡!$ ♣❛& ♠♦✐$✳ ▲❡$ ❝❤♦✐① $✉& ❧❡$✲

(✉❡❧$ ✈♦✉$ ❛✉&❡③ 9 ✈♦✉$ ♣&♦♥♦♥❝❡& ❝♦&&❡$♣♦♥❞❡♥! 9 ❞❡$ ♣❛✐&❡$ ❞✬❛♣♣❛&!❡♠❡♥!$

(✉✐ $❡ ❞✐$!✐♥❣✉❡♥! $✉& ❞❡✉① ❛$♣❡❝!$ ✉♥✐(✉❡♠❡♥! ✿

• ▲❡ ❧♦②❡& &❡(✉✐$ ♣♦✉& ❤❛❜✐!❡& ❞❡❞❛♥$✳

• ▲✬?❧♦✐❣♥❡♠❡♥! ❣?♦❣&❛♣❤✐(✉❡ ♣❛& &❛♣♣♦&! ❛✉① ❧✐❡✉① ✐♠♣♦&!❛♥!$ ♣♦✉& ✈♦✉$✳

❊♥ ❝❧❛✐&✱ 9 ❝❤❛(✉❡ ♣❛✐&❡ (✉✬♦♥ ✈♦✉$ ♠♦♥!&❡✱ ✐❧ $✬❛❣✐! ❞✉ ♠B♠❡ ❛♣♣❛&!❡♠❡♥! ❞❛♥$

❧❡$ ❞❡✉① ❝❛$ ✿ ♠B♠❡ $✉&❢❛❝❡✱ ♠B♠❡ ❞✐$♣♦$✐!✐♦♥ ✐♥!?&✐❡✉&❡✱ ♠B♠❡ ♠❛!?&✐❛✉ ❞❡

❝♦♥$!&✉❝!✐♦♥✱ ♠B♠❡ ✈?!✉$!?✱ ♠❛✐$ $❡✉❧$ ❧❡ ❧♦②❡& ❡! ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥! ❝❤❛♥❣❡♥!✱ ❡!

✈♦✉$ ❞❡✈❡③ ❧❡$ ❝♦♠♣❛&❡& ✉♥✐(✉❡♠❡♥! $✉& ❧❛ ❜❛$❡ ❞❡ ❝❡$ ❞❡✉① ✐♥❢♦&♠❛!✐♦♥$✳ ❱♦✉$

❛❧❧❡③ !♦✉! ❞✬❛❜♦&❞ ♣&♦❝?❞❡& 9 ✉♥ ❝♦✉&! (✉❡$!✐♦♥♥❛✐&❡ ♣♦✉& (✉❡ ✈♦✉$ ♣✉✐$$✐❡③

❜✐❡♥ ❛♣♣&?❤❡♥❞❡& ❧❡$ ❞❡✉① ♥♦!✐♦♥$ ❡♥ ❥❡✉ ✿ ❧❡ ❧♦②❡& ❡! ❧✬❛❝❝❡$$✐❜✐❧✐!?✳

◗✉❡#$✐♦♥♥❛✐)❡ ♣)+❧✐♠✐♥❛✐)❡

❱♦✉$ ❛❧❧❡③ &?♣♦♥❞&❡ ❡♥ !❛♣❛♥! $✉& ❧❡ ❝❧❛✈✐❡&✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛$ ❜❡$♦✐♥ ❞✬❛♣♣✉②❡&

$✉& ▼❆❏ ♣♦✉& &❡♥!&❡& ✉♥ ❝❤✐✛&❡ $✉& ❧❡ ❝❧❛✈✐❡&✳ ■❧ ✈♦✉$ ❡$! ❞❡♠❛♥❞? ❞✬?♥♦♥❝❡&

9 ✈♦✐① ❤❛✉!❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ✈♦$ &?♣♦♥$❡$ ❛✈❛♥! ❞❡ ❧❛ &❡♥!&❡&✳

▲✬"❝$❛♥ ❞✬♦$❞✐♥❛*❡✉$ ❛✣❝❤❡ ✉♥❡ ❧✐0*❡ ❞✬✐*❡♠0✳ ▲❡ ♣❛$*✐❝✐♣❛♥* ❞♦✐* ❡♥ ❝❤♦✐0✐$

*$♦✐0✱ ❝❧❛00"0 ♣❛$ ♦$❞$❡ ❞✬✐♠♣♦$*❛♥❝❡✳

◆♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ♠❛✐♥!❡♥❛♥! ?✈♦(✉❡& ❧❡$ ♠♦♥!❛♥!$ ♠♦♥?!❛✐&❡$ (✉✐ ❝♦&&❡$♣♦♥❞❡♥!

9 ❞❡$ ❧♦②❡&$ ❡♥✈✐$❛❣❡❛❜❧❡$ ♣♦✉& ✈♦✉$✳

❊❝❤❡❧❧❡ ❞❡# ❧♦②❡)# ❡♥✈✐#❛❣❡❛❜❧❡#✳

▲❡$ ❝❤♦✐① ✈❛&✐?$ (✉✬♦♥ ✈❛ ✈♦✉$ ♣&♦♣♦$❡& $✬✐♥$❝&✐&♦♥! ❞❛♥$ ✉♥❡ ?❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦②❡&

❧❛&❣❡ ♠❛✐$ ♣❛$ !&♦♣ ?❧♦✐❣♥?❡ ❞❡ ✈♦$ ❛!!❡♥!❡$✳ L♦✉& (✉❡ ❧✬♦♥ $❛❝❤❡ ❞❛♥$ (✉❡❧❧❡

❣&✐❧❧❡ ✈♦✉$ &❛✐$♦♥♥❡③ ❝♦♥❝❡&♥❛♥! ❧❡ ❧♦②❡&✱ ✈♦✉$ ❛❧❧❡③ ✐♥❞✐(✉❡& ✺ ❧♦②❡&$ ?!❛❧♦♥$ (✉✐

✐❧❧✉$!&❡♥! ❜✐❡♥ ❧❡$ ❥✉❣❡♠❡♥!$ ♣♦$$✐❜❧❡$ (✉❡ ✈♦✉$ ♣♦✉✈❡③ ♣♦&!❡& $✉& ❧❡ ❧♦②❡& ❞✬✉♥

❛♣♣❛&!❡♠❡♥!✳ ◆✬❤?$✐!❡③ ♣❛$ 9 ❞♦♥♥❡& ✉♥❡ ?❝❤❡❧❧❡ ❧❛&❣❡✱ ❝❛& ❧❡$ ❛♣♣❛&!❡♠❡♥!$

(✉✐ ✈♦✉$ $❡&♦♥! ♣&♦♣♦$?$ ❛✉&♦♥! ❞❡$ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥!$ !&N$ ✈❛&✐?$ ✿ ✐❧$ ♣♦✉&&♦♥! B!&❡

❞❛♥$ ✉♥ ❧✐❡✉ ✐❞?❛❧ ❛✈❡❝ !♦✉! ❝❡ (✉✐ ✈♦✉$ ✐♥!?&❡$$❡ 9 ♣&♦①✐♠✐!?✱ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥!&❛✐&❡
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 ❧♦✐❣♥ ❞❡ ❝❡) ❧✐❡✉① ❡, -❡.✉ -❛♥, ❞❡) ,-❛❥❡,) ✐♠♣♦)❛♥,)✳ ❘❛♣♣❡❧❡③✲✈♦✉) .✉❡ ✈♦✉)

❛❧❧❡③ ✈✐✈-❡ )❡✉❧ ❡, ♣❛②❡- ❧❡ ❧♦②❡- )❡✉❧✱ ❡, ❝❡ ❣-:❝❡ ; ✈♦,-❡ )❛❧❛✐-❡ ✭✐♥❞❡♠♥✐, ❞❡

),❛❣❡✮ .✉✐ )✬ ❧?✈❡ ; ✶✻✵✵ ❡✉-♦) ♥❡,) ♣❛- ♠♦✐)✳

• ✏❏❡ ,-♦✉✈❡ ❝❡ ❧♦②❡- ♥❡✉,-❡✱ ❥❡ ♠✬❛,,❡♥❞❛✐) ; ♣❛②❡- ❝❡ ❣❡♥-❡ ❞❡ ❧♦②❡-✳ ❏❡

,-♦✉✈❡ .✉❡ ❝✬❡), ♥♦-♠❛❧ ❞❡ ♣❛②❡- ❝❡ ❣❡♥-❡ ❞❡ )♦♠♠❡✳✑

• ✏❏❡ ,-♦✉✈❡ ❝❡ ❧♦②❡- ❞ )❛✈❛♥,❛❣❡✉①✱ ❥❡ ♣- ✈♦②❛✐) ❞❡ ❞ ♣❡♥)❡- ♠♦✐♥)✳ ❏❡ ♠❡

)❡♥) ✉♥ ♣❡✉ ❧ ) ✱ ♠❛✐) ❜♦♥✳ ✳ ✳✑

• ✏❏❡ ,-♦✉✈❡ ❝❡ ❧♦②❡- ,-?) ❞ )❛✈❛♥,❛❣❡✉①✳ ❈✬❡), ✈-❛✐♠❡♥, ❧❡ ❧♦②❡- ♠❛①✐♠✉♠

.✉❡ ❥❡ ♣❡✉① ❛❝❝❡♣,❡- ♣♦✉- ♠♦♥ ❛♣♣❛-,❡♠❡♥,✳ ❏❡ ,-♦✉✈❡ H❛ ✐♥❝-♦②❛❜❧❡ ❞❡

♣❛②❡- ❛✉))✐ ❝❤❡-✳✑

• ✏❏❡ ,-♦✉✈❡ ❝❡ ❧♦②❡- ❛✈❛♥,❛❣❡✉①✳ ❏❡ ♣- ✈♦②❛✐) ❞❡ ❞ ♣❡♥)❡- ♣❧✉)✳ ❏❡ )✉✐)

❛))❡③ ❝♦♥,❡♥, ❞✬❛✈♦✐- ,-♦✉✈ ❝❡ ❣❡♥-❡ ❞❡ ❧♦②❡-✳✑

• ✏❏❡ ,-♦✉✈❡ ❝❡ ❧♦②❡- ,-?) ❛✈❛♥,❛❣❡✉①✱ ❥❡ ♣❡♥)❛✐) .✉❡ ❝✬ ,❛✐, ✐♠♣♦))✐❜❧❡ ❞❡

,-♦✉✈❡- ❛✉))✐ ❜❛)✳ ❏✬❛✐ ✈-❛✐♠❡♥, ❡✉ ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ✐♥❝-♦②❛❜❧❡ )✉- ❝❡ ❝♦✉♣✳✑

■♥"#$✉❝#✐♦♥"

❱♦✉) ❛❧❧❡③ ♠❛✐♥,❡♥❛♥, ❛✈♦✐- ; ❢❛✐-❡ ❞❡) ❝♦♠♣❛-❛✐)♦♥)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❛♣♣❛-,❡♠❡♥, ❉❛♥) ❧❡) .✉❡),✐♦♥) .✉✐ ✈♦✉) )❡-♦♥, ♣♦) ❡)✱ ✉♥

❛♣♣❛-,❡♠❡♥, )❡-❛ -❡♣- )❡♥, ❞❡ ❧❛ ❢❛H♦♥ )✉✐✈❛♥,❡✱ ♣❛- ❞❡✉①  ❧ ♠❡♥,) ✿ ❯♥

❣-❛♣❤✐.✉❡ ♠♦♥,-❡ )♦♥  ❧♦✐❣♥❡♠❡♥, ♣❛- -❛♣♣♦-, ❛✉① ❧✐❡✉① ✐♠♣♦-,❛♥,) ♣♦✉- ✈♦✉)✱

❡, ✉♥ ♥♦♠❜-❡ ✐♥❞✐.✉❡ ❧❡ ♠♦♥,❛♥, ❞✉ ❧♦②❡-✱ ❡♥ ❡✉-♦)✱ ,♦✉,❡) ❝❤❛-❣❡) ❝♦♠♣-✐)❡)✳

▲❛ ✈✐❧❧❡ ❞❛♥) ❧❛.✉❡❧❧❡ ✈♦✉) ❛❧❧❡③ ❡✛❡❝,✉❡- ✈♦,-❡ ),❛❣❡ ✭)❡ ,-♦✉✈❡ ❧❡ ❧❛❜♦-❛,♦✐-❡

♦R ✈♦✉) ,-❛✈❛✐❧❧❡③✮ ❡), ❞✐✈✐) ❡ ❡♥ ✺ ③♦♥❡)✱ ; ❧❛ ♠❛♥✐?-❡ ❞❡) ③♦♥❡) ❞❡ ,-❛♥)♣♦-,

❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ T❛-✐)✱ ❞❡ ▲♦♥❞-❡) ♦✉ ❞✬❛✉,-❡) ✈✐❧❧❡)✳ ❚♦✉) ❧❡) ❧✐❡✉① ✐♠♣♦-,❛♥,)

♣♦✉- ✈♦✉) )♦♥, )✐,✉ ) ❛✉ ❝❡♥,-❡✱ ❞❛♥) ❧❛ ③♦♥❡ ✶ ✿

▲✬✐♥$%&✉❝%❡✉& ✐♥❞✐+✉❡ ❧❡ ❝❡♥%&❡✳

▲❡) ,-❛♥)♣♦-,) ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ♥❡ )♦♥, ♣❛) ✜❣✉- ) )✉- ❧❡ )❝❤ ♠❛✳ ■❧) )♦♥,

♦-❣❛♥✐) ) ❡♥ - )❡❛✉ .✉✐ ❝♦♥✈❡-❣❡ ✈❡-) ❧❡ ❝❡♥,-❡ ❡, ✐❧ ❢❛✉, ❡♥✈✐-♦♥ ✶✺✲✷✵ ♠✐♥

♣♦✉- ,-❛✈❡-)❡- ✉♥❡ ③♦♥❡✳ T❛- ❡①❡♠♣❧❡✱ )✐ ✈♦✉) Y,❡) ❡♥ ③♦♥❡ ✹✱ ✐❧ ✈♦✉) ❢❛✉❞-❛

✹✵ ♠✐♥✴✶ ❤❡✉-❡ ♣♦✉- ✈♦✉) -❡♥❞-❡ ❛✉ ❝❡♥,-❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ❙✐ ✈♦✉) Y,❡) ❡♥ ③♦♥❡
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✷✱ ✐❧ ✈♦✉' ❢❛✉❞+❛ ✷✵✲✷✺ ♠✐♥ ♣♦✉+ ✈♦✉' +❡♥❞+❡ ❛✉ ❝❡♥4+❡✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❞❛♥' ❧❛8✉❡❧❧❡

❡'4 '✐4✉9 ❧✬❛♣♣❛+4❡♠❡♥4 ❡'4 ❝❡❧❧❡ ♠✐'❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉+ ❡♥ ♦+❛♥❣❡ '✉+ ❧❡ ❣+❛♣❤✐8✉❡✳

▲✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥4 ❡①❛❝4 ❞❛♥' ❧❛ ③♦♥❡ ♥✬❡'4 ♣❛' ✜❣✉+9 ❝❛+ ❧✬❛♣♣❛+4❡♠❡♥4 ♣❡✉4 ?4+❡

'✐4✉9 ♥✬✐♠♣♦+4❡ ♦@ ❞❛♥' ❧❛ ③♦♥❡✳ ❈✬❡'4 ♣♦✉+ ❝❡❧❛ 8✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡' ✢✉❝4✉❛4✐♦♥' ❞❛♥'

❧❡ 4❡♠♣' ♣♦✉+ '❡ +❡♥❞+❡ ❛✉ ❝❡♥4+❡ ✭❡♥ ♣❧✉' ❞✉ 4+❛✜❝✱ ❡4❝✳✮

▲✬✐♥$%&✉❝%❡✉& ✐♥❞✐+✉❡ ❞❡$ ❡♥❞&♦✐%$ ✈❛&✐/$ ❞❛♥$ ✉♥❡ ♠1♠❡ ③♦♥❡✳

❍♦+♠✐' ❧❛ ❞✐'4❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥4+❡✱ ❧❡' ③♦♥❡' '♦♥4 ♣+❛4✐8✉❡♠❡♥4 ❤♦♠♦❣G♥❡' ❡♥ ❝❡

8✉✐ ❝♦♥❝❡+♥❡ ❧❡ ❝❛❞+❡ ❞❡ ✈✐❡✳ ❈✬❡'4✲H✲❞✐+❡ 8✉❡ ✈♦✉' ♥❡ ♣♦✉✈❡③ ♣❛' ✈♦✉' ✜❡+

❛✉① ③♦♥❡' ♣♦✉+ ❡''❛②❡+ ❞❡ ❞9❞✉✐+❡ ✓ ❝❡ 8✉❛+4✐❡+ ❡'4 '❛♥' ❞♦✉4❡ ♠✐❡✉①✱ ✐❧ ❛

♣❧✉' ❞❡ ✈❡+❞✉+❡✱ ♦✉ ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡ ❡'4 ♠❡✐❧❧❡✉+❡ ✔✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ❞✐'4❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥4+❡ ❡'4

♣❡+4✐♥❡♥4❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛&❛✐$♦♥✳

❯♥ 9❝+❛♥ 4②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛+❛✐'♦♥ ❡'4 ❧❡ '✉✐✈❛♥4 ✿ ■❧ '✬❛❣✐4 ❞❡ ❞❡✉① ♣❛♥♥❡❛✉①

+❡♣+9'❡♥4❛♥4 ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ❛♣♣❛+4❡♠❡♥4✱ ❡4 ✈♦✉' ❞❡✈❡③ +9♣♦♥❞+❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛+❛♥4 ❝❡'

❞❡✉① ❛♣♣❛+4❡♠❡♥4' ❡4 ✉♥✐8✉❡♠❡♥4 ❝❡✉①✲❧H✱ ❡♥ ❧❡' ❥✉❣❡❛♥4 '✉+ ❧❛ '❡✉❧❡ ❜❛'❡ ❞❡

❧❡✉+ ❧♦②❡+ ❡4 ❞❡ ❧❡✉+ ❛❝❝❡''✐❜✐❧✐49✳ ■♠❛❣✐♥❡③ 8✉❡ ✈♦✉' ❛++✐✈❡③ ❞❛♥' ❝❡44❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

✈✐❧❧❡ ❡4 8✉❡ ❧✬❛❣❡♥4 ✐♠♠♦❜✐❧✐❡+ ✈♦✉' ❞✐4 ✿ ✏❈✬❡'4 ❧❡' ❞❡✉① '❡✉❧' ❛♣♣❛+4❡♠❡♥4'

8✉✐ ♥♦✉' +❡'4❡♥4✳✑

❘!♣♦♥%❡% ♣♦%%✐❜❧❡% * ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝❧❛✈✐❡1

❆ ❝❤❛8✉❡ ❝♦♠♣❛+❛✐'♦♥✱ ✉♥❡ ❢♦✐' ❝❡+4❛✐♥ ❞❡ ✈♦4+❡ +9♣♦♥'❡✱ ✈♦✉' ❧✬✐♥❞✐8✉❡+❡③

❣+T❝❡ ❛✉① ✢G❝❤❡' ❞✉ ❝❧❛✈✐❡+✳ ❚+♦✐' +9♣♦♥'❡' '♦♥4 ♣♦''✐❜❧❡' ✿

• ✏❏❡ ♣+9❢G+❡ ❧♦✉❡+ ❧✬❛♣♣❛+4❡♠❡♥4 ❞9❝+✐4 H ❣❛✉❝❤❡✑✳ ❈❡❧❛ ✈❡✉4 ❞✐+❡ 8✉❡ ❞❛♥'

❧❛ +9❛❧✐49✱ '✐ ✈♦✉' ❞❡✈✐❡③ ❝❤♦✐'✐+ ❡♥4+❡ ❧❡' ❞❡✉① ❛♣♣❛+4❡♠❡♥4' ✈♦✉' ❧♦✉❡✲

+✐❡③ ✈+❛✐♠❡♥4 ❝❡❧✉✐✲❧H✱ ❝❛+ ✐❧ ✈♦✉' ❛♣♣♦+4❡ ♣❧✉' ❞❡ '❛4✐'❢❛❝4✐♦♥✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉+

'✉❜❥❡❝4✐✈❡ ❡'4 ♣❧✉' ❣+❛♥❞❡ H ✈♦' ②❡✉① 8✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛+4❡♠❡♥4 ❞9❝+✐4 H

❞+♦✐4❡✳ ❱♦✉' ✉4✐❧✐'❡+❡③ ❧❛ 4♦✉❝❤❡ ← ♣♦✉+ ✐♥❞✐8✉❡+ ❝❡44❡ +9♣♦♥'❡✳

• ✏❏❡ ♣+9❢G+❡ ❧♦✉❡+ ❧✬❛♣♣❛+4❡♠❡♥4 ❞9❝+✐4 H ❞+♦✐4❡✑✳ ❉❡ ♠?♠❡✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉4 ❞✐+❡

8✉❡ ❞❛♥' ❧❛ ✈✐❡ +9❡❧❧❡ ✈♦✉' ❝❤♦✐'✐+✐❡③ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞❛♥' ✉♥ ❝❤♦✐① ❡♥4+❡ ❧❡' ❞❡✉①✳

●❧♦❜❛❧❡♠❡♥4 ✈♦✉' ❧❡ ❥✉❣❡③ ♣❧✉' '❛4✐'❢❛✐'❛♥4 8✉❡ ❧✬❛♣♣❛+4❡♠❡♥4 ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳

❱♦✉' ✉4✐❧✐'❡+❡③ ❧❛ 4♦✉❝❤❡ → ♣♦✉+ ✐♥❞✐8✉❡+ ❝❡44❡ +9♣♦♥'❡✳
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• ✏▲♦✉❡% ❧✬❛♣♣❛%*❡♠❡♥* ❞❡ ❞%♦✐*❡ ♦✉ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♠✬❡2* ✐♥❞✐✛4%❡♥*✑✳ 7♦✉%

✈♦✉2✱ ❝❡❧❛ %❡✈✐❡♥* ❛✉ ♠:♠❡ ❝❛% ❧❡2 ❞❡✉① ❛♣♣❛%*❡♠❡♥*2 ✈♦✉2 2❡♠❜❧❡♥* 4=✉✐✲

✈❛❧❡♥*2 ❞❛♥2 ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡✳ ■❧2 ♦♥* ❧❛ ♠:♠❡ ✈❛❧❡✉% 2✉❜❥❡❝*✐✈❡ A ✈♦2 ②❡✉①✱ ❡*

✈♦✉2 ♥❡ ✈♦②❡③ ♣❛2 ❞❡ %❛✐2♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐2✐% ❧✬✉♥ ♣❧✉*D* =✉❡ ❧✬❛✉*%❡✳ ❆**❡♥*✐♦♥✱

:*%❡ ✐♥❞✐✛4%❡♥* ❛✉ ❝❤♦✐① ♥❡ 2✐❣♥✐✜❡ ♣❛2 ♥4❝❡22❛✐%❡♠❡♥* =✉❡ ✈♦✉2 ❞4♥✐✲

❣%❡③ ❧❡2 ❞❡✉① ❛♣♣❛%*❡♠❡♥*2✳ ❈❡❧❛ 2✐❣♥✐✜❡ =✉✬✐❧2 ✈♦✉2 ❛♣♣♦%*❡♥* ❛✉*❛♥*

❞❡ 2❛*✐2❢❛❝*✐♦♥✱ =✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ 2♦✐* ♥✉❧❧❡✱ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♦✉ 4❧❡✈4❡✳ ❱♦✉2 ♣♦✉✈❡③

❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥* ❛♣♣%4❝✐❡% ❧❡2 ❞❡✉① ❛♣♣❛%*❡♠❡♥*2 ♦✉ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥* ❧❡2 *%♦✉✈❡%

❝❤❛❝✉♥ ❧♦✐♥ ❞❡ ✈♦✉2 2❛*✐2❢❛✐%❡✳ ❱♦✉2 ✉*✐❧✐2❡%❡③ ❧❛ *♦✉❝❤❡ ↓ ♣♦✉% ✐♥❞✐=✉❡%

❝❡**❡ %4♣♦♥2❡✳

❆**❡♥*✐♦♥✱ ✈♦✉2 ♥❡ ♣♦✉✈❡③ ♣❛2 %❡✈❡♥✐% ❡♥ ❛%%✐J%❡ ❧♦%2 ❞❡2 ❝♦♠♣❛%❛✐2♦♥2✳ ❚♦✉*❡

%4♣♦♥2❡ ❡2* ❞4✜♥✐*✐✈❡✳ ❘4✢4❝❤✐22❡③ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❛✈❛♥* ❞❡ %4♣♦♥❞%❡✳

▲❡" ♣❛%&✐❝✐♣❛♥&" %❡*♦✐✈❡♥& ✉♥ ❝♦✉%& ♠/♠♦ ❞✬✉♥❡ ♣❛❣❡ %❛♣♣❡❧❛♥& ❧❡" &%♦✐" %/✲

♣♦♥"❡" ♣♦""✐❜❧❡" ❡& ❧❡✉% "✐❣♥✐✜❝❛&✐♦♥✳

❆✈❛♥* ❞❡ ❞4❜✉*❡% ❡✛❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❧✬❡①♣4%✐❡♥❝❡✱ ✈♦✉2 ❛❧❧❡③ %4♣♦♥❞%❡ A =✉❡❧=✉❡2

=✉❡2*✐♦♥2 ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✉2 ❢❛♠✐❧✐❛%✐2❡% ❛✈❡❝ ❧✬✐♥*❡%❢❛❝❡ ❡* ❧❡2 ❝♦♠♠❛♥❞❡2✳ ❈❡2 =✉❡2✲

*✐♦♥2 ♥❡ 2❡%♦♥* ♣❛2 ♣%✐2❡2 ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧♦%2 ❞❡ ❧✬❡①♣4%✐❡♥❝❡✳

❊①❡♠♣❧❡&

❆♣%9" :✉❡ ❧❡ ♣❛%&✐❝✐♣❛♥& ❛ %/♣♦♥❞✉ ✿

❈❡ ♣%❡♠✐❡% ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥2*✐*✉❡ ✉♥ ❝❛2 ♣❛%*✐❝✉❧✐❡% ♦N ❧✬✉♥ ❞❡2 ❛♣♣❛%*❡♠❡♥*2 ❡2*

♠❡✐❧❧❡✉% 2✉% ❧❡2 ❞❡✉① ❛2♣❡❝*2✳ ❈❡ ❝❛2 ♥✬❛♣♣❛%❛O*%❛ ♣❧✉2 ❥❛♠❛✐2 ♣❛% ❧❛ 2✉✐*❡ ✿

❧❡2 ♣❛✐%❡2 ♣%42❡♥*4❡2 ♥❡ ❝♦♠♣♦%*❡%♦♥* ❥❛♠❛✐2 ❞✬❛♣♣❛%*❡♠❡♥* =✉✐ ❛✐* A ❧❛ ❢♦✐2 ❧❡

❧♦②❡% ❧❡ ♣❧✉2 ❜❛2 ❡* 2♦✐* 2✐*✉4 ♣❧✉2 ♣%J2 ❞❡2 ❧✐❡✉① ❞✬✐♥*4%:* ♣♦✉% ✈♦✉2✳

■♥&)*✉❝)✐♦♥& &✉♣♣❧/♠❡♥)❛✐*❡& ♣♦✉* ❧❡ ❣*♦✉♣❡ ■❘3

7♦✉% ❧❛ 2❡❝♦♥❞❡ ♠♦✐*✐4 ❞❡ ❧✬❡①♣4%✐❡♥❝❡✱ ✈♦✉2 ❛✉%❡③ ✉♥❡ =✉❛*%✐J♠❡ %4♣♦♥2❡

♣♦22✐❜❧❡ A ❝❤❛=✉❡ ❝♦♠♣❛%❛✐2♦♥✱ =✉✐ 2✬❛❥♦✉*❡ ❛✉① *%♦✐2 %4♣♦♥2❡2 ♣%4❝4❞❡♥*❡2 ✭A

2❛✈♦✐% ❧❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉% ❧✬♦♣*✐♦♥ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉% ❧✬♦♣*✐♦♥ ❞❡ ❞%♦✐*❡ ❡*

❧✬✐♥❞✐✛4%❡♥❝❡ ❡♥*%❡ ❧❡2 ❞❡✉① ♦♣*✐♦♥2✮✳
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• ✏❈❡# ❞❡✉① ❛♣♣❛)*❡♠❡♥*# #♦♥* ✐♥❝♦♠♣❛)❛❜❧❡#✳ ✓ ■❧ ♠✬❡#* ✈)❛✐♠❡♥* *)7#

❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐#✐) ♣❛)♠✐ ❧❡# ❞❡✉①✳ ■❧ ♠✬❡#* ✐♠♣♦##✐❜❧❡ ♦✉ ✈)❛✐♠❡♥* ❞✐✣❝✐❧❡

❞❡ ❧❡# ❝♦♠♣❛)❡) ❡* ❥❡ ♥❡ #♦✉❤❛✐*❡ ♣❛# ♠❡ ♣)♦♥♦♥❝❡)✳ ❏✬❛✐ ❞✉ ♠❛❧ < ❢♦)♠❡)

✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥* #?) ❝♦♥❝❡)♥❛♥* ❝❡**❡ ❝♦♠♣❛)❛✐#♦♥✳✑ ❱♦✉# ✉*✐❧✐#❡)❡③ ❧❛ *♦✉❝❤❡

↑ ♣♦✉) ✐♥❞✐C✉❡) ❝❡**❡ )D♣♦♥#❡✳

❱♦✉# ❡①♣)✐♠❡③ ♣❛) ❝❡**❡ )D♣♦♥#❡ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧*D < ❝♦♠♣❛)❡) ❧❛ ✈❛❧❡✉) < ✈♦# ②❡✉①

❞❡# ❞❡✉① ♦♣*✐♦♥#✱ ❡* ♥❡ #♦✉❤❛✐*❡③ ♣❛# ❞D❝❧❛)❡) C✉❡ ✈♦✉# ♣)D❢D)❡③ ❧✬✉♥ ❞❡# ❞❡✉①

♦✉ C✉✬✐❧# ✈♦✉# #❡♠❜❧❡♥* DC✉✐✈❛❧❡♥*#✳ ❆✉*)❡♠❡♥* ❞✐*✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡# ✸ ❛✉*)❡# )D✲

♣♦♥#❡# ♥❡ ✈♦✉# #❡♠❜❧❡ ❛❞DC✉❛*❡✳ ❆**❡♥*✐♦♥✱ < ♥❡ ♣❛# ❝♦♥❢♦♥❞)❡ ❧❛ )D♣♦♥#❡ ❞D❥<

❞✐#♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥# ❧❛ ♣)❡♠✐7)❡ D*❛♣❡ ✿ ❧✬✐♥❞✐✛D)❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❝❡**❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ )D♣♦♥#❡✳

✶✳ ▲❛ )D♣♦♥#❡ ✏❧❡ ❝❤♦✐① ♠✬❡#* ✐♥❞✐✛D)❡♥*✑ #✐❣♥✐✜❡ C✉❡ ✈♦✉# ❛✣)♠❡③ C✉❡ ❧❡#

❞❡✉① ♦♣*✐♦♥# ✈♦✉# #❡♠❜❧❡♥* ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥* ❛✉##✐ ✈❛❧❛❜❧❡#✳ ❱♦✉# ❛❝❝❡♣*❡)✐❡③

♣❛) ❡①❡♠♣❧❡ C✉✬♦♥ ❝❤♦✐#✐##❡ ❛✉ ❤❛#❛)❞ ♣♦✉) ✈♦✉# ❝❛) ❝❡❧❛ )❡✈✐❡♥* ❛✉

♠O♠❡✳

✷✳ ❆❧♦)# C✉❡ ❧❛ )D♣♦♥#❡ ✏✐❧# #♦♥* ✐♥❝♦♠♣❛)❛❜❧❡#✳✑ #✐❣♥✐✜❡ C✉❡ ✈♦✉# ♥❡ #♦✉✲

❤❛✐*❡③ ♣❛# ❛✣)♠❡) C✉❡ ✈♦✉# ♣)D❢D)❡③ ❧✬✉♥ < ❧✬❛✉*)❡ ♥✐ C✉✬✐❧# ✈♦✉# #❡♠❜❧❡♥*

❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥* DC✉✐✈❛❧❡♥*#✳
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❆♥♥❡①❡ ❈

❈♦♥&✐❣♥❡& ♣♦✉+ ❧✬❡①♣.+✐♠❡♥0❛0✐♦♥

&✉+ ❧❡ ♠❛0❝❤✐♥❣✳

❇♦♥❥♦✉%✱ ❱♦✉( ❛❧❧❡③ ♣❛%.✐❝✐♣❡% 1 ✉♥❡ 2.✉❞❡ 4✉✐ ❞✉%❡ ❡♥✈✐%♦♥ ✉♥❡ ❤❡✉%❡✳

◆✬❤2(✐.❡③ ♣❛( 1 ❞❡♠❛♥❞❡% ✉♥❡ ♣❛✉(❡ 1 .♦✉. ♠♦♠❡♥.✳

◆♦.%❡ %❡❝❤❡%❝❤❡ ✈✐(❡ 1 ♠✐❡✉① ❝♦♠♣%❡♥❞%❡ ❧❡( ♣%2❢2%❡♥❝❡( ❡. ❣♦>.( ❞❡( ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉(✳ @❛% ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉ (✉❥❡. ❞✬❛♣♣❛%.❡♠❡♥.(✱ ♦♥ (✬✐♥.2%❡((❡ 1 ❞❡( 4✉❡(.✐♦♥( ❞✉

.②♣❡ ✿

• ❈♦♠♠❡♥. ❧❡( ❣❡♥( ❢♦%♠❡♥.✲✐❧( ❞❡( ❥✉❣❡♠❡♥.( (✉% ❞❡( ❛♣♣❛%.❡♠❡♥.( ❄

• ❈♦♠♠❡♥. ❡(.✲❝❡ 4✉✬✐❧( 2✈❛❧✉❡♥. ❞❡( ❛♣♣❛%.❡♠❡♥.( (✉% ❧❛ ❜❛(❡ ❞✉ ❧♦②❡% ❡.

❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥. ❄

• ❈♦♠♠❡♥. ♦♣F%❡♥.✲✐❧( ✉♥ ❝♦♠♣%♦♠✐( ❡♥.%❡ ❧❡ ❧♦②❡% ❡. ❧❛ (✐.✉❛.✐♦♥ ❣2♦❣%❛✲

♣❤✐4✉❡ ❄

• ❉❛♥( 4✉❡❧❧❡ ♠❡(✉%❡ ❞❡✉① ❛♣♣❛%.❡♠❡♥.( ❞✐✛2%❡♥.( ♣❡✉✈❡♥.✲✐❧( ❧❡✉% ❛♣♣♦%✲

.❡% ❧❡ ♠I♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ (❛.✐(❢❛❝.✐♦♥ ❄

▲❡ ♣%✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡..❡ 2.✉❞❡ ❡(. (✐♠♣❧❡ ✿ ♣♦✉% ❝❤❛4✉❡ ♣❛✐%❡✱ ✈♦✉( ❛✉%❡③ 1 ♦❜✲

(❡%✈❡% ❧❡( ❝❛%❛❝.2%✐(.✐4✉❡( ❞❡ ❝❤❛4✉❡ ❛♣♣❛%.❡♠❡♥.✳ ❊♥(✉✐.❡✱ ✈♦✉( ❞❡✈%❡③ ❢♦✉%♥✐%

❧❛ ✈❛❧❡✉% ♣♦✉% ✉♥❡ ❞❡( ❝❛%❛❝.2%✐(.✐4✉❡(✱ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❧♦②❡%✱ ❛✜♥ 4✉❡ ❧❡( ❞❡✉①

❛♣♣❛%.❡♠❡♥.( (♦✐❡♥. ✏❛✉((✐ ❜✐❡♥(✑ 1 ✈♦( ②❡✉①✳ ❊♥ ❞✬❛✉.%❡( .❡%♠❡(✱ ✈♦✉( ❛❧❧❡③

❡①♣%✐♠❡% ❞❡( ❝♦♠♣%♦♠✐( ❡♥.%❡ ❧❡( 4✉❛❧✐.2( ❡. ❧❡( ❞2❢❛✉.( ❞❡( ❛♣♣❛%.❡♠❡♥.(✳
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▲❡" ❛♣♣❛%&❡♠❡♥&" )✉✐ ✈♦✉" "❡%♦♥& ❞♦♥♥/" 0 ❥✉❣❡% ♣❡✉✈❡♥& ♣%/"❡♥&❡% ❞❡"

❛✈❛♥&❛❣❡" &❡❧" )✉❡ ❜❛%✱ "&❛&✐♦♥ ❞❡ ♠/&%♦ 0 ♣%♦①✐♠✐&/✱ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥& 0 ♣%♦①✐♠✐&/

❞❡ ✈♦&%❡ ❧✐❡✉ ❞❡ "&❛❣❡ ♦✉ ❧♦②❡% ♣❡✉ /❧❡✈/✳ ✳ ✳▼❛✐" ✐❧" ♣❡✉✈❡♥& ❛✉""✐ ♣%/"❡♥&❡% ❞❡"

✐♥❝♦♥✈/♥✐❡♥&" &❡❧" )✉❡ ✿ ❡♥❞%♦✐& ♠❛❧ ❞❡""❡%✈✐ ♣❛% ❧❡" &%❛♥"♣♦%&" ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❡&

%❡)✉/%❛♥& ❞❡" &❡♠♣" ❞❡ &%❛❥❡& ❛✉ ❝❡♥&%❡ ✈✐❧❧❡ ✐♠♣♦%&❛♥&"✱ ♦✉ ❧♦②❡% /❧❡✈/✳

❱❡✉✐❧❧❡③ ♥♦&❡% )✉✬✐❧ ♥❡ "✬❛❣✐& ♣❛" ❞✬✉♥ &❡"& ❛✈❡❝ ❞❡" ❜♦♥♥❡" ♦✉ ❞❡" ♠❛✉✈❛✐"❡"

%/♣♦♥"❡"✱ ✈♦✉" ♥✬❛✈❡③ ❞♦♥❝ ♣❛" 0 %/✢/❝❤✐% ♣♦✉% &%♦✉✈❡% ✉♥❡ "♦❧✉&✐♦♥ )✉✐ "❡%❛✐&

❥✉"&❡✱ ♠❛✐" 0 ✈♦✉" ❝♦♥❝❡♥&%❡% ♣♦✉% ❞♦♥♥❡% ✉♥❡ %/♣♦♥"❡ )✉✐ ❝♦%%❡"♣♦♥❞❡ 0 ✈♦"

♣%/❢/%❡♥❝❡"✱ 0 ✈♦" ❣♦B&"✱ ❝♦♠♠❡ ❧♦%")✉❡ ✈♦✉" /✈❛❧✉❡③ ❞❡" ❛♣♣❛%&❡♠❡♥&" ❞❛♥"

❧❛ ✈✐❡ %/❡❧❧❡✳ C♦✉% )✉❡ ❧✬❡①♣/%✐❡♥❝❡ %/✉""✐""❡✱ ✐❧ ❢❛✉& )✉❡ ✈♦✉" "♦②❡③ ❛❜"♦❧✉♠❡♥&

"✐♥❝D%❡ ❡& )✉❡ ✈♦✉" ✈♦✉" ♣%E&✐❡③ ❛✉ ❥❡✉✳ ❆✉❝✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥& ❞❡ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉&

E&%❡ ❢❛✐& "✉% ❝❡ )✉❡"&✐♦♥♥❛✐%❡✱ ✐❧ "✬❛❣✐& ❞♦♥❝ ✉♥✐)✉❡♠❡♥& ♣♦✉% ✈♦✉" ❞✬❡①♣%✐♠❡%

✈♦" ♣%/❢/%❡♥❝❡"✱ ✈♦" ❣♦B&"✱ ❧✐❜%❡♠❡♥&✳

❱❡✉✐❧❧❡③ ♥♦&❡% )✉❡ ❧❡" ❞♦♥♥/❡" ❝♦❧❧❡❝&/❡" "❡%✈❡♥& 0 ❢❛✐%❡ ❞❡" "&❛&✐"&✐)✉❡" ❡&

"♦♥& &♦&❛❧❡♠❡♥& ❛♥♦♥②♠❡"✳

❈♦♥#❡①#❡

▲❡ ❝♦♥&❡①&❡ ❞❛♥" ❧❡)✉❡❧ ❧✬❡①♣/%✐❡♥❝❡ ✈❛ ✈♦✉" ♣❧❛❝❡% ❡"& ❧❡ "✉✐✈❛♥& ✿

❱♦✉" ♣❛%&❡③ ❡♥ "&❛❣❡ ❞❛♥" ✉♥❡ ✈✐❧❧❡ ♣♦✉% ✉♥❡ ♣/%✐♦❞❡ ❞✬✉♥ ❛♥✱ 0 ✉♥ ❡♥❞%♦✐&

♦G ✈♦✉" ♥❡ ❝♦♥♥❛✐""❡③ ♣❡%"♦♥♥❡ ✭"❛✉❢ ♠❡♥&✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐&❡✮✱ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧0 ♦G ✈♦✉"

❤❛❜✐&❡③ ❛❝&✉❡❧❧❡♠❡♥&✳ ❱♦✉" ❛❧❧❡③ ❞♦♥❝ ❧♦✉❡% ✉♥ ❛♣♣❛%&❡♠❡♥&✳ C♦✉% ♣❛②❡% ❧❡

❧♦②❡%✱ ✈♦✉" ❛❧❧❡③ ✉&✐❧✐"❡% ✉♥✐)✉❡♠❡♥& ✈♦&%❡ "❛❧❛✐%❡ ❞❡ ✶✻✵✵ ❡✉%♦" ♥❡&" ♣❛% ♠♦✐"✳

▲❡" ♣❛✐%❡" ❞✬❛♣♣❛%&❡♠❡♥& )✉✐ ✈♦✉" "❡%♦♥& ♣%/"❡♥&/❡" "❡ ❞✐"&✐♥❣✉❡♥& "✉% ❞❡✉①

❛"♣❡❝&" ✉♥✐)✉❡♠❡♥& ✿

• ▲❡ ❧♦②❡% ♠❡♥"✉❡❧ %❡)✉✐" ♣♦✉% ❧❛ ❧♦❝❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛%&❡♠❡♥&✳

• ▲❡ &❡♠♣" ❞❡ &%❛❥❡& ❡♥&%❡ ✈♦&%❡ ❛♣♣❛%&❡♠❡♥& ❡& ❧❡ ❝❡♥&%❡ ✈✐❧❧❡ ♦G "❡ &%♦✉✈❡

✈♦&%❡ ❧✐❡✉ ❞❡ "&❛❣❡ ❡♥ &%❛♥"♣♦%& ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳

❊♥ ❝❧❛✐%✱ 0 ❝❤❛)✉❡ ♣❛✐%❡ ❞✬❛♣♣❛%&❡♠❡♥& )✉✬♦♥ ✈♦✉" ♠♦♥&%❡✱ ✐❧ "✬❛❣✐& ❞✉

♠E♠❡ ❛♣♣❛%&❡♠❡♥& ❞❛♥" ❧❡" ❞❡✉① ❝❛" ✿ ♠E♠❡ "✉%❢❛❝❡✱ ♠E♠❡ ❞✐"♣♦"✐&✐♦♥ ✐♥&/✲

%✐❡✉%❡✱ ♠E♠❡ ♠❛&/%✐❛✉ ❞❡ ❝♦♥"&%✉❝&✐♦♥✱ ♠E♠❡ ✈/&✉"&/✱ ♠❛✐" "❡✉❧" ❧❡ ❧♦②❡% ❡&
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❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥( ♣❛) )❛♣♣♦)( ❛✉ ❝❡♥()❡✲✈✐❧❧❡ ❝❤❛♥❣❡♥(✱ ❡( ✈♦✉2 ❞❡✈❡③ ❧❡2 5✈❛❧✉❡)

✉♥✐6✉❡♠❡♥( 2✉) ❧❛ ❜❛2❡ ❞❡ ❝❡2 ❞❡✉① ✐♥❢♦)♠❛(✐♦♥2✳

❉❛♥2 ❝❡((❡ 2✐(✉❛(✐♦♥✱ ✈♦✉2 ❢❛✐(❡2 ❛♣♣❡❧ < ✉♥ ❛❣❡♥( ✐♠♠♦❜✐❧✐❡) ♣♦✉) ✈♦✉2

❣✉✐❞❡) ❞❛♥2 ✈♦2 )❡❝❤❡)❝❤❡2✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ✈♦✉2 ♣)♦♣♦2❡ ✉♥ ❛♣♣❛)(❡♠❡♥( < ❧❛ ❧♦❝❛(✐♦♥✳

▲❡ ❧♦②❡) ❡( ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥( ❞❡ ❝❡( ❛♣♣❛)(❡♠❡♥( ✈♦✉2 2❡)♦♥( 2♣5❝✐✜52 ❞❛♥2 ❧❛

2✉✐(❡✳ ❙❛❝❤❡③ 6✉❡ ✈♦✉2 ❛✈❡③ ❞5❥< ❞5♣♦25 ✉♥ ❞♦22✐❡) ♣♦✉) ❝❡( ❛♣♣❛)(❡♠❡♥(✳

•  ♦✐♥$ ❞❡ '(❢('❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥$ ✿ ❱♦✉2 ❡2(✐♠❡③ ✈♦2 ❝❤❛♥❝❡2 ❞✬❡♠♣♦)(❡) ❧❛

❧♦❝❛(✐♦♥ < ✉♥❡ 2✉) ❞❡✉①✳ ❉❛♥2 ❝❡2 ❝♦♥❞✐(✐♦♥2✱ ✈♦✉2 ❝♦♥(✐♥✉❡③ ❞❡ ❝❤❡)❝❤❡)

❞❡2 ♦✛)❡2✳

•  ♦✐♥$ ❞❡ '(❢('❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥( ✿ ❱♦✉2 ❛✈❡③ (♦✉( ❞❡ ♠F♠❡ ❧✬✐♠♣)❡22✐♦♥ ❞❡

♣♦✉✈♦✐) ()♦✉✈❡) ♠✐❡✉①✱ ❡( ✈♦✉2 ❝♦♥(✐♥✉❡③ ❞❡ ❝❤❡)❝❤❡) ❞❡2 ♦✛)❡2✳

❉❛♥2 ❧❛ 2✉✐(❡✱ ❧❡2 ❝❛)❛❝(5)✐2(✐6✉❡2 ❞❡ ❧✬❛♣♣❛)(❡♠❡♥( ♣♦✉) ❧❡6✉❡❧ ✈♦✉2 ❛✈❡③ ❞5✲

♣♦25 ✉♥ ❞♦22✐❡) ✈♦✉2 2❡)♦♥( ♣)52❡♥(5❡2✱ ❡(✱ ❡♥ ♣❛)❛❧❧G❧❡✱ ✈♦✉2 ❛❧❧❡③ ❡①♣)✐♠❡) ❞❡2

❥✉❣❡♠❡♥(2 2✉) ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡2 ♦✛)❡2✳

◗✉❡#$✐♦♥♥❛✐)❡ ♣)+❧✐♠✐♥❛✐)❡

❱♦✉2 ❛❧❧❡③ (♦✉( ❞✬❛❜♦)❞ ♣)♦❝5❞❡) < ✉♥ ❝♦✉)( 6✉❡2(✐♦♥♥❛✐)❡ ♣♦✉) 6✉❡ ✈♦✉2

♣✉✐22✐❡③ ❜✐❡♥ ❛♣♣)5❤❡♥❞❡) ❧❡2 ❞❡✉① ♥♦(✐♦♥2 ♠✐2❡2 ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥2 ❝❡((❡ 5(✉❞❡ ✿ ❧❡

❧♦②❡) ❡( ❧✬❛❝❝❡22✐❜✐❧✐(5✳

❱♦✉2 ❛❧❧❡③ )5♣♦♥❞)❡ ❡♥ (❛♣❛♥( 2✉) ❧❡ ❝❧❛✈✐❡)✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛2 ❜❡2♦✐♥ ❞✬❛♣♣✉②❡)

2✉) ▼❆❏ ♣♦✉) )❡♥()❡) ✉♥ ❝❤✐✛)❡ 2✉) ❧❡ ❝❧❛✈✐❡)✳ ■❧ ✈♦✉2 ❡2( ❞❡♠❛♥❞5 ❞✬5♥♦♥❝❡)

< ✈♦✐① ❤❛✉(❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ✈♦2 )5♣♦♥2❡2 ❛✈❛♥( ❞❡ ❧❛ )❡♥()❡)✳

✃(❡2✲✈♦✉2 ❤❛❜✐(✉5 < ♣❛②❡) ✉♥ ❧♦②❡) ❄

• ♦✉✐

• ♥♦♥
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❈♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❜❛✉① ❛✈❡③✲✈♦✉. ❞/❥1 .✐❣♥/ ❄

❱♦✉. ♣❛②❡③ ✉♥ ❧♦②❡8 ✿

• .❛♥. .✉♣♣♦8: ✜♥❛♥❝✐❡8

• ❛✈❡❝ ✉♥ .✉♣♣♦8: ✜♥❛♥❝✐❡8 ✭❛✐❞❡ ❞❡ ✈♦. ♣❛8❡♥:.✱ ❜♦✉8.❡✱ ❛✉:8❡✮

◗✉❡❧ ♣♦✉8❝❡♥:❛❣❡ ❞❡ ✈♦. 8❡✈❡♥✉. ✭.❛❧❛✐8❡✱ ❛✐❞❡ ❛✉ ❧♦❣❡♠❡♥:✱ ❡:❝✳✳✳✮ B:❡.✲✈♦✉.

♣8B: 1 ❝♦♥.❛❝8❡8 1 ✈♦:8❡ ❧♦②❡8 ❄

❱♦✉. :8♦✉✈❡③ C✉❡ ✈♦:8❡ ❧♦②❡8 ❛❝:✉❡❧ ❡.: ♣❧✉:D: ✿

• ❜❛.

• ♠♦②❡♥

• /❧❡✈/

❊♥ ❝♦♠♣❛8❛✐.♦♥ ❛✉① ❛✉:8❡.✱ ✈♦✉. ♣❡♥.❡③ C✉❡ ❧❛ ♣❛8: ❞❡ ✈♦. 8❡✈❡♥✉. C✉❡

✈♦✉. ❝♦♥.❛❝8❡③ 1 ✈♦:8❡ ❧♦②❡8 ❡.: ✿

• ❢❛✐❜❧❡

• /C✉✐❧✐❜8/❡

• /❧❡✈/❡

▲♦8.C✉❡ ✈♦✉. ❞❡✈❡③ ❝❤♦✐.✐8 ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧♦❣❡♠❡♥:✱ C✉❡❧❧❡ ✐♠♣♦8:❛♥❝❡ ❛❝❝♦8❞❡③✲

✈♦✉. 1 ❧❛ .✐:✉❛:✐♦♥ ❣/♦❣8❛♣❤✐C✉❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❄ ✭❉♦♥♥❡③ ✉♥❡ ♥♦:❡ .✉8 ✺✱ ♦K ✺ ❡.:
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❧❛ ♥♦$❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✮✳

❙✐ ✈♦✉. ♣♦✉✈✐❡③ ❝❤♦✐.✐3 $3♦✐. 4❧4♠❡♥$. 5✉✐ .♦✐❡♥$ ♣3♦❝❤❡. ❞❡ ❝❤❡③ ✈♦✉. ✭♠♦✐♥.

❞❡ ✷✵ ♠✐♥✮✱ 5✉❡❧. 4❧4♠❡♥$. ❝❤♦✐.✐3✐❡③✲✈♦✉. ❡♥ ♣3✐♦3✐$4 ❄

• $3❛✈❛✐❧

• ❧✐❡✉ ♣♦✉3 ❢❛✐3❡ ❧❡. ❝♦✉3.❡.

• ❢❛♠✐❧❧❡

• ❧✐❡✉ ❞❡ 3❡♥❝♦♥$3❡ ✭❜❛3✱ 3❡.$❛✉3❛♥$ ♦✉ ❝❛❢4✮

• ❛♠✐. ♣3♦❝❤❡.

• ♣❡$✐$✭❡✮ ❛♠✐✭❡✮

• ❧✐❡✉ ❞✬❛❝$✐✈✐$4 .♣♦3$✐✈❡ ✭$❡33❛✐♥✱ ❝❧✉❜ ❞❡ .♣♦3$✱ ♣✐.❝✐♥❡✮

• ❧✐❡✉ ❝✉❧$✉3❡❧ ✭❜✐❜❧✐♦$❤@5✉❡✱ ❝✐♥4♠❛ ♦✉ ♠✉.4❡✮

• ❧✐❡✉ ❞❡ ♥❛$✉3❡ ✭♣❛3❝✱ ✈❡3❞✉3❡✮

• ❛✉$3❡

▲♦3.5✉❡ ✈♦✉. ❝❤♦✐.✐..❡③ ✉♥ ❛♣♣❛3$❡♠❡♥$✱ ❧❛ ❞✐.$❛♥❝❡ ❛✉① $3❛♥.♣♦3$. ❡♥ ❝♦♠✲

♠✉♥ ❧❡. ♣❧✉. ♣3♦❝❤❡. ❡.$ ♣♦✉3 ✈♦✉. ✉♥❡ ✐♥❢♦3♠❛$✐♦♥ ✿

• ♣❡✉ ✐♠♣♦3$❛♥$❡

• ❛..❡③ ✐♠♣♦3$❛♥$❡

• $3@. ✐♠♣♦3$❛♥$❡
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➱❝❤❡❧❧❡ ❞❡& ❧♦②❡)& ❛❞♠✐&&✐❜❧❡&

◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ♠❛✐♥)❡♥❛♥) +✈♦-✉❡. ❧❡# ♠♦♥)❛♥)# ♠♦♥+)❛✐.❡# -✉✐ ❝♦..❡#♣♦♥❞❡♥)

2 ❞❡# ❧♦②❡.# ❡♥✈✐#❛❣❡❛❜❧❡# ♣♦✉. ✈♦✉#✳ ❆♣♣✉②❡. #✉. ❡#♣❛❝❡✳ ▲❡# ❝❤♦✐① ✈❛.✐+# -✉✬♦♥

✈❛ ✈♦✉# ♣.♦♣♦#❡. #✬✐♥#❝.✐.♦♥) ❞❛♥# ✉♥❡ +❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦②❡. ❧❛.❣❡ ♠❛✐# ♣❛# ).♦♣

+❧♦✐❣♥+❡ ❞❡ ✈♦# ❛))❡♥)❡#✳ <♦✉. -✉❡ ❧✬♦♥ #❛❝❤❡ ❞❛♥# -✉❡❧❧❡ ❣.✐❧❧❡ ✈♦✉# .❛✐#♦♥♥❡③

❝♦♥❝❡.♥❛♥) ❧❡ ❧♦②❡.✱ ✈♦✉# ❛❧❧❡③ ✐♥❞✐-✉❡. ✼ ❧♦②❡.# +)❛❧♦♥# -✉✐ ✐❧❧✉#).❡♥) ❜✐❡♥ ❧❡#

❥✉❣❡♠❡♥)# ♣♦##✐❜❧❡# -✉❡ ✈♦✉# ♣♦✉✈❡③ ♣♦.)❡. #✉. ❧❡ ❧♦②❡. ❞✬✉♥ ❛♣♣❛.)❡♠❡♥)✳

❱♦✉# ♣♦✉✈❡③ ✈♦✐. 2 ❧✬+❝.❛♥ ✉♥❡ +❝❤❡❧❧❡ -✉❡ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# .❡♠♣❧✐. ❡♥#❡♠❜❧❡✱ ❡❧❧❡

❡#) ).B# #✐♠♣❧❡ 2 ❝♦♠♣.❡♥❞.❡ ✿ ❡❧❧❡ #❡ ❝♦♠♣♦#❡ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♥❡✉).❡ ❛✉ ❝❡♥).❡

❡) ❞❡ ✸ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣❧✉# ❡♥ ♣❧✉# ❢❛✈♦.❛❜❧❡# ❡) ❞❡ ✸ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣❧✉# ❡♥ ♣❧✉#

❞+❢❛✈♦.❛❜❧❡#✳

❏❡ ✈❛✐# ✈♦✉# ❞♦♥♥❡. ✉♥❡ ❞❡#❝.✐♣)✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛-✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝✬❡#)✲2✲❞✐.❡ ❝❡ -✉❡

❧✬♦♥ ❡♥)❡♥❞ ♣❛. ♥❡✉).❡✱ ♣❧✉)H) ❛✈❛♥)❛❣❡✉①✱ ❡)❝✳ ✳ ✳■❧ ❡#) ).B# ✐♠♣♦.)❛♥) -✉❡ ✈♦✉#

❝♦♠♣.❡♥✐❡③ ❧❡# ♥✉❛♥❝❡# -✉✐ ❡①✐#)❡♥) ❡♥).❡ ❝❡# ❞✐✛+.❡♥)# ♥✐✈❡❛✉①✳ ❱♦✉# ♠✬✐♥❞✐✲

-✉❡.❡③ ❡♥#✉✐)❡ ❧❡# ✈❛❧❡✉.# ❞❡ ❧♦②❡. -✉✐ +✈♦-✉❡♥) ❝❡# #❡♥)✐♠❡♥)# ♣♦✉. ✈♦✉#✳ ❱♦✉#

❞♦♥♥❡.❡③ ❝❡# .+♣♦♥#❡# 2 ❧✬♦.❛❧ ❡) ❥❡ .❡♠♣❧✐.❛✐ ❧❛ ❣.✐❧❧❡✳

▲❡# ✼ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧♦②❡. #♦♥) ❧❡# #✉✐✈❛♥)#✱ 2 ✈♦✉# ❞❡ ♥♦✉# ❞✐.❡ -✉❡❧ ♠♦♥)❛♥)

❝♦..❡#♣♦♥❞ 2 ✈♦# ②❡✉① 2 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡# ❞❡#❝.✐♣)✐♦♥# ✿

• ❧♦②❡. ♥❡✉).❡ ✧❏❡ ♠✬❛))❡♥❞❛✐# 2 ♣❛②❡. ❝❡ ❣❡♥.❡ ❞❡ ❧♦②❡.✱ ❥❡ ).♦✉✈❡ -✉❡

❝✬❡#) ♥♦.♠❛❧ ❞❡ ♣❛②❡. ❝❡))❡ #♦♠♠❡ ♣♦✉. ❧♦✉❡. ♠♦♥ ❛♣♣❛.)❡♠❡♥)✳ ❏❡ ♥❡

♠❡ #❡♥# ♥✐ ❛✈❛♥)❛❣+ ♥✐ ❞+#❛✈❛♥)❛❣+ #✐ ❥❡ ❞♦✐# ♣❛②❡. ❝❡ ❣❡♥.❡ ❞❡ #♦♠♠❡✳✧

• ❧♦②❡. ♠❛①✐♠✉♠ ✧❈✬❡#) ✈.❛✐♠❡♥) ❧❡ ❧♦②❡. ❧❡ ♣❧✉# +❧❡✈+ -✉❡ ❥❡ ♣❡✉) ❛❝❝❡♣)❡.

♣♦✉. ♠♦♥ ❛♣♣❛.)❡♠❡♥)✱ ❥❡ ).♦✉✈❡ M❛ ✐♥❝.♦②❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛②❡. ❛✉##✐ ❝❤❡.✳ ▲❛

#✐)✉❛)✐♦♥ ❞❡ ❞❡✈♦✐. ♣❛②❡. ✉♥ )❡❧ ❧♦②❡. ♠❡ ♣❛.❛N) ❝❛)❛#).♦♣❤✐-✉❡✳✧

• ❧♦②❡. ♠✐♥✐♠✉♠ ✧❏❡ ♣❡♥#❛✐# -✉❡ ❝✬+)❛✐) ✐♠♣♦##✐❜❧❡ ❞❡ ).♦✉✈❡. ❛✉##✐ ❜❛#✱

❥✬❛✐ ✈.❛✐♠❡♥) ❡✉ ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ✐♥❝.♦②❛❜❧❡ #✉. ❝❡ ❝♦✉♣✳ ❈✬❡#) ✉♥❡ ♦❝❝❛#✐♦♥
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❊①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❛♣♣❛)*❡♠❡♥*

❉❛♥# ❧❡# &✉❡#(✐♦♥# &✉✐ ✈♦✉# #❡,♦♥( ♣♦#.❡#✱ ✉♥ ❛♣♣❛,(❡♠❡♥( #❡,❛ ,❡♣,.#❡♥(.

#♦✉# ❧❛ ❢♦,♠❡ #✉✐✈❛♥(❡ ✭♠♦♥(,❡, .❝,❛♥✮✳ ■❧ ❡#( ❞.❝,✐( #✉, ❞❡✉① ❝,✐(9,❡# ❡( ✈♦✉#

♥❡ ❞❡✈❡③ ♣,❡♥❞,❡ ❡♥ ❝♦♠♣(❡ &✉❡ ❝❡# ❞❡✉① ❝,✐(9,❡# ✿ ❧❡ ❧♦②❡, ❡( ❧❡ (❡♠♣# ❞❡ (,❛❥❡(

❛✉ ❝❡♥(,❡ ✈✐❧❧❡✳ ✻✵✵ ❡✉,♦# ,❡♣,.#❡♥(❡ ❧❡ ♠♦♥(❛♥( ❞✉ ❧♦②❡, ♠❡♥#✉❡❧ ,❡&✉✐# ♣♦✉,

❧❛ ❧♦❝❛(✐♦♥ ✭(♦✉(❡# ❝❤❛,❣❡# ❝♦♠♣,✐#❡#✮ ❞❡ ❝❡( ❛♣♣❛,(❡♠❡♥(✳ ▲✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥( ❞❡

❝❡( ❛♣♣❛,(❡♠❡♥( ❞❛♥# ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❢❛✐( &✉❡ ✐❧ ✈♦✉# ❢❛✉( ✸✵ ♠✐♥✉(❡# ❞❡ (,❛❥❡( ♣♦✉,

❛((❡✐♥❞,❡ ❧❡ ❝❡♥(,❡ ✈✐❧❧❡ ♦E #❡ (,♦✉✈❡ ✈♦(,❡ ❧✐❡✉ ❞❡ #(❛❣❡✳

❆♣♣❛)*❡♠❡♥* ❛✈❡❝ ❞♦00✐❡) ✭♣♦✐♥$ ❞❡ '(❢('❡♥❝❡✮

❈❡( ❛♣♣❛,(❡♠❡♥( ❡♥ ❣,✐# ❢♦♥❝.✱ ❝♦,,❡#♣♦♥❞ G ❧✬❛♣♣❛,(❡♠❡♥( ♣♦✉, ❧❡&✉❡❧ ✈♦✉#

❛✈❡③ ❞.♣♦#. ✉♥ ❞♦##✐❡,✳

✃(❡#✲✈♦✉# #❛(✐#❢❛✐( ❞❡ ❝❡( ❛♣♣❛,(❡♠❡♥( ❄

• ❉♦♠✐♥❛♥& ✿ ❱♦✉# ❧♦✉❡,❡③ ♣❡✉(✲L(,❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✜♥❛❧❡♠❡♥(✱ ♠❛✐# ✈♦✉# ❛✈❡③

#❡✉❧❡♠❡♥( ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ #✉, ❞❡✉① ❞❡ ❧✬♦❜(❡♥✐,✱ ❞♦♥❝ ✈♦✉# ❝♦♥(✐♥✉❡③ G ❝❤❡,✲

❝❤❡,✳

• ❉♦♠✐♥( ✿ ❱♦✉# ♣♦✉✈❡③ ❧❡ ❧♦✉❡,✱ ♠❛✐# ✈♦✉# ♣,.❢.,❡③ ❝♦♥(✐♥✉❡, G ❡①♣❧♦,❡,

❧❡# ❛✉(,❡# ♦✛,❡# ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡#✳

❊①❡♠♣❧❡ 0❧✐❞❡

❉❛♥# ❧❛ #✉✐(❡✱ ❧❛ ✜❝❤❡ ,❡♣,.#❡♥(❛♥( ❧✬❛♣♣❛,(❡♠❡♥( ❡♥ ❛##❡♥#❡ ❞❡ %&♣♦♥)❡

✭❣,♦✉♣❡ ✶✮ ✴❞✐)♣♦♥✐❜❧❡ ✭❣,♦✉♣❡ ✷✮ #❡,❛ ❛✣❝❤.❡ ❡♥ ❜❛# ❞❡ ❧✬.❝,❛♥✳ T♦✉, ❝❤❛&✉❡

&✉❡#(✐♦♥✱ ❞❡✉① ❛♣♣❛,(❡♠❡♥( ❆ ❡( ❇ ✈♦✉# #❡,♦♥( ♣,.#❡♥(.#✳ ▲❡# ❞❡✉① ❛♣♣❛,(❡✲

♠❡♥( #♦♥( ❞.❝,✐(# #❡❧♦♥ ❧❡ ❧♦②❡, ❡( ❧❡ (❡♠♣# ❞❡ (,❛❥❡(✱ ❝♦♠♠❡ ♣,.❝.❞❡♠♠❡♥(✳

■❧ ✈♦✉# ❡#( ❞❡♠❛♥❞. ❞❡ ✜①❡, ❧❡ ♠♦♥(❛♥( ❞✉ ❧♦②❡, ♣♦✉, ❧✬❛♣♣❛,(❡♠❡♥( ❇✳

❱♦✉# ❞❡✈❡③ ❝❤♦✐#✐, ❧❡ ♠♦♥(❛♥( &✉✐ ,❡♥❞ ❧❡# ❞❡✉① ❛♣♣❛,(❡♠❡♥(# .&✉✐✈❛❧❡♥(# G ✈♦#

②❡✉①✳ ▲✬❛♣♣❛,(❡♠❡♥( ❇✱ ❛✈❡❝ ✉♥ (❡❧ ❧♦②❡,✱ ❞♦✐( ❛✈♦✐, ❧❛ ♠L♠❡ ✈❛❧❡✉, #✉❜❥❡❝(✐✈❡

G ✈♦# ②❡✉① &✉❡ ❧✬❛♣♣❛,(❡♠❡♥( ❆✳ T❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❝✐✱ ✈♦✉# ❛✉,✐❡③ G ✐♥❞✐&✉❡, ✉♥
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❧♦②❡$ %✉✐ (♦✐) ✐♥❢,$✐❡✉$ ❛✉ ❧♦②❡$ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛$)❡♠❡♥) ❆✱ ♣✉✐(%✉❡ ✈♦✉( ❝❤❡$❝❤❡③ 8

$❡♥❞$❡ ❧❡( ✷ ❛♣♣❛$)❡♠❡♥)( ❛✉((✐ ❛))$❛❝)✐❢(✳

❉❛♥( ❝❡))❡ ,)✉❞❡✱ ❞❡✉① )②♣❡( ❞❡ %✉❡()✐♦♥( ✈♦✉( (❡$♦♥) ♣♦(,❡( ✿ ▲❡ ❞❡✉①✐?♠❡

)②♣❡ ❞❡ %✉❡()✐♦♥ $❡((❡♠❜❧❡ ❢♦$)❡♠❡♥) 8 ❧❛ %✉❡()✐♦♥ ♣$,❝,❞❡♥)❡✱ ♠❛✐( ❝❡))❡ ❢♦✐(✲

❝✐ ♦♥ ✈♦✉( ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡$ ✉♥ )❡♠♣( ❞❡ )$❛❥❡) ❛((♦❝✐, 8 ❧✬❛♣♣❛$)❡♠❡♥) ❇✳

❈❡ )❡♠♣( ❞♦✐) E)$❡ )❡❧ %✉❡ ✈♦✉( ❥✉❣✐❡③ ❧❡( ❞❡✉① ❛♣♣❛$)❡♠❡♥)( ❝♦♠♠❡ ,%✉✐✈❛✲

❧❡♥)(✳ ❱♦✉( ❞❡✈❡③ ❞,)❡$♠✐♥❡$ ❧❡ )❡♠♣( ❞❡ )$❛❥❡) ✐♠♣♦(, ♣❛$ ❧✬❛♣♣❛$)❡♠❡♥) ❇✱

)❡❧ %✉❡ ✈♦✉( ❥✉❣❡$✐❡③ ❧❡( ❞❡✉① ❛♣♣❛$)❡♠❡♥) ❆ ❡) ❇ ❝♦♠♠❡ ,%✉✐✈❛❧❡♥)( ❞❛♥(

❧✬❡♥(❡♠❜❧❡✳ ❱♦✉( ✈♦②❡③✱ ❞❛♥( ❝❡) ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ )❡♠♣( ❞❡ )$❛❥❡) 8 ✐♥❞✐%✉❡$ (❡$❛✐)

♥,❝❡((❛✐$❡♠❡♥) ✐♥❢,$✐❡✉$ ❛✉ )❡♠♣( ❞❡ )$❛❥❡) ❞❡ ❧✬❛♣♣❛$)❡♠❡♥) ❆✱ ♣✉✐(%✉❡ ✈♦✉(

❝❤❡$❝❤❡③ 8 $❡♥❞$❡ ❧❡( ❞❡✉① ❛♣♣❛$)❡♠❡♥)( ❛✉((✐ ❛))$❛❝)✐❢(✳

❊①❡♠♣❧❡

❆✈❛♥) ❞❡ ❞,❜✉)❡$ ❡✛❡❝)✐✈❡♠❡♥) ❧✬❡①♣,$✐❡♥❝❡✱ ✈♦✉( ❛❧❧❡③ $,♣♦♥❞$❡ 8 %✉❡❧%✉❡(

%✉❡()✐♦♥( ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✉( ❢❛♠✐❧✐❛$✐(❡$ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥)❡$❢❛❝❡ ❡) ❧❡( ❝♦♠♠❛♥❞❡(✳ ❈❡( %✉❡(✲

)✐♦♥( ♥❡ (❡$♦♥) ♣❛( ♣$✐(❡( ❡♥ ❝♦♠♣)❡ ❧♦$( ❞❡ ❧✬❡①♣,$✐❡♥❝❡✳ ❆))❡♥)✐♦♥✱ ✧❛♣♣❛$✲

)❡♠❡♥)( ,%✉✐✈❛❧❡♥)(✧ (✐❣♥✐✜❡ %✉✬✐❧( ✈♦✉( ❛♣♣♦$)❡♥) ❛✉)❛♥) ❞❡ (❛)✐(❢❛❝)✐♦♥✱ %✉❡

❝❡❧❧❡✲❝✐ (♦✐) ♥✉❧❧❡✱ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♦✉ ,❧❡✈,❡✳ ❱♦✉( ♣♦✉✈❡③ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥) ❛♣♣$,❝✐❡$ ❧❡(

❞❡✉① ❛♣♣❛$)❡♠❡♥)( ♦✉ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥) ❧❡( )$♦✉✈❡$ ❝❤❛❝✉♥ ❧♦✐♥ ❞❡ ✈♦✉( (❛)✐(❢❛✐$❡✳

▲✬✐♠♣♦$)❛♥) ❡() %✉✬✐❧( ❛✐❡♥) ❧❛ ♠E♠❡ ✈❛❧❡✉$ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣♦✉$ ✈♦✉(✳

❚❛♣❡③ ✈♦)$❡ $,♣♦♥(❡ ❛✉ ❝❧❛✈✐❡$ ❡) ✈❛❧✐❞❡③ ❡♥ ❛♣♣✉②❛♥) (✉$ ❡(♣❛❝❡✳

❉'❜✉*

◆♦✉( ❛❧❧♦♥( ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ❝♦♠♠❡♥❝❡$ ❡✛❡❝)✐✈❡♠❡♥) ❧✬❡①♣,$✐❡♥❝❡ ❆))❡♥)✐♦♥✱

✈♦✉( ♥❡ ♣♦✉✈❡③ ♣❛( $❡✈❡♥✐$ ❡♥ ❛$$✐?$❡ ❧♦$( ❞❡( ❝♦♠♣❛$❛✐(♦♥(✳ ❚♦✉)❡ $,♣♦♥(❡ ❡()

❞,✜♥✐)✐✈❡✳ ❘,✢,❝❤✐((❡③ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❛✈❛♥) ❞❡ $,♣♦♥❞$❡✳
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■::✉ ❞❡ ❆♥❞%❡♦♥✐ ❛♥❞ ❙♣%❡♥❣❡% ❬✷✵✶✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✶ ❘(♣❡%❝✉::✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡%%❡✉% ❞❡ ♠❡:✉%❡ ❞❡ .%❛❞❡✲♦✛ :✉% ❧❛ ❝♦✉%❜❡

❞✬✐♥❞✐✛(%❡♥❝❡ ❡:.✐♠(❡✳ ■::✉ ❞❡ ❉❡❧F✉✐( ❬✷✵✵✸❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✷ ❆❧.❡%♥❛.✐✈❡: ❞✐:♣♦♥✐❜❧❡: ❞❛♥: ❧✬❡①♣(%✐♠❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡ ❚✈❡%:❦② ❛♥❞

❙❤❛✜% ❬✶✾✾✷❪✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣%♦♣♦:( ♣❡✉. [.%❡ ❝♦♥✢✐❝.✉❡❧ ✭a ❡. b ♣❛%

❡①❡♠♣❧❡✮ ♦✉ :❛♥: ❛✉❝✉♥ ❝♦♥✢✐. ✭a ❡. c ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✸ ❉❡: ❛❧.❡%♥❛.✐✈❡: < ❝♦♠♣❛%❡% ❞❛♥: ❧❡ ♣❧❛♥ ❜✐❝%✐.3%❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✹ ◆❛♣♣❡ %❡♣%(:❡♥.❛♥. confσ(a, b) ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦:✐.✐♦♥ %❡❧❛✲

.✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧.❡%♥❛.✐✈❡ b ♣❛% %❛♣♣♦%. < ❧✬❛❧.❡%♥❛.✐✈❡ a(0.6; 0.5) ❞❛♥:

❧❡ ♣❧❛♥ ❜✐❝%✐.3%❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✷✷✶
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✸✳✺ ◆❛♣♣❡ '❡♣'()❡♥+❛♥+ ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐+ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♣♦)✐+✐♦♥ '❡❧❛+✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧+❡'♥❛+✐✈❡ b ♣❛' '❛♣♣♦'+ 6 ❧✬❛❧+❡'♥❛+✐✈❡

a(0.6; 0.5) ❞❛♥) ❧❡ ♣❧❛♥ ❜✐❝'✐+8'❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✻ ■♥+❡'♣'(+❛+✐♦♥ ❞❡ conf(a; b) ❧♦')<✉❡ ¬(a△b) ❡+ ¬(b△a)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✹✳✶ ▲❡ ❝♦♥✢✐+ ❜✐❝'✐+8'❡ ♣❡✉+ @+'❡ (❧❡✈( ✭a✱ b✮ ♦✉ ❢❛✐❜❧❡ ✭c✱ d✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✶ ❈❤❛G♥❡) (❧✐❝✐+(❡) ♣♦✉' ✉♥ ♣❛'+✐❝✐♣❛♥+ ❞✉'❛♥+ ❧❡ ♣'❡♠✐8'❡ )('✐❡

✭❈♦♥#$%✉❝$✐♦♥ ❞❡# ❝❤❛-♥❡# ❞✬✐#♦♣%0❢0%❡♥❝❡ ✮✳ ❖❱❉ ✿ ❖✈❡'❛❧❧ ✈❛❧✉❡

❞✐✛❡'❡♥❝❡✱ ❆❙ ✿ ❆++'✐❜✉+❡ )♣'❡❛❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✷ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ )+✐♠✉❧✉) ❞✉'❛♥+ ❧❛ )('✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛'❛✐)♦♥) ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡✳✶✶✸

✺✳✸ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛'❛✐)♦♥ ❆❙✹ ❧♦') ❞❡ ❧❛ +S❝❤❡ ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✺✳✹ ❋'(<✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛<✉❡ +②♣❡ ❞❡ '(♣♦♥)❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❖✈❡'❛❧❧

❱❛❧✉❡ ❉✐✛❡'❡♥❝❡ ❡+ ❆++'✐❜✉+❡ ❙♣'❡❛❞✱ ♣❛' ❣'♦✉♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✺✳✺ W'♦♣♦'+✐♦♥ ❞✬■♥❞✐✛('❡♥❝❡ I ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✉ ❣'♦✉♣❡ ❡+ ❞❡ ✭❛✮ ❆❙

❡+ ✭❜✮ ❖❱❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✺✳✻ W'♦♣♦'+✐♦♥ ❞❡ W'(❢('❡♥❝❡) )+'✐❝+❡) P ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ✭❛✮ ❆❙ ❡+

✭❜✮ ❖❱❉✱ +♦✉) ❣'♦✉♣❡) ❝♦♥❢♦♥❞✉)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✺✳✼ ♠♦❞8❧❡ ♣❛'❛❧❧8❧❡ ✿ ❝❤♦✐① ❡♥+'❡ +♦✉+❡) ❧❡) '(♣♦♥)❡) ❛✉ ♠@♠❡ ♠♦♠❡♥+✶✸✵

✺✳✽ ♠♦❞8❧❡ )(<✉❡♥+✐❡❧ ✿ ❞❡✉① ❝❤♦✐① )✉❝❝❡))✐❢) ❡♥+'❡ ❞❡) ❣'♦✉♣❡) ❞❡

'(♣♦♥)❡) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✻✳✶ ❉❡✉① +S❝❤❡) ❞❡ ♠❛+❝❤✐♥❣ ♣♦))✐❜❧❡) ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✉ ❝'✐+8'❡ ❛❥✉)+(

✭❞✬❛♣'8) ❉❡❧<✉✐( ❬✶✾✾✸❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✻✳✷ ▼❛+❝❤✐♥❣ ✈❡') ❧❡ ❤❛✉+ ❡+ ✈❡') ❧❡ ❜❛)✱ )✉' ❧❡ ❝'✐+8'❡ ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✻✳✸ ❚'♦✐) ❡①❡♠♣❧❡) ❞❡ ♣♦✐♥+) ❞❡ '(❢('❡♥❝❡ ❧♦') ❞✬✉♥ ♠❛+❝❤✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✻✳✹ ❉♦✉❜❧❡ ♠❛+❝❤✐♥❣ ✭❝'✐+8'❡ ✷✲✉♣✱ ❝'✐+8'❡ ✷✲❞♦✇♥✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✻✳✺ ▼❛+❝❤✐♥❣ ❯♣✴❉♦✇♥✱ δ )✉' ❧❡ ❝'✐+8'❡ ✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✻✳✻ ▼❛+❝❤✐♥❣ ❯♣✴❉♦✇♥✱ δ )✉' ❧❡ ❝'✐+8'❡ ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✻✳✼ ▼❛+❝❤✐♥❣ ❯♣✴❯♣✱ δ )✉' ❧❡ ❝'✐+8'❡ ✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✷✷✷
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✻✳✽ ▼❛%❝❤✐♥❣ ❯♣✴❯♣✱ δ /✉1 ❧❡ ❝1✐%41❡ ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✻✳✾ ▼❛%❝❤✐♥❣ ❉♦✇♥✴❉♦✇♥✱ δ /✉1 ❧❡ ❝1✐%41❡ ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✻✳✶✵ ▼❛%❝❤✐♥❣ ❉♦✇♥✴❯♣✱ δ /✉1 ❧❡ ❝1✐%41❡ ✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✻✳✶✶ ▼❛%❝❤✐♥❣ ❉♦✇♥✴❉♦✇♥✱ δ /✉1 ❧❡ ❝1✐%41❡ ✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✻✳✶✷ ♠❛%❝❤✐♥❣ ❉♦✇♥✴❯♣✱ δ /✉1 ❧❡ ❝1✐%41❡ ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✻✳✶✸ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛%❝❤✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✻✳✶✹ ❉✐✛D1❡♥❝❡ ❞❡ %1❛❞❡✲♦✛ ❡♥%1❡ ❧❡ ♠❛%❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡1 ❡% ❧❡ ♠❛%❝❤✐♥❣

1❡%♦✉1✱ %♦✉/ ❞❡✉① ❛✈❛♥%❛❣❡✉①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✻✳✶✺ ❉✐✛D1❡♥❝❡ ❞❡ %1❛❞❡✲♦✛ ❡♥%1❡ ❧❡ ♠❛%❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡1 ❡% ❧❡ ♠❛%❝❤✐♥❣

1❡%♦✉1✱ %♦✉/ ❞❡✉① ❞D/❛✈❛♥%❛❣❡✉①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✻✳✶✻ ❊✛❡% ❞❡ ❧❛ ❞✐1❡❝%✐♦♥ ❡% ❞✉ ❝♦♥✢✐% /✉1 ❧✬❛/②♠D%1✐❡ ❞✬❛❥✉/%❡♠❡♥%

❡♥%1❡ ♠❛%❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡1 ❡% 1❡%♦✉1✱ ❡♥ ♠✐♥✉%❡/✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✻✳✶✼ ❊✛❡% ❞❡ ❧❛ ❞✐1❡❝%✐♦♥ /✉1 ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛/②♠D%1✐❡ ✈❡1/ ❧❛ ✈❛❧❡✉1

/%✐♠✉❧✉/✱ ❡♥ ♠✐♥✉%❡/✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✻✳✶✽ ❊✛❡% ❞❡ ❧❛ ❞✐1❡❝%✐♦♥ ❡% ❞✉ ❝♦♥✢✐% /✉1 ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛/②♠D%1✐❡

✈❡1/ ❧❛ ✈❛❧❡✉1 /%✐♠✉❧✉/✱ ❡♥ ♠✐♥✉%❡/✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✻✳✶✾ ❊✛❡% ❞❡ ❧❛ ❞✐1❡❝%✐♦♥ ❡% ❞✉ ❝♦♥✢✐% /✉1 ❧✬❛/②♠D%1✐❡ ❞✬❛❥✉/%❡♠❡♥%

❡♥❝♦❞D❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉1 ♣❛1%✐❡❧❧❡ ✭δval ♥♦1♠❛❧✐/D✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✻✳✷✵ ❊✛❡% ❞❡ ❧❛ ❞✐1❡❝%✐♦♥ ❡% ❞✉ ❝♦♥✢✐% /✉1 ❧✬❛/②♠D%1✐❡ ❞✬❛❥✉/%❡♠❡♥%✱

1❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% N ❧✬D❝❛1% ✐♥✐%✐❛❧ /✉1 ❧❡ ❝1✐%41❡ %❡♠♣/ ❞❡ %1❛♥/♣♦1%✳ ✳ ✶✻✹

✻✳✷✶ ❆❥✉/%❡♠❡♥% −△l ❧♦1/ ❞✉ ♠❛%❝❤✐♥❣ ❛❧❧❡1 ✈❡1/ ❧❡ ❜❛/✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✻✳✷✷ ❆❥✉/%❡♠❡♥% −△′t ❧♦1/ ❞✉ ♠❛%❝❤✐♥❣ 1❡%♦✉1 ✈❡1/ ❧❡ ❜❛/✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽
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✐♥❝♦♠♣❧❡7❡ ♣1❡❢❡1❡♥❝❡2✳ ❏♦✉,♥❛❧ ♦❢ ▼❛.❤❡♠❛.✐❝❛❧ 8$②❝❤♦❧♦❣②✱ ✺✶✭✹✮ ✿✷✻✻✕✷✼✻✱

✷✵✵✼✳ ■❙❙◆ ✵✵✷✷✲✷✹✾✻✳

❘✳ ❇♦27✐❝✱ ❘✳❏✳ ❍❡11♥27❡✐♥✱ ❛♥❞ ❘✳❉✳ ▲✉❝❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝7 ♦♥ 7❤❡ ♣1❡❢❡1❡♥❝❡✲1❡✈❡12❛❧
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♦❢ ❖♣❡,❛.✐♦♥❛❧ ❘❡$❡❛,❝❤✱ ✶✼✽✭✶✮ ✿✷✶✼✕✷✹✺✱ ❆♣1✐❧ ✷✵✵✼❛✳

❉✳ ❇♦✉②22♦✉ ❛♥❞ ❚✳ ▼❛1❝❤❛♥7✳ ❆♥ ❛①✐♦♠❛7✐❝ ❛♣♣1♦❛❝❤ 7♦ ♥♦♥❝♦♠♣❡♥2❛7♦1②

2♦17✐♥❣ ♠❡7❤♦❞2 ✐♥ ♠❝❞♠✱ ✐✐ ✿ ▼♦1❡ 7❤❛♥ 7✇♦ ❝❛7❡❣♦1✐❡2✳ ❊✉,♦♣❡❛♥ ❏♦✉,♥❛❧
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❈❤♦✐❝❡ ✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝4, ♦❢ ❚$❛❞❡✲❖✛ ❙✐③❡ ❛♥❞ ❘❡❢❡$❡♥❝❡ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐,✐♦♥

❉✐✣❝✉❧4②✳ ❖#❣❛♥✐③❛4✐♦♥❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦# ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❉❡❝✐)✐♦♥ ,#♦❝❡))❡) ✱ ✻✼✭✷✮ ✿

✶✹✹✕✶✺✺✱ ✶✾✾✻✳ ■❙❙◆ ✵✼✹✾✲✺✾✼✽✳

●✳ ❈♦$✐❝❡❧❧✐✱ ❘✳❏✳ ❉♦❧❛♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙✐$✐❣✉✳ ❇$❛✐♥✱ ❡♠♦4✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝✐,✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✿

4❤❡ ♣❛$❛❞✐❣♠❛4✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ $❡❣$❡4✳ ❚#❡♥❞) ✐♥ ❝♦❣♥✐4✐✈❡ )❝✐❡♥❝❡)✱ ✶✶✭✻✮ ✿

✷✺✽✕✷✻✺✱ ✷✵✵✼✳

❊✳ ❉❛♥❛♥✳ ❘❡✈❡❛❧❡❞ ❝♦❣♥✐4✐✈❡ ♣$❡❢❡$❡♥❝❡ 4❤❡♦$②✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ $❡♣♦$4✱ ♠✐♠❡♦✱

❯♥✐✈❡$,✐4❡ ❞❡ -❛$✐, ✶✱ ✷✵✵✸✳

❊✳ ❉❛♥❛♥ ❛♥❞ ❆✳ ❩✐❡❣❡❧♠❡②❡$✳ ❆#❡ ♣#❡❢❡#❡♥❝❡) ✐♥❝♦♠♣❧❡4❡ ❄ ✿ ❆♥ ❡①♣❡#✐♠❡♥4❛❧

)4✉❞② ✉)✐♥❣ ✢❡①✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡)✳ ▼❛①✲-❧❛♥❝❦✲■♥,4✳ ❢♦$ ❘❡,❡❛$❝❤ ✐♥4♦ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❙②,4❡♠,✱ ❙4$❛4❡❣✐❝ ■♥4❡$❛❝4✐♦♥ ●$♦✉♣✱ ✷✵✵✹✳

❇✳ ❉❡ ▼❛$4✐♥♦✱ ❉✳ ❑✉♠❛$❛♥✱ ❇✳ ❙❡②♠♦✉$✱ ❛♥❞ ❘✳❏✳ ❉♦❧❛♥✳ ❋$❛♠❡,✱ ❜✐❛,❡,✱

❛♥❞ $❛4✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐,✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ✐♥ 4❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜$❛✐♥✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✶✸✭✺✼✽✼✮ ✿✻✽✹✱

✷✵✵✻✳

●✳ ❉❡❜$❡✉ ❡4 ❛❧✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡4❤♦❞, ✐♥ ❝❛$❞✐♥❛❧ ✉4✐❧✐4② 4❤❡♦$②✳ ▼❛4❤❡♠❛4✐❝❛❧

♠❡4❤♦❞) ✐♥ 4❤❡ )♦❝✐❛❧ )❝✐❡♥❝❡)✱ ✶✾✺✾ ✿✶✻✕✷✻✱ ✶✾✻✵✳

-✳ ❉❡❧1✉✐c✳ ■♥❝♦♥,✐,4❡♥4 4$❛❞❡✲♦✛, ❜❡4✇❡❡♥ ❛44$✐❜✉4❡, ✿ ◆❡✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ♣$❡✲

❢❡$❡♥❝❡ ❛,,❡,,♠❡♥4 ❜✐❛,❡,✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥4 ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡, ✶✸✽✷✕✶✸✾✺✱ ✶✾✾✸✳

-✳ ❉❡❧1✉✐c✳ ✏❇✐✲♠❛4❝❤✐♥❣✑ ✿ ❆ ♥❡✇ ♣$❡❢❡$❡♥❝❡ ❛,,❡,,♠❡♥4 ♠❡4❤♦❞ 4♦ $❡❞✉❝❡

❝♦♠♣❛4✐❜✐❧✐4② ❡✛❡❝4,✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥4 ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡, ✻✹✵✕✻✺✽✱ ✶✾✾✼✳

-✳ ❉❡❧1✉✐c✳ ❖♣4✐♠❛❧ ❝♦♥✢✐❝4 ✐♥ ♣$❡❢❡$❡♥❝❡ ❛,,❡,,♠❡♥4✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥4 ❙❝✐❡♥❝❡✱

✹✾✭✶✮ ✿✶✵✷✕✶✶✺✱ ✷✵✵✸✳ ■❙❙◆ ✵✵✷✺✲✶✾✵✾✳

❙✳ ❉❡♣❛$✐,✱ ❱✳ ▼♦✉,,❡❛✉✱ ▼✳ g③4h$❦✱ ❈✳ ❍✉$♦♥✱ ❛♥❞ ❈✳ -❛❧❧✐❡$✳

❲❤❡♥ ❝♦♥✢✐❝4 ✐♥❞✉❝❡, 4❤❡ ❡①♣$❡,,✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡4❡ ♣$❡❢❡$❡♥❝❡,✳ ❊✉✲

#♦♣❡❛♥ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡#❛4✐♦♥❛❧ ❘❡)❡❛#❝❤✱ ✷✵✶✷✳ ■❙❙◆ ✵✸✼✼✲✷✷✶✼✳

✷✸✵
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❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❡❥♦+✳✷✵✶✷✳✵✸✳✵✹✶✳ ❯❘▲ ❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳'❝✐❡♥❝❡❞✐-❡❝!✳❝♦♠✴

'❝✐❡♥❝❡✴❛-!✐❝❧❡✴♣✐✐✴❙✵✸✼✼✷✷✶✼✶✷✵✵✷✺✶✷ ✳ ■♥ 4+❡55✱ ❈♦++❡❝9❡❞ 4+♦♦❢✱

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ✷ ❆♣+✐❧ ✷✵✶✷✳

▲✳❈✳ ❉✐❛5 ❛♥❞ ❱✳ ▼♦✉55❡❛✉✳ ■♥❢❡++✐♥❣ ❊❧❡❝9+❡✬5 ✈❡9♦✲+❡❧❛9❡❞ ♣❛+❛♠❡9❡+5 ❢+♦♠

♦✉9+❛♥❦✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡5✳ ❊✉"♦♣❡❛♥ ❏♦✉"♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡"❛,✐♦♥❛❧ ❘❡/❡❛"❝❤✱ ✶✼✵✭✶✮ ✿

✶✼✷✕✶✾✶✱ ✷✵✵✻✳ ■❙❙◆ ✵✸✼✼✲✷✷✶✼✳

❆✳❚✳ ❉✉❝❤♦✇5❦✐✳ ❊②❡ ,"❛❝❦✐♥❣ ♠❡,❤♦❞♦❧♦❣② ✿ ❚❤❡♦"② ❛♥❞ ♣"❛❝,✐❝❡✳ ❙♣+✐♥❣❡+✲

❱❡+❧❛❣ ◆❡✇ ❨♦+❦ ■♥❝✱ ✷✵✵✼✳

❏✳ ❉②❡+✳ ▼❆❯❚✲♠✉❧9✐❛99+✐❜✉9❡ ✉9✐❧✐9② 9❤❡♦+②✳ ▼✉❧,✐♣❧❡ ❝"✐,❡"✐❛ ❞❡❝✐/✐♦♥ ❛♥❛✲

❧②/✐/ ✿ ❙,❛,❡ ♦❢ ,❤❡ ❛", /✉"✈❡②/✱ ♣❛❣❡5 ✷✻✺✕✷✾✷✱ ✷✵✵✺✳

❲✳ ❊❞✇❛+❞5 ❛♥❞ ❋✳❍✳ ❇❛++♦♥✳ ❙▼❆❘❚❙ ❛♥❞ ❙▼❆❘❚❊❘ ✿ ■♠♣+♦✈❡❞ 5✐♠♣❧❡

♠❡9❤♦❞5 ❢♦+ ♠✉❧9✐❛99+✐❜✉9❡ ✉9✐❧✐9② ♠❡❛5✉+❡♠❡♥9✳ ❖"❣❛♥✐③❛,✐♦♥❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦"

❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❉❡❝✐/✐♦♥ A"♦❝❡//❡/✱ ✻✵✭✸✮ ✿✸✵✻✕✸✷✺✱ ✶✾✾✹✳ ■❙❙◆ ✵✼✹✾✲✺✾✼✽✳

❉✳ ❊❧❧5❜❡+❣✳ ❘✐5❦✱ ❛♠❜✐❣✉✐9②✱ ❛♥❞ 9❤❡ 5❛✈❛❣❡ ❛①✐♦♠5✳ ❚❤❡ ◗✉❛",❡"❧② ❏♦✉"♥❛❧

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝/✱ ♣❛❣❡5 ✻✹✸✕✻✻✾✱ ✶✾✻✶✳

▲✳ ❋❡59✐♥❣❡+✳ ❈♦♥✢✐❝,✱ ❞❡❝✐/✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐//♦♥❛♥❝❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳ ❙9❛♥❢♦+❞ ❯♥✐✈ 4+✱

✶✾✻✹✳

❏✳ ❋✐❣✉❡✐+❛✱ ❙✳ ●+❡❝♦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❊❤+❣♦99✳ ▼✉❧,✐♣❧❡ ❈"✐,❡"✐❛ ❉❡❝✐/✐♦♥ ❆♥❛❧②✲

/✐/ ✿ ❙,❛,❡ ♦❢ ,❤❡ ❆", ❙✉"✈❡②/✳ ❙♣+✐♥❣❡+ ❱❡+❧❛❣✱ ❇♦59♦♥✱ ❉♦+❞+❡❝❤9✱ ▲♦♥✲

❞♦♥✱ ✷✵✵✺❛✳ ❯❘▲ ❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳'♣-✐♥❣❡-♦♥❧✐♥❡✳❝♦♠✴'❣✇✴❝❞❛✴❢-♦♥!♣❛❣❡✴

✵✱✶✶✽✺✺✱✺✲✶✻✺✲✷✷✲✸✹✾✺✹✺✷✽✲✵✱✵✵✳❤!♠❧ ✳

❏✳ ❋✐❣✉❡✐+❛✱ ❱✳ ▼♦✉55❡❛✉✱ ❛♥❞ ❇✳ ❘♦②✳ ❊❧❡❝9+❡ ♠❡9❤♦❞5✳ ▼✉❧,✐♣❧❡ ❝"✐,❡"✐❛

❞❡❝✐/✐♦♥ ❛♥❛❧②/✐/ ✿ ❙,❛,❡ ♦❢ ,❤❡ ❛", /✉"✈❡②/✱ ♣❛❣❡5 ✶✸✸✕✶✺✸✱ ✷✵✵✺❜✳

❏✳❘✳ ❋✐❣✉❡✐+❛✱ ❙✳ ●+❡❝♦✱ ❇✳ ❘♦②✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙➟♦✇✐➠5❦✐✳ ❊❧❡❝9+❡ ♠❡9❤♦❞5 ✿ ♠❛✐♥

❢❡❛9✉+❡5 ❛♥❞ +❡❝❡♥9 ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥95✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▼✉❧,✐❝"✐,❡"✐❛ ❆♥❛❧②/✐/✱ ♣❛❣❡5

✺✶✕✽✾✱ ✷✵✶✵✳

●✳❲✳ ❋✐5❝❤❡+✳ ❘❛♥❣❡ 5❡♥5✐9✐✈✐9② ♦❢ ❛99+✐❜✉9❡ ✇❡✐❣❤95 ✐♥ ♠✉❧9✐❛99+✐❜✉9❡ ✈❛❧✉❡

♠♦❞❡❧5✳ ❖"❣❛♥✐③❛,✐♦♥❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦" ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❉❡❝✐/✐♦♥ A"♦❝❡//❡/ ✱ ✻✷✭✸✮ ✿

✷✺✷✕✷✻✻✱ ✶✾✾✺✳ ■❙❙◆ ✵✼✹✾✲✺✾✼✽✳

✷✸✶
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●✳❲✳ ❋✐%❝❤❡) ❛♥❞ ❙✳❆✳ ❍❛✇❦✐♥%✳ ❙2)❛2❡❣② ❝♦♠♣❛2✐❜✐❧✐2②✱ %❝❛❧❡ ❝♦♠♣❛2✐❜✐❧✐2②✱

❛♥❞ 2❤❡ ♣)♦♠✐♥❡♥❝❡ ❡✛❡❝2✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊①♣❡#✐♠❡♥.❛❧ /0②❝❤♦❧♦❣② ✿ ❍✉♠❛♥

/❡#❝❡♣.✐♦♥ ❛♥❞ /❡#❢♦#♠❛♥❝❡✱ ✶✾✭✸✮ ✿✺✽✵✱ ✶✾✾✸✳

●✳❲✳ ❋✐%❝❤❡)✱ ❩✳ ❈❛)♠♦♥✱ ❉✳ ❆)✐❡❧②✱ ❛♥❞ ●✳ ❩❛✉❜❡)♠❛♥✳ ●♦❛❧✲❜❛%❡❞ ❝♦♥%2)✉❝✲

2✐♦♥ ♦❢ ♣)❡❢❡)❡♥❝❡% ✿ ❚❛%❦ ❣♦❛❧% ❛♥❞ 2❤❡ ♣)♦♠✐♥❡♥❝❡ ❡✛❡❝2✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥.

❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡% ✶✵✺✼✕✶✵✼✺✱ ✶✾✾✾✳

●✳❲✳ ❋✐%❝❤❡)✱ ▼✳❋✳ ▲✉❝❡✱ ❛♥❞ ❏✳ ❏✐❛✳ ❆22)✐❜✉2❡ ❝♦♥✢✐❝2 ❛♥❞ ♣)❡❢❡)❡♥❝❡ ✉♥✲

❝❡)2❛✐♥2② ✿ ❊✛❡❝2% ♦♥ ❥✉❞❣♠❡♥2 2✐♠❡ ❛♥❞ ❡))♦)✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥. ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡%

✽✽✕✶✵✸✱ ✷✵✵✵✳

U✳❈✳ ❋✐%❤❜✉)♥✳ ❯2✐❧✐2② 2❤❡♦)② ❢♦) ❞❡❝✐%✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳ ❲✐❧❡②✱ ✶✾✼✵✳

U✳❈✳ ❋✐%❤❜✉)♥✳ ■♥.❡#✈❛❧ ♦#❞❡#0 ❛♥❞ ✐♥.❡#✈❛❧ ❣#❛♣❤0✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥%✱

✶✾✽✺✳

❚✳ ●W❧✱ ❚✳❏✳ ❙2❡✇❛)2✱ ❛♥❞ ❚✳ ❍❛♥♥❡✳ ▼✉❧.✐❝#✐.❡#✐❛ ❞❡❝✐0✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✿ ❛❞✈❛♥❝❡0

✐♥ ▼❈❉▼ ♠♦❞❡❧0✱ ❛❧❣♦#✐.❤♠0✱ .❤❡♦#②✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥0✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✶✳ ❙♣)✐♥❣❡)✱

✶✾✾✾✳

❲✳❱✳ ●❡❤)❧❡✐♥✳ ❈♦♥❞♦)❝❡2✬% ♣❛)❛❞♦① ❛♥❞ 2❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ✐2% ♦❝❝✉))❡♥❝❡ ✿

❞✐✛❡)❡♥2 ♣❡)%♣❡❝2✐✈❡% ♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣)❡❢❡)❡♥❝❡%✳ ❚❤❡♦#② ❛♥❞ ❞❡❝✐0✐♦♥✱ ✺✷✭✷✮ ✿

✶✼✶✕✶✾✾✱ ✷✵✵✷✳

❈✳ ●♦♥③❛❧❡% ❛♥❞ U✳ U❡)♥②✳ ●❛✐ ♥❡2✇♦)❦% ❢♦) ✉2✐❧✐2② ❡❧✐❝✐2❛2✐♦♥✳ ❑❘✵✹✱ ♣❛❣❡%

✷✷✹✕✷✸✹✱ ✷✵✵✹✳

▼✳ ●)❛❜✐%❝❤ ❛♥❞ ❈✳ ▲❛❜)❡✉❝❤❡✳ ❆ ❞❡❝❛❞❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❝❤♦^✉❡2 ❛♥❞

%✉❣❡♥♦ ✐♥2❡❣)❛❧% ✐♥ ♠✉❧2✐✲❝)✐2❡)✐❛ ❞❡❝✐%✐♦♥ ❛✐❞✳ ✹❖❘ ✿ ❆ ◗✉❛#.❡#❧② ❏♦✉#♥❛❧

♦❢ ❖♣❡#❛.✐♦♥0 ❘❡0❡❛#❝❤✱ ✻✭✶✮ ✿✶✕✹✹✱ ✷✵✵✽✳

❙✳ ●)❡❝♦✱ ❱✳ ▼♦✉%%❡❛✉✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙❧♦✇✐♥%❦✐✳ ❖)❞✐♥❛❧ )❡❣)❡%%✐♦♥ )❡✈✐%✐2❡❞ ✿ ♠✉❧2✐♣❧❡

❝)✐2❡)✐❛ )❛♥❦✐♥❣ ✉%✐♥❣ ❛ %❡2 ♦❢ ❛❞❞✐2✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝2✐♦♥%✳ ❊✉#♦♣❡❛♥ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢

❖♣❡#❛.✐♦♥❛❧ ❘❡0❡❛#❝❤✱ ✶✾✶✭✷✮ ✿✹✶✻✕✹✸✻✱ ✷✵✵✽✳ ■❙❙◆ ✵✸✼✼✲✷✷✶✼✳

❙✳ ●)❡❝♦✱ ▼✳ ❑❛❞③✐♥%❦✐✱ ❱✳ ▼♦✉%%❡❛✉✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙❧♦✇✐♥%❦✐✳ ❊▲❊❈❚❘❊

●❑▼❙

✿

)♦❜✉%2 ♦)❞✐♥❛❧ )❡❣)❡%%✐♦♥ ❢♦) ♦✉2)❛♥❦✐♥❣ ♠❡2❤♦❞%✳ ❊✉#♦♣❡❛♥ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡✲

#❛.✐♦♥❛❧ ❘❡0❡❛#❝❤✱ ✷✵✶✶✳ ■❙❙◆ ✵✸✼✼✲✷✷✶✼✳

✷✸✷
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❏✳❉✳ ●$❡❡♥❡✱ ▲✳❊✳ ◆②,-$♦♠✱ ❆✳❉✳ ❊♥❣❡❧❧✱ ❏✳▼✳ ❉❛$❧❡②✱ ❛♥❞ ❏✳❉✳ ❈♦❤❡♥✳ ❚❤❡

♥❡✉$❛❧ ❜❛,❡, ♦❢ ❝♦❣♥✐-✐✈❡ ❝♦♥✢✐❝- ❛♥❞ ❝♦♥-$♦❧ ✐♥ ♠♦$❛❧ ❥✉❞❣♠❡♥-✳ ◆❡✉#♦♥✱

✹✹✭✷✮ ✿✸✽✾✕✹✵✵✱ ✷✵✵✹✳

❙✳❆✳ ❍❛✇❦✐♥,✳ ■♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ♣$♦❝❡,,✐♥❣ ,-$❛-❡❣✐❡, ✐♥ $✐,❦❧❡,, ♣$❡❢❡$❡♥❝❡ $❡✈❡$✲

,❛❧, ✿ ❚❤❡ ♣$♦♠✐♥❡♥❝❡ ❡✛❡❝-✳ ❖#❣❛♥✐③❛+✐♦♥❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦# ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❉❡❝✐5✐♦♥

6#♦❝❡55❡5✱ ✶✾✾✹✳

❏✳❈✳ ❍❡$,❤❡② ❛♥❞ T✳❏✳❍✳ ❙❝❤♦❡♠❛❦❡$✳ ❘✐,❦ -❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ♣$♦❜❧❡♠ ❝♦♥-❡①- ✐♥

-❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❧♦,,❡, ✿ ❆♥ ❡①♣❡❝-❡❞ ✉-✐❧✐-② ❛♥❛❧②,✐,✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❘✐5❦ ❛♥❞

■♥5✉#❛♥❝❡✱ ♣❛❣❡, ✶✶✶✕✶✸✷✱ ✶✾✽✵✳

❏✳❈✳ ❍❡$,❤❡② ❛♥❞ T✳❏✳❍✳ ❙❝❤♦❡♠❛❦❡$✳ T$♦❜❛❜✐❧✐-② ✈❡$,✉, ❝❡$-❛✐♥-② ❡W✉✐✈❛✲

❧❡♥❝❡ ♠❡-❤♦❞, ✐♥ ✉-✐❧✐-② ♠❡❛,✉$❡♠❡♥- ✿ ❆$❡ -❤❡② ❡W✉✐✈❛❧❡♥- ❄ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥+

❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡, ✶✷✶✸✕✶✷✸✶✱ ✶✾✽✺✳

❙✳ ❍✐❣❤❤♦✉,❡ ❛♥❞ ▼✳❆✳ ❏♦❤♥,♦♥✳ ●❛✐♥✴❧♦,, ❛,②♠♠❡-$② ❛♥❞ $✐,❦❧❡,, ❝❤♦✐❝❡ ✿

▲♦,, ❛✈❡$,✐♦♥ ✐♥ ❝❤♦✐❝❡, ❛♠♦♥❣ ❥♦❜ ✜♥❛❧✐,-,✳ ❖#❣❛♥✐③❛+✐♦♥❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦# ❛♥❞

❍✉♠❛♥ ❉❡❝✐5✐♦♥ 6#♦❝❡55❡5✱ ✻✽✭✸✮ ✿✷✷✺✕✷✸✸✱ ✶✾✾✻✳

❇✳❋✳ ❍♦❜❜,✳ ❆ ❝♦♠♣❛$✐,♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤-✐♥❣ ♠❡-❤♦❞, ✐♥ ♣♦✇❡$ ♣❧❛♥- ,✐-✐♥❣✳ ❉❡❝✐5✐♦♥

❙❝✐❡♥❝❡5✱ ✶✶✭✹✮ ✿✼✷✺✕✼✸✼✱ ✶✾✽✵✳

❏✳ ❍✉❜❡$✱ ❏✳❲✳ T❛②♥❡✱ ❛♥❞ ❈✳ T✉-♦✳ ❆❞❞✐♥❣ ❛,②♠♠❡-$✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛-❡❞ ❛❧-❡$✲

♥❛-✐✈❡, ✿ ❱✐♦❧❛-✐♦♥, ♦❢ $❡❣✉❧❛$✐-② ❛♥❞ -❤❡ ,✐♠✐❧❛$✐-② ❤②♣♦-❤❡,✐,✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢

❈♦♥5✉♠❡# ❘❡5❡❛#❝❤✱ ♣❛❣❡, ✾✵✕✾✽✱ ✶✾✽✷✳

❊✳ ❏❛❝W✉❡-✲▲❛❣$❡③❡ ❛♥❞ ❏✳ ❙✐,❦♦,✳ ❆,,❡,,✐♥❣ ❛ ,❡- ♦❢ ❛❞❞✐-✐✈❡ ✉-✐❧✐-② ❢✉♥❝-✐♦♥,

❢♦$ ♠✉❧-✐❝$✐-❡$✐❛ ❞❡❝✐,✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣✱ -❤❡ ❯❚❆ ♠❡-❤♦❞✳ ❊✉#♦♣❡❛♥ ❥♦✉#♥❛❧ ♦❢

♦♣❡#❛+✐♦♥❛❧ #❡5❡❛#❝❤✱ ✶✵✭✷✮ ✿✶✺✶✕✶✻✹✱ ✶✾✽✷✳ ■❙❙◆ ✵✸✼✼✲✷✷✶✼✳

❇✳ ❏♦♥❡,✱ ❇✳ ❘❛❞❝❧✐✛✱ ❈✳ ❚❛❜❡$✱ ❛♥❞ ❘✳ ❚✐♠♣♦♥❡✳ ❈♦♥❞♦$❝❡- ✇✐♥♥❡$, ❛♥❞

-❤❡ ♣❛$❛❞♦① ♦❢ ✈♦-✐♥❣ ✿ ♣$♦❜❛❜✐❧✐-② ❝❛❧❝✉❧❛-✐♦♥, ❢♦$ ✇❡❛❦ ♣$❡❢❡$❡♥❝❡ ♦$❞❡$,✳

❆♠❡#✐❝❛♥ 6♦❧✐+✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇✱ ♣❛❣❡, ✶✸✼✕✶✹✹✱ ✶✾✾✺✳

❉✳ ❑❛❤♥❡♠❛♥✳ ▼❛♣, ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ $❛-✐♦♥❛❧✐-② ✿ T,②❝❤♦❧♦❣② ❢♦$ ❜❡❤❛✈✐♦$❛❧ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝,✳ ❚❤❡ ❆♠❡#✐❝❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ #❡✈✐❡✇✱ ✾✸✭✺✮ ✿✶✹✹✾✕✶✹✼✺✱ ✷✵✵✸✳

✷✸✸
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❉✳ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❛♥❞ ❆✳ ❚✈❡,-❦②✳ 0,♦-♣❡❝4 4❤❡♦,② ✿ ❆♥ ❛♥❛❧②-✐- ♦❢ ❞❡❝✐-✐♦♥ ✉♥❞❡,

,✐-❦✳ ❊❝♦♥♦♠❡&'✐❝❛ ✿ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ &❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡&'✐❝ ❙♦❝✐❡&②✱ ♣❛❣❡- ✷✻✸✕✷✾✶✱

✶✾✼✾✳ ■❙❙◆ ✵✵✶✷✲✾✻✽✷✳

❉✳ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❛♥❞ ❆✳ ❚✈❡,-❦②✳ ❈❤♦✐❝❡-✱ ✈❛❧✉❡-✱ ❛♥❞ ❢,❛♠❡-✳ ❆♠❡'✐❝❛♥ ♣4②❝❤♦✲

❧♦❣✐4&✱ ✸✾✭✹✮ ✿✸✹✶✱ ✶✾✽✹✳

❉✳ ❑❛❤♥❡♠❛♥✱ ❏✳▲✳ ❑♥❡4-❝❤✱ ❛♥❞ ❘✳❍✳ ❚❤❛❧❡,✳ ❊①♣❡,✐♠❡♥4❛❧ 4❡-4- ♦❢ 4❤❡ ❡♥✲

❞♦✇♠❡♥4 ❡✛❡❝4 ❛♥❞ 4❤❡ ❝♦❛-❡ 4❤❡♦,❡♠✳ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ♣♦❧✐&✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ♣❛❣❡-

✶✸✷✺✕✶✸✹✽✱ ✶✾✾✵✳

❉✳ ❑❛❤♥❡♠❛♥✱ ❏✳▲✳ ❑♥❡4-❝❤✱ ❛♥❞ ❘✳❍✳ ❚❤❛❧❡,✳ ❆♥♦♠❛❧✐❡- ✿ ❚❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥4

❡✛❡❝4✱ ❧♦-- ❛✈❡,-✐♦♥✱ ❛♥❞ -4❛4✉- V✉♦ ❜✐❛-✳ ❚❤❡ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ 8❡'4♣❡❝✲

&✐✈❡4✱ ✺✭✶✮ ✿✶✾✸✕✷✵✻✱ ✶✾✾✶✳

❘✳▲✳ ❑❡❡♥❡② ❛♥❞ ❍✳ ❘❛✐✛❛✳ ❉❡❝✐4✐♦♥4 ✇✐&❤ ♠✉❧&✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡4 ✿ 8'❡❢❡'❡♥❝❡4

❛♥❞ ✈❛❧✉❡ &'❛❞❡♦✛4✳ ❏✳ ❲✐❧❡②✱ ◆❡✇ ❨♦,❦✱ ✶✾✼✻✳

❉✳❏✳ ❑♦❡❤❧❡, ❛♥❞ ◆✳ ❍❛,✈❡②✳ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❤❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❥✉❞❣♠❡♥& ❛♥❞ ❞❡❝✐4✐♦♥

♠❛❦✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳ ❲✐❧❡②✲❇❧❛❝❦✇❡❧❧✱ ✷✵✵✹✳

❉✳❍ ❑,❛♥4③✱ ❘✳❉ ▲✉❝❡✱ 0✳ ❙✉♣♣❡-✱ ❛♥❞ ❆✳ ❚✈❡,-❦②✳ ❋♦✉♥❞❛&✐♦♥4 ♦❢ ♠❡❛4✉'❡✲

♠❡♥&✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶ ✿ ❆❞❞✐4✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ,❡♣,❡-❡♥4❛4✐♦♥-✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ 0,❡--✱

◆❡✇ ❨♦,❦✱ ✶✾✼✶✳

❆✳ ❑\❤❜❡,❣❡,✱ ▼✳ ❙❝❤✉❧4❡✲▼❡❝❦❧❡♥❜❡❝❦✱ ❛♥❞ ❏✳ 0❡,♥❡,✳ ❋,❛♠✐♥❣ ❞❡❝✐-✐♦♥- ✿

❍②♣♦4❤❡4✐❝❛❧ ❛♥❞ ,❡❛❧✳ ❖'❣❛♥✐③❛&✐♦♥❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦' ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❉❡❝✐4✐♦♥ 8'♦✲

❝❡44❡4✱ ✽✾✭✷✮ ✿✶✶✻✷✕✶✶✼✺✱ ✷✵✵✷✳

■✳0✳ ▲❡✈✐♥✱ ❏❉ ❏❛-♣❡,✱ ❛♥❞ ❲✳❙✳ ❋♦,❜❡-✳ ❈❤♦♦-✐♥❣ ✈❡,-✉- ,❡❥❡❝4✐♥❣ ♦♣4✐♦♥- ❛4

❞✐✛❡,❡♥4 -4❛❣❡- ♦❢ ❞❡❝✐-✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❇❡❤❛✈✐♦'❛❧ ❉❡❝✐4✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣✱

✶✶✭✸✮ ✿✶✾✸✕✷✶✵✱ ✶✾✾✽✳

❙✳ ▲✐❝❤4❡♥-4❡✐♥ ❛♥❞ 0✳ ❙❧♦✈✐❝✳ ❘❡-♣♦♥-❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ,❡✈❡,-❛❧- ♦❢ ♣,❡❢❡,❡♥❝❡ ✐♥

❣❛♠❜❧✐♥❣ ✿ ❆♥ ❡①4❡♥❞❡❞ ,❡♣❧✐❝❛4✐♦♥ ✐♥ ❧❛- ✈❡❣❛-✳ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❊①♣❡'✐♠❡♥&❛❧

84②❝❤♦❧♦❣②✱ ✶✵✶✭✶✮ ✿✶✻✱ ✶✾✼✸✳

❙❛,❛❤✳ ▲✐❝❤4❡♥-4❡✐♥ ❛♥❞ 0✳ ❙❧♦✈✐❝✳ ❚❤❡ ❝♦♥4&'✉❝&✐♦♥ ♦❢ ♣'❡❢❡'❡♥❝❡✳ ❈❛♠❜,✐❞❣❡

❯♥✐✈❡,-✐4② 0,❡--✱ ✷✵✵✻✳

✷✸✹
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▼✳❋✳ ▲✉❝❡✳ ❈❤♦♦*✐♥❣ .♦ ❛✈♦✐❞ ✿ ❈♦♣✐♥❣ ✇✐.❤ ♥❡❣❛.✐✈❡❧② ❡♠♦.✐♦♥✲❧❛❞❡♥ ❝♦♥*✉✲

♠❡9 ❞❡❝✐*✐♦♥*✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥)✉♠❡# ❘❡)❡❛#❝❤✱ ✷✹✭✹✮ ✿✹✵✾✕✹✸✸✱ ✶✾✾✽✳ ■❙❙◆

✵✵✾✸✲✺✸✵✶✳

▼✳❋✳ ▲✉❝❡✱ ❏✳❲✳ K❛②♥❡✱ ❛♥❞ ❏✳❘✳ ❇❡..♠❛♥✳ ❈♦♣✐♥❣ ✇✐.❤ ✉♥❢❛✈♦9❛❜❧❡ ❛..9✐❜✉.❡

✈❛❧✉❡* ✐♥ ❝❤♦✐❝❡✳ ❖#❣❛♥✐③❛3✐♦♥❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦# ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❉❡❝✐)✐♦♥ 9#♦❝❡))❡) ✱

✽✶✭✷✮ ✿✷✼✹✕✷✾✾✱ ✷✵✵✵✳ ■❙❙◆ ✵✼✹✾✲✺✾✼✽✳

❘✳❉✳ ▲✉❝❡✳ ❙❡♠✐♦9❞❡9* ❛♥❞ ❛ .❤❡♦9② ♦❢ ✉.✐❧✐.② ❞✐*❝9✐♠✐♥❛.✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡3#✐❝❛✱

❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ 3❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡3#✐❝ ❙♦❝✐❡3②✱ ✷✹✭✷✮ ✿✶✼✽✕✶✾✶✱ ✶✾✺✻✳ ■❙❙◆ ✵✵✶✷✲✾✻✽✷✳

❱✳ ▼♦✉**❡❛✉✳ 9#♦❜❧?♠❡) ❧✐@) A ❧✬@✈❛❧✉❛3✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦#3❛♥❝❡ #❡❧❛3✐✈❡ ❞❡) ❝#✐3?#❡)

❡♥ ❛✐❞❡ ♠✉❧3✐❝#✐3?#❡ A ❧❛ ❞@❝✐)✐♦♥ ✿ ❘@✢❡①✐♦♥) 3❤@♦#✐G✉❡)✱ ❡①♣@#✐♠❡♥3❛3✐♦♥)

❡3 ✐♠♣❧❡♠❡♥3❛3✐♦♥) ✐♥❢♦#♠❛3✐G✉❡)✳ K❤❉ .❤❡*✐*✱ ✶✾✾✸✳

❱✳ ▼♦✉**❡❛✉✳ ❊❧✐❝✐.✐♥❣ ✐♥❢♦9♠❛.✐♦♥ ❝♦♥❝❡9♥✐♥❣ .❤❡ 9❡❧❛.✐✈❡ ✐♠♣♦9.❛♥❝❡ ♦❢ ❝9✐✲

.❡9✐❛✳ ❆❞✈❛♥❝❡) ✐♥ ▼✉❧3✐❝#✐3❡#✐❛ ❆♥❛❧②)✐)✱ ◆♦♥❝♦♥✈❡① ❖♣3✐♠✐③❛3✐♦♥ ❛♥❞ ✐3)

❆♣♣❧✐❝❛3✐♦♥)✱ ♣❛❣❡* ✶✼✕✹✸✱ ✶✾✾✺✳

❱✳ ▼♦✉**❡❛✉ ❛♥❞ ❏✳ ▼U9✐❝✳ ❊♠♣✐9✐❝❛❧ ✈✐♦❧❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ .❤✐9❞ ❛❧.❡9♥❛.✐✈❡ ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣9✐♥❝✐♣❧❡ ✿ ✐♠♣❧✐❝❛.✐♦♥* ❢♦9 ♠✉❧.✐❝9✐.❡9✐❛ ❞❡❝✐*✐♦♥ ❛✐❞✳ ❋♦✉♥❞❛3✐♦♥)

♦❢ ❈♦♠♣✉3✐♥❣ ❛♥❞ ❉❡❝✐)✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡)✱ ✷✹✭✸✮ ✿✶✵✶✕✶✶✼✱ ✶✾✾✾✳

❱✳ ▼♦✉**❡❛✉ ❛♥❞ ❘✳ ❙❧♦✇✐♥*❦✐✳ ■♥❢❡99✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝.9❡ .9✐ ♠♦❞❡❧ ❢9♦♠ ❛**✐❣♥♠❡♥.

❡①❛♠♣❧❡*✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣3✐♠✐③❛3✐♦♥✱ ✶✷✭✷✮ ✿✶✺✼✕✶✼✹✱ ✶✾✾✽✳

❆✳ ◆❛❣♣❛❧ ❛♥❞ K✳ ❑9✐*❤♥❛♠✉9.❤②✳ ❆..9✐❜✉.❡ ❝♦♥✢✐❝. ✐♥ ❝♦♥*✉♠❡9 ❞❡❝✐*✐♦♥

♠❛❦✐♥❣ ✿ ❚❤❡ 9♦❧❡ ♦❢ .❛*❦ ❝♦♠♣❛.✐❜✐❧✐.②✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥)✉♠❡# ❘❡)❡❛#❝❤✱

♣❛❣❡* ✻✾✻✕✼✵✺✱ ✷✵✵✽✳ ■❙❙◆ ✵✵✾✸✲✺✸✵✶✳

▼✳ ❖③.^9❦✱ ❆✳ ❚*♦✉❦✐_*✱ ❛♥❞ K❤✳ ❱✐♥❝❦❡✳ K9❡❢❡9❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ■♥ ❏✳ ❋✐❣✉❡✐9❛✱

❙✳ ●9❡❝♦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❊❤9❣♦..✱ ❡❞✐.♦9*✱ ▼✉❧3✐♣❧❡ ❈#✐3❡#✐❛ ❉❡❝✐)✐♦♥ ❆♥❛❧②)✐) ✿ ❙3❛3❡

♦❢ 3❤❡ ❆#3 ❙✉#✈❡②)✱ ♣❛❣❡* ✷✼✕✼✷✳ ❙♣9✐♥❣❡9 ❱❡9❧❛❣✱ ❇♦*.♦♥✱ ❉♦9❞9❡❝❤.✱ ▲♦♥✲

❞♦♥✱ ✷✵✵✺✳ ❯❘▲ ❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳'♣(✐♥❣❡(♦♥❧✐♥❡✳❝♦♠✴'❣✇✴❝❞❛✴❢(♦♥!♣❛❣❡✴

✵✱✶✶✽✺✺✱✺✲✶✻✺✲✷✷✲✸✹✾✺✹✺✷✽✲✵✱✵✵✳❤!♠❧ ✳

❏✳❲✳ K❛②♥❡✱ ❏✳❘✳ ❇❡..♠❛♥✱ ❛♥❞ ❊✳❏✳ ❏♦❤♥*♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣3✐✈❡ ❞❡❝✐)✐♦♥ ♠❛❦❡#✳

❈❛♠❜9✐❞❣❡ ❯♥✐✈ K9✱ ✶✾✾✸✳ ■❙❇◆ ✵✺✷✶✹✷✺✷✻✸✳

✷✸✺
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❏✳❲✳ #❛②♥❡✱ ❏✳❘✳ ❇❡++♠❛♥✱ ❛♥❞ ❉✳❆✳ ❙❝❤❦❛❞❡✳ ▼❡❛5✉7✐♥❣ ❝♦♥5+7✉❝+❡❞ ♣7❡❢❡✲

7❡♥❝❡5 ✿ ❚♦✇❛7❞5 ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦❞❡✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❘✐*❦ ❛♥❞ ❯♥❝❡#0❛✐♥0②✱ ✶✾✭✶✮ ✿

✷✹✸✕✷✼✵✱ ✶✾✾✾✳

#✳ #❡7♥②✳ ▼♦❞M❧✐5❛+✐♦♥ ❞❡5 ♣7M❢M7❡♥❝❡5✱ ❛❣7M❣❛+✐♦♥ ♠✉❧+✐❝7✐+N7❡ ❡+ 5②5+N♠❡5

❞✬❛✐❞❡ P ❧❛ ❞M❝✐5✐♦♥✳ ❍❛❜✐❧✐0❛0✐♦♥ 4 ❞✐#✐❣❡# ❞❡* #❡❝❤❡#❝❤❡*✱ ❯♥✐✈❡#*✐09 :❛#✐*

✻✱ ✷✵✵✵✳

❏✳❈✳ #❡++✐❜♦♥❡ ❛♥❞ ❉✳❍✳ ❲❡❞❡❧❧✳ ❊①❛♠✐♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧5 ♦❢ ♥♦♥❞♦♠✐♥❛+❡❞ ❞❡❝♦②

❡✛❡❝+5 ❛❝7♦55 ❥✉❞❣♠❡♥+ ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡✳ ❖#❣❛♥✐③❛0✐♦♥❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦# ❛♥❞ ❍✉♠❛♥

❉❡❝✐*✐♦♥ :#♦❝❡**❡*✱ ✽✶✭✷✮ ✿✸✵✵✕✸✷✽✱ ✷✵✵✵✳

▼✳ #✐❛++❡❧❧✐✲#❛❧♠❛7✐♥✐✳ ■♥❡✈✐+❛❜❧❡ ✐❧❧✉5✐♦♥5✳ ❤♦✇ ♠✐5+❛❦❡5 ♦❢ 7❡❛5♦♥ 7✉❧❡ ♦✉7

♠✐♥❞5✳ ◆❡✇ ❨♦#❦ ✿ ❲✐❧❡②✱ ✶✱ ✶✾✾✹✳

❏✳❇✳ #♦❝❤♦♥✱ ❏✳ ❘✐✐5✱ ❆✳●✳ ❙❛♥❢❡②✱ ▲✳❊✳ ◆②5+7♦♠✱ ❛♥❞ ❏✳❉✳ ❈♦❤❡♥✳ ❋✉♥❝+✐♦♥❛❧

✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❞❡❝✐5✐♦♥ ❝♦♥✢✐❝+✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ◆❡✉#♦*❝✐❡♥❝❡✱ ✷✽✭✶✸✮ ✿✸✹✻✽✱ ✷✵✵✽✳

❱✳❱✳ #♦❞✐♥♦✈5❦✐✳ ❈7✐+❡7✐❛ ✐♠♣♦7+❛♥❝❡ +❤❡♦7②✳ ▼❛0❤❡♠❛0✐❝❛❧ ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡*✱

✷✼ ✿✷✸✼✕✷✺✷✱ ✶✾✾✹✳

❍✳ #♦✐♥❝❛7M✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❤②♣♦0❤❡*✐*✳ ❙❝✐❡♥❝❡ #7❡55✱ ✶✾✵✺✳

▼✳ #b②❤b♥❡♥ ❛♥❞ ❘✳#✳ ❍c♠c❧c✐♥❡♥✳ ❖♥ +❤❡ ❝♦♥✈❡7❣❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧+✐❛++7✐❜✉+❡

✇❡✐❣❤+✐♥❣ ♠❡+❤♦❞5✳ ❊✉#♦♣❡❛♥ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡#❛0✐♦♥❛❧ ❘❡*❡❛#❝❤✱ ✶✷✾✭✸✮ ✿✺✻✾✕

✺✽✺✱ ✷✵✵✶✳

❏✳ ◗✉✐❣❣✐♥✳ ●❡♥❡#❛❧✐③❡❞ ❡①♣❡❝0❡❞ ✉0✐❧✐0② 0❤❡♦#② ✿ ❚❤❡ #❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥0 ♠♦❞❡❧ ✳

❙♣7✐♥❣❡7✱ ✶✾✾✸✳

▼✳ ❘❡❣❡♥✇❡++❡7 ❛♥❞ ❈✳#✳ ❉❛✈✐5✲❙+♦❜❡7✳ ❇❡❤❛✈✐♦7❛❧ ✈❛7✐❛❜✐❧✐+② ♦❢ ❝❤♦✐❝❡5 ✈❡75✉5

5+7✉❝+✉7❛❧ ✐♥❝♦♥5✐5+❡♥❝② ♦❢ ♣7❡❢❡7❡♥❝❡5✳ :*②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✶✾✭✷✮ ✿✹✵✽✱

✷✵✶✷✳

❊✳❊✳ ❘♦5✐♥❣❡7✳ ❇❡②♦♥❞ ♣7❡❢❡7❡♥❝❡ ✐♥❢♦7♠❛+✐♦♥ ❜❛5❡❞ ♠✉❧+✐♣❧❡ ❝7✐+❡7✐❛ ❞❡❝✐5✐♦♥

♠❛❦✐♥❣✳ ❊✉#♦♣❡❛♥ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡#❛0✐♦♥❛❧ ❘❡*❡❛#❝❤✱ ✺✸✭✷✮ ✿✷✶✼✕✷✷✼✱ ✶✾✾✶✳

▼✳ ❘♦✉❜❡♥5 ❛♥❞ #❤✳ ❱✐♥❝❦❡✳ :#❡❢❡#❡♥❝❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣✳ ▲◆❊▼❙ ✷✺✵✱ ❙♣7✐♥❣❡7

❱❡7❧❛❣✱ ❇❡7❧✐♥✱ ✶✾✽✺✳

✷✸✻
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❇✳ ❘♦②✳ ❊▲❊❈❚❘❊ ■■■ ✿ ✉♥ ❛❧❣♦0✐2❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛88❡♠❡♥2 ❢♦♥❞: 8✉0 ✉♥❡ 0❡♣0:8❡♥✲

2❛2✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞❡8 ♣0:❢:0❡♥❝❡8 ❡♥ ♣0:8❡♥❝❡ ❞❡ ❝0✐2>0❡8 ♠✉❧2✐♣❧❡8✳ ❈❛❤✐❡%& ❞✉

❈❊❘❖✱ ✷✵✭✶✮ ✿✸✕✷✹✱ ✶✾✼✽✳

❇✳ ❘♦②✳ ▼-.❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♠✉❧.✐❝%✐.4%❡ ❞✬❛✐❞❡ 6 ❧❛ ❞-❝✐&✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛ K❛0✐8✱ ✶✾✽✺✳

❇✳ ❘♦②✳ ❚❤❡ ♦✉20❛♥❦✐♥❣ ❛♣♣0♦❛❝❤ ❛♥❞ 2❤❡ ❢♦✉♥❞❛2✐♦♥8 ♦❢ ❊▲❊❈❚❘❊ ♠❡2❤♦❞8✳

❚❤❡♦%② ❛♥❞ ❉❡❝✐&✐♦♥✱ ✸✶✭✶✮ ✿✹✾✕✼✸✱ ✶✾✾✶✳

❇✳ ❘♦②✳ ❉❡❝✐8✐♦♥ 8❝✐❡♥❝❡ ♦0 ❞❡❝✐8✐♦♥✲❛✐❞ 8❝✐❡♥❝❡ ❄ ❊✉%♦♣❡❛♥ ❏♦✉%♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡%❛✲

.✐♦♥❛❧ ❘❡&❡❛%❝❤✱ ✻✻✭✷✮ ✿✶✽✹✕✷✵✸✱ ✶✾✾✸✳

❇✳ ❘♦②✳ ▼✉❧.✐❝%✐.❡%✐❛ ♠❡.❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦% ❞❡❝✐&✐♦♥ ❛✐❞✐♥❣✳ ◆✉♠❜❡0 ✶✷✳ ❙♣0✐♥❣❡0✱

✶✾✾✻✳

❚✳▲✳ ❙❛❛2②✳ ❆♥❛❧②.✐❝ ❤✐❡%❛%❝❤② ♣%♦❝❡&&✳ ❲✐❧❡② ❖♥❧✐♥❡ ▲✐❜0❛0②✱ ✶✾✽✵✳

❆✳ ❙❛❧♦ ❛♥❞ ❘✳K✳ ❍X♠X❧X✐♥❡♥✳ K0❡❢❡0❡♥❝❡ ♣0♦❣0❛♠♠✐♥❣✳ ▼❛✲

♥✉&❝%✐♣.✳✭❉♦✇♥❧♦❛❞❛❜❧❡ ❛. ❤..♣ ✿✴✴✇✇✇✳ &❛❧✳ ❤✉.✳ ✜✴G✉❜❧✐❝❛.✐♦♥&✴♣❞❢✲

✜❧❡&✴♠&❛❧✵✸❜✳ ♣❞❢✮✱ ✷✵✵✹✳

❆✳ ❙❛❧♦ ❛♥❞ ❆✳ K✉♥❦❦❛✳ ❘❛♥❦ ✐♥❝❧✉8✐♦♥ ✐♥ ❝0✐2❡0✐❛ ❤✐❡0❛0❝❤✐❡8✳ ❊✉%♦♣❡❛♥

❏♦✉%♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡%❛.✐♦♥❛❧ ❘❡&❡❛%❝❤✱ ✶✻✸✭✷✮ ✿✸✸✽✕✸✺✻✱ ✷✵✵✺✳ ■❙❙◆ ✵✸✼✼✲✷✷✶✼✳

❆✳❆✳ ❙❛❧♦ ❛♥❞ ❘✳K✳ ❍❛♠❛❧❛✐♥❡♥✳ K0❡❢❡0❡♥❝❡ 0❛2✐♦8 ✐♥ ♠✉❧2✐❛220✐❜✉2❡ ❡✈❛❧✉❛2✐♦♥

✭K❘■▼❊✮✲❡❧✐❝✐2❛2✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝✐8✐♦♥ ♣0♦❝❡❞✉0❡8 ✉♥❞❡0 ✐♥❝♦♠♣❧❡2❡ ✐♥❢♦0♠❛2✐♦♥✳

❙②&.❡♠&✱ ▼❛♥ ❛♥❞ ❈②❜❡%♥❡.✐❝&✱ G❛%. ❆ ✿ ❙②&.❡♠& ❛♥❞ ❍✉♠❛♥&✱ ■❊❊❊ ❚%❛♥✲

&❛❝.✐♦♥& ♦♥✱ ✸✶✭✻✮ ✿✺✸✸✕✺✹✺✱ ✷✵✵✶✳ ■❙❙◆ ✶✵✽✸✲✹✹✷✼✳

❲✳ ❙❛♠✉❡❧8♦♥ ❛♥❞ ❘✳ ❩❡❝❦❤❛✉8❡0✳ ❙2❛2✉8 \✉♦ ❜✐❛8 ✐♥ ❞❡❝✐8✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳ ❏♦✉%♥❛❧

♦❢ %✐&❦ ❛♥❞ ✉♥❝❡%.❛✐♥.②✱ ✶✭✶✮ ✿✼✕✺✾✱ ✶✾✽✽✳

❆✳●✳ ❙❛♥❢❡②✱ ❏✳❑✳ ❘✐❧❧✐♥❣✱ ❏✳❆✳ ❆0♦♥8♦♥✱ ▲✳❊✳ ◆②820♦♠✱ ❛♥❞ ❏✳❉✳ ❈♦❤❡♥✳ ❚❤❡

♥❡✉0❛❧ ❜❛8✐8 ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐8✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ✐♥ 2❤❡ ✉❧2✐♠❛2✉♠ ❣❛♠❡✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱

✸✵✵✭✺✻✷✻✮ ✿✶✼✺✺✕✶✼✺✽✱ ✷✵✵✸✳

▲✳❏✳ ❙❛✈❛❣❡✳ ❚❤❡ ❢♦✉♥❞❛2✐♦♥8 ♦❢ 82❛2✐82✐❝8✳ ✶✾✺✹✳

❆✳ ❙❝❤X0❧✐❣✳ ❉-❝✐❞❡% &✉% ♣❧✉&✐❡✉%& ❝%✐.4%❡& ✿ ♣❛♥♦%❛♠❛ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ 6 ❧❛ ❞-❝✐&✐♦♥

♠✉❧.✐❝%✐.4%❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✳ KK❯❘✱ ✶✾✽✺✳

✷✸✼
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❲✳ ❙❝❤♥❡✐❞❡)✱ ❆✳ ❊-❝❤♠❛♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ❩✉❝❝♦❧♦44♦✳ ❊✲"#✐♠❡ ✿ ❯)❡#✬) ❣✉✐❞❡✳ 5-②✲

❝❤♦❧♦❣② ❙♦❢4✇❛)❡ ■♥❝♦)♣♦)❛4❡❞✱ ✷✵✵✷✳

▼✳ ❙❝❤✇❡✐4③❡)✳ ❉✐-❡♥4❛♥❣❧✐♥❣ -4❛4✉- B✉♦ ❛♥❞ ♦♠✐--✐♦♥ ❡✛❡❝4- ✿ ❆♥ ❡①♣❡)✐♠❡♥4❛❧

❛♥❛❧②-✐-✳ ❖#❣❛♥✐③❛2✐♦♥❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦# ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❉❡❝✐)✐♦♥ "#♦❝❡))❡) ✱ ✶✾✾✹✳

❉✳ ❙❝♦44 ❛♥❞ 5✳ ❙✉♣♣❡-✳ ❋♦✉♥❞❛4✐♦♥❛❧ ❛-♣❡❝4- ♦❢ 4❤❡♦)✐❡- ♦❢ ♠❡❛-✉)❡♠❡♥4✳ ❚❤❡

❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❙②♠❜♦❧✐❝ ▲♦❣✐❝✱ ✷✸✭✷✮ ✿✶✶✸✕✶✷✽✱ ✶✾✺✽✳

❏✳ ❙❤✐♥ ❛♥❞ ❉✳ ❆)✐❡❧②✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ❞♦♦)- ♦♣❡♥ ✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝4 ♦❢ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐4② ♦♥

✐♥❝❡♥4✐✈❡- 4♦ ❦❡❡♣ ♦♣4✐♦♥- ✈✐❛❜❧❡✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥2 ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡- ✺✼✺✕✺✽✻✱ ✷✵✵✹✳

❍✳❆✳ ❙✐♠♦♥✳ ❆ ❜❡❤❛✈✐♦)❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ )❛4✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡ C✉❛#2❡#❧② ❥♦✉#♥❛❧ ♦❢

❡❝♦♥♦♠✐❝)✱ ✻✾✭✶✮ ✿✾✾✕✶✶✽✱ ✶✾✺✺✳ ■❙❙◆ ✵✵✸✸✲✺✺✸✸✳

■✳ ❙✐♠♦♥-♦♥ ❛♥❞ ❆✳ ❚✈❡)-❦②✳ ❈❤♦✐❝❡ ✐♥ ❝♦♥4❡①4 ✿ ❚)❛❞❡♦✛ ❝♦♥4)❛-4 ❛♥❞ ❡①✲

4)❡♠❡♥❡-- ❛✈❡)-✐♦♥✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ▼❛#❦❡2✐♥❣ ❘❡)❡❛#❝❤ ❀ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ▼❛#❦❡2✐♥❣

❘❡)❡❛#❝❤✱ ✶✾✾✷✳

5✳ ❙❧♦✈✐❝✳ ❈❤♦✐❝❡ ❜❡4✇❡❡♥ ❡B✉❛❧❧② ✈❛❧✉❡❞ ❛❧4❡)♥❛4✐✈❡-✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊①♣❡#✐♠❡♥2❛❧

")②❝❤♦❧♦❣② ✿ ❍✉♠❛♥ "❡#❝❡♣2✐♦♥ ❛♥❞ "❡#❢♦#♠❛♥❝❡✱ ✶✭✸✮ ✿✷✽✵✕✷✽✼✱ ✶✾✼✺✳

5✳ ❙❧♦✈✐❝✱ ❉✳ ●)✐✣♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ❚✈❡)-❦②✳ ❈♦♠♣❛4✐❜✐❧✐4② ❡✛❡❝4- ✐♥ ❥✉❞❣♠❡♥4 ❛♥❞
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