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Saint-Étienne. Je souhaite remercier ici, l’ensemble des personnes qui m’ont permis par

leur aide et leur soutien de mener à bien ce travail.
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Je tiens à remercier Monsieur Jean-Baptiste Leblond, professeur à l’université Pierre
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Résumé

Dans ce manuscrit, un modèle complet pour la simulation d’un écoulement thermo-

réactif d’un fluide à travers un milieu poreux fortement compressible est présenté. Ce

modèle est utilisé pour l’étude des procédés d’élaboration des matériaux composites par

infusion à travers leur épaisseur (Liquid Resin Infusion-LRI et Resin Film Infusion-RFI ).

Dans ces procédés, le mélange entre les renforts et la résine liquide est réalisé dans la direc-

tion transverse aux plans des préformes pendant la phase de mise en forme. Les coûts sont

ainsi réduits et les problèmes de remplissage éliminés. Ces procédés sont néanmoins peu

mâıtrisés et les caractéristiques de la pièce finale difficilement prévisibles (principalement

les épaisseurs et les porosités). La mise au point d’un modèle numérique constituerait un

bon outil pour développer et finaliser de nouvelles solutions composites. D’un point de vue

physique, l’infusion de la résine à travers l’épaisseur des préformes est une conséquence

de la pression appliquée sur l’empilement résine/préforme.

Dans cette analyse multi-physique deux types de problèmes sont rencontrés. Tout

d’abord, nous connaissons mal les conditions de couplage entre les zones liquides, gou-

vernées par les équations de Stokes, et les préformes imprégnées assimilées à des milieux

poreux, gouvernées par une loi de Darcy et une loi de comportement mécanique non-

linéaire. Par ailleurs, les interactions entre l’écoulement de la résine et la compression des

préformes ne sont pas bien mâıtrisées. Le modèle développé inclut donc une condition de

Beaver-Joseph-Schaffman modifiée pour le couplage entre les zones de Darcy et de Stokes.

Une formulation ALE pour l’écoulement de la résine dans un milieu poreux déformable

subissant de fortes déformations est utilisée et couplée à une formulation Lagrangienne

Réactualisée pour la partie solide. Ces deux mécanismes physiques sont couplés à des

modèles thermo-chimiques pour traiter la réticulation de la résine sous l’action du cycle

de température.

Dans ce travail, un certain nombre d’outils numériques et de nouvelles formulations ont

été développés en vue de simuler les procédés LRI et RFI. Chaque outil est étudié et validé

analytiquement ou numériquement avant d’être intégré dans les modèles LRI /RFI. Des

simulations numériques d’infusion sont ensuite présentées, commentées et une première

comparaison avec des essais expérimentaux est proposée.

Mots-clés: Darcy, Stokes, Brinkman, matériaux composites, FEM : Finite Element Model,
Formulation ALE, LRI : Liquid Resin Infusion, RFI : Resin Film Infusion, RTM : Resin Transfer
Molding.
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Abstract

In the present work, an overall model for the study of a non isothermal fluid flow across

a highly compressible porous medium is proposed. This model is used here to study

dry composite manufacturing processes by infusion across the fabric thickness (Liquid

Resin Infusion-LRI and Resin Film Infusion-RFI ). These processes consist in mixing

during the manufacturing stage, the reinforcements and the liquid resin transversely to

the fabrics planes, yielding cost reductions while avoiding filling problems. These processes

are however still poorly controlled and the characteristics of the finished part are not

easily predictable (mainly the thickness and the porosity). A numerical predictive model

would be a proper candidate to help in developing and finalizing new composite solutions

with cost saving. Physically, liquid resin infusion is mainly induced across the compressed

preform thickness, as a result of a pressure prescribed over the preform/resin stacking.

From the modeling point of view, problems of this multi-physical analysis are two fold.

First, one faces ill-posed boundary conditions, regarding the coupling of liquid regions,

where a Stokes flow prevails, with the fibrous preform regions modeled as porous medium

governed by a Darcy’s law and a non-linear mechanical response. Second, the interaction

phenomena due to the resin flow in the highly compressible preform are not classical. The

model developed here includes a modified Beaver-Schaffman-Joseph condition to couple

Stokes and Darcy zones, and is based on an ALE formulation of the liquid flow across

the deformable porous medium in which finite strains are accounted for with an updated

Lagrangian scheme. This mechanical model is also coupled with thermo-chemical models,

accounting for resin reticulation under the temperature cycle.

In the present work, numerical tools and new formulations have been developped in

order to simulate the whole LRI or RFI process with a finite element software. These

tools are studied individually and compared separately with analytical or other numerical

results before being used in the LRI / RFI models. Numerical studies of infusion are then

presented, commented, and a first comparison with experimental test is investigated.

Keywords: Darcy, Stokes, Brinkman, composites materials, FEM : Finite Element Model,
ALE formulation, LRI : Liquid Resin Infusion, RFI : Resin Film Infusion, RTM : Resin Transfer
Molding.
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Liste des acronymes

NCF Non Crimped Fabrics

NC2TM Non Crimped New Concept

LCM Liquid Composite Molding

RTM Resin Transfer Molding

VARTM Vacuum Assisted Resin Transfer Molding

ICRTM Injection Compression Resin Transfer Molding

RFI Resin Film Infusion

LRI Liquid Resin Infusion

RIFT Resin Infusion under Flexible Tooling

SCRIMP Seemann Composites Resin Infusion Molding Process

VARI Vacuum Assisted Resin Infusion

ALE ou ELA Arbitrary Lagrangian Eulerian ou Euler Lagrange Arbitraire

FEM Finite Element Method

X-FEM eXtended Finite Element Method

FEM/CV Finite Element Method / Control Volume

RIP Reduced Integration Penalty method
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Liste des symboles

Coordonnées :

(x, y, z) coordonnées dans le repère de référence

(ex, ey, ez) repère de référence orthonormé

Tenseur (sauf indications contraires) :

a tenseur d’ordre 0 (scalaire)

a tenseur d’ordre 1 (vecteur) : ai

A tenseur d’ordre 2 : aij

A tenseur d’ordre 4 : aijkl

Opération de base :

∂x
∂t

dérivée partielle de x par rapport à t
Dx
Dt

Dx
Dt

= ∂x
∂t

+v·∇x dérivée particulaire (avec v la vitesse des particules matérielles

dans le repère matériel)

a = b · c a = bi ci

a = B · c a = Bij cj

A = B ·C Aij = Bik Ckj

a = B : C A = Bij Cji

A = B : C Aij = Bijkl Ckl

a = ∇b gradient de b : a = ∂bx

∂x
ex + ∂by

∂y
ey + ∂bz

∂z
ez

a = div b divergence de b : a = ∂bx

∂x
+ ∂by

∂y
+ ∂bz

∂z

a = ∆b Laplacien de b : a = ∂2bx

∂x2 + ∂2by

∂y2 + ∂2bz

∂z2

Espace vectoriel :

H1(Ω) premier espace de Sobolev qui contient les fonctions de carré intégrable sur Ω

et dont les dérivées sont également de carré intégrable sur Ω

Ck(Ω) O ≤ k ≤ ∞ espace vectoriel des fonctions dont les dérivées partielles d’ordre

inférieur ou égale à k existent et sont continues dans Ω
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Symboles Généraux :

Pimp pression appliquée par le sac à vide

pimp pression au niveau du front de fluide

fv vecteur des forces de volume

f s vecteur des forces de surface

us déplacement du solide

vs vitesse du solide

vf vitesse moyenne intrinsèque du fluide

v̄f vitesse macroscopique du fluide

p pression hydrostatique du fluide

g accélération de la pesanteur

σ tenseur des contraintes de Cauchy (symétrique)

P premier tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff (non-symétrique)

S second tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff (symétrique)

D tenseur des taux de déformation Eulérien

I tenseur identité

δij symbole de Kronecker

F tenseur gradient de la transformation

E tenseur des déformations de Green Lagrange

ε tenseur des déformations logarithmiques ou de Hencky

e tenseur des déformations d’Euler Almansi

ε tenseur des déformations linéaires

µ tenseur des déformations non-linéaires

β paramètre correcteur de la loi de Biot

J Jacobien de la transformation

η viscosité dynamique

η̄ viscosité dynamique effective (utilisée dans l’équation de Brinkman) : η̄ = η
φ s

ρ masse volumique

Vpore volume des pores

Vtotal volume total

Vfluide volume fluide

a surface spécifique

φ porosité

(
Vpore
Vtotal

)
relatif à un élément de volume Vtotal donné
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s degré de saturation
(

Vfluide
Vpore

)
relatif à un élément de volume Vpore donné

∆t incrément de temps entre t et t + ∆t

Théorie des milieux poreux (modèle de Kozeny) :

γ facteur de circularité

κ conductivité hydraulique scalaire

κ conductivité hydraulique tensorielle

R rayon équivalent du milieu poreux

S section équivalente du milieu poreux

V volume équivalent du milieu poreux

U vitesse moyenne dans le milieu poreux

N nombre de pores cylindriques

Q débit dans le milieu poreux

Rc rayon moyen des pores cylindriques

Sc section moyenne des pores cylindriques

Vc volume moyen des pores cylindriques

Uc vitesse moyenne dans les pores cylindriques

Qc débit dans le canal

hk constante de Kozeny scalaire

hk constante de Kozeny tensorielle

T tortuosité

Associés à la résine (indice r) dans le domaine de résine (exposant r) :

p r
r pression hydrostatique de la résine

v r
r vitesse intrinsèque de la résine

v r
d vitesse du domaine de référence associé à la zone de résine seule

c r
r vitesse convective de la résine

ρ r
r densité intrinsèque de la résine

Associés aux préformes (indice f) dans les préformes (exposant f) :

ρ̃ f
f densité intrinsèque des fibres

ρ f
f densité moyenne intrinsèque des fibres
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ρ̄ f
f densité moyenne des préformes (ρ̄ f

f = (1− φ) ρ f
f )

u f
f déplacement des préformes

v f
f vitesse des préformes (v f

f =
Du f

f

Dt
)

σe tenseur des contraintes de Cauchy effectif associé aux nappes sèches

σ tenseur des contraintes de Cauchy associé au mélange nappes / résine

Associés à la résine (indice r) dans les préformes (exposant f) :

p f
r pression hydrostatique de la résine

ṽ f
r vitesse intrinsèque de la résine, i.e. vitesse réelle de la résine

v f
r vitesse intrinsèque moyenne de la résine

v̄ f
r vitesse macroscopique de la résine ou en fût vide (v̄ f

r = φ s v f
r )

c f
r vitesse convective de la résine

c̄ f
r vitesse convective macroscopique de la résine

d f
r vitesse relative de la résine, i.e. vitesse entre la résine et les préformes

d̄ f
r vitesse relative macroscopique de la résine

ρ̃ f
r densité intrinsèque de la résine

ρ f
r densité moyenne intrinsèque de la résine

ρ̄ f
r densité macroscopique de la résine (ρ̄ f

r = φ s ρ f
r )

Formulation ALE :

x0 coordonnées initiales (Ω0)

x coordonnées matérielles (Ω)

χ coordonnées de référence (Ω̂)

φ(x0, t) fonction de passage du domaine initial vers le domaine matériel

ψ(x0, t) fonction de passage du domaine initial vers le domaine de référence

φ̂(χ, t) fonction de passage du domaine de référence vers le domaine matériel

w vitesse des particules matérielles dans le domaine de référence (Ω̂)

û vitesse du domaine de référence

Thermo-physico-chimiques :

indice r zone de résine seule

indice f zone de préformes sèches
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indice m zone de préformes humides (variables homogénéisées)

T température

c capacité calorifique

λ tenseur d’ordre 2 de conductivité thermique

∆H chaleur dégagée par la réaction (enthalpie)

α degré de réticulation

Ai constante pré-exponentielle

Ei énergie d’activation

η0, ∆Eη, κ constantes du modèle de viscosité

Formulation Lagrangienne :

[L] opérateur déformations linéaires

[A], [H] opérateurs déformations non-linéaires

{θ} vecteur contenant les dérivées des déplacements

[G] [G] = [A] · [H]

[Ne] matrice des fonctions de forme élémentaire

[BL] matrice des dérivées des fonctions de forme pour la partie linéaire

[BNL] matrice des dérivées des fonctions de forme pour la partie non-linéaire

[B] matrice des dérivées des fonctions de forme pour les parties linéaires et non-

linéaires

{ψe}, {ψ} vecteur résidu élémentaire, vecteur résidu

[Ke
T ], [KT ] matrice tangente élémentaire, matrice tangente

[ttCt] matrice de comportement tangente (Cauchy-logarithmiques)

[ttCa
t ] matrice de comportement tangente (Cauchy-Euler-Almansi)

[t0Ct] matrice de comportement tangente (Piola Kirchhoff-Green Lagrange)

[ttCs] matrice de comportement sécante (Cauchy-logarithmiques)

[ttCa
s ] matrice de comportement sécante (Cauchy-Euler-Almansi)

[t0Cs] matrice de comportement sécante (Piola Kirchhoff-Green Lagrange)

Ct module de Young 1D tangent

Cs module de Young 1D sécant{
Rt+∆t

}
vecteur second membre à t + ∆t (vecteur forces externes)

λ =
tl
0l

élongation ou (( strech ratio ))

σdev partie déviatoire du tenseur des contraintes

εdev partie déviatoire du tenseur des déformations linéaires
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ν cœfficient de Poisson

νTT ′ cœfficient de Poisson dans le plan d’isotropie pour un comportement isotrope

transverse

νLT , νTL cœfficient de Poisson transverse pour un comportement isotrope transverse

GTL module de cisaillement transverse pour un comportement isotrope transverse

Formulation mixte (vitesse-pression) :

ph approximation du champ de pression

δph champ test associé au champ de pression

vh approximation du champ de vitesse

δvh champ test associé au champ de vitesse

[Krd] matrice de rigidité

[Kic] matrice d’incompressibilité

{F} vecteur des sollicitations extérieures

α paramètre de pénalité

[Kin] matrice pour le traitement de l’incompressibilité

k facteur de conditionnement de la matrice

[Ne] matrice des fonctions de forme élementaire

Nb fonction de forme associée au nœud bulle (fonction hiérarchique ou polyno-

miale)
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2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2 Difficultés et intérêt de la modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3 Revue bibliographique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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8 Grandes déformations des nappes : Formulation Lagrangienne 87

8.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

8.2 Formulation Lagrangienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

8.2.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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9.4.3 Méthode des multiplicateurs de Lagrange . . . . . . . . . . . . 128
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15 Réflexions autour de la validation 183

15.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
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A.4 Bilan énergétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218

A.4.1 Premier principe de la thermodynamique . . . . . . . . . . . . . 218
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5.5 Modèle de Kozeny : modélisation du milieu poreux à l’aide de pores iden-
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6.1 Évolution de la température (a) et du degré de réticulation (b) pour un
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mations logarithmiques : formulation corotationnelle. . . . . . . . . . . . . 109

8.9 Cas test pour la validation de la Formulation Lagrangienne Réactualisée -
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E.2 Compression des nappes suivant le modèle de Terzaghi . . . . . . . . . . . 233
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Introduction générale

Les matériaux composites résultent de l’association d’une matrice et de renforts qui en

se combinant, donnent un matériau hétérogène souvent anisotrope. L’intérêt de ces maté-

riaux réside principalement dans l’équilibre entre le gain de masse par unité de volume et

les performances de la structure. Contrairement aux matériaux traditionnels, les proprié-

tés mécaniques et physiques spécifiques (rapportées à la masse) des matériaux composites

peuvent être adaptées à la structure dans laquelle ils sont employés. Ainsi, il ne s’agit plus

seulement de choisir le matériau et la géométrie de la structure mais également de définir

l’organisation interne du matériau.

Les matériaux composites à matrice organique et à fibres de verre ou de carbone

trouvent de plus en plus d’applications dans la réalisation de pièces structurales de dimen-

sions diverses dans de nombreux secteurs industriels tels que l’aéronautique, la construc-

tion navale, l’automobile, l’industrie chimique, le bâtiment . . . . Dans ces secteurs, le rem-

placement des structures métalliques par les matériaux composites à été essentiellement

motivé par l’allègement. Les propriétés mécaniques obtenues sont égales voire même su-

périeures à celles des pièces métalliques, en particulier dans l’aéronautique où l’utilisation

de ces matériaux s’est imposée et ne cesse de crôıtre.

Les propriétés physiques et mécaniques des matériaux composites sont intimement

liées aux procédés d’élaboration utilisés. Ces procédés se scindent en deux grandes ca-

tégories. Les procédés par voie humide pour lesquels le mélange entre les renforts et la

matrice est réalisé dans le semi-produit dit (( pré-imprégné )) avant la phase de mise en

forme, et les procédés par voie sèche pour lesquels le mélange est réalisé par injection ou

infusion pendant la phase de réalisation et de mise en forme de la pièce finie ce qui réduit

de façon conséquente les coûts de stockage et permet une augmentation des épaisseurs de

nappes utilisées. De ces deux grandes catégories découlent une multitude de brevets et

d’acronomymes décrivant des procédés qui diffèrent principalement par la géométrie des

moules utilisés, le type de renfort ou de matrice, la chronologie du procédé, . . . . Aujour-

d’hui les fournisseurs de matériaux cherchent à promouvoir de nouveaux constituants et

1
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de nouveaux procédés permettant d’allier les performances des pré-imprégnés aux avan-

tages économiques des procédés par voie sèche. Actuellement les procédés par injection

de type RTM (Resin Transfer Molding) sont de plus en plus employés dans l’industrie.

Ils bénéficient d’une bonne mâıtrise et proposent une excellente alternative économique

aux pré-imprégnés habituellement employés dans les domaines hautes performances. Les

outils de conception et d’analyse de la phase de mise en forme sont bien mâıtrisés et

nombreux. Ils permettent une large diffusion industrielle de cette technique d’élaboration

(économique, polyvalente, . . .).

Parmi les nouvelles solutions technologiques, les plus prometteuses visent à élaborer

des structures composites en infusant une résine liquide à travers l’épaisseur de renforts

multiaxiaux secs. Deux principales technologies sont utilisées : des procédés employant des

films de résine solide (RFI : Resin Film Infusion) et des procédés pour lesquels la résine est

apportée au moyen d’un tissu drainant sous forme liquide (LRI : Liquid Resin Infusion).

L’industrialisation récente de ces procédés pose néanmoins quelques problèmes de qualité

et de mâıtrise des propriétés finales de la structure. Par ailleurs, les renforts multiaxiaux

NC2 développés dans le cadre des technologies par infusion par Hexcel Reinforcements mé-

ritent une attention particulière en raison de leurs bonnes propriétés mécaniques et leur

coût faible par rapport aux solutions traditionnelles. Afin de promouvoir des outils de

conception et d’aide à l’élaboration (de nature numérique et expérimentale) dans le cadre

de l’infusion de renforts NC2, une collaboration est née entre Hexcel Reinforcements et le

département Mécanique et Matériaux (MeM ) de l’École Nationale Supérieure des Mines

de Saint-Étienne (ENSM-SE ). A l’issue de cette collaboration, deux thèses ont permis

de mieux comprendre les différents mécanismes rencontrés dans les procédés par infusion.

Les travaux d’Elbouazzaoui (2004) ont proposé une première analyse de la perméabilité

transverse des nappes NC2 en régime transitoire et saturé. Un suivi de la réticulation

et des contraintes résiduelles et de service à l’aide de capteurs optiques insérés dans les

nappes sèches ont également permis une meilleure compréhension des phénomènes phy-

siques (Vacher (2004)).

Les mécanismes physiques rencontrés ici, mis en évidence lors de ces travaux et dans

la littérature, sont complexes. Ils nécessitent la mise en œuvre d’une analyse complète des

phénomènes multi-physiques (mécanique des solides, mécanique des fluides, thermique,

. . . ) afin de répondre aux difficultés rencontrées dans la mâıtrise des propriétés physiques

des structures finales (épaisseur, taux de fibres, . . . ) et donc de leurs propriétés méca-

niques. Cette modélisation complète devant permettre l’intégration d’un outil de calculs

et d’aide à la décision dans un logiciel de calcul. Dans ces circonstances, une nouvelle
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collaboration entre ESI-GROUP, éditeur de logiciel de calcul par éléments finis et le dé-

partement MeM de l’École Nationale Supérieure des Mines de Saint-Étienne est née dans

le cadre de la mise au point d’un outil complet de simulation des procédés par infusion.

Cette étude s’inscrit donc plus particulièrement autour de la modélisation et du déve-

loppement d’un logiciel de simulation numérique s’appuyant sur le logiciel de simulation

PAM-RTM TM, développé et commercialisé par ESI-GROUP. La présentation de ce travail

est divisée en quatre parties :

– La première partie est consacrée à la présentation du cadre de l’étude. Après une

introduction sur les matériaux composites et les nouveaux renforts multiaxiaux uti-

lisés dans le cadre de l’infusion, les procédés d’élaboration des matériaux composites

par infusion LRI et RFI sont présentés. Une revue bibliographique générale est en-

suite menée sur la modélisation des procédés par injection puis axée sur les procédés

par infusion. Un certain nombre de problèmes plus spécifiques sont analysés à cette

occasion. Des analyses plus précises sont notamment réalisées sur le couplage fluides

/ structures lors de l’infusion, les conditions aux limites aux interfaces, le problème

de conservation de la masse et les problèmes de suivi du front de fluide. A partir

de cette revue bibliographique, une analyse des besoins en terme de simulation est

réalisée. Après une coutre description des libraires PRO-FLOTTM1, la position de

l’étude est enfin définie et les objectifs clairement exposés.

– Dans la deuxième partie, une modélisation complète des procédés par infusion de

type RFI / LRI est proposée. Un premier chapitre est consacré aux différentes

hypothèses réalisées et à leur justification. Au cours de ce chapitre, une analyse

de l’échelle de la modélisation est présentée. Elle permet d’aboutir à deux modèles

macroscopiques pour l’étude des procédés LRI et RFI. Une étude détaillée des phé-

nomènes mécaniques est ensuite réalisée. Elle repose sur la description complète de

l’écoulement de la résine à l’intérieur et à l’extérieur de préformes, l’écoulement in-

terne étant lui même couplé à la compression des nappes de renforts. Cette analyse

mécanique est ensuite complétée par une étude des phénomènes thermo-chimiques.

Enfin, un dernier chapitre propose une synthèse des différents mécanismes et de leurs

interactions. A l’issue de ce chapitre une modélisation complète des procédés LRI

et RFI est proposée. Elle décrit tous les mécanismes de couplage thermo-mécano-

physico-chimique et l’ensemble des conditions aux limites spécifiques à ces deux

types de procédés.

1libraires à la base du solveur de PAM-RTM TM
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– La troisième partie composée de cinq chapitres décrit les principaux outils numé-

riques développés dans les libraires PRO-FLOTTM dans le cadre de l’intégration

des modèles d’infusion exposés dans la partie précédente. Un premier chapitre est

consacré à l’intégration d’un comportement mécanique non-linéaire en grandes dé-

formations pour décrire la déformation des préformes. Elle comprend à la fois la des-

cription de la formulation utilisée et la validation du modèle développé. Un second

chapitre décrit le traitement de l’écoulement incompressible de la résine à l’intérieur

et à l’extérieur des préformes. Une formulation mixte (( vitesse - pression )) basée sur

les éléments P1+/P1 ou P1-bulle/P1 choisis dans le cadre du traitement des équa-

tions de Stokes est décrite puis validée. Cette formulation est également appliquée

au traitement de l’écoulement dans le milieu poreux (équation de Darcy). Dans un

troisième temps l’intégration des formulations ALE et du modèle de Terzaghi est

décrite brièvement. Une analyse de la formulation ALE et de son intérêt dans le cas

d’un problème couplé est proposée puis le modèle de Terzaghi est validé analytique-

ment. Le chapitre suivant est consacré aux traitements numériques de la géométrie :

l’algorithme de remaillage pour le traitement de la disparition de la zone de résine

et l’implémentation d’une méthode pour le traitement de relations linéaires entre les

degrés de liberté (application de conditions normales ou tangentielles). Une brève

synthèse est enfin réalisée.

– La dernière partie de ce travail présente les premiers résultats obtenus dans le cadre

de simulations d’infusion. Une première analyse décrit l’interaction entre le fluide

et la structure (les nappes de renforts). Dans ce cas la zone de résine n’est pas re-

présentée. Une débit d’injection ou une pression constante est appliqué directement

sur les préformes qui se déforment sous l’action de la pression mécanique appliquée

par le sac à vide et de la pression de la résine à l’intérieur des pores (procédé proche

des techniques de type VARTM ). Les deux chapitres suivants sont consacrés aux

résultats numériques obtenus dans le cadre des procédés RFI et LRI. Pour chaque

simulation une description de l’algorithme de couplage entre les différents méca-

nismes physiques est proposée. Les critères de convergence sont clairement exposés

et les premiers résultats obtenus sont commentés. Enfin, les résultats expérimentaux

obtenus lors d’une première série d’essais dans le cadre de la qualification du mo-

dèle LRI sont présentés. A partir de ces premières constations expérimentales, une

réflexion sur les perspectives de validation est proposée.
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Chapitre 1

Les matériaux composites et leurs

procédés d’élaboration
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1.1 Les matériaux composites structuraux

1.1.1 Définition

Un matériau composite est constitué de l’assemblage d’au moins deux matériaux de

natures différentes, se complétant et permettant d’aboutir à un matériau dont l’ensemble

des performances est globalement supérieur à celui des composants pris séparément. Pour

les matériaux composites structuraux, i.e. participant à la rigidité d’une structure, le but

est donc d’élaborer des matériaux dont les propriétés, à masse égale, seront meilleures que

celles des matériaux classiques. Un matériau composite structural est toujours élaboré
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à partir de l’association de deux constituants de base, les renforts dont le rôle est de

fournir les principales propriétés mécaniques et dont la répartition et surtout l’orientation

dépendent des sollicitations mécaniques de la structure, et la matrice dont la principale

fonction est d’assurer le transfert de charge entre les renforts et de les préserver des

agressions extérieures. C’est également la matrice qui donne la forme finale de la pièce. A

ces deux composants principaux peuvent s’ajouter des additifs qui permettent de modifier

l’aspect, ou les caractéristiques du matériau : amélioration de l’adhérence entre les renforts

et la matrice, pigments de coloration, agents anti-UV, charges ignifugeantes, isolation

thermique ou acoustique . . . .

Les propriétés des matériaux composites résultent de celles de leur constituants, de

leur distribution et de leur répartition géométrique ainsi que de leur fraction volumique. A

la différence des matériaux (( classiques )), les caractéristiques mécaniques ne sont connues

qu’après fabrication du produit fini puisque le produit (la structure) est réalisé en même

temps que le matériau. Ceci constitue bien sûr un grand avantage, mais rend la conception

de structures plus complexe puisqu’il ne s’agit plus seulement de choisir le matériau et

la géométrie de la structure mais également d’en définir l’organisation interne. L’aspect

anisotrope du matériau constitue l’une des caractéristiques fondamentales des composites :

la possibilité de contrôler les propriétés souhaitées par une conception adaptée.

1.1.2 Les propriétés

Les composites à matrice organique représentent 99% des matériaux composites. Ils

sont constitués d’une matrice thermoplastique ou thermodurcissable et d’une structure

de renforts qui peut être en fibre de verre, de carbone, d’aramide ou encore naturelle. Il

existe également des matériaux composites à structures non organiques (métallique ou

céramique) dont la diffusion reste cependant marginale (Dopler et al. (1999)).

1.1.2.1 Classement des composites

Les matériaux composites sont généralement scindés en deux catégories ; les composites

(( Grandes Diffusion )) (GD) qui allient des coûts faibles à des caractéristiques moyennes

et s’emploient principalement pour des applications grandes séries (Plastics (2003), Plas-

tics (2002b), Plastics (2002c)) et les composites (( Hautes Performances )) (HP) dont les

propriétés de la structure autorisent leur emploi dans des structures travaillantes (Plastics

(2002a)).

Les composites (( Grande Diffusion )) possèdent des caractéristiques mécaniques

souvent inférieures à celles des matériaux de références tels que l’acier. Ils sont utili-
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sés principalement pour des raisons économiques et pour leur masse faible. Les procédés

employés pour la fabrication de ces composites (injection, pultrusion . . . ) permettent

d’obtenir des pièces de formes complexes en une seule opération. Ils conviennent donc aux

grandes séries et sont généralement à base de fibres de verre. Ils sont employés principale-

ment dans les applications non travaillantes pour l’industrie des transports (voir la figure

1.1-a) ou les biens d’équipement.

(a) (b)

Figure 1.1 – Exemple d’utilisation de composite GD, (a) Aston Martin V12 (Plastics

(2002c)) et HP, (b) Airbus A380.

Les composites (( Hautes Performances )) se caractérisent par des propriétés méca-

niques plus élevées que celles des composites GD en contrepartie d’un coût global plus

important en raison du prix des matériaux utilisés et des moyens de fabrication associés

(autoclave, RTM, . . . ). Ces matériaux sont utilisés dans des applications de pointe telles

que la Formule 1, l’aéronautique (voir la figure 1.1-b), les bateaux de compétition, les loi-

sirs, . . . . Historiquement, c’est dans le secteur de l’aéronautique que les composites HP ont

été les mieux rentabilisés, compte tenu des économies générées (carburant) et de la taille

des structures composites. Aujourd’hui l’utilisation des composites HP s’étend de plus

en plus en raison de l’évolution de la mâıtrise des techniques de conception de nouvelles

pièces composites. Ces dernières années est apparue la conception dite (( intégrale )) qui

consiste à minimiser le nombre de sous ensembles par une re-conception des produits en

utilisant la phase de cuisson comme phase d’assemblage (transmission de TGV développée

au laboratoire MeM en collaboration avec Gec Alsthom - Cerisier (1998)).

1.1.2.2 Les avantages

La principale caractéristique des matériaux composites par rapport aux matériaux

(( classiques )) réside dans l’anisotropie. Cette faculté doit être mise à profit par l’ingé-

nieur lors de la conception d’une nouvelle structure afin de réaliser un élément adapté aux
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sollicitations qu’il devra supporter. Un matériau composite n’existe pas sans son appli-

cation et inversement. Les matériaux composites sont par ailleurs légers avec des masses

volumiques comprises entre 1 et 3, 5 g/cm3 ; cette propriété est à l’origine de leur utilisation

dans l’industrie aéronautique et spatiale, et de leur emploi dans le cadre de l’allégement

des structures portantes. Cette association de la légèreté aux propriétés anisotropes nous

amène à définir un critère de comparaison : les caractéristiques mécaniques spécifiques

ou massiques c’est à dire les performances mécaniques des matériaux rapportées à la

masse volumique. Le tableau 1.1 indique que les modules spécifiques et les résistances

spécifiques des matériaux composites sont de une à six fois supérieurs à ceux des alliages

(( classiques )) ce qui signifie qu’une structure unidirectionnelle sollicitée uniquement dans

la direction des renforts pourrait être six fois plus légère qu’une structure fabriquée à l’aide

d’un alliage. Notons enfin que les coûts d’élaboration d’une structure composite sont très

intéressants. Leur structure permet souvent une simplification des pièces et l’intégration

de fonctions. Les procédés de fabrication associés sont souvent plus économiques que ceux

employés pour la mise en forme des métaux.

Caractéristiques mécaniques Acier Aluminium Carbone HR Verre R

métaux et matériaux composites 35 NCD 16 AU 4 SG résine époxyde résine époxyde

Masse volumique (kg/m3) 7 900 2 800 1 500 2 000

Module de Young (GPa) 200 72 130 53

Résistance à la rupture (MPa) 1850 500 1000 à 1300 2000

Module spécifique (MN m kg−1) 25 26 87 26, 5

Résistance spécifique (MN m kg−1) 0, 24 0, 18 0, 65 à 0, 85 0, 9 à 1

Cœfficient de dilatation linéique (̊ C−1)

- longitudinal 12 · 10−6 23 · 10−6 −0, 2 · 10−6 6 · 10−6

- transversal 12 · 10−6 23 · 10−6 35 · 10−6 31 · 10−6

Tableau 1.1 – Comparaison des matériaux composites et des métaux (Extrait des

(( Techniques de l’ingénieur )) A7790 Negrier et Rigal (1991)).

1.1.2.3 Les limites

En raison de contraintes de mise en forme, de liaison avec les autres pièce et de stabilité,

le gain de masse par rapport aux alliages métalliques se réduit à quelques dizaines de pour-

cent. Néanmoins, il reste avantageux pour toutes les applications où ce paramètre est très

important en particulier pour l’aéronautique, l’aérospatial, l’énergie et les transports, . . . .

Lorsque plusieurs directions sont renforcées et sollicitées, les caractéristiques spécifiques

diminuent fortement. Elles sont par exemple divisées par deux lorsque deux directions
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perpendiculaires sont renforcées. La présence de deux constituants conduit souvent à des

problèmes d’homogénéité de la structure et à l’apparition de zones sèches responsables

d’une forte dégradation des caractéristiques mécaniques. Ces zones sèches sont également

responsables de l’augmentation de l’absorption d’humidité (Jedidi (2004)) et induisent une

diminution de la résistance aux produits chimiques. Enfin, elles conduisent à une faible

résistance au délaminage entre les couches de renforts. L’apparition de ces zones sèches

étant étroitement liée au procédé de fabrication, l’un des objectifs est aujourd’hui de

mettre au point des procédés capable de les éliminer. Enfin, les températures de service

des matériaux composites structuraux actuels ne peuvent dépasser les 200̊ C, voire les

300̊ C compte tenu de la nature organique de la matrice.

1.1.3 La matrice

1.1.3.1 Propriétés

La matrice maintient les fibres entre elles en jouant le rôle de liant dans le composite.

Elle assure également le transfert de charge entre les renforts, tout en les maintenant

dans leur position et leur orientation. Enfin, elle protège le composite des agressions

extérieures et donne la forme désirée au produit final. Outre ces aspects intrinsèques, la

qualité d’imprégnation de la résine dans les renforts va jouer un rôle essentiel dans la tenue

mécanique du matériau composite. Pour obtenir des caractéristiques plus élevées, la résine

doit, dans sa configuration finale, occuper tous les espaces inter-fibres et présenter le moins

de bulles d’air possible. Pour réaliser cette imprégnation, la résine doit passer par un état

liquide puis être polymérisée et réticulée par activation thermique et / ou chimique qui va

fixer également les conditions d’utilisation de la structure et notamment la température

maximale de service. Cette réaction chimique et la température d’activation et de service

dépendent donc du type de résine employé et c’est tout naturellement que les matériaux

composites sont classés suivant le type de résine.

Il existe deux types de résine. Elles atteignent leur état solide par la création de liaison

au niveau des monomères lors du cycle de réticulation. Ces deux types se distinguent

par le niveau d’énergie des liaisons créées : le faible niveau énergétique des liaisons créées

au sein des thermoplastiques autorise la réversibilité de la structure polymère et donc

le recyclage alors que les thermodurcissables présentent une réaction de réticulation ir-

réversible. Les résines thermoplastiques sont économiquement intéressantes mais leurs

propriétés mécaniques et thermo-mécaniques sont faibles. Les températures d’activation

de la polymérisation sont de l’ordre de quelques centaines de degrés ce qui conduit à

des coûts matériels importants. Cette température d’activation conduit cependant à des

températures de service plus élevées que celles des composites à base de résines thermodur-
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cissables. Ces résines thermoplastiques sont essentiellement utilisés pour les composites

GD, mais actuellement des développements sont en cours chez Hexcel Reinforcements

pour proposer de telles résines pour les composites HP. Parmi les résines thermodurcis-

sables, les plus utilisées sont les résines polyesters. Notons également que les très bonnes

propriétés mécaniques des résines époxydes sont à l’origine de leur très large utilisation

pour les composites HP.

1.1.4 Les renforts

Les renforts apportent aux matériaux composites ses performances mécaniques (rigi-

dité, résistance à la rupture) et une partie de ses propriétés thermiques, électriques et

chimiques tout en offrant un gain de masse avantageux vis à vis des métaux. Les familles

de fibres sont variées. Elles peuvent être classées suivant leur nature, leurs propriétés ou

encore leur architecture.

1.1.4.1 Caractéristiques mécaniques

Les caractéristiques mécaniques des trois types de fibres les plus répandues dans le

domaine des composites hautes performances sont synthétisées dans le tableau 1.2. Ces

caractéristiques varient d’un fabricant à l’autre. Les fibres de carbone restent la référence

pour les renforts à fibres continues même si leur coût demeure relativement élevé par rap-

port aux autres fibres. Elles possèdent d’excellentes propriétés en traction et compression

tout en alliant une faible densité. Les fibres de verre sont très utilisées dans les composites

grande diffusion pour leur excellent rapport performances mécaniques/prix, même si leur

propriétés mécaniques restent faibles par rapport aux fibres de carbone. Les propriétés

mécaniques de ces fibres se dégradent fortement avec l’humidité. Enfin, les fibres d’ara-

mides possèdent des propriétés mécaniques similaires à celles des fibres de carbone pour

une densité légèrement inférieure (1, 5) mais surtout pour un prix 3 à 5 fois inférieur.

La plus connue est le Kevlar r© de DuPont de Nemours. Elles possèdent d’excellentes

propriétés d’absorption, de tenue au choc et de résistance à la fatigue mais en revanche

posent des problèmes d’adhérence à la matrice ce qui conduit à de mauvaises propriétés

en compression.

1.1.4.2 Propriétés thermiques

Une caractéristique importante des fibres est leur cœfficient de dilatation négatif ou

quasi nul dans le sens axial. Cette propriété peut être bénéfique ou nuisible selon le type

d’application. Associées à une matrice à cœfficient de dilatation positif, ces fibres vont

avoir tendance à créer des contraintes thermo-mécaniques néfastes au niveau des interfaces
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Caractéristiques mécaniques Carbone Verre Aramide

des fibres (HR) (E) (kevlar 49)

Masse volumique ρ (kg/m3) 1 750 2 600 1 450

Diamètre (µm) 5 à 7 10 à 20 12

Module de Young Ef (GPa) 230 73 130

Contrainte à la rupture σfu (MPa) 3000− 4000 3400 3600

Module spécifique Ef/ρ (MN m kg−1) 130 28 90

Contrainte spécifique σfu/ρ (MN m kg−1) 1, 71− 2, 29 1, 3 2, 48

Tableau 1.2 – Caractéristiques mécaniques des fibres de carbone, des fibres de verre (E)

et des fibres d’aramide (d’après Berthelot (2005)).

(Gigliotti (2004)). En revanche, en utilisant des arrangements de fibres judicieux il est

possible en théorie de fabriquer des matériaux présentant une dilatation nulle (Grosset

(2004)).

1.1.4.3 Les différents types d’architecture

Les fibres utilisées possèdent des diamètres très faibles. Pour simplifier la manipulation

des fibres, des semi-produits dans lesquels plusieurs milliers de fibres sont placées côte à

côte, selon des directions connues, sont utilisés. Cette orientation peut être réalisée à partir

de différentes architectures (voir figure 1.2) : les unidirectionnels (UD), les bidirectionnels

(tissé, tressé, . . . ) ou les renforts multi-axiaux. Les renforts sont donc commercialisés sous

forme de nappes qui peuvent être imprégnées de résine (pré-imprégnées) ou non (nappes

sèches) en fonction du procédé d’élaboration choisi (Cf. §1.2).

(b)(a)

(c) (d)

Figure 1.2 – Différents types de renforts : (a) nappe unidirectionnelle, (b) mat, (c) tissu,

(d) tissage tridimensionnel orthogonal.
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Les unidirectionnels (voir figure 1.2-a) présentent des performances mécaniques qui

dépendent du type de renforts (verre, carbone, etc . . . ) et autorisent des sollicitations

uniquement dans la direction des fibres. Les fibres peuvent se présenter sous forme de

bobine ((( Roving ))) ou peuvent être reliées par un fil fin ((( nappes ))). A partir de ces

nappes, des séquences d’empilements sont élaborés en fonction des propriétés mécaniques

attendues. Notons que les pré-imprégnés, produits semi-finis qui fournissent actuellement

les meilleures performances mécaniques, sont élaborés à partir d’uni-directionnels. Actuel-

lement, les coûts de manipulation et de conservation des uni-directionnels pré-imprégnés

conduisent à l’utilisation de renforts multi-directionnels. Les multi-directionels (voir figure

1.2-a, 1.2-b et 1.2-c) présentent des arrangements de fibres dans au moins deux directions

(tissus 2D : figure 1.2-c). Ils peuvent également être munis d’un renfort dans la direction

transverse (tissus 3D : figure 1.2-d). Le plus courant est le mat (voir figure 1.2-a) qui se

présente sous forme de fibres placées aléatoirement dans l’espace. La structure ne présente

pas de direction préférentielle (comportement quasi-isotrope). Les propriétés mécaniques

sont moyennes. Ils sont utilisés pour des structures non travaillantes. Les tissus (figure

1.2-c) permettent de répondre aux économies de manipulations mais également au ren-

fort dans les directions transverses par couture d’empilement de tissus 2D ou tissage 3D

(figure 1.2-d). Ils permettent une bonne mise en forme du renfort puisque la structure

autorise une déformation en cisaillement (nécessaire au drapage) sans détérioration. Ils

peuvent être imprégnés ou non et sont caractérisés par une ondulation des mèches appelé

embuvage. Ce phénomène provoque un désalignement des directions principales et donc

un amoindrissement des propriétés mécaniques. Pour répondre à ce problème de nouveaux

renforts multi-axiaux ont été développés.

1.1.4.4 Les renforts multi-axiaux

Les renforts multi-axiaux désignent des matériaux élaborés à partir de nappes unidi-

rectionnelles maintenues entre elles. Ce maintien est le plus souvent assuré par un fil de

couture. Ces renforts sont particulièrement adaptés à une utilisation dans les procédés

par voie sèche. Contrairement aux renforts tissés, ils ne présentent pas d’embuvage d’où

le nom de NCF (Non Crimped Fabrics) développé par Airbus et de NC2 (Non Crimped

New Concept) développé par Hexcel Reinforcements. Les NCF reposent sur une dépose en

continu de mèches contenant un faible nombre de fibres (3 000 à 24 000) qui sont ensuite

cousues à travers l’épaisseur. L’épanouissement des mèches reste assez limité compte tenu

du concept utilisé, ce qui implique une dégradation des caractéristiques mécaniques par la

présence de poches de résine entre les mèches (compression et cisaillement inter-laminaire ;

Drapier et Wisnom (1999)). Ces espaces inter-mèches permettent néanmoins de faciliter

l’écoulement de la résine lors de l’imprégnation (Drapier et al. (2002)). Enfin, le faible
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nombre de fibres par mèche rend ce produit relativement onéreux. Les NC2 sont élaborés

à partir de mèches contenant un très grand nombre de fibres (24 000 à 80 000) qui sont

épanouies (aplaties) puis juxtaposées de manière à former des nappes. Ces nappes sont

ensuite déposées en continu pour former le renfort multi-axial. Les nappes obtenues sont

très homogènes ce qui conduit à de bonnes caractéristiques mécaniques mais rend difficile

l’écoulement de la résine lors de la mise en forme. Bien qu’il soit nécessaire de mettre

en œuvre une étape supplémentaire dans la fabrication des NC2 ((( l’épanouissement des

mèches ))), le gain sur le coût total est de 20 à 30 % par rapport aux NCF. Le fil de couture

permet de faciliter l’infiltration de la résine dans le renfort (Drapier et al. (2002)) bien qu’il

soit à l’origine d’un désalignement des fibres qui reduit les caractéristiques mécaniques.

1.1.5 Cycle de pression température

Pour atteindre l’état final de la fabrication c’est à dire le durcissement de la résine il

est nécessaire que les deux constituants subissent simultanément un cycle de pression et

de température. Ce cycle est spécifique au système de résine et de durcisseur/accélérateur

et il est donné par le fournisseur. Le cycle de pression permet par ailleurs le dégazage c’est

à dire l’élimination des bulles d’air et des gaz volatiles résultant de la réaction thermo-

chimique. Un exemple de cycle de pression / température est donné sur la figure 1.3 pour

une résine époxyde.

Figure 1.3 – Cycle de cuisson pour une résine époxyde : (a) pression et température en

fonction du temps et (b) évolution correspondante de l’état de la résine thermodurcissable.
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1.2 Les procédés

Historiquement, les propriétés mécaniques les plus élevées étaient obtenues en utilisant

des renforts unidirectionnels pré-imprégnés en contrepartie de coûts élevés (main d’œuvre,

stockage, matière et matériel). Depuis la fin des années 80, les procédés par voie sèche, ont

permis de réduire considérablement ces coûts à condition d’utiliser des renforts secs tels

que les multi-axiaux. Aujourd’hui ces nouvelles solutions permettent d’égaler les propriétés

mécaniques obtenues avec les UDs pré-imprégnés. Les principales limitations concernent

les procédés de mise en œuvre. Ainsi de nombreux procédés sont sans cesse développés dans

l’industrie afin d’améliorer la qualité de l’imprégnation et de mâıtriser les caractéristiques

de la pièce finale.

1.2.1 Les procédés par voies humides ou pré-imprégnées

Les nappes et les tissus pré-imprégnés résultent de l’association de fibres et de résine

dans un état de polymérisation adapté à la mise en œuvre (drapage) mais aussi à sa

conservation. Ils présentent l’avantage d’un emploi commode et permettent de mâıtriser

facilement les propriétés du produit fini en particulier la fraction volumique de fibre. En

principe, une séquence d’empilement est réalisée puis la pièce est mise dans une cavité

sous vide puis dans une autoclave qui applique un cycle de pression / température (voir

paragraphe 1.1.5) propre aux pré-imprégnés utilisés. La pièce obtenue présente d’excel-

lentes propriétés mécaniques résultant d’une faible porosité, d’une fraction volumique de

fibre élevée et d’une répartition homogène de la résine. Mais cette qualité à un prix. Les

coût de stockage et de matière première sont très élevés. Ils seraient 40% moins importants

si la résine et les renforts étaient stockés séparement. A ces coûts s’ajoutent des coûts de

mise en œuvre et de matériel très importants.

1.2.2 Les procédés par voie sèche

L’apparition de ces procédés répond à un besoin de réduction des coûts à perfor-

mances identiques. Ils sont utilisés principalement pour la mise au point de composites

Hautes Performances dans les domaines de pointe tel que l’automobile, l’aéronautique, la

construction navale, les installations éoliennes, ... Il existe principalement deux grandes

familles de procédés desquelles découlent de nombreuses variantes. Les procédés par in-

jection consistent à injecter une résine liquide dans un moule rigide. Ces procédés sont

connus sous les acronymes RTM (Resin Transfer Molding), VARTM (Vacuum Assisted

Resin Transfer Molding) ou ICRTM (Injection Compression Resin Transfer Molding).

Pour répondre aux problèmes de remplissage rencontrés sur des structures de taille im-
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portante et dans une stratégie de réduction permanente des coûts, les procédés par infu-

sion font depuis une vingtaine d’années leur apparition. Ceux-ci sont plus connus sous les

acronymes VARI (Vacuum Assisted Resin Infusion), RIFT (Resin Infusion under Flexible

Tooling), SCRIMP (Seemann Composites Resin Infusion Molding Process), RFI (Resin

Film Infusion), LRI (Liquid resin Infusion), ... Il faut noter que de nouveaux procédés

sont sans cesse développés dans l’industrie des composites, même si les principes de base

restent identiques. Nous nous proposons de décrire ici brièvement les grands principes qui

sous-tendent les procédés actuellement les plus utilisés à savoir les procédés par injec-

tion type RTM puis les procédés par infusion LRI et RFI que nous nous proposons de

modéliser dans ce travail.

1.2.2.1 Le procédé RTM

Le procédé par injection RTM est apparu au début des années 1980. Après une étape

de préformage des renforts, les préformes sont placées dans un moule fermé muni d’une

ou plusieurs buses d’injection et d’un ou plusieurs évents (Barbero (1998)). La résine est

ensuite injectée à pression ou vitesse contrôlée puis un cycle de température est imposé

(voir figure 1.4). Il est également possible de créer un vide d’air grâce à l’évent (procédé

VARTM ). L’injection de résine a lieu dans le plan des renforts. Les pièces créées pos-

sèdent des formes complexes à deux faces lisses pour une épaisseur finale contrôlée. La

présence d’un moule rigide en deux parties peut entrâıner un surcoût mais induit des

temps de cycle courts et de faibles coûts de main d’œuvre pendant l’injection. Par ailleurs

les fractions volumiques de résine et de fibres sont très bien contrôlées. En revanche, il

est difficile d’atteindre un remplissage parfait du moule pour les pièces de grandes dimen-

sions. Ces difficultés de remplissage conduisent à une étude de la stratégie de placement

des points d’injection prenant en compte la variation de la viscosité de la résine pendant

le remplissage (Kang et al. (2000)).

préforme

pompe à vide
(VARTM)moule

injection de résine
vitesse ou pression constante

Figure 1.4 – Procédé RTM : Resin Tranfer Molding (Barbero (1998)).
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1.2.2.2 Les procédés par infusion LRI et RFI

Les procédés par infusion ont été mis au point ces dernières années afin de résoudre

les problèmes de remplissage liés au procédé RTM sur de longues distances et de réduire

les coûts de production. Ils consistent d’une manière générale à infuser la résine à travers

l’épaisseur des renforts plutôt que dans leur plan sous l’action d’une pression motrice

engendrée par le vide. L’idée de base de ces procédés était que des couches séparées et

alternées de fibres et de résine pourraient permettre aux bulles d’air de s’échapper pendant

le processus de cuisson et d’infusion en autoclave (Blest et al. (1999)). Cette technique

améliorée depuis, permet la production de structures épaisses et de bonne qualité, tout

en réalisant une économie par rapport aux techniques utilisant des pré-imprégnés et au

procédé RTM. Parmi eux, nous nous proposons de modéliser ici plus précisément deux

types de procédés regroupant l’ensemble des particularités des procédés par infusion : les

procédés LRI (Liquid Resin Infusion) et RFI (Resin Film Infusion). Les modèles ainsi

développés pourront aisément être appliqués dans le cadre de l’étude de nouvelles variantes

reposant sur le même type de mécanismes physiques.

Afin d’éviter toute confusion dans la suite, le vocabulaire suivant est employé. Les

préformes humides seront également qualifiées de nappes imprégnées et de stratifié. Les

préformes sèches seront successivement appelées réseaux de fibres et nappes sèches. Enfin

la zone de résine seule sera également qualifiée de zone purement fluide.

Principe : Le procédé RFI consiste à déposer les couches de fibres préformées au

dessus de la couche de résine solide (voir figure 1.5). Afin d’assurer une bonne finition

de la surface supérieure, une plaque perforée peut être placée au dessus de l’empilement

nappes / résine. Un tissu absorbant est éventuellement utilisé pour absorber l’excédent

de résine (généralement en fibre de verre). L’ensemble est ensuite isolé à l’aide d’un film

en plastique anti-adhésif, puis introduit dans un système permettant d’imposer un cycle

de pression (pompe à vide) et de température (autoclave ou table chauffante). Après

application du cycle de température, la viscosité du film de résine décrôıt provoquant

l’infusion de la résine à travers l’épaisseur des préformes sous l’action combinée du cycle

de pression et de température. L’infiltration et la consolidation (réticulation de la résine)

se déroulent en une seule et même étape (voir figure 1.5).

Plus récemment des techniques utilisant des lits de résine liquide ont fait leur appa-

rition (LRI ). Dans ce cas, la couche de résine est réalisée à l’aide d’un tissu drainant

fortement perméable et placé au dessus de l’empilement de fibres préformées (voir figure

1.6). La déformation du tissu drainant est supposée négligeable devant les déformations à

l’intérieur des préformes sèches et humides. Sa rigidité est très grande. Le différentiel de

pression entre l’arrivée de résine, située au niveau du drainant, et l’évent, situé sur la base
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sac à vide

film de résine

tissus de pompage

contre moule perforé

moule

préforme

mastic

pression

évent

Figure 1.5 – Procédé RFI : Resin Film Infusion (Qi et al. (1999), Han et al. (2003),

Antonucci et al. (2003) . . . ).

de la préforme, provoque l’infusion de la résine d’abord dans le drainant puis à travers

l’épaisseur des préformes sèches (voir figure 1.6).

contre moule perforé

Sac à vide

drainant

moule

préforme

mastic

pression

arrivée de résine

évent

Figure 1.6 – Procédé LRI : Liquid Resin Infusion (Williams et al. (1996)).

Remarques : des tissus d’arrachage fortement perméables peuvent être placés sur les

faces inférieures et supérieures des préformes afin d’obtenir de meilleurs états de surface.

Le contre moule est facultatif mais est souvent employé car il permet une répartition

homogène des épaisseurs et conduit ainsi à des fractions volumiques de fibres relativement

constantes.

Performances : L’infusion dans le sens transverse présente un double avantage. D’abord

en terme de temps de cycles puisque les pièces composites ont généralement des rapports

section sur volume très faibles. Les distances de parcours de la résine sont donc faibles par

rapport aux distances mises en jeu dans les procédés par injection classiques (RTM ). En-

suite, en terme de qualité de l’infusion puisque ces faibles distances de parcours impliquent

une meilleure dissociation des phases d’infusion et de réticulation de la résine. Ces pro-
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cédés permettent de produire des composites possédant de bonnes propriétés mécaniques

résultant d’une imprégnation homogène des renforts et de fortes fractions volumiques de

fibres (60% de fibres sous certaines conditions de températures et de pressions). Ils sont

relativement économiques par rapport au procédé RTM du fait de l’utilisation de moules

semi-rigides et du nombre limité de manipulations. Enfin, les problèmes de zones sèches

et de bulles d’air rencontrés dans les procédés par injection sur de longues distances sont

en grandes partie supprimés.

Les limites : D’une manière générale, malgré leurs concepts simples, les phénomènes

physiques mis en jeu dans les procédés par infusion sont relativement complexes. Le

contrôle de l’épaisseur et de la fraction volumique de fibres de la structure finale est

extrêmement délicat. La phase de mise au point de nouvelles solutions composites par

infusion est donc très coûteuse en terme de R&D. Elle repose essentiellement sur une ana-

lyse expérimentale du procédé puisqu’actuellement aucun outil analytique ou numérique

ne permet de prévoir les variations d’épaisseurs constatées. Cette absence de dispositif

de prédiction résulte d’un manque de connaissances au niveau des mécanismes régissant

l’interaction entre les différents constituants (la résine et les fibres) et les différentes zones

(la zone de résine seule et les nappes). A ce manque, il faut également ajouter les diffi-

cultés de caractérisation de certains paramètres du procédé notamment les viscosités, les

phénomènes de capillarités et surtout les perméabilités transverses.

1.3 Conclusion

Les avantages fournis par les procédés par infusion de type LRI ou RFI sont nombreux

et prometteurs, tant en terme de coût que de propriétés mécaniques finales des structures

composites. Cependant leur mâıtrise fait intervenir des phénomènes physiques complexes

qui rendent difficile la prévision simultanée des temps de cycle, des épaisseurs et des frac-

tions volumiques de fibres à l’aide des paramètres du procédé. Actuellement l’utilisation

de ces procédés est limitée aux secteurs de pointe de l’industrie tant la phase de mise

au point de nouvelles solutions est coûteuse. Sa migration vers des secteurs tels que les

transports ou l’énergie nécessite la mâıtrise rapide des conditions d’élaboration et des phé-

nomènes physiques régissant les différents mécanismes ainsi que leurs interactions, afin de

proposer et de fournir un outil permettant de prévoir les caractéristiques mécaniques et

physiques de la pièce obtenue en fin d’infusion. C’est à ce niveau que se situe l’intérêt

du développement d’un modèle multi-physique, puis d’un outil de simulation numérique

associé, pour l’étude des procédés d’élaboration des matériaux composites par infusion.
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Modélisation de l’infusion : État de
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2.1 Introduction

Les procédés par infusion proposent une forte réduction des coûts d’élaboration et

de mise en œuvre, tout en assurant des propriétés mécaniques aux moins égales à celles

des UDs pré-imprégnés et des procédés par injection (RTM, VARTM, . . .). Ils restent

néanmoins encore mal mâıtrisés et contrôlés. Actuellement, la prédiction du comportement

des préformes et de la résine lors de l’infusion à l’aide d’un modèle numérique n’est pas

satisfaisante. De nombreuses études tentent d’apporter des informations en découplant les

problèmes d’écoulement d’une part et de modification de la géométrie des renforts d’autre

part, mais ce découplage n’est pas représentatif du phénomène physique réel. Seule l’étude

d’un modèle général couplant tous les phénomènes mécaniques (solide et fluide) ainsi que

les phénomènes thermo-chimiques associés à la réticulation de la résine sous l’action du

cycle de température peut permettre de prévoir efficacement les propriétés physiques et

mécaniques de la structure composite en service. Une revue bibliographique des travaux

actuels sur la modélisation de l’infusion est présentée dans ce chapitre.
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2.2 Difficultés et intérêt de la modélisation

L’analyse des procédés par infusion permet de dégager un certain nombre de phéno-

mènes physiques que la modélisation devra prendre en compte. Actuellement le princi-

pal obstacle rencontré dans la modélisation de l’infusion concerne la prise en compte de

l’écoulement d’un fluide (la résine) dans un milieu poreux subissant de grandes déforma-

tions, notamment lors du tirage du vide. Dans la littérature, des études expérimentales

proposent d’étudier les interactions entre la résine et la déformation des renforts dans

le milieu poreux saturé. A partir de ces constatations expérimentales, des modèles em-

piriques ou semi-empiriques sont élaborés, mais ils restent limités à des résines et des

renforts multi-axiaux spécifiques et ne sont applicables que sous certaines conditions. Le

couplage entre l’écoulement de la résine et la déformation du milieu est d’autant plus

complexe que ces deux mécanismes interviennent alors que les préformes subissent de

grandes déformations et de grandes rotations (Drapier et al. (2005), Kelly et al. (2006),

. . . ). Par ailleurs, des essais mécaniques réalisés dans la direction transverse de préformes

sèches et saturées mettent en évidence un comportement fortement non-linéaire de l’em-

pilement de fibres sèches (Breard et al. (2004)). Lopatnikov et al. (2004) mentionnent

la présence de phénomènes irréversibles dans cette même direction mais ceux ci ne sont

pas pris en compte dans les modèles numériques ou analytiques actuels. En conclusion,

les déformations du renfort lors de l’infusion sont très rarement prises en compte par

manque de connaissance. Pourtant, elles sont nécessaires pour la compréhension et la pré-

diction des variations d’épaisseurs et des fractions volumiques qui vont par ailleurs agir

sur l’écoulement du fluide.

La modélisation ainsi que la simulation numérique des procédés par infusion consti-

tuent dans ce cadre un moyen efficace pour la mâıtrise de ces procédés compte tenu de

la complexité des phénomènes physiques mis en jeu, ainsi que de la spécificité d’une ana-

lyse expérimentale (analyse appliquée à un couple particulier de préforme et de résine).

Au delà de la mâıtrise des épaisseurs et des fractions volumiques de fibres, la simulation

numérique apporte également des outils efficaces pour la mâıtrise et l’optimisation des

temps d’infusion en agissant sur les paramètres du procédé. Par ailleurs, l’analyse numé-

rique permet de prévoir les concentrations résiduelles de contraintes et ainsi d’effectuer

des calculs de résistance mécanique bien plus précis sur des structures en service. Par

exemple Ruiz et al. (2005) étudient l’influence de la température, de la fraction volumique

de fibre et du degré de polymérisation de la résine sur les propriétés mécaniques d’un

composite (répartition des contraintes). Enfin, et c’est sans doute le principal intérêt de

cette modélisation, elle permet de remplacer la phase expérimentale de prototypage et de

test pour la mise au point de nouvelles solutions composites par une phase de pré-choix
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numérique industriellement peu coûteuse.

L’infusion apparâıt comme un problème très complexe à modéliser. Elle mêle des

problèmes mécaniques couplant à la fois des formulations en déplacement pour le com-

portement des nappes et en vitesse pour le comportement de la résine. Dans la suite de

ce chapitre nous allons décrire l’état de l’art concernant les trois principales difficultés

relatives à la mise au point d’un modèle multi-physique pour l’étude de l’infusion. Dans

un premier temps, l’interaction entre l’écoulement de la résine et la déformation des pré-

formes poreuses doit être prise en compte. Cette interaction concerne l’action mécanique

exercée par le fluide sur l’empilement de fibres et la prise en compte du déplacement et de

la déformation des nappes pendant l’écoulement. Les conditions aux limites à appliquer

aux frontières pour la prise en compte des conditions de couplage entre un écoulement à

l’intérieur et à l’extérieur des préformes constitue la seconde difficulté. Enfin, d’une ma-

nière générale, des problèmes de conservation de la masse au niveau du front de fluide

apparaissent lors des simulations d’injection (type RTM ). Ces difficultés numériques sont

liées aux méthodes employées (algorithmes de remplissage) et devront également être

résolues dans le cadre de l’infusion qui a priori reposera sur le même type d’algorithme.

2.3 Revue bibliographique

Cette analyse bibliographique de l’infusion présente les principaux problèmes physiques

rencontrés lors de l’élaboration de matériaux composites. Les difficultés relatives à la

caractérisation des propriétés physiques du matériau lors de l’infusion sont également

présentées puis mises en relation avec la mise au point d’un modèle multi-physique pour

la description de l’infusion. Enfin, les principales difficultés numériques associées à la prise

en compte des phénomènes physiques rencontrés sont exposées.

2.3.1 Les problèmes physiques rencontrés

La mise au point et l’analyse des procédés d’élaboration des matériaux composites par

voie sèche présentent des difficultés liées principalement à la présence d’un écoulement

lors de la phase de mise en forme. Ces difficultés concernent la formation de bulles d’air,

et donc de zones sèches, pendant l’infusion ou l’injection de résine, ce qui se traduit par

une moindre résistance mécanique locale en service. La mâıtrise des fractions volumiques

de fibres est également essentielle afin de prédire les caractéristiques mécaniques de la

structure. Actuellement la réponse à ces difficultés, d’un point de vue expérimental, re-

pose principalement sur des mesures de perméabilité (Elbouazzaoui (2004)) et de courbe

contraintes / déformation (Morel et al. (2002)). Des mesures à l’aide de capteurs optiques
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ont également été réalisées afin d’étudier les déformations lors du cycle de réticulation

puis lors d’essais mécaniques (Vacher (2004)). Ces simulations ont également permis de

proposer des méthodes de suivi du front de fluide (Antonucci et al. (2003)).

2.3.1.1 Les problèmes de remplissage et de bulles d’air

Les problèmes de remplissage se situent à deux niveaux d’échelles : l’échelle des micro-

pores à l’intérieur des torons (espaces intra-torons) et l’échelle des macro-pores consti-

tués essentiellement par les espaces inter-torons. Pour supprimer ces effets indésirables

principalement deux types de techniques sont utilisés. La première consiste à utiliser un

protocole expérimental adapté afin de réduire la formation de vide. Afendi et al. (2005)

proposent ainsi un dispositif basé sur un filtrage de la résine au moyen d’un film fibreux

et un dégazage afin d’éliminer la formation de micro/macrovides. La seconde technique,

consiste à agir sur la vitesse d’injection de la résine. En fonction de la vitesse du fluide,

les forces visqueuses induites seront plus faibles ou plus élevées que les forces capillaires

générées par les tensions de surfaces (Lee et al. (2006)). Si la vitesse du fluide est élevée,

les torons de fibres ne sont pas saturés. Les bulles d’air se forment à l’intérieur de ces to-

rons (voir figure 2.1-a). Au contraire, si la vitesse est faible les forces d’origine capillaires

augmentent localement la vitesse du fluide et les bulles d’air se forment dans les espaces

inter-torons (voir figure 2.1-b). Ces effets capillaires sont étroitement liés aux effets de

tensions de surface (voir figure 2.1-c). Les études de Ruiz et al. (2005) et de Lee et al.

(2006) proposent d’optimiser le débit d’injection afin de supprimer les écoulements relatifs

entre la résine à l’intérieur et à l’extérieur des torons et ainsi d’éliminer les formations

de micro et de macro vide. Lim et al. (1999) proposent un modèle mathématique afin de

prédire la dimension des vides à partir du nombre capillaire2.

2.3.1.2 La détermination de la perméabilité

Les mesures de perméabilité de renfort fibreux sont, à juste titre, très étudiées dans la

littérature. En effet, la connaissance de la perméabilité est essentielle pour une prévision

réaliste de la physique du procédé, donc des principales caractéristiques de la structure

composite (épaisseurs, fractions volumiques de fibres, . . . ). Une étude bibliographique

permet de scinder l’analyse de la perméabilité en deux catégories. Les analyses en régime

saturé et insaturé sont réalisées respectivement sur des préformes complètement impré-

gnées et en cours d’imprégnation. Les perméabilités sont alors obtenues en injectant les

relevés de pression et de débit directement dans des relations théoriques décrivant l’écoule-

2Nombre capillaire Ca = η v̄
γ cosθ avec η la viscosité du fluide, γ la tension de surface, v̄ la vitesse

superficielle ou macroscopique et θ l’angle de contact entre la résine et les fibres.
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aspiration

front amont(b) Fvisqueux<Fcapilaire

(a) Fvisqueux>Fcapilaire

mercure

eau

(c)

Figure 2.1 – Mécanisme de formation des bulles d’air en régime transitoire : (a) Fvisqueuse >

Fcapillaire, (b) Fvisqueuse < Fcapillaire (d’après Lee et al. (2006)) et (c) la capillarité .

ment dans le milieux poreux (par exemple la loi de Darcy ; Bréard et al. (1998)). D’autres

auteurs utilisent des relations semi-empiriques déterminées à partir de modèles théoriques

afin de proposer une mesure de la perméabilité : approche de Carman Kozeny (Charpen-

tier (2004)). Les phénomènes capillaires mis en évidence dans le paragraphe précédent

jouent un rôle prépondérant sur la perméabilité. La saturation du renfort devra donc

être prise en compte dans la détermination de sa perméabilité. Breard et al. (1999) puis

Michaud et Mortensen (2001) proposent ainsi de séparer la perméabilité en deux parties

(K = Keffective Krelative), la perméabilité effective Keffective i.e. la perméabilité me-

surée en régime saturé, et Krelative une grandeur comprise entre 0 et 1 dépendant du

niveau de saturation noté s. Les mesures réalisées en régime saturé et insaturé par Drapier

et al. (2005) sur des nappes de type NC2, indiquent de plus une forte dépendance de la

perméabilité transverse à la face d’injection. Cette différence est essentiellement liée à la

présence des trous de coutures. Dans cette étude, la perméabilité en régime saturé est

environ dix fois plus faible que la perméabilité en régime transitoire.

Pour conclure, le comportement au voisinage du front de fluide ne peut pas être décrit

par l’association d’une loi de Darcy avec une perméabilité effective. Les forces capillaires

agissant au niveau du front de fluide doivent également être prises en compte, par exemple

au moyen d’une perméabilité relative dépendant essentiellement du niveau de saturation.

2.3.2 Difficultés numériques

2.3.2.1 Écoulement dans un milieu poreux compressible

Une des principales difficultés rencontrée dans la modélisation concerne les conditions

de couplage entre l’écoulement de la résine et la prise en compte de la compression des

nappes. La compressibilité des préformes lors de l’infusion est liée à l’équilibre transitoire
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entre la pression appliquée par le sac à vide et l’action du fluide sur le squelette de fibres.

La distribution de pression et la mécanique de l’écoulement doivent par ailleurs prendre

en compte le changement de géométrie du domaine au cours du temps. Dans ce type

d’analyse, cette distribution de pression est principalement contrôlée par la perméabilité

qui dépend à la fois de la porosité des préformes (Park et Kang (2003)) et de leur degré de

remplissage ou saturation (Acheson et al. (2004)). La porosité, et par conséquent la frac-

tion volumique de fibres, est principalement une fonction de la déformation des préformes

et ainsi directement associée au comportement mécanique des préformes (Gutowski et al.

(1987), Morel et al. (2002) ...). D’un point de vue expérimental, ces interactions ont été

clairement établies dans la littérature où des déformations non négligeables peuvent être

mesurées (Drapier et al. (2002)) et dépendent à la fois du régime d’écoulement étudié

et des conditions aux limites appliquées (Morel et al. (2002)). Cependant, le manque de

connaissances relatives à la prise en compte de cette compressibilité conduit à l’utilisation

de simulations d’infusion de résines visqueuses dans des milieux non-déformables pour le

traitement de ce type de problème. Les modèles employés décrivent dans ces cas l’écou-

lement d’un fluide à travers un milieu poreux indéformable en utilisant par exemple la

loi de Darcy. Dans le but d’améliorer ces modèles simples, des approches plus ou moins

empiriques sont utilisées pour traiter le problème de la compression des préformes lors de

l’infusion.

Dans le cadre de la modélisation des procédés par infusion, les premiers modèles déve-

loppés par Loos et MacRae (1996) prennent bien en compte l’évolution de la porosité (et

donc de la perméabilité) avec la compaction du sac à vide mais n’intègrent pas l’action de

la résine sur la déformation des renforts. Les études de Preziosi et al. (1996) et Ambrosi

et al. (2002) proposent l’utilisation d’un modèle linéaire pour l’étude de l’injection d’une

résine visqueuse dans une préforme poreuse élastique pour des problèmes 1D. Ce modèle

simplifié est basé sur une modification des équations de conservation de la masse et de

la quantité de mouvement des phases fluides et solides. Plus récemment, certains auteurs

préconisent l’emploi d’un modèle de comportement de type Terzaghi, i.e. un modèle de

type Kelvin Voigt dans lequel la contribution de la partie liquide (la résine) sur la partie

solide (les préformes) est introduite via sa pression hydrostatique (Park et Kang (2003)).

Dans ce cas, une loi expérimentale est utilisée pour le comportement de préformes sèches.

Dans leur travaux, Deleglise et al. (2005a) s’intéressent à l’influence de déformations in-

duites ou forcées sur la distribution de pression pour des problèmes mono-dimensionnels

et comparent ces analyses à des résultats analytiques. Blest et al. (1999) proposent un

modèle 1D basé sur l’écriture des équations de conservation dans la résine, les préformes

et les préformes imprégnées pour des empilements alternés de films de résine solides et de

préformes. Le même type d’approche est proposé par Correia et al. (2005), dont les tra-
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vaux portent sur un modèle analytique pour l’infusion d’un domaine compressible et pour

lesquels l’analyse de la compressibilité repose sur un modèle de Gutowski dans la direction

transverse (Gutowski et al. (1987)). Globalement ces analyses restent unidirectionnelles

et ne sont de toute façon pas adaptées à l’intégration dans des solveurs industriels basés

sur la méthode des éléments finis. En effet, dans ces modèles, les équations de conser-

vation n’apparaissent pas clairement sous forme d’équation aux dérivées partielles de la

conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Elles sont présentées sous forme

intégrale et tiennent compte d’autres phénomènes thermo-physico-chimiques. Les mêmes

remarques peuvent être formulées pour les travaux de Kessels et al. (2006) concernant la

modélisation des procédés RIFT.

En revanche, les études de Joubaud et al. (2002) portent sur une analyse numérique

de l’effet de la compression des préformes humides sur la distribution de contraintes (pro-

cédé VARI ) et introduisent à cette occasion de nouveaux éléments finis ((( éléments de

Darcy )))3. La simulation numérique d’injections à partir de ces nouveaux éléments, per-

met de minimiser la formation de vide par optimisation des débits d’injection dans le

cadre de préformes compressibles (Trochu et al. (2006)).

D’une manière générale, les études actuelles sont principalement basées et formulées à

partir de constatations et approximations expérimentales. Elles utilisent par exemple des

lois semi-empiriques pour calculer la distribution de contraintes à l’intérieur de la préforme

humide. Bien que certaines références synthétisent de manière exhaustive les équations de

conservation pour des écoulement multi-phasiques (Schrefler et Scotta (2001)), les outils

numériques associés pour traiter le problème multiphysique fortement couplé ne sont pas

présentés.

En résumé, la modélisation et la simulation numérique d’un écoulement à l’intérieur

de préformes subissant de fortes déformations est étudié dans la littérature. Cependant,

les modèles proposés sont limités à des études mono-dimensionnelles, des matériaux spéci-

fiques et des conditions aux limites particulières. Il semble donc justifié, sur la base de ces

observations, de décrire d’une autre manière les interactions entre ces deux mécanismes à

savoir l’écoulement de la résine dans un milieu compressible d’une part, et d’autre part la

déformation proprement dite des préformes sous l’action du fluide à l’intérieur des pores

de ces préformes. Dans le cadre de nos travaux, l’utilisation conjointe du modèle de Ter-

zaghi pour le comportement des nappes et de la formulation d’Euler Lagrange Arbitraire

(ELA) pour le comportement du fluide sera utilisée. Ils seront présentés en détail dans la

deuxième partie de ce manuscrit. A cette première difficulté, viennent s’ajouter d’autres

types de problèmes lorsque l’écoulement se déroule également à l’extérieur des préformes.

3élément fini dit (( de Darcy )) intégré par ESI-GROUP dans le solveur de PAM-RTM TM pour la
simulation numérique des procédés de type VARI.
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Une condition supplémentaire doit alors relier le comportement mécanique d’une zone

purement fluide à celui de la zone de préforme, partiellement ou totalement saturée.

2.3.2.2 Couplage entre une zone purement fluide et le milieu poreux partiel-

lement saturé

Les conditions de couplage entre l’écoulement de résine à l’intérieur des préformes et

l’écoulement de la résine seule sont très peu étudiées dans la littérature. Elles se limitent

à des analyses expérimentales qui conduisent à la mise au point de modèles empiriques.

Actuellement, les modèles et simulations numériques d’infusion ne sont pas en mesure

de représenter la zone de résine seule. Cette zone est généralement remplacée par une

condition limite simplifiée de type pression constante ou débit d’injection au niveau de

la frontière (Park et Kang (2003)). Certaines études s’intéressent à la prise en compte

de la résistance à l’écoulement lors du remplissage et donc à l’évolution des conditions

équivalentes d’injection par une mise à jour des pressions ou des débits (Deleglise et al.

(2005b)). Dans ce type d’analyse la conservation du vecteur contrainte est vérifiée mais

la conservation de la masse n’est pas considérée, la résine étant apportée par une buse

d’injection.

Même si la condition de couplage entre les zones partiellement saturées et purement

fluide n’est actuellement pas étudiée dans la littérature dans le cadre de la modélisa-

tion des procédés d’élaboration des matériaux composites, certaines références relatives à

l’étude de l’écoulement dans les sols et au ruissellement de l’eau en surface proposent une

synthèse des conditions aux limites à appliquer pour satisfaire la continuité des équations

de conservations (Layton et al. (2003)). Ces conditions dites de Beaver-Jospeh-Shaffman

ont été présentées par de nombreux auteurs dans le cas de milieux poreux non déformables

(Jäger et Mikelic (2001), Rivière et Yotov (2005), . . . ). Dans ces approches, la continuité

des équations de conservation de la quantité de mouvement et de la masse est considérée.

En d’autres termes, la continuité du vecteur contrainte au niveau de l’interface, ainsi que

celle de la vitesse normale, doit être satisfaite. Cette condition de couplage introduit éga-

lement un facteur de glissement, i.e. une condition sur les vitesses tangentielles au niveau

de l’interface, qui doit être caractérisée par une analyse expérimentale (Porta (2005)).

En particulier, ce facteur de glissement jouera un rôle déterminant lorsque des courbures

seront introduites dans le modèle. Il est important de noter que la condition de couplage

dans sa formulation actuelle ne permet pas la prise en compte de la déformation du milieu

poreux lors de l’écoulement. Par conséquent, il est nécessaire d’étudier de manière plus

approfondie une nouvelle condition de couplage dans le cas des procédés d’élaboration

par infusion des matériaux composites. En parallèle, une caractérisation expérimentale

du facteur de glissement pour la condition en vitesse tangentielle devra être menée pour
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décrire plus précisément les effets de bords.

2.3.2.3 Couplage entre deux zones à forte différence de perméabilité

De plus en plus d’études sont réalisées afin de coupler des milieux à perméabilités

très différentes. Deux types d’applications sont visées par celles-ci. D’abord, l’utilisation

et l’analyse numérique de canaux d’écoulement préférentiel à perméabilité élevée (géné-

ralement appelés (( runner ))) permettant d’assurer une meilleur répartition des points

d’injections (Hammami et al. (1998) et Trochu et al. (2006)). Ensuite, la modélisation de

techniques par infusion de type LRI nécessite l’utilisation de tissus drainants à perméa-

bilité élevée. Les travaux de Diallo et al. (1998) indiquent une bonne corrélation entre

les résultats expérimentaux et les résultats numériques pour des couches de préformes de

perméabilités différentes. Néanmoins, lorsque les perméabilités sont très éloignées comme

dans le cas de l’association d’un drainant (perméabilité forte ≈ 10−3-≈ 10−6) avec un

renfort pour procédé LCM (perméabilité faible ≈ 10−12-≈ 10−14), les solveurs numériques

actuels ne permettent pas d’obtenir des résultats satisfaisants compte tenu des très forts

gradients d’échelles. Srinivasagupta et al. (2003) proposent dans ses simulations de struc-

tures (( sandwich )) quelques paramètres adimensionnels qui pourraient éliminer ces effets

mais ceux-ci sont appliqués à des rapports de perméabilités plus faibles (102).

2.3.2.4 Conservation de la masse et suivi du front de fluide

Au delà des aspects propres à l’infusion d’une résine dans une préforme, des pro-

blèmes de conservation de la masse subsistent même dans le cas d’injection de milieux

poreux de dimensions fixes. Ces difficultés sont principalement relatives aux algorithmes

de remplissage actuellement utilisés et donc à l’interface reliant le milieu poreux saturé et

les préformes sèches, i.e. le front de fluide. Pour appréhender le remplissage, par nature

transitoire, les logiciels de simulation par éléments finis actuels utilisent des algorithmes

itératifs où l’avancée du front de fluide se fait en deux temps (logiciels commerciaux : PAM-

RTM TM (( ESI-GROUP ))4 et RTMWorx (( PolyWorx ))5 ; universitaires : LIMS (Brouwer

et al. (2003)) (( Delaware ))6 et FE/CV code (Kang et Lee (1999)) (( SNU ))7). Pour une

géométrie donnée, une première étape consiste à déterminer un groupe d’éléments et un

temps de remplissage pour ce groupe. Le champ de pression dans ce groupe est calculé en

appliquant des conditions aux limites spécifiques (la pression ou le débit d’injection sur

la face d’injection et le vide au niveau du front de fluide). La seconde étape consiste à

4http ://www.esi-group.com/
5http ://www.polyworx.com/
6http ://www.ccm.udel.edu/
7http ://www.snu.ac.kr/engsnu/
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calculer, à partir du champ de pression précédent, les flux de résine au niveau du front

de fluide. A partir de ces flux, un temps de remplissage est associé à un nouveau groupe

contenant les éléments totalement saturés. L’algorithme est réitéré sur le nouveau groupe

jusqu’au remplissage complet de la géométrie discrétisée.

Actuellement deux types d’algorithmes sont utilisés. La méthode dite FEM/CV (Fi-

nite Element Method / Control Volume) utilisée dans la plupart des logiciels commerciaux

ou universitaires (LIMS, RTMWorx, . . . ), repose sur la construction de cellules de Voro-

nöı à partir du maillage éléments finis (Frey et George (1999), Okabe et al. (2000)). La

résolution du problème d’écoulement sur ce maillage donne un champ de pression. Ainsi,

chaque cellule de Voronöı est associée à un degré de liberté en pression qui permet le

calcul des flux entre les frontières du volume (Shojaei et al. (2003)). Associé au temps de

remplissage, ce flux permet ainsi de déterminer les nouveaux éléments remplis au cours de

l’itération suivante (Lim et Lee (2000), Advani et Bruschke (1994), . . . ). Des approches

en régime transitoire et en régime quasi-statique ont été proposées (avec prise en compte

ou non de la saturation). Bien que très utilisée, cette première méthode ne permet pas de

satisfaire de manière précise la conservation de la masse. Les erreurs rencontrées dans les

problèmes 2D et 3D sont principalement dues à l’association d’une pression constante à

un volume de contrôle (cellule de Voronöı). Par conséquent, lorsque les flux sont calculés

à travers les frontières de ces volumes, ils conduisent à une mauvaise estimation du rem-

plissage des nouveaux éléments (Joshi et al. (2000)). En particulier, une diminution de

l’erreur est constatée lorsque le maillage est raffiné.

Pour résoudre les problèmes rencontrés et améliorer la conservation de la masse, un

certain nombre de méthodes basées sur des pré-traitements ou des méthodes de résolution

différentes ont été présentées. Lin et al. (1998) proposent une intégration implicite des

équations en introduisant la saturation dans le problème élément finis. Bien que promet-

teuse, cette approche se heurte rapidement au manque de connaissances et de données

expérimentales pour relier et déterminer une loi couplant la saturation et la pression. Plus

récemment, Joshi et al. (2000) ont mis au point une méthode basée sur un tri des éléments,

puis une vérification du bilan de masse à l’intérieur de chaque élément saturé de manière

à redistribuer l’excédent de fluide. Ces méthodes restent cependant très coûteuses d’un

point de vue numérique puisqu’elles nécessitent des pré ou post-traitements. La méthode

proposé par Garcia et al. (2003) utilise une équation de transport, pour l’évolution de la

saturation. Cette équation est basée sur des principes conservatifs adaptés à des grilles

fixes mais doit être modifiée lorsque des grilles mobiles seront considérées. La méthode

des éléments non-structurés, introduite par Trochu et al. (1997) dans LCM FLOT puis

dans PAM-RTM TM par le biais des librairies PRO-FLOTTM, propose une alternative à

la méthode FEM/CV. Dans ce cas, la construction de volume de contrôle par la méthode
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des cellules de Voronöı n’est plus nécessaire puisque le volume de contrôle est associé à

l’élément fini. En revanche, le champ de pression obtenu par une approximation de type

non conforme n’est plus continu sur la frontière de l’élément (la continuité est assuré au

nœud). Néanmoins, la méthode permet une meilleure conservation de la masse puisque

les flux sont calculés à partir des gradients de pressions connus au centre de chaque face.

Quelle que soit la méthode utilisée pour traiter le remplissage, il n’est pas possible

d’appliquer directement les conditions aux limites sur le front de fluide puisque celui ci

est localisé à l’intérieur des éléments. Kang et Lee (1999) proposent un raffinement du

front de fluide avec un déplacement des nœuds des éléments situés au niveau du front

de fluide sans toucher à la dimension générale du problème, i.e. le nombre de degré de

liberté reste constant. Bechet et al. (2003) proposent de la même manière une méthode

adaptative reposant sur un remaillage du front de fluide au cours du remplissage.

La méthode X-FEM (Extended Finite Element Method) ou Level Set pourrait égale-

ment être adaptée au suivi du front de fluide (Simone (2003)). Cette méthode propose une

gestion des discontinuités à l’intérieur d’un maillage éléments finis à l’aide d’une partition

de l’unité locale (Belytschko et al. (2003)). Dans ce cas à partir d’une équation de trans-

port (problème de convection résolu par exemple à l’aide d’une approximation de Lesain

Raviart - Fortin et al. (1995), Abbès et al. (1999) et Bird et al. (2002)) ou de l’algorithme

actuel de remplissage (filling) basé sur la méthode des volumes de contrôle FEM/CV, le

front de fluide est localisé et les éléments situés au niveau du front de fluide sont enrichis.

Les conditions aux limites relatives au front de fluide sont appliquées de manière précise

à l’intérieur même des éléments finis du maillage par la méthode X-FEM.

Sur la base de ces observations, une nouvelle méthode permettant de traiter plus

efficacement la conservation de la masse devra être proposée. Cette nouvelle méthode

sera d’autant plus nécessaire que parallèlement à l’écoulement, la déformation du milieu

poreux devra être prise en compte.

2.4 Conclusion

Cette brève revue bibliographique fait apparâıtre assez peu d’informations quant à

la mise au point de modèles numériques pour le traitement de l’infusion. Cependant, au

regard des études expérimentales menées dans ce domaine, ainsi que de l’étendue des

applications qui pourraient utiliser ce type de techniques d’élaboration, la mise au point

d’un tel modèle est nécessaire à une utilisation plus large des procédés par infusion.

Actuellement la modélisation se heurte à un certain nombre de difficultés que nous

avons mises en évidence dans ce chapitre. Elles concernent principalement le traitement

de l’écoulement de résine dans un milieu compressible à perméabilité variable. A ces
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problèmes, il est également nécessaire d’ajouter un manque de connaissance dans la des-

cription des mécanismes et des conditions de couplage entre des zones purement fluide et

un milieu poreux partiellement saturé.

Un certain nombre de difficultés tout aussi importantes, d’ordre beaucoup plus nu-

mérique et technique n’ont pas été présentées dans ce chapitre. Elles feront l’objet d’une

description détaillée lors de leur traitement et de la mise en place du modèle afin de

ne pas perdre le lecteur dans des considérations purement numériques : traitement de

l’incompressibilité, traitement des non-linéarités, etc . . . .
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3.1 Analyse des besoins

Pour le traitement des procédés par infusion, deux grands problèmes doivent être

considérés : le traitement de la mécanique des fluides associée à la résine et de la mécanique

des solides associée aux préformes, et le traitement de la thermo-physico-chimie associée

à la réticulation de la résine et aux transferts de chaleur. Dans ce chapitre, nous nous

intéressons aux outils nécessaires dans le cadre du développement d’une modélisation

complète de l’infusion. Cette description reste générale, dans le sens où les différents

aspects techniques relatifs à ces outils ne sont pas décrits. En d’autres termes, seule une

analyse des fonctionnalités logicielles nécessaires est effectuée à partir des observations et

des conclusions de l’étude bibliographique précédente.

3.1.1 Modélisation du comportement des préformes

La littérature fournit très peu d’informations à propos du comportement des pré-

formes. A notre connaissance, la compressibilité des préformes n’a actuellement jamais
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été étudiée numériquement quel que soit le régime d’écoulement (insaturé ou saturé).

Seules quelques informations expérimentales sont données au niveau du comportement

de préformes sèches (Bickerton et al. (2003)) et saturées (Gutowski et al. (1987)). Une

formulation du comportement mécanique des nappes en grande déformation est donc né-

cessaire. Cette formalisation de la compressibilité doit prendre en compte le caractère

anisotrope du comportement des préformes. Elle doit permettre de prédire l’évolution de

la porosité et de la perméabilité effective des renforts, c’est à dire leur perméabilité en

régime permanent.

3.1.2 Modèle d’écoulement dans un milieu poreux compressible

Seule une formulation générale d’un modèle d’écoulement dans un milieu déformable

peut permettre d’implémenter un modèle multi-physique 2D voire 3D dans un code par

éléments finis. Actuellement, les formulations mono-dimensionnelles dans l’épaisseur des

préformes, présentées dans l’étude bibliographique précédente, nécessitent le développe-

ment d’élément finis particuliers, comme par exemple les éléments de Darcy développés

dans PAM-RTM TM. La formulation proposée doit être générale, c’est à dire adaptée à

n’importe quel type de perméabilité afin de modéliser le comportement à perméabilité

forte du drainant et le comportement à perméabilité faible des préformes, et doit aussi être

exprimée dans le cadre d’une analyse transitoire générale. Ce n’est que lors du traitement

numérique du modèle que certaines hypothèses seront effectuées (régime quasi-statique,

prépondérance des forces d’inerties, masses volumiques constantes, perméabilités effec-

tives, approches en régime saturé . . . ).

3.1.3 Modèle d’écoulement dans une zone libre

La prise en compte d’un film de résine nécessite une formulation d’un problème d’écou-

lement à l’extérieur des préformes. Ce type de formulation n’est pas classique. La litté-

rature indique des difficultés numériques spécifiques à des formulations de ce type (for-

mulation vitesse-pression Arnold et al. (1984)). Par ailleurs, cette formulation devra être

couplée au modèle d’écoulement utilisé pour décrire l’écoulement dans le milieu poreux.

Les conditions de couplage entre ces deux zones devront être analysées. Notons que l’écou-

lement dans la zone purement fluide interviendra en même temps que sa disparition dans

le cas du procédé RFI.
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3.1.4 Gestion de l’évolution des domaines

Lors de l’infusion de la résine à l’intérieur des préformes, la zone de résine seule va

disparâıtre progressivement. Une technique adaptée devra donc être employée afin de

prendre en compte l’évolution de cette zone. Plusieurs méthodes sont envisageables dans

l’hypothèse de l’utilisation de la méthode des éléments finis. Soit les éléments employés

pour décrire le comportement de la résine et des préformes sont identiques. Dans ce cas

une méthode permettant de gérer le déplacement de la frontière entre ces deux zones

doit être employée (par exemple la méthode des éléments discontinus X-FEM ou une

méthode de raffinement du maillage). Soit les éléments sont différents. Dans ce cas le

nombre d’éléments employés dans la zone devra évoluer à l’aide d’une procédure externe

de remaillage.

3.2 Démarche adoptée et objectifs

Le but de ce travail est de fournir une modélisation générale de l’infusion d’un fluide

thermo-réactif dans un milieu poreux déformable. L’étude ainsi proposée vise à fournir des

outils numériques adaptables dans le cadre de la modélisation des procédés LRI et RFI,

mais également de tout procédé par infusion dérivant de ces deux brevets actuellement

considérés comme représentatifs de deux grandes familles d’infusion, i.e. les infusions

pour lesquelles la couche de résine est apportée par un drainant et celles pour lesquelles

un film de résine solide est utilisé. Ce modèle doit également pouvoir être adapté dans

d’autres domaines d’activité pour lesquels des phénomènes d’infusion interviennent. Le

modèle que nous proposons ici est ainsi construit de manière systématique en intégrant

toutes les interactions entre les différents constituants directement dans les équations de

conservation de la masse et de la quantité de mouvement, comme par exemple dans les

modèles d’écoulement en milieu poreux bi-phasique développés par Schrefler (2001). Ce

modèle est mis en place dans la partie II de ce manuscrit.

Une étude précise des solutions logicielles pré-existantes pour modéliser l’infusion, se

révèle infructueuse, compte tenu du caractère très novateur du procédé par rapport aux

solutions pour la modélisation des procédés par injection très bien mâıtrisées et utilisées

depuis de nombreuses années. Dans le cadre d’un partenariat entre l’École des Mines de

Saint-Étienne et la société ESI GROUP, le choix s’est donc porté sur PAM-RTM TM8. Ce

logiciel développé en grande partie sur la base du solveur PRO-FLOTTM lui même basé

sur le solveur LCM-FLOT développé à l’École Polytechnique de Montréal en 1998 a été

8ESI GROUP : http ://www.esi-group.com/ : Logiciel dédié à la simulation numérique des procédés
Resin Transfer Molding (RTM ), Vacuum Assited RTM (VARTM ) et Vacuum Assisted Resin Infusion
(VARI ) (Brouwer et al. (2003))
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choisi pour au moins deux raisons (voir la documentation de PAM-RTM TM ESI (2004)).

D’une part l’utilisation d’une librairie développée en C++ au niveau du solveur ce qui en

fait un code fortement modulable du fait de l’orientation objet des librairies (documenta-

tion C++ : Stroustrup (2003)). Les modifications qui pourront lui être apportées seront

plus facilement transportables et la mise à disposition de librairies est bien plus simple

que celle de sources. D’autre part, l’utilisation d’un code industriel apporte une garantie

et un savoir-faire quant aux modèles déjà implémentés. Par ailleurs, le choix d’un logiciel

dédié à la simulation des procédés de mise en œuvre par injection / infusion, par rapport

à une solution commerciale beaucoup plus généraliste (SystusTM, AbaqusTM, . . . ) est en

partie liée à la présence d’un certain nombre d’outils numériques intéressants particulière-

ment au niveau des algorithmes de remplissage (algorithme de (( filling ))). Ici, bien que les

approches soient différentes, ce type d’algorithme doit certes être modifié mais est réuti-

lisable en grande partie. Actuellement, le remplissage s’effectue à l’aide d’une succession

de pas quasi-statiques permettant de calculer, à partir d’un champ de pression, le flux au

niveau du front de fluide et un temps de remplissage pour de nouveaux éléments. Ainsi,

de proche en proche, le remplissage total de la structure est obtenu. C’est l’approche que

nous utiliserons aussi dans nos travaux.

Les développements universitaires dans ce logiciel se déroulent principalement à l’École

Polytechnique de Montréal dans l’équipe de M.Trochu9, à l’École Nationale Supérieure des

Mines de Douai10 et à l’École Nationale Supérieure des Mines de Saint-Étienne11. Sur la

base des observations précédentes, relatives au besoin du logiciel de simulation utilisé, il

est évident que la modélisation de l’infusion dans ce logiciel nécessitera le développement

d’un certain nombre d’outils numériques et de formulations qui seront détaillés dans la

partie III de ce rapport.

9École Polytechnique de Montréal : http ://www.polymtl.ca/
10École Nationale Supérieure des Mines de Douai : http ://www.ensm-douai.fr/
11École Nationale Supérieure des Mines de Saint-Étienne : http ://www.emse.fr/
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Dans la première partie de ce manuscrit nous avons mis en évidence la complexité des

phénomènes physiques intervenant lors de l’infusion d’une résine thermo-réactive dans une

préforme déformable. La modélisation des procédés par infusion va conduire à un modèle

fortement couplé constitué d’un problème mécanique correspondant à l’écoulement de la

résine à l’extérieur et à l’intérieur de nappes poreuses compressibles (originalité princi-

pale des procédés par infusion par rapport aux procédés par injection), et d’un problème

thermo-physico-chimique relatif à la résolution couplée de la continuité thermique et de la

physique de la réticulation. Dans cette seconde partie, nous nous limitons à une descrip-

tion exhaustive des différentes caractéristiques des modèles développés et proposés dans

le cadre de la modélisation de l’infusion pour les procédés LRI et RFI. Les différents ou-

tils numériques employés dans l’approche éléments finis correspondante seront décrits de

manière plus précise dans la troisième partie de ce manuscrit. Cette description générale

de l’infusion doit servir de base à l’élaboration de nouveaux algorithmes dans le cadre de

l’utilisation de nouvelles techniques par infusion. Dans ce premier chapitre, une description

de la stratégie de modélisation adoptée dans le cadre de l’infusion est présentée.
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4.1 Échelle de la modélisation

L’une des principales caractéristiques associée aux matériaux composites, à leur mise

en forme, et donc à la modélisation des procédés d’élaboration, est la forte hétérogénéité

de la structure. En particulier, les préformes humides sont constituées d’un mélange d’au

moins deux matériaux : l’empilement de fibres et la matrice. La première étape de ce travail

consiste donc à choisir une description des mécanismes physiques parmi les approches

micro/mésoscopiques d’une part (échelle spécifique aux fibres et à la matrice) et l’approche

macroscopique d’autre part (choix d’un volume représentatif pour le milieux hétérogène).

Par conséquent, soit le comportement de l’empilement de fibres et de la résine est étudié

séparément en affectant des modèles locaux thermiques et mécaniques aux fibres et à la

résine, soit une description globale du comportement est réalisée en affectant des modèles

(( macroscopiques )) au mélange fibres / résine.

4.1.1 L’approche micro/mésoscopique

Lorsqu’elle peut être envisagée, l’échelle des constituants fournit une caractérisation

précise du comportement des différents composants d’un milieu hétérogène. L’utilisation

d’une telle approche dans un contexte industriel est souvent difficile et mal adaptée.

En effet, la mise en données et la description géométrique d’une structure complète par

un modèle microscopique est très longue et numériquement très coûteuse (Bechtold et

Ye (2003)). Bien que les nappes puissent être modélisées par la répétition d’un motif

élémentaire et la résine comme un milieu homogène, cette caractérisation nécessite des

traitements statistiques très difficiles à mettre en œuvre. Hormis les aspects purement

géométriques, ce type d’approche nécessite une caractérisation des mécanismes physiques

relatifs aux comportements des fibres et de la résine (mécanique et thermique) ainsi qu’une

connaissance et une mâıtrise des phénomènes physiques régissant le contact entre la résine

et les renforts d’une part et le contact entre les faisceaux de fibres pendant la compression

d’autre part. En dehors des aspects relatifs à la mécanique du contact (Chamoret (2002)),

ces phénomènes sont contrôlés et régis par des mécanismes complexes faisant intervenir

du frottement (Johnson (2004)), des phénomènes de mouillabilité (cœfficients de tension

de surface - Michaud et Mortensen (2001)), des écoulements par capillarité (Verrey et al.

(2006)), etc . . . . Il faut enfin signaler que le temps de calcul associé à de tels modèles

les rendent inexploitables dans un contexte industriel pour la mise au point de procédés.

L’apport de la simulation numérique n’est alors plus aussi pertinent en terme de coût et

de délais devant les solutions expérimentales de tests sur prototypes.
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4.1.2 L’approche macroscopique

A travers une approche à l’échelle de la structure, l’objectif n’est pas de connâıtre

le comportement intrinsèque des fibres et de la résine mais leur comportement macro-

scopique ramené à un volume représentatif. Ce volume représentatif est constitué d’un

mélange d’air, de résine et de fibres. Introduisons dès à présent la porosité φ du volume,

i.e. le rapport entre le volume de pores et le volume total, et la saturation s, i.e. le rapport

entre le volume de résine et le volume libre (volume occupé par la résine et l’air). D’un

point de vue industriel ce type d’approche conduit à des coûts de description de modèles

analytiques ou numériques fortement réduits, l’hétérogénéité de la structure étant partiel-

lement supprimée. Les temps de calculs associés à ces nouveaux modèles deviennent eux

aussi beaucoup plus intéressants pour une même structure.

L’élaboration d’un modèle macroscopique présente principalement deux étapes. En

premier lieu, il s’agit de déterminer un modèle de comportement macroscopique pour la

description des phénomènes physiques associés à chaque constituant. Ici, dans la zone de

nappes imprégnées, il convient de décrire l’écoulement de la résine en même temps que la

déformation des nappes dans lesquelles elle s’écoule. Parallèlement, une description et une

détermination des paramètres et propriétés mécaniques et thermo-physico-chimiques doit

être effectuée. Ces propriétés macroscopiques sont souvent difficilement accessibles, dans

la mesure où elle dépendent de propriétés locales (microscopiques) et de (( phénomènes

cachés )). Elles sont souvent représentées par des lois semi-empiriques (par exemple la

perméabilité : Charpentier (2004)) ou en utilisant des résultats de théorie de l’homogénéi-

sation (par exemple les propriétés thermo-chimiques du mélange de fibres et de résine :

Hassanizadeh (1983a)).

4.1.3 Discussion

Récemment de nouvelles approches mêlant des aspects micro/mésoscopiques et ma-

croscopiques sont apparues. Plus connues sous le nom de modélisations (( multi-echelles )),

elles visent à fournir une description plus précise des phénomènes physiques rencontrés.

Ces approches rendent compte de l’influence de phénomènes microscopiques sur le com-

portement macroscopique d’un constituant, ou inversement de l’action d’un mécanisme

macroscopique sur des propriétés microscopiques. Concernant le premier type de phéno-

mène, hormis les problèmes relatifs à la détermination de la perméabilité, nous pouvons

citer les effets de la capillarité (Han et al. (2003), Sevostianov et al. (1999)). Dans ces

études, les effets capillaires sont prépondérants devant les pressions créées et imposées

par le vide. La configuration microscopique du milieu est alors utilisée pour estimer la

pression capillaire. Réciproquement, des analyses inverses peuvent permettre d’étudier et
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d’optimiser l’écoulement (Lim et al. (1999)) et la formation de macro/micro vides (Ruiz

et al. (2005)) c’est à dire de zones sèches dans les préformes. Ces problèmes de forma-

tions de bulles d’air sont directement reliés aux effets capillaires. Dans ces analyses, la

vitesse d’injection de la résine (paramètre macroscopique relatif à l’écoulement) est com-

parée aux tensions de surfaces (grandeurs microscopiques) afin d’optimiser la formation

de vides microscopiques et macroscopiques en agissant sur la vitesse d’injection. Au delà

de l’optimisation, ces approches permettent de prévoir la répartition de micro/macrovides

et de localiser les zones fragiles de la structure finie.

Ces approches microscopiques et multi-échelles sont utilisées pour décrire des phéno-

mènes bien contrôlés dans le cadre de la modélisation des procédés par injection pour

lesquels les effets non-linéaires (non-linéarités géométriques et comportementales des pré-

formes) ne sont pas présents. En ce qui concerne la modélisation de l’infusion dans un

contexte industriel, les différents mécanismes n’ont pas encore été clairement identifiés.

L’approche macroscopique est donc choisie, bien que certains paramètres matériaux ma-

croscopiques, notamment les perméabilités, restent encore mal mâıtrisés (Ferland et al.

(1996), Breard et al. (1999), Drapier et al. (2002)). Dans le futur et au delà du tra-

vail présenté ici, parallèlement à un accroissement des capacités de calculs, une meilleure

connaissance des différents phénomènes physiques permettra la description de mécanismes

microscopiques et ainsi une amélioration des analyses macroscopiques.

4.2 La modélisation des procédés LRI et RFI

D’une manière assez intuitive, et compte tenu de la description des procédés RFI

et LRI présentés dans le chapitre 1.2.2.2, nous adoptons les modèles macroscopiques

présentés respectivement sur les figures 4.1 et 4.2 pour les procédés RFI et LRI.

Dans les deux cas, un découpage en trois zones séparées par des frontières mobiles est

réalisé. Ce découpage s’inspire en partie des travaux réalisés par Blest et al. (1999), Joshi

et al. (1999), Kim et al. (2003) et Wang et Dong (2003). Dans chacune de ces zones, un

modèle macroscopique devra décrire le comportement de chaque constituant (la résine ou

l’empilement des nappes). La zone de résine seule, correspondant au film de résine (RFI )

ou à l’association drainant / résine (LRI ), alimente lors de l’infusion les nappes sèches

qui disparaissent en fin d’infusion, au profit du mélange nappes / résine, à condition qu’il

y ait suffisamment de résine. Au niveau des frontières mobiles séparant les trois zones,

des conditions aux limites doivent assurer la continuité ou la discontinuité des champs de

pression, de vitesse, de température et de déplacement et rendre compte des conditions

de couplages entre les zones.

Les figures 4.1 et 4.2 présentent également les conditions aux limites appliquées natu-
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PRÉFORME

PRÉFORME + RÉSINE

RÉSINE

Condition limite en
Temperature

Condition limite de
type solide

Condition limite de
type fluide

Pimp

Timp

vimp = 0

pimp = 0 / pimp = patm

uimp = 0

Figure 4.1 – Modélisation adoptée pour le procédé RFI. Découpage en 3 zones : résine

seule, préformes imprégnées et préformes sèches et conditions aux limites associées.

PRÉFORME

PRÉFORME + RÉSINE

RÉSINE + DRAINANT

Condition limite en
Temperature

Condition limite de
type solide

Condition limite de
type fluide

Pimp

Timp

vimp = 0

pimp = 0 / pimp = patm

uimp = 0

Figure 4.2 – Modélisation adoptée pour le procédé LRI. Découpage en 3 zones : résine et

drainant, préformes imprégnées et préformes sèches et conditions aux limites associées.

rellement par le procédé. Il en existe d’autres qui permettent d’assurer la continuité du

vecteur contrainte et la conservation de la masse au niveau des frontières mobiles. Elles

seront décrites plus tard dans le manuscrit. Comme indiqué sur les figures 4.1 et 4.2 les

conditions aux limites mécaniques imposées par le procédé concernent à la fois les compo-

sants solides (nappes) et fluides (résine). Globalement, elles se résument à une vitesse et

un déplacement nul au niveau de la base, une pression mécanique sur la face supérieure

de l’empilement (pression appliquée par le sac à vide, éventuellement complétée par une

pression mécanique supplémentaire) et une pression hydrostatique nulle correspondant au

vide sur la frontière mobile entre les zones sèches et humides dans les préformes. Le pro-

cédé impose également une condition limite en température sur les faces de l’empilement

par l’intermédiaire d’un autoclave ou d’une table chauffante .
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4.3 Stratégie de modélisation

La modélisation précédente est loin d’être suffisante. Hormis l’utilisation d’approches

macroscopiques pour décrire le comportement dans les différentes zones, le traitement de

l’évolution des zones (notamment la disparition de la zone de résine) et des frontières mo-

biles (le front de fluide) nécessite le développement d’outils numériques adaptés. Afin de

fournir un modèle le plus général possible, nous avons choisi de décrire l’ensemble des équa-

tions de conservation, i.e. la conservation de la quantité de mouvement, la conservation

de la masse et la conservation de l’énergie (voir Annexe A) pour chacun des constituants

et dans chacune des zones identifiées sur les figures 4.1 et 4.2. L’aspect multi-physique

du procédé associé aux interactions fluides-structures va imposer l’utilisation de formula-

tions mixtes mêlant à la fois des approches matérielles (géométrie courante) et initiales

(géométrie initiale) et ainsi le développement de nouvelles formulations dans les librairies

PRO-FLOT.

Les équations de conservation sont développées ici dans un cadre général. Les pro-

blèmes d’écoulement sont traités dans le cas de régimes transitoires. Les effets d’inerties

et des forces de volumes sont considérés. Ces équations sont ensuite adaptées à l’étude

de l’infusion, en tenant compte des hypothèses relatives à l’écoulement de la résine et au

comportement des nappes.
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Sommaire

5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5.2 Modélisation de la partie fluide . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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5.3.2 Influence de la résine sur le comportement des nappes . . . 68

5.4 Prise en compte de la saturation . . . . . . . . . . . . . . . 70
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5.1 Introduction

La principale difficulté rencontrée dans le traitement des procédés de fabrication par

infusion concerne la modélisation de la forte compressibilité des préformes et leur dépla-

cement pendant l’écoulement du fluide. La compressibilité des préformes est contrôlée à
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la fois par la pression de la résine à l’intérieur des pores et par les efforts mécaniques

externes appliqués par l’intermédiaire du sac à vide. Afin de prendre en compte ces in-

teractions, l’écoulement de la résine et la compression des nappes vont être décrits par

les équations de conservation de la quantité de mouvement et de la masse dans chacune

des zones considérées sur les figures 4.1 et 4.2. Ces modèles sont complétés de manière

implicite ou explicite par des lois de comportement (équation entropique) qui relient les

variables naturelles (contraintes) aux variables essentielles (déformations ou vitesses de

déformation).

Remarques :

1. Afin de ne pas alourdir les équations, la dépendance des différentes variables aux

coordonnées matérielles x, initiale x0 et de référence χ ne sera pas systématique-

ment précisée. Lorsqu’elle n’est pas précisée, il s’agit systématiquement de variables

matérielles.

2. Convention de notation : un indice et un exposant sont associés à une variable X

(scalaire, vectorielle ou tensorielle). L’indice correspond au constituant auquel la

variable est associée. Un indice r ou f désigne respectivement des variables relatives

à la résine et aux préformes (ou fibres) et un indice d désigne une variable associée

au domaine de résine introduit dans l’approche ALE (voir la suite du chapitre). Un

exposant décrit la zone dans laquelle la variable est définie, par exemple la vitesse

vf
r correspond à la vitesse de la résine dans les préformes. D’une manière générale

toutes les variables utilisées sont des variables moyennes intrinsèques, i.e. valeur

moyenne propre à un constituant (( x )). Si cette variable est purement intrinsèque,

i.e. propre à un constituant, elle est notée (( x̃ )). Enfin, une variable macroscopique

est une variable moyennée sur l’ensemble du volume considéré, elle est notée (( x̄ )).

5.2 Modélisation de la partie fluide

Quel que soit le procédé modélisé (LRI ou RFI ), l’écoulement de la résine a lieu dans

deux zones distinctes (voir figures 4.2 et 4.1). Nous décrivons dans cette section concer-

nant la mécanique des fluides les lois de comportement et les équations de conservation

employées pour l’écoulement dans les zones de résine seule (RFI ), le drainant (LRI )

et les préformes (LRI et RFI ). Pour chacune de ces zones nous présentons de manière

exhaustive les différentes hypothèses simplificatrices utilisées.
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5.2.1 Hypothèses

Les procédés par infusion sont d’une manière générale caractérisés par des vitesses

d’infusion relativement lentes. Han et al. (2003) notent des temps d’infusion de plus d’une

demi-heure pour des pièces en forme de (( T )) d’épaisseur 40 mm. A titre indicatif, les

essais que nous avons menés sur des préformes d’épaisseur 20 mm présentent des temps

d’infusion très longs, supérieurs à une heure. Les nombres de Reynolds relatifs à l’écoule-

ment de résine lors de la mise en œuvre des structures composites par ce type de procédé

indiquent principalement des régimes d’écoulements laminaires (voir Annexe F). Les effets

d’inertie peuvent donc être négligés devant les forces visqueuses (Kaviany (1995), Loos et

MacRae (1996)). Néanmoins, dans le cadre d’une description générale des procédés par

infusion, les équations de conservations seront écrites d’une manière générale incluant les

effets d’inertie, avant d’être simplifiées. D’un point de vue théorique, le comportement

de la résine est celui d’un fluide Newtonien incompressible (Yang et al. (2000)). Cette

hypothèse, classique pour la modélisation des procédés par injection, se justifie principa-

lement par la compressibilité négligeable de la résine devant celle du milieu dans lequel elle

s’écoule. La loi de comportement associée au fluide s’écrit donc d’une manière générale

dans la configuration matérielle x à t (fluide Newtonien Incompressible) :

σ(x, t) = 2 η D(x, t)− p(x, t) I (5.1)

avec σ tenseur des contraintes de Cauchy, D = 1
2

(
∇v + ∇Tv

)
tenseur des taux de

déformation eulérien défini à partir des gradients des vitesses ∇v, η la viscosité dynamique

de la résine, p la pression hydrostatique du fluide dans les pores et I le tenseur identité.

5.2.2 Traitement des domaines mobiles : approche ALE

5.2.2.1 Objectif

Les domaines dans lesquels s’écoule la résine, i.e. les préformes et le domaine de résine

seule dans le cas du procédé RFI, ne cessent d’évoluer au cours de l’infusion. Ainsi, alors

que la zone de nappes se dilate sous l’action de la pression de la résine, la zone de résine

seule s’amoindrit pour disparâıtre en fin d’infusion. Dans le cadre d’une approche générale

de l’infusion, il est nécessaire de prendre en compte ce mouvement lors de l’écriture des

lois de conservation. Dans un premier temps, nous avons tenté de formuler le problème

en réalisant des bilans de masses pour des volumes élémentaires dans les zones de pré-

formes et de résine seule pour chaque constituant (la résine et les fibres). Compte tenu

des mouvements relatifs entre les nappes et la résine et compte tenu de la déformation

des nappes lors de l’écoulement de la résine, des termes convectifs apparaissent lors de
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l’écriture des équations de conservation de la masse. Ces nouvelles équations proches des

équations obtenues par Gawin et al. (2003), rappellent fortement les équations obtenues

suite à l’emploi de formulations ALE (Belytschko et al. (2000)). Cette approche propose

un formalisme permettant de prendre en compte les mouvements relatifs entre les parti-

cules matérielles et un domaine arbitraire. L’approche utilisée dans notre étude, proche

de celle employée par Zhao et Forhad (2003), est basée sur une formulation ALE des

équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement.

5.2.2.2 Formulation ALE

La formulation ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) est une méthode bien adaptée

pour étudier l’écoulement d’un fluide dans un domaine mobile (Rabier (2003)). Cette ap-

proche numérique est basée sur un domaine de référence (( fictif )) indépendant du domaine

matériel attaché aux particules matérielles et du domaine fixe associé au domaine initial.

Le problème est alors résolu dans ce nouveau repère. La figure 5.1, synthétise les diffé-

rentes approches numériques pouvant être utilisées dans le cas de grandes déformations,

grands déplacements, et mouvements de frontières pour des problèmes discrets.

DOMAINE DE REFERENCE
- Formulation ALE
- Formulation quasi-
Eulérienne

Fluide A

DOMAINE MATERIEL
- Formulation
Lagrangienne Totale
- Formulation
Lagrangienne réactualisée ou
quasi-Euler

Fluide A

Fluide A

Fluide A

- difficultés pour
modéliser la
source de fluide

- méthode de
déplacement
du maillage
requise

Fluide A
Fluide A

DOMAINE FIXE
- Formulation Eulérienne

- approximation du front
de fluide
- difficultés pour modéliser
les changements de
propriétés du domaine

(a)

(b)

(c)

Fluide A

Inconvénients

Figure 5.1 – Différents types de formulations disponibles basées sur des approches (a)

matérielles, (b) initiales ou (c) de référence (Rabier (2003)).

La première approche (voir figure 5.1-a) est basée sur un domaine matériel, i.e. un

domaine associé aux particules matérielles. Ainsi, chaque élément du maillage contient
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toujours les mêmes particules matérielles. Cette approche est adaptée à la modélisation de

comportements solides. Par contre, lorsque des fluides sont considérés, il n’est pas possible

de prendre en compte simplement une source de fluide. Cela suppose l’ajout de particules

matérielles, donc d’éléments lors du calcul. En revanche, une localisation précise du front

de fluide peut être réalisée. Par ailleurs, ce type de formulation évite la présence de termes

non-linéaires de convection puisque les particules matérielles sont associées au domaine

de calcul. Néanmoins, lorsque de trop fortes déformations interviennent, la distorsion des

éléments du maillage conduit à des erreurs numériques. Il est alors nécessaire d’utiliser

des techniques adaptées de remaillage du domaine matériel qui provoquent elles aussi des

erreurs de précision lors de la projection des données et conduisent à des augmentations

des temps de calculs. Cette approche reste donc réservée à des problèmes où les interfaces

se déforment peu, typiquement en mécanique des solides. Enfin notons que l’approche

matérielle permet une conservation de l’histoire de la transformation, les valeurs stockées

aux nœuds et aux points de Gauss étant en permanence associées à la même particule

matérielle. Ce type d’approche peut être traité par des formulation Lagrangienne Totale,

Lagrangienne semi-Réactualisée ou Réactualisée (tend vers une formulation eulérienne ;

voir chapitre 8).

Lorsque l’approche basée sur un domaine fixe est considérée, les sources de fluides

peuvent être plus facilement considérées. Dans ce cas, les particules matérielles qui s’écoulent

sont observées depuis une position géométrique de l’espace fixe au cours du temps (le

maillage initial). Bien que cette méthode conserve un maillage non déformé, i.e. le maillage

initial, la formulation fait apparâıtre des termes convectifs non-linéaires dans les équations

de conservation, puisqu’il existe alors un mouvement relatif entre les particules et le do-

maine de calcul initial fixe. Ces termes nécessitent des maillages fins et des techniques

particulières de résolution (SUPG12). Concernant les problèmes aux interfaces mobiles,

des méthodes dites à deux fluides doivent être employées. L’interface est alors recons-

truite à l’aide de marqueurs transportés par l’écoulement. Le problème de cette méthode

réside principalement dans la définition peu précise du front de fluide. Celui-ci est en effet

situé à l’intérieur des éléments du maillage fixe. Des imprécisions sont donc rencontrées

lorsque des conditions aux limites sont appliquées au niveau de ce front. Notons enfin

que l’évolution des propriétés du domaine initial qui pourraient agir sur l’écoulement (par

exemple la porosité associée au domaine géométrique dans le cas d’un milieu poreux) peut

être imposée seulement lorsque l’écoulement est résolu de manière itérative (succession de

sous-problèmes d’écoulement avec prise en compte de l’évolution du domaine dans lequel

s’écoule le fluide). Ces approches basées sur un domaine fixe utilisent essentiellement des

formulations eulériennes.

12SUPG : Streamline Upwind Petrov Galerkin
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L’approche ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) combine les avantages des approches

précédentes. Elle permet un suivi précis du front de fluide puisque les frontières du domaine

de calcul peuvent être attachées au front. Par ailleurs, les sources de fluides peuvent,

comme dans le cas de l’approche basée sur un domaine fixe (formulation eulérienne),

facilement être représentées puisque le domaine n’est pas associé aux particules matérielles.

Enfin, la prise en compte des variations de propriétés du domaine sur l’écoulement de

la résine est possible. Cette formulation enrichie requiert cependant l’introduction d’un

domaine intermédiaire a priori arbitraire où les calculs seront effectués. Ce domaine devra

subir des variations topologiques afin de prendre en compte la variation du domaine

dans lequel s’écoule le fluide et les changements de propriétés physiques de ce domaine

(principalement la porosité). Dans ce cas, la loi d’évolution du domaine de référence doit

être choisie de manière à suivre le changement de ces propriétés. Comme dans le cas de

la formulation eulérienne, cette formulation fait intervenir des termes convectifs liés au

mouvement relatif entre les particules matérielles et le domaine de référence.

Cette brève description indique que la formulation d’Euler Lagrange Arbitraire (ELA

ou ALE ) répond aux besoins rencontrés ici dans le cadre de la modélisation des procédés

par infusion de type RFI et LRI. Une revue bibliographique indique une utilisation forte

d’une forme modifiée, la formulation dite de quasi-Euler, dérivant directement de la formu-

lation ALE (Belytschko et al. (2000), Folch Duran (2000)). Nous présentons brièvement

ci-après les aspects techniques de cette nouvelle formulation et ses avantages.

5.2.2.3 Principe

Le formalisme ALE est introduit sur la figure 5.2. Les notations suivantes sont uti-

lisées ; x0 désigne les cordonnées du matériau à l’instant initial dans le domaine initial

(domaine Ω0), x désigne les coordonnées courantes du matériau dans le domaine matériel

ou spatial (domaine Ω) et enfin χ désigne la position des particules matérielles dans le

domaine de référence (domaine Ω̂). Les fonctions de transformation φ(x0, t) = φ̂ ◦ ψ,

φ̂(χ, t) = φ◦ψ−1 et ψ(x0, t) = φ̂−1 ◦φ introduites sur la figure 5.2, permettent de passer

d’un domaine à l’autre.

Le déplacement de la matière est donné par la relation u(x0, t) = x − x0 c’est à dire

la différence entre la position des particules matérielles dans le domaine matériel et la

position des particules matérielles dans le domaine initial. Le déplacement du maillage

(domaine Ω̂) est donné par la relation û(χ, t) = x− χ c’est à dire par la différence entre

la position des particules matérielles dans le domaine matériel et la position des particules

matérielles dans le domaine de référence.

La formulation ALE consiste à exprimer le problème à résoudre dans le domaine de

référence Ω̂. La dérivée matérielle d’une fonction f dans ce nouveau repère s’écrit :
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domaine matériel Ω
· x

domaine de référence Ω̂
· χ

domaine initial Ω0

· x0ψ(x0, t) = φ̂−1
◦ φ

φ̂(χ, t) = φ ◦ψ−1 φ(x0, t) = φ̂ ◦ψ

Figure 5.2 – Relation entre les domaines matériel Ω (coordonnées x), initial Ω0 (coordon-

nées x0) et de référence Ω̂ (coordonnées χ) (Belytschko et al. (2000)).

Df(χ, t)

Dt
=

∂f(χ, t)

∂t

∣∣∣∣
χ

+ w(χ, t) ·∇χ f(χ, t) (5.2)

où w est la vitesse des particules relativement au domaine de référence w(χ, t) = ∂ψ(x0,t)
∂t

=
∂χ
∂t

∣∣
x0

.

Principalement deux types de problèmes sont liés à l’utilisation d’une formulation

ALE. Tout d’abord, des difficultés d’implémentation interviennent au niveau de l’équation

de conservation de la quantité de mouvement en raison de l’utilisation d’un tenseur non-

symétrique exprimant le rapport entre les forces dans la configuration courante Ω agissant

sur un élément de surface dans la configuration de référence Ω̂. Ce tenseur que nous

noterons P′ possède des propriétés proches du tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff

1 (P) qui désigne le rapport entre les forces dans la configuration déformée Ω agissant sur

un élément de surface dans la configuration initiale. Ainsi, la conservation de la quantité

de mouvement ALE possède une forme similaire à l’équation de conservation exprimée

dans le domaine initial Ω0. Elle s’écrit (voir annexe A.3, page 217 pour la forme générale

des équations de conservation de la quantité de mouvement dans une approche matérielle

et adaptée ici à l’écriture dans le domaine de référence) :

divχ P′ + fv = ρ(χ, t)
Dv(χ, t)

Dt
(5.3)

où fv désigne les forces volumiques, ρ la densité du milieu et v la vitesse des particules

dans le domaine matériel v = ∂φ(x0,t)
∂t

= ∂x
∂t

∣∣
x0

.

D’autre part, la loi de comportement relative à l’écoulement d’un fluide Newtonien

incompressible est connue en fonction du tenseur des contraintes vraies de Cauchy (Cf.

Eq. 5.1, page 47). Dans le cas de l’utilisation de l’équation de conservation de la quantité

de mouvement précédente (Eq. 5.3), il est nécessaire d’utiliser des relations de transforma-

tions numériquement coûteuses afin de passer des contraintes de Cauchy aux contraintes
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P′ et inversement. Par ailleurs, la quantité de données stockée est plus importante puisque

les tenseurs ne sont plus symétriques.

5.2.2.4 Formulation quasi-eulérienne

Afin d’éliminer les deux difficultés précédentes, l’équation de conservation de la quan-

tité de mouvement est exprimée dans la configuration matérielle en utilisant des dérivées

matérielles. Dans cette approche, les équations de conservation de la quantité de mouve-

ment (Eq. 5.4) et de la masse (Eq. 5.4) s’écrivent :

divx σ + fv = ρ(x, t)
Dv(x, t)

Dt
(5.4a)

Dρ(x, t)

Dt
+ ρ divx v(x, t) = 0 (5.4b)

Cette forme eulérienne de l’équation de conservation de la quantité de mouvement né-

cessite cependant d’être modifiée afin de tenir compte du mouvement du domaine d’étude

et ainsi d’obtenir une formulation ALE appropriée. La relation entre les formes eulériennes

et ALE des équations de conservation (conservation de la quantité de mouvement, conser-

vation de la masse et conservation de l’énergie) apparâıt à travers la dérivée matérielle

ALE (Cf. Eq. 5.2) qui peut être réécrite en fonction des gradients eulériens (dérivées ma-

térielles) ∇x. Pour obtenir cette relation, la vitesse convective des particules c(x, t), égale

à la différence entre la vitesse des particules v(x, t) = Du(x,t)
Dt

= ∂u(x0,t)
∂t

= ∂φ(x0,t)
∂t

et la

vitesse du domaine de référence v̂(χ, t) = ∂û(χ,t)
∂t

∣∣∣
χ

= ∂φ̂(χ,t)
∂t

∣∣∣
χ
, est introduite :

c(x, t) = v(x, t)− v̂(χ, t) (5.5)

En utilisant les relations de transformation de la figure 5.2, la vitesse des particules

matérielles s’écrit :

v(x, t) =
∂φ(x0, t)

∂t
=

∂φ̂
( χ︷ ︸︸ ︷
ψ(x0, t), t

)
∂t

=
∂φ̂(χ, t)

∂t

∣∣∣∣∣
χ

+
∂φ̂(χ, t)

∂χ
· ∂

ψ(x0,t)︷︸︸︷
χ

∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣
x0

(5.6a)

= v̂ +
∂

x︷ ︸︸ ︷
φ̂(χ, t)

∂χ
·w = v̂ +

∂x

∂χ
·w (5.6b)

Finalement :

c(x, t) =
∂x

∂χ
·w (5.7)
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Une nouvelle forme pour la dérivée particulaire ALE (Eq. 5.2), fonction de la vitesse

convective c(x, t) peut ainsi être utilisée :

Df(χ, t)

Dt
=

∂f(χ, t)

∂t

∣∣∣∣
χ

+ ∇χ f(χ, t) ·w(χ, t) (5.8a)

=
∂f(χ, t)

∂t

∣∣∣∣
χ

+ ∇x f(x, t) · ∂x

∂χ
·w(χ, t) (5.8b)

=
∂f(χ, t)

∂t

∣∣∣∣
χ

+ c(x, t) ·∇x f(x, t) (5.8c)

Les deux dérivées matérielles étant identiques (Df(χ,t)
Dt

= Df(x,t)
Dt

), une nouvelle formu-

lation ALE pour les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement

peut être proposée (à partir des équations 5.4a et 5.4b) :

divx σ + fv = ρ(x, t)
∂v (χ, t)

∂t

∣∣∣∣
χ

+ ρ(x, t) c(x, t) ·∇x v(x, t) (5.9a)

∂ρ(χ, t)

∂t

∣∣∣∣
χ

+ c(x, t) ·∇x ρ(x, t) + ρ divx v = 0 (5.9b)

Cette nouvelle forme des équations de conservation de la masse et de la quantité de

mouvement est parfois appelée formulation (( quasi-eulérienne )) dans le sens où sa forme

est proche d’une formulation eulérienne (Folch Duran (2000)).

Dans une description eulérienne, les dérivées temporelles ∂
∂t

∣∣
x

correspondent à la dif-

férence entre deux instants différents, en un même point de l’espace, puisque la dérivée

par rapport au temps s’effectue à x constant, i.e. pour un domaine matériel qui n’évolue

pas (maillage fixe). Inversement, les dérivées temporelles ∂
∂t

∣∣
χ

correspondent à la diffé-

rence entre deux instants différents, mais pour deux points de l’espace différents puisque

la dérivée par rapport au temps s’effectue dans ce cas à χ constant, c’est à dire pour un

domaine de référence qui n’évolue pas. Compte tenu du mouvement relatif entre le do-

maine de référence et le domaine matériel, les deux instants de calcul seront associés à des

coordonnées spatiales différentes. D’un point de vue numérique, la dérivée temporelle est

calculée en un même point du maillage. Pour cette raison les indices sont omis des équa-

tions de conservation de la masse et de la quantité de mouvement (Eq. 5.10). Le lecteur

doit néanmoins garder en mémoire que ces dérivées sont conceptuellement différentes.

div σ + fv = ρ
∂v

∂t
+ ρ c ·∇ v (5.10a)

∂ρ

∂t
+ c ·∇ ρ + ρ div v = 0 (5.10b)
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Remarque : lorsque le domaine de référence et le domaine initial sont confondus (χ = x0),

l’approche est dite Lagrangienne (c = 0). Tous les calculs sont effectués sur la configuration

initiale. Lorsque les coordonnées matérielles et ALE sont confondues (χ = x), l’approche

est dite eulérienne (c 6= 0). Les calculs sont effectués sur la configuration courante et le

tenseur des contraintes de Cauchy est utilisé.

Pour une description complète des formulations ALE et quasi-eulérienne, la loi de

déplacement du domaine de référence Ω̂ doit enfin être définie. Dans la littérature, plu-

sieurs méthodes ont été proposées comme l’indiquent Belytschko et al. (2000). La plus

populaire d’entre elles consiste en un déplacement élastique des nœuds internes d’un do-

maine obtenu à partir de l’équilibre mécanique induit par un ensemble de conditions aux

limites imposées au niveau des frontières du domaine. Le choix de la loi de déplacement

du domaine de calcul est un point essentiel de la formulation ALE, elle doit assurer la

conservation d’un facteur de forme correct pour tous les éléments du maillage.

5.2.3 Écoulement de la résine dans la zone purement fluide

L’écoulement de la résine obéit aux lois classiques de la mécanique des fluides pour un

comportement Newtonien incompressible : l’équation de conservation de la quantité de

mouvement de Navier et Stokes. Cette équation obtenue à partir de l’équilibre mécanique

du système et de la loi de comportement Eq. 5.1 (voir description en Annexe A.5, Eq. A.7),

est modifiée dans le cadre d’une formulation quasi-eulérienne. Cette nouvelle équation de

conservation de la quantité de mouvement complétée de la forme quasi-eulérienne de la

conservation de la masse conduit au système suivant :

ρ r
r

(
∂vr

r(χ, t)

∂t

∣∣∣∣
χ

+ c r
r ·∇x v r

r

)
= fv −∇x p r

r + η ∆x v r
r (5.11a)

∂ρ r
r (χ, t)

∂t

∣∣∣∣
χ

+ c r
r ·∇x ρ r

r + ρ r
r divx v r

r = 0 (5.11b)

avec c r
r la vitesse convective de la résine dans la zone de résine seule, c’est à dire la

vitesse relative entre les particules de résine dans le domaine matériel vr
r et la vitesse

du domaine de référence vr
d dans la zone de résine seule, fv les forces de volumes, η la

viscosité dynamique du fluide et ρ sa densité.

En négligeant les forces volumiques et en considérant de faibles vitesses d’infusion, les

effets d’inertie peuvent être négligés devant les forces visqueuses. Une densité constante

est considérée pour la résine ρ r
r = cte. Les équations de Navier et Stokes, en régime

stationnaire deviennent donc les équations de Stokes :

54



5.2. Modélisation de la partie fluide

−∇x p r
r + η ∆x v r

r = 0 (5.12a)

c r
r ·∇x ρ r

r + ρ r
r divx v r

r = 0 (5.12b)

La vitesse du domaine de référence dans la zone de résine seule vr
d résulte, comme

expliqué dans la partie précédente (voir paragraphe 5.2.2.4), de la déformation du domaine

dans lequel s’écoule la résine. En effet, lors de l’infusion, la diminution de l’épaisseur de la

zone de résine engendre une vitesse de déplacement du domaine due au déplacement des

frontières. Ce rétrécissement géométrique est traitée ici à l’aide d’une loi élastique. À la

différence du domaine qui sera utilisé pour l’écoulement dans les préformes, le domaine de

résine est défini par ses frontières. Les déplacements internes de ce domaine peuvent être

choisis de manière arbitraire puisque les propriétés physiques employées dans les équations

de Navier et Stokes sont toutes relatives au fluide et non au domaine dans lequel il s’écoule,

notamment la viscosité du fluide est propre à la résine et ne dépend pas du domaine.

5.2.4 Écoulement de la résine dans les préformes

L’écoulement de la résine dans les préformes repose sur des mécanismes complexes

et relativement méconnus compte tenu de l’hétérogénéité de la structure étudiée. Il est

impératif de modéliser l’infiltration de la résine dans les nappes, i.e. l’impact de la présence

d’obstacles à l’écoulement. Après avoir décrit les différentes hypothèses retenues pour la

prise en compte d’un tel milieu, nous analyserons successivement les différentes approches

micro/mésoscopiques et macroscopiques avant de généraliser les résultats obtenus et de

dégager un modèle macroscopique d’écoulement dans les préformes.

5.2.4.1 Hypothèse et modélisation

Les effets de capillarité sont dans un premier temps négligés. Nous verrons dans la

suite de ce chapitre comment ces effets peuvent êtres pris en compte par une analyse

de la saturation s (voir la définition dans le §4.1.2, page 41) d’une part et la prise en

compte de l’action de ces phénomènes locaux sur les perméabilités d’autre part. Comme

nous l’observons classiquement, les nappes de renforts sont assimilées à un milieu poreux.

Le problème de l’écoulement de résine va donc consister en l’étude de l’écoulement d’un

fluide dans un milieu poreux compressible constitué de deux phases, l’une solide et géo-

métriquement continue (les fibres), l’autre fluide (l’air ou la résine). De toute évidence

cette première hypothèse constitue une forte approximation puisqu’un milieu constitué de

torons de fibres et d’espaces inter-fibres / inter-torons va être assimilé à un milieu poreux

formé de grains et de pores.
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Pour décrire ce milieu poreux équivalent, des grandeurs classiques de la mécanique

des milieux poreux sont utilisées. Il s’agit tout d’abord de la porosité φ, c’est à dire le

rapport entre le volume poreux et le volume total φ = Vp

Vt
. Le volume poreux Vp est égal à la

différence entre le volume total Vt (le volume apparent du milieu) et le volume de solide Vs.

La fraction volumique de solide (ou compacité c) égale au rapport entre le volume de solide

Vs et le volume total Vt est également employée. Dans le cas des matériaux composites,

cette fraction volumique est aussi appelée taux de fibres et notée φf = Vs

Vt
= 1 − φ. La

surface spécifique a, c’est à dire le rapport entre l’aire totale développée par la phase solide

et le volume total (aire volumique en m2

m3 ) ou la masse totale de cette même phase (aire

massique en m2

kg
) peut également être utilisée comme c’est le cas ici dans l’approche de

Carman Kozeny. Enfin, la saturation s désigne le rapport entre le volume de fluide et le

volume de pores φ =
Vf

Vp
.

Certaines autres grandeurs relatives à la mécanique des milieux poreux semblent plus

difficiles à utiliser. Ces grandeurs basées sur une description du milieu poreux par un

milieu granulaire (grains et pores) sont difficilement transposables dans le cas des nappes

de fibres (torons de fibres et espaces inter-mèches) : la coordinence, le facteur de forme

et le facteur de taille. Le lecteur pourra consulter la définition de ces grandeurs dans la

littérature (par exemple Charpentier (2004)).

Nous noterons que les porosités, fractions volumiques de fibres et saturation peuvent

être associées à différents types de volumes. Ainsi, elles peuvent décrire globalement le mi-

lieu poreux. Dans ce cas ils seront calculés sur l’ensemble du milieu poreux. Elles peuvent

aussi être associées à des volumes représentatifs plus faibles. Dans ce cas, plus la taille des

volumes sera faible, plus la description du milieu poreux sera précise.

Nous retrouvons ces niveaux de description differents à travers les deux types d’ap-

proches classiquement utilisées dans la littérature pour décrire l’écoulement d’un fluide

dans un milieu poreux : l’approche de Kozeny, reposant sur des considérations micro/méso-

scopiques et l’approche de Darcy basée sur une représentation macroscopique de l’écou-

lement. La combinaison de ces deux approches permet d’obtenir des informations sur la

perméabilité macroscopique introduite dans Darcy et de relier cette perméabilité à des

grandeurs relatives à la microscopie de ce milieu. Nous obtenons la loi dite de Carman

Kozeny. Enfin, le couplage des équations de Navier et Stokes avec la théorie de l’homo-

généisation et l’approche de Kozeny permet d’obtenir une généralisation de l’équation de

Darcy, l’équation de Brinkman décrite en Annexe J, page 247.

5.2.4.2 Modèles choisis

Modèle Microscopique - Approche de Kozeny Dans cette approche, le milieu

poreux est assimilé à un ensemble de canaux cylindriques. La loi de Kozeny est obtenue
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en deux étapes. La première permet de relier le débit de fluide dans un canal à la perte

de pression à ses extrémités, soit la loi de Hagen-Poiseuille. Dans un deuxième temps, la

sommation de la contribution de chaque canal, permet de relier le débit et le gradient

de pression imposés aux extrémités d’un échantillon macroscopiquement équivalent (voir

figure 5.3).

H

2 R

H

2 R

Milieu équivalent
composé d’un ensemble

de canaux

Milieu poreux réel composé de
grains et de pores (de fibres et

d’espaces inter-fibres)

Figure 5.3 – De l’écoulement de résine dans un canal à l’écoulement dans un milieu poreux

équivalent.

Loi de Hagen-Poiseuille Ici, compte tenu des remarques de la section 5.2.1, seuls

les écoulements laminaires sont considérés (voir Annexe F, page 237). La loi de Hagen

Poiseuille consiste à écrire l’équilibre stationnaire d’un fluide dans un pore cylindrique.

Lors de l’écoulement dans une conduite circulaire, le profil de vitesse observé est parabo-

lique. Une vitesse nulle peut être considérée sur les parois (due aux forces de frottement).

Au centre du cylindre la vitesse est non nulle (voir figure 5.4). Ce type d’écoulement dit

de Poiseuille sera analysé numériquement lors de la validation des équations de Stokes.

Ici, nous nous appuyons sur une résolution analytique du problème.

zvx

y

z

2
c

R

c
U

Figure 5.4 – Écoulement dans une conduite circulaire : Loi de Hagen-Poiseuille.

En négligeant les phénomènes d’inertie (régime stationnaire), l’écoulement dans le

cylindre peut être décrit par l’équation de Stokes en coordonnées cylindriques suivant
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l’axe z (voir équation A.7, page 221) :

ρ gz −
∂p(z)

∂z
+ η ∆vz(r) = 0

Par double intégration sur le rayon, et en tenant compte des conditions aux limites

sur la vitesse (vz(0) 6= ∞ et vz(Rc) = 0), la vitesse suivant z s’écrit :

vz(r) =
1

4 η

[
∂p(z)

∂z
− ρ gz

] (
r2 −R2

c

)
L’intégrale de cette équation sur la section du cercle donne une expression pour le débit

volumique Qc en fonction du gradient de pression. La loi de Hagen-Poiseuille s’écrit :

Qc = −π R4
c

8 η

[
∂p(z)

∂z
− ρ gz

]
(5.13)

Cette équation décrit l’écoulement stationnaire d’un fluide dans un pore cylindrique.

A partir de ce débit, la vitesse moyenne dans le canal ou vitesse superficielle peut être

calculée (Uc = Qc

Sc
).

Loi de Kozeny Le milieu poreux (de volume V = S H avec S = π R2) est remplacé

par un milieu de même volume constitué de N pores identiques, droits et indépendants

(non connectés entre eux), de longueur L et de rayon Rc (voir figure 5.5). Le nombre de

pores N ainsi que le rayon de ces pores Rc sont choisis de telle sorte que la surface totale

des capillaires soit égale à la surface spécifique de milieu poreux considéré (( a )) et que le

volume total soit égal au volume de pores (voir la définition des grandeurs associées à un

milieu poreux dans la partie 5.2.4.1).

2 R

HL

2
C

R

Figure 5.5 – Modèle de Kozeny : modélisation du milieu poreux à l’aide de pores identiques

droits et indépendants.
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Par ailleurs, le facteur de circularité γ est introduit. Il traduit le fait que la section

s’écarte de la circularité. Il varie entre 0, 83 pour les formes triangulaires et 1, 5 pour les

formes rectangulaires infiniment allongées. Pour des milieux réels, γ est généralement égal

à 1 ± 0, 15. Enfin, la tortuosité T = L/H désigne la longueur moyenne parcourue par le

fluide dans les pores réels. L’équation 5.13 devient :

Uc = −1

γ

R2
c

8 η

(
∆p

L
− ρ gz

)
En écrivant l’égalité des débits en fût vide et dans les pores (Q = Qc = SU = NSc

H
L

Uc

avec N Sc = S H
L

φ et φ la porosité du milieu), une relation entre le débit Q et le gradient

de pression aux extrémités d’un milieu poreux ∆p
L

peut être écrite :

Q = −1

η

[
1

γ

R2
c

8
φ

(
H

L

)2
]

S

(
∆p

L
− ρ gz

)
(5.14)

Modèle Macrocopique - Approche de Darcy

Experience de Darcy En 1856, Darcy étudie l’écoulement en milieu saturé de l’eau

dans les filtres sableux connectés aux fontaines de la ville de Dijon (voir expérience sur la

figure 5.6). Les expériences de Darcy montrent l’existence d’une relation de proportion-

nalité entre le débit et le gradient de pression imposé aux extrémités d’un milieu poreux

(Darcy (1856)) :

Q =
κ S

L
(h1 − h2)

où κ désigne la conductivité hydraulique, S la section transverse du conduit et hi =
pi

ρ gz
+ui désigne la hauteur hydraulique (voir figure 5.6). En introduisant la relation entre

la conductivité hydraulique et la perméabilité K = κ η
ρ g

, le débit s’écrit :

Q =
K S

η

(
p1 − p2

L
+ ρ gz sin (α)

)
Dans le cas d’un conduit vertical (sin (α) = 1), et en introduisant le différentiel de

pression ∆p = p2 − p1 :

Q = −K S

η

(
∆p

L
− ρ gz

)
(5.15)
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L

A

Dh
h1

h2

y

z

a

Q

Ax

milieu poreux

u1,p1

u2,p2

Figure 5.6 – Expérience de Darcy : écoulement dans un conduit poreux saturé incliné

(prise en compte de la pesanteur).

Généralisation de l’équation de Darcy Lorsque la distance L tend vers 0, une

expression différentielle de l’équation macroscopique de Darcy 1D peut être obtenue à

partir de l’équation 5.15. Une généralisation 3D de cette équation donne (Hassanizadeh

(1983c)) :

v̄ =
Q

S
n = −K

η
· (∇p− ρ g) (5.16)

où v̄ désigne la vitesse en fût vide, i.e. la vitesse moyenne qu’aurait le fluide dans le tube

de normale n. C’est aussi la vitesse moyenne d’approche du liquide. K est le tenseur de

perméabilité tridimensionnel. Cette loi reste valable tant que le régime d’écoulement est

laminaire c’est à dire tant que les forces visqueuses dominent les forces d’inertie (nombre

de Reynolds faible).

Note : la même généralisation tridimensionnelle peut être réalisée sur l’équation de

Kozeny à condition de proposer une caractérisation tridimensionnelle des grandeurs in-

tervenant dans cette équation (voir le paragraphe suivant).

Combinaison des approches : Carman-Kozeny En observant les formules 1D ob-

tenues à l’aide des approches macroscopiques (Darcy) et microscopiques (Kozeny) et en

les combinant, une expression pour le tenseur de perméabilité K peut être obtenue :

K =
1

γ

R2
c

8
φ

(
H

L

)2

En introduisant les propriétés caractéristiques d’un milieu poreux, notamment la po-

rosité φ et la surface spécifique ou aire volumique a (voir paragraphe 5.2.4.1), les relations

d’égalité suivantes entre le modèle de Darcy et le modèle de Kozeny peuvent être écrites

60



5.2. Modélisation de la partie fluide

(voir figure 5.5). D’une part, l’égalité des surfaces internes a V (1 − φ) = N 2 π Rc L.

D’autre part, l’égalité des porosités φ V = N π R2
c L. Finalement une relation entre la

surface spécifique a et la porosité φ (Charpentier (2004)) peut être donnée a = 2
Rc

φ
1−φ

.

La perméabilité s’écrit donc (en introduisant la tortuosité déjà définie précédemment) :

K =
1

2 γ T 2 a2

φ3

(1− φ)2

Dans l’expression précédente la constante hk = 2γT 2 est appelée constante de Kozeny.

Elle vaut hk = 4, 5± 1, 5 (en pratique 5) pour des empilages de grains isométriques avec

des porosités n’excédant pas 0, 7 à 0, 8. En exprimant la surface spécifique pour un milieu

constitué de fibres de diamètre moyen df , il est possible d’écrire :

a =
N π df L

N π
d2

f

4
L

=
4

df

Finalement, une autre expression de la perméabilité souvent utilisée dans la littérature

est donnée par l’équation suivante (Dullien (1979), Park et Kang (2003)) :

K =
d2

f

16 hk

φ3

(1− φ)2

En généralisant dans un cas tridimensionnel, i.e. une constante de Kozeny dépendant

des trois directions (hk), l’expression dite de Carman Kozeny devient :

K =
d2

f

16 hk

φ3

(1− φ)2 (5.17)

Remarque : la relation de Carman-Kozeny est semi-empirique. La constante de Kozeny

doit être déterminée expérimentalement. Elle conduit à une perméabilité effective c’est à

dire une perméabilité en régime saturé. Dans le paragraphe 5.2.4.2 nous reviendrons en

détail sur le problème de la perméabilité et sur la détermination de la constante de Kozeny.

Équation de Brinkman Les approches de Darcy et de Kozeny ne permettent pas

de représenter un écoulement macroscopique dans un milieu poreux prenant en compte

les effets de (( bords )) c’est à dire les conditions d’adhérence ou les conditions limites

en vitesse au niveau des frontières (Yang et al. (2000)). En 1947, Brinkman propose une

généralisation des équations de Navier et Stokes (voir équation A.7, page 221) aux milieux

poreux. Ainsi, une force extérieure supplémentaire (terme de Darcy) traduit la diminution

de la quantité de mouvement due à la présence du milieu poreux : η
K

d̄f
r . Formulée de

manière quasi-eulérienne, l’équation de Brinkman s’écrit (voir Annexe J) :
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ρf
r

(
∂v̄ f

r

∂t

∣∣∣∣
χ

+
1

φ s
c̄f

r ·∇v̄f
r

)
= fv︸︷︷︸

ρf
r φ s g

−η φ s

K
· d̄ f

r − φ s ∇x p f
r + η ∆x v̄ f

r (5.18)

Dans cette équation c̄f
r désigne la vitesse relative entre les particules matérielles de fluide

v̄f
r dans le domaine matériel et la vitesse du domaine de référence v̄f

d choisi pour l’approche

ALE, et d̄f
r la vitesse relative entre le fluide et les préformes. Si le domaine de référence

choisi pour l’approche ALE est le domaine dans lequel s’écoule le fluide (les préformes), les

vitesses relatives d̄f
r et c̄f

r sont égales. Ce choix sera systématiquement effectué dans la suite

de cette étude pour la résolution des équations de Darcy ou Brinkman compte tenu des

explications données au paragraphe 5.2.4.3 : d̄f
r = c̄f

r . Par ailleurs, les vitesses introduites

dans ces équations ne sont pas des vitesses réelles mais des vitesses macroscopiques ou

dites en (( fût vide )). Ainsi, v̄f
r = φs vf

r et c̄f
r = φs cf

r et vf
r , cf

r respectivement les vitesses

intrinsèques moyennes de la résine dans les pores, et les vitesses intrinsèques moyennes

relatives de la résine.

En négligeant les effets d’inertie et en considérant des régimes d’écoulement laminaires

ainsi que de faibles perméabilités, le terme fv − η
K
· c̄ f

r devient prépondérant devant les

termes d’advection η∆x v̄ f
r et de diffusion c̄f

r ·∇v̄f
r (Farina et Preziosi (2000a) et Preziosi

et Farina (2002)). Ainsi, l’équation de Brinkman (Eq. 5.18), se réduit à l’équation classique

de Darcy (Eq. 5.16, voir aussi Farina et Preziosi (2000b)) :

fv − η

K
· c̄ f

r −∇x p f
r = 0 (5.19)

En considérant un écoulement quasi-statique pour lequel les phénomènes d’inertie

sont négligés devant les phénomènes visqueux l’équation de Brinkman 5.18 devient (Ngo

et Tamma (2001)) :

fv − η

K
· c̄ f

r −∇x p f
r + η̄ ∆x v̄ f

r = 0 (5.20)

η̄ = η
φ s

représente la viscosité effective. La viscosité doit être vue comme un paramètre

permettant de prendre en compte les conditions aux limites de cisaillement au niveau des

interfaces (Brinkman (1947)) par l’intermédiaire du terme d’advection.

Le problème de la perméabilité Quelle que soit l’approche utilisée (Darcy ou Brink-

man), la perméabilité caractérise l’écoulement de fluide dans le milieu poreux. La modéli-

sation de l’écoulement de la résine dans les procédés LRI et RFI devra donc s’appuyer sur

une valeur théorique ou expérimentale de la perméabilité la plus précise possible afin de

proposer un modèle réaliste et fiable. Dans le cas de ces procédés, les mesures concernent
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principalement les perméabilités transverses des préformes. En effet, les perméabilités

dans le plan des renforts (10−10 − 10−11 m2) sont bien plus elevées que les perméabilités

dans l’épaisseur (10−12 − 10−13 m2). Expérimentalement, l’écoulement du fluide lors de

l’infusion a lieu essentiellement dans l’épaisseur. Dans cette direction, comme nous l’avons

décrit précédemment lors de la combinaison des approches de Kozeny et de Darcy, une

formule semi-empirique peut être utilisée pour obtenir cette perméabilité : la relation de

Carman Kozeny. L’autre méthode de plus en plus employée consiste à utiliser directement

des mesures expérimentales spécifiques au milieu poreux analysé.

Utilisation de loi semi-empiriques Le modèle de Carman-Kozeny est très lar-

gement utilisé dans le cadre de la détermination de la perméabilité d’un empilement de

préformes (Bear (1990), Kaviany (1995)). Ce modèle fait intervenir une constante dite

constante de Kozeny dont la détermination n’est pas triviale. Kaviany (1995) note les li-

mites de ce modèle et constate que la constante de Kozeny varie dans certaines conditions.

Expérimentalement Elbouazzaoui (2004) montre, bien que ceci reste encore difficilement

quantifiable et que la constante dépend du régime d’écoulement. Par ailleurs, la dépen-

dance à la porosité proposée dans cette loi n’est pas toujours représentative du milieu

poreux étudié (en l’occurrence ici le modèle de Kozeny n’est pas représentatif des renforts

de type NC2 comme l’indiquent Drapier et al. (2005)). Il faut se rappeler que le modèle

de Kozeny reste une approximation assez grossière du milieu poreux comme le montre

la figure 5.5. Il est donc nécessaire de prendre de nombreuses précautions en employant

cette loi, chose que de nombreux auteurs négligent de faire en se contentant d’identifier la

constante de Kozeny. Les travaux de Chen et Papathanasiou (2006) montrent une forte

sensibilité de la constante de Kozeny à la porosité mais surtout à la distance entre fibres.

D’autre travaux portent sur l’utilisation de la théorie de l’homogénéisation afin de

prédire la perméabilité de renforts fibreux (Takano et al. (2000), Boutin (2000)). Dans

ce cas la perméabilité du renfort (paramètre macroscopique) est déterminée à partir de

la géométrie de la microstructure au moyen de la théorie de l’homogénéisation. Bizet

et al. (2005) s’intéressent à l’analyse de la microstructure de renforts fibreux à l’aide de

granulométries linéaires. Ces granulométries permettent de déterminer les caractéristiques

de la phase poreuse. Une comparaison entre les valeurs de perméabilités expérimentales et

de perméabilités calculées à l’aide des porosités et de la loi de Carman Kozeny est ensuite

réalisée avec succès. Dans leur travaux Belov et al. (2004) proposent une analyse de la

perméabilité à l’aide de simulations numériques sur un volume représentatif des renforts.

Dans cette étude la méthode des (( réseaux )) de Boltzmann est utilisée pour analyser

les écoulements complexes dans les textiles. Des modèles microscopiques sont adoptés

et des relations cinématiques mésoscopiques sont utilisées. Le fluide est composé d’un
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ensemble de (( particules fluides )) qui bougent et interagissent sur le réseau. Enfin notons

que certains auteurs proposent une décomposition de la perméabilité en perméabilité

absolue et perméabilité relative (Lewis et al. (1998)), les perméabilités relatives étant

généralement introduites dans les écoulements multiphasiques de manière semi-empirique

à partir des effets de capillarité afin de prendre en compte les différences entre perméabilité

saturée et effective (insaturée) elles même calculées à partir de la relation de Carman

Kozeny : voir paragraphe 2.3.1.2 dans la partie I.

Mesures expérimentales de la perméabilité De plus en plus, des études expé-

rimentales relativement spécifiques sont menées afin de caractériser précisément la per-

méabilité propre à chaque matériau (Buntain et Bickerton (2003), Drapier et al. (2002),

Ferland et al. (1996) . . . ). Ces études indiquent une dépendance de la perméabilité à la

porosité et au niveau de saturation d’où la séparation effectuée par Lewis et al. (1998)

en perméabilité effective et perméabilité relative. Dans la plupart des cas ces mesures

de perméabilité reposent directement sur l’utilisation de la loi de Darcy (voir équation

5.16). Une mesure du débit et du gradient de pression aux extrémités d’un échantillon

permet de déterminer la perméabilité en m2 d’un empillement, la viscosité dynamique

du fluide étant connue. Deux types de caractérisations sont généralement effectuées (Bi-

netruy et al. (1997), Elbouazzaoui (2004), . . . ). Des mesures en régime transitoire pour

lesquelles le fluide imprègne le stratifié (Breard et al. (1999) et Drapier et al. (2005)).

L’écoulement est supposé quasi-statique afin d’appliquer la loi de Darcy entre chaque pas

de remplissage. Des mesures en régime saturé ou permanent permettent de déterminer

des perméabilités dites effectives (Buntain et Bickerton (2003) et Ferland et al. (1996)).

Concernant les nappes NC2, des mesures de perméabilité en régime stationnaire et

transitoire ont été réalisées par Elbouazzaoui (2004). La figure 5.7 présente les résultats

obtenus dans le cadre de ces travaux. Les premiers résultats de l’étude montrent une

forte dépendance de la perméabilité à la face d’injection, à la saturation ainsi qu’une

dépendance a priori linéaire à la porosité. Néanmoins, ces mesures restent difficilement

reproductibles. Actuellement des efforts sont engagés à l’École Nationale Supérieure des

Mines de Saint-Étienne dans le cadre d’une collaboration avec Hexcel Reinforcements

(Nunez (2005)) afin de concevoir un dispositif permettant une caractérisation précise de

la perméabilité pour tout type de renfort.

Remarque : Les mesures réalisées par Hexcel Reinforcements en régime permanent in-

diquent une perméabilité 50 fois supérieure dans la direction longitudinale pour des ren-

forts sans trous de coutures et 100 fois supérieure lorsque les NC2 présentent des trous de

coutures.
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Figure 5.7 – Bilan de mesures de perméabilité en régime saturé et transitoire sur les nappes

NC2 (Drapier et al. (2005)).

Conclusion La mesure de la perméabilité de préformes reste une difficulté expéri-

mentale fondamentale. Actuellement de nombreux travaux sont en cours pour fournir une

réponse aux différents problèmes posés (mesures en régime transitoire, en régime perma-

nent, . . . ). Ici, dans le cadre de la mise au point d’un modèle et d’un outil de calcul pour

l’étude générale des mécanismes de l’infusion, nous avons choisi d’utiliser en première ap-

proche une loi de type Carman-Kozeny. Ainsi, la perméabilité dépend essentiellement de la

porosité. La constante de Kozeny est choisie de telle sorte que les perméabilités obtenues

soient proches des perméabilités mesurées par Drapier et al. (2005), soit une perméabilité

de 1.10−12 pour un taux de fibres de 60 %. Dès que des caractérisations supplémen-

taires auront été menées sur la saturation, son intégration dans le modèle sera possible.

Nous reviendrons dans la suite de ce chapitre consacré à la modélisation mécanique sur

le problème de la saturation. Signalons enfin, que lors du drapage les permeabilités lon-

gitudinales (dans le plan) et transverses (dans l’épaisseur) vont fortement changer. Des

logiciels sont actuellement proposés pour représenter ces variations (PAM-FORM TM) ou

QUIK-FORMTM.

5.2.4.3 Les équations de conservation

Les développements précédents concernent l’étude de l’écoulement de la résine dans les

préformes. L’équation de conservation de la quantité de mouvement de Brinkman décrit

d’une manière générale l’écoulement dans un milieu poreux (ici l’écoulement de la résine
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dans les préformes). Pour de faibles perméabilités cette équation est souvent remplacée par

l’équation de Darcy. Cette équation largement utilisée dans la littérature pour la mise en

forme de matériaux composites par injection ou infusion fournit d’excellents résultats au

regard des confrontations résultats numériques / expériences présentés. Cette description

de la conservation de la quantité de mouvement doit comme dans le cas de la zone pure-

ment fluide être complétée par une équation de conservation de la masse qui exprime ici

l’incompressibilité du fluide. Exprimées dans le cadre d’une approche (( quasi-eulérienne )),

en régime quasi-statique et pour un milieu poreux à perméabilité faible pour lequel la loi

de Darcy est vérifiée, les équations de conservation s’écrivent en 3D (K < 1.10−3 m2 ; voir

Annexe K) :

η

K
· c̄ f

r + ∇x p f
r = 0 (5.21a)

c̄ r
r ·∇x ρ r

r + ρ r
r divx v̄ r

r = 0 (5.21b)

Pour les procédés par infusion, la vitesse de domaine de référence v̄f
d n’est pas ar-

bitraire. Le domaine poreux dans lequel s’écoule la résine subit d’importantes déforma-

tions. Afin de suivre l’évolution de ces propriétés et l’influence de cette modification sur

l’écoulement de fluide, notamment au niveau des porosités et des perméabilités, il parâıt

astucieux de confondre le domaine de référence associé à l’écoulement de la résine dans le

milieu poreux avec le domaine poreux lui-même. Ainsi, les perméabilités seront directe-

ment connues dans le domaine de référence Ω̂. L’emploi de la formulation quasi-eulérienne

est donc naturel.

Dans la littérature, les équations de conservation de la masse et de la quantité de

mouvement sont souvent regroupées. L’équation résultant de cette association est plus

connue sous le nom d’équation de Richard ou de Buckingham-Darcy (voir Annexe I). Elle

est à la base des méthodes FE/CV et des (( éléments non-structurés )) très utilisés dans

la plupart des codes de calcul. Dans la littérature, des approches prenant en compte le

déplacement du domaine dans lequel s’écoule la résine sont proposées (Kang et al. (2001)).

Elles sont élaborées à partir de l’écriture des équations de conservation sur chacune des

phases en présence, i.e. la résine et les fibres (Billi et Farina (2000)).

5.2.5 Écoulement de la résine dans le drainant

L’écoulement de la résine dans le drainant peut être modélisé de plusieurs façons.

Certains estiment que les perméabilités très importantes rencontrées dans de tels milieux

permettent de considérer directement un écoulement de type Navier et Stokes, voire Stokes

compte tenu de l’hypothèse d’écoulement laminaire de la résine. D’autres auteurs préfèrent
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utiliser les équations de Brinkman pour modéliser ces écoulements à fortes perméabilités.

Une étude comparative des équations de Stokes, Brinkman et Darcy doit permettre de

décider des seuils de perméabilité à partir desquels chacune de ces équations peut être

employée. Une partie de cette étude est présentée dans l’Annexe K, page 251. Elle in-

dique que pour des perméabilités inférieures à K = 1.10−3 m2, la prise en compte des

phénomènes de bords tels que les conditions d’adhérence conduit à des problèmes numé-

riques caractérisés par l’apparition de couches limites. En deçà de ce seuil de perméabilité,

l’équation de Darcy devient une bonne approximation.

5.3 Modélisation de la partie solide

Quelle que soit la zone considérée, les préformes sèches et humides se comportent

comme un solide. Une formulation matérielle (basée sur un maillage associé aux particules

matérielles) convient parfaitement pour modéliser ce type de comportement et permet de

conserver intégralement l’histoire de la déformation (voir figure 5.1, page 48). Comme nous

l’avons vu dans le chapitre d’introduction, l’influence de la pression de la résine dans les

pores des préformes peut expliquer les variations d’épaisseur rencontrées lors des procédés

par infusion notamment les augmentations d’épaisseur mises en évidence dans les travaux

de Kang et al. (2001) et Ahn et al. (1990). Nous avons choisi ici d’intégrer cette pression

directement dans les équations de conservation afin de proposer un modèle le plus général

possible. L’interaction entre le comportement solide des préformes et le comportement

fluide de la résine intervient également à travers de l’évolution de la porosité que nous

traitons ici de façon rationnelle à l’aide de l’équation de conservation de la masse.

5.3.1 Conservation de la masse et porosité

Dans une approche matérielle, la conservation de la masse est implicitement vérifiée

dans le sens où les repères de calcul (le maillage) et le domaine matériel sont confondus.

Ainsi, l’équation de conservation de la masse relie les masses aux instants t et t + ∆t via

la densité macroscopique des fibres ρ̄f
f et le Jacobien de la transformation J .

J(x, t + ∆t) ρ̄ f
f (t + ∆t) = J(x, t) ρ̄ f

f (t) (5.22)

Ici, les préformes sont supposées déformables mais composées de fibres incompressibles.

Ainsi une variation de volume dans les préformes est associée à une variation du volume des

pores et donc à une variation de porosité. La variation locale de porosité est alors calculée.

La relation suivante relie de manière explicite l’état de déformation des préformes et les

porosités associées :
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J(x, t + ∆t) (1− φ(x, t + ∆t)) = J(x, t) (1− φ(x, t)) (5.23)

Numériquement, l’approche matérielle permet le calcul de la variation de porosité

locale à partir de la variation de volume de chaque élément. Cette approche de la variation

de porosité par la conservation de la masse, bien que très intuitive, est un point original du

modèle proposé par rapport à ceux exposés actuellement dans la littérature où la variation

de porosité (ou la variation de fraction volumique) est directement reliée à la pression

appliquée sur l’empilement de préformes via des relations semi-empiriques 1D (Farina et

Preziosi (2000c), Gutowski et al. (1987), . . . ) ce qui limite l’analyse du comportement à

l’étude du comportement dans l’épaisseur.

5.3.2 Influence de la résine sur le comportement des nappes

En l’absence de force de volume, l’équation de conservation de la quantité de mouve-

ment associée à l’empilement de préformes s’écrit sous forme eulérienne (voir Annexe A.3,

page 217) :

divx σ
f

f (x, t) = 0 (5.24)

Cette équation de conservation est écrite dans un premier temps en fonction des

contraintes de Cauchy dans les préformes σf
f . Elle peut néanmoins être formulée dans

le repère initial et ainsi s’écrire en fonction du premier tenseur de Piola Kirchhoff (voir

équation 5.3 dans le paragraphe dédié à la formulation ALE ). La description des carac-

téristiques du comportement des nappes (imprégnées ou non) s’exprime dans la loi de

comportement. Il est évident que le comportement des nappes va dépendre du compor-

tement du réseau de fibres lui même (i.e. sa rigidité) mais également de la présence de

fluide (la résine) dans les pores (Kessels et al. (2006)). De nombreux auteurs ont étudié

la réponse mécanique de préformes saturées afin de dégager une loi de comportement.

Ces analyses restent cependant limitées à des conditions aux limites particulières et four-

nissent des informations sur un certain type de préformes (Gutowski et al. (1987)). Ici,

dans le cadre d’une analyse très générale de l’infusion, nous avons choisi de formuler le

comportement des nappes imprégnées via le modèle dit de (( Terzaghi )). Dans ce modèle

purement mécanique, l’influence de la résine est prise en compte à travers sa pression

hydrostatique (Terzaghi et al. (1967), Kempner et Hahn (1998), Gray et Schrefler (2001),

Wan (2003), . . . ) :

σ f
f = σ f

ef
− s p f

r I dans les préformes humides

σ f
f = σ f

ef
dans les préformes sèches

(5.25)
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où σ f
ef

désigne les contraintes effectives dans les préformes, i.e. les contraintes en l’absence

de résine, p f
r la pression hydrostatique de la résine dans les préformes humides et s le degré

de saturation déjà défini dans le paragraphe 5.2.4.1 et qui sera étudié plus précisément

dans le paragraphe 5.4. Le lecteur est invité à consulter l’annexe G pour obtenir plus de

détails sur le modèle de Terzaghi. En 1941, Biot généralise le modèle de Terzaghi sous la

forme d’une théorie générale pour la consolidation en apportant un paramètre correcteur

β dans la loi de comportement (Biot (1941), Schanz et Pryl (2004)). sp f
r I devient sβ p f

r I.

Dans le cadre de leur élaboration les modèles de Biot et de Terzaghi étaient associés à

des comportements effectifs de type élastique linéaire. Des généralisations de ces modèles

proposent désormais des comportements beaucoup plus élaborés modélisant à la fois des

effets irréversibles non-linéaires (principalement pour la mécanique des sols - Borja (2004))

voire même des aspects thermo-mécaniques (Schrefler et Scotta (2001)). Comme nous

l’observons ici, la modélisation correcte du comportement mécanique en retenant le modèle

de Terzaghi ou le modèle de Biot, nécessite la détermination de la loi de comportement

effective des nappes et celle du paramètre de Biot β. Concernant ce dernier paramètre nous

le supposerons dans un premier temps égal à 1. Le modèle pourra ensuite être ajusté lors

de la comparaison expériences / simulations. Des essais expérimentaux réalisés à l’École

Nationale Supérieure des Mines de Saint-Étienne sur des bi-axiaux NC2 [0,90] (Drapier

et al. (2002), Drapier et al. (2005)) et plus récemment sur des empilements [0,90]100 lors

des essais de validation des modèles développés dans le cadre de la modélisation du procédé

LRI (lois de comportement dans le chapitre 15), donnent des informations au sujet de

la loi de comportement spécifique aux renforts NC2. Ces essais de compression montrent

un comportement élastique non-linéaire en grandes déformations des préformes dans leur

épaisseur (plus de 100 %). Les non-linéarités géométriques devront donc être prises en

compte et traitées afin de modéliser correctement le comportement des nappes. La loi de

comportement est globalement caractérisée par la présence de deux pentes. Une premiere

rigidité est associée à des fractions volumiques de fibres inférieures à 60 %. Elle peut

être interpretée comme une rigidité macroscopique du réseau de fibres due en partie aux

forces de frottement. Une rigidité plus importante correspond ensuite à des fractions

volumiques de fibres supérieures à 60 % (voir figure 8.5 dans le chapitre 8). Cette rigidité

n’est plus liée aux forces de frottement mais à la rigidité même des fibres de carbone.

A partir d’un certain seuil, les déformations ne sont plus élastiques. Des phénomènes

irreversibles apparaissent (voir les travaux de Zhang et Schrefler (2000) pour la prise en

compte de phenomènes plastiques dans la loi de Terzaghi). Le lecteur peut se reporter

au paragraphe 8.3.1.2 du chapitre 8 pour plus d’informations au sujet de l’élaboration

des lois de comportements anisotropes non-linéaires. Dans ce chapitre 8 (partie II) nous

decrirons numériquement le type d’outils employés pour le traitement du comportement
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élastique non-linéaire en grandes déformations des nappes de préformes.

D’autres travaux menés par Bickerton et al. (2003) indiquent un comportement visco-

élastique de certaines préformes sèches. Pour conclure notons que des modèles plus éla-

borés sont utilisés pour étudier le comportement visco-élastique de structures en service

comme le modèle développé par Kelly et al. (2006), mais une fois de plus ce type de

modèle reste spécifique à des couples résine / préformes particuliers. Notons enfin que de

fortes vitesses de déformations peuvent être à l’origine de dissipations thermiques dans les

préformes. A notre connaissance, ce type de phénomène n’est pas mentionné dans la litté-

rature et compte tenu des faibles vitesses d’infusion, donc de déformation des préformes,

ces effets seront négligés.

5.4 Prise en compte de la saturation

5.4.1 Définition

L’équation de Buckingham-Darcy traditionnelle utilisée dans les modèles d’injection

ne traite pas le changement possible du niveau de saturation comme le changement de

porosité d’un domaine matériel. La saturation est définie comme le ratio entre le volume

de résine et le volume de pores :

s =
volume de résine

volume de pores
(5.26)

Les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement de Darcy

(voir Eqs. 5.21), écrites dans le cadre de la théorie de l’homogénéisation s’expriment en

fonction de variables macroscopiques ou en fût vide. Celles-ci font intervenir la saturation

et la porosité. Dans ce qui précède nous avons observé comment l’évolution de la porosité

était prise en compte à travers l’analyse du comportement des préformes (voir paragraphe

5.3.1). La variation de la saturation est plus délicate à analyser. Actuellement deux types

d’approches sont étudiées dans la littérature et présentent toutes deux un certain nombre

de difficultés.

5.4.2 Les approches possibles

D’un point de vue physique, la saturation est un paramètre progressif. La frontière

entre une zone complètement saturée (s = 1) et une zone sèche (s = 0) est dans ce

sens continue. Selon Spaid et al. (1998), la relation entre la pression et la saturation est

gouvernée par les effets de tensions de surface. Ainsi, en régime transitoire, la relation

supplémentaire entre le champ de pression et le degré de saturation doit être caractérisée.
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Diverses études menées sur des écoulements de fluides en régimes saturés et insaturés sont

notamment menées par Breard et al. (1999) afin de caractériser cette relation. Cependant,

le manque d’informations concernant cette loi d’évolution en fait une approche assez peu

utilisée dans la littérature. Par ailleurs comme nous l’avons mentionné dans le paragraphe

5.2.4.2, la saturation intervient également sur la perméabilité. Bien que nécessaire dans

le cadre d’une modélisation complète de l’infusion, dans l’état actuel des connaissances,

l’intégration de la saturation présente trop d’inconnues pour être d’une utilité avérée.

Pour répondre au manque d’information sur la saturation, l’approche dite (( slug-flow ))

est actuellement la plus utilisée. Cette approche repose sur l’hypothèse d’une relation

binaire entre la saturation s(x, t) et la pression hydrostatique p(x, t). La saturation et la

pression étant reliées à l’aide d’une seule relation explicite, cette hypothèse élimine un

degré de liberté dans le problème éléments finis (Michaud et Mortensen (2001)).

s(x, t) = 1 pour p(x, t) 6= 0

s(x, t) = 0 pour p(x, t) = 0
(5.27)

Numériquement, l’approche (( slug flow )) repose sur l’utilisation d’un volume de contrôle

associé à un degré de liberté en saturation ou en pression. Ce volume est utilisé pour cal-

culer le flux de matière sur chacune des frontières des volumes de contrôle et permet ainsi

de post-traiter le champ de pression et de connâıtre la séquence de remplissage d’une

structure (voir Loos et al. (2002)). Principalement deux méthodes sont aujourd’hui utili-

sées. La méthode des éléments non-structurés et la méthode FE/CV déjà présentée lors

de l’étude bibliographique dans le paragraphe 2.3.2.4.

5.5 Conditions aux limites

A l’exception des conditions aux limites appliquées par le procédé lui-même, comme la

pression engendrée par le sac à vide ou encore la condition de déplacement normal nul sur

la base de l’empilement (voir les figures 4.1 et 4.2), la détermination des autres conditions

aux limites est un problème majeur principalement sur l’interface mobile entre la résine

(film de résine ou drainant) et les préformes saturées. Les figures 5.9 et 5.8 synthétisent

les conditions aux limites à l’échelle de la structure respectivement pour les procédés LRI

et RFI. Les conditions de couplage entre les régions de fluide et de nappes dans la zone

de préformes imprégnées sont intégrées directement dans les équations de conservation,

elles sont également reportées sur les figures 5.9 et 5.8.
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NAPPES IMPRÉGNÉES

Mécanique des solides
Hypothèse Terzaghi

RÉSINE DANS NAPPES

Equation de Darcy ALE
Conservation masse ALE

RÉSINE

Stokes ou Darcy
Conservation masse

NAPPES SEULES

Mécanique des solides
Elastique non-linéaire

vitesse de la
résine et

pression nulle

Pression
hydrostatique

Porosité

Condition
limite en

contraintes
(automatique)

ÉCHELLE MATÉRIAU

ÉCHELLE STRUCTURE

Condition limite en
contraintes

Pression sac
à vide

Continuité de la
vitesse

DRAINANT

Mécanique solide
Loi élastique linéaire

Déplacement
normal nul

1

2 6

8

9

3

7

4

5

Continuité pression
hydrostatique

Pression
atmosphérique

7

Figure 5.8 – Conditions aux limites à l’échelle structure et interactions dans les nappes

imprégnées à l’échelle matériau : cas du procédé LRI.

5.5.1 Interaction à l’échelle matériau

Les interactions entre les préformes imprégnées et la résine sont directement prises en

compte dans les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement de

ces constituants. La première interaction (¯ sur les figures 5.9 et 5.8) modélise l’effet de la

pression hydrostatique de la résine obtenue par l’équation de Darcy ALE sur les préformes

humides via la loi de Terzaghi. Inversement, la deuxième interaction (°) concerne l’effet

sur le champ de pression de la modification de porosité, donc de perméabilité consécutive

à la déformation des préformes . Ces deux interactions sont identiques quel que soit le

procédé considéré (LRI ou RFI ).

5.5.2 Conditions limites à l’échelle structure

Ces conditions peuvent être divisées en deux catégories. Le premier type concerne

les conditions imposées directement par le procédé. Quel que soit le procédé considéré
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NAPPES IMPRÉGNÉES

Elastique non-linéaire
Hypothèse Terzaghi
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Figure 5.9 – Conditions aux limites à l’échelle structure et interactions dans les nappes

imprégnées à l’échelle matériau : cas du procédé RFI.

(LRI ou RFI ), le sac à vide créé une pression mécanique (¬) sur la partie supérieure

de l’empilement. Au niveau du front de fluide dans les préformes, le champ de pression

et le champ de vitesse tendent vers zéro (±). Il est également possible d’appliquer la

pression atmosphérique au niveau du front. Dans les deux procédés, l’interface entre la

résine et les nappes imprégnées doit satisfaire à la fois la continuité de la vitesse normale,

i.e. conservation de la masse, et de la pression hydrostatique (²). Dans le cas du procédé

RFI, la continuité du champ de déplacement (µ) est une conséquence de la continuité de

la vitesse (²). Pour les deux procédés, la base du stratifié est modélisée à l’aide d’une

condition sur le déplacement normal (´). Une vitesse normale nulle est également imposée

sur la base pour le procédé RFI (³). Dans le cas du procédé LRI, nous appliquerons la

pression atmosphérique sur la partie supérieure de l’empilement (³).

Le deuxième type de condition est relatif à la continuité du vecteur contraintes (­

et ®). Concernant la première condition (­), i.e. la continuité du vecteur contraintes

au niveau du front de fluide, elle est automatique et directement liée à l’annulation du

champ de pression au niveau du front de fluide. La continuité du vecteur contraintes entre
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la zone de résine et la zone purement fluide ou la résine dans le drainant, est mentionnée

dans la littérature notamment dans les travaux de Beaver Joseph et Shaffman (Jäger et

Mikelic (2001), Rivière et Yotov (2005), . . . ). Selon ces travaux trois types de conditions

doivent être imposées au niveau de l’interface : la continuité de la vitesse normale due

à la conservation de la masse (²), la continuité du vecteur contraintes (®) et enfin, une

condition sur les vitesses tangentielles due aux mécanismes de frottements. Cette dernière

relation nécessite de caractériser un cœfficient de glissement par des essais expérimentaux.

Ici, nous avons choisi dans une première approche de ne pas imposer de cœfficient de

glissement entre les deux zones. Néanmoins, cette condition reste essentielle (en particulier

en mécanique des sols) surtout lorsque des géométries complexes avec effets de bords

interviennent. En effet, compte tenu des larges rapports entre perméabilités longitudinales

et transverses, l’infusion longitudinale domine. Bien que différentes, les conditions aux

limites associées aux procédés LRI / RFI sont relativement proches. La transposition des

modèles d’infusions développés dans le cadre de ces deux méthodes à d’autre procédés ne

devrait a priori pas poser de problèmes particuliers.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une modélisation mécanique générale du com-

portement de la résine et des préformes dans les différentes zones identifiées lors du choix

des modèles macroscopiques pour l’étude des procédés LRI et RFI. Cette analyse basée

sur l’écriture des équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement

pour chacun des constituants et dans chacune des différentes zones a été complétée par

une analyse exhaustive des conditions aux limites à l’échelle structure spécifiques aux

procédés LRI et RFI. Ici, l’interaction entre l’écoulement de la résine et la déformation

des nappes a été réalisé par l’association du modèle de Terzaghi et d’une formulation

ALE de l’écoulement du fluide. Le modèle général de couplage des interactions entre le

comportement de la résine et le comportement des préformes dans un zone hétérogène

peut être utilisé dans de nombreuses autres applications qui dépassent largement le cadre

des procédés par infusion analysés ici.
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Chapitre 6

Modélisation thermique et chimique

Sommaire

6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

6.2 Les équations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

6.2.1 Équation de la chaleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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6.3.2 Couplage explicite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

6.4 Les conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

6.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

6.1 Introduction

La modélisation des aspects thermiques et chimiques repose sur une approche assez

différente de celle employée pour la partie mécanique. Ici, les modèles proposés pour les

procédés RFI et LRI (voir les figures 4.1 et 4.2) sont toujours utilisés. En revanche, dans

la zone intermédiaire, les préformes humides sont considérées comme un seul et même

matériau. En effet, les vitesses très lentes des procédés que nous avons mentionnées précé-

demment (voir paragraphe 5.2.1) permettent de considérer un état thermique homogène

dans la zone de mélange fibres / résine. Il est ainsi possible de déterminer un matériau

homogène équivalent dont les propriétés thermo-physico-chimiques sont obtenues à l’aide

de lois des mélanges (Loos et al. (2002), Hassanizadeh (1983a)).

Les phénomènes thermo-physico-chimiques sont décrits par deux équations : l’équation

de la chaleur qui provient de l’équilibre énergétique du système et l’équation de réticulation
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qui exprime le transport de la masse de résine réticulée. Dans ce chapitre, une brève

description de ces équations est fournie. Le couplage des phénomènes thermo-chimiques

avec le comportement mécanique de la résine et des préformes est ensuite décrit. Compte

tenu des températures atteintes dans ce type de procédé (T < 300̊ C), les effets radiatifs

seront négligés devant les effets conductifs et convectifs.

6.2 Les équations

6.2.1 Équation de la chaleur

L’équation de conservation de l’énergie est obtenue à partir du premier principe de la

thermo-dynamique et du théorème de l’énergie cinétique (voir annexe A). En intégrant

la loi de Fourier pour exprimer les effets de conduction (Bergheau et Fortunier (2004)),

l’équation de conservation de l’énergie ou équation de la chaleur devient (voir Annexe

A.6) :

ρ c
DT

Dt
= σ : D + r + div (λ ·∇T ) (6.1)

où T est la température, c est la capacité spécifique, λ est le tenseur de conductivité

thermique (λ est scalaire dans un cas isotrope) et r est le terme source.

La réaction de réticulation fait intervenir un terme source que nous pouvons exprimer

sous la forme ∆H Dα
Dt

où ∆H est la chaleur libérée par la réaction de réticulation et α

est le degré de réticulation. Le terme de dissipation mécanique σ : D est généralement

négligé car très faible devant les termes convectifs et la source de chaleur r. L’équation de

la chaleur s’écrit donc :

ρ c
DT

Dt
= div (λ ·∇T ) + ∆H

Dα

Dt
(6.2)

6.2.2 Cinétique de réticulation

L’équation de la réticulation exprime le transport de la masse de résine réticulée. Il

s’agit donc d’une équation classique de transport qui s’écrit d’une manière générale :

Dα

Dt
=

∂α

∂t
+ v̄ ·∇α (6.3)

où v̄ désigne la vitesse macroscopique de la résine.

Dans la littérature de nombreux modèles sont utilisés pour exprimer l’évolution du taux

de réticulation dans le temps Dα
Dt

. Ces modèles sont généralement construits en couplant

des lois Arrhenius avec des lois puissances. Ici nous présentons les deux modèles les plus
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utilisés associés aux résines les plus employées dans les procédés de mise en œuvre par

voies sèches (LCM ).

Modèle de Kamal Sourour (Farina et Preziosi (2000c)) :

Dα

Dt
=
(
A1 e−

E1
R T + A2 e−

E2
R T αp

)
(1− α)q (6.4)

Modèle de Lee (Blest et al. (1999)) :

Dα

Dt
=


(
A1 e

−E1
R T + A2 e

−E2
R T α

)
(1− α) (0, 47− α) α ≤ 0, 3(

A3 e
−E3
R T

)
(1− α) α > 0, 3

(6.5)

où les Ai sont des constantes pré-exponentielles et les Ei des énergies d’activation.

Ces lois empiriques sont généralement données par le fournisseur de résine qui indique

également au concepteur le cycle de température optimal permettant d’obtenir le meilleur

taux de réticulation et ainsi, les meilleures caractéristiques mécaniques et thermiques.

Signalons enfin que ce modèle d’évolution du degré de réticulation n’est pas exhaustif.

Il existe vraisemblablement un lien entre les aspects mécaniques (contraintes internes)

dans les fibres et / ou la résine qui vient agir sur l’évolution du degré de réticulation. Ce

lien est directement dû à la modification de la structure des châınes polymères lors de la

réticulation, modification étroitement liée à la présence de contraintes de traction ou de

compression entre les châınes.

6.3 Couplage mécanique / thermique

6.3.1 Les paramètres thermo-chimiques équivalents

Dans la zone intermédiaire, en écrivant les équations de la chaleur pour chaque consti-

tuant (le réseau de fibres et la résine), il est possible de déterminer des paramètres thermo-

mecaniques équivalents (indicés m). Le lecteur pourra trouver plus de détails théoriques

à propos des techniques d’homogénéisation dans la littérature (Hassanizadeh (1983b)).

λm = φ λr + (1− φ) λf (6.6)

ρm = φ ρr + (1− φ) ρf (6.7)

cm ρm = φ cr ρr + (1− φ) cn ρf (6.8)
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D’autre part, la conductivité thermique λm n’est pas une grandeur scalaire mais ten-

sorielle. Nous invitons le lecteur à consulter les travaux de Loos et MacRae (1996) pour

la détermination des valeurs du tenseur de conductivité thermique.

6.3.2 Couplage explicite

Hormis les phénomènes de transport intégrés dans les équations de la chaleur et du de-

gré de réticulation, la viscosité contrôle le couplage entre les phénomènes thermo-chimiques

et les écoulements de fluides. Une relation empirique entre la température, le degré de réti-

culation et la viscosité fournit une équation explicite pour la détermination de la viscosité

à partir des deux autres paramètres. L’équation suivante est un exemple utilisé dans la

littérature (Park et Kang (2003)) :

η = η0 exp

(
∆Eη

R T
+ κ α

)
(6.9)

où η0, ∆Eη et κ sont des constantes du modèle.

D’autres types de modèles sont présentés dans les travaux de Bikas et al. (2002).

Notons enfin que des effets thermo-mécaniques peuvent également être pris en compte au

niveau de la loi de comportement mécanique pour les préformes comme nous l’avons déjà

indiqué dans le paragraphe 5.3.2.

6.4 Les conditions aux limites

Les conditions aux limites sont de deux types. Les conditions imposées par le procédé

lui-même (la table chauffante ou l’autoclave), i.e. principalement la température, et les

conditions aux limites imposées au niveau des interfaces mobiles pour garantir la continuité

du champ de température. Le degré de réticulation associé à la résine en début de procédé

doit être imposé comme condition initiale. Typiquement un degré de réticulation nul

correspondant à une résine idéale non réticulée (fluide) est imposé.

6.5 Conclusion

Les équations de la chaleur et du degré de réticulation présentées décrivent les méca-

nismes thermo-chimiques agissant lors de l’infusion. Ces équations sont écrites dans la zone

imprégnée pour les deux composants via une approche d’homogénéisation contrairement

à ce qui a été fait pour la description de l’écoulement de la résine et de la déformation

des préformes. Certaines références bibliographiques (Han et al. (2003)) indiquent que les

vitesses d’écoulement très faibles rencontrées dans les procédés par infusion permettent
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de négliger les effets convectifs dans les équations de conservation (termes non-linéaires

se traduisant par l’utilisation de techniques de résolutions particulaires type SUPG pour

traiter le problème de convection-diffusion). Au cours de ce travail de thèse, dans une

première approche de la modélisation complète de l’infusion par différences finies en 1D

nous avons pu vérifier et comparer les résultats fournis par le couplage d’une équation

de la chaleur avec un modèle de Lee (sans effets convectifs). La figure 6.1 présente les

résultats numériques que nous avons obtenus et que nous avons comparés avec succès à

d’autres résultats de la littérature (Celle et al. (2005)). Ces résultats sont comparables

aux résultats obtenus par Cheung et al. (2004).
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(a)

(b)

Figure 6.1 – Évolution de la température (a) et du degré de réticulation (b) pour un

matériau composite à fibres de verres E et matrice thermodurcissable 914 - Modèle de

Lee.
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Chapitre 7

Bilan des couplages mis en jeu

Dans les deux chapitres précédents, nous avons décrit les phénomènes mécaniques

(solide et fluide) et thermo-chimiques interagissant lors des procédés LRI et RFI. La

figure 7.1 synthétise les interactions entre les divers phénomènes rencontrés dans la zone

hétérogène, i.e. les préformes humides, pour une meilleure compréhension des mécanismes.

Ceux-ci sont divisés en trois grands types de phénomènes : la mécanique des solides liée

à la compression des préformes, la mécanique des fluides liée à l’écoulement de la résine,

et enfin les phénomènes thermo-physico-chimiques liés à la réticulation et aux transferts

de chaleur.

Sur ce schéma, les bôıtes pleines représentent les variables indépendantes du problème.

Ces variables sont scalaires ou vectorielles. Chaque variable est connectée avec une équa-

tion de conservation ou une loi physique. La viscosité η n’est pas une variable indépendante

dans le sens où elle dépend explicitement de la température et du degré de réticulation

(Eq. 6.9). De même, il existe une dépendance directe de la perméabilité sur la porosité via

l’équation de conservation de la masse des préformes (Cf. Eq. 5.23). Nous avons néanmoins

choisi de représenter ces deux variables sur la figure 7.1 pour une meilleure compréhension

des interactions. Finalement, quel que soit le procédé (LRI ou RFI ), la zone de préformes

humides comporte 7 variables indépendantes (3 déplacements, la pression de la résine, la

saturation et le degré de réticulation). Si les vitesses sont prises en compte par une for-

mulation mixte vitesse / pression pour la résolution des équations de Darcy (Eq. 5.16) ou

de Brinkman (Eq. 5.18), 3 variables supplémentaires doivent être ajoutées dans le modèle

(voir le traitement de l’écoulement incompressible dans le chapitre 9 de la partie III).

Le modèle présenté pour la zone intermédiaire, i.e. le mélange fibres et résine, peut

facilement être appliqué aux deux autres zones. Le comportement dans la zone sèche

sera dérivé du comportement dans la zone humide en considérant une pression et des

vitesses nulles pour la résine. Les paramètres thermo-physico-chimiques (conductivité,

capacité spécifique, . . .) seront adaptés à cette zone en supprimant l’influence de la résine.
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DEGRÉ RÉTICULATIONTEMPÉRATURE

VISCOSITÉ

COMPORTEMENT THERMO-PHYSICO-CHIMIQUE

PRESSION
RÉSINE

SATURATION

MÉCANIQUE FLUIDE

DÉPLACEMENT DU
DOMAINE

POROSITÉ
MECANIQUE

SOLIDE

masse

Qte de mvt

Loi des mélanges

masse et quantité de mouvement

masse masse et quantité de
mouvement

Loi
d’évolution

( ),Th a ( ),Th ac
o

n
ve

c
tio

n

c
o

n
ve

c
tio

n

D
is
si
p

a
tio

n
m

é
c

a
n
iq

u
e

Lo
id

e
s

m
é

la
n
g
e

s

Q
te

d
e

m
vt

Q
te

d
e

m
vt

m
a

ss
e

Figure 7.1 – Couplage entre les phénomènes thermo-physico-chimiques, la mécanique des

fluides et la mécanique des solides pour la zone de nappes imprégnées.

Dans le cas du procédé LRI, le drainant sera modélisé avec le même type d’équations.

Les perméabilités seront plus fortes et l’action de la partie fluide sur le comportement

des préformes sera négligée compte tenu de la forte rigidité du drainant. Concernant

la zone purement fluide dans le procédé RFI, elle sera simplement modélisée à l’aide des

équations de Stokes. Les variables associées à la mécanique des solides décrirons l’évolution

du domaine dans lequel s’écoule la résine. L’action du fluide sur la partie mécanique sera

supprimée.

Le couplage fort entre ces variables (résolutions simultanées à 7 voire 10 inconnues),

pose de nombreuses difficultés numériques, principalement dues à des problèmes d’échelles,

notamment au niveau des perméabilités et donc des vitesses de fluide. Il est bien possible

d’adimensionner par pré-traitement ces termes afin d’obtenir un système numérique mieux

conditionné mais ceci implique des coûts numériques significatifs (Srinivasagupta et al.

(2003)). Par ailleurs, le choix du paramètre d’adimensionnement peut s’avérer délicat.

Concernant le problème thermo-physico-chimique, un couplage fort entre la température

et le degré de réticulation incluant les effets de transport, dus à l’écoulement de la résine

nécessite une formulation numérique adaptée pour la prise en compte des instabilités
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spatiales, par exemple une formulation SUPG (Brooks et Hughes (1982)).

Compte tenu des remarques précédentes, et des besoins de développement en terme

d’outils numériques dans PRO-FLOTTM pour la simulation des procédés LRI et RFI,

nous avons choisi une démarche progressive. Dans la partie suivante, nous présentons les

différents outils numériques que nous avons intégrés dans les libraires PRO-FLOTTM dans

le cadre de la simulation de l’infusion. En utilisant des méthodes analytiques ou numé-

riques, une validation de chaque outil est réalisée et présentée lors de cette description.

Une validation plus globale sera présentée dans la dernière partie de ce manuscrit.
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Troisième partie

Outils numériques pour le problème

d’infusion
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8.3 Implémentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

8.3.1 Courbe expérimentale et lois de comportement . . . . . . . 101

8.3.2 Pratique de la Formulation Lagrangienne . . . . . . . . . . 106

8.3.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

8.4 Validation et étude de cas tests . . . . . . . . . . . . . . . . 109

8.4.1 Choix des modèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

8.4.2 Validation avec une loi élastique linéaire isotrope . . . . . . 111
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8.1 Introduction

La prise en compte du comportement solide des préformes nécessite une formulation

particulière non présente dans les librairies PRO-FLOTTM par nature adaptées aux trai-

tements des écoulements de fluide. Les essais réalisés au cours des travaux précédents

(Elbouazzaoui (2004)), et récemment dans le cadre de la validation expérimentale des

modèles numériques proposés dans ce travail (voir §15.2, page 184), montrent un com-

portement élastique non-linéaire en grandes déformations des nappes dans la direction

transverse. Bien que certains phénomènes irréversibles aient été mis en évidence lors de

ces travaux (voir les déformations résiduelles de la préforme observées lors des essais de

compression dans le §15.2.1, page 184), le comportement des préformes reste globalement

réversible dans l’intervalle de porosités, ou de taux de fibres, concerné par les procédés

par infusion.

Dans le cadre de cette étude, le comportement des préformes est supposé isotrope

transverse. Ici, nous nous intéressons principalement au comportement dans la direction

transverse c’est à dire l’épaisseur. Les rapports épaisseur sur volume des structures étudiées

étant très faibles (pièces de type plaque), le comportement dans la direction transverse est

supposé indépendant du comportement dans les directions longitudinales. Nous revien-

drons dans ce chapitre sur les hypothèses réalisées pour décrire le comportement dans les

directions planes et pour caractériser le comportement transverse.

L’hyperélasticité est une bonne représentation des comportements élastiques non-

linéaire en grandes déformations. Un milieu est dit hyperélastique s’il existe une confi-

guration de référence telle que, à chaque instant, l’énergie massique est une fonction de

la température T et du tenseur des déformations de Green-Lagrange E et la dissipation

intrinsèque volumique est nulle (Coirier (2001)). Il convient dans ce cas de déterminer à

partir de la courbe expérimentale force / déplacement (voir figure 8.5, page 102 : loi de

comportement obtenue dans le cas des nappes NC2) une expression générale de l’énergie

massique, donc du potentiel thermo-dynamique. Cependant, la grande diversité des ren-

forts structuraux (nombreux arrangements de fibres possibles), et la forte dépendance de

la loi de comportement aux familles de matériaux employés, ne permet pas d’envisager

l’utilisation d’un seul et même modèle hyperélastique simple et suffisamment général pour

décrire le comportement de tous les types de préformes. Par ailleurs, bien que certains

modèles complexes semblent adaptés à l’identification d’une large gamme de comporte-

ments, ceux-ci ne sont pas envisageables dans le contexte industriel de notre étude, car

bien souvent la signification physique des nombreux paramètres à identifier n’est pas di-

rect.

Dans le cadre d’une étude générale, l’hypoélasticité non-linéaire est employée. Ce type
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de comportement désigne l’ensemble des lois de comportement élastiques non-linéaires,

incluant donc le cas particulier de l’hyperélasticité. Dans ce chapitre une nouvelle formu-

lation pour la prise en compte d’un comportement hypoélastique en grande déformation

est étudiée. Comme nous l’avions indiqué dans le paragraphe 5.3, page 67, cette formu-

lation repose sur une approche Lagrangienne dans le sens où le maillage est associé aux

particules matérielles. Après une présentation de la Formulation Lagrangienne et une des-

cription de son intégration dans un code numérique, la nouvelle formulation est validée à

partir de résultats numériques et analytiques.

8.2 Formulation Lagrangienne

8.2.1 Notations

Dans la suite de ce chapitre, les notations suivantes sont utilisées. D’une manière

générale une grandeur scalaire, vectorielle, ou tensorielle X est notée a
bX

c
d (voir figure

8.1). a désigne la configuration ou l’instant auquel est effectué le calcul, b la configuration

de référence (celle utilisée pour effectuer le calcul de la grandeur), c l’itération de calcul

(liée à l’utilisation de méthodes itératives pour le calcul de la grandeur considérée, par

exemple la méthode de Newton Raphson) et d les coordonnées spatiales c’est à dire les

coordonnées du lieu où est effectué le calcul.

Configuration ou
instant de calcul

Configuration de
référence

Itération

Coordonnées
spatiales

Figure 8.1 – Notations utilisées dans le cadre de la formulation Lagrangienne.

Pour éviter de surcharger les notations, l’incrément de déplacement entre t et t + ∆t,

indépendant de la configuration de référence (voir figure 8.2), est noté tu =0u = u, i.e.

sans exposant ni indice à gauche. Le déplacement total entre 0 et t + ∆t s’écrit alors :

t+∆t
0 u =t

0 u + u

Par ailleurs, les tenseurs suivants sont considérés :

– σ : tenseur des contraintes vraies de Cauchy (symétrique),

– S : tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff 2 (symétrique),

– P : tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff 1 (non-symétrique),

– ε : tenseur des déformations linéaires,

– η : tenseur des déformations non-linéaires,

– E : tenseur des déformations de Green-Lagrange,
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– e : tenseur des déformations d’Euler Almansi,

– ε : tenseur des déformations logarithmiques,

– F : tenseur gradient de la transformation.

8.2.2 Équation d’équilibre

Afin de résoudre un problème non-linéaire en grandes déformations à l’aide d’une for-

mulation matérielle, le problème est décomposé en incréments de chargement (pilotage

en force, en déformation ou en longueur d’arc par exemple). Pour chaque incrément de

chargement, par exemple entre t et t + ∆t, l’objectif est de trouver l’incrément de dépla-

cement solution correspondant (noté u d’après les conventions précédentes). Le lecteur

pourra constater que la notion d’incrément est utilisée ici pour désigner la différence de

déplacement entre t et t+∆t. Une variation sera désignée par le préfixe (( δ )) et une diffé-

rentielle par (( d )). Pour déterminer l’incrément de déplacement u, le système est linéarisé

et nous utilisons une méthode itérative, par exemple la méthode de Newton Raphson,

afin de résoudre pour cet incrément de chargement le problème non-linéaire. Le but de la

résolution du problème mécanique est donc de trouver le champ de déplacement vérifiant

l’équilibre de la configuration à l’instant t + ∆t noté t+∆t
0 u, la configuration à t étant

connue (voir figure 8.2).

Configuration
à l’instant 0

(connue)

Configuration
à l’instant t

(connue)

Configuration

à l’instant t+Dt

Figure 8.2 – Représentation des différentes configurations de calcul : configuration initiale

à l’instant 0, configuration actuelle à l’instant t, configuration recherchée à l’instant t+∆t.

Trois méthodes sont traditionnellement employées pour résoudre des problèmes non-

linéaires en grandes déformations par des approches matérielles (voir figure 5.1-a). Elles
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sont synthétisées sur le tableau 8.1. Dans le cas de formulation Lagrangienne Totale, le

calcul de la solution est en permanence effectué sur la géométrie initiale (géométrie à

l’instant t = 0). Dans ce cas, le tenseur de Piola Kirchhoff 2 (noté S) doit être calculé. Les

effets des déplacements initiaux sur les déformations sont pris en compte (déplacement

entre 0 et t noté t
0u) et les contraintes de Piola Kirchhoff 2 doivent être transformées

en contraintes vraies de Cauchy pour l’affichage. Lorsqu’une formulation Lagrangienne

semi-Réactualisée est employée, les contraintes utilisées (celles de Cauchy) ne nécessitent

plus d’être transformées. La réactualisation de la géométrie et de la matrice tangente du

système a lieu à chaque incrément de chargement, ce qui nécessite la prise en compte des

déplacements connus entre t et l’itération précédente (i − 1) à t + ∆t (voir paragraphe

8.2.3.2). La Formulation Lagrangienne Réactualisée évite la prise en compte de ces dépla-

cements par une réactualisation de la géométrie et éventuellement de la matrice tangente

à chaque itération et à chaque incrément de temps. C’est actuellement la formulation la

plus employée dans les codes commerciaux (SystusTM, AbaqusTM, . . . ).

Formulation

Lagrangienne

Transformation

à chaque itéra-

tion

Transformation

à chaque incrément de

chargement

Transformation

des

contraintes

et déforma-

tions pour

les sorties

Prise en compte

des effets des

déplacements

initiaux sur les

déformationsMise à jour géo-

métrie

Mise à jour

géométrie

Mise à jour

matrice tan-

gente

Totale Non Non Oui Oui Oui

Semi-

Réactualisée

Non Oui Oui Non Oui

Réactualisée Oui Oui Oui Non Non

Tableau 8.1 – Synthèse des caractéristiques des principales formulations matérielles : For-

mulation Lagrangienne Totale, Formulation Lagrangienne semi-Réactualisée et Formula-

tion Lagrangienne Réactualisée.

Il faut noter que de nombreuses variantes existent dans la littérature. Généralement,

elles reposent sur une modification de l’opérateur de comportement tangent. En effet le

choix de cet opérateur est libre dans la mesure où il n’intervient pas sur la nature des

résultats mais uniquement sur le nombre d’itérations nécessaires pour les obtenir. Ainsi, le

calcul d’un opérateur simplifié bien choisi conduira à un gain de temps (lié à l’assemblage),

si le nombre total d’itérations reste constant. La méthode de résolution BFGS (Broyden

(1970), Fletcher (1970), Goldfarb (1970), Shanno (1970)) en est un bon exemple (voir

figure 8.3-c). La matrice tangente peut également être mise à jour de manière ponctuelle.

Dans ce cas, la méthode dite de Quasi-Newton est employée (voir figure 8.3-b). Nous

reviendrons en détail sur le calcul de l’opérateur tangent dans le paragraphe 8.2.5.
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U0 U1 U2 U3

R1

R0

R2

R3

R1

U1U2U3 U4 U1

R1

U0

R0

R2

R3

U0

R0

R2

R3

U2 U3 U4

(a) (b) (c)

R4

Figure 8.3 – Principale méthode de résolution : (a) Newton - (b) Newton modifiée - (c)

quasi-Newton ou BFGS

Le principe des travaux virtuels à l’instant t + ∆t sur la configuration à t + ∆t s’écrit

(voir Annexe B) :

∀δu,

∫
t+∆tΩ

t+∆t
σ : δ

t+∆t
ε

t+∆t
dv =

t+∆t< (8.1)

où
t+∆t< =

∫
t+∆tΩ

t+∆t
fv · δu t+∆t

dv +

∫
∂t+∆tΩ

t+∆t
f s · δu t+∆t

ds représente les actions méca-

niques de contact et les actions extérieures agissant sur le volume t+∆tΩ à l’instant t+ ∆t

dans lequel
t+∆t

f s désigne les forces de contact à t + ∆t et
t+∆t

fv les actions de volume à

t + ∆t et δt+∆tε représente la variation du tenseur linéarisé des déformations à t + ∆t.

Le principe des travaux virtuels peut également s’écrire en considérant la configuration

à l’instant initial (t = 0) comme configuration de référence. Dans ce cas le tenseur des

contraintes de Piola Kirchhoff 2 et le tenseur des déformations de Green Lagrange sont

utilisés :

∫
0Ω

t+∆t

0
S : δ

t+∆t

0
E 0dv =

t+∆t< (8.2)

Ou encore en considérant la configuration à l’instant t comme configuration de réfé-

rence : ∫
tΩ

t+∆t

t
S : δ

t+∆t

t
E

t
dv =

t+∆t< (8.3)

En effet,

– La conservation de la masse (approche matérielle) implique 0ρ 0dv =t ρ tdv.

– Le second tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff s’écrit t
0S =

0ρ
tρ

0
tF ·t σ ·0t FT .
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– Par définition : δ0ε =t
0 F

T · δtε ·t0F.

– Enfin, les variations virtuelles de l’incrément de déformations linéarisées et de l’in-

crément de déformations de Green Lagrange sont égales : δ0ε = δt
0E.

Les solutions admissibles u(x) de Eu doivent être telles que pour toute fonction test,

et donc toute variation du champ réel δu de Eδu, les équations suivantes soient satisfaites

sur Ω (en incorporant les conditions aux limites dans l’ensemble des fonctions admissibles

- Cf. figure 8.2) :

∀x ∈ Ω,∀δu ∈ Eδu,∫
tΩ

t+∆t

t
S : δ

t+∆t

t
E

t
dv −

∫
t+∆tΩ

t+∆t
fv · δu t+∆t

dv −
∫

∂t+∆tΩσ

t+∆t
f s · δu t+∆t

ds = 0

σ · n =
t+∆t

f s, ∀x ∈ ∂Ωσ

u = ud, ∀x ∈ ∂Ωu

Eu =
{
u ∈ H1 (Ω)

/
u = ud ∀x ∈ ∂Ωu

}
Eδu = {δu ∈ H1 (Ω)/δu = 0 ∀x ∈ ∂Ωu}

(8.4)

8.2.3 Discrétisation par éléments finis

Dans cette partie, le système est dans un premier temps écrit d’une manière générale

sans préciser les configurations de calculs et de références puis appliqué dans le cas des

formulations Lagrangiennes Totales, semi-Réactualisées et Réactualisées. Nous renvoyons

le lecteur en Annexe C pour une description plus précise des grandeurs matricielles intro-

duites.

Les déformations de Green-Lagrange {E} (notation vectorielle définie ci-dessous) se

décomposent en une partie linéaire {ε} et une partie non-linéaire {µ}.

{E} = {ε}+ {µ} =



Exx

Eyy

Ezz

2Exy

2Exz

2Eyz


Pour la partie linéaire, la relation εij = 1

2
(ui,j + uj,i) nous permet d’écrire {ε} =

[L] · {u} où [L] est l’opérateur de dérivation défini en Annexe C - Eq. C.2.

L’interpolation nodale utilisée dans l’approche éléments finis permet de relier le dépla-

cement {u} d’un point au déplacement des nœuds de l’élément {ue} dans lequel se situe
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ce point. Ainsi {u} = [Ne] · {ue} avec [Ne] la matrice des fonctions de formes associées à

l’élément e. Finalement, la partie linéaire des déformations de Green Lagrange s’écrit :

{ε} = [L] · {u} = [L] · [Ne]︸ ︷︷ ︸
[Be

L]

· {ue} = [Be
L] · {ue} (8.5)

Concernant la partie non-linéaire, de la même manière la relation µ = 1
2

uk,i uk,j nous

permet d’écrire {µ} = [A] · {θ} où [A] et {θ} sont les opérateurs de dimension 6 × 9

et 9 × 1 définis en Annexe C - Eq. C.3. Par ailleurs, l’opérateur [H] permet d’écrire les

déformations non-linéaires en fonction du vecteur déplacements {u}, soit {µ} = [A] · [H] ·
{u}. Finalement, en intégrant la matrice des fonctions de forme comme dans le cas des

déformations linéaires, les déformations linéarisées s’écrivent :

{µ} =
1

2
[A] · {θ} =

1

2
[A] · [H] · {u} =

1

2
[A] · [H] · [Ne]︸ ︷︷ ︸

[Be
NL({ue})]

· {ue} =
1

2
[A] · [Ge] · {ue} (8.6)

Les relations 8.5 et 8.6 pour les déformations linéaires et non-linéaires ont été écrites

dans le cas général d’un déplacement {u}. Elles peuvent désormais être écrites dans le

cas plus particulier des formulations Lagrangiennes Totale, semi-Réactualisées et Réac-

tualisées, pour obtenir les expressions des déformations de Green Lagrange ainsi que des

incréments de déformations correspondants.

8.2.3.1 Formulation Lagrangienne Totale

L’incrément de déformation de Green Lagrange s’écrit {
0
E} = {t+∆t

0
E} − { t

0
E} soit

après calculs :

0
Eij =

1

2

(
0ui,j +0uj,i +t

0uk,i 0uk,j +t
0uk,j 0uk,i

)︸ ︷︷ ︸
Linéaire en 0ui

+
1

2
(0uk,j 0uk,j)︸ ︷︷ ︸

non-linéaire en 0ui

Les déformations linéaires font intervenir les déplacements initiaux entre 0 et t notés
t
0ui. L’écriture de l’incrément de déformation est donc modifiée, soit sous forme discrète :

{
0
E} = [0B

e
L] · {ue}+

[
0B

e
NL

({
t
0u

e
})]

· {ue}+
1

2
[0B

e
NL ({ue})] · {ue}

La variation de l’incrément de déformation {δ
0
E} (configuration à t connue) s’écrit :
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{δ
0
E} = [0B

e
L] · {δue}+ [0B

e
NL ({t

0u})] · {δue}+
1

2
[0A (ue)] {δ0θ (ue)}+

1

2
[δ0A (ue)] {0θ (ue)}︸ ︷︷ ︸

[0Be
NL({ue})]·{δue} car [0A(δue)] et {0θ(δue)} symétriques

Finalement :

{
0
E} = [0B

e
L] · {ue}+ [0B

e
NL ({t

0u
e})] · {ue}+ 1

2
[0B

e
NL ({ue})] · {ue} = [0B

e] · {ue}

{δ
0
E} = [0B

e
L] · {δue}+ [0B

e
NL ({t

0u
e})] · {δue}+ [0B

e
NL ({ue})] · {δue} = [δ0B

e] · {δue}
(8.7)

Note : [δ0B
e] est une notation qui permet de définir la relation entre la variation des

déplacements et la variation des déformations. Il ne s’agit pas de la variation de [0B
e]

définie ci-dessus.

8.2.3.2 Formulation Lagrangienne Semi-réactualisée

La géométrie est réactualisée à chaque incrément de chargement mais pas à chaque

itération du schéma de résolution. Comme dans le cas de la formulation Lagrangienne

Totale, il est donc nécessaire de prendre en compte les effets des déplacements initiaux

sur le tenseur des déformations de Green Lagrange, soit pour l’itération i (les déplacements
t+∆t

t u
(i−1) à l’itération (i− 1) étant connus) :

t
E

(i)
ij =

1

2
(tu

(i)
i,j +t u

(i)
j,i +

t+∆t

t
u

(i−1)
k,i tu

(i)
k,j +

t+∆t

t
u

(i−1)
k,j tu

(i)
k,i) +

1

2
(tu

(i)
k,j tu

(i)
k,j)

qui conduit à (voir Annexe C) :

{
t
E(i)} = [tB

e
L] ·
{
ue(i)

}
+ [tB

e
NL({t+∆t

t
ue(i−1)})] ·

{
ue(i)

}
+ 1

2

[
tB

e
NL

({
ue(i)

})]
·
{
ue(i)

}
= [tB

e] ·
{
ue(i)

}
{δ

t
E(i)} = [tB

e
L] ·
{
δue(i)

}
+ [tB

e
NL({t+∆t

t
ue(i−1)})] ·

{
δue(i)

}
+
[
tB

e
NL

({
ue(i)

})]
·
{
δue(i)

}
= [δtB

e] ·
{
δue(i)

} (8.8)

8.2.3.3 Formulation Lagrangienne Réactualisée

L’incrément de déformation de Green Lagrange s’écrit entre la dernière configuration

connue t + ∆t(i−1) et la configuration à t + ∆t :

{
t+∆t(i−1)E} = { t+∆t

t+∆t(i−1)E} car {t+∆t(i−1)

t+∆t(i−1)E} = 0
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L’incrément de déformation de Green Lagrange entre t + ∆t(i−1) et t + ∆t s’écrit :

{
t+∆t(i−1)E} = [t+∆t(i−1)Be

L] · {ue}+
1

2
[t+∆t(i−1)Be

NL ({ue})] · {ue} = [t+∆t(i−1)Be] · {ue}

Finalement :

{
t+∆t(i−1)E} = [t+∆t(i−1)Be

L] · {ue}+ 1
2
[t+∆t(i−1)Be

NL ({ue})] · {ue} = [t+∆t(i−1)Be] · {ue}

{δ
t+∆t(i−1)E} = [t+∆t(i−1)Be

L] · {δue}+ [t+∆t(i−1)Be
NL ({ue})] · {δue} = [δt+∆t(i−1)Be] · {δue}

(8.9)

8.2.4 Résidu élémentaire

Pour des raisons de clarté, le problème Lagrangien est formulé en utilisant une formula-

tion Lagrangienne semi-Réactualisée. Cette formulation est ensuite appliquée dans le cadre

des formulations Lagrangienne Totale puis Lagrangienne Réactualisée. L’équation d’équi-

libre sous forme matricielle dans le cas d’une formulation Lagrangienne semi-Reactualisée

(configuration à t connue) s’écrit, en ne faisant pas apparâıtre les itérations sur chaque

incrément de chargement :

∀δu ∈ Eδu,

∫
tΩ

{δ t+∆t

t
E}T · {t+∆t

t
S} t

dv −
∫

t+∆tΩ

{δu}T · {t+∆t
fv} t+∆t

dv −
∫

∂t+∆tΩσ

{δu}T · {t+∆t
f s} t+∆t

ds = 0

Les déformations de Green Lagrange s’écrivent aussi
t+∆t

t
E =

t

t
E +

t
E =

t
E soit :

∀δu ∈ Eδu,

∫
tΩ

{δ
t
E}T · {t+∆t

t
S} t

dv −
∫

t+∆tΩ

{δu}T · {t+∆t
fv} t+∆t

dv −
∫

∂t+∆tΩσ

{δu}T · {t+∆t
f s} t+∆t

ds = 0

En exprimant l’ensemble des intégrales sur la configuration à t :

∀δu ∈ Eδu,

∫
tΩ

{δ
t
E}T · {t+∆t

t
S} t

dv −
∫
tΩ

{δu}T · {t+∆t

t
fv} t

dv −
∫

∂tΩσ

{δu}T · {t+∆t

t
f s} t

ds = 0

Le système discret s’écrit comme une somme sur tous les éléments (e = 1 · · ·m) :

∀ {δue} ∈ Eδu,
m∑

e=1

[ ∫
tΩe

{δue}T · [δtB
e]T · {t+∆t

t
S} tdv −

∫
tΩe

{δue}T · [tNe]T · {t+∆t

t
fv}︸ ︷︷ ︸

{t+∆t

t
FV }

tdv −
∫

t∂Ωe
σ

{δue}T [tN
e]T · {t+∆t

t
f s}︸ ︷︷ ︸

{t+∆t

t
FS}

tds

]
= 0
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Finalement le résidu élémentaire s’écrit :

{ψe} =

∫
tΩe

[δtB
e]T · {t+∆t

t
S} tdv −

{
t+∆tR

}
(8.10)

où
{

t+∆tR
}

=
∫

tΩe

{t+∆t

t
FV } tdv +

∫
tΩe

{t+∆t

t
FS} tdv.

Nous notons que les contraintes de Piola Kirchhoff 2 ({t+∆t

t
S}) à t + ∆t exprimées

dans la configuration à t sont non-linéaires en {t+∆t

t
E}.

8.2.5 Méthode de résolution non-linéaire

L’algorithme de Newton Raphson consiste à rechercher la solution d’un problème non-

linéaire en linéarisant pour chaque itération successive le problème éléments finis à l’aide

d’un développement en série de Taylor à l’ordre 1. Concrètement, pour un incrément de

chargement entre t et t + ∆t, le problème non-linéaire est ainsi composé d’un ensemble

de sous problèmes linéaires (itération i) et une méthode itérative (ici Newton Raphson)

permet d’obtenir la solution du problème éléments finis. Cette méthode est aussi appelée

méthode de prédiction-correction. Elle consiste pour l’incrément de chargement courant

à effectuer une prédiction (par exemple élastique) puis à corriger la prédiction jusqu’à

l’annulation du résidu {ψ}.

8.2.5.1 Algorithme de Newton Raphson

Le but est d’annuler le vecteur résidu {ψ} à l’incrément de calcul t + ∆t (Bergheau

et al. (1998)). Ce vecteur est constitué de l’assemblage par la méthode des éléments finis

des résidus élémentaires correspondant à l’équation 8.10 :

{
ψ
(

t+∆tu
)}

=
m∑

e=1

{
ψe
({

t+∆tue
})}

= 0

Le développement de Taylor entre deux itérations (i− 1) et (i) à l’ordre 1 s’écrit :

{
ψ
({

t+∆tu
}(i)
)}

=
{
ψ
({

t+∆tu
}(i−1)

)}
+ d{ψ}

d{t+∆tu}

∣∣∣
{t+∆tu}(i−1)

({
t+∆tu

}(i) −
{

t+∆tu
}(i−1)

)
Pour annuler le résidu à l’instant t + ∆t, le système suivant est résolu :
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{
ψ
({

t+∆tu
}(i−1)

)}
+

[
d {ψ}

d {t+∆tu}

∣∣∣∣
{t+∆tu}(i−1)

]({
t+∆tu

}(i) −
{

t+∆tu
}(i−1)

)
= 0

La matrice tangente

[
d{ψ}

d{t+∆tu}

∣∣∣
{t+∆tu}(i−1)

]
est constituée de l’assemblage des matrices

tangentes élémentaires (voir paragraphe 8.2.5.2) obtenues sur chaque élément du maillage

pour la dernière configuration connue (i−1). La résolution du problème linéarisé nécessite

a priori son calcul à chaque itération. Néanmoins, comme mentionné dans le paragraphe

8.2.2, le calcul de cet opérateur peut être optimisé en fonction du problème non-linéaire

traité. Ainsi, il peut être astucieux de réactualiser cet opérateur de manière ponctuelle

(Newton modifié) ou d’utiliser une sécante (BFGS) souvent plus simple à implémenter.

Dans cette étude, nous nous limitons à une méthode classique de Newton-Raphson basée

sur une réactualisation systématique de l’opérateur de comportement tangent, à chaque

itération et donc également à chaque incrément de chargement.

La figure 8.4, synthétise le principe de l’algorithme de Newton Raphson. Ici, par

exemple, pour le troisième incrément de temps (en rouge sur le schéma), le niveau de

chargement est donné par la grandeur scalaire (3)F . Le déplacement (2)U =(3) U (0) ob-

tenu lors du denier incrément de chargement ((2)F ) permet de déterminer la pente (3)K(0)

(matrice tangente), et ainsi une nouvelle valeur pour le déplacement (3)U (i) : prédiction.

L’algorithme est réitéré jusqu’à convergence de la solution (le résidu est admissible) : cor-

rection. Ainsi, le déplacement (3)U correspondant au chargement (3)F est obtenu à l’aide

du processus itératif de Newton Raphson.

8.2.5.2 Calcul de la matrice tangente

Comme indiqué dans le paragraphe précèdent, l’opérateur de comportement tangent

[KT ] est obtenu à l’issue de l’assemblage, par la méthode des éléments finis, des matrices

tangentes élémentaires [Ke
T ]. Celles-ci sont calculées au niveau de chaque élément du

maillage et reposent sur le calcul de la (( différentielle )) du résidu élémentaire d {ψe}. Dans

le cadre de cette présentation, les forces sont supposées indépendantes des déformations.

En pratique, ces forces dépendent des déformations dans la mesure où elles sont appliquées

sur la dernière configuration géométrique connue lors de l’utilisation d’une Formulation

Lagrangienne Réactualisée. Pour cette présentation, la formulation Lagrangienne semi-

Reactualisée est une fois de plus considérée. En exprimant la différentielle du résidu à

partir de l’équation 8.10 :

d {ψe} =

∫
tΩe

d [δtB
e]T · {t+∆t

t
S} tdv +

∫
tΩe

[δtB
e]T · d{t+∆t

t
S} tdv (8.11)
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(1)
U

(2)
U

(3)
U U

F

(0)
F

(1)
F

(2)
F

(3)
F

(0) 0
UD

K

(0) 1
UD

(0) 2
UD

(3) 0
UD

(3) 1
UD

(0)

Figure 8.4 – Méthode itérative de Newton Raphson : Subdivision du chargement en incré-

ment de chargement (i)F et méthode itérative de Newton Raphson pour la convergence

de la solution (i)U sur chaque incrément.

La relation entre les contraintes de Piola Kirchhoff 2 {t+∆t
t S} et les déformations

de Green Lagrange {t+∆t
t E}, ainsi que la relation entre les incréments correspondants

est introduite au moyen des matrices de comportement sécantes [Cs] et tangentes [Ct].

La méthode utilisée pour obtenir les opérateurs de comportement à partir des courbes

expérimentales est décrite dans le paragraphe 8.3.1 :

{t+∆t

t
S} = [tCs] · {

t+∆t

t
E} = [tCs] · [tBe] · {ue} (8.12)

{dt+∆t

t
S} = [tCt] · {d

t+∆t

t
E} = [tCt] · [δtB

e] · d {ue} (8.13)

En intégrant ces deux relations supplémentaires (Eqs. 8.12 et 8.13), la différentielle du

résidu élémentaire s’écrit :

d {ψe} =

∫
tΩe

d [δtB
e]T · [t+∆t

t
Cs] · [tBe] · {ue} tdv +

∫
tΩe

[δtB
e]T · [tCt] · [δtB

e] · d {ue} tdv
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Or d [δtB
e] = d [tB

e
NL] = d [tA] · [tGe] soit :

d {ψe} =

∫
tΩe

[tG
e]T · d [tA]T · {t+∆t

t
S} tdv +

∫
tΩe

[δtB
e]T · [tCt] · [δtB

e] · d {ue} tdv (8.14)

En introduisant une écriture particulière du tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff

2 {t+∆t

t
S} sous forme matricielle noté [

t+∆t

t
S̃] (Annexe C, Eq. C.4), nous pouvons écrire :

d [tA]T · {t+∆t

t
S} = [

t+∆t

t
S̃] · d {tθ} = [

t+∆t

t
S̃] · [tGe] · d {ue}

La différentielle élémentaire du résidu devient :

d {ψe} =

∫
tΩe

[tG
e]T · [t+∆t

t
S̃] · [tGe] · d {ue} tdv +

∫
tΩe

[δtB
e]T · [tCt] · [δtB

e] · d {ue} tdv

La matrice tangente élémentaire [Ke
T ] s’écrit donc :

[Ke
T ] =

d {ψe}
d {ue}

=

∫
tΩe

[tG
e]T · [t+∆t

t
S̃] · [tGe] tdv +

∫
tΩe

[δtB
e]T · [tCt] · [δtB

e] tdv (8.15)

3 termes sont généralement considérés dans cette matrice (Elseifi (1998)) :

– une matrice géométrique ou matrice des contraintes initiales :

[Ke
G] =

∫
tΩe

[tG
e]T · [t+∆t

t
S̃] [tG

e] tdv

– une matrice de rigidité en petits déplacements :

[Ke
L] =

∫
tΩe

[tB
e
L]T · [tCt] · [tBe

L] tdv

– une matrice de rigidité en grands déplacements, grandes rotations et grandes défor-

mations :

[Ke
NL] =

∫
tΩe

[tB
e
L]T · [tCt] · [tBe

NL] tdv +
∫

tΩe

[tB
e
NL]T · [tCt] · [tBe

L] tdv +
∫

tΩe

[tB
e
NL]T · [tCt] · [tBe

NL] tdv

8.2.5.3 Résolution du système

La résolution du système non-linéaire est effectuée en 4 étapes :

1. Prédiction pour un chargement donné qui fournit une première approximation du

champ de déplacement à l’instant t + ∆t :
{

t+∆tu
}(i−1)

.
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2. Calcul du résidu
{
ψ
({

t+∆tu
}(i−1)

)}
à l’itération (i− 1).

3. Calcul de la matrice tangente à l’instant t + ∆t à partir des données de l’itération

(i− 1) :
[
KT

({
t+∆tu

}(i−1)
)]

=

[
d{ψ}

d{t+∆tu}

∣∣∣
{t+∆tu}(i−1)

]
4. la correction est apportée par :

{∆u}(i) =
{

t+∆tu
}(i)−

{
t+∆tu

}(i−1)
= −

[
KT

({
t+∆tu

}(i−1)
)]−1 {

ψ
({

t+∆tu
}(i−1)

)}
Remarque : concrètement la matrice tangente n’est pas inversée. Une méthode de

résolution de système linéaire directe ou indirecte est utilisée (méthode des gradients

conjugués (CG), méthode des bi-gradients conjugués, méthode GMRES, . . . ).

8.2.6 Synthèse

Les équations développées dans le cadre de la formulation Lagrangienne semi-Réactua-

lisée peuvent facilement être généralisées au cas des formulations Lagrangiennes Totale et

Réactualisée. Le Tableau 8.2 synthétise les résidus et matrices tangentes correspondants

aux différentes formulations.

Formulation Référence Résidu {ψe} Matrice tangente [Ke
T ]

Totale 0
R

0Ωe

[δ0Be]T · {t+∆t
0
S} 0dv −

˘
t+∆tR

¯ R
0Ωe

[0Ge]T · [t+∆t
0
S̃] · [0Ge] 0dv

+
R

0Ωe

[δ0Be]T · [0Ct] · [δ0Be] 0dv

Semi-

Reactualisée

t
R

tΩe

[δtBe]T · {t+∆t
t
S} tdv −

˘
t+∆tR

¯ R
tΩe

[tGe]T · [t+∆t
t
S̃] · [tGe] tdv

+
R

tΩe

[δtBe]T · [tCt] · [δtBe] tdv

Réactualisée t + ∆t(i−1) = t+
R

t+Ωe

ˆ
δt+Be

˜T · {t+∆t
t+

S} t+dv −˘
t+∆tR

¯
R

t+Ωe

ˆ
t+Ge

˜T · [t+∆t
t+

S̃] ·
ˆ
t+Ge

˜
t+dv

+
R

t+Ωe

ˆ
δt+Be

˜T ·
ˆ
t+Ct

˜
·

ˆ
δt+Be

˜
t+dv

Tableau 8.2 – Synthèse des résidus et des matrices tangentes associés aux Formulations

Lagrangienne Totale, semi-Réactualisée et Réactualisée.

8.3 Implémentation

8.3.1 Courbe expérimentale et lois de comportement

Dans cette partie nous analysons les méthodes employées pour obtenir les matrices

de comportement sécantes ([Cs]) et tangentes ([Ct]) à partir des courbes expérimentales
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force courante tF en fonction du déplacement td.

8.3.1.1 Courbe force courante tF en fonction du déplacement td

Les essais de compression transverse d’un empilement de 100 Nappes NC2 ([0, 90]100)

ont été réalisés dans le cadre de la validation expérimentale du modèle proposé pour la

modélisation du procédé LRI (voir partie IV chapitre 15). Ces essais, ainsi que les essais

réalisés à l’École Nationale Supérieure des Mines de Saint-Étienne par Drapier et al.

(2005) indiquent un comportement non-linéaire réversible en grandes déformations dans

la direction transverse des nappes de carbone (plus de 100% de déformation). La courbe

force déplacement est présentée sur la figure 8.5 pour une préforme d’épaisseur initiale 56

mm et de dimension 585× 385 mm.

Figure 8.5 – Courbe de compression : Force courante tF en fonction du déplacement td.

Les conditions de l’essai (voir partie IV chapitre 15) sont proches de l’hypothèse des

contraintes planes (bords libres dans les directions du plan). Aucune caractérisation du

comportement dans les deux autres directions n’a actuellement été effectuée. Bien qu’elle

sorte du cadre de notre étude, cette caractérisation est nécessaire pour une étude com-

plète de la compression des préformes. Elle passe par la détermination des modules en

tension dans chaque direction, des modules de cisaillements dans les directions planes et

transverses ainsi que des cœfficients de Poisson dans ces mêmes directions. Par simplifi-

cation, nous allons considérer un comportement isotrope transverse des nappes. Le plan

d’isotropie est le plan des nappes et la direction privilégiée est la direction de l’épaisseur

(celle dont on connâıt la courbe tF = f (td)). Des modules de rigidité plus importants

sont utilisés dans les deux autres directions. Nous analyserons dans le paragraphe 8.3.1.2
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le choix effectué pour les rigidités dans le plan, les cœfficients de Poisson et les modules

de cisaillement transverses.

8.3.1.2 Les lois de comportement

L’utilisation des formulations Lagrangiennes (Totale, semi-Réactualisée ou Réactuali-

sée) est simplifiée dans le cas de l’emploi d’une loi de comportement cohérente. Une loi est

dite cohérente lorsque les mesures de déformations utilisées et les mesures de contraintes

associées sont énergétiquement cohérentes. Plusieurs choix sont possibles :

– tσ =t
t Ca

s :tt e : contrainte de Cauchy / déformation d’Euler Almansi,

– tσ =t
t Cs :t ε : contrainte de Cauchy / déformation logarithmique,

– t
0S =t

0 Cs :t0 E : contrainte de Piola Kirchhoff / déformation de Green Lagrange,

– etc . . .

Mesures de déformations et de contraintes Le tableau 8.3 synthétise les principales

mesures de déformations utilisées dans la littérature. Elles sont principalement au nombre

de trois : les déformations de Green Lagrange (E = E2), les déformations d’Euler-Almansi

(e = e−2) et les déformations logarithmiques (ε = e0). Dans ces relations, t
0U, t

0V et t
0R

sont obtenus à partir de la décomposition polaire de t
0F. Les relations suivantes sont ainsi

utilisées :

t
0F =t

0 R ·t0U =t
0 V ·t0R

t
0C = (t

0U)
2 (8.16)

Configuration Lagrangienne 0C Configuration Eulérienne tC

Eα = 1
α [t0U

α − I] pour α 6= 0 eα = 1
α [t0V

α − I] pour α 6= 0

E0 = ln t
0U = 1

2 ln t
0C avec t

0C = t
0F

T · t
0F Hencky e0 = ln t

0V = 1
2 ln t

0B avec t
0B = t

0F ·t0FT

E1 = t
0U− I conventionnelle ou Biot e1 = t

0V − I

E2 = 1
2

[
t
0U

2 − I
]

= 1
2 [t0C− I] Green-Lagrange e−2 = 1

2

[
I− 0

tV
2
]

= 1
2

[
I− 0

tB
]

Euler-Almansi

Tableau 8.3 – Principales mesures de déformations utilisées dans les codes de calculs,

d’après Coirier (2001).

Comme pour les déformations, trois types de contraintes sont souvent utilisées dans

la littérature :

– Les contraintes vraies de Cauchy tσ : ce sont les seules qui ont un sens physique. En

1D elles représentent le rapport entre la force courante tF et la section courante ts,

– Les contraintes de Piola Kirchhoff 2 : elles n’ont pas de sens physique. Elles peuvent

être calculées à partir des contraintes de Cauchy tσ en utilisant la relation suivante :
t
0S = J 0

tF
−1 ·tσ ·0t F−1T

où J est le jacobien de la transformation entre 0 et t,
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– Les contraintes de Piola Kirchhoff 1. En 1D, elle correspondent au rapport entre la

force courante tF et la section initiale 0s.

Loi de comportement 1D dans la direction transverse A partir de la courbe force

courante en fonction du déplacement tF = f(td), en supposant l’absence de contractions

dans la direction transverse, la loi de comportement 1D reliant les déformations de Green

Lagrange au tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff 2 (S11 = f (t
0E11) : voir figure 8.6-

a) et celle reliant les déformations logarithmiques au tenseur des contraintes de Cauchy

(σ11 = f (ε11) : voir figure 8.6-b) sont calculées.

Figure 8.6 – Courbes de traction – (a) Contrainte de Piola Kirchhoff 2 en fonction des

déformations de Green Lagrange, (b) Contrainte de Cauchy en fonction des déformations

logarithmiques.

t
F

t
F

t
d

Figure 8.7 – Essai de traction / compression : Mesure de l’effort courant tF en fonction

du déplacement de l’éprouvette td

Les lois 1D isotropes sont obtenues à partir des hypothèses suivantes. L’essai de trac-

tion / compression réalisé est représenté sur la figure 8.7. La section de l’éprouvette

cylindrique étant s = πr2, la variation relative de section s’écrit : ∆s
0s

= 2 ∆r
0r

. La varia-

tion relative de volume ∆v
0v

= ∆l
0l

+ ∆s
0s

peut ainsi être calculée en utilisant la définition

du cœfficient de Poisson suivante : ∆r
0r

= −ν ∆l
0l

. Finalement la variation de volume s’écrit
∆v
0v

= (1− 2 ν) ∆l
0l

. La section à l’instant courant devient donc : ts =0 s+∆s =0 s−2ν ∆l
0l

0s.

Dans la suite l’élongation dans la direction de l’essai de traction / compression est intro-

duite ((( stretch ratio ))) : λ =
‖dtl‖
‖d0l‖ =

tl
0l

=
td+0l

0l
. Les équations précédentes deviennent :
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ts = (1− 2 ν (λ− 1)) 0s (8.17a)

∆v
0v

= (1− 2 ν) (λ− 1) (8.17b)

A partir de ces relations, les mesures de déformations et de contraintes du tableau 8.3

peuvent être calculées en utilisant l’élongation et la section courante de l’éprouvette qui

dépend du cœfficient de Poisson.

Comportement isotrope Les lois 1D précédentes ne sont pas utilisables en l’état dans

un code de calcul par éléments finis. Dans le cas d’un comportement isotrope, le passage à

un comportement tridimensionnel nécessite la définition d’une mesure de contrainte et de

déformation équivalente. Ici, les mesures de contraintes et de déformations équivalentes

choisies correspondent aux contraintes et déformations de von Mises :

σeq =

√
3

2
σdev

ij σdev
ji avec σdev

ij = σij −
1

3
σkk δij (8.18)

εeq =

√
3

2
εdev

ij εdev
ji avec εdev

ij = εij −
1

3
εkk δij (8.19)

Compte tenu de l’hypothèse de contraintes planes retenue, les déformations équiva-

lentes suivantes peuvent être calculées (voir la forme du tenseur des contraintes et des

déformations en Annexe D.1) en uniaxial :

σeq = |σ11| (8.20a)

εeq = (ν + 1) |ε11| (8.20b)

Dans le code de calcul, pour un niveau de déformation 3D quelconque obtenu à partir

du champ de déplacement, la déformation équivalente est calculée au sens de la relation

8.19. Les relations 8.20a et 8.20b et la loi de comportement 1D (voir figure 8.6) permettent

d’obtenir la rigidité sécante de la structure, i.e. son module d’Young (Cs) identique dans

les trois directions puisque le comportement est isotrope. La pente de la courbe pour ce

même niveau de déformation (courbe de traction 8.6) donne la rigidité tangente (Ct). Le

cœfficient de Poisson étant connu et supposé constant (caractérisé par un essai ou fixé),

les matrices tangentes et sécantes sont construites au moyen d’une matrice d’élasticité

classique en utilisant les modules adéquats (voir l’allure de la matrice en Annexe D.3).

Pour des raisons de stabilité numérique, une approximation des opérateurs tangents et

sécants à l’aide des polynômes de Lagrange (Voir les équations D.5 et D.6 en Annexe D)

est réalisé à partir de la courbe expérimentale.
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Comportement isotrope transverse Dans ce cas la matrice de comportement dans

le repère associé au matériau est celle décrite en Annexe D.2. Dans l’épaisseur des nappes,

la rigidité CL non-linéaire est donnée par les courbes contraintes / déformations présentée

sur les figures 8.6-a et 8.6-b. En ce qui concerne les directions dans le plan des nappes au-

cune caractérisation n’a actuellement été effectuée faute de moyens adaptés. L’utilisation

d’une théorie de l’homogénéisation telle que celle développée par Berthelot (2005) permet

d’obtenir une bonne évaluation du module transverse CT et du cœfficient de Poisson dans

le plan νTT ′ . Une analyse a posteriori de l’influence de cette hypothèse sur les résultats

obtenus peut être réalisée. A partir du module d’Young des fibres de carbone dans la direc-

tion longitudinale (Cc
L = 260 GPa) et de leur cœfficient de Poisson (νc

LT = 0, 3), la théorie

nous permet de déterminer le module d’Young transverse CT = Cc
L (1− φ) et le cœfficient

de Poisson transverse νTT ′ = νc
LT (1− φ) dans le plan des nappes. Il existe d’autres ex-

pressions théoriques permettant de déterminer ces grandeurs. Elles sont présentées dans

Berthelot (2005).

Concernant le cœfficient de Poisson νTL, la théorie des mélanges ne nous permet pas de

conclure. Compte tenu du manque d’informations, nous prendrons pour ce cœfficient une

valeur nulle, ce qui implique que la compression dans l’épaisseur des nappes n’influence

pas le comportement dans le plan. Bien que simplificatrice, cette hypothèse constitue a

priori une bonne approximation qualitative du phénomène observé expérimentalement,

i.e. l’absence de déformations planes lors de l’essai de compression dans l’épaisseur. La

relation νLT

EL
= νTL

ET
conduit alors à un cœfficient de Poisson νLT = 0. Enfin, le module de

cisaillement GLT est calculé à partir de la relation GLT = 2 (1+νLT )
EL

= 2
EL

.

Le traitement numérique du comportement isotrope transverse est légèrement différent

de celui réalisé pour le comportement isotrope. L’état de déformation est systématique-

ment recalculé dans le repère matériau afin d’évaluer la rigidité à l’aide des relations

contraintes / déformations des figures 8.6-a et 8.6-b. Ici, la notion de contrainte et défor-

mation équivalente n’est plus requise.

Note : L’orientation des fibres doit être mise à jour lors du calcul pour prendre en

compte la rotation de la matière.

8.3.2 Pratique de la Formulation Lagrangienne

Dans cette partie, nous observons d’une manière pratique comment est réalisée l’inté-

gration des formulations Lagrangienne Réactualisée (ou semi-Réactualisée) et Totale dans

un code de calcul. A l’issue de cette présentation, un choix est effectué.
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8.3.2.1 Formulation Lagrangienne totale

Dans ce cas, la loi t
0S =t

0 C : t
0E est considérée. Le résidu élémentaire et la matrice

tangente élémentaire présentés dans le tableau 8.2 sont utilisés. Les contraintes de Piola

Kirchhoff 2 à t + ∆t exprimées dans la configuration à t = 0, s’écrivent t+∆t
0 S =t

0 S +

tS. Pour un incrément de chargement, connaissant les déformations de Green-Lagrange

obtenues à l’itération précédente t
0E

(i) et calculées à partir du déplacement obtenu pour

cette même itération
{

t+∆tu
}(i)

, les contraintes de Piola Kirchhoff t+∆t
0 S

(i) sont calculées

à partir de la loi de comportement t
0S

(i) =t
0 C : t

0E
(i). Lorsque le processus a convergé,

il est nécessaire d’appliquer les formules de transformations classiques afin d’obtenir les

contraintes de Cauchy pour l’affichage tσ = 1
J

t
0F ·t0 S · t

0F
T
. Concernant le calcul de

l’opérateur de comportement tangent [0Ct] =
[

∂t
0S

∂t
0E

]
, une réactualisation est effectuée

seulement à chaque incrément de chargement comme indiqué dans le tableau 8.1.

La prise en compte des chargements dépendant de la configuration géométrique néces-

site d’effectuer un changement de repère pour actualiser l’orientation des forces à t + ∆t.

Dans la formulation Lagrangienne Totale le vecteur force externe s’écrit :

t+∆t< =

∫
0Ω

t+∆t

0
fv · δu 0

dv +

∫
∂0Ωσ

t+∆t

0
f s · δu 0

ds

Pour la prise en compte des chargements à t + ∆t dépendant de la déformation, l’in-

tégration doit être effectuée sur le domaine à t + ∆t (initialement inconnu). Néanmoins

au cours du processus itératif, une estimation de plus en plus précise du champs de dé-

placement souhaité est obtenue. Cette estimation permet d’effectuer le changement de

variable nécessaire à l’estimation des forces de volume et de surface à t+∆t exprimé dans

la configuration initiale 0.

8.3.2.2 Formulation Lagrangienne Réactualisée et semi-Réactualisée

Pour ce type de formulation, les lois de comportement Cauchy-logarithmiques (tσ =t
t

C : tε) ou Cauchy-Euler-Almansi (tσ =t
t Ca : t

te) sont considérées (voir figure 8.6-b).

Les résidus et matrices tangentes associés aux formulations Lagrangienne Réactualisée

et Lagrangienne semi-Réactualisée sont utilisées (voir tableau 8.2). Les contraintes de

Piola Kirchhoff s’écrivent alors t+∆t
t S =t σ + tS avec (t = t + ∆t(i−1) pour la formulation

Lagrangienne Réactualisée). Connaissant le déplacement entre 0 et t (0 et t + ∆t(i−1)

dans le cas de la Formulation Réactualisée), et l’incrément de déplacement entre t et

t + ∆t(i−1) (entre t + ∆t(i−2) et t + ∆t(i−1) pour la formulation Réactualisée), un calcul

des déformations et de l’incrément de déformations de Green Lagrange peut être effectué

pour l’itération précédente (i− 1) :
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{t+∆t
0 E

(i−1)} = [t+∆t
0 B

e] · {t+∆tue(i−1)}

{tE
(i−1)} = [tB

e] · {ue(i−1)}

où [Be] dépend du type de la formulation employée i.e. Lagrangienne semi-Réactualisée

ou Réactualisée (t = t + ∆t(i−1)).

Selon le choix effectué par l’utilisateur et la loi de comportement expérimentale saisie,

un calcul des déformations d’Euler-Almansi ou des déformations logarithmiques (décom-

position polaire du tenseur gradient de la transformation F calculé à partir des déplace-

ments u), est effectué à partir du vecteur déplacement t+∆t
0u

(i−1). A partir de l’état de

déformation t+∆t
t+∆te

(i−1) ou t+∆t
t+∆tε

(i−1), les matrices tangentes et sécantes sont construites. En

toute rigueur les contraintes de Cauchy obtenues doivent être converties en contraintes de

Piola Kirchhoff 2. En utilisant une formulation Réactualisée, la géométrie étant réactua-

lisée à chaque itération, la configuration de référence tend vers la configuration à t + ∆t,

ainsi
t+∆t

t+∆t(i−1)S ∼=
t+∆t

σ. La loi incrémentale devient donc :

d
t+∆t

t+∆t(i−1)S =t Ct : d
t+∆t

t+∆t(i−1)E ⇔ d
t+∆t

σ =t+∆t Ct : d
t+∆t

t+∆t
ε

Il est donc possible de lire directement l’opérateur de comportement tangent t+∆tCt sur

la courbe tσ = f(t
te). Concernant la détermination du tenseur des contraintes t+∆t

t+∆t(i−1)S ∼=t+∆t

σ, PRO-FLOTTM ne propose pas de conteneur pour le stockage du tenseur des contraintes

au niveau des points de Gauss. Une procédure incrémentale basée sur une sommation des

déformations logarithmiques ne peut donc pas être proposée. Les contraintes sont donc

recalculées à chaque itération en transformant les déformations de Green Lagrange entre

0 et t + ∆t à l’itération (i − 1) en déformations logarithmiques ou d’Euler-Almansi et

en utilisant la loi de comportement cohérente correspondante. Pour la formulation La-

grangienne semi-Réactualisée, le problème est plus délicat puisque la prise en compte

des déplacements initiaux doit être accompagnée de l’utilisation des relations de trans-

formations pour l’obtention des contraintes de Piola Kirchhoff 2 et des déformations de

Green-Lagrange pour ne pas effectuer d’approximation au niveau des résidus.

Remarque : dans le cas de l’utilisation de déformations logarithmiques il est nécessaire

d’utiliser une formulation dite corotationnelle. Les déformations logarithmiques calculées

à partir de la décomposition polaire du tenseur gradient de la transformation ne prennent

pas en compte la rotation de corps rigide, i.e. l’absence de déformations lors d’une rotation

de la matière (voir figure 8.8). Les tenseurs de rotation doivent être utilisés pour rétablir

et prendre en compte la rotation de la matière.
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Figure 8.8 – Prise en compte de la rotation de la matière lors de l’utilisation des défor-

mations logarithmiques : formulation corotationnelle.

Dans le cas d’un comportement isotrope transverse, une rotation supplémentaire des

opérateurs de comportement tangents et sécants exprimés depuis le repère matériau dans

le repère général doit être réalisée avant de les associer à des tenseurs contraintes et

déformations exprimés dans le repère global.

8.3.3 Conclusion

Les deux formulations Lagrangienne Totale et Lagrangienne Réactualisée ont été im-

plémentées avec succès dans PRO-FLOTTM. En pratique et compte tenu des contraintes

imposées par PRO-FLOTTM au niveau du stockage des contraintes et des déformations,

les développements proposés pour ces deux approches sont très similaires. D’autre part,

l’approche Lagrangienne Réactualisée développée permet d’utiliser n’importe quelle loi de

comportement à condition d’effectuer des conversions de contraintes et de déformations

correctes. Dans la suite, nous avons choisi d’utiliser une formulation Lagrangienne Réac-

tualisée, principalement pour deux raisons. D’une part la simplicité de prise en compte de

chargements dépendant de la déformation, ce qui est le cas du sac à vide qui applique en

permanence une pression normale sur la partie supérieure de l’empilement de préformes.

D’autre part la prise en compte du modèle de Terzaghi (voir chapitre 10) est directe

puisque la loi de comportement s’exprime directement en fonction des contraintes vraies

de Cauchy.

8.4 Validation et étude de cas tests

Concrètement, la validité des résultats est évaluée en les confrontant à des tests de

référence. L’utilisation de résultats analytiques en non-linéaire étant difficile voire impos-

sible, nous avons donc choisi d’utiliser des codes de calculs commerciaux pour effectuer
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cette comparaison (Abaqus (2005)TM, Systus (2005)TM). En simplifiant les hypothèses de

simulation, des résultats analytiques peuvent également être proposés.

8.4.1 Choix des modèles

La validation de la formulation Lagrangienne Réactualisée est effectuée en compression

et en cisaillement sur les cas tests présentés sur la figure 8.9. L’hypothèse de déformations

planes (ε33 = 0) est considérée dans ces deux cas. Lors de la mise en forme de nappes

composites et de la compression de préformes dans leur épaisseur, cette hypothèse est le

plus souvent observée compte tenu du faible rapport entre l’épaisseur d’une part et les

dimensions dans le plan d’autre part.

L’essai en compression permet la validation du comportement des nappes en compres-

sion sous l’action du sac à vide (figure 8.9-a). L’essai en cisaillement permet par ailleurs

la validation du cisaillement de la matière et donc la vérification du traitement des effets

de courbures et la prise en compte des rotations de la matière (figure 8.9-b). Deux types

de simulations sont réalisés. Des essais utilisant une loi élastique linéaire pour lesquels

les non-linéarités géométriques sont activées ou non. Les résultats de ces cas tests sont

comparées avec des modèles analytiques, SystusTM et AbaqusTM. Des essais utilisant des

modèles de comportements hypoélastiques non-linéaires pour lesquels les non-linéarités

géométriques sont activées ou non et tous les résultats sont comparés avec SystusTM.

P

(a)

P

(b)

Figure 8.9 – Cas test pour la validation de la Formulation Lagrangienne Réactualisée -

(a) essai de compression, (b) essai de cisaillement.

A titre d’illustration, une comparaison entre un comportement hypoélastique isotrope

et un comportement hypoélastique isotrope transverse est présentée. Pour le comporte-

ment isotrope transverse, les rigidités situées dans le plan d’isotropie sont 10 fois supé-

rieures à celle utilisée dans la direction transverse. Les non-linéarités géométriques sont

activées afin de prendre en compte les grandes déformations.

110



8.4. Validation et étude de cas tests

Il faut signaler que le solveur que nous avons développé permet d’utiliser au choix, quel

que soit le type de comportement modélisé, les déformations de Green Lagrange ou les dé-

formations logarithmiques. En effet, les transformations correspondantes seront toujours

réalisées afin d’exprimer la loi de comportement cohérente entre les déformations loga-

rithmiques et les contraintes de Cauchy. Ceci est possible puisque le niveau de contraintes

est recalculé à chaque itération. Néanmoins dans les logiciels utilisés ce choix n’est pas

toujours possible. Ainsi dans SystusTM, une loi de comportement (( déformations logarith-

miques - contraintes de Cauchy )) est associée à une formulation Réactualisée, et une loi

de comportement (( déformations de Green Lagrange - contraintes de Piola Kirchhoff 2 ))

est associée à une formulation Totale.

8.4.2 Validation avec une loi élastique linéaire isotrope

Les paramètres de la loi élastique linéaire utilisés dans le cadre de cette validation

correspondent à une approximation de la loi de comportement hypoélastique des nappes

NC2 caractérisée par Elbouazzaoui (2004). Le module d’Young est égal à E = 266 kPa,

le cœfficient de Poisson choisi est ν = 0, 3. Les lois intégrées sont validées sur les deux

cas tests précédents en activant et en désactivant successivement les non-linéarités géo-

métriques. La signification physique d’une loi élastique linéaire en grande déformation

peut néanmoins soulever un certain nombre d’interrogations d’un point de vue physique.

Ce type de comportement parâıt en effet peu représentatif des matériaux usuels. Cette

simulation étant numériquement possible nous la réalisons afin de proposer une validation

supplémentaire de l’algorithme.

8.4.2.1 Sans non-linéarités géométriques

En utilisant les fonctions d’Airy, pour la prise en compte des déformations planes, des

résultats analytiques peuvent être obtenus pour l’essai de compression. Les déplacements

solution suivant ux et uy s’écrivent (voir annexe E) :

ux =
1 + ν

E
[ν P x] uy =

1 + ν

E
[(ν − 1) P y] (8.21)

avec ν = 0, 3, E = 266 kPa, P = 100 kPa, l = 2, 5.10−2 m, h = 2.10−2 m.

Le tableau 8.4 présente les déformations de Green-Lagrange Eyy et le déplacement de

la face supérieure suivant y et montrent une parfaite corrélation entre les différents codes

de calculs et les résultats analytiques pour cet essai de compression en élasticité linéaire.

Concernant l’essai de cisaillement pour lequel une force surfacique selon x de Px = 10

kPa est appliquée sur la face supérieure, la comparaison est effectuée sur le champ de

déplacement suivant x. Les déformations de Green Lagrange sont utilisées. Les résultats
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Compression simple Analytique AbaqusTM PRO-FLOTTM

(Green)

SystusTM erreur relative

PRO-FLOTTM /

SystusTM

Déformation Eyy −3, 43.10−1 −3, 43.10−1 −3, 43.10−1 −3, 43.10−1 0, 0%

Déplacement uy (m) −6, 854.10−3 −6, 854.10−3 −6, 854.10−3 −6, 854.10−3 0, 0%

Tableau 8.4 – Comparaison des résultats obtenus pour l’essai de compression sur le champ

de déplacement uy et la déformation Eyy dans un cas linéaire sans non-linéarité géomé-

trique : résultats analytiques, AbaqusTM, PRO-FLOTTM, SystusTM.

reportés dans le tableau 8.5 montrent une très bonne corrélation entre les trois codes

de calculs pour cet essai de cisaillement en élasticité linéaire. Les figures 8.10 présentent

l’état de contraintes obtenu lors de l’essai de cisaillement d’un matériau élastique sans

non-linéarité géométrique. Bien que des différences apparaissent au niveau des valeurs

minimums et maximums des contraintes, différences dues en partie à la méthode d’ex-

trapolation des valeurs connues aux points de Gauss vers les nœuds, une mise à l’échelle

montre une répartition similaire de l’état de contrainte de cisaillement σxy.

Cisaillement simple AbaqusTM PRO-FLOTTM

(Green)

SystusTM erreur relative

PRO-FLOTTM /

SystusTM

Déplacement ux(haut) (m) +2, 577.10−3 +2, 540.10−3 +2, 620.10−3 3, 15%

Tableau 8.5 – Déplacement ux de la face supérieure dans un cas linéaire sans non-linéarité

géométrique : AbaqusTM, PRO-FLOTTM, SystusTM.

8.4.2.2 Avec non-linéarités géométriques

Pour ce second essai de compression, l’hypothèse des grandes déformations est considé-

rée. Le tableau 8.6 présente les déformations logarithmiques εyy et le déplacement suivant

y obtenus lors de l’essai de compression. Une fois de plus une très bonne corrélation

des résultats numériques est obtenue entre AbaqusTM et PRO-FLOTTM. Nous observons

néanmoins, des difficultés de convergence des résultats sous SystusTM.

Le tableau 8.7 présente les résultats obtenus pour le champ de déplacement suivant x

lors de l’essai de cisaillement en activant les non-linéarités géométriques. La comparaison

des résultats entre les trois codes est une fois de plus très bonne.

1Des problèmes de convergence apparaissent. Les tolérances sur les résidus sont élevées.
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Figure 8.10 – Essai de cisaillement avec un loi linéaire élastique sans non-linéarité -

Contraintes de cisaillement σxy en Pa : (a) PRO-FLOTTM, (b) AbaqusTM, (c) SystusTM.

Compression simple AbaqusTM PRO-FLOTTM

(log)

SystusTM

(modif.)

erreur relative

PRO-FLOTTM /

AbaqusTM

Déformation εyy −3, 43.10−1 −3, 43.10−1 −3, 43.10−1 0, 0%

Déplacement uy (m) −6, 738.10−4 −6, 729.10−4 −5, 801.10−3 (1) 0, 1%

Tableau 8.6 – Comparaison des résultats obtenus pour l’essai de compression sur le champ

de déplacement uy et la déformation εyy en élasticité linéaire avec non-linéarités géomé-

triques : AbaqusTM, PRO-FLOTTM, SystusTM.

8.4.3 Validation avec une loi hypoélastique isotrope

La loi hypoélastique implémentée dans AbaqusTM ne correspond pas à celle que nous

avons implémentée dans PRO-FLOTTM. Dans cette loi, le module d’Young et le cœfficient
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Cisaillement simple AbaqusTM PRO-FLOTTM

(log)

SystusTM

(modif.)

erreur relative

PRO-FLOTTM /

AbaqusTM

Déplacement ux(haut) (m) +2, 500.10−3 +2, 578.10−3 +2, 633.10−3 3, 1%

Tableau 8.7 – Déplacement ux de la face supérieure pour l’essai de cisaillement en élasticité

linéaire avec non-linéarités géométriques : AbaqusTM, PRO-FLOTTM, SystusTM.

de Poisson dépendent du deuxième invariant du tenseur des déformations, i.e. la défor-

mation équivalente, comme dans notre cas, mais également de la trace et du déterminant

(premier et troisième invariants). Nous ne sommes pas parvenus à comparer les résultats

entre ces deux codes. La loi hypoélastique implémentée dans SystusTM correspond en re-

vanche à celle que nous avons intégrée aux librairies PRO-FLOTTM. Dans SystusTM, la

formulation Lagrangienne Totale utilise des déformations de Green Lagrange et la for-

mulation Lagrangienne Réactualisée les déformations logarithmiques. L’utilisateur peut

également activer ou désactiver les non-linéarités. Nous présentons ici les résultats obtenus

lors des essais de compression en activant ou non les non-linéarités géométriques. La loi

de comportement est celle présentée sur la figure 8.11.

Figure 8.11 – Loi de comportement simplifiée utilisée dans le cadre de la validation du

comportement mécanique : contraintes de Cauchy en fonction des déformations logarith-

miques .

8.4.3.1 Sans non-linéarité géométrique

Le tableau 8.8 présente les déformations de Green Lagrange Eyy et le déplacement

suivant uy obtenus lors de l’essai de compression en désactivant les non-linéarités géo-

métriques. La corrélation entre les résultats fournis par SystusTM et PRO-FLOTTM est
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excellente.

Compression simple SystusTM PRO-FLOTTM

(Green)

erreur relative

PRO-FLOTTM /

SystusTM

Déformation Eyy −1, 41.10−1 −1, 41.10−1 0, 0%

Déplacement uy (m) −2, 824.10−3 −2, 823.10−3 0, 0%

Tableau 8.8 – Comparaison des résultats obtenus pour l’essai de compression sur le champ

de déplacement uy et la déformation Eyy en hyperélasticité non-linéaire sans non-linéarité

géométrique : SystusTM, PRO-FLOTTM.

8.4.3.2 Avec non-linéarités géométriques

Le tableau 8.9 présente les déformations logarithmiques εyy et les déplacements obtenus

lors de l’essai de compression en activant les non-linéarités géométriques. Les résultats

numériques sont en excellent accord pour cet essai de compression.

Compression simple SystusTM (modif) PRO-FLOTTM

(log)

erreur relative

PRO-FLOTTM /

SystusTM

Déformation εyy −1, 41.10−1 −1, 41.10−1 0, 0%

Déplacement uy (m) −2, 633.10−3 −2, 637.10−3 0, 2%

Tableau 8.9 – Comparaison des résultats obtenus pour l’essai de compression sur le champ

de déplacement uy et la déformation εyy en hyperélasticité avec non-linéarités géomé-

triques : SystusTM, PRO-FLOTTM.

8.4.4 Validation du comportement anisotrope et de la formula-

tion corotationnelle

Les cas tests précédents permettent de valider la robustesse de l’algorithme dans le cas

du traitement d’un comportement non-linéaire en grandes déformations. Par ailleurs, les

essais de cisaillement en grandes déformations, utilisant par conséquent les déformations

logarithmiques, montrent la capacité de l’algorithme à gérer la rotation de la matière.

A titre d’illustration du comportement anisotrope, nous présentons l’exemple du profil

d’une demi-coque de bateau. Pour ce type de géométrie complexe, une formulation coro-

tationnelle est nécessaire pour résoudre le problème mécanique. Une loi de comportement

élastique non-linéaire en grande déformation modélise le comportement à travers l’épais-

seur de la plaque (voir la loi tronquée présenté dans le chapitre 14, page 174). Pour les
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directions planes (indiquées sur la figure 8.12-a), une rigidité 10 fois plus importante est

utilisée (figure 8.12-c). Afin de bien observer l’influence du comportement isotrope trans-

verse nous présentons également les résultats obtenus pour un comportement isotrope

(figure 8.12-b).

(a) géométrie initiale

(b) après application
pression mécanique
cas isotrope

(c) après application
pression mécanique
cas isotrope transverse

Déplacement u
. n

= 0

Pression mécanique

D
ép

la
ce

m
en

t
u

x
=

0

D
ép

la
ce

m
en

t
u

x
=

0

Figure 8.12 – Influence de la loi de comportement lors de l’essai de compression de la

plaque en grandes déformations - (a) géométrie initiale, (b) compression isotrope et (c)

compression isotrope transverse.

Dans le cas de rigidité dans le plan d’isotropie (plan des nappes) plus importante que

dans l’épaisseur (figure 8.12-c), les déformations dans le plan sont plus faibles. Ainsi, la

courbure de la plaque ne produit plus un regroupement des éléments sur la droite de la

plaque comme nous pouvions l’observer dans le cas isotrope (figure 8.12-c). La forme des

éléments est beaucoup plus régulière. Les porosités sont elles aussi plus homogènes.

8.5 Conclusion

A travers les différents cas tests présentés dans cette partie, il apparâıt que la for-

mulation Lagrangienne Réactualisée employée pour le traitement des lois de comporte-
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ment non-linéaires en grande déformation (comportement hypoélastique) présente une

très bonne corrélation avec les résultats obtenus par d’autres codes de calculs (SystusTM

et AbaqusTM). Nous avons également pu valider cette formulation à partir de résultats

analytiques sur des comportements simplifiés (élastiques sans prise en compte des non-

linéarités géométriques). La formulation Lagrangienne Réactualisée développée ici permet

également une intégration simplifiée du modèle de Terzaghi, le tenseur des contraintes

utilisé dans la configuration réactualisée étant le tenseur des contraintes vraies de Cau-

chy. Enfin, cette formulation a été développée dans le cadre général d’un comportement

tridimensionnel en grande déformation. L’étude 3D de la compression d’un cube encastré

en grande déformation est présentée à titre d’exemple sur la figure 8.13 pour un module

de Young de 266 kPa, un cœfficient de Poisson de 0, 3 et une pression normale de 10 kPa

(déformée × 10). Les résultats obtenus pour ce cas test ont été confrontés avec succès à

ceux fournis par AbaqusTM.

encastrement

pression

(a) Conditions aux limites (b) Résultats - von Mises PRO-FLOTTM

Figure 8.13 – Compression d’un cube 3D encastré en grandes déformations.

Le couplage de la déformation des nappes avec l’écoulement incompressible (vitesse-

pression) de la résine à l’intérieur des préformes nécessite l’intégration d’une formulation

mixte afin d’optimiser la conservation de la masse d’une part (voir explications du pa-

ragraphe 2.3.2.4, page 29) et d’obtenir directement un champ de vitesses nodales précis.

Ce champ pourra alors être utilisé directement pour décrire les conditions de continuité

notamment entre la zone de résine seule et les préformes saturées. Par ailleurs, la prise

en compte de l’écoulement de Stokes à l’extérieur des préformes requiert le même type

de méthode dès que des géométries 2D sont considérées. Dans le chapitre suivant, une

description de la formulation mixte (( vitesse-pression )) utilisée pour le traitement de

l’écoulement incompressible est donc proposée.
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9.5 Les éléments P1+/P1 et P1-bulle/P1 . . . . . . . . . . . . 129

9.5.1 Discrétisation de la vitesse et de la pression . . . . . . . . . 129

9.5.2 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

9.5.3 Formulation faible du problème discret . . . . . . . . . . . 132
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Chapitre 9. Écoulement incompressible de la résine

9.1 Introduction

Comme nous l’avons indiqué dans le chapitre 5, partie II, la modélisation de l’écoule-

ment incompressible est réalisée à l’aide des équations de Stokes et de Darcy en régime

stationnaire, respectivement pour le milieu purement fluide et le milieu poreux. Lorsqu’un

problème de ce type est résolu par la méthode des éléments finis, des difficultés de nature

purement numérique apparaissent. La discrétisation par éléments finis doit être choisie de

manière judicieuse afin de traiter le problème de l’incompressibilité.

Ce chapitre est dédié à la formulation numérique du problème vitesse-pression pour le

traitement des équations de Stokes et de Darcy. Après une brève revue bibliographique re-

lative au traitement de l’incompressibilité, la méthode mixte vitesse-pression employée ici

est présentée. Enfin, les résultats numériques sur des problèmes tests relatifs aux équations

de Stokes et de Darcy sont présentés et commentés.

9.2 Les équations à résoudre

La modélisation du problème d’écoulement incompressible repose sur la résolution des

équations de conservation de la quantité de mouvement et de conservation de la masse.

En mécanique des fluides, les déformations sont telles que l’approche Eulérienne (reposant

sur un domaine fixe) est préférée à une approche Lagrangienne reposant sur le domaine

matériel. Par conséquent, la matière qui s’écoule est observée à partir d’un point donné

de l’espace. Néanmoins, ces approches peuvent être modifiées et se baser sur un domaine

de référence afin d’exprimer un écoulement dans un domaine mobile (formulation ALE ).

L’annexe A.5 précise l’origine de l’équation de conservation de la quantité de mouve-

ment relative à l’écoulement en régime stationnaire d’un fluide Newtonien incompressible.

Complétées de l’équation de conservation de la masse, les équations de Stokes consistent

à résoudre le système suivant :

trouver v et p en tout point x ∈ Ω tel que

div (2 η D (v))−∇ p = 0

div v = 0

σ · n = t sur ∂Ωt

v = vd sur ∂Ωv

v ∈ C2 (Ω) et p ∈ C1 (Ω)

(9.1)

où v et p sont les champs de vitesse et de pression, η désigne la viscosité dynamique, D
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est le tenseur des taux de déformations eulérien et σ le tenseur des contraintes vraies de

Cauchy. Il est clair que dès que des écoulements 2D ou 3D sont considérés, une résolution

analytique de l’écoulement n’est plus possible, les équations de Stokes doivent être résolues

à l’aide d’une approche mixte où la vitesse et la pression sont résolues en même temps.

L’écoulement d’un fluide Newtonien incompressible dans un milieu poreux à faible per-

méabilité suit une loi de conservation de la quantité de mouvement de Darcy (paragraphe

5.2 chapitre 5 partie II). Le système à résoudre incluant également la conservation de la

masse est formulé de la manière suivante :

trouver v̄ et p en tout point x ∈ Ω tel que
η
K
v̄ + ∇ p = 0

div v̄ = 0

σ · n = t sur ∂Ωt

v̄ = v̄d sur ∂Ωv

v̄ ∈ C1 (Ω) et p ∈ C1 (Ω)

(9.2)

où v̄ désigne la vitesse en fût vide ou vitesse macroscopique définie dans le chapitre 5 et

K est le tenseur de perméabilité du milieu.

Classiquement les équations de conservation de la masse et de la quantité de mou-

vement de Darcy sont regroupées. Le système consiste à résoudre alors l’équation de

Buckingham-Darcy, c’est à dire un laplacien en vitesse (voir Annexe I). L’étude bibliogra-

phique présentée dans le paragraphe 2.3.2.4, page 29, indique que les méthodes numériques

basées sur la résolution en deux phases à partir de cette équation (prédiction du champ de

pression puis du champ de vitesse) conduisent à des imprécisions en terme de conservation

de la masse. Ces imprécisions peuvent être aisément amoindries dès qu’une intégration

mixte (vitesse-pression) des équations de Darcy est réalisée. Dans le cas de Darcy, afin

de stabiliser le système numérique en vitesse-pression obtenu, Masud et Hughes (2002),

proposent d’ajouter un terme de stabilisation directement dans la formulation faible des

équations de conservation de la masse.

D’un point de vue général, depuis le début des années 60, beaucoup de travaux sont

consacrés au traitement des problèmes en vitesse-pression. Dans le problème de Stokes,

l’incompressibilité est exprimée au niveau de l’équation de conservation de la masse. Les

méthodes de projection utilisées par Gresho et Sani (2000) permettent de gérer l’incom-

pressibilité en introduisant un espace de vitesse à divergence nulle (voir aussi Rabier

(2003), Rappaz et al. (1998)). Cette condition d’incompressibilité peut également être

imposée de plusieurs manières : par pénalisation, par la méthode des multiplicateurs de

Lagrange et par la méthode du Lagrangien augmenté. Les deux premières approches sont

les plus répandues dans la littérature.
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Chapitre 9. Écoulement incompressible de la résine

Une méthode générale pour gérer l’écoulement incompressible et résoudre les équations

de Stokes et de Darcy en régime stationnaire est proposée dans ce chapitre. Cette technique

est basée sur une résolution mixte vitesse-pression utilisant les éléments P1+/P1 ou P1-

bulle/P1. Les développements théoriques sont appliqués aux équations de Stokes puis

validés sur des cas test pour les écoulements de Darcy et Stokes.

9.3 Formulation faible du problème de Stokes et dis-

crétisation par éléments finis

La formulation faible du problème de Stokes correspondant au système d’équation 9.1

conduit au système suivant :

∀δv ∈ Eδv,∀δp,∫
Ω

2 η D (δv) : D (v) dv −
∫
Ω

p div δv dv =

∫
∂Ωt

η δv ·∇ v · n ds−
∫

∂Ωt

p δv · n ds

︸ ︷︷ ︸R
∂Ωt

δv·σ·n ds∫
Ω

δp div v dv = 0

δv ∈ Eδv = {δv ∈ H1 (Ω) /δv = 0 sur ∂Ωv}
v ∈ Ev =

{
v ∈ H1 (Ω) /v = vd sur ∂Ωv

}

(9.3)

où δp est un champ test associé à p, δv est un champ test associé à v qui s’annule sur

la frontière ∂Ωv s’il est égal à la variation du champ réel et D (v) = 1
2

(
∇v + ∇Tv

)
et

D (δv) = 1
2

(
∇δv + ∇T δv

)
sont les tenseurs des taux de déformation eulériens associés

respectivement au champ de vitesse v et au champ de vitesse virtuelle δv.

Pour résoudre ce type de problème par la méthode des éléments finis, cette formulation

doit respecter la condition (( inf-sup )) de Brezzi-Babus̃ka (voir le paragraphe 9.4.2). Pour

que cette condition soit respectée, et ainsi assurer l’existence et l’unicité de la solution,

les champs de vitesse v et de pression p doivent être judicieusement choisis. En général

les approximations du champ de vitesse vh et du champ test associé δvh sont réalisées à

l’aide de la même fonction d’interpolation N e
i (l’exposant h désigne l’approximation du

champ) :

{
vh (x)

}
=

ne
v∑

i=1

[N e
i (x)]

{
vh

i

}
(9.4)
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9.3. Formulation faible du problème de Stokes et discrétisation par éléments finis

{
δvh (x)

}
=

ne
v∑

i=1

[N e
i (x)]

{
δvh

i

}
(9.5)

où N e
i représente la fonction de forme associée au nœud i qui appartient à l’élément e

contenant lui même ne
v degrés de liberté associés au champ de vitesse.

Les champs δph associés à la pression ph sont également approximés de façons iden-

tiques :

ph (x) =

ne
p∑

i=1

M e
i (x) ph

i (9.6)

δph (x) =

ne
p∑

i=1

M e
i (x) δph

i (9.7)

où M e
i représente la fonction de forme associée au nœud i qui appartient à l’élément e

contenant lui même ne
p degrés de liberté associés au champ de pression.

Ainsi après assemblage le système à résoudre devient :[
[Krd] [Kic]

T

[Kic] [0]

]{
{v}
{p}

}
=

{
{F}
{0}

}
(9.8)

où :

– [Krd] désigne la matrice de rigidité,

– [Kic] désigne la matrice d’incompressibilité,

– {F} désigne le vecteur sollicitations extérieures.

La matrice de rigidité [Krd] est obtenue dans une base cartésienne orthonormée par :

[Krd] =
elts∑
e=1

[Ke
rd] (9.9)

avec ([Ke
rd])ij =

 2 k11 + k22 + k33 k12 k13

k21 k11 + 2 k22 + k33 k23

k13 k12 k11 + k22 + 2 k33


où kmn =

∫
Ωe

η
∂Ne

i

∂xm

∂Ne
j

∂xn
dv

La matrice d’incompressibilité est déterminée comme suit :

[Kic] =
elts∑
e=1

[Ke
ic] (9.10)

avec ([Ke
ic])ij =

[
d1 d2 d3

]
où dm =

∫
Ωe

M e
i

∂Ne
j

∂xm
dv
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Enfin, le vecteur sollicitation extérieure contient les conditions aux limites de type Neu-

mann :

{F} =
elts∑
e=1

{Fe} (9.11)

avec ([Fe])i =


f1

f2

f3

 où fm =
∫

∂Ωe∩∂Ωt

N e
i t · xm︸ ︷︷ ︸

tm

dv

Parallèlement aux problèmes liés aux choix des champs d’interpolations des vitesses

et des pressions que nous avons mentionnés, le système 9.8 fait apparâıtre des termes

diagonaux nuls. Ces termes vont poser des difficultés lors de l’utilisation de méthodes

numériques.

9.4 Traitement de l’incompressibilité

La contrainte d’incompressibilité correspondant à l’équation de conservation de la

masse peut être traitée par différentes techniques. Dans cette partie nous présentons les

principales méthodes de traitement de l’incompressibilité, la méthode de pénalité, les

méthodes mixtes vitesse-pression par les multiplicateurs de Lagrange et la méthode du

Lagrangien augmenté, avant d’exposer la méthode retenue dans cette analyse : la méthode

mixte vitesse-pression basée sur l’élément P1+/P1 ou P1-bulle/P1.

9.4.1 Méthode de pénalité

9.4.1.1 Principe

La méthode de pénalisation repose sur une équation d’état numérique couplant le

champ de vitesse v ou champ de pression p via un cœfficient de pénalisation α (Reddy et

Gartling (2001)) :

α div v + p = 0 (9.12)

L’incompressibilité est d’autant mieux satisfaite que α est grand. Typiquement, le

cœfficient de pénalisation α prend des valeurs comprises entre 107 et 109 (Rabier (2003)).

En intégrant l’équation d’état numérique (Eq. 9.12) dans la forme faible du système

d’écoulement incompressible de Stokes (Eq. 9.3) :
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9.4. Traitement de l’incompressibilité

∀δv ∈ Eδv,∀δp,∫
Ω

2 η D (δv) : D (v) dv −
∫
Ω

α div δv div v dv =

∫
∂Ωt

δv · σ · n ds

δv ∈ Eδv = {δv ∈ H1 (Ω) /δv = 0 sur ∂Ωv}
v ∈ Ev =

{
v ∈ H1 (Ω) /v = vd sur ∂Ωv

}
(9.13)

En utilisant les approximations introduites dans les équations 9.4 et 9.5 pour le champ

de vitesse et le champ test associé, le système d’équation à résoudre devient le suivant :

[Krd] · {v}+ α [Kin] · {v} = {F} (9.14)

La matrice de raideur [Krd] et le vecteur sollicitation extérieure {F} restent inchangés

par rapport à la définition donnée en 9.9 et 9.11. Par contre, la matrice issue du traitement

de l’incompressibilité [Kin] est obtenue dans une base cartésienne orthonormée directe

par :

[Kin] =
elts∑
e=1

[Ke
in] (9.15)

avec ([Ke
in])ij =

 k̄11 k̄21 k̄31

k̄21 k̄22 k̄23

k̄31 k̄32 k̄33

 où k̄mn =
∫
Ωe

∂Ne
j

∂xm

∂Ne
j

∂xn
dv

9.4.1.2 Intégration réduite

Pour de très grandes valeurs de α, l’équation 9.14 devient (Zienkiewicz et Taylor

(2000)) :

[Kin] · {v} = 0 (9.16)

Cette équation joue le rôle d’une contrainte d’incompressibilité. Une solution évidente

est {v} = {0} si [Krd] est inversible, mais ce champ de vitesse ne respecte pas nécessai-

rement l’équilibre des efforts, car {v} doit également satisfaire :

[Krd] · {v} = {F} (9.17)

Pour éviter cette situation, il est donc nécessaire que le nombre de relations d’in-

compressibilité à satisfaire dans [Kin] soit inférieure au nombre d’inconnues du système

ainsi :
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[Kin] · {v} = {0} ; {v} = {0} (9.18)

[Kin] est formée par l’assemblage des relations d’incompressibilités linéairement indé-

pendantes définies en chacun des points d’intégration du maillage. Il est donc nécessaire

que le nombre de points d’intégrations numériques (ou l’on résout effectivement la relation

d’incompressibilité) soit inférieur au nombres d’inconnues ({δv} ou {v}). Ce qui n’est pas

toujours le cas comme le montre la figure 9.1-a Dans le cas contraire, un phénomène de

verrouillage peut conduire à de fortes variations de contraintes au travers du maillage.

point d’intégration

nœud
(a) (b)

- 36 degrés de liberté inconnus
- 100 points de Gauss

- 36 degrés de liberté inconnus
- 25 points de Gauss

Figure 9.1 – Maillage constitué de quadrangles linéaires à 4 points de Gauss (a) et à 1

point de Gauss (b) : intégration réduite (Feulvarch (2005)).

La méthode RIP (Reduced Integration Penalty Method) consiste à diminuer le nombre

de contraintes d’incompressibilité à satisfaire en réduisant le nombre de points d’intégra-

tion comme schématisé sur la figure 9.1-b (Reddy et Gartling (2001)). Ainsi la condition

9.18 est respectée et le phénomène de blocage est éliminé. En revanche, l’unicité de la so-

lution n’est pas nécessairement assurée pour l’équation 9.17. Des modes parasites peuvent

apparâıtre si [Krd] est calculé à partir d’un schéma réduit. Ce phénomène est identique à

celui de l’hourglass pour les formulations Lagrangiennes, i.e. des modes de déformations

à (( énergie nulle )). Il peut être traité notamment en réduisant le nombre de points d’in-

tégration uniquement pour le calcul de [Kin]. Cependant, il n’est pas toujours possible

de réduire le nombre de contraintes d’incompressibilité. Ainsi un maillage réalisé à l’aide

de triangles à intégrations réduites13 présente un nombre de contraintes à satisfaire de 50

13Nous remarquerons qu’un seul point de Gauss suffit pour l’intégration de la rigidité mais ne suffit
pas pour l’intégration de la masse. Nous appellerons l’élément triangle à un point de Gauss l’élément à
intégration réduite.
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pour 36 degrés de liberté (voir figure 9.2). Il ne permet pas de satisfaire la relation 9.18.

Le traitement de l’incompressibilité d’un écoulement d’un matériau métallique plastique

parfait par la méthode de pénalité à intégration réduite ne peut donc pas être réalisé à

l’aide de maillages triangles linéaires.

point d’intégration

nœud
(a) (b)

- 36 degrés de liberté inconnus
- 150 points de Gauss

- 36 degrés de liberté inconnus
- 50 points de Gauss

Figure 9.2 – Maillage constitué de triangles linéaires à 3 points de Gauss (a) et à 1 point

de Gauss (b) : intégration réduite (Feulvarch (2005)).

9.4.1.3 Conclusion sur la méthode de pénalité

Cette méthode est actuellement l’une des méthodes les plus utilisées dans les codes

de calcul par éléments finis en raison de sa simplicité de mise en œuvre. En particulier,

cette technique ne nécessite pas d’introduction de variables supplémentaires dans le pro-

blème par éléments finis. En revanche le choix du paramètre de pénalisation présente un

inconvénient majeur. Un paramètre de pénalisation élevé permet de satisfaire correcte-

ment la condition d’incompressibilité, cependant le système devient très mal conditionné

et conduit à de nombreux problèmes numériques lors de la résolution. Inversement, un

paramètre trop faible conduit à un mauvais traitement de l’incompressibilité.

9.4.2 Condition de Brezzi-Babus̃ka

Lors de l’écriture de la formulation variationnelle du problème de Stokes nous avons

signalé que les espaces des fonctions d’interpolation des vitesses et des pressions devaient

satisfaire la condition dite de Brezzi-Babus̃ka afin d’assurer l’existence et l’unicité de la

solution. Cette condition est relativement difficile à manipuler. Une expression théorique

de cette condition peut être retrouvée dans la littérature (Arnold et al. (1984)). Ici, nous
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nous proposons de mettre simplement en évidence les conséquences qu’elle implique sur la

discrétisation. Comme nous l’avons vu lors du traitement de la méthode de pénalisation à

intégration réduite, il est nécessaire que le nombre de contraintes d’incompressibilité soit

inférieur au nombre d’inconnues en vitesse :

[Kic] · {v} = {0} ; {v} = {0} (9.19)

Pour éviter l’apparition de phénomènes de blocage, et de modes de pressions parasites,

il est donc nécessaire que le nombre d’inconnues en pression (ou le nombre de contraintes

d’incompressibilité au regard du système 9.8) soit strictement inférieur au nombre d’in-

connues en vitesse. Cette condition n’assure pas l’unicité de la solution. Le respect de la

condition de Brezzi-Babus̃ka nécessite également l’implication suivante :

[Kic]
T · {p} = {0} ⇒ {p} = {0} (9.20)

Dans la littérature, les éléments finis P1+/P1, P1-bulle/P1 et P2/P1 (éléments de

Taylor Hood - Taylor et Hood (1973)) respectent la condition de Brezzi-Babus̃ka. Il en

existe d’autres. En particulier, il a été montré théoriquement et numériquement qu’il suffit

que l’approximation de la vitesse soit d’un ordre supérieur à celle de la pression (Reddy

et Gartling (2001)).

9.4.3 Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Dans ce cas l’équation d’état numérique est simplement la conservation de la masse :

div v = 0 (9.21)

Le système à résoudre est le suivant :[
[Krd] k [Kic]

T

k [Kic] [0]

]{
{v}

1
k
{p}

}
=

{
{F}
{0}

}
(9.22)

Le facteur k introduit dans 9.22 permet d’adimensionner le système. Ici la pression {p}
joue le rôle d’un multiplicateur de Lagrange. L’une des difficultés de cette méthode est

qu’elle fait apparâıtre des termes diagonaux nuls dans le premier membre. Cette difficulté

peut être contournée en renumérotant astucieusement les équations à résoudre. Cette

méthode présente l’inconvénient majeur de rajouter une inconnue dans le système : la

pression. Classiquement des méthodes de résolution basées sur un algorithme d’Uzawa

sont utilisées (Rappaz et al. (1998)).
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9.4.4 Méthode du Lagrangien augmenté

La méthode du Lagrangien augmenté combine la méthode de pénalité à la méthode des

multiplicateurs de Lagrange. L’idée est de rajouter un terme pénalisé au multiplicateur,

en l’occurrence ici la pression. L’équation d’état numérique est la même que celle utilisée

dans la méthode à intégration réduite :

α div v + p = 0 (9.23)

Le système suivant en (( vitesse-pression )) doit alors être résolu :[
[Krd] k [Kic]

T

k [Kic]
k2

α({p}) [I]

]{
{v}

1
k
{p}

}
=

{
{F}
{0}

}
(9.24)

Dans ce cas, le choix du paramètre de pénalité α est moins critique. Comme dans

la méthode de pénalité à intégration réduite, un cœfficient élevé assurera un traitement

correct de l’incompressibilité mais impliquera des difficultés numériques (mauvais condi-

tionnement de la matrice). En revanche un cœfficient trop faible engendrera un mauvais

traitement de l’incompressibilité. Ici le système est bien conditionné car la pénalité s’ajuste

en fonction de la valeur du multiplicateur de Lagrange dans un schéma de résolution ité-

ratif. La formulation mixte vitesse-pression basée sur l’élément P1+/P1 et P1-bulle/P1

que nous allons utiliser dans cette étude pour traiter les équations de Stokes et de Darcy

conduit à l’utilisation d’un système élément fini dont la forme est proche de celle obtenue

avec la méthode du Lagrangien augmenté.

9.5 Les éléments P1+/P1 et P1-bulle/P1

9.5.1 Discrétisation de la vitesse et de la pression

Les éléments retenus pour l’intégration numérique des équations de Stokes sont l’élé-

ment P1+/P1 et P1-bulle/P1 introduit par Arnold et al. (1984). Ces éléments proposent

une intégration linéaire des champs de vitesse et de pression avec un degré d’interpola-

tion supplémentaire au centre de l’élément pour enrichir le champ de vitesse. Ainsi, ils

permettent à la fois de satisfaire la condition de Brezzi-Babus̃ka dans le sens où le degré

d’interpolation du champ de vitesse est supérieur au degré d’interpolation du champ de

pression, et de résoudre les problèmes numériques dus à la présence de termes diagonaux

nuls (Perchat (2000)). Pierre (1995) a généralisé les résultats d’Arnold et a montré la sta-

bilité de ces éléments pour une approximation conforme (vérification de la condition de

Brezzi-Babuŝka). Cet auteur a également prouvé la possibilité d’utiliser une approxima-

tion non conforme à condition de satisfaire la propriété d’orthogonalité de l’élément (voir
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Chapitre 9. Écoulement incompressible de la résine

paragraphe 9.5.3.1). Les espaces d’approximations sont définis sur une triangularisation

Th (Ω) du domaine. Pour chaque élément, une fonction d’interpolation est associée à la

vitesse v et à la pression p. Ces sous espaces d’approximations doivent vérifier :

Eh
p ⊂ Ep avec p ∈ Ep = {p ∈ L2 (Ω)}

Eh
v ⊂ Ev avec v ∈ Ev =

{
v ∈ H1 (Ω) /v = vd sur ∂Ωv

} (9.25)

pression vitesse

3

21

b 1

2

3

4

b1

e
W

3

e
W

4

e
W

(a) (b)

(P1+/P1)

(P1-bulle/P1) (P1+/P1)

(P1-bulle/P1)

Figure 9.3 – Élément P1+/P1 et P1-bulle/P1 dans le repère de référence (ξ, η, ζ) : (a)

élément triangle, (b) élément tétraèdre.

Par exemple pour les éléments P1+/P1 et P1-bulle/P1 2D et 3D présentés sur la figure

9.3, les fonctions d’interpolation suivantes sont choisies pour l’approximation des champs

de pression ph(x) et de vitesse
{
vh(x)

}
:

ph(x) =
ne∑
i=1

Ni(x) pi (9.26)

{
vh(x)

}
=
{
vh

l (x)
}

+
{
vh

b (x)
}

=
ne∑
i=1

[Ni(x)] {vli}+ [Nb(x)] {vb} (9.27)

Les champs test associés δph(x) et δ
{
vh(x)

}
s’écrivent :

δph(x) =
ne∑
i=1

Ni(x) δpi (9.28)

{
δvh(x)

}
=
{
δvh

l (x)
}

+
{
δvh

b (x)
}

=
ne∑
i=1

[Ni(x)] {δvli}+ [Nb(x)] {δvb} (9.29)

La fonction de forme pour le degré de liberté supplémentaire en vitesse (Nb) est appelée

fonction bulle. Cette fonction est égale à 1 au centre de l’élément et s’annule sur ses

130



9.5. Les éléments P1+/P1 et P1-bulle/P1

bords. Son choix étant libre, la littérature propose différents types de fonctions dites

bulles permettant de satisfaire cette condition :

– Fonctions Hiérarchiques : Nb = 3 Min (N1, N2, N3) en 2D et Nb = 4 Min (N1, N2, N3, N4)

en 3D. Cette fonction présente l’avantage de fournir le même ordre d’intégration pour

les fonctions bulles que pour les vitesse et les pressions (voir figure 9.4-b). L’élément

est appelé élément P1+/P1.

– Polynôme : Nb = 27 N1 N2 N3 en 2D et Nb = 256 N1 N2 N3 N4 en 3D. Bien que sa

stabilité ait été prouvée (Arnold et al. (1984)), dans le cadre d’éléments linéaires,

le choix d’une bulle élevée est source de problèmes numériques. Elle nécessite une

intégration numérique plus précise, fait craindre l’apparition d’instabilités dues à

l’association des fonctions linéaires et cubiques mais surtout engendre un surcoût de

calcul important pour une simple correction de vitesse (voir figure 9.4-a). L’élément

est appelé élément P1-bulle/P1.

– . . . .
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10,80,60,40,20
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0,2
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0,4

z
0,8

1

0,6
zeta 0,8

1

(a)

1

eta

0,80,60,40,20
00

0,2

0,4

0,2

0,6

0,8
z

0,4

1

0,6
zeta 0,8

1

(b)

Figure 9.4 – Choix de la fonction d’interpolation pour le degré bulle dans le cas d’un

élément triangle 2D - (a) polynôme de degré 3, (b) fonctions hiérarchiques.

Dans la suite les approximations utilisant des fonctions polynomiales et hiérarchiques

sont utilisées et comparées numériquement. Une représentation des deux fonctions bulles

proposées ici est donnée pour un élément triangle sur la figure 9.4.

9.5.2 Conditions aux limites

Hormis les conditions aux limites indiquées dans le système 9.1, page 120, il faut noter

que pour un fluide incompressible, en l’absence de surface libre, la pression est connue

à une constante près que l’on fixe en un point du maillage, généralement sur le bord du

131



Chapitre 9. Écoulement incompressible de la résine

domaine, ou encore en imposant que la pression moyenne sur le domaine soit égale à

(Rappaz et al. (1998)) : ∫
Ω

p dV = 0 (9.30)

9.5.3 Formulation faible du problème discret

9.5.3.1 La propriété d’orthogonalité

Lorsque des fonctions hiérarchiques sont utilisées (P1+/P1), la fonction de forme as-

sociée au nœud bulle n’est pas dérivable sur l’ensemble de l’élément comme le montre la

figure 9.4-b dans le cas d’un élément 2D triangle. Les quantités élémentaires ne peuvent

donc pas être intégrées à partir d’un seul point de Gauss situé au centre de l’élément

comme c’est habituellement le cas pour les éléments triangles et tétraèdres à approxi-

mation linéaire. Dans le cas du triangle (respectivement du tétraèdre), cette fonction est

continue et dérivable sur 3 sous-domaines Ωe
1, Ωe

2 et Ωe
3 (respectivement 4 sous-domaines

Ωe
1, Ωe

2, Ωe
3 et Ωe

4) et de surface égale sur lesquels (voir figure 9.3-a) :

Nb = 3 N1 = 3 (1− η − ξ) sur Ωe
1

Nb = 3 N2 = 3 η sur Ωe
2

Nb = 3 N3 = 3 ξ sur Ωe
3

(9.31)

La décomposition en 4 sous-tétrahèdre est identique pour le tétraèdre P1+/P1. L’in-

tégration peut donc être menée à partir d’un schéma à 1 point de Gauss sur chacun des

sous domaines. Dans le cas du triangle, nous pouvons écrire :

∀m ∈ (1, 2, 3)

∫
Ωe

∂Nb

∂xm

dv =
3∑

j=1

∫
Ωe

j

∂Nb

∂xm

dv =
3∑

j=1

∂Nb

∂xm

Ωe
j =

Ωe

3

3∑
j=1

3 ∂Nj

∂xm

(9.32)

3∑
j=1

Nj = 1 ⇒
3∑

j=1

3
∂Nj

∂xm

= 0
d’après 9.32→

∫
Ωe

∂Nb

∂xm

dv = 0 (9.33)

Cette relation est une illustration de la propriété d’orthogonalité de l’approximation

hiérarchique (Heinrich (2003)) qui s’énonce ainsi : Pour tout tenseur C constant sur l’élé-

ment Ωe la relation suivante sera vérifiée :∫
Ωe

C : D
(
vh

b

)
= 0 (9.34)
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Concernant l’élément P1-bulle/P1 utilisant une approximation polynomiale pour l’in-

terpolation de la vitesse bulle, nous pouvons également démontrer facilement la propriété

d’orthogonalité. Nous pourrons par exemple vérifier la double intégrale suivante dans le

triangle de référence 2D :

ζ=1∫
ζ=0

η=1−ζ∫
η=0

∂Nb

∂ζ
dη dζ = 0

9.5.3.2 La formulation faible

Dans cette analyse, nous nous intéressons à la forme faible (( vitesse-contrainte )) des

équations de Stokes. La forme en pression également étudiée dans ce travail a été déve-

loppée dans le cadre de la validation du cas test de Poiseuille (voir paragraphe 9.39, page

136). Elle n’est pas présentée dans ce manuscrit mais les principes restent les mêmes.

Compte tenu de la discrétisation choisie (Eqs. 9.26, 9.28, 9.27 et 9.29), la formulation

faible du problème de Stokes (9.3) s’écrit :

∀δvh
l ,∀δvh

b ,∀δph,∫
Ω

2 η D
(
δvh

l

)
: D
(
vh

l + vh
b

)
dv −

∫
Ω

ph div δvh
l dv =

∫
∂Ωt

δv · σ · n ds∫
Ω

2 η D
(
δvh

b

)
: D
(
vh

l + vh
b

)
dv −

∫
Ω

ph div δvh
b dv = 0∫

Ω

δph div vh
l dv +

∫
Ω

δph div vh
b dv = 0

δvh
l ∈ Eδvh

l
=
{

δvh
l ∈ H1 (Ω) /δvh

l = 0 sur ∂Ωvh
l

}
vh

l ∈ Evh
l

=
{
vh

l ∈ H1 (Ω) /vh
l = vhd

l sur ∂Ωvh
l

}
δvh

b ∈ Eδvh
b

=
{

δvh
b ∈ H1 (Ω) /δvh

b = 0 sur ∂Ωvh
b

}
vh

b ∈ Evh
b

=
{
vh

b ∈ H1 (Ω) /vh
b = 0 sur ∂Ωvh

b

}

(9.35)

Soit sous forme matricielle : [Krdll
] [Kcrlb

]
[
Kinlp

]T
[Kcrbl

] [Krdbb
]
[
Kinbp

]T[
Kinpl

] [
Kinpb

]
[0]



{vl}
{vb}
{p}

 =


{F}
{0}
{0}

 (9.36)

Dans ce système la matrice [Kcrbl
] est définie de la même manière que la matrice de

raideur [Krd] utilisée dans la méthode de pénalité (Eq. 9.9).
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9.5.3.3 Résolution du problème faible discret

Dans le cas des fonctions d’interpolation polynomiales (P1-bulle/P1) et hiérarchiques

(P1+/P1) développées, la propriété d’orthogonalité (Eq. 9.34) est vérifiée. Le champ de

vitesse est discrétisé selon l’équation 9.27. Le champ vh
l étant linéaire, D

(
vh

l

)
est constant

sur l’élément Ωe :

∫
Ωe

D
(
vh

l

)
: D
(
vh

b

)
= 0 (9.37)

Le terme croisé [Kcrbl
] du système 9.36 s’annule et le problème discret s’écrit :

 [Krdll
] [0]

[
Kinlp

]T
[0] [Krdbb

]
[
Kinbp

]T[
Kinpl

] [
Kinpb

]
[0]



{vl}
{vb}
{p}

 =


{F}
{0}
{0}

 (9.38)

En se plaçant au niveau élémentaire, la contribution de la fonction bulle peut être éliminée

par condensation statique. Ainsi la ligne associée à {ve
b}, permet d’exprimer la vitesse bulle

en fonction des autres termes :

{ve
b} = −

[
Ke

rdbb

]−1
[
Ke

inbp

]T
{pe}

Soit au niveau de chaque élément : [Ke
rdll

] [
Ke

inlp

]T[
Ke

inpl

] [
Ce

pp

]
{ {ve

l }
{pe}

}
=

{
{Fe}
{0}

}

avec
[
Ce

pp

]
= −

[
Ke

inpb

] [
Ke

rdbb

]−1
[
Ke

inbp

]T
.

Après assemblage sur chaque élément la méthode mixte vitesse-pression basée sur

l’élément P1+/P1 ou l’élément P1-bulle/P1 permet d’obtenir un système proche de celui

obtenu avec une méthode dite du Lagrangien augmenté (Eq. 9.24). Néanmoins, ici la

sous matrice
[
Ce

pp

]
n’est pas diagonale mais est judicieusement choisie et correspond à la

contribution de la fonction bulle. L’absence de termes diagonaux nuls permet l’utilisation

de méthodes de résolutions numériques classiques sans pré-traitement du système global.

Perchat (2000) propose une stabilisation des oscillations en pression en introduisant un

terme de pénalité au niveau de la matrice
[
Ce

pp

]
mais les conséquences de l’introduction

de cette pénalité sur nos résultats n’a pas été étudiée en détail.
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9.5.4 Intégration du terme

∫
Ω

δph div vh
b dv

Ici, à titre d’exemple, nous nous intéressons à l’intégration du terme

∫
Ω

δph div vh
b dv.

Dans le cas de l’utilisation d’un élément P1-bulle/P1, l’intégration du champ bulle est

réalisée à l’aide d’un polynôme d’ordre 3 défini et continu sur tout l’élément. Un schéma

d’intégration classique à trois points de Gauss est utilisé.

L’intégration de ce terme à l’aide des fonctions hiérarchiques (élément P1+/P1) conduit

à des difficultés numériques liées à la présence d’une fonction d’interpolation discontinue

pour le champ de vitesse bulle. Dans ce cas, les 3 points de Gauss (ou le point de Gauss

dans le cas d’un schéma réduit) vont être situés sur les arêtes de la pyramide (voir figure

9.4-b). Pour réaliser l’intégration de ce terme, chaque élément Ωe est divisé en sous élé-

ments Ωe
1, Ωe

2 et Ωe
3. Sur chaque sous élément, l’intégration est réalisée à l’aide d’un seul

point de Gauss situé au centre de l’élément. Les trois nouveaux points de Gauss ainsi

définis sont représentés pour l’élément de référence sur la Figure 9.5. Le nouveau schéma

utilisé correspond aux points de Gauss rouges de la figure 9.5.

1
2

3

1’

2’3’

� �

�

Anciens points de Gauss (en bleu)

Nouveaux points de Gauss (en rouge)

(a)

Figure 9.5 – Nouveau schéma d’intégration pour l’élément P1+/P1.

En posant les champs d’interpolation suivants :

ph
b = [N ] · pe

vh
b =

 Nb 0 0

0 Nb 0

0 0 Nb

 ·


veh

bx

veh

by

veh

bz


D’une manière générale pour l’élément triangle à trois nœuds :
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[
Ke

inlp

]
=

 N1
∂Nb

∂x
N1

∂Nb

∂y
N1

∂Nb

∂z

N2
∂Nb

∂x
N2

∂Nb

∂y
N2

∂Nb

∂z

N3
∂Nb

∂x
N3

∂Nb

∂y
N3

∂Nb

∂z


Pour chaque sous triangle, les valeurs correspondantes des fonctions d’interpolations

sont utilisées.

9.6 Validation

Les équations de Stokes et de Darcy ont été intégrées à PRO-FLOTTM en utilisant les

deux méthodes pour la fonction bulle (fonction polynomiale et fonctions hiérarchiques).

Ici, les résultats obtenus sur des cas tests sont comparés à des résultats analytiques et

numériques afin d’attribuer un label de qualité au solveur développé.

9.6.1 Équation de Stokes

9.6.1.1 Écoulement de Poiseuille

La plupart des logiciels de simulation de procédés d’injection (par exemple FORGE

3TM) utilisent une formulation dite en pression. Dans ces procédés, la pression appa-

râıt souvent comme un paramètre d’entrée du système. Lorsque la formulation faible

traditionnelle du problème de Stokes est considérée, l’utilisation d’une condition de Di-

richlet en pression implique l’annulation du champ test associé δp. Dans ce cas, le se-

cond membre de l’équation de conservation de la quantité de mouvement ne s’annule pas∫
∂Ωt

δv · σ · n ds 6= 0. Il est nécessaire d’imposer la condition en pression également en tant

que condition de Neumann. Finalement deux opérations sont nécessaires pour imposer

une pression. La formulation en pression consiste à réaliser l’intégration par partie sur le

terme associé à la conservation de la masse. Le système obtenu est le suivant :

∀δv,∀δp,∫
Ω

2 η D (δv) : D (v) dv +

∫
Ω

δv ·∇ p dv =

∫
∂Ωt

2 η δv ·D (v) · n ds∫
Ω

v ·∇ δp dv =

∫
Ω

δp v · n dv

δp ∈ Eδp = {δp ∈ H1 (Ω) /δp = 0 sur ∂Ωp}
p ∈ Ep =

{
p ∈ H1 (Ω) /p = pd sur ∂Ωp

}
(9.39)
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Ainsi lorsque la pression est imposée, le second membre de l’équation de conservation

de la masse s’annule. Si aucune condition de Neumann n’est imposée, le second membre

de l’équation de la conservation de la quantité de mouvement s’annule. Cela signifie que

les gradients de vitesses à travers les frontières sont nuls, i.e. pas de discontinuité de la

vitesse à travers la surface. Cette formulation est appliquée dans le cadre du traitement

du cas test de Poiseuille présenté dans l’Annexe I.1. Pour ce cas test, il existe une solution

analytique. Ainsi pour une boite carrée de 1× 1 m2 , avec une viscosité η = 1 Pa.s, une

pression en entrée pi = 1Pa et une pression en sortie pf = 0, la vitesse suivant x au centre

de la boite vx(0) s’écrit :

vx(0) = − 1

2 η

pf − pi

l

h2

4
=

1

8
= 0, 125 m/s

La figure 9.6-a présente les résultats numériques obtenus pour un écoulement de Poi-

seuille en supposant les vitesses tangentielles nulles sur les faces d’entrée et de sortie

(Duvaut (1999)). Ces résultats sont comparés avec succès aux résultats analytiques pré-

sentés dans l’annexe I.1 (voir figure 9.6-b). Ces résultats sont identiques pour les deux

types de fonction bulle utilisés (fonctions polynomiales ou fonctions hiérarchiques). La

figure 9.7 présente les résultats obtenus lorsque les conditions tangentielles en vitesse au

niveau des faces d’entrée et sortie sont libres. Les caractéristiques de l’effet fontaine ont

été étudiées plus précisément dans les travaux de Bigot (2001). Ces effets expliquent la

présence d’un profil d’écoulement parabolique.

9.6.1.2 Cavité fermée

La cas test de la cavité fermée présentée sur la figure 9.8-a consiste à appliquer une

vitesse de cisaillement sur la partie supérieure d’une cavité fermée. Deux types de condi-

tions limites peuvent être appliqués sur les trois autres bords de la cavité. Soit une vitesse

normale nulle est considérée, dans ce cas l’écoulement tangentiel de fluide est possible.

Soit une condition d’adhérence est appliquée sur la vitesse tangentielle (par exemple une

vitesse nulle) en plus de la condition sur la vitesse normale. Un exemple de résultat est

donné sur la figure 9.8-b. Ce cas test a été validé par comparaison avec les résultats fournis

par le code commercial FEM-LABTM.

Les éléments P1+/P1 et P1-bulle/P1 sont comparés pour des vitesses tangentielles

nulles (figure 9.9-a) et des vitesses tangentielles libres (figure 9.9-b). Les résultats ob-

tenus montrent une bonne corrélation entre les deux codes de calcul pour l’utilisation

de fonctions hiérarchiques (P1+/P1). Les résultats obtenus indiquent probablement l’ap-

parition de difficultés numériques et d’instabilités dans le cas de l’élément P1-bulle/P1

dues à la présence simultanée de fonctions linéaires et cubiques mais les résultats restent
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0.125

vitesse

100

pression

0.0626 0.5

(a) Champ de vitesse et de pression obte-

nus sur le cas test de Poiseuille

(b) Comparaison de résultats numériques et

analytiques pour le champ de vitesse vx(y)

Figure 9.6 – Écoulement de Poiseuille : formulation en pression.

Sens de l’écoulement

Fluide

0

vitesse

0.0719 0.144

(a) Principe de l’effet fontaine : allure du

champ de vitesse au niveau du front de fluide

(b) Mise en évidence de l’effet fontaine sur

le cas test de Poiseuille

Figure 9.7 – Effet fontaine lors de l’écoulement de poiseuille.

qualitativement bons dans ce cas.
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vitesse

0.50 1

(a) Conditions aux limites lors du test de la

cavité fermée

(b) Résultats obtenus avec des fonctions

hierarchiques

Figure 9.8 – Cas test de la cavité fermée : (a) le cas test, (b) exemple de résultats.

(a) Condition d’adhérence : vitesse normale

et tangentielle nulle

(b) Condition de glissement : vitesse nor-

male nulle

Figure 9.9 – Comparaison des résultats obtenus sur FEMLABTM et sur PRO-FLOTTM

avec les deux types d’éléments bulles développés.

9.6.1.3 Un autre exemple d’application

D’autres cas tests permettent de valider la formulation mixte (( vitesse-pression )). Le

cas test de couette présenté en annexe H dans le cadre de la description du transport des

quantités depuis les points de Gauss vers les nœuds du maillage éléments finis permet

d’étudier le comportement en cisaillement. A titre d’illustration de l’incompressibilité,
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Chapitre 9. Écoulement incompressible de la résine

la simulation présentée sur la figure 9.10 permet de bien observer le mouvement de la

matière.

-0.04970.66

vitesse

1.04

pression

0.4970.00406 1.32

(a) Schéma conditions aux limites (b) Résultats numériques

Figure 9.10 – Mise en évidence de l’incompressibilité en 3D.

9.6.2 Équation de Darcy

Une formulation mixte (( vitesse-pression )) dans le cadre du traitement des équations

de Darcy en régime stationnaire peut également être proposée, bien que la forme du pro-

blème autorise la résolution du champ de pression indépendamment du champ de vitesse

(voir paragraphe 9.2). Le terme de stabilisation proposé par Masud et Hughes (2002)

a été adapté avec succès à PRO-FLOTTM pour différents types de perméabilités. Une

approche mixte reposant sur la méthode mixte basée sur l’élément P1+/P1 a également

été intégrée dans les librairies. Elle repose sur les mêmes mécanismes que ceux utilisés

pour la résolution des équations de Stokes. La formulation faible du problème de Darcy

dite en pression est présentée dans le système 9.40. Les résultats obtenus à l’aide du

terme de Stabilisation de Hughes et de l’élément P1+/P1 ont été comparés avec succès

à ceux fournis par PAM-RTM TM en utilisant l’approximation non-conforme. Concernant

le champ de vitesse nous proposons ici une comparaison du profil de vitesse suivant x à

l’aide de résultats analytiques sur le cas test d’un convergent décrit en Annexe I.2 (voir

figure 9.11). Les résultats numériques obtenus indiquent une parfaite corrélation entre la

solution numérique et la solution analytique.
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∀δv̄,∀δp,∫
Ω

δv̄ · η

K
· (v̄) dv +

∫
Ω

δv̄ ·∇ p dv = 0∫
Ω

v̄ ·∇ δp dv =

∫
Ω

δp v̄ · n dv

δp ∈ Eδp = {δp ∈ H1 (Ω) /δp = 0 sur ∂Ωp}
p ∈ Ep =

{
p ∈ H1 (Ω) /p = pd sur ∂Ωp

}
(9.40)

0.00038

pression

5e+04 1e+050

vitesse

0.0002124.41e-05

(a) Résultats numériques PRO-FLOTTM

avec élément P1+/P1 formulé en pression

(b) Comparaison résultats analytiques - résul-

tats numériques

Figure 9.11 – Formulation mixte (( vitesse-pression )) pour l’étude d’un convergent à l’aide

d’un modèle de Darcy : Perméabilité isotrope K = 1.10−9 m2, rayon intérieur rint = 0, 1

m, rayon extérieur rext = 1 m, pression extérieure Pext = 105 Pa et pression intérieure

Pint = 0.

9.7 Conclusion

Le traitement des équations de Stokes et de Darcy par la méthode mixte (( vitesse-

pression )) par l’élément P1+/P1 (voire P1-bulle/P1) a été implémenté avec succès dans

PRO-FLOTTM en utilisant une formulation dite (( vitesse-contrainte )) (système 9.3) ou

(( pression )) (système 9.39) pour le problème de Stokes et une formulation dite en pres-

sion pour le problème de Darcy (système 9.40). Concernant le problème de Stokes, la
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comparaison avec les résultats analytiques puis les résultats fournis par FEM-LABTM,

montrent une très bonne corrélation avec les résultats numériques. Cette corrélation est

d’autant plus satisfaisante que l’élément P1+/P1 est utilisé (cas test de Poiseuille, page

138). Néanmoins, une forte dépendance des résultats numériques au type de solveur uti-

lisé est observée. Ceci est en parti dû à un mauvais conditionnement des matrices d’où

l’idée d’adimensionner les termes (Srinivasagupta et al. (2003)). Une autre méthode pour

résoudre ce type de problème mal conditionné repose sur l’utilisation de solveur direct,

mais actuellement les librairies PRO-FLOTTM ne proposent pas de solveur direct basé

sur un stockage optimisé de la matrice (méthode dite (( sparse ))). En d’autres termes, le

solveur direct devient inexploitable dès que la dimension du problème est trop importante

puisque le stockage de toute les données de la matrice requiert une quantité de mémoire

très importante.

L’utilisation de la méthode mixte pour la résolution du problème de Darcy présente

deux principaux avantages. D’abord en terme de qualité de la résolution puisque la littéra-

ture met en évidence une meilleure conservation de la masse par cette méthode (problèmes

numériques liés à la construction de cellules de Voronöı et à la détermination du champ de

vitesse à partir de ces cellules). D’autre part, dans le cadre de notre application, la connais-

sance directe des vitesses aux nœuds permet une intégration plus directe des conditions

aux limites entre les zones purement fluides et la zone de Darcy. En effet, dans le cas de

l’utilisation des éléments non-structurés de PAM-RTM TM, le champ de vitesse est connu

au centre des faces. Il est alors ainsi nécessaire d’effectuer un transport de ce champ aux

nœuds, soit directement par la méthode des éléments finis, soit en utilisant une moyenne

au sens des moindres carrés (comme celle présentée dans l’annexe H) ce qui induit né-

cessairement des imprécisions numériques. Notons enfin que le couplage de la thermique

avec la mécanique des fluides (couplage fort thermo-mécanique) avec l’élément P1+/P1

ne pose pas de problèmes particuliers comme le montre Feulvarch (2005) dans son travail

de thèse, à condition d’utiliser une formulation stabilisée classique (type SUPG).
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10.1 Le modèle de Terzaghi

10.1.1 Introduction

Dans le chapitre 5 (partie II) nous avons vu que l’action de la résine sur le comporte-

ment des nappes est directement prise en compte dans la loi de comportement des nappes.

Dans cette modélisation, le modèle de Terzaghi prend en compte l’influence de la pression

hydrostatique de la résine, à l’intérieur des pores, sur la déformation des préformes. Dans

cette partie, nous analysons la méthode numérique employée dans le cadre de l’intégra-

tion de la pression hydrostatique de la résine dans le comportement des nappes. Dans un
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Chapitre 10. Formulation ALE et modèle de Terzaghi

deuxième temps, une validation de l’hypothèse pour un comportement simplifié, élastique

linéaire en petites déformations, est proposée.

10.1.2 Prise en compte du modèle de Terzaghi

La prise en compte de la déformation des nappes sous l’action de sollicitations ex-

térieures (pression du sac à vide) et de forces volumiques (poids propre) est réalisée au

moyen d’une formulation Lagrangienne Réactualisée (voir chapitre 8 partie III). Dans cette

formulation, la loi de comportement utilisée classiquement relie les contraintes de Cauchy

aux déformations logarithmiques, c’est à dire des grandeurs exprimées dans la configura-

tion courante. Ainsi, la prise en compte de la pression de la résine, elle aussi exprimée sur

la géométrie courante dans une approche Eulérienne, ALE ou quasi-Eulérienne, dans la

loi de comportement des nappes est automatique. Le modèle de Terzaghi s’écrit ainsi :

σ f
f = σ f

ef
− s p f

r I dans les préformes humides

σ f
f = σ f

ef
dans les préformes sèches

(10.1)

D’un point de vue numérique, l’intégration du modèle de Terzaghi a été réalisée dans

un premier temps dans le cadre de l’élasticité linéaire en petites déformations en intégrant

directement la pression de la résine sous la forme d’une force volumique extérieure. Cette

méthode a ensuite été modifiée lors de l’intégration de la formulation Lagrangienne Ré-

actualisée afin de prendre en compte l’influence de la résine à la fois dans les opérateurs

de comportement tangents et dans les résidus. Des algorithmes couplant les problèmes

d’écoulement à la déformation des renforts ont ensuite été developpés. Ils sont présentés

dans la partie IV de ce manuscrit.

Dans ce chapitre nous n’entrons pas dans les détails numériques de l’intégration de ce

modèle et nous renvoyons le lecteur au chapitre 8 pour les détails numériques relatifs à la

prise en compte d’un comportement solide par une approche Lagrangienne Réactualisée

par la méthode des éléments finis.

10.1.3 Validation en élasticité linéaire

En utilisant l’approche analytique présentée dans l’annexe E, une validation de l’inté-

gration du modèle de Terzaghi peut être réalisée. Dans ce cas, un comportement élastique

linéaire en petites déformations est considéré. Une plaque en déformation plane (ε33 = 0)

soumise à un champ de pression interne est également soumise à un pression mécanique

sur sa partie supérieure (pression du sac à vide constante). Un différentiel de pression

est appliqué entre les faces supérieures et inférieures de la plaque pour deux types de
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conditions aux limites (figures 10.1-a et b). Ici, la géométrie de la plaque implique une

répartition linéaire de la pression.

O

Chargement
interne : pression du
fluide dans les pores

Pression sac à vide

(a)

O

Chargement
interne : pression du
fluide dans les pores

Pression sac à vide

(b)

Figure 10.1 – Cas test Terzaghi : Influence de la pression hydrostatique sur le comporte-

ment des nappes - (a) bord bloqué, (b) bord libre et condition de symétrie.

Pour cette validation, un matériau isotrope de rigidité E = 266 kPa et de cœfficient de

Poisson ν = 0, 3 est considéré. Le sac à vide applique une pression de Pimp = 1.104Pa. Les

figures 10.2 représentent les résultats mécaniques obtenus pour une pression d’injection

pinj = 1.105Pa, une largeur L = 4.10−2 m et une hauteur H = 2.10−2 m.

0 1e+05

pression fluide (Pa)

5e+04

(a)

0 5e+04 1e+05

pression fluide (Pa)

(b)

Figure 10.2 – Cas test Terzaghi : résultats numériques obtenus (a) bord bloqué, (b) bord

libre et condition de symétrie.

Pour le second cas test (voir figure 10.2-b), les équations développées en annexe E

permettent d’obtenir des résultats analytiques en déformations planes. Par exemple, le

déplacement uy suivant y est donné par :

uy =
1 + ν

E

[
(1− 2 ν)

(a

2
y + b

)
y + (ν − 1) G y

]
(10.2)
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où les constantes a, b, G sont définies en annexe E.

Les figures 10.3 présentent respectivement une comparaison entre les résultats nu-

mériques et les résultats analytiques en déformations planes et l’évolution du temps de

remplissage et de l’épaisseur des nappes en fonction de la pression d’injection.

(a) (b)

Figure 10.3 – Comparaisons analytiques / numériques (a) et vérification de l’influence sur

le temps de remplissage (b).

La figure 10.3-a montre une très bonne corrélation entre les résultats analytiques et

les résultats numériques validant ainsi l’intégration numérique réalisée pour la prise en

compte du modèle de Terzaghi. La figure 10.3-b indique une décroissance non-linéaire

du temps de remplissage avec l’augmentation de la pression d’injection. Pour des nappes

incompressibles, les essais d’injections réalisés à l’aide d’un modèle de diffusion de Darcy

indiquent une décroissance linéaire du temps de remplissage. Ici, l’augmentation de la

pression d’injection est également associée à une augmentation de l’épaisseur de la pré-

forme compressible comme l’indique la figure 10.3-b. Bien que l’écoulement de la résine

soit plus rapide, le domaine à remplir est plus important. La décroissance du temps de

remplissage n’est donc pas linéaire.

10.1.4 Conclusion

L’intégration numérique du modèle de Terzaghi a été validée ici sur un exemple simple

en élasticité linéaire par comparaison avec des résultats analytiques. L’influence de la

pression hydrostatique de la résine sur le comportement des nappes et son rôle sur les

épaisseurs, les fractions volumiques de fibres et les temps de remplissage a été mise en

évidence sur un exemple simple.
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10.2 La formulation ALE

En régime quasi-statique, en supposant que les effets visqueux sont prépondérants

devant les effets d’inertie, les formulations ALE des problèmes de Stokes et de Darcy

s’écrivent :

Problème de Darcy :
η
K
· c f

r + ∇x p f
r = 0

c r
r ·∇x ρ r

r + ρ r
r divx v r

r = 0
(10.3)

Problème de Stokes :
−∇x p r

r + div (2 η D (v r
r )) = 0

c r
r ·∇x ρ r

r + ρ r
r divx v r

r = 0
(10.4)

Les algorithmes développés reposent sur un découpage du temps en incréments de

remplissage pour lesquels un régime quasi-statique est considéré. Pour chaque pas de

remplissage, nous souhaitons réaliser un couplage fort entre la déformation des préformes

d’une part et l’écoulement de la résine d’autre part. Deux solutions peuvent être envisa-

gées. Soit les deux problèmes précédents sont résolus simultanément au sein d’un même

système matriciel. Dans ce cas, la formulation ALE doit être utilisée afin de prévoir l’in-

fluence de la déformation du domaine sur l’écoulement du fluide. Dans notre cas, pour

des raisons de simplicité d’implémentation, nous avons choisi dans un premier temps la

deuxième méthode qui consiste à résoudre de manière séparée chaque problème pour un

pas de remplissage donné. La solution à t étant connue, les deux problèmes précédents

sont résolus de manière itérative jusqu’à convergence des champs de pression, de vitesse et

de déplacement pour l’instant t+∆t. Dans ce sens le couplage est fort puisque la solution

est obtenue à l’issue du processus itératif.

L’intérêt de la formulation ALE avec cette méthode itérative n’est pas aussi critique

que pour un problème direct. En effet, entre deux pas de temps, la vitesse du domaine dans

lequel s’écoule la matière va diminuer pour s’annuler lorsque la solution du problème est

trouvée. Par ailleurs, dans le cas de la zone de Darcy, compte tenu de la dépendance de la

perméabilité au déplacement du domaine, il est plus aisé d’effectuer les calculs sur la der-

nière configuration connue, donc d’employer un processus itératif plutôt qu’une méthode

directe. Pour la zone purement fluide, l’approche ALE permet d’éviter la ré-actualisation

à chaque itération de la géométrie entre deux pas de temps puisque le terme source de

la formulation ALE permet de prendre en compte la perte de matière. Cependant, nous

observons dans ce cas une augmentation des coûts de calculs liés à l’assemblage des termes

sources. Bien que peu pertinente dans cette étude, l’approche ALE sera nécessaire lors

d’un couplage fort direct entre la mécanique des fluides et la mécanique des solides. C’est la

raison pour laquelle nous avons choisi d’implémenter ce terme source dans PRO-FLOTTM.
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10.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les outils numériques développés pour traiter

le couplage entre la déformation des préformes d’une part et l’écoulement de la résine

dans les préformes d’autre part. Le couplage entre ces deux mécanismes est contrôlé

par le modèle de Terzaghi qui décrit l’action du fluide sur la déformation des nappes et

la formulation ALE qui permet de prendre en compte l’influence de la déformation des

nappes sur l’écoulement de la résine. Néanmoins, dans le cadre de l’approche forte itérative

actuelle, nous avons montré que le formulation ALE n’est pas totalement pertinente. Elle

demeure nécessaire dès qu’un couplage fort direct entre l’écoulement de la résine et la

déformation des préformes sera réalisé.

Au cours des simulations, lorsque de trop forts niveaux de déformations interviennent,

un remaillage des préformes peut être nécessaire. Par ailleurs lorsque des courbures sont

considérées, les conditions aux limites normales ou tangentielle nécessitent d’être traitées

en imposant non pas le degré de liberté mais une combinaison linéaire des degré de li-

berté. Le chapitre suivant décrit ces deux outils supplémentaires intégrés dans le cadre du

traitement d’une forme complexe 2D.
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11.1 Traitement des conditions cinématiques

11.1.1 Introduction

Lorsqu’une condition normale ou tangentielle est imposée à une surface S dans un

repère différent du repère général, les degrés de liberté associés à la condition ne peuvent
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pas être fixés indépendamment. Afin de présenter la méthode choisie dans ce cas, nous

nous appuyons sur l’exemple de l’écoulement d’un fluide contre une paroi (voir figure 11.1).

Dans le cas d’un écoulement idéalisé dans lequel les effets de frottement sont négligés, la

condition à imposer au niveau de la paroi s’écrit :

v · n = 0 (11.1)

= normale sortante

Fluide

Figure 11.1 – Relation entre les degrés de liberté : écoulement contre une paroi

Cette condition traduit l’absence d’écoulement à travers la paroi, i.e. une paroi im-

perméable. Une relation supplémentaire sur la vitesse tangentielle peut également être

imposée en complément ou non de la condition précédente afin de modéliser une vitesse

de cisaillement ou des conditions d’adhérence. Les degrés de liberté associés aux nœuds

du maillage sur lesquels la relation cinématique est imposée sont exprimés dans le repère

général (x,y, z). La relation linéaire 11.1 s’écrit donc :

vx nx + vy ny + vz nz = a (11.2)

11.1.2 Méthode

Un certain nombre de méthodes présentées dans la littérature permettent d’imposer

ces conditions supplémentaires. La méthode la plus simple à comprendre consiste à impo-

ser la condition cinématique par substitution ou élimination en exprimant un des degrés

de liberté (vx, vy ou vz) à l’aide des deux autres. En pratique, cette méthode est très peu

employée dans les codes de calculs car elle nécessite de pouvoir redéfinir dynamiquement

la taille du système. Ceci n’est pas possible dans les librairies PRO-FLOTTM qui im-

posent une taille de système constante. Les autres méthodes reposent sur des mécanismes

similaires à ceux présentés dans le cas de la formulation mixte (( vitesse-pression )) (voir

le chapitre 9). Ces méthodes consistent à assembler les relations cinématiques par péna-

lité (sans changement de la taille du système) ou par la méthode des multiplicateurs de

Lagrange (en ajoutant des multiplicateurs de Lagrange), voire même la méthode du La-

grangien augmenté. Ici nous avons choisi la première méthode pour sa simplicité de mise
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en œuvre. Avant assemblage des relations cinématiques, le système à résoudre présente la

forme suivante : 
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · A B C · · ·
· · · E F G · · ·
· · · I J K · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·





· · ·
vi

x

vi
y

vi
z

· · ·


=



· · ·
D

H

L

· · ·


(11.3)

où vi
x, vi

y et vi
z sont les degrés de liberté associés au nœuds i du maillage sur lequel nous

souhaitons imposer la relation linéaire.

La méthode de pénalité (voir 9.4.1 dans le chapitre 9) consiste à ajouter la relation

cinématique à l’aide d’un facteur de pénalité K. Concrètement la relation est ajoutée sur

le degré de liberté associé au nx, ny ou nz le plus grand. Par exemple ici le système 11.3

devient (ny > nx > nz) :


· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · A B C · · ·
· · · E + nx K F + ny K G + nz K · · ·
· · · I J K · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·





· · ·
vi

x

vi
y

vi
z

· · ·


=



· · ·
D

H + a K

L

· · ·


(11.4)

Plus K est grand, mieux la condition est respectée. En revanche, plus K est grand

plus le système devient mal conditionné. Concrètement un choix judicieux de K peut être

opéré. Par exemple, nous pourrons chercher la valeur absolue maximum dans la matrice

globale et la multiplier par 106.

11.1.3 Pratique de la pénalisation

Concrètement, les relations linéaires entre les degrés de liberté sont assemblées au ni-

veau des éléments. Pour un degré de liberté donné, l’ensemble des faces connectées au

degré de liberté sont listées. La relation cinématique est alors assemblée au niveau de

chaque degré de liberté en considérant la longueur de la face correspondante et la normale

à cette face. Comme indiqué dans le paragraphe précédent, la relation cinématique sera

toujours assemblée sur le degré de liberté associé au nx, ny ou nz le plus grand. Cette

méthode de pénalisation pose cependant des problèmes de conditionnement. En effet les

termes de pénalité assemblés sont très grands devant les autres termes de la matrice. Bien

que des choix judicieux puissent être effectués pour ces termes de pénalisation, les mé-

thodes de résolution itératives (CG : Conjugate Gradient, GMRES : Generalized Minimum
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RESidual, BICG : BIConjugate Gradient, BICGSTAB : BIConjugate Gradient STABili-

zed . . . ) conduisent à des problèmes d’imprécisions sur les résultats obtenus lorsqu’elles

convergent.

Une méthode utilisée pour réduire cet effet néfaste consiste à imposer les relations entre

les degrés de liberté correspondants dans le référentiel local. Ainsi les termes de pénalité

seront assemblés sur la diagonale du système. Les solveurs itératifs se comportent alors

beaucoup mieux. Concrètement, une modification des colonnes associées aux degrés de

liberté exprimés dans le référentiel local est effectuée. Par exemple, une rotation autour

de l’axe z avec une face de normale n (n = nx x + ny y) conduira au système suivant :


· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · A · nx + B · ny + K −A · ny + B · nx C · · ·
· · · E · nx + F · ny −E · ny + F · nx G · · ·
· · · I · nx + J · ny −I · ny + J · nx K · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·





· · ·
vi

1

vi
2

vi
3

· · ·


=



· · ·
D + a K

H

L

· · ·


(11.5)

Pour obtenir un bon conditionnement, le choix de la ligne sur laquelle est assemblée la

relation cinématique est essentiel. Pour un nx > ny, la direction associée à la normale sera

la direction 1 (équation 11.5). Inversement, la direction 2 sera choisie lorsque ny > nx.

Ainsi le système obtenu ne contiendra pas de termes diagonaux nuls. Un post-traitement

doit être effectué afin de réexprimer les degrés de liberté dans le référentiel général. Dans

le cas d’une rotation autour de z, les expressions suivantes seront utilisées pour obtenir

les vitesses vx et vy (par exemple dans le cas où la normale est dans la direction 1) :{
vx = v1 nx − v2 ny

vy = v1 ny + v2 nx

11.1.4 Les résultats

Cette méthode implémentée pour le traitement des conditions aux limites dans le cadre

de l’écoulement incompressible et du comportement mécanique en grande déformation est

illustrée sur deux problèmes. La figure 11.2 présente le problème de l’écoulement dans

un conduit. Les équations de Stokes en régime stationnaire sont résolues à l’aide d’une

formulation mixte (( vitesse-pression )) basée sur l’élément bulle (P1+/P1).

La validation repose sur une analyse des débits entrants et sortants. Le tableau 11.1

indique une bonne conservation de la masse. Celle-ci est en général d’autant mieux sa-

tisfaite que le cœfficient de pénalité est important. Les temps de calculs obtenus pour

des conditions identiques sont relativement similaires selon que les relations cinématiques

sont calculées dans les repères locaux ou le repère global. Il faut noter toutefois que ces
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2.28

vitesse

0.129

pression

4.8e+06 8.02e+061.2 1.59e+06

Figure 11.2 – Écoulement dans un conduit : Élément mixte P1+/P1 en vitesse-pression

et relation cinématique pour la paroi imperméable.

expressions locales nécessitent des pré-traitements (transformations de la matrice) et post-

traitements (transformation du vecteur solution) qui sont coûteux numériquement. Nous

pouvons donc penser que le temps CPU alloué au solveur dans le cas de relations imposées

dans le référentiel local est faible. Pour des problèmes plus importants, la solution locale

peut devenir plus intéressante en terme de coût d’autant plus que les résultats obtenus

sont souvent plus précis, surtout pour des pénalités faibles. Enfin, nous pouvons constater

que même pour des pénalités très faibles (K = 1.106), la méthode directe converge lorsque

les relations cinématiques sont exprimées dans le repère local.

Le deuxième exemple proposé concerne un problème mécanique en grandes déforma-

tions. La figure 11.3 présente une simulation de compression de renforts structuraux en

grandes déformations intégrant la gestion des relations cinématiques pour la modélisa-

tion des effets de courbure. Bien qu’uniquement qualitative, cette simulation représente

le phénomène physique apparaissant lors de la compression, c’est-à-dire l’écoulement de

la matière dans les directions tangentes et l’absence d’écoulement à travers la surface.

Comme nous pouvons l’observer ici, le déplacement des éléments vers la droite est très

important. Ceci est une conséquence de la loi de comportement non-linéaire en grandes

déformations. En effet, ici nous avons employé, pour bien observer les effets de courbures,

une loi de comportement isotrope non-linéaire construite à partir de la loi de comporte-

ment présentée sur la figure 8.11 dans le chapitre 8.
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Type solveur K = 106 K = 108 K = 1012

direct (général) +58,99% (43,6 s) +1,80%(44,6 s) -0,12% (45,8 s)

GMRES DIAG tolérance 10−24 (général) +99,24% (2,4 s) +100,00% (2,4 s) -0,79% (2,5 s)

GMRES ILU tolérance 10−24 (général) +109,59% (3,2 s) -1,59% (3,3 s) +0,57% (3,3 s)

direct (local) -1,12% (43,6 s) -1,12% (45,6 s) -1,24% (45,7 s)

GMRES DIAG tolérance 10−24 (local) +99,99% (2,5 s) -0,69% (2,5 s) -0,78% (2,5 s)

GMRES ILU tolérance 10−24 (local) +99,27% (3,5 s) +0,94 % (3,4 s) +0,92% (3,4 s)

Tableau 11.1 – Étude de la conservation de la masse (perte (( - )) ou gain (( + )) relatif

de masse) et du temps de calcul pour les méthodes directes et GMRES en fonction du

cœfficient de pénalité K.
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(a) géométrie initiale

(b) après application
pression mécanique
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m
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t
u

x
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0

pression mécanique

Déplacement : u . n = 0

Figure 11.3 – Analyse de l’influence des relations cinématiques entre degrés de liberté sur

la modélisation en grandes déformations de la compression d’une plaque présentant des

effets de courbures.

11.1.5 Conclusion

La méthode de pénalité choisie dans le cadre du traitement des relations cinématiques

entre les degrés de liberté conduit à un certain nombre de difficultés numériques qui

dépendent principalement du cœfficient de pénalité choisi. La résolution de ces relations

dans le référentiel local permet d’améliorer la stabilité numérique, mais nécessite des

opérations de pré et post traitement. Néanmoins, cette méthode permet d’obtenir de

très bons résultats comme nous avons pu l’observer sur les deux exemples présentés. Par

ailleurs, elle ne nécessite pas de redéfinir dynamiquement le nombre de degrés de liberté

ce qui en fait une technique facilement implémentable dans PRO-FLOTTM.
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11.2 Remaillage

11.2.1 Introduction

Les zones de résines et de préformes imprégnées ou non subissent d’importantes évo-

lutions et déformations lors de l’infusion. En fin d’infusion, la zone de résine a totalement

disparu et le domaine de préforme a subi des déformations supérieures à 100 % (voir

chapitre 15). La méthode des éléments finis nécessite d’utiliser en permanence une discré-

tisation correcte du domaine afin de fournir des résultats acceptables. En d’autres termes,

le rapport de forme (Frey et George (1999)) des élements représentatifs des différentes

zones doit rester acceptable. Dans le cas où ce rapport de forme devient trop mauvais,

un remaillage de la géometrie est nécessaire. Dans ce chapitre, nous présentons la mé-

thode utilisée pour réaliser le remaillage des zones de résine et de préforme. La méthode

employée s’appuie sur l’utilisation conjointe d’un mailleur externe libre GMSH c©14 et des

librairies PRO-FLOTTM.

11.2.2 Comment marche le remaillage

Les librairies PRO-FLOTTM ne sont pas capables de gérer dynamiquement le nombre

de degrés de liberté d’un problème de manière simple (modification des groupes, des (( set ))

d’éléments, . . . ). Il est donc nécessaire de séparer les phases de calcul d’une part et de re-

maillage d’autre part. Ainsi, lorsque le rapport de forme des éléments deviendra mauvais,

au sens d’un critère à préciser (voir paragraphe 11.2.3), une procédure PRO-FLOTTM

définira les contours associés aux domaines de résine et de préforme. Ces contours se-

ront utilisés comme paramètre d’entrée du mailleur libre GMSH c©. Concrètement des

fichiers de géométrie extension *.geo seront élaborés dans PRO-FLOTTM et traités dans

GMSH c©. Un nouveau fichier maillage au format IDEAS extension *.unv sera ensuite

importé dans PRO-FLOTTM. Le nombre de degrés de liberté sera mis à jour. Enfin,

une projection des résultats numériques obtenus sur l’ancien maillage sera réalisée sur le

nouveau maillage (conservation de l’histoire de la transformation) à l’aide d’une procé-

dure dite de (( mapping )). Un aperçu du fonctionnement de l’algorithme de remaillage est

présenté sur la figure 11.4.

Remarque : Une routine de raffinement du maillage est proposée dans les libraires PRO-

FLOTTM (Soukane et Trochu (2005), Bechet et al. (2003)). Cette fonction évite l’utilisa-

tion de GMSH c© dans le cas où le nombre d’éléments augmente. L’étape de maillage dans

GMSH c© est ainsi remplacée par une fonction PRO-FLOTTM, les étapes de redéfinition

de la structure de données (modification du nombre de degrés de liberté, des groupes

14http ://geuz.org/gmsh
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d’éléments et des groupes de nœuds) ainsi que l’étape de (( mapping )) étant conservées.

Définition des contours
fichier *.geo

Critère de
remaillage

Remaillage GMSH
fichier *.unv

Import unv dans PRO FLOT

- modification des degrés de liberté
- modification des conditions limites
- création des « set » d’éléments
- etc …

oui

non

« mapping »
transport des champs à l’aide

de l’approximation nodale

Figure 11.4 – Principe de l’algorithme de remaillage

11.2.3 Critère de remaillage

Le critère de remaillage est lié au plus mauvais rapport de forme des éléments du

maillage. Concrètement, le rapport de forme de chaque élément est calculé. Le plus

mauvais rapport donne la qualité du maillage. Ici, l’utilisation d’une formulation vitesse-

pression implique l’utilisation en 2D d’éléments triangles. Le rapport de forme des élé-

ments est défini comme le rapport entre le plus petit αmin et le plus grand αmax angle

de chaque élément du maillage. Pour un triangle équilatéral, le critère est égal à Qelt =
αmin

αmax
= 60̊

60̊
= 1. Pour un élément dans sa configuration de référence (triangle rectangle),

Qelt = αmin

αmax
= 45̊

90̊
= 0, 5. Enfin si un élément plat est considéré, l’un de ses angles vaut 0̊

et l’autre 180̊ , sa qualité est égale à Qelt = 0. Finalement le critère de qualité du maillage

Qmaillage s’écrit dans notre cas :

Qmaillage = min (Qelt) = min

(
αelt

min

αelt
max

)
(11.6)
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11.2.4 Le remaillage

Lorsque qu’un remaillage est nécessaire, une procédure C++ développée dans le cadre

de ce travail permet d’exporter le contour des zones purement fluides et des préformes au

format *.geo de GMSH c© (voir documentation GMSH c© - Geuzaine et Remacle (2006)). Le

schéma 11.5 présente la méthode d’exportation du contour. Ici, des éléments doivent être

supprimés dans la zone de Stokes, et inversement doivent être ajoutés dans les préformes.

Lors de la définition du contour, les nœuds situés sur les arêtes verticales du domaine

de Stokes sont supprimés. Après remaillage, des nœuds auront été ajoutés sur les arêtes

verticales des préformes. A partir du contour défini dans le fichier *.geo, le logiciel libre

GMSH c© créé un nouveau maillage régulier puis l’exporte au format *.unv lisible dans

PRO-FLOTTM.

Résine seule

Préformes

Sens de parcours
pour la

renumérotation

Nœuds de l’ancien maillage

Nœuds ajoutés

Nœuds supprimés

Figure 11.5 – Génération du contour pour la création du fichier de géométrie (*.geo) ; sup-

pression de nœuds lors de la définition du contour et création de nœuds lors du remaillage.

Dans le cas de l’utilisation de la fonction de remaillage disponible dans les librairies

PRO-FLOTTM, aucune suppression de nœuds n’est possible. Un nœud situé sur le contour

de la géométrie est conservé au cours du remaillage.

11.2.5 Mapping

Une fois le nouveau maillage construit, il est nécessaire de lui affecter les données de

l’ancien maillage. Les quantités physiques du maillage source (maillage initial) doivent

être ainsi transportées vers le maillage cible (après remaillage). En général, deux types de

quantités sont transportées. Les variables nodales stockées comme leurs noms l’indiquent

au niveau des nœuds du maillage, typiquement les déplacements u, les vitesses v, les

températures T , les pressions p, ... et les variables stockées aux points de Gauss des

157



Chapitre 11. Remaillage et gestion des conditions cinématiques

éléments telles que les contraintes, les déformations, .... Ici, les librairies PRO-FLOTTM

ne permettent pas nativement de stocker des grandeurs au niveau des points de Gauss du

maillage. Seules les grandeurs nodales peuvent être transportées.

remaillage

projection

ancien maillage nouveau maillage

Figure 11.6 – Projection d’un nœud du nouveau maillage dans un élément de l’ancien.

Dans ce cas, l’élément de l’ancien maillage contenant le nœud considéré dans le nou-

veau maillage est recherché. Les quantités physiques lui sont alors affectées par l’intermé-

diaire des fonctions de forme de l’élément (voir figure 11.6). Cette opération est appelée

interpolation inverse (Batoz et Dhatt (1990)).

11.2.6 Résultats

Nous présentons ici deux applications du remaillage. La première permet de réaliser

un raffinement de la géométrie. Dans ce cas, l’utilisation de la librairie de remaillage de

PRO-FLOTTM est possible (exemple d’utilisation dans Trochu et al. (2006) pour la créa-

tion de (( runner ))). L’algorithme de mapping associé est celui que nous avons développé

dans PRO-FLOTTM. Les équations de Stokes sont résolues en régime stationnaire par

la méthode mixte vitesse / pression basée sur l’utilisation d’un élément P1+/P1. Dans

l’exemple de la figure 11.7, une vitesse normale dirigée vers l’intérieur est appliquée sur

les extrémités gauches et droites d’un carré de dimension 1× 1. Une nouvelle illustration

de l’incompressibilité est ainsi donnée. Dans cet exemple, un raffinement du maillage a

été réalisé sur la moitié inférieure. Les champs de vitesses et de pressions sont ensuite

projetés.

Dans l’exemple présenté sur la figure 11.8, l’algorithme de remaillage est associé à

l’utilisation de GMSH c©. En appliquant les conditions aux limites de la figure 11.8-a sur

l’empilement de préformes, le champ de déplacement et la géométrie de la figure 11.8-

b sont obtenus. L’exportation du contour permet de reconstruire un nouveau maillage

(figure 11.8-c) dans GMSH c©. A partir du champ de déplacement de la figure 11.8-b, et

en utilisant l’algorithme de mapping entre les géométries 11.8-b et 11.8-c, nous pouvons
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0.00104 0.132 -1.42e-050.0666

vitesse pression

0.024 0.0481

(a) avant remaillage

0.001040.0481-1.42e-05

pression vitesse

0.0666 0.1320.024

(b) après remaillage et mapping

Figure 11.7 – Utilisation de la librairie de remaillage de PRO-FLOTTM et de l’algorithme

de mapping : écoulement de Stokes par une méthode mixte vitesse-pression.

reconstruire le champ de déplacement sur la nouvelle géométrie et ainsi obtenir l’allure de

la géométrie initiale avec le nouveau maillage (11.8-d).

11.2.7 Conclusion

Dans le cadre du traitement de la disparition de la zone de résine, il est nécessaire de

coupler une formulation ALE (pour satisfaire la conservation de la masse) à un algorithme

de remaillage. En effet, lors de l’infusion le facteur de forme des éléments associés à la ré-

sine va devenir très mauvais (éléments très allongés). Concrètement, le nombre d’éléments

dans cette zone va diminuer. Inversement, le nombre d’éléments associés aux nappes peut

diminuer dans un premier temps (compression des nappes) mais peut augmenter à nou-

veau lors de l’infusion (dilatation des nappes associée au modèle de Terzaghi). Néanmoins,

concernant la zone de résine la combinaison des algorithmes de remaillage et de la for-

mulation ALE ne peut pas traiter la disparition complète de la zone. Il est nécessaire de

conserver une épaisseur résiduelle afin de traiter les équations de conservation dans cette

zone.
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Figure 11.8 – Remaillage et mapping à l’aide des routines développées dans PRO-

FLOTTM : compression non-linéaire des nappes.
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Bilan

Les chapitres précédents présentent les principaux outils numériques implémentés au

cours de ce travail. Comme nous l’avons précisé, ces outils ont été implémentés et vali-

dés séparément avant d’être intégrés à des problèmes couplés. Parallèlement à ces déve-

loppements reposant sur des mécanismes mathématiques relativement complexes, il est

important que le lecteur ait conscience des différentes interfaces qui ont été développées.

Notons tout d’abord que PAM-RTM TM est un logiciel purement explicite. Les outils

numériques proposés par les librairies PRO-FLOTTM sont donc adaptés à ce type de

solveur, mais le sont beaucoup moins lorsque que l’on souhaite résoudre des problèmes

non-linéaires de manière implicite. Ainsi, une algorithmie complète a été développée autour

de la résolution du système non-linéaire. Cet algorithme peut être facilement transposable

à d’autres types de problèmes non-linéaires ou fortement couplés.

La seconde difficulté rencontrée ici concerne l’absence de gestion des formulations ma-

térielles dans PAM-RTM TM. Concrètement, actuellement le type d’application visée dans

ce logiciel se contente d’approches basées sur le domaine initial, i.e. les inconnues du pro-

blème sont observées depuis un point fixe de l’espace (approche eulérienne). L’utilisation

de formulations matérielles engendrent une modification de la morphologie du maillage

au cours du temps. Pour observer cette évolution, et présenter les différents résultats de

cette thèse, notamment ceux concernant la prise en compte des grandes déformations

des préformes (voir chapitre 8), nous avons réalisé une interface entre les librairies PRO-

FLOTTM et un logiciel de post-traitement libre, GMSH c©. Ce lien présente un certain

nombre de difficultés et l’Annexe H décrit à titre d’exemple la méthode employée pour

visualiser dans GMSH c© des grandeurs définies au niveau des points de Gauss.

Parallèlement à ces développements, un certain nombre d’autres outils complémen-

taires ont été intégrés. Citons à titre d’exemple les classes développées pour la détermi-

nation des valeurs propres et vecteurs propres pour la décomposition polaire du tenseur

de Cauchy-Green, la méthode des polynômes de Lagrange pour l’interpolation des valeurs
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à partir de données expérimentales, la lecture et l’écriture des fichiers de données et de

résultats, la réalisation de classes de conteneur dynamique, etc ...

Concernant la convergence des calculs, une procédure supplémentaire d’ajustement

automatique du pas de chargement a été intégrée afin de diminuer ou d’augmenter le pas

de chargement en fonction de la qualité de la convergence du problème non-linéaire en

grandes déformations. Les temps de calculs sont fortement réduits compte tenu de la forte

non-linéarité des lois de comportement associées aux préformes, i.e. de forts niveaux de

déformation sur la première partie de la courbe.

A titre d’illustration des possibilités offertes par les outils intégrés, la dernière partie

de ce manuscrit présente les premiers résultats obtenus à l’aide des modèles développés

dans le cadre de la simulation des procédés LRI et RFI. Ces premiers résultats, bien que

satisfaisants, nécessitent une validation. Nous proposons donc, dans le dernier chapitre

de ce manuscrit, une démarche de validation, basée sur une comparaison expérience /

simulation numérique. Cette démarche est élaborée à partir des premières constatations

expérimentales observées dans le cadre de la validation du procédé LRI au cours d’une

première série d’essais réalisés au laboratoire d’Hexcel Reinforcements.
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Chapitre 13

Simulation d’injections sous sac à

vide
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13.1 Introduction

Dans cette étude destinée à valider les développements concernant la zone de nappes,

nous ne représentons pas la zone de résine. Le comportement dans la zone de préforme

(sèche et humide) est traité à l’aide des formulations Lagrangienne Réactualisée pour la

déformation des préformes, et de la formulation vitesse-pression (élément P1+/P1) pour

l’écoulement de la résine dans ces préformes. La zone de résine est quant à elle modé-

lisée à l’aide d’une pression ou d’un débit d’injection constant au niveau de l’interface

séparant les zones purement fluide et le milieu poreux partiellement rempli. Ce type de

modèle peut être employé pour la simulation numérique des procédés de type VARTM,

c’est à dire des injections isothermes de résine sous sac à vide dans des préformes com-

pressibles. En effet, nous nous concentrons ici uniquement sur les aspects mécaniques, i.e.

l’écoulement du fluide et la déformation du solide, en négligeant les aspects thermiques

en particulier l’évolution de la viscosité de la résine. Pour cette approche mécanique, le

modèle de Terzaghi qui a été validé dans le chapitre 10 par simplification des hypothèses

(comportement linéaire sans non-linéarités géométriques) est utilisé dans le cadre général
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d’un comportement non-linéaire en grandes déformations. Dans ce chapitre une illustra-

tion qualitative des possibilités offertes par les différents outils numériques développés est

donnée sur l’exemple de l’infusion d’une jonction en (( T )) très souvent utilisée comme cas

test en aéronautique.

13.1.1 Principe

L’algorithme de remplissage de PAM-RTM TM est utilisé. Cet algorithme, appelé al-

gorithme de (( filling )) dans la littérature, repose sur une division du remplissage de la

préforme, par nature transitoire, en sous problèmes quasi-statiques. L’algorithme de rem-

plissage calcule, entre deux pas de remplissage, les nouveaux éléments remplis au cours

du pas de temps courant à partir du champ de vitesse obtenu sur le pas de temps précé-

dent. Dans le paragraphe 10.2, nous avons montré que dans ce cas, la formulation ALE

présente un intérêt moindre dans la mesure où une boucle de convergence est utilisée, i.e.

le champ de vitesse associé aux préformes s’annule lorsque la solution converge (couplage

fort indirect). La formulation ALE tend donc vers une formulation Eulérienne.

L’algorithme de couplage proposé ici est basé sur la convergence de deux problèmes

implicites (voir schéma 13.1). Pour chaque pas de remplissage, le problème de Darcy (rem-

plissage des préformes) et le problème mécanique (déformation des préformes) sont résolus

par report des conditions indiquées sur la partie droite de l’algorithme 13.1 (déformée,

pression hydrostatique) tant que la convergence relative des champs de déplacement, de

pression et de vitesse n’est pas vérifiée :

∥∥p(i+1) − p(i)
∥∥

‖p(i)‖
+

∥∥u(i+1) − u(i)
∥∥

‖u(i)‖
+

∥∥v(i+1) − v(i)
∥∥

‖v(i)‖
≤ ε (13.1)

Le schéma numérique est répété jusqu’au remplissage total de la géométrie. La pre-

mière phase d’initialisation correspond à l’application de la pression du sac à vide. Un

calcul élastique non-linéaire en grandes déformations est réalisé sur les préformes sèches.

Celui-ci conduit aux nouvelles porosités puis aux nouvelles perméabilités locales par ap-

plication de la relation de Carman-Kozeny (voir Eq. 5.17, page 61). A partir des nouvelles

perméabilités, un premier pas de remplissage est réalisé. Ici, un débit d’injection ou une

pression d’injection constante est appliqué et la pression au niveau du front de fluide est

nulle. Ce calcul conduit à la détermination du champ de pression hydrostatique de la

résine à l’intérieur des pores. Ce champ est ensuite utilisé dans le modèle de Terzaghi et

une nouvelle géométrie, solution de l’équilibre mécanique entre les pressions internes et la

pression du sac à vide, est déterminée.
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INITIALISATION (t = 0)

- calcul mécanique (élastique non linéaire en
grandes déformations) sur l’empilement de
préformes (la résine n’infuse pas).
En sortie :
- nouvelles porosités

REMPLISSAGE DARCY ALE

- remplissage entre t et t+Dt des préformes. La
zone humide est déterminée par l’algorithme de
filling.
En sortie :
- pression hydrostatique à l’intérieur des nappes.

NON-LINÉAIRE PORO-ÉLASTIQUE

- calcul élastique non-linéaire en grandes
déformations dans les préformes poreuses.
- prise en compte de l’hypothèse de Terzaghi.
En sortie :
- champ de déplacement (nouvelle géométrie et
nouvelles perméabilités).

Remplissage
complet ?

t ¬ t + Dt

non

non

oui

oui

PREFORMES
PREFORMES

ou

déformation des
préformesð

porosités

déformation des
préformes

ALE
(éventuellement)

Remarques :

- résolution de deux problèmes implicites.
- boucle de convergence en vitesse, pression et déplacement.

TEMPS SUIVANT Convergence
déplacement, pression

et vitesse

pression
hydrostatique à
l’intérieur des pores

pression ou débit
d’injection constant

imposé

SORTIES

filling

Figure 13.1 – Principe de couplage : algorithme pour le procédé VARTM - couplage fort

itératif entre l’écoulement de la résine et la déformation des nappes avec la prise en compte

du modèle de Terzaghi.

13.1.2 Résultats

Comme nous l’avons évoqué dans les chapitres précédents, les procédés par infusion

sont très mal connus. Les modèles que nous proposons ici doivent être alimentés par

des mesures expérimentales, en particulier les valeurs des perméabilités dans les trois

directions. Dans la littérature très peu d’informations sont données sur ces mesures. Les

fournisseurs de matériaux connaissent encore assez peu finement les perméabilités de leurs

préformes d’autant plus qu’elles dépendent du régime d’écoulement, i.e. de la saturation

(Cf. la différence entre perméabilité relative et perméabilité effective dans le paragraphe

5.2.4.2 du chapitre 5). Les résultats obtenus sont rarement qualifiés quantitativement.

Nous ne disposons donc pas de cas test réel permettant de confronter les modèles dé-
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veloppés à l’expérience. Pour ces raisons, les résultats présentés ici ont été obtenus sur

une forme de type (( T )) avec des orientations de perméabilité, pour des conditions de

simulations volontairement très exagérées, ceci afin de bien observer les interactions entre

le comportement solide des préformes et l’écoulement de la résine.

Comme indiqué sur la figure 13.3-b, sur la base de la forme en T, la résine est injectée à

pression constante. Le sac à vide applique une pression mécanique normale sur la face su-

périeure correspondant à la pression mécanique nécessaire pour contrebalancer la pression

d’injection de la résine, ici la pression atmosphérique. Les orientations de perméabilités de

la préforme sont également indiquées sur ce schéma. Le noyau (partie solide sans orienta-

tion de perméabilité) et les fibres dans les directions longitudinales des préformes sont 10

fois plus perméables que dans les directions transverses. Le comportement des préformes

est élastique non-linéaire isotrope, tel que présenté sur la figure 13.2, et un cœfficient de

Poisson nul est utilisé. Les préformes subissent de grandes déformations (non-linéarités

géométriques activées). Le modèle éléments finis en déformations planes comporte 1151

éléments et 643 nœuds pour un nombre total de 3215 degrés de liberté. Pour les condi-

tions de simulation utilisées, le calcul comporte 367 itérations en temps et correspond à

un temps CPU d’environ 50 minutes sur un Pentium 4. La porosité initiale de la préforme

est supposée uniforme, égale à 61, 3 %. Les fibres de carbone ont un diamètre de 5 µm,

ce qui conduit aux permeabilités initiales indiquées sur la figure 13.3 compte tenu des

constantes de Kozeny choisies (hk1 = 100 et hk2 = 10).

Figure 13.2 – Loi de comportement mécanique des préformes utilisée pour l’injection d’une

jonction en (( T )).

La figure 13.3-a présente la distribution de la pression de la résine dans la jonction en

(( T )) déformée. Dans un premier temps, la phase de compression correspond à une forte

diminution de l’épaisseur associée également à une diminution de la porosité. Dans un
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Pression sac à vide

Pression injection

Pression (Pa)

CCoonnddiittiioonnss ddee ssiimmuullaattiioonn ::

(a) (b)

K1

K2

Kcore

Vitesse (m/s)

Figure 13.3 – Injection d’un T : (a) distribution de pression en (Pa) sur la préforme

déformée, (b) orientation de perméabilité sur la préforme initiale et conditions aux limites.

second temps, compte tenu du débit d’injection important appliqué, une augmentation

assez importante des porosités, donc des épaisseurs, est observée (voir augmentation des

porosités sur la figure 13.4 au cours du remplissage). L’augmentation de l’épaisseur des

préformes lors de l’infusion est conforme aux phénomènes observés dans la littérature

notamment par Kang et al. (2001) et Ahn et al. (1990).

Cette simulation illustre l’effet du modèle de Terzaghi sur le comportement des pré-

formes. Cet effet est couplé avec l’écoulement préférentiel dû aux orientations de per-

méabilités dans les préformes. Ici, le manque de connaissance ne permet pas d’utiliser

le paramètre de Biot. Ce paramètre devra être ajusté par comparaison de résultats nu-

mériques et de résultats expérimentaux afin de prédire les bonnes variations d’épaisseur.

Mais cet ajustement ne peut avoir lieu sur des géométries aussi complexes.

Une étude paramétrique rapide a été réalisée sur cette jonction en (( T )). Elle décrit

l’évolution de la porosité moyenne en fonction du degré de remplissage pour différents

niveaux de pression du sac à vide, donc différentes pressions d’injection. Deux types de

comportement ont été étudiés. Un comportement élastique non-linéaire en grandes défor-

mations (voir figure 13.2) et un comportement (( élastique linéaire )) en grandes déforma-

tions de rigidité 4.106 Pa. Les figures 13.4-a et 13.4-b présentent les résultats obtenus.
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(a) Loi de comportement linéaire (b) Loi de comportement non-linéaire

Figure 13.4 – Comparaison des porosités en fonction du degré de remplissage (rapport

entre le volume rempli et le volume total) pour différents niveaux de pression et les lois

de comportement linéaire (a) et non-linéaire (b).

Dans le cas d’une loi de comportement non-linéaire (figure 13.4-b), une décroissance

non-linéaire des porosités avec l’augmentation de la pression appliquée par le sac à vide est

observée. Plus le niveau de pression du sac à vide augmente, moins la variation de porosité

est grande (courbes rouges). Pour la loi linéaire (figure 13.4-a) l’effet est inverse. Il faut

rappeler que l’augmentation de la pression du sac à vide implique également l’augmen-

tation de la pression d’injection sur la base de la jonction en (( T )). Cette augmentation

de la pression d’injection conduit localement à une dilatation des nappes sur la base de

la préforme, le reste de la jonction étant (( compacté )) par la résine d’une part et le sac

à vide d’autre part. En conclusion, pour ces conditions de simulations où la pression du

sac à vide est la même que la pression d’injection de la résine, la variation de la porosité

est essentiellement due à l’effet de la pression du sac à vide.

13.2 Conclusion

Ce premier exemple illustre l’influence de l’action de la résine infusée sur la déformation

des préformes, i.e. la condition de couplage entre l’écoulement de la résine et les préformes

via le modèle de Terzaghi. Cette illustration est rassurante dans la mesure où les tendances

concernant la variation d’épaisseur sont conformes à celles observées dans la littérature.

Dans le chapitre suivant, nous proposons deux algorithmes pour l’étude respective des

procédés LRI et RFI. Ces algorithmes sont basés sur le même algorithme de (( filling ))

qui suppose un découpage du remplissage en incréments quasi-statiques.
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14.1 Introduction

Dans ce chapitre, des algorithmes de résolution pour les procédés LRI et RFI, élaborés

à partir des outils de calcul précédemment développés, sont proposés. Ici, comme dans le

chapitre précèdent, seuls les aspects mécaniques sont considérés. Après une présentation

des algorithmes de résolution et des conditions aux limites associées à chaque type de

procédé (LRI et RFI ), les résultats numériques sont présentés et commentés. Une étude

qualitative des résultats obtenus est réalisée.

14.2 Simulation du procédé LRI

14.2.1 Principe

Dans le cas du procédé LRI, le film de résine est réalisé à l’aide d’un tissu drainant de

dimensions fixes contenant la résine liquide. Dans cette première approche de la modéli-
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sation de l’infusion par tissu drainant deux hypothèses sont retenues. Tout d’abord nous

supposons un remplissage instantané du drainant, ce qui est observé expérimentalement.

Par conséquent l’infusion dans les renforts se produit une fois le drainant entièrement

saturé. Par ailleurs, la perméabilité du drainant, très forte par rapport à celle des ren-

forts, permet de considérer les équations de Stokes en régime stationnaire dans cette zone

(voir Annexe K). Compte tenu des deux hypothèses précédentes, l’étude du remplissage

du drainant n’est pas nécessaire. D’un point de vue mécanique, le drainant, bien que très

perméable, possède une rigidité transverse très importante devant la rigidité transverse

des préformes. Les déformations de ce composant sont ainsi négligeables devant celles des

préformes.

Bien qu’expérimentalement l’hypothèse de remplissage quasi-instantané du drainant

est vérifiée, une caractérisation de la perméabilité du drainant permettrait de modéliser

plus précisément les différents mécanismes interagissant au cours du procédé. En outre, la

prise en compte de cette perméabilité permettrait de simplifier le problème précédent en

couplant fortement le comportement dans les deux zones puisque dans ce cas le même type

d’équation de comportement serait utilisé pour modéliser l’écoulement dans le drainant

et la résine (équations de Darcy, voire équations de Brinkman). Dans la littérature de

nombreux auteurs s’intéressent au couplage fort de milieux à perméabilités très différentes.

Numériquement des problèmes de conditionnement de matrices interviennent et rendent

difficile cette étude (Bastian et Reichenberger (2000)). Une étude numérique de ce type

de problème a été réalisée dans le cadre de cette thèse à l’aide de FEM-LABTM. Elle n’est

pas présentée dans ce manuscrit. Cette étude indique néanmoins des difficultés numériques

lorsque les rapports de perméabilité sont supérieurs à 104.

Comme dans le cas du traitement du procédé VARTM, l’algorithme utilisé (Figure

14.1) repose sur la résolution de problèmes implicites à l’intérieur d’une boucle de conver-

gence pour chaque pas de remplissage. Ici, trois problèmes sont résolus : la mécanique de

la déformation des préformes, l’écoulement de Darcy à l’intérieur des préformes, et l’écou-

lement de Stokes dans le drainant. Comme dans le cas précédent, la formulation ALE

n’est pas employée car elle n’est pas aussi pertinente que dans le cas d’un couplage fort

direct. Les conditions de couplage entre les différentes zones sont décrites sur l’algorithme

14.1.

Globalement le report des conditions aux limites est identique à celui employé lors des

injections de résine sous sac à vide (voir algorithme 13.1). Il est complété par l’écoulement

de la résine dans le tissu drainant. Il semble ici que deux types de conditions aux limites

peuvent être employés, elles seront décrites plus précisément dans le paragraphe suivant.
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INITIALISATION (t = 0)

- calcul mécanique (élastique non linéaire en
grandes déformations) sur l’empilement (le
drainant possède une rigidité très importante).
En sortie :
- nouvelles porosités.

STOKES : DRAINANT

- calcul écoulement de Stokes (vitesse – pression)
dans le domaine purement fluide sur lequel le sac
à vide applique une pression (type 1).
En sortie :
- pression hydrostatique.

REMPLISSAGE DARCY

- remplissage entre t et t+Dt des préformes. La
zone humide est déterminée par l’algorithme de
filling.
En sortie :
- pression hydrostatique à l’intérieur des nappes.

NON-LINÉAIRE PORO-ÉLASTIQUE

-calcul élastique non-linéaire en grandes
déformations dans les préformes poreuses.
- prise en compte du modèle de Terzaghi.
En sortie :
- champ de déplacement, nouvelle géométrie et
nouvelles perméabilités.
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FLUIDE
Remarques :

- résolution de trois problèmes implicites
- boucle de convergence en vitesse, pression et déplacement

vitesse d’injection
du pas précèdent

TEMPS SUIVANT

SORTIESContre-moule drainant

Figure 14.1 – Principe de couplage : algorithme pour le procédé LRI - couplage fort

itératif entre l’écoulement de la résine dans le drainant et l’écoulement dans les préformes

compressibles.

14.2.2 Résultats

Un exemple de résultat est présenté sur la figure 14.3. Ici, l’infusion d’une coque

présentant des effets de courbures est réalisée. La loi de comportement des nappes dans

l’épaisseur est représentée sur la figure 14.2, il s’agit de la loi de comportement déterminée

expérimentalement (chapitre 15) que nous avons tronquée afin de limiter les difficultés
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numériques (voir §15.3). La rigidité du drainant est isotrope et 1000 fois supérieure à celle

des nappes dans la direction transverse. Le comportement des nappes est supposé isotrope

transverse avec un plan d’isotropie contenu dans le plan des nappes. La rigidité dans la

direction longitudinale des fibres est supposé 100 fois plus importante que celle utilisée

dans l’épaisseur. Les cœfficients de Poisson νTT ′ et νLT sont supposés nuls. Concernant le

calcul des perméabilités la relation de Carman Kozeny (Eq. 5.17, page 61) est employée.

Les fibres de carbone possèdent un diamètre de 5 µm et les constantes de Kozeny dans

les trois directions sont identiques et égales à hk = 10. Ces constantes conduisent à des

perméabilités variant entre 10−12 m2 à l’état initial et 10−14 m2 après compression.

Figure 14.2 – Loi de comportement tronquée correspondant à la loi expérimentale 15.4.

Les conditions aux limites pour le demi-modèle sont représentées en partie sur la figure

14.3-a et l’algorithme 14.1. Concernant le calcul, l’assemblage de préformes et du drainant

est soumis à la pression mécanique du sac à vide qui provoque l’écrasement de la préforme

et la diminution de sa porosité (figure 14.3-b). En fin d’infusion l’épaisseur de la préforme

a augmenté sous l’action de la pression de la résine dans les pores des nappes (voir figure

14.3-d). Dans cette étude, la déformation des éléments dans la zone de préforme ne requiert

pas de remaillage puisque le facteur de forme des éléments reste correct. Le report des

conditions aux limites entre les 3 problèmes implicites est celui présenté sur l’algorithme

14.1.

La convergence d’un tel modèle n’est pas triviale. En particulier les grandes déforma-

tions des nappes couplées à leur comportement anisotrope ainsi qu’au modèle de Terzaghi

nécessitent souvent un nombre très important d’itérations pour obtenir la solution. Les

paramètres de convergence (nombre d’incréments, valeur des résidus, méthodes de réso-

lution) doivent être ajustés afin d’obtenir des résultats cohérents au sens des résidus qui

doivent rester suffisamment faibles. Notons que lorsque des forts ratios de rigidité sont
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(a) avant compression

(b) après compression

(c) conditions aux limites de type 2

(d) conditions aux limites de type 1
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Figure 14.3 – Infusion d’une demi-coque par procédé LRI - (a) empilement pré-

forme/résine, (b) pression mécanique du sac à vide avant infusion, (c) préforme saturée à

100% - condition de type 1, (d) préforme saturée à 100% - condition de type 2.

utilisés entre les directions d’anisotropie le nombre d’incréments augmente fortement.

Nous pouvons remarquer que par rapport à la réalité, imposer une pression mécanique

sur l’empilement ne suffit pas à représenter la présence du contre-moule. En effet, même

si des trous de passage sont généralement présents dans cette partie métallique au total

leur surface n’excède pas 5% de la surface utile. Nous proposons donc de représenter la

présence de ce contre moule à l’aide de conditions de paroi imperméable (voir figure 14.4-

b) plutot que d’imposer la pression mécanqiue du sac à vide (voir figure 14.4-a). Dans cette

nouvelle configuration, une pression d’injection constante est par ailleurs appliquée par la

buse d’injection sur le bord de la pièce. Compte tenu des très faibles vitesses d’infusion,

nous constatons que la pression est quasiment constante dans le drainant (voir figure

14.3-c), et qu’elle ne varie pas au cours du temps.

La figure 14.5 présente l’évolution de la porosité moyenne et du temps de remplissage

en fonction du degré de remplissage défini comme le ratio entre le volume infusé et le

volume total. Les résultats obtenus pour les deux types de conditions aux limites pré-
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STOKES STOKES

vitesse imposée par l’infusion vitesse imposée par l’infusion

pression mécanique imposée

pression buse

d’injection

v . n = 0

v . n = 0symétrie

(b)(a)

symétrie

Figure 14.4 – Conditions aux limites dans la zone de Stokes pour le procédé LRI : (a)

type 1, (b) type 2.

sentés ici montrent que l’évolution de la porosité moyenne est relativement identique. En

revanche, les temps de remplissage sont beaucoup plus importants pour le premier type

de conditions, soit 50 minutes contre 20 minutes pour le second type. Cette augmentation

est une conséquence d’une répartition plus hétérogène de la pression au niveau de l’inter-

face entre le drainant et les préformes (figure 14.3-d) pour le premier type de condition.

Concernant les temps de calculs ils sont d’environ 30 minutes pour ce type de modèles

2D composé de 1245 éléments. Ils sont principalement liés aux non-linéarités importantes

dans la zone des préformes qui nécessitent souvent plusieurs itérations pour converger.

(a) condition de type 2 (figure 14.4-a) (b) condition de type 1 (figure 14.4-b)

Figure 14.5 – Infusion d’une demi-coque par procédé LRI : évolution de la porosité et

du temps de remplissage en fonction du degré de remplissage pour les deux types de

conditions.

Pour ce procédé le choix des conditions aux limites n’est pas figé. Actuellement, d’un

point de vue industriel le second type de solution est le plus souvent utilisé. Pourtant, au

cours de l’infusion, lorsque la résine est amenée par le tirage du vide depuis un pot de

résine situé à l’extérieur, ces conditions ne sont pas adaptées (voir figure 14.6). Les outils

numériques développés dans le cadre de ce travail doivent donc être utilisés différemment.

En effet, on constate expérimentalement que la pression de la résine au niveau de la buse

d’injection n’est pas constante, elle diminue au cours de l’infusion compte tenu de la
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résistance des préformes à l’écoulement. Notons également que la condition d’adhérence

entre le tissu drainant et les préformes n’est pas non plus réaliste. Il existe du glissement

entre ces deux composants qu’il conviendrait de modéliser au moyen d’un méthode de

contact. Ce modèle peut néanmoins être utilisé dans un cas 1D puisque dans ce cas le

glissement entre ces deux composants est nul (voir essais de validation du procédé LRI

dans le chapitre 15).

contre moule perforé

Sac à vide

drainant

moule

préforme

mastic

pression

évent

pot de
résine

tirage du
vide

Figure 14.6 – Principe du procédé LRI lorsque la résine est apportée depuis un pot de

résine et via une pompe à vide.

14.3 Traitement du procédé RFI

14.3.1 Principe

L’algorithme de calcul employé pour le procédé RFI est assez proche de celui utilisé

pour le procédé LRI. Le principe est toujours le même : résolution itérative de problèmes

implicites pour chaque pas de remplissage (voir algorithme 14.7). Comme pour les deux

autres algorithmes présentés, la formulation ALE n’est pas pertinente suite à l’emploi

d’un couplage fort itératif entre les problèmes de mécanique des fluides d’une part et de

mécanique des solides d’autre part. Néanmoins, par rapport au cas du LRI, dans le cas

du RFI un problème mécanique supplémentaire est traité afin de prévoir le déplacement

de la zone de résine en fonction de la quantité de résine absorbée par le milieu poreux.

Les hypothèses de calcul sont semblables aux hypothèses considérées pour l’algorithme

LRI et l’écoulement est divisé en pas de remplissage quasi-statiques. Au niveau de l’inter-

face entre les préformes saturées et la zone purement fluide, deux hypothèses supplémen-

taires sont posées. D’une part les vitesses de cisaillement au niveau de cette interface sont

libres. D’autre part, la rigidité des préformes est très importante devant celle du film de

résine liquide qui se liquéfie sous l’action du cycle de température. Compte tenu des très

faibles perméabilités considérées dans le milieu poreux, les vitesses d’écoulement dans la

zone de résine sont très importantes devant les vitesses macroscopiques intervenant dans
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le milieu poreux saturé. Nous supposons donc, pour chaque pas de remplissage quasi sta-

tique, la zone de résine s’ajuste de façon quasi-instantanée à la forme des préformes, ce

qui implique la condition v · n = 0. La diminution de la zone de résine est calculée à par-

tir d’un calcul macroscopique du volume de fluide entrant dans le milieux poreux entre

deux pas de remplissage, à partir des différences centrées sur la vitesse du fluide entre

deux instants successifs. La variation d’épaisseur de cette zone est distribuée de manière

homogène sur l’épaisseur de la zone de résine. Cette diminution est accompagnée d’une

forte distorsion des éléments qui doit être traitée à l’aide de l’algorithme de remaillage

développé dans le chapitre 11.

Cette première approche de l’infusion à base d’un film de résine est bien sûr très

simplificatrice. En effet, le couplage entre le fluide et les préformes saturées repose en

toute rigueur sur un mécanisme de contact qui vient gérer l’équilibre mécanique. Cet outil

n’est actuellement pas disponible dans les librairies PRO-FLOTTM. Nous avons étudié

brièvement son implémentation qui repose sur les mêmes types de mécanisme que l’in-

compressibilité ou les relations cinématiques, i.e. l’ajout de relations supplémentaires en

l’occurrence ici des rigidités supplémentaires, par la méthode de pénalité, des multipli-

cateurs de Lagrange ou du Lagrangien augmenté (Chamoret (2002)) mais cette méthode

n’a pas été intégrée dans le cadre de ce travail.

14.3.2 Résultats

L’infusion de la demi-coque déjà présentée pour le procédé LRI est réalisée ici à l’aide

d’une technique de type RFI (voir figure 14.8). Les caractéristiques des préformes sont

identiques. Pour ce procédé deux types de conditions aux limites ont été employées, elles

sont présentées sur la figure 14.9. Le premier type (figure 14.9-a) correspond à l’application

des conditions de Beaver-Joseph-Shaffman au niveau de l’interface entre la zone de résine

seule et les préformes saturées assurant la continuité du vecteur contrainte. Pour le second

type (figure 14.9-b), une pression constante est considérée dans la zone de Stokes. Cette

condition correspond à la condition actuellement employée dans les codes de calculs où

cette couche de résine ne peut être prise en compte.

Comme dans le cas du procédé LRI, le mode de remplissage des préformes diffère

fortement en fonction du type de condition employé (type 1 ou 2). Dans le cas d’une

pression constante, le remplissage des préformes a lieu de manière quasi-homogène (figure

14.8-d). En revanche, la présence d’effets de courbures apparâıt clairement lorsque les

conditions de Beaver-Joseph-Shaffman sont employés. Les temps de calculs pour de tels

modèles sont d’environ 30 minutes.

Concernant l’évolution de la porosité moyenne et du temps de remplissage, une forte

influence du type de condition aux limites est observée. Le temps de remplissage est 2,5
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INITIALISATION (t = 0)

- calcul mécanique (élastique non linéaire en
grandes déformations) sur l’empilement de
préformes (la résine n’infuse pas).
En sortie :
- vecteur contrainte sur la face inférieure
- nouvelles porosités

STOKES : FILM RESINE

- calcul écoulement de Stokes (vitesse – pression)
dans le domaine purement fluide sur lequel les
préformes appliquent une contrainte (type 1).
En sortie :
- pression hydrostatique

REMPLISSAGE DARCY

- remplissage entre t et t+Dt des préformes. La
zone humide est déterminée par l’algorithme de
filling.
En sortie :
- pression hydrostatique à l’intérieur des nappes.

NON-LINÉAIRE PORO-ÉLASTIQUE

-calcul élastique non-linéaire en grandes
déformations dans les préformes poreuses.
- prise en compte du modèle de Terzaghi.
En sortie :
- champ de déplacement, nouvelle géométrie et
nouvelles perméabilités.

DOMAINE DE REFERENCE ASSOCIE AU
FILM DE RESINE

- calcul élastique pour traiter l’évolution du
domaine dans lequel s’écoule la résine seule.
- prise en compte de la quantité de résine infusée.
- remaillage.
En sortie :
- champ de déplacement et nouvelle géométrie.

Remplissage
complet ?

t ¬ t + Dt

non

non

oui

oui

- champ de pression
hydrostatique

PREFORMES
PREFORMES

= pression de la résine
sur la face supérieure

FLUIDE FLUIDE

- pression
hydrostatique à
l’intérieur des pores
- calcul de la quantité
de matière absorbée

- déformation des
préformes

- déformation des
préformes

ALE
(éventuellement)

ALE
(éventuellement)

PREFORMES

FLUIDE

Remarques :

- résolution de quatre problèmes implicites.
- boucle de convergence en vitesse, pression et déplacement.
- algorithme de remaillage associé au domaine de résine.

- déformation du
domaine

TEMPS SUIVANT Convergence
déplacement, pression

et vitesse

SORTIES

Figure 14.7 – Principe de couplage : algorithme pour le procédé RFI - couplage fort itératif

entre l’écoulement de la résine dans le film de résine et l’écoulement dans les préformes

compressibles.
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(a) avant compression

(b) après compression

(c) conditions aux limites de type 1

(d) conditions aux limites de type 2

D
ép

la
ce

m
en

t
u

x
=

0

PREFORMES

RESINE

vecteur vitesse (m/s)

pression (Pa)

vecteur vitesse (m/s)

pression (Pa)

Pression mécanique

déplacement : u . n = 0

Figure 14.8 – Infusion d’une demi-coque par procédé RFI - (a) empilement pré-

forme/résine, (b) pression mécanique due au sac à vide avant infusion, (c) préforme saturée

à 100% - condition de type 1, (d) préforme saturée à 100% - condition de type 2.

STOKES
STOKES

pression constante p = 1.105

v . n = 0

pression mécanique imposée par les
préformes

v . n = 0symétrie

(b)(a)

Figure 14.9 – Conditions aux limites dans la zone de Stokes pour le procédé RFI : (a)

type 1, (b) type 2.

fois plus faible lorsque la pression imposée est constante dans la zone de Stokes. Dans

ce cas, la porosité moyenne est également affectée par le type de condition aux limites,

passant de 0, 41 (type 1) à 0, 45 (type 2) en fin d’infusion selon que la pression résulte de

l’équilibre mécanique ou qu’elle est imposée.

La simulation d’une plaque plane sans effets de courbures a été réalisée. Hormis l’ab-

sence de courbures, les conditions de simulations et les caractéristiques de la préforme
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(a) condition de type 1 (figure 14.9-a) (b) condition de type 2 (figure 14.9-b)

Figure 14.10 – Infusion d’une demi-coque par procédé RFI : évolution de la porosité et

du temps de remplissage en fonction du degré de remplissage.

restent identiques. Dans ce cas, une pression hydrostatique homogène dans la zone de

résine seule est observée. La figure 14.11 donne l’évolution de la pression hydrostatique

moyenne à la frontière Stokes-Darcy au cours du remplissage. Le phénomène de résistance

à l’infusion apparâıt explicitement sur cette simulation : une diminution importante de la

pression hydrostatique est observé en début d’infusion (elle passe de 105 Pa à 6, 6.104 Pa)

et est suivie par une décroissance plus lente. Cette diminution indique une augmentation

de la résistance à l’écoulement au fur et à mesure du remplissage des préformes. Ainsi,

même dans un cas très simple, une pression constante n’est pas en mesure de représenter

la complexité des procédés RFI où la pression de la résine est pilotée par les perméabilités

et donc la déformation des préformes. Les simulations numériques d’infusion actuellement

réalisées pour lesquels la pression est supposée constante dans la zone de Stokes ne sont

donc plus valables pour des cas simples 1D, les simulations 2D et 3D ne sont donc pas

raisonnablement envisageables.

14.4 Conclusion

Nous venons de vérifier que les simulations numériques ne sont pas capables de prédire

les temps de remplissage correctement, pour partie à cause de la formulation trop simpliste

du problème physique à résoudre, notamment en remplaçant la présence de résine par de

simples conditions d’injection. Les résultats obtenus sont une illustration de ces difficultés.

Les simulations d’infusion présentées ici dans le cadre des procédés LRI et RFI, ne

peuvent pas être validées à l’aide de modèles analytiques. Dans le cadre de ce travail de

thèse nous avons insisté sur la validation séparée des différents outils numériques déve-

loppés dans les librairies PRO-FLOT. Dans le chapitre suivant nous proposons quelques
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Figure 14.11 – Infusion d’une plaque plane par procédé RFI : évolution de la pression

hydrostatique à la frontière Stokes-Darcy en fonction du degré de remplissage.

éléments de validation des modèles développés à l’aide d’essais expérimentaux.
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Chapitre 15

Réflexions autour de la validation
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15.1 Introduction

Compte tenu de la complexité des modèles développés dans le cadre de la modélisa-

tion des procédés par infusion, seules des études expérimentales peuvent permettre de

valider les différentes hypothèses retenues. Dans ce chapitre, une expérience relativement

simplifiée d’infusion d’une préforme sèche plane (sans effet de courbure) est réalisée afin

de valider l’algorithme développé dans le cadre du traitement des procédés de type LRI.

La validation proposée ici repose à la fois sur des aspects purement mécaniques, i.e. la

compression des nappes sèches lors de l’application de la pression du sac à vide, mais

également sur des mesures réalisées lors de l’infusion (épaisseur, quantité de résine, etc
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. . . ). Dans un premier temps, une description de l’essai d’infusion LRI réalisé chez Hexcel

Reinforcements est effectuée. Les résultats obtenus sont ensuite comparés à des résultats

numériques. Ce chapitre propose enfin des perspectives d’amélioration de ces premiers es-

sais et, en parallèle, une critique des différentes hypothèses réalisées au niveau du modèle

numérique et leurs implications sur les résultats obtenus.

15.2 L’expérience réalisée

L’expérience réalisée est représentée sur la photographie 15.1. Elle correspond à l’essai

LRI de la figure 1.6, page 19. La pression appliquée par le sac à vide sur l’empilement

de préformes n’est pas tout à fait la pression atmosphérique. Afin de garantir un meilleur

tirage du vide, une seconde bâche à vide est placée sur l’empilement. L’essai réalisé montre

une pression résiduelle de 3, 1 mbar.

Table
chauffante

capteur de
température

sortie résine
pompe à vide

mastic

arrivée résine

Figure 15.1 – Infusion d’une plaque par procédé LRI - le principe est décrit sur la figure

1.6.

15.2.1 La préforme

La préforme infusée est constituée d’un empilement de 100 nappes de NC2 bidirection-

nel : [0,90]100. Les dimensions initiales du stratifié sont répertoriées sur la figure 15.2. La

masse mesurée de l’assemblage est 4, 615 kg. Compte tenu des dimensions de la plaque,

la masse surfacique est ms
f = 20, 49 kg/m2. La masse volumique des fibres de carbone

est mf = 1800 kg/m3 (Berthelot (2005)). L’épaisseur initiale de la préforme sèche étant

h = 56 mm, sa porosité initiale est φ = 1 − φf = 1 − ms
f

mf h
= 79, 7% où φf désigne la

fraction volumique de fibres.

Note : compte tenu de la rigidité très faible de l’empilement de nappes NC2, et des

conditions de mesures (mesure de l’épaisseur de la nappe sèche au pied à coulisse sur un

bord), cette épaisseur initiale devra être utilisée avec précaution. Notons que l’épaisseur
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56

585

385

Figure 15.2 – Dimension du stratifié (en mm) avant infusion.

résiduelle de la préforme, une fois le contre moule déposé, est d’environ 40 mm (épaisseur

également déterminée au pied à coulisse après dépose et retrait du contre moule). Cette

variation indique la présence d’effets irréversibles que nous avons mentionnés dans le

paragraphe 5.3.2 de la partie II.

15.2.2 La résine

La résine utilisée est une résine de type HexFlow c© RTM 6. Elle est conservée en dehors

de la table chauffante dans un pot chauffant à 80̊ C. La température de consigne de la

table chauffante étant de 120̊ C, une viscosité constante de 0, 027 Pa.s est considérée

pendant la totalité de l’essai (voir la Figure 15.3). Cette viscosité constante est utilisée

dans le modèle éléments finis.
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Figure 15.3 – HexFlow c© RTM 6 Viscosité isotherme.
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15.3 Essai de compression

15.3.1 L’expérience

L’essai de compression transverse sur l’empilement précédent (épaisseur 56 mm) est

réalisé sur une machine de type Z300 ZWICK 300kN (voir figure 15.4-a). Après traitement

et transformation de la courbe tF = f (td), la courbe exprimant les contraintes de Cauchy
tσ en fonction de déformations logarithmiques tε est calculée (voir figure 15.4-b) selon la

méthode présentée dans le paragraphe 8.3.1.2. Dans la suite, des cœfficients de Poisson

quasi-nuls sont considérés, conduisant à l’absence de déformations dans les directions

transverses lors de la sollicitation dans l’épaisseur.

(a) (b)

Figure 15.4 – Essai de compression des préformes : (a) machine de compression type Z300

ZWICK 300kN, (b) courbe de compression Cauchy-logarithmiques et porosité correspon-

dante.

De toute évidence, la première partie de la courbe de compression, correspondant à

de très fortes déformations pour de très faibles contraintes, n’est pas significative. Elle

correspond à l’arrangement des différents plis entre eux. D’ailleurs, l’épaisseur résiduelle

après compression est différente de l’épaisseur initiale, mais aucune mesure précise de cette

épaisseur n’a été réalisée compte tenu des dispositifs de mesures disponibles lors de ces

essais et de la souplesse de l’empilement de préformes. Enfin, la figure 15.4-b montre une

porosité finale d’environ 20 %. Or, une analyse de la micro-structure des nappes montre
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une compacité théorique maximale de 0, 785 soit une porosité de 21, 5 % (figure 15.5-b),

proche du taux de fibres rencontré ici. Nous observons donc que la compacité de 0, 907

pour un arrangement correspondant à la figure 15.5-b n’est pas envisageable pour les NC2

sans détériorer le renfort.

Compacité maxi. : Compacité maxi. :

(a) (b)

Figure 15.5 – Compacité maximale pour deux types d’arrangements parfaits de fibres

cylindriques.

Pour limiter les problèmes numériques inhérents aux grandes déformations pendant la

compression des nappes, il est possible d’effectuer un tronquage de cette courbe. En outre,

ce tronquage permet d’éviter l’opération de remaillage des préformes en fin de compression

avant infusion. En revanche, l’influence de ce tronquage sur les résultats obtenus lors des

tests de compression doit être quantifiée. Nous avons réalisé cette validation à l’aide de

l’outil de simulation mécanique développé dans PRO-FLOTTM (voir simulation de l’essai

de compression au paragraphe 15.3.2). Une très faible différence en terme d’épaisseur et

de porosités finales a été constatée après compression pour ce niveau de tronquage. Pour

la courbe tronquée, l’épaisseur initiale est de 29, 45 mm, elle correspond à une porosité

de 61, 3 %. Après compresssion, l’épaisseur finale obtenue est de 20, 62 mm (voir §15.3.2).

Cette épaisseur initiale correspond à l’épaisseur pour un niveau de presssion égale à 5%

de celui appliqué par le sac à vide lors du tirage complet du vide. Avant infusion, une

mesure de l’épaisseur de la préforme sous l’action du sac à vide et du contre moule a été

réalisée sur le bord de la plaque, l’épaisseur était d’environ 20 mm.

15.3.2 La simulation

Pour cette géométrie simple, la loi de comportement non tronquée associée à un cœf-

ficient de Poisson ν = 0 est appliquée à une préforme d’épaisseur initiale 56 mm et de

porosité φ = 79, 7 %. Cette loi de comportement est isotrope dans la mesure où la si-

mulation présentée ici se rapproche d’un essai de compresssion 1D dans les directions

principales (pas totalement puisque l’hypothèse des déformations planes dans les direc-

tions situées dans le plan est considerée). La figure 15.6 présente les résultats obtenus en
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supposant la loi non-linéaire représentée sur la figure 15.4-b. Ce problème est résolu en

grandes déformations au moyen de la formulation Lagrangienne Réactualisée developpée

dans le chapitre 8. Les conditions aux limites de l’essai sont synthétisées sur la figure 15.6.
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Avant compression

Après compression

DRAINANT

DRAINANT

Figure 15.6 – Compression de la préforme : conditions aux limites et dimensions en mm

(voir aussi figure 15.9).

Pour les conditions de simulations choisies (pression appliquée sur la face supérieure

égale à 1 atm), l’épaisseur de la préforme passe de 56 mm à 20, 69 mm. La porosité

finale est égale à 45, 1 % soit un TVF de 54, 9 %. L’épaisseur de la préforme obtenue

par la simulation est cohérente avec l’épaisseur mesurée au pied à coulisse avant infusion

d’environ 20 mm (mesurée sur le bord de la plaque). Pour information, l’épaisseur obtenue

avec la loi tronquée est de 20, 62 pour une porosité de 44, 80 %. La corrélation avec

l’épaisseur mesurée expérimentalement sur la plaque avant infusion est donc assez bonne.

Néanmoins, aucune mesure précise de l’épaisseur pendant la compaction n’est possible

compte tenu de l’ensemble du dispositif expérimental qui vient appliquer la pression du

sac à vide.

15.4 L’essai d’infusion

15.4.1 L’expérience

La figure 15.7 représente une mesure de l’évolution de la quantité de résine infusée

en fonction du temps de remplissage. La quantité de résine absorbée par la plaque et le

dispositif expérimental en fin d’infusion est de 2, 222 kg (dans le pot de récupération de

la résine, les flexibles, le drainant et les préformes). La plaque infusée est présentée sur

la photographie 15.8-a. Une fois les bords découpés et les tissus d’arrachage enlevés, les

nouvelles dimensions de la plaque infusée sont 562 mm × 354 mm. Les épaisseurs ont été

mesurées en 12 points à l’aide d’un comparateur (voir figure 15.8-b).

Une analyse statistique montre une épaisseur moyenne de 18, 85 mm avec un écart type
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Figure 15.7 – Quantité de résine infusée en fonction du temps de remplissage.

Défauts

Points de mesures
de l’épaisseur

19,50 18,78 18,68 18,87

19,33 18,68 18,49 18,83

19,20 18,53 18,48 18,83

(a) (b)

Figure 15.8 – Infusion d’une plaque par procédé LRI : (a) photographie de la plaque

infusée, (b) Mesures d’épaisseur en mm après démoulage.

de 0, 33 mm. La masse du stratifié en fin d’infusion est de 5, 672 kg. La masse de préforme

après l’opération de découpage est de 562×354
585×385

× 4, 615 = 4, 077 kg. La masse de résine à

l’intérieur de cette même plaque est donc de 1, 595 kg. Une importante quantité de résine

(2, 222− 1, 595 = 0, 627 kg) a été perdue dans la découpe, les conduits d’alimentation, le

drainant et dans le pot de résine situé en sortie d’évent. A partir de l’épaisseur de la plaque

infusée, un calcul du TVF (taux volumique de fibre) est réalisé : TVF = 59, 3 % (voir

paragraphe 15.2.1 pour la methode de calcul). Ce taux volumique de fibres peut également

être calculé à partir de la masse. Dans ce cas TV F =
Vf

Vt
=

Mf /ρf

Mr/ρr+Mf /ρf
= 61, 8 %. Ces

fractions volumiques correpondent aux fractions volumiques attendues dans l’aéronautique

par exemple.
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Chapitre 15. Réflexions autour de la validation

15.4.2 Simulation de l’infusion

Le modèle développé dans le cadre de la simulation du procédé LRI est utilisé. Ici, les

conditions de type 1 et 2 sont équivalentes en raison de l’absence d’effets de courbures.

L’infusion d’une plaque d’épaisseur 56 mm et de largeur 385 mm en déformations planes

est réalisée. Le calcul de la perméabilité de la plaque est effectué à l’aide d’un modèle de

type Carman Kozeny pour lequel la perméabilité dépend essentiellement de la porosité

(voir équation 5.17, page 61). Dans cette analyse, le diamètre moyen des fibres est de

5.10−6 m et la constante de Kozeny hk égale à 10. Pour une porosité initiale de 79, 7% à

56 mm, nous avons donc une perméabilité moyenne de 1, 92.10−12 m2. Après compression

elle est de 5, 11.10−14 m2. Pour des raisons de simplification, la perméabilité est supposée

isotrope. La rigidité du drainant est supposée 1000 fois supérieure à celle des préformes.

La rigidité longitudinale des nappes est 10 fois plus importante que le rigidité transverse,

elle-même donnée par la courbe de compression expérimentale du paragraphe 15.4-b.

Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 15.9. Les conditions aux limites sont

schématisées sur la géométrie initiale (figure 15.9-a). Après compression des préformes

sous l’action du sac à vide, les éléments dans la zone de préformes présentent un très

mauvais facteur de forme. Un remaillage est réalisé conformément à la routine développée

(voir chapitre 11). Le nombre d’éléments dans les préformes et le drainant est augmenté

afin de proposer une meilleure précision pour la simulation de la phase d’injection (voir

figure 15.9-c).

Les résultats de la simulation de l’infusion indiquent une augmentation de l’épaisseur

de la plaque de 1, 92 mm (voir figure 15.9-d). Cette augmentation est conforme à celle

constatée dans le chapitre précédent (paragraphe 14.2 du chapitre 14) dans le cas de la

simulation par procédé LRI, mais contraire aux variations observées expérimentalement

dans le paragraphe 15.4.1 (diminution de l’épaisseur de 20 mm à 18, 85 mm). Néanmoins,

la diminution de l’épaisseur au cours de l’expérience d’infusion est contraire à l’évolution

proposée par le modèle de Terzaghi d’une part et aux évolutions constatées expérimentale-

ment par Kang et al. (2001) et Ahn et al. (1990) lors de leurs essais d’infusion d’autre part.

Avant d’interpréter et de dégager des informations trop hâtives sur cette première expé-

rience, il est important de reconsidérer toutes les hypothèses réalisées dans la simulation

numérique. Par ailleurs, un certain nombre d’effets constatés expérimentalement n’ont pas

encore été intégrés dans le modèle. Cette première expérience d’infusion doit donc être

vue comme un point de départ pour l’enrichissement du modèle par confrontation avec

l’expérience.

La figure 15.10 présente l’évolution de la porosité et du temps de remplissage de

la plaque obtenu par la simulation. L’augmentation de la porosité en même temps que

l’épaisseur de la plaque sous l’action du modèle de Terzaghi conduit à des temps de
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15.4. L’essai d’infusion
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Figure 15.9 – Infusion d’une plaque plane (distribution de pression) : Test de validation

du procédé LRI.

remplissage plus courts que ceux observés lors des essais expérimentaux. Le milieu résiste

moins à l’écoulement consécutivement à l’augmentation de la perméabilité. Le lecteur

doit par ailleurs se rappeler que les prévisions des temps d’infusion demeurent le point

faible des analyses numériques en raison de simplifications drastiques mais également par

méconnaissance des perméabilités.

Figure 15.10 – Infusion d’une plaque plane par le procédé LRI : évolution de la porosité

et du temps de remplissage en fonction du degré de remplissage.
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Chapitre 15. Réflexions autour de la validation

15.5 Confrontation modèle / expérience

Des critiques peuvent être formulées quant aux essais et aux simulations réalisés.

Concernant l’essai tout d’abord, il faut insister sur le fait que le vide n’est pas parfai-

tement réalisé. Parallèlement à ce problème, des problèmes d’uniformité du chargement

peuvent être mentionnés. Notons enfin que la viscosité de la résine est assez mal mâıtri-

sée compte tenu de l’utilisation d’une table chauffante. Au niveau du modèle plusieurs

contraintes expérimentales sont assez mal représentées. Notons tout d’abord un problème

de conditions aux limites. Ensuite, les déformations planes considérées dans les deux di-

rections transverses ne sont peut être pas représentatives de l’essai de compression malgré

les dimensions importantes de la plaque. D’autre part, les perméabilités utilisées dans le

modèle sont assez mal connues. Notons par ailleurs que la simulation numérique emploie

une perméabilité effective et ne tient pas compte des phénomènes de saturation. Enfin, le

paramètre de Biot qui pourrait être utilisé est pour l’instant fixé à 1 (modèle de Terzaghi).

Ces essais permettent cependant d’envisager quelques mécanismes physiques qui pour-

raient être à l’origine de la diminution de l’épaisseur. Lors de l’infusion, il peut se produire

un réarrangement des fibres qui expliquerait ce phénomène. Le modèle ne permet pas de

prendre en compte ce phénomène qui dépendrait de la géométrie des préformes (figure

15.5). Par ailleurs le modèle actuel ne prend pas en compte les aspects thermo-mécaniques,

notamment les phénomènes de retrait de la résine lors de la réticulation d’environ 3 % en

volume. De nouvelles expériences doivent donc être menées parallèlement à un enrichis-

sement du modèle afin de prévoir les phénomènes intervenant dans ce cas précis. Il serait

sans doute préférable de réaliser ces essais dans un autoclave afin d’assurer un meilleur

maintien de la température et donc une bonne mâıtrise de la viscosité qui serait utilisée

dans le modèle numérique. Un certain nombre de dispositifs techniques doivent également

être mis au point afin de suivre précisement l’évolution des épaisseurs avant compression,

pendant l’infusion et en fin d’infusion après réticulation de la résine.

15.6 Conclusion

Cette première expérience d’infusion dans le cadre de la validation des modèles dé-

veloppés pour le procédé LRI, bien que partiellement décevante, a fourni de nombreuses

perspectives au travail réalisé dans le cadre de cette thèse. Elle montre la nécessité, à

ce stade de l’étude, de mener en parallèle une amélioration du modèle numérique et la

mise au point de dispositifs expérimentaux pour valider de nouveaux modèles physiques.

D’ailleurs, les travaux de thèse réalisés ici se poursuivent en ce sens à l’École Nationale

Supérieure des Mines de Saint-Étienne.
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Conclusion générale

Les procédés d’élaboration des matériaux composites par infusion de type LRI et

RFI sont très prometteurs. Ils permettent une réduction importante des coûts de fabri-

cation, notamment des coûts de mains d’œuvre et d’outillage et permettent, s’ils sont

associés à l’utilisation de renforts composites multi-axiaux performants, de réaliser des

structures composites présentant d’excellentes caractéristiques mécaniques. Néanmoins,

la complexité des mécanismes physiques interagissant lors de l’infusion de la résine dans

les préformes rend difficile la prévision des caractéristiques physiques et mécaniques des

structures composites en service. Afin de promouvoir ces techniques d’élaboration actuel-

lement réservées à des applications très hautes performances pour l’aéronautique, et de

réduire les coûts de mise au point de nouvelles solutions composites, ce travail de thèse

propose une analyse complète et systématique des phénomènes multi-physiques (méca-

nique des solides, mécanique des fluides, thermique, . . . ) en vue de l’élaboration d’un

outil numérique industriel basé sur la méthode des éléments finis.

L’analyse bibliographique réalisée lors de la première partie de l’étude a permis de

dégager deux principales difficultés liées à la modélisation de l’infusion. Contrairement

aux techniques traditionnelles par injection, l’infusion se déroule généralement dans un

environnement semi-rigide. Les dimensions du stratifié ne sont donc pas imposées par

la géométrie des moules utilisés. Par conséquent, lors de l’écoulement de la résine, les

préformes vont subir d’importantes déformations liées d’une part à la contribution des

pressions appliquées par le sac à vide, et d’autre part aux pressions engendrées par la

résine à l’intérieur des pores. La première difficulté concerne donc la modélisation de la

déformation des préformes imprégnées lors de l’infusion de la résine, et inversement l’effet

de la déformation des nappes sur l’écoulement de la résine. L’infusion nécessite également

l’étude des conditions aux limites spécifiques au couplage entre une zone purement fluide

(la résine liquide) et une zone constituée du mélange renfort et résine. L’étude de ces

conditions de couplage constitue la deuxième difficulté soulevée lors de l’analyse biblio-

graphique.

193



Conclusion générale

Compte tenu de la complexité des phénomènes étudiés, une modélisation complète

et générale de l’infusion a été proposée dans la partie II. Le modèle développé repose

sur une analyse systématique du comportement de chaque constituant dans chacune des

zones concernées par l’infusion, i.e. la résine seule, les préformes sèches et les préformes

humides. Les interactions entre la résine et les renforts ont été intégrées directement dans

les équations de conservation au moyen du modèle de Terzaghi et d’une modification de la

conservation de la masse (approche ALE ). Les conditions de couplage entre les différentes

zones sont modélisées au moyen de conditions aux limites particulières explicitées au

cours de cette partie. A l’issue de cette analyse systématique, une modélisation complète

des phénomènes mécaniques (solide et fluide) et thermo-physico-chimiques est proposée.

Dans la zone hétérogène, le modèle développé comporte 10 degrés de liberté en 3D (3

déplacements pour les préformes, 3 vitesses, la pression, la saturation pour la résine, la

température du mélange et le degré de réticulation).

L’implémentation de ce modèle dans le code de calcul par éléments finis PRO-FLOTTM

a été réalisée de manière progressive. Dans le cadre de cette thèse, nous nous sommes in-

téressés à un couplage fort indirect de la mécanique des fluides et de la mécanique des

solides. Le couplage avec les aspects thermiques n’a pas été considéré. En effet, compte

tenu des hypothèses retenues sur les procédés, l’infusion a lieu à température constante.

D’autre part, le modèle thermo-physico-chimique que nous avons traité par différences

finies en 1D ne pose pas de problème numérique particulier à condition de bien connâıtre

les propriétés thermo-physico-chimiques (notamment celles du milieu hétérogène) qui dé-

pendent notamment des caractéristiques mécaniques de la préforme telle que sa porosité.

Afin de traiter les aspects mécaniques des procédés RFI et LRI dans leur globalité,

nous avons donc développé quelques outils numériques spécifiques dans les librairies PRO-

FLOTTM, jusque-là dédiées au traitement de problèmes de diffusion linéaire. Ces outils

ont été présentés dans la partie III de cette thèse. Une nouvelle formulation Lagrangienne

Réactualisée à tout d’abord été intégrée dans les librairies PRO-FLOTTM afin de trai-

ter la déformation non-linéaire des préformes sous l’action de la pression appliquée par

le sac à vide et de la pression de résine dans les pores. Cette formulation a été validée

par comparaison avec des résultats analytiques, obtenus par simplification des hypothèses

de comportement, puis des résultats numériques fournis par d’autres codes commerciaux

(AbaqusTM et SystusTM). Le problème vitesse-pression correspondant à l’écoulement de la

résine suivant les lois de Darcy et de Stokes a été traité à l’aide d’une approche mixte basée

sur les éléments P1+/P1 et P1-bulle/P1. Les résultats fournis pour des cas tests sont en

excellent accord avec les résultats analytiques et également avec les résultats fournis par
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FEM-LABTM pour le cas de la cavité fermée. La validation du traitement numérique du

modèle de Terzaghi a été réalisée par comparaison avec des résultats analytiques. Enfin,

les outils numériques développés dans le cadre du traitement des conditions cinématiques

entre les degrés de liberté puis l’algorithme de remaillage pour le traitement de la dispa-

rition des zones de résine et de la dilatation des préformes ont ensuite été validés avec

succès, soit par comparaison avec d’autres tests numériques, soit par comparaison avec des

résultats analytiques. Une généralisation 3D des formulations développées dans le cadre

du traitement du comportement non-linéaire des préformes et de l’écoulement incompres-

sible du fluide a également été proposée.

Enfin, des algorithmes numériques ont été présentés dans le cadre de la modélisation

des procédés par infusion LRI et RFI. Dans le premier algorithme, afin d’étudier la dé-

formation des préformes, la zone de résine n’est pas considérée. Cette analyse s’apparente

à des simulation d’injection à pression ou à vitesse imposée. Ce type de modèle peut

notamment être appliqué aux procédés VARTM. Les deux algorithmes suivants, élaborés

pour l’étude des procédés RFI et LRI, reposent également sur un couplage faible de 3 ou

4 problèmes implicites : mécanique des fluides à l’intérieur et à l’extérieur des préformes,

mécanique des solides pour la déformation des nappes et éventuellement mécanique des

solides pour le déplacement du domaine de résine. Afin de valider ces résultats une étude

expérimentale à été réalisée pour le procédé LRI. Bien que les aspects purement méca-

niques indiquent une très bonne corrélation avec l’expérience, le modèle et les conditions

de couplage entre la résine et les préformes doivent être enrichies. En effet, il semblerait

que l’évolution de l’épaisseur lors de l’infusion soit inverse à l’évolution proposée par le

modèle, bien que l’évolution prévue par le modèle soit conforme aux évolutions décrites

dans certaines références bibliographiques (Kang et al. (2001) et Ahn et al. (1990)). Le

retrait de la résine lors de la réticulation pourrait expliquer les différences constatées. Par

ailleurs, il est probable que des phénomènes de réarrangement des fibres se produisent au

cours de l’infusion.

Pour résumer, un modèle multi-physique général a donc été proposé pour la modéli-

sation des procédés par infusion. L’aspect systématique et général de ce modèle le rend

facilement modifiable en vue d’intégrer de nouvelles interactions (mouillabilité, réarrange-

ment de fibres, . . . ). Les outils numériques développés dans PRO-FLOTTM afin de traiter

ce type de problème doivent ainsi servir de base pour un approfondissement et une amé-

lioration du modèle proposé.

Les perspectives à ce travail sont nombreuses. Nous proposons de les diviser en trois
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grandes familles.

En premier lieu, des efforts de recherche importants doivent être fournis afin d’amé-

liorer la qualité d’identification des différents paramètres du procédé. Les perméabilités

transverses doivent être caractérisées en régime transitoire et stationnaire afin de fournir

des simulations ne se limitant plus à une représentation qualitative des procédés utilisés,

notamment en terme de temps d’injection. Par ailleurs, les lois de comportement aniso-

tropes des préformes doivent être mesurées de manière plus précise en particulier dans la

direction longitudinale. Les composantes du tenseur de comportement orthotrope devront

être identifiées précisément. Enfin, la prise en compte de la mouillabilité permettra d’amé-

liorer la qualité des résultats notamment en prenant en compte l’influence de la saturation

sur la perméabilité. Elle repose sur l’utilisation d’une relation expérimentale entre la pres-

sion capillaire et la saturation. Ces différentes améliorations peuvent être réalisées, dans

un premier temps, en parallèle à des simulations sur des nappes non déformables.

Dans un second temps, le modèle développé dans le cadre de la modélisation des procé-

dés d’élaboration des matériaux composites par infusion doit intégrer d’autres phénomènes

physiques afin de modéliser plus précisément les interactions entre les fibres et la résine

et l’évolution des propriétés physiques (porosité, viscosité, . . . ) de ces composants. En

premier lieu, l’intégration d’un couplage fort direct entre la mécanique des fluides (écoule-

ment de Darcy) et la mécanique des solides (déformation des nappes) conduira à un gain

de temps conséquent en supprimant la boucle itérative sur les deux problèmes précédents.

La prise en compte des phénomènes thermo-physico-chimiques peut conduire à mieux mo-

déliser les temps d’infusion (variation de la viscosité au cours de l’infusion) et permettra

de prendre en compte les phénomènes de retrait de la résine lors de la réticulation. La

diminution des épaisseurs et des fractions volumiques de fibres associée à ces phénomènes,

que nous avons par ailleurs constaté lors de l’expérience LRI, est également une consé-

quence des phénomènes de réarrangement de fibres. Il est probable que l’utilisation d’une

modélisation multi-échelle, basée sur des phénomènes de réarrangement géométriques à

l’échelle microscopique, peut permettre de remonter aux propriétés physiques macrosco-

piques des préformes. Le couplage fort entre l’écoulement dans la zone libre et l’écoulement

dans le milieu poreux saturé pose également des problèmes. Les phénomènes d’échelles

importants intervenant entre ces deux zones, notamment sur les vitesses, conduisent à

des difficultés numériques. Des méthodes numériques particulière comme la méthode de

Galerkine discontinue peuvent apporter des réponses à ces problèmes et conduire à une

amélioration des temps de calcul. Notons ensuite que ces développements dans la partie

solveur de PAM-RTM TM (PRO-FLOTTM) doivent être accompagnés d’une amélioration
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des fonctionnalités de l’interface graphique. Par exemple, la gestion de l’évolution de la

géométrie des renforts permettra d’éviter les post-traitements externes (GMSH c©) numé-

riquement très coûteux. Enfin, la prévision des contraintes résiduelles dans le composite

permettra d’étudier le comportement de la structure en service.

Pour clore ces pistes d’amélioration, les modèles actuellement développés dans le cadre

de la modélisation des procédés LRI et RFI peuvent être utilisés afin de poursuivre les

investigations expérimentales. Des études plus précises doivent permettre de proposer des

protocoles expérimentaux permettant de valider les hypothèses réalisées et d’améliorer les

modèles utilisés. Par ailleurs des études paramétriques (par exemple des (( plans d’expé-

rience ))) doivent permettre de mieux comprendre l’influence des différents paramètres du

procédé et de caractériser les grandeurs physiques qui interviennent principalement lors

de la variation des épaisseurs et des fractions volumiques de fibres.

Les outils numériques développés dans le cadre de l’étude des procédés par infusion

peuvent être appliqués dans un large domaine d’activités. Ces domaines concernent à la

fois des applications en biomécanique (densification des os, absorption de substance par

la peau sous chargement, . . . ), l’étude de l’écoulement dans les sols en géologie, la prise

en compte des phénomènes de séchage, ainsi que des applications dans le domaine du gé-

nie civil et de la sécurité (étude du comportement de bétons humides lors d’un incendie,

Schrefler (2001)). La multidisciplinarité des applications des modèles développés justifie

la priorité accordée ici aux développements d’outils numériques efficaces et stables, et

l’attention portée lors de la validation de ces outils et de leurs couplages.
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perméabilité d’un composite unidirectionnel à fibres longues. Relation entre porosité et

constante de Kozeny. Revue des Composites et des Matériaux Avancés, 15(3):413–419,

2005.

D. C. Blest, S. McKee, A. K. Zulkifle et P. Marshall : Curing simulation by

autoclave resin infusion. Composites Science and Technology, 59(16):2297–2313, 1999.

K. Boomsma, D. Poulikakos et Y. Ventikos : Simulations of flow through open cell

metal foams using an idealized periodic cell structure. International Journal of Heat

and Fluid Flow, 24(6):825–834, 2003.

R. Borja : Cam-Clay plasticity. Part V : A mathematical framework for three-phase

deformation and strain localization analyses of partially saturated porous media. Com-

puter Methods in Applied Mechanics and Engineering, 193:5301–5338, 2004.

C. Boutin : Study of permeabilility by periodic and self-consistent homogenisation.

European Journal Mechanics, 19:603–632, 2000.

J. Breard, Y. Henzel et F. Trochu : A standard characterization of saturated ans

unsaturated flow behaviors in porous media. In 12th International Conference on Com-

posite Materials ICCM12, Paris, 1999.

201



Bibliographie

J. Breard, Y. Henzel, F. Trochu et R. Gauvin : Analysis of dynamic flows through

porous media. Part II : Deformation of a double-scale fibrous reinforcement. Polymer

Composites, 24(3):409–421, 2004.

H.C. Brinkman : A calculation of the viscous force exerted by a flowing fluid on a dense

swarm of particules. Applied science research, A1:27–34, 1947.

A. Brooks et T.J. R. Hughes : Sreamline upwind/Petrov-Galerkin formulation for

convection dominated flow with particular emphasis on the incompressible Navier-

Stokes equations. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 32:199–

259, 1982.

W. D. Brouwer, E. C. F. C. van Herpt et M. Labordus : Vacuum injection moulding

for large structural applications. Composites Part A : Applied Science and Manufactu-

ring, 34(6):551–558, 2003.

C.G. Broyden : The convergence of a class of double-rank minimization algorithms. I :

General considerations. Journal of the Institute of Mathematics and Its Applications,

6:76–90, 1970.
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Publicat., 1999. ISBN 2746200244.

J. A. Garcia, Ll. Gascon et F. Chinesta : A fixed mesh numerical method for model-

ling the flow in liquid composites moulding processes using a volume of fluid technique.

Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 192(7-8):877–893, 2003.

D. Gawin, F. Pesavento et B. A. Schrefler : Modelling of hygro-thermal behaviour of

concrete at high temperature with thermo-chemical and mechanical material degrada-

tion. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 192(13-14):1731–1771,

2003.

C. Geuzaine et J.F. Remacle : GMSH, vo-

lume 2006. http ://geuz.org/gmsh/doc/texinfo/gmsh.pdf,

http ://geuz.org/gmsh/doc/texinfo/gmsh.pdf édition, 2006.
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Annexe A

Équations de Bilan

Cette annexe décrit les trois grandes lois de conservation qui régissent la mécanique : la

conservation de la masse, la conservation de la quantité de mouvement et la conservation

de l’énergie.

Soit un domaine matériel connexe quelconque ΩA intérieur à un système matériel

occupant à l’instant courant le domaine Ω que l’on suit dans son mouvement. Une loi

de conservation exprime le bilan d’une grandeur G (masse, quantité de mouvement ou

énergie ...) dans tout domaine ΩA connexe strictement intérieur au système étudié (voir

figure A.1).

W

WA

t

v
f

v
f Efforts à distance

Actions locales de contact

Domaine matériel

Sous domaine matériel

t

W

WA

Figure A.1 – Milieu continu en cours d’évolution

Une loi de conservation s’écrit de la façon suivante : le taux de variation de G (a(x, t)

densité massique de la grandeur G) associé à ΩA suivi dans son mouvement est égal à la

somme :

– des échanges à travers ∂ΩA : α(x, t) flux de G,

– des sources internes à ΩA : A(x, t) source interne de G.
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D

Dt

∫
ΩA

ρ (x, t) a (x, t) dv

 = −
∫

∂ΩA

α (x, t) · n ds +

∫
ΩA

A (x, t) dv

où n est la normale sortante à ∂ΩA (ce qui explique le signe (( - ))).

A.1 Conservation de la masse

La loi de conservation de la masse exprime le fait que la masse de tout domaine ma-

tériel suivi dans son mouvement reste constante (milieu matériel formé d’un ou plusieurs

constituants non miscibles et dans lequel les réactions chimiques sont exclues) :

D

Dt

∫
ΩA

ρ (x, t) dv = 0

La dérivée particulaire d’une intégrale de volume est égale à :

D

Dt

∫
ΩA

ρ (x, t) dv =
D

Dt

∫
ΩA0

ρ0(X) J0(X) dv0

Or : DJ0(X)
Dt

= ∂J0(X)
∂t

= J0(X) divxv (x, t)

En effet :

J(x, t) = εijk
∂xi

∂X1

∂xj

∂X2

∂xk

∂X3

DJ
Dt

= εijk
D
Dt

(
∂xi

∂X1

)
∂xj

∂X2

∂xk

∂X3
+ εijk

∂xi

∂X1

D
Dt

(
∂xj

∂X2

)
∂xk

∂X3
+ εijk

∂xi

∂X1

∂xj

∂X2

D
Dt

(
∂xk

∂X3

)
DJ
Dt

= εijk
∂vi

∂xm

∂xm

∂X1

∂xj

∂X2

∂xk

∂X3
+ εijk

∂xi

∂X1

∂vj

∂xm

∂xm

∂X2

∂xk

∂X3
+ εijk

∂xi

∂X1

∂xj

∂X2

∂vk

∂xm

∂xm

∂X3
DJ
Dt

= εijk
∂v1

∂x1

∂xi

∂X1

∂xj

∂X2

∂xk

∂X3
+ εijk

∂xi

∂X1

∂v2

∂x2

∂xj

∂X2

∂xk

∂X3
+ εijk

∂xi

∂X1

∂xj

∂X2

∂v3

∂x3

∂xk

∂X3
DJ
Dt

= ∂v1

∂x1
J(x, t) + ∂v2

∂x2
J(x, t) + ∂v3

∂x3
J(x, t)

DJ
Dt

= J(X, t) divx v(x, t)

Ainsi :

D

Dt

∫
ΩA

ρ (x, t) dv =

∫
ΩA0

(
∂ρ0(X)

∂t
+ ρ0(X) divx v(x, t)

)
J0(X) dv0

En écrivant l’égalité des dérivées particulaires dans la configuration courante et la

configuration initiale ∂ρ(x,t)
∂t

+ v(x, t) ·∇xρ (x, t) = ∂ρ0(X)
∂t

ainsi que l’égalité des densités

ρ(x) = ρ0(X) :
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A.2. Hypothèse d’incompressibilité

D

Dt

∫
ΩA

ρ (x, t) dv =

∫
ΩA

(
∂ρ(x, t)

∂t
+ v(x, t) ·∇xρ (x, t) + ρ(x, t) divx v(x, t)

)
dv

Or div (ρ v) = ρ div (v) + v ·∇ρ.

Finalement l’équation de conservation de la masse s’écrit :∫
ΩA

(
∂ρ

∂t
+ div (ρ v)

)
dv = 0

Cette équation est vraie quel que soit le domaine ΩA considéré. L’équation locale de

conservation de la masse dans une approche eulérienne s’écrit :

∂ρ

∂t
+ div (ρ v) = 0 (A.1)

Compte tenu de l’équation locale de conservation de la masse, la dérivée particulaire

d’une intégrale prise par rapport à une distribution de masse :

DF

Dt
=

∫
ΩA

Dφ (x, t)

Dt
ρ dv

avec : F (t) =
∫

ΩA

φ (x, t) ρ dv

A.2 Hypothèse d’incompressibilité

L’hypothèse d’incompressibilité, soit l’invariabilité du volume considéré, s’exprime de

manière générale à l’aide de l’équation :

D

Dt

∫
ΩA

dv = 0

En utilisant la notion de dérivée particulaire d’une intégrale de volume, l’hypothèse

d’incompressibilité s’écrit :

div (v) = 0 (A.2)

A.3 Conservation de la quantité de mouvement

Le domaine ΩA est soumis à :
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– des efforts extérieurs à Ω (efforts à distance) supposés être représentés par une

densité volumique d’efforts fv (x, t),

– des efforts extérieurs à ΩA mais intérieurs à Ω (action locale de contact) représentés

par une densité surfacique de force t (x, t,n) appelée vecteur contrainte en M(x)

à l’instant t pour la direction n (normale extérieure à ΩA). Le vecteur contrainte

s’écrit à partir du tenseur des contraintes : t (x, t,n) = σ (x, t) · n.

En partant de l’équation d’équilibre :

D

Dt

∫
ΩA

ρ v dv

 =

∫
∂ΩA

t ds +

∫
ΩA

fv dv

D’après l’hypothèse de conservation de la masse :

D

Dt

∫
ΩA

ρ v dv

 =

∫
ΩA

ρ
Dv

Dt
dv

En appliquant le théorème de la divergence
∫

∂ΩA

t ds =
∫

∂ΩA

σ · n ds =
∫

ΩA

div (σ) dv∫
ΩA

ρ
Dv

Dt
dv =

∫
ΩA

div (σ) dv +

∫
ΩA

fv dv

Cette équation est vraie quel que soit le domaine considéré. La forme locale (eulérienne)

de l’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

ρ
Dv

Dt
− div (σ)− fv = 0 (A.3)

A.4 Bilan énergétique

A.4.1 Premier principe de la thermodynamique

La conservation de l’énergie (ou premier principe de la thermodynamique) exprime

que pour tout domaine ΩA intérieur à Ω, le taux de variation (dérivée particulaire) de

l’énergie associée à ΩA est égal à chaque instant à la somme des puissances des efforts

extérieurs s’exerçant sur ΩA et du taux de chaleur reçu par ΩA.

L’énergie associée à ΩA se décompose en :

– énergie interne représentée par sa densité massique e : E =
∫

ΩA

ρ e dv

– énergie cinétique : K =
∫

ΩA

1
2
ρ v2 dv
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A.4. Bilan énergétique

La conservation de l’énergie s’écrit donc :

D (E + K)

Dt
= Pext + Q (A.4)

avec :

– Pext = puissance des efforts extérieurs : Pext =
∫

ΩA

fv · v dv +
∫

∂ΩA

t · v ds

– Q = chaleur reçue par le système : Q =
∫

ΩA

r dv +
∫

∂ΩA

−q · n ds

q représente le flux de chaleur reçue par conduction (n étant la normale sortante).

Le premier principe de la thermodynamique s’écrit alors :

D

Dt

∫
ΩA

ρ

(
e +

1

2
ρ v2

)
dv =

∫
ΩA

fv · v dv +

∫
∂ΩA

t · v ds +

∫
ΩA

r dv +

∫
∂ΩA

−q · n ds

En appliquant le théorème de la divergence, le premier principe s’écrit :∫
∂ΩA

t · v ds−
∫

∂ΩA

q · n ds =

∫
∂ΩA

σ · n · v ds−
∫

∂ΩA

q · n ds =

∫
ΩA

div (σ · v − q) dv

A.4.2 Théorème de l’énergie cinétique

Partant de l’équation locale de la conservation de la quantité de mouvement, en mul-

tipliant par la vitesse nous pouvons écrire :

div (σ) · v = div (σ · v)− σ ·∇v

D’autre part compte tenu de la symétrie du tenseur des contraintes on a :

σ ·∇v ≡ σij vi,j =
1

2
(σij vi,j + σji vj,i) = σij

1

2
(vi,j + vj,i) = σij Dij ≡ σ : D

Par ailleurs :

ρ
Dv

Dt
· v = ρ

D

Dt

(
1

2
v2

)
La forme globale du théorème de l’énergie cinétique est obtenue en intégrant sur le

domaine ΩA.

D

Dt

∫
ΩA

ρ

(
1

2
v2

)
dv =

∫
ΩA

div (σ · v) dv −
∫
ΩA

σ : D dv +

∫
ΩA

fv · v dv
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En appliquant le théorème de la divergence au problème précédent :

D

Dt

∫
ΩA

ρ

(
1

2
v2

)
dv =

∫
∂ΩA

t · v dv +

∫
ΩA

fv · v dv −
∫
ΩA

σ : D dv

Finalement :

DK

Dt
= Pext + Pint (A.5)

avec : Pint = −
∫

ΩA

σ : D dv

A.4.3 Autre expression du premier principe

En combinant les expressions du premier principe de la thermodynamique, D(E+K)
Dt

=

Pext + Q et du théorème de l’énergie cinétique, DK
Dt

= Pext + Pint :

DE

Dt
= −Pint + Q

Avec :

– E =
∫

ΩA

ρ e dv

– Pint = −
∫

ΩA

σ : D dv

– Q =
∫

ΩA

r dv +
∫

∂ΩA

−q · n ds

D’où :
D

Dt

∫
ΩA

ρ e dv =

∫
ΩA

σ : D dv +

∫
ΩA

r dv −
∫

∂ΩA

q · n ds

Après application du théorème de la divergence et de la dérivée particulaire d’une

intégrale de volume on a :∫
ΩA

ρ
De

Dt
dv =

∫
ΩA

σ : D dv +

∫
ΩA

r dv −
∫
ΩA

div (q) dv

Soit la forme locale suivante :

ρ
De

Dt
= σ : D + r − div (q) (A.6)

avec e la densité massique d’énergie interne, σ le tenseur des contraintes de Cauchy, D

le tenseur des taux de déformations Eulérien, r une source interne de chaleur q le flux de

chaleur.
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A.5. L’équation de Navier et Stokes

A.5 L’équation de Navier et Stokes

L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

ρ
Dv

Dt
= ρ

(
∂v

∂t
+ v ·∇v

)
= div (σ) + fv

La loi de comportement d’un fluide Newtonien incompressible est de la forme :

σ = −p I + 2 η D

avec η la viscosité dynamique du fluide et p sa pression hydrostatique.

Le terme div (σ) s’écrit donc :

div (σ) = −div (p I) + div (2 η D) = −∇ (p) + η [div (∇ (v)) + ∇ (div (v))]

Or d’après l’hypothèse d’incompressibilité on a : div (v) = 0

Finalement l’équation de Navier et Stokes s’écrit :

ρ

(
∂v

∂t
+ v ·∇v

)
= fv −∇p + η ∆ (v) (A.7)

En négligeant les effets d’inertie, l’équation en régime stationnaire de Stokes s’écrit :

fv −∇p + η ∆ (v) = 0 (A.8)

A.6 Équation de la chaleur

Le bilan énergétique issu de l’application du premier principe de la thermo-dynamique

s’écrit (voir Eq. A.6) :

ρ
De

Dt
= σ : D + r − div (q)

Par hypothèse, l’évolution a lieu à pression constante. La variation d’énergie interne

ρ · ė, nulle dans le cas stationnaire, peut alors être exprimée sous la forme ρ ė = ρ Ḣ où

Ḣ est la variation au cours du temps de son enthalpie par unité de masse.

ρ Ḣ = σ : D + r − div (q)

Dans de nombreux cas, l’enthalpie du solide est une caractéristique fonction seulement

de la température, H(T ). Nous pouvons utiliser la chaleur spécifique du matériau c = DH
DT

pour écrire ρ Ḣ = ρ c Ṫ . Finalement :
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ρ c
DT

Dt
= σ : D + r − div (q)

avec DT
Dt

l’élévation de température par unité de temps, ρ la masse volumique et c =

capacité calorifique à pression constante.

Expérimentalement, si les variations de température ne sont pas trop importantes, la

loi de Fourier rend compte localement des phénomènes de conduction de la chaleur. Le

vecteur densité de flux de chaleur est égal à :

q = −λ ·∇T

Dans cette équation, λ est un tenseur symétrique dont chaque composante λij, éven-

tuellement fonction de la température, rend compte de l’influence d’un gradient thermique

dans la direction j sur la densité de flux de chaleur dans la direction i. Dans le cas d’un ma-

tériau isotrope on a : λ = λ I. En incorporant la loi de Fourier dans l’équation précédente,

la nouvelle expression de l’équation de la chaleur est :

ρ c
∂T

∂t
= σ : D + r + div (λ ·∇T ) (A.9)
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Annexe B

Forme faible de la quantité de

mouvement

En partant de la forme locale de l’équation de conservation de la quantité de mouve-

ment à t et en négligeant les effets d’inertie :

div tσ + tfv = 0 (B.1)

Cette équation est multipliée par une variation de déplacement δu, cinématiquement

admissible à 0 sur les surfaces où les déplacements sont imposés et est intégrée sur le

volume Ω.

∀δu ∈ Eδu,

∫
tΩ

δui
tσij,j

tdv +

∫
tΩ

δui
tf v

i
tdv = 0

L’intégration par parties donne :

∀δu ∈ Eδu,

∫
tΩ

(
δui

tσij

)
,j

tdv −
∫
tΩ

δui,j
tσij

tdv +

∫
tΩ

δui
tf v

i
tdv = 0 (B.2)

Le tenseur des contraintes de Cauchy tσij étant symétrique (écriture de la conservation

de la quantité de mouvement des moments) :

∀δu ∈ Eδu,

∫
tΩ

(
δui

tσij

)
,j

tdv −
∫
tΩ

1

2
(δui,j + δuj,i)

tσij
tdv +

∫
tΩ

δui
tf v

i
tdv = 0 (B.3)

En appliquant le théorème de la divergence et en posant la variation de déformation

linéarisée δtεij = 1
2

(
∂δui

∂txj
+

∂δuj

∂txi

)
, txi étant les coordonnées à t, i.e. dans la configuration

courante :

223



Annexe B. Forme faible de la quantité de mouvement

∀δu ∈ Eδu,

∫
tΩ

δtεij
tσij

tdv =

∫
tΩ

δui
tσij nj

tds +

∫
tΩ

δui
tf v

i
tdv (B.4)
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Annexe C

Matrices utilisées dans les approches

Lagrangiennes

Les déformations linéaires s’écrivent :

{ε} = [L] · {u} = [L] · [Ne] · {ue} = [Be
L] · {ue} (C.1)

avec :

{ε} =



εxx

εyy

εzz

2 εxy

2 εxz

2 εyz


[L] =



∂
∂x

0 0

0 ∂
∂y

0

0 0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂x

0
∂
∂z

0 ∂
∂x

0 ∂
∂z

∂
∂y


(C.2)

[Ne] =

 N e
0 · · · N e

ne−1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 · · · 0 N e
0 · · · N e

ne−1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 · · · 0 N e
0 · · · N e

ne−1

 {ue} =



ue
0x
...

ue
ne−1x

ue
0y
...

ue
ne−1y

ue
0z
...

ue
ne−1z


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[Be
L] =



∂Ne
0

∂x
· · · ∂Ne

ne−1

∂x
0 · · · 0 0 · · · 0

0 · · · 0
∂Ne

0

∂y
· · · ∂Ne

ne−1

∂y
0 · · · 0

0 · · · 0 0 · · · 0
∂Ne

0

∂z
· · · ∂Ne

ne−1

∂z
∂Ne

0

∂y
· · · ∂Ne

ne−1

∂y

∂Ne
0

∂x
· · · ∂Ne

ne−1

∂x
0 · · · 0

∂Ne
0

∂z
· · · ∂Ne

ne−1

∂z
0 · · · 0

∂Ne
0

∂x
· · · ∂Ne

ne−1

∂x

0 · · · 0
∂Ne

0

∂z
· · · ∂Ne

ne−1

∂z

∂Ne
0

∂y
· · · ∂Ne

ne−1

∂y


Les déformations non-linéaires s’écrivent :

{µ} =
1

2
[A] · {θ} =

1

2
[A] · [H] · {u} =

1

2
[A] · [H] · [Ne]︸ ︷︷ ︸

[Be
NL({ue})]

· {ue} =
1

2
[A] · [Ge] · {ue} (C.3)

avec :

{µ} = 1
2



(
∂ux

∂x

)2
+
(

∂uy

∂x

)2

+
(

∂uz

∂x

)2(
∂ux

∂y

)2

+
(

∂uy

∂y

)2

+
(

∂uz

∂y

)2

(
∂ux

∂z

)2
+
(

∂uy

∂z

)2

+
(

∂uz

∂z

)2
2
(

∂ux

∂x

) (
∂ux

∂y

)
+ 2

(
∂uy

∂x

)(
∂uy

∂y

)
+ 2

(
∂uz

∂x

) (
∂uz

∂y

)
2
(

∂ux

∂x

) (
∂ux

∂z

)
+ 2

(
∂uy

∂x

)(
∂uy

∂z

)
+ 2

(
∂uz

∂x

) (
∂uz

∂z

)
2
(

∂ux

∂y

) (
∂ux

∂z

)
+ 2

(
∂uy

∂y

)(
∂uy

∂z

)
+ 2

(
∂uz

∂y

) (
∂uz

∂z

)



[A] =



∂ux

∂x
0 0 ∂uy

∂x
0 0 ∂uz

∂x
0 0

0 ∂ux

∂y
0 0 ∂uy

∂y
0 0 ∂uz

∂y
0

0 0 ∂ux

∂z
0 0 ∂uy

∂z
0 0 ∂uz

∂z
∂ux

∂y
∂ux

∂x
0 ∂uy

∂y

∂uy

∂x
0 ∂uz

∂y
∂uz

∂x
0

∂ux

∂z
0 ∂ux

∂x

∂uy

∂z
0 ∂uy

∂x
∂uz

∂z
0 ∂uz

∂x

0 ∂ux

∂z
∂ux

∂y
0 ∂uy

∂z

∂uy

∂y
0 ∂uz

∂z
∂uz

∂y


{θ}



∂ux

∂x
∂ux

∂y
∂ux

∂z
∂uy

∂x
∂uy

∂y
∂uy

∂z
∂uz

∂x
∂uz

∂y
∂uz

∂z
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[H] =



∂
∂x

0 0
∂
∂y

0 0
∂
∂z

0 0

0 ∂
∂x

0

0 ∂
∂y

0

0 ∂
∂z

0

0 0 ∂
∂x

0 0 ∂
∂y

0 0 ∂
∂z


[Ge] =



∂Ne
0

∂x
· · · ∂Ne

ne−1

∂x
0 · · · 0 0 · · · 0

∂Ne
0

∂y
· · · ∂Ne

ne−1

∂y
0 · · · 0 0 · · · 0

∂Ne
0

∂z
· · · ∂Ne

ne−1

∂z
0 · · · 0 0 · · · 0

0 · · · 0
∂Ne

0

∂x
· · · ∂Ne

ne−1

∂x
0 · · · 0

0 · · · 0
∂Ne

0

∂y
· · · ∂Ne

ne−1

∂y
0 · · · 0

0 · · · 0
∂Ne

0

∂z
· · · ∂Ne

ne−1

∂z
0 · · · 0

0 · · · 0 0 · · · 0
∂Ne

0

∂x
· · · ∂Ne

ne−1

∂x

0 · · · 0 0 · · · 0
∂Ne

0

∂y
· · · ∂Ne

ne−1

∂y

0 · · · 0 0 · · · 0
∂Ne

0

∂z
· · · ∂Ne

ne−1

∂z



La matrice géométrique ou matrice des contraintes initiales s’écrit :

[Ke
G] =

∫
tΩe

[tG
e]T · d [tA]T · [t+∆t

t
S] tdv =

∫
tΩe

[tG
e]T · [t+∆t

t
S̃ ] · [tGe] tdv (C.4)

avec :

d [tA]T =



d
(

∂ux

∂tx

)
0 0 d

(
∂ux

∂ty

)
d
(

∂ux

∂tz

)
0

0 d
(

∂ux

∂ty

)
0 d

(
∂ux

∂tx

)
0 d

(
∂ux

∂tz

)
0 0 d

(
∂ux

∂tz

)
0 d

(
∂ux

∂tx

)
d
(

∂ux

∂ty

)
d
(

∂uy

∂tx

)
0 0 d

(
∂uy

∂ty

)
d
(

∂uy

∂tz

)
0

0 d
(

∂uy

∂ty

)
0 d

(
∂uy

∂tx

)
0 d

(
∂uy

∂tz

)
0 0 d

(
∂uy

∂tz

)
0 d

(
∂uy

∂tx

)
d
(

∂uy

∂ty

)
d
(

∂uz

∂tx

)
0 0 d

(
∂uz

∂ty

)
d
(

∂uz

∂tz

)
0

0 d
(

∂uz

∂ty

)
0 d

(
∂uz

∂tx

)
0 d

(
∂uz

∂tz

)
0 0 d

(
∂uz

∂tz

)
0 d

(
∂uz

∂tx

)
d
(

∂uz

∂ty

)



{t+∆t

t
S} =



t+∆t

t
Sxx

t+∆t

t
Syy

t+∆t

t
Szz

t+∆t

t
Sxy

t+∆t

t
Sxz

t+∆t

t
Syz
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Annexe C. Matrices utilisées dans les approches Lagrangiennes

[
t+∆t

t
S̃ ] =



t+∆t

t
Sxx

t+∆t

t
Sxy

t+∆t

t
Sxz 0 0 0 0 0 0

t+∆t

t
Sxy

t+∆t

t
Syy

t+∆t

t
Syz 0 0 0 0 0 0

t+∆t

t
Sxz

t+∆t

t
Syz

t+∆t

t
Szz 0 0 0 0 0 0

0 0 0
t+∆t

t
Sxx

t+∆t

t
Sxy

t+∆t

t
Sxz 0 0 0

0 0 0
t+∆t

t
Sxy

t+∆t

t
Syy

t+∆t

t
Syz 0 0 0

0 0 0
t+∆t

t
Sxz

t+∆t

t
Syz

t+∆t

t
Szz 0 0 0

0 0 0 0 0 0
t+∆t

t
Sxx

t+∆t

t
Sxy

t+∆t

t
Sxz

0 0 0 0 0 0
t+∆t

t
Sxy

t+∆t

t
Syy

t+∆t

t
Syz

0 0 0 0 0 0
t+∆t

t
Sxz

t+∆t

t
Syz

t+∆t

t
Szz


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Annexe D

Lois de comportement isotrope et

isotrope transverse

D.1 Comportement isotrope

Lors de l’essai de traction 1D dans la direction 1, les tenseurs des contraintes et des

déformations s’écrivent (contraintes planes) :

σ =

 σ11 0 0

0 0 0

0 0 0

 (D.1)

ε =

 ε11 0 0

0 −νε11 0

0 0 −νε11

 (D.2)



σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23


= E(ε)

(1+ν)(1−2 ν)



1− ν ν ν 0 0 0

ν 1− ν ν 0 0 0

ν ν 1− ν 0 0 0

0 0 0 1−2 ν
2

0 0

0 0 0 0 1−2 ν
2

0

0 0 0 0 0 1−2 ν
2


·



ε11

ε22

ε33

2 ε12

2 ε13

2 ε23


(D.3)
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Annexe D. Lois de comportement isotrope et isotrope transverse

D.2 Comportement isotrope transverse

La matrice de comportement associée aux comportements isotropes transverses des

nappes est la suivante :

1
CL

−νLT

CT

−νLT

CT
0 0 0

−νTL

CT

1
CT

−νTT ′
CT

0 0 0
−νTL

CT

−νTT ′
CT

1
CT

0 0 0

0 0 0 1
GLT

0 0

0 0 0 0
2(1+vTT ′ )

ET
0

0 0 0 0 0 1
GLT ′


(D.4)

avec νLT

EL
= νTL

ET
et GLT = 2 (1+νLT )

EL

nappe

T’

T

L

Figure D.1 – Repère utilisé pour la description du comportement isotrope transverse.

D.3 Méthode des Polynômes de Lagrange

A partir de la loi de comportement expérimentale, l’interpolation des ordonnées P (X)

et des pentes ∂P (X)
∂X

en un point X encadré par n points d’abscisse xi et d’ordonnée f(xi)

à l’aide de la méthode des Polynômes de Lagrange s’écrit :

P (X) =
n∑

i=0

f (xi)
n∏

j=0
j 6=i

X − xj

xi − xj

 (D.5)

∂P (X)

∂X
=

n∑
i=0

f (xi)
n∑

k=0
k 6=i

 1

xi − xk

n∏
j=0
j 6=i
j 6=k

X − xj

xi − xj


 (D.6)

Note : Le choix des points d’interpolation xi pour la détermination efficace des opéra-

teurs sécants P (X)
X

et tangents ∂P (X)
∂X

1
X

est particulièrement important.
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Annexe E

Validation du modèle de Terzaghi

E.1 Solution analytique dans un cas simple : théorie

des plaques en déformations planes

E.1.1 Mise en équation

L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit (les effets d’inerties

sont négligés) :

div σ + fv = 0 (E.1)

En déformation plane la loi de Hooke s’écrit :


σxx

σyy

σxy

σzz

 =
E

(1 + ν) (1− 2 ν)


1− ν ν 0 ν

ν 1− ν 0 ν

0 0 1−2 ν
2

0

ν ν 0 1− ν




εxx

εyy

2 εxy

εzz = 0

 (E.2)

E.1.2 Détermination du champ de contraintes

En écrivant le vecteur force externe sous la forme du gradient d’un potentiel scalaire

on obtient dans un cas bidimensionnel :

fv =

{
fx

fy

}
= gradΩ (x, y)

Il est possible d’écrire la conservation de la quantité de mouvement sous la forme :

div σ + grad Ω (x, y) = 0
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Annexe E. Validation du modèle de Terzaghi

On montre que cet état de déformation plane peut être résolu en utilisant les fonctions

d’Airy (Timoshenko et Goodier (1969)). On doit alors choisir une fonction biharmonique

φ (x, y) qui satisfait :

∇4φ ≡ ∂4φ

∂x4
+ 2

∂4φ

∂x2∂y2
+

∂4φ

∂y4
= C (ν)

(
∂fx

∂x
+

∂fy

∂y

)
(E.3)

avec C (ν) =

{
1−ν

1−2 ν
(déformation plane)

1
1−ν

(contrainte plane)

La fonction φ doit également satisfaire les conditions aux limites en contrainte sur les

frontières :

∂2φ
∂y2 nx − ∂2φ

∂x∂y
ny = tx

∂2φ
∂x2 nx − ∂2φ

∂y∂x
nx = ty

(E.4)

Le champ de contraintes dans un cas bidimensionnel en déformation plane est donné

par les relations :

σxx = ∂2φ
∂y2 − Ω

σyy = ∂2φ
∂x2 − Ω

σxy = σyx = − ∂2φ
∂x∂y

σzz = ν (σxx + σyy)

σxz = σyz = 0

(E.5)

E.1.3 Détermination des déformations et du champ de déplace-

ment

Lorsque le champ de contraintes est connu, il est possible de remonter aux déformations

en utilisant la relation contrainte / déformation (la loi de Hooke dans notre cas). Pour

déterminer les déplacements la relation εij = 1
2

(ui,j + uj,i) est utilisée. Nous considérons

un point x0 dans le solide. Le déplacement de ce point est nul. La rotation du solide est

également considérée comme nulle. Il est alors possible de calculer les déplacements en

n’importe quel point x dans le solide en intégrant les déformations le long du chemin le

plus approprié voir figure (E.1) :

ui (x) =

x∫
x0

Uij (x, ξ) dξj

avec Uij (x, ξ) = ε (ξ) + (xk − ξk)
[

∂εij(ξ)

∂ξk
− ∂εkj(ξ)

∂ξi

]
où les xk sont les composantes du

vecteur position aux points auxquels nous calculons les déplacements et les ξj sont les
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E.2. Application : validation du modèle de Terzaghi

trajet B
trajet A

Figure E.1 – Procédure de calcul des déplacements - Intégration des déformations le long

du chemin le plus approprié

composantes du vecteur position d’un point situé le long du trajet d’intégration.

E.2 Application : validation du modèle de Terzaghi

Le problème à résoudre est représenté sur la figure E.2. Les conditions aux limites

suivantes y sont associées :
σijnj = 0 ⇒ σxx = σyx = 0 sur x = ±L quel que soit y

uy = 0 sur y = 0 quel que soit x

σxy = 0, σyy = −Pimp sur y = H quel que soit x

O

Chargement
interne : pression du
fluide dans les pores

Pression sac à vide

Figure E.2 – Compression des nappes suivant le modèle de Terzaghi
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Annexe E. Validation du modèle de Terzaghi

L’équation de conservation de la quantité de mouvement incluant la loi de comporte-

ment de Terzaghi (σ = σe − pr I) avec pr(x, y) = Ω = − (a y + b) s’écrit :

div σe + fp = 0

avec fp =

{
0

−a

}
Nous pouvons alors trouver une fonction d’Airy (fonction bi-harmonique) qui satisfait

les conditions aux limites précédentes, dont la forme générale est la suivante :

φ (x, y) =A1 x4 + A2 x3 y + A3 x2 y2 + A4 x y3 + A5 y4

+ B1 x3 + B2 x2 y + B3 x y + B4 y3

+ C1 x2 + +C2 x y + C3 y2

Le polynôme biharmonique φ (x, y) doit être choisi de tel sorte que ∇4φ ≡ ∂4φ
∂x4 +

2 ∂4φ
∂x2∂y2 + ∂4φ

∂y4 = 0 soit 3 A1 + A3 + 3 A5 = 0.

E.2.1 Calcul du champ de contraintes

Dans un état de déformation plane les composantes vont devenir :

σxx = 2 A3 x2 + 6 A4 x y + 12 A5 y2 + 2 B3 x + 6 B4 y + 2 C3 + (a y + b)

σyy = 12 A1 x2 + 6 A2 x y + 2 A3 y2 + 6 B1 x + 2 B2 y + 2 C1 + (a y + b)

σxy = σ21 = −3 A2 x2 − 4 A3 x y − 3 A4 y2 − 2 B2 x− 2 B3 y − C2

Les surfaces de droite et de gauche étant libres, σxx = σyx = 0 sur x = ±L ce qui

implique successivement A4 = B3 = 0, A3 = B2 = 0, A5 = B4 = C3 = 0 et enfin A1 = 0.

Le champ de contraintes peut alors s’écrire :

σxx = (a y + b)

σyy = 6 A2 x y + B1 x + 2 C1 + (a y + b)

σxy = σyx = −3 A2 x2 − C2 = 3 A2 (L2 − x2)

Les constantes restantes A2, B1 et C1 sont déterminées à partir des conditions aux

limites restantes en y = 0 et y = H.

En ce qui concerne la condition aux limites en pression sur la face supérieure on a :

σxy|y=H = 0 ⇒ −3 A2 x2 − C2 = 3 A2 (L2 − x2) = 0 ⇒ A2 = 0

σyy|y=H = 0 ⇒ B1 x + 2 C1 + (a H + b) = −Pimp
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E.2. Application : validation du modèle de Terzaghi

Par ailleurs on a −3 A2 L2 − C2 = 0 soit : C2 = 0

Remarque : Pimp > 0 désigne une force de compression.

Le moment sur la face supérieure implique B1 = 0.

M |y=H = e

+L∫
−L

σyy x dx = e

+L∫
−L

(
B1 x2 + 2 C1 x + (a H + b) x

)
dx = 0

L’effort sur la face supérieure implique C1 = −Pimp+(a H+b)

2
.

F |y=H = e

+L∫
−L

σyy dx = e

+L∫
−L

(2 C1 + (a H + b)) dx = −Pimp e 2 L

Finalement le champ de contraintes dans la plaque 2D en déformation plane s’écrit :


σxx = (a y + b)

σyy = −Pimp − (a H + b) + (a y + b)

σxy = σyx = 0

(E.6)

E.2.2 Calcul du champ de déformations

En utilisant la loi de Hooke (voir système E.2) les déformations s’écrivent :


εxx = 1+ν

E
[(1− 2 ν) (a y + b) + ν G]

εyy = 1+ν
E

[(1− 2 ν) (a y + b) + (ν − 1) G]

εxy = 0

(E.7)

avec G = a H + b + Pimp.

E.2.3 Calcul des déplacements

E.2.3.1 Calcul des Uij

En utilisant l’équation E.1.3 et en remplaçant par les expressions des déformations :

Uxx = 1+ν
E

[(1− 2 ν) (a η + b) + ν G] + (y − η) 1+ν
E

[(1− 2 ν) a]

Uyy = 1+ν
E

[(1− 2 ν) (a η + b) + (ν − 1) G]

Uxy = 0

Uyx = −1+ν
E

(x− ξ) [(1− 2 ν) a]
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Annexe E. Validation du modèle de Terzaghi

E.2.3.2 Calcul des ui

Les déplacements et les rotations en O(0, 0) sont supposés nuls (voir le point O sur le

schéma E.2) . Les déplacements d’un point arbitraire sont calculés à partir des intégrales

le long des chemins (ux (x, y) =
(x,y)∫
(0,0)

Uxx dξ + Uxy dη et uy (x, y) =
(x,y)∫
(0,0)

Uyx dξ + Uyy dη) :

ux (x, y) =
1 + ν

E
[(1− 2 ν) (a y + b) x + ν G x]

uy (x, y) =
1 + ν

E

[
(1− 2 ν)

(a

2
y + b

)
y + (ν − 1) G y − 1− 2 ν

2
a x2

]
Il reste maintenant à fixer un déplacement et une rotation nuls au niveau de la base

(point O). Pour cela on ajoute une rotation et une translation de corps rigide de telle sorte

que ucorrig
i = ui + ci + εijk wj xk où ci représente un déplacement uniforme et εijk wj une

rotation autour de l’origine. Nous pouvons vérifier assez simplement que les déformations

sont indépendantes de ci et εijk wj. Nous allons choisir ces deux paramètres de telle sorte

que ux = uy = 0 et ∂uy

∂x
au point O (x = 0, y = 0). Étant donné que l’on traite un problème

bidimensionnel, on prend cz = wx = wy = 0. Ainsi, cx = 0, cy = 0 et wz = 0. Finalement

ucorrig
x = ux et ucorrig

y = uy soit :

ucorrig
x = 1+ν

E
[(1− 2 ν) (a y + b) x + ν G x]

ucorrig
y = 1+ν

E

[
(1− 2 ν)

(
a
2

y + b
)

y + (ν − 1) G y − 1−2 ν
2

a x2
] (E.8)

avec G = a H + b + Pimp
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Annexe F

Caractérisation du régime de

l’écoulement

D’un point de vue dynamique, les écoulements sont classés d’après la valeur du nombre

de Reynolds Re ; ce nombre, sans dimension, est défini par (Wolff (1994)) :

Re =
ρ v δ

η
(F.1)

avec :

– ρ : masse volumique du fluide,

– v = ||v|| : vitesse (( moyenne )) (mais intrinsèque) du fluide dans l’écoulement,

– δ : dimension caractéristique de l’écoulement ; il s’agit d’une dimension dont la varia-

tion, toutes choses égales par ailleurs (c’est-à-dire sans modifier les autres grandeurs

indépendantes), entrâıne un changement de la vitesse (( moyenne )). Pour un écoule-

ment dans un tube circulaire, δ est le diamètre du tube ; pour un écoulement entre

deux cylindres, δ est égal à l’entrefer.

Le nombre de Reynolds caractérise en fait le rapport des forces d’inertie aux forces de

viscosité. Dans le cas d’un tube circulaire, pour Re < 2000, l’écoulement est laminaire ;

macroscopiquement, tout se passe comme si les couches fluides glissaient les unes sur les

autres sans s’interpénétrer (les filets de fluides sont parallèles) ; la longueur caractéristique

des échanges entre couches est égale au libre parcours moyen des molécules constituant le

fluide.

Au contraire, pour Re > 2000, il y a interpénétration importante et désordonnée (aussi

bien dans le temps que dans l’espace) des couches les unes avec les autres : l’écoulement

est turbulent et présente un aspect macroscopiquement incohérent. Le passage du régime

laminaire au régime turbulent n’est pas brusque en général ; la transition s’effectue par un

régime intermédiaire. Notons enfin qu’il ne faut pas confondre le régime turbulent avec

237



Annexe F. Caractérisation du régime de l’écoulement

un régime caractérisé par l’existence d’écoulements secondaires stables (par exemple les

tourbillons de Taylor dans les écoulements entre deux cylindres coaxiaux) ou d’instabilités

à caractère périodique dans l’espace.

Dans le cas du procédé LRI (Bear (1990), Elbouazzaoui (2004), Boomsma et al. (2003),

Bird et al. (2002)) l’équation devient :

Re =
ρ vp dp

η
(F.2)

avec dp le diamètre moyen des pores et vd la vitesse moyenne intrinsèque dans les pores.

Le régime d’écoulement est ainsi caractérisé par le nombre de Reynolds (Elbouazzaoui

(2004)) :

– 1 < Re < 10 : régime d’application de la loi de Darcy,

– 10 < Re < 150 : régime inertiel ; la vitesse du fluide n’est plus proportionnelle au

gradient de pression,

– 2000 < Re : régime turbulent, l’écoulement est chaotique et non-stationnaire.
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Annexe G

Le modèle de Terzaghi

Les forces externes appliquées sur les nappes imprégnées et sèches sont supportées par

les forces internes (contraintes) dans le réseau de fibres et la résine. Au niveau macrosco-

pique la contrainte moyenne dans les préformes imprégnées notée σf
ij peut s’exprimer au

moyen des contraintes (( superficielles )) ou moyenne dans les nappes σf
fij

et des contraintes

(( superficielles )) dans la résine σf
rij

(voir Kempner et Hahn (1998), Acheson et al. (2004),

Farina et Preziosi (2000c)) :

σf
ij =

1

V

∫
V

σij dV =
1

V

∫
Vf

σf
fij

dV +

∫
Vr

σf
rij

dV


= σf

fij
+ σf

rij

(G.1)

Dans ce modèle, l’influence des contraintes de cisaillement de la résine dans les nappes

imprégnées est négligeable devant celle de la pression hydrostatique. Cette hypothèse est

directement reliée à l’hypothèse de Darcy qui permet d’obtenir la loi de Darcy à partir de

celle de Brinkman. Dans cette équation de conservation de la quantité de mouvement, les

contraintes du fluide Newtonien incompressible s’écrivent donc σf
rij

= −pf
r δij. Ainsi, les

contraintes moyennes associées à la résine s’écrivent :

σf
rij

= −φ
(
s pf

r

)
δij (G.2)

avec φ =
Volume de pore
Volume total la porosité des nappes de renforts et s = Volume de résine

Volume de pore leur

saturation.

Les contraintes dans le réseau de fibres sont alors décomposées en deux parties : une

partie correspondant aux contraintes induites par la pression de résine et une partie cor-

respondant aux contraintes induites par les déformations des nappes elle mêmes :

239



Annexe G. Le modèle de Terzaghi

σf
fij

= σf
frij

+ σf
feij

(G.3)

où σf
feij

sont les contraintes effectives du réseau de fibres.

Dans cette équation, la pression hydrostatique du fluide agissant sur le réseau de fibres

(porosité φ et niveau de saturation s) s’écrit :

σf
frij

= −(1− φ)
(
s pf

r

)
δij

Les contraintes dans le réseau de fibres s’écrivent :

σf
fij

= σf
feij

− (1− φ)
(
s pf

r

)
δij (G.4)

Finalement, les contraintes macroscopiques dans les nappes imprégnées de saturation

(s) s’écrivent :

σf
ij = σf

feij
− s pf

r δij (G.5)
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Annexe H

Transport des quantités depuis les

points de Gauss vers les nœuds

Les quantités calculées par éléments finis au point de Gauss doivent être transportées

au niveau des nœuds afin d’être visualisées dans GMSH c©15. Nous proposons dans cette

annexe une méthode de transport de ces quantités. De nombreux auteurs proposent des

méthodes plus ou moins précises permettant de réaliser ce transport. La plus simple

consiste à moyenner les quantités sur chaque élément entourant le nœud considéré. Une

moyenne supplémentaire pondérée par le volume des éléments permet d’évaluer la valeur

nodale. Une autre méthode plus précise consiste à considérer uniquement les points de

Gauss entourant le nœud considéré. La moyenne des valeurs obtenues en chacun de ces

points, pondérée par leur distance relative aux nœuds considérés, fournit une meilleure

évaluation de la valeur nodale. La méthode des moindres carrés que nous avons choisie ici,

bien que plus coûteuse, fournit des résultats plus précis. Cette méthode consiste à associer

la méthode des éléments finis à la méthode des moindres carrés. Au niveau d’un élément

e, en chaque point de Gauss, la valeur d’un champ (scalaire ou vectoriel) qui a été calculé

au préalable par la méthode éléments finis est connue. Pour des raisons de présentation

et de simplicité, un champ scalaire est ici considéré. Pour un point de Gauss, φ la valeur

du champ scalaire est donc connue. Soit {φe} les valeurs inconnues de ce même champ

aux nœuds de l’élément e. Les fonctions de formes associées à l’élément e sont notées

〈N e〉 (généralement des fonctions d’interpolation type Lagrange d’ordre 1). Pour le point

de Gauss considéré, l’approximation conduit à la valeur approchée φh suivante par la

méthode des éléments finis :

φh = 〈N e〉 · {φe}

15GMSH c© : http ://geuz.org/gmsh/
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Annexe H. Transport des quantités

Au sens des moindres carrés, le problème à résoudre est le suivant :∫
Ωe

(
φ− φh

)2
dv =

∫
Ωe

(φ− 〈N e〉 · {φe})2 dv

La minimisation de cette fonction conduit à :∫
Ωe

〈dφe〉 · {N e} · 〈N e〉 · {φe} dv =

∫
Ωe

〈dφe〉 · {N e} φ dv (H.1)

Le système à résoudre devient :

[Ae] · {φe} = {F e}

où [Ae] =
∫
Ωe

〈dφe〉·{N e}·〈N e〉 dv est une matrice de masse élémentaire et
∫
Ωe

〈dφe〉·{N e}φdv

est le vecteur second membre élémentaire.

Après assemblage ([A] · {φ} = {F}), la matrice [A], proche d’une matrice de masse,

peut être reconditionnée en additionnant les termes de chaque ligne sur la diagonale ou

l’influence de la masse est la plus grande pour le degré de liberté auquel elle est associée. La

résolution du système est alors immédiate. Nous présentons ici un exemple d’utilisation

de cet algorithme dans le cas de l’écoulement de Couette (équations de Stokes) pour

l’affichage des contraintes équivalentes et des contraintes de cisaillement σ12 (voir cas test

de Couette dans Duvaut (1999)).

1

vitesse (m/s)

2e+062e+060

sigma_12 (Pa)

0.5 2e+06

(a)

1

vitesse (m/s)

4.15e+069.91e+040

sigma_12 (Pa)

0.5 2.12e+06

(b)

Figure H.1 – Écoulement de Couette - (a) condition (( outflow )) v · t = 0, (b) pas de

conditon (( outflow ))
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Annexe I

Résolution analytique des problèmes

tests de Stokes et de Darcy

I.1 Le problème de Stokes

Le problème de Stokes sans force de volume s’écrit :

−∇p + div (2 η D (v)) = 0

div v = 0

Le cas test de Poiseuille décrit sur la figure I.1 est considéré :

Figure I.1 – cas test Stokes : Étude de l’écoulement de Poiseuille.
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Annexe I. Résolution analytique des problèmes tests de Stokes et de Darcy

L’équation de conservation de la quantité de mouvement (∇p − η ∆v = 0) tient

compte de l’hypothèse d’incompressibilité (voir Annexe A.5). Suivant x, elle s’écrit (la

vitesse suivant x ne dépend que de y) :

−∂p(x)

∂x
+ η

∂2vx(y)

∂y2
= 0

En intégrant deux fois par rapport à y :

vx(y) =
1

2 η

∂p(x)

∂x
y2 + a y + b

Après application des conditions d’adhérence au niveau des parois supérieures et infé-

rieures, i.e. vitesse nulle (vx(±h
2
) = 0), l’équation précédente s’écrit :

vx(y) =
1

2 η

∂p(x)

∂x

(
y2 − h2

4

)
(I.1)

En intégrant par rapport à x :

vx(y) =
1

2 η

pf − pi

l

(
y2 − h2

4

)
Ainsi en y = 0, la vitesse suivant x s’écrit : vx(0) = − 1

2 η

pf−pi

l
h2

4

Pour y fixé, l’équation I.1 montre que le gradient de pression est constant. La répar-

tition de la pression est donc linéaire.

I.2 Le problème de Darcy

Le problème de Darcy sans force de volume s’écrit :

v = −K
η
·∇p

div v = 0

En combinant les équations précédentes, l’équation dite de Richard ou de Buckingham-

Darcy s’écrit :

div

(
K

η
·∇p

)
= 0

Soit en considérant une perméabilité K et une viscosité η constante (équation de

Laplace) :

∆p = 0 (I.2)
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I.2. Le problème de Darcy

Le cas test que l’on souhaite modéliser ici est celui d’un convergent (ou d’un divergent)

c’est à dire d’une injection radiale représentée sur la figure I.2.

Buse d’injection à pression
constante 105 Pa Event à pression nulle

Figure I.2 – cas test Darcy : Étude d’un divergent.

En coordonnées cylindriques l’équation de Laplace s’écrit donc :

∂2p

∂r2
+

1

r2

∂2p

∂θ2
+

∂2p

∂z2
+

1

r

∂p

∂r
= 0 (I.3)

Le milieu poreux est considéré isotrope (Kx = Ky = Kz = K). Le champ de pression

est donc purement radial :

∂2p

∂r2
+

1

r

∂p

∂r
= 0 (I.4)

En intégrant cette équation, les expressions suivantes pour la pression p(r) et la vitesse

radiale vr(r) (en réinjectant les résultats de l’équation de Laplace dans l’équation de

conservation de la quantité de mouvement) sont obtenues :

p(r) = pi + (pf − pi)
ln
(

r
ri

)
ln
(

ri

rf

) (I.5)

et

vr(r) = −K

η

1

r

(pf − pi)

ln
(

ri

rf

) (I.6)
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Annexe J

Origine de l’équation de Brinkman

Afin de déterminer des équations de conservation macroscopique d’écoulement à l’in-

térieur du milieu poreux et compte tenu de la forte hétérogénéité de la structure, des

grandeurs moyennes sont introduites. Les grandeurs suivantes sont introduites (Rappaz

et al. (1998) et Tucker III (1996)) :

La fraction volumique d’une phase α notée φα :

φα =
1

∆V

∫
∆V

χα(x, t) dV =
∆V α

∆V
(J.1)

avec χα fonction de distribution de la phase α :

χα(x, t) =
0 si x /∈ Ωα

1 si x ∈ Ωα
(J.2)

La valeur moyenne ξ̄α d’une grandeur intrinsèque ξ̃α pondérée sur le sous domaine

∆V α s’écrit :

〈
ξ̃α
〉

=
1

∆V

∫
∆V

ξ̃(x, t)χα(x, t)

La valeur moyenne intrinsèque ξα d’une grandeur intrinsèque ξ̃α spécifique au sous

domaine ∆V α s’écrit :

〈
ξ̃α
〉α

=
1

∆V α

∫
∆V

ξ̃(x, t)χα(x, t) =
∆V

∆V α
〈ξα〉 =

1

φα
ξ̄α (J.3)

Rappaz et al. (1998) montrent que la dérivée temporelle d’une grandeur moyennée ξ̄α

s’écrit :
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Annexe J. Origine de l’équation de Brinkman

∂ξ̄α

∂t
=

〈
∂ξ̃α

∂t

〉
+
〈
ξ̃α vα/β

n

〉∗
où v

α/β
n est la composante normale de la vitesse de l’interface entre les phases α et β (nα/β

étant la normale pointant à l’extérieur du domaine Ωα), 〈〉 désigne une valeur moyenne

sur le domaine et 〈〉∗ désigne une moyenne prise sur l’interface entre α et β. Les dérivées

spatiales s’écrivent alors :

∇ξ̄α =
〈
∇ ξ̃α

〉
−
〈
ξ̃ nα/β

〉∗
div ξ̄α =

〈
div ξ̃α

〉
−
〈
ξ̃α
n

〉∗
L’équation de conservation de la quantité de mouvement de Navier et Stokes moyennée

et appliquée à la phase α liquide dans un milieu poreux de dimensions fixes s’écrit (voir

aussi les travaux de Dopler et al. (1999) dans le cas de matrices métalliques) :〈
ρ̃α ∂ṽα

∂t

〉
+ 〈ρ̃α ṽα ·∇ṽα〉 =

〈
fvα〉− 〈∇p̃α〉+ 〈η ∆ (ṽα)〉

Le fluide étant incompressible, la masse volumique de la phase α reste constante (ρ̃α =

cte). Par ailleurs, le terme 〈ṽα ·∇ṽα〉 peut également s’écrire (compte tenu de l’hypothèse

d’imcompressibilité div ṽα = 0) :

〈ṽα ·∇ṽα〉 = div (ṽα ⊗ ṽα)− ṽα div ṽα = div (ṽα ⊗ ṽα)

L’équation de conservation de la quantité de mouvement devient donc :〈
∂ρ̃α ṽα

∂t

〉
+ 〈ρ̃αdiv (ṽα ⊗ ṽα⊗)〉 = 〈fvα〉 − 〈∇p̃α〉+ 〈η ∆ (ṽα)〉

–
〈

∂ρ̃α ṽα

∂t

〉
= ∂〈ρ̃α ṽα〉

∂t
+
〈
ρ̃α ṽα ṽ

β/α
n

〉∗
.

Le solide est immobile :
〈
ρ̃α ṽα ṽ

β/α
n

〉∗
= 0.〈

∂ρ̃α ṽα

∂t

〉
= ∂〈ρ̃α ṽα〉

∂t

– 〈div (ρ̃α ṽα ⊗ ṽα)〉 = div 〈ρ̃α ṽα ⊗ ṽα〉 −
〈
ρ̃α ṽα ṽα · nβ/α

〉∗
Le solide est immobile

〈
ρ̃α ṽα ṽα · nβ/α

〉∗
= 0

〈div (ρ̃α ṽα ⊗ ṽα)〉 = div 〈ρ̃α ṽα ⊗ ṽα〉
– 〈η ∆ (ṽα)〉 = η 〈div (∇ ṽα)〉 = η div 〈∇ ṽα〉 − η

〈
∇ ṽα · nβ/α

〉∗
〈η ∆ (ṽα)〉 = η div (∇ 〈ṽα〉)− η div

〈
ṽα · nβ/α

〉∗ − η
〈
∇ ṽα · nβ/α

〉∗
Le solide est immobile η div

〈
ṽα · nβ/α

〉∗
= 0. En posant F µ = η

〈
∇ ṽα · nβ/α

〉∗
〈η ∆ (ṽα)〉 = η div (∇ 〈ṽα〉)− F µ
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–
〈
fvα〉

= 〈ρ̃α g〉 = ρ̃α φα g

– 〈∇p̃α〉 = ∇ 〈p̃α〉 −
〈
p̃αnβ/α

〉∗
= ∇ 〈p̃α〉+ F p

En regroupant les expressions moyennées, l’équation de conservation de la quantité de

mouvement devient :

∂ 〈ρ̃α ṽα〉
∂t

+ div 〈ρ̃α ṽα ⊗ ṽα〉 = ρ̃α φα g −∇ 〈p̃α〉+ η div (∇ 〈ṽα〉)− (F p + F µ)︸ ︷︷ ︸
F

Rappaz et al. (1998) montrent que le terme F = F p +F µ peut aussi s’écrire F = η 〈ṽα〉
K

généralement appelé terme de Darcy.

∂ 〈ρ̃α ṽα〉
∂t

+ div 〈ρ̃α ṽα ⊗ ṽα〉 = ρ̃α φα g −∇ 〈p̃α〉+ η div (∇ 〈ṽα〉)− η 〈ṽα〉 φα

K

Soit :

∂(ρ̃α φα〈ṽα〉α)
∂t

+ div (ρ̃α φα 〈ṽα ⊗ ṽα〉α) = ρ̃α φα g −∇ (φα 〈p̃α〉α) + η div (∇φα 〈ṽα〉α)− η 〈ṽα〉α (φα)2

K

A l’échelle mésoscopique les grandeurs varient lentement :

div 〈ṽα ⊗ ṽα〉α = div (〈ṽα〉α ⊗ 〈ṽα〉α)

En négligeant les gradients de φα :

∂ (ρ̃α 〈ṽα〉)
∂t

+
1

φα
div (ρ̃α 〈ṽα〉 ⊗ 〈ṽα〉) = ρ̃αφαg−φα∇ 〈p̃α〉α+ηdiv (∇ 〈ṽα〉)− η 〈ṽα〉 φα

K

soit en notant v̄α = 〈ṽα〉 la vitesse moyenne de la phase α (sur tout le volume), pα = 〈ṽα〉α

la pression moyenne intrinsèque de la résine et ρα = ρ̃α la masse volumique intrinsèque

moyenne de la phase α constante, l’équation de Brinkman devient :

∂ (ραv̄α)

∂t
+

1

φα
div (ρα v̄α ⊗ v̄α) = ρα φα g − φα ∇pα + η div (∇ v̄α)− η v̄α φα

K
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Annexe K

Comparaison Stokes Darcy

Brinkman

Les équations de Brinkman en régime stationnaire ont également été intégrées dans

PRO-FLOTTM à l’aide de la méthode basée sur l’élément P1+/P1. La formulation faible

du problème de Brinkman en pression s’écrit :

∀δv,∀δp,∫
Ω

δv̄ · η

K
· (v̄) dv +

∫
Ω

2 η D (δv) : D (v) dv +

∫
Ω

δv ·∇ p dv =

∫
∂Ωt

2 η δv ·D (v) · n ds∫
Ω

v ·∇ δp dv =

∫
Ω

δp v · n dv

δp ∈ Eδp = {δp ∈ H1 (Ω) /δp = 0 sur ∂Ωp}
p ∈ Ep =

{
p ∈ H1 (Ω) /p = pd sur ∂Ωp

}
(K.1)

Nous comparons ici les résultats obtenus pour un écoulement type Poiseuille en utili-

sant les formulations de Stokes, Darcy et Brinkman. Le cas test utilisé est celui présenté

sur la figure I.1, page 243. Pour la loi de Darcy aucune condition n’est appliquée sur les

faces tangentielles supérieures et inférieures (la formulation faible 9.40, page 141 ne le per-

met pas). La vitesse normale est nulle. Les résultats sont comparés pour différents niveaux

de perméabilités : K = 1 m2, K = 1.10−1 m2 et K = 1.10−3 m2. Les résultats présentés ici

ont été comparés avec succès avec FEM-LABTM (voir figure K.2). Nous notons que pour

des perméabilités inférieures à K = 1.10−3 m2, les résultats obtenus sont très proches de

ceux obtenus avec les équations de Darcy. Pour ces niveaux de perméabilité très faibles,

des problèmes numériques apparaissent au niveau des bords où la condition d’adhérence

est appliquée. Ces couches limites indiquent que pour ces niveaux de perméabilité il n’est

plus possible d’appliquer ce type de condition. L’approximation de Darcy doit alors être

utilisée.
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Annexe K. Comparaison Stokes Darcy Brinkman

Figure K.1 – Comparaison du profil de vitesse suivant x pour l’écoulement de Poiseuille

pour des perméabilités égale à 1 m2, 1.10−1 m2, et 1.10−3 m2.

Figure K.2 – Comparaison du profil de vitesse suivant x entre FEM-LABTM et PROF-

LOTTM pour l’écoulement de Poiseuille et une perméabilité de 1 m2.
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physical analysis are two fold. First, one faces ill-posed boundary conditions, regarding the coupling of
liquid regions, where a Stokes flow prevails, with the fibrous preform regions modeled as porous medium
governed by a Darcy’s law and a non-linear mechanical response. Second, the interaction phenomena due
to the resin flow in the highly compressible preform are not classical. The model developed here includes a
modified Beaver-Schaffman-Joseph condition to couple Stokes and Darcy zones, and is based on an ALE
formulation of the liquid flow across the deformable porous medium in which finite strains are accounted
for with an updated Lagrangian scheme. This mechanical model is also coupled with thermo-chemical
models, accounting for resin reticulation under the temperature cycle. In the present work, numerical tools
and new formulations have been developped in order to simulate the whole LRI or RFI process with a
finite element software. These tools are studied individually and compared separately with analytical or
other numerical results before being used in the LRI / RFI models. Numerical studies of infusion are
then presented, commented, and a first comparison with experimental test is investigated.
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Résumé : Dans ce manuscrit, un modèle complet pour la simulation de l’écoulement d’un fluide thermo-
réactif à travers un milieu poreux fortement compressible est présenté. Ce modèle est utilisé pour l’étude
des procédés d’élaboration des matériaux composites par infusion à travers leur épaisseur (Liquid Resin
Infusion-LRI et Resin Film Infusion-RFI ). Dans ces procédés, le mélange entre les renforts et la résine
liquide est réalisé dans la direction transverse aux plans des préformes pendant la phase de mise en forme.
Les coûts sont ainsi réduits et les problèmes de remplissage éliminés. Ces procédés sont néanmoins peu
mâıtrisés et les caractéristiques de la pièce finale difficilement prévisibles (principalement les épaisseurs
et les porosités). La mise au point d’un modèle numérique constituerait un bon outil pour développer et
finaliser de nouvelles solutions composites. D’un point de vue physique, l’infusion de la résine à travers
l’épaisseur des préformes est une conséquence de la pression appliquée sur l’empilement résine/préforme.
Dans cette analyse multi-physique deux types de problèmes sont rencontrés. Tout d’abord, on connait mal
les conditions de couplage entre les zones liquides, gouvernées par les équations de Stokes, et les préformes
imprégnées assimilées à des milieux poreux, gouvernées par une loi de Darcy et une loi de comportement
mécanique non-linéaire. Par ailleurs, les interactions entre l’écoulement de la résine et la compression des
préformes ne sont pas bien mâıtrisées. Le modèle développé inclut donc une condition de Beaver-Joseph-
Schaffman modifiée pour le couplage entre les zones de Darcy et de Stokes. Une formulation ALE pour
l’écoulement de la résine dans un milieu poreux déformable subissant de fortes déformations est utilisée
et couplée à une formulation Lagrangienne Réactualisée pour la partie solide. Ces deux mécanismes
physiques sont couplés à des modèles thermo-chimiques pour traiter la réticulation de la résine sous
l’action du cycle de température. Dans ce travail, un certain nombre d’outils numériques et de nouvelles
formulations ont été développés en vue de simuler les procédés LRI et RFI. Chaque outil est étudié et
validé analytiquement ou numériquement avant d’être intégré dans les modèles LRI /RFI. Des simulations
numériques d’infusion sont ensuite présentées et commentées, puis une première comparaison avec des
essais expérimentaux est proposée.
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