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I.2.2.2 Théorie de la cascade d’énergie . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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I.4.3 Intégration temporelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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sion du canal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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Nomenclature

A Code CEDRE, discrétisation spatiale : nom de l’interface

−→a Code CEDRE, discrétisation spatiale : interface - vecteur unitaire

a Vitesse du son, m.s−1

B Code CEDRE, discrétisation spatiale : barycentre
−→
b Code CEDRE, discrétisation spatiale : interface - vecteur unitaire orthogonal

Cf Coefficient de frottement

E Densité Spectrale d’Energie

E Énergie totale (par unité de masse), J.kg−1

e Énergie interne (par unité de masse)

−→ex,−→ey ,−→ez Vecteurs du repère direct orthonormé en coordonnées cartésiennes

F Vecteur des flux (flux total)

F Filtrage LES : nom du filtre

Fk Autocorrélation des fluctuations de quantité de mouvement

f Flux hyperbolique (ou flux d’Euler)

f Fréquence, Hz

G Code CEDRE, discrétisation spatiale : centre de gravité de la cellule

H Code CEDRE, discrétisation spatiale : point de courbure de la cellule

h Hauteur du canal VECLA, m

I Intensité turbulente, m.s−1





J Code CEDRE : matrice jacobienne

Ĵ Code CEDRE : matrice jacobienne approchée

K Code CEDRE, discrétisation spatiale : centre de l’interface

k Nombre d’onde

k Énergie cinétique turbulente

L Longueur du canal VECLA, m

Le Échelle de longueur énergétique, m

l Longueur de mélange, m

M Masse molaire du gaz, kg.mol−1

Mp Code CEDRE, préconditionnement BAS MACH : matrice de préconditionnement

ṁs Débit massique surfacique, kg.s−1.m−2

−→n Code CEDRE, discrétisation spatiale : normale exterieure à l’interface entre les cellules i et j

−→n Normale extérieure au domaine fluide

P Code CEDRE, discrétisation spatiale : nombre total de cellules de premier voisinage

P Pression, Pa

P Pression adimensionnée

Q Flux de chaleur

Q Vecteur des variables conservatives (internes+limites)

q Vecteur des variables conservatives internes au domaine fluide

q̃ Vecteur des variables conservatives filtrées

R Constante universelle des gaz parfaits, J.mol−1.K−1

Re Nombre de Reynolds

Reb Nombre de Reynolds basé sur la vitesse moyenne dans le canal

Rec Nombre de Reynolds basé sur la vitesse maximum sur l’axe du canal

Res Nombre de Reynolds d’injection

Ret Nombre de Reynolds turbulent





r Code CEDRE, discrétisation spatiale : coordonnées d’un point

r Constante spécifique des gaz parfaits, J.kg−1.K−1

S Tenseur de déformation

S Source de bruit rouge filtré en temps

T Code CEDRE, conditions aux limites : temps de relaxation

T Température, K

t Temps, s

σ Frottement

U Vecteur des variables primitives (internes+limites)

u Vecteur des variables primitives internes au domaine fluide

ũ Vecteur des variables primitives filtrées

v=
√
v2x + v2y + v2z Vitesse totale, m.s−1

vx,vy,vz Composantes de la vitesse, m.s−1

vx,vy,vz Composantes de la vitesse adimensionnée

V Code CEDRE, discrétisation spatiale : volume de la cellule

x,y,z Coordonnées cartésiennes, m

x,y,z Coordonnées cartésiennes adimensionnées





Caractères grecs

β Coefficient de quantité de mouvement

γ Rapport des chaleurs spécifiques

ǫ Dissipation

η Échelle de longueur dissipative, m

κ Conductivité thermique, W.m−1.K−1

Λt Échelle temporelle mesurée sur le montage VECLA, s

Λl Échelle spatiale mesurée sur le montage VECLA, m

λ Deuxième coefficient de viscosité

µ Viscosité dynamique, kg.m−1.s−1

ν Viscosité cinématique,

ρ Masse volumique, kg.m−3

λparoi Conductivité thermique

σ Tenseur des contraintes visqueuses

τ Tenseur de Reynolds

Φ Montage VECLA : diamètre du poral

φ Filtrage RANS : variable filtrée

ϕ Flux visqueux (ou flux dissipatifs)

χ Coefficients de limitation

Ψ Fonctions Limiteur de pente

ψ Filtrage LES : variable filtrée

Ω Code CEDRE : nom du domaine fluide





Indices

al Alimentation du canal VECLA

α Code CEDRE : type de condition aux limites

i Indice de la variable

inj Injection du canal VECLA

lim Indice de valeur limitée

0 Initial

p Code CEDRE, discrétisation spatiale : indice des cellules de premier voisinage

s Surfacique

sgs Sous-maille

Exposants
′ Fluctuation autour de la moyenne de Reynolds

′′ Fluctuation autour de la moyenne de Favre

sgs Sous-maille

Notations

. Valeur adimensionnée

. Valeur moyenne au sens de Reynolds

.̃ Valeur moyenne au sens de Favre

.̀ Fluctuation de sous-maille au sens de Reynolds

.̌ Fluctuation à grande échelle au sens de Reynolds

.́ Fluctuation de sous-maille au sens de Favre

.̂ Transformée de Fourier

[.] Partie filtrée au sens de Reynolds

〈.〉 Partie filtrée au sens de Favre

[[.]] Moyenne en volume
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CEDRE Calcul d’Écoulements Diphasiques Réactifs pour l’Énergétique

CFL Courant-Friedrichs-Lewy

DIAS DIspositif ASsouplisseur

DNS Direct Numerical Simulation

DSP Densité Spectrale de Puissance

EDO Équation Différentielle Ordinaire

EDP Équation aux Dérivées Partielles

EDS Équation Différentielle Stochastique

FDS Flux Difference Spliting
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ONERA Office National d’Études et de Recherches Aérospatiales
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RANS Reynolds Averaged Navier Stokes
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TV Total Variation

TVD Total Variation Diminishing
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Introduction

Le système de propulsion du lanceur européen Ariane 5 est composé d’un moteur à propul-
sion liquide Vulcain ainsi que de deux Moteurs à Propergol Solide (MPS) disposés de part
et d’autre du corps central de la fusée. Dans la première phase du décollage, l’essentiel de
la poussée est fourni par les deux MPS. Après environ deux minutes de vol, ils sont éjectés
du corps central du lanceur et la poussée est alors assurée par le moteur Vulcain.

Le corps central du MPS contient environ 230 tonnes de propergol. D’un point de vue
technique, il est très difficile de couler la totalité des 230 tonnes de propergol sous la forme
d’un seul bloc. De ce fait, le chargement est divisé en trois segments. Les segments sont
séparés par des Protections Thermiques (PT) positionnées sur les faces amont de chaque
bloc, permettant de contrôler la surface de combustion. La combustion fait régresser la
surface du propergol régulièrement avec le temps jusqu’à ce que tout le combustible ait
brulé. Les produits de combustion s’écoulent dans la chambre du MPS puis sont évacués
par détente par la tuyère, ce qui permet la propulsion par le principe de l’action et de la
réaction [32]. La poussée délivrée par les MPS au cours du temps dépend de la surface de
combustion, liée à la géométrie initiale du propergol, ainsi que de sa composition chimique,
de la pression dans la chambre et de la détente des gaz dans la tuyère. Par conséquent,
la poussée ne peut pas être contrôlée pendant le vol, à l’inverse des moteurs à propulsion
liquide. Ces derniers offrent également des performances supérieures en terme d’impulsion
spécifique ISP 1, mais sont toutefois plus complexes à fabriquer que les MPS et d’un coût
supérieur. La propulsion solide reste donc la plus adaptée pour fournir la poussée nécessaire
dans la première phase du vol. Les MPS présentent cependant un défaut : des oscillations
de pression sont générées pendant la combustion du bloc de propergol puis converties en
oscillations de poussée par l’intermédiaire de la tuyère. Les oscillations de poussée sont
alors transmisses au corps central du lanceur sous la forme de vibrations. Ces dernières

1. L’ISP (ou impulsion spécifique) permet d’estimer l’efficacité d’un système de propulsion. Elle est

définie par : ISP =
Poussée

Débit×Accélération de la pesanteur
.





peuvent être suffisamment puissantes pour altérer fortement le fonctionnement complexe
des équipements embarqués au niveau de la charge utile (électronique, gyroscope, etc..).
Afin d’amortir les vibrations, Ariane 5 est équipé de DIspositifs ASsouplisseurs (DIAS)
installés entre chaque MPS et le corps central de la fusée. Ainsi, les vibrations sont filtrées
permettant un fonctionnement dans les spécifications vibratoires demandées : de ce fait,
le bon fonctionnement du lanceur est assuré. Cependant lors de certains vols, ces spéci-
fications vibratoires peuvent être dépassées. L’étude des mécanismes qui sont à l’origine
des oscillations permettrait à terme de les atténuer ou de les contrôler, ce qui se traduirait
par un gain en confort pour la charge utile, voire un gain jugé significatif en performance
si le DIAS pouvait être abandonné. Des études ont donc été entreprises à l’ONERA et à
SAFRAN-SME afin d’étudier l’origine de ces oscillations de pression. Les recherches ont
montrées qu’elles résultent de l’exitation du premier mode acoustique de la chambre de
combustion du MPS principalement par différentes sources d’instabilités à l’intérieur du
P230, phénomène appelé couplage aéroacoustique. Plusieurs sources d’instabilités existent
dans le moteur parmi lesquelles certaines sont suspectées de pouvoir générer ce couplage.

Parmi les sources d’instabilités possibles envisagées, on trouve tout d’abord les instabilités
de combustion. En effet, la combustion du propergol en régime stationnaire est dépendante
de la pression et de la température ambiantes. Une variation de la pression peut de ce fait
entrainer une variation du taux de combustion. En réponse, et sous certaines conditions,
la variation du taux de combustion peut à son tour amplifier les variations de pression.
Cependant, ce type d’instabilités n’agit probablement pas dans le couplage aéroacoustique
car les fréquences concernées par le phénomène sont très différentes de celles observées
sur les MPS. De ce fait, les instabilités de combustion ont été exclues au profit d’une
autre source d’instabilité : les instabilités hydrodynamiques. Ces dernières sont dues à un
écoulement instable qui exhibe des structures tourbillonnaires, phénomène appelé détache-
ment tourbillonnaire (ou Vortex Shedding). Ce processus peut être indépendant de tout
phénomène réactif. Les recherches menées à ce jour ont permis d’isoler trois sources de dé-
tachement tourbillonnaire différentes susceptibles d’engendrer l’accrochage aéroacoustique
[38].

La première de ces instabilités hydrodynamiques est liée aux modifications de géomé-
trie du bloc de propergol pendant sa combustion. Des angles peuvent ainsi apparaitre,
créant une couche de cisaillement avec un profil inflexionnel de vitesse axiale. Or, par
expérience, on sait que ce type de profil est instable et peut provoquer l’apparition de
tourbillons. Cette instabilité est alors à l’origine du Vortex Shedding d’Angle (VSA). La
deuxième instabilité est l’instabilité d’obstacle au niveau de la Protection Thermique. En
effet, la PT est elle aussi à l’origine d’une couche cisaillée associée à un profil de vitesse
inflexionnel, permettant la création d’un Vortex Shedding d’Obstacle (VSO). La troisième
et dernière instabilité hydrodynamique est l’instabilité pariétale. Contrairement aux deux
autres, l’instabilité pariétale n’a pas pour origine une couche cisaillée mais est liée à l’in-
stabilité naturelle de l’écoulement de gaz généré à la surface du propergol lors de sa com-





bustion. La première description de l’instabilité d’un écoulement avec injection pariétale a
été effectuée par Varapaev et Yagodkin [79] en 1969. Leur théorie linéaire sur l’instabilité
pariétale a ensuite été utilisée pour caractériser la transition du profil de vitesse vers la
turbulence dans un canal avec injection pariétale (Beddini [14]). Ce sont Lupoglazoff et
Vuillot [56] qui les premiers ont découvert par la simulation numérique un phénomène de
détachement tourbillonnaire lié à cette instabilité pariétale qui permettrait un couplage
avec l’acoustique de la chambre du moteur. Cette découverte, appelée Vortex Shedding
Pariétal (VSP) car des tourbillons se détachent au niveau de la paroi, a rapidement été
reliée à l’instabilité de Varapaev et Yagodkin. La théorie linéaire de Varapaev et Yagodkin
[79] a alors été reprise et a induit des travaux importants, notamment à l’ONERA, pour
comprendre l’origine du VSP [38][77][78][83]. Une théorie plus générale, appelée théorie
linéaire de stabilité biglobale, a d’ailleurs été récemment développée par Casalis et al.
[18][25][24] pour permettre d’analyser plus finement les instabilités dans les MPS. Cette
théorie est cependant limitée par son caractère linéaire.

Pour compléter l’analyse théorique et valider le concept de VSP nouvellement introduit
comme source d’instabilité potentielle, des montages expérimentaux ont été développés.
L’instabilité pariétale n’étant pas liée à une couche de cisaillement, des montages avec une
géométrie régulière sont employés. Ces maquettes de moteurs simplifiés peuvent être de
simples cylindres de propergol en combustion [34][63]. Il est à noter que le VSP est une
instabilité intrinsèque de type hydrodynamique qui nait de l’écoulement rotationnel de
gaz généré au voisinage de la surface du propergol en combustion. De ce fait, le VSP peut
être considéré comme indépendant du phénomène de combustion lui-même. Des montages
sans combustion sont alors envisageables, avec de l’air injecté au travers d’une paroi po-
reuse pour simuler l’écoulement à la surface du propergol. Ces montages sont alors dits
”en gaz froid”. Différents montages de ce type existent pour caractériser le VSP. On peut
citer par exemple le montage du VKI dont les mesures ont été exploitées par Anthoine
[1][2], ou encore le montage VALDO (Veine Axisymétrique pour Limiter le Développe-
ment des Oscillations) de l’ONERA [8]. L’ONERA possède également un montage en gaz
froid à section rectangulaire VECLA (Veine d’Essai de la Couche Limite Acoustique) qui
a fait l’object de nombreuses campagnes d’essais et études [5][6][7][11][9][10][39][77][78][83].

L’analyse de ces études théoriques et expérimentales menées sur l’instabilité pariétale
et le VSP a permis de montrer l’importance de la nature de l’écoulement (laminaire, en
transition ou turbulent) sur le développement des instabilités. En effet, dans un canal
avec injection à géométrie régulière, l’écoulement passe d’un état laminaire près du fond
avant à un état turbulent en sortie de veine. La figure 1 récapitule les différentes étapes
de ce processus. Les analyses linéaires développées initialement par Varapev et al. et plus
récemment par Casalis et al. ne permettent de décrire que les ”prémisses” de la turbulence
(étapes 2 et 3). Cependant, la transition, qui peut être considérée comme un phénomène
non-linéaire (étape 5), ainsi que la turbulence pleinement développée (étape 6) ne peuvent
pas être décrites avec les formulations linéaires utilisées. Les travaux de thèse visent donc,





grâce à la simulation numérique instationnaire, à apporter une analyse sur la transition
vers la turbulence d’un écoulement avec injection pariétale.

Figure 1 – Schéma du scénario explicatif du changement de comportement de l’écoulement
dans un canal avec injection à géométrie régulière.

Afin d’apporter une analyse phénoménologique quantitative sur ce type d’écoulement com-
plexe, les travaux de thèse ont été structurés en plusieurs chapitres. Le premier chapitre
décrit les propriétés fondamentales des écoulements turbulents et les techniques numé-
riques employées pour les simuler au cours de la thèse. Les caractéristiques principales du
code de calcul CEDRE y sont également abordées. Le deuxième chapitre s’attache quant à
lui à la description du montage expérimental nous servant de référence, c’est-à-dire le mon-
tage VECLA de l’ONERA. Les particularités du montage y sont explicitées, ainsi que les
résultats obtenus lors de différentes campagnes d’essais. Les bases théoriques, numériques
et expérimentales de l’étude sont de ce fait regroupées dans ces deux premiers chapitres.
La suite du manuscript aborde le coeur du problème posé, c’est-à-dire la simulation numé-
rique de la transition de l’écoulement instationnaire dans le montage VECLA. La démarche
a consisté à effectuer des simulations numériques en partant d’une modélisation la plus
simple possible pour se diriger vers une modélisation de plus en plus élaborée. Dans le
troisième chapitre, on a donc commencé par décrire l’écoulement de base dans un canal
à injection pariétale, appelé écoulement de Taylor-Culick, avant de procéder à une simu-
lation bidimensionnelle RANS d’un écoulement transitionnel dans le montage VECLA.
Les résultats de cette première simulation ainsi que la confrontation de nos conclusions
avec celles issues d’études effectuées par différents auteurs a permis de justifier le choix de
l’utilisation de la méthode de type LES pour les simulations suivantes. Ensuite, l’analyse
des calculs LES d’écoulements transitionnels dans un canal à injection pariétale effectués
par d’autres chercheurs a permis d’extraire une possibilité d’amélioration significative de





la qualité des simulations numériques de ce type d’écoulement par l’intermédiaire d’une
modélisation basée sur des grandeurs physiques des fluctuations injectées au niveau de la
paroi poreuse de la veine.
Dans le quatrième chapitre, on se penche sur les différentes modélisations de génération
de fluctuations à l’injection employées au cours de la thèse. Ce chapitre est divisé en deux
parties distinctes. La première présente une méthode de génération de fluctuations de type
purement numérique. Les résultats obtenus avec cette première modélisation ont servi de
référence pour les simulations tridimensionnelles instationnaires dans le montage VECLA.
La deuxième partie du quatrième chapitre propose une nouvelle modélisation des fluc-
tuations selon certains paramètres provenant de données expérimentales obtenues sur le
montage VECLA.
Le cinquième chapitre expose les résultats des différentes simulations numériques tridimen-
sionnelles LES comparés aux résultats expérimentaux ainsi qu’à la simulation bidimension-
nelle RANS. L’analyse des résultats permet de dégager les potentialités et les limitations
du modèle de génération de turbulence physique que l’on a développé.







Chapitre I

Présentation des éléments
théoriques et des
techniques numériques

Ce chapitre est consacré à l’établissement des bases théoriques et numériques de la thèse.
Ainsi on commence par énoncer les équations et les lois décrivant le mouvement fluide,
avant de rappeler quelques aspects fondamentaux de la turbulence. Puis on expose le prin-
cipe de deux méthodes de modélisation de la turbulence qui sont employées au cours de
l’étude, les méthodes RANS et LES. Enfin, on introduit les principales caractéristiques du
code de calcul CEDRE de l’ONERA qui nous sert à effectuer les simulations numériques.
Le lecteur familier de ces éléments théoriques et du code CEDRE pourra passer directement
au chapitre suivant.





Chapitre I Présentation des éléments théoriques et des techniques numériques

I.1 Équations de base

On se place dans le cadre de la mécanique des milieux continus, c’est-à-dire que l’on
considère des écoulements pour lesquels les plus petites échelles des fluctuations turbulentes
sont grandes par rapport au libre parcours moyen des molécules, défini comme la distance
moyenne parcourue entre deux collisions [16][57]. Dans ce contexte, les mouvements du
fluide sont décrits par les équations de Navier-Stokes qui correspondent aux équations
bilan obtenues lorsqu’on applique le principe de conservation de la masse, de la quantité
de mouvement et de l’énergie totale. Ces relations sont complétées par une équation d’état
et des lois phénoménologiques qui permettent de fermer le système d’équations à résoudre.

I.1.1 Équations de Navier-Stokes

Considérons un fluide monophasique compressible visqueux newtonien. Soit v le champ
de vitesse du fluide, ρ sa densité, P sa pression, µ sa viscosité dynamique, E son énergie
totale et T sa température. Les variables t et xi représentent respectivement le temps et
les coordonnées spatiales selon une direction (i = 1, 2, 3). La convention d’Einstein pour
la sommation sur un indice répété est utilisée. On néglige la force gravitationnelle, ainsi
que toute source de chaleur ou de force externe.

I.1.1.1 Équation de conservation de la masse

L’application du principe de conservation de la masse donne l’équation de continuité sui-
vante :

∂ρ

∂t
+
∂(ρvj)

∂xj
= 0 (I.1)

I.1.1.2 Équation de conservation de la quantité de mouvement

L’équation de conservation de la quantité de mouvement exprime le fait que celle-ci ne
varie que selon les forces qui lui sont appliquées :

∂(ρvi)

∂t
+
∂(ρvivj)

∂xj
= − ∂P

∂xi
+
∂σij
∂xj

(I.2)

où σij est le tenseur des contraintes visqueuses.





Équations de base Section I.1

I.1.1.3 Équation de conservation de l’énergie totale

La troisième relation des équations de Navier-Stokes traduit la manière dont s’effectuent
les échanges thermiques et décrit la conservation de l’énergie totale :

∂(ρE)

∂t
+
∂(ρE + P )vj

∂xj
=
∂(viσij)

∂xj
+
∂Qj

∂xj
(I.3)

où Qj représente le flux de chaleur.

I.1.2 Relations complémentaires

I.1.2.1 Loi d’état des gaz parfaits

On fait l’hypothèse que le fluide considéré est un gaz thermodynamiquement parfait. Ainsi,
aux équations de Navier-Stokes (I.1), (I.2) et (I.3), se rajoute la loi d’état pour un gaz
parfait suivante :

P = ρrT (I.4)

où r est la constante spécifique des gaz parfaits telle que :

r =
R

M
(I.5)

avec M la masse molaire du gaz et R = Nkb la constante des gaz parfaits telle que N est
le nombre d’Avogadro et kb la constante de Boltzmann.

I.1.2.2 Expression de l’énergie totale E

L’énergie totale E est définie comme la somme de l’énergie interne et de l’énergie cinétique
et se calcule de la façon suivante :

ρE =
P

γ − 1
+

1

2
ρ vi vi (I.6)

avec γ le rapport des chaleurs spécifiques γ =
Cp

Cv
. Pour l’air, γ est une constante égale à

1.4.

I.1.2.3 Expression du tenseur des contraintes visqueuses σij

On considère un fluide newtonien, donc l’expression du tenseur des contraintes visqueuses
σij peut être donnée par la loi de comportement newtonienne suivante :

σij = 2µSij + λδijSkk (I.7)
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où δij désigne le symbole de Kronecker et avec Sij le tenseur de déformation :

Sij =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
(I.8)

Dans la relation (I.7), deux coefficients de viscosité relient le tenseur des contraintes vis-
queuses σij au tenseur de déformation Sij . Le premier de ces coefficients est la viscosité
dynamique µ, qui représente à l’échelle macroscopique l’échange de quantité de mouve-
ment entre molécules dû à leur agitation [16]. Son expression peut être donnée par la loi
de Sutherland explicitée plus loin dans ce chapitre. Le deuxième coefficient de viscosité est
calculé à partir de la viscosité dynamique µ par l’intermédiaire de l’hypothèse de Stokes :

λ = −2

3
µ (I.9)

I.1.2.4 Expression du flux de chaleur Qi

Le flux de chaleur Qi est donné par la loi de Fourier :

Qi = −κ ∂T
∂xi

(I.10)

où κ désigne la conductivité thermique. De même que pour la viscosité dynamique, ce
coefficient est déterminé par la loi de Sutherland énoncée ci-après.

I.1.2.5 Lois de Sutherland

On utilise la loi de Sutherland pour déterminer la viscosité dynamique µ qui dépend de
de la température [16] :

µ(T ) = µ0

(
T

T0

) 3
2 T0 + TS
T + TS

(I.11)

avec T0 = 273, 15K, µ0 = 1, 711 × 10−5 kgm−1s−1 et TS = 110, 4K la température de
Sutherland. Dans le cas d’un gaz parfait, la conductivité thermique κ s’exprime en fonction
de la température [16] :

κ(T ) = κ0
µ(T )

µ0
[1 + 0, 00023(T − T0)] (I.12)

avec κ0 = 0, 0242 Wm−1K−1. Les lois (I.11) et (I.12) sont valables pour de l’air unique-
ment et pour des températures T comprises entre 100K et 1900K [35][70].
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I.1.3 Conclusion sur les équations de base

On a posé les différentes relations qui décrivent le mouvement du fluide. Dans les équations
de Navier-Stokes (I.1), (I.2) et (I.3), on distingue deux catégories de termes contenant des
dérivées partielles spatiales. Les termes comportant le tenseur des contraintes visqueuses
σij ou le vecteur flux de chaleur Qi sont appelés termes visqueux. Les autres sont dé-
nommés termes convectifs [57]. Lorque σij et Qi sont substitués par leurs expressions
respectives (I.7) et (I.10), on constate qu’il ne reste alors que six inconnues : v, ρ, P , T , µ
et E. Le système de six équations constitué par les trois relations de Navier-Stokes (I.1),
(I.2) et (I.3) auxquelles on rajoute les trois relations complémentaires (I.4), (I.6) et (I.11)
forme donc bien un système fermé qui peut être résolu. Ce système d’équations n’a pas
à ce jour de solutions exactes dans les cas les plus généraux. On se contente donc d’une
résolution numérique du système.

Afin de saisir la philosophie des méthodes de résolution des équations, il faut en premier
lieu examiner les principales caractéristiques physiques des écoulements que l’on cherche
à modéliser dans cette thèse : les écoulements turbulents.

I.2 Modélisation de la turbulence

La turbulence est une caractéristique des écoulements et non pas des fluides eux-mêmes car
elle ne dépend pas des propriétés moléculaires du fluide [75]. La dynamique des écoulements
turbulents est donc la même dans tous les fluides, qu’ils soient liquides ou gazeux. De plus,
puisque la plus petite échelle de grandeur existante dans un écoulement turbulent est
plus grande que n’importe quelle échelle de longueur moléculaire, la turbulence peut être
considérée comme un phénomène continu gouverné par les équations de la mécanique des
fluides établies précédemment au paragraphe I.1. Étant donné que ces équations sont non-
linéaires, chaque écoulement a des caractéristiques particulières associées aux conditions
initiales et aux limites considérées. Il n’existe donc pas de solution générale pour tous les
écoulements turbulents. Cependant, même si chaque écoulement turbulent est différent, il
n’en reste pas moins qu’ils ont tous en commun des caractéristiques générales [75].

I.2.1 Caractéristiques générales de la turbulence

Un écoulement turbulent est un écoulement :

– à grand nombre de Reynolds,
– instationnaire,
– irrégulié en espace,
– avec une forte diffusivité apparente,
– avec de fortes variations du rotationnel,
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– dissipatif,
– tridimensionnel.

I.2.1.1 Écoulement à grand nombre de Reynolds

Un écoulement turbulent apparâıt pour des nombres de Reynolds élevés [75]. En effet,
la turbulence a pour origine les instabilités qui existent dans les écoulements laminaires
et qui se développent quand le nombre de Reynolds Re augmente. Ces instabilités sont
liées à l’interaction entre les termes visqueux et les termes non-linéaires des équations de
Navier-Stokes.

I.2.1.2 Écoulement instationnaire

Un écoulement turbulent est instationnaire, c’est-à-dire que sur un signal fourni par une
sonde enregistrant un paramètre (pression, vitesse, température...) au cours du temps,
aucune séquence reproductible ne permet de réduire ce signal. Cependant, tous les écou-
lements instationnaires ne sont pas forcément turbulents, comme par exemple l’allée de
Bénard-Karman où des fluctuations périodiques peuvent être dissociées du signal turbulent
[17].

I.2.1.3 Écoulement très irrégulier en espace

Les écoulements turbulents, en plus d’être irréguliers en temps, sont aussi très irréguliers
en espace. Ces irrégularités en temps et en espace permettent d’envisager deux méthodes
d’approche différentes. Soit on considère les phénomènes régis par le hasard, c’est-à-dire
aléatoires, et on utilisera des méthodes statistiques. Soit on ne retient que le caractère
chaotique et alors un calcul déterministe est envisageable, c’est-à-dire que l’évolution dé-
crite par les équations sera entièrement déterminée par la connaissance des positions et
des vitesses initiales [52].

I.2.1.4 Écoulement avec une forte diffusivité apparente

Une des conséquences de ces très fortes variations temporelles et spatiales est que les
écoulements turbulents possèdent une diffusivité apparente très supérieure à la diffusivité
moléculaire : c’est la propriété de mélange [17][52]. En effet, entre des portions de fluide
très proches, il peut exister des différences de vitesse importantes (en direction et module),
ce qui va entrâıner l’étirement et l’entrelacement de ces portions de fluide. Même si le pro-
cessus de diffusion moléculaire reste le seul à transférer de l’énergie ou la masse, l’étirement
et l’entrelacement générés accélèrent considérablement ce processus qui est assimilé à de la
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diffusion. Cette propriété permet donc de mélanger ou de transporter l’énergie cinétique,
les moments, la chaleur, les particules, etc..., de façon bien plus efficace dans le fluide que
la diffusion moléculaire [75].

I.2.1.5 Écoulement avec de fortes variations spatiales et temporelles du rotationnel
de la vitesse

Une autre caractéristique importante des écoulements turbulents est qu’ils sont marqués
par de fortes variations spatiales et temporelles du rotationnel de la vitesse [17], ce qui
donne lieu à l’enchevêtrement de structures tourbillonnaires de tailles très différentes. Les
plus gros tourbillons, dont la taille est de l’ordre de grandeur du domaine dans lequel
évolue le fluide et correspondant aux basses fréquences du spectre d’énergie, sont prin-
cipalement influencés par les conditions aux limites du problème. Les petits tourbillons,
dont la taille est déterminée par les forces visqueuses, dissipent l’énergie turbulente et
sont associés aux hautes fréquences du spectre. L’écart de dimension entre les grosses et
petites structures est proportionnel au nombre de Reynolds Re global de l’écoulement,
ce qui explique les difficultés rencontrées au fur et à mesure que Re augmente car plus le
spectre d’énergie s’allonge, plus il existe des structures de petites tailles dans l’écoulement.

À toutes ces caractéristiques des écoulements turbulents on peut ajouter un autre phéno-
mène également typique de la turbulence : il s’agit du processus qui permet à l’énergie
cinétique produite par les grosses structures de l’écoulement d’être dissipée par les plus
petites structures, processus décrit par la théorie de la cascade d’énergie.

I.2.2 Théorie de la cascade d’énergie et échelles caractéristiques des écoule-
ments turbulents

Richardson a été le premier à émettre l’idée que la turbulence est constituée de tourbillons
de toutes tailles [64]. Considérons un tourbillon quelconque de taille caractéristique Υ,
avec une vitesse caractéristique v(Υ). Alors ce tourbillon peut être associé à un nombre
de Reynolds qui lui est propre, noté Re(Υ) et défini par :

Re(Υ) = v(Υ)
Υ

ν
(I.13)

avec ν la viscosité. Une échelle de temps τ(Υ) peut également être associée à ce tourbillon,
telle que :

τ(Υ) =
Υ

v(Υ)
(I.14)
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I.2.2.1 Échelle de longueur énergétique Le

Les plus gros tourbillons ont une échelle de grandeur Le (FIG. I.1) et une vitesse caracté-
ristique v(Le) comparables respectivement à l’échelle de longueur et à l’échelle de vitesse
caractéristiques de l’écoulement. De ce fait, le nombre de Reynolds de ces gros tourbillons
Re(Le) est grand et les effets de la viscosité sont négligeables, avec :

Re(Le) = v(Le)
Le

ν
(I.15)

La vitesse caractéristique v(Le) des gros tourbillons porteurs d’énergie peut être estimée
à partir de l’énergie cinétique turbulente k de la façon suivante [19] :

v(Le) =
√
k (I.16)

En combinant les relations (I.15) et (I.16), on en déduit que le nombre de Reynolds tur-
bulent Ret caractéristique des gros tourbillons porteurs d’énergie est :

Ret =

√
kLe

ν
(I.17)

La production d’énergie étant liée au gradient de vitesse moyenne de l’écoulement, il
est possible de montrer par une étude de l’équation de transport de l’énergie cinétique
turbulente, que c’est l’écoulement moyen qui alimente les gros tourbillons [19].

I.2.2.2 Théorie de la cascade d’énergie

Les gros tourbillons sont instables et transfèrent de l’énergie à des tourbillons de plus pe-
tites tailles, qui eux-mêmes transfèrent à leur tour l’énergie à des tourbillons encore plus
petits, et ainsi de suite. L’énergie cinétique turbulente produite par les grosses structures
de l’écoulement est ainsi transférée par étirement tourbillonnaire sans être dissipée, entre
des structures de taille de plus en plus petite sur une zone nommée “zone inertielle” (FIG.
I.1)[16]. Ce processus se poursuit jusqu’à ce que le nombre de Reynolds soit suffisamment
petit pour que les mouvements des tourbillons soient stables et que la viscosité molécu-
laire ne soit plus négligeable et puisse dissiper l’énergie cinétique sous forme de chaleur.
L’énergie est donc dissipée quand la taille des structures est du même ordre de grandeur
que l’échelle de longueur associée aux tensions visqueuses : on parle d’échelle de longueur
dissipative, ou échelle de Kolmogorov η (FIG. I.1). Cette échelle de dissipation η est d’au-
tant plus petite que le nombre de Reynolds de l’écoulement à grande échelle est élevé.
Cette notion de transfert d’énergie des gros tourbillons vers des tourbillons plus petits
correspond à la cascade d’énergie [62].
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Des études récentes montrent qu’en plus de cette cascade d’énergie “directe” des grosses
structures vers les plus petites, il existerait une cascade “inverse” (FIG. I.1) où l’énergie
des petites échelles remonterait vers les grandes, ce qui correspondrait à l’enroulement
tourbillonnaire [16]. Cette cascade inverse serait cependant deux fois moins importante en
intensité que la cascade directe.

Figure I.1 – Représentation de la cascade d’énergie.

I.2.2.3 Échelle de longueur dissipative de Kolmogorov η

Kolmogorov a ensuite repris l’idée de la cascade d’énergie de Richardson et l’a complétée
[47]. Il a formulé une hypothèse selon laquelle les caractéristiques spécifiques de l’écoule-
ment étudié, liées aux conditions aux limites et contenues dans les gros tourbillons, étaient
perdues lors du passage d’énergie vers les tourbillons de plus petites tailles et que par
conséquent les mouvements des plus petites échelles finissent par être statistiquement si-
milaires d’un écoulement à l’autre et donc en quelque sorte universels. De plus, cette zone
doit être en équilibre dynamique (FIG. I.1), c’est à dire que l’énergie dissipée doit être
égale à l’énergie reçue par transfert lors de la cascade d’énergie. Autrement dit, pour les
écoulements turbulents, les échelles dissipatives de grandeur d’espace η, de temps τ(η)
et de vitesse v(η) ont une forme universelle qui dépend uniquement du taux d’énergie
cinétique de dissipation turbulente ǫ et de la viscosité cinématique ν [62] :

η =

(
ν3

ǫ

) 1
4

(I.18)

v(η) = (ǫν)
1
4 (I.19)
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τ(η) =
(ν
ǫ

) 1
2
=

η

v(η)
(I.20)

En tenant compte de ces valeurs, le nombre de Reynolds dissipatif Re(η) est défini par :

Re(η) =
v(η)η

ν
(I.21)

Ce nombre de Reynolds Re(η) est de l’ordre de l’unité. A partir des échelles dissipatives,
on peut également obtenir l’expression de la dissipation ǫ telle que :

ǫ = ν
v(η)2

η2
(I.22)

I.2.2.4 Relation entre échelles énergétique et dissipative

On peut relier l’échelle de longueur énergétique Le à l’échelle de longueur dissipative η par
l’intermédiaire du nombre de Reynolds turbulent Ret. En effet, on a [19] :

Le

η
= Re

3/4
t (I.23)

I.2.2.5 Relation de Kolmogorov

Il est possible d’obtenir une expression de la dissipation ǫ à partir de la densité d’énergie
turbulente dans l’espace spectral, et on obtient [62] :

ǫ = 2ν

∫ ∞

0
k2E(k)dk (I.24)

où k est le nombre d’onde et E(k) la densité spectrale d’énergie telle que [26][62] :

∫ ∞

0
E(k)dk =

1

2
v′iv
′
i

= k

(I.25)

où k est l’énergie cinétique turbulente [62]. Dans la zone inertielle, il est possible de dé-
montrer que le spectre d’énergie cinétique peut s’écrire sous la forme suivante [19] :

E(k) = c0ǫ
2/3k−5/3 (I.26)

où c0 est la constante de Kolmogorov. Cette expression (I.26) est appelée relation de Kol-
mogorov. Elle montre que dans la zone inertielle le spectre d’énergie suit une décroissance
théorique en k−5/3.
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Toutes les caractéristiques des écoulements turbulents décrites précédemment les rendent
difficiles à modéliser [62] : en effet comme on l’a vu, il existe une large gamme d’échelles
de longueur et de temps, le champ de vitesse est tridimensionnel et dépendant du temps,
les plus grandes structures turbulentes de l’écoulement sont aussi grandes que la dimen-
sion caractéristique de l’écoulement et sont par conséquent affectées directement par la
géométrie considérée... Il est toutefois possible d’effectuer des simulations numériques des
écoulements turbulents grâce à différentes approches.

I.2.3 Les différentes approches pour la modélisation de la turbulence

Une première approche possible pour modéliser les écoulements turbulents consiste à ré-
soudre de façon directe les équations de Navier-Stokes. Cette méthode, appellée DNS
(=Direct Numerical Simulation) (FIG. I.2) [62], est très coûteuse en temps de calcul car
toutes les échelles de temps et d’espace sont résolues. De plus, comme le temps de calcul est
proportionnel à Re3, cette approche est utilisable uniquement pour les écoulements à bas
nombre de Reynolds [62]. La DNS restant limitée pour l’instant à la simulation d’écoule-
ments à faible nombre de Reynolds et pour des configurations géométriques simples, il est
nécessaire d’envisager une autre approche pour simuler les écoulements dans les moteurs
à propergol solide.

Contrairement à la DNS, l’approche RANS (=Reynolds Average Navier Stokes Equa-
tions) permet de s’intéresser à des écoulements à plus grands nombre de Reynolds car
elle consiste à modéliser entièrement la turbulence de l’écoulement (FIG. I.2) à l’aide
d’équations supplémentaires [62]. On ne considère alors que des quantités moyennes et on
applique l’opérateur de moyenne d’ensemble sur les équations instantanées en pratiquant la
décomposition de Reynolds sur les inconnues du problème. Les nouvelles équations ainsi
obtenues sont dites équations moyennées. Les échelles de longueur sont ici considérées
comme étant des moyennes à grandes échelles [16] et ne sont plus liées à des structures
représentatives de phénomènes physiques instationnaires. Ceci permet donc d’utiliser un
maillage plus grossier que pour la DNS.

Une autre approche, appelée LES (=Large Eddy Simulation) consiste à trouver une solu-
tion ’filtrée’ représentant la physique des grandes structures de l’écoulement : les grandes
structures sont donc simulées directement (FIG. I.2)[62]. L’influence des petites structures,
ou échelles de sous-maille, est prise en compte grâce à un modèle. C’est donc une approche
intermédiaire entre la DNS et la LES. Les grandes structures et les échelles de sous-maille
sont séparées au niveau de l’échelle de longueur de coupure Lcoupure (FIG. I.2) située dans
la zone inertielle.
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Figure I.2 – Différentes approches pour la simulation numérique d’écoulements turbu-
lents.

Des méthodes hybrides peuvent être utilisées, comme la DES (=Detached Eddy Simula-
tion). En DES, la couche limite est modélisée grâce à une approche RANS instationnaire.
En dehors de la couche limite, l’approche LES est utilisée [61]. Cette méthode permet de
bien calculer l’instabilité de la couche limite et le développement des structures cohérentes.
De plus elle permet de calculer avec plus de précision les forces instationnaires et l’émission
de son que ne permet une méthode RANS stationnaire ou instationnaire.

I.3 Modélisation numérique de la turbulence

Parmi les approches citées précédemment, deux sont employées dans la thèse : les mo-
délisations de type RANS et LES. On décrit ici plus en détail le principe et le système
d’équations utilisés pour ces deux méthodes.

I.3.1 L’approche RANS

I.3.1.1 Principe de la méthode

La méthode RANS consiste à modéliser la turbulence de l’écoulement en ne considérant
que des quantités moyennes. Les équations de Navier-Stokes explicitées précédemment au





Modélisation numérique de la turbulence Section I.3

paragraphe I.1 sont donc moyennées et la décomposition de Reynolds est appliquée sur les
différentes variables. Cette décomposition consiste à séparer la quantité φ en une moyenne
φ et une fluctuation φ′ [17] :

φ = φ+ φ′ (I.27)

avec φ′ = 0. Cependant, pour des écoulements compressibles, cette décomposition n’est
pas idéale et on adopte plutôt la décomposition de Favre qui consiste à séparer la quantité
φ en une moyenne φ̃ pondérée par la densité ρ et en une fluctuation φ′′ [17] :

φ = φ̃+ φ′′ (I.28)

avec :

φ̃ =
ρφ

ρ

ρφ′′ = ρφ̃′′ = 0

I.3.1.2 Équations de Navier-Stokes moyennées

En appliquant la décomposition de Favre (I.28) et en moyennant les équations de Navier-
Stokes instantanées (I.1)(I.2)(I.3), on obtient les équations moyennées suivantes [36] :





∂ρ

∂t
+
∂(ρṽj)

∂xj
= 0

∂(ρṽi)

∂t
+
∂(ρṽiṽj)

∂xj
+
∂P

∂xi
− ∂σ̃ij
∂xj

= −∂τ̃ij
∂xj

∂(ρẼ)

∂t
+
∂(ρẼ + P )ṽj

∂xj
− ∂(ṽiσ̃ij)

∂xj
− ∂

∂xj

(
κ
∂T̃

∂xj

)
= −∂(ṽiτ̃ij)

∂xj
+
∂Q̃

∂xj

(I.29)

Les équations ci-dessus font apparâıtre les deux termes τ̃ij = ρṽ′′i v
′′
j et Q̃ = −ρCpṽ′′j T

′′.
Pour pouvoir résoudre le système (I.29) on modélise ces deux termes en fonction des

grandeurs de l’écoulement moyen. Le terme τ̃ij = ρṽ′′i v
′′
j est appellé tenseur de Reynolds.

I.3.1.3 Fermeture du problème

Comme on vient de le voir, le moyennage des équations de Navier-Stokes et l’utilisation
de la décomposition de Favre rajoutent des inconnues supplémentaires nous obligeant à
utiliser des modèles pour fermer le problème.

Le terme Q̃ = ρCpṽ′′j T
′′ est classiquement modélisé par une loi de Fourier [36] :

ρCpṽ′′j T
′′ = −κt

∂T̃

∂xi
(I.30)
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avec κt =
µtCp

Prt
, où le nombre de Prandtl turbulent Prt est égal à 0,9.

Pour modéliser le tenseur de Reynolds τ̃ij = ρṽ′′i v
′′
j , on peut classer les modèles dans

deux catégories [31]. Une première catégorie comprend les modèles du premier ordre, ou
modèles à viscosité turbulente, qui consiste à évaluer directement les tensions de Reynolds
en fonction du champ moyenné grâce à une viscosité turbulente. La deuxième catégorie est
composée des modèles du second ordre qui consistent à calculer directement les tensions
de Reynolds, la modélisation ne portant que sur les moments d’ordre supérieur.
Les modèles du premier ordre sont basés sur le concept de viscosité turbulente qui permet
de relier le tenseur de Reynolds des fluctuations de vitesse au champ moyen de vitesse.
L’objectif de ces modèles est alors de définir une relation entre la viscosité turbulente µt
et les autres inconnues du problème pour fermer le système d’équations à résoudre. En
fonction du nombre d’inconnues restant à modéliser, on aura des modèles à 0, 1 ou 2 équa-
tions de transport supplémentaires décrivant l’évolution de ces inconnues : par exemple il
existe le modèle basé sur la longueur de mélange (modèle à 0 équations), le modèle basé
sur l’énergie cinétique turbulente k (modèle à 1 équation), ou les modèles k - ǫ, k - ω, k -
l,... (modèles à 2 équations).
Parmi les modèles du premier ordre, le plus simple correspond à l’hypothèse de Boussi-
nesq qui établit une relation linéaire entre le tenseur de Reynolds et le gradient de vitesse
moyenne [19] :

τ̃ij = µt

(
∂ṽj
∂xi

+
∂ṽi
∂xj

− 2

3
δij
∂ṽk
∂xk

)
− 2

3
δijρk (I.31)

Cette modélisation introduit deux nouvelles variables à calculer, l’énergie cinétique de
turbulence k et la viscosité turbulente µt. Il existe d’autres formulations de fermeture
du premier ordre, linéaires comme non linéaires. On peut par exemple citer les modèles
EARSM (Explicit Algebraic Reynolds Stress Model).

I.3.1.4 Modèle k − l

Il existe plusieurs variantes du modèle de turbulence k − l. On présente ici celui que l’on
utilise pour les simulations.
Le modèle k− l est un modèle du premier ordre à deux équations de transport. Ce modèle
consiste à considérer une équation de transport pour l’énergie cinétique turbulente k =
1/2v′iv

′
i et une équation de transport pour l’échelle turbulente l. Ces équations de transport

de k et de l s’écrivent sous la forme générale [36] :

∂ρk

∂t
+ ṽj

∂ρk

∂xj
=

∂

∂xj

[(
µ
∂k

∂xj
+ΦNS(k)

)]
+ Pk − ρǫ (I.32)

∂ρl

∂t
+ ṽj

∂ρl

∂xj
=

∂

∂xj

[(
µ
∂l

∂xj
+ΦNS(l)

)]
+ Sl (I.33)
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Les flux de diffusion ΦNS(k) et ΦNS(l) se mettent sous la forme ΦNS(a) =
µt
Σa

∂a

∂xj
, avec

Σk = 1 et Σl = 0, 9. Le terme Sl s’écrit de la façon suivante :

Sl =
µ

l∗

[
κ2 − ∂l

∂xj

∂l

∂xj

]
+

µt
Σll∗

[
κ2 − 2

∂l

∂xj

∂l

∂xj

]
(I.34)

avec :

ρǫ = 2
κ2µ

(l∗)2
κ+ C3/4

µ fǫρ
κ3/2

l∗

Pk = max

[
min

(
−ρṽ′′i v′′j

∂vi
∂xj

; 5ρǫ

)
; 0

]

l∗ = max
[
l, Cmin

l

]

fǫ = th

(
Rt

Rǫ

)

fµ = th

(
Rt

Rν

)

Rt =
µ0t
µ

µt = min

[
fµµ

0
t ;

Cµfµρk

α
√

2Cµ

√
DijDij

]

Rν = 21, 3

Rǫ = 16, 8

Dij =
σij
2µ

µ0t = C1/4
µ ρ

√
kl

Cmin
l = 0, 02

Cµ = 0, 09

κ = 0, 41

(I.35)

I.3.1.5 Lois de paroi

Dans le cas où les mailles sont grossières en paroi, la couche limite est mal résolue par le
calcul, ce qui conduit à des valeurs erronées du frottement et du coefficient d’échange (et
donc du flux de chaleur) à la paroi [36]. Pour éviter ce problème, on définit le frottement
σparoi et le flux de chaleur Qparoi à la paroi comme :

σparoi =

(
µ
∂vx
∂y

)

paroi

= (1 + α1)µ
vx − vparoi

δ
(I.36)
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Qparoi =

(
λparoi

∂vx
∂y

)

paroi

= (1 + α2)λparoi
TLP − Tparoi

δ
(I.37)

où λparoi est la conductivité thermique et δ la distance entre la paroi et le centre de la
première maille. Dans le cas d’une paroi immobile, on a vparoi = 0 m/s. Le but des lois de
paroi est de calculer α1, α2 et TLP . Il existe différentes lois de paroi. Dans cette thèse, la
seule qui sera éventuellement utilisée est dite de ’Couette turbulent’. Il s’agit d’une loi basée

sur le nombre de Reynolds convectif dans la première cellule Reconv =
ρ||vx − vparoi||δ

µ
.

On a :

α1 =
fc

1 + fc

(
Reconv
223.5

)0.825

α2 = α1

fc =
Reconv
40

+

(
Reconv
60

)2

TLP = Tx +
1

2
Pr

ρ||vx − vparoi||2
Cp

(I.38)

I.3.2 La méthode LES

I.3.2.1 Principe de la méthode

La méthode LES consiste à calculer directement les grandes structures de l’écoulement
alors que les petites échelles sont modélisées. La séparation des grandes structures et des
échelles de sous-maille est obtenue dans l’espace physique grâce à une opération de filtrage.
Avant de présenter le principe de l’opération de filtrage, on aborde d’abord la méthode
MILES qui se base sur le même principe de séparation des grandes et des petites échelles
que la LES mais sans considérer de filtrage de façon explicite.

I.3.2.2 Approche MILES

La méthode MILES (=Monotone Integrated Large Eddy Simulation) consiste à considérer
une méthode numérique appropriée pour résoudre les équations de Navier-Stokes sans
entreprendre de filtrage et de modélisation des échelles sous-maille [62]. De cette façon, les
opérations de filtrage et de modélisation des termes sous-maille de la LES sont directement
liées à la dissipation introduite par la méthode numérique. Cette méthode dépend donc
uniquement du maillage et de la méthode numérique.
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I.3.2.3 Filtrage

L’opération de filtrage en LES consiste à décomposer une grandeur ψ en une partie calculée
[ψ] et une partie sous-maille ψ̀ :

ψ = [ψ] + ψ̀ (I.39)

La partie calculée [ψ] peut s’exprimer en fonction de ψ et d’une fonction filtre F par
l’intermédiaire d’un produit de convolution sur le domaine spatial Ω [16] :

[ψ] =

∫

Ω
F (x− ξ)ψ(ξ) dξ ∀x ∈ Ω (I.40)

Le filtre F est associé à une échelle de coupure ∆ qui caractérise la taille minimale des
strutures calculées. Il doit être choisi de telle sorte que l’opérateur de filtrage vérifie les
propriétés de linéarité et de commutativité par rapport aux opérateurs de dérivation. Cet
opérateur n’est pas un opérateur de Reynolds donc, contrairement à l’approche RANS, il
n’y a pas de perte d’information liée à l’opération de filtrage. En pratique, le filtre n’est
en général pas utilisé explicitement dans la simulation et est implicitement lié au maillage.
Pour un maillage de taille ∆i dans la direction i, le nombre d’onde de coupure est donné par
kc = π/(∆x∆y∆z)

1/3. Les fluctuations à grande échelle (échelle résolue) ψ̌ et les échelles

de sous-maille (échelles modélisées) ψ̀ peuvent être définies dans l’espace spectral de la
façon suivante [22] :

ψ̌ =

∫

|k|≤kc

ψ̂′(k)exp(jkψ)dk (I.41)

ψ̀ =

∫

|k|≥kc

ψ̂′(k)exp(jkψ)dk (I.42)

où ψ̂′(k) désigne la transformée de Fourier de la fluctuation ψ′(x).

La fluctuation à grande échelle ψ̌ peut être exprimée en fonction de la moyenne d’en-
semble au sens statistique de Reynolds ψ par ψ̌ = [ψ] − ψ. La fluctuation turbulente au
sens statistique ψ′ contient la fluctuation à grande échelle et la fluctuation de sous-maille
ψ′ = ψ̌ + ψ̀.

Pour les écoulements compressibles, le filtrage (I.39) précédent s’avère mal adapté. On
utilise alors le filtrage de Favre. Il consiste en un changement de variable où la moyenne
est pondérée par la masse volumique et on a alors :

ψ = 〈ψ〉+ ψ́

=
[ρψ]

[ρ]
+ ψ́

(I.43)
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I.3.2.4 Équations de Navier-Stokes filtrées

Lorsqu’on applique le filtrage de Favre aux équations de Navier-Stokes (I.1), (I.2) et (I.3)
on obtient les expressions suivantes [16][58] :





∂[ρ]

∂t
+
∂([ρ]〈vj〉)
∂xj

= 0

∂([ρ]〈vi〉)
∂t

+
∂([ρ]〈vi〉〈vj〉)

∂xj
+
∂[P ]

∂xi
− ∂〈σij〉

∂xj
= −

∂τ sgsij

∂xj
∂([ρ]〈E〉)

∂t
+
∂([ρ]〈E〉+ [P ])〈vj〉

∂xj
− ∂(〈vi〉〈σij〉)

∂xj
− ∂

∂xj

(
[κ]
∂〈T 〉
∂xj

)
= −

∂〈vi〉τ sgsij

∂xj
+
∂Qsgs

j

∂xj
(I.44)

On constate que pour résoudre ces équations, il faut des modèles de fermeture qui per-
mettent de modéliser les échelles sous-maille τ sgsij et Qsgs

i .

I.3.2.5 Modélisation des échelles sous-maille

Modélisation du flux de chaleur sous-maille
Le flux de chaleur sous-maille Qsgs peut être modélisé par une loi de Fourier [16] :

Qsgs
i = −κsgs

∂〈T 〉
∂xi

(I.45)

avec κsgs = µsgsCp/Prt, où le nombre de Prandtl turbulent Prt est égal à 0,9.

Modèle de Smagorinsky
Le tenseur des contraintes de sous-maille τ sgsij est modélisé en utilisant l’hypothèse de
Boussinesq qui permet de relier le tenseur de sous-maille à celui des taux de déformation
par l’intermédiaire d’une viscosité turbulente de sous-maille µsgs [16] :

τ sgsij = µsgs

(
∂〈vi〉
∂xj

+
∂〈vj〉
∂xi

− 2

3

∂〈vk〉
∂xk

δij

)
(I.46)

La viscosité turbulente de sous-maille µsgs est évaluée par le produit d’une longueur ca-
ractéristique ∆ et d’une vitesse turbulente caractéristique ∆|〈S〉| :

µsgs = [CS∆]2ρ|〈S〉| (I.47)

avec |〈S〉| =
√
2〈Sij〉〈Sij〉 et CS une constante. La valeur de cette constante diffère selon

le type d’écoulement étudié et est en général comprise entre 0, 1 et 0, 2. La longueur
caractéristique ∆ peut être la taille de maille. Pour un maillage non-structuré, on peut
considérer le diamètre hydraulique de maille :

∆ = 6
volume de la cellule∑

aires des faces
(I.48)
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Ce modèle de Smagorinsky est le modèle de tenseur de sous-maille de base même si il
est très dissipatif pour certains types d’écoulements, notamment pour des écoulements en
transition du laminaire au turbulent.

I.4 Présentation générale du code de calcul CEDRE

On introduit maintenant le code volumes finis CEDRE de l’ONERA avec lequel les simu-
lations numériques de type RANS et LES sont effectuées. On commence par expliciter la
formulation volumes finis des équations telle qu’elle est envisagée dans CEDRE, puis on
expose les principales propriétés de la discrétisation spatiale et de l’intégration temporelle
du code.

I.4.1 Formulation mathématique du problème

I.4.1.1 Équations bilan à l’intérieur du domaine

On considère un domaine Ω de l’espace, limité par une surface ∂Ω de normale extérieure −→n .
Dans ce volume Ω, le mouvement fluide que l’on cherche à simuler numériquement peut
être modélisé par les équations de Navier-Stokes (I.1)(I.2)(I.3), associées à la loi d’état
et aux relations complémentaires énoncées au paragraphe I.1. On introduit les variables
primitives u et conservatives q suivantes :

u =




P

T

vi


 et q =




ρ

ρvi

ρE


 (I.49)

Les changements de variables permettant de passer de u à q et inversement sont bi-
univoques [16]. Par conséquent, on peut utiliser indifféremment l’un ou l’autre jeu de
variables. En prenant en compte (I.49), le système d’équations (I.1)(I.2)(I.3) peut être
réécrit sous une forme compacte :

∂q

∂t
+
∂F(uj)

∂xj
= 0 (I.50)

où F est appelé le vecteur des flux et peut être décomposé en flux hyperbolique, ou flux
d’Euler f et en flux visqueux ϕ :

F(u) = f(u) + ϕ(u,∇u) (I.51)
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avec :

f(u) =




ρvj

ρvivj + P

(ρE + P )vj


 et ϕ(u,∇u) =




0

−σij
−σijvi +Qj


 (I.52)

La méthode numérique consiste à résoudre (I.50) sur le volume Ω, c’est-à-dire :

∂

∂t

∫

Ω
qdΩ+

∫

∂Ω
F−→n dS = 0 (I.53)

Cette expression (I.53) est appelée formulation faible. La résolution numérique du problème
consiste à trouver q(x, t) de la formulation faible (I.53) en tout point de Ω, en prenant en
compte des conditions aux limites et une condition initiale :

q(x, 0) = qini(x), x ∈ Ω (I.54)

La solution de la formulation faible (I.53) n’est en général pas unique. La solution physique
est alors celle qui vérifie une condition supplémentaire, appelée condition d’entropie.
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Formulation pour la LES
Au cours de la thèse, on effectue des simulations de type LES. Or, on a vu précédemment au
paragraphe I.3.2 que les équations à considérer pour la LES correspondent aux équations
de Navier-Stokes (I.1)(I.2)(I.3) auxquelles on applique un filtre de Favre. On obtient alors
le système (I.44). Même si le système (I.44) est différent de celui formé par les équations
(I.1)(I.2)(I.3), il peut néanmoins être réécrit sous une forme compacte similaire à (I.50).
En effet, ces équations (I.44) s’expriment sous la forme suivante :

∂q̃

∂t
+
∂F(ũj)

∂xj
= 0 (I.55)

où ũ et q̃ sont les grandeurs filtrées primitives et conservatives respectivement, telles que :

ũ =




P̃

T̃

ṽi


 et q̃ =




ρ

ρṽi

ρẼ


 (I.56)

Le terme F(ũ) est décomposé en flux hyperboliques f et en flux visqueux ϕ :

F(ũ) = f(ũ) + ϕ(ũ,∇ũ) (I.57)

avec :

f(ũ) =




ρṽj

ρṽiṽj + P

(ρẼ + P )ṽj


 et ϕ(ũ,∇ũ) =




0

−(σ̃ij + τ sgsij )

−(σ̃ij + τ sgsij )ṽi − κ ∂T̃
∂xj

+Qsgs
j


 (I.58)

La formulation faible (I.53) établie précédemment reste donc valable dans le cas de la
LES, mais avec des coefficients différents et appliqués aux grandeurs moyennées au sens
de Favre. On a détaillé ici la démarche pour la méthode LES, mais il en va de même pour
une méthode RANS. Il est en effet également possible d’écrire les équations obtenues pour
une approche de type RANS sous la forme (I.53).
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I.4.1.2 Modèle aux limites

Dans le code CEDRE, les conditions aux limites qui complètent la formulation faible (I.53)
sont des équations différentielles de la forme :

Tα
∂q

∂t
= Lα (I.59)

où Tα est un temps de relaxation. Dans le cas où Tα est nul, (I.59) devient un système
de contraintes algébriques Lα = 0 qui correspond à la représentation habituelle des condi-
tions aux limites. En revanche, si Tα n’est pas nul, la relation (I.59) est une équation de
relaxation de ces contraintes algébriques. Cette formulation (I.59) a l’avantage d’imposer
des conditions moins raides que des contraintes algébriques. Elle permet également d’en-
visager des modèles instationnaires de conditions aux limites. Enfin, elle permet d’avoir
une représentation identique des équations bilan et des conditions aux limites. Ainsi, il est
possible d’inclure la prise en compte des conditions aux limites lors de la mise en oeuvre
des discrétisations spatiale et temporelle des équations bilan. On appelle alors U et Q l’en-
semble des variables respectivement primitives et conservatives auxquelles on ajoute les
conditions aux limites. Le second membre Lα de l’expression (I.59) dépend du type α de
la condition limite envisagée. Les Lα sont des fonctions qui peuvent s’exprimer en fonction
des variables primitives u (fonctions Lu

α) ou des variables conservatives q (fonctions Lq
α) :

Lα = Lu
α (u, uI , PCL(t)) = Lq

α (q, qI , PCL(t)) (I.60)

où u et q représentent l’état local à la limite, uI et qI l’état interne correspondant, c’est-
à-dire la limite de l’état interne à la frontière :

uI = lim
x→∂Ω

u(x) et qI = lim
x→∂Ω

q(x) (I.61)

Les différentes fonctions PCL(t) regroupent les paramètres de conditions limites corres-
pondant au type de condition utilisée.

Le modèle aux limites (I.59) du code CEDRE combine à la fois un état imposé sur la
limite et un état interne au domaine. Cet état est relaxé avec un temps Tα, ce qui donne
au modèle une certaine souplesse qui permet de se rapprocher de la souplesse naturelle des
conditions limites physiques.
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I.4.2 Discrétisation spatiale

Le code CEDRE utilise une approche volume finis qui consiste à diviser le domaine Ω en
cellules i de volume Vi, puis à effectuer les bilans des différentes grandeurs de l’écoulement
sur chacune de ces cellules. Ainsi, pour une cellule i on a :

Vi
dqi
dt

= −
∑

j

Fij (I.62)

Dans le cas de l’approche volume finis ’cell-centered’, comme c’est le cas pour le code
CEDRE, les cellules i cöıncident avec les cellules du maillage. Dans la formule (I.62) , les

qi =
1

Vi

∫

Vi

q dV sont donc les quantités conservatives moyennes de la cellule.

La discrétisation d’espace se divise en deux étapes distinctes :
– L’interpolation liée au maillage non-structuré. Cette étape est indépendante des mo-
dèles physiques et consiste à évaluer les quantités en diverses localités du maillage.

– Le calcul des flux numériques Fij correspond à l’écriture des équations bilan discrètes
par l’application de formules dont les arguments ont été préalablement calculés lors de
l’étape d’interpolation.

I.4.2.1 Interpolation

La phase d’interpolation est liée au maillage non-structuré qui est constitué de polyèdres
quelconques. Une cellule peut donc posséder un nombre quelconque de faces. Cependant,
une face est toujours en contact avec deux cellules. C’est donc naturellement que la face est
choisie comme entité géométrique de base [16]. Ainsi, pour pouvoir calculer le flux (I.57),
il nous faut dans un premier temps déterminer l’évolution de l’état u(i, j) et du gradient
∇u(i, j) sur l’interface A(i, j) séparant deux cellules voisines i et j. Pour y parvenir, on se
base sur les valeurs de l’état u(i) et du gradient ∇u(i) à l’intérieur de chacune des cellules
i et j. Dans ce paragraphe, on commence par poser les paramètres géométriques décrivant
le maillage non-structuré, avant d’exposer les méthodes employées pour déterminer les
valeurs des états et des gradients à l’intérieur des cellules, puis sur l’interface.

Paramètres géométriques décrivant le maillage non-structuré
Le volume de contrôle est obtenu en joignant les centres de gravité des cellules ayant une
face en commun. On considère deux cellules i et j (Figure I.3), avec Gi et Gj les centres de
gravité des cellules i et j, K le centre de la face commune à i et j d’aire Aij et de normale
extérieure −→n ij , et H le point de courbure de la face construit à partir de la projection
de K sur la droite passant par les centres de gravité Gi et Gj . Les vecteurs unitaires

orthogonaux −→a et
−→
b sont également représentés. Ils sont respectivement colinéaires aux

vecteurs
−−−→
GiGj et

−−→
HK.
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Figure I.3 – Notations pour un système élémentaire composé de deux cellules i et j.

Calcul des variables internes à la cellule

État u(i) dans la cellule
Les seules quantités connues avant interpolation sont u(i) et u(j), définies comme étant
les valeurs moyennes dans les cellules i et j et assimilées en pratique aux valeurs prises
aux centres de gravité de ces cellules :

u(i) =
1

Vi

∫

Vi

udV (I.63)

avec Vi le volume de la cellule i.
L’état u(r) en un point quelconque de la cellule de coordonnées r est donné par une repré-
sentation linéaire par cellule [53]. Ainsi, en prenant comme origine un point quelconque
M de la cellule, on a :

u(r) = u(rM ) +∇u(rM ) (r− rM ) (I.64)

Si on intègre (I.64) sur la cellule, on fait apparâıtre la moyenne sur le volume [[u]] et la
position du centre de gravité G de la cellule :

[[u]] = u(rM ) +∇uM (rG − rM ) (I.65)

Si rG = rM , alors (I.65) donne [[u]] = u(rM ) et on en déduit que la moyenne de maille
s’identifie au second ordre près à la valeur au centre de gravité de la cellule, définie par
(I.63). En conclusion, sur chaque cellule, on adopte la représentation linaire suivante :

u(r) = u(rG) +∇u(rG) (r− rG) (I.66)
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Cette représentation (I.66) est utilisée pour obtenir des évaluations d’ordre 2 des grandeurs
à l’interface. Dans le cas où une évaluation d’ordre 1 est suffisante, on peut alors adopter
une autre représentation, par l’intermédiaire de la moyenne barycentrique au point de
courbure H :

u(rH) =
HGj

GiGj
u(i) +

HGi

GiGj
u(j) (I.67)

Gradient ∇u(i) dans la cellule
Les gradients ∇u(i) sont calculés à partir des u(i) soit par une méthode basée sur la for-
mule de Green, soit par la méthode des moindres carrés.

Méthode de Green

La méthode de Green pour l’évaluation du gradient dans la cellule est basée sur la formule
de Green qui traduit l’égalité entre l’intégrale du gradient de l’état u sur la cellule de
volume V et son intégrale le long de la surface ∂V de la cellule :

∫

V
∇udV =

∫

∂V
u(r)−→n dA (I.68)

En supposant que u est continue, et en décomposant le second membre de (I.68) suivant
les différentes faces f = 1,..., fmax de la cellule, on peut alors écrire :

Vi [[∇u]] =
fmax∑

f=1

∫

Aif

u(r)−→n dA (I.69)

Dans l’expression (I.69), l’état u(r) peut être interpolé par la représentation linéaire (I.66)
appliquée sur chaque face Aif au centre K de la face. Ainsi, en combinant les relations
(I.66) et (I.69) appliquées au point K, on obtient :

Vi [[∇u]] =
fmax∑

f=1

∫

Aif

[u(rK) +∇u(rK).(r− rK)]−→n dA (I.70)

Une seconde interpolation est réalisée pour se placer au point de courbure H. Pour cela,
on se réfère aux paramètres géométriques décrivant le maillage et représentés sur la figure
(I.3). On voit qu’il est possible d’évaluer u(rK) par l’expression suivante :

u(rK) = u(rH) +
−−→
HK∇u(rK).

−→
b (I.71)

où u(rH) est calculé par la moyenne barycentrique (I.67). En prenant cette dernière relation
(I.71) en compte, on en déduit que l’expression (I.70) devient :

Vi [∇u]] =
fmax∑

f=1

∫

Aif

[u(rH) +
−−→
HK∇u(rK).

−→
b +∇u(rK).(r− rK)]−→n dA (I.72)
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Sachant que les deux premiers termes de l’intégrale ne dépendent pas de la variable d’in-
tégration, on peut alors écrire (I.72) de la façon suivante :

Vi [[∇u]] =
fmax∑

f=1

u(rH)Aif
−→n +

fmax∑

f=1

−−→
HK∇u(rK).

−→
bAif

−→n +

fmax∑

f=1

∫

Aif

[∇u(rK).(r− rK)]−→n dA

(I.73)
Le gradient ∇u(rK) au point K est approximé par le gradient au centre de la cellule, lui
même assimilé au gradient moyen de la cellule [[∇u]], ce qui donne au final :

Vi [[∇u]] =
fmax∑

f=1

u(rH)Aif
−→n +

fmax∑

f=1

−−→
HK[[∇u]].−→bAif

−→n +

fmax∑

f=1

∫

Aif

[[∇u]].(r− rK)−→n dA (I.74)

Méthode des moindres carrés

Une autre possibilité pour l’estimation du gradient dans la cellule est la méthode des
moindres carrés. Cette méthode implique de prendre en compte une cellule C du domaine,
mais également l’ensemble des cellules ayant une face commune avec C, appelées cellules de
premier voisinage. Considérons que la cellule C, de centre de gravité G, possède un nombre
P de cellules de premier voisinage, indicées par p = 1,..., P. Notons rp les coordonnées des
centres de gravités des cellules de premier voisinage, et up les valeurs de l’état u dans ces
cellules. La représentation linéaire de l’état u dans la cellule C est donnée par la relation
(I.66). La méthode des moindres carrés consiste à déterminer ∇u(rG) de (I.66) de telle
sorte que la somme E définie ci-dessous soit minimale :

E =
P∑

p=1

[u(rp)− up]
2 (I.75)

On a pris ici comme valeurs de référence les états moyens calculés au centre de gravité des
cellules. Il est cependant possible d’utiliser d’autres valeurs de référence, ce qui permet
d’aboutir à différentes variantes de la méthode proposée ci-dessus, qui est appelée par
la suite méthode des moindres carrés “aux centres de gravité” [53]. Parmi les variantes
disponibles dans CEDRE, on peut citer les moindres carrés “sur Gp” où la référence est
n’importe quel point situé sur chaque segment [GGp]. Il existe également les moindres
carrés “aux points de courbure H” ou encore les moindres carrés “isotrope”. Pour cette
dernière, les références sont les points positionnés sur les demi-droites [GGp) équidistants
de G, situés sur un cercle de rayon quelconque et de centre G.

Les méthodes de Green et des moindres carrés permettent toutes deux de déterminer la
valeur du gradient dans la cellule. L’utilisation de la méthode des moindres carrés présente
un léger avantage par rapport à la méthode de Green en terme de stockage de données et
donc de lourdeur de calcul. Ceci dit, la méthode des moindres carrés peut être instable
dans certains cas, comme par exemple sur des maillages composés de tétraèdres [16]. De
ce fait, aucune des deux méthodes n’est idéale, ce qui explique leur coexistence dans le
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code CEDRE.

Interpolation à l’interface
Les grandeurs à l’interface sont calculées au centreK de la face commune aux cellules i et j.

État u(rKij
) sur l’interface

Pour l’évaluation de l’état u(rKij
) à l’interface, deux types de moyenne sont disponibles :

– À l’ordre 2, la moyenne arithmétique de u(rKi
) et u(rKj

) donnée par l’expression (I.76)
est utilisée pour l’évaluation des grandeurs pour le calcul des flux dissipatifs. Dans ce
cas là, les grandeurs u(rKi

) et u(rKj
) ne doivent pas être limitées :

u(rKij
) =

u(rKi
) + u(rKj

)

2
(I.76)

– Pour le calcul des flux hyperboliques, lors de l’évaluation de l’état intermédiaire des
schémas de type Roe, comme le schéma ODF par exemple, on utilise une moyenne
décentrée.

Gradient ∇u(rKij
) sur l’interface

Pour le calcul des flux visqueux, le gradient d’interface ∇u(rKij
) est évalué de la façon

suivante [53] :

∇u(rKij
) = ∇u(rH) + θ

(
u(i)− u(j)

GiGj
−∇u(rH) . −→a

)
ν (I.77)

où θ et ν sont des variables locales qui varient selon l’interface considérée, ce qui permet
de construire des schémas adaptatifs aux irrégularités locales [16]. Le gradient ∇u(rH) au
point H dans l’expression (I.77) est calculé en effectuant une moyenne barycentrique des
gradients à l’intérieur des cellules i et j :

∇u(rH) =
HGj

GiGj
∇u(i) + HGi

GiGj
∇u(j) (I.78)

Des études analytiques et numériques effectuées par N. Leterrier [53] ont permis d’observer
l’influence des paramètres θ et ν sur les résultats et d’ainsi sélectionner le schéma le plus
approprié suivant :

∇u(rKij
) = ∇u(rH) +

1

(a . n)2

(
u(i)− u(j)

GiGj
−∇u(rH) . −→a

)
−→a (I.79)
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I.4.2.2 Calcul du flux numérique sur l’interface Aij

Pour traiter le flux numérique, on commence par le diviser en flux dissipatifs ϕ et en flux
hyperboliques f . L’expression (I.62) s’écrit alors sour la forme suivante [16] :

Vi
dqi
dt

=
∑

j

[
(f . A−→n )i←j + (ϕ . A−→n )i←j

]
(I.80)

Selon leur nature, les flux sont discrétisés à l’aide de schémas différents :

– Les flux dissipatifs avec un schéma centré.
– Les flux hyperboliques avec un schéma décentré associé à une méthode de montée en
ordre de type MUSCL (Monotonic Upstream Schemes for Conservative laws).

Flux hyperboliques
Les flux hyperboliques (f . A−→n )i←j sont traités avec une méthode de type MUSCL dans
CEDRE. Afin d’expliciter le principe de cette méthode, revenons à un cas simple monodi-
mensionnel constitué de deux cellules i et j délimitées par une interface Aij séparant deux
états uG et uD (figure I.4) :

Figure I.4 – Schéma de deux celulles i et j pour la résolution du problème de Riemann.

Le problème s’écrit alors sous la forme du problème de Riemann suivant :





∂u

∂t
+
∂f(u)

∂x
= 0, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) =





uG si x < 0

uD si x > 0

(I.81)
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On note J la matrice jacobienne du flux physique telle que :

J =
∂f

∂u
(I.82)

Il est possible de résoudre de façon exacte le problème de Riemann (I.81) grâce au schéma
de Godunov pour lequel on pose :

uG = u(i)

uD = u(j)
(I.83)

Il existe alors une infinité de solutions qui ne dépendent que de (x/t) et qui sont constituées

de 3 ondes associées aux valeurs propres de la matrice jacobienne J =
∂f

∂u
. L’une de ces

solutions est ensuite selectionnée à l’aide par exemple d’un critère d’entropie. Mais c’est
une procédure très coûteuse et même si le problème de Riemann est résolu exactement,
ce n’est qu’une approximation d’ordre 1 en espace. D’où l’utilisation de schémas appelés
“schémas de Riemann approchés”, pour lesquels on a :

∂u

∂t
+ J̃

∂u

∂x
= 0 (I.84)

Les schémas de Riemann approchés permettent d’éviter la lourde résolution du problème
de Riemann en se concentrant sur l’étude des propriétés spectrales de la matrice jacobienne
approchée J̃ . Cependant, la matrice J̃ doit vérifier trois conditions :

– rester conservative à travers les discontinuités : f(uG)− f(uD) = J̃(uG − uD),
– être hyperbolique,
– être consistante avec J : J̃(uG, uD) = u.

Il existe plusieurs types de schémas de Riemann approchés et dans la suite de la thèse,
on s’intéresse exclusivement aux schémas ’Flux Difference Splitting’ (FDS), dont le plus
connu est le schéma de Roe suivant :

fRoe =
fG + fD

2
+
∣∣J | fG − fD

2
(I.85)

où fG = f(u(rG)).
−→n et fD = f(u(rD)).

−→n correspondent aux flux d’Euler respectivement à
gauche et à droite de l’interface, projetés sur la normale −→n [84]. Le schéma ODF est une
variante du schéma de Roe pour lequel on a [16] :

fODF =
fG + fD

2
+ sgn (J)

fG − fD
2

(I.86)

Pour accéder à des ordres plus élevés, on peut extrapoler les flux soit en développant le
flux lui même, soit en développant les variables d’état u(rG) et u(rD) qui permettent de
calculer les flux. Cette dernière solution correspond à l’approche MUSCL. Ainsi, à l’ordre
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1, u(rG) et u(rD) sont constantes dans la cellule, alors qu’avec l’approche MUSCL, u(rG)
et u(rD) sont interpolées linéairement dans la celulle, ce qui permet d’atteindre l’ordre
2. Cependant, cette procédure implique que les schémas ne sont alors plus TVD (Total
Variation Diminishing)[42], ce qui peut entrainer l’obtention de solutions non-physiques.
On rappelle ci-dessous la définition d’un schéma TVD :

Définition
Un schéma est TVD (Total Variation Diminishing) si :

TV (un+1) ≤ TV (un), ∀n ∈ N (I.87)

où la grandeur TV est définie par :

TV (un) =
+∞∑

−∞

|un(i+ 1)− un(i)| (I.88)

Pour que les schémas restent TVD, on utilise alors des fonctions non-linéaires Ψ qui limitent
les pentes des interpolations, assurant ainsi la monotonie entre les valeurs moyennes et les
valeurs interpolées et permettant de limiter les oscillations (figure I.5).

Figure I.5 – Schéma de l’interpolation linéaire à l’interface entre deux celulles i et j pour
la montée à l’ordre 2.
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Au centre K de l’interface commune aux cellules i et j, les grandeurs limitées s’expriment
par [16] :

uKi,lim = uKi + χKi.(uB − uKi)

uKj,lim = uKj + χKj .(uB − uKj)
(I.89)

avec :

uKi = ui +∇ui.(rK − ri)

uKj = uj +∇uj .(rK − rj)
(I.90)

et où uB est une moyenne barycentrique définie par :

uB = αiui + αjuj (I.91)

Si on prend par exemple B = H, alors αi = HGj/GiGj et αj = HGi/GiGj [53]. Les
coefficients de limitations χ s’expriment en fonction des trois valeurs d’interface uKi, uKj

et uB et des valeurs dans les deux cellules voisines :

χKi = Ψ(uB − uKi , uKi − ui)

χKj = Ψ(uB − uKj , uKj − uj)
(I.92)

La fonction Ψ dépend du limiteur utilisé. Dans le code CEDRE, trois différents limiteurs
sont disponibles :

ΨMinmod(U, V ) = min

(
2C − 1,

|U + V |
|U | − 1

)

ΨSuperbee(U, V ) = min

[
max

(
2C − 1, 3− |U + V |

|U |

)
,
|U + V |

|U | − 1

]

ΨV anLeer(U, V ) =
C|U + V | − (1− C)|U − V |
C|U + V |+ (1− C)|U − V |

(I.93)

La valeur standard de la constante C, appelée paramètre de décentrement, est égale à 0,5.
On note que dans le cas où C = 0, les limiteurs Minmod et Superbee donnent des résultats
identiques.

Flux dissipatifs
Les flux dissipatifs (ϕ . A−→n )i←j peuvent être directement estimés à partir des valeurs
calculées à l’interface. Une autre possibilité consiste à écrire les flux à droite et à gauche
de l’interface, puis à calculer un flux centré à l’interface.

I.4.2.3 Conclusion sur la discrétisation d’espace

La formulation mathématique du problème correspond à un système continu d’équations
aux dérivées partielles (EDP) constitué par les équations bilan, les conditions initiales et
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aux limites [16]. L’étape de discrétisation spatiale permet de passer de ce système d’EDP
à un système d’équations différentielles ordinaires (EDO) en chaque point du maillage. De
ce fait, le problème à résoudre s’exprime sous la forme suivante :

MQ̇ = F (I.94)

où M est une matrice diagonale. L’intégration temporelle consiste alors à transformer ce
système d’EDO en une suite récurrente de la forme :

Qn+1 = G(Qn) (I.95)

C’est cette étape d’intégration temporelle que l’on décrit au paragraphe suivant.

I.4.3 Intégration temporelle

L’intégration temporelle a pour objectif de résoudre le système d’EDO (I.94) en remplaçant
la solution exacte continue Q(t) par une suite Q0, Q1, ..., Qn, Qn+1 , ... de valeurs discrètes
aux instants t = 0, t1, ..., tn, tn+1 = tn + ∆t, ... Entre les deux instants tn et tn+1,
l’intégration temporelle consiste alors à évaluer l’expression [16] :

M δQ =
1

∆t

∫ tn+1

tn
F(U)dt (I.96)

avec ∆t = tn+1 − tn et :

δQ =
Qn+1 −Qn

∆t
(I.97)

Deux types de méthodes d’intégration temporelle sont disponibles dans CEDRE : les
approches implicites et explicites.

I.4.3.1 Méthodes explicites

Les méthodes explicites consistent à calculer l’état au temps tn+1 à partir de la connais-
sance de l’état au temps tn uniquement. La stabilité d’une telle méthode n’est assurée que
si la condition CFL (Courant Friedrichs Lewy) suivante est vérifiée [16] :

CFL = ∆t
|v|+ a

∆x
< CFLmax (I.98)

avec v la vitesse locale convective, a la vitesse du son, ∆x la taille de maille et CFLmax

la valeur maximale de CFL. Ainsi, la valeur du pas de temps d’une méthode explicite est
limitée par la valeur du CFL et on a, d’après (I.98) :

∆t < CFLmax
∆x

|v|+ a
(I.99)
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La plus simple des méthodes d’intégration temporelle explicite est le schéma d’Euler qui
s’apparente à une méthode des rectangles à gauche en temps :

M δQ = F(Un)

Qn+1 = Qn +∆t δQ

Un+1 = U(Qn+1)

(I.100)

En pratique, cette méthode est rarement utilisée. En effet, elle est peu précise en temps,
car seulement d’ordre 1, et surtout elle a un domaine de stabilité extrêmement réduit. Il
est possible d’améliorer la stabilité et la précision du schéma d’Euler en y incorporant une
deuxième étape d’évaluation des états entre tn et tn+1. On obtient alors la méthode de
Runge-Kutta à 2 étapes suivante :





M δQ1 = F(Un)

M δQ = θF(U1) + (1− θ)F(Un)
(I.101)

avec : 



Q1 = Qn +∆t δQ1

Qn+1 = Q1 +∆t δQ
(I.102)

Pour θ = 0, 5, la méthode (I.101) est d’ordre 2 en temps et stable pour un pas de temps
tel que CFLmax < 0, 5 [16].

I.4.3.2 Méthodes implicites à un pas

L’utilisation d’une méthode implicite présente l’avantage de pouvoir s’affranchir en théorie
de la condition CFL. Cependant, ceci n’est possible qu’au prix d’une mise en oeuvre
complexe [16]. Les schémas implicites dans le code CEDRE sont de la forme du θ-schéma
suivant :

M δQ = θF(Un+1) + (1− θ)F(Un) (I.103)

Selon la valeur de θ, on obtient différents schémas. Pour θ = 0, on retrouve la méthode
d’Euler explicite. Si θ = 0, 5, on a alors la méthode de Crank-Nicholson, et si θ = 1,
on obtient la méthode d’Euler implicite. La mise en oeuvre de ces méthodes implicites
s’effectue en trois étapes successives [16] :

1. Linéarisation du second membre
La première de ces étapes consiste à linéariser le second membre de l’expression
(I.103). Pour cela, on commence par développer au premier ordre F(Un+1) autour
de l’état Un :

F(Un+1) = F(Un) +
∂F

∂Q

∣∣∣∣
n

(Qn+1 −Qn) +O [∆Q(t)]2 (I.104)
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On définie la matrice jacobienne J des seconds membres par rapport aux états, telle
que :

J =
∂F

∂Q
(I.105)

En appliquant (I.104) dans l’expression (I.103), on arrive au θ-schéma linéarisé sui-
vant :

(M − θ ∆t Jn)δQ = F(Un) (I.106)

2. Approximation du jacobien
L’utilisation de la définition exacte du jacobien (I.105) n’est pas aisée en pratique,
notamment en raison de l’importante place mémoire nécessaire. On utilise alors un
jacobien approché Ĵ . Le système linéaire (I.106) devient alors :

(M − θ ∆t Ĵn)δQ = F(Un) (I.107)

3. Résolution itérative du système linéaire
La troisième et dernière étape consiste à résoudre de façon itérative le système linéaire
(I.107). La méthode employée pour effectuer cette étape est la méthode GMRES (Ge-
neralized Minimal Residual). GMRES correspond à une méthode de Krylov, c’est-
à-dire une généralisation de la méthode du gradient conjugué au cas des matrices
non-symétriques. De plus amples informations concernant cette méthode sont don-
nées dans les travaux de G. Selva [68]. Cette méthode est robuste et permet d’obtenir
une convergence rapide, mais elle nécessite cependant une importante place mémoire.

I.4.3.3 Particularités du code CEDRE pour les calculs stationnaires

Lors de simulations stationnaires, plusieurs options sont disponibles dans le code CEDRE
pour permettre d’accélérer la convergence du calcul. Pendant les travaux de thèse, deux
de ces techniques sont occasionnellement utilisées : le préconditionnement bas Mach et le
pas de temps local.

Préconditionnement bas Mach
Les schémas numériques implantés dans le code CEDRE sont bien adaptés aux écoule-
ments compressibles. Mais pour des écoulements à faible nombre de Mach, la convergence
vers l’état stationnaire devient extrêmement lente. Dans ces cas là, l’utilisation du précon-
ditionnement bas Mach permet d’améliorer la performance des solveurs compressibles et
d’ainsi rétablir une vitesse de convergence raisonnable. Cette technique consiste à modifier
la dérivée temporelle grâce à une matrice de préconditionnement Mp, d’où :

∂q

∂t
+
∂F(uj)

∂xj
= 0 devient Mp

∂q

∂t
+
∂F(uj)

∂xj
= 0. (I.108)
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L’introduction de la matrice de préconditionnement Mp modifie le comportement du sys-
tème d’EDP et le schéma temporel n’est alors plus consistant. Cependant, lors de la
discrétisation spatiale, les expressions des flux numériques restent consistantes. De ce fait,
la solution stationnaire obtenue avec préconditionnement bas Mach est du même ordre de
grandeur que celle obtenue sans préconditionnement tout en étant atteinte plus rapide-
ment [84].

Pas de temps local
Lorsqu’on effectue un calcul stationnaire et que l’on utilise un schéma d’intégration tem-
porelle implicite, on peut envisager de prendre un grand pas de temps pour obtenir rapi-
dement le résultat souhaité. La simulation débute alors par une phase transitoire de calcul
sans signification physique qui permet de converger vers un état stationnaire. L’enjeu est
de parvenir à la solution physique à l’issue de cette phase transitoire. La sélection du
schéma utilisé se fait donc en fonction de sa robustesse, définie comme étant la capacité
d’un schéma à calculer un écoulement sans produire d’état non-physique [37]. L’utilisation
d’un pas de temps local permet de renforcer la robustesse pour de grands pas de temps.
Cette technique agit comme un préconditionnement des équations bilan où la dérivée tem-
porelle est modifiée par une matrice diagonale. On perd de ce fait la conservativité pendant
la phase transitoire avant de la retrouver lorsque les résidus convergent uniformément vers
zéro [84].

I.5 Conclusion du chapitre

On a exposé dans ce chapitre les données théoriques de la modélisation des écoulements
turbulents en énonçant les équations décrivant le mouvement fluide, mais également les
différentes propriétés physiques de la turbulence. Les échelles caractéristiques existant au
sein des écoulements turbulents ont été définies, ainsi que des hypothèses qui nous seront
utiles lors de l’analyse de résultats, comme la relation de Kolmogorov. La description phy-
sique de la turbulence a permis de comprendre les fondements théoriques des approches
RANS et LES et l’obtention des équations du mouvement dans le cadre de l’utilisation de
telles méthodes. On a également présenté les caractéristiques principales du code de calcul
CEDRE de l’ONERA, de la formulation mathématique des équations en passant par la
discrétisation spatiale et l’intégration temporelle. Ces éléments sont utilisés pour l’étude
numérique d’un écoulement bien particulier : l’écoulement dans le canal expérimental VE-
CLA de l’ONERA. Ce sont les résultats expérimentaux obtenus sur ce montage qui sont
détaillés au chapitre suivant.







Chapitre II

Présentation des données
expérimentales du
montage VECLA

Dans ce chapitre, on présente le montage expérimental VECLA de l’ONERA sur lequel
ont été effectuées les mesures de turbulence et de bruit qui nous servent de référence pour
les simulations numériques. La première partie du chapitre décrit les principales carac-
téristiques du montage ainsi que les moyens de mesure. Puis les résultats expérimentaux
obtenus sont explicités.
L’objectif de ce chapitre est uniquement d’exposer les données ”brutes” relatives au montage
VECLA. L’analyse de l’écoulement obtenu est effectuée au chapitre suivant.
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Le montage VECLA (figure II.1) de l’ONERA a été initialement conçu pour l’étude de la
couche limite acoustique dans les chambres de combustion [82]. Il a ensuite été utilisé pour
l’étude de l’instabilité pariétale [77] ou de la turbulence [10]. Ce montage correspond à un
canal de section rectangulaire alimenté en gaz froid injecté au travers d’une paroi poreuse.

Figure II.1 – Photographie du montage VECLA.

Les instationnarités de l’écoulement dans VECLA peuvent provenir de différentes sources.
L’une d’elle est l’instationnarité de l’injection de gaz au niveau de la paroi poreuse : en
effet, l’introduction d’air à travers le poral ne se fait pas de façon parfaitement linéaire,
mais inclut des fluctuations du débit. Ce phénomène se traduit par la création de pe-
tites structures tourbillonnaires instationnaires au niveau du poral et s’apparente ainsi à
une sorte de ”pseudo-turbulence”. Le niveau de pseudo-turbulence générée est d’autant
plus élevé que le diamètre du poral est grand [32]. La seconde source d’instationnarité
est l’acoustique de la veine. Enfin, la dernière est le VSP. Le canal VECLA ayant une
géométrie régulière, aucune couche de cisaillement n’est créée. De ce fait, les sources d’in-
stabilités hydrodynamiques comme le VSA ou le VSO ne sont pas considérées dans ce
montage. Différentes conditions d’utilisation sont possibles, selon la hauteur du canal et
la vitesse d’injection envisagées. Le type d’écoulement généré pour les différentes configu-
rations possibles varie en fonction de la prédominance de l’une ou l’autre des trois sources
d’instationnarités citées précédemment. L’écoulement peut être laminaire sur toute la lon-
gueur de la veine ou, à l’opposé, se trouver totalement turbulent. Il est possible d’avoir des
états intermédiaires où l’écoulement est laminaire près du fond avant du canal, avant que
la transition turbulente ne s’enclenche en milieu de veine. Pour notre étude, on cherche à
obtenir un écoulement en transition turbulente, sans atteindre la turbulence pleinement
développée. Cette configuration peut être obtenue dans VECLA, et c’est donc celle-ci que
l’on retient. Pour ce type d’écoulement, deux campagnes d’essais ont été effectuées par G.
Avalon, l’une en 1993 [10] et l’autre en 2010 [9]. Le but de la première campagne d’essais
a été de mesurer les grandeurs statistiques de l’écoulement, comme les champs moyens et
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fluctuants. La campagne d’essais de 2010 a eu pour objectif de compléter cette première
série de mesures, notamment en apportant des informations spectrales sur le bruit.
Une description du montage VECLA pour la configuration souhaitée est d’abord don-
née avant de passer aux principales caractéristiques des mesures effectuées. Les résultats
obtenus sont ensuite détaillés.

II.1 Dispositif expérimental

II.1.1 Caractéristiques du montage VECLA

VECLA est constitué d’un canal parallélépipèdique de 581 mm de long, 60 mm de large
et sa hauteur peut être modifiée. La hauteur h de 10, 3 mm choisie dans la configuration
étudiée ici permet d’avoir la transition de l’écoulement. Le nombre de Reynolds des essais
effectués est d’environ 1360 [32]. Le fond avant ainsi que les parois supérieures et latérales
sont lisses et imperméables (figure II.2). La sortie de fluide s’effectue à l’extrémité aval.
De l’air à 303K est injecté par la paroi inférieure poreuse. La porosité est de 18 µm pour
les essais de 1993 et de 8 µm en 2010.

Figure II.2 – Schéma du montage VECLA.

Le système en amont de la plaque poreuse est constitué de préchambres alimentées par
des cols soniques qui permettent de répartir le débit de façon égale et à l’imposer à l’entrée
du montage. Ce débit injecté par la paroi poreuse est de 2,619 kg/(m2s). Avant d’arriver
dans les préchambres, l’air subit une détente qui fait chuter sa pression à 4 bar environ.
L’air est alors réchauffé afin d’obtenir une température ambiante de 303K à l’intérieur de
la veine. La pression à l’extrémité amont de la chambre est de 1, 5 bar. L’extrémité aval
du canal est raccordée à une tuyère avec un col sonique de 4, 37 mm de diamètre.





Chapitre II Présentation des données expérimentales du montage VECLA

II.1.2 Description des mesures

Les mesures de vitesse sont réalisées grâce à une sonde film chaud introduite par la face
supérieure du montage en différentes abscisses x par rapport au fond avant du canal : x =
31, 120, 220, 350, 400, 450, 500 et 570 mm. Pour les essais de 1993, la sonde utilisée est
bifilm, alors qu’en 2010 la sonde est de type monofilm. Cette différence de matériel entre les
deux campagnes d’essais fait que les composantes longitudinales vx et transversales vy de

la vitesse sont accessibles en 1993, alors que la vitesse totale v =
√
v2x + v2y est directement

relevée en 2010. En 1993, l’acquisition des mesures de vitesse a été réalisée à la cadence de
100 kHz. En 2010, les mesures ont été recueillies sur 65336 valeurs enregistrées au cours
de l’acquisition à la fréquence d’échantillonnage de 50 kHz. Des mesures de pression sont
effectuées par des capteurs de type piézorésistifs en extrémité amont de la chambre ainsi
qu’aux mêmes abscisses que les relevés de vitesse.

II.2 Présentation des résultats expérimentaux

II.2.1 Champs moyens

II.2.1.1 Vitesse

Les profils de vitesse totale moyenne v de la figure II.3 permettent de visualiser le déve-
loppement de l’écoulement le long de la veine pour les essais de 1993 (en pointillés) et
pour ceux de 2010 (en ligne continue). En premier lieu, on peut observer que le profil en
pointillés pour x = 570 mm présente un accroc aux environs de y ≈ 6 mm. Ceci est
lié aux conditions de mesures : les expérimentateurs ont dû attendre que la température
dans la veine se stabilise autour de la valeur théorique avant de procéder à la mesure, ce
qui a entrainé l’accroc observé. Cette anomalie mise à part, on remarque que les mesures
effectuées en 2010 sont en accord avec celles de 1993 tout le long de la veine sauf près de la
sortie de fluide. En effet, en x = 570 mm, on constate que la valeur de la vitesse moyenne
obtenue en 2010 est plus faible que celle mesurée en 1993 dans la partie basse de la veine
jusqu’à y ≈ 9 mm. En revanche, dans la partie supérieure du canal, pour y ≥ 9 mm,
les valeurs de 2010 sont plus élevées que celles de 1993. Ces écarts de vitesse peuvent très
probablement être expliqués par des conditions expérimentales qui ne sont pas totalement
identiques lors des deux campagnes d’essais, comme l’utilisation de nouveaux instruments
de mesures ou la différence de porosité de la plaque injectante par exemple. En effet, la
porosité des essais de 1993 est plus grande que celle des essais de 2010 et on peut conce-
voir que cela pourrait influer sur la turbulence injectée et donc sur les profils de vitesse
moyenne. Sur les profils de 1993 et de 2010, on constate que près de la paroi supérieure une
couche limite se développe. Cette couche limite s’élargit quand on se rapproche de la sortie
de fluide pour atteindre un maximum d’environ 2 mm d’épaisseur. Le développement de
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cette couche limite le long du canal entraine l’apparition d’un pic de vitesse moyenne qui
atteint un maximum de 120 m/s près de la sortie de fluide.
Les tracés de la figure II.4 représentent les profils de vitesse moyenne longitudinale (a)
et transversale (b) relevés lors des essais avec bifilm en 1993. Les profils de 2010 ne sont
pas disponibles puisqu’une sonde monofilm a été utilisée. En ce qui concerne les mesures
effectuées avec la sonde bifilm, quand la valeur de la vitesse longitudinale vx reste faible, il
est possible de relever les profils de la vitesse transversale vy de façon relativement précise.
En revanche, cela devient beaucoup plus difficile lorsque la vitesse longitudinale vx prend
des valeurs plus importantes. Dans ce cas là, les valeurs de vy relevées sont approximatives
tout en restant du bon ordre de grandeur. On constate sur la figure II.4 que la valeur des
vitesses moyennes transversales reste faible par rapport aux vitesses longitudinales quelle
que soit l’abscisse dans la veine.
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Figure II.3 – Profils de vitesse totale moyenne. Comparaison des relevés obtenus en 1993
(en pointillés) et en 2010 (en ligne continue).
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Figure II.4 – Profils de vitesses moyennes longitudinale (a) et transversale (b) pour les
essais de 1993.

II.2.1.2 Pression

Les pressions mesurées lors des deux campagnes d’essais sont en accord tout le long de
la veine (figure II.5). La pression à l’intérieur de la chambre a une évolution de forme
parabolique en fonction de l’abscisse : elle est d’environ 1, 5 bar près du fond avant et
chute aux alentours de 1, 374 bar près de la sortie de fluide.
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Figure II.5 – Pressions mesurées dans la veine en fonction de l’abscisse. Campagnes
d’essais de 1993 (pointillés) et de 2010 (ligne continue).
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II.2.1.3 Coefficient de quantité de mouvement β

La transition d’un écoulement avec injection à la paroi peut être localisée grâce à la
variation du coefficient de quantité de mouvement β. Celui-ci décrôıt au niveau de la
transition en passant d’une valeur laminaire à une valeur turbulente. La valeur théorique
de β pour un écoulement laminaire est 1,234 [3][10]. Pour des écoulements compressibles,
ce coefficient s’exprime sous la forme suivante [21] :

β =
ρ h

∫ h
0 ρv

2
xdy

(
∫ h
0 ρvx dy)

2
(II.1)

où vx est la composante longitudinale de la vitesse et ρ la masse volumique. Cette dernière
est calculée à partir de la loi d’état pour un gaz parfait (I.4) et de l’équation d’état de la
vitesse du son a suivante :

a =
√
γrT (II.2)

où γ = 1,4 est le rapport des chaleurs spécifiques. En combinant les deux relations (I.4)
et (II.2), on obtient l’expression de la masse volumique suivante :

ρ =
γP

a2
(II.3)

On rappelle que la température T du fluide est constante dans VECLA. Donc, d’après
l’expression (II.2), a est une constante. Ainsi, d’après (II.3), la masse volumique ne dépend
que de la pression P . Or, en une abscisse donnée, la pression est quasiment constante dans
VECLA, ce qui implique que la masse volumique est elle aussi quasiment constante. De
ce fait, dans la formule (II.1), la masse volumique se simplifie et le coefficient β peut alors
être déterminé par l’expression suivante [10][86] :

β =
1

v2xmoyh

∫ h

0
v2xdy, (II.4)

avec

vxmoy =
1

h

∫ h

0
vxdy. (II.5)

Comme indiqué précédemment dans ce chapitre, la composante axiale de la vitesse pour
les essais de 2010 n’est pas accessible. Seule la vitesse totale v a été mesurée. Néanmoins,
puisqu’il a été constaté que la contribution transversale de la vitesse moyenne vy est négli-
geable par rapport à la valeur de la vitesse axiale vx (figure II.4), on admet l’approximation
consistant à prendre en compte la vitesse totale dans le calcul de β de 2010.

La figure II.6 représente l’évolution du coefficient de quantité de mouvement le long de
la veine pour les deux campagnes d’essais. Les deux courbes suivent une évolution simi-
laire, même si les valeurs relevées lors des essais de 2010 sont moins élévées que lors de
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la première campagne d’essais. Près du fond avant, la valeur relevée de β pour les deux
campagnes d’essais est plus faible que la valeur théorique laminaire de 1,234. Ceci est dû
à un faible nombre de relevés expérimentaux ainsi qu’à la présence de la paroi du fond
avant qui permet la génération de fluctuations dans l’écoulement. Le coefficient β a en-
suite une valeur à peu près constante jusqu’à x = 220 mm. Puis, entre les abscisses
x = 220 mm et x = 350 mm, le coefficient décrôıt, indiquant le déclenchement de la
transition turbulente.

0 100 200 300 400 500 600
1

1.1

1.2

1.3

x (mm)

β

pointillés =  1993     ligne continue = 2010

Figure II.6 – Variation du coefficient de quantité de mouvement β en fonction de l’abs-
cisse. Campagnes d’essais de 1993 (pointillés) et de 2010 (ligne continue).

L’évolution des coefficients de quantité de mouvement β expérimentaux permet de mettre
en évidence que l’écoulement généré dans VECLA passe bien d’un état laminaire près du
fond avant à une transition turbulente pour des abscisses supérieures à x = 220 mm. Dans
la suite de la thèse, lorsque le coefficient β issu d’une simulation numérique sera comparé
aux valeurs mesurées sur le montage VECLA, la valeur expérimentale erronée près du fond
avant ne sera pas prise en compte.

II.2.2 Quantités fluctuantes

Les évolutions en valeurs RMS des vitesses totales fluctuantes v′ =
√

(v′x)
2 + (v′y)

2 ob-

tenues en 1993 et en 2010 sont représentées sur la figure II.7. Près du fond avant, pour
les abscisses x = 31 mm et x = 120 mm, les profils des deux campagnes d’essais
sont pratiquement superposés. Puis, pour des abscisses comprises entre x = 220 mm et
x = 400 mm, les valeurs mesurées en 2010 sont supérieures à celles de 1993. Inversement,
pour des abscisses supérieures ou égales à x = 450 mm, les niveaux de fluctuation de
2010 sont moins élevés que ceux de 1993. De même que pour les vitesses moyennes, on peut
penser que ces divergences entre les profils peuvent être liées à la différence de porosité des
plaques injectantes lors des deux campagnes d’essais. En effet, l’écart de porosité pourrait
avoir pour conséquence que le niveau de turbulence injectée à travers la plaque poreuse
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est différent entre 1993 et 2010, ce qui aurait une influence directe sur les fluctuations de
vitesse mesurées. Les tracés des figures II.7 et II.8 montrent que les niveaux de fluctuations
de vitesse sont très faibles près du fond avant et qu’ils augmentent quand on se rapproche
de la sortie de fluide. L’augmentation des niveaux est particulièrement sensible entre les
abscisses x = 220 mm et x = 350 mm, illustrant le déclenchement de la transition de
l’écoulement. Cette augmentation s’accompagne d’une évolution de la forme des tracés qui
passent d’une silhouette plate à un profil qui s’arrondit avec l’abscisse. Cet arrondissement,
d’abord observé à mi-hauteur de veine, se rapproche de la paroi poreuse quand l’abscisse
augmente. Les courbes de la figure II.8 montrent que les niveaux de fluctuations sont plus
importants selon la direction longitudinale que selon la direction transversale.
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Figure II.7 – Profils de vitesse totale fluctuante en valeur RMS. Comparaison des relevés
obtenus en 1993 avec bifilm (en pointillés) et en 2010 avec monofilm (en ligne continue).
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Figure II.8 – Profils de vitesses fluctuantes longitudinale (a) et transversale (b) pour les
essais de 1993.





Chapitre II Présentation des données expérimentales du montage VECLA

Les densités de probabilité (ou PDF, voir annexe A) de la fluctuation de vitesse totale v′

obtenues pour les essais de 2010 en différentes positions axiales x le long de la veine sont
tracées à la figure II.9. On a superposé à la PDF une courbe suivant la loi normale. Si la
densité de probabilité d’une quantité physique suit une loi normale alors cette quantité
physique est bruitée avec un bruit dit gaussien. Pour une telle loi, on a une valeur du
coefficient de dissymétrie (skewness) égale à 0 et une valeur du coefficient d’applatissement
(kurtosis) égale à 3. On constate sur la figure II.9 que la PDF de la fluctuation de vitesse
totale v′ ne suit pas tout à fait la loi normale du fond avant du canal jusqu’à x = 220
mm. En revanche, pour des abscisses x supérieures à 220 mm, la densité de probabilité
correspond approximativement à une loi normale. Étant donné que précédemment on a
identifié que la transition turbulente se déclenche à partir de x = 220 mm, les résultats
de la figure II.9 montrent que dès que la transition de l’écoulement est amorcée, la vitesse
totale v′ est bruitée avec un bruit gaussien.
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Figure II.9 – Tracés de la densité de probabilité (PDF) de la fluctuation de vitesse totale
v′ pour les essais de 2010, en différentes positions axiales x le long de la veine.
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II.2.3 Analyse spectrale des signaux

L’analyse spectrale a été effectuée sur les mesures expérimentales de la campagne d’essais
de 2010. Les signaux ont été filtrés entre 40 kHz et 50 kHz et les relevés ont été acquis à
une fréquence de 50 kHz. Les spectres présentés ci-après ont été obtenus par l’intermédiaire
de la fonction spectrogram du logiciel MATLAB. Cette fonction effectue des FFT sur des
fenêtres réparties sur toute la durée du signal. Dans notre cas, les fenêtres se recouvrent
par moitié et sont constituées de 8192 points. Les amplitudes obtenues sur chaque fenêtre
ont ensuite été moyennées afin d’obtenir un spectre moyen. Les spectres ainsi tracés ont
une résolution fréquentielle de 6,1 Hz.

II.2.3.1 Spectres de vitesse et de pression

La figure II.10 représente les spectres de vitesse totale fluctuante v′ aux 8 positions axiales
le long du canal. Pour chacune de ces positions axiales, les spectres obtenus en différentes
distances de la paroi injectante sont représentés. On constate que le niveau des vitesses
fluctuantes augmente quand on se rapproche de la sortie de fluide. Deux pics de fréquence se
distinguent sur les spectres, l’un autour de 8000 Hz et l’autre autour de 27000 Hz. Leurs
valeurs élevées a amené les expérimentateurs à penser qu’il ne s’agit pas de fréquences
acoustiques mais plutôt de fréquences mécaniques de vibration transversale de la sonde
excitées par l’écoulement. Cette déduction est corroborée par l’analyse du spectre des
fluctuations de pression près du fond avant (figure II.11). En effet, mis à part le pic observé
autour de 1000 Hz correspondant à une fréquence intrinsèque au capteur de pression, et le
pic en 1500 Hz dû à une perturbation de l’écoulement par la sonde, aucune autre fréquence
n’est excitée dans le spectre. Ceci a permis de conclure qu’aucun phénomène acoustique
n’est présent dans la veine et qu’ainsi les vitesses instationnaires mesurées ne dépendent
que de la turbulence de l’écoulement.
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Figure II.10 – Spectres des fluctuations de vitesse totale v′ aux différentes positions
transversales y de mesure du film chaud et en différentes positions axiales x le long de la
veine.
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Figure II.11 – Spectre des fluctuations de pression relevé près du fond avant en x = 31
mm et y = 3 mm.

II.2.3.2 Densité spectrale de puissance

Sur la figure II.12 sont représentées les densités spectrales de puissance (DSP ) des fluc-
tuations de vitesse totale à mi-hauteur de veine et pour les 8 positions axiales le long du
canal. La position axiale correspondant à chacun des tracés peut être identifiée en remar-
quant que les spectres sont obtenus de façon naturellement ordonnée de bas en haut, des
abscisses les plus faibles aux plus elevées. La DSP est estimée de la façon suivante :

DSP (v′) =
(TF (v′))2/Tp

max[(TF (v′))2/Tp]
(II.6)

où Tp est la durée sur laquelle les signaux sont mesurés et TF (v′) la transformée de Fourier
des fluctuations de la vitesse. Les tracés de la figure II.12 montrent que l’énergie augmente
sur toutes les fréquences du spectre quand on se rapproche de la sortie de fluide. Cette
augmentation est significative avant la transition turbulente alors qu’elle devient minime
après la transition. On note également que la pente de la DSP évolue le long du canal et
passe d’une pente en f−3 avant la transition à une pente en f−5/3 après la transition.
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Figure II.12 – DSP de la fluctuation de vitesse totale v′ à 5 mm de la plaque poreuse
pour les 8 positions longitudinales le long de la veine. Spectres ordonnés de bas en haut,
des abscisses les plus faibles aux plus élevées (x = 31, 120, 220, 350, 400, 450, 500 et 570
mm).

II.2.4 Mesures de bruit

Les mesures de bruit ont été acquises près de la paroi injectante à l’abscisse x = 31 mm
dans la zone laminaire de l’écoulement où l’on peut supposer que la vitesse et le niveau
de turbulence sont peu différents de ceux existant à la surface de la plaque poreuse. Les
mesures ont été réalisées pour 7 différentes valeurs de la vitesse d’injection. Ceci a été rendu
possible grâce au retrait de la tuyère. En effet, lorsque celle-ci est intégrée au montage,
la vitesse d’injection ne dépend que du rapport entre le col de la tuyère et la surface
d’injection et ne peut donc pas être modifiée. En revanche, lorsque la tuyère est retirée,
la pression à l’intérieur de la chambre reste voisine de la pression atmosphérique et la
vitesse d’injection peut être modulée en fonction du débit injecté, autrement dit par la
pression d’alimentation. Les valeurs de vitesse d’injection pour les mesures de bruit ont
par conséquent été définies à partir d’un choix différent de pressions d’alimentation Pal :
7.25, 5.44, 4.35, 3.63, 3.11, 2.72 et 2.42 bar. Les valeurs de vitesse d’injection vinj et de
débit massique surfacique (ρv)inj = ṁs obtenues pour chaque pression d’alimentation
citée ci-dessus sont répertoriées au tableau II.1. La démarche employée pour déterminer
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ces valeurs est explicitée à l’annexe B.

Pal (bar) 7,25 5,44 4,35 3,63 3,11 2,72 2,42

vinj (m.s−1) 2,136 1,804 1,532 1,325 1,167 1,041 0,935

ṁs (kg.s−1.m−2) 3,316 2,490 1,991 1,661 1,423 1,245 1,107

Table II.1 – Valeurs de vitesse d’injection vinj et de débit massique surfacique (ρv)inj =
ṁs associées à chaque pression d’alimentation Pal.

II.2.4.1 Densité de probabilité de la fluctuation de vitesse totale pour les mesures de
bruit

Les densités de probabilité de la fluctuation de vitesse totale v′ obtenues lors des mesures de
bruit pour les différentes valeurs du débit massique surfacique ṁs testées sont tracées aux
figures II.13 et II.14. Pour chacun des 7 débits différents testés, les densités de probabilités
sont indiquées pour une, voire deux, des 8 hauteurs de veine y auxquelles les mesures ont
été relevées. Il est à noter que les PDF trouvées pour les combinaisons de débit massique
surfacique ṁs et hauteur de veine y non-représentées ici sont de la même forme que celles
indiquées aux figures II.13 et II.14. On a superposé à la PDF une courbe suivant la loi
normale et on a également indiqué les valeurs des coefficients de dissymétrie (skewness) et
d’applatissement (kurtosis) 1. On constate sur les figures II.13 et II.14 que la fluctuation
de vitesse totale v′ suit approximativement une loi normale quels que soient le débit et la
hauteur de veine. On peut donc en conclure que le bruit mesuré sur la vitesse totale est
gaussien.

1. Pour une loi normale, le coefficient de dissymétrie (skewness) est égal à 0 et le coefficient d’applatis-
sement (kurtosis) est égal à 3.
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Figure II.13 – Tracés de la densité de probabilité (PDF) de la fluctuation de vitesse totale
v′ lors des mesures de bruit pour différentes valeurs du débit massique surfacique ṁs et
de hauteur de veine y, en x = 31 mm .





Chapitre II Présentation des données expérimentales du montage VECLA

(e) (f)
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Figure II.14 – Tracés de la densité de probabilité (PDF) de la fluctuation de vitesse totale
v′ lors des mesures de bruit pour différentes valeurs du débit massique surfacique ṁs et
de hauteur de veine y, en x = 31 mm (suite).
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II.2.4.2 Densité spectrale de puissance pour les mesures de bruit

Les DSP des fluctuations de la vitesse v′ relevées par le capteur positionné en x = 31 mm
et y = 1,7 mm pour les différentes valeurs du débit ṁs sont tracées aux figures II.15 et
II.16. Les courbes correspondant à chaque débit testé sont ordonnées dans l’ordre croissant
des valeurs des débits injectés. Précédemment sur la figure II.12, on a remarqué qu’à la
position x = 31 mm dans la veine, la DSP de la fluctuation de vitesse suit une pente en
f−3. Cette décroissance du spectre en f−3 se retrouve sur les deux premiers graphiques
(courbes (a) et (b)) de la figure II.15, correspondant aux débits injectés testés les plus
faibles. En revanche, pour des débits plus importants, la pente du spectre est plus proche
d’une évolution en f−2 qu’en f−3. Les DSP obtenues en d’autres hauteurs y par rapport
à la paroi injectante (pour 0, 5 ≤ y ≤ 3 mm ) sont similaires à celles tracées aux figures
II.15 et II.16. De même, les DSP des fluctuations de quantité de mouvement RMS(ρv′)
fournissent des résultats analogues.
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Figure II.15 – DSP de la fluctuation de vitesse v′ relevées lors des mesures de bruit pour
différentes valeurs du débit massique surfacique ṁs, pour une hauteur de veine y = 1,7
mm et en x = 31 mm.
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Figure II.16 – DSP de la fluctuation de vitesse v′ relevées lors des mesures de bruit pour
différentes valeurs du débit massique surfacique ṁs, pour une hauteur de veine y = 1,7
mm et en x = 31 mm (suite).
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II.2.4.3 Taux de turbulence

La figure II.17(a) montre les variations de la quantité de mouvement ρv en fonction du
débit injecté à la paroi (ρv)inj . Pour chacune des valeurs du débit injecté à la paroi, des
relevés ont été effectués à 8 distances de la paroi. Sur la figure II.17(a), on constate que la
quantité de mouvement augmente de façon linéaire avec le débit d’injection. On observe
également que plus on s’éloigne de la paroi, plus la quantité de mouvement est importante,
ce qui traduit l’influence de la vitesse longitudinale. La figure II.17(b) représente l’évolution
des fluctuations de quantité de mouvement RMS(ρv′) adimensionnées en fonction du
débit injecté. Les données acquises pour différentes distances de la paroi y sont indiquées.
On remarque que pour des débits injectés ne dépassant pas 2 kg.m−2.s−1 le taux de
fluctuations est quasi-constant. Puis, pour des débits injectés plus importants, les taux de
fluctuations obtenus aux différentes hauteurs de mesures pour un débit donné ne sont plus
regroupés autour d’une même valeur mais sont relativement dispersés et dépendent de la
position du capteur. On voit cependant que la valeur moyenne du taux de fluctuations
évolue de façon linéaire avec le débit injecté.
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Figure II.17 – Quantité de mouvement (a) et fluctuations de quantité de mouvement
en valeurs RMS adimensionnées (b) en fonction du débit injecté à la paroi, à la position
x = 31 mm, avec y la hauteur de la sonde monofilm par rapport à la plaque poreuse.
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II.2.4.4 Échelles de turbulence

Lors des essais de 2010, les échelles intégrales temporelles et spatiales ont été détermi-
nées par l’intermédiaire de l’autocorrélation temporelle des fluctuations de quantité de
mouvement Fk(t). En effet, l’échelle temporelle Λt peut être définie comme :

Λt =

∫ ∞

0
Fk(t)dt (II.7)

Numériquement, la fonction d’autocorrélation Fk est estimée par :

Fk(t) =
Ck(t)

C0
(II.8)

avec :

Ck(t) =
1

N

N−k∑

t=1

(at − a)(at+k − a) (II.9)

où . représente la moyenne temporelle, t+ k le décalage de temps de la corrélation et a la
fluctuation de quantité de mouvement. Sur les graphes présentés ci-après, la fonction d’au-
tocorrélation est obtenue en utilisant la fonction xcorr du logiciel MATLAB qui permet
de tracer Fk non pas en fonction du temps t mais en fonction du décalage de temps τ de la
corrélation. L’échelle intégrale de longueur Λl peut par exemple être définie comme étant
égale à l’échelle temporelle Λt divisée par la vitesse moyenne locale V (y) à la position y
considérée :

Λl =
Λt

V (y)
(II.10)

La fonction d’autocorrélation et les échelles intégrales ont été calculées pour l’ensemble des
positions du film chaud et des niveaux de vitesse d’injection. Il a été observé que la fonction
d’autocorrélation a un comportement identique pour toutes les distances de mesures et
niveaux de vitesse d’injection. La figure II.18 représente les fonctions d’autocorrélation
obtenues pour des signaux relevés en différentes hauteurs de veine et pour des débits
d’injection différents. On remarque que le temps de corrélation des fluctuations de quantité
de mouvement est de 0, 4 ms environ pour les deux tracés. Après examen de toutes les
fonctions d’autocorrélation obtenues, il a été constaté que le temps de corrélation varie
entre 0, 4 ms et 1 ms. Étant donné que ce temps de corrélation n’est pas le même pour
toutes les mesures, les échelles intégrales ont alors été calculées pour les temps minimum
et maximum relevés, τmin = 0, 4 ms et τmax = 1 ms. Les échelles intégrales obtenues à
partir de ces temps de corrélation et selon les expressions (II.7) et (II.10) pour l’échelle
temporelle et l’échelle spatiale respectivement sont représentées aux figures II.19 et II.20.
On constate que quels que soient le temps de corrélation, la vitesse d’injection et la distance
à la paroi, les échelles intégrales sont réparties autour de valeurs moyennes voisines de
Λt = 0, 12 × 10−3s pour l’échelle temporelle et de Λl = 0, 45 × 10−4m pour l’échelle
spatiale.
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Figure II.18 – Exemples de fonctions d’autocorrélation obtenues en x = 31 mm et pour :
(a) : y = 1, 4 mm et un débit injecté (ρv)inj = 1, 661 kg/(m2s).
(b) : y = 2, 0 mm et un débit injecté (ρv)inj = 1, 245 kg/(m2s).
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Figure II.19 – Échelles intégrales temporelles des fluctuations de quantité de mouvement
déterminées pour τ = 0, 4 ms (a) et τ = 1, 0 ms (b), avec y la hauteur de la sonde par
rapport à la plaque poreuse.
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Figure II.20 – Échelles intégrales de longueur des fluctuations de quantité de mouvement
déterminées pour τ = 0, 4 ms (a) et τ = 1, 0 ms (b), avec y la hauteur de la sonde par
rapport à la plaque poreuse.

II.3 Conclusion du chapitre

On a exposé les principales caractéristiques du montage VECLA ainsi que les mesures
effectuées. On a pu observer que les données statistiques de l’écoulement relevées en 1993
et en 2010 sont pratiquement identiques. Les légères divergences constatées sont probable-
ment dues à la différence de porosité des plaques injectantes et des instruments de mesures
utilisés lors des deux campagnes d’essais.
On a trouvé que l’écoulement dans VECLA passe d’un état laminaire près du fond avant à
un état de transition turbulente en milieu de veine, sans générer de phénomène acoustique
dans le canal. Ce changement de comportement se retrouve également dans le domaine
spectral. En effet, les densités spectrales de puissance passent d’une pente en f−3 avant
transition, à une pente en f−5/3 après transition. On a aussi constaté que les densités de
probabilité de la fluctuation de vitesse totale deviennent gaussiennes dès le début de la
transition et le restent jusqu’en sortie du canal. À l’abscisse x = 31 mm, on a observé que
quelle que soit la hauteur de mesure par rapport à la paroi injectante, les densités spec-
trales de puissance passent d’une pente proche de f−3 pour de faibles valeurs du débit, à
une pente qui suit plutôt une évolution en f−2 pour des débits supérieurs à environ 1,4
kg.s−1.m−2. Les densités de probabilité de la fluctuation de vitesse totale en x = 31 mm
restent approximativement de la forme d’une distribution gaussienne pour tous les cas de
figure testés. Enfin, les mesures de bruit à l’abscisse x = 31 mm ont permis d’extraire les
échelles intégrales temporelle Λt = 0, 12× 10−3s et de longueur Λl = 0, 45× 10−4m qui ne
dépendent ni du débit injecté, ni de la distance à la paroi poreuse.

Au cours de l’étude, ces relevés expérimentaux vont nous servir de base de comparai-
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son pour nos simulations et on va donc chercher à reproduire numériquement l’écoulement
dans le montage VECLA. La simulation numérique dans un canal à injection pariétale
débute par l’étude de l’écoulement de base dans une telle configuration, appelé écoule-
ment de Taylor-Culick. La description de cet écoulement ainsi que l’analyse de résultats
de simulations numériques font l’objet du chapitre suivant.





Chapitre III

Analyse par simulations
numériques de
l’écoulement dans le
montage VECLA

Dans ce chapitre on étudie par simulations numériques l’écoulement dans le montage VE-
CLA en analysant son passage de l’état laminaire à l’état transitionnel.
On commence par introduire la théorie de l’écoulement laminaire de base dans un canal
à injection pariétale, appelé écoulement de Taylor-Culick. Cet écoulement de base est en-
suite comparé à des simulations bidimensionnelles d’écoulement laminaire dans une veine
de mêmes dimensions que le montage expérimental. Cette démarche donne la possibilité
de vérifier la légitimité de l’application de diverses hypothèses de la théorie de Taylor-
Culick pour un écoulement laminaire dans une veine ayant des caractéristiques identiques
à celles de VECLA. Puis la comparaison de la simulation d’un écoulement laminaire avec
les résultats expérimentaux permet d’évaluer le domaine de validité de la théorie analytique
pour l’écoulement en transition. Ensuite, on donne une définition de la transition et on
procède à l’estimation des différentes échelles de grandeur de l’écoulement turbulent dans
la configuration étudiée. Enfin, les résultats expérimentaux sont confrontés aux premières
tentatives de simulations d’écoulement transitionnel dans VECLA par des modélisations
RANS et LES. Ceci permet de mettre en évidence les avantages et les inconvénients de
l’utilisation de telles méthodes. Cela amène également à dégager une piste d’améliora-
tion possible de la qualité des simulations de l’écoulement transitionnel dans un canal à
injection pariétale.





Chapitre III Analyse de l’écoulement dans VECLA

III.1 Théorie analytique de l’écoulement laminaire de Taylor-

Culick

L’écoulement de Taylor-Culick [27][74] correspond à l’écoulement laminaire engendré dans
un canal à parois parallèles par une injection pariétale symétrique avec une vitesse d’injec-
tion uniforme et normale à la paroi (FIG. III.1). L’écoulement correspond à une solution
des équations de Navier-Stokes en admettant la stationnarité et l’incompressibilité. On
va d’abord présenter les hypothèses et les notations utilisées avant d’expliciter la solution
analytique de l’écoulement de Taylor-Culick.

III.1.1 Hypothèses et notations

Pour pouvoir parvenir à une solution analytique, on fait les hypothèses suivantes :

– on considère un écoulement monophasique, incompressible, non réactif, stationnaire,
dans un canal plan semi-infini,

– on suppose que l’écoulement de Taylor-Culick à l’intérieur d’un canal avec injection
pariétale est subsonique,

– on se place dans un cas bidimensionnel, c’est-à-dire que l’on considère que l’écoulement
est uniforme selon la direction perpendiculaire au plan,

– on néglige l’action de la pesanteur,
– on néglige les couches limites sur les parois non-débitantes.

Figure III.1 – Schéma d’un canal plan à parois parallèles avec une injection pariétale
symétrique pour l’écoulement de Taylor-Culick.

Étant donné que l’on s’intéresse à un cas plan (FIG. III.1), on se place dans le repère direct
de coordonnées cartésiennes (O, −→ex, −→ey) où :

– le point O est le centre du fond avant,
– −→ex est orthogonal au fond avant, orienté dans le sens de l’écoulement moyen,
– −→ey est normal aux parois débitantes, orienté vers le haut.
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On note h la demi-distance entre les parois débitantes, L la longueur du canal selon l’axe
−→ex, (vx, vy) les composantes de la vitesse et vinj la vitesse d’injection. Étant donné que le
problème est symétrique par rapport à l’axe (O, −→ex) (FIG. III.1), on ne considèrera par la
suite que le demi-domaine compris entre y = −h et y = 0.

III.1.2 Mise sous forme adimensionnelle des équations

Les équations décrivant le mouvement du fluide sont les équations de Navier-Stokes. Avec
les hypothèses faites précédemment, on a donc :





∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

= 0

vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

+
1

ρ0

∂P

∂x
= ν(

∂2vx
∂x2

+
∂2vx
∂y2

)

vx
∂vy
∂x

+ vy
∂vy
∂y

+
1

ρ0

∂P

∂y
= ν(

∂2vy
∂x2

+
∂2vy
∂y2

)

(III.1)

avec ρ0 la masse volumique, ν la viscosité cinématique et P la pression. À ces équations,
s’ajoutent les conditions aux limites suivantes :





vx = 0, vy = vinj en y = −h
∀x

∂vx
∂y

= 0, vy = 0 en y = 0

(III.2)

Ainsi modélisé, le problème ne fait apparâıtre que quatre paramètres : h, vinj , ρ0 et ν.
En utilisant la demi-hauteur h du canal comme référence pour les variables d’espace et la
vitesse vinj pour les composantes de vitesse, on introduit les variables réduites suivantes :





x =
x

h
, x ∈ [0,

L

h
]

y =
y

h
, y ∈ [−1, 0]

(III.3)
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et 



vx =
vx
vinj

vy =
vy
vinj

P =
P

ρ0v2inj

(III.4)

La pression est adimensionnée par ρ0v
2
inj . Il apparâıt un nombre de Reynolds d’injection

Reinj tel que :

Reinj =
hvinj
ν

(III.5)

Les nouvelles équations du mouvement adimensionnées s’écrivent alors :





∂vx
∂x

+
∂vy

∂y
= 0

vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

+
∂P

∂x
=

1

Reinj
(
∂2vx

∂x
2 +

∂2vx

∂y
2 )

vx
∂vy

∂x
+ vy

∂vy

∂y
+
∂P

∂y
=

1

Reinj
(
∂2vy

∂x
2 +

∂2vy

∂y
2 )

(III.6)

Les conditions aux limites deviennent :





vx = 0, vy = 1 en y = −1

∀x
∂vx
∂y

= 0, vy = 0 en y = 0

(III.7)

Il est possible de formuler une solution analytique de ce système d’équations (III.6) (III.7),
appelée solution de Taylor-Culick [27][74].

III.1.3 Solution analytique

Afin d’expliciter la solution analytique de Taylor-Culick, il faut revenir en 1953, lorsque
Berman étudie la configuration du canal de longueur infinie avec une injection pariétale
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[15]. Celui-ci introduit la fonction de courant Φ définie par :

∂Φ

∂y
= vx, −

∂Φ

∂x
= vy (III.8)

pour laquelle il suppose la forme suivante :

Φ(x, y) = [vxmoy(0)− x]f(y) (III.9)

où vxmoy(0) est la moyenne de la vitesse axiale à travers la section d’entrée du canal
(vxmoy(0) = 0 pour le cas avec un fond avant non débitant). Il établit une solution auto-
similaire des équations de Navier-Stokes qui a la forme suivante :





vx(x, y) = xf ′(y)

vy(y) = −f(y)
(III.10)

En remplaçant ces expressions de vx et de vy dans les équations de Navier-Stokes précé-
dentes (III.6), il obtient la fonction de similitude f(y) vérifiant l’équation :

f (4)

Reinj
+ ff ′′′ − f ′f ′′ = 0 (III.11)

Et les conditions aux limites deviennent alors :

f(0) = f ′(−1) = f ′′(0) = 0 et f(−1) = 1 (III.12)

Moyennant l’hypothèse de solution auto-semblable et celle d’injection uniforme sur les
parois latérales, l’écoulement moyen est défini dans le cas plan par (III.11) et (III.12)
(appelées équations de Berman) avec :

Φ = xf(y), vx =
∂Φ

∂y
, vy = −∂Φ

∂x
(III.13)

L’équation (III.11) conduit à 2 solutions analytiquement connues. Des nombres de Rey-
nolds suffisamment grands conduisent à une solution donnée pour la première fois par G.I.
Taylor en 1956 [74]. Cette solution, dite solution de Taylor, a été appliquée aux écoule-
ments internes des propulseurs à propergol solide par Culick en 1966 [27]. Pour la géométrie
plane décrite précédemment, elle est donnée analytiquement sous la forme sans dimension
suivante : 




vx(x, y) =
Π

2
xcos(

Πy

2
)

vy(y) = −sin(Πy
2
)

P (x, y) = −Π2

8
x
2
+

1

4
cos(Πy) + P 0

(III.14)
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Figure III.2 – Profils analytiques adimensionnés de Taylor-Culick de vitesse longitudinale
(a), de vitesse transversale (b) et de pression (c).

D’après les équations (III.14) et en choisissant arbitrairement x = 1, y ∈ [−1, 0] et P 0 = 0,
on peut tracer les profils de vitesse longitudinale, transversale et de pression de Taylor-
Culick (FIG. III.2).

Les profils de vitesses et de pression de Taylor-Culick tracés sur la figure III.2 sont repré-
sentatifs d’un écoulement laminaire dans un canal à injection pariétale. Cependant, ces
profils analytiques ont été obtenus sous l’hypothèse de certaines conditions qui peuvent ne
pas être vérifiées dans le cas d’une veine ayant les mêmes caractéristiques que le montage
VECLA. C’est notamment le cas de l’hypothèse d’incompressibilité. Afin de préciser les
limites de validité éventuelles des hypothèses posées, il semble donc judicieux de comparer
les profils analytiques de Taylor-Culick aux profils obtenus pour un écoulement laminaire
dans le canal VECLA.
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III.2 Simulations numériques bidimensionnelles d’écoulement la-

minaire dans le montage VECLA

On commence par effectuer des simulations numériques bidimensionnelles pour lesquelles
le montage VECLA est modélisé selon le schéma de la figure III.3. L’injection de fluide
s’effectue par la paroi inférieure. L’origine du repère direct est placée près du fond avant
au niveau de la paroi débitante. L’axe des abscisses est orienté dans le sens de l’écoulement
moyen et l’axe des ordonnées est normal à la plaque poreuse, orienté vers le haut.

Figure III.3 – Modélisation du montage VECLA pour les simulations numériques bidi-
mensionnelles.

Lors de l’exploitation des résultats, les valeurs des abscisses et des ordonnées sont adimen-
sionnées par la hauteur de veine h = 10,3 mm. Les valeurs des abscisses adimensionnées
x/h correspondant aux abscisses de relevé de données expérimentales sont indiquées dans
le tableau III.1.

x (mm) 31 120 220 350 400 450 500 570

x/h 3 11,65 21,36 33,98 38,83 43,69 48,54 55,34

Table III.1 – Valeurs des abscisses adimensionnées x/h correspondant aux abscisses de
relevé de données expérimentales x.

III.2.1 Comparaison de la solution analytique de Taylor-Culick avec des écou-
lements laminaires dans le montage VECLA

La comparaison de simulations numériques d’écoulement laminaire dans le montage VE-
CLA avec les profils de Taylor-Culick a pour objectif d’identifier le domaine de validité de
la théorie analytique dans une veine ayant des dimensions identiques à celles de VECLA.
La géométrie bidimensionnelle a donc les mêmes longueur L et hauteur h que le montage
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expérimental, c’est-à-dire L = 581 mm et h = 10, 3 mm. Une première simulation en écou-
lement compressible est effectuée avec une condition de symétrie à la paroi supérieure afin
de s’accorder avec les hypothèses de la théorie analytique de Taylor-Culick. La paroi supé-
rieure de VECLA (figure III.3) est donc assimilée à l’axe de symétrie du canal semi-infini
de la théorie de Taylor-Culick (figure III.1). Pour les profils analytiques, on ne considère
alors que la moitié inférieure du canal. Afin de pouvoir comparer la théorie analytique
avec les calculs, les coordonnées de l’axe des ordonnées décrivant VECLA sont adimen-
sionnées par la hauteur h du canal. Cependant, le repère utilisé pour établir les profils
de Taylor-Culick (figure III.1) et celui choisi pour modéliser le montage VECLA (figure
III.3) ne sont pas positionnés au même emplacement dans la veine. Pour superposer les
profils analytiques aux courbes issues des simulations numériques, la position transversale

adimensionnée théorique
(y
h

)
théorie

employée pour établir les expressions des profils de

Taylor-Culick est décalée sur les graphiques de la façon suivante :

(y
h

)
graphique

=
(y
h

)
théorie

+ 1 (III.15)

avec
(y
h

)
théorie

∈ [−1, 0] et
(y
h

)
graphique

∈ [0, 1]. Dans le but de simplifier l’écriture par la

suite, on se réfère à cette simulation par le terme VECLA-TC. Un second calcul d’écou-
lement laminaire dans VECLA est également entrepris avec cette fois-ci une condition de
paroi adiabatique à la paroi supérieure, comme c’est le cas dans le montage expérimental.
Cette simulation est appelée VECLA-laminaire. Les autres conditions de calcul sont iden-
tiques pour les deux simulations et correspondent aux conditions d’essais expérimentales.
Le fluide injecté à la paroi inférieure est de l’air, considéré comme un gaz parfait. L’entrée
subsonique de fluide est effectuée de façon normale à la paroi à un débit constant de 2,619
kg/(m2s) et à une température de 303 K. La sortie subsonique de fluide est effectuée à
l’extrémité aval à pression imposée de 1,374 bar, correspondant à la valeur expérimentale.
Le fond avant est une paroi imperméable et adiabatique. Une approche stationnaire est
utilisée avec une méthode d’intégration en temps implicite à un pas d’ordre 1. On utilise
un pas de temps local et le préconditionnement bas Mach. Le pas de temps local maximum
est égal à 5 × 10−5s. La discrétisation d’espace est assurée par un schéma d’ordre 2 de
Roe adapté pour les écoulements bas Mach, avec des limiteurs de pente de type Van Leer.
Le maillage est constitué de 4400 mailles de taille égale (101 points selon x et 45 points
selon y). Les résultats sont exploités après convergence du calcul sur 8000 itérations en
temps. On considère qu’il y a convergence quand la somme du débit entrant par la paroi
inférieure injectante et du débit sortant par l’extrémité aval s’est équilibrée, c’est-à-dire
est égale à 0. On vérifie également qu’en fin de calcul le pas de temps local est égal à 1
et que les résidus sont stabilisés. On rappelle qu’à la différence de la théorie analytique, le
code CEDRE simule des écoulements compressibles.
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Maillage Mx ×My = 101 × 45

Paroi injectante Air injecté : gaz parfait (γ = 1, 4 ; Cp = 1003, 4 J.kg−1.K−1)

Viscosité dynamique : µ = 1, 814× 10−5 kg.m−1.s−1

Injection normale à la paroi

Débit = 2,62 kg/(m2s)

Température d’arrêt = 303 K

Sortie de fluide P = 1,374 bar

Fond avant Paroi adiabatique

Paroi supérieure VECLA-TC : axe de symétrie

VECLA-laminaire : paroi adiabatique

Type de calcul Calcul laminaire

Intégration temporelle Méthode implicite, ordre 1

Pas de temps local maximum = 5 ×10−5s

Discrétisation spatiale Schéma de Roe (bas Mach) d’ordre 2

Limiteurs de Van Leer

Table III.2 – Résumé des conditions de calcul pour les simulations d’écoulement laminaire
dans VECLA.

La figure III.4 représente la variation de la pression moyenne adimensionnée le long du
canal. On constate que les évolutions de la pression pour les calculs VECLA-TC et VECLA-
laminaire sont superposées à la courbe analytique pour des abscisses x/h ≤ 20. Puis, pour
x/h ≥ 20, les profils calculés s’éloignent tous les deux de plus en plus, et de façon identique,
du profil analytique plus on se rapproche de la sortie de fluide. On rappelle que le profil
analytique de Taylor-Culick est valable pour un écoulement incompressible. De ce fait, les
tracés de la figure III.4 prouvent que près du fond avant et jusqu’à x/h ≈ 20, l’écoulement
dans le montage VECLA se comporte comme un écoulement incompressible. Ensuite, pour
des abscisses supérieures à x/h ≈ 20, les effets de la compressibilité apparaissent et sont
de plus en plus intenses plus on se rapproche de la sortie de fluide. Cependant, on note
que la déviation entre profils calculés et analytique reste minime. Ainsi, l’écoulement dans
VECLA peut être qualifié de quasi-incompressible sur toute la longueur de la veine. À la
figure III.5 sont tracés les profils de vitesses transversales pour différentes sections x/h le
long de la veine. Les profils analytiques et calculés sont quasiment superposés tout le long
de la veine, même si de très légères différences apparaissent quand on se rapproche de la
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sortie de fluide. Des observations similaires sont faites sur les tracés de la figure III.6 qui
montrent l’évolution le long de la veine des profils de vitesse longitudinale. On remarque
que la forme des profils calculés est identique à celle des profils de vitesse analytiques, sauf
près de la paroi supérieure pour le calcul VECLA-laminaire. Ceci est dû à la condition de
paroi imposée pour ce calcul qui ne correspond pas à la condition de symétrie de la théorie
analytique. Cependant, à l’exception d’une bande très mince de la couche limite laminaire
près de la paroi supérieure, on remarque que les profils des calculs VECLA-TC et VECLA-
laminaire sont équivalents tout le long de la veine. On en conclut que l’ajustement de la
condition limite pour coller aux spécificités du montage expérimental n’a qu’un effet limité
à une zone réduite près de la paroi supérieure. En excluant la partie supérieure des tracés,
on constate que jusqu’à x/h = 21,36, les profils analytiques et calculés sont parfaitement
superposés alors qu’à partir de x/h = 33,98, de légères différences apparaissent, même si la
forme générale des profils reste similaire. Ces variations observées entre profils calculés et
de Taylor-Culick sont probablement dues à l’hypothèse d’incompressibilité de l’écoulement
que l’on a imposée afin de pouvoir calculer la solution de Taylor-Culick de façon analy-
tique, alors que pour le calcul dans VECLA on a considéré un écoulement compressible.

x / h

P 
/ P
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1
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Figure III.4 – Comparaison Taylor-Culick/Calculs laminaires VECLA : variation de la
pression moyenne adimensionnée le long de la veine.
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Figure III.5 – Comparaison Taylor-Culick/Calculs laminaires VECLA : profils de vitesse
transversale adimensionnée pour 8 sections x/h dans la veine.
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Figure III.6 – Comparaison Taylor-Culick/Calculs laminaires VECLA : profils de vitesse
longitudinale adimensionnée pour 8 sections x/h dans la veine.
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En conclusion, la comparaison des profils de pression et de vitesse transversale des deux
simulations numériques avec la théorie analytique ne laisse apparâıtre que de très légers
écarts. L’analyse de la pression révèle que l’écoulement peut être considéré comme quasi-
incompressible tout le long de la veine. L’analyse des profils de vitesse longitudinale révèle
que malgré la différence de condition limite de paroi supérieure entre le calcul VECLA-
laminaire et la théorie analytique, l’écoulement simulé numériquement correspond à l’écou-
lement de Taylor-Culick, à l’exception de la zone de couche limite laminaire à proximité
immédiate de la paroi supérieure. Ainsi, malgré quelques différences entre la configura-
tion du montage expérimental et les hypothèses de la théorie analytique, l’écoulement
laminaire dans le canal VECLA reste globalement décrit par les profils de Taylor-Culick.
Cependant, lors de la description des résultats expérimentaux au chapitre précédent, on a
vu que l’écoulement ne demeure pas laminaire, mais transitionne vers un état turbulent en
milieu de veine. Afin de se rendre compte des limites de validité de la théorie de Taylor-
Culick dans ce contexte, on peut confronter les résultats de la simulation VECLA-laminaire
aux données expérimentales.

III.2.2 Comparaison d’un calcul d’écoulement laminaire avec les résultats
d’expérience sur le montage VECLA

On compare maintenant les résultats de la simulation VECLA-laminaire décrite précé-
demment avec les résultats expérimentaux. Sur les 3 premiers graphes représentant les
profils de vitesse longitudinale (Fig.III.7) et correspondant à la partie amont de la veine,
on remarque peu de différence entre le profil expérimental et le profil obtenu par le calcul.
Cependant, à partir de x/h = 33,98, le profil expérimental et le profil simulé commencent
à diverger l’un de l’autre. On distingue effectivement sur la partie des profils de vitesse
longitudinale (Fig.III.7) proche de la paroi supérieure de la veine la présence d’un es-
pacement entre les profils calculés et expérimentaux. Cet écart observe un minimum en
milieu de veine mais il redevient important près de la paroi injectante. Cette tendance
s’accentue quand l’abscisse augmente. On peut en conclure que les profils expérimentaux
s’éloignent des profils laminaires de Taylor-Culick quand on se rapproche de la sortie de
veine, trahissant le changement de comportement de l’écoulement. Cette observation se
retrouve également sur le graphe représentant l’évolution du coefficient β le long de la
veine (Fig.III.8). En effet, sur le profil expérimental, on observe la chute de β dans la zone
comprise entre x/h = 20 et x/h = 30, provoquée par la transition de l’écoulement vers un
régime turbulent, alors que le profil obtenu par calcul laminaire reste quasiment constant
et égal à la valeur théorique laminaire βlaminaire = 1,234 tout le long de la veine.
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Figure III.7 – Comparaison calcul laminaire/expérience VECLA : profils de vitesse lon-
gitudinale pour 8 sections de la veine.
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Figure III.8 – Comparaison calcul laminaire/expérience VECLA : évolution du coefficient
β le long de la veine.

Ces résultats montrent que la simulation numérique s’accorde bien avec l’expérience dans
la partie amont du propulseur où l’écoulement est laminaire. Comme il a été constaté
au paragraphe précédent que ce calcul VECLA-laminaire peut globalement s’assimiler
à la théorie de Taylor-Culick, on en déduit que près du fond avant, l’écoulement obtenu
expérimentalement est décrit par l’écoulement de Taylor-Culick. En revanche, la simulation
numérique s’écarte de l’expérience dans la partie aval du canal, où un changement de
comportement de l’écoulement s’opère. L’évolution du coefficient β expérimental prouve
en effet que l’écoulement transitionne vers le turbulent en milieu de veine. Donc, afin de se
rapprocher de la réalité physique de l’écoulement dans le montage VECLA, il est nécessaire
de s’intéresser à la modélisation de l’écoulement en transition turbulente dans la partie
aval de la veine.

III.3 Définition de la transition turbulente et estimation des prin-
cipales échelles de grandeur

À cette étape de l’étude, il semble judicieux de compléter la caractérisation de la tran-
sition turbulente. Jusqu’à présent, celle-ci a été identifiée par une déviation significative
des données issues des simulations numériques d’écoulement laminaire par rapport aux
résultats expérimentaux sur le montage VECLA. La notion de transition reste donc plutôt
vague, alors qu’il est pourtant essentiel de bien la définir. En effet, lors de ces recherches,
Griffond [38] a analysé les différents types de comportement obtenus lors des campagnes
d’essais sur le montage VECLA et en a conclu que la turbulence pourrait avoir un effet
atténuateur sur les oscillations créées par l’instabilité pariétale à l’origine des structures
tourbillonnaires déclenchant le couplage aéroacoustique. Par conséquent, la connaissance
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de l’étendue précise de la zone où l’écoulement est turbulent ainsi que l’estimation des
quantités fluctuantes semblent être des données indispensables à connâıtre pour pouvoir
étudier le détachement tourbillonnaire pariétal (VSP) entre autres. De ce fait, afin de
mieux prédire ce phénomène, Griffond [38] suggère différentes pistes de recherche parmi
lesquelles figure une amélioration de la prévision de la position de la transition de
l’écoulement. C’est pourquoi on va définir dans ce paragraphe ce que l’on entend par
’transition turbulente’ en donnant une définition, avant de passer à l’estimation des diffé-
rentes échelles de grandeur turbulente dans VECLA, utiles à l’analyse de l’écoulement.

III.3.1 Définition de la transition

En effectuant des simulations numériques d’écoulement dans un canal à injection parié-
tale avec différentes conditions initiales et aux limites, et notamment en faisant varier la
condition d’injection à la paroi, Beddini [13][14] a montré que l’on peut distinguer trois
régimes d’écoulement avant que la turbulence ne soit pleinement établie :

1. Premier régime : régime laminaire (pour x/h ≤ 5).
Le régime d’écoulement est purement laminaire et le profil de vitesse axiale moyenne
a une forme laminaire correspondant au profil de Taylor-Culick.

2. Deuxième régime : transition turbulente (pour 5 ≤ x/h ≤ 10).
C’est le début de la transition turbulente avec une intensité turbulente telle que√
k ≥ 0, 1vx. Cette transition correspond à la localisation axiale dans le canal où

les faibles taux de turbulence initialement présents dans l’écoulement sont fortement
amplifiés, alors que l’écoulement moyen conserve un profil laminaire. On dit alors
que l’écoulement est à persistance laminaire.

3. Troisième régime : transition du profil de vitesse moyenne (pour x/h ≥ 10 à
20 selon le taux de turbulence injectée).
Cette transition se produit plus en aval dans la veine que le deuxième régime et
correspond à la localisation axiale où les profils de vitesse moyenne passent d’une
forme laminaire à une forme turbulente.

Beddini [13] a montré que ce troisième régime est d’un intérêt particulier pour les appli-
cations industrielles puisqu’il est directement lié à l’augmentation du transfert de chaleur
et des taux de réactions chimiques. Dans la présente étude, c’est cette transition du profil
de vitesse moyenne, c’est-à-dire le troisième régime décrit ci-dessus, que l’on s’attache à
étudier.

Dans son étude, Beddini [13] identifie la position axiale de transition du profil de vitesse
moyenne (3ème régime) par la présence d’un minimum dans l’évolution du coefficient de
frottement Cf à la paroi débitante du canal en fonction du nombre de Reynolds Rec basé
sur la vitesse maximum sur l’axe. Beddini [13] note que l’identification de la transition
du profil de vitesse moyenne (3ème régime) peut également être opérée de façon moyenne
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dans toute la hauteur de veine par la localisation axiale du début de la décroissance de la
valeur du coefficient β par rapport à la valeur laminaire. On rappelle ici la définition de β
que l’on utilise dans cette étude (voir paragraphe II.2.1.3) :

β =
1

v2xmoyh

∫ h

0
v2xdy (III.16)

avec

vxmoy =
1

h

∫ h

0
vxdy (III.17)

Lors des expériences sur le montage VECLA, des relevés ont été effectués sur toute la
hauteur du canal pour différentes positions axiales le long de la veine. On a donc pu tracer
l’évolution axiale du coefficient β et ainsi déterminer la position de la transition du profil
de vitesse moyenne (3ème régime), qui se situe entre les abscisses x/h ≈ 20 et x/h ≈ 30
(voir le tracé expérimental de la figure III.8).

III.3.2 Estimation des principales échelles de grandeur turbulentes

L’estimation des échelles de grandeur turbulentes que l’on va effectuer suppose un écou-
lement incompressible dans tout le canal. Cette hypothèse permet d’obtenir des ordres de
grandeur raisonnables sachant que, dans la configuration VECLA étudiée ici, l’écoulement
est quasi-incompressible, comme constaté précédemment au paragraphe III.2.1.

III.3.2.1 Expression des nombres de Reynolds associés à la dimension du canal

Dans le cas d’un canal plan à injection pariétale on peut définir différents nombres de
Reynolds associés à la hauteur h du canal, soit :

Rec = vcx
h

ν
(III.18)

Res = vinj
h

ν
(III.19)

Reb = vx
h

ν
(III.20)

où Rec est le nombre de Reynolds basé sur la vitesse maximum sur l’axe (ou centerline),
Res le nombre de Reynolds d’injection (ou de surface) et Reb le nombre de Reynolds basé
sur la vitesse moyenne dans le canal.
L’application numérique à notre cas d’étude (vcx ≈ 120 m.s−1 relevée au niveau de la sortie
de veine, vinj ≈ 1, 847 m.s−1, vx ≈ 60m.s−1, h = 0, 0103 m et ν ≈ 1, 279 × 10−5 m2.s−1)
nous donne les valeurs des différents nombres de Reynolds suivantes :

Rec ≈ 105 (III.21)
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Res ≈ 1, 5× 103 (III.22)

Reb ≈ 5× 104 (III.23)

Il est possible de relier ces différents nombres de Reynolds entre eux. En effet, si on effectue
un bilan de masse dans le canal, toujours en supposant que l’écoulement est incompressible,
on a :

Lvinj = hvx
sortie (III.24)

soit

Reb =
L

h
Res (III.25)

Cette relation (III.25) montre donc que Reb est une fonction de Res.

Il est également possible d’exprimer Rec en fonction de Res par l’intermédiaire du dia-
gramme de Beddini (figure III.9). Sur ce diagramme, on peut tout d’abord distinguer en
pointillés l’évolution de la position de stabilité de l’écoulement selon la théorie linéaire de
Varapaev et Yagodkin [79] (deuxième régime). Au-dessus de cette ligne pointillée, sont
représentées en traits pleins (lignes A à D) les localisations de la transition du profil de
vitesse moyenne (troisième régime) déterminées par Beddini [13] grâce à des simulations
numériques utilisant diverses conditions de calcul. Des résultats expérimentaux obtenus
par différents auteurs [30][43][60][89][90] sont également indiqués par des symboles. On
peut voir que les courbes A à D évoluent toutes avec la même pente pour de grandes
valeurs de Res, prouvant que la distance axiale entre la localisation de la transition tur-
bulente (2ème régime) et la transition du profil de vitesse moyenne (3ème régime) est une
constante. La valeur de cette constante dépend des conditions initiales et aux limites [13].

D’après ce diagramme, la transition du profil de vitesse longitudinale peut être définie de
façon approchée par :

Rec ≈ αReβs (III.26)

où α et β sont des constantes. Pour caractériser la transition, il suffit de prendre deux points
de ce diagramme pour estimer les valeurs des paramètres α et β. Ainsi, avec (Res = 102,
Rec = 2× 104) et (Res = 105, Rec = 4× 106), on trouve :

α = 584, 8 et β = 0, 767 (III.27)

Ces valeurs de α et β sont donc valables pour Res ∈
[
102; 105

]
.

Dans la configuration VECLA étudiée, on a vu que l’on a Rec ≈ 105 et Res ≈ 1, 5 × 103

au niveau de la sortie de veine. Si on se place dans le diagramme de Beddini (figure III.9),
on peut constater que la configuration d’écoulement considérée à cette abscisse du canal
se situe juste après la transition du profil de vitesse longitudinale (3ème régime).
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Figure III.9 – Diagramme de Beddini [14].

III.3.2.2 Expression d’une échelle énergétique de la turbulence

Au paragraphe I.2.2.1, on a défini l’échelle énergétique de la turbulence Le comme cor-
respondant à la grandeur des plus gros tourbillons de l’écoulement. Lors de son étude
numérique sur la transition de l’écoulement, Beddini [14] a utilisé une échelle énergétique
de la turbulence Le de la forme suivante :

Le = min [Leinj + 0, 65y ; 0, 17h] (III.28)

où Leinj est une échelle énergétique de la turbulence à l’injection. Cette définition (III.28)
de l’échelle Le est basée sur le concept de la longueur de mélange introduite initialement
par Von Karman.

Dans notre étude, on utilise la relation (III.28) de Beddini donnant l’échelle énergétique
pour définir cette échelle dans le cas du montage VECLA. Dans cette configuration, l’injec-
tion de turbulence s’effectue au niveau du poral. On décide alors de définir Leinj comme une
fonction d’un paramètre caractérisant ce poral. En supposant l’équivalence entre l’échelle
énergétique de la turbulence à l’injection et la notion de longueur de mélange définie au
sens de Karman, on peut définir l’injection au niveau d’un poral comme étant constituée
d’une multitude de micro-jets contenu dans le diamètre Φ du poral. Ainsi, on peut écrire :

Leinj = kΦ (III.29)
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où k ≈ 0, 125 selon Schiestel [67]. On vient donc de déterminer une formulation donnant
l’échelle énergétique Le dans le cas de VECLA, telle que :

Le = min [kΦ+ 0, 65y ; 0, 17h] (III.30)

III.3.2.3 Estimation de l’échelle de Kolmogorov η

D’après le paragraphe I.2.2.4, l’échelle de Kolmogorov η est reliée à l’échelle de la turbu-
lence Le de la façon suivante :

η

Le
= Re

−3/4
t (III.31)

On rappelle que Ret est le nombre de Reynolds turbulent tel que :

Ret =
vxLe

ν
(III.32)

La relation (III.31) indique que pour estimer l’échelle de Kolmogorov η connaissant Le, il
nous suffit de déterminer Ret. Si on considère en première approximation que globalement
la fréquence de l’écoulement moyen est égale à celle de l’écoulement fluctuant, alors on
peut écrire :

vx
Le

≈ vx
h

(III.33)

et on a :

Ret =
vxLe

2

hν
(III.34)

Compte-tenu de l’expression de Reb (III.20), on a alors :

Ret = Reb

(
Le

h

)2

(III.35)

D’après la relation (III.25), on peut réécrire le nombre de Reynolds Reb en fonction de
l’abscisse x de la façon suivante :

Reb(x) =
x

h
Res (III.36)

Ainsi, en introduisant cette expression (III.36) dans la relation (III.35), on obtient :

Ret(x) = Res

(
Le

h

)2 x

h
(III.37)

Or, d’après (III.31), on a alors :

η(x) = Le

[
Res

(
Le

h

)2 x

h

]−3/4
(III.38)

Cette dernière expression donne l’évolution de l’échelle de Kolmogorov η en fonction de
l’abscisse x.
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III.4 Simulations de type RANS et LES d’écoulement transition-

nel dans VECLA et comparaison avec les données expéri-
mentales

III.4.1 Présentation de la simulation 2D RANS stationnaire

Afin de tenter de représenter les aspects turbulents de l’écoulement obtenu expérimentale-
ment, on procède à une simulation numérique en utilisant une méthode de type RANS. Le
maillage et les paramètres de calcul sont choisis en se référant à une simulation 2D RANS
précédemment menée par des chercheurs de l’ONERA [85]. On a choisi de reproduire cette
simulation car elle a donné des résultats satisfaisants pour l’écoulement dans VECLA par
rapport à des simulations RANS menées avec d’autres modèles de turbulence (approches
k-l bas Reynolds, k-ω,...). Pour ce calcul, le maillage est plus raffiné que pour les calculs
laminaires et est constitué de 9000 mailles (151 points selon x et 61 points selon y) répar-
ties de façon uniforme selon x et raffinées selon y avec un espace minimun de 10−3 mm
sur les parois inférieure et supérieure (figure III.10). Le modèle de turbulence employé par
les auteurs [85] est un modèle RANS haut Reynolds de type k − l. De plus, un modèle
de paroi de Couette turbulent est utilisé. Le pas de temps local maximum est de 10−3s.
La méthode d’intégration en temps est implicite à un pas et la discrétisation d’espace
correspond à un schéma ODFI d’ordre 2. On utilise des limiteurs de type Van Leer. L’air
à 303 K est injecté normalement à la paroi inférieure avec un débit de 2,62 kg/(m2s). Les
paramètres k et l du modèle RANS sont calibrés de façon arbitraire de telle sorte que la
solution de la simulation obtenue se rapproche le plus possible des profils expérimentaux.
Ces deux grandeurs ont pour valeurs k = 0,011 m2/s2 et l = 0,001 m à l’injection. On
impose au fond avant une condition de paroi, l’extrémité aval est une sortie subsonique de
fluide avec une pression imposée de 1,374 bar et une condition de paroi adiabatique est
imposée à la paroi supérieure. La convergence du calcul est obtenue après 2000 itérations
en temps.
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Maillage Mx ×My = 151 × 61

Paroi injectante Air injecté : gaz parfait

Injection normale à la paroi

Débit = 2,62 kg/(m2s)

Température d’arrêt = 303 K

k = 0,011 m2/s2

l = 0,001 m

Sortie de fluide P = 1,374 bar

Fond avant Paroi adiabatique

Paroi supérieure Paroi adiabatique

Type de calcul Calcul RANS k − l haut Reynolds

Modèle de paroi = Couette turbulent

Intégration temporelle Méthode implicite, ordre 1

Pas de temps local maximum = 10−3s

Discrétisation spatiale Schéma ODFI, ordre 2

Limiteurs de Van Leer

Table III.3 – Résumé des conditions de calcul pour la simulation RANS de l’écoulement
dans VECLA.

x (m)

y(
m)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

Figure III.10 – Représentation du maillage pour le calcul bidimensionnel RANS.
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III.4.2 Présentation de la simulation 3D LES instationnaire

III.4.2.1 Données de calcul

Pour la simulation tridimensionnelle instationnaire, on modélise le canal avec les mêmes
dimensions que le montage expérimental, c’est-à-dire 581 mm de long, 60 mm de large et
10,3 mm de haut (figure III.11). L’injection de fluide se fait par la base de la veine. La
sortie de fluide s’effectue à une extrémité du canal et les autres parois sont adiabatiques.

Figure III.11 – Modélisation du montage VECLA pour le calcul tridimensionnel.

On utilise un maillage composé de 5 056 000 de points (790 points selon x, 80 selon y et
80 selon z) raffiné selon les trois directions de l’espace (figures III.12 et III.13). Selon l’axe
x, on a une taille de maille relativement grossière près du fond avant (en x = 0 m). Puis
la taille de maille est raffinée jusqu’à x = 46 mm pour ensuite avoir une valeur constante
jusqu’à la sortie de veine (figure III.14 et tableau III.4). La valeur x = 46 mm a été choisie
telle que l’abscisse à partir de laquelle le maillage est raffiné soit positionnée au début du
développement des instabilités de l’écoulement, de façon à capturer tous les phénomènes
amenant la transition turbulente. Pour cela, on s’est basé sur la théorie linéaire de G.
Casalis [7][77]. Selon les axes y et z, on raffine près des parois avec une taille maximale de
maille en milieu de veine (figure III.14 et tableau III.4).
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Figure III.12 – Représentation du maillage pour une coupe selon l’axe x.

Figure III.13 – Représentation du maillage pour une coupe selon l’axe z.
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Figure III.14 – Détail des dimensions des mailles selon l’axe x (en haut), selon l’axe y
(au milieu) et selon l’axe z (en bas).

min max

∆x 0, 706 mm 1, 5 mm

∆y 24, 74 µm 0, 56 mm

∆z 0, 18 mm 1, 7 mm

Table III.4 – Dimensions minimales et maximales du maillage selon les trois directions
de l’espace.
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Pour ce calcul tridimensionnel, on reproduit les mêmes conditions que celles de l’expérience
et que celles utilisées par Vuillot et al. [85] dans le calcul 2D RANS. Ainsi, à la paroi
inférieure injectante, l’entrée subsonique de fluide s’effectue avec un débit unitaire de
2, 62kg/(m2s) et pour une température d’arrêt de 303K. La sortie de fluide est à pression
imposée de 137400Pa. Les autres parois sont adiabatiques. On utilise une approche MILES.
Avant d’effectuer la simulation de l’écoulement transitionnel, on commence par effectuer
un calcul stationnaire de l’écoulement laminaire, de façon à pouvoir par la suite initialiser
le champ dans la veine. Cette première étape est menée avec un shéma de discrétisation
spatiale de Roe d’ordre 2 et une approche stationnaire avec un schéma en temps implicite
d’ordre 1 avec un pas de temps local maximum égal à ∆t = 10−4s. Une fois cet écoulement
laminaire obtenu, on passe alors à la simulation de l’écoulement en transition à proprement
parler. Pour ce calcul, on prend le schéma ODFI d’ordre 2 pour la discrétisation spatiale,
avec des limiteurs de Van Leer. En ce qui concerne l’intégration temporelle, on prend une
approche instationnaire avec une méthode implicite d’ordre 2 de Runge Kutta avec un pas
de temps ∆t = 10−8s (CFL ≈ 0,19). La simulation est effectuée avec le code CEDRE sur
64 processeurs. L’exploitation des données pour le calcul de l’écoulement tridimensionnel
avec l’approche MILES est effectuée après 1050000 itérations, correspondant à un temps
physique simulé de 0, 0105 s. Les paramètres du calcul sont regroupés au tableau III.5.

Maillage Mx ×My ×Mz = 790 × 80 × 80

Paroi injectante Air injecté : gaz parfait

Injection normale à la paroi

Débit = 2,62 kg/(m2s)

Température d’arrêt = 303 K

Sortie de fluide P = 1,374 bar

Fond avant Paroi adiabatique

Paroi supérieure Paroi adiabatique

Parois latérales Paroi adiabatique

Type de calcul Calcul MILES

Intégration temporelle Méthode implicite, ordre 2

Pas de temps = 10−8s

Discrétisation spatiale Schéma ODFI, ordre 2

Limiteurs de Van Leer

Table III.5 – Résumé des conditions de calcul pour la simulation MILES.
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III.4.2.2 Commentaire sur le temps physique simulé lors du calcul LES

Commençons par faire un commentaire sur le temps total physique simulé pour le calcul
LES. Pour obtenir un calcul représentatif, on peut considérer que le temps physique mini-
mum à simuler correspond au temps mis par une particule fluide pour atteindre la sortie
du domaine à partir du fond avant du montage. Pour déterminer ce temps minimum, il
suffit d’intégrer l’équation suivante :

dx

dt
= vcx (III.39)

où vcx est la vitesse maximum sur l’axe. La valeur de la vitesse vcx varie selon l’abscisse x.
Pour déterminer une expression de cette vitesse, on pose alors l’hypothèse qu’en moyenne
vcx est du même ordre de grandeur que la vitesse longitudinale correspondant à un écoule-
ment laminaire, c’est-à-dire la vitesse longitudinale de Taylor-Culick donnée par l’expres-
sion (III.14). En effet, on a vu au paragraphe III.2.2 précédent que la vitesse longitudinale
dans le montage VECLA, bien que s’éloignant de la vitesse analytique de Taylor-Culick,
reste toutefois toujours du même ordre de grandeur (figure III.7). On rappelle ci-dessous
l’expression de la vitesse longitudinale de Taylor-Culick :

vx(x, y) =
Π

2
xcos(

Πy

2
) (III.40)

Ainsi, d’après (III.40), une approximation de vitesse maximum sur l’axe vcx est donnée
par :

vcx
vinj

=
Π

2

x

h
(III.41)

Soit :

vcx =
πvinj
2h

x = KTCx (III.42)

avec KTC =
πvinj
2h

une constante. En introduisant cette dernière relation dans la formule

(III.39), on a :
dx

dt
= KTCx (III.43)

Ce qui nous donne :
1

x
dx = KTCdt (III.44)

soit : ∫ L

0

1

x
dx = KTC

∫ Tmin

0
dt (III.45)

d’où, par intégration :

[ln(x)]Lǫ = KTC [t]Tmin

0 (III.46)
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avec ǫ une valeur infinitésimale. On obtient alors l’expression du temps physique minimum
à simuler Tmin suivante :

Tmin ≈ ln(L/ǫ)

KTC
(III.47)

L’application numérique au montage VECLA (h = 0, 0103 m, vinj = 1, 847 m/s, L =
0, 581 m et ǫ = 10−3 par exemple) donne un temps de calcul minimum Tmin d’environ
23 ms. Pour le calcul tridimensionnel LES présenté dans ce chapitre, le temps physique
total simulé est d’environ 10 ms. Il est clair que cette simulation ne permet pas de s’assurer
du transfert de l’information entre l’amont et l’aval du canal, puisque le temps physique
simulé est environ deux fois plus petit que le temps physique total minimum Tmin. La
simulation LES n’a pas été menée jusqu’à obtention d’un temps physique d’au moins
23 ms, car cela aurait nécessité un temps de calcul très long. Cette première simulation
peut cependant être instructive car on devrait logiquement pouvoir observer les prémisses
de la turbulence.

III.4.2.3 Analyse du maillage pour la simulation tridimensionnelle

Précédemment, lors de l’estimation des principales échelles de grandeur, on a vu que l’on
pouvait évaluer l’échelle de Kolmogorov η en fonction de l’abscisse x (expression (III.38)),
avec une échelle énergétique Le qui dépend de y (expression (III.30)). Cette relation (III.38)
permet de positionner notre calcul par rapport à une approche DNS. En effet, pour une
taille de maille ∆m telle que ∆m ≈ η, on a alors un maillage qui permet d’effectuer une
simulation de type DNS. En revanche, pour des ∆m ≈ a η avec a > 1, on a une simulation
de type LES.

L’application directe de la formule (III.38) au cas VECLA permet de tracer sur la figure
III.15 l’évolution de la taille de maille ∆m adimensionnée par l’échelle de Kolmogorov η
(pour Res = 1, 5 × 103). La taille de maille ∆m correspond au diamètre hydraulique de
maille calculé selon la formule I.48 (cf chapitre I). Il est important de noter que la notion
d’échelle de Kolmogorov estimée dans le montage VECLA n’a aucune signification pour
des abscisses x/h < 10 car l’écoulement est laminaire ou à persistance laminaire. Pour
des abscisses x/h > 10, le tracé de la figure (III.15) montre que pour notre simulation
∆m > η, sauf près de la paroi injectante où la valeur de la taille de maille ∆m est approxi-
mativement de l’ordre de grandeur de l’échelle de Kolmogorov η. Ainsi, le calcul effectué
avec ce maillage est de type LES dans la majorité du volume du canal.
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Figure III.15 – Évolution de la taille de maille ∆m adimensionnée par l’échelle de Kol-
mogorov η en fonction de l’abscisse adimensionnée x/h et de la hauteur de veine adimen-
sionnée y/h, en z = 30 mm, pour Res = 1, 5× 103.

III.4.3 Résultats des simulations

La figure III.16 représente les profils de vitesse longitudinale adimensionnée obtenus en
8 différentes sections le long de la veine pour les deux calculs (2D RANS et 3D MILES)
comparés aux profils expérimentaux et analytiques de Taylor-Culick. Les profils LES cor-
respondent à des mesures instantanées en fin de calcul, c’est-à-dire pour un temps physique
simulé égal à 10 ms. On constate que les profils du calcul 3D MILES suivent la même évolu-
tion que les profils analytiques tout le long du canal, mis à part près de la paroi supérieure.
Comme évoqué précédemment au paragraphe III.2.1, cette divergence localisée dans une
couche très mince est due à la différence de condition limite à la paroi supérieure entre la
théorie analytique et le calcul 3D MILES.

La similitude des profils analytiques et 3D LES prouve que l’écoulement calculé par cette
simulation reste laminaire tout le long de la veine et ne capte aucunement le changement
de comportement de l’écoulement mesuré expérimentalement ! Cette constatation est à
relativiser puisque le temps physique simulé pour le calcul 3D n’est pas suffisamment long
(10 ms) pour permettre à une particule d’atteindre la sortie de fluide depuis le fond avant
du canal. Malgré cela, on pourrait s’attendre à observer la turbulence se développer. Or il
n’en est rien, puisque l’écoulement LES instantané est laminaire sur toute la longueur de
la veine. Au vu de ce résultat, on peut penser que, même en laissant tourner le calcul sur
un très grand nombre d’itérations (calcul qui prendrait alors un temps considérable !), on
pourrait ne jamais observer de transition turbulente.
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La figure III.16 montre que, contrairement à la simulation 3D LES, les profils de vitesse
longitudinale pour le calcul 2D RANS sont identiques aux profils de vitesse expérimentaux
tout le long de la veine, démontrant que cette dernière à bien reproduit le changement de
comportement de l’écoulement mesuré dans le montage VECLA. Ce résultat est corroboré
par les tracés de la figure III.17 qui montrent l’évolution du coefficient de quantité de
mouvement β le long de la veine pour l’expérience et le calcul 2D RANS. On y observe
la chute du coefficient β pour le calcul RANS et on remarque que cette chute se produit
à la même position dans la veine que celle observée expérimentalement, contrairement à
l’évolution du coefficient β pour un calcul laminaire. La méthode RANS k − l haut Rey-
nolds nous permet donc de capter la transition de l’écoulement, qui se produit entre x/h
= 20 et x/h = 30 dans la veine. Il est toutefois important de noter que ces résultats n’ont
pu être obtenus qu’après avoir paramétré les valeurs de k et de l injectés de façon à se
rapprocher le plus possible de la solution expérimentale. Les graphiques de la figure III.18
représentent les profils de ’l’intensité turbulente’ I définie par :

I =
√
(v′x)

2 + (v′y)
2 (III.48)

Sur les tracés de la figure III.18, on constate que l’intensité turbulente obtenue pour le
calcul 2D RANS est surestimée à partir de x/h = 21,36 , c’est-à-dire à partir de la position
dans la veine où l’écoulement commence à transitionner vers le turbulent. Donc, même
si la méthode RANS k − l haut Reynolds capte bien la transition de l’écoulement, les
caractéristiques de l’écoulement turbulent ne sont pas toutes correctement estimées. On
observe également sur toute la longueur de la veine, un écart entre profils expérimentaux et
calculés près de la paroi supérieure. Ceci montre que la couche limite n’est pas correctement
modélisée dans cette partie du canal.
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Figure III.16 – Comparaison des calculs RANS et LES avec l’expérience VECLA et les
profils de Taylor-Culick : profils de vitesse longitudinale adimensionnée pour 8 sections
x/h de la veine.
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Figure III.17 – Comparaison calcul RANS/expérience VECLA : évolution du coefficient
β le long de la veine.
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Figure III.18 – Comparaison calcul RANS/expérience VECLA : profils de l’intensité
turbulente pour 8 sections de la veine.
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III.4.4 Analyse des résultats des simulations RANS et LES

La simulation 2D RANS effectuée ici reproduit de façon assez fidèle les vitesses longitudi-
nales et la transition turbulente alors que l’estimation de l’intensité turbulente n’est pas
satisfaisante. Ces résultats s’accordent avec ceux d’études effectuées par d’autres auteurs
concernant la simulation numérique d’écoulements dans un canal à injection pariétale avec
une méthode RANS. En effet, Sabnis et al. [65] ont simulé l’écoulement obtenu expérimen-
talement par Dunlap et al. [30] en employant un modèle k−ǫ. Les profils de vitesse moyenne
ainsi simulés sont en accord avec les résultats expérimentaux mais les profils d’intensité
turbulente sont surévalués jusqu’à environ 200%. Sviridenkov et Yagodkin [71] ont quant
à eux réalisé des simulations RANS k− ǫ et k− ω d’écoulements incompressibles dans un
canal à injection pariétale. Le modèle de turbulence k−ω donne de bons résultats avant la
transition mais les quantités turbulentes sont surestimées d’environ 200% après la transi-
tion. En ce qui concerne le modèle k−ǫ, les estimations après transition sont satisfaisantes
mais des écarts sont observés avant la transition. En modifiant de façon empirique les
fonctions d’amortissement du modèle k−ǫ pour des bas nombres de Reynolds ainsi que les
conditions aux limites, Sabnis et al. [66] ont obtenus des simulations se rapprochant des
résultats expérimentaux de Traineau et al. [76]. Chaouat [20] a également calculé cet écou-
lement avec un modèle de turbulence k − ǫ et l’intensité turbulente pour cette simulation
reste surestimée. Chaouat [21] a éffectué des simulations numériques en utilisant le modèle
RSM de Launder et Shima [49] étendu aux écoulements compressibles. Ce modèle avancé
reproduit fidèlement les profils de vitesse moyenne alors que les quantités turbulentes sont
sensiblement différentes des résultats expérimentaux d’Avalon et al. [7].

On constate donc que la simulation RANS que l’on a effectuée ici illustre bien les problèmes
d’estimation des quantités turbulentes rencontrés par d’autres auteurs lors d’études utili-
sant différentes modélisations de type RANS pour les écoulements transitionnels. Même
si notre calcul bidimensionnel RANS k − l montre que certains aspects de l’écoulement
dans la veine sont bien reproduits, comme par exemple les vitesses longitudinales ou la
transition turbulente, l’obtention de ces résultats n’a cependant été possible qu’après avoir
calibré les paramètres k et l à l’injection du modèle RANS afin de s’accorder au mieux
avec la solution expérimentale. Malgré cela, les caractéristiques de la turbulence elle-même
ne sont pas bien estimées, comme le prouvent les profils d’intensité turbulente. Ceci peut
en partie s’expliquer par le fait que la turbulence est fortement tridimensionnelle alors que
le calcul RANS est bidimensionnel : des éléments essentiels de la turbulence peuvent donc
échapper à la modélisation... On sait également que le type d’écoulement que l’on cherche
à simuler ici est en transition et n’atteint pas un régime de turbulence totalement établie
[10][9]. La méthode RANS, bien qu’efficace pour la simulation de la turbulence pleine-
ment développée, ne parait pas aussi précise pour le calcul d’écoulements en transition
et ne semble donc pas être la méthode la mieux adaptée à notre cas d’étude. En effet, la
modélisation RANS consiste à modéliser entièrement l’écoulement et à ne considérer que
les quantités moyennes. Les échelles de longueur sont alors définies comme des moyennes
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à grandes échelles et ne sont plus liées à des structures représentatives de phénomènes
physiques instationnaires, comme la transition. En revanche, la modélisation LES consiste
à calculer directement les grandes échelles de l’écoulement et à ne modéliser que les pe-
tites. Ainsi l’effet des grosses structures de l’écoulement est bien capturé en LES, ce qui
permet à cette méthode de donner une représentation précise de la partie transitionnelle
de l’écoulement. Pour améliorer la qualité des simulations de la transition on choisit alors
de procéder pour la suite de cette étude à des calculs tridimensionnels avec des méthodes
de type LES.

Les raisons qui nous poussent à favoriser la modélisation LES tridimensionnelle au dé-
triment de la méthode RANS sont pertinentes, toutefois ce choix peut sembler surprenant
au premier abord lorsque l’on observe les résultats de la simulation tridimensionnelle de
type LES que l’on a effectuée. En effet, on a vu que les résultats LES à l’instant t ≈ 10 ms
sont en accord avec la théorie analytique de l’écoulement laminaire de Taylor-Culick et
ne capte pas du tout la transition turbulente ! Il faut cependant relativiser ce résultat
en rappellant que pour un temps physique simulé de 10 ms, le transfert de l’information
entre l’amont et l’aval n’a pas encore eu le temps de s’effectuer (on a estimé à 23 ms en
moyenne le temps nécessaire pour que ce transfert soit complet, voir paragraphe III.4.2.2).
Cependant, à l’instant t ≈ 10 ms, on pourrait penser que la transition a déjà commencé
à s’amorcer, or l’écoulement reste parfaitement laminaire. Si on continuait ce calcul, deux
possibilités d’évolution de l’écoulement sont envisageables. En premier lieu, on peut ima-
giner que la transition de l’écoulement va finir par se déclencher. Au vu de l’état laminaire
de l’écoulement à l’instant t ≈ 10 ms, on pourrait imaginer que cette transition va arriver
après un temps de calcul très long, voire trop long pour le réaliser dans cette thèse (pour
atteindre un temps physique de 10 ms, on a déjà effectué plus d’un million d’itérations).
La deuxième possibilité est que la transition ne s’amorce pas du tout, quel que soit le
temps physique sur lequel le calcul est effectué. En effet, la transition de l’écoulement
dans la configuration étudiée provient uniquement des instabilités dues aux fluctuations
introduites dans la veine lors de l’injection de fluide par la paroi poreuse. Aucune autre
source d’instabilité n’existe dans le canal puisqu’aucun obstacle ni angle ne sont présents
dans la géométrie considérée. Il faut donc introduire dans l’écoulement des fluctuations
pour déclencher la transition. Or, pour la simulation LES, on a utilisé la condition d’injec-
tion à débit constant et aucune perturbation n’a de ce fait été transmise dans l’écoulement.
Cette même condition limite d’injection à débit constant a été utilisé pour le calcul RANS,
mais dans ce cas, l’introduction de fluctuations est réalisée par l’intermédiaire des quantités
turbulentes k et l du modèle. En revanche, de par sa formulation, la modélisation MILES
dépend uniquement du maillage et de la méthode numérique (paragraphe I.3.2.2). Dans
le cas présent, les fluctuations ne peuvent donc venir que du schéma numérique utilisé
et celui-ci apparâıt comme étant stable. Aucune perturbation, d’origine géométrique ou
numérique, n’est par conséquent insufflée dans le calcul MILES. De ce fait, pour amorcer
la transition, il est alors nécessaire d’introduire des perturbations dans l’écoulement d’une
façon ou d’une autre, et préférentiellement au niveau de la condition d’injection de fluide
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pour s’accorder avec l’expérience. Comme souligné par Tabor et al. [72], dans le cas de
simulation LES dans des configurations où l’injection de fluide influe sur le développement
de la turbulence dans le domaine, comme c’est le cas dans VECLA, alors la condition
d’injection a une importance significative sur la dynamique de l’écoulement simulé.

Des simulations de type LES d’écoulement dans des canaux à injection pariétale incluant
une modélisation de perturbations à l’injection de fluide ont été effectuées par différents
auteurs. Liou et Lien [54] ont simulé l’écoulement obtenu expérimentalement par Traineau
et al. [76] par l’intermédiaire d’une simulation bidimensionnelle LES sans modèle de sous-
maille avec de très forts taux d’injection à la paroi. Les résultats ont été comparés avec
le calcul bidimensionnel RANS k − ǫ de Sabnis et al. [66]. La vitesse moyenne issue de la
simulation LES et les profils d’intensité turbulente ont été plus en accord avec l’expérience
que les données RANS. Apte et Yang [3] ont eux aussi mené une simulation bidimension-
nelle LES de l’écoulement expérimental de Traineau et al. [76] en utilisant un modèle de
sous-maille semi-empirique et en incorporant des perturbations à l’injection. Les résultats
ont révélé que plus le niveau de perturbations est important, plus la transition turbulente
se produit tôt dans le canal. Ainsi, de la même façon que pour les simulations RANS, la
position de la transition dépend fortement du niveau de fluctuations injecté. Des observa-
tions similaires ont été faites par Apte et Yang [4] et Wasistho et al. [87][86]. Apte et Yang
[4] ont effectué un calcul tridimensionnel LES avec un modèle de sous-maille de Smago-
rinsky dynamique et en superposant à l’injection des fluctuations aléatoires de différents
niveaux d’intensité. Wasistho et al. [87][86] ont quant à eux mené une simulation avec une
approche bidimensionnelle pour obtenir l’écoulement laminaire et une approche tridimen-
sionnelle LES pour calculer la transition et l’écoulement turbulent, tout en rajoutant des
fluctuations aléatoires au niveau de l’injection à la paroi poreuse. Au cours de cette étude,
différentes simulations ont été effectuées avec différents modèles de sous-maille. L’analyse
des résultats a amené les auteurs à penser que la condition limite d’injection a un effet
plus important sur les résultats que la modélisation de sous-maille. À cause du manque de
données expérimentales près de la paroi poreuse, l’ajout de fluctuations au niveau de l’in-
jection a été faite sans justification physique, comme indiqué par Wasistho et al. [86][87] et
Liou et Lien [54]. Ces chercheurs [54][86][87] soupçonnent que le manque de précision des
résultats obtenus pourrait être lié à ce manque de justification physique des fluctuations.
Ainsi, il est possible que l’utilisation de fluctuations paramétrées par un ou des critères
physiques puisse améliorer la qualité des simulations numériques de ce type d’écoulement.

III.5 Conclusion du chapitre

Les différentes simulations numériques effectuées ont permis de donner une première ana-
lyse de l’évolution du profil de vitesse dans VECLA, qui passe d’un état laminaire décrit
par la solution analytique de Taylor-Culick près du fond avant, à une transition turbulente
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en milieu de veine. L’estimation des quantités fluctuantes ainsi que le positionnement de
la transition du profil de vitesse moyenne ont été identifiés comme des critères essentiels,
à simuler numériquement avec le plus de précision possible. La transition de l’écoulement
a été définie comme étant la position axiale dans le canal où les profils de vitesse longi-
tudinale passent d’une forme laminaire de Taylor-Culick à une forme turbulente. Cette
position est identifiée par la localisation axiale du début de la décroissance de la valeur du
coefficient β par rapport à la valeur laminaire.
Les données issues de la simulation numérique 2D RANS k − l montrent que les profils
moyens et la transition turbulente sont bien calculés avec toutefois de l’imprécision dans
l’estimation des quantités turbulentes. La méthode RANS, bien qu’efficace pour certains
types d’écoulement, ne parâıt pourtant pas être la plus adaptée pour la simulation nu-
mérique d’écoulements en transition. En effet ce type de méthode est trop dépendant des
paramètres de calculs, en particulier des conditions aux limites. On a alors choisi de pour-
suivre la thèse en utilisant une approche LES. Les différentes études menées avec ce type
de modélisation montrent que la qualité des résultats, et en particulier la précision de la
position de la transition, dépend fortement des fluctuations injectées au niveau de la paroi
poreuse. Certains chercheurs [54][86][87] ont émis l’idée que le manque de précision des
résultats obtenus pourraient être lié au fait que les fluctuations sont générées sans justi-
fication physique. Il parâıt donc intéressant de quantifier les fluctuations en développant
un modèle physique, ce qui constituerait une piste d’amélioration possible des simulations
numériques des écoulements transitionnels dans un canal à injection pariétale. On décide
d’exploiter cette piste en cherchant à developper un nouveau modèle de génération de
fluctuations à l’injection prenant en compte un ou des paramètres physiques calibrés par
des données issues de résultats expérimentaux.







Chapitre IV

Modélisations de
perturbations pour des
simulations LES
instationnaires

On aborde ici les modélisations envisagées pour créer des fluctuations susceptibles de géné-
rer la transition turbulente pour des calculs LES tridimensionnels instationnaires d’écou-
lement dans le montage VECLA. On commence par exposer la modélisation de génération
de perturbations numériques qui nous permet de mener une première série de simulations
tridimensionnelles LES d’écoulement transitionnel dans VECLA. Ces premiers calculs ser-
viront de base de comparaison pour la simulation tridimensionnelle LES avec la modéli-
sation de fluctuations calibrées avec les résultats expérimentaux issus du chapitre II. Le
choix et le principe de fonctionnement de cette dernière sont explicités en deuxième partie
de ce chapitre.





Chapitre IV Modélisations de perturbations

IV.1 Modélisation de perturbations numériques

Avant de rechercher une méthode de génération de fluctuations calibrées par un ou des
paramètres physiques, on souhaiterait tout d’abord obtenir une première simulation avec
une approche tridimensionnelle instationnaire LES. En effet, au chapitre précédent, on n’a
pas réussi à aboutir à l’écoulement transitionnel dans VECLA avec une telle approche.
Pour y parvenir, on cherche donc dans un premier temps une méthode simple pour générer
des fluctuations qui pourraient déclencher la transition.

IV.1.1 Choix et brève description de la modélisation de perturbations numé-
riques

Plusieurs méthodes de génération de perturbations ont été employées par différents au-
teurs. Luploglazoff [55] a par exemple utilisé la technique de ’scotch’ correspondant à une
interruption du débit sur une partie de la chambre. L’application de bruit gaussien dans
toute la chambre VECLA a également été testée par Luploglazoff [55]. Ugurtas [77] a
quant à lui appliqué le bruit gaussien non pas dans la totalité de la veine mais uniquement
près de la paroi injectante. Il a aussi été envisagé de déformer le maillage au niveau de la
paroi injectante pour créer des irrégularités [23]. Une autre possibilité consiste à exploiter
les conditions de stabilité des schémas numériques du code CEDRE. C’est cette dernière
méthode que l’on retient. Ce choix a l’avantage de nous permettre de procéder à des si-
mulations instationnaires LES d’écoulement transitionnel dans VECLA sans modélisation
additionnelle de notre part.

Cette méthode de génération de perturbations numériques repose sur la non-utilisation
des limiteurs de pente du schéma de discrétisation spatiale. En effet, supposons une in-
tégration explicite à l’ordre 1, le schéma de transport résolu par le code CEDRE peut se
résumer en première approche sous la forme simplifiée suivante :

Qn+1 = Qn + C + V (IV.1)

où Q représente le vecteur des variables conservatives, C la contribution convective sans
limiteur et V la contribution visqueuse pour des CFL < 1 (cas explicite). Il a été démontré
que dans le cas linéaire, cette formulation (IV.1) est stable [16]. En revanche, ce schéma
peut être instable dans le cas non-linéaire. Les instabilités sont alors compensées par l’ajout
de limiteurs. Le système à résoudre s’écrit alors :

Qn+1 = Qn + CL + V (IV.2)

où CL représente la contribution convective avec limiteur de flux (cf chapitre I). Les non-
linéarités peuvent provenir de la nature non-linéaire des équations à résoudre, comme c’est
le cas pour les équations de Navier-Stokes. Elles peuvent également résulter de la présence
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de discontinuités ou de chocs dans l’écoulement à simuler.
Lors de la simulation de l’écoulement dans la configuration VECLA étudiée ici, on ne
trouve ni choc ni discontinuité et l’essentiel de la non-linéarité provient des équations
de Navier-Stokes. En désactivant les limiteurs dans ce cas là, on suppose que l’instabilité
numérique ainsi générée permettra de mener à bien le calcul sans toutefois le faire diverger.
On utilisera donc la formulation (IV.1) pour les simulations.

IV.1.2 Conclusion sur la modélisation de perturbations numériques

La modélisation consistant à générer des perturbations de type numérique pour déclen-
cher la transition turbulente à été exposée brièvement. Ces fluctuations seront obtenues
par l’intermédiaire de la désactivation des limiteurs de pente lors de la discrétisation spa-
tiale. Ainsi, on peut relativement facilement procéder aux premiers calculs de la transition
dans VECLA avec une approche LES tridimensionnelle et instationnaire. Ces simulations
serviront de base de comparaison pour les calculs menés avec le modèle de génération de
fluctuations calibrées par des paramètres physiques. C’est cette modélisation que l’on va
maintenant présenter.
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IV.2 Modélisation de perturbations physiques

IV.2.1 Choix de la modélisation de perturbations physiques

L’objectif est de trouver un modèle de génération de perturbations de l’écoulement permet-
tant de prendre en compte des paramètres physiques calibrés par des données expérimen-
tales. On veut ensuite intégrer ce modèle dans le code CEDRE pour pouvoir effectuer des
simulations LES instationnaires d’écoulement transitionnel dans VECLA. On voudrait que
les fluctuations s’approchent le plus possible de celles observées expérimentalement, c’est-
à-dire qu’elles correspondent à des fluctuations de quantité de mouvement. La possibilité
ou non d’imposer ce type de perturbations en pratique est abordée en fin de chapitre.

On recherche une méthode qui réponde au mieux aux critères suivants :

– La modélisation choisie devra permettre d’introduire des fluctuations lors de l’injection
de fluide à la paroi.

– Les fluctuations générées par la modélisation choisie pourront être calibrées par au moins
un paramètre physique et seront le plus possible en adéquation avec les mesures de bruit
relevées expérimentalement sur le montage VECLA.

– La modélisation sera la moins gourmande possible en temps de calcul et volume de
stockage car les calculs LES sont déjà très coûteux.

On commence par présenter de façon non exhaustive des méthodes de génération de tur-
bulence qui existent à l’heure actuelle.

IV.2.1.1 Conditions périodiques

Parmi les méthodes de génération de turbulence on peut citer les conditions périodiques
qui servent par exemple pour les calculs d’écoulements dans un canal ou une conduite où
l’injection se fait dans un plan perpendiculaire à la direction de l’écoulement. Dans ces
cas là, l’écoulement s’établit en devenant pleinement turbulent à une certaine distance de
l’entrée de fluide [72]. Expérimentalement, il suffit d’avoir un canal suffisamment long pour
que la turbulence pleinement développée soit observée. Mais numériquement, il n’est pas
aussi facile de prendre en compte un grand domaine de calcul. L’utilisation de la condition
périodique permet alors d’éviter ce problème en réintroduisant dans le domaine de calcul au
niveau du plan d’entrée de fluide l’écoulement obtenu au niveau du plan de sortie. Ce type
de condition est particulièrement adapté à l’étude des écoulements turbulents pleinement
developpés dans des conduits. Cependant, dans la configuration qui nous intéresse où l’on
cherche à caractériser la transition et non à exploiter une zone de turbulence pleinement
développée, cette méthode semble être inadéquate.
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IV.2.1.2 Calcul précurseur

Comme pour les conditions périodiques, le calcul précurseur est souvent utilisé dans le
cas d’écoulements dans un canal où l’injection se fait dans un plan perpendiculaire à
la direction de l’écoulement. Ce type de méthode consiste à effectuer une simulation de
l’écoulement amont, appelée calcul précurseur [59]. C’est la technique la plus précise pour
imposer une condition d’injection de fluide pour la LES puisqu’elle représente exactement
les tourbillons des grandes échelles de l’écoulement. Cette technique présente cependant
des inconvénients [72] : tout d’abord, elle manque de généralité car son utilisation se réduit
à des cas simples où la condition d’injection peut être considérée comme un écoulement
turbulent. De plus, cette technique ne peut pas être utilisée pour des simulations hybrides
RANS/LES. Enfin, l’utilisation de cette technique nécessite de faire une simulation sup-
plémentaire et on a par conséquent besoin de beaucoup d’espace de stockage. Tout comme
pour les conditions périodiques, le calcul précurseur ne semble pas approprié à notre cas
d’étude de par l’état transitionnel de l’écoulement à simuler. D’autre part, l’utilisation
d’un calcul précurseur reviendrait dans notre cas à déplacer le problème de génération de
fluctuations en amont. De plus, l’importance de l’espace de stockage nécessaire pour son
utilisation suffirait à l’exclure puisque cela va à l’encontre de l’un de nos objectifs qui est
d’avoir une modélisation la moins coûteuse possible.

IV.2.1.3 Méthodes stochastiques

Des méthodes plus rapides et plus flexibles que les conditions périodiques et le calcul
précurseur ont été développées par les chercheurs, telles que les méthodes stochastiques.
Ces méthodes consistent à générer un signal d’entrée qui se rapproche le plus possible de
l’écoulement réel en reproduisant certaines données statistiques [44]. Ainsi, des fluctuations
stochastiques sont générées et combinées avec l’écoulement moyen au niveau de l’injection
de fluide [72].

Méthodes de génération de bruit

La méthode de génération de bruit consiste à superposer des fluctuations aléatoires [44]
à une donnée du problème, telle que la vitesse ou le débit par exemple. Ces fluctuations
aléatoires, générées par un processus stochastique, sont dénommées ”bruit”. La forme la
plus simple de bruit est celle où l’énergie générée est uniformément répartie sur tous les
nombres d’ondes. Par analogie avec la lumière, le bruit est alors dit blanc. Cette méthode
est très souvent utilisée pour les simulations d’écoulement dans un canal à injection pa-
riétale du fait de sa simplicité d’utilisation et de son très faible coût en temps de calcul
et espace de stockage [4][54][87][86]. Cependant, cette méthode reste peu appropriée pour
des simulations d’écoulements dans la configuration étudiée ici car il n’y a aucune corré-
lation spatio-temporelle, l’énergie générée est uniformément répartie sur tous les nombres
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d’ondes et la pseudo-turbulence est rapidement dissipée.

À partir d’un processus stochastique générant du bruit blanc il est possible de créer d’autres
processus stochastiques avec des propriétés différentes, par l’intermédiaire d’équations dif-
férentielles stochastiques. C’est le cas notamment du processus d’Ornstein-Uhlenbeck qui
génère des nombres aléatoires à distribution gaussienne avec une variance, une moyenne et
une corrélation temporelle imposées. Ce processus a été utilisé avec succès pour introduire
de la turbulence par l’extrémité d’un conduit [59]. Ce type de procédé dérivé du bruit
blanc est simple à mettre en place car son utilisation consiste à résoudre une équation
différentielle stochastique, ce qui de plus n’est pas gourmand en temps de calcul ni volume
de stockage.

Méthodes spectrales

Les fluctuations turbulentes peuvent être décomposées sur une base de Fourier et donc
représentées par une somme linéaire de fonctions sinus et cosinus [72] :

u′x(y, t) = um

N∑

i=1

a′i(t)cos(iky + φ′i(t)) (IV.3)

où u′x est la composante selon x de la fluctuation de vitesse par exemple, y une coordonnée
du plan d’entrée de fluide, a′i et φ′i des coefficients aléatoires générés par un processus
stochastique par exemple [72]. Ces coefficients représentent l’énergie contenue dans chaque
mode de Fourier. La quantité fluctuante u′x est ajoutée au profil de vitesse moyenne ux :

ux(y, t) = ux(y) + u′x(y, t) = ux(y) + um

N∑

i=1

a′i(t)cos(iky + φ′i(t)) (IV.4)

L’utilisation de fonctions périodiques fournit une cohérence spatiale sur le plan d’entrée
de fluide. Par l’intermédiaire de la formule de Parseval, on trouve :

2Ekx = u2m

N∑

i=1

(a′i)
2 (IV.5)

Cette relation (IV.5) montre que l’énergie cinétique turbulente Ekx est reliée aux coeffi-
cients a′i. Donc, on peut imposer un spectre d’énergie pour calibrer les valeurs des a′i. Les
φ′i sont eux reliés à la différence de phase entre deux modes. Les a′i et φ

′
i sont créés à partir

de processus aléatoires.

La méthode spectrale est plus rapide et plus flexible que celle utilisant un calcul pré-
curseur [72]. Elle a été utilisée avec succès pour la simulation de turbulence homogène
isotrope [51] ou de l’écoulement autour d’une marche descendante [50] par exemple. Il est
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possible de rajouter une corrélation temporelle à ce type de méthode. Davidson [28][29] a
par exemple utilisé un filtrage assymétrique. Cela consiste à relier la fluctuation à l’instant
t à la fluctuation à l’instant t− 1. Cette méthode a été reprise par la SNPE [33] dans une
configuration avec injection proche de celle étudiée ici. Les résultats obtenus par la SNPE
montrent que la prise en compte d’une échelle temporelle joue un rôle important sur la
qualité des résultats de simulation. Tabor et al. [73] ont quant à eux relié les coefficients de
Fourier a′i et φ

′
i à un processus de Ornstein-Uhlenbeck pour créer la corrélation temporelle.

L’utilisation des méthodes spectrales nécessite l’emploi de transformées de Fourier. Lors-
qu’on a des maillages complexes non-structurés par exemple, la transformée de Fourier
rapide ne peut plus être utilisée et ces méthodes deviennent alors coûteuses, ce qui les
rend difficiles à utiliser dans un contexte industriel.

Filtres numériques

Un autre type de méthodes de reconstruction stochastique qui permet d’éviter les pro-
blèmes rencontrés avec les méthodes spectrales correspond aux méthodes basées sur le
filtrage numérique de données aléatoires. Cette technique permet de générer des proprié-
tés statistiques voulues, comme par exemple la corrélation spatiale et temporelle [72].
Cette méthode se base sur la technique spectrale développée par Lee et al. [51] et Smirnov
et al. [69]. La différence avec la méthode spectrale est qu’au lieu d’utiliser des séries de
Fourier afin de modeler les fluctuations aléatoires, ici on utilise un filtre numérique linéaire
non-récursif. Klein et al. [45] précisent que cette approche est simple à coder et facilement
adaptable à des données expérimentales.

La méthode décrite revient à structurer un processus stochastique gaussien par l’inter-
médiaire d’un filtre numérique [72]. Cela signifie qu’il est possible de créer des variantes de
cette technique grâce à d’autres techniques de filtrage. Veloudis et al. [81][80] ont notam-
ment étudié l’impact des maillages non-uniformes. Il apparâıt que si les échelles turbulentes
varient dans le plan d’injection, ce qui en LES revient à faire varier la largeur du filtre
LES, c’est à dire la taille des mailles, alors on a besoin de plusieurs filtres numériques.
Ceci complique la méthode et accrôıt le coût de calcul.

IV.2.1.4 Sélection de la méthode de génération de fluctuations

Parmi les méthodes présentées ici, on cherche à savoir laquelle est la plus appropriée pour
le développement de la condition d’injection de fluide incluant des fluctuations physiques
dans un canal à injection pariétale.

Les conditions périodiques sont particulièrement adaptées à des simulations d’écoulements
turbulents pleinement développés. Or, dans la configuration étudiée ici, on passe d’un état
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laminaire à une transition turbulente sans atteindre la turbulence pleinement développée.
Les conditions périodiques ne semblent par conséquent pas appropriées à notre cas et ne
seront donc pas utilisées.

Tout comme les conditions périodiques, la méthode employant un calcul précurseur pa-
rait difficilement transposable pour la simulation d’un écoulement transitionnel puisqu’elle
est applicable dans des configurations d’écoulements pleinement turbulents. Même dans
l’hypothèse où elle serait appropriée, elle nécessite beaucoup d’espace de stockage. Or nos
simulations sont déjà très coûteuses et on cherche à limiter le coût de calcul. Ainsi, on
n’utilisera pas de calcul précurseur pour générer les fluctuations physiques.

Pour cette même raison de coût de calcul, les méthodes spectrales semblent être dif-
ficilement envisageables. En effet, le traitement des transformées de Fourier est lourd,
notamment avec un maillage non-structuré. De plus, certains auteurs ont noté que ces
méthodes sont compliquées à coder. On se détourne donc de ce type de méthode.

On a jusqu’à présent éliminé les conditions périodiques, le calcul précurseur ainsi que
les méthodes spectrales. Parmi les modélisations restantes, on trouve les méthodes de gé-
nération de bruit et les filtres numériques. La technique du filtre numérique est équivalente
à implémenter un processus stochastique gaussien avec des données statistiques imposées,
ce qui nous permettrait de relier les fluctuations à des données expérimentales. Pour des
simulations de type LES, la présence de mailles de différentes tailles dans le plan d’in-
jection équivaut à faire varier la largeur du filtre LES. Il est alors nécessaire d’employer
plusieurs filtres numériques. Ainsi, cela complique la méthode et entrâıne un accroissement
important du coût de calcul. Or, la méthode de génération de perturbations recherchée
va être utilisée pour mener des simulations de type LES avec un maillage comportant des
tailles de maille qui varient. La technique de filtre numérique est donc à son tour éliminée.

La méthode de bruit blanc, très souvent utilisée pour appliquer des perturbations lors
de l’injection à la paroi, est simple d’utilisation et peu coûteuse en temps de calcul et es-
pace de stockage. Malheureusement, l’expérience a montré que l’utilisation de bruit blanc
présente des inconvénients majeurs, notamment le manque de justification physique des
fluctuations générées. En effet, celles-ci ne possèdent pas de corrélation spatio-temporelle
et l’énergie est uniformément répartie sur tous les nombres d’ondes. Il a aussi été remarqué
que lorsque le bruit blanc est employé comme condition aux limites, les fluctuations intro-
duites dans le canal se retrouvent rapidement dissipées... En ce qui concerne le manque
de justification physique, les auteurs ont trouvé un moyen de remédier au problème grâce
à des processus stochastiques dérivés du processus stochastique de base de bruit blanc
et créés par l’intermédiaire d’équations différentielles stochastiques. Cette méthode de gé-
nération de perturbations dérivées du bruit blanc est simple à mettre en place car son
utilisation consiste à résoudre une équation différentielle stochastique, ce qui de plus ne
nécessite pas beaucoup de temps de calcul ou de volume de stockage. Pour les simulations
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LES instationnaires d’écoulement transitionnel dans VECLA, on décide donc de créer les
fluctuations physiques à l’injection grâce à un processus stochastique dérivé du bruit blanc.

Parmi les processus stochastiques existants, on cherche celui qui permet de se rappro-
cher le plus des données expérimentales relevées lors des mesures de bruit sur le montage
VECLA. Ces mesures, présentées au chapitre II, ont montré que les fluctuations de quan-
tité de mouvement ont une distribution gaussienne et des valeurs d’échelles temporelle
et spatiale respectivement constantes quels que soient le débit et la hauteur de mesure
par rapport à la plaque poreuse. Les études menées à la SNPE [33] ont mis en avant le
fait que le déclenchement du VSP, ce phénomène de détachement de tourbillons au ni-
veau de la paroi injectante, est très sensible à la valeur de l’échelle temporelle. De ce fait,
on souhaiterait que le processus stochastique générant les fluctuations physiques puisse
prendre en compte l’échelle temporelle relevée expérimentalement sur VECLA. Les me-
sures de bruit ont également révélé que la densité spectrale de puissance des signaux ont
une pente proche de f−2. On voudrait de ce fait que ce critère soit respecté par le modèle
de perturbations physiques choisi. Il exite un processus stochastique ”amélioré” qui rem-
plit ces conditions. Il s’agit du processus d’Ornstein-Uhlenbeck qui génère des fluctuations
aléatoires à distribution gaussienne avec une corrélation temporelle et une décroissance du
spectre en f−2 imposées. C’est donc naturellement ce processus d’Ornstein-Uhlenbeck que
l’on sélectionne pour générer les fluctuations physiques à la paroi poreuse.

IV.2.1.5 Conclusion

Différentes méthodes de génération de perturbations physiques ont été exposées. On a re-
cherché une modélisation permettant d’introduire des fluctuations au niveau de la paroi in-
jectante et dont les paramètres peuvent être associés aux résultats expérimentaux, tout en
restant raisonnable en temps de calcul et volume de stockage. La méthode finalement adop-
tée répond à ces exigences et correspond au processus stochastique d’Ornstein-Uhlenbeck.
L’origine et les principes de ce processus sont développés au paragraphe suivant.
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IV.2.2 Description de la méthode de génération de perturbations physiques

Les fluctuations physiques pour les simulations d’écoulement transitionnel dans VECLA
sont générées par un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, modélisation dérivée du bruit blanc.
Ce dernier peut être créé par un processus stochastique appelé processus de Wiener qui
lui-même a pour vocation initiale la description du mouvement brownien.

IV.2.2.1 Mouvement brownien et processus de Wiener

Brown a décrit en 1827 le mouvement d’une particule infiniment petite immergée dans
un liquide ou un gaz. Ce mouvement, appelé mouvement brownien, permet de décrire le
caractère aléatoire de phénomènes physiques divers, comme la turbulence par exemple.
Le mouvement brownien peut être décrit par des équations différentielles stochastiques
(EDS). La solution d’une EDS est appelée processus de diffusion. Le plus fondamental
de tous les processus de diffusion, à partir duquel tous les autres processus peuvent être
dérivés, est le processus de Wiener. Sur un intervalle [0, T ], ce processus correspond à une
variable aléatoire W (t) telle que [41] :

– W (t) dépend continument de t ∈ [0, T ].
– W (0) = 0.
– Pour 0 ≤ s < t ≤ T , W (t) −W (s) ∼ (t − s)1/2N (0, 1). Autrement dit 1, la variable
aléatoire W (t)−W (s) est une gaussienne de moyenne nulle et de variance (t− s).

– Pour 0 ≤ s < t < u < v ≤ T , W (t)−W (s) et W (v)−W (u) sont indépendants.

Du fait de ces caractéristiques, le processus de Wiener est équivalent à du bruit blanc.

Le processus de Wiener discrétisé s’écrit sous la forme :

W0 = 0

Wj = Wj−1 + dWj avec j = 1, ..., N
(IV.6)

avec N un entier positif, avec δt = T/N , Wj =W (tj) où tj = (j× δt) et dWj une variable
aléatoire indépendante de la forme δt1/2N (0, 1).

IV.2.2.2 Équation de Langevin

L’équation de Langevin est une EDS contenant une partie déterministe et un terme addi-
tionnel aléatoire de bruit blanc. La solution de l’équation de Langevin [48] est un proces-
sus de diffusion initialement développé comme modèle stochastique pour décrire la vitesse

1. Il est rappelé que N (0, 1) correspond à une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle est de
variance unité.
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d’une particule microscopique soumise à un mouvement brownien [62]. Cette EDS s’écrit
sous la forme :

dVi(t) = ai(X,V, t)dt+ bij(X,V, t)dWj(t) (IV.7)

où X est la position de la particule à l’instant t (dXi = Vidt), ai le terme de tendance (ou
de dérivée, ou “drift”), bij le terme de diffusion (ou de dispersion) et dWj(t) un processus
de Wiener [59]. Plusieurs modèles existent pour décrire a et b. Dans le cas de la turbulence
gaussienne stationnaire et homogène, ces deux paramètres sont définis par :

a = −V/Tl et b = σ(2/Tl)
1/2 (IV.8)

avec Tl l’échelle temporelle et σ l’écart-type, deux constantes positives. L’équation (IV.7)
s’écrit alors :

dV (t) =
−V (t)

Tl
dt+ σ(

2

Tl
)1/2dW (t) (IV.9)

avec dW (t) de la forme (δt)1/2N (0, 1). La partie stochastique de l’équation est donc mo-

délisée par un bruit blanc. Dans cette expression (IV.9), le terme de tendance
−V (t)

Tl
dt

entraine la relaxation de la vitesse vers zéro selon l’échelle temporelle Tl. Le terme de
diffusion ajoute quant à lui un incrément aléatoire de moyenne nulle avec une déviation

de σ

(
2dt

Tl

)1/2

.

La solution de l’équation de Langevin correspond au processus d’Ornstein-Uhlenbeck [62],
qui est un processus statistiquement stationnaire gaussien. Ce dernier est caractérisé par
une moyenne nulle et une variance σ2. Sa fonction d’autocorrélation F (τ) s’écrit sous la
forme suivante :

F (t) = exp

(
−|t|
Tl

)
(IV.10)

On en déduit que l’échelle temporelle Tl est définie par :

Tl =

∫ ∞

0
F (t)dt (IV.11)

Le spectre d’énergie de ce processus s’écrit [62] :

S(f) =
(2/π)σ2Tl
1 + T 2

l f
2

(IV.12)

Cette relation (IV.12) indique que la décroissance de l’énergie du processus d’Ornstein-
Uhlenbeck s’effectue de façon monotone avec une pente en f−2. Par analogie avec la
lumière, ce processus est alors appelé bruit rouge.

En résumé, la solution de l’équation de Langevin permet de générer un signal aléatoire
gaussien, de moyenne nulle, de variance σ2, avec une échelle temporelle imposée et un





Chapitre IV Modélisations de perturbations

spectre d’énergie qui décrôıt avec une pente imposée en f−2 : on a donc un bruit rouge
gaussien filtré en temps. Pour résoudre l’équation de Langevin, il nous faut trouver une
méthode de résolution numérique.

IV.2.2.3 Détermination de la méthode de résolution numérique de l’équation de
Langevin

Différentes méthodes de résolution numérique de l’équation de Langevin existent, comme
par exemple la méthode d’Euler-Maruyama [59]. On teste ici quelques-unes de ces mé-
thodes. Pour cela, on génère avec ces différentes méthodes un signal de moyenne M , de
variance σ2, de durée T et avec un pas de temps ∆t. Le nombre de valeurs N est donné
par :

N = T/∆t (IV.13)

Il a été observé que le pas de temps a une influence sur les résultats. Wilson & Zhuang
[88] ont établi que la condition :

∆t = 0, 1Tl (IV.14)

permet d’obtenir une bonne reproduction du signal.

Considérons par exemple un signal de vitesse constant tel que :

Durée du signal : T = 0, 0228 s.

Pas de temps : ∆t = 10−7s

Moyenne : V = 1, 5m/s

Écart-type : σ = 2

(IV.15)

On va ajouter à ce signal constant dans le temps des fluctuations obtenues par l’équation
de Langevin. Grâce aux relations (IV.13) et (IV.14), on peut alors déduire les valeurs
suivantes :
– échelle temporelle Tl = 10−6s,
– nombre de valeur N = 228000.
On cherche la méthode qui reproduit le plus fidèlement possible les valeurs imposées de
moyenne, d’écart-type et d’échelle intégrale temporelle.

Générateur de nombres aléatoires

Pour pouvoir procéder aux tests, il nous faut tout d’abord un générateur de nombres
aléatoires qui permettra d’obtenir la partie ”bruit blanc” de l’équation de Langevin. On
utilise une méthode de type ”linear congruential generator” [40][46]. Cette méthode per-
met de générer une variable aléatoire à distribution uniforme. Les variables aléatoires ainsi
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générées sont ensuite réutilisées pour créer une variable aléatoire à distribution normale
par l’intermédiaire du théorème centrale limite. Les variables aléatoires sont finalement
générées de telle sorte qu’elles suivent une loi de distribution normale de moyenne nulle
et de variance unité N (0, 1). On rappelle que pour une telle loi, la valeur du coefficient de
dissymétrie (ou skewness) est de 0 et la valeur du coefficient d’aplatissement (ou kurtosis)
est égale à 3.
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Figure IV.1 – Exemple d’histogramme (a) et de fonction d’autocorrélation (b) obtenus
lors de la génération de variables aléatoires à distribution gaussienne par la méthode“linear
congruential generator” pour une suite de 228000 nombres.

On constate sur la figure (IV.1 a) que l’histogramme suit bien une distribution normale
avec des valeurs de coefficient de dissymétrie et du coefficient d’aplatissement en accord
avec les valeurs théoriques. Sur la figure (IV.1 b), on a tracé l’évolution de la fonction d’au-
tocorrélation pour les variables à distribution gaussienne générées par la méthode ”linear
congruential generator” et l’évolution théorique d’un bruit rouge (expression IV.10). On
constate bien que pour les variables à distribution gaussienne la répartition de la fonction
d’autocorrélation reste nulle et constante dans le temps, c’est-à-dire qu’il n’y a aucune
corrélation temporelle des variables, comme cela doit être le cas pour un bruit blanc.

Numériquement, la fonction d’autocorrélation Fk est estimée par :

Fk(t) =
Ck(t)

C0
(IV.16)

avec :

Ck(t) =
1

N

N−k∑

t=1

(vt − v)(vt+k − v) (IV.17)
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où v est la variable pour laquelle on veut calculer la fonction d’autocorrélation, et v est la
moyenne.

Méthode 1 : méthode Euler-Maruyama

L’équation de Langevin (IV.9) peut être linéarisée suivant la méthode Euler-Maruyama
ci-dessous [59] :

V (t+∆t) = (1− ∆t

Tl
)V (t) + σ

√
2∆t

Tl
ω(t) (IV.18)

où ω(t) est une variable aléatoire indépendante normale de moyenne nulle et de variance
unité ω(t) ∈ N (0, 1) (ou bruit blanc).

On teste cette méthode pour un signal ayant les caractéristiques résumées en (IV.15).
L’évolution temporelle du signal généré par l’équation de Langevin après résolution avec
la méthode d’Euler-Maruyama est tracée sur la figure IV.2a. On constate que le signal
constant de départ est effectivement bruité autour de la valeur moyenne désirée de 1,5
m.s−1. On remarque également que la DSP du signal décrôıt avec une pente en f−2,
comme prévu (figure IV.2b). De plus, le caractère gaussien des fluctuations est respecté
(figure IV.2c) et la fonction d’autocorrélation (figure IV.2d) suit bien la forme théorique
attendue (expression IV.10). L’analyse du signal bruité après application du bruit rouge
filtré donne les valeurs suivantes :
– Échelle temporelle = 8, 4235995× 10−7s (erreur relative = 16%).
– Moyenne = 1, 510297 (erreur relative = 0, 7%).
– Écart-type = 2, 049852 (erreur relative = 2, 5%).
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Figure IV.2 – Évolution temporelle du signal généré (a), DSP du signal (b), histogramme
(c) et fonction d’autocorrélation temporelle du signal (d) obtenus par la méthode de réso-
lution d’Euler-Maruyama.
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Méthode 2

Cette méthode consiste à intégrer directement l’équation (IV.9) sur l’intervalle t = [t0, t1],
ce qui donne [59] :

V (t+∆t) = exp(
−∆t

Tl
)V (t) + σ

√
2∆t

Tl
exp(

−∆t

Tl
)ω(t) (IV.19)

L’évolution temporelle du signal généré avec la méthode de résolution numérique IV.19
est tracée sur la figure IV.3a. Tout comme pour la méthode d’Euler-Maruyama, le signal
constant de départ est bruité autour de la valeur moyenne de 1,5 m.s−1. La DSP du signal
décrôıt avec une pente en f−2(figure IV.3b). Les fluctuations sont également à distribution
gaussienne (figure IV.3c). Enfin, la fonction d’autocorrélation (figure IV.3d) suit la forme
théorique (expression IV.10). L’analyse du signal bruité après application du bruit rouge
filtré donne les valeurs suivantes :
– Échelle temporelle = 8, 8884451× 10−7s (erreur relative = 11%).
– Moyenne = 1, 509778 (erreur relative = 0, 7%).
– Écart-type = 1, 898912 (erreur relative = 5%).

Méthode 3 : méthode hybride

Si on combine les deux méthodes précédentes, on obtient une méthode hybride [59] telle
que :

V (t+∆t) = exp(
−∆t

Tl
)V (t) + σ

√
1− exp(

−2∆t

Tl
)ω(t) (IV.20)

Le signal de départ est bruité autour de la valeur moyenne de 1,5 m.s−1 (figure IV.4a).
La DSP du signal décrôıt avec une pente en f−2 (figure IV.4b), les fluctuations sont à
distribution gaussienne (figure IV.4c) et la fonction d’autocorrélation (figure IV.4d) suit la
forme théorique (expression IV.10). L’analyse du signal bruité donne les valeurs suivantes :
– Échelle temporelle = 8, 8883496× 10−7s (erreur relative = 11%),
– Moyenne = 1, 510291 (erreur relative = 0, 7%),
– Écart-type = 1, 997937 (erreur relative = 0, 1%).
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Figure IV.3 – Évolution temporelle du signal bruité (a), DSP du signal (b), histogramme
(c) et fonction d’autocorrélation temporelle du signal (d) obtenus par la méthode 2.





Chapitre IV Modélisations de perturbations

(a) (b)

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10

12

t(s)

V
 (

m
/s

)

f (Hz)
D

SP
(V

, ) (
m

.s
-1
.H

z-1
)

102 103 104 105 10610-8

10-6

10-4

10-2

100

102

104

f-2

(c) (d)

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10 12
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

V (m/s)

Skewness = − 0,0069
Kurtosis = 2,9592

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

x 10
−6

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

← theorique

t(s)

F
on

ct
io

n 
au

to
co

rr
el

at
io

n

Figure IV.4 – Signal généré (a), DSP du signal (b), histogramme (c) et fonction d’auto-
corrélation temporelle du signal (d) obtenus par la méthode de résolution hybride.
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Résumé des tests - Conclusion

On résume maintenant les résultats obtenus avec les différentes méthodes de résolution
de l’équation de Langevin. On commence par rappeler les valeurs théoriques des différents
paramètres du modèle de bruit rouge filtré :
– échelle temporelle Tl = 10−6s,
– moyenne M = 1, 5,
– écart-type σ = 2,
– skewness = 0,
– kurtosis = 3.
Les valeurs de ces mêmes paramètres calculés pour le signal après application du bruit et
selon les différentes méthodes de résolution sont résumées dans le tableau IV.1.

Méthode Échelle temporelle Tl Moyenne M Écart-type σ Skewness Kurtosis

Euler-Maruyama 8, 4235995× 10−7s 1, 510297 2, 049852 −0, 0071 2, 9595

Erreur relative 16% 0, 7% 2, 5%

Methode 2 8, 8884451× 10−7s 1, 509778 1, 898912 −0, 0069 2, 9592

Erreur relative 11% 0, 7% 5%

Hybride 8, 8883496× 10−7s 1, 510291 1, 997937 −0, 0069 2, 9592

Erreur relative 11% 0, 7% 0, 1%

Table IV.1 – Résumé des valeurs des paramètres du bruit rouge pour différentes méthodes
de résolution.

Ces résultats tendent à montrer que la méthode de résolution à privilégier est la méthode
hybride puisqu’elle permet de générer des fluctuations avec les caractéristiques voulues
(échelle temporelle, valeur moyenne, écart-type,...) de façon plus précise que les autres
méthodes. C’est donc grâce à la méthode hybride de résolution numérique de l’équation
de Langevin que l’on va générer les fluctuations physiques pour les simulations LES ins-
tationnaires.
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IV.2.2.4 Étude du comportement du modèle de Langevin hors écoulement

Avant d’intégrer le modèle de bruit rouge filtré dans CEDRE et de tester son effet sur
un écoulement de type VECLA, on commence par étudier hors écoulement l’influence de
la variation de certains paramètres du modèle. En effet, si certaines caractéristiques sont
fixées, comme par exemple la décroissance du spectre en f−2 ou la distribution gaussienne,
en revanche d’autres éléments peuvent être modulés : on peut notamment choisir la valeur
du pas de temps, de l’échelle temporelle, de l’écart-type ou du temps physique total sur
lequel le bruit est appliqué. Nous cherchons ici à examiner l’effet de la variation de ces
critères modulables sur les fluctuations générées.

Étude de l’influence du temps total simulé Ttotal

On peut se demander quelle est l’influence du temps total Ttotal sur lequel est appliqué le
bruit sur la qualité des résultats. Pour s’en rendre compte, on a effectué des tests d’ajout
de bruit rouge filtré sur un temps total simulé Ttotal variable pour un signal constant de
quantité de mouvement moyenne m = 5 kg.m/s, avec un pas de temps ∆t = 10−7 s,
un écart-type σ = 0, 106 et une échelle temporelle TL = 0, 12 × 10−3 s (ce qui donne
∆t/Tl ≈ 8, 33 × 10−4). Les résultats de l’analyse des signaux obtenus sont tracés sur
la figure IV.5. Pour tous les paramètres caractéristiques du bruit, on observe que pour
Ttotal/TL < 200 environ, ceux-ci ne sont plus correctement estimés. Ces résultats semblent
pouvoir s’expliquer par le fait qu’il faut générer suffisamment de données discrétisées (c’est-
à-dire faire un nombre assez important d’itérations, autrement dit avoir un temps total
Ttotal suffisamment grand) pour obtenir un signal représentatif et exploitable. Ainsi, aug-
menter la taille de l’échantillon permet de diminuer le biais statistique. Du fait de ces
constatations, on prendra par la suite :

Ttotal
Tl

≥ 200 (IV.21)

Étude de l’influence de l’écart-type σ

On regarde maintenant l’influence de l’écart-type σ sur le signal. Les résultats des tests
pour différentes valeurs de σ sont présentés sur la figure IV.6. La figure IV.6a représente
l’évolution de l’écart-type du signal bruité en fonction de sa valeur théorique imposée : la
simulation reproduit bien la valeur souhaitée, avec l’apparition de très légères différences
quand l’écart-type imposé augmente. L’échelle temporelle du signal calculé (figure IV.6 b)
reste égale à sa valeur théorique quel que soit l’écart-type imposé. La même tendance est
observée pour le skewness (figure IV.6 c), le kurtosis (figure IV.6 c) et la valeur moyenne
(figure IV.6 d) du signal simulé. L’évolution des valeurs maximales et minimales du si-
gnal simulé en fonction de l’écart-type imposé (figure IV.6 d) montre que plus celui-ci est
grand, plus l’amplitude des fluctuations est importante. Ce constat est en accord avec la
définition même de l’écart-type.
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Figure IV.5 – Évolution de l’échelle temporelle générée par le modèle de Langevin (a),
de la moyenne (b), de l’écart-type σ (c), du kurtosis (d) et du skewness (e) en fonction du
temps total simulé TTotal adimensionné par l’échelle temporelle TL.
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Figure IV.6 – Évolution de l’écart-type σ généré par le modèle de Langevin (a), de
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Influence du rapport
∆t

TL

Intéressons-nous maintenant à l’influence du rapport
∆t

TL
sur les résultats. Wilson & Zhuang

[88] ont établi qu’il n’existe pas de limite inférieure pour le choix de ∆t mais qu’en ce qui

concerne la limite supérieure, il faut prendre garde à la valeur du rapport
∆t

TL
. Celui-ci peut

en effet avoir des conséquences sur le spectre du processus [88]. Nguyen [59] a comparé
les spectres de signaux générés pour des rapports de ∆t/TL compris entre 0,001 et 0,5 et

il a constaté le changement du spectre selon la valeur de ∆t/TL testées. Pour
∆t

Tl
≈ 0, 5,

la discrétisation en temps génère alors une erreur de l’ordre de 15% sur le spectre, ce qui

reste acceptable [59]. Wilson & Zhuang [88] ont établi que la condition
∆t

Tl
≈ 0, 1 permet

d’obtenir une bonne reproduction du signal. De ce fait, pour les simulations, on essaiera
autant que possible d’avoir ∆t/Tl ≈ 0, 1 tout en respectant le critère suivant :

∆t

Tl
≤ 0, 5 (IV.22)

Conclusion des tests

On a procédé à une étude de l’influence de la variation des paramètres du modèle de
bruit rouge filtré sur les fluctuations générées. Cela a permis de constater les effets pro-
duits et de mettre en évidence les critères à respecter pour l’obtention de perturbations
avec les paramètres voulus. En résumé, on a :

–
∆t

Tl
≤ 0, 5.

–
Ttotal
Tl

≥ 200.

– Plus σ augmente, plus l’amplitude des fluctuations est importante.
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IV.2.3 Implantation du modèle de bruit rouge filtré dans le code CEDRE

IV.2.3.1 Stratégie d’implantation dans CEDRE

On veut que le modèle de bruit rouge filtré sélectionné soit utilisé pour ajouter des fluctua-
tions lors de l’injection de fluide dans le canal. En première approche, on pense à implanter
le modèle comme une condition aux limites, en l’adaptant par exemple à la condition aux
limites d’injection de débit constant employée pour toutes les simulations menées jusqu’à
présent. L’ajout de fluctuations (bruit blanc) à une condition limite d’injection de débit
constant a déjà été testé par d’autres auteurs [4][54][86][87]. Cependant, il a été remarqué
que lorsque le bruit blanc est employé comme condition aux limites, les fluctuations intro-
duites dans le canal se retrouvent rapidement dissipées. Les perturbations ainsi introduites
dans l’écoulement sont très vite amorties, rendant la condition limite d’injection à débit
fluctuant quasi-similaire à celle à débit constant... On peut alors envisager d’étudier les
raisons de ce phénomène pour ensuite tenter d’y remédier et ainsi éventuellement pou-
voir greffer notre modèle de bruit rouge filtré à la condition limite. Une autre alternative
s’offre à nous et une deuxième approche est envisageable en exploitant les caractéristiques
du code de calcul CEDRE. En effet, une fonctionnalité d’ajout de sources existe dans le
code CEDRE et sa complexité moindre par rapport aux conditions limites permet d’entre-
voir une possibilité d’adaptation plus simple et rapide pour notre modèle de bruit. Ainsi,
on choisit de coder le modèle de bruit rouge filtré comme une source ajoutée à l’intérieur
du canal au niveau de la paroi injectante.

On commence par exposer la fonctionnalité de prise en compte de sources dans le code
CEDRE. Puis on passe à la façon dont on a greffé le bruit rouge filtré pour l’adapter à la
structure déjà existante.

IV.2.3.2 Prise en compte de sources dans CEDRE

Dans le code CEDRE, la source S(x, y, z, t) est appliquée sur les variables conservatives q
et a autant de composantes nq qu’il y a d’équations de bilan, soit [84] :

– les composantes pour les sources de masse, avec une composante pour chaque espèce
(avec nesp espèces),

– les trois composantes pour les sources de quantité de mouvement,
– la composante pour la source d’énergie totale,
– les composantes pour les sources associées aux nsca scalaires supplémentaires éventuels
(avec une composante pour chaque scalaire).

Au total, on a donc nq = 4 + nesp + nsca. La définition de l’amplitude de la source se fait
en deux étapes. La première consiste à spécifier la distribution spatiale de la source et la
deuxième à définir sa variation temporelle éventuelle. Les composantes de la source sont
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alors de la forme :
Sj = F (t).G(x, y, z).γj (IV.23)

avec j = 1, nq, γj réfère à la composante considérée, G définit la partie purement spatiale
de la source et F (t) son éventuelle dépendance temporelle.

Distribution spatiale de la source

Deux fonctions sont disponibles dans CEDRE pour définir la distribution spatiale, c’est-
à-dire la fonction G précédente (formule IV.23). On peut choisir entre [84] :
– une gaussienne, telle que :

G(x, y, z) = exp

[
−
(
(x− x0)

2

a2x
+

(y − y0)
2

a2y
+

(z − z0)
2

a2z

)]
(IV.24)

avec les paramètres x0, y0, z0, ax, ay, az à définir selon la gaussienne voulue.
– un créneau à support parallélépipédique tel que :

G(x, y, z) = 1 si x1 < x < x2, y1 < y < y2, z1 < z < z2

G(x, y, z) = 0 sinon
(IV.25)

avec les paramètres x1, y1, z1 et x2, y2, z2 à définir selon le parallélépipède voulu.

Variation temporelle de la source

Si la source dépend du temps, la fonction F (t) définit la forme de la variation tempo-
relle. Dans le code CEDRE, plusieurs types sont disponibles. Parmi ceux-là, on a par
exemple [84] :
– une rampe de t1 à t2, telle que :

F (t) = a
t− t1
t2 − t1

si t1 ≤ t ≤ t2

F (t) = 0 si t < t1

F (t) = a si t > t2

(IV.26)

– une gaussienne centrée sur t1 et d’écart-type t2, telle que :

F (t) = a. exp

[(
t− t1
t2

)2
]

(IV.27)

– un sinus de fréquence f1 sur l’intervalle [t1, t2] :

F (t) = a. sin [2πf1(t− t1)] si t1 ≤ t ≤ t2

F (t) = 0 si t < t1 ou t > t2
(IV.28)
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– une sirène entre les fréquences f1 et f2 avec :

F (t) = a. sin [2πf1(t− t3)] si t < t1

F (t) = a. sin [2πf12(t− t3)] si t1 ≤ t ≤ t2

F (t) = a. sin [2πf2(t− t3)] si t > t2

(IV.29)

avec f12 = f1 + (f2 − f1)
t− t1
t2 − t1

.

Comme on le voit sur ces exemples, il faut fixer la valeur d’un certain nombre de paramètres
pour définir ces fonctions temporelles. Dans le code CEDRE, il est prévu que les valeurs
de six paramètres au maximum puissent être spécifiées :
– un réel pour définir la valeur d’une amplitude a,
– un réel pour définir la valeur d’un instant t1,
– un réel pour définir la valeur d’un instant t2,
– un réel pour définir la valeur d’un instant t3,
– un réel pour définir la valeur d’une fréquence f1,
– un réel pour définir la valeur d’une fréquence f2.

IV.2.3.3 Adaptation du modèle de bruit rouge filtré à la structure des sources

Pour intégrer notre modèle de bruit rouge filtré dans le code CEDRE, on utilise la fonction
G(x, y, z) de définition de la distribution spatiale des sources telle qu’elle est codée dans
CEDRE. En revanche, un travail d’adaptation est nécessaire pour la spécification de la
variation temporelle. En effet, actuellement, la prise en compte de la partie temporelle des
sources s’effectue pendant l’intégration temporelle. Or, du fait de sa formulation (relation
IV.20), pour appliquer la source de bruit rouge filtré S, on voudrait que celle-ci soit prise
en compte en dehors de l’intégration temporelle, en fin de pas de temps. Ainsi, on voudrait
que notre modèle de source temporelle de bruit rouge S soit pris en compte de la façon
suivante :

qn+1 = qn+1
∗ + C × S (IV.30)

où qn+1
∗ correspond aux variables conservatives calculées par CEDRE hors source de bruit

rouge et où S = [ρS , (ρvx)S , (ρvy)S , (ρvz)S , (ρE)S ]
t, avec, d’après (IV.20) :

S(t+∆t)− S(t) =
[
exp

(
−∆t

TL

)
− 1

]
S(t) + σ

√
1− exp

(−2∆t

TL

)
w(t) (IV.31)

Dans la relation (IV.30), le vecteur C = [C(ρ), C(ρvx), C(ρvy), C(ρvz), C(ρE)]t permet de
préciser sur quelle variable conservative la source de bruit rouge est appliquée. La valeur
des coefficients de C règle l’amplitude des fluctuations sur l’ensemble du volume sur lequel
la source de bruit rouge est imposée. Ce volume est défini par l’intermédiaire de la fonc-
tion G(x, y, z) caractérisant la distribution spatiale de la source. Ainsi, l’implantation du
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modèle de bruit rouge dans le code CEDRE implique que l’amplitude des fluctuations gé-
nérées ne dépend plus uniquement de la valeur de l’écart-type du modèle, mais également
de la valeur des coefficients de C et du volume sur lequel les perturbations sont appliquées.

L’intégration dans CEDRE consiste donc à ajouter une option permettant de spécifier
que dans le cas d’une source temporelle de bruit rouge filtré, il ne faut pas la considérer
pendant la phase d’intégration temporelle. Dans un deuxième temps, on a créé une nou-
velle fonction dans CEDRE de prise en compte de la source temporelle en dehors de la
phase d’intégration temporelle, en se basant sur la structure déjà existante et en apportant
toutes les modifications nécessaires. On a également créé de nouvelles fonctions, telle que
celle permettant de créer une variable aléatoire à distribution normale (bruit blanc) ou
celle assemblant les différents éléments du modèle selon la formulation (IV.31).

IV.2.4 Étude du bruit rouge après implantation dans CEDRE

Les tests effectués ci-après ont pour objectif de déterminer comment va être interprété le
modèle de bruit rouge par le code CEDRE. Pour ces calculs, on considère un domaine
de calcul bidimensionnel de dimension (10−3 × 10−3) m2. Le maillage est constitué d’une
seule maille, avec ∆x = ∆y = 10−3 m. Des conditions de paroi sont imposées sur toutes
les limites du domaine. La source de bruit rouge est appliquée sur la totalité du volume
de la cellule. Les conditions de calcul sont résumées dans le tableau IV.2.

Pour activer la source de bruit rouge filtré dans CEDRE, il faut spécifier les valeurs des
coefficients du vecteur C permettant de préciser sur quelle variable conservative la source
de bruit rouge est appliquée :

C =




C(ρ)

C(ρvx)

C(ρvy)

C(ρvz)

C(ρE)




(IV.32)

La valeur des coefficients de C est fixée de façon arbitraire selon les tests, de telle sorte
que l’amplitude des fluctuations soient suffisamment importante pour que celles-ci soient
observées sur les signaux temporels des variables bruitées.

Étant donné que l’on utilise une seule cellule de calcul avec des conditions de paroi sur
toutes les faces, alors les flux sont toujours nuls en fonction du temps. Cette propriété
nous permet alors d’étudier comment le bruit ’volumique’ va être interprété dans le code
CEDRE. Finalement, lors du calcul, le schéma itératif résolu prend en compte la source
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Maillage ∆x = ∆y = 10−3 m

Conditions aux limites Condition de paroi sur les 4 côtés

Conditions initiales P0 = 101325 Pa

T0 = 300 K

ρ0 = 1, 1780 kg.m−3

v0 = 0 m/s

Pas de temps ∆t = 10−7 s

Temps physique total simulé TTOTAL = 0,06 s

Discrétisation d’espace ODFI, ordre 2

Intégration en temps Implicite d’ordre 2

Paramètres du modèle de bruit rouge Échelle temporelle TL = 1, 2× 10−4 s

Écart-type σ= 0,05

Table IV.2 – Données de calcul pour le test du comportement du modèle de bruit rouge
dans CEDRE.

de bruit rouge S en l’appliquant sur les variables conservatives q de la façon suivante :

qn+1 = qn + C × Sn (IV.33)

avec pour conditions initiales :

q0 =




(ρ)0

(ρvx)0

(ρvy)0

(ρvz)0

(ρE)0




(IV.34)

La solution q(t) dépend donc uniquement des conditions initiales du problème et de la
source de bruit rouge.
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Les paramètres de calcul listés dans le tableau IV.2 sont calibrés de façon à ce que le
modèle de bruit rouge puisse fonctionner de manière optimale, c’est-à-dire que l’on a :

∆t

TL
≤ 0, 5 (IV.35)

TTOTAL

TL
≥ 200 (IV.36)

Lors de l’utilisation de la source de bruit rouge dans CEDRE, on spécifie les paramètres
du modèle de bruit rouge suivants :
– Échelle temporelle théorique TL
– Écart-type théorique σ
Si on applique le modèle de bruit rouge sur une variable lors d’un calcul CEDRE, on doit
théoriquement retrouver l’échelle temporelle théorique TL imposée dans le signal corres-
pondant à l’évolution temporelle de la variable. En revanche, l’écart-type du signal calculé
par CEDRE correspond à sa valeur théorique σ à des coefficients multiplicatifs près. En
effet, il faut prendre en compte le volume de la cellule (ou des cellules) sur lequel on
applique le bruit rouge. Ainsi, la valeur de l’écart-type calculé σC doit être égal à :

σC(Variable bruitée) = σ × (Volume sur lequel le bruit rouge est appliqué) (IV.37)

Lors du calcul, le bruit rouge est appliqué sur la totalité du domaine de calcul et les
évolutions temporelles de la masse volumique ρ, de la pression P , de la température T et
des vitesses longitudinale vx et transversale vy sont relevées par un capteur placé au centre
du domaine.
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IV.2.4.1 Modèle de bruit rouge sur l’énergie

On commence par tester l’activation du bruit rouge uniquement sur la variable conservative
ρE. Ainsi, on donne au vecteur C les valeurs d’activation de la source bruit rouge suivantes :

C =




0

0

0

0

106




(IV.38)

Résultats du calcul

ρ P T vx vy ρE

Signal bruité ? NON OUI OUI NON NON OUI

Valeur 1,1780 1,0133 ×105 300 K 0 m.s−1 0 m.s−1 2,5329 ×105

moyenne kg.m−3 Pa m2.s−2

Écart-type σ × 0,0191 5,6624 ×10−5 × × 0,0478

Skewness × -0,0093 -0,0093 × × -0,0093

Kurtosis × 2,9902 2,9901 × × 2,9902

Échelle temporelle (s) × 8,1597×10−5 8,1566×10−5 × × 8,1566×10−5

Table IV.3 – Résultats de calcul pour le test du comportement du modèle de bruit rouge
dans CEDRE lors de l’application du bruit rouge sur l’énergie.
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Figure IV.7 – Évolution temporelle de la vitesse longitudinale vx (a), de la vitesse trans-
versale vy (b), de la température T (c), de la pression P (d), de la masse volumique ρ (e)
et de la variable conservative ρE (f) pour la simulation testant l’application du modèle de
bruit rouge sur la variable conservative (ρE).
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Analyse des résultats

D’après les évolutions temporelles des différentes variables du calcul (figure IV.7), le cas-
test où l’on applique du bruit rouge sur la variable conservative (ρE) produit du bruit sur
la pression et la température, alors que les vitesses longitudinale et transversale, ainsi que
la masse volumique restent constantes tout au long du calcul.
On peut expliquer ces résultats en détaillant le schéma itératif résolu au cours de ce calcul
sur les variables conservatives. D’après (IV.33), lors du calcul CEDRE à l’itération n+ 1,
on a alors : 



(ρ)n+1

(ρvx)
n+1

(ρvy)
n+1

(ρvz)
n+1

(ρE)n+1




=




(ρ)n

(ρvx)
n

(ρvy)
n

(ρvz)
n

(ρE)n




+




0

0

0

0

C(ρE)




× Sn (IV.39)

En développant le système (IV.39), on a :

(ρ)n+1 = (ρ)n = (ρ)0 (IV.40)

(ρvi)
n+1 = (ρvi)

n = (ρvi)0 (IV.41)

(ρE)n+1 = (ρE)n + C(ρE)× Sn = (ρE)0 + C(ρE)×
n∑

k=0

Sk (IV.42)

Analyse des résultats sur la vitesse v et la masse volumique ρ
D’après (IV.40) et (IV.41), pour ce calcul on doit retrouver des valeurs des vitesses et de
la masse volumique constantes dans le temps, telles que vx(t) = vy(t) = v0 = 0 m/s pour
les vitesses et ρ(t) = ρ0 = 1, 1780 kg.m−3. Ce comportement théorique est bien retrouvé
lors du calcul CEDRE, comme on le constate sur les tracés des évolutions temporelles des
composantes de la vitesse et la masse volumique (figures IV.7 a, b et e).

Analyse des résultats sur la température T
Tentons maintenant d’expliquer les variations de température observées sur la figure IV.7c.
Pour cela, repartons du bruit rouge initialement appliqué sur la variable conservative (ρE).
On rappelle ci-dessous la définition de l’énergie totale E :

E = CvT +
1

2
v2

= CvT +
1

2

[
(ρv)

ρ

]2 (IV.43)
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Il apparait que cette énergie totale E s’exprime en fonction de la température. Or, en
introduisant la définition de l’énergie totale (IV.43) dans l’expression (IV.42), on obtient :

(ρE)n+1 = (ρE)0 + C(ρE)×
n∑

k=0

Sk

= ρ0

[
CvT0 +

1

2

(
(ρv)0
ρ0

)2
]
+ C(ρE)×

n∑

k=0

Sk

(IV.44)

soit

ρn+1

[
CvT

n+1 +
1

2

(
(ρv)n+1

ρn+1

)2
]

= ρ0

[
CvT0 +

1

2

(
(ρv)0
ρ0

)2
]
+ C(ρE)×

n∑

k=0

Sk

(IV.45)
d’où, d’après (IV.40) et (IV.41) :

ρ0

[
CvT

n+1 +
1

2

(
(ρv)0
ρ0

)2
]

= ρ0

[
CvT0 +

1

2

(
(ρv)0
ρ0

)2
]
+ C(ρE)×

n∑

k=0

Sk (IV.46)

En développant la relation (IV.46), on finit par trouver l’expression de la température T
à l’itération n+ 1 :

Tn+1 = T0 +
C(ρE)

ρ0Cv

n∑

k=0

Sk (IV.47)

On vient donc de montrer que l’application de bruit rouge sur la variable conservative
(ρE) entraine une variation de la température T selon le schéma itératif (IV.47). Ce der-
nier prédit que la température T est perturbée autour de la valeur moyenne T0 par le bruit

rouge imposé sur (ρE) au coefficient multiplicatif
C(ρE)

ρ0Cv
près.

D’après la figure IV.7c et le tableau de résultats IV.3, on constate que l’évolution tem-
porelle de la température est bien bruitée autour de la valeur moyenne T0 = 300 K. De
plus, pour la température, l’échelle temporelle relevée dans le tableau IV.3 correspond
approximativement à la valeur théorique imposée. Ce résultat est confirmé par le tracé
de la figure C.1a où la fonction d’autocorrélation de la température suit bien l’évolution
théorique. La DSP du signal (figure C.1b) décrôıt en f−2, prouvant que la température est
bien perturbée par du bruit rouge. De plus, le bruit est bien gaussien, comme le prouve
l’histogramme de la figure C.1c et les valeurs des coefficients skewness et kurtosis (tableau
IV.3) qui sont proches des valeurs théoriques de la gaussienne (skewnessgaussien = 0 et
kurtosisgaussien = 3). La dernière donnée à exploiter est l’écart-type calculé par CEDRE
σCEDRE(T ). D’après (IV.47), cette valeur est égale à la valeur théorique de l’écart-type

(σ ×Volume) au coefficient multiplicatif
C(ρE)

ρ0Cv
près. Donc on a :

σCEDRE(T ) =
C(ρE)

ρ0Cv
× σ ×Volume de la cellule (IV.48)
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Numériquement, l’application de la formule (IV.48) donne :

σCEDRE(T ) =
106

1, 178× 716, 71
× 0, 05× (10−3)2

≈ 5, 9222× 10−5
(IV.49)

D’après le tableau IV.3, l’écart-type σCEDRE(T ) du signal temporel pour la température
est bien à peu près égal à sa valeur théorique σCEDRE.

Analyse des résultats sur la pression P
De la même manière que le bruit imposé sur (ρE) entraine une variation de la température
par l’intermédiaire de l’énergie totale, la variation de température entraine à son tour une
variation de la pression P via l’équation d’état, que l’on rappelle ci-dessous :

P = ρrT (IV.50)

Ainsi, à l’itération n+ 1, la pression s’exprime par :

Pn+1 = ρn+1rTn+1 (IV.51)

En prenant en compte (IV.40) et (IV.47), cette expression (IV.51) devient :

Pn+1 = ρ0r

(
T0 +

C(ρE)

ρ0Cv

n∑

k=0

Sk

)

= ρ0rT0 +
rC(ρE)

Cv

n∑

k=0

Sk

= P0 +
rC(ρE)

Cv

n∑

k=0

Sk

(IV.52)

L’expression (IV.52) prouve que la pression P est perturbée autour de la valeur moyenne

P0 par le bruit rouge imposé sur (ρE) au coefficient multiplicatif
rC(ρE)

Cv
près.

Le tracé de la figure IV.7d ainsi que les résultats du tableau IV.3 suivent les prédic-
tions théoriques démontrées précédemment en prouvant que l’évolution temporelle de la
pression est bien bruitée autour de la valeur moyenne P0 = 101325 Pa. La décroissance
de la DSP du signal (figure C.2b) en f−2 confirme que le bruit est rouge. L’histogramme
de la figure C.2c ainsi que les valeurs des coefficients skewness et kurtosis (tableau IV.3)
montrent que ce bruit est gaussien, comme attendu. De même, l’échelle temporelle relevée
dans le tableau IV.3 et le tracé de la fonction d’autocorrélation (figure C.2a) attestent
que l’échelle temporelle pour la pression est approximativement de la même valeur que
l’échelle temporelle imposée. Enfin, en ce qui concerne l’écart-type calculé par CEDRE
σCEDRE(P ), l’expression (IV.52) prévoit que sa valeur doit être égale à :

σCEDRE(P ) =
rC(ρE)

Cv
× σ ×Volume de la cellule (IV.53)
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Ce qui donne numériquement :

σCEDRE(P ) =
286, 69× 106

716, 71
× 0, 05× (10−3)2

≈ 0, 02

(IV.54)

D’après le tableau IV.3, l’écart-type pour la pression (σCEDRE(P ) = 0, 0191) a approxima-
tivement la même valeur que celle déterminée de façon théorique par la formule (IV.54)
(σCEDRE(P ) = 0, 02).

Conclusion du cas-test
La simulation où l’on applique du bruit rouge sur la variable conservative (ρE) dans un
domaine bidimensionnel constitué d’une seule maille et borné par des parois, donne des
résultats en accord avec les prédictions théoriques. En effet, celles-ci pronostiquent que
l’application de bruit rouge sur (ρE) entraine des variations temporelles de la température
par l’intermédiaire de la définition de l’énergie totale E, qui a son tour provoque des os-
cillations de pression via l’équation d’état, les autres variables restant constantes au cours
du temps. Les évolutions temporelles de la température et de la pression ainsi perturbées
le sont théoriquement selon les critères de bruit rouge imposés à la variable conservative
(ρE) à des coefficients multiplicatifs près. On a vérifié que toutes ces prévisions ont été
satisfaites lors de la simulation numérique.
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IV.2.4.2 Modèle de bruit rouge sur la masse

On teste maintenant l’activation du bruit rouge uniquement sur la variable conservative
ρ. Ainsi, les valeurs d’activation de la source bruit rouge sont les suivantes :

C =




1

0

0

0

0




(IV.55)

Résultats du calcul

ρ P T vx vy

Signal bruité ? OUI OUI OUI NON NON

Valeur moyenne 1,1780 kg.m−3 1,0133 ×105 Pa 300 K 0 m.s−1 0 m.s−1

Écart-type σ 4,7811 ×10−8 0,0057 4,7653 ×10−6 × ×
Skewness -0,0093 -0,0092 -0,0093 × ×
Kurtosis 2,9902 2,9902 2,9901 × ×

Échelle temporelle (s) 8, 1563× 10−5 8,1564×10−5 8,1558×10−5 × ×

Table IV.4 – Résultats de calcul pour le test du comportement du modèle de bruit rouge
dans CEDRE lors de l’application du bruit rouge sur la masse.
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Figure IV.8 – Évolution temporelle de la vitesse longitudinale vx (a), de la vitesse trans-
versale vy (b), de la température T (c), de la pression P (d) et de la masse volumique
ρ (e) pour la simulation testant l’application du modèle de bruit rouge sur la variable
conservative ρ.
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Analyse des résultats

Sur les tracés des évolutions temporelles de la figure IV.8, on constate que la masse
volumique est bruitée, ainsi que la pression et la température alors que la vitesse reste
constante et égale à sa valeur initiale v = 0 m/s tout au long du calcul. Pour expliquer ces
résultats, revenons au schéma itératif résolu au cours du calcul ; à l’itération n+ 1, on a :




(ρ)n+1

(ρvx)
n+1

(ρvy)
n+1

(ρvz)
n+1

(ρE)n+1




=




(ρ)n

(ρvx)
n

(ρvy)
n

(ρvz)
n

(ρE)n




+




C(ρ)

0

0

0

0




× Sn (IV.56)

En développant le système (IV.56), on obtient donc :

(ρ)n+1 = (ρ)n + C(ρ)× Sn = ρ0 + C(ρ)×
n∑

k=0

Sk (IV.57)

(ρvi)
n+1 = (ρvi)

n = (ρvi)0 (IV.58)

(ρE)n+1 = (ρE)n = (ρE)0 (IV.59)

Analyse des résultats sur la vitesse v et sur la masse volumique ρ
D’après l’expression (IV.58), il est logique que le calcul effectué ici donne des valeurs de la
vitesse selon x et y constantes et de valeur nulle, correspondant à la valeur initiale (vi)0
de la vitesse. L’évolution temporelle de la masse volumique est quant à elle bruitée car
on a appliqué le bruit rouge sur cette variable spécifiquement. Suivant la relation (IV.57),
la masse volumique doit osciller autour de la valeur moyenne ρ0 avec des perturbations
de bruit rouge amplifiées par le coefficient C(ρ). Ainsi, en prenant en compte (IV.37) et
(IV.57), l’écart-type calculé doit être égal à :

σC(ρ) = C(ρ)× σ × (Volume de la cellule) (IV.60)

Numériquement, la formule (IV.60) précédente donne :

σC(ρ) = 1× 0, 05× (10−3)2

= 5× 10−8
(IV.61)

D’après le tableau IV.4, on constate que la valeur de l’écart-type calculée numériquement
pour la masse volumique est approximativement égale à la valeur σC(ρ) donnée par l’ex-
pression (IV.61).
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La relation (IV.57) indique que le bruit observé sur la variable ρ doit être du bruit rouge.
On vérifie que c’est bien le cas sur les tracés de la DSP à la figure C.4b : en effet, on a
bien une décroissance du spectre en f−2. On retrouve aussi les autres caractéristiques du
bruit rouge, telle que l’échelle temporelle ou la gaussienne (tableau IV.4 et figures C.4 a
et c).

Analyse des résultats sur la température T
Une fois la masse volumique bruitée, celle-ci va transmettre les oscillations dues au bruit
rouge à la température via l’énergie totale, puisque d’après (IV.59) et (IV.43) on a :

(ρE)0 = (ρE)n+1 = ρn+1 ×
(
CvT

n+1 +
1

2

[
(ρv)n+1

ρn+1

]2)
(IV.62)

En prenant en compte la relation (IV.58), cette expression (IV.62) devient :

(ρE)0 = ρn+1

(
CvT

n+1 +
1

2

[
(ρv)0
ρn+1

]2)
(IV.63)

En remaniant cette équation (IV.63), on arrive finalement à l’expression de la température
à l’itération n+ 1 suivante :

Tn+1 =
(ρE)0
Cv

1

ρn+1
− (ρv)20

2Cv

1

(ρn+1)2
(IV.64)

Cette expression (IV.64) peut se réécrire sous la forme :

Tn+1 = a1
1

ρn+1
− b1

1

(ρn+1)2
(IV.65)

où a1 =
(ρE)0
Cv

et b1 =
(ρv)20
2Cv

sont des constantes. Cette relation (IV.65) s’exprime aussi

en fonction de la valeur initiale T0 de la façon suivante (voir annexe D.1) :

Tn+1 = T0 ×
(

ρ0
ρn+1

)2

+

a1C(ρ)
n+1∑

k=0

Sk

(ρn+1)2
(IV.66)

Dans le cas où ρn+1 correspond à du bruit rouge, on a vérifié numériquement que les

expressions
1

ρn+1
et

1

(ρn+1)2
correspondent elles aussi à du bruit rouge. Ainsi, la relation

(IV.66) montre que l’ajout de bruit rouge sur la masse volumique entraine une variation
de la température qui correspond à du bruit rouge et que les oscillations de tempéra-
ture se répartissent autour de la valeur initiale T0. D’après l’évolution temporelle de la
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température (figure IV.8), on observe que celle-ci est bien bruitée lors de la simulation.
On vérifie également que l’évolution temporelle de la température a pour valeur moyenne
T0 = 300 K (tableau IV.4), comme le prévoit la relation théorique (IV.66). L’analyse du
signal montre que les oscillations temporelles de température sont identifiées à du bruit
rouge puisque le spectre décroit en f−2 (figure C.5 b). De plus, ce bruit est bien gaussien
(figure C.5 c) et l’échelle temporelle correspond approximativement à l’échelle temporelle
théorique imposée sur la variable conservative ρ (figure C.5 a et tableau IV.4). La seule
donnée numérique que l’on ne peut pas comparer à la théorie est l’écart-type σC(T ) : en
effet, la valeur théorique de celui-ci est déterminée par l’expression (IV.66) et il est difficile
de la calculer numériquement à partir de la valeur imposée σ.

Analyse des résultats sur la pression P
La variation de la masse volumique entraine une variation de la pression P par l’intermé-
diaire de l’équation d’état suivante :

P = ρrT (IV.67)

A l’itération n+ 1, on a donc :

Pn+1 = ρn+1rTn+1

= rρn+1

[
a1

1

ρn+1
− b1

1

(ρn+1)2

]

= a2 − b2
1

ρn+1

(IV.68)

où a2 = ra1 = r
(ρE)0
Cv

et b2 = rb1 = r
(ρv)20
2Cv

sont des constantes. Dans l’annexe D.2, on

a déterminé que l’expression (IV.68) s’exprime en fonction de la pression initiale P0 de la
façon suivante :

Pn+1 = P0 ×
ρ0
ρn+1

+ a1C(ρ)×

n+1∑

k=0

Sk

ρn+1
(IV.69)

Grâce à l’expression (IV.69), on vient de montrer que la pression est bruitée dans le temps
autour de sa valeur initiale P0 et que ce bruit est de même nature que celui imposé sur la
variable conservative ρ, c’est-à-dire du bruit rouge. Sur le tracé de l’évolution temporelle
de la pression de la figure IV.8d, on constate qu’elle est effectivement bruitée au cours du
temps. La valeur moyenne du signal répertoriée au tableau IV.4 prouve que la pression
est bruitée autour de sa valeur initiale, comme le prévoit l’expression théorique (IV.69).
Les différentes caractéristiques du bruit rouge sont retrouvées pour la pression : en effet,
le spectre décrôıt en f−2 (figure C.6b), démontrant l’obtention de bruit rouge ; celui-ci est
bien gaussien (figure C.6c) et l’échelle temporelle mesurée correspond approximativement
à celle imposée sur ρ (figure C.6a et tableau IV.4). De même que pour la température,
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la seule donnée non-exploitable est l’écart-type σC(P ) : sa valeur théorique donnée par la
relation (IV.69) est difficilement calculable numériquement.

Conclusion
En résumé, l’ajout de bruit rouge sur la masse volumique uniquement entraine une varia-
tion de celle-ci ainsi que de la température et de la pression. Ces trois variables sont alors
toutes bruitées par du bruit rouge autour de leurs valeurs initiales respectives. On a vérifié
par la simulation numérique que l’on obtient bien les comportements théoriques attendus.

IV.2.4.3 Modèle de bruit rouge sur la variable (ρvy)

On teste à présent l’ajout de bruit rouge uniquement sur la variable conservative (ρvy).
Les valeurs d’activation de la source de bruit rouge sont les suivantes :

C =




0

0

10

0

0




(IV.70)

Résultats du calcul

ρ P T vx vy

Signal bruité ? NON OUI OUI NON OUI

Valeur moyenne 1,1780 1,0077 ×105 Pa 298,3624 K 0 m.s−1 -0,0045 m.s−1

kg.m−3

Écart-type σ × 787,4915 2,3316 × 48, 4510

Skewness × -2,8608 -2,8608 × 0,0072

Kurtosis × 15,2738 15,2738 × 3,0271

Échelle temporelle (s) × 7, 5050× 10−7 7, 5050× 10−7 × 1, 0816× 10−7

Table IV.5 – Résultats de calcul pour le test du comportement du modèle de bruit rouge
dans CEDRE lors de l’application du bruit rouge sur la variable conservative (ρvy).
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Figure IV.9 – Évolution temporelle de la vitesse longitudinale vx (a), de la vitesse trans-
versale vy (b), de la température T (c), de la pression P (d) et de la masse volumique
ρ (e) pour la simulation testant l’application du modèle de bruit rouge sur la variable
conservative (ρvy).
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Analyse des résultats

Le schéma itératif résolu pour ce cas-test est le suivant :




(ρ)n+1

(ρvx)
n+1

(ρvy)
n+1

(ρvz)
n+1

(ρE)n+1




=




(ρ)n

(ρvx)
n

(ρvy)
n

(ρvz)
n

(ρE)n




+




0

0

C(ρvy)

0

0




× Sn (IV.71)

En développant ce système (IV.71), on a :

(ρ)n+1 = (ρ)n = ρ0 (IV.72)

(ρvx)
n+1 = (ρvx)

n = (ρvx)0 (IV.73)

(ρvy)
n+1 = (ρvy)

n + Sn = (ρvy)0 + C(ρvy)×
n∑

k=0

Sk (IV.74)

(ρE)n+1 = (ρE)n = (ρE)0 (IV.75)

Analyse des résultats sur la masse volumique ρ et la composante vx de la vi-
tesse
D’après les relations (IV.72) et (IV.73), la masse volumique ρ et la composante vx de la
vitesse doivent théoriquement rester constantes au cours du temps et être égales à leurs
valeurs initiales respectives ρ0 = 1, 178 kg.m−3 et vx0 = 0 m.s−1. Sur le tracé de leurs
évolutions temporelles des figures IV.9e et IV.9a, on constate que la masse volumique et
la composante vx de la vitesse calculées lors de ce cas-test respectent effectivement les
prévisions théoriques.

Analyse des résultats sur la composante (ρvy)
D’après le schéma itératif (IV.74), en ce qui concerne la composante (ρvy), on s’attend à
ce que celle-ci soit bruitée autour de la valeur ρvy0 = ρ0 × vy0 = 0 kg.m−2.s−1. Ce bruit
doit satisfaire toutes les caractéristiques du bruit rouge imposé, c’est-à-dire être filtré selon
une échelle temporelle égale à TL, être gaussien, avoir une décroissance du spectre en f−2

et avoir un écart-type σCEDRE(ρvy) égal à σC(ρvy) au coefficient multiplicatif C(ρvy) près.
Or, comme l’évolution temporelle de ρ est constante au cours du temps (figure IV.9e), on
en déduit que la variable (ρvy) doit être bruitée de la même façon que la composante vy de
la vitesse. Cette dernière est effectivement bruitée (figure IV.9b) avec des fluctuations à
distribution normale (figure C.7c). De plus, le spectre semble également décrôıtre en f−2

pour les hautes fréquences. Cependant, la fonction d’autocorrélation de vy (figure C.7a)
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montre que les perturbations ne sont pas corrélées en temps !

Analyse des résultats sur la température T
Afin de déterminer le comportement théorique de la température à l’itération n + 1, re-
partons de la relation (IV.75) en prenant en compte l’expression (IV.43) :

(ρE)0 = (ρE)n+1 = ρn+1 ×
(
CvT

n+1 +
1

2

[
(ρv)n+1

ρn+1

]2)
(IV.76)

En prenant en compte les expressions (IV.72) et (IV.74), on obtient :

(ρE)0 = ρ0 ×


CvT

n+1 +
1

2ρ20

[
(ρv)0 + C(ρv)×

n∑

k=0

Sk

]2


= ρ0CvT
n+1 +

(ρv)20
2ρ0

+
(ρv)0
ρ0

C(ρv)×
n∑

k=0

Sk +
(C(ρv))2

2ρ0
×
[

n∑

k=0

Sk

]2

(IV.77)
De la relation (IV.77), on peut extraire l’expression Tn+1, et on a :

Tn+1 =
(ρE)0
ρ0Cv

− (ρv)20
2ρ20Cv

− (ρv)0
ρ20Cv

C(ρv)×
n∑

k=0

Sk −
(C(ρv))2

2ρ20Cv
×
[

n∑

k=0

Sk

]2
(IV.78)

Or, d’après la définition de l’énergie totale E (IV.43), à l’instant initial, la température T0
a pour valeur :

T0 =
(ρE)0
ρ0Cv

− (ρv)20
2ρ20Cv

(IV.79)

D’où, en introduisant la relation (IV.79) dans (IV.78), on arrive à l’expression suivante de
la température à l’itération n+ 1 exprimée en fonction de sa valeur initiale T0 :

Tn+1 = T0 −
(ρv)0
ρ20Cv

C(ρv)×
n∑

k=0

Sk −
(C(ρv))2

2ρ20Cv
×
[

n∑

k=0

Sk

]2
(IV.80)

Cette dernière relation (IV.80) prouve que théoriquement, la température T doit être
bruitée. En observant l’évolution temporelle de cette variable (figure IV.9c), on voit que
celle-ci est effectivement bruitée, mais d’une façon jamais rencontrée dans les tests menés
jusqu’à présent : les fluctuations ne sont plus distribuées ”autour” d’une valeur moyenne,
mais semblent toutes situées ”en-dessous” de la constante T0 ≈ 300 K ! Cela voudrait
dire que chacune des pertubations est ”enlevée” à la moyenne et est donc une quantité
négative. Une explication de ce phénomène peut se trouver dans l’expression (IV.80). En
la regardant de plus près, on voit que l’on peut la réécrire sous la forme suivante :

Tn+1 = T0 +AT ×
n∑

k=0

Sk +BT ×
[

n∑

k=0

Sk

]2
(IV.81)
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avec AT = −(ρv)0
ρ20Cv

C(ρv) une constante et BT = −(C(ρv))2

2ρ20Cv
une constante négative. Dans

le cas présent, comme v0 = 0 m/s, alors AT = 0. Ainsi, pour le cas-test effectué, on se
retrouve avec :

Tn+1 = T0 +BT ×
[

n∑

k=0

Sk

]2
(IV.82)

La température initiale T0 est donc bruitée avec du bruit rouge mis au carré, celui-ci
étant multiplié par un coefficient BT négatif. On se retrouve donc en adéquation avec les
caractéristiques constatées sur l’évolution temporelle de la température (figure IV.9c). La
forme de l’expression (IV.82) indique que les perturbations ajoutées à cette variable ne
sont pas du bruit rouge (mais de bruit rouge au carré) et il n’est pas étonnant qu’elles ne
soient pas filtrées en temps (figure C.8a) ni à distribution gaussienne (figure C.8c). Si on
voulait que la température soit bruitée avec du bruit rouge filtré, il faudrait sûrement que
le terme AT dans l’expression (IV.81) soit ”dominant” par rapport au terme BT , ce qui
reviendrait à avoir :

v0 ≫
C(ρv)

2ρ0
(IV.83)

Analyse des résultats sur la pression P
On a vu précédemment que la température est bruitée suivant la relation (IV.80). De ce
fait, par l’intermédiaire de la loi d’état, on arrive à l’expression de la pression P suivante :

Pn+1 = ρn+1rTn+1

= ρ0r


T0 −

(ρv)0
ρ20Cv

C(ρv)×
n∑

k=0

Sk −
(C(ρv))2

2ρ20Cv
×
[

n∑

k=0

Sk

]2


= P0 −
r(ρv)0
ρ0Cv

C(ρv)×
n∑

k=0

Sk −
r (C(ρv))2

2ρ0Cv
×
[

n∑

k=0

Sk

]2
(IV.84)

Cette relation (IV.84) est de la même forme que l’expression (IV.80) pour la température
T , et on peut la réécrire de la façon suivante :

Pn+1 = P0 +AP ×
n∑

k=0

Sk +BP ×
[

n∑

k=0

Sk

]2
(IV.85)

avec AP = −r(ρv)0
ρ0Cv

C(ρv) et BP = −r (C(ρv))
2

2ρ0Cv
deux constantes distinctes. Dans le cas

présent, AP = 0 et BP < 0. Ainsi, la pression possède en théorie les mêmes caractéristiques
que la température et on constate que c’est bien le cas sur le tracé de l’évolution temporelle
de P (figure IV.9d). De même que pour T , pour pouvoir avoir du bruit rouge sur la pression,
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il faudrait probablement avoir une valeur de AP plus importante que celle de BP , telle
que :

AP ≫ BP (IV.86)

soit

v0 ≫
C(ρv)

2ρ0
(IV.87)

Résumé et conclusion du cas-test
Les expressions itératives théoriques de la pression et de la température pour le test consis-
tant à appliquer du bruit rouge sur la variable conservative (ρvy) montrent que dans le cas
présent, ces variables sont bruitées, mais pas avec du bruit rouge filtré en temps. Toujours
selon la théorie, la quantité de mouvement (ρvy) devrait en revanche suivre une évolution
temporelle avec du bruit rouge filtré. Or, on a vu que ce n’est pas le cas, notamment en
ce qui concerne l’échelle temporelle. Il est possible que pour appliquer le modèle de bruit
rouge sur toutes les variables bruitées ((ρvy), P et T ), il faudrait que la condition suivante
soit vérifiée :

v0 ≫
C(ρv)

2ρ0
(IV.88)

Dans le cas-test envisagé ici, il est impossible de respecter ce critère (IV.88) puisque v0 =
0 m/s.

IV.2.4.4 Conclusion

Des simulations visant à tester le comportement de la source de bruit rouge filtré que
l’on a intégré dans le code CEDRE ont été effectuées. Le domaine de calcul considéré
est bidimensionnel, constitué d’une seule maille et borné par des parois. On a appliqué
le modèle de bruit rouge sur les variables conservatives (ρE), ρ et (ρvy) successivement.
Les cas-tests où le bruit rouge est ajouté sur (ρE) et ρ ont permis de vérifier que toutes
les prévisions théoriques sont réalisées par la simulation numérique. En revanche, pour le
cas-test où le bruit rouge est ajouté sur (ρvy), il est possible qu’il soit nécessaire de vérifier
la condition (IV.89) suivante pour retrouver les caractéristiques du bruit rouge :

v0 ≫
C(ρv)

2ρ0
(IV.89)

Pour la configuration bidimensionnelle envisagée dans ce paragraphe, il est impossible de
satisfaire cette condition, ce qui pourrait expliquer pourquoi on n’a pas retrouvé par le
calcul les propriétés de bruit rouge lors du test de l’application du bruit rouge sur la
variable (ρvy).
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IV.3 Conclusion du chapitre

On a envisagé différentes modélisations pour générer les fluctuations susceptibles de dé-
clencher la transition pour les simulations de type LES. On a dans un premier temps évo-
qué une méthode simple permettant de procéder à un premier calcul LES d’écoulement
transitionnel dans VECLA. Cette méthode de déstabilisation consiste à ne pas utiliser les
limiteurs de pente lors du calcul. Ainsi, la non-linéarité des équations est libre de générer
des perturbations de nature numérique et capables de déclencher la transition avec toute-
fois un risque de divergence du calcul.

La majeure partie de ce chapitre est ensuite consacrée à la modélisation de fluctuations
physiques. Cette méthode est selectionnée en fonction de certains critères correspondant à
ceux relevés expérimentalement. Le choix s’est porté sur l’équation différentielle stochas-
tique de Langevin. Cette dernière engendre des fluctuations identifiées à du bruit rouge
filtré temporellement. On s’est focalisé sur l’étude de la résolution de cette équation pour
pouvoir par la suite l’implanter dans le code de calcul. Le modèle de bruit rouge filtré est
intégré dans CEDRE en tant que source pouvant être activée sur un certain nombre de
mailles. L’analyse de la façon dont est interprété le modèle par le code CEDRE a permis de
vérifier que lors de l’application du bruit rouge sur les quantités ρ ou (ρE), les prévisions
théoriques sont respectées.

On va maintenant pouvoir effectuer et analyser des simulations numériques LES d’écou-
lement transitionnel dans VECLA en employant les deux modélisations de fluctuations
adoptées. Ceci fait l’objet du chapitre suivant.







Chapitre V

Simulations numériques
LES tridimensionnelles
instationnaires
d’écoulement
transitionnel dans VECLA

Des simulations numériques LES tridimensionnelles instationnaires d’écoulement tran-
sitionnel dans le montage VECLA sont réalisées avec le code CEDRE, en utilisant les
différentes modélisations de génération de perturbations présentées précédemment. Les ré-
sultats sont analysés, notamment par comparaison avec les données expérimentales ainsi
qu’avec une simulation bidimensionnelle RANS. Cette démarche permet d’exhiber les points
forts et les possibilités d’amélioration de la méthode de génération de fluctuations physiques
développée au chapitre précédent.
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V.1 Description et caractéristiques des simulations numériques

LES

Des simulations tridimensionnelles instationnaires sont réalisées. Deux calculs distincts
sont menés avec la méthode de Déstabilisation Numérique (DN), l’un avec une approche
MILES (calcul référencé dans la suite de la thèse par ’MILES DN’) et un deuxième avec
une modélisation LES avec un modèle de sous-maille de Smagorinsky (calcul nommé
’LES/Smago DN’). Un autre calcul LES est également effectué en utilisant la méthode
de génération de fluctuations physiques de Bruit Rouge filtré (BR) appliqué au niveau de
l’injection. Cette dernière simulation est menée avec une approche LES avec un modèle de
sous-maille de Smagorinsky (simulation ’LES/Smago BR’). Les conditions aux limites de
toutes ces simulations numériques correspondent à celles de l’expérience VECLA. De l’air
froid à 303 K est injecté à la paroi inférieure avec un débit uniforme de 2,62 kg.m−2.s−1.
La sortie de fluide s’effectue à pression constante de 137400 Pa. Pour la simulation avec
le modèle de bruit rouge filtré, en plus d’imposer une pression constante, on ajoute une
condition de non-réflexion à la sortie de fluide. Les autres parois sont imperméables et
adiabatiques. La géométrie du canal est identique à celle du montage VECLA (voir les
dimensions à la figure III.11). Pour tous les calculs, le même maillage tridimensionnel est
employé, composé de 50560000 mailles raffinées près des parois selon la description expo-
sée au paragraphe III.4.2.1. Le domaine de calcul est divisé en plusieurs domaines, chacun
affecté à un processeur. Le nombre de domaines varie selon la simulation effectuée. Les
conditions de calcul identiques à toutes les simulations sont regroupées dans le tableau
V.1. À l’inverse, les différences entre les calculs sont détaillées dans le tableau V.2.

Pour les deux simulations avec la méthode de déstabilisation numérique, le domaine est
découpé en 64 domaines. Ces deux simulations sont divisées en deux étapes successives.
La première de ces étapes correspond à un calcul stationnaire de l’écoulement laminaire
dans la veine en partant d’un état initial à pression atmosphérique et vitesse nulle. Pour
cette étape, on utilise un schéma d’intégration temporelle implicite du premier ordre avec
un pas de temps local maximum égal à ∆t = 10−4s (CFL ≈ 1900). La deuxième étape
constitue la simulation LES à proprement parler, avec comme condition initiale dans la
veine l’écoulement laminaire obtenu à l’issue de la première étape. La discrétisation spa-
tiale est basée sur une approche MUSCL du second ordre. En ce qui concerne l’intégration
temporelle, on a entrepris en première approche d’utiliser un schéma explicite avec un pas
de temps le plus grand possible. Cette tentative s’est révélée infructueuse car il aurait fallu
un temps prohibitif avant de pouvoir obtenir des résultats significatifs. Par conséquent,
on a choisi en deuxième approche un schéma implicite du second ordre de Runge-Kutta
avec un pas de temps de ∆t = 10−7s (CFL ≈ 1,9). Aucun limiteur de pente n’est employé
pour permettre de créer une instabilité numérique dans la veine capable de déclencher la
transition de l’écoulement pendant les 22,8 ms de temps physique simulé.
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Pour la simulation numérique avec la modélisation de bruit rouge filtré au niveau de
l’injection, le volume de calcul est divisé en 480 domaines. Le calcul se déroule en deux
étapes. Comme pour les calculs avec la méthode de déstabilisation numérique décrits pré-
cédemment, cette simulation débute par le calcul de l’écoulement stationnaire laminaire
dans le canal. Cet écoulement est ensuite utilisé comme état initial pour le calcul LES. Ce
dernier est mené avec une approche MUSCL du second ordre et des limiteurs de pente de
Van Leer pour la discrétisation spatiale. Pour l’intégration temporelle, un schéma implicite
du second ordre de Runge-Kutta avec un pas de temps de ∆t = 10−7s (CFL ≈ 1,9) est
employé. L’écoulement transitionnel est calculé pendant un temps physique total de 40
ms.

Dimensions de la veine L = 581 mm × h = 10, 3 mm × l = 60 mm

Maillage Mx ×My ×Mz = 790 × 80 × 80

Paroi injectante Air injecté : gaz parfait

Injection normale à la paroi

Débit = 2,62 kg/(m2s)

Température d’arrêt = 303 K

Fond avant Paroi adiabatique

Paroi supérieure Paroi adiabatique

Parois latérales Paroi adiabatique

Intégration temporelle Méthode implicite, ordre 2

Pas de temps = 10−7s

CFL ≈ 1,9

Table V.1 – Résumé des conditions de calcul identiques à toutes les simulations tridimen-
sionnelles instationnaires.
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Nom du calcul MILES DN LES/Smago DN LES/Smago BR

Type de calcul MILES LES LES

Modèle de sous-maille Aucun Smagorinsky Smagorinsky

Méthode de Déstabilisation Déstabilisation Modèle de

génération de perturbations Numérique Numérique Bruit Rouge filtré

Discrétisation spatiale Schéma ODFI, ordre 2 Schéma ODFI, ordre 2 Schéma ODFI, ordre 2

Limiteurs Aucun Aucun Van Leer

Sortie P = 1,374 bar P = 1,374 bar P = 1,374 bar

de fluide Non-réflexion

Calcul parallèle oui oui oui

Nombre de domaines 64 64 480

Nombre de processeurs 64 64 480

Type de processeurs Itanium Itanium Nehalem

µs/itération/maille/proc. 2,3 2,3 0,15

Temps physique 22,8 ms 22,8 ms 40 ms

total simulé

Procédure de Moyenne sur Moyenne sur Moyenne sur

moyennage tout le volume tout le volume le plan en z = 30 mm

de la veine de la veine dans la veine

Table V.2 – Détails des caractéristiques de calcul qui diffèrent entre les simulations tri-
dimensionnelles instationnaires.

V.2 Choix des valeurs des paramètres du modèle de bruit rouge

pour le calcul tridimensionnel de l’écoulement dans VECLA

Afin de procéder à la simulation LES avec la méthode de bruit rouge, il nous faut déter-
miner les valeurs des paramètres de ce modèle.
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l’écoulement dans VECLA Section V.2

V.2.1 Choix de la variable bruitée

Étant donné les résultats du chapitre précédent concernant la façon dont est interprété
le modèle de bruit rouge dans le code CEDRE, on choisit d’appliquer les fluctuations de
bruit rouge pour le calcul tridimensionnel LES instationnaire d’écoulement transitionnel
dans VECLA soit sur la masse volumique ρ soit sur (ρE). Dans le but de déterminer sur
laquelle de ces deux quantités on va appliquer le bruit rouge filtré pour la simulation LES,
on revient à la configuration expérimentale d’écoulement que l’on étudie. Dans celle-ci,
les fluctuations sont introduites dans la veine au niveau de l’injection de fluide à la paroi
poreuse. Numériquement, on modélise l’injection par une condition d’entrée de fluide à
débit massique surfacique (ρv)inj constant. Si on fait l’hypothèse qu’au niveau de la paroi
injectante la fluctuation de vitesse est nulle, alors ajouter des fluctuations de bruit rouge
sur la masse volumique ρ revient à ajouter des fluctuations sur la quantité de mouvement
(ρv). Ainsi, pour le calcul tridimensionnel LES instationnaire d’écoulement transitionnel
dans VECLA, on choisit d’appliquer le modèle de bruit rouge filtré sur la masse volumique
ρ.

V.2.2 Choix de la valeur de l’échelle temporelle TL

L’échelle temporelle TL du modèle de bruit rouge filtré est celle mesurée expérimentalement
sur le montage VECLA, soit TL = 1, 2× 10−4 s.

V.2.3 Choix de la valeur de l’écart-type σ

On souhaiterait relier l’écart-type à un paramètre physique. Pour cela, on part de la
définition de l’écart-type σ d’une variable aléatoire f :

σ(f) =
1

N

N∑

n=1

[
fn − fn

]2
=

1

N

N∑

n=1

[
f ′n
]2

(V.1)

Expérimentalement, on a relevé les valeurs de RMS[(ρv)′]/(ρv)inj . Or, la définition des
valeurs RMS est la suivante :

RMS[(ρv)′] =
1

N

N∑

n=1

[
(ρv)′

]2
(V.2)

D’où, par identification avec la relation (V.1), on a :

σ(ρv) = RMS[(ρv)′] (V.3)

On a donc la possibilité de relier l’écart-type σ(ρv) aux données physiques expérimentales.
Cependant, c’est la valeur de l’écart-type σ(ρ) que l’on recherche, puisque l’on a décidé
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d’appliquer le modèle de bruit sur la masse volumique ρ. Lors de la détermination de
la variable à bruiter (paragraphe V.2.1), on a fait l’hypothèse qu’au niveau de la paroi
injectante la fluctuation de vitesse totale est nulle. Donc on peut écrire :

σ(ρv) = RMS[(ρv)′]

= RMS(ρ′)× v

= σ(ρ)× v

(V.4)

On en déduit que :

σ(ρ) =
σ(ρv)

v
(V.5)

D’où :

σ(ρ) =
RMS[(ρv)′]

v
(V.6)

où v correspond à la vitesse d’injection. Ainsi, cette dernière relation (V.6) nous permet
de relier l’écart-type σ(ρ) que l’on va imposer pour notre modèle de bruit rouge filtré à
une donnée physique relevée expérimentalement, et on a :

σ(ρ) =

(
RMS[(ρv)′]

(ρv)inj

)

VECLA

× (ρv)inj ×
1

vinj
(V.7)

Après application numérique (voir annexe E.1), on obtient :

σ(ρ) = 0, 57 (V.8)

V.2.4 Choix de la valeur du coefficient C et de l’épaisseur e sur laquelle le
bruit est appliqué

L’amplitude des fluctuations de bruit rouge dépend à la fois de la valeur du coefficient
C(ρ) et de l’épaisseur e sur laquelle on applique le modèle de bruit. Cette épaisseur e
correspond à une hauteur de veine définissant une zone à l’intérieur du canal près de la
paroi poreuse (figure V.1). En pratique, cela équivaut à appliquer le modèle de bruit rouge
sur un certain nombre de rangée de mailles à partir de la paroi injectante.

Le choix des valeurs de ces deux paramètres, C(ρ) et e, se fait de façon empirique en
testant par simulation numérique des combinaisons possibles jusqu’à obtenir des valeurs
de moyenne et de fluctuations de quantité de mouvement approximativement en accord
avec les données expérimentales relevées lors des mesures de bruit sur le montage VECLA
à la position axiale x = 31 mm et pour différentes hauteurs de mesures y (voir paragraphe
II.2.4.3). Après plusieurs essais, les paramètres sont déterminés tels que :

C(ρ) = 7× 107

e = 0, 5× 10−3 m
(V.9)
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Figure V.1 – Schéma du montage VECLA avec la zone correspondant à l’épaisseur e sur
laquelle la source de bruit rouge est appliquée.

L’épaisseur e de 0, 5×10−3 m équivaut à appliquer le modèle de bruit sur les 14 premières
mailles à partir de la paroi injectante, soit environ 4, 85% de la hauteur totale de veine.

Les tracés de la figure V.2 représentent les variations de quantités de mouvement (ρv)
(figure V.2 a) et des fluctuations de ces dernières (figure V.2 b) en fonction du débit in-
jecté à la paroi et pour les 8 hauteurs de veine y auxquelles les relevés expérimentaux
ont été effectués pour les mesures de bruit à l’abscisse x/h = 3. Ces deux figures ont
déjà été présentées au chapitre II exposant les résultats expérimentaux sur le montage
VECLA (figures II.17 a et b). Ici, on a toutefois ajouté les valeurs obtenues avec la si-
mulation numérique LES avec le modèle de bruit pour l’association de C(ρ) = 7 × 107

et e = 0, 5 × 10−3 m. Cette simulation est celle obtenue avec le débit (ρv)inj de 2,62
kg.m−2.s−1 (localisée sur la figure par un trait vertical), débit employé pour l’obtention
de l’écoulement transitionnel que l’on cherche à reproduire. On constate sur les tracés de la
figure V.2 que les variations de la moyenne et des fluctuations de quantité de mouvement
relevées pour la combinaison C(ρ) = 7×107 et e = 0, 5×10−3 m se situent dans les ordres
de grandeur obtenus expérimentalement.
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Figure V.2 – Quantité de mouvement (a) et fluctuations de quantité de mouvement en
valeurs RMS adimensionnées (b) en fonction du débit injecté à la paroi, à la position
x = 31 mm, avec y la hauteur de la sonde monofilm par rapport à la plaque poreuse :
valeurs relevées expérimentalement (pour des débits (ρv)inj de 1.107, 1.245, 1.423, 1.661,
1.991, 2.490, 3.316 kg.m−2.s−1) et pour la simulation LES avec le modèle de bruit rouge
filtré (débit injecté (ρv)inj = 2,62 kg.m−2.s−1, localisée par un trait vertical).

V.2.5 Comparaison des mesures expérimentales de bruit avec la simulation
LES avec bruit rouge

On se focalise maintenant sur la comparaison des mesures de bruit sur le montage VECLA
avec les résultats de la simulation LES employant la modélisation de bruit rouge filtré. Jus-
qu’à présent, pour déterminer la valeur des paramètres du modèle de bruit rouge, on s’est
basé sur les valeurs de certaines données expérimentales. En effet, on a utilisé la valeur
de l’échelle temporelle relevée expérimentalement. De même, les valeurs de l’écart-type et
de la hauteur de veine sur laquelle on applique la source de bruit rouge ont été calibrées
de telle sorte que l’amplitude des fluctuations de quantité de mouvement calculées soit du
même ordre de grandeur que celle relevée expérimentalement. Au delà de l’échelle tem-
porelle et de l’amplitude des fluctuations, d’autres critères expérimentaux ont été étudiés
(cf chapitre II). On cherche dans ce paragraphe à savoir si la simulation d’écoulement
transitionnel effectuée avec le modèle de bruit rouge respecte ces critères.

Lors de la présentation des résultats expérimentaux (chapitre II), on rappelle que l’on
a caractérisé le bruit dans la veine en relevant la vitesse dans la zone laminaire de l’écoule-
ment en x = 31mm. Des mesures ont été effectuées pour différentes valeurs du débit injecté
et en 8 différentes hauteurs de veine par rapport à la paroi injectante. Il a été constaté
que quels que soient le débit injecté et la hauteur de mesure, le bruit mesuré sur la vitesse
totale est approximativement gaussien. De plus, les densités spectrales de puissance des
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fluctuations de vitesse expérimentale passent d’une pente d’évolution proche de f−3 pour
des débits inférieurs ou égaux à 1,245 kg.s−1.m−2, à une pente en f−2 pour des débits
supérieurs ou égaux à 1,423 kg.s−1.m−2. Dans le cas de la simulation LES/Smagorinsky
avec le modèle de Bruit Rouge filtré, on a tracé la densité de probabilité (figure V.3a) et la
DSP (figure V.3 b) de la fluctuation de vitesse en x = 31 mm et pour différentes hauteurs
de mesure y par rapport à la paroi injectante. Ces deux figures sont représentatives du
comportement observé pour les autres hauteurs de mesures (voir annexe E.2). La figure
V.3a montre que le bruit obtenu par la simulation numérique LES est approximativement
gaussien, en accord avec les relevés expérimentaux. Le tracé de la figure V.3b est quant
à lui particulièrement bruité et il est par conséquent difficile de déterminer si la pente
suit une évolution similaire à celle du montage VECLA, c’est-à-dire en f−2. Cependant,
la superposition de droites d’évolutions en f−2 et f−3 à la DSP permet de visualiser que
cette dernière a une évolution comprise entre ces deux pentes, en accord relatif avec les
relevés expérimentaux.

On vient de vérifier que les fluctuations générées au niveau de la paroi injectante par le
modèle de bruit rouge filtré reproduisent de façon relativement fidèle les caractéristiques
de celles mesurées sur le montage VECLA.
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Figure V.3 – Calcul LES/Smagorinsky Bruit rouge : (a) : Tracé de la densité de proba-
bilité (PDF) de la fluctuation de vitesse totale v′ lors du calcul 3D LES avec le modèle de
bruit rouge filtré pour une hauteur de veine y = 2,5 mm, en x = 31 mm. (b) Tracé de la
Densité Spectrale de Puissance (DSP) de la fluctuation de vitesse totale v′ lors du calcul
3D LES avec le modèle de bruit rouge filtré pour une hauteur de veine y= 2,5 mm, en x
= 31 mm. (218 points, ∆f = 38Hz et ∆t = 10−7s).
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V.3 Analyse des résultats

V.3.1 Écoulement moyen

Tous les tracés représentant les simulations LES sont extraits du plan en z = 30 mm.
Les quantités sont moyennées sur un temps physique total de 22,8 ms pour les simula-
tions avec Déstabilisation Numérique, l’une avec l’approche MILES (calcul référencé par
l’appellation ’MILES DN’) et l’autre avec une approche LES/Smagorinsky (calcul nommé
’LES/Smago DN’). Le calcul LES avec Bruit Rouge filtré (calcul ’LES/Smago BR’) est
quant à lui moyenné sur un temps physique de 22 ms ainsi que sur 40 ms. Pour les deux
simulations avec Déstabilisation Numérique, la procédure de moyennage est appliquée sur
la totalité du volume de la veine, avant que les données dans le plan en z = 30 mm ne soit
extraites. À l’inverse, pour le calcul avec Bruit Rouge filtré, le champ instantané dans le
plan en z = 30 mm est d’abord extrait avant d’appliquer la procédure de moyennage sur
ce plan uniquement.

Les figures V.4 et V.5 montrent l’évolution du profil de vitesse longitudinale moyenne
en différentes abscisses x le long de la veine. Le choix de la méthode de génération de
fluctuations pour les calculs LES a une influence sur le champ moyen, influence ressentie
notamment près de la sortie de fluide. En effet, près du fond avant et jusqu’à l’abscisse
x/h = 43, 69 , les profils des calculs LES sont superposés. Puis, à partir de x/h = 48, 54 ,
les profils de la simulation avec bruit rouge filtré s’éloignent légèrement de ceux avec désta-
bilisation numérique, ainsi que des données expérimentales. Pour la simulation avec bruit
rouge filtré, le temps physique sur lequel est moyenné le champ de vitesse semble avoir un
impact relatif : plus les données de la simulation avec bruit Rouge sont moyennées sur un
temps physique long, plus les profils de vitesse longitudinale semblent proches des profils
expérimentaux. On peut alors imaginer qu’en analysant la simulation de Bruit Rouge sur
un temps physique encore plus long, on pourrait obtenir des profils plus en adéquation
avec l’expérience. En comparant les deux simulations LES menées avec la méthode de dé-
stabilisation numérique, on observe que l’utilisation du modèle de Smagorinsky ne permet
pas d’améliorer de façon significative l’évaluation de la vitesse longitudinale moyenne par
rapport à l’approche MILES.

Près de la paroi supérieure, toutes les simulations LES surestiment la vitesse longitudinale
moyenne (jusqu’à environ 15% d’erreur relative par rapport aux mesures expérimentales)
alors qu’aucune surestimation n’est constatée dans le cas RANS : pour toutes les simu-
lations LES, l’écoulement au niveau de la paroi supérieure ne semble pas correctement
simulé. On remarque que plus l’écart avec les données expérimentales est important à la
paroi supérieure, plus l’ensemble du profil de vitesse longitudinale moyenne est mal repro-
duit. Ainsi, la mauvaise estimation de l’écoulement à la paroi supérieure semble impacter
le champ moyen sur la totalité de la hauteur de veine. Ce problème de survitesse semble
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indiquer que l’écoulement à la paroi supérieure transitionne plus tard dans les simula-
tions LES que dans l’expérience VECLA. Cette surestimation pourrait résulter du fait que
l’écoulement calculé n’est pas en adéquation avec la condition limite imposée et que le
frottement à la paroi supérieure est mal estimé. On peut tenter d’expliquer cette hypo-
thèse en regardant l’évolution axiale de y+ dans la première rangée de maille 1 à la paroi
supérieure pour le calcul LES/Smago DN qui est tracée sur la figure V.6. Les valeurs de y+

obtenues pour les autres calculs LES sont du même ordre de grandeur. Sur la figure V.6, on
a calculé la valeur y+ à partir des données issues de la simulation selon deux formulations
différentes. En premier lieu, on a calculé le y+ directement à partir de la définition du
gradient. On a également tracé le y+ obtenu en utilisant une loi de paroi. On remarque
que quelle que soit la modélisation utilisée (avec le gradient ou avec loi de paroi), la valeur
de y+ est quasi-identique tout le long de la veine et reste inférieure à 5. On en déduit tout
d’abord que le maillage est suffisamment raffiné pour capter la sous-couche visqueuse près
de la paroi supérieure. De plus, l’écoulement simulé est en accord avec la représentation
de condition limite employée pour les simulations LES. L’origine du problème de sures-
timation de la vitesse à la paroi supérieure pour les simulations LES est donc à chercher
ailleurs... Cela pourrait être lié au fait que la condition limite de paroi lisse utilisée lors de
ces simulations LES n’est pas représentative de la paroi du montage expérimental. Cette
dernière peut en effet présenter des aspérités ou être rugueuse par exemple, ce qui influe-
rait sur la nature de l’écoulement, laminaire, transitionnel ou turbulent. Il pourrait alors
être intéressant d’effectuer un calcul tridimentionnel LES en utilisant une condition limite
à la paroi supérieure qui concorderait plus avec la réalité expérimentale.

L’évolution axiale de la pression moyenne dans la veine est exposée sur la figure V.7.
Les tracés correspondant aux simulations avec la méthode de déstabilisation numérique
(MILES DN et LES/Smagorinsky DN) ainsi que ceux correspondant à la simulation avec
le modèle de bruit rouge filtré moyennée sur 22 ms et sur 40 ms sont représentés. Ils sont
comparés aux profils obtenus par le calcul RANS et sur le montage expérimental VECLA.
Le profil de pression calculé suivant la théorie de Taylor-Culick est également indiqué. On
rappelle que ce profil décrit la solution analytique d’un écoulement laminaire et incompres-
sible, dont l’expression est donnée par la relation (III.14). Dans le cas présent, la pression
calculée de Taylor-Culick est tracée en y/h = 0,5 et pour une valeur de P0 telle que :

P

P0
(0; 0, 5) = 1 (V.10)

On constate que tous les profils simulés, quelle que soit la modélisation considérée (RANS,
LES, méthode de déstabilisation numérique, méthode de bruit rouge filtré,...), ont des
évolutions analogues tout le long de la veine. On remarque sur la figure V.7 que près

1. On rappelle que y+ est relié à la contrainte de frottement σparoi(x) =

(

µ
∂vx

∂y

)

paroi

de la façon

suivante : y+ =
yvσ

ν
avec vσ =

√

||σparoi||

ρ
.
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du fond avant, les profils calculés et expérimentaux sont quasiment superposés au profil
de Taylor-Culick. Ainsi, dans cette partie de la veine, l’écoulement peut être considéré
comme laminaire et incompressible. Puis, pour 20 ≤ x/h ≤ 30, on observe une déviation
des données expérimentales par rapport à Taylor-Culick, révélant les effets de la compres-
sibilité. Cette déviation est de plus en plus prononcée quand on se rapproche de la sortie
de fluide. Les profils calculés s’éloignent également de la solution de Taylor-Culick, et ce
dès l’abscisse x/h ≈ 10, pour arriver en sortie de veine à une plus grande distance de la
pression de Taylor-Culick que les profils expérimentaux. Cependant, l’écart entre Taylor-
Culick et les autres profils reste minime et on peut en déduire que l’écoulement étudié
reste quasi-incompressible tout le long de la veine.
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Figure V.4 – Profils de vitesse longitudinale pour 8 sections x/h de la veine. Compa-
raison des simulations LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour une moyenne temporelle
sur 40 ms, LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour une moyenne temporelle sur 22 ms,
LES/Smagorinsky avec Déstabilisation Numérique, MILES avec Déstabilisation Numé-
rique et RANS avec l’expérience VECLA. (1ère PARTIE)
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Figure V.5 – Profils de vitesse longitudinale pour 8 sections x/h de la veine. Compa-
raison des simulations LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour une moyenne temporelle
sur 40 ms, LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour une moyenne temporelle sur 22 ms,
LES/Smagorinsky avec Déstabilisation Numérique, MILES avec Déstabilisation Numé-
rique et RANS avec l’expérience VECLA. (SUITE)
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Figure V.6 – Calcul 3D LES/Smago DN : Évolution axiale de la valeur de y+ pour le
calcul LES/Smagorinsky avec Déstabilisation Numérique pour une coupe en z = 30 mm.
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Figure V.7 – Variation de la pression moyenne adimensionnée le long de la veine. Com-
paraison des simulations LES/Bruit Rouge, LES/Smagorinsky, MILES et RANS avec l’ex-
périence VECLA et l’évolution analytique selon Taylor-Culick.

V.3.2 Transition du profil de vitesse moyenne longitudinale

Pour détecter la transition de la vitesse moyenne longitudinale de façon moyenne dans
toute la hauteur du canal, on trace l’évolution du coefficient de quantité de mouvement β
le long de la veine sur la figure V.8a. On rappelle que la théorie prévoit que le coefficient
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β reste constant pour un écoulement laminaire, avant que sa valeur ne diminue lorsque
la transition se déclenche, pour atteindre une autre constante quand l’écoulement est
pleinement turbulent. La figure V.8a montre que dans le cas expérimental, la transition
s’effectue entre les abscisses x/h = 20 et x/h = 30. En ce qui concerne les simulations
numériques, il est plus difficile de déterminer à quelle abscisse la transition s’amorce en se
référant uniquement aux tracés de la figure V.8a. On impose alors un critère permettant
de déterminer la position de transition x/htransition : on choisit que celle-ci est identifiée
lorsque le coefficient de quantité de mouvement β s’écarte de 0,5% par rapport à sa valeur
laminaire près du fond avant, c’est-à-dire :

x/htransition tel que Eβ = 0, 5% (V.11)

avec Eβ le pourcentage d’écart entre le coefficient à l’abscisse x/h et sa valeur près du fond
avant :

Eβ(%) =
βfond avant − (βfond avant − β(x/h))

βfond avant
× 100 (V.12)

La valeur de Eβ de 0,5% est calculée en première approximation de telle sorte que la
position de transition de la simulation LES/Smago DN soit en accord avec le diagramme
de Beddini. L’évolution axiale de l’écart entre la valeur au fond avant de β et sa valeur le
long de la veine est représentée sur la figure V.8b. On a également indiqué en pointillés les
0,5% d’écart à atteindre pour que l’on considère que la transition est amorcée. Les abscisses
x/htransition correspondant à la transition de chacune des simulations selon le critère (V.11)
cité ci-dessus sont repertoriées dans le tableau V.3. On constate sur la figure V.8b que dans
le cas de la simulation RANS, le coefficient β n’est jamais constant mais diminue sur toute
la longueur de la veine, contrairement à l’expérience VECLA et aux simulations LES. Selon
notre critère, la transition pour le calcul RANS débute en x/h ≈ 6, 7034 (tableau V.3), bien
plus en amont dans la veine que dans le cas expérimental. Par conséquent, la transition
turbulente n’est pas estimée de façon satisfaisante par l’approche RANS. En revanche, la
figure V.8b montre que le coefficient β pour les simulations LES est quasi-constant près
du fond avant, puis commence à décrôıtre entre x/h = 25 et x/h = 30, en accord avec
les relevés expérimentaux, prouvant que la transition est correctement capturée par les
simulations LES. Le relevé exact des positions de transition selon le critère imposé (V.11)
dans le tableau V.3 montre que de la même façon que pour les profils de vitesse moyenne
longitudinale, aucune différence significative n’est observée entre les deux simulations avec
déstabilisation numérique (environ 5% d’écart entre MILES DN et LES/Smago DN), ce
qui signifie que l’utilisation du modèle de sous-maille de Smagorinsky a peu d’influence sur
la transition de l’écoulement. En ce qui concerne le calcul LES/Smagorinsky avec bruit
rouge filtré, le temps sur lequel sont moyennées les données (22 ms ou 40 ms) n’a pas
ou peu d’influence près du fond avant et sur l’abscisse à laquelle la décroissance s’amorce
(moins de 0,01% d’écart entre les deux positions). En revanche, le temps physique a un
impact dans le reste de la veine, sur la pente du coefficient β : la figure V.8a illustre le fait
que plus le temps physique sur lequel le calcul est moyenné est long, plus la diminution
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du coefficient β vers une constante correspondant à un état de turbulence pleinement
développée est ’rapide’.

(a) (b)
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Figure V.8 – (a) : Évolution du coefficient de quantité de mouvement β le long de la
veine. (b) : Pourcentage d’écart relatif entre la valeur du coefficient β au fond avant et
sa valeur le long de la veine. Comparaison des simulations LES/Smagorinsky avec Bruit
Rouge pour une moyenne temporelle sur 40 ms, LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour
une moyenne temporelle sur 22 ms, LES/Smagorinsky avec Déstabilisation Numérique,
MILES avec Déstabilisation Numérique et RANS avec l’expérience VECLA.

Nom de la Position axiale x/htransition

simulation de transition

RANS 6,7034

LES/Smago DN 26,3663

MILES DN 27,8026

LES/Smago BR40ms 28,1184

LES/Smago BR22ms 28,1205

Table V.3 – Position axiale de la transition du profil de vitesse moyenne longitudinale
pour les simulations selon le critère suivant : la transition est repérée lorsque le coefficient
de quantité de mouvement β atteind 0,5% d’écart Eβ défini par (V.12) par rapport à sa
valeur laminaire près du fond avant.
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V.3.3 Quantités fluctuantes

Les figures V.9 et V.10 montrent la comparaison des profils d’intensité turbulente I =√
(v′x)

2 + (v′y)
2 des calculs LES avec la simulation RANS et les données expérimentales en

différentes positions axiales le long de la veine. Pour x/h ≤ 21, 36, l’intensité turbulente des
calculs LES est approximativement en accord avec l’expérience VECLA. En revanche, les
valeurs RANS surestiment les données expérimentales avec un maximum de 20% d’erreur
relative. Pour 33, 98 ≤ x/h ≤ 38, 83 , les calculs RANS et LES avec Déstabilisation Numé-
rique surestiment les données expérimentales, à l’inverse du calcul LES avec Bruit Rouge
qui les sous-estime. Pour x/h ≥ 43, 69, tous les calculs, RANS comme LES, surestiment
l’intensité turbulente et cette tendance s’accentue quand on se rapproche de la sortie de
fluide. Le temps physique sur lequel on analyse la simulation LES avec Bruit Rouge a une
influence sur le profil d’intensité turbulente dans la zone du canal où la turbulence se déve-
loppe. En effet, en se rapprochant de la sortie de fluide, le profil calculé sur 40 ms s’éloigne
de celui calculé sur 22 ms ainsi que des données expérimentales. On remarque que pour un
temps physique simulé d’environ 22 ms, l’utilisation de la méthode de bruit rouge (calcul
LES/Smago BR) donne des estimations des quantités turbulentes bien plus en accord avec
l’expérience que la méthode de Déstabilisation Numérique (calcul LES/Smago DN). Cette
différence peut être liée au fait que la méthode de Déstabilisation Numérique est appliquée
dans tout le volume de la veine, alors que le bruit rouge impose des fluctuations localisées
au niveau de la paroi injectante, comme c’est le cas dans l’expérience VECLA.

Sur les profils expérimentaux, on voit émerger un pic d’intensité turbulente à la mi-hauteur
du canal en x/h = 21, 36 , localisation axiale correspondant au début de la transition. Pour
x/h ≥ 21, 36 , la valeur maximale de ce pic s’accrôıt et se déplace vers la paroi injectante
quand on se rapproche de la sortie de fluide. L’apparition de ce pic et de son évolution le
long de la veine est globalement bien reproduit par les simulations sauf près de la paroi
supérieure. La simulation avec Bruit Rouge effectuée sur 40 ms se différencie des autres
calculs et de l’expérience par la présence d’un pic à la mi-hauteur de veine et uniquement
près de la sortie de fluide. Comme le prouvent les figures E.9, E.10, E.11 et E.12 de l’an-
nexe E.3, ce pic provient exclusivement de la contribution longitudinale de la fluctuation
de vitesse. Les profils d’intensité turbulente des figures V.9 et V.10 mettent en évidence
que toutes les simulations, RANS comme LES, calculent des quantités fluctuantes près de
la paroi supérieure différentes de celles mesurées expérimentalement. Pour les simulations
LES, l’analyse de l’écoulement moyen a révélé que celui-ci est également mal estimé près
de la paroi supérieure, puisque la présence d’une survitesse semblait indiquer que la tran-
sition de l’écoulement à ce niveau de la veine est retardé par rapport à l’expérience. Or,
en ce qui concerne les quantités fluctuantes, c’est le comportement inverse qui est décelé
pour les simulations LES : la surestimation des fluctuations laisse croire que la transition à
la paroi supérieure est calculée en avance par rapport à l’expérience ! Avec cette constata-
tion, on s’aperçoit que l’emploi d’une condition limite qui modéliserait la paroi supérieure
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expérimentale de façon plus précise pourrait apporter une amélioration significative pour
la simulation de l’écoulement dans la veine.

Les figures E.7 et E.8 de l’annexe E.3 représentent également l’évolution des profils d’inten-
sité turbulente, mais à la différence des profils des figures V.9 et V.10, l’intensité turbulente
pour les calculs LES y est calculée en prenant en compte la composante tangentielle de la
fluctuation de vitesse v′z, et on a :

I =
√
(v′x)

2 + (v′y)
2 + (v′z)

2 (V.13)

En comparant les profils des calculs LES des figures E.7 et E.8 avec ceux des figures V.9
et V.10, on constate que la contribution de la composante tangentielle est non-négligeable,
ce qui semble compréhensible étant donné que la turbulence est un phénomène tridimen-
sionnel.

Dans le chapitre II, le spectre des fluctuations de pression (figure II.11) a permis d’établir
qu’expérimentalement, aucun phénomène acoustique n’est présent dans la veine. Or, la
figure V.11 démontre que dans le cas des simulations LES, une fréquence fpic ≈ 33000 Hz
est excitée. Dans le tableau V.4, sont indiquées les valeurs des quatre premiers modes de fré-
quences acoustiques longitudinales, transversales et tangentielles dans un canal fermé aux
dimensions identiques à VECLA. D’après le tableau V.4, cette fréquence fpic ≈ 33000 Hz
pourrait correspondre au deuxième mode transversal acoustique de la veine. L’amplitude
de la pression à cette fréquence est deux à trois fois plus élevée pour la simulation avec
Bruit Rouge que pour les simulations avec Déstabilisation Numérique. On a inventorié
dans le tableau V.5, le pourcentage d’énergie que représente l’amplitude de la DSP de la
fluctuation de pression à la fréquence fpic ≈ 33000 Hz par rapport à l’énergie globale sur
tout le signal temporel de pression, pour le calcul LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge. La
contribution de l’acoustique à cette fréquence s’élève à environ 10% de l’énergie totale près
du fond avant, alors que près de la sortie de veine, cette contribution chute aux alentours
de 1%. On peut penser que l’onde plane qui semble excitée selon la direction transversale
y a un impact sur l’écoulement particulièrement ressenti dans la zone où celui-ci est la-
minaire. Puis, avec le déclenchement de la transition, cette part d’acoustique se mêle à
la turbulence. De ce fait, la présence d’acoustique dans le canal pour les simulations LES
pourrait venir perturber l’écoulement et le modifier par rapport à celui obtenu lors de
l’expérience sur le montage VECLA.
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n 1 2 3 4

fnx (Hz) 300 600 900 1200

fny (Hz) 16942 33884 50825 67767

fnz (Hz) 2908 5816 8724 11633

Table V.4 – Valeurs des fréquences acoustiques longitudinales fnx , transversales f
n
y et

tangentielles fnz selon différents modes n pour le canal VECLA. (fni = n × a/(2Li), avec
i = x, y, z).

x/h (RMS(P ′))2 Amplitude de DSP(P ′)(f = fpic) % de DSP(P ′)

par rapport à (RMS(P ′))2

(Pa2) (Pa2) (%)

3 8364,93 524,76 6,27

11,65 3210,36 380,16 11,84

21,36 3466,85 375,02 10,80

33,98 10689,49 509 4,76

38,83 120096,90 522,99 0,44

43,69 181237,52 978,71 0,54

48,54 121041,37 602,99 0,50

55,34 124792,63 1441,72 1,16

Table V.5 – Tableau des valeurs RMS au carré de la fluctuation de pression et valeurs de
l’amplitude de la DSP des fluctuations de pression relevée à la fréquence fpic ≈ 33000 Hz,
en différentes abscisses x le long de la veine, en y = 5 mm.

Expérimentalement, on a vu dans le chapitre II, que la Densité Spectrale de Puissance
(DSP) de la fluctuation de vitesse totale passe d’une pente en f−3 près du fond avant à
une pente en f−5/3 après le déclenchement de la transition (figure II.12). Les DSP de la
fluctuation de vitesse totale en deux abscisses différentes de la veine pour les calculs LES
sont représentées à la figure V.12 (voir figures E.16, E.17 et E.18 de l’annexe E.3 pour les
DSP obtenues tout le long de la veine). Même si les DSP sont trop bruitées pour pouvoir
déterminer leur pente avec précision, on peut toutefois constater que celles obtenues avec
la méthode de déstabilisation numérique (figures V.12 a et b) semblent se redresser le
long de la veine, suivant ainsi l’évolution expérimentale. En revanche, pour la simulation
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avec Bruit Rouge (figure V.12c), c’est le comportement inverse qui semble prédominer : la
pente de la DSP parait se raidir quand on se rapproche de la sortie de veine. Il est pos-
sible que ce comportement ait pour origine des différences de condition d’injection entre
les écoulements obtenus expérimentalement et numériquement. En effet, près de la paroi
injectante, l’évolution expérimentale dans VECLA de la DSP de la fluctuation de vitesse
totale en f−2 a été relevée en une seule abscisse près du fond avant du montage. On peut
imaginer que l’évolution du spectre près de la paroi injectante ne reste pas en f−2 tout le
long de la veine, mais qu’elle varie. Or, numériquement, la source de bruit rouge impose
un spectre en f−2 au niveau de l’injection et sur la totalité de la longueur du canal. Ainsi,
ce spectre imposé en f−2 à l’injection pour la simulation LES avec bruit rouge pourrait
marquer l’écoulement dans le reste de la veine et cela pourrait expliquer le raidissement
du spectre observé plus on se rapproche de la sortie de veine (figure V.12c). Pour vérifier
cette hypothèse, il faudrait analyser des mesures expérimentales près de la paroi injectante
sur toute la longueur du canal VECLA, données dont on ne dispose pas à l’heure actuelle.

À la figure V.13, sont exposées les densités de probabilité (PDF) de la fluctuation de
vitesse totale pour les différents calculs LES et en deux positions axiales le long de la
veine (voir figures E.19, E.20 et E.21 de l’annexe E.3 pour les autres abscisses). Expéri-
mentalement, on a vu que la fluctuation de vitesse totale est quasi-gaussienne tout le long
de la veine, et est particulièrement proche de la loi normale après le déclenchement de la
transition (figure II.9). La figure V.13 montre que la simulation avec bruit rouge reproduit
le caractère gaussien des fluctuations de vitesse totale avec plus de précision que les deux
calculs menés avec la méthode de déstabilisation numérique. Cela peut provenir du fait
que le modèle de bruit rouge permet d’imposer le critère gaussien aux fluctuations générées
alors qu’aucune précision sur ce point n’est accessible par la méthode de déstabilisation
numérique. On a vu au paragraphe V.2.5 que le caractère gaussien du modèle de bruit
rouge est bien reproduit près de la paroi injectante lors de la simulation. La figure V.13c
semble indiquer que les fluctuations appliquées par le modèle de bruit rouge au niveau
de l’injection marque l’écoulement fluctuant dans le reste de la veine en lui imposant le
caractère gaussien.
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Figure V.9 – Intensité turbulente I =
√
(v′x)

2 + (v′y)
2 pour 8 sections x/h de la veine.

Comparaison des simulations LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour une moyenne tem-
porelle sur 40 ms, LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour une moyenne temporelle sur
22 ms, LES/Smagorinsky avec Déstabilisation Numérique, MILES avec Déstabilisation
Numérique et RANS avec l’expérience VECLA. (1ère PARTIE)
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Figure V.10 – Intensité turbulente I =
√
(v′x)

2 + (v′y)
2 pour 8 sections x/h de la veine.

Comparaison des simulations LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour une moyenne tem-
porelle sur 40 ms, LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour une moyenne temporelle sur
22 ms, LES/Smagorinsky avec Déstabilisation Numérique, MILES avec Déstabilisation
Numérique et RANS avec l’expérience VECLA. (SUITE)
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(a) : Calcul MILES DN

x/h = 11,65 x/h = 55,34

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

f (Hz)

P’
 (P

a)

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

f (Hz)

P’
 (P

a)
(b) : Calcul LES/Smago DN
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(c) : Calcul LES/Smago BR
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Figure V.11 – Spectres de la fluctuation de pression P ′ lors des calculs 3D LES en
différentes positions axiales x le long de la veine, en y = 5 mm. (Calculs MILES DN et
LES/Smago DN : 217 points, ∆f = 76Hz et ∆t = 10−7s.) (Calcul LES/Smago BR : 216

points, ∆f = 38Hz et ∆t = 10−7s.)
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(a) : Calcul MILES DN
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(b) : Calcul LES/Smago DN
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(c) : Calcul LES/Smago BR
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Figure V.12 – Tracés de la Densité Spectrale de Puissance (DSP) de la fluctuation de
vitesse totale v′ lors des calculs 3D pour différentes valeurs de l’abscisse x le long de la veine,
en y = 5 mm. (Calcul 3D MILES DN et calcul LES/Smago DN : 217 points, ∆f = 76Hz
et ∆t = 10−7s.) (Calcul LES/Smago BR : 218 points, ∆f = 38Hz et ∆t = 10−7s.)
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(a) : Calcul MILES DN
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(b) : Calcul LES/Smago DN
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(c) : Calcul LES/Smago BR
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Figure V.13 – Tracés de la densité de probabilité (PDF) de la fluctuation de vitesse
totale v′ lors des calculs 3D LES pour deux différentes positions axiales x le long de la
veine (telles que x/h = 3 et x/h = 48,54) , en y = 5 mm.
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V.4 Conclusion du chapitre

Des calculs LES d’écoulement transitionnel dans VECLA ont été menés avec soit une ap-
proche MILES associée à la méthode de déstabilisation numérique, soit une approche LES
avec un modèle de sous-maille de Smagorinsky et la déstabilisation numérique, soit une
approche LES avec modèle de Smagorinsky et le modèle de bruit rouge filtré pour générer
les fluctuations près de la paroi injectante.

On a tout d’abord calibré les différents paramètres du modèle de bruit rouge avant de
vérifier que les fluctuations générées par ce modèle lors de la simulation LES de l’écoule-
ment transitionnel dans VECLA possèdent bien les mêmes propriétés que les mesures de
bruit expérimentales. On a ensuite comparé les simulations tridimensionnelles instation-
naires LES dans VECLA avec une simulation bidimensionnelle stationnaire RANS et les
données expérimentales.

Les écoulements moyen et fluctuant ont révélé une surestimation des champs simulés par
rapport aux données expérimentales au niveau de la paroi supérieure. L’analyse effectuée
montre que la condition limite de paroi lisse employée pour les simulations n’est pas re-
présentative de celle du montage VECLA. Une amélioration de la qualité des simulations
pourrait être obtenue par l’utilisation d’une condition à la paroi supérieure plus en accord
avec la réalité de l’expérience.

L’approche RANS reproduit fidèlement l’écoulement moyen, mais reste approximative
pour estimer les quantités turbulentes. Quant à la position de transition, cette approche
n’a pas permis de la localiser avec précision. En revanche, toutes les simulations LES ont
capturé la position de transition de façon quasi-similaire et en accord avec les données
expérimentales. Elles engendrent également de l’acoustique dans la veine, alors qu’aucun
phénomène de ce type n’est observé dans l’expérience. Même si l’énergie associée à la fré-
quence acoustique excitée reste faible, il pourrait être intéressant d’analyser plus en détails
les mécanismes qui en sont à l’origine pour tenter de les éliminer. On a constaté que le
modèle de sous-maille de Smagorinsky a peu ou pas d’effet sur l’écoulement moyen et la
transition et permet de relativement améliorer l’estimation des quantités turbulentes.

L’utilisation du modèle de bruit rouge a permis de déclencher la transition à partir d’un
écoulement initial laminaire dans le canal. On a noté une amélioration de l’estimation du
champ fluctuant par rapport à la simulation LES de référence avec déstabilisation numé-
rique. Même si certains aspects de l’écoulement ne sont pas exactement reproduits par le
calcul avec le modèle de bruit rouge, d’autres sont calculés en accord avec les données ex-
périmentales. C’est notamment le cas de la position de la transition. De plus, le caractère
gaussien des fluctuations imposé par le bruit rouge à la paroi injectante est transporté dans
le reste de la veine. Grâce à ce comportement, les fluctuations dans la veine respectent la
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loi gaussienne observée expérimentalement.





Conclusion et perspectives

Les travaux ont consisté à étudier par simulation numérique instationnaire l’écoulement
dans un Moteur à Propergol Solide (MPS). On s’est concentré sur l’écoulement en gaz
froid généré dans un canal à injection pariétale, configuration représentative par certains
aspects de l’écoulement dans un MPS. On s’est basé sur les résultats expérimentaux ob-
tenus sur le montage en gaz froid de section rectangulaire VECLA de l’ONERA.

Les premières simulations numériques effectuées ont permis d’identifier que l’écoulement
dans VECLA change de comportement le long du canal : il passe d’un état laminaire décrit
par la solution analytique de Taylor-Culick près du fond avant, à une transition turbulente
en milieu de veine. La transition turbulente correspond à la position le long du canal où
les profils de vitesse longitudinale passent d’une forme laminaire de Taylor-Culick à une
forme turbulente. Pour identifier cette position, on s’est référé à la localisation où le co-
efficient de quantité de mouvement commence à décrôıtre par rapport à sa valeur laminaire.

Les simulations numériques tridimensionnelles instationnaires d’écoulement transitionnel
dans VECLA sont menées avec une approche LES. L’une des difficultés de ce type de si-
mulation repose sur la modélisation des perturbations de l’écoulement injectées au niveau
de la paroi poreuse. Celle-ci peut avoir une influence majeure sur la qualité des résul-
tats, et notamment sur la position de la transition. On s’est alors focalisé sur la recherche
d’une modélisation de fluctuations au niveau de l’injection de fluide à la paroi poreuse qui
permettrait de prendre en compte des paramètres physiques qui seraient calibrés par des
données expérimentales issues du montage VECLA.

La méthode de génération de fluctuations physiques trouvée correspond à l’équation dif-
férentielle stochastique de Langevin. Par l’intermédiaire de ce modèle, on a pu imposer
certains critères concernant les perturbations générées en les reliant aux données expéri-
mentales. L’étude du comportement de ce modèle après son implantation dans le code de
calcul CEDRE a révélé certaines limitations, notamment dans le choix de la variable sur





laquelle les fluctuations sont appliquées. Malgré cela, nombre d’autres paramètres phy-
siques ont pu être imposés selon des valeurs choisies. C’est notamment le cas de l’échelle
temporelle ou de l’amplitude des fluctuations.

Grâce aux simulations numériques LES tridimensionnelles instationnaires de l’écoulement
transitionnel dans VECLA, nous avons montré dans cette étude la capacité du modèle de
génération de fluctuations de Langevin à déclencher la transition, en une position en accord
avec l’expérience. La comparaison avec des résultats d’une simulation LES menée avec une
méthode de génération de perturbations numériques a révélé que l’utilisation du modèle
de Langevin permet d’améliorer la précision de l’estimation du champ fluctuant. Ce mo-
dèle de Langevin, appliqué dans une zone limitée près de la paroi injectante, contraint les
fluctuations à suivre une répartition gaussienne, caractère qui se trouve ensuite transporté
dans tout le reste de la veine.

Dans le cas spécifique de la simulation numérique de l’écoulement dans VECLA, l’im-
portance de la condition limite à la paroi supérieure a été mise en évidence. Dans les
simulations menées, la condition limite de paroi supérieure lisse employée a été analysée
comme ne représentant probablement pas la paroi supérieure du montage expérimental.
En conséquence, l’estimation des champs moyen et fluctuant calculés près de la paroi su-
périeure s’en est retrouvée affectée et ne concorde pas avec les valeurs expérimentales.
Le défaut reste localisé près de la paroi supérieure mais pourrait cependant jouer sur la
structure de l’écoulement dans le reste de la veine et notamment sur la transition. Une
amélioration possible des simulations d’écoulement dans VECLA pourrait être obtenue en
employant une condition limite à la paroi supérieure plus représentative de celle utilisée
expérimentalement.

Pour l’étude de la transition de façon plus générale, on pourrait envisager par la suite
de coder le modèle de Langevin non plus comme une source appliquée près de la paroi
supérieure, mais plutôt comme une condition limite. Ainsi, on se rapprocherait de la réa-
lité de l’expérience. Ce modèle de Langevin pourrait également permettre d’effectuer des
études paramétriques, notamment au niveau de l’étude de la sensibilité du déclenchement
de la transition en fonction de la valeur de l’échelle temporelle ou de l’amplitude des fluc-
tuations imposées par exemple. Le modèle de Langevin pourrait également être employé
pour des simulations numériques multiphysiques dans le cadre d’études plus générales sur
les moteurs à propergol solide. En effet, l’opportunité apportée par ce modèle de pou-
voir imposer la valeur de certains paramètres offre la possibilité de l’utiliser pour imposer
l’échelle temporelle caractéristique de la combustion du propergol par exemple.





Annexe A

Rappels sur les variables
aléatoires et la loi normale

A.1 Définition de la densité de probabilité (PDF) d’une loi nor-

male

Une variable aléatoire réelle x qui suit une loi normale d’espérance µ et d’écart-type
σ (notée x ∼ N (µ, σ2) avec σ2 la variance) a une densité de probabilité PDF (pour
Probability Density Function) de la forme suivante :

PDF(x) =
1

σ
√
2π
exp

[
−1

2

(
x− µ

σ

)2
]

(A.1)

La loi normale centrée réduite, ou loi gaussienne, correspond à une loi normale d’espérance
nulle et de variance unité : N (0, 1).

A.2 Coefficient de dissymétrie (ou skewness)

Le coefficient de dissymétrie permet de caractériser l’asymétrie de la distribution d’une
variable aléatoire :

– Pour la loi normale, la distribution est symétrique, donc le coefficient de dissymétrie est
égal à 0.

– Si le coefficient de dissymétrie est positif, alors la distribution est étalée vers la gauche
avec une queue de distribution étalée vers la droite.

– Si le coefficient de dissymétrie est négatif, alors la distribution est étalée vers la droite
avec une queue de distribution étalée vers la gauche.
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A.3 Coefficient d’applatissement (ou kurtosis)

Tout comme le skewness, le coefficient d’applatissement permet de caractériser la distri-
bution d’une variable aléatoire. Le kurtosis indique si le regroupement des valeurs est plus
ou moins proche du centre de la distribution.
– Pour la loi normale, le coefficient d’applatissement est égal à 3.
– Si le coefficient d’applatissement est inférieur à 3, alors la distribution semble plus
”pointue”que la loi normale : les valeurs sont ”serrées”autour du centre de la distribution
par rapport à une distribution suivant la loi normale.

– Si le coefficient d’applatissement est supérieur à 3, alors la distribution est ”applatie”
autour du centre de la distribution par rapport à une distribution suivant la loi normale.





Annexe B

Calcul des vitesses
d’injection et des débits
associés aux différentes
pressions d’alimentation

Pour les mesures expérimentales de bruit sur VECLA lors de la campagne d’essais de 2010,
des relevés ont été effectués en x = 31 mm pour différentes valeurs du débit d’injection.
Ces débits dépendent uniquement du choix de la pression d’alimentation Pal. Des mesures
ont donc été effectuées pour différentes valeurs de Pal : 7.25, 5.44, 4.35, 3.63, 3.11, 2.72 et
2.42 bar. On présente ici la démarche employée pour déterminer la valeur du débit ainsi
que la valeur de la vitesse d’injection associées à chacune de ces pressions d’alimentation.

B.1 Principe de l’alimentation en air du montage VECLA

Avant d’atteindre le canal rectangulaire dans lequel sont effectuées les mesures, l’air passe
par une chambre d’alimentation où il subit une détente jusqu’à la pression d’alimentation
Pal (figure B.1). L’air circule ensuite à travers 14 tubes flexibles pour arriver dans 7 pré-
chambres. Enfin, l’air est introduit dans le canal par l’intermédiaire de la plaque poreuse.
En entrée de chaque tube flexible est disposé un col sonique de diamètre D = 2, 5 mm afin
de répartir le débit de façon égale entre les 7 préchambres et de calculer le débit entrant
dans le canal. Le débit ne dépend en effet que de la température de l’air et de la pression
dans la chambre d’alimentation et peut être déterminé grâce aux formules des tuyères
amorcées. Ces formules ainsi que la démarche employée pour déduire les débits à partir
de la pression d’alimentation sont décrites dans cette annexe.
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Figure B.1 – Schéma de l’alimentation en air du montage VECLA.

B.2 Débit ṁ

Le débit ṁ (kg.s−1) est donné par la formule de débit d’une tuyère [12] :

ṁ = Pal Ac Γ(γ)
1√
R T
M

× N (B.1)

avec N le nombre de tubes flexibles, M = 0, 02912 kg.mol−1 la masse molaire de l’air,
R = 8, 314472 J.mol−1.K−1 la constante universelle des gaz parfaits, Ac la section du col

telle que Ac =
πD2

4
(m2), avec D = 2, 5 × 10−3 m le diamètre au col et :

Γ(γ) =
√
γ (

2

γ + 1
)

γ+1
2(γ−1) (B.2)

avec γ = 1, 4 le rapport des chaleurs spécifiques. T est la température d’arrêt du fluide
dans la tuyère. Sa valeur est proche de la température dans la veine et on fait alors
l’approximation de prendre T égale à la température dans la veine.

B.3 Expression du débit massique surfacique ṁs

Au cours de l’étude, on a besoin du débit massique surfacique ṁs qui peut aisément être
déterminé à partir du débit ṁ. En effet, on a :

ṁs =
ṁ

Sinj
(B.3)

où Sinj est la surface d’injection.
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B.4 Surface d’injection Sinj

La surface d’injection est égale à :

Sinj = L× l (B.4)

où L = 0, 581 m est la longueur du canal VECLA et l = 0, 060 m sa largeur.

B.5 Expression de la vitesse d’injection

La vitesse d’injection vinj (m.s−1) est obtenue à partir de l’expression suivante :

vinj =
ṁ

ρ Sinj
=
ṁs

ρ
(B.5)

avec ρ la masse volumique (kg.m−3).

B.6 Masse volumique ρ

L’expression de la masse volumique utilisée pour le calcul des vitesses d’injection dépend
de la pression à l’intérieur de la veine Pveine (exprimée en Pa = kg.m−1.s−2), de la tem-
pérature de l’air T = 303 K et de la constante spécifique des gaz parfaits pour l’air
r = 287J.kg−1.K−1 :

ρ =
Pveine

rT
(B.6)

La pression dans la veine Pveine correspondant à chacune des pressions d’alimentation Pal

est obtenue en moyennant les valeurs relevées expérimentalement en chacune des positions
de mesure de bruit près du fond avant :

Pal (bar) 7,25 5,44 4,35 3,63 3,11 2,72 2,42

Pveine (bar) 1,35 1,20 1,13 1,09 1,06 1,04 1,03

Table B.1 – Valeurs des pressions dans la veine Pveine associées à chacune des pressions
d’alimentation Pal.

Ainsi, en combinant les expressions (B.5) et (B.6), on en déduit que la vitesse d’injection
peut être calculée de la façon suivante :

vinj =
ṁs r T

Pveine
(B.7)
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B.7 Valeurs de la vitesse d’injection et du débit massique surfa-

cique

Grâce aux expressions définies précédemment, on peut calculer les valeurs du débit mas-
sique surfacique ṁs (expression B.3) et de la vitesse d’injection vinj (expression B.7) cor-
respondant à chacune des pressions d’alimentation Pal utilisées au cours de la campagne
d’essais. On obtient les valeurs suivantes :

Pal (bar) 7,25 5,44 4,35 3,63 3,11 2,72 2,42

ṁ (kg.s−1) 0,1156 0,0868 0,0694 0,0579 0,0496 0,0434 0,0386

ṁs (kg.s−1.m−2) 3,316 2,490 1,991 1,661 1,423 1,245 1,107

vinj (m.s−1) 2,136 1,804 1,532 1,325 1,167 1,041 0,935

Table B.2 – Valeurs de vitesse d’injection vinj et de débit massique surfacique ṁs associées
à chaque pression d’alimentation Pal employée lors des tests.
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C.1 Résultats du test d’activation du bruit rouge sur la variable

(ρE)
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Skewness = −0.0093
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Figure C.1 – Tracés de la fonction d’autocorrélation (a), de la DSP (b) et de l’histo-
gramme (c) pour la température T pour la simulation testant l’application du modèle de
bruit rouge sur la variable conservative (ρE).
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Figure C.2 – Tracés de la fonction d’autocorrélation (a), de la DSP (b) et de l’histo-
gramme (c) pour la pression P pour la simulation testant l’application du modèle de bruit
rouge sur la variable conservative (ρE).
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Figure C.3 – Tracés de la fonction d’autocorrélation (a), de la DSP (b) et de l’histo-
gramme (c) pour la variable conservative (ρE) pour la simulation testant l’application du
modèle de bruit rouge sur la variable conservative (ρE).
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C.2 Résultats du test d’activation du bruit rouge sur la variable

ρ
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Figure C.4 – Tracés de la fonction d’autocorrélation (a), de la DSP (b) et de l’histo-
gramme (c) pour la masse volumique ρ pour la simulation testant l’application du modèle
de bruit rouge sur la variable conservative ρ.
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Figure C.5 – Tracés de la fonction d’autocorrélation (a), de la DSP (b) et de l’histo-
gramme (c) pour la température T pour la simulation testant l’application du modèle de
bruit rouge sur la variable conservative ρ.
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Figure C.6 – Tracés de la fonction d’autocorrélation (a), de la DSP (b) et de l’histo-
gramme (c) pour la pression P pour la simulation testant l’application du modèle de bruit
rouge sur la variable conservative ρ.
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C.3 Résultats du test d’activation du bruit rouge sur la variable

(ρvy)
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Figure C.7 – Tracés de la fonction d’autocorrélation (a), de la DSP (b) et de l’histo-
gramme (c) pour la vitesse transversale vy pour la simulation testant l’application du
modèle de bruit rouge sur la variable conservative (ρvy).
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Annexe D

Expressions de Tn+1 et
Pn+1 pour le cas-test
d’application du bruit
rouge sur la masse
volumique

On détaille dans cette annexe l’obtention des expressions utilisées au paragraphe IV.2.4.2
donnant la température T et de la pression P à l’itération n+1 en fonction de leurs valeurs
initiales respectives T0 et P0 pour la simulation test où l’on applique le bruit rouge sur la
variable conservative ρ uniquement.
Pour ce cas, on rappelle que la masse volumique à l’itération n+ 1 est donnée par :

ρn+1 = ρ0 + C(ρ)×
n∑

k=0

Sk (D.1)
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D.1 Détermination de l’expression de la température

On a déterminé que la température T a pour expression à l’itération n + 1 la formule
(IV.65), que l’on rappelle ci-dessous :

Tn+1 = a1
1

ρn+1
− b1

1

(ρn+1)2
(D.2)

où a1 =
(ρE)0
Cv

et b1 =
(ρv)20
2Cv

sont des constantes.

À l’itération n = 0, on a alors :

T0 = a1
1

ρ0
− b1

1

(ρ0)2
(D.3)

À l’itération n = 1, on a :

T 1 = a1
1

ρ1
− b1

1

(ρ1)2

=
a1

ρ0 + C(ρ)× S0
− b1

(ρ0 + C(ρ)× S0)
2

=
a1(ρ0 + C(ρ)× S0)− b1

(ρ0 + C(ρ)× S0)
2

= ρ20
a1/ρ0 − b1/ρ

2
0 + a1C(ρ)S0/ρ

2
0

(ρ0 + C(ρ)× S0)
2

= ρ20
T0 + a1C(ρ)S0/ρ

2
0

(ρ0 + C(ρ)× S0)
2

= T0 ×
(
ρ0
ρ1

)2

+
a1C(ρ)S0

(ρ1)2

(D.4)
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Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n ≥ 1, on a :

Tn = T0 ×
(
ρ0
ρn

)2

+

a1C(ρ)
n∑

k=0

Sk

(ρn)2
(D.5)

Au rang n = 1, la relation (D.4) prouve que la propriété (D.5) est vraie. Supposons que
la propriété soit vraie au rang n. À l’itération n+ 1, on a :

Tn+1 = a1
1

ρn+1
− b1

1

(ρn+1)2

=
a1

ρ0 + C(ρ)×
n+1∑

k=0

Sk

− b1(
ρ0 + C(ρ)×

n+1∑

k=0

Sk

)2

=

a1

(
ρ0 + C(ρ)×

n+1∑

k=0

Sk

)
− b1

(
ρ0 + C(ρ)×

n+1∑

k=0

Sk

)2

= ρ20

a1/ρ0 − b1/ρ
2
0 + (a1C(ρ)

n+1∑

k=0

Sk)/ρ
2
0

(
ρ0 + C(ρ)×

n+1∑

k=0

Sk

)2

= ρ20

T0 + (a1C(ρ)
n+1∑

k=0

Sk)/ρ
2
0

(
ρ0 + C(ρ)×

n+1∑

k=0

Sk

)2

= T0 ×
(

ρ0
ρn+1

)2

+

a1C(ρ)
n+1∑

k=0

Sk

(ρn+1)2

(D.6)

On vient de montrer que la propriété (D.5) est vraie au rang n+ 1, donc la propriété est
vraie pour tout entier naturel n ≥ 1. On en conclut que la température à l’itération n+ 1
peut s’exprimer en fonction de la température initiale T0 selon l’expression (D.6).
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D.2 Détermination de l’expression de la pression

On a déterminé que dans le cas où l’on applique le bruit rouge sur la masse volumique
ρ, la pression P est elle aussi bruitée et a pour expression à l’itération n + 1 la formule
(IV.68) que l’on rappelle ci-après :

Pn+1 = a2 − b2
1

ρn+1
(D.7)

où a2 = r
(ρE)0
Cv

et b2 = r
(ρv)20
2Cv

sont des constantes.

Pour n = 0, on a :

P0 = a2 −
b2
ρ0

(D.8)

À l’itération n = 1, la relation (D.7) donne :

P 1 = a2 − b2
1

ρ1

= a2 −
b2

ρ0 + C(ρ)S0

= ρ0
a2 + (a2C(ρ)S0) /ρ0 − b2/ρ0

ρ0 + C(ρ)S0

= ρ0
P0 + (a2C(ρ)S0) /ρ0

ρ0 + C(ρ)S0

= P0 ×
ρ0
ρ1

+
a2C(ρ)S0

ρ1

(D.9)

Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n ≥ 1, on a :

Pn = P0 ×
ρ0
ρn

+

a2C(ρ)×
n∑

k=0

Sk

ρn
(D.10)
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Au rang n = 1, la relation (D.9) prouve que la propriété (D.10) est vraie. Supposons que
la propriété soit vraie au rang n. À l’itération n+ 1, on a :

Pn+1 = a2 − b2
1

ρ2

= a2 −
b2

ρ0 + C(ρ)
n+1∑

k=0

Sk

= ρ0

a2 +

(
a2C(ρ)

n+1∑

k=0

Sk

)
/ρ0 − b2/ρ0

ρ0 + C(ρ)
n+1∑

k=0

Sk

= ρ0

P0 +

(
a2C(ρ)

n+1∑

k=0

Sk

)
/ρ0

ρ0 + C(ρ)
n+1∑

k=0

Sk

= P0 ×
ρ0
ρn+1

+

a2C(ρ)

n+1∑

k=0

Sk

ρn+1

(D.11)

On vient de montrer que la propriété (D.10) est vraie au rang n+1, donc la propriété est
vraie pour tout entier naturel n ≥ 1. On en conclut que la pression à l’itération n+1 peut
s’exprimer en fonction de la pression initiale T0 selon l’expression (D.11).







Annexe E

Données et résultats pour
les calculs LES 3D

E.1 Détermination de la valeur de l’écart-type pour le calcul LES

3D avec bruit rouge

Pour la simulation LES avec le modèle de bruit rouge filtré d’écoulement transitionnel
dans VECLA, on a déterminé que l’écart-type σ(ρ) est défini par la relation (V.7) que l’on
rappelle ci-dessous :

σ(ρ) =

(
RMS[(ρv)′]

(ρv)inj

)

VECLA

× (ρv)inj ×
1

vinj
(E.1)

Pour l’application numérique de la formule (E.1), il suffit de connaitre les valeurs de(
RMS[(ρv)′]

(ρv)inj

)

VECLA

, de (ρv)inj et de
1

vinj
.

E.1.1 Valeur de (ρv)inj

Le débit massique surfacique ṁs = (ρv)inj injecté par la paroi poreuse correspond à la
valeur expérimentale, soit :

ṁs = (ρv)inj = 2, 62 kg.m−2.s−1 (E.2)

E.1.2 Valeur de (RMS[(ρv)′]/(ρv)inj)VECLA

Lors des mesures de bruit effectuées sur le montage VECLA, les valeurs des fluctuations de

quantité de mouvement adimensionnée

(
RMS[(ρv)′]

(ρv)inj

)

VECLA

ont été relevées à l’abscisse
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x = 31 mm pour différentes hauteurs y de la sonde par rapport à la plaque poreuse
et pour différents débits d’injection (figure II.17 b, représentée de nouveau ci-dessous à la
figure E.1). Cependant, pour le débit utilisé pour les relevés expérimentaux de l’écoulement
transitionnel dans VECLA (c’est-à-dire (ρv)inj = 2,62 kg.m−2.s−1), aucune donnée sur
les fluctuations de quantité de mouvement n’a été relevée... Pour déterminer la valeur de
RMS[(ρv)′]/(ρv)inj pour le débit voulu de ṁs = (ρv)inj = 2,62 kg.m−2.s−1, on déduit la
valeur par lecture directe sur le graphe de la figure E.1, où on constate que l’on a :

(
RMS[(ρv)′]

(ρv)inj

)

VECLA

((ρv)inj = 2, 62 kg.m−2.s−1) ≈ 0, 04 (E.3)
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Figure E.1 – Fluctuations de quantité de mouvement en valeur RMS adimensionnées
en fonction du débit injecté à la paroi, à la position axiale x = 31 mm, pour différentes
hauteurs y par rapport à la plaque poreuse. (Symboles : valeurs expérimentales).

E.1.3 Valeur de la vitesse d’injection vinj

D’après l’annexe B, la valeur de la vitesse d’injection vinj peut être déterminée par la
relation suivante :

vinj =
ṁs r T

Pveine
(E.4)

Pour un débit donné (ici ṁs = 2, 62kg.m−2.s−1), on peut donc déterminer la vitesse
d’injection correspondante. Pour cela, il faut connaitre la valeur de la pression Pveine dans
la veine. On a vu (voir annexe B) que le débit ṁs dépend de la pression d’alimentation
Pal du canal, tel que :

ṁs =
1

Sinj


Pal Ac Γ(γ)

1√
R T
M

× N


 (E.5)
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avec Sinj la surface d’injection, T la température d’arrêt du fluide dans la tuyère (dont
la valeur est approximée par celle de la température dans la veine), N = 14 le nombre
de tubes flexibles, γ = 1, 4 le rapport des chaleurs spécifiques, M = 0, 02912 kg.mol−1

la masse molaire de l’air, R = 8, 314472 J.mol−1.K−1 la constante universelle des gaz

parfaits, Ac la section du col telle que Ac =
πD2

4
(m2), avec D = 2, 5 × 10−3 m le

diamètre au col et :

Γ(γ) =
√
γ (

2

γ + 1
)

γ+1
2(γ−1) (E.6)

Pour le débit ṁs = (ρv)inj = 2,62 kg.m−2.s−1 voulu, et connaissant les valeurs de Sinj ,
N , γ, M , R, Ac et D, on peut alors déduire de la relation (E.5) la valeur de la pression
d’alimentation Pal(ṁs = 2, 62 kg.m−2.s−1) équivalente, et on trouve :

Pal(ṁs = 2, 62 kg.m−2.s−1) ≈ 5, 71 bar (E.7)

On peut ensuite remonter jusqu’à la valeur de Pveine correspondante par interpolation sur
le graphique représentant l’évolution de Pveine en fonction de Pal (figure E.2). Sur la figure
E.2, on lit que la pression dans la veine Pveine obtenue pour une pression d’alimentation
de 5,71 bar est égale à :

Pveine(Pal = 5, 71 bar) ≈ 1, 233 bar (E.8)

2 3 4 5 5.716 7 8
1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.233
1.25

1.3

1.35

1.4

P
al

 (bar)

P
ve

in
e (

ba
r)

Figure E.2 – Évolution de la pression mesurée expérimentalement dans la veine en fonc-
tion de la pression d’alimentation dans les préchambres du montage VECLA. (Symboles :
valeurs expérimentales).
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Ainsi, la formule (E.4) nous donne une valeur de la vitesse d’injection égale à :

vinj =
ṁs r T

Pveine

≈ 2, 62× 287× 303

123300

≈ 1, 848 m/s

(E.9)

E.1.4 Valeur numérique de l’écart-type σ(ρ)

L’application numérique de la formule (E.1) donne donc une valeur numérique de l’écart-
type σ(ρ) pour la simulation d’écoulement transitionnel dans VECLA telle que :

σ(ρ) =

(
RMS[(ρv)′]

(ρv)inj

)

VECLA

× (ρv)inj ×
1

vinj

≈ 0, 04× 2, 62× 1
1,848

≈ 0, 57

(E.10)
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E.2 Résultats de la simulation LES avec le modèle de bruit rouge
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Figure E.3 – Tracés de la Densité Spectrale de Puissance (DSP) de la fluctuation de
vitesse totale v′ lors du calcul 3D LES avec le modèle de bruit rouge filtré pour différentes
valeurs de la hauteur de veine y, en x = 31 mm. 218 points, ∆f = 38Hz et ∆t = 10−7s.
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Figure E.4 – Tracés de la Densité Spectrale de Puissance (DSP) de la fluctuation de
vitesse totale v′ lors du calcul 3D LES avec le modèle de bruit rouge filtré pour différentes
valeurs de la hauteur de veine y, en x = 31 mm. 218 points, ∆f = 38Hz et ∆t = 10−7s.
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Figure E.5 – Tracés de la densité de probabilité (PDF) de la fluctuation de vitesse totale
v′ lors du calcul 3D LES avec le modèle de bruit rouge filtré pour différentes valeurs de la
hauteur de veine y, en x = 31 mm.
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Figure E.6 – Tracés de la densité de probabilité (PDF) de la fluctuation de vitesse totale
v′ lors du calcul 3D LES avec le modèle de bruit rouge filtré pour différentes valeurs de la
hauteur de veine y, en x = 31 mm (suite).
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E.3 Résultats des simulations LES : quantités fluctuantes
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Figure E.7 – Intensité turbulente pour 8 sections x/h de la veine, telle que I =√
(v′x)

2 + (v′y)
2 + (v′z)

2 pour les calculs LES et I =
√
(v′x)

2 + (v′y)
2 pour le calcul RANS

et les données expérimentales. Comparaison des simulations LES/Smagorinsky avec Bruit
Rouge pour une moyenne temporelle sur 40 ms, LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour
une moyenne temporelle sur 22 ms, LES/Smagorinsky avec Déstabilisation Numérique,
MILES avec Déstabilisation Numérique et RANS avec l’expérience VECLA. (1ère PAR-
TIE)
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Figure E.8 – Intensité turbulente pour 8 sections x/h de la veine, telle que I =√
(v′x)
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et les données expérimentales. Comparaison des simulations LES/Smagorinsky avec Bruit
Rouge pour une moyenne temporelle sur 40 ms, LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour
une moyenne temporelle sur 22 ms, LES/Smagorinsky avec Déstabilisation Numérique,
MILES avec Déstabilisation Numérique et RANS avec l’expérience VECLA. (SUITE)
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Figure E.9 – Profils de vitesse longitudinale fluctuante en valeurs RMS pour 8 sections
x/h de la veine. Comparaison des simulations LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour
une moyenne temporelle sur 40ms, LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour une moyenne
temporelle sur 22 ms, LES/Smagorinsky avec Déstabilisation Numérique, MILES avec
Déstabilisation Numérique et RANS avec l’expérience VECLA. (1ère PARTIE)
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Figure E.10 – Profils de vitesse longitudinale fluctuante en valeurs RMS pour 8 sections
x/h de la veine. Comparaison des simulations LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour
une moyenne temporelle sur 40ms, LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour une moyenne
temporelle sur 22 ms, LES/Smagorinsky avec Déstabilisation Numérique, MILES avec
Déstabilisation Numérique et RANS avec l’expérience VECLA. (SUITE)
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Figure E.11 – Profils de vitesse transversale fluctuante en valeurs RMS pour 8 sections
x/h de la veine. Comparaison des simulations LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour
une moyenne temporelle sur 40ms, LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour une moyenne
temporelle sur 22 ms, LES/Smagorinsky avec Déstabilisation Numérique, MILES avec
Déstabilisation Numérique et RANS avec l’expérience VECLA. (1ère PARTIE)
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Figure E.12 – Profils de vitesse transversale fluctuante en valeurs RMS pour 8 sections
x/h de la veine. Comparaison des simulations LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour
une moyenne temporelle sur 40ms, LES/Smagorinsky avec Bruit Rouge pour une moyenne
temporelle sur 22 ms, LES/Smagorinsky avec Déstabilisation Numérique, MILES avec
Déstabilisation Numérique et RANS avec l’expérience VECLA. (SUITE)
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Figure E.13 – Calcul MILES DN : Spectres de la fluctuation de pression P ′ lors du calcul
3D MILES avec Déstabilisation Numérique pour différentes positions axiales x le long de
la veine, en y = 5 mm. (217 points, ∆f = 76Hz et ∆t = 10−7s.)
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Figure E.14 – Calcul LES/Smago DN : Spectres de la fluctuation de pression P ′ lors
du calcul 3D LES/Smagorinsky avec Déstabilisation Numérique pour différentes positions
axiales x le long de la veine, en y = 5 mm. (217 points, ∆f = 76Hz et ∆t = 10−7s.)
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Figure E.15 – Calcul LES/Smago BR : Spectres de la fluctuation de pression P ′ lors du
calcul 3D LES avec le modèle de bruit rouge filtré pour différentes positions axiales x le
long de la veine, en y = 5 mm. (216 points, ∆f = 38Hz et ∆t = 10−7s.)
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Figure E.16 – Calcul 3D MILES DN : Tracés de la Densité Spectrale de Puissance (DSP)
de la fluctuation de vitesse totale v′ lors de la simulation 3D MILES avec la méthode de
déstabilisation numérique. 217 points, ∆f = 76Hz et ∆t = 10−7s.
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Figure E.17 – Calcul LES/Smago DN : Tracés de la Densité Spectrale de Puissance (DSP)
de la fluctuation de vitesse totale v′ lors de la simulation 3D LES/Smagorinsky avec la
méthode de déstabilisation numérique. 217 points, ∆f = 76Hz et ∆t = 10−7s.
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Figure E.18 – Calcul LES/Smago BR : Tracés de la Densité Spectrale de Puissance (DSP)
de la fluctuation de vitesse totale v′ lors du calcul 3D LES avec le modèle de bruit rouge
filtré pour différentes valeurs de l’abscisse x le long de la veine, en y = 5 mm. 218 points,
∆f = 38Hz et ∆t = 10−7s.
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Figure E.19 – Calcul MILES DN : Tracés de la densité de probabilité (PDF) de la
fluctuation de vitesse totale v′ lors du calcul 3D MILES avec la Déstabilisation Numérique
pour différentes positions axiales x le long de la veine, en y = 5 mm.
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Figure E.20 – Calcul LES/Smago DN : Tracés de la densité de probabilité (PDF) de la
fluctuation de vitesse totale v′ lors du calcul 3D LES/Smagorinsky avec la Déstabilisation
Numérique pour différentes positions axiales x le long de la veine, en y = 5 mm.





Résultats des simulations LES : quantités fluctuantes Section E.3
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Figure E.21 – Calcul LES/Smago BR : Tracés de la densité de probabilité (PDF) de la
fluctuation de vitesse totale v′ lors du calcul 3D LES avec le modèle de bruit rouge filtré
pour différentes positions axiales x le long de la veine, en y = 5 mm.
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montage de simulation en gaz froid VECLA. Rapport technique ONERA 2/17456
DEFA, Novembre 2010.

[10] G. AVALON and L. LEBON. Étude de la turbulence sur le montage VECLA pour un
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thermochimie sur des maillages non-structutés. Thèse de l’École Centrale de Paris,
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II.14 Tracés de la densité de probabilité (PDF) de la fluctuation de vitesse totale
v′ lors des mesures de bruit pour différentes valeurs du débit massique
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lors de la génération de variables aléatoires à distribution gaussienne par la
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C.5 Tracés de la fonction d’autocorrélation (a), de la DSP (b) et de l’histo-
gramme (c) pour la température T pour la simulation testant l’application
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V.1 Résumé des conditions de calcul identiques à toutes les simulations tridi-
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fpic ≈ 33000 Hz, en différentes abscisses x le long de la veine, en y = 5 mm. 190

B.1 Valeurs des pressions dans la veine Pveine associées à chacune des pressions
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Résumé

Cette étude est consacrée à l’analyse par simulations numériques instationnaires tridimensionnelles

LES de la transition laminaire-turbulent dans un canal à injection pariétale représentatif de l’écou-

lement dans les chambres de moteurs à propergol solide.

Pour déclencher le phénomène de transition vers la turbulence avec la méthode LES, il a été né-

cessaire d’introduire des fluctuations dans l’écoulement. Cette étude se focalise sur la recherche

d’une méthodologie de calcul permettant de générer des perturbations dans l’écoulement. Une pre-

mière méthode, basée sur le comportement du schéma numérique du code de calcul CEDRE de

l’ONERA, a été utilisée pour générer des fluctuations dans l’écoulement. Une deuxième méthode

prenant en compte les données expérimentales relevées sur le montage en gaz froid VECLA de

l’ONERA a ensuite été développée. Cette dernière utilise une modélisation stochastique dans le

cadre de l’équation de Langevin. Après implantation de cette méthode de calcul stochastique dans

le code CEDRE, une étude spécifique a été menée pour analyser le comportement du modèle en

relation avec la problématique de l’écoulement transitionnel dans le canal avec injection pariétale.

Les simulations numériques instationnaires LES de l’écoulement en transition dans le montage

VECLA ont ensuite été réalisées avec le code de calcul CEDRE. Les résultats ont été confrontés

aux données expérimentales ainsi qu’à une simulation stationnaire RANS de l’écoulement. Les ré-

sultats mettent en évidence l’intérêt de la modélisation stochastique de Langevin sur la description

du champ fluctuant dans le canal avec injection pariétale.

Mots clés : Compressibilité, régime transitoire (hydraulique), processus stochastiques, proper-

gols solides, turbulence, simulation numérique instationnaire, simulation des grandes échelles.

Abstract

This study focuses on the analysis of the laminar-turbulent transition of the flowfield in a channel

with fluid injection through a porous wall. Such a configuration is representative of the flowfield

inside solid rocket motors. The flowfield is obtained thanks to unsteady three-dimensional LES

numerical computations.

In order to trigger the transition from a laminar state to a turbulent one using LES approach, it

turns out to be necessary to introduce some perturbation in the flowfield. This study concentrates

on searching a method to generate such perturbations. A first attempt has been made using the

properties of the numerical scheme of the CEDRE CFD code of ONERA. A second approach that

enables to take into account some experimental data has been developed. The experimental data

is provided from the VECLA cold-gas setup of ONERA. This second method is based on the sto-

chastic model from the Langevin equation. This equation has been implemented in the CEDRE

code. A numerical study of the behaviour of such a model for the simulation of the transitional

state of the flowfield obtained in channel with fluid injection through a porous wall has been done.

The three-dimensional unsteady LES simulations of the flowfield in the VECLA setup have then

been carried out using the CEDRE code. The results have been compared with the experimental

data and with the results from a RANS computation. The benefit of using the stochastic equation

of Langevin for the simulation of the turbulent quantities of such a flowfield has been pointed out.

Keywords : Compressibility, turbulent transition, stochastic process, solid propellant, turbulence,

unsteady numerical simulation, large eddy simulation.
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