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0.1

0.2

INTRODUCTION

PRELIMINAIRES

Cette these concrétise mes quatre années de doctorat passées au laboratoire
G-SCOP de octobre 2008 a juin 2012. A l'origine de cette thése se trouve
Julien MONCEL, co-directeur de these, qui durant son propre doctorat, a
été amené a croiser le chemin de classes de graphes a structure répétitive :
les fasciagraphes et les rotagraphes. Apres avoir présenté certains résultats
concernant la notion de code identifiant, dont nous reparlerons par la suite,
dans cette classe de graphes, il a pu observer que plusieurs articles scien-
tifiques présentaient une méthode relativement similaire, s’appuyant sur la
propriété de structure répétitive de ces graphes, pour traiter différents pro-
blemes sur cette classe. Malgré cela, il n’était pas présenté de caractérisation
des problemes pouvant tirer parti de cette méthode. C’est donc dans cette
optique de, non seulement présenter une méthode générique permettant de
résoudre efficacement un certain type de problemes sur les fasciagraphes
et les rotagraphes, mais aussi de permettre d’identifier quels sont ces pro-
blemes, que la these a été lancée sous la direction conjointe de Julien MON-
CEL et Myriam PREISSMANN.

PRESENTATION DU DOCUMENT

Nous expliquons ici ’organisation de la thése, chapitre par chapitre. La suite
de cette introduction, tout d’abord, est dédiée aux rappels des notions et
définitions de théorie des graphes et d’algébre dont nous aurons besoin tout
au long du manuscrit. La suite de la thése est séparée en deux parties.

La premiére partie a pour but de présenter une notion de localité des
problémes combinatoires quand ils sont traités dans une certaine classe de
graphes formée par les fasciagraphes et les rotagraphes. Les fasciagraphes
et les rotagraphes, que nous présentons dans le Chapitre @sont des graphes
a structure répétitive. Dans ce méme chapitre, nous présentons le contexte
de I’étude et ses motivations.

Dans le Chapitre 2 nous caractérisons une classe de propriétés de
graphes, les (d,q, w)-propriétés. Ces propriétés sont celles qui, partageant
une notion de localité, vont pouvoir étre traitées efficacement sur les fascia-
graphes et les rotagraphes grace a la structure répétitive de ces derniers.
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Dans cette optique, nous présentons, dans le Chapitre [3, un algorithme
de résolution de ces problemes sur les fasciagraphes et les rotagraphes.
Nous caractérisons deux types de (d, q, w)-propriétés, les (d, g, w)-propriétés
closes et les (d, g, w)-propriétés stables, pour lesquelles notre algorithme est
exécutable, a structure de fasciagraphe ou de rotagraphe fixée, en temps
constant.

Dans le Chapitre [, nous présentons les résultats de la littérature précé-
demment connus sur le sujet.

Le Chapitre 5] constitue une conclusion de cette premiere partie, dans la-
quelle nous résumons nos résultats et donnons plusieurs pistes de recherche
possible pour poursuivre ces travaux.

Alors que dans la premiére partie nous nous intéressions a proposer
des résultats génériques quelle que soit la (d,q, w)-propriété concernée, la
seconde partie traite de trois problemes plus spécifiques : le probleme du
code identifiant minimum, et deux problémes proches, le code dominant-
localisateur minimum et le code dominant-total-localisateur minimum. Ces
trois propriétés de graphes sont présentées dans le Chapitre

Nous prouvons, dans le Chapitre [, que ces trois propriétés sont des
(d,q, w)-propriétés stables, puis nous expliquons comment nous avons pro-
grammé l’algorithme présenté dans la premiere partie pour répondre a
des questions ouvertes dans certains rotagraphes particuliers : les bandes
circulaires de hauteur bornée. Nous en déduisons d’autres résultats sur les
bandes infinies de hauteur bornée.

Dans le chapitre [§| nous traitons uniquement le probléme du code iden-
tifiant minimum dans un autre type de graphes a structure répétitive, que
nous présentons, les graphes fractals de cycle.

La conclusion de cette seconde partie, et de la these, réside dans le
Chapitre [g}

En annexe du document nous donnons certains théorémes prouvant
que plusieurs problémes combinatoires classiques sont caractérisés par des
(d,q, w)-propriétés closes ou stables.

0.3 NOTIONS DE BASE

Dans cette section, nous donnons les notions de base de la théorie des
graphes que nous utiliserons tout au long de la these.

Définition 1 Un graphe mixte M est un triplet (V,E, A) pour lequel V est un ensemble de
sommets, E est un ensemble de sous-ensembles a deux éléments de V appelés arétes
et A est un ensemble de couples d’éléments de V appelés arcs. On note une aréte
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{u,v} par uv ou vu. Un graphe mixte peut étre représenté par un dessin tel que
les sommets sont représentés par des points, une aréte entre deux sommets u et v
est représentée par un segment entre les points représentant u et v, et un arc de u a
v est représenté par une fleche du point représentant u a celui représentant v (voir
Figurem.

Etant donné un graphe mixte M, I'ensemble de sommets, arétes et arcs de M
sont notés, respectivement, V(M), E(M) et A(M).

Dans la suite de la these, les graphes mixtes que nous considérons sont
tels qu’ils ne comprennent ni arétes ni arcs doubles. Autrement dit, entre
deux sommets u et v il ne peut pas y avoir deux arétes uv différentes, ou
deux arcs (u,v) ou (v, u) différents. Les boucles, orientées (u, 1) ou non uu,
sont autorisées, et entre deux sommets u et v différents, il peut y avoir a la
fois 1’aréte uv et les arcs (u,v) et (v, u).

Définition 2 Un graphe orienté est un graphe mixte G = (V,E, A) pour lequel E = @. On note
ce graphe G = (V, A).

Définition 3 Un graphe non orienté est un graphe mixte G = (V,E, A) pour lequel A = @. On
note ce graphe G = (V,E).

Dans la suite de la these, le mot "graphe" fera référence a un graphe non
orienté, sauf si nous le spécifions.

a b

7,
//
<7

FIGURE 1 — Exemple d’un graphe mixte M

Définition 4 Un chemin de cardinalité k, aussi noté k-chemin, d'un graphe orienté G = (V, A)
est une séquence de sommets vy, ..., Vx+1, non nécessairement distincts, telle que
(vi,vi41) € A pour tout i € {1, ..., k}.

Définition 5  Un circuit de cardinalité k, aussi noté k-circuit, d'un graphe orienté G = (V, A)
est une séquence de sommets vy, ...,Vx, V1, non nécessairement distincts, telle que
(vi,vi41) € A pour touti € {1,...k — 1} et (v, v1) € A.

Définition 6  Etant donné un graphe G = (V,E) et un sommet u € V, le voisinage de u noté
N (u) est l'ensemble de sommets v € V tels que uv € E.
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Définition 7  Etant donné un graphe G = (V,E) et un sommet u € V, le voisinage fermé de u

N[u]

Définition 8

noté N [u] est I'ensemble N(u) U {u}.

Etant donné un graphe G = (V, E), une chaine élémentaire de longueur k — 1 dans

G est une suite de sommets distincts vy, vy, ..., Uk telle que v;jv;11 est une aréte pour
idans {1,...,.k —1}.

Définition9  Etant donné un graphe G = (V, E) et deux sommets u,v € V, u et v sont a distance

Définition 10
By (u)

Définition 11

0.4

0.4.1

Définition 12

Définition 13

Définition 14

Définition 15

Définition 16

k dans G si k est I'entier minimum tel qu'il existe une chaine de longueur k entre u
et v.

Etant donné un graphe G = (V,E), un sommet u € V et un entier k > 0, la boule
de rayon k centrée en u, notée By (u), est 'ensemble de sommets v € V tels que
u et v sont a distance au plus k. A ce titre, By (u) = Nlu].

Etant donné deux ensembles de sommets B,C C V, la différence symétrique de B
et C, notée BAC est 'ensemble

{ueBlu¢ CU{ueClu¢B}.

NOTIONS D’ALGEBRE ABSTRAITE

Structures algébriques simples

En mathématiques, une structure algébrique est représentée par un en-
semble combiné a au moins une loi de composition et qui satisfait un certain
nombre d’axiomes. Nous allons donner dans cette section, plusieurs défi-
nitions nécessaires a la présentation, dans la section suivante, d"une struc-
ture algébrique particuliére : les semi-anneaux, et plus particulierement les
dioides. La majorité de ces notions sont bien connues, mais dans un souci
de clarté, nous préférons les rappeler ci-dessous. Ces rappels sont tirés de
[GMoS§].

Une application est une relation entre deux ensembles A et B pour laquelle chaque
élément de A (appelé ensemble de départ ou source) est associé a un unique élément
de B.

Etant donné un ensemble E, une loi de composition interne @ sur [E est une
application de IE x [E dans [E. En d’autres termes, pour tout a,b dans E, a ® b est
dans E.

Etant donné un ensemble E et une loi de composition interne & sur [E, & est dite
associative si pour tout a,b,c dans E, (a & b) Gc=a® (b B c).

Etant donné un ensemble IE et une loi de composition interne & sur IE, on dit que E
possede un élément neutre pour @ s'il existe € dans IE tel que pour tout a dans E,
abe=a=¢eda.

Etant donné un ensemble [E et une loi de composition interne & sur E, & est dite
commutative si pour tout a,bdansE,a &b =0b P a.



Définition 17

Définition 18

Définition 19

Définition 20

Définition 21

Définition 22

0.4.2

Définition 23

Définition 24

Définition 25

0.4. Notions d’algébre abstraite

Etant donné un ensemble IE et une loi de composition interne © sur E, © est dite
sélective si pour tout a,b dans E, a® b € {a,b}.

Exemple : Etant donné un ensemble [E muni d’un ordre total <, la loi
min usuelle sur cet ordre constitue une loi sélective.

Un ensemble IE muni d’une loi de composition interne associative @ est appelé un
semi-groupe. On le note (E, ®).

Un monoide est un semi-groupe (E, @) possédant un élément neutre e. On le note
(E, ®,¢).

Exemple : Voici quelques exemples de monoides : (R,+,0), (R, x,1),
(N, +,0).

Un monoide commutatif est un monoide (IE, @, €) pour lequel & est commutative.

Etant donné un monoide (E, ®, €), si pour tout a dans E, il existe a’ tel que a ®a’ =
a @a = ¢ alors a’ est dit étre 'inverse de a, et (IE,®,¢) est appelé groupe.
L'inverse de a sera noté (—a).

Un groupe (E, ®, ) qui est aussi un monoide commutatif, i.e. & est commutative,
est appelé groupe abélien.

Semi-anneaux et dioides

Les (pré)-semi-anneaux sont des structures algébriques dont 1’ensemble E
de base, a la différences des monoides, est muni de non pas une, mais deux
lois de composition internes @ et ®. Plus formellement :

Un pré-semi-anneau est une structure algébrique (IE, ®, ®) vérifiant les axiomes
suivants :
1. (E, ®) est un semi-groupe commutatif,
2. (E, ®) est un semi-groupe,
3. ® est distributive relativement a @, i.e., pour tout a,b,c dans E, a @ (b &
()=@eb)d(@axc)et (adb)@c=(a®c)® (bRc).
Un semi-anneau est une structure algébrique (E, ®, ®,¢,e) vérifiant les axiomes
suivants :
1. (E, ®,¢) est un monoide commutatif,
2. (E,®,e) est un monoide,
3. € est absorbant pour ®, i.e., pour tout adans E, a @ e =e®@a = «.
4. ® est distributive relativement a @, i.e., pour tout a,b,c dans E, a @ (b &
()=@Rb)® (a®c)et(adb)Rc=(a®c)d (bc).

Un semi-anneau commutatif est un semi-anneau (E, ®, ®,¢,e) pour lequel
(E, ®, e) est un monoide commutatif.
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Définition 26

Définition 27

Définition 28

Propriété 1

Remarque 1

0.4.3
Définition 29
M, (&)

Etant donné un semi-anneau & = (E, ®, ®, ¢, e), on définit la relation de pré-ordre
induite par la loi ®, et notée <g, par : a <g b si et seulement s’il existe c dans E
tel que a ® c = b, et ce pour tout a,b dans E.

Un dioide (E, ®, ®, ¢, e) est un semi-anneau vérifiant I'axiome supplémentaire sui-
vant :

1. le préordre <g est une relation d’ordre, c’est a dire vérifie
a<gbetb<sa=a=0>0.

On nomme dioide sélectif un dioide dans lequel la loi & est commutative et sélec-
tive.

Si E est muni d'un ordre total < et (E, min, ®,¢,e) est un semi-anneau, alors
(IE, min, ®, €, e) est un dioide.

Preuve. Nous savons que le préordre <n, induit par la loi min est défini
de la fagon suivante : pour tout a et b dans E, a <pin b si et seulement
s'il existe ¢ dans E tel que min (4,c) = b. Supposons que la Propriété soit
fausse, alors, comme (]E, P, R®,¢, e) est un semi-anneau, <pj, n’est pas un
ordre. Autrement dit il existe dans ce cas a # b dans E tel que a <pn b et
b <min a. Comme a <p;n b, il existe c; dans E tel que min (a,¢1) = b. Dans
ce cas, comme la loi min est sélective, on a b = a ou b = c1. De plus comme
b <min 4, il existe ¢, dans E tel que min (b,c) = a, et de la méme fagon,
a = b oua = c;. Comme, par hypothése b # a4, alors b = ¢1 et a = ¢. Donc,
dans l'ordre usuel < sur [E, comme min (a,c¢1) = ¢ et min (b,c) = ¢, on a
c1<aetcy <betdonch <aeta<b Comme <estunordresurE,a=2>
ce qui présente une contradiction. Le préordre <, sur [E est donc bien un
ordre sur E, en particulier il s’agit de I'ordre inverse a <. O

L'équivalent de la Propriété @ lorsque (E, ®, ®, ¢, e) est un semi-anneau, tel que E
est muni d'un ordre total < et @ est I'opération max usuelle sur cet ordre <, se
prouve de la méme maniére.

Exemple : Voici quelques exemples de dioides : (N,+,x,0,1),
(R U {400}, min,+,+00,0). Dans la littérature, les dioides (R U
{400}, min, +, +00,0) et (R U {—o0}, max,+,—00,0) sont régulierement
appelés algébres tropicales, semi-anneaux tropicaux, path-algebra, ou en-
core algebre Min-Plus ou Max-Plus (voir par exemple [Simg4, Kvg6]).

Opérations dans les dioides

Etant donné un dioide & = (E, ®,®,¢,e), pour tout entier n > 1, M, (&) est
I'ensemble des matrices n x n a coefficients dans IE.

Etant donné un dioide & = (E, ®, ®,¢,¢e) et deux matrices A et B dans
M, (&),
— la somme, notée A @ B, est la matrice C telle que, pour tout i,j dans

{1,...,n},
Cij = A;j ® Bjj
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— le produit, noté A ® B, est la matrice C telle que, pour tout 7,j dans
{1,...,n},

n
Cij = 2 Ajr @ Byj (somme au sens de D)
k=1

Ainsi dans un dioide & = (E, min, ®,¢,¢e), étant donné une matrice A
dans M, (&), pour tout entier p > 2, le calcul de A*, en considérant que
Al = A, est défini de la facon suivante, pour tout i,j dans {1,...,n} :

n
(A7) = min (A @ (A" D)g).

Etant donné une matrice A dans M,,(&) et un élément c de E, le produit
de A et ¢ dans le dioide & = (E, min, ®, ¢, e), est défini de la fagon suivante,
pour tout i,j dans {1,...,n} :

[A &® C]l‘]‘ = Aij Xc
Notons que (A®c¢) ®d = A® (c ®d) pour tout ¢,d dans E.

Propriété 2 Pour deux matrices A et B dans M,, (&), et ¢ dans E, par la distributivité de & sur
min, nous avons (A® B) ®c = A® (B®c).

Définition 30  Etant donné un graphe orienté G = (V, A) et une fonction | des arcs de G dans un
dioide & = (EUe¢, min, ®, ¢, e) ot IE est muni d’'un ordre total <, pour tout entier
k > 1, nous définissons la longueur | d’un k-chemin ¢ = uy,uy, ..., ux4q dans G
comme étant 1(c) = 1(uqup) @ (uuz) @ ... @ I (Ugigyq)-

Définition 31 Etant donné un graphe orienté G = (V,A) et une fonction 1 des arcs de G dans
un ensemble E muni d’un ordre total <, nous définissons la matrice des longueurs
de G, notée [Tz (ou I1 8'il n’y a pas d’ambiguité) dans M, (&), avec & = (E U
e, min, ®, ¢, e), de la facon suivante :

.. [((u;,u:)) si (u;,u;) € A
pouri,j € {1,..,n}, 1_[1-]-:{ e(s(inlon])) (ui, 17)

Théoréme 1 (4.2 dans [GMo8]) Soit 11z la matrice des longueurs d'un graphe G a n sommets
Ui, ..., Uy, dont les longueurs I sur les arcs sont dans un ensemble E muni d'un
ordre total <. Si (IE,®,e) est un monoide et & = (E U {e}, min, ®, ¢, e) est un
dioide tel que pour tout a € E, a < ¢, alors pour tout entier k > 1 et tout i,j dans
{1,...,n}, nous avons :

(Hk) ~_ | lalongueur minimum d’un k-chemin de u; a U dans G, s’il en existe un
" € sinon.

Nous présentons ici une preuve similaire a celle disponible dans [GMo§].

Preuve. Nous allons montrer la propriété par récurrence sur k. Lorsque
k = 1, par définition de la matrice des longueurs 11, (Hl)i]' est clairement
la longueur minimum d’un 1-chemin, donc d"un arc, de u; a u; s’il existe, ou
e sinon. Posons comme hypothese de récurrence que la propriété est vérifiée
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Remarque 2

jusqu’a un certain entier k. Alors (IT¥);; est bien la longueur minimum d’un
k-chemin de u; a u; sil en existe un, ¢ sinon. Montrons qu’elle reste vraie
pour k + 1. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors,

— il existe un k + 1-chemin de u; & uj et pourtant (IT""1);; = ¢,

— ou il n’existe pas de k 4 1-chemin de u; a u; et pourtant (IT*71);; # ¢,

— ou enfin il existe un k + 1-chemin de u; a u; de longueur strictement

plus petite que (IT*"1);;.

On sait que (IT"*1);; = min!_; (IT; ® (IT¥),;). Supposons que (ITF1); = e.
Alors clairement, puisque ¢ est neutre pour min, pour tout r, IT;, ® (IT¢ )i =
e. Comme (E, ®,¢e) est un monoide, ® est une opération de composition
interne a E. Ainsi, parmi IT; et (IT¥),;, au moins 1'un des deux est égal a
e. Or I1; est égal a la longueur de l'arc u;u, et (Hk)rj, par hypothese de
récurrence est égal a la longueur minimum d’un k-chemin de u, a u; s'il en
existe, € sinon. Donc comme 1'un des deux, au moins est égal a ¢, s'il existe
un arc de u; a u,, il n’existe pas de k-chemin de u, a uj, et si, inversement,
il existe un k-chemin de u, a uj, il n’existe pas d’arc de u; a u,. Clairement,
nous pouvons en conclure que (Hk“)i]' = ¢ seulement s’il n’existe pas de
k +1-chemin de u; a u; dans G.

S’il n’existe pas de k + 1-chemin de u; a u; dans G, dans ce cas si (IT¢ )i #
¢, par hypothese de récurrence, il existe un k-chemin de u, a u; et donc
il n’existe pas d’arc de u; a u,. On a donc Il; = e. Dans le cas contraire,
(IT¥),; = . Donc, dans tous les cas, I1;, @ (IT%),; = € pour tout sommet .

Supposons donc que (IT*F1);; # ¢ et qu'il existe un k + 1-chemin de u; a
u;j de longueur strictement plus petite que (Hk“)ij. Notons ¢ ce chemin et
uju; le premier arc de c. Alors c est de la forme ¢ = wu;, uy, ..., u; et uy, ..., u;
est un k-chemin de G. On sait de plus que la longueur d'un k chemin est
égale a la somme ® des longueurs de ces arcs, autrement dit le poids w de
c est w(c) = w(uju;) @ w(uy, ..., uj). Par hypothese de récurrence, (Hk)l]- <
w(uy, ..., uj) et Iy = w(ujuy), done Iy @ (TITF);; < w(c). Comme (TTF71);; =
min!_; (IT;, ® (Hk)r]-), il existe un sommet u, # u; tel que Il;, ® (I—Ik)r]-
IT; @ (ITF);; ce qui présente une contradiction puisque w(c) < (IT¥F1);;
IT; ® (I1%);; < w(c), démontrant ainsi le théoréme.

<
<

O

En conséquence du théoreme précédent, étant donné la matrice des longueurs Iz €
M, (&) d'un graphe G a n sommets uy, ..., u,, et dont les poids sur les arcs sont
dans un dioide & = (IE, min, ®, ¢, e), il existe un k-circuit dans G si et seulement
sil existe un coefficient dans la diagonale de (Hé)k qui n’est pas égal a €. Dans ce

cas la longueur minimum d’un k-circuit dans G est égale au coefficient minimum

dans la diagonale de (T1z)*.
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INTRODUCTION SUR LES
FASCIAGRAPHES ET LES
ROTAGRAPHES

CONTEXTE

Depuis la seconde moitié du 18eme siecle, les chimistes modélisent les as-
semblages d’atomes que forment les molécules par des graphes (voir Section
1.2 dans [BR93]). Deés lors mathématiciens et chimistes n’ont cessé de faire
se rapprocher I'étude des molécules et ce qui allait devenir la théorie des
graphes. Dans les années 1970, la "chemical graph theory" prend son essor
([BR93]l). Au sein de cette période, les fasciagraphes et les rotagraphes ont été
introduits dans [PT77] pour traiter de problémes liés a la chimie des poly-
meres. Les polymeres sont des macromolécules constituées d"une répétition
de molécules plus petites appelées, pour 'occasion, monomeres. Afin de
les modéliser par des graphes, les auteurs ont défini un polygraphe comme
étant un graphe non orienté constitué de la succession d’un certain nombre
de petits graphes appelés monographes. Chaque monographe est relié a ce-
lui qui le précede et a celui qui le suit selon un schéma dépendant de son
emplacement dans la suite. Les fasciagraphes et les rotagraphes sont des po-
lygraphes particuliers en ce sens qu’ils sont constitués d"une succession de
copies d'un méme monographe tous reliés au précédent et au suivant selon
le méme schéma. Nous les définissons formellement dans la partie suivante.
IIs permettent de modéliser des polymeéres a structures répétitives (voir Fi-
gure [).

A A0

FIGURE 1.1 — Polymeére a structures répétitives : molécule d’Amylose.

Pendant quelque temps, les fasciagraphes et les rotagraphes ont été uti-
lisés principalement pour traiter de problémes de chimie. L'un des premiers
résultats intervient dans [BGMP86]. Les fasciagraphes et rotagraphes généra-
lisent la classe de graphes constituée de produits (cartésiens, directs, forts) de

11



12

Chapitre 1. Introduction sur les fasciagraphes et les rotagraphes

1.2

Définition 32

¥n(M)

Définition 33
]_'

T
Fm

Remarque 3

Remarque 4

Remarque 5

graphes avec des chemins ou des cycles, et plus particulierement, les grilles.
Dans différents articles les auteurs s’intéressent a proposer des méthodes
efficaces pour résoudre, dans ces graphes particuliers, des problemes com-
binatoires difficiles dans le cas général. Le but de ces méthodes est de tirer
parti de la structure répétitive des fasciagraphes et des rotagraphes afin de
restreindre 1’étude du probléme a une petite partie du graphe, pour ensuite
étendre son résultat. De nombreux problémes sont étudiés (domination mi-
nimum, stable maximum, coloration minimum ...). Nous reviendrons plus
en détail sur ces différentes méthodes dans le Chapitre [f] que nous avons
préféré placer apres avoir présenté nos propres résultats pour en faciliter la
compréhension et pour ne pas définir plusieurs fois des concepts similaires.

Le but de notre travail, et plus particulierement de la premiére partie de
cette these, est, d’'une part, de regrouper une partie des différents résultats
déja connus en un seul algorithme générique, et d’autre part, de donner
une bonne caractérisation des problémes pour lesquels cet algorithme est
utilisable.

DEFINITIONS ET NOTATIONS

Tout d’abord, nous allons définir formellement ce que sont les fasciagraphes
et les rotagraphes, ainsi que présenter les différentes notions dont nous au-
rons besoin au cours de ce chapitre.

Etant donné un graphe mixte M = (V,E, A) et un entier n > 2, le fasciagraphe
de taille n basé sur M, noté ,,(M), est le graphe non orienté défini de la facon
suivante (voir Figure [L2) :
- V(pu(M)) =UL, Vion Vi = {vjlv € V} pouri € {1,..., n},
- E(py(M)) = UL, E; U U;’:_l Aj ol E; = {u;viluv € E} pour i € {1,...,n}
et Aj = {ujvj;1|(u,v) € A} forj e {1,..,.n—1}.

Un graphe F est un fasciagraphe si il existe un entier n > 2 et un graphe mixte M
tels que F = ¢,,(M).

Nous notons F I'ensemble des fasciagraphes. Pour un entier k > 2, nous notons
Fi U'ensemble des fasciagraphes de taille k. Pour un graphe mixte M, nous notons
Fm l'ensemble des fasciagraphes basés sur M (quelle qu’en soit la taille).

Chaque fois que nous considérerons un fasciagraphe 1, (M), M et n seront supposés
étre respectivement un graphe mixte et un entier supérieur ou égal a 2.

Le fasciagraphe (M) est constitué de n copies d'un graphe non orienté (V,E),
connectés selon un schéma défini par 'ensemble des arcs A. En particulier, pour
tout i € {1,...,n}, le graphe M; = (V;, E;) est isomorphe au graphe (V,E).

Les fasciagraphes généralisent les grilles. En effet, le graphe associé a la grille de
taille p x q est isomorphe au fasciagraphe py(M) ot M = (V,E, A) avec V =
{1, ., 0p}, E={vjvia|i € {1,...,p —1}}, et A= {(v;,v;)]i € {1,...,p}}.
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Définition 35

Définition 36

1.2. Définitions et notations

FIGURE 1.2 — Le fasciagraphe {3(M) pour le graphe mixte M de la Figure

Etant donné un graphe mixte M = (V,E, A), et un entier n > 2, le rotagraphe
de taille n basé sur M, noté w,(M), est le graphe non orienté défini de la facon
suivante (voir Figure[T:3) :

= V(wn(M)) = V(u(M)),

= E(wn(M)) = E(u(M)) U {unv1|(u,0) € A}

Etant donné un rotagraphe w,(M), ou un fasciagraphe (M), M; = (V;, E;)
pour i € {1,...,n} est appelé la ieme fibre de ce rotagraphe ou fasciagraphe.

Dans la suite, nous considérerons que les fibres d'un rotagraphe sont arrangées
selon un ordre cyclique. Ainsi, pour un rotagraphe wy(M), M; = M1, ((i-1) mod n)
pour tout entier i.

Etant donné un rotagraphe w,(M), ou un fasciagraphe 1, (M), I'ensemble des
arétes ayant une extrémité dans V(M;) et une extrémité dans V(M;iq1), pour
i € {1,..,n} pour les rotagraphes et i € {1,..,n — 1} pour les fasciagraphes,
est appelé la ieme "entre-deux fibres” de ce rotagraphe ou fasciagraphe et est noté
E(Mijit1).

Remarque 6 Etant donné un graphe mixte M = (V,E, A) et un entier n, le rotagraphe w, (M)

Définition 37

est isomorphe au graphe obtenu en ajoutant a (M) un ensemble d’arétes de la
derniere fibre a la premiére selon le schéma défini par A.

Un graphe R est un rotagraphe si il existe un entier n > 2 et un graphe mixte M
tels que R = w,(M).

Nous notons R l'ensemble des rotagraphes. Pour un entier k > 2, nous notons
R 'ensemble des rotagraphes de taille k. Pour un graphe mixte M, nous notons
‘R m l'ensemble des rotagraphes basé sur M.

Remarque 7  Chaque fois que nous considérerons un rotagraphe w,(M), M et n seront supposés

étre respectivement un graphe mixte et un entier supérieur ou égal a 2.

wn(M)

Ry
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FIGURE 1.3 — Le rotagraphe w3 (M) pour le graphe mixte M de la Figured

MOTIVATIONS

Les méthodes développées dans 1'ensemble des articles que nous présen-
tons dans le Chapitre fjont pour point commun qu’elles consistent & calculer
une matrice dont les coefficients dépendent des solutions partielles du pro-
bleme étudié, ou d'un probleme proche. Ces solutions partielles sont calcu-
lées sur une petite partie de la structure répétitive : un nombre fini de fibres
consécutives. Il s’agit ensuite de déduire de ces solutions partielles une solu-
tion sur le fasciagraphe, ou le rotagraphe, entier, en calculant les puissances
de cette matrice. A fibre fixée, le calcul de cette matrice est effectué en temps
constant, la complexité des algorithmes dépend donc du calcul de ces puis-
sances. Nous présentons plus en détails ces articles dans le Chapitre g} Dans
certains articles ([Kvg6|, [DGMo4])), cette séquence de puissances est calcu-
lée en O(logn) avec n le nombre de fibres du fasciagraphe concerné. Dans
d’autres, le calcul est effectué en temps constant ([LSo4], [[MG 95|, [[Mvo7],

[Z99] ..

Certains articles présentent un algorithme spécifique a un probleme
(IMG™ 95, [LS94], [DGMo4])), ou a un type de problemes ([[Mvg7]). D’autres
présentent une méthode générique en laissant au lecteur le soin de savoir si
la méthode peut étre adaptée a son probleme propre ([Kvg6]). Il n'y a que
dans [KVo3|] que les auteurs proposent une caractérisation des problemes
pour lesquels un algorithme similaire est proposé. Mais cette caractérisation
est relativement restrictive puisqu’elle n’englobe pas certains problemes, no-
tamment ceux de type domination, qui sont pourtant clairement résolvables
par ce type de méthode, comme développé dans [LS94], [Z99] ou [DGMog4].

Le but de cette premiere partie de la these, a donc été de présenter une
caractérisation précise des problemes combinatoires, englobant tous les pro-
blemes déja discutés. Remarquons qu’a fibre fixée, il est simple de vérifier
qu’'un fasciagraphe ou un rotagraphe est de path-width, a fortiori de tree-
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width, bornéell. Etant donné qu'un grand nombre de problemes combina-
toires deviennent polynomiaux, ou méme linéaires, sur ces graphes, [ALSg1],
nous jugeons d’'un algorithme qu’il est efficace s’il est exécutable en au plus
O(logn) sur les fasciagraphes ou les rotagraphes, avec n égal au nombre de
fibres. Pour cette classe de problemes, nous donnons donc un algorithme
efficace pour calculer une solution sur les fasciagraphes et les rotagraphes.
Nous présentons de plus des conditions fortes, nécessaires et/ou suffisantes,
pour que l'algorithme soit exécutable, a fibre fixée, en un nombre constant
d’opérations élémentaires.

1. Plus de détails sur la tree-width et la path-width, que nous n’aborderons pas plus en
profondeur dans cette these, sont présentés dans [Bod88] par exemple.






NOTION DE (d, g, w)-PROPRIETES

Les notions suivantes sont inspirées en grande partie de l'article [KVo3]
discuté dans le Chapitre g} Nous les redéfinissons ci-dessous.

2.1 LES g-ETIQUETAGES

Nous donnons ci-apres la définition de g-étiquetage d’un graphe, notion
dont nous avons besoin pour caractériser I'ensemble des problemes que nous
savons traiter.

Définition 38  Etant donné un graphe G = (V, E), nous définissons les q-étiquetages de la fagon

suivante :

— un q-étiquetage de G est une fonction f : VUE — {1,...,q},

— un q-étiquetage des sommets de G est une fonction f : V. —{1,...,q},

— un q-étiquetage des arétes de G est une fonction f : E — {1,...,q}.
Pour tout ensemble G de graphes, nous notons L4(V(G) UE(G)), L4(V(G)), c
L,(E(G)) l'ensemble des g-étiquetages, respectivement, de graphes, de sommets E
de graphes, d’arétes de graphes, dans G. Pour tout ensemble G de graphes, L
L,(G)=L4(V(G)UE(G))ULy(V(G)) U LG(E(G)). Si G contient seulement un c
graphe G, alors nous écrirons L4(G), L4(V(G)), L;(E(G)), au lieu de, respective- c
ment, £4({G}), L4(V{G}), £4(E{C}).

2.2 LES g-PROPRIETES

Définition 39  On dira qu’une propriété ‘P de graphes est une q-propriété si on sait définir pour
tout graphe G, une sous-famille des q-étiquetages de G : P(G) C L4(G), telle que,
— le probleme de décision "Etant donné un graphe G et un g-étiquetage f de G,
f est-il dans P(G) ?” est un probleme dans la classe P,
— la question "le graphe G a-t-il la propriété P ?” a une réponse positive si et
seulement si il existe un g-étiquetage de G qui est dans P(G).

En substituant dans la définition précédente le mot "graphes" par le
mot "rotagraphes" (resp. "fasciagraphess"), on obtient la définition d'une g-
propriété de rotagraphes (resp. de fasciagraphes).

Définition 40 Etant donné une g-propriété ‘P et une famille G de graphes, nous définissons P(G)
de la fagon suivante :
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Remarque 8 Notons que toute propriété de graphes qui peut étre vérifiée en temps polynomial est

une 1-propriété.

Exemples

e La propriété "étre k-colorable" : un graphe G est k-colorable si ses
sommets peuvent étre colorés en utilisant au plus k couleurs et en
évitant I’adjacence entre les sommets de méme couleur. Cette propriété
est une k-propriété. En effet, elle correspond a un k-étiquetage des
sommets de G tel qu’il n'y a pas deux sommets adjacents étiquetés de
la méme fagon.

e La propriété "contenir un ensemble dominant" (ou propriété de domi-
nation) : un graphe G = (V,E) a un ensemble dominant si il existe
W C V tel que tout sommet en dehors de W a au moins un voisin
dans W. Cette propriété, notée D, est une 2-propriété. En effet on peut
définir D(G) comme l’ensemble les 2-étiquetages de G vérifiant la pro-
priété suivante : il y a au moins un sommet étiqueté 1 dans le voisinage
fermé de chaque sommet de G.

e La propriété "contenir un code 1l-identifiant" (voir Définition [67) est
une 1-propriété par la Remarque [8 et la Propriété [6] et aussi une 2-
propriété comme montré dans la Partie 2.

e La propriété "avoir une g-coloration totale bornée par b" (pour deux
entiers g et b) : un fasciagraphe 1, (M) a une g-coloration totale bornée
par b si il existe un g-étiquetage des sommets et des arétes de y,(M)
tel que :

— les sommets adjacents ont des étiquettes différentes,

— les arétes adjacentes ont des étiquettes différentes,

— les sommets et les arétes incidents ont des étiquettes différentes,

— pour chaque fibre, la somme des étiquettes de ses sommets est infé-
rieure ou égale a b.

Remarque 9 Les deux premiers exemples ci-dessus sont des propriétés de graphes, tandis que le

Définition 41

troisieme est une propriété de fasciagraphes puisqu’il y est fait référence a la notion
de fibres.

Notons aussi que pour les deux premiers exemples, il n'y a aucune contrainte
pour les étiquetages sur les arétes. Pour ce type de g-propriétés, L;(G) pourra étre
restreint a I'ensemble des q-étiquetages des sommets de G.

De facon similaire, pour les g-propriétés caractérisées par les g-étiquetages
d’arétes, on pourra restreindre L,(G) a l'ensemble des q-étiquetages des arétes de
G.

Tous les résultats ci-dessous sont toujours valides avec ces définitions alterna-
tives de L4(G).

Soit f un g-étiquetage d’un fasciagraphe ,(M), le g-étiquetage (i, k)-partiel de
f,(pourl1 <i<metl<k<mn—i+1), noté fir, est la restriction de f au
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sous-graphe induit par les k fibres consécutives M;, M1, ..., Mj1r_1. Ainsi f; est
dans Lq(Pr(M)).

Soit f un g-étiquetage d'un rotagraphe w, (M), le q-étiquetage (i, k)-partiel de
f, (pour 1 < i,k < n), noté fiy, est la restriction de f au fasciagraphe induit par
les k fibres consécutives depuis la fibre M;. Ainsi fiy est dans Ly (e (M)).

Etant donné un entier d > 2, f dans Lo(p,(M)) et g dans Lq (1, (M)) tels que
frn—d+1,4 = §1,4, pour des entiers n,n' > d, le résultat de la d-concaténation de f
et g, notée f >4 g, est le g-étiquetage h dans Lq(Py,1—a(M)) tel que hy, = f et
W10 —d = at1,n'—a (voir Figure Z7).

S’il n'y a pas d’ambiguité, nous écrirons > plutdt que ;.

n
FIGURE 2.1 — Schéma de f 4 g oit f € Lg(Pn(M)) et § € Ly(1py(M))

Etant donné f dans Lq($na(M)) (n > d > 2) tel que f14 = fyi14, le résultat
de la d-concaténation circulaire de f, notée o4(f), est le g-étiquetage h dans
Ly(wy(M)) obtenu en identifiant les sommets et les arétes des deux fasciagraphes
que constituent respectivement les d premieres et les d dernieres fibres de w,(M)
(qui sont, par hypothese, étiquetés de la méme fagon par f). Donc hy -1 = f1,n—1 et
hy_13 = fu_13 (voir Figure Z2).

S’il n'y a pas d’ambiguité, nous écrirons ¢ plutdt que ¢,.

n

o4(f)

FIGURE 2.2 - Schéma de f € Ly(Ppa(M)) tel que fg = fup14 et de
oa(f) € Lq(wn(M))

Dans [KVo3], S. Klavzar et A. Vesel ont défini les notions d’hérédité et
de localité des g-propriétés de rotagraphes et de fasciagraphes. Ces notions
permettent de caractériser les problémes qui peuvent étre traités avec la mé-
thode qu’ils présentent. Néanmoins cette caractérisation est relativement res-
treinte et ne couvre pas certains problémes combinatoires. Dans le but de
couvrir une plus large gamme de problemes, incluant en particulier les pro-
blémes de domination, nous définissons une notion de localité différente : la

>4

d
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2.3

2.3.1

Définition 45

ploc

2.3.2

pseudo-d-localité que nous avons introduite dans [BMP11]. Dans la section
suivante, nous allons dans un premier temps nous intéresser a cette notion
appliquée aux g-propriétés de rotagraphes.

SUR LES ROTAGRAPHES

Pseudo-d-localité

Une g-propriété ‘P de rotagraphe est dite pseudo-d-locale (pour un entier d > 2)
s'il existe une g-propriété P'°¢ sur les fasciagraphes de taille d, telle que :
pour tout q-étiquetage f d'un rotagraphe quelconque w,(M), n>d+1:

feEP(wn(M)) < fig € Pps(M)) pour tout i € {1,...,n}

Nous allons étendre cette propriété P°¢ aux fasciagraphes de taille supérieure a
d de la facon suivante : un g-étiquetage f de ¥,(M) (n > d), est dans P'(¢p,,(M))
si et seulement si f; 5 est dans P1°(p4(M)) pour tout i dans {1,...,.n —d + 1}.

Notons que la d-concaténation des g-étiquetages de fasciagraphes satisfai-
sant P satisfait P'°°, et que la d-concaténation circulaire de g-étiquetages
de fasciagraphes satisfaisant P/ satisfait P.

Exemple Considérons la 2-propriété D de domination définie précédem-
ment. Cette propriété est une 2-propriété pseudo-3-locale. En effet, définis-
sons la 2-propriété D' de la facon suivante :

pour tout f dans L£y(3(M)), f est dans D'°(1p3(M)) si et seulement si
pour tout u dans la deuxieme fibre de ¢3(M), i.e. pour tout u € V(My), il
existe au moins un sommet étiqueté 1 dans le voisinage fermé de u.

En d’autres termes, un 2-étiquetage f d’un rotagraphe w,(M) (n > 4)
correspond a un ensemble dominant si et seulement si la restriction de f a
chaque sous-graphe induit par trois fibres consécutives vérifie la propriété
Dloc. En effet, le voisinage d’un sommet dans M; est inclus dans M;_; U M; U
My pour i € {1,..,n}, et ne peut donc pas étre dominé par un sommet
d’une autre fibre.

Fonctions d-modulaires

Les problemes que nous voulons traiter sont des problemes d’optimisation.
Plus précisément, tout g-étiquetage dans P(R) a un poids dont la valeur
appartient a un ensemble totalement ordonné, notre but étant de trouver la
meilleure valeur possible d'un g-étiquetage dans P(w,(M)). Ce "meilleur"
poids peut donc étre soit le poids maximum, soit le poids minimum d"un g-
étiquetage dans P(wy,(M)). Puisque chercher le maximum d’un ensemble
ordonné est identique a chercher le minimum du méme ensemble pour
'ordre renversé, nous pouvons supposer que nous recherchons toujours le
poids minimum.
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Les fonctions de poids pour lesquelles nous savons comment résoudre le
probleme de facon efficace vérifient la propriété suivante : le poids d'un g-
étiquetage de rotagraphe est déterminé par tous ses g-étiquetages partiels sur
(d+1) fibres consécutives. Plus formellement, nous définissons ces fonctions
de poids de la fagon suivante :

Etant donné un entier d, une fonction de poids w des g-étiquetages de P(R) dans
un ensemble E totalement ordonné est dite d-modulaire s'il existe
— w'°¢, une fonction de poids local des q-étiquetages de P'°(F;.,) dans E, et
— une opération ® sur [ telle que (IE, min, Q) forme un pré-semi-anneau,
tels que pour tout f dans P(w,(M)), n > d:

w(f) = 0 (frar1) ® 0(fois1) ® . @ W (fra11)

En voyant f; ;.1 comme f; 44 1 fi114, le poids local w'¢(f; 4.1) peut étre
compris comme l'augmentation de poids associée a l'ajout de la derniére
fibre de f; 14 & f;4 pour tout g-étiquetage f dans P (F; ).

Etant donné une fonction de poids d-modulaire w de g-étiquetages de rotagraphes,
nous définissons aussi le poids w pour les q-étiquetages de P'(F) de la facon

suivante : w(f) = w(fLas1) ® W(fr411) ® ... @ W(fu_ga11), pour tout f
dans P¢(p,(M)) (n > d).

Exemple Considérons la 2-propriété pseudo-3-locale D de domination dé-
finie précédemment, ainsi que la fonction de poids suivante, w : f €
D(R) — NN telle que, pour tout f dans D(w,(M)), w(f) = {ulu €
V(wn(M)) et f(u) = 1}|, i.e. w(f) est le nombre de sommets étiquetés 1
par f.

Cette fonction de poids est 3-modulaire. En effet, soit w!*® : D'°¢(F,) —
N telle que, pour tout f dans D¢(yy(M)), w"(f) = [{ulu €
V(M) et f(u) = 1}|, c’est a dire que @' d’un 2-étiquetage d’'un fas-
ciagraphe de taille 4, est le nombre de sommets étiquetés 1 dans la 4iéme
fibre. Puisque le nombre de sommets dans I'ensemble dominant est égal a la
somme du nombre de sommets de 1'ensemble dominant dans chaque fibre,
nous avons w(f) = YL, w'%(f;4). Ainsi, w'° et I'addition usuelle sur les
entiers fournissent la 3-modularité de w.

Une g-propriété pseudo-d-locale de rotagraphe associée a une fonction d-modulaire
de poids w est nommée une (d, q, w)-r-propriété.

Ainsi les problemes d’optimisation que nous traitons correspondent a re-
chercher, au sein du pré-semi-anneau ([E, min, ®) totalement ordonné et dé-
pendant de la fonction d-modulaire w, le poids minimum d’un g-étiquetage
vérifiant une (d, q, w)-r-propriété donnée sur un rotagraphe donné.

Graphe auxiliaire associé

Ftant donné un graphe mixte M, et une (d, g, w)-r-propriété P, nous définis-
sons un graphe orienté Gr (M, P, w) (ou G s’il n'y a pas d’ambiguité) avec

(IE, min, ®)

Gr(M, P, w)



Chapitre 2. Notion de (d, g, w)-propriétés

une fonction de longueur ! de I'ensemble des chemins de G dans (E, min, ®),
de la fagon suivante :
— les sommets de G sont les g-étiquetages de P'¢(p;(M)).
— les arcs de G sont les couples (u,v) de sommets de G (non nécessaire-
ment distincts) tels que uy 41 = v1 4_1.
~ la longueur I((u,v)) d’un arc (u,v) est [((#,0)) = w"(u>4_1 0).
- la longueur d’un n-chemin p = wuy,uy, ..., uyr1 est 1((ug,up)) ®

I((up,u3)) ® ... @ L(tty, Up11).
‘\
1
1

FIGURE 2.3 — Exemple du graphe auxiliaire G (M, D,w) pour la (3,2, w)-r-propriété D
de domination sur le graphe mixte triviall M = (V = {x},E = ©,A = {(x,x)}). Les
sommets noirs sont ceux étiquetés 1. Les poids sont indiqués sur les arcs.

Dans la suite du manuscrit, nous utiliserons la méme lettre pour indiquer
un sommet de G et le g-étiquetage qu'il représente. Nous dirons donc "le
sommet u" et le "g-étiquetage u".

2.3.4 Circuits et g-étiquetages de rotagraphes

Ici nous montrons, pour une (d,q, w)-r-propriété P, le lien entre les g-
étiquetages dans P°(F) et les chemins de G.

Théoreme 2 Soit M un graphe mixte, et P une (d, q, w)-r-propriété. Pour un entier n > d, deux
q-étiquetages u,v de P'°(p4(M)), et k dans E, la proposition suivante est vraie :
il existe g dans P (1, q(M)) tel que g14 = U, gui14 = v et w(g) = k
si et seulement si il existe un n-chemin p de longueur 1(p) = k de u a v dans
JR(M, P, w).

Preuve. 1. Montrons tout d’abord que la condition est suffisante. Soit
p = Ui,..., Un, Upy1 un n-chemin dans G tel que u; = u et Uy = .
Par construction de G, les g-étiquetages uq, ..., u,41 appartiennent a
Ploc(py(M)). Soit § = Uy g 1.4 1 Uy, § est un g-étiquetage
de ¢, 4(M) tel que 14 = u et g,114 = v. Par définition, g
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est dans PY¢(1, 1 4(M)), et w(g) = w"(g14:1) ® W(g2411) ® ... ®
W (gnar1) = 1((u1,12)) @ 1((u2,u3)) @ ... @ 1((ttn, 1)) = 1p).

2. Montrons que la condition est nécessaire. Supposons qu’il existe g
dans P¢(¢,, 4(M)) tel que g1 = u et g, 14 = 0. Par définition
de P(y,.4(M)), g est tel que, pour tout i € {1,..,.n+1}, gig €
Plac(tpd(M)), et donc g; 4 est un sommet de G, et (g]',d,ngrl,d) € A(J)
pour tout j € {1,...,n} par définition de G. Ainsi P = Q1dr s Sndr Snt+ld
est un n-chemin dans G de u a v. En outre, [(p) = 1((g1.4,824)) @
1((824,83,4)) ® - @ 1((8na, §n41,4)) = W (§1,441) ® W (82,441) ® ... ®

W (g at1) = w(g)-
]

Soit M un graphe mixte, et P une (d,q, w)-r-propriété. Pour un entier n > d, un
élément k de E, et un g-étiquetage u de P°(p3(M)), la proposition suivante est
vraie :

il existe g dans P(w,(M)) tel que g14 = u et w(g) = k si et seulement si il
existe un n-circuit de longueur k de u a u dans Gr(M,P,w).

Preuve. Par le Théoréme B} il existe ¢ dans P (i, 4(M)) tel que g14 =
Sn+1d4 = U et w(g) = k si et seulement si il existe un n-chemin de longueur
k de u a u dans GR(M, P,w). Un n-chemin de u a u est un n-circuit conte-
nant u. Donc il est suffisant de montrer qu'il existe ¢’ dans P(w,(M)) tel
que g ; = u et w(g) = k si et seulement si il existe g dans Ploc(p, 1 q(M)) tel
que £1,d = 8n+1,d = U-.

Pour tout g satisfaisant ces conditions, g’ défini comme ¢’ = ¢;_1(g) est
un g-étiquetage de w, (M) satisfaisant w(g') = w(g). Puisque P est pseudo-
d-locale, alors ¢’ est dans P (w;,(M)).

Réciproquement, soit ¢’ dans P(w,(M)) tel que g1 ; = u, alors g = g7, >1
8y 4.1 est clairement dans Ploc(y,, ., 4(M)). O

SUR LES FASCIAGRAPHES

Dans cette section, nous présentons, pour les fasciagraphes, des notions
similaires a celles présentées plus haut pour les rotagraphes. Ainsi les g-
propriétés que nous traitons dans cette section seront des g-propriétés de
fasciagraphes.

Pseudo-d-localité

La notion de pseudo-d-localité pour le cas des g-propriétés de fasciagraphes
est un peu plus complexe que dans le contexte des g-propriétés de rota-
graphes puisqu’il est nécessaire de gérer les effets de bords. Nous la redéfi-
nissons de la fagon suivante :

Une q-propriété P de fasciagraphe est dite pseudo-d-locale (pour un entier d > 2)
si il existe trois q-propriétés P, P? et P2 de fasciagraphes de taille d telles que

731

7)3
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pour tout q-étiquetage f d'un fasciagraphe (M), n > d +2:
fra € P (a(M))

fEPWu(M)) & < fia € P*(pa(M)) pour tout i € {2,..,n—d}
fa—dr1d € PP(pa(M))

Pour caractériser les g-étiquetages de fasciagraphes qui pourraient étre
des g-étiquetages partiels de g-étiquetages dans P (F), nous avons besoin de
définir une quatriéme g-propriété :

f1q satisfait P! ou P?

Un g-étiquetage f est dans PP (p,(M))(n > d) < {  faq satisfait P? pour tout i € {2,...

fu—di1a satisfait P* ou P3

pip2p2 N S Py

FIGURE 2.4 — Représentation d'une g-propriété pseudo-d-locale P.

Exemple Considérons une nouvelle fois la 2-propriété D de domination
(voir Section z2). La 2-propriété D est pseudo-3-locale pour les rotagraphes.
D est aussi une 2-propriété pseudo-3-locale de fasciagraphe. En effet,
nous pouvons définir D!, D? et D? de la fagon suivante : pour tout f €
Lo(p3(M)),
— f € DY(y3(M)) si et seulement si Vu € V(M) UV (My), si u est
étiqueté 0, alors au moins un voisin de u est étiqueté 1,
— f € D?*(y3(M)) si et seulement si Vu € V(My), si u est étiqueté 0,
alors au moins un voisin de u est étiqueté 1,
— f € D3(y3(M)) si et seulement si Vu € V(M) UV (Ms), si u est
étiqueté 0, alors au moins un voisin de u est étiqueté 1,

Il est en effet facile de vérifier qu'un 2-étiquetage d’un fasciagraphe est tel
que les sommets étiquetés 1 forment un ensemble dominant si et seulement
si le 2-étiquetage partiel sur trois fibres consécutives satisfait D! pour les
trois premieres, D3 pour les trois derniéres, et D? pour toutes les autres.
Remarquons que pour la propriété D, f € D'UD3 = f € D2

Fonctions d-modulaires

De la méme fagon que pour les g-propriétés pseudo-d-locales de rotagraphes,
les fonctions de poids pour lesquelles nous savons comment résoudre effi-
cacement le probléme d’optimisation sur les fasciagraphes, ont la propriété
que le poids peut étre calculé a partir des g-étiquetages partiels.

Une fonction de poids w des g-étiquetages de P(F) dans un ensemble E ordonné
est dite d-modulaire si il existe

,n—d}
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— deux fonctions de poids :
— le poids initial w™ des q-étiquetages de P(F,) dans E,
— le poids additionnel w?** des q-étiquetages de PP (F.1) dans E,
— une opération ® sur E ayant comme élément neutre e et telle que
(E, min, ®) forme un pré-semi-anneau,
tels que pour tout f de P(p,(M)), n >d+1:

w(f) = w" (fra) @ W (fraz1) ® . @ W (fu_ga41)

De la méme fagon que pour les g-propriétés de rotagraphes, le poids
additionnel, wP" peut étre compris comme l'augmentation de poids asso-
ciée a I'ajout de la dernieére fibre de f;;14 a f; ;4 pour tout g-étiquetage f de
PPt(Fai1), et w™ est le poids associé au g-étiquetage sur les d premieres
fibres.

Une q-propriété pseudo-d-locale de fasciagraphe associée a une fonction d-modulaire
de poids w est nommée une (d, q, w)-f-propriété.

Dans la suite, la fonction d-modulaire w d’une (d, q, w)-f-propriété sera
supposée étre associée a son ensemble de définition [E et son opération ®
méme si nous ne les donnons pas explicitement.

Exemple Considérons la 2-propriété pseudo-3-locale D de domination, et
la fonction de poids w sur les fasciagraphes w : f € D(F) — N telle que,
pour tout f € D(pn(M)), w(f) = [{uu € V(u(M)) et f(u) = 1}, i.e. w(f)
est le nombre de sommets dans le dominant.
Cette fonction de poids est 3-modulaire. En effet, définissons :
— w : DY(F3) — N tel que, pour tout f € D (y3(M)), w"(f) =
{u|u € V(y3(M)), f(u) = 1}|. Donc le poids initial d'un 2-étiquetage
f d’un fasciagraphe 13(M) ayant la propriété D, est le nombre de som-
mets étiquetés 1 par f, i.e. w™" (f) = w(f) pour tout 2-étiquetage f de
D(ps(M)).
— whrt . D2(F,) — N tel que, pour tout f € D?(Py(M)), wP¥(f) =
{ulu € V(My) et f(u) = 1}|. Donc le poids additionnel d'un 2-
étiquetage d’un fasciagraphe de taille 4, est le nombre de sommets
étiquetés 1 dans la 4iéme fibre.
Puisque le nombre de sommets dans le dominant est égal a la somme du
nombre de sommets du dominant dans chaque fibre, pour f € D(F,y3),
nous avons w(f) = w™(f13) + YI, wP™(fi4). Ainsi, w™, wP”* et 'addition
usuelle sur les entiers fournissent la 3-modularité de w.

Dans la suite du document, nous utiliserons la notion de (d,q,w)-
propriété lorsque la propriété concernée peut étre une (d, g, w)-r-propriété,
ou une (d, q, w)-f-propriété.

Graphe auxiliaire associé

La construction du graphe orienté Gr(M,P,w) pour une (d,q,w)-f-

ZUlnl

wpart

(E, min, ®)

Gr(M,P,w)



26

Chapitre 2. Notion de (d, g, w)-propriétés

Remarque 10

propriété est similaire a celle pour une (d, g, w)-r-propriété.

Etant donné un graphe mixte M et une (d, g, w)-f-propriété P, nous dé-
finissons le graphe orienté G = G#(M, P,w), que nous notons Gr s'il n'y a
pas d’ambiguité, avec une fonction de longueur [ des arcs dans (EE, min, ®),
de la fagon suivante :

— les sommets de G sont les g-étiquetages de P (;(M)), de P2(1p4(M))

et de P3(ys(M)), ainsi que deux sommets spéciaux, s et p :

V(GF) = P ($a(M)) UP?(ga(M)) UP* ($a(M)) U {s, p}

— pour tout g-étiquetage u et v non nécessairement distincts :
= (1,0) € A(Gr) & 1 € PH(ya(M)), 0 € Pi(pa(M)) et g 1 = 0141
aveci € {1,2} etj € {2,3},
- (s,u) € A(GF) & 1 € P (pa(M)),
— (u,p) € A(Gr) = u € PX(py(M)).
— la longueur I((u,v)) d’un arc (u,v) est
- I((u,v)) = w"(v) pour u =s,
- 1((u,v)) = wP (ury_1v) pouru #setv #p,
— I((u,v)) = e pour v = p (I'élément neutre de E pour ®).
- la longueur d'un n-chemin p = uy,uy, ..., up41 est I(p) = 1((u1,u2)) ®
l((ug, Mg)) X..Q l((un, Mn+1)).

Notons qu’un méme sommet peut a la fois vérifier plusieurs propriétés parmi P?,
P2 et P3 (voir Figure Z5).

D, D%, D3 DY, p?, D3

Q(M, P, w)

FIGURE 2.5 — Exemple du graphe auxiliaire G (M, D,w) pour la (3,2, w)- f-propriété D de
domination pour les fasciagraphes construit sur le graphe mixte trivial M = (V = {x}, E =
@,A = {(x,x)}). Les sommets noirs sont ceux étiquetés 1. Les propriétés vérifiées par les
2-étiquetages ainsi que les poids sont indiqués.

Dans la suite du document, nous utiliserons la notion de G(M, P, w), ou
G s'il n'y a pas d’ambiguité, lorsque la propriété concernée est une (d, q, w)-
propriété, sans précision de fasciagraphes ou de rotagraphes.
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2.4.4 Chemins et g-étiquetages de fasciagraphes

Ici nous montrons, pour une (d,q,w)-f-propriété P, le lien entre les g-
étiquetages dans P (F) et les chemins de s a p dans G.

Théoreme 3 Soit M un graphe mixte et P une (d,q, w)-f-propriété. Pour tout entier n > d +1,
et tout k dans E, la proposition suivante est vraie :
il existe g dans P(P,(M)) tel que w(g) = k si et seulement si il existe un
(n — d + 2)-chemin P de longueur (P) = k de s & p dans Gr(M, P,w).

Preuve. 1. Montrons tout d’abord que la condition est suffisante. Soit
P = uj,up, ...,y gi3 un (n —d + 2)-chemin tel que u3 = s, up =
U, Uy_gyo = v, et u, 4,3 = p. Par construction de G, le g¢-

étiquetage uy appartient a Pl(yp;(M)), les g-étiquetages u3, ..., Uy, 411
appartiennent a P%(p;(M)), et le g-étiquetage v, 4., appartient a
P3(ps(M)). Soit § = up >y 1 Uz >y 1 ... >g_1 U440, Cest & dire que
g est un g-étiquetage de y,(M) tel que g14 = u et gy_gi14 = 0.
Puisque P est une g-propriété pseudo-d-locale, g est dans P (yp,(M)),
et w(g) = w™(g1a) @ WP (g1a >a1 8§24) © W (824 Pa1 §3,4) @
- ® wpart(gn_d,d >i_1 gn—d+1,d) Re = l((S, Mg)) & l((ug, ng)) Q... ®
(1t _a12,p)) = I(P).

2. Puis montrons que la condition est nécessaire. Supposons qu’il existe
g dans P (¢, (M)) tel que g14 = u et g,—4+14 = v. Puisque P est une
g-propriété pseudo-d-locale, g est telle que g; 4 est dans Pl(y;(M)),
g4 est dans P?(y;(M)) pour tout i € {2,..,n —d} et g, 4.14 est
dans P3(ips(M)). Dans ce cas, j € {1,..,n —d+1}, gj4 est un som-
met et (gj4,8j11,4) est un arc de G#(M,P,w). Puisque (s,g1,) et
(§n—d+1,4, p) sont deux arcs de G;(M, P,w), P = 5,814, §n—d+1,d: P
estun (n —d + 2)-chemin de s & p dont le premier arc est (s, 1) et dont
le dernier arc est (v, p). De plus, [(P) = I((s,814)) ® 1((81,4,824)) ®
e ® 1((Sn-dds §n-d+1,0) ® 1((gn-d+1,P)) = W™ (§1.4) ® WP (g1,a >i-1

924) @ .. QWP (g _g4>4-1 §n-d+1,4) @€ = w(g).
O






3.1

ALGORITHMES DE k-CHEMINS
MINIMAUX DANS LES GRAPHES
AUXILIAIRES ASSOCIES AUX

(d, g, w)-PROPRIETES

Ftant donné une (d, g, w)-propriété P et un graphe mixte M, par le Corol-
laire @, dans le cas des rotagraphes, ou le Théoreme[3, dans le cas des fascia-
graphes, on sait que calculer le poids minimum d’un g-étiquetage vérifiant
P dans un rotagraphe ou dans un fasciagraphe, est équivalent a trouver res-
pectivement un k-circuit, ou un k-chemin de longueur minimum dans un
graphe orienté associé. Nous allons donc nous intéresser aux méthodes de
recherche de k-chemins de longueur minimum dans les graphes.

Jusqu’a maintenant, la fonction de poids des g-étiquetages d’une
(d,q, w)-propriétés était définie dans un pré-semi-anneau (E, min, ®) sur un
ensemble [E ordonné. Dans la suite, on considere que [E contient e, élément
neutre pour ®, et nous notons ¢, un élément hors de E tel que :

—&eRe=g¢g,

— eestabsorbant pour ® : Va € E, a Qe =¢e®a =g,

— ¢ est plus grand que tous les éléments de E dans 'ordre associé a E :

Va € E, min (a,¢) = a.
Ainsi, & = (EU {¢}, min, ®, ¢, e) forme un semi-anneau.

Rappelons que, d’apres la Propriétém, (EU {e}, min, ®, ¢, e) est un dioide.

Dans la suite de ce chapitre, pour plus de simplicité, méme si pour le
dioide & = (E U {¢}, min, ®, ¢, e), ¢ n’est pas dans E, nous écrirons le dioide
& de la fagon suivante : (EE, min, ®, ¢, e). En outre I'ensemble des définitions
et des calculs seront exécutés dans ce dioide sauf si nous le précisons.

RESOLUTION EN TEMPS POLYNOMIAL

Par le Théoreme @ nous savons que l'existence et la longueur minimum
d’un k-chemin, ou d’un k-circuit, dans un graphe G, peuvent étre obtenues
en calculant la kieme puissance de la matrice des longueurs IT de G. Nous
pouvons donc en déduire un algorithme polynomial.
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Chapitre 3. Algorithmes de résolution pour les (d, g, w)-propriétés

Les deux conditions suivantes sont nécessaires pour que les algorithmes
que nous présentons soient utilisables en pratique :

— Condition de vérifiabilité : Une (d,q, w)-r-propriété, ou (d,q,w)-f-
propriété, P est appelée vérifiable s’il existe une procédure qui décide
en temps fini si un g-étiquetage f de ¢;(M) appartient a P'¢(y,(M)),
ou a PPt (y,(M)), respectivement.

— Condition de calculabilité : Une (d,q, w)-r-propriété (resp. (d,q, w)-
f-propriété) P est appelée calculable s’il existe une procédure qui
fournit w'¢(f) (resp. w™(f) et wP**(f)) en temps fini, pour tout g-
étiquetage f de P (1 1(M)) (resp. P (a(M)) ou PP (. 1(M))).

Exemple :

~ La (3,2, w)-r-propriété D de domination est vérifiable. Etant donné
un 2-étiquetage f d’un fasciagraphe ¢3(M), il est possible de savoir
en temps fini si f est dans D"(ip3(M)). En effet, vérifier qu'un 2-
étiquetage de y3(M) est dans D demande de vérifier que chaque som-
met de la fibre du milieu a un sommet étiqueté 1 dans son voisinage
fermé et cela se vérifie en mA opérations (ot m = |V(M)| et A est le
cardinal maximum de N[u] pour u € V(ip3(M))).

~ La (3,2, w)-r-propriété D de domination est calculable. Etant donné un
2-étiquetage f dans D'°(yp4(M)), il est possible de calculer en temps
fini w'°(f). En effet w'(f) se calcule en effectuant, au plus |V (M)
additions.

Remarque 11 Etant donné un graphe mixte M et une (d, q, w)-r-propriété, ou (d, q, w)-f-propriété
P, I'Algorithme Construction G ou Gr montre que, si P est vérifiable et calculable,
on peut construire le graphe auxiliaire Gr(M, P, w), ou Gr(M,P,w) en temps

fini.

ALGORITHME CONSTRUCTION G :
Etape 1 : Calcul de I'ensemble V des sommets de G

Générer tous les g-étiquetages de 1;(M) et insérer dans V tous
ceux qui vérifient P'¢;
Etape 2 : Calcul de I'ensemble A des arcs de G

Pour chaque couple (u,v) d’éléments de V insérer dans A si et
seulement si uy 41 = V1 4_1;
Etape 3 : Calcul de la matrice des longueurs I1 de G

vu. u: € ‘7{ Si (ui/u]') % A alOI‘S ]._[1] =&
[ 284

0 (ui>g_q uj).

sinon calculer w'°(u; >4_4 u;) et Il;j := w
FIGURE 3.1 — Algorithme Construction ?R
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ALGORITHME CONSTRUCTION G F
Etape 1 : Calcul de I'ensemble V des sommets de G

Générer tous les g-étiquetages de 1;(M) et ajouter a V deux nou-
veaux sommets s et p ainsi que tous ceux qui vérifient P! ou P? ou P?;
Etape 2 : Calcul de I'ensemble A des arcs de G

Pour chaque couple (u,v) d’éléments de V,uetv #s, p, insérer
dans A si Upg 1 =014 1¢etucPetvePltelsqueiec {1,2} etje {2,3};

Pour chaque élément u de P! et v de P3, insérer (s,u) et (v,p)
dans A ;
Etape 3 : Calcul de la matrice des longueurs 11 de G

Pour u; et uj # s, p, I1;; = { wP.art(ui Pa—1 ) st (ui, ) € A

€ sinon.

w™(u;) siu; € P!
e sinon.
esiu; € P?
€ sinon.

Pourj #s,p, I = {

Pouri #s,p, I, = {

FIGURE 3.2 — Algorithme Construction 5 .

Théoreme 4  Etant donné un graphe auxilinire Gr (M, P,w) (resp. Gr(M, P, w)) associé a un

graphe mixte M et une (d, q, w)-r-propriété (resp. (d,q, w)- f-propriété) ‘P vérifiable
et calculable, le probleme d’optimiser P sur un rotagraphe w,(M) (resp. sur un
fasciagraphe y,,(M)), est logarithmique en n, pour tout entier n.

Nos algorithmes reprennent les notions de 1’Algorithme 2.2 dans [Kvg6]
(et utilisé aussi dans [KVo3] et [DGMo4]]) tout en donnant une caractéri-
sation, qui n’existait pas jusqu’alors, a travers les (d,q, w)-r-propriétés, et
(d,q,w)-f-propriétés, des problemes d’optimisation pour lesquels ils sont
applicables.

Preuve. Par le Corollaire @, dans le cas des rotagraphes, ou le Théoreme 3}
dans le cas des fasciagraphes, on sait que calculer le poids minimum d’un
g-étiquetage vérifiant P dans un rotagraphe w, (M) ou dans un fasciagraphe
P, (M), est équivalent & trouver respectivement un n-circuit, ou un (n —d +
1)-chemin, de longueur minimum dans Gz (M, P,w) ou Gz(M, P,w). Enfin,
par le Théoréememet le Corollaire @, on sait que trouver le plus court n-circuit
ou (n —d + 1)-chemin, dans Gz (M, P, w) ou Gr(M, P, w), est équivalent a
calculer respectivement la n-ieme ou la (n — d + 1)-iéme, puissance de la
matrice des longueurs IT du graphe dans le dioide & = (E, min, ®,¢,e). Il
est bien connu que calculer la niéme puissance d’une matrice est réalisable
en temps logarithmique en . En effet, puisque ITP @ IT7 = I1P*1, on sait qu'il
est nécessaire de calculer de l'ordre de logn matrices pour calculer IT". Par
exemple pour I1%°, on n’a besoin de calculer que 12 =TI®ILII* = 12®I1?,
IP° = T @I, IT'0 = TT° @ IT° et enfin IT%0 = IT @ IT'. O

Nous allons présenter, ci-dessous, deux cas pour lesquels, étant donné un
graphe auxiliaire G (M, P, w) (resp. Gr(M, P, w)) associé a un graphe mixte
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3.2

3.2.1

M et une (d, g, w)-r-propriété (resp. (d,q, w)-f-propriété) P vérifiable et cal-
culable, en calculant seulement un nombre fini et constant de puissances de
HQR( M,P,w) (resp. Hg“f( M,le)), il est possible de fournir la longueur mini-

mum d’un n-circuit (resp. d’un (1 — d + 1)-chemin) de &, pour tout entier 7.
Dans le premier cas, il existe deux entiers u < t tels que IT" = IT". Ce cas est
appelé le cas clos. Dans le second cas, il existe deux entiers u < t et ¢ dans
E tels que IT" = IT* ® c. Ce cas est appelé le cas stable.

Ces résultats généralisent les cas particuliers présentés dans [Zo4],
[IMG ™ 95], [LS94], ou encore [Spag8], tout en donnant, a travers les notions
que nous allons définir ci-dessous des (d,q, w)-r-propriétés, et (d,q, w)-f-
propriétés, closes et stables, une caractérisation des problemes d’optimisa-
tion pour lesquels cette méthode est applicable.

CAS PARTICULIERS ET RESOLUTION EN TEMPS CONSTANT

Cas clos

Ce premier cas "simple" a lieu lorsqu’il existe deux entiers u < t tels que
IT* = IT!. Pour ce cas, nous considérons un graphe mixte M et une (d, g, w)-
r-propriété, ou (d, q, w)-f-propriété, P, vérifiable et calculable.

Lemme 1 (Comportement périodique) Soit I1 la matrice des longueurs du graphe auxiliaire

G(M,P,w). Supposons qu'il existe deux entiers u < t tels que 11! = TI*. Alors
pour, p = t — u et tout entier k > t, nous avons ITF = IT**" oit (k — u) = r[p]
(cestadirek =u-+qp+roigreNet0<r<p)

En d’autres termes, la séquence des puissances de 11 a la forme suivante :
I1,11%,..,11°4,S,S, ..., S, ... oit S est la sous-séquence T1*,TT**1, . TT#+P—1,

Preuve. Nous allons tout d’abord prouver l’assertion suivante :
7 = IIVi > u

Nous allons prouver l'assertion par récurrence sur i. Puisque p = t — u et
[1* est supposé étre égale a IT*, 'assertion est vraie pour i = .

Soit i > u et supposons que l'’hypothese de récurrence est vraie pour
i—1, cest a dire que IT"" 17 = IT""1. Nous obtenons la propriété désirée
pour i en multipliant 1’égalité par I1, et I’assertion est vérifiée.

Nous avons donc que IT97 =TT pour tout entiers g et i > u.

Maintenant, soit k > u, g = V%J et k —u = r[p| avec q,r dans IN et

0 < r < p. Nous avons k = u +r +qp et donc ITF = [T+ = [T+,
induisant donc un comportement périodique de la séquence des puissances
de IT & partir de IT". O
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Nous donnons une caractérisation des matrices satisfaisant la condition
du Lemme @

Une matrice 1 dans M,,(&) est dite close si I'ensemble Mp= {IT¥|k € N} a un
nombre fini d'éléments distincts.

Soit 11 la matrice des longueurs du graphe auxiliaire G(M,P,w) : il existe deux
entiers u < t tels que I1' = T1" si et seulement si I1 est close.

Preuve. 1. Supposons qu’il existe deux entiers u < t tels que IT' = IT".
Alors, par le Lemmem, My = {I,I1?,..., IT*"!}, et donc, IT est close.

2. Supposons que IT est close, et soit b = | Myg|. Alors clairement, dans la
séquence I1,T12,..., T1"*1, il y a deux éléments égaux.

O

Etant donné une matrice I1 dans M, (&), soit Ery = {(IT);;li,j € {1,...,n},k €
IN'}. L'ensemble My a un nombre fini d'éléments si et seulement si Ery a un nombre
fini d’éléments.

Exemple : Voici trois exemples de cas clos :

- Si, dans le dioide (E, min, ®,¢,¢e), E est un ensemble fini, alors, par
la Remarque @2 et le fait que E;y € E U {e}, IT est manifestement
close : Er; = E U {e}. Par exemple quand & = ({1}, min, max, +oo,1),
(IT");; = 1 si et seulement si il existe un n-chemin de i a j dans le
graphe. Alors Erp = {1, +-c0}.

- Si ® est une opération sélective, c’est a dire que pour tout 4,b € E,
a®b = aoub (par exemple quand ® est max ou min). Alors Ejj =
{1 <i,j < n}.

— Si G est un arbre a n sommets. Dans ce cas il n’y a pas de chemin avec
plus que n — 1 arcs, et, pour k > n, les coefficients de IT* sont tous
égaux a e. Alors My = {II, I12,..., 11"}, et dong, par la Remarque @2
IT est close.

Une (d,q, w)-propriété P est dite close si elle est vérifiable, calculable, et si, pour
tout graphe mixte M, la matrice des longueurs I du graphe auxiliaire G(M, P, w)
est close.

Algorithme pour des (d, g, w)-r-propriétés closes

Ftant donné la matrice TT des longueurs d’un graphe auxiliaire Gr(M,P,w)
associé a un graphe mixte M et a une (d, g, w)-r-propriété close, ’algorithme
suivant calcule les plus petits u et t > u tels que IT' = IT* ainsi que IT' pour
tout 1 < i <t (u et t existent puisque P est supposée close). Il calcule de
plus un vecteur 7 de taille t — 1 et dont le ieme coefficient correspond a la
valeur minimum dans la diagonale de IT'.
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Théoreme 5

ALGORITHME ROTAGRAPHES EGALITE :
Etape O : Initialisation
i:=1;
Etape 1 : Calcul de u, t, et des puissances de 1 jusqu’a TT!
Tant que IT! # T pour 0 < j <i:
poser 7; comme la plus petite valeur dans la diagonale de IT/,
calculer ITH!;
i:=i+1;
Pourj<itelquell! =TT, u:=jett:=i.

FIGURE 3.3 — Algorithme Rotagraphes Egalité.

Donc, étant donné une (d, q, w)-r-propriété close P et un graphe mixte M,
en appliquant consécutivement 1’Algorithme Construction Gr (Figure [371)
et '’Algorithme Rotagraphes Egalité (Figure [33), nous obtenons u,t et le
vecteur 7 qui permettent, pour tout entier n > d, de calculer, en une seule
opération, la poids minimum d’un g-étiquetage de w, (M) vérifiant P :

ALGORITHME ROTAGRAPHES CLOS :
Etape 1 : Calcul du poids minimum d'un q-étiquetage de w, (M) vérifiant P

Si n < t alors retourner 7,, sinon retourner 7,., pour r = (n —
u) mod (f —u).

FIGURE 3.4 — Algorithme Rotagraphes Clos.

Comme conséquence des Corollaires [ et 2} ainsi que du Lemme [1, nous
obtenons ce qui suit :

Etant donné un graphe mixte M, et une (d,q,w)-r-propriété close P, I'Algorithme

Construction Gp (Figure[3.1) et I’Algorithme Rotagraphes Egalité (Figure[3.3) four-
nissent, en un temps d’exécution indépendant de n, les données (u, t, T) utilisées par
I"Algorithme Rotagraphes Clos (Figure[3.4) pour calculer, pour tout entier n > d, en
un nombre constant d’opérations élémentaires, le poids minimum d'un q-étiquetage
dans P(wy(M)).

Algorithme pour des (d,q, w)-f-propriétés closes

Etant donné la matrice IT des longueurs d’un graphe auxiliaire G (M, P, w)
associé a un graphe mixte M et a une (d, q, w)-f-propriété close, 1'algorithme
suivant calcule les plus petits u et t > u tels que IT' = IT* ainsi que IT' pour
tout 1 < i <t (u et t existent puisque P est supposée close). Il calcule de
plus un vecteur 7 de taille t — 1 et dont le ieme coefficient correspond a la
valeur de (IT')s).
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ALGORITHME FASCIAGRAPHES EGALITE :
Etape O : Initialisation
i:=1;
Etape 1 : Calcul de u, t, et des puissances de 1 jusqu’a TT!
Tant que [T # T pour 0 < j <i:
poser 7; comme la valeur de (IT')s,, calculer IT""!;
i=i+1;
Pourj<itelquell! =11, u:=jett:=i.

FIGURE 3.5 — Algorithme Fasciagraphes Egalité.

Donc, étant donné une (d,q, w)-f-propriété close P de fasciagraphe et
un graphe mixte M, en appliquant successivement 1’Algorithme Construc-
tion G r (Figure 3:2) et I’Algorithme Fasciagraphes Egalité (Figure [3:5), nous
obtenons u, t et le vecteur 7 qui permettent, pour tout entier n > d, de calcu-
ler, en une seule opération, la poids minimum d’un g-étiquetage de ¢, (M)
vérifiant P :

ALGORITHME FASCIAGRAPHES CLOS :
Etape 1 : Calcul du poids minimum d’un q-étiquetage de 1, (M) vérifiant P

Sin —d+2 < talors retourner 7,_;,, sinon retourner 7., pour
r=mn-—-d+2—u)mod (t —u).

FIGURE 3.6 — Algorithme Fasciagraphes Clos.

Comme conséquence du Corollaire [, du Théoréme [, et du Lemme [}
nous obtenons ce qui suit :

Etant donné un graphe mixte M, et une (d,q, w)-f-propriété close P de fasciagraphe,

I"Algorithme Construction Gr (Figure 32) et I’Algorithme Fasciagraphes Egalité
(Figure 3-5) fournissent, en un temps d’exécution indépendant de n, les données
(u,t,T) utilisées par I’Algorithme Fasciagraphes Clos (Figure [3.6) pour calculer,
pour tout entier n > d, en un nombre constant d’opérations élémentaires, le poids
minimum d'un q-étiquetage dans P (p,(M)).

Cas stable

Ce second cas a lieu quand il existe deux entiers u < t et ¢ dans E tels
que IT" = TT* ® c. Pour ce cas, nous considérons un graphe mixte M et une
(d,q, w)-propriété P, vérifiable et calculable.

Lemme 2 (Comportement pseudo-périodique)  Soit IT la matrice des longueurs du graphe auxi-

lisire G(M, P, w). Supposons qu'il existe deux entiers u < t et ¢ dans E tels
que 1" = TI* ® c. Alors pour, p = t — u et tout entier k > t, nous avons
ITF = T+ @ ¢ oit q = L"’T“J et (k—u)=r[p] (Cest adire quek =u+qp+r
oing,r €cINet0<r<p)

En d’autres termes, la séquence des puissances de 11 a la forme suivante :
ILI1%,..,T1* 1 Sy, S0 ® ¢,So ® ¢2,...,So ® ¢,... oit Sy est Ila sous-séquence
I, 114, L T et pour j > 1, So@ d =TT @ o, TT* T @ d, ..., TTH 1 @ d.
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Assertion 2

Propriété 3

Définition 55
min (A)

Définition 56
A

Définition 57

Preuve. Nous allons tout d’abord prouver l’assertion suivante :
17 = IT'®cVi>u (3.1)

Nous allons prouver l'assertion par récurrence sur i. Puisque p =t — u et
I1' est supposé étre égal a [1" ® ¢, 'assertion est vraie pour i = u.

Soit i > u et supposons que l'’hypothése de récurrence est vraie pour
i—1, c’est a dire que [T 17 = IT"! ® c. Nous obtenons la propriété désirée
en i en multipliant cette égalité par IT: ITH? = TIT® (I ®c) = [T ®c
par la distributivité de ® sur min (voir Propriété2), et ’assertion est vérifiée.

Par 1’Assertion B, nous avons que IT'"77 = IT' ® ¢ pour tout entiers g
eti> u.

Maintenant, soit k > u, g = V%J et k—u = r[p| avec q,r dans IN et
0 <r < p.Nousavons k = u+qp+retdoncI[TF =TT+ = TI"*"@c1. O

Quand (E, ®) est un groupe abélien, nous sommes capables de caracté-
riser les matrices des longueurs qui vérifient I'hypothese du Lemme

Il est bien connu que, dans un groupe abélien (A, ®) l'inverse est unique et, pour tout

a,bdans A, —(a®@b) = (—a) @ (=Db).
Nous aurons besoin des définitions et notations suivante :

Etant donné une matrice A dans M,,(&), le coefficient minimum dans A est noté
min (A), i.e. min (A) = min (A4;li,j € {1,...,n})

Etant donné un entier k et une matrice A dans M, (&) telle que min (AF) # e,
nous notons Ay, la matrice A¥ ® (— min (A¥)). Nous rappelons que (— min (A¥))
existe puisque (E ~ {e}, ®) est un groupe abélien et min (A¥) # e.

Une matrice IT dans M, (&) est dite stable si I'ensemble Mpy= {Ilx|k € N} a
un nombre fini d’éléments.

Théoréme 7  Soit IT la matrice des longueurs du graphe auxiliaire G(M,P,w), définie dans le

dioide (IE, min, ®,¢,e). Si (E \ {e}, ®) est un groupe abélien alors il existe deux
entiers u < t et ¢ dans E tels que I1' = 11" ® c si et seulement si 11 est stable.

Preuve. 1. Supposons qu’il existe deux entiers u < t et c dans E, tels que
[T =I1* ® c. Alors pour tout k > t, par le Lemme [2, nous avons Ik =

M ®cTougq = L"‘T”J,(k—u)Er[p],p:t—u,etogrgp—l.

Dong, Iy = IT* ® (— min (ITF)) = (IT**" ® ¢7) ® (— min (IT**" ® c1)).
Par la distributivité de ® sur min (voir la Propriété (), nous avons
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min (IT""" ® ¢7) = min (IT**") ® ¢7. Alors

I = (II""®ch) @ (—(min (II""") @ 1))
= (I ®c7) @ (—min (IT*"")) ® (—c7) (par la Propriété3)
= """ @ (—min (IT*"")) ® ¢ ® (—c7) (par commutativité)
= Hu+r-

Alors, puisque 0 < r < p—1, et p = t—u, nous avons Mj; =
{ITy, Iy, ..., TT;_1 }.

2. Supposons que IT est stable, et soit b = | M{;]. Alors, dans la séquence
[Ty, 11y, ..., 1141, il y @ deux éléments égaux.
Soit I'l; le premier élément dupliqué de cette séquence, c’est a dire que
t est tel que Iy # II; pour tout entiers k # [ et1 < kI < t—1,
et il existe un entier u < t — 1 tel que IT, = II;. Donc IT! = I; ®
min (IT") = I, ® min (IT") = (IT* ® (— min (IT*))) ® min (I1"). Alors
pour ¢ = (— min (IT*)) ® min (IT"), nous avons T = TT* @ c.
O

Etant donné une matrice I1 dans M, (&), soit By = {(ITx);jli,j € {1,...,n},k €
N}, et Eyp = {((I1)y @ (=II5)li,j.i',j € {1,..n}k € NIIj, # e}
Les trois conditions suivantes sont équivalentes et caractéristiques d’une matrice
IT stable :

— M}y a un nombre fini d’éléments,

— E{; a un nombre fini d’éléments,

— Y, a un nombre fini d’éléments.

Une (d, g, w)-propriété P est dite stable si le dioide (IE, min, ®, e, €) dans lequel elle
est définie est tel que (IE, ®) est un groupe abélien, si elle est vérifiable, calculable,
et si, pour tout graphe mixte M, la matrice des longueurs I1 du graphe auxiliaire
g(M, P,w) est stable.

L'ensemble des conditions nécessaires pour qu'une (d,q, w)-propriété
soit stable peut paraitre difficile & remplir, néanmoins nous allons montrer
que pour certaines (d, q, w)-propriétés, ces conditions sont trés raisonnables.
Considérons, par exemple, le cas de la (3,2, w)-r-propriété de domination D
étudiée précédemment.

La (3,2, w)-r-propriété D de domination est stable.

Preuve. Soit M un graphe mixte, Gr (M, D,w) le graphe auxiliaire asso-
cié, n le nombre de sommets de G et IT la matrice des longueurs de G.
Les poids étant des entiers, nous effectuerons nos calculs dans le dioide
(Z, min, 4+, +00,0).

Rappelons que :

— un 2-étiquetage d’un fasciagraphe d’au moins trois fibres vérifie D'
si chaque sommet des fibres centrales (les fibres autres que la premiere
et la derniere) contient au moins un sommet étiqueté 1 dans son voisi-
nage fermé,
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— le poids d’un 2-étiquetage dans D'"°(1p4(M)) est égal au nombre de
sommets étiquetés 1 dans la quatriéme fibre.

Nous allons montrer que, soit (ITy); = +oo, soit 0 < (IIy); < 5[V(M)]
pour tout k > 3 et tout 1 < i,j < n et ainsi prouver que IT est stable (voir
Remarque [T3). Supposons donc que (Ili);; # +oco. Par définition de G et
IT et par le Corollaire &, pour 1 < 7,j < n, dans ce cas, (Hk)i]' est égale au
nombre minimum de sommets étiquetés 1 dans les fibres My a My 3 par un
2-étiquetage dans D"(;.3(M)) qui commence par u; et finit par u; (i, u;
sont dans D'(p3(M))), et donc 0 < (ITx);; < (ITF);;.

Sil <k <5,il y aau plus cinq fibres de My a My 3 et pas plus que
la totalité de leurs sommets peuvent étre étiqueté 1. Donc dans ce cas 0 <
(Ie)i < (I%);; < 5|V(M)].

Supposons maintenant que k > 5. Soit f* le 2-étiquetage dans
D¢ (P 3(M)) tel que le nombre de sommets étiquetés 1 dans les fibres
My & Mi,3 est égal a min (TTF) (f* existe puisqu’il existe au moins un
2-étiquetage dans D'°(y,3(M)), celui qui étiquette tous les sommets 1). Si
f* commence par u; et finit par u;, alors (Il;);; = 0. Sinon, depuis f*, nous
pouvons construire f7, un 2-étiquetage dans D"(y;,3(M)) qui démarre
par u; et se termine par u;, en remplagant les étiquettes sur les 3 premieres et
les 3 dernieres fibres, respectivement, par u; et uj, et en étiquetant 1 tous les
sommets de la quatrieme et de la kieme fibre. Plus formellement : fll] 5 = U,
fi{l étiquette tous les sommets de la quatrieme fibre par 1, f;{k75 = fars
f,?l étiquette tous les sommets de la kieme fibre par 1, fli]+1,3 = uj.

Par définition, f;; et f’z]?flﬁ sont des sommets de G et donc sont dans
D¢ (1p3(M)). Clairement, f3, et f; 1,3 sont dans Dl¢(3(M)) puisque tous
les sommets de leur fibre du milieu sont étiquetés 1. De plus, puisque
f* € D°(yy,3(M)), nous avons que f;l]3 € D¢(p3(M)) pour 5 < h < k — 3.

Il reste donc a montrer que f21]3, fi{?), ;j 43 et fli 13 sont dans Dloc(p3(M))

pour conclure que 7 € D"¢(y,,3(M)). Nous savons que puisque (IT¥); #
+o0, alors il existe g/ € D°(p3(M)) tel que w'(g¥) = (ITF);;. Com-
parons fé]3 et glzj 5. Clairement, tous les sommets étiquetés 1 par glzj 5 sont
aussi étiquetés 1 par f£]3, donc fé]s € Dl¢(p3(M)). De la méme fagon,
tous les sommets étiquetés 1 par g}?_m sont aussi étiquetés 1 par f,z]_ 137
donc fll 13 € Dl¢(3(M)). Le raisonnement est le méme pour fijs et fis
tous les sommets étiquetés 1 par f;; sont aussi étiquetés 1 par fgg,, donc
2{3 € D (y3(M)) et tous les sommets étiquetés 1 par f;_,, sont aussi éti-
quetés 1 par f,l 33, donc f,l 33 € Dloc(p3(M)).

Alors f est bien un 2-étiquetage dans D'°(p;,2(M)) commengant par
u; et se terminant par u; et donc w'°(f) > (I1¥);;. De plus, sur les fibres
My a M3, fY differe de f* sur au plus cinq fibres (la quatrieme et les
quatre derniéres). Par conséquent, w'°(f7) < min (IT¥) + 5|V (M)|. Donc
0 < (T1%);; — min (IT%) = (ITx);; < w'*(f9) — w'*(f*) < 5[V(M)]. 0
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Théoreme 9 Etant donné une (d,q, w)-propriété P, si P est une (d,q,w)-r-propriété stable et

Définition 59

Lemme 3.1

Théoréme 10

Pl C Ploc, P3 C Ploc ot P2 = PIo¢, alors P est une (d, q, w)-f-propriété stable.

Preuve. Si P! C Ploc, P3 C Pploc et P2 = Ploc il est clair que le graphe
Gr(M,P,w) sans les sommets s et p est isomorphe au graphe G'z (M, P, w).

Donc la matrice IT,, des longueurs du graphe G’z (M, P, w) est identique

g
a la matrice Il des longueurs du graphe Gx(M,P,w) sans les lignes et

colonnes correspondants aux sommets s et p. On sait que IT’ est stable. On
sait de plus que dans II, toutes les entrées de la ligne correspondant au
sommet p et toutes les entrées de la colonne correspondant au sommet s
sont égales a ¢. Il est donc clair que pour tout entier k > 1 et tout sommet u;
et u; autre que s et p, (IT¥);; = (IT*);;. Ainsi il est clair que si IT' est stable,
alors IT est stable. O

Nous allons montrer une conséquence intéressante des (d,q, w)-
propriétés stables lorsque le dioide concerné est (Z,min,+,o0,0). Pour
ce faire, nous avons besoin de la définition suivante :

Soit G un graphe orienté et 1 une fonction de longueurs des arcs de G dans N.

La densité d'un k-chemin P de G est Z(Tp) Notons que P est un k-chemin de den-

sité minimum dans G si et seulement si P est un k-chemin de longueur minimum
dans G.

Un k-circuit étant un k-chemin, la densité d"un k-circuit est aussi définie.

Dans un graphe orienté, étant donné deux sommets (non nécessairement
distincts) v et w, soit il n'y a pas de chemin de v a w, soit il n'y a que
des chemins élémentaires de v a w, soit il existe au moins un chemin non-
élémentaire de v a w. Il n’y a pas de borne sur le nombre d’arcs qu'un chemin
de v a w peut avoir si et seulement si on se situe dans ce dernier cas.

Soit G un graphe orienté muni d'une fonction de longueur | des arcs dans IN, et soit
d* la densité minimum d’'un circuit élémentaire de G. La densité minimum d'un
circuit dans G est égale a d*.

Preuve. Tout d’abord il est clair que comme il y a un nombre fini de circuits
élémentaires dans G, le minimum d* des densités de ces circuits existe bien.
De plus il est bien connu que tout circuit C peut étre décomposé en circuits
élémentaires. Par définition de d*, chacun de ces circuits élémentaires est de
densité au moins d*, donc la densité de C est au moins d*, et au moins un
circuit de G a la plus petite densité d*. O

Soit G un graphe orienté muni d’une fonction de longueur I des arcs dans N et soit
d* la plus petite densité d'un circuit élémentaire dans G.

Si la matrice I1 des longueurs de G est stable pour le dioide (Z, min, +,c0,0),
alors, pour tout couple de sommets v et w tel qu'il existe au moins un chemin non
élémentaire de v & w dans G, la densité minimum des chemins de v a w tend vers
d* lorsque leur cardinalité tend vers I'infini.
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Preuve. Soit C* un circuit élémentaire de densité d*, k* le nombre d’arcs de
C*, etc* =1(C*), donc d* = &.

Par le Lemme [3:1, nous savons que tout circuit constitué de plusieurs C*
consécutifs est de longueur minimum parmi les circuits de méme cardinalité
dans G. Ainsi pour tout k € N, la longueur minimum d’un kk*-circuit dans
G est égale a kc*.

Puisque I est stable, par le Théoreme 7 nous savons qu'’il existe trois en-
tiers u < tetc tels que I[T" =TT +c. Soit p = t —u etk € N tels que kk* > u.
Par le Lemme 2 nous avons que [T +%7 = TT*" 4 k*c. Ainsi I'entrée mini-
mum sur la diagonale de TT* *'7 est égale a la somme de I’entrée minimum
sur la diagonale de TT*" et k*c. Et donc, nous avons que la longueur mini-
mum d’'un (kk* 4 k*p)-circuit est égale a la somme de la longueur minimum
d’un kk*-circuit et k*c, c’est a dire (k + p)c* = ke* + k*c. Donc ¢ = 2= = pd*.

Soit v et w deux sommets de G tels qu'il existe un chemin non élémen-
taire de v a w. Alors il n’existe pas de borne sur la cardinalité des che-
mins de v a w, et, par le Lemme 3 il existe X' € N,u < k' < t, tel qu’il
existe un k’-chemin de v a w. Soit I’ la longueur minimum d’un tel chemin.
Par le Lemme 3, nous avons que, pour tout 4 € N, la longueur minimum
d'un (k' 4+ qp)-chemin de v & w est égale a I’ + gc et donc ce chemin a une

y 2 l,+t]C . c I it
densité — g qui tend vers v quand g tend vers I'infini. Nous avons donc
¢ — At _ g« ]
; =

En conséquence du Théoréme [0, quand la matrice des longueurs d’un graphe orienté
est stable pour le dioide (Z,min,+,00,0), pour k suffisamment grand, tout k-
chemin de longueur minimum de v a w contient un circuit de densité d*.

Algorithme pour des (d, q, w)-r-propriété stables

Etant donné la matrice IT des longueurs d’un graphe auxiliaire Gz (M, P, w)
associé a un graphe mixte M et une (d, q, w)-r-propriété stable, ’algorithme
suivant calcule les plus petits u et t > u tels que IT! = TI* ® ¢ pour un
certain ¢ dans [E ainsi que IT' pour tout i < t (u,t et c existent puisque P est
supposée étre stable).

ALGORITHME ROTAGRAPHES TRANSLATION :
Etape O : Initialisation
i:=1;
Etape 1 : Calcul de u, t, et des puissances de I1 jusqu’a TT!
Tant que IT; # IT; pour 0 < j <i:
poser 7; comme la plus petite valeur dans la diagonale de IT;
calculer TT*! et TT;,+;
i:=i+1;
Pour j < itel que IT; = IIj, u := j, t := i, ¢ := min(IT") ®
(— min (IT*)).

FIGURE 3.7 — Algorithme Rotagraphes Translation.

Donc, étant donné une (d, g, w)-r-propriété P de rotagraphe et un graphe
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mixte M, en appliquant consécutivement I’Algorithme Construction G (Fi-
gure [3.1) et I’Algorithme Rotagraphes Translation (Figure 377), nous obte-
nons u, t, ¢ et le vecteur 7 qui permettent, pour tout entier n > d, de calculer
en une seule opération, le poids minimum d’un g-étiquetage de w,(M) vé-
rifiant P :

ALGORITHME ROTAGRAPHES STABLE :
Etape 1 : Calcul du poids minimum d'un q-étiquetage de w,(M) vérifiant P
Si n < t alors retourner 7,, sinon retourner 7,,, ® ¢7 pour r =

(n—u) mod (t —u) et g = 2L,

FIGURE 3.8 — Algorithme Rotagraphes Stable.

Comme conséquence des Corollaires @ et 2} ainsi que du Lemme [, nous
obtenons ce qui suit :

Etant donné un graphe mixte M et une (d, q, w)-r-propriété stable P de rotagraphe,
I"Algorithme Construction Gr ( Figure[5.7) et I’Algorithme Rotagraphes Translation
(Figure [3-7) fournissent, en un temps d’exécution indépendant de n, les données
(u,t,c,T) utilisées par I’Algorithme Rotagraphes Stable (Figure[3.8) pour calculer,
pour tout entier n > d, en un nombre constant d’opérations élémentaires, le poids
minimum d'un q-étiquetage dans P (w,(M)).

Algorithme pour des (d, g, w)-f-propriétés stables

Ftant donné la matrice TT des longueurs d’un graphe auxiliaire Gr(M,P,w)
associé a un graphe mixte M et une (d, g, w)-f-propriété stable, ’algorithme
suivant calcule les plus petits u et t > u tels que IT' = II* ® ¢ pour un
certain ¢ dans [E ainsi que IT' pour touti < t (u,t et c existent puisque P est
supposée étre stable).

ALGORITHME FASCIAGRAPHES TRANSLATION :
Etape O : Initialisation
i:=1;
Etape 1 : Calcul de u, t, et des puissances de 1 jusqu’a TT!
Tant que IT; # IT; pour 0 < j <i:
poser T; comme la valeur de (IT') sp; calculer [T+ et I ;
i:=i+1;
Pour j < itel que IT; = IIj, u := j, t := i, ¢ := min(IT") ®
(— min (IT%)).

FIGURE 3.9 — Algorithme Fasciagraphes Translation.

Donc, étant donné une (d,q, w)-f-propriété P de fasciagraphe et un
graphe mixte M, en appliquant consécutivement 1’Algorithme Construction
Gr (Figure [3:2) et I’Algorithme Fasciagraphes Translation (Figure 3:g), nous
obtenons u, t, ¢ et le vecteur 7 qui permettent, pour tout entier n > d, de cal-
culer en une seule opération, le poids minimum d’un g-étiquetage de ¢, (M)
vérifiant P :
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ALGORITHME FASCIAGRAPHES STABLE :
Etape 1 : Calcul du poids minimum d'un q-étiquetage de 1, (M) vérifiant P
Sin—d+2 < t alors retourner 7, 4.5, sinon retourner 7,4, ® ¢

— pr— 7d —
pourr = (n—d+2—u) mod (t — u) et g = =21t

FIGURE 3.10 — Algorithme Fasciagraphes Stable.

Comme conséquence du Corollaire [, du Théoréme [, et du Lemme [}
nous obtenons ce qui suit :

Etant donné un graphe mixte M et une (d,q,w)-f-propriété stable P, I’Algo-
rithme Construction Gr (Figure B-2) et I’Algorithme Fasciagraphes Translation
(Figure 3-9) fournissent, en un temps d’exécution indépendant de n, les données
(u,t,c, T) utilisées par I’Algorithme Fasciagraphes Stable (Figure pour cal-
culer, pour tout entier n > d, en un nombre constant d’opérations élémentaires, le
poids minimum d'un q-étiquetage dans P (i, (M)).

UNE SECONDE VERSION DE L’ALGORITHME CONSTRUCTION

Or

Nous présentons dans cette section une seconde version de 1I’Algorithme
Construction Gr (Figure [3-1) qui naméliore pas les résultats théoriques de
complexité de I'ensemble des algorithmes cités précédemment, mais qui, en
pratique, permet d’améliorer les temps de calcul. Nous avons développé
cette seconde version aprés avoir programmé la version initiale de 1'algo-
rithme et avoir observé des temps de calcul effectifs relativement longs (voir
Section [7.2.2).

Etant donné une (d, g, w)-r-propriété P et un graphe mixte M, nous sa-
vons que, pour tout entier n > d, il existe un g-étiquetage dans P(w,(M)) si
et seulement si il existe un n-circuit dans Gz (M, P, w). Les sommets de Gr
sont les g-étiquetages de 1;(M) vérifiant P'°. Nous allons construire une
seconde version du graphe auxiliaire G, que nous nommons G;z, dans la-
quelle les sommets sont les g-étiquetages de ¢;_1 (M) vérifiant une propriété
P'loc définie de la facon suivante :

Vf' € Log(a-1(M)), f' € P (a-1(M))
=

3f € Ploc(pg(M)) telle que f' = f1 41

Deux g-étiquetages f et ¢ dans P'"°° forment un arc de G;z si et seulement si
foi2 = SLa2 et (frag2g) € PY(ps(M)). En d’autres termes, on peut
considérer les sommets de Gr comme étant les arcs de g@a Enfin pour
connaitre la longueur dun arc il est nécessaire de redéfinir w'° en w/¢ : une
fonction de poids similaire a w/°° mais des g-étiquetages de P'"°°(F,;) dans IE
et telle que pour tout f dans P(w,(M)), w(f) = w'"(f1 4) @ ... @ W (£, 4).
La longueur d'un arc fg de Gh, avec f,g € P"(y; 1(M)), est alors
w'"(f>4_ g) et correspond a l'augmentation due a I'ajout de la derniére
fibre de g a f.
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Le nouvel algorithme de construction du graphe auxiliaire est alors :

ALGORITHME CONSTRUCTION G;z v2:
Etape 1 : Calcul de I'ensemble V des sommets de 543
Générer tous les q-étiquetages de 1,_1(M) et insérer dans V tous
ceux qui vérifient P'¢;
Etape 2 : Calcul de I'ensemble A des arcs de Q;z
Pour chaque couple (u,v) d’éléments de V insérer dans A si et
seulement si ty g o = V14 5 et (uby_50) € P(¢ys(M));
Etape 3 : Calcul de la matrice des longueurs T1 de Gy
Vi, ) € ‘7{ s% (uju;) ¢ A alggcs Il =«
sinon calculer w'°¢(

ubg_»n u]) et Hi]' = w’loc(ui D>y_o uj).

FIGURE 3.11 — Algorithme Construction g*;e v2.

Notons que le nombre total de sommets possibles du nouveau graphe
auxiliaire, au maximum g@D*IV(M| est moins élevé que celui de 1’ancien
g VM| Nous savons que, pour tout entier n > d, il existe f € P(w,(M)) si
et seulement si il existe un k-circuit dans G (de longueur w(f)). Il est simple
de vérifier que cette condition est aussi valide dans G;z En d’autres termes,
pour tout entier n > d, il existe f € P(w,(M)) si et seulement si il existe un
k-circuit dans G;z (de longueur w(f)). Ainsi 'ensemble des algorithmes que
nous avons présenté plus haut reste toujours valide, et nous permet, étant
donné une (d,q, w)-r-propriété P, de calculer grace a ces algorithmes, un
g-étiquetage de w, (M) de poids minimum vérifiant P.

Remarquons que cette nouvelle version du graphe auxiliaire n’améliore
pas les résultats théoriques de complexité présentés plus tot. La seule consé-
quence qui nous occupe est celle de la diminution du nombre de sommets du
graphe et donc de la taille de sa matrice des longueurs. En effet, étant donné
une (d,q, w)-propriété P, il est simple de vérifier que le nombre d’arcs du
nouveau graphe auxiliaire correspond au nombre de sommets de ’ancien.

Exemple Considérons la (3,2, w)-r-propriété de domination présentée plus
tot. Dans ce contexte, pour tout f dans Ly(2(M)), f est dans D¢ (y,(M))
si et seulement si pour tout u dans la deuxiéme fibre de 1, (M), i.e. pour tout
u € V(My), il existe au moins un sommet étiqueté 1 dans le voisinage fermé
de u, et w'°°( ) est égal au nombre de sommets étiquetés 1 dans V (Mp).






4.1

ETAT DE LART

Ce chapitre est dévolu a retracer I'état de I'art dans le domaine de la réso-
lution de problemes combinatoires dans les fasciagraphes et les rotagraphes.

PETIT HISTORIQUE DES FASCIAGRAPHES ET DES ROTA-
GRAPHES

Comme nous 'avons dit plus tot en Section @1} la classe des fasciagraphes
et des rotagraphes a été introduite initialement dans la communauté de la
chimie en 1977 dans [PT77]. Entre 1977 et 1986, cette classe de graphes a été
essentiellement utilisée dans le cadre de la chimie des polymeres ([GPT83]
et [GB85]). Dans cette partie, nous allons donner un historique des fascia-
graphes et des rotagraphes, en nous focalisant sur les articles concernant
I'algorithmique dans les rotagraphes et les fasciagraphes.

[BGMP86] Le premier résultat théorique qui traite d’algorithmique de
théorie des graphes dans les rotagraphes et les fasciagraphes intervient en
1986 dans The matching polynomial of a polygraph ([BGMP86]). Dans cet article,
Darko Babi¢, Ante Graovac, Bojan Mohar et OrnaZ Pisanski traitent du po-
lyndme des couplages. En théorie des graphes, le polynéome des couplages
d’un graphe est la fonction génératrice du nombre de couplages du graphe
selon leur taille. L'idée générale est de traiter le probleme sur une petite par-
tie de la structure répétitive puis d’étendre le résultat au fasciagraphe, ou
rotagraphe, entier. Comme nous le démontrons en Annexe (voir Théoréeme
32), le probleme du couplage maximum correspond a une (3,2, w)-propriété
stable. Il semble logique que le probleme qui consiste & énumérer ces cou-
plages partage de méme une notion de localité. Ainsi, dans leur étude, les
auteurs proposent d’utiliser la "polynomial matrix method" utilisée dans
[KC78] et [KC77]. Ce type de méthode consiste a résoudre le probleme étudié
grace au calcul d’une matrice associée et de ses puissances. Ainsi, les auteurs
proposent une formule qui permet de calculer le polyndéme des couplages
d’un fasciagraphe, ou d’un rotagraphe, a n fibres, en calculant la nieme puis-
sance d’une matrice associée. En outre, étant donné une fibre M, ils exhibent
une relation linéaire de récurrence sur la suite, selon 1, formée par le nombre
de couplages de ¢,,(M) ou w,(M).
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[GBS86] Peu de temps apres, dans Enumeration of Kekulé structures in poly-
mers ([GBS86]), Ante Graovac, Darko Babi¢ et Mate Strunje adaptent la mé-
thode utilisée dans [BGMP86] au probleme d’énumération des structures de
Kekulé dans les polymeéres. Lorsque le polymeére est a structure répétitive, la
méthode revient a étudier le probleme sur une petite partie, dans ce cas deux
fibres consécutives, du fasciagraphe ou du rotagraphe qui le représente, puis
d’étendre le résultat au fasciagraphe, ou au rotagraphe, entier. Ainsi, les au-
teurs proposent une formule de récurrence qui permet de calculer le nombre
de structures de Kekulé pour un fasciagraphe, ou un rotagraphe, a n fibres,
en fonction d'un certain nombre de conditions initiales qui dépendent de la
fibre du fasciagraphe ou du rotagraphe.

Dans ces deux articles, pour le cas particulier o1 le polymeére étudié est a
structure répétitive, la méthode consiste a calculer tout d’abord une matrice
dont les coefficients dépendent du probleme étudié et de la fibre du fascia-
graphe, ou du rotagraphe, associé, puis de calculer une puissance de cette
matrice en fonction de la taille du fasciagraphe, ou du rotagraphe, concerné.
Ces deux algorithmes traitant de problemes d’énumération et non pas d’op-
timisation, ils sont un peu éloignés de ceux que nous avons présentés dans
la these.

[LS94] Dans Constant time computation of minimum dominating sets ([LSo4]),
Marilynn Livingston et Quentin F. Stout s’intéressent au probleme de domi-
nation minimum dans la classe des produit cartésiens d'un graphe G et d'un
graphe P(n) d’une classe de graphes a un parametre, tels les n-chemins, les
n-cycles, ou les arbres binaires complets de hauteur n. Le produit cartésien
de deux graphes G; et G, est le graphe G défini de la fagon suivante : les
sommets de G sont les couples de V(G1) x V(Gz) et deux sommets (u1,v1)
et (up,v2) de G sont reliés par une aréte si u; = uy et v10, € E(Gy) ou si
v1 = vy et uqup € E(Gy). Les auteurs présentent un algorithme pour calculer
un dominant minimum des graphes de la classe. Notons que la famille des
produits cartésiens d'un graphe avec un chemin ou un cycle est une sous-
classe des fasciagraphes et des rotagraphes. Etant donné un graphe G 1'al-
gorithme calcule dans un premier temps un vecteur dont les coefficients dé-
pendent des solutions partielles au probleme sur G. Par la suite la méthode
construit un dominant de G x P(n) en choisissant la meilleure séquence de n
solutions partielles. Pour ce faire les auteurs présentent une procédure pour
connaitre, a partir du vecteur de solutions partielles sur G x P(1), le vec-
teur des solutions partielles pour G x P(2). Ainsi I'algorithme construit une
séquence de vecteurs de solutions partielles. De plus, il est expliqué qu’il
existe une période dans la séquence des vecteurs, i.e., il existe deux entier i
et j > i tels que le vecteur des solutions partielles de G x P(i) est égal & celui
des solutions partielles de G x P(j) plus une constante. Ainsi, il n’est donc
nécessaire de calculer qu'un nombre fini de vecteurs pour pouvoir déduire,
pour tout n, le vecteur des solutions de G x P(n). Clairement, le probleme
de domination minimum correspondant a une (3,2, w)-propriété stable, la
méthode présentée est similaire a notre algorithme et s’exécute la aussi en
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temps constant. Il est cependant a noter qu’a l'inverse de notre algorithme
qui est générique, la méthode présentée ici est spécifique au probleme de
domination, et en ce sens, plus adaptée a ce probleme. Ainsi il est & penser
que l'implémentation d"une telle méthode réduirait stirement les temps de
calcul en comparaison a la notre.

[Kvgé] Sandi Klavzar et Janez Zerovnik proposent dans Algebraic approach
to fasciagraphs and rotagraphs ([Kvg6]) une méthode générique de résolution
pour des problemes d’optimisation dans les rotagraphes et les fasciagraphes.
Les problémes concernés sont ceux qui cherchent un sous-ensemble de som-
mets vérifiant une certaine propriété (par exemple domination minimum).
Pour autant la méthode ne peut pas étre utilisée pour traiter tous les pro-
blemes de ce type. Cette méthode est illustrée par le calcul du dominant mi-
nimum dans les grilles. Il y a un certain nombre d’imprécisions qui nuisent
a la compréhension. Il s’agit néanmoins du premier article qui propose une
méthode générique de résolution de problemes sur les fasciagraphes et les
rotagraphes, sans toutefois donner une caractérisation des problémes pour
lesquels la méthode peut étre appliquée. Il s’agit aussi du premier article qui
présente la recherche d’une solution au probléme en terme de chemins dans
un graphe auxiliaire associé. Etant donné un probléeme du bon type étudié
sur les fasciagraphes ou les rotagraphes et une fibre M, le graphe orienté G
est défini de la fagon suivante :

- les sommets sont les sous-ensembles de W = D UR avec D =
{u € V(M)|Fv € V(M), (u,v) € A(M)} et R = {u € V(M)|3v €
V(M), (v,u) € A(M)}. Donc |V(G)| = 2V, et a chaque sommet
ue V() correspond un sous-ensemble D, UR,, = W, CW

— les arcs sont les couples de sommets (u,v) qui ne présentent pas de
"conflits" entre eux. La signification de ce que peut étre un conflit entre
deux sommets dépend du probléme mais n’est pas définie clairement.
Un exemple est toutefois donné, si le probléme étudié est le probleme
du stable maximum, (u,v) est un arc de G si et seulement si pour
tout couple de sommets x, y de ¢3(M) avec x,y € (R, NV(M;)) U
(D,NV(M))U(RyNV(Mz))U (D, NV(Ms3)), xy n’est pas une aréte
de l[)3(M )

— les longueurs des arcs (u,v) sont définies selon une fonction des lon-
gueurs [ et sont telles que I(u, v) est dans I'ensemble de définition d'un
dioide (dans l'article les auteurs parlent de "path algebra", néanmoins
les notions sont équivalentes pour cette utilisation).

L’algorithme est alors présenté en ces termes :

— choisir un dioide approprié,

— déterminer une fonction de poids appropriée des arcs de G,

— calculer, dans le dioide choisi, la nieme puissance de la matrice des
longueurs de G,

— choisir I'entrée de la matrice qui optimise la fonction objectif du pro-
bleme.
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La méthode est ensuite illustrée dans le cadre du probléme de domination
minimum. Remarquons que notre méthode et celle présentée ici se rejoignent
sur les deux derniers points de 'algorithme, et que, en outre, cette méthode
permet de résoudre, en plus de problemes de décision et d’optimisation,
des problemes d’énumération. Cependant la possibilité d"une période, ou
d’une pseudo-période, dans la séquence des puissances de la matrice des
longueurs n’est pas traitée. Le calcul de la nieme puissance de la matrice est
donc réalisé en temps O(logn).

Notons que la méthode ne prévoit pas le cas ott D et R s’intersectent.
Dans ce cas une partie de la création du graphe auxiliaire peut poser pro-
bleme.

Enfin de nombreux problemes qui sont pourtant caractérisés par des
(d, g, w)-propriétés, comme le probléeme du code identifiant minimum, ou
de l'existence d"une k-coloration, pour k > 2 par exemple, ne semblent pas
pouvoir étre résolus grace a cette méthode. Cette méthode est a 'origine
d’une majorité des propositions d’algorithmes de résolution de problemes
dans les rotagraphes et les fasciagraphes qui suivront, ceux de cette these y
compris.

[IMG™ 951 Dans Fast computation of the Wiener index of fasciagraphs and rota-
graphs ([JIMG™ 95]) Martin Juvan, Bojan Mohar, Ante Graovac, Sandi KlavZar
et Janez Zerovnik adaptent I'algorithme de [Kvg6] pour calculer 'index de
Wiener des fasciagraphes et rotagraphes. Ici, le probleme n’est pas un pro-
bleme de décision ou d’optimisation, mais de calcul. En effet I'index de Wie-
ner est égal a la somme des distances entre chaque paire de sommets. Il s’agit
donc ici d'un calcul de plus courtes chaines, non pas dans un graphe asso-
cié, mais directement dans le fasciagraphe. Les auteurs montrent I’existence
d’une pseudo-période pour la matrice D; des plus courtes distances entre
les paires de sommets qui sont dans des fibres a distances i. L'argument
est le méme que celui de notre théoréme sur les matrices stables. Ainsi il
n’est nécessaire de calculer qu'un nombre fini de matrices pour en connaitre
la nieme puissance quel que soit n. Ce résultat est proche de celui énoncé
dans [LSog4]. Alors que dans [Kvg6|] la méthode générique proposée pour
certains problemes sur les fasciagraphes et les rotagraphes, était exécutée, a
fibre fixée, en O(logn), la méthode adaptée pour I'index de Wiener est, elle,
exécutée en temps constant.

[JMvg7]l Dans Distance-related invariants on polygraphs ([[Mvg7]) Martin Ju-
van, Bojan Mohar et Janez Zerovnik généralisent 1’algorithme, sur les rota-
graphes et les fasciagraphes, présenté dans [J[MG™ 95| a tout probleme dit de
distance-related invariants dont 'index de Wiener fait partie. Pour 1'ensemble
de ces problemes, la séquence de puissances des matrices calculées contient
une pseudo-période. L'algorithme est donc exécuté, a fibre fixé, en temps
constant.

[Spag8] Anne Spalding reprend dans sa these Min-plus algebra and graph
domination ([Spag8]) les travaux de Livingston et Stout ([LS94]]) sur le pro-
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bleme de domination dans la classe de graphes a un parametre, et définit
cette méthode comme la "Power Method". Elle explique que la périodicité
qui apparait dans la suite de puissances de matrices qui permettent de ré-
pondre au probléme, peut étre exprimée en termes de valeurs propres et
vecteurs propres de la matrice. Elle applique la méthode sur une famille
de graphes nommés graphes circulants. Pour de nombreux graphes de cette
classe, elle donne le nombre de domination minimum qu’elle a calculé apres
avoir programmé l'algorithme sur ordinateur. Son algorithme est aussi exé-
cuté en temps constant grace a la présence d'une pseudo-période dans la sé-
quence de puissances des matrices calculées. Dans sa thése elle donne aussi
une condition suffisante pour qu'une pseudo-période soit présente dans la
séquence des matrices. Elle explique en effet que dans le graphe associé a la
matrice M?, s'il existe un entier k tel que pour tout entier kK’ > k, il existe un
k'-chemin entre toute paire de sommets du graphe, alors M! est stable (au
sens ot nous 'avons défini pour les (d, g, w)-propriétés stables), et donc il y
a une pseudo-période dans la séquence des puissances de M. Néanmoins on
peut remarquer que la condition n’est pas nécessaire puisque, par exemple,
toute matrice close est trivialement stable, la matrice des longueurs d'un
arbre orienté est trivialement close, et donc stable, et pourtant il n’existe pas
de k-chemin pour k plus grand que la hauteur de I’arbre.

[Zg9]l Dans Deriving formula for domination numbers of fasciagraphs and rota-
graphs ([Z99]), Janez Zerovnik observe que l'algorithme présenté dans [Kvg6|]
peut étre exécuté en temps constant, a fibre fixée, sur les fasciagraphes
et les rotagraphes, pour d’autres problemes que ceux sur les "distance-
related invariants" présentés dans [[MG™ 95] et [[Mvg7]. Il adapte la méthode
au probleme de domination minimum dans les fasciagraphes et les rota-
graphes, ainsi que le probleme du stable maximum, et de I'existence d"une
k-coloration. Pour chacun de ces problemes il adapte 'algorithme proposé
dans [Kvg6] pour étre exécuté en temps constant.

[KVos3]l Dans Computing graph invariants on rotagraphs using dynamic algo-
rithm approach : the case of (2,1)-colorings and independence numbers ([KVo3]),
Sandi Klavzar et Aleksander Vesel, essayent de caractériser les problemes
pour lesquels le type de méthodes présenté dans 1’ensemble des articles pré-
cédents donne un algorithme de résolution efficace. Ils donnent une notion
de "localité" des problémes sur les fasciagraphes et les rotagraphes. Eton-
namment, les problemes de type domination ne font pas partie de leur
classe de problemes, alors que dans [Z9g], J. Zerovnik utilise ce méme type
de méthode. Les auteurs expliquent comment réduire la recherche d’une
solution aux problemes de leur classe dans les fasciagraphes ou les rota-
graphes, a la recherche d"un chemin dans un graphe auxiliaire associé. Deux
exemples de problemes "locaux” : la L(2,1)-coloration, et le probleme du
stable maximum, sont présentés. Pour chacun de ces problemes, un algo-
rithme a été programmé sur machine, les auteurs présentent les résultats
que le programme a obtenus lorsque les problémes ont été résolus pour cer-
taines grilles. Nous reviendrons plus en détail sur cet article en Section 1.3
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[DGMogl Dans Identifying codes in some subgraphs of the square lattice
([IDGMog4]), Marc Daniel, Sylvain Gravier et Julien Moncel s’intéressent a
un probleme combinatoire de type domination : le probleme du code identi-
fiant dont nous allons parler plus en détail dans la seconde partie de la these.
IIs proposent un algorithme efficace proche de celui développé dans [KVo3]
alors que, dans [KVo3], le probleme du code identifiant ne fait pas partie de
la classe des problemes "locaux" présentée. Leur algorithme est aussi exécuté
en O(logn) a fibre fixée sur les fasciagraphes et les rotagraphes.

[Zogl Dans Deriving formulas for the pentomino exclusion problem ([Zo4l),
Janez Zerovnik, reprend ses résultats présentés dans [299] et adapte sa
méthode pour le probleme d’exclusion des pentominos. L'algorithme est
presque identique a celui présenté dans [Zg9].

[JKVos] Dans L(2,1)-labeling of direct product of paths and cycles ([JKVos]),
Pranava K. Jha, Sandi Klavzar et Aleksander Vesel reviennent sur le pro-
bleme du L(2,1)-labeling présenté dans [KVo3] et proposent de nouveaux
résultats sur des grilles plus grandes.

[GMPo7yl Dans A generalization of the pentomino exclusion problem : Disloca-
tion of graphs ([GMPo7]), Sylvain Gravier, Julien Moncel et Charles Payan
proposent eux aussi un algorithme pour le probleme de 1'exclusion des pen-
tominos dans les fasciagraphes et les rotagraphes déja discuté dans [Zog]. Tls
adaptent leur méthode pour un cas particulier de ce probleme : le probléme
de A-dislocation.

Nous résumons l'ensemble des résultats par article ainsi que dans cette
thése dans le tableau ci-dessous :
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Référence complexité probléme(s) étudié(s) classe de graphes concernée
temps non | temps problémes | classe res- | large sous- fasciagraphes
constant constant particu- treinte de | classe de || classe des | et  rota-

liers problémes | problemes | fascia- graphes
graphes
ou autre
classe

[BGMP86] || X X X

[GBS86]] X X X

[LSo4] X X X

[Kvob X X X

IMG™ 95| X X X

[Mvo7] X X X

[Spag8] X X X

[Z99] X X X

[KVos3] X X X

[DGMog] || X X X

[Zo4] X X X

DKVos] | X X N

[GMPoy] | X X X

Cette X X X

these
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4.2

Définition 60

Définition 61

Remarque 15

Remarque 16

UNE PREMIERE CARACTERISATION DES PROBLEMES LOCAUX

Dans cette section, nous allons revenir plus en détail sur 'article [KVo3]
ou les auteurs proposent une caractérisation des problemes sur les fascia-
graphes et les rotagraphes qui pourraient bénéficier d'une méthode de réso-
lution basée sur 1'étude de la suite de puissances d"une matrice associée.

Cette caractérisation n’inclut pas plusieurs problemes, notamment les
probléemes de type domination. Nous avons présenté dans [BMP1ii] un
contre-exemple a une partie d'un des théoremes de l'article, nous le redon-
nons ci-dessous. Nous expliquons 1'approche de [KVo3] et revenons sur le
théoréme en question.

Une g-propriété de rotagraphes P est dite héréditaire si, pour tout g-étiquetage f
de sommets, dans L‘q(wn(M))H

feP(wy(M)) = fix € P(yx(M)) Vi, k € {1,...,n}

Soit un entier d > 2. Une q-propriété P est dite d-locale, si pour tout rotagraphe
wy, (M) et pour tout q-étiquetage f dans L,(w,(M)), on a

fig € P(pa(M))Vie {1,..,n} = f € P(w,(M))

Dans [KVo3], les notions d’hérédité et de d-localité des g-propriétés pour
le cas des g-propriétés de fasciagraphes sont définies de fagon similaires.

Les g-propriétés de rotagraphes qui sont a la fois héréditaires et d-locales, sont aussi
des g-propriétés pseudo-d-locales de rotagraphes.

En effet, soit P une g-propriété héréditaire et d-locale de rotagraphes. Par
définition, P est aussi pseudo-d-locale avec P¢ = P.

Les g-propriétés de fasciagraphes qui sont a la fois héréditaires et d-locales, sont aussi
des g-propriétés pseudo-d-locales de fasciagraphes.

En effet, soit P une g-propriété héréditaire et d-locale de fasciagraphes.
Par définition, P est aussi pseudo-d-locale avec Pl=pP2=pP3="7P.

Le graphe orienté D;(M,P) FEtant donné une g-propriété héréditaire et d-
locale P de rotagraphe, et M un graphe mixte, le graphe orienté Dy(M, P)
est défini de la fagon suivante :
les sommets sont les g-étiquetages dans P (¢(M)), les arcs sont définis
selon la valeur de 4 :
e sid =2:pourtout f,g € V(Dy(M,P)), (f,g) € A(Da(M,P)) si et
seulement si f,1 = g11,
e sid =3:pourtout f,g € V(D3(M,P)), (f,g) € A(D3(M,P)) si et
seulement si f,1 = g11 et f>g € P(Pp3(M)),
e sid > 4, le graphe a deux types d’arcs :

1. Dans [KVo3], les g-étiquetages sont seulement des fonctions d’étiquetage de sommets.
Dans notre approche, le domaine de définition des g-étiquetages inclut les sommets et les
arétes, nous permettant ainsi de traiter une plus large gamme de probléemes.
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— les arcs normaux : pour tout f,g € V(D4(M,P)), (f,g) €
A(D4(M,P)) si et seulement si fo1 =811,

— les d-arcs : pour tout f,g € V(Dy(M,P)), (f,g) est un d-arc
si et seulement si il existe un chemin v = fi, fo,..., f4—1 de lon-
gueur d —2 tel que f{ = f et f;_1 = g et dont le g-étiquetage
h= f1 >1 f2l>1, ...,l>1fd,1 est tel que h e P(l[]d(M)),

Nous présentons ci-dessous l'assertion présentée dans [KVo3|] sous la
dénomination "Theorem 1" :

Assertion 3 Soit P une q-propriété héréditaire et d-locale (d > 2), et soit w,(M) un rotagraphe

(n >d+1 > 3). L'ensemble P(w,(M)) # @ si et seulement si Dy(M, P) contient
une suite de n sommets fi, fp,..., fu (non nécessairement distincts) tels que, pour
toutie {1,..,n}:

— (fi, fis1) est un arc normal de Dy(M, P)

—sid >4, (fi, fiyas) est un d-arc de Dy(M,P)

Pour d € {2,3}, I’Assertion [ est correcte telle que prouvée dans [KVos].
Elle peut aussi étre déduite facilement des résultats que nous avons présentés
précédemment.

Ainsi, dans ce cas, calculer une solution au probléme est équivalent a cal-
culer un chemin dans un graphe associé. Dans [KVo3], 'algorithme qui cal-
cule ce chemin n’est pas explicitement donné, mais il est bien connu, comme
déja discuté auparavant, qu’il existe une méthode exécutable en O(logn)
pour trouver un n-chemin dans un graphe, et ce grace au calcul des puis-
sances de la matrice d’adjacence du graphe.

Pour d > 4 la preuve de 1’Assertion gjn’est plus correcte. Nous présentons
un contre-exemple pour d = 5 qui peut étre généralisé pour tout d > 5. Dans
cette optique, nous définissons une 2-propriété Cent de (rota)graphes de la
facon suivante :

Un (rota)graphe R vérifie Cent si et seulement si il existe un 2-étiquetage
f de R tel que pour toute chaine de 5 sommets v, w, x, y, z, nous avons f(v) =

f(w) = f(y) = f(z) =1et f(x) = 2 (voir Figure {1).

O O ® O O
FIGURE 4.1 — Une chaine de 5 sommets satisfaisant Cent : le sommet plein est étiqueté 2, les
sommets vides sont étiquetés 1

Cette 2-propriété est héréditaire et 5-locale. En effet, si R satisfait Cent,
alors tout sous-graphe de R satisfait Cent, et si tout 5-uplet de fibres consé-
cutives de R satisfait Cent alors R satisfait Cent puisque toute chaine de 5
sommets de R est contenue dans un 5-uplet de fibres consécutives de R.

De plus, il est facile de vérifier qu'un graphe contenant une chaine de 6
sommets ne peut pas satisfaire la propriété Cent.

Pour le graphe mixte M = (V,E, A) de la Figure le rotagraphe
wy (M) est un n-cycle.

Construisons le graphe orienté D5(M, Cent) (voir Figure g3) :



54

Chapitre 4. Etat de 'art

FIGURE 4.2 — Un graphe mixte M
X

FIGURE 4.3 — Le graphe Ds(M, Cent)

L'arc (Z,Z) (en pointillé sur la figure) est un d-arc. En effet le 2-étiquetage
g=2Zr1Y> Wnq Z est tel que g € Cent(5(M)).

La suite Z,Z, ..., Z, n fois, satisfait les deux conditions de 1’Assertion [3)
et pourtant, pour tout n > 6, w, (M) ne satisfait pas Cent, puisqu’il contient
une chaine de 6 sommets.
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CONCLUSION DE LA 1ERE PARTIE

Dans cette premiere partie de la theése, nous avons développé un cadre
théorique, a travers les (d,q, w)-propriétés, permettant une caractérisation,
inexistante jusqu’alors, d’une classe de probléemes combinatoires que 1’on
sait résoudre efficacement sur les fasciagraphes et/ou les rotagraphes. Pour
I'ensemble de ces problemes, a fibre fixée, nous donnons un algorithme ef-
ficace, autrement dit exécutable en temps logarithmique en le nombre de
fibres. Nous donnons de plus des conditions fortes, de par les (d,q, w)-
propriétés closes et stables, permettant de savoir s’il existe une période, ou
un pseudo-période, dans la série des puissances des matrices que nous cal-
culons, permettant ainsi de ne calculer qu'un nombre fini de matrices pour
pouvoir répondre au probleme quel que soit le nombre de fibres du rota-
graphe, ou du fasciagraphe, concerné.

Nous tenons a faire remarquer qu'un nombre important de problémes
combinatoires classiques correspondent a des (d, q, w)-propriétés, certaines
closes ou stables. Ainsi nous avons vu que le probleme du dominant mini-
mum correspond a une (3,2, w)-propriété stable, ot le dioide concerné est
(Z, min, 4+, +00,0) (Théoreme [g).

Dans la seconde partie de la these, nous prouvons que les problémes
code t-identifiant minimum (Théorémes @ et[5), code t-dominant-localisateur
minimum (Théorémes[j etl), et code t-dominant-total-localisateur minimum
(Théoremes [ et[7), pour tout entier t > 1, correspondent a des (4t + 1,2, w)-
propriétés stables, o1 le dioide concerné est (Z, min, +, +c0,0).

Enfin, nous prouvons en Annexe que les problémes de 'existence d'un
dominant parfait, Théoréme de l'existence d’une k-coloration propre,
Théoreme 30, du stable maximum, Théoreme 3T, et du couplage maxi-
mum, Théoréme [33, sont respectivement une (3,2, w)-propriété close dans
le dioide & = ({1}, min, max, +o0,1), une (2,k, w)-propriété close dans le
dioide & = ({1}, min, max, +o0,1), une (2,2, w)-propriété stable dans le
dioide & = (Z, max, +, —c0,0) et une (3,2, w)-propriété stable dans le dioide
& = (Z, max, +, —0,0).

Les (d,q, w)-propriétés closes dont le dioide est & = ({1}, min, max, +co, 1) corres-
pondent a des problemes de décision oit la question est de savoir si un rotagraphe ou
un fasciagraphe vérifie la propriété donnée. Ces problemes ont fait I'objet du premier
travail de cette these et ont donné lieu a I'article [BMP11ll. Les (d, g, w)-propriétés
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Remarque 18

closes ou stables en sont une généralisation et ont donné lieu a un second manuscrit :
[BMP].

Remarquons que le dioide & = ({1}, min, max, +o0,1) est équivalent au dioide
&' = ({1}, max, min, 0, 1).

Pour les problemes de code l-identifiant minimum, code 1-dominant-
localisateur minimum et code 1-dominant-total-localisateur minimum, nous
avons programmé l’algorithme sur ordinateur, ce qui nous a permis de ré-
pondre a des questions ouvertes sur les bandes circulaires et infinies. Nous
aborderons ce point plus en détail dans la seconde partie de la these.

Il est aussi important de remarquer que ces algorithmes sont génériques
et non pas adaptés a des problemes précis. C’est pourquoi il est possible
d’améliorer la méthode de création du graphe auxiliaire (de par le nombre de
sommets qu’il est possible de diminuer, ou le nombre d’arétes ...) lorsque 1'on
traite un probleme en particulier, comme par exemple dans [LSo4] ou [Spag8]
pour le probleme de domination, ou dans [DGMo4] pour le probleme du
code identifiant que nous aborderons plus en détail dans la seconde partie
de la theése.

Comme poursuite de ces travaux, il serait intéressant de regarder quelle
généralisation il est possible d’appliquer aux (d,q, w)-propriétés. Notam-
ment il est assez simple de remarquer que pour les (d,q, w)-f-propriétés,
il est possible d’adapter nos résultats, méme si les effets de bords concernent
un nombre borné de fibres différent de d. Autrement dit il est possible
d’adapter la méthode méme si, étant donné une g-propriété P de fascia-
graphes, P! et/ou P? ne sont pas des propriétés sur F; mais sur Fy et Fyn
respectivement, avec d’ et d” différents de d.

Dans le méme état d’esprit, il doit étre possible d’adapter l'algorithme
pour d’autres graphes a structures répétitives tels que les graphes consti-
tués de la facon suivante : étant donné un graphe orienté G et une fibre
M = (V,E,A), G, est le graphe orienté obtenu en remplagant tous les arcs
de G par des n-chemins. Puis G,(M) est le graphe non orienté obtenu en
remplacant les sommets de G, par le graphe (V,E) et les arcs de G, se-
lon le schéma dicté par les arcs de A. Le fasciagraphe y,12(M) est donc
isomorphe au graphe G, (M) ainsi construit lorsque G est un 2-chemin, et
W3y +3(M) est isomorphe au graphe G, (M) lorsque G est un 3-cycle orienté.
Ainsi a graphe G et fibre M fixés, il doit étre possible d’adopter une approche
proche de la notre ott dans un premier temps l'algorithme calculerait les n-
chemins, puis déciderait la facon de les recoller. Comme, & graphe G fixé, il
y a un nombre fini et constant d’endroits ot il est nécessaire de "recoller" les
solutions données par les n-chemins, il doit étre possible de donner un algo-
rithme efficace pour répondre aux problemes combinatoires correspondant
aux (d,q, w)-propriétés dans ce type de graphes.



Deuxieme partie

Les codes identifiants

57






6.1

Définition 62

Définition 63

Définition 64

Définition 65

Définition 66

INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous présentons les probléemes de code t-identifiant mi-
nimum, code f-dominant-localisateur minimum et code f-dominant-total-
localisateur minimum.

DEFINITION

Dans la premiére partie de cette these, nous avons parlé du probleme de
domination qui consiste, étant donné un graphe G, a trouver un dominant
minimum de G. Nous avons défini le dominant d’un graphe G comme étant
un sous-ensemble C de sommets de G tel que, pour tout sommet u de G,
N[u] N C # @. Les trois probléemes que nous traitons dans cette partie sont
des problemes proches de celui de domination. Nous en donnons les défini-
tions ci-dessous.

Pour commencer, nous allons étendre la définition du dominant d’un
graphe, au t-dominant, ou code t-couvrant, d"un graphe de la fagon suivante.

Etant donné un graphe G et un entier t > 1, nous définissons un t-dominant, ou
code t-couvrant, de G comme étant un sous-ensemble C de sommets de G tel que,
pour tout sommet u de G, By (1) N C # @. Si un sommet v est dans B(u) N C, on
dit que u est t-couvert, ou t-dominé par v.

Etant donné un graphe G = (V,E), et un t-dominant C C V de G, C est un
t-dominant total si pour tout sommet u de G, (By(u)\{u})NC # @.

Etant donné un graphe G = (V,E), un sous-ensemble C de sommets de G et un
entier t > 1, on dit qu'un sommet c de C t-sépare les sommets u et v de G si c est
dans la différence symétrique de B;(u) N C et Bi(v) N C, c’est a dire ¢ t-domine un
et un seul sommet parmi u et v.

Etant donné un graphe G = (V,E), deux sous-ensembles de sommets C et W C
V(G) et un entier t > 1, on dit que C t-sépare W si pour tout couple de sommets
distincts u et v dans W, il existe un sommet c dans C qui t-sépare u et v.

Etant donné un graphe G, un sous-ensemble C de sommets de G et un entier t > 1,
C est un code t-séparateur de G si pour tout couple (u,v) de sommets de G, il
existe ¢ dans C qui t-sépare u et v.
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Définition 67 Etant donné un graphe G = (V,E), un code t-identifiant de G est un sous-

Définition 68

Définition 69

ensemble C de V (voir Figure[6.1) tel que,
— pour tout sommet u de V, B;(u) NC # @,
— pour tout couple de sommets (u,v) de V, (u # v), (Bi(u) N C)A(Bi(v) N
C) #Q.
En d’autres termes, un code t-identifiant de G est un code a la fois t-dominant et
t-séparateur de G.

O ® ® O
® ®
® ®

O ® ® O

FIGURE 6.1 — L'ensemble des sommets noirs forme un code 1-identifiant du graphe.

Etant donné un graphe G = (V,E), un code t-dominant-total-localisateur,
aussi nommé t-LTDset, de G est un sous-ensemble C de V (voir Figure[6.2) tel que,
— pour tout sommet u de V, (By(u)\{u}) NC # @,
— pour tout couple de sommets (u,v) de V\C (Bi(u) N C)A(Bi(v) N C) # @.
En d’autres termes, un t-LTDset C de G est un t-dominant total de G et qui t-sépare
tout couple de sommets de G\C.

O ® ® O
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[ 4 @ @