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INTRODUCTION

Cette thèse se situe à l’interface entre l’analyse géométrique, la théorie
géométrique de la mesure, la géométrie différentielle et la théorie des pro-
babilités. Différents types d’espaces métriques sont classiques pour les géo-
mètres, on peut citer par exemple les espaces d’Alexandrov ([BBI01]), les
espaces CAT (κ), avec κ ≥ 0 ([BH99]), les espaces hyperboliques au sens
de Gromov ([GDLH90]), les espaces homogènes et en particulier les espaces
satisfaisant des inégalités de Poincaré ([Hei01],) ou encore les espaces de
Carnot-Carathéodory. Dans la première partie de cette thèse, nous considé-
rons uniquement des graphes et des variétés riemanniennes, avec un intérêt
particulier pour ceux, parmi ces espaces, qui sont hyperboliques au sens de
Gromov. Nous nous intéressons au comportement asymptotique des fonc-
tions harmoniques sur ces espaces. Lorsqu’ils sont hyperboliques au sens de
Gromov, ils sont naturellement munis d’un bord géométrique et nous nous
intéressons alors au comportement des fonctions harmoniques aux points du
bord géométrique. Dans la seconde partie de cette thèse, nous considérons le
groupe de Heisenberg Hn, n ∈ N∗ muni de la métrique sous-riemannienne de
Carnot Carathéodory. Nous nous intéressons à la théorie de la rectifiabilité
(uniforme) dans ce groupe et au problème géométrique du voyageur de com-
merce.

Comportement asymptotique des fonctions harmoniques

L’étude des liens entre l’existence de fonctions harmoniques non-constantes
sur une variété riemannienne complète et la géométrie de la variété a inté-
ressé de nombreux chercheurs en analyse géométrique depuis plusieurs di-
zaines d’années. Les fonctions harmoniques sont en un sens rares sur les
variétés possédant des hypothèses de courbure positive ou nulle alors qu’elles
existent en abondance en courbure négative. S.T. Yau ([Yau75]) a montré
en 1975 que sur une variété riemannienne complète de courbure de Ricci
positive ou nulle, toutes les fonctions harmoniques bornées sont constantes.
En d’autres termes, une telle variété possède la propriété forte de Liouville.
Au milieu des années 80, M.T. Anderson et R. Schoen ([AS85]) ont fourni
une description complète de l’espace des fonctions harmoniques positives en
courbure négative pincée, en montrant l’identification entre le bord de Mar-
tin, c’est-à-dire le bord permettant une représentation intégrale des fonctions
harmoniques positives par une mesure sur le bord, et la sphère à l’infini.

Le théorème de convergence non-tangentielle de Fatou ([Fat06]) a marqué
le début de l’étude du comportement au bord des fonctions harmoniques :

Une fonction harmonique positive sur le disque unité admet en presque
tout point θ du bord une limite non-tangentielle, c’est-à-dire une limite dans
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θ

o

Figure 0.0.1 – Convergence non-tangentielle dans le disque unité

tout cône de sommet θ, d’axe passant par l’origine et d’angle strictement
inférieur à π/2 (voir figure 0.0.1).

L’étude de la convergence non-tangentielle s’est alors poursuivie dans
deux directions.

La première consiste à généraliser le théorème de Fatou à d’autres cadres
que le disque unité. On peut citer par exemple les demi-espaces euclidiens de
dimension quelconque, les arbres ([Car72]), les groupes libres ([Der75]), les
variétés riemanniennes à courbure négative pincée ([AS85], [Anc87]), certains
graphes et certaines variétés hyperboliques au sens de Gromov ([Anc90]).
Plus précisément dans [Anc90], A. Ancona a démontré un théorème de Fatou
abstrait qui affirme que dans un cadre très général, une fonction harmonique
positive admet en presque tout point du bord minimal de Martin une limite
fine. Il a ensuite prouvé que lorsque la théorie du potentiel et la métrique
associées à un graphe ou une variété hyperbolique au sens de Gromov sont
compatibles, le bord géomètrique (hyperbolique) de l’espace coïncide avec
le bord minimal de Martin. Cela fournit un cadre géométrique naturel pour
appliquer le théorème abstrait, ce qui permet à A. Ancona de démontrer un
théorème de Fatou non-tangentiel au bord géométrique d’un graphe ou d’une
variété hyperbolique au sens de Gromov.

La seconde direction provient de la remarque suivante : le théorème de
Fatou n’est plus vrai si la fonction harmonique n’est pas supposée positive.
Le résultat de Fatou n’assurant une convergence qu’en presque tout point
du bord, il est alors naturel de chercher des critères ponctuels, valides en
presque tout point du bord, pour qu’une fonction harmonique quelconque
(pas nécessairement positive) converge non-tangentiellement. Deux critères
ont été particulièrement étudiés, celui de la bornitude non-tangentielle, c’est-
à-dire le fait d’être borné dans tout cône, et celui de la finitude de l’intégrale
d’aire. On fait parfois référence à ce dernier critère comme le critère de l’aire
de Lusin. L’équivalence en presque tout point du bord entre la convergence
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Figure 0.0.2 – Cône non-tangentiel dans le demi-espace

non-tangentielle et la bornitude non-tangentielle a été prouvée dans le cas du
disque unité par I.I. Privalov ([Pri16]) et par A.P. Calderón ([Cal50b]) dans le
cas du demi-espace. Le critère de l’intégrale d’aire a été établi en dimension 2
par les résultats de J. Marcinkiewicz et A. Zygmund ([MZ38]) et ceux de D.C.
Spencer ([Spe43]). La version demi-espace euclidien de dimension supérieure
a été démontrée par A.P. Calderón et E.M. Stein ([Cal50a], [Ste61]). Ces
résultats sont les prototypes des résultats qui vont nous intéresser dans la
première partie de cette thèse. Nous donnons donc précisément l’énoncé du
théorème de A.P. Calderón et E.M. Stein :

Soit u une fonction harmonique sur Rν × R∗
+. Pour presque tout point θ

du bord Rν, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout α < π/2, u(z) admet une limite en θ lorsque z tend vers θ
en restant dans Γθ

α ;

2. Pour tout α < π/2, la fonction u est bornée sur Γθ
α ;

3. Pour tout α < π/2, l’intégrale d’aire est finie :
∫

Γθ
α

|∇u(x, y)|2y1−νdxdy < +∞.

Ce théorème, initialement montré par des méthodes analytiques, a ensuite
été redémontré par J. Brossard ([Bro78]) à l’aide du mouvement brownien et
du lien naturel entre ce mouvement brownien et les fonctions harmoniques
fourni par la propriété de martingale : si u est une fonction harmonique et
(Xt)t le mouvement brownien associé à l’opérateur laplacien, (u(Xt))t est
une martingale locale. Lorsqu’on munit le demi-espace de la métrique hyper-
bolique, on s’aperçoit que le bord devient un bord à l’infini, que les cônes
non-tangentiels deviennent des voisinages tubulaires de rayons géodésiques
et que l’intégrale d’aire devient une véritable énergie, c’est-à-dire l’intégrale
du gradient au carré. F. Mouton ([Mou94], [Mou95]) a montré que sur une
variété riemannienne M complète, simplement connexe de courbure négative
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pincée et pour une fonction harmonique u sur M , les notions de convergence
non-tangentielle, de bornitude non-tangentielle et de finitude de l’énergie non-
tangentielle sont équivalentes en presque tout point du bord géométrique ∂M .
Le terme "presque tout" fait ici référence à la famille des mesures harmo-
niques. On peut alors se demander si de tels résultats existent sur certains
espaces discrets. F. Mouton s’est intéressé aux analogues discrets naturels
des variétés de courbure négative pincée : les arbres. Les fonctions harmo-
niques sont ici relatives à une marche aléatoire aux plus proches voisins sur
l’arbre. Il a montré ([Mou00]) que sous une hypothèse d’uniformité de la fonc-
tion de transition associée à la marche aléatoire (traduisant les bornes sur
la courbure pour les variétés), les notions de convergence radiale, bornitude
radiale et finitude de l’énergie radiale sont équivalentes en presque tout point
du bord de l’arbre. Les notions radiales ont ensuite été remplacées par les
notions non-tangentielles par L. Atanasi et M.A. Picardello ([AP08]) pour
les arbres homogènes puis par M.A. Picardello ([Pic10]) et indépendamment
par F. Mouton ([Mou10]) pour les arbres non-homogènes. Les méthodes de L.
Atanasi et M.A. Picardello sont plus combinatoires que celles de F. Mouton,
qui adopte une approche probabiliste. Dans un travail récent ([Pet12]), nous
avons démontré que le critère de la bornitude non-tangentielle est valide pour
des graphes hyperboliques au sens de Gromov plus généraux que les arbres
(il suffit qu’ils soient coercifs) munis d’une fonction de transition seulement
supposée admissible au sens d’A. Ancona (voir [Anc88] ; en particulier, la
marche aléatoire n’est plus nécessairement aux plus proches voisins).

Nous développons dans le cadre des graphes une approche abstraite dans
la même veine que celle d’A. Ancona pour le théorème de Fatou. Nous dé-
finissons sur un graphe une notion de cône H-non-tangentiel de sommet un
point du bord minimal de Martin et nous obtenons un théorème abstrait de
type Calderón-Stein pour les points du bord minimal de Martin. Nous cher-
chons ensuite à appliquer ce résultat à un cadre géométrique adapté pour
obtenir une formulation géométrique simple. Le cadre hyperbolique au sens
de Gromov s’y prête bien et nous obtenons donc pour une fonction harmo-
nique l’équivalence en presque tout point du bord géométrique d’un graphe
hyperbolique au sens de Gromov entre la convergence non-tangentielle, la
bornitude non-tangentielle et la finitude de l’énergie non-tangentielle. Ce ré-
sultat généralise ceux de [Mou00], [AP08], [Pic10] et [Mou10].

Les graphes de Diestel-Leader, produits horocycliques de deux arbres ho-
mogènes forment des exemples non-hyperboliques naturels à étudier. En effet,
S. Brofferio et W. Woess ([BW05] puis W. Woess ([Woe05] ont respective-
ment déterminé le bord de Martin et le bord minimal de Martin pour une
marche aléatoire aux plus proches voisins naturelle sur ces graphes. Au cours
de leurs travaux, ils ont été amenés à étudier le comportement asympto-
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tique de la fonction de Green, ce dont nous avons besoin pour appliquer
nos méthodes. Le théorème abstrait ne s’applique hélas pas pour les graphes
de Diestel-Leader, mais les idées de preuves nous permettent tout de même
d’obtenir un théorème de Fatou "local" et en particulier un théorème de Fa-
tou "global". Par théorème de Fatou "local", nous entendons un critère de
convergence non-tangentielle du type : en presque tout point du bord, si une
fonction harmonique est positive sur les cônes non-tangentiels, elle converge
non-tangentiellement.

Revenons maintenant au cadre continu. Suite au résultat de F. Mouton
en courbure négative pincée et à notre résultat pour les graphes hyperbo-
liques au sens de Gromov, il est naturel de s’intéresser aux variétés rieman-
niennes hyperboliques au sens de Gromov. Nous prouvons ici un théorème
de Calderón-Stein pour les variétés riemanniennes hyperboliques au sens de
Gromov dont la courbure de Ricci est minorée et le rayon d’injectivité stricte-
ment positif. Nous nous intéressons également dans ce cadre à un critère plus
fin de convergence non-tangentielle : celui de la densité de l’énergie, initiale-
ment étudié par J. Brossard ([Bro88]) dans le demi-espace et par F. Mouton
([Mou07]) pour les variétés riemanniennes de courbure négative pincée.

La philosophie des méthodes probabilistes utilisées pour tous ces ré-
sultats peut être résumée en quelques lignes. Plutôt que d’étudier direc-
tement le comportement de la fonction harmonique le long des ensembles
non-tangentiels pointant en un point θ du bord, l’idée est de commencer par
étudier le comportement de la fonction harmonique le long des trajectoires
du mouvement brownien (ou de la marche aléatoire dans le cadre discret)
naturellement associé au laplacien. Plus précisément, on conditionne le mou-
vement brownien (ou la marche aléatoire) à "sortir" au point θ. On étu-
die alors le comportement de la fonction harmonique le long des trajectoires
conditionnées et on établit un résultat stochastique analogue au résultat non-
tangentiel que l’on souhaite démontrer. On utilise ensuite la géométrie de la
variété (ou du graphe) pour déduire du résultat stochastique le résultat non-
tangentiel.

Rectifiabilité dans le groupe de Heisenberg

Les espaces de Carnot-Carathéodory.

Les espaces de Carnot-Carathéodory forment une classe d’espaces mé-
triques dans lesquels certains objets de la théorie géométrique de la mesure
comme les courants ou les ensembles rectifiables ont été étudiés avec succès.
Les premiers travaux menant aux espaces de Carnot-Carathéodory remontent
à 1909 avec C. Carathéodory ([Car09]), où un processus thermodynamique
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est modélisé par une courbe dans l’espace euclidien et les échanges de cha-
leur par l’intégrale d’une 1-forme le long de cette courbe. J. Carnot a prouvé
l’existence d’états que l’on ne peut pas connecter par un processus adiaba-
tique, ce que l’on appelle aujourd’hui une courbe horizontale (i.e. une courbe
dont la dérivée vit dans un sous-espace propre du fibré tangent). Le problème
consistant à relier deux points par une courbe horizontale a été abordé pour
la première fois par P.K. Rashevsky ([Ras38]) et W.L. Chow ([Cho39]). Ils
ont indépendamment démontré une condition nécessaire que l’on appelle dé-
sormais "condition de Chow" ou "condition de Hörmander".

Un espace de Carnot-Carathéodory est une variété munie d’une famille
X = (X1, · · · , Xk) de champs de vecteurs telle que tout couple de points
puisse être relié par une courbe absolument continue dont la dérivée en
presque tout point appartient à la sous-section du fibré tangent engendrée
par la famille X. Une telle courbe est appelée horizontale. La métrique de
Carnot-Carathéodory est alors définie comme la distance de longueur associée
à la famille des courbes horizontales, i.e. la distance entre deux points x et y
est l’infimum des longueurs des courbes horizontales entre x et y. Notons que
cette distance présente des particularité très différentes d’une métrique rie-
mannienne. En particulier il existe des directions dans lesquelles la distance
se comporte comme | · |1/j pour un entier j > 1 et la dimension de Hausdorff
d’un espace de Carnot-Carathéodory peut être strictement plus grande que
sa dimension topologique.

Une famille fondamentale d’espaces de Carnot-Carathéodory est formée
par les groupes de Carnot. Un groupe de Carnot est un groupe de Lie nil-
potent, connexe, simplement connexe dont l’algèbre de Lie est stratifiée, le
premier étage de l’algèbre de Lie engendrant toute l’algèbre. Les groupes de
Carnot peuvent être considérés comme des modèles locaux des espaces de
Carnot-Carathéodory, puisque ce sont les "espaces tangents" naturels des es-
paces de Carnot-Carathéodory ([Mit85, Bel96]). L’exemple non-commutatif
le plus simple de groupe de Carnot est le groupe de Heisenberg Hn. Pour des
références sur les groupes de Carnot et le groupe de Heisenberg, on pourra se
référer à [BLU07, CDPT07, FS82, Ste93, Hei95]. L’algèbre de Lie du groupe
de Heisenberg est à deux étages : h = h1 ⊕ h2. Le premier étage h1 engendre,
un sous-fibré du fibré tangent, appelé le fibré horizontal. Muni de la métrique
de Carnot-Carathéodory, Hn n’est pas bilipschitz-équivalent à une métrique
riemannienne, même localement. En revanche, le groupe de Heisenberg (et
les groupes de Carnot en général) possède une structure riche qui permet
de faire de l’analyse et de la géométrie, avec en particulier une famille à un
paramètre d’isomorphismes de groupes donnée par les dilatations homogènes.

Les groupes de Carnot ont d’abord été étudiés par rapport à leur opéra-
teur sous-elliptique ∆G =

∑k
i=1X

2
i ([Hör67, Koh73, Mal78, FS82, Ste93]). Le
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développement de la théorie géométrique de la mesure dans ces groupes est
plus récent, avec la preuve par P. Pansu de l’inégalité isopérimétrique dans
le groupe de Heisenberg ([Pan89]). Des sujets classiques de théorie géomé-
trique de la mesure ont depuis fait l’objet de nombreux travaux. On peut par
exemple citer [CDG94, GN96, Mon00, LR03, Mon03, LR03, LM05, CDPT07,
Mon08, MR09] pour le problème isopérimétrique, . La notion de périmètre de
De Giorgi [DG54, DG06] a été étendue aux espaces de Carnot-Carathéodory
avec la notion de X-périmètre (voir [Mag06, Vit08] et les références qui s’y
trouvent).

Les ensembles rectifiables.

Nous nous intéressons dans cette thèse aux ensembles rectifiables dans
les groupes de Carnot et plus particulièrement dans le groupe de Heisen-
berg (voir par exemple [AK00, FSSC01, Pau04, FSSC07]). Les ensembles
rectifiables jouent un rôle central en théorie géométrique de la mesure. Il
existe des applications des ensembles rectifiables dans les groupes de Lie en
informatique théorique, en géométrie des Banachs et dans certains modèles
mathématiques en neurosciences (voir [CK10, CS06]).

Rappelons qu’un sous-ensemble de Rn est m-rectifiable s’il est recou-
vert, à un ensemble de Hm-mesure nulle près (Hm est la mesure de Haus-
dorff m-dimensionnelle sur l’espace métrique ambiant, en l’occurrence Rn),
par la réunion

⋃
i∈N fi(R

m) des images de Rm par un nombre dénombrable
d’applications lipschitziennes. La définition est équivalente si l’on remplace
les images d’applications lipschitziennes par des sous-variétés C1. Un sous-
ensemble de Rn est alors ditm-purement non-rectifiable s’il ne contient aucun
sous-ensemble rectifiable de mesure non-nulle. Remarquons que cette défini-
tion est aisément généralisable en remplaçant Rn par un espace métrique.
L. Ambrosio et B. Kirchheim ([AK00]) ont étudié les ensembles rectifiables
dans les espaces métriques généraux. Ils ont obtenu une caractérisation de
la rectifiabilité, sous l’hypothèse de densité inférieure strictement positive,
en termes de plans tangents approximatifs. Pour définir la notion de plan
tangent, ils plongent l’espace métrique dans un espace de Banach (ce qui est
toujours possible) et utilisent la structure linéaire de ce dernier

Intéressons nous plus précisément aux ensembles rectifiables dans les
groupes de Carnot. Après avoir introduit une notion de différentiabilité adap-
tée à la géométrie des groupes de Carnot et de leur dilatations ([Pan89]), P.
Pansu a montré un théorème de Rademacher : une application lipschitzienne
entre groupes de Carnot est presque-partout Pansu-différentiable. Ce résultat
a une conséquence importante remarquée par S. Semmes ([Sem96]) : en l’ap-
pliquant aux applications lipschitziennes entre l’espace euclidien Rk, k > n,
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et le groupe de Heisenberg Hn, on s’aperçoit que l’image de ces applications
est de mesure de Hausdorff k-dimensionnelle nulle. En particulier, Hn n’est
pas rectifiable au sens de H. Federer. Le groupe de Heisenberg et plus généra-
lement les groupes de Carnot nécessitent une théorie de la rectifiabilité spéci-
fique. Différentes approches ont alors été développées. S.D. Pauls ([Pau04]) a
par exemple considéré les ensembles recouverts, à ensemble de mesure nulle
près, par des images d’applications lipschitziennes de sous-groupes de Hn.
Nous allons ici présenter plus précisément l’approche de B. Franchi, R. Se-
rapioni et F. Serra-Cassano ([FSSC01] en codimension 1, puis [FSSC07] et
[FSSC11] en toutes dimensions). Dans les espaces euclidiens, les ensembles
rectifiables sont des généralisations des sous-variétés lipschitziennes ou C1.
On peut donc suivre le modèle de Federer pour définir les ensembles recti-
fiables dans Hn (et dans les groupes de Carnot en général), pourvu que l’on
ait des objets jouant naturellement le rôle de ces sous-variétés lipschitziennes
et C1 dans Hn. Commençons par la notion de sous-variété C1 intrinsèque de
dimension k. Si 1 ≤ k ≤ n, une sous-variété C1 intrinsèque de dimension
k est définie, localement, comme l’image par une application continûment
Pansu-différentiable Rk → Hn. Si n + 1 ≤ k ≤ 2n, une telle sous-variété est
localement définie comme ensemble de niveau non-critique d’une application
continûment Pansu-différentiable Hn → R2n+1−k.

Notons que dans Rn, les sous-variétés sont localement des graphes de
fonctions de Rk dans Rn−k. D’un autre côté, contrairement aux espaces eu-
clidiens, Hn ne peut en général pas être vu comme produit cartésien de sous-
groupes. Il est donc naturel de commencer par déterminer une notion de
graphe adaptée au groupe de Heisenberg. L’idée de B. Franchi, R. Serapioni
et F. Serra-Cassano est de définir les graphes comme associés à une décompo-
sition de Hn en produit de sous-groupes homogènes complémentaires, où un
sous-groupe de Hn est homogène s’il est invariant pas les dilatations et deux
sous-groupes G1 et G2 de Hn sont complémentaires s’ils sont homogènes et
si tout élément de Hn s’écrit de manière unique comme le produit d’un élé-
ment de G1 et d’un élément de G2. Le graphe intrinsèque d’une application
f : E ⊂ G1 → G2 est alors

graphe(f) := {P · f(P ) |P ∈ E}.
Un graphe intrinsèque reste un graphe intrinsèque après dilatation ou trans-
lation par un élément du groupe. Une fonction f : G1 → G2 est lipschitzienne
intrinsèque si, en tout P ∈ graphe(f), il existe un "cône intrinsèque" de som-
met P , d’axe G2 et d’ouverture fixée qui intersecte graphe(f) seulement en
P .

Disposant désormais de notions de sous-variétés C1 et de graphes lip-
schitziens adaptées à Hn, deux définitions d’ensembles rectifiables cohabitent.
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Dans les espaces euclidiens, les ensembles rectifiables sont caractérisés, sous
une hypothèse de finitude de la mesure de Hausdorff, par l’existence en
presque tout point d’un unique plan tangent approximatif ou d’une unique
mesure tangente. P. Mattila, R. Serapioni et F. Serra-Cassano ([MSSC10])
ont donné des caractérisations analogues pour les ensembles rectifiables de
dimension 1 ≤ k ≤ n définis au moyen des graphes lipschitziens et pour
les ensembles rectifiables de dimension n + 1 ≤ k ≤ 2n pour les ensembles
rectifiables définis au moyen des sous-variétés C1. Déterminer si les deux dé-
finitions d’ensemble rectifiable coïncident est une question ouverte.

Les ensembles uniformément rectifiables dans Rn.

Dans l’espace euclidien, les propriétés de rectifiabilité d’un ensemble E
sont reliées à des propriétés plus analytiques de E comme la continuité sur
L2(E) de certains opérateurs d’intégrales singulières. Pour expliquer cela,
supposons dans un premier temps que l’on s’intéresse aux sous-ensembles
H1-mesurables E de C . Pour ε > 0, on définit l’opérateur de Cauchy comme
l’opérateur linéaire de L1(E) dans l’espace des fonctions continues sur E par

Tεf(z) :=

∫

E

1

z − w
f(w)dH1|E(w).

On peut alors de demander sous quelles conditions sur E est-ce que Tε définit
un opérateur borné sur L2(E), avec une norme d’opérateur ne dépendant pas
de ε. Si E est une droite, alors l’opérateur de Cauchy est borné sur L2(E) (il
s’agit dans ce cas de l’opérateur de Hilbert). La conclusion est la même si E
est un graphe lipschitzien. Ce résultat a été conjecturé par A.P. Calderón et
A. Zygmund ([CZ52]) dans les années 1950, puis démontré par A.P. Calderón
([Cal77]) dans le cas où la constante de lipschitz est petite et enfin par R.
Coifman, A. McIntosh et Y. Meyer ([CMM82]) dans le cas général. Il existe
une preuve géométrique de ce résultat utilisant les nombres β de Jones dont
nous reparlerons ultérieurement. Ce résultat suggère qu’il existe une relation
forte entre la propriété pour l’opérateur de Cauchy d’être borné sur L2(E) et
la propriété pour l’ensemble E d’être rectifiable. Rappelons qu’un ensemble
E ⊂ C est 1-Ahlfors-régulier s’il existe une constante C0 > 0 telle que pour
tout x ∈ E et tout r > 0,

C−1
0 r ≤ H1(E ∩B(x, r)) ≤ C0 r.

On ne peut pas espérer que la rectifiabilité de E associée à la 1-Ahlfors-
régularité implique que l’opérateur de Cauchy est borné sur L2(E), la recti-
fiabilité étant une notion qualitative, la bornitude sur L2(E) de l’opérateur
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de Cauchy étant quantitative. G. David et S. Semmes ont alors introduit la
théorie des ensembles uniformément rectifiables. Il existe de très nombreuses
caractérisations des ensembles uniformément rectifiables. On peut citer par
exemple la bornitude sur L2 des opérateurs d’intégrales singulières associés
aux noyaux "standard", une condition de "type Carleson" pour les nombre β
ou encore le recouvrement par de "gros morceaux" d’images lipschitziennes.
Pour des détails, on pourra consulter [DS91], [DS93].

Notre motivation pour étudier les ensembles uniformément rectifiables
dans le groupe de Heisenberg provient du problème isopérimétrique. Notons
que les boules du groupe de Heisenberg ne sont pas des ensembles d’iso-
périmétrie ([Mon00]), c’est-à-dire des ensembles qui réalisent l’égalité dans
l’inégalité isopérimétrique. Dans [LR03], G.P. Leonardi et S. Rigot ont mon-
tré l’existence des ensembles isopérimétriques. Ils ont également montré que
le bord ∂E d’un ensemble isopérimétrique E est Ahlfors-régulier et vérifie la
condition B : pour toute boule B centrée sur ∂E, il existe des boules B1 et
B2 contenues dans B de sorte que B1 ⊂ E ∩B, B2 ⊂ B \ E et

min{diamB1, diamB2} ≥ 1

C
diamB.

Dans l’espace euclidien, un ensemble qui est Ahlfors-régulier et qui vérifie la
condition B est uniformément rectifiable ([DJ90, DS93]). Nous ne savons pas
ce qu’il en est dans le groupe de Heisenberg.

Le problème géométrique du voyageur de commerce.

Donnons maintenant un aperçu du problème du voyageur de commerce,
dont la résolution par P. Jones a motivé le développement par G. David et
S. Semmes de la théorie de l’uniforme rectifiabilité.

Soit E un sous-ensemble compact de Rn. À quelle condition E est-il
contenu dans une courbe rectifiable de Rn (c’est-à-dire une courbe de lon-
gueur finie) ?

Pour répondre à cette question, P. Jones ([Jon90]) a introduit les nombres
β, qui mesurent en tout point et à toutes les échelles la qualité de l’approxi-
mation de E par des droites :

β∞(x, t, E) := inf
L

sup
y∈E∩B(x,t)

(
dEuc(y,L)

t

)
,

où l’infimum est pris sur toutes les droites L de Rn. Il a alors obtenu qu’un
ensemble E ⊂ R2 est contenu dans une courbe rectifiable si et seulement si
une certaine quantité β∞(E) calculée au moyen des nombres β∞ est finie. La
longueur de la plus petite courbe rectifiable contenant E est alors contrôlée
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par β∞(E) et le diamètre de E. En réalité, la motivation initiale de P. Jones
pour introduire ces nombres β∞ était de donner une preuve géométrique de
la continuité sur L2 de l’opérateur de Cauchy sur les graphes lipschitziens.
L’idée est d’approcher l’opérateur de Cauchy par l’opérateur de Hilbert, en
approchant le graphe lipschitzien par des droites, le terme d’erreur étant
contrôlé par les nombres β∞.

Le problème du voyageur de commerce a depuis connu de nombreuses
contributions, par K. Okikiolu ([Oki92]), G. David et S. Semmes ([DS91])
et H. Pajot ([Paj96]) dans l’espace euclidien, par R. Schul ([Sch07b]) dans
les espaces de Hilbert, par F. Ferrari, B. Franchi et H. Pajot ([FFP07] dans
le premier groupe de Heisenberg et par I. Hahlomaa ([Hah05]) et R. Schul
[Sch07a]) dans les espaces métriques, en utilisant la courbure de Menger pour
remplacer les nombres β.

Notons que le résultat de G. David et S. Semmes ([DS91]) a permis à
P. Mattila, M. Melnikov et J. Verdera ([MMV96]) de caractériser complè-
tement les sous-ensemble 1-Ahlfors-réguliers E pour lesquels l’opérateur de
Cauchy définit un opérateur borné sur L2(E). Une autre application du pro-
blème du voyageur de commerce est un problème de segmentation d’image,
plus précisément de minimisation de la fonctionnelle de Mumford-Shah (voir
[MS89, Dav05]).

Présentation des principaux résultats de cette thèse

• Le théorème 2.3.1 établit un résultat de type Calderón-Stein abstrait
pour les points du bord minimal de Martin d’un graphe. On introduit
pour cela une notion géométrique de cône H-non-tangentiel pointant en
un point du bord minimal de Martin et on impose certaines conditions
de "bon comportement" de la marche aléatoire avec la géométrie du
graphe. On montre alors que sous ces hypothèse et pour une fonction
harmonique, les notions de convergence H-non-tangentielle, de borni-
tude H-non-tangentielle et de finitude de l’énergie H-non-tangentielle
coïncident en presque tout point du bord minimal de Martin.

• Le théorème 2.3.5 est un résultat de type Fatou local pour les points
du bord minimal de Martin d’un graphe. Il renforce l’un des critères de
convergence H-non-tangentielle du théorème 2.3.1. Plus précisément,
on montre que pour une fonction harmonique u, il y a équivalence en
presque tout point du bord minimal de Martin entre la convergence de
u de long des cônes H-non-tangentiels et la propriété pour u d’être mi-
norée (ou majorée) sur les cônes H-non-tangentiels. En démontrant ce
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théorème, on prouve également le théorème 2.6.1 qui fournit un théo-
rème de Fatou ponctuel pour les points du bord minimal de Martin.

• Le théorème 2.7.12 est un théorème de Calderón-Stein pour les graphes
hyperboliques au sens de Gromov. Il est obtenu comme application
des théorèmes 2.3.1 et 2.3.5. On utilise intensivement l’hyperbolicité
de l’espace pour montrer que les notions H-non-tangentielles associées
aux cônes H-non-tangentiels et les notions non-tangentielles associées
aux tubes autour de rayons géodésiques coïncident et que les hypo-
thèses du théorème abstrait sont satisfaites. On retrouve bien, comme
cas particulier, les résultats de F. Mouton et ceux de L. Atanasi et M.A.
Picardello obtenus pour des arbres [Mou00, AP08, Mou10, Pic10].

• Le théorème 2.8.5 est un théorème de Fatou local pour les graphes de
Diestel-Leader. Dans ce cadre non-hyperbolique, le théorème abstrait
ne s’applique pas, mais les idées des preuves peuvent être adaptées.

• Les théorèmes 3.1.2, 3.1.4 et le corollaire 3.1.5 sont des analogues des
théorèmes présentés précédemment dans le cas des variétés rieman-
niennes complètes, simplement connexe, hyperboliques au sens de Gro-
mov, dont la courbure de Ricci est minorée et le rayon d’injectivité
strictement positif. On démontre également le théorème 3.1.6 qui éta-
blit le critère de la densité de l’énergie. Ces résultats englobent ceux de
[Mou95, Mou07].

• Le théorème 4.5.7 donne un exemple de mesure dans le groupe de Hei-
senberg Hn admettant toutes les mesures de Radon non-nulles comme
mesure tangente. La construction suit une construction proposée par
O’Neil [O’N95] dans Rn.

• Les théorèmes 6.3.1 et 6.3.2 donnent, dans le premier groupe de Hei-
senberg H1, la version Lq du problème géométrique du voyageur de
commerce pour les ensembles 1-Ahlfors-réguliers. Ce travail s’inspire
de [Paj96] et [FFP07].

Plan de la thèse

Cette thèse comporte deux parties et trois annexes. La première partie
de cette thèse se compose de trois chapitres.

Le premier chapitre de la partie un est consacré à une série de prélimi-
naires, où l’on introduit les différentes hypothèses que nous serons amenés à
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faire sur la géométrie des graphes et des variétés considérés. Le chapitre 2
contient les résultats obtenus pour les graphes, en particulier les théorèmes
2.3.1, 2.3.5, 2.7.12 et 2.8.5. Au chapitre 3, nous nous plaçons dans le cadre
d’une variété riemanienne complète, simplement connexe, hyperbolique au
sens de Gromov et dont la courbure de Ricci est minorée et le rayon d’injec-
tivité strictement positif. Nous donnons alors une preuve des théorèmes 3.1.2,
3.1.4 et 3.1.6. Les idées des preuves sont proches de celles du cadre discret.
Nous avons moins détaillé les démonstrations similaires. Les chapitres 2 et 3
peuvent tout de même être lus de manière indépendante.

La deuxième partie de la thèse comporte elle aussi trois chapitres. Le
chapitre 4 comporte une introduction au groupe de Heisenberg. Nous y dé-
montrons en particulier le théorème 4.5.7. Le chapitre 5 est consacré à une
présentation de la théorie de la rectifiabilité dans le groupe de Heisenberg.
Dans le chapitre 6, nous nous intéressons au problème géométrique du voya-
geur de commerce. Après avoir décrit les travaux existants, nous démontrons
les théorèmes 6.3.1 et 6.3.2.

Dans l’annexe A, nous reproduisons une preuve directe que nous avons
donnée dans [Pet12] du lien entre convergence non-tangentielle et bornitude
non-tangentielle dans le cas des graphes hyperboliques au sens de Gromov.
L’annexe B redonne la preuve d’un lemme analytique (démontré par F. Mou-
ton dans [Mou94]) utilisé au chapitre 3 et l’annexe C contient un rappel de
quelques notions de théorie géométrique de la mesure.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans les deux chapitres suivants, nous considérerons des graphes et des
variétés riemanniennes hyperboliques au sens de Gromov, presque étoilés, à
géométrie bornée et coercifs. L’objet de ce chapitre est d’introduire toutes
ces notions, de donner des exemples d’espaces les satisfaisant et de remarquer
les liens existant entre celles-ci.

On dit que (X, d) est propre si les boules fermées sont compactes. Dans
une espace métrique (X, d), une courbe géodésique (resp. rayon, segment)
est une courbe isométrique à R (resp. à R+, à un intervalle compact de R).
L’espace métriques (X, d) est alors géodésique si tout couple de points de X
peut être joint par un segment géodésique.

Si X est un graphe connexe, un chemin entre deux points x, y ∈ X est
une suite [x = x0, x1, · · · , xk = y] tel que pour tout i ∈ {1, · · · , k}, xi−1 et
xi sont voisins. Le nombre k est la longueur du chemin. On définit alors la
distance combinatoire d(x, y) sur le graphe comme la longueur du plus court
chemin joignant x à y. Muni de sa distance combinatoire, le graphe (X, d) est
discret, il n’est donc pas géodésique au sens précédent. On dira qu’un chemin
fini [x0, x1, · · · , xk] (resp. infini, bi-infini) est un segment géodésique (resp. un
rayon géodésique, une géodésique bi-infinie) si d(xi, xj) = |i − j|. Avec ces
définitions, un graphe connexe localement fini est géodésique, puisque tout
couple de points de X peut être joint par un segment géodésique.

Lorsque nous parlerons d’espace géodésique, nous ferons référence aux
espaces métriques continus géodésiques ou aux graphes localement finis.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.1 Hyperbolicité

1.1.1 Espaces hyperboliques

Les espaces hyperboliques au sens de Gromov ont été introduits et lar-
gement étudiés par M. Gromov au début des années 1980 (voir par exemple
[Gro81], [Gro87]). Ces espaces sont naturellement munis d’un bord géomé-
trique. Il existe une vaste littérature sur les espaces hyperboliques au sens de
Gromov ; nous pouvons par exemple citer [GDLH90], [BH99]. Nous introdui-
sons ici seulement les notions qui seront utiles dans les prochains chapitres.

Soit (X, d) un espace métrique. On définit le produit de Gromov de deux
points x, y ∈ X par rapport à un troisième point o ∈ X par

(x, y)o =
1

2
[d(o, x) + d(o, y)− d(x, y)].

Notons que 0 ≤ (x, y)o ≤ min{d(o, x), d(o, y)} et que si o′ ∈ X est un
autre point base, alors pour tous x, y ∈ X,

|(x, y)o − (x, y)o′ | ≤ d(o, o′). (1.1.1)

Une des manière de définir l’hyperbolicité au sens de Gromov est d’utiliser
le produit de Gromov :

Définition 1.1.1. Un espace métrique (X, d) est dit hyperbolique au sens de
Gromov si il existe un réel δ ≥ 0 tel que pour tous x, y, z, o ∈ X,

(x, z)o ≥ min{(x, y)o, (y, z)o} − δ. (1.1.2)

Nous dirons que (X, d) est δ-hyperbolique si l’inégalité (1.1.2) est satisfaite
pour tous x, y, z, o ∈ X.

Nous appellerons parfois simplement espace métrique hyperbolique un es-
pace métrique hyperbolique au sens de Gromov.

Cette définition a un sens dans tout espace métrique. Lorsque l’espace
X est géodésique et hyperbolique, le produit de Gromov (x, y)o peut être vu
comme une mesure grossière de la distance entre o et les segments géodésiques
joignant x à y :

Lemme 1.1.2. Soit (X, d) un espace métrique géodésique et δ-hyperbolique.
Pour tous x, y, o ∈ X, si γ est un segment géodésique joignant x à y, alors

d(o, γ)− 2δ ≤ (x, y)o ≤ d(o, γ). (1.1.3)
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Figure 1.1.1 – Critère des triangles fins

Ce lemme permet de donner une interprétation géométrique très utile de
la δ-hyperbolicité, lorsque l’espace X est géodésique, en termes de triangles
géodésiques (en fait il s’agit de la définition initiale de la δ-hyperbolicité) :
tout côté d’un triangle géodésique est dans le 3δ-voisinage de la réunion des
deux autres côtés (voir figure 1.1.1). Montrons brièvement cette propriété.
Considèrons un triangle géodésique de sommets x, y, z ∈ X. Soit o ∈ X
un point, par exemple sur le côté joignant x à z. Ainsi, (x, z)o = 0. La δ-
hyperbolicité de X assure alors que min{(x, y)o, (y, z)o} ≤ δ. Par le lemme
précédent, cela signifie que la distance entre o et l’un des deux côtés opposés
est majorée par 3δ.

Exemple 1.1.3.
– Un arbre est 0-hyperbolique ;
– Le demi-plan de Poincaré {xn > 0} de Rn muni de la métrique hyper-

bolique est (log 3)-hyperbolique ;
– Une variété de Cartan-Hadamard de courbure majorée par C < 0 est

hyperbolique ;
– Les espaces Cat(κ), avec κ < 0 sont hyperboliques.

La figure 1.1.2 donne un exemple de graphe hyperbolique au sens de
Gromov sur lequel nous avons dessiné un triangle géodésique. La figure 1.1.3
donne un exemple de graphe qui n’est pas hyperbolique au sens de Gromov
sur lequel nous avons dessiné un triangle géodésique.

L’hyperbolicité est une propriété asymptotique de l’espace. Un espace
métrique (X, d) reste hyperbolique si on remplace la métrique d par un mé-
trique d′ telle que |d− d′| est bornée sur X ×X, ou si on dilate la métrique.
Cela amène naturellement la définition de quasi-isométrie.

Définition 1.1.4. Soient X, Y deux espaces métriques et λ ≥ 1, c ≥ 0 deux
constantes. On dit qu’une application f : X → Y est un plongement (λ, c)-
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Figure 1.1.2 – Un graphe hyperbolique et un triangle géodésique

Figure 1.1.3 – Un graphe non-hyperbolique
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

quasi-isométrique si pour tous x, x′ ∈ X, on a

λ−1dX(x, x
′)− c ≤ dY (f(x), f(x

′)) ≤ λdX(x, x
′) + c. (1.1.4)

On dit alors que f est une (λ, c)-quasi-isométrie s’il existe g : Y → X satis-
faisant (1.1.4) et telle que pour tout x ∈ X, dX(g(f(x)), x) ≤ c.
Une (λ, c)-quasi-géodésique est un plongement (λ, c)-quasi-isométrique défini
sur un intervalle de R.
Un espace est (λ, c)-quasi-géodésique si deux points quelconques peuvent tou-
jours être joints par un segment (λ, c)-quasi-géodésique.

Remarque 1.1.5. Un plongement quasi-isométrique n’est pas nécessaire-
ment injectif et ni une quasi-isométrie.

Dans la catégorie des espaces métriques géodésiques propres, l’hyperboli-
cité est invariante par quasi-isométrie (voir [Gro87]). En particulier, comme
les graphes de Cayley d’un groupe finiment engendré associés à deux sys-
tèmes générateurs finis sont quasi-isométriques, si l’un des deux graphes est
hyperbolique, l’autre l’est aussi. On dit alors que le groupe est hyperbolique.

1.1.2 Espaces quasi-réglés

La plupart des propriétés des espaces hyperboliques au sens de Gromov
que l’on trouve dans la littérature sont établies pour des espaces géodésiques
et propres. Une bonne référence lorsque les espaces ne sont pas géodésiques
est [Väi05]. Lorsque les espaces considérés ne sont plus géodésiques et propres,
l’hyperbolicité n’est plus nécessairement préservée par quasi-isométrie. Nous
munirons par exemple dans la section 3.6.1 un graphe de la métrique de
Green, ce qui fournit un espace métrique qui n’est en général pas géodé-
sique. Il est alors naturel de se demander quand est-ce qu’un espace mé-
trique (non géodésique) quasi-isométrique à un espace métrique géodésique
hyperbolique est lui-même hyperbolique ? Pour répondre à cette question,
S. Blachère, P. Haïssinsky et P. Mathieu ([BHM11]) ont introduit la notion
de structure quasi-réglée, une propriété d’alignement des points le long des
quasi-géodésiques.

Commençons par énoncer une propriété essentielle des espaces hyperbo-
liques :

Lemme 1.1.6 ([Gro87],[GDLH90]). Dans un espace métrique géodésique δ-
hyperbolique, pour toute (λ, c)-quasi-géodésique γ̃, pour toute géodésique γ de
mêmes extrémités, on a dH(γ̃, γ) ≤ K, où dH est la distance de Hausdorff
(voir annexe C pour un rappel sur dH) et K est une constante dépendant
seulement de δ, λ et c.
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Définition 1.1.7. Soit (X, d) un espace métrique. Une (λ, c, τ)-quasi-règle
est une (λ, c)-quasi-géodésique γ : I → X telle que, pour tous s < t < u dans
I,

(γ(s), γ(u))γ(t) ≤ τ.

Une structure quasi-réglée G sur X est un ensemble de (λ, c, τ)-quasi-
règles (où λ, c et τ sont des constantes) tel que deux points quelconques de X
peuvent toujours être joints par un élément de G.

L’espace métrique X est dit quasi-réglé s’il existe des constantes λ, c et
τ telles que X est (λ, c)-quasi-géodésique et toute (λ, c)-quasi-géodésique est
une (λ, c, τ)-quasi-règle.

Remarque 1.1.8. Une géodésique est une (1, 0, 0)-quasi-règle et donc un
espace métrique géodésique est quasi-réglé.

Nous terminons cette sous-section en énonçant un théorème de S. Bla-
chère, P. Haïssinsky, P. Mathieu [BHM11] qui justifie la définition des espaces
quasi-réglés et qui nous servira dans la section 3.6.1.

Théorème 1.1.9 ([BHM11], théorème A.1). Soient X un espace métrique
hyperbolique géodésique, Y un espace métrique et φ : X → Y une quasi-
isométrie. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. l’espace Y est hyperbolique ;

2. l’espace Y est quasi-réglé.

S. Blachère, P. Haïssinsky et P. Mathieu ont donné, pour tout groupe hy-
perbolique, un exemple de distance invariante à gauche et quasi-isométrique
à la distance combinatoire (ou distance des mots) mais qui n’est pas hyper-
bolique.

1.1.3 Bord géométrique

Supposons désormais que l’espace métriqueX est δ-hyperbolique et fixons
un point base o ∈ X. On dit qu’une suite (xi)i dans X tend vers l’infini si

lim
i,i→+∞

(xi, xj)o = +∞.

D’après l’inégalité (1.1.1), cette condition est indépendante du choix du point
base. On dit que deux suites qui tendent vers l’infini (xi)i et (yj)j sont équi-
valentes si limi→∞(xi, yi)o = +∞. Cette relation est transitive par (1.1.2) et
définit donc une relation d’équivalence. Le bord hyperbolique ∂X de X, aussi
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appelé bord géométrique ou bord à l’infini est alors l’ensemble des classes
d’équivalence des suites qui tendent vers l’infini :

∂X :=
{
[(xi)i] | (xi)i ∈ XN tend vers l’infini

}
.

Dans le cas où X est géodésique et propre, on peut définir de manière équi-
valente le bord hyperbolique comme l’ensemble des classes d’équivalence de
rayons géodésiques issus de o pour la relation d’asymptoticité : deux rayons
géodésiques γ1 et γ2 issus de o sont asymptotes si la distance de Hausdorff
entre leurs images est finie. Notons que la relation d’asymptoticité est une
relation d’équivalence sur les rayons géodésiques issus de o.

Pour munir X := X∪∂X d’une topologie appropriée, on étend le produit
de Gromov à X . Prenons la convention suivante : pour un point x ∈ X, une
suite (xi) ∈ XN est dans la classe de x si xi → x. On pose alors

(x, y)o = sup lim inf
i,j→∞

(xi, yj)o

où le suprémum est pris sur toutes les suites (xi)i dans la classe de x ∈ X et
(yj)j dans la classe de y ∈ X. L’inégalité

(x, y)o ≥ min{(x, z)o, (z, y)o} − 2δ (1.1.5)

est alors satisfaite pour x, y, z ∈ X.
Montrons l’inégalité (1.1.5). Choisissons, pour ε > 0, des suites xi →

x, yi → y, zi → z et z′i → z telles que lim infi,j(xi, zj)o ≥ (x, z)o − ε et
lim infi,j(z

′
i, yj)o ≥ (z, y)o − ε. Remarquons que lim infi,j(zj, z

′
i)o = +∞. En

appliquant deux fois l’inégalité d’hyperbolicité (1.1.2), on obtient (xi, yj)o ≥
min{(xi, zj)o, (zj, z′i)o, (z′i, yj)o} − 2δ, ce qui donne en prenant la lim infi,j,

(x, y)o ≥ lim inf
i,j

(xi, yj)o ≥ {(x, z)o, (z, y)o} − 2δ − 2ε.

Cette inégalité étant vérifiée pour tout ε > 0, on obtient (1.1.5).
Dans le cas géodésique et propre, pour tout x ∈ X, ξ ∈ ∂X et tout rayon

géodésique γ de o à ξ,

d(x, γ)− 2δ ≤ (o, ξ)x ≤ d(x, γ) + 2δ. (1.1.6)

En effet, par (1.1.3), on a pour tout i,

d(x, γ([0, i]))− 2δ ≤ (o, γ(i))x ≤ d(x, γ([0, i])).

Puisque d(x, γ(i)) → ∞, pour i suffisamment grand, d(x, γ([0, i])) = d(x, γ)
et donc pour i suffisamment grand,

d(x, γ)− 2δ ≤ (o, γ(i))x ≤ d(x, γ).
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En combinant cette inégalité avec le fait que si (ξi)i est une suite telle que
ξi → ξ, alors (o, ξ)x − 2δ ≤ lim infi(o, ξi)x ≤ (o, ξ)x (voir [BH99]), on obtient
(1.1.6).

Pour un réel r > 0 et un point ξ ∈ ∂X, notons Vr(ξ) =
{
y ∈ X |(ξ, y)o ≥ r

}
.

On munit alors X de l’unique topologie contenant les ensembles ouverts de
X et admettant les ensembles Vr(ξ) avec r ∈ Q+ comme base de voisinages
en tout ξ ∈ ∂X. Cela fournit une compactification X de X (i.e. un espace
compact avec une topologie à base dénombrable telle que X est ouvert et
dense dans X, voir [Woe00]). La compactification X peut aussi être obtenue
comme la complétion de X pour un bon choix de métrique sur X ([Woe00]).
Notons que tout espace métrique compact, doublant et uniformément par-
fait peut être vu comme le bord géométrique d’un graphe hyperbolique (voir
[BP03, Ele97]). Rappelons qu’un espace métrique (X, d) est doublant s’il
porte une mesure doublante, c’est-à-dire une mesure borélienne µ telle que
pour toute boule B(x, r), 0 < µ(B(x, 2r)) ≤ Cµ(B(x, r)) < +∞ avec C
ne dépendant que de µ et de d. L’espace métrique (X, d) est uniformément
parfait s’il existe C > 1 telle que pour toute boule B(x, r) avec r ≤ diam(X)
on ait B(x, r) \B(x, r/C) 6= ∅.

Nous terminons cette section en introduisant une métrique (visuelle) sur
∂X qui nous permettra dans la section 2.4 d’énoncer un théorème de Cao
[Cao00]. La construction suit [GDLH90]. Pour un réel ε > 0, on considère la
mesure suivante de séparation des points de ∂X :

ρε(ξ, ξ
′) := e−ε(ξ,ξ′)o .

L’application ρε n’est pas une distance sur ∂X, puisque l’inégalité triangulaire
n’est en générale pas vérifiée. Pour construire une véritable métrique, il suffit
de poser

dε(ξ, ξ
′) := inf

n∑

i=1

ρε(ξi−1, ξi),

où l’infimum est pris sur toutes les chaînes (ξ = ξ0, · · · , ξn = ξ′).
En réalité, la distance utilisée par Cao n’est pas dǫ, mais une distance

équivalente lorsque X est géodésique et propre. Elle est définie de cette ma-
nière : si γ1 et γ2 sont deux rayons géodésiques issus de o, on définit une
métrique de Gromov par

do,ǫ(γ1, γ2) := lim inf
t→∞

e−ǫ[t− 1
2
d(γ1(t),γ2(t))].

Il est connu que si ǫ est suffisamment petit, l’application do,ε est une véritable
distance sur ∂X.
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1.2 Quasi-étoiles et quasi-pôles

Pour des raisons techniques, nous supposerons parfois que le graphe (resp.
la variété) considéré(e) est quasi-étoilé(e).

Définition 1.2.1. Un graphe (ou une variété complète) X est dit quasi-
étoilé par rapport à o ∈ X s’il existe une constante K > 0 telle que pour tout
x ∈ X, il existe un rayon géodésique γ d’origine o tel que d(x, γ) ≤ K.

Notons que siX est δ-hyperbolique etK-quasi-étoilé par rapport à o ∈ X,
alors X est K ′-quasi-étoilé par rapport à o′, avec K ′ = K ′(d(o, o′), δ,K).
L’hypothèse "quasi-étoilé" a été utilisée entre autres par A. Ancona ([Anc88],
proposition 7.3) et par M. Bonk, J. Heinonen, P. Koskela ([BHK01]).

Exemple 1.2.2. Les variétés et les graphes géodésiquement complets (c’est-
à-dire tels que pour deux points quelconques de cet espace il existe une géo-
désique bi-infinie qui passe par ces deux points) sont quasi-étoilés.

Exemple 1.2.3. La figure 1.2.1 donne un exemple de graphe qui n’est pas
quasi-étoilé.

Exemple 1.2.4. Les graphes de Cayley des groupes hyperboliques sont quasi-
étoilés.

Montrons cette dernière affirmation. Soit X un graphe de Cayley d’un
groupe hyperbolique et notons δ une constante d’hyperbolicité de X. Soit
x ∈ X et choisissons deux points arbitraires ξ1, ξ2 ∈ ∂X, ainsi qu’une géodé-
sique γ les joignant (une telle géodésique existe par visibilité ([GDLH90])).
Quitte à effectuer une translation, on peut supposer que cette géodésique
contient x. Considérons le triangle géodésique formé par γ, et des rayons
géodésiques joignant o à ξi, i = 1, 2. Comme les triangles géodésiques sont
3δ-fins, x est à distance au plus 3δ de l’un des deux rayons, ce qui montre
que X est 3δ-étoilé.

Un graphe (ou une variété riemannienne complète) X admet un quasi-
pôle s’il existe un sous-ensemble compact Ω ⊂ X et K > 0 tels que tout
point de X appartienne au K-voisinage d’un rayon géodésique d’origine dans
Ω. Cette propriété est évidemment vérifiée si X est quasi-étoilé. Rappelons
qu’une variété Riemannienne M a un pôle p si l’application exponentielle
expp : Tp(M) → M est un difféomorphisme. Toute variété admettant des
pôles admet donc des quasi-pôles. D’autres exemples d’espaces admettant
des quasi-pôles sont donnés par les variétés complètes, non-compactes de
courbure positive ([CG72]).
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Figure 1.2.1 – Un graphe hyperbolique qui n’est pas quasi-étoilé

1.3 Géométrie bornée

Définition 1.3.1.
– Une variété riemannienne Md est à géométrie bornée s’il existe r0 > 0,
λ > 0 et, pour tout m ∈ M , un difféomorphisme F : B(m, r0) → U , U
ouvert de Rd, tels que pour tous x, y ∈ B(m, r0),

λ−1d(x, y) ≤ |F (x)− F (y)| ≤ λd(x, y).

– Un graphe X est à géométrie bornée (pour la distance combinatoire)
s’il existe une constante µ telle que tout sommet a au plus µ voisins.

Remarque 1.3.2. Si Md est à courbure de Ricci minorée et a un rayon
d’injectivité strictement positif, alors Md est à géométrie bornée ([AC92]).

Supposons que M soit une variété riemannienne à géométrie bornée. On
appelera approximation discrète de M tout graphe X plongé dans M tel qu’il
existe C > 0 vérifiant C−1dM(x, y) ≤ dX(x, y) ≤ CdM(x, y) pour tout x, y ∈
X et supx∈M d(x,X) ≤ C. Un tel graphe est à géométrie bornée. Pour une
variété à géométrie bornée M , il existe toujours une approximation discrète.
Il suffit de choisir une partie maximale X ⊂ M telle que dM(x, y) ≥ 1 pour
tous x 6= y ∈ X et de munir X de la relation x ∼ y si et seulement si
dM(x, y) ≤ 3. Inversement, on peut voir que tout graphe à géométrie bornée
est approximation discrète d’une certaine variété riemannienne à géométrie
bornée ([Anc90]).

1.4 Coercivité

Pour un sous-ensemble A non-vide fini de sommets d’un graphe infini X,
notons bord(A) := {x ∈ X | d(x,A) = 1} et |A| le cardinal de A. La constante
isopérimétrique de Cheeger de X est alors définie par

h(X) := inf
A

|bord(A)|
|A| ,
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où l’infimum est pris sur l’ensemble des sous-ensembles non-vides finis de
sommets de X.

Proposition 1.4.1 ([Anc88]). Pour un graphe X à géométrie bornée, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Il existe C = C(X) > 0 telle que

∑

x∈X
|u(x)|2 ≤ C

∑

x,y∈X

d(x,y)≤1

|u(x)− u(y)|2

pour toute fonction u : X → R à support fini (inégalité de Poincaré) ;

2. h(X) > 0 (inégalité isopérimétrique).

Définition 1.4.2. Un graphe X est coercif s’il vérifie l’une des deux pro-
priétés équivalentes de la proposition 1.4.1.

À nouveau, de nombreux exemples proviennent des groupes :

Exemple 1.4.3. Le graphe de Cayley d’un groupe de type fini non-moyennable
associé à un système générateur fini est coercif ([Anc88]).

Exemple 1.4.4. Un arbre dont chaque sommet admet au moins trois voisins
est coercif ([Anc90]).

De manière analogue, pour une variété riemannienne complète non-compacte
Md, sa constante isopérimétrique de Cheeger est définie par

h(Md) := inf
Ω

V old−1(bord(Ω))

V old(Ω)
,

où l’infimum est pris sur les domaines compacts Ω à bord rectifiable de Md.
Notons C∞

0 (M) l’ensemble des fonctions φ :M → R infiniment différentiables
et à support compact. L’analogue de la proposition 1.4.1 pour les variétés est
la proposition suivante :

Proposition 1.4.5 ([Anc90]). Pour une variété riemannienne M à géomé-
trie bornée, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Il existe C = C(M) > 0 telle que
∫
M
φ2dσ ≤ C

∫
M
|∇φ|2dσ, pour tout

φ ∈ C∞
0 (M) ;

2. Il existe C = C(M) > 0 telle que
∫
M
φdσ ≤ C

∫
M
|∇φ|dσ, pour tout

φ ∈ C∞
0 (M) ;

3. h(M) > 0.
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Définition 1.4.6. Une variété M est coercive si elle vérifie l’une des pro-
priétés équivalentes de la proposition 1.4.5.

Si M est une variété riemannienne complète à géométrie bornée et X une
approximation discrète de M , alors M est coercive si et seulement si X est
coercif. En fait, si M est complète à géométrie bornée et quasi-isométrique à
un graphe X à géométrie bornée, alors M est coercive si et seulement si X
est coercif.

Il existe des définitions spectrales de la coercivité. Nous reparlerons de ces
définitions pour les graphes lorsque nous aurons introduit la notion de fonc-
tion de transition admissible, au chapitre suivant. Pour les variétés complètes
non-compactes, un théorème de Cheeger ([Che70]) assure que la première va-
leur propre du Laplacien de Beltrami vérifie

λ1(M) = λ1(∆M) ≥ |h(M)|2
4

.

Si la variété est à géométrie bornée, alors h(M) > 0 si et seulement si
λ1(M) > 0 ([Bus82]).

Nous allons largement utiliser les résultats d’A. Ancona ([Anc88], [Anc90])
pour des graphes et des variétés hyperboliques coercifs. Il est donc intéres-
sant de comprendre sous quelles hypothèses la coercivité est automatique et
s’il existe beaucoup de graphes et de variétés hyperboliques coercifs. Notons
tout d’abord que pour des graphes et des variétés générales, l’hyperboli-
cité n’implique pas la positivité de la constante isopérimétrique de Chee-
ger. Par exemple, M = S2 × R est hyperbolique (et quasi-isométrique à R)
mais h(M) = 0. En revanche, un groupe hyperbolique qui n’est pas quasi-
isométrique à Z est coercif ([Anc90]). Nous dirons qu’une action d’un groupe
Γ sur un espace métrique est géométrique si

1. chaque élément agit par isométrie ;

2. l’action est proprement discontinue, i.e. pour tout couple K et L de
sous-ensembles compacts, le nombre d’éléments du groupe γ ∈ Γ tels
que γ(K) ∩ L 6= ∅ est fini ;

3. l’action est cocompacte.

Rappelons le lemme de Svarc-Milnor ([GDLH90]) :

Lemme 1.4.7. Soient X un espace métrique géodésique propre et Γ un
groupe qui agit géométriquement sur X. Alors Γ est finiment engendré et
X est quasi-isométrique à n’importe quel graphe de Cayley localement fini de
Γ.
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Ainsi, une variété hyperbolique à géométrie bornée admettant une action
géométrique par un groupe qui n’est pas quasi-isométrique à Z est coercive.
Mais les espaces que nous considérerons n’admettront pas nécessairement
de telles actions. En dehors des exemples triviaux quasi-isométriques à Z,
il existe des espaces hyperboliques non coercifs. Par exemple, si X est une
surface complète de courbure constante −1, d’aire finie et avec trois cusps,
alors ∂X est constituté de trois points et h(X) = 0. J. Cao ([Cao00]) a
démontré le résultat suivant :

Théorème 1.4.8. Soit X une variété complète non-compacte (ou un graphe)
qui admet un quasi-pôle et est à géométrie bornée. Supposons que X est hy-
perbolique et qu’il existe une constante c > 0 telle que les diamètres des
composantes connexes de ∂X sont minorés par c (par exemple pour la mé-
trique dǫ introduite section 1). Alors X est de constante isopérimétrique de
Cheeger strictement positive.

Le théorème est faux si on retire l’une des hypothèses, en particulier
celle sur les diamètres, comme le montre l’exemple précédent le théorème.
Nous terminons cette section en citant une proposition de J. Cao qui montre
qu’on peut construire des exemples de variétés non-compactes hyperboliques
avec une topologie à l’infini prescrite. On peut donc construire de nombreux
exemples de variétés satisfaisants les hypothèses du théorème 1.4.8.

Proposition 1.4.9. Soit (N, g) une variété compacte à bord bord(N) et soit
M = int(N) l’intérieur de N . Alors M admet une métrique riemannienne
complète g∗ telle que (M, g∗) est hyperbolique, admet un quasi-pôle et ∂M =
bord(N).
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Chapitre 2

Cadre discret

Tout au long de ce chapitre, nous noterons X un graphe à géométrie bor-
née muni de la métrique combinatoire d. Dans un premier temps, nous munis-
sons le graphe X d’une marche aléatoire "adaptée" à la géométrie du graphe
et nous définissons les fonctions harmoniques et la fonction de Green. La sec-
tion 2.2 est consacrée à une rapide présentation de certains résultats connus
de la théorie de Martin, avec en particulier un paragraphe sur la méthode de
conditionnement des h-processus de Doob. Dans la section 2.3, nous introdui-
sons la notion de cône H-non-tangentiel, un analogue pour le bord minimal
de Martin des cônes non-tangentiels définis habituellement pour un bord géo-
métrique, comme par exemple les cônes non-tangentiels dans le disque unité
de R2 utilisés par P. Fatou ([Fat06]) ou les tubes non-tangentiels autour de
rayons géodésiques dans le cadre hyperbolique (voir par exemple [Mou94]).
Une fois ces cônes définis, nous pouvons énoncer les théorèmes abstraits (théo-
rèmes 2.3.1 et 2.3.5) analogues au théorème de A.P. Calderón et E.M. Stein
([Cal50a], [Ste61]) pour le bord minimal de Martin. La section 2.4 est dédiée
à la preuve d’un théorème de "Calderón-Stein stochastique" qui est fonda-
mental (section 2.5) pour la démonstration du théorème 2.3.1. La preuve du
théorème 2.3.5 fait l’objet de la section 2.6. Nous appliquons ensuite (section
2.7) les théorèmes 2.3.1 et 2.3.5 au cadre géométrique naturel des graphes
hyperboliques au sens de Gromov. Dans le cadre hyperbolique, les cônes H-
non-tangentiels "coïncident" avec des tubes autour des rayons géodésiques et
nous retrouvons les notions non-tangentielles habituelles. Nous introduisons
également dans cette section la métrique de Green et donnons une preuve due
à S. Blachère, P. Haïssinski et P. Mathieu ([BHM11]) des identifications entre
les bords de Martin et le bord géométrique d’un graphe hyperbolique. Nous
nous intéressons dans la section 2.8 aux graphes de Diestel-Leader. Bien que
le théorème 2.3.1 ne s’applique pas, nous pouvons utiliser les idées de preuve
du théorème 2.3.5 pour obtenir un résultat partiel ayant pour corollaire un
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thérème de Fatou.

2.1 Marche aléatoire sur un graphe, fonctions

harmoniques

Définition 2.1.1. Une fonction (de transition) p : X × X → R+ est dite
markovienne (resp. sous-markovienne) si pour tout x ∈ X,

∑
y∈X p(x, y) = 1

(resp.
∑

y∈X p(x, y) ≤ 1) et admissible au sens d’Ancona ([Anc88]) si les
assertions suivantes sont satisfaites :

1. ∃ℓ ∈ N∗ tel que ∀x, y ∈ X, d(x, y) ≤ 1 ⇒∑
1≤j≤ℓ pj(x, y) ≥ 1/ℓ ;

2. ∃m1 ∈ N∗ tel que ∀x, y ∈ X, p(x, y) > 0 ⇒ d(x, y) ≤ m1.

Notons que pj(x, y) est obtenu par la formule de récurrence pj(x, y) =∑
z∈X pj−1(x, z)p(z, y) où p1(x, y) = p(x, y). On trouvera dans la littérature le

terme d’uniforme irréductibilité pour la première condition de la définition de
l’admissibilité, et de rang borné pour la seconde (voir par exemple [Woe00]).
Rappelons que p est irréductible si pour tous x, y ∈ X, il existe n ∈ N∗

tel que pn(x, y) > 0. Nous ne considérerons que des fonctions de transition p
irréductibles. Excepté à la sous-section 2.7.1, les fonctions de transition seront
même admissibles. Cette condition d’admissibilité assure que p est "adaptée"
à la géométrie du graphe X (on trouve parfois dans la littérature le terme
fonction de transition adaptée). Si p est admissible, le noyau adjoint défini
par p∗(x, y) = p(y, x) est aussi admissible, ainsi que le noyau p + tI, t ≥ 0
([Anc88]). Ces noyaux ne sont en revanche pas nécessairement markoviens
si p l’est. Nous supposerons généralement que p∗ est sous-markovien. On dit
enfin que le noyau p est symétrique si p∗ = p.

Exemple 2.1.2. La marche au plus proche voisin sur un graphe à géométrie
bornée provient d’une fonction de transition admissible.

Exemple 2.1.3. On peut toujours munir une approximation discrète d’une
variété riemannienne à géométrie bornée d’une fonction de transition symé-
trique markovienne et admissible (voir [Anc90]).

Nous ne faisons pour le moment aucune hypothèse sur p. La marche
aléatoire sur X associée à p est la chaîne de Markov d’espace d’états X
et de probabilités de transition p(x, y), x, y ∈ X. Elle est donnée par une
famille de variables aléatoires (Xn)n∈N sur X où Xn est la position au temps
n. Nous pouvons choisir l’espace des chemins infinis Ω = C(N, X) comme
espace probabilisé (Xn(ω) = ω(n)), équipé de la tribu produit dénombrable
de P(X). Notons alors (Pz)z∈X la loi de cette marche aléatoire, Pz étant la
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∆u(x) =
1

4

∑

y∼x

u(y)− u(x) = 0

x

∆u(x) =
∑

y∈X

p(x, y)u(y)− u(x) = 0

Figure 2.1.1 – Deux fonctions harmoniques associées à deux fonctions de
transitions sur un arbre.

probabilité obtenue quand la marche part de z. Notons enfin Fn la tribu
engendrée par Xi, i ≤ n.

Pour un temps d’arrêt presque sûrement fini T , notons ΘT l’opérateur
de translation : ΘT (ω) = ω(· + T (ω)). La propriété forte de Markov affirme
que pour une variable aléatoire positive F sur Ω et un temps d’arrêt presque
sûrement fini T , on a l’égalité :

Ez

[
F ◦ΘT |FT

]
= uF (XT ) où uF (y) = Ey[F ].

Cette propriété signifie que tout ce qui se passe après un temps d’arrêt T
dépend uniquement de la situation au temps T .

Nous allons définir les fonctions harmoniques comme les fonctions satis-
faisant la propriété de la moyenne. Pour cela, commençons par introduire un
opérateur de Laplace ∆ qui agit sur les fonctions u : X → R :

∆u(x) := Ex[u(X1)]− u(x) =

(∑

y∈X
p(x, y)u(y)

)
− u(x).

Une fonction u sera alors dite harmonique si ∆u = 0 et surharmonique si
∆u ≤ 0.

La fonction de Green G(x, y) associée à la marche aléatoire est la fonction
sur X × X définie comme l’espérance du temps de séjour en y lorsque la
marche aléatoire part de x :

G(x, y) :=
∞∑

n=0

Px(Xn = y) = Ex

[ ∞∑

n=0

1{Xn=y}

]
.
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Supposons à partir de maintenant p irréductible. Si la marche aléatoire
partant de x revient presque sûrement une infinité de fois en x, on dit que
x est récurrent et G(x, x) = ∞. Dans le cas contraire, x est transient et
G(x, x) <∞. Puisque nous supposons p irréductible, tous les points sont de
même nature : si un point est récurrent, tous les points le sont et l’équation
(2.1.1) ci-dessous montre que G ne prend que des valeurs infinies. On parle
alors de marche aléatoire récurrente. Dans le cas contraire, tous les points sont
transients et la fonction de Green G n’a que des valeurs finies : on parle de
marche aléatoire transiente. Dans le cas d’une marche transiente, la propriété
de Markov implique que la fonction G(·, y) est harmonique sur X \ {y} et
surharmonique sur X. Définissons également la fonction F (x, y), probabilité
partant de x d’atteindre y. Formellement, F (x, y) =

∑
n≥0 qn(x, y) où qn(x, y)

est la probabilité, partant de x, d’atteindre pour la première fois y au temps
n. Remarquons que puisque p est irréductible, la fonction F (x, y) ne s’annule
pas. La propriété forte de Markov permet d’obtenir l’égalité :

G(x, y) = F (x, y)G(y, y). (2.1.1)

Nous aurons besoin, dans l’énoncé du théorème 2.3.1 de faire deux hypo-
thèses classiques sur le comportement de la fonction de Green G :

1. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout x ∈ X, G(x, x) ≤ C ;

2. La fonction de Green s’annule à l’infini, c’est-à-dire pour tout x ∈ X,
G(x, y) → 0 lorsque d(x, y) → ∞.

Nous allons voir (proposition 2.1.5) que ces conditions sont immédiatement
satisfaites dans de nombreuses situations. Notons Gt le noyau de Green as-
socié à la fonction de transition admissible p + tI. Dans [Anc88], Ancona
a introduit la condition suivante, parfois appelée coercivité faible, qui peut
s’interpréter comme une condition de transience forte :

il existe ε > 0 tel que Gε est fini. (*)

Cette condition implique en particulier que la marche aléatoire est transiente
et que pour tout x ∈ X, 1 ≤ G(x, x) ≤ (2ε)−1. Si la fonction de transition
markovienne admissible est symétrique, alors la condition (∗) est équivalente
à la coercivité du graphe X (voir la proposition 2.1.4 et la définition 1.4.2
pour un rappel sur la coercivité d’un graphe). Dans le cas où X est le graphe
de Cayley d’un groupe de type fini non-moyennable associé à un système
générateur symétrique fini et si la fonction de transition p provient d’une
mesure de probabilité ν dont le support engendre G comme semi-groupe
(pν(x, y) = ν(x−1y)), la condition (∗) est vérifiée et le noyau de Green s’an-
nule à l’infini.
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La fonction de transition p agit comme un opérateur linéaire sur les fonc-
tion f : X → R par p(f)(x) =

∑
y∈X p(x, y)f(y). Lorsque p est symétrique,

sous-markovienne, p défini un opérateur sur ℓ2(X) de norme ‖p‖2 ≤ 1. Si de
plus p est admissible et X coercif, alors ‖p‖2 < 1. Les propriétés énoncées
ci-dessus sont résumées par la proposition suivante :

Proposition 2.1.4 ([Anc88], p.9). Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. Le graphe X est coercif ;

2. Pour toute fonction de transition symétrique, sous-markovienne et ad-
missible p sur X, ||p||2 < 1 ;

3. Il existe une fonction de transition symétrique, markovienne et admis-
sible satisfaisant la condition (∗).

Lorsque la fonction de transition p n’est pas supposée symétrique, on a
la proposition suivante :

Proposition 2.1.5 (Ancona [Anc90]). Si X est coercif, tout noyau admis-
sible p sur X tel que p et p∗ sont sous-markoviennes satisfait la condition (∗)
et admet un noyau de Green G tel que

G(x, y) ≤ C1 · exp(−c1d(x, y)) pour des constantes C1, c1 > 0. (ED)

Ainsi, tout graphe coercif X muni d’un noyau admissible p tel que p et p∗

sont sous-markoviens admet une fonction de Green satisfaisant les hypothèses
1. et 2. que nous avons présenté précédemment.

La propriété de Martingale permet d’exprimer le lien entre le laplacien et
la marche aléatoire.

Lemme 2.1.6 (propriété de Martingale). Soit z un point de X et u une
fonction sur X. Alors la suite de variables aléatoires

Mn := u(Xn)−
n−1∑

k=0

∆u(Xk)

est une Fn-martingale pour Pz. En particulier, (u(Xn))n est une martingale
si u est harmonique.

2.2 Bord de Martin et conditionnement

2.2.1 Le bord de Martin

Nous allons définir le bord de Martin de X associé à p et énoncer les
théorèmes de représentation des fonctions harmoniques positives. Dans toute
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cette section, nous supposerons la marche aléatoire irréductible et transiente.
Nous renvoyons le lecteur à [Woe00] pour les démonstrations des résultats
énoncés dans cette section. Fixons un point base o ∈ X. La compactification
obtenue ne dépend pas du choix de ce point base.

Commençons par définir les noyaux de Martin,

K(x, y) =
G(x, y)

G(o, y)
=
F (x, y)

F (o, y)
, x, y ∈ X.

Définition 2.2.1. La compactification de Martin X̂M est la plus petite com-
pactification de X telle que chaque noyau K(x, ·), x ∈ X s’étend continûment
à X̂M . Le bord de Martin est alors ∂MX := X̂M \X.

Le terme "plus petite compactification" fait référence à l’ordre partiel sur
les compactifications, où idX s’étend en une surjection continue de la plus
"grande" dans la plus "petite". On peut définir de manière équivalente le
bord de Martin en termes de classes d’équivalence de suites : une suite (yn)n
converge vers un point θ du bord de Martin si elle quitte tout sous-ensemble
fini de X et si la suite de fonctions K(·, yn) converge ponctuellement. Deux
suites sont équivalentes si les limites coïncident en chaque point de X. Nous
noterons alors K(·, θ) le noyau de Martin étendu, qui est une fonction har-
monique positive sur X telle que K(o, θ) = 1. Au moyen du théorème de
décomposition de Riesz ([Woe00], p.256), classique en théorie du potentiel,
on peut montrer que pour toute fonction harmonique positive h, il existe une
mesure de Borel positive νh sur ∂MX, telle que

h(x) =

∫

∂MX

K(x, θ)dνh(θ).

Nous allons voir qu’en un sens à préciser, cette mesure est unique. Une fonc-
tion h sera dite harmonique minimale si elle est harmonique, strictement
positive, telle que h(o) = 1 et si toute fonction harmonique strictement po-
sitive h1 telle que h ≥ h1 sur X est un multiple de h. On appelle alors bord
minimal de Martin l’ensemble

∂mX := {θ ∈ ∂MX |K(·, θ) est harmonique minimale}.

Le bord minimal de Martin ∂mX est un sous-ensemble borélien de ∂MX et si
h est une fonction harmonique positive, il existe une unique mesure νh telle
que νh(∂MX \ ∂mX) = 0 et h(x) =

∫
∂mX

K(x, θ)dνh(θ). Si h est harmonique
minimale, νh est une mesure de Dirac δθ, avec θ ∈ ∂mX et h = K(·, θ).

Une conséquence importante de la théorie de Martin est que la suite de
variables aléatoires (Xn)n converge Pz-presque sûrement (pour tout z ∈ X)
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vers une variable aléatoire X∞ ∈ ∂mX. Les lois de sortie, notées µz, z ∈
X, sont appelées les mesures harmoniques (notons que µo est la mesure ν1

représentant la fonction constante égale à 1). Ces mesures sont équivalentes,
ce qui nous permet de définir une notion de µ-négligeabilité, et leurs dérivées
de Radon-Nykodim sont données par

dµy

dµx

(θ) = lim
z→θ

G(y, z)

G(x, z)
.

2.2.2 Les h-processus, pour fixer le point de sortie

Par la méthode des h-processus de Doob ([Doo57]), la marche aléatoire
peut être conditionnée à sortir en un point fixé θ du bord minimal de Martin.
Nous allons décrire briévement la méthode.

Soit h une fonction harmonique positive ou nulle telle que h(o) = 1. Par
le principe du minimum, h > 0, on peut donc poser

ph(x, y) :=
1

h(x)
p(x, y)h(y).

La fonction ph définit alors une nouvelle fonction de transition markovienne.
On peut donc définir une nouvelle mesure de probabilités Ph

z et une nou-
velle marche aléatoire X(h)

n , appelée h-processus. Les ensembles des chemins
de ces deux marches sont identiques, mais les mesures de probabilités et la
fonction de transition ont changé. Ainsi, une fonction u est harmonique pour
la fonction de transition ph si et seulement si la fonction u ·h est harmonique
pour p. Nous dirons désormais qu’une fonction harmonique pour ph avec
h = K(·, θ) est θ-harmonique et nous garderons la terminologie harmonique
pour les fonctions harmoniques pour p. On obtient une nouvelle fonction de
Green

Gh(x, y) =
h(y)

h(x)
G(x, y)

et des nouveaux noyaux de Martin

Kh(x, y) =
1

h(x)
K(x, y).

Cette dernière égalité implique que les bords de Martin associés aux deux
fonctions de transition sont les mêmes. L’unique mesure νh représentant h
pour p représente la fonction 1 pour ph, donc νh est la loi de sortie du h-
processus partant de o. Ainsi, si h est harmonique minimale, h = K(·, θ)
pour un point θ ∈ ∂mX et comme νK(·,θ) = δθ, alors PK(·,θ)

z (X∞ = θ) = 1, la
marche aléatoire est donc conditionnée à sortir en θ.
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Nous noterons désormais Pθ
z la probabilité PK(·,θ)

z sur Ω. Le processus
conditionné satisfait la propriété forte de Markov et on a également la pro-
priété suivante :

Proposition 2.2.2. Soit T un temps d’arrêt presque sûrement fini sur Ω.
Pour une variable aléatoire positive FT -mesurable F et pour tout z ∈ X, tout
θ ∈ ∂mX, on a

Eθ
z[F ] =

1

K(z, θ)
Ez[F ·K(XT , θ)].

De plus, il est possible de reconstruire la probabilité Pz à partir des pro-
babilités conditionnées :

Proposition 2.2.3. Soit F une variable aléatoire positive sur Ω. Alors pour
tout z ∈ X,

Ez[F ] =

∫

∂mX

Eθ
z[F ]dµz(θ).

Enfin, les probabilités Pθ
z, z ∈ X, θ ∈ ∂mX satisfont une loi asymptotique

du 0-1 : si un événement A est asymptotique (i.e. s’il est invariant par l’opé-
rateur de translation Θ) alors pour tout θ ∈ ∂mX, l’application z 7→ Pθ

z(A)
est constante sur X, égale à 0 ou 1.

2.3 Convergence au bord minimal de Martin

Nous énonçons dans cette section deux théorèmes concernant le compor-
tement des fonctions harmoniques aux points du bord minimal de Martin.
Pour cela, nous commençons par définir une nouvelle famille de cônes "non-
tangentiels", que nous appelons cônes H-non-tangentiels, pour Harnack-non-
tangentiels. Supposons la fonction de transition markovienne p admissible.
Fixons un point base o ∈ X. Nous dirons que la famille des parties de X
(Γθ

c)c>0 forme une famille de cônes H-non-tangentiels de sommet θ ∈ ∂mX si

1. Pour tout c > 0, o ∈ Γθ
c et il existe une suite de points (xn) de Γθ

c telle
que xn → θ ;

2. Pour tout c > 0 il existe Rc > 0 tel que

Γθ
c ⊂ {x ∈ X|F (o, x)K(x, θ) ≥ Rc};

3. Pour tout c > 0 et tout d > 0, {x ∈ X| d(x,Γθ
c) ≤ d} ⊂ Γθ

c+d.

48



CHAPITRE 2. CADRE DISCRET

Remarquons, à propos de la condition (2), que plus le cône est "épais", c’est-à-
dire plus la constante c > 0 est grande et plus la constante Rc correspondante
est petite. Cette condition signifie que la marche aléatoire d’origine o et
conditionnée à sortir en θ, atteint chaque point d’un cône avec une probabilité
uniformément minorée. En particulier, cette marche "rentre et sort" presque
sûrement de Γθ

c à des moments arbitrairement grands (proposition 5.2). Cette
propriété sera un outil crucial pour montrer que si une fonction harmonique
converge le long des trajectoires stochastiques, elle converge aussi le long
des cônes H-non-tangentiels (corollaire 5.3). Notons enfin que si le graphe
(X, d) est hyperbolique (voir section 7), on retrouve bien les notions non-
tangentielles classiques : chaque cône est contenu dans un tube autour d’un
rayon géodésique joignant o à θ. Inversement, chaque tube autour d’un rayon
géodésique est contenu dans un cône Γθ

c (lemme 6.2).
Soit u une fonction harmonique fixée. Remarquons que pour tout x ∈ X,

l’harmonicité de u implique que :

∆u2(x) =
∑

y∈X
p(x, y)(u2(y)− u2(x))

=
∑

y∈X
p(x, y)(u(y)− u(x))2 ≥ 0.

Cette remarque va nous permettre de définir l’énergie H-non-tangentielle de
u en se passant de l’introduction du gradient :

Jθ
c (u) =

∑

x∈Γθ
c

∆u2(x).

Nous dirons que u converge H-non-tangentiellement en θ si pour tout
c > 0, u(x) a une limite finie quand x tend vers θ en restant dans Γθ

c . De la
même manière, la fonction u sera dite H-non-tangentiellement bornée en θ si
pour tout c > 0, u est bornée sur Γθ

c et d’énergie H-non-tangentielle finie en
θ si pour tout c > 0, Jθ

c (u) < +∞.
Pour un borélien E ⊂ ∂mX, définissons l’ensemble Γc(E) :=

⋃
θ∈E Γθ

c .
Nous allons faire l’hypothèse suivante (voir figure 2.3.1), qui assure une bonne
adéquation entre les familles de cônes H-non-tangentiels et le comportement
à l’infini de la marche aléatoire conditionnée :

Il existe η > 0 et c0 ≥ 0 tels que pour tout c > c0 et tout borélien
E ⊂ ∂mX, on ait

(H) ∀z 6∈ Γc(E), Pz(X∞ 6∈ E) ≥ η.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théorème abstrait an-
noncé.
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o

E

Γc(E)
θ

z

Figure 2.3.1 – L’hypothèse (H)

Théorème 2.3.1. Soient X un graphe à géométrie bornée, p une fonction
de transition markovienne admissible et (Γθ

c)c>0 une famille de cônes H-non-
tangentiels en chaque point θ ∈ ∂mX. Supposons que la marche aléatoire
associée à p est transiente et de plus que la fonction de Green est bornée,
s’annule à l’infini et que l’hypothèse (H) est satisfaite. Alors pour une fonc-
tion harmonique u, les propriétés suivantes sont équivalentes en µ-presque
tout point θ ∈ ∂mX :

1. la fonction u converge H-non-tangentiellement en θ ;

2. la fonction u est H-non-tangentiellement bornée en θ ;

3. l’énergie H-non-tangentielle de u en θ est finie.

Remarque 2.3.2. La preuve dans le cas d’un graphe hyperbolique de la
presque équivalence entre la converge non-tangentielle et la bornitude non-
tangentielle fait l’objet de l’article [Pet12]. Bien que l’esprit soit le même, la
preuve de [Pet12] est plus directe.

Remarque 2.3.3. L’hypothèse G bornée est équivalente à l’existence d’une
constante C telle que pour tout x ∈ X, G(x, x) ≤ C, cela provient de la
formule G(x, y) = F (x, y)G(y, y).

Posons

Lc :=



θ ∈ ∂mX | lim

x∈Γθ
c

x→θ

u(x) existe et est finie



 ;

Nc :=
{
θ ∈ ∂mX |N θ

c (u) < +∞
}

où N θ
c (u) = sup

x∈Γθ
c

|u(x)|;
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Jc :=
{
θ ∈ ∂mX | Jθ

c (u) < +∞
}

et notons L, N et J les sous-ensembles de ∂mX tels que, respectivement, u
converge H-non-tangentiellement, u soit H-non-tangentiellement bornée et u
soit d’énergie H-non-tangentielle finie :

L :=
⋂

c>0

Lc ; N :=
⋂

c>0

Nc et J :=
⋂

c>0

Jc.

La conclusion du théorème 2.3.1 se réécrit alors

L ≈ N ≈ J ,
où A ≈ B signifie que les deux ensembles A et B diffèrent d’un ensemble de
µ-mesure nulle.

Comme nous l’avons déjà remarqué (section 2.1), lorsque le graphe est
coercif, la fonction de transition p markovienne admissible et telle que p∗ soit
sous-markovienne, les conditions sur le comportement de la fonction de Green
sont satisfaites et dans ce cas, le théorème s’énonce de la façon suivante :

Corollaire 2.3.4. Soient X un graphe coercif, p une fonction de transi-
tion markovienne admissible telle que p∗ soit sous-markovienne et (Γθ

c)c>0

une famille de cônes H-non-tangentiels en chaque point θ ∈ ∂mX. Suppo-
sons également que l’hypothèse (H) soit satisfaite. Alors pour toute fonc-
tion harmonique, les notions de convergence H-non-tangentielle, bornitude
H-non-tangentielle et finitude de l’énergie H-non-tangentielle coïncident en
µ-presque tout point du bord minimal de Martin.

Remarquons enfin qu’il est possible d’affiner le théorème 2.3.1 en affaiblis-
sant le critère de la bornitude H-non-tangentielle pour obtenir un théorème
de Fatou ponctuel. Nous dirons que la fonction u est H-non-tangentiellement
minorée en θ ∈ ∂mX, si u est minorée sur tous les cônes H-non-tangentiels
de sommet θ.

Théorème 2.3.5. Soient X un graphe à géométrie bornée, p une fonction de
transition markovienne admissible telle que la marche aléatoire associée soit
transiente et soit (Γθ

c)c>0 une famille de cônes H-non-tangentiels en chaque
point θ ∈ ∂mX. Supposons que l’hypothèse (H) soit satisfaite. Pour une
fonction harmonique u, il y a équivalence en µ-presque tout point θ ∈ ∂mX
entre :

1. la fonction u converge H-non-tangentiellement en θ ;

2. la fonction u est H-non-tangentiellement minorée (ou majorée) en θ.

Au cours de la preuve de ce théorème, nous montrons également un théo-
rème de Fatou local (théorème 2.6.1).
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2.4 Analogue stochastique

Dans cette section, nous ne faisons aucune hypothèse sur le graphe X.
Nous le munissons d’une fonction de transition p pour laquelle la marche
aléatoire associée est transiente. Nous allons étudier le comportement de la
fonction harmonique u le long de certaines trajectoires de la marche aléatoire.
Pour cela, nous allons définir les trois événements suivants :

L∗∗ =
{
ω ∈ Ω | lim

n→∞
u(Xn(ω)) existe et est finie

}
;

N ∗∗ = {ω ∈ Ω |N∗(ω) < +∞} où N∗(ω) = sup
n≥0

{|u(Xn(ω))|}

et J ∗∗ = {ω ∈ Ω | J∗(ω) < +∞} où J∗(ω) =
∑

n≥0

∆u2(Xn(ω)).

Ces trois événements sont asymptotiques, donc par la loi du 0-1, les quan-
tités Pθ

z(L∗∗), Pθ
z(N ∗∗) et Pθ

z(J ∗∗) ont pour valeurs 0 ou 1 et ne dépendent
pas de z. Il est alors naturel de définir les trois sous-ensembles suivants de
∂mX, analogues stochastiques des ensembles H-non-tangentiels :

L∗ =
{
θ ∈ ∂mX |Pθ

o(L∗∗) = 1
}
,

N ∗ =
{
θ ∈ ∂mX |Pθ

o(N ∗∗) = 1
}

et J ∗ =
{
θ ∈ ∂mX |Pθ

o(J ∗∗) = 1
}
.

On dit alors que u converge stochastiquement en θ ∈ ∂mX si θ ∈ L∗.
De la même manière, on définit les notions de bornitude stochastique en θ
et de finitude de l’énergie stochastique en θ. Les théorèmes de martingales
permettent alors de montrer le résultat suivant, dû à Mouton ([Mou00]) :

Proposition 2.4.1. Soit u une fonction harmonique. On a les µ-presque
inclusions

J ∗ ∼⊂ L∗ ∼⊂ N ∗.

Remarque 2.4.2. Le théorème 2.3.1 impliquera qu’en fait,

J ∗ ≈ L∗ ≈ N ∗.

Démonstration de la proposition 2.4.1. Il est clair que L∗∗ ⊂ N ∗∗ et par la
proposition 2.2.3, on obtient L∗ ∼⊂ N ∗.

Prouvons maintenant la Po-presque inclusion J ∗∗ ∼⊂ L∗∗. Pour tout m ∈
N, notons J ∗∗

m = {ω ∈ Ω | J∗(ω) ≤ m}. Puisque J ∗∗ est l’union dénombrable

des ensembles J ∗∗
m , il suffit de démontrer que pour tout m, J ∗∗

m

∼⊂ L∗∗.
Soit m ∈ N et τm(ω) le premier temps N pour lequel

∑N
n=0 ∆u

2(Xn(ω)) >
m, avec τm(ω) = +∞ si ce n’est jamais le cas. Pour N ∈ N, l’événement
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{τm > N} =
{∑N

n=0 ∆u
2(Xn) ≤ m

}
est FN -mesurable. Son complémen-

taire {τm ≤ N} est aussi FN -mesurable et τm est un temps d’arrêt. On a∑τm−1
n=0 ∆u2(Xn) ≤ m et τm = ∞ si et seulement si J∗(u) ≤ m. Notons Mn la

martingale u2(Xn)−
∑n−1

k=0 ∆u
2(Xk) et stoppons là au temps τm. On a alors

Mn∧τm ≥ −
(n∧τm)−1∑

k=0

∆u2(Xk) ≥ −m.

La martingale stoppée est donc Po-presque sûrement convergente. En par-
ticulier, sur l’événement J ∗∗

m , (Mn)n est presque sûrement convergente et∑
n≥0 ∆u

2(Xn) converge, donc u2(Xn) admet presque sûrement une limite
finie.

Pour obtenir le même résultat pour la fonction u à la place de u2, il suffit
de remarquer que la fonction v = u + 1 est harmonique et que ∆v2 = ∆u2.
On peut alors répéter exactement la même preuve pour v et on obtient que
sur l’événement J ∗∗

m (qui est le même pour u et v), v2(Xn) admet presque
sûrement une limite finie. Comme v2 = u2+2u+1, u(Xn) admet Po-presque

sûrement une limite finie et J ∗∗
m

∼⊂ L∗∗. On applique alors la proposition 2.2.3

et on obtient la µ-presque inclusion J ∗ ∼⊂ L∗.

Les martingales discrètes ne nous permettent pas d’obtenir la dernière
presque inclusion N ∗ ∼⊂ L∗ sans hypothèse sur p. Lorsque la fonction de
transition est supposée admissible, nous avons établi dans [Pet12] la presque-
inclusion faible ci-dessous (proposition 2.4.3). Celle-ci ne nous sera pas utile
pour démontrer le théorème 2.3.1. Nous l’avons utilisé dans [Pet12] pour

donner une preuve directe de la presque inclusion N ∼⊂ L dans le cadre des
graphes hyperboliques au sens de Gromov. On pourra consulter l’annexe A
où cette preuve est reproduite.

Soit Ñ ∗∗ l’ensemble des trajectoires ω telles que |u| est bornée sur la
trajectoire épaissie {x ∈ X| d(x, ω) ≤ m1}, où la constante m1 provient de
de l’admissibilité de p. Formellement,

Ñ ∗∗ =
{
ω ∈ Ω | Ñ∗(ω) < +∞

}
où Ñ∗(ω) = sup {|u(x)| | x ∈ X, d(x, ω) ≤ m1} .

On définit alors

Ñ ∗ =
{
θ ∈ ∂mX |Pθ

o(Ñ ∗∗) = 1
}

et on obtient le résultat :
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Proposition 2.4.3. Soit u une fonction harmonique. On a la µ-presque
inclusion

Ñ ∗ ∼⊂ L∗.

Démonstration. Il nous faut démontrer la Po-presque inclusion Ñ ∗∗ ∼⊂ L∗∗, la
proposition s’en déduisant au moyen de la proposition 2.2.3. Pour tout m ∈
N, notons Ñ ∗∗

m l’ensemble des trajectoires ω telles que |u| est bornée par m
sur la trajectoire épaissie {x ∈ X | d(x, ω) ≤ m1}. Par réunion dénombrable,

il suffit de démontrer que pour toutm, Ñ ∗∗
m

∼⊂ L∗∗. Notons τm le temps d’arrêt
donné par le plus petit temps n ≥ 0 tel que

max{|u(x)| | x ∈ X, d(x,Xn) ≤ m1} > m.

Remarquons que Ñ ∗∗
m = {τm = +∞}. Puisque u est harmonique, (u(Xn))n∈N

est une martingale pour la probabilité Po et donc (u(Xn∧τm))n aussi. Avec ce
choix de temps d’arrêt τm, pour tout n ∈ N, |u(Xn∧τm)| ≤ max{m, |u(Xo)|},
ce qui implique que la martingale stoppée converge Po-presque sûrement.
En particulier, (u(Xn))n converge Po-presque sûrement sur l’événement Ñ ∗∗

m .

Nous venons juste de prouver que Ñ ∗∗
m

∼⊂ L∗∗ et comme Ñ ∗∗ =
⋃

m Ñ ∗∗
m on

obtient que Ñ ∗∗ ∼⊂ L∗∗.

Nous venons d’établir des critères de convergence stochastique pour une
fonction harmonique quelconque. Lorsque la fonction harmonique est bornée,
la convergence stochastique en presque tout point du bord minimal de Martin
est automatique. Cela découle des résultats de la théorie du bord de Martin
(voir par exemple [Woe00]) :

Lemme 2.4.4. Soit u une fonction harmonique bornée sur X. Il existe une
unique fonction f ∈ L∞(∂mX,µ) telle que

u(z) =

∫

∂mX

f(θ)dµz(θ) = Ez[f(X∞)].

De plus, u converge stochastiquement vers f(θ) en µ-presque tout θ ∈ ∂mX.

2.5 Preuve du théorème 2.3.1

2.5.1 Plan de la preuve

Nous allons montrer, corollaire 2.5.3, que les inclusions L∗ ⊂ L et N ∗ ⊂
N découlent de la définition des cônes H-non-tangentiels. On pourra alors
résumer les presque-inclusions déjà connues dans le diagramme suivant :
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Ñ ∗ ∼⊂ J ∗ ∼⊂ L∗ ∼⊂ N ∗

∩ ∩
J L ⊂ N

Pour démontrer le Théorème 2.3.1, il suffira de démontrer les presque-
inclusions N ∼⊂ J et J ∼⊂ J ∗.

2.5.2 Conséquences des hypothèses

Nous établissons ici quelques résultats qui sont des conséquences des hy-
pothèses faites sur la marche aléatoire et sur les cônes H-non-tangentiels. Ces
résultats seront des ingrédients essentiels de la preuve du théorème 2.3.1.

L’inégalité de Harnack suivante est facilement démontrée au moyen de
l’hypothèse d’admissibilité de la fonction de transition. Rappelons que l’entier
ℓ provient de la première condition de l’hypothèse d’admissibilité de p : pour
tous x, y ∈ X tels que d(x, y) ≤ 1, on a

∑
1≤j≤ℓ pj(x, y) ≥ 1/ℓ.

Théorème 2.5.1. Soit u une fonction surharmonique positive. Pour tous
x, y ∈ X, (

1

ℓ2

)d(x,y)

u(y) ≤ u(x) ≤ (ℓ2)d(x,y)u(y).

Démonstration. Le cas où d(x, y) = 0 est évident. Si d(x, y) = 1, par l’hypo-
thèse d’admissibilité, on a

1

ℓ
u(y) ≤

∑

1≤j≤ℓ

pj(x, y) u(y).

Par ailleurs, puisque u est surharmonique, pour tout j ∈ N∗,

u(x) ≥
∑

z∈X
pj(x, z) u(z) ≥ pj(x, y) u(y),

ce qui termine la preuve pour d(x, y) = 1. Le cas d(x, y) > 1 se déduit par
une récurrence immédiate.

La proposition suivante (voir figure 2.5.1) est une conséquence de la dé-
finition des cônes H-non-tangentiels. Elle implique les inclusions L∗ ⊂ L et
N ∗ ⊂ N .

Proposition 2.5.2. Soit (yk)k ∈ XN une suite de points qui converge H-non-
tangentiellement vers un point θ ∈ ∂mX. Alors la marche aléatoire rencontre
Pθ
o-presque sûtement une infinité de ces points.
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θ

o

Figure 2.5.1 – proposition 2.5.2

Démonstration. Notons Ak l’événement "la marche rencontre yk", AN
k l’évé-

nement "la marche rencontre yk avant le temps N" et τk le temps d’arrêt
inf{n | Xn = yk}. Soit R > 0 tel que pour tout k, F (o, yk)K(yk, θ) ≥ R.
La fonction 1AN

k
est Fτk∧N -mesurable. Puisque τk ∧ N est un temps d’arrêt

presque sûrement fini, on a alors

Eθ
o[1AN

k
] = Eo[1AN

k
·K(Xτk , θ)].

Remarquons que si τk(ω) ≤ N , alors 1AN
k
(ω) = 1 et Xτk(ω)(ω) = yk et si

τk(ω) > N , alors 1AN
k
(ω) = 0, donc

Eo[1AN
k
·K(Xτk , θ)] = K(yk, θ)Po(A

N
k ) →N→∞ F (o, yk)K(yk, θ).

Et finalement, Eθ
o[1Ak

] = F (o, yk)K(yk, θ). On en déduit alors,

Pθ
o[(Xn)n rencontre une infinité de yk] = Pθ

o[lim sup
k

Ak]

≥ inf
k
Eθ

o[1Ak
]

≥ inf
k
F (o, yk) ·K(yk, θ)

≥ R > 0.

Comme l’événement "(Xn)n rencontre une infinité de yk, k ∈ N" est
asymptotique, la proposition est prouvée.

Corollaire 2.5.3. Pour tout c > 0, L∗ ⊂ Lc et N ∗ ⊂ Nc.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde et supposons que l’inclusion L∗ ⊂
Lc ne soit pas vérifiée. Soit θ ∈ L∗ \ Lc et notons L la limite stochastique de
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u en θ. Il existe alors par hypothèse ε > 0 et des points yk ∈ Γθ
c tendant vers

θ tels que pour tout k, |u(yk)−L| ≥ ε. Comme la suite (yk) converge H-non-
tangentiellement vers θ, Pθ

o-presque sûrement, la marche aléatoire rencontre
une infinité de yk. Fixons une trajectoire ω telle que limn→∞ u(Xn(ω)) = L
et Xn(ω) rencontre une infinité de yk. Choisissons no ∈ N tel que pour tout
n ≥ no, |u(Xn(ω)) − L| < ε. La trajectoire stoppée (Xn(ω))n≤no

rencontre
seulement un nombre fini de yk, donc (Xn(ω))n>n0 rencontre au moins un
point yk1 . Soit n1 > n0 tel que Xn1(ω) = yk1 . On a

0 < ε ≤ |u(yk1)− L| = |u(Xn1(ω))− L| < ε,

ce qui fournit une contradiction. La preuve de la seconde inclusion fonctionne
de la même façon.

Les lemmes suivants sont des conséquences faciles de l’hypothèse (H).
Pour un sous-ensemble borélien E de ∂mX, posons

fE(x) := Px(X∞ ∈ E) = Ex[1E(X∞)].

Lemme 2.5.4. Soient E un sous-ensemble borélien de ∂mX, z ∈ X et c > c0
(la constante c0 provient de l’hypothèse (H)). Pour µ-presque tout θ ∈ E,
Pθ
z-p.s., la marche aléatoire "finit sa vie dans Γc(E)" (Formellement, pour

Pθ
z-presque tout ω, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , Xn(ω) ∈ Γc(E)).

Démonstration. Le lemme 2.4.4 de représentation des fonctions harmoniques
bornées assure que pour µ-presque tout θ, on a

Pθ
z[ lim

n→∞
fE(Xn) = 1E(θ)] = 1.

D’après l’hypothèse (H), il existe η > 0 tel que

∀x 6∈ Γc(E), fE(x) ≤ 1− η.

Ainsi, pour µ-presque tout θ ∈ E, Pθ
z-presque-sûrement, Xn est dans Γc(E)

pour n assez grand.

Suivant la terminologie introduite par F. Mouton [Mou94], nous appelle-
rons pointes du cône Γθ

c les ensembles Γθ
c \B(o, R), pour R > 0.

Lemme 2.5.5. Soient c > c0 et E un sous-ensemble borélien de ∂mX. Pour
tout θ ∈ ∂mX tel que fE converge H-non-tangentiellement vers 1 en θ, Γc(E)
contient des pointes de tout cône de sommet θ.
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Démonstration. Fixons θ ∈ ∂mX tel que fE(x) = Px(X∞ ∈ E) converge H-
non-tangentiellement vers 1 en θ et soit Γθ

e un cône de sommet θ. Raisonnons
par l’absurde et supposons que Γc(E) ne contient aucune pointe de ce cône.
Alors pour tout R > 0, il existe x ∈ Γ θ

e \ Γc(E) tel que d(o, x) > R.
Soit (xk)k∈N une suite dans Γ θ

e \ Γc(E) telle que d(o, xk) > k. alors (xk)k
converge vers θ en restant dans Γθ

e et on a limk→∞ fE(xk) = 1. Comme
xk 6∈ Γc(E), l’hypothèse (H) nous assure que fE(xk) ≤ 1− η, ce qui apporte
une contradiction.

Remarque 2.5.6. D’après le lemme de représentation des fonctions har-
moniques bornées (lemme 2.4.4), fE converge stochastiquement en µ-presque
tout θ ∈ E, donc H-non-tangentiellement d’après le corollaire 2.5.3. En par-
ticulier, Γc(E) contient des pointes de tout cône de sommet θ pour µ-presque
tout θ ∈ E.

2.5.3 La bornitude H-non-tangentielle implique la fini-

tude de l’énergie H-non-tangentielle

Pour un sous-ensemble U de X, on définit sur U×U la fonction de Green
GU(z, y) comme l’espérance, avant de sortir de U , du nombre de visites en y
de la marche aléatoire partant de z Notons τU le temps de sortie de U . Par
le théorème de Fubini, pour toute fonction positive ϕ sur U et tout point
z ∈ U ,

Ez

[
τU−1∑

n=0

ϕ(Xn)

]
=
∑

y∈U
ϕ(y)GU(z, y). (2.5.1)

Commençons par établir une version conditionnée de cette formule :

Lemme 2.5.7. Soient ϕ une fonction positive sur un sous-ensemble U ⊂ X
et z ∈ U . Notons τU le temps de sortie de U . On a alors

Eθ
z

[
τU−1∑

n=0

ϕ(Xn)

]
=
∑

y∈U
ϕ(y)GU(z, y)

K(y, θ)

K(z, θ)
.

Démonstration. Le théorème de Fubini donne

Eθ
z

[
τU−1∑

n=0

ϕ(Xn)

]
= Eθ

z

[ ∞∑

n=0

ϕ(Xn)1{n≤τU−1}

]
=

∞∑

n=0

Eθ
z

[
ϕ(Xn)1{n≤τU−1}

]
.

Comme la variable aléatoire ϕ(Xn)1{n≤τU−1} est Fn-mesurable, la proposition
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2.2.2 et la Formule (2.5.1) donnent

Eθ
z

[
τU−1∑

n=0

ϕ(Xn)

]
=

∑

n≥0

1

K(z, θ)
Ez

[
ϕ(Xn)1{n≤τU−1}K(Xn, θ)

]

=
1

K(z, θ)
Ez

[∑

n≥0

ϕ(Xn)1{n≤τU−1}K(Xn, θ)

]

=
1

K(z, θ)

∑

y∈U
ϕ(y)K(y, θ)GU(z, y).

Nous allons maintenant prouver que Nc

∼⊂ Je pour tout 0 < e < c−m1, ce
qui donnera la presque inclusion N ∼⊂ J . Posons Nm

c = {θ ∈ ∂mX |N θ
c (u) ≤

m}. Comme Nc =
⋃

m∈N Nm
c , il suffit de montrer que pour tout m, Nm

c

∼⊂
Je. Notons Γ := Γc−m1(Nm

c ) =
⋃

θ∈Nm
c
Γθ
c−m1

et τ le temps de sortie de Γ.
Par définition de Γ, la fonction |u| est majorée par m sur Γ. La propriété
de martingale nous assure que Mn = u2(Xn) −

∑n−1
k=0 ∆u

2(Xk) est une Fn-
martingale pour Po. Pour le temps d’arrêt τ ∧ n, on obtient

Eo[Mτ∧n] = Eo[Mo] = u2(o) ≥ 0.

Ainsi Eo

[∑τ∧n−1
k=0 ∆u2(Xk)

]
≤ Eo [u

2(Xτ∧n)]. Mais puisque d(Xτ∧n,Γ) ≤ m1,
il existe θ ∈ Nm

c et y ∈ Γθ
c−m1

tels que d(Xτ∧n, y) ≤ m1 ce qui implique par
la propriété (3) des cônes H-non-tangentiels que Xτ∧n ∈ Γc(Nm

c ). On obtient
alors

Eo

[
τ∧n−1∑

k=0

∆u2(Xk)

]
≤ m2.

Comme pour tout x ∈ X, ∆u2(x) ≥ 0, on peut appliquer le théorème de
convergence monotone et donc

Eo

[
τ−1∑

k=0

∆u2(Xk)

]
≤ m2.

Par la proposition 2.2.3, on obtient pour µ-presque tout θ ∈ ∂mX,

Eθ
o

[
τ−1∑

k=0

∆u2(Xk)

]
≤ +∞

et donc par le lemme 2.5.7, pour µ-presque tout θ ∈ ∂mX,
∑

y∈Γ
∆u2(y)GΓ(o, y)

K(y, θ)

K(o, θ)
< +∞. (2.5.2)
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Remarquons queK(o, θ) = 1. Afin d’obtenir une énergie à partir de l’équation
(2.5.2), nous allons minorer le terme GΓ(o, y)K(y, θ) en utilisant l’hypothèse
(H).

Lemme 2.5.8. Soit U un sous-ensemble de X et notons τU le temps de sortie
de U . On a alors

lim
x→θ

x∈Γθ
e

GU(o, x)

G(o, x)
= Pθ

o(τU = +∞).

Laissons un instant de côté la preuve du lemme 2.5.8 et montrons que pour
µ-presque tout θ ∈ Nm

c , Pθ
o(τ = +∞) > 0. Choisissons θ ∈ Nm

c . La fonction
z 7→ Pθ

z(τ = +∞) est θ-harmonique (voir la section sur les h-processus), donc
par le principe du minimum, elle est soit identiquement nulle, soit strictement
positive.

Par le lemme 2.5.4, pour presque tout θ ∈ Nm
c , Pθ

o-presque sûrement, la
marche aléatoire finit sa vie dans Γ. Fixons un tel point θ. Alors

1 = Pθ
o(”Xn finit sa vie dans Γ”) = lim

N→∞
Pθ
o(∀n ≥ N,Xn ∈ Γ)

On choisit alors N suffisamment grand pour que Pθ
o(∀n ≥ N,Xn ∈ Γ) > 0.

Par la propriété de Markov, on obtient,

Pθ
o(∀n ≥ N,Xn ∈ Γ ) = Eθ

o

[
Pθ
o(∀n ≥ N,Xn ∈ Γ )| FN

]
= Eθ

o [ϕ(XN)] ,

où ϕ(z) = Pθ
z(τ = +∞) si z ∈ Γ et ϕ(z) = 0 sinon. Comme Pθ

o(∀n ≥ N,Xn ∈
Γ) > 0, la fonction ϕ ne peut pas être identiquement nulle. Elle ne s’annule
donc pas et Pθ

o(τ = +∞) > 0. On a montré que, pour presque tout θ ∈ Nm
c ,

Pθ
o(τ = +∞) > 0, ce qui implique, par le lemme 2.5.8, que pour un tel point
θ,

lim
x→θ

x∈Γθ
e

GΓ(o, x)

G(o, x)
> 0. (2.5.3)

Fixons θ tel que (2.5.3) soit satisfaite. Il existe une constante C1 > 0 telle
que pour tout x ∈ Γθ

e,
GΓ(o, x) ≥ C1 ·G(o, x).

La condition (2) des cônes H-non-tangentiels assure alors que pour tout x ∈
Γθ
e,

GΓ(o, x)K(x, θ) ≥ C1G(o, x)K(x, θ) ≥ C2 > 0.

Revenons maintenant à l’équation (2.5.2).

+∞ >
∑

y∈Γ
∆u2(y)GΓ(o, y)K(y, θ) ≥

∑

y∈Γθ
e

∆u2(y)GΓ(o, y)K(y, θ)

≥ C2

∑

y∈Γθ
e

∆u2(y).
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On a ainsi démontré que Nm
c

∼⊂ Je.
Il reste à prouver le lemme 2.5.8. Pour cela, nous allons dans un premier

temps établir le lemme suivant :

Lemme 2.5.9. Soit θ ∈ ∂mX. il existe une constante C > 0 telle que

∀x ∈ Γθ
e, ∀z ∈ X,

G(z, x)

G(o, x)
≤ C ·K(z, θ).

Démonstration. D’après la conditon (2) des cônes H-non-tangentiels, il existe
R > 0 tel que pour tout x ∈ Γθ

e, F (o, x)K(x, θ) ≥ R et donc pour tout x ∈ Γθ
e

et tout z ∈ X,
F (z, x)

F (o, x)
≤ 1

R
F (z, x)K(x, θ).

De plus, pour tout y ∈ X, F (z, x)F (x, y) ≤ F (z, y), ce qui donne

F (z, x)
F (x, y)

F (o, y)
≤ F (z, y)

F (o, y)
.

En faisant tendre y vers θ, on obtient

F (z, x)K(x, θ) ≤ K(z, θ).

Finalement,
G(z, x)

G(o, x)
=
F (z, x)

F (o, x)
≤ C ·K(z, θ).

Nous sommes désormais en mesure de prouver le lemme 2.5.8.

Démonstration du lemme 2.5.8. Comme G(·, x) s’annule à l’infini,

GU(o, x) = G(o, x)− Eo [G(XτU , x)]

= G(o, x)

(
1− Eo

[
G(XτU , x)

G(o, x)

])

= G(o, x)

(
1− Eo

[
G(XτU , x)

G(o, x)
· 1{τU<∞}

])
.

Par définition, pour τU <∞,

lim
x→θ

G(XτU , x)

G(o, x)
= K(XτU , θ).
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Mais par le lemme 2.5.9, il existe une constante C telle que pour tout x ∈ Γθ
e,

G(XτU , x)

G(o, x)
≤ C ·K(XτU , θ).

Cela nous permet donc d’appliquer le théorème de Lebesgue et on obtient

lim
x→θ

x∈Γθ
e

Eo

[
G(XτU , x)

G(o, x)
· 1{τU<∞}

]
= Eo

[
K(XτU , θ) · 1{τU<∞}

]
= Pθ

o(τU <∞),

ce qui prouve le lemme.

2.5.4 La finitude de l’énergie H-non-tangentielle implique

la convergence H-non-tangentielle

Puisque nous avons montré que J ∗ ∼⊂ L∗ (proposition 2.4.1) et que L∗ ⊂
L (corollaire 2.5.3), il suffit de montrer la presque inclusion J ∼⊂ J ∗.

Posons, pour c > 0 etm ∈ N, Jm
c :=

{
θ ∈ ∂mX | Jθ

c (u) ≤ m
}
. Nous allons

montrer, pour c > c0 (c0 provient de l’hypothèse (H)) et m ∈ N, la presque

inclusion Jm
c

∼⊂ J ∗. Pour cela, introduisons la fonction v(z) := µz(Jm
c ) =

Pz(X∞ ∈ Jm
c ) (qui est harmonique par le lemme 2.4.4) et pour α ∈]0, 1[ la

quantité

Iα := Eo

[ ∞∑

n=0

∆u2(Xn)1{v≥α}(Xn)

]
.

Fait : s’il existe α ∈]0, 1[ tel que Iα < +∞, alors Jm
c

∼⊂ J ∗.
Montrons ce fait. Si Iα < +∞, la proposition 2.2.3 nous assure que pour

µ-presque tout θ ∈ ∂mX,

Eθ
o

[ ∞∑

n=0

∆u2(Xn)1{v≥α}(Xn)

]
< +∞

et donc Pθ
o-presque sûrement,

∞∑

n=0

∆u2(Xn)1{v≥α}(Xn) < +∞.

De plus, v converge stochastiquement vers 1 en µ-presque tout θ ∈ Jm
c

(lemme 2.4.4), donc pour µ-presque tout θ ∈ Jm
c , Pθ

o-presque sûrement, la
série converge et v(Xn) → 1, ce qui donne

∑∞
n=0 ∆u

2(Xn) < +∞. Cela

signifie exactement que Jm
c

∼⊂ J ∗.
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Montrons maintenant l’existence d’un tel α. Commençons par réécrire Iα
en introduisant la fonction de Green. Par la formule (2.5.1),

Iα =
∑

y∈X
∆u2(y)1{v≥α}(y)G(o, y) =

∑

y∈{v≥α}
∆u2(y)G(o, y). (2.5.4)

Notons Ac(y) = {θ ∈ ∂mX | y ∈ Γθ
c}. L’idée clé est de s’intéresser à la quantité

∫

Jm
c

Jθ
c (u)dµo(θ) =

∫

∂mX

∑

y∈Γθ
c

∆u2(y)1{θ∈Jm
c }dµo(θ)

=
∑

y∈Γc(Jm
c )

∆u2(y)µo(Jm
c ∩ Ac(y)). (2.5.5)

On sait que
∫
Jm
c
Jθ
c (u)dµo(θ) ≤ m · µo(Jm

c ) < +∞. Pour trouver α tel
que Iα < +∞, nous allons relier l’expression (2.5.4) à l’expression (2.5.5).

Montrons qu’il existe α tel que {v ≥ α} ⊂ Γc(Jm
c ). Pour cela, choisissons

y 6∈ Γc(Jm
c ) et appliquons l’hypothèse (H) à (Ac(y))

c ⊂ ∂mX. On obtient
une constante η > 0 ne dépendant ni de c, ni de y telle que

∀z 6∈ Γc((Ac(y))
c), µz(Ac(y)) ≥ η.

Par définition, y 6∈ Γc((Ac(y))
c), donc

µy(Ac(y)) ≥ η.

On obtient que si y 6∈ Γc(Jm
c ), alors Ac(y) ∩ Jm

c = ∅ et v(y) = µy(Jm
c ) ≤

1−µy(Ac(y)) ≤ 1−η. En choisissant α > 1−η, on a donc {v ≥ α} ⊂ Γc(Jm
c ).

Montrons maintenant que pour tout y ∈ {v ≥ α},

µy(Jm
c ∩ Ac(y)) ≥ α− (1− η).

En effet, pour un tel point y,

α ≤ v(y)

≤ µy(Jm
c ∩ Ac(y)) + µy((Ac(y))

c)

≤ µy(Jm
c ∩ Ac(y)) + 1− η.

Comme nous avons supposé G bornée, G(y, y)−1 ≥ C pour une constante
C > 0 indépendante de y et pour tout y ∈ {v ≥ α},

µo(Jm
c ∩ Ac(y))

G(o, y)
≥ F (o, y)µy(Jm

c ∩ Ac(y))

F (o, y)G(y, y)
≥ C > 0.
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Finalement,

Iα =
∑

y∈{v≥α}
∆u2(y)G(o, y)

≤ 1

C

∑

y∈{v≥α}
∆u2(y)µo(Jm

c ∩ Ac(y))

≤ 1

C

∑

y∈Γc(Jm
c )

∆u2(y)µo(Jm
c ∩ Ac(y))

≤ 1

C

∫

Jm
c

Jθ
c (u)dµo(θ)

< +∞.

On en conclut donc que Jm
c

∼⊂ J ∗ et J ∼⊂ J ∗, ce qui achève la preuve de

la presque-inclusion J ∼⊂ L.

2.6 Démonstration du théorème 2.3.5

Nous dirons qu’un point θ ∈ ∂mX est H-tangentiel pour un sous-ensemble
U ⊂ X si pour tout c > 0, l’ensemble Γθ

c \ U est borné. Autrement dit, θ est
H-tangentiel pour U si U contient des pointes de tout cône H-non-tangentiel
de sommet θ. Le théorème 2.3.5 est une conséquence du théorème suivant,
qui peut être vu comme une version ponctuelle du théorème de Fatou :

Théorème 2.6.1. Soient X un graphe à géométrie bornée, p une fonction de
transition markovienne admissible telle que la marche aléatoire associée est
transiente et (Γθ

c)c>0 une famille de cônes H-non-tangentiels en chaque point
θ ∈ ∂mX. Supposons que l’hypothèse (H) soit satisfaite. Soient U un sous-
ensemble de X contenant o et u est une fonction harmonique positive sur
l’ensemble épaissi Ũ := {x ∈ X | d(x, U) ≤ m1}. Alors pour µ-presque tout
θ ∈ ∂mX H-tangentiel pour U , la fonction u converge H-non-tangentiellement
en θ.

Rappelons que la constante m1 provient de la condition de rang borné
dans l’hypothèse d’admissibilité de la fonction de transition p. La preuve du
théorème 2.6.1 repose sur deux lemmes très similaires à des lemmes démontrés
précédemment.

Lemme 2.6.2. Soit U un sous-ensemble de X. Alors pour µ-presque tout
θ H-tangentiel pour U , la marche aléatoire finit Pθ

o-presque-sûrement sa vie
dans U .
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Démonstration. Soit c > c0 (c0 provient de l’hypothèse (H)) et AU l’ensemble
des points θ ∈ ∂mX qui sont H-tangentiels pour U . Notons, pour N ∈ N∗,

AU
N := {θ ∈ ∂mX |Γθ

c \ U ⊂ B(o,N)}.

Puisque AU =
⋃

N A
U
N , il suffit de montrer que pour tout N ∈ N∗ et pour

µ-presque tout θ ∈ AU
N , la marche aléatoire finit Pθ

o-presque sûrement sa
vie dans U . Par le lemme 2.5.4, pour µ-presque tout θ ∈ AU

N , Pθ
o-presque

sûrement, la marche aléatoire finit sa vie dans Γc(A
U
N). Soit un tel point

θ ∈ AU
N . Pθ

o-presque sûrement, la marche aléatoire quitte la boule B(o,N) et
donc elle finit Pθ

o-presque sûrement sa vie dans Γθ
c \B(o,N) ⊂ U .

Lemme 2.6.3. Soit U un sous-ensemble connexe de X tel que o ∈ U et soit
τ le temps de sortie de U . Alors pour µ-presque tout θ H-tangentiel pour U ,
Pθ
o(τ = +∞) > 0.

Démonstration. Nous avons déjà montré une propriété similaire dans la sous-
section 2.5.3. Soit θ H-tangentiel pour U tel que Pθ

o-presque sûrement, la
marche aléatoire finit sa vie dans U . La fonction z 7→ Pθ

z(τ = +∞) est θ-
harmonique. Par le principe du minimum, elle est donc soit identiquement
nulle, soit strictement positive. On a

1 = Pθ
o(”Xn finit sa vie dans U ”) = lim

N→∞
Pθ
o(∀n ≥ N,Xn ∈ U).

Si on choisit N suffisamment grand pour que Pθ
o(∀n ≥ N,Xn ∈ U) > 0, on

obtient par la propriété de Markov,

Pθ
o(∀n ≥ N,Xn ∈ U ) = Eθ

o [ϕ(XN)] ,

où ϕ(z) = Pθ
z(τ = +∞) si z ∈ U et ϕ(z) = 0 sinon. Comme Pθ

o(∀n ≥ N,Xn ∈
U) > 0, la fonction ϕ n’est donc pas identiquement nulle et Pθ

o(τ = +∞) >
0.

Démonstration du théorème 2.6.1. On peut supposer sans perte de généralité
que U est connexe et on note à nouveau τ le temps de sortie de U . Comme u
est harmonique positive sur Ũ , (u(Xn∧τ ))n est une martingale positive pour
Po, elle converge donc Po-presque sûrement. Ainsi par la proposition 2.2.3,
pour µ-presque tout θ ∈ ∂mX, Pθ

o-presque sûrement, (u(Xn∧τ )) converge.
En combinant cela avec le lemme 2.6.3, on obtient pour µ-presque tout θ
H-tangentiel pour U ,

Pθ
o(τ = +∞ et (u(Xn)) converge) > 0.
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Cette probabilité vaut donc 1 par la loi asymptotique du 0-1. Cela signifie que
pour µ-presque tout θ H-tangentiel pour U , u converge stochastiquement en
θ, mais par le corollaire 2.5.3, cela implique la convergence H-non-tangentielle
en θ, ce qui prouve le théorème.

Le théorème 2.3.5 est un corollaire du théorème 2.6.1. Nous adapterons
ultérieurement les idées de la preuve au cas des graphes de Dieste-Leader
pour obtenir un théorème de Fatou ponctuel dans ce cadre.

Démonstration du théorème 2.3.5. Il suffit de montrer que pour µ-presque
tout θ ∈ ∂mX où u est H-non-tangentiellement minorée, u converge H-non-
tangentiellement. Fixons c > c0 + m1, où c0 est la constante donnée par
l’hypothèse (H), et pour m ∈ N, notons

Am
c := {θ ∈ ∂mX | ∀x ∈ Γθ

c , u(x) ≥ −m}.

Il suffit de montrer, pour tout m ∈ N, la presque inclusion Am
c

∼⊂ L. Fixons
un entier m ∈ N et posons

U := Γc−m1(A
m
c ) =

⋃

θ∈Am
c

Γθ
c−m1

.

La fonction u+m est harmonique positive sur Ũ . Par le théorème 2.6.1, elle
converge H-non-tangentiellement en µ-presque tout θ H-tangentiel pour U et
il en est de même pour u. La remarque 2.5.6 implique que µ-presque tout
θ ∈ Am

c est H-tangentiel pour U , ce qui termine la preuve du théorème.

2.7 Le cadre hyperbolique

2.7.1 Hyperbolicité et bord de Martin

A. Ancona a montré ([Anc88]) que pour un graphe X hyperbolique au
sens de Gromov et (faiblement) coercif, muni d’une fonction de transition
markovienne admissible p telle que p∗ est sous-markovienne, tous les points
du bord de Martin sont minimaux et la compactification de Martin coïncide
avec la compactification géométrique. L’ingrédient principal pour montrer
ces identifications est une inégalité de Harnack à l’infini (appelée inégalité
(QR) pour Quasi-Ruled dans [BHM11]), prouvée par Ancona : pour tout
r ≥ 0, il existe une constante C(r) ≥ 1 telle que pour tous x, y, z ∈ X avec
y à distance au plus r d’un segment géodésique reliant x à z,

F (x, z) ≤ C(r) · F (x, y)F (y, z). (QR)
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Dans [BHM11], les auteurs ont obtenu une nouvelle preuve de ces iden-
tifications pour un groupe hyperbolique muni d’une fonction de transition
provenant d’une mesure symétrique dont le support engendre le groupe. Ils
ont intensivement utilisé une métrique introduite par S. Blachère et S. Brof-
ferio dans [BB07] : la métrique de Green. L’objectif de cette section est
d’appliquer la démonstration de S. Blachère, P. Haïssinsky et P. Mathieu
au cas des graphes hyperboliques : pourvu que pour tout y ∈ X, la fonc-
tion F (·, y) s’annule à l’infini (i.e. F (x, y) → 0 lorsque d(x, y) → ∞), la
structure de groupe n’est pas utile pour montrer ces identifications. Du fait
de l’équation G(x, y) = F (x, y)G(y, y), cette condition est identique à la
condition analogue pour la fonction G, que nous avons utilisé dans les sec-
tions précédentes. On donne ainsi une preuve des identifications entre le bord
géométrique et les bords de Martin sans introduire les outils de théorie du
potentiel. L’hypothèse de symétrie de la fonction de transition, bien qu’as-
sez restrictive, est ici nécessaire pour pouvoir définir la métrique de Green.
Notons cependant que d’après la proposition 2.1.4, il existe toujours sur un
graphe coercif une fonction de transition symétrique admissible.

Nous supposerons donc dans cette section que la fonction de transition
markovienne p est symétrique, irréductible. On définit alors la métrique de
Green entre deux points x et y de X par

dG(x, y) := −1

2
ln(F (x, y)F (y, x)).

La métrique de Green permet d’obtenir une bonne interprétation géométrique
des quantités probabilistes, il est donc naturel qu’elle se prête bien à identifier
le bord géométrique d’un graphe hyperbolique avec le bord de Martin. Le
produit de Gromov (x, y)Go associé à la métrique dG de deux points x, y ∈
X relativement au point base o ∈ X s’exprime simplement au moyen de
quantités probabilistes par

(x, y)Go =
1

2
ln

(
K(x, y)

F (o, x)
1
2F (x, o)

1
2

)
,

où K(x, y) est le noyau de Martin défini par K(x, y) = F (x,y)
F (o,y)

= G(x,y)
G(o,y)

. Notons
que la fonction de transition p étant symétrique, le noyau K l’est également,
bien que F ne le soit pas en général. Comme le noyau de Martin, le produit
de Gromov relatif à dG s’étend continûment à X × (X ∪ ∂MX).

D’un autre côté, si (X, dG) est δ-hyperbolique pour un réel δ ≥ 0, on peut
s’intéresser au bord géométrique ∂GX associé à (X, dG) et on a vu section
1.1.3 que l’on peut étendre le produit de Gromov à (X ∪∂GX)× (X ∪∂GX).
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Dans ce cas, une suite (xn)n convergeant vers un point ζ ∈ ∂GX vérifie pour
tout x ∈ X,

(x, ζ)Go − 2δ ≤ lim inf
n→∞

(x, xn)
G
o ≤ (x, ζ)Go .

Ainsi une suite (xn)n convergeant vers ξ ∈ ∂MX pour la compactification de
Martin et vers ζ ∈ ∂GX pour la compactification géométrique associée à dG
satisfait pour tout x ∈ X,

(x, ζ)Go − 2δ ≤ (x, ξ)Go ≤ (x, ζ)Go . (2.7.1)

Notons que l’espace métrique (X, dG) n’est en général pas géodésique. Il
peut donc arriver que les espaces métriques (X, d) et (X, dG) soient quasi-
isométriques et que l’un soit hyperbolique sans que l’autre ne le soit. Nous
allons démontrer deux théorèmes. Le premier concerne un graphe à géomé-
trie bornée X muni d’une fonction de transition symétrique et irréductible.
Il affirme que si l’espace métrique (X, dG) est hyperbolique, alors tous les
points du bord de Martin sont minimaux et on peut identifier ce bord avec
le bord géométrique associé à la métrique dG. Le second théorème donne une
condition nécessaire et suffisante, lorsque (X, d) est coercif et hyperbolique,
pour que (X, dG) soit hyperbolique et quasi-isométrique à (X, d). Dans ce
cas, les bords géométriques ∂GX et ∂X coïncident. On retrouve alors immé-
diatement comme corollaire de ces deux théorèmes (voir corollaire 2.7.5) les
identifications entre les bords de Martin et le bord géométrique de (X, d) pour
un graphe coercif muni d’une fonction de transition symétrique admissible.

Théorème 2.7.1. Soient X un graphe à géométrie bornée et p une fonc-
tion de transition symétrique et irréductible. Si l’espace métrique (X, dG) est
hyperbolique et si F (·, x) s’annule à l’infini pour tout x ∈ X, alors les trois
compactifications X ∪ ∂mX, X ∪ ∂MX et X ∪ ∂GX coïncident.

Afin de démontrer ce théorème, nous commençons par prouver deux ré-
sultats intermédiaires. Supposons désormais l’espace métrique (X, dG) hyper-
bolique et définissons sur le bord de Martin ∂MX une relation d’équivalence
par

ξ ∼M θ si et seulement si il existe C ≥ 0 tel que |(·, ξ)Go − (·, θ)Go | ≤ C.

Pour un point ξ ∈ ∂MX, on note ξ̄M sa classe d’équivalence.

Lemme 2.7.2. Sous les hypothèses du théorème 2.7.1, on a :

1. Pour toutes suites (xn)n, (yn)n de X telles que xn → ξ ∈ ∂MX, yn →
θ ∈ ∂MX et (xn, yn)Go → ∞, alors ξ ∼M θ ;
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2. Pour tout ξ ∈ ∂MX, il existe θ ∈ ξ̄M et une suite (yn)n ∈ XN qui
tend vers un point ζ ∈ ∂GX pour la compactification géométrique de
(X, dG), vers θ ∈ ∂MX pour la compactification de Martin et telle que
(yn, ξ)

G
o → ∞ ;

3. Soient ξ, θ ∈ ∂MX. Si θ 6∈ ξ̄M , il existe un voisinage V (θ) de θ dans
X ∪ ∂MX et une constante M tels que pour tout x ∈ V (θ) ∩X,

(x, ξ)Go ≤M.

Démonstration. (1) Fixons un point z ∈ X et un entier n assez grand
pour que (xn, yn)

G
o ≫ dG(o, z). Cela implique en particulier (xn, yn)

G
o ≥

max{(z, xn)Go ; (z, yn)Go }. Puisque (X, dG) est δ-hyperbolique pour un réel δ ≥
0, on a également

(z, xn)
G
o ≥ min{(z, yn)Go ; (yn, xn)Go } − δ = (z, yn)

G
o − δ

et
(z, yn)

G
o ≥ min{(z, xn)Go ; (xn, yn)Go } − δ = (z, xn)

G
o − δ.

On obtient ainsi que
|(z, xn)Go − (z, yn)

G
o | ≤ δ

et la conclusion voulue en faisant tendre n vers +∞.
(2) Soit (yn)n ∈ XN telle que limn→∞K(yn, ξ) = supx∈X K(x, ξ). Comme

K(·, ξ) est harmonique, le principe du maximum implique que la suite (yn)n
quitte tout compact et on a donc F (yn, o) → 0. De plus, pour n assez grand,
K(yn, ξ) ≥ K(o, ξ) = 1, donc

(yn, ξ)
G
o ≥ 1

2
ln

1

F (o, yn)
1
2F (yn, o)

1
2

→ +∞.

Soit maintenant (xn)n ∈ XN telle que xn → ξ. Pour tout n ∈ N, il existe
mn ∈ N tel que

|(yn, ξ)Go − (yn, xmn
)Go | ≤ 1.

En particulier,
(yn, xmn

)Go ≥ (yn, ξ)
G
o − 1.

Par le (1), cela implique que toute valeur d’adhérence de (yn)n dans ∂MX

appartient à ξ
M

. Notons θ ∈ ξ
M

une telle valeur d’adhérence et par abus de
notation, notons encore (yn) la sous-suite correspondante. On a alors

(yn, θ)
G
o ≥ (yn, ξ)

G
o − C → ∞.
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Pour tout n, il existe mn tel que

|(yn, θ)Go − (yn, ymn
)Go | ≤ 1.

Ainsi, pour tout M > 0, il existe n et mn tel que pour tout m ≥ mn,
(yn, ym)

G
o ≥ M . Une simple récurrence prouve alors l’existence d’une sous-

suite (ynk
)k qui converge vers un point de ∂GX.

(3) Comme θ 6∈ ξ̄M , il existe un voisinage V (θ) de θ dans X ∪ ∂MX et
une constante M tels que pour tout x ∈ V (θ) ∩X, (x, ξ)Go ≤ M : sinon, on
pourrait trouver une suite (yn)n ∈ XN qui converge vers θ avec (yn, ξ)Go → ∞,
ce qui impliquerait θ ∈ ξ̄M .

La proposition suivante nous assure que sous les hypothèses du théorème
2.7.1, tous les points du bord de Martin sont minimaux.

Proposition 2.7.3. Sous les hypothèses du théorème 2.7.1, on a ∂MX =
∂mX.

Démonstration. On commence par démontrer le fait suivant :
Fait : si la fonction harmonique K(·, ξ) est minimale, ξ̄M = {ξ}.
En effet, si θ ∈ ξ̄M , il existe par définition une constante C ≥ 0 telle

que |(·, ξ)Go − (·, θ)Go | ≤ C, ce qui implique lnK(·, ξ) ≥ lnK(·, θ) − C et
donc 0 ≤ K(·, θ) ≤ eCK(·, ξ). Comme K(·, ξ) est minimale, K(·, ξ) et K(·, θ)
sont proportionnelles, mais leur valeur en o est 1, donc K(·, ξ) = K(·, θ),
c’est-à-dire ξ = θ.

Soit ξ ∈ ∂MX. Il existe une unique mesure νξ sur ∂mX telle que K(·, ξ) =∫
∂mX

K(·, θ)dνξ(θ). Le théorème de Fatou-Doob-Naïm ([Anc90], p.28) assure

que pour νξ-presque tout θ, F (x,o)
K(x,ξ)

→ 0 quand x → θ pour la topologie fine.
Nous renvoyons à [Anc90] page 27 pour une définition de la topologie fine.
Ce qui importe ici est que cela implique l’existence d’une suite (xn) ∈ XN

qui converge vers θ ∈ ∂MX et telle que F (xn,o)
K(xn,ξ)

→ 0. Puisque par ailleurs,

F (xn, o) ≥ C ·F (o, xn), on obtient que (xn, ξ)
G
o → ∞. Par le lemme 2.7.2(3),

νξ est à support dans ξ
M

, ce qui implique en particulier que ξ
M

contient un
point minimal. Le Fait nous assure alors que ξ

M
= {ξ} et ξ est un point

minimal.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 2.7.1

Démonstration du théorème 2.7.1. D’après la proposition précédente et le
Fait prouvé dans la démonstration de la proposition, pour tout ξ ∈ ∂MX,
ξ
M

= {ξ}. Le lemme 2.7.2(2) implique que pour tout ξ ∈ ∂MX, il existe une
suite (xn)n ∈ XN telle que xn → ξ pour la topologie de Martin et xn → ζ ∈
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∂GX pour la topologie géométrique associée à dG. Le point ζ ne dépend pas
de la suite choisie. Pour s’en convaincre, il suffit de choisir une autre suite
(yn)n telle que yn → ξ. Puisque (xn, ξ)

G
o → ∞, lim supn,m→∞(xn, ym)

G
o = ∞.

Il existe alors une sous-suite (ynk
)k telle que ynk

→ ζ ∈ ∂GX. Comme la suite
(yn) ne peut avoir qu’un unique point d’accumulation, ζ = ξ. Il existe donc
une application φ : ∂MX → ∂GX.

Si deux suites (xn), (yn) ∈ XN convergent vers le même point ζ = φ(ξ) ∈
∂GX pour la topologie géométrique, (xn, yn)Go → ∞. D’après le lemme 2.7.2(1),
elles convergent donc nécessairement vers ξ, donc φ est injective.

Soit maintenant ζ ∈ ∂GX et (xn) ∈ XN une suite convergeant vers ζ.
Puisque X ∪ ∂MX est compact, cette suite admet un point d’accumulation
(qui est unique) dans ∂MX. L’application φ est donc surjective.

Comme ∂MX est compact, il suffit, pour conclure, de montrer la conti-
nuité de φ. Soit M > 0 et ξ ∈ ∂MX. On considère une suite (xn) ∈ XN qui
converge vers ξ ∈ ∂MX et vers φ(ξ) ∈ ∂GX. On choisit n assez grand pour
que (xn, φ(ξ))

G
o ≥M +4δ+ 1

2
ln 2, où δ ≥ 0 est une constante d’hyperbolicité

de (X, dG). Posons A := min{K(x, ξ); x ∈ BG(o, dG(o, xn))}. Soit θ ∈ ∂MX
tel que sur la boule BG(o, dG(o, xn)), |K(·, ξ) − K(·, θ)| ≤ A/2. Pour tout
x ∈ BG(o, dG(o, xn)),

1/2 ≤ K(x, θ)

K(x, ξ)
≤ 3/2.

On en déduit, en prenant x = xn que

−1

2
ln 2 ≤ (xn, θ)

G
o − (xn, ξ)

G
o ≤ 1

2
ln

3

2
,

ce qui donne en particulier d’après (2.7.1),

(xn, φ(θ))
G
o ≥ (xn, φ(ξ))

G
o − 1

2
ln 2− 2δ.

Mais puisque (X, dG) est δ-hyperbolique,

(φ(ξ), φ(θ))Go ≥ min{(xn, φ(θ))Go ; (xn, φ(ξ))Go } − 2δ

≥ (xn, φ(ξ))
G
o − 1

2
ln 2− 4δ

≥ M,

ce qui prouve la continuité de φ.

Le théorème suivant donne, pour un graphe hyperbolique au sens de Gro-
mov, une condition équivalente à l’hyperbolicité de l’espace métrique (X, dG).
Rappelons que la fonction de transition p est uniformément irréductible s’il
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existe ℓ > 0 tel que pour tous x ∼ y,
∑

0≤n≤ℓ pn(x, y) ≥ 1/ℓ. Nous dirons que
la fonction p admet un moment exponentiel fini s’il existe λ > 0, C > 0 tels
que pour tout x ∈ X,

∑
y∈X e

λd(x,y)p(x, y) ≤ C. Notons que si la fonction de
transition p est admissible, alors elle est uniformément irréductible et admet
en particulier un moment exponentiel fini.

Théorème 2.7.4. Soient X un graphe hyperbolique coercif, p une fonction
de transition markovienne, symétrique, uniformément irréductible et admet-
tant un moment exponentiel fini. Alors (X, dG) est hyperbolique et quasi-
isométrique à (X, d) si et seulement si la condition (QR) est satisfaite.

Comme corollaire immédiat des théorèmes 2.7.1 et 2.7.4, on obtient :

Corollaire 2.7.5. Soient X un graphe hyperbolique coercif, p une fonction
de transition markovienne, symétrique et uniformément irréductible telle que
p admet un moment exponentiel fini. Si la condition (QR) est satisfaite, les
trois compactification X ∪ ∂mX, X ∪ ∂MX et X ∪ ∂X coïncident.

Remarque 2.7.6. Dans le cas où p est admissible, Ancona a prouvé ([Anc88])
que la condition (QR) est satisfaite. Le corollaire s’applique donc immédia-
tement pour donner les identifications.

Nous allons terminer cette section en démontrant le théorème 2.7.4. La
preuve se déduit immédiatement de la proposition 2.7.7 et du lemme 2.7.8.
Rappelons que la condition (ED) est satisfaite s’il existe des constantes
C1, c1 > 0 telles que pour tous x, y ∈ X,

G(x, y) ≤ C1e
−c1d(x,y).

Proposition 2.7.7. Soient X un graphe hyperbolique à géométrie bornée et
p une fonction de transition symétrique uniformément irréductible. L’espace
métrique (X, dG) est hyperbolique et quasi-isométrique à (X, d) si et seule-
ment si les conditions (ED) et (QR) sont satisfaites.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que (X, dG) est hyper-
bolique et quasi-isométrique à (X, d). Par définition de la quasi-isométrie,
la condition (ED) est satisfaite. Le théorème 1.1.9 implique que (X, dG) est
quasi-réglé, ce qui entraîne la condition (QR) pour r = 0. Notons C(0) la
constante correspondant au cas r = 0 dans la définition de la condition (QR).
Soient x, y, z ∈ X, γ un segment géodésique joignant x à z et y′ un point de
γ tel que pour tout y′′ ∈ γ, d(y′′, y) ≥ d(y′, y).

dG(x, y) + dG(y, z) ≤ dG(x, y
′) + dG(y

′, z) + 2dG(y, y
′)

≤ logC(0) + dG(x, z) + 2dG(y, y
′).
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Il suffit donc de poser C(r) = C(0) − exp(2c), où c := supd(y,y′)≤r dG(y, y
′),

pour obtenir la condition (QR).
Réciproquement, supposons que les conditions (ED) et (QR) sont satis-

faites. Soit C := max{dG(x, y); x ∼ y} < +∞ (par uniforme irréductibilité,
si x ∼ y, F (x, y) ≥ 1/ℓ et dG(x, y) ≤ ln ℓ). Alors par inégalité triangulaire,
pour tous x, y ∈ X, dG(x, y) ≤ C · d(x, y). La condition (ED) implique que
dG(x, y) ≥ c1d(x, y) − C1. Ainsi, (X, d) et (X, dG) sont quasi-isométriques.
La condition (QR) implique que les géodésiques pour (X, d) sont des quasi-
géodésiques quasi-réglées pour (X, dG). Ainsi, pour tout y appartenant à un
segment géodésique reliant deux points x, z ∈ X,

dG(x, y) + dG(y, z) ≤ 2τ + dG(x, z).

L’espace (X, dG) est donc quasiréglé, ce qui implique par le théorème 1.1.9
que (X, dG) est hyperbolique.

Lemme 2.7.8. Soient X un graphe coercif et p une fonction de transition
symétrique, uniformément irréductible et admettant un moment exponentiel
fini. Alors la condition (ED) est satisfaite.

Démonstration. Rappelons que le rayon spectral ρ(p) d’une marche aléatoire
irréductible est donné par ρ(p) = lim supn→∞ pn(x, y)

1/n (ce nombre est in-
dépendant du choix de x et y). Comme X est coercif et p symétrique, le
théorème 10.6 de [Woe00] assure que ρ(p) < 1. Mais puisque p est symé-
trique, pn(x, y) ≤ ρ(p)n ([Woe00], lemme 8.1). Il existe donc une constante
a > 0 telle que pour tout n ∈ N, tous x, y ∈ X,

pn(x, y) ≤ e−an. (2.7.2)

L’inégalité de Tchebytchev donne pour tout b > 0,

Px

(
sup

1≤k≤n
d(x,Xk) ≥ nb

)
≤ e−λbnEx

[
exp

(
λ sup

1≤k≤n
d(x,Xk)

)]
,

où λ est la constante intervenant dans la définition d’un moment exponentiel
fini. Mais pour k ≤ n, d(X0, Xk) ≤

∑n−1
j=0 d(Xj, Xj+1). Donc

Px

(
sup

1≤k≤n
d(x,Xk) ≥ nb

)
≤ e−λbnEx

[
exp

(
λ

n−1∑

j=0

d(Xj, Xj+1)

)]

≤ e−λbnCn = e(−λb+logC)n, (2.7.3)

par indépendance des accroissements. Choisissons b suffisamment grand pour
que −λb+ logC < 0. On a

G(x, y) =
∑

k≥0

pk(x, y) =
∑

0≤k≤ d(x,y)
b

pk(x, y) +
∑

k>
d(x,y)

b

pk(x, y).
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D’après l’inégalité (2.7.3),

∑

0≤k≤ d(x,y)
b

pk(x, y) ≤ d(x, y)

b
sup

1≤k≤d(x,y)/b

pk(x, y)

≤ d(x, y)

b
Px (∃k ∈ {0, · · · , d(x, y)/b} avec Xk = y)

≤ d(x, y)

b
Px

(
sup

0≤k≤d(x,y)/b

d(x,Xk) ≥ d(x, y)

)

≤ Cd(x, y)e−cd(x,y).

L’inégalité (2.7.2) donne que
∑

k>d(x,y)/b

pk(x, y) ≤ Ce−
a
b
d(x,y).

Cela prouve que (ED) est satisfaite.

2.7.2 Le résultat hyperbolique

Supposons désormais que le graphe X muni de la métrique d est hyperbo-
lique, coercif et quasi-étoilé (voir définition 1.2.1). Notons δ ≥ 0 une constante
d’hyperbolicité de (X, d). Quitte à l’augmenter, on choisira le nombre δ en-
tier et supérieur ou égal à 3. Supposons de plus que le graphe est muni d’une
fonction de transition p markovienne admissible sur X telle que p∗ est sous-
markovienne. Dans ce contexte, le bord de Martin ∂MX coïncide avec le
bord minimal de Martin ∂mX et le bord hyperbolique ∂X. La preuve de ces
identifications faite à la section précédente est valable pour des fonctions de
transitions plus générales que les fonctions de transitions admissibles, mais
nécessite qu’elles soient symétriques. Pour une preuve dans le cas où p n’est
pas symétrique mais admissible, on pourra se référer à [Anc88].

Le cadre hyperbolique permet de définir une notion géométrique naturelle
de tube non-tangentiel d’épaisseur c > 0 et de sommet θ ∈ ∂X

Γθ
c := {x ∈ X | ∃ γ un rayon géodésique entre o et θ tel que d(x, γ) < c}.

Ces tubes non-tangentiels satisfont évidemment les propriétés (1) et (3) des
familles de cônes H-non-tangentiels. Nous allons montré au moyen de l’in-
égalité de Harnack à l’infini (QR) que la propriété (2) est aussi satisfaite
et qu’une inclusion réciproque est vérifiée. Nous parlerons alors simplement
de convergence non-tangentielle, de bornitude non-tangentielle et de finitude
de l’énergie non-tangentielle pour les notions H-non-tangentielles correspon-
dantes définies à la section 2.3.
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Lemme 2.7.9. Pour tout c > 0, il existe 0 < R < 1 tel que pour tout θ ∈ ∂X,
Γθ
c ⊂ {x ∈ X|F (o, x)K(x, θ) ≥ R}. Réciproquement, pour tout 0 < R < 1, il

existe c > 0 tel que pour tout θ ∈ ∂X, {x ∈ X|F (o, x)K(x, θ) ≥ R} ⊂ Γθ
c.

Démonstration. Soient c > 0 et x ∈ Γθ
c , il existe par définition un rayon

géodésique γ entre o et θ telle que d(x, γ) < c. Soit y ∈ γ tel que d(o, y) ≫
d(o, x). D’après l’inégalité (QR), il existe 0 < R < 1 dépendant seulement de
c tel que F (o, y) ≤ 1

R
F (o, x)F (x, y). En faisant tendre y vers θ, on obtient

F (o, x)K(x, θ) ≥ R.
Soient maintenant 0 < R < 1, x ∈ X tel que F (o, x)K(x, θ) ≥ R et notons

toujours γ un rayon géodésique joignant o à θ. Soient z ∈ γ le plus éloigné
de o tel que F (o, z) > F (o, x). Ce point existe puisque F (o, z) → 0 lorsque
d(o, z) → +∞. Posons également z′ ∈ γ tel que d(o, z′) = d(o, z) + 1. Notons
que l’on a toujours F (x, y) ≥ F (x, z)F (z, y). Comme F (o, x)K(x, θ) ≥ R,

pour y ∈ γ avec d(o, y) ≫ d(o, z), F (x, y) ≥ R

2

F (o, y)

F (o, x)
. Mais alors pour un

tel y,

F (x, y) ≥ R

2

F (o, z)F (z, y)

F (o, x)
>
R

2
F (z, y).

En divisant par F (o, y) et en faisant tendre y vers θ, on obtient K(x, θ) ≥
R

2
K(z, θ). Par définition de z et z′, F (o, z′) ≤ F (o, x) et donc par l’in-

égalité de Harnack sur les boules (théorème 2.5.1) appliquée à la fonction
F (o, ·), qui est surharmonique positive pour la fonction de transition ad-
missible p∗, F (o, z) ≤ ℓ2F (o, z′) ≤ ℓ2F (o, x). Le critère des triangles fins
appliqué au triangle oxy assure que soit z est à distance au plus 3δ d’un seg-
ment géodésique entre o et x, soit z est à distance au plus 3δ d’un segment
géodésique joignant x à y. Ainsi, par l’inégalité (QR), on a soit F (o, x) ≤
1

C(δ)
F (o, z)F (z, x), soit F (x, y) ≤ 1

C(δ)
F (x, z)F (z, y). Dans le premier cas,

cela donne F (z, x) ≥ C(δ)

ℓ2
. Dans le second cas, en faisant tendre y vers

θ, on obtient F (x, z) ≥ C(δ)
K(x, θ)

K(z, θ)
et donc F (x, z) ≥ C(δ)

R

2
. Comme la

fonction F (x, y) décroit uniformément exponentiellement avec d(x, y) (propo-
sition 2.1.5), on en déduit que dans les deux cas, d(x, γ) ≤ d(x, z) ≤ C(R, δ).
On obtient donc le résultat voulu en posant c = C(R, δ).

Nous avons montré dans [Pet12] que pour cette notion de tube non-
tangentiel, l’hypothèse (H) est satisfaite. La preuve repose sur l’hyperbolicité
du graphe et sur la décroissance exponentielle de la fonction de Green.

Lemme 2.7.10. Dans ce contexte, la condition (H) est satisfaite.
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Afin de démontrer ce lemme, commençons par établir le résultat suivant :

Lemme 2.7.11. Pour tout α > 0, il existe une constante C > 0 tel que,
pour tout point x ∈ X et tout θ ∈ ∂X,

µx({ξ ∈ ∂X | (ξ, θ)x ≥ α}) ≥ C.

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons montrer qu’il existeN =
N(α) > 0 tel que pour tout x ∈ X, tout θ ∈ ∂X et tout y sur un rayon
géodésique joignant x à θ avec d(x, y) ≥ N , on a

µy(A
θ
x,α) >

1

2

où
Aθ

x,α := {ξ ∈ ∂X | (ξ, θ)x ≥ α}.
On a

µy(∂X \ Aθ
x,α) =

∫

∂X\Aθ
x,α

dµy

dµx

(ξ)dµx(ξ)

et
dµy

dµx

(ξ) = lim
z→ξ

G(y, z)

G(x, z)
.

Soit ξ ∈ ∂X \ Aθ
x,α. Notons γ un rayon géodésique entre x et ξ, posons

xj = γ(4jδ) et Vj la fermeture dans X de {z ∈ X | (z, xj)x > d(x, xj)− 3δ}.
Fait : il existe j,N1 ∈ N dépendant seulement de α tel que si y est sur

un rayon géodésique entre x et θ et d(x, y) ≥ N1, alors y /∈ Vj (voir la figure
2.7.1). Pour montrer ce fait, choisissons j tel que d(x, xj)− 3δ = 4jδ − 3δ >
α + 4δ. Par hyperbolicité (1.1.5),

α > (ξ, θ)x ≥ min{(ξ, y)x, (y, θ)x} − 2δ

et si y est sur un rayon géodésique entre x et θ, il existe N1 dépendant
seulement de α tel que d(x, y) ≥ N1 implique (y, θ)x > α + 2δ. Ainsi, pour
un tel y, (ξ, y)x ≤ α + 2δ. On utilise à nouveau l’hyperbolicité et on obtient

α + 2δ ≥ (ξ, y)x ≥ min{(ξ, xj)x, (xj, y)x} − 2δ.

Puisque ξ ∈ Vj, (ξ, xj)x ≥ d(x, xj) − 3δ > α + 4δ, alors (xj, y)x ≤ α + 4δ et
y /∈ Vj, ce qui prouve le fait.

On peut maintenant vérifier que pour tout z ∈ Vj+1 et tout y /∈ Vj,
la distance entre xj et un segment géodésique entre y et z est majorée
par 50δ ([Anc90] p.85). L’inégalité (QR) nous assure que G(y, z) ≤ C(δ) ·
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x

θ
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y

Vj+1

Vj

xj+1

xj

ξ

Figure 2.7.1 – lemme 2.7.11

G(y, xj)G(xj, z). On peut maintenant appliquer le théorème 2.5.1 à G(·, z)
et G(y, ·) (G(y, ·) est surharmonique pour la fonction de transition admis-
sible p∗) et on obtient G(y, z) ≤ C(δ, α) ·G(y, x)G(x, z). On fait alors tendre
z ∈ Vj+1 vers ξ et on obtient

dµy

dµx

(ξ) ≤ C ·G(y, x).

Ainsi, µy(∂X \ Aθ
x,α) ≤ C · G(y, x). Puisque G décroit uniformément expo-

nentiellement à l’infini (condition (ED)), il existe N dépendant seulement de
α tel que pour tout y sur un rayon géodésique entre x et θ avec d(x, y) ≥ N ,

µy(A
θ
x,α) >

1

2
.

Par le théorème 2.5.1, si x, y ∈ X avec d(x, y) = N ,

µx(A
θ
x,α) ≥

1

ℓ2N
µy(A

θ
x,α) ≥ C > 0.

Démonstration du lemme 2.7.10. NotonsK la constante fournie par la condi-
tion quasi-étoilé. Soit c0 = K+6δ. Fixons c > c0, E un sous-ensemble borélien
de ∂X et x 6∈ Γc(E). Choisissons un rayon géodésique γ entre o et un point
ξ ∈ ∂X tel que d(x, γ) ≤ K.

Afin d’utiliser le lemme 2.7.11, nous allons montrer qu’il existe une constante
α > 0 dépendant seulement de δ et K telle que {ξ ∈ ∂X | (ξ, ξ)x ≥ α} ⊂
∂X \ E.
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o

E

Γc(E)
θ

ξ̄

x

Figure 2.7.2 – lemme 2.7.10

Pour θ ∈ E, l’objectif est de majorer uniformément la quantité (θ, ξ)x.
Par hyperbolicité,

min{(θ, ξ)x, (o, θ)x} ≤ (o, ξ)x + 2δ.

Par l’inégalité (1.1.6), (o, ξ)x ≤ d(x, γ) + 2δ ≤ K + 2δ, donc

min{(θ, ξ)x, (o, θ)x} ≤ K + 4δ.

En utilisant à nouveau l’inégalité (1.1.6) et en notant γ un rayon géodé-
sique entre o et θ, on obtient (o, θ)x ≥ d(x, γ) − 2δ ≥ c − 2δ > K + 4δ et
min{(θ, ξ)x, (o, θ)x} = (θ, ξ)x ≤ K + 4δ.

Ainsi, {ξ ∈ ∂X | (ξ, ξ)x ≥ K + 5δ} ∩E = ∅. Par le lemme 2.7.11, il existe
η > 0 dépendant seulement de δ et K tel que

Px(X∞ 6∈ E) ≥ η.

On obtient donc, comme corollaire du théorème 2.3.1 le théorème suivant,
qui donne au passage une nouvelle preuve du résultat principal de [Pet12] :

Théorème 2.7.12. Soient X un graphe hyperbolique coercif quasi-étoilé et
p une fonction de transition markovienne admissible telle que p∗ est sous-
markovienne. Pour une fonction harmonique u, les notions de convergence
non-tangentielle, de bornitude non-tangentielle et de finitude de l’énergie
non-tangentielle coïncident en µ-presque tout point du bord ∂X.

On obtient aussi, comme corollaire du théorème 2.3.5, le théorème de
Fatou ponctuel suivant
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Théorème 2.7.13. Soient X un graphe hyperbolique coercif quasi-étoilé et
p une fonction de transition markovienne admissible telle que p∗ est sous-
markovienne. Pour une fonction harmonique u, pour µ-presque tout θ ∈
∂X, u converge non-tangentiellement en θ si et seulement si u est non-
tangentiellement minorée en θ.

Remarque 2.7.14. Dans [Mou00], Mouton démontre que dans le cas des
arbres munis d’une marche aléatoire aux plus proches voisins avec une hypo-
thèse d’uniformité sur les fonctions de transitions (∃ ε > 0, ∃ η > 0, ∀x ∼ y,
ε ≤ p(x, y) ≤ 1

2
− η), les notions de convergence radiale, bornitude ra-

diale et finitude de l’énergie radiale sont équivalentes en presque tout point
du bord géométrique. Atanasi et Picardello ([AP08]) ont ensuite démontré
par d’autres méthodes le résultat analogue associé à la convergence non-
tangentielle dans le cas des arbres homogènes, puis Picardello [Pic10] et
indépendamment Mouton [Mou10] ont traité récemment le cas des arbres
inhomogènes. Tous ces résultats sont des cas particuliers du théorème 2.7.12.

2.8 Les graphes de Diestel-Leader

Avant de définir les graphes de Diestel-Leader, nous introduisons quelques
notations. Soit T un arbre homogène de degré q+1, q ≥ 2, muni de la métrique
combinatoire d. L’espace métrique (T, d) est hyperbolique donc nous pouvons
définir T := T ∪ ∂T . Une caractéristique importante des arbres est que pour
tous x, y ∈ T , il existe une unique géodésique joignant ces deux points, que
nous noterons xy. Choisissons un point de référence o ∈ T dans l’arbre et
un autre ξ ∈ ∂T sur le bord. Pour deux points x, y ∈ T , leur confluent
c := x∧o y par rapport à o est défini par ox∩ oy = oc. De la même manière,
pour tous x, y ∈ T \ {ξ}, leur confluent b := x∧ξ y par rapport à ξ est défini
par xξ ∩ yξ = bξ. On définit la fonction de Busemann h : T → Z par

h(x) := d(x, x ∧ξ o)− d(o, x ∧ξ o).

Cette fonction partitionnne T en horocycles, où le k-ième horocycle est défini
par

Hk = {x ∈ T |h(x) = k}.
Tout sommet x ∈ Hk de l’arbre a exactement un "père" x− ∈ Hk−1 et q "fils"
dans Hk+1. Posons ∂∗T = ∂T \ {ξ}.

Considérons désormais deux arbres homogènes T1 = Tq et T2 = Tr de
degrés respectifs q ≥ 2 et r ≥ 2, de points de références respectifs o1 ∈ T1 et
o2 ∈ T2 et de points bases à l’infini respectivement ξ1 ∈ ∂T1 et ξ2 ∈ ∂T2.
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ξ

o

H1

H2

∂∗T

H−1
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Figure 2.8.1 – Couches horocycliques de T2

Définition 2.8.1. Le graphe de Diestel-Leader DL(q, r) est défini par

DL(q, r) := {x1x2 ∈ T1 × T2 |h1(x1) + h2(x2) = 0}.

Deux sommets x1x2 et y1y2 du graphe sont voisins si et seulement si x1 ∼ y1
et x2 ∼ y2.

Remarque 2.8.2. DL(q, r) est coercif si et seulement si q 6= r ([Woe00],
page 132).

Pour simplifier les notations, nous noterons désormais DL à la place de
DL(q, r).

La distance combinatoire sur le graphe DL s’exprime de manière simple
en termes des distances d1 et d2 sur T1 et T2 et de la fonction de Busemann
(voir [Ber01]) :

d(x1x2, y1y2) = d1(x1, y1) + d2(x2, y2)− |h1(y1)− h1(x1)|.

Il y a une compactification naturelle D̂L de DL obtenue comme la fermeture
de DL dans T 1 × T 2. Le bord est alors donné par

(
T 1 × {ξ2}

)
∪
(
{ξ1} × T 2

)

([Ber01]).
Nous allons maintenant définir une marche aléatoire sur le graphe DL.

Pour un réel 0 < α < 1, nous allons nous intéresser à la marche aux plus
proches voisins définie par p = pα de la manière suivante : pour x1x2 ∈ DL
on pose

p(x1x2, y1y2) :=





α/q si y−1 = x1 et y2 = x−2 ,

(1− α)/r si y1 = x−1 et y−2 = x2,

0 sinon.
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Nous pouvons considérer les projections p1 = p1,α et p2 = p2,1−α de p sur
T1 et T2 définies par

p1(x1, y1) :=





α/q si y−1 = x1

(1− α) si y1 = x−1
0 sinon

et p2(x2, y2) :=





α si y2 = x−2
(1− α)/r si y−2 = x2

0 sinon

.

Supposons 0 < α ≤ 1/2, le cas 1/2 < α < 1 s’obtient en inversant les
rôles de T1 et T2. Dans [Woe05], W. Woess a déterminé le bord minimal de
Martin de DL associé à la fonction de transition p. Pour cela, il a d’abord
calculé explicitement les noyaux de Poisson K1, K2 associés respectivement
aux fonctions de transitions p1 sur T1 et p2 sur T2. Posons, pour i = 1, 2,
xi ∈ Ti et θi ∈ ∂Ti, hi(xi, θi) := di(xi, xi ∧oi θi) − di(oi, xi ∧oi θi). Notons
que puisque xi ∧oi ξi = xi ∧ξi oi, hi(xi, ξi) = hi(xi). On a alors pour tous
x1 ∈ T1, x2 ∈ T2,

K1(x1, ξ1) = 1 , K2(x2, ξ2) =

(
α

1− α

)h2(x2)

,

K1(x1, θ1) :=

(
α

(1− α)q

)(h1(x1,θ1)−h1(x1)/2

, θ1 ∈ ∂∗T1

et K2(x2, θ2) :=

(
α

1− α

)h2(x2)( α

(1− α)r

)(h2(x2,θ2)−h2(x2))/2

, θ2 ∈ ∂∗T2.

Théorème 2.8.3 (Woess, [Woe05]). Les fonctions x1x2 7→ K1(x1, θ1), θ1 ∈
∂∗T1 et x1x2 7→ K2(x2, θ2), θ2 ∈ ∂∗T2 sont harmoniques minimales pour p sur
DL et si α < 1/2, toutes les fonctions harmoniques minimales sont de cette
forme. Dans ce cas, le bord minimal de Martin est

∂mDL = (∂∗T1 × {ξ2}) ∪ ({ξ1} × ∂∗T2) .

Notons que W. Woess et V.A. Kaimanovich ([KW02]) ont démontré que
dans le cas où α = 1/2, toute fonction harmonique bornée est constante (le
bord de Poisson est trivial), ce qui revient à dire que la fonction constante
égale à 1 est harmonique minimale. Puisque le bord de Poisson est trivial
dans le cas α = 1/2, nous nous intéresserons désormais uniquement au cas
α < 1/2.

Nous allons définir une famille de cônes pour chaque sommet de ∂mDL.
Notons que tout rayon géodésique d’origine o1o2 est de l’une des deux formes
suivantes : pour un point θ1ξ2 ∈ ∂∗T1 × {ξ2} (resp. ξ1θ2 ∈ {ξ1} × ∂∗T2), γ
est un rayon géodésique d’origine o1o2 et pointant vers θ1ξ2 (resp. ξ1θ2) si les

81



CHAPITRE 2. CADRE DISCRET
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Figure 2.8.2 – Le graphe de Diestel-Leader DL(2, 2) et un rayon géodésique
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Figure 2.8.3 – Un cône Γθ1ξ2
1

projections γ1 et γ2 de γ sur T1 et T2 sont des courbes d’origine o1 et o2 et
si γ1 (resp. γ2) est l’unique rayon géodésique joignant o1 à θ1 (resp. joignant
o2 à θ2). Un rayon géodésique est représenté sur la figure 2.8.2. Remarquons
que comme dans le cas d’un arbre, si deux rayons géodésiques pointent vers
un même point du bord, alors leur différence symétrique est finie. Il est alors
naturel de définir, pour c > 0, le cône H-non-tangentiel de rayon c > 0 et
de sommet θ1ξ2 (resp. ξ1θ2), noté Γθ1ξ2

c (resp. Γξ1θ2
c ), comme l’ensemble des

points du graphe à distance plus petite que c d’un rayon géodésique d’origine
o1o2 et pointant vers θ1ξ2 (resp. ξ1θ2). La figure 2.8.3 représente un cône Γθ1ξ2

1

d’épaisseur 1 et de sommet θ1ξ2. Comme dans le cadre hyperbolique, il s’agit
d’un tube autour de rayons géodésiques. Les propriétés (1) et (3) des cônes
H-non-tangentiels sont clairement satisfaites. Dans [BW05], S. Brofferio et
W. Woess ont déterminé le bord de Martin de DL pour la marche aléatoire
associée à p. Pour cela, ils ont commencé par obtenir des estimations sur
le noyau de Green. Ces estimations vont nous permettre de montrer, lemme
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y

∂(x, y)
x ∧ξ y

λ(x, y)
x

ξ

Figure 2.8.4 –

2.8.6, que les tubes que nous avons défini vérifient la propriété (2) des familles
de cônes H-non-tangentiels. Pour les énoncer, nous avons encore besoin de
quelques notations qui sont résumées dans la figure 2.8.4. Nous noterons
λi(xi, yi) = di(xi, xi ∧ξi yi) et ∂i(xi, yi) = di(yi, xi ∧ξi yi). Ainsi, λi(xi, yi) =
∂i(yi, xi). Notons s(x, y) = λ1(x1, y1)+λ2(x2, y2) = ∂1(x1, y1)+∂2(x2, y2). Afin
de simplifier l’énoncé, nous notons dans le théorème suivant s := s(x, y), ∂1 :=
∂1(x, y) et u1 := u1(x, y). L’estimation obtenue par S. Brofferio et W. Woess
est la suivante :

Théorème 2.8.4 ([BW05]). Soient x = x1x2 ∈ DL(q, r) et y = y1y2 ∈
DL(q, r). Supposons que d(x, y) → +∞ et donc s(x, y) → +∞. Alors en
notant β = 1−α

α
on a

G(x, y) ∼ Aβ

(qβ)∂1r∂2

(
Bβ

βs − βλ1

βs − 1
· β

s − β∂1

βs − 1
· 1

βs
+
βs − βλ1

βs − 1
· β

∂1 − 1

βs − 1

+
βλ1 − 1

βs − 1
· β

s − β∂1

βs − 1
+B∗

β

βλ1 − 1

βs − 1
· β

∂1 − 1

βs − 1

)
,

où Aβ = qr(β2−1)
(qβ−1)(qr−1)

, Bβ = (β−1)(qβ+1)
qβ2−1

et B∗
β = (β−1)(rβ+1)

rβ2−1
.

Nous ne pouvons pas appliquer le théorème abstrait 2.3.1 avec cette fa-
mille (Γθ1θ2

c ) de cônes H-non-tangentiels, puisque la condition (H) est fausse
pour ces cônes.

Définissons une deuxième famille de cônes : W θ1ξ2
c (resp. W ξ1θ2

c ) est l’en-
semble des points du graphe tels que leur projection sur l’arbre T1 (resp.
T2) est à distance plus petite que c du rayon géodésique o1θ1 (resp. o2θ2).
La figure 2.8.5 représente un cône W θ1ξ2

1 d’épaisseur 1 et de sommet θ1ξ2.
Pour cette famille de cônes, la condition (H) est satisfaite (lemme 2.8.7). En
revanche, la propriété (2) des familles de cônes H-non-tangentiels n’est plus
vérifiée. A nouveau, nous ne pouvons pas appliquer le théorème 2.3.1.
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θ1

Figure 2.8.5 – Un cône W θ1ξ2
1

Nous pouvons cependant montrer que pour une fonction harmonique u, en
µ-presque tout point θ1θ2 ∈ ∂∗DL, si u est minorée sur les cônes donnés par
la famille (W θ1θ2

c )c, alors elle converge H-non-tangentiellement en θ1θ2 pour
la famille de cônes H-non-tangentiels (Γθ1θ2

c )c. Cela fournit donc un théorème
de Fatou ponctuel et donc en particulier un théorème de Fatou global.

Théorème 2.8.5. Soient 0 < α < 1/2, q ≥ 2 et r ≥ 2. Soit u une fonction
harmonique sur DL associée à la marche aléatoire pα. Pour µ-presque tout
θ1θ2 ∈ ∂∗DL, si u est minorée sur les cônes W θ1θ2

c , c > 0, alors u converge
H-non-tangentiellement (pour les cônes Γθ1θ2

c , c > 0) en θ1θ2.

Pour démontrer ce théorème, nous commençons par prouver deux lemmes.
Le lemme 2.8.6 assure que la famille de cônes (Γθ1θ2

c )c est une famille de cônes
H-non-tangentiels. Le lemme 2.8.7 établit l’hypothèse (H) pour la famille de
cônes (W θ1θ2

c )c.

Lemme 2.8.6. Pour tout θ1θ2 ∈ ∂∗DL, la famille de tubes (Γθ1θ2
c )c>0 vérifie

la propriété (2) des cônes H-non-tangentiels.

Démonstration. Soit θ1 ∈ ∂∗T1. Si x est sur un rayon géodésique entre o et
θ1ξ2 et si d(o, x) est assez grande, ∂2(o2, x2) = 0. Avec les notations précédant
le théorème 2.8.4, cela implique que pour un tel point x, s(o, x) = ∂1(o1, x1).
À partir de l’estimation du théorème 2.8.4, on obtient que si d(o, x) → ∞,

avec x sur un tel rayon géodésique, alors G(o, x) ∼ AβB
∗

β

(qβ)∂1 (rβ)∂2
. En effet,

lorsque x est sur un rayon géodésique entre o et θ1ξ2 et d(o, x) → ∞,

βs − βλ1

βs − 1
· β

∂1 − 1

βs − 1
=
βλ1+λ2 − βλ1

βλ1+λ2 − 1
→ βλ1 ,

B∗
β

βλ1 − 1

βs − 1
· β

∂1 − 1

βs − 1
= B∗

β

βλ1 − 1

βλ1+λ2 − 1
→ B∗

β(1− βλ1)
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et les autres termes sont nuls.
On obtient alors, pour x sur un rayon géodésique entre o et θ1ξ2 et

d(o, x) → ∞,

G(o, x)K(x, θ1ξ2) ∼
Aβ(B

∗
β(1− βλ1) + βλ1)

(qβ)∂1r∂2

(
1

qβ

)(h1(x1,θ1)−h1(x1))/2

=
Aβ(B

∗
β(1− βλ1) + βλ1)

(qβ)∂1r∂2

(
1

qβ

)(−d1(o1,x1)−(∂1−λ1))/2

= Aβ(B
∗
β(1− βλ1) + βλ1).

De la même manière, pour θ2 ∈ ∂∗T2, si x est sur un rayon géodésique
entre o et ξ1θ2 et d(o, x) → ∞, ∂1(o1, x1) = 0,

Bβ
βs − βλ1

βs − 1
· β

s − β∂1

βs − 1
· 1

βs
→ Bβ

1− βλ2

βλ2
,

βλ1 − 1

βs − 1
· β

s − β∂1

βs − 1
→ 1

et les autres termes s’annulent. Donc

G(o, x)K(x, ξ1θ2) ∼ Aβ(Bβ(1− βλ2) + βλ2)

(qβ)∂1r∂2βλ2
β−(∂2−λ2)(βr)(d2(o2,x2)+(∂2−λ2))/2

=
Aβ(Bβ(1− βλ2) + βλ2)

r∂2βλ2
βλ2−∂2(βr)∂2

= Aβ(Bβ(1− βλ2) + βλ2).

Ainsi, par l’inégalité de Harnack sur les boules (théorème 2.5.1), pour
tout c > 0, il existe R > 0 tel que pour tout sommet θ1θ2 ∈ ∂∗DL,

Γθ
c ⊂ {x ∈ DL(q, r) |G(o, x)K(x, θ1θ2) ≥ R}.

Établissons maintenant la condition (H) pour la famille (W θ1θ2
c )c. Ce ré-

sultat est naturel, car dans la cas où α < 1/2, le bord ∂∗T1 × {ξ2} n’est
pas vu par la marche aléatoire et bien que le graphe DL ne soit pas hy-
perbolique, d’un point de vu probabiliste, tout se passe comme si l’on se
trouvait dans le cas hyperbolique d’un arbre. Notons, pour E ⊂ ∂∗DL,
Wc(E) :=

⋃
θ1θ2∈E W

θ1θ2
c .

Lemme 2.8.7. L’hypothèse (H) est satisfaite pour la famille de cônes (W θ1θ2
c ).
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Démonstration. Soit E un sous-ensemble borélien de ∂∗DL. L’ensemble E se
décompose en E1 ∪ E2, avec E1 ⊂ ∂∗T1 × {ξ2} et E2 ⊂ {ξ1} × ∂∗T2. Comme
α < 1/2, pour tout x ∈ DL, Px(X∞ ∈ E1) = 0. Notons pour i = 1, 2, πi la
projection de DL sur Ti.

On sait ([Mou00], corollaire 2) que pour un arbre T muni d’une marche
aux plus proches voisins dont les probabilités de transition vérifient une hy-
pothèse d’uniformité (∃ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∼ y, ε ≤ p(x, y) ≤ 1

2
− η), il existe

un réel 0 < C < 1 tel que pour tout x ∈ T et toute partie connexe U ⊂ T ,

Px(la marche rencontre U) ≤ Cd(x,U).

Appliquons ce résultat à la marche aléatoire projetée sur l’arbre T2. Notons
W := W1(E2) =

⋃
ξ1θ2∈E2

W ξ1θ2
1 . Il existe une constante 0 < C < 1 telle que

pour x2 6∈ π2(W ),

(P2)x2((π2(Xn))n rencontre π2(W )) ≤ C.

Soit maintenant x 6∈ W1(E), donc en particulier x 6∈ W et x2 6∈ π2(W ) (par
définition des W θ1θ2

c ) et on a

Px(la marche rencontre W ) ≤ C < 1.

Pour sortir dans E2, la marche aléatoire doit rencontrer W , le lemme est
démontré.

Démonstration du théorème 2.8.5. La preuve est similaire à celle du théo-
rème 2.3.5, nous en donnons les grandes étapes. Notons, pour c > 2 et m ∈ N,

Am
c := {θ1θ2 ∈ ∂∗DL | ∀x ∈ W θ1θ2

c , u(x) ≥ −m}.
Posons également

U := Wc−1(A
m
c )

et notons τ le temps de sortie de U . La fonction u + m est harmonique
positive sur Ũ := {x ∈ DL | d(x, U) ≤ 1}. D’après le lemme 2.5.5, µ-presque
tout θ1θ2 ∈ Am

c satisfait la propriété suivante : pour tout e > 0, W θ1θ2
e \ U

est contenu dans une boule B(o1o2, N) (il s’agit de l’analogue, pour les cônes
W θ1θ2

c de la notion de point H-tangentiel pour U). Une simple réécriture des
preuves des lemmes 2.6.2 et 2.6.3 et de la première partie de la preuve du
théorème 2.6.1 permet de démontrer successivement que pour µ-presque tout
θ1θ2 ∈ Am

c , la marche aléatoire finit Pθ1θ2
o -presque sûrement sa vie dans U ,

que Pθ1θ2
o (τ = +∞) > 0 et finalement que u + m, et donc u, convergent

stochastiquement en µ-presque tout θ1θ2 ∈ Am
c .

Mais d’après le corollaire 2.5.3, la convergence stochastique en θ1θ2 im-
plique la convergence H-non-tangentielle en θ1θ2, ce qui termine la preuve du
théorème.
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Chapitre 3

Cadre continu

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas d’une variété riemannienne
(M, g) munie de l’opérateur de Laplace-Beltrami ∆. Nous montrons un ré-
sultat de type Calderón-Stein dans le cas où la variété M est hyperbolique au
sens de Gromov, de courbure de Ricci minorée et de rayon d’injectivité stric-
tement positif. Nous montrons également un théorème de Fatou local dans ce
cadre, qui a pour corollaire un théorème de Fatou ponctuel. Nous déduisons
enfin du théorème de Fatou local un critère de convergence non-tangentielle
appelé la densité de l’énergie. Ces résultats (sauf le critère de la densité de
l’énergie) sont des analogues continus de certains théorèmes démontrés au
chapitre précédent. Les preuves sont similaires à celles du cadre discret, bien
que certaines difficultés apparaissent, notamment avec les arguments géomé-
triques. Nous insistons sur les arguments qui diffèrent, mais pour faciliter
la lecture et au risque de quelques répétitions, nous redonnons brièvement
les idées des preuves semblables à leurs analogues discrets. La première sec-
tion est consacrée à la définition des différents objets permettant d’énoncer
les principaux résultats du chapitre. La section 2 est consacrée au mouve-
ment brownien associé à l’opérateur de Laplace-Beltrami. Nous expliquons
comment le conditionner à "sortir" en un point fixé du bord. Cela permet
d’obtenir un résultat stochastique analogue au théorème de type Calderón-
Stein. La preuve de ce dernier, basée sur le résultat stochastique, est donnée
section 3. Les sections 4 et 5 sont consacrées aux démonstrations des théo-
rèmes de Fatou et du critère de la densité de l’énergie.
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3.1 Résultat principal

3.1.1 Cadre géométrique

On se place dans une variété riemannienne (M, g) de classe C∞, de dimen-
sion d ≥ 2, complète et simplement connexe. On supposera M quasi-étoilée,
coercive, hyperbolique au sens de Gromov, de courbure de Ricci minorée et
de rayon d’injectivité strictement positif. Nous dirons qu’une telle variété
vérifie les conditions (♣).

L’opérateur de Laplace-Beltrami est donné en fonction de la métrique par
la formule

∆ =

(
− 1√

det g

) d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
(
√
det g gij

∂

∂xj

)
.

Une fonction u :M → R sera alors dite harmonique si ∆u = 0.
La fonction de Green G est la fonction (x, y) 7→ G(x, y) :=

∫ +∞
0

p(t, x, y)dt,
où p(t, x, y) est le noyau de la chaleur associé à ∆. Elle est égale à +∞ sur
la diagonale et finie en dehors de la diagonale. La fonction G est positive,
symétrique et pour tout y ∈ M , x 7→ G(x, y) est harmonique sur M \ {y}.
Comme pour le cas discret, les méthodes que nous utilisons nécessitent une
uniformité dans le comportement de la fonction de Green G. Cette unifor-
mité est traduite par le principe de Harnack à l’infini (théorème 3.3.2) et par
la proposition suivante, que l’on peut trouver dans [Anc90] (corollaire 4.5
page 92). La proposition est une conséquence des hypothèses de la géométrie
bornée (puisque la courbure de Ricci est minorée et le rayon d’injectivité
strictement positif, remarque 1.3.2) de M et de coercivité.

Proposition 3.1.1. Si M vérifie les conditions (♣), il existe deux constantes
C1 = C1(M) > 0 et c1 = c1(M) > 0 telles que pour tous x, y ∈ M avec
d(x, y) ≥ 1, on ait

G(x, y) ≤ C1 exp (−c1d(x, y)). (3.1.1)

3.1.2 Bords à l’infini

La variétéM étant hyperbolique au sens de Gromov, on peut considérer le
bord géométrique deM , défini au chapitre 1. D’autre part, on peut considérer
le bord naturel lorsqu’on s’intéresse aux fonctions harmoniques positives,
puisqu’il permet de les représenter par les mesures positives sur ce bord : le
bord de Martin. Notons o ∈ M un point base. On définit alors le noyau de
Martin par

K(x, y) :=
G(x, y)

G(o, y)
, pour y ∈M \ {o}, x 6= y.
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CHAPITRE 3. CADRE CONTINU

La compactification de Martin M̂ est l’unique plus petite compactification
de M telle que pour tout x ∈ M , K(x, ·) s’étend continûment sur M̂ \ {o}.
Le bord de Martin est alors ∂MM := M̂ \M .

Une suite (yn)n de M tendant vers l’infini dans M converge alors vers
un point θ du bord de Martin si la suite (K(·, yn))n converge simplement
sur M . Deux suites sont équivalentes si elles définissent la même fonction
harmonique. Nous noterons K(·, θ) la limite, qui est une fonction harmonique
positive.

Une fonction h sera dite harmonique minimale si elle est harmonique,
positive, si h(o) = 1 et si toute fonction harmonique strictement positive h1
telle que h ≥ h1 sur M est un multiple de h. On appelle alors bord minimal
de Martin l’ensemble

∂mM := {θ ∈ ∂MM |K(·, θ) est harmonique minimale}.

Le bord de Martin permet une représentation intégrale des fonctions harmo-
niques positives : pour toute fonction harmonique positive h, il existe une
unique mesure νh sur ∂MM telle que νh(∂MM \ ∂mM) = 0 et pour tout
x ∈M , h(x) =

∫
∂mM

K(x, θ)dνh(θ).
Sous les hypothèses faites sur M , A. Ancona a démontré ([Anc90]) que

les compactifications géométriques et de Martin coïncident et que tous les
points du bord de Martin sont minimaux. Nous avons donc ici une unique
notion de bord, que nous noterons ∂M .

Il y a une famille de mesures sur le bord naturellement associée aux fonc-
tions harmoniques et appelée la famille des mesures harmoniques µx, x ∈M .
Elles sont couramment définies comme lois de sortie du mouvement brow-
nien (voir section 4.2.2), mais elles peuvent également être définies par la
résolution du problème de Dirichlet ([Anc90]) : toute fonction f continue
sur le bord se prolonge continûment et de manière unique en une fonction
harmonique u sur M , donnée par la formule

u(x) =

∫

∂M

f(θ)dµx(θ).

Une remarque importante est que toute ces mesures sont équivalentes et
définissent donc une notion de µ-négligeabilité.

3.1.3 Notions non-tangentielles

Notons à nouveau o ∈ M un point base. Le cadre hyperbolique nous
permet d’introduire le tube non-tangentiel de sommet θ ∈ ∂M et de rayon
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c > 0 comme le tube de rayon c autour des rayons géodésiques joignant o et
θ :

Γθ
c := {x ∈M | ∃ γ un rayon géodésique entre o et θ tel que d(x, γ) < c}.

Une suite (xn)n de points de M converge non-tangentiellement vers θ ∈ ∂M
si les xn convergent vers θ tout en restant dans un tube Γθ

c pour un certain
c > 0. Une fonction u : M → R converge non-tangentiellement vers ℓ en θ
si pour toute suite (xn)n convergeant non-tangentiellement vers θ, la suite
(u(xn))n converge vers ℓ. De la même manière, u est non-tangentiellement
bornée en θ si pour tout c > 0, la restriction de u à Γθ

c est bornée. Nous
pouvons enfin introduire l’énergie non-tangentielle de u sur le tube Γθ

c comme
la quantité

Jθ
c := ‖∇u‖2Γθ

c
=

∫

Γθ
c

|∇u|2dνM .

On parle alors d’énergie non-tangentielle finie en θ si l’énergie Jθ
c est finie

pour tout c > 0.

3.1.4 Résultats et corollaires

Rappelons, puisque nous nous en servons à plusieurs reprises, qu’une va-
riété riemannienne vérifie les conditions (♣) si elle est complète, simplement
connexe, quasi-étoilée, coercive, hyperbolique au sens de Gromov, de cour-
bure de Ricci minorée et de rayon d’injectivité strictement positif.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de type Calderón-Stein
annoncé :

Théorème 3.1.2. Soit M une variété riemannienne vérifiant les conditions
(♣). Pour toute fonction harmonique u, les notions suivantes sont équiva-
lentes en µ-presque tout point du bord ∂M :

1. u converge non-tangentiellement en θ ;

2. u est non-tangentiellement bornée en θ ;

3. u est d’énergie non-tangentielle finie en θ.

Un corollaire immédiat du théorème 3.1.2 et du théorème de J. Cao (théo-
rème 1.4.8) est le suivant :

Corollaire 3.1.3. Soit M une variété riemannienne vérifiant les conditions
(♣) et telle que les diamètres des composantes connexes de ∂M soient mi-
norés par une constante c > 0. Alors pour une fonction harmonique sur
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M , convergence de l’énergie non-tangentielle, bornitude non-tangentielle et
finitude de l’énergie non-tangentielle sont trois propriétés µ-presque partout
équivalentes.

Le schéma de la preuve du théorème 3.1.2 est le même que celui du théo-
rème 2.3.1. Nous adoptons les même notations que dans le cas discret. Pour
une fonction harmonique u fixée, notons

Lc :=



θ ∈ ∂M | lim

x∈Γθ
c

x→θ

u(x) existe et est finie



 ;

Nc :=
{
θ ∈ ∂M |N θ

c (u) < +∞
}

où N θ
c (u) = sup

x∈Γθ
c

|u(x)|;

Jc :=
{
θ ∈ ∂M | Jθ

c (u) < +∞
}

et posons
L :=

⋂

c>0

Lc ; N :=
⋂

c>0

Nc et J :=
⋂

c>0

Jc.

Avec ces notations, le théorème 3.1.2 s’écrit

L ≈ N ≈ J ,

où A ≈ B signifie que les sous-ensemble A et B de ∂M ne diffèrent que d’un
ensemble de µ-mesure nulle.

Un autre critère connu de convergence non-tangentielle est celui de la
densité de l’intégrale d’aire. Il a été étudié par J. Brossard ([Bro88]) dans
le demi-espace euclidien et par F. Mouton sous des hypothèses de courbure
négative pincée ([Mou07]). Pour l’obtenir, nous avons suivi la démarche de
ces deux auteurs. Cela nous a amené à prouver un théorème de Fatou "local".

Si U est un ouvert de M et θ ∈ ∂M , on dit que θ est tangentiel pour U
si l’ensemble Γθ

c \ U est borné pour tout c > 0.

Théorème 3.1.4. Soit M une variété riemannienne vérifiant les conditions
(♣). Si u est une fonction harmonique positive sur un ouvert U de M , alors
pour µ-presque tout point θ tangentiel pour U , la fonction u converge non-
tangentiellement en θ.

On dit que u est non-tangentiellement minorée en θ si pour tout c > 0,
u est minorée sur le tube non-tangentiel Γθ

c .

Corollaire 3.1.5. Soient M une variété riemannienne vérifiant les condi-
tions (♣) et u une fonction harmonique sur M . Les propriétés suivantes sont
équivalentes en µ-presque tout point θ ∈ ∂M :
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1. u converge non-tangentiellement en θ ;

2. u est non-tangentiellement minorée en θ ;

3. Il existe c > 0 tel que u soit minorée sur Γθ
c.

Pour une fonction harmonique u sur le demi-espace euclidien, la densité
de l’intégrale d’aire a été introduite par R.F. Gundy en 1983 ([Gun83]) et
utilisée par R.F. Gundy et M.L. Silverstein ([GS85]), puis par L. Chevalier
et J. Brossard ([BC88]) pour obtenir une caractérisation de la classe H1 des
fonctions harmoniques. Elle est définie par les formules

Dr
α(x) =

1

2

∫

Γα(x)

y1−ν∆|u− r|(dz) =
∫

Γα(x)

y1−ν |∇u(z)|σr(dz),

où les points du demi-plan Rν×]0,+∞[ sont notés z = (x, y), Γα(x) est le
cône non-tangentiel de sommet x et d’ouverture α et σr est la mesure portée
par la ligne de niveau {u = r}. J. Brossard a utilisé dans [Bro88] la densité
de l’intégrale d’aire pour donner un nouveau critère d’existence de limite
non-tangentielle dans le demi-espace.

F. Mouton ([Mou07]) a formulé ces expressions avec la métrique hyper-
bolique. Cela l’a conduit à définir, pour une fonction harmonique u sur une
variété riemannienne M simplement connexe, complète et de courbure néga-
tive pincée, les deux quantités suivantes : pour un point θ ∈ ∂M et pour un
réel c > 0, posons

Dr
c(θ) = −1

2

∫

Γθ
c

∆|u− r|(dx)

et

D̃r
c(θ) :=

∫

Γθ
c

|∇u(x)|σr(dx),

où σr est la mesure d’hypersurface sur {u = r}. Les mesures positives
−1

2
∆|u − r| et |∇u|σr sont égales pour presque tout r ∈ R. Nous appe-

lons désormais la première quantité Dr
c la densité de l’énergie. F. Mouton a

démontré ([Mou07]) le critère de convergence non-tangentielle suivant : soient
M une variété riemannienne simplement connexe, complète de courbure né-
gative pincée, u une fonction harmonique sur M et c > 0. Alors u converge
non-tangentiellement en µ-presque tout θ tel que D0

c (θ) est fini. Nous géné-
ralisons ce résultat aux variétés hyperboliques au sens de Gromov :

Théorème 3.1.6. Soient M une variété riemannienne vérifiant les condi-
tions (♣) et u une fonction harmonique sur M . Pour tout c > 0 et tout
r ∈ R, la fonction u converge non-tangentiellement en µ-presque tout θ tel
que Dr

c(θ) est finie.
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3.2 Conditionnement et mouvement Brownien

L’objectif de cette section est d’établir un résultat stochastique analogue
au théorème 3.1.2 du type

L∗ ≈ N ∗ ≈ J ∗,

où L∗, N ∗ et J ∗ sont des sous-ensembles de ∂M jouant du point de vue
des probabilités le rôle des ensembles L, N et J . Avant cela, nous faisons
quelques rappels sur le mouvement brownien associé à l’opérateur ∆ et nous
expliquons comment conditionner le mouvement brownien à "sortir" de M
en un point fixé du bord ∂M .

3.2.1 Mouvement Brownien

On définit le mouvement brownien Xt surM comme processus de diffusion
associé à l’opérateur de Laplace-Beltrami. Le noyau de la chaleur p(t, x, y)
est la densité de transition de Xt. Les hypothèses faites sur M impliquent
qu’il n’y a pas d’explosion et le mouvement brownien est défini pour tout
t ∈ R+(voir [Anc90] page 60). En choisissant comme espace probabilisé Ω :=
C(R+,M), pour tout t ≥ 0, Xt est une variable aléatoire sur Ω, à valeurs
dans M et pour tout ω ∈ Ω, t 7→ Xt(ω) est une fonction continue, c’est-à-dire
un chemin dans M . Lorsqu’on considère uniquement les trajectoires partant
de z ∈M , on obtient une probabilité Pz.

Une propriété importante du bord de Martin est que pour Pz-presque
toute trajectoire ω ∈ Ω, il existe un point du bord θ ∈ ∂M , tel que

lim
t→+∞

Xt(ω) = θ.

On peut trouver une preuve de cette propriété dans [Anc90] (page 34). Notons
alorsX∞(ω) cette limite. Sous Pz, la loi deX∞, notée µz est appelée la mesure
harmonique. Remarquons que la mesure harmonique µo est la mesure ν1

représentant la fonction harmonique constante égale à 1. Toutes ces mesures
sont équivalentes et leurs dérivées de Radon-Nykodim sont données par

dµy

dµx

(θ) = lim
z→θ

G(y, z)

G(x, z)
=
K(y, θ)

K(x, θ)
.

Rappelons enfin une propriété fondamentale du mouvement brownien : la
propriété de martingale (voir [Dur84]). Pour une fonction u de classe C2,

u(Xt) +
1

2

t∫

0

∆u(Xs)ds
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est une martingale locale en t par rapport aux probabilités Pz. En particulier
si la fonction u est harmonique, (u(Xt))t∈R+ est une martingale locale.

3.2.2 Conditionnement

Les h-processus de Doob ([Doo57]) permettent de conditionner le mou-
vement brownien à sortir en un point fixé θ du bord. Soit τN le temps de
sortie de la boule B(z,N) et FτN la tribu correspondant à τN . Pour A ∈ FτN ,
posons

Pθ
z(A) :=

1

K(z, θ)
Ez[1A ·K(XτN , θ)],

ce qui donne une probabilité sur FτN , pourvu que l’on puisse vérifier que
Pθ
z(Ω) = 1. Or comme K(·, θ) est une fonction harmonique, bornée sur
B(z,N), on a Pz-presque sûrement

Ez

[
K(XτN+1

, θ)|FτN

]
= K(XτN , θ). (3.2.1)

Ainsi, Ez[K(XτN , θ)] = Ez[K(X0, θ)] = K(z, θ) et donc Pθ
z(Ω) = 1.

Si A ∈ FτN , l’équation (3.2.1) donne

Ez

[
1A ·K(XτN+1

, θ)
]
= Ez [1A ·K(XτN , θ)] .

Les probabilités sur chaque FτN sont donc compatibles et on obtient ainsi
une probabilité sur la tribu F∞, engendrée par les FτN , N ∈ N, qui coïncide
avec les probabilités précédentes sur FτN . Nous la noterons à nouveau Pθ

z.
Cette probabilité satisfait la propriété forte de Markov : pour un temps

d’arrêt presque sûrement fini τ et une variable aléatoire positive F∞-mesurable
F ,

Eθ
z[F ◦Θτ |Fτ ] = uF (Xτ ),

où uF (y) = Eθ
y[F ] et Θt : Ω → Ω est l’opérateur de translation ω 7→ ω(·+ t).

De plus, pour F une variable aléatoire Fτ -mesurable,

Eθ
z[F ] =

1

K(z, θ)
Ez[F ·K(Xτ , θ)]. (3.2.2)

Un simple calcul montre la formule de conditionnement suivante : pour F
F∞-mesurable,

Ez[F ] =

∫

∂M

Eθ
z[F ]dµz(θ). (3.2.3)

Enfin, Pθ
z satisfait une loi asymptotique du 0-1 : si un événement A de F∞

est asymptotique (i.e. si 1A◦ΘτN = 1A pour tout N), l’application z 7→ Pθ
z(A)

est constante et vaut 0 ou 1. En particulier, Pθ
z-presque sûrement, X∞ = θ

et le mouvement brownien est bien conditionné à sortir en θ.
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3.2.3 Résultat brownien

Pour une fonction u, nous étudions dans cette sous-section le comporte-
ment de u le long des trajectoires browniennes. Pour cela, nous définissons
les trois événements suivants :

L∗∗ =
{
ω ∈ Ω | lim

t→∞
u(Xt(ω)) existe et est finie

}
;

N ∗∗ = {ω ∈ Ω |N∗(ω) < +∞} , où N∗(ω) = sup
t∈R+

{|u(Xt(ω))|}

et J ∗∗ = {ω ∈ Ω | J∗(ω) < +∞}, où J∗(ω) =

∞∫

0

|∇u(Xt(ω))|2dt.

Ces trois événements étant asymptotiques, la loi du 0-1 assure que les
quantités Pθ

z(L∗∗), Pθ
z(N ∗∗) et Pθ

z(J ∗∗) ont pour valeurs 0 ou 1 et ne dépendent
pas de z. On définit alors les sous-ensembles suivants de ∂M , analogues
stochastiques des ensembles non-tangentiels L, N et J :

L∗ = {θ ∈ ∂M |Pθ
o(L∗∗) = 1},

N ∗ = {θ ∈ ∂M |Pθ
o(N ∗∗) = 1} et J ∗ = {θ ∈ ∂M |Pθ

o(J ∗∗) = 1}.
On dit que u converge stochastiquement en θ ∈ ∂M si θ ∈ L∗, u est bornée

stochastiquement en θ si θ ∈ N ∗ et u est d’énergie stochastique finie en θ
si θ ∈ J ∗. Ces notions stochastiques permettent de démontrer un analogue
stochastique au théorème 3.1.2. Il a été prouvé par F. Mouton dans [Mou95].
La preuve est très similaire à l’analogue discret (proposition 2.4.1) et repose
sur le théorème de convergence des martingales locales.

Proposition 3.2.1 ([Mou95]). Pour une fonction harmonique u sur M , les
notions de convergence stochastique, de bornitude stochastique et de finitude
de l’énergie stochastique coïncident en µ-presque tout point du bord ∂M .

Lorsque la fonction harmonique considérée est bornée, les convergences
non-tangentielles et stochastiques en presque tout point du bord sont auto-
matiques ([Anc90]).

Lemme 3.2.2. Soit u une fonction harmonique bornée sur M . Il existe une
unique fonction f ∈ L∞(∂M, µ) telle que pour tout z ∈M ,

u(z) =

∫

∂M

f(θ)dµz(θ).

De plus, u converge non-tangentiellement et stochastiquement vers f(θ) en
µ-presque tout θ ∈ ∂M .
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3.3 Démonstration du théorème 3.1.2

3.3.1 Les principaux ingrédients

Nous utiliserons à plusieurs reprises différents critères de comparaison des
fonctions harmoniques positives. Le premier est l’inégalité de Harnack usuelle
sur les boules, parfois appelée inégalité de Harnack uniforme (voir [Anc90],
p.21 et [CY75]) :

Théorème 3.3.1. Soient r et R tels que 0 < r < R. Il existe une constante
C telle que pour tout point x ∈ M et toute fonction harmonique positive u
sur B(x,R),

sup
y∈B(x,r)

u(y) ≤ C inf
y∈B(x,r)

u(y).

Le principe de Harnack à l’infini est un principe clé de la théorie du
potentiel en géométrie hyperbolique. Il a été établi par A. Ancona ([Anc90],
p.94) dans un cadre très général qui nécessite l’introduction des "Φ-chaînes",
mais s’énonce beaucoup simplement dans le cadre hyperbolique au sens de
Gromov :

Théorème 3.3.2. Il existe une constante C > 0 telle que si x, z ∈ M et
si y ∈ M est un point sur un segment géodésique joignant x à z tel que
min{d(x, y), d(y, z)} ≥ 1, alors la fonction de Green G vérifie

C−1G(x, y)G(y, z) ≤ G(x, z) ≤ C G(x, y)G(y, z).

Nous utiliserons aussi une deuxième formulation de ce principe. Suppo-
sons, sans perte de généralité, que la constante d’hyperbolicité δ de M est un
entier supérieur ou égal à 3. Pour un rayon géodésique γ d’origine o, notons

aγi := γ(4iδ), i ∈ N∗

et Uγ
i := {x ∈M | (x, aγi )o > 4iδ − 2δ}.

Notons que pour tout i, aγi ∈ Uγ
i \Uγ

i+1 (voir figure 3.3.1). Notons également
que la suite décroissante d’ensembles (Uγ

i )i et la suite de points (aγi )i forment
ce que A. Ancona appelle une φ-chaîne ([Anc90], page 93). Le principe de
Harnack à l’infini s’énonce de la façon suivante :

Théorème 3.3.3 ([Anc88], pages 12 et 16). Il existe une constante C > 0
telle que pour tout θ ∈ ∂M , tout rayon géodésique γ joignant o à θ, les
propriétés suivantes sont satisfaites :
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Figure 3.3.1 – Les ensembles Uγ
i et les points aγi

1. Si u et v sont deux fonctions harmoniques positives sur Uγ
i , v non-nulle

et si u "s’annule" sur Uγ
i ∩ ∂M , alors

∀x ∈ Uγ
i+1,

u(x)

v(x)
≤ C

u(aγi+1)

v(aγi+1)
;

2. Si u et v sont deux fonctions harmoniques positives sur M \ Uγ
i+1, v

non-nulle et si u "s’annule" sur ∂M \ Uγ
i+1, alors

∀x ∈ Uγ
i ,

u(x)

v(x)
≤ C

u(aγi )

v(aγi )
.

Ces principes de Harnack permettent de démontrer la proposition sui-
vante, fondamentale pour relier les propriétés stochastiques aux propriétés
non-tangentielles. A. Ancona l’énonce avec une terminologie de théorie du
potentiel ([Anc90], lemme 6.4). C’est ce résultat qui lui permet de démontrer
un théorème de Fatou "géométrique" dans ce cadre, à partir d’un théorème
de Fatou abstrait pour les points du bord minimal de Martin.

Proposition 3.3.4. Soient r > 0 et (yk)k une suite de points de M qui
converge non-tangentiellement vers un point θ ∈ ∂M . Alors le mouvement
brownien rencontre Pθ

o-presque sûrement une infinité de boules B(yk, r).

Cette proposition a des corollaires très utiles. En particulier, le corol-
laire 3.3.6 nous permettra de montrer que si u converge stochastiquement
en θ et si u est d’énergie non-tangentielle finie en θ, alors u converge non-
tangentiellement en θ.
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Corollaire 3.3.5. Soit Γθ
c un tube non-tangentiel de sommet θ ∈ ∂M . Alors

Pθ
o-presque sûrement, le mouvement brownien rentre et sort de Γθ

c à des ins-
tants arbitrairement grands.

Démonstration. Il suffit de choisir deux suites de boules de rayon fixé et dont
les centres convergent non-tangentiellement vers θ, la première à l’intérieur
de Γθ

c et la seconde à l’extérieur.

La preuve du corollaire suivant se trouve dans [Mou95].

Corollaire 3.3.6. Si une fonction harmonique u converge stochastiquement
vers ℓ en θ ∈ ∂Met si u est uniformément continue sur le tube Γθ

c, alors pour
tout e < c, u(x) converge vers ℓ lorsque x tend vers θ en restant dans Γθ

e.

Avant de nous attaquer au coeur de la preuve du théorème 3.1.2, énon-
çons encore un lemme et deux corollaires. À nouveau, ces résultats forment
des outils très efficaces pour relier les propriétés stochastiques et les proprié-
tés non-tangentielles. Le lemme suivant utilise essentiellement l’hypothèse
presque étoilée, l’hyperbolicité de M et la décroissance exponentielle uni-
forme de la fonction de Green.

Lemme 3.3.7. Il existe η > 0 et c0 > 0 tels que pour tout sous-ensemble
borélien E ⊂ ∂M et tout c > c0, on ait

∀x /∈ Γc(E), Px(X∞ 6∈ E) ≥ η.

La preuve de ce lemme est identique à celle du lemme 2.7.10. Nous n’en
donnons ici que les grandes idées. On démontre dans un premier temps le
fait suivant :

Fait : Pour tout α > 0, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout
point x ∈M et tout θ ∈ ∂M ,

µx({ξ ∈ ∂M | (ξ, θ)x ≥ α}) ≥ C.

Compte tenu de l’inégalité de Harnack sur les boules (théorème 3.3.1), il
suffit, pour montrer le fait, d’établir l’existence d’un entier N ne dépendant
que de α tel que pour tout x ∈M , tout θ ∈ ∂M et tout point y sur un rayon
géodésique joignant x à θ avec d(x, y) ≥ N , alors

µy({ξ ∈ ∂M | (ξ, θ)x ≥ α}) > 1

2
.

Pour cela, on utilise l’hyperbolicité, le théorème 3.3.2 et la décroissance ex-
ponentielle uniforme de la fonction de Green (proposition 3.1.1).

98



CHAPITRE 3. CADRE CONTINU

La preuve du lemme 3.3.7 se déduit simplement du Fait en montrant qu’il
existe un réel α > 0 tel que pour tout borélien E ⊂ ∂M , pour tout réel c > 0
assez grand et tout point x 6∈ Γc(E), il existe un point θ ∈ ∂M tel que
{ξ ∈ ∂M | (ξ, θ)x ≥ α} ⊂ ∂M \ E. On utilise pour cela l’hyperbolicité et le
fait que la variété soit quasi-étoilée.

De manière analogue au cadre discret, on déduit du lemme 3.3.7 les deux
corollaires suivants. Nous utiliserons dans les preuves, pour un borélien E ⊂
∂M , la notation fE(z) := Pz(X∞ ∈ E).

Corollaire 3.3.8. Soit E un sous-ensemble borélien de ∂M , z ∈M et c > c0.
Pour µ-presque tout θ ∈ E, Pθ

z-p.s., le mouvement brownien "finit sa vie dans
Γc(E)” (formellement, pour Pθ

z-presque tout ω, il existe t0 ∈ R+ tel que pour
tout t ≥ t0, Xt(ω) ∈ Γc(E)).

Démonstration. Par le lemme 3.2.2, pour µ-presque tout θ ∈ ∂M , Pθ
z-presque

sûrement,
lim
t→∞

fE(Xt) = 1E(θ).

Or d’après le lemme précédent,

∀x 6∈ Γc(E), fE(x) ≤ 1− η.

Ainsi, pour µ-presque tout θ ∈ E, Xt ∈ Γc(E) pour t assez grand. On obtient
donc la conclusion du corollaire.

Nous appellons pointes du tube Γθ
c les ensembles Γθ

c \B(o, R) pour R > 0.

Corollaire 3.3.9. Soient c > c0 et E un sous-ensemble borélien de ∂M .
Pour tout θ ∈ ∂M tel que Px(X∞ ∈ E) converge non-tangentiellement vers
1 en θ, Γc(E) contient des pointes de tout tube de sommet θ.

Cela est vérifié en particulier pour µ-presque tout θ ∈ E, par le lemme de
représentation des fonctions harmoniques bornées (lemme 3.2.2).

Démonstration. Soient θ ∈ ∂M tel que fE converge non-tangentiellement
vers 1 en θ et Γθ

e un tube de sommet θ. Si Γc(E) ne contient aucune pointe
du tube Γθ

e, on peut trouver une suite (xk)k∈N de points de Γθ
e \ Γc(E) telle

que pour tout k, d(o, xk) > k. Ainsi, fE(xk) → 1, mais comme xk 6∈ Γc(E), le
lemme 3.3.7 nous assure que fE(xk) ≤ 1−η, ce qui fournit une contradiction.
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3.3.2 La bornitude non-tangentielle implique la finitude

de l’énergie non-tangentielle

Dans cette section, l’une des différences essentielles avec le cadre discret
vient de la démonstration du lemme 3.3.11, plus difficile dans le cadre continu.
Avant de l’énoncer et de le démontrer, nous donnons un autre lemme qui
fournit une estimation de la croissance de la fonction harmonique minimale
K(·, θ) le long des tubes non-tangentiels de sommet θ.

Lemme 3.3.10. Pour tout c > 0, il existe une constante C > 0 telle que
pour tout θ ∈ ∂M et tout x ∈ Γθ

c,

G(o, x)K(x, θ) ≥ C.

La preuve de ce lemme est une simple application de la sous-multiplicativité
des fonctions de Green le long des géodésiques et de l’inégalité de Harnack
sur les boules (théorèmes 3.3.2 et 3.3.1). On pourra en trouver un énoncé
dans [Anc90], page 99).

Le lemme suivant fournit une domination qui nous permettra de justifier
l’interversion entre une limite et une espérance. Il se démontre en utilisant à
plusieurs reprises le principe de Harnack à l’infini.

Lemme 3.3.11. Soient θ ∈ ∂M et c > e > 0 deux réels assez grands. Il
existe une constante C > 0 telle que

∀x ∈ Γθ
e \B(o, c), ∀z 6∈ Γθ

c ,
G(z, x)

G(o, x)
≤ C ·K(z, θ).

Démonstration. Nous allons appliquer plusieurs fois le théorème 3.3.3 avec
u = G(·, y) pour un point y ∈ M et v = K(·, θ). Puisque G(·, y) est harmo-
nique positive sur M \ {y} et s’annule à l’infini et puisque la fonction K(·, θ)
est harmonique positive, les hypothèses du théorème 3.3.3 seront toujours
vérifiées (pourvu que l’on s’assure de rester hors de la diagonale pour G).

Soient x ∈ Γθ
e \ B(o, c) et γ un rayon géodésique joignant o à θ et tel

que d(x, γ) < e. L’inégalité de Harnack sur les boules (théorème 3.3.1) nous
permet de nous ramener au cas où x ∈ γ \ B(o, c) : pour x′ ∈ γ \ B(o, c) tel
que d(x, γ) = d(x, x′), G(z,x)

G(o,x)
≤ C G(z,x′)

G(o,x′)
.

Rappelons que pour i ∈ N∗, ai := aγi = γ(4iδ) et Ui := Uγ
i = {y ∈

M | (y, ai)o > d(o, ai)− 2δ}.
Cas 1 : z 6∈ U3.

D’après le théorème 3.3.3, il existe une constante C1 telle que

G(z, x)

K(z, θ)
≤ C1 ·

G(a2, x)

K(a2, θ)
.
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Figure 3.3.2 – Le rayon γ′ et le point z̃

Comme d(o, a2) = 8δ, on obtient, avec le théorème 3.3.1, une constante C2

telle que
G(z, x)

K(z, θ)
≤ C2

G(o, x)

K(o, θ)
= C2 ·G(o, x),

ce qui est l’inégalité que l’on voulait démontrer.
Cas 2 : z ∈ U3.

Dans un premier temps, nous montrons qu’il est suffisant de démontrer l’in-
égalité G(z̃,x)

G(o,x)
≤ K(z̃, θ) pour un point z̃ tel que d(z̃, γ) = 8δ. Par défini-

tion de U3, d(o, a3) + d(o, z) − d(a3, z) > 20δ, donc d(o, z) > d(a3, z) + 8δ.
Notons z′ un point de γ tel que d(z, z′) = minz′′ d(z, z

′′). Par l’inégalité
triangulaire, d(o, z′) ≥ d(o, z) − d(z, z′) et puisque d(o, z) > d(a3, z) + 8δ,
on a d(o, z′) > 8δ. Notons γ′ un rayon géodésique d’origine z′ et tel que
d(z, γ′) ≤ K (un tel rayon existe puisque M est K-quasi-étoilée), et posons
z̃ = γ′(8δ) (voir figure 3.3.2). Si c est assez grand et donc si d(z, z′) est assez
grande, z ∈ {y ∈ M | (y, γ′(12δ))z′ > 10δ} (un tel c est choisi en fonction de
δ et K). On peut donc à nouveau appliquer le principe de Harnack à l’infini
et on obtient

G(z, x)

K(z, θ)
≤ C3 ·

G(z̃, x)

K(z̃, θ)
.

Il suffit donc de montrer l’inégalité pour un tel point z̃.
Plusieurs cas peuvent se présenter. Ils sont résumés dans la figure 3.3.3.
Cas 2(a) : d(o, z′) > d(o, x) + 8δ.

Dans ce cas, par sous-multiplicativité des fonctions de Green le long des
géodésiques (théorème 3.3.2), si y ∈ γ avec d(o, y) ≫ d(o, z′), alors

G(x, y) ≤ C ·G(x, z′)G(z′, y)
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Figure 3.3.3 – Les trois cas possibles

En faisant tendre y vers θ et puisque d(x, z′) > 8δ, on obtient

K(x, θ)

K(z′, θ)
≤ C ·G(x, z′) ≤ C4,

c’est-à-dire
K(x, θ) ≤ C4 ·K(z′, θ).

Mais comme par le lemme 3.3.10, 1
G(o,x)

≤ C ·K(x, θ), cela donne

G(z′, x)

G(o, x)
≤ C5 ·K(x, θ) ≤ C4C5 ·K(z′, θ).

On applique alors l’inégalité de Harnack sur les boules pour obtenir

G(z̃, x)

G(o, x)
≤ C6 ·K(z̃, θ),

ce que l’on voulait démontrer.
Cas 2(b) : d(o, z′) + 8δ < d(o, x).

Dans ce cas, on applique à nouveau le principe de Harnack à l’infini (théorème
3.3.3), avec pour point base x et avec ãi le point de γ entre o et z′ tel que
d(o, x) = d(o, ãi) + 4iδ (les points ã1 et ã2 existent puisque d(o, z′) > 8δ (car
z ∈ U3)). On obtient

G(z′, x)

K(z′, θ)
≤ C7 ·

G(ã1, x)

K(ãi, θ)
.

Par l’inégalité de Harnack sur les boules, puisque d(z̃, z′) = 8δ et d(x, ã1) =
4δ,

G(z̃, x)

K(z̃, θ)
≤ C8 ·

G(z′, x)

K(z′, θ)
et

G(ã1, x)

K(ã1, θ)
≤ C9

K(x, θ)
≤ C10 ·G(o, x).
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Et comme dans le cas 2(a), cela donne

G(z̃, x)

G(o, x)
≤ C7C8C10 ·K(z̃, θ).

Cas 2(c) : d(x, z′) ≤ 8δ.
Rappelons que G(o, x)K(x, θ) ≥ C. D’un autre côté, puisque 8δ ≤ d(z̃, x) ≤
16δ, K(x, θ) ≤ C11 ·K(z̃, θ) et G(z̃, x) ≤ C12. En associant ces trois inégalités,
on trouve

G(z̃, x)

G(o, x)
≤ CC11C12 ·K(z̃, θ).

Cela termine la preuve du lemme.

Par le théorème de Fubini, pour toute fonction positive ϕ sur un ouvert
U de M et tout point z ∈ U , si on note τU le temps de sortie de U , on a

Ez




τU∫

0

ϕ(Xt)dt


 =

∫

y∈U

ϕ(y)GU(z, y)dy, (3.3.1)

où GU est la fonction de Green de U .
On en déduit une version conditionnée de cette formule, la preuve est

identique à l’analogue discret, elle utilise uniquement la formule (3.2.2) et
l’égalité (3.3.1).

Lemme 3.3.12. Soient ϕ une fonction positive sur un ouvert U ⊂ M et
z ∈ U . Notons τU le temps de sortie de U . On a alors

Eθ
z




τU∫

0

ϕ(Xt)dt


 =

∫

y∈U

ϕ(y)GU(z, y)
K(y, θ)

K(z, θ)
dy.

Nous prouvons maintenant que Nc

∼⊂ Je pour tous e < c suffisamment
grands, ce qui donnera la presque inclusion N ∼⊂ J . Posons Nm

c = {θ ∈
∂M |N θ

c (u) ≤ m}. Comme Nc =
⋃

m∈N Nm
c , il suffit de montrer que pour

tout m, Nm
c

∼⊂ Je. Notons Γ := Γc(Nm
c ) =

⋃
θ∈Nm

c
Γθ
c , τ le temps de sortie de

Γ et τN le temps de sortie de la boule B(o,N). La fonction |u| est majorée
par m sur Γ. La propriété de martingale nous assure que Mt = u2(Xt) −∫ t

0
|∇u(Xs)|2ds est une Ft-martingale locale pour Po. Pour le temps d’arrêt

τ ∧ τN , on obtient

Eo[Mτ∧τN ] = Eo[Mo] = u2(o) ≥ 0.
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Ainsi

Eo




τ∧τN∫

0

|∇u(Xs)|2ds


 ≤ Eo

[
u2(Xτ∧τN

]
≤ m2.

En faisant tendre N vers +∞, on a

Eo




τ∫

0

|∇u(Xs)|2ds


 ≤ m2.

La formule (3.2.3) donne pour µ-presque tout θ ∈ ∂M ,

Eθ
o




τ∫

0

|∇u(Xs)|2ds


 ≤ +∞,

ce qui devient, d’après le lemme 3.3.12 : pour µ-presque tout θ ∈ ∂M ,
∫

y∈Γ

|∇u(y)|2GΓ(o, y)K(y, θ)dy < +∞. (3.3.2)

Pour d’obtenir une énergie, il suffit, pour µ-presque tout θ ∈ Nm
c , de

minorer le terme GΓ(o, y)K(y, θ) pour tout y ∈ Γθ
e (en réalité pour tout

y ∈ Γθ
e \B(o, R)). C’est ce que va nous permettre de faire le lemme suivant.

Lemme 3.3.13. Soit U un sous-ensemble ouvert de M contenant le tube Γθ
c

et notons τU le temps de sortie de U . On a alors

lim
x→θ

x∈Γθ
e

GU(o, x)

G(o, x)
= Pθ

o(τU = +∞).

Laissons un instant de côté la preuve du lemme 3.3.13 et montrons que
pour µ-presque tout θ ∈ Nm

c , Pθ
o(τ = +∞) > 0, où nous rappelons que τ est le

temps de sortie de Γ. Choisissons θ ∈ Nm
c et notons h la fonction harmonique

positive h(z) = K(z, θ)Pθ
z(τ = +∞). Montrons que h est strictement positive.

Par le lemme 3.3.8, pour presque tout θ ∈ Nm
c , Pθ

o-presque sûrement, le
mouvement brownien finit sa vie dans Γ. Fixons un tel point θ. On choisit
alors t suffisamment grand pour que Pθ

o(∀s ≥ t,Xs ∈ Γ) > 0. Par la propriété
de Markov, on obtient,

Pθ
o(∀s ≥ t,Xs ∈ Γ ) = Eθ

o

[
Pθ
o(∀s ≥ t,Xs ∈ Γ )| Ft

]
= Eθ

o [ϕ(Xt)] ,

où ϕ(z) = Pθ
z(τ = +∞) si z ∈ Γ et ϕ(z) = 0 sinon. Comme Pθ

o(∀s ≥
t,Xs ∈ Γ) > 0, la fonction ϕ n’est pas identiquement nulle, tout comme
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la fonction h. Par le principe du minimum, h est donc strictement positive
et Pθ

o(τ = +∞) > 0. On a ainsi montré que pour presque tout θ ∈ Nm
c ,

Pθ
o(τ = +∞) > 0, ce qui implique, par le lemme 3.3.13 appliqué à U = Γ,

que pour un tel point θ,

lim
x→θ

x∈Γθ
e

GΓ(o, x)

G(o, x)
> 0.

Fixons à nouveau un tel point θ. Il existe C et R assez grand tels que,

∀x ∈ Γθ
e \B(o, R), GΓ(o, x) ≥ C ·G(o, x).

Le lemme 3.3.10 assure alors que pour tout x ∈ Γθ
e \B(o, R),

GΓ(o, x)K(x, θ) ≥ C > 0.

Revenons maintenant à l’équation (3.3.2). On obtient

+∞ >

∫

y∈Γ

|∇u(y)|2GΓ(o, y)K(y, θ)dy ≥
∫

y∈Γθ
e\B(o,R)

|∇u(y)|2GΓ(o, y)K(y, θ)dy

≥ C

∫

y∈Γθ
e\B(o,R)

|∇u(y)|2dy.

Puisque Γθ
e∩B(o, R) est relativement compact dans M , on obtient finalement

Nm
c

∼⊂ Je.
Il reste à prouver le lemme 3.3.13. Pour cela, nous utilisons le lemme

3.3.11 démontré au début de la section.

Démonstration du lemme 3.3.13. Comme G(·, x) s’annule à l’infini,

GU(o, x) = G(o, x)− Eo [G(XτU , x)]

= G(o, x)

(
1− Eo

[
G(XτU , x)

G(o, x)
· 1{τU<∞}

])
.

On peut appliquer le lemme 3.3.11 : puisque Γθ
c ⊂ U , XτU 6∈ Γθ

c et il existe
une constante C telle que pour tout x ∈ Γθ

e, x assez loin de o,

G(XτU , x)

G(o, x)
≤ C ·K(XτU , θ).

Cela nous permet donc d’appliquer le théorème de Lebesgue et

lim
x→θ

x∈Γθ
e

Eo

[
G(XτU , x)

G(o, x)
· 1{τU<∞}

]
= Eo

[
K(XτU , θ) · 1{τU<∞}

]
= Pθ

o(τU <∞).

Le lemme 3.3.13 est démontré.
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3.3.3 La finitude de l’énergie non-tangentielle implique

la convergence non-tangentielle

Montrons dans un premier temps que J ∩ L∗ ∼⊂ L. D’après le corollaire
3.3.6, il suffit de démontrer la proposition suivante. La preuve est dûe à F.
Mouton [Mou95] qui la démontre sous des hypothèses de courbure négative
pincée.

Proposition 3.3.14. Soit u une fonction harmonique telle que Jθ
c (u) <∞.

Alors |∇u| est bornée sur tout tube Γθ
e, e < c.

Démonstration. L’objectif est d’appliquer le lemme B.0.1 à la fonction f =
|∇u|. Cette fonction est bien positive ou nulle, localement bornée et de gra-
dient localement borné. Il suffit donc de montrer qu’elle vérifie une inégalité
du type ∆f ≤ λf au sens des distributions. Pour cela, appliquons la formule
de Bochner ([GHL87]),

g(∆du, du) = |Ddu|2 + 1

2
∆|du|2 +Ric(∇u,∇u).

Analysons chacun des termes de cette formule séparément. Comme la fonc-
tion u est harmonique, on a ∆du = d∆u = 0. En un point non critique, i.e.
tel que du 6= 0, on a

1

2
∆|du|2 = |du|∆|du| − |∇|du||2.

D’autre part, on a

|Ddu|2 = |∇|du||2 + |du|2
∣∣∣∣D
(
du

|du|

)∣∣∣∣
2

.

La courbure de Ricci est minorée, donc Ric(∇u,∇u) ≥ −λ|∇u|2 pour une
constante λ > 0. On obtient finalement, en un point non critique,

0 ≥ |du|2
∣∣∣∣D
(
du

|du|

)∣∣∣∣
2

+ |du|∆|du| − λ|∇u|2.

Puisque |du| = |∇u|, on a, en un point non critique, ∆|∇u| ≤ λ|∇u|, c’est-
à-dire exactement

∆f ≤ λf.

Aux points critiques, f admet un minimum, ∆f ≤ 0 au sens des distributions
donc l’inégalité est encore vérifiée.
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On peut donc appliquer le lemme B.0.1 à la fonction f = |∇u|. Soit e < c
fixé et posons R = c−e

2
. Ainsi, pour x ∈ Γθ

e, B(x, 2R) ⊂ Γθ
c et on a donc

(
‖f‖B(x,2R)

2

)2
≤ Jθ

c (u).

Le lemme B.0.1 donne alors une constante C telle que pour tout x ∈M ,

‖f‖B(x,R)
∞ ≤ C‖f‖B(x,2R)

2 .

Donc pour tout x ∈ Γθ
e, on a

‖f‖B(x,R)
∞ ≤ C

√
Jθ
c (u).

Cela implique que pour tout x ∈ Γθ
e, |∇u(x)| ≤ C

√
Jθ
c (u) < +∞ et donc que

|∇u| est borné sur Γθ
e.

Puisque nous avons montré que J ∗ ∼⊂ L∗ et que J ∩ L∗ ⊂ L, il suffit
de montrer la presque inclusion J ∼⊂ J ∗. La majeure partie de la preuve est
identique à l’analogue discret, la fin demande cependant quelques précautions
supplémentaires.

Posons, pour c > 0 et m ∈ N, Jm
c := {θ ∈ ∂M | Jθ

c (u) ≤ m}. Nous allons

montrer que pour c assez grand et m ∈ N, Jm
c

∼⊂ J ∗. Pour cela, on introduit
la fonction harmonique v(z) := µz(Jm

c ) = Pz(X∞ ∈ Jm
c ) et pour α ∈]0, 1[ la

quantité

Iα := Eo




∞∫

0

|∇u(Xt)|21{v≥α}(Xt)dt


 .

Fait : s’il existe α ∈]0, 1[ tel que Iα < +∞, alors Jm
c

∼⊂ J ∗.
Pour montrer cela, il suffit de remarquer que si Iα < +∞, par la formule

(3.2.3), pour µ-presque tout θ ∈ ∂M , Pθ
o-p.s.,

∞∫

0

|∇u(Xt)|21{v≥α}(Xt)dt < +∞.

Comme v converge stochastiquement vers 1 en µ-presque tout θ ∈ Jm
c

(lemme 3.2.2), alors pour µ-presque tout θ ∈ Jm
c , Pθ

o-presque sûrement,∫∞
0

|∇u(Xt)|2dt < +∞. Ainsi, si Iα < +∞, Jm
c

∼⊂ J ∗.
Montrons maintenant l’existence de α ∈]0, 1[ tel que Iα < +∞. Par la

formule (2.5.1),

Iα =

∫

y∈{v≥α}

|∇u(y)|2G(o, y)dy. (3.3.3)
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Notons Ac(y) = {θ ∈ ∂M | y ∈ Γθ
c}. On a

∫

Jm
c

Jθ
c (u)dµo(θ) =

∫

∂M

∫

x∈Γθ
c

|∇u(x)|21{θ∈Jm
c }dxdµo(θ)

=

∫

y∈Γc(Jm
c )

|∇u(y)|2µo(Jm
c ∩ Ac(y))dy. (3.3.4)

Nous savons que
∫
Jm
c
Jθ
c (u)dµo(θ) ≤ m · µo(Jm

c ) < +∞ et nous allons
relier l’expression (3.3.3) à l’expression (3.3.4).

Montrons qu’il existe α tel que {v ≥ α} ⊂ Γc(Jm
c ). Soit η > 0 la constante

obtenue en appliquant le lemme 3.3.7 à (Ac(y))
c ⊂ ∂X. Par définition, y 6∈

Γc((Ac(y))
c), donc

µy(Ac(y)) ≥ η.

En choisissant α > 1−η, on obtient que si y 6∈ Γc(Jm
c ), alors Ac(y)∩Jm

c = ∅,
v(y) = µy(Jm

c ) ≤ 1− µy(Ac(y)) ≤ 1− η < α et donc {v ≥ α} ⊂ Γc(Jm
c ).

Si y ∈ {v ≥ α},

α ≤ v(y) = µy(Jm
c )

≤ µy(Jm
c ∩ Ac(y)) + 1− η.

On sait d’autre part (lemme 3.3.10) qu’il existe C > 1 tel que pour tout
θ ∈ ∂M et tout y ∈ Γθ

c ,

C−1 ≤ G(o, y)K(y, θ) ≤ C.

Or,

G(o, y)µy(Jm
c ∩ Ac(y)) = G(o, y)

∫

Jm
c ∩Ac(y)

K(y, θ)dµo(θ),

donc pour y ∈ Γθ
c ,

µo(Jm
c ∩ Ac(y))

G(o, y)
≥ C−1µy(Jm

c ∩ Ac(y)).

On obtient ainsi, pour tout y ∈ Γθ
c ∩ {v ≥ α}

µo(Jm
c ∩ Ac(y)) ≥ C ·G(o, y).
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Finalement,

Iα =

∫

y∈{v≥α}

|∇u(y)|2G(o, y)dy

≤ 1

C

∫

y∈{v≥α}

|∇u(y)|2µo(Jm
c ∩ Ac(y))dy

≤ 1

C

∫

y∈Γc(Jm
c )

|∇u(y)|2µo(Jm
c ∩ Ac(y))dy

< +∞.

On en conclut donc que Jm
c

∼⊂ J ∗ et J ∼⊂ J ∗, ce qui termine la démons-
tration du théorème 3.1.2.

3.4 Démonstration du théorème 3.1.4

Comme dans le cas discret, la preuve du théorème 3.1.4 repose sur deux
lemmes. Leurs preuves sont identiques à leurs analogues discrets. Pour faci-
liter la lecture, nous en redonnons les grandes étapes. Rappelons que l’on se
donne une fonction harmonique positive sur un ouvert U deM . On veut mon-
trer que pour µ-presque tout point θ tangentiel pour U , (c’est-à-dire tel que
Γθ
c\U est borné pour tout c > 0), la fonction u converge non-tangentiellement

en θ.

Lemme 3.4.1. Soit U un sous-ensemble ouvert de M . Alors pour µ-presque
tout θ tangentiel pour U , le mouvement brownien finit Pθ

o-presque-sûrement
sa vie dans U .

Démonstration. Soient c0 > 0 la constante fournie par le lemme 3.3.7, c > c0
et AU l’ensemble des points θ ∈ ∂M qui sont tangentiels pour U . Posons,
pour N ∈ N∗,

AU
N :=

{
θ ∈ ∂M |Γθ

c \ U ⊂ B(o,N)
}

et montrons que pour µ-presque tout θ ∈ AU
N , le mouvement brownien finit

Pθ
o-presque sûrement sa vie dans U . Par le corollaire 3.3.8, pour µ-presque

tout θ ∈ AU
N , Pθ

o-presque sûrement, le mouvement brownien finit sa vie dans
Γc(A

U
N). Pour un tel point θ ∈ AU

N , Pθ
o-presque sûrement, le mouvement

brownien quitte la boule B(o,N) et donc finit sa vie dans Γθ
c \ B(o,N) ⊂

U .
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Lemme 3.4.2. Soit U un sous-ensemble ouvert connexe de M tel que o ∈ U
et soit τ le temps de sortie de U . Alors pour µ-presque tout θ tangentiel pour
U , Pθ

o(τ = +∞) > 0.

Démonstration. Nous avons démontré à plusieurs reprises ce type de proprié-
tés, nous donnons donc moins de détails ici. Soit θ tangentiel pour U tel que
Pθ
o-presque sûrement, le mouvement brownien finit sa vie dans U . La fonc-

tion h(z) = K(z, θ) ·Pθ
z(τ = +∞) est harmonique positive. Par le principe du

minimum sur l’ensemble connexe U , elle est donc soit identiquement nulle,
soit strictement positive. Soit τN le temps de sortie de la boule B(o,N). Il
existe N tel que Pθ

o(”Xt reste dans U après N”) > 0. On applique alors la
propriété forte de Markov au temps τN pour obtenir la stricte positivité de
h.

Bien que l’esprit soit le même que dans le cas discret, la démonstra-
tion du théorème 3.1.4 demande quelques précautions. Dans le cas discret,
le corollaire 2.5.3 assure que la convergence stochastique en θ entraîne la
convergence non-tangentielle en θ. Cela provient du bon comportement de la
marche aléatoire conditionnée avec les tubes non-tangentiels (2.5.2). Bien que
nous ayons une propriété analogue dans le cas continu (proposition 3.3.4),
le même argument ne fonctionne pas, la fonction harmonique u n’étant pas
nécessairement uniformément continue sur le tube Γθ

c . Pour contourner cette
difficulté, F. Mouton considère la fonction ln(u+1) et montre au moyen d’une
version infinitésimale de l’inégalité de Harnack de Cheng-Yau ([CY75]) que
cette fonction est uniformément continue sur une pointe du tube Γθ

c . Nous
nous contentons ici d’utiliser l’inégalité de Harnack du théorème 3.3.1.

Démonstration du théorème 3.1.4. Comme U est ouvert, il a un nombre dé-
nombrable de composantes connexes et on peut supposer sans perte de gé-
néralité que U est connexe. On peut également supposer que o ∈ U . On note
à nouveau τ le temps de sortie de U . Comme u est harmonique positive sur
U , (u(Xt∧τ )) est une martingale locale positive sur [0, τ [. Elle converge donc
Po-presque sûrement. Par la formule (3.2.3), pour µ-presque tout θ ∈ ∂M ,
Pθ
o-presque sûrement, (u(Xt∧τ )) converge. En combinant ce qui précède avec

le lemme 3.4.2 et la loi asymptotique du 0-1, on obtient que pour µ-presque
tout θ tangentiel pour U ,

Pθ
o(τ = +∞ et (u(Xt)) converge) = 1.

Donc u converge stochastiquement en µ-presque tout θ tangentiel pour u.
Soit un tel point θ et notons ℓ la limite stochastique de u en θ. Supposons
qu’il n’y ait pas convergence non-tangentielle vers ℓ en θ. On peut trouver
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c > 0, ε > 0 et une suite de points (yk)k de Γθ
c \ B(o, R) tels que yk → θ

et |u(yk) − ℓ| > 2ε, où R > 0 est tel que Γθ
c+1 \ B(o, R) ⊂ U . Nous devons

décomposer la suite de la preuve en deux cas.
Supposons dans un premier temps qu’il existe m > 0 tel que pour tout

k, u(yk) ≤ m. Puisque u est positive sur U et donc sur Γc+1 \ B(o, R), on
peut appliquer l’inégalité de Harnack sur les boules (théorème 3.3.1) et il
existe 0 < λ < 1 indépendant de k tel que pour tout k et tout y ∈ B(yk, λ),
1− ε/m ≤ u(y)/u(yk) ≤ 1 + ε/m, et donc

|u(yk)− u(y)| ≤ m

∣∣∣∣1−
u(y)

u(yk)

∣∣∣∣ < ε.

Ainsi, pour tout k et tout y ∈ B(yk, λ), |u(y)− ℓ| > ε. D’après la proposition
3.3.4, le mouvement brownien rencontre Pθ

o-presque sûrement une infinité de
Bk. Soit ω une trajectoire générique, c’est-à-dire telle que (Xt(ω)) rencontre
une infinité de Bk, τ = +∞ et limt→+∞ u(Xt(ω)) = ℓ. On peut choisir t0 tel
que pour tout t ≥ t0, |u(Xt(ω))−ℓ| ≤ ε. Par compacité, (Xt(ω))t≤t0 rencontre
un nombre fini de boules Bk et le chemin (Xt(ω))t>t0 rencontre au moins une
boule Bk1 . Soit t1 > t0 tel que Xt1(ω) ∈ Bk1 . Alors

0 < ε < |u(Xt1(ω))− ℓ| ≤ ε.

On obtient donc une contradiction et u converge non-tangentiellement vers
ℓ en θ.

Il reste à traiter le cas où pour tout m > 0, il existe k tel que u(yk) > m.
Par l’inégalité de Harnack sur les boules, il existe 0 < λ < 1 indépendant
de k tel que pour tout k et tout y ∈ B(yk, λ), u(yk) ≤ 2u(y). Ainsi, pour
tout m > 0, il existe km tel que pour tout y ∈ B(ykm , λ), u(y) ≥ m/2.
D’un autre côté, le mouvement brownien rencontre Pθ

o-presque sûrement une
infinité de boules B(ykm , λ). Soit ω une trajectoire générique, c’est-à-dire telle
que (Xt(ω)) rencontre une infinité de Bkm , τ = +∞ et limt→+∞ u(Xt(ω)) = ℓ.
On peut choisir t0 tel que pour tout t ≥ t0, u(Xt(ω)) ≤ 2ℓ. Mais (Xt(ω))t≥t0

rencontre une infinité de boules B(ykm , λ) avec m > 4ℓ et pour tout point y
dans une telle boule, u(y) > 2ℓ. On obtient une contradiction et u converge
non-tangentiellement vers ℓ en θ.

Finalement, u converge non-tangentiellement vers ℓ en µ-presque tout θ
tangentiel pour U .

On termine cette section par la preuve du corollaire 3.1.5.

Démonstration du corollaire 3.1.5. Il suffit de montrer que u converge non-
tangentiellement en µ-presque tout θ ∈ ∂M où u est non-tangentiellement
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minorée. Fixons c > c0 et pour m ∈ N, notons

Am
c := {θ ∈ ∂M | ∀x ∈ Γθ

c , u(x) ≥ −m}.

Il suffit de montrer, pour tout m ∈ N, la presque inclusion Am
c

∼⊂ L. Fixons
un entier m ∈ N et posons U := Γc(A

m
c ). La fonction u+m est harmonique

positive sur U . Par le théorème 3.1.4, elle converge non-tangentiellement en
µ-presque tout θ tangentiel pour U et il en est de même pour u. Le corollaire
3.3.9 implique que µ-presque tout θ ∈ Am

c est tangentiel pour U , ce qui
termine la preuve du corollaire.

3.5 Démonstration du théorème 3.1.6

Quitte à considérer la fonction harmonique u+ r, on peut supposer sans
perte de généralité que r = 0. Montrons que u converge non-tangentiellement
en µ-presque tout point θ tel que D0

c (θ) < +∞. Il est suffisant de montrer
que pour tout m ∈ N,

Dm
c := {θ ∈ ∂M |D0

c (θ) ≤ m} ∼⊂ L.

Par définition de Dm
c , ∫

Dm
c

D0
c (θ)dµo(θ) ≤ m.

Soit Γ := Γc(Dm
c ) et Ac(x) := {θ ∈ ∂M | x ∈ Γθ

c}. Alors
∫

Dm
c

D0
c (θ)dµo(θ) = −1

2

∫

x∈Γ

µo(Ac(x) ∩ Dm
c )∆|u|(dx). (3.5.1)

L’idée de la preuve est similaire à celle de la presque inclusion J ∼⊂ L. On
cherche à estimer la quantité (3.5.1) en contrôlant µo(Ac(x) ∩ Dm

c ) par la
fonction de Green G. En appliquant la méthode précédente, on montre qu’il
existe α ∈]0, 1[ et C > 0 tels que

– V := {x ∈M |Px(X∞ ∈ Dm
c ) > α} ⊂ Γ ;

– ∀ x ∈ V , G(o, x) ≤ C · µo(Ac(x) ∩ Dm
c ).

En regroupant ces informations, on obtient que

I := −
∫

x∈V

G(o, x)∆|u|(dx) < +∞

On va maintenant appliquer le lemme suivant que l’on peut trouver dans
[Mou07]. La preuve utilise deux fois la formule de Green.
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Lemme 3.5.1. Soit U un domaine borné régulier de M tel que o ∈ U , soit
τ le temps de sortie de U et soit u une fonction harmonique sur M . On a
alors

Eo[[u(Xτ )|] = |u(o)| −
∫

x∈U

GU(o, x)∆|u|(dx)

Soit Vk une suite croissante de domaine bornés réguliers contenant o telle
que

⋃
k Vk = V . Soit τk le temps de sortie de Vk. En appliquant pour tout k

le lemme à la l’ensemble Vk et en utilisant l’inégalité GVk
≤ G, on obtient

sup
k

Eo[|u(Xτk)|] ≤ |u(o)|+ I < +∞.

On peut alors décomposer u comme la différence de deux fonctions harmo-
niques positives sur V . Par le théorème 3.1.4, chacune converge en µ-presque
tout θ tangentiel pour V et il en est donc de même pour u. Mais par le lemme
3.2.2, l’application x 7→ Po(X∞ ∈ Dm

c ) converge non-tangentiellement vers 1
en µ-presque tout θ ∈ Dm

c . Par définition, un tel point θ est donc tangen-
tiel pour V . Finalement, u converge non-tangentiellement en µ-presque tout
θ ∈ Dm

c et Dm
c

∼⊂ L.
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Deuxième partie

Rectifiabilité dans le groupe de

Heisenberg

116



Chapitre 4

Le groupe de Heisenberg Hn et les

mesures tangentes dans Hn

L’objectif de ce chapitre est de présenter brièvement le groupe de Heisen-
berg Hn et différents objets associés tels que la distance sous-riemannienne
de Carnot-Carathéodory, les sous-groupes homogènes de Hn ou encore les
géodésiques. Nous consacrons également quelques pages à la notion de me-
sure tangente dans Hn et nous construisons un exemple de mesure de Radon
qui admet en presque tout point toutes les mesures de Radon non-nulles de
Hn comme mesure tangente.

4.1 Définition de Hn

Nous décrivons brièvement le groupe de Heisenberg dans cette section.
Pour plus de détails, on pourra consulter [Ste93, CDPT07]. En tant qu’en-
semble, le groupe de Heisenberg Hn peut être identifié à R2n+1. Un point
P ∈ Hn est noté arbitrairement P = (p1, · · · , p2n, p2n+1) ou P = (p′; p2n+1),
avec p′ ∈ R2n et p2n+1 ∈ R. L’opération de groupe de Hn est donnée, pour
P,Q ∈ Hn par

P ·Q =

(
p1 + q1, · · · , p2n + q2n, p2n+1 + q2n+1 − 2

n∑

i=1

(piqn+i − pn+iqi)

)
.

Posons A(P,Q) := −2
∑n

i=1(piqn+i− pn+iqi). L’élément neutre du groupe est
0 = (0; 0) et l’inverse d’un point P est P−1 = (−p′;−p2n+1).

Nous noterons τQ : Hn → Hn la translation à gauche donnée par

τQ(P ) := Q · P.
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La mesure de Lebesque L2n+1 de R2n+1 est invariante à gauche (et à droite),
il s’agit de la mesure de Haar de Hn. Notons également pour r > 0, δr : Hn →
Hn la dilatation :

δr(P ) := (rp′; r2p2n+1).

Si E est un sous-ensemble mesurable de R2n+1, alors

L2n+1(δr(E)) = r2n+2L2n+1(E).

Comme pour tout groupe de Carnot, on peut retrouver les structures
algébriques et métriques de Hn au travers de la fonction exponentielle, définie
sur l’algèbre de Lie h de Hn. La base standard de h est donnée, pour i =
1, · · · , n par

Xi(P ) := ∂pi + 2pn+i∂p2n+1 ,

Yi(P ) := ∂pi+n
− 2pi∂p2n+1

et T (P ) := ∂p2n+1 .

Dans le cas n = 1, nous noterons X et Y à la place de X1 et Y1. Le
sous-fibré horizontal h1 est le sous-espace de h engendré par X1, · · · , Xn et
Y1, · · · , Yn et h2 = span{[Xi, Yi]} = span{T} est le centre de l’algèbre. Ainsi,

h = h1 ⊕ h2.

On dira que le groupe de Heisenberg est un groupe de Carnot à deux étages.

4.2 Les distances sur Hn

On dit qu’une courbe absolument continue γ définie sur un intervalle
[0, s0] ⊂ R et à valeurs dans Hn est horizontale si γ′ est une section hori-
zontale, c’est-à-dire si en presque tout s ∈ [0, s0], γ′(s) appartient à la fibre
horizontale (h1)γ(s) (i.e. γ′(s) =

∑n
i=1 ai(s)Xi(γ(s)) +Bi(s)Yi(γ(s))). La lon-

gueur de cette courbe est dans ce cas donnée par

ℓc(γ) =

s0∫

0

‖γ′(s)‖Hds,

où ‖∑n
i=1(aiXi+biYi)‖2H =

∑n
i=1(a

2
i+b

2
i ). Si une courbe n’est pas horizontale,

sa longueur vaut +∞. Tout couple de points de Hn peut être relié par une
courbe horizontale (théorème de Chow, [Cho39, Ras38]), ce qui nous permet
de définir une distance naturelle sur Hn ([Mit85]).
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Définition 4.2.1. Si P,Q ∈ Hn, leur distance de Carnot-Carathéodory dc(P,Q)
est définie par

dc(P,Q) := inf{ℓc(γ)}
où l’infimum est pris sur toutes les courbes horizontales γ définies sur un
intervalle [0, s0] telle que γ(0) = P et γ(s0) = Q.

Proposition 4.2.2. Les translations à gauche et les rotations autour de l’axe
vertical T := {P ∈ Hn | p′ = 0} sont des isométries de (Hn, dc). La dilatation
δr mutiplie les distances par r.

De plus, pour tout sous-ensemble borné Ω ⊂ Hn, il existe des constantes
0 < c1(Ω) < c2(Ω) telles que si (P,Q) ∈ Ω2,

c1(Ω)‖P −Q‖R2n+1 ≤ dc(P,Q) ≤ c2(Ω)‖P −Q‖1/2R2n+1 .

En particulier, (Hn, dc) et (R2n+1, ‖·‖R2n+1) ont la même topologie, Hn est
localement compact et Hn est de dimension topologique 2n+1. En revanche,
Hn est de dimension de Hausdorff 2n + 2. On a d’ailleurs L2n+1(Bc(P, r) =
r2n+2 L2n+1(B(0, 1)).

Il est en général difficile de calculer dc(P,Q). Il existe cependant des dis-
tances équivalentes à dc qui sont plus faciles à manipuler et qui conservent
les bonnes propriétés de dc, c’est-à-dire l’invariance par translation à gauche
et le bon comportement par les dilatations du groupe. On les construit géné-
ralement à partir de normes homogènes. Une bonne présentation des normes
homogènes peut être trouvée dans la thèse de N. Juillet ([Jui08], section
1.1.3). Une fonction ‖ · ‖ est une norme homogène si elle satisfait les proprié-
tés suivantes :

– la fonction ‖ · ‖ est continue sur R2n+1 et s’annule uniquement en 0 ;
– pour tout r > 0 et tout P ∈ Hn, ‖δr(P )‖ = r‖P‖ ;
– pour tout P ∈ Hn, ‖P−1‖ = ‖P‖.

On définit alors la "métrique" associée à ‖ · ‖ par d(P,Q) := ‖P−1 · Q‖. La
fonction d ne satisfait en général pas l’inégalité triangulaire. En revanche, il
existe une constante C > 0 telle que pour tous P,Q,R ∈ Hn,

d(P,R) ≤ C(d(P,Q) + d(Q,R)).

On parle alors de quasi-métrique.
Toutes les quasi-métriques construites à partir de normes homogènes sont

équivalentes entre elles et équivalentes à la métrique de Carnot-Carathéodory
(voir par exemple [Jui08] proposition 1.1.9 pour une preuve).

Exemple 4.2.3. La norme homogène ‖P‖∞ := max{‖p′‖R2n , |p2n+1|1/2} dé-
finit une véritable distance d∞ sur Hn.
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Exemple 4.2.4. La norme homogène ‖P‖ := (‖p′‖4R2n + |p2n+1|2)1/4 définit
une véritable distance d sur Hn, appelée distance de Korányi-Reimann.

Désormais, la notation d fera référence à la distance de Korányi-Reimann.
Nous noterons alors U(P, r) (resp. B(P, r)) la boule ouverte (resp. fermée)
de centre P et de rayon r pour la distance d et Uc(P, r) (resp. Bc(P, r)) la
boule analogue pour la distance de Carnot-Carathéodory dc.

4.3 Les sous-groupes homogènes de Hn

Les sous-groupes homogènes dans le groupe de Heisenberg Hn joueront
dans la suite le rôle des sous-espaces vectoriels pour Rn. Nous rappellerons
par exemple au chapitre 5 un théorème de P. Mattila, R. Serapioni et F. Serra
Cassano [MSSC10] qui donne des caractérisations d’un ensemble rectifiable
dans Hn par l’existence en presque tout point d’un sous-groupe (homogène)
tangent approximatif, ou encore par l’existence en presque tout point d’un
sous-groupe homogène supportant toutes les mesures tangentes en ce point.

Définition 4.3.1. Un sous-groupe G de Hn sera dit homogène s’il est inva-
riant par les dilatations δr, i.e. pour tout r > 0, δr(G) = G.

Nous pouvons classer l’ensemble des sous-groupes homogènes de Hn en
deux catégories, les sous-groupes verticaux et les sous-groupes horizontaux.
Notons

T := {P ∈ Hn | p′ = 0} et H := {P ∈ Hn | p2n+1 = 0} = exp h1.

Exemple 4.3.2. L’ensemble T forme un sous-groupe homogène de Hn. En
revanche, H n’est pas un sous-groupe de Hn.

Notons G(H, k) la grassmannienne formée des sous-espaces vectoriels de
dimension k dans H et posons G(H) :=

⋃2n
k=1 G(H, k).

Définition 4.3.3. Pour L ∈ G(H), posons

VL := L× T.

Tous les ensembles VL, pour L ∈ G(H), sont des sous-groupes homogènes
de Hn que l’on appelle sous-groupes verticaux. Les sous-groupes homogènes
non-verticaux sont appelés horizontaux. Ce sont des éléments de G(H). No-
tons que L ∈ G(H) est un sous-groupe si et seulement si pour tous P,Q ∈ L,
A(P,Q) = 0.
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Remarque 4.3.4 ([FFP07]). Les métriques d et dc sont additives sur les
sous-espaces L ∈ G(H, 1). Par invariance par translation, elles le sont aussi
sur les translatés P · L.

Comme nous le verrons au chapitre suivant, une définition possible de la
rectifiabilité dans Hn fait intervenir la notion de graphe lipschitzien intrin-
sèque. La définition de ces graphes repose sur les sous-groupes complémen-
taires de Hn.

Définition 4.3.5. Deux sous-groupes homogènes A et B de Hn sont des sous-
groupes complémentaires de Hn (on notera alors Hn = B ·A) si A∩B = {0}
et si pour tout P ∈ Hn, il existe PA ∈ A et PB ∈ B tels que P = PB · PA.

Proposition 4.3.6 ([FSSC11]). Si A et B sont deux sous-groupes complé-
mentaires de Hn, alors tout point P ∈ Hn a des uniques composantes PA ∈ A
et PB ∈ B telles que P = PB · PA. Les applications P 7→ PA et P 7→ PB sont
continues et il existe une constante c = c(A,B) > 0 telle que

c(‖PA‖+ ‖PB‖) ≤ ‖P‖ ≤ ‖PA‖+ ‖PB‖.

Dans Hn, tout sous-groupe horizontal A admet un sous-groupe complé-
mentaire vertical B et tout sous-groupe vertical B de dimension topologique
supérieure ou égale à n+1 admet un sous-groupe complémentaire horizontal
A.

Proposition 4.3.7 ([AS09]). Un sous-groupe horizontal est de dimension
topologique et de Hausdorff k, pour 1 ≤ k ≤ n et il est isomorphique et iso-
mètrique à Rk. Un sous-groupe vertical peut avoir pour dimension topologique
k, pour 1 ≤ k ≤ 2n+ 1. Sa dimension de Hausdorff sera alors k + 1.
Tout couple A,B de sous-groupes complémentaires de Hn est du type

1. A est horizontale de dimension k, 1 ≤ k ≤ n ;

2. B est vertical de dimension 2n+ 1− k.

Nous noterons G(Hn, k) l’ensemble des sous-groupes homogènes de di-
mension topologique k admettant un sous-groupe complèmentaire.

4.4 Courbes horizontales et géodésiques de H1

Dans cette section, nous décrivons les courbes géodésiques de H1. Bien
qu’une description similaire existe dans Hn, nous nous contenterons ici du
cas n = 1, par simplicité d’exposition et puisque c’est le contexte dans lequel
nous utiliserons, au chapitre 6, les résultats cités.
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4.4.1 Les courbes horizontales dans H1

Nous avons défini une courbe horizontale de H1 comme une courbe abso-
lument continue γ de R3 (on écrit γ(s) = (x(s), y(s), t(s))) telle qu’en presque
tout s, γ′(s) peut s’écrire sous la forme

γ′(s) = a(s)X(γ(s)) + b(s)Y (γ(s)).

L’écriture de γ′(s) dans la base euclidienne donne donc

γ′(s) = a(s)
∂

∂x
+ b(s)

∂

∂y
+ 2(a(s)y(s)− b(s)x(s))

∂

∂t
.

Ainsi, pour s < s′,

t(s′) = t(s) + 2

s′∫

s

(ydx− xdy). (4.4.1)

Remarque 4.4.1. La forme différentielle ydx − xdy est la forme d’aire al-
gébrique.

Notons γH = (x, y) la projection de la courbe γ sur le plan horizontal
H = R2. L’équation (4.4.1) nous apprend que pour caractériser une courbe
horizontale γ, il est suffisant de connaître γ(s) pour un temps arbitraire s et
la courbe projetée γH . La troisième coordonnées t(s)− t(0) est égale à l’aire
algébrique balayée par la courbe γH (voir la figure 4.4.1 pour une illustration).

Pour une courbe horizontale γ,

ℓc(γ) = ℓR2(γH),

où ℓR2 est la longueur usuelle dans R2.

4.4.2 Description des géodésiques de H1

L’espace métrique (H1, dc) est géodésique et les géodésiques peuvent être
calculées explicitement. En revanche, il n’y a pas en général unicité du seg-
ment géodésique reliant deux points fixés. Nous renvoyons à [Kor85, Mon00,
AR04] pour une discussion plus approfondie. Les courbes géodésiques d’ori-
gine 0 ∈ H1 sont des courbes lisses γ = (γ1, γ2, γ3) de la forme

γ1(s) =
α sin(φs) + β(1− cos(φs))

φ
;
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Figure 4.4.1 – Un segment géodésique

γ2(s) =
β sin(φs)− α(1− cos(φs))

φ
;

γ3(s) = 2
φs− sin(φs)

φ2
.

Elles dépendent des trois paramètres α, β, φ ∈ R. Pour obtenir la paramé-
trisation par longueur d’arc, il suffit de prendre α2 + β2 = 1. Un segment
géodésique dans H1 est représenté dans la figure 4.4.1. Les géodésiques de H1

n’ayant pas pour origine 0 sont obtenues par translation à gauche.
Dans le cas où φ = 0, la formule doit être comprise au sens limite et γ est

une géodésique bi-infinie. Il s’agit dans ce cas d’un sous-groupe horizontal
L ∈ G(H1, 1).

Dans le cas où φ 6= 0, la courbe γ est une géodésique sur [0, s0] si et
seulement si s0 ≤ 2π

|φ| .
La proposition suivante réunie des propriétés fondamentales des géodé-

siques de H1. On peut la trouver énoncée de cette manière dans [MR05].

Proposition 4.4.2. .

1. Pour tout point P ∈ H1 \ T, il existe un unique segment géodésique
entre 0 et P .

2. Pour tout point P ∈ T \ {0} et tout couple (α, β) ∈ R2 tel que α2 +
β2 = 1, il existe un unique segment géodésique γ reliant 0 et P tel que
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γ′(0) = α ∂
∂x

+β ∂
∂y

. De plus, la réunion des images de tous les segments
géodésiques entre 0 et P est le bord d’un ensemble ouvert convexe et
invariant par les rotations de R3 qui fixent T.

3. L’image de la géodésique reliant P = (p1, p2, p3) à P ∗ = (−p1,−p2, p3)
est le segment [P, P ∗] de R3.

4. Pour φ 6= 0, γH est un arc de cercle de rayon 1
|φ| .

5. Une géodésique γ = [0, s0] → H1 de paramètre φ ∈ R∗ et s0 < 2π
|φ| (resp.

φ = 0 et s0 ≥ 0) peut être étendue de manière unique sur
[
0, 2π|φ|

]
(resp.

[0, s′0] pour tout s′0 ≥ s0).

6. L’application Ψ : {(α, β, φ, s) |α2 + β2 = 1, φ ∈ R, s ∈]0, 2π/|φ|[} →
H1 \ T donnée par

Ψ(α, β, φ, s) = (γ1(s), γ2(s), γ3(s))

est un homéomorphisme.

4.5 Mesures tangentes dans Hn

Cette section est consacrée à la notion de mesure tangente associée à une
mesure de Radon sur Hn. Les mesures tangentes ont été introduites par D.
Preiss dans [Pre87]. Elles donnent des informations sur le comportement local
d’une mesure de Radon, comme la dérivée d’une fonction donne des infor-
mations sur le comportement local de la fonction. En revanche, une mesure
de Radon admet en général plusieurs mesures tangentes en un même point.
Nous construisons en suivant les idées de T. O’Neil [O’N95], un exemple de
mesure de Radon sur Hn qui admet en presque tout point de son support
toutes les mesures de Radon non-nulles comme mesure tangente.

4.5.1 Définition

Notons M l’ensemble des mesures de Radon sur Hn. Rappelons qu’une
suite (µk)k dans M converge faiblement vers µ dans M (on note µk ⇀ µ) si
pour toute fonction continue à support compact g : Hn → R, limk→∞

∫
gdµk =∫

gdµ. Il peut être utile d’utiliser un métrique sur l’espace des mesures. No-
tons L(r) l’ensemble des fonctions lipschitziennes g : Hn → R telles que
Lip(g) ≤ 1 et supp(g) ⊂ B(0, r). Pour deux mesures µ, ν ∈ M et un réel
r > 0, notons

Fr(µ, ν) := sup

{∣∣∣∣
∫
gdµ−

∫
gdν

∣∣∣∣ | g ∈ L(r)
}
.
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On peut vérifier que Fr est une distance sur l’ensemble des mesures de Radon
à support dans B(0, r). Une suite (µk) ∈ MN converge faiblement vers µ ∈ M
si et seulement si pour tout r > 0, Fr(µk, µ) → 0 (voir [Mat95, Mat05]).

L’image f#µ par une application f : Hn → Hn de la mesure µ ∈ M est
définie par

f#µ(E) := µ(f−1(E)), pour tout E ⊂ Hn.

Pour A ∈ Hn et r > 0, notons TA,r : Hn → Hn l’application définie, pour
P ∈ Hn, par

TA,r(P ) := δ 1
r
(A−1 · P ).

On peut à présent donner la définition d’une mesure tangente. L’idée est
d’effectuer une suite de zooms TA,ri#µ de la mesure µ et de normaliser cette
suite de telle manière qu’une limite faible existe.

Définition 4.5.1. Soit µ ∈ M. On dit que ν est une mesure tangente à
µ en A ∈ Hn si ν ∈ M, ν(Hn) > 0 et s’il existe des nombres ci > 0 et
ri > 0, i = N∗ tels que ri → 0 et

ciTA,ri#µ ⇀ ν.

On note Tan(µ,A) l’ensemble des mesures tangentes à µ en A.

Remarque 4.5.2. Les nombres ci sont des constantes de normalisation des-
tinées à garder la mesure limite ν non-triviale et localement finie. Il suffit
souvent de prendre ci = µ(B(A, ri))

−1, comme le montre le lemme suivant.
La preuve est identique à celle que P. Mattila expose ([Mat95], remarque
14.4) dans le cadre euclidien.

On définit respectivement les s-densités supérieures et inférieures d’une
mesure de Radon µ sur Hn par :

Θ∗s(µ, P ) := lim sup
r→0

µ(B(P, r))

rs
(4.5.1)

et

Θs
∗(µ, P ) := lim inf

r→0

µ(B(P, r))

rs
. (4.5.2)

Si ces deux quantités sont égales, leur valeur commune Θs(µ, P ) est appelée
la s-densité de µ en P .

Lemme 4.5.3. Soient µ ∈ M et s > 0 tels que pour µ presque tout P ∈ Hn,

0 < Θs
∗(µ, P ) ≤ Θ∗s(µ, P ) <∞.
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Alors pour µ presque tout A ∈ Hn et pour toute mesure ν ∈ Tan(µ,A), on a
0 ∈ supp ν et toute suite (ri) de nombres positifs tendant vers 0 admet une
sous-suite (rik) telle que l’on ait, pour une constante strictement positive c,

ν = c lim
k→∞

r−s
ik
TA,rik

#µ.

La proposition suivante résume certaines propriétés connues de Tan(µ,A).

Proposition 4.5.4. Soit µ ∈ M et A ∈ Hn :

1. c ν ∈ Tan(µ,A) pour tout ν ∈ Tan(µ,A) et c > 0 ;

2. T0,r#ν ∈ Tan(µ,A) pour tout ν ∈ Tan(µ,A) et r > 0 ;

3. Tan(µ,A) est fermé dans M.

Lorsque l’on travaille avec les mesures tangentes, on est souvent amené à
utiliser la propriété suivante (parfois appelée le principe de Preiss) qui assure
que toute mesure tangente d’une mesure tangente est une mesure tangente.

Lemme 4.5.5. Soit µ ∈ M. Pour µ-presque tout A ∈ Hn, on a la propriété
suivante : pour toute mesure ν ∈ Tan(µ,A), tout point P ∈ supp ν et toute
mesure λ ∈ Tan(ν, P ), on a λ ∈ T (µ,A).

Exemple 4.5.6. Nous verrons (théorème 5.3.3) que lorsque S ⊂ Hn est
une surface régulière (nous dirons une surface H-régulière) de dimension de
Hausdorff km, alors pour tout P ∈ S, Skm⌊S admet une unique mesure tan-
gente en P , où Skm est la mesure sphérique de dimension km (voir l’annexe
C pour une définition). Il existe un sous-groupe homogène THS(P ) tel que

Tan(Skm⌊S, P ) = {cSkm⌊THS(P )}.
En revanche, il existe des cas dégénérés de mesure admettant en presque

tout point un très grand nombre de mesures tangentes. Nous construisons un
tel exemple au théorème 4.5.7.

4.5.2 Un exemple dégénéré

P. Mattila a montré ([Mat05]) que dans un groupe métrique localement
compact muni de dilatations naturelles (en particulier dans Hn), une me-
sure de Radon admet en presque tout point une unique mesure tangente
(unique à multiplication par une constante près) si et seulement en presque
tout point, cette unique mesure tangente est une mesure de Haar d’un sous-
groupe homogène (voir théorème 5.3.2). L’objectif de cette sous-section est
de démontrer le résultat suivant, qui atteste qu’il existe des mesures de Ra-
don admettant en presque tout point toutes les mesures de Radon non-nulles
comme mesures tangentes.
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Théorème 4.5.7. Il existe une mesure non-nulle µ ∈ M telle que pour
µ-presque tout A ∈ Hn,

Tan(µ,A) = M\ {0}.

La preuve de ce théorème va se dérouler en trois étapes. Dans une première
courte étape, nous allons réduire le problème en remplaçant M par un sous-
ensemble dénombrable de mesures. La deuxième étape sera consacrée à la
construction de la mesure µ. Nous montrerons au cours de la troisième étape
que celle-ci vérifie bien

Tan(µ,A) = M\ {0}

en µ-presque tout A ∈ Hn.
La construction suit les idées de T. O’Neil [O’N95]. Une des principales

difficultés ici vient du fait que le groupe de Heisenberg n’est pas commutatif.
Avant de débuter la preuve, nous allons établir un lemme et son corollaire,
qui permettent d’obtenir un contrôle sur le défaut de commutativité de Hn.
Des estimées similaires peuvent être obtenues dans tout groupe de Carnot. La
construction proposée ici fonctionne donc dans tous les groupes de Carnot.

Lemme 4.5.8. Pour tous P,Q ∈ Hn,

d(P,Q−1 · P ·Q) ≤ (8n)
1
2‖P‖ 1

2‖Q‖ 1
2 .

Démonstration. Il suffit de remarquer que

P−1 ·Q−1 · P ·Q =

(
0,−4

n∑

i=1

(piqi+n − pi+nqi)

)

et que pour i = 1, · · · , 2n, |pi| ≤ ‖P‖, |qi| ≤ ‖Q‖.

Corollaire 4.5.9. Pour tous P,Q,R, S ∈ Hn,

1. d(P ·R,Q ·R) ≤ d(P,Q) + (8n)
1
2‖R‖ 1

2d(P,Q)
1
2 ;

2. d(P ·R,Q · S) ≤ d(P,Q) + (8n)
1
2‖R‖ 1

2d(P,Q)
1
2 + d(R, S) ;

3. d(P ·R,Q · S) ≥ d(P,Q)− (8n)
1
2‖R‖ 1

2d(P,Q)
1
2 − d(R, S).

Démonstration. La démonstration repose uniquement sur le lemme 4.5.8,
l’inégalité triangulaire et l’invariance de la métrique par translation à gauche.
Pour la première estimée, il suffit de remarquer que

d(P ·R,Q·R) = d(0, R−1·P−1·Q·R) ≤ d(0, P−1·Q)+d(P−1·Q,R−1·P−1·Q·R).
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Les deux autres estimées s’obtiennent de manière similaire :

d(P ·R,Q · S) = d(R−1 ·Q−1 · P ·R,R−1 · S)
≤ d(R, S) + d(P ·R,Q ·R).

et

d(P,Q) ≤ d(0, R−1 · P ·Q · S) + d(R−1 · P−1 ·Q · S, P−1 · S)
≤ d(P ·R,Q · S) + d(R−1 · P−1 ·Q ·R ·R−1 · S, P−1 · S)
≤ d(P ·R,Q · S) + d(R−1 · P−1 ·Q ·R,P−1 ·Q) + d(R, S).

Nous pouvons maintenant commencer la preuve du théorème 4.5.7.

Etape 1 :
Pour P ∈ Hn, notons δP la mesure de Dirac en P . L’ensemble

Z :=

{
α0δ0 +

m−1∑

i=1

αiδPi
|m ∈ {2, 3, · · · }, αi ∈ Q+, Pi ∈ Q2n+1, ‖Pi‖ ≤ 1

pour i ∈ {0, · · · ,m− 1},
m−1∑

i=0

αi = 1 et Pi 6= Pj if i 6= j

}

est dénombrable, donc l’ensemble
⋃

a,b∈Q+

aT0,b#Z

est dénombrable et dense dans M. Par la proposition 4.5.4, il est suffi-
sant de construire une mesure µ telle que pour µ-presque tout A ∈ Hn,
Z ⊂ Tan(µ,A). Dans toute la suite, g : Hn → R sera une fonction 1-
lipschitzienne à support compact.

Etape 2 :
Soit (µk)k une suite dans Z telle que chaque élément de Z apparaît une

infinité de fois dans la suite. Chaque terme µk est de la forme

µk = α(k, 0)δ0 +

mk−1∑

i=1

α(k, i)δP (k,i).

Pour des raisons techniques, définissons

σk := min
0≤i 6=j≤mk−1

d(P (k, i), P (k, j)).
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Définissons également une suite (sk)k de nombres réels qui croît suffisamment
vite. On peut par exemple la choisir telle que

s1 = 100 et
√
sk+1 > n

2k+10

σk
sk. (4.5.3)

Les suites (ri) dans la définition des mesures tangentes seront des sous-suites
de (1/sk). Si ν ∈ Z, on peut trouver une suite d’indices (kj)j≥1 telle que pour
tout j ≥ 1,

ν = µkj = α(kj, 0)δ0 +

mkj
−1∑

i=1

α(kj, i)δP (kj ,i).

On obtient ainsi pour tout j ≥ 1,

∫

Hn

g(P )dν(P ) = α(kj, 0)g(0) +

mkj
−1∑

i=1

α(kj, i)g(P (kj, i)).

L’idée de la construction de T. O’neil est de considérer l’espace d’indices

Σ :=
∞∏

k=1

{0, · · · ,mk − 1},

et de définir une mesure de probabilité P sur Σ en posant

P(η|ℓ) :=
ℓ∏

k=1

α(k, ηk), où η|ℓ := (η1, · · · , ηℓ)×
∏

k≥ℓ+1

{0, · · · ,mk − 1}.

Ainsi, P({η ∈ Σ | ηk = i}) = α(k, i) et on peut écrire pour tout j ≥ 1,

∫

Hn

g(P )dν(P ) =

∫

Σ

g(P (kj, ηkj))dP(η).

On construit alors la mesure µ comme l’image de la mesure P par une appli-
cation π : Σ → B(0, 1) bien choisie. On définit, pour k0 ∈ N,

πk0(η) :=
∞∏

k=k0

τ1/sk(P (k, ηk))

et on pose
π(η) := π1(η),
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où le symbole
∏

est bien entendu utilisé ici pour la loi de groupe de Hn. La
suite (sk) a été choisie suffisamment croissante pour que l’application π soit
bien définie et injective. Nous le vérifions ci-dessous (lemme 4.5.10).

On obtient enfin la mesure que nous cherchons en posant

µ := π#P.

Pour vérifier qu’en µ-presque tout point A ∈ Hn, Z ⊂ Tan(µ,A), il nous
faudra contrôler une quantité de la forme

∥∥∥∥∥∥

∫

Hn

cj g
(
τ1/rj(A

−1 ·Q)
)
dµ(Q)−

∫

Hn

g(Q)dν(Q)

∥∥∥∥∥∥
.

Un des intérêts de la construction de la mesure µ est que cette expression
peut se réécrire comme une intégrale contre la mesure µ :

∥∥∥∥∥∥∥

∫

π(Σ)

[
cj g

(
τ1/rj(A

−1 ·Q)
)
− g

(
P (kj, [π

−1(Q)]kj)
)]
dµ(Q)

∥∥∥∥∥∥∥
.

Avant de vérifier que µ est bien la mesure que nous cherchons, nous allons
établir plusieurs estimations assez grossières qui seront utiles par la suite. Les
quantités manipulées sont assez compliquées. Le point important à remarquer
est qu’il suffit de choisir (sk) suffisamment croissante pour que la construction
fonctionne. D’après (4.5.3),

∞∑

k=k0+1

1√
sk

≤ σk0
2k0+10nsk0

. (4.5.4)

Soit η ∈ Σ. Comme pour tout k ≥ 1, P (k, ηk) ∈ B(0, 1), on déduit de
l’inégalité (4.5.3) que ,

‖πk0+1(η)‖ ≤
∑

k≥k0+1

1

sk

≤ σ2
k0

2k0+10nsk0
. (4.5.5)

L’application π est donc bien définie et à valeurs dans B(0, 1).
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De la même manière, si η et η′ sont dans Σ, alors d’après le corollaire
4.5.9,

d (πk0(η), πk0(η
′)) ≤ 2

sk0
+
√
8n

(
4

2k0+10nsk0

)1/2(
2

sk0

)1/2

+ d (πk0+1(η), πk0+1(η
′))

≤
∑

k≥k0

3

sk

≤
∑

k≥k0

3√
sk

≤ 3σk0−1

2k0+9nsk0−1

. (4.5.6)

Lemme 4.5.10. L’application π est injective.

Démonstration. Soient η et η′ dans Σ tels que η 6= η′ et k0 le premier indice
tel que ηk0 6= η′k0 . Le corollaire 4.5.9 (3) et les inégalités (4.5.5) et (4.5.6)
donnent alors

d(π(η), π(η′)) = d (πk0(η), πk0(η
′))

≥ σk0
sk0

− 1√
2k0+4

σk0
sk0

− 3σk0
2k0+10nsk0

≥ σk0
2sk0

> 0. (4.5.7)

Etape 3 :
Le lemme suivant va permettre de choisir l’ensemble de µ-mesure pleine

π(I) tel que pour tout A ∈ π(I), Z ⊂ Tan(µ,A).

Lemme 4.5.11. Soient ν ∈ Z et (kj)j≥1 une suite strictement croissante
telle que pour tout j ≥ 1, µkj = ν. On pose

Iν :=
{
η ∈ Σ| ηkj = 0 pour une infinité de j

}
.

Alors P(Iν) = 1 et donc
µ(π(Iν)) = 1.

Démonstration. Pour tout j ≥ 1, P(ηkj = 0) = α(kj, 0) = α > 0. Ainsi,∑
j≥1 P(ηkj = 0) = ∞ et le lemme découle du lemme de Borel-Cantelli.
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Posons alors
I :=

⋃

ν∈S
Iν .

Puisque Z est dénombrable, µ(π(I)) = 1. Afin de simplifier les notations, on
note pour tout point Q ∈ π(Σ), Qk := P (k, [π−1(Q)]k). On a alors

Q =
∏

k≥1

τ1/sk(Qk).

Soient A ∈ π(I),η ∈ I tel que A = π(η) et soit ν ∈ Z. Nous allons montrer
qu’alors, ν ∈ Tan(µ,A).

Comme η ∈ I, il existe un ensemble infini N ⊂ ∪j≥1{kj} tel que pour
tout k ∈ N , Ak = 0 et µk = ν. Posons rj := 1

sℓ(j)
, où ℓ(j) est le j-ième terme

de N .
Comme le support de g est compact, il existe r > 0 tel que supp(g) ⊂

B(0, r). On choisit alors J ∈ N tel que 2ℓ(J)+9n > r. Le reste de la preuve

consiste à étudier précisément la quantité
∥∥τ1/rj(A−1 ·Q)

∥∥ =
∥∥∥τsℓ(j)(A−1 ·Q)

∥∥∥
pour j ≥ J . Soit Q ∈ B(0, 1).

Cas 1 : Qk = Ak pour k ≤ ℓ(j) − 1 (nous noterons ici ℓ au lieu de ℓ(j)
pour simplifier les expressions).

Par l’inégalité (4.5.6),

sℓ d

( ∏

k≥ℓ+1

τ1/sk(Ak),
∏

k≥ℓ+1

τ1/sk(Qk)

)
≤ sℓ

3σℓ
2ℓ+10nsℓ

(4.5.8)

Comme Aℓ = 0,

d(Qℓ, τsℓ(A
−1 ·Q)) = d

(
Q−1

ℓ ·
( ∏

k≥ℓ+1

τsℓ/sk(Ak)

)
·Qk,

∏

k≥ℓ+1

τsℓ/sk(Qk)

)
.

Ainsi, par le lemme 4.5.8 et les inégalités (4.5.5) et (4.5.8),

d(Qℓ, τsℓ(A
−1 ·Q)) ≤

√
8n‖Qℓ‖1/2

∥∥∥∥∥
∏

k≥ℓ+1

τsℓ/sk(Ak)

∥∥∥∥∥

1/2

+ sℓ d

( ∏

k≥ℓ+1

τ1/sk(Ak),
∏

k≥ℓ+1

τ1/sk(Qk)

)

≤ σℓ√
2ℓ+7

+ sℓ
3σℓ

2ℓ+10nsℓ

≤ σℓ√
2ℓ+7

+
3σℓ

2ℓ+10n
. (4.5.9)
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Cas 2 : Il existe u ≤ ℓ− 1 tel que Qk = Ak pour k ≤ u− 1 et Qu 6= Au.
D’après l’inégalité (4.5.7),

d

(∏

k≥u

τ1/sk(Ak),
∏

k≥u

τ1/sk(Qk)

)
≥ σu

2su
.

Or sℓ σu

2su
> r, donc

‖τsℓ(A−1 ·Q)‖ > r.

Ainsi, dans le cas 2, g(τsℓ(A
−1 ·Q)) = 0.

Posons

Xj := {Q ∈ π(Σ)|Qk = Ak pour k ≤ ℓ(j)− 1}
et cj := 1

µ(Xj)
. On obtient

cj

∫

π(Σ)

g(τsℓ(j)(A
−1 ·Q))dµ(Q) = cj

∫

Xj

g(τsℓ(j)(A
−1 ·Q))dµ(Q).

D’un autre côté,
∫

Xj

g(Qℓ(j))dµ(Q) = µ(Xj)

∫

π(Σ)

g(Xℓ(j))dµ(Q)

= µ(Xj)

∫

Hn

g(Q)dν(Q).

Finalement,
∣∣∣∣∣∣
cj

∫

Hn

g

(
τ 1

rj

(A−1 ·Q)
)
dµ(Q)−

∫

Hn

g(Q)dν(Q)

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣
1

µ(Xj)

∫

Xj

(
g(τsℓ(j)(A

−1 ·Q))− g(Qℓ(j))
)
dµ(Q)

∣∣∣∣∣∣∣

Comme g est 1-lipschitzienne, l’inégalité (4.5.8) donne
∣∣∣∣∣∣
cj

∫

Hn

g

(
τ 1

rj

(A−1 ·Q)
)
dµ(Q)−

∫

Hn

g(Q)dν(Q)

∣∣∣∣∣∣
≤ d

(
τsℓ(j)(A

−1 ·Q), Qℓ(j)

)

−→j→+∞ 0.

Ainsi ν ∈ Tan(µ,A) et le théorème est démontré.
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Chapitre 5

Rectifiabilité dans le groupe de

Heisenberg

Dans les espaces euclidiens, la définition classique d’un ensemble recti-
fiable a été introduite par H. Federer (par A. Besicovitch dans le plan) . Un
sous-ensemble de Rn est m-rectifiable s’il est recouvert, à un ensemble de
Hm-mesure nulle près, par la réunion

⋃
i∈N fi(R

m) des images de Rm par un
nombre dénombrable d’applications lipschitziennes. La définition est équiva-
lente si l’on remplace les images d’applications lipschitziennes par des sous-
variétés C1. Un sous-ensemble de Rn est alors dit m-purement non-rectifiable
s’il ne contient aucun sous-ensemble rectifiable de Hm-mesure non nulle.
L. Ambrosio et B. Kirchheim ([AK00]) ont étudié les ensembles rectifiables
dans les espaces métriques généraux définis au moyen des images lipschit-
ziennes de Rm. Cependant, cette définition n’est pas adaptée au groupe de
Heisenberg. En effet, en appliquant un théorème de Rademacher, prouvé par
P. Pansu [Pan89] (pour la notion de Pansu-différentiabilité), aux applications
lipschitziennes d’un espace euclidien à valeurs dans le groupe de Heisenberg,
S. Semmes a montré que l’image par une application lipschitzienne définie
sur Rm, m ≥ n+1, et à valeurs dans Hn est de Hm-mesure nulle. En particu-
lier, Hn n’est pas rectifiable dans le sens précédent. Le groupe de Heisenberg
et plus généralement les groupes de Carnot nécessitent donc une théorie de
la rectifiabilité spécifique. On peut cependant suivre le modèle de Federer,
pourvu que l’on ait des notions de graphe lipschitzien et de sous-variété
C1 adaptées à la structure de groupe de Hn. Nous exposons ici l’approche
développée par B. Franchi, R. Serapioni et F. Serra-Cassano ([FSSC01] en
codimension 1, puis [FSSC07] et [FSSC11] en toutes dimensions). Dans une
première partie, nous donnons la définition et les principales propriétés des
graphes lipschitziens intrinsèques qu’ils ont introduit. Nous présentons en-
suite dans la section 5.2 les surfaces H-régulières qui représentent dans le
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groupe de Heisenberg l’analogue des sous-variétés C1. Cela nous permettra
d’introduire dans la section 5.3 les ensembles rectifiables et de donner les
différentes caractérisations de ces ensembles obtenues par P. Mattila, R. Se-
rapioni et F.Serra-Cassano ([MSSC10]). Ces caractérisations sont très simi-
laires aux résultats bien connus dans Rn. Nous présentons dans la section 5.4
une tentative inachevée de caractérisation d’un ensemble rectifiable de Hn

par l’existence de valeur principale de certaines intégrales singulières. Enfin,
dans la section 5.5, nous montrons que les graphes lipschitziens intrinsèques
permettent de proposer une définition d’un ensemble uniformément recti-
fiable dans le groupe de Heisenberg. La théorie de l’uniforme rectifiabilité
n’a, à notre connaissance, par encore été étudiée dans Hn. Un motivation
pour étudier la rectifiabilité uniforme dans Hn est donnée par le problème
isopérimétrique et plus précisément la régularité du bord des ensembles iso-
périmétriques. Nous détaillons cela à la fin du chapitre.

5.1 Graphes lipschitziens intrinsèques

Définition 5.1.1. Soit G un sous-groupe homogène de Hn. Un ensemble
S ⊂ Hn est un G-graphe si S intersecte chaque ensemble P · G, P ∈ Hn en
au plus un point.

Les notions de graphes intrinsèques et euclidiens sont différentes (voir
l’exemple 2.5 de [FSSC06]). Une propriété essentielle de ces graphes intrin-
sèques (c’est même ce qui les rend intrinsèques) est l’invariance par trans-
lations et dilatations : si S est un G-graphe, τPS et δrS sont aussi des G-
graphes. Soient G1 et G2 des sous-groupes complèmentaires. Le graphe d’une
application f : E ⊂ G1 → G2 est l’ensemble graphe(f) := {P · f(P ) |P ∈ E}.
Définition 5.1.2. Soient G1 et G2 des sous-groupes complèmentaires dans
Hn et f : E ⊂ G1 → G2. La fonction f est L-lipschitzienne intrinsèque si
pour tout Q ∈ graphe(f),

CG1,G2(Q,
1

L
) ∩ graphe(f) = {Q}

où CG1,G2(Q,α) = Q · CG1,G2(0, α) et CG1,G2(0, α) = {P ∈ Hn | ‖PG1‖ ≤
α‖PG2‖}.

Cette définition ne prend pas en compte le fait que G1 (resp. G2) est ho-
rizontal ou vertical. On peut donner une définition métrique équivalente, qui
dépend de cette information. Lorsque nous décomposerons Hn en deux sous-
groupes complèmentaires A et B, nous noterons A le sous-groupe horizontal
et B le sous-groupe vertical.
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Figure 5.1.1 – Le graphe lipschitzien intrinsèque de l’exemple 5.1.3

1. f : B → A est lipschitzienne intrinsèque s’il existe L > 0 telle que pour
tous B,B′ ∈ B,

‖f(B)−1 · f(B′)‖ ≤ L‖f(B)−1 · B−1 · B′ · f(B)‖;

2. f : A → B est lipschitzienne intrinsèque s’il existe L > 0 telle que pour
tous A,A′ ∈ A,

‖A′−1 · A · f(A)−1 · A−1 · A′ · f(A′)‖ ≤ L‖A−1 · A′‖.

On peut montrer que les fonctions lipschitziennes intrinsèques sont 1
2
-

holdériennes pour la métrique de Carnot-Carathéodory. En revanche, l’exemple
3.3 de [FSSC06] montre que les notions de fonction lipschitzienne dans le sens
métrique habituel pour la distance de Carnot-Carathéodory et de fonction
lipschitzienne intrinsèque sont indépendantes.

Exemple 5.1.3. Notons A := {P ∈ H1 | p2 = p3 = 0} et son sous-groupe
complémentaire B := {P ∈ H1 | p1 = 0}. La figure 5.1.1 représente le graphe
lipschitzien intrinsèque de la fonction lipschitzienne intrinsèque f : B → A
définie par f((0, p2, p3)) = (|p1|2/3, 0, 0). Notons que graphe(f) n’est pas un
graphe euclidien de R3 dans aucun voisinage de l’origine. La figure 5.1.2
représente graphe(f) et le cône CB,A(0, 1/2).
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Figure 5.1.2 – Exemple 5.1.3

Définition 5.1.4. Soient G1 et G2 des sous-groupes complèmentaires de
Hn, G1 de dimension topologique k. Un G2-graphe S est un G2-graphe L-
lipschitzien de dimension k s’il existe une fonction L-lipschitzienne intrin-
sèque f : E ⊂ G1 → G2 telle que S = graphe(f).

On peut montrer ([FSSC06]) que la dimension (métrique) du graphe d’une
fonction lipschitzienne intrinsèque f : G1 → G2 est la même que celle de G1

et que ce graphe est Ahlfors-régulier de la même dimension (voir l’annexe C
pour la définition d’un ensemble Ahlfors-régulier).

On peut aussi montrer que si f : A → B est lipschitzienne intrinsèque,
alors la paramétrisation naturelle de graphe(f)

Φ : A → Hn, A 7→ A · f(A)

est lipschitzienne au sens métrique. En revanche, même si f : B → A est très
régulière (par exemple f(B) = (1, 0, 0) ∈ A), l’application

Φ : B → Hn, B 7→ B · f(B)

n’est pas nécessairement lipschitzienne au sens métrique.
Soient A et B deux sous-groupes complèmentaires avec A un sous-groupe

homogène de dimension 1. A peut s’écrire A = {exp(tA) | t ∈ R} avec A ∈ h1.
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Une application f : E ⊂ B → A peut alors s’écrire f(B) = exp(ϕ(B)A) avec
ϕ : E → R. Si f est lipschitzienne intrinsèque, alors son sous-graphe (et son
sur-graphe) E−

f := {B · exp(tA) |B ∈ E , t < ϕ(B)} est un ensemble de pé-
rimètre localement fini ([FSSC11]). Nous ne définissons pas ici les ensembles
de périmètre fini. Notons simplement que ces ensembles sont à l’origine du
développement par B. Franchi, R. Serapioni et F. Serra Cassano ([FSSC01])
de la notion de rectifiabilité intrinsèque que nous présentons à la section 5.3.

5.2 Surfaces H-régulières

5.2.1 Pansu différentiabilité

La notion de P -différentiabilité, adaptée à la structure de groupe de Hn a
été introduite par P. Pansu dans [Pan89]. Pour pouvoir la définir, il nous faut
d’abord introduire les fonctionsH-linéaires, qui jouent le rôle des applications
linéaires dans la notion classique de différentiabilité.

Définition 5.2.1. Une application L : Hn → Hn est dite H-linéaire si L est
un homomorphisme homogène, i.e. si L est un morphisme de groupe et si
pour tout r > 0 et tout P ∈ Hn,

L(δrP ) = δrL(P ).

La norme de L est alors ‖L‖ := sup{‖L(P )‖ | ‖P‖ ≤ 1}.
Définition 5.2.2. Une application f : E ⊂ Hn → Hn est P -différentiable en
P0 ∈ E s’il existe une application H-linéaire dHfP0 : H

n → Hn telle que

‖dHfP0(P
−1
0 · P )−1 · f(P0)

−1 · f(P )‖ = o(‖P−1
0 · P‖), quand ‖P−1

0 · P‖ → 0.

L’application f est continûment P -différentiable sur E si f est P -différentiable
pour tout P0 ∈ E et si la différentielle dépend continûment de P0. On note
alors C1

H(E) l’ensemble des applications continûment P -différentiables sur E .

Remarque 5.2.3. Les deux définitions précédentes s’adaptent immédiate-
ment aux applications entre deux groupes de Carnot quelconques.

Donnons une caractérisation des applications continûment P -différentiables.

Théorème 5.2.4. Pour une application f : E ⊂ Hn → Hn, on a l’équivalence
f ∈ C1

H(E) si et seulement si pour tout champ de vecteur X ∈ h1 horizontal
invariant à gauche, la dérivée partielle Xf(P ) = d

dt
[exp(tX)(P )]t=0 est conti-

nue sur E et pour tout P ∈ E , le vecteur Xf(P ) appartient à la distribution
horizontale (h1)f(P ) au point f(P ).
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Signalons enfin que P. Pansu a obtenu dans [Pan89] un théorème de type
Rademacher pour les fonctions lipschitziennes entre groupes de Carnot, en
prouvant qu’elles sont presque partout P -différentiables.

5.2.2 Définition des surfaces H-régulières

Nous sommes maintenant en mesure de donner la définition des surfaces
C1 intrinsèques de Hn que l’on appelle surfaces H-régulières. La classe des
surfaces H-régulières est connue pour former une bonne généralisation dans
Hn (et même dans des groupes de Carnot plus généraux), des sous-variétés
C1 (voir par exemple [AK00], [CM06], [Pau04] et [Vit08]). Elles sont définies
de deux manières différentes suivant leur dimension topologique.

Définition 5.2.5. Un sous-ensemble S ⊂ Hn est une surface H-régulière de
dimension d si :

1. Pour 1 ≤ k ≤ n : pour tout P ∈ S, il existe des ouverts U ⊂ Hn,
V ⊂ Rk et une fonction φ : V → U tels que P ∈ U , φ est injective,
continûment Pansu différentiable avec dHφP injective et

S ∩ U = φ(V);

2. Pour n+ 1 ≤ k ≤ 2n : pour tout P ∈ S, il existe un ouvert U ⊂ Hn et
une fonction f : U → R2n+1−k tels que P ∈ U , f ∈ [C1

H(U)]2n+1−k avec
dHfQ surjective pour tout Q ∈ U et

S ∩ U = {Q ∈ U | f(Q) = 0}.

Remarque 5.2.6. Pour 1 ≤ k ≤ n, les sous-variétés H-régulières de dimen-
sion k forment une sous-classe des sous-variétés eucidiennes C1 de dimension
k de R2n+1. En revanche, les sous-variétés H-régulières de dimension k pour
n + 1 ≤ k ≤ 2n peuvent être très irrégulières d’un point de vue euclidien.
Dans [KSC04], les auteurs donnent un exemple d’hypersurface H-régulière
de H1 telle que sa dimension de Hausdorff pour la métrique euclidienne sur
R3 est 2, 5.

De la même manière que les sous-variétés C1 de Rn admettent en tout
point un plan tangent, les surfaces H-régulières admettent en tout point un
groupe tangent, qui est un sous-groupe homogène de Hn. Nous avons défini les
surfaces H-régulières de deux manières suivants leur dimension, nous faisons
de même pour définir les groupes tangents.

Définition 5.2.7. Soit S une k-surface H-régulière dans Hn et φ et f comme
dans la définition 5.2.5. Le groupe tangent à S en P0 ∈ S, noté THS(P0) est
le sous-groupe homogène de Hn défini par
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1. Pour 1 ≤ k ≤ n :

THS(P0) :=
{
dHφx0(x) | x ∈ Rk

}
, où φ(x0) = P0;

2. Pour n+ 1 ≤ k ≤ 2n :

THS(P0) := {P ∈ Hn | dHfP0(P ) = 0} .
Ainsi, si 1 ≤ k ≤ n, pour tout P ∈ S, THS(P ) est un sous-groupe

horizontal de Hn. De plus, le plan tangent euclidien à S en P coïncide avec
THS(P ) (voir théorème 3.5 de [FSSC07]). Si n + 1 ≤ k ≤ 2n, alors THS(P )
est un sous-groupe vertical de Hn.

Nous terminons cette section en énonçant un résultat de G. Arena et R.
Serapioni ([AS09]) permettant de faire un lien entre les graphes lipschitziens
intrinsèques et les surfaces H-régulières.

Théorème 5.2.8. Une surface H-régulière S est localement le graphe d’une
fonction lipschitzienne intrinsèque, i.e. pour tout P ∈ S, il existe un ouvert
U ⊂ Hn tel que S ∩U est le graphe d’une fonction lipschitzienne intrinsèque.

5.3 Rectifiabilité

Maintenant que des notions intrinsèques de graphe lipschitzien et de sur-
face H-régulière ont été définies, nous pouvons naturellement définir deux
types d’ensembles rectifiables de Hn. Les ensembles recouverts, à ensemble
négligeable près, par des graphes lipschitziens intrinsèques et ceux recou-
verts, à ensemble négligeable près, par des surfaces H-régulières. P. Mattila,
R. Serapioni et F. Serra-Cassano ([MSSC10]) ont montré deux théorèmes ca-
ractérisant ces ensembles rectifiables (théorèmes 5.3.10 et 5.3.11) en termes
d’unicité en presque tout point des mesures tangentes et des sous-groupes
tangents approximatifs. Il en ressort que la bonne définition pour les en-
sembles de petite dimension topologique (1 ≤ k ≤ n) semble être celle en
termes de graphes lipschitziens intrinsèques, alors que pour les ensembles de
grande dimension topologique (n+1 ≤ k ≤ 2n), la seconde définition semble
être plus adaptée. Dans cette section, nous énonçons les théorèmes 5.3.10 et
5.3.11 en donnant toutes les définitions nécessaires à leur compréhension.

5.3.1 Retour sur les mesures tangentes

Une caractérisation classique d’un ensemble rectifiable dans les espaces
euclidiens s’énonce en termes d’unicité des mesures tangentes en presque tout
point (voir [Pre87] et [Mat95] théorème 16.7). Une caractérisation analogue
est valable dans Hn.
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Définition 5.3.1. Soit µ une mesure de Radon sur Hn. On dit que µ a une
unique mesure tangente ν en A si ν est une mesure de Radon sur Hn telle
que

Tan(µ,A) = {c ν | 0 < c <∞}.
Le théorème suivant a été prouvé par P. Mattila [Mat05] dans le cadre plus

général des groupes métriques localement compacts munis de dilatations :

Théorème 5.3.2. Soit µ une mesure de Radon sur Hn. Alors les deux condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. µ a une unique mesure tangente νA en µ-presque tout A ∈ Hn ;

2. pour µ-presque tout A ∈ Hn, il existe un sous-groupe homogène fermé
GA de Hn pour lequel

Tan(µ,A) = {c λA | 0 < c <∞}
où λA est une mesure de Haar à gauche de GA.

De plus, si ces conditions sont satisfaites, il est possible de choisir λA telle
que

1

µ(B(A, r))
TA,r#µ ⇀ λA, faiblement quand r → 0.

Remarquons que GA n’admet pas nécessairement de sous-groupe homo-
gène complèmentaire. En revanche, une surface H-régulière S admet, en tout
point P ∈ S, une unique mesure tangente, supportée par THS(P ),qui est un
sous-groupe homogène admettant un complèmentaire homogène [MSSC10].
Pour un entier km, on note à nouveau Skm la mesure de Hausdorff sphérique
de dimension km (voir l’annexe C pour la définition). Le théorème suivant
n’est connu que pour cette mesure de Hausdorff sphérique, c’est pourquoi les
différentes caractérisations d’un ensemble rectifiable seront données en termes
de cette mesure. Mais puisque pour tout A ⊂ Hn, Hkm(A) ≤ Skm(A) ≤
2kmHkm(A), les ensembles rectifiables sont les mêmes pour les deux mesures.

Théorème 5.3.3 ([MSSC10]). Soit S ⊂ Hn une surface H-régulière de di-
mension k. Notons km sa dimension de Hausdorff (i.e. km = k si 1 ≤ k ≤ n
et km = k + 1 si n+ 1 ≤ k ≤ 2n) et

SP0,r := {P ∈ Hn |P0 · δr(P−1
0 · P ) ∈ S},

pour P0 ∈ Hn et r > 0. On a alors pour P0 ∈ S,

lim
r→0

Skm(SP0,r ∩ U(0, 1))
αkmr

km
=

Skm (THS(P0) ∩ U(0, 1))
αkm

=
Hk

Euc(THS(P0) ∩ U(0, 1))
αkm

= 1.
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De plus,
1

rkm
TP0,r#(Skm⌊S)⇀ Skm⌊THS(P0)

faiblement quand r → 0. Ainsi

Tan(Skm⌊S, P0) =
{
cSkm⌊THS(P0) | 0 < c <∞

}
.

5.3.2 Sous-groupes tangents approximatifs

Dans Rn, l’existence en presque tout point d’un unique plan tangent ap-
proximatif est une condition équivalente à la rectifiabilité ([Mat95]). Il existe
une propriété similaire dans Hn, en remplaçant les plans par des sous-groupes
homogènes. Si E ⊂ Hn est Skm-mesurable avec Skm⌊E localement finie, on
définit la km-densité supérieure de E en P ∈ Hn comme

Θ∗km(E,P ) := lim sup
r→0

Skm(E ∩B(P, r))

αkmr
km

.

Il s’agit donc de la densité supérieure Θ∗km(Skm⌊R,P ) associée à la mesure
Skm⌊E. On définit de manière similaire la densité inférieure Θkm

∗ (E,P ).

Définition 5.3.4. Soit E ⊂ Hn un ensemble Skm-mesurable. On dit que
le sous-groupe homogène TP , de dimension topologique k et de dimension
métrique km est un k-groupe tangent approximatif de E en P si Θ∗km(E,P ) >
0 et

lim
r→0

Skm(E ∩B(P, r) \X(P,TP , s))

rkm
= 0,

pour tout 0 < s < 1, où X(P,TP , s) := {Q ∈ Hn | d(P−1 ·Q,TP ) < sd(P,Q)}.
On note apTank

H(E,P ) l’ensemble des k-groupes tangents approximatifs à E
en P .

Les groupes tangents approximatifs sont presque partout uniques (voir
[MSSC10]).

Proposition 5.3.5. Soit E ⊂ Hn un ensemble Skm-mesurable, avec Skm(E) <
+∞ et soit A l’ensemble des points P ∈ E pour lesquels E admet un k-sous-
groupe tangent approximatif en P de dimension métrique km. Alors

1. A est Skm mesurable ;

2. E a un unique k-sous-groupe tangent approximatif TP en Skm-presque
tout P ∈ A ;

3. L’application P 7→ TP est Skm mesurable.
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5.3.3 Ensembles rectifiables

Comme nous l’avons déjà dit dans l’introduction de la section, les notions
de graphe lipschitzien intrinsèque et de surface H-régulière nous permettent
de donner deux définitions d’un ensemble rectifiable. Nous aurons donc deux
notations pour une ensemble rectifiable, (k,HL)-rectifiable s’il fait référence
à la définition avec les graphe lipschitziens intrinsèques et (k,H)-rectifiable
s’il fait référence aux surfaces H-régulières.

Définition 5.3.6. On dit que E ⊂ Hn est (k,H)-rectifiable s’il existe une
suite (Si)i de surfaces H-régulières de dimension k telles que

Skm

(
E \

⋃

i

Si

)
= 0,

où km = 1 si 1 ≤ k ≤ n et km = k + 1 si n+ 1 ≤ k ≤ 2n.

Remarque 5.3.7. Dans le cas où n + 1 ≤ k ≤ 2n, un ensemble E k-
rectifiable au sens euclidien est (k,H)-rectifiable. Inversement, pour 1 ≤ k ≤
n, un ensemble (k,H)-rectifiable est k-rectifiable au sens euclidien alors que
le contraire est faux.

Définition 5.3.8. Soit 1 ≤ k ≤ n (donc km = k). On dit que E ⊂ Hn

est (k,HL)-rectifiable s’il existe des applications lipschitziennes intrinsèques
fi : Ai ⊂ Rk → Hn telles que

Sk

(
E \

⋃

i

fi(Ai)

)
= 0.

Remarquons que l’on aurait pu donner, comme définition équivalente : E
est recouvert, à ensemble négligeable près, par une union de graphes lipschit-
ziens intrinsèques. En effet, si S est le graphe d’une application lipschitzienne
intrinsèque f : A → B, alors l’application A → Hn, A 7→ A ·f(A) est lipschit-
zienne au sens métrique et A est isomorphe à Rk. Inversement si f : Rk → Hn

est lipschitzienne, f(Rk) est un graphe lipschitzien intrinsèque.

Remarque 5.3.9. Pour 1 ≤ k ≤ n, si E est (k,H)-rectifiable, alors il est
(k,HL)-rectifiable.

Les deux théorèmes suivants donnent différentes caractérisations d’un en-
semble rectifiable en terme d’existence en presque tout point d’une unique
mesure tangente ou d’un unique groupe tangent approximatif. Notons que
P. Mattila, R. Serapioni et F. Serra-Cassano [MSSC10] ont obtenus ces
caractérisations pour les ensembles (k,HL)-rectifiables en basse dimension,
1 ≤ k ≤ n, et pour les ensembles (k,H)-rectifiables en "grande" dimension,
n+ 1 ≤ k ≤ 2n.
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Théorème 5.3.10. Soient 1 ≤ k ≤ n un entier et E ⊂ Hn un borélien tel que
Sk⌊E est localement finie. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. E est (k,HL)-rectifiable ;

2. Pour Sk-presque tout P ∈ E, il existe TP ∈ G(Hn, k) avec

1

rk
TP,r#(Sk⌊E)⇀ Sk⌊TP , quand r → 0;

3. Pour Sk-presque tout P ∈ E, il existe TP ∈ G(Hn, k) tel que

TP = apTank
H(E,P );

4. Pour Sk-presque tout P ∈ E, il existe TP ∈ G(Hn, k) tel que

Tan(Sk⌊E,P ) = {cSk⌊TP | 0 < c <∞}.

Remarquons que la condition (5) du théorème 5.3.11 ne fait référence à
aucun sous-groupe particulier, ni à aucun concept de différentiabilité. C’est
un argument supplémentaire qui atteste que cette notion de rectifiabilité est
naturelle. Notons également qu’en "grande" dimension (n + 1 ≤ k ≤ 2n),
l’hypothèse suivante sur la densité inférieure Θkm

∗ (E,P ) > 0 a dû être faite
alors qu’elle n’est pas nécessaire dans le cas euclidien.

Théorème 5.3.11. Soient n + 1 ≤ k ≤ 2n un entier et E ⊂ Hn un boré-
lien tel que Skm⌊E est localement finie. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. E est (k,H)-rectifiable ;

2. Pour Skm-presque tout P ∈ E, il existe TP ∈ G(Hn, k) avec

1

rkm
TP,r#(Skm⌊E)⇀ Skm⌊TP , quand r → 0;

3. Pour Skm-presque tout P ∈ E, Θkm
∗ (E,P ) > 0 et il existe TP ∈

G(Hn, k) tel que
TP = apTank

H(E,P );

4. Pour Skm-presque tout P ∈ E, Θkm
∗ (E,P ) > 0 et il existe TP ∈

G(Hn, k) tel que

Tan(Skm⌊E,P ) = {cSkm⌊TP | 0 < c <∞};

5. Pour Skm-presque tout P ∈ E, Θkm
∗ (E,P ) > 0 et il existe une mesure

de Radon λP telle que

Tan(Skm⌊E,P ) = {c λP | 0 < c <∞}.
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5.4 Intégrales singulières

Il existe dans Rn un lien fort entre les ensembles rectifiables et l’existence
presque partout des valeurs principales de l’intégrale singulière associée aux
noyaux de Riesz. L’objectif de cette section est de présenter certains résultats
(en particulier ceux de V. Chousionis et P. Mattila [CM11a]) concernant les
intégrales singulières dans Hn. Nous espérions pouvoir utiliser ces résultats
pour obtenir une condition de rectifiabilité analogue à la condition eucli-
dienne, ce n’est hélas pas le cas. Pour un ensemble E Hm-mesurable dans Rn

avec Hm(E) < ∞, E est m-rectifiable si et seulement si pour Hm-presque
tout x ∈ E, Θm

∗ (E, x) > 0 et l’intégrale singulière associée au noyau de Riesz
admet une valeur principale en x (voir [Mat95] théorème 20.28). Nous rappe-
lons, définition 5.4.6, ce que signifie admettre une valeur principale pour une
mesure de Radon dans Hn, la définition dans Rn est similaire (voir l’équation
(20.4) dans [Mat95]).

Commençons par définir les noyaux de Riesz sur Hn, analogues des noyaux
de Riesz sur Rn.

Définition 5.4.1. Les noyaux de Riesz de dimension s sur Hn, s ∈]0, 2n+1]
sont définis par

Rs(P ) = (Rs,1(P ), · · · , Rs,2n+1(P )),

où pour i = 1, · · · , 2n,
Rs,i(P ) =

pi
‖P‖s+1

et
Rs,2n+1(P ) =

p2n+1

‖P‖s+2
.

Remarque 5.4.2. Ces noyaux sont anti-symétriques,

Rs(P
−1) = (Rs(P ))

−1,

et s-homogènes,
Rs(δr(P )) = δ 1

rs
(Rs(P )).

Définition 5.4.3. Soit µ une mesure de Radon sur Hn. Pour f ∈ L1(µ), on
définit la s-transformée de Riesz tronquée par

Rǫ
s(f)(P ) :=

(
Rε

s,i(f)(P )
)2n+1

i=1
,

où pour i = 1, · · · , 2n+ 1,

Rε
s,i(f)(P ) =

∫

Hn\B(P,ǫ)

Rs,i(P
−1 ·Q)f(Q)dµ(Q).
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La s-tranformée de Riesz maximale est alors définie par

R∗
s(f)(P ) :=

(
R∗

s,i(f)(P )
)2n+1

i=1
,

où pour i = 1, · · · , 2n+ 1,

R∗
s,i(f)(P ) := sup

ε>0

∣∣Rε
s,i(f)(P )

∣∣ .

V. Chousionis et P. Mattila ont montré le résultat suivant :

Théorème 5.4.4 ([CM11a]). Soient s ∈]0, 2n+2[ et µ une mesure de Radon
sur Hn telle que pour µ-presque tout P ∈ Hn,

0 < Θs
∗(µ, P ) ≤ Θ∗s(µ, P ) < +∞ (5.4.1)

et

sup
0<ε<1

∥∥∥∥∥∥∥




∫

B(P,1)\B(P,ε)

Rs,i(P
−1 ·Q)dµ(Q)




2n+1

i=1

∥∥∥∥∥∥∥
< +∞. (5.4.2)

Alors s est un entier dans [1, 2n+1] et pour µ-presque tout A ∈ Hn, l’ensemble
Tan(µ,A) contient des mesures qui sont la restriction de Hs à un sous-groupe
homogène de Hn de dimension de Hausdorff s.

Remarque 5.4.5. Si R∗
s est borné sur L2(µ), c’est-à-dire si l’opérateur maxi-

mal associé à chaque coordonnée R∗
s,i, i = 1, · · · , 2n+1, est borné sur L2(µ)

(i.e. pour tout ε > 0, l’opérateur Rε
s,i est borné sur L2(µ), indépendamment

de ε, voir section 5.5), alors en particulier la condition (5.4.2) est vérifiée.

Définition 5.4.6. Une mesure de Radon µ sur Hn admet une valeur prin-
cipale en P ∈ Hn si la limite

Rsµ(P ) := lim
ε→0

Rε
s(1)(P ) (5.4.3)

existe.

Introduisons maintenant la notion de mesure symétrique dans Hn. On
montre alors que comme dans le cadre euclidien, une mesure de Radon qui
admet en presque tout point une valeur principale et des densités inférieures
et supérieures non-nulles et finies est symétrique (lemme 5.4.9).

Définition 5.4.7. Soit ν une mesure de Radon non-nulle sur Hn. Un point
P ∈ supp ν est dit symétrique pour ν si pour tout r > 0,

∫

B(P,r)

P−1 ·Qdν(Q) = 0.

On note S(ν) l’ensemble des points symétriques pour ν et on dit que ν est
symétrique si supp ν ⊂ S(ν).
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Lemme 5.4.8. Soient ν une mesure de Radon non-nulle sur Hn et s > 0.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes pour P ∈ Hn :

1. P ∈ S(ν) ;

2.
∫
B(P,r′)\B(P,r)

Rs(P
−1 ·Q)dν(Q) = 0 pour 0 < r < r′ <∞ ;

3. (a) Pour toute fonction borélienne φ définie sur [0,∞[, à valeurs dans
R et vérifiant

∫
‖P−1 ·Q‖φ(‖P−1 ·Q‖)dν(Q) <∞,

∫
(P−1 ·Q)i φ(‖P−1 ·Q‖)dν(Q) = 0, i = 1, · · · , 2n;

(b) Pour toute fonction borélienne ψ définie sur ]0,∞[, à valeurs dans
R et vérifiant

∫
‖P−1 ·Q‖2ψ(‖P−1 ·Q‖)dν(Q) <∞,

∫
(P−1 ·Q)2n+1 ψ(‖P−1 ·Q‖)dν(Q) = 0.

Démonstration. Pour montrer que l’assertion 3 implique l’assertion 1, il suffit
de choisir φ(t) = ψ(t) = 1{t≤r}.

Pour montrer que 3 implique 2, on choisit φ(t) = 1
ts+11{r≤t≤r′} et ψ(t) =

1
ts+21{r≤t≤t′}.

Supposons désormais l’assertion 2 satisfaite. L’assertion 3(a) est vérifiée si
t 7→ ts+1φ(t) est la fonction caractéristique d’un intervalle compact de ]0,∞[.
En effet pour i = 1, · · · , 2n, on a
∫

(P−1·Q)i φ(‖P−1·Q‖)dν(Q) =
∫
Rs,i(P

−1·Q)‖P−1·Q‖s+1φ(‖P−1·Q‖)dν(Q).

Le cas général se montre alors par approximation. On procède de manière
similaire pour montrer l’assertion 3(b).

Il reste à montrer que 1 implique 3. Cela est vrai pour φ(t) = ψ(t) =
1{t≤r}. Le cas général se montre à nouveau par approximation.

Lemme 5.4.9. Soient s ∈]0, n+ 2[ et µ une mesure de Radon sur Hn telles
que pour µ-presque tout P ∈ Hn, Θs

∗(µ, P ) et Rsµ(P ) existe. Alors en µ-
presque tout A ∈ Hn, toute mesure ν ∈ Tan(µ,A) est symétrique avec 0 ∈
S(ν).

Démonstration. Soit ε > 0. Soit P ∈ Hn tel que Rsµ(P ) existe. Alors

lim
0<η<δ→0

∫

B(P,δ)\B(P,η)

Rs(P
−1 ·Q)dµ(Q) = 0. (5.4.4)
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On applique le théorème d’Egoroff à la suite de fonctions mesurables

sup
0<η<δ<1/i

∣∣∣∣∣∣∣

∫

B(P,δ)\B(P,η)

Rs(P
−1 ·Q)dµ(Q)

∣∣∣∣∣∣∣
.

Il existe donc un compact F tel que µ(Hn \ F ) < ε et la convergence dans
(5.4.4) est uniforme sur F . On peut de plus choisir F tel que pour tout P ∈ F ,
Θs

∗(µ, P ) > 0.
Soit A ∈ F un point de µ-densité de F , i.e. un point tel que

lim
r→0

µ(B(A, r) \ F )
µ(B(A, r)

= 0. (5.4.5)

D’après le théorème de différenciation des mesures (qui est valide dans le
groupe de Heisenberg, bien que le lemme de recouvrement de Besicovitch ne
le soit pas), la condition (5.4.5) est vérifiée pour µ-presque tout A ∈ F , il suffit
donc de s’intéresser à de tels points. Soient ν ∈ Tan(µ,A) et P ∈ supp ν.
D’après le lemme 4.5.3, il existe c > 0 et une suite rj → 0 telles que

ν = lim
j→∞

c rj TA,rj#µ.

Montrons que P ∈ S(ν). Pour r > 0,

0 < ν(U(P, r)) ≤ lim inf
j→∞

r−s
j (TA,rj#µ)(U, P, r))

= lim inf
r→0

r−s
j µ(U(A · δrj(P ), rrj))

= lim inf
j→∞

r−s
j µ(F ∩ U(A · δrj(P ), rrj)).

En particulier, pour tout r > 0, F ∩ U(A · δrj(P ), rrj) 6= ∅ pour tout j
suffisamment grand. On peut donc choisir une suite (Aj) ∈ FN telle que
Pj := δ 1

rj

(A−1 · Aj) → P . Soient maintenant 0 < r < r′ < ∞ tels que

ν(∂B(P, r)) = ν(∂B(P, r′)) = 0, ce qui est vrai pour tous sauf un nombre
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dénombrable de 0 < r < r′ <∞. Pour i = 1, · · · , 2n+ 1,
∣∣∣∣∣∣∣

∫

B(P,r′)\B(P,r)

Rs,i(P
−1 ·Q)dν(Q)

∣∣∣∣∣∣∣
= lim

j→∞

∣∣∣∣∣∣∣

∫

B(Pj ,r′)\B(Pj ,r)

Rs,i(P
−1
j ·Q)dν(Q)

∣∣∣∣∣∣∣

= lim
j→∞

∣∣∣∣∣∣∣
1

rsj

∫

B(A·δrj (Pj),r′ rj)\B(A·δrj (Pj),r rj)

Rs,i(P
−1
j · δ1/rj(A−1 ·Q))dµ(Q)

∣∣∣∣∣∣∣

= lim
j→∞

∣∣∣∣∣∣∣

∫

B(Aj ,r′ rj)\B(Aj ,r rj)

Rs,i(A
−1
j ·Q)dµ(Q)

∣∣∣∣∣∣∣
= 0 par le (5.4.4).

On obtient finalement
∫

B(P,r′)\B(P,r)

Rs(P
−1 ·Q)dν(Q) = 0.

Par approximation, cette égalité est satisfaite pour tout 0 < r < r′ < ∞ et
donc P ∈ S(ν).

On montre de manière très similaire le lemme suivant (on pourra se référer
à [Mat95], p.190).

Lemme 5.4.10. Soient s > 0 et µ une mesure de Radon sur Hn telle que
pour µ-presque tout P ∈ Hn,

0 < Θs
∗(µ, P ) ≤ Θs∗(µ, P ) <∞.

Alors pour µ-presque tout A ∈ Hn, toute mesure ν ∈ Tan(µ,A) est Ahlfors-
régulière de dimension s.

Dans le cadre euclidien, on peut montrer ([Mat95], théorème 20.9) que si
une mesure ν est symétrique et s-Ahlfors-régulière, alors s est un entier et ν
est égal à cHs⌊V , où c est une constante et V un plan de dimension s.

Nous n’avons pas été en mesure de montrer un tel résultat dans Hn. Le
seul résultat dans ce sens est celui de [CM11a] qui s’applique à ce cadre. En
effet, le lemme 5.4.9 nous assure que si s ∈]0, n + 2[ et µ est une mesure de
Radon sur Hn telle que pour µ-presque tout P ∈ Hn,

0 < Θs
∗(µ, P ) ≤ Θs∗(µ, P ) <∞
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et Rsµ(P ) existe, alors les conditions du théorème 5.4.4 sont satisfaites. La
preuve de ce théorème repose sur la proposition suivante. Lorsque la mesure
µ admet en presque tout point une valeur principale, la symétrie des me-
sures tangentes (lemme 5.4.9) en simplifie fortement la preuve. Rappelons
que G(H, d) est la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension
d dans H (section 4.3).

Proposition 5.4.11. Soient L ∈ G(H, d) et ν une mesure symétrique Ahlfors-
régulière de dimension s.

1. Si supp ν ⊂ VL, supp ν 6= VL, alors il existe B ∈ supp ν et σ ∈
Tan(ν,B) tels que soit supp σ ⊂ VM pour un M ∈ G(2n, d − 1) avec
M ⊂ L, soit supp σ ⊂ L.

2. Si supp ν ⊂ L, supp ν 6= L, il existe B ∈ supp ν et σ ∈ Tan(ν,B) tels
que supp σ ⊂ VM pour un M ∈ G(2n, d− 1) avec M ⊂ L.

5.5 Rectifiabilité uniforme

La théorie de la rectifiabilité uniforme dans Rn a été intensivement étu-
diée et développée par G. David et S. Semmes. En première approximation,
les ensembles uniformément rectifiables sont ceux qu’on obtient lorsque l’on
cherche à rendre quantitative et invariante par changement d’échelle la no-
tion de rectifiabilité. Un ensemble uniformément rectifiable est évidemment
rectifiable. Nous sommes intéressés par la théorie de la rectifiabilité uniforme
dans le groupe de Heisenberg et plus généralement dans les groupes de Car-
not. Il existe de nombreuses caractérisations des ensembles uniformément
rectifiables dans Rn (voir [DS91] et [DS93]), nous n’en donnons que quelques
unes ici.

Supposons que m et n soient des entiers avec 0 < m < n et notons E un
sous-ensemble m-Ahlfors-régulier fermé de Rn.

En dimension 1, il existe un critère simple de 1-uniforme rectifiabilité :
E est uniformément 1-rectifiable si et seulement si E est contenu dans une
courbe localement rectifiable Γ telle qu’il existe C <∞ avec

H1(Γ ∩ B(x, r)) ≤ Cr pour x ∈ Γ, r > 0.

Le cas de la dimension 1 est particulier. Donnons maintenant des critères
classiques valides en toute dimension. Un ensemble E est uniformément m-
rectifiable si et seulement s’il satisfait BPLI (pour "Big Pieces of Lipschitz
Images"), i.e. s’il existe des nombres θ,M > 0 tels que pour tout x ∈ E et
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r > 0, il existe une application lipschitzienne f : Rm → Rn, avec Lip(f) ≤M
et

Hm(E ∩ B(x, r) ∩ f(B(0, r))) ≥ θrm.

Notons qu’une telle caractérisation est également valide avec des appli-
cations bi-lipschitziennes. On pourra se référer à l’article [Tor95] de T. Toro
pour des résultats en ce sens. Pour les ensembles de dimension métrique
m ∈ {1, · · ·n} dans Hn, un critère basé sur les images d’applications lip-
schitziennes ne semble pas poser de problème et s’accorde avec les notions
intrinsèques d’ensemble recifiable, puisque nous avons vu que la paramétri-
sation naturelle Φ : A → Hn, A 7→ f(A) · A d’une application lipschitzienne
intrinsèque f : A → B, où A est un sous-groupe horizontal de dimension
m (et B un sous-groupe vertical complèmentaire), est lipschitzienne au sens
métrique. En revanche si m ∈ {n+1, · · · , 2n} et f : B → A est lipschitzienne
intrinsèque, l’application Φ : B → Hn, B 7→ B · f(B) n’est en général pas
lipschitzienne au sens métrique. Nous avons par ailleurs vu que l’image de
Rm par une application lipschiztienne au sens métrique à valeurs dans Hn

est de Hm-mesure nulle.
Un autre critère de rectifiabilité uniforme est lié à la qualité de l’approxi-

mation de l’ensemble E par des plans de dimension m. Il faut pour cela
introduire les nombres β1, une version L1 des nombres β de Jones. Pour
x ∈ E et t > 0, on pose

βEuc
1 (x, t, E) := inf

V
t−m

∫

y∈E∩B(x,t)

d(y, V )

t
dHm(y),

où l’infimum est pris sur tous les sous-espaces affines de dimension m de Rn.
Alors, E est uniformément m-rectifiable si et seulement s’il existe C <∞ tel
que pour tout x ∈ E et r > 0

∫ r

0

∫

E∩B(x,r)

t−1βEuc
1 (x, t, E)2dHm(x)dt ≤ Crm.

Nous discutons de manière plus approfondie des nombres β et de ce type de
condition au chapitre suivant. Nous verrons en particulier qu’au moins en
dimension 1, ce type de critère s’adapte bien au groupe de Heisenberg.

Une condition similaire à BPLI, mais plus forte est la condition BPLG.
Elle n’implique cette fois plus les images d’applications lipschitziennes, mais
seulement des graphes lipschitziens. Les graphes lipschitziens intrinsèques
définis section 6.1 se prêtent donc naturellement à une telle condition dans
Hn.
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Définition 5.5.1. On dit que E ⊂ Hn satisfait BPLG si E est km-Ahlfors
régulier pour un entier km et s’il existe des constantes M, θ > 0 telles que
pour tout P ∈ E et tout r > 0, il existe un graphe M-lipschitzien intrinsèque
S de dimension métrique km tel que

Skm(E ∩ S ∩ B(P, r)) ≥ θ · rkm .

Proposition 5.5.2. Si E satisfait BPLG, alors E est recouvert, à un en-
semble négligeable près, par une union de graphes lipschitziens intrinsèques.

La preuve, basée sur le lemme de recouvrement, est identique à l’analogue
euclidien :

Démonstration. Soient P0 ∈ E et r0 > 0. Il suffit de montrer que E0 :=
E ∩ B(P0, r0) vérifie la conclusion de la proposition. Soit S0 un graphe M -
lipschitzien intrinsèque tel que

Skm(E0 ∩ S0) ≥ θ · rkm0 .

Notons

F := {B(P, r) |P ∈ E0, 5B(P, r) ⊂ B(P0, R0) et B(P, r) ∩ S0 ∩ E0 = ∅}.

Par un lemme de recouvrement bien connu, on obtient une famille (Bi
1)i∈I

de boules disjointes telles que E0 \ S0 ⊂
⋃

i∈I 5B
i
1. On note alors (S i

1)i∈I une
famille de graphes M -lipschitziens intrinsèques tels que

Skm(E0 ∩ S i
1 ∩ Bi

1) ≥ θ ·
(
r
(i)
1

)km
≥ θ

C
Skm(E0 ∩Bi

1).

Alors il existe un entier ℓ1 tel que

Skm(E0 \ S0) ≤ 5km
∑

i∈I
Skm(E0 ∩ Bi

1) ≤ 6km
ℓ1∑

i=0

Skm(E0 ∩ Bi
1).

On pose E1 := E0 \
(
S0

⋃(⋃ℓ1
i=0 S i

1

))
.

Skm(E1) ≤ Skm(E0 \ S0)−
ℓ1∑

i=0

Skm(E0 ∩ S i
1 ∩ Bi

1)

≤ Skm(E0 \ S0)−
θ

C

ℓ1∑

i=0

Skm(E0 ∩ Bi
1)

≤ (1− θ

C
6−km)Skm(E0 \ S0)
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En renouvelant la construction, on recouvre bien E0, à ensemble de Skm-
mesure nulle près, par une union dénombrable de graphe lipschitziens intrin-
sèques.

Nous énonçons maintenant un dernier critère de rectifiabilité uniforme.
Il s’agit en réalité de la motivation initiale de G. David et S. Semmes pour
l’introduction des ensembles uniformément rectifiables : comprendre sur quels
types d’ensembles de dimension m les intégrales singulières standard sont
bornées sur L2, le terme standard faisant référence aux intégrales singulières
que nous définissons immédiatement. Soit m un entier tel que 0 < m ≤ n et
K : Rn\{0} → C une fonction continûment différentiable avec pour tout x ∈
Rn \ {0}, K(−x) = −K(x), |K(x)| ≤ C|x|−m et |∇jK(x)| ≤ C(j)|x|−m−j.
Une telle fonction sera appelée un noyau standard. Si µ est une mesure de
Radon sur Rn, on peut définir l’opérateur d’intégrale singulière tronquée T ε,
pour f ∈ L1(µ), par

T ε(f)(x) :=

∫

Rn\B(x,ε)

K(x− y)f(y)dµ(y),

et l’opérateur maximal correspondant par

T ∗(f)(x) = sup
ε>0

|T ε(f)(x)|.

On dit alors que l’opérateur d’intégrale singulière T est borné sur L2(µ) si
les opérateurs T ε, ε > 0 sont bornés uniformément sur L2(µ). Si E est m-
Ahlfors-régulier et si l’opérateur d’intégrale singulière associé à chacun des
noyaux standard K est borné sur L2(Hm⌊E), alors E est uniformément m-
rectifiable ([DS91]). Réciproquement, si E est uniformément m-rectifiable,
alors les opérateurs d’intégrales singulières associés aux noyaux standard K
sont bornés sur L2(Hm⌊E). On peut se poser des questions similaires dans
Hn. Bien que l’on dispose de théorèmes de type T (b) dans ce cadre, montrer
la bornitude sur L2(Hm⌊S) de l’opérateur d’intégrale singulière associé au
noyau de Riesz Rm (comme défini à la section 5.4) sur un graphe intrinsé-
quement lipschitzien S est une question difficile. Elle semble plus abordable
pour le noyau associé à la solution fondamentale du laplacien sous-riemannien
∆H =

∑n
i=1Xi + Yi (voir les commentaires de conclusion de [CM11b]).

Nous terminons cette section en présentant un problème ouvert qui motive
l’étude de la rectifiabilité uniforme dans le groupe de Heisenberg. Dans Rn,
les ensembles Ahlfors-réguliers de codimension 1 qui vérifient la condition B
(voir la figure 5.5.1 et la définition ci-dessous) possèdent des propriétés de
rectifiabilité assez fortes.
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!!
!!

B1

B2

Figure 5.5.1 – La condition B

Définition 5.5.3. Soit G un ouvert de Rn. On dira que ∂G vérifie (lo-
calement) la condition B s’il existe une constante C > 0 telle que pour
tout x ∈ ∂G et tout r ∈]0, 1], il existe deux boules B1 ⊂ G ∩ B(x, r) et
B2 ⊂ B(x, r) \G, toutes deux de rayon ≥ C−1r.

Théorème 5.5.4 ([DJ90, DS93]). Soit G un sous-ensemble de Rn vérifiant
la condition B et tel que ∂G soit Ahlfors-régulier de codimension 1. Alors ∂G
vérifie la condition BPLG. En particulier, ∂G est uniformément rectifiable.

Dans le groupe de Heisenberg, G.P. Leonardi et S. Rigot ont montré
([LR03]) que le bord des ensembles isopérimétriques, c’est-à-dire des en-
sembles qui réalisent l’égalité dans l’inégalité isopérimétrique, vérifient la
condition B et sont Ahlfors-régulier de codimension 1. Il est donc naturel de
se demander si ces ensembles satisfont la propriété BPLG (voir la définition
5.5.1) ou même simplement des propriétés de rectifiabilité uniforme.
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Chapitre 6

Problème géométrique du

voyageur de commerce

Le problème géométrique du voyageur de commerce peut s’énoncer de
cette manière : sous quelles conditions quantitatives un sous-ensemble com-
pact E ⊂ X est-il contenu dans une courbe rectifiable de X, i.e. une courbe
de longueur finie ?

Avant d’entrer dans les détails du problème du voyageur de commerce,
rappelons qu’une courbe γ dans un espace métrique (X, d) est une applica-
tion continue γ : I → X, ou son image, où I ⊂ R est un intervalle. Si γ est
lipschitzienne, on parlera de courbe lipschitzienne. Nous rappelons mainte-
nant comment définir la longueur de γ. Supposons pour simplifier que I est
compact, I = [a, b] avec a < b. La longueur de γ est donnée par

ℓ(γ) :=
N∑

i=1

d(γ(ti), γ(ti−1)),

où le supremum est pris sur toutes les subdivisions t0 = a < t1 < · · · <
tN = b de [a, b]. Une courbe est rectifiable si sa longueur est finie. Par abus
de notations, il nous arrivera de noter ℓ(Γ) pour un continuum Γ d’un espace
géodésique doublant X tel que H1(X) < +∞. Cela n’a pas d’importance ici,
puisque d’après la proposition 6.4.3, il existe pour un tel continuum Γ une
courbe lipschitzienne qui contient Γ et qui est de longueur comparable à Γ.

Revenons maintenant au problème géométrique du voyageur de com-
merce. P. Jones ([Jon90]) a considéré le cas de l’espace euclidien (Rn, dEuc).
Pour cela, il a eu l’idée d’introduire les nombres βEuc

∞ (x, t, E) définis de la
manière suivante, pour un sous-ensemble compact E ⊂ Rn : pour tout x ∈ Rn
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et tout t > 0, on définit, si E ∩B(x, t) 6= ∅,

βEuc
∞ (x, t, E) := inf

L
sup

y∈E∩B(x,t)

(
dEuc(y,L)

t

)
,

où l’infimum est pris sur toutes les droites L de Rn, et si E ∩ B(x, t) = ∅,
βEuc
∞ (x, t, E) = 0. Les βEuc

∞ mesurent donc la qualité de l’approximation de
E par des droites, en tout point et à toute échelle. La condition de P. Jones
s’énonce alors ainsi :

Théorème 6.0.5 ([Jon90], [Oki92]). Soit E un sous-ensemble compact de
Rn. Il existe une courbe rectifiable Γ contenant E si et seulement si la quantité

βEuc
∞ (E) :=

∫

Rn

∫ diamE

0

βEuc
∞ (x, t, E)2dx

dt

tn

est finie et on a alors

C−1(βEuc
∞ (E) + diam E) ≤ inf

Γ⊃E
H1(Γ) ≤ C(βEuc

∞ (E) + diam E),

où C > 0 est une constante dépendant uniquement de n.

P. Jones ([Jon90]) a montré le théorème dans R2. En toute dimension,
il a démontré que la condition βEuc

∞ (E) < ∞ implique que E est contenu
dans une courbe rectifiable et K. Okikiolu ([Oki92]) a prouvé la réciproque.
Dans ce résultat, la constante C dépend exponentiellement de la dimension
n. R. Schul ([Sch07b]) a récemment montré qu’en fait C dépend faiblement
de la dimension : il a obtenu un résultat similaire dans les espaces de Hilbert
séparables.

Il est naturel d’essayer d’obtenir le même type de résultats dans d’autres
espaces métriques.

F. Ferrari, B. Franchi et H. Pajot ont donné un analogue du théorème
de P. Jones pour le premier groupe de Heisenberg H1 =: H, en utilisant
les H-droites. Pour pouvoir l’énoncer, nous avons besoin de donner quelques
définitions. Nous appellerons une H-droite un ensemble L de la forme L = a ·
R où a est un point de H et R est une droite euclidienne contenu dans le plan
H := {P ∈ H | p3 = 0}, c’est-à-dire un élément de G(H, 1). Nous noterons
G(H, 1) l’ensemble des H-droites. Pour un ensemble compact E ⊂ H, un
point P ∈ H et un réel t > 0, on pose alors

βH
∞(P, t, E) := inf

L∈G(H,1)
sup

Q∈E∩Bc(P,t)

dc(Q,L)

t
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et

βH
∞(E) :=

∫

H

+∞∫

0

βH
∞(P, t, E)2dP

dt

t4
,

où dP désigne l’intégration par rapport à la mesure de Hausdorff H4
c de

(H, dc). Le 4 dans dt/t4 correspond, comme dans le cas euclidien, à la dimen-
sion de Hausdorff de H.

Théorème 6.0.6 ([FFP07]). Soit E ⊂ H un ensemble compact. Alors E est
contenu dans une courbe rectifiable Γ si βH

∞(E) <∞, et de plus,

inf
Γ⊃E

ℓ(Γ) ≤ C(diam E + βH
∞(E)).

N. Juillet a montré ([Jui10]) que le critère de F. Ferrari, B. Franchi et H.
Pajot n’est pas nécessaire pour qu’un ensemble compact E ⊂ H soit recouvert
par une courbe rectifiable.

I. Hahlomaa ([Hah05]) s’est intéressé au cas des espaces métriques géné-
raux (X, d). Pour remplacer l’absence de bonne définition de droite dans un
espace métrique général, il a définit des nombres βX en utilisant la courbure
de Menger c(·). Soient x1, x2, x3 ∈ X trois points distincts et x1, x2, x3 ∈ R2

tels que d(xi, xj) = |xi − xj| pour 1 ≤ i, j ≤ 3. Si x1, x2, x3 sont colinéaires,
on définit

c(x1, x2, x3) := 0.

Sinon, notons R le rayon du cercle passant par x1, x2, x3. On pose alors

c(x1, x2, x3) :=
1

R
.

On définit alors la longueur d’une partie E compacte de X par

ℓ(E) := inf{Lip(f) | f : E ′ → E est une surjection et E ′ ⊂ [0, 1]},

puis pour x ∈ X et t > 0, les nombres

βX(x, t, E) := sup{c(x1, x2, x3) | x1, x2, x3 ∈ E ∩B(x, t),

d(xi, xj) ≤ C−1
2 t, ∀i 6= j},

où C2 est une grande constante. Soient C1 ≤ C2 une constante et ∆ = (∆k)k
un réseau de E, c’est-à-dire que pour tout k ∈ Z, on considère un ensemble
∆k de points 2−k-denses de E, i.e.

1. si x, y ∈ ∆k avec x 6= y, d(x, y) > 2−k ;
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2. pour tout y ∈ E, il existe x ∈ ∆k tel que d(x, y) ≤ 2−k.

On définit enfin

βX(E) := inf




∑

j∈Z

∑

x∈∆j

βX(x, C12
−j, E)2(2−j)3 | (∆j)j réseau de E





Théorème 6.0.7 ([Hah05]). Il existe une constante absolue C <∞ telle que
pour tout espace métrique (X, d) et toute partie compacte E ⊂ X,

ℓ(E) ≤ C(βX(E) + diamE).

Notons que lorsque d(x1, x2) ≤ d(x2, x3) ≤ d(x1, x3) ≤ C2 ·d(x1, x2), alors

c2(x1, x2, x3)diam{x1, x2, x3}3 ≤ d(x1, x2) + d(x2, x3)− d(x1, x3).

Cela nous permet de montrer facilement au moyen du théorème 6.2.1 que
dans le groupe de Heisenberg, si βH

∞(P, t) ≤ ε0 pour une constante ε0 très
petite, alors

βX(P, t)2t3 ≤ C · βH
∞(P, 2t)2t.

Puisque βX(P, t) est borné, on a évidemment

βX(P, t)2t3 ≤ C · βH
∞(P, 2t)2t

dans le cas où βH
∞(P, t) ≥ ε0. Nous ne sommes en revanche pas en mesure de

montrer les inégalités inverses et donc de comparer complètement les résultats
de [FFP07] et [Hah05].

Intéressons nous maintenant au cas où l’ensemble compact E est 1-régulier.
Rappelons qu’un ensemble E ⊂ X d’un espace métrique (X, d) est k-régulier
(ou Ahlfors-régulier de dimension k) si et seulement si E est fermé et s’il
existe une constante C0 > 0 telle que pour tout x ∈ E et tout r ∈]0, diam E[,

C−1
0 rk ≤ Hk(E ∩B(x, r)) ≤ C0r

k.

Au début des années 1990, G. David et S. Semmes ont donné une version
du théorème géométrique du voyageur de commerce de P. Jones pour des
ensembles d-régulier E ⊂ Rn. Ils ont pour cela considéré des versions Lq des
nombres βEuc

∞ de Jones. Nous n’en donnons ici que la version en dimension 1,
l’énoncé en dimension supérieur est très proche. Pour tout q ≥ 1, tout x ∈ E
et tout t > 0, on définit

βEuc
q (x, t, E) := inf

L


1

t

∫

y∈E∩B(x,t)

(
dEuc(y,L)

t

)q

dH1(y)




1/q

,

où l’infimum est pris sur les droites L de Rn.
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Théorème 6.0.8 ([DS91], [DS93]). Soit E ⊂ Rn un ensemble 1-régulier
compact de Rn. Alors βEuc

q (x, t, E)2dH1(x)dt
t

définit une mesure de Carleson
sur E × R+, i.e. il existe une constante C > 0 telle que pour tout x ∈ E et
tout r > 0,

∫

y∈E∩B(x,R)

R∫

0

βEuc
q (y, t, E)2dH1(y)

dt

t
≤ Cr,

si et seulement si E ⊂ Γ, où Γ est une courbe Ahlfors-régulière.

La preuve de ce résultat repose essentiellement sur la décomposition de la
couronne. H. Pajot a un peu plus tard donné une preuve plus simple d’une des
deux implications du théorème de G. David et S. Semmes, en s’inspirant de
l’algorithme utilisé par Jones dans sa construction. Il a montré que pour un
sous-ensemble 1-régulier compact E ⊂ Rn, si βEuc

q (x, t, E)2dH1(x)dt
t

définit
une mesure de Carleson sur E × R+, alors E est inclus dans une courbe
Ahlfors-régulière. Sa construction donne en outre

Théorème 6.0.9 ([Paj96]). Soit E un ensemble 1-régulier compact de Rn.
Si

βEuc
q (E) =

∫

E

diam E∫

0

βEuc
q (x, t, E)2dH1(x)

dt

t
<∞,

alors E ⊂ Γ, où Γ est une courbe de longueur finie, et on a de plus,

inf
Γ⊃E

H1(Γ) ≤ C(βEuc
q (E)2 + diam E).

I. Hahlomaa ([Hah07]) a démontré le théorème suivant, valide dans un
espace métrique géodésique complet :

Théorème 6.0.10. Soit E un ensemble 1-régulier d’un espace métrique géo-
désique complet (X, d). Supposons que pour tout x ∈ X et tout r > 0,

∫∫∫

A(x,r,E)

c2(u, v, w)dH1
|E(w)dH

1
|E(v)dH

1
|E(u) ≤ Cr,

où A(x, r, E) est l’ensemble des triplets x1, x2, x3 ∈ E ∩ B(x, r) tels que

C2 · d(xi, xj) ≥ diam {x1, x2, x3}.

Alors E est contenu dans un ensemble 1-régulier connexe Γ.

R. Schul a prouvé dans [Sch07a] la réciproque de ce résultat :
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Théorème 6.0.11. Soit Γ un ensemble 1-régulier connexe d’un espace mé-
trique (X, d). Alors pour tout x ∈ Γ et tout r > 0,

∫∫∫

A(x,r,Γ)

c2(u, v, w)dH1
|Γ(w)dH

1
|Γ(v)dH

1
|Γ(u) ≤ Cr.

Nous nous intéressons dans la suite de ce chapitre au résultat analogue
pour les nombres βH

q dans le groupe de Heisenberg (théorèmes 6.3.1 et 6.3.2).
Avant cela, nous donnons à la section suivante un tableau récapitulatif de
tous les résultats cités ci-dessus. Nous expliquons ensuite à la section 6.2
les principales étapes de la construction de P. Jones ([Jon90]). Les estimées
reposent fortement sur le théorème de Pythagore. Nous verrons comment H.
Pajot ([Paj96]) a adapté cette construction pour obtenir les estimées avec les
nombres βEuc

q , puis comment F. Ferrari, B. Franchi et H. Pajot ([FFP07])
ont procédé pour obtenir une construction analogue dans le cadre du groupe
de Heisenberg, où le théorème de Pythagore n’est plus valide. Nous énonçons
à la section 6.3 les théorèmes 6.3.1 et 6.3.2, puis nous consacrons les cinq
dernières sections de ce chapitre à leurs démonstrations.

6.1 Récapitulatif des résultats existant

Les résultats énoncés ci-dessus étant nombreux, nous donnons ici deux
tableaux récapitulatifs, l’un pour les versions "standards" et l’autre pour les
versions "Ahlfors-régulières" des théorèmes de voyageur de commerce. Nous
préférons ici des formulations discrètes car elles montrent plus clairement les
similitudes entre les différents énoncés. En contrepartie, il nous faut définir
quelques quantités. Pour un sous-ensemble E d’un espace métrique (M, d),
notons ∆E := (∆E

k )k un réseau tel que ∆E
k ⊂ ∆E

k+1. On pose alors

DE :=
{
B(x, C22

−k) | x ∈ ∆E
k pour un entier k, k ≥ k0

}
.

Soit Q une boule de M. Dans le cas où M = Rn, on pose

βEuc
∞ (Q) :=

1

diam(Q)
inf
L

sup
x∈E∩Q

d(x,L)

et sa variante Lq

βEuc
q (Q) :=

1

diam(Q)
inf
L

{∫

Q

(
d(y,L)

diam(Q)

)q

dx

}1/q

.

Les quantités analogues dans le groupe de Heisenberg se définissent de
manière similaire. Enfin, dans le cas où M = X, on définit

βX(Q) := diam(Q) sup
x1,x2,x3∈Q

C2d(xi,xj)≥diam(Q)

c2(x1, x2, x3).
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Nous sommes maintenant en mesure de récapituler les différents énoncés des
théorèmes de voyageur de commerce cités ci-dessus par les deux tableaux
suivants :

Auteur(s) Type d’espace Théorème

Jones,
Okikiolo,

Schul

Rn ou un espace de
Hilbert de dimension

infinie

Pour tout ensemble connexe Γ ⊃ E,

∑

DE

βEuc
∞,Γ(Q)2diam(Q) . H1(Γ)

Jones,
Schul

Rn ou un espace de
Hilbert de dimension

infinie

Il existe Γ ⊃ E connexe tel que

H1(Γ) . diam(E) +
∑

DE

βEuc
∞ (Q)2diam(Q)

Hahlomaa
espace métrique ℓ(E) . diam(E) +

∑

DE

βX(Q)2diam(Q)

Schul espace métrique

Il n’existe pas de constante C indépendante
de E telle que pour tout ensemble connexe
Γ ⊃ E,

∑

DE

βX(Q)2diam(Q) ≤ CH1(Γ)

Franchi,
Ferrari,
Pajot

groupe de Heisenberg
H1

Il existe Γ ⊃ E connexe tel que

H1(Γ) . diam(E) +
∑

DE

βH
∞(Q)2diam(Q)

Juillet groupe de Heisenberg
H1

Il existe une courbe Γ de longueur finie telle
que pour tout réseau dyadique DΓ,

∑

DE

βH
∞(Q)2diam(Q) = +∞
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Auteur(s) Type d’espace Théorème

David,
Semmes

Rn

Soit 1 ≤ q ≤ ∞. Si E est contenu dans un en-
semble 1-Ahlfors-régulier connexe alors pour
tout x ∈ E et tout 0 < r < diam(E),

∑

Q∈DE ,Q⊂B(x,r)

βEuc
q (Q)2diam(Q) . R

David,
Semmes,

Pajot

Rn

Soit 1 ≤ q ≤ ∞. Si pour tout
x ∈ E et tout 0 < r < diam(E),∑

Q∈DE ,Q⊂B(x,r) β
Euc
q (Q)2diam(Q) . r,

alors il existe un ensemble 1-Ahlfors-régulier
connexe Γ ⊃ E tel que

H1(Γ) . diam(E) +
∑

DE

βEuc
q (Q)2diam(Q)

Hahlomaa
espace métrique

géodésique

Si pour tout x ∈ E et tout 0 < r,

∫∫∫

A(E,x,r)
c2(u, v, w)dH1

|E(w)dH
1
|E(v)dH

1
|E(u) . r,

alors il existe un ensemble 1-Ahlfors-régulier
Γ ⊃ E

Schul espace métrique
géodésique

Soit Γ un ensemble 1-Ahlfors-régulier
connexe. Pour tout x ∈ Γ et tout 0 < r,

∫∫∫

A(E,x,r)
c2(u, v, w)dH1

|Γ(w)dH
1
|Γ(v)dH

1
|Γ(u) . r

Petit groupe d’Heisenberg
H1

Soit 1 ≤ q ≤ ∞. Si pour tout
x ∈ E et tout 0 < r < diam(E),∑

Q∈DE ,Q⊂Bc(x,r)
βH
q (Q)2diam(Q) . r, alors

il existe un ensemble 1-Ahlfors-régulier
connexe Γ ⊃ E tel que

H1(Γ) . diam(E) +
∑

DE

βH
q (Q)2diam(Q)
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6.2 Idées de la construction de P. Jones

Soit E un ensemble compact de Rn tel que diam E = 1 et βEuc
∞ (E) < +∞.

On considère un réseau (∆k)k de E tel que pour tout k, ∆k ⊂ ∆k+1. Il suf-
fit de construire par récurrence une suite de continua Γk formés de segments
dont les extrémités sont les points de ∆k et tels que l’on est capable d’estimer
la longueur ajoutée à chaque étape ℓ(Γk+1)− ℓ(Γk) en fonction des βEuc

∞ . En
passant ensuite à la limite (théorème C.0.3), on obtient un continuum Γ qui
contient E et dont on contrôle la H1-mesure au moyen de βEuc

∞ (E). Ceci est
suffisant, puisqu’il existe une courbe contenant Γ et dont la longueur est com-
parable à celle de Γ (voir proposition 6.4.3). Expliquons comment construire
Γk+1 à partir de Γk. Supposons donc que Γk ait été construit et considérons
un point x ∈ ∆k+1 \ ∆k. Nous voulons, en "déformant" Γk, construire une
nouvelle ligne polygonale contenant x. Les modifications seront locales, mais
pour simplifier les notations, nous noterons tout de même Γk+1 le continuum
obtenu en insérant x. Plusieurs cas peuvent se présenter. Notons C1 > 0 une
grande constante et ε0 > 0 une constante très petite.

Cas A : βEuc
∞ (x, C12

−k, E) ≥ ε0.
Dans ce cas, on ajoute à Γk tous les segments de la forme [y, x], où y décrit
∆k ∩ B(x, C12

−k). La longueur ainsi ajoutée est alors

ℓ(Γk+1)− ℓ(Γk) ≤ C · 2−k

≤ C

ε20
βEuc
∞ (x, C12

−k, E)22−k.

Cas B : βEuc
∞ (x, C2−k, E) < ε0.

Cela signifie, si ε0 est suffisamment petit, que E ∩B(x, C12
−k) est très plat.

Pour insérer x dans Γk, on est alors confronté naturellement à plusieurs cas :
Cas 1 : K−1dEuc(x, z) ≤ dEuc(x, y) ≤ KdEuc(x, z). On remplace alors le

segment [y, z] de Γk par les deux segments [y, x] et [x, z]. Comme la distance
de x à la droite passant par y et z est comparable à βEuc

∞ (x, C2−k, E)2−k, le
théorème de Pythagore donne

dEuc(y, x) + dEuc(x, z)− dEuc(y, z) ≤ CβEuc
∞ (x, C2−k, E)22−k.

Cas 2 : dEuc(x, z) ≥ KdEuc(x, y). La nouvelle courbe Γk+1 est obtenue
en ajoutant à Γk le segment [y, 2x − y]. Il faut noter que le segment [y, z]
sera dans ce cas contenu dans la courbe finale Γ. Si K est choisi assez grand,
la longueur ajoutée dans ce cas est très petite devant 1

3
ℓ([y, z]). En fait, on

choisit K de telle manière que la somme totale des longueurs des segments
ajoutés en y et en z à toutes les étapes soit majorée par 1

3
ℓ([y, z]). Ainsi la
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somme des longueurs ajoutées à toutes les étapes par le procédé du cas 2 est
majorée par 1

3
H1(Γ).

On obtient donc

ℓ(Γ)− ℓ(Γ0) ≤
∑

k

ℓ(Γk+1)− ℓ(Γk)

≤ C
∑

k

∑

x∈∆k

βEuc
∞ (x, C2−k, E)22−k +

1

3
ℓ(Γ).

Mais comme ℓ(Γ0) ≤ C diam E, cela donne

ℓ(Γ) ≤ C(βEuc
∞ (E) + diam E).

Dans le cas où q 6= ∞, la difficulté principale est que l’estimation du cas
A ne fonctionne plus aussi simplement. Nous verrons qu’il suffit de savoir
le faire pour q = 1. De manière informelle, l’idée de [Paj96] est d’associer à
chaque point x ∈ E une suite de points (xk) de E convergeant vers x et telle
que, pour tout k, la distance entre xk et une droite Lk approximant bien E ∩
B(x, C2−k) est contrôlée par les nombres βEuc

1 . A la place d’insérer x ∈ ∆k,
on insère alors xk, ce qui permet de contrôler la longueur ajoutée en termes
des nombres βEuc

1 . A nouveau, le théorème de Pythagore est essentiel ici.
Dans le groupe de Heisenberg muni de la distance de Carnot-Carathéodory,
F. Ferrari, B. Franchi et H. Pajot ont comparé certains triangles de Carnot-
Carathéodory aux triangles de comparaison euclidiens. Bien que le groupe
de Heisenberg ne soit pas un espace d’Alexandrov ([BBI01]), ils ont montré
que les triangles "presques équilatéraux" dans H sont plus épais que leurs
triangles de comparaison euclidiens. Cela donne le résultat suivant, que nous
utiliserons comme le théorème de Pythagore dans Rn.

Théorème 6.2.1. Soient L ∈ G(H, 1) et t > 0 fixés et soient P1, P2, P3 ∈ H
tels que

1. dc(P1, P2) ≥ dc(P1, P3) ≥ dc(P2, P3) ;
2. il existe ci,j > 0, Ci,j > 0 pour i, j = 1, 2, 3, i 6= j tels que

ci,jt ≤ dc(Pi, Pj) ≤ Ci,jt.

Supposons de plus

βc := max{t−1dc(Pi,L); i = 1, 2, 3} ≤ 1

4
min{ci,j, i, i = 1, 2, 3, i 6= J}.

Alors il existe C > 0, C = C(ci,j, Ci,j) telle que

dc(P3, P1) + dc(P3, P2)− dc(P1, P2) ≤ Ctβ2
c .

La construction des auteurs suit essentiellement l’algorithme de P. Jones,
les segments étant remplacés par des segments géodésiques. La construction
présentée ici est inspirée des approches de [Paj96] et [FFP07].
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6.3 Présentation des principaux résultats

Soit E ⊂ H un ensemble 1-régulier. Pour q ≥ 1, P ∈ E et t > 0, on
définit

βq(P, t) := inf
L∈G(H,1)


1

t

∫

Q∈E∩B(P,t)

(
dc(Q,L)

t

)q

dQ




1
q

.

Bien que la notation βH
q (P, t, E) serait plus en accord avec les notations

précèdentes, nous lui préférons βq(P, t) pour simplifier les expressions. Tous
les nombres βq sont pris par rapport à l’ensemble E ⊂ H considéré. Le but
de ce chapitre est de donner une preuve des deux théorèmes suivants, dont
nous ne sommes pour l’instant pas en mesure de prouver la réciproque. Soit
q ≥ 1.

Théorème 6.3.1. Soit E un ensemble 1-régulier compact de H. Si la mesure

βq(P, t)
2dP

dt

t
définit une mesure de Carleson sur E×R+, i.e. s’il existe une

constante C > 0 telle que pour tout P ∈ E, tout s > 0,

∫

Q∈E∩B(P,s)

s∫

0

βq(Q, t)
2dQ

dt

t
≤ Cs, (6.3.1)

alors E ⊂ Γ, où Γ est une courbe Ahlfors-régulière.

Théorème 6.3.2. Soit E un ensemble 1-régulier compact de H. Si

βq(E) =

∫

E

diam E∫

0

βq(P, t)
2dP

dt

t
<∞,

alors E ⊂ Γ, où Γ est une courbe de longueur finie. On a de plus

inf
Γ⊃E

H1(Γ) ≤ C(βq(E) + diam E).

6.4 Préliminaires

Soit désormais E un ensemble 1-régulier compact de H. Remarquons dans
un premier temps qu’il suffit de démontrer les deux théorèmes pour q = 1 :

Lemme 6.4.1. Pour tout 1 ≤ q <∞, tout P ∈ E et tout t > 0,

β1(P, t) ≤ C
1− 1

q

0 βq(P, t),

où C0 est la constante de régularité de E.
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Démonstration. Soit L ∈ G(H, 1) une H-droite. Par l’inégalité de Hölder et
par régularité de E,

β1(P, t) ≤ 1

t




∫

Q∈E∩Bc(P,t)

(
dc(Q,L)

t

)q

dQ




1
q

H1(E ∩B(P, t))1−
1
q

≤ C
1− 1

q

0


1

t

∫

Q∈E∩Bc(P,t)

(
dc(Q,L)

t

)q

dQ




1
q

.

On obtient le résultat en prenant l’infimum sur les H-droites L dans le
membre de droite.

Lemme 6.4.2. Pour tout P ∈ E et tout t > 0,

β∞(P, t) ≤ Cβ1(P, 2t)
1
2 ,

où la constante C dépend uniquement de la constante de régularité de E.

Démonstration. Soient L une H-droite telle que β1(P, 2t) est atteint et Q le
point de E ∩ Bc(P, t) le plus éloigné de L. On distingue alors deux cas.

Soit dc(Q,L) > t, mais alors tout point R ∈ E∩Bc(Q, t/2) ⊂ E∩Bc(P, 2t)
vérifie dc(R,L) > t/2, donc β1(P, 2t) ≥ C. Mais puisque β∞(P, t) ≤ 1, on
obtient le lemme 6.4.2 dans ce cas.

Soit dc(Q,L) ≤ t. Notons alors r := 1
2
dc(Q,L). Pour tout R ∈ Bc(Q, r),

on a
dc(R,L) ≥ r.

On en déduit alors

β1(P, 2t) =
1

2t

∫

T∈E∩Bc(P,2t)

dc(T,L)

2t
dT

≥ 1

4t2

∫

T∈E∩Bc(Q,r)

dc(T,L)dT

≥ r

4t2
H1(E ∩Bc(Q, r))

≥ 1

4C0

(r
t

)2

≥ Cβ∞(P, t)2.

Le lemme 6.4.2 est prouvé.
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Le résultat suivant affirme qu’un continuum de 1-mesure de Hausdorff
finie est contenu dans une courbe rectifiable de H1-mesure comparable. Pour
prouver les théorèmes 6.3.1 et 6.3.2, nous allons donc construire un continuum
Γ contenant E.

Proposition 6.4.3 ([DS93, FFP07]). Soit X un espace géodésique doublant
et soit Γ un continuum dans X avec H1(Γ) < +∞. Alors, il existe une courbe
lipschitzienne Γ′ = γ′([0, L]) dans X telle que

1. Γ ⊂ Γ′ ;

2. H1(Γ) ≤ L ≤ CH1(Γ), où C > 0 est une constante dépendant seule-
ment de la constante de doublement de X ;

3. |γ̇′|(t) = 1 pour presque tout t ∈ [0, L], où, lorsque la limite existe,
|γ̇′|(t) = lims→0

d(γ′(t+s),γ′(t))
|s| .

Remarque 6.4.4. La longueur de la courbe Γ′ est comparable à L, et donc
C−1H1(Γ) ≤ ℓ(Γ′) ≤ CH1(Γ).

On considère des constantes positives N , C1, C2 et A telles que N est un
entier très grand et

2N ≪ C1 ≪ (2N)2 ≪ C2 ≪ A−1.

Dans [FFP07], les auteurs contrôlent la longueur ajoutée lorsqu’on insère
un point P à l’étape k de la construction par le nombre β1(P, 2−k). Cette
méthode ne fonctionne plus si l’on souhaite avoir un contrôle en termes des
nombres β1. Pour contourner cette difficulté, nous allons associer à tout point
P ∈ E et tout entier k ≥ 1 une suite de points (P (j))j≥k de E convergeant
vers P et ayant de bonnes propriétés (voir le lemme 6.4.5). A l’étape k de la
construction, nous insérerons P (k) à la place de P .

Lemme 6.4.5. Soient P ∈ E, k ≥ 1 et pour tout j ≥ k − 1, soit Lj une
H-droite telle que

β1(P,C22
−jN) =

1

C22−jN

∫

Q∈E∩Bc(P,C22−jN )

d(Q,Lj)

C22−jN
dQ.

Il existe une suite (P (j))j≥k−1 de points de E telle que

1. P (k−1) = P (k) = P (k+1) ∈ Bc(P,A2
−(k+1)N) et

dc(P
(k−1),Lk−1) ≤ Cβ1(P,C22

−(k−1)N)2−(k−1)N ,

dc(P
(k),Lk) ≤ Cβ1(P,C22

−kN)2−kN ,

dc(P
(k+1),Lk+1) ≤ Cβ1(P,C22

−(k+1)N)2−(k+1)N ;
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2. Pour tout j > k + 1, P (j) ∈ Bc(P,A2
−jN) et

dc(P
(j),Lj) ≤ Cβ1(P,C22

−jN)2−jN .

Démonstration. Soit un réel t > 0. Notons D une H-droite pour laquelle
β1(P,C2t) est atteint. L’inégalité de Tchebytchev donne

H1 ({Q ∈ E ∩ Bc(P,At) | dc(Q,D) ≥ Cβ1(P,C2t)t})

≤ 1

Cβ1(P,C2t)t

∫

Q∈E∩Bc(P,At)

dc(Q,D)dQ

≤ C−1C2
2 t

≤
(
C−1C2

2C0A
−1
)
H1(E ∩ Bc(P,At)). (6.4.1)

Ainsi,

H1 ({Q ∈ E ∩Bc(P,At) | dc(Q,D) ≤ Cβ1(P,C2t)t})

≥
(
1− C2

2C0

CA

)
H1(E ∩ Bc(P,At)).

En appliquant cette inégalité avec t = 2−jN et C assez grand, on obtient
alors, pour tout j > k + 1, P (j) avec les propriétés voulues.

Pour obtenir un même point P (k−1) = P (k) = P (k+1) qui satisfait aux
inégalités voulues pour les trois échelles, on commence par remarquer que,

H1(E ∩Bc(P,A2
−(k+1)N))

H1(E ∩ Bc(P,A2−kN))
≥ C−2

0 2−N

et
H1(E ∩ Bc(P,A2

−(k+1)N))

H1(E ∩ Bc(P,A2−(k−1)N))
≥ C−4

0 2−2N .

Associé à l’inégalité (6.4.1), cela donne

H1
({
Q ∈ E ∩Bc(P,A2

−(k−1)N) | dc(Q,Lk−1) ≥ Cβ1(P,C22
−(k−1)N)2−(k−1)N

})

≤ C2
2C

5
02

2N

A · C H1
(
E ∩Bc(P,A2

−(k+1)N)
)
,

H1
({
Q ∈ E ∩ Bc(P,A2

−kN) | dc(Q,Lk) ≥ Cβ1(P,C22
−kN)2−kN

})

≤ C2
2C

3
02

N

A · C H1
(
E ∩ Bc(P,A2

−(k+1)N)
)
.
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et

H1
({
Q ∈ E ∩Bc(P,A2

−(k+1)N) | dc(Q,Lk+1) ≥ Cβ1(P,C22
−(k+1)N)2−(k+1)N

})

≤ C2
2C0

A · CH
1
(
E ∩Bc(P,A2

−(k+1)N)
)
.

Puisque les constantes C0, C2, N et A sont fixées, il suffit de choisir C assez
grand pour pouvoir trouver un point P (k) ∈ E ∩ Bc(P,A2

−(k+1)N) tel que

d(P (k),Lk−1) ≤ Cβ1(P,C22
−(k−1)N)2−(k−1)N ,

d(P (k),Lk) ≤ Cβ1(P,C22
−kN)2−kN

et
d(P (k),Lk+1) ≤ Cβ1(P,C22

−(k+1)N)2−(k+1)N .

Remarque 6.4.6. L’entier k correspond à l’échelle à laquelle on veut insérer
le point P . Notons que si P (j) vérifie la propriété du lemme à l’échelle suivante
2−(j+1)N , on choisira toujours P (j+1) = P (j).

Lemme 6.4.7. Si K > 0 est un réel assez grand, pour deux points P et Q
de E tels que dc(P,Q) ≤ C2

K
2−jN , on a

dc(Q
(j),Lj) ≤ Cβ1(P, 2C22

−jN)2−jN ,

où Lj est une H-droite telle que

β1(P,C22
−jN , E) =

1

C22−jN

∫

Q∈E∩Bc(P,C22−jN )

d(Q,Lj)

C22−jN
dQ.

Démonstration. Soient P et Q deux points de E tels que dc(P,Q) ≤ C2

K
2−jN .

On divise la preuve en deux cas différents : le cas où β1(P, 2C22
−jN) ≥ ε0 et

celui où β1(P, 2C22
−jN) < ε0, pour un constante ε0 > 0 très petite.

Cas 1 : β1(P, 2C22
−jN) ≥ ε0. Dans ce cas, il suffit d’effectuer des majo-

rations grossières :

dc(Q
(j),Lj) ≤ dc(Q

(j), P (j)) + dc(P
(j),Lj)

≤ C2−jN + Cβ1(P, 2C22
−jN)2−jN

≤ C

ε0
β1(P, 2C22

−jN)2−jN + Cβ1(P, 2C22
−jN)2−jN

≤ Cβ1(P, 2C22
−jN)2−jN .
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Figure 6.4.1 – Lemme 6.4.7

Cas 2 : β1(P, 2C22
−jN) < ε0. Pour alléger les notations, posons t =

C22
−jN . Notons que Bc(Q, t) ⊂ Bc(P, 2t) si K est assez grand et donc que

β1(Q, t) ≤ 4β1(P, 2t). Soient D1 et D2 deux H-droites telles que respective-
ment

β1(P, t) =
1

t

∫

R∈E∩Bc(P,t)

d(R,D1)

t
dR

et β1(Q, t) =
1

t

∫

R∈E∩Bc(Q,t)

d(R,D2)

t
dR.

Nous allons montrer que si la constante ε0 est choisie assez petite, les
ensembles D1∩Bc(P, t) et D2∩Bc(P, t) sont à distance de Hausdorff contrôlée
par Cβ1(P, 2t)t (on pourra consulter l’annexe C pour un rappel sur la distance
de Hausdorff). Bien que la mise en oeuvre de la preuve soit délicate, l’idée
est simple : on montre dans un premier temps qu’il existe un point I ∈ D2

"proche" de P et un point J ∈ D2 "loin" de P (voir figure 6.4.1) tels que

dc(I,D1) ≤ Cβ1(P, 2t)t et dc(J,D1) ≤ Cβ1(P, 2t)t.

On en déduit ensuite que les deux H-droites sont "proches", au moins dans
la boule Bc(P, t).

Choisissons un point R ∈ E ∩ (Bc(P, t/10) \ Bc(P, 2K
−1t)). Un tel point

existe si K est assez grande, puisque E est uniformément parfait (car Ahlfors-
régulier). On a ainsi dc(P,R) > 2K−1t. Soit une constante δ > 0 suffisamment
petite pour que dH(Bc(P, 2δt), Bc(R, 2δt)) ≥ K−1t, Bc(P, 2δt) ⊂ Bc(Q, t) et
Bc(R, 2δt) ⊂ Bc(P, t) ∩ Bc(Q, t). Une telle constante δ existe toujours si K
est assez grande, puisque dc(P,Q) ≤ t/K. Notons alors

AP := {T ∈ Bc(P, δt) ∩ E | dc(T,D1) + dc(T,D2) ≥ Cβ1(P, 2t)t}.
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Par l’inégalité de Tchebytchev,

H1(AP ) ≤ 1

Cβ1(P, 2t)t

∫

T∈Bc(P,δt)∩E

{dc(T,D1) + dc(T,D2)}dT

≤ t

Cβ1(P, 2t)


1
t

∫

T∈Bc(P,δt)∩E

dc(T,D1)

t
dT

+
1

t

∫

T∈Bc(P,δt)∩E

dc(T,D2)

t
dT




≤ t

Cβ1(P, 2t)
[β1(P, t) + β1(Q, t)] .

Mais puisque β1(Q, t) ≤ 4β1(P, 2t), on obtient

H1(AP ) ≤
8

C
t.

Par Ahlfors-régularité,

H1(Bc(P, δt) ∩ E) ≥ C−1
0 δt.

Ainsi, si C est assez grande, il existe un point I ∈ Bc(P, δt)∩E tel que pour
i = 1, 2,

dc(I,Di) ≤ Cβ1(P, 2t)t.

Le même argument nous assure de l’existence d’un point J ∈ Bc(R, δt) ∩ E
tel que pour i = 1, 2,

dc(J,Di) ≤ Cβ1(P, 2t)t.

On en déduit alors que si ε0 est assez petite, on peut trouver deux points
I2 ∈ Bc(P, 2δt) et J2 ∈ Bc(R, 2δt) sur la H-droite D2, à distance contrôlée
par Cβ1(P, 2t)t de la H-droite D1. Ces deux points vérifient dc(I2, J2) ≥ t

K
.

Nous allons maintenant en déduire que si ε0 est assez petite, les points de
D2∩Bc(P, t) sont à distance contrôlée par Cβ1(P, 2t)t de D1. On utilise pour
cela le fait que les H-droites ne sont pas n’importe quelles géodésique dans H,
elles sont "presques euclidiennes". Quitte à effectuer une translation, on peut
supposer que la H-droite D1 soit dans G(H, 1), i.e. que D1 soit une droite
euclidienne passant par 0 et contenue dans le plan horizontal H. Remarquons
maintenant les faits suivantes :
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– Comme dc(I2) ≤ Cβ1(P, 2t)t, si on note (i1, i2, i3) les coordonnées de
I2, on a

dR2((i1, i2),D1) ≤ Cβ1(P, 2t)t

et |i3| ≤ Cβ1(P, 2t)
2t2.

– Des majorations similaires sont valides pour les coordonnées (j1, j2, j3)
de J2.

– La projection de la H-droite D2 sur H est une droite affine, i.e. avec
les notations du chapitre précédent un élément de G(H, 1).

– dc(I2, J2) ≥ t
K

.
Ainsi, quitte à agrandir la constante C, on a pour tout T = (t1, t2, t3) ∈ D2∩
Bc(P, t), dR2((t1, t2),D1) ≤ Cβ1(P, 2t)t et |t3| ≤ Cβ1(P, 2t)

2t2. En particulier,
dc(T,D1) ≤ Cβ1(P, 2t)t. On peut évidemment échanger le rôle de D1 et D2

et on obtient

dH(D1 ∩Bc(P, t),D2 ∩ Bc(P, t)) ≤ Cβ1(P, 2t)t.

Il nous reste à appliquer ce résultat à t = C22
−jN : si on note L′

j la
H-droite obtenue par le lemme 6.4.5 pour le point Q à l’échelle j, on a
dc(Q

(j),L′
j) ≤ Cβ1(P, 2t)t. On vient de montrer que

dH(L
′
j ∩Bc(P, t),Lj ∩ Bc(P, t)) ≤ Cβ1(P, 2t)t,

donc dc(Q(j),Lj) ≤ Cβ1(P, 2t)t, ce qui termine la preuve du cas 2.

La notion d’ordre a été introduite par I. Hahlomaa ([Hah05]), puis utilisée
par B. Franchi, F. Ferrari et H. Pajot ([FFP07]). Pour nous assurer qu’un
ordre [P1, · · · , Pn] est préservé par passage aux points P (k)

i , nous introduisons
la notion de η-ordre, η ≥ 0. Le cas η = 0 correspond à la notion utilisée par
[FFP07].

Définition 6.4.8. Soient F un ensemble fini dans H et η ≥ 0. On dit que
[P1, · · · , Pn] est un η-ordre de F si F = {P1, · · · , Pn} et dès que i < j < k,

d(Pi, Pk) ≥ max{d(Pi, Pj), d(Pj, Pk)}+ η.

On dit que F est η-ordonnable s’il existe un η-ordre de F . On parle d’ordre
lorsque la valeur de η n’a pas d’importance.

Le lemme suivant provient de [FFP07]. La preuve est courte, nous la
reproduisons donc ici.

Lemme 6.4.9 ([FFP07]). Soit F un sous-ensemble fini d’une droite L de
G(H, 1). Alors F est ordonnable.
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Figure 6.4.2 – Proposition 6.4.10

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que L est contenu
dans le plan H = {P ∈ H | p2 = p3 = 0}. Il est alors facile d’ordonner les
points P1 = (x1, 0, 0), · · · , Pn = (xn, 0, 0) de F tels que x1 < · · · < xn. Fixons
maintenant 1 ≤ i < j < k ≤ n. La métrique dc est additive sur les H-droites,
donc dc(Pi, Pk) = dc(Pi, Pj) + dc(Pj, Pk). Cela prouve bien que [P1, · · · , Pn]
est un ordre de F .

Si l’ensemble F n’est plus contenu dans une H-droite, mais tout de même
suffisamment bien approché par une H-droite, la conclusion reste vraie. Rap-
pelons que la notation Uc(P, t) correspond à la boule ouverte de centre P et
de rayon t pour la métrique de Carnot-Carathéodory.

Proposition 6.4.10. Soit E ⊂ H. Fixons K0, k0 > 0 et posons ε0 = k0
100K0

.
Si P ∈ H et t > 0 sont tels que β∞(P,K0t) ≤ ε0 et si F ⊂ E ∩ Uc(P,K0t)
est tel que pour tous Q 6= Q′ ∈ F , dc(Q,Q′) ≥ k0t, alors F est fini et (k0

2
t)-

ordonnable.

Démonstration. L’ensemble F est fini par Ahlfors-régularité de (H, dc). Par
définition, l’hypothèse β∞(P,K0t) ≤ ε0 entraine l’existence d’une H-droite L

telle que pour tout Q ∈ E ∩ Uc(P,K0t),

dc(Q,L) ≤ 2K0ε0t.

Pour toutQ ∈ Uc(P,K0t), notons ΠL(Q) un point de L tel que dc(Q,ΠL(Q)) =
dc(Q,L). Si Q et Q′ sont deux points distincts de F , alors ΠL(Q) 6= ΠL(Q

′).
En effet, supposons que l’on ait égalité. Alors dc(Q,Q′) ≤ dc(Q,ΠL(Q)) +
dc(ΠL(Q), Q

′) ≤ 4K0ε0t, ce qui contredit l’hypothèse dc(Q,Q′) ≥ k0t. Par le
lemme précédent, l’ensemble ΠL(F ) := {ΠL(Q) |Q ∈ F} est ordonnable. En
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fait, comme dc est additive sur les H-droites, on peut même écrire ΠL(F ) =
{Ai | i = 1, · · · , n} tel que dès que i < j < k,

dc(Ai, Ak) = dc(Ai, Aj) + dc(Aj, Ak).

Notons Q1, · · · , Qn les points de F tels que pour tout i = 1, · · · , n, ΠL(Qi) =
Ai. Il reste à vérifier que [Q1, · · · , Qn] est un k0

2
t-ordre de F . Fixons 1 ≤ i <

j < k ≤ n. L’inégalité triangulaire et le choix de L donnent

dc(ΠL(Qi),ΠL(Qk)) ≤ dc(Qi, Qk) + 4ε0K0t,

dc(Qi, Qj) ≤ dc(ΠL(Qi),ΠL(Qj)) + 4ε0K0t,

dc(Qj, Qk) ≤ dc(ΠL(Qj),ΠL(Qk)) + 4ε0K0t.

Comme dc(ΠL(Qi),ΠL(Qk)) = dc(ΠL(Qi),ΠL(Qj)) + dc(ΠL(Qj),ΠL(Qk)), on
obtient

dc(Qi, Qk) ≥ dc(Qi, Qj) + dc(Qj, Qk)− 12ε0K0t.

Supposons par exemple que max{dc(Qi, Qj), dc(Qj, Qk)} = dc(Qi, Qj). Puisque
dc(Qj, Qk) ≥ k0t, on obtient

dc(Qi, Qk) ≥ dc(Qi, Qj) + (k0 − 12ε0K0)t ≥ dc(Qi, Qj) +
k0
2
t.

La proposition est démontrée.

Le lemme suivant permet de s’assurer que lorsqu’on a un 2−jN -ordre
[P1, · · · , Pn], par exemple donné par la proposition précédente, alors le pas-
sage des points Pi aux points P (j−1)

i ne bouleverse pas l’ordre, c’est-à-dire
[P

(j−1)
1 , · · · , P (j−1)

n ] est un ordre.

Lemme 6.4.11. Si [P1, · · · , Pn] est un 2−jN -ordre de {P1, · · · , Pn}, alors
[P

(j−1)
1 , · · · , P (j−1)

n ] est un ordre de {P (j−1)
1 , · · · , P (j−1)

n }.

Démonstration. Par définition, pour P ∈ ∆j, dc(P, P (j−1)) ≤ A2−(j−1)N .
Soient 1 ≤ k < ℓ < m ≤ n. Par hypothèse, d(Pk, Pm) ≥ max{d(Pk, Pℓ), d(Pℓ, Pm)}+
2−jN , donc

d(P
(j−1)
k , P (j−1)

m ) ≥ max{d(P (j−1)
k , P

(j−1)
ℓ ), d(P

(j−1)
ℓ , P (j−1)

m )}+2−jN−4A2−(j−1)N .

Nous avons choisi A assez petite pour que 2−jN − 4A2−(j−1)N ≥ 0, le lemme
est donc démontré.
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6.5 Hypothèses de récurrence

Nous pouvons maintenant commencer la construction des continua Γj. Si
P et Q sont deux points de H, nous noterons [P,Q] un segment géodésique
les joignant. On suppose désormais que diam E = 1, ce qui ne change rien.
Nous allons commencer par choisir des ensembles (∆j)j de points de E qui
sont des réseaux de points 2−jN denses.

Pour tout j ∈ N, on considère un sous-ensemble maximal ∆j de E tel que

1. Pour tous P 6= Q ∈ ∆j, dc(P,Q) > 2−jN ;

2. Pour tout P ∈ E, il existe Q ∈ ∆j tel que dc(P,Q) ≤ 2−jN .

On peut toujours construire ces ensembles tels que pour tout j ∈ N, ∆j ⊂
∆j+1. Nous noterons Aj+1 = ∆j+1 \∆j et ∆̃j := {P (j) |P ∈ ∆j}. D’après le
lemme 6.4.5, si P ∈ Aj, P (j−1) = P (j) = P (j+1).

On suppose désormais que β1(E) < +∞. Notre but est de construire un
continuum Γ qui contient tous les points de E et telle que ℓ(Γ) ≤ C(β1(E)+
diam E). Pour cela, on construit par récurrence une suite (Γj)j de continua
tels que pour tout j, ∆̃j ⊂ Γj et tels que la H1-mesure ajoutée à chaque
étape de la construction est contrôlée à l’aide des nombres β1. La construction
de Γj à partir de Γj−1 se déroule en deux étapes. Dans un premier temps,
on construit à partir de Γj−1 un ensemble Γ̃j tel que pour tout P ∈ ∆j,
P (j−1) ∈ Γ̃j. On construit ensuite Γj à partir de Γ̃j en "remplaçant" les
points P (j−1) de Γ̃j par les points P (j) correspondant.

Supposons que ∆0 = {P0, Q0}. Choisissons deux points a0(P0) et a0(Q0)

tels que dc(P
(0)
0 , a0(P0)) = dc(Q

(0)
0 , a0(Q0)) = C1, dc(Q

(0)
0 , a0(P0)) ≥ C1 et

dc(P
(0)
0 , a0(Q0)) ≥ C1. On pose alors

Γ0 :=
[
a0(P0), P

(0)
0

]
∪
[
P

(0)
0 , Q

(0)
0

]
∪
[
Q

(0)
0 , a0(Q0)

]
.

Par récurrence, supposons que les ensembles connexes Γ1, · · · ,Γj−1 ont été
construits, tels que pour tout k = 1, · · · , j − 1, Γk est une réunion connexe
d’un nombre fini de segments géodésiques, c’est-à-dire Γk =

⋃
P,Q∈Gk

[P,Q],
où Gk est l’ensemble des extrémités des segments géodésiques de Γk. On sup-
pose également que les propriétés suivantes sont satisfaites :

(P1) L’ensemble ∆̃k est contenu dans Gk et si S est un segment géodésique
de Γk, au moins une de ses extrémités est dans ∆̃k. Dans le cas où une seule
des extrémités P (k) d’un segment est contenue dans ∆̃k, l’autre extrémité
sera notées ak(P ).
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(P2) Pour tout P ∈ ∆k, si ∆k ∩ Uc(P,C12
−kN) a un ordre [P1, · · · , Pn],

alors
[
P

(k)
i , P

(k)
i+1

]
⊂ Γk pour tout i = 1, · · · , n − 1. Ces segments sont les

segments "normaux" du continuum Γk.

(P3) Pour tout P ∈ ∆k, si ∆k ∩Uc(P,C12
−kN) a un ordre [P1, · · · , Pn] tel

que P = Pn, alors P (k) appartient à un segment [P (k), ak(P )] ⊂ Γk tel que
dc(P

(k), ak(P )) ≥ C12
−kN et [P

(k)
n−1, P

(k), ak(P )] est un ordre. Ces segments
[P (k), ak(P )] sont les extrémités du continuum Γk.

(P4) Pour tout P ∈ ∆k, si ∆k ∩ Uc(P,C12
−kN) = {P}, alors il existe

deux points T1, T2 tels que les segments [T1, P
(k)] et [P (k), T2] sont dans Γk,

de longueurs ≥ C12
−kN et [T1, P

(k), T2] est un ordre.

Il est évident que Γ0 vérifie les propriétés (P1) et (P2). Les précautions
prisent dans le choix de a0(P0) et a0(Q0) assurent que

dc(a0(P0), Q
(0)
0 ) ≥ C1 = max{dc(a0(P0), P

(0)
0 ), dc(P

(0)
0 , Q

(0)
0 )}

et dc(a0(Q0), P
(0)
0 ) ≥ C1 = max{dc(a0(Q0), Q

(0)
0 ), dc(Q

(0)
0 , P

(0)
0 )}.

Ainsi, Γ0 satisfait (P3) et (P4).

6.6 Construction de Γ̃j à partir de Γj−1

Dans cette section, nous allons construire à partir de Γj−1 un ensemble
Γ̃j contenant les points P (j−1), pour P ∈ ∆j. Soit P ∈ Aj et supposons que
P (j−1) = P (j) 6∈ Gj−1, l’ensemble des extrémités des segments de Γj−1, sinon
il n’y a rien à faire. Soit R0 ∈ ∆j−1 le point le plus proche de P tel que
dc(R0, P ) ≤ 2−(j−1)N . Un tel point existe par définition de l’ensemble ∆j−1.
On a donc en particulier, dc(R

(j−1)
0 , P (j−1)) ≤ (1 + 2A)2−(j−1)N .

Remarque 6.6.1. Si C1 est assez grand, Uc(R0, C12
−(j+1)N) ⊂ Uc(P,C12

−jN).

En effet, pour tout Q ∈ Uc(R0, C12
−(j+1)N),

dc(Q,P ) < 2−(j−1)N + C12
−(j+1)N

< C12
−jN .

Nous divisons la construction de Γ̃j en plusieurs cas.
Cas A : β∞(P,C22

−jN) ≥ ε0
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P

R
(j)
0

aj(R0)
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Figure 6.6.1 – Cas A

Dans ce cas, on considère pour tout Q ∈ Uc(P,C12
−jN) ∩ ∆j un point

aj(Q) tel que dc(Q(j), aj(Q)) = C12
−jN et [P (j), Q(j), aj(Q)] soit un ordre. On

ajoute alors à Γj−1 les segments [P (j−1), Q(j−1)] et [Q(j−1), aj(Q)] (on pourra
se référer à la figure 6.6.1 pour une illustration). Par Ahlfors-régularité,
card(Uc(P,C12

−jN) ∩∆j) est borné uniformément en j, donc

ℓ(Γ̃j)− ℓ(Γj−1) ≤ C2−jN (6.6.1)

≤ C

ε40
2−jNβ∞(P,C22

−jN)4 (6.6.2)

≤ Cβ1(P,C22
−jN+1)22−jN . (6.6.3)

Remarque 6.6.2. Pour simplifier, nous utilisons ici la notation Γ̃j bien que
celle-ci porte à confusion, puisque seules des modifications locales de Γj−1

autour de P ont été effectuées alors que l’ensemble Γ̃j doit contenir tous les
points P (j−1) avec P ∈ ∆j. En insérant P (j−1), nous avons en réalité obtenue
une version locale du véritable ensemble Γ̃j.

Cas B : β∞(P,C22
−jN) < ε0.

Comme β∞(P,C12
−jN) ≤ C2

C1
β∞(P,C22

−jN), si ε0 est assez petit, la pro-
position 6.4.10 assure que Uc(P,C12

−jN) ∩ ∆j a un 2−jN -ordre [P1, · · · , Pn]
et donc en particulier Uc(P,C12

−jN) ∩∆j−1 a un 2−jN -ordre.

Cas B1 : Il existe un 2−jN -ordre [P1, · · · , Pn] de Uc(P,C12
−jN) ∩∆j tel

que le sous-ordre [Q1, · · · , Qm] de Uc(P,C12
−jN) ∩ ∆j−1 vérifie R0 6= Q1 et
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R0 6= Qm.
Notons i0 ∈ {2, · · · ,m−1} l’indice tel que Qi0 = R0. Il existe une application
croissante r : {1, · · · ,m} → {1, · · · , n} telle que Qi = Pr(i). La propriété

(P2) assure que les segments [Q(j−1)
i0−1 , Q

(j−1)
i0

] et [Q(j−1)
i0

, Q
(j−1)
i0+1 ] sont dans Γj−1.

L’ensemble Γ̃j est obtenu en remplaçant [Q(j−1)
i0−1 , Q

(j−1)
i0

] ∪ [Q
(j−1)
i0

, Q
(j−1)
i0+1 ] par

[
P

(j−1)
r(i0−1), P

(j−1)
r(i0−1)+1

]⋃
· · ·
⋃[

P
(j−1)
r(i0)−1, P

(j−1)
r(i0)

]⋃
· · ·
⋃[

P
(j−1)
r(i0+1)−1, P

(j−1)
r(i0+1)

]
.

La figure 6.6.2 illustre cette construction. Il nous faut estimer la longueur
ajoutée en effectuant cette opération.

ℓ(Γ̃j)− ℓ(Γj−1) =

r(i0+1)−1∑

k=r(i0−1)

dc(P
(j−1)
k , P

(j−1)
k+1 )

−
(
dc(Q

(j−1)
i0−1 , Q

(j−1)
i0

) + dc(Q
(j−1)
i0

, Q
(j−1)
i0+1 )

)
.

On décompose la somme en deux termes Σ1 et Σ2 avec

Σ1 :=

r(i0)−1∑

k=r(i0−1)

dc(P
(j−1)
k , P

(j−1)
k+1 )− dc(P

(j−1)
r(i0−1), P

(j−1)
r(i0)

),

Σ2 :=

r(i0+1)−1∑

k=r(i0)

dc(P
(j−1)
k , P

(j−1)
k+1 )− dc(P

(j−1)
r(i0)

, P
(j−1)
r(i0+1)).

Nous allons estimer Σ1, le calcul sera identique pour Σ2. Pour simplifier les
notations, supposons le temps du calcul que r(i0 − 1) = 1 et r(i0) = s0. On
a alors

Σ1 :=

s0−1∑

k=1

dc(P
(j−1)
k , P

(j−1)
k+1 )− dc(P

(j−1)
1 , P (j−1)

s0
)

=

s0−2∑

k=1

(
dc(P

(j−1)
k , P

(j−1)
k+1 ) + dc(P

(j−1)
k+1 , P (j−1)

s0
)− dc(P

(j−1)
k , P (j−1)

s0
)
)
.

Nous allons estimer chaque terme de la somme en utilisant le théorème 6.2.1.
Pour cela, vérifions que P (j−1)

k , P
(j−1)
k+1 et P (j−1)

s0 satisfont les hypothèses du
théorème. Comme [Pk, Pk+1, Ps0 ] est un 2−jN -ordre de {Pk, Pk+1, Ps0}, on
est assuré par le lemme 6.4.11 que [P

(j−1)
k , P

(j−1)
k+1 , P

(j−1)
s0 ] est un ordre de

{P (j−1)
k , P

(j−1)
k+1 , P

(j−1)
s0 }. Nous avons aussi (si la constante A est assez petite),
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P (j−1)

P
(j−1)
r(i0)+1

P

P
(j−1)
r(i0)−1

R
(j−1)
0

Figure 6.6.2 – Cas B1

puisque Pk, Pk+1 et Ps0 sont des points de ∆j ∩ Uc(P,C12
−jN),

1

2
2−jN ≤ dc(P

(j−1)
k , P

(j−1)
k+1 ) ≤ 4C12

−jN ;

1

2
2−jN ≤ dc(P

(j−1)
k+1 , P

(j−1)
s0 ) ≤ 4C12

−jN ;

1

2
2−jN ≤ dc(P

(j−1)
s0 , P

(j−1)
k ) ≤ 4C12

−jN .

Notons Lj−1 une droite telle que

β1(P,C22
−(j−1)N) =

1

C22−(j−1)N

∫

Q∈E∩Bc(P,C22−(j−1)N )

dc(Q,Lj−1)

C22−(j−1)N
dQ.

Le lemme 6.4.7 nous assure que si C2 est suffisamment grande devant C1,
alors

– dc(P
(j−1)
k ,Lj−1) ≤ Cβ1(P,C22

−(j−1)N)2−(j−1)N ;
– dc(P

(j−1)
k+1 ,Lj−1) ≤ Cβ1(P,C22

−(j−1))2−(j−1)N ;

– dc(P
(j−1)
s0 ,Lj−1) ≤ Cβ1(P,C22

−(j−1))2−(j−1)N .
Donc par exemple, si ε0 est assez petit,

dc(P
(j−1)
k ,Lj−1)

2−(j−1)N
≤ Cβ1(P,C22

−(j−1)N) ≤ 1

2N+3
.

On peut appliquer le théorème 6.2.1 à l’échelle t = 2−(j−1)N et on obtient

dc(P
(j−1)
k , P

(j−1)
k+1 ) + dc(P

(j−1)
k+1 , P (j−1)

s0
)− dc(P

(j−1)
k , P (j−1)

s0
)

≤ Cβ1(P,C22
−(j−1)N)22−(j−1)N .
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Comme le cardinal de Uc(P,C12
−(j−1)N) ∩ ∆j est borné uniformément, cela

donne
Σ1 ≤ Cβ1(P,C22

−(j−1)N)22−(j−1)N .

Et puisque la même estimée est vérifiée pour Σ2, on obtient

ℓ(Γ̃j)− ℓ(Γj−1) ≤ Cβ1(P,C22
−(j−1)N)22−(j−1)N .

Cas B2 : Pour tout 2−jN -ordre [P1, · · · , Pn] de Uc(P,C12
−jN) ∩ ∆j, le

sous-ordre [Q1, · · · , Qm] de Uc(P,C12
−jN) ∩ ∆j−1 vérifie R0 = Q1 ou R0 =

Qm.
Par la propriété (P3), il existe un point aj−1(R0) tel que [R

(j−1)
0 , aj−1(R0)] ⊂

Γj−1 et ℓ([R(j−1)
0 , aj−1(R0)]) ≥ C12

−(j−1)N ≥ 2C12
−jN .

Remarque 6.6.3. Ce segment ne subira plus que des transformations mi-
neures dans la suite de la construction. En particuler, sa longueur restera in-
changée. De la même manière, si P,Q ∈ ∆k, [P (k), Q(k)] ⊂ Γk et dc(P,Q) ≥
C12

−kN , alors pour tout j ≥ k, [P (j), Q(j)] ⊂ Γj.

Notons A l’ensemble des segments géodésiques [R, T ] tels qu’il existe k
tel que pour tout j ≥ k, R(j), T (j) ∈ Gj et [R(j), T (j)] ⊂ Γj. Ces segments
[R, T ] feront partis, à la fin de la construction, du continuum Γ. Ils vont nous
permettre de contrôler la longueur totale ajoutée. Pour un segment S ∈ A,
notons τ1(S) la longueur ajoutée à S en appliquant le cas 1 ci-dessous, et
τ2(S) celle en appliquant le cas 2.

Cas B2(i) : Uc(P,C12
−jN) ∩∆j−1 = {R0}.

La propriété (P4) nous assure de l’existence de deux points T1 et T2
tels que les segments [T1, R

(j−1)
0 ] et [R

(j−1)
0 , T2] sont dans Γj−1, de longueur

minorée par C12
−(j−1)N . Deux cas peuvent alors se présenter.

Cas 1 : dc(T1, R0) ≥ C22
−jN ou dc(T2, R0) ≥ C22

−jN .
Supposons par exemple que l’inégalité a lieu pour T1. On commence par
choisir deux points aj(P1) et aj(Pn) tels que dc(aj(P1), P

(j)
1 ) = C12

−jN ,
dc(aj(Pn), P

(j)
n ) = C12

−jN , [aj(P1), P
(j)
1 , P

(j)
2 ] est un ordre et [aj(Pn), P

(j)
n , P

(j)
n−1]

est un ordre. On ajoute alors à Γj−1 les segments

[aj(P1), P
(j)
1 ] ∪ [P

(j)
1 , P

(j)
2 ] ∪ · · · ∪ [P

(j)
n−1, P

(j)
n ] ∪ [P (j)

n , aj(Pn)].

Cette construction est illustrée par la figure 6.6.3. Rappelons que pour
les points P ∈ Aj, P (j−1) = P (j). On a ajouté une longueur

dc(aj(P1), P
(j)
1 ) + dc(aj(Pn), P

(j)
n ) +

n−1∑

k=1

dc(P
(j)
k , P

(j)
k+1) ≤ (2C1 + C)2−jN .

182



CHAPITRE 6. PROBLÈME DU VOYAGEUR DE COMMERCE

  
  
  

!!
!!
!!

  
  
  

!!
!!
!!

  
  
  

!!
!!
!!  

  
  

!!
!!
!!

  
  
  

!!
!!
!!   

  
  

!!
!!
!!

  
  
  

!!
!!
!!

  
  
  

!!
!!
!!

  
  
  

!!
!!
!!

  
  
  

!!
!!
!!

P (j−1)

aj(P1)
aj(Pn)

T2

T1

R
(j−1)
0

P

Figure 6.6.3 – Cas B2(i) cas 1

Notons k0 la première génération où une telle transformation impliquant
les points R0 et T1 intervient. En prenant en compte le fait qu’une telle
transformation peut arriver pour le point R0 comme pour le point T1, on
obtient

τ1([T1, R0]) ≤ 2
∞∑

j=k0

(2C1 + C)2−jN

≤ C2−k0N

≤ C

C2

dc(T1, R0).

Si on choisit C2 assez grand, cela donne

τ1([T1, R0]) ≤
dc(T1, R0)

103
.

Cas 2 : dc(T1, R0) < C22
−jN et dc(T2, R0) < C22

−jN .
Passons directement à l’étape j +1 de la construction. La proposition 6.4.10
nous assure que

(
Uc(P, 10 · 2−(j−1)N) ∩∆j+1

)
∪ {T1} admet un ordre [P0 =

T1, P1, · · · , Pn]. Remarquons que le point P appartient à {P1, · · · , Pn}. La
construction décrite ci-dessous est illustrée par la figure 6.6.4. Notons i0 ∈
{1, · · · , n} tel que R0 = Pi0 . On commence par insérer les points P1, · · · , Pi0 .
Choisissons un point aj+1(P1) tel que dc(aj+1(P1), P

(j+1)
1 ) = C12

−(j+1)N et
[aj+1(P1), P

(j+1)
1 , P

(j+1)
2 ] soit un ordre. Pour estimer la longueur ajoutée, il

suffit de remarquer que toutes ces étapes reviennent à ajouter dans un premier
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P (j−1)

R
(j−1)
0

P

T2

T1

Figure 6.6.4 – Cas B2(i) cas 2

temps les segments géodésiques

[aj+1(P1), P
(j+1)
1 ] ∪ [P

(j+1)
1 , R

(j+1)
0 ],

puis à remplacer [P
(j+1)
1 , R

(j+1)
0 ] par

[P
(j+1)
1 , P

(j+1)
2 ] ∪ · · · ∪ [P

(j+1)
i0−1 , P

(j+1)
i0

].

Remarque 6.6.4. Cette transformation aura lieu une unique fois en R0 pour
le segment [T1, R0], car la prochaine fois qu’une telle situation se présente en
R0, on utilisera le segment [Pi0−1, R0].

Finalement,

τ2([R0, T1]) ≤ 2
(
dc(aj+1(P1), P

(j+1)
1 ) + dc(P

(j+1)
1 , R

(j+1)
0 )

)

+ 2

(
i0−1∑

k=1

dc(P
(j+1)
k , P

(j+1)
k+1 )− dc(P

(j+1)
1 , R

(j+1)
0 )

)

≤ 2
(
dc(aj+1(P1), P

(j+1)
1 ) + dc(P

(j+1)
1 , R

(j+1)
0 )

)

+ 2

i0−2∑

k=1

(
dc(P

(j+1)
k , P

(j+1)
k+1 ) + dc(P

(j+1)
k+1 , R

(j+1)
0 )

−dc(P (j+1)
k , R

(j+1)
0 )

)
.
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Le premier terme est facile à estimer : si N est assez grand,

dc(aj+1(P1), P
(j+1)
1 )+dc(P

(j+1)
1 , R

(j+1)
0 )

≤
(
C12

−N + 2 · A · 2−N + 20 · 2N
)
2−jN

≤ C1

2 · 1032
−jN

≤ dc(T1, R0)

2 · 103 .

Pour le deuxième terme, on procède comme pour le cas B1. On a

dc(P
(j+1)
k , P

(j+1)
k+1 ) + dc(P

(j+1)
k+1 , R

(j+1)
0 )− dc(P

(j+1)
k , R

(j+1)
0 )

≤ Cβ1(P,C22
−(j+1)N)22−(j+1)N .

On obtient finalement

τ2([T1, R0]) ≤ Cβ1(P,C22
−(j+1)N)22−(j+1)N +

dc(T1, R0)

103
.

On utilise la même méthode pour les points Pi0 , · · · , Pn, T2 et on obtient

τ2([T2, R0]) ≤ Cβ1(P,C22
−(j+1)N)22−(j+1)N +

dc(T1, R0)

103
.

Cas B2(ii) : Uc(P,C12
−jN) ∩∆j−1 6= {R0}.

Dans ce cas, Qm = R0 et m > 1. Il existe alors j0 < i0 avec Qm−1 = Pj0 et
R0 = Pi0 . On insère alors les points Pj0 , · · · , Pi0 en utilisant la méthode du
cas B1, et les points Pi0 , · · · , Pn en utilisant le cas B2(i). On obtient donc le
même type d’estimées que précédemment.

6.7 Construction de Γj à partir de Γ̃j

Pour passer de Γ̃j à Γj, on fait un "changement de génération" en rempla-
çant les points P (j−1) par les points P (j), tout en nous efforçant de conserver
les hypothèses de récurrence (P1), (P2), (P3) et (P4).

Un segment de Γ̃j dont les deux extrémités sont des points P (j−1), Q(j−1)

avec P,Q ∈ ∆j est remplacé par un segment [P (j), Q(j)].
Considérons maintenant un segment de Γ̃j qui n’est pas constitué de deux

extrémités P (j−1), Q(j−1) avec P,Q ∈ ∆j. Soit il a été ajouté au cours de la
construction de Γ̃j à parti de Γj−1 au moyen du Cas A ou du Cas B2 :
dans ce cas, il est de la forme [P (j), aj(P )] et on ne le modifie pas. Soit ce
segment est plus ancien, il est de la forme [P (j−1), aj−1(P )]. On remplace
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alors [P (j−1), aj−1(P )] par le segment [P (j), aj(P )], où aj(P ) est un point tel
que dc(aj(P ), P (j)) = dc(aj−1(P ), P

(j−1)) et tel que l’ordre autour de P est
respecté.

Remarque 6.7.1. Rappelons que si P ∈ Aj ou P ∈ Aj−1, P (j−1) = P (j). Si
P (j−1) satisfait la condition du lemme 6.4.5 à l’échelle 2−jN , alors P (j−1) =
P (j). Ainsi, le lecteur doit garder en tête que P (j−1) est remplacé par un
point différent P (j) si P (j−1) est relativement loin d’une H-droite Lj telle que
β1(P,C22

−jN) est atteint.

Notons que l’ensemble connexe Γj construit à partir de Γ̃j vérifie les pro-
priétés de récurrence (P1), (P2), (P3) et (P4). En effet, il est immédiat de
vérifier que ces ensembles satisfont les propriétés (P1), (P3) et (P4). Mon-
trons rapidement que la propriété (P2) est satisfaite par Γj. Choisissons un
point P ∈ ∆j tel que Uc(P,C12

−jN) a un ordre [P1, · · · , Pn] et un indice
i ∈ {1, · · · , n− 1}.

Supposons que Pi ∈ Aj (on raisonne de la même façon si Pi+1 ∈ Aj).
Dans ce cas, soit β∞(Pi, C12

−jN) < ε0 et alors Pi a été inséré en suivant
l’ordre sur Uc(Pi, C12

−jN) ∩ ∆j, donc en particulier [P
(j)
i , P

(j)
i+1] ⊂ Γj ; soit

β∞(Pi, C12
−jN) ≥ ε0 et alors on a joint tous les points de Uc(P,C12

−jN)∩∆j

(en particulier Pi+1) à Pi.
Si les deux points Pi et Pi+1 n’appartiennent pas à Aj, alors il existe

une génération gi telle que Pi ∈ Agi et Pi+1 ∈ ∆gi ou l’inverse. Par récur-
rence, [P (gi)

i , P
(gi)
i+1 ] ⊂ Γgi . Mais puisque Pi et Pi+1 restent voisins dans l’ordre

de Uc(P,C12
−jN) ∩ ∆j, aucun point n’a été inséré entre Pi et Pi+1 durant

les étapes gi, · · · , j de la construction et on a encore [P
(j)
i , P

(j)
i+1] ⊂ Γj. La

propriété (P2) est donc vérifiée.
Il nous faut maintenant estimer la longueur ajoutée en passant de Γ̃j à

Γj.

Remarque 6.7.2. Pour estimer cette longueur, il suffit de s’intéresser au
cas des segments [P (j), Q(j)] dont les deux extrémités sont dans ∆̃j, puisque
les longueurs des autres segments restent inchangées.

Rappelons que A désigne l’ensemble des segments [P,Q] tels qu’il existe
un entier k tel que pour tout j ≥ k, P (j), Q(j) ∈ Gj et [P (j), Q(j)] ⊂ Γj.
Pour un segment I ∈ A, notons τ3(I) la longueur ajoutée par changement de
génération, c’est-à-dire lorsque l’on remplace [P (j−1), Q(j−1)] par [P (j), Q(j)].

Soit un segment [P (j), Q(j)] ⊂ Γj avec P,Q ∈ ∆j. La première chose à re-
marquer est que par construction des suites de points (P (j))j, si P ∈ Aj−1 ou
P ∈ Aj, alors P (j−1) = P (j). Comme les seuls segments qui nous intéressent
ici sont ceux qui ont été modifiés lors de la transformation de Γ̃j à Γj, on

186



CHAPITRE 6. PROBLÈME DU VOYAGEUR DE COMMERCE

peut supposer P ∈ ∆j−2 tel que P (j−1) 6= P (j) et Q ∈ ∆j.

À nouveau on distingue deux cas : le cas où β∞(P,C22
(−jN)) est grand

(Cas A), et celui où cette quantité est petite (Cas B).
Cas A : β∞(P,C22

−jN) ≥ ε0.
On obtient

ℓ([P (j), Q(j)])− ℓ([P (j−1), Q(j−1)]) ≤ 2A2−jN + 2A2−(j−1)N

≤ Cβ1(P,C22
−jN)22−jN .

Cas B : β∞(P,C22
−jN) < ε0.

On est là encore amené à distinguer plusieurs cas.
Cas B1 : dc(P,Q) ≥ C12

−jN .
Dans ce cas, [P,Q] ∈ A. Notons k0 ≤ j le premier indice tel que dc(P,Q) ≥
C12

−k0N . On obtient alors

ℓ([P (j), Q(j)])− ℓ([P (j−1), Q(j−1)]) ≤ 2A · 2−jN + 2A · 2−(j−1)N

≤ 2A(1 + 2N) · 2−jN

≤ 2A(1 + 2N)

C1

dc(P,Q)

2(j−k0)N
.

Ce qui donne, si C1 est assez grand,

τ3([P,Q]) ≤
dc(P,Q)

103
.

Notons que s’il existe T 6= Q tel que [P (j), T ] ⊂ Γj, on peut de la
même manière contrôler la longueur ajoutée en passant de [P (j), Q(j)] à
[P (j−1), Q(j−1)] en fonction de dc(P, T ).

Cas B2 : dc(P,Q) < C12
−jN .

Remarquons tout d’abord que dans ce cas, on a forcément Q ∈ Aj ou Aj−1,
puisque siQ ∈ ∆j−2, dc(P,Q) ≥ 2−(j−2)N ≥ C12

−jN . Comme β∞(P,C22
−jN) <

ε0, Uc(P,C12
−jN)∩∆j a un ordre [P1, · · · , Pn]. Mais puisque [P (j), Q(j)] ⊂ Γj,

il existe (quitte à prendre l’ordre inverse [Pn, · · · , P1]) io ∈ {1, · · · , n− 1} tel
que Pi0 = P et Pi0+1 = Q. Si i0 = 1, alors d’après la propriété (P3), il existe
T tel que [P (j), T ] ⊂ Γj et dc(P, T ) ≥ C12

−jN , on est ramené au Cas B1, ou
plutôt à la remarque avant le Cas B2. On peut donc supposer i0 > 1. Notons
alors R = Pi0−1. Puisque dc(P,R) ≤ C12

−jN , R ∈ Aj−1 ou R ∈ Aj, et donc
R(j−1) = R(j). Notons Lj une droite telle que

β1(P,C22
−jN) =

1

C22−jN

∫

T∈E∩Bc(P,C22−jN )

dc(T,Lj)

C22−jN
dT.
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P (j−1)

R(j−1) = R(j) P (j)

Q(j−1) = Q(j)

Figure 6.7.1 – Cas B2

Le lemme 6.4.7 nous assure que si C2 est assez grand devant C1, alors
– dc(P

(j),Lj) ≤ Cβ1(P,C22
−jN)2−jN ;

– dc(Q
(j),Lj) ≤ Cβ1(P,C22

−jN)2−jN ;
– dc(R

(j),Lj) ≤ Cβ1(P,C22
−jN)2−jN .

Par le théorème 6.2.1, on obtient donc

dc(Q
(j), P (j)) + dc(P

(j), R(j)) ≤ dc(Q
(j), R(j)) + Cβ1(P,C22

−jN)22−jN .

Mais commeQ(j−1) = Q(j) etR(j−1) = R(j), dc(Q(j), R(j)) ≤ dc(Q
(j−1), P (j−1))+

dc(P
(j−1), R(j−1)) et donc

dc(Q
(j), P (j)) + dc(P

(j), R(j))− dc(Q
(j−1), P (j−1))− dc(P

(j−1), R(j−1))

≤ Cβ1(P,C22
−jN)22−jN .

6.8 Conclusion

En itérant le processus décrit dans les deux sections précédentes, on
construit une suite d’ensembles connexes (Γj)j tels que ∆̃j ⊂ Γj. Le théorème
C.0.3 affirme qu’il existe une sous-suite (encore notée (Γj)j) qui converge vers
un ensemble connexe Γ qui contient E.

On obtient finalement,

H1(Γ) ≤
∑

j∈N

(
ℓ(Γ̃j+1)− ℓ(Γj)

)
+
∑

j∈N

(
ℓ(Γj+1)− ℓ(Γ̃j+1)

)
+ ℓ(Γ0).
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D’après les résultats de la section 4 :

∑

j∈N

(
ℓ(Γ̃j+1)− ℓ(Γj)

)
≤ C

∑

j∈N

∑

P∈∆j

β1(P,C22
−jN)22−jN

+
∑

I∈A
τ1(I) +

∑

I∈A
τ2(I)

≤ C
∑

j∈N

∑

P∈∆j

β1(P,C22
−jN)22−jN +

2

103
H1(Γ).

Les estimées de la section 5 donnent :
∑

j∈N

(
ℓ(Γj+1)− ℓ(Γ̃j+1)

)
≤ C

∑

j∈N

∑

P∈∆j

β1(P,C22
−jN)22−jN +

∑

I∈A
τ3(I).

On obtient ainsi

H1(Γ) ≤ C
∑

j∈N

∑

P∈∆j

β1(P,C22
−jN)22−jN +

3

103
H1(Γ) + CdiamE.

La quantité
∑

j∈N
∑

P∈∆j
β1(P,C22

−jN)22−jN est une version discrète de
β1(E). On obtient ainsi

H1(Γ) ≤ C(β1(E) + diamE),

ce qui termine la démonstration du théorème 6.3.2.

Il nous reste à montrer que sous l’hypothèse de type Carleson du théo-
rème 6.3.1, l’ensemble Γ est Ahlfors-régulier. Il suffit de démontrer l’inégalité
de droite de la condition d’Ahlfors-régularité, l’inégalité de gauche étant im-
médiate par connexité.

Considérons un point P ∈ Γ et un réel 0 < s < diamΓ. Soit ks l’entier tel
que 2−(ks+1)N ≤ s ≤ 2−ksN . Notons Γ(P, s) l’ensemble Γ ∩ Bc(P, s) et pour
tout j > 0, Γj(P, s) = Γj ∩ Bc(P, s).

Le nombre de segments de Γks intersectant Bc(P, s) est borné uniformé-
ment en P et en s, donc

ℓ(Γks(P, s)) ≤ Cs.

Les calculs effectués pour évaluer ℓ(Γ) s’appliquent et en notant ∆s
j l’ensemble

∆j ∩ Bc(P, s), on obtient

ℓ(Γ(P, s)) ≤ C
∑

j≥k

∑

Q∈∆s
j

β1(Q,C22
−jN)22−jN + Cs.
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D’après l’hypothèse (6.3.1) du théorème 6.3.1,

ℓ(Γ(P, s) ≤ Cs.

On obtient donc bien que pour tout P ∈ Γ et tout 0 < s < diamΓ,

C−1s ≤ H1(Γ ∩Bc(P, s)) ≤ Cs,

ce qui termine la preuve du théoèrme 6.3.1.
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Annexe A

La bornitude non-tangentielle

implique la convergence

non-tangentielle

Dans l’article [Pet12], nous avons montré directement, dans le cas d’un
graphe hyperbolique (sous les hypothèses du théorème 2.7.12), l’équivalence
en presque tout point du bord géométrique entre la convergence non-tangentielle
et la bornitude non-tangentielle. Nous reproduisons ici l’argument, bien que
celui-ci soit inutilement long. Considérons donc X un graphe hyperbolique
au sens de Gromov, coercif, quasi-étoilé et p une fonction de transition mar-
kovienne admissible telle que p∗ est sous-markovienne. Notons à nouveau Γθ

c

le tube non-tangentiel d’épaisseur c > 0 et de sommet θ ∈ ∂X défini par

Γθ
c := {x ∈ X | ∃ γ un rayon géodésique entre o et θ tel que d(x, γ) < c}.

L’objectif est de montrer directement la presque inclusion N ∼⊂ L.
Comme pour montrer chaque résultat de ce type, on commence par re-

marquer qu’il nous suffit de démontrer la presque inclusion Nm
c

∼⊂ Lc−m1 pour
tout c > c0+m1 et toutm ∈ N, où l’on rappelle que c0 est la constante fournie
par le lemme 2.7.10, m1 la constante fournie par l’hypothèse d’admissibilité
de p (plus précisément la condition de rang borné dans cette hypothèse) et
où l’on a posé

Nm
c =

{
θ ∈ ∂X | sup

x∈Γθ
c

|u(x)| ≤ m

}
.

Nous montrons dans un premier temps que Nm
c

∼⊂ L∗ et nous en déduisons
ensuite la presque-inclusion voulue. Nous utiliserons pour cela une méthode
développée par J. Brossard [Bro78].

191



ANNEXE A. LA BORNITUDE NT IMPLIQUE LA CONVERGENCE NT

Soit c > m1 + c0. Pour cela, appliquons le lemme 2.5.4 à l’ensemble
borélien Nm

c . On obtient que pour µ-presque tout point θ ∈ Nm
c , Pθ

z-presque
sûrement, (Xk)k≥0 finit sa vie dans Γ := Γc−m1(Nm

c ). Soit θ un tel point.
Remarquons que pour tout x ∈ Γ et tout y ∈ X tel que d(x, y) ≤ m1,
|u(y)| ≤ m. Cela implique en particulier que pour Pθ

z-presque tout ω ∈ Ω, il
existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N et tout y ∈ X tel que d(y,Xn(ω)) ≤
m1, on ait |u(y)| ≤ m. Comme X est localement borné, Pθ

z-presque sûrement,

Ñ∗ < +∞. Ainsi, Pθ
z(Ñ ∗∗) = 1, θ ∈ Ñ ∗ et donc Nm

c

∼⊂ Ñ ∗ (voir la section
2.4 pour les définitions des ensembles Ñ∗, Ñ ∗∗ et Ñ ∗). Cependant, par la

proposition 2.4.3, Ñ ∗ ∼⊂ L∗ et donc

Nm
c

∼⊂ L∗.

Prouvons maintenant que Nm
c

∼⊂ Lc−m1 . On vient de démontrer que pour
µ-presque tout θ ∈ Nm

c , Pθ
z-presque sûrement, (u(Xn))n a une limite finie

ℓ(θ). Cela définit une fonction ℓ sur Nm
c . À nouveau par le lemme 2.5.4, pour

µ-presque tout θ ∈ Nm
c , Pθ

z-presque sûrement, Xn est dans Γ pour n assez
grand. Puisque |u| est majorée par m sur Γ, cela implique que |ℓ| ≤ m sur
Nm

c .
La fin de la preuve utilise une méthode développée par J. Brossard [Bro78].

Nous allons décomposer u sur Γ comme somme de trois fonctions pour les-
quelles nous aurons convergence non-tangentielle en presque tout point de
Nm

c .
Définissons la fonction

f(z) := Ez

[
(ℓ · 1Nm

c
)(X∞)

]
.

Le lemme de représentation des fonctions harmoniques bornées ([Anc90,
Woe00]) nous assure que f est une fonction harmonique bornée qui converge
non-tangentiellement en µ-presque tout point θ ∈ ∂X vers (ℓ · 1Nm

c
)(θ). No-

tons τ le temps de sortie de l’ensemble Γ et τk le temps de sortie de B(o, k).
Comme u est harmonique bornée sur l’ensemble épaissi

Γ̃ ∩ B̃(o, k) = {y ∈ X | d(y,Γ ∩ B(o, k)) ≤ m1},

qui est un ensemble borné, u(z) = Ez[u(Xτ∧τk)]. Si τ = +∞, Pz-presque sûre-
ment, (Xn)n converge vers un point X∞ ∈ Nm

c et donc Pz-presque sûrement,
(u(Xn))n tend vers ℓ(X∞). On peut étendre u à Nm

c en posant pour θ ∈ Nm
c ,

u(θ) := ℓ(θ). Puisque |u| est majorée par m sur Γ, On peut appliquer le
théorème de Lebesgue pour obtenir

∀z ∈ Γ, u(z) = Ez[u(Xτ )].
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En décomposant l’événement {X∞ ∈ Nm
c } en la réunion

{τ <∞|X∞ ∈ Nm
c } ∪ {τ = ∞}

on obtient, pour z ∈ Γ,

u(z) = Ez[u(Xτ ) · 1{τ<∞}] + Ez[u(X∞) · 1{τ=∞}]

= Ez[u(Xτ ) · 1{τ<∞}] + Ez[u(X∞) · 1{X∞∈Nm
c }]

− Ez[u(X∞) · 1{X∞∈Nm
c } · 1{τ<∞}].

Cela donne la décomposition de u annoncée. En effet, notons g(z) = Ez[u(Xτ )·
1{τ<∞}] et h(z) = −Ez[u(X∞) · 1{X∞∈Nm

c } · 1{τ<∞}]. On a u = f + g + h sur
Γ.

Il reste à prouver qu’en presque tout point θ dans Nm
c , les fonctions g(z)

et h(z) convergent vers 0 quand z tend vers θ en restant dans le cône Γθ
c−m1

.

Comme u est bornée sur Γ̃ = {y ∈ X | d(y,Γ) ≤ m1}, si τ <∞, |u(Xτ )| ≤ m
et

|g(z)| ≤ m · Pz(τ <∞).

De la même manière, pour presque tout θ ∈ Nm
c , |u(θ)| ≤ m et on obtient

facilement en conditionnant

|h(z)| ≤ m · Pz(τ <∞).

Il est maintenant suffisant de montrer que pour presque tout θ ∈ Nm
c , Pz(τ <

∞) tend vers 0 quand z tend vers θ en restant dans Γθ
c−m1

. Cela provient du
lemme 2.7.10. En effet, il existe η > 0 tel que

∀z 6∈ Γ,Pz(X∞ 6∈ Nm
c ) ≥ η

et cela est vrai en particulier pour tout z ∈ Γ̃ \ Γ. La propriété forte de
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Markov implique que pour tout z ∈ Γ,

Pz(X∞ 6∈ Nm
c ) = Pz({X∞ 6∈ Nm

c } ∩ {τ <∞})

=
∞∑

i=1

Pz({X∞ 6∈ Nm
c } ∩ {τ = i})

=
∞∑

i=1

Ez

[
Ez

[
1{X∞ 6∈Nm

c } · 1{τ=i}|Fi

]]

=
∞∑

i=1

Ez

[
Ez

[
1{X∞ 6∈Nm

c }|Fi

]
· 1{τ=i}

]

=
∞∑

i=1

Ez[PXi
(X∞ 6∈ Nm

c ) · 1{τ=i}]

= Ez[PXτ
(X∞ 6∈ Nm

c ) · 1{τ<∞}]

≥ η · Pz(τ <∞).

Par le théorème de représentation des fonctions harmoniques bornées,
pour presque tout θ ∈ Nm

c ,

lim
x→θ

z∈Γθ
c−m1

Pz(X∞ 6∈ Nm
c ) = 0.

On a donc démontré que Nm
c

∼⊂ Lc−m1 et donc que N ∼⊂ L.
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Annexe B

Un lemme analytique pour de

l’uniforme continuité

Pour un sous-ensemble U ⊂M , nous noterons Hp
1 (U) l’espace de Sobolev

des fonctions de Lp(U) dont le gradient est dans Lp(U). Nous noterons aussi
C∞

c (U) l’espace des fonctions de classe C∞ à support compact sur U . Le
lemme suivant a été démontré par F. Mouton dans sa thèse ([Mou94]) pour
une variété à courbure négative pincée. Le seul moment où l’hypothèse de
courbure est utilisée est pour un plongement de Sobolev de H1

1 (M) dans

L
d

d−1 (M). Ce plongement est valide sous les seules hypothèses de courbure
de Ricci minorée et de rayon d’injectivité strictement positif (voir [Heb99],
proposition 3.6).

Lemme B.0.1. Soit M une variété complète, de courbure de Ricci minorée
et de rayon d’injectivité non nul κ. Pour tout réel λ > 0 et tout rayon R ∈
]0, κ/2[, il existe une constante C telle que :

si f est une fonction positive ou nulle, localement bornée et de gradient
localement borné, vérifiant ∆f ≤ λf au sens des distributions, alors

∀x ∈M, ‖f‖B(x,R)
∞ ≤ C‖f‖B(x,2R)

2 .

Démonstration. Nous allons montrer dans un premier temps que l’hypothèse
∆f ≤ λf entraîne une inégalité du type

‖η|∇fβ|‖2 ≤ Cβ

(
‖ηfβ‖2 + ‖|∇η fβ‖2

)
, (B.0.1)

où β ≥ 1, η est une fonction plateau et Cβ est une constante ne dépendant
que de β et λ.

L’inégalité ∆f ≤ λf , au sens des distributions, signifie que pour tout
h ∈ C∞

c (M),
h ≥ 0 ⇒< ∆f, h > ≤ λ < f, h > .
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Comme f est une fonction et ∇f une fonction vectorielle,

< f, h >=

∫
fh

et par intégration par partie

< ∆f, h >=

∫
g(∇f,∇h).

Ainsi, si h ∈ C∞
c (M) est positive ou nulle,

∫
g(∇f,∇h) ≤ λ

∫
fh. (B.0.2)

Notons désormais η ∈ C∞
c (M) une fonction plateau que l’on précisera ulté-

rieurement et β ≥ 1. L’idée maintenant est d’appliquer l’inégalité (B.0.2) à la
fonction η2f 2β−1. Comme f ∈ H∞

1,loc(M), la fonction
(
f 2β−1 + 1/n

)
|supp η est

dans H∞
1 (supp η). Elle peut donc être approchée à 1/n près par une fonction

hn de C∞(supp η) :
∥∥∥∥f 2β−1 +

1

n
− hn

∥∥∥∥
supp η

∞
+

∥∥∥∥
∣∣∣∣∇
(
f 2β−1 +

1

n
− hn

)∣∣∣∣
∥∥∥∥
supp η

∞
≤ 1

n
.

En particulier,
∥∥f 2β−1 + 1

n
− hn

∥∥supp η
∞ ≤ 1/n, donc presque partout, hn ≥

f 2β−1 ≥ 0. On a aussi
∥∥η2f 2β−1 − η2hn

∥∥supp η
H∞

1
≤

∥∥η2
(
f 2β−1 − hn

)∥∥supp η
∞ +

∥∥∣∣∇η2
∣∣ (f 2β−1 − hn

)∥∥supp η
∞

+
∥∥η2

∣∣∇
(
f 2β−1 − hn

)∣∣∥∥supp η
∞

≤
(
1 + sup

∣∣∇η2
∣∣) ∥∥f 2β−1 − hn

∥∥supp η
H∞

1

≤
(
1 + sup

∣∣∇η2
∣∣) 2
n
,

donc la fonction η2hn tend vers η2f 2β−1 dans H∞
1 (supp η), donc aussi dans

H2
1 (supp η). Comme la fonction f est dans H∞

1 (supp η), elle est aussi dans
H2

1 (supp η) et les applications

v 7→
∫

supp η

fv et v 7→
∫

supp η

g(∇f,∇v)

sont continues sur H2
1 (supp η). La fonction η2 est positive et dans C∞

c (M),
donc η2hn est positive et dans C∞

c (M) (en prolongeant hn en une fonction
C∞ sur M). On peut donc lui appliquer l’inégalité (B.0.2) :
∫

supp η

g
(
∇f,∇

(
η2hn

))
=

∫
g
(
∇f,∇

(
η2hn

))
≤ λ

∫
fη2hn ≤

∫

supp η

fη2hn.
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En passant à la limite dans H2
1 (supp η), on obtient :

∫
g
(
∇f,∇

(
η2f 2β−1

))
=

∫

supp η

g
(
∇f,∇

(
η2f 2β−1

))
≤ λ

∫

supp η

f 2βη2 ≤
∫
f 2βη2.

En dérivant le produit η2f 2β−1, on obtient
∫
η2g

(
∇f,∇f 2β−1

)
≤ λ

∫
η2f 2β − 2

∫
ηf 2β−1g (∇f,∇η) . (B.0.3)

Observons que
∫
η2g

(
∇f,∇f 2β−1

)
= (2β − 1)

∫
η2f 2β−2|∇f |2 = 2β − 1

β2

∫
η2
∣∣∇fβ

∣∣2 ,

et que

−2

∫
ηf 2β−1g(∇f,∇η) ≤ 2

∫
ηf 2β−1|∇f ||∇η|.

En appliquant l’inégalité 2ab ≤ a2+b2 avec a =
√
2|∇η|fβ et b = 1√

2
ηfβ−1|∇f |,

cela donne

2

∫
ηf 2β−1|∇f ||∇η| ≤ 2

∫
|∇η|2f 2β +

1

2

∫
η2f 2β−2|∇f |2

= 2

∫
|∇η|2f 2β +

1

2β2

∫
η2
∣∣∇fβ

∣∣2

En reportant tout dans l’inégalité (B.0.3), cela donne

4β − 3

2β2

∫
η2
∣∣∇fβ

∣∣2 ≤ λ

∫
η2f 2β + 2

∫
|∇η|2 f 2β,

ce qui se traduit par

∥∥η
∣∣∇fβ

∣∣∥∥
2
≤
√

2β2

4β − 3

√
λ‖ηfβ‖22 + 2‖|∇η|fβ‖22.

Appliquons cette fois-ci l’inégalité
√
a2 + b2 ≤ |a| + |b| et notons Cλ :=

sup{
√
λ,

√
2}, pour obtenir

∥∥η
∣∣∇fβ

∣∣∥∥
2
≤ Cλ

√
2β2

4β − 3

(∥∥ηfβ
∥∥
2
+
∥∥|∇η|fβ

∥∥
2

)
, (B.0.4)

qui est exactement l’inégalité annoncée.
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La variété M est complète, de courbure de Ricci minorée et de rayon d’in-
jectivité non nul, donc on peut appliquer l’inégalité de Sobolev qui assure que
H1

1 (M) se plonge continûment dans L
d

d−1 (M) (voir [Var89] et [Heb99] pro-
position 3.6), i.e. qu’il existe une constante C1 telle que pour toute fonction
v ∈ H1

1 (M),
‖v‖ d

d−1
≤ C1 (‖v‖1 + ‖|∇v|‖1) .

La fonction η2f 2β étant dans H∞
1 (supp η), donc dans H1

1 (supp η) et dans
H1

1 (M),
∥∥η2f 2β

∥∥
d

d−1

≤ C1

(∥∥η2f 2β
∥∥
1
+
∥∥∣∣∇

(
η2f 2β

)∣∣∥∥
1

)

≤ C1

(∥∥η2f 2β
∥∥
1
+
∥∥2η|∇η|f 2β

∥∥
1
+
∥∥2η2fβ

∣∣∇fβ
∣∣∥∥

1

)

≤ C1

(∥∥ηfβ
∥∥2
2
+ 2

∥∥ηfβ
∥∥
2

∥∥|∇η|fβ
∥∥
2
+ 2

∥∥ηfβ
∥∥
2

∥∥η
∣∣∇fβ

∣∣∥∥
2

)

≤ 2C1

(∥∥ηfβ
∥∥
2
+
∥∥|∇η|fβ

∥∥
2
+
∥∥η
∣∣∇fβ

∣∣∥∥
2

)2
.

On applique alors l’inégalité (B.0.4) pour obtenir

∥∥ηfβ
∥∥2

2d
d−1

=
∥∥η2f 2β

∥∥
d

d−1

≤ 2C1

(
1 + Cλ

√
2β2

4β − 3

)2
(∥∥ηfβ

∥∥
2
+
∥∥|∇η|fβ

∥∥
2

)2
,

ce qui donne

∥∥ηfβ
∥∥2

2d
d−1

≤
√
2C1

(
1 + Cλ

√
2β2

4β − 3

)
(∥∥ηfβ

∥∥
2
+
∥∥|∇η|fβ

∥∥
2

)
.

Il nous faut maintenant choisir la fonction plateau η. On commence par
choisir k− et k+ tels que 1 < k− < k+ ≤ 2, puis on choisit une fonction
plateau η ∈ C∞

c (M) telle que

supp η ⊂ B(x, k+R), η = 1 sur B(x, k−R) et |∇η| ≤ 2

R(k+ − k−)
.

Alors,

∥∥fβ
∥∥B(x,k−R)

2d
d−1

≤
√

2C1

(
1 + Cλ

√
2β2

4β − 3

)(
1 +

2

R(k+ − k−)

)∥∥fβ
∥∥B(x,k+R)

2

≤ C2

√
β

k+ − k−
∥∥fβ

∥∥B(x,k+R)

2
,
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où C2 est une constante qui dépend seulement de λ et R. Si on note χ = d
d−1

,
on a

‖f‖B(x,k−R)
2βχ ≤ C

1
β

2

β
1
2β

(k+ − k−)
1
β

‖f‖B(x,k+R)
2β .

On choisit alors des suites (k+n ), (k
−
n ) et (βn) de la manière suivante :

k+0 = 2, k+1 =
3

2
, · · · , k+n = 1 + 2−n, · · ·

On prend, pour tout n, k−n = k+n+1 = 1 + 2−(n+1) et βn = χn. A l’étape n, on
a comme inégalité

‖f‖B(x,k+n+1R)

2βn+1
≤ C

1
βn

2

β
1

2βn
n

(k+n − k+n+1)
1
βn

‖f‖B(x,k+nR)
2βn

et par récurrence

‖f‖B(x,R)
2βn+1

≤ ‖f‖B(x,k+n+1R)

2βn+1
≤ (2C2)

χ−n

(2
√
χ)nχ

−n‖f‖B(x,k+nR)
2βn

≤ · · · ≤ (2C2)
(1+χ−1+···+χ−n)(2

√
χ)(0+χ−1+···+nχ−n)‖f‖B(x,2R)

2 .

En passant à la limite, on obtient

‖f‖B(x,R)
∞ ≤ (2C2)

1

1− 1
χ (2

√
χ)

1

χ(1− 1
χ )2 ‖f‖B(x,2R)

2 ,

ce qui prouve le lemme.
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Annexe C

Courbes de longueur finie dans les

espaces métriques

Soit (X, d) un espace métrique.
Pour tout s > 0, la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle Hs est la

mesure Borel régulière définie pour tout E ⊂ X par

Hs(E) := lim inf
δ→0

{ ∞∑

i=1

diam(Ei)
s |E ⊂

∞⋃

i=1

Ei et diamEi ≤ δ

}
.

Si on impose que les ensembles Ei qui recouvrent E soient des boules, on
obtient une nouvelle mesure, comparable à la mesure de Hausdorff et ap-
pelée la mesure de Hausdorff sphérique : la mesure de Hausdorff sphérique
s-dimensionnelle est la mesure Borel régulière définie pour tout E ⊂ X par

Ss(E) := lim inf
δ→0

{ ∞∑

i=0

rsi |E ⊂
∞⋃

i=1

B(xi, ri) et 2ri ≤ δ

}
.

La mesure de Hausdorff et la mesure de Hausdorff sphérique sont compa-
rables : pour tout E ⊂ X,

Hs(E) ≤ Ss(E) ≤ 2sHs(E).

Un ensemble E ⊂ X d’un espace métrique (X, d) est s-régulier (ou
Ahlfors-régulier de dimension s) si et seulement si E est fermé et s’il existe
une constante C0 > 0 telle que pour tout x ∈ E et tout r ∈]0, diam E[,

C−1
0 rs ≤ Hs(E ∩ B(x, r)) ≤ C0r

s.

Dans ce cas, la dimension de Hausdorff Hdim(E) de E est s. Notons que
cette condition impose peu de restrictions sur la géométrie de E. Le Cantor
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ANNEXE C. COURBES DANS LES ESPACES MÉTRIQUES

4-coins est par exemple 1-régulier. Les propriétés géométriques et analytiques
des ensembles Ahlfors-réguliers ont été largement étudiées dans [DS91, DS93].

Rappelons que la distance de Hausdorff entre deux sous-ensembles A et
B de X est définie par

dH(A,B) := inf{r > 0 |A ⊂ Vr(B) et B ⊂ Vr(A)},
où Vr(A) désigne le r-voisinage de A dans X. Notons M(X) l’ensemble formé
des sous-ensembles fermés de X. Dans le cas où X est compact, M(X) muni
de la distance de Hausdorff est compact.

Définition C.0.2. Une suite (xjn)j∈Z,n=1··· ,Nj
de points de E est un (A,N)quasi-

réseau pour un nombre réel A < 1 et un entier non nul N si
1. pour tous xjm, x

j
n, m 6= n, d(xjm, x

j
n) > (1− A)2−jN ;

2. pour tout y ∈ E, il existe n ∈ {1, · · ·Nj} tel que d(y, xjn) ≤ (1+A)2−jN .

Le théorème suivant est un point clé de la démonstration des théorèmes
6.3.1 et 6.3.2. Il permet d’affirmer qu’une sous-suite de la suite de conti-
nua Γj que l’on construit récursivement converge (au sens de la distance de
Hausdorff) et que la limite est un continuum qui contient bien l’ensemble
1-régulier considéré.

Théorème C.0.3. Soient X un espace métrique propre et E un sous-ensemble
compact de X. Soient (xjn)j∈Z,n=1,··· ,Nj

un (A,N)-quasi-réseau de E et soit
(Γj) une suite de continua de diamètres uniformément bornés et tels que
pour tout j ∈ Z, tout n ∈ {1, · · · , Nj}, xjn ∈ Γj. Alors il existe une sous-suite
(Γjk) de (Γj) qui converge pour la métrique de Hausdorff dH . De plus Γ est
un continuum contenant E et tel que

H1(Γ) ≤ lim inf
k→∞

H1(Γjk).

Ce théorème se démontre aisément en utilisant les deux remarques sui-
vantes :

Une suite de sous-ensembles fermés (Kn) de X qui converge au sens de
Hausdorff vers un sous-ensemble fermé K converge au sens de Kuratowski
vers K, c’est-à-dire que les conditions suivantes sont vérifiées :

1. si x = limk→+∞ xnk
pour une sous-suite (xnk

) d’une suite (xn) telle que
pour tout n, xn ∈ Kn, alors x ∈ K ;

2. si x ∈ K, il existe une suite (xn) telle que pour tout n, xn ∈ Kn et
x = limn→∞ xn.

D’après le théorème de Golab, si (Kn) est une suite de compacts connexes
dans X qui converge vers K au sens de Hausdorff, alors K est connexe et

H1(K) ≤ lim inf
k→∞

H1(Kn).
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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons à deux thèmes d’analyse géomé-
trique.

Le premier concerne le comportement asymptotique des fonctions harmo-
niques en relation avec la géométrie, sur des graphes et des variétés. Nous étu-
dions des critères de convergence au bord des fonctions harmoniques, comme
celui de la bornitude non-tangentielle, de la finitude de l’énergie ou encore
de la densité de l’énergie. Nous nous plaçons pour cela dans différents cadres
comme les graphes hyperboliques au sens de Gromov, les variétés hyperbo-
liques au sens de Gromov, les graphes de Diestel-Leader ou encore dans un
cadre abstrait pour obtenir des résultats pour les points du bord minimal
de Martin. Les méthodes probabilistes utilisées exploitent le lien entre les
fonctions harmoniques et les martingales.

Le deuxième problème abordé dans cette thèse concerne l’étude des pro-
priétés des ensembles rectifiables de dimension 1 dans le groupe de Heisen-
berg, en relation avec des opérateurs d’intégrales singulières. Nous étendons
à ce contexte sous-riemannien une partie des résultats de la théorie des en-
sembles uniformément rectifiables de David et Semmes. Nous obtenons no-
tamment un théorème géométrique du voyageur de commerce qui fournit
une condition pour qu’un ensemble Ahlfors-régulier du premier groupe de
Heisenberg soit contenu dans une courbe Ahlfors-régulière.

Abstract

In this thesis, we are interested in two topics of geometric analysis.
The first one is concerned with the asymptotic behaviour of harmonic

functions in connection with geometry on graphs and manifolds. We study
criteria for convergence at boundary of harmonic functions such as non-
tangential boundedness, finiteness of non-tangential energy or finiteness of
the energy density. We deal with Gromov hyperbolic manifolds, Gromov
hyperbolic graphs, Diestel-Leader graphs and with an abstract frame to ob-
tain criteria at minimal Martin boundary points. The methods, coming from
probability theory and metric geometry, use the relation between harmonic
functions and martingales.

The second problem concerns the rectifiability properties of 1-dimensional
sets in the Heisenberg group in connection with the boundedness of singular
integral operators. We extend to this sub-Riemannian setting parts of the
theory of uniformly rectifiable sets due to David and Semmes. In particular,
we obtain a geometric traveling salesman theorem which provides a condition
for an Ahlfors regular set of the first Heisenberg group to be contained in an
Ahlfors regular curve.
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