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1 Introduction

1.1 Aperçu du problème

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres k. Une fois A plon-
gée dans un espace projectif Pn, on dispose de deux notions héritées de l’espace
projectif ambiant : une hauteur, et (pour tout place v de k) une distance v-adique
(définie en section 1.5.5 page 17) entre un point et une variété. Dans ces conditions,
Faltings a démontré le théorème d’approximation suivant [Fal91, Theorem II].

Théorème 1.1.1 (Faltings). Soit V une sous-variété quelconque de A, v une place de k,
et ε > 0. Il n’existe qu’un nombre fini de points x dans A(k) tels que

0 < distv(x, V) 6 H(x)−ε . (1.1)

Comme de nombreux énoncés de géométrie diophantienne, ce résultat n’est
malheureusement pas effectif au sens suivant : on ne voit à l’heure actuelle pas de
moyen de borner la hauteur des points satisfaisant à l’hypothèse d’approximation
(1.1). Ainsi que le fait remarquer Faltings dans l’introduction de son article : « As
far as I can see, everything here is ineffective beyond hope. »

Néanmoins, il semble a priori raisonnable de vouloir majorer explicitement le
nombre de points rationnels satisfaisant à (1.1) (que nous appellerons à l’occasion
les approximations exceptionnelles). Pour les courbes elliptiques, ce travail a été
accompli dans [GS95] pour les courbes de hauteur assez grande, puis de façon
indépendante par Farhi ([Far03, chap. 2] ou [Far05a]) pour toutes les courbes,
avec des constantes d’apparence assez différente.

L’objet du présent mémoire, qui s’inscrit dans la lignée des travaux de Farhi,
est de généraliser ce résultat en dimension supérieure, c’est-à-dire d’obtenir, autant
que possible, une version quantitative explicite du théorème d’approximation de
Faltings.

Plus précisément, ce type d’énoncé quantitatif est généralement obtenu en com-
binant une inégalité à la Vojta et une inégalité à la Mumford, dont nous rappelons
brièvement des énoncés possibles, formulés de façon générique avec une condition
(C) qui peut être par exemple l’hypothèse d’approximation (1.1) ci-dessus, ou une
autre condition pour l’ex-conjecture de Mordell-Lang.

Les deux inégalités s’énoncent dans l’espace de Mordell-Weil de A muni de
la forme quadratique donnée par la hauteur normalisée de Néron-Tate.
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1 Introduction

L’inégalité de Vojta affirme qu’il n’existe pas de suite x1, . . . , xm de points satis-
faisant simultanément à la condition (C) et aux trois conditions suivantes :

(i) ĥ(x1) > αV ;

(ii) ĥ(xi) > βVĥ(xi−1) pour i > 1 ;

(iii) cos(xi, xj) > 1− γV pour tous i et j ;

où l’angle est relatif à la structure euclidienne de l’espace. Nous appellerons cône
tronqué une partie de l’espace délimitée par les conditions (i) et (iii) ci-dessus. Il
est clair que l’espace privé d’une boule de rayon

√
αV peut être recouvert par un

nombre fini de tels cônes tronqués dès qu’il est de dimension finie (ce qui est le
cas si on se place sur un corps de nombres). L’inégalité de Vojta assure que, sous
la condition (C), il n’y a qu’un nombre fini de points dans chaque cône, et permet
donc de conclure à la finitude de l’ensemble des points satisfaisant (C).

L’inégalité de Mumford peut s’énoncer de façon très similaire. Elle dit qu’il
n’existe pas de suite x1, . . . , xm de points satisfaisant simultanément à la condition
(C) et aux trois conditions suivantes :

(i) ĥ(xi) > αM pour tout i ;

(ii) |ĥ(xi)− ĥ(xj)| < βMĥ(x1) pour tous i et j.

(iii) cos(xi, xj) > 1− γM pour tous i et j ;

Utilisée conjointement avec l’inégalité de Vojta, et à condition que les constantes
apparaissant dans ces deux inégalités soient effectives, elle permet de majorer
le nombre de points dans chaque cône tronqué, donc le nombre total de points
(modulo un résultat, assez indépendant, de décompte des « petits » points).

La démonstration de Faltings consiste précisément à démontrer une inégalité
de Vojta, non effective, qui suffit à assurer la finitude. L’objectif consiste donc
à rendre effective cette inégalité de Vojta et à lui adjoindre une inégalité de
Mumford, elle aussi effective.

1.2 Relation avec d’autres énoncés

1.2.1 Le théorème de Roth

Le théorème de Roth [DR55], concernant l’approximation des nombres algé-
briques par les nombres rationnels, a d’abord été démontré pour la place archimé-
dienne de Q, puis étendu aux places quelconques par Ridout [Rid58] ; en voici un
énoncé moderne (cas particulier du théorème D.2.1 page 304 de [HS00], en tenant
compte des différences de normalisation).

Théorème 1.2.1 (Roth). Soit ξ ∈ Q un nombre algébrique. Soient par ailleurs k un
corps de nombres et v une place de k, étendue de façon arbitraire à k(ξ). Pour tout ε > 0,

2



1.2 Relation avec d’autres énoncés

il n’existe qu’un nombre fini de points x ∈ k tels que

|x− ξ|∆v
v < H2(x)−2−ε

où ∆v = [k(ξ)v : Qv]/[k(ξ) : Q] et la valeur absolue est normalisée de façon à prolonger
une des valeurs absolues usuelles de Q.

Le lien avec le théorème qui nous occupe ici est clair : on passe de l’un à l’autre
en remplaçant ξ par V et k = A1(k) par A(k), la distance locale étant bien sûr
représentée par |x− ξ|v. Le théorème 2 de [Fal91] est donc aux variétés abéliennes
ce que le théorème de Roth est à la droite, avec l’exposant 2 + ε remplacé par ε.

Très rapidement après la démonstration initiale de Roth, on a su établir des
versions quantitatives du théorème. Plus précisément, la démonstration de Roth

consiste en un fait qu’on peut appeler, anachroniquement, une inégalité à la Vojta :
aucune suite x1, . . . , xm d’approximations exceptionnelles n’est telle que H(x1) >

c1 et H(xi) > c2 · H(xi−1) pour tout i > 1.
Pour établir une version quantitative du théorème de Roth, il a fallu explici-

ter une valeur admissible des constantes c1 et c2, d’une part, et d’autre part lui
adjoindre une inégalité que j’appellerai encore anachroniquement à la Mumford,
disant qu’il existe une constante c3 telle que deux approximations exceptionnelles
x et y, de hauteur assez grande, satisfont toujours H(x) > c3H(y). Dans le cas
du théorème de Roth, ceci découle immédiatement de l’inégalité de la taille. La
conjonction de ces deux inégalités donne clairement un décompte des approxima-
tions exceptionnelles de hauteur assez grande.

Rappelons aussi que le théorème de Roth a été l’aboutissement d’une longue
série de théorèmes d’approximations moins précis, en ce sens que l’exposant op-
timal 2 + ε n’était pas atteint. Cette série a débuté avec le théorème de Liouville.
Dans le cadre des espaces projectifs l’équivalent de l’inégalité de Liouville peut
s’énoncer ainsi :

Proposition 1.2.2. Soient V une sous-variété de Pn de degré d et x ∈ Pn(Q) un point
algébrique. Si x n’appartient pas à V, on a

distv(x, V)∆v > c(V) · H(x)−d

où ∆v est le degré local, divisé par le degré global, d’un corps de définition de x.

Nous établirons (proposition 3.2.1 page 96) une version explicite de cette in-
égalité qui, outre son intérêt propre, joue un rôle crucial dans la preuve de nos
inégalités à la Mumford. Un corollaire immédiat de l’inégalité de Liouville est le
suivant.

Corollaire 1.2.3. Soient V une sous-variété de Pn de degré d et ε > 0 un réel. Alors
l’ensemble des points x ∈ Pn(Q) tels que

distv(x, V)∆v < H(x)−d−ε

3



1 Introduction

est de hauteur bornée explicitement ; en particulier cet ensemble est fini si l’on exige que x
appartienne à un corps de nombres de degré borné.

On peut relever les différences suivantes entre cet énoncé et le théorème d’ap-
proximation de Faltings : l’inégalité de Liouville prend place dans un espace
projectif, il n’y pas besoin d’une variété abélienne ambiante ; on sait expliciter la
borne sur la hauteur des approximation exceptionnelles ; en revanche, l’exposant
de H(x) n’est pas aussi fin. Comme on le verra en 1.2.3 page ci-contre, il est inté-
ressant pour certaines applications de disposer d’un exposant inférieur ou égal à
1, ce qui n’est jamais le cas dans le corollaire précédent, même si V est linéaire.

1.2.2 L’ex-conjecture de Mordell-Lang

Dès 1922, Mordell avait conjecturé l’énoncé suivant.

Théorème 1.2.4 (Faltings, ex-conjecture de Mordell). Soit C une courbe projective
lisse de genre g > 2, définie sur un corps de nombres k. L’ensemble C(k) des points
rationnels de C est fini.

Ce résultat a d’abord été prouvé par Faltings en 1983 comme conséquence
d’une conjecture de Shafarevitch [Fal83]. La preuve fait intervenir des espaces
de modules de variétés abéliennes, et c’est à cette occasion que Faltings a intro-
duit la hauteur qui porte désormais son nom, sur ces espaces. Néanmoins, cette
preuve reste assez éloignée des méthodes traditionnelles de l’approximation dio-
phantienne.

Une preuve totalement indépendante a été publiée en 1991 par Vojta [Voj91].
Elle se rapproche grandement des idées habituelles de l’approximation diophan-
tienne, en introduisant ce qu’on appelle maintenant l’inégalité de Vojta. La preuve
est ensuite simplifiée (« avoid[ing] the difficult Arakelov theory in Vojta’s paper ») et
étendue par Faltings [Fal91] pour prouver une conjecture de Lang, généralisant
celle de Mordell, et qui s’énonce ainsi.

Théorème 1.2.5 (Faltings, ex-conjecture de Mordell-Lang).
Soit V une sous-variété d’une variété abélienne A, définie sur un corps de nombres k. Si
V ne contient pas de translaté de sous-variété abélienne non nulle, alors V(k) est fini.

Ceci généralise la conjecture de Mordell, qui correspond au cas où V est une
courbe et A sa jacobienne. Ce résultat est proche de notre problème d’approxima-
tion dans le sens suivant : il consiste à montrer la finitude des points rationnels
sur une sous-variété de variété abélienne, alors que nous nous intéressons aux
points proches d’une telle sous-variété. Il est d’ailleurs significatif que Faltings a
prouvé ces deux théorèmes (la conjecture de Mordell-Lang et celui que ce mé-
moire cherche à rendre quantitatif) dans le même article : une bonne partie des
outils est commune aux deux preuves.
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1.2 Relation avec d’autres énoncés

Une différence notable entre les deux situations est toutefois la suivante : pour
étudier les points qui sont proches d’une sous-variété, sans appartenir à cette va-
riété, on n’a pas besoin de supposer que celle-ci ne contient pas de translaté de
sous-groupe. En fait, le résultat reste valable même pour les approximations d’une
sous-variété abélienne.

Des versions quantitatives du théorème 1.2.5 page précédente ont été établies
ensuite en suivant la méthode de Vojta. Signalons la relecture de la preuve par
Bombieri [Bom90], qui simplifie certains arguments en les rapprochant de l’ef-
fectivité, et le travail de De Diego [Die97] sur les familles de courbes. Rémond

obtient, dans la lignée de travaux de Faltings et Bombieri, une version totale-
ment effective de l’inégalité de Vojta [Rém00b], puis lui adjoint une inégalité à
la Mumford, établissant ainsi une version quantitative explicite [Rém00a] de l’ex-
conjecture de Mordell-Lang. Enfin, Farhi [Far03, chap. 3] et [Far05b] donne une
version quantitative de l’ex-conjecture de Mordell, démontrée dans un forma-
lisme plus élémentaire que celui de Rémond, et légèrement plus précise que son
application directe au cas des courbes.

1.2.3 Le théorème de Siegel et une ex-conjecture de Lang

Le théorème de Siegel [Sie29] affirme qu’une courbe de genre supérieur ou égal
à 1 ne possède qu’un nombre fini de points entiers. Sa démonstration repose sur le
théorème de Roth énoncé plus haut, et avait été obtenu par Siegel avec la version
faible de cet énoncé dont il disposait en 1929. Pour les courbes de genre supé-
rieur ou égal à 2, ce théorème est en quelque sorte surpassé par l’ex-conjecture de
Mordell, mais il conserve un intérêt pour les courbes elliptiques. La généralisa-
tion suivante du théorème avait été conjecturée par Lang [Lan60].

Théorème 1.2.6 (Faltings, ex-conjecture de Lang). SoitA une variété abélienne plon-
gée dans Pn et E un hyperplan de Pn. Alors A \ E ne possède qu’un nombre fini de points
entiers.

C’est en fait un corollaire [Fal91, cor. 6.2, p. 576] du théorème d’approximation
de Faltings : on remarque que la hauteur (relative à E) d’un point entier x est
égale au produit des inverses des distances v-adiques de x à E quand v parcourt
les places archimédiennes de k. Ainsi, les points entiers de A\ E sont des approxi-
mations exceptionnelles de E au sens du théorème 1.1.1 page 1 pour ε = 1, elles
sont donc en nombre fini.

C’est pour ce type d’applications qu’il devient essentiel dans le théorème d’ap-
proximation de pouvoir prendre ε 6 1 et que l’inégalité de Liouville (corol-
laire 1.2.3 page 3) ne suffit pas.

Les résultats obtenus ici permettent de donner un décompte explicite des points
entiers, malheureusement pas dans le cas général, mais au moins lorsque A est
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1 Introduction

simple (et principalement polarisée). À notre connaissance, une telle version quan-
titative explicite de cette ex-conjecture de Lang, même dans un cas particulier, est
nouvelle pour une variété abélienne de dimension au moins 2 ; néanmoins, les
constantes que nous obtenons ne sont pas satisfaisantes (corollaire 4.4.5 page 129).

1.3 Énoncés des résultats principaux

Comme on l’a mentionné précédemment, il semble a priori difficile de borner
la hauteur des approximations exceptionnelles, mais plus réaliste de borner leur
nombre. En fait, il apparaît que dans notre situation, ces deux questions sont en
général intimement liées : en effet, comme le montrera en détails le corollaire 4.1.4
page 116, certaines approximations exceptionnelles n’arrivent pas seules mais en-
gendrent en fait une « grappe » d’approximations de qualité semblable, dont le
cardinal est minoré en fonction de la hauteur de l’approximation qui engendre
cette grappe. Ce phénomène est directement lié à l’existence possible de translatés
de sous-variétés abéliennes contenus dans la variété approchée.

Ainsi, majorer le cardinal de l’ensemble des approximations exceptionnelles,
donc de chaque grappe, reviendrait à majorer la hauteur de certains approxima-
tions exceptionnelles, voire de toutes les approximations exceptionnelles, résultat
qui ne semble pas accessible à l’heure actuelle.

Par contre, on peut compter les grappes d’approximations exceptionnelles ou,
autrement dit majorer le cardinal d’ensembles d’approximations exceptionnelles
ne contenant qu’un point dans chaque grappe. On introduit dans ce but la défini-
tion suivante.

Définition 1.3.1. Soient F un sous-ensemble de A(Q) et τ un réel positif. On dit
que F satisfait C(τ) s’il existe une sous-variété abélienne B de A dont un translaté
est contenu dans V et deux points distincts x et y dans F, tels que x − y ∈ B et
ĥ(x− y) 6 τĥ(x).

On dit que F satisfait la condition C(τ) si F ne satisfait pas C(τ).

Nous allons donc nous attacher à contrôler le cardinal d’ensemble d’approxima-
tions exceptionnelles satisfaisant C(τ) pour un certain τ explicite. La section 4.1
page 113 discute plus en détails ce phénomène de grappe et le choix de la condi-
tion utilisée pour le mettre de côté. Signalons tout de même avant de continuer
que, si A est simple, il n’y a pas de grappes, la condition ci-dessus est vide et les
résultats ci-dessous donnent donc des décomptes complets de toutes les approxi-
mations exceptionnelles.

Le premier résultat de décompte que nous donnons concerne le cas particulier
où la variété approchée est un translaté d’une sous-variété abélienne de A.

Pour simplifier, on note cA une constante ne dépendant que de A plongée, qui
peut être explicitée totalement dans certains plongements (voir l’énoncé complet
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pour la valeur en fonction de constantes liées au plongement et la section 1.5.4
page 13 pour ces constantes).

Théorème 1.3.2 (corollaire 4.5.6 et scolie 4.5.7 page 132). Soit V un translaté par un
point algébrique d’une sous-variété abélienne B de A, de degré d et de dimension u. Soit de
plus k un corps de nombres sur lequel sont définis A (et son plongement dans un espace
projectif) et V ; on note r le rang de A(k). On fixe de plus un ensemble fini S de places
de k et un réel ε > 0. Soit enfin une famille x1, . . . , xp de points de A(k) satisfaisant à
C(ε/2d) et telle que

0 < ∏
v∈S

distv(xi, V)∆v < H2(xi)
−ε exp(−dαΛ(4g)4g2

)

pour tout i, avec

Λ = 34ε−2(5(degA)(3g2d)g)2g+2

α = dg+1cA + (g + 1)degA
(

dgh1(V) + 2
(
2(d + 1)

)n+1
)

où h1(V) est la hauteur logarithmique d’une forme de Chow de V (en utilisant la longueur
aux places archimédiennes, voir section 1.5.3 page 12). Alors on a

p 6 2 · 5CardS ·
√

d
ε
(4g)4g2+1(log Λ)

(
120760(degA)d ε−1

)r
.

Comme on le constate, la condition d’approximation a été renforcée (facteur
exp(− . . . )). Ceci a pour but d’éliminer les points de petite hauteur afin de fournir
un décompte complet. Sous l’hypothèse d’approximation plus naturelle (sans ce
dernier facteur), on obtient un décompte seulement pour les points de grande
hauteur (corollaire 4.3.7 page 125).

Signalons une interprétation possible de ce type d’énoncés : on a

∑
v∈S

∆v log distv(x, V) > −εh2(x)− dαΛ(4g)4g2

sauf pour un nombre fini de x (les approximations exceptionnelles). Dans l’inéga-
lité ci-dessus, dans le cas où V est une sous-variété abélienne de A, chaque terme
du membre de gauche peut être interprété comme la valeur absolue v-adique
d’une forme linéaire de logarithmes abéliens. La minoration obtenue présente
alors la particularité de séparer h2(x) de d, qui représente la hauteur des formes
linéaires. Cependant, la dépendance en d est nettement moins bonne que celle ob-
tenue dans les minorations usuelles de formes linéaires de logarithmes et surtout,
l’inégalité admet des exceptions, bien qu’elles soient en nombre fini et contrôlées.

Le deuxième décompte que nous donnons concerne le cas général. On sup-
pose que A est principalement polarisée et plongée dans Pn par un plongement
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de Mumford modifié (section 1.5.4 page 13) ; on note de plus c′A une constante
dépendant du degré d’un corps de définition de A, en plus des éléments dont
dépend déjà cA (à nouveau, voir l’énoncé complet et la section 1.5.4 page 13 pour
les détails).

Théorème 1.3.3 (corollaire 4.4.4 page 129). Soit V une sous-variété de A, de degré d
et de dimension u. Soit de plus k un corps de nombres sur lequel sont définis A (et son
plongement dans un espace projectif) et V ; on note r le rang de A(k). On fixe de plus un
ensemble fini S de places de k et un réel ε > 0. Soit enfin une famille x1, . . . , xp de points
de A(k) satisfaisant à C(ε/2d) et telle que

0 < ∏
v∈S

distv(xi, V)∆v < H2(xi)
−ε

ĥ(xi) > (h1(V) + cA) ε−2(4g)4g2

dM(3M)(M+1)u+3

pour tout i, avec M =
(
234 c′A d

)(r+1)g5(u+1)2

+ 1. Alors on a

p 6 5CardSM2
(

dM(3M)(M+1)u
)(r+1)/2

ε−r−1/2 log(e/ε) .

On constate que la dépendance en les différents paramètres est significativement
moins bonne que celle qu’on pourrait attendre (et en particulier que celle obtenue
dans le cas précédent). Ceci semble être une faiblesse de la méthode utilisée pour
prouver l’inégalité de Mumford dans ce cas.

Signalons enfin qu’on peut déduire du résultat précédent un décompte expli-
cite, quoique peu satisfaisant, des points entiers d’un ouvert affine d’une variété
abélienne simple : c’est le corollaire 4.4.5 page 129.

1.4 Stratégie générale

Il s’agit essentiellement d’employer la méthode de Vojta, en s’inspirant des
travaux de Rémond [Rém00a ; Rém00b ; Rém05], de Farhi [Far03, chap. 2], et de la
preuve originale de Faltings [Fal91]. Dans les grandes lignes, la preuve consistera
donc à établir une version explicite de l’inégalité à la Vojta obtenue par Faltings

et à lui adjoindre une inégalité à la Mumford, elle aussi explicite.
Les arguments utiliseront un formalisme simple : plongements, coordonnées et

polynômes plutôt que fibrés (métrisés) et sections globales. Les outils techniques
essentiels sont ceux de la théorie de l’élimination tels que rappelés par exemple
dans [NP01, chap. 5 à 7].

Le plan de la thèse est le suivant :
– les sections suivantes du présent chapitre introduisent les principales nota-

tions et le cadre général dans lequel on se place, en rappelant les propriétés
essentielles des notions utilisées ainsi qu’en prouvant au besoin quelque pro-
priétés nouvelles mais assez simples ;
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– le chapitre deux établit une inégalité de Vojta, en commençant par un cas
particulier avant d’en déduire le cas général ;

– le chapitre trois établit une inégalité de Liouville et deux inégalités de
Mumford : la première concerne un cas particulier mais présente de bien
meilleures constantes que la seconde, traitant le cas général ;

– enfin, le chapitre quatre déduit de ces inégalités des décomptes de grands
points avec certaines restrictions, après avoir détaillé les obstructions qui
nous obligent à imposer lesdites restrictions.

Présentons maintenant un peu plus en détail les stratégies mises en œuvre pour
établir les résultats techniques principaux que sont les inégalités de Vojta et
Mumford, en commençant par cette dernière, qui est la plus directe.

Le remarque essentielle pour l’inégalité de Mumford est que si deux points sa-
tisfont à ses hypothèses, leur différence sera de hauteur très petite relativement
aux points initiaux. Une proposition clé contrôle l’action de la soustraction sur la
distance ; on voit alors que cette différence est ainsi très proche d’une nouvelle va-
riété : dans le cas où la variété approchée est un translaté de sous-variété abélienne,
il s’agit de la sous-variété abélienne en question, dans le cas général on contrôle le
degré et la hauteur de la variété projective obtenue.

Ainsi, la différence est une approximation exceptionnelle d’une nouvelle variété
et comme sa hauteur a chuté, elle est en fait tellement exceptionnelle que l’inégalité
de Liouville la contraint à être sur cette variété. Dans le cas d’une sous-variété
abélienne, c’est la conclusion voulue ; dans le cas général, on doit invoquer la
version quantitative de l’ex-conjecture de Mordell-Lang donnée par Rémond

pour conclure.

Pour l’inégalité de Vojta, on se ramène au cas particulier où la variété approchée
est un hyperplan standard de la façon suivante. Si V est une variété quelconque,
on choisit une hypersurface qui la contient, puis par un plongement de Veronese

on transforme cette hypersurface en hyperplan, et un changement de coordonnées
linéaire transforme ce dernier en l’hyperplan standard X0 = 0. À chaque étape on
contrôle explicitement l’action sur la distance, le degré et la hauteur des objets en
jeu, et les différentes constantes associées au plongement.

L’idée principale de cette partie est alors la suivante : en supposant qu’il existe
un m-uplet d’approximations exceptionnelles satisfaisant aux hypothèses du théo-
rème, on le regarde comme un point dans Am et on l’enferme dans des sous-
variétés produit de Am de dimension décroissante et de degrés et hauteurs contrô-
lés. Au final, l’un des facteurs de cette variété sera réduit à un point, et le contrôle
obtenu sur sa hauteur contredira les hypothèses, achevant la preuve.

Pour cela, il s’agit, étant donné une telle variété, de produire une forme sur un
des facteurs, s’annulant au point étudié, par laquelle couper pour faire décroître
la dimension de la variété dans laquelle on l’a enfermé ; nous l’appellerons forme
motrice. Si cette forme est suffisamment bien contrôlée, le théorème de Bézout,
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dans ses versions géométrique et arithmétique, permet alors de contrôler le degré
et la hauteur de l’intersection.

Le cœur technique de la preuve est donc la construction de cette forme motrice,
pour laquelle on utilise la méthode de Thue. De façon classique, on commence
par utiliser un lemme de Siegel pour produire une forme auxiliaire de multidegré
prescrit (et étagé sur les différents facteurs) et de hauteur contrôlée, qui s’annule
avec un indice (lui aussi étagé) élevé le long de l’hyperplan approché. L’étape
d’extrapolation montre alors que la forme auxiliaire s’annule au point étudié, puis
un lemme de zéros (en l’occurrence, une variante du théorème du produit) permet
de conclure à l’existence de la forme motrice, ce qui clôt la preuve.

1.5 Définitions et notations

1.5.1 Formes homogènes et multihomogènes

On notera généralement X = (X0, . . . , Xn) un groupe de variables. Si λ ∈ Nn+1

est un multiindice, on notera Xλ = Xλ0
0 · · ·X

λn
n . On introduit également les nota-

tions λ! = λ0! · · · λn! et |λ| = λ0 + · · ·+ λn ; on note alors (|λ|λ ) =
|λ|!
λ! le coefficient

multinomial. Pour les dérivées, on utilisera les notations

∂λ

∂Xλ
=

∂λ0

∂Xλ0
· · · ∂λn

∂Xλn
et ∂λ =

1
λ!

∂λ

∂Xλ
.

Introduisons maintenant quelques notations pour les formes multihomogènes ;
nous travaillerons principalement avec des formes sur des puissances d’espaces
projectifs, nous nous limitons donc à ce cas pour alléger un peu. On notera X =

(X(1), . . . , X(m)) un groupe de groupes de variables, où X(i) = (X(i)
0 , . . . , X(i)

n ). On
étend naturellement les notations projectives : pour λ ∈ N(n+1)m on note Xλ =

(X(1))λ(1) · · · (X(m))λ(m) ; on procède de même pour les factorielles et les dérivées
(divisées). Par ailleurs, on note |λ| = (|λ(1)|, . . . , |λ(m)|) le vecteur des longueurs
de λ et ‖λ‖ = ∑m

i=1|λ(i)|.

1.5.2 Normes locales

À chaque place v d’un corps de nombres k, on associe la valeur absolue qui
prolonge une des valeurs absolues standard de Q, autrement dit |p|v = p−1 si v
divise un premier p et |2|v = 2 si v est archimédienne.

Si v est une place finie de k, on définit la norme v-adique d’une famille 1 fi-
nie d’éléments de k comme le maximum des valeurs absolues v-adiques de ses

1. Au sens de « suite non nécessairement ordonnée » : les répétitions d’éléments sont possibles.
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éléments. Si v est archimédienne, on utilisera les normes usuelles suivantes :

‖x‖∞,v = max
i
|xi|v ‖x‖1,v = ∑

i
|xi|v ‖x‖2,v =

(
∑

i
|xi|2v

)1/2
.

On définit alors la norme d’un polynôme comme celle de la famille de ses coef-
ficients. Si F = (F1, . . . , Fp) est une famille de polynômes, on définit de plus sa
norme |||F |||?,v comme pour la norme ‖ · ‖?,v ci-dessus, mais en remplaçant |xi|v
par ‖Fi‖?,v dans le membre de droite.

Aux places archimédiennes, on dispose également de deux notions de mesure
pour les polynômes. La première est la classique mesure de Mahler, définie pour
v archimédienne par :

logMv(P) =
∫ 1

0
d t1 . . .

∫ 1

0
d tn log|P(e2πit1 , . . . , e2πitn)|v

si P 6= 0 etMv(0) = 0 ; aux places ultramétriques on noteraMv(P) = ‖P‖∞,v.
La seconde, que nous appellerons mesure projective, est une variante introduite

par Philippon pour les formes multihomogènes en intégrant sur un produit de
sphères et non de cercles ainsi qu’en ajoutant un facteur correctif. On conservera
Mv(P) = ‖P‖∞,v aux places finies, et aux places infinies, si P est multihomogène
de multidegré δ en l groupes de nk + 1 variables :

log Mv(P) =
(∫

S1×···×Sl

log|P|v µ1 ∧ · · · ∧ µl
)
+

l

∑
k=1

δk · γnk ,

où Sk = {u ∈ Cnk , ‖u‖2 = 1} est la sphère de dimension 2nk − 1 plongée dans Cnk

muni de sa structure hermitienne usuelle, µk désigne la mesure sur Sk invariante
par l’action du groupe unitaire et normalisée par µk(Sk) = 1, et enfin

γn =
1
2

n

∑
q=1

1
q

.

On renvoie à [NP01] p. 86 pour un rappel des propriétés essentielles.
On rappelle au passage la définition du nombre de Stoll

Stn =
n

∑
i=1

γi =
n

∑
i=1

i

∑
j=1

1
2j

(1.2)

et les majorations élémentaires

γn 6
1 + log n

2
6 log(n + 1) Stn 6

(n + 1) log(n + 1)
2

6 n log(n + 1) (1.3)

obtenues en comparant avec des intégrales, par exemple.
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Pour traiter les cas archimédien et ultramétrique de façon unifiée, on notera
‖ · ‖2,v = ‖ · ‖1,v = ‖ · ‖∞,v si v est ultramétrique. On note de plus

δv =

{
1 si v est archimédienne

0 sinon

ce qui permet d’écrire par exemple ‖x‖1,v 6 ‖x‖∞,v(n + 1)δv pour toute place v si
x est un vecteur à n + 1 composantes.

Parmi les comparaisons de normes et mesures qui nous seront utiles, rappelons
celles entre mesure projective et norme euclidienne ou longueur. Dans la démons-
tration du lemme 3.3, p. 111 de [Rém01a], il est établi que si P est une forme
multihomogène de multidegré d en plusieurs groupes de n + 1 variables, dont on
note pα les coefficients, on a

|pα|v 6
(

d
α

)δv

Mv(P) 6
(

d
α

)δv

Mv(P)

ce qui en sommant sur les multimultiindices α tels que |α| = d, donne immédiate-
ment, par la formule multinomiale :

‖P‖1,v 6 (n + 1)|d|δv Mv(P) . (1.4)

Dans l’autre sens, la définition de la mesure projective donne immédiatement

Mv(P) 6 ‖P‖2,v exp(δv ∑
k

dk · γn) 6 ‖P‖2,v(n + 1)|d|δv . (1.5)

1.5.3 Hauteurs

On définit la hauteur additive d’une famille finie d’éléments de k (en particulier,
d’un vecteur ou d’un polynôme via la famille de ses coefficients) comme

h?( · ) = ∑
v

∆v log‖ · ‖?,v ,

où ∆v = [kv : Qv]/[k : Q], la somme est prise sur l’ensemble des places de k
et ? désigne l’une des normes ci-dessus ; pour une forme (multi)homogène, on
notera hP la hauteur obtenue en utilisant la mesure Mv au lieu de la norme dans
la formule ci-dessus. On note également H? = exp h? la hauteur multiplicative.

La hauteur d’une famille, ainsi définie, est invariante par multiplication de cette
famille par un scalaire, et ne dépend pas non plus du corps de nombres. Ceci
permet de définir la hauteur d’un point de Pn(Q) comme celle de ses coordonnées
homogènes.

Si V est une sous-variété de Pn on peut lui associer des formes de Chow relatives
à certains indices de la façon rappelée dans [NP01] au début du chapitre 6. Nous
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ne considérerons généralement que la forme d’indice (1, . . . , 1), que nous noterons
fV . Cette forme est bien définie à multiplication par un scalaire près, la définition
h?(V) = h?( fV) a donc un sens.

Parmi les différentes hauteurs définies pour les points, h∞ est la hauteur de
Weil et h2 est la hauteur projective ; pour les variétés, la hauteur projective est hP.
Dans le cas où V = {x} est réduite à un point, on a hP(V) = h2(x), ce qui justifie
la terminologie.

Nous utiliserons principalement la hauteur projective, pour ses propriétés géo-
métriques, et la hauteur h1, pour les propriétés agréables de la norme L1 (longueur)
aux places archimédiennes. Rappelons donc comment ces hauteurs se comparent
dans le cas d’une variété : cette comparaison découle directement de (1.4) et (1.5)
appliqués au cas particulier d’une forme de Chow :

|hP(V)− h1(V)| 6 (dim V + 1)(deg V) log(n + 1) . (1.6)

Par ailleurs, si l’on fixe un plongement Θ : A → Pn, on a des notions de hauteurs
sur A(Q) associées à ce plongement. Si de plus ce plongement est associé à un
fibré L symétrique, on peut définir de façon classique une hauteur normalisée
ĥ (dite de Néron-Tate), qui dépend encore du fibré L mais plus du choix d’un
plongement particulier associé à ce fibré, ni de la norme ou mesure utilisée aux
places archimédiennes pour définir la hauteur projective.

Si le fibré L est symétrique, cette hauteur normalisée induit une forme quadra-
tique définie positive sur l’espace de Mordell-Weil de A.

1.5.4 Plongement projectif de la variété abélienne

On supposera en général fixé un plongement Θ : A → Pn associé à un fibré
symétrique L. On supposera de plus le plongement projectivement normal (c’est-à-
dire tel que l’application Γ(Pn,O(i)) → Γ(A,L⊗i) soit surjective pour tout i > 1) ;
cette condition n’est pas restrictive car siM est un fibré ample, alorsM⊗l est très
ample et satisfait la condition dès que l > 3.

On introduit alors quelques constantes et notations associées à ce plongement,
dont on justifie brièvement l’existence sous ces hypothèses. On discutera ensuite
de la possibilité d’expliciter certaines d’entre elles dans certains cas.

Fait 1.5.1. Il existe une constante réelle ĉΘ telle que pour toute sous-variété V de A on ait

|hP(V)− ĥ(V)| 6 ĉΘ(dim V + 1)deg V (1.7)

où ĥ est la hauteur normalisée telle que définie dans [Phi91] pour les variétés. En particu-
lier on a

|h2(x)− ĥ(x)| 6 ĉΘ (1.8)

pour tout x ∈ A(Q).
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Démonstration. Inclus dans la proposition 9 page 281 de [Phi91].

Lemme 1.5.2. Il existe un entier N, un ensemble Γ de N ouverts recouvrant A2, et une
constante CΘ qui se décompose en CΘ = ∏v C∆v

Θ,v où les CΘ,v sont des réels tous supérieurs
et presque tous égaux à 1, possédant la propriété suivante.

Pour tout couple d’entiers relatifs (a, b) n’admettant que 2 et 3 comme diviseurs pre-
miers, il existe une famille (L(a,b,γ))γ∈Γ de (n + 1)-uplets de formes telle que :

1. la famille (L(a,b,γ)
k )k∈{0,...n} représente le morphisme (x, y) 7→ ax− by dans le plon-

gement Θ sur (l’image de) γ ;

2. chaque forme L(a,b,γ)
k est bihomogène de bidegré (2a2, 2b2) ;

3. pour tout place v et toute carte γ, on a

|||L(a,b,γ)|||1,v 6 Ca2+b2

Θ,v ; (1.9)

4. pour tout (x, y) ∈ A2 et toute place v il existe une carte γ ∈ Γ telle que (x, y) ∈ γ

et
‖L(a,b,γ)(x, y)‖1,v

‖x‖2a2

1,v ‖y‖
2b2

1,v

> C−(a2+b2)
Θ,v . (1.10)

(Par ailleurs, cette quantité est majorée par Ca2+b2

Θ,v d’après le point précédent et les
propriétés de la norme utilisée.)

De plus, on peut prendre N = degA/g! où degA est le degré de l’image de A dans le
plongement projectif considéré.

Démonstration. Le fait 3 page 276 de [Phi91], appliqué à S = {2, 3}, donne 2 pour
tout entier relatif 3 a n’ayant que 2 et 3 comme facteurs premiers, une famille de
n+ 1 formes F(a) de degré a2 représentant globalement la multiplication par a dans
le plongement fixé, et une famille de constantes (C2,3,v)v presque toutes égales à 1,
telles que, pour toute place v,

|||F(a)|||1,v 6 Ca2

2,3,v et, pour tout x ∈ A(Q),
‖F(a)(x)‖1,v

‖x‖a2

1,v

> C−a2

2,3,v .

On conclut directement en composant avec le système complet de formes repré-
sentant la soustraction donné par le lemme suivant.

Lemme 1.5.3. Il existe un entier N, un ensemble Γ de N ouverts recouvrant A2, une
constante C′Θ qui se décompose en C′Θ = ∏v(C′Θ,v)

∆v où les C′Θ,v sont des réels tous
supérieurs et presque tous égaux à 1, et enfin une famille (D(γ))γ∈Γ de formes bihomogènes
de bidegré (2, 2) telles que

2. À quelques différences de normes et notations près, qui sont sans incidence vu qu’on n’an-
nonce pas de valeur explicite.

3. La référence citée énonce son résultat avec des entiers naturels, mais le résultat de Serre sur
lequel elle se base est en fait valable pour des entiers relatifs.
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1. la famille (D(γ)
k )n

k=0 représente le morphisme de soustraction dans le plongement Θ
sur (l’image de) γ ;

2. pour toute place v et toute carte γ, on a |||D(γ)|||1,v 6 C′Θ,v ;

3. pour tout (x, y) ∈ A2 et toute place v il existe une carte γ ∈ Γ telle que (x, y) ∈ γ

et
‖D(γ)(x, y)‖1,v

‖x‖2
1,v‖y‖

2
1,v

> (C′Θ,v)
−1 . (1.11)

(Par ailleurs, cette quantité est majorée par C′Θ,v d’après le point précédent et les
propriétés de la norme utilisée.)

De plus, on peut prendre N = degA/g! où degA est le degré de l’image de A dans le
plongement projectif considéré.

Démonstration. Vu les hypothèses sur le plongement, [LR85] assure qu’il existe
un système complet de formules de bidegré (2, 2) représentant l’addition. On en
déduit aisément un système complet de formules pour la soustraction de même
degré en composant sur le deuxième facteur avec une famille de formules linéaires
représentant globalement la multiplication par −1. Cette famille répond à toutes
les exigences du lemme (à condition de choisir C′Θ,v en conséquence) sauf peut-
être le dernier point, pour lequel on utilise le même argument que pour la fin de
la preuve du fait 3 page 276 de [Phi91] cité précédemment, mais appliqué cette
fois à la famille (D(γ)

k )γ∈Γ
k∈{0,...,n}.

De plus, le lemme 2.1 page 607 de la référence citée et le paragraphe le précédant
montrent qu’on peut choisir un système complet de lois d’addition en bijection
avec l’espace des sections globales du faisceau m∗L−1 ⊗ p∗1L2 ⊗ p∗2L2 dans les no-
tations de la référence, où en particulier m : A2 → A est le morphisme d’addition.
Or, L étant symétrique, ce faisceau est isomorphe à d∗L si l’on note d : A2 → A le
morphisme de soustraction. Par ailleurs, on voit que Γ(A2, d∗L) = Γ(A,L) de la
même façon que l’égalité analogue pour m∗L obtenue page 607 de la référence.

Ainsi, on peut prendre N = h0(L) = χ(L), où la dernière égalité provient
du fait que L est ample. Le théorème de Riemann-Roch abélien entraîne alors
l’assertion faite sur N.

Remarque 1.5.4. On peut évidemment supposer que CΘ,v > C′Θ,v pour tout v car
le lemme 1.5.3 page précédente n’est qu’un cas particulier du lemme 1.5.2 page
ci-contre.

Notations 1.5.5. On fixe désormais des constantes et formes telles que données par
les deux lemmes précédents et le fait 1.5.1 page 13. On note de plus cΘ = log CΘ

et c′Θ = log C′Θ.

Remarque 1.5.6. On supposera que n > 2 et N > 3, et le degré de (l’image de)
A dans le plongement est au moins 3, ce qui est le cas dans les plongements
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usuels : plongement de Weierstrass pour une courbe elliptique ou en général,
plongement de Mumford modifié (voir ci-dessous).

Discutons maintenant des valeurs explicites qu’on peut donner à certaines de
ces constantes pour des plongements bien choisis. On considère principalement
les plongements de Mumford modifiés tels que définis dans [DP02]. Nous note-
rons hA la quantité notée h(A) dans cette référence, car dans nos notations, h(A)
désigne plutôt la hauteur de la forme de Chow de A dans ce plongement. On in-
troduit au passage la quantité suivante, qui sera utilisée dans l’énoncé du fait 3.6.4
page 110 :

h0
A = [kA : Q]max(hA, 1) (1.12)

où kA est un corps de définition de A plongée ; cette quantité est celle notée h0(A)
dans la référence en question (théorème 1.4 page 641).

La proposition 3.9 page 665 de la référence citée dit alors qu’on peut choisir

ĉΘ = 4g+1hA + 3g log 2 .

Par ailleurs, leur proposition 3.7 page 662 donne une famille totalement expli-
cite de formes représentant globalement le morphisme d’addition-soustraction
(x, y) 7→ (x + y, x − y). On en déduit par projection sur un des facteurs un sys-
tème complet totalement explicite représentant au choix l’addition ou la soustrac-
tion, avec un atlas à n + 1 cartes (qui sont plus précisément les préimages des
hyperplans standard par le morphisme de soustraction ou d’addition).

De plus, leur lemme 3.11 page 666 donne une famille représentant globalement
la multiplication par 2 et possédant des propriétés analogues à celles exigées par
le lemme 1.5.2 page 14. En rapprochant ces formules de celles représentant le
morphisme d’addition-soustraction (dont le carré est la multiplication par deux
sur les deux facteurs), il est possible d’expliciter C′Θ,v en fonction des constantes
(explicites) données par le lemme 3.11 de la référence citée.

Le point d’achoppement pour finir d’expliciter CΘ est donc l’existence de for-
mules globales pour la multiplication par 3 qui soient suffisamment bien contrô-
lées. À notre connaissance, on ne dispose pas à ce jour de formules explicites
comme pour la multiplication par 2 ; il est néanmoins possible de majorer la hau-
teur d’une famille représentant globalement la multiplication par 3, puis, grâce à
un nullstellensatz effectif, d’en déduire une constante telle que la minoration vou-
lue soit satisfaite.

Dans le cas particulier des courbes elliptiques, si l’on choisit de les plonger dans
P2 par un plongement de Weierstrass, on dispose alors de formules globales to-
talement explicites pour la multiplication par n’importe quel entier, ainsi que d’un
système complet de 3 familles de formes de bidegré (2, 2) représentant l’addition,
données par la section 2.13 (pages 126 à 142) de [Far03]. On pourrait en déduire
une valeur totalement explicite de CΘ pour les plongement de Weierstrass. Par
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1.5 Définitions et notations

ailleurs, Farhi donne une valeur explicite de ĉΘ à partir de ces formules (théo-
rème 2.13.3 page 141).

Pour conclure cette section, remarquons que les différentes constantes intro-
duites ici, ainsi que la quantité h1(A) qui sera utilisée plusieurs fois, ne sont
pas exemptes de liens entre elles : par exemple, il est facile de majorer h1(A) en
fonction de ĉΘ en utilisant (1.7) puis (1.6) ; en reprenant les arguments utilisés
dans [DP02] pour déduire la proposition 3.9 du lemme 3.11, on pourrait majorer
ĉΘ en fonction de cΘ, etc. Néanmoins, nous avons choisi de laisser ces différentes
constantes telles qu’elle apparaissent naturellement, laissant au lecteur le choix (et
le soin) d’effectuer les estimations les plus appropriées en fonction de la situation
considérée.

Par ailleurs, si ĉΘ est utilisée assez abondamment dans tous les contextes, en
revanche seule la démonstration de l’inégalité de Vojta utilise cΘ et N : l’inégalité
de Mumford repose uniquement sur c′Θ et n’utilise pas la valeur de N. Nous lais-
serons N telle quelle dans tous les résultats techniques et n’utiliserons l’estimation
donnée ci-dessus que lors de la déduction des résultats principaux.

1.5.5 Distances et conditions d’approximations

Pour chaque place v de k, on pose

distv(x, y) =
‖x ∧ y‖2,v

‖x‖2,v‖y‖2,v
où x ∧ y = (xiyj − yjxi)06i<j6n .

Cette définition correspond, pour les points, à la distance d’indice 1 utilisée dans
[Phi01] et [Jad96]. Cette dernière référence (notamment lemme 3.2 (ii), page 51)
montre qu’il s’agit bien d’une distance au sens usuel du terme (ultramétrique si v
l’est). Par ailleurs, il est évident à partir de la définition que la distance est toujours
majorée par 1.

Pour la distance entre un point et une variété, on s’écarte par contre légèrement
des références citées, en posant 4

distv(x, V) = inf
y∈V(Cv)

distv(x, y) .

Les deux notions sont en fait très comparables, voir la section suivante. La notion
qu’on vient de définir bénéficie par contre de la propriété suivante : si V ⊂ V ′

alors distv(x, V ′) 6 distv(x, V), qu’on utilisera couramment pour se ramener au
cas où V est une hypersurface. Évidemment, on a distv(x, V) = 0⇔ x ∈ V(Cv).

Soient k un corps de nombres, S un ensemble fini de places de k et ε > 0 un réel.
Le but est d’étudier les points x ∈ A(k) satisfaisant à la condition d’approximation

∏
v∈S

distv(x, V)∆v 6 cH2(x)−ε (1.13)

4. Si v est finie, Cv n’est pas localement compact et l’infemum n’est pas nécessairement atteint.
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où c est une constante réelle et ∆v = [kv : Qv]/[k : Q], de sorte que le membre de
gauche ne dépend pas du corps de nombres (contenant x) utilisé pour le calculer.
Autrement dit, une telle condition a un sens sur Q.

Malheureusement, cette condition n’est pas facile à exploiter techniquement. On
introduit donc, comme il est d’usage, un autre type de condition faisant appa-
raître une inégalité par place. Plus précisément, soient k0 un corps de nombres,
S0 un ensemble fini de places de k0 et (λv)v∈S0 une famille de réels telle que
∑v∈S0

λv∆v(k0) = 1. On utilisera des conditions d’approximations du type

distv(x, V) 6 cvH2(x)−λvε ∀v ∈ S0 (1.14)

où les cv sont des constantes réelles. Si l’on choisit c = ∏v∈S0
c∆v

v , il est clair
que (1.14) est une hypothèse plus forte que (1.13), mais on verra qu’un décompte
sous l’hypothèse forte implique en fait un décompte sous l’hypothèse plus faible
(section 4.2 page 118).

Par ailleurs, il est facile de donner à cette condition un sens sur Q, de la façon
suivante. Si k est une extension finie de k0, on note S l’ensemble des places v de
k qui sont au-dessus d’un élément v0 de S0 et on pose λv = λv0 ainsi que cv = cv0 .
On a toujours

∑
v∈S

λv∆v = 1 (1.15)

et il est clair que la condition (1.14) est équivalente à

distv(x, V) 6 cvH2(x)−λvε ∀v ∈ S .

Remarque 1.5.7. Vu que toutes les conditions considérées ont un sens sur Q, dans
la suite on se préoccupera en général assez peu du corps de nombres utilisé. Sauf
indication contraire, k désignera un corps de nombres « assez grand », contenant
en particulier un corps de définition des approximations exceptionnelles considé-
rées, et les notations S et λv auront le sens ci-dessus ; en particulier on supposera
toujours que (1.15) est satisfait sans forcément le rappeler.

En particulier, dans l’ensemble de ce mémoire, tous les objets considérés (points,
variétés, etc.) sont supposés définis sur Q sauf mention explicite du contraire.

1.6 Compléments sur les distances

On commence par établir une expression simple de la distance entre un point
et un hyperplan, cas qui sera fondamental pour l’inégalité de Vojta par exemple,
puis on étudie les liens entre la distance définie ci-dessus et celle utilisée notam-
ment dans [Phi01]. Certains des résultats établis ici ne sont pas utiles pour le reste
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de la thèse 5 mais sont inclus afin de donner une vision assez complète des rela-
tions entre ces deux notions.

Par ailleurs, dans toute cette section, contrairement au reste du texte, les ob-
jets (points, variétés) considérés ne sont pas supposés définis sur Q, les résultats
sont valables pour des objets définis sur Cv. En revanche, les résultats d’existence
(fait 1.6.2 page suivante en particulier) ne permettent en aucun cas de garantir le
caractère algébrique des objets obtenus.

Proposition 1.6.1. Si E est un hyperplan de Pn, d’équation L, on a

distv(x, E) =
|L(x)|v

‖L‖2,v‖x‖2,v
∀x ∈ Pn(Cv) .

Démonstration. On commence par se ramener au cas L = X0. Pour cela, si v est
ultramétrique, on commence par choisir un coefficient de L de valeur absolue
maximale : quitte à permuter les coordonnées, on peut supposer que c’est celui
d’indice 0. En divisant par ce coefficient, on se ramène au cas L = X0 + l1X1 +

· · · + lnXn avec |li|v 6 1 entiers. Il est alors facile de voir que le changement de
coordonnées donné par x′0 = L(x) et x′i = xi pour i > 1 est une isométrie (son
inverse est également à coefficients de module inférieur ou égal à 1), de sorte
qu’on s’est bien ramené au cas L = X0 sans modifier les quantités apparaissant
dans chacun des deux membres, ni perdre en généralité.

Aux places archimédiennes, on plonge kv dans C et on note E le relevé de E
dans Cn+1. On munit ce dernier de la forme hermitienne standard et on considère
un vecteur unitaire normal à E, qu’on note a0. On complète ce vecteur en une base
orthonormée et on considère le changement de coordonnées qui envoie cette base
sur la base canonique : étant une transformation unitaire, il ne modifie aucun des
deux membres de l’égalité à prouver, et nous ramène bien au cas L = X0.

Par ailleurs, l’égalité qu’on cherche à montrer est banale si x ∈ E(Cv). On peut
donc supposer que ce n’est pas le cas, et même choisir (1, x1, . . . , xn) comme repré-
sentant de x. Le membre de droite est alors égal à ‖x‖−1

2,v .
Soit maintenant y = (0, y1, . . . , yn) ∈ E(Cv). On a x ∧ y = (y1, . . . , yn, x1y2 −

x2y1, . . . ) et donc ‖x ∧ y‖2,v > ‖y‖2,v, avec égalité si et seulement si (y1, . . . , yn) est
colinéaire à (x1, . . . , xn). Ainsi, pour tout y ∈ E(Cv) on a distv(x, y) > ‖x‖−1

2,v et
l’égalité est atteinte, ce qui achève la preuve.

Remarquons que la distance entre points et variétés définie ici ne dépend en fait
que de l’ensemble des points de la variété mais pas de la structure géométrique
(multiplicités) de celle-ci. Une autre notion de distance, développée dans [Jad96]
et [Phi01] pour le cas projectif, et [Rém01a] pour le cas multiprojectif (qui englobe

5. Plus précisément, les seuls résultats utilisés sont la proposition 1.6.1, le lemme 1.6.4 page 21 et
la proposition 1.6.6 page 25.
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bien sûr le précédent) prend au contraire en compte cette structure. Cette distance
est définie par

Distv(x, V) =
Mv(dx fV)

Mv( fV)‖x‖d(u+1)
2,v

où fV est une forme de Chow de V, son degré est noté d et sa dimension u. Le
morphisme dx est défini dans les références citées (p. 88 de [Phi01] par exemple) ;
par ailleurs, par rapport à ces références, on considère uniquement la distance
d’indice (1, . . . , 1). Comme pour la notion de distance précédemment définie, on a
0 6 distv(x, V) 6 1 avec égalité à gauche si et seulement si x ∈ V (voir la référence
précédente).

Nous appellerons cette distance algébrique, par opposition à la distance ensem-
bliste définie ci-dessus. Examinons un peu les relations entre ces deux notions.
Tout d’abord, dans le cas où V = {y} est réduite à un point, on a distv(x, y) =

Distv(x, V) d’après [Jad96, p. 50]. Par ailleurs, dans le cas où V est une hypersur-
face de degré ∆ et d’équation F, la proposition 3.6 (p. 64) de cette même référence
montre que

Distv(x, V) =
|F(x)|v

Mv(F)‖x‖∆
2,v

.

Si V est en fait un hyperplan, on a Mv(F) = ‖F‖2,v d’après la proposition 4, p. 266

de [Phi91] (reprise dans la proposition 2.3, point (ii), p. 23 de [Jad96] sous une
forme plus proche de nos notations), de sorte que la proposition 1.6.1 page précé-
dente dit en fait simplement que Distv( · , V) = distv( · , V) dans ce cas particulier.

Dans le cas général, on a la comparaison suivante.

Fait 1.6.2. Pour toute variété V ⊂ Pn et tout point x ∈ Pn(Cv), il existe un point
y ∈ V(Cv) tel que distv(x, y) 6 distv(x, V)1/ deg Veδvγn+1 .

Démonstration. Pour les places infinies, c’est la closest point property p. 89 de [Phi01].
Pour les places finies, on constate que la preuve s’adapte, car le résultat crucial
(lemme 5.2 de la référence citée) est en fait vrai aux places finies sans le dernier
facteur (et en remplaçant évidemment la mesure par la norme du sup).

Dans l’autre sens, on a le résultat suivant, où la notion de multiplicité utilisée
est celle définie dans [Phi89, p. 151].

Proposition 1.6.3. Pour toute variété V ⊂ Pn et tous points x ∈ Pn(Cv) et y ∈ V(Cv),
on a

Distv(x, V) 6 distv(x, y)m(2(n + 1)3/2)(m+3ld)δv

où l = dim V + 1, d = deg V et m est la multiplicité de V en y.

La démonstration repose sur un développement de d f autour de y relativement
à X, qui permet de quantifier le fait que, dy f étant nul, dx f doit être petit pour x
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voisin de y. De façon générale, pour écrire un développement de Taylor , il faudra
s’assurer de l’existence d’une carte affine Xi 6= 0 contenant à la fois x et y. On voit
facilement que la non-existence d’un telle carte affine impliquerait distv(x, y) = 1,
rendant le résultat banal. En pratique, on pourra supposer sans problème que x et
y sont suffisamment proches. Par ailleurs, il sera utile de pouvoir de plus choisir
un indice i de sorte que |xi|v (resp. |yi|v) soit comparable à ‖x‖2,v (resp. ‖y‖2,v). Le
lemme élémentaire suivant montre que c’est possible.

Lemme 1.6.4. Pour chaque x ∈ Pn, il existe i ∈ {0, . . . , n} tel que |xi |v
‖x‖2,v

> ( 1√
n+1

)δv .
De plus, pour le même indice i, pour tout point y satisfaisant distv(x, y) 6 ε0 avec
ε0 < ( 1√

n+1
)δv , on a

|yi|v
‖y‖2,v

>

(√
n + 1

n + 2
− ε0

)δv

.

En particulier, si ε0 < ( 1
4
√

n+1
)δv on a |yi |v

‖y‖2,v
> ( 1

2
√

n+1
)δv et yi 6= 0.

Démonstration. Pour le premier point, il suffit de choisir i ∈ {0, . . . , n} maximisant
|xi|v. Afin d’alléger les notations, on supposera par la suite i = 0. Pour chaque z =

(z0, . . . , zn) on notera ẑ = (z1, . . . , zn) le vecteur obtenu en omettant la première
coordonnée. On a alors, vu l’hypothèse sur x et la définition de la distance :

ε0‖y‖2,v‖x‖2,v > ‖y ∧ x‖2,v > ‖x0ŷ− y0 x̂‖2,v , (1.16)

où la deuxième inégalité vient en remarquant que toutes les coordonnées de x0ŷ−
y0 x̂ apparaissent également comme coordonnées de y ∧ x.

On traite d’abord le cas ultramétrique, par l’absurde. En effet, si on avait |y0|v <

‖ŷ‖2,v = ‖y‖2,v, il viendrait ‖x0ŷ‖2,v > ‖y0 x̂‖2,v et la propriété ultramétrique ap-
pliquée au dernier membre de (1.16) donnerait ε0‖y‖2,v‖x‖2,v > |x0|v‖ŷ‖2,v, puis
ε0 > 1 contrairement aux hypothèses.

Pour le cas archimédien, l’inégalité triangulaire dans le membre de droite de
(1.16) donne ε0‖y‖2,v‖x‖2,v > |x0|v‖ŷ‖2,v − |y0|v‖x̂‖2,v. En divisant par ‖y‖2,v‖x‖2,v
puis en remarquant que ‖x̂‖2,v/‖x‖2,v 6 1 il vient :

|y0|v
‖y‖2,v

>
‖x̂‖2,v

‖x‖2,v
· |y0|v
‖y‖2,v

>
‖ŷ‖2,v

‖y‖2,v
· |x0|v
‖x‖2,v

− ε0 >
‖ŷ‖2,v

‖y‖2,v
· 1√

n + 1
− ε0 .

Notons t = |y0|v/‖y‖2,v ∈ [0; 1] ; comme ‖y‖2
2,v = |y0|2v + ‖ŷ‖

2
2,v, on réécrit l’inéga-

lité précédente sous la forme t >
√

1−t2

n+1 − ε0, ou encore :

(
n + 2
n + 1

)
t2 + 2tε0 + ε2

0 −
1

n + 1
> 0 ,
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qui, compte tenu de l’hypothèse sur ε0 et de la positivité de t, implique :

t >
n + 1
n + 2

√
−ε2

0
n + 1

+
n + 2

(n + 1)2 −
(

n + 1
n + 2

)
ε0

>

√
n + 1

n + 2
− ε0 ,

comme annoncé. Le cas particulier s’en déduit immédiatement en substituant.

Démonstration de la proposition 1.6.3 page 20. Notons qu’on peut supposer dim V >
1 (donc n > 2) car on sait que les deux distances sont égales si V est un point.
On peut de plus supposer que distv(x, y) < (n + 1)−9δv/2 car sinon la conclu-
sion du lemme est vide, la distance étant de toutes façons bornée par 1. (On
peut en fait supposer une majoration plus forte, mais celle-ci est largement suf-
fisante.) Les hypothèses du lemme précédent sont satisfaites ; en l’utilisant (et
quitte à renuméroter) on peut supposer que y0 = x0 = 1, ‖y‖2,v 6 (

√
n + 1)δv

et ‖x‖2,v 6 (2
√

n + 1)δv .
Par ailleurs, ‖y‖2,v 6 ‖x‖2,v + ‖y − x‖2,v 6 ‖x‖2,v + ‖x ∧ y‖2,v, car chaque co-

efficient de x − y est aussi un coefficient de x ∧ y. En substituant ‖x ∧ y‖2,v =

distv(x, y)‖x‖2,v‖y‖2,v et en divisant l’inégalité obtenue par ‖x‖2,v, compte tenu de
l’hypothèse sur la distance, il vient ‖y‖2,v/‖x‖2,v 6 1 + (n + 1)−4 6 82/81.

On reprend les notations de la section 4 (page 117) de [Rém01a] concernant le
morphisme d. On regarde d fV comme un polynôme en s à coefficients dans k[X]

et on appelle G la famille de ses coefficients ; chacun d’entre eux est homogène de
degré ld et s’annule en y. Plus précisément, d’après [Phi89, p. 151], la multiplicité
de V en y est le plus grand entier k tel que les dérivées d’ordre total k− 1 de toutes
les formes de la famille G soient nulles en y. Le développement d’une forme G ∈ G
autour du point y s’écrit donc :

G(x) =
ld

∑
k=m

Rk︷ ︸︸ ︷
∑

α∈Nn

|α|=k

1
α!

∂kG
∂Xα

(y) ∏
16i6n

(xi − yi)
αi

︸ ︷︷ ︸
Rk,α

.

On majore maintenant |G(x)|v/‖x‖ld
2,v en procédant terme à terme.

‖Rk,α‖2,v

‖x‖ld
2,v

6

∥∥∥∥ 1
α!

∂kG
∂Xα

∥∥∥∥
2,v
‖y‖ld−k

2,v ‖x ∧ y‖k
2,v/‖x‖ld

2,v

6 2ldδv‖G‖2,v‖y‖
ld−k
2,v ‖x‖

k
2,v‖y‖

k
2,v distv(x, y)k/‖x‖ld

2,v

6
(

164
81

)ldδv

‖G‖2,v distv(x, y)k(
√

n + 1)kδv .
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1.6 Compléments sur les distances

(Pour la dernière estimation, on a majoré ‖y‖2,v par
√

n + 1 et (‖y‖2,v/‖x‖2,v)
ld−k

par (82/81)ld.) On remarque alors qu’il y a au plus (n + 1)k termes dans Rk :

‖Rk‖2,v

‖x‖ld
2,v

6
(

164
81

)ldδv

‖G‖2,v distv(x, y)k(n + 1)3kδv/2 ,

puis, si v est finie, ‖G(x)‖2,v/‖x‖ld
2,v 6 ‖G‖2,v distv(x, y)m par l’inégalité ultramé-

trique et, si v est infinie :

‖G(x)‖2,v

‖x‖ld
2,v

6
(

164
81

)ld

‖G‖2,v

ld

∑
k=m

distv(x, y)k(n + 1)3k/2

6
(

164
81

)ld

‖G‖2,v distv(x, y)m(n + 1)3m/2 ·
ld−m

∑
k=0

(
distv(x, y)(n + 1)3/2)k ,

où la dernière somme est majorée par 27/26, d’où finalement :

‖G(x)‖2,v

‖x‖ld
2,v

6 |||G|||2,v distv(x, y)m

(
27
26

(n + 1)3m/2
(

164
81

)ld
)δv

. (1.17)

La fin de la démonstration consiste alors en des comparaisons de normes et me-
sures, qu’on peut résumer ainsi (les constantes sont explicitées ci-dessous) :

Mv(dx f )

‖x‖ld
2,v

�
‖dx f ‖2,v

‖x‖ld
2,v

=
‖G(x)‖2,v

‖x‖ld
2,v

� |||G|||2,v = ‖d f ‖2,v � Mv(d f )� Mv( f ) .

Plus précisément, vu la définition de la mesure et une majoration facile de l’inté-
grale dans cette définition, on a

Mv(dx f ) 6 ‖dx f ‖2,v · exp(δv · ldγ(n+1)n/2)

où l’on a noté γj = ∑
j
i=1

1
2i . La deuxième majoration est donnée par (1.17) ci-

dessus ; pour la troisième on a

‖d f ‖2,v 6 Mv(d f ) · (n(n + 1)2/2)ldδv

d’après (1.4). Pour la dernière, on utilise le fait que la distance est bornée par 1,
autrement dit que Mv(dx f ) 6 Mv( f ) dès que ‖x‖2,v = 1 : en reportant ceci dans la
définition de Mv( · ) et en intégrant, il vient facilement

Mv(d f ) 6 Mv( f ) · exp(δv · ldγn+1) .
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1 Introduction

On met alors ces estimations bout à bout et on utilise la majoration classique
γn 6 (1 + log n)/2 pour obtenir

Distv(x, V) 6 exp(δv · ldγ(n+1)n/2) · distv(x, y)m

(
27
26

(n + 1)3m/2
(

164
81

)ld
)δv

· (n(n + 1)2/2)ldδv · exp(δv · ldγn+1)

6 distv(x, y)m
(

27
26

(n + 1)3m/2
)δv

·
(

164
81

√
en(n + 1)

2
n(n + 1)2

2

√
e(n + 1)

)ldδv

6 distv(x, y)m
((

2(n + 1)3/2)m(2(n + 1)9/2)ld
)δv

en remarquant que 82e/(81
√

2) 6 2, ce qui achève la preuve.

Les deux dernières propositions permettent donc de comparer la distance al-
gébrique et la distance ponctuelle en toute généralité. On voit bien intervenir la
structure géométrique de la variété via son degré ou sa multiplicité en un point
(évidemment majorée par le degré) respectivement. En conséquence, le corollaire
suivant est assez naturel : il montre que les deux distances coïncident dans le cas
d’un sous-variété linéaire, ce qu’on savait déjà dans les cas particulier des points
et des hyperplans.

Corollaire 1.6.5. Si V est une sous-variété linéaire de Pn, pour tout point x ∈ Pn(Cv)

on a distv(x, V) = Distv(x, V).

Démonstration. Si v est finie, c’est une conséquence immédiate des deux propo-
sitions précédentes. Sinon, on utilise la proposition 3.10, p. 76 de [Jad96] et sa
preuve, qui montre qu’on peut supposer que V est définie par X0 = · · · = Xk = 0
et que x = (0, . . . , xk, xk+1, 0, . . . , 0). Si l’on pose y = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) où le 1 est
en (k + 1)-ième position (en particulier, y ∈ V), on a

distv(x, y) =
‖x ∧ y‖2,v

‖x‖2,v ‖y‖2,v
=
|xk|v
‖x‖2,v

= Distv(x, V)

où la dernière égalité est le résultat de la proposition citée. Par ailleurs, il est clair
que pour tout y ∈ V, c’est-à-dire y = (0, . . . , 0, yk+1, . . . , yn), on a

distv(x, y)2 =
|xk|2v‖y‖

2
2,v + |xk+1|v ∑n

l=k+2|yl |2v
‖x‖2

2,v‖y‖
2
2,v

>
|xk|2v
‖x‖2

2,v

= Distv(x, V)2

ce qui achève la preuve.
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1.6 Compléments sur les distances

Par ailleurs, dans le cas particulier où V est une hypersurface, on peut obtenir
une version un peu plus précise de 1.6.3 page 20 en utilisant l’expression parti-
culière de la distance algébrique dans ce cas. Cette version nous sera utile par
exemple pour démontrer une inégalité de Liouville (section 3.2 page 96).

Proposition 1.6.6. Pour toute hypersurface V ⊂ Pn et tous points x ∈ Pn(Cv) et y ∈
V(Cv), on a

Distv(x, V) 6 distv(x, y)m ((17/8)d(n + 1)d+3m/2)δv

où d = deg V et m est la multiplicité de V en y.

Démonstration. On procède comme pour la propriété précédente, sauf que cette
fois-ci on peut seulement supposer que distv(x, y) 6 (4(n + 1)7/2)−δv , dont on
déduit également que ‖y‖2,v/‖x‖2,v 6 82/81. On développe alors une équation
G de V, et non plus un coefficient de d f ; on obtient ainsi, au lieu de (1.17), la
majoration suivante :

|G(x)|v
‖x‖d

2,v

6 ‖G‖2,v distv(x, y)m

(
27
26

(n + 1)3m/2
(

164
81

)d
)δv

. (1.18)

On utilise à nouveau (1.4), qui donne ‖G‖2,v 6 Mv(G)(n + 1)d, pour conclure.

25





2 Inégalité de Vojta

2.1 Cas particulier fondamental

Nous établissons d’abord une inégalité de Vojta effective dans le cas particulier
où la variété à approcher est, dans un plongement Θ fixé (cf. section 1.5.4 page 13)
l’hyperplan X0 = 0 ; nous verrons plus tard (section 2.7 page 80) que ce cas im-
plique le cas général. On rappelle la remarque 1.5.7 page 18 concernant le sens à
donner à la condition (2.1) dans l’énoncé suivant.

Théorème 2.1.1. Soient E l’hyperplan défini par X0 = 0 dans le plongement fixé et ε > 0
un nombre réel. Pour tout m > g + 1, il n’existe dans A(Q) aucune famille de points
x1, . . . , xm satisfaisant simultanément aux conditions suivantes :

0 < distv(xi, E) < H2(xi)
−λvε ∀v ∈ S (2.1)

ĥ(x1) > αV (2.2)

cos(xi, xj) > 1− γV (2.3)

ĥ(xi) > βVĥ(xi−1) (2.4)

avec

αV = 4c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (m−1) (2.5)

βV = 4mΛ2m f (m) (2.6)

γV =
1
m

( ε

85N · 5g

) m
m−g

(2.7)

Λ = max
(
(degA)m, 5m2(85N · 5g · ε−1) m

m−g degA, (
√

2mg)mg) (2.8)

f (u) =
mg

∏
i=u+1

(2i + 1) (2.9)

c1,Θ = max(h1( fA), cΘ, ĉΘ, n log(n + 1)) (2.10)

La démonstration de ce théorème occupera la majeure partie de ce chapitre,
jusqu’à la section 2.7 page 80 non incluse.

Remarquons que dans l’énoncé ci-dessus, E n’est pas une sous-variété de A,
cependant il est clair que si dans la condition (2.1) on remplace E par E ∩ A, on
obtient une condition plus forte : distv(x, E) 6 distv(x, E ∩ A) et x 6∈ E ∩ A ⇔
x 6∈ E pour x ∈ A. Ainsi, l’énoncé ci-dessus est légèrement plus fort que le même
énoncé en remplaçant E par E ∩A dans la condition d’approximation.
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2 Inégalité de Vojta

2.2 Réduction et autres préliminaires

On rappelle pour commencer que d’après la proposition 1.6.1 page 19, on a
distv(x, E) = |x0|v/‖x‖2,v, ce qui est une motivation pour traiter en premier le cas
où E = Z(X0), l’autre raison étant que l’indice d’annulation le long de E admet
une définition particulièrement commode à manipuler dans ce cas (section 2.3
page 44).

Notons pour commencer qu’on peut supposer ε < 1, car sinon l’inégalité de la
taille appliquée à l’expression de la distance ci-dessus montre qu’il n’existe aucun
point satisfaisant (2.1), sans même utiliser les autres conditions. De même, on peut
supposer que E ne contient pasA car sinon il n’existe aucun point satisfaisant (2.1).

2.2.1 Poids associés à une famille d’approximations

La démonstration procède par l’absurde : si le théorème est faux, fixons une
famille e1, . . . , em qui le contredit. Bien que cette famille soit toujours supposée sa-
tisfaire à toutes les conditions du théorème, nous préciserons dans les hypothèses
de la plupart des énoncés suivants la ou lesquelles de ces conditions nous utilisons,
par souci de clarté.

Nous utiliserons des combinaisons linéaires des ei de petite hauteur. Les lemmes
suivants permettent de choisir les coefficients pour ces combinaisons ; nous les
prendrons entiers et n’ayant que 2 et 3 pour diviseurs premiers, de sorte à dispo-
ser de représentations polynomiales convenables des formes linéaires abéliennes
associées satisfaisant (1.9) et (1.10).

Lemme 2.2.1. Soit ζ > 0 un réel et supposons qu’aucun des ei n’est de torsion. Il existe
des entiers ai ∈ 2N3N tels que, pour tout i ∈ {1, . . . , m} :

1
1 + ζ

6
a2

i ĥ(ei)

a2
1ĥ(e1)

6 1 + ζ . (2.11)

Démonstration. L’hypothèse qu’aucun des ei n’est de torsion garanti que le quo-
tient des ĥ(ei)/ĥ(e1) est bien défini et n’est jamais nul. On commence par choisir
des rationnels bi = 2bi23bi3 tels que

1
1 + ζ

6 b2
i

ĥ(ei)

ĥ(e1)
6 1 + ζ ,

soit en prenant les logarithmes et en divisant par deux :∣∣∣∣∣bi2 log 2 + bi3 log 3 +
1
2

log
ĥ(ei)

ĥ(e1)

∣∣∣∣∣ 6 1
2

log(1 + ζ) .

Comme Z log 2 + Z log 3 est dense dans R, il est certainement possible de choi-
sir indépendamment pour chaque i deux entiers bi2 et bi3 tels que cette dernière
condition soit satisfaite.
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2.2 Réduction et autres préliminaires

Il ne reste plus qu’à définir a1 comme un dénominateur commun des bi puis
à poser ai = a1bi pour tout i > 1. Notons que ceci nous permet de choisir les ai
arbitrairement grands, car seuls leurs rapports comptent.

En utilisant les inégalités élémentaires (1 + ζ)−1 > 1− ζ et (1 + ζ)1/2 6 1 + ζ/2,
on en déduit facilement que pour toute famille (ai) satisfaisant à (2.11), on a

∣∣ai|ei| − a1|e1|
∣∣ 6 ζ

2
a1|e1| et

∣∣ai|ei| − aj|ej|
∣∣ 6 ζa1|e1| (2.12)

pour tous i et j, où | · | = ĥ( · )1/2 désigne la norme de Néron-Tate. Cette inégalité
nous sera utile pour démontrer le lemme suivant.

Lemme 2.2.2. Soient ζ > 0 et (ai) une famille d’entiers satisfaisant à (2.11) (on suppose
qu’aucun ei n’est de torsion). Si de plus la famille (ei) satisfait à (2.3), alors pour tout
i ∈ {1, . . . , m} on a ĥ(aiei − amem) 6 a2

1ĥ(e1)
(
ζ2 + 2γV(1 + ζ)

)
.

Démonstration. En développant le membre de gauche, il vient successivement

|aiei − amem|2 = |aiei|2 + |amem|2 − 2〈aiei, amem〉
= a2

i |ei|2 + a2
m|em|2 − 2aiam〈ei, em〉

= (ai|ei| − am|em|)2 + 2aiam (|ei||em| − 〈ei, em〉)
6 (ai|ei| − am|em|)2 + 2aiam|ei||em|γV d’après (2.3)

6 (ζa1|e1|)2 + 2
(

a1|e1|
√

1 + ζ
)2

γV d’après (2.12) et (2.11)

qui donne le résultat annoncé en factorisant (a1|e1|)2 = a2
1ĥ(e1).

Notations 2.2.3. On choisit désormais et jusqu’à la fin du chapitre une famille (ai)

donnée par l’application du lemme 2.2.1 page précédente avec ζ =
√

γV/2 (en
effet, (2.2) et (2.4) garantissent qu’aucun ei n’est de torsion) et a1 assez grand 1 (ce
qui est possible car seuls les rapports entre les différents ai importent).

En remarquant que γV < 1/2, le lemme précédent et la relation (2.11) donnent
immédiatement les relations :

ĥ(aiei − amem) 6 3γVa2
1ĥ(e1) (2.13)

1
2
6

a2
i ĥ(ei)

a2
1ĥ(e1)

6 2 . (2.14)

Les estimations de la deuxième ligne sont un peu larges mais suffiront amplement
en pratique.

1. Ce qui sera utilisé à la section 2.4.2 page 60, voir en particulier (2.49) et le dernier paragraphe
de la section citée.
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2 Inégalité de Vojta

Jusqu’à présent nous avons surtout exploité l’hypothèse (2.3), pour (2.13). En
tenant compte de l’hypothèse (2.4), on voit de plus que la suite a2

1, . . . , a2
m décroît

au moins comme une suite géométrique de raison inférieure à 1. Plus précisément,
dès que e satisfait (2.4), on a

a2
i 6 (1 + ζ) · a2

1

βi−1
V

en appliquant directement la définition de ai. On peut ainsi majorer des sommes
faisant intervenir les a2

i en fonction de a2
1 ; par exemple, l’énoncé suivant nous sera

utile par la suite.

Lemme 2.2.4. On a ∑m−1
i=1 (a2

i + a2
m) = ∑m

i=1 ηia2
i 6 2a2

1, où l’on a noté ηi = 1 si i < m
et ηm = m− 1.

Démonstration. En effet, on écrit

1
a2

1

m−1

∑
i=1

(a2
i + a2

m) = 1 +
(m− 1)a2

m

a2
1

+
m−1

∑
i=2

a2
i

a2
1

6 1 +
m(1 + ζ)

βm−1
V

+ (1 + ζ)
m−1

∑
i=2

β−i+1
V

6 1 + (1 + ζ)

(( 2
βV

)m−1
+

1
βV − 1

)
.

Pour conclure, il suffit d’observer que βV > 4 et que γV < 1/9.

2.2.2 Réduction à l’existence d’une forme motrice

Nous regardons e = (ei) comme un point de Am plongée dans (Pn)m, et intro-
duisons l’ensemble V(e) des sous-variétés produit Z = Z1 × · · · × Zm de Am qui
contiennent e et satisfont aux majorations suivantes, où les notions de degré et de
hauteurs s’entendent dans le plongement Θm et où l’on rappelle la notation ηi = 1
si i < m et ηm = m− 1 :

max
i

Di 6 B = c−1
2 Λ f (u) (2.15)

m

∏
i=1

Di 6 Λ f (u) (2.16)

m

∑
i=1

ηia2
i h1( fZi) 6 c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (u)a2
1 , (2.17)

où l’on a noté Di = deg Zi et u = dim Z, ainsi que

c2 = 5m2(85N · 5g · ε−1) m
m−g (2.18)
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2.2 Réduction et autres préliminaires

de sorte que l’ensemble V(e) ne dépend de e que par la condition e ∈ Z et les
rapports entre les ai.

Pour commencer, remarquons que cet ensemble n’est pas vide puisqu’il contient
Am. En effet, la définition de Λ (deux premiers arguments du maximum) assure
que (2.15) et (2.16) sont satisfaits ; le fait que c1,Θ > h1(A), que Λ > 2 et le
lemme 2.2.4 page précédente garantissent que la condition (2.17) l’est aussi.

Nous allons voir qu’à partir d’une variété dans V(e) on peut en fabriquer une
plus petite, pour peu que la variété initiale n’ait aucun facteur réduit à un point.
Pour cela, on utilise la proposition suivante.

Proposition 2.2.5. Soit Z ∈ V(e) n’ayant aucun facteur de dimension nulle. Alors il
existe un i et une forme T ne dépendant que de X(i), s’annulant en e mais pas identique-
ment sur Z, telle que

deg T 6 Λ2u f (u)

ηia2
i h∞(T) 6 gΛ2u f (u)

(
6

m

∑
j=1

ηja2
j h1( fZj) + 3a2

1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u)

)
.

Supposons un instant cet énoncé acquis et voyons comment on en déduit le
théorème 2.1.1 page 27 ; nous appelons « motrice » la forme T de la proposition
car c’est elle qui « fait marcher la machine » en permettant la construction itérative
dans la démonstration ci-dessus.

Démonstration du théorème 2.1.1 page 27. Voyons comment, en partant d’une variété
Z satisfaisant aux hypothèses de la proposition, on peut fabriquer une variété Z′

plus petite et appartenant toujours à V(e) : on utilise la forme T fournie par la
proposition et on note Z′ la variété égale à Z sur tous les facteurs sauf le i-ème où
on choisit une composante irréductible de Zi ∩ Z(T) qui contient ei, de sorte que
Z′ est une variété strictement contenue dans Z et qui contient e.

Restent donc à vérifier les conditions (2.15) à (2.17) ; pour les deux premières
(degrés), le théorème de Bézout donne

deg Z′i 6 Di deg T

ce qui montre que les quantités apparaissant dans les conditions (2.15) et (2.16)
sur les degrés sont au plus multipliées par deg T 6 Λ2u f (u) en passant de Z à Z′.
Or, par définition de f on a

f (u− 1) = 2u f (u) + f (u) (2.19)

donc ces conditions sont à nouveau satisfaites par Z′.
Pour la condition sur la hauteur, on utilise la formule suivante (arithmetic Bézout

theorem, [Phi01, p. 87]) :

hP( fZ′i
) 6 deg Zi · hm(T) + deg T · hP( fZi)

31



2 Inégalité de Vojta

où hm est la hauteur désignée par h1 dans la référence citée et par hm dans
[Rém01b], dont le lemme 5.2 assure par ailleurs que hm(T) 6 h∞(T) +

√
n. En

utilisant (1.6) pour se ramener aux hauteurs qui nous intéressent, le théorème de
Bézout arithmétique s’écrit donc, dans notre cas (en notant ui = dim Zi) :

h1( fZ′i
) 6 deg Zi

(
h∞(T) +

√
n
)
+ deg T

(
h1( fZi) + (ui + 1)(deg Zi) log(n + 1)

)
+ ui(deg Z′i) log(n + 1)

6 B
(
h∞(T) + n

)
+ deg T

(
h1( fZi) + ngB

)
+ ngB deg T

6 Λ2u f (u)h1( fZi) + Bh∞(T) + 3ngBΛ2u f (u)

et finalement, en multipliant par ηia2
i et en majorant dans le dernier terme cette

quantité par a2
1, puis en utilisant l’information sur la hauteur de T fournie par la

proposition :

ηia2
i h1( fZ′i

) 6 ηia2
i Λ2u f (u)h1( fZi) + 3a2

1ngBΛ2u f (u) + ηia2
i Bh∞(T)

6 ηia2
i Λ2u f (u)h1( fZi) + 3a2

1ngBΛ2u f (u)

+ BgΛ2u f (u)

(
6

m

∑
j=1

ηja2
j h1( fZj) + 3a2

1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u)

)

6 Λ2u f (u)

(
ηia2

i h1( fZi) + Bg
(

6
m

∑
j=1

ηja2
j h1( fZj) + 4a2

1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u)

))

en remarquant que 3n 6 c1,ΘΛ pour intégrer le deuxième terme de la deuxième
ligne dans celui en c1,Θ.

Nous pouvons maintenant substituer cette estimation dans la somme pondérée
des hauteurs :

m

∑
j=1

ηja2
j h1( fZ′j

) = ∑
j 6=i

ηja2
j h1( fZj) + ηia2

i h1( fZ′i
)

6 Λ2u f (u) ∑
j 6=i

ηja2
j h1( fZj) + Λ2u f (u)ηia2

i h1( fZi)

+ BgΛ2u f (u)
(

6
m

∑
j=1

ηja2
j h1( fZj) + 4a2

1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u)

)
6 7BgΛ2u f (u)

( m

∑
j=1

ηja2
j h1( fZj) + a2

1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u)

)
6

1
2

Λ(2u+1) f (u)
( m

∑
j=1

ηja2
j h1( fZj) + a2

1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u)

)
(2.20)

en utilisant le fait que 7Bg est (largement) majoré par Λ f (u)/2 d’après (2.15). Il
ne reste plus qu’à appliquer l’hypothèse de hauteur sur Z, à savoir (2.17), pour
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obtenir
m

∑
j=1

ηja2
j h1( fZ′j

) 6 a2
1c1,ΘΛ(2u+2+ 1

m ) f (u)

qui achève de montrer que Z′ ∈ V(e) car

(2u + 2 +
1
m
) f (u) 6 (2u + 1)(1 +

1
m
) f (u) = (1 +

1
m
) f (u− 1) .

On peut ainsi, en partant de Am, construire une suite d’éléments de V(e) de
dimensions décroissantes, jusqu’au moment où l’un des facteurs est réduit à un
point, c’est-à-dire que Zi = {ei} pour un certain i et en particulier h1( fZi) = h1(ei)

vu l’expression de la forme de Chow d’un point. Par ailleurs, à ce stade on a
u > m− 1 ; on en déduit alors, par (2.17) et (1.8),

a2
i ĥ(ei) 6 2c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (m−1)a2
1

puis, par (2.14),

a2
1ĥ(e1) 6 4c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (m−1)a2
1 (2.21)

qui contredit directement (2.2). Cette contradiction prouve qu’il est absurde de
supposer l’existence d’une famille satisfaisant simultanément toutes les conditions
du théorème 2.1.1 page 27.

Il suffit donc d’établir la proposition 2.2.5 page 31 pour prouver le théorème 2.1.1
page 27 ; la démonstration de cette proposition nous occupera le reste du chapitre.
L’intérêt de l’énoncer immédiatement plutôt qu’au moment où nous serons en me-
sure de l’établir est de pouvoir écarter rapidement quelques cas particuliers pour
lesquels la méthode qui suit ne s’applique pas (mais qui sont heureusement im-
médiats). Nous énoncerons ces cas à la fin de la sous-section suivante après avoir
introduit le système de coordonnées dans lequel ils s’expriment naturellement.

Notations 2.2.6. Désormais et jusqu’à la fin du chapitre, nous fixons une variété
Z = Z1 × · · · × Zm satisfaisant aux hypothèses de la proposition ; en particulier
elle n’est contenue dans aucun hyperplan d’équation X(i)

0 = 0 puisqu’elle contient
e qui n’est d’après (2.1) sur aucun de ces hyperplans, et aucun de ses facteurs n’est
réduit à un point.

On notera en outre ui = dim Zi et u = dim Z ; observons de suite que 1 6 ui 6 g
et donc m 6 u 6 mg. Notons également Di = deg Zi et B le majorant commun des
Di donné par (2.15). Enfin, on note fZi une 2 forme de Chow de Zi ainsi que IZ

l’idéal multihomogène saturé de Z et IZi ceux de ses facteurs.

2. Cette forme est unique à multiplication par un scalaire près ; au besoin on la supposera nor-
malisée de sorte que toutes ses normes locales soient au moins 1, par exemple en faisant en sorte
qu’un de ses coefficients soit 1.
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La preuve de la proposition 2.2.5 page 31 suit la méthode de Thue-Siegel : on
construit d’abord une forme auxiliaire ayant un indice élevé le long de E, puis
on montre qu’elle s’annule en e avec un indice plus faible mais toujours élevé par
rapport à son degré et on conclut en appliquant une variante du théorème du
produit pour obtenir la conclusion de la proposition.

Auparavant, nous aurons besoin de préciser un système de coordonnées adapté
à Z et nous présenterons une écriture réduite des formes sur Z dans ce système
de coordonnées. Nous présenterons ensuite un plongement éclatant associé aux
poids ai qui permettra d’exploiter (2.13).

2.2.3 Plongements projectifs adaptés

Définition 2.2.7. Suivant [Rém05], si V est une variété de dimension s et Pn un
espace projectif muni de coordonnées homogènes W0, . . . , Wn, on dit qu’un plon-
gement ι : V ↪→ Pn est adapté si

(i) V ∩ Z(W0, . . . , Ws) = ∅ ;

(ii) K(V) est engendré par W1
W0

, . . . , Ws+1
W0

;

(iii) Ws+1
W0
6= 0 dans K(V).

Le fait suivant, qui ne fait que rappeler [Rém00b, partie 4.1, p. 114], explicite les
principales propriétés d’un plongement adapté, qui est une version plus précise
de la mise en position de Noether.

Fait 2.2.8. Si V de dimension s est plongée dans Pn de façon adaptée, alors les fonctions
rationnelles W1

W0
, . . . , Ws

W0
forment une base de transcendance de K(V) sur k. De plus, Ws+1

W0

est un élément primitif de K(V) sur k(W1
W0

, . . . , Ws
W0

).
La projection linéaire V → Ps obtenue en ne gardant que les s + 1 premières variables

est un revêtement fini, éventuellement ramifié.

On contrôle en fait des relations de dépendance intégrale des dernières variables
sur la base de transcendance choisie.

Fait 2.2.9. Si le plongement ι : V ↪→ Pn est adapté, il existe des formes homogènes Pk pour
k ∈ {s + 1, . . . , n} telles que :

(i) Pk ∈ k[W0, . . . , Ws, Wk] ∩ IV ;

(ii) Pk est unitaire en Wk, de degré ∆ ;

(iii) ‖Pk‖1,v 6 ‖ fV‖1,v pour tous v et k ;

où ∆ est le degré de V dans ce plongement.

Démonstration. Le lemme 4.1 de [Rém00b] donne explicitement des formes satis-
faisant les deux premières conditions.
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Seule l’assertion sur la norme n’y est pas énoncée sous cette forme mais elle
vient en remarquant que Pk est une spécialisation de fZ qui annule certaines va-
riables et remplace les autres par des monômes unitaires.

Nous établissons maintenant une variante de la proposition 4.1, de [Rém00b] qui
montre qu’il est possible de rendre adapté un plongement donné tout en gardant
fixe le diviseur E, à peu de frais.

Lemme 2.2.10. Soit ι : V ↪→ Pn une sous-variété de degré ∆, non contenue dans l’hyper-
plan d’équation W0 = 0. Il existe une transformation linéaire χ ∈ GLn+1(Q), représen-
table par une matrice à coefficients entiers de valeur absolue (archimédienne) majorée par
max(∆

2 , 1), telle que χ ◦ ι est un plongement adapté à V et que W0 soit invariant par ce
changement de coordonnées.

Démonstration. On reprend la preuve de la proposition citée (p. 116) ; au moment
de choisir des formes linéaires L0, . . . , Ln telles que

fV(L0, . . . , Ln) 6= 0 ,

on commence en fait par fixer L0 = W0. Le polynôme fZ(L0, · , . . . , · ) est multi-
homogène de degré ∆ en chaque variable ; vu l’hypothèse sur V, il est non nul
grâce au théorème fondamental de l’élimination (Elimilnation theorem, page 84 de
[Phi01]). On peut donc choisir L1, . . . Ls comme dans [Rém00b] puis continuer la
preuve sans autre modification.

Nous aurons également besoin de contrôler χ−1. Le lemme suivant établit un
résultat général élémentaire sur l’inversion de matrices.

Lemme 2.2.11. Soit M une matrice p × p inversible à coefficients entiers. On a alors
H∞(M−1) 6 (p− 1)! · H∞(M)p−1.

Démonstration. On peut supposer que les coefficients de M sont premiers entre
eux, de sorte qu’ils sont tous majorés en valeur absolue par H∞(M). On utilise
alors les formules de Cramer. On constate d’abord que la contribution de l’inverse
du déterminant s’élimine en prenant le produit sur toutes les places, de sorte qu’il
s’agit d’estimer la hauteur de la comatrice. Cette dernière est à coefficients entiers,
donc de norme inférieur à 1 aux places finies, et la valeur absolue archimédienne
des coefficients est majorée par (p− 1)! H∞(M)p−1.

Notations 2.2.12. On fixe désormais des transformations linéaires χi obtenues en
appliquant le lemme 2.2.10 à chacun des Zi, de sorte que χi ◦Θ est adapté à Zi et
on note D′i = max(Di/2, 1).

La construction et le lemme précédent montrent alors que

‖χi‖∞,v 6 (D′i)
δv et H∞(χ

−1
i ) 6 n! · (D′i)

n (2.22)
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On note ĨZi l’idéal homogène saturé de Zi dans le plongement χi ◦ Θ et f̃Zi une
forme de Chow de Zi dans ces coordonnées. Le théorème de l’élimination montre
qu’une telle forme s’obtient en composant fZi avec (la transposée de) χi sur chacun
des ui + 1 groupes de variables ; il est alors clair que

‖ f̃Zi‖1,v 6 ‖ fZi‖1,v ·
(
(n + 1)D′i

)Di(ui+1)δv . (2.23)

Par ailleurs, pour l ∈ {ui, . . . , n}, on notera P(i)
l une relation de dépendance

de X(i)
l sur X(i)

0 , . . . , X(i)
ui telle que donnée par l’application du fait 2.2.9 page 34

au facteur Zi dans le plongement χi ◦ Θ. L’estimation précédente et le fait cité
donnent une majoration des normes locales de ces polynômes, qu’on peut en fait
améliorer en

‖P(i)
l ‖1,v 6 ‖ fZi‖1,v · (2D′i)

Di(ui+1)δv (2.24)

en utilisant le début de la démonstration du lemme 4.2 de [Rém00b] (la suite de la
démonstration étant moins pertinente compte tenu des différences de normes utili-
sées). Cependant, nous utiliserons souvent la majoration plus évidente ‖P(i)

l ‖1,v 6
‖ f̃Zi‖1,v dans les estimations où cette quantité apparaît déjà par ailleurs.

Notations 2.2.13. On note Qi la dérivée de P(i)
ui+1 par rapport à la dernière variable.

Par ailleurs, on fixe (e(i)k )k un système de coordonnées multihomogènes de ei dans

le plongement Θ et on note (ẽ(i)k )k l’image de ce dernier par χi.

Nous pouvons maintenant énoncer les cas particuliers à exclure dans la démons-
tration de la proposition 2.2.5 page 31.

Scolie 2.2.14. Dans la démonstration de la proposition 2.2.5 page 31, on peut supposer
que :

(i) ẽ(i)k 6= 0 pour tous i et k ∈ {1, . . . , ui} ;

(ii) Qi(ẽ(i)) 6= 0 pour tout i.

Remarquons qu’on a déjà ẽ(i)0 6= 0 d’après l’hypothèse (2.1).

Démonstration. Si le premier point n’est pas satisfait, pour un certain (i, k), on
peut prendre T = X(i)

k dans la conclusion de la proposition ; en effet cette forme
s’annulle en e mais pas identiquement sur Zi (car le plongement est adapté) et les
conditions de degré et de hauteur sont largement satisfaites.

Si le deuxième point est faux pour un certain i , on choisit cette fois T = Qi
qui convient également : en effet, le caractère adapté du plongement implique que
P(i)

ui+1 est irréductible et de degré Di en X(i)
ui+1 donc Qi étant de degré plus petit, ne

peut pas s’annuler identiquement sur Zi.
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2.2.4 Réduction de formes sur une variété plongée de façon adaptée

Les propriétés des plongements adaptés permettent d’associer à chaque forme
homogène, à peu de choses près, une représentation canonique modulo ĨZ, défi-
nie par des restrictions de degrés en certaines variables. Introduisons pour cela
quelques notations : pour chaque C ∈ (N ∪ {+∞})m(n+1), on notera

k[X]C = {H ∈ k[X] tel que deg
X(i)

k
H 6 C(i)

k ∀i, k} . (2.25)

Pour tout ∆ ∈ Nm on définit trois tels vecteurs C′∆, C′′ et C′′′∆ par :

(C′∆)
(i)
k =

{
+∞ si k 6 ui

∆i − 1 sinon
(C′′)(i)k =

{
+∞ si k 6 ui + 1

0 sinon
(2.26)

(C′′′∆ )
(i)
k = min

(
(C′∆)

(i)
k , (C′′)(i)k

)
,

pour 0 6 i 6 m et 0 6 k 6 n. Par ailleurs, on omettra l’indice ∆ lorsqu’il est égal à
D (le vecteur des degrés de Z) pour alléger les notations.

L’intérêt de k[X]C
′′′

est que, le plongement étant adapté, son intersection avec
ĨZ est réduite à 0 : en effet, X(i)

ui+1 est de degré Di sur les variables précédentes, il

n’est donc pas possible qu’un polynôme de degré en X(i)
ui+1 strictement inférieur

à Di (et ne dépendant pas des variables suivantes) soit dans ĨZ sans être nul. Par
ailleurs, on peut facilement vérifier que les dimensions des parties homogènes de
degré β, notées k[X]C

′′′
β et (k[X]/ĨZ)β sont données par des polynômes en β ayant

le même terme dominant, de sorte que le morphisme de réduction, qui est injectif,
n’est pas très loin d’être un isomorphisme en degré assez grand.

Nous allons maintenant expliciter, en chaque multidegré β ∈ Nm, une applica-
tion linéaire ρβ définie sur la partie homogène k[X]β et à valeurs dans k[X]C

′′′
, qui

permet par exemple de déterminer l’appartenance à ĨZ d’une forme homogène.
L’idée générale est la suivante : on peut exploiter les relations de dépendance

des dernières variables sur les premières données par le fait 2.2.9 page 34 pour ré-
duire le degré en les dernières variables, et le deuxième point de la définition 2.2.7
page 34 permet même d’éliminer totalement les variables d’indice strictement su-
périeur à ui + 1, à condition de multiplier par un certain dénominateur intervenant
dans ces relations de dépendance rationnelles.

Il sera essentiel par la suite que ce dénominateur puisse être choisi indépen-
damment du degré considéré ; pour cela l’application ρ sera la composée des trois
étapes suivantes : une application ρdiv arrivant dans k[X]C

′
, c’est-à-dire faisant

chuter le degré en les dernières variables par division euclidienne, une applica-
tion ρélim arrivant dans k[X]C

′′
, c’est-à-dire éliminant les toutes dernières variables

en faisant éventuellement croître le degré en X(i)
ui+1, et une dernière application ρdiv

pour limiter à nouveau ce degré et arriver dans k[X]C
′′′

.
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Avant de procéder à la construction des applications évoquées, soulignons qu’il
s’agit d’applications linéaires définies sur chaque partie homogène de k[X] mais
en aucun cas de morphismes d’algèbres, les espaces d’arrivée n’étant eux-mêmes
pas des algèbres.

Pour construire l’application ρdiv on commence par énoncer un résultat de ré-
duction modulo des relations de dépendance intégrale sous une forme un peu
générale avant de l’appliquer au cas qui nous intéresse.

Lemme 2.2.15. Pour i ∈ {1, . . . , m} et k ∈ {ui + 1, . . . , n}, on se donne :

(i) ∆i ∈ N∗ ;

(ii) P(i)
k ∈ k[X(i)

0 , . . . , X(i)
ui , X(i)

k ] homogène de degré ∆i et unitaire en X(i)
k .

On note Ni = maxk‖P
(i)
k ‖1,v et I l’idéal engendré par les P(i)

k . En tout multidegré β ∈
Nm, il existe une (unique) application linéaire

ρ
β
div : k[X]β → k[X]

C′∆
β

qui est l’identité modulo I (voir (2.25) et (2.26) pour la définition de l’espace d’arrivée). De
plus les colonnes cp de la matrice de cette application dans les bases de monômes satisfont
la majoration de norme

‖cp‖1,v 6
m

∏
i=1

(
Ni · (2∆i)

δv
)βi

pour tout p ∈ Nm(n+1) de multilongueur β, et l’image de k[X]C
′′

β par ρ
β
div est contenue

dans k[X]
C′′′∆
β .

Démonstration. C’est essentiellement une variante du lemme 2.5 de [Rém05], notre
résultat étant formulé différemment et dans un cadre d’apparence un peu moins
générale ; la preuve suivra en tout cas les mêmes lignes. On commence par décom-
poser chaque P(i)

k de la façon suivante :

P(i)
k = (X(i)

k )∆i +
∆i

∑
α=1

P(i)
k,α · (X(i)

k )∆i−α ,

où P(i)
k,α ∈ k[X(i)

0 , . . . , X(i)
ui ]. On a alors (X(i)

k )∆i ≡ −∑∆i
α=1 P(i)

k,α · (X(i)
k )∆i−α mod I

et plus généralement, le lemme 2.4 de [Rém05] fournit pour tout q ∈ N et tout
α ∈ {1, . . . , ∆i} un polynôme Uq,α,∆i tel que si l’on pose, pour i ∈ {1, . . . , m} et
k ∈ {0, . . . , n} :

Ri,k,q =


(X(i)

k )q si k 6 ui ;
∆i

∑
α=1

Uq,α,∆i(P(i)
k,1 , . . . , P(i)

k,∆(i))(X(i)
k )∆i−α sinon,
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alors Ri,k,q ≡ (X(i)
k )q mod I et on a l’estimation de norme

‖Ri,k,q‖1,v 6
(
‖P(i)

k ‖1,v(2∆i)
δv
)q

.

On définit alors ρ
β
div par son action sur les monômes, en posant pour tout p ∈

Nm(n+1) :

cp = ρ
β
div(X p) =

m

∏
i=1

n

∏
k=0

R
i,k,p(i)k

et en prolongeant par linéarité. L’estimation de norme annoncée découle directe-
ment de la majoration précédente en prenant le produit.

Par ailleurs, il est clair que si une forme ne fait intervenir que les variables
X(i)

k pour k 6 ui + 1, il en est de même de son image. En effet, ρ
β
div consiste à

substituer, dans chaque monôme, le facteur en X(i)
k (pour k > ui) par un polynôme

en X(i)
0 , . . . , X(i)

ui et ne peut donc pas introduire de variables X(i)
k pour k > ui.

Corollaire 2.2.16. Pour tout α ∈ Nm, il existe une application linéaire ρα
div égale à

l’identité modulo ĨZ, dont la matrice dans la base monomiale canonique a des colonnes de
normes ‖ · ‖1,v majorées par

m

∏
i=1

(
‖ fZi‖1,v2B(B(g+1)+1)δv

)αi
.

Démonstration. Découle directement du lemme précédent en utilisant (2.24) et en
remarquant que

(2D′i)
Di(ui+1) · 2Di 6 2B(B(g+1)+1)

car d’après (2.15), B est un majorant commun des Di et donc de 2D′i , et pour tout
i on a ui 6 g.

Intéressons-nous maintenant au morphisme ρélim.

Lemme 2.2.17. Soient, pour tout i ∈ {1, . . . , m} et tout k ∈ {ui + 1, . . . n}, des formes
S(i)

k ∈ k[X(i)
0 , . . . , X(i)

ui ] et T(i)
k ∈ k[X(i)

0 , . . . , X(i)
ui+1] telles que deg S(i)

k + 1 = deg T(i)
k et

des entiers ∆i. On note IS,T l’idéal engendré par les S(i)
k X(i)

k − T(i)
k .

Posons R = ∏m
i=1 ∏n

k=ui+1(S
(i)
k )∆i et r = deg R ; la multiplication par R modulo IS,T

est alors représentée en tout degré α ∈ Nm par une application linéaire

ρα
élim : k[X]

C′∆
α → k[X]C

′′
α+r

telle que les colonnes cρélim
q de sa matrice dans les bases de monômes satisfont

‖cρélim
q ‖1,v 6

m

∏
i=1

N∆i
i

pour tout q de multilongueur α, où Ni majore ‖S(i)
k ‖1,v et ‖T(i)

k ‖1,v pour tout k.
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Démonstration. Soit R défini comme dans l’énoncé, et Xq un monôme de l’espace
de départ. Par hypothèse, q(i)k < ∆i pour tout i et k 6 ui + 1, de sorte que l’on peut
poser

ρélim(Xq) =
m

∏
i=1

(
ui

∏
k=1

(X(i)
k )q(i)k

n

∏
k=ui+1

(T(i)
k )q(i)k (S(i)

k )∆i−q(i)k

)
et prolonger par linéarité. On vérifie immédiatement que ρélim(Xq) est congru à
R · Xq modulo IS,T, de même que l’estimation de norme annoncée.

Dans l’énoncé suivant, on rappelle que C′ = C′D, comme indiqué en-dessous
de (2.26).

Corollaire 2.2.18. Il existe une forme R ∈ k[X]C
′′

ne dépendant que de Z et n’apparte-
nant pas à ĨZ, et une application linéaire

ρα
élim : k[X]C

′
α → k[X]C

′′
α+r

où r = deg R, qui est la multiplication par R modulo ĨZ. De plus, les colonnes de la
matrice de ρα

élim dans les bases monomiales canoniques ont leur norme ‖ · ‖1,v majorée par

m

∏
i=1

(N′i )
Di ,

où N′i est une constante ne dépendant pas de α.

Démonstration. Il suffit d’établir l’existence de familles S et T comme dans l’énoncé
du lemme précédent, telles que IS,T ⊂ ĨZ et S /∈ ĨZ ; elle découle du fait qu’on a
utilisé un plongement adapté. En effet, d’après le fait 2.2.8 page 34, pour tous i et
k, il existe des formes A(i)

k,β et B(i)
k,β dans k[X(i)

0 , . . . , X(i)
ui ] telles que B(i)

k,β /∈ ĨZ et

X(i)
k

X(i)
0

=
Di−1

∑
β=0

A(i)
k,β

B(i)
k,β

X(i)
ui+1

X(i)
0

β

dans k(Z) = Frac(k[X]/ĨZ).

On obtient alors les familles S et T recherchées en multipliant les deux membres de
l’égalité précédente par X(i)

0 puis en réduisant au même dénominateur le membre
de droite ; ce dénominateur commun S n’appartient évidemment pas à ĨZ. La
forme R recherchée est alors celle fournie par le lemme précédent.

On note désormais R la forme donnée par le lemme précédent et r ∈ Nm son
multidegré. Notons qu’on a pas besoin d’en savoir plus sur cette forme, à part
le fait qu’elle n’appartient pas à ĨZ et ne dépend que de Z mais pas du degré α

considéré. En effet, en pratique on fera tendre ce dernier vers l’infini ; c’est en ce
sens qu’il faut comprendre la notation o(α) dans le lemme suivant, qui résume la
construction de ρα à partir des briques précédentes.
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Lemme 2.2.19. Pour tout multidegré α ∈ Nm il existe une application linéaire

ρα : k[X]α → k[X]C
′′′

α+r

qui est égale à la multiplication par R modulo ĨZ. De plus, les colonnes de sa matrice dans
les bases monomiales canoniques sont de norme ‖ · ‖∞,v majorée par

m

∏
i=1

(
‖ fZi‖1,v2B(B(g+1)+1)δv

)2αi
· eo(α) .

En particulier, on a ker ρα = k[X]α ∩ ĨZ.

Démonstration. Il suffit d’utiliser les résultats des lemmes précédents et de poser

ρα = ρα+r
div ◦ ρα

élim ◦ ρα
div .

L’assertion sur la norme est immédiate en remarquant que, si M1 et M2 sont deux
matrices, la norme ‖ · ‖∞,v de leur produit est majorée par ‖M1‖∞,v max(‖c‖1,v) où
c parcourt les colonnes de M2. On absorbe par ailleurs les constantes ne dépendant
pas de α, à savoir le r et la norme de ρélim, dans le o(α).

Pour le noyau, considérons une forme H de multidegré α. On constate d’une
part que si ρα(H) = 0, alors RH ∈ ĨZ donc H ∈ ĨZ car ce n’est pas le cas de
R et que ĨZ est premier. Réciproquement, si H ∈ ĨZ, alors RH ∈ ĨZ et ρα(H) ∈
ĨZ ∩ k[X]C

′′′
= {0}.

Notons qu’en prenant la somme, on peut définir une application linéaire ρ sur
k[X] entier ; on utilisera cette notation quand il ne sera pas utile de préciser le
degré.

2.2.5 Plongement abélien pondéré

Introduisons un plongement, dit éclatant ou pondéré par a = (a1, . . . , am), défini
par

ϕa : Z −→ Am ×Am−1 = A2m−1

(x1, . . . , xm) 7−→ (x1, . . . , xm; a1x1 − amxm, . . . , am−1xm−1 − amxm) .

qui nous permettra d’exploiter la relation (2.13).
Nous allons représenter ce morphisme par des familles de polynômes. Pour cela,

commençons par préciser les plongements utilisés : au départ, chaque facteur Zi
est plongé par χi ◦Θ ; on utilise ces mêmes plongements pour les m premiers fac-
teurs A de l’espace d’arrivée et on garde le plongement Θ pour les m− 1 facteurs
A restants.

On munit l’espace (Pn)2m−1 (dans lequel est plongé l’espace d’arrivée) des coor-
données multihomogènes X, Y = X(1), . . . , X(m), Y(1), . . . , Y(m−1) ; dans ce contexte
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quand i et j sont deux indices non précisés, on supposera implicitement 1 6 i 6 m
et 1 6 j 6 m− 1.

Une représentation de ϕa dans ces plongements, définie sur un ouvert γ de Am,
est un morphisme ψa tel que le diagramme suivant, dont les flèches verticales sont
les projections canoniques, commute.

k[X, Y ]
ψa //

��

k[X]

π
��

k[X, Y ]/Ĩϕa(Z)
ϕ∗a // (k[X]/ĨZ)γ

En bas, Ĩϕa(Z) désigne l’idéal multihomogène de l’image dans les coordonnées
choisies et (k[X]/ĨZ)γ désigne la localisation de l’anneau des coordonnées au
départ correspondant à l’ouvert γ.

On dispose (section 1.5.4 page 13) d’un atlas Γ de A2 avec sur chaque carte
une représentation locale de (x, y) 7→ αx − βy dans le plongement Θ. Voyons
comment en déduire un atlas de Am et des représentations locales de ϕa dans les
plongements considérés.

Soit γ = (γ1, . . . , γm−1) ∈ Γm−1. On lui associe un ouvert de Am, que par abus
on notera encore γ, défini par

⋂m−1
j=1 p−1

j (γj) où pj désigne la projection sur les
facteurs j et m. On vérifie sans peine qu’on obtient ainsi un atlas de Am, qu’on
notera encore Γm−1. On introduit alors pour chaque j la famille de formes

L(γ,j) = L(aj,am,γj)
(
χ−1

j (X(j)), χ−1
m (X(m))

)
(2.27)

où L(aj,am,γj) est donnée par la section 1.5.4 page 13, de sorte que chaque application

ψa,γ : k[X, Y ]→ k[X] (2.28)

X(i) 7→ X(i)

Y(j) 7→ L(γ,j)(X(i), X(m))

est une représentation locale de ϕa dans les plongements considérés, valable sur
l’ouvert γ (ou plus précisément, son image dans le plongement utilisé).

Étudions maintenant l’action de ψa,γ sur le degré et la hauteur. Le lemme suivant
est une conséquence immédiate de la définition.

Lemme 2.2.20. Soit H ∈ Q[X, Y ] une forme multihomogène de multidegré (α, β) où
α ∈ Nm et β ∈ Nm−1. On a alors

deg ψa,γ(H) =
(
α1 + 2β1a2

1, . . . , αm−1 + 2βm−1a2
m−1, αm + 2|β|a2

m
)

.

Avant de passer aux estimations de hauteur, il est utile d’introduire quelques
paramètres 3 qui seront utilisés tout au long de ce chapitre et qui contrôlent no-
tamment le degré en lequel nous établirons ces estimations.

3. Paramètres dont les définitions peuvent paraître énigmatiques à ce stade ; voir la section 2.6
page 74 pour une meilleure appréciation de ces choix.
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Introduisons un réel ε1 défini par :

ε1 = ε
g

m−g ·
(

Nm−1 (85 · 5m)g
) −1

m−g
(2.29)

et un rationnel ε0 tel que :
εε1

33m
6 ε0 6

εε1

32m
, (2.30)

et enfin un entier δ (qui sera choisi assez grand) tel que ε0δ soit également entier.
On pose alors

d =
(
ε0a2

1, . . . , ε0a2
m, 1, . . . , 1

)
∈ Q2m−1

d′ =
(
a2

1(2 + ε0), . . . , a2
m−1(2 + ε0), a2

m(2m− 2 + ε0)
)
∈ Qm (2.31)

de sorte que, si H est une forme de multidegré δd dans k[X, Y ], son image par
ψa,γ est de multidegré exactement δd′ d’après le lemme 2.2.20 page ci-contre. Pour
alléger les notations par la suite, on introduit le vecteur η = (1, . . . , 1, m− 1) ∈ Nm,
de sorte qu’on a d′i = a2

i (2ηi + ε0) pour tout i.

Revenons donc au calcul de l’action de ψa,γ sur la hauteur. Ce morphisme étant
homogène, il induit d’après la remarque ci-dessus une application linéaire de
k[X, Y ]δd dans k[X]δd′ . La base évidente de l’espace de départ est formée par les
monômes X pYq pour

(p, q) ∈ Nm(n+1) ×N(m−1)(n+1) tel que |p(i)| = δdi = δε0a2
i et |q(j)| = δdm+j = δ .

Lemme 2.2.21. Avec les notations précédentes, l’application linéaire

ψa,γ : k[X, Y ]δd → k[X]δd′

est représentée dans les bases canoniques de monômes par une matrice dont les colonnes
cp,q = ψa,γ(X pYq) = ∑|s|=δd′−|p| cp,q;sXs+p satisfont

H1(cp,q) 6
(
CΘ((n + 1)!)2 B2n)2δa2

1 ,

où l’on rappelle que CΘ est donné par la section 1.5.4 page 13.

Démonstration. La définition de ψa,γ montre que ψa,γ(X pYq) = X pψa,γ(Yq), on a
donc ‖cp,q‖1,v = ‖ψa,γ(Yq)‖1,v. Ainsi, on a

‖cp,q‖1,v 6
m−1

∏
j=1

n

∏
k=0
‖L

(aj,am,γj)

k

(
χ−1

j (X(j)), χ−1
m (X(m))

)
‖q(j)

k
1,v

6
m−1

∏
j=1

n

∏
k=0

(
‖L

(aj,am,γj)

k ‖1,v ‖χ−1
j ‖

2a2
j

1,v ‖χ
−1
m ‖

2a2
m

1,v

)q(j)
k

6
m−1

∏
j=1

(
C

a2
j +a2

m

Θ,v ‖χ−1
j ‖

2a2
j

1,v ‖χ
−1
m ‖

2a2
m

1,v

)δ
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en remarquant que, par définition de d, on a |q(j)| = δ pour tout j, puis en utilisant
la section 1.5.4 page 13. En prenant le produit sur toutes les places (et en prenant la
racine δ-ième pour simplifier l’écriture) il vient, compte tenu de (2.22) et de (2.15)

H1(cp,q)
1/δ 6

m−1

∏
j=1

C
a2

j +a2
m

Θ

(
(n + 1)! (D′j)

n)
)2a2

j
(
(n + 1)! (D′m)

n)
)2a2

m

6
m−1

∏
j=1

(
CΘ((n + 1)!)2 B2n)a2

j +a2
m .

Le résultat annoncé suit en invoquant le lemme 2.2.4 page 30.

Énonçons de suite une variante qui nous sera utile par la suite.

Corollaire 2.2.22. Soient (γv)v une famille de cartes indexée par les places de k et F ∈
k[X, Y ] une forme homogène. Alors

∏
v
‖ψa,γv(F)‖∆v

1,v 6 H1(F)
(
CΘ((n + 1)!)2 B2n)2δa2

1 .

Démonstration. Dans le cas d’un monôme, on reprend point par point le début de

la preuve précédente, en remplaçant simplement L
(aj,am,γj)

k par L
(aj,am,γv,j)

k au début,
différence qui disparaît au moment où l’on majore la norme de ces formes par
CΘ,v, car cette majoration ne dépend pas de la carte utilisée ; on obtient ainsi

‖ψa,γv(X pYq)‖1,v 6
m−1

∏
j=1

(
C

a2
j +a2

m

Θ,v ‖χ−1
j ‖

2a2
j

1,v ‖χ
−1
m ‖

2a2
m

1,v

)δ

puis, F étant une combinaison linéraire de monômes :

‖ψa,γv(F)‖1,v 6 ‖F‖1,v

m−1

∏
j=1

(
C

a2
j +a2

m

Θ,v ‖χ−1
j ‖

2a2
j

1,v ‖χ
−1
m ‖

2a2
m

1,v

)δ

.

La suite de la preuve est inchangée à par un facteur H1(F) supplémentaire.

2.3 Construction d’une forme auxiliaire

L’objectif de cette section est de construire une forme non nulle sur Z, provenant
d’une forme sur ϕa(Z), de degré prescrit, de hauteur contrôlée, et d’indice élevé
le long de E dans Z. Nous commencerons par définir la notion d’indice utilisée
et préciser les propriétés voulues et la stratégie de construction, puis nous établi-
rons les estimations de dimension et de hauteur nécessaires avant de conclure en
appliquant un lemme de Thue-Siegel.
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2.3.1 Stratégie de construction de la forme auxiliaire

Commençons par définir l’indice d’annulation (par rapport à un vecteur de
poids b ∈ Nm) d’une forme le long de E . (Une autre notion d’indice, en un
point cette fois-ci, sera définie de façon similaire au début de la sous-section 2.4.2
page 60.) Pour tout λ ∈ Nm(n+1), notons

Sb
0(λ) =

λ
(1)
0
b1

+ · · ·+
λ
(m)
0
bm

.

Pour toute forme H = ∑ hλXλ et tout β > 0, on pose

πb
β(H) = ∑

Sb
0(λ)<β

hλXλ (2.32)

et on définit l’indice par

Indb
E H = inf{β tel que πb

β(H) 6= 0} ,

où la borne inférieure est en fait un minimum, sauf si H = 0, cas où l’indice
est infini. À partir de maintenant, nous utiliserons l’indice Indηa2

E pondéré par le
vecteur ηa2 = (η1a2

1, . . . , ηma2
m), qui est essentiellement proportionnel à d′, ce qui

sera crucial pour la section 2.5 page 70.

Au début de cette section, nous avons dit vouloir construire une forme sur Z
provenant d’une forme sur ϕa(Z) ; plus précisément nous allons construire une
forme F sur ϕa(Z) et la tirer localement en arrière sur Z en une famille de formes
F′′γ grâce aux différents morphismes ψa,γ introduits à la sous-section 2.2.5 page 41.

Mais on ne peut brutalement exiger que leur indice, tel que défini précédem-
ment, soit élevé, car le nombre de conditions serait trop élevé (géométriquement,
il s’agirait d’exiger une annulation le long de E dans Pn alors que les degrés de
libertés sont donnés par Z qui est de dimension plus petite). Nous allons donc
utiliser le morphisme ρ introduit à la sous-section 2.2.4 page 37 et exiger que
F′γ = ρ(F′′γ ) ait un indice élevé, ce qui est loisible car le nombre des équations
définissant un indicé élevé dans k[X]C

′′′
est convenable (le nombre de variables

libre dans cet espace correspondant à la dimension de Z) comme le montrera la
prochaine sous-section.

Concernant le degré, on reprend les multidegrés définis par (2.31) et on rappelle
que δ désigne un grand entier tel que δε0 soit aussi entier. On impose alors à F
d’être de degré δd, de sorte que les F′′γ seront de degré δd′ et les F′γ de degré
δd′ + r = δd′ + o(δ). Par ailleurs, l’indice exigé sera ε1δ, où ε1 est défini par (2.29)
et la relation entre ε0 et ε1 permettra d’ajuster l’exposant de Dirichlet du système
auquel on appliquera le lemme de Thue-Siegel.

Choisissons donc dans k[X, Y ]δd un supplémentaire de (Ĩϕa(Z))δd engendré par
des monômes, que l’on notera F̃δd et dans lequel on cherchera F. L’entier δ sera
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choisi assez grand pour que la dimension de F̃δd coïncide avec la valeur du poly-
nôme de Hilbert-Samuel de Ĩϕa(Z) en δd.

Reformulons l’objectif en introduisant un morphisme σ défini par

σ : F̃δd → Gδd′+r =
⊕

γ∈Γm−1

(
k[X]C

′′′
δd′+r ∩Vect((Xλ)

Sηa2
0 (λ)<ε1δ

)
)

(2.33)

F 7→
(
π

ηa2

ε1δ ◦ ρδd′ ◦ ψa,γ(F)
)

γ

de sorte qu’il s’agit en fait de trouver une forme non nulle dans le noyau de σ.
Pour procéder nous devons donc :

1. Estimer les dimensions des espaces de départ et d’arrivée de σ et s’assurer
que la seconde est plus petite que la première ;

2. Estimer la hauteur de la matrice de σ dans les bases monomiales évidentes.

Ces estimations font l’objet des deux sous-sections suivantes. Comme δ est arbi-
trairement grand devant les autres paramètres, on n’explicitera à chaque fois que
le terme de plus haut degré en δ ; ainsi lorsqu’on utilisera la notation o( · ) ou ∼, il
s’agira d’équivalents quand δ tend vers l’infini.

2.3.2 Deux calculs de dimension

La dimension de F̃δd est donnée par le théorème de Hilbert-Samuel multiho-
mogène (voir [Phi86, § 3] par exemple) dès qu’on connaît les différents multidegrés
de ϕa(Z). Il est a priori difficile de tous les calculer, mais comme il suffit en fait de
minorer la dimension, le lemme suivant nous donne tout ce qu’on aura besoin de
savoir sur le degré.

Lemme 2.3.1. Avec les notations précédentes, on a

deg(0,...,0,um;u1,...,um−1)

(
ϕa(Z)

)
= Dm

m−1

∏
j=1

Dja
2uj
j .

Démonstration. Ce degré est donné par le cardinal de l’intersection de ϕa(Z) avec
des hyperplans génériques choisis de la façon suivante : um provenant du m-ième
facteur Pn, et ui hyperplans provenant du facteur m + i pour i ∈ {1, . . . , m− 1}.

On commence par choisir les hyperplans sur le facteur m : on remarque qu’ils se
remontent par ϕa en des hyperplans sur le dernier facteur de l’espace de départ
(Pn)m. Ainsi, couper ϕa(Z) par ces hyperplans revient à imposer à xm de parcourir
un ensemble de cardinal Dm.

Fixons maintenant un point p′ dans cet ensemble et notons p = am p′. On
constate que ϕa(Z) ∩ Z(X(m) = p′) coïncide avec l’image de

ϕ′a,p′ : Z1 × · · · × Zm−1 × {p′} → A2m−1

(x1, . . . , xm−1, p′) 7→ (x1, . . . , xm−1, p′; a1x1 − p, . . . , am−1xm−1 − p)
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qui est le produit d’un point par des variétés de la forme ϕ′′ai ,p(Zi) pour i variant
de 1 à m− 1 en notant

ϕ′′ai ,p : Zi → A2

x 7→ (x, aix− p)

Il suffit donc de calculer le degré de ces variétés. La translation par p n’ayant pas
d’influence sur le degré, il suffit de regarder l’action de la multiplication par ai.
Or, celle-ci pouvant être représentée globalement par des formes de degré a2

i , en
tirant en arrière par ϕ′′ai ,p une famille de ui hyperplans génériques sur le second
facteur, on obtient des hypersurfaces génériques de degré a2

i qui coupent donc Zi

en Dia
2ui
i points.

Le résultat suit en prenant le produit.

Lemme 2.3.2. Avec les notations précédentes, on a

dim F̃δd >
εum

0 ∏m
i=1 Di a2ui

i

∏m
i=1 ui!

δu + o(δu) .

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème de Hilbert-Samuel multihomo-
gène en utilisant le lemme précédent, car une somme de nombre positifs est mino-
rée par chacun de ses termes. Il vient

dim F̃δd =

(
∑

t∈N2m−1

|t|=|u|

degt ϕa(Z)
dt

t!

)
δu + o(δu)

> deg(0,...,0,um;u1,...,um−1)

(
ϕa(Z)

)
· (ε0a2

m)
um

∏m
i=1 ui!

δu + o(δu)

par définition de d, voir (2.31). On achève la preuve en combinant avec le résultat
du lemme précédent.

Il reste à majorer la dimension de Gδd′+r. On introduit à cet effet l’ensemble
suivant :

E =

{
(λ(1), . . . , λ(m)) ∈

m

∏
i=1

(
Nui+1 × {0, . . . , Di − 1} × {0}n−ui−1)

tel que Sηa2

0 (λ) < δε1 et |λ(i)| = δd′i + ri ∀i

}
,

dont il s’agit de calculer le cardinal. En effet, la famille (Xλ)λ∈E forme une base
de k[X]C

′′′
δd′+r ∩Vect((Xλ)

Sηa2
0 (λ)<ε1δ

) et Gδd′+r est somme directe de tels espaces.
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Lemme 2.3.3. Avec les notations précédentes,

Card E 6 δu
m

∏
i=1

Dia
2ui
i ·

εm
1 mum 3u−m

m! ∏m
i=1(ui − 1)!

+ o(δu)

Démonstration. Pour choisir un indice λ dans E , on peut commencer par choisir
λ
(i)
ui+1 entre 0 et Di − 1 pour tout i, ce qui représente ∏m

i=1 Di possibilités.

On peut ensuite choisir des entiers λ
(1)
0 , . . . λ

(m)
0 sujets à la seule condition

Sηa2

0 (λ) < δε1 .

Le lemme 2.14.5 de [Far03] donne le nombre de choix possibles, qui est

a2
1 . . . a2

m(m− 1)
m!

(δε1)
m + o(δm) .

Il reste alors à choisir pour tout i un élément de l’ensemble{
(λ

(i)
1 , . . . , λ

(i)
ui ) ∈ Nui tel que

ui

∑
j=1

λ
(i)
j = δd′i + ri − λ

(i)
0 − λ

(i)
ui+1

}
,

qui est de cardinal

(
δd′i + ri − λ

(i)
0 − λ

(i)
ui+1 + ui − 1

ui − 1

)
6
(

δd′i + ri + ui − 1
ui − 1

)
6

(d′i)
ui−1

(ui − 1)!
δui−1 + o(δui−1) .

On prend alors le produit :

Card E 6
a2

1 . . . a2
m(m− 1)
m!

(δε1)
m ·

m

∏
i=1

(d′i)
ui−1

(ui − 1)!
Diδ

ui−1 + o(δu)

6 δu
m

∏
i=1

Dia
2ui
i ·

εm
1 (m− 1)(2m− 2 + ε0)um−1(2 + ε0)u−m−um+1

m! ∏m
i=1(ui − 1)!

+ o(δu)

d’après la définition (2.31) de d′. Le résultat annoncé suit en remarquant que 2 +

ε0 6 3 et 2m− 2 + ε0 6 3m.

Compte tenu de la définition (2.33) de Gδd′+r et du fait que Card Γm−1 = Nm−1,
on a immédiatement

dimGδd′+r 6 δu
m

∏
i=1

Dia
2ui
i ·

εm
1 Nm−1 mum 3u−m

m! ∏m
i=1(ui − 1)!

+ o(δu) .
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En combinant ce résultat avec le lemme 2.3.2 page 47 et en observant que ui 6 g,
on a

dimGδd′+r

dim F̃δd
6

εm
1 Nm−1 mum 3u−m ∏m

i=1 ui

εum
0 m!

+ o(1)

6
εm

1 Nm−1 mg 3m(g−1) gm

ε
g
0 m!

+ o(1) .

Or, nous allons prouver dans un instant que

εm
1 Nm−1 mg 3m(g−1) gm

ε
g
0 m!

6
1
2

(2.34)

ce qui nous donne immédiatement

dimGδd′+r

dim F̃δd
6

1
2
+ o(1) (2.35)

et montre que le noyau de l’application σ définie par (2.33) est de dimension
strictement positive et permet même de contrôler l’exposant de Dirichlet lorsque
nous appliquerons le lemme de Thue-Siegel.

Prouvons maintenant notre assertion (2.34) : on utilise la définition (2.30) de ε0

et la minoration classique m! > mme−m pour écrire

εm
1 Nm−1 mg 3m(g−1) gm

ε
g
0 m!

6
ε

m−g
1 Nm−1 mg 3m(g−1) gm (33m)g em

εg mm

6
1

mm−g ·
ε

m−g
1 Nm−1 3mg gm (33m)g

εg

6
1

mm−g ·
ε

m−g
1 Nm−1 (85 · 5m)g

εg

où l’on a utilisé les faits élémentaires (quitte à vérifier numériquement pour les
petites valeurs) g · 3g 6 (13/3)g puis 33m · (13/3)m 6 85 · 5m. On remarque que la
définition (2.29) de ε1 signifie précisément que le deuxième facteur vaut 1 ; il suffit
maintenant d’observer que m > g + 1 > 2 pour conclure.

2.3.3 Hauteur du système

Il s’agit d’estimer la hauteur de la matrice (dans les bases monomiales cano-
niques) Mσ de l’application σ définie par (2.33). Nous utiliserons ici la norme
‖ · ‖∞,v en chaque place, de sorte que la norme de la matrice de σ sera majorée par

tout majorant commun des normes des matrices des applications π
ηa2

ε1δ ◦ ρδd′ ◦ ψa,γ.

D’après la définition (2.32) de π
ηa2

ε1δ il est clair que cette application ne peut que
faire décroître la norme. On pose alors σ′γ = ρδd′ ◦ ψa,γ ; il s’agit donc de majorer
h∞(Mσ′γ) indépendamment de γ.
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On utilise le fait élémentaire suivant : si M1 et M2 sont deux matrices, la hau-
teur h∞ de leur produit est majorée par h∞(M1) +max(h1(c)) où c parcourt les co-
lonnes de M2. Il suffit alors de combiner les estimations des lemmes 2.2.19 page 41

et 2.2.21 page 43 pour obtenir

h∞(Mσ′γ) 6 2δa2
1
(
cΘ + 2 log((n + 1)!) + 2n log B

)
+

m

∑
i=1

2δd′i
(

h1( fZi) +
(

B(g + 1) + 1
)

log B + log 2
)
+ o(δ) .

On remarque pour commencer que, comme ε0 < 1 on a d′i = a2
i (2ηi + ε0) 6

3ηia2
i ; le lemme 2.2.4 page 30 implique alors que ∑i d′i 6 6a2

1. On utilise de plus la
définition (2.10) pour majorer h∞(Mσ′γ) par

4δa2
1

(
c1,Θ/2 + log((n + 1)!) + n log B + 3 log(B)

(
B(g + 1) + 1

)
+ 3 log 2

)
+ 6δ

m

∑
i=1

ηia2
i h1( fZi) + o(δ) .

On invoque alors (2.61) 4 pour conclure :

h∞(Mσ′γ) 6 δa2
1c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (u) + 6δ
m

∑
i=1

ηia2
i h1( fZi) + o(δ) . (2.36)

Compte tenu des remarques précédentes, on a donc aussi

h∞(Mσ) 6 δa2
1c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (u) + 6δ
m

∑
i=1

ηia2
i h1( fZi) + o(δ) . (2.37)

Remarquons que l’on pourrait invoquer l’hypothèse (2.17) pour simplifier cette
dernière expression ; voire à ce sujet la remarque suivant le scolie 2.3.7 page sui-
vante.

2.3.4 Construction finale de la forme auxiliaire

Commençons par rappeler la version que nous utiliserons du classique lemme
de Thue-Siegel.

Fait 2.3.4. Pour toute matrice M de dimensions p × q à coefficients dans un corps de
nombres k avec p < q, il existe un vecteur x ∈ kq non nul tel que Mx = 0 et satisfaisant

h∞(x) 6
p

q− p
(
h∞(M) + log q

)
+

q
q− p

ck ,

où ck est une constante ne dépendant que de k.
4. La section 2.6.2 page 78 regroupe quelques estimations plus ou moins fastidieuses ou ininté-

ressantes pour ne pas perturber le cours du texte ; elle est parfaitement indépendante des sections
précédentes sauf bien sûr pour les définitions de différents paramètres en jeu.
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2.3 Construction d’une forme auxiliaire

Démonstration. C’est le lemme de Siegel de Bombieri tel qu’énoncé dans [Bom81].
Notons que des versions plus précises sont disponibles, mais les améliorations ne
concernent que des termes qui sont négligeables dans notre situation et n’ont donc
pas d’intérêt ici.

Nous sommes maintenant en mesure de construire la forme auxiliaire.

Proposition 2.3.5. Sous les hypothèses et notations précédentes et si δ est assez grand, il
existe une forme non nulle F ∈ ker σ telle que

deg F = δd =
(
ε0a2

1δ, . . . , ε0a2
mδ, δ, . . . , δ

)
h∞(F) 6 δa2

1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u) + 6δ

m

∑
i=1

ηia2
i h1( fZi) + o(δ) .

Démonstration. On applique le fait 2.3.4 page ci-contre à la matrice Mσ introduite
à la sous-section précédente, de dimensions p = dimGδd′+r et q = dim F̃δd esti-
mées précédemment. La relation (2.35) se lit alors p

q 6 1
2 + o(1), ce qui implique

directement que p < q et que

p
q− p

=
1

q
p − 1

6
1

1− o(1)
6 1 + o(1) .

De même, q
q−p ck = o(δ) ; en remarquant de plus que log q = o(δ), on voit qu’il

existe une forme F satisfaisant aux conditions de l’énoncé mais de hauteur majorée
par h∞(Mσ) + o(δ). Il ne reste plus qu’à invoquer (2.37) pour conclure au résultat
annoncé.

Remarquons que dans la majoration de hauteur on peut en fait choisir la hauteur
utilisée, comme le montre le scolie suivant.

Scolie 2.3.6. On a h1(F) 6 h∞(F) + o(δ).

Démonstration. La différence entre ces deux hauteurs est majorée par le logarithme
du nombre de coefficients de F, qui est au plus

2m−1

∏
i=1

(
δdi + n

n

)
6

2m−1

∏
i=1

(δdi + n)n

n!
.

Cette quantité étant polynomiale en δ, son logarithme est négligeable devant δ.

Par la suite, nous travaillerons presqu’exclusivement avec les formes F′γ = ρ ◦
ψa,γ(F), la forme F ne servant qu’à assurer un lien global entre elles. Le scolie
suivant résume toutes les propriétés de ces formes dont nous aurons besoin.

Scolie 2.3.7. Pour toute carte γ ∈ Γm−1, la forme F′γ ∈ k[(X(i)
0 , . . . , X(i)

u+1)i] satisfait :
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(i) F′γ = R(X) · F(X, L(γ)(X)) mod ĨZ ;

(ii) Indηa2

E F′γ > ε1δ ;

(iii) deg F′γ = δd′ + r avec d′i = a2
i (2ηi + ε0) pour tout i, et r indépendant de δ ;

(iv) h1(F′γ) 6 2δa2
1c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (u) + 12δ ∑m
i=1 ηia2

i h1( fZi) + o(δ) ;

De plus, si (γv)v est une famille de cartes indexée par les places de k, on a

∑
v

∆v log‖F′γv
‖1,v 6 14δa2

1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u) + o(δ) . (2.38)

Démonstration. Les trois premiers points ne font que résumer la construction. Plus
précisément, le premier découle de la définition de F′γ, du lemme 2.2.19 page 41

et de la définition (2.28) de ψa,γ ; le deuxième est imposé par la construction et le
troisième découle du lemme 2.2.20 page 42 et des définitions (2.31) de d et d′.

Pour le quatrième point, on remarque que F′γ = σ′γ(F) dans les notations de la
sous-section 2.3.3 page 49 de sorte qu’on a

h∞(F′γ) 6 h∞(Mσ′γ) + h1(F) 6 2δa2
1c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (u) + 12δ
m

∑
i=1

ηia2
i h1( fZi) + o(δ)

en utilisant le résultat de la proposition précédente et (2.36). Le même argument
qu’au scolie 2.3.6 page précédente montre que h1(F′γ) est en fait majoré par la
même quantité.

Pour la dernière assertion, on procède exactement comme pour majorer la hau-
teur de F′γ sauf qu’on utilise le corollaire 2.2.22 page 44 à la place du lemme 2.2.21

page 43, ce qui donne une majoration identique à la précédente :

∑
v

∆v log‖F′γv
‖1,v 6 2δa2

1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u) + 12δ

m

∑
i=1

ηia2
i h1( fZi) + o(δ)

Il ne reste qu’à appliquer l’hypothèse (2.17) pour conclure.

Remarquons qu’on a utilisé l’hypothèse (2.17) pour simplifier la dernière estima-
tion contrairement à celle du quatrième point. En effet, cette estimation de h1(F′γ)
contribuera directement, en section 2.5 page 70, à l’estimation de hauteur de la
forme motrice que nous cherchons à construire (proposition 2.2.5 page 31) et il est
donc intéressant de conserver la dépendance en ∑m

i=1 ηia2
i h1( fZi) explicite jusqu’à

la relation de récurrence (2.20). L’autre estimation en revanche, ne sera utilisée que
dans la section suivante pour assurer que les termes ne dépendant pas de ĥ(e1)

sont assez petits pour être couverts par cette dernière quantité, compte tenu de
l’hypothèse (2.2).
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2.4 Extrapolation

Le but de cette section est de montrer que la fonction auxiliaire que nous venons
de construire s’annulle avec un indice élevé en e, pour une définition de l’indice
que nous préciserons.

Auparavant, nous étudierons les dérivées sur Z des fonctions rationnelles obte-
nues en déshomogénéisant F′γ par (X(i)

ki
)i où 0 6 ki 6 ui, que nous représenterons

par des fractions rationnelles suffisamment bien contrôlées. Pour commencer, nous
effectuons ce travail sur une variété projective quelconque (plongée de façon adap-
tée) avant de passer à une variété produit.

2.4.1 Estimation de dérivées

Soit V une variété projective de dimension s, plongée de façon adaptée dans un
espace projectif Pn, de degré ∆ dans ce plongement. Alors k(V) est une extension
finie de

k
(X1

X0
, . . . ,

Xs

X0

)
dont Xs+1

X0
est un élément primitif. Sur ce dernier corps, on dispose des dérivations

standard définies par dk
Xl
X0

= δl
k qui forment une base de l’espace des dérivations,

et s’étendent de façon unique à k(V) pour former une base de l’espace de ses
dérivations ; on pose alors

∂κ =
s

∏
k=0

1
κk!

dκk
k .

On cherche, pour tout κ et pour certaines fonctions rationnelles f , à donner
une représentation de ∂κ f sous la forme G/H avec G ∈ k[X] de degré et normes
locales contrôlés, et H ∈ k[X] \ IV totalement explicite. Par « représentation », on
entend qu’on veut avoir π(G/H) = ∂κ f où π est la projection naturelle de k[X](IV)

sur k(V). Pour des raisons techniques, on construira en fait deux représentations,
dont on contrôlera respectivement les normes aux places finies ou infinies.

Pour l’application considérée, on peut se restreindre au cas où f est de la forme
P/Xdeg P

k avec 0 6 Xk 6 s et P ∈ k[X0, . . . , Xs+1]. Par linéarité et en utilisant la
règle de Leibniz, il suffit pour commencer de considérer les fonctions de la forme
Xl/Xk pour 0 6 l 6 s + 1 et 0 6 k 6 s. Le cas où l 6= s + 1 est facile et fait l’objet
du lemme suivant, valable aussi bien dans k[X]IV que dans k(Z).

Lemme 2.4.1. Soit κ = (κ1, . . . , κs) ∈ Ns et posons κ0 = 0 ; on note Supp κ l’ensemble
des indices α tels que κα 6= 0. Alors, pour tout (k, l) ∈ {0, . . . , s}2 tel que k 6= l on a

∂κ Xl

Xk
=

0 si Supp κ 6⊂ {k, l} ou κl > 1 ;

(−1)κk

(
Xl
Xk

)1−κl
(

X0
Xk

)|κ|
sinon.
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Par ailleurs, si k = l alors ∂κ Xl
Xk

vaut 0 si κ 6= 0 et 1 sinon.

Démonstration. Si k = 0, c’est la définition même de ∂κ ; si k = l le résultat est clair
également. Sinon, en utilisant la règle de Leibniz et ses conséquences usuelles, on
a facilement

dα
Xl

X0

(
Xk

X0

)−1

=

(
Xk

X0

)−2 (Xk

X0
dα

Xl

X0
− Xl

X0
dα

Xk

X0

)
=


− Xl

X0

(
X0
Xk

)2
si α = k ;

X0
Xk

si α = l ;

0 sinon.

Si Supp κ 6⊂ {k, l}, il existe un α distinct de k et l tel que ∂κ contient un facteur dα

et on a donc ∂κ Xl
Xk

= 0. De même, κl > 1 on a ∂κ Xl
Xk

= 0 car dl ◦dl
Xl
Xk

= dl
X0
Xk

= 0.
Ceci donne le premier cas ; pour le deuxième, si l 6= 0 on écrit

∂κ Xl

Xk
= dκl

l
Xl

X0
· 1

κk!
dκk

k
X0

Xk

=

(
Xl

X0

)1−κl

· (−1)κk

(
X0

Xk

)κk+1

= (−1)κk

(
Xl

Xk

)1−κl
(

X0

Xk

)κk+κl

qui donne bien le résultat annoncé. Le cas l = 0 est direct.

Pour le cas l = s + 1, on utilisera des relations de dépendance sur les autres
variables, données par le fait que le plongement est adapté. Le lemme suivant
énonce de façon générale comment exploiter de telles relations.

Lemme 2.4.2. Soient W1, . . . , Ws, W ′1, . . . , W ′s , T des variables et L une extension algé-
brique finie de k(W ′1, . . . , W ′s). On fixe ω un élément de L ; on note π le morphisme de
k[W1, . . . , Ws, T] dans L qui envoie Wk sur W ′k et T sur ω. Soit S ∈ ker π ; on note
R = ∂S

∂T et on suppose que R /∈ ker π.
On considère les dérivations standard dk sur k(W ′1, . . . , W ′s) ainsi que leurs extensions

à L, et on note ∂κ = 1
κ! ∏s

k=0 dκk
k . Il existe des polynômes Pκ

α ∈ k[W1, . . . , Ws, T], pour
κ ∈ Ns \ {0} et α ∈ {0, 1}, tels que :

(i) ∂κω = π

(
Pκ

α

R2|κ|−1

)
;

(ii) degW Pκ
α 6 (2|κ| − 1)degW S ;

(iii) degT Pκ
α 6 (2|κ| − 1)degT S ;

(iv) ‖Pκ
δv
‖1,v 6 ‖S‖2|κ|−1

1,v ·
(
(8s)|κ|D3|κ|−2

)δv
où D = max(degW S, degT S)

où le dernier point est valable en toute place v.

Démonstration. Il s’agit en fait de compléter 5 la preuve du lemme 6.1 de [Rém00b],
en utilisant aux places finies une généralisation de la relation 2.3.1, p. 63 de [Far03].

5. On contrôle en fait le développement autour d’un point générique, alors que Rémond l’étudie
en un point fixé. Plus précisément, on pourrait retrouver l’énoncé de Rémond à partir de celui-ci
par évaluation de Pκ

δv
et R en un point convenable.
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On va construire Pκ
0 et Pκ

1 indépendamment par récurrence sur la longueur de
κ, en partant à chaque fois de Pκ

δv
= − ∂S

∂Wk0
quand κk = δk

k0
(cas |κ| = 1), car ce

choix convient. Pour la suite, on fixe un δv, un κ de longueur au moins 2, et on
suppose qu’on a choisi un Pκ′

δv
convenable pour chaque κ′ de longueur strictement

inférieure à celle de κ.
On commence par le cas ultramétrique et on note donc provisoirement Pκ = Pκ

0
pour alléger. Les polynômes recherchés sont caractérisés par la contrainte

S

(
W1 + t1, . . . , Ws + ts, T + ∑

κ∈Ns\{0}

Pκ

R2|κ|−1
tκ

)
∈ ker π ,

où l’on a étendu π aux algèbres de séries en t1, . . . , ts au départ et à l’arrivée. Il
suffit, pour satisfaire cette contrainte, d’imposer que la série ci-dessus ait tous ses
termes nuls sauf le premier qui est égal à S. Le développement de Taylor de
l’expression ci-dessus donne alors :

0 = ∑
(λ,µ)∈Ns+1\{(0,0)}

∂λ,µS · tλ ·
(

∑
κ∈Ns\{0}

Pκ

R2|κ|−1
tκ

)µ

= ∑
(λ,µ)∈Ns+1\{(0,0)}

ν∈(Ns\{0})µ

(
∂λ,µS ·

µ

∏
i=1

Pν(i)

R2|ν(i)|−1

)
t∑i ν(i)+λ

= ∑
κ∈Ns\{0}

(
Pκ

R2|κ|−2
+ ∑

(λ,µ)∈Ns+1\{(0,0),(0,1)}
ν∈(Ns\{0})µ

∑i ν(i)+λ=κ

∂λ,µS ·
µ

∏
i=1

Pν(i)

R2|ν(i)|−1

)
tκ ,

où l’on a noté (λ, µ) = (λ1, . . . , λs, µ) et ∂λ,µ les dérivées divisées correspondantes
dans k[W1, . . . , Ws, T]. On remarque alors que, sur l’ensemble de sommation, on a
d’une part ∑

µ
i=1(2|ν(i)| − 1) = 2|κ| − 2|λ| − µ et d’autre part 2|λ|+ µ > 2 : en effet

on a soit |λ| > 1 soit µ > 2.
On peut donc définir les polynômes Pκ par la relation de récurrence

−Pκ = ∑
(λ,µ)∈Ns+1\{(0,0),(0,1)}

ν(i)∈Ns\{0}
∑i ν(i)+λ=κ

∂λ,µS ·
( µ

∏
i=1

Pν(i)
)
· R2|λ|+µ−2 .

On majore alors les degrés de Pκ par récurrence :

degW Pκ 6 degW S + (2|κ| − 2)degW S = (2|κ| − 1)degW S

degT Pκ 6 degT S + (2|κ| − 2)degT S = (2|κ| − 1)degT S .
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La majoration de norme locale est immédiate par analogie avec les degrés vu les
propriétés de la norme aux places ultramétriques.

Considérons maintenant le cas archimédien (désormais Pκ = Pκ
1 pour alléger).

On utilise la relation de récurrence suivante, établie dans la démonstration du
lemme 6.1 de [Rém00b] (haut de la page 139), avec Qκ = Pκ · κ! et P = S où,
rappelons-le, κ′ est tel que κk0 = κ′k0

+ 1 et κk = κ′k sinon :

Qκ = R2 ∂Qκ′

∂Wk0

− R
∂S

∂Wk0

∂Qκ′

∂T

+ (2|κ′| − 1)Qκ′ ·
(

∂S
∂Wk0

∂R
∂T
− R

∂R
∂Wk0

)
.

On en déduit immédiatement les estimations de degré annoncées. En particulier,
on utilise le fait que max(degW Qκ′ , degT Qκ′) 6 (2|κ| − 3)D pour l’estimation de
norme :

‖Qκ‖1,v 6 2D2‖S‖2
1,v · (2|κ| − 3)D‖Qκ′‖1,v + (2|κ| − 3)‖Qκ′‖1,v · 2D3‖S‖2

1,v

6 4(2|κ| − 3)D3‖S‖2
1,v‖Qκ′‖1,v 6 8(|κ| − 1)D3‖S‖2

1,v‖Qκ′‖1,v .

On se souvient alors que dans le cas |κ| = 1 on a ‖Qκ‖1,v 6 ‖S‖1,vDδv pour en dé-

duire par récurrence que ‖Qκ‖1,v 6 ‖S‖2|κ|−1
1,v 8|κ|−1D3|κ|−2(|κ| − 1)! ; ceci implique

le résultat annoncé vu la définition de Qκ ci-dessus et le fait que (|κ|κ ) 6 s|κ|.

Notations 2.4.3. On note Ps+1 le polynôme donné par l’application du fait 2.2.9
page 34 à V avec k = s + 1 et Q = ∂Ps+1

∂Xs+1
. Il est clair que deg Q = ∆− 1 et ‖Q‖1,v 6

‖ fV‖1,v∆δv .

Lemme 2.4.4. Avec la définition précédente, pour tout k ∈ {0, . . . , s}, tout κ ∈ Ns \ {0}
et α ∈ {0, 1}, il existe des formes homogènes Pκ

k,α telles que :

(i) ∂κ Xs+1
Xk

=
Pκ

k,α

(X∆+1
k Q)2|κ| dans k(V) ;

(ii) deg Pκ
k,α = 4∆|κ| ;

(iii) ‖Pκ
k,δv
‖1,v 6 ‖ fV‖2|κ|

1,v · (8s∆3)|κ|δv en toute place v.

Démonstration. Posons Sk = Ps+1(1, W1, . . . , Ws, WkT) ; les degrés partiels en W et
T de Sk sont tous deux majorés par ∆, et la norme par celle de fV .

On souhaite appliquer le lemme précédent avec L = k(V) en prenant pour W ′l
et ω les images respectives de Xl/X0 et Xs+1/Xk dans ce dernier, ainsi que S = Sk.
Ceci est possible car on a

π(R) = π

(
d Sk

d T

)
= π

(
WkQ(1, W1, . . . , Ws, WkT)

)
=

Xk

X0
Q
(

X0

X0
, . . . ,

Xs+1

X0

)

56



2.4 Extrapolation

et qu’aucun de ces facteurs n’est nul dans k(V) car le plongement est adapté. On
note P̃κ

k,δv
les polynômes obtenus. On a alors, dans k(V) :

∂κ Xs+1

Xk
= π

(
P̃κ

k,δv
(W1, . . . , Ws, T)

R(W1, . . . , Ws, T)2|κ|−1

)

=
P̃κ

k,δv
(X1/X0, . . . , Xs/X0, Xs+1/Xk)(

(Xk/X0)Q(X0/X0, . . . , Xs/X0, Xs+1/X0)
)2|κ|−1

·
(

X0Xk

X0Xk

)(2|κ|−1)∆

=
P κ

k,δv
(X0, . . . , Xs+1)(

X∆+1
k Q(X0, . . . , Xs+1)

)2|κ|−1
=

Pκ
k,δv

(X0, . . . , Xs+1)(
X∆+1

k Q(X0, . . . , Xs+1)
)2|κ|

où P κ
k,δv

est l’homogénéisé de P̃κ
k,δv

par rapport à X0Xk, de degré 2∆(2|κ| − 1), et
Pκ

k,δv
= P κ

k,δv
X∆+1

k Q. Cette dernière opération n’a pour but que de simplifier les
calculs ultérieurs en rendant le degré exactement linéaire en |κ|.

Par construction, Pκ
k,δv

est homogène de degré 4∆|κ| et satisfait le premier point ;
de plus

‖Pκ
k,δv
‖1,v 6 ‖ fV‖2|κ|−1

1,v ·
(
(8s)|κ|∆3|κ|−2

)δv
· ‖ fV‖1,v · ∆δv

qui donne immédiatement le dernier point.

Nous sommes maintenant prêts à étudier les dérivées des monômes de la forme

Mλ
k =

s+1

∏
l=0

(
Xl

Xk

)λl

,

qui font l’objet du lemme suivant.

Lemme 2.4.5. Soient λ ∈ Ns+2 et Mλ
k comme ci-dessus, pour k ∈ {0, . . . , s}. En conser-

vant les notations ci-dessus, pour tous κ ∈ Ns et α ∈ {0, 1}, il existe des formes homo-
gènes Pκ

λ,k,α telles que

(i) ∂κ Mλ
k =

Pκ
λ,k,α

Q2|κ|
k X2|κ|(∆+1)+|λ|

k

dans k(V) ;

(ii) deg Pκ
λ,k,α = |λ|+ 4∆|κ| ;

(iii) ‖Pκ
λ,k,δv
‖1,v 6 ‖ fV‖2|κ|

1,v

((
16s∆3)|κ| · 2s|λ|

)δv
en toute place v.

De plus, OrdX0

(
Pκ

λ,k,α

)
> λ0.

Démonstration. On utilise la règle de Leibniz :

∂κ Mλ
k = ∂κ

s+1

∏
l=0

λl

∏
αl=1

(
Xl

Xk

)
= ∑

ν∈N

s+1

∏
l=0

λl

∏
αl=1

∂ν(l,αl )
(

Xl

Xk

)
,
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où la somme est prise sur l’ensemble

N =

{
ν ∈

s+1

∏
l=0

(Ns)λl tel que
s+1

∑
l=0

λl

∑
αl=1

ν(l,αl) = κ

}
.

On pose alors P(0,...,0)
k,δv

= 1 et 10(κ) = 1 si κ = (0, . . . , 0) et 0 sinon, de sorte que
d’après le lemme précédent on a

∂κ Xs+1

Xk
=

Pκ
k,δv

(X∆+1
k Q)2|κ| ·

(
Xs+1

Xk

)10(κ)

pour tout κ, même nul. On pose enfin ν
(l,αl)
0 = 0 pour tout l ; en appliquant le

lemme 2.4.1 page 53, il vient alors :

∂κ Mλ
k = ∑

ν∈N ′

(
s

∏
l=0

λl

∏
αl=1

(−1)ν
(l,αl )
k

(
Xl

Xk

)1−ν
(l,αl )
l

(
X0

Xk

)|ν(l,αl )|
)

·
λs+1

∏
αs+1=1

Pν(s+1,αs+1)

k,δv

(X∆+1
k Q)2|ν(s+1,αs+1)|

·
(

Xs+1

Xk

)10(ν
(s+1,αs+1))

,

où la somme est prise sur l’ensemble

N ′ =
{

ν ∈ N tel que ν
(l,αl)
l = 0

et, pour tout (l, αl) avec l 6 s : Supp ν(l,αl) ⊂ {k, l} et ν
(l,αl)
l 6 1

}
.

On remarque alors que ∑s+1
l=0 ∑λl

αl=1 1 = |λ| de sorte que multiplier chaque facteur

par Xk dans l’expression ci-dessus revient à multiplier la somme par X|λ|k . On est
ainsi amené à poser

Pκ
λ,k,δv

= ∑
ν∈N ′

(
s

∏
l=0

λl

∏
αl=1

(−1)ν
(l,αl )
k X1−ν

(l,αl )
l

l Xν
(l,αl )
l

k · X|ν
(l,αl )|

0 X|ν
(l,αl )|(2∆+1)

k ·Q2|ν(l,αl )|
)

·
λs+1

∏
αs+1=1

Pν(s+1,αs+1)

k,δv
· X10(ν

(s+1,αs+1))
s+1 X1−10(ν

(s+1,αs+1))
k

qui satisfait au premier point.
Le calcul du degré est direct (par homogénéité, c’est celui du dénominateur)

et on ne détaille donc que l’estimation de norme : chaque terme de la somme
définissant Pκ

λ,k,δv
est majoré en norme par(

s

∏
l=0

λl

∏
αl=1
‖Q‖2|ν(l,αl )|

1,v

)
λs+1

∏
αs+1=1

‖Pν(s+1,αs+1)

k,δv
‖1,v 6 ‖ fV‖2|κ|

1,v · (8s∆3)|κ|δv
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2.4 Extrapolation

d’après le lemme précédent et le fait que ‖Q‖2|ν|
1,v admet le même majorant que

celui donné par le lemme en question pour ‖Pν
k,δv
‖1,v pour tout ν. On remarque

alors que l’ensemble de sommation N ′ est contenu dans N qui s’écrit aussi

s

∏
p=1

{
νp ∈ N|λ| tel que

s+1

∑
l=0

λl

∑
αl=1

ν
(l,αl)
p = κp

}
.

Chacun des facteurs de ce produit est de cardinal (κp+|λ|−1
|λ|−1 ) 6 2κp+|λ|−2. L’estima-

tion annoncée suit en prenant le produit.
Enfin, on constate que chaque terme de la somme définissant Pκ

λ,k,δv
contient un

facteur (pour l = 0) de la forme ∏λ0
α0=1 X1−ν

(0,α0)
0

0 = Xλ0
0 , ce qui prouve l’assertion

sur l’ordre.

Transposons maintenant ce résultat à notre situation multiprojective. On rap-
pelle auparavant que les Qi sont donnés par la notation 2.2.13 page 36, qui coïncide
avec la notation 2.4.3 page 56 appliquée successivement à chaque facteur Zi.

Lemme 2.4.6. Soit G ∈ k[(X(i)
0 , . . . , X(i)

u+1)i] une forme de multidegré α = (α1, . . . , αm)

et g = G/ ∏m
i=1(X(i)

ki
)αi avec k ∈ ∏m

i=1{0, . . . , ui}. Alors, pour tous κ ∈ ∏m
i=1 Nui et

β ∈ {0, 1}, il existe une forme Pκ
G,k,δv

telle que

(i) ∂κg =
Pκ

G,k,β

∏m
i=1 Q2|κ(i) |

i (X(i)
ki
)2|κ(i) |(Di+1)+αi

dans k(Z) ;

(ii) degi Pκ
G,k,β = αi + 4Di|κ(i)| pour tout i, où degi est le degré partiel en X(i) ;

(iii) ‖Pκ
G,k,δv
‖1,v 6 ‖G‖1,v ∏m

i=1‖ f̃Zi‖
2|κ(i)|
1,v

((
16uiD3

i

)|κ(i)| · 2uiαi

)δv
pour tout v.

De plus, Indηa2

E
(

Pκ
G,k,β

)
> Indηa2

E (G).

Démonstration. Les trois premiers points s’obtiennent en remarquant que g est
une combinaison linéaire de monômes en X(i)

l /X(i)
k pour i ∈ {1, . . . , m} et l ∈

{0, . . . , ui + 1}, puis en écrivant que

∂κ

(
m

∏
i=1

ui+1

∏
l=0

(
X(i)

l

X(i)
k

)λ
(i)
k
)

=
m

∏
i=1

∂i,κ(i)
(

ui+1

∏
l=0

(
X(i)

l

X(i)
k

)λ
(i)
k
)

et en appliquant le lemme 2.4.5 page 57 sur chaque facteur.
Seul le point sur l’indice reste à vérifier ; on peut clairement se ramener au cas

où G = Xλ est un monôme. Considérons alors Xν un monôme apparaissant dans
Pκ

G,k,β : c’est-à-dire que (X(i))ν(i) apparaît dans Pκ
λ(i),k,β

(X(i)). D’après le lemme cité,

on alors ν
(i)
0 > λ

(i)
0 d’où, en sommant, Sηa2

0 (ν) > Sηa2

0 (λ) qui est équivalent à
l’estimation annoncée vu la définition de l’indice.
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2.4.2 Minoration de l’indice

Nous allons maintenant montrer que la forme auxiliaire construite précédem-
ment s’annule avec un indice élevé en e. Commençons par préciser la notion d’in-
dice utilisée, similaire à celle définie au début de la sous-section 2.3.1 page 45, mais
cette fois en un point. Par ailleurs on introduit d’abord la notion d’indice pondéré
par un vecteur b ∈ Nm quelconque avant de spécialiser au vecteur de poids qui
nous intéresse, ce qui n’était pas utile précédemment mais le sera cette fois pour
énoncer la variante du théorème du produit que nous utiliserons. Posons

Sb(κ) =
|κ(1)|

b1
+ · · ·+ |κ

(m)|
bm

pour tout κ ∈ Nu. Si ζ est une fraction rationnelle et x un point où elle est définie,
on définit son indice en x comme

Indb
x ζ = inf{Sb(κ) pour κ tel que ∂κζ(x) 6= 0} ,

où la borne inférieure est en fait un minimum, sauf si ζ = 0, cas où l’indice est
infini.

Remarque 2.4.7. La définition ci-dessus fait usage d’une base de dérivations de
k(Zi) via les applications ∂κ (voir le début de la sous-section 2.4.1 page 53). Cepen-
dant, elle ne dépend pas de la base choisie, car seul compte l’ordre des opérateurs
différentiels sur chaque facteur (correspondant à |κ(i)| ci-dessus), ordre qui est in-
dépendant de l’expression de ces opérateurs en fonction de telle ou telle base de
dérivations.

Lemme 2.4.8. Soient ζ1, ζ2 et α des fonctions rationnelles telles que ζ1 = αζ2 et x un
point où elles sont toutes les trois définies.

(i) Si κ est tel que ∂νζ2(x) = 0 dès que ν < κ pour l’ordre produit sur Nu, alors
∂κζ1(x) = α(x) ∂κζ2(x).

(ii) Si α(x) 6= 0 on a Indb
x(ζ1) = Indb

x(ζ2).

Démonstration. Le premier point découle facilement de la formule de Leibniz :

∂κζ1(x) = ∑
ν6κ

∂κ−να(x) ∂νζ2(x) .

Or, par hypothèse, tous les termes de cette somme sont nuls sauf peut-être celui
où ν = κ.

Si α(x) 6= 0 alors α−1 est également définie en x et les deux autres fonctions
jouent donc un rôle symétrique. Ainsi, si un indice κ est minimal pour la condition
∂κζ1(x) 6= 0, il l’est aussi pour la condition ∂κζ2(x) 6= 0 grâce au point précédent,
ce qui prouve que les deux fonctions ont le même indice en x.
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2.4 Extrapolation

Si G est une forme multihomogène, on définit Indb
x G = Indb

x G/H où H est
n’importe quelle forme multihomogène de même degré ne s’annulant pas en x. Le
deuxième point du lemme précédent montre que cette définition a bien un sens.
On s’intéressera désormais à l’indice pondéré par ηa2 = (a2

1, . . . , a2
m−1, (m− 1)a2

m).

On choisit dans l’atlas Γm−1 présenté en sous-section 2.2.5, page 42 une carte γe

contenant e, et on considère la forme multihomogène F′γe
donnée par le scolie 2.3.7

page 51. Le but de cette section est alors de montrer la proposition suivante.

Proposition 2.4.9. On a Indηa2

e F′γe
> ε1δ

σ avec σ = 128(m−1)B
ε .

La preuve consistera à évaluer les valeurs absolues locales des valeurs en e des
dérivées successives de cette forme et à montrer qu’elles sont suffisamment petites,
tant que l’ordre de dérivation n’est pas trop élevé, pour contredire la formule du
produit à moins que la dérivée ne s’annule. Avant de procéder, commençons par
introduire quelques choix d’indices adaptés à chaque place.

On rappelle que ẽ désigne un système de coordonnées multihomogènes (dans
le plongement adapté) du point e supposé contredire le théorème 2.1.1 page 27.
On choisit, pour tout i, un indice kv,i ∈ {0, . . . , ui} de sorte que |ẽ(i)kv,i

|v soit maximal

parmi |ẽ(i)0 |v, . . . , |ẽ(i)ui |v. Le lemme suivant montre que cette valeur absolue repré-
sente à peu de chose près la norme de ẽ(i).

Lemme 2.4.10. Avec les notations précédentes, on a

|ẽ(i)kv,i
|v > ‖ẽ‖∞,v · ‖ fZi‖

−1
1,v · (2D′i)

−Di(ui+1)δv .

Démonstration. Il s’agit de montrer qu’on a

|ẽ(i)k |v 6 |ẽ(i)kv,i
|v · ‖ fZi‖1,v · (2D′i)

Di(ui+1)δv

pour tout k. D’après la note 2 en bas de page 33 on a ‖ fZi‖1,v > 1, donc le résultat

est acquis dès que |ẽ(i)k |v 6 |ẽ(i)kv,i
|v, ce qui est le cas pour k 6 ui par définition de

kv,i. Notons donc k > ui un indice tel que |ẽ(i)kv,i
|v < |ẽ(i)k |v.

On utilise alors le fait qu’on connaît, dans un plongement adapté, des relations
P(i)

k liant chacune des dernières coordonnées aux premières, unitaires en la der-

nière variable (voir page 36). En décomposant P(i)
k suivant les puissances de X(i)

k ,

on voit qu’il existe des polynômes P(i)
k,α ∈ k[X(i)

0 , . . . , X(i)
ui ] tels que :

(X(i)
k )Di =

Di

∑
α=1

(X(i)
k )Di−α P(i)

k,α où deg P(i)
k,α = α et

Di

∑
α=1
‖P(i)

k,α‖1,v 6 ‖P(i)
l ‖1,v .

On spécialise alors en ẽ(i)/ẽ(i)kv,i
et on prend les valeurs absolues :∣∣∣∣∣ ẽ(i)k

ẽ(i)kv,i

∣∣∣∣∣
Di

v

6
Di

∑
α=1

∣∣∣∣∣ ẽ(i)k

ẽ(i)kv,i

∣∣∣∣∣
Di−α

v

∣∣∣∣∣P(i)
k,α

(
ẽ(i)0

ẽ(i)kv,i

, . . . ,
ẽ(i)ui

ẽ(i)kv,i

)∣∣∣∣∣
v
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puis on divise et on utilise les remarques précédentes pour obtenir :∣∣∣∣∣ ẽ(i)k

ẽ(i)kv,i

∣∣∣∣∣
v

6
Di

∑
α=1

∣∣∣∣∣ ẽ(i)k

ẽ(i)kv,i

∣∣∣∣∣
1−α

v

‖P(i)
k,α‖1,v 6

Di

∑
α=1
‖P(i)

k,α‖1,v 6 ‖P(i)
l ‖1,v

Le résultat désiré est alors donné exactement par (2.24).

On introduit ensuite le point e′ ∈ Am−1 tel que ϕa(e) = (e, e′) et on note e′(j) =

L(γe,j)(ẽ(j), ẽ(m)), qui est un système de coordonnées multihomogènes de e′ dans
le plongement Θm−1 (on rappelle que L(γ,j) est défini par (2.27)). On choisit alors
pour tout j un indice lv,j ∈ {0, . . . , n} maximisant |e′(j)

lv,j
|v, ainsi que lj ∈ {0, . . . , n}

tel que e′(j)
lj
6= 0. Il est alors clair que |e′(j)

lv,j
|v > ‖e′(j)‖1,v(n + 1)−δv .

Introduisons maintenant une fonction rationnelle définie par

ξ =
F′γe

(X)

∏m
i=1(X(i)

0 )ε0a2
i δ+ri ∏m−1

j=1 L(γe,j)
lj

(X)δ
.

D’après l’hypothèse (2.1), on a ẽ(i)0 6= 0 ; par ailleurs le choix de lj assure que

L(γe,j)
lj

(ẽ) 6= 0, de sorte que le dénominateur ne s’annule pas en ẽ et que par défi-

nition on a Indηa2

e F′γe
= Indηa2

e ξ. Pour minorer cet indice, nous allons commencer
par décomposer cette fonction en des facteurs dont nous aurons un bon contrôle
en chaque place.

Pour toute place v et tout indice j on note désormais γv,j la carte donnée par la
section 1.5.4 page 13 avec (a, b, x, y) = (ai, am, ei, em), puis γv = (γv,1, . . . , γv,m−1)

la carte correspondante dans Γm−1. On pose alors pour simplifier L(v,j) = L(γv,j) et
F′v = F′γv

. En utilisant le premier point du scolie 2.3.7 page 51 et en remarquant
que, pour chaque j, les vecteurs L(v,j)(ẽ(j), ẽ(m)) sont non nuls et proportionnels
entre eux quand v varie, on a, pour tout v :

ξ =
R(X) F(X; L(v,1)(X), . . . , L(v,m−1)(X))

∏m
i=1(X(i)

0 )ε0a2
i δ+ri ·∏m−1

j=1 L(v,j)
lj

(X)δ

par homogénéité de F. On introduit alors nos indices locaux kv et lv :

ξ =
R(X) F(X; L(v,1)(X), . . . , L(v,m−1)(X))

∏m
i=1(X(i)

kv,i
)ε0a2

i δ+ri ·∏m−1
j=1 L(v,j)

lv,j
(X)δ

·
m−1

∏
j=1

L(v,j)
lv,j

(X)

L(v,j)
lj

(X)

δ

·
m

∏
i=1

X(i)
kv,i

X(i)
0

ε0a2
i δ+ri

puis on utilise la définition de δd′+ r (voir (2.31) page 43 pour d′ ; pour r il suffit de
se souvenir qu’il ne dépend pas de δ) en scindant le premier facteur et de nouveau
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la remarque sur les L(v,j) pour simplifier le second :

ξ =
R(X) F(X; L(v,1)(X), . . . , L(v,m−1)(X))

∏m
i=1(X(i)

kv,i
)δd′i+ri

·
m−1

∏
j=1

 (X(j)
kv,j

)2a2
j (X(m)

kv,m
)2a2

m

L(v,j)
lv,j

(X(j), X(m))

δ

︸ ︷︷ ︸
α2,v

·
m−1

∏
j=1

L(γe,j)
lv,j

(X)

L(γe,j)
lj

(X)

δ

︸ ︷︷ ︸
α3,v

·
m

∏
i=1

X(i)
kv,i

X(i)
0

ε0a2
i δ+ri

︸ ︷︷ ︸
α4,v

.

On remarque que le numérateur du premier facteur est égal à F′v modulo ĨZ.
Soit maintenant κ ∈ Nu un indice minimal tel que ∂κξ(e) 6= 0. Comme les der-

niers facteurs de l’écriture précédente sont tous définis et inversibles en e grâce
aux différents choix d’indices et au premier point du scolie 2.2.14 page 36, une
nouvelle application du lemme 2.4.8 page 60 montre que, pour tout v, on a l’ex-
pression suivante, où l’on rappelle que F′v = F′γv

:

∂κξ(e) = ∂κ F′v(X)

∏m
i=1(X(i)

kv,i
)δd′i+ri︸ ︷︷ ︸

α1,v

(ẽ) · α2,v(ẽ) · α3,v(ẽ) · α4,v(ẽ) (2.39)

c’est-à-dire que ∂κξ(e) = α1,v(ẽ) · α2,v(ẽ) · α3,v(ẽ) · α4,v(ẽ). Remarquons que chacun
des facteurs du membre de droite dépend de v, mais pas leur produit.

Pour p ∈ {1, 2, 3, 4}, posons alors h(αp(ẽ)) = ∑v ∆v log|αp,v(ẽ)|v où ∆v désigne
le degré local divisé en v ; cette somme converge car chaque αp,v appartient à un
ensemble fini fixe de nombres algébriques (dont le cardinal est majoré en fonction
de n, m et N). La formule du produit donne alors

0 = h(α1(ẽ)) + h(α2(ẽ)) + h(α3(ẽ)) + h(α4(ẽ)) . (2.40)

Supposons maintenant que, contrairement à la conclusion de la proposition, on ait

Sηa2
(κ) < ε1δ/σ (2.41)

et montrons qu’on contredit alors l’égalité ci-dessus. Pour cela, on majore sépa-
rément chacun des termes, en procédant de droite à gauche (par ordre plus ou
moins croissant de difficulté) et on obtient une somme négative en utilisant l’hy-
pothèse ci-dessus, les hypothèses (2.2) et (2.3) sur e, et bien sûr les propriétés de la
forme auxiliaire.

Pour α4,v(ẽ) on commence par remarquer que le dénominateur n’intervient pas
dans le calcul de la hauteur, puis au numérateur que la valeur absolue d’une
coordonnée est majorée par la norme du vecteur :

∏
v

m

∏
i=1

 |ẽ(i)kv,i
|v

|ẽ(i)0 |v

(ε0δa2
i +ri)∆v

6
m

∏
i=1

H∞(ẽ(i))ε0δa2
i +ri
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puis on passe au logarithme :

h(α4(ẽ)) 6 ε0δ
( m

∑
i=1

a2
i h∞(ẽ(i))

)
+ o(δ) .

Concentrons-nous sur le contenu de la parenthèse, que nous rencontrerons à nou-
veau en évaluant α1,v(ẽ). On utilise le fait que ẽ(i) = χi(e(i)), puis (1.8) :

m

∑
i=1

a2
i h∞(ẽ(i)) 6

m

∑
i=1

a2
i
(
h1(e(i)) + h∞(χi)

)
6

m

∑
i=1

a2
i
(
ĥ(ei) + ĉΘ +

1
2

log(n + 1) + h∞(χi)
)

.

On remarque alors que h∞(χi) 6 log B d’après (2.22) et (2.15). On regroupe alors
les termes avant d’utiliser d’une part (2.14) et d’autre part le lemme 2.2.4 page 30 :

m

∑
i=1

a2
i h∞(ẽ(i)) 6

m

∑
i=1

(
a2

i ĥ(ei)
)
+
(
ĉΘ +

1
2

log(n + 1) + log B
) m

∑
i=1

a2
i

6 2ma2
1ĥ(e1) + 2a2

1
(3

2
c1,Θ + log B

)
. (2.42)

Au final on a donc

h(α4(ẽ)) 6 2ε0δa2
1
(
mĥ(e1) +

3
2

c1,Θ + log B
)

. (2.43)

Pour h(α3(ẽ)) on commence avec les mêmes arguments pour écrire

∏
v

m−1

∏
j=1

 |L(γe,j)
lv,j

(ẽ(j), ẽ(m))|v
|L(γe,j)

lj
(ẽ(j), ẽ(m))|v

δ∆v

6
m−1

∏
j=1

H∞(e′j)
δ

puis on passe au logarithme et on utilise encore (1.8) :

h(α3(ẽ)) 6 δ
m−1

∑
j=1

(
ĥ(e′j) + ĉΘ

)
mais on conclut cette fois en invoquant (2.13) :

h(α3(ẽ)) 6 δ
(
3a2

1(m− 1)γVĥ(e1) + o(a2
1)
)

. (2.44)

Pour α2,v, on commence par minorer le dénominateur grâce à la définition de
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2.4 Extrapolation

lv,j puis on utilise la majoration évidente ‖ẽ(i)‖∞,v 6 ‖χi‖∞,v ‖e(i)‖1,v :

|ẽ(j)
kv,j
|
2a2

j
v |ẽ(m)

kv,m
|2a2

m
v

|L(v,j)
lv,j

(ẽ(j), ẽ(m))|v
6
‖ẽ(j)‖

2a2
j

∞,v‖ẽ(m)‖2a2
m

∞,v

‖L(v,j)(ẽ(j), ẽ(m))‖1,v
(n + 1)δv

6
‖e(j)‖

2a2
j

1,v ‖e(m)‖2a2
m

1,v

‖L(aj,am,γv,j)(e(j), e(m))‖1,v

(n + 1)δv B2δv(a2
j +a2

m)

6 (n + 1)δv
(
CΘ,vB2δv

)a2
j +a2

m

compte tenu de (1.10) et du choix des γv. Il ne reste alors plus qu’à prendre le
logarithme dans l’estimation précédente, multiplier par δ puis sommer sur v et
sur j pour avoir

h(α2(ẽ)) 6 δ
(
2a2

1(c1,Θ + 2 log B) + o(a2
1)
)

(2.45)

en utilisant encore le lemme 2.2.4 page 30.

Nous allons maintenant expliciter α1,v. Pour chaque place v, on applique alors le
lemme 2.4.6 page 59 avec G = F′v et k = kv, et on note Pv = Pκ

F′v,kv,δv
la forme obtenue

pour l’indice κ fixé plus haut (plus précisément, celle des deux formes obtenues
qui correspond à la place considérée). Remarquons comme précédemment que Pv

parcourt un ensemble fini de formes à coefficients algébriques quand v varie ; la
famille Pv jouit de plus des propriétés suivantes.

Lemme 2.4.11. Dans les notations précédentes, on a :

(i) α1,v =
Pv(X)

∏m
i=1 Qi(X(i))2|κ(i)|(X(i)

kv,i
)2|κ(i)|(Di+1)+δd′i+ri

;

(ii) degi Pv 6 3δηia2
i ;

(iii) h1((Pv)v) 6 15δa2
1c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (u) + o(δ) ;

(iv) Indηa2

E
(

Pv
)
> ε1δ ;

où l’on a noté h1((Pv)v) = ∑v ∆v log‖Pv‖1,v.

Démonstration. Chaque point découle du point correspondant du lemme 2.4.6
page 59, en tenant compte des informations connues sur F′v (voir le scolie 2.3.7
page 51) et κ (voir (2.41)). Le premier est immédiat d’après la définition (2.39) de
α1,v et le fait que degi F′v = δd′i + ri. Le point sur l’indice est également clair.

Avant de passer au degré, remarquons que l’hypothèse (2.41) implique que

|κ(i)| < ηia2
i ε1δ/σ , (2.46)
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ce qui nous servira également pour l’estimation de hauteur. On écrit alors

degi Pv = δd′i + ri + 4Di|κ(i)|
6 δa2

i (2ηi + ε0) + 4Diηia2
i ε1δ/σ + o(δ)

6 δa2
i ηi(2 + ε0 +

4B
σ

ε1) + o(δ)

qui donne bien la majoration annoncée, compte tenu du fait que 4B/σ 6 1 par
définition de σ (prop. 2.4.9 page 61) et qu’on a largement ε0 + ε1 6 1.

Pour la hauteur, dans le point correspondant du lemme, on prend le logarithme
puis la somme (pondérée par les degrés locaux divisés) sur toutes les places :

h1((Pv)v) 6 h1((F′v)v)

+
m

∑
i=1

(
2|κ(i)|h1( f̃Zi) + |κ(i)|(log(16g) + 3 log B) + g(δd′i + ri) log 2

)
6 h1((F′v)v) + 2

( m

∑
i=1
|κ(i)|h1( fZi)

)
+ δg(log 2)

m

∑
i=1

a2
i (2ηi + ε0) + o(δ)

+
(
2gB(log B + log(n + 1)) + log(16g) + 3 log B

) m

∑
i=1
|κ(i)|

où l’on a utilisé (2.23) et la définition de d′. Nous allons maintenant majorer indé-
pendamment chacun des termes de cette somme. Le premier est donné par (2.38) ;
nous verrons que c’est le terme dominant. Pour le deuxième, on a

m

∑
i=1
|κ(i)|h1( fZi) 6 δε1σ−1

m

∑
i=1

a2
i ηih1( fZi) 6 δa2

1ε1σ−1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u)

en utilisant la remarque précédente sur κ puis l’hypothèse (2.17).
On écrit ensuite

g(log 2)
m

∑
i=1

a2
i (2ηi + ε0) 6 3g(log 2)

m

∑
i=1

a2
i ηi 6 6g(log 2) a2

1 6
1
4

Λa2
1

en utilisant successivement le fait que ε0 < 1 puis le lemme 2.2.4 page 30 et enfin
la définition (2.8) de Λ (deuxième argument du maximum et m > g). Enfin, on
remarque que

m

∑
i=1
|κ(i)| 6 δε1σ−1

m

∑
i=1

ηia2
i 6 2δa2

1ε1σ−1

en utilisant à nouveau la remarque précédente sur κ et le lemme 2.2.4 page 30. On
invoque alors (2.65) 6 pour majorer le dernier terme par

2δa2
1ε1σ−1c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (u) .

Il ne reste plus qu’à prendre la somme, en utilisant le fait que ε1σ−1 6 1/8 (majo-
ration très large mais suffisante) pour aboutir à l’estimation annoncée.

6. Voir note 4 en bas de page 50
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2.4 Extrapolation

Pour estimer h(α1(ẽ)), commençons par scinder une nouvelle fois notre fonction
en deux facteurs :

α1,v =
Pv(X)

∏m
i=1 Q2|κ(i)|

i (X(i)
kv,i
)2|κ(i)|(Di+1)+δd′i+ri

=
Pv(X)

∏m
i=1(X(i)

kv,i
)degi Pv︸ ︷︷ ︸

α1′,v

·
m

∏
i=1

(X(i)
kv,i
)2|κ(i)|·deg Qi

(Qi)2|κ(i)|︸ ︷︷ ︸
α1′′,v

Pour le second facteur, on commence par remarquer que le dénominateur ne s’an-
nulle pas en ẽ(i) d’après le deuxième point du scolie 2.2.14 page 36 et qu’on a
donc

∏
v

|ẽ(i)kv
|2 deg Qi |κ(i)|∆v
v

|Qi(ẽ(i))||κ
(i)|∆v

v

6 H∞(ẽ(i))2 deg Qi |κ(i)| .

On note alors que par définition, deg Qi = Di − 1 6 B, puis on utilise (2.46)

h(α1′′(ẽ)) 6 2B
m

∑
i=1

h∞(ẽ(i))|κ(i)|

6 2δBε1σ−1
m

∑
i=1

ηia2
i h∞(ẽ(i)) .

En adaptant la démonstration de (2.42) on a facilement

m

∑
i=1

ηia2
i h∞(ẽ(i)) 6 2a2

1
(
2(m− 1)ĥ(e1) +

3
2

c1,Θ + log B
)

en remarquant que ∑m
i=1 ηi = 2(m− 1). Au final, on a donc

h(α1′′(ẽ)) 6 4δa2
1Bε1σ−1(2(m− 1)ĥ(e1) +

3
2

c1,Θ + log B
)

6 δa2
1
(
8(m− 1)Bε1σ−1ĥ(e1) +

3
2

c1,Θ + log B
)

. (2.47)

en utilisant le fait que 4Bε1σ−1 6 1 d’après le choix de σ pour les deux derniers
termes, mais pas pour le premier car c’est celui qui est crucial dans le choix de σ :
on désire donc conserver jusqu’au bout sa dépendance en σ explicite.

Pour l’autre partie, on écrit

α1′,v(ẽ) = Pv

(
ẽ(1)

ẽ(1)kv,1

, . . . ,
ẽ(m)

ẽ(m)
kv,m

)
= ∑

λ

pv,λ

(
ẽ

ẽkv

)λ

où la dernière somme est prise sur les multiindices λ tels que |λ(i)| = degi Pv et

Sηa2

0 (λ) > 3
4 ε1δ. Étudions de plus près les valeurs absolues des monômes interve-
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nant dans cette écriture ; d’après le lemme 2.4.10 page 61 on a :

m

∏
i=1

n

∏
k=0

(
|ẽ(i)k |v
|ẽ(i)kv,i
|v

)λ
(i)
k

6
m

∏
i=1

n

∏
k=0

(
|ẽ(i)k |v
‖ẽ(i)‖∞,v

)λ
(i)
k

·
m

∏
i=1

(
‖ fZi‖1,v · (2D′i)

Di(ui+1)δv
)degi Pv

.

Il est clair que le premier facteur est inférieur à 1 pour tout v. Cependant, si v ∈ S
on peut dire mieux en se concentrant sur la partie

m

∏
i=1

(
|ẽ(i)0 |v
‖ẽ(i)‖∞,v

)λ
(i)
0

(2.48)

et en exploitant l’hypothèse principale. On commence par utiliser le fait que
e(i) = χ−1

i (ẽ(i)) pour minorer le dénominateur, puis une comparaison classique
de normes donne

|ẽ(i)0 |v
‖ẽ(i)‖∞,v

6
|ẽ(i)0 |v
‖e(i)‖2,v

· (n + 1)3δv/2 ‖χ−1
i ‖∞,v .

Par construction de χi (lemme 2.2.10 page 35) on a ẽ(i)0 = e(i)0 et on remarque alors
que le premier facteur dans l’écriture ci-dessus n’est autre que distv(ei, E), ce qui
nous permet d’exploiter (2.1) :

|ẽ(i)0 |v
‖ẽ(i)‖∞,v

6 H2(ei)
−λvε · (n + 1)3δv/2 ‖χ−1

i ‖∞,v

6 e−λvεĥ(ei) · eλvεĉΘ · (n + 1)3δv/2 ‖χ−1
i ‖∞,v

où la dernière ligne découle comme d’habitude de (1.8).
En utilisant le fait que λ

(i)
0 6 |λ(i)| = degi Pv, on peut alors majorer le logarithme

de (2.48) par

−λvε
m

∑
i=1

λ
(i)
0 ĥ(ei) +

m

∑
i=1

degi Pv

(
3δv

2
log(n + 1) + log‖χ−1

i ‖∞,v + λvεĉΘ

)
et pour majorer le premier terme de cette somme on écrit en utilisant encore (2.14)

m

∑
i=1

λ
(i)
0 ĥ(ei) =

m

∑
i=1

λ
(i)
0

a2
i

a2
i ĥ(ei) >

1
2

a2
1ĥ(e1)

m

∑
i=1

λ
(i)
0

a2
i

>
1
2

a2
1ĥ(e1) δε1

où la dernière estimation découle du quatrième point du lemme 2.4.11 page 65 et
de la définition de l’indice.

68



2.4 Extrapolation

En regroupant tous les termes qui constituent α1′,v(e) puis en sommant sur v,
on majore la hauteur logarithmique de ce facteur par la quantité suivante, où l’on
note λv = 0 si v /∈ S :

∑
v

∆v

(
−1

2
δa2

1ĥ(e1)λvεε1 + log‖Pv‖1,v +
m

∑
i=1

degi Pv

(
3δv

2
log(n + 1)

+ log‖χ−1
i ‖∞,v + λvεĉΘ + log‖ fZi‖1,v + (Di(ui + 1)δv) log(2D′i(n + 1))

))
puis en se souvenant que ∑v ∆vλv = 1 et en utilisant (2.22) et le lemme 2.4.11

page 65 :

h(α1′(ẽ)) 6 −
1
2

δa2
1ĥ(e1)εε1 + 15δa2

1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u) + 3δ

m

∑
i=1

ηia2
i h1( fZi) + o(δ)

+ 3δ
(3

2
log(n + 1) + n log(Bn) + εĉΘ + B(g + 1) log(B(n + 1))

) m

∑
i=1

ηia2
i

On utilise alors l’hypothèse (2.17), le lemme 2.2.4 page 30 et l’estimation (2.66)
pour conclure :

h(α1′(ẽ)) 6 −
1
2

δa2
1ĥ(e1)εε1 + 19δa2

1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u) + o(δ) .

En substituant cette dernière estimation ainsi que (2.43), (2.44), (2.45), (2.47) dans
(2.40), il vient

0 6 δa2
1
(
αĥ(e1) + β

)
+ o(δa2

1) (2.49)

avec :

α = 2mε0 + 3(m− 1)γV +
8(m− 1)Bε1

σ
− 1

2
εε1

β = 19c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u) + (

7
2
+ 3ε0)c1,Θ + (5 + 2ε0) log B

6 20c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u)

où la dernière majoration utilise (2.64) et le fait que 2ε0 6 1.
Montrons que α est négatif et même inférieur à − 1

4 εε1. La définition (2.30) de ε0

assure que

2mε0 6
εε1

16
. (2.50)

Par ailleurs, en utilisant la définition (2.29) de ε1 puis celle (2.7) de γV, on a

εε1

48(m− 1)
>

ε
m

m−g

48(m− 1) N
m−1
m−g (85 · 5m)

g
m−g

(2.51)

>
ε

m
m−g

mN
m

m−g (85 · 5g)
m

m−g
= γV
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en remarquant que 48 · 85
g

m−g 6 85
m

m−g . Ceci entraîne immédiatement que

3(m− 1)γV 6
εε1

16
. (2.52)

Enfin, le choix de σ dans l’énoncé de la proposition 2.4.9 page 61 assure que

8(m− 1)Bε1

σ
6

εε1

16
(2.53)

et on a bien α 6 3
16 εε1 − 1

2 εε1 6 − 1
4 εε1 < 0 comme annoncé.

Ainsi on a, en remarquant que u > m et que f est décroissante :

αĥ(e1) + β 6 −1
4

εε1ĥ(e1) + 20c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (m) (2.54)

6 −1
4

εε1

(
ĥ(e1)−

80
εε1

c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (m)

)
.

Or, en remarquant que c2 = 5m/γV d’après les définitions respectives (2.7) et (2.18)
de ces deux constantes, la comparaison (2.51) entraîne

80
εε1

6
48(m− 1) · 5m

εε1
6 c2 6 Λ

par définition (2.8) de Λ. Par ailleurs, (1 + 1
m ) f (m) + 1 6 (1 + 1

m ) f (m− 1) d’après
la définition (2.9) de f , donc en utilisant le fait que m > 2, il vient :

αĥ(e1) + β 6 −1
4

εε1

(
ĥ(e1)− c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (m−1)
)
6 −3

4
εε1c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (m−1) < 0

où l’on a utilisé l’hypothèse (2.2) et la définition (2.5). Au final, pour δ et a2
1 as-

sez grands, le membre de droite de (2.49) est négatif, contradiction qui achève la
preuve de la proposition 2.4.9 page 61.

2.5 Application du théorème du produit et conclusion

La section précédente a montré que F′γe
était d’indice élevé en e. Nous allons

maintenant en déduire l’existence d’une forme T comme dans la conclusion de la
proposition 2.2.5 page 31, en utilisant le fait suivant, conséquence du théorème du
produit.

Fait 2.5.1. Soient (x1, . . . , xm) un point rationnel de Pu1 × · · · × Pum et u = u1 + · · ·+
um. On considère une forme G de degré b ∈ (N \ {0})m et on suppose qu’il existe α > 0
tel que :

(i) Indb
x G > α ;

(ii) bj
bj+1

>
(m

α

)u pour tout j ∈ {1, . . . , m− 1} ;
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(iii) α
m <

(
log(u+1)

2u2

)u
.

Il existe alors un i ∈ {1, . . . , m} et une forme T ∈ k[X(i)
0 , . . . , X(i)

ui ] non nulle, telle que

(i) x ∈ Z(T) ;

(ii) deg T 6
(m

α

)u ;

(iii) la hauteur de T satisfait à

bi h∞(T) 6 ui

(m
α

)u
(

h∞(G) +
m

∑
j=1

(
bj(Stuj + log 2) +

√
uj
)
+

u− 1
2

log|b|
)

+ bi

(m
α

)u
(ui + 1) log

((m
α

)u
(ui + 1)

)
+ bi log

(
deg T + ui

ui

)

où le nombre de Stoll est défini par (1.2).

Démonstration. C’est le théorème 7.1 page 149 de [Rém00b].

Pour appliquer ce fait, nous devons fabriquer à partir de F′γe
une forme sur Pu1 ×

· · ·×Pum qui conserve un indice comparable et dont on contrôlera degré et hauteur.
On considère à cet effet la projection linéaire π d’un ouvert dense de (Pn)m sur
cet espace obtenue en conservant les ui + 1 premières coordonnées sur chaque
facteur. Cette projection fait apparaître Z, ou plus précisément son image par χi ◦
Θ, comme un revêtement (ramifié) de l’espace d’arrivée, car ce plongement est
adapté. Algébriquement, ceci signifie que l’anneau des coordonnées homogènes
de Z est une extension finie de k[X(1)

0 , . . . , X(1)
u1 ; . . . ; X(m)

0 , . . . , X(m)
um ]. Le fait suivant

montre que la norme N(F′γe
) de F′γe

dans cette extension est une forme possédant
les propriétés voulues.

Fait 2.5.2. La forme N(F′γe
) ∈ k[X(1)

0 , . . . , X(1)
u1 ; . . . ; X(m)

0 , . . . , X(m)
um ] possède les proprié-

tés suivantes :

(i) Indηa2

π(e) N(F′γe
) > Indηa2

e F′γe
;

(ii) deg N(F′γe
) = (∏m

i=1 Di)deg F′γe
;

(iii) h∞(N(F′γe
)) 6 (∏m

i=1 Di)h∞(F′γe
) + o(δ).

Démonstration. C’est le résultat de la page 148 de [Rém00b].

On note désormais G = N(F′γe
) puis D = ∏m

i=1 Di et bi = Dδa2
i (2ηi + ε0). On

souhaite alors appliquer le fait 2.5.1 page précédente à G avec α = mΛ−2 f (u) et
x = π(e). Il s’agit tout d’abord de vérifier que les hypothèses sont bien satisfaites.

Commençons avec l’indice : pour tout λ ∈ (Nn+1)m on a

m

∑
i=1

|λ(i)|
bi

>
1

3δD

m

∑
i=1

|λ(i)|
ηia2

i
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par définition de b et en observant que ε0 < 1, de sorte qu’en utilisant succes-
sivement l’inégalité ci-dessus, le fait précédent et la proposition 2.4.9 page 61, il
vient :

Indb
x G >

1
3δD

Indηa2

π(e) G >
1

3δD
Indηa2

e F′γe
>

εε1

384(m− 1)BD
.

On tire maintenant parti de la définition (2.29) de ε1 puis de celle (2.18) de c2 :

384(m− 1)m
εε1

=
384(m− 1)m · N

m−1
m−g (85 · 5m)

g
m−g

ε
m

m−g

6
5m2N

m
m−g (85 · 5g)

m
m−g

ε
m

m−g
= c2 (2.55)

où l’on a utilisé le fait que 384 6 5 · 85. Après avoir rassemblé les deux inégalités
précédentes, il ne reste plus qu’à exploiter les hypothèses (2.15) et (2.16) pour
obtenir

Indb
x G >

m
c2BD

>
m

Λ2 f (u)
= α (2.56)

qui est précisément la première hypothèse à satisfaire.
Pour la deuxième, en utilisant la définition des ηi et le fait que ε0 < 1, puis deux

fois (2.14) et enfin l’hypothèse (2.4), on écrit

bi

bi+1
=

(2ηi + ε0)a2
i

(2ηi+1 + ε0)a2
i+1

>
1
m

a2
i

a2
i+1

>
1

4m
ĥ(ei+1)

ĥ(ei)
>

βV

4m
. (2.57)

Par ailleurs,
(m

α

)u
= Λ2u f (u) d’après le choix de α. Pour u compris entre m et mg,

cette quantité est majorée par Λ2m f (m) vu la définition de f . La définition (2.6) de
βV implique alors directement que la deuxième hypothèse est satisfaite.

Pour la troisième, on observe que l’expression(
log(u + 1)

2u2

)u

est décroissante en u tandis que α/m = Λ−2 f (u) est croissante que u, de sorte qu’il
suffit de vérifier que cette condition est satisfaite pour u = mg. C’est bien le cas
puisque (

log(mg + 1)
2(mg)2

)mg

> (
√

2mg)−2mg > Λ−2 (2.58)

d’après la définition (2.8) de Λ (troisième argument du maximum) et f (mg) = 1.
On peut donc appliquer le fait 2.5.1 page 70 comme annoncé, on note T la forme

obtenue. On a alors π(e) ∈ Z(T), c’est-à-dire T(ẽ) = 0. On introduit une forme
T′(X(i)) = T

(
χi(X(i))

)
dont on va montrer qu’elle possède bien les propriétés

annoncés par la proposition 2.2.5 page 31.
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2.5 Application du théorème du produit et conclusion

Tout d’abord il est clair, par construction, que T′(e) = 0 et que T′ ne s’annule
pas identiquement sur Z. Pour l’assertion sur le degré, d’après le choix de α on a

deg T′ = deg T 6 Λ2u f (u)

qui est bien la majoration annoncée.
Concernant la hauteur, on commence par majorer h∞(T) en fonction de h∞(F′γe

) ;
le fait 2.5.1 page 70 donne immédiatement la majoration suivante, compte tenu
du fait 2.5.2 page 71 et du choix de α, et en remarquant que log|b| et

√
ui sont

négligeables devant δ :

Dδa2
i (2ηi + ε0)h∞(T) 6 uiΛ2u f (u)

(
Dh∞(F′γe

) +
m

∑
j=1

Dδa2
j (2ηj + ε0)(Stuj + log 2)

)
+ Dδa2

i (2ηi + ε0)Λ2u f (u)(ui + 1) log
(

Λ2u f (u)(ui + 1)
)

+ Dδa2
i (2ηi + ε0) log

(
Λ2u f (u) + ui

ui

)
+ o(δ) .

On utilise alors l’estimation élémentaire

log
(

Λ2u f (u) + ui

ui

)
6 ui log(Λ2u f (u) + 1) 6 uiΛ2u f (u)

et le fait que 2 6 2ηi + ε0 6 2m, puis on simplifie par 2δD et on met uiΛ2u f (u) en
facteur (en majorant ui + 1 par 2ui le cas échéant) pour obtenir

ηia2
i h∞(T) 6 uiΛ2u f (u)

(
1
2δ

h∞(F′γe
)

+ m
( m

∑
j=1

a2
j (Stuj + log 2) + a2

i

(
2 log

(
Λ2u f (u)(ui + 1)

)
+ 1
)))

+ o(1)

On utilise alors (1.3) et le fait que uj 6 g 6 m− 1 pour écrire Stuj 6 m log m. On
utilise de plus le lemme 2.2.4 page 30 et le fait que a2

i 6 a2
1 pour estimer le terme

de la dernière ligne ci-dessus par

2ma2
1

(
m log m + log 2 + 2u log Λ f (u) + log m +

1
2

)
puis on invoque (2.62) 7 pour obtenir

ηia2
i h∞(T) 6 uiΛ2u f (u)

(
1
2δ

h∞(F′γe
) +

1
4

a2
1Λ(1+ 1

m ) f (u)

)
+ o(1)

7. Voir note 4 en bas de page 50
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2 Inégalité de Vojta

comme estimation finale de la hauteur de T en fonction de celle de F′γe
.

Utilisons maintenant le scolie 2.3.7 page 51 pour exprimer cette hauteur en fonc-
tion de ∑m

i=1 ηia2
i h1( fZi).

ηia2
i h∞(T) 6 uiΛ2u f (u)

(
6

m

∑
j=1

ηja2
j h1( fZj) +

5
4

a2
1c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (u)

)
+ o(1)

6 uiΛ2u f (u)

(
6

m

∑
j=1

ηja2
j h1( fZj) + 2a2

1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u)

)
(2.59)

où l’on a supposé δ assez grand pour que le terme en o(1) de la première ligne soit
plus petit que la quantité perdue en remplaçant 5

4 par 2 dans le terme précédent,
qui ne dépend pas de δ.

Passons maintenant à T′. Par construction, en utilisant les propriétés classiques
de la hauteur, on a

h∞(T′) 6 h∞(T) +
(

deg T
(

h∞(χi) + log(n + 1)
)
+ log

(
deg T + n + 1

n + 1

))
6 h∞(T) +

(
Λ2u f (u)

(
log B + log(n + 1)

)
+ 2u(n + 1) log(Λ f (u))

)
.

On invoque alors (2.63), puis on multiplie les deux membres par ηia2
i et, en remar-

quant que cette dernière quantité est majorée par a2
1, il vient :

ηia2
i h∞(T′) 6 ηia2

i h∞(T) + a2
1c1,ΘΛ(2u+1+ 1

m ) f (u) .

Il ne reste plus qu’à substituer (2.59) dans l’estimation précédente pour avoir

ηia2
i h∞(T′) 6 uiΛ2u f (u)

(
6

m

∑
j=1

ηja2
j h1( fZj) + 3a2

1c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u)

)
,

ce qui achève la preuve de la proposition 2.2.5 page 31 en remarquant que ui 6 g.

2.6 Valeurs des paramètres et estimations reliées

Les sections précédentes suivent l’ordre logique de la démonstration : réduction
du théorème à l’existence d’une forme motrice, puis construction de celle-ci par
la méthode de Thue-Siegel : construction d’une forme auxiliaire, extrapolation
et application d’un théorème de multiplicité. Cependant, cet ordre n’est pas celui
dans lequel les valeurs des différents paramètres sont déterminées ; la présente
section a pour but de clarifier la façon de choisir ces valeurs qui autrement risquent
de paraître un peu « magiques » au moment où elles sont introduites dans les
sections précédentes.
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2.6 Valeurs des paramètres et estimations reliées

Par ailleurs, nous établissons ici quelques majorations ad hoc de quantités ap-
paraissant au cours de la preuve ; ces estimations sont plus ou moins intimement
liées aux valeurs choisies pour les différents paramètres, ou un peu fastidieuses
quoiqu’élémentaires, c’est pourquoi nous les avons regroupées ici pour ne pas
perturber le cours des sections précédentes.

2.6.1 Méthode d’ajustement des paramètres

Tout d’abord, ε est fixé par l’énoncé, et la famille e supposée contredire le théo-
rème est fixée en premier, ainsi que la famille (ai)i comme indiqué à la sous-
section 2.2.1 page 28. Plus précisément, cette famille est fixée à un facteur entier
près : on prendra ensuite a1 assez grand pour que dans (2.49) la partie en δ o(a2

1),
qui provient de (2.44) et (2.45), soit négligeable devant le terme en δa2

1.
Nous arrivons maintenant aux conditions définissant V(e). En fait, celles-ci sont

déterminées de façon à ce que Am ∈ V(e) et qu’on puisse, en coupant par des
formes données par la proposition 2.2.5 page 31 produire d’autres formes qui
restent dans V(e). On peut voir cette partie comme la construction d’une suite
de sous-variétés emboîtées, en estimant à chaque étape le degré et la hauteur, qui
dépendent des estimations à l’étape précédente ; V(e) est défini de sorte à contenir
tous les éléments de cette suite. Le plan général de la construction est résumé par
la figure 2.1 page suivante.

Remarquons qu’on pourrait tout à fait dans un premier temps se concentrer
uniquement sur le degré puisqu’on peut l’estimer indépendamment de la hauteur,
et qu’au contraire cette dernière dépend de façon cruciale du degré. Lors de la
construction de la fonction auxiliaire, on se contenterait de savoir que la borne
de hauteur ne dépend pas de e, ce qui permettrait ensuite de faire l’extrapolation
« pour ĥ(e) assez grand » sans préciser, et d’obtenir un indice extrapolé permettant
d’appliquer le théorème du produit, donnant ainsi l’estimation de degré au cran
suivant.

Plus précisément, pour la construction de la fonction auxiliaire on introduit
les deux paramètres ε0 (contrôlant certains degrés de la fonction auxiliaire) et ε1

(contrôlant son indice de construction). À ce stade on a seulement besoin que ε0

soit suffisamment grand devant ε1 pour avoir (2.34) ; notons que cette condition
ne fait pas intervenir les degrés de Z, uniquement ceux de la fonction auxiliaire.
L’estimation de hauteur de la fonction auxiliaire en revanche dépend du maximum
des degrés de Z et de ses hauteurs.

On peut alors mener les calculs de la sous-section 2.4.2 page 60 et aboutir
à (2.49) : la quantité qui y est notée α ne dépend que du maximum des degrés
de Z tandis que β dépend de ce maximum et de la hauteur de la forme auxiliaire,
donc en définitive de celle de Z. Dans un premier temps, en attendant les estima-
tions finales, on peut tout à fait ne pas achever le calcul de ce β car son seul impact
sera de fixer une valeur minimale pour αV, paramètre qui peut être fixé en dernier.
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indirectement de deg Z en dépendent aussi directement ; les flèches correspondantes sont omises pour alléger.
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2.6 Valeurs des paramètres et estimations reliées

Rappelons que pour pouvoir extrapoler, il est essentiel que cette quantité α soit
négative. Rappelons sa valeur :

α = 2mε0 + 3(m− 1)γV +
8(m− 1)nBε1

σ
− 3

8
εε1

et essayons de la relier à la structure de la fonction auxiliaire (on considère ici la
forme F ∈ k[X, Y ]). Le premier terme provient du premier groupe de variables et
peut être rendu petit en diminuant les degrés en ces variables, contrôlés par ε0 ; le
deuxième correspond au deuxième groupe et peut être rendu petit en diminuant
la hauteur de e′, contrôlée par γV (une fois les ai convenablement choisis). Le
troisième terme correspond à ce qu’on perd en dérivant, il dépend du degré de
Z car c’est le long de cette variété qu’on dérive ; la seule façon de le rendre petit
est d’augmenter σ c’est-à-dire de ne pas dériver à un ordre trop élevé. Le dernier
terme enfin est déterminé par la condition d’approximation (2.1) ; le seul moyen
de le rendre grand en valeur absolue est que l’indice de construction de la forme
auxiliaire, contrôlé par ε1, soit assez grand.

On se retrouve à ce stade avec deux conditions « allant en sens contraire » sur ε0

et ε1 : le premier doit être, par rapport au second, suffisamment grand pour per-
mettre la construction de la forme auxiliaire, mais suffisamment petit pour pouvoir
extrapoler, plus précisément on veut avoir (2.34) et (2.50). Un calcul élémentaire
montre qu’il est possible de satisfaire simultanément ces deux contraintes pour
peu que m > max ui = g (exposants apparaissant dans la première condition).
C’est uniquement pour répondre à cette exigence qu’on demande m > g dans
l’énoncé du théorème ; de même les deux conditions citées déterminent seules les
définitions de ε0 et ε1 données en (2.30) et (2.29). (On utilisera souvent par ailleurs
le fait que m > 2 et que ε0 < 1 pour simplifier certaines estimations, mais aucune
de ces inégalités n’est cruciale pour la bonne marche de la preuve.)

Maintenant que ε1 est fixé, on en déduit les valeurs souhaitables de γV et σ : le
premier est choisi dans le seul but d’avoir (2.52), ce qui est assuré par (2.51) et le
second est seulement déterminé par (2.53).

Nous arrivons maintenant à l’application du théorème du produit : l’indice de
la forme à laquelle nous souhaitons l’appliquer dépend d’une part de l’indice
extrapolé de la fonction auxiliaire, donc du maximum des degrés de Z et d’autre
part du produit de ces degrés. C’est principalement cet indice qui détermine la
valeur de la quantité notée α dans la section 2.5 page 70

8, et donc le degré de la
forme motrice.

La raison pour laquelle on introduit c2 dans la condition (2.15) est qu’on veut
pouvoir écrire (2.56) et c’est ceci, plus précisément (2.55), qui détermine sa valeur.
Il est plus naturel d’absorber les facteurs supplémentaires dans la majoration de
B que celle de D car la première quantité est a priori plus petite (ceci se vérifie

8. Distincte de la quantité également notée α dans la section précédente, que le lecteur veuille
bien nous pardonner ce recyclage de notations entre plusieurs sections.
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2 Inégalité de Vojta

sur leurs valeurs initiales : degA et (degA)m respectivement, ensuite les deux
quantités seront multipliées à chaque cran par le même facteur, à savoir deg T).

Nous sommes maintenant en mesure de choisir Λ : les deux premiers arguments
dans le maximum assurent que Am satisfait bien les conditions (2.15) et (2.16).
Le troisième a pour but de satisfaire la troisième hypothèse dans l’énoncé du
théorème du produit, voir (2.58).

Par ailleurs, la volonté de satisfaire la deuxième hypothèse du théorème du
produit motive la définition de βV : (2.57) est la seule contrainte sur βV.

Penchons-nous à présent sur la démonstration du théorème à partir de la pro-
position 2.2.5 page 31 ; elle explique la définition de la fonction f apparaissant en
exposant dans les estimations, qui procède par récurrence décroissante en partant
de f (mg) = 1 et en descendant avec la relation (2.19). Nous avons à ce stade plei-
nement expliqué (forme générale et définition de chaque quantité intervenant) les
estimations de degré (2.15) et (2.16).

Muni de ces informations, nous pouvons à présent remplacer les degrés interve-
nant dans les estimations de hauteur. On estime donc successivement la hauteur
de la forme auxiliaire puis celle de la forme motrice en fonction des hauteurs de Z,
et au final on obtient la relation de récurrence (2.20). Il ne reste plus qu’à dérouler
cette récurrence (en partant rappelons-le de Z = Am) pour obtenir la forme finale
de (2.17).

Enfin, de cette dernière relation on déduit (2.21) qui motive à choisir αV assez
grand pour contredire cette relation. On se souvient alors que lors de l’extrapo-
lation on devait également avoir αV assez grand pour que la quantité (2.54) soit
négative. Il suffit donc maintenant de choisir αV répondant à ces deux contraintes,
ce qui n’est pas problématique puisqu’elles vont dans le même sens : en fait, la
première contrainte est la plus forte et implique facilement la deuxième, comme
le montrent les calculs suivant (2.54).

2.6.2 Estimations diverses

Commençons par quelques estimations générales ; on rappelle pour commencer
que n > 2, N > 3 et degA > 3 d’après la remarque 1.5.6 page 15, puis g > 1 et
m > g + 1 > 2. Ainsi, le dernier argument du maximum dans la définition (2.10)
de c1,Θ donne c1,Θ > n log 3 > 2. De plus, la définition (2.8) de Λ implique immé-
diatement, en considérant le deuxième argument du maximum, que

Λ > 5 ·m2 · 85 · 3 · 5g · 3 > 3 825 m2 5g > 19 125 m2 > 76 500 .

Remarquons au passage que si le deuxième argument dans le maximum domine
largement pour m et g petits, le troisième croît en revanche bien plus vite quand
ces deux quantités augmentent.
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2.6 Valeurs des paramètres et estimations reliées

On fera fréquemment usage des deux estimations suivantes :

log B 6 log(Λ f (u)) 6 mΛ
1
m f (u) et log B 6 B 6

Λ f (u)

1 275 ·m2 · 5g ,

qui découlent de (2.15) et dont la première utilise l’inégalité élémentaire log x 6
α x1/α, valable pour tout α > 0.

Avant de passer aux différentes estimations ad hoc, établissons encore une esti-
mation qui nous sera utile plusieurs fois :

B(g + 1) log(B(n + 1)) 6 B(g + 1)
(
mΛ

1
m f (u) + c1,Θ

)
6 m2Bc1,ΘΛ

1
m f (u)

6
1

1 275
c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (u) . (2.60)

Signalons enfin qu’en général on ne cherchera pas à obtenir la plus grande pré-
cision possible sur le facteur constant, on se contentera de la valeur utile pour
chacune des situations considérées.

Intéressons-nous maintenant à notre première estimation ad hoc :

c1,Θ

2
+ log((n+ 1)!)+ n log B+ 3 log(B)

(
B(g+ 1)+ 1

)
+ 3 log 2 6

1
4

c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u) .
(2.61)

Pour le deuxième terme, on a par définition : log((n + 1)!) 6 n log(n + 1) 6 c1,Θ

de sorte que la somme des deux premiers termes est au plus 3
2 c1,Θ. En utilisant de

plus l’estimation (2.60) ci-dessus, il vient :

c1,Θ/2 + log((n + 1)!) + 3(log B)B(g + 1) + n log B + 3 log B + 3 log 2

6
3Λ

2 · 1 275
c1,Θ +

3
1 275

c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u) + c1,Θ ·

Λ f (u)

1 275
+ 3 · Λ f (u)

1 275
+

Λ
1 275

qui implique largement l’estimation annoncée.

La prochaine majoration ad hoc que nous montrons est

2m
(

m log m + log 2 + 2u log(Λ f (u)) + log m +
1
2

)
6

1
4

Λ(1+ 1
m ) f (u) . (2.62)

On commence par utiliser le fait que Λ > (
√

2mg)mg pour écrire

m log Λ > m2g log(
√

2mg) > m2 log m +
m2

2
log 2 > m log m + log m +

1
2
+ log 2

où l’on utilise le fait que m > 2 pour la dernière minoration. Comme de plus
u > m, la parenthèse dans (2.62) est majorée par 3u log(Λ f (u)) et comme de plus
u 6 mg le membre de gauche de (2.62) est majoré successivement par

6m2g log(Λ f (u)) 6 6m3gΛ
1
m f (u) 6

1
4

Λ(1+ 1
m ) f (u) · 24m4

Λ
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qui implique l’estimation annoncée pour peu que le dernier facteur soit inférieur
à 1. Or on a vu que Λ > 19 125m2 et un simple calcul montre que cette quantité est
supérieure à 24m4 tant que m 6 28 ; par ailleurs pour m > 28 on a immédiatement
(
√

2 m)m > m5 > 24m4.

Prouvons maintenant que

Λ2u f (u)
(

log B + log(n + 1)
)
+ 2u(n + 1) log(Λ f (u)) 6 c1,ΘΛ(2u+1) f (u) . (2.63)

Pour commencer, on a

log B + log(n + 1) 6 log B + c1,Θ 6
Λ f (u)

1 275
+ c1,Θ

Λ
1 275

6
1
7

c1,ΘΛ f (u) . (2.64)

Par ailleurs

2u(n + 1) log(Λ f (u)) 6 4c1,Θm2gΛ
1
m f (u) 6

1
2

c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u)

qui aboutit largement à l’estimation annoncée.

On a également, en utilisant (2.60) :

2gB(log B + log(n + 1)) + log(16g) + 3 log B

6
2

1 275
c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (u) +
4Λ f (u)

1 275
6 c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (u) . (2.65)

Par ailleurs, en utilisant à nouveau (2.60) :

3
2

log(n + 1) + n log(Bn) + ĉΘ + B(g + 1) log(B(n + 1))

6
3
2

c1,Θ + c1,Θ + c1,Θ log B + c1,Θ +
1

1 275
c1,ΘΛ(1+ 1

m ) f (u)

6 4c1,Θ ·
Λ

1 275
+ c1,Θ

Λ f (u)

1 275
+

1
1 275

c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u)

6
1
6

c1,ΘΛ(1+ 1
m ) f (u) . (2.66)

2.7 Déduction du cas général

Le théorème 2.1.1 page 27 fait l’hypothèse que la variété dont on étudie les
approximations exceptionnelles est l’hyperplan X0 = 0 dans le plongement consi-
déré. Nous allons en déduire un résultat similaire sans cette hypothèse, par des
changements de plongement successifs. Si E est un hyperplan quelconque, on se
ramène au cas précédent par un changement de coordonnées linéaire. Si c’est une
hypersurface quelconque, on se ramène à un hyperplan par un plongement de
Veronese. Enfin, si c’est une variété quelconque, on se ramène au cas précédent
en considérant une hypersurface convenable la contenant.
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2.7 Déduction du cas général

2.7.1 Hyperplans quelconques

On commencera par un hyperplan presque quelconque, en excluant seulement
un cas particulier. On montrera ensuite qu’on peut toujours l’éviter, avec de plus
un certaine marge de sécurité évitant l’explosion de certains constantes, quitte à
changer l’ensemble des places considérées dans l’hypothèse d’approximation. En
attendant, le lemme suivant donne un changement de base dans le cas favorable
et estime son coût sur les différentes quantités en jeu.

Lemme 2.7.1. Soient Θ : A → Pn un plongement projectif, p0 le point de coordonnées
homogènes (1:0: · · · :0) et E un hyperplan ne contenant pas p0. Il existe un automorphisme
χ de Pn tel que χ(E) admet X0 = 0 comme équation et que, si l’on note Θ′ = χ ◦ Θ le
nouveau plongement A → Pn obtenu par composition, on a, pour tout x ∈ A(Q) :

(i) distv,Θ′(x, E) 6 distv,Θ(x, E) · distv,Θ(E, p0)−2 (n + 1)δv/2 ;

(ii) H2,Θ′(x) 6 H2,Θ(x) · H2,Θ(E)
√

n + 1 ;

(iii) h1,Θ′(A) 6 h1,Θ(A) + h1,Θ(E)(g + 1)degA ;

(iv) ĉΘ′ = ĉΘ + h2,Θ(E) + 1
2 log(n + 1) ;

(v) cΘ′ = cΘ + 5
2 h1,Θ(E)

où les deux derniers points signifient qu’il s’agit de valeurs acceptables pour pour ces
constantes (les valeurs optimales pouvant être plus petites). Par ailleurs le cardinal N de
l’ensemble de cartes introduit à la section 1.5.4 page 13 et la dimension ambiante sont
inchangés.

Démonstration. Notons L une équation de E, qu’on peut supposer de la forme
L(X) = X0 + l1X1 + · · ·+ lnXn. Remarquons de suite que distv,Θ(E, p0) = ‖L‖−1

2,v .
Par ailleurs, posons

M =



1 −l1 −l2 . . . −ln

0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . 1 0

0 . . . . . . . . . . 0 1

 soit M−1 =



1 l1 l2 . . . ln

0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . 1 0

0 . . . . . . . 0 1


de sorte que toutes les colonnes de M sauf la première sont les coordonnées ho-
mogènes (dans le plongement Θ) de points de E. Plus précisément, en relevant
dans kn+1, ces vecteurs constituent une base du relevé de E. On remarque que
les normes des lignes et des colonnes de M comme de M−1 sont majorées par la
norme de L.

On note alors χ ∈ GLn+1(k) la transformation linéaire associée à M−1 (dans
la base canonique) et on note de même la transformation linéaire de Pn qui en
découle en passant au quotient. On pose alors Θ′ = χ ◦ Θ. On note L′(X) =
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L(M(X)) = X0 ; par construction L′ est une équation de E dans ce nouveau plon-
gement, lequel satisfait donc à la première condition.

Soit maintenant x un point de A, dont on note Cx ∈ Q
n+1

des coordonnées dans
le plongement Θ et C′x = M−1Cx des coordonnées dans le plongement Θ′. Vu les
expressions de M et M−1 on a immédiatement

‖Cx‖1,v 6 ‖L‖1,v‖C′x‖1,v ‖C′x‖1,v 6 ‖L‖1,v‖Cx‖1,v (2.67)

‖Cx‖∞,v 6 ‖L‖2,v‖C′x‖2,v ‖C′x‖∞,v 6 ‖L‖2,v‖Cx‖2,v (2.68)

et la dernière inégalité donne aussitôt le point (ii) page précédente en comparant
‖ · ‖∞,v à ‖ · ‖2,v.

Par ailleurs, en appliquant la définition de la distance d’un point à un hyperplan,
il vient

distv,Θ′(x, E) =
|L′(C′x)|v

‖L′‖2,v‖C′x‖2,v
= distv,Θ(x, E)

‖L‖2,v

‖L′‖2,v

‖Cx‖2,v

‖C′x‖2,v

qui donne le point (i) page précédente en remarquant que ‖L′‖2,v = 1 par construc-
tion et en utilisant la comparaison ci-dessus pour majorer le dernier facteur.

Par ailleurs, si fA est une forme de Chow de A dans le plongement Θ, on
obtient une forme de Chow f ′A de A dans Θ′ en composant fA avec (la transposée
de) M−1 sur chacun des g + 1 groupes de n + 1 variables, de sorte que, si degA
désigne le degré de A en tant que sous-variété de Pn (qui est évidemment le même
dans les plongements Θ et Θ′) c’est-à-dire le degré de fA en chacun des groupes
de variables, on a

‖ f ′A‖1,v 6 ‖ fA‖1,v‖L‖(g+1)degA
1,v

qui établit (iii) page précédente.
Par ailleurs, les comparaisons (2.68) donnent immédiatement

|h2,Θ(x)− h2,Θ′(x)| 6 h2(L) +
1
2

log(n + 1)

d’où, en constatant que les hauteurs normalisées sont les mêmes dans Θ et Θ′

|h2,Θ′(x)− ĥ(x)| 6 ĉΘ + h2(L) +
1
2

log(n + 1)

qui donne directement (iv) page précédente.
Enfin, si (L(a,b,γ)

Θ )γ∈Γ est une famille de (n + 1)-uplets de formes donnée par le
lemme 1.5.2 page 14, on pose

L(a,b,γ)
Θ′ = M−1L(a,b,γ)

Θ (MX, MY)

de sorte que la famille (L(a,b,γ)
Θ )γ∈Γ satisfait aux mêmes hypothèses dans le plon-

gement Θ′, sauf peut-être (1.9) et (1.10). Montrons que ces deux conditions sont
satisfaites avec CΘ′,v = CΘ,v · ‖L‖5/2

1,v , ce qui impliquera le dernier point de l’énoncé.
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Pour la première, en utilisant les propriétés de la norme 1, on a immédiatement

|||L(a,b,γ)
Θ′ |||1,v 6 ‖L‖1,v|||L

(a,b,γ)
Θ |||1,v‖L‖2(a2+b2)

1,v 6 Ca2+b2

Θ,v ‖L‖
5
2 (a2+b2)
1,v = Ca2+b2

Θ′,v

en remarquant que pour (a, b) > (1, 1) on a 1 + 2(a2 + b2) 6 5
2 (a2 + b2). Pour la

deuxième, en utilisant (2.67), on écrit de même

‖L(a,b,γ)
Θ′ (C′x, C′y)‖1,v

‖C′x‖
2a2

1,v ‖C′y‖
2b2

1,v

=
‖M−1L(a,b,γ)

Θ (Cx, Cy)‖1,v

‖Cx‖2a2

1,v ‖Cy‖2b2

1,v

(
‖Cx‖1,v

‖C′x‖1,v

)2a2 (
‖Cy‖1,v

‖C′y‖1,v

)2b2

>
‖L(a,b,γ)

Θ (Cx, Cy)‖1,v

‖Cx‖2a2

1,v ‖Cy‖2b2

1,v

1

‖L‖1+2(a2+b2)
1,v

>
C−(a2+b2)

Θ,v

‖L‖
5
2 (a2+b2)
1,v

.

Enfin, il est clair que N = Card Γ reste inchangé car l’ensemble de cartes consi-
déré est le même (les cartes sont des ouverts de A2, pas de son image dans un
plongement) ; par ailleurs n n’est bien évidemment pas modifié par un change-
ment de coordonnées linéaire.

On en déduit une version un peu plus générale du théorème 2.1.1 page 27.

Corollaire 2.7.2. Soient Θ : A ↪→ Pn un plongement projectif, E un hyperplan de Pn,
p0 le point de Pn de coordonnées homogènes (1:0: · · · :0) et ε > 0 un nombre réel. Il
n’existe dans A(Q) aucune famille de points x1, . . . , xm avec m > g + 1 satisfaisant
simultanément aux conditions suivantes, où les notions de distance et de hauteur sont
relatives au plongement Θ :

0 < distv(xi, E) <
distv(p0, E)2

(n + 1)δv/2 H2(xi)
−λvε ∀v ∈ S

ĥ(x1) > 4c3,ΘΛ(1+ 1
m )∏

mg
i=m(2i+1)

1

ĥ(xi) > ĥ(xi−1) · 4mΛ
2m ∏

mg
i=m+1(2i+1)

1

cos(xi, xj) > 1− 1
m

( ε

86N · 5g

) m
m−g

avec

Λ1 = max
(
(degA)m, 5m2(86N · 5g · ε−1) m

m−g degA, (
√

2mg)mg)
c3,Θ = max

(
h1(A) + h1(E)(g + 1)degA, cΘ +

5
2

h1(E),

ĉΘ + h2(E) +
1
2

log(n + 1), n log(n + 1)
)

.

Avant de passer à la démonstration, examinons les différences entre cet énoncé
et le théorème 2.1.1 page 27 : les deux principales sont une hypothèse moins res-
trictive sur E compensée par une hypothèse d’approximation plus contraignante,
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en particulier si E est proche de p0. Les seuls autres changements concernent les
valeurs des constantes : c1,Θ est remplacée par c3,Θ avec une définition différente
faisant intervenir la hauteur de E, et le nombre 85 est remplacé par 86 partout où
il apparaît en même temps que ε.

Démonstration. On remarque pour commencer que le résultat est vide dans le cas
où p0 ∈ E, car la première condition n’est jamais satisfaite. Dans le cas contraire,
on considère le plongement Θ′ donné par le lemme 2.7.1 page 81 et on prévoit
d’appliquer le théorème 2.1.1 page 27 à E et Θ′ avec ε′ = 85ε/86 pour une raison
qui deviendra bientôt claire. Il s’agit de vérifier que les hypothèses du corollaire
impliquent bien celles du théorème.

Pour l’hypothèse principale (2.1), on utilise d’abord le point (i) page 81 du
lemme, puis l’hypothèse principale du présent corollaire, la définition de ε′ et
enfin le point (ii) page 81 du lemme :

distv,Θ′(xi, E) 6 distv,Θ(xi, E) · distv,Θ(E, p0)
−2 (n + 1)δv/2

6 H2,Θ(xi)
−λvε

6 H2,Θ(xi)
−λvε′ · H2,Θ(xi)

−λvε/86

6 H2,Θ′(xi)
−λvε′ · H2,Θ(E)λvε′(n + 1)λvε′/2 · H2,Θ(xi)

−λvε/86

6 H2,Θ′(xi)
−λvε′

(
H2,Θ(E)85(n + 1)85/2/H2,Θ(xi)

)λvε/86
,

qui donne le résultat voulu pour peu que la quantité dans la dernière parenthèse
soit inférieure à 1. Or, la deuxième hypothèse entraîne largement cette inégalité,
par exemple : h2,Θ(xi) > 2c3,ΘΛ1 > 85(h1,Θ(E) + 1

2 log(n + 1)) en utilisant de di-
verses façon la définition de c3,Θ et le fait que Λ1 > 85.

Les autres hypothèses sont plus faciles, car un changement de coordonnées li-
néaire ne modifie en rien la hauteur normalisée, c’est-à-dire la forme quadratique
définissant la géométrie de l’espace de Mordell-Weil. Les conditions s’écrivant
dans cet espace sont donc inchangées en passant de Θ à Θ′. Ainsi, les hypo-
thèses (2.3) et (2.4) sont satisfaites car les hypothèses correspondantes du corollaire
sont les mêmes, compte tenu du changement de ε. Il en est de même pour (2.2) en
remarquant de plus que c3,Θ > c1,Θ′ par définition et en utilisant les points restants
du lemme précédent.

On peut donc appliquer le théorème 2.1.1 page 27 comme prévu et en déduire
qu’il n’existe pas de famille de points satisfaisant aux hypothèses du présent
énoncé.

Le défaut du résultat précédent est que l’hypothèse d’approximation est d’au-
tant plus forte (et donc le résultat d’autant plus faible) que p0 est proche de E, jus-
qu’à obtenir une hypothèse impossible à satisfaire (donc un résultat vide) lorsque
p0 ∈ E. Le corollaire suivant propose deux options pour contourner ce problème :
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la première consiste à considérer des permutations de coordonnées pour éviter
que cette condition ne devienne trop restrictive, mais a un coût sur les autres
constantes (sauf si CardS = 1) ; la deuxième consiste à remarquer que les diffé-
rentes distances en question, dès qu’elles sont non nulles, sont liées à la hauteur
de E – cette version prendra plus de sens lorsque l’hypothèse d’approximation
sera modifiée en utilisant un produit sur toutes les places de S à la section 4.2
page 118.

Corollaire 2.7.3. Soient Θ : A ↪→ Pn un plongement projectif, E un hyperplan de Pn et
ε > 0 un nombre réel. Il n’existe dans A(Q) aucune famille de points x1, . . . , xm avec
m > g + 1 satisfaisant simultanément aux conditions suivantes :

0 < distv(xi, E) < α−1
v H2(xi)

−λvε ∀v ∈ S

ĥ(x1) > 4c3,ΘΛ(1+ 1
m )∏

mg
i=m(2i+1)

2

ĥ(xi) > ĥ(xi−1) · 4mΛ
2m ∏

mg
i=m+1(2i+1)

2

cos(xi, xj) > 1− 1
m

( ε

86N · 5gs

) m
m−g

avec

Λ2 = max
(
(degA)m, 5m2(86N · 5g · ε−1s

) m
m−g degA, (

√
2mg)mg)

c3,Θ = max
(
h1(A) + h1(E)(g + 1)degA, cΘ +

5
2

h1(E),

ĉΘ + h2(E) +
1
2

log(n + 1), n log(n + 1)
)

et au choix :

(i) s = min(n + 1, CardS) et αv = (n + 1)3δv/2 ; ou bien

(ii) s = 1 et (αv)v une certaine famille de réels tous supérieurs ou égaux à 1, satisfaisant
∏v∈S α∆v

v 6 H2(E)2 ·
√

n + 1.

Démonstration. Commençons par la deuxième option, qui est la plus simple. On
considère les points pi définis comme p0 mais avec le 1 en i-ème position ; on peut
certainement choisir un i tel que pi 6∈ E. On pose alors

αv =
(n + 1)δv/2

distv(pi, E)2 ∀v ∈ S ,

ce qui a un sens car le dénominateur n’est pas nul, et on a bien αv > 1. Par ailleurs,
on a

∏
v∈S

distv(pi, E)∆v 6 ∏
v∈Mk

distv(pi, E)∆v = H2(E)−1

vu l’expression de la distance à un hyperplan. On applique alors le corollaire
précédent au plongement déduit de Θ en échangeant les coordonnées d’indices i
et 0, ce qui ne change aucune des quantité en jeu.
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Pour la première option, soit L = l0X0 + · · · + lnXn une équation de E. Pour
chaque place v, on note iv un indice tel que |liv |v soit maximal, de sorte que |liv |v >
‖L‖2,v(n + 1)−δv/2. On a immédiatement distv(E, piv) > (n + 1)−δv/2.

On définit maintenant pour chaque i un ensemble de places

Si = {v ∈ S telle que distv(E, piv) > (n + 1)−δv/2} .

Le paragraphe précédent montre que S = S0 ∪ · · · ∪ Sn. (Cette réunion n’est pas
nécessairement disjointe, mais il n’est pas utile qu’elle le soit.) On associe à chacun
de ces ensembles le nombre réel σi = ∑v∈Si

λv∆v où ∆v désigne comme d’habitude
le degré local en v divisé par le degré global. Par hypothèse, on a 1 = ∑v∈S λv∆v 6
∑n

i=0 σi, or cette somme comporte au plus s = min(n + 1, CardS) termes non
nuls, donc il existe (au moins) un indice i tel que σi > 1/s. On fixe un tel indice,
désormais désigné par i.

On note alors S ′ = Si et, pour tout v ∈ S ′, on pose λ′v = λv/σi pour avoir
∑v∈S ′ λ

′
v∆v = 1. Enfin, on pose ε′ = εσi de sorte qu’on a

(n + 1)−3δv/2H2(xi)
−λvε 6

distv(piv , E)2

(n + 1)δv/2 H2(xi)
−λ′vε′ ∀v ∈ S ′ .

On considère pour finir le plongement Θ′ obtenu à partir de Θ en échangeant
les coordonnées d’indices i et 0, ce qui n’a aucune incidence sur la distance ni la
hauteur. On peut alors appliquer le corollaire 2.7.2 page 83 avec le plongement
Θ′, le réel ε′, l’ensemble de places S ′ et les poids λ′v, car ses hypothèses sont
impliquées par celle du présent corollaire compte tenu de la comparaison ci-dessus
et du fait que ε′ > ε/s.

2.7.2 Hypersurfaces

Pour se ramener au cas précédent, on utilise un plongement de Veronese re-
modelé, tel que défini dans [Jad96, p. 14] ou [Rém01a, p. 102], dont on rappelle la
définition (sur les coordonnées homogènes) :

χd : Pn → Pn′

(x0 : . . . : xn) 7→
(
(d

α)
1/2

xα
)

α

où n′ = (n+d
d )− 1 et α parcourt l’ensemble des (n+ 1)-uplets d’entiers de longueur

d. L’intérêt de ce plongement par rapport au plongement de Veronese classique
réside dans le fait qu’on a, aux places archimédiennes :

‖χd(x)‖2,v =

(
∑
α

(
d
α

)
|x|2α

v

)1/2

= ‖x‖d
2,v
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d’après la formule multinomiale. Par ailleurs, pour chaque place ultramétrique,
si l’on choisit un indice kv tel que |xkv |v soit maximale, il n’est pas difficile de
constater que xd

kv
est une coordonnée de χd(x) qui est aussi de valeur absolue

maximale. On a ainsi
‖χd(x)‖2,v = ‖x‖d

2,v ∀v . (2.69)

Dans les estimations de normes et hauteurs à venir, on aura aussi besoin du lemme
suivant.

Lemme 2.7.4. Soient n et d deux entiers et α ∈ Nn+1 tel que α0 + · · ·+ αn = d. Pour

toute place v d’un corps de nombres contenant (d
α)
−1/2

, on pose δ′v = 1 si v divise un
premier inférieur ou égal à d et 0 sinon. On a alors∣∣∣∣(d

α

)∣∣∣∣−1/2

v
6 dδ′vn/2 .

De plus, cette valeur absolue vaut 1 si v divise un premier strictement supérieur à d.
Par ailleurs, on a ∑v ∆vδ′v 6 1.26d/ log d. En particulier si on note b le vecteur dont

les composantes sont les (d
α)
−1/2

quand α varie, on a h∞(b) 6 dn.

Démonstration. Le cas des places archimédiennes est clair. Pour les places finies,
on note p tel que | · |v prolonge | · |p et on utilise la définition du multinomial
en termes de factorielles et la formule (de Legendre) donnant la valuation d’une
factorielle :

vp(

(
d
α

)
) =

blogp dc

∑
i=1

⌊
d
pi

⌋
−
⌊

α0

pi

⌋
− · · · −

⌊
αn

pi

⌋
qui donne immédiatement le cas d’égalité, car la somme est vide si p > d. Par
ailleurs, chacun des termes vaut au plus n donc en sommant sur i on a vp((

d
α)) 6

n logp(d) qui donne bien l’estimation de valeur absolue annoncée.
La somme pondérée des δ′v est par définition le nombre de premiers inférieurs

ou égaux à d, qui est au plus 1.25506d/ log d d’après le corollaire 1 page 69

de [RS62]. L’estimation de hauteur annoncée en découle immédiatement.

Le lemme suivant précise l’effet d’un plongement de Veronese remodelé sur les
différents paramètres en jeu dans notre situation.

Lemme 2.7.5. Soient Θ : A → Pn un plongement projectif et F une hypersurface de Pn,
de degré d. On note χ le plongement de Veronese remodelé de degré d, qui va donc de
Pn dans Pn′ où n′ = (n+d

d ) − 1, et Θ′ = χ ◦ Θ. Dans ce plongement, l’image de F est
découpée par un hyperplan E et on a :

(i) h1,Θ′(E) 6 h1,Θ(F) + dn ;

(ii) distv,Θ′(x, E) 6 distv,Θ(x, F) · dδv/2 ;

(iii) h2,Θ′(x) = h2,Θ(x) · d ;
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(iv) degΘ′ A = degΘA · dg ;

(v) h1,Θ′(A) 6 dg+1h1,Θ(A) + 2dg+1(g + 1)(degΘA) log(n + 1) ;

(vi) ĉΘ′ = ĉΘ · d ;

(vii) cΘ′ = cΘ · d + 2dn

où les deux derniers points signifient qu’il s’agit de valeurs acceptables pour pour ces
constantes (les valeurs optimales pouvant être plus petites). Par ailleurs le cardinal N de
l’ensemble de cartes introduit à la section 1.5.4 page 13 est inchangé.

Démonstration. On utilise la remarque de [Rém01a, p. 102] pour interpréter les
distances et hauteurs dans le plongement de Veronese remodelé comme des dis-
tances et hauteurs d’indice (d, . . . , d) dans le plongement initial.

On trouve alors les comparaisons de degré et de hauteurs qui nous intéressent
dans [Phi01, p. 85-86] : les points (iv) et (iii) page précédente en découlent direc-
tement et le point (vi) est une conséquence immédiate de ce dernier (pour le-
quel ou pouvait aussi utiliser (2.69) en fait). Par ailleurs, la référence citée donne
hP,Θ′(A) = dg+1hP,Θ(A) (en notant hP la hauteur utilisée dans cette référence), dont
on déduit le point (v) en comparant les hauteurs utilisées grâce à (1.6) :

h1,Θ′(A) 6 hP,Θ′(A) + (g + 1)(degΘ′ A) log(n′ + 1)

6 dg+1hP,Θ(A) + dg+1(g + 1)(degΘA) log(n + 1)

6 dg+1h1,Θ(A) + 2dg+1(g + 1)(degΘA) log(n + 1) .

Pour (ii) page précédente, pour chaque place, introduisons un point yv ∈ F tel
que distv,Θ(x, F) = distv,Θ(x, yv) ; par définition on a distv,Θ′(x, E) 6 distv,Θ′(x, yv).
Pour majorer cette dernière quantité, aux places infinies on utilise la première
formule en haut de la page 89 de [Phi01] qu’on interprète ainsi :

distv,Θ′(x, yv) =

√
1−

(
1− distv,Θ(x, yv)2

)d .

On conclut en appliquant l’inégalité élémentaire 1 − (1 − z)d 6 dz avec z =

distv,Θ(x, yv)2. Aux places finies, on se base sur la définition de la distance : aux
dénominateurs on utilise (2.69) et au numérateur on voit facilement par le même
type d’argument que ‖χ(x) ∧ χ(y)‖v 6 ‖x ∧ y‖v de sorte que distv,Θ′(x, yv) 6
distv,Θ(x, yv) comme annoncé.

Pour la hauteur de E, on remarque pour commencer que les résultats de [Phi01,
p. 85-86] utilisés ci-dessus ne s’appliquent pas, car ce dernier n’est pas l’image de
F dans le plongement ; en fait on a χ(F) = E ∩ χ(Pn). Fixons plutôt une équation
de F dans le plongement initial : c’est un polynômes homogène de degré d en
X = (X0, . . . , Xn) mais on peut aussi le voir comme une forme linéaire en Z =

(Zα)α (où α parcourt l’ensemble des (n + 1)-uplets de longueur d), en faisant le
changement de variable Zα = Xα. On note L = ∑ lαZα la forme linéaire obtenue,
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puis L′ = lα(
d
α)
−1/2

Zα. Par construction, L′ est bien l’équation dans le nouveau
plongement d’un hyperplan E contenant χ(F). Par ailleurs, le lemme précédent
donne l’estimation de hauteur annoncée.

Pour chaque (a, b, γ) on considère la famille (L(a,b,Θ,γ)
k )n

k=0 donnée par la sec-

tion 1.5.4 page 13. Pour tout β ∈ Nn+1 de longueur d, on regarde ∏n
k=0(L(a,b,γ)

k )βk ,
qui est une forme bihomogène de bidegré (2da2, 2db2) en (X(1), X(2)), comme une
forme bihomogène de (2a2, 2b2) en la famille des monômes de bidegré (d, d) en
(X(1), X(2)), image qu’on note provisoirement Kβ. La famille (Kβ)β représente le
morphisme (x, y) 7→ ax− by sur l’ouvert γ dans le plongement Θ′.

La famille correspondante dans le plongement remodelé, notée (L(a,b,γ)
Θ′,β )β, s’en

déduit en multipliant chacun des coefficients de Kβ par un monôme de degré

2(a2 + b2) en les (d
α)
−1/2

puis en multipliant la forme obtenue par (d
β)

1/2
. D’après

le lemme précédent, on a donc

‖L(a,b,γ)
Θ′,β ‖1,v 6 |(d

β)
1/2|v · |||L(a,b,γ)|||d1,v · dn(a2+b2)δ′v

puis en sommant sur β :

|||L(a,b,γ)
Θ′ |||1,v 6 (n + 1)d δv · |||L(a,b,γ)|||d1,v · dn(a2+b2)δ′v 6 Ca2+b2

Θ′,v

en posant CΘ′,v = Cd
Θ,v · (n + 1)5dδv/4 · dnδ′v (l’exposant de n + 1 n’est pas optimal

ici mais sera utile au paragraphe suivant).
Par ailleurs, on sait que si x désigne des coordonnées homogènes d’un point de

Pn et x′ l’image de ces coordonnées par χ, on a en toute place ‖x′‖2,v = ‖x‖d
2,v.

Ainsi, vu les définitions ci-dessus, on a

‖L(a,b,γ)
Θ′ (x′, y′)‖2,v

‖x′‖2a2

2,v ‖y′‖
2b2

2,v

=

(
‖L(a,b,γ)

Θ (x, y)‖2,v

‖x‖2a2

2,v ‖y‖
2b2

2,v

)d

puis, en utilisant des comparaisons classiques de normes :

‖L(a,b,γ)
Θ′ (x′, y′)‖1,v

‖x′‖2a2

1,v ‖y′‖
2b2

1,v

>
‖L(a,b,γ)

Θ′ (x′, y′)‖2,v

‖x′‖2a2

2,v ‖y′‖
2b2

2,v

(n′ + 1)−(a2+b2)δv

>

(
‖L(a,b,γ)

Θ (x, y)‖2,v

‖x‖2a2

2,v ‖y‖
2b2

2,v

(n + 1)−(a2+b2)δv

)d

>

(
‖L(a,b,γ)

Θ (x, y)‖1,v

‖x‖2a2

1,v ‖y‖
2b2

1,v

(n + 1)−(a2+b2+1/2)δv

)d

>
(
CΘ,v(n + 1)5δv/4)−d(a2+b2)

> C−(a2+b2)
Θ′,v .
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2 Inégalité de Vojta

En utilisant à nouveau le lemme précédent il vient

cΘ′ = cΘ · d +
5
4

d log(n + 1) + 1.26dn

dont le dernier terme se déduit en remarquant que 5
4 log(n+ 1)/n 6 5

8 log 3 6 0.69
car n > 2.

Corollaire 2.7.6. Soient Θ : A ↪→ Pn un plongement projectif, F une hypersurface de
Pn de degré d et ε > 0 un nombre réel. Il n’existe dans A(Q) aucune famille de points
x1, . . . , xm avec m > g + 1 satisfaisant simultanément aux conditions suivantes :

0 < distv(xi, F) < α−1
v H2(xi)

−λvε ∀v ∈ S

ĥ(x1) >
4
d

c4,ΘΛ(1+ 1
m )∏

mg
i=m(2i+1)

3

ĥ(xi) > ĥ(xi−1) · 4mΛ
2m ∏

mg
i=m+1(2i+1)

3

cos(xi, xj) > 1− 1
m

( ε

86N · 5gds

) m
m−g

avec

Λ3 = max
(
(dg degA)m, 5m2(86N · 5gds ε−1) m

m−g dg degA, (
√

2mg)mg) (2.70)

c4,Θ = d max
(
dgh1(A), cΘ, ĉΘ

)
+ (g + 1)degA

(
dgh1(F) + n(d + 1)n log(d + 1)

)
et au choix :

(i) s = min((d+n
n ), CardS) et αv =

(
d(d+n

n )
3)δv/2 ; ou bien

(ii) s = 1 et (αv)v une certaine famille de réels tous supérieurs ou égaux à 1, satisfaisant
∏v∈S α∆v

v 6 H1(F)2 e3dn.

Démonstration. On considère le plongement Θ′ et l’hyperplan E fournis par le
lemme 2.7.5 page 87 précédent et on prévoit d’appliquer le corollaire 2.7.3 page 85

dans ce cadre avec ε′ = ε/d comme exposant d’approximation. Il s’agit donc de
vérifier que nos conditions impliquent celles du corollaire en question.

Concernant l’hypothèse d’approximation, avec le premier choix pour (s, α),

distv,Θ′(xi, E) 6 distv,Θ(xi, F) · dδv/2 6
(
d(d+n

n )
3)−δv/2H2,Θ(xi)

−λvε · dδv/2

6 (n′ + 1)−3δv/2H2,Θ′(xi)
−λvε′

ce qui justifie le choix fait pour ε′.
Avec le deuxième choix, si l’on note α′ la famille du corollaire 2.7.3 page 85, on

voit qu’il s’agit de poser αv = α′v · dδv/2. On a alors

∏
v∈S

α∆v
v 6 d1/2 ∏

v∈S
α′v 6 d1/2H2,Θ′(E)2(n′ + 1)1/2 6 d1/2H1,Θ(F)2e2dn(d+n

n )
1/2
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2.7 Déduction du cas général

qui donne bien la majoration annoncée.
On adapte alors les constantes pour tenir compte des variations de degrés, hau-

teurs et dimension ambiante ainsi que du choix de ε. Détaillons le cas de c4,Θ. En
utilisant abondamment le lemme précédent, on a

h1,Θ′(A) + h1,Θ′(E)(g + 1)degΘ′ A

6 dg+1h1,Θ(A) + (g + 1)degΘA
(

2dg+1 log(n + 1) + dg(h1,Θ(F) + dn
))

puis

cΘ′ +
5
2

h1,Θ′(E) 6 dcΘ + 2dn +
5
2
(h1,Θ(F) + dn)

et

ĉΘ′ + h2,Θ′(E) +
1
2

log(n′ + 1) 6 dĉΘ + h1,Θ(F) + dn +
1
2

d log(n + 1)

ce qui prouve que

c3,Θ′ 6 max
(

dg+1h1,Θ(A) + dg(g + 1)degΘA
(
h1,Θ(F) + 3dn

)
,

dcΘ +
5
2

h1,Θ(F) +
9
2

dn, dĉΘ + h1,Θ(F) +
3
2

dn, n(d + 1)n log(d + 1)
)

6 d max
(
dgh1,Θ(A), cΘ, ĉΘ

)
+ (g + 1)degΘA

(
dgh1,Θ(F) + n(d + 1)n log(d + 1)

)
en prenant le maximum terme par terme, assez largement pour le dernier.

La condition suivante vient alors en remarquant que la hauteur normalisée est
multipliée par d en changeant de plongement. Enfin, les rapports de hauteurs
normalisées et les angles dans l’espace de Mordell-Weil étant invariants sous
le changement de plongement considéré, les deux dernières conditions sont in-
changées. On peut donc appliquer le corollaire 2.7.3 page 85 comme prévu et
conclure.

2.7.3 Variétés quelconques

Il s’agit de choisir une hypersurface contenant la variété et ne passant par aucun
des points considérés, puis de lui appliquer le corollaire précédent. Le lemme
suivant donne un choix possible d’hypersurface de degré et hauteur contrôlés.

Lemme 2.7.7. Soient V une sous-variété de Pn de degré d et de dimension u, et x1, . . . , xm

des points dans Pn(Q) \V(Q). Il existe une hypersurface F de Pn contenant V mais aucun
des xi, de degré deg V et de hauteur

h1(F) 6 h1(V) + (u + 2)(d + n + 1) log(d + 1) + log(m/2) .
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Démonstration. On se base sur la proposition 6.1 (p. 543) de [Rém00a], qui fournit
une famille de formes P1, . . . , Ps de degré d définissant V (ensemblistement), avec
une variante : si d = 1 on choisit pourM2 (dans les notations de la preuve de loc.
cit.) l’ensemble des matrices dont les coefficients sont 0 ou 1, de sorte que pour
tout d on a

s = CardM2 6 (d + 1)(u+2)(n+1) .

Par ailleurs, on utilisera plutôt les hauteurs h1, pour lesquelles on obtient la majo-
ration suivante

h1(Pi) 6 h1(V) + (u + 1)d log(d + 1)

en remarquant que les Pi sont une spécialisation de la forme de Chow de V en des
points (formes linéaires) de hauteur H1 au plus d + 1 : au plus deux coefficients
non nuls, tous deux entiers et de valeur absolue au plus max(1, d/2).

Si m = 1, il suffit de choisir un Pi ne s’annulant pas en x1. On suppose donc
désormais que m > 2.

Pour chaque i ∈ {1, . . . , m} on fixe un ji tel que Pji(xi) 6= 0. On considère alors
le polynôme P ∈ Q[T1, . . . , Ts] défini par

P =
m

∏
i=1

(
P1(xi)T1 + · · ·+ Ps(xi)Ts

)
qui est donc homogène de degré m et n’est pas le polynôme nul, car aucun
des facteurs n’est nul et l’anneau ambiant est intègre. On peut donc choisir un
point λ ∈ Zs avec |λj| 6 m/2 en lequel P , qui est homogène, ne s’annule pas
(voir [Rém00b] avant la proposition 4.1 page 115).

On pose alors Q = λ1P1 + · · ·+ λsPs et F = Z(Q). Par construction, il est clair
que F est de degré d et contient V mais aucun des xi (en effet, ∏m

i=1 Q(xi) =

P(λ) 6= 0). Par ailleurs, h1(λ) 6 log s + log(m/2), ce qui donne immédiatement

h1(F) 6 h1(V) + (u + 1)d log(d + 1) + (u + 2)(n + 1) log(d + 1) + log(m/2)

qui implique l’estimation annoncée.

Corollaire 2.7.8. Soient Θ : A ↪→ Pn un plongement projectif, V une variété de Pn de
degré d et de dimension u, et ε > 0 un nombre réel. Il n’existe dans A(Q) aucune famille
de points x1, . . . , xm avec m > g+ 1 satisfaisant simultanément aux conditions suivantes :

0 < distv(xi, V) < α−1
v H2(xi)

−λvε ∀v ∈ S

ĥ(x1) >
4
d

c4,ΘΛ(1+ 1
m )∏

mg
i=m(2i+1)

3

ĥ(xi) > ĥ(xi−1) · 4mΛ
2m ∏

mg
i=m+1(2i+1)

3

cos(xi, xj) > 1− 1
m

( ε

86N · 5gds

) m
m−g
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avec Λ3 comme en (2.70),

c5,Θ = d max
(
dgh1(A), cΘ, ĉΘ

)
+ (g + 1)degA

(
n(d + 1)n log(d + 1)

+ dg(h1(V) + (u + 2)(d + n + 1) log(d + 1) + log(m/2)
))

et au choix :

(i) s = min((d+n
n ), CardS) et αv =

(
d(d+n

n )
3)δv/2 ; ou bien

(ii) s = 1 et (αv)v une certaine famille de réels tous supérieurs ou égaux à 1, satisfaisant
∏v∈S α∆v

v 6 H1(V)2 · (d + 1)2(u+2)(d+n+1) · m2

4 · e3dn.

Démonstration. Découle immédiatement du corollaire 2.7.6 page 90 appliqué à l’hy-
persurface produite par le lemme précédent.

On énonce maintenant une version du précédent corollaire avec des constantes
légèrement simplifiées.

Corollaire 2.7.9. Soient Θ : A ↪→ Pn un plongement projectif, V une variété de Pn de
degré d et de dimension u, et 0 < ε un nombre réel. Il n’existe dans A(Q) aucune famille
de points x1, . . . , xm avec m > g+ 1 satisfaisant simultanément aux conditions suivantes :

0 < distv(xi, V) < α−1
v H2(xi)

−λvε ∀v ∈ S

ĥ(x1) > c5,ΘΛ(2mg)mg

4

ĥ(xi) > ĥ(xi−1) ·Λ
(2mg)mg

4

cos(xi, xj) > 1− 1
m c6

avec

c6 =
(
86N · 5gds ε−1) m

m−g

Λ4 = c6
(
(
√

2mgd)g degA
)m

c5,Θ = d max
(
dgh1(A), cΘ, ĉΘ

)
+ (g + 1)degA

(
n(d + 1)n log(d + 1)

+ dg(h1(V) + (u + 2)(d + n + 1) log(d + 1) + log(m/2)
))

et au choix :

(i) s = min((d+n
n ), CardS) et αv =

(
d(d+n

n )
3)δv/2 ; ou bien

(ii) s = 1 et (αv)v une certaine famille de réels tous supérieurs ou égaux à 1, satisfaisant
∏v∈S α∆v

v 6 H1(V)2 · (d + 1)2(u+2)(d+n+1) · m2

4 · e3dn.

Démonstration. La définition de c5,Θ n’a pas changé, elle est simplement rappelée
pour référence, et l’apparition de c6 ne change rien. La définition de Λ4 a été
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2 Inégalité de Vojta

simplifiée en observant que 5m2 degA 6 (degA)m(
√

2mg)mg compte tenu du
fait que m > 2 et degA > 3 (c’est évident pour m assez grand et on le vérifie
numériquement pour les petites valeurs).

On montre maintenant que ∏
mg
i=m(2i + 1) 6 1

2 (2mg)mg. C’est clair si g = 1 et
dans le cas contraire on remarque qu’il s’agit d’un produit de mg−m + 1 facteurs
tous inférieurs à 2mg sauf le dernier qu’on regroupe avec le premier car (2m +

1)(2mg + 1) 6 (2mg)2 pour g > 2 (et donc m > 3).
On en déduit que la deuxième condition ci-dessus implique celle du corollaire

précédent en remarquant que 4
d 6 Λ1/4

4 puis que (1 + 1
m )∏

mg
i=m(2i + 1) + 1

4 6
(2mg)mg. On procède de façon similaire pour la troisième condition en remarquant
que cette fois le produit dans l’exposant commence à i = m + 1.

Signalons enfin qu’une version simplifiée de l’énoncé précédent, dans le cas où
A est plongée dans Pn par un plongement de Mumford modifié associé à une
polarisation principale, est donnée par le corollaire 4.4.1 page 125.
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3 Inégalité de Mumford

3.1 Énoncés principaux

On prouve ici deux inégalités de Mumford explicites : la première dans le cas
particulier où V est un translaté d’une sous-variété abélienne de A, la deuxième
dans le cas général. À part être plus simple à démontrer et servir d’échauffement
pour le cas général, la version particulière présente deux intérêts majeurs : elle
s’énonce sur Q sans devoir se restreindre à un sous-groupe de rang fini de A(Q)

et les constantes obtenues y sont sensiblement meilleures.
Par ailleurs, on renvoie à la remarque 1.5.7 page 18 pour le sens à donner à la

condition d’approximation dans les énoncés suivants.

Théorème 3.1.1. Soient B une sous-variété abélienne de A et V un translaté de B par
un point algébrique ; on note d = degB et u = dimB. On choisit ε > 0 puis φ > 0 et
ρ > 0 tels que

ρ2

4
+ ρφ + 2φ 6

ε

2d
. (3.1)

Si x et y sont deux points de A(Q) tels que

0 < distv(z, V) 6 H2(z)−λvε ∀v ∈ S où z est x ou y (3.2)

ĥ(x) >
2
ε

d(u + 1)
(

log(d) + (2 +
ε

d
)ĉΘ + 2c′Θ + 11 log(n + 1)

)
(3.3)

cos(x, y) > 1− φ (3.4)

ĥ(x) 6 ĥ(y) 6 (1 + ρ)ĥ(x) (3.5)

alors x− y ∈ B(Q).

On remarquera que la conclusion obtenue est plus faible que celle qu’on pour-
rait attendre naïvement, à savoir x = y, qui ne semble pas accessible pour le
moment. Cette obstruction sera discutée plus en détails à la section 4.1 page 113.

Pour le cas général, l’énoncé est le suivant.

Théorème 3.1.2. On suppose A plongée dans Pn par un plongement de Mumford modi-
fié associé à une polarisation principale. Soit V une sous-variété de A ; on note d = deg V
et u = dim V. On fixe un sous-groupe Γ ⊂ A(Q) de rang fini r, puis on pose

m =
(
234 h0

A d
)(r+1)g5(u+1)2

+ 1
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où h0
A est définie par (1.12). On choisit alors ε > 0 puis φ > 0 et ρ > 0 tels que

ρ2

4
+ ρφ + 2φ 6

ε

dm(2m)(m+1)u
. (3.6)

Si x1, . . . , xm est une famille de points de Γ telle que, pour tous i et j entre 1 et m :

0 < distv(xi, V) 6 H2(xi)
−λvε ∀v ∈ S (3.7)

ĥ(xm) >
4
ε

dm−1(2m)(m+1)u+1
(

h1(V) + 4dm
(
log d + c′Θ + ĉΘ

))
(3.8)

cos(xi, xj) > 1− φ (3.9)

ĥ(xm) 6 ĥ(xi) 6 (1 + ρ)ĥ(xm) (3.10)

alors il existe une sous-variété abélienne B ⊂ A dont un translaté est contenu dans V et
deux indices distincts i et j tels que xi − xj ∈ B.

La conclusion de cet énoncé n’est peut-être pas la plus forte qu’on puisse obtenir,
voir la section 3.7 page 111 pour un énoncé conjectural plus fort.

Avant d’attaquer les preuves proprement dites, on démontre une inégalité de
Liouville, qui est intéressante en elle-même et sera un ingrédient crucial dans
les inégalités de Mumford, puis on explicite quelques aspects métriques des opé-
rations de A : cette étape sera utile non seulement pour la preuve des inégalités
de Mumford, mais aussi pour expliciter l’obstruction à la version naïve de cette
inégalité.

Une fois réunis ces ingrédients techniques, on peut conclure directement dans
le cas des translatés de sous-variété abéliennes ; pour le cas général, on étudie au
préalable un morphisme « des différences » qui joue un rôle central dans la preuve.

3.2 Inégalité de Liouville

On établit ici l’analogue suivant de la classique inégalité de Liouville.

Proposition 3.2.1. Soit V une sous-variété de Pn, de dimension u et de degré d. Pour
tout point x ∈ Pn(Q), on a soit x ∈ V(Q) soit

∏
v∈S

distv(x, V)∆v >
1

(n + 1)3/2(3d)d(u+1) H1(V) H2(x)d
,

où S est un ensemble fini quelconque de places d’un corps de nombres k contenant x, et
∆v = [kv : Qv]/[k : Qv].

Ce type d’inégalité se prouve de façon naturelle avec la distance algébrique (sec-
tion 1.6 page 18). Cependant, si l’on traite directement le cas général en utilisant la
définition, on obtient d(u + 1) comme exposant de H2(x). On commence donc par
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le cas d’une hypersurface, où la distance algébrique admet une expression plus
simple, puis on remarque que toute variété est une intersection d’hypersurfaces.

On pourrait se ramener au cas d’un hyperplan, où la distance admet une ex-
pression simple, par un plongement de Veronese (remodelé) comme dans le
lemme 2.7.5 page 87, mais on obtient en fait de meilleurs constantes en utilisant la
propriété 1.6.6 page 25.

Lemme 3.2.2. Soit V une hypersurface de Pn, d’équation F et de degré d. Pour tout point
x ∈ Pn(Q), on a soit x ∈ V(Q) soit

∏
v∈S

distv(x, V)∆v >
1

(17/8)d(n + 1)3/2 H2(F) H2(x)d .

Démonstration. Plutôt que la proposition 1.6.6 page 25, on utilise en fait l’inéga-
lité (1.18) établie au cours de sa preuve afin d’éviter une comparaison norme-
mesure superflue. On remarque également qu’on peut supposer m = 1 dans cette
comparaison. On a alors :

∏
v∈S

distv(x, V)∆v > ∏
v∈M(k)

distv(x, V)∆v

> ∏
v∈M(k)

(27
26

(n + 1)3/2
(

164
81

)d
)−δv |F(x)|v

‖x‖d
2,v‖F‖2,v

∆v

qui implique le résultat annoncé, via une simple comparaison numérique pour la
constante.

Démonstration de la proposition 3.2.1 page ci-contre. Si x 6∈ V(Q), la proposition 6.1
de [Rém00a] donne une forme F homogène de degré d, contenant V mais pas x,
telle que

H1(F) 6 H1(V) · (d + 1)d(u+1)

en tenant compte des différences de hauteurs utilisées, comme observé dans la
preuve du lemme 2.7.7 page 91. Il suffit alors d’appliquer le lemme précédent à
Z(F) et de remarquer que 17/8 · (d + 1)2 6 (3d)2 pour conclure.

On déduit de l’inégalité de Liouville le corollaire suivant, qui montre que
dans notre étude des approximations exceptionnelles de hauteur assez grande,
on pourra supposer ε < d + 1.

Corollaire 3.2.3. Soit V une sous-variété de Pn, de dimension u et de degré d. Il n’existe
aucun point x ∈ Pn(Q) tel que

0 < ∏
v∈S

distv(x, V)∆v < H2(x)−ε (3.11)

H2(x) > (n + 1)3/2(3d)d(u+1) H1( fV) (3.12)

pour ε > d + 1.
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Démonstration. Un tel point contredirait directement la proposition 3.2.1 page 96.

3.3 Comportement métrique des opérations

La situation d’approximation considérée met en jeu plusieurs types de géomé-
trie sur A : la géométrie euclidienne de son espace de Mordell-Weil, la géomé-
trie algébrique et projective de la variété plongée, une géométrie métrique, locale,
en chaque place de S . On s’attend à ce que les métriques locales sur A se com-
portent de façon agréable vis-à-vis des structures géométrique et arithmétique, par
exemple que les opérations soient uniformément continues, voire lipschitziennes.

On montre ici que c’est bien le cas et on explicite une valeur admissible pour
la constante de Lipschitz en fonction des constantes introduites à la section 1.5.4
page 13.

Proposition 3.3.1. Pour tous x, x′, y, y′ dans A(Cv), on a :

distv(x− y, x′ − y′) 6 max
(
distv(x, x′), distv(y, y′)

)
· (C′Θ,v)

2(5√2(n + 1)5)δv .

Démonstration. On considère le plongement de Segre s : (Pn)2 → Pn′ avec n′ =
n2 + 2n. D’après le lemme 4.3 (p. 121) de [Rém01a], appliqué avec q = 2 et d =

(1, 1), ainsi que le paragraphe 2.3 (p. 103 notamment) de cette référence donnant
le lien entre indices (d’une forme de Chow ou, par extension, d’une distance) et
plongements de Segre (et de Veronese remodelé), on a

1 6
distv(s(x, x′), s(y, y′))

max
(
distv(x, x′), distv(y, y′)

) 6 2δv/2 (3.13)

dans le cas où le dénominateur est différent de zéro (dans le cas contraire, on a
x = x′ et y = y′ et le résultat est immédiat).

Si l’on note z = s(x, y) et z′ = s(x′, y′) les images dans ce plongement, et ξ le
morphisme de soustraction vu comme allant de s(A2) dans A, où A est comme
d’habitude identifiée à son image dans Pn par un plongement fixé, on est ainsi
ramené à montrer que

distv(ξz, ξz′) 6 distv(z, z′) · (C′Θ,v)
2(5(n + 1)5)δv (3.14)

en appliquant (3.13). On peut donc supposer distv(z, z′) < (C′Θ,v)
−2(5(n + 1)5)−δv ,

car sinon l’inégalité précédente est banale.
On note alors F une famille de formes représentant la soustraction au voisinage

de z, donnée par le lemme 1.5.3 page 14, mais on regarde chaque élément de cette
famille non pas comme une forme sur (Pn)2, mais comme une forme sur Pn′ , qui
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est donc de degré 2. Ceci ne change évidemment aucune des autres propriétés
données par le lemme cité, en particulier (1.11) donne immédiatement

‖F(z)‖2,v

‖z‖2
2,v

>
‖F(z)‖1,v

‖z‖2
1,v

(n′ + 1)−δv > (C′Θ,v)
−1(n′ + 1)−δv . (3.15)

On va utiliser un développement de Taylor au voisinage de z de chacune des
formes de la famille F pour montrer que ‖F(z′)‖2,v n’est pas trop petit devant
‖F(z)‖2,v (donc en particulier, que F représente également la soustraction au voisi-
nage de z′), puis que ‖F(z) ∧ F(z′)‖2,v n’est pas trop grand devant ‖F(z)‖2

2,v.
L’hypothèse faite sur la distance permet d’appliquer le lemme 1.6.4 page 21 à z

et z′ (en remplaçant n par n′ = n2 + 2n) et donc de supposer, quitte à renuméroter
les coordonnées, que z0 = z′0 = 1 et ‖z′‖2,v 6 (n′ + 1)δv/2 ainsi que ‖z‖2,v 6(
2
√

n′ + 1
)δv . Le développement de Taylor de F s’écrit alors :

F(z′) = F(z) + ∑
16i6n′

∂F
∂Zi

(z) · (z′i − zi)︸ ︷︷ ︸
Ri

+ ∑
16i,j6n′

1
2

∂2F
∂Zi∂Zj

(z) · (z′i − zi)(z′j − zj)︸ ︷︷ ︸
Rij

.

On remarque alors que |z′i − zi|v 6 ‖z ∧ z′‖2,v 6 ‖z‖2,v‖z′‖2,v distv(z, z′), ce qu’on
utilise, ainsi que (3.15) et l’hypothèse faite sur ‖z′‖2,v, pour estimer Ri :

‖Ri‖2,v 6 2δv |||F|||2,v‖z‖2,v · ‖z‖2,v‖z′‖2,v distv(z, z′)

6 2δv(C′Θ,v)
2(n′ + 1)δv‖F(z)‖2,v(n

′ + 1)δv/2 distv(z, z′) .

En sommant et en se souvenant que n′ + 1 = (n + 1)2, il vient immédiatement

‖∑ Ri‖2,v 6 (C′Θ,v)
2(2(n + 1)5)δv‖F(z)‖2,v distv(z, z′) .

De même (en utilisant de plus l’hypothèse sur ‖z‖2,v), on obtient successivement :

‖Rij‖2,v 6 (C′Θ,v)
2(2(n + 1)5)δv‖F(z)‖2,v distv(z, z′)2

‖∑ Rij‖2,v 6 (C′Θ,v)
2(2(n + 1)9)δv‖F(z)‖2,v distv(z, z′)2

6 (C′Θ,v)
2(2(n + 1)4/5

)δv‖F(z)‖2,v distv(z, z′)

en utilisant l’hypothèse sur la distance pour la dernière ligne. Au final, en utilisant
à nouveau cette hypothèse, on a :

∥∥∑ Ri + ∑ Rij
∥∥

2,v 6 ‖F(z)‖2,v · (C′Θ,v)
2
(

12
5
· (n + 1)5

)δv

distv(z, z′)

<

(
1
2

)δv

‖F(z)‖2,v .
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Les inégalités triangulaire aux places infinies et ultramétrique aux places finies
donnent alors ‖F(z′)‖2,v > (1/2)δv‖F(z)‖2,v. Afin d’estimer la distance, il reste
à majorer ‖F(z) ∧ F(z′)‖2,v. Pour ce faire, on développe le second facteur, on re-
marque que le premier terme du produit est nul et on majore brutalement le terme
restant par le produit des normes ; il vient ainsi :

distv(ξ(z), ξ(z′)) =
‖F(z) ∧ F(z′)‖2,v

‖F(z)‖2,v‖F(z′)‖2,v

6
‖F(z)‖2,v‖∑ Ri + ∑ Rij‖2,v

‖F(z)‖2,v‖F(z)‖2,v · 2−δv

6 (C′Θ,v)
2
(

24
5
· (n + 1)5

)δv

distv(z, z′)

qui donne bien (3.14) et achève la preuve.

Scolie 3.3.2. La proposition 3.3.1 page 98 reste vraie en remplaçant la soustraction par
l’addition et C′Θ par CΘ.

Démonstration. Au lieu des formules de soustraction données par le lemme 1.5.3
page 14, on utilise les formules d’addition données par le lemme 1.5.2 page 14

appliqué avec (a, b) = (1,−1). Le reste de la preuve est inchangé.

3.4 Cas des translatés de sous-variétés abéliennes

La stratégie de la preuve est la suivante : si on a deux approximations excep-
tionnelles, suffisamment proches dans l’espace de Mordell-Weil et de hauteur
assez grande, on fabrique (en prenant leur différence, sous l’hypothèse que V est
un translaté du sous-groupe B) une approximation de B de qualité telle qu’elle
contredit l’inégalité de Liouville à moins d’appartenir à B.

Lemme 3.4.1. Soient x et y dans Pn(Q), on note z = x− y. Si x et y satisfont à (3.2) et
à l’inégalité de gauche de (3.5), on a

∏
v∈S

distv(z,B)∆v 6 e−εĥ(x) · eεĉΘ · 5
√

2(n + 1)5(C′Θ)
2 .

Démonstration. Soit η > 0 un réel ; en chaque place v, il existe des points x′v et y′v
dans V(Cv) tels que distv(x, V) = distv(x, x′v) + η et distv(y, V) = distv(y, y′v) + η.
Les hypothèses et une comparaison de hauteur donnent alors

max
(
distv(x, x′v), distv(y, y′v)

)
6 exp(−λvεĥ(x) + λvεĉΘ) + η .
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Comme V est translaté d’un sous-groupe B, on a x′v − y′v ∈ B(Cv), donc la propo-
sition 3.3.1 page 98 donne

distv(z,B) 6 distv(z, x′v − y′v)

6
(
exp(−λvεĥ(x) + λvεĉΘ) + η

)
· (C′Θ,v)

2(5√2(n + 1)5)δv .

Cette inégalité étant valable pour tout η > 0, on a en fait

distv(z,B) 6 exp(−λvεĥ(x) + λvεĉΘ) · (C′Θ,v)
2(5√2(n + 1)5)δv .

On prend alors le produit sur v ∈ S , en supposant (c’est le cas défavorable) que
S contient toutes les places archimédiennes, et la normalisation ∑v∈S λv∆v = 1
permet de conclure.

Lemme 3.4.2. Soient x et y satisfaisant aux hypothèses (3.4) et (3.5) du théorème 3.1.1
page 95, notons z leur différence. On a alors h2(z) 6 (ρ2/4 + 2φ + ρφ)ĥ(x) + ĉΘ.

Démonstration. On note 〈 · , · 〉 le produit scalaire et | · | =
√

ĥ( · ) la norme dans
l’espace de Mordell-Weil. On remarque de plus que l’hypothèse (3.5) implique
|x| 6 |y| 6 (1 + ρ)1/2|x| 6 (1 + ρ/2)|x|. Il vient alors :

ĥ(z) = |x− y|2

= |x|2 + |y|2 − 2〈x, y〉
= (|y| − |x|)2 + 2|x||y| (1− cos(x, y))

6
(ρ

2
|x|
)2

+ 2
(

1 +
ρ

2

)
|x|2 · φ

6
(
(ρ2/4) + 2φ + ρφ

)
ĥ(x)

et une simple comparaison de hauteurs permet de conclure.

Démonstration du théorème 3.1.1 page 95. Le lemme 3.4.1 page ci-contre donne, en
prenant le logarithme et en observant que 5

√
2 6 9 6 (n + 1)2 :

∑
v∈S

∆v log distv(z,B) 6 −εĥ(x) + εĉΘ + 7 log(n + 1) + 2c′Θ . (3.16)

Par ailleurs, le lemme 3.4.2 et l’hypothèse (3.1) donnent

h2(z) 6 (ρ2/4 + 2φ + ρφ)ĥ(x) + ĉΘ 6
ε

2d
ĥ(x) + ĉΘ . (3.17)

Supposons maintenant que z 6∈ B(Q) et montrons qu’on contredit (3.3). En effet,
l’inégalité de Liouville (proposition 3.2.1 page 96) appliquée à z et B donne

∑
v∈S

∆v log distv(z,B) > −dh2(z)− h1(B)−
3
2

log(n + 1)− (u + 1)d log(3d)

> − ε

2
ĥ(x)− dĉΘ − h1( fB)−

3
2

log(n + 1)− (u + 1)d log(3d)
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3 Inégalité de Mumford

où la deuxième ligne vient en substituant (3.17). En comparant avec (3.16), il vient :

ε

2
ĥ(x) 6 h1(B) + (u + 1)d log(3d) + (d + ε)ĉΘ + 2c′Θ + 9 log(n + 1) .

Comme B est une sous-variété abélienne de A, sa hauteur normalisée est nulle
[Phi91, prop. 9] ; ainsi, en utilisant successivement (1.6) et (1.7), on a

h1(B) 6 hP(B) + d(u + 1) log(n + 1) 6 ĉΘd(u + 1) + d(u + 1) log(n + 1) .

En substituant dans l’inégalité précédente, il vient :

ε

2
ĥ(x) 6 d(u + 1)

(
log(d) + (2 +

ε

d
)ĉΘ + 2c′Θ + 10 log(n + 1) + log(3)

)
qui, en observant de plus que log(3) 6 log(n + 1), contredit bien (3.3), achevant
ainsi la preuve.

3.5 Étude du morphisme des différences

Comme dans l’énoncé du théorème, on choisit V une sous-variété de A ; on
note d = deg V et u = dim V. On supposera que u > 1 car l’étude qui suit est sans
intérêt sinon. Remarquons de suite qu’alors le degré de V est nécessairement au
moins 2, car si V était linéaire, elle contiendrait une droite projective, c’est-à-dire
une courbe de genre 0, or il est impossible de plonger une telle courbe dans une
variété abélienne.

Dans le cas des translatés de sous-variétés abéliennes, la preuve reposait sur le
morphisme

s2 : A2 → A
(x, y) 7→ x− y .

Si V = z + B, l’image de V2 par ce morphisme est exactement B, qui a même
dimension et même degré que V et dont la hauteur est majorée en fonction de
celle de A. On montre alors que si (x, y) satisfait les hypothèses du théorème, son
image est dans s2(V2), ce qui permet de conclure.

Dans le cas général, pour tout entier m > 2, on définit un morphisme

sm : Am → Am−1

(x1, . . . , xm) 7→ (x1 − xm, . . . , xm−1 − xm)

et on note Z = sm(Vm) plongée dans Pn′ , où n′ = (n + 1)m−1 − 1 par un plonge-
ment de Segre. Le but de cette section est de contrôler le degré et la hauteur de Z
dans ce plongement en fonction du degré et de la hauteur de V.

On commence par représenter localement le morphisme sm par une famille de
formes de degrés et hauteur contrôlés.
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Lemme 3.5.1. Pour tout x ∈ Vm, il existe une famille de n′ + 1 formes multihomogènes
de multidegré (2, . . . , 2, 2(m− 1)) représentant le morphisme sm sur un voisinage de x et
telle que |||S|||1,v 6 (C′Θ,v)

m−1 en toute place v.

Démonstration. La section 1.5.4 page 13 fournit, pour chaque i ∈ {1, . . . , m − 1}
une famille de formes bihomogènes de bidegré (2, 2) représentant la soustraction
de A2 dans A au voisinage de (xi, xm), que l’on notera (L(i)

k )k∈{0,...,n}, telle que
|||L(i)|||1,v 6 C′Θ,v. Pour chaque l ∈ {0, . . . , n}m−1 on pose

Sl(X(1), . . . , X(m)) =
m−1

∏
i=1

L(i)
li
(X(i), X(m))

de sorte que la famille (Sl)l représente sm au voisinage de x et que deg Sl =

(2, . . . , 2, 2(m − 1)). On a de plus |||S|||1,v 6 (C′Θ,v)
m−1 par les propriétés de la

norme L1.

On en déduit immédiatement l’action de sm sur la hauteur des points.

Corollaire 3.5.2. Pour tout x ∈ Vm, on a

h2(sm(x)) 6 4(m− 1) max
16i6m

(
h2(xi)

)
+ (m− 1)c′Θ .

Démonstration. Vu le lemme précédent, les propriétés de la norme euclidienne
donnent

h2(S(x)) 6 h2(S) + 2h2(x1) + · · ·+ 2h2(xm−1) + 2(m− 1)h2(xm)

qui implique le résultat annoncé.

Ce corollaire sera utile pour estimer la hauteur de Z en passant par le minimum
essentiel ; pour l’instant nous devons commencer par estimer le degré.

Lemme 3.5.3. On a deg Z 6 dm 2mu m(m+1)u−1.

Démonstration. On note u′ = dim Z 6 mu et on choisit u′ hyperplans de Pn′ en
position générale, qu’on notera E1, . . . , Eu′ de sorte que F =

⋂
i Ei est un ensemble

fini de points, de cardinal deg Z. On note donc F = {y1, . . . , yp} et notre but est de
majorer p = deg Z.

Pour chaque j ∈ {1, . . . , p}, on choisit un point xj ∈ s−1
m (yj) ∩Vm et une famille

de formes (Sj,l)l représentant sm au voisinage de xj donnée par le lemme 3.5.1.
Clairement, on peut choisir des scalaires λj tels que si, pour tout l, on pose Sl =

∑
p
j=1 λjSj,l , alors la famille S = (Sl)l représente sm sur un ouvert contenant tous

les xj ; on fixe donc une telle famille S. Maintenant, pour chaque i ∈ {1, . . . , u′},
on choisit une équation Li de Ei, on pose L̃i = Li(S) puis on note Ẽi l’hypersurface
de (Pn)m définie par L̃i.
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3 Inégalité de Mumford

Par construction, il est clair que pour tout j ∈ {1, . . . , p}, la fibre s−1
m (yj)∩Vm est

une composante isolée de l’intersection Vm ∩ ⋂i Ẽi : en effet, les fibres sont deux
à deux d’intersection vide et les autres composantes éventuelles de l’intersection
sont celles provenant du lieu des zéros commun des formes de S, qui ne contient
aucune des fibres en question grâce au choix de cette famille.

On introduit alors les notations suivantes (voir p. 364 et p. 362 de [Phi86]), pour
tout fermé X de (Pn)m et tout multidegré d1, . . . , dm :

SH(X; d1, . . . , dm) = ∑
Y

H(Y; d1, . . . , dm)

où la somme est prise sur l’ensemble des composantes de X et

H(Y; d1, . . . , dm) = ∑
|α|=dim Y

degα Y
(dim Y)!
α1! . . . αm!

dα1
1 · · · d

αm
m .

On invoque alors la proposition 3.3, p. 365 de la référence citée pour obtenir

SH(Vm ∩
⋂

i

Ẽi ; 2, . . . , 2, 2(m− 1)) 6 SH(Vm; 2, . . . , 2, 2(m− 1)) .

On remarque que le seul multidegré non nul de Vm est celui d’indice (u, . . . , u) et
qu’il vaut dm, de sorte que l’on a

SH(Vm; 2, . . . , 2, 2(m− 1)) = dm (mu)!
(u!)m 2mu(m− 1)u 6 dm(2m)mu(m− 1)u−1

en majorant le coefficient multinomial qui apparaît dans cette expression par
mmu−1. Par ailleurs, on a

SH(Vm ∩
⋂

i

Ẽi ; 2, . . . , 2, 2(m− 1)) >
p

∑
j=1

H(s−1
m (yj) ∩V; 2, . . . , 2, 2(m− 1)) > p

(3.18)
d’après le paragraphe précédent, ce qui achève la preuve.

On déduit assez aisément des deux résultats précédents une majoration de la
hauteur de Z.

Corollaire 3.5.4. On a h1(Z) 6
(
2h1(V)/d + 5 log(n + 1) + c′Θ

)
dm(2m)(m+1)u+1.

Démonstration. Il suffit de savoir majorer le minimum essentiel de Z en fonction
de celui de V, en vertu des comparaison suivantes, données par 1 le théorème 3.1
de [DP98] :

µess(Z)deg Z 6 hP(Z) 6 µess(Z)deg Z(dim Z + 1)

1. Cette comparaison est originellement donnée par le théorème 5.2 de [Zha95], mais la référence
citée ici fournit le résultat avec des notions de hauteurs plus proches de celles que nous utilisons.
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où µess désigne le minimum essentiel, défini en utilisant la hauteur h2 pour les
points et hP est la hauteur projective.

Soit η > 0 un réel et notons F l’ensemble des points de x ∈ V(Q) tels que
h2(x) 6 µess(V) + η ; par définition F est dense dans V, donc Fm est dense dans
Vm et sm(Fm) est dense dans Z. On applique alors le corollaire 3.5.2 page 103 pour
majorer la hauteur des points de sm(Fm) par 4(m− 1)

(
µess(V) + η

)
+ (m− 1)c′Θ

et, cette majoration étant valable quel pour tout η > 0, on a

µess(Z) 6 4(m− 1)µess(V) + (m− 1)c′Θ .

Il est alors aisé de passer aux hauteurs projectives grâce à l’encadrement rappelé
ci-dessus ; on passe de plus aux hauteurs h1 en utilisant (1.6) :

h1(Z) 6 hP(Z) + (dim Z + 1)(deg Z) log(n′ + 1)

6
(

µess(Z) + (m− 1) log(n + 1)
)
(dim Z + 1)deg Z

6
(

4µess(V) + c′Θ + log(n + 1)
)
(m− 1)(um + 1)deg Z

6
(4

d
hP(V) + log(n + 1) + c′Θ

)
um2 deg Z

6
(4

d
h1(V) + 4(u + 1) log(n + 1) + log(n + 1) + c′Θ

)
um2 deg Z

6
(2

d
h1(V) + 4 log(n + 1) +

1
2

log(n + 1) +
1
2

c′Θ
)

u(u + 1)m2 deg Z .

La majoration annoncée s’en déduit en utilisant le lemme 3.5.3 page 103 et en
remarquant que u(u + 1) 6 2u+1.

Nous avons maintenant tous les ingrédients utiles pour continuer la preuve de
l’inégalité de Mumford. Néanmoins, nous concluons cette section par une étude
des fibres de sm, qui pourrait être utile pour discuter d’améliorations éventuelles
de l’inégalité de Mumford.

Lemme 3.5.5. Pour tous m > 2 et x ∈ Vm, on a

s−1
m (sm(x)) ∩Vm = x + δ

( m⋂
i=1

(V − xi)
)

où δ : V → Vm est le plongement diagonal.

Démonstration. Soit y ∈ s−1
m (sm(x)), on a ym − xm = yi − xi pour tout i donc y =

x + δ(ym − xm). Si de plus y ∈ Vm on a ym − xm ∈
⋂m

i=1(V − xi). Réciproquement,
si z ∈ ⋂m

i=1(V − xi), il est clair que x + δ(z) appartient à Vm et a la même image
que x par sm.

105



3 Inégalité de Mumford

Notons SV le stabilisateur de V, qui peut être défini (ensemblistement) par

SV =
⋂

x∈V(Q)

(V − x) .

Ainsi, il est clair que chaque fibre contient un ensemble algébrique isomorphe à
SV ; le lemme suivant montre que l’égalité est atteinte pour certains points dès que
m est assez grand.

Lemme 3.5.6. Posons M = 2du+1 − d ; pour tout m > M il existe (x1, . . . , xm) ∈
Vm(Q) tel que SV =

⋂m
i=1(V − xi).

Démonstration. En partant d’un V − x1 pour x1 quelconque, on va couper succes-
sivement par des V − xi choisis de sorte à faire chuter à chaque fois la dimension
d’au moins une des composantes de dimension maximale de l’intersection par-
tielle qui n’est pas une composante de SV . Clairement, ce processus se termine et
l’intersection obtenue est SV .

Plus précisément, on note Xj =
⋂j+1

i=1(V − xi) le fermé de Zarisiki obtenu après
j intersections. Pour nous aider à compter les composantes à chaque étape, on
introduit la quantité définie pour tout fermé X et tout entier D par :

SH(X, D) = ∑
Y

deg Y Ddim Y

où la somme est prise sur l’ensemble des composantes de X. Cette définition coïn-
cide avec celle donnée p. 364 de [Phi86] et rappelée dans la démonstration du
lemme 3.5.3 page 103 ; on est ici dans le cas homogène c’est-à-dire p = 1 dans les
notations de la référence citée.

Il est clair que SH(X1, d) = SH(V, d) = du+1. Par ailleurs, comme chaque Xj
peut être défini (ensemblistement) par des équations de degré au plus d, on peut
appliquer à ces équations la proposition 3.3 de la référence citée, ce qui garantit
que SH(Xj+1, d) 6 SH(Xj, d) et donne immédiatement par récurrence SH(Xj, d) 6
du+1 pour tout j.

Par définition de SH, cette inégalité montre que pour tout k, le nombre de com-
posantes de Xj de dimension u − k est au plus dk+1. On peut être un peu plus
précis pour X1 et voir que toutes ses composantes sont de dimension au plus
u− 1 car V − x1 n’a qu’une composante. Ainsi, en choisissant successivement les
xi de façon à ce que V − xj+2 coupe strictement une des composantes de Xj de di-
mension maximale parmi celles qui ne sont pas composantes de SV , on voit qu’il
existe un j1 6 1 + d2 tel que Xj1 n’ait plus de composante de dimension u− 1 à
part peut-être celles de SV , et en continuant jusqu’à avoir éliminé les composantes
indésirables de dimension 0, qu’il existe un ju 6 1+ d2 + d3 + · · ·+ du+1 tel que Xju
n’ait plus aucune composante autre que celles de SV , c’est-à-dire tel que Xju = SV .
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3.5 Étude du morphisme des différences

Le nombre de points utilisés est alors

ju + 1 6 2 + d2
u−1

∑
l=0

dl = 2 +
d

d− 1
(du+1 − d) 6 2 + 2(du+1 − d) ,

en utilisant le fait que d > 2.
Par ailleurs, on constate qu’une fois qu’on a choisi x1, . . . , xju+1 tels que Xju =

SV , on peut rajouter des xi arbitraires pour i > ju + 1 et on conserve l’égalité
SV =

⋂
i(V − xi).

On suppose désormais m > 2du+1− d jusqu’à la fin de cette section. On peut voir
qu’il existe un ouvert dense de Vm où (x1, . . . , xm) « définissent le stabilisateur » au
sens ci-dessus, car la condition correspondante est ouverte et le lemme précédent
affirme que l’ouvert n’est pas vide. On en déduit immédiatement que les fibres
de sm |V sont génériquement des translatés de δ(SV) ; en particulier dim sm(Vm) =

mu− dim SV .
On peut alors préciser l’estimation du degré de l’image :

deg Z 6
dm

deg SV
2mu−2 dim SV m(m+1)u−1−dim SV

En effet, on peut s’arranger pour que les s−1
m (yj)∩V apparaissant dans (3.18) soient

tous des translatés de δ(SV) et on voit assez facilement que tous les multidegrés
de δ(SV) sont égaux à deg SV , ce qui donne

H(δ(SV); 2, . . . , 2, 2(m− 1)) = ∑
|α|=dim SV

deg SV
(dim SV)!
α1! · · · αm!

2dim SV (m− 1)αm

= deg SV22 dim SV (m− 1)dim SV

d’après la formule multinomiale.
Remarquons que les estimations ci-dessus peuvent être obtenues sous une hy-

pothèse plus faible : en utilisant un argument analogue à la démonstration de la
proposition 3.3 de [Rém00a], on peut montrer que la composante neutre de SV

est la seule composante contenant 0 de ∩m
i=1(V − xi) sur un ouvert dense de Vm

dès que m > u. L’hypothèse plus forte du lemme précédent donne par contre un
renseignement plus précis sur les fibres.

En revanche, notons que, même en prenant m extrêmement grand, il y aura
toujours des fibres de dimension plus grande que le stabilisateur : par exemple, il
est clair que s−1

m (0) = δ(V). Un autre exemple est celui où V contient la somme
de deux courbes (non elliptiques) C1 et C2 : alors, pour tous x ∈ C1 et y ∈ Cm

2 , on
a s−1

m (sm(δ(x) + y)) ∩Vm ⊃ δ(C1) + y, qui en général peut être de dimension plus
grande que le stabilisateur.
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3 Inégalité de Mumford

3.6 Cas général

Dans toute cette section, on fixe m > 2 et une famille x = (x1, . . . , xm) ∈ A(Q)m

(et non pas Vm) et on note z = sm(x). On suppose de plus u > 1 car sinon le
théorème 3.1.2 page 95 est une conséquence directe du théorème 3.1.1 page 95.
Les trois premiers énoncés sont des conséquences ou analogues directs de ceux de
la section 3.4 page 100.

Lemme 3.6.1. Sous les hypothèses (3.9) et (3.10) du théorème 3.1.2 page 95, on a

h2(z) 6 (m− 1)(ρ2/4 + 2φ + ρφ)ĥ(xm) + (m− 1)ĉΘ .

Démonstration. Pour chaque i ∈ {1, . . . , m− 1}, on utilise le lemme 3.4.2 page 101

avec x = xm et y = xi, ce qui montre que h2(zi) 6 (ρ2/4+ 2φ + ρφ)ĥ(xm) + ĉΘ. On
remarque ensuite que h2(z) = ∑m−1

i=1 h2(zi) pour aboutir au résultat annoncé.

Lemme 3.6.2. Si x satisfait l’hypothèse (3.7) et la première inégalité de l’hypothèse (3.10)
du théorème 3.1.2 page 95, on a

∏
v∈S

distv(z, Z)∆v 6 e−εĥ(xm) · eεĉΘ(C′Θ)
2 · 5
√

2m− 2 (n + 1)5

Démonstration. C’est une variante du lemme 3.4.1 page 100 ; la démonstration est
identique sauf pour l’étape finale. Pour chaque i ∈ {1, . . . , m} et chaque v ∈ S , la
définition de la distance permet de choisir un point yi,v ∈ V(Cv) tel que

distv(xi, yi,v) = distv(xi, V) 6 exp(−λvεĥ(xm) + λvεĉΘ)

où l’inégalité découle directement des hypothèses et d’une comparaison entre hau-
teurs. La proposition 3.3.1 page 98 donne alors

max
i

distv(xi− xm, yi,v− ym,v) 6 exp(−λvεĥ(xm)+λvεĉΘ) · (C′Θ,v)
2(5√2(n+ 1)5)δv .

Or, d’après le lemme 4.3, p. 121 de [Rém01a] (interprété à la lumière des remarques
p. 102 de la même référence concernant le lien entre indices d’une distance et
plongement de Segre), en notant yv = (y1,v, . . . , ym,v) ∈ Vm(Cv), on a

distv(sm(x), sm(yv)) 6 (m− 1)δv/2 max
i

distv(xi − xm, yi,v − ym,v) .

Or, par définition, le membre de gauche majore distv(z, Z). On prend le produit
sur v pour conclure.

Lemme 3.6.3. Sous les hypothèses du théorème 3.1.2 page 95 (sauf xi ∈ Γ, et en rempla-
çant la définition de m par l’hypothèse plus faible m > g), on a z ∈ Z.
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3.6 Cas général

Démonstration. Avant de commencer, remarquons qu’on peut supposer ε < d +

1. En effet, dans le cas contraire, le corollaire 3.2.3 page 97 s’applique car (3.7)
implique directement (3.11) et (3.8) implique très largement (3.12), donc il n’existe
aucune famille satisfaisant aux hypothèses du théorème.

On procède comme en page 101 pour la preuve du théorème 3.1.1. Si z 6∈ Z,
l’inégalité de Liouville (proposition 3.2.1 page 96) appliquée à z et Z donne, en
prenant les logarithmes :

∑
v∈S

∆v log distv(z, Z) > −(deg Z)h2(z)− h1(Z) (3.19)

− 3
2

log(n′ + 1)− (dim Z + 1)(deg Z) log(3 deg Z) .

On va maintenant estimer une par une les quantités apparaissant dans le membre
de droite. Le lemme 3.5.3 page 103 donne

(dim Z + 1) log(3 deg Z) 6 (mu + 1)
(
m log d + mu log 2 + (m + 1)u log m + log 3

)
6 u2(m + 1)

(
m log 2 + (m + 1) log m + log 3

)
+ m2(u + 1) log d

6 2u+2m3 + 2um2 log d ,

où la dernière ligne utilise le fait que u2 6 2u+1 et que la partie en m est majorée
par 2m3 (vérification numérique pour les petites valeurs). Au final on a

(dim Z + 1)(deg Z) log(3 deg Z) 6 dm2mum(m+1)u−1 ·
(
2u+2m3 + 2um2 log d

)
6 dm(2m)(m+1)u+2(1 + (log d)/8)

6 dm(2m)(m+1)u+2 · 2 log d . (3.20)

Par ailleurs, le lemme 3.6.1 page ci-contre et l’hypothèse (3.6) donnent

(deg Z)h2(z) 6 dm 2mu m(m+1)u−1
(

ε

dm(2m)(m+1)u
(m− 1)ĥ(xm) + (m− 1)ĉΘ

)
6

ε

2
ĥ(xm) + dm(2m)(m+1)u ĉΘ .

On peut maintenant substituer cette estimation ainsi que (3.20) et le résultat du
corollaire 3.5.4 page 104 dans l’inégalité de Liouville écrite en (3.19), puis simpli-
fier l’expression notamment en remarquant que, vu l’hypothèse sur le plongement,
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3 Inégalité de Mumford

on a n + 1 = 16g :

∑
v∈S

∆v log distv(z, Z) > − ε

2
ĥ(xm)− dm(2m)(m+1)u ĉΘ

−
(
2h1(V)/d + 5 log(n + 1) + c′Θ

)
dm(2m)(m+1)u+1

− 2(m− 1) log(n + 1)− dm(2m)(m+1)u+2 · 2 log d

> − ε

2
ĥ(xm)− 4dm−1(2m)(m+1)u+1 h1(V)

− dm(2m)(m+1)u+2(2 log d + c′Θ + ĉΘ
)

.

Dans l’autre sens, le lemme 3.6.2 page 108 dit que

∑
v∈S

∆v log distv(z, Z) 6 −εĥ(xm) + 2c′Θ + 2dĉΘ + log 5+
1
2

log(2m− 2) + 5g log(16)

vu l’hypothèse sur ε. En confrontant ces deux inégalités, il vient

ε

2
ĥ(xm) 6 2dm−1(2m)(m+1)u+1 h1(V) + 4dm(2m)(m+1)u+2(log d + c′Θ + ĉΘ

)
qui contredit précisément (3.8), achevant ainsi la preuve.

On rappelle la version quantitative de l’ex-conjecture de Mordell-Lang obte-
nue par Rémond.

Fait 3.6.4. On suppose A plongée dans Pn par un plongement de Mumford modifié
associé à une polarisation principale. Soient V ⊂ A une sous-variété, Γ ⊂ A(Q) un sous-
groupe de rang fini r et k un corps de définition de A. Alors il existe un entier naturel

S 6
(
234 h0

A d
)(r+1)g5(u+1)2

,

des points x1, . . . , xS de V(Q) ∩ Γ et des sous-variétés abéliennes B1, . . . ,Bs de A telles
que xi + Bi ⊂ V pour tout i ∈ {1, . . . , S} et

V(Q) ∩ Γ =
S⋃

i=1

(xi + Bi)(Q) ∩ Γ .

Démonstration. C’est une version du théorème de 2.1, p. 517 de [Rém00a] où la
fonction notée f dans ledit énoncé est explicitée, citée dans [DP02] p. 643. Par
ailleurs, la quantité notée h0(A) dans cette dernière référence est celle que nous
notons h0

A, voir (1.12).

Nous sommes maintenant prêts à conclure.
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3.7 Questions d’optimalité et énoncé conjectural

Démonstration du théorème 3.1.2 page 95. Soit x = (x1, . . . , xm) une famille de points
comme dans l’énoncé. D’après le lemme précédent, il existe un point y ∈ Vm(Q)

tel que sm(x) = sm(y), c’est-à-dire xi − xm = yi − ym pour tout i. En particulier,
pour tout i on a

yi − ym ∈ (V − ym)(Q) ∩ Γ =
S⋃

k=1

(zk + Bk)(Q) ∩ Γ

où l’égalité de droite découle du fait précédent appliqué à V− ym, avec zk ∈ V− ym

et zk + Bk ⊂ V − ym, où Bk ⊂ A est une sous-variété abélienne, pour tout k, et
S < m.

Ainsi, il existe un indice k ∈ {1, . . . , S} et deux indices distincts i et j tels que
yi − ym ∈ zk + Bk et yj − ym ∈ zk + Bk. Par différence, on a alors

yi − yj = xi − xj ∈ Bk

et zk + ym + Bk ⊂ V, ce qui achève la preuve.

3.7 Questions d’optimalité et énoncé conjectural

Comme on l’a vu, la conclusion du théorème 3.1.1 page 95 n’est pas celle qu’on
attend naturellement, à savoir x = y. La section 4.1 page 113 montrera que la
conclusion obtenue est probablement ce qu’on peut espérer de mieux à l’heure
actuelle. En effet, si dans cet énoncé on pouvait remplacer la conclusion par x = y,
alors en suivant la méthode de la section 4.3 page 120 on aboutirait à un décompte
explicite des points de hauteur assez grande. Or, le corollaire 4.1.4 page 116 et la
discussion qui suit montrent que ceci équivaudrait à une borne explicite sur la
hauteur des approximations exceptionnelles, résultat qui ne semble pas vraiment
accessible dans l’immédiat.

En revanche, dans le cas général, il ne semble a priori pas exclu dans un futur
proche d’améliorer le théorème 3.1.2 page 95 de la façon suivante.

Conjecture 3.7.1. Soient V une sous-variété d’une variété abélienne A et Γ ⊂ A(Q) un
sous-groupe de rang fini. On fixe ε > 0 ; il existe alors un entier m et des constantes ρ, φ

et R telles que si x1, . . . , xm est une famille de points de Γ telle que, pour tous i et j entre
1 et m :

0 < distv(xi, V) 6 H2(xi)
−λvε ∀v ∈ S

ĥ(xm) > R

cos(xi, xj) > 1− φ

ĥ(xm) 6 ĥ(xi) 6 (1 + ρ)ĥ(xm)
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3 Inégalité de Mumford

alors il existe deux indices distincts i et j ainsi qu’une sous-variété abélienne B de A tels
que xi − xj ∈ B et

∏
v∈S

distv(x, (V : B))∆v 6 H2(x)−ε/2

où (V : B) désigne l’union des translatés de B inclus dans V.

Autrement dit, dans les notations de la section 4.1 page suivante, la conclusion
serait que l’ensemble {x1, . . . , xm} satisfait C1(τ, ε/2) pour τ = ρ2/4 + ρφ + 2φ

(lemme 3.4.2 page 101), plutôt que C(τ) pour le théorème que nous démontrons.
On renvoie à la section citée pour plus de détails sur les notations et pourquoi
il semblerait ambitieux dans un futur proche de démontrer mieux que l’énoncé
conjecturé ci-dessus (avec des constantes explicites).
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4 Résultats de décompte

Nous déduisons ici des deux chapitres précédents des décomptes d’approxi-
mations exceptionnelles. Plus précisément, on donne un décompte des points de
hauteur assez grande (au sens de (2.2) et (3.3) ou (3.8)), que nous appellerons
grands points, en combinant l’inégalité de Vojta à chacune des deux inégalités de
Mumford obtenues précédemment.

Auparavant, on introduit des conditions sur les ensembles d’approximations
exceptionnelles considérés et on discute de leur caractère nécessaire. On introduit
également un résultat permettant de passer d’une condition d’approximation avec
un système d’inégalités à la forme plus naturelle d’un produit sur les places. Enfin,
on conclut ce chapitre par l’évocation de deux méthodes de traitement des petits
points : un décompte trivial, et une façon de les éliminer.

4.1 Conditions pour les décomptes

La définition 1.3.1 page 6 présente la condition qui sera utilisée pour dénombrer
les ensembles d’approximations exceptionnelles. On discute ici du phénomène
qui rend ce type de condition nécessaire, et on présente une autre condition, plus
faible en général, qui devrait être suffisante pour l’éviter.

Dans cette section, on suppose fixés une sous-variété V ⊂ A, un réel ε et un
sous-groupe Γ ⊂ A de rang fini r. On considère de plus un sous-ensemble F de
A(Q) et un réel τ > 0.

Donnons alors une reformulation des inégalités de Mumford du chapitre pré-
cédent. On appelle lunule associée aux paramètres (ρ, φ, β) un sous-ensemble de
A(Q) dans lequel deux points quelconques x et y satisfont les conditions sui-
vantes :

cos(x, y) > 1− φ |ĥ(x)− ĥ(y)| 6 ρĥ(x) ĥ(x) > β .

Le théorème 3.1.1 page 95 dit alors que si F satisfait C(ε/2d), son intersection
avec chaque lunule (de paramètres donnés par l’énoncé) contient au plus une
approximation exceptionnelle : en effet, on a vu au cours de la démonstration du
lemme 3.4.2 page 101 que si x et y sont dans une même lunule, alors ĥ(x− y) 6
(ρ2/4 + 2φ + ρφ)ĥ(x) et l’hypothèse (3.1) permet de conclure.

De même, le théorème 3.1.2 page 95 affirme que si F est un ensemble d’approxi-
mations exceptionnelles inclus dans Γ et satisfaisant C(ε/dm(2m)(m+1)u), alors son
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4 Résultats de décompte

intersection avec une lunule associée aux paramètres donnés contient au plus
m− 1 approximations exceptionnelles, dans les notations de cet énoncé.

Plus précisément, on remarque que la condition C(τ) est d’autant plus forte que
τ est petit, autrement dit, plus τ est petit, moins la condition C(τ) est restrictive.
On remarque que les inégalités de Mumford du chapitre précédent disent en
fait que l’ensemble de points considéré satisfait C(τ) avec τ = ρ2/4 + 2φ + ρφ,
quantité qui peut être rendue arbitrairement petite à condition de réduire la taille
des lunules considérées.

Ainsi, dans les résultats de décompte des sections suivantes, on pourrait faire
une hypothèse plus faible sur l’ensemble d’approximations considérées, au prix
d’un décompte moins précis. Néanmoins, on formulera les résultats avec la valeur
« naturelle » de τ pour éviter d’alourdir le texte.

Pour introduire l’autre condition que nous proposons, nous aurons besoin de la
définition suivante.

Définition 4.1.1. Si B est un sous-variété abélienne de A, on note (V : B) l’union
des translatés de B inclus dans V. On dit alors que B est ε-associée à x si

∏
v∈S

distv(x, (V : B))∆v 6 H2(x)−ε .

Toute approximation ε-exceptionnelle admet au moins une variété ε-associée :
la composante neutre du stabilisateur de V. Par ailleurs, si l’on note ZV l’union
des translatés de sous-variétés abéliennes non nulles inclus dans V, il est clair
que tout point possédant une variété ε-associée non nulle est une approximation
ε-exceptionnelle de ZV (la réciproque est en revanche fausse). Enfin, remarquons
que dans les énoncés suivants, lorsqu’on considère une variété ε-associée à un
point, on a en général intérêt à la choisir maximale.

Définition 4.1.2. On dit que F satisfait C1(τ, ε) s’il existe deux points distincts x
et y dans F et B une sous-variété abélienne ε-associée à x tels que x − y ∈ B et
ĥ(x− y) 6 τĥ(x).

On dit que F satisfait la condition C1(τ, ε) si F ne satisfait pas C1(τ, ε).

Il est clair qu’en général C1(τ, ε) est une condition plus forte que C(τ), autre-
ment dit que C1(τ, ε) est une condition plus faible que C(τ). Notons

E(V, ε) = {x ∈ A(Q) tel que 0 < ∏
v∈S

distv(x, V)∆v 6 H2(x)−ε}

et E ′(V, ε) = E(V, ε) ∪ V(Q). On remarque que, dans le cas particulier où F est
un sous-ensemble de E ′(V, ε) et V est un translaté de sous-variété abélienne, les
conditions C1(τ, ε) et C(τ) sont équivalentes pour F. Évidemment, si ZV = ∅ (ce
qui est le cas pour tout V 6= A si A est simple), tout ensemble F satisfait C1(τ, ε)

(et C(τ)).

114



4.1 Conditions pour les décomptes

Nous allons maintenant essayer de convaincre le lecteur qu’on ne peut guère
espérer majorer le cardinal des ensembles E(V, ε) ∩ Γ sous une condition plus
faible que C1(τ, ε) à moins de savoir majorer la hauteur de certaines (voire toutes
les) approximations exceptionnelles. Par ailleurs, on supposera ε 6 1 et τ 6 1 pour
simplifier certaines estimations.

Lemme 4.1.3. Soient x ∈ E ′(V, ε), B une sous-variété abélienne ε-associée à x, et y ∈
B(Q) tels que

ĥ(x) >
2

ε
√

τ

(
2cΘ + 7 log(n + 1)

)
+

11√
τ

ĉΘ (4.1)

ĥ(y) 6 τĥ(x) .

Alors x + y ∈ E ′(V, ε′) avec ε′ = ε(1 + 2
√

τ)−2.

Démonstration. Soit η > 0 un réel ; pour chaque v ∈ S , il existe un point pv ∈
(V : B)(Cv) tel que distv(x, pv) = distv(x, (V : B)) + η. Le scolie 3.3.2 page 100

donne alors (en remarquant que 5
√

2 6 (n + 1)2) :

distv(x + y, pv + y) 6 distv(x, pv) · C2
Θ,v(n + 1)7δv

6
(
distv(x, (V : B)) + η

)
· C2

Θ,v(n + 1)7δv .

Cette inégalité étant valable pour tout η > 0, elle l’est aussi avec η = 0. En remar-
quant alors que pv + y ∈ (V : B) ⊂ V, puis en prenant le produit sur les places, il
vient

∏
v∈S

distv(x + y, V)∆v 6 ∏
v∈S

distv(x, (V : B))∆v · C2∆v
Θ,v (n + 1)7δv∆v

6 H2(x)−ε · C2
Θ(n + 1)7 .

Il s’agit donc de montrer que cette dernière quantité est majorée par H2(x + y)−ε′ .
Si l’on note | · | la norme de l’espace de Mordell-Weil, on a |x+ y| 6 |x|+ |y| 6

(1 +
√

τ)|x| vu l’hypothèse sur ĥ(y). On en déduit alors

h2(x + y) 6 ĥ(x + y) + ĉΘ 6 (1 +
√

τ)2ĥ(x) + ĉΘ 6 (1 +
√

τ)2h2(x) + 5ĉΘ

puis

−ε
(1 +

√
τ)2

(1 + 2
√

τ)2
h2(x) 6 −ε′h2(x + y) + 5ε′ ĉΘ

−εh2(x) 6 −ε′h2(x + y) + 5ε′ ĉΘ − ε

(
1− (1 +

√
τ)2

(1 + 2
√

τ)2

)
h2(x) .

On observe alors que, pour tout 0 < t 6 1, on a

1− (1 + t)2

(1 + 2t)2 = t
2 + 3t

(1 + 2t)2 >
5
9

t
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où l’inégalité vient en remarquant que la fraction du milieu est décroissante en t.
Au final,

−εh2(x) 6 −ε′h2(x + y) + 5εĉΘ −
ε
√

τ

2
h2(x)

et l’hypothèse sur ĥ(x) permet alors de conclure.

Ainsi, on peut construire de nouvelles approximations exceptionnelles à partir
d’une approximation exceptionnelle ayant une variété ε-associée non nulle et de
points de cette variété. Le corollaire suivant donne une précision quantitative.

Corollaire 4.1.4. Soient x ∈ E ′(V, ε)∩ Γ satisfaisant (4.1), ε′ comme au lemme précédent
et B une variété ε-associée à x. De plus, on note ĥinf(B ∩ Γ) l’infemum de ĥ(y) lorsque y
parcourt l’ensemble des points d’ordre infini de B(Q)∩ Γ, ou +∞ si cet ensemble est vide.

Alors l’ensemble E ′(V, ε′) ∩ Γ contient au moins

Card
(
B(Q)tor ∩ Γ

) (
2
⌊√

τĥ(x)/ĥinf(B ∩ Γ)
⌋
+ 1
)

points de hauteur normalisée supérieure ou égale à (1−
√

τ)2 ĥ(x) (avec les conventions
(+∞)−1 = 0 et 0−1 = +∞). En particulier, cet ensemble contient une infinité de grands
points (au sens précédent) dès que B(Q) ∩ Γ n’est pas de type fini.

Démonstration. D’après le lemme précédent, la translation par x est une applica-
tion de

{y ∈ B(Q) tel que ĥ(y) 6 τĥ(x)} ∩ Γ

vers E ′(V, ε′)∩ Γ, qui est évidemment injective. Il s’agit donc de minorer le cardinal
de cet ensemble. Clairement, il contient tous les points de torsion, ce qui donne la
conclusion annoncée dans le cas où ĥmin(B ∩ Γ) = +∞.

Par ailleurs, si z est un point d’ordre infini de B(Q) ∩ Γ, que t est un point de
torsion de ce même ensemble et m un entier relatif, alors mz+ t est dans l’ensemble
de départ tant que m2 est inférieur à τĥ(x)/ĥ(z).

Remarquons qu’en général, les nouvelles approximations construites sont dans
E ′(V, ε′), mais pas forcément dans E(V, ε′). On ne voit pas en général comment
prouver que ces approximations ne tombent pas sur V (et à l’inverse, on imagine
mal comment prouver qu’elles y sont toutes sauf un nombre contrôlé d’excep-
tions). Cependant, dans certains cas la situation est plus claire.

Scolie 4.1.5. Si B est une sous-variété abélienne de A telle que V = (V : B), alors dans le
corollaire précédent, si l’on remplace E ′(V, ε) par E(V, ε) dans l’hypothèse (où il devient
inutile de supposer de plus que B est ε-associée à x car c’est nécessairement le cas), on peut
également remplacer E ′(V, ε′) par E(V, ε′) dans la conclusion.

Démonstration. Dans ce cas, V est stable par translation par les éléments de B,
donc A \V l’est aussi, or E(V, ε) = E ′(V, ε) \V.
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4.1 Conditions pour les décomptes

On est donc face à un phénomène de multiplication des approximations excep-
tionnelles, quitte à changer un peu l’exposant, phénomène présent au moins dans
le cas V = (V : B) et dont on voit mal pourquoi il disparaîtrait totalement dans
le cas général. En quelque sorte, les approximations exceptionnelles arrivent par
« grappes » : pour chaque approximation exceptionnelle d’exposant légèrement
meilleur que celui exigé, de hauteur assez grande et possédant une variété asso-
ciée non nulle, on a une grappe d’approximations exceptionnelles, dont le cardinal
dépend de la hauteur (et de la qualité) de la première.

Ainsi, le seul moyen de contrôler le cardinal de l’ensemble des approximations
exceptionnelles est de borner la hauteur de celles qui ont une variété associée non
nulle ; dans le cas particulier où V est un translaté de sous-variété abélienne de
dimension positive, il s’agirait donc de majorer la hauteur de toutes les approxi-
mations.

Ce type de résultat (borne explicite sur la hauteur) étant un peu trop ambitieux
à l’heure actuelle, il faut donc se résoudre à compter non pas toutes les approxima-
tions exceptionnelles, mais seulement les grappes, sans tenir compte du cardinal
de ces grappes, trop directement relié à la hauteur. Une condition du type C1(τ, ε)

semble la plus faible qu’on puisse mettre sur les ensembles d’approximations ex-
ceptionnelles considérés pour n’inclure qu’un point par grappe.

Pour conclure cette discussion, énonçons de façon explicite comment une borne
sur la hauteur des approximations exceptionnelles se déduit d’une borne sur leur
nombre (plus précisément, une borne sur le nombre de grands points suffit), dans
le cas particulier où V = (V : B), ce qui équivaut à dire que V est la somme de B et
d’une autre sous-variété de A, incluant en particulier le cas où V est un translaté
de B.

Corollaire 4.1.6. Soient V une sous-variété de A et B une sous-variété abéliennes de A,
telles que V = (V : B). Supposons que pour un certain ε0 > 0 et un certain Γ de type fini,
il existe R et N tels que

Card{x ∈ E(V, ε0) ∩ Γ tel que ĥ(x) > R} 6 N .

Alors, pour tout ε0 < ε 6 max(1, 3ε0), les points de E(V, ε) ∩ Γ sont tous de hauteur
normalisée inférieure ou égale à

max
((

(N + 1)/2
)2ĥmin(B ∩ Γ)τ−1, R · (1−

√
τ)−2, B(ε, τ)

)
avec

τ =

(
(ε/ε0)− 1

)2

4
B(ε, τ) =

2
ε
√

τ

(
2cΘ + 7 log(n + 1)

)
+

11√
τ

ĉΘ .

Démonstration. Par l’absurde, supposons qu’il existe un point x0 ∈ E(V, ε) ∩ Γ de
hauteur normalisée strictement plus grande que la borne annoncée ; en particulier,
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4 Résultats de décompte

ĥ(x0) est assez grand pour appliquer le corollaire 4.1.4 page 116. Par ailleurs, B
est une sous-variété abélienne ε-associée à x0 et le choix de τ donne ε′ = ε0 dans
les notations de ce corollaire, qui s’applique donc (car de plus τ 6 1 et ε 6 1) et
donne, compte tenu du scolie 4.1.5 page 116 :

N > Card{x ∈ E(V, ε0) ∩ Γ tel que ĥ(x) > R}

> 2
√

τĥ(x)/ĥmin(B ∩ Γ)− 1

ce qui est absurde.

4.2 Hypothèse d’approximation produit

Comme annoncé dans l’introduction (page 17), on montre ici comment transfor-
mer un énoncé où la condition d’approximation fait apparaître une inégalité par
place en une version où l’hypothèse d’approximation fait apparaître un produit
sur l’ensemble des places.

Pour cela, on utilise le lemme suivant, qui n’est rien d’autre qu’une version
plus abstraite du lemme 2.12.1, p. 120 de [Far03]. Par ailleurs, par rapport à cette
référence, on a fixé ε′(T) = ε/2, d’où A(T) = Card T, car c’est la valeur qui a
le plus de sens pour les applications, afin de simplifier légèrement l’énoncé et
sa preuve. L’énoncé ci-dessous est volontairement aussi abstrait que possible afin
de mettre en lumière le caractère purement combinatoire de la preuve et d’être
utilisable dans le plus grand nombre de situations ; immédiatement après l’énoncé
on détaille la correspondance avec la situation étudiée ici afin d’en éclaircir le sens.

Lemme 4.2.1. Soient A un ensemble et H une fonction de A dans [1,+∞[. Soient par
ailleurs M un autre ensemble et, pour chaque élément v de M :

– une fonction dv : A→ [0, 1] ;
– deux réels 0 < ∆v < 1 et cv > 0.

Pour tout réel ε > 0 et tout partie finie S de M, on définit

E(ε, S) =

{
x ∈ A tel que ∏

v∈S
dv(x)∆v 6

(
∏
v∈S

c∆v
v
)

H(x)−ε

}
.

De plus, pour toute famille de réels (λv)v∈S, on définit

E′(ε, S, λ) =
{

x ∈ A tel que dv(x) 6 cvH(x)−λvε ∀v ∈ S
}

.

On note enfin P(M) l’ensemble des parties finies de M et on suppose qu’il existe une
fonction g : R>0 × P(M) → N telle que pour tout ε > 0, tout S ∈ P(M) non vide et
toute famille (λv)v∈S de réels positifs telle que ∑v∈S λv∆v = 1, on ait

Card E′(ε, S, λ) 6 g(ε, S) .
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4.2 Hypothèse d’approximation produit

Alors, pour tout ε > 0 et tout S ∈ P(M) on a

Card E(ε, S) 6 ∑
T∈P(S)\{∅}

(
2 Card T − 1
Card T − 1

)
g(ε/2, T) .

Remarque 4.2.2. Dans l’application prévue, les paramètres seront choisis de la fa-
çon suivante. L’ensemble A sera un sous-ensemble fini de

(
A(Q) \ V(Q)

)
∩ Γ

avec Γ un sous-groupe de rang fini de A(Q) et H la hauteur induite sur cet
ensemble par le choix d’un plongement projectif de A. L’ensemble M sera l’en-
semble des places d’un corps de nombres k suffisamment gros et en chaque place
∆v = [kv : Qv]/[k : Q] est le degré local divisé par le degré global. En revanche,
le choix des constantes cv dépendra de l’application envisagée. On reconnaît la
condition sur la famille λ, et la fonction g sera alors donnée par l’un des énoncés
majorant le cardinal d’ensembles du type E′(ε, S, λ) que nous aurons établi.

Démonstration. On suppose S et ε fixés. On remarque que pour toute famille λ telle
que ∑v∈S λv∆v = 1 on a E′(ε, S, λ) ⊂ E(ε, S) ; à l’inverse on aimerait bien recouvrir
E(ε, S) par de tels ensembles, en nombre fini. Dans ce but, pour tout x ∈ A (tel
que H(x) > 1 pour simplifier pour l’instant), on introduit une famille de réels λ(x)
telle que

dv(x) = cvH(x)−λv(x)ε ∀v ∈ S (4.2)

de sorte que x ∈ E′(ε, S, λ(x)). De plus, si x ∈ E(ε, S) on a ∑v∈S λv(x)∆v > 1. Ainsi,
on a recouvert E(ε, S) par des ensembles de la forme E′(ε, S, λ(x)) mais ceux-ci ne
sont a priori pas en nombre fini ; par ailleurs les familles λ(x) obtenues ne sont
pas nécessairement composées que de nombres positifs. (Le fait que leur somme
pondérée ne soit pas exactement 1 n’est en revanche pas gênant, il suffirait de
choisir une famille λ′(x) plus petite (pour l’ordre produit) sommant à 1, car la
fonction λ 7→ E′(ε, S, λ) est décroissante.)

Pour forcer les λv(x) à être positifs 1 on introduit la fonction π : E(ε, S) → P(S)
définie par

π(x) = {v ∈ S tel que dv(x) 6 cv} .

On remarque que π prend en fait ses valeurs dans P(S) \ {∅}, de sorte que

E(ε, S) =
⋃

T∈P(S)\{∅}
π−1(T) .

Par ailleurs, pour toute partie non vide T de S, on introduit l’ensemble

C = {(λv)v∈T tel que λv∆v Card T ∈ N ∀v ∈ T et ∑
v∈T

λv∆v = 1}

1. Ce qui n’est en soi pas indispensable (on pourrait en fait se dispenser de cette hypothèse dans
les résultats de décompte précédents en considérant un ensemble de places plus petit) mais sera
utile pour assurer la finitude et contrôler le cardinal de l’ensemble C ci-dessous.
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4 Résultats de décompte

qui est fini et de cardinal (2 Card T−1
Card T−1 ) car il est en bijection avec l’ensemble des

familles de Card T entiers naturels dont la somme est Card T. Pour obtenir la
conclusion du lemme, il suffit donc de montrer que

π−1(T) ⊂
⋃

λ∈C

E′(ε/2, T, λ) .

Fixons donc ∅ 6= T ∈ P(S) et x ∈ π−1(T). Par définition de E(ε, S) et de π on a(
∏
v∈S

c∆v
v
)

H(x)−ε > ∏
v∈S

dv(x)∆v > ∏
v∈T

dv(x)∆v ∏
v∈S\T

c∆v
v

d’où x ∈ E(ε, T). Par ailleurs, si H(x) = 1 il est clair que x ∈ E′(ε/2, T, λ) pour
n’importe quelle famille λ ∈ C, on suppose donc H(x) > 1 et on associe à x une
famille λ(x) comme en (4.2). Cette fois-ci, les λv(x) pour v ∈ T sont tous positifs
ou nuls. Par ailleurs, comme x ∈ E(ε, T), on a successivement

2 Card T ∑
v∈T

λv(x)∆v > 2 Card T

∑
v∈T
b2λv(x)∆v Card Tc > Card T

donc il existe des entiers naturels av(x) inférieurs ou égaux à 2λv(x)∆v Card T et
dont la somme est exactement Card T. On pose alors λ′v(x) = av(x)/(∆v Card T)
de sorte que λ′(x) ∈ C et λ′v(x) 6 2λv(x), ce qui implique que x ∈ E′(ε/2, T, λ′(x)),
achevant ainsi la preuve.

En pratique, la fonction de comptage ne dépend pas de l’ensemble de places
considérées, on utilisera donc le scolie suivant.

Scolie 4.2.3. Dans la situation du lemme précédent, si l’on suppose de plus que la fonction
g ne dépend pas de son deuxième argument, alors on a Card E(ε, S) 6 5Card Sg(ε/2).

Démonstration. C’est un calcul élémentaire, fait page 125 de [Far03].

4.3 Grands points, cas des sous-groupes

On commence par majorer le nombre de points dans chaque cône tronqué ; on
rappelle la définition 1.3.1 page 6 pour la notation C(ε/2d) dans l’énoncé suivant.

Lemme 4.3.1. Soit V un translaté par un point algébrique d’une sous-variété abélienne
B de A, de degré d et de dimension u. On fixe un réel 0 < ε, un entier m > g + 1
et on considère une famille de points x1, . . . , xp ∈ A(Q) satisfaisant à C(ε/2d) et aux
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4.3 Grands points, cas des sous-groupes

conditions suivantes, pour tous i et j :

0 < distv(xi, V) < α−1
v H2(xi)

−λvε ∀v ∈ S (4.3)

ĥ(xi) > c5,ΘΛ(2mg)mg

4 (4.4)

cos(xi, xj) > 1− 1
m c6

(4.5)

avec

c6 =
(
86N · 5gds ε−1) m

m−g

Λ4 = c6
(
(
√

2mgd)g degA
)m

c5,Θ = d max
(
dgh1(A), cΘ, ĉΘ

)
+ (g + 1)degA

(
n(d + 1)n log(d + 1)

+ dg(h1(V) + (u + 2)(d + n + 1) log(d + 1) + log(m/2)
))

et au choix :

(i) s = min((d+n
n ), CardS) et αv =

(
d(d+n

n )
3)δv/2 ; ou bien

(ii) s = 1 et (αv)v une certaine famille de réels tous supérieurs ou égaux à 1, satisfaisant
∏v∈S α∆v

v 6 H1(V)2 · (d + 1)2(u+2)(d+n+1) · m2

4 · e3dn.

On a alors nécessairement

p 6

√
d
ε
(2mg)mg+1 log Λ4 .

Démonstration. Pour commencer, remarquons qu’on peut supposer ε < d + 1. En
effet, sinon le corollaire 3.2.3 page 97 s’applique, car (4.3) implique immédiate-
ment (3.11) et (4.4) implique assez largement (3.12) vu la définition de c5,Θ et la
remarque 1.5.4 page 15.

Soit x1, . . . , xp une famille comme dans l’énoncé, qu’on suppose de plus ordon-
née par hauteur normalisée croissante. On pose φ = (m c6)−1 et ρ =

√
ε/d. On

constate facilement que φ 6 ε/(2580d) de sorte que ce couple (ρ, φ) satisfait à (3.1).
Par ailleurs, il est assez facile de voir que la condition (4.4) est plus forte que (3.3) :
en effet c6 > (2/ε) · d(u + 1) et la parenthèse dans le membre de droite de (3.3) est
largement majorée par 6c5,Θ.

On peut donc appliquer le théorème 3.1.1 page 95 avec x = xi et y = xi+1 et
conclure que ĥ(xi+1) > (1 +

√
ε/d)ĥ(xi) pour tout i 6 p− 1. On pose alors

η =

⌈
(2mg)mg log Λ4

log(1 +
√

ε/d)

⌉
.

On suppose que p > (m− 1)η + 1 : on peut alors poser yi = x1+(i−1)η pour tout
i ∈ {1, . . . , m} de sorte que, pour tout i 6 m− 1, on a

ĥ(yi+1) > (1 +
√

ε/d)η ĥ(yi) > Λ(2mg)mg

4 ĥ(yi)
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4 Résultats de décompte

et la famille (yi)i contredit le corollaire 2.7.9 page 93, ce qui est absurde.
Ainsi, on a p 6 (m − 1)η. On remarque que la fonction t 7→ t/ log(1 + t) est

croissante pour t > 0 et, comme on a supposé ε 6 d + 1 6 2d, on a

1
log(1 +

√
ε/d)

6

√
2

log(1 +
√

2)

√
d
ε
6 2

√
d
ε

en vérifiant numériquement pour la dernière inégalité. On a alors

p 6 (m− 1)

(
(2mg)mg(log Λ4) · 2

√
d
ε
+ 1

)
6 2m(2mg)mg(log Λ4)

√
d
ε

qui donne directement le résultat annoncé.

On utilise ensuite le fait suivant.

Fait 4.3.2. Soient r un entier et γ > 0 un réel. On peut recouvrir Rr par b(1+
√

8/γ)rc
ensembles dans chacun desquels deux points quelconques satisfont cos(x, y) > 1− γ.

Démonstration. C’est le corollaire 6.1, p. 542 de [Rém00a].

Corollaire 4.3.3. Soit V un translaté par un point algébrique d’une sous-variété abélienne
B de A, de degré d et de dimension u. On considère de plus un sous-groupe Γ ⊂ A(Q)

de rang fini r, un réel ε > 0 et un entier m > g + 1. Soit enfin une famille x1, . . . , xp de
points de Γ satisfaisant à C(ε/2d) et aux conditions suivantes, pour tout i :

0 < distv(xi, V) < α−1
v H2(xi)

−λvε ∀v ∈ S

ĥ(xi) > c5,ΘΛ(2mg)mg

4

avec Λ4, c5,Θ, s et αv comme au lemme 4.3.1 page 120. Alors on a

p 6

√
d
ε
(2mg)mg+1(log Λ4)

(
3
√

m
(
86N · 5gds ε−1) m

2(m−g)
)r

.

Démonstration. En utilisant le fait précédent avec γ = (mc6)−1, on recouvre l’es-
pace euclidien Γ⊗Z R muni du produit scalaire donné par la hauteur de Néron-
Tate par des ensembles dans lesquels deux points quelconques satisfont (4.5). Le
nombre d’ensembles nécessaires est au plus(

1 +
√

8m
(
86N · 5gds ε−1) m

2(m−g)
)r

6
(

3
√

m
(
86N · 5gds ε−1) m

2(m−g)
)r

en remarquant que 1 +
√

8 · 86 · 3 · 5 6 3
√

86 · 3 · 5.
Il ne reste plus qu’à appliquer lemme 4.3.1 page 120 à chacun de ces ensembles

pour conclure.
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Il ne reste maintenant plus qu’à passer à une hypothèse d’approximation sous
sa forme produit. Pour que la condition écrite sous cette forme ait un sens, on fixe
un corps de nombres k (contenant un corps de définition des variétés considérées
et du plongement projectif utilisé) sur lequel on exigera que tous les xi soient
définis ; ceci fixe l’ensemble de places S utilisé. On fixe également Γ = A(k) et on
continue à noter r son rang.

Corollaire 4.3.4. Soit V un translaté par un point algébrique d’une sous-variété abélienne
B de A, de degré d et de dimension u. On fixe un réel ε > 0 et un entier m > g + 1. Soit
enfin une famille x1, . . . , xp de points de A(k) satisfaisant à C(ε/2d) et aux conditions
suivantes, pour tout i :

0 < ∏
v∈S

distv(xi, V)∆v < α−1H2(xi)
−ε

ĥ(xi) > c5,ΘΛ(2mg)mg

4

avec Λ4 et c5,Θ comme au lemme 4.3.1 page 120 et au choix :

(i) s = min((d+n
n ), CardS) et α =

(
d(d+n

n )
3)1/2 ; ou bien

(ii) s = 1 et α = H1(V)2 · (d + 1)2(u+2)(d+n+1) · m2

4 · e3dn.

Alors on a

p 6 2 · 5Card S ·
√

d
ε
(2mg)mg+1(log Λ4)

(
3
√

m
(
172N · 5gds ε−1) m

2(m−g)
)r

.

Démonstration. On applique le scolie 4.2.3 page 120 au corollaire 4.3.3 page précé-
dente, comme prévu à la remarque 4.2.2 page 119, avec A = {x1, . . . , xp}. Ceci a
pour effet, dans le décompte, de rajouter un facteur 5CardS et remplacer ε par ε/2.
On constate que vu la définition de Λ4, en effectuant cette opération, on ajoute
log(2)m/(m− g) à son logarithme et que

log Λ4 + log(2)m/(m− g) 6
√

2 log Λ4 .

Les autres modifications sont évidentes.

On peut alors simplifier légèrement la condition d’approximation en absorbant
la constante ; on aboutit au résultat suivant.

Corollaire 4.3.5. Soit V un translaté par un point algébrique d’une sous-variété abélienne
B de A, de degré d et de dimension u. On fixe un réel ε > 0 et un entier m > g + 1. Soit
enfin une famille x1, . . . , xp de points de A(k) satisfaisant à C(ε/2d) et aux conditions
suivantes, pour tout i :

0 < ∏
v∈S

distv(xi, V)∆v < H2(xi)
−ε

ĥ(xi) > c5,ΘΛ(2mg)mg

5
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avec

Λ5 =
(
87N · 5gd ε−1) m

m−g
(
(
√

2mgd)g degA
)m

c5,Θ = d max
(
dgh1(A), cΘ, ĉΘ

)
+ (g + 1)degA

(
n(d + 1)n log(d + 1)

+ dg(h1(V) + (u + 2)(d + n + 1) log(d + 1) + log(m/2)
))

.

Alors on a

p 6 2 · 5CardS ·
√

d
ε
(2mg)mg+1(log Λ5)

(
3
√

m
(
174N · 5gd ε−1) m

2(m−g)
)r

.

Démonstration. On commence par majorer chacun des deux choix possibles pour
α dans le corollaire précédent. Pour le premier, on a immédiatement

log
(
d(d+n

n )
3)1/2

6
1
2

log d +
3
2

n log(d + 1) 6 c5,Θ .

Pour le deuxième choix, on a

log α = 2h1(V) + 2(u + 2)(d + n + 1) log(d + 1) + 2 log(m
2 ) + 3dn

6 d
(

h1(V) + (u + 2)(d + n + 1) log(d + 1) + log(m
2 ) + 3n

)
6 c5,Θ (4.6)

Ainsi, quel que soit le choix pour (s, α) dans le corollaire précédent, on a assez
largement log α 6 c5,ΘΛ5 · ε/87 dont on déduit immédiatement que H2(xi)

ε/87 > α

puis que les hypothèses du présent énoncé impliquent celles du corollaire précé-
dent en remplaçant ε par 86ε/87. On applique donc le corollaire en question pour
aboutir au résultat annoncé.

Par ailleurs, comme les deux valeurs possibles de α peuvent être absorbées à
un coût équivalent, il est clair qu’on a intérêt à choisir la deuxième option pour le
couple (s, α) afin d’avoir s = 1 qui minimise Λ5 et p.

Remarque 4.3.6. Dans le cas où CardS = 1, on aura plutôt intérêt à utiliser le
corollaire 4.3.3 page 122 et prendre s = CardS puis supprimer le αv éventuel (si
l’unique place de S est archimédienne) comme ci-dessus en remplaçant 86 par 87
dans le décompte et la définition de Λ4.

La dépendance en ε dans le décompte précédent est en(
1
ε

) 1
2+

r
2 ·

m
m−g

log
(

1
ε

)
.

L’exposant du premier facteur tend donc vers (r + 1)/2 lorsque m tend vers l’in-
fini. Cependant, quand m grandit, le facteur (2mg)mg+1 dans le décompte croît
rapidement et la condition de hauteur aussi croît rapidement. Il n’est pas évident
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4.4 Grands points, cas général

de déterminer la valeur de m réellement optimale, mais la valeur m = 2g semble
être un bon compromis : elle ramène le facteur devant r dans l’exposant de ε à une
constante absolue, sans pour autant coûter beaucoup plus cher que g + 1 sur les
autres facteurs.

Corollaire 4.3.7. Soient V un translaté par un point algébrique d’une sous-variété abé-
lienne B de A, de degré d et de dimension u. Soient de plus un réel ε > 0 et une famille
x1, . . . , xp de points deA(k) satisfaisant à C(ε/2d) et aux conditions suivantes, pour tout
i :

0 < ∏
v∈S

distv(xi, V)∆v < H2(xi)
−ε

ĥ(xi) > c′5,Θ(Λ
′
5)

(4g)4g2

avec

Λ′5 =
(
87Nd ε−1)2(5(degA)(3g2d)g)2g

c′5,Θ = d max
(
dgh1(A), cΘ, ĉΘ

)
+ (g + 1)degA

(
n(d + 1)n log(d + 1)

+ dg(h1(V) + (u + 2)(d + n + 1) log(d + 1) + log(g)
))

.

Alors on a

p 6 2 · 5CardS ·
√

d
ε
(4g)4g2+1(log Λ′5)

(
739N · 7gd ε−1

)r
.

Démonstration. C’est le corollaire précédent appliqué avec m = 2g et en opérant
quelques simplifications d’écriture et majorations.

4.4 Grands points, cas général

Dans toute cette section, on suppose (sans nécessairement le rappeler à chaque
énoncé) que A est plongée dans Pn par un plongement de Mumford modifié
associé à une polarisation principale, ce qui est nécessaire pour appliquer le théo-
rème 3.1.2 page 95. Cette hypothèse implique en particulier que degA = n + 1 =

16g et qu’on peut prendre N = n + 1. Par ailleurs, on supposera toujours ε 6 1
pour simplifier certaines comparaisons.

Par ailleurs, comme on l’a vu dans la section précédente, on aura intérêt dans
l’inégalité de Vojta (corollaire 2.7.9 page 93) à toujours prendre l’option s = 1 et à
poser m = 2g. Commençons par énoncer l’inégalité de Vojta sous ces conditions.

Corollaire 4.4.1. Soit V une variété de Pn de degré d et de dimension u, et 0 < ε 6 1
un nombre réel. Il n’existe dans A(Q) aucune famille de points x1, . . . , x2g satisfaisant
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4 Résultats de décompte

simultanément aux conditions suivantes :

0 < distv(xi, V) < α−1
v H2(xi)

−λvε ∀v ∈ S

ĥ(x1) > c7,ΘΛ(4g)4g2

6

ĥ(xi) > ĥ(xi−1) ·Λ
(4g)4g2

6

cos(xi, xj) > 1− ε2

215g+14d2

avec

Λ6 = 235g3
d2g2+2 ε−2

c7,Θ = d max
(
dgh1(A), cΘ, ĉΘ

)
+ 32g

(
(2d)16g+116g + dg(h1(V) + 32gd2))

et (αv)v une certaine famille de réels tous supérieurs ou égaux à 1, avec ∑v∈S ∆v log αv 6
c7,Θ.

Démonstration. C’est le corollaire 2.7.9 page 93 avec m = 2g et l’option s = 1, où
l’on a simplifié la majoration de la « hauteur » de α en tenant compte de (4.6). On
a par ailleurs utilisé les majorations suivantes :

1
2g

( ε

86 · 16g · 5g · d

)2
6

ε2

2g
(
27 · 27gd

)2

862 · 402gd2 ε−2(32
√

2g2d)2g2
6 862 402g 211g2

g4g2 · d2g2+2 ε−2 6 235g3
d2g2+2 ε−2

où la dernière majoration provient d’une vérification numérique pour g = 1. De
plus, on a remarqué que

(u + 2)(d + 16g) log(d + 1) + log g 6 (g + 1)d(d + 16g + 1) 6 2gd2 · 16g

pour simplifier l’expression de c7,Θ.

À partir de maintenant et pour le reste de cette section, on fixe un sous-groupe
Γ ⊂ A(Q) de rang fini r > 1 (car les résultats établis ici sont évidents si r = 0)
ainsi que les constantes suivantes

M =
(
234 h0

A d
)(r+1)g5(u+1)2

+ 1 M′ = dM(2M)(M+1)u

φ =
ε

4M′
ρ =

( ε

M′
)1/2

de sorte que (ρ, φ) satisfait bien la condition (3.6). Par ailleurs, à un facteur 2 près,
chacune de ces deux quantités est aussi grande que possible sous cette condition.
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4.4 Grands points, cas général

On remarque alors que M > 268g5
d2g5

pour majorer en fonction de M les diffé-
rentes constantes apparaissant dans l’inégalité de Vojta ci-dessus. Pour commen-
cer, on a ε2Λ6 6 M2 et (4g)4g2

6 M/2 puis, en posant

c8,Θ,V = h1(V) + max
(
h1(A), cΘ, ĉΘ

)
on a aisément c7,Θ 6 c8,Θ,VdM soit au final

c7,ΘΛ(4g)4g2

6 6 ε−2(4g)4g2

c8,Θ,V(dM)M 6 ε−2(4g)4g2

c8,Θ,V M′ .

Par ailleurs, on a h1(V) + 2dM
(
log d + c′Θ + ĉΘ

)
6 4d2Mc8,Θ,V . Nous sommes

maintenant prêts à combiner les inégalités de Vojta et de Mumford pour majorer
le nombre de points dans chaque cône tronqué.

Lemme 4.4.2. Soit V une sous-variété de A, de degré d et de dimension u. On considère
de plus un sous-groupe Γ ⊂ A(Q) de rang fini r et un réel 0 < ε 6 1. Soit enfin une
famille x1, . . . , xp de points de Γ satisfaisant à C(ε/M′) et aux conditions suivantes, pour
tout i :

0 < distv(xi, V) < α−1
v H2(xi)

−λvε ∀v ∈ S
ĥ(xi) > µ

cos(xi, xj) > 1− εφ

avec (α)v comme ci-dessus et µ = c8,Θ,V M′M3 ε−2(4g)4g2
. Alors on a

p 6 2g(M− 1)
(4g)4g2

log Λ6

ρ

avec Λ6 comme ci-dessus.

Démonstration. D’après les remarques et majorations précédentes, il est assez clair
que les conditions du présent énoncé impliquent les conditions correspondantes
du théorème 3.1.2 page 95 et du corollaire 4.4.1 page 125. On peut donc appli-
quer simultanément ces deux résultats et en conclure comme dans la preuve du
lemme 4.3.1 page 120 que

p 6 g(M− 1)

(
(4g)4g2

log Λ6

log(1 + ρ)
+ 1

)
6 2g(M− 1)

(4g)4g2
log Λ6

ρ

compte tenu du fait que cette fois-ci il peut y avoir jusqu’à M− 1 points par lunule
de largeur 1 + ρ.

On en déduit un décompte complet des grands points.
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4 Résultats de décompte

Corollaire 4.4.3. Soit V une sous-variété deA, de degré d et de dimension u. On considère
de plus un sous-groupe Γ ⊂ A(Q) de rang fini r et un réel 0 < ε 6 1. Soit enfin une
famille x1, . . . , xp de points de Γ satisfaisant à C(ε/M′) et aux conditions suivantes, pour
tout i :

0 < distv(xi, V) < α−1
v H2(xi)

−λvε ∀v ∈ S
ĥ(xi) > µ

avec (αv)v et µ comme ci-dessus. Alors on a

p 6 M2(M′)(r+1)/2 ε−r−1/2 log(e/ε) .

Démonstration. On applique le fait 4.3.2 page 122 avec γ = εφ pour recouvrir l’es-
pace euclidien Γ⊗Z R muni du produit scalaire donné par la hauteur de Néron-
Tate par des ensembles dans lesquels deux points quelconques satisfont (4.5). Le
nombre d’ensembles nécessaires est au plus(

1 +

√
8
εφ

)r

6

(
1 +

4
√

2
ρ
√

ε

)r

6
(

6
ρ
√

ε

)r

en utilisant le fait que φ = ρ2/4 d’après leurs définitions. Le lemme précédent
donne le nombre de points dans chaque ensemble, on a donc

p 6 2g(M− 1)
(4g)4g2

(log Λ6) 6r

ρr+1 ε−r/2 .

On remarque maintenant que

log Λ6 6 2 log M + 2 log(e/ε) 6 4 log M log(e/ε) 6
√

M log(e/ε)

car on a supposé 2 que ε 6 1 (on rappelle que a + b 6 ab dès que les deux sont
supérieurs ou égaux à 2). Par ailleurs, on remarque que

2g(4g)4g2
6 (4g)4g2+1 6 24(g+1)g2+1 6 (29)g3

de sorte que 2g(4g)4g2
6r 6

√
M soit au final

p 6
M2

ρr+1 ε−r/2 log(e/ε) 6 M2(M′)(r+1)/2 ε−r−1/2 log(e/ε)

compte tenu de la définition de ρ.

2. On aurait pu supposer ε 6 e−1 mais on aurait été gêné pour établir le corollaire 4.4.5 page
suivante ; on a donc préféré rajouter ce e un peu gratuit.
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4.4 Grands points, cas général

Corollaire 4.4.4. Soit V une sous-variété de A, de degré d et de dimension u. Soient de
plus un réel ε > 0 et une famille x1, . . . , xp de points de A(k) satisfaisant à C(ε/2d) et
aux conditions suivantes, pour tout i :

0 < ∏
v∈S

distv(xi, V)∆v < H2(xi)
−ε

ĥ(xi) > c8,Θ,V ε−2(4g)4g2

dM(3M)(M+1)u+3

où S est un ensemble fini de places de Q(x1, . . . , xp) et

c8,Θ,V = h1(V) + max
(
h1(A), cΘ, ĉΘ

)
M =

(
234 h0

A d
)(r+1)g5(u+1)2

+ 1 .

Alors on a

p 6 5CardSM2
(

dM(3M)(M+1)u
)(r+1)/2

ε−r−1/2 log(e/ε) .

Démonstration. Ce résultat se déduit du corollaire précédent de la même façon que
le corollaire 4.3.5 page 123 se déduit du corollaire 4.3.3 page 122 : on commence
par appliquer le scolie 4.2.3 page 120, ce qui a pour coût, dans le décompte, de
remplacer ε par ε/2 et d’ajouter un facteur 5CardS . Ensuite, pour absorber le α

restant dans la condition d’approximation, il suffit de diviser encore ε par 2, cette
fois non seulement dans le décompte mais aussi dans la condition de hauteur.

On constate ensuite que les constantes apparues près des ε sont facilement ab-
sorbées dans les autres facteurs en remplaçant 2M par 3M comme ci-dessus.

On en déduit immédiatement un décompte des points entiers d’un ouvert affine,
dans le cas où A est simple.

Corollaire 4.4.5. Supposons que A est simple et soient k un corps de nombres, r le rang
de A(k) et S un ensemble fini de places de k, contenant toutes les places archimédiennes.
Le nombre de points S-entiers sur k de A \ Z(X0) de hauteur normalisée au moins

max
(
h1(A), cΘ, ĉΘ

)
(48M1)

gM1

avec M1 =
(
239 h0

A
)(r+1)g6g2

est au plus

5CardS (48M1)
gM1(r+1)/2 .

Démonstration. Notons E = Z(X0) et soit x un point S-entier de A\ E, c’est-à-dire
que x admet un système de cordonnées homogènes de la forme (1 : x1 : . . . : xn)

avec |xi|v 6 1 dès que v 6∈ S . En une telle place, on a donc ‖x‖2,v = 1. Par ailleurs,
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4 Résultats de décompte

en toute place, la proposition 1.6.1 page 19 montre que distv(x, E) = ‖x‖−1
2,v . Ainsi,

on a
∏
v∈S

distv(x, E)∆v = ∏
v∈Mk

‖x‖−∆v
2,v = H2(x)−1 ,

autrement dit x est une approximation exceptionnelle de E, d’exposant 1. On ap-
plique donc le corollaire précédent avec V = E et ε = 1 ainsi que Γ = A(k), en
remarquant que comme A est simple, la condition C(ε/M′) est automatiquement
satisfaite.

En particulier, on a u = g− 1 et d = degA = 16g vu le plongement de A choisi,
et bien sûr h1(E) = 0. On utilise ces informations pour écrire(

234 h0
A d
)(r+1)g5(u+1)2

+ 1 =
(
234 h0

A 16g)(r+1)g5g2

+ 1 6
(
239 h0

A
)(r+1)g6g2

.

On remarque ensuite que (M1 + 1)(g− 1) 6 gM1 − 3 pour écrire

dM1(3M1)
(M1+1)(g−1)+3 6 16gM1(3M1)

gM1 = (48M1)
gM1

et conclure.

4.5 Options pour les petits points

Il ne semble pas évident d’exploiter l’hypothèse d’approximation dans le dé-
compte des petits points. Nous rappelons donc pour mémoire comment compter
les points de petite hauteur d’une variété abélienne appartenant à un groupe de
type fini donné : ce décompte repose sur une propriété élémentaire en géométrie
euclidienne, que l’on commence par rappeler.

Fait 4.5.1. Soient E un espace euclidien de dimension r et deux réels ρ et µ. On peut
recouvrir toute boule (fermée) de rayon ρ par des boules (ouvertes) de rayon µ en nombre
inférieur à (2 ρ

µ + 1)r.

Démonstration. C’est le lemme 6.1, p. 541 de [Rém00a], où l’on a par ailleurs effec-
tué le changement de notations µ = ρ/γ. L’énoncé donné dans la référence citée
ne précise pas si les boules sont ouvertes ou fermées, mais on constate facilement
que la preuve qui y est proposée fonctionne parfaitement pour la variante la plus
forte, énoncée ci-dessus.

On en déduit la majoration suivante du nombre de points de petite hauteur sans
aucune hypothèse d’approximation.

Corollaire 4.5.2. Soit Γ un sous-groupe de type fini de A(Q) ; on note r le rang de Γ et
ĥmin(Γ) le minimum de ĥ(x) quand x parcourt l’ensemble des points d’ordre infini de Γ.
Pour tout réel positif R, on a

Card
{

x ∈ Γ tel que ĥ(x) 6 R
}
6 Card Γtor ·

(
1 + 2

√
R/ĥmin(Γ)

)r
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4.5 Options pour les petits points

où Γtor désigne l’ensemble des points de torsion de Γ.

Démonstration. Dans Γ⊗Z R muni de la structure euclidienne induite par la hau-

teur normalisée, on applique le fait précédent avec ρ =
√

R et µ =
√

ĥmin(Γ) puis
on remarque que la préimage dans Γ de chacune des boules ouvertes de rayon µ

est composée de points qui sont tous égaux modulo Γtor.

Remarque 4.5.3. Si dans l’énoncé précédent on prend Γ = A(k), on retrouve le
lemme 2.11.1, p. 117 de [Far03].

Si l’on applique le résultat précédent en conjonction avec le corollaire 4.3.5
page 123, on constate assez facilement que le décompte obtenu pour les petits
points est largement supérieur à celui obtenu pour les grands points (à moins que
ĥmin(Γ) ne soit particulièrement grand), ce qui n’est pas très satisfaisant. Nous
établissons donc un résultat, basé sur l’inégalité de Liouville, permettant de sup-
primer les petits points quitte à renforcer l’hypothèse d’approximation.

Lemme 4.5.4. Soit V une sous-variété de A, de dimension u et de degré d. Si R et F sont
deux réels positifs, l’ensemble des points x ∈ A(Q) tels que

0 < ∏
v∈S

distv(x, V)∆v 6 e−F H2(x)−ε et ĥ(x) 6 R

est vide dès que F > (d− ε)R + h1( fV) + d(u + 1) log(3d) + 3
2 log(n + 1) + (d− ε)ĉΘ.

Démonstration. Si l’ensemble en question n’est pas vide, on choisit un point x de-
dans et on lui applique l’inégalité de Liouville (proposition 3.2.1 page 96) :

1
(n + 1)3/2(3d)d(u+1) H1( fV) H2(x)d

6 ∏
v∈S

distv(x, V)∆v 6 e−F H2(x)−ε

puis en prenant les opposés des logarithmes

F 6 (d− ε)h2(x) + h1( fV) + d(u + 1) log(3d) +
3
2

log(n + 1)

6 (d− ε)R + h1( fV) + d(u + 1) log(3d) +
3
2

log(n + 1) + (d− ε)ĉΘ .

Par contraposée, l’ensemble considéré est vide si cette inégalité est fausse.

On en déduit immédiatement le corollaire pratique suivant.

Corollaire 4.5.5. Soit V une sous-variété de A, de dimension u et de degré d. Si R est un
réel supérieur ou égal à

1
ε

(
h1( fV) + d(u + 1) log(3d) +

3
2

log(n + 1) + dĉΘ

)
,

il n’existe aucun point x ∈ A(Q) tel que

0 < ∏
v∈S

distv(x, V)∆v 6 e−dRH2(x)−ε et ĥ(x) 6 R .
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4 Résultats de décompte

Démonstration. Application immédiate du lemme précédent avec F = dR.

On en déduit à titre d’exemple une variante du corollaire 4.3.7 page 125 ; le
lecteur en déduira sans peine des variantes similaires des autres résultats de dé-
compte.

Corollaire 4.5.6. Soit V un translaté par un point algébrique d’une sous-variété abélienne
B deA, de degré d et de dimension u. Soient de plus un réel ε > 0 et une famille x1, . . . , xp

de points de A(k) satisfaisant à C(ε/2d) et aux conditions suivantes, pour tout i :

0 < ∏
v∈S

distv(xi, V)∆v < H2(xi)
−ε exp(−dc′5,Θ(Λ

′
5)

(4g)4g2

)

avec Λ′5 et c′5,Θ comme au corollaire 4.3.7 page 125. Alors on a

p 6 2 · 5CardS ·
√

d
ε
(4g)4g2+1(log Λ′5)

(
739N · 7gd ε−1

)r
.

Démonstration. La condition d’approximation considérée permet d’appliquer le co-

rollaire 4.5.5 page précédente avec R = c′5,Θ(Λ
′
5)

(4g)4g2
, quantité qui satisfait ample-

ment l’hypothèse du corollaire. Ainsi, on voit que tous les points satisfaisant cette
condition d’approximation satisfont aussi ĥ(xi) > R et on peut appliquer le corol-
laire 4.3.7 page 125 pour conclure.

Scolie 4.5.7. Dans le corollaire précédent, on peut en fait prendre

Λ′5 = 34ε−2(5(degA)(3g2d)g)2g+2

et remplacer 739N · 7g par 120760 degA dans la majoration donnée pour p. De plus, on
peut prendre

c′5,Θ = d max
(
dgh1(A), cΘ, ĉΘ

)
+ (g + 1)degA

(
dgh1(V) + 2

(
2(d + 1)

)n+1
)

.

Démonstration. On utilise le dernier point du lemme 1.5.2 page 14 pour estimer N
par degA/g!. Pour Λ′5, on effectue alors quelques regroupements en remarquant
que 87/15 6 34 et pour la majoration de p, on voit que 739 · 7g/g! 6 120760 pour
tout g en constatant que le maximum de 7g/g! est atteint pour g = 7 (et g = 6).

Enfin, en remarquant que u + 2 6 g + 1 6 n, on a

dg((u + 2)(d + n + 1) log(d + 1) + log(g)
)
6 dg+1n(d + n + 2) 6 dn+1n(n + 3)

qui entraîne facilement le résultat annoncé en remarquant que n(n+ 4) 6 2n+2.
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