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Introduction

Cette these se compose de cinq chapitres dont le premier est totalement indépendant
des quatre autres. Détaillons le contenu principal et le contexte dans lequel se trouvent ces
chapitres.

Le premier chapitre est consacré a des problemes d’approximation. Comme chacun sait,
dans un cadre hilbertien, si C' est un convexe fermé non vide, la distance de tout point x de
I'espace a l’ensemble C' est atteinte en un unique point. Inversement, nous étudierons dans
ce chapitre I'existence de points les plus éloignés par rapport a un certain sous ensemble C'
borné, et en fait nous serons intéressés par des résultats de perturbation. On obtiendra le
résultat suivant :

Théoreme A. Soit X est un espace de Banach réel, C C X un compact faible et r 'appli-
cation définie par
r(z) = sup{llz — z[| — f(2),z € C}

ot f : X — R est une perturbation minorée et semi-continue inférieurement pour la topologie
faible, alors l’ensemble

D(C,f)={z € X;32€ C,r(z) = ||z — 2| — f(2)}
est résiduel dans X .

Ce résultat classique est du a Lau dans le cas f = 0 (et correspond donc géométriquement
a lexistence générique de points les plus éloignés par rapport a C'). Comme conséquence
directe, on en déduit que si C' est faiblement compact, 'ensemble des x € X tels que
2+ ||z —z|| —|2|| atteint son sup sur C' est dense dans X. On verra cependant que 1’ensemble
des x € X tels que z — ||z — z|| + ||z]| atteint son sup sur C' n’est pas nécessairement dense
dans X.

La suite de cette these est centrée sur quelques problemes d’opérateurs linéaires bornés.
Dans cette branche des mathématiques, la question la plus importante est certainement la
suivante, connue sous le nom de probleme du sous-espace invariant :

Probleme. Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, et T un opérateur
linéaire non nul et borné sur H. Est-ce que T admet un sous-espace invariant ¢

Par sous-espace invariant, on entend implicitement que ce sous espace est fermé et non
trivial, c’est a dire non réduit a {0} et différent de I’espace tout entier. Notons par ailleurs
que T" admet toujours un sous espace vectoriel invariant non nécessairement fermé. En effet,
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si z est tel que Tx # 0, Uespace engendré par les T"x (n € N) est invariant par 7" et ne saurait
étre I'espace tout entier, car dans ce cas H posséderait une base (algébrique) dénombrable
ce qui est impossible pour un espace de Banach. On peut aussi remarquer que ce résultat
peut tomber en défaut en dimension finie sur le corps des réels (en dimension 2 par exemple)
mais que dans le cas complexe, il demeure vrai puisque tout endomorphisme en dimension
finie admet une valeur propre, ce dernier fait résultant lui méme du théoreme de d’Alembert-
Gauss affirmant que tout polynome complexe de degré non nul admet au moins une racine.
Cela montre que, déja en dimension finie, le probleme (complexe) admet certes une solution
positive, mais pour une raison non triviale. On définit 'orbite d’'un élément z € H par

Or(x) ={T"z,n > 0}.

On voit facilement que le probleme du sous espace invariant revient a étre capable de dire s’il
existe # # 0 € H tel que span(Or(z)) # H ot A désigne bien siir "adhérence d’une partie
A C H et span(A) l'espace engendré par A (on a conservé quelques notations anglicistes
classiques). Cela explique en partie 'importance qu’'on porte a 1’étude des orbites. D’autre
part, le probleme du sous-espace invariant a été résolu négativement par Read [R]| dans
I'espace ¢'. Read a méme fait beaucoup mieux en construisant un opérateur 7' borné sur
¢ tel que pour tout x # 0,07(z) = ' ce qui exprime de facon équivalente le fait que
T n’admet aucun sous ensemble invariant (fermé). D’autre part, Haydon et Argyros ont
récemment construit un espace de Banach séparable X de dimension infinie dans lequel
tous les opérateurs sont de la forme T" = Al + K ou A est un scalaire et K un opérateur
compact. D’apres un classique résultat de Lomonosov, tout opérateur compact possede un
sous-espace invariant, donc ce Banach X répond positivement a la question. Revenons sur
I'exemple de Read : toutes les orbites de 'opérateur qu’il a construit sont denses (excepté
0 bien sur!). L'opérateur admet donc un comportement hautement ”irrégulier”. Si pour un
espace de Banach X et au moins un vecteur x, l’orbite associée est dense dans I'espace, on dit
que l'opérateur est hypercyclique (et le vecteur associé est appelé un vecteur hypercyclique,
on peut alors montrer que ’ensemble des vecteurs hypercycliques est automatiquement un
Gls-dense). 11 se trouve que de tels opérateurs sont déja délicats a étudier (on renvoie a [BM]
pour ce sujet). Rappelons toutefois le résultat suivant, connu sous le nom de critere de Kitai,
qui est une facon commode de montrer qu’un opérateur est hypercyclique sans en exhiber un
vecteur hypercyclique.

Théoreme. Soit T' un opérateur borné sur un Banach X. On suppose qu’il existe une suite
(ny) strictement croissante d’entiers, deuz parties Dy et Dy denses dans X et une suite d’ap-
plications Sy, : Dy — X telles que :

1) T™x — 0 pour x € Dy.
2)Sn,y — 0 pour y € Ds.
3) TS, (y) =y poury € Ds.

Alors T est hypercyclique.

Un opérateur T' peut admettre des orbites régulieres, comme des orbites irrégulieres (i.e.
des vecteurs hypercycliques). L’exemple suivant est standard et illustre le comportement tres
varié des orbites d'un opérateur comme le shift, dont la définition est tres simple (mais qui
est en quelque sorte 'opérateur universel).
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Exemple. Soit T = 2B surf? (1 < p < o0) ot B est le backward shift, c’est a dire l'opérateur
défini par Be; =0 et Be, = e,_1 (n > 2), ot l'on a noté (e,) la base canonique de (*. Alors
il existe trois partie Ay, Ay et Az denses dans X telles que :

-Six e Ay, || Tz|| — 0.
-Six € Ay, |[|[Tz|| — oc.
- Si x € Az, x est hypercyclique.

Pour A, il suffit de choisir ’ensemble des vecteurs a supports finis. Pour A,, on a
|T"|| = 2", et on verra que d’apres un résultat de Miiller et Vrsovsky, tout opérateur vérifiant
> 1/IT™|| < oo admet un ensemble d’orbites qui s’en vont & I'infini et pour A, cela pro-
vient du critere de Kitai.

Dans cette these, nous allons essentiellement nous intéresser a des orbites qui admettent un
comportement régulier. Avant de rentrer dans les détails concernant ce type de probleme, le
chapitre 2 sera consacré a définir certaines notions de géométrie des espaces de Banach utiles
pour le chapitre 3. La notion la plus classique de petitesse en analyse est certainement celle de
Baire : i.e. une partie est petite si elle est incluse dans le complémentaire d’un Gs-dense, mais
cette propriété n’est pas quantitative. La o-porosité est un cas plus général que cette derniere
notion, avec ”estimations”. D’autre part, une autre facon de mesurer la taille d’'un ensemble
en dimension finie est de considérer sa mesure de Lebesgue. Une possible généralisation de
ceci en dimension infinie est le fait, pour une partie, d’étre Haar-négligeable. Ces 2 notions
de négligeabilité sont par ailleurs distinctes : Preiss et Tisier ont montré que tout espace de
dimension infinie peut étre décomposé en la réunion disjointe de deux parties, dont I'une
est o-poreuse et 'autre Haar-négligeable. Les autres outils que nous allons définir seront les
modules de convexité et de lissité, qui permettent de quantifier le fait qu’un ensemble est
uniformément lisse ou uniformément convexe. Plus particulierement, notre intérét se portera
sur les modules asymptotiques. Le fait d’étre asymptotiquement uniformément convexe (resp
lisse) est plus faible que d’étre uniformément lisse (resp convexe). Ces modules traduisent
une information géométrique de I'espace en fonction de ses ”gros” sous-espaces : rappelons
par exemple la définition du module de lissité asymptotique uniforme py (t) de X

_ _ : B S 0.

px(t) sup i o (lz +tyll = 1) (¢ =0)
Le chapitre 3 est consacré aux premiers résultats sur les orbites régulieres. Comme l'indique
explicitement son nom, on s’intéresse au ”gap” entre ||7"|| (la norme des itérés de 'opérateur)
et [|[T"z|| (la norme des itérés ponctuels). La question basique est : peut-on trouver des bons
vecteurs x tels que la suite (||7"z||), ne soit pas trop loin (en un certain sens) de la suite
(IIT™]|) ? Miiller a montré le résultat suivant.

Théoreme. Soit T un opérateur linéaire borné sur X, et soit (a,) une suite de réels positifs
telle que a,, — 0. Alors, l’ensemble

{z € X, [|[T"z|| = an||T"|| pour une infinité de n}
est résiduel dans X .

Nous généralisons ce résultat a l'aide des notions de petitesse du chapitre précédent, en
montrant :
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Théoreme B. Soit T' un opérateur linéaire borné sur X, et soit (a,) une suite de réels
positifs telle que a,, — 0. Alors, ’ensemble

{z € X, ||[T"z|| = a,||T"|| pour une infinité de n}
est de complémentaire o-poreux et si X est séparable, ce complémentaire est Haar-négligeable.

Dans le cas compact, on donne des exemples qui permettent d’améliorer la condition
a, — 0.
Toujours dans le méme esprit, Beauzamy, puis Miiller (par une preuve différente) ont prouvé
le résultat suivant.

Théoreme. Soit T' un opérateur borné et non nilpotent sur un espace de Hilbert H. Soit

aussi q < 2, alors
0 " q
A= {x € H,Z (HHT’;TH”) = oo}
n=1

est dense dans H et si on remplace le Hilbert H par un Banach X, la méme conclusion reste
vraie en remplacant ¢ < 2 par q < 1.

La "meilleure” constante g semble donc dépendre de la géométrie de I'espace. On montrera
en particulier :

Théoreme C. SoitT' un opérateur borné et non nilpotent sur un espace de Banach X, ¢ > 0
et A l'ensemble précédent. Alors, la conclusion reste vraie :

- Pour tout g < p, si X = (P.

- Pour tout ¢ < min(p,2), si X = LP(0,1).

- Pour tout ¢ > 0, si X = ¢y.

De plus, ces constantes ne peuvent étre améliorées.

Cela proviendra en fait d’un résultat un peu plus général faisant intervenir le module de
lissité asymptotique uniforme de I'espace X.

Le chapitre 4, quant a lui, est consacré a 1’étude des orbites qui s’en vont a l'infini. Si
un opérateur 1" n’est pas a puissances bornées, le classique théoreme de Banach-Steinhauss
entraine que ponctuellement (||7"x||),, n’est pas bornée sur un Gs-dense de X. En revanche,
il existe des exemples d’opérateurs T tels que ||T"| — oo mais

Ar ={z € X, ||[T"z|| — oo}

soit vide. Répondant négativement a une conjecture de Prajitura, Hajek et Smith ont construit
en 2010, dans tout espace de dimension infinie, muni d’une base symétrique, un opérateur 7’
tel que Ar ne soit ni vide, ni dense. On étendra en particulier ce résultat a tout espace de
Banach séparable de dimension infinie en montrant :

Théoréme D. Soit X un espace séparable de dimension infinie (réel ou complexe). Alors,
il existe un opérateur linéaire borné T sur X tel que, si [’on pose

Ar={x € X,||T"z|| = oo} et Br ={z € X, lim||T"z — z|| = 0},

- Ar et By sont d’intérieurs non vides et { A, By} forment une partition de X .
-T =1+ K ou K est un opérateur compact.
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On s’intéressera aussi, sur quelques exemples, a des questions basiques sur la structure
de Ar : a quelle condition peut-il étre dense? Peut il contenir des sous espaces de grande
dimension ? etc.

Le chapitre 5, quant a lui, s’intéresse a la propriété de Blum-Hanson. Rappelons quun
opérateur 1" est dit ergodique lorsque pour tout x € X,

| N
n
n=1
converge en norme. La propriété de Blum-Hanson, introduite dans les années 60 par ces deux
auteurs est une forme forte d’ergodicité. On exige la convergence des moyennes précédentes
sur toute suite (k,,) d’entiers strictement croissants et non seulement sur la suite (n). Certains
espaces sont connus pour avoir cette propriété pour toute contraction 7', des que (17"x)

converge faiblement pour tout x. Nous montrerons notamment que ¢y a cette propriété. On
étudiera également des résultats négatifs dans cette direction.






Chapitre 1

Perturbation de points les plus
éloignés dans les ensembles faiblement
compacts

Ce chapitre est une reproduction de [Aul].
X sera ici un espace de Banach réel, Bx sa boule unité fermée, X* I’espace des formes
linéaires continues sur X, C' un ensemble borné de X et f : X — R une fonction minorée
sur C'. On étudie les ensembles suivants.

D(C, f) ={r e X;3z € C,r(z) = [z — z[| - f(2)},

ou par définition, r est 'application de X dans R donnée par la formule
r(z) = sup{ll — z[| — f(2), 2 € C}.

L’application r dépend de f et devrait étre notée r¢, mais comme il n'y aura pas d’ambiguité
possible, on note r = r¢. On peut remarquer que r est 1-Lipschitz et convexe en tant que
sup de telles fonctions, et que, quitte a remplacer f par f + a ou a est une constante, on
peut supposer f > 0. Lorsque f = 0, 'ensemble D(C,0) est I’ensemble des points = € X qui
admettent un point le plus éloigné dans I’ensemble C' et r(z) est la plus grande distance de x a
C, i.e. r(x) est le plus petit rayon des boules centrées en x qui contiennent C' . Ici, la fonction f
va jouer un role de perturbation, on va montrer que sous certaines hypotheses de régularité de
f, certains résultats concernant ’ensemble D(C,0) peuvent étre généralisés. Pour étre plus
précis, on va s’intéresser a l'existence de points génériques dans ’ensemble D(C, f). Pour
les points les plus éloignés, le probleme a d’abord été étudié par Edelstein dans [Ed] pour
des espaces uniformément convexes, en supposant que C' est borné et fermé en norme. Cela
a été généralisé par Asplund dans [As| pour des espaces réflexifs localement uniformément
convexes. Ensuite, Lau dans [Lau| a montré que lorsque C' est faiblement compact (sans
hypothese géométrique sur X)), 'ensemble des points les plus éloignés est dense et il a aussi
montré que ce dernier résultat impliquait celui d’Asplund. Ici, on va donner une généralisation
du théoreme de Lau (voir aussi [Wan| qui traite des résultats de perturbation relatifs aux
espaces euclidiens, et [HNS] qui étudie le cas des espaces p-normés).
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1.1 Densité de I’ensemble D(C, f)

Un outil technique dont on aura besoin ici est le sous-différentiel de 'application r. La
définition suivante reste d’ailleurs valable pour toute application convexe.

Definition 1.1.1. Le sous-différentiel de r est [’ensemble
or(x) = {" € X*;¥y € X, (a",y — 2) < r(y) - (@)}

Puisque r est 1-lipschitz, Or(x) est contenu dans la boule unité du dual. On peut main-
tenant énoncer le résultat principal qui reprend les techniques de la preuve originale de Lau.

Théoreme 1.1.1. Supposons que C' est un ensemble faiblement compact dans X et que
f X — R est minorée et faiblement continue semi inférieurement pour la topologie faible
sur X, alors l'ensemble D(C, f) contient un Gs-dense de X .

Pour cela, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 1.1.1. Soit
G ={x € X;Va* € Or(z),sup{(z", 2 — 2) — f(2),2 € C} =r(x)}.
Alors G est un Gs-dense de X.

Démonstration. On écrit X \ G =J .~ F, avec

F, = {az € X;3x" € Or(z),sup{(z*,z — 2) — f(2),2 € C} <r(x) — %}

Par le lemme de Baire, il suffit de voir qu’a chaque n > 1 fixé, F,, est fermé et d’intérieur
vide.

- Montrons d’abord que F), est un fermé de X : soit (zj) une suite d’éléments de F, qui
converge vers x € X. Par définition de F,, il existe z} € Or(zy) tel que

1
Vz € C,Vk = 1, <$Z,ij — ,Z> — f(Z) < r(g;k) — ﬁ

Soit maintenant z € C', il existe une sous suite (27, ) telle que (z} ,z — z) converge. Puisque
Bx+ est compact pour o(X*, X), on peut choisir 2 une valeur d’adhérence de (27 ). On a
par ailleurs pour tout k :

[(or, on = 2) = (@2 = 2)| < g, o = 2) = (2,2 — 2)]
[(zh, 7 = 2) = (2%, 2 = 2)]

ek llzr =zl + [z, & = 2) = (&%, 2 = 2)]|

NN N

e = =l + [k, @ — 2) — (27,7 — 2)].

La derniere inégalité permet donc de voir que (z*,z — z) est une valeur d’adhérence de
({(x}, zx — 2)). Par continuité de r, on obtient donc pour tout z € C



1.1. Densité de ’ensemble D(C, f) 13

et donc )
sup{(z*, 2z — 2) — f(2),z2 € C} <r(z) — -

Pour conclure que z € F,,, il suffit de montrer que z* € Jr(x). En effet, puisque x} € Or(zy),
on a

Vy € X, (xp,y — ) <r(y) — ()
et donc on obtient a la limite : 2* € Or(z).
- Montrons a présent que chaque F), est d’intérieur vide. Supposons que ce ne soit pas le cas,
alors on peut trouver yo € X et r > 0 tels que B(yo,r) C F,. Soit a = sup{||z|,z € C},

A= et ¢ = ﬁ Par la définition de r(yo), il existe zg € C' tel que

a+|lyoll
r(yo) — € < ||lyo — 20|l — f(20) < r(vo)-

Finalement, posons xg = yo + A(yo — 20). Avec le choix de A, on a zy € B(yo,7) C F,. On
estime maintenant r(yo) — (o) :

(o) — r(20) <€+ |lyo — 20| — f(20) — 7(20).

Mais,
To = Yo + AMyo — 20) = xo — 20 = (1 + A)(yo — 20)-
D’ou
r(yo) —7(x0) < e+ ] Jr)\Hﬂfo — 20|l = f(20) — r(20)
= et sl = 2all = Fle0) + (5 = Do) = (o)
< e+ H%r(:co) — H%f(zo) —r(xg)

A A
= & — H—)\T(.’Eo) — H—)\f(Z(])

Comme z( € F,, il existe x* € dr(xg) tel que

rlan) > supl(a®, 70— 2) — f(2), 2 € C} + > (o, 20 — 20) = f(z0) +

ce qui donne, en combinant avec la derniere estimation

A
1+ A

T(yo)—r(%) <e— <$*,1’0—2’0>—€: <$*,yo—9€0>,

ce qui contredit x* € dr(xy). O

Pour l'instant, on a juste utilisé le fait que C est borné. L’hypothese de faible compacité
de C' et de faible semi-continuité inférieure de f nous permet d’achever la preuve comme suit.

Démonstration du Théoreme 1.1.1. 11 suffit de voir que G C D(C, f). Considérons z € G et
z* € Or(x), donc

sup{(z*,z — 2z) — f(2),z € C'} = r(x).
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Puisque f est faiblement semi-continue inférieurement et que z — (z*, z — 2) est faiblement
continue, z — (z*,z — z) — f(z) est faiblement semi-continue supérieurement sur C', donc
atteint son sup en un certain point zg. On obtient :

r(z) < =l = zoll = f(z0) < ()
car ||z*|| < 1 et donc r(z) = ||z — 20| — f(20). O
Puisque z — ||z]| est faiblement semi-continue inférieurement, on en déduit :

Corollaire 1.1.1. Si C est faiblement compact, l’ensemble des x € X tels que z — ||z —
z|| = ||z|| atteint son sup sur C est dense dans X .

1.2 Contre-exemples et remarques

Il est naturel de se demander si on peut supprimer 'hypothese de semi-continuité inférieure
pour la topologie faible dans le Théoreme 1.1.1. La réponse est non : plus précisément, on
construit le contre-exemple suivant dans des espaces de fonctions continues.

Exemple 1.2.1. Soit (K,d) un espace métrique compact infini et X = C(K) lespace des
fonctions continues sur K (a valeurs réelles) muni de sa norme habituelle, alors il existe un
ensemble faiblement compact C' de X et une fonction f continue et faiblement semi-continue
supérieurement sur X telle que D(C, f) ne soit pas dense dans X.

Démonstration. Considérons f(z) = max(—1, —||z||) ainsi qu'une suite (U, ),>1 d’ouverts non
vides de K tels que [, U, = () (il suffit de fixer y € K qui ne soit pas un point isolé de K,
et un choix possible est U, = {z € K \ {y};d(x,y) < +}), fixons aussi ¢, € U, et posons

d(t,U,°)
Tn(t) = . te K,n>1).
(*) d(t, t,) + d(t, U, ( > 1)
x, est une fonction continue sur K et par construction de Uy, on a ||z,| = 1 et (,)n>1

converge simplement vers 0 ce qui implique que (z,),>1 converge faiblement vers 0 comme
on le voit facilement en utilisant le théoreme de représentation de Riesz et le théoreme de
convergence dominée. Posons

C = {(1— %)xn,n > 1) = {0} U {(1— %m,n > 2)

qui est faiblement compact comme réunion d’une suite faiblement convergente et de sa limite.
Notons que C' est contenu dans By et donc f(z) = —||z|| pour tout z € C. Par conséquence
r(z) = sup{|lx — z|| + [|z]|, 2 € C}. On étudie donc le sup de la fonction f, (z € X fixé)
définie pour z € C par f.(2) = ||z — z|| + ||z]|. On va montrer que pour € B(2,1) (ol
2 désigne la fonction identiquement égale a 2), f, n’atteint jamais son sup et donc D(C, f)
n’est pas dense. Puisque pour ¢t € K, z(t) > 1, on obtient pour z € C

[ = 2[| = sup |2(t) — 2(8)] = sup(x(t) — 2(t)) < supx(t) = ||z
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et d’autre part, ||z|| < 1 donne f,(z) < ||z|| + 1. Pour terminer, la derniere chose qu’on doit
voir est que sup,c fz(2) = ||z|| + 1. Fixons ¢y tel que ||z|| = |z(to)], alors

Sup fo(2) = fol(1— %)wn) > |x(ty) — (1 — %)xn(to)! +(1 - %)-

La conclusion découle alors du fait que (z,),>1 converge simplement vers 0. [

Remarque 1.2.1. - Ce dernier exemple montre aussi que ’ensemble des points x € X tels
que z — ||z —z|| + ||z|| atteint son sup sur C' n’est pas toujours dense dans X . Rappelons que
d’apres le Corollaire 1.1.1, l'ensemble des © € X tels que z — ||z — || — ||z|| atteint son sup
sur C' est lui, toujours dense dans X.

- Il existe des espaces, par exemple (*(N), ou plus généralement tout espace de Banach ayant
la propriété de Schur ot on ne peut pas construire de contre-exemple du type précédent car
les ensembles faiblement compacts et (fortement) compacts coincident.

- Cependant si C' = By et X est réflexif (pour assurer la faible compacité de C'), I’ensemble
des x tels que f, (définie par f.(z) = ||[x — z|| + ||z||) atteint son sup sur C' est dense dans
X. Pour voir cela, on utilise le fait suivant.

Fait 1.2.1. Soit f une fonction continue convezxe sur X, C un ensemble conveze faiblement
compact de X et e(C) l'ensemble des points extrémauzx de C, alors supy f = Sup,(c) f-

Démonstration. On a évidemment, sup, ) f < sup¢ f. Supposons que I'inégalité inverse soit
fausse et introduisons ¢ tel que

sup f <t <sup f.

e(C) c
Alors, on a ¢(C) C Cy := {f < t}. Puisque f est continue convexe, Cj est un ensemble
convexe et fermé dans X. Le théoreme de Krein-Milman dit que convll((C)) = C, donc
C' C Cy. Maintenant, puisque sups f > ¢, on peut trouver x € C tel que f(z) > t ce qui
contredit x € Cj. O

Cela implique I'affirmation de la derniere remarque. En effet, si C' = By, £(C') est contenu
dans la sphere unité. En utilisant le fait précédent a 2 reprises, on voit donc que

sup fo(2) = sup fi(2) =1+ sup |lz—z|=1+sup|z— 2]
zeC z€g(C) z€e(C) zeC

et le Théoreme 1.1.1 (avec f = 0) permet de conclure.

Remarque 1.2.2. Pour finir, mentionnons que 'application f — D(C, f) n’a pas de bonnes
propriétés. Prenons X = R, C' = [0,1] et posons pour z € R, fi(z) = 1{%}(2) ot 101y
désigne la fonction indicatrice de la paire {0,1}, qui vaut 1 si z=0 ou z =1 et 0 sinon. 1l
est évident que (fr)k>1 converge uniformément vers 0 (donc D(C,0) = X ) et pourtant, tous

les D(C, f) sont vides.

En effet, soit x € R et supposons que = >
z =0 et vaut z. Donc

. Pour z € [0, 1], |z — 2| est maximal lorsque

N[ =

sup{|z — z| — fr(2),z € [0,1]} < =.
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D’autre part, en considérant une suite (z,) CJ0,1[ qui converge vers 0, on obtient l'autre
inégalité. Si on avait un z qui atteint son sup, on devrait avoir

fiz)=lr—z|—z<zx—2=0,

ce qui implique z €]0, 1[. Cela donne |z — x| = x avec z €]0, 1], ce qui contredit |z — z| < .
Pour x < %, on procede de la méme facon avec le point z = 1.



Chapitre 2

Quelques outils de géométrie des
espaces de Banach

2.1 Deux notions de petitesse en analyse

Nous allons définir ici la o-porosité et la Haar négligeabilité des parties d’un espace
de Banach X. Ces notions seront illustrées dans le chapitre suivant pour des problemes
d’opérateurs linéaires bornés. La porosité a été introduite par P. Dolzenko [D], et a été
étudiée en détails depuis (voir [Z]). Comme déja évoqué dans 'introduction, cette notion
quantifie le fait qu'un ensemble est d’intérieur vide. Cette notion apparait par exemple dans
I’étude de propriétés de différentiabilité pour des fonctions convexes a valeurs réelles définies
sur un espace de Banach séparable X. Dans la suite, on note B(x,r) la boule ouverte de
centre x et de rayon r» > 0 d'un espace X.

Definition 2.1.1. Une partie E d’un Banach X est dite poreuse si il existe A €]0,1[ tel que
l’assertion suivante soit vérifiée : pour tout x € E tout € > 0, il existe un point y € X tel
que 0 < |ly —z|| < e et ENB(y, M|z —yl||) est vide. Une réunion au plus dénombrable (nous
dirons dénombrable dans la suite) d’ensembles poreuz est appelée un ensemble o-poreux.

Les ensembles o-poreux sont donc en particulier de premiere catégorie de Baire. Si I’espace
X est réel de dimension finie, on peut aussi voir qu’ils sont de mesure nulle. Notons A la mesure
de Lebesgue sur R%. Si f : R? — R est une fonction intégrable, rappelons (cf [Rud], chapitre
7) que x € R? est un point de Lebesgue pour f si

1

E%W /B(m) |f(y) — f(z)|dy =0

et que presque tout point de R? est un point de Lebesgue pour f. Si E C R? est poreux de
mesure non nulle, on peut quitte a le remplacer par un sous-ensemble Ey C E supposer que
0 < AM(F) < oo. Alors, la fonction intégrable f = 1g (fonction indicatrice de E) admet au
moins un point de Lebesgue x € E. On voit donc que

lim AN B(z,7)NE) 1
r=0  AN(B(z,r)) ’

ce qui contredit le fait que E soit poreux.
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La seconde notion qu’on va étudier est celle de Haar négligeabilité. Les ensembles Haar-
négligeables ont été introduits par Christensen dans [C]. Ils apparaissent dans ’étude de la
différentiabilité d’applications lipschitziennes définies sur un espace de Banach.

Definition 2.1.2. Soit X un espace de Banach séparable. Une partie E C X est dite Haar-
négligeable s’il existe une mesure de probabilité m sur X telle que pour tout x € X, le translaté
x+ E est de m-mesure 0.

Plus généralement, cette notion peut étre définie dans un groupe abélien polonais G. Si
G est abélien et localement compact, comme cela est bien connu, il existe une unique (a
multiplication pres) mesure invariante par translation sur G, appelée mesure de Haar. La
proposition suivante justifie la terminologie.

Proposition 2.1.1. Soit G un groupe abélien localement compact. Alors un borélien A C G
est Haar-négligeable si et seulement si il est de mesure de Haar nulle.

Démonstration. Soit mg la mesure de Haar sur G. Si mgy(A) = 0, alors mo(A+z) = mo(A) =0
pour tout x € G et donc m(A + x) = 0 pour toute mesure de probabilité m absolument
continue par rapport a mg. Supposons maintenant qu’il existe une mesure de probabilité m
telle que m(A + x) = 0 pour tout z € G. Alors, en calculant de deux fagons différentes (a
I’aide de Fubini et en utilisant 'invariance par translation de mg) l'intégrale

[ [ 1ate + vyim(a)imoto)

on tire mo(A) = 0. O

En particulier sur R%, un ensemble est Haar-négligeable si et seulement si il est de mesure
de Lebesgue nulle. De plus, les ensembles Haar-négligeables ont la propriété suivante qui est
attendue pour toute notion ”raisonnable” de négligeabilité (pour les preuves des résultats
suivants, voir [BL], chapitre 6).

Proposition 2.1.2. Une réunion dénombrable d’ensembles Haar-négligeables est-elle méme
Haar-négligeable.

Pour finir, voici deux critéres commodes pour montrer qu'un ensemble est (resp n’est pas)
Haar-négligeable.

Proposition 2.1.3. Soit E C X un borélien de X. Supposons qu’il existe un sous espace de
dimension finie V.C X tel que

pour tout z € X, pour presque tout v € V, z +v ¢ E,

alors E est Haar-négligeable (ici “pour presque tout” fait référence a la mesure de Lebesgue
sur' V).

Proposition 2.1.4. Soit E C X. Si E contient un translaté de tout compact, alors E n’est
pas Haar-négligeable.

Un résultat important (que nous signalons mais n’utiliserons pas explicitement dans la
suite) est le théoreme de Matouskova et Stegall [Ma] qui relie la réflexivité d'un espace a la
Haar-négligeabilité de ces parties convexes, fermées, et d’intérieur vide. Plus précisément :
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Théoreme 2.1.1. Soit X un espace de Banach séparable.

1) Si X est réflexif, alors toute partie convexe, fermée et d’intérieur vide de X est Haar-
négligeable.

2) Si X est non réflexif, il existe une partie convexe, fermée et d’intérieur vide de X qui
contient un translaté de toute partie compacte de X.

En particulier, X est réflexif si et seulement si toute partie convexe, fermée et d’intérieur
vide de X est Haar-négligeable.

Signalons finalement que les notions de Haar-négligeabilité et de o-porosité sont distinctes
(i.e. aucune des deux n’implique l'autre) et qu’il existe de nombreuses autres notions de
petitesse en dimension infinie. A ce sujet, on pourra consulter le chapitre 6 de [BL].

2.2 Modules de lissité asymptotique

2.2.1 Définitions et premieres propriétés

Nous présentons ici les définitions des différents modules. En réalité, seul la définition du
module de lissité asymptotique uniforme sera explicitement nécessaire dans la suite. Cepen-
dant, ces modules sont reliés entre eux par certaines propriétés que nous allons préciser. Soit
X un espace de Banach, on commence par les modules usuels :

Definition 2.2.1. - La fonction

1
px(t)=5 sup  (fz+tyl| + |l —ty] —2) (¢>0)
Jall=L,lyll=1

est appelée module de lissité de X . On dit que X est uniformément lisse lorsque lim;_, px (t)/t =
0.
- La fonction

o=, ot (1= ez

llz]|=1,lly[|=1,[[z—y]| >t 2

est appelée module de converité de X. On dit que X est uniformément conveze lorsque dx (t) >
0 pour tout t > 0.

Quant aux modules asymptotiques, ils ont été introduits par Milman [Mi] sous des no-
tations différentes de celles que nous donnons ici. Nous suivons la terminologie plus récente
donnée dans [JLPS].

Definition 2.2.2. - La fonction

p t = 8sup inf sup x_i_ty -1 t>0
x(t) =1 dim(X/Y)<oo er’Hy”:l(H I ) ( )

est appelée module de lissité asymptotique uniforme de X . On dit que X est asymptotiquement
uniformément lisse lorsque limy o px (t)/t = 0.
- La fonction

dx(t) = inf sup inf  (lz+ty]|—1) (t =0)
21=1 dim(X/y)<o0 vEVIyl=1
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est appelée module de convexité asymptotique uniforme de X. On dit que X est asymptoti-
quement uniformément conveze lorsque dx(t) > 0 pour tout t > 0.

La proposition suivante (voir [JLPS]) donne les liens élémentaires entre ces différents
modules.

Proposition 2.2.1. 1) Les fonctions py et dx sont croissantes et 1-lipschitziennes. Pour
tout t > 0, 6x(t) < px(t) et la fonction py est convere.

2) Si Xo C X, alors px(t) < Py, (t) et 0x(t) = dx,(t) pourt > 0.

8) Pour toutt, 0 <t <1, 2px(t) = px(t) et dx(t) < ox(t).

En particulier, d’apres 3), si 'espace X est uniformément convexe alors X est asympto-
tiquement uniformément convexe. De méme, si X est uniformément lisse alors X est asymp-
totiquement uniformément lisse.

2.2.2 Quelques calculs sur des espaces classiques

On va ici donner quelques valeurs explicites des modules asymptotiques introduits dans
le paragraphe précédent. Ces valeurs seront utilisées dans le chapitre suivant. Si X = ?(N)
avec 1 <p<oo,onapourt>=0

— 1 tP
Dx(t) =0x(t) = (1 + )P — 1~ — (t = 0)
p
et pour X =cg,t >0 B
px(t) = dx(t) = max(0,t — 1).

En particulier, on voit que ¢ est le plus asymptotiquement uniformément lisse possible alors
que son module de lissité usuel est le pire possible, i.e. vaut ¢. Détaillons par exemple le
calcul sur le module de lissité asymptotique uniforme dans le cas /* (les autres calculs sont
analogues). Fixons € > 0 et x € (P ||z|| = 1. Il existe un vecteur a support fini T tel que
|z —Z|| < e. Soit N un entier tel que Z,, = 0 pour n > N. Soit (e,) la base canonique et
posons

Y =span{e,,n > N}

qui est de codimension finie. Fixons y € Y, ||y|| = 1, puisque T et y sont a supports disjoints,
on obtient

lz + tyll < o =7l + |7+ tyll < e+ [T+ tyll = e+ (1+ 7)1,

Ceci conduit &
Px(t) < (L+)VP —1+¢

puis a une premiere inégalité en laissant e aller vers 0. Pour 'autre inégalité, nous allons
voir que le sup est atteint en x = eq. Il suffit donc de voir que pour tout sous espace Y de
codimension finie, il existe y € Y, |ly|| = 1 tel que

e+ tyll > (1+7)"7,

et cette inégalité est réalisée en choisissant y, ||y|| = 1 dans Y Nspan{e,,n > 2} # {0}.
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Dans le cas des espaces X = LP(0,1), Milman [Mi] a obtenu les estimations suivantes.

Pour p =1, py(t) =t et dx(t) = 0.
Pour 1 < p < 2, il existe une constante C), > 0 telle que :

1 2 -
—t? <Py (t) <=t et Cut? <ox(t) < (p— 1)t (t —0).
p p

Pour 2 < p < oo, il existe une constante C}, > 0 telle que :
- 1
(p— Dt < px(t) < Ct* et Cpt? <ox(t) < —t? (t—0).
p

Pour p = 2, les modules de L?*(0,1) sont égaux & ceux de ¢* puisque les espaces sont
isométriques.






Chapitre 3

1T vs | T"]]

Ce chapitre reproduit le preprint [Au3].
Soit X un espace de Banach (réel ou complexe) et 7' € L£(X) un opérateur borné. Le but de
ce chapitre est de construire des orbites suffisamment régulieres pour que la suite des itérés
(|[T"x]|), soit suffisamment proche de (||77||)y.

3.1 o-porosité et Haar négligeabilité
Miiller a montré le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1. Soit T' € L(X), et soit (a,) une suite de réels positifs telle que a,, — 0.
Alors, l’ensemble

{z € X, [|[T"z|| = a,||T"|| pour une infinité de n}
est résiduel dans X .

La preuve utilise bien évidemment du Baire. Il n’est pas inutile de noter qu’en fait, dans
I'énoncé précédent, la suite des puissance (T™),, peut étre remplacée par une suite arbitraire
d’opérateurs (T,), C L(X). Ce résultat est alors une forme plus forte que le théoreme de
Banach-Steinhauss. En effet, supposons que sup ||7},|| = oo et introduisons (n;) telle que

|T5;|] — oo. On pose a; = ”; H puis on applique le théoréme précédent a S; = T),; pour
"

obtenir qu’il y a un ensemble résiduel de points z € X tels que |1, x| > \/[|T,,|| pour

une infinité d’indices j, et en particulier sup ||, x| = oo. De fagon équivalente, le résultat

précédent exprime que le complémentaire de I’ensemble considéré est de premiere catégorie
de Baire. Nous allons généraliser ce résultat sous la forme suivante (voir chapitre précédent
pour les définitions de o-porosité et Haar négligeabilité).

Théoréme 3.1.2. Soit (T,,) C L(X), et soit (a,) une suite de réels positifs telle que a,, — 0.
Alors, l’ensemble

{z € X, ||Thx|| = an||T,|| pour une infinité de n}

est de complémentaire o-poreux dans X . Si de plus, X est séparable, ce complémentaire est
également Haar-négligeable.
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Démonstration. Siune infinité de T,, valent 0, le résultat est évident. On peut supposer, sans
perte de généralité, que pour tout n, T,, # 0. Prouvons d’abord la premiere assertion au sujet
de la o-porosité. On peut écrire le complémentaire sous la forme UX_, Ey, avec

Exy ={z,Vn > N, ||T,z|| < a,||T,||}-

On va voir que pour N > 1 fixé , Ey est poreux avec la constante A = 1/4 (mais en fait,
n’importe quel A €]0, 1] convient en ajustant les calculs dans ce qui suit). Considérons a

présent x € Ey et € > 0. Fixons successivement n > N et yo avec ||yo|| = 1 tels que
€ T,
o< § et [Tl > 12

On a . . .

1T (x + 5310)” + [ To(z — 590)” > €| Toyoll = §HTnH’
donc

170 + 590)ll > 1Tl ou [Tl = S90)ll > STl

n 2 0 = 4 n n 2 0 = 4 nil-

En remplacant éventuellement gy, par —yo, on peut supposer que ||T,(z + Syo)|| = {l7%]-
Posons y = x + Sy, alors ||y — z|| = § < e. Pour conclure, il suffit de voir que

1 €
By, ZHiU —yl) N Exy = B(y, g) NExN=0

ot la boule B(a,r) renvoie a la boule ouverte de centre a et de rayon r. Soit z € B(y, g), on
a

1ozl = 1 Tuyll = 1T (= = 9l

WV

€ €
n Tn Y Tn
Tl = Sl T]

WV

€
Il = an|| Tl

et z ¢ Ey, comme annonceé.

Prouvons maintenant la seconde assertion. Il suffit de la voir dans le cas réel. En gardant
les notations précédentes, il suffit de voir qu’a chaque N fixé, Ey est Haar négligeable puis-
qu'une réunion dénombrable d’ensembles Haar négligeables est Haar négligeable. Pour cela,
on rappelle le critere du chapitre précédent : si E C X est un borélien de X et s’il existe un
sous-espace V' C X de dimension finie tel que

pour tout z € X, pour presque tout v € V, z +v ¢ E,

alors E est un ensemble Haar négligeable (ici ”pour presque tout” renvoie a la mesure de
Lebesgue sur V). On peut trouver u € X tel que pour une infinité de n, ||T,ul| > \/a,||T,||
(en raison de la premiere partie du théoreme) et on montre que V' = Ru est un sous-espace
auquel on peut appliquer le critere précédent. Fixons x € X. Posons ensuite

A={ eR,xz+ ) u € Ey}
et vérifions que A est de mesure 0 (pour la mesure de Lebesgue). Soit A € A, alors

ITa(z + Au)l| < an[| T (n = N).
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D’ou
o
n
| Toul|

sl )
" Tl S (n>N).

Posons b, = ||T,.x||/|| T u||, I'inégalité précédente montre que A € E, U E_, ou

7] 7]

E, = bn_ n b Qn,
o= e bt e
n>N
I Il
E_ = _bn — Un a_bn n .
e R Voo

n>N

Cela implique que la mesure de A est inférieure a 4inf,,>n a, || T, || /|| Tnul], qui est 0. En effet,
pour une infinité de n,

| T ||
||T UH < +Va, = 0 (n— 00),

et cela acheve la preuve. O]

Remarque 3.1.1. Ces notions de petitesse, en rapport avec la dynamique linéaire ont
également été étudiées dans [Bayl] et [BMM] (pour des problemes d’hypercyclicité).

Soit X un espace de Banach complexe et T € L(X). Soit r(7') le rayon spectral de T" et
r.(T) son rayon spectral local défini par r,(T) = lim||T"z||*/". On obtient :

Corollaire 3.1.1. Si T € L(X), alors l’ensemble des x tels que r (T) = r(T) est de
complémentaire o-poreux et Haar-négligeable (si X est séparable).

Démonstration. Immédiat en appliquant ce qui précede a a,, = 1/n et la formule du rayon
spectral : lim || T7(|*/™ = r(T). O

3.2 Cas compact

Dans cette section, on oublie la Haar-négligeabilité et la o-porosité et on essaie d’améliorer
la condition a,, — 0. Notons que contrairement au Théoreme 3.1.2, la preuve de la proposition
suivante (tres élémentaire) utilise vraiment les puissances de 'opérateur de 7.

Proposition 3.2.1. Soit T # 0 € L(X). On fait deuz hypothéses :

i) T est compact.

it) (]|T™]|) est croissante.

Alors, pour tout € > 0, il existe v € X, ||z|| < 1 tel que pour une infinité de n, on ait

IT"z]| = (1 = e)[|T"]-

— [Tz }
r € X, lim >0
{ 17

De plus,

est une partie dense de X.
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Démonstration. 1l existe (x,) C X avec [|z,|| = 1 telle que ||[T"z,[ > (1 — §)||T"|. Par
compacité de T', on peut extraire de (T'z,) une suite (7'z,, ) convergeant en norme. On peut
donc trouver N tel que pour kK > N :

1T (2n,) = T(n)l <

N

Posons © = xy, pour k£ > N, on obtient

[Tl = T ]| = [T (2 = @)l
> (1- g)I\T”’“H — T =z )| T
> (1- % —||T(z — zp,)||) [|T7*]] car (||T"||) est croissante
> (1- g™

Voyons la densité. Soit n > 0 et x € X. D’apres ce que 'on vient de montrer, on peut en
particulier trouver un point xy avec ||zg|| < 1 tel que pour une infinité de n

n 1 n
17" zoll = ST

Pour de tels n, on a

17" (2 + nao) [| + 1T (x = no) || = 2] T"xoll = 9l T™||.

D’ou n n
) — S B
7] 17|
et puisque ||z — (z £ nzo)|| < n, on obtient la densité. O

Les deux exemples suivants montrent qu’on ne peut pas supprimer les assertions i) ou ii).

Exemple 3.2.1. i) Il existe T € L({P(N)) tel que (||T™]]) est croissante et pour tout x €

r(N),
gl
——0 — 0.
17|
it’) Il existe un opérateur compact T € L(P(N)) tel que pour tout x € (P(N),
[T z|
——0 — 0.
17l
Démonstration. Pour i), soit (e,) la base canonique et T' = B le backward shift défini par
Bey =0 et Be,, = e,_1 de sorte que ||T"|| = 1 et pour tout x
T =)l <
—_— = || — 0.
2

Pour ii’), on considere T le backward shift a poids défini sur ¢?(N) par

o0
Ty = E WETLEK—1

k=2
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ou (wg) est une suite décroissante tendant vers 0, il est facile de voir que 7" est compact en
tant que limite en norme d’opérateurs de rang fini. Pour n € N, on a

e}
Tz = Z TkWpWg—1 * ** Wk—n4+1€k—n,
k=n+1
ce qui implique
00 n+1 00
IT2|P = 3 Jepwpwes - wpna P < (JJwn)? > |l
k=n-+1 k=2 k=n-+1

En considérant ||T"e, 1]/, on obtient exactement |77 = (HZ’:; wk)p et donc

|77
T S 2 k=0

Si 'espace X est réflexif, on peut améliorer 1égerement le résultat précédent.

Proposition 3.2.2. Soit T € L(X). On fait les hypothéses i) et i) comme dans dans la
Proposition 3.2.1 et on suppose de plus que X est réflexif. Alors, il existe v € X, ||z]| < 1

tel que
w— T _

lim ————

.

Démonstration. Un opérateur compact atteint toujours sa norme sur un réflexif (bien que
ce fait ne soit pas strictement nécessaire ici). Ecrivons || T"|| = ||T"z,|| avec (x,) C Bx. De
(x,), on peut, par réflexivité extraire une suite (z,,) qui converge faiblement vers un point
x avec ||z|| < 1. En estimant ||T™z|| comme précédemment, on obtient

[T ]| = (1= |T(z — 20 ) DT

Ensuite, on utilise le fait (bien connu) qu'un opérateur compact transforme toute suite fai-
blement convergente en suite convergente. Ainsi ||T(x — x,,, )| tend vers 0 et

7 1Tz
lim —— > 1,
17|

ce qui conclut la preuve. O
Notre dernier exemple montre qu’on ne peut pas se passer de I’hypothese de réflexivité.

Exemple 3.2.2. [l existe un opérateur compact T sur cq, tel que (||T"||) est croissante et
pour tout x € ¢y avec ||z|| < 1,

<1.
17
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Démonstration. On considere cette fois 'opérateur 7' défini sur ¢y par

(o]
Tx = E Wi Tperk_1 + To€o
k=1

ou (w,) est une suite décroissant vers 0 avec wy = 1. Ainsi, on voit déja que T" est compact
(méme argument que pour ii’)). Des formules,

TGQ = €y
Tek, = WkCE—1 (/{? 2 1)

On déduit par récurrence ’expression suivante :

n o0
mn
Tz = (E kak) eo + E WhtnWhin—1" " Wrt1TkinCk

k=0 k=1

olt on a posé W, = [[;_,w;. Puisque (w,) décroit vers 0, (W,,) elle-méme tend vers 0 plus
vite que n’importe quelle suite géométrique, donc W = >"7 ;W < oo. D’autre part, on a
pour [zf| <1

Z Wk(L’k

y SUP WggnWk4n—1 °° 'wk+1|$k+n|>
k=0

k>1

T x| = max(

n
< Z Wi
k=0

car 0 < w; < 1. En considérant le vecteur ey + - - - + e,,, on obtient ||| = >"}_, Wi, donc
(I7™]|) bien croissante. Supposons maintenant qu’il existe un point x € ¢y, ||z|| < 1 tel que

T
17|
On voit qu’il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que

w(n)
Zkak — W (n — ).

k=0

Soit N un entier tel que k > N, |zx| < 1/2. Alors

o(n) oo N 00
1
> Wik <) | <> Wi+ 3 > W
k=0 k=0 k=0 k=N+1
A la limite quand n — oo, I'inégalité précédente fournit
N 1 [e'¢)
W < Z Wi + 5 Z W < W,
k=0 k=N+1

une contradiction. O
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Remarque 3.2.1. Dans le dernier exemple et dans i’), on peut aussi imposer que ||[T"|| — oo
(en remplacant T par 2T).

Enfin, la derniere proposition de cette section peut étre vue comme une variation du cas
compact (voir la remarque apres la fin de la preuve). Elle nous sera également utile dans la
section suivante.

Proposition 3.2.3. Soit T € L(X) un opérateur non nilpotent. Supposons qu’il existe a €
10,1[ et un sous-espace M de codimension finie tel que |1 || < a||T™|| pour une infinité de
n, alors

— [Tz ]| }
r € X, lim >0
{ 17

est une partie dense de X.

Démonstration. D’apres un argument précédent, il suffit de trouver juste un point pour avoir
une densité automatique. En remplacant M par son adhérence, on peut supposer que M
est fermé dans X. Fcrivons X = F'é M ou F est un sous-espace de dimension finie. Soit
(f1, -+, f-) une base normée de F' et (fy,---, fF) sa base duale (dans F'). Pour 1 < i < 7,
on étend chaque f a X en imposant que la restriction de f* a M soit 0. Si 'on note P la
projection (continue) sur F' (par rapport a la décomposition précédente), on voit facilement
que f; est continue avec || f[| < [[f7 Il P[[. Soit C' = sup; || f7|| et choisissons a, > 0 tel que
Cra, +a < 1. Posons

A={neN|T] | <alT"|}

et
Ai={ne A|T"fill Z a.[|T"|]}.

On montre que A = U]_; A; et comme A est infini par hypothese, un des A; le sera également
et cela donnera la conclusion. Supposons au contraire qu’il existe n € A\ U_; A;. Fixons
a, €]Cra, + a,1] et soit x € X, ||z]| = 1 tel que ||T"z|| > . ||T"||. On peut écrire z =
Yoi_yzifi +w ot u € M. Par construction des f;, z; = ff(z), d’ou |z;] < C et on obtient

1

r

1Tz < Y lwlIT"fill + 1T
i=1

< (Cray +a)|[ T < o[ T[],
une contradiction. O
Remarque 3.2.2. Soit T € L(X), on définit
7|, = inf{||T;,, ||, M C X, codim M < oo}.
Cette quantité mesure le degré de non compacité de T' puisque ||T||, = 0 si et seulement si T
est compact (voir [LS] pour les détails). Le résultat précédent dit grosso-modo que st [|[T"|,

n’est pas trop grand "uniformément” (c’est le méme M qui marche pour une infinité de n),
alors on a une conclusion similaire au cas compact.
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3.3 Module de lissité asymptotique uniforme et expo-
sants optimaux

On revient dans cette section au cas général. Une autre fagon de dire que ||7"z|| n’est pas
trop éloigné de ||7™]| est la condition suivante

Z [Tzl
17|
Beauzamy a montré que si H était un espace de Hilbert, et T' € L(H) est un opérateur non

nilpotent, alors
[o.¢] T”
{x € H, Z —“HTan = oo}

est une partie dense de H. Par une preuve différente, Miiller a amélioré ce résultat sous la
forme suivante : si ¢ < 2, alors

est une partie dense de H, et sig < 1 et T" € L(X) (o X est un espace de Banach arbitraire),

alors
s () -

est une partie dense de X. Il a également construit des exemples qui montrent que les
constantes 1 et 2 ne peuvent étre améliorées dans les cas banachiques et hilbertiens. On
peut montrer qu’en fait, ces résultats ont des connexions avec des théoremes fins, dus a K.
Ball et que nous rappelons ci-dessous :

Théoreme 3.3.1. (K.Ball, [Ball]) Soit X un espace de Banach (réel ou compleze) et (f,) C
X* telle que ||fo| = 1 pour tout n. Soit aussi (a,) C RT telle que Y>> o, < 1. Alors il
existe un point x, ||x|| = 1 tel que pour tout n, |{fn, )| = a,.

Dans [Bal2], la condition Y~ «, < 1 est améliorée par » - a2 < 1 dans les espaces de
Hilbert complexes. Montrons par exemple, a ’aide de ce résultat, que dans le cas banachique,

on a pour q < 1
IT"SCII)
€ X, 0,
{m Z (e } 7

la densité sera expliquée dans la suite et sera automatique. Soit

C

Ay = ——F
" nl/Q’

alors Z _, 0, < 1 pour un C' > 0 assez petit qui est fixé pour avoir cette condition. On note
S* 'adjoint d'un opérateur S € L£(X). Il existe (f,) C X* telle que

1 1
1) full = SN = ST
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On peut appliquer le théoreme de Ball a la suite de formes linéaires ((7)* f,./[[(T™)* ful]),,-
Il existe x € X, ||z|| = 1 tel que pour tout n :

(T )]
REA

ce qui conduit a
mn n M\ * M\ * an n
17"l = [{fa, T"2)| = [(T")" fos )| = @nll(T™)" full 2 1T

Puisque Y, o = oo, on obtient bien la conclusion souhaitée.

Remarque 3.3.1. Ici, on peut remplacer les itérés de T' par une suite arbitraire (T,,) C L(X)
telle que T,, # 0 a partir d’un certain rang.

Les exposants obtenus dans les deux cas suggerent une dépendance géométrique vis a vis
de I'espace ambiant. Pour cette raison, on introduit

gx = sup{q > 0,pour tout opérateur linéaire borné et mnon nilpotent T’

(Tl
HxEX,Z( 77 = 00}.
n=1

D’apres ce qui précede, gx est bien défini pour tout Banach X (i.e. 'ensemble sur lequel
on prend le sup est non vide) et gx > 1, tandis que gy = 2 si H est un espace de Hilbert.
Nous allons obtenir les valeurs suivantes.

Théoreme 3.3.2. On a pour 1 <p <00 : qw = P, qre(o,)) = Min(p,2), g, = 0o.

Remarque 3.3.2. Une discussion similaire, traitant d’exposants optimauz, et faisant rentrer

en jeux des suites faiblement fermées ainsi que le type de l’espace peut étre trouvée dans [Bay2/
et [BM], chapitre 10.

Notons d’abord qu’en fait, on a gx = ¢’y ou
¢ = sup{q > 0,pour tout opérateur linéaire borné et non nilpotent T}

7" ]|

1" ensemble {z € X Z <W
n=1

Cela provient de I’observation suivante, qui est une conséquence du lemme de Baire.

q
) = o0} est dense dans X }.

Proposition 3.3.1. Soit T € L(X) non nilpotent, qo > 0 et supposons que pour tout q < qo,

il existe xg € X tel que
i (HT”JJoll)q — %
17|

n=1

> Trz|\?
A:{xEX, Vq<qo,2(%) :oo}

n=1

Alors l'ensemble

est un Gs-dense de X.
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Démonstration. En considérant une suite croissante (si) telle que s < go pour tout k et
Sk — ¢o quand k — oo, on voit qu’il suffit de montrer que pour tout ¢ < qo, A est un Gs

dense de X, ou
. o " q
i-{rex 2 () =)
n=1

On peut écrire A = (y_; O, ol

| Tz
Qy = eXZ(‘ n”) >Nop.
17
En utilisant par exemple le lemme de Fatou (ou en passant par les sommes partielles), il est
facile de voir que X \ Qy est un fermé de X pour tout N. Par Baire, il suffit de vérifier que
Qu est dense dans X pour tout N. Fixons € > 0 et x € X. En remplacant xqg par Axg pour

un A > 0 convenable, on peut supposer que ||zo|| = €. Il existe une constante C' > 0 telle que
(x +y)? < C(x?+ y?) pour tout z,y > 0. De cela et de I'inégalité triangulaire, on tire

> (St~ x (Fer) 2 e ()

n=1 n=1

Donc & —xg ou z+x appartient & A et puisque ||z — (z+120)|| = €, cela conclut la preuve. [

Remarque 3.3.3. [l est possible (au moins dans le cas oti g > 1 et X est réflexif ) de montrer
que sous les hypothéses de la Proposition 3.3.1, l’ensemble A est Haar négligeable. En effet,
il suffit de voir qu’a chaque N fixé, X \ Qn est Haar négligeable et cela découle directement
du théoréme de Matouskova [Ma] : un ensemble convexe, fermé et d’intérieur vide est Haar
négligeable.

Pour calculer ¢y, on va utiliser le module de lissité asymptotique uniforme de X, qui
est un outil utile de géométrie des espaces de Banach (voir chapitre précédent), mais dont
I'utilisation en théorie des opérateurs n’est pas fréquente ...Rappelons que le module de
lissité asymptotique uniforme de X est noté py(t) et défini par

ﬁ t = Ssup inf sup x+ty -1 £>0).
x (1) lz]=1 dim(X/Y)<co yey,|y|= 1(“ I ) (t>=0)

On peut maintenant énoncer :

Théoréme 3.3.3. Soit X un espace de Banach et T' € L(X) non nilpotent. Supposons que
le module de lissité asymptotique uniforme de X wvérifie : px(2t) = O(px(t)) lorsque t — 0.
Soit p : Rt — RT une application croissante telle que p(t) > 0 dés que t > 0 et

i Px (1)

=0
=0 pt)

alors, il existe un point v € X tel que

2e (i) -
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En conséquence, on obtient les résultats mentionnés précédemment. Plus précisément :

Théoréme 3.3.4. Soit T € L(X) (X =P(N), X = LP(0,1)(1 < p < o0) ou X = cy(N)) un

opérateur non nilpotent. Alors

a) Si X = (7, ’ensemble
77|
xEX,Vq<p,<— ¢ (7
{ e /.,

est un Gs dense de X. D’autre part, il existe S € L(X) (non nilpotent) tel que pour tout x,

> (%) <

b) St X = LP, ’ensemble

Tn
{x € X,Vq < min(p, 2), <H> ¢ €q}

est un Gs dense de X. D’autre part, il existe R € L(X) (non nilpotent) tel que pour tout x,

i ( |Rnx’|)min(p,2) .
Q.
[l

n=1

||Tna:||> }
r € X,Vqg >0, (— /1
{ i), ¢

est un G dense de X. En particulier, on a

c) Si X = ¢y, l'ensemble

qer = P, qrr = min(p, 2)(1 < p < 00), ge, = 00

Démonstration. Les premieres assertions de a) et b), ainsi que ¢) sont une conséquence directe
du Théoreme 3.3.3, de la Proposition 3.3.1, et des exemples de calculs des modules donnés
dans le chapitre précédent (notons que seul le comportement de 7y (t) lorsque ¢ — 0 est
important). On passe donc aux exemples. a) peut étre trouvé dans [Mu]. Le travail est fait
pour p = 2, mais le cas général ne présente pas de difficulté supplémentaire. On le redétaille
cependant Soit (e;) la base canonique de (7 et posons e g = ey, €11 = €2, €29 = €3, €21 = €4,
€22 = €5 ... De cette facon, on peut écrire ¥ = @®72, X, ou Xy, est l’espace /P de dimension
(k + 1) muni de la base egg,...,erg. S est alors défini par S = O 5 L B, ou By est le
backward shift usuel sur £(X}), i.e. Bi(er;) = exj—1 pour j > 1 et Brepo = 0. Pour n > 1,
S™(enn) =2 eno done || S| = 27", Soit ), = Z?:o ajerj € Xi, on a

k‘ 2 k
S\ 1
Z( s ) <o Z’%"’ yiie <Z—m_n)iiwkﬂp<2kaup.
n=1

n=1



34 [T vs | T"||

Il suit que pour x =Y ;| @y,

IIS"xH) (IIS ka) i
Z - . 2|z |P < oo.
< 157]] =\ 157 p

Maintenant pour b), on utilise le fait que pour 1 < p < 0o, P est isomorphe & un sous-espace
complémenté E C LP. Ecrivons donc LP = E & F ou F est sous-espace fermé de LP. Si
Q : (? — E est un isomorphisme, alors clairement Sy = QSQ~! est un opérateur borné sur

E satisfaisant pour tout z € F,
(o.9]
Sexl|\*
5 (el
=\ ISgl]

Soit P la projection sur F par rapport a la décomposition LP = E @ F et posons R = Sy P
qui est borné sur L”. Alors, pour tout n, R" = S P. Puisque P est une projection sur £, on

a |[R"[| = [Sg |- Donc
i (I!R%H)p o i (HSE)‘(PQJ)HY
=\ B 156!

n=1

Cela montre b) pour p < 2. Pour p > 2, on utilise le méme argument et le fait que ¢* est
isomorphe a un sous espace complémenté de LP. O

Il nous reste a établir le Théoreme 3.3.3. Avant de passer a la preuve, on a besoin du
lemme élémentaire suivant.

Lemme 3.3.1. Soient f,g deuz applications de RT dans R et supposons que pour tout
x>0, g(x) > 0. Supposons également que

lim —= /()

) =0 et l1mf( ) =

Alors, il existe une suite (;) C RT, a; = 0 (quand i — oo) telle que

Zf(ai) < oo et Zg(ozi) =00

Démonstration. Si g(x) - 0, il existe € > 0 et (o) C R*, a; — 0 telle que pour tout i > 1,
g(oy) > €. Quitte & passer a une sous suite, on peut supposer que » - f(a;) < oo (car
f(z) = 0) et puisque g(c;) > € pour tout 7, on obtient aussi Y .-, g(o;) = co. Maintenant, si
g(z) — 0, fixons (¢;) C R avec ¢; > 0 pour tout i et telle que Y 7, €; < co. Choisissons pour
chaque i > 1, z; €]0, 1| tel que f(z;) < €9(x;) et g(z;) < 3. Posons ny = 1 et niyq = nﬁ-[ﬁ]
ou [z]| désigne la partie entiere du réel z. Si k est un entier tel que n; < k < n;11 — 1, posons
ap = x;, ainsi ap, — 0 parce que z; — 0. On a

oo Miy1—1

Zf(aj) = > > f(ak):Zf(xi>(ni+l_ni)

i=1 k=n;

oo o0
< Zeig(xi)(niﬂ —n;) < Zei < 00.
i=1 =1
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D’autre part,

Zg(@j) = Zg(%)(nm — 1)
j=1 i=1
o0 [e.e] 1
= 1 —g(xi)) 2 ) 5 =00,
;( g(x:)) ; :
et cela conclut la preuve du lemme. O

Nous sommes finalement préts pour la preuve du Théoreme 3.3.3. Pour cela, on combinera
des techniques de [Mu] et [L].

Démonstration du Théoréme 3.53.3. On peut faire 'hypothese (*) suivante : pour tout sous-
espace M de codimension finie, |7} || > ST & partir d'un certain rang. En effet, si ce
n’est pas vrai, alors la Proposition 3.2.3 garantit qu’il existe € > 0, un point x € X et une
suite strictement croissante (n;) telle que pour tout j :

|7
—_— €.
I

Puisque p(€) > 0, cela implique évidemment

n=1

Donc on peut supposer (*). Par le Lemme 3.3.1, il existe une suite (&;), @; — 0 telle que
Zﬁx(&i) < oo et Zp(di) = o0.
i=1 i=1
Puisque p est croissante et py(2t) = O(px(t)), on voit que
Zﬁx(ai) < oo et ZP(%) =00
i=1 = 2

ou on a posé o; = 2d;. Maintenant, en utilisant & nouveau 'hypothese py(2t) = O(px (1)),
on voit que pour tout k, Y oo oy (2Fa;) < oo et donc []52,(1 4 py(2¥q;)) converge. De cela
et du fait que a; — 0, on peut trouver une suite strictement croissante d’entiers (my) telle

que
oo

a; <278 =m) et [] (14 px(2b)) <2
1=my,
Sans perte de généralité, on peut supposer m; = 1. Fixons également une fois pour toute une
suite (5;) C R*, §; > 0 telle que [[;2,(1 + f;) converge. Dans la suite, on va construire par
récurrence deux suites (n;) et (u;) telles que : ny < ng < ---, ||u;|| = 1. De plus, ces suites
devront satisfaire 2 propriétés. En premier lieu, pour tout [ > 1 et j <[ :
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e T
> ). (1)

l
T (Z Oéiui>
=1

Ensuite, pour tout £ > 1, et mp <l <mypyp —1:

Z o || < 20F (H (1+ 52)) (H (1 ‘*‘ﬁX(Qkai))) : (2)

i=my i=my, i=mpg

Une fois que cela est acquis, par (2) et puisque [[Z, (1 + px(2%;)) < 2, on voit que

Zézl oziuz)l est de Cauchy, et donc converge vers un point x. Par (1), pour j fixé, on obtient

a la limite o
5] > L),
d’ou . . .
[T [T | aj\ _

o () > 2o (g ) > L) =
n=1 j=1 j=1
et c’est la conclusion désirée. Il reste maintenant a faire la partie inductive de la preuve. Soit
ny = 1. Il existe u; € X tel que ||ui|| = 1 et ||Tui| > % Soit k& > 1 et supposons que la

construction a été amenée jusqu’a un point my < I < myy;—1. Sil+1 = myyq, alors quelque
soit le choix de w41, |||l = 1,

ot || < 27FFD <281 4 B ) (14 5y (27 ans)),

donc (2) est automatiquement satisfaite pour [ + 1. Les arguments pour obtenir (1) seront
détaillés ultérieurement. Supposons désormais que [ + 1 < mygy — 1. Pour plus de visibilité,
jusqu’a la fin de cette preuve, on pose s; = Zi:mk o;u; et o = Zlizl a;u;. On distingue 2

cas. Supposons d’abord que ||s;|| < 27%. Alors, pour tout choix de u;1; tel que |Ju; || =1,
I+1
Z o < sl + aupr <248
t=my

Et 1a encore, (2) est automatiquement satisfaite. On indique maintenant comment obtenir
(1). Pour chaque j < [, on sélectionne une forme linéaire f; telle que || f;|| = 1 et |f;(T™x;)| =
|77 2| et on pose

l
M = () ker(f;T7)

qui est clairement de codimension finie. En appliquant (*), on peut trouver n;; > n; et
veM, ||| =1 tels que

1
7] > 7).
Puisqu’on a

[T (@ + cwav) || + ([T (21 — qugav) | 2|7+ |

=
> ([T s,
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il existe e = £1 tel que

«
77 (2 + o) > ST

En posant u;,; = ev, on a donc prouvé (1) pour j =1+ 1. Pour j < [, on obtient

|T" (2 + apprugr) || = [ ST (0 + quprugga)|
= |fiT" x| = || T x|

071 .
> Yy,

ou la derniere inégalité provient de ’hypothese de récurrence de (1). Supposons maintenant
que ||s]| = 27*. Par définition du module de lissité asymptotique uniforme, on peut trouver

un sous-espace Y C X de codimension finie tel que pour tout y € Y, ||y|| = 1,
s
|2+ 2oan| < 1+ A1+ (e )

Cette fois, on pose
!
M = (ker(f;7) (| Y
j=1

ou les f; sont contruits exactement comme dans le cas précédent. On construit également de
la méme maniere n; 1 et w1 € M, ||u1]| = 1 pour que (1) soit vérifiée en [ + 1. A présent,
(3) avec y = w1 € M C Y fournit

[t + 28 Isillenrurea || < lsell (1 + Bren) (1 + P (28 0u11))- (4)

La condition ||s;|| = 27% implique que s; + a; 11141 se trouve sur le segment joignant s; et
sy + 28| s1]|cis1ug4 1. Done, on tire de (4)

I+1

g QU

1=my

= |lsi + 1w

< lsill (14 Bra) (1 + Px (2% aui)

<f*<ﬂa+m0<ﬂa+m@w0,

i=my i=my

ou la derniere inégalité découle de I'hypothese de récurrence. On voit que (2) est vérifiée pour
[ 4+ 1 et cela acheve la construction. O

Remarque 3.3.4. Ce que Lindenstrauss [L] a montré est le résultat suivant : si (x;) C X est
telle que Y .2, €;x; diverge pour tout choiz de signes (¢;) C {—1,1}, alorsy oo, px(||zi]]) = o0
ot px le module de lissité usuel, défini pour t > 0 par

1
px(t)=5 sup (Jlo+ty| + [l —tyl| - 2).
l=l=1,llyll=1
Remarque 3.3.5. On ne sait pas si Uhypothése py(2t) = O(px(t)) est vraiment nécessaire
bien qu’il semble (comme G. Lancien l’a fait remarquer) qu’un mauvais espace d’Orlicz puisse
mettre cette hypothése en défaut.






Chapitre 4

Sur les orbites d’opérateurs bornés
qui tendent vers ’infini

Une partie de ce travail est tirée de [Au2].
Soit X un espace de Banach et 7' € £(X) un opérateur linéaire borné sur X. On s’intéresse
encore dans ce chapitre a des orbites régulieres, plus particulierement celles qui tendent vers

Iinfini. On note
Ar ={z € X, ||[T"z|| — oo}.

Si Ar # () et © € Ap, il n’est pas difficile de voir que l'orbite de x sous T est fermée dans X
(et non trivial). L’étude de Ay est donc susceptible de fournir des sous-ensembles invariants
fermés. D’autre part, par définition, on a

Ar=( U N{z e X IT"x| > k}.

k=1 N=1n>=N

Ar est donc une intersection dénombrable d’une réunion dénombrable de fermés, ce qui d’un
point de vue topologique est assez pauvre. Ainsi, par rapport au chapitre précédent ou on a
parfois pu appliquer le théoreme de Baire (ou sa forme forte de o-porosité), on voit qu’ici a
priori la structure de A est plus compliquée et ne s’y préte pas. D’autre part, si || 7"|| — oo,
alors d’apres le théoreme de la borne uniforme, il y a un ensemble dense de points z tels que
sup ||[T"x|| = oo, mais il se peut trés bien que Ar soit vide. En effet, c’est par exemple le cas
avec le backward shift & poids B suivant défini sur 7 (voir [HaSm]) par

iV
Be,; — i1 €;_1 Sl 1> 1.

0 st =1

Cependant, on verra dans la suite que des conditions de croissance de la suite (||77"(|)x
assurent la densité de Ap. Prajitura [P] a cependant fait la conjecture suivante :

Conjecture 4.0.1. Soit T un opérateur sur un espace de Banach, alors Ar est soit vide,
soit dense.

Cette conjecture a été résolue négativement par Héjek et Smith ([HaSm], 2010) pour des
espaces de Banach de dimension infinie possédant une base symétrique. Leur construction se
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base sur des calculs de normes faisant intervenir de fagon cruciale I'invariance de la norme par
permutations; ils posent donc la question suivante : si l’espace est a base inconditionnelle (no-
tion plus faible que a base symétrique), peut-on construire un opérateur 7' tel que A ne soit
ni vide, ni dense ? On répond a cette question de fagon positive en montrant qu’en fait, une
construction est possible dans tout Banach séparable de dimension infinie. De plus, ils posent
une seconde question qui est de savoir si 'opérateur T' peut étre une perturbation compacte
de l'identité, i.e. s’écrire sous la forme T'= I + K ou K est un opérateur compact. La raison
de cette question (a laquelle nous répondrons également positivement) est qu’ils ont observé
que, pour un opérateur compact K, et méme pour un opérateur strictement singulier S (c’est
a dire un opérateur dont la restriction a un sous-espace de dimension infinie n’est jamais
un isomorphisme), Ag est soit vide, soit dense. D’autre part, il existe des espaces possédant
tres peu d’opérateurs : Gowers et Maurey [GM] ont construit un espace de Banach ou tout
opérateur est de la forme \I 4+ S, avec S strictement singulier ; tres récemment Argyros et
Haydon [AH| ont méme construit un espace ou tout opérateur est de la forme A\ + K, avec
K compact. Ainsi, lorsque 'on cherche a faire une construction d’opérateurs sur un espace
de Banach arbitraire, on doit pouvoir forcer la construction pour que cet opérateur soit de
la forme Al + K. Citons a ce propos un résultat classique de Ansari [An| : tout espace de
Banach séparable de dimension infinie contient un opérateur hypercyclique de la forme [+ K.

Précisément, nous montrons ici le résultat suivant.

Théoreme 4.0.5. Soit X un espace séparable de dimension infinie (réel ou compleze). Alors,
il existe un opérateur linéaire borné T sur X tel que, si [’on pose

Ar ={z € X, ||[T"z|| - oo} et Br ={z € X,im||T"z — z|| = 0},

A) Ar et By sont d’intérieurs non vides et { Ar, Br} forment une partition de X.
B) T peut s’écrire sous la forme I + K, ou K est un opérateur compact.
On note Ay l’ensemble des opérateurs qui satisfont la condition A).

Ainsi tout point de l'espace s’envoie soit a l'infini (par 7T°) ou bien est récurrent.
Comme conséquence de ce résultat, on obtient le corollaire suivant un peu plus général.

Corollaire 4.0.1. Les conclusions du Théoreme 4.0.5 restent vraies si l’on suppose seulement
que X contient un sous-espace fermé de dimension infinie complémenté dans X .

Démonstration. On écrit X = Xo@dY ou Xy C X est un espace séparable fermé de dimension
infinie de X et Y un sous espace fermé de X. On considere ensuite T = Ty @ I ou Tj est
un opérateur sur X, qui satisfait le Théoreme 4.0.5. Puisque 7" = T @ I, on obtient
Ap =Apn +Y, By = By, + Y et il est clair que T a les propriétés voulues. O

Remarque 4.0.6. Soit T' € L(X), 'ensemble Br a une structure plus agréable que Ar :
c’est un Ggs. De plus Br est dense si et seulement si pour tout x € X, il existe une suite
(z,) C X et une suite d’entiers k, > 1 telle que x,, — x et |T*x, — z,| — 0.

Démonstration. Le fait que Br est un Gy réside dans I’écriture

o0 o0 1
Br= () J{zeX Tz —z| < ~}
n=1N=1
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Montrons maintenant 1’équivalence. Supposons By dense dans X et soit z € X. Il existe alors
une suite (x,,) C By telle que z,, — x. Pour tout n > 1, on a

lim|| 7"z, — 2,]| =0 (k — o).

En particulier, pour chaque n > 1, il existe donc k,, > 1 telle que || 7"z, — z,|| < 5= — 0.

Pour la réciproque, il suffit avec le théoreme de Baire de voir que a € > 0 fixé

U{z e X, ITV2 — 2| < ¢}

N=1

est dense dans X. Si ce n’est pas le cas, il existe x € X et r > 0 tel que
VN > 1,¥z € B(x,r), [Tz — 2| >«

Par hypothese, il existe k, > 1 et x, — « telles que || Tz, — z,|| — 0. Pour n assez grand
z, € B(z,r), donc | T*z,, — x,|| > € ce qui donne une contradiction. O

Expliquons maintenant I’organisation de ce chapitre. La premiere section rappelle les faits
utiles sur les bases dans les espaces de Banach. La seconde section s’intéresse a quelques
questions basiques sur Ar et traite quelques exemples. La troisieme section est la pour
prouver deux lemmes de séparation asymptotique qui seront utilisés pour les construc-
tions d’opérateurs de la section suivante, dans laquelle on détaille notamment la preuve du
Théoreme 4.0.5. On donne ensuite une version simplifiée de I'opérateur construit par Hajek
et Smith dans la cinquieme section. Enfin, la section 6 est constituée de compléments et
remarques qui débouchent sur certaines questions.

Dans toute la suite de ce chapitre, on utilisera pour 7" € £(X) les notations spectrales clas-
siques suivantes :

- o(T) le spectre de T.

- 0,(T') 'ensemble des valeurs propres de 7.

- 7(T) le rayon spectral de T.

On notera aussi GL(X ) 'ensemble des opérateurs inversibles.

4.1 Rappels sur les bases dans les espaces de Banach

Soit X un espace de Banach. On rappelle ici la définition des bases de Schauder, ainsi
que d’autres bases possédant des propriétés plus riches. Cette notion est particulierement
utile pour définir un opérateur, tout comme on le fait naturellement en dimension finie. Les
définitions et résulats suivant proviennent de [LQ] et [LT], ouvrages auxquels on renvoie pour
des informations plus avancées.

Definition 4.1.1. Soit (ex) C X. On dit que (ex) est une base de Schauder si on peut écrire
de facon unique tout vecteur x sous la forme

00
xr = E TLCL
k=1

ot (xy) est une suite de scalaires.
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On a alors la caractérisation suivante.

Proposition 4.1.1. Soit (ex) C X. Alors (ey) est une base de Schauder si et seulement si :
a) X =span{e, k > 1}.
b) 1l existe une constante K > 0 telle que :

m
E LK€k
k=1

pour tous n = m, et tous scalaires x1,...,x,.
La meilleur constante K > 0 s’appelle la constante de basicité de la base (ey).

<K

n
E L€k
k=1

On définit maintenant les suites basiques.

Definition 4.1.2. Soit (ex) C X. On dit que (ex) est basique si et seulement si c¢’est une
base de Schauder du sous espace fermé qu’elle engendre.

Un résultat important de S.Mazur assure que tout espace de Banach contient une suite
basique. D’autre part, si (ex) est une suite basique et si Xy = span{ey, k > 1}, tout élément
x de Xy s’écrit de fagon unique sous la forme

o0
xr = E TLCL
k=1

et on vérifie facilement avec la proposition précédente que les formes coordonnées : €} (x) = xy,
sont continues sur X,. On désignera toujours par ej toute extension continue a X (qui existe
par Hahn-Banach).

Le résultat suivant constitue un autre moyen tres utile pour montrer qu’une suite est basique.
Il dit que le fait d’étre basique est stable par ”petites perturbations”.

Proposition 4.1.2. Soit (ex) une suite basique dans X, et soit (fr) C X telle que

o0
> leilllles = fill < 1.
k=1

Alors (fy) est basique et est équivalente a (ey) (c’est a dire que la convergence de Y - | xgey,
équivaut a celle de Y, | T fr pour tout choix de scalaires (xy,)).

On passe maintenant a des bases ayant des propriétés supplémentaires.

Definition 4.1.3. Soit (e;) une base de Schauder de X. On dit que (ex) est une base in-
conditionnelle si et seulement si (ex) est une base de Schauder pour toute permutation des
entiers w. On peut alors montrer que (ex) est inconditionnelle si et seulement si a chaque
fois que Y o2 xrep converge, alors Y oo Apxgey converge pour tout choiz de scalaires (\y)
de modules 1.

Definition 4.1.4. Soit (ex) une base de Schauder de X. On dit que (ey) est une base
symétrique si et seulement si (exz) est une base de Schauder équivalente a (e) pour toute
permutation des entiers .
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Exemple 4.1.1. La base canonique de ¢y (resp 7, 1 < p < o0) est symétrique.

Si pour z = Y7, xyex, € X, on pose

Z xk)\kefr(k)

k=1

|z|lo = sup sup
Ael<1 ™

Y

alors ||.||o est une norme équivalente sur X qui satisfait pour tout m,

o [ee]
E Trern(k)|| = E \$k|€k
k=1 0 k=1 0

et des que 0 < zp < Y,

<

o0
E TkCk
k=1

Une telle norme est qualifiée de symétrique.

oo
E Ykl
k=1

0 0

Signalons également la définition suivante qui force la séparabilité du dual (mais qui ne
sera utile qu’au chapitre suivant) :

Definition 4.1.5. Une famille (e,) C X est appelée une base shrinking si (e,) est une base
de Schauder de X et de plus (el) est une base de X*.

n

Revenons au cas ou X est seulement supposé séparable. Une question restée longtemps
ouverte était de savoir si X contient une base. Ce probleme fut résolu négativement par
Enflo dans les années 70. Cependant, on peut toujours construire une suite (e,) C X qui se
comporte a peu pres comme une base de Schauder [OP].

Théoreme 4.1.1. 51 X est un espace de Banach séparable et € > 0, on peut trouver 2 suites
(en,€l) C X x X* telles que :

i) span(e,,n > 1) est dense dans X.

ii) (€}, em) = Onm OUOpm =0 sin#metl sin=m.

iit) sup |[enl|[le ]| < 1+e.

4.2 Croissante et linéarité

4.2.1 Croissance

Soit T' € L(X). Comme déja évoqué, le fait que ||T™|] — oo n’implique pas que Az # 0.
Cependant, c’est vrai si |77 croit suffisamment vite vers I'infini. Ces questions ont d’abord
été étudiées par Beauzamy [Be| dans le cadre des espaces de Hilbert. Par exemple, Ar est
dense des que r(7') > 1 (on se place dans un espace complexe), c’est a dire que ||T7|| croit a
une vitesse géométrique.

Théoréme 4.2.1. Soit X un espace de Banach complexe et T € L(X) tel que r(T) > 1.
Alors, Ar est dense dans X.
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Ce résultat est du a Beauzamy ([Be], partie I, chapitre 3) dans le cas hilbertien et a Da
Costa Bernardez Jr [Ber| dans le cas banachique. Nous en donnons ici une preuve alternative,
dont la démonstration est inspirée d’'une méthode de Sokal [Sok]| qui prouve le théoreme de
Banach-Steinhauss sans utiliser le lemme de Baire. On va utiliser le lemme tres élémentaire
suivant.

Lemme 4.2.1. Soit T € L(X). Alors pour tout x € X etr >0, on a

sup || T[] = [|T|r.
' €B(x,r)

Démonstration. Soit € > 0 et y de norme 1 tel que ||Ty|| = ||T|| — ¢, on a

2 sup T2 > [ T(z+ry)|+IT(z—ry)l
z'€B(z,r)

= 2r| Tyl = 2r([[T] — ¢)
d’ou le résultat a la limite lorsque € — 0. O

Prouvons maintenant que Ar est dense. On peut supposer que || T"|| > 4" pour tout n.
En effet, supposons la conclusion établie dans ce cas et soit T avec r(T) > 1,y € X et € > 0.
Posons a = r(T') et soit r tel que o > 4 , de sorte que par la formule du rayon spectral,
|T™"|| = 4™ pour tout n. Il existe donc z tel que ||T7"x|| — oo (j — o0) et ||z — y|| < e. On
éerit n+1r =jr+rgou 0 < rg <r. On a alors

77| = ([T 0] < C|T" ],

ot on a posé¢ C' = sup;., || 77| et donc || T"z| — co.
On suppose désormais ||T"|| > 4™ pour tout n. Soit a nouveau y € X et € > 0. On pose
ro = y et on construit une suite (z,,) par récurrence (en appliquant le lemme) telle que pour

tout n > 1 )
€
lon = @l < 37" et [T72al] = 237"

(x,,) est donc de Cauchy et converge vers un certain point . Pour p > n, on a

p—1 p—1
—k— €,
lp = zall = 11D (@psn — ) < Y e37F! < 33
k=n k=n

donc ||z — z,|| < €37™/2 et en particulier ||x — y|| < e. Il reste a voir que x € Ar. On a

[T x| = ([T "z = [T (z — )]l
2¢ € e [(4A\"

> 3"\ —-=83"T"|===] ,
ST 53 > £ (5)

d’ou [|[T"z|| — oo.

On peut montrer que la condition de croissance géométrique peut étre remplacée par des
conditions bien plus faibles. Le résultat suivant, du a Miiller et Vrsovsky [MV] est essentiel-
lement optimal (on ne peut pas améliorer les exposants). Sa preuve est basée sur I'utilisation
des théoremes de Ball (voir chapitre précédent pour un énoncé).
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Théoreme 4.2.2. Soit X un espace de Banach (réel ou complexe) et (T,,) C L(X) vérifiant

;H i

alors il existe une partie D dense dans X telle que

Ve e D, |Tyx| — oo.
De plus si X = H est un espace de Hilbert complexe, il existe une partie dense D telle que
Ve € D, ||Tx| — oo,

sous I’hypothese plus faible

> i <
2 TP

Voici maintenant une autre condition suffisante qui s’applique a certains opérateurs T
tels que r(T") = 1.

Proposition 4.2.1. Soit X un espace de Banach et T € L(X) tel que

U G Ker (T — M)*\ Ker (T — \I)

IAI>1 k=0
est dense. Alors, Ar est dense.

Démonstration. 11 suffit de voir que

|J [JXKer (T'— AI)" \ Ker (T'— A) C Ar.
[Al>1 k=0

Soit |A| = 1, x € X tel que (T — M)z # 0 et k > 2 tel que (T — A\ )*z = 0. On va montrer
que ||T"z|| — oo. Ecrivons T = A + N. Soit [ I'entier minimal tel que (7" — A )'z = 0. On
obtient

n -1
T = (n) AN =y (n) AN,
J=0 J Jj=0 J
Il est facile de voir que (z, Nx,..., N'"1z) est une famille libre.
Posons F' = span(x, Nz, ... N -1 ) et soit o la forme linéaire (dépendant de x) définie sur
F par p(N’z) =0sij#1 et @(Nx) = 1. Puisque F est de dimension finie, ¢ est continue
sur F' et on obtient
el T 2|l > (e, T"x)| = A" = n

ce qui assure que ||[T"z| — oc. O

Bien str, dans 1’énoncé de la proposition précédente, I’ensemble UI A1 U Ker (T —
M5\ Ker (T — M) peut trés bien étre vide! Voild un corollaire immédiat plus explicite que
la proposition.
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Corollaire 4.2.1. Soit X un espace de Banach et T € L(X) tel que T n’est pas une ho-
mothétie et tel qu’il existe |A| = 1 vérifiant : T — X est nilpotent, alors Ar est dense.

Démonstration. La preuve de la proposition précédente montre que dans ce cas, Ay contient
le complémentaire d’un sous espace vectoriel strict, donc est dense. O

Une question qui vient a l’esprit est : peut-on généraliser ce dernier corollaire en rem-
plagant nilpotent par quasi-nilpotent ? (Un opérateur étant quasi-nilpotent si son spectre est
réduit a {0}.) On peut remarquer qu’il est vain d’espérer d’obtenir une réponse positive a
I’aide de la proposition précédente. En effet, considérons par exemple 'opérateur N défini
sur /P(N) (1 < p < 00) par Nep = & ot (eg) est la base canonique de (P(N), alors on a
pour n > 1

. LCk+n
= Zkk—i- (k+n—1)

En utilisant U'inégalité k(k +1)...(k +n — 1) > nl, on obtient donc

o0

" 1
IN"z|[} < ;Z e

k=1

et donc ||[N"|| < (nl);l/l’ La formule de Stirling et celle du rayon spectrale assurent alors que

o(N) =0, donc que N = T'—1I est quasi-nilpotent. N étant clairement injective, T' ne possede
pas de valeurs propres donc

U G Ker (T — M)* \ Ker (T — \I)
[A[>1 k=0

est vide.
Cela étant, on a pour x € ¢?(N)

n - = Zi1€1+k
Tz .
Z()HHH (+k—1)

En évaluant en x = ey, et en minorant la somme ci-dessous par le terme d’ordre £ = 2, on

trouve
g ((k—,)> > (MY’

k=0

Donc (||T"||,) tend suffisamment vite vers 'infini pour appliquer le théoreme de Miiller et
Vrsovsky qui assure que Ar est dense.

4.2.2 Linéarité

Nous avons vu que Ar était gros (au sens topologique) des que (||7"||),, croissait assez vite
vers l'infini. On s’intéresse ici a gros, en un sens plus algébrique. On a la définition suivante.
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Definition 4.2.1. Soit E C X une partie d’un espace de Banach X et N un entier, N > 1.
On dit que :

- E est N-linéable si E contient un sous espace vectoriel de dimension N.

- E est linéable si E contient un sous espace vectoriel de dimension infinie.

- E est spacéable si ' contient un sous espace vectoriel fermé de dimension infinie.

Evidemment, spacéable = linéable = N-linéable. On a la proposition suivante qui est
essentiellement une remarque mais qui donne des hypotheses simples de ”linéabilité”.

Proposition 4.2.2. Soit X un espace de Banach et T € L(X). On suppose qu’il existe une
suite (z;) C X telle que pour tout i
177 () |

|T" (x;)]| = 00 et ———— — 0,
1T (zi11) |

alors Ar U {0} est linéable.

s

Démonstration. On pose Z = span{z;,i > 1}. Soit z # 0 € Z, on peut écrire 2 = ) . a,x;
avec a,. # 0, on a alors

17" () = few T ()| = (Z Iai|> sup [T ()],

P— r4+1<i<s

et le quotient || 7™(x,)||/sup, 1<ics |77 (2;)|| tend vers I'infini par hypothese donc z € Ar.
Pour la méme raison, voit que la famille (x;) est libre donc Z est de dimension infinie. [

On peut par exemple appliquer ce résultat & 7' = 2B sur (?(N) : on prend pour (e;) la
base canonique usuelle. On choisit (A\;) C|1/2, 1[ une suite décroissante et on pose pour i fixé,
z; = (A"),. On a ainsi
2P NP
1= N
et par décroissance de la suite ()\;), les quotients || 77 (x;)||/|| 7" (xi+1)| tendent également
vers l'infini. Cependant, cette proposition n’est pas vraiment satisfaisante dans la mesure o
elle ne donne pas de spacéabilité. En réalité, on peut montrer que dans I’exemple précédent,
Ar est spacéable. Plus généralement, on s’intéresse a présent au backward shift a poids B,,
et on montre par une méthode différente que si il n'y a "pas trop” de poids proches de 1,
alors Ap, est spacéable.

[T :]|” =

— 00,

Exemple 4.2.1. Soit X = ¢y ou X = ?(N) (1 < p < o). Soit (w,) C RT une suite
bornée de poids telle que w, = 1 pour tout n et soit B,, le backward shift associé. On pose
Uy, = infy>p, Wi, ot

Win = WpWi—1 ... Wy_pny1

et on suppose que la suite (u,) tend vers l'infini. Alors Apg, est spacéable.

Démonstration. On fait la preuve dans 7 (le cas ¢y étant en fait un peu plus simple). On
va construire une suite (x;) C €7 a supports disjoints et telle que ||77(z;)|| — oo pour tout
i. Ces éléments forment alors une suite basique de (. Posons Z = span{x;,i > 1}. Soit
z#0€ Z =z =7 o, il existe un s tel que g # 0. Les supports des itérés restent
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disjoints (puisque le shift décale ...), donc ||T"z| > |as|||T™(zs)|| — oo. On construit a
présent les (x;) par récurrence. Supposons que pour un entier r, zi,...,x, sont construits
(on omet I'initialisation qui est implicitement contenue dans la construction de z,,1) tels que
leurs supports sont disjoints et

K := Supp(z1) U ... U Supp(z,)

est de complémentaire infini et pour tout i < 7, ||7"(x;)|| — oco. Notons que nécessairement,
Supp(x;) est infini pour tout ¢ < r et écrivons

K ={a,,n >0} et N\ K ={pp,n>0}U{q,,n >0}

ou (ay), (pn) et (g,) sont des suites strictement croissante d’entiers avec (p,,) et (g,,) disjointes.
Soit © = x,41 tel que z,, = x,, = 0 pour tout n (et z,, & ajuster), ce qui assure déja que
x1,...,%,x sont a supports disjoints et K U Supp(z) est de complémentaire infini. On a

o0 oo
n
Bx = E TpWhner—n = E T W n€qr—n-
k=n

k=n

On voit qu'il suffit de trouver y = (yx) € P satisfaisant

oo
Z |yk|pWJf,n — 00
k=n

car alors le choix z,, = y, conviendra. Comme par définition de u,,

S v, > (z w)
k=n k=n

et que (u,) tend vers 'infini, il suffit d’avoir

i |yk’p = /—1 ’
k=n uﬁ

et cette derniere condition est réalisée en posant

1/p
1 1
Y = - )
Vuh o g
choix possible car la suite (u,) est visiblement croissante puisque w; > 1 pour tout i. O

Remarque 4.2.1. Dans la proposition précédente, l'hypothése (u,) tend vers l'infini est
réalisée sous la condition a priori plus faible

da > 1,3In,Vk > n, Wy, > a.

En effet, il suffit de faire une division euclidienne et de minorer toutes les tranches de lon-
queurs m par a pour s’en convaincre.
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Nous avons donné jusqu’a présent des exemples positifs, la proposition suivante fournit
quant a elle des conditions suffisantes pour que Ar soit ”algébriquement” petit.

Proposition 4.2.3. Soit X un Banach et T € L(X). On suppose qu’il existe un opérateur
R de rang N commutant avec T et tel que |T — R|| < 1, alors Ar est au mieux N-linéable.

Démonstration. On peut écrire pour = € X,
T
Rx = Z xi(z)z;
i=1

ou z; € X* et les vecteurs x; sont linéairement indépendants. Soit

N
Z = ﬂKer x],

i=1

c’est un sous espace fermé de codimension au plus N et si x est dans Z, ||T"z|| tend vers 0

car avec la formule du binome et la commutation, | 7"z| = |[(T' — R)"z|| < |T" — R||"||=]|.
On voit donc que si Y est un sous espace de X tel que pour tout x # 0, z € Y, ||T"x|| — oo,
dim(Y) < N. O

On ne peut pas supprimer I’hypothese de commutation dans la proposition précédente,
et un opérateur compact T peut tres bien vérifier que Ar est spacéable comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple 4.2.2. Soit X = ¢y ou X = (P. On définit T par Te; = 2eq et Te, = wpen_1
(n >2) ot w, >0, w, = 0 ce qui assure la compacité de T. Clairement Ar = X \ {0} et si
R lopérateur de rang 1 défini par Re; = 2eq et Re,, = 0 pourn > 2, on voit que |T— R|| < 1
st les w, sont assez petits.

Dans la derniere section, on verra un exemple d’opérateur tel que Ar U {0} est spacéable
et différent de I’espace tout entier : mieux, Ar U {0} sera un sous-espace fermé propre de X.

4.3 Lemmes de séparation asymptotiques

Nous allons ici démontrer deux lemmes de séparation asymptotique, qui permettront de
fabriquer un opérateur répondant négativement a la conjecture de Prajitura.
Ici, d > 2 est un entier.

Proposition 4.3.1. Soit X un espace vectoriel normé de dimension d et H # () un sous-
ensemble fermé de X tel que H soit une réunion d’hyperplans vectoriels. Alors, il existe une
suite de formes linéaires (f,,) sur X telle que

1) Pour tout x ¢ H, lim |f,(x)| = oc.

2) Pour tout x € H, lim|f,(z)| = 0.

On va faire la preuve dans le cas réel. On note S = Sy la spheére unité de X et on pose
C =S5nN H. On prouve d’abord le lemme suivant.
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Lemme 4.3.1. [ eziste une constante K > 0 et une suite (u,) C C telle que pour tout
x € C, il existe une suite d’entiers (p,) tendant vers linfini, et satisfaisant pour tout n,
P < noetl||r—u,l < nl/—[;l

Démonstration du Lemme 4.3.1. 1l existe L > 0 tel que pour tout k, on peut trouver un 2%
réseau Hy, de C avec |Hy| < L(2%)471 ou |Hy| désigne le nombre d’éléments de Hj,. La suite
(uy) est obtenue en énumérant d’abord les éléments de Hy, puis tous ceux de Hy et ainsi de
suite ... Fixons x € C et vérifions la propriété du lemme. Pour n € N, il existe un entier k
tel que |Hy| + ...+ |Hg| < n <|Hi|+ ...+ |Hg| + |Hgs1], en particulier, on obtient

k41 (2d71)k+1 _1

n < LZ(2d—1)i — 2d—1L < Cko(d—l)
=1

2d-1 _ 1

ou Cy > 0 dépend seulement de d. Par définition de Hy, il existe un élément w,, € Hj, tel que
|2 — up, || < 27F < (S2)V4-1 Puisque k — 1 < |[Hy| + ...+ [Hy_1| < po < [Hi| + ...+ | Hyl,
P < N, limp, = oo et le lemme est démontré. O

Démonstration de la Proposition 4.53.1. Pour chaque n, on peut sélectionner une forme linéaire
fn telle que f,(u,) =0, Kerf, C H et || f,|| = n'/?4"V.Six ¢ H, alors

[fu(@)] = | fulld(z, Kerfo) > || fulld(z, H) > n/*"Vd(z, H)

ainsi on a 1). Pour 2), on peut supposer que = # 0 et appliquer le lemme avec y = H“’;—” e C,

on obtient une suite (p,) avec p, < n, limp, = oo et ||y —u,, || < nl/—lg_l Pour chaque n, on a

K
o @) = N2l fou (= wp )l < o llly = v, 2l < g ]

ce qui prouve 2) et acheve la preuve. O

Pour le cas complexe, la preuve est essentiellement la méme. La seule différence est que
pour € > 0, ’entropie de la sphere unité est de 'ordre de éd%l ce qui donne une estimation
différente de ||z — u,, || dans le lemme, et donc il faut ajuster les exposants dans || f,|| en vue
de la preuve de la proposition.

Voici a présent une variante de ce résultat qui nous servira (comme mentionné dans la
section précédente) a construire des opérateurs 7" tels que ArU{0} soit un sous-espace fermé
de codimension finie arbitraire.

Proposition 4.3.2. Soit X un espace vectoriel normé de dimension d et soit F' une droite
vectorielle. Alors, il existe une suite (f,) C X* vérifiant :

1)Vz € F\ {0}, lim|f,(x)| = co.

2) va ¢ F\ {0}, lim|f,(x)| = 0.

Démonstration. 11 suffit de vérifier cela pour des vecteurs unitaires. On pose comme dans la
proposition précédente C' = Sy N F'. Placons nous par exemple dans le cas réel et remarquons
que C' = {e, —e} pour un e € X, ||e|]| = 1. On introduit pour k > 1

L ={p e X" ol <1,lp(e)] = e},

ou (€) est une suite décroissant vers 0 a ajuster ultérieurement.
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Fait 4.3.1.

S\ C C UL, Uper, Kerp.
Démonstration. Soit z € S\ C et complétons (e, x) en une base (e, x,es,...,e,) de X avec
|le;|| = 1. Pour € > 0 assez petit ¢ : X — R définie par p(z) = ¢(e;) =0 (i = 3) et p(e) =€
vérifie clairement |||l < 1. L’affirmation du fait en est une conséquence immédiate. O

On considére maintenant Fj, un 2% réseau de Ly avec |Fy| < L2 (ou L = Ly > 0 est

une constante). On construit une suite (¢,) C X* en énumérant d’abord tous les éléments de
Ly, puis tous ceux de Ly, ...On pose alors f, = a,¢, ou («,) C RT est une suite croissant
vers l'infini a ajuster également.
Fixons x € S\ C, on peut trouver ky tel que pour k > ky, il existe ¢ € Ly, telle que ¢(x) = 0.
Soit alors n assez grand pour qu’il existe k > ko tel que |Fi|+...+|Fx| <n < |Fi|+. ..+ |Fri]
(de sorte que ¢, € Fjy1). On obtient alors (comme dans la proposition précédente) que
n < 02% ott C = Cy > 0. Puisque ¢ € L, on peut trouver ©p, € F} avec

9"

On voit encore, comme dans la proposition précédente, que p, < n et p, — oo et donc

N

l —@p, [l <27

o ()] = () — 9(2)] < (9)1”.

n

D’autre part, on a clairement n > k — kg 4+ 1 et puisque ¢,, € Fi11, on obtient

|fn(€)| Z A€yl 2 Op€pikg-

Les choix

1/2d

€y = et a,=n

nl/ad

assurent alors que 1) et 2) sont vérifiés. ]

4.4 Construction d’opérateurs

4.4.1 Un opérateur dans C2

Ce paragraphe, purement pédagogique, est la pour expliquer I'idée de base de construction
d’un opérateur vérifiant le Théoreme 4.0.5. On va regarder le comportement de I'opérateur

T donné par sa matrice
1 0
a A

dans une base (e, e5) de C2. Ona T =S+ R ou S et R ont pour matrices respectives

b 3) e (2 o)
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Comme R?=0et RS=R,on a
T"=8"+(I+S+--+S""R.
T™ a pour matrice
n—1
1 0 B i
(a)\n A”) avec A, —Z)\ .
k=0
Si A = €™ et m est choisi tel que 1/m < a < 1, on voit que
o T'— [ est petit car |\ — 1| ~ 7/m.
o 7?2 =T car g, = 0 et \2™ = 1.

e Pour n < m, ||T"|| est de 'ordre de an, donc grand si n est assez proche de m. En effet,
un petit calcul montre que le coefficient aA,, a pour module

sin(mn/2m) n
———| ~am— = an.

sin(m/2m) m

Cependant, un opérateur en dimension finie ne peut pas satisfaire les conclusions du Théoreme
4.0.5. Dans le paragraphe suivant, on montre comment y arriver en combinant 'idée basée
sur la matrice précédente, et I'utilisation des lemmes de séparation précédents.

4.4.2 Cas complexe

Dans cette sous-section, on prouve la version complexe du théoreme principal :

Théoreme 4.4.1. Soit X un espace de Banach séparable complexe de dimension infinie.
Alors, il existe T € Ax tel que T — I est nucléaire.

Rappelons qu'un opérateur N est nucléaire si il existe des formes linéaires continues
zy et des vecteur zj tels que N puisse s’écrire sous la forme N = »"° x, ® x} avec
Yore il zx]| < oo olt @y, ® x} est Vopérateur de rang 1 défini par

xp @ xy(x) = (x}, r) ).

Ces opérateurs sont clairement compacts, en tant que limite en norme d’opérateurs de rangs
finis.

Pour construire notre opérateur, on va utiliser le Théoreme 4.1.1. Pour notre cas, on aura pas
besoin de l'estimation précise avec €. Cependant, observons qu’en remplagant e, par e, /|e,||
et €& par |le,||el, on peut supposer que ||e,|| = 1, K = sup |le}|| < oo et les propriétés i) et
ii) du Théoreme 4.1.1 sont toujours satisfaites. On considere ensuite un sous ensemble fermé
F C span(ey, e2) qui est une réunion de droites vectorielles et (fi) la suite de formes linéaires
associée sur span(es,es) dans la Proposition 4.3.1 (on se place donc dans le cas d = 2).
Désignons par P la projection définie sur X par

Pz = (e}, x)er + (e}, x)es.
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P est continue avec ||P|| < 2K. On pose ensuite A\; = Ay = 1 et pour k > 3, A\, = e ol
(my) est une suite d’entiers positifs telle que my|myg, 1 et qui va tres vite a U'infini, de fagon
& avoir

o

My
Z 2Nl < 00 et my > 15my_y.
g k-1

On note ¢y le sous espace engendré par (e,),>1. Pour & € coo, © = Y ,_, Txey, On pose

n
Sl’: E )\kackek.
k=1

Cela définit un opérateur borné S sur ¢y, en effet pour z = 22:1 Trer € Coo,
n (o.)
1Szl <> Ak = Ullzer]l + [l < (KZ A — 1] + 1) [Ed|
k=1 k=1
et par notre hypothése sur (my), il est clair que Y, | |[A\x — 1| < co. Ainsi, S s’étend en un

opérateur borné sur X (parce que cgg est dense dans X'). On désignera encore ce prolongement
par S.

Remarque 4.4.1. Notons que si (ex) est une base de Schauder normalisée, alors si x =
Y pe Treg, S est explicitement donné par

St = io: >\k$k€k-

k=1

Pour z € X, on définit maintenant 7" par

Tr =Sz + Z fr(Pzx)ey.

my—
=3 k—1

Notons que le second terme définit un opérateur borné car > oo, ——|| fx|| < co. Donc T est
k=3 mEe—1
lui-méme borné; si 'on pose

Ar={z e X,Pxr ¢ F} et Bp={x € X,Pxc F},
alors on va montrer que Ay = flT et By = BT donc T sera I'opérateur attendu (en imposant
que l'intérieur relatif de F' dans span(e, e2) est non vide et que F' # span(ey, e3)). Puisque

)\Zm’“ =1 et plus généralement )\im" = 1 pour n > k (par 'hypothese de divisibilité des my),
I'opérateur S a la propriété suivante.

Lemme 4.4.1. Pour x € X, lim,,_,o S*™2 = x.
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Démonstration. On montre d’abord que la suite (||S?™]]) est bornée. Sil'on fixe x = >} wxey
tel que [|z]| =1, on a

HSzmlx—JJH = Z()\Qm’ 1)xgex
k=1
= Z ()\iml — 1)xpe|| car )\iml =1 pour [ >k
k=1+1
< K3 e
k=141
= 2
< 25 Y T car | — 1] < 22| pour |2] < 1/2
k=11 Ok
d 47ka,1
< K .
<R

Ainsi, (]|S?™x||) est bornée par 14+ K S50 =t < o6 des que z € cop, ||| = 1. Par

my,
densité de cyp dans X, cela implique que la suite (||S?™||) est bornée. Pour voir laffirmation
du lemme, fixons z € X, € > 0 et y € ¢y tels que ||y — z|| <€, on a

|52z —al| = ||S*™(z—y) + (*™y —y)+ (y — )
< sup ST le+ [[S*™My — yll +e.
Puisque pour [ assez grand, S*™y = y, on a la conclusion. O
On explicite maintenant I’expression des itérés de T

Lemme 4.4.2. Pourx € X etn>1, ona

[ee) )\ . \ n—1
Ty = S"z + Z m:—1 fr(Px)ex ot Mg, = Z AL
k=3 1=0

Démonstration. Le résultat est clair pour n = 1, on procede par récurrence et on suppose le
résultat vrai au rang n, on a

Ty =T(T"z) = T(S"2)+T <i Ao fk(Px)ek>

s k-1
= "Mz 4+ E

o0

S Py

my.—
k—3 k—1

oy =", akl fl(Px)el, donc Py = 0. Puisque Ay = Ay = 1, on a PS"x = Px, et puisque

my_

MeAkn +1 = Ak7n+1, on en déduit la formule au rang n + 1. O
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On étudie maintenant le comportement de A;,. On a le fait facile suivant.

Fait 4.4.1. i) Pour tous k,n > 1, [A\gn| < n

i) Aiom, =0 pourn > k.

iii) Pour mg_qy <n < mg, [Apnl = %mk_l.

Démonstration. 1) est juste I'inégalité triangulaire. ii) est immédiat car A, se calcule facile-
ment en tant que somme géométrique :

imn

em™ — 1
Ak7n = AT
emnk — 1
Pour iii), on obtient
sin ( 2m>]
|)‘k7n| - :
sin <2mk> ’

La minoration souhaitée résulte des inégalités : sin(y) > 2y pour y € [0, 3] et |sin(y)| < |y

pour y € R. ]

On peut maintenant passer a la preuve du résultat principal. Soit = € coo, & = Y f_; Tiex.
Fixons k > 3, on pose dy<p = 1 sik <pet dpy, =0sik>p. On a

K| T z|| = [(er, T"z)| = |Ap{er, 2)okep + mk”lfk(Prv)
)\k,n n *
> fe(Pz)| — |/\k<€ka$>5k<p|
M1
)\k,n
> fie(Pz)| — Kl|z].
Mr—1

Puisque la derniere inégalité ne fait intervenir que des fonctions continues, elle reste vraie
pour x € X (par densité de coo dans X)) et pour k > 3, n > 1. Maintenant, fixons k > 1 et
mp_1 < n < my, en utilisant la derniere inégalité et le fait précédent, on obtient

)\k,n

[T7]) > ' fi(P)

2
~ el > =1 fe(Pa)| = il

Cela prouve que ||[T"z|| — oo lorsque z € Ap puisque d’aprés le lemme de séparation,
| fe(Pz)| — oo.

Soit maintenant « € By, alors il existe une suite d’entiers (k,) strictement croissante telle
| fr,, (Px)| tende vers 0. On a

g TUk— L Mo 1

oo

ez, |
+ Y |“ 1l £, (Pa)).

k=kn+1
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La premiere somme est égale a 0 d’apres le fait précédent. En utilisant encore ce fait,

‘ kn,2mkn_1|

on voit que le second terme tend vers 0 puisque -
k>k,+1donc k, —1<k—2, et my,_1 < my_9, d'olt

[e%e] )\ —_ [e’e] 2 ~
> P . inra) < (Z ko 1||fkr|> 1P|

R k-1 k=1

. 2my_2
< (Z - kaH) PNl

k=kn+1

< 2. Pour la derniere somme,

Puisque ., m’“ 2|l fxll < oo, le dernier terme tend vers 0. D’autre part, S*™n-1x tend

vers z, cela montre que lim||7"z — z|| = 0 lorsque « € Br.

Enfin, voyons le dernier point du théoreme, par un argument de densité on voit que pour

reX
o
Z ) (ex, x)ex.
=3

he).
k—1

Puisque Y o4 [Ap—1] <00, > e, ﬁ”fkﬂ < 00, et (ex) et (e}) sont bornées, N est nucléaire
et T'=1+N.

D’ou

N:T—I:Zek®<()\k—1)ez+

k=3

Remarque 4.4.2. Bien que le corollaire 4.0.1 ne s’applique par a £°°, on peut voir que
l’ezemple donné fonctionne dans €. On conjecture donc que des opérateurs avec les pro-
priétés du Théoreme 4.0.5 peuvent étre construits dans des espaces de Banach arbitraires.

Remarquons que I’énoncé du théoreme peut étre renforcé : il suit en effet de la définition
de T que pour tout € > 0, on peut choisir la suite (my) pour avoir [|T — I|| < e. Cela
prouve que [ est dans ’adhérence (en norme d’opérateur) de Ax. On peut aussi montrer la
proposition suivante.

Proposition 4.4.1. Soit X un espace de Banach complexe de dimension infinie tel que X
posséde une base symétrique. Soit D un opérateur diagonal et borné sur X dont le spectre
est contenu dans le cercle unité. Alors pour tout € > 0, on peut trouver un opérateur T sur
X tel que T — D est compact, |T — D|| < € et tel que Ar et son complémentaire soient tous
les deuz dintérieur non vide.

Pour essayer de se ramener au cas ou D est un multiple de I'identité, on utilisera le lemme
suivant :

Lemme 4.4.3. Soit D un opérateur diagonal sur X a spectre contenu dans le cercle unité.
Etant donné € > 0, il existe un opérateur diagonal Dy tel que ||D — Dy|| < € et Dy posséde
un sous espace propre de dimension infinie.

On suppose sans perte de généralités que la norme ||.|| est symétrique et la base normalisée.
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Démonstration. Remarquons déja que D est automatiquement borné puisque la base est
symétrique. Si De; = \e; et que la suite (\;) ne prend qu'un nombre fini de valeurs (par
exemple A, ..., \,), alors on peut écrire :

X =Ker (D= M) & ... Ker (D — \J).

Puisque X est dimension infinie, I'un des sous espaces ci-dessus est de dimension infinie et il
suffit donc de poser Dy = D.

Supposons maintenant que la suite ()\;) prend une infinité de valeurs et que tous les sous
espaces propres associés sont de dimension finie (sinon c’est terminé). ()\;) étant une suite
du compact o(D), on peut en considérer un point d’accumulation p. On peut ainsi trouver
¢ : N — N strictement croissante telle que

Z |)\30(k) — u| < 0.
k=1

Posons p1, = A,k et soit n un entier tel que

Z e — p| < e

k=n+1

Puisque la base est symétrique et l'opérateur D diagonal, on peut dans ’expression z =
> oo, xe; regrouper les e; suivant leur appartenance & un sous espace propre. On voit donc
que l'on peut écrire :

X=A,8¢B,8C,

ou A, = @;_, Ker (D —pxl), B, est le sous espace fermé correspondant aux valeurs propres
Lk, pour k = n + 1 et C), le sous espace fermé correspondant aux valeurs propres restantes.
Suivant cette décomposition, on peut écrire

D =Dy, ®Dp, & D¢,

et on pose
Il suffit donc de controler ||(D — Dy)z|| si « € B,. Tout élément = € B, est de la forme

[e.9]

T = Z Zazlel

k=n-+1 lE]k

avec pour | € Ji, ¢; € Ker (D — ugl) et |Ji| = dimKer (D — ugl), on en déduit

E x1€

ey,

I(D = Do)zl| < Y | —

k=n+1

< eff]].

Puisque B,, est de dimension infinie, on voit que Ker (D — ul) est le sous espace recherché
pour Djy. ]
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La proposition s’en déduit maintenant facilement. Soit D un opérateur comme dans
I’énoncé. Quitte a le remplacer par Dy, on peut supposer en vertu du lemme précédent
qu’il existe A € o(D) tel que Xy = Ker (D — M) est de dimension infinie. On écrit
alors X = Xo@® H ou H est un sous espace fermé de X. Ecrivons (relativement a cette
décomposition) D = A\ & D’ et soit Ty € L£(Xo) tel que ||To — M || < € et Ty — Al compact
avec Ar, et son complémentaire d’intérieur non vide. En effet, un tel opérateur existe et est
donné par le théoreme principal en multipliant par A 'opérateur qui perturbe I'identité (on
perd cependant & priori le fait que z soit un point récurrent lorsque x € Xg \ Ar,, ce qui est
du au fait que A n’est pas nécessairement une racine de I'unité). Il est alors immédiat que
Vopérateur T'= T, & D’ convient.

Revenons maintenant sur l'opérateur 7' construit dans le Théoreme 4.4.1. 11 vérifie ||T" —
I|| < 1 (siles my sont choisis assez grands), donc s’écrit en particulier exp A pour un unique
opérateur borné A. L’expression de T pour ¢ dans N se prolonge donc sur R par exptA. On
se propose d’étudier ici cette dynamique. En premier lieu, on explicite 'opérateur A. Pour
simplifier, on suppose que l'espace complexe séparable X est muni d’une base de Schauder
normalisée (ex). On a d’abord :

Proposition 4.4.2. T = exp(A) ou A est donné par la formule

Az = ——f1(P X
z ;kakek + ;3 O — 1)mk71fk( z)er (v € X),

ot g = o =0 et py, = ;n—’; pour k > 3. Le spectre de A est alors donné par o(A) = {u, k >
1}.

Démonstration. Notons d’abord que comme |ug| ~ |[A\x — 1|, A est bien défini et borné sur
X. Fixons z € X. Comme Aey = ugex pour k > 3, on obtient pour [ > 1

o o l
Ay — ! My, p '
x ;Mkmek + ; —O\k — 1)m;€_1fk( x)eg
On a donc l z
e Zk P
2 T 2 L 2 P
puis en utilisant Fubini,
DRI 9D PLETIRE B) PIL S g
=1 g k=3 I=1 ! k=3 I=1 N = D)mg—
Comme eM* = )\, on obtient
T = Z()\k — 1)5Ek6k + Z fk(PiL‘)ek,
=1 k=3 p=3 k-l

et donc on trouve bien exp A = T' en ajoutant x aux deux membres de 1’égalité précédente.
Remarquons maintenant que A est compact vu le choix de (my) (méme argument que pour
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l'opérateur T'— I'), donc que 0(A) = 0,(A) U{0}. Soit o € 0,(A) et z # 0 vérifiant Ax = px,
il vient
0 = puxyp pour k€ {1,2}.
Mk

m = UTE pour k>3

HETr +
Si p # 0, on obtient donc x; = x9 = 0, soit Pz = 0 et en reportant dans la deuxieme équation
on a & = i pour un entier k > 3. D’autre part, en rappelant que Ae, = uges, pour k > 3,
on trouve bien que o(A) = 0,(A4) U{0} = {, k > 1}. O

La dynamique de exptA est alors semblable a celle des itérées de 'opérateur T'. De plus
on peut regarder ce qui se passe en —oo, et on obtient sans grande surprise la méme chose
qu’en +o00.

Proposition 4.4.3. Les ensembles P71 (X \ F) et P~Y(F) sont d’intérieurs non vides et
forment une partition de X vérifiant :

Si Px ¢ F, || (exptA) .z|| — oo lorsque |t| — 0.

Si Px € F, il existe une sous suite d’entiers (t,) vérifiant : || (expt,A).x — x| — 0 lorsque
In| = oo.

Démonstration. En remplacant A par tA pour ¢ € R et en suivant la preuve de la proposition
précédente, on trouve

tA) .z =) (A —1 > (P
i) k:3( F et k=3 (A = D)y fulPoje,
olt on a posé par commodité \i = et = emi Puisque |\, — 1| = |A;* — 1|. Les arguments de

la preuve du théoreme principal passent pour ¢ négatif et on obtient les propriétés voulues. [

4.4.3 Cas réel

On montre ici la version réelle du Théoreme 4.0.5.

Théoréme 4.4.2. Soit X un espace de Banach séparable réel de dimension infinie. Alors, il
existe T € Ax tel que T — I est nucléaire.

On garde les mémes notations que dans le cas complexe pour F, (fi), coo, (€r),(€}), K et
P. On définit S sur ¢y par les formules suivantes Se; = e, Sey = €5 et pour k > 2 :

Seop_1 = cos(br)ear—1 + sin(bx)ear, and Seq, = — sin(O)eor—1 + cos(Ox)eax

ou 6, = mlk et (my) satisfont les mémes hypothéses de croissance et de divisibilité que dans
le cas complexe. Ainsi dans la base (algébrique) (ex), S est un opérateur diagonal par blocs,
constitué de matrices de rotations. On vérifie alors que S est borné sur ¢y, donc se prolonge
a X et on vérifie aussi que S*™x — x. définit ensuite T par

=1
Ty = Sx + Px)ess.
; mk_lfk( )€k
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Le calcul des itérés de T" donne

Tz =S"+ )  ——fu(Pr)en
k=2

—, Mk-1

ot i = (3154 cos(161)) ear.— (Xo1=y sin(l6y)) ear—1. On ainsi gy, = 0 A = 0, [| ]| <
2n et en considérant les formes linéaires e}, _, et e}, :

n—1 n—1
) 1
;COS(ZGk) gsm(lﬁk) ) > W’)\k’n"

Ainsi, les inégalités pour fi, sont les mémes que pour A, (& une constante multiplicative
pres) ce qui permet de reprendre la preuve précédente (du cas complexe) sans autre change-
ment.

Y

1
l12kn]| = —= max
2K

4.5 La construction de Hajek et Smith

On présente ici une version simplifiée de I’exemple de Héjek et Smith. Le résultat qui suit
est bien str un cas particulier du Théoreme 4.0.5. Cependant, on verra plus tard que les 2
opérateurs présentent des différences.

Théoréme 4.5.1. Soit X un espace de Banach (réel ou complexe) de dimension infinie et
muni d’une base symétrique. Alors, il existe T € Ax.

D’apres la premiere section, on sait que quitte a renormer X, on peut supposer que la
norme ||.|| est symétrique, ce que I'on suppose dans tout ce qui suit ici.
Dans le cas complexe, I'opérateur S était construit sur des racines de I'unité, S sera main-
tenant un opérateur de permutation. Comme dans 'article original de Hajek et Smith, on
va d’abord prouver des estimations fini-dimensionnelles. Cependant, Hajek et Smith font des
estimations dans 7 et ¢y puis les combinent avec un résultat de Tzafriri [T]. On va donner
ici une preuve plus directe et plus courte.

4.5.1 Estimations locales

Soit Z un sous-espace de dimension H > 1 avec une base symétrique (eq, ..., ey) tel que
H > 4m (m et H sont des entiers positifs). On définit S sur Z par Se; = e;,1 pour 1 < i <
H —1 et Sey = e;. On va s’intéresser au comportement de la suite : w, = (I +...+S" 1w
onw =" e — S 116 (cela est motivé par le fait que (w,) apparitra ensuite dans le
calcul des itérés de 'opérateur dans le cas général). On a :

Lemme 4.5.1. i) wy =0 et la suite (wy,),>1 est H-périodique.
it) Si2m <n < H—2m, ||w,| atteint son mazimum et
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Démonstration. 1) S est un opérateur de permutation, dont la permutation en question est
un cycle de longueur H, donc pour 1 <i < H,ona (I +S+ ...+ 87 )¢ = Zfil e;, et si
on pose § = Zfil e;, on obtient wy = ms —ms = 0.

De plus, puisque S¥ vaut Iidentité, on a

Wppg =T +S+.. . +SF DY+ T+...+5" Hw=UT+...+ 5" Hw = w,.

ii) Un calcul facile révele que pour 2m < n < H — 2m, w,, a 2 bosses de hauteur m et de
taille 2m — 1, I'une a termes positifs, I'autre a termes négatifs :

w, = e +2es+...+men+ (m—1)eni1+ ... eam1

(€n+1 + 2€n+2 + ...+ menim + ... €n+2m71)-

Puisque la norme est symétrique, on peut ranger les termes de facon décroissante et
annuler les signes, donc

lwnll = llm(er + e2) + (m — 1)(es + s +e5 + ) + ...

Heam—s + €am—a + €4m—3 + €am—2)||-

Si I'on conserve simplement les coordonnées supérieures a 3, on obtient

m m
[wall Z S ller + ... + eaml| = o [|w]|.
2 2
On a aussi montré que si u,, est le réarrangement décroissant de ||w,||, n = 1,--- , H, alors
pour 2m < n < H—2m et 2m < s < H — 2m, u, = us. Un autre calcul montre que pour
1 <s<2met 2m < n < H —2m, ||us|| < ||un]| et done que ||wg|| = ||us]| < ||unll = |Jw]|

par symétrie de la norme. Pour H — 2m < s < H, on obtient les mémes estimations que
pour 1 < s < 2m. Cela montre que ||w,|| atteint son maximum pour 2m < n < H — 2m.
Ci-dessous figurent des graphiques de w,, pour 1 < n < 2m qui illustrent les inégalités (avec
H=30, m=6). O
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4.5.2 L’opérateur de Hajek et Smith

On suppose que X est un espace de Banach muni d’une base symétrique normalisée (e,,)

et on écrit
X = span(ey, e2) @ Span(e,,n > 3) = span(ey, es) B Y.

A présent, on définit S sur X (on lui donne le méme nom dans dans le cas de la dimension finie
car ce sera une somme directe de tels opérateurs sur des blocs de dimension finie). On choisit
des suites (Hy) et (my) d’entiers positifs strictement croissants avec Hy > 4my, et Hy|Hyyq.
On définit oy, une permutation d’ordre Hy, par la formule suivante : oy, = (1,2,..., Hy), c’est
a dire oy (i) =i+ 1 pour 1 <@ < Hy — 1 et ox(Hy) = 1. On énumere les vecteurs de base de
Y comme suit

span(e,,n > 3) = span(e; 1,1 <i < Hy) @span(e;2,1 <i< Ho) @ ...

Ainsi, tout élément = de X peut s’écrire

oo Hyg

T = X161 + To€o + E g Yi kCik

k=1 i=1

et on pose
oo Hk

Sz = x1e1 + x9€9 + Z Z Yi kCoy (i) k-

k=1 i=1
S possede les propriétés suivantes :

Lemme 4.5.2. i) S est bien définie et est une isométrie.
i) Pour x € X, lim || SHrz — z|| = 0.

Démonstration. 1) est vrai parce que la norme est symétrique. Pour ii), il suffit de le vérifier
pour y € Y. Fixons € > 0, il existe un entier N tel que

00 H; co H;
E E Yii€ill| <€, ou y= E E Yil€i-
I=N+1 i=1 =1 i=1
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Pour k > N, Hy, est un multiple de Hy, donc pour 1 <1 < N et 1 < i < Hy, S (e;)) = ey,

d’ou
N H oo H
Sy = 33 prrens + S ( 3 zy>
=1 i=1 I=N+1 i=1
alors
S H,; e8] H,;
N ol S ( 3 zy) |
I=N+1 i=1 I=N+1 i=1
Puisque S est une isométrie, on obtient pour k > N : ||SHry — y|| < 2e. O

On définit maintenant I'opérateur 7' = Tyg (on garde les mémes notations et hypotheses
que dans la section précédente pour F', (fy) et P; la définition de Az et Br reste également
inchangée). Pour z € X, on pose

Ty =Sz + Z fr(Px)uy,

k=1
ou
mg 2my,
Vg = €k E €ik — E ik | -
i=1 i=mp+1

Les itérés de T sont donnés par (méme preuve que la section précédente).

Lemme 4.5.3. Tz = S"x + >~ [e(Px)vg, lorsque x € X, n > 1, avec vy, = (I + S +
c. S"‘l)vk.

Choisissons maintenant les diverses constantes : d’abord on introduit une suite (ay) crois-
sante d’entiers positifs telle que

f: | £
1 Yk

Ensuite, on pose my = ay ...ag, Hy = 2(my + mgs1). On a

<oo et 1+ag| 1+ ar-

k1
Hipr o mpgr +mpgo T2 a1+ apgo) a I+ apyo
Hj, My + My [T, a1+ api) L+ ap1
et donc Hy|Hjyq.
La constante € est choisie pour que ||vgam,| = 1. Les estimations en dimension finie

entrainent : ||vg|| < mik On déduit de cela que 7" est bien défini et borné parce que

— ISl — . I fll
< (;Qm—k> [ Pl][x]] < (kXZ;QG—k> [P][|]]-

Le lemme suivant est alors une reformulation des estimations en dimension finie.

k=1
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Lemme 4.5.4. i) Pour k fizé, vi g, = 0 et la suite (vg,)n est Hi-périodique.
it) Pour 2my, < n < Hy — ka, |kl est mazimal (en n) et ||vgn| = 1.

iii) Pour tout n, ||vgn| < e

Démonstration. 1) and ii) ont été prouvés avant. Pour iii), il suffit d’utiliser I'inégalité trian-

gulaire et ||vg|| < m—k O

La fin de la preuve est maintenant dans le méme esprit que celle produite précédemment.
D’abord, puisque la norme est symétrique et que les vecteurs (v, )r=1 sont a supports dis-
joints, on obtient pour k > 1let z € X

> A(Pr)u,
=1

Pour chaque n, il existe k tel que 2m; < n < 2mygy 1 = Hi — 2my, ainsi le Lemme 4.5.4 donne
|lvknl = 1 et on voit que ||[T"z| — oo quand z € Ap. Soit maintenant z € By, on coupe
comme précédemment en 3 parties :

2 [fi(Po)|[[venll

00 kn—1
> h(Pr)opm,, | < Je(P)owm, || + | fr (P2 vk, 1, |
k=1 k=1
+ Z fk'(Pl‘),Ukakn—l
k=kn+1

La premiere somme est nulle d’apres i) du fait précédent. Le second terme tend également
vers 0. En effet, d’apres le lemme de séparation fi, (Pz) — 0 (n — oo) et d’apres ii) du fait
précédent

2Hy, 1
okl < S22t <8
Lorsque k > k, + 1, k, — 1 < k — 2 et donc
2Hkn—1 QHk 2
| fe(P2)| ||k, | < [ fellllz] < ||fk||||93||
mk 1
||fk||||33|| = —||fk||||1’||

Ilfx |l

ak
comme SHxx — x, on a le résultat annoncé.

Puisque la série "7, converge, la derniere somme tend donc également vers 0 et

4.6 Quelques compléments et remarques

4.6.1 Comparaison entre les 2 opérateurs

On se place ici dans des espaces complexes. Soit D le disque unité fermé et oD le
cercle unité dans C. Rappelons que Ay est 'ensemble de tous les opérateurs qui satisfont
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a la propriété A) du Théoreme 4.0.5 et que d’apres le résultat de Miiller et Vrsovsky’s, si
P W < oo alors Ar est dense, il en résulte que si T' € Ay, nécessairement r(7") = 1
puisque AT est dans ce cas ni vide, ni dense. En particulier, tout opérateur T' € Ax a un
spectre contenu dans le disque unité et qui doit intersecter le cercle unité. Plus précisément,

dans les deux exemples étudiés (qui sont construits avec une forte analogie), on a :

Proposition 4.6.1. Supposons que 'opérateur que dans la construction de l’opérateur T de
la section 4, (ex) est une base de Schauder normalisée, alors o(T) = {\x,k = 1}. D’autre

part, si on considere lopérateur Tys de la section 5, alors 0D C o(Rys) C D.

Démonstration. Le premier opérateur s’écrit sous la forme I + N, donc a o(T) = {1+ X\, X €
o(N)}. Puisque N est compact, 0(N) = 0,(N)U{0}. Soit A € 0,(N) et & # 0,2 = >~ | xxex
tel que Nx = Ax, alors

0 = Ax;, pour k€ {1,2}.
P
O — 1)z + L)

mrg—1

= Az, pour k > 3.

Si A # 0, alors 1 = x5 = 0, c’est a dire Px = 0 et on obtient que A = Ay — 1 pour un k > 3.
D’autre part, Nex = (A — 1)eg, pour k > 3, d’ott 0(N) = 0,(N)U{0} = {\e — 1,k > 1} et
o(T) = { k> 1}.

Maintenant, 'opérateur Sy de la section 5 (associé a Tyg) peut se voir comme une matrice
infinie diagonale par blocs avec I'identité sur le premier bloc, et des matrices de Frobenius

0 «++ oo o 0 1
1 - 0
0

0 00
o - - 0 10

qui ont X** — 1 comme polynéme caractéristique sur le k-ieme bloc (i.e. span(e;x, 1 < i <
Hy)), donc en prenant un vecteur propre associé a une racine de I'unité d’ordre Hj pour la
matrice de Frobenius sur le k-ieme bloc, et en complétant par des 0, on voit que

G= U Un, C 0p(Tus) C o(Tus)

k=1

ou Uy, désigne le groupe multiplicatif des racines Hy-iemes de 'unité. Puisque Hy|Hyi1, G
est lui méme un groupe infini de D en tant que réunion croissante de groupes, ainsi G est
dense dans JD et puisque o(Txg) est un sous-ensemble fermé, on obtient D C o(Tys). O

Le spectre de T est donc une suite qui tend tres vite vers 1 alors que le spectre de Txg
n’est pas dénombrable.
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4.6.2 Taille de ’ensemble Ay : sur la conjecture de Prajitura

On revient ici a un probleme plus général. On a montré que pour tout espace séparable
X, Ax est non vide. Ainsi, une question naturelle est : que peut-on dire de la taille de Ax 7 Il
est clair qu’un tel ensemble ne peut pas étre dense pour la norme d’opérateur car si T € Ay,
|T|| > 1. Cependant, on a :

Proposition 4.6.2. Si X est un espace de Banach séparable de dimension infinie (ou plus
généralement vérifie les hypothéses du Corollaire 4.0.1), alors l’ensemble Ax est dense pour
la topologie forte d’opérateurs sur L(X).

Pour prouver, cela on utilise le lemme suivant [BM] (p 45).

Lemme 4.6.1. Soit X un espace vectoriel topologique localement convere et T € L(X).
Supposons que pour tout entier N, on puisse trouver x1,...,xn € X tels que les vecteurs
x1, ..., 2N, T(x1),...,T(xyN) soient linéairement indépendants. Alors Sim(T) est SOT dense
(i.e. pour la topologie forte) dans L(X).

Démonstration de la Proposition 4.6.2. Rappelons que la classe de conjugaison (ou de simi-
larité) de T' € L(X) est définie par

Sim(T) = {JTJ*,J € GL(X)}

Il est évident de vérifier que Ay est invariant par conjugaison : en effet, avec les notations du
Théoréme 4.0.5, observons que si S = JT'J ! alors v € Ar < Jr € Aget x € By & Jx €
Bg. Donc, il suffit de prouver la SOT densité de Sim(7") pour un opérateur T € Ay. Pour
cela, on va utiliser 'opérateur T de la section 4 (et le Lemme 4.6.1). Par exemple, on fait la

vérification dans le cas complexe. Pour N > 1, on pose 1 = e3 + €4,T2 = €5 + €g,..., TN =
eant1 + eanio. Puisque Te, = Ager, pour k£ > 3, on voit que pour tout k, (g, Txy) est
une famille libre et que plus généralement xy,...,zn,T(21),...,T(zy) sont linéairement

indépendants. Donc Sim(7") et en conséquence Ay sont denses dans £(X). En particulier,
I’ensemble des opérateurs qui mettent en défaut la conjecture de Prajitura est SOT dense
dans L£(X). O

D’autre part, on a :

Proposition 4.6.3. Soit X un espace de Banach complexe, alors l’ensemble des opérateurs
qui satisfont la conjecture de Prajiturd, i.e.

P={T € L(X),Ar =0 ou Ar est dense dans X}

est dense (pour la norme d’opérateur) dans L(X). En particulier, Ax est d’intérieur vide.

Démonstration. Fixons € > 0 et T' € L(X), on peut supposer que T ¢ P. Les arguments du
début de cette section disent que r(T") = 1. Soit A € o(T') avec |\| = 1. Posons T, = T +2€eAl,
alors ||T'— T¢|| = 2¢ et A(1 + 2¢) € o(T%). Donc r(T,) > 1+ 2¢ et Ay, est dense dans X, d’ou
T. € P. [

Bien que la conjecture de Prajitura soit fausse, on peut raisonnablement espérer la chose
suivante.
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Conjecture 4.6.1. Soit X un espace de Banach de dimension infinie et T € L(X), alors
span(Ar) est de dimension infinie dés que Ap # ().

I1 est au moins clair que span(Ar) ne peut jamais étre de dimension 1, sinon cela en-
trainerait 'existence d'un vecteur propre dans Ar ce qui forcerait que r(7") > 1 et donc que
Ar soit dense. Cependant, on a pas réussi a démontrer cette conjecture hormis dans le cas
tres particulier ou H est un espace de Hilbert non séparable. Dans ce cas, supposons par
I’absurde que span(Ar) soit de dimension d avec d < oo . On peut écrire

F = span(Ar) = span(ay, . .., aq)
avec pour tout 1 <7 < d, a; € Ar. Puisque H n’est pas séparable, on a que
span(ay, ... aq, T ay, ..., T aq, ..., (T*)"ay,...,(T*)"aq,...)

n’est pas dense dans H, donc son orthogonal est non réduit a {0}. Si x # 0 est dans l'or-
thogonal de ce dernier espace, il vérifie : Vn > 0, Tz € F+. Remarquons également que Ay
étant T invariant, F' est T invariant donc

IT™(z + an)||* = |T"(a) |I* + 17" (@)[I* = 17" () |* — oo

Par suite  + a; € F et comme x € F*\ {0}, (a1,...,aq,7 + a;) est une famille libre de F
ce qui est une contradiction.

Remarque 4.6.1. 5i T est un endomorphisme symétrique, le résultat reste vrai st H est
séparable puisque dans ce cas, F étant T-invariant, F+ est T-invariant et il suffit de prendre
n’importe quel x # 0 € F*.

Remarque 4.6.2. En revanche, span(Br) peut trés bien étre de dimension 1 si By # {0}.
En effet, considérons x # 0 € H ou H est un espace de Hilbert. Posons F' = span(x), alors
H =F @ F* et lopérateur T = I & 21 vérifie clairement que span(Br) = span(x).

4.6.3 Un dernier lemme

On signale ici que les lemmes de séparation donnés dans la section 3 admettent une
extension en dimension infinie. On n’obtient pas d’estimations de normes explicites (car
on ne connait pas dans un espace a priori général les nombres d’entropie d'un compact).
Cependant, on va voir que 'on a la proposition suivante.

Proposition 4.6.4. Soit X un espace de Banach, K C X* un compact (pour la norme
usuelle sur le dual) et C' = U,eKerp. Alors il existe une suite de formes linéaires continues
(fn) sur X* telle que :

1)Vx ¢ C, |fu(x)] — o0.

2)Vx e C, lim|f,(z)| = 0.

Démonstration. Remarquons d’abord qu’on peut supposer que 0 ¢ K, car sinon C' = X et
il n’y a rien a faire. On reprend la construction donnée en dimension finie : soit pour chaque
k, Hy un 27% réseau de K. On construit alors une suite (¢,) en énumérant d’abord tous les
éléments de Hy, puis tous ceux de Hs, etc ...Posons ensuite f, = a,p, ou (a,) C RT est
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une suite strictement croissante tendant vers +o0o a ajuster ultérieurement.

Siz ¢ C,ona

|fn(x)| :O‘n|90n(x)| = O‘n”@nnd(xerrQOn)
> ay (inf il ) d(z, C).

Puisque 0 ¢ K et que K est compact, inf [|¢g|| > 0. D’autre part, d(z,C) > 0, donc le
dernier membre de droite tend vers 'infini et on a le point 1). En effet :

Fait 4.6.1. C est une partie fermée de X.

Démonstration. Soit (x,) C C telle que z,, — x. Par définition de C, il existe une suite
(¥n) C K telle que ¢, (z,) = 0. Quitte & passer a une sous suite, on peut supposer qu’il
existe ¢ € K telle ¥,, — 1 pour la norme de X*. On a alors :

|9 (x)] () = n(@)| + [Pn(2) = Pn(20)]

1 = dallllzll + [[enlllz = 2]

<
<

Comme ([[1),,]|) est bornée, il vient a la limite : ¢)(z) =0, donc x € Ker ¢ et z € C. [

Fixons maintenant n € N, il existe un entier k& tel que

Posons p(k) = |Hy| + ... + |Hg|. Clairement, p est une fonction strictement croissante de
N* dans N* et tendant vers l'infini. Prolongeons la en une bijection continue strictement
croissante de R dans RT de sorte que p~! est strictement croissante et tend vers I'infini en
Iinfini.

Donnons nous z € C, il existe ¢ € K tel que p(z) = 0 puis on peut choisir ¢,, € Hy tel
que : |[¢ — @, |l < 27%. On a alors

plk—1) = |Hy|+ ...+ |Hp1| < pn < |Hi|+ ...+ |Hg| <,

donc p, < n et p, — oo. D’autre part, on a vu que n < p(k + 1) donc k > p~'(n) — 1 puis
o — @, || < 21777 (™. On obtient alors

ap, [l = ep. Il
a2 |z

| fon ()| = g, 00, (7)| = @, [(0 = 0p, ) (7)<
<

1l suffit de choisir a,, = V2/7'(") et on a que 2) est satisfait. O
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4.6.4 Récapitulatif

Pour terminer ce chapitre, on énonce dans le théoreme suivant la synthese des exemples
et résultats connus sur la structure de Ar.

Théoreme 4.6.1. Soit X un espace de Banach séparable de dimension infinie.

1) 3T € L(X) tel que Ar soit un ouvert non vide, et non dense dans X.

2) Pour tout d > 0, 3T € L(X) tel que A7 U {0} soit un sous-espace fermé de codimension
d; mais si X est complexe, Ar U {0} n'est jamais un sous espace vectoriel (non nul) de di-
mension finie.

3) span(Ar) est de dimension infinie si X = H est un espace de Hilbert non séparable.

Démonstration. 1) et 3) ont été vus. Pour 2), si d = 0, il suffit de prendre T'=21. Si d > 1,
il faut modifier légérement la construction qu’on a donné dans ce chapitre. On se place dans
le cas complexe et on reprend les notations de la preuve du Théoreme 4.4.1. On note cette
fois P la projection définie par

Px = (e],x)er + (€5, x)ea + ... + (€)1, T)eat

et on considere la suite de formes linéaires (f,,) donnée dans la Proposition 4.3.2 avec F' =
Cegy1. T est alors défini par la formule

Tr =Sz + i

k=d+1

Mme—1

On voit alors en reprenant la construction que Az = P~1(F \ {0}). Comme = € P~'(F)
équivaut a (ef, z)e; = 0 pour tout i < d. On a

Ar U {0} =span(e,,n >d+1)

qui est bien fermé de codimension d. Le fait que Ar U {0} ne peut pas étre de dimension
finie est du a I'invariante de Ay sous T car alors, T' possederait une valeur propre et donc on
devrait avoir r(T") > 1 ce qui entrainerait la densité de Ar U {0} dans X, chose improbable
pour un espace de dimension finie ... O]

Il demeure la question exotique suivante dont on ne voit pas tres bien comment la réponse
pourrait étre positive.

Question. ArU{0} peut-il étre égal a un sous-espace de dimension infinie possédant une base
algébrique dénombrable ¢ Typiquement, sur un espace de suite, ArU{0} peut-il coincider avec
I’ensemble des vecteurs a supports finis ¢ En particulier, Ar U{0} peut-il étre un sous-espace
vectoriel non fermé de X ?






Chapitre 5

Quelques compléments sur la
propriété de Blum-Hanson

Comme déja mentionné en introduction, la propriété de Blum-Hanson est une forme forte
d’ergodicité. Ici, X désignera comme toujours un espace de Banach.

Definition 5.0.1. Soitx € X et T € L(X). On dit que T a la propriété de Blum-Hanson au
point x € X si et seulement si pour toute suite (k,) strictement croissante d’entiers positifs,

la limite
N

1
lim — Y 7%
dim 2 T
existe pour la norme de X.
On dit que T a la propriété de Blum-Hanson si T a la propriété de Blum-Hanson pour tout
rxeX.

La propriété de Blum-Hanson pour un espace est alors définie comme suit.

Definition 5.0.2. On dit que X a la propriété de Blum-Hanson si et seulement pour toute
contraction T € L(X), (i) et (ii) sont équivalentes, ot :

(1) (T"x) converge faiblement pour tout x € X.

(11) T a la propriété de Blum-Hanson.

Il n’est pas tres compliqué de montrer que ii) implique i) (voir [K], p 253), ce qui implique
alors que 7' est a puissances bornées.

5.1 Résultats positifs

On s’intéresse ici aux espaces classiques qui sont connus pour avoir la propriété de Blum-
Hanson. Voici quelques cas ou la réponse est positive.

- Si H est un espace de Hilbert [JK]| (Jones-Kuftinec, 1971).
- Si X = L' [AS] (Ackoglu-Sucheston, 1972).

- Pour les contractions positives sur LP [Bel] (Bellow, 1975).
~Si X = (7 [MT] (Miiller-Tomilov, 2007).
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Nous exploitons a présent la preuve de ce dernier théoreme pour prouver le résultat
suivant.

Théoreme 5.1.1. ¢y a la propriété de Blum-Hanson.

Démonstration. Comme déja dit, (ii) = (i) est toujours vraie. On suppose donc (i) et on
montre (ii). On peut supposer sans pertes de généralités que (T"x) converge faiblement vers
0 pour tout x € X. Remarquons également qu’il suffit de démontrer que (ii) est vrai pour les
vecteurs unitaires. On fixe donc x € ¢y avec ||z|| = 1.

On note comme toujours ey, e, - -+ la base canonique de ¢g. Soit également P, la projection
canonique sur l'espace engendré par ces r premiers vecteurs pour » > 1. Notons que P, et
I — P, sont des contractions.

Soit § > 0, il existe un entier naturel ¢ tel que 2/t < 6. Puisque 2 —1/s <2 —1/(s+ 1), il
existe € > 0 tel que X

s+1

(*)

1
2——+(s+1)e<2—
S

pour tout s=1,--- ,t — 1.

Puisque z € ¢y, on peut trouver un entier r tel que ||(I — P,)x|| < e. Puisque la suite (T"x)
tend faiblement vers 0, on peut trouver un entier d tel que ||P.(T7z)|| < € dés que j > d.
Nous allons maintenant montrer que

1
| T™x+ - T <2— -
s

pour tous les entiers naturels s < ¢ et toutes les suites d’entiers naturels (m;) vérifiant
m; 1 —m; = d pour tout <. Remarquons que le résultat est vrai pour s = 1 car T' étant une

contraction et puisque ||z|| =1, ||[T™z| < 1=2— T

On procéde par récurrence en supposant le résultat vrai pour s < t. On considere donc des
entiers myq,--- ,ms1 vérifiant les conditions ci-dessus. On a alors

| T+ 4 T || < o+ T ™M 4 - T Mg
D’ou
[T TP [Pt (1= BT )|

+ = Pzl + [[P(T™ ™ - T )

On peut alors appliquer ’hypothese de récurrence a |72~z + - .. T™s+1=™sz||. On obtient
alors en notant qu’on additionne des vecteurs a supports disjoints

1 1
|Pox+ (I — P)(T™ ™z 4 - Ty < max(1,2 — =) <2 — —.
s s

D’autre part, par le choix de r et d, on a ||(I — P,)x|| < eet || P. (T2 Mg+ TMst17 s g) || <
se. Donc en mettant toutes ces estimations bout a bout, on obtient

1
s+ 1’

1
|T™ w4 -+ T+ | <2—g+(s+1)e<2—
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ce qui acheve la récurrence (la derniere inégalité vient de (x)).

Soit (n;) une suite strictement croissante. Pour N assez grand, on peut écrire selon la division
euclidienne de N part, N =mt+r avec 0 <r <t—1et m > d. On a alors

N r m t—1
DTl <D Tl + ) | Tl < vt 2m.
i=1 i=1 s=1 || i=0
D’ou N
1 t—1 2
Bl Trig|ll < —= + =
N ; ST T
donc
. N 9
lim— Trz|| < =<9
im ; x ;
ce qui apres avoir fait tendre § vers 0 permet de conclure. n

Ce résultat, ainsi qu’une partie des autres résultats mentionnés plus haut ont été dans
le méme temps unifiés par Armel Primot [Prim]. On explique briévement une partie de son
travail.

Théoreme 5.1.2. On définit pour v € X ett >0,
p(z,t, X) = sup(lim||z + ty,|)

ot le sup est pris sur toutes les suites (y,) convergeant faiblement vers 0 et telles que ||y,|| < 1
pour tout n. Si pour tout x, o
limy 00 (p(z,t, X) — 1) <0,

alors X a Blum-Hanson.

En remarquant que pour ||z|| =1, p(z,t, X) < px(t) + 1 et en se rappelant que p,,(t) =
(1+)/P — 1 et Pe,(t) =1 — 1 pour t > 1, on retrouve donc que £ et ¢y ont Blum-Hanson.

5.2 Résultats négatifs

Il est montré dans [AHR] que la propriété de Blum-Hanson est fausse pour une certaine
classe de contractions positives sur un C'(K). Si on remplace contraction par a puissances
bornées sur I’espace de Hilbert, il est possible de trouver un exemple d’opérateur 7" tel que (i)
et (ii) ne soient plus équivalents. Miiller et Tomilov ont ainsi réussi a construire un opérateur
T ayant les propriétés suivantes :

Théoreme 5.2.1. [ existe un opérateur borné sur un espace de Hilbert H, x € H et une
suite (ky) strictement croissante d’entiers positifs tels que :

(i) T™ — 0 pour la topologie faible.
(1) (% 25:1 Tk":p> n’admet pas de limite lorsque N — 00,
(111) Pour tout x # 0, inf,, | T"z|| > 0.
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Notre but est de montrer que cet exemple s’adapte a une plus large classe d’espaces que le
Hilbert. Notons que le résultat de Miiller et Tomilov devient faux si I’espace X a la propriété
de Schur. En effet, si (T™z) converge faiblement vers 0, elle converge fortement vers 0, donc
la sous suite (T z) converge elle aussi vers 0, ce qui entraine la convergence des moyennes
de Césaro vers 0. Cela exclut par exemple I'espace £*.

Nous allons cependant prouver le résultat suivant, en suivant de pres la construction de
Miiller et Tomilov.

Théoreme 5.2.2. Soit X un espace de Banach muni d’une base symétrique shrinking. Alors,
il existe un opérateur borné sur l'espace X, x € X et une suite (k,) strictement croissante
d’entiers positifs tels que :

(i) T™ — 0 pour la topologie faible.

(1) (% ZnN:1 Tk"x> n‘admet pas de limite lorsque N — 00.

Si de plus, X = co ou X = P(N) (1 < p < 00), alors peut assurer
(11i) Pour tout x # 0, inf, || T"z|| > 0.

Rappelons qu'une base est shrinking si (e,,) est une base de Schauder de X et de plus (e)
est une base de X*. Cela exclut effectivement I’espace ¢! car £>° n’est pas séparable. Avant de
passer a la construction de 'opérateur en question, isolons une affirmation immédiate, mais
qui montre ou intervient le caractere shrinking de la base.

Fait 5.2.1. Soit x € X. On suppose que T est a puissances bornées et que pour tout i, on a

lim (e], T"x) = 0,

n—o0

alors (T"x) converge faiblement vers 0.

Démonstration. Soit z* € X* et € > 0, il existe un entier N et des scalaires \; (1 <i < N)
tels que

N
lz* = > Nefll <e.
=1

Posons C' = sup || T"]|, on obtient
N N
(2, T"2)| < e* =Y Nief, T + () N, Ta)|
i=1 i=1

N
< Ollall + 1) N, Ta)-

i=1

La conclusion en découle en passant successivement a la limite supérieure en n, puis a la
limite lorsque € — 0. [

On peut supposer, quitte a renormer ’espace, que la norme est symétrique, c’est a dire

vérifie
o0 o0
E Tk (k) E |z |ex
k=1 k=1
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et lorsque 0 < xp < Yp,

<

00
E TkCk
k=1

oo
E YkCk
k=1

Définition de I'opérateur 7.

Puisque N U (N* x Z) est dénombrable, on peut trouver une base symétrique et shrinking
formée par des vecteurs unitaires e; (i > 0) et f;;(i > 1,7 € Z). On définit r(k) = [log, k] +1
pour k € N ou [.] est la partie entiere. T est alors défini par les formules :

Tfij=fij1 (i=1,7#0),
Tfio=4"fi1 (i>1),
Tej=ejpn (¢ {35 k>1}),
Tegr = esrp1 + fryze (B 2>1).

T est a puissances bornées.
On note
Xo =span{e;,j > 0} et X, =span{fi;,j €Z} (i=>1).

On a donc X = @52, X; et suivant cette décomposition, 7" admet la matrice

Sy 0 0
@1 S 0
=10, o s,

ou Sy est le forward shift sur Xy : Spe; = €41 et les S; sont des shifts bilatéraux a poids sur
Xi: Sifij = fij—181j #0et Sifio=4""f;_1. Notons que puisque l'on travaille avec une
base symétrique, on a ||.S;|| < 1 pour tout i. Pour n € N, on a

Se 0 0

0
n Ql,n S{b 0
"=1Q,, 0 sy

La partie diagonale de T", i.e.
S¢ 0 0

0 S0
Dn=1¢9 0o sp

étant une contraction. Il nous reste a analyser la partie perturbation.
Soit X =span{f;;,i > 1,7 > 0} & X, et soit Py la projection canonique de la base sur X.
Soit Q™ : Xy — @, X; défini par

Q(n)ej = Z Qin€;j.
i=1
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Nous allons estimer ||P,Q™| et ||(I — P,)Q™]|. Pour j > 0, en calculant par blocs, on
obtient

PLED SED DT SR SR o

=1 0<as<n—1 i=1 j<3k<j+n

La derniere égalité provenant du fait que si a n’est pas de la forme 3* — j, Q;S5e; = 0. D’out

oo e b - n— k .
Q(n)ej :Z Z Si T Qiege = Z Sr(k? " 1fr(k),ii’“

i=1 j<3k<j+n <3k <j+n

On a P+S:(;§)k+j_1fr(k)73k # 0 si et seulement si n — 3% + 5 — 1 < 3%, c’est & dire lorsque
n+ j —1 < 2.3%. Cela arrive pour au plus un entier k vérifiant j < 3¥ < j + n. En effet si
k < k' sont deux indices vérifiant ces conditions. Alors n 4+ j — 1 > 3¥ > 2.3% ce qui est une
contradiction.
De plus, si j # 7/, alors P+Q(”)ej et P+Q(")ej/ sont a support disjoints. Supposons encore
par l'absurde qu’existent j # j' et k,k' € Ntelsquen +j —1 < 2.3%, j <3F < j+net
n+j —1<23" 7 <3 < j4net 23 —n—j+1=23"—n—j'+1,1e 23" —j =2.3" .
j # 4, donc k # k. Si par exemple k < k’. Alors j' — j = 2.3 —2.3% > 3¥ ce qui contredit
7" < 3. Le fait que la norme soit symétrique implique donc que ||P,Q™|| < 1.
On a L

(I - P)QMe; = Z S:(;_gf +]_1fr(k),3’“ = Z4_T(k)fr(k),2.3k—n+—j+1a

k k

ol la somme est prise sur tous les k vérifiant j < 3* < j+net 2.3* —n —j+1 < 0. Donc
(I — P)Q™ =37, Vi olt V est défini par

Viej = 47T(k)fr(k),2.3’“fnfj+1

sij<3<j+net23*—n—j+1<0etVie; =0sinon. On a que |[Vi]| < 47®. Donc

k=1 k=1 s=1 2s—1k<2s

= izﬁ.zs—l =1/2
s=1

Donc ||[T™]| < 1+ 1+ 1/2 =15/2 pour tout n et T est a puissances bornées.

(T™) tend vers 0 pour la topologie faible.

Fixons t > 1, pour n > t, T"eq et e, sont a supports disjoints, donc (e}, T"ey) = 0. Si s € Z
est fixé, on voit aussi, au vu de la définition de T pour un n assez grand, (f;,, T"ey) = 0.
Ainsi d’apres 'étape précédente et le fait, on en déduit que (1"ey) converge faiblement vers
0.

Soit M = {x € X, T"x — 0 faiblement}. M est un sous espace T-invariant et fermé car T’
est a puissances bornées. D’autre part, on voit, en utilisant a nouveau ’argument précédent
que f;; € M pour tout ¢ > 1,5 € Z. Donc @2, X; C M. On vient de voir que eg € M. Par
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récurrence, on montre que e; € M pour tout j : sie; € M, Te; € M et PyTe; € M ou Fy
est la projection sur X, parallelement a @&9°, X;. En effet, si ¥ € X*, on a

(2%, T"(PoTe;))| = (B (T)" 2", Tey)| < [[Boll [{((T™)"", Te)
= IRl (=", T"(Te;))| = 0 (n = o0)

Puisque PyTe; = €41, on a bien e;.; € M. Donc Xg C M et M = X ce qui prouve que (1)
tend vers 0 pour la topologie faible.

T n’a pas la propriété de Blum-Hanson.
Posons k, = 2.3" + 1 pour n > 1, on obtient

Trrey = e, + Jrn)0 + Z 4_T(j)fr(j),2.31?2.3kn'

j=1
Donc
1 251 1 251
51 ZTkneo T Z(f;,mTk"eo)
n=1 n=1

WV
N | —

1 i . 23—1
25_1 Z <f8,O7T eo> 2 25 _1 2

25—1<ng25—1

pour tout s € N. Cela prouve que la suite (% 25:1 T k"eo) ne converge pas vers 0 et puisque
(% SV Tk”eo) tend vers 0 faiblement (car (7") tend vers 0 pour la topologie faible), la
suite <% 22;1 T k”e()) ne converge pas.

Preuve de (iii).

Soit = = Z;’io x;, © # 0 avec x; € X;. Puisqu’on est dans ¢ ou /P, le forward shift est ici une
isométrie (mieux qu’'une contraction). Si zg # 0, on en déduit

inf | T"z|| > inf || S| = ||zo|| > 0.
Si z; # 0 pour un ¢ > 1, alors
inf || T"z|| > inf ||S/"z;|| = 47"||2;]| > 0.

En fait, on peut construire beaucoup d’opérateurs de ce type comme le montre le résultat
suivant.

Proposition 5.2.1. Soit X un espace de Banach avec une base symétrique et shrinking.
Alors l’ensemble des opérateurs vérifiant les propriétés du théoréme précédent est une partie
dense de L(X) pour la topologie forte des opérateurs.

Démonstration. On sait que pour cela, il suffit de prouver qu'un tel ensemble est invariant
par similarité et de trouver un opérateur 1" tel que pour tout entier N > 1, on puisse trouver
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des vecteurs z1,--- ,xy tels que (z1,--- ,xn, T2y, -, Txy) soit une famille libre de X. Si
I'on considere l'opérateur 1" précédent, il suffit de choisir 1 = f19,22 = fi2," - , 2y =
f1,—an. Voyons U'invariance par similarité. Fixons P un opérateur inversible. Si (7™) converge
faiblement vers 0, on a pour tout y* € X* et tout z € X que

(T™)*y*, z) — 0.
Soit z* € X* et x € X, alors :
(¥, (PY'TP)"z) = («*, P"'T"Px) = ((T™)*(P~')*z*, Px).

Cette quantité tend vers 0 en prenant y* = (P~!)*z* et z = Px. D’autre part, il existe

z € X et (k,) une sous suite d’entiers tels que (% SN T k”x) ne converge pas. Alors, en

composant par P71, (% SV P‘lTk”x> ne converge pas et donc (% SV P‘lTk”Py> ne

converge pas avec y = P~ lx. O
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