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Résumé

L’avenir des communications quantiques réside dans le développement de répéteurs pour les-
quels une mémoire quantique est nécessaire et permet de chaîner plusieurs transferts d’intrication.
Ces mémoires exigent une largeur spectrale très étroite (< 100 MHz), ce qui impose des contraintes
fortes sur la qualité des sources de paires de photons intriqués.

Dans le cadre de cette faible largeur spectrale, nous étudions les performances des sources
de photons jumeaux basées sur la fluorescence paramétrique dans un cristal non-linéaire. Pour
assurer la propagation sur de longues distances, les photons sont émis à 1550 nm et couplés
dans des fibres optiques. Pour les besoins de synchronisation, nous nous intéressons au cas de
sources impulsionnelles. Après une étude de l’effet de leurs différents degrés de liberté sur leurs
performances, nous apportons deux contributions utiles à la réalisation de sources optimales.

La première, basée sur une étude théorique confirmée par l’expérience, est un résultat nouveau
et général donnant les conditions optimales d’interaction paramétrique en vue de maximiser non
pas la brillance de la source, mais l’efficacité d’extraction des paires, critique du point de vue de
la qualité.

La seconde contribution consiste en une technique originale de mesure directe de cette efficacité
d’extraction. Outre les mesures de taux de détection (coups simples et coïncidences) effectuées
par exemple lors d’une mesure de Bell, cette technique ne fait appel qu’à la connaissance de la
forme spectrale du filtrage des photons jumeaux.

Ces résultats théoriques de portée générale, et la technique simple développée, constituent
deux éléments d’une étude détaillée des sources basée sur la fluorescence paramétrique.

Mots-clefs : Optique quantique, optique non-linéaire, intrication, fluorescence paramétrique,
information quantique, sources de photons jumeaux.

Towards a narrow-band source of polarization-entangled photons at 1550 nm

Abstract

The future of quantum communications lies in the realization of repeaters for which a quan-
tum memory is necessary and allows chaining multiple entanglement swappings. Such memories
require photons with very narrow linewidths (< 100 MHz), making it challenging to preserve the
quality of entangled photon pair sources.

Within this framework, we study the performances of twin photon sources based on spon-
taneous parametric down-conversion (SPDC) in nonlinear crystals. To allow for long-distance
propagation, photons are created around 1550 nm and coupled into optical fibres. To anticipate
synchronization requirements, we focus on pulsed sources. After studying the consequences of
various degrees of freedom on the source performance, we make two contributions that can be
used to develop optimal SPDC sources.

The first contribution, based on an experimentally-verified theoretical study, is a new general
result giving the optimal conditions of parametric interaction that maximize the pair extraction
efficiency, as opposed to the mere source brightness.

The second contribution is an original technique for directly measuring the pair extraction ef-
ficiency. Apart from standard single and coincidence count rates measurements, used for instance
in Bell state measurements, this technique only requires the knowledge of the spectral shapes of
the filters.

These large scope theoretical results and this simple experimental technique are both part of
a wider, detailed study on SPDC sources.

Keywords : Quantum optics, nonlinear optics, entanglement, spontaneous parametric down-
conversion, quantum information, twin-photon sources.
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Introduction

Depuis que l’information quantique est considérée comme un domaine technologiquement pro-
metteur, les physiciens sont encouragés à exprimer leur intérêt pour certains phénomènes quan-
tiques dans la perspective d’en créer de nouvelles applications. Heureusement pour le physicien,
création est synonyme de compréhension, donc de réjouissance : comme il était encore écrit sur le
tableau noir de R. Feynman au lendemain de sa vie, What I cannot create, I do not understand.

L’optique joue un rôle central dans ces applications. D’une part, le photon est le support
idéal pour transmettre de l’information quantique sur de longues distances en raison de sa masse
nulle qui en fait un bit quantique volant naturel. Ainsi, l’optique est au cœur de la cryptographie
quantique, l’application de l’information quantique la plus mûre à ce jour et qui consiste à garantir
le secret de l’échange de clés cryptographiques par les lois de la mécanique quantique. D’autre
part, l’optique est indispensable au contrôle d’autres supports d’information quantique matériels
comme les atomes.

Le protocole le plus simple de cryptographie quantique, BB84 [BB+84], fait appel à des photons
dits « uniques ». Rencontrer de tels états de la lumière est l’exception plutôt que la règle, et trouver
des moyens toujours plus performants et fiables de les produire constitue un sujet de recherche
très actif. Une manière approximative, mais efficace, de le faire consiste à les produire par paire
afin que la détection de l’un annonce la présence de l’autre de manière quasi-certaine.

Une source de photons jumeaux n’est pas qu’une manière indirecte de produire des photons
uniques. Les photons émis par paires peuvent en outre être intriqués dans un ou plusieurs degrés
de liberté. Cette particularité de la mécanique quantique, sans équivalent en théorie classique,
ouvre la voie non seulement vers des phénomènes défiant l’intuition — comme l’impossibilité
de considérer deux objets éloignés comme deux objets séparés — mais également vers d’autres
protocoles de cryptographie [Eke91] plus perfectionnés.

Un degré de liberté couramment employé pour coder l’information quantique portée par le
photon est sa polarisation. En vertu du principe de superposition, la polarisation porte non pas
un simple bit d’information, mais une superposition quantique de ces bits, appelée qubit. Mais
les autres degrés de liberté du photon doivent également être contrôlés, avec plus ou moins de
contraintes selon la manière dont on souhaite les utiliser. Le spectre du photon en particulier,
c’est à dire son énergie, détermine fortement son interaction avec la matière. Or l’avenir des
communications quantiques réside dans le contrôle de telles interactions pour aller au-delà des
limites actuelles.

Vers un réseau de communications quantiques

Les implémentations actuelles des protocoles de cryptographie quantique souffrent d’une limi-
tation qui les éloigne pour l’instant d’une utilisation plus généralisée : elles ne consistent pour
l’instant qu’en des liens point à point entre deux interlocuteurs, traditionnellement appelés Alice
et Bob. L’étape suivante consisterait à mettre au point un réseau de communications quantiques
où les membres pourraient s’échanger deux à deux des clés secrètes. Réaliser un réseau suppose
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de savoir router l’information ; cela présuppose à son tour de savoir répéter une information re-
çue. Dans un premier temps, un répéteur présente déjà en tant que tel l’utilité de prolonger la
distance de communication, qui est limitée par l’atténuation lors de la propagation. En physique
classique, un signal peut simplement être répété en le mesurant et en le réémettant à l’identique.
En mécanique quantique, non seulement une mesure n’apporte qu’une connaissance partielle sur
un système, mais aucune mesure ultérieure ne saurait apporter l’information complémentaire, en
vertu du principe de réduction du paquet d’ondes qui implique la modification irréversible du
système d’origine par la mesure. Tout nœud d’un réseau quantique doit en conséquence consister
en une interaction purement quantique, réversible.

L’élément central d’un tel nœud est une mémoire quantique, à savoir un système matériel
capable d’interagir avec la lumière pour contrôler son stockage et sa restitution sans effectuer de
mesure. C’est à ce stade que le contrôle des propriétés du photon devient critique. Les protocoles
de transfert d’information quantique entre un photon et un système atomique sont très exigeants
en termes de largeur spectrale. Une largeur de moins de 100 MHz est actuellement nécessaire pour
que l’interaction soit efficace.

Une avancée importante des recherches en communications quantiques consisterait à réaliser
une source offrant une telle finesse spectrale. Pour permettre une application hors du laboratoire,
une telle source devra émettre des paires de photons avec un débit suffisant et aux longueurs
d’onde des télécommunications afin de bénéficier de la technologie des fibres optiques. Or, les
systèmes matériels actuellement identifiés comme candidats aux mémoires quantiques fonction-
nement à des longueurs d’onde plutôt proches de 800 nm. La seule manière de conjuguer les
contraintes de la propagation et du stockage est d’insérer une interface quantique de conversion
de longueur d’onde qui aurait la capacité de préserver l’intrication en polarisation entre le pho-
ton converti et son jumeau. Par ailleurs, la mémoire quantique devra elle aussi être capable de
préserver cette intrication lors du stockage et de la restitution.

Le projet e-Quanet

Plusieurs laboratoires (L’équipe de N. Gisin au GAP de l’Université de Genève, et celle de J.
Shapiro au MIT à Boston par exemple) ont entrepris des recherches dans cette direction, même
si pour l’instant aucun résultat n’a été publié. Le Laboratoire de Traitement et Communication de
l’Information (LTCI, Paris), associé au Laboratoire de Physique de la Matière Condensée (LPMC,
Nice) et au Laboratoire Aimé Coton (LAC, Orsay) s’est aussi lancé dans cette voie avec un pro-
jet ANR blanc nommé « e-Quanet ». Ce projet propose la réalisation d’un embryon de réseau
de communications quantiques incluant une source de paires de photons intriqués en polarisa-
tion fonctionnant aux longueurs d’onde des télécommunications autour de 1550 nm, le stockage
dans une mémoire quantique d’un des photons de la paire et sa restitution sans destruction de
l’intrication. La mémoire quantique, basée sur l’ion Thulium dans une matrice de YAG, a une
transition située à 793 nm [CRB+10]. Le projet e-Quanet utilisera donc une interface quantique
fondée sur le principe de la somme de fréquence pour changer la longueur d’onde des photons
infrarouge sans détruire l’intrication quantique de la paire [TTH+05]. De plus, une telle mémoire
ne pourra à court terme interagir efficacement qu’avec des photons de largeur spectrale de l’ordre
de quelques dizaines de mégahertz, ce qui suppose de concevoir la source de photons intriqués en
conséquence et de faire en sorte que l’interface de changement de longueur d’onde préserve cette
finesse spectrale.

Il est important de remarquer que pour des applications aux communications quantiques fon-
dées sur les tests de Bell, la fidélité de l’état produit par la source vis à vis de l’état intriqué
souhaité doit être très élevée (mieux que 71 % en théorie, beaucoup plus en pratique). Cela im-
plique de prendre grand soin que tous les éléments nécessaires pour atteindre la faible largeur
spectrale imposée dégradent aussi peu que possible cette fidélité.
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Le travail de thèse présenté dans ce document est dédié à la réalisation d’une source permettant
d’atteindre la meilleure fidélité possible en tenant compte des contraintes du projet e-Quanet.
Pour parvenir à cette fin, il nous a paru indispensable de procéder à une étude systématique des
limites imposées par la technique retenue pour la génération de photons intriqués, à savoir la
fluorescence paramétrique dans un cristal non-linéaire. La réalisation expérimentale de la source
est donc précédée d’une étude théorique pour permettre une conception optimale.

Organisation de ce document

Ce manuscrit est composé de trois parties, elles-mêmes subdivisées en chapitres. La partie I
rappelle les éléments de base utiles à la compréhension des parties suivantes, et se termine par un
état de l’art des sources de photons intriqués en lien avec notre projet. La lecture des rappels n’est
pas indispensables au lecteur familier des sujets abordés, d’autant que les parties II (conception)
et III (réalisation et optimisation), qui présentent le travail de thèse à proprement parler, y font
abondamment référence lorsque cela s’avère utile. Nous détaillons ci-après la structure de ces
différentes parties.

La partie I comporte quatre chapitres traitant respectivement de l’optique quantique, de l’op-
tique non-linéaire, du phénomène de l’intrication quantique et des différentes sources de lumière
non-classique.

Dans le 1er chapitre, nous rappelons les particularités quantiques de la lumière qui seront au
cœur de ce document. Ce chapitre est aussi l’occasion de définir des notations qui seront autant
que possible consistantes dans tout ce document.

Le chapitre 2 est consacré aux processus de mélange à trois ondes qui se produisent dans les
milieux non-linéaires. L’ensemble du travail de thèse présenté dans les parties suivantes repose
sur de telles interactions.

L’intrication fait l’objet du chapitre 3. Partant du débat épistémologique suscité par cette
propriété quantique, nous terminons par une présentation de différentes observables possibles
pour l’intrication afin de justifier le choix de la polarisation pour le projet e-Quanet.

Le chapitre 4 constitue une revue des sources d’états non-classiques de la lumière. Après
une rapide présentation de différentes techniques de production de photons uniques, jumeaux
ou intriqués, nous nous intéressons plus particulièrement aux sources basées sur la fluorescence
paramétrique dans des cristaux non-linéaires, technique utilisée dans ce travail de thèse.

La partie II rassemble deux chapitres qui ont pour but de donner les éléments permettant
la conception optimale d’une source impulsionnelle fibrée de paires de photons jumeaux. Les
conclusions de ces chapitres seront utilisées dans la partie III.

Dans le chapitre 5, à travers un modèle idéal de source de photons jumeaux basée sur la
fluorescence paramétrique pompée de manière impulsionnelle, nous exprimons de manière générale
les compromis qui nous sont imposés en termes de performances (brillance, qualité de l’état
produit) en fonction de divers paramètres (pertes, bande passante, mode de séparation des photons
jumeaux vers les deux voies de détection). Nous en déduisons des contraintes inévitables sur la
source que nous nous proposons de réaliser dans la partie III.

Au chapitre 6, nous présentons une théorie quantique de la fluorescence paramétrique, suf-
fisamment générale pour s’appliquer avec peu d’approximations à une grande variété de confi-
gurations. Outre le fait de donner les conditions expérimentales pour un rendement optimal, le
traitement local de l’interaction permet de quantifier précisément le taux de couplage attendu
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des paires de photons produites dans une fibre optique. Les résultats d’un calcul appliqué au
cas d’une bande étroite s’ajoutent aux conclusions du chapitre 5 pour donner les bases de la
réalisation d’une source pour le projet e-Quanet.

La partie III rassemble trois chapitres qui constituent l’avancement expérimental du projet
e-Quanet. Ces chapitres décrivent respectivement un montage de base qui satisfait les contraintes
globales du projet, une méthode expérimentale d’optimisation, et les pistes à suivre pour concré-
tiser la source fibrée de photons intriqués en bande très étroite.

Ainsi, le chapitre 7 décrit la réalisation d’une source fibrée de photons jumeaux qui prend en
compte les résultats de la partie II et répond à l’ensemble des contraintes du projet e-Quanet. Il est
l’occasion de justifier les solutions techniques retenues et de vérifier grossièrement les prédiction
du chapitre 6.

Mais pour quantifier plus précisément les performances obtenues, en particulier le taux de
couplage, nous prolongeons dans le chapitre 8 la théorie vue au chapitre 5 pour développer une
méthode de mesure en temps réel de ces performances, applicable aussi bien à une source qu’à un
lien quantique complet en fonctionnement. Cette méthode simple, valable en régime impulsionnel,
ne nécessite que la mesure des probabilités de détection des photons sur chacune des voies et celle
de leur coïncidence.

Enfin, le chapitre 9 présente plusieurs perspectives pour la mise en œuvre de l’intrication et
du filtrage étroit. Nous terminons par la solution proposée pour la suite du projet e-Quanet.
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Rappels et état de l’art
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Chapitre 1

Éléments d’optique quantique

Il nous a paru utile, avant d’entrer en détails dans l’étude des sources de photons uniques,
jumeaux ou intriqués, de rappeler dans un premier temps ce qu’on entend à travers la notion de
photon.

Le concept apparait lorsqu’on quantifie le champ électromagnétique. Il existe de nombreux
ouvrages [Lou73, WM06, MW95, GC08, SZ97, AG05] traitant ce problème de façon détaillée
et selon différents points de vue. Dans ce chapitre, nous développons une démarche inspirée de
celle adoptée entre autres par C. Fabre dans un cours donné à l’école de Physique des Houches
[Fab07], qui permet de manière concise d’apporter les concepts essentiels et les notations utiles à
la compréhension de ce manuscrit pour les non spécialistes de l’optique quantique.

Pour finir, nous rappellerons quelques éléments de la théorie quantique de la photodétection
et nous expliquerons comment caractériser les états classiques et non-classiques de la lumière, en
particulier comment mesurer les corrélations.

1.1 Électromagnétisme classique

1.1.1 Equations de Maxwell

Dans le vide, en l’absence de charge électrique, le champ électromagnétique est décrit par les
équations de Maxwell couplant les champs électrique E(r, t) et magnétique B(r, t) :

∇ ·E = 0 ∇ ·B = 0 ∇×E = −∂B
∂t

∇×B =
1
c2

∂E
∂t

(1.1)

On peut introduire le potentiel vecteur A qui, en jauge de Coulomb, est lié à E et B par les
relations

E = −∂A
∂t

B = ∇×A (1.2)

En combinant les ensembles d’Équations (1.1) et (1.2), on parvient aux relations suivantes
pour le potentiel vecteur :

∇ ·A = 0 ∇2A− 1
c2

∂2A
∂t2

= 0 (1.3)

1.1.2 Champ analytique

E, B, A sont des champs physiques vectoriels à valeur réelle. En suivant les conventions de
l’Annexe A, la transformée de Fourier temporelle du potentiel vecteur s’écrit

Ă(r, ω) =
∫ +∞

−∞
dt eιωtA(r, t)

15
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soit réciproquement
A(r, t) =

∫ +∞

−∞

dω

2π
e−ιωtĂ(r, ω)

Puisque A(r, t) est une fonction à valeurs réelles, on a la relation Ă(r,−ω) =
(

Ă(r, ω)
)∗

. Ainsi,
on peut associer une fonction A(+), dite « analytique » 1 restreinte aux fréquences positives de
Ă(r, ω) mais qui contient toute l’information réelle sur A :

A(+)(r, t) =
∫ +∞

0

dω

2π
e−ιωtĂ(r, ω) (1.4)

Sous réserve de l’absence de champ statique (Ă(r, ω = 0) = 0), on recompose A(r, t) par

A(r, t) = A(+)(r, t) + A(−)(r, t) où A(−)(r, t) =
(

A(+)(r, t)
)∗

1.1.3 Base des ondes planes transverses

On considère des conditions aux limites périodiques dans un volume fini de taille arbitraire
L3. Le champ peut alors se décomposer en autant de modes qu’il y a de combinaisons de ℓ =
(nx, ny, nz,m), ni ∈ Z, m = 1, 2 :

A(+)(r, t) =
∑

ℓ

Aℓ(t)~εℓe
ιkℓ·r (1.5)

Un mode ℓ désigne un vecteur d’onde k =
( nx

ny
nz

)
2π
L et une des deux polarisations orthogonales

transverses ~εm. Cet ensemble de modes forme une base orthogonale statique dans le temps ; c’est
la composante Aℓ de la projection de A(+) sur chacun d’eux qui évolue selon la relation (1.3).
Récrivons cette équation en fonction de l’expression de Aℓ(t), qui n’est autre qu’un coefficient de
la série de Fourier (1.5) :

Aℓ(t) =
1
L3

∫

L3
d3r A(+)(r, t) · ~εℓe

−ιkℓ·r

On obtient un ensemble d’équations pour chaque ℓ :

d2Aℓ(t)
dt2

= −c2 |kℓ|2Aℓ(t)

= −ω2
ℓAℓ(t) où on définit ωℓ = c |kℓ| (1.6)

Des deux solutions possibles Aℓ(t) = Aℓ(0)e±ιωℓt, seule celle en e−ιωℓt permet, avec notre conven-
tion pour la transformée de Fourier, d’être conforme à la restriction que nous avons précédemment
appliquée aux composantes fréquentielles de A(+) (Eq. 1.4) 2.

Au besoin, on peut à partir des équations (1.2) et (1.5) reconstruire les champs E(+) et B(+) à
l’aide de Aℓ(t) :

E(+) =
∑

ℓ

E(+)
ℓ = ι

∑

ℓ

ωℓ~εℓAℓ(t)eιkℓ·r B(+) =
∑

ℓ

B(+)
ℓ = ι

∑

ℓ

(kℓ × ~εℓ)Aℓ(t)eιkℓ·r (1.7)

1. Au sens de « représentation analytique » d’un signal en traitement du signal, pas au sens des « fonctions
analytiques » en analyse complexe.

2. En l’absence de la solution en e+ιωℓt, il est remarquable que l’équation qui régit Aℓ(t) se rapporte alors à
une équation du premier ordre de type Schrödinger :

ι~
dAℓ(t)

dt
= ~ωℓAℓ(t)
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Les valeurs réelles E, B s’expriment alors en additionnant leurs complexes conjugués E(−), B(−)

à E(+), B(+).

L’énergie totale H du champ s’écrit en fonction de la moyenne temporelle 〈·〉 des densités
d’énergie électromagnétique uℓ = 1

2

(

ǫ0E2
ℓ + 1

µ0
B2

ℓ

)

de chaque mode :

H =
∫

L3
d3r

∑

ℓ

〈uℓ〉 =
∫

L3
d3r

∑

ℓ

〈ǫ0E2〉 =
∑

ℓ

2ǫ0L3ω2
ℓ |Aℓ|2 =

∑

ℓ

Hℓ (1.8)

Avec la représentation introduite dans cette section, on a affaire à un ensemble de modes
ℓ constitués d’ondes planes transverses monochromatiques, superposées avec un poids Aℓ. Ces
modes sont découplés et chacun d’eux accumule avec le temps une phase ωℓt. Leurs énergies
respectives Hℓ sont stables en optique linéaire et contribuent additivement à l’énergie totale en
fonction de leurs poids Aℓ et de leurs fréquences ωℓ.

Cette écriture du champ électromagnétique en termes de modes découplés possédant chacun
leur énergie propre mènera naturellement, après l’opération dite de « quantification », au concept
de photon.

1.2 Champ électromagnétique quantifié et photon

1.2.1 Variables canoniques conjuguées

L’opération de quantification consiste à attribuer des propriétés de non-commutativité aux
variables appropriées d’un système. Le choix de ces variables n’est pas arbitraire : il correspond
à des paires de variables conjuguées (pℓ, qℓ) au sens des équations d’Hamilton-Jacobi pour un
système régi par l’Hamiltonien H :

dqℓ

dt
=
∂H
∂pℓ

dpℓ

dt
= −∂H

∂qℓ
(1.9)

On associe alors aux variables (pℓ, qℓ) les opérateurs (p̂ℓ, q̂ℓ) en leur imposant la relation [p̂ℓ, q̂ℓ′ ] =
p̂ℓq̂ℓ′ − q̂ℓ′ p̂ℓ = ι~δℓℓ′

Pour identifier les variables du champ électromagnétique aux variables canoniques des équa-
tions d’Hamilton-Jacobi, on introduit les grandeurs suivantes :

Aqℓ(t) = ℜ{Aℓ(t)} Apℓ(t) = ℑ{Aℓ(t)}

de telle sorte que Aℓ(t) = Aqℓ(t) + ιApℓ(t). L’Hamiltonien s’écrit :

H =
∑

ℓ

2ǫ0L3ω2
ℓ

(

A2
qℓ +A2

pℓ

)

(1.10)

et l’équation d’évolution (1.6) se sépare en parties réelle et imaginaire :

d

dt
Aqℓ = ωℓApℓ

d

dt
Apℓ = −ωℓAqℓ

Par identification avec l’équation de Hamilton-Jacobi (1.9) pour l’Hamiltonien (1.10), les variables
conjuguées sont √

4ǫ0L3ωℓAqℓ(t) et
√

4ǫ0L3ωℓApℓ(t)
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On associe alors des opérateurs Âqℓ(t) et Âpℓ(t) tels que

[√

4ǫ0L3ωℓÂqℓ,
√

4ǫ0L3ωℓ′Âpℓ′

]

= ι~δℓℓ′

1.2.2 Observables de champs et d’énergie

Pour exprimer les grandeurs observables E et B quantifiées au moyen d’opérateurs, il est
souhaitable d’introduire l’opérateur Âℓ associé à la grandeur complexe Aℓ :

Âℓ = Âqℓ + ιÂpℓ

Mais on peut préférer le remplacer par son équivalent adimensionnel âℓ :

âℓ =

√

2ǫ0L3ωℓ

~
Âℓ (1.11)

qui conduit à une relation de commutation simple
[

âℓ, â
†
ℓ′

]

= δℓℓ′ (1.12)

Alors on exprime les opérateurs champs électrique et magnétique ainsi :

Ê(+) = ι
∑

ℓ

√

~ωℓ

2ǫ0L3
~εℓ âℓe

ιkℓ·r B̂(+) = ι
∑

ℓ

√

~

2ǫ0L3ωℓ
(kℓ × ~εℓ) âℓe

ιkℓ·r

L’opérateur Hamiltonien correspondant à l’observable énergie du champ s’écrit à l’aide des
opérateurs â† et â :

Ĥ =
∑

ℓ

2ǫ0L3ω2
ℓ

(

Â2
pℓ + Â2

qℓ

)

=
∑

ℓ

~ωℓ

(

â†
ℓâℓ +

1
2

)

=
∑

ℓ

Ĥℓ

1.2.3 Concept de photon

Les états propres associés aux valeurs propres de Ĥℓ constituent les états stationnaires du
champ. Or, ceux-ci sont également les états propres de l’opérateur N̂ℓ = â†

ℓâℓ.

Sans supposer quoi que ce soit d’autre sur N̂ℓ ou âℓ que la relation de commutation (1.12), on
peut montrer que le spectre de N̂ℓ est l’ensemble des nombres entiers positifs ou nuls. On note
|nℓ〉 l’état propre associé à la valeur propre nℓ ∈ N :

N̂ℓ|nℓ〉 = nℓ|nℓ〉 (1.13)

sous la condition â|0〉 = 0. En raison de l’ensemble décrit par les valeurs propres (l’ensemble N

des nombres entiers), on appelle les états |nℓ〉 des « états nombre » et l’opérateur N̂ℓ l’« opérateur
nombre ». Mais un nombre de quoi ? Récrivons (1.13) sous forme de la solution de l’Hamiltonien
Ĥℓ = ~ωℓ

(

N̂ℓ + 1
2

)

:

Ĥℓ|nℓ〉 = ~ωℓ

(

nℓ +
1
2

)

|nℓ〉

Le mode ℓ est dans l’état |nℓ〉 lorsque son énergie associée est la somme de nℓ + 1
2 « quanta »

d’énergie ~ωℓ. C’est en raison du fait que nℓ est non pas réel mais entier naturel qu’on parle de
quanta, et on appelle ceux-ci « photon ». N̂ℓ désigne donc l’opérateur « nombre de photons » et
a pour valeur propre nℓ lorsque le champ est « dans un état à nℓ photons » |nℓ〉.
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Plus que la simple énergie qu’il porte, on attribue au photon toutes les caractéristiques du
mode auquel il est associé. Ainsi, outre une énergie ~ωℓ, un photon « dans le mode ℓ » possède
une impulsion ~kℓ et une polarisation ~εℓ (associé à un moment cinétique ~σℓ

3).

Un photon peut être annihilé sous l’action de â ou créé sous l’action de â†, ce qui diminue ou
augmente, quantum par quantum, l’énergie du champ électromagnétique :

âℓ|nℓ〉 =
√
nℓ |nℓ − 1〉

â†
ℓ|nℓ〉 =

√
nℓ + 1 |nℓ + 1〉

Les états nombre forment une base orthonormale complète de l’espace de Fock [Foc32] :

〈nℓ|nℓ′〉 = δℓℓ′

∞∑

nℓ=0

|nℓ〉〈nℓ′ | = 1

En cela, on les appelle également « états de Fock ».

Cette description des photons comme excitation d’un mode délocalisé est donc bien éloignée
de l’image corpusculaire d’un flux de particules de lumière voyageant d’un point à un autre de
l’espace à une vitesse c déterminée.

1.2.4 Obscurité et vide quantique

Pour chaque mode, l’absence de photon |0〉 est parfois appelée |vide〉 ou |obscurité〉 dans le
contexte de l’optique. C’est un état à part entière du champ, bien différent du vecteur nul 0, et qui
présente une énergie 1

2~ωℓ pour chaque mode, traduisant la présence de fluctuations à l’origine de
certains phénomènes spontanés comme la fluorescence paramétrique, décrite au § 2.5 et centrale
dans les travaux présentés dans ce documents.

Remarquons que la somme des énergies du vide sur un ensemble infini de modes peut entraîner
des infinis sans signification physique. C’est le cas par exemple pour la décomposition en ondes
planes. Mais on peut prendre l’énergie du vide comme zéro de l’énergie du système et récrire
Ĥℓ = ~ωℓN̂ℓ.

1.2.5 Quantification dans un milieu diélectrique dispersif

Pour simplifier la présentation du concept de photon et des différentes notations, nous avons
considéré la quantification du champ électromagnétique dans le vide. Lorsque le volume de quanti-
fication est un milieu diélectrique, c’est à dire un ensemble de dipôles interagissant avec le champ,
les résultats sont différents.

Dans le cas d’un milieu diélectrique linéaire, anisotrope, non magnétique, mais dispersif, on
introduit classiquement dans les équations de Maxwell la permittivité relative ǫr(ω) = 1+χ(ω) =
η2(ω), où χ(ω) est la susceptibilité diélectrique linéaire du matériau et η(ω) l’indice de réfraction 4.

3. On rappelle ici qu’une onde peut présenter un moment cinétique orbital (lorsque le front d’onde est hélicoïdal
[PA00]) que nous ne considérons pas ici, ainsi qu’un moment cinétique associé au spin des photons. L’équivalence
entre spin et polarisation circulaire se comprend ([BLP82] §. 8, [Mes59] §. XXI-28) dans le cadre de la théorie
relativiste des champs : à cause de la masse nulle d’un photon (donc de sa vitesse c), son spin entier ne peut prendre
qu’une composante selon l’axe de propagation. Puisqu’un seul axe est possible, la composante de l’observable de
spin selon cet axe ne peut avoir une valeur nulle ; seulement ±~, correspondant aux deux états de polarisations
circulaires |�〉 et |	〉. Une onde polarisée linéairement est constituée de photons dans une superposition linéaire de
spins : |↑〉 = 1√

2

(
|�〉 + |	〉

)
.

4. Nous avons utilisé ici la notation η pour l’indice de réfraction pour éviter la confusion avec le nombre de
photons n. Dans la suite du document, l’indice de réfraction sera noté n.
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Une manière de prendre en compte la dispersion consiste, pour le calcul de l’Hamiltonien
(Eq. 1.8), à remplacer ǫ0 par ǫ = ǫ0ǫr dans l’expression de la densité d’énergie et à utiliser la
relation de dispersion ωℓ = c

ηℓ
|kℓ| (ηℓ = η(ωℓ)) :

uℓ =
1
2

(Eℓ ·Dℓ + Bℓ ·Hℓ) =
1
2

(

ǫE2
ℓ +

1
µ0

B2
ℓ

)

= ǫ0η
2
ℓ E2

ℓ

Alors, en suivant la même démarche de quantification que précédemment, l’amplitude du
potentiel vecteur pour le mode ℓ diffère d’un facteur ηℓ par rapport à l’Equation 1.11 :

âℓ =

√

2ǫ0ηℓL3ωℓ

~
Âℓ (1.14)

En réalité, cette manière d’introduire l’indice de réfraction du milieu est incorrecte dans le cas
général d’un continuum ou quasi-continuum de modes en raison des couplages par le milieu. Elle
n’est rigoureuse que lorsque, pour deux modes ℓ et ℓ′ excités, les fréquences ωℓ et ωℓ′ sont suffi-
samment différentes, c’est à dire dans le cas d’une superposition d’ondes quasi-monochromatiques
de fréquences éloignées. Il faut également que cette quasi-monochromaticité permette de négliger
la dispersion du milieu dans le calcul de la vitesse de groupe.

Lorsque le paquet d’onde n’est pas assez monochromatique pour qu’il soit possible de négliger
cette dispersion, alors l’expression (1.14) devient :

âℓ =

√

2ǫ0ηℓcL3ωℓ

~vg(ωℓ)
Âℓ

où vg(ωℓ) = dωℓ
d|kℓ| est la vitesse de groupe. La description du champ n’est alors pas découplée

de celle du matériau ; on parle alors de photon « habillé » [GC08, p.94]. K. J. Blow & R.
Loudon [BLPS90] ainsi que P. W. Milonni [Mil95] ont proposé une démarche de quantification
applicable à une onde quasi-monochromatique, c’est à dire d’un paquet d’ondes de fréquences
voisines de ωℓ, en introduisant la dispersion sous forme d’un développement limité de la vitesse
de groupe vg = dω

dk . Cette forme reste également valable dans le cas de superpositions d’ondes
quasi-monochromatiques de fréquences éloignées par rapport à leur étalement spectral. Dans la
limite où le paquet d’onde tend à devenir purement monochromatique, la vitesse de groupe égale
la vitesse de phase et le formalisme rejoint le résultat présenté aux paragraphes précédents et on
peut utiliser (1.14). On peut consulter un article de J. C. Garrison [GC04] pour une synthèse
de la question.

1.2.6 États cohérents

Nous avons montré (§ 1.2.3) que les états nombre formaient une base du champ électromagné-
tique, mais il est possible de construire d’autres bases. Les états cohérents |α〉, par exemple, sont
définis comme les états propres de l’opérateur annihilation â :

â|α〉 = α|α〉

Ils permettent de décrire des états « quasi-classiques », c’est à dire les ondes monochromatiques
dont un faisceau laser est la réalisation physique la plus proche. Pour comprendre l’intérêt de la
description d’un champ sous la forme d’états cohérents, on peut exprimer ceux-ci sur la base des
états nombre :

|α〉 =
∞∑

n=0

cn|n〉
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Puisque â†|n− 1〉 =
√
n|n〉, on a la relation de récurrence suivante :

cn = 〈n|α〉 =
1√
n
〈n− 1| â |α〉 =

α√
n
cn−1 =

αn

√
n!
c0 (1.15)

Afin que l’état soit normalisé, il faut que
∑

n
|α|2n

n! c
2
0 = 1, soit c0 = e− |α|2

2 . On obtient l’expression
suivante :

|α〉 = e− |α|2
2

∞∑

n=0

αn

√
n!
|n〉 (1.16)

On peut lire cette équation en termes de distribution poissonnienne de probabilités : le module
au carré du n-ième terme correspond à la probabilité que n évènements se produisent lorsqu’il s’en
produit |α|2 en moyenne. On en déduit qu’un état cohérent |α〉 de valeur propre α décrit un mode
de champ dans une superposition cohérente de différentes populations de photons dont l’effectif
moyen est n̄ = |α|2. Effectivement, cette valeur correspond à la valeur moyenne de l’opérateur
« nombre de photons » N̂ = â†â : 〈α|N̂ |α〉 = |α|2. Puisque 〈α|N̂ |α〉 exprime l’intensité du
champ, α est donc directement lié à l’amplitude A d’un champ classique. 5 À titre d’illustration,
la Figure 1.1 présente la distribution de population pour trois différents nombres moyens de
photons. On remarque que plus celui-ci est faible, plus la dispersion l’est aussi. On peut en effet
montrer que l’écart-type de cette distribution vaut

√
n̄ lorsque le nombre moyen de photons est

n̄.
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Figure 1.1 – Distribution de probabilité de présence de n photons dans un mode de champ contenant en
moyenne n̄ = 0,01 (gauche), n̄ = 1 (centre) ou n̄ = 5 (droite) photons. Remarquons que la
dispersion évolue en

√
n̄. En particulier, on obtient un |vide〉 parfait lorsque n̄ −→ 0, et une

distribution tendant vers une gaussienne centrée sur n̄ lorsque n̄ augmente suffisamment.

Un résultat remarquable est la loi qui régit la probabilité de trouver, en présence de n̄ photons
en moyenne, une paire de photons générée de manière simultanée par rapport à celle de trouver
deux photons successifs. La première probabilité sera notée p2, et la deuxième p2

1, puisque la
probabilité de deux événements successifs indépendants est le produit des probabilités de chaque
événement :

p2

p2
1

=
|〈2|α〉|2

|〈1|α〉|4
=

e−|α|2 |α|4
2

(

e−|α|2 |α|2
)2 =

e|α|2

2
=
en̄

2

Pour s’approcher d’un régime de photons « uniques », il est donc important de réduire n̄ au
maximum. Pour diminuer n̄, on peut réduire la durée de l’intervalle de temps considéré ou atténuer
le faisceau. Mais là encore, on n’atteint asymptotiquement qu’un régime où p2

p2
1

= 1
2 :

p2

p2
1

−−−→
n̄→0

1
2

(1.17)

Ainsi, même atténuée à l’infini, une source d’états cohérents, comme un laser, ne tend pas ri-
goureusement vers une source de photons uniques. On peut considérer une telle source cohérente

5. α = ι

√
2ǫ0η2L3

~ω
A si η est l’indice de réfraction du milieu et A l’amplitude du champ électrique
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atténuée comme une source de photons uniques perturbée, en première approximation, par la
présence de paires de photons, ce qui n’est en général pas souhaitable pour les protocoles de
l’information quantique requérant des états nombre.

1.2.7 Etats chaotiques

Les états nombre et les états cohérents sont deux bases possibles pour décrire des états purs
du champ électromagnétique. Mais la lumière ne se trouve pas toujours dans un état pur. Les
états chaotiques (autrement appelés « thermiques ») sont justement des formes d’états du champ
mélangés, c’est à dire en superposition au plus partiellement cohérente. Pour décrire ce type de
superposition d’états, il faut faire appel au formalisme de la matrice densité ρ̂. Si l’on choisit une
base d’états purs {|ψi〉}, la matrice densité suivante décrit un système dans un mélange d’états
avec la probabilité pi que le système soit dans l’état |ψi〉 :

ρ̂ =
∑

i

pi|ψi〉〈ψi|

On s’intéresse à l’état ρ̂th d’un mode de corps noir peuplé en moyenne de n̄ photons :

Tr
(

ρ̂thN̂
)

= Tr
(

ρ̂thâ
†â
)

= n̄ (1.18)

où n̄ est régi par la distribution de Bose-Einstein (ν étant la fréquence du mode considéré, T la
température à l’équilibre, et kB la constante de Boltzmann) :

n̄ =
1

e
hν

kBT − 1

Cette formule décrit la distribution statistique du nombre de photons dans un système à l’équilibre
thermique. Ainsi, les états chaotiques sont également appelés « états thermiques ». Sous cette
contrainte, pour déterminer ρ̂th, on cherche le maximum de l’entropie de Von Neumann définie
par

S = −kBTr (ρ̂th ln ρ̂th) (1.19)

Pour exprimer la distribution du nombre de photons dans ce mode de corps noir, on choisit
d’exprimer ρ̂th sur la base des états de Fock {|n〉}

ρ̂th =
∑

n

pn|n〉〈n|

L’expression de l’entropie S est alors

S = −kB

∑

n

pn ln pn

On peut montrer que la fonction suivante maximise S et satisfait (1.18) :

pn =
n̄n

(1 + n̄)n+1

Ainsi, un mode de corps noir peuplé de n̄ photons en moyenne est décrit par le mélange
statistique

ρ̂th =
∑

n

n̄n

(1 + n̄)n+1
|n〉〈n| (1.20)
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Calculons p2/p
2
1 comme nous l’avons fait pour les états cohérents :

p2

p2
1

=
n̄2

(1+n̄)3

n̄2

(1+n̄)4

= 1 + n̄

−−−→
n̄→0

1

Lorsqu’on considère un très petit nombre de photons, ce rapport vaut 1, c’est à dire deux fois
plus que dans le cas des états cohérents.

1.3 Champ monomode et champ multimode

Nous venons de traiter la quantification d’un champ électromagnétique quelconque dans un
volume L3, en l’exprimant sur une base d’ondes planes transverses. Nous avons introduit la notion
de photon dans le mode ℓ, en le décrivant comme une excitation élémentaire, portant une énergie
~ωℓ, de l’onde plane ℓ. En toute généralité, un champ est donc peuplé de multiples photons,
éventuellement dans des modes différents. On note

Les états propres |nℓ〉, |nℓ′〉 correspondent à des modes ℓ 6= ℓ′ découplés, donc à des sous-
espaces de Hilbert orthogonaux. On écrit donc l’équation aux valeurs propres pour l’énergie de
la manière suivante :

Ĥ
⊗

ℓ

|nℓ〉 =
∑

ℓ

~ωℓ

(

nℓ +
1
2

)
⊗

ℓ

|nℓ〉

où ⊗ désigne le produit tensoriel, qui permet de décrire l’état du champ multimode par les états
de chacun des modes. Cet état multimode s’inscrit dans un espace de Hilbert constitué de la
somme directe des sous-espaces de Hilbert associés à chaque mode.

1.3.1 Notations

En toute généralité un état pur |ψ〉 défini par M modes du champ électromagnétique (M étant
éventuellement infini) et une composante |reste〉 non liée au champ s’écrit sous la forme :

|ψ〉 = |1 : n1〉 ⊗ |2 : n2〉 ⊗ · · · ⊗ |M : nM 〉 ⊗ |reste〉

où |i : ni〉 désigne le nombre ni de photons peuplant le mode i du champ.

En vertu du principe de superposition, tout système quantique peut être dans un état superposé
|S〉

|S〉 = c|ψ〉+ c′|ψ′〉+ · · · (c, c′ ∈ C)

= c (|1 : n1〉 ⊗ |2 : n2〉 ⊗ · · · ⊗ |M : nM 〉 ⊗ |reste〉)
+ c′ (|1 : n′

1〉 ⊗ |2 : n′
2〉 ⊗ · · · ⊗ |M : n′

M 〉 ⊗ |reste′〉
)

+ · · ·

Pour ce qui nous concerne, nous ne nous intéresserons pas aux termes non liés au champ, si
bien que nous omettrons |reste〉. L’interaction du champ avec un autre système quantique ou
l’environnement consistera toujours en une mesure (une détection de photons par exemple), et
nous ne nous intéresserons pas à l’état quantique de l’appareil de mesure après l’interaction. De
plus, nous nous limiterons en général à peu de modes. Par exemple pour quatre modes, nous
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aurons

|S〉 = c (|1 : n1〉 ⊗ |2 : n2〉 ⊗ |3 : n3〉 ⊗ |4 : n4〉)
+ c′ (|1 : n′

1〉 ⊗ |2 : n′
2〉 ⊗ |3 : n′

3〉 ⊗ |4 : n′
4〉
)

+ · · ·

que nous noterons souvent, pour plus de concision

|S〉 = c|n1n2n3n4〉+ c′|n′
1n

′
2n

′
3n

′
4〉+ · · ·

1.3.2 Modes de faisceaux gaussiens, modes de fibre

Nous avons déterminé la base des états nombre à partir d’une quantification du champ dé-
composé en ondes planes transverses (§ 1.1.3). Ce choix présente l’avantage d’être directement
lié au formalisme de la transformée de Fourier. Il nous a permis de dégager simplement certaines
notions utiles et reste un outil adapté dans le cas d’un champ quelconque analysé dans cette
décomposition, ou si l’on approxime un faisceau par une onde plane progressive.

Cependant, cette décomposition n’est pas toujours la plus appropriée, ou l’approximation
des ondes planes suffisante. Un faisceau réel, même monochromatique, ne présente pas un front
d’ondes parfaitement plan car cela supposerait une étendue transverse infinie. Lorsque le profil
d’intensité du faisceau est gaussien, on peut montrer [KL66] que celui-ci présente lors de sa
propagation une divergence due à la diffraction. L’évolution du profil (en amplitude) d’un tel
faisceau lors de sa propagation est régie par l’équation suivante :

u(x, y, z) =

√

2
π

1
w(z)

e
− x2+y2

w2(z) e
ιk x2+y2

2R(z) e−ιφ(z) (1.21)

tel que
∫

R2 |u(x, y, z)|2 dxdy = 1 et où

zR =
πw2

0

λ
(longueur de Rayleigh)

w(z) = w0

√

1 +
(
z

zR

)2

(demi-largeur du faisceau à 1/e2 en intensité)

R(z) = z +
z2

R

z
(rayon de courbure du front d’onde)

φ(z) = arctan
z

zR
(phase de Gouy)

Cette forme s’applique à une onde A(x, y, z, t) = A0u(x, y, z)~εeι(kz−ωt) + c.c.

• se propageant dans le vide selon l’axe z

• monochromatique de pulsation ω

• de profil transverse gaussien, de demi-largeur w = w0 à l’intensité Imax/e
2 en z = 0

• soumise à la diffraction

• dont on suppose que le profil transverse varie peu lors de sa propagation à l’échelle de
sa longueur d’onde (approximation paraxiale)

On peut également utiliser la forme suivante, qui peut s’avérer utile pour les calculs :

u(x, y, z) =

√

2
π

1
w0

1
1 + ιξ

e
− x2+y2

(1+ιξ)w2(z) où ξ =
z

zR
(1.22)
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Le profil gaussien présente donc un très bon couplage dans une fibre monomode. Idéalement,
une fibre monomode à gradient d’indice parfaitement parabolique possèderait un mode propre
fondamental de profil exactement gaussien[GT98]. En pratique, le diamètre d’une fibre étant
limité, une fibre dite « à gradient d’indice » réelle possède en fait un profil d’indice parabolique
tronqué. Le profil du mode propre effectif reste très proche d’un profil gaussien idéal. Les fibres
standard (comme la fibre Corning SMF-28 pour la bande des télécommunications) sont plutôt
constituées d’un cœur de haut indice, uniforme, et d’une gaine d’indice inférieur : ce sont des fibres
à saut d’indice. Pourtant, là encore, le profil du mode propre de ces fibres se rapproche d’un profil
gaussien[GT98, p. 151]. Une caractéristique essentielle d’une telle fibre est son « diamètre de
mode » (MFD, pour Mode Field Diameter) qui correspond précisément à 2w, w étant l’étalement
du profil gaussien d’intensité ∝ e−r2/w2

le plus proche de celui du mode propre réel de la fibre.
Réciproquement, le faisceau issu d’une fibre optique à saut d’indice est très proche d’un faisceau
gaussien décrit par l’équation (1.21) avec, en sortie de fibre, w(z = 0) = MFD/2.

La désignation d’un mode de fibre est élémentaire : lorsqu’un photon se propage dans une
fibre monomode, sa direction k sera en tout point colinéaire à la fibre. Ainsi, un photon de
pulsation ω et de polarisation ~ε empruntant une fibre A sera dit « dans le mode (A,ω,~ε) » : le
mode spatial A reste celui du mode propre de la fibre tout au long de la propagation. Ainsi, un
état monomode à n photons en entrée de fibre est conservé en sortie de fibre, si ce n’est que la
direction de propagation k peut être changée en un k′ arbitraire, en orientant la sortie de fibre
dans la direction voulue. Notons que dans une fibre optique, les variations de polarisation peuvent
généralement être compensés expérimentalement. La dépolarisation et l’absorption peuvent être
négligées sur de courtes distances.

1.4 Photodetection

1.4.1 Expression quantique de la photodétection

La question de la détection de photons uniques est particulière. Nous avons précédemment
insisté sur le fait que le photon était un objet délocalisé du champ. Il ne s’agit donc pas de consi-
dérer la photodétection comme l’impact d’un quantum d’énergie sur une surface, produisant un
signal électrique signalant la présence du photon. Il faut concevoir la photodétection en un point r
à un instant t comme l’évènement correspondant à la réduction du paquet d’ondes délocalisé d’au
moins un photon constituant le champ électromagnétique. Comme toute mesure sur un système
quantique, le résultat n’est pas déterministe et on ne peut que mesurer la densité de probabilité
que cet évènement se produise, proportionnelle à (voir [Gla65]) :

p(r, t) = α〈ψ|Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t)|ψ〉 (1.23)

où |ψ〉 désigne l’état du champ avant la mesure et α une grandeur dépendant du détecteur, qui
est constante si le processus de détection ne dépend pas de r, t ou de la fréquence du champ.

On parvient à cette expression en considérant que le détecteur (supposé parfaitement localisé
en r et de réponse instantanée) fait passer le champ de l’état initial |ψ〉 à un des quelconques
états possibles {|ψf 〉} possédant un photon de moins

〈ψf |N̂ |ψf 〉 = 〈ψ|N̂ |ψ〉 − 1

Pour un champ électrique décrit par l’opérateur Ê(+)(r, t), l’amplitude de probabilité d’une
telle transition vaut 〈ψf |Ê(+)(r, t)|ψ〉. C’est en effet le champ électrique qui interagit avec un
photodétecteur. La probabilité qu’un photon soit détecté correspond à la somme des probabilités
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des transitions |ψ〉 → |ψf 〉

p(r, t) = α
∑

f

∣
∣
∣〈ψf |Ê(+)(r, t)|ψ〉

∣
∣
∣

2
= α

∑

f

〈ψ|Ê(−)(r, t)|ψf 〉〈ψf |Ê(+)(r, t)|ψ〉

ce qui, en utilisant la relation de fermeture
∑

f |ψf 〉〈ψf | = 1, mène bien au résultat (1.23).

Remarquons que l’équivalent classique de (1.23) est l’intensité, où les champs E(−) et E(+)

commutent 6. Pour un faible nombre de photons, où la quantification du champ est nécessaire, ce
n’est pas le cas des opérateurs Ê(+) et Ê(−) : le problème de la photodétection quantique est donc
en général différent d’une photodétection classique. On peut distinguer, entre autres

• le cas proprement quantique des expériences avec des photons uniques où |ψ〉 désigne
une combinaisons d’états nombres, éventuellement dans plusieurs modes,

• le cas quasi-classique où le résultat est indépendant de l’ordre des opérateurs Ê(+) et
Ê(−). C’est le cas des états cohérents (§ 1.2.6) qui sont états propres de Ê(+) et Ê(−).

Pour des états de lumière plus généraux, comme de la lumière chaotique ou tout mélange
statistique, il faut avoir recours au formalisme de la matrice densité. Alors, si ρ̂ décrit l’état du
champ, le signal de photodétection s’écrit

p(r, t) = αTr
{

ρ̂ Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t)
}

1.4.2 Efficacité quantique de détection

En posant ê(+) =
√

2ǫ0
~ω Ê(+), on adimensionnalise les expressions, et on peut écrire pour un

détecteur de photons uniques le taux de comptage r, c’est à dire le nombre de photons détectés
par seconde :

r(r, t) = η 〈ψ|ê(−)(r, t)ê(+)(r, t)|ψ〉
où η est alors le « rendement quantique » du détecteur , ou « efficacité quantique de détection »,
c’est à dire la probabilité pour qu’une réduction de paquet d’onde soit effectivement signalée par
le détecteur.

Pour un détecteur sensible à tous les modes ℓ du champ (i.e. tous les vecteurs d’onde kℓ, toutes
les fréquences ωℓ et toutes les polarisations ~εℓ), ê(+) s’écrirait, en notant â†

ℓ l’opérateur création
d’un photon dans le mode ℓ :

ê(+)(r, t) =
∑

ℓ

~εℓ
eι(kℓ·r−ωℓt)

√
V

â†
ℓ

En général, un détecteur n’est pas sensible identiquement à tous les modes du champ. L’opé-
rateur de photodétection est en général restreint par une fonction O(k, ω,~ε) :

ê(+)(r, t) =
∑

ℓ

~εℓO(kℓ, ωℓ,~εℓ)
eι(kℓ·r−ωℓt)

√
V

â†
ℓ (1.24)

Par exemple, il peut s’agir d’un filtrage spectral (O(ω)) ou angulaire (O(k)) placé avant la
détection et agissant sur l’amplitude du champ détecté.

Dans le cas où le détecteur placé en r n’interagit qu’avec un seul mode du champ caractérisé
par l’opérateur création â†, on a :

r(t) = η 〈ψ|â†(t)â (t)|ψ〉 = η 〈ψ|N̂(t)|ψ〉 = η n̄(t)

6. I(r, t) ∝ |E(r, t)|2 = E
(+)(r, t)E(−)(r, t) = E

(−)(r, t)E(+)(r, t)
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où â†(t) est l’expression de l’opérateur création en représentation de Heisenberg : â†(t) = â†e−ιωt.

En pratique, un détecteur n’a pas une réponse instantanée et possède en outre un temps mort
après une détection. L’expression ci-dessus, faisant intervenir une simple constante η n’est donc
valable que dans un régime où le nombre moyen de photons n̄ est petit devant 1.

Remarquons cependant que des détecteurs capable de résoudre le nombre de photons existent
[KTYH99, FS05] en particulier depuis les travaux de Miller et al. en 2003 sur les détecteurs
supraconducteurs [MNMS03, RLMN05]. Kardinał et ses collaborateurs [KYS08] ont également
récemment montré qu’il était possible de résoudre le nombre de photons avec une photodiode à
avalanche standard.

1.5 Cohérence et corrélations

Le terme conventionnel de cohérence en optique classique désigne la faculté qu’ont deux champs
à interférer, produisant des franges de contraste plus ou moins grand. Deux champs possédant
une relation de phase stable, donc susceptibles d’interférer en un point r, de manière parfaitement
constructive (ou destructive), sont dits cohérents. Classiquement, lorsque leur superposition en
un point r ne produit pas de phénomène d’interférence, on dit qu’on a affaire à deux champs
incohérents.

1.5.1 Conception moderne de la cohérence : fonction de corrélation de Glau-
ber

Roy Glauber a généralisé le concept de cohérence [Gla63, Gla65] en l’étendant aux ordres
supérieurs, à des valeurs de champs en des points r, r′, r′′ . . . et des instants t, t′, t′′ . . . et en
l’adaptant au formalisme quantique, montrant ainsi qu’un ensemble de fonctions de corrélation
sont autant de caractérisations du champ, utiles pour quantifier de nombreux phénomènes. Plutôt
que de parler de « cohérence entre deux ondes », on peut parler de « cohérence d’ordre n en
(r, t)1, (r, t)2, . . . , (r, t)2n d’un champ », quantifiée par la fonction de corrélation générale 7 :

G(n)(r1t1 · · · r2nt2n) = 〈ψ|Ê(−)(r1, t1) · · · Ê(−)(rn, tn)Ê(+)(rn+1, tn+1) · · · Ê(+)(r2n, t2n)|ψ〉 (1.25)

On définit également la fonction de corrélation normalisée

g(n)(r1t1 · · · r2nt2n) =
G(n)(r1t1 · · · r2nt2n)
∏2n

i=1

√

G(1)(riti, riti)
(1.26)

1.5.2 Photodétection et cohérence

Dans le cas particulier de fonctions de corrélation qui décrivent une coïncidence de n photo-
détections en (r, t)1, (r, t)2, . . . , (r, t)n, on utilise la fonction G(n) particulière, symétrique en Ê(+)

et Ê(−) :

G(n)(r1t1, · · · , rntn, rntn, · · · , r1t1) = 〈ψ|Ê(−)(r1, t1) · · · Ê(−)(rn, tn)Ê(+)(rn, tn) · · · Ê(+)(r1, t1)|ψ〉

7. Pour un état pur |ψ〉. Pour un mélange statistique décrit par une matrice densité ρ̂, on écrit

G(n)(r1t1 · · · r2nt2n) = Tr
{
ρ̂ Ê

(−)(r1, t1) · · · Ê
(−)(rn, tn)Ê(+)(rn+1, tn+1) · · · Ê

(+)(r2n, t2n)
}
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En particulier, G(1)(rt, rt) caractérise l’intensité du champ en rt, et peut s’exprimer en terme
de nombre de photons par seconde en adimensionnalisant l’expression.

Remarquons que si un signal de photodétection s’écrit comme une fonction de corrélation sy-
métrique, celle-ci peut s’exprimer comme une combinaison de fonctions de corrélation en d’autres
points {ri, ti} non nécessairement symétriques. Par exemple, dans la résolution du problème clas-
sique des fentes d’Young (voir Walls & Milburn, [WM06, § 3.3] ou Klyshko, [Kly88, § 1.4]),
l’expression de l’intensité à l’aide de G(1)(rt, rt) peut, après développement, faire apparaitre une
fonction G(1) en d’autres coordonnées, non symétriques, qui quantifie le contraste des franges
d’interférence.

Les fonctions de corrélation d’ordre 1 non symétriques, en effet, caractérisent la cohérence
classique d’une onde : cohérence temporelle si G(1)(rt, rt′) 6= 0, cohérence spatiale si G(1)(rt, r′t) 6=
0. Mais elles ne sont pas accessibles directement par la photodétection.

Aux ordres supérieurs, les fonctions de corrélation peuvent rendre compte de phénomènes non
classiques. Par exemple, des interférences quantiques à N photons cohérents peuvent produire
des franges d’interférence plus fines ( λ

N ), ce qui ouvre [WPA+04] des perspectives d’amélioration
technologique en termes de mesures interférométriques optiques.

1.5.3 Coïncidences

La fonction G(2)(r1t, r2t, r2t, r1t) est liée à la probabilité de coïncidence de deux photons en
r1 et r2 au même instant t. En pratique, en plaçant deux détecteurs de rendement quantique η1

et η2 en r1 et r2, le taux de coïncidences mesuré (ou taux de « coups » ou « clics ») vaut

R(t) = η1η2 αG
(2)(r1t, r2t, r2t, r1t)

= η1η2 α 〈ψ|Ê(−)(r1, t)Ê(−)(r2, t)Ê(+)(r2, t)Ê(+)(r1, t)|ψ〉
= η1η2 〈ψ|ê(−)(r1, t)ê(−)(r2, t)ê(+)(r2, t)ê(+)(r1, t)|ψ〉

où α est une constante de dimension appropriée, et où on a utilisé l’expression de ê(+) définie par
l’Eq. (1.24).

Lorsque la lumière ne présente pas de caractère proprement quantique, la fonction G(2) peut
s’exprimer comme un produit de fonctionsG(1). On voit que la fonction g(2) peut alors, telle qu’elle
est définie (Eq. 1.26), quantifier le caractère non-classique d’un état de lumière : elle exprime le
rapport entre l’expression générale de la cohérence d’ordre 2 (qui tient compte des corrélations
quantiques) et son expression classique (produit de cohérences d’ordre 1).

En 1967, R. L. Pfleegor et L. Mandel [PM67] ont démontré le rôle important de la photodé-
tection dans le processus de comptage des coïncidences : en considérant deux photons provenant
de deux lasers atténués, a priori incohérents entre eux, ils ont observé des interférences dont
seul peut rendre compte l’effet de la photodétection. C’est l’étalement spatial des détecteurs, de
surfaces S1 et S2, qui permet de supprimer une information de discernabilité entre deux chemins
qui causent les interférences. Dans ce cas, le caractère ponctuel ne peut être pris en compte et le
taux de coïncidences s’exprime par

R(t) = η1η2

∫

S1

d2
ρ1

∫

S2

d2
ρ2 〈ψ|ê(−)(ρ1, z1, t)ê(−)(ρ2, z2, t)ê(+)(ρ2, z2, t)ê(+)(ρ1, z1, t)|ψ〉

De même, on peut prendre en compte l’incertitude temporelle ∆t sur l’instant de détection :

R(t) = η1η2

∫

S1

d2
ρ1

∫

S2

d2
ρ2

∫ t+ ∆t
2

t− ∆t
2

dt1

∫ t+ ∆t
2

t− ∆t
2

dt2

× 〈ψ|ê(−)(ρ1, z1, t1)ê(−)(ρ2, z2, t2)ê(+)(ρ2, z2, t2)ê(+)(ρ1, z1, t1)|ψ〉



Chapitre 2

Processus non-linéaires dans les
cristaux massifs

L’optique non-linéaire permet de faire subir à la lumière des transformations qui ne sont pas
permises par les éléments rencontrés en optique linéaire. Les « mélanges d’onde », ou couplages
des champs permettent de générer de nouvelles longueurs d’ondes. Les couplages liés aux non-
linéarités d’ordre deux, ou mélange à trois ondes, permettent par exemple de générer avec une
excellente efficacité un faisceau de fréquence double d’un faisceau incident. Par un processus
quasiment inverse, la fluorescence paramétrique permet de produire des photons par paires qui
manifestent des corrélations largement exploitées par les sources de lumière non-classiques. Nous
verrons dans la partie III que nous ferons appel à ces deux processus non-linéaires pour ce travail.

Tous ces processus se produisent d’autant plus significativement que le milieu d’interaction
présente une forte susceptibilité non-linéaire et que les conditions, dites d’accord de phase, sont
réunies pour rendre constructives les contributions issues de l’ensemble du volume d’interaction.
Nous aborderons cette question, puis nous présenterons particulièrement le quasi-accord de phase,
technique qui a été retenue dans nos réalisations expérimentales.

2.1 Susceptibilité non linéaire et couplage des champs

Dans le vide, l’évolution du champ électromagnétique est linéaire. En vertu du principe de
superposition, deux ondes se superposant en un point r n’échangent pas d’énergie. En présence
d’un milieu matériel, les dipôles du matériau sont excités par le champ, ce qui donne lieu à
une polarisation macroscopique P. Outre une polarisation linéaire P(1) dont les composantes
dépendent de la fréquence (dispersion)

P̆(1)(r, ω) = ǫ0 χ
(1)(ω)Ĕ(r, ω) (2.1)

l’oscillation du champ peut engendrer une réponse non-linéaire des dipôles, qui se traduit par
l’apparition d’un terme non-linéaire P(NL) dans l’expression de la polarisation :

P = P(1) + P(NL)

La présence de la non-linéarité P(NL) couple les composantes fréquentielles du champ élec-
trique et en fait apparaitre de nouvelles. Bien que des couplages non-linéaires d’ordres supérieurs
puissent avoir lieu, nous nous limiterons ici au terme d’ordre 2, prépondérant 1. Ainsi, pour chaque

1. dans un milieu dont la symétrie autorise les ordres pairs, comme dans un cristal non centrosymétrique

29
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couple (ω1, ω2) de composantes fréquentielles du champ, une nouvelle composante fréquentielle
de polarisation apparait à la fréquence somme :

P̆(2)(r, ω1 + ω2) = 2ǫ0 χ
(2)(ω1 + ω2;ω1, ω2)Ĕ(r, ω1)Ĕ(r, ω2)

où le facteur 2 provient de la symétrie de χ
(2) ( χ

(2)(ω1 + ω2;ω1, ω2) = χ
(2)(ω1 + ω2;ω2, ω1))

qui permet de prendre en compte aussi bien l’apport du couple Ĕ(r, ω1)Ĕ(r, ω2) que du couple
Ĕ(r, ω2)Ĕ(r, ω1) à la polarisation non-linéaire.

La susceptibilité non-linéaire χ
(2) est donc un tenseur d’ordre 3 qui caractérise la polarisabilité

du matériau sous l’effet d’un champ. Afin d’obtenir une expression simple dans l’espace temporel
(P(2)(r, t)), nous ne considérerons par la suite que deux composantes du champ : E1(r, t) et
E2(r, t), oscillant à des fréquences voisines de ω1 et ω2 respectivement. De plus, le spectre de
ces champs sera suffisamment peu dispersé autour de ces deux fréquences pour qu’on puisse y
considérer χ

(2) constant, et ainsi écrire simplement

P(2)
3 (r, t) = 2ǫ0 χ

(2)(ω3;ω1, ω2)E1(r, t)E2(r, t)

où P(2)
3 (r, t) est sous-entendu ne présenter qu’une composante fréquentielle voisine de ω3 = ω1+ω2.

On considère également que le milieu ne présente pas d’absorption.

Nous allons nous intéresser au champ électrique E3 rayonné à son tour par la polarisation
induite P(2)

3 . Le milieu nous impose la relation constitutive suivante entre E3, la polarisation
totale P3 et l’induction électrique D3 :

D3 = ǫ0E3 + P3

= ǫ0E3 + P(1)
3 + P(2)

3

Tous ces champs oscillent au voisinage de ω3 = ω1 + ω2. On a donc

D3 = ǫ0E3 + ǫ0 χ
(1)(ω3)E3 + P(2)

3

= ǫ0n
2
3E3 + 2ǫ0 χ

(2)(ω3;ω1, ω2)E1E2

où on a noté n2
3 = 1 + χ(1)(ω3), avec χ

(1) = 1lχ(1).

En incorporant cette relation constitutive dans les équations de Maxwell, on obtient l’équation
de propagation suivante :

∇2E3 −
n2

3

c2

∂2E3

∂t2
=

1
ǫ0c2

∂2P(2)
3

∂t2

=
1
c2

2 χ
(2)(ω3;ω1, ω2)

∂2

∂t2
E1E2

Considérons des champs identiquement polarisés selon ~ε, et plaçons nous formellement dans
le cadre de l’approximation monochromatique évoquée plus haut en exprimant les champs de la
façon suivante :

Ei(r, t) = Ĕ
(+)
i (r, ωi)~εeιωit + c.c.

On obtient, avec χ(2) = ~ε χ
(2)
~ε~ε :

∇2Ĕ
(+)
3 +

ω2
3

c2
n2

3Ĕ
(+)
3 = −ω

2
3

c2
2χ(2)(ω3;ω1, ω2)Ĕ(+)

1 Ĕ
(+)
2 (2.2)

L’objet de cette section sur les processus non linéaires est d’étudier l’interaction de faisceaux
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se propageant selon une direction privilégiée Oz, non un champ quelconque. Ceci nous permet de
nous placer dans le cadre de l’approximation paraxiale (voir § 1.3.2) et d’écrire

Ei(r, t) = Ei(r)~εie
ιkiz−ωit

Selon l’expression donnée à Ei(r), on pourra traiter des faiscaux de type différents :
• Des faisceaux gaussiens si Ei(r) = Ei(ρ, z) décrit une amplitude de profil gaussien

• Des ondes planes si Ei(r) = Ei(z) (Ei est alors invariant transversalement)
Nous allons voir comment la polarisation non-linéaire induite dans le milieu peut, sous condi-

tion dite « d’accord de phase », faire naitre un nouveau faisceau intense à la fréquence somme
ω1 +ω2. Nous nous intéresserons en particulier au cas où ω1 = ω2, qui correspond au phénomène
de génération de seconde harmonique.

Nous traiterons dans un premier temps le cas des ondes planes, puis nous verrons quelles
corrections sont à apporter aux résultats dans le cas de faisceaux gaussiens.

Nous finirons ces rappels par une introduction à d’autres phénomènes non-linéaires voisins,
comme la somme de fréquences (ω1 6= ω2) et la fluorescence paramétrique dont le chapitre 6
détaille un approfondissement théorique et le chapitre 7 une étude expérimentale.

2.2 Génération de seconde harmonique en ondes planes

On suppose ici que le champ se décompose sous forme d’une onde plane (Ei uniquement
dépendant de z) :

Ei(r, t) = Ei(z)~εie
ιkiz−ωit (2.3)

L’équation 2.2 se récrit :

∂2E3

∂z2
+
ω2

3

c2
n2

3E3 = −ω
2
3

c2
2χ(2)(ω3;ω1, ω2)E1E2

d2E3(z)
dz2

+ 2ιk3
dE3(z)
dz

+

(

ω2
3

c2
n2

3 − k2
3

)

E3(z) = −ω
2
3

c2
2χ(2)(ω3;ω1, ω2)E1(z)E2(z)eι(k1+k2−k3)z

Plaçons-nous dans le cas de la génération de seconde harmonique : nous ne sommes plus en
présence de deux faisceaux de fréquences différentes et d’intensité |E1|2 et |E2|2, mais d’un seul
faisceau dit « de pompe », d’intensité |Ep|2. Pour conserver la forme de notre expression, on peut
considérer qu’on a affaire à une superposition de deux faisceaux identiques d’intensité |Ep|2 /2.
On peut donc remplacer dans les expressions :

E1(z)eιk1z −→ Ep(z)√
2
eιkpz

E2(z)eιk2z −→ Ep(z)√
2
eιkpz

E3(z)eιk3z −→ E(z)eιkz

ω1, ω2 −→ ωp

ω3 −→ 2ωp

χ(2)(ω3;ω1, ω2) −→ χ(2)(2ωp;ωp, ωp) = χ(2)

avec

kp =
n(ωp)ωp

c
k =

n(2ωp)2ωp

c
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Ces relations de dispersion fixent la vitesse de propagation des ondes dans le milieu non-linéaire.

En utilisant l’approximation de l’enveloppe lentement variable (|d2E
dz2 | ≪ |k dE

dz |) et en introdui-
sant le désaccord de phase ∆k = 2kp − k, on obtient une équation différentielle du premier ordre
décrivant la propagation du champ harmonique généré :

dE(z)
dz

= ι
ωpχ

(2)

n(2ωp)c
E2

p (z)eι∆kz (2.4)

À ce stade, on pourrait considérer un rendement de génération faible et supposer que Ep reste
quasi-constant, ce qui donnerait l’évolution suivante :

E(z) = ι
ωpχ

(2)

n(2ωp)c
E2

pz
sin ∆kz

2
∆kz

2

(2.5)

Le rendement diverge pour ∆k = 0, donc il est nécessaire de corriger le résultat pour qu’il soit
valide pour des rendements non négligeables, où on ne peut pas considérer le champ de pompe
constant. Il faut alors reprendre le raisonnement précédent afin d’écrire l’équation symétrique de
(2.4), c’est à dire celle qui décrit la variation de l’amplitude Ep(z) de la pompe sous l’effet de la
polarisation non-linéaire induite par le champ harmonique E(z) :

dEp(z)
dz

= ι
ωpχ

(2)

n(ωp)c
E(z)E∗

p (z)e−ι∆kz (2.6)

On peut montrer [Boy08] que, lorsque le désaccord de phase est nul (∆k = 0), les deux
équations (2.4) et (2.6) couplées permettent d’obtenir la solution suivante pour les deux inconnues
E(z) et Ep(z) :

|E(z)| =
√

n(ωp)
n(ωp)

|Ep(0)| tanh γ0z (2.7)

|Ep(z)| = |Ep(0)| sech γ0z

où on a noté γ0 le coefficient de gain défini par :

γ0 =
ωpχ

(2)

n(ωp)c

√

I0

2ǫ0cn(2ωp)
(2.8)

Le rendement de conversion s’exprime donc par

η(z) = tanh2 γ0z (2.9)

La longueur caractéristique ℓ = 1
γ0

correspond à un rendement de 58 %.

2.3 Quasi-accord de phase

Nous avons supposé, dans le paragraphe précédent, que l’accord de phase pouvait être réalisé
(∆k = 0), c’est à dire que les dipôles excités par le champ à ωp pouvaient rayonner tous en phase
à la fréquence 2ωp. Cette condition n’est pas naturellement satisfaite en général, car cela suppose
l’égalité des vitesses de phase vφ à ωp et à 2ωp :

∆k = 2kp − k =
2n(ωp)ωp

c
− n(2ωp)2ωp

c



CHAPITRE 2. PROCESSUS NON-LINÉAIRES DANS LES CRISTAUX MASSIFS 33

Pour que ∆k = 0, il faudrait que n(ωp) = n(2ωp), c’est à dire vφ(ωp) = vφ(2ωp). Mais le milieu
est en général dispersif, et cette égalité n’est pas satisfaite.

Pour réaliser l’accord de phase, il existe une méthode tirant partie de la biréfringence naturelle
de certains cristaux, bien décrite par exemple dans la référence [Boy08]. Cette méthode d’accord
de phase présente certains inconvénients :

• En raison de la nature tensorielle de l’indice de réfraction, elle impose une propagation
selon une direction appropriée par rapport à l’axe optique du cristal, ainsi que des
polarisations bien définies. Ces direction et polarisation ne sont a priori pas celles qui
favorisent une non-linéarité maximale, celle-ci étant également de nature tensorielle.

• La biréfringence cause un décalage 2 entre des faisceaux polarisés différemment, en
raison du fait que le vecteur de Poynting n’est généralement pas parallèle au vecteur
d’onde. Le recouvrement spatial diminue avec la longueur d’interaction, ce qui limite
l’efficacité du processus. Cette solution d’accord de phase est donc limitée aux cas où
une petite longueur d’interaction est suffisante.

La méthode du « quasi-accord de phase », que nous allons maintenant voir, pallie ces incon-
vénients et se révèlera plus adaptée aux expériences décrites dans la suite de ce document.

Dans un processus non-linéaire de génération de seconde harmonique où l’accord de phase n’est
pas satisfait, l’amplitude du faisceau harmonique n’est pas croissante avec z de façon monotone
comme dans l’équation (2.7). On peut montrer qu’elle présente une périodicité caractérisée par une
longueur de cohérence Lc après laquelle l’échange d’énergie dominant s’inverse : l’harmonique perd
de l’énergie au profit de la pompe. La démonstration analytique de l’effet d’une telle périodicité
dans le cas d’un fort rendement a été faite par Armstrong et collaborateurs [ABDP62] et nous
nous contenterons ici de montrer son effet dans l’approximation de la pompe constante. La période
optimale est identique dans les deux régimes.

L’idée du quasi accord de phase est qu’il suffit d’inverser le signe de la susceptibilité non-
linéaire χ(2) lorsque le couplage d’énergie change de sens et se fait au détriment de l’harmonique,
c’est à dire à partir de Lc, puis tous les 2Lc (voir Fig. 2.1), de sorte que l’amplitude du faisceau
d’harmonique soit toujours croissante. Le résultat obtenu sur cette figure serait obtenu avec une
inversion parfaite correspondant à une fonction créneau :

χ
(2)
QAP(z) = χ(2) signe

(

cos 2π
z

2Lc

)

qu’on peut écrire sous la forme d’une série de Fourier :

χ
(2)
QAP(z) = χ

(2)
Q

∞∑

m=−∞
m impair

(−1)
m−1

2

m
eιmKz = χ

(2)
Q

∞∑

m=1
m impair

xme
ιmKz + c.c. = χ

(2)
QAP+(z) + χ

(2)
QAP−(z)

où on a posé

χ
(2)
Q =

2
π
χ(2) ; K =

2π
2Lc

; xm =
(−1)

m−1
2

m
; χ

(2)
QAP− =

(

χ
(2)
QAP+

)∗

et remarqué que x−m = xm.

L’équation différentielle (2.2) à partir de laquelle on obtient les équations couplées pour les
amplitudes non réelles E ne s’applique pas au terme complexe conjugué χ(2)

QAP−. Dans cette même
équation, si χ(2) = χ

(2)
QAP, il faut récrire les équations couplées avec χ(2)

QAP+. Si l’on ne s’intéresse

2. walk-off spatial
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Figure 2.1 – Idée sous-jacente au quasi-accord de phase : l’inversion de χ(2) afin de rendre croissante
l’énergie du faisceau généré.

qu’à la composante de degré m, on obtient

dE(z)
dz

= ι
ωpχ

(2)
Q xm

n(ω)c
Ep(z)2e−ι(∆k+mK)z (2.10)

Selon l’ordre m, une valeur K différente permet de satisfaire l’accord de phase. Cependant,
comme |xm| ∝ 1

m , il est préférable d’optimiser K pour le premier ordre afin d’avoir le couplage
optimal. Pour m = 1, la période du motif d’inversion de la susceptibilité est donc de 2π

K , c’est à
dire 2Lc, ce qui rejoint l’idée intuitive que nous avons suggérée au début de cette section.

Idéalement, il faudrait donc réaliser un motif d’inversion de χ(2) sinusoïdal. En pratique, les
diverses solutions existantes ne le permettent pas parfaitement : historiquement, elles ont consisté
d’abord en un simple empilement de lames de cristal polies et assemblées (de CdTe [PCS76], GaAs
[SHS76] ou LiNbO3 [TMA76] par exemple), et plus récemment en une inversion des domaines
ferroélectriques du niobate de lithium lors de la croissance du cristal [FK85]. Un brevet, déposé en
1993 par Yamada et al. [YK93] décrit une méthode pour retourner les domaines après la croissance
en appliquant une tension intense entre des électrodes juxtaposées, polarisées alternativement
avec le pas souhaité. Cette technique d’inversion se traduit par le préfixe Periodically Poled- (PP)
utilisé pour différents types de cristaux ferroélectriques (PPLN pour le PP-LiNbO3, PPKTP,
PPSLT, etc.).

Le motif résultant n’étant pas sinusoïdal (voir Figure 2.2), il existe des couplages entre onde de
pompe et harmonique liés aux ordres supérieurs du motif, qui participent également au processus
d’échange d’énergie, mais de manière non constructive puisqu’ils ne satisfont pas ∆k −mK = 0
pour m > 1. Leur contribution est donc sans effet notable par rapport à l’ordre 1 après une
longueur z suffisamment grande.

La méthode du quasi-accord de phase présente l’avantage de pouvoir s’appliquer à tout maté-
riau dont on sait orienter la susceptibilité non-linéaire. Elle permet de privilégier le choix d’une
valeur élevée de cette susceptibilité, avec beaucoup moins de contraintes que pour l’accord de
phase par biréfringence : la direction de propagation et la polarisation des faisceaux peuvent
être choisies de sorte à utiliser la plus grande valeur du tenseur χ

(2), et si le cristal ne présente
pas de biréfringence dans cette configuration, l’absence de décalage transverse entre les faisceaux
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Figure 2.2 – Photo d’une zone d’un cristal de PPLN illustrant la forme du motif d’inversion du signe de sa
susceptibilité non-linéaire. (Image tirée de http://www.srico.com/node/8, société SRICO)

(walk-off ) autorise à utiliser une grande longueur d’interaction, favorisant de forts rendements.
Le coefficient 2

π entre la susceptibilité naturelle χ(2) et la susceptibilité effective χ(2)
Q constitue un

inconvénient largement compensé par tous ces avantages.

2.4 Génération de seconde harmonique en faisceaux gaussiens

Le quasi accord de phase permet de réaliser des processus non-linéaires sur de grande longueurs
d’interaction. Pourquoi un processus comme la génération de seconde harmonique ne pourrait-
il pas alors atteindre dans tous les cas un rendement de 1 en augmentant suffisamment cette
longueur ?

Nous avons vu précédemment (§ 1.3.2) que l’onde plane transverse exprimée par 2.3 correspond
à un faisceau idéal qui ne peut avoir de sens physique que dans le cadre d’une approximation
locale. Sur une grande longueur, ce formalisme ne peut pas rendre compte des phénomènes car il
ne rend pas compte de la divergence du faisceau.

L’amplitude d’un faisceau réel, de profil transverse gaussien et focalisé en z = 0 (que la
focalisation soit forte ou non) est très bien décrite par la forme

E(ρ, z) = Ê(z)u(ρ, z)
√
π

2
w0 (2.11)

où u(ρ, z) est définie par l’équation (1.22) page 24, et le facteur
√

π
2w0 est introduit de sorte que

Ê(z) désigne l’amplitude maximum du champ, c’est à dire son amplitude au point de focalisation
(ρ = 0, z = 0) 3.

L’équation (2.9) indique que le rendement de génération de seconde harmonique dépend de
l’intensité du faisceau de pompe (à travers le gain γ0) aussi bien que de la longueur d’interaction
L. À puissance de pompe donnée (qui est une contrainte matérielle), l’intensité est inversement
proportionnelle à la section du faisceau (I = P/S). L’exigence de grande intensité impose donc
une forte focalisation, qui engendre une forte divergence en contradiction avec la nécessité d’une
grande longueur d’interaction. L’optimisation du rendement procède donc d’un compromis entre
longueur d’interaction et intensité.

3.
∫

|u|2 est normalisée en intensité ; u(0, 0)
√

π
2
w0 = 1. Remarque : bien que Ê dépende de z, il désigne bien

l’amplitude au waist (z = 0) d’un faisceau spatialement décrit par u. La variation de Ê en z est uniquement due à
l’amplification non-linéaire, et pas à la divergence du faisceau avec z qui elle est comprise dans u.

http://www.srico.com/node/8
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Le problème de l’accord de phase empêche de simplement corriger les résultats obtenus en ondes
planes en considérant, par exemple, une section moyenne dans la longueur d’interaction. En raison
de la divergence, donc de la présence de vecteurs d’ondes multiples et non colinéaires, l’accord de
phase ne peut être simplement obtenu en tout point r du volume d’interaction. Contrairement
au cas de l’équation en ondes planes (2.7) où on pouvait considérer ∆k(r) ≡ 0,∀r et obtenir une
expression analytique exacte, on doit en faisceaux gaussiens considérer que le désaccord de phase
n’est non seulement pas nul, mais aussi non homogène.

Forme du faisceau d’harmonique — Avant même de résoudre quantitativement le pro-
blème, que peut-on dire de la forme du faisceau gaussien harmonique ? Les paramètres (zR, w0)
étant liés par λ, dans quelle mesure l’un ou l’autre change-t-il lorsque λ est divisée par deux ?
Lorsque la longueur de Rayleigh est conservée (z′

R = zR), les conditions suivantes sont réunies :

• R′(z) = R(z) : sur toute la longueur d’interaction, le rayon de courbure des fronts
d’onde des deux faisceaux est identique

• ψ′(z) = ψ(z) : sur toute la longueur d’interaction, le déphasage de Gouy des deux
faisceaux est identique

• w′(z) = w(z)√
2

: sur toute la longueur d’interaction, le faisceau harmonique est plus fin
d’un facteur

√
2 constant

Les deux premiers points assurent les conditions d’accord de phase optimales. Le troisième est
compatible avec le fait que l’amplitude de l’harmonique est proportionnelle au carré de l’amplitude
du fondamental : un profil gaussien d’écart-type w élevé au carré est un profil d’écart-type w√

2
.

Outre son intensité liée au rendement de conversion et sa longueur d’onde moitié, c’est donc
naturellement que les caractéristiques du faisceau d’harmonique prendront celles d’un faisceau de
même longueur de Rayleigh et de même divergence, focalisé au même point que le fondamental.

Les conditions de Boyd & Kleinman — Dans un article paru en 1968, Boyd et Kleinman

[BK68] sont parvenus à des conditions simples permettant d’atteindre un rendement optimal en
régime de faisceaux gaussiens pour une longueur de cristal L donnée :

L

2zr
= 2,84 ∆kL = 3,2 (2.12)

Cela fixe les conditions expérimentales optimales en terme de focalisation (à travers la longueur
de Rayleigh zr) pour cette longueur de cristal. Le rendement n’évolue plus proportionnellement
à tanh2 γ0L comme dans le cas des ondes planes, mais d’une manière plus complexe car lorsque
L change, la configuration expérimentale doit changer également pour rester dans ces conditions
optimales, ce qui modifie les paramètres en jeu dans la valeur de γ0.

Discussion de l’optimalité des conditions de Boyd & Kleinman — Les conditions
de Boyd & Kleinman permettent une solution optimale en faisceaux gaussiens, mais avec une
correction seulement globale de la phase de Gouy. La phase de Gouy représente le déphasage du
faisceau gaussien par rapport à une onde plane (voir § 1.3.2). Une valeur de ∆k fixe, c’est à dire
un déphasage linéaire en z, permet de compenser une phase de Gouy linéaire. Pour la phase de
Gouy, le déphasage n’est approximativement linéaire qu’aux faibles focalisations. La Figure 2.3
représente le déphasage accumulé au cours de la propagation dans le cristal. On constate que
pour le paramètre de focalisation recommandé par Boyd & Kleynman, contrairement à ce qu’on
rencontre en focalisation faible ( L

2zR
= 1 par exemple), la phase de Gouy s’approche peu d’une

fonction linéaire. Le désaccord de phase qu’ils préconisent (en pointillés) compense en moyenne
la phase de Gouy, ce qui leur permet de parvenir au rendement optimal.
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En 2008, Major et ses collaborateurs [MGS08] ont proposé de compenser plus exactement la
phase de Gouy dans le cadre du quasi-accord de phase en faisant varier le pas d’inversion de la
susceptibilité non-linéaire au long du cristal. Ceci leur a permis d’atteindre un rendement optimal
pour une focalisation plus forte ( L

2zR
= 3,32). Mais le rendement n’est meilleur que de 3,5 % par

rapport aux conditions de Boyd & Kleinman.
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Figure 2.3 – Phase de Gouy d’un faisceau gaussien pour différents paramètres de focalisation L
2zR

dans un
cristal de longueur 2 cm. La droite représente le déphasage accumulé de ∆k = 3,2/L que
préconisent Boyd & Kleinman [BK68] pour un paramètre de focalisation de 5,68. On
constate qu’elle ne compense qu’en moyenne la phase de Gouy (courbe en traits pleins)
effective avec cette condition de focalisation.

On peut également se demander, avant de conclure ce paragraphe sur la génération de seconde
harmonique en faisceaux gaussiens, s’il serait possible d’atteindre un meilleur rendement avec un
profil autre que gaussien. C’est la question que s’est posée Magni en 2000 [Mag00]. Sa conclusion
est qu’il existe un profil non-gaussien, mais quasi-gaussien, qui offre un rendement supérieur de
2 % seulement par rapport à un profil gaussien, avec les conditions d’accord de phase les plus
adaptées. Ce gain est à comparer aux importants efforts expérimentaux qui seraient nécessaires
pour travailler avec ce type de faisceaux.

2.5 Fluorescence paramétrique

2.5.1 Principe

La fluorescence paramétrique est le phénomène symétrique de la somme de fréquences : une
onde à une fréquence ω3 donne lieu à deux ondes de fréquences ω1 et ω2 dont la somme vaut
ω1 + ω2 = ω3.

On rappelle les relations suivantes valables pour une onde plane monochromatique dans le
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mode ℓ : (ωℓ,kℓ,~εℓ) :

A(+)
ℓ (r, t) = ~εℓAℓ(r)eι(kℓ·r−ωℓt) potentiel vecteur complexe

E(+)
ℓ (r, t) = ~εℓEℓ(r)eι(kℓ·r−ωℓt) champ électrique complexe

= ιωℓ~εℓAℓ(r)eι(kℓr−ωℓt)

Eℓ(r) = ιωℓAℓ(r) amplitude du champ électrique

aℓ(r) =

√

2ǫ0n2
ℓωℓL3

~
Aℓ(r) amplitude adimensionnelle du champ électromagnétique

Les équations couplées non-linéaires classiques, qui portent sur l’amplitude du champ électrique
Eℓ s’écrivent :

dE1

dz
= ι

ω1χ
(2)

n1c
E∗

2E3e
−ι∆kz

dE2

dz
= ι

ω2χ
(2)

n2c
E∗

1E3e
−ι∆kz

dE3

dz
= ι

ω3χ
(2)

n3c
E1E2e

ι∆kz

En utilisant les relations précédentes, on obtient les équations portant sur la variable adimension-
nelle aℓ :

c

n1

da1

dz
= γa∗

2a3e
−ι∆kz

c

n2

da2

dz
= γa∗

1a3e
−ι∆kz (2.13)

c

n3

da3

dz
= −γa1a2e

ι∆kz

avec le facteur de couplage γ = χ(2)
√

~ω1ω2ω3

2ǫ0L3n2
1n2

2n2
3
.

Contrairement à la génération de seconde harmonique qui est un processus classique appa-
raissant directement à partir de ces équations couplées, la fluorescence paramétrique relève d’un
processus spontané qui ne peut être entièrement décrit que dans le cadre de la théorie quantique.
Louisell, Yariv et Siegman ont montré en 1961 comment, en l’absence d’onde initiale à ω1 ou ω2,
ce processus pouvait être inité par les fluctuations quantiques du vide [LYS61], ce qu’on peut
comprendre en quantifiant ces équations en adoptant le point de vue de Heisenberg.

Résolution en représentation de Heisenberg — Après quantification, les variables aℓ

sont remplacées les opérateurs âℓ satisfaisant la relation de commutation (cf. § 1.2 p.17)

aℓ −→ âℓ

[

âℓ, â
†
ℓ′

]

= δℓℓ′

et le système 2.13 devient :

c

n1

dâ1

dz
= γâ†

2â3e
−ι∆kz

c

n2

dâ2

dz
= γâ†

1â3e
−ι∆kz (2.14)

c

n3

dα3

dz
= −γâ1â2e

ι∆kz
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À moins de stimuler le processus paramétrique en injectant un signal faible à ω1 ou ω2 (on
parle alors d’amplification paramétrique par différence de fréquences) ou en plaçant le dispositif
en cavité résonante pour le mode qu’on souhaite stimuler et/ou son complémentaire (oscillation

paramétrique présentant un effet de seuil), le rendement de génération reste très faible, si bien
qu’on peut considérer le faisceau de pompe non dépeuplé de ses photons, c’est à dire sous forme
d’un état cohérent d’amplitude α3 = |α3| e−ιω3t. En supposant l’accord de phase parfait (∆k = 0),
le système 2.14 se récrit

c

n1

dâ1

dz
= γα3â

†
2

c

n2

dâ2

dz
= γα3â

†
1

et a pour solution

â1(z) = â1(0) cosh(gz) + â†
2(0) sinh(gz)

â2(z) = â2(0) cosh(gz) + â†
1(0) sinh(gz)

avec g =
√

n1n2

c γ |α3|
L’opérateur nombre de photons dans le mode 1 s’écrit

N̂1(z) = â†
1(z)â1(z)

= N̂1(0) cosh2(gz) +
(

N̂2(0) + 1
)

sinh2(gz)

+
[

â†
1(0)â†

2(0)− â1(0)â2(0)
]

cosh(gz) sinh(gz)

et de même pour le mode 2.

Lorsqu’il n’y a initialement aucun photon dans les modes 1 et 2, le nombre de photons dans
chaque mode ℓ = 1, 2 vaut, au bout d’une longueur d’interaction z

〈N̂ℓ(z)〉 = 〈0102|N̂ℓ(z)|0102〉 = sinh2(gz)

Pour de faibles efficacités (gz ≪ 1), on a

〈N̂ℓ(z)〉 ≈ g2z2 = |E3|2
ω1ω2

n1n2c2

(

χ(2)
)2
z2

Ce résultat non nul provient de la non-commutativité des opérateurs â et â†, c’est à dire
directement de l’opération de quantification des équations couplées classiques.

Pour obtenir une description explicite de l’état du système lors d’une interaction paramétrique,
il est nécessaire de passer en représentation de Schrödinger.

Résolution en représentation de Schrödinger — En faisant le changement de variable
z = ct/nℓ, les équations couplées 2.14 deviennent

dâ1

dt
= γâ†

2â3

dâ2

dt
= γâ†

2â3

dâ3

dt
= −γâ1â2
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et peuvent s’écrire sous la forme d’une équation d’évolution de Heisenberg

dâℓ

dt
=

1
ι~

[

âℓ, Ĥ
]

avec un Hamiltonien d’interaction :

Ĥ = ι~γ
(

â†
1â

†
2â3 − â1â2â

†
3

)

= ι~γâ†
1â

†
2â3 +H.c. (2.15)

ou encore, en considérant l’onde de pompe dans un état cohérent d’amplitude α3 :

Ĥ = ι~γ |α3|
(

â†
1â

†
2e

−ιω3t − â1â2e
ιω3t

)

Dans l’approximation de l’onde tournante, l’Hamiltonien est le suivant :

Ĥ′ = ι~γ |α3|
(

â†
1â

†
2 − â1â2

)

En l’absence de photons dans les modes 1 et 2 à l’état initial, l’état après un temps d’interaction
t est :

|ψ〉 = e
Ĥ′t
ι~ |0〉1⊗|0〉2 = eγ|α3|t

(
â†

1â†
2−â1â2

)

|0〉1⊗|0〉2
Cette expression se simplifie en faisant appel à un théorème de désintrication [ACGT72] [Pop05]
initialement énoncé par Feynman [Fey51] en 1951 :

eθ
(

â†
1â†

2−â1â2

)

= eΓâ†
1â†

2e−g
(

â†
1â1+â†

2â2+1
)

e−Γâ1â2 (2.16)

où Γ = tanh θ et g = ln cosh θ.

L’état final s’écrit alors :

|ψ〉 = e−geΓâ†
1â†

2 |0〉1⊗|0〉2

= cosh−1(γ |α3| t)
∞∑

n=0

tanhn(γ |α3| t) |n〉1⊗|n〉2 (2.17)

Dans le cas où γ |α3| t ≪ 1, les termes en sinhn (n > 1) sont négligeables. L’expression se
réduit alors à :

|ψ(t)〉 ≈ |0〉1|0〉2 + sinh(γ |α3| t) |1〉1|1〉2 (2.18)

≈ |0〉1|0〉2 + γ |α3| t |1〉1|1〉2

ce qu’on retrouve simplement en ne conservant que les premiers termes des développements limités
de eγ|α3|tâ†

1â†
2 et e−γ|α3|tâ1â2 , qui interviennent sous forme de produit :

|ψ(t)〉 ≈
(

1l + γ |α3| t â†
1â

†
2

) (

1l− γ |α3| t â1â2

)

|0〉1|0〉2
≈
(

1l + γ |α3| t â†
1â

†
2 − γ |α3| t â1â2 − γ2 |α3|2 t2 N̂1N̂2

)

|0〉1|0〉2
≈ |0〉1|0〉2 + γ |α3| t |1〉1|1〉2

Cette expression s’interprète comme la superposition d’une absence de génération avec une
probabilité proche de 1 et d’une création de paire avec une probabilité proche de (γ |α3| t)2,
c’est à dire proportionnelle à l’intensité de l’onde de pompe et au carré du temps d’interaction.
Lorsque γ |α3| t n’est pas petit, des paires multiples sont produites avec les probabilités pn non
négligeables (calculées au § 4.2), et ce développement n’est plus valable. Toutefois, celui-ci rend
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compte simplement du cas généralement souhaitable pour les applications, où l’on cherche à éviter
la présence de paires multiples.

Interprétation corpusculaire — L’Hamiltonien 2.15 s’interprète comme la concurrence de
deux phénomènes conjugués :

• l’annihilation d’un photon 3 et la création des photons 1 et 2,

• l’annihilation des photons 1 et 2 et la création d’un photon 3.

Le photon de pompe est ici le photon « 3 », c’est à dire dans le mode (ω3,k3,~ε3) d’énergie
~ω3, d’impulsion ~k3 et de polarisation ~ε3. Un processus de scission en deux photons dans les
modes (ω1,k1,~ε1) et (ω2,k2,~ε2) (ainsi que le processus conjugué, réciproque) peut se produire à
condition de satisfaire trois relations de conservation :

• conservation de l’énergie

• conservation de l’impulsion

• conservation du moment cinétique

Le milieu d’interaction joue un rôle dans le respect de ces trois principes. L’interaction pa-
ramétrique dans ce milieu est élastique : la conservation de l’énergie s’écrit ~ω1 + ~ω2 = ~ω3.
Des conditions d’accord de phase bien choisies assurent la conservation de l’impulsion : dans le
cas de l’accord de phase par biréfringence, la conservation est naturellement satisfaite lorsque
le cristal est bien choisi et bien orienté (~k1 + ~k2 = ~k3). Pour un quasi-accord de phase, la
variation spatiale de la susceptibilité non-linéaire effective χ(2)

eff constitue un réseau qui apporte
un vecteur d’onde K au bilan de l’interaction non-linéaire de sorte que la conservation de l’im-
pulsion s’écrit ~k1 + ~k2 + ~K = ~k3. En ce qui concerne le moment cinétique 4, c’est la nature
tensorielle de la susceptibilité non-linéaire qui assure le lien entre les trois polarisations ~ε1,~ε2,~ε3 :
on a ~ε3 χ

(2)
~ε1~ε2 = χ

(2)
123. En effet, les transitions dipolaires (virtuelles, puisque nous nous plaçons

dans le cadre de fluorescence paramétrique) sont possibles pour différentes combinaisons de po-
larisation. La valeur de la composante χ(2)

123 rend compte de la probabilité de cette séquence de
transitions dipolaires (qui dépend également des trois fréquences), c’est à dire de la faculté du
milieu à coupler ces trois polarisations.

Généralisation au cas d’une génération multimode — Tandis que la génération de
seconde harmonique est un processus stimulé où tous les photons générés sont émis dans un
même mode, la fluorescence, en tant que phénomène spontané, est naturellement multimode et
tout autre couplage sous un Hamiltonien du type Ĥ′ = ι~γ′â†

1′ â
†
2′α3 + H.c. est possible, avec

une valeur du facteur de couplage γ′ différente. 5 De manière générale, l’Hamiltonien de couplage
prend plutôt la forme [HM85] :

Ĥ = ι~
∑

ℓ1,ℓ2

γ(ωℓ1 , ωℓ2 , ω3;~εℓ1 ,~εℓ2 ,~ε3)α3â
†
ℓ1
â†

ℓ2
+H.c

Mais ce sont surtout les conditions d’accord de phase qui limitent les modes possibles en imposant
des contraintes en termes d’impulsion et de spectre. C’est ce que nous allons voir ci-après dans
le cadre d’une illustration en quasi-accord de phase où les photons de pompe proviendront d’une
onde plane monochromatique.

4. Voir note 3, page 19

5. En s’éloignant de ∆ω autour de la dégénérescence ω0 = ω3/2, le facteur de couplage g ∝ χ(2)√ω1ω2ω3

augmente :
(ω0 + ∆ω)(ω0 − ∆ω)2ω0 = 2ω3

0(1 + (∆ω/ω0)2) > 2ω3
0

Mais d’autre part, χ(2)(2ω0;ω0 + ∆ω, ω0 − ∆ω) diminue plus rapidement avec avec ∆ω, ce qui rend en général g
plus grand à la dégénérescence.
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Remarquons que l’approximation monochromatique est valable dans le cas d’une pompe conti-
nue ou d’impulsions longues. On pourra se reporter à l’étude de Ou en 1997 [Ou97] pour le cas
d’une onde de pompe plane dont le spectre est significativement élargi par la brièveté des impul-
sions.

Le caractère fortement multimode de l’émission spontanée soulève le problème essentiel de
la collection d’un tel rayonnement ; en particulier de son couplage dans une fibre optique. Le
problème de la recherche d’une collection optimale, critique pour les applications de la fluorescence
paramétrique à des sources de paires de photons jumeaux (cf. Chap. 5), nécessite un traitement
approfondi. Le chapitre 6 de ce document présentera une étude que nous avons effectuée en ce
sens. Cette fois, le faisceau de pompe n’y sera pas considéré comme une onde plane mais comme
un faisceau gaussien, et la multiplicité des vecteurs d’onde y sera pleinement prise en compte,
dans une description locale de l’interaction paramétrique. Le caractère impulsionnel de la pompe
y sera aussi considéré.

2.5.2 Effet du désaccord de phase : illustration en quasi-accord de phase

Contrairement à la génération de seconde harmonique, les photons à ω1 et ω2 ne sont pas
nécessairement dans le même mode. En modifiant les conditions d’accord de phase par rapport à la
génération de seconde harmonique, on peut les rendre non-dégénérés (ω1 6= ω2), ou non-colinéaires
(k1 ∦ k2). Nous illustrons ici, dans le cadre du quasi-accord de phase, comment une perturbation
des conditions d’accord de phase influe sur un processus initialement dégénéré et colinéaire.
On considère ici que le milieu permet l’interaction de trois ondes identiquement polarisées. On
considère également que le photon de pompe à ω3 provient d’une onde plane de vecteur d’onde
k3.

Lorsque le quasi-accord de phase est réalisé, nous avons la relation générale suivante :

k1 + k2 + K = k3 (2.19)

qui s’écrit, projetée sur l’axe de propagation de la pompe k3 :

ω3n3 − ω1n1 cos θ1 − ω2n2 cos θ2 −Kc = 0 (2.20)

où θ1 et θ2 sont définis sur la Figure 2.4.

k1 k2

k3

Kθ1 θ2

Figure 2.4 – Notations pour un accord de phase dans le cas général : colinéaire si θ1 = θ2 = 0, non
colinéaire sinon.

On considère cette condition satisfaite à une température de cristal T0 pour un processus
colinéaire et dégénéré en fréquence :

ω1 = ω2 = ω0 = ω3/2

n1 = n2 = n0 = n(ω0, T0)

θ1 = θ2 = 0

alors K doit valoir K = 2ω0
c [n(2ω0, T0)− n(ω0, T0)] et restera fixé par la suite.

Pour modifier les conditions d’accord de phase, on fait varier la température du cristal. On
prend à titre d’exemple un cristal de niobate de lithium dopé à 5 % d’oxyde de magnésium
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(5 %MgO :LiNbO3) dont l’indice de réfraction dépend de la fréquence et de la température d’après
les coefficients de Sellmeier déterminés par Gayer et ses collaborateurs [GOS+08] en 2008 et
illustrés par la Figure 2.5.
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Figure 2.5 – Indice de réfraction du 5 %MgO :LiNbO3 en fonction de la longueur d’onde à différentes
températures selon Gayer et al. [GOS+08]

Pour une température T ′ différente de T0, on a, en notant par un « prime » les paramètres
susceptibles de changer :

ω3n
′
3 − ω′

1n
′
1 cos θ′

1 − ω′
2n

′
2 cos θ′

2 −Kc = 0

n′
i = n(ωi, T

′) i = 1, 2, 3

On cherche à savoir deux choses :

1. Est-il toujours possible de trouver une paire de photons dégénérée en fréquence ? Quelle
direction suivent-ils ?

2. Est-il toujours possible de trouver une paire de photons dans l’axe de propagation ? A
quelles fréquences ?

Ces deux questions ne s’excluent pas ; elles supposent de voir le problème de deux points de
vue différents :

Point de vue 1 : lieu de la dégénérescence — Dans ce point de vue, on considère que
ω′

1 = ω0 et ω′
2 = ω0.

2ω0n(2ω0, T
′)− ω0n(ω0, T

′)(cos θ′
1 + cos θ′

2)−Kc = 0

La projection sur un axe orthogonal à k3 donne ω0n
′
0sinθ

′
1 + ω0n

′
0sinθ

′
2 = 0, c’est à dire

θ′
2 = −θ′

1 = −θ′.

n(2ω0, T
′)− n(ω0, T

′) cos θ′ − Kc

2ω0
= 0

θ′ = arccos

[
n(2ω0, T

′)− Kc
2ω0

n(ω0, T ′)

]

(2.21)
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θ′ indique dans quelle direction par rapport à l’axe rencontrer un photon à la fréquence de
dégénérescence ω0 lorsque la température du cristal est différente de T0. L’autre photon de la
paire est dirigé dans une direction symétrique par rapport à l’axe k3 de la pompe. La Figure 2.6
montre que pour une température inférieure à T0, l’émission de paires de photons dégénérés est
non colinéaire. Pour une température supérieure à T0, l’équation 2.21 n’a pas de solution : le
processus est impossible dans ces conditions et on ne trouve pas de paires de photons dégénérées
en fréquence. Dans le paragraphe suivant, où l’on se place du point de vue colinéaire, nous
analyserons la forme du spectre émis dans la direction de la pompe pour différentes températures.
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Figure 2.6 – Évolution de l’angle d’émission des photons à la fréquence de dégénérescence (ω0 = ω3/2) en
fonction de l’écart à la température T0 définie comme la température de cristal permettant
l’accord de phase dégénéré colinéaire. À une température supérieure, aucun photon n’est émis
à la dégénérescence, quelle que soit la direction.

Remarquons que si l’on souhaite produire des paires de photons de façon non-colinéaire, on
peut le concevoir en choisissant un pas de quasi-accord de phase plus petit.

Point de vue 2 : spectre en émission colinéaire — Dans ce point de vue, on considère
que ω′

1 = ω0 + ∆ω et ω′
2 = ω0 − ∆ω (symétrie requise par la conservation de l’énergie) et que

θ′
1 = θ′

2 = 0. Alors :

2ω0n(2ω0, T
′)− (ω0 + ∆ω)n(ω0 + ∆ω, T ′)− (ω0 −∆ω)n(ω0 −∆ω, T ′)−Kc = 0

L’écart relatif à la dégénérescence s’exprime par :

∆ω
ω0

=
2n(2ω0, T

′)− Kc
ω0
− [n(ω0 + ∆ω, T ′) + n(ω0 −∆ω, T ′)]

n(ω0 + ∆ω, T ′)− n(ω0 −∆ω, T ′)
(2.22)

La valeur de ∆ω en fonction de T ′ peut être obtenue par une méthode numérique de résolution.
Mais pour de petits ∆ω, on a la relation approximative suivante :

∆ω
ω0

=

√
√
√
√
√

2n(2ω0, T ′)− 2n(ω0, T ′)− Kc
ω0

ω0
∂n
∂ω

∣
∣
∣
ω0

(2.23)
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La Figure 2.7 représente un exemple de solution pour un cristal de niobate de lithium pompé
au voisinage de 800 nm.
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Figure 2.7 – Écart relatif à la fréquence de dégénérescence lorsqu’on change la température du cristal.
Traits pleins : résolution exacte d’après (2.22). Pointillés : solution approchée d’après (2.23).
(Exemple pour un cristal de Mg0 :LiNbO3 de coefficients de Sellmeier donnés par [GOS+08].
Dégénérescence à 1563,75 nm obtenue à 141,4°.)

Finalement, dans l’axe de propagation du faisceau de pompe, on distingue deux cas :

• si T ′ > T0, on trouve toujours des paires de photons issus de la fluorescence paramé-
trique, mais à des fréquences symétriques par rapport à la dégénérescence ω0.

• si T ′ < T0, aucune production de paires de photons n’est possible par l’accord de phase.

2.5.3 Illustration en accord de phase par biréfringence

Nous venons de voir dans le cas du quasi-accord de phase qu’il était possible de modifier la
répartition angulaire du spectre de fluorescence en ajustant la valeur de ∆k − K autour d’une
valeur nulle. La même chose est possible dans le cas de l’accord de phase par biréfringence où
K = 0. Alors que nous nous étions restreints dans le paragraphe précédent au cas où les deux
photons générés étaient de même polarisation, nous allons ici distinguer les cas suivants :

• Accord de phase de type I : les deux photons émis ont la même polarisation

• Accord de phase de type II : les photons émis ont des polarisations orthogonales, notées
~ε1 et ~ε2

Type I — Pour une paire de photons générés lors d’un processus de fluorescence paramé-
trique en accord de phase de type I, les deux photons présentent la même polarisation : le même
raisonnement s’applique indifféremment pour chacun d’eux.

Comme pour l’exemple précédent du quasi-accord de phase (Eq. 2.20), à chaque fréquence
ω1 d’un des photons générés correspond un angle θ1 entre son vecteur d’onde k1 et le vecteur
d’onde de pompe k3. Par invariance dans le plan orthogonal à k3, aucun plan d’interaction n’est
privilégié, et le cône d’ouverture θ1 axé sur le faisceau de pompe est donc le lieu d’émission des
photons à la fréquence ω1. De même, le cône d’ouverture θ2 est le lieu d’émission des photons à la
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fréquence ω2. La relation entre l’angle et la fréquence dépend des conditions d’accord de phase,
c’est à dire, pour un cristal donné, de l’angle entre son axe optique et k3.

Pour deux photons jumeaux, issus d’une même interaction, la conservation de l’impulsion
impose cependant que l’un et l’autre soient émis dans un plan qui contient l’axe de la pompe
(k1,k2,k3 sont coplanaires). La Figure 2.8 illustre cette configuration, deux symboles identiques
indiquent des photons jumeaux.

ω3/2−∆ω

ω3/2

ω3/2 + ∆ω

Figure 2.8 – Fluorescence en accord de phase de type I : deux symboles identiques indiquent des photons
jumeaux, issus du même photon de pompe

Type II — Dans cette situation, la différence de polarisation rend différents les trajets des
deux photons générés. Pour une fréquence donnée, l’angle d’émission du photon polarisé selon
~ε2 n’est pas le même que pour le photon polarisé selon ~ε2 : le lieu d’émission des photons est
décrit par deux ensembles de cônes, comme l’illustre la Figure 2.9. On pourra consulter les articles
publiés en 1994 par Kwiat et al. [KESC94] et par Rubin et al. [RKSS94] pour un calcul rigoureux
des conditions d’accord de phase dans cette configuration, ou l’article de Kurtsiefer et al. de 2001
[KOW01] pour un résumé. Comme en Type I, des symboles identiques désignent des photons
jumeaux.

Figure 2.9 – Fluorescence en accord de phase de type II : deux symboles identiques indiquent des photons
jumeaux, issus du même photon de pompe. Les N indiquent le cas général de photons
jumeaux. Les � indiquent une paire de photons intriqués de fréquence différente. Les �

indiquent une paire de photons intriqués et indiscernables en fréquence.

La particularité de l’accord de phase de type II par rapport au type I est qu’il existe des
directions particulières aux intersections des cônes : pour un couple de photons jumeaux à ω+ =
ω3/2 + ∆ω et ω− = ω3/2−∆ω, les intersections correspondent à des directions k et k′ où chaque
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photon est dans une superposition des polarisations ordinaire et extraordinaire. Cette situation
est repérée par les symboles � ou � sur la Figure 2.9. L’état global de la paire s’écrit

|ψ〉 =
1√
2

(
|ω+,k,~ε1〉|ω−,k′,~ε2〉+ |ω−,k,~ε2〉|ω+,k′,~ε1〉

)
(2.24)

On ne peut pas factoriser l’état de la paire en deux sous-systèmes associés aux directions k et k′.
Nous allons voir dans la section suivante que cette expression décrit un état « intriqué ».

Parmi ces directions de photons intriqués, deux (indiquées par un �) sont singulières : elles
correspondent à des photons également indiscernables en fréquence. Ceci leur assure la cohé-
rence nécessaire à l’observation d’interférences de nature spécifiquement quantique. Les sources
de photons intriqués de type II sont parmi les sources les plus efficaces actuellement pour observer
ce genre d’interférences, dont nous allons voir maintenant qu’elles remettent en cause certaines
intuitions physiques classiques.
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Chapitre 3

L’intrication quantique

Malgré une littérature abondante au sujet de l’intrication, nous avons tenu à en rappeler
quelques définitions. Nous souhaitions également évoquer comment un théorème, conçu initia-
lement par J. Bell pour mettre fin à un débat épistémologique, s’est transformé en un outil
de caractérisation fondamental pour les applications en information quantique. Nous présentons
également quelques exemples concrets d’observables utilisées dans les expériences.

3.1 États intriqués

3.1.1 Définition

En physique quantique, le concept d’intrication recouvre une propriété précise d’un système
à plusieurs particules, par rapport à une observable donnée : la non-factorisabilité de l’état du
système global à plusieurs particules en termes d’états de chaque sous-système associé à chacune
des particules.

Considérons, pour cette introduction, un système S formé de deux sous-systèmes identiques
S1 et S2. On s’intéresse à l’observable Oi de Si possédant deux valeurs propres associées aux états
propres |φi〉 et |ϕi〉.

Si S1 et S2 sont dans un état propre de O1 et O2, on peut toujours écrire l’état |S〉 du système
S sous forme factorisée :

|S〉 = |S1〉 ⊗ |S2〉 =







|φ1〉 ⊗ |φ2〉
ou |ϕ1〉 ⊗ |ϕ2〉
ou |φ1〉 ⊗ |ϕ2〉
ou |ϕ1〉 ⊗ |φ2〉

En revanche, si les sous-systèmes sont dans une superposition d’états propres de Oi, le système
ne peut pas toujours s’écrire sous la forme factorisable précédente :

|S〉 6=
(

α1|φ1〉+ β1|ϕ1〉
)

⊗
(

α2|φ2〉+ β2|ϕ2〉
)

(3.1)

6= |S1〉 ⊗ |S2〉

avec α1, β1, α2, β2 ∈ C, |α1|2 + |β1|2 = 1, |α2|2 + |β2|2 = 1.

Il prend en général une forme non-factorisable, comme par exemple :

|S〉 = α|φ1〉|φ2〉+ β|ϕ1〉|ϕ2〉
(

α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1
)

(3.2)

49
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qui exprime la superposition du système total dans deux états |S′〉 et |S′′〉 :

|S〉 = α|S′〉+ β|S′′〉

ce qu’il est en effet toujours permis d’écrire en vertu du principe de superposition.

Cette forme générale, qui peut s’étendre à plus de deux particules et à une observable à plus
de deux états propres, est dite « intriquée ». Elle remet en cause certaines intuitions classiques,
comme celle de séparabilité. La non-factorisabilité se traduit en effet par la non-séparabilité des
deux sous-systèmes, ce qui est a priori paradoxal si les deux sous-systèmes décrivent des objets
différents.

En pratique, des systèmes à deux niveaux et deux particules, tels que celui décrit par l’état
(3.2), sont les plus simples à produire et à manipuler, et permettent déjà d’observer des phéno-
mènes de corrélation proprement quantiques.

3.1.2 Etats maximalement intriqués

Quelles que soient les valeurs (non nulles) de α et β dans l’Equation (3.2), l’état est intriqué.
Cependant, les corrélations quantiques qui en découlent sont plus ou moins fortes en fonction de
ces paramètres. Elles sont maximales lorsque |α|2 = |β|2 = 1

2 car dans ce cas, l’information sur
chaque particule indépendamment est minimale (les états |φi〉 et |ϕi〉 sont équiprobables, l’entropie

est maximale), tandis que l’information conditionnelle sur l’état de l’un connaissant l’état de
l’autre est totale 1. Ainsi, on dit de l’état |Smax〉 = 1√

2

(

|φ1〉|φ2〉+|ϕ1〉|ϕ2〉
)

qu’il est maximalement

intriqué. Une bonne source de particules intriquées, au sens de l’information quantique, doit
produire ce type d’état, afin qu’elle puisse être utilisée pour observer des corrélations quantiques
aussi importantes que possibles.

Tout autre état qui peut être transformé en |Smax〉 par une combinaison d’opérateurs d’évo-
lution unitaires locaux (i.e. agissant sur chaque particule) est également maximalement intriqué.
En particulier, pour des photons, les opérations de déphasage ou de rotation de la polarisation
sont de tels opérateurs. Alors, on peut écrire que les états de la forme suivante sont maximalement
intriqués :

|Φ(θ)〉 =
1√
2

(

|φ1〉|φ2〉+ eιθ|ϕ1〉|ϕ2〉
)

(3.3)

|Ψ(θ)〉 =
1√
2

(

|φ1〉|ϕ2〉+ eιθ|ϕ1〉|φ2〉
)

(3.4)

On peut choisir quatre de ces états maximalement intriqués comme base de l’espace des états
d’un système à deux particules, intriquées ou non :

|Φ+〉 = |Φ(0)〉 =
1√
2

(

|φ1〉|φ2〉+ |ϕ1〉|ϕ2〉
)

(3.5)

|Φ−〉 = |Φ(π)〉 =
1√
2

(

|φ1〉|φ2〉 − |ϕ1〉|ϕ2〉
)

(3.6)

|Ψ+〉 = |Ψ(0)〉 =
1√
2

(

|φ1〉|ϕ2〉+ |ϕ1〉|φ2〉
)

(3.7)

|Ψ−〉 = |Ψ(π)〉 =
1√
2

(

|φ1〉|ϕ2〉 − |ϕ1〉|φ2〉
)

(3.8)

Ces états maximalement intriqués particuliers sont connus sous le nom d’« états de Bell »,
du nom du théoricien qui permit à l’information quantique de naître, lorsqu’il offrit le moyen de

1. Pour un état pur décrit par (3.2) ; ce n’est pas le cas pour un état mixte, dont nous ne parlons pas ici
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transposer au domaine expérimental le débat qui, comme nous allons le voir maintenant, n’était
jusque-là que d’ordre philosophique.

3.2 Réalisme, localité, séparabilité

3.2.1 Le paradoxe EPR : réalisme contre positivisme

A. Einstein, B. Podolsky et N. Rosen (EPR) ont publié en 1935 un article intitulé « La des-
cription de la réalité par la mécanique quantique peut-elle être considérée complète ? » [EPR35].
Qu’ils aient choisi cette formulation, plutôt que simplement « La mécanique quantique peut-elle
être considérée complète ? », est significatif d’une certaine position philosophique qui alimente
depuis le congrès Solvay de 1927 un grand débat entre certains physiciens (Einstein, De Bro-
glie, Schrödinger...) et d’autres, représentatifs de l’école de Copenhague (Bohr, Heisenberg...). Un
échange célèbre lors de ce congrès résume deux positions bien différentes à propos des relations
d’incertitude de Heisenberg qui sont, aux côtés du principe de superposition et de réduction du
paquet d’onde, le sujet principal de discussion :

— God doesn’t play dice.

— Einstein, stop telling God what to do. (Bohr)

Dans leur article, EPR postulent l’existence d’une réalité physique indépendante de l’obser-
vateur 2 que le physicien aurait pour tâche de découvrir. Peut-être inspirés par les très récents
travaux de K. Popper sur la réfutabilité comme critère de scientificité [Pop34], EPR proposent
un critère permettant de juger de la présence d’un « élément de réalité » :

« If, without in any way disturbing a system, we can predict with certainty (i.e.,
with probability equal to unity) the value of a physical quantity, then there exists an
element of physical reality corresponding to this physical quantity. » [EPR35]

De ce point de vue, si un élément de réalité existe et que la mécanique quantique n’en rend pas
compte, celle-ci doit être considérée comme incomplète :

« Whatever the meaning assigned to the term complete, the following requirement for
a complete theory seems to be a necessary one : every element of the physical reality

must have a counterpart in the physical theory. We shall call this the condition of
completeness. » [EPR35]

Pour certains physiciens, dont EPR, ce postulat est admis : on les dit réalistes 3. EPR ne
remettent pas en cause la justesse de la théorie (son accord avec l’expérience) mais affirment que
la mécanique quantique ne peut être « satisfaisante » que si elle n’est pas seulement « correcte »
mais également « complète », ce qui, de leur point de vue réaliste, n’est pas le cas.

Des physiciens positivistes, au contraire, n’ont pas besoin du postulat de réalité indépendante de
l’observateur et considèrent qu’une théorie qui fournit des prédictions avec une précision suffisante

2. J.S. Bell ironisera [Bel90], à propos de l’idée que ce soit une mesure R qui révèle un élément de réalité décrit,
avant cette mesure, comme une superposition : « Fallait-il attendre qu’il y ait des êtres humains sur terre pour que
l’opération R apparaisse ? Ou fallait-il attendre qu’il y ait des gens munis d’un doctorat ? »

3. J. Bricmont remarque [Bri95] qu’il ne faut pas confondre cette définition du réalisme et une autre, aussi
appelée réalisme naïf, qui consiste à dire que le monde est tel qu’il apparait et que la théorie doit simplement rendre
compte des phénomènes. Qu’Einstein, bien qu’il se considérât réaliste, ait défendu la théorie de la relativité qui
était contraire à certaines intuitions, illustre bien cette nuance. Mais cet argument, certainement trop tentant, fût
tout de même utilisé par Bohr dans sa réponse à l’article d’EPR [Boh35].
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et qui n’est pas contredite par les données de l’expérience n’a pas de raison d’être considérée
comme incomplète. C’est la position qu’adopte Niels Bohr dans un article homonyme à celui
d’EPR [Boh35] mais qui en réfute les arguments. Dans cet article, Bohr soulève une « ambiguïté »
dans la formulation par EPR du « critère de réalité ». Après avoir ainsi démuni EPR de leur critère
de réalité, il propose, en bon positiviste, de résoudre le problème en rappelant son concept de
complémentarité — qu’il avait déjà introduit plus tôt [Boh34] — à savoir par exemple que le
produit non nul des incertitudes sur la position x et l’impulsion p 4 rend simplement compte du
fait qu’un objet quantique doit être vu soit comme une particule (alors x est bien défini et son
mouvement p incertain), soit comme une onde (de vecteur d’onde bien défini proportionnel à p
mais délocalisée), en fonction des conditions de mesure.

3.2.2 Le paradoxe EPR : non-localité et non-séparabilité

Mais en s’attachant à démontrer l’« ambiguïté » du critère de réalité proposé par EPR afin
de montrer que la mécanique quantique n’a pas besoin de cela pour être complète, Bohr passe
à côté d’un des aspects de l’intrication soulevé par EPR.

Certes, la question centrale pour EPR est celle du réalisme et Bohr y répond. Mais le « para-
doxe » qu’énoncent EPR à propos de l’intrication pose également le problème de la non-localité,
absent de la réponse de Bohr.

Reprenons une remarque d’EPR et simplifions-là (ce qui n’en réduit pas les conséquences)
en l’appliquant à l’état décrit par l’équation (3.2) 5 : si les deux particules S1 et S2 constituant
le système S décrit par l’état |S〉 sont dirigées vers deux appareils de mesure éloignés pouvant
donner les résultats φi ou ϕi selon que la particule i est dans l’état |φi〉 ou |ϕi〉, cette équation
–permise par la mécanique quantique– pose le problème suivant :

Avant la mesure, l’état de chaque particule est indéterminé. Après une mesure sur la particule
1, le résultat peut valoir φ1 ou ϕ1 (avec, ici, une probabilité égale) ce qui réduit le paquet d’onde
de la particule 1 respectivement dans l’état |φ1〉 ou |ϕ1〉. Outre la question de la réduction du
paquet d’onde propre à cette particule qui, comme nous l’avons vu plus haut, pose problème à
Einstein et aux autre réalistes en raison de la présence d’aléa, la forme de |S〉 implique que la
particule 2 se trouve elle aussi réduite en l’état |φ2〉 ou |ϕ2〉. Il semble là s’agir d’une action à
distance « qui fait froid dans le dos » 6 à Einstein.

Plus encore, la mesure sur la particule 1 ne fait pas que déclencher la réduction du paquet
d’onde de la particule 2, elle en détermine l’état : |φ2〉 si la mesure sur la particule 1 donne φ1 ;
|ϕ2〉 si la mesure sur la particule 1 donne ϕ1. On peut conclure à l’une des trois conséquences
suivantes :

1. soit il existe un médiateur entre les deux particules, qui détient l’information de la
mesure sur la première, et qui la transmet à la seconde, de façon à la projeter sur l’état
correspondant,

2. soit la mécanique quantique est une théorie à causalité non-locale,

3. soit il existe une « variable cachée », partagée par les deux particules lors du processus
qui leur est à l’origine, et qui n’est pas décrite par la mécanique quantique.

Le problème, dans le premier cas, est que non seulement la mécanique quantique ne prédit pas
l’existence d’un tel médiateur, mais elle ne dit rien non plus sur le temps qui sépare la projection

4. ∆x∆p ≥ ~

2
, qui est une conséquence directe de la non-commutativité des opérateurs associés à ces variables

conjuguées
5. EPR utilisait une superposition continue sur les observables impulsion et position plutôt qu’une superposition

à deux états discrets
6. « spukhafte Fernwirkung » dixit Einstein dans une lettre [Ein71] à M. Born, expression autrement connue

sous le nom « spooky action at distance »
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de la particule mesurée de la projection de l’autre particule. Soit la théorie est incomplète car
elle ne dit rien à propos d’un tel intervalle de temps, soit il est permis que ces deux projections
soient parfaitement simultanées, grâce à une information provenant de la particule 1 atteignant
de façon instantanée la particule 2, ce qui est contraire à la théorie de la relativité qui fixe une
vitesse limite c à tout déplacement dans l’espace.

Si l’on suppose qu’il n’existe pas un tel médiateur, c’est à dire si l’on se borne à ce que dit la
mécanique quantique, on admet que celle-ci est non-locale, c’est à dire qu’une cause au point r1

où se situe la particule 1 peut avoir un effet direct au point r2 où se trouve la particule 2. C’est
l’interprétation « orthodoxe » défendue par Bohr et l’école de Copenhague, en vertu d’un point
de vue positiviste, mais rejetée par les réalistes.

Les réalistes, dont Einstein, suggèrent donc la troisième hypothèse, à savoir l’existence d’une
variable cachée qui assure la corrélation des deux mesures par « cause commune dans le passé »,
ce qui serait satisfaisant mais dont la mécanique quantique ne rend pas compte, la rendant dès
lors incomplète.

Jusqu’à la mort d’Einstein et de Bohr, et même ensuite, la question resta d’ordre philosophique,
aucune expérience permettant de trancher en faveur de l’une ou l’autre hypothèse n’ayant été
réalisée. Les positivistes, considérant la mécanique quantique complète puisque non remise en
cause par l’expérience, se satisfaisaient de la seconde hypothèse, et les réalistes défendaient la
première ou la troisième, avec pour conclusion, dans les deux cas, que la mécanique quantique est
incomplète.

Pourtant, un certain point de vue, que note J. Bricmont [Bri95], suggère une manière de
réconcilier les attitudes positiviste et réaliste : la présence éventuelle de variables cachées n’im-
pliquerait pas, comme l’affirment EPR, l’incomplétude de la mécanique quantique. Que de telles
variables existent mais soient, même fondamentalement, inaccessibles à la connaissance n’est pas
contradictoire avec une certaine conception du réalisme. Le fait que la mécanique quantique ne les
inclue pas dans son formalisme n’est donc pas rédhibitoire pour un réaliste. La véritable contra-
diction résiderait dans le fait que la mécanique interdise l’existence de telles variables cachées.
Justement, en 1964, soit 6 ans après la mort d’Einstein et 2 après celle de Bohr, J. S. Bell, alors
en séjour sabbatique d’un an détaché du CERN de Genève, publie un article qui revient sur le
paradoxe EPR et aborde cette question.

3.2.3 Inégalité de Bell

Dans son article « On the Einstein Podolsky Rosen paradox » [Bel64], J. S. Bell prend au
mot EPR et introduit l’« élément de réalité » supposé et non décrit par la mécanique quantique,
sous forme de la « variable cachée » λ partagée par les deux particules dès leur création et qui
assurerait la complétude de la mécanique quantique, en portant l’information sur le résultat de
mesure. Bell ne suppose rien à propos de ce paramètre. En particulier, il précise qu’il peut être
« une simple variable, un ensemble ou même un ensemble de fonctions ». Bien que ce paramètre
puisse prendre des valeurs « tout aussi bien discrètes que continues », il le suppose, sans perte de
généralité, à valeurs continues.

Bell considère deux particules de spin 1
2 (respectivement ~σ1 et ~σ2) se déplaçant librement en

deux directions opposées. Sur la particule 1, une mesure de type Stern et Gerlach orientée selon
la direction ~a peut donner deux résultats équiprobables : A = +1 ou A = −1 pour la composante
de spin ~σ1 ·~a. La même expérience réalisée sur la particule 2 selon l’orientation ~b peut donner les
mêmes résultats B = +1 ou B = −1 pour la composante ~σ2 ·~b.

Dans une théorie à causalité locale, le résultat A peut dépendre de ~a mais il est exclu qu’il
dépende de ~b ; de même B ne dépend pas de ~a. C’est donc sous la forme suivante qu’est introduite
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la variable cachée λ :

A(~a, λ) = ±1

B(~b, λ) = ±1

c’est à dire un paramètre partagé issu de leur interaction passée, qui serait susceptible de rendre
compte des corrélations. La distribution de probabilité de λ est ρ(λ) (qui vérifie ρ(λ) ≥ 0 et
∫
ρ(λ)dλ = 1). Alors, l’espérance mathématique du produit des deux résultats de mesure peut

s’exprimer par
P (~a,~b) =

∫

ρ(λ)A(~a, λ)B(~b, λ)dλ

Bell montre, en troisième partie de son article, qu’à l’aide d’une fonction ρ appropriée, une
variable cachée introduite sous cette forme peut parfaitement rendre compte des prédictions
quantiques de résultats de mesure entre deux spins 1

2 dans l’état intriqué

|ψ〉 =
1√
2

(
|+〉|−〉 − |−〉|+〉

)

à savoir une anticorrélation parfaite (A = +1 lorsque B = −1 et inversement) lorsque les appareils
de mesure sont identiquement orientés (~a = ~b), et une absence totale de corrélation lorsque les
appareils sont orientés de manière orthogonale (~a ·~b = 0).

Ainsi, pour des configurations de mesure particulières, les prédictions de la mécanique quan-
tiques peuvent s’expliquer dans le cadre d’une théorie locale à variables cachée. Mais dans le cas
général, Bell montre que, quelles que soient les orientations ~a, ~b et ~c, l’inégalité suivante doit être
satisfaite :

1 + P (~b,~c) ≥
∣
∣
∣P (~a,~b)− P (~a,~c)

∣
∣
∣ (3.9)

Or il existe des configurations (par exemple ~a · ~c = 0, ~a · ~b = ~b · ~c = 1√
2
) où les prédictions

quantiques ne satisfont pas cette inégalité.

La mécanique quantique semble donc bien être incompatible avec l’existence de variables ca-
chées, et le point de vue de Copenhague confirmé. C’est du moins la conclusion qu’entraînerait
une confirmation expérimentale de la violation de l’inégalité de Bell. Une telle confirmation sup-
poserait de réaliser une succession de mesures de A(~a) et B(~b) sur le système dans l’état |ψ〉 et
de réaliser une estimation statistique E(~a,~b) de la valeur de P (~a,~b), en comptant les probabilités
d’occurrence des différentes coïncidences suivantes :

R++(~a,~b) : Mesure de +1 pour les deux particules

R−−(~a,~b) : Mesure de −1 pour les deux particules

R+−(~a,~b) : Mesure de +1 pour la particule 1 et −1 pour la particule 2

R−+(~a,~b) : Mesure de −1 pour la particule 1 et +1 pour la particule 2

cela pour différentes combinaisons de ~a et ~b. Alors l’espérance E(~a,~b) vaut :

E(~a,~b) = R++(~a,~b) +R−−(~a,~b)−R+−(~a,~b)−R−+(~a,~b)

On peut calculer que, selon les prédictions de la mécanique quantique, on a :

R++(~a,~b) = R++(α, β) = cos2(β − α) (3.10)

où α et β sont les angles que font respectivement ~a et ~b avec une orientation de référence quel-
conque. Il s’agit donc de réaliser une expérience de mesure des R±±(~a,~b), R±±(~b,~c), R±±(~a,~c)
qui teste l’inégalité (3.9) pour vérifier ou invalider l’hypothèse de l’existence de variables cachées.
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3.2.4 Inégalité de Clauser, Horne, Shimony et Holt

Pendant les huit années qui suivirent la publication de l’article de Bell, aucune expérience ne
fut réalisée. Pour cela, il fallut attendre que J. Clauser, M. Horne, A. Shimony et R. A. Holt

publient [CHSH69] en 1969 une forme dérivée de l’inégalité de Bell, la forme dite « CHSH » :

− 2 ≤ S ≤ 2 avec S = E(~a,~b)− E(~a,~b′) + E(~a′,~b) + E(~a′,~b′) (3.11)

où ~a, ~a′ sont deux orientations différentes de l’appareil de mesure sur la particule 1 et ~b, ~b′ deux
orientations différentes de l’appareil de mesure sur la particule 2.

Il existe certaines orientations pour lesquelles cette inégalité n’est pas vérifiée par les prédictions
quantiques sur le système dans l’état |ψ〉. Par exemple si (~a,~b) = (~b,~a′) = (~a′,~b′) = π

8 , alors S
vaut 2

√
2 > 2.

Sous la forme CHSH, l’inégalité de Bell est plus facilement testable expérimentalement. La
plupart des premières expériences réalisées la violaient, confirmant les prédictions de la mécanique
quantique (dont, par exemple, S. Friedman et J. Clauser [FC72] en 1972 ainsi que E. Fry et
R. Thompson [FT76] en 1976) mais se basaient sur des suppositions supplémentaire affaiblissant
la valeur de leurs conclusions. 7

La première preuve considérée comme non ambiguë est attribuée à l’équipe d’A. Aspect avec
une série d’expériences datant du début des années 1980.

3.2.5 Expériences d’Aspect

Les « expériences d’Aspect » regroupent trois expériences de violation de l’inégalité de Bell.
Par rapport à l’expérience originale imaginée par Bell, et comme l’ont suggéré D. Bohm et Y.
Aharonov [BA57] dès 1957, les particules de spin 1/2 sont remplacés par des photons (ce qui était
déjà le cas dans les expériences précédentes). La superposition de deux polarisations orthogonales
remplace la superposition de spins, et les appareils de Stern et Gerlach sont remplacés par des
polariseurs.

A. Aspect et ses collaborateurs utilisent l’intrication de deux photons générés dans le domaine
visible par cascade radiative dans des atomes de Calcium pompés par absorption à deux photons
issus de deux lasers (à ions Krypton, et à colorant : Rhodamine 6G).

La première expérience, décrite dans un article publié en 1980 [AGR81] est la première à violer
de manière claire l’inégalité de Bell. La Figure 3.1, qui représente le taux de comptage R++ en
fonction de l’angle entre ~a et ~b témoigne de l’excellent accord obtenu entre leur expérience et la
théorie (Eq. 3.10), aux pertes et aux fausses détections près.

Mais cette première expérience n’utilisait qu’un détecteur par voie de mesure, de sorte que
c’est par l’absence de détection correspondant à la valeur + qu’était extrapolée (à partir du
rendement de détection) la présence d’un photon donnant le résultat − : les grandeurs R+−, R−+

et R−− n’étaient pas directement accessibles. La seconde expérience [AGR82], en utilisant quatre
détecteurs et un séparateur de polarisation plutôt qu’un simple polariseur, se rapprochait ainsi
davantage de l’expérience de pensée de Bohm et Aharonov [BA57] et de l’idée originale de Bell.

Cela comble un certain aspect de la « faille de détection » 8 qui peut s’énoncer de la façon
suivante : Un phénomène inconnu 9 sélectionnerait quels photons ne sont pas détectés, de manière

7. i.e. inefficacité des polariseurs en raison de la longueur d’onde des photons utilisés, faible taux de génération
de paires de particules ayant pour conséquence un long temps d’intégration donc une forte variance, inégalités
dérivées de CHSH de manière inexacte

8. Voir par exemple [MSRP98] ou [RKM+01] pour des progrès récents à ce sujet.
9. Une sorte de « démon de Maxwell » [Max72] ou de « malin génie » cartésien.
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Figure 3.1 – Taux de coïncidences R(φ) en fonction de φ = (~a,~b) normalisé au taux de coïncidences R0 en
l’absence d’analyseurs. La courbe n’est pas un ajustement à partir des points mais les
prédictions de la mécanique quantique ; les barres d’erreur correspondent à l’écart-type sur les
mesures. (Figure tirée de [AGR81])

à biaiser les mesures en faveur de la violation de l’inégalité de Bell. Cependant, il est bien sûr
supposé que cette sélection est parfaitement aléatoire, ce qui revient à nier l’existence d’un tel
phénomène. Mais toute amélioration du rendement de détection est recherchée pour clore cette
faille totalement.

La troisième expérience d’Aspect [ADR82] a pour but de résoudre une autre faille, la « faille
de localité » 10 : pour être conforme à l’hypothèse de localité de Bell, il est nécessaire que A (resp.
B) ne dépende que de λ et ~a (resp. ~b), c’est à dire

A(~a,~b/, λ)

B(~a/,~b, λ)

Pour cela, les auteurs de l’expérience s’assurent que la détermination des orientations ~a et ~b a lieu
après la création de la paire intriquée. Deux polariseurs sont préparés sur chaque voie, orientés
différemment. Un déflecteur acousto-optique est introduit sur le chemin des photons afin de diriger
ceux-ci vers l’un ou l’autre des deux polariseurs. Chacun des deux déflecteurs est modulé avec
une période différente, mais voisine, et deux fois plus courte que le temps de parcours entre la
source et les polariseurs, de sorte que le choix final de l’orientation a nécessairement lieu après
l’instant d’émission.

3.2.6 Perspectives

La série des trois expériences d’Aspect décrite précédemment constitua un argument décisif
en faveur de la non-localité de la mécanique quantique, puisqu’il s’agit de la seule alternative à
une théorie réaliste locale à variables cachées, que la violation expérimentale claire de l’inégalité
de Bell exclut définitivement. Depuis, l’interprétation orthodoxe de Copenhague et l’attitude
positiviste continuent donc de prévaloir auprès des physiciens.

Cependant, la recherche d’une interprétation réaliste n’est pas abandonnée. Nous n’allons pas
détailler ici les différentes alternatives à l’interprétation de l’école de Copenhague, mais il convient
de remarquer que J. S. Bell lui-même n’a pu se résoudre à accepter que cette interprétation soit

10. Dont on trouve de plus récents développements. [WJS+98, Asp99]
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la seule valable. Elle n’est que la dernière de quatre positions qu’il juge tenables en l’absence
de théorie locale à variable cachée, et qu’il présente en conclusion en 1981 lors d’un colloque
sur « Les implications conceptuelles de la Physique Quantique » [Bel81] réunissant également A.
Shimony et A. Aspect, où ce dernier présente les résultats de sa première expérience, quelques
semaines avant la soumission de son article à Physical Review. Quelques années plus tard, lors
du symposium de la Fondation Nobel de 1986 [Bel86], il prononcera une conférence intitulée
« Six possible Worlds of Quantum Mechanics » 11, reprise dans un ouvrage [BA87] rassemblant
de nombreuses réflexions sur la question EPR.

Admettre la non-localité a pour conséquence d’admettre la non-séparabilité du système consti-
tué des deux particules intriquées. Ainsi, en raison de ces corrélations fortes, de nombreux phy-
siciens parlent de « biphoton » [Shi03, KWS06], même lorsque les deux photons peuvent être
séparés de plus de 10 km [TBZG98].

Remarquons que si l’hypothèse de non-localité apparait nécessaire par la violation des inégalités
de Bell, elle n’est pas suffisante. S. Gröblacher et A. Zeilinger ont suggéré [GPK+07] que non
seulement la localité, mais qu’également « certains aspects intuitifs devaient être abandonnés »,
d’après un théorème énoncé par A. Leggett [Leg03] confirmé par leur expérience.

La violation de l’inégalité de Bell est couramment utilisée comme preuve d’intrication 12. Bien
qu’elle ne soit pas la seule possible [Har93, HGBL05] 13, elle est cependant la seule, d’après N.
Gisin à présenter un caractère universel [GT07, AGM06], indépendant d’une connaissance a

priori sur la dimension du système intriqué.

3.3 Quelle observable ?

3.3.1 Spin et polarisation

Historiquement, la formulation du paradoxe EPR par J. S. Bell portait sur des particules de
spin 1

2 . En tant que telles, elles faisaient appel à une mesure basée sur le principe de l’expérience
de Stern et Gerlach.

D. Bohm et Y. Aharonov, à la recherche d’une expérience réalisable en pratique [BA57],
proposèrent de transposer le problème au photon, particule de spin 1. En général, l’observable
associé à une mesure de la projection de spin pour une particule de spin 1 possède trois valeurs
propres : −1,0,+1. Le cas du photon est particulier puisque, en tant que particule sans masse de
vitesse c, seules les valeurs −1 et 1 sont permises 14, ce qui rend du point de vue de l’intrication
le problème analogue à celui du spin 1

2 . Pour obtenir la même expression de l’état intriqué avec
une polarisation linéaire qu’avec un spin 1

2 , il suffit de décrire les états propres sur la base des
superpositions de polarisations circulaires {|�〉 ± |	〉}.

Mais l’inégalité de Bell s’applique aussi à certains états intriqués de particules de spin 1 comme
l’état :

|ψ〉 =
1√
3

(
|1,−1〉 − |0, 0〉+ |−1, 1〉

)

11. Remarquons que parmi ces six interprétations possibles selon J. S. Bell figure une théorie développée dès
1952 par D. Bohm [Boh52], très impliqué dans la question EPR, ami d’Einstein et fervent partisan de la recherche
d’une formulation réaliste, déterministe mais explicitement non-locale de la mécanique quantique.

12. Entanglement witness

13. Tomographie quantique [JKMW01], entropie d’intrication pour un état pur ou intrication distillable pour un
état mixte, en sont d’autres. On peut consulter la référence [PV07] pour une introduction détaillée.

14. Puisque la vitesse c est atteinte, d’après la théorie de la relativité, toute projection de son spin transverse
à sa direction de propagation est nulle. Comme le spin total ne peut être nul, la valeur 0 est interdite pour la
composante longitudinale du spin.
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La théorie quantique prédit pour cet état un paramètre de Bell égal à S = 2,55 inférieur à 2
√

2
mais supérieur à la limite classique de 2.

Un état intriqué formellement semblable a été réalisé [HLLB02] à l’aide d’états à quatre photons
(double paire stimulée) intriqués en polarisation : par une post-sélection, on peut simuler la
violation de l’inégalité de Bell pour l’état ci-dessus grâce à l’état

|ψ〉 =
1√
3

(
|2H, 2V 〉 − |HV, V H〉+ |2V, 2H〉

)

Cet exemple illustre bien l’indépendance fondamentale de l’intrication vis-à-vis de l’observable :
il suffit de concevoir un système de mesure qui est capable de distinguer, sur chaque voie, la
polarisation de deux photons et qui les classe en trois catégories : tous deux polarisés horizonta-
lement, tous deux verticalement, ou chacun différemment. Ceci peut être généralisé à un nombre
arbitraire de photons intriqués [MH04], par exemple 9 pour un spin entier entre −4 et 4.

3.3.2 Particules massives

Des vérifications expérimentales de violation des inégalités de Bell ont également été réalisées
avec des particules massives, sur l’observable saveur : paires de mésons K (kaons) [AAB+98,
GG01] (étrangeté), paires de mésons B [Go04] (beauté) ou autres, dont on peut trouver une revue
[MMM+08] récente par Matsukevich et al. qui y démontrent une violation de l’inégalité de Bell
par des ions Yb+.

3.3.3 Position-impulsion

En 1992, après le succès des expériences d’Aspect, K. Popper remarqua [Pop82], que le para-
doxe EPR tel qu’il fut énoncé par leurs auteurs portait sur les observables position et impulsion,
pas sur le spin, la polarisation ou toute autre observable à valeurs propres discrètes, et considéra
que le problème n’était pas clos.

Cepdendant, en 2004, J. C. Howell, R. W. Boyd et leurs collaborateurs quantifièrent [HBBB04]
la non-séparabilité de deux photons intriqués en position-impulsion lors d’un processus paramé-
trique de type II (par une méthode différente d’une violation d’une inégalité de Bell).

3.3.4 Phase-impulsion

L’expérience qui marque le début des tests d’inégalité de Bell avec des variables continues est
celle de Rarity & Tapster [RT90], qui démontrèrent la violation des inégalités de Bell basée
sur la phase et l’impulsion, variables liés aux variables temps-énergie.

3.3.5 Temps-énergie

Un couple de variables conjuguées continues très étudié dans le cadre des tests d’inégalité de
Bell est le couple temps-énergie.

Considérons un système quantique à trois niveaux comme sur la Figure 3.2. Les valeurs τ1 et
τ2 sont les durées de vie respectives des niveaux supérieur et intermédiaire. Lorsqu’un faisceau de
pompe de pulsation ω3 place le système dans le niveau supérieur, un retour à l’état fondamental se
produit spontanément, en passant par le niveau intermédiaire, sous la forme de deux transitions
radiatives émettant successivement un photon à ω1 et à ω2 tels que ω1 + ω2 = ω3. Le temps τ2
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est très court par rapport à τ1, si bien qu’on considère l’émission des photons à ω1 et ω2 quasi-
simultanée, mais incertaine à τ1 près dans le temps. On peut écrire le système de deux particules
sous la forme 15

|ψ〉 =
2
τ1

∫ ∞

t0

e
− t−t0

τ1 |1ω1(t)〉 ⊗ |1ω2(t)〉 dt

où t0 est l’instant où le système est placé dans le niveau supérieur. |1ω(t)〉 désigne un état à un
photon émis à l’instant t à la fréquence ω. La somme des fréquences ω1 et ω2 vaut ω3. Cette
corrélation en fréquence est liée à la corrélation en instant d’émission : ω1 = ω3/2 ± ∆ω et
ω1 = ω3/2∓∆ω, avec ∆ω ∝ 1/τ2.

Cette expression est bien l’expression d’un état intriqué, mais pour une observable à spectre
continu (la pulsation).

τ1

τ2 ≪ τ1

ω1

ω2

ω3 = ω1 + ω2

Figure 3.2 – Système à trois niveaux considéré pour l’intrication en temps-énergie

En 1989, après que Horne et Zeilinger eurent remarqué [HZ86] que les inégalités de Bell étaient
applicables à des états intriqués plus généraux que des observables binaires (comme le spin ou la
polarisation), Franson proposa [Fra89] d’utiliser un tel état intriqué pour réaliser un test de Bell.
L’année suivante, Ou et al. [OZWM90] et Kwiat et al. [KVH+90] réalisèrent indépendamment
l’expérience et confirmèrent les prédictions quantiques.

Comment Franson propose-t-il, à partir d’un espace des états de dimension infinie (car associé
à l’observable « instant de détection » de spectre continu), de réduire le problème à un sous-espace
à deux dimensions ? Il suffit de catégoriser les instants de détection en deux classes orthogonales
et de concevoir une méthode de mesure qui ne fait la distinction qu’entre ces deux classes. Expéri-
mentalement, on dirige chaque photon vers deux voies (notées 1 et 2) et on introduit sur chacune
un pseudo-interféromètre de Mach-Zehnder dont les longueurs de bras sont déséquilibrées d’une
valeur ∆L, introduisant un retard ∆T = ∆L/c (dans l’air). La longueur d’un bras par rapport à
l’autre est contrôlée à une fraction de la longueur d’onde près, avec un retard de phase ajustable
φ1 en voie 1 et φ2 en voie 2 (Fig. 3.3). On détecte chaque photon en sortie (l’une ou l’autre)
des interféromètres et on s’intéresse plus précisément au retard de l’un par rapport à l’autre.
Afin d’éviter les interférences d’un photon avec lui-même (i.e. s’assurer de l’absence d’effets des
cohérences d’ordre 1), on veille à choisir ∆T ≫ τ2. C’est à ce titre qu’on ne peut pas parler d’un
véritable interféromètre de Mach-Zehnder 16. En revanche, si par ailleurs ∆T ≪ τ1, on s’attend
à des corrélations liées à une cohérence d’ordre 2 : des interférences entre les différents chemins
possibles pour les deux photons.

Franson calcula que la fonction de corrélation d’ordre deux exprimant la coïncidence à l’instant
t d’un photon en r1 (détecteur D+

1 ) et d’un photon en r2 (détecteur D+
2 ) vaut :

G(2)(r1, t; r2, t) ∝ cos2
[
ω3∆T + φ1 + φ2

2

]

= cos2 (ϕ1 − ϕ2)

où les notations ϕ1 = φ1/2 et ϕ2 = −(φ2 + ω3∆T )/2 permettent de faire apparaitre la similitude
avec les expressions entrant en jeu dans l’inégalité de Bell (3.10).

15. L’expression est simplifiée en considérant que les photons 1 et 2 sont émis de façon rigoureusement simultanée,
tandis qu’un temps moyen τ2 ≪ τ1 les sépare.

16. On pourrait parler d’interféromètre de Mach-Zehnder à deux photons, ou d’ordre deux.
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Figure 3.3 – Montage proposé par Franson [Fra89] pour réaliser des mesures de Bell avec des états
intriqués en temps-énergie : une source émet en continu (CW) de paires de photons dans
deux directions opposées. Chaque photon entre dans un interféromètre de Mach-Zehnder de
déséquilibre de bras ∆L identique à une phase près φ1 pour l’un, φ2 pour l’autre. Une paire
de détecteurs (D+

1 et D+
2 ), ou deux, mesurent les corrélations entre les voies de sorties de

l’interféromètre.

Bien que ω1 et ω2 puissent varier de manière importante d’une détection à l’autre (leur incer-
tude ∆ω ∝ 1/τ2 est grande), la figure d’interférence est stable car seule la somme ω3 = ω1 + ω2

(dont l’incertitude est proportionnelle à 1/τ1 ≪ 1/τ2) intervient dans l’expression. À ce titre, on
dit que le dispositif présente une cohérence d’ordre 2 en temps, liée à l’intrication temps-énergie.

Les interférences liées à cette cohérence d’ordre 2 peuvent se comprendre également en termes
de chemins indiscernables au sens de Feynman :

Pour chaque photon, l’instant de détection peut correspondre

• soit à un temps T0 si le photon est passé par le bras court de l’interféromètre. On dit
alors que le photon était dans l’état |c〉 ;

• soit au temps T0 + ∆T si le photon est passé par le bras long. On dit que le photon
était dans l’état |l〉.

Si l’on s’intéresse au retard du photon de la voie 2 par rapport au photon de la voie 1, différents
résultats de mesures sont possibles :

• (lc) : un retard −∆T si le photon 1 était dans l’état |l〉 et le photon 2 dans l’état |c〉,
• (cl) : un retard ∆T si le photon 1 était dans l’état |c〉 et le photon 2 dans l’état |l〉,
• (cc + ll) : un retard nul dans les deux autres cas : les deux photons dans l’état |c〉 ou

les deux photons dans l’état |l〉.
Puisque ∆T ≪ τ1, les amplitudes de probabilité liées aux chemins (cc) et (ll) s’additionnent.

En faisant varier φ1 et φ2, il est possible de rendre les interférences plus ou moins constructives
et faire apparaitre des franges.

3.3.6 Time-bin

Dans le cas évoqué jusque là, l’indiscernabilité des chemins (cc) et (ll) résidait dans l’incerti-
tude fondamentale sur l’instant de création de la paire de photons. Lorsque la pompe n’est plus
continue, la paire de photons est créée à un instant t0 connu à la durée d’impulsion ∆t près. Cette
information supplémentaire rend ces chemins discernables si ∆t n’est pas grand devant ∆T et
détruit les interférences (ω3 varie d’une détection à l’autre).

En 1999, Brendel et ses collaborateurs de Genève [BGTZ99] proposèrent d’utiliser une pompe
impulsionnelle de δt = 300 ps, inférieure à un déséquilibre de l’interféromètre de ∆T = 1,2 ns.
Afin de rétablir des chemins indiscernables, on ajoute un degré de liberté temporel en plaçant un
interféromètre semblable aux précédents sur le chemin de l’impulsion de pompe, afin de dupliquer
celle-ci en deux impulsions séparées de ∆T (voir Figure 3.4). Ainsi, la production des paires de
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photons peut avoir lieu soit à l’instant t0 soit à l’instant t0 + ∆T . Chaque photon est ensuite
dirigé vers un interféromètre, comme dans l’expérience de Franson.

S
D+

2

D−
2D−

1

D+
1

φ1 φ2

φp

∆t

Figure 3.4 – Montage utilisé par Brendel et al. [BGTZ99] pour l’intrication en time-bin

On définit des modes temporels discrets, appelés time-bins (ou créneaux temporels) :
• le premier créneau correspond à une impulsion de pompe non retardée dans l’interfé-

romètre de préparation ni dans l’interféromètre d’analyse,

• le second créneau correspond à l’accumulation d’un retard ∆T dû à un passage dans
un bras long (interféromètre de préparation ou d’analyse)

• le troisième créneau correspond à l’accumulation d’un retard 2∆T dû à un passage dans
les bras longs de chaque interféromètre.

Autrement dit, ces trois créneaux sont trois valeurs propres d’une mesure d’instant de détection
auxquelles ont peut associer des états propres :

• |cc〉 pour le premier créneau,

• |cl〉 ou |lc〉 pour le deuxième créneau,

• |ll〉 pour le troisième créneau.
La deuxième valeur propre est associée à deux états propres qui correspondent à deux chemins

indiscernables pouvant interférer.

Lorsque le photon de pompe est préparé dans l’état 17 |ψp〉 = 1√
2

(

|c〉+ eιφp |l〉
)

, une paire de

photons peut être produite dans l’état intriqué |ψ〉 = 1√
2

(

|c〉|c〉+ eιφp |l〉|l〉
)

qui devient, après
passage dans chacun des bras d’analyse :

|ψ〉 =
1√
2

{
|cc〉|cc〉+ eιφ1 |cl〉|cc〉+ eιφ2 |cc〉|cl〉+ eι(φ1+φ2)|cl〉|cl〉

+ eιφp |lc〉|lc〉+ eι(φp+φ1)|ll〉|lc〉+ eι(φp+φ2)|lc〉|ll〉+ eι(φp+φ1+φ2)|ll〉|ll〉
}

Deux de ces termes correspondent à des états ayant la même valeur propre : un instant de
détection dans le deuxième time-bin. Par une post-sélection des évènements (les coïncidences dans
ce time-bin), on peut réduire l’état à

|ψ′〉 =
1√
2

{

eι(φ1+φ2)|cl〉|cl〉+ eιφp |lc〉|lc〉
}

17. Cette forme est la forme générale d’un qubit
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On peut montrer [MdRT+02] qu’une mesure de coïncidences pour un tel état donne lieu à des
franges d’interférence en fonction de φ1 + φ2 − φp.

Remarquons que ces expériences (time-bin tout comme temps-énergie) n’étaient pas basées
sur des systèmes à trois niveaux réels, mais sur un processus de fluorescence paramétrique (voir
§. 2.5). Le temps τ1 correspond alors au temps de cohérence du faisceau de pompe, et le temps
τ2 au temps de cohérence de chaque photon généré. Ces deux temps caractéristiques ne sont pas
directement liés aux durées de vie de niveaux réels (les niveaux sont virtuels), mais sont liés aux
caractéristiques temporelles et fréquentielles des photons en jeu :

• τ2 = 1
∆ω1,2

où ∆ω1,2 est la largeur spectrale du photon 1 (resp. 2) généré par fluo-
rescence paramétrique. Cette largeur spectrale est, sauf filtrage postérieur, fixée par
les conditions d’accord de phase. Elle est naturellement grande, donc en l’absence de
filtrage spécifique, τ2 est très court.

• τ1 = 1
∆ω3

où ∆ω3 est la largeur spectrale de l’onde de pompe, qui est liée par une
relation de Fourier à ∆t, la durée de l’impulsion de pompe.

L’intrication en time-bin présente l’avantage d’être robuste lors de la propagation : ∆T peut
être rendue suffisamment grand pour que l’état soit insensible à l’éventuel étalement temporel
des impulsions lors de la propagation. De plus, les fluctuations de polarisation ne dégradent pas
la cohérence. Ainsi, comme l’ont montré Y. Marcikic et ses collaborateurs [MdRT+04], il est
possible d’observer des corrélations quantiques même après 50 km de fibre optique standard, et
même d’utiliser un réseau industriel existant pour des communications quantiques [LvHB+07].

Cependant, la nécessité que le déséquilibre entre le bras long et le bras court des interféromètres
soit grand devant la longueur de cohérence de chaque photon (∆T ≫ τ2) pose un problème lorsque
ces photons doivent avoir une grande finesse spectrale : le temps de cohérence étant proportionnel
à l’inverse de la largeur spectrale, il devient très difficile techniquement de stabiliser la longueur
optique des bras de l’interféromètre lorsque le spectre des photons est très étroit : par exemple,
une largeur spectrale de 10 MHz impliquerait 18 une longueur de bras à la fois très supérieure
à 9 m (dans le cas d’un interféromètre fibré à 1550 nm) et précise à une fraction de longueur
d’onde près, soit de l’ordre de 1 pour 108. C’est la raison pour laquelle, malgré les avantages de
l’intrication en time-bin, le projet de source de photons intriqués de très faible largeur spectrale
dans lequel s’inscrit cette thèse se base sur l’intrication en polarisation.

18. ∆T∆ν = 2 ln 2
π

≈ 0,44 pour des largeurs à mi-hauteur mesurées en intensité



Chapitre 4

Sources de lumière non-classique

L’avènement du laser, par ses propriétés de contrôle cohérent de la matière, signe les débuts
de l’optique quantique. Mais la frontière est véritablement franchie lorsqu’il devient possible
de produire des états comprimés ou des états nombres. Ce chapitre a pour but de présenter
rapidement une partie de cette deuxième catégorie de sources d’états non-classiques de la lumière,
qui sont des éléments essentiels aux expériences d’optique quantique en régime de comptage de
photons.

Il n’existe pas de source de lumière non-classique idéale pour l’ensemble de ces expériences,
d’où l’abondance et la variété de la recherche en la matière. C’est pourquoi, avant de présenter
un état de l’art sur le type de source qui a été choisi pour le projet e-Quanet, à savoir les sources
de paires de photons intriqués en polarisation basées sur la fluorescence paramétrique dans un
cristal non-linéaire, nous allons passer en revue quelques autres types de source, qui ont leurs
avantages spécifiques dans le contexte de l’information quantique.

4.1 Différentes techniques de production de photons uniques

La réalisation de sources de photons déclenchées 1 repose sur le principe suivant : un « émetteur
de lumière » (que nous préciserons ensuite) initialement au repos (qui n’émet pas de lumière) est
placé dans un état excité à la demande, revient spontanément dans l’état initial en émettant un
photon. La qualité d’une telle source est liée :

• à la capacité d’isoler un émetteur unique,

• au contrôle de son excitation,

• au contrôle de son retour dans l’état fondamental (efficacité radiative, directivité,
spectre),

• aux conditions de fonctionnement d’une telle source (température, par exemple)

Atomes froids et ions piégés — Le modèle idéal d’un tel émetteur est celui de l’atome froid
ou de l’ion piégés, dont les transitions sont bien connues et contrôlées. Leur émission spontanée,
comme pour tout dipôle, est fortement non-directive, ce qui peut être compensé en les plaçant
dans une cavité de grande finesse pour exalter l’émission dans le mode de la cavité par effet
Purcell (atome : [MBB+04], ion : [MBR+04]). Lorsque le couplage entre le dipôle et le mode de
cavité est suffisamment fort, on parle d’électrodynamique en cavité [LK97] et il est alors aussi
possible de produire des états à n photons de façon déterministe [BVW01].

Mais la complexité expérimentale de tels systèmes les réserve à des applications exigeant des
propriétés qu’on ne peut obtenir par d’autre méthodes.

1. Pour plus de détails sur les sources de photons uniques déclenchées, on pourra se référer à [GRK02] et [Gra04].
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Molécules uniques — Une méthode plus simple utilise des molécules uniques (dibenznthan-
trène [BLTO99], rhodamines, carbocyanine [All04]) pompées optiquement, qui peuvent même
fonctionner à température ambiante (terrylène dans un cristal de para-terphényl [LM00]). Leur
spectre de fluorescence peut être large de plusieurs dizaines de nm [All04]. Leur inconvénient
principal est leur propension au photoblanchiment, c’est à dire à la perte irréversible d’efficacité
de fluorescence après irradiation.

Boîtes quantiques semiconductrices — Plus stables de ce point de vue car inertes chi-
miquement, les boîtes quantiques auto-organisées dans les cristaux semiconducteurs constituent
une première alternative. Une méthode courante pour créer des boîtes quantiques est d’effectuer
une croissance cristalline par épitaxie par jet moléculaire (EJM) ou en phase vapeur aux orga-
nométalliques (PVOM) à partir d’un substrat de GaAs sur lequel est déposée une couche de
mouillage d’InAs de quelques épaisseurs atomiques (∼ 2). La contrainte résultant de la différence
des paramètres de maille engendre la formation spontanée et aléatoire d’« îlots » dont le rôle est
de relaxer les contraintes. Cette méthode de croissance a été imaginée en 1938 [SK38] mais est
toujours appliquée à la réalisation de boîtes quantiques.

La taille (10 nm–50 nm) de ces boites assure un confinement tridimensionnel des porteurs de
charge électrique qui conduit à une densité d’états discrète, apportant localement au semicon-
ducteur des propriétés analogues à celles d’un atome : en particulier, la réduction du taux de
relaxation non-radiative des porteurs favorise les transitions radiatives, et ainsi l’observation de
fluorescence en réponse à un pompage optique d’énergie supérieure au gap. La dynamique com-
plexe des porteurs et l’inhomogénéité de leur structure rend les propriétés des boîtes quantiques
plus difficiles à contrôler que celles des atomes, mais la non-nécessité d’utiliser un « refroidisse-
ment » par laser et autre piégeage facilite grandement les expériences. Toutefois, les expériences
sur les boîtes quantiques nécessitent souvent un refroidissement à l’Hélium (4 K).

Le grand avantage des boîtes quantiques est qu’on peut naturellement les insérer, lors de la
croissance, dans des microcavités (voir [Vah03] pour une revue). Comme pour l’électrodynamique
en cavité avec des atomes, l’émission est alors favorisée dans le mode de la cavité, ce qui augmente
à la fois l’efficacité de génération et de collection. Le produit de ces deux efficacités reste toutefois
faible, estimé de l’ordre de 1 % [All04].

Différents types de cavité sont possibles, comme par exemple des microcavités Fabry-Pérot
basées sur des miroirs de Bragg constitués d’un empilement de couches semi-conductrices et gra-
vées sous forme de micropiliers, des membranes de cristaux photoniques 2D, ou des microdisques
(Fig. 4.1)

Figure 4.1 – Deux type de cavités possibles pour une boîte quantique : Micropiliers (à gauche), Membrane
de cristal photonique 2D [LVLG+05] (à droite). Photos : Laboratoire de Photonique et de
Nanostructures
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Centres colorés du diamant — Les centres colorés du diamant, en particulier les centres
N-V [BBPG00] (pour Nitrogen-Vacancy) ont un fonctionnement semblable à celui des molécules
mais sont bien plus photostables, même à température ambiante [BBPG01]. Parmi les diverses
impuretés que le diamant présente naturellement en très faible densité, on trouve des atomes
d’azote. Lorsque le diamant est irradié par un faisceau d’électrons suffisamment énergétiques,
des lacunes se forment dans sa structure cristallographique. Elles sont naturellement immobiles
à température ambiante. En procédant à un recuit aux alentours de 800 ◦C, les lacunes migrent
préférentiellement vers les impuretés et créent des centres « N-V », qui présentent des propriétés
de photoluminescence. Lorsque le flux d’irradiation est suffisamment faible, la faible densité de
centres N-V permet de les isoler les uns des autres et de les utiliser comme émetteurs uniques
qu’il est possible de déclencher sur demande.

Sous forme de nanocristaux [BBG+01, BKB+02], ils présentent de très bonnes caractéristiques
pour les applications en cryptographie quantique [BBG+02, ATM+04] avec le protocole BB84
[BB+84] et pour réaliser des tests fondamentaux de la mécanique quantique.

En particulier, l’expérience démontrant rigoureusement la dualité onde-corpuscule, réalisée ini-
tialement à l’aide de cascades atomiques [GRA86] par Ph. Grangier en 1986, a été de nouveau
réalisée avec les centres N-V par V. Jacques et ses collaborateurs [JWT+05]. Les excellentes
performances de la source en termes de dégroupement de photons et de brillance leur ont per-
mis de présenter les résultats sous une forme particulièrement convaincante puisque l’apparition
progressive des franges d’interférences entre photons uniques, mesurée par une matrice CCD en
régime de comptage de photons placée après un biprisme de Fresnel, a été filmée en temps réel.

Pour clore la faille selon laquelle le choix du comportement corpusculaire ou ondulatoire pour-
rait être déterminé par une information sur la nature de la mesure, V. Jacques et son équipe
ont réalisé pour la première fois [JWG+07] l’expérience de pensée que J. Wheeler proposa en
1978 : déterminer le type de mesure (anticorrélation ou interférence) après que le photon unique
a traversé la lame séparatrice. Pour anéantir tout lien de causalité imaginable –ou non–, les expé-
rimentateurs ont utilisé la source d’aléa la plus aléatoire disponible actuellement : un générateur
quantique de nombres aléatoires, dont la valeur détermine le type de mesure, et ont séparé l’évé-
nement de passage par la lame séparatrice de l’évènement du choix du type de mesure par un
intervalle du genre espace au sens de la relativité restreinte.

Ces expériences montrent le grand progrès qu’a été la mise au point de telles sources, mais il est
important de remarquer qu’aucun état intriqué n’a encore été produit par des centres N-V, bien
que des propositions existent en utilisant deux centres NV distants [BK10]. Par ailleurs, ces sources
présentent un spectre d’émission très large (≈ 70 nm de pleine largeur à mi-hauteur [All04]), ce
qui n’est pas compatible avec des mémoires quantiques. Et contrairement aux sources basées
sur la fluorescence paramétrique, dont nous allons parler maintenant, un filtrage spectral très
restrictif après émission ne peut être compensé par une augmentation de la brillance : la cadence
d’émission d’un centre N-V est limitée, et un émetteur constitué de plusieurs centres ferait perdre
les caractéristiques qui font l’intérêt de cette méthode (indiscernabilité, dégroupement).

4.2 Photons annoncés

Outre les états à un photon émis de manière déterministe par les sources que nous venons
d’évoquer, il est possible de générer des états à un photon qui sont émis à des instants aléatoires,
à condition de produire les photons par paires, de façon corrélée. Dans ce cas, la détection d’un des
deux photons de la paire annonce la présence du deuxième dans un mode déterminé. On parle de
photons jumeaux. Nous allons illustrer cela en prenant l’exemple de la fluorescence paramétrique,
vue au paragraphe 2.5 page 37, qui est une façon de produire des paires de photons jumeaux.
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L’état (Eq. 2.17) d’une paire de photons générée par fluorescence paramétrique a été calculé
en représentation de Schrödinger. Il peut se récrire, en notant x = sinh2 gτ :

|ψ〉 =
∞∑

n=0

√

xn

(1 + x)n+1
|nn〉 (4.1)

La matrice densité associée à cet état pur n’a qu’un seul terme, elle se réduit à un projecteur :

ρ̂ = |ψ〉〈ψ|

Considérons la détection d’un des deux photons uniquement. Par exemple, s’ils ne le sont pas
déjà, séparons spatialement les modes 1 et 2 vers deux directions distinctes. Ceci peut se faire avec
un filtre dichroïque s’ils sont discernables spectralement, ou avec un séparateur de polarisation
si leurs polarisations sont orthogonales 2. Laissons le photon dans le mode 2 interagir librement
avec son environnement, et plaçons un détecteur 3 en chemin du photon dans le mode 1. Une
telle étude partielle du système nécessite d’introduire l’opérateur densité réduit correspondant au
sous-espace associé au mode 1. Il s’exprime par la trace partielle de l’opérateur densité global par
rapport au mode 2 :

ρ̂1 = Tr2 {ρ̂}

Les composantes de ρ̂1 sont définies, sous cette opération, par

〈n|ρ̂1|m〉 =
∑

k

〈nk|ρ̂|mk〉

= 〈nm| xm

(1 + x)m+1
|mm〉

= δnm
xn

(1 + x)n+1

Ainsi, on a une probabilité pn = xn

(1+x)n+1 de détecter n photons dans le mode 1. Il est remarquable
(voir [YP87]) que cette distribution de probabilité est identique à celle des états chaotiques de
la lumière (Eq. 1.20), si l’on considère x = sinh2 γτ = n̄, le nombre moyen de photons dans
l’intervalle de temps considéré pour la mesure. On peut donc associer un nombre moyen de
photons produits à une interaction paramétrique définie précédemment (cf. Chap 2, Eq. (2.18)
page 40) par l’hamiltonien H d’intensité de couplage γ pendant une durée t.

Que se passe-t-il maintenant si, au lieu de laisser le photon dans le mode 2 interagir librement
avec l’environnement, on conditionne la détection du photon dans le mode 1 à une détection d’un
photon dans le mode 2 ? Ce cas revient à effectuer deux mesures successives : une première sur
le photon 2, une seconde sur le photon 1.

La détection d’un photon dans le mode 2 correspond à la présence dans ce mode d’au moins

un photon. On projette donc l’état |ψ〉 dans le sous-espace associé au mode 1.

L’état du système après projection est

|ψ1〉 =
1√
C

∞∑

n=1

√

xn

(1 + x)n+1
|n〉1

2. La séparation des deux photons par une lame semi-réfléchissante est possible mais transforme l’état pur
du champ en un mélange statistique : les deux photons ne sont pas toujours séparés ; dans un cas sur deux, ils
prennent la même direction, ce qui rend le problème formellement plus complexe. Pour un approfondissement de
cette question, on pourra se reporter au chapitre 5.

3. On considère ici un détecteur idéal, d’efficacité 1 et sans temps mort, permettant de discerner n photons quel
que soit le temps qui les sépare. Dans la suite du document, ce ne sera pas le cas.
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où C est un coefficient permettant la renormalisation de l’état après mesure, valant

C =
∞∑

n=1

xn

(1 + x)n+1
=

1
1 + x

( ∞∑

n=0

(
x

1 + x

)n

− 1

)

=
1

1 + x

(

1
1− x

1+x

− 1

)

=
x

1 + x

En reprenant le fait que x = n̄, l’état final du photon dans le mode 1 est finalement

|ψ1〉 =
1√
n̄

∞∑

n=1

√
(

n̄

1 + n̄

)n

|n〉1

Calculons maintenant le rapport p2/p
2
1 pour cet état :

p2

p2
1

=
n̄

(1+n̄)2

(
1

1+n̄

)2 = n̄ −−−→
n̄→0

0

Avec une telle source de paires de photons, on s’aperçoit que dans le cas où on conditionne
la détection d’un des deux photons à la pré-détection de l’autre, il est possible de rendre la
présence de photons multiples aussi improbable qu’on veut, à condition de produire en moyenne
suffisamment peu de paires. Lorsque cette moyenne s’approche de zéro, et avec des détecteurs
idéaux, la source ainsi produite s’approcherait d’une source idéale de photons uniques.

4.3 Sources de paires de photons intriqués

Si les premières sources ayant permis d’observer des corrélations de polarisation entre paires de
photons intriqués étaient basées sur l’annihilation électron-positron [WS50, KUW75], c’est avec
des cascades radiatives atomiques qu’ont été réalisées les premières violations expérimentales de
l’inégalité de Bell (voir § 3.2.5 p. 55). Cependant, la faible « efficacité d’extraction », c’est à dire
la proportion de paires utiles parmi les paires générées, ainsi que la complexité des expériences
limitaient le développement rapide de nouvelles expériences. C’est avec l’utilisation de sources
basées sur la fluorescence paramétrique dans des milieux non-linéaires qu’il a été possible d’ex-
plorer, de manière de plus en plus simple et efficace, les propriétés de corrélation et d’intrication
en optique quantique. Nous allons présenter un rapide panorama de ce type de sources, puis
insister davantage sur les récentes réalisations.

Les précurseurs : intrication a posteriori par une lame semi-réfléchissante avec
post-sélection

Type I non-colinéaire — Les premières sources de paires de photons intriqués en polarisa-
tion basées sur la génération paramétrique dans un cristal non-linéaire datent de l’année 1988,
lorsque deux équipes (Shih & Alley [SA88] puis Ou & Mandel [OM88], voir Fig. 4.2) utili-
sèrent, indépendamment, un cristal de KDP 4 pour produire de façon non colinéaire des paires
de photons dégénérés en fréquence, qui sont ensuite intriqués en polarisation par passage à tra-
vers une lame semi-réfléchissante. Ce dispositif, beaucoup plus simple expérimentalement que les
autres sources existantes, permit aux auteurs de violer l’inégalité de Bell par 3 écarts-types pour
les premiers et par 6 écarts-types pour les seconds. La brillance spectrale de la source, à savoir
le taux de paires de photons produites dans la bande passante par unité de puissance de pompe
(qu’on exprimera par la suite en Hz/mW/MHz) n’est, dans les deux cas, pas renseignée : il ne
s’agissait pas encore de rechercher une bonne efficacité, mais de prouver que des sources basées

4. DKDP chez Shih & Alley
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sur la fluorescence paramétrique permettaient de produire des états présentant des corrélations
quantiques.

Figure 4.2 – Montages des expériences de Shih & Alley (en haut, tiré de [SA88]) et de Ou & Mandel

(en bas, tiré de [OM88]), 1988

Dans ces expériences, l’accord de phase est de type I : les deux photons sont générés avec la
même polarisation, mais celle d’un des deux photons est tournée de 90° 5 avant la lame semi-
réfléchissante qui produit l’intrication.

Type II colinéaire — L’accord de phase de type II permet un résultat similaire tout en
simplifiant les conditions expérimentales [SSR+94, RKSS94]. La superposition d’un photon or-

5. Dans le cas de polarisations linéaires. Shih & Alley transforment également les états linéaires générés en
polarisations circulaires et observent aussi des corrélations
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dinairement polarisé et de son jumeau extraordinairement polarisé au sein d’un même faisceau,
dirigé vers un des deux ports d’entrée d’une lame séparatrice, se sépare en un faisceau transmis
et un faisceau réfléchi. La polarisation sur chaque voie est aléatoire mais l’anti-corrélation est
totale. Contrairement au type I non-colinéaire où le recouvrement des deux photons nécessite un
ajustement précis, il est immanent en type II colinéaire.

Le défaut fondamental de ce type de sources, que ce soit en type I non-colinéaire ou type II
colinéaire, est lié au fait que cette intrication en polarisation a lieu a posteriori à partir d’un état
non-intriqué vis-à-vis de cette observable. L’état total après la lame reste un état séparable ; il ne
devient intriqué que par une post-sélection des termes donnant lieu à des coïncidences sur deux
détecteurs 6

Comme il a été remarqué [KESC94, DCG94], une source d’intrication pure basée sur la fluo-
rescence paramétrique doit faire appel à une autre méthode.

Intrication intrinsèque en accord de phase de Type II

Si l’on met à part l’expérience de J. Rarity et P. Tapster [RT90] en 1990 qui ne se basait pas
sur l’intrication en polarisation, P. G. Kwiat et ses collaborateurs furent les premiers à proposer
[KESC94] en 1994 un dispositif expérimental n’exigeant pas de post-sélection (voir Fig. 4.3).
Ce dispositif consistait à générer, par fluorescence de type II dans deux cristaux séparés mais
pompés par des impulsions cohérentes, des paires de photons de polarisations orthogonales. En
recombinant les amplitudes de probabilité de création des deux paires sur une lame séparatrice,
l’état de sortie est un état directement intriqué.

Figure 4.3 – Montage de l’expérience de Kwiat et al. de 1994 (tiré de [KESC94])

Pourtant, l’expérience que réalisa le même P. Kwiat 7 un an plus tard [KMW+95] pour pallier la
faille de la post-sélection se basait sur un principe différent. Lorsque l’orientation de l’axe optique

6. L’état de sortie de la lame est :

|ψ〉 =
1

2
(|H〉3 + ι|H〉4) (ι|V 〉3 + |V 〉4)

=
1

2

(

|H〉3|V 〉4 − |V 〉3|H〉4 + ι|V 〉3|H〉3 + ι|V 〉4|H〉4

)

où 1,2 désignent les ports d’entrée de la lame séparatrice et 3,4 ses ports de sortie.
7. cette fois-ci avec ses collaborateurs de l’autre côté de l’atlantique, à Innsbrück
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du cristal par rapport à l’axe du faisceau de pompe est bien choisie, les cônes de polarisation
ordinaire et extraordinaire de même fréquence peuvent présenter une intersection. Comme nous
l’avons déjà remarqué au Chapitre 2, §. 2.5.3, dans les deux directions d’intersection, l’état produit
par fluorescence est intrinsèquement intriqué.

Par la brillance obtenue (1500 Hz, 6× 10−5 Hz/mW/MHz) et l’amplitude de violation de l’in-
égalité de Bell permise (plus de 100 écarts-types), ce type de source fut longtemps privilégié,
d’autant qu’il permet de produire chacun des quatre états de Bell. Ses qualités fondamentales
et sa relative simplicité de mise en œuvre en font une source privilégiée pour l’enseignement
[TSB+04, MSP+08, Jac].

Mentionnons également que c’est au cours de la même période que naissent les premières
expériences concluantes de mesure de corrélations quantiques à l’aide de photons intriqués en
temps-énergie (cf. §. 3.3.5) [TRO94, TBG+98].

Intrication à posteriori en type I non-colinéaire

La principale limitation de la source de Kwiat est la restriction des paires utiles aux deux
directions particulières permettant l’intrication. Une grande proportion des paires produites ne
sont pas à la fois indiscernables en fréquence et corrélées en polarisation.

Ce problème fut partiellement contourné par Kwiat lui-même [KWW+99], en 1999, à l’aide de
deux cristaux successifs orientés de 90° l’un par rapport à l’autre, et où l’accord de phase est réalisé
en type I (voir Fig. 4.4). Le faisceau de pompe est polarisé de manière à ce qu’une composante de
sa polarisation participe au processus dans le premier cristal, et l’autre composante au processus
dans le second cristal.

Figure 4.4 – Montage de l’expérience de Kwiat et al. de 1999 (tiré de [KWW+99])

Sous des contraintes de temps de cohérence et de diamètre de focalisation du faisceau de
pompe, les deux processus de conversion peuvent être cohérents et l’état de la paire être défini
par la superposition des états que chacun produirait indépendamment. Cette superposition se
produit pour toutes les directions décrites par un cône de fréquence particulière, et non plus deux
directions d’intersection.

Cette source, qui fut l’objet d’un dépôt de brevet [KEW02] en 2002, a permis de violer l’in-
égalité de Bell de manière plus significative encore que la source du même auteur en 1995 (242
écarts-types) en presque deux fois moins de temps de mesure. La brillance obtenue est environ
300 fois supérieure, à savoir 2× 10−2 Hz/mW/MHz.

Mais cette brillance est évaluée sur toutes les directions décrivant le cône. En pratique, il n’est
possible d’exploiter qu’un angle solide limité, en raison des contraintes géométriques de collection
(sur la surface d’un détecteur, ou par une fibre optique [KOW01]), et surtout en raison de la
perte de cohérence des paires de photons lorsque, pour de trop grandes ouvertures, le cône issu
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du premier cristal ne se confond plus avec celui du second. Cela atténue les progrès apportés par
cette source en terme de brillance par rapport à la source précédente de type II, mais le grand
choix de directions possibles facilite l’expérience.

Notons que, en 2002, Y. Nambu et ses collaborateurs ont appliqué ce dispositif à des impulsions
de durée femtoseconde, et publié un article [NUT+02] où leurs résultats sont accompagnés d’une
étude théorique approfondie.

Avec une ouverture plus grande que ce qu’il est permis en type II [KMW+95], il est certes
possible de collecter une fraction plus importante du cône, mais la fidélité se dégrade fortement en
raison d’une perte de cohérence. Ce n’est que six ans plus tard, en 2005, que J. B. Altepeter et
P. G.Kwiat proposèrent une méthode [AJK05] pour compenser cette décohérence et permettre
l’utilisation d’ouvertures plus grandes sans perte significative de fidélité. Là où, en doublant le
diamètre d’ouverture de 4 à 8 mm, la fidélité aurait chuté de 5 % sans compensation, elle ne
diminue que de 0,5 % avec compensation. En prenant en compte les conditions de collection
permettant une fidélité de 97,7 %, la brillance utile de cette source est de 2× 10−3 Hz/mW/MHz,
ce qui est 100 fois inférieur à la brillance totale de la source de 1999 8. Une violation de l’inégalité
de Bell significativement plus nette a été observée, en un temps encore plus court.

Apport du quasi-accord de phase

Les nouvelles sources paramétriques ont bénéficié de la technologie relativement récente du
quasi-accord de phase (voir §. 2.3) permettant beaucoup plus de flexibilité que l’accord de phase
par biréfringence de type I ou II. En particulier, il était devenu simple de générer des paires de
photons colinéaires, dégénérées aussi bien que fortement non-dégénérées en fréquence [MAKW02],
par un choix approprié de pas de retournement de sa susceptibilité non-linéaire et un contrôle de
la température du cristal (cf. §. 2.5.2 p.42).

Deux cristaux sont principalement utilisés pour le quasi-accord de phase : le niobate de lithium
(PPLN) [GdCSS+06] et le phosphate de potassium et de titanyle (PPKTP) [KMWS02, FMK+03,
KFM+04, FKW05]. Le premier possède une plus grande susceptibilité non-linéaire et produit
des paires de photons identiquement polarisés. Le second produit des paires de polarisations
orthogonales.

M. Fiorentino, G. Messin et al. [FMK+04], utilisèrent le PPKTP pour réaliser une variante
de l’expérience « interférométrique » proposée par P. Kwiat en 1994 [KESC94] utilisant la recom-
binaison de paires issues de deux cristaux pompés de manière cohérente (cf. §. 4.3). Par rapport
à une expérience très proche de la proposition originelle [KCK+01] utilisant deux cristaux de
BBO, les auteurs ont utilisé un seul cristal de PPKTP en double pompage contrapropagatif (cf.
Fig. 4.5), ce qui leur permet à la fois de tirer partie de la longueur et de la non-linéarité du
PPKTP, et de s’abstraire de la dégradation de fidélité (76 % [KCK+01]) causée par la discer-
nabilité des deux chemins traversant deux cristaux non parfaitement identiques. En raison de la
non-reproductibilité parfaite du motif de quasi-accord de phase, cette discernabilité aurait pu être
plus importante encore avec deux PPKTP. Fiorentino et son équipe parvinrent à une fidélité de
90 % pour une brillance de 8× 10−3 Hz/mW/MHz, quatre fois plus que la meilleure source basée
sur la fluorescence de type II non-colinéaire [AJK05] qui fut pourtant publiée un an après.

Mentionnons également une expérience de 2006, où H. Guillet de Chattelus [GdCSS+06]
tira partie des possibilités du quasi-accord de phase pour générer une paire de photons forte-
ment non-dégénérés en fréquence, en utilisant deux processus concurrents dans un seul cristal de
PPLN. L’un des deux processus, produisant des paires polarisées extraordinairement, est rendu

8. 20 fois inférieur si l’on rapporte les brillances aux longueurs des cristaux, mais il est impossible de faire cette
extrapolation car le couple ouverture/fidélité dépend fortement de la longueur des cristaux



72 4.3. SOURCES DE PAIRES DE PHOTONS INTRIQUÉS

Figure 4.5 – Montage de l’expérience de M. Fiorentiono et al. de 2004 (tiré de [FMK+04])

constructif par quasi-accord de phase tandis que l’autre, produisant des paires polarisées ordi-
nairement, est naturellement en accord de phase, c’est à dire qu’il fait intervenir l’ordre zéro du
motif. Par un ajustement en température, les cônes – à 1550 nm d’une part, et à 800 nm d’autre
part – associés à chaque processus peuvent être superposés, ce qui définit des directions d’intri-
cation à ces longueurs d’onde. En équilibrant le rendement des deux processus, l’équipe parvint
à violer l’inégalité de Bell, avec cependant une visibilité de 75 % assez faible en raison de la com-
plexité expérimentale. Mais ce travail est représentatif des possibilités offertes par l’utilisation du
quasi-accord de phase.

Ainsi, la flexibilité du quasi-accord de phase, en particulier les possibilités offertes en confi-
guration colinéaire (contrôle du spectre et utilisation de cristaux longs) font que la majorité des
sources produites depuis lors utilisent cette technologie. Cependant, son usage prometteur en
cavité, comme dans la source de Fiorentino et Messin [FMK+04], pose un problème en terme de
fidélité, celle-ci étant limitée par la difficulté de stabiliser la phase entre les deux processus contra-
propagatifs cohérents. Un asservissement actif est nécessaire et son efficacité s’avère imparfaite.

L’interféromètre de type Sagnac

En 2004, B. S. Shi et A. Tomita résolvèrent [ST04] le problème de la stabilisation de la
phase de l’état intriqué en plaçant le cristal de fluorescence non pas dans un interféromètre de
Mach-Zehnder activement asservi comme chez Fiorentino et Messin, mais dans un interféromètre
semblable à ceux permettant d’observer l’effet Sagnac. Dans un tel interféromètre, la propagation
bidirectionnelle assure naturellement une phase constante entre les états créés dans un sens et les
états créés dans l’autre. Bien que, en partie à cause de l’usage d’un cristal de BBO, l’efficacité
de la source fût faible (≈ 2 coïncidences par seconde mesurées, visibilité des interférences de 71 %
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dans la base non-naturelle), la démonstration du principe fut un succès et donna lieu à d’autres
réalisations intéressantes.

En 2006, T. Kim, M. Fiorentino et F. Wong [KFW06a, KFW06b] utilisèrent ce principe
pour une expérience bien plus performante. Reprenant le principe de l’expérience de Fiorentino
et Messin ([FMK+04], Figure 4.5) , ils remplacèrent l’interféromètre de Mach-Zehnder par un
interféromètre de Sagnac. Comme prévu, ce changement de type d’interféromètre rendit l’asser-
vissement en phase inutile. Le gain en stabilité apporta un gain de visibilité des interférences
(96,8 % au lieu de 90 %) pour une brillance supérieure (30 %). Ces performances furent quelques
mois après encore améliorées par la même équipe [WSK06] (brillance deux fois supérieure, soit
2,1× 10−2 Hz/mW/MHz pour une visibilité elle aussi supérieure à 98 %). La largeur spectrale des
photons produits est de 1 nm, déterminée par un filtre interférentiel.

Remarquons qu’en 2008, O. Kuzucu et F. Wong réalisèrent [KW08] une version impulsion-
nelle (régime picoseconde) de la source précédente, par rapport à laquelle il n’est pas pertinent
de comparer les performances en raison de la différence de régime temporel. La largeur spec-
trale des photons générés est de 0,15 nm, c’est à dire proche du minimum que permet la relation
d’incertitude temps-fréquence en régime picoseconde si l’on veut assurer la cohérence du biphoton.

En 2007, A. Fedrizzi et ses collaborateurs de Vienne [FHP+07] améliorèrent encore les perfor-
mances en régime continu d’un facteur 28 en terme de brillance, à savoir 0,6 Hz/mW/MHz, et avec
une visibilité d’interférences atteignant 99,5 % dans la base non-naturelle. Cette source présente
également la particularité de pouvoir être accordée sur une plage de ±26 nm. Pour démontrer
l’intérêt d’une source présentant de telles performances, Fedrizzi et son groupe réalisèrent in situ

[FUH+09], entre les îles de Tenerife et La Palma, une expérience de transmission d’intrication
sur 144 km en espace libre. Malgré la turbulence et l’atténuation du milieu atmosphérique, ils
parvinrent à réaliser sur une île la mesure de Bell d’un état intriqué généré sur l’autre île et
transmis par un système optique classique. La violation par 5,4 écarts-types de l’inégalité de Bell
consacra les progrès très rapides réalisés en vingt ans, depuis les premières sources de photons
intriqués basées sur la fluorescence paramétrique de Shih & Alley [SA88] et Ou & Mandel

[OM88].

Notons que, depuis, l’intérêt de l’interféromètre de Sagnac a conduit M. Hentschel et ses
collaborateurs à mettre en œuvre son principe sous la forme d’un dispositif compact [HHPZ09],
intégré sur un support monobloc de 5 cm de côté. Ce dispositif, reproduit en Figure 4.6, dispose de
touts les éléments optiques nécessaires pour accueillir un cristal de PPKTP de 3 cm de longueur.
La conception monobloc assure une excellente stabilité, qui a permis aux auteurs d’obtenir une
brillance de 1,13 Hz/mW/MHz pour une fidélité de 97,5 %. De plus, la source est fibrée et l’un
des photons est produit à la longueur d’onde de 1550 nm. La largeur spectrale, quant à elle, est
de 0,4 nm.

Contraintes pour l’applications aux communications quantiques

D’un point de vue fondamental, les exemples de sources présentées jusqu’ici ont démontré leurs
excellentes performances en terme de fidélité d’intrication, de violation des inégalités de Bell, et
d’efficacité par rapport aux sources basées sur des cascades radiatives atomiques. Mais dans la
perspective d’applications au domaine des communications quantiques, en récent développement,
certaines propriétés nécessaires ne sont pas atteintes.

Propagation fibrée — Toutes les sources mentionnées jusque là, exception faite de la der-
nière [HHPZ09], fonctionnement à des longueurs d’onde voisines de 800 nm, ce qui permet d’uti-
liser des détecteurs en silicium, dont les performances sont excellentes. Mais cela implique une
propagation en espace libre en vis-à-vis, ou une propagation fibrée [KOW01] sur de courtes dis-
tances en raison de l’atténuation importante à cette longueur d’onde.
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Fig. 2. Schematic of the source: half-wave plate (HWP), quartz wedges (QW), quartz block 
(QB), focusing lens (L), trichroic mirror (TM), calcite block (CB), Glan-Thompson polarizer 
(GT), parallel-faced periscope (P1), cross-faced periscope (P2), periodically poled Potassium 
Titanium Oxide Phosphate crystal (ppKTP), dichroic mirror (DM), fiber couplers (FC1 & 
FC2). Insert left: principle of operation of the two periscopes. Insert right: 3-dimensional view 
of the implemented interferometer. 

Figure 4.6 – Dispositif intégré d’interféromètre de Sagnac pour l’intégration dans une expérience de
génération de paires de photons intriqués en polarisation. (tiré de [HHPZ09])

Des sources dont un des photons est créé à 1550 nm ont donc gagné en intérêt. L’un des photons,
voisin de 800 nm, est mesuré localement tandis que l’autre est injecté dans une fibre monomode
standard pour être distribué à distance. Citons par exemple l’expérience déjà mentionnée (cf.
§. 4.3) de H. Guillet de Chattelus [GdCSS+06], ou celle de D. Ljunggren [LTMP06], qui
utilise deux cristaux de PPKTP orientés de manière orthogonale, comme dans l’expérience de
Kwiat de 1999 [KWW+99], à la différence que, grâce au quasi-accord de phase, l’émission est
rendue colinéaire et non-dégénérée en fréquence. Les performances obtenues sont comparables en
termes de brillance aux meilleures sources en espace libre [FHP+07], à savoir 0,55 Hz/mW/MHz,
mais la visibilité est inférieure (∼ 90 %).

Mentionnons également la proposition de S. Sauge [SSAS+07] et ses collaborateurs suédois
d’intégrer une telle source dans un environnement WDM pour une transmission quantique sur de
longues distances. La mesure de Bell est réalisée localement sur la voie à 800 nm, mais l’information
classique de cette mesure, ainsi que des informations de synchronisation, sont multiplexée en
longueur d’onde dans la même fibre qui porte l’information quantique à 1550 nm. La brillance
obtenue est de 1,2 Hz/mW/MHz à la source, et la largeur spectrale relativement faible (0,5 nm)
permet de maintenir une fidélité brute de 85 % après 27 km de fibre. Il s’agit d’un exemple de
réalisation concrète d’un lien quantique fibré point à point sur une longue distance avec intrication
en polarisation. Une expérience proche [HVL+07], plus performante mais moins sophistiquée, fut
soumise à la même revue simultanément par une équipe partenaire autrichienne.

Dans ces exemples, les photons à 800 nm et à 1550 nm sont collectés dans des fibres, mais le
spectre des photons reste large (plusieurs nm).

Finesse spectrale — Or, une faible largeur spectrale est synonyme de faible dispersion chro-
matique dans la fibre optique, ce qui réduit la dégradation de la fidélité au cours de la propagation.
Il en va de même de la dépolarisation 9, autre source de dégradation de fidélité dans le cas d’in-

9. Dispersion des modes de polarisation
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trication en polarisation, qui est également minimisée pour de faibles largeurs spectrales.

Par ailleurs, même sans dispersion, la fidélité se dégrade dans des fibres avec la distance en
raison de l’atténuation. Il est donc nécessaire, pour démultiplier la distance de communication,
de concevoir des répéteurs quantiques, qui se basent sur des mémoires quantiques contraignantes
en terme de finesse spectrale (quelques dizaines de MHz). Outre la réalisation de répéteurs, les
mémoires quantiques permettraient à terme de réaliser des fonctions réseau complexes, comme le
routage de qubits dans un réseau multipoint.

L’équipe de J. Shapiro, par exemple, proposa en 2002 [Sha02] pour son équipe du MIT un
projet allant dans ce sens, dont sont issues certaines des sources que nous venons d’évoquer. Le
travail présenté dans cette thèse s’intègre également dans ce type de projet.

F. König, de l’équipe de J. Shapiro, réalisa en 2005 une source [KMWA05] relativement plus
étroite spectralement que les précédentes, à savoir 50 GHz, avec une brillance de 0,3 Hz/mW/MHz.
Là encore, un photon est produit à 795 nm et l’autre à 1609 nm. Pour les auteurs, la brillance
obtenue permettrait un débit de paires de photons adapté aux expériences avec des mémoires
quantiques si la largeur spectrale est voisine de 50 MHz. Cependant, cette extrapolation masque
les difficultés expérimentales pour atteindre une telle finesse spectrale. En effet, ni un filtre inter-
férentiel, ni un filtrage spatial adapté dans une fibre monomode – deux solutions utilisées dans
l’article – ne permettraient d’atteindre les quelques dizaines de MHz requises pour les mémoires
quantiques.

Il a été montré dès 1999 par Z. Y. Ou et Y. J. Lu [OL99] que la largeur spectrale des paires de
photons générés par fluorescence paramétrique pouvait être drastiquement réduite par une mise
en cavité résonante à la longueur d’onde des photons produits. Après qu’il fut montré qu’il était
possible d’appliquer cette idée à la génération d’états intriqués en polarisation (J. Shapiro & N.C.
Wong [SW00] et M. Oberperleiter & H. Weinfürter [OW00], les premiers insistant sur le
bénéfice spectral et les seconds sur le gain en efficacité), H. Wang, T. Horikiri et T. Kobayashi

[WHK04] réalisèrent l’expérience avec succès en 2004 avec deux cristaux de KNbO3 fonctionnant
en type I, juxtaposés et orientés orthogonalement. Ils obtinrent une brillance de 0,12 Hz/mW/MHz
avec une largeur spectrale aussi petite que 18 MHz, mais une fidélité de seulement 68 %.

C. Kuklewicz et ses collaborateurs réalisèrent en 2006 la première source fonctionnant en
type II [KWS06] basée sur le même principe, mais avec un seul cristal de PPKTP en cavité
surtendue, dont les modes ont une largeur de 22 MHz. Un filtre interférentiel supplémentaire de
bande passante 1 nm restreint le nombre de modes à environ 400. Il s’agit d’une amélioration
de la source réalisée en 2004 [FMK+04] par la même équipe et évoquée précédemment (4.3,
Figure 4.5). La mise en cavité résonante permet d’obtenir une brillance de 0,7 Hz/mW/MHz,
soit 80 fois plus, bien que cette nouvelle source soit couplée à une fibre optique monomode. La
visibilité des interférences, si elle reste faible (77 %), est en progrès et dépasse le seuil de violation
de l’inégalité de Bell. Cependant, l’objectif annoncé de l’article n’était pas de produire une grande
qualité d’intrication, mais de proposer une méthode originale de mesure de la biréfringence d’un
matériau. En effet, les auteurs observèrent une modulation dans la corrélation temporelle entre
les deux photons qui dépend de la biréfringence du cristal initialement inséré dans la cavité pour
compensation.

Ces deux sources sont multimodes (modes longitudinaux de cavité) : les paires de photons
sont émises dans un peigne fréquentiel. Sans filtrage supplémentaire pour isoler une résonance
unique, ces sources présentent certes les corrélations attendues mais sont inadaptées à l’interaction
avec les mémoires quantiques constituées d’un grand nombre de résonances inhomogènement
distribuées. En effet, les mémoires quantiques en matrice cristalline comme celles basées sur le
CRIB (Controlled Reversible Inhomogeneous Broadening), privilégiées pour leur simplicité de mise
en œuvre, peuvent avoir une largeur inhomogène d’acceptance spectrale bien plus large [TAC+10]
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(plusieurs GHz) que la largeur effective de la mémoire 10. À moins que l’intervalle spectral libre de
la cavité soit très grand devant cette largeur inhomogène, ce type de source est donc incompatible
avec de telles mémoires. À titre d’exemple, pour une largeur inhomogène de 10 GHz et une largeur
effective de 10 MHz, une cavité d’une finesse de l’ordre de 1000 est donc nécessaire, ce qui est
difficilement réalisable en pratique.

En revanche, même sans produire d’états intriqués mais seulement des paires de photons ju-
meaux, elles peuvent permettre une intéressante étude des statistiques de photons [NNNT+07] en
comparant les corrélations entre certains modes. Par exemple, un photon annoncé par son jumeau
dans le mode centré sur la fréquence de dégénérescence présente la statistique de photons uniques
(cf. §. 4.2) tandis que, pour un mode sélectionné autre, la détection d’un photon déclenchée par
la mesure d’un autre présentera une statistique chaotique (cf. §. 1.2.7, page 22).

Une autre source, réalisée par F. Wolfgramm et al. en 2008 [WXC+08], produit également
des paires de photons indiscernables mais non intriqués en polarisation avec une brillance spectrale
dans chaque mode (large de 7 MHz) de deux ordres de grandeur supérieure à celle de C. Kuklewicz
et al. en 2006, à savoir 70 Hz/mW/MHz. La visibilité des interférences est de plus de 90 %.
Cependant, aucun filtrage permettant d’isoler un mode unique n’est réalisé. Il est donc plus
correct de comparer avec les autres sources la brillance moyenne dans une bande plus grande que
l’intervalle spectral libre, qui est de 0,95 Hz/mW/MHz (450 000 Hz/mW/nm). L’auteur destine ce
type de source à des interactions avec des transitions atomiques très sélectives en fréquence. Ainsi,
l’absence de filtrage des modes non résonants avec la transition ne constitue pas un inconvénient
puisque ceux-ci n’interagissent pas avec le système.

Pour une raison différente, mais voisine, la même remarque pourrait s’appliquer à la source dé-
veloppée par A. Haase et al. [HPEM09]. Ici, la génération n’est pas produite en cavité résonante
et le filtrage est réalisé de manière externe. Mais le photon destiné à interagir avec une transi-
tion atomique n’est pas filtré spectralement. L’atome n’interagit qu’avec les photons de longueur
d’onde comprise dans sa gamme d’acceptance. Le deuxième photon, dont le rôle est d’annoncer le
premier, est lui filtré avec une largeur de 22 MHz par une succession de cavités Fabry-Pérot acti-
vement stabilisées. Si la fréquence de filtrage correspond à la fréquence de la transition atomique,
le photon filtré déclenche la mesure du premier photon (il l’annonce) de manière fiable.

X. H. Bao et ses collaborateurs ont également réalisé une source en cavité résonante [BQY+08],
et ont mesuré ses caractéristiques après un filtrage spectral isolant le mode unique situé à la
fréquence de dégénérescence. Ils ont obtenu une fidélité avec un état maximalement intriqué de
94 %, pour une brillance de 6 Hz/mW/MHz. Une mesure de corrélation temporelle (Fig. 4.7), dont
la forme en e−2π∆ν|t| est la signature d’un filtrage lorentzien caractéristique d’une cavité Fabry-
Pérot, indique une largeur spectrale ∆ν égale à 9,6 MHz. La réjection des autres résonances a
été obtenue par une combinaison d’étalons Fabry-Pérot de finesse et d’intervalle spectral libre
appropriés.

4.4 Conclusion

Toutes les sources de spectre étroit présentées dans le paragraphe précédent, bien qu’elles soient
pour la plupart fibrées, produisent des paires photons au voisinage de 800 nm. Elles sont conçues
pour interagir directement avec des transitions atomiques fonctionnant dans leur gamme de lon-
gueur d’onde. Lorsqu’une grande finesse spectrale est visée, l’objectif n’est plus la transmission
sur de longues distances.

Nous nous proposons, dans ce manuscrit, de réaliser une étude des caractéristiques d’une
source qui permettrait de conjuguer les objectifs encore non atteints simultanément que sont une

10. Cette largeur effective, de quelques dizaines de MHz correspond à l’élargissement par effet Stark de la réso-
nance étroite (quelques kHz) d’un atome [TAC+10].
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Figure 4.7 – Mesure de corrélation en temps pour la source de M. Bao et al. de 2008. Cette forme est la
transformée de Fourier d’une fonction lorentzienne, montrant que le spectre est déterminé par
un mode d’une cavité résonante de type Fabry-Pérot. La largeur spectrale obtenue est de
9,6 MHz. (tiré de [BQY+08])

très faible largeur spectrale dans un mode unique, une propagation sur de longues distances à
1550 nm dans une fibre optique monomode standard, avec une brillance et une fidélité suffisantes
pour les communications quantiques. La source sera également impulsionnelle, dans la perspective
de l’intégrer dans un réseau où le régime impulsionnel apporte une information de synchronisation
temporelle indispensable.

Pour s’assurer de concevoir une telle expérience dans les meilleures conditions possibles, nous
avons entrepris une étude théorique préalable, présentée dans la partie suivante, avant d’en venir
à la réalisation expérimentale d’une source et son optimisation dans la partie III.
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Conception des sources fibrées de
paires de photons basées sur la

fluorescence paramétrique
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Chapitre 5

Limites à la qualité d’une source de
photons jumeaux

Dans les expériences d’optique quantique en régime de comptage de photons, les contraintes
de stabilité expérimentale et les imperfections des détecteurs imposent une brillance (nombre
de paires de photons produites) minimale pour la réussite des mesures. Pour une source impul-
sionnelle, cette brillance B est proportionnelle à la probabilité p0∆ν de générer une paire par
impulsion dans la bande passante ∆ν et au taux de répétition f0 : B ∝ p0∆ν × f0.

Le processus de fluorescence paramétrique peut être utilisé pour produire des paires de photons
jumeaux (cf. § 4.2). Mais il produit également, de manière inhérente, des paires multiples dans
une proportion d’autant plus grande que p0 est grand. Cela limite intrinsèquement la qualité
d’éventuelles mesures de corrélations quantiques reposant sur une telle source car l’état produit
par la source n’est pas parfaitement fidèle à un état à deux photons.

Pour des sources de grande bande passante, un faible rendement est suffisant pour atteindre
une brillance totale satisfaisante. En revanche, lorsqu’un projet comme eQuanet contraint la
source à une très faible bande passante, la brillance spectrale nécessaire rend le problème des
paires multiples particulièrement critique :

• Le taux de répétition f0 est limité : une faible bande passante implique une largeur
spectrale de pompe étroite, donc une durée d’impulsions longue (cf. Annexe B.7.3 ou
Chap. 6, Eq. 6.34). Or la période de répétition doit être supérieure à cette durée pour
éviter le recouvrement des impulsions.

• Le degré de liberté restant pour augmenter la brillance, p0 qu’on fait varier via la
puissance de pompe, influence directement la proportion de paires multiples, donc la
qualité de la source.

L’objectif de ce chapitre 1 est de comprendre l’influence des divers paramètres d’une source
impulsionnelle complète sur la manière dont les paires multiples dégradent sa qualité. Ces para-
mètres, outre la puissance de pompe (le rendement de génération p0), sont les pertes en aval de la
génération, y compris dues à la détection, les caractéristiques du filtrage, le mode de séparation
des photons d’une paire, et la présence de bruit.

Nous commençons par présenter le principe de la source idéale considérée, puis nous donnons
une expression quantitative de la qualité qu’il est possible d’atteindre en fonction de chacun des
paramètres de la source. Puis, après avoir analysé dans quelle mesure ceux-ci dégradent la qualité,
nous déterminons le compromis entre qualité et brillance qu’il est permis d’atteindre en fonction
de ces paramètres.

1. Cette étude a fait l’objet d’un article à paraître dans la revue Journal of the Optical Society of America B

[SFD+11].
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Nous souhaitons ainsi que cette étude soit utile autant à l’étape de la conception, pour antici-
per les performances atteignables, qu’à l’étape de l’optimisation expérimentale, pour juger si les
réglages ont effectivement permis d’atteindre les performances prévues.

5.1 Principe

Le dispositif considéré est présenté en Figure 5.1.

C

SPompe

DB1

A

B
FA

FB

BSB

DA1BSA

DA2

DB2

Figure 5.1 – Dispositif considéré pour l’analyse de l’effet du filtrage sur une source de paires de photons
intriquées. S : Source paramétrique, F : filtre spectral, C : lame séparatrice ou coupleur, BS :
analyseur de Bell, D : détecteur

5.1.1 Une source paramétrique idéale

La source émet uniquement des paires de photons de fréquences νs et νi par fluorescence
paramétrique. La présence de bruit optique sera également analysée au paragraphe 5.5.1. Elle est
pompée par une source impulsionnelle de fréquence νp = νs + νi avec un taux de répétition f0.

On considère indifféremment une source en espace libre jusqu’à la détection, ou une source
fibrée, c’est à dire dont les photons sont collectés dans des fibres optiques et qui utilise des
composants de l’optique guidée.

5.1.2 Séparation des photons vers deux voies de détection

Une lame séparatrice C sépare les deux photons d’une paire vers deux voies de détection A et
B. Nous distinguons deux cas :

• une séparation déterministe — où C est par exemple un miroir dichroïque lorsque les
deux photons d’une paire sont non-dégénérés en fréquence (νs 6= νi). La répartition
des photons après la lame est toujours identique quelle que soit la paire produite.
Les cas d’une génération non-colinéaire et de photons générés avec des polarisations
orthogonales entrent également dans cette catégorie.

• une séparation statistique — où C est une lame semi-réfléchissante ou un coupleur fibré.
Une telle séparation est nécessaire lorsque les photons de la paire sont colinéaires et
quasi-dégénérés en fréquence (νi ≈ νs ≈ νp

2 ) et qu’il n’est pas possible d’utiliser un
séparateur de polarisations ou toute autre méthode déterministe. La répartition des
photons après la lame varie d’une paire à l’autre, de manière aléatoire.
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5.1.3 Filtrage spectral et pertes

Les voies A et B subissent un filtrage spectral dont le profil est supposé idéal (voir Figure
5.2), c’est-à-dire de transmission nulle en dehors de la bande passante et constante à l’intérieur
de celle-ci. En voie A, le filtre FA est centré sur νA ; en voie B, le filtre FB est centré sur νB, tel
que νA + νB = νp. Les bandes passantes ∆νA et ∆νB peuvent éventuellement être différentes.

T = TA,B

∆νA,B

νA,B
νT = 0

Figure 5.2 – Spectre de transmission des filtres idéaux.

Les transmissions TA et TB des filtres tiennent compte non seulement des pertes des filtres
eux-mêmes, mais aussi de toutes les autres pertes des voies A et B. Cela inclut :

• pertes en espace libre après la génération par fluorescence paramétrique (propagation,
lentilles, miroirs) ;

• pertes éventuelles par couplage dans une fibre optique ;

• pertes dues aux transmission/réflexion imparfaites de la lame séparatrice (ou du cou-
pleur fibré) ;

• pertes d’insertion des analyseurs en voies A et B ;

• pertes par d’éventuels raccords entre composants fibrés et par ces composants eux-
mêmes.

On suppose que, dans la bande passante des filtres, ces pertes sont indépendantes de la fréquence
des photons.

5.1.4 Détecteurs

Après les analyseurs placés sur chaque voie, on installe deux détecteurs DA1,DA2 supposés
identiques 2 de rendements quantiques ηA en voie A et deux détecteurs identiques DB1,DB2 de
rendements quantiques ηB en voie B. Les calculs supposent dans un premier temps un bruit
d’obscurité nul. Celui-ci ne sera pris en compte qu’ultérieurement dans ce chapitre (§ 5.5.2).

5.1.5 Efficacité d’extraction

Dans notre contexte, nous définissons l’efficacité d’extraction comme la proportion de photons
détectés parmi les photons produits lors du processus de fluorescence. Nous considérons ici l’ef-
ficacité d’extraction dans la bande passante de la source et différencions celle de la voie A (XA)
de celle de la voie B (XB).

La baisse d’efficacité d’extraction peut être due à plusieurs facteurs :

• le rendement quantique imparfait des détecteurs utilisés : ηA, ηB < 1 ;

2. Il est généralement possible de calibrer leur rendement quantique de manière à les égaler, et on supposera
alors, au besoin, que leur bruit d’obscurité est égal.
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• le caractère aléatoire du passage de la lame séparatrice, dans le cas d’une séparation
statistique : RA, RB < 1 (RA +RB = 1) ;

• les autres pertes incluses dans les facteurs TA, TB < 1.

Ainsi, l’efficacité d’extraction en voie i vaut :

Xi = Tiηi pour une séparation déterministe

Xi = RiTiηi pour une séparation statistique

En effet, l’influence du rendement quantique d’un détecteur est analogue à celui de la trans-
mission sur la voie considérée. Un rendement inférieur à 1 n’est qu’une autre source de pertes dont
on peut montrer qu’elle intervient mathématiquement de manière identique dans les calculs 3. Il
en va de même pour Ri.

Les effets de Ri, Ti et ηi, bien que similaires, seront analysés séparément (§ 5.3) car ils re-
couvrent des paramètres physiques qui interviennent à des étapes différentes lors de la conception
d’une source. Cependant, en raison de leur rôle mathématique analogue, la Section 5.2, où est
effectué le calcul des probabilités de détection simple et en coïncidence, ne fera appel qu’aux Xi

pour plus de simplicité.

5.1.6 Clics simples et coïncidences

Pour le dispositif de la Figure 5.1, nous calculerons la probabilié PA = PA1 +PA2 qu’un photon
soit détecté en voie A (en DA1 ou DA2), ainsi que la probabilité PB = PB1 + PB2 qu’un photon
soit détecté en voie B (en DB1 ou DB2).

De plus, trois types de coïncidences entres voies A et B peuvent survenir entre deux détecteurs
quelconques DAi et DBj (i, j = 1, 2) :

• Des coïncidences « vraies » (probabilité totale PCV =
∑

i,j PCVij) : le photon en voie
A provient de la même paire que le photon en voie B. Les deux photons satisfont la
conservation de l’énergie. La valeur des PCVij , donc de PCV, dépend du réglage des
analyseurs de Bell.

• Des coïncidences « accidentelles » (probabilité totale PCA =
∑

i,j PCAij) : le photon
en voie A et celui en voie B proviennent de deux paires différentes, incohérentes entre
elles, émises lors d’une même impulsion de pompe.

• Des coïncidences de bruit (probabilité totale PCB =
∑

i,j PCBij), liées au bruit électro-
nique des détecteurs ou à la présence d’un bruit optique. Elles incluent les coïncidences
entre un clic de bruit sur une voie et une détection de photon sur l’autre, aussi bien
que des coïncidences entre deux clics de bruit. On ne les prendra en compte qu’ulté-
rieurement, dans la Section 5.5.

3. On pourra s’en convaincre lors de la lecture du § 5.2 p.86 en montrant que, par exemple :

P
(S)
A = p0∆νA

{

P
(S)
1 (2, 0) + P

(S)
1 (1, 1) + P

(S)
1 (1, 0)

}

avec Xi = RiTiηi (Eq. 5.11)

equivaut à :

P
(S)
A = p0∆νA

{

P
(S)
1 (2, 0) [ηA + (1 − ηA)ηA] +

[

P
(S)
1 (1, 1) + P

(S)
1 (1, 0)

]

ηA

}

avec Xi = RiTi

où le facteur [ηA + (1 − ηA)ηA] correspond à la détection du premier photon ou la détection du deuxième photon
associée à la non-détection du premier. P

(S)
N (nA, nB) (Eq. 5.10) est la probabilité d’avoir nA photons en voie A et

nB photons en voie B en présence de N paires produites.
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Puisque nous avons supposé identiques les détecteurs DA1 et DA2 d’une part, et les détecteurs
DB1 et DB2 d’autre part, et que les probabilités de coïncidences ne dépendent pas du réglage des
analyseurs, nous avons les relations :

PCA = 4PCAij ∀i, j = 1, 2 (5.1)

PCB = 4PCBij ∀i, j = 1, 2 (5.2)

Pour les vraies coïncidences en revanche, la présence de corrélations impose les relations
PCV11 = PCV22 et PCV12 = PCV21. On a donc

PCV = 2
(
PCVi1 + PCVi2

)
∀i = 1, 2 (5.3)

5.1.7 Quantification de la qualité de la source : Visibilité

La qualité d’une source se traduit par le degré de corrélations quantiques qu’elle permet d’ob-
server. Cela se quantifie généralement par une mesure de visibilité, ou contraste, de franges
d’interférences à deux photons.

La nature des corrélations observées dépend de l’expérience réaliser. Par exemple, on peut
distinguer :

1. une mesure de Bell (§ 3.2.5) ; cela suppose de produire des états intriqués à partir de la
source de photons jumeaux considérée dans ce chapitre. On mesure alors le contraste
des franges d’interférence à deux photons en fonction du réglage relatif des analyseurs
(polariseurs ou interféromètre de Franson par exemple). Pour une visibilité maximale,
l’état doit être maximalement intriqué (§ 3.1.2).

2. un HOM-dip [HOM87]. On mesure alors le contraste de franges d’interférences à deux
photons en fonction du recouvrement temporel de leurs paquets d’onde sur une lame
séparatrice. Pour une visibilité maximale, les discernabilités spatiale, spectrale et de
polarisation des photons produits par la source doivent être parfaitement corrigées.

3. une simple mesure de corrélations temporelles, directement réalisable à partir de la
source impulsionnelle de photons jumeaux. La probabilité maximale de coïncidences
entre les voies A et B est alors obtenue lorsque celles-ci sont mesurées au sein de la
même impulsion ; la probabilité minimale est obtenue en mesurant des « coïncidences
retardées », c’est à dire la détection d’un photon en voie A lors de l’impulsion n et d’un
photon en voie B lors d’une impulsion n′ 6= n.

Dans le 1er cas, on mesure la visibilité vij = (Pmax
ij −Pmin

ij )/(Pmax
ij +Pmin

ij ) entre la probabilité
Pmin

ij de coïncidences totales entre les détecteurs DAi et DBj , obtenue lorsque les analyseurs sont
réglés de sorte que PCVij = 0, et la probabilité Pmax

ij , obtenue lorsque les analyseurs sont réglés
de manière à maximiser PCVij :

Pmin
ij = PCAij + PCBij

Pmax
ij = Pmax

CV ij + PCAij + PCBij

Or lorsque PCVij = Pmax
CV ij , on a nécessairement PCVij′ = 0 (j′ 6= j). En utilisant la relation

(5.3), la probabilité de vraies coïncidences entre deux détecteurs DAi et DBj s’exprime alors en
fonction des vraies coïncidences totales PCV : PCVij = PCV/2. En utilisant également les relations
(5.1) et (5.2), on obtient finalement une visibilité V = vij indépendante de i et j :

V =
1

1 + PCA+PCB
PCV

(5.4)
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Le fait que cette visibilité ne dépende que du nombre total de coïncidences entre DA1 ou DA2

d’une part et DB1 ou DB2 d’autre part traduit le fait que ce chapitre a pour but d’étudier les
limites à la qualité d’une source, indépendamment des imperfections de la mesure de Bell.

La visibilité idéale considérée ainsi ne prend en compte que la dégradation due à la présence
inévitable des paires multiples et la présence éventuelle de bruit. Elle ne considère pas les imper-
fections de la mesure de Bell, la non-maximalité de l’intrication ou les éventuelles discernabilités,
qui ne sont pas intrinsèques à la génération des paires de photons et peuvent donc en théorie être
corrigées. Cette visibilité constitue donc une borne supérieure très utile pour anticiper la valeur
qu’il est possible d’atteindre dans la pratique en fonction des divers paramètres du système.

Nous allons dans la section qui suit calculer PCV et PCA en fonction ces paramètres, afin
de déterminer leur effet sur la visibilité nette, qui suppose un bruit nul (PCB = 0) et ne rend
compte que de l’effet des paires multiples. La visibilité brute, avec PCB 6= 0, sera évaluée dans la
Section 5.5.

5.2 Calcul des probabilités

La densité spectrale de probabilité qu’une paire soit produite à une fréquence ν vaut p0(ν).
Cette valeur est supposée uniforme dans les bandes passantes des filtres FA et FB et égale pour
les deux (voir Figure 5.3). Ainsi, on omettra d’expliciter sa dépendance en ν par la suite.

De manière générale, la probabilité de créer n + 1 paires est significativement plus faible que
celle d’en générer n (voir Chapitre 4, § 4.2). Ainsi, on se limitera, pour le calcul des coïncidences
vraies, à la contribution des paires simples. En revanche, les coïncidences accidentelles sont dues
à la présence de paires multiples. Mais pour la même raison, on ne prendra en compte que les
doubles paires.

0

Tmax

ºA ºp
2

ºB

Figure 5.3 – Représentation de p0(ν), la densité spectrale de probabilité de génération de paires de
photons par fluorescence paramétrique. Cette densité varie faiblement dans les bandes des
filtres FA et FB.

Ces doubles paires peuvent être incohérentes entre elles (deux émissions d’états à deux photons ;
l’état de la paire sera noté |2×2〉) ou cohérentes (états à quatre photons, soit une paire stimulée
par l’émission de la première ; l’état de la double paire sera noté |4〉). La contribution de chacun
de ces deux états à la densité spectrale de probabilité p2 de génération de doubles paires a été
discutée dans des travaux de H. De Riedmatten, V. Scarani, N. Gisin et leurs collaborateurs
[RSM+04, SdRM+05]. Elle est donnée par :

p2 =
1
2
p2

0

[

J2
2 + J4

]
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où J2, J2
2 sont respectivement les distributions spectrales normalisées de paires, doubles paires,

et J4 la contribution supplémentaire liée à la cohérence entre les deux paires. On peut montrer 4

que J4 ≤ J2
2 . Ainsi, on peut introduire le paramètre χ ∈ [0, 1] tel que

J4 = χJ2
2

Dans le cadre de notre approximation d’un spectre uniforme dans les bandes passantes, on a
J2 ≡ 1 et l’expression générale de la densité spectrale de probabilité de doubles paires s’écrit donc

p2(χ) =
1
2
p2

0 [1 + χ] (5.5)

Ainsi, la densité spectrale de probabilité de générer deux paires incohérentes (χ = 0), notée
p2I , suit bien la statistique d’émission des photons de pompe, à savoir une loi poissonnienne :
p2I = p2

0/2. Nous avons vu au Chapitre 1, § 1.2.6 comment cette statistique était liée au fait que
le faisceau de pompe était dans un état cohérent. La densité de probabilité p2C de générer deux
paires cohérentes (χ = 1) vaut p2C = p2

0. On peut montrer [ORW99] 5 que lorsque l’impulsion
de pompe est longue devant le temps de cohérence des photons générés, la production de paires
incohérentes est dominante, ce qui se traduit par χ → 0, de sorte que p2 → p2I . Dans le cas
contraire d’une impulsion de pompe courte, les paires multiples générées sont principalement
cohérentes entre elles : alors χ→ 1, c’est à dire p2 → p2C .

Les calcul de la distribution de photons dépend de la manière de séparer vers les voies A et B
les deux photons d’une paire (cf. § 5.1.2). Les deux sections suivantes décrivent le calcul spécifique
à ces deux modes de séparation.

5.2.1 Cas d’une séparation déterministe

La séparation est opérée au moyen d’un miroir dichroïque possédant un maximum de trans-
mission à la fréquence νA et un maxium de réflexion à la fréquence νB. Les pertes par transmission
et par réflexion sont incluses dans les facteurs XA et XB, par l’intermédiaire de TA et TB. La
probabilité qu’un photon d’une paire soit produit dans la bande passante du filtre en voie A (resp.
B) vaut p0∆νA (resp. p0∆νB).

La probabilité P(D)

N (nA, nB) de détecter nA photons en voie A et nB photons en voie B en
présence de N paires produites s’écrit :

P(D)

N (nA, nB) =
[

CN−nA
N XnA

A (1−XA)N−nA

] [

CN−nB
N XnB

B (1−XB)N−nB

]

(5.6)

où Cp
n = n!/(p!(n − p)!) désigne le coefficient binomial, c’est à dire le nombre de sous-ensembles

à p éléments dans un ensemble à n éléments.

Cette équation traduit la transmission déterministe (avec probabilité unité) de la moitié des
photons vers la voie A et l’autre moitié vers la voie B, et la perte aléatoire d’une partie des
photons sur chaque voie i = A,B avec la probabilité 1−Xi.

Ainsi, pour chaque paire produite, on trouve les probabilités suivantes pour la détection d’un
photon sur les voies A et B :

P (D)

A = p0∆νA

[

P(D)

1 (1, 0) + P(D)

1 (1, 1)
]

= p0∆νAXA

P (D)

B = p0∆νB

[

P(D)

1 (0, 1) + P(D)

1 (1, 1)
]

= p0∆νBXB

4. par le théorème de Schwartz
5. Dans cet article, χ = E/A
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La probabilité de vraies coïncidences vaut, en négligeant la contribution des doubles paires :

P (D)

CV = p0 min(∆νA,∆νB)P(D)

1 (1, 1) = p0 min(∆νA,∆νB)XAXB (5.7)

où l’on a remarqué que c’est dans la bande passante la plus petite des deux voies que peuvent
avoir lieu des coïncidences. En dehors de celle-ci, les photons passants sur la voie la plus large
sont privés de leurs jumeaux sur l’autre voie.

De même, une double paire entraine la présence de deux photons sur chaque voie. Mais les
doubles paires cohérentes ne donnent pas lieu à des coïncidences accidentelles. Seules les doubles
paires incohérentes y participent, dans la moitié des cas (voir Figure 5.4) :

P (D)

CA =
1
2
× 1

2
p2

0∆νA∆νB

[

P(D)

2 (2, 2) + P(D)

2 (2, 1) + P(D)

2 (1, 2) + P(D)

2 (1, 1)
]

=
1
4
p2

0∆νA∆νBXAXB (2−XA) (2−XB) (5.8)

Ainsi, comme l’ont remarqué V. Scarani et al. [SdRM+05], les coïncidences accidentelles ne
dépendent pas de la cohérence des doubles paires, dans le cas d’une séparation déterministe.

s

s′

i

i′

s

i

s′

i′

Figure 5.4 – Distribution de photons s, i et s′, i′ provenant de deux paires (��/ • ◦) non-dégénérées en
fréquence (�, • : νA, �, ◦ : νB) après un miroir dichroïque. Dans le cas où les deux paires sont
cohérentes entre elles (état |4〉), toutes les combinaisons donnent lieu à de vraies
coïncidences. Dans le cas incohérent (état |2×2〉), s− i′ et s′ − i donnent lieu à des
coïncidences accidentelles.

On trouve alors le résultat suivant pour la visibilité définie par l’Eq. 5.4 :

V (D) =
1

1 + p0 max(∆νA,∆νB) (2−XA) (2−XB) /4
(5.9)

5.2.2 Cas d’une séparation statistique

C’est maintenant une lame partiellement réfléchissante de coefficients de transmission RA et
de réflexion RB qui réalise la séparation des photons vers les deux voies A et B. Comme dans le
cas d’une séparation déterministe, on intégrera les pertes potentielles de cette lame aux pertes
globales XA, XB de sorte que RA + RB = 1. Contrairement au cas du miroir dichroïque, la
séparation s’opère désormais de manière statistique et l’expression de la distribution des photons
sur les deux voies diffère de la formule (5.6). Ici, on obtient :

P(S)

N (nA, nB) = C2N−nA−nB
2N (1−XA −XB)2N−nA−nB CnA

nA+nB
XnA

A XnB
B (5.10)
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Cette expression s’interprète comme la perte de 2N − nA − nB photons avec une probabilité
individuelle 1 − XA − XB, et la distribution des photons restants vers les voies A et B avec les
probabilités individuelles XA et XB respectivement. Le facteur C2N−nA−nB

2N exprime le nombre
de combinaisons possibles pour la perte de 2N − nA − nB photons, tandis que le facteur CnA

nA+nB

exprime le nombre de combinaisons possibles à nA photons en voie A (les photons restants em-
pruntant donc la voie B).

Alors, la probabilité d’avoir au moins un photon en voie A ou B vaut, en négligeant la contri-
bution des doubles paires :

P (S)

A = p0∆νA

[

P(S)

1 (2, 0) + P(S)

1 (1, 1) + P(S)

1 (1, 0)
]

= p0∆νAXA (2−XA) (5.11)

P (S)

B = p0∆νB

[

P(S)

1 (0, 2) + P(S)

1 (1, 1) + P(S)

1 (0, 1)
]

= p0∆νBXB (2−XB) (5.12)

La probabilité d’obtenir une coïncidence vraie vaut

P (S)

CV = p0 min(∆νA,∆νB)P1(1, 1) = 2p0 min(∆νA,∆νB)XAXB (5.13)

En ce qui concerne les coïncidences accidentelles, contrairement au cas d’une séparation déter-
ministe, les doubles paires cohérentes peuvent elles aussi y contribuer dans certains cas. Commen-
çons tout d’abord par écrire la probabilité de coïncidences totales en présence de doubles paires,
qui dépend de χ à travers p2(χ) (Eq. 5.5) :

P (S)

C (χ) = p2(χ)∆νA∆νB

[

P(S)

2 (3, 1) + P(S)

2 (1, 3) + P(S)

2 (2, 2) + P(S)

2 (2, 1) + P(S)

2 (1, 2) + P(S)

2 (1, 1)
]

La probabilité de coïncidences totales P (S)

C dépend de χ, mais la proportion de coïncidences
accidentelles également : lorsque les paires sont incohérentes, seules les combinaisons s−i et s′−i′
donnent lieu à de vraies coïncidences, tandis que dans les cas cohérent, les combinaisons s − i′
et s′ − i en donnent également. La Table 5.1 synthétise les différentes distributions possibles et
leur associe la probabilité qu’un photon en voie A et un photon en voie B donnent lieu à une
vraie coïncidence. Dans le cas cohérent, deux tiers des coïncidences sont considérées comme de
vraies coïncidences, et un tiers dans le cas incohérent. En termes de probabilités conditionnelles,
on écrit :

P( CA | incoh ) =
2
3

(proba. de coïnc. accidentelle due à l’incohérence d’une double paire)

P( CA | coh ) =
1
3

(proba. de coïnc. accidentelle due à la cohérence d’une double paire)

D’autre part, on note de la manière suivante les probabilités de contribuer aux coïncidences en
tant que double paire incohérente ou cohérente :

P( incoh ) =
1

1 + χ
(contribution comme double paire incohérente)

P( coh ) =
min(∆νA,∆νB)
max(∆νA,∆νB)

χ

1 + χ
(contribution comme double paire cohérente)

Notons que les probabilités ci-dessus n’expriment pas la probabilité que l’état de la double
paire soit |2×2〉 ou |4〉, mais la probabilité de contribuer aux coïncidences accidentelles selon la
statistique incohérente (p2 = p2I ) ou cohérente (p2 = p2C ).
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Distribution Coïncidences

Voie A Voie B |4〉 |2×2〉
ss′ ii′ 4/4 2/4
si′ s′i 2/4 2/4
si s′i′ 2/4 0/4
s s′ii′ 2/3 1/3
s′ sii′ 2/3 1/3
i ss′i 2/3 1/3
i′ ss′i′ 2/3 1/3

Moyenne 2/3 1/3

Table 5.1 – Cas de la séparation statistiques des photons : Proportion de vraies coïncidences en présence de
doubles paires cohérentes (|4〉) ou incohérentes (|2×2〉) en fonction de la distribution de
photons sur chaque voie. s, i désignent les photons d’une paire et s′, i′ ceux de l’autre.

Finalement, la probabilité de coïncidences accidentelles s’écrit :

P (S)

CA(χ) =
[
P( CA | incoh ) · P( incoh ) + P( CA | coh ) · P( coh )

]
P (S)

C (χ)

=
[

2
3
· 1

1 + χ
+

1
3
· min(∆νA,∆νB)

max(∆νA,∆νB)
χ

1 + χ

]

× 1
2
p2

0 [1 + χ] ∆νA∆νBXAXB

[

6− 6(XA +XB) + 2(X2
A +X2

B) + 3XAXB

]

= 2p2
0 ∆νA∆νB XAXBK (5.14)

où
K = (1 + r(χ))

[

2− 2(XA +XB) +
2
3

(X2
A +X2

B) +XAXB

]

(5.15)

Le terme r(χ) = χ
2

min(∆νA,∆νB)
max(∆νA,∆νB) , qui exprime la dépendance du résultat à la cohérence des

paires, est compris entre 0 et 0,5. L’effet de cette cohérence est donc sinon négligeable, du moins
secondaire. En pratique, il est possible de diminuer suffisamment la cohérence des doubles paires
pour rendre r(χ) petit devant 1, en choisissant une pompe de temps de cohérence suffisamment
grande devant celle des paires. Lorsque ces temps sont identiques (c’est à dire leur largeur spectrale
égale), et que la bande passante est identique sur les deux voies, χ = 1√

2
[RSM+04], c’est à dire

r ≈ 0,35. Lorsque le temps de cohérence de la pompe est deux fois plus grand que celui des
photons, r ≈ 0,22.

Ainsi, dans le cas d’une séparation statistique, la visibilité vaut :

V (S) =
1

1 + p0 max(∆νA,∆νB)K
(5.16)

5.3 Analyse de l’influence des paramètres de la source

Dans cette section, nous nous intéressons à la variation de visibilité en fonction de la densité
spectrale de probabilité de génération pour différentes valeurs de deux paramètres : l’asymétrie
des bandes passantes en voies A et B ainsi que les pertes, supposées égales, sur chaque voie.
Nous étudierons les cas des deux modes de séparation : déterministe et statistique. Afin de ne pas
complexifier l’étude, nous ne considérerons généralement dans ce dernier cas que la présence de
doubles paires incohérentes (χ = 0), en raison de la faible contribution r(χ) de la cohérence des
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doubles paires aux coïncidences accidentelles. Cependant nous discuterons à nouveau de l’effet de
χ au § 5.3.3.

5.3.1 Influence de l’asymétrie des bandes passantes en voies A et B

Nous étudions ici l’effet d’asymétries importantes entre les deux voies : des facteur allant
jusqu’à 100. Il peut sembler discutable de tirer des conclusions sur l’effet de l’asymétrie en étudiant
des valeurs arbitraires. Mais ce choix de valeurs étudié est guidé par la recherche d’éventuelles
simplifications expérimentales. Choisir une valeur différente de 1 aurait pour intérêt de simplifier
la technique de filtrage sur une des deux voies. Passer d’un rapport 1 à un rapport 2, par exemple,
modifie peu les contraintes expérimentales. Passer d’un facteur 1 à 10, en revanche, pourrait cesser
de rendre nécessaire une stabilisation du filtrage. Passer à un facteur 100 pourrait, par exemple,
autoriser de passer d’une technologie Fabry-Pérot à une technologie de filtrage moins fine mais
plus confortable d’utilisation, par exemple un filtre passe-bande basé sur des dépôts de couches
minces diélectriques, ce qui permet de s’affranchir des multiples résonances Fabry-Pérot.

La Figure 5.5 montre l’évolution de la visibilité en fonction de la probabilité de génération de
paires dans une bande ∆νA pour différentes largeurs ∆νB.

Les calculs ont été effectués pour un système sans pertes en utilisant les formules (5.9) et
(5.16) avec TAηA = TBηB = 1, selon le cas : séparation déterministe (a) ou statistique (b). Les
trois courbes correspondent respectivement à ∆νB/∆νA = 1, 10 et 100.

On constate que, en raison des pertes nulles, la visibilité reste très bonne (> 90 %) lorsque les
largeurs des filtres sont équilibrées, même pour des probabilités de génération de paires élevées
(10 %). En revanche, lorsque que ce déséquilibre s’accroit sensiblement, la visibilité chute rapide-
ment avec la probabilité de génération de paires. Cette chute de la visibilité avec l’asymétrie des
bandes passantes s’explique par le nombre important de photons en voie B qui ne contribuent
qu’aux coïncidences accidentelles, puisque leurs jumeaux en voie A sont éliminés par un filtrage
plus étroit.

La comparaison des Figures 5.5 (a) et (b) montre aussi que, toutes choses égales par ailleurs,
l’asymétrie des bandes passantes a un effet moindre avec une séparation déterministe qu’avec une
séparation statistique. Surtout, dans ce dernier cas, la chute de visibilité est importante dès les
petites probabilités de génération. Ceci sera davantage analysé plus loin (§ 5.3.3).

Nous allons maintenant comparer cette dégradation de visibilité par l’asymétrie avec celle que
les pertes globales induisent.

5.3.2 Influence des pertes

Nous nous intéressons, pour un dispositif symétrique (∆νB = ∆νA, TA = TB = T , ηA = ηB =
η), à l’effet des pertes totales (T × η) pour plusieurs combinaisons typiques de T et η :

1. Tη = 1 : le cas idéal de pertes nulles étudié dans le paragraphe précédent ;

2. Tη = 0,5 : des pertes modérées (T ≈ 0,6 6) et un détecteur Silicium (η ≈ 0,8) ;

3. Tη = 0,1 : des pertes importantes (T ≈ 0,1) et un détecteur Silicium, ou des pertes
modérées et un détecteur InGaAs calibré pour un rendement quantique important
(η ≈ 0,2) ;

4. Tη = 0,02 : des pertes importantes et un détecteur InGaAs.
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Figure 5.5 – Visibilité en fonction de la probabilité de générer une paire dans une bande ∆νA. Les
différentes courbes correspondent à différents déséquilibres bande passante entre les filtres des
voies A et B. Le calcul est effectué pour TAηA = TBηB = 1 et RA = RB = 0,5.
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Figure 5.6 – Visibilité en fonction de la probabilité de générer une paire dans une bande ∆νA. Les
différentes courbes correspondent à différents coefficients de transmission, illustrant l’effet des
pertes sur les voies A et B. Le calcul est effectué pour ∆νA = ∆νB et RA = RB = 0,5.
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La Figure 5.6 montre l’évolution de la visibilité en fonction de la probabilité de génération de
paires pour ces différents coefficients de transmissions. Les calculs se basent sur les formules (5.9)
et (5.16) selon qu’on s’intéresse à une séparation déterministe (a) ou statistique (b).

On remarque que, dans la gamme réaliste considérée ici, l’effet néfaste des pertes sur la visibilité
peut être fort (cas 4), mais il est bien plus progressif que l’effet de l’asymétrie spectrale du filtrage
entre les voies A et B (Fig. 5.5). Cela suggère la possibilité de compenser les pertes par une baisse
du rendement de fluorescence, dans une bien moindre mesure que ce qui serait nécessaire pour
compenser l’asymétrie des bandes passantes.

De même, la baisse relative de visibilité entre séparation déterministe et statistique est bien
moindre que celle observée avec l’asymétrie du filtrage. Elle reste modérée (< 10 %) à forte
probabilité de génération (p0∆νA = 0,1), et est même négligeable (< 8 %) à plus faible probabilité
(p0∆νA = 0,01).

Il est important de remarquer qu’il serait prématuré d’en déduire que les pertes jouent un
rôle mineur. En effet, celles-ci diminuent le nombre de paires détectables (paires utiles, liées à
la brillance de la source) contrairement à l’augmentation de l’asymétrie du filtrage. Il est donc
important, comme nous l’avons annoncé dans l’introduction, de tenir compte de la brillance
obtenue lorsqu’on cible une visibilité donnée. Cette analyse fera l’objet de la Section 5.4.

Mais tout d’abord, concluons cette analyse de l’influence des paramètres d’une source en
approfondissant les différences entre une séparation déterministe et une séparation statistique.

5.3.3 Influence du mode de séparation des photons

p0¢ºA=0:01;Â=0

-0.30

-0.25

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
¢ºB=¢ºA

V
(S
) =
V
(D
)
 -
1

T´ = 1

T´ = 0:5

T´ = 0:1

T´ = 0:02

p0¢ºA=0:01;Â=1

-0.30

-0.25

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
¢ºB=¢ºA

V
(S
) =
V
(D
)
 -

 1

(a) χ = 0 (b) χ = 1

Figure 5.7 – Baisse relative de visibilité avec une séparation statistique par rapport à une séparation
déterministe (V (S)/V (D) − 1) pour p0∆νA = 0,01 en fonction de l’asymétrie du filtrage
(∆νB/∆νA). Les différentes courbes correspondent aux transmissions Tη = 1, Tη = 0,5,
Tη = 0,1, Tη = 0,02

Les Figures 5.7 et 5.8 illustrent la dégradation relative de visibilité obtenue dans le cas d’une
séparation statistique par rapport au cas déterministe, lorsque les différents paramètres sont égaux
par ailleurs. Elles représentent l’effet de trois paramètres (T × η, ∆νB

∆νA
et χ), pour une probabilité

de génération dans la bande du filtre FA de 1 % (Fig. 5.7) et de 10 % (Fig. 5.7).

6. Il s’agit d’une valeur typique rencontrée expérimentalement dans le cadre d’un montage fibré complexe comme
celui présenté au Chapitre 7.
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Figure 5.8 – Baisse relative de visibilité avec une séparation statistique par rapport à une séparation
déterministe (V (S)/V (D) − 1) pour p0∆νA = 0,1 en fonction de l’asymétrie du filtrage
(∆νB/∆νA). Les différentes courbes correspondent aux transmissions Tη = 1, Tη = 0,5,
Tη = 0,1, Tη = 0,1

Le paramètre ∆νB
∆νA

est varié sur l’axe des abscisses et nous l’avons limité à l’intervalle [1; 10] pour
examiner plus précisément les propriétés de la source dans des gammes de visibilité supérieure à
la limite de Bell (≈ 71 %). Les différentes transmissions (de Tη = 0,02 à Tη = 1) sont représentées
par différentes courbes au sein d’une même figure. Le paramètre χ, traduisant la cohérence des
doubles paires, vaut 0 à gauche et 1 à droite.

En comparant ces deux séries de figures, une première observation est la dégradation nettement
plus importante pour une probabilité de génération grande que pour une probabilité faible. Avec
les valeurs extrêmes représentées sur ces figures (Tη = 0,02 et ∆νB

∆νA
= 10), cette dégradation

atteint 35 % pour p0∆νA = 0,1 tandis qu’elle est limitée à environ 8 % pour p0∆νA = 0,01.

D’autre part, il apparait clairement, en comparant les figures de droite avec celles de gauche,
que le paramètre χ n’influence pas significativement la visibilité. Nous justifions ainsi de res-
treindre le reste de l’analyse au cas de doubles paires incohérentes. Si le régime des impulsions ne
permet pas de supposer χ = 0, les formules données dans la Section 5.2 permettraient de réaliser
la même analyse pour une valeur de χ différente.

Finalement, si la séparation déterministe de photons non-dégénérés semble à privilégier, notons
qu’il peut être préférable de n’avoir qu’un seul filtre à stabiliser autour de νp/2 plutôt que deux
filtres à stabiliser l’un par rapport à l’autre de sorte que νA+νB = νp car les fluctuations sont deux
fois moindres. Cela peut être décisif en bande très étroite, lorsque les fluctuations de la fréquence
centrale des filtres deviennent non négligeables par rapport à leur bande passante. Dans ce cas,
les faiblesses d’une séparation statistique peuvent être peu importantes par rapport au gain que
permet l’usage d’un filtre unique.

5.4 Performances maximales d’une source

Les paramètres pertinents pour une source de paires de photons basée sur la fluorescence
paramétrique sont, en termes d’applications à l’information quantique, la probabilité de vraies
coïncidences (liée à la brillance) et la visibilité (liée à la qualité). Le taux de production de
paires, lié à p0, est simplement ajustable par une variation de la puissance de pompe. Plutôt



CHAPITRE 5. LIMITES À LA QUALITÉ D’UNE SOURCE DE PHOTONS JUMEAUX 95

que risquer de mal le dimensionner a priori lors de la conception, on peut le déduire d’un couple
Visibilité/Probabilité de vraies coïncidences souhaité. Ces deux paramètres sont liés entre eux par
les équations (5.7) et (5.9) (dans le cas d’une séparation déterministe) ou par les équations (5.13)
et (5.16) (dans le cas d’une séparation statistique). Leur relation s’écrit, dans chacun des cas :

P (D)

CV =
1

C(D)
·
(

1
V (D)

− 1
)

pour une séparation déterministe

P (S)

CV =
1
C(S)

·
(

1
V (S)

− 1
)

pour une séparation statistique

où C(D) et C(S) sont des constantes dépendantes du dispositif, mais indépendantes du processus
de génération, c’est à dire de p0. Elles sont définies par :

C(D) =
P (D)

CA
(

P (D)

CV

)2 =
∆νB

∆νA

(2−XA)(2−XB)
4XAXB

C(S) =
P (S)

CA
(

P (S)

CV

)2 =
1
4

∆νB

∆νA

K

2XAXB

Éliminer ainsi le paramètre p0 permet de le déduire plus tard, une fois le compromis V /PCV

déterminé en fonction des autres paramètres, c’est à dire en fonction des performances effectives
(qualité/brillance) de la source.

Nous allons successivement étudier les influences de l’asymétrie des bandes passantes et des
pertes sur le compromis entre visibilité V et la probabilité de vraies coïncidences PCV, autrement
dite la probabilité de « paires utiles ».

5.4.1 Influence de l’asymétrie des bandes passantes en voies A et B

La Figure 5.9 montre la probabilité de générer des paires utiles en fonction de la visibilité
désirée en fonction de ∆νB/∆νA.

Les calculs ont été effectués pour un système sans pertes (TAηA = TBηB = 1) dans le cas d’une
séparation statistique (Fig. 5.9.a) et dans le cas d’une séparation déterministe (Fig. 5.9.b). Les
trois courbes correspondent respectivement à ∆νB/∆νA = 1, 10 et 100.

Bien que la visibilité puisse être arbitrairement grande quelle que soit l’asymétrie des bandes
passantes, la probabilité de paires utiles permise chute fortement lorsqu’on s’approche d’une visi-
bilité idéale (> 95 %) particulièrement recherchée pour les applications à l’information quantique.
En outre, la probabilité de paires utiles décroit fortement avec cette asymétrie (un ordre de gran-
deur pour ∆νB/∆νA = 10, deux ordres de grandeur pour ∆νB/∆νA = 100, etc.) quelle que soit
la visibilité considérée.

En comparant les deux figures, on voit aussi que, dans les mêmes conditions de filtrage, la
probabilité de paires utiles est environ 4 à 5 fois plus importante dans le cas d’une séparation
déterministe que dans le cas d’une séparation statistique.

5.4.2 Influence des pertes

La Figure 5.10 représente la probabilité de génération de paires en fonction de la visibilité
désirée pour différents coefficients de transmissions. Les calculs ont été effectués pour un système
symétrique (∆νA = ∆νB, TA = TB = T , ηA = ηB = η) avec des transmissions comprises entre
Tη = 0,02 et Tη = 1. A gauche (a), la séparation des photons est déterministe ; à droite (b) elles
est statistique.
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Figure 5.9 – Probabilité de paires utiles (PCV) en fonction de la visibilité désirée. Les différentes courbes
correspondent à différents déséquilibres de largeur spectrale entre les voies A et B.
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Figure 5.10 – Probabilité de paires utiles (PCV) en fonction de la visibilité désirée. Les différentes courbes
correspondent à différents coefficients de transmission.
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On observe que les pertes ne modifient pas l’évolution des paires utiles en fonction de la visi-
bilité. Tout comme l’asymétrie du filtrage, elles réduisent en revanche globalement la probabilité
de paires utiles possibles pour une visibilité donnée, d’environ un ordre de grandeur à chaque fois
que les pertes doublent.

Ainsi, l’effet des pertes devient comparable à l’effet de l’asymétrie des bandes passantes, lors-
qu’on considère le compromis Paires utiles/Visibilité, tandis qu’ils étaient très différents lorsqu’on
s’intéressait à la dégradation de la visibilité à probabilité de génération donnée. Par exemple, la
courbe PCV(V ) pour ∆νB = ∆νA et Tη = 0,5 est quasiment identique à celle que nous avions
obtenue pour ∆νB = 10∆νA et Tη = 1 (Fig. 5.9).

De même, un facteur 4 à 5 est perdu sur la probabilité de paires utiles entre séparation
déterministe et séparation statistique. Le facteur 4, lié à la présence de la lame séparatrice, ne
serait asymptotiquement atteint qu’associé à des pertes infinies.

5.5 Performances maximales en présence de bruit

Dans la section précédente, il était toujours possible d’atteindre une visibilité de 100 % en
réduisant la probabilité de paires utiles PCV autant que nécessaire en réduisant le rendement de
génération paramétrique. La visibilité considérée alors n’était qu’une visibilité nette, c’est à dire
calculée sans prendre en compte le bruit du système, mais uniquement l’effet des paires multiples.

Nous allons maintenant corriger les formules déterminées dans la Section 5.2 afin de prendre
en compte successivement deux types de bruit : un bruit optique proportionnel à la puissance de
pompe, par exemple issu d’un processus parasite dans le cristal de conversion paramétrique, et le
bruit d’obscurité des détecteurs, de valeur constante. La visibilité ainsi déterminée est dite brute :
elle prend en compte les coïncidences bruit-bruit ou bruit-photon de fluorescence se produisant
entre les voies A et B, dont la probabilité totale est notée PCB.

5.5.1 Influence d’un bruit optique proportionnel à la puissance de pompe

Supposons la présence additionnelle d’un bruit blanc optique de densité spectrale de probabilité
pb proportionnelle à la puissance de pompe. On notera rbs = pb/p0 le rapport bruit/signal.

La probabilité de coïncidences de bruit PCB, utilisée dans le calcul de la visibilité brute va
maintenant être calculée pour chaque mode de séparation des photons.

5.5.1.1 Cas d’une séparation déterministe

Le photon de bruit peut être détecté en voie A avec une probabilité pb∆νAXA ou en voie B
avec la probabilité pb∆νBXB. Cela entraine des coïncidences de bruit avec une probabilité

P (D)

CB(O) = P (D)

A · pb∆νBXB + P (D)

B · pb∆νAXA + p2
b∆νA∆νBXAXB

= p2
0∆νA∆νBXAXB

(

rbs2 + 2rbs
)

Le premier terme entre parenthèse correspond aux coïncidences bruit-bruit ; le deuxième aux
coïncidences entre un photon de fluorescence en voie A et un bruit en voie B (ou réciproquement).
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5.5.1.2 Cas d’une séparation statistique

Dans ce cas, trois photons se répartissent statistiquement sur les voies A et B. Seules les
coïncidences impliquant le photon de bruit – c’est à dire deux tiers des couples de photons
possibles en voie A et B – contribuent aux coïncidences de bruit :

P (S)

CB(O) = P (S)

A · pb∆νBXB(2−XB)

+ P (S)

B · pb∆νAXA(2−XA)

+ p2
b∆νA∆νBXAXB(2−XA)(2−XB)

= p2
0∆νA∆νBXAXB(2−XA)(2−XB)

[

rbs2 + 2rbs
]

5.5.1.3 Analyse

Nous comparons ici trois niveaux de rapports bruit-signal :

• rbs = 1 : absence de bruit optique ;

• rbs = 0,1 : pour un faible bruit optique, les coïncidences bruit-bruit sont négligeables.
Seules les coïncidences bruit-photon de fluorescence jouent un rôle significatif ;

• rbs = 1 : le bruit optique comprend autant de photons que la fluorescence. Les coïnci-
dences bruit-bruit ne sont plus négligeables.

On se place en configuration symétrique (∆νA = ∆νB, TAηA = TBηB = Tη), et on consi-
dère deux valeurs typiques de la transmission globales avec détecteurs de type InGaAs : pertes
modérées (Tη = 0,1) et pertes fortes (Tη = 0,02).

Les Figures 5.11 et 5.12 montrent, pour des pertes modérées et fortes respectivement, le com-
promis entre paires utiles et visibilité pour les trois niveaux de bruit considérés. Les modes de
séparation déterministe et statistique sont représentés à gauche et à droite respectivement.

Comme attendu, pour une visibilité donnée, la probabilité d’une paire utile diminue quand
le rapport bruit/paires générées augmente. Toutefois, cette diminution reste modeste : moins de
20 % pour rbs = 0,1. Lorsque le niveau de bruit égale celui des photons de fluorescence, le nombre
de paires utiles n’est réduit que d’un facteur 4 environ. L’effet est semblable dans le cas d’une
séparation déterministe et dans le cas statistique.

Ainsi, un bruit proportionnel à la puissance de pompe ne modifie pas fondamentalement le
compromis Paires utiles/Brillance. En revanche, comme il est connu en information quantique, il
n’en est pas de même pour le bruit d’obscurité, constant, des détecteurs.

5.5.2 Influence du bruit d’obscurité des détecteurs

Les détecteurs présentent un bruit électronique intrinsèque qui provoque des fausses détections
qui ne sont pas déclenchées par l’absorption de photons. En ce sens, on appelle ce bruit « bruit
d’obscurité ».

Si PDA
et PDB

sont respectivement les probabilités d’un coup de bruit sur les détecteurs A et
B, on a une probabilité de mesurer une coïncidence de bruit d’obscurité égale à :

PCB(D) = PDA
PA + PDB

PB + PDA
PDB

Le bruit d’obscurité PDA
, PDB

ne dépend pas du mode de sépration des photons. Seuls changent
les probabilités de détection des photons de fluorescence en voie i : Pi = P (D)

i dans le cas déter-
ministe et Pi = P (S)

i dans le cas statistique.
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Figure 5.11 – Probabilité de paires utiles (PCV) en fonction de la visibilité désirée dans le cas de pertes
modérées (Tη = 0,1). Les différentes courbes correspondent à différents rapports
bruit/signal.
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Figure 5.12 – Probabilité de paires utiles (PCV) en fonction de la visibilité désirée dans le cas de pertes
fortes (Tη = 0,02). Les différentes courbes correspondent à différents rapports bruit/signal.
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Les Figures 5.13 et 5.14 montrent, pour des pertes modérées et fortes respectivement, le com-
promis entre paires utiles et visibilité pour trois niveaux de bruit d’obscurité : PDA

= PDB
= PD =

0, 2× 10−4, 5× 10−4 et 10−3. Les deux modes de séparation des photons sont respectivement
représentés à gauche et à droite.

On observe que non seulement la visibilité décroît aux grandes valeurs de PCV, comme c’était
le cas jusqu’alors en raison des paires multiples, mais elle décroît également aux petites valeurs
de PCV en raison du bruit constant des détecteurs. En conséquence, la visibilité devient bornée,
à une valeur d’autant plus basse que le bruit est important. Mais cette borne s’abaisse également
lorsque les pertes augmentent. Il est donc critique non seulement de choisir des détecteurs de
faible bruit, mais également de réduire les pertes autant que possible.

Le mode de séparation des photons joue également un rôle significatif sur la valeur de cette
borne : à transmission globale donnée, elle est plus élevée avec une séparation déterministe.

Remarquons que le problème d’un bruit optique constant (i.e. indépendant de la puissance de
pompe), non abordé dans la section 5.5.1, se traiterait de la même façon que le bruit d’obscurité
considéré ici.

5.6 Conclusion

Pour des applications aux communications quantiques ou à l’information quantique en géné-
ral, la visibilité maximale des franges d’interférences que peut produire une source de paires de
photons est une qualité essentielle. Lorsque ces paires de photons sont produites par fluorescence
paramétrique, cette visibilité est plus ou moins dégradée par la présence de paires multiples. S’il
est connu qu’une diminution du débit de la source permet de compenser une baisse de visibilité
en réduisant la proportion de paires multiples, nous avons choisi dans ce chapitre d’étudier de
manière quantitative comment quatre paramètres d’une source complète amplifient l’effet néfaste
des paires multiples : les pertes globales, le mode de séparation des photons vers deux voies
distinctes, la largeur spectrale du filtrage sur chacune d’elles, ainsi que la présence d’un bruit
extrinsèque.

Si les pertes, même importantes, semblent en tant que telles jouer un rôle mineur sur la baisse
de visibilité par rapport à une forte asymétrie des bandes passantes sur chaque voie de détection,
cela s’avère faux lorsqu’on raisonne non plus à rendement de conversion paramétrique constant
mais à débit de paires utiles, détectables, constant. Alors, les effets de ces deux paramètres sont
du même ordre dans les gammes réalistes considérées.

Nous avons étudié quantitativement le bénéfice d’une séparation déterministe des photons
d’une paire vers chaque voie (séparation par une lame dichroïque de photons non-dégénérés en
fréquence) par rapport à une séparation statistique (à l’aide d’une lame partiellement réfléchis-
sante ou un coupleur fibré). Si, toutes choses égales par ailleurs, le premier cas permet toujours
de meilleures performances, le gain reste limité (< 10 %) pour une probabilité de conversion pa-
ramétrique dans la bande passante de l’ordre de 1 % – ordre de grandeur que nous avons montré
souhaitable. Certes, du point de vue des paires utiles, leur probabilité est réduite d’un facteur 4
à visibilité donnée à cause de la lame séparatrice. Mais ces inconvénients pourraient devenir mi-
neurs pour des bandes passantes très étroites, lorsqu’un filtrage stable devient significativement
plus difficile à deux fréquences distinctes, mais liées par la conservation de l’énergie (photons
non-dégénérés), qu’à une fréquence unique.

Nous avons également montré que la présence d’un bruit optique proportionnel à la puissance
de pompe, quoique néfaste, n’est pas rédhibitoire tant que sa densité spectrale de probabilité
reste inférieure à celle des paires de photons jumeaux.
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Figure 5.13 – Probabilité de paires utiles (PCV) en fonction de la visibilité désirée dans le cas de pertes
modérées (Tη = 0,1). Les différentes courbes correspondent à différents rapports
bruit/signal.
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Figure 5.14 – Probabilité de paires utiles (PCV) en fonction de la visibilité désirée dans le cas de pertes
fortes (Tη = 0,02). Les différentes courbes correspondent à différents rapports bruit/signal.
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Le bruit d’obscurité des détecteurs, constant, fixe un plafond de visibilité qui est non seulement
dépendant de la quantité de bruit, mais également des autres paramètres. Ce point confirme l’im-
portance d’optimiser la conception du système (filtrage, pertes), non seulement pour permettre
un plus grand débit de photons, mais également pour améliorer le plafond de visibilité.

Nous verrons au Chapitre 7 comment ces résultats nous ont permis de faire des choix de
conception pour la source du projet eQuanet. Mais tout d’abord, nous nous intéressons dans le
chapitre suivant à une cause importante de pertes : le couplage des paires de photons dans une
fibre optique. La connaissance théorique de l’efficacité de couplage maximale se situe dans le pro-
longement de l’idée développée dans ce chapitre, à savoir anticiper les performances atteignables
pour une source donnée. Comme nous allons le voir, le calcul de cette efficacité requiert une étude
approfondie de l’interaction paramétrique.



Chapitre 6

Théorie de la fluorescence
paramétrique pour un couplage
optimal dans une fibre optique

Dans ce chapitre 1, nous abordons un aspect important de notre projet qui concerne l’optimi-
sation de la fluorescence et de sa collection.

Depuis les travaux pionniers de W. H. Louisel et A. Yariv [LYS61] sur l’émission spontanée
induite par les fluctuations quantiques lors d’une interaction paramétrique, et ceux de l’équipe
de L. Mandel [HM85, GM87, Ou88, Man99] sur les corrélations quantiques qu’elle engendre,
un important effort théorique a été développé pour tenter d’améliorer les performances et la
qualité des sources réalisées expérimentalement. La plupart de ces études ont été menées en vue
d’optimiser un dispositif particulier en ce qui concerne le faisceau de pompe (monochromatique
ou de spectre large, considéré comme une onde plane ou focalisé), les polarisations en jeu (accord
de phase de type I ou II [RKSS94, KR97] par exemple), la bande passante des photons générés
(prise en compte de filtrage spectral additionnel ou non), la configuration d’émission (colinéaire
ou non-colinéaire) et le mode de collection des paires de photons (diaphragmes [JST94, PSK+96]
ou fibres optiques).

Si, dès 2001, C. Kurtsiefer [KOW01] proposa une méthode pour optimiser la collection
de paires de photons dans une fibre dans le cas de la génération de type II, une publication
plus récente de D. Ljunggren [LT05], de portée plus générale, fait actuellement référence en la
matière. Mais bien qu’elle donne des indications précieuses sur les caractéristiques des photons
collectés en terme de spectre et d’efficacité, cette publication ne tient pas compte de la non-
monochromaticité d’une pompe impulsionnelle.

Sans s’intéresser au problème du couplage dans une fibre optique, T. B. Pittman [PSK+96]
a cherché à étudier l’effet de la focalisation du faisceau de pompe sur la géométrie d’émission des
paires de photons, mais toujours en considérant son spectre monochromatique. Au contraire, cer-
tains articles [KR97, GW97, ORW99] traitent le cas de pompe non-monochromatique, mais dans
l’approximation de l’onde plane. À notre connaissance, aucune théorie n’a été publiée qui rend
compte de distributions spectrale et temporelle arbitraires, ainsi que de focalisations quelconques,
forte autant que nulle (faisceau parallèle).

Nous proposons ici de considérer le cas particulier d’un faisceau de pompe focalisé, de distri-
bution spectrale et d’enveloppe temporelle quelconques, et d’étudier le rendement de production
de paires de photons jumeaux en tenant compte de la multiplicité des vecteurs d’onde de pompe
dans chaque zone du cristal. Nous décrirons les paires de photons ainsi produites sans supposer

1. L’étude décrite dans ce chapitre fait l’objet d’un article en préparation [SDF+11].
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quoi que ce soit a priori sur leurs caractéristiques (mode spatial, polarisation) et nous calculerons
de manière absolue leur couplage dans une fibre optique en présence d’un filtrage du spectre
d’émission.

Nous prendrons en compte, avant la collection, tous les éléments représentés sur la Figure 6.1
qui sont nécessaires en pratique pour réaliser une source conforme à nos besoins : filtrage spectral,
système de lentilles imageantes entre la génération et la fibre, coupleur 50/50 séparant les paires
de photons vers deux voies fibrées distinctes.

z=0

filtrage couplage
fibrecristal non-linéaire

fluorescence
A

B

coupleur
50/50

C

Pompe

ωp0

Tmax @ ωp0/2

Figure 6.1 – Schéma du dispositif de génération paramétrique de paires de photons.

Après s’être placés, pour prolonger les expressions analytiques, dans le cadre d’une pompe
de distribution spectrale et d’enveloppe temporelle gaussiennes, nous appliquerons une méthode
numérique permettant de déterminer la configuration optimale de l’expérience du point de vue
du rendement et du taux de couplage dans la fibre optique.

6.1 Cas général

6.1.1 Principe du calcul

La fluorescence paramétrique a été présentée au Chapitre 2, mais des hypothèses fortes y ont
été utilisées, comme un faisceau de pompe continu considéré comme une onde plane purement
monochromatique.

Dans cette section, nous commencerons par décrire précisément les éléments du système qui
entrent en jeu dans l’interaction elle-même : le faisceau de pompe et le cristal. Puis nous écrirons
l’Hamiltonien qui régit de manière locale le processus de génération de paires par fluorescence
paramétrique. Nous en déduirons la contribution de cette interaction locale à l’état quantique
d’une paire de photons. Puis nous exprimerons la résultante globale de ces interactions locales,
ce qui permettra d’introduire rigoureusement les conditions d’accord de phase.

Nous nous intéresserons au problème du couplage des paires de photons dans une fibre optique.
Nous verrons que ce couplage correspond à un filtrage spatial qui a des conséquences sur le spectre
des photons collectés. Nous verrons également comment prendre en compte l’effet d’un filtrage
spectral additionnel.

6.1.2 Le champ de pompe

Le champ de pompe est supposé être un faisceau gaussien (voir §. 1.3.2) impulsionnel de
fréquence centrale ωp0 , de polarisation dirigée selon ~εx qui se propage dans la direction z. On
considère le faisceau non atténué par le cristal (rendement faible) et on néglige la dispersion de
sa vitesse de groupe. Le champ complexe s’écrit :

E(+)
p (ρ, z, t) = ~εx

√

Ep

2ǫ0n2
pvgp

eι(kp0 z−ωp0 t)GT

(

t− z

vgp

)

G⊥(ρ, z) (6.1)
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où ρ = ( x
y ) sont les coordonnées spatiales transverses à l’axe de propagation z. La position s’écrit

r = ( ρ
z ).

De plus,

• np = n(ωp0) est l’indice du cristal à la fréquence de pompe ωp0 , ωp0 = kp0
c

np
;

• vgp est la vitesse de groupe à ωp0 ; on la considére égale à la vitesse de phase vφp =
vgp = c

np

• Ep est l’énergie de l’impulsion de pompe ;

• GT décrit l’enveloppe temporelle de l’impulsion de pompe ;

• G⊥ décrit son enveloppe spatiale.

Nous considérerons dans la suite de ce chapitre les fonctions GT et G⊥ suivantes :

GT (t) =
1

(π∆t2)
1
4

e− t2

2∆t2 G⊥(ρ, z) =
1

(1 + ι z
zR

)(πw2
0/2)

1
2

e
− |ρ|2

(1+ι z
zR

)w2
0

L’expression de GT correspond à une impulsion gaussienne de demi-largeur ∆t à 1/e en in-
tensité. L’expression de G⊥ correspond à la distribution transverse d’un faisceau gaussien (voir
Chapitre 1, Eq. (1.22)) de waist w0 et de longueur de Rayleigh zR = kp0w

2
0/2, c’est à dire de

demi-largeur w0

√

1 + (z/zR)2 à 1/e2 en intensité.

Ces deux fonctions sont normalisées en intensité :
∫

|GT (t)|2 dt = 1
∫∫

R2
|G⊥(ρ, z)|2 d2

ρ =
∫ 2π

0

∫ +∞

0
|G⊥(ρ, θ, z)|2 ρ dρ dθ = 1

où ρ, θ sont les coordonnées polaires : ρ =
(

ρ cos θ
ρ sin θ

)

Nous aurons besoin par la suite de l’expression des transformées de Fourier du champ de
pompe. En utilisant les conventions de l’Annexe A, et en notant k = ( κ

kz
), elles s’écrivent :

E(+)
p (ρ, z, t) = ~εx

√

Ep

2ǫ0n2
pvgp

eιkp0 z−ωp0 t)GT (t− z

vgp

)G⊥(ρ, z) (6.2)

E(+)
p (ρ, z, ω) = ~εx

√

Ep

2ǫ0n2
pvgp

e
ι(kp0 +

ω−ωp0
vgp

)z
ĞT (ω − ωp0)G⊥(ρ, z) (6.3)

E(+)
p (κ, z, ω) = ~εx

√

Ep

2ǫ0n2
pvgp

e
ι(kp0 +

ω−ωp0
vgp

)z
ĞT (ω − ωp0)(2πw2

0)
1
2 e

− |κ|2
4

w2
0(1+ι z

zR
)

(6.4)

E(+)
p (κ, kz, ω) = ~εx

√

Ep

2ǫ0n2
pvgp

2πδ
(

kz −
(
kp0 +

ω − ωp0

vgp

− |κ|
2

2kp0

)
)

ĞT (ω − ωp0)Ğ⊥(κ, 0) (6.5)

avec
ĞT (ω) = (4π∆t2)

1
4 · e− ω2∆t2

2 Ğ⊥(κ, z = 0) = (2πw2
0)

1
2 · e− |κ|2w2

0
4

Contrairement aux autres grandeurs de ce chapitre dont la transformée de Fourier sera signalée
par un « ·̆ », les fonctions correspondant à la grandeur physique E(+)

p seront notées de la même
façon dans les espaces de Fourier spatial et temporel, afin d’éviter de surcharger les notations par
des symboles différenciant les quatre expressions (6.2) à (6.5).
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6.1.3 Le milieu d’interaction

Le milieu d’interaction est constitué d’un cristal non-linéaire de longueur L dans la direction z.
On suppose ses dimensions transverses grandes devant l’étendue transverse du faisceau (∼ w(z)).

L’interaction du cristal avec le champ sera décrite de manière locale : à chaque élément de
volume d3r0 situé en r0, on associe un Hamiltonien élémentaire ĥ(r0) d3r0 . ĥ(r0) correspond
à la densité volumique d’énergie d’interaction champ-cristal exprimée sous forme quantifiée. On
s’intéressera à la contribution de chaque élément d3r du cristal à l’état global du système. Celui-
ci est délocalisé et sa dépendance spatiale sera décrite par la coordonnée r, à différencier de la
coordonnée « source » r0.

Le cristal possède une susceptibilité non-linéaire d’ordre deux χ
(2) qui entrera en jeu dans

l’expression de la densité d’énergie d’interaction en tant que facteur de couplage des divers mode
de champ en jeu dans le processus. Nous considérerons cette susceptibilité d’abord dans toute
sa généralité, puis nous l’appliquerons à l’exemple d’un cristal périodiquement retourné. Nous ne
considérerons pas les non-linéarités d’ordres supérieurs.

6.1.4 Les états localisés du champ

Dans la perspective d’une description locale du processus de fluorescence paramétrique, la
description du photon présentée dans le Chapitre 1 (§ 1.2.3, p.18) comme excitation délocalisée du
champ électromagnétique parait insuffisante. La représentation naïve qu’on souhaiterait adopter
pourrait être énoncée de la manière suivante : Un photon de pompe traversant le cristal se scinde

spontanément, en r0, en une paire de photons. Quelle est la contribution de ces deux photons au

champ en un point r de l’espace ? Est-il possible de se rapprocher d’une telle description ? Cela
pose la question de la localisabilité du photon.

En 1949, dans une tentative de formuler les propriétés d’états quantiques localisés, Newton

et Wigner [NW49] sont arrivés à la conclusion :

A consideration has been carried out also for equations with zero mass. [. . .] For higher
and finite spins, beginning with s = 1 (i.e. Maxwell’s equations), we found that no
localized states [in our sense] exist. This is an unsatisfactory, if not unexpected, feature
of our work. [NW49]

Aucun opérateur, donc aucun état propre, n’existe pour la position d’un photon, du moins se-
lon les axiomes posés par les auteurs. Bien que des démonstrations existent [Haw99b, Haw99a]
qui contredisent cette conclusion, il est généralement admis [MW95, GC08] qu’un tel opérateur
n’existe pas.

En revanche, comme l’a développé L. Mandel en 1966 [Man66] il est possible de définir un
état comme une superposition d’états propres de l’énergie du champ. Comme nous l’avons vu au
Chapitre 1, il s’agit des états nombre, ou états de Fock, propres à chaque mode du champ :

|1ℓ〉

Nous faisons abstraction de la polarisation ~εℓ pour l’instant. Nous considérons que le mode ℓ
désigne un mode spatial k

|1k〉
L’ensemble des modes {|1k〉} forme une base de l’espace de Hilbert H des états à un photon. Un
état quelconque à un photon |ψ〉 s’écrit de manière générale comme une superposition cohérente



CHAPITRE 6. THÉORIE DE LA FLUORESCENCE PARAMÉTRIQUE POUR UN COUPLAGE OPTIMAL
DANS UNE FIBRE OPTIQUE 107

d’excitations des différentes modes (voir [Man66]) :

|ψ〉 =
∑

k

ψk|1k〉

où la suite ψk est telle que |ψ〉 est normalisé : 〈ψ|ψ〉 =
∑

k |ψk|2 = 1.

On définit un ensemble d’états {|1r〉} lié à la base {|1k〉} de H par la relation suivante [Man66] :

|1r〉 =
∑

k

e−ιk·r
√
V
|1k〉 (6.6)

On peut montrer [Man66] que les états {|1r〉} forment une famille génératrice orthogonale com-
plète, mais non normalisée, de H. On a alors la relation réciproque :

|1k〉 =
∫

V
d3r

eιk·r
√
V
|1r〉

Dans la base {|1r〉}, |ψ〉 s’exprime alors par

|ψ〉 =
∑

k

ψk

∫

V
d3r

eιk·r
√
V
|1r〉

=
∫

V
d3r

[
∑

k

ψk

eιk·r
√
V

]

|1r〉

=
∫

V
d3r ψ(r)|1r〉

où la fonction ψ(r) est définie comme la fonction continue dont les valeurs ψk sont les coefficients
de sa décomposition en série de Fourier dans l’espace de quantification V (dont on a supposé,
comme il se fait, les conditions aux limites périodiques). Elle est formellement analogue à une
fonction d’onde spatiale comme on en peut en associer à l’opérateur position de l’électron. En
effet, la densité de probabilité de mesurer le photon en r s’écrit :

p(r) = |〈1r|ψ〉|2 = |ψ(r)|2

Cependant, en raison de l’absence de localisabilité véritable du photon, cette description n’a
de sens que si cette densité de probabilité est intégrée sur un volume V suffisamment grand :
chacune des trois dimensions de V doit être grande devant la longueur d’onde [Man66], de sorte
qu’on n’évalue la localisation qu’approximativement. La probabilité que le photon soit situé dans
un tel volume V vaut :

P (V) =
∫

V
d3r p(r) =

∫

V
d3r |ψ(r)|2

On vérifie bien que

P (V ) =
∫

V
d3r p(r) =

∫

V
d3r |ψ(r)|2 = 〈ψ|ψ〉 =

∑

k

|ψk|2 = 1.

Dans le problème qui concerne ce chapitre, les dimensions caractéristiques les plus petites sont
celle du waist d’un faisceau focalisé dans le cristal d’une part (∼ quelques dizaines de µm), et le
diamètre de mode d’une fibre monomode d’autre part (10,4 µm), ce qui est encore bien supérieur
à la longueur d’onde qui est d’environ 1,55 µm.

Nous utiliserons parfois, par simplicité, le terme de « fonction d’onde » pour les photons, ce
qui sera une manière de désigner une fonction ψ(r) ou sa duale ψk.
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Passage au continu dans un grand volume de quantification — Dans la limite où le
volume de quantification V est grand devant les dimensions du problème toutes les quantités
physiques sont indépendantes de V . Dans le cadre de cette limite, les vecteurs d’onde k sont
proches les uns des autres et on peut rendre leurs valeurs continues en utilisant le changement
suivant : √

V ψk −→ ψ(k)

Alors, les sommes deviennent des intégrales :

1
V

∑

k

−→
∫
d3k

(2π)3

On a finalement :
1√
V

∑

k

ψk ←→
∫
d3k

(2π)3
ψ(k)

Rappel sur les états à n photons — Les états à plusieurs photons s’écrivent comme su-
perposition de produits tensoriels d’états à un photon. Ainsi, l’état « le premier photon est en r1,
le second en r2, . . ., et le dernier en rn » s’écrit :

|ψ〉 = |1r1〉 ⊗ |1r1〉 ⊗ |1rn〉 = |1r1 ; 1r2 ; · · · ; 1rn〉

L’état ainsi décrit ne correspond pas à un état physique car l’état d’un ensemble de bosons
doit être symétrique par échange de deux particules. Seul l’état « il y a un photon en r1, un en
r2, . . ., et un en rn » existe physiquement et il est décrit par le vecteur obtenu par symétrisation
du vecteur ci-dessus : on le note |nr1,r2,··· ,rn〉.

Ainsi, par exemple, l’état « il y a 2 photons en r1 et un photon en r2 » est noté :

|3r1,r1,r2〉 =
1√
3

(|1r1 ; 1r1 ; 1r2〉+ |1r1 ; 1r2 ; 1r1〉+ |1r2 ; 1r1 ; 1r1〉)

6.1.5 Hamiltonien du système

6.1.5.1 Hamiltonien du champ libre

Nous avons vu au chapitre 1 comment quantifier le champ électromagnétique libre dont l’évo-
lution est donnée par les équations de Maxwell dans le vide. Nous avons décrit (§ 1.2.5) comment
modifier les expressions pour prendre en compte la réponse linéaire d’un matériau diélectrique
dispersif, non-magnétique, sans perte.

Ainsi, l’Hamiltonien décrivant le champ libre est

Ĥ0 =
∑

ℓ

~ωℓ

(

â†
ℓâℓ +

1
2

)

qu’on préfère récrire en prenant l’énergie du vide comme origine des énergies

Ĥ0 =
∑

ℓ

~ωℓâ
†
ℓâℓ (6.7)

Comme nous l’avons vu au Chapitre 2, l’origine de la fluorescence paramétrique réside dans le
couplage des fluctuations quantiques du vide à un champ intense de pompe, lié aux non-linéarités
du matériau. Nous allons étudier ce couplage à partir de l’Hamiltonien d’interaction champ-cristal
que nous allons, quant à lui, exprimer de façon locale.
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6.1.5.2 Hamiltonien d’interaction lumière-matière

L’énergie d’interaction champ-cristal — Dans le cas général, l’énergie d’interaction non-
linéaire d’un mode ℓ du champ par élément de volume de cristal s’écrit ainsi [Boy08] :

hI,ℓ(r0) =
∑

n≥2

1
n+ 1

· 2ℜ
[

E(+)
ℓ (r0, ωℓ) ·P(−)

ℓ
(n)(r0, ωℓ)

]

où E(+)
ℓ est le champ électrique (complexe) dans le mode ℓ et P(+)

ℓ
(n) =

(

P(−)
ℓ

(n)
)∗

la polarisation
non-linéaire d’ordre n (complexe) du milieu dans le mode ℓ.

Dans le cas qui nous préoccupe, seul l’ordre 2 a une influence significative. L’expression pour
la densité volumique d’énergie, tous modes confondus, s’écrit alors :

hI(r0) =
1
3

∑

ℓ

E(+)
ℓ (r0, ωℓ) ·P(−)

ℓ
(2)(r0, ωℓ) + c.c. (6.8)

Le champ est ici un tout indivisible. Pour rendre ce résultat utilisable, il faut l’exprimer à
l’aide des composantes identifiées du champ, à savoir un terme de pompe et des termes associés
à la paire de photons. Ces composantes du champ occupent un ensemble de modes distincts :

Parmi l’ensemble des modes ℓ possibles, on distingue les sous-ensembles ℓp, ℓs, ℓi de la manière
suivante :

• les modes de la pompe désignés par ℓp : ces modes ont une pulsation proche de ωp0 et
une polarisation ~εx,

• les modes de la paire désignés par ℓs ou ℓi : ces modes ont une pulsation comprise entre 0
et ωp0 quelle que soit leur polarisation. Des restrictions supplémentaires s’appliqueront
avec les conditions d’accord de phase,

• les autres modes, qui n’interviennent pas dans le calcul.

Nous supposons que ces trois ensembles sont disjoints ; on pourra vérifier a posteriori que peu de
photons sont créés dans les modes proches de ωp0 comparativement aux autres modes.

Cette hypothèse donne un sens aux termes « champ de pompe » et « champ de la paire » : le
premier sera la somme des champs dans les modes de la pompe et le second la somme des champs
dans les modes de la paire :

E(+)(r0, t) = E(+)
p (r0, t) + E(+)

i (r0, t) + E(+)
s (r0, t)

avec
E(+)

p (r0, t) =
∑

ℓp

E(+)
ℓp

(r0, t) et E(+)
i,s (r0, t) =

∑

ℓi,s

E(+)
ℓi,s

(r0, t)

Dans l’équation 6.8, le produit E(+)
ℓ (r0, ωℓ) ·P(−)

ℓ
(2)(r0, ωℓ) s’écrit, en ne gardant que les termes

permis par le principe de conservation de l’énergie (ωp = ωℓs + ωℓi
) :

∑

ℓp,ℓi,ℓs
ωℓi

+ωℓs =ωℓp

E(+)
ℓp

(r0, ωℓp) χ
(2)(ωℓp ;ωℓs , ωℓi

)E(−)
ℓs

(r0, ωℓs)E(−)
ℓi

(r0, ωℓi
) + c.c.

+
∑

ℓs,ℓp,ℓi
ωℓp −ωℓi

=ωℓs

E(−)
ℓs

(r0, ωℓs) χ
(2)(ωℓs ;ωℓp ,−ωℓi

)E(+)
ℓp

(r0, ωℓp)E(−)
ℓi

(r0, ωℓp) + c.c.

+
∑

ℓi,ℓp,ℓs
−ωℓs +ωℓp =ωℓi

E(−)
ℓi

(r0, ωℓi
) χ

(2)(ωℓi
;−ωℓs , ωℓp)E(−)

ℓs
(r0, ωℓs)E(+)

ℓp
(r0, ωℓp) + c.c.
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Comme les fréquences en jeu sont bien en-deçà des fréquences de résonances du milieu, χ
(2)

vérifie la symétrie de Kleimann :

χ
(2)
a;b,c(ωa;ωb, ωc) = χ

(2)
σ(a);σ(b),σ(c)(ωσ(a);ωσ(b), ωσ(c)) = χ

(2)
a;b,c

où σ est une permutation de S3.

D’où
hI,ℓ(r0) = ǫ0

∑

ℓi,ℓs
ωℓi

+ωℓs =ωℓ

E(+)
ℓ (r0, ωℓ) χ

(2)E(−)
ℓs

(r0, ωℓs)E(−)
ℓi

(r0, ωℓi
) + c.c.

6.1.5.3 Quantification du champ

Quantification complète — Pour quantifier l’Hamiltonien, il suffit, pour chaque mode ℓ, de
remplacer le champ électrique E(+)

ℓ (r0), par l’opérateur champ électrique Ê(+)
ℓ (r0)

ĥI(r0) = ǫ0
∑

ℓi,ℓs,ℓp
ωℓi

+ωℓs =ωℓp

Ê(+)
ℓp

(r0, ωℓp) χ
(2)Ê(−)

ℓs
(r0, ωℓs)Ê(−)

ℓi
(r0, ωℓi

) + c.c.

On peut récrire cette expression sous la forme :

ĥI(r0) = ǫ0 · Ê(+)
p (r0) χ

(2)Ê(−)(r0)Ê(−)(r0) + c.c.

où Ê(+)
p (r0) s’obtient en sommant les opérateurs champs dans les modes de pompe et Ê(+)(r0) en

sommant les opérateurs champs dans les modes de la paire ; on note la disparition des indices s
et i, ces champs étant identiques.

Approximation de la pompe intense non-déplétée — On suppose que le champ pompe
est classique. Ceci implique que l’état du champ de pompe

• n’est pas intriqué avec les états des autres champs,

• est un état propre de l’opérateur champ électrique, c’est à dire un état cohérent.

Formellement, l’état |ψ(t)〉 du système se factorise en l’état du sous-système « pompe » et l’état
du sous-système « paire de photons » :

|ψ(t)〉 = |φp(t)〉 ⊗ |ψs,i(t)〉

où |φp(t)〉 est un état propre de Ê(+)
p (r), la valeur propre associée étant par définition E(+)

p (r, t)
dont l’expression est donnée par l’Équation 6.1 page 104).

On peut donc, sans perte d’information sur le système, effectuer une trace partielle (c’est à
dire prendre la valeur moyenne) par rapport à l’état de la pompe :

ĥI(r0) −→ 〈φp(t)|ĥI(r0)|φp(t)〉

L’Hamiltonien devient

ĥI(r0, t) = ǫ0E(+)
p (r0, t) χ

(2) Ê(−)(r0)Ê(−)(r0) + c.c.

Pour conclure cette section, insistons sur le fait que cet Hamiltonien d’interaction a une action
locale, contrairement à l’Hamiltonien du champ libre (Eq. 6.7). De plus, il dépend du temps,
puisque le faisceau de pompe a été explicitement considéré comme impulsionnel.
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6.1.6 État des paires émises par fluorescence paramétrique

Nous disposons désormais de l’Hamiltonien qui nous permet de décrire l’évolution du champ.
Nous allons calculer cette évolution à partir d’un état vide de photons. Nous allons procéder de
manière perturbative en ĥI par rapport à Ĥ0 ; le calcul sera effectué à l’ordre 1.

6.1.6.1 Expression du problème dans différentes représentations

Précisions tout d’abord les notations qui seront utilisées par la suite, selon la représentation
(Schrödinger, Heisenberg ou Interaction) adoptée :

Représentation de Schrödinger

Opérateur champ pour un mode ℓ : Ê(+)
ℓ (r) = ~εℓA(kℓ)eιkℓ·râℓ

État : |ψr0,S(t)〉
État initial : |ψr0,S(0)〉 = |0〉
Évolution : selon l’Hamiltonien Ĥ (r0, t) = Ĥ0+

∫

V0
d3r0ĥI(r0, t)

Représentation d’interaction

Opérateur champ pour un mode ℓ : Ê(+)
ℓ (r, t) = ~εℓA(kℓ)eι(kℓ·r−ωℓt)âℓ

État : |ψr0,I(t)〉
État initial : |ψr0,I(0)〉 = |ψr0,S(0)〉 = |0〉
Évolution : selon l’Hamiltonien ĤI(r0, t) =

∫

V0
d3r0 ĥI(r0, t)

L’état en représentation de Schrödinger s’obtient par la relation : |ψr0,S(t)〉 = e
1
ι~

Ĥ0t|ψr0,I(t)〉
Représentation de Heisenberg

Opérateur champ pour un mode ℓ : Ê(+)
ℓ (r, t). Inconnue dont on cherche l’évolution.

Opérateur initial : champ du vide : Ê(+)
ℓ (r, 0) = ~εℓA(kℓ)eιkℓ·râℓ + c.c.

Évolution : équation de Heisenberg / équations de Maxwell

6.1.6.2 Préliminaire : état d’un photon généré par un petit élément de volume

Afin de valider le formalisme utilisé, nous allons commencer par traiter un phénomène plus
simple que celui de la fluorescence paramétrique : la génération spontanée de photons dans un
petit élément de volume. Pour cela il suffit de remplacer l’Hamiltonien décrivant la fluorescence
par l’Hamiltonien suivant :

ĥI(r0, t) −→ ǫ0E(+)
p (r0, t) χ

(1) Ê(−)(r0) + c.c.

L’Hamiltonien ĥI(r0, t) d3r0 décrit en effet la diffusion de la pompe par l’élément de volume
d3r0 : l’absorption d’un photon pompe accompagnée de la réémission d’un photon de même
énergie avec un vecteur d’onde k de direction indéterminée. Dans la pratique, les conditions
d’accord de phase sont naturellement satisfaites pour k = kp : elles rendent constructif le mode
spatial de la pompe : la fréquence étant conservée, les photons générés dans le mode de pompe
ont une vitesse de phase identique à celle des photons de pompe.

Remarquons d’autre part que l’émission spontanée est largement minoritaire par rapport à
l’émission stimulée qui, dans le cas paramétrique de transitions virtuelles, revient à une absence
d’interaction. En effet, la probabilité est faible que la transition – même courte puisque virtuelle
– se désexcite spontanément avant l’interaction avec un nouveau photon de pompe qui stimule
l’émission.
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L’étude de cet Hamiltonien est donc purement formelle puisque celui-ci rend compte d’un
phénomène identique à l’absence de phénomène.

On se place en représentation d’interaction. L’équation de Schrödinger a pour solution :

|ψr0,I(t)〉 = T̂ e
1
ι~

∫ t

−∞ dt′ĥI(r0,t′)|0〉

où T̂ est l’opérateur qui ordonne les opérateurs dans le temps.

Dans la limite où la probabilité d’être dans l’état |0〉 reste proche de 1, on peut utiliser la
méthode des perturbations. À l’ordre 1 en ĥI(r0, t), cette expression devient :

|ψr0,I(t)〉 = |0〉+
1
ι~

∫ t

−∞
dt′ĥI(r0, t

′)|0〉

= |0〉+
ǫ0
ι~

∫ t

−∞
dt′
∑

ℓ

E(+)
p (r0, t

′)A(ℓ)χ(ℓ)e−ι(kℓ·r0−ωℓt′)|1ℓ〉

où χ(ℓ) = ~εx χ
(1)~εℓ et A(ℓ) =

√
~ωℓ

2ǫ0V n2(kℓ)

Si on ne s’intéresse qu’aux temps t postérieurs au passage de l’impulsion pompe, on écrit :

|ψr0,I(t)〉 = |0〉+
ǫ0
ι~

∑

ℓ

A(ℓ)χ(ℓ)e−ιkℓ·r0

∫ +∞

−∞
dt′E(+)

p (r0, t
′)eιωℓt′ |1ℓ〉

= |0〉+
ǫ0
ι~

∑

ℓ

A(ℓ)χ(ℓ)e−ιkℓ·r0E(+)
p (r0, ωℓ)|1ℓ〉

On passe en représentation de Schrödinger :

|ψr0,S(t)〉 = |0〉+
ǫ0
ι~

∑

ℓ

A(ℓ)χ(ℓ)e−ιkℓ·r0E(+)
p (r0, ωℓ)e−ιωℓt|1ℓ〉

Selon cette expression, chaque photon de pompe de fréquence ωℓ crée dans chaque direction
de l’espace un photon dont la norme du vecteur d’onde est donnée par la relation de dispersion.
L’amplitude de probabilité de cette création est, à pulsation de pompe donnée, proportionnelle à
A(ℓ)χ(ℓ) où A(ℓ) apporte une dépendance en pulsation, et χ(ℓ) une dépendance en polarisation
et en fréquence. Autrement dit, le voisinage de r0 absorbe un photon pompe et le rayonne par
émission spontanée dans tout l’espace (de manière a priori anisotrope en raison de la forme de
χ(ℓ)). On peut également constater qu’un seul photon a été créé, ce qui résulte du fait que le
calcul n’est mené qu’à l’ordre 1.

À partir de cet état, on peut calculer toutes les quantités qui décrivent le champ : par exemple,
la densité volumique de probabilité qu’un photon soit créé en un point r0 du cristal, p(r0) ; la
densité volumique de probabilité qu’un photon créé en r0 soit en r au bout d’un temps t 2,
Ṗ (V, r0, t) ; la densité volumique de probabilité qu’un photon créé en r0 soit dans un volume V au
bout d’un temps t ; ou la probabilité qu’un photon créé dans un volume V0 soit dans un volume

2. On notera que d3
r et d3

r0 ne représentent absolument pas la même quantité ; le premier fait référence au
volume dans lequel on peut trouver le photon créé et le second à la portion de cristal dans laquelle ce photon a été
généré
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V après un temps t :

p(r0, t) =
∑

ℓ

|〈1ℓ|ψr0,S(t)〉|2

P̈ (r, r0, t) = |〈1r|ψr0,S(t)〉|2

Ṗ (V, r0, t) =
∫

V
|〈1r|ψr0,S(t)〉|2 d3r

P (V,V0, t) =
∫

V

∫

V0

|〈1r|ψr0,S(t)〉|2 d3r0 d
3r

Calculons P (V, r0, t) dans un cas simplifié qui a pour but d’illustrer la dépendance spatiale
de la fonction d’onde. On se place en dimension 1 pour les coordonnées spatiales et la pompe
est prise suffisamment étroite spectralement pour que A(ℓ) ne varie pas significativement sur le
domaine où E

(+)
p (r0, ωℓ) est non nul. De plus, on suppose que les photons ne peuvent qu’être

polarisés selon ~εx, ainsi un mode est entièrement défini par son vecteur d’onde k = kzez :

Ṗ (L, z0, t) =
∫

L

∣
∣
∣
∣

ǫ0χ(~εx)
ι~

√

~ωp0

2ǫ0Ln2
p

1√
L
∑

kz

E(+)
p (z0, ωkz )e−ιωkt+ιkz(z−z0)

∣
∣
∣
∣

2

dz

=
∫

L

∣
∣
∣
∣

ǫ0χ(~εx)
ι~vgp

√

~ωp0

2ǫ0n2
p

vgp

L
∑

ω

E(+)
p (z0, ω)

[

e−ιω(t−(z−z0)/c) + e−ιω(t+(z−z0)/c)
]
∣
∣
∣
∣

2

dz

En passant à la limite continue (
vgp

L
∑

ω →
∫ dω

2π ), on reconnait une transformée de Fourier :

Ṗ (L, z0, t) =
ǫ0ωp0

2~

(

χ(~εx)
npvgp

)2 ∫

L

∣
∣
∣E(+)

p (z0, t− (z − z0)/c) + E(+)
p (z0, t+ (z − z0)/c)

∣
∣
∣

2
dz

De plus cette expression n’est valable que pour les temps ultérieurs au passage de l’impulsion,
donc :

Ṗ (L, z0, t) =
ǫ0ωp0

2~

(

χ(~εx)
npvgp

)2 ∫

L

∣
∣
∣E(+)

p (z0, t− |z − z0| /c)
∣
∣
∣

2

= γ

∫

L
Ip(z0, t− |z − z0| /c)dz

où Ip(z, t) est l’intensité de la pompe.

Ainsi le photon est créé en z0 avec une probabilité d’autant plus importante que la pompe
est intense en z0 ; il est composé de deux paquets d’onde de même durée que celle de la pompe :
un qui se propage dans le sens des z positifs et un qui se propage dans le sens des z négatifs.
Conformément à la mécanique quantique, il n’est pas possible de mesurer les deux paquets à la
fois comme s’il s’agissait de deux impulsions : une fois qu’on en a détecté un, il y a réduction du
paquet d’ondes par projection sur l’état mesuré.

Si on n’avait pas limité la propagation à la direction z mais au plan (yOz), le photon créé se
serait propagé dans toutes les directions de ce plan : la densité de photons aurait formé dans le
plan (yOz) un cercle de centre r0 d’épaisseur gaussienne c∆t et de rayon croissant avec le temps.
Si enfin, on avait autorisé les mouvements dans tout l’espace, un élément de volume d3r0 aurait
rayonné une densité de photon semblable au champ rayonné par un dipôle orienté selon ~εx. Dans
le cas général, toutes les polarisations pour le photon émis sont autorisées : le volume d3r0 se
comporte comme trois dipôles orientés selon les trois directions de l’espace et dont le champ émis
est pondéré respectivement par χ(~εx), χ(~εy) et χ(~εz).

Le calcul ainsi effectué à l’ordre 1 est formellement identique à la génération de paires. Pour
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passer du cas simple de la génération d’un photon à celui de la génération d’une paire il suffira
de remplacer les états à un photon |1ℓ〉 par les états à une paire de photons |1ℓi

; 1ℓs〉.

6.1.6.3 Etat d’une paire de photons générée par un petit élément de volume

Rappelons l’état calculé pour la génération d’un photon :

|ψr0,S(t)〉 = |0〉+
ǫ0
ι~

∑

ℓ

A(ℓ)χ(ℓ)e−ιkℓ·r0E(+)
p (r0, ωℓ)e−ιωℓtâ†

ℓ|0〉

Cette expression s’adapte au cas de la génération d’une paire en remplaçant le champ créé dans
un mode unique ℓ par une superposition de deux champs créés dans des modes ℓs, ℓi tels que
ωℓs + ωℓi

est la fréquence du photon de pompe :

|ψ(1)
r0,S(t)〉 = |0〉

+
ǫ0
ι~

∑

ℓs,ℓi

A(ℓs)A(ℓi)χ(ℓs, ℓi)e−ι(kℓs +kℓi
)·r0E(+)

p (r0, ωℓs + ωℓi
)e−ι(ωℓs +ωℓi

)tâ†
ℓs
â†

ℓi
|0〉

où χ(ℓs, ℓi) = ~εx χ
(2)
~εℓs~εℓi

.

Cette expression est symétrique par échange des deux photons. On peut la récrire en faisant
apparaître cette symétrie (voir p.108) :

|ψr0,S(t)〉 =
ǫ0
√

2
ι~

∑

{ℓs,ℓi}
A(ℓs)A(ℓi)χ(ℓs, ℓi)e−ι(kℓs +kℓi

)·r0E(+)
p (r0, ωℓs,i

)e−ι(ωℓs +ωℓi
)t |2ℓs,ℓi

〉

Le nouvel ensemble de sommation {ℓs, ℓi} désigne l’ensemble ℓs, ℓi privé des doublons indiscer-
nables. Le facteur

√
2 apparaît pour normaliser l’état symétrique si ℓs 6= ℓi où à cause de la double

application de l’opérateur création si ℓs = ℓi.

La paire de photons créée au voisinage de r0 est dans une superposition d’états à deux pho-
tons {|2ℓs,ℓi

〉}. La densité de probabilité de produire un état particulier |2ℓs,ℓi
〉 est donnée par

|γ(r0; ℓs, ℓi)|2, avec

γ(r0; ℓs, ℓi) =
ǫ0
√

2
ι~

A(ℓs)A(ℓi)χ(ℓs, ℓi)E(+)
p (r0, ωℓs + ωℓi

)e−ι(kℓs +kℓi
)·r0 (6.9)

Remarquons les points suivants :

• La probabilité que la paire ait une fréquence donnée ωℓs + ωℓi
est directement liée à

l’intensité de la pompe à cette fréquence. Ceci traduit la conservation de l’énergie.

• Le terme A(ℓs)A(ℓi) contribue à la probabilité de génération de paires proportionnel-
lement à ωℓsωℓi

.

• Le terme en χ(ℓs, ℓi) donne la distribution en polarisation de la paire. Il renseigne donc
également sur la distribution en direction de propagation. Par sa dépendance également
fréquentielle, ce terme façonne aussi le spectre des paires émises.

Pour simplifier l’écriture, on notera β(ℓs, ℓi) la fonction de distribution en spectre et en polarisa-
tion d’une paire d’énergie ωℓs + ωℓi

fixée par le photon de pompe :

β(ℓs, ℓi) =

√
2ǫ0
ι~

A(ℓs)A(ℓi)χ(ℓs, ℓi)

Pour terminer le calcul il reste à prendre en compte l’effet de l’ensemble du cristal et donc à
intégrer l’état de la paire par rapport à la variable r0. Cette façon de sommer chaque contribution
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locale pour déterminer l’état global est liée au fait que, à l’ordre 1, l’état est par définition linéaire
avec l’Hamiltonien. Lors de l’intégration, les termes qui s’additionneront en phase resteront, les
autres disparaîtront. En d’autres termes, nous en venons à l’étude des conditions d’accord de
phase.

6.1.6.4 Les conditions d’accord de phase

Nous supposons maintenant que la susceptibilité du cristal a une distribution spatiale de la
forme suivante :

χ
(2)(r0) = R(r0) χ

(2)

où R(r0) est une fonction valant 0 à l’extérieur du cristal et donnant la variation de la susceptibilité
à l’intérieur. Par exemple, dans un cristal périodiquement retourné (voir § 2.3), le signe de la
susceptibilité non-linéaire est une fonction périodique de la position longitudinale dans le cristal.

L’Hamiltonien total s’écrit donc :

ĤI(t) =
∫

V
R(r0)ĥI(r0, t)d3r0

On effectue un calcul perturbatif comme précédemment. À l’ordre 1, l’évolution est linéaire
avec l’Hamiltonien (en représentation d’interaction) donc l’état |ψ(1)

I (t)〉 décrivant la contribution
de tout le cristal s’obtient par intégration par rapport à r0 des états locaux |ψ(1)

r0,I(t)〉 :

|ψ(1)
I (t)〉 =

∫

d3r0 R(r0)|ψ(1)
r0,I(t)〉

Soit, en passant en représentation de Schrödinger :

|ψ(1)
S (t)〉 =

∫

d3r0 R(r0)|ψ(1)
r0,S(t)〉

=
∑

{ℓs,ℓi}

[∫

d3r0 e
−ι(kℓs +kℓi

)·r0R(r0)E(+)
p (r0, ωℓs + ωℓi

)
]

β(ℓs, ℓi)e−ι(ωℓs +ωℓi
)t|2ℓs,ℓi

〉

où t est postérieur au passage de l’impulsion dans le milieu. En reconnaissant une transformée de
Fourier spatiale, on peut récrire l’état sous la forme :

|ψ(1)
S (t)〉 =

∑

{ℓs,ℓi}
R̆∗E(+)

p (kℓs + kℓi
, ωℓs + ωℓi

)β(ℓs, ℓi)e−ι(ωℓs +ωℓi
)t|2ℓs,ℓi

〉 (6.10)

où R̆(k) est la transformée de Fourier de R(r0).

Ce résultat s’interprète de la manière suivante : l’amplitude de probabilité que les deux photons
d’une paire se trouvent dans deux modes (ℓs, ℓi) dépend, comme dans le cas local, de la valeur de
β(ℓs, ℓi), mais elle est de plus modulée par l’effet global de R(r0) sur les modes (ℓs, ℓi). De même
que E(+)

p (r0, ωℓs +ωℓi
contraignait les couples {ωℓs +ωℓi

} par la conservation de l’énergie, le terme
R̆∗E(+)

p (kℓs + kℓi
, ωℓs + ωℓi

) contraint les vecteurs d’onde autorisés par sa dépendance vis-à-vis de
la somme {kℓs + kℓi

} : cette contrainte constitue les conditions d’accord de phase. Une fonction
R(r0) qui permet de privilégier les modes choisis peut être recherchée. C’est ce que nous allons
maintenant voir.

Cas d’un cristal réel périodiquement retourné — On suppose que le faisceau de pompe
est transversalement entièrement contenu dans un cristal de longueur L. Ainsi on peut écrire, en
prenant le centre du cristal comme origine des coordonnées :

R(r0) = 1l[ −L
2

, L
2

] ·H(z)
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où H(z) décrit la variation de χ
(2) dans le cristal. Ainsi, on a dans l’espace de Fourier spatial :

R̆ = H̆(kz) ∗ L sinc
(

kz
L

2

)

On rappelle que E(+)
p (κ, kz, ω), transformée de Fourier (spatiale et temporelle) du champ de

pompe, s’exprime (voir § 6.1.2) :

E(+)
p (κ, kz, ω) =

√

Ep

2ǫ0n2
pvgp

2πδ
(

kz −
(
kp0 +

ω − ωp0

vgp

− |κ|
2

2kp0

)
)

ĞT (ω − ωp0)Ğ⊥(κ, 0) (6.11)

Tout d’abord, l’effet de la restriction du problème à la longueur limitée L du cristal fait
apparaître un élargissement en sinus cardinal des vecteurs d’onde autorisés. Dans la limite où
L tend vers l’infini, le sinus cardinal tend vers la distribution de Dirac de l’expression (6.11)
précédente.

R̆∗E(+)
p (κ, kz, ω) = H(kz)

∗
√

Ep

2ǫ0n2
pvgp

L sinc

[(

kz − kp0 −
ω − ωp0

vgp

+
|κ|2
2kp0

)
L

2

]

ĞT (ω − ωp0)Ğ⊥(κ, 0)

Voyons maintenant l’effet d’une structuration de la valeur de la susceptibilité le long du cristal.
Comme H(z) est limité au cristal, on peut le développer en série de Fourier :

H(z) =
∑

n

Hne
ι2πn z

L

ce qui donne
H̆(kz) =

∑

n

Hn2πδ
(

kz −
2πn
L

)

Dans ce cas, R̆∗E(+)
p s’écrit (cf. Annexe A) :

R̆∗E(+)
p (k, ω) =

√

Ep

2ǫ0n2
pvgp

ĞT (ω − ωp0)Ğ⊥(κ, 0)

×
∑

n

HnL sinc

[(

kz − kp0 −
ω − ωp0

vgp

+
|κ|2
2kp0

− 2πn
L

)
L

2

]

(6.12)

Comme nous l’avons vu au Chapitre 2, § 2.3, on peut choisir une période de retournement Λ
judicieuse qui permet un quasi-accord de phase. En général, Λ≪ L, de sorte qu’on peut trouver
une valeur de ñ telle qu’on a quasiment 2π

Λ = 2πñ
L . Cet ordre ñ du développement général en série

de Fourier contribue de manière dominante par rapport aux autres dans l’équation (6.12). En
choisissant ñ = 1, alors, on a vu que H1 = 2

π , et on peut écrire :

R̆∗E(+)
p (k, ω) =

2
π
L

√

Ep

2ǫ0n2
pvgp

ĞT (ω − ωp0)Ğ⊥(κ, 0) sinc
(

∆K(k, ω)
L

2

)

(6.13)

avec
∆K(k, ω) = kz − kp0 −

ω − ωp0

vgp

+
|κ|2
2kp0

− 2π
Λ

(6.14)

À travers la dépendance en ω et en κ respectivement, on constate que contrairement au cas
d’un problème modélisé en ondes planes monochromatiques, les conditions d’accord de phase
prennent en compte la non-monochromaticité de la pompe et des conditions de focalisation du
faisceau.
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6.1.6.5 Synthèse : état produit en sortie de cristal

L’état de la paire de photons générée vaut, juste avant l’interface cristal/air :

|ψ(1)
S (t)〉 =

∑

{ℓs,ℓi}
γgp(ℓs, ℓi)|2ℓs,ℓi

〉

avec

γgp(ℓs, ℓi) =
ǫ0
√

2
ι~

χ(ℓs, ℓi)A(ℓs)A(ℓi)R̆∗E(+)
p (kℓs + kℓi

, ωℓs + ωℓi
)e−ι(ωℓs +ωℓi

)t |2ℓs,ℓi
〉

et

• A(ℓs), A(ℓi) sont les amplitudes des champs associés aux photons signal et idler dans
leurs modes respectifs :

A(ℓ) =

√

~ωℓ

2ǫ0V n2(ωℓ)

• ǫ0

√
2

ι~ χ(ℓs, ℓi) est le terme traduisant la non-linéarité du cristal. Il dépend de la polari-
sation et de la fréquence

χ(ℓs, ℓi) = ~εℓp χ
(2)(ωℓp ;ωℓs , ωℓi

)~εℓs~εℓi

• R̆∗E(+)
p (kℓs +kℓi

, ωℓs +ωℓi
) correspond à l’effet global du champ de pompe dans le cristal.

Il est défini au paragraphe précédent (Eq. 6.13). Il est remarquable qu’en introduisant
les conditions d’accord de phase, les dépendances initialement spatiales de R et Epp

sont remplacées sous une forme aussi simple par une action dans l’espace de Fourier.

• e−ι(ωℓs +ωℓi
)t est le terme de phase qui régit l’évolution temporelle de la paire en fonction

des modes de chacun des photons qui la constitue.

6.1.7 Optique d’un état à deux photons

Maintenant que nous avons un état |ψ(1)
S (t)〉 (Eq. 6.10) décrivant une paire de photons dans

une superposition de différents modes possibles |2ℓs,ℓi
〉, nous allons étudier son évolution à travers

les divers éléments optiques du montage de la Figure 6.1 : lentilles, filtre spectral, fibre optique,
coupleur fibré, détecteurs.

Le cas des lentilles est particulier car lié à la question du couplage dans la fibre optique. Les
lentilles n’ont aucun autre effet sur l’état des paires de photons que de les imager sur la fibre
de manière à optimiser leur couplage. Nous allons en pratique considérer le problème de façon
inverse, c’est à dire connaissant le mode propre de la fibre optique – qui est très proche d’un
mode de faisceau gaussien (voir Chap. 1, §. 1.3.2) – nous calculerons son image par le système de
lentilles.

Le coupleur, bien que son principe de fonctionnement soit différent de celui d’une lame semi-
réfléchissante en espace libre, peut être modélisé par les mêmes équations. On note â et b̂ les
opérateurs annihilation pour les voies d’entrée du coupleur (l’une d’entre elles n’étant pas toujours
connectorisée) et Â et B̂ ceux pour les voies de sortie. Pour un coupleur défini par une répartition
en puissance r2

A de â vers Â et r2
B de â vers B̂ (coupleur « r2

A/r
2
B »), on a les relations suivantes :

Â = −ιrAâ+ rBb̂

B̂ = rBâ− ιrAb̂
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Le filtrage spectral et le couplage dans la fibre introduisent des pertes. Lorsque la transmission
du filtre est ni nulle ni totale pour une fréquence donnée, une proportion de la composante des
photons à cette fréquence est « perdue dans l’environnement ». De même pour le couplage dans
une fibre optique, en raisonnant cette fois sur les vecteurs d’onde plutôt que sur la fréquence.
Cela fait apparaître des mélanges statistiques d’états, qu’il faudra prendre en compte de manière
adéquate pour avoir une description complète de la lumière mesurée par les détecteurs.

Ce traitement théorique complet devrait permettre d’estimer le taux de coïncidences de détec-
tion entre les deux photons, c’est à dire la cohérence en intensité d’ordre deux de la source, qui
est une mesure de ses caractéristiques proprement quantiques (voir Chap. 1, §. 1.5).

Mais tout d’abord, il est nécessaire de résoudre le problème des changements d’indice au sein
du volume de quantification du champ, qui interviennent aux interfaces cristal/air et air/fibre.

6.1.7.1 Les changements d’indice

Une fois la paire de photons créée, elle se propage et « quitte » le cristal. Formellement, ceci
se traduit par P (V, t) =

∫

Vc

∫

Vc
|〈2rr′ |ψS(t)〉|2 d3r d3r ′ −→ 0 pour des valeurs de t suffisamment

grandes, où Vc est le volume du cristal. En principe, cette évolution a déjà été prise en compte
dans le calcul que nous avons effectué car elle correspond à un phénomène de propagation linéaire
libre, sans perte, qui est décrit par Ĥ0. Mais nous sommes ici directement confrontés à une
simplification que nous avons implicitement faite au §. 6.1.5 p.108 : le volume de quantification
était constitué d’un milieu d’indice uniforme. Dans ce cas seulement, la partie spatiale d’un mode
ℓ pouvait être décrite par un vecteur d’onde kℓ unique. Si l’indice du milieu vaut nℓ pour le mode
ℓ, on a la relation de dispertion ωℓ = c |kℓ| /nℓ.

Tant que le photon reste localisé dans le cristal, cette correspondance entre mode spatial et
vecteur d’onde est valable. En revanche, elle ne l’est plus si l’on veut décrire la propagation des
photons hors du cristal, dans le vide puis à travers d’autres éléments optiques.

On considère, sans perte de généralité sur les conclusions que nous allons faire, un champ à
un photon.

Dans le cas où le volume de quantification V est entièrement occupé par un matériau homogène
optiquement isotrope d’indice n 3, un mode ℓ est caractérisé par une polarisation ~εℓ et un vecteur
d’onde kℓ orthogonaux. La valeur propre associée (l’énergie) est alors ~ωℓ, donnée par la relation
de dispersion ωℓ = c|kℓ|

n . Ce mode se décompose de la façon suivante sur la base des états localisés :

|1(1)
ℓ 〉 =

∫

V
d3r ~εℓ

eιkℓ·r
√
V
|1r〉

Dans le cas où V contient le vide et un solide d’indice n, le mode ℓ est défini par un plus
grand nombre de paramètres ; en effet le système n’est plus invariant par translation et le vecteur
d’onde n’est plus un bon nombre quantique. Considérons par exemple un mode ℓ d’énergie ~ωℓ qui
correspond à une propagation selon un axe z orthogonal à une face du cristal : il serait défini par
une polarisation et deux vecteurs d’onde colinéaires à ~εz, kℓv et kℓc ; ces derniers correspondent
respectivement au vecteur d’onde dans le cristal et dans le vide, i.e

∣
∣kℓc

∣
∣ = nωℓ

c et
∣
∣kℓv

∣
∣ = ωℓ

c . Le
mode s’écrit alors :

|1(2)
ℓ 〉 =

∫

V
d3r ~εℓ

[

K(r)
eιkℓc ·r
√
V

+ (1−K(r))
eιkℓv ·r
√
V

]

|1r〉

où K(r) est une fonction qui vaut 1 dans le cristal et 0 ailleurs.

3. L’indice n est supposé égal pour tous les modes peuplés dans notre problème
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Les modes non-orthogonaux aux faces du solide sont plus complexes à écrire car il faut tenir
compte d’éventuelles réflexions et de la réfraction en plus du changement d’indice. Les différentes
relations entre ces paramètres sont données par les lois de l’optique géométrique comme la loi de
Snell-Descartes.

Lors du calcul que nous avons effectué dans la partie précédente (section 6.1.6 p.111) l’indice
ℓ se référait aux modes de Ĥ0 c’est à dire à |1(2)

ℓ 〉 et non |1(1)
ℓ 〉. C’est donc dans ces modes qui

prennent en compte la présence du vide autour du cristal que l’émission spontanée s’est produite.

En conclusion, l’état de la paire a été calculé dans la base des vecteurs propres de Ĥ0, c’est
à dire les modes ℓ dont l’expression est donnée par |1(2)

ℓ 〉. Les effets du changement d’indice sont
donc déjà pris en compte dans le fait qu’on désigne les états de base par leur mode ℓ (|1ℓ〉) et non
simplement par leur vecteur d’onde local |1k〉. Tous les vecteurs d’onde qui apparaissent dans
l’expression de l’état calculé dans la partie précédente sont reliés à la fréquence par l’indice n
du cristal. Tout au long de l’évolution de l’état, même quand celui-ci n’est plus localisé dans le
cristal, le module du vecteur d’onde reste lié par l’indice de réfraction local à la fréquence, et les
composantes du vecteur d’onde sont données aux interfaces par les relations de Snell-Descartes,
qui ne sont autre que les conditions de continuité aux limites.

6.1.7.2 Généralités sur les éléments optiques

La traversée des éléments optiques — Les éléments optiques comme la fibre ou le filtre
sont situés à un endroit bien déterminé dans l’espace. Cependant, il arrive que leurs effets s’ex-
priment dans l’espace de Fourier, comme pour le filtre spectral par exemple.

On suppose qu’à un instant t0 les photons sont entièrement « localisés » (au sens du §. 6.1.4)
avant un élément optique A et qu’à un instant ultérieur t1 ils sont entièrement localisés après cet
élément A. Ainsi, en représentation de Schrödinger, l’Hamiltonien qui décrit l’évolution de l’état
s’écrit Ĥ0 pour t < t0 et t > t1 et Ĥ0 + ĤA(t) pour t0 < t < t1. En représentation d’interaction,
cet Hamiltonien s’écrit :

ĤI,A(t) = e
−1
ι~

Ĥ0·t
ĤA(t)e

1
ι~

Ĥ0·t

entre t0 et t1. L’effet de l’élément optique est donc entièrement défini par l’opérateur d’évolution

ÛA = T̂ e
1
ι~

∫ t1
t0

dtĤI,A(t)

qui permet de déduire |ψI(t1)〉 de |ψI(t0)〉. En représentation de Schrödinger ceci devient :

|ψS(t′ > t1)〉 = e
1
ι~

Ĥ0·(t′−t)ÛA|ψS(t < t0)〉

ou encore
∑

ℓ

e−ιωℓtβ(ℓ)|1ℓ〉 →
∑

ℓ

e−ιωℓt′
β(ℓ)ÛA|1ℓ〉

sous réserve que t < t0, t′ > t1 ?

Traitement des états mixtes — Certains éléments optiques induisent des pertes : l’effet du
filtre, par exemple, sera de projeter l’état de la paire de photons – composée d’états nombres à 2
photons – sur des états à 2, 1 ou 0 photon. L’absorption d’un photon correspond à une intrication
de l’état du champ avec l’état quantique du filtre. Dans la mesure où nous ne tenterons pas ici
de trouver une expression formelle d’un tel « état quantique du filtre », nous le considèrerons
comme partie de l’ « environnement », c’est à dire source directe de décohérence. Ainsi, le filtre
aura pour effet de transformer l’état pur initial du champ en une superposition incohérente de
divers états plus ou moins probables : un mélange statistique.
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Dès lors, il semblerait nécessaire d’utiliser le formalisme des matrices densités ; cependant
l’intérêt majeur de ce formalisme est d’étudier l’évolution temporelle des cohérences, ce qui ne
nous intéresse pas ici. Nous nous priverons de cette information et nous adopterons un formalisme
plus simple.

Si l’état du système est un mélange statistique d’états purs {|ψi〉} décrit par une distribution
de probabilité {pi}, on choisit de l’écrire :

√
p1|ψ1〉 ⊕

√
p2|ψ2〉 ⊕ · · · =

⊕

i

√
pi|ψi〉 (6.15)

La différence essentielle entre l’opération ⊕ et l’opération + usuelle est que les termes qu’elle
sépare ne peuvent pas interférer. Illustrons cela dans le cas de l’observable polarisation exprimée
dans la base des polarisations orthogonales verticale |↑〉 et horizontale |→〉. On se donne deux
états : un état dans une superposition cohérente 4 :

|Cohérent〉 =
1√
2

(|↑〉+ |→〉)

et un état dans une superposition incohérente

|Incohérent〉 =
1√
2

(|↑〉 ⊕ |→〉)

Un filtre polariseur orienté à −45° (տ) transmettrait chaque terme de l’un ou l’autre état avec
une probabilité 1/2, mais l’état |Cohérent〉 n’est pas du tout transmis (interférences destructives)
tandis que l’état |Incohérent〉 est transmis avec une probabilité 1/2.

6.1.8 Filtrage spectral

Le filtre spectral pourra être supposé gaussien de largeur ∆ω, et centré en ωF, fréquence proche
de la dégénérescence des photons associée à la fréquence centrale de la pompe. Cependant, pour
rester général, on pose que sa transmission en amplitude est donnée par une fonction F(ω).
Par souci de simplicité formelle, on considère le filtre situé en une position longitudinale z1 et
d’étendue transverse infinie. Ainsi, on s’assure que ce filtre n’a pas d’action spatiale sur l’état et
reste purement spectral, de sorte que la fonction F(ω) est son unique caractéristique.

On considère qu’il existe un temps t0 avant lequel l’état est localisée avant z1 et un temps t1
après lequel elle est localisée après z1. Nous allons déterminer un opérateur Ûfiltre qui va agir sur
l’état pendant cet intervalle de temps. D’après la discussion précédente (§. 6.1.7.2 p.119) on peut
exprimer cet opérateur sur la base des modes bien que ces derniers ne soient pas localisés avant
ou après le filtre : |1ℓ(t)〉 = |1ℓ〉 si t < t0 et |1ℓ(t)〉 = Ûfiltre|1ℓ〉 pour t > t1. D’autre part, comme
nous l’avons dit précédemment, on s’attend à ce que cet opérateur transforme l’état du système
en un état mixte.

L’état du filtre est caractérisé par l’état |φ〉. On choisi d’appeler |φ0〉 l’état initial du filtre et
|φℓ〉 l’état du filtre après qu’il a éventuellement absorbé un photon dans le mode ℓ.

On appelle |ΨI(t)〉 l’état du système formé par les photons et le filtre en représentation d’in-
teraction. On a ainsi, dans le cas le plus simple d’un état initial du champ à 1 photon dans le
mode ℓ :

|ΨI(t0)〉 = |φ0〉 ⊗ |1ℓ〉
L’état du système après l’interaction est alors :

|ΨI(t1)〉 = F(ωℓ)|φ0〉 ⊗ |1ℓ〉+ G(ωℓ)|φℓ〉 ⊗ |0〉
4. Il ne s’agit bien sûr pas ici de l’état propre de l’opérateur champ électrique.
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où |F(ωℓ)|2 + |G(ωℓ)|2 = 1. Les termes F et G décrivent l’interaction entre le filtre et le champ
entre les dates t0 et t1 ; il est alors clair que F représente bien le facteur de transmission en champ.
On ne s’intéresse pas à exprimer la phase relative de G.

Le passage de |ΨI(t0)〉 à |ΨI(t1)〉 s’effectue par une évolution hamiltonienne (c’est à dire qu’elle
conserve l’orthogonalité). L’expression de |ΨI(t1)〉 prouve donc que les |φℓ〉 sont orthogonaux entre
eux et avec |φ0〉.

On prend maintenant comme état initial du champ un état à un photon dans une superposition
quelconque des différents modes du champ :

|ΨI(t0)〉 = |φ0〉 ⊗
∑

ℓ

β(ℓ)|1ℓ〉

On a :
|ΨI(t1)〉 = |φ0〉 ⊗

∑

ℓ

β(ℓ)F(ωℓ)|1ℓ〉+
∑

ℓ

β(ℓ)G(ωℓ)|φℓ〉 ⊗ |0〉

Si on ne garde que l’information portée par la lumière, l’état devient 5 :

|ΨI(t1)〉 =
∑

ℓ

β(ℓ)F(ωℓ)|1ℓ〉 ⊕
⊕

ℓ

β(ℓ)G(ωℓ)|0〉

qu’on peut récrire 6 :

|ΨI(t1)〉 =
∑

ℓ

β(ℓ)F(ωℓ)|1ℓ〉 ⊕
√
√
√
√
∑

ℓ

∣
∣
∣β(ℓ)G(ωℓ)

∣
∣
∣

2
|0〉

On adapte facilement ce raisonnement aux états à deux photons et on trouve que si

|ΨI(t0)〉 = |φ0〉 ⊗
∑

{ℓi,ℓs}
β(ℓs, ℓi)|2ℓs,ℓi

〉

alors

|ΨI(t1)〉 = |φ0〉 ⊗
∑

{ℓs,ℓi}
β(ℓs, ℓi)F(ωℓs)F(ωℓi

)|2ℓs,ℓi
〉

+
∑

ℓs

|φℓs〉 ⊗
∑

ℓi

β(ℓs, ℓi)G(ωℓs)F(ωℓi
)|1ℓi
〉

+
∑

{ℓs,ℓi}
β(ℓs, ℓi)G(ωℓs)G(ωℓi

)|φℓs,ℓi
〉 ⊗ |0〉

où |φℓs,ℓi
〉 est l’état du filtre après avoir absorbé 2 photons ; on a également que ces états sont

orthogonaux entre eux et avec les états après absorption de 1 photon ou sans absorption.

En faisant abstraction du filtre, dont on ne se préoccupe pas de l’état, l’état du champ se récrit

5. Dans le formalisme des matrices densités on effectuerait la trace partielle par rapport à l’espace du filtre ;
l’orthogonalité de la famille (|φ0〉, {|φℓ〉}) est indispensable à cette dérivation.

6. Cette expression revient à exprimer la probabilité totale de mesurer |0〉 comme la somme des probabilités
que tous les modes soient absorbés par le filtre. C’est en raison de l’absence de cohérence entre tous ces termes que
cette formulation classique est possible.
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de la manière suivante :

|ΨI(t1)〉 =
∑

{ℓs,ℓi}
β(ℓs, ℓi)F(ωℓs)F(ωℓi

)|2ℓs,ℓi
〉

⊕
⊕

ℓs

∑

ℓi

β(ℓs, ℓi)G(ωℓs)F(ωℓi
)|1ℓi
〉

⊕
√
√
√
√

∑

{ℓs,ℓi}

∣
∣
∣β(ℓs, ℓi)G(ωℓs)G(ωℓi

)
∣
∣
∣

2
|0〉

6.1.9 Couplage dans une fibre optique

L’extrêmité d’une fibre optique monomode d’indice effectif nf est localisée en z0. La fibre pos-
sède un mode propre de propagation guidé caractérisé, pour une fréquence ω, par une distribution
transverse normalisée Oω(ρ) et une constante de propagation kf = nfω/c selon l’axe (Oz). Toutes
les polarisations se couplent de manière identique à la fibre.

Le mode guidé constitue l’élément d’une base {Aω,j(r)} bien choisie de modes sur lesquels
peut se décomposer un champ quelconque. Une base adaptée à la décomposition du champ dans
une fibre est la base de Laguerre-Gauss. Dans ce cas, le mode fondamental (j = 0) correspond
au mode guidé et le profil transverse de ce mode est décrit par Oω(ρ). Une fois un champ donné
décomposé sur cette base, le taux de couplage à la fibre est donné par le poids de la composante du
champ dans le mode guidé. Les photons dans les autres modes sont perdus dans l’environnement.

La résolution des équations de Maxwell dans une fibre optique indique que ces modes s’écrivent
[GT98] :

Aω,j(r) = A
⊥

ω,j(ρ)eιkf ω,j
z

On a en particulier, pour une base dont le mode fondamental est gaussien comme la base de
Laguerre-Gauss :

Ow(ρ) = A
⊥

ω,j=0(ρ) (6.16)

c’est-à-dire le profil transverse du mode guidé de la fibre.

Ces modes Aω,j(r) sont normalisées dans le plan transverse mais pas sur la longueur L selon
l’axe z du volume de quantification (V = S × L) :

∫

d2
ρA

∗
ω,j′(ρ, z)Aω,j(ρ, z) = δjj′

∫

V
d3rA ∗

ω,j′(r)Aω,j(r) = L δjj′

Les états quantiques normalisés décrivant ces modes de fibre s’écrivent :

|Aω,j〉 =
∫

d3r A
⊥

ω,j(ρ)
eιkf ω,j

z

√
L
|1r〉 (6.17)

où 〈Aω,j |Aω,j′〉 = δjj′ .

Les modes du champ dans le volume V de quantification contenant le vide avant z0 et une
fibre optique à partir de z0 s’écrivent donc :

|1ℓ;vide-fibre〉 =
∫

d3r f(r)|1r〉

=
∫

d3r



Θ(z0 − z)
eιkv,ℓ·r
√
V
|1r〉+ Θ(z − z0)

∑

j

gj(ℓ)Aωℓ,j(r)|1r〉



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où kv,ℓ est le vecteur d’onde dans le vide du mode ℓ (|kv,ℓ| = ωℓ
c ), Θ(z) la fonction de Heaviside

et les gj(ℓ) sont choisis de manière à ce que la fonction f représente la propagation d’un champ
classique à l’interface vide-fibre.

Pour déterminer gj(ℓ), nous allons étudier les conditions aux limites de la fonction d’onde à
cette interface. En z = z0, on a égalité entre l’onde plane eιk′

ℓ·r/
√
V avant couplage (mais dont

le vecteur d’onde k′
ℓ du mode ℓ est évalué dans la fibre) et son développement dans la base des

modes de fibre :
∑

j

gj(ℓ)Aωℓ,j(ρ, z0) =
eικ′

ℓ·ρeιk′
z,ℓ·z0

√
V

où k′
ℓ =

( κ
′
ℓ

k′
z,ℓ

)
s’obtient à partir de kv,ℓ =

( κℓ
kz,ℓ

)
en utilisant les lois de la réfraction à l’interface

entre le vide et le milieu d’indice nf de la fibre ; notamment |k′
ℓ| =

nf (ωℓ)ωℓ

c ainsi que les relations
de Snell-Descartes pour κ

′
ℓ.

On en déduit, en multipliant par A ∗
ω,j(ρ, z0) et en utilisant l’orthonormalité des fonctions

Aω,k(ρ, z0) :

gj(ℓ) =
∫

d2
ρA

∗
ωℓ,j(ρ, z0)

eικ′
ℓ·ρeιk′

z,ℓ·z0

√
V

=
1√
V
eιk′

z,ℓ·z0
Ă

∗
ωℓ,j(κ′

ℓ, z0)

On peut maintenant décrire le couplage d’un état à la fibre. Pour commencer, on prend un état
initial quelconque à un photon, localisé avant z0 :

|ΨS(t0)〉 =
∑

ℓ

β(ℓ)|1ℓ;vide-fibre〉

=
∑

ℓ

β(ℓ)|1ℓ;vide〉

où la seconde égalité est trivialement vérifiée en faisant le produit scalaire avec les |1r〉 pour
z < z0. En faisant de même pour z > z0, l’état devient :

|ΨS(t1)〉 =
∑

ℓ

β(ℓ)e−ιωℓ(t1−t0)|1ℓ;vide-fibre〉

=
∑

j

∑

ℓ

β(ℓ)
1√
S
eιk′

z,ℓ·z0
Ă

∗
ωℓ,j(κ′

ℓ; z0)e−ιωℓ(t1−t0)|Aωℓ,j〉

ce qu’on vérifie également en faisant le produit scalaire avec les |1r〉.

En représentation d’interaction, on récrit :

|ΨI(t1)〉 =
∑

j

∑

ℓ

β(ℓ)
1√
S
eιk′

z,ℓ·z0
Ă

∗
ωℓ,j(κ′

ℓ; z0)|Aωℓ,j〉

Si on ignore la composante du photon qui n’est pas guidée dans la fibre, c’est à dire qui ne
correspond pas au mode fondamental j = 0, l’expression s’écrit, en utilisant la notation Oω(ρ)
définie par l’Equation 6.16

|ΨI(t1)〉 =
∑

ℓ

β(ℓ)eιk′
z,ℓ·z0

1√
S

Ŏ
∗
ωℓ

(κ′
ℓ)|Oωℓ

〉

⊕
⊕

j 6=0,ωℓ,~εℓ

∑

k′
ℓ

β(ℓ)eιk′
z,ℓ·z0

1√
S

Ă
∗

ωℓ,j(κ′
ℓ; z0)|0〉
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Pour un état à deux photons on a :

|ΨI(t0)〉 =
∑

{ℓi,ℓs}
β(ℓs, ℓi)|2ℓs,ℓi

〉

Donc :

|ΨI(t1)〉 =
∑

{ℓs,ℓi}
β(ℓs, ℓi)e

ι(k′
z,ℓs

+k′
z,ℓi

)·z0 1√
S

Ŏ
∗
ωℓ

(κ′
ℓs

)
1√
S

Ŏ
∗
ωℓ

(κ′
ℓi

)|Oωℓi
Oωℓs
〉

⊕
⊕

ωℓs ,~εℓs
j 6=0

∑

k
′
ℓs
ℓi

β(ℓs, ℓi)e
ι(k′

z,ℓs
+k′

z,ℓi
)·z0 1√

S
Ă

∗
ωℓs ,j(κ′

ℓs
; z0)

1√
S

Ŏ
∗
ωℓi

(κ′
ℓi

)|Oωℓi
〉

⊕ γ|0〉

où γ est une constante qui peut être calculée en écrivant la normalisation de l’état, mais qui
n’interviendra pas dans la suite de ce manuscrit.

6.1.10 Résumé : l’état final du champ

L’état du champ s’exprime au bout d’un temps t après passage par le filtre et couplage à la
fibre en représentation de Schrödinger :

|ψ(1)
S (t)〉 = |ψ2〉 ⊕ |ψ1〉 ⊕ |ψ0〉

où |ψn〉 est dans l’espace des vecteurs à n photons.

|ψ(1)
S (t)〉 =

∑

{ℓs,ℓi}

1
S γ2(ℓs, ℓi)e−ι(ωℓs +ωℓi

)t|Oωℓs
Oωℓi
〉 (6.18)

⊕
⊕

ℓs

∑

ℓi

1√
S
γ

(0)
1 (ℓs, ℓi)e−ιωit|Oωℓi

〉

⊕
⊕

ωℓs ,~εℓs
j 6=0

∑

k
′
ℓs
ℓi

1
S γ

(j)
1 (ℓs, ℓi)e−ιωit|Oωℓi

〉

⊕ γ0|0〉 (6.19)

Terme à 2 photons — γ2 décrit la distribution sur les états à deux photons dans les
modes de la fibre |Oωℓs

Oωℓi
〉 :

γ2(ℓs, ℓi) = γgp(ℓs, ℓi)γfs(ℓs, ℓi)γfo(ℓs, ℓi) (6.20)

où :
• γgp(ℓs, ℓi) est le terme de génération de la paire :

γgp(ℓs, ℓi) = β(ℓs, ℓi)R̆∗E(+)
p (kℓs + kℓi

, ωℓs + ωℓi
)

• γfs(ℓs, ℓi) est le terme de filtrage spectral :

γfs(ℓs, ℓi) = F(ωℓs)F(ωℓi
)

• γfo(ℓs, ℓi) est le terme de couplage à la fibre (filtrage spatial) :

γfo(ℓs, ℓi) = e
ι(k′

z,ℓs
+k′

z,ℓi
)·z0

Ŏ
∗
ωℓs

(κ′
ℓs

; z0)Ŏ∗
ωℓi

(κ′
ℓi

; z0)
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Termes à 1 photon —

• γ
(0)
1 décrit la distribution sur les états à un photon dans les modes de la fibre |Oωℓi

〉
issus de l’absorption d’un photon ℓs par le filtre :

γ
(0)
1 (ℓs, ℓi) = γgp(ℓs, ℓi)γ′

fs(ℓs, ℓi)e
ιk′

z,ℓi
·z0

Ŏ
∗
ωℓi

(κ′
ℓi

; z0)

où γ′
fs est un terme de filtrage spectral :

γ′
fs(ℓs, ℓi) = F(ωℓi

)
√

1− |F(ωℓs)|2

• γ
(j)
1 décrit la distribution sur les états à un photon dans les modes de la fibre |Oωℓi

〉
issus de la perte d’un photon ℓs dans le mode non-guidé j de la fibre :

γ
(j)
1 (ℓs, ℓi) = γgp(ℓs, ℓi)γfs(ℓs, ℓi)γ

(j)
fo (ℓs, ℓi)

où γ
(j)
fo est un terme de filtrage spatial :

γ
(j)
fo (ℓs, ℓi) = β(ℓs, ℓi)e

ι(k′
z,ℓs

+k′
z,ℓi

)·z0 1√
S

Ă
∗

ωℓs ,j(κ′
ℓs

; z0)Ŏ∗
ωℓi

(κ′
ℓi

)

Terme du vide — γ0 est une constante très proche de 1 qui peut être calculée à partir
des autres γ en écrivant la normalisation de l’état.

6.2 Application à la génération dans un cristal massif avec fil-
trage étroit

Nous avons exprimé, dans la première partie de ce chapitre, l’état général d’une paire de
photons jumeaux générés par fluorescence paramétrique dans un cristal non-linéaire, traversant
des milieux d’indices de réfraction variés, subissant un filtrage spectral ainsi qu’un couplage dans
une fibre optique.

Dans cette section, nous allons calculer la probabilité d’une coïncidence produite par cet état.

Nous commencerons par introduire l’hypothèse du filtre étroit, qui autorisera des simplifica-
tions permettant d’aller suffisamment loin dans le calcul analytique. Celles-ci faites, nous appli-
querons les lois de Snell-Descartes pour prendre en compte la réfraction aux interfaces.

Après avoir explicité l’état de la paire de photons en utilisant les simplifications adaptées et
quelques particularités de notre système, nous exprimerons la probabilité de coïncidence. Nous
introduiront des paramètres adimensionnels qui nous permettront de rendre son expression indé-
pendante des conditions expérimentales.

Un calcul, en partie numérique, permettra d’évaluer les conditions optimales pour obtenir le
plus grand taux de coïncidences.

Après avoir analysé les résultats, nous évaluerons une grandeur essentielle à tout montage
fibré, à savoir le taux de couplage des paires de photons dans une fibre optique.

6.2.1 Hypothèse du filtre étroit

L’usage d’un « filtre étroit » nous permettra de simplifier les calculs en supposant certains
termes constants en fréquence, car leur variation pourra être considérée petite par rapport à
d’autres termes en facteur. Plus précisément, on entend donc par « filtre étroit » un filtre qui
permet les approximations suivante :
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Variation du module du vecteur d’onde transverse principalement due à la diver-
gence — On veut ici déterminer un critère qui permettra de considérer les variables κ et ω
indépendantes l’une de l’autre, alors qu’elles sont reliées par la relation ω = c

n |k| = c
n

|κ|
sin θ , θ étant

l’angle que forme k avec l’axe de propagation et n l’indice du milieu. Sans cette approximation, on
ne pourra par exemple pas écrire que

∫
κ2
κ1

∫ ω2
ω1
f(κ)g(ω)dωd2

κ ≈ F (κ2−κ1) [G(ω2)−G(ω1)]. Une
telle approximation, qui simplifiera les calculs, ne sera possible que pour une « bande passante »
∆w à l’intérieur de laquelle f varie beaucoup moins que g avec ω. Nous allons déterminer un
critère sur cette bande passante, que nous préférerons exprimer en longueur d’onde (∆λ).

Si ∆λ|κ| = ∂|κ|
∂λ ∆λ est la variation du module vecteur d’onde transverse due à la variation de

fréquence et ∆θ|κ| = ∂|κ|
∂ sin θ ∆(sin θ) sa variation vis-à-vis de l’angle θ fixant la direction de k, on

peut déterminer une bande passante telle que ∆λ|κ| est négligeable devant ∆θ|κ| :

|κ| = |k| sin θ = 2π
n(λ0)
λ0

sin θ =⇒







∆λ|κ| = 2π n(λ0)
λ2

0
∆λ sin θ

∆θ|κ| = 2π n(λ0)
λ0

∆(sin θ)

Pour être considéré « étroit » au sens défini précédemment, il faut donc que le filtre ait une
bande passante de

∆λ|κ|
∆θ|κ|

≪ 1⇐⇒ ∆λ
λ0
≪ ∆(sin θ)

sin θ

On considère qu’on a affaire à un faisceau d’angle de divergence θ0. La variation maximale
de |κ| sous l’effet de sin θ correspond donc à ∆(sin θ) = sin θ0 − sin 0. On veut déterminer la
variation maximale de fréquence (c’est à dire la bande passante ∆λ du filtre) qui assure que
∆λ|κ| reste petit par rapport aux variations ∆θ|κ| de |κ| sur toute la gamme ∆(sin θ). Le cas le
plus défavorable à examiner pour déterminer ∆λ est le cas qui minore ∆(sin θ)

sin θ (∆(sin θ) = sin θ0

étant fixé) c’est à dire qui majore sin θ. Cet angle maximum correspond aux vecteurs d’onde les
plus divergents. sin θ = sin θ0 également. La condition sur la limite de bande passante revient
donc à

∆λ≪ λ0

Par exemple, un filtre de largeur spectrale inférieure à 1 nm satisfait cette condition. Ce sera
le cas des filtres utilisés dans les calculs suivants.

Pas de dispersion des indices de réfraction signal et idler — Une autre conséquence
d’une telle limitation de la bande passante est qu’on peut négliger la dispersion des indices de
réfraction signal et idler : n(ωs) ≈ n(ωi) ≈ n(ωp0/2).

On notera tout de même ns = n(ωs) et ni = n(ωi) pour avoir des formules plus « expressives »,
bien que leurs valeurs puissent être supposées quasi-identiques. L’indice du cristal à la longueur
d’onde de pompe sera quant à lui noté np = n(ωp0).

De la même manière, on pourra supposer vg(ωs) = vgs ≈ vg(ωi) = vgi . Puisque la bande
passante est suffisamment étroite pour qu’on néglige la dispersion, ces vitesses de groupe seront
égales aux vitesses de phase : vg(ω) = c

n(ω) .

6.2.2 Relation entre les vecteurs d’onde avant et après couplage

L’état |ψ〉 (Eq. 6.18) dépend à la fois des vecteurs d’onde avant couplage (k) et des vecteurs
d’onde après couplage (k′). Or nous avons déjà mentionné (§. 6.1.7.1) que ces deux vecteurs
d’onde étaient reliés par les lois de l’optique géométrique, celle de Snell-Descartes en particulier.
Nous allons donc supprimer cette redondance de paramètres en exprimant l’un en fonction de
l’autre avant de réaliser les calculs.
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Le milieu après couplage est la fibre optique, d’indice effectif nf pour son mode guidé. Avant
couplage, le photon est créé dans le cristal, dont l’indice vaut n 7 , puis se propage dans l’air
avant de se coupler au mode de fibre. Or, si une onde plane subit, lors d’une propagation libre,
une double réfraction cristal-air-fibre, la relation entre son vecteur d’onde dans le cristal et dans
la fibre est identique au cas d’une réfraction simple cristal-fibre. Il en va donc de même pour les
vecteurs d’onde kℓ et k′

ℓ associés à chaque mode ℓ.

Egalité des composantes transverses — On rappelle que, d’après la loi de Snell-Descartes,
il y a conservation des nombres d’onde transverses (|κ′| = |κ|) lors du passage de l’interface. En
effet, on a les projections :

|κ| = |k| sin θc

|κ′| = |k′| sin θf

Puisque la relation de Snell-Descartes impose nf sin θf = n sin θc, le rapport des nombres d’onde
transverses vaut 1 : |κ′|

|κ| =
|k′| sin θf

|k| sin θc
=

ωnf

c sin θf
ωn
c sin θc

=
nf sin θf

n sin θc
= 1

En invoquant des raisons de symétrie, on peut également dire que la direction des composantes
transverses est conservée (pas de rotation dans le plan transverse).

Changement de la composante longitudinale — Les projections longitudinales s’écrivent :

kz = |k| cos θc

k′
z = |k′| cos θf

Leur rapport vaut approximativement nf/n lorsque le faisceau est peu divergent :

k′
z

kz
=
|k′| cos θf

|k| cos θc
=
nf cos θf

n cos θc
=

sin θc cos θf

sin θf cos θc
=

tan θc

tan θf
≈ nf

n

On a alors

k′
z =

nf

n
kz

=
nf

n

√

|k|2 − |κ|2

=
nf

n
|k|
√

1− |κ|
2

|k|2

7. A titre d’exemple, pour un cristal de PPLN à 150° et une fibre Corning SMF-28, ces indices valent, à 1550 nm :
n = 2,1705, nf = 1,4682
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Si |κ| ≪ |k|, ce qui revient à se placer dans une approximation paraxiale, on a :

k′
z ≈

nf

n
|k|
(

1− |κ|
2

2|k|2

)

=
nf

n

(

|k| − |κ|
2

2|k|

)

= kf −
nfc

n2ω

|κ|2
2

où kf = nf ω
c est habituellement connu sous le nom de « constante de propagation » pour le

mode fondamental d’une fibre d’indice effectif nf pour ce mode.

Par ailleurs, si ω peut être considéré constant et égal à ωp0/2 (hypothèse ∆λ≪ λ0, cf. §. 6.2.1),
on remarque que, pour un faisceau de pompe gaussien de longueur de Rayleigh zR et de waist
w0, on a la relation

zR =
|kp|w2

0

2
=
n(ωp0)
n(ωp0

2 )
|k|w2

0

|kp| = n(ωp)ωp/c étant le module d’un vecteur d’onde de pompe, tous approximativement égaux
à n(ωp0)ωp0/c = kp0 puisque le spectre de la pompe est étroit (∆ωp ≪ ωp0).

Alors, on peut écrire :

k′
z = kf −

nfnp

n2

w2
0

2zR
|κ|2 (6.21)

6.2.3 Etat de la paire

Maintenant qu’un certain nombre d’approximations ont été définies et que le nombre de va-
riables est réduit, nous allons écrire l’état de la paire sous une forme facilitant les calculs. En
particulier, nous allons nous abstraire du volume de quantification en le faisant tendre vers l’in-
fini. Nous allons également justifier quelques simplifications qui seront utilisées.

On rappelle que l’état de la paire de photons jumeaux couplée dans une fibre dont le mode de
propagation est associé à l’opérateur création ô† (ô†

ω|0〉 = |Oω〉) s’écrit :

|ψ〉 =
1√
2

∑

ℓs,ℓi

1
S γ2(ℓs, ℓi)ô†

ωℓs
ô†

ωℓi
|0〉 (6.22)

où γ2 = γgpγfsγfo est le produit des termes de génération de paire (cf. Eq. 6.20), filtrage spectral
et de filtrage spatial par couplage dans la fibre optique, respectivement. Remarquons que l’état
|ψ〉 n’est pas normalisé car seuls les termes à deux photons de |ψ(1)

S 〉 sont conservés, puisqu’ils
sont les seuls susceptibles de générer des coïncidences. Cette expression, issue d’une quantification
dans un volume fini fictif, devra être transposée au continu et être exprimée à l’aide d’intégrales.

ô† est l’opérateur création pour le mode propre de la fibre, qui peut s’exprimer en fonction des
opérateurs création â† tels que â†|0〉 = |1ℓ〉 par la relation :

ô†
ω =

∑

j

1
V

Ŏω(κ′
j)δkzj ,kf ω

â†
j (6.23)

c’est à dire les modes j dont, d’une part la composante transverse du vecteur d’onde correspond à
la distribution Ŏωℓ

permise par la fibre, et d’autre part, la composante longitudinale correspond à
la constante de propagation de la fibre. Cette forme constitue l’expression dans l’espace réciproque
de l’Equation (6.17) pour le mode j = 0. On l’a obtenue en utilisant l’expression de |1r〉 en fonction
de |1ℓ〉 (Eq. 6.6).
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On suppose tous les photons de même polarisation ~εx. Un mode ℓ décrit donc un vecteur
d’onde k avec sa fréquence associée ω(k) donnée par la relation de dispersion. Le passage au
continu dans un volume de quantification V = S × L infiniment grand s’effectue à l’aide des
transformations suivantes (voir par exemple [GC08, § 3.1.4]) :

• Le passage d’une somme discrète sur k à une intégrale continue :

∑

κ

−→ S
∫∫

d2
κ

(2π)2

∑

ω

−→ L
vg

∫
dω

2π

• Le passage d’un ensemble discret de modes à un continuum normalisé :

ô†
ω −→

ô†(ω)
√

L/vg

On note, à partir de maintenant, plus spécifiquement ô†
a le mode de la fibre dans laquelle est

couplée la paire de photons. On souhaite récrire l’état |ψ〉 (Eq. 6.22) en explicitant les dépendances
en fréquence ω d’une part et en vecteur d’onde transverse κ d’autre part. A l’aide de l’expression
de γ2 (Eq. 6.20) et de l’expression des composantes de k′ en fonction de celles de k (§. 6.2.2), on
obtient :

|ψ〉 =
1√
2
S
∫∫

d2
κs

(2π)2
S
∫∫

d2
κi

(2π)2

L
vg

∫
dωs

2π
L
vg

∫
dωi

2π
1
S γ2(κs,κi, ωs, ωi)

ô†
a(ωs)

√

L/vgs

ô†
a(ωi)

√

L/vgi

|0〉

=
1√
2

V
√
vgsvgi

∫∫
d2

κs

(2π)2

∫∫
d2

κi

(2π)2

∫
dωs

2π

∫
dωi

2π
γ2(κs,κi, ωs, ωi)ô†

a(ωs)ô†
a(ωi)|0〉

γ2(ks,ki) étant proportionnel à 1/V (à travers les termes A(ks)A(ki)), la norme de |ψ〉 est
indépendante du volume de quantification.

En développant, on a :

|ψ〉 =
1√
2

V
√
vgsvgi

∫
dωs

2π

∫
dωi

2π
β(ωs, ωi)

√

Ep

2ǫ0n2
pvgp

ĞT (ωs + ωi − ωp0)

×F(ωs − ωF)F(ωi − ωF)eι[kf (ωs)+kf (ωi)]z0

×
∫∫

d2
κs

(2π)2

∫∫
d2

κi

(2π)2
Ğ⊥(κs + κi, z0)Ŏ(κs)Ŏ(κi)

× e−ι
nf np

n2
z0

2zR
w2

0(|κs|2+|κi|2) 2
π
L sinc

(
∆KL

2

)

ô†
a(ωs)ô†

a(ωi)|0〉

où le désaccord de phase ∆K est défini par l’Equation (6.14).

6.2.4 Simplifications

Conditions d’accord de phase variant peu avec la fréquence — Le désaccord de phase
∆K dépend à la fois de ωs, ωi et κs,κi :

∆K = kzs + kzi − kp0 −
ωs + ωi − ωp0

vgp

+
(|κs + κi|)2

2kp0

− 2π
Λ

On note ∆k0 le désaccord de phase colinéaire à la dégénérescence. Le désaccord induit par un
écart à la dégénérescence vaut donc ∆K −∆k0. Nous allons maintenant voir comment évaluer ce
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désaccord de phase. Pour cela,

Explicitons totalement cette dépendance en exprimant kzs et kzi en fonction de ωs, ωi et κs,κi :

kzs =
√

|ks|2 − |κs|2 ≈ |ks| −
1
2
|κs|2
|ks|

On a noté ks0ez le vecteur d’onde signal, qui est colinéaire à la pompe à la dégénérescence. Son
module est augmenté de ωs−ωp0 /2

vgs
hors dégénérescence. On a donc |ks| = ks0 + ωs−ωp0 /2

vgs
. Par

ailleurs, on remarque que |ks| ≈ ns
np

|kp|
2 = ns

np

zR

w2
0
. On a donc :

kzs = ks0 +
ωs − ωp0/2

vgs

− np

ns

w2
0

2zR
|κs|2

et de même pour kzi.

En notant vgs = vgi = vg, on peut écrire :

∆K = ks0 + ki0 − kp0 −
2π
Λ

︸ ︷︷ ︸

∆k0

+
ωs + ωi − ωp0

vg
− ωs + ωi − ωp0

vgp

− 1
2
w2

0

2zR
(|κs − κi|)2

= ∆k0 + (ωp − ωp0)

(

1
vg
− 1
vgp

)

+
w2

0

4zR

(
|κs + κi|

)2 − np

ns

w2
0

2zR

(
|κs|2 + |κi|2

)

où on a noté ∆k0 = ks0 + ki0 − kp0 − 2π
Λ le désaccord de phase colinéaire à la dégénérescence.

Nous allons faire intervenir l’approximation suivante 8 : non seulement ns ≈ ni, mais également
ns ≈ ni ≈ np. Ainsi, on peut écrire que

w2
0

4zR

(
|κs + κi|

)2 − np

ns

w2
0

2zR

(
|κs|2 + |κi|2

)
≈ − w2

0

4zR

(
|κs − κi|

)2

Par ailleurs, cela implique que

(ωp − ωp0)

(

1
vg
− 1
vgp

)

= 0

puisque vg = vgp , ce qu’il est d’autant plus permis d’écrire qu’on a également ωp − ωp0 ≈ 0 pour
une pompe de spectre étroit.

On obtient finalement la forme simplifiée suivante pour le désaccord de phase :

∆K = ∆k0 −
w2

0

4zR

(
|κs − κi|

)2 (6.24)

En raison des multiples vecteurs d’onde de pompe, l’accord de phase ∆K ne peut pas être
obtenu pour chaque paire ks,ki. Il n’est possible d’optimiser l’accord de phase qu’en moyenne.

Par la suite, la période de retournement Λ sera fixée, et la température du cristal, influant sur
l’indice de réfraction, pourra être ajustée pour que ∆k0 soit optimal. Ce paramètre fera partie
des paramètres de l’analyse.

Reste le terme −1
2

w2
0

2zR
(|κs − κi|)2 dont la contribution devra être prise en compte numérique-

ment.

8. Pour un cristal de PPLN pompé à 782 nm, l’erreur introduite par cette approximation est de 1,8 %.
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Les termes ne variant pas rapidement avec la fréquence sont considérés constants en
fréquence — Les termes limitant la contribution des fréquences possibles sont principalement
les termes GT et F . À l’échelle des variations de GT et F , les termes proportionnels à ωs et ωi

seront considérés lentement variables, proches de ωs0 = 2πc
λs

et ωi0 = 2πc
λi

(λs ≈ λi ≈ 2λp)
et pourront être extraits des intégrales. Il en est de même pour la susceptibilité non-linéaire
χ

(2)(ωs, ωi). Ainsi, la fonction β(ωs, ωi), qui est proportionnelle à
√
ωsωi χ(ωs, ωi), sera considérée

constante et égale à β(ωs0, ωi0).

Etat de la paire de photons après simplifications — Les approximations énoncées pré-
cédemment permettent d’écrire l’état |ψ〉 sous la forme suivante :

|ψ〉 = ψ0

∫∫
d2

κs

(2π)2

∫∫
d2

κi

(2π)2
ψκ(κs,κi)

∫
dωs

2π

∫
dωi

2π
ψω(ωs, ωi)ô†

a(ωs)ô†
a(ωi)|0〉

avec

ψ0 =
1√
2

V
√
vgsvgi

β(ωs0, ωi0)

√

Ep

2ǫ0n2
pvgp

eι2kf z0
2
π
L

ψ0 =
eι2kf z0

2ι

√

(2π)2Epχ2
effL

2

2ǫ0cnsninpλsλi
(6.25)

ψκ(κs,κi) = Ğ⊥(κs + κi, z0)Ŏ(κs)Ŏ(κi)

e
−ι

nf np

n2
z0

2zR
w2

0(|κs|2+|κi|2)
sinc

(

∆K(κs,κi)
L

2

)

(6.26)

ψω(ωs, ωi) = ĞT (ωs + ωi − ωp0)F(ωs − ωF)F(ωi − ωF) (6.27)

(6.28)

où kf = kf (ωp0/2) =
n(

ωp0
2

)
ωp0

2
c et χeff = 2

π~εx χ
(2)
~εx~εx.

6.2.5 Probabilité de coïncidences par impulsion

Nous allons maintenant suivre la méthode décrite au Chapitre 1, §. 1.5.3, pour évaluer la
probabilité de mesurer une coïncidence lorsque le champ est dans l’état |ψ〉.

On note Ê(+)
A , Ê

(+)
B les opérateurs champ électrique normalisés 9 de photons de fréquence ω dont

les vecteurs d’onde correspondent aux mode guidés ô†
A et ô†

B des fibres optiques constituant les
voies A et B, respectivement. Leur évolution (libre) dans la fibre au bout d’un temps t est donnée
par

Ê
(+)
A (t) =

∫
dω

2π
O(ω)ôA(ω)e−ιωt

Ê
(+)
B (t) =

∫
dω

2π
O(ω)ôB(ω)e−ιωt

où O(ω) est la distribution des fréquences possibles dans le mode guidé de la fibre. Nous allons
voir que cette fonction pourra être omise (≡ 1) dans le cas de la présence d’un filtre étroit, qui
sera dominant dans la restriction des fréquences possibles.

9. En régime de comptage de photon, on omet le terme ι
√

~ω
2ǫ0

de sorte que PAB représente la probabilité de
détection de photons, indépendamment de la fréquence du champ électrique mesuré (voir Hong & Mandel[HM85,
§.II]). On aurait pu inclure le facteur ι

√
~ω
2ǫ0

avec ω = Cte = ωp0
/2, à condition que ηA et ηB soient des grandeurs

de dimension appropriée et pas des rendements quantiques sans dimension.
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La probabilité de coïncidences par impulsion s’écrit 10

PAB = ηAηB

∫

dt1

∫

dt2
∥
∥
∥Ê

(+)
A (t1)Ê(+)

B (t2)|ψ〉
∥
∥
∥

2

où ‖·‖ désigne la norme du vecteur d’état. ηA, ηB désignent les rendements quantiques des détec-
teurs sur les voies A et B.

La loi de transformation de l’opérateur champ électrique à travers un coupleur dont le coeffi-
cient de couplage est r2

A en voie A et r2
B en voie B entraine :

Ê
(+)
A (t1)Ê(+)

B (t2) = −ιrArBÊ
(+)
a (t1)Ê(+)

a (t2)− r2
AÊ

(+)
a (t1)Ê(+)

b (t2)

+ r2
BÊ

(+)
b (t1)Ê(+)

b (t2)− ιrArBÊ
(+)
b (t1)Ê(+)

a (t2)

où Ê(+)
a (t) et Ê(+)

b (t) sont respectivement les champs électriques normalisés dans les modes d’entrée
a et b de la fibre, associés aux opérateurs création ô†

a et ô†
b :

Ê(+)
a (t) =

∫
dω

2π
O(ω)ôa(ω)e−ιωt

Ê
(+)
b (t) =

∫
dω

2π
O(ω)ôb(ω)e−ιωt

Le mode a, qui correspond à une des deux entrées du coupleur, est celui dans lequel la paire
de photons |ψ〉 est injectée. Le mode b, correspondant à l’autre entrée, est dépeuplé (|0〉). En
conséquence, seul le terme Ê(+)

a (t1)Ê(+)
a (t2) contribue à PAB, on peut donc omettre les trois autres

termes dans l’expression finale du taux de coïncidences :

PAB = ηAηBr
2
Ar

2
B

∫

dt1

∫

dt2
∥
∥
∥Ê(+)

a (t1)Ê(+)
a (t2)|ψ〉

∥
∥
∥

2

Développée, cette expression mène à :

PAB = ηAηBRARB |ψ0|2
∫

dt1

∫

dt2
∥
∥
∥

∫∫
d2

κs

(2π)2

∫∫
d2

κi

(2π)2
ψκ(κs,κi)

∫
dω1

2π

∫
dω2

2π

∫
dωs

2π

∫
dωi

2π
ψω(ωs, ωi)e−ι(ω1t1+ω2t2)

ôa(ω1)ôa(ω2)ô†
a(ωs)ô†

a(ωi)|0〉
∥
∥
∥

2

où RA = r2
A, RB = r2

B. En raison du filtrage spectral étroit exprimé à travers le terme ψω, on
a considéré O(ω) constant dans la bande passante des filtres et égal à 1. En effet, cette bande
passante, de l’ordre de 1 nm, est très inférieure à la largeur du spectre total collecté qui est de
l’ordre de 100 nm. On peut se référer au Chapitre 7 page 147 (Fig. 7.18) pour une mesure d’un
spectre collecté total.

On a la relation de commutation :

ôa(ω1)ôa(ω2)ô†
a(ωs)ô†

a(ωi) =
[

ôa(ω1)ôa(ω2), ô†
a(ωs)ô†

a(ωi)
]

+ ô†
a(ωs)ô†

a(ωi)ôa(ω1)ôa(ω2) (6.29)

Appliqué à |0〉, le deuxième terme donne le vecteur nul :

ô†
a(ωs)ô†

a(ωi)ôa(ω1)ôa(ω2)|0〉 = 0

10. Il est immédiat de voir que cette expression peut tout aussi bien s’écrire PAB =
ηAηB

∫
dt1
∫
dt2 |〈OA(t1)OB(t2)|ψ〉|2 avec |OA(t)〉 = Ê

(−)
A (t)|0〉, c’est à dire une projection sur le mode propre guidé

de la fibre A (de même pour B), |·| désigne le module.
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et ceci, que les opérateurs création soient de même fréquence que l’un des opérateurs annihilation
(ô†

a(ω)ôa(ω)|0〉 = N̂(ω)|0〉 = 0) ou pas (ô†
a(ω)ôa(ω′)|0〉 = 0).

Or, on rappelle que

[

ôa(ω1)ôa(ω2), ô†
a(ωs)ô†

a(ωi)
]

= (2π)2δ(ω1 − ωs)δ(ω2 − ωi)

+ (2π)2δ(ω1 − ωi)δ(ω2 − ωs)

La fonction ψω (Eq. 6.27) étant symétrique (ψω(ω2, ω1) = ψω(ω1, ω2)), on obtient donc :

PAB = ηAηBRARB |ψ0|2
∫

dt1

∫

dt2
∣
∣
∣

∫∫
d2

κs

(2π)2

∫∫
d2

κi

(2π)2
ψκ(κs,κi)

∫
dω1

2π

∫
dω2

2π
2ψω(ω1, ω2)e−ι(ω1t1+ω2t2)

∣
∣
∣

2

On remarque une transformée de Fourier sur la fonction à deux variables ψω :

PAB = ηAηBRARB4 |ψ0|2
∫

dt1

∫

dt2
∣
∣
∣

∫∫
d2

κs

(2π)2

∫∫
d2

κi

(2π)2
ψκ(κs,κi)TF[ψω](t1, t2)

∣
∣
∣

2
(6.30)

Puis, en appliquant le théorème de Plancherel, on obtient :

PAB = ηAηBRARB4 |ψ0|2
∫
dωs

2π

∫
dωi

2π

∣
∣
∣ψω(ωs, ωi)

∣
∣
∣

2
·
∣
∣
∣

∫∫
d2

κs

(2π)2

∫∫
d2

κi

(2π)2
ψκ(κs,κi)

∣
∣
∣

2
(6.31)

qu’on note :
PAB = ηAηBRARB4 |ψ0|2 · F̃T · F̃⊥

Pour déterminer les paramètres qui maximisent le taux de coïncidences PAB, il s’agit donc de
calculer les grandeurs F̃T et F̃⊥ suivantes :

F̃T =
∫
dωs

2π

∫
dωi

2π

∣
∣
∣ψω(ωs, ωi)

∣
∣
∣

2
(6.32)

F̃⊥ =
∣
∣
∣
∣

∫∫
d2

κs

(2π)2

∫∫
d2

κi

(2π)2
ψκ(κs,κi)

∣
∣
∣
∣

2

(6.33)

Le calcul du terme F̃⊥ nécessite de faire appel à une méthode numérique, que nous présenterons
après avoir explicité ses différents termes (voir §. 6.2.7). En revanche, le terme F̃T possède une
forme analytique utile.

Expression de la dépendance fréquentielle de la probabilité de coïncidence — L’ex-
pression de F̃T peut être explicitée en utilisant la variable fréquence de pompe ωp = ωs + ωi et
en remarquant un double produit de convolution :

F̃T =
∫
dωp

2π

∫
dωs

2π

∣
∣
∣ψω(ωp, ωs)

∣
∣
∣

2

=
∫
dωp

2π
|ĞT (ωp − ωp0)|2

∫
dωs

2π
|F(ωs − ωF)|2|F(ωp − ωs − ωF)|2

=
∫
dωp

2π
|ĞT (ωp − ωp0)|2

∫
dW

2π
|F(W )|2|F(ωp − 2ωF −W )|2

=
∫
dωp

2π
|ĞT (ωp − ωp0)|F|2∗|F|2(ωp − 2ωF)

= |GT |2∗|F|2∗|F|2(2ωF − ωp0) (6.34)
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où on a utilisé à la dernière ligne le fait que F est une fonction paire. Lorsque l’impulsion de
pompe ainsi que les filtres sont de forme gaussienne, le calcul de ce produit de convolution est
particulièrement simple. Il est alors également simple d’estimer les conséquences d’un filtre non
parfaitement centré sur la fréquence de dégénérescence (ωF 6= ωp0/2).

6.2.6 Expression de l’enveloppe de pompe, des filtres et du mode de fibre

Enveloppe de pompe — On rappelle que l’enveloppe temporelle du faisceau de pompe
s’exprime, dans l’espace de Fourier (cf. §. 6.1.2) :

ĞT (ω) =
(

4π∆t2
) 1

4 · e− ω2∆t2

2 (6.35)

De même, l’enveloppe spatiale, s’écrit :

Ğ⊥(κ, z0) =
√

2πw2
0 · e− |κ|2w2

0
4 eιkp0 z0 (6.36)

On rappelle que ∆t est définie comme la demi-largeur à 1/
√
e en amplitude, et w0 la demi-largeur

à 1/e en amplitude. Le terme eιkp0 z0 est valide dans notre approximation paraxiale.

Filtres — On prend pour cette application des filtres spectraux gaussiens de demi-largeur
∆ωF à 1/

√
e en amplitude :

F(ω) = e
− ω2

2∆ω2
F (6.37)

Mode transverse de la fibre — On considère un mode transverse de fibre gaussien norma-
lisé, de rayon a0 à 1/e en amplitude 11 :

O(ρ) =
1

√

2πa2
0

e
− |ρ|2

a2
0

dont l’expression est la suivante dans l’espace de Fourier :

Ŏ(κ) =
√

2πa2
0e

− |κ|2a2
0

4

Remarquons que ces fonctions ne représentent pas nécessairement le mode transverse d’une
fibre optique physique. Dans ce qui suit, par exemple, elles représenteront l’image du mode d’une
fibre optique par un système de lentilles. Ainsi, en ajustant le facteur de grandissement du système
optique, on peut facilement faire varier a0. On peut également déplacer la position longitudinale
z0 de l’image de la fibre qui, comme a0, intervient dans l’expression de F̃⊥. Contrairement à une
fibre optique physique, cette fibre optique virtuelle pourra être positionnée dans le cristal, en
particulier au voisinage du waist du faisceau de pompe.

11. On a alors 2a0 égal au diamètre de mode tel qu’il est défini dans la littérature, c’est à dire de la même façon
que le waist d’un faisceau gaussien.
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6.2.7 Calcul à l’aide de paramètres normalisés

On introduit les paramètres normalisés suivants, qui permettent de découpler les degrés de
liberté du problème :

δ = ∆ωF ∆t (largeur du filtre relative à celle de la pompe) (6.38)

ρ =
a0

w0
(rayon de collection normalisé) (6.39)

η =
L

2zR
(degré de focalisation de la pompe) (6.40)

ζ =
z0

L
(décentrage longitudinal de la collection) (6.41)

ϕ0 = ∆k0
L

2
(déphasage pour compenser la phase de Gouy) (6.42)

ϕsx =
w0

2
κs · ex (déphasage signal – composante x) (6.43)

ϕsy =
w0

2
κs · ey (déphasage signal – composante y) (6.44)

ϕix =
w0

2
κi · ex (déphasage idler – composante x) (6.45)

ϕiy =
w0

2
κi · ey (déphasage idler – composante y) (6.46)

Par exemple, optimiser ρ permet d’exprimer a0 quel que soit le degré de focalisation choisi
(et donc w0). Ce degré de focalisation peut être défini en optimisant le problème vis-à-vis de la
variable η. L’optimisation de ces paramètres est indépendante de la longueur L du cristal. Il en
va de même pour ζ et ϕ0 qui sont également normalisés à L.

Calcul de l’effet du filtrage spectral sur la probabilité de coïncidences — A l’aide
des expressions (6.35) et (6.37), la fonction F̃T (6.34) devient

F̃T =
∆t∆ω2

F
√

1 + 2∆t2∆ω2
F

e
− (2ωF−ωp0 )2

1
∆t2 +2∆ω2

F =
1

4
√
π

∆ωF

2π
FT (δ)e

− (2ωF−ωp0 )2

2 ∆ω2
F

/F 2
T

(δ)

où on a introduit la fonction FT , qui ne dépend que du paramètre normalisé δ, varie de 0 à 1
lorsque δ varie de 0 à l’infini :

FT (δ) =

√

1
1 + 1

2δ2

∈ [0, 1] (6.47)

Cette fonction entre en jeu dans deux phénomènes physiques importants. Tout d’abord, PAB

est proportionnel à FT lorsque le désaccord δν est nul ; il s’agit donc d’un facteur de pertes. Par
ailleurs, FT intervient également dans le terme exp

{

− (2ωF−ωp0 )2

2 ∆ω2
F/F 2

T (δ)

}

, c’est à dire celui qui dépend
du désaccord entre les fréquences centrales de pompe et du filtre. Ce terme quantifie donc la
sensibilité à ce désaccord, et on on voit que celle-ci ne diminue pas simplement lorsque la largeur
∆ωF du filtre augmente : le terme FT , qui dépend aussi de ∆ωF à travers δ, vient apporter une
correction.

Calcul de l’effet du filtrage spatial sur la probabilité de coïncidences — Comme nous
l’avons dit, il est nécessaire de faire appel à une méthode d’intégration numérique pour évaluer
F̃⊥ (Eq. 6.32). Nous allons implémenter une méthode de quadrature de Gauss.

En utilisant les paramètres normalisés, on peut écrire :

ψκ = ψκ0ψκ1ψκ2ψκ3ψκ4
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avec

ψκ0 =
√

2πw2
0 · 2πa2

0 = (2π)
3
2w3

0ρ
2

ψκ1 = exp−
{

(ϕsx + ϕix)2 + (ϕsy + ϕiy )2
}

ψκ2 = exp−
{

ρ2(ϕ2
sx

+ ϕ2
sy

+ ϕ2
ix

+ ϕ2
iy

)
}

ψκ3 = exp−ι
{

4
nfnp

n2
ηζ(ϕ2

sx
+ ϕ2

sy
+ ϕ2

ix
+ ϕ2

iy
)
}

ψκ4 = sinc
{

ϕ0 − η
[

(ϕsx − ϕix)2 + (ϕsy − ϕiy )2
] }

Alors F̃⊥ devient, puisque
∫∫ d2

κs
(2π)2 = 4

(2π)2w2
0

∫
dϕsx

∫
dϕsy :

F̃⊥ =
∣
∣
∣
∣

(
4

(2π)2w2
0

)2 ∫

dϕsx

∫

dϕsy

∫

dϕix

∫

dϕiy ψκ(ϕsx , ϕsy , ϕix , ϕiy )
∣
∣
∣
∣

2

=
∣
∣
∣
∣

1
π4w4

0

ψκ0

∫

dϕsx

∫

dϕsy

∫

dϕix

∫

dϕiy ψκ1ψκ2ψκ3ψκ4

∣
∣
∣
∣

2

=
16
π4

1
L

np

λp
F⊥(ρ, η, ζ, ϕ0)

où
F⊥ = ρ4η|I|2

et I est l’intégrale sans dimension à évaluer numériquement par une méthode de quadrature de
Gauss. On choisit la méthode de Gauss-Legendre, en limitant les bornes des intégrales à [−a, a], a
étant fixé phénoménologiquement pour assurer une bonne approximation de l’intégrale indéfinie.

La méthode de quadrature de Gauss-Legendre consiste à effectuer une somme discrète de N
termes pour chaque intégrale :

I ≈
∫ +a

−a
dϕsx

∫ +a

−a
dϕsy

∫ +a

−a
dϕix

∫ +a

−a
dϕiyψκ1ψκ2ψκ3ψκ4

≈ a4
N∑

i1=1

N∑

i2=1

N∑

i3=1

N∑

i4=1

̟i1̟i2̟i3̟i4Ψ(a xi1 , a xi2 , a xi3 , a xi4) (6.48)

où Ψ = ψκ1ψκ2ψκ3ψκ4 et xj est la j-ème racine du polynôme de Legendre LN (x) de degré N .
Les poids ̟j sont donnés par la formule :

̟j =
−2

(N + 1)L ′
N (xj)LN (xj)

où L ′
N (x) est la dérivée de LN (x).

Expression de la probabilité de coïncidences par impulsion — Finalement, la proba-
bilité de détecter une coïncidence vaut :

PAB = ηAηBRARB
8

π
5
2

χ2
effEpL∆νF

ǫ0cnsniλsλiλp
· FT (δ) · F⊥(ρ, η, ζ, ϕ0) (6.49)

Application numérique — Dans une expérience, on a un filtrage spectral de largeur ∆νF =
40 MHz, identique à la largeur du spectre limité par Fourier de la pompe impulsionnelle (δ = 1). Le
cristal de longueur L = 2 cm a une susceptibilité non-linéaire effective χeff = 31,8× 10−12 m/V.
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Dans les conditions expérimentales optimales de focalisation et de collection (voir §. 6.2.9 ci-
après), on a F⊥ = 6,5. Le faisceau de pompe à λp = 782 nm a une puissance moyenne de 1,3 W
et le taux de répétition des impulsions vaut 2 MHz.

Dans ces conditions, le calcul de PAB donne une probabilité de générer une paire de photons
jumeaux par impulsion de 2,6 % dans la bande ∆νF

12.

En prenant RA = RB = 0,5 (coupleur 50/50), un rendement quantique des détecteurs de
ηA = ηB = 7 % et en tenant compte d’une transmission globale de T = 0,3, facteur de couplage
mis à part, entre la génération et l’entrée du détecteur, le taux de coïncidences par seconde vaut
11,7 Hz 13.

Il s’agit là de valeurs dont l’ordre de grandeur est tout à fait conformes à ce que nous rencon-
trerons expérimentalement avec le montage présenté au Chapitre 7.

Outre la prédiction du taux de coïncidences absolu, la théorie permet également de donner
les conditions expérimentales optimales et d’estimer le taux de couplage dans une fibre optique.
C’est ce que nous allons déterminer successivement dans les deux sections suivantes.

6.2.8 Optimisation des paramètres expérimentaux

On se donne un cristal de longueur L et de susceptibilité non-linéaire effective χ, ainsi qu’un
faisceau de pompe dont la puissance et le taux de répétition entraînent une énergie par impulsion
de Ep. Pour une enveloppe de pompe ∆t et une largeur spectrale de filtrage ∆ωF données, δ
donc FT sont fixés. On peut voir en Figure 6.2 l’effet de la largeur spectrale relative du filtrage.
L’optimisation des paramètres expérimentaux restants ne dépend que de F⊥(ρ, η, ζ, ϕ0), mais ces
quatre paramètres sont interdépendants.

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.01 0.1 1 10
±

F
T

Figure 6.2 – Influence du paramètre δ sur la valeur de FT .

Nous allons parcourir grossièrement l’espace possible des paramètres ρ, ϕ0, η. Il est intuité que
le paramètre ζ est optimal à zéro, c’est à dire lorsque le système de collection image le waist de
la pompe à l’entrée de la fibre. Cette intuition sera confirmée a posteriori (cf Fig. 6.4 plus loin).
Les résultats sont présentés en Figure 6.3. Chaque courbe correspond à un degré de focalisation
η différent. Au sein d’une même courbe, l’un des deux paramètres (ρ pour la courbe (a) et ϕ0

pour la courbe (b)) est varié en abscisse, l’autre étant déterminé de manière heuristique afin de
maximiser F⊥.

12. Cette probabilité ne prend pas en compte l’effet du coupleur ; elle correspond à PAB

2ηAηBRARB
(voir Chap. 5 ou

l’Annexe B.
13. On évalue ici PAB × T 2. Le Chapitre 5 permet de comprendre cette manière d’introduire les pertes dans le

calcul.
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Figure 6.3 – Recherche des conditions expérimentales optimales : influence du rayon du mode de collection
ρ (a) et du désaccord de phase ϕ0 (b) sur la valeur de FT , pour différents degrés de
focalisation η.
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Tout d’abord, on constate que quel que soit η, il existe une paire de paramètres ρopt,ϕ0opt

permettant d’atteindre un optimal. Cette série de simulations permet d’extrapoler une valeur
optimale de η maximisant F⊥. Cette valeur est proche de 3, ce qui est peu différent des conditions
optimales que Boyd & Kleinman ont déterminées pour le processus de génération de seconde
harmonique (§. 2.4) en faisceaux gaussiens. Lorsque le degré de focalisation est faible (dans la
limite d’une onde plane), les conditions optimales sont plus strictes, surtout en termes d’injection
dans la fibre. Au contraire, elles sont moins contraignantes pour une focalisation forte.

Nous avons effectué toutes ces simulations en choisissant a priori ζ = 0. Cependant, nous
avons vérifié (Figure 6.4) qu’au voisinage des conditions optimales pour ζ = 0, un déplacement
longitudinal du foyer ζ 6= 0 a un effet négatif, et ce pour différentes conditions de focalisation
η. Il n’y a pas d’argument physique pour supposer qu’une valeur non-nulle de ζ pourrait être
avantageuse pour des conditions tout autres que celles que nous avons déterminées auparavant.

6.2.9 Estimation du taux de couplage des paires de photons dans une fibre
optique

Estimer le taux de couplage pour un filtrage spectral donné revient à calculer le rapport entre
la probabilité de détecter une paire de photons filtrés puis couplés à la fibre optique (PAB), et la
probabilité de la détecter par un détecteur de surface supposée infinie, placé en une cote z = L

2 ,
c’est à dire sur la face de sortie du cristal, mais immédiatement avant l’interface cristal/air de
sorte qu’il est inutile de traiter la réfraction. On notera cette probabilité P ′

AB :

P ′
AB = ηAηB

∫

dt1

∫

dt2

∫∫

d2
ρ1

∫∫

d2
ρ2 p

′
AB

(
ρ1, z1 =

L

2
, t1; ρ2, z2 =

L

2
, t2
)

où p′
AB est la densité de probabilité d’une coïncidence en deux points ρ1 et ρ2 du plan z = L

2 ,
aux temps t1 et t2 :

p′
AB(ρ1, z1 =

L

2
, t1; ρ2, z2 =

L

2
, t2) =

∥
∥
∥
∥Ê

(+)(ρ1,
L

2
, t1)Ê(+)(ρ2,

L

2
, t2)|ψ′〉

∥
∥
∥
∥

2

Elle s’exprime par l’action de l’opérateur champ normalisé Ê(+)(r, t) associé à tous les modes
du volume de quantification

Ê(+)(r, t) =
∑

k

eι(k·r−ωkt)

√
V

â
k

ωk =
c

n(k)
|k|

sur une paire de photons générés, filtrés mais non couplés, dans l’état |ψ′〉 :

|ψ′〉 =
1√
2

∑

ℓs,ℓi

γ′(ℓs, ℓi)â
†
ℓs
â†

ℓi
|0〉

où γ′(ℓs, ℓi) = γgp(ℓs, ℓi)γfs(ωℓs , ωℓi
), deux termes définis au paragraphe 6.1.10, Eq. (6.20).

Le problème étant indépendant de la polarisation, on peut récrire :

|ψ′〉 =
1√
2

∑

ks,ki

γ′(ks,ki, ωks , ωki
)â†

ks
â†

ki
|0〉

Alors, p′
AB s’écrit :

p′
AB =

∥
∥
∥
∥

1
V

∑

k1

∑

k2

∑

ks

∑

ki

γ′(ks,ki)eι(k1·r1−ωk1
t1)eι(k2·r2−ωk2

t2)â
k1
â
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â†
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â†
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|0〉
∥
∥
∥
∥

2
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Figure 6.4 – Influence du paramètre ζ sur la valeur de F⊥, pour plusieurs paramètres de focalisation η. Les
autres paramètres (ρ et ϕ0) sont optimisés pour chaque
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En utilisant les relations de commutation comme au paragraphe 6.29, on obtient :

p′
AB =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1
V

∑

k1

∑

k2

2γ′(k1,k2)e
ι(κ1·ρ1−ωk1

[t1− L
2

1
vg(k1)

]
)

e
ι
(

κ2·ρ2−ωk2
[t2− L

2
1

vg(k2)
]
)
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

À l’aide de l’approximation paraxiale, qui permet d’écrire |κ| ≪ |k|, donc kz ≈ |k| = n
cω, on

peut découpler les sommes sur k en sommes sur κ et sur ω. Comme dans le début de cette section,
on a supposé la dispersion de la vitesse de groupe négligeable, et la bande passante suffisamment
étroite pour que vg(ω) = vg = c

n(ωp0 /2)∀ω. On obtient :

p′
AB = |ψ0|2

∣
∣
∣
∣
∣

vg

V

∑

κ1

∑

κ2

∑

ω1

∑

ω2

2ψ′
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ι
(

κ1·ρ1−ω1[t1− L
2

1
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]
)

e
ι
(

κ2·ρ2−ω2[t2− L
2

1
vg

]
)∣∣
∣
∣
∣

2

où on a réintroduit les fonctions ψ0 et ψω définies comme pour le calcul de PAB (Eqs. 6.25 et
6.27), mais on a maintenant une fonction ψ′

κ
différent :

4|ψ0|2 =
(2π)2Epχ

2
effL

2

2ǫ0cnsninpλsλi

ψω(ωs, ωi) = ĞT (ωs + ωi − ωp0)F(ωs − ωF)F(ωi − ωF)

ψ′
κ
(κs,κi) = Ğ⊥(κs + κi) sinc

(

∆K(κs,κi)
L

2

)

En récrivant pAB de la manière suivante

p′
AB = 4|ψ0|2

∣
∣
∣
∣

1√
S
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∣
∣
∣
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2

on identifie des série de Fourier et on obtient, en notant ψ̆′
κ

la transformée de Fourier de ψ′
κ

et
ψ̆ω celle de ψω :

p′
AB = 4|ψ0|2
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2

La probabilité P ′
AB peut se récrire à l’aide d’intégrales sur dω et d2

κ en appliquant le théorème
de Plancherel :

P ′
AB = 4|ψ0|2ηAηB

∫
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∫
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= 4|ψ0|2ηAηB

∫
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2π

∫
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2π
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(2π)2
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(2π)2

∣
∣ψ′

κ
(κ1,κ2)

∣
∣2

où on a simplement remplacé les indices muets 1, 2 par les indices s, i.

On a, comme dans le cas du calcul de PAB :

∫
dωs

2π

∫
dωi

2π
|ψω(ωs, ωi)|2 =

1
4
√
π

∆νFFT (δ)e
− (2ωF−ωp0 )2

2 ∆ω2
F

/F 2
T

(δ)
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En revanche, il faut maintenant calculer
∫∫ d2

κs
(2π)2

∫∫ d2
κi

(2π)2 |ψ′
κ
(κs,κi)|2 :

∫∫
d2

κs

(2π)2

∫∫
d2

κi

(2π)2
|ψ′

κ
(κs,κi)|2 = 2πw2

0

(
4

(2π)2w2
0

)2 ∫

dϕsx

∫
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∫
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∫

dϕiy |ψκ1ψκ4 |2
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2
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1
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1
η
F ′
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4
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1
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np

λp
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où on a remarqué que 2zR

w2
0

= |kp| = 2πnp

λp
et où

F ′
⊥(η, ϕ0) = η

∫

dϕsx

∫

dϕsy

∫

dϕix

∫

dϕiy |ψκ1ψκ4 |2

est une grandeur adimensionnelle se calculant numériquement par la même méthode que pour
F⊥ (Eq. 6.48).

Finalement, si on se place dans le cas où le filtre est parfaitement centré sur la fréquence de
dégénérescence (ωF = ωp0/2), la probabilité de détecter une coïncidence indépendamment du
couplage, vaut :

P ′
AB = ηAηB

(2π)2χ2
effEpL

2

2ǫ0cnsninpλsλi
· 1

4
√
π

∆νF · FT (δ) · 4
π2

1
L

np

λp
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⊥(η, ϕ0)

= ηAηB
8

π
5
2

χ2
effEpL∆νF

ǫ0cnsniλsλiλp
· FT (δ) · π

2

4
F ′

⊥(η, ϕ0) (6.50)

Taux de couplage dans la fibre optique — En faisant le rapport de la probabilité de
coïncidences évaluée après couplage dans la fibre et de la probabilité de coïncidence évaluée dans
tout l’espace, on obtient le taux de couplage Γ des paires de photons, à RARB près qui correspond
à l’effet du coupleur fibré. Ainsi, en calculant PAB

RARBP ′
AB

, on obtient :

Γ =
4
π2

F⊥(ρ, η, ζ, ϕ0)
F ′

⊥(η, ϕ0)
(6.51)

Évaluons ce taux de couplage pour différents degrés de focalisation η, en choisissant pour
chacune de ces valeurs des paramètres (ρ, ϕ0, ζ) qui permettent de maximiser Γ et que sa valeur
est alors de Γ = 77 %. Les résultats sont données en Figure 6.5. Nous avons également représenté
la valeur de F ′

⊥(η, ϕ0) pour ϕ0 optimal à la valeur de η fixée.

On constate qu’il existe bien une valeur optimale de η qui permet de maximiser Γ. Insistons
sur le fait que, d’une valeur de η à l’autre, les autres paramètres ont changé. Par exemple, pour
un cristal de longueur L, il est expérimentalement évident qu’en changeant le degré de focali-
sation zR, il est nécessaire de modifier les conditions de collection (a0). Toutefois, ce qu’illustre
le calcul présenté ici, c’est qu’il n’est pas toujours possible de compenser une variation de degré
de focalisation par un changement des conditions de collection. Notre calcul permet en outre de
quantifier ce phénomène.

Pourtant, au regard de l’évolution de F ′
⊥ en fonction de η (Fig. 6.5, en haut), il serait tentant

de focaliser très fortement (η > 10) pour obtenir un meilleur rendement de génération. Cepen-
dant, on voit qu’alors l’efficacité de collection se dégrade, quel que soit ρ. Si seule la brillance
de la source importait, on pourrait rechercher un compromis entre rendement de génération et
taux de couplage maximisant le nombre de photons détectés. Toutefois, pour les applications en
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Figure 6.5 – En bas, taux de couplage Γ dans la fibre optique, en fonction du degré de focalisation η. En
haut, facteur spatial F ′

⊥
(η, ϕ0) contribuant à la probabilité de génération d’une paire de

photons, illustrant le fait qu’un taux de couplage optimal ne correspond pas à une efficacité
de génération maximale.
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information quantique, la recherche d’une fidélité optimale est essentielle 14, et nous avons vu au
chapitre précédent que celle-ci est directement dégradée par les pertes, qui augmentent lorsque le
taux de couplage diminue.

6.3 Conclusion

L’étude développée dans le présent chapitre a permis d’obtenir l’expression de l’état quantique
du champ généré par fluorescence, filtré puis couplé à une fibre optique, en n’utilisant qu’une
approximation paraxiale et l’hypothèse d’un filtrage relativement étroit < 1 nm. Ces hypothèses
pourraient éventuellement être affaiblies en utilisant une méthode numérique plus tôt dans le
calcul. Cette théorie constitue donc un résultat général, très utile pour quantifier les performances
qu’il est possible d’obtenir, en termes de rendement de génération et d’efficacité de collection, avec
un dispositif expérimental donné. Elle permet en outre de déterminer dans quelle configuration
(degré de focalisation, système optique de collection) il est possible d’atteindre les meilleures
performances.

Un résultat important car universel est que, pour des conditions optimales, la probabilité
d’obtenir une paire de photons en sortie de fibre est proportionnelle à l’énergie de l’impulsion de
pompe et à la longueur du cristal.

Un second résultat significatif est que le maximum de paires obtenues dans la fibre ne corres-
pond pas rigoureusement au meilleur taux de couplage car il y a concurrence de deux facteurs :
le rendement de génération et le taux de couplage. Ainsi, un taux de couplage non-optimal peut
être compensé par un rendement de génération supérieur. Les conditions de focalisation dans le
cristal doivent être orientées pour privilégier l’un ou l’autre. Certes, l’optimum de l’un n’est pas
éloigné de l’optimum de l’autre, mais lorsque les pertes sont un élément critique d’une expérience,
une optimisation classique consistant à maximiser le nombre de paires collectées n’est pas une
bonne méthode. Cependant, une mesure indépendante du taux de couplage n’est pas évidente.
Nous aborderons ce sujet au Chapitre 8 sur la base d’un montage que nous allons décrire dans
le premier chapitre de la partie suivante, dédiée à la réalisation et à l’optimisation d’une source
que la présente partie nous a permis de concevoir.

14. La « fidélité » est simplement définie ici comme la proportion du terme à deux photons par rapport à
l’ensemble des termes.
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Chapitre 7

Source fibrée de photons jumeaux
compatible avec un spectre étroit

Lorsque l’intrication n’est pas intrinsèque au processus de fluorescence paramétrique comme
elle le serait avec un accord de phase de Type II 1, la démarche expérimentale peut consister
dans un premier temps à optimiser la source en tant que source de paires de photons jumeaux,
l’intrication étant réalisée a posteriori 2.

Ce chapitre présente donc la réalisation de la source de photons jumeaux qui servira de base
à la source finale du projet e-Quanet. Cette réalisation commence par une étude détaillée des
contraintes théoriques liées au projet d’une part, et des contraintes que les possibilités matérielles
nous imposent d’autre part. Nous en déduisons une solution possible dont nous décrivons toutes
les étapes de sa mise en œuvre.

Nous allons voir qu’une étape expérimentale préliminaire consiste à produire le faisceau de
pompe du processus de fluorescence par doublement de fréquence d’un laser commercial, et à
éliminer tout photon résiduel à la fréquence d’origine.

Le processus de génération des paires de photons jumeaux par fluorescence paramétrique est
ensuite mis en place. Le signal de fluorescence est caractérisé et optimisé classiquement, puis épuré
à l’aide d’un système de filtrage suffisamment sévère pour supprimer tout photon parasite pouvant
perturber les mesures en régime de comptage de photons, tout en permettant de maintenir autant
que possible une qualité maximale de la source dans sa bande passante.

Une comparaison de ces mesures classiques avec les prédictions du Chapitre 6 permet d’obser-
ver une première confirmation de la théorie.

7.1 Dispositif envisagé

7.1.1 Principe

Le dispositif envisagé est représenté schématiquement sur la Figure 7.1. La source repose sur
la génération en espace libre de paires de photons par fluorescence paramétrique dans un cristal
non linéaire. Les photons générés sont ensuite séparés du faisceau de pompe par un système de
filtrage dichroïque avant d’être collectés dans une fibre monomode, mis en forme spectralement,
puis répartis vers deux voies distinctes. Avant de rentrer dans les détails de sa réalisation, précisons
à quelles contraintes notre système doit répondre.

1. Voir Chapitre 2, § 2.5.3.
2. Voir Chapitre 9.
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Pompe Fluorescence

Réjection de la pompe

Injection

Fibre optique

λ/2 λ

Filtrage spectral

Paire de photons jumeaux
Coupleur

Figure 7.1 – Schéma simplifié des différentes étapes du montage

7.1.2 Contraintes

7.1.2.1 Contraintes de principe

Source fibrée — Bien que les mémoires quantiques pour lesquelles les études sont les plus
avancées fonctionnent plutôt autour de 800 nm, il est inconcevable de produire une source à cette
longueur d’onde si l’on souhaite communiquer sur de longues distances. Il est nécessaire que la
propagation d’un qubit ait lieu aux longueurs d’ondes utilisées dans l’industrie des télécommuni-
cations afin qu’un éventuel réseau quantique puisse s’appuyer sur les technologies existantes. À
ce titre, la propagation fibrée figure parmi les contraintes inévitables.

Si, peu après les premiers lasers He-Ne et grâce à d’importants travaux sur le guidage [KH66]
(Charles K. Kao, prix Nobel 2009, avec G.A. Hockam, 1966) et la pureté des verres [JK69] (Kao

& M.W. Jones, 1969), les premières technologies de fibres à faibles pertes ont pu apparaitre,
totalisant tout de même environ 17 dB/km (1970, Corning Glass Works [MKS73]), c’est avec
l’utilisation des longueurs d’onde autour de 1310 et 1550 nm que les propagations sur de longues
distances ont été permises. Ces deux longueurs d’onde sont maintenant très majoritairement uti-
lisées, et présentent chacune leurs avantages : Au voisinage de 1310 nm, l’atténuation est très
faible (environ 0,5 dB/km) mais surtout la dispersion chromatique s’annule [PG75] permettant
de s’affranchir de l’étalement temporel des impulsions lumineuses, d’autant plus problématique
que leur largeur spectrale est grande et qu’on cherche à atteindre des taux de répétition impor-
tants. Autour de 1550 nm, la dispersion chromatique est supérieure, mais l’atténuation est encore
moindre (0,2 dB/km). Cette deuxième fenêtre de longueurs d’onde est donc à privilégier quand
la dispersion chromatique n’est pas critique.

En ce qui concerne notre source, d’une part les pertes lors de la transmission des photons
jumeaux sont critiques (voir Chapitre 5), d’autre part le spectre extrêmement étroit requis pour
une interaction efficace avec les mémoires quantiques (quelques dizaines de MHz) minimise les
problèmes de dispersion chromatique. Nous ferons donc le choix de fonctionner autour de 1550 nm,
et plus particulièrement dans la bande C des télécommunications, bande dite « conventionnelle »
qui s’étend de 1530 à 1565 nm environ. L’usage de cette bande particulière sera justifié plus loin
lorsque nous aborderons les contraintes imposées par le matériel (§ 7.1.2.2).

Dans la perspective d’un répéteur quantique, une interface permettant l’adaptation de la lon-
gueur d’onde des photons porteurs des qubits à celle à laquelle fonctionnera la mémoire quantique
devra être réalisée après propagation, avant le stockage. Nous nous orientons vers une mémoire
quantique basée sur du Thulium, dont une résonance particulière est située à 793 nm. Pour déter-
miner avec précision la longueur d’onde des photons jumeaux produits par la source, il faut dès
à présent s’intéresser au processus de somme de fréquence à la base d’une telle interface. Pour
d’avantage de détails à ce sujet, on pourra se référer, par exemple, à S. Tanzilli [TTH+05] ou
M. Albota [AWS06, Alb06].
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Supposons un processus de somme de fréquence, pompé à λ1, qui convertit un photon à λ2 en
un photon à λ3 tel que 1

λ3
= 1

λ1
+ 1

λ2
. Si la longueur d’onde visée λ3 vaut 793 nm et que les photons

de la source sont produits à λ2, les longueurs d’onde λ1 et λ2 peuvent être arbitrairement choisies
proches l’une de l’autre (autour de 2 × λ3 = 1586 nm) ou éloignées jusqu’à quelques centaines
de nanomètres. Il est cependant nécessaire que λ1 6= λ2, afin de se doter d’un moyen spectral
de séparer les photons issus de ce processus de somme de fréquences des photons générés par
doublement de fréquence de la pompe intense à λ1. Une séparation de quelques nanomètres ou
dizaines de nanomètres permet d’utiliser des filtres courants peu sélectifs. Nous avons choisi le
couple λ1 = 1563,86 nm nm et λ2 = 1609,19 nm c’est à dire deux canaux standard de la grille
ITU 3 100 MHz : ν1 = 191,70 THz (canal no 17 de la bande C) et ν2 = 186,30 THz (canal no 63 de
la bande L). Ainsi, comme ceux provenant de la source, les photons pompant l’interface seront
compatibles avec les composants fibrés conçus pour l’industrie des télécommunications, le canal
no 63 – s’il n’est plus dans la bande C – restant dans le domaine des télécommunications. La
source produisant des paires de photons centrés sur 1564 nm, la longueur d’onde du faisceau
pompant le processus de génération par fluorescence paramétrique sera donc de moitié, c’est à
dire 782 nm. Dans l’interface, les photons provenant du doublement de fréquence de la pompe à
1609 nm auront pour longueur d’onde 805 nm. Il sera possible de les séparer des photons convertis
à 793 nm à l’aide de miroirs dichroïques.

Remarque sur la biréfringence des fibres optiques — Choisir une propagation fibrée
soulève le problème de la biréfringence causée par la grande sensibilité des fibres aux contraintes
mécaniques et thermiques. Dans la perspective de travailler avec une intrication en polarisation, il
est important de déterminer dans quelle mesure ce phénomène est un inconvénient. En pratique, la
biréfringence cause deux effets distincts : la rotation de polarisation d’une part et la dépolarisation
d’autre part, c’est à dire la dispersion de la polarisation en fonction des composantes spectrales.

Le premier effet est compensable par des éléments d’optique linéaire (lames d’ondes, compen-
sateurs de phase) ; il ne pose donc pas de problème fondamental, bien qu’il complexifie la mise en
pratique en cas d’instabilité importante.

Le deuxième effet, la dépolarisation, est plus problématique car il n’est pas compensable aussi
simplement. Cependant, en raison du spectre très étroit prévu pour notre source, cet effet est
rendu négligeable : la contrainte de la largeur spectrale devient un atout pour la fiabilité de la
transmission.

Le problème du couplage dans une fibre optique — Si l’on choisit de générer les paires
de photons dans un cristal massif en espace libre, se pose le problème de leur couplage dans
la fibre, déjà évoqué en théorie au chapitre 6. Nous aurons en particulier à choisir entre une
génération paramétrique colinéaire (collection de la paire dans une seule fibre) ou non colinéaire
(collection de chaque photon dans sa propre fibre).

Mise en forme spectrale des photons jumeaux — Comme nous l’avons vu au Chapitre 5,
la qualité d’une source est liée aux conditions de filtrage spectral des paires de photons jumeaux.
Dans ce chapitre, la source étudiée intégrera donc un dispositif de filtrage spectral permettant
aux photons jumeaux de se coupler efficacement avec une mémoire quantique. Au stade actuel
de leur développement, la largeur spectrale requise pour une bonne efficacité est de l’ordre de 10
à 100 MHz. Nous caractériserons la source pour des filtrages moins étroits, mais elle sera conçue
pour permettre d’atteindre une telle finesse.

Mise en forme temporelle du faisceau de pompe —

3. International Telecommunication Union
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Durée des impulsions — Les caractéristiques spectrales d’un photon sont foncièrement
liées à ses caractéristiques temporelles : la relation d’incertitude de Heisenberg exprimée en temps
et énergie implique que plus précise est la localisation temporelle d’un photon, plus large est sa
distribution spectrale. Or il est souhaitable, dans la perspective d’utiliser notre source au sein de
réseaux, de se doter d’une horloge : plutôt que de produire des paires de photons continûment,
autorisant ainsi un spectre aussi étroit que les techniques de filtrage le permettent, la source
fonctionnerait en régime impulsionnel, cadencée par un signal électronique partagé avec les autres
sources faisant partie du réseau. Des deux caractéristiques essentielles d’une impulsion que sont
sa période de répétition et sa durée, cette seconde est donc minorée approximativement par la
largeur spectrale souhaitée, selon la relation d’incertitude de Heisenberg qui, pour une impulsion
gaussienne, s’écrit ainsi :

∆t ·∆ν ≥ 2 ln 2
π
≈ 0,44

où ∆t et ∆ν sont respectivement la durée totale à mi-hauteur et la largeur spectrale totale à
mi-hauteur de l’impulsion, mesurées en intensité. De plus, nous avons vu au Chapitre 6 (§ 6.2.5,
voir également l’Annexe B) que lorsque la pompe possède un étalement spectral ∆νP , un filtrage
de largeur ∆νF pouvait ajouter des pertes sur le taux de coïncidences lorsque ∆νF ≈ ∆νP . Pour
obtenir des pertes de moins de 10 % (T = 90 %), il faut que le rapport ∆νP /∆νF satisfasse
l’inégalité :

∆νP

∆νF
<

√

2
(

1
T 2
− 1

)

= 0,68 pour T = 90 % (7.1)

En conséquence, pour atteindre une finesse spectrale de ∆νF = 10 à 100 MHz, les impulsions
devront durer quelques dizaines de nanosecondes au minimum (6,85 à 68,5 ns rigoureusement)
pour être limitées par Fourier à une largeur spectrale ∆νP = 0,68∆νF . On sera donc bien loin
de pouvoir atteindre des régimes pico- ou femto-seconde auxquels ont fait généralement réfé-
rence quand on parle d’optique impulsionnelle et pour lesquels les phénomènes non-linéaires sont
facilités.

Taux de répétition — En ce qui concerne le taux de répétition des impulsions, la seule
contrainte est que le débit de qubits soit raisonnable pour d’éventuelles applications de la source.
Ce qu’on entend par « raisonnable » est imprécis, car en réalité la contrainte est faible de ce point
de vue-là. La relation entre le débit de qubits et le taux de répétition de la pompe est liée à la
qualité de la source. Pour une compréhension détaillée de ce sujet, on peut se reporter au chapitre
5. Succinctement, rappelons que la présence de paires multiples à chaque coup d’horloge détériore
la qualité de la source, et que celles-ci doivent être négligeables par rapport aux paires simples.
Or, pour que ce soit le cas, la probabilité de créer une paire simple doit elle-même être faible à
chaque coup d’horloge. En choisissant une probabilité de 1 %, la cadence d’horloge doit donc être
100 fois supérieure au débit de qubits souhaité. Par exemple, 20 kqubit/seconde implique un taux
de répétition des impulsions de l’ordre de 2 MHz. Ce taux serait parfaitement compatible avec
les durées d’impulsions évaluées plus haut (6,85 ns < ∆t < 68,5 ns) : le rapport cyclique, défini
par ρ = ∆t

T < 1 (T étant la période des impulsions, égale à l’inverse du taux de répétition), serait
alors compris entre 1

7,3 et 1
73 .

Mais nous allons voir que les technologies que nous emploierons pour mettre en forme les
impulsions limitent encore le choix de ces paramètres. Parcourons ces contraintes matérielles
avant de détailler le dispositif retenu.

7.1.2.2 Contraintes matérielles

Pour des raisons de facilité de déploiement, nous avons fait le choix d’utiliser autant que
possible des composants fibrés issus de l’industrie des télécommunications.
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Principe de réalisation du faisceau de pompe — Tout d’abord se pose la question des
caractéristiques du faisceau de pompe pour la génération de paires de photons par fluorescence
paramétrique. Ce processus non linéaire, que nous avons présenté au Chapitre 2, § 2.5, impose que
si les photons jumeaux sont générés autour de λ = 1550 nm, les photons du faisceau de pompe
doivent avoir une longueur d’onde moitié, de 775 nm. Nous pourrions utiliser une source laser
impulsionnelle à cette longueur d’onde mais, dans le régime nanoseconde, il est plus judicieux 4

d’amplifier un signal faible préalablement modulé. L’amplificateur à fibre dopée Erbium offre une
solution d’amplification très efficace, produisant un faisceau de grande qualité, et sa technologie
est très bien maîtrisée. Il est très couramment employé dans l’industrie des télécommunications
pour amplifier des signaux optiques modulés porteurs d’information [Pas08]. Cependant, le gain
de l’Erbium est situé dans la bande C, autour de 1550 nm. La solution pour profiter de cette
technologie mature serait donc de générer le faisceau de pompe à 1550 nm, puis de le convertir à
775 nm par doublement de fréquence. Si une telle conversion présente l’inconvénient d’ajouter un
étage expérimental supplémentaire, elle est en revanche simple du point de vue du principe. On
peut se référer au Chapitre 2 pour en avoir une description détaillée. Il s’agira alors de rechercher
un milieu et des conditions d’interaction propices à un rendement le plus élevé possible.

Passer par l’étape de doublement de fréquence, puisqu’elle permet l’utilisation d’un amplifi-
cateur à fibre, autorise d’alimenter le montage par un laser fibré de faible puissance, et de le
moduler à l’aide d’un composant fibré également. La génération du faisceau de pompe utilisé
dans le processus de fluorescence paramétrique suivra le principe schématisé en 7.2.

Harmonique 775nm

MAO
ΔT = 25ns
T = 500ns

10%

Référence

ISO

DFB
1564nm

C
90%

EDFA
5W moyen ISO

fluorescence
vers

Figure 7.2 – Schéma de principe de la génération d’un faisceau modulé à 775 nm pour le pompage du
processus de génération de paires de photons par fluorescence paramétrique. DFB : laser
DFB ; MAO : modulateur acousto-optique ; EDFA : amplificateur à fibre dopée erbium ; ISO :
isolateur fibré ; C : coupleur fibré

Modulation du faisceau de pompe —

Choix de la technologie — En ce qui concerne la modulation du signal laser qui sera
injecté dans l’amplificateur, trois solutions sont possibles : premièrement une modulation de la
puissance du laser elle-même. Cette fonctionnalité est prévue dans les diodes laser DFB utilisées
dans les télécommunications, mais le risque de subir les effets néfastes des régimes transitoires
est trop grand (instabilité spectrale, élargissement spectral : chirping). Reste à choisir entre deux
solutions externes de modulation fibrées : la technologie électro-optique et la technologie acousto-
optique qui présentent chacunes ses avantages propres. Pour la première, une plus grande rapidité ;
pour la seconde, un taux d’extinction supérieur. On peut consulter la Table 7.1 pour un comparatif

4. Les techniques de mode-locking et de Q-switching passif sont incompatibles avec des durées d’impulsions aussi
longues, et il est difficile d’atteindre par Q-switching actif un taux de répétition dépassant 100 kHz [Pas08]
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des principales caractéristiques de quelques modulateurs fibrés commerciaux. Le taux d’extinction
est critique quand on considère le fonctionnement d’un amplificateur à fibre dopée Erbium. En
effet, dans un tel amplificateur, la puissance de sortie moyenne qu’il est possible d’atteindre est
limitée par la saturation du gain. Chaque fraction de puissance moyenne de sortie obtenue par
amplification d’un signal hors impulsion réduit d’autant la puissance maximale des impulsions.
Pour maximiser la puissance crête, il est donc important qu’en dehors du signal utile, la puissance
optique qui entre dans l’amplificateur soit minimale. Pour cette raison, la technologie acousto-
optique, qui offre des taux d’extinction de l’ordre de 10−5 en configuration fibrée (contre 10−2

pour un modulateur électro-optique), est à privilégier. En l’état actuel, cette technologie atteint
des temps de montée de l’ordre de 2 0 voire 10 ns (c’est à dire, pour une impulsion gaussienne, une
largeur à mi-hauteur d’environ 28 voire 14 ns 5, ce qui est bien plus long que pour la technologie
électro-optique, mais reste compatible avec la plage des durées acceptables déterminée plus haut,
entre 6,85 ns et 68,5 ns.

Fabricant Modèle Technologie
Temps de Taux d’ Pertes
montée extinction d’insertion

(ns) (dB) (dB)

EM4 EM417 acousto-optique 20 50 3
AA Optoelectronics MT160-IIR10-Fio acousto-optique 10 ? 4
AA Optoelectronics MT110-IIR10-Fio acousto-optique 20 ? 3,5
Gooch & Housego M111-2J-F2P acousto-optique 25 50 3,5

Thorlabs LN56S-FC electro-optique 0,034 20 4
Thorlabs LN58S-FC electro-optique 0,017 20 5,5
Thorlabs EK702FC commutateur 50 000 50 0,7

Table 7.1 – Caractéristiques principales de quelques modulateurs optiques fibrés commerciaux. (Les
modulateurs électro-optiques fonctionnent sur le principe de l’interféromètre de Mach-Zehnder).

Compromis entre rendement et durée d’impulsion — Entre 14 ns et 68,5 ns, sur quel
critère décider de la durée d’impulsion ? Comme nous l’avons vu, allonger la durée d’impulsion
autorise un spectre plus étroit. Cependant, comme nous le verrons par la suite, plus le filtrage
est étroit, plus sa stabilisation est critique. Mais surtout, à taux de répétition donné, la durée
des impulsions détermine la puissance crête permise par l’amplificateur à fibre dopée Erbium.
Comme nous l’avons déjà évoqué, le phénomène de saturation du gain dans un amplificateur à
fibre dopée Erbium détermine une puissance moyenne de sortie limite P . La puissance crête P̂ ,
elle, est inversement proportionnelle au rapport cyclique ρ : P̂ = P

ρ . Or c’est la puissance crête
qui entre en jeu dans le rendement du processus non linéaire de doublement de fréquence, toutes
choses égales par ailleurs. Pour une bonne conversion du faisceau à 1550 nm en un faisceau de
pompe à 775 nm, un petit rapport cyclique est donc à privilégier. Pour ce faire, vaut-il mieux
diminuer la durée d’impulsion ou augmenter la période de répétition ?

Augmenter la période de répétition a pour effet secondaire, à nombre de photons produits
par impulsion donné, de diminuer le débit de la source. Tant que la durée des impulsions reste
compatible avec la largeur spectrale désirée, il est donc préférable de diminuer cette durée en
priorité.

Par exemple, comme l’indique la Table 7.2, pour une durée de 25 ns, la largeur spectrale
limite est de 36,8 MHz, ce qui est une finesse qu’on peut considérer comme satisfaisante par
rapport à la plage 10 – 100 MHz. Pour comprendre ce tableau, rappelons que lors du processus
de doublement de fréquence, la largeur en amplitude de l’impulsion à la longueur d’onde λ/2

5. Pour une gaussienne, la relation entre le temps de montée de 10 % à 90 % tr et la largeur à mi-hauteur ∆t
est d’environ ∆t

tr
≈ 1,4
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est, pour un rendement suffisamment faible 6, égale à la largeur en intensité de l’impulsion à la
longueur d’onde λ, le processus étant alors quadratique avec l’amplitude de pompe à la longueur
d’onde λ/2. La largeur spectrale ∆νF du filtrage est déterminée en fonction de la largeur spectrale
∆νP de la pompe à λ/2 par la relation (7.1).

Etape Largeur temporelle Largeur spectrale
Larg. temporelle Larg. spectrale
pour ∆t = 25 ns pour ∆t = 25 ns

(ns) (MHz)

Intensité à λ ∆t ∆ν = 0,44/∆t 25 17,7
↓ égal

Amplitude à λ/2 ∆t 2∆ν = 0,88/∆t 25 35,4

↓ ×
√

2 ↓ ×
√

2

Intensité à λ/2 ∆t/
√

2 ∆νP =
√

2∆ν 17,7 25
↓ Rel. (7.1)

Photons à λ 0,68∆t/
√

2 ∆νF =
√

2∆ν/0,68 12 36,8

Table 7.2 – Largeurs totales à mi-hauteur, spectrales et temporelles, des impulsions à différentes étapes du
montage. La relation d’incertitude entre ∆ν et ∆t est ∆ν ·∆t = 2 ln 2/π ≈ 0,44 en intensité
et ∆ν ·∆t = 4 ln 2/π ≈ 0,88 en amplitude. Pour les photons générés par fluorescence, on parle
plutôt de temps de cohérence que de largeur temporelle. La relation entre la première et la
deuxième ligne est valable dans le cas d’une génération d’harmonique faible (cf. note 6).

Limites de l’amplificateur à fibre dopée Erbium — Lorsqu’on augmente la puis-
sance crête en diminuant la durée des impulsions, il faut s’assurer qu’on n’atteint pas les limites
de fonctionnement de l’amplificateur à fibre. En ce qui concerne notre matériel, d’une part la
puissance moyenne d’entrée doit être supérieure à 1 mW, d’autre part la puissance crête ne doit
pas dépasser un seuil au-delà duquel des effets non-linéaires dommageables risquent de se produire
en raison de l’intensité crête importante qui parcourt la fibre dopée sur une longueur qui peut
atteindre plusieurs dizaines de mètres. Pour la puissance d’entrée, compte tenu de la puissance
de la diode laser DFB (100 mW), du rapport cyclique de modulation et de l’ensemble des pertes
d’insertion, pertes aux raccords de fibre et prélèvement d’un éventuel signal de référence, le seuil
de 1 mW n’est atteint que pour un rapport cyclique d’environ 1

20 . Nous avons travaillé avec le
fabricant de l’amplificateur à fibre (IPG) pour que ce rapport cyclique entraine des puissances
crêtes tolérables par le matériel, dans un régime où les impulsions durent 25 ns : la puissance
moyenne maximale à saturation est alors limitée à 5 W, soit 100 W de puissance crête.

6. « Faible » est entendu au sens de l’approximation d’une pompe non déplétée. En pratique, cette approximation
reste tolérable tant que le rendement ne dépasse pas environ 60 %.
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7.1.2.3 Conclusion sur les caractéristiques temporelles imposées et leurs consé-
quences sur les performances de la source

Les caractéristiques temporelles finales de la source sont maintenant fixées pour sa-
tisfaire l’ensemble des contraintes de principe et matérielles. Elles sont les suivantes :

• Une durée d’impulsion de 25 ns à mi-hauteur en intensité

• Un taux de répétition des impulsions de 2 MHz, correspondant au rapport
cyclique 1

20 requis

En termes de performances de la source, pour les raisons évoquées plus haut, on a
les limites fondamentales suivantes :

• Une largeur spectrale pour les photons jumeaux produits par la source d’au
moins 36,8 MHz. On se propose en pratique de réaliser un filtrage effectif de
largeur 40 MHz.

• Un débit de paires de photons de l’ordre de 20 kHz, en considérant envi-
ron 0,01 paires produites par impulsion afin d’obtenir une source de bonne
qualité, selon les critères du Chapitre 5.

7.1.3 Solutions techniques retenues

7.1.3.1 Choix du cristal non linéaire pour la fluorescence paramétrique

Nous avons vu dans le Chapitre 6 qu’en chaque élément de volume du cristal, la probabilité
qu’un photon de pompe se scinde en deux photons jumeaux est proportionnelle au carré de
la susceptibilité non-linéaire χ. Il est souhaitable d’en rechercher une valeur aussi grande que
possible. Plutôt que la valeur χ, on rencontre couramment la grandeur d, qui vaut χ/2 par
convention. dxy désigne une valeur de d pour l’interaction d’ondes de polarisations et de directions
de propagation spécifiques par rapport à la structure du cristal (voir R.W. Boyd [Boy08]). D’après
le comparatif présenté en Table 7.3, le niobate de lithium (LiNbO3) présente une très bonne
susceptibilité non linéaire d’ordre 2 d33. Pour tirer partie de cette forte susceptibilité, les ondes
en jeu dans le processus non linéaire doivent êtres toutes identiquement polarisées. Le niobate de
lithium, surtout lorsqu’il est dopé à 5 % d’oxyde de magnésium (5 % MgO :LiNbO3) a également
l’avantage d’avoir un seuil de dommage assez élevé, ce qui permet d’utiliser des faisceaux de pompe
de forte intensité. Pour prendre un exemple proche de notre situation expérimentale, un faisceau
d’une puissance de 100 W 7 focalisé avec un waist de 10 µm atteint une intensité de 32 MW/cm2,
qui reste bien inférieure au seuil de 200 MW/cm2 8. De plus, nous nous situerons en pratique dans
des conditions de focalisation plus éloignées encore de cette limite.

Les valeurs indiquées dans la Table 7.3 sont des valeurs mesurées dans des conditions différentes
de nos conditions expérimentales. Grâce à une règle phénoménologique énoncée par R.C Miller

[Mil64] (son indice « ∆ », voir aussi [GR66]) il est possible, à partir d’une mesure connue de
la susceptibilité non-linéaire, d’en extrapoler la valeur à différentes températures et longueurs
d’onde si l’on connait la valeur de l’indice de réfraction du milieu dans ces conditions. Bien que
l’utilisation de l’indice de Miller ait des limites (cf. [SKK+97, § H]), il peut être préférable d’utiliser
cette valeur plutôt qu’une autre, rigoureuse mais mesurée dans des conditions expérimentales

7. Cette puissance correspond à la puissance crête fournie par notre amplificateur pour une durée d’impulsion
de 25 ns et un rapport cyclique de 1 : 20

8. Le fait que les 32 MW/cm2 soient donnés pour une impulsion de 10 ns et pas de 25 ns comme dans notre
montage réduit cependant cette marge.
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Matériau
Seuil de dommage

Coefficient NL
Valeur NL

(106 W/cm2) (pm/V)

5 % MgO :LiNbO3 200 d33 25
KNbO3 ? d33 19,6

KTiOPO4 (KTP) 2 d33 14,6
LiTaO3 500 d33 13,8

β-BaB2O4 (BBO) 5000 d22 2,2
KH2PO4 (KDP) 5000 d36 0,39

Table 7.3 – Coefficients non-linéaire et seuils de dommage de différents cristaux non linéaires. Seul le plus
grand coefficient non-linéaire est indiqué. Le seuil de dommage est exprimé pour des impulsions
de 10 ns. Les valeurs sont mesurées à 1064 nm. (Source : Shoji et al., 2002 [SKI02, SKK+97]
pour les coefficients non-linéaires ; http://www.redoptronics.com pour les seuils de
dommage)

trop éloignées. À partir de mesures réalisées par Shoji et al. [SKK+97] à trois longueur d’ondes
différentes, et des coefficients de Sellmeier déterminés par Gayer et al. [GOS+08], on peut calculer
la valeur de d33 pour différentes températures du cristal, à 1564 nm. Cette valeur extrapolée
est représentée en Figure 7.3 (courbe rouge continue) à partir d’une mesure à 1064 nm (tirets
noirs). On déterminera plus loin, pour chaque processus (doublement de fréquence, fluorescence
paramétrique) la susceptibilité effective en fonction de la température d’accord de phase.
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Figure 7.3 – Susceptibilité du LiNbO3 dopé à 5 % de MgO en fonction de la température du cristal. Valeurs
à 1564 nm calculée en utilisant l’indice « ∆ » de Miller, les équations de Sellmeier de Gayer

et al. [GOS+08], et une mesure de d33 à 1064 nm et 28°C, réalisée par Shoji et al. [SKK+97]

Dans des conditions d’accord de phase par biréfringence, la susceptibilité effective du niobate
de lithium est cependant peu interessante : à titre d’exemple, un calcul effectué par Myers et al.
[MEF+95] à 1064 nm indique une valeur de 4,3 pm/V seulement en type I. Afin d’utiliser la plus
grande susceptibilité offerte par le matériau, et ainsi obtenir un bon rendement de processus non
linéaire, on peut pratiquer une inversion périodique du signe de la susceptibilité non-linéaire, afin
de réaliser un quasi-accord de phase. Nous avons déjà présenté cette méthode dans le Chapitre 2,
§ 2.3, et conclu que la susceptibilité non linéaire effective était réduite d’un facteur π

2 . Toutefois,
comme cela permet d’utiliser le plus grand coefficient non-linéaire disponible dans le cristal, toutes
directions cristallographiques confondues, le quasi-accord de phase reste un meilleur choix. En
effet, la valeur effective deff = 2

πd33 = 2
π×25 = 15,9 pm/V reste supérieure aux meilleurs matériaux

http://www.redoptronics.com
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autorisant un accord de phase par biréfringence. La susceptibilité diélectrique d’ordre 2, utilisée
dans les équations du Chapitre 2, vaut donc χ(2) = 2deff = 31,8 pm/V. Nous préciserons les
caractéristiques opérationnelles du cristal (dimensions de coupe, température de fonctionnement)
lorsque nous analyserons les processus non-linéaires qui les utilisent.

7.1.3.2 Configuration du processus de fluorescence

Le choix du niobate de lithium périodiquement retourné (PPLN 9) a également d’autres consé-
quences sur la configuration du processus de génération. L’effet du mode de séparation des photons
jumeaux a été traité dans le Chapitre 5. Nous avons distingué le cas d’une séparation statistique
sur deux voies A et B à l’aide d’un coupleur 50 %-50 % du cas d’une séparation directe d’un
photon vers la voie A et l’autre vers la voie B, et quantifié les conséquences en termes de débit et
de visibilité. Si le deuxième procédé a été montré comme préférable, il suppose que les photons
soient distingables sur un critère (longueur d’onde, polarisation, direction de propagation). Qu’en
est-il du dispositif choisi ?

Tout d’abord, comme nous l’avons vu, pour profiter de la susceptibilité la plus élevée, les
deux photons d’une paire sont générés avec la même polarisation, ce qui exclut de pouvoir les
séparer l’un de l’autre vers deux directions distinctes grâce à un séparateur de polarisation. Ils
sont indiscernables vis-à-vis de cette observable.

Pour cette même raison, le processus de fluorescence est essentiellement colinéaire, dans le
sens suivant : Comme dans le cas de la biréfringence de type I (cf. § 2.5.3), et contrairement au
type II, les cônes décrits par les vecteurs d’onde des deux photons sont coaxiaux. Ici, comme le
photon de pompe possède la même polarisation que les paires générées – ce qui diffère du cas de
la biréfringence de Type I – cet axe est confondu avec la direction du faisceau de pompe. Nous
avons vu au Chapitre 2, § 2.5.2 que plusieurs configurations étaient possibles pour collecter les
photons produits par fluorescence paramétrique : une collection colinéaire ou non-colinéaire, et
dégénérée ou non-dégénérée.

La collection non-colinéaire, c’est à dire l’injection dans la fibre des photons se propageant
dans deux directions différentes, peut être exclue pour deux raisons :

• D’une part, à largeur spectrale collectée égale, plus l’angle de déviation par rapport à
l’axe du faisceau de pompe est grand, plus la fraction de fluorescence collectée à travers
une pupille circulaire est petite (voir Fig. 7.4), causant une perte drastique de débit.

• D’autre part, la configuration purement colinéaire, elle, minimise le décalage transverse
entre deux photons provenant de paires générées en deux points du cristal (voir Fig. 7.5),
décalage qui est d’autant plus problématique que le cristal est long. Or il est souhaitable,
afin d’optimiser le rendement de fluorescence d’utiliser un cristal de longueur suffisante.

On ne peut donc pas choisir de distinguer les photons d’une paire par leur direction de propaga-
tion.

Reste la possibilité de les distinguer en longueur d’onde, c’est à dire les produire de manière
non-dégénérée, comme on peut le faire en adaptant les conditions de quasi-accord de phase (cf.
Chap. 2 § 2.5.2).

En conclusion, dans la mesure où cela favorise à la fois le rendement, l’efficacité de collection
dans la fibre et la facilité du filtrage, on ajuste les conditions d’accord de phase de façon à générer
dans l’axe de propagation, des paires de photons dégénérées en fréquence, qui seront collectées
par une fibre optique unique. Il sera donc nécessaire d’utiliser une séparation statistique vers les
deux voies de détection, en utilisant un coupleur 50 %-50 %.

9. Periodically Poled Lithium Niobate



CHAPITRE 7. SOURCE FIBRÉE DE PHOTONS JUMEAUX COMPATIBLE AVEC UN SPECTRE
ÉTROIT 157

θδϕ

δϕ

θ

Génération Collection

Figure 7.4 – Illustration de la différence d’efficacité de collection selon que la collection s’effectue en
configuration colinéaire ou non-colinéaire. Avec une pupille circulaire, la meilleure efficacité
est obtenue en configuration colinéaire.

Figure 7.5 – Illustration du décalage transverse entre deux photons de paires générées en deux points du
cristal
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7.1.3.3 Le cristal de doublement de fréquence

Nous avons discuté du choix du cristal pour la fluorescence paramétrique, mais la question
se pose également pour le cristal de doublement de fréquence. Il s’agit là uniquement d’obtenir
le meilleur rendement possible, tout en acceptant une forte intensité de pompe à 1564 nm. Une
grande susceptibilité non-linéaire, une grande longueur ainsi qu’un seuil de dommage suffisamment
élevé sont tout aussi souhaitables que dans le cas de la fluorescence paramétrique. Nous nous
tournerons donc également vers un cristal de PPLN. Bien sûr, puisqu’il s’agit d’un processus
stimulé, le doublement de fréquence a lieu de façon colinéaire.

7.1.3.4 Filtrage spectral

La source est conçue pour atteindre une largeur spectrale de 40 MHz. Pour cela, nous utiliserons
une cavité Fabry-Pérot adaptée. Il sera néanmoins nécessaire de ne retenir qu’une seule résonance,
afin que le spectre des photons soit bien défini autour d’une seule longueur d’onde.

Depuis que l’industrie des télécommunications optiques fait couramment usage des amplifi-
cateurs à fibre dopée Erbium pour régénérer les signaux, un système de multiplexage dense en
longueur d’onde s’est généralisé dans la bande C (1530 – 1565 nm), qui est la bande passante
de ce type d’amplificateurs. La finesse et la stabilité croissantes des lasers et autres matériels
optiques utilisés, associées à la baisse des coûts, ont permis de diviser successivement cette bande
en canaux larges de 200 GHz, puis 100, 50, 25 voire 12,5 GHz, centrés sur des fréquences standar-
disées par l’ITU (International Telecommunication Union. Ce système est appelé DWDM (pour
Dense Wavelength Division Multiplexing). L’industrie a développé une batterie de composants
fibrés performants adaptés à ce système, comme des multiplexeurs ou des filtres spectraux. Parmi
eux, un composant « filtre DWDM Add/Drop » —que nous appellerons pas la suite simplement
« filtre DWDM »— permet de séparer un signal de spectre large en sa composante correspondant
à un canal ITU donné sur une voie, et le reste du signal sur l’autre. En ce sens, il fonctionne en
mode « Drop ». Il peut également servir à multiplexer un canal ITU dans un signal plus large
(mode « Add »).

Par leur maturité industrielle, de tels composants sont relativement stables, peu coûteux,
d’utilisation simple, et performants. En particulier, comme l’illustre une mesure effectuée sur un
de ces filtres DWDM (7.6), en dehors de la bande passante la transmission est très faible sur une
largeur spectrale appréciable.

Ainsi, en positionnant un pic de résonance Fabry-Pérot de largeur à mi-hauteur δν dans la
bande passante du filtre DWDM et en s’assurant que les pics voisins en sont situés en dehors, il
est possible de réduire la largeur spectrale de la fluorescence à δν.

L’isolement d’une seule résonance Fabry-Pérot dans la bande passante du filtre DWDM suppose
que l’intervalle spectral libre de la cavité Fabry-Pérot soit supérieur à la demi-largeur du filtre
DWDM. Par exemple, si ce dernier est conçu pour un système de multiplexage dense à canaux de
100 GHz, il est spécifié pour être isolé suffisamment d’un canal adjacent de même largeur et centré
100 GHz de part ou d’autre de sa propre fréquence. Une mesure, plus détaillée que la précédente,
sur le filtre DWDM de référence (7.7) indique que sa réjection atteint −20 dB en bord de canal,
c’est à dire à 50 GHz de part et d’autre de la fréquence centrale. Une cavité Fabry-Pérot d’ISL
50 GHz dont une résonance est centrée sur le filtre DWDM verra donc ses pics voisins réjectés
à hauteur de −20 dB. Les pics plus éloignés le seront davantage, du moins dans la bande où le
filtre DWDM a des caractéristiques connues (de fait, une transmission inférieure à −40 dB).

Il reste à réaliser une cavité Fabry-Pérot d’ISL proche de ∆ν = 50 GHz et de largeur de pic
δν = 40 MHz. La finesse associée est de F = ∆ν/δν = 1250. Pour favoriser la stabilité, plutôt
qu’une cavité constituée de deux miroirs, on utilise un étalon Fabry-Pérot, c’est à dire une lame
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Figure 7.6 – Transmission d’un filtre DWDM
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Figure 7.7 – Caractéristiques spectrales du filtre DWDM au voisinage de sa bande passante. La fréquence
centrale de 191,713 THz correspond à une longueur d’onde de 1563,75 nm.
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à faces parallèles traitées avec un dépôt de couches minces. On peut calculer que dans le cas idéal
où le faisceau traversant l’étalon est parfaitement collimaté (onde localement quasi-plane), les
caractéristiques de l’étalon doivent être les suivantes :

• Une épaisseur optique n× e = 3.00 mm, n étant l’indice de réfraction du milieu intra-
cavité et e l’épaisseur géométrique

• Un coefficient de réflexion des miroirs de R = 99,75 %

Alors, l’ISL et la finesse valent bien :

∆ν =
c

2ne
= 50,0 GHz F =

π

2 arcsin( 1−R
2
√

R
)

= 1250

La longueur d’onde centrale du filtre DWDM étant fixe, il est nécessaire d’être en mesure
d’accorder une des résonance de l’étalon Fabry-Pérot avec celle-ci. Pour cela, une plage d’accor-
dabilité d’un ISL peut s’avérer nécessaire, qui peut être obtenue en faisant varier la longueur
du chemin optique. On peut calculer que soit un changement de température de quelques degrés
(indice n = 1,44), soit un angle d’incidence de 1,3° suffisent à parcourir la plage d’accordabilité. À
ces échelles de variation, les fluctuations peuvent être significatives pour une cavité constituée de
deux miroirs ou pour un étalon en espace libre. Ainsi, nous nous sommes orientés vers un étalon
Fabry-Pérot fibré qui présente plusieurs avantages :

• il est nativement fibré, donc s’intègre bien avec d’autres composants de l’industrie des
télécommunications

• il ne nécessite pas d’alignement optique, donc son usage favorise la stabilité et la repro-
ductibilité

• l’enceinte du milieu intracavité est de petit volume, donc homogène et efficacement
asservie en température

Ces avantages concourent à une stabilité globale suffisante pour nos exigences, tout en assurant
l’accordabilité en température. Toutefois, cette conception présente un autre inconvénient : les
pertes d’insertion peuvent très difficilement être inférieures à−1,5 dB, c’est à dire une transmission
maximale de 70 %, là où celle d’un étalon associé à un faisceau de bonne qualité peut dépasser
99 %. Le choix d’un étalon Fabry-Pérot fibré, s’il nous permet d’assurer une stabilité sans quoi
les mesures seraient impossibles, réduit la qualité de celles-ci en contrepartie.

Dans la suite de ce chapitre, nous ne nous intéresserons pas uniquement à des photons de
largeur spectrale 40 MHz, valeur qui est l’objectif de la source en terme de finesse. Nous aurons
l’occasion d’effectuer des mesures dans des conditions de filtrage différentes, en utilisant le matériel
listé dans la Table 7.4.

Matériel Bande passante à -3 dB Intervalle spectral libre

filtre DWDM canal ITU no 17 (191,70 THz) 73 GHz N.A.
étalon Fabry-Pérot espace libre 1,59 GHz 50 GHz
étalon Fabry-Pérot fibré 24 MHz 5,12 GHz
étalon Fabry-Pérot fibré 40 MHz 40 GHz

Table 7.4 – Caractéristiques du matériel utilisé pour le filtrage spectral de la source
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7.2 Montage de base en espace libre

7.2.1 Caractéristiques du faisceau de pompe à 1564 nm

Les caractéristiques du faisceau de pompe à 1564 nm produit par l’amplificateur dopé Erbium
sont essentiellement liées aux conditions de saturation du gain et aux conditions de collimation.

L’amplificateur, conçu par la société IPG d’après notre cahier des charges, produit une puis-
sance de 5 Watts lorsqu’il est injecté avec une puissance de 1 mW en entrée, ce qui est le cas après
toutes les étapes de mise en forme temporelle du signal et le prélèvement d’un signal de référence
susceptibles d’être utilisé par la suite (voir Fig. 7.2 p. 151).

Cette puissance optique de 5 W est guidée en sortie par une fibre monomode PANDA à maintien
de polarisation, de diamètre de mode spécial 10 de 14 µm afin de diminuer les effets non-linéaires
indésirables susceptibles de survenir en raison de la forte intensité présente sur la grande longueur
de fibre. La lumière est collimatée par une lentille de 9,2 mm de manière à ce que le faisceau ait un
rayon à 1/e2 en intensité (waist de 0,65 mm. Le facteur de mérite du faisceau est de M2 = 1,05,
c’est à dire de profil très proche d’un réel profil gaussien.

Le fabricant mentionne la présence à hauteur de moins de 10 mW d’un signal résiduel à 980 nm,
qui est la longueur d’onde à laquelle est pompé le processus d’amplification par dopage Erbium.
Nous éliminerons ce résidu après le processus de doublement de fréquence.

7.2.2 Génération de seconde harmonique

Nous allons maintenant étudier le processus de doublement de fréquence qui permet de produire
le faisceau à 782 nm pompant la génération paramétrique des paires de photons jumeaux. Nous
nous baserons sur les résultats généraux du Chapitre 2. La Figure 7.8 représente de cette partie
du montage.

EDFA
+ISO

PPLN
Lp

fluorescence

vers

λ/2 @
1564nm

f=50mm
Λ=19,5µm

Figure 7.8 – Schéma du montage de doublement de fréquence pour produire le faisceau de pompe à
782 nm de la fluorescence paramétrique.

7.2.2.1 Accord de phase

La caractérisation spectrale du filtre DWDM utilisé (Fig. 7.7) indique que celui-ci est centré
sur une fréquence de 191,713 THz, soit une longueur d’onde de 1563,75 nm, ce qui est très peu
différent de la fréquence exacte du canal ITU no 17 (191,700 THz soit 1563,86 nm) : un écart de
18 % de la largeur à −3 dB du filtre 11

10. Une fibre monomode standard en télécommunications, comme la Corning SMF-28 possède un diamètre de
mode de 10,4 µm

11. Cet écart peut en partie s’expliquer par une calibration imparfaite du spectromètre utilisé pour caractériser
le filtre DWDM.
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À partir d’un processus dégénéré à la longueur d’onde centrale précise du filtre DWDM,
nous appliquons la méthode du quasi-accord de phase vue au Chapitre 2, § 2.3. Les formules
de Sellmeier [GOS+08] qui donnent la variation en longueur d’onde et en température de l’indice
de réfraction du cristal utilisé (5 %MgO :PPLN), indiquent que pour que la température du
cristal soit acceptable (entre 40° et 200°), la période de retournement doit être choisie entre 19,1
et 19,7 µm. Nous avons choisi d’utiliser un cristal de période de retournement 19,5 µm car cette
valeur est standard pour HC Photonics Corp., le fabricants de PPLN que nous avons sélectionné.
La température de fonctionnement est alors proche de 102°. Puisque la théorie (cf. Chap. 2,
§ 2.4) nous apprend que le rendement augmente toujours avec la longueur du cristal — qu’on
raisonne en ondes planes ou en faisceaux gaussiens — nous choisissons la plus grande longueur
disponible 12, à savoir 2 cm.

Cependant, comme nous l’avons vu (cf. Chapitre 2, § 2.4), pour des faisceaux gaussiens focalisés
le désaccord de phase ne doit pas être totalement compensé si on cherche à obtenir un processus
optimal. Si on note ∆k le résidu de désaccord de phase non compensé par la période de quasi-
accord de phase, les conditions optimales sont obtenues pour ∆k = 3,2/L où L est la longueur du
cristal. La période de retournement nécessaire est donc très légèrement différente, mais il suffit
d’adapter la température du cristal pour obtenir la bonne valeur de ∆k :

Nous avons représenté sur la Figure 7.9 le rendement d’harmonique en fonction du désaccord
de phase et du degré de focalisation. Mais connaissant les coefficients de Sellmeier en température
du matériau et la longueur du cristal, nous avons exprimé ces deux paramètres en fonction des
grandeurs expérimentales associées : Température et waist de la pompe, respectivement. Ainsi,
nous connaissons maintenant les réglages permettant d’atteindre les conditions optimales.
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Figure 7.9 – Evolution du rendement d’harmonique en fonction des paramètres physiques w0 (waist du
faisceau dans le cristal) et T (température du cristal). Calcul réalisé en faisceaux gaussiens et
dans l’approximation d’une pompe non déplétée. Le maximum est atteint pour les conditions
de Boyd & Kleinman L

2zR
= 2,84 et ∆kL = 3,2, c’est à dire w0 = 42 µm et T = 102°

Tout d’abord, remarquons que la température de 102° annulant totalement le désaccord de
phase est bien, comme nous venons de le voir, non-optimale. L’optimal est en théorie atteint pour
une température de 15° supérieure, soit 117°. Le waist correspondant est en conséquence lui aussi
différent du cas où ∆k = 0, à savoir 42 µm au lieu de 60 µm.

12. Depuis, la société HC Photonics propose des cristaux de longueur 5 cm
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Le waist optimal ainsi déterminé impose une valeur déterminée pour la lentille Lp (cf. Fig. 7.2).
Le rayon à 1

e2 du faisceau à 1564 nm étant de 0,65 mm en sortie du collimateur de l’amplificateur,
un simple calcul de conjugaison de faisceaux gaussiens indique que la focale permettant d’atteindre
un waist de 42 µm est de 55 mm. Cette focale n’étant pas disponible, nous choisissons une focale
de 50 mm. Le waist vaut alors 38 µm, ce qui correspond à un rendement réduit de moins de 2 %
par rapport à la valeur optimale permise par un cristal de cette longueur.

La présence du cristal décale le foyer image de la lentille Lp. Ce décalage est numériquement
évalué à 5,3 mm. Le centre du cristal est donc initialement positionné à 55,3 mm de la lentille Lp,
mais les degrés de liberté mécaniques nécessaires sont prévus pour un ajustement fin.

7.2.2.2 Rendement

La puissance à 1564 nm fournie par l’amplificateur à fibre dopée Erbium n’a pas d’autre utilité
que de pomper le processus de doublement de fréquence. Il est souhaitable d’en convertir le
maximum pour obtenir la meilleure efficacité possible pour notre source très finement filtrée.

Remarquons cependant, à la lumière de ce que nous avons conclu dans le chapitre 5 à propos
de la baisse de qualité de la source quand son débit augmente, qu’il est inutile d’augmenter
indéfiniment la puissance du faisceau à 782 nm. Celle-ci doit être suffisante pour atteindre le
débit de paires de photons souhaité, mais pas trop grande afin de ne pas pénaliser la visibilité à
cause d’un nombre de paires de photons trop grand par impulsion. Néanmoins, il sera toujours
possible d’atténuer le faisceau à 782 nm avant le processus de fluorescence paramétrique, afin de
réduire le débit à la valeur optimale. À cet effet, on peut orienter la lame λ/2 placée avant le
cristal de doublement (cf. Fig. 7.8) pour réduire la composante de polarisation participant au
processus non-linéaire.

La Figure 7.10 représente une mesure de la puissance de seconde harmonique mesurée dans les
conditions de focalisation déterminées au paragraphe précédent (focale de 50 mm). On constate
une forme similaire au carré d’un sinus cardinal prédit par la théorie en ondes planes (cf. Eq. 2.5),
bien qu’elle en diffère légèrement en raison de l’abscisse exprimée en température (elle n’est linéaire
avec le désaccord de phase qu’en première approximation) et de la forme gaussienne du faisceau.

La température permettant le désaccord de phase optimal n’est pas tout à fait de 117° comme
le prédit la théorie, mais de 107°. On peut calculer qu’un tel écart peut correspondre à un pas de
retournement différent de 0,15 % (19,53 au lieu de 19,5 µm), ou à un angle d’incidence du faisceau
d’environ 3,2° par rapport au réseau de quasi-accord de phase. Etant données la tolérance sur la
fabrication du cristal et l’incertitude expérimentale sur son positionnement, cette différence de
température n’est pas inattendue. Il est également possible que les coefficients de Sellmeier soient
légèrement inexacts dans les conditions où on les applique.

Lorsque l’on fait varier la puissance du faisceau de pompe à 1564 nm, le rendement évolue
comme sur la Figure 7.11. Cette courbe tient compte de toutes les pertes en aval du cristal de
doublement, y compris le système de filtrage sévère dont nous allons parler dans le paragraphe
suivant et les éléments optique du processus de fluorescence. La puissance mesurée est de 1,3 W,
ce qui inclut les nombreux éléments en place entre la génération d’harmonique et le bolomètre. En
réalité, pour la puissance maximale de sortie de l’amplificateur (4,9 W), la puissance d’harmonique
atteint 1,5 W en sortie de cristal après un filtrage élémentaire. Le rendement atteint donc 30 %. Il
est normal de ne pas parvenir au rendement théorique de 54 % puisque la pompe est déplétée. De
plus, des imperfections expérimentales peuvent introduire des pertes, comme les réflexions sur les
faces du cristal (bien que celles-ci soient traitées antireflets aux longueurs d’onde fondamentale
et harmonique) ou sur les éléments optiques précédant la génération.
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Figure 7.10 – Evolution du rendement de génération de seconde harmonique en fonction de la température
du cristal. La courbe rouge continue est une interpolations par splines ; la courbe bleue
pointillée un ajustement par le carré d’une fonction sinus cardinal.
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Figure 7.11 – Rendement mesuré pour le processus de génération de seconde harmonique, pour différentes
puissances de pompe à 1564 nm.
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7.2.2.3 Elimination des photons parasites

Pompe à 1564 nm — Puisque le rendement de génération de seconde harmonique n’est pas
de 100 % mais de 30 %, une grande partie de la puissance du faisceau à 1564 nm accompagne le
faisceau généré à 782 nm en direction de l’étape suivante qui est la génération paramétrique de
paires de photons. La direction de collection de la fluorescence et l’axe des faisceaux à 1564 et
782 nm étant confondus, il est nécessaire d’isoler très efficacement les paires de photons jumeaux
du reste du signal, qui constitue du bruit, afin de garantir la qualité de la source au sens du
Chapitre 5. Le « résidu » – de 3,4 W – de pompe à 1564 nm contient environ 3× 1019 photons par
seconde, c’est à dire 1,5× 1013 photons par impulsion, à comparer avec l’objectif de 0,01 paire
de photons jumeaux par impulsion. Le problème de la séparation de ce résidu et des paires est
particulièrement délicat puisque sa longueur d’onde correspond précisément au centre du spectre
de ces paires. Il est donc exclu de discriminer les deux signaux par une méthode spectrale après
le cristal de fluorescence. Le filtrage doit avoir lieu en amont du processus de fluorescence, en aval
de l’étape de doublement de fréquence.

Il est nécessaire que le nombre par impulsion de photons de bruit à 1564 nm susceptibles
d’être collectés dans la fibre soit négligeable par rapport aux 0,01 paires de photons jumeaux
générées dans la bande étroite de 40 MHz. Le rapport bruit/signal, de 1,5 × 1013

0,01 , soit 1,5× 1015,
implique un filtrage très efficace. Il est très difficile, à titre d’exemple, d’obtenir une réjection de
plus de 99,9 % avec un simple miroir dichroïque à traitement de couches minces diélectriques.
L’utilisation seule de filtres colorés est impossible puisque ceux-ci fonctionnent par absorption, et
seraient donc détruits par la très forte intensité résultant d’une collimation d’un faisceau de 3,4 W
avec un diamètre de l’ordre du millimètre. La solution adoptée pour le filtrage combine les deux
technologies : une première étape de réjection par réflexion sur plusieurs miroirs diélectriques,
puis une deuxième étape d’absorption de la puissance résiduelle jusqu’à disparition du bruit.
Bien entendu, il s’agira simultanément de minimiser les pertes sur le faisceau utile à 782 nm.

Deux miroirs à couches minces diélectriques, dont la Figure 7.12 présente les caractéristiques,
sont utilisés pour deux réjections successives par réflexion. Les dépôts de couches minces ont
été réalisés par la société Kerdry d’après nos spécifications, et présentent à 1564 nm et angle
d’incidence de 45°, un coefficient de réflexion de 99,9 % pour la polarisation utilisée (polarisation
S, perpendiculaire au plan d’incidence – la réflexion est de 99,7 % pour l’autre polarisation). À la
longueur d’onde de 782 nm, ce traitement réfléchit moins de 0,5 %. La face arrière, de même qualité
de surface que la face avant, a subi un dépôt garantissant une réflexion à l’interface d’environ
0,5 % seulement à 782 nm. Ces caractéristiques font de cet élément optique un bon séparateur
dichroïque : tout en transmettant plus de 90 % de la puissance à 782 nm, il en réfléchit 99,9 % à
1564 nm.

Deux de ces miroirs, dont le substrat est épais (6 mm) sont disposés successivement, symétri-
quement, de manière à réfléchir la longueur d’onde 1564 nm vers deux directions opposées l’une
de l’autre (voir Figure 7.13). Ainsi, le deuxième miroir compense le décalage latéral et les éven-
tuelles déformations subis par le faisceau à 782 nm en traversant le substrat du premier miroir. La
puissance du faisceau à 1564 nm réfléchie par le premier miroir est dirigée vers un piège à lumière.
La fraction de puissance transmise étant réduite à (1− 0.999)2 = 10−6, la puissance résiduelle
est donc de 3,4 µW, qui est peu susceptible de détériorer des verres colorés absorbant à cette
longueur d’onde.

En effet, pour finir d’atténuer le bruit à 1564 nm dans l’axe de propagation, on utilise un verre
coloré transmettant au maximum la longueur d’onde 782 nm tout en absorbant au maximum à
1564 nm. Le verre Schott BG3 présente ces qualités : son coefficient de transmission par millimètre
est maximal à 782 nm (> 99 %) et est de 10 % à 1564 nm. Ainsi, pour des épaisseurs importantes,
la transmission du faisceau à 782 nm reste bonne tandis que l’absorption à 1564 nm peut être
très grande. Calculons l’épaisseur nécessaire pour atteindre, dans un premier temps, un rapport
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signal/bruit de 1. Nous avons vu qu’il fallait atténuer le bruit d’un facteur 1,5× 1015. Les deux
miroirs dichroïques apportent déjà une atténuation de 106. L’atténuation du filtre BG3 doit donc
atteindre 1,5× 109, c’est à dire qu’il doit présenter une transmission totale T = 1/(1,5× 109) =
6,6× 10−10. Si l’on exprime l’épaisseur e du filtre en millimètres, et t1564 = 10 % la transmission
à 1564 nm d’un millimètre de verre BG3, on a :

T = te1564

d’où
e =

ln T
ln t1564

= 9,18 mm

Une épaisseur de 9,18 mm de verre BG3 serait donc suffisante pour réduire le bruit au niveau du
signal dans l’axe de propagation. Nous utilisons en pratique cinq lames de verres carrées de 2 mm
d’épaisseur et de 10 mm côté, collées les unes aux autres avec une colle d’indice adapté. Les deux
faces en interface avec l’air sont traitées antireflet grâce à un dépôt de couches minces garantissant
à 782 nm des pertes par réflexion réduites à 1 %. Avec cette épaisseur, la transmission du signal à
782 nm est supérieure à 0.9910 ≈ 90 %, et les 0,82 millimètres supplémentaires portent le rapport
signal/bruit à 6,6. Cela peut paraitre peu, mais il s’agit du rapport des nombre de photons
se propageant sur l’axe, indépendamment de leur couplage à la fibre. Ainsi, deux remarques
s’imposent :

• D’une part, la collection par une fibre monomode est très délicate car il faut précisément
imager le signal à collecter sur le cœr de la fibre. Ainsi, si le dispositif est optimisé pour
collecter de façon optimale les paires de photons générées à l’étape de fluorescence
paramétrique, il ne l’est pas pour le reste du signal, même si ce signal se propage selon
le même axe. En d’autres termes, l’adaptation des modes à la fibre est optimisée pour
la fluorescence, et ne l’est pas pour le bruit provenant du faisceau de pompe à 1550 nm,
ne serait-ce qu’en raison du chromatisme des quatre 13 lentilles utilisées. Une grande
proportion du bruit, qu’il est difficile d’évaluer, n’est donc pas collectée, et le rapport
signal/bruit augmente d’autant.

• D’autre part, quand un faisceau traverse un élément optique quel qu’il soit (une lame,
une lentille ou le milieu de propagation lui-même), une petite fraction de la puissance
est toujours susceptible d’être diffusée. Les photons diffusés peuvent à leur tour se
diffuser, se réfléchir à nouveau sur d’autres éléments de l’environnement du laboratoire.
Ainsi il est possible, bien que peu probable, qu’un photon, par un chemin détourné,
parvienne au niveau du cœr de la fibre de collection, avec un vecteur d’onde susceptible
de s’y propager. Or, le photon diffusé ne subit pas toutes les étapes de filtrages situées
sur l’axe, il est donc intéressant de comparer cette faible probabilité à l’atténuation
que nous avons évaluée nécessaire sur l’axe, à savoir 1,5× 1015. Une probabilité par
impulsion qu’un photon diffusé soit collecté aussi faible que 1 pour 1,5× 1015 suffirait
à ramener le rapport signal/bruit à 1. Toutefois l’expérience montre que, sans prendre
de précaution particulière, le nombre de photons ainsi diffusés et collectés est de l’ordre
de 0,001 par impulsion. En rendant la collection étanche à toute lumière hors axe (par
un système de diaphragmes et de caches approprié), ce nombre diminue encore jusqu’à
devenir très inférieur au bruit moyen du détecteur de photons. De plus, sauf à intégrer
les mesures sur plus d’une minute, cette lumière parasite ne se distingue même pas de
la variance du bruit des détecteurs.

Autres sources de bruit — Deux autres sources de bruit connues à cette étape du montage
doivent être évoquées :

13. Collimation de l’harmonique puis, nous le verrons plus tard, focalisation dans le cristal de fluorescence,
collimation après cristal de fluorescence, puis injection dans la fibre optique.
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Les autres processus non-linéaires — En présence d’ondes à 782 nm et 1564 nm, les
seuls mélanges d’ondes possibles produisent les harmoniques d’ordre supérieur associés à λ = 1564
nm : la longueur d’onde 782 nm elle-même (λ

2 ), ainsi que 521 nm (λ
3 ), 391 nm (λ

4 ), etc. Les différents
mélanges entre ces ondes (sommes, différences de fréquences) ne génèrent pas d’autres fréquences
que celles de cette série. Avec une période de retournement du PPLN de 19,5 µm, seule l’onde à
782 nm peut satisfaire les conditions d’accord de phase. Les autres processus sont donc fortement
limités en rendement. La génération de troisième harmonique à 521 nm, qui est le processus le
plus important après la génération de seconde harmonique, parvient toutefois à totaliser une
puissance de 25 mW. Mais les miroirs diélectriques et les verres BG3 (ceux-ci transmettant 1 %
par millimètre à 521 nm) la filtrent suffisamment pour ne causer aucun bruit mesurable. D’autant
que les détecteurs sensibles à 1564 nm ne le sont pas à 521 nm. Aucune autre harmonique de
fréquence détectable n’est suffisamment forte pour générer un bruit mesurable.

Remarquons qu’il peut être discutable que la qualité de la source dépende du détecteur utilisé.
Dans le cas où le détecteur serait sensible à certaines de ces longueurs d’onde, il serait toujours
possible d’ajouter un filtre coloré ou à traitement diéléctrique approprié pour ces longueurs d’onde.
Dans le montage présent, nous avons simplement constaté que ce n’était pas nécessaire.

Le résidu de pompe à 980 nm de l’amplificateur à fibre dopée Erbium — Comme
nous l’avons dit précédemment (§ 7.2.1) cette lumière, à laquelle les détecteurs de photons sont
sensibles n’est pas totalement supprimée en sortie de l’amplificateur, ni par le dispositif de fil-
trage de la pompe à 1564 nm. L’amplificateur étant pompé en régime continu, il est possible, en
mettant en place un dispositif d’injection dans la fibre, d’en quantifier la quantité résiduelle en
déclenchant les détecteurs de photons entre deux impulsions. Le nombre de photons mesuré ne
peut correspondre qu’au bruit lié à cette pompe continue, car toutes les autres sources de bruit
citées plus haut – mis à part l’éventuel bruit ambiant du laboratoire, que nous avons éliminé –
sont liées au signal de pompe à 1564 nm, qui est impulsionnel. On mesure effectivement, avec le
filtre DWDM placé sur le chemin du détecteur, de l’ordre de 0,001 photon par impulsion malgré
le filtrage déjà mis en place. L’ajout de verre BG3 ayant peu d’influence – sa transmission à
980 nm est de 96 % par millimètre – on décide d’ajouter encore deux autres miroirs dichroïques,
identiques à ceux déjà en place. On les positionne à incidence de 45° en polarisation P , c’est
à dire parallèle au plan d’incidence, contrairement aux deux autres, qu’on avait positionnés en
polarisation S. En effet, ces miroirs réfléchissent chacun environ 50 % à 980 nm pour cette pola-
risation, et seulement 20 % pour la polarisation S. La transmission totale de 25 % suffit à réduire
ce bruit à un niveau comparable au bruit d’obscurité des détecteur de photons. Le filtrage en aval
de l’étape de fluorescence, que nous évoquerons plus loin (§ 7.2.3.2) et qui est situé sur le même
axe de propagation, finira de supprimer tout résidu mesurable.

7.2.3 Fluorescence paramétrique

La fluorescence paramétrique est le processus non linéaire inverse de la génération de seconde
harmonique, que nous avons introduit au Chapitre 2 (§ 2.5) : un photon de grande énergie, « de
pompe » à la longueur d’onde λp, a une certaine probabilité de se scinder spontanément en deux
photons de longueurs d’onde λs et λc, dits « signal » et « complémentaire » dont la somme des
énergies individuelles vaut celle du photon de pompe.

La Figure 7.14 représente la partie du montage utilisée pour cette étape.

Dans la description quantique présentée dans le Chapitre 6, on explicite en détail les probabi-
lités locales de génération spontanée, et on montre que les conditions d’accord de phase sont les
conditions pour que ces probabilités locales s’additionnent de manière constructive sur le volume
d’interaction.
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Nous allons maintenant examiner comment se manifestent les conditions d’accord de phase
sur le spectre de la fluorescence, quel est le rendement obtenu et comment isoler ces paires de
photons jumeaux du reste du signal avant collection dans une fibre.

7.2.3.1 Accord de phase

Nous pouvons dans un premier temps déterminer une approximation des conditions d’accord
de phase en raisonnant en ondes planes. Nous affinerons plus tard ces conditions, puisque nous
avons vu au Chapitre 6 que le taux de coïncidences mesurées, donc la qualité de la source, dépend
de ce paramètre.

Dans la limite où on s’intéresse à la fluorescence paramétrique dégénérée, les conditions d’ac-
cord de phase se rapprochent du cas de la génération de seconde harmonique (cf. § 7.2.2.1). Le
calcul de la période de retournement d’un cristal non-linéaire est donc le même. Pour la fluores-
cence paramétrique, le cristal choisi a été réalisé sur mesure par HC Photonics avec un pas de
19,34 µm au lieu de 19,5, afin de pouvoir utiliser une température de cristal plus élevée (en ondes
planes, 141,4° au lieu de 102°) réduisant les éventuels effets photoréfractifs. Afin de permettre une
étude avec de plus grands diamètres de faisceau dans le cristal (focalisation faible), nous avons
choisi une épaisseur de 1 mm (contre 0,5 pour le cristal de génération d’harmonique). Le taux
de coïncidences générées par la source étant proportionnel à la longueur du cristal (cf. Chap. 6,
§ 6.2.7) nous avons choisi, comme pour la génération d’harmonique, une grande longueur de 2 cm.

La Figure 7.15 illustre la puissance de fluorescence produite et collectée dans une fibre mono-
mode en fonction de la température du cristal. En-deçà de la température seuil, aucune fluores-
cence n’est présente. Très rapidement à partir du seuil, la puissance augmente pour atteindre son
maximum. La puissance diminue ensuite plus progressivement.
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Figure 7.15 – Evolution de la puissance totale de fluorescence produite, collectée dans une fibre monomode
et mesurée à l’aide d’un détecteur à photodiode InGaAs

Nous pouvons comprendre, en utilisant les résultats du chapitre 2, § 2.5.2 pourquoi cette
diminution prend cette forme. En particulier, nous avons appliqué le calcul général de la Figure 2.7
(p. 45) à nos paramètres expérimentaux. La Figure 7.16 représente la levée de dégénérescence
attendue lorsqu’on augmente la température du cristal.
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Figure 7.16 – Evolution du spectre de la fluorescence en fonction de la température du cristal

On observe bien expérimentalement cette levée de dégénérescence en fréquence lorsqu’on me-
sure le spectre des photons collectés dans une fibre monomode. Une vue d’ensemble de ces spectres
est représentée sur la Figure 7.17. On constate une bonne superposition avec la simulation de
la Figure 7.16, à condition de décaler le seuil de température à 147° au lieu de 141,5°. De plus,
cette température correspond au maximum de puissance de fluorescence (voir Fig. 7.15). L’écart
d’environ 5° entre la simulation et l’expérience peut être expliqué, tout comme l’écart constaté
pour la génération de seconde harmonique, par une période de retournement réelle légèrement
supérieure à celle spécifiée ou un angle de quelques degrés entre l’axe de propagation et le vec-
teur d’onde du réseau de retournement du cristal, ou encore une imprécision des coefficients de
Sellmeier.
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Figure 7.17 – Spectres de la fluorescence collectée pour différentes températures. L’échelle des ordonnées
est arbitraire et le décalage entre chaque spectre est constant. Cette figure illustre l’écart
progressif à la dégénérescence des longueurs d’ondes centrales de chaque pic.

Il apparait clairement que la principale cause de diminution de la puissance de fluorescence
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collectée lorsque la température du cristal augmente est la perte de sensibilité du détecteur, en
particulier au-delà d’environ 1650 nm pour l’un des deux photons, ce qui correspond approxi-
mativement au seuil haut de sensibilité de l’InGaAs. D’autre part, la probabilité de génération
paramétrique diminue lorsque l’écart à la dégénérescence augmente.

La puissance de fluorescence est de l’ordre de quelques nW ; le rendement est donc de l’ordre de
10−9, valeur qui prend en compte la collection dans une fibre optique monomode. La grandeur qui
nous intéressera dans un premier temps est la densité de puissance au voisinage de la fréquence
sélectionnée par un filtre spectral étroit. La Section 7.3 débutera par l’optimisation de cette
grandeur.

En régime de comptage de photons, isoler le faible signal de fluorescence de la pompe et des
autres sources de bruit est critique. Le paragraphe suivant détaille comment ce problème a été
résolu.

7.2.3.2 Filtrage du bruit

Photons du faisceau de pompe à 782 nm — Bien que les détecteurs de photons uniques
soient très peu sensibles à cette longueur d’onde, la forte puissance du faisceau de pompe à
782 nm est susceptible de causer des détections parasites en nombre significatif. En outre, ces
photons peuvent contribuer à divers processus non-linéaires dans les différents éléments optiques
qu’ils vont traverser et générer des signaux parasites. Bien sûr, les éléments traversés ne sont pas
connus pour présenter de grandes susceptibilités non linéaires (BK7, silice fondue par exemple)
donc la probabilité est extrêmement faible qu’un photon à 782 nm génère (dans un processus pa-
ramétrique par exemple) des photons détectables, c’est à dire dans la plage spectrale de sensibilité
des détecteurs, dans le spectre passant de notre source ainsi que dans un mode couplé à la fibre
monomode de collection. Toutefois, cette probabilité est à comparer avec le rapport du nombre
de photons de pompe (plus de 2× 1012 par impulsion et par Watt) et du nombre de paires de
photons jumeaux visé (environ 0,01 par impulsion). Une probabilité aussi faible que 1 pour 1014

suffirait alors à réduire le rapport signal/bruit de moitié.

Considération faite du problème des éventuelles détections parasites de photons, il va de soi
qu’il est exclu de diriger une telle puissance optique vers les éléments optiques suivants et la fibre
monomode de collection. Un filtrage dichroïque est nécessaire, qui peut être réalisé par le même
élément que nous avons utilisé pour séparer ces deux mêmes longueurs d’onde après le processus
de génération de seconde harmonique. Il s’agit du miroir à couches minces diélectriques dont les
caractéristiques sont représentées en Figure 7.12. Le signal utile, ici au voisinage de 1564 nm,
est réfléchi à hauteur de 99,9 % (polarisation S), tandis que le faisceau de pompe à 782 nm est
transmis et dirigé vers un piège à lumière où il est diffusé jusqu’à extinction.

Les 0,5 % de la puissance à 782 nm qui ont été réfléchis par le miroir dichroïque peuvent encore
causer des détections parasites.

Celles-ci sont supprimées en plaçant un second miroir dichroïque identique, ainsi que 4 mm de
verre coloré Schott RG850. Ce verre est spécifié transmettre plus de 99,8 % à 1564 nm, et moins
de 5 % à 782 nm par millimètre, soit respectivement 99,3 % et 4,6× 10−6 pour 4 mm. Cependant,
le verre n’étant pas traité antireflets à 1564 nm, des pertes aux interfaces s’ajoutent (4 % par
interface 14), soit une transmission à 1564 nm de 92 %.

Cependant, nous comprendrons au paragraphe suivant qu’il sera judicieux de remplacer les
verres RG850 par des verres RG1000, aux caractéristiques moins optimales à ces deux longueurs
d’onde, mais au spectre d’absorption plus large, ce qui permettra d’éliminer une autre source de
bruit.

14. La transmission T vaut 4nairnRG850

(nair+nRG850)2 , avec nair = 1 et nRG850 = 1.5 à 1564 nm



CHAPITRE 7. SOURCE FIBRÉE DE PHOTONS JUMEAUX COMPATIBLE AVEC UN SPECTRE
ÉTROIT 173

On s’aperçoit également que le filtrage mis en place pour éliminer les photons de pompe à
1564 nm permet d’éliminer le résidu de pompe de l’amplificateur (cf. p. 7.2.2.3).

Bruit non identifié — A ce stade, toutes les sources de bruit connues sont supprimées : la
pompe à 980 nm de l’amplficateur à fibre dopée Erbium et le résidu de faisceau à 1564 nm utilisé
pour pomper le processus de seconde harmonique l’ont été avant l’étape de fluorescence. Comme
nous venons de le voir, dans les conditions de collection de la fluorescence, nous avons éliminé
tout bruit issu du faisceau de pompe à 782 nm après son passage dans le cristal non linéaire de
fluorescence. On pourrait donc s’attendre à ce que tous les photons collectés par la fibre lorsqu’on
remet en place ce cristal soient des paires de photons jumeaux.

Une mesure du signal effectuée dans des conditions adéquates de génération et de collection
– une recherche de conditions encore meilleures sera réalisée par la suite au § 7.3 – indique un
spectre bien centré sur la fréquence de dégénérescence (1564 nm) et de largeur d’une centaine de
nanomètres (voir Figure 7.18). Il s’agit là du spectre de fluorescence collectée, plus étroit que le
spectre de fluorescence générée. Plus on s’éloigne du centre du pic, plus les pertes par couplage
sont grandes, en raison des directions hors axe dans lesquelles les photons hors dégénérescence
sont générés. Aucun photon de fluorescence ne devrait être détecté en dehors du spectre mesuré
en Figure 7.18. De plus, on filtre ce signal à travers le filtre DWDM dont la transmission est
connue (Fig. 7.6 p. 159) et les photons éloignés de la dégénérescence sont atténués fortement.
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Figure 7.18 – Spectre de fluorescence collecté dans une fibre monomode

Recherche de bruit hors bande à l’aide d’un coupleur — Pour vérifier l’absence
de photons hors de la bande spectrale voisine de 1564 nm, on tire partie d’une caractéristique des
coupleurs fibrés : le taux de couplage dépend de la longueur d’onde 15. Un coupleur fibré spécifié
50 %–50 % à 1564 ± 50 nm verra ses puissances de sortie déséquilibrées à des longueurs d’ondes
plus éloignées.

15. Les deux fibres d’entrée sont partiellement fusionnées sur une longueur donnée, qui détermine l’échange
d’énergie entre les modes des deux fibres. Le coupleur est conçu pour qu’au bout de cette longueur, le ratio de
puissance désiré soit atteint. Mais il n’est possible de satisfaire ce ration que pour une longueur d’onde spécifiée.
Plus la longueur d’onde est différente, plus le ratio résultant de cette longueur d’interaction est éloigné du ratio
spécifié.
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En effet, lorsqu’on réalise les deux mesures de la Figure 7.19, on observe un déséquilibre
d’environ 400 Hz pour 2000 détections par seconde en moyenne (c’est à dire 2200 Hz sur une
voie et 1800 Hz sur l’autre) provenant du comportement du coupleur et non d’un déséquilibre de
sensibilité des détecteurs. Si, par exemple, on supposait qu’à la longueur d’onde des photons de
bruit, le coupleur était inefficace, c’est à dire s’il se comportait de façon à transmettre 100 % sur
une sortie et 0 % sur l’autre, on conclurait à 400 Hz de bruit et 2×2000−400 = 3600 Hz de photons
de fluorescence, soit 1800 Hz sur chaque voie de détection. En pratique, on n’a pas accès au taux
de couplage subi par les photons de bruit puisque leur longueur d’onde n’est pas identifiée. En
constatant un tel déséquilibre, on ne peut qu’avoir une mesure du nombre de photons de bruit
minimal. Le calcul ci-dessus correspond en effet à un cas extrême, qui minore l’évaluation qu’on
peut faire du nombre de photons de bruit : ce nombre peut être bien supérieur si le coupleur
ne présente qu’un faible déséquilibre à leur longueur d’onde. Comme deuxième exemple, si les
photons hors bande subissaient un taux de couplage de 40 %–60 %, pour un même déséquilibre
de 400 Hz pour 2000 Hz moyens, on conclurait à la présence d’autant de photons de bruit hors
bande du coupleur que de photons dans la bande 16.

22oo Hz 18oo Hz

1 2

Coupleur

22oo Hz18oo Hz

2 1

Source
Source

Détecteur A Détecteur ADétecteur B Détecteur B

Sortie Sortie

Mesure 1 Mesure 2

Figure 7.19 – Montage permettant de détecter la présence de photons à des longueurs d’ondes éloignées
de 1564 nm, utilisant un coupleur fibré 50 %–50 %. La présence d’un déséquilibre entre les
taux de comptage en A et en B traduit la présence d’au moins autant de photons à des
longueurs d’onde situées en dehors de la bande de fonctionnement du coupleur.

Dès lors qu’un tel déséquilibre est constaté, la présence de photons indésirables est établie, et
il reste à les identifier.

Identification — L’ajout d’un deuxième filtre DWDM ne fait pas chuter le déséquilibre
observé en sortie du coupleur, or la transmission du DWDM est précisément connue (voir Fig. 7.6)
pour être de l’ordre de 10−4 jusqu’à 1460 nm au moins. La tendance est semblable jusqu’à 1380 nm

16. Si x est le taux de comptage associé aux photons dans la bande et y le taux de comptage associé aux photons
hors bande, alors

0.5x+ 0.4y = 1800 et 0.5x+ 0.6y = 2200

−→ y = 2000 et x = 2000
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d’après un spectre en lumière blanche. Les photons parasites se situent donc à des longueurs d’onde
inférieures.

Pour rechercher avec davantage de sensibilité et de résolution spectrale la présence de bruit,
on met en place un montage utilisant un monochromateur et une mesure de la puissance avec
le détecteur de photons. Le monochromateur est conçu pour fonctionner sur une plage de 800 à
1440 nm 17. La Figure 7.20 montre une première mesure grossière (en trait fin noir) ainsi qu’une
mesure plus détaillée sur certaines zones (en trait gros rouge). Aux longueurs d’onde présentant
des pics de bruit, nous avons indiqué les valeurs de transmissions mesurées du filtre DWDM et
d’un circulateur. Ce dernier, inséré après le composant DWDM, est simplement utilisé comme
filtre.

On constate qu’un nombre important de photons est collecté en-deçà de 1380 nm, longueur
d’onde où le filtre DWDM cesse d’être efficace. Par exemple, sa transmission à 1310 nm est de
51 %, et celle du circulateur est de 42 %, soit une transmission cumulée de 21 %. Le pic de bruit
présent à cette longueur d’onde est donc particulièrement gênant. De même, autour de 1375 nm,
le produit de la transmission reste de 5 %, mais le bruit est presque quatre fois plus intense, ce
qui fait que l’effet est du même ordre. Ce sont ces sources de bruit qu’il est nécessaire d’éliminer
en priorité.

On peut émettre plusieurs hypothèses sur l’origine de ces bruit :

• Pour les pics à 930, 1160 et 1180 nm, on peut penser à de la fluorescence des éléments
optiques traversés, des mélanges non-linéaires d’ondes peu intenses non observables pré-
cédemment sans compteur de photons, ou des diffusions inélastiques (Brillouin, Raman)
diverses.

• Pour les longueurs d’onde plus élevées, une partie provient du pied du spectre de fluo-
rescence collectée qui pourrait être non totalement rejeté par le filtre DWDM, mais
l’irrégularité du spectre semble, comme pour les pics à plus basse longueur d’onde,
indiquer une origine spécifique.

Solution — Le bruit étant spectralement identifié – son origine reste néanmoins floue –
et présent hors de la bande de réjection idéale du filtre DWDM, nous l’éliminons à l’aide de deux
éléments :

• Pour le pic à 930 nm, on remplace les filtres RG850 d’élimination de la pompe par
des filtres RG1000, de longueur d’onde de coupure plus haute que 930 nm, dont la
transmission à 1564 nm n’est que très légèrement inférieure (96 % au lieu de 99,3 %
pour 4 mm d’épaisseur. La transmission à 930 nm est de 10 %

• Pour les autres pics, nous avons fait réaliser par la société LaserOptik un miroir à
couches minces diélectriques présentant une réflexion maximale, à incidence normale,
entre 1150 et 1450 nm, et minimale (≈ 96 %) au voisinage de 1564 nm. Ses caractéris-
tiques sont représentées en Figure 7.21

Finalement, le montage de filtrage du bruit après l’étape de fluorescence paramétrique cor-
respond au schéma de la Figure 7.22. Tous les miroirs, sauf celui indiqué Rmax@782 nm sont de
transmission maximale au voisinage de 1564 nm. De nombreux diaphragmes, dont certains sont en
pratique des caches ou des boites étanches à la lumière, permettent d’éliminer les photons diffusés
par les éléments optiques. Un emplacement est libre pour y disposer un éventuel autre élément,
comme un filtre de mise en forme spectrale (étalon Fabry-Pérot par exemple). Nous discuterons
de cette éventualité au Chapitre 8.

17. Les limites sont dues à la conception mécanique et au réseau de diffraction utilisé
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Figure 7.20 – Spectre de fluorescence collecté réalisé avec un monochromateur, avec mesure de la
puissance au détecteur de photons. Mesure grossière (trait fin noir) et mesure détaillée (trait
gros rouge). Le bruit de fond est représenté en pointillés. Nous avons indiqué les valeurs de
transmissions du filtre DWDM et du circulateur aux longueurs d’onde présentant des pics de
bruit.
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Figure 7.21 – Coefficient de transmission du traitement par couches minces diélectriques utilisé pour
éliminer les photons de bruit hors bande.

7.3 Optimisation de la collection de la fluorescence dans la fibre

7.3.1 Principe de l’optimisation

Une fois le montage en place et le bruit parasite suffisamment écarté, on peut chercher à
optimiser le signal de fluorescence. Les degrés de liberté expérimentaux peuvent être associés aux
paramètres normalisés introduits dans la théorie du Chapitre 6 (§ 6.2.7). Ils sont les suivants :

• Les conditions de focalisation dans le cristal de PPLN : il s’agit des paramètres w0

(waist) et zR (longueur de Rayleigh), qui sont liés par zR = πw2
0/λ où λ est la longueur

d’onde dans le cristal. Les paramètres normalisés associés sont le degré de focalisation
η = L

2zR
et la position de focalisation ζ = z

zR
. Ces paramètres sont fixés par le système

optique en amont du cristal de fluorescence, en particulier la lentille de focalisation Lf

(cf. Fig. 7.22).

• Les conditions d’accord de phase : le paramètre normalisé associé est ϕ0 = ∆k0L.
Il peut être ajusté indépendamment des conditions de focalisation en faisant varier la
température du cristal.

• Les conditions de collection, c’est à dire les conditions d’imagerie du signal de
fluorescence dans la fibre optique : le paramètre normalisé associé est ρ = a0

w0
, valeur

du rayon a0 du mode transverse de la fibre imagé dans le cristal, normalisée au waist
w0. Il peut être ajusté indépendamment en changeant ou en déplaçant les lentilles Lc

et Li (cf. Fig. 7.22).

• La précision et la stabilité de la position de la fibre par rapport au système d’imagerie.

Nous mentionnons ce dernier point car, bien que l’injection dans une fibre monomode soit
un problème courant, cette opération est délicate. Nous souhaitons insister sur le fait que, dans
les mesures qui suivent, chaque point de mesure est réalisé après une optimisation préalable de
l’injection dans la fibre. Ainsi, les conditions de focalisation, d’accord de phase et de collection
peuvent être rigoureusement comparées.

La démarche pour optimiser le signal de fluorescence, consiste en deux opérations :
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Figure 7.22 – Schéma du filtrage final après fluorescence permettant de supprimer tout résidu mesurable
de photons parasites. La « mise en forme spectrale éventuelle » peut être, par exemple, un
étalon Fabry-Pérot ou une lame traitée avec un dépôt de couches minces diélectriques.
Aucun élément n’est nécessaire pour les mesures jusque la fin de ce chapitre.
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• Optimiser le rendement de fluorescence, c’est à dire la puissance produite par
le processus non-linéaire. Cette puissance peut-être évaluée dans la bande totale de
fluorescence, mais la grandeur qui nous intéresse dans la perspective d’un filtrage étroit
de paires dégénérées en fréquence est la densité spectrale de puissance au voisinage de
la fréquence de dégénérescence. C’est donc sur ce dernier critère qu’il convient d’ajuster
les conditions de focalisation dans le cristal, ainsi que les conditions d’accord de phase.

• Optimiser le taux de couplage de la fluorescence dans la fibre optique. Nous
avons vu, de manière théorique (cf. Chap. 6, § 6.2.1), que les conditions optimales de
couplage étaient quasiment identiques, que l’on considère une bande très étroite comme
celle visée pour les applications (quelques dizaines de MHz) ou plus large comme celle
correspondant au filtre DWDM (quelques dizaines de GHz). Pour plus de commodité,
nous optimiserons donc la collection dans la fibre sur la base d’un signal filtré par le
DWDM.

Rappelons que le paramètre critique pour la qualité de notre source est le taux de collection
de la fluorescence, car les pertes réduisent la visibilité des interférences (cf. Chap. 5). Le critère
de rendement, lui, est lié à l’efficacité de la source : à taux de génération de paires par impulsion
fixé, plus le rendement est grand, plus le taux de répétition peut être élevé.

7.3.2 Optimisation grossière du taux de collection : mesure de puissance

Le rendement et le taux de couplage sont deux paramètres qui ne sont pas accessibles indé-
pendamment par une mesure de puissance. Deux mesures de puissance P1, P2 effectuées dans des
conditions différentes de focalisation (influant sur le rendement ̺ et le taux de couplage TC) et
de collection (influant sur TC) ne permettent de déterminer que le produit ̺TC :

P1 ∝ ̺1TC1

P2 ∝ ̺2TC2

Cependant, à conditions de focalisation et d’accord de phase données, un changement des
conditions de collection n’influe pas sur le rendement et celui-ci est fixé à ̺1. Dans ce cas, maxi-
miser la puissance P1 dans la bande passante du filtre DWDM revient donc à maximiser la valeur
de TC1 .

En revanche, si l’on change les conditions de focalisation et/ou d’accord de phase (̺ = ̺2),
il est possible de maximiser TC2 en maximisant P2, mais la comparaison des valeurs P1 et P2 ne
donne pas d’indication sur la valeur relative de TC1 et TC2 , puisque ̺2 6= ̺1 par ailleurs. Nous
verrons au Chapitre 8 (§ 8.6.2) une manière de maximiser TC de manière absolue.

Néanmoins, on peut considérer que la conséquence dominante d’un changement des conditions
de focalisation est le taux de collection maximal que celles-ci permettent d’atteindre, pour des
conditions de collection appropriées. Le rendement est, en comparaison, peu dépendant des condi-
tions de focalisation. En effet, contrairement au processus de génération de seconde harmonique,
où le rendement dépend de l’intensité du faisceau de pompe dans le cristal, le rendement de fluo-
rescence paramétrique dépend de la puissance de pompe dans le cristal. On peut donc considérer
que l’optimisation de l’ensemble des degrés de liberté expérimentaux sur la base du critère de
puissance collectée constitue une étape préliminaire pertinente.

Remarquons que si les conditions d’accord de phase n’étaient pas, elles, influencées par les
conditions de focalisation, on pourrait dire que ces dernières ne modifient pas le rendement et on
aurait ̺1 = ̺2. Alors, une mesure de puissance suffirait à optimiser le système.
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7.3.3 Étude des conditions expérimentales optimales

7.3.3.1 Mesure de la densité spectrale de puissance

La Figure 7.23 représente les distributions spectrales de fluorescence obtenues pour différentes
conditions de focalisation (lentille Lf ) et de collection (lentille d’injection Li variable, la lentille
de collimation Lc étant fixée à 150 mm pour ces mesures). Pour chaque combinaison de lentilles,
le positionnement de la fibre et les conditions d’accord de phase sont optimisées afin de maximiser
la puissance dans la bande du DWDM, c’est à dire la densité spectrale de puissance au voisinage
de la dégénérescence.

On voit que les conditions de focalisation (lentille Lf ) déterminent la puissance maximale qu’il
est possible de collecter. Il faut associer à ces conditions de focalisation les conditions de collection
appropriées (lentilles Lc et Li) pour obtenir le dispositif optimal.

D’une manière générale, ces spectres montrent que de longues focales d’injection permettent
de collecter un spectre plus large, mais moins efficacement. Cela s’explique par le fait qu’une
longue focale permet de coupler une plus grande partie des photons collimatés dans l’ouverture
numérique de la fibre, mais avec un waist qui peut être trop grand par rapport au cœr de la
fibre. Inversement, pour les courtes focales, une plus grande puissance de fluorescence illumine
le cœr, mais avec des vecteurs d’onde pouvant former un angle trop grand pour se coupler dans
la fibre. La Figure 7.24 illustre cela de manière schématique. Il faut à la fois que sin θ ne soit
pas plus grand que l’ouverture numérique de la fibre, et que le waist d/2 ne soit plus grand
que le rayon du mode propre transverse de la fibre. Dans nos conditions d’accord de phase, les
photons collimatés sont d’autant plus éloignés de la dégénérescence qu’ils sont hors axe. Si l’on
cherche à les coupler, en leur donnant un angle de convergence faible avec une longue focale Li, le
waist peut ne pas être assez petit pour coupler l’ensemble des longueurs d’onde, y compris celles
situées à la dégénérescence, sur l’axe. Par ailleurs, en raison de la longueur d’interaction dans le
cristal, comme nous l’avons déjà illustré par la Figure 7.5, les photons à la dégénérescence sont
dispersés autour de l’axe. Trop restreindre le couplage des photons hors axe, avec une focale trop
courte, peut globalement faire perdre plus de photons qu’on en gagne en diminuant le waist. Le
compromis est d’autant plus difficile à réaliser que la longueur d’interaction dans le cristal est
grande. Notons que le calcul des coïncidences réalisé au Chapitre 6 (§ 6.2) prend en compte la
concurrence de ces deux effets.

7.3.3.2 Comparaison avec la théorie

Nous avons rassemblé sur la Figure 7.25 les données des valeurs des puissances couplées dans la
fibre optique en fonction des focales des lentilles de focalisation dans le cristal (différentes courbes
sur la figure) et des focales d’injection dans la fibre optique (en abscisse).

On voit que pour une lentille de collection Lc de focale f = 150 nm, la combinaison optimale
des focales pour les lentilles de focalisation Lf et d’injection Li est ff = 30 mm et fi ≈ 25 nm. En
raison de l’encombrement du support du cristal non-linéaire, il n’a pas été possible de réaliser la
mesure pour une lentille de focalisation de plus courte focale. Cependant, nous allons maintenant
voir que la comparaison avec la théorie indique que nous avons presque atteint la configuration
optimale.

En effet, connaissant les autres paramètres du montage, nous pouvons exprimer les distances
focales en termes des paramètres normalisés du Chapitre 6 (§ 6.2.7) et placer nos point expéri-
mentaux sur la courbe théorique donnant la valeur optimale du paramètre normalisé ρ — c’est à
dire le rayon image a0 de la fibre optique pour une longueur de cristal donnée L — en fonction
du degré de focalisation ρ.
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Figure 7.23 – Distribution spectrale de la fluorescence collectée, pour différentes lentilles de focalisation
dans le cristal (ff = 30, 50 et 75 mm) et différentes lentilles d’injection dans la fibre (fi = 6
à 75 mm). La lentille de collimation après le cristal de fluorescence est de focale
fc = 150 mm.
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Figure 7.25 – Puissance de fluorescence collectée en fonction de la focale d’injection dans la fibre, pour
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Nous avons testé expérimentalement différents couples (η, ρ) et nous avons comparé les ré-
sultats de mesures de puissance aux prédictions théoriques (Fig. 7.26). L’échelle verticale du
paramètre F⊥ est arbitraire pour s’approcher au mieux de la courbe théorique, mais l’évolution
avec η peut être comparée.
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(b) Accord théorie/expérience vis-à-vis de l’évolution de la puissance produite

Figure 7.26 – Comparaison des mesures (ronds rouges) aux points théoriques (carrés noirs) de ρ en
fonction de η (a). Comparaison de l’évolution de la puissance par rapport à la valeur de F⊥

(b) (échelle verticale arbitraire pour les points expérimentaux sur cette dernière courbe).

On voit que l’accord est bon, bien que le critère de puissance pour la recherche d’une confi-
guration optimale soit imparfait. La méthode utilisée semble donc permettre de s’approcher de
manière satisfaisante de la configuration optimale. Cependant, seule une mesure du taux de cou-
plage pour chacune des configurations (Lf , Li) permettrait de s’en assurer.
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7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord passé en revue l’ensemble des contraintes liées
à l’intégration d’une source dans un réseau de communications quantiques, dont un élément
essentiel est la compatibilité avec une mémoire quantique très restrictive en terme de largeur
spectrale. Nous avons isolé une solution impulsionnelle de taux de répétition 2 MHz, fonctionnant
aux longueurs d’onde des télécommunications. La bande passante prévue est de 40 MHz, ce qui
impose une durée d’impulsion de 25 ns. Nous avons réalisé et caractérisé les différentes étapes du
montage expérimental avec une bande passante de 1 nm.

Il est important de noter que, comme l’a montré l’analyse du Chapitre 6 (§ 6.2), l’optimisation
en bande « large » – c’est à dire moins de 1 nm – du montage réalisé dans ce chapitre serait
identique pour une bande significativement plus étroite. Ainsi, l’ultime étape, qui succède immé-
diatement sans nécessiter une quelconque réoptimisation des éléments déjà présents, est la mise
en place du filtre spectral étroit. Celui-ci peut tout aussi bien consister en un filtre fibré à ajouter
en aval du montage qu’en un filtre en espace libre placé à l’emplacement dédié (cf. Fig. 7.22)
en amont de l’injection, ou une combinaison des deux. Quelle que soit la solution choisie, il est
important de veiller à ce que, dans la bande passante, elle introduise un minimum de pertes, dont
nous avons montré (cf. Chap. 5) qu’elles sont nuisibles à la qualité de la source.

De ce point de vue, nous avons d’ailleurs remarqué que bien que la méthode d’optimisation
réalisée dans ce chapitre permette de maximiser la brillance de la source, elle ne permet pas rigou-
reusement d’en garantir une qualité optimale, au sens où nous n’avons pas de critère permettant
de minimiser les pertes par couplage dans la fibre optique. Nous nous proposons dans le chapitre
suivant de mettre au point un tel critère en développant une méthode de mesure rigoureuse, et
absolue, du taux de couplage, que nous comparerons avec les prédictions du Chapitre 6.



Chapitre 8

Mesure in situ et en temps réel des
performances d’une source ou d’un
lien quantique

Dans le Chapitre 5, nous avons mis en évidence l’influence de divers paramètres sur les per-
formances d’une source de paires de photons jumeaux basée sur la fluorescence paramétrique.
Il s’agit dans le présent chapitre 1 d’exprimer certains de ces paramètres en fonction de gran-
deurs observables expérimentalement, et d’utiliser les relations établies précédemment afin d’en
déduire une méthode pour mesurer les performances de la source, ou d’un lien quantique utilisant
cette source. Pour appliquer la théorie à un contexte expérimental donné, il faut abandonner le
concept de filtre idéal considéré jusque là et introduire les conditions réelles de filtrage. Nous ver-
rons comment, en procédant ainsi, il devient possible d’avoir accès, simplement, à des indicateurs
de performance utiles pour caractériser une source.

Contrairement aux méthodes habituelles de caractérisation de la qualité d’une source de pho-
tons intriqués qui nécessitent de faire varier un paramètre de contrôle spécifique (angles de po-
lariseurs pour une mesure de Bell sur des états intriqués en polarisation par exemple), cette
technique ne nécessite aucun dispositif de mesure particulier, autre que les détecteurs de photons
habituellement en place sur chaque voie de sortie quelle que soit l’expérience réalisée en régime de
comptage de photons. Elle permet de mesurer une visibilité d’interférences, uniquement limitée
par la présence des paires multiples, qui serait atteinte pour une expérience spécifique lorsque les
autres imperfections expérimentales sont corrigées (discernabilités spatiale/spectrale/temporelle
pour une expérience de Hong-Ou-Mandel [HOM87], intrication non-maximale pour une mesure
de Bell...). Elle permet également de mesurer les valeurs absolues du rendement de génération
dans le cristal et des pertes globales subies par les photons en aval de leur génération.

Nous décrirons tout d’abord cette technique, avant de l’illustrer par une estimation des perfor-
mances pour différentes solutions de filtrage plus ou moins étroit. Ensuite, nous présenterons sa
validation expérimentale, pour enfin l’appliquer à la source décrite dans le Chapitre 7 afin de me-
surer de manière absolue le taux de couplage des paires de photons dans la fibre optique, grandeur
généralement inaccessible à la mesure, et de le comparer à la valeur prédite au Chapitre 6.

8.1 Dispositif considéré

Nous avons vu que même si une source non dégénérée en fréquence présente en théorie de
meilleures performances en raison de la possibilité de séparer les photons de manière déterministe

1. La méthode décrite dans ce chapitre a fait l’objet d’un article [SFD+11] publié dans la revue Optics Express.
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(à l’aide d’un miroir dichroïque par exemple), des considérations pratiques de stabilisation des
filtres étroits en fréquence pouvaient conduire à se tourner vers une source quasi-dégénérée en
fréquence, bien que seule une séparation statistique soit possible dans ce cas. 2 C’est donc une telle
source que nous allons considérer dans cette section. Bien sûr, une analyse semblable pourrait
être appliquée à une situation expérimentale différente.

Dans ce cas quasi-dégénéré, la source de paires de photons est constituée (voir Figure 8.1) d’un
filtre unique commun aux deux photons d’une paire, suivi d’une lame partiellement réfléchissante
(ou un coupleur fibré) de coefficients de transmission en intensité RA vers la voie A et RB vers la
voie B (RA + RB = 1). Sur chaque voie se trouvent deux détecteurs 3 DA et DB de rendements
quantiques respectifs ηA et ηB. Le filtre est en général un empilement de filtres dont la transmission
est fonction de la fréquence du photon le traversant. Dans ce qui suit, nous considérons que
la transmission normalisée en intensité du filtre est décrite par une fonction F (ν) que nous
préciserons et qui a pour maximum 1. Le filtre est centré sur la fréquence νF, et on note F (ν−νF)
sa transmission à la fréquence ν. On suppose sa largeur significativement plus grande que la largeur
spectrale de la pompe. La transmission effective sur la voie A (resp. B) vaut F (νA−νF)TA (resp.
F (νB− νF)TB). TA et TB incluent toutes les pertes entre la génération des paires et le détecteur,
y compris les pertes d’insertion du filtre (i.e. les pertes en son centre). Elles incluent les pertes
par couplage dans la fibre optique, les pertes par propagation sur chaque voie. Pour alléger les
notations, nous notons XA = RATAηA (resp. XB = RBTBηB) l’« efficacité d’extraction » des
paires sur la voie A (resp. B), c’est à dire le facteur de transmission global depuis la génération
jusqu’à la détection.

Nous introduisons la variable δν = νp/2 − νF, qui décrit l’écart entre la fréquence de dé-
générescence du processus de fluorescence et la fréquence centrale du filtre. Du point de vue
opérationnel, en régime de fonctionnement normal de la source, la fréquence centrale νp de la
pompe est constante, et la fréquence centrale νF du filtre peut varier en raison de fluctuations
qu’il s’agit de réduire au maximum par un asservissement adéquat. D’un autre point de vue, on
peut caractériser l’effet de la valeur de δν en faisant varier la fréquence de pompe νp.

SPompe

DB

DA

A

B

F

C

Figure 8.1 – Dispositif considéré pour l’étude de l’effet d’un filtrage réel sur les performances d’une source
basée sur la fluorescence paramétrique en régime quasi-dégénéré : Les deux photons provenant
de la source S traversent un filtrage commun F, puis sont répartis grâce à un coupleur C (ou
une lame partiellement réfléchissante) vers deux voies A et B, sur lesquelles se trouvent
deux 3détecteurs DA et DB.

2. On exclut l’usage d’un séparateur de polarisation pour conserver la perspective d’appliquer la méthode à une
source de paires de photons intriqués en polarisation.

3. Dans le contexte d’une mesure de Bell, DA et DB peuvent aussi chacun être une paire de détecteurs en sortie
d’un analyseur de Bell, dont on somme les valeurs comptées, comme au Chapitre 5.
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8.2 Calcul des probabilités de coup et de coïncidence après le
filtre

La probabilité d’un coup sur les détecteurs DA et DB vaut

PA = p0Ω1XA(2−XA)KT

PB = p0Ω1XB(2−XB)KT

avec
Ω1 =

∫ +∞

−∞
F (νA − νF) dνA =

∫ +∞

−∞
F (νB − νF) dνB

La grandeur Ω1 remplace la largeur ∆νA = ∆νB du filtre carré envisagé dans le Chapitre 6. Elle
est bien sûr indépendante de la fréquence centrale νF du filtre.

Les expressions des probabilités de détection contiennent également le facteur KT qui traduit
les pertes dues à la forme temporelle du paquet d’ondes de la paire de photons par rapport à la
forme de la porte des détecteurs. En prenant l’exemple d’un paquet d’onde gaussien de demi-durée
∆t à 1

e , et d’une porte de détection rectangulaire de largeur T , on a :

KT =

∫+ T
2

− T
2

e− t2

∆t2 dt

∫+∞
−∞ e− t2

∆t2 dt

Cette formule exprime la probabilité qu’un photon d’une paire émise pendant la durée de la
pompe atteigne le détecteur pendant son temps ouverture. Pour une impulsion de pleine largeur
à mi-hauteur 2

√
2 ln 2 ∆t = 25 ns et une porte de largeur T = 20 ns, le coefficient KT vaut :

KT = 0,654

Les applications numériques qui suivront utiliseront cette valeur.

La probabilité d’une vraie coïncidence s’écrit

PCV = 2p0Ω2(δν)XAXBKT

avec

Ω2(νp, νF) =
∫ +∞

−∞
F (νA − νF)F (νp − νA − νF) dνA

=
∫ +∞

−∞
F (ν ′

A)F (νp − ν ′
A − 2νF) dν ′

A ν ′
A = νA − νF

Ω2(δν) =
∫ +∞

−∞
F (ν ′

A)F (2δν − ν ′
A) dν ′

A δν =
νp

2
− νF

= F ∗F (2δν)

On peut trouver une justification de cette forme au Chapitre 6, Eq. (6.34), en faisant l’ap-
proximation que le spectre de la pompe est suffisamment étroit devant la largeur des filtres. Il
serait cependant également possible d’évaluer Ω2(δν) en tenant compte de la largeur spectrale de
la pompe.

Contrairement à Ω1, la grandeur Ω2 dépend de δν, c’est à dire de la position spectrale du filtre
par rapport à la fréquence de la dégénérescence νp/2. Pour optimiser les vraies coïncidences, il est
nécessaire d’ajuster cette position. En effet, un filtrage décentré de plus que la largeur du filtre
(alors F ∗F (δν) = 0) empêche chaque photon à la fréquence νA d’avoir son jumeau transmis à
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la fréquence νB. Ω2 est donc maximum pour δν = 0.

Ω2 = Ω2(δν = 0)

Remarquons que KT n’intervient qu’à la puissance 1, puisqu’à l’échelle du temps de cohérence
de la paire (lié à la largeur spectrale de la pompe, supposée faible devant celle des photons de la
paire) les photons signal et complémentaire sont émis quasi-simultanément. Si le premier photon
est dans la porte du détecteur, le second l’est aussi avec une probabilité proche de 1.

La probabilité de coïncidences accidentelles, elle, est donnée par

PCA = 2p2
0Ω2

1XAXBKK
2
T

avec, en reprenant la formule (5.15) :

K = 2− 2(XA +XB) +
2
3

(X2
A +X2

B) +XAXB

où on a supposé χ = 0 puisqu’on a supposé que le spectre de la pompe était petit devant la
largeur du filtre.

Les coïncidences accidentelles sont donc, contrairement aux vraies coïncidences, indépendantes
des fluctuations du filtre. Notons que le facteur KT intervient au carré puisque les instants de
création de deux photons issus de deux paires incohérentes sont indépendants.

En pratique, on a

RA ≈ RB ≈ 0,5

TA ≈ TB ≈ 0,6 (8.1)

ηA ≈ ηB ≈ 0,07

c’est à dire XA ≈ XB ≈ 0,02. On peut alors récrire les résultats précédents de la manière suivante
avec une bonne précision :

PA = 2p0Ω1XAKT (8.2)

PB = 2p0Ω1XBKT (8.3)

PCV = 2p0Ω2XAXBKT (8.4)

PCA = 4p2
0Ω2

1XAXBK
2
T (8.5)

Dans ces conditions, on remarque que PCA = PAPB.

Ces grandeurs restent des valeurs théoriques, juste modifiées par rapport au Chapitre 5 en
prenant en compte la forme F du filtre F, en fixant χ = 0 et en considérant le paramètres
KT . Nous allons dans ce qui suit les mettre en relation avec les grandeurs mesurées issues de
l’expérience afin de les estimer.
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8.3 Grandeurs expérimentales et lien avec la théorie

8.3.1 Grandeurs mesurables

Nous introduisons maintenant les grandeurs mesurables suivantes, qui sont toutes données par
des détecteurs de photons :

P (mes)

A : probabilité d’un coup sur la voie A

P (mes)

B : probabilité d’un coup sur la voie B

P (mes)

AB : probabilité d’une coïncidence entre les voies A et B

P (mes)

bruitA
: probabilité d’un coup de bruit d’obscurité sur la voie A

P (mes)

bruitB
: probabilité d’un coup de bruit d’obscurité sur la voie B

Les « coups » désignent des détections simples sur un détecteur. Les « coïncidences » désignent
l’occurrence simultanée d’un coup en voie A et un coup en voie B. La simultanéité est définie
dans une fenêtre temporelle contenant quasi-totalement une seule impulsion de pompe.

Les grandeurs PA, PB, PCV, PCA estimées à partir des mesures expérimentales P (mes)

A , P (mes)

B ,
P (mes)

AB , P (mes)

bruitA
, P (mes)

bruitB
seront notées P (exp)

A , P (exp)

B , P (exp)

CV , P (exp)

CA pour les différencier de valeurs
purement théoriques.

8.3.2 Lien avec la théorie

Les probabilités de coup en voie A et en voie B se déduisent immédiatement de la probabilité
de coups mesurée, à laquelle on soustrait le bruit des détecteurs :

P (exp)

A = P (mes)

A − P (mes)

bruitA

P (exp)

B = P (mes)

B − P (mes)

bruitB

La probabilité estimée d’une coïncidence accidentelle est celle de la probabilité conjointe de
présence d’un photon en voie A et d’un photon en voie B, bruit d’obscurité des détecteurs exclu :

P (exp)

CA = P (exp)

A P (exp)

B =
(

P (mes)

A − P (mes)

bruitA

) (

P (mes)

B − P (mes)

bruitB

)

(8.6)

La probabilité mesurée d’une coïncidence entre A et B au sein d’une même impulsion vaut

P (mes)

AB = P (exp)

CV + P (exp)

CA + PCbruit (8.7)

où PCbruit est la probabilité de coïncidences accidentelles dues au bruit d’obscurité des détecteurs,
qui vaut

PCbruit = P (mes)

bruitA
P (mes)

bruitB
+ P (exp)

A P (mes)

bruitB
+ P (exp)

B P (mes)

bruitA
(8.8)

Puisqu’on a déjà exprimé P (exp)

CA et PCbruit en fonction de grandeurs mesurées, l’Equation (8.7)
permet d’obtenir l’estimation de la probabilité de coïncidences vraies à partir de ces seules gran-
deurs mesurées :

P (exp)

CV = P (mes)

AB − P (exp)

CA − PCbruit (8.9)

Le rapport des coïncidences accidentelles sur les vraies coïncidences vaut, d’après la théorie et
dans le cas de la présence de paires uniquement incohérentes (χ = 0) :

PCA

PCV
= 2p0

Ω2
1

Ω2
KT (8.10)



190 8.3. GRANDEURS EXPÉRIMENTALES ET LIEN AVEC LA THÉORIE

Ce rapport peut être estimé par le rapport P (exp)

CA /P (exp)

CV qui provient de grandeurs mesurées (Eqs.
(8.6) et (8.9)).

8.3.3 Expression empirique du taux de production de paires

À partir de l’équation (8.10) et du rapport P (exp)

CA /P (exp)

CV issu de mesures, on peut estimer la
probabilité de produire une paire de photons dans la bande du filtre :

p0Ω1 =
1

2KT

Ω2

Ω1

P (exp)

CA

P (exp)

CV

(8.11)

La valeur de la probabilité de générer une paire dans la bande passante du filtre peut donc être
déterminée à partir de mesures de coups et de coïncidences – à travers les expressions de P (exp)

CA

et P (exp)

CV , Eqs. (8.6) et (8.9) – et de la connaissance de Ω1, Ω2 et KT , trois valeurs constantes
caractéristiques du montage.

8.3.4 Expression empirique des pertes globales

À partir des équations donnant PA, PB et PCV (Eqs. 8.2 à 8.5), on peut également estimer
l’efficacité d’extraction :

XA =
Ω1

Ω2

P (exp)

CV

P (exp)

A

(8.12)

XB =
Ω1

Ω2

P (exp)

CV

P (exp)

B

(8.13)

(8.14)

qui représentent les pertes totales pour une voie, indépendantes de la forme du filtre. Contraire-
ment à p0Ω1, la valeur de ces pertes totales de dépend pas de KT . Il n’en serait pas de même si
la largeur spectrale de la pompe étant égale ou supérieure à celle des filtres.

Les valeurs ηA et ηB sont une caractéristique des détecteurs et sont connues. RATA et RBTB

peuvent s’écrire sous la forme d’un produit

RATA = TATC (8.15)

RBTB = TBTC (8.16)

(8.17)

où TA et TB sont les transmissions propres aux voies A et B, ce qui prend en compte toutes les
pertes dues à chacune de ces voies, la répartition du coupleur entre les voies A et B, et la trans-
mission maximale au centre du filtre F. TC est le taux de collection de la fluorescence dans la fibre
optique. TA et TB sont directement mesurables expérimentalement de manière indépendante 4.

4. Dans le cas de voies fibrées, on injecte en chemin inverse – c’est à dire à partir de la fibre branchée au
détecteur DA (resp. DB) – un signal à la fréquence νp/2 et on mesure la proportion TA (resp. TB) de puissance
transmise au niveau de la sortie du cristal
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Ainsi, il est possible d’estimer le taux de collection dans la fibre optique :

TC =
Ω1

Ω2

P (exp)

CV

ηATAp0Ω1P
(exp)

B

(8.18)

=
Ω1

Ω2

P (exp)

CV

ηBTBp0Ω1P
(exp)

A

(8.19)

(8.20)

où on rappelle que les grandeurs P (exp)

CV , P (exp)

A et P (exp)

B ne font intervenir que des grandeurs
mesurées.

8.3.5 Qualité de la source : mesure de la visibilité

Pour quantifier la qualité de la source, on reprend la définition du Chapitre 5 (§ 5.1.7). On
distingue la visibilité brute, qui s’écrit

V (exp)

(brute) =
1

1 + P
(exp)
CA +PCbruit

P
(exp)
CV

de la visibilité nette, corrigée du bruit d’obscurité des détecteurs, qui s’écrit quant à elle :

V (exp)

(nette) =
1

1 + P
(exp)
CA

P
(exp)
CV

qu’il est possible de comparer à la théorie, en utilisant l’expression 8.11 :

V(nette) =
1

1 + 2Ω1
Ω2
p0Ω1KT

(8.21)

À probabilité donnée p0Ω1 de créer une paire dans la bande passante Ω1, la visibilité nette dépend
uniquement du rapport Ω1/Ω2 et du facteur de recouvrement temporel KT .

Comme pour l’évaluation de p0Ω1, cette expression n’est valide que sous les hypothèses (8.1).
Remarquons que c’est en raison de cette hypothèse et du fait qu’on exprime cette visibilité en
fonction de la probabilité de générer une paire, et non de la détecter (paires utiles) que cette
expression ne dépend pas des pertes en ligne. À probabilité de paire utile donnée, de plus grandes
pertes impliquent une probabilité de génération plus grande, donc une baisse de visibilité.

8.4 Visibilité attendue pour quelques solutions de filtrage

Nous pouvons d’ores et déjà simuler numériquement la visibilité qu’il est possible d’obtenir
avec différentes solutions de filtrage réelles afin de choisir la meilleure d’entre elles pour un filtrage
plus étroit qu’au Chapitre 7).

La Table 8.1 résume le matériel de filtrage que nous avons à disposition, auquel on ajoute le
filtre rectangulaire idéal considéré dans le Chapitre 5. Plusieurs combinaisons de ces filtres sont
envisagées, numérotées de (1) à (9). Nous avons synthétisé, pour chacune d’entre elles, les valeurs
calculées numériquement dans la Table 8.2. Pour chaque combinaison, nous avons superposé sur
les Figures 8.2 à 8.4 la transmission de chaque filtre utilisé (en traits fins) ainsi que la transmission
résultante de leur combinaison (en bleu, traits gras) normalisée à Ω1 et la fonction Ω2(δν) (en
rouge, traits gras). Les calculs ont été effectués numériquement avec un pas de discrétisation de
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2 MHz sur une plage de 200 GHz, c’est à dire 100 001 points par courbe. Les courbes sont ensuite
tronquées en fréquence pour mieux faire apparaitre la zone souhaitée.

Numéro Matériel Bande passante à -3 dB Intervalle spectral libre

(a) filtre DWDM 73 GHz N.A.
(b) étalon Fabry-Pérot 1,59 GHz 50 GHz
(c) étalon Fabry-Pérot 40 MHz 40 GHz
(d) étalon Fabry-Pérot 24 MHz 5,12 GHz
(e) filtre idéal quelconque N.A.

Table 8.1 – Caractéristiques du matériel envisagé pour le filtrage spectral de la source

Cas Combinaison
Nb de Largeur Ω2(0)

Ω1

Visibilité si KT = 0,654

modes d’un mode p0Ω1=1 % p0Ω1=10 %

(1) (e) 1 indépendant 1,00 98,7 % 88,4 %
(2) (a) 1 50 GHz 0,88 98,5 % 87,1 %
(3) (a+b) 1 1,73 GHz 0,46 97,2 % 77,9 %
(4) (a+c) 3 40 MHz 0,37 96,6 % 73,9 %
(5) (a+d) 20 24 MHz 0,44 97,1 % 77,1 %
(6) (a+b+c) 1 40 MHz 0,51 97,5 % 79,6 %
(7) (a+b+d) 1 24 MHz 0,44 97,1 % 77,1 %
(8) (a+b+b+d) 1 24 MHz 0,50 97,5 % 79,3 %
(9) (a+b+b+c) 1 40 MHz 0,52 97,5 % 79,9 %

Table 8.2 – Calcul du rapport Ω2(0)/Ω1 et de la visibilité pour diverses solutions de filtrage. Cette visibilité
est évaluée pour deux probabilités de génération : 1 % et 10 %. Elle est indépendante des pertes
totales sous les hypothèses (8.1).

Avant de discuter successivement chaque combinaison, remarquons que, d’après la Table 8.2,
l’effet de Ω2/Ω1 sur la visibilité est plus significatif à forte probabilité de génération (p0Ω1 = 10 %)
qu’à faible probabilité (p0Ω1 = 1 %). Un bon rapport Ω2/Ω1 permet donc d’augmenter le taux
de génération, et finalement celui des paires utiles.

Commentaires sur les différentes combinaisons du Tableau 8.2 —

(1) Pour un filtre idéal, le rapport Ω2(0)/Ω1 est indépendant de la largeur du filtre et vaut 1.
On retrouve le résultat obtenu au paragraphe 5.2.2 dans les sections précédentes, pour
le cas d’un filtrage symétrique (∆νA = ∆νB).

(2) Le filtre DWDM, de forme quasi trapézoïdale avec une bande passante plate sur une
grande largeur, est de tous celui qui s’approche le plus du cas idéal rectangulaire (1),
le rapport Ω2(0)/Ω1 est élevé et proche de 1. Mais la technologie de ce filtre n’autorise
pas de largeur de bande suffisamment étroite pour notre objectif de quelques dizaines
de mégahertz.

(3) Ici, la largeur spectrale est plus fine, bien qu’encore trop large (1,73 GHz). Grâce à la
combinaison avec le filtre DWDM, un seul mode Fabry-Pérot est bien transmis, les
autres étant fortement atténués. On constate que la forme lorentzienne d’une résonance
Fabry-Pérot est moins favorable à Ω2 que pour le DWDM. Le rapport Ω2(0)/Ω1 est
fortement réduit (environ un facteur deux).
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Combinaison (2) DWDM

ChapFiltrageCalculsFiltresNew.sce ; Fig 862
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Combinaison (3) DWDM + Étalon 1,75 GHz
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Figure 8.2 – Représentation de la résultante des filtres pour les combinaisons (2) et (3) : F (ν) (en bleu)
et Ω2(ν) (en rouge). La courbe fine jaune représente la transmission de l’étalon de largeur
1,75 GHz et la courbe fine bleu clair celle du DWDM.
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Combinaison (4) DWDM + Étalon 40 MHz
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Combinaison (5) DWDM + Étalon 24 MHz
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Figure 8.3 – Représentation de la résultante des filtres pour les combinaisons (4) à (6) : F (ν) (en bleu) et
Ω2(ν) (en rouge). La courbe fine jaune représente la transmission de l’étalon de largeur
1,75 GHz, la courbe fine rose celle de l’étalon de largeur 40 MHz, la courbe fine verte celle de
l’étalon de largeur 24 MHz, et la courbe fine bleu clair celle du DWDM.



CHAPITRE 8. MESURE IN SITU ET EN TEMPS RÉEL DES PERFORMANCES D’UNE SOURCE OU
D’UN LIEN QUANTIQUE 195

Combinaison (7) DWDM + Étalon 1,75 GHz + Étalon 24 MHz

0

10

20

30

40

50 = 18.9 MHz

= 43 MHz

−60 −40 −20 0 20 40 60

ȍ2/ȍ1 = 0.44

Ecart à la fréquence de dégénérescence (GHz)

(M
H

z)

ȍ2

ȍ1

Combinaison (8) DWDM + 2 étalons 1,75 GHz + Étalon 40 MHz

0
5

10
15
20
25
30
35
40
45 = 18.9 MHz

= 37.9 MHz

−60 −40 −20 0 20 40 60

ȍ2/ȍ1 = 0.5

Ecart à la fréquence de dégénérescence (GHz)

(M
H

z)

ȍ2

ȍ1

Combinaison (9) DWDM + 2 étalons 1,75 GHz + Étalon 24 MHz

0

10

20

30

40

50

60

70
= 31.4 MHz

= 60.8 MHz

−60 −40 −20 0 20 40 60

ȍ2/ȍ1 = 0.52

Ecart à la fréquence de dégénérescence (GHz)

(M
H

z)

ȍ2

ȍ1

Figure 8.4 – Représentation de la résultante des filtres pour les combinaisons (7) à (9) : F (ν) (en bleu) et
Ω2(ν) (en rouge). La courbe fine jaune représente la transmission de l’étalon de largeur
1,75 GHz, la courbe fine rose celle de l’étalon de largeur 40 MHz, la courbe fine verte celle de
l’étalon de largeur 24 MHz, et la courbe fine bleu clair celle du DWDM.



196 8.5. APPLICATION DE LA MÉTHODE À NOTRE SOURCE

(4) En associant au filtre DWDM l’étalon Fabry-Pérot (c), plus étroit et de grand intervalle
spectral libre, trois modes sont non atténués par le DWDM : le mode central est opti-
malement transmis, mais 2 des 3 modes sont trop faiblement atténués, ce qui abaisse
fortement la visibilité.

(5) Dans le cas où on remplace l’étalon Fabry-Pérot (c) par le (d), d’intervalle spectrale libre
plus petit, de nombreux modes sont non atténués par le DWDM. Mais en raison de leur
symétrie par rapport à la fréquence de dégénérescence νp/2, ceux-ci contribuent aux
vraies coïncidences et la visibilité ne s’effondre pas malgré la multipicité de modes. Si elle
reste relativement faible, c’est en raison de la transmission moyenne d’une grande partie
des modes, pas du nombre de modes en soi. Cependant, notons que sauf application
spéciale, la présence de multiples raies fréquentielles est généralement non souhaitée
dans les applications d’une telle source.

(6) L’ajout de l’étalon Fabry-Pérot (b), de grand intervalle spectral libre (ISL) et de largeur
spectrale intermédiaire entre le DWDM et l’étalon (c), permet de supprimer les modes
non-centraux de ce dernier. Par rapport au cas (4), équivalent mais privé de l’étalon
(b), la visibilité est en effet améliorée.

(7) En revanche, dans le cas de l’étalon (d), étroit mais d’ISL petit, l’ajout de l’étalon
intermédiaire (b) n’améliore pas significativement la visibilité. Le but de l’étalon (b),
outre de ne sélectionner que le mode central, est de supprimer les modes situés dans les
ailes du DWDM, qui diminuent la visibilité en raison de leur transmission faible mais
non-nulle. En effet, les fréquences insuffisamment atténuées contribuent d’autant plus
aux coïncidences accidentelles qu’aux vraies coïncidences. Seule une atténuation très
importante de ces modes non-centraux peut rétablir une visibilité optimale, ce qui n’est
pas atteint ici, où quatre modes non centraux très faiblement transmis contribuent de
manière parasite aux coïncidences accidentelles.

(8) Afin d’améliorer le défaut évoqué ci-dessus, à savoir l’atténuation insuffisante des modes
non-centraux de l’étalon (d), nous avons ajouté un second étalon intermédiaire (b).
La visibilité s’en trouve améliorée, et elle atteint presque celle du cas (6), tout en
permettant une largeur spectrale de 24 MHz au lieu de 40 MHz pour ce dernier cas.

(9) Associé à l’étalon de largeur 40 MHz, l’ajout d’un second étalon intermédiaire (b) amé-
liore la visibilité par rapport au cas (6). Il s’agit de la combinaison de filtres offrant la
meilleure visibilité parmi les solutions permettant une largeur spectrale globale étroite,
mais cette largeur n’est que de 40 MHz tandis qu’elle était de 24 MHz dans le cas pré-
cédent (8).

8.5 Application de la méthode à notre source

Pour cette étude, on se base sur le montage mis en place au Chapitre 7. Nous allons tout
d’abord procéder à une vérification préliminaire de la méthode simple avant de l’appliquer à
l’optimisation fine du montage expérimental.

8.5.1 Validation expérimentale de la méthode et mesure des performances en
bande DWDM

Avant d’appliquer la méthode à l’étude de l’optimisation du couplage, on peut vérifier que les
grandeurs estimées sont conformes à ce qu’on attend. Pour cela, un montage même non optimisé
suffirait ; les valeurs extraites de ces courbes, le taux de couplage en particulier, constituent
d’ailleurs des critères importants pour optimiser la source. Cependant, les courbes présentées ici
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ont été réalisées avec une source relativement bien optimisée, en bande « large », c’est à dire celle
du filtre DWDM.

Lorsqu’on change la puissance de pompe, l’estimation de p0Ω1 doit varier en proportion. De
même, lorsqu’un paramètre en principe sans influence sur le taux de couplage varie, l’estimation
de TC doit rester constante.

Les Figures 8.5 et 8.6 constituent une confirmation de la théorie dans les deux cas évoqués :
sur la première figure, l’évolution est bien linéaire ; sur la seconde, le taux de couplage ne varie
qu’aux incertitudes d’expériences près.
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Figure 8.5 – Taux de paires généreés p0Ω1, déterminé par la méthode décrite au § 8.3.3, en fonction de la
puissance de fluorescence collectée. Lorsque les autres paramètres du dispositif ne changent
pas, ce taux évolue linéairement.

Du point de vue des performances obtenues, bien que l’optimisation ne soit pas encore complète
(voir plus loin, § 8.6.2), on constate un taux de couplage déjà élevé (67 %) quoiqu’inférieur à la
valeur idéale (88 % 5) prédite par la théorie développée au Chapitre 6.

On peut, avec les mêmes données, calculer l’évolution de la visibilité (définie au Chapitre 5)
avec le taux de génération de paires p0Ω1. La Figure 8.7 représente les visibilités nette et brute
obtenues. Comme le prédit la théorie, celle-ci diminue lorsque p0Ω1 augmente. Lorsque le taux
de génération s’approche de zéro, la visibilité nette, corrigée du bruit des détecteurs, s’approche
bien de 100 %.

8.5.2 Validation du modèle adopté pour la forme spectrale des filtres

La possibilité d’évaluer rigoureusement le taux de couplage des paires de photons jumeaux
produites en fonction de seules grandeurs mesurées (taux de coups sur un détecteur et taux de
coïncidences sur deux détecteurs) dépend d’une évaluation correcte de Ω2(δν)/Ω1. Nous avons
mesuré Ω2(δν) en faisant varier νp, et comparé les résultats aux valeurs calculées pour deux
solutions de filtrage dont nous évons également mesuré le spectre en transmisson : un filtre
DWDM (Fig. 8.8) et un filtre Fabry-Pérot de bande passante 1,59 GHz (Fig. 8.9).

L’accord est très satisfaisant ; on peut donc conclure que les valeurs de Ω1 et de Ω2 calculées
sont correctes et qu’il est possible de les utiliser pour quantifier les performances de la source.

5. La valeur calculée par la théorie correspond au taux de couplage de paires, i.e. deux photons, et vaut 77 %.
Le taux de couplage par photon vaut

√
0,77 = 0,88.
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Figure 8.6 – Taux de couplage de la fluorescence, déterminé par la méthode décrite au § 8.3.4, mesuré
pour différents taux de génération de paires de photons. Lorsque les autres paramètres du
dispositif ne changent pas, ce taux est constant. Les barres d’erreur correspondent à une
incertitude de 200 coups et de 1 coïncidence par seconde.
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Figure 8.7 – Visibilité de franges d’interférences, déterminée à partir des données de mesure et de la
méthode du § 8.3.5, en fonction du taux de génération de paires de photons. La droite
correspond à la visibilité théorique calculée à partir de l’Équation (8.21).
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Figure 8.8 – Accord des mesures avec la théorie du taux de coïncidences développée au § 8.2, pour un
filtrage à l’aide d’un filtre DWDM seul.
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Figure 8.9 – Accord des mesures avec la théorie du taux de coïncidences développée au § 8.2, pour un
filtrage à l’aide d’un filtre DWDM associé à un étalon fabry-pérot de bande passante
1,59 GHz.
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8.6 Optimisation fine de la collection dans une fibre optique

Cette section fait echo à la section 7.3 du Chapitre 7. Nous y avions rapporté une étude des
conditions de collection de la fluorescence dans une fibre optique se basant sur une mesure de
la densité spectrale de fluorescence collectée au voisinage étroit (∼ 1 nm) de la dégénérescence.
Cependant, nous avions remarqué (§ 7.3.1) que cette étude ne pouvait rigoureusement qu’être
grossière au vu de l’étude réalisée au Chapitre 6. Le critère de puissance ne permet en effet pas de
découpler les variations provenant du rendement de génération et celles provenant de l’efficacité
de collection.

La méthode de mesure du taux de couplage développée dans ce chapitre nous donne un moyen
d’accès à l’un de ces deux critères indépendamment. Nous allons donc pouvoir parfaire l’optimi-
sation du taux de couplage qui, comme nous l’avons vu au Chapitre 5, est décisif pour la qualité
de la source.

8.6.1 Evidence expérimentale de la limite du critère de puissance

Pour illustrer le fait que l’optimisation du taux de couplage sur le critère des coïncidences
donne de meilleurs résultats que sur le simple critère de la puissance collectée, on peut observer
l’effet de quelques paramètres.

La Figure 8.10 représente les résultats d’une expérience réalisée en faisant varier la position du
cristal par rapport au waist du faisceau de pompe. On y a rapporté les variations des puissances
collectées, dans la bande totale ou la bande étroite du filtre DWDM, ainsi que le taux de couplage
évaluée d’après la méthode décrite dans ce chapitre.

On constate que la position optimale du cristal par rapport à la position du waist (paramètre
normalisé ζ) n’est pas la même selon qu’on s’intéresse à la puissance collectée en bande étroite
(losanges bleus) ou au taux de couplage calculé à partir des coïncidences (carrés pleins rouges).
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Figure 8.10 – Taux de couplage de la fluorescence dans la fibre monomode, déterminé par la méthode
décrite au § 8.3.4, en fonction de la position du waist dans le cristal. Ce taux est comparé
avec les puissances mesurées en bandes large et étroite.

De même, la Figure 8.11 où ces variations sont mesurées en fonction de la température du
cristal, montre que les conditions d’accord de phase optimales (paramètre normalisé ϕ0, lié à la
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température du cristal) ne sont pas les mêmes pour les deux méthodes d’optimisation : de l’ordre
de 1° sépare les deux optima, ce qui correspond à une différence légère, mais sensible, du spectre
collecté (d’après la Figure 7.17).
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Figure 8.11 – Taux de couplage de la fluorescence dans la fibre monomode, déterminé par la méthode
décrite au § 8.3.4, en fonction de la température du cristal. Ce taux est comparé avec les
puissances mesurées en bandes large et étroite.

8.6.2 Optimisation fine de la source sur le critère du taux de collection

Nous avons réalisé une étude des conditions de couplage optimal en bande DWDM, par une
démarche similaire à celle du Chapitre 7 (§ 7.3.2) mais cette fois-ci en utilisant la méthode décrite
dans ce chapitre.

Les taux de comptage sur les détecteurs DA et DB, ainsi que le taux de coïncidences, ont été
mesurés en temps réel par un système d’acquisition informatisé. En appliquant les formules vues
au paragraphe 8.3.4 et en utilisant la valeur de Ω2(0)/Ω1 de la Table 8.2 calculée pour le filtre
DWDM, les valeurs de XA et XB (Eqs. 8.12 et 8.13) ont donc pu être estimées et affichées en
temps réel également.

Différents degrés de focalisation (η = 0,44, 0,76, 1,0 et 2,7 ont été appliqués en changeant la
longueur focale de la lentille Lf . Les valeurs de ρ (par l’intermédiaire de la lentille d’injection
Li, la lentille de collection Lc étant fixée à 150 mm) et ϕ0 (température du cristal) ont été
expérimentalement ajustées pour minimiser XA et XB, c’est à dire maximiser le taux de couplage
dans la fibre optique.

Ensuite, à l’aide d’une mesure unique des transmissions TA = RATA et TB = RBTB sur les
voies A et B (cf. § 8.3.4), le taux de couplage TC a été déterminé à l’aide des Équations 8.18 et
8.19. Bien sûr, les deux valeurs ainsi déterminées de ce taux de couplage sont identiques, à la
précision près des mesures de TA et TB.

Le taux de couplage TC est un taux de couplage en puissance. Le taux de couplage Γ vu au
Chapitre 6 (§ 6.2.9) est un taux de couplage des paires de photons. Pour les comparer, il faut
donc utiliser la relation suivante entre l’un et l’autre :

Γ =
√

TC
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La Figure 8.12 reprend les valeurs de la Figure 6.5 (p. 143) basées sur les calculs du Chapitre 6,
représentées sur une échelle logarithmique en abscisses 6. Les valeurs mesurées par la méthode
ci-dessus y sont reportées, ainsi que la courbe proportionnelle à la courbe théorique qui s’approche
le plus des points expérimentaux.

Figure 8.12 – Taux de couplage d’une paire de photons estimé au Chapitre 6 (courbe continue) et courbe
proportionnelle (tirets) s’ajustant au mieux avec les valeurs mesurées (carrés).

On constate que les valeurs mesurées s’ajustent très bien avec la courbe théorique, pourvu
qu’on applique un facteur de correction de 0,72 : le taux de couplage atteint expérimentalement
est inférieur de 28 % à la valeur prédite.

Cet écart peut s’expliquer par les imperfections expérimentales, par exemple par le fait que
le faisceau de pompe dans le cristal de fluorescence n’est pas aussi idéalement gaussien que
celui considéré dans la théorie, en raison des différents éléments qu’il a traversé avant l’étape
de fluorescence. De même, la distribution spatiale de la fluorescence a pu être dégradé par les
éléments de filtrage situés entre sa génération et sa collection.

Cependant, l’évolution expérimentale du taux de couplage en fonction du degré de focalisation,
tout autre paramètre étant optimisé, est fidèle à ce que prédit la théorie. Cela signifie d’une part
que la méthode décrite dans ce chapitre paraît fiable, et d’autre part que la théorie développée
au Chapitre 6 correspond à la réalité expérimentale.

8.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré comment, à partir des taux de coups et de coïncidences
mesurées à l’aide de deux détecteurs, il est possible de déterminer avec une très bonne approxi-
mation des paramètres importants du système comme le nombre de paires de photons jumeaux
générées (et non celles qui parviennent aux détecteurs), les pertes globales et la qualité de la
source exprimée par un paramètre de visibilité.

Des simulations effectuées avec différentes configurations réalistes de filtrage nous ont montré
que la forme du filtre est déterminante pour la visibilité. Toutes choses égales par ailleurs (pertes
globales du système, taux de paires générées, rendement quantique des détecteurs, etc.), pour une
largeur spectrale finale donnée, le remplacement d’un filtre parfait par un filtre réel peut fortement

6. Les points calculés ont été interpolés pour en faire une courbe continue.
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diminuer la visibilité. Nous avons exploré plusieurs solutions possibles permettant d’obtenir la
largeur spectrale finale souhaitée pour la source.

La technique développée dans ce chapitre a permis de mesurer de manière absolue le taux de
couplage de la fluorescence dans la fibre optique pour la source développée au Chapitre 7. Ce
taux de couplage s’avère être élevé (74 % en puissance, 55 % pour une paire de photons) bien que
de presque 30 % inférieur à la valeur prédite par notre théorie développée au Chapitre 6. Nous
pensons que l’utilisation de lentilles de focales parfaitement optimales, ainsi qu’une épuration du
faisceau de pompe pourraient encore augmenter cette valeur. Ce dernier traversant de nombreux
éléments optiques entre sa génération par seconde harmonique et le pompage du processus de
fluorescence, il n’est plus très exactement monomode spatial. Filtrer ses composantes d’ordres
supérieurs, par exemple par une injection dans une fibre capable de tolérer la forte intensité, puis
une recollimation juste avant l’étage de fluorescence permettrait d’y parvenir. Les pertes causées
par ce procédé, contrairement aux pertes en aval de la fluorescence, ne dégradent pas la qualité
de la source. Toute perte en amont ne fait que diminuer sa brillance. 7

Insistons également sur le fait que l’étude décrite dans ce chapitre permet d’évaluer les per-
formances d’une source impulsionnelle quelconque basée sur la fluorescence paramétrique. Elle
complète l’étude du Chapitre 5 en prenant en compte l’effet de la forme réelle du filtrage dans
l’estimation des performances de ce type de source.

Grâce à cette technique, la mise au point de la source décrite dans le Chapitre 7 peut être
sensiblement facilitée et ses performances améliorées. Par ailleurs, la méthode peut être étendue au
cas où la source est partie intégrante d’un lien quantique entre deux interlocuteurs. Sa simplicité
associée au caractère temps réel des mesures nécessaires constituent un avantage qui permet
d’envisager un contrôle continu de la qualité d’un lien quantique sans modifier le montage existant.
Elle ne dépend pas de la qualité de l’intrication, ce qui la rend très utile pour dissocier les
imperfections expérimentales qui relèvent de la source elle-même (génération, filtrage, collection)
des imperfections de la mesure de Bell. Ainsi, cette technique présente un intérêt complémentaire
d’une mesure de Bell pour l’optimisation d’une source intriquée, dont nous abordons la réalisation
dans le chapitre suivant.

7. Une perte de brillance de x% peut être compensée par une augmentation égale de la puissance de pompe, ce
qui détériore la qualité de la source dans une proportion moindre qu’avec x% de pertes en aval.
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Chapitre 9

Proposition de source de photons
intriqués en polarisation

Dès la conception du projet e-Quanet, nous avons étudié les conditions de réalisation de l’in-
trication pour une source fibrée de faible largeur spectrale telle que celle que nous avons présentée
au Chapitre 7. L’idée est de créer les paires de photons dans une superposition cohérente de deux
états orthogonaux de polarisation et d’en contrôler la phase, en s’inspirant des travaux effectués
par certaines équipes sur l’intrication réalisée en configuration colinéaire à l’aide de deux cristaux
non-linéaires successifs [NUT+02, LTMP06]. Il s’agit ici d’utiliser ce principe à l’aide d’un seul
cristal pompé de manière contrapropagative, de manière semblable au montage de M. Fioren-

tino [FMK+04] mais en utilisant un cristal de PPLN, donc des paires de même polarisation. La
réalisation de l’intrication nécessite donc l’utilisation d’éléments supplémentaires dans le montage.

9.1 Double passage cohérent

Le pompage contrapropagatif s’obtient en faisant réaliser à la pompe un aller-retour dans le
cristal. Cette pompe n’est pas recyclée : après avoir pompé le cristal dans un sens, s’être réfléchie
sur le miroir sphérique, puis pompé le cristal en sens opposé, elle est redirigée vers un éventuel
autre bloc expérimental (ou un piège à lumière), à l’aide d’un rotateur de Faraday suivi du prisme
de Glan, ce qui protège l’amont de l’expérience de la forte puissance retour.

9.1.1 Injection dans une fibre optique unique

Principe —

Une première idée, représentée en Figure 9.1, consisterait à collecter dans une même fibre
optique les paires de photons produites à l’aller et au retour, en prenant soin de tourner de 90°
la polarisation des photons créés à l’aller afin que l’état après collection soit de type α|HH〉 +
βeιφ|V V 〉, V désignant la direction de polarisation des paires générées au premier passage, qui
est fixée par le cristal et les conditions d’accord de phase.

La phase φ peut être ajustée en contrôlant précisément la position du miroir sphérique à l’aide
d’une cale piézoélectrique. Cette position peut être contrôlée avec précision en boucle fermée (as-
servissement sur une mesure de position du miroir). Mais si des fluctuations extérieures entrainent
une fluctuation de la phase φ, un asservissement peut être réalisé en boucle ouverte sur un signal
optique dont la phase prend en compte ces fluctuations. Comme le montre schématiquement la
Figure 9.2, ceci peut être réalisé en injectant dans le système un signal à une longueur d’onde
éloignée de ∆λ de la longueur d’onde de dégénérescence afin qu’il soit situé hors de la bande
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Figure 9.1 – Schéma possible pour réaliser l’intrication en double passage et simple injection, à partir de
photons jumeaux générés par fluorescence paramétrique dans un cristal de PPLN.

passante du filtre DWDM, puis en mesurant l’interférence entre ce signal, qui a accumulé une
phase liée à la position du miroir et aux éléments traversés potentiellement fluctuants (convection
de l’air, température du milieu), et un autre signal issu du même laser prélevé par un coupleur,
d’intensité proche de phase constante. En ajustant finement la position du miroir pour maintenir
une phase, arbitraire mais constante, la phase φ est elle aussi maintenue constante en conséquence.
La position du miroir peut ensuite être ajustée de manière à obtenir une phase φ = 0 ou φ = π

2 ,
par exemple, en asservissant la position du miroir sur un niveau différent de l’interférence entre
les deux signaux à +∆λ (i.e. plus ou moins constructive). Notons que si la puissance nécessaire
pour le signal décalé de ∆λ est trop élevée, un second filtre DWDM en aval du premier peut
s’avérer nécessaire pour finir d’éliminer tout photon résiduel.

La valeur de β est différente de celle de α d’une part puisque la pompe est atténuée par le pre-
mier passage, et d’autre part parce que le couplage dans la fibre optique n’est pas nécessairement
aussi optimal pour les paires crées au retour et celles crées à l’aller, qui ont subi une réflexion
sur le miroir sphérique. Ce déséquilibre éloigne l’état produit d’un état maximalement intriqué
(voir Chap. 3, §. 3.1.2). Il est possible de corriger cela en utilisant une combinaison de lames λ/2
et λ/4 à 782 nm : la première, une λ/2 introduite avant le premier passage, permet de tourner
la polarisation de la pompe par rapport à la polarisation V , ce qui a pour effet de diminuer le
rendement (dans la proportion de la projection de la polarisation sur V ). À l’aide de la deuxième
lame, une λ/4 traversée deux fois entre le trajet aller et le trajet retour, on rétablit la polarisation
selon la direction V pour rendre le rendement meilleur et compenser les pertes de la pompe lors
du premier passage. Pour que ce système soit sans effet sur l’état de polarisation des paires de
photons, la lame λ/4 à 782 nm doit également être λ/2 à 1564 nm.

Pour obtenir l’état |HH〉, on tourne la polarisation de la paire |V V 〉 créée à l’aller à l’aide,
cette fois-ci, d’une lame à la fois λ/4 à 1564 nm et λ/2 à 782 nm. Ainsi, après un double passage
(avant/après réflexion sur le miroir sphérique), la polarisation de la pompe est conservée et reste
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Figure 9.2 – Proposition pour asservir la phase de l’état intriqué généré par le montage de la Figure 9.1.
Les coupleurs (C) sont des coupleurs 50/50.

optimale pour le processus non-linéaire. La fluorescence produite, elle, peut traverser le cristal
avec un minimum d’interaction et se superposer aux paires créées au retour pour produire l’état
intriqué. Cette superposition est cohérente si la durée de l’impulsion de pompe est plus grande
que le temps séparant l’aller du retour dans le cristal.

Les paires sont ensuite séparées de la pompe à l’aide d’un miroir dichroïque, et le résidu de
photons de pompe est éliminé comme nous l’avons décrit au Chapitre 7, §. 7.2.3.2, par des filtres
colorés et un miroir à couches minces réalisé sur mesure, précédés éventuellement par d’autres
miroirs dichroïques.

Après injection dans une fibre optique monomode, les paires de photons intriqués sont filtrés
spectralement par la combinaison Filtre DWDM + Fabry-Pérot fibré étroit, proposée au Cha-
pitre 7, §. 7.1.3.4, et dont on a étudié les performances au Chapitre 8, §. 8.4 (cas (4)). Les photons
des paires sont ensuite séparés, dans un cas sur deux, à l’aide du coupleur 50/50. Les autres cas
ne donnant pas lieu à coïncidence, ils sont sans effet sur la qualité des mesures.

Résultat —

Une difficulté matérielle insoluble a rendu cette solution inapplicable : l’étalon Fabry-Pérot
étroit s’est avéré présenter une levée de dégénérescence en polarisation : la fréquence du mode
associé à la polarisation V est décalée d’environ 200 MHz par rapport à celle du mode associé à
la polarisation H. Ainsi, même si les deux modes sont symétriques par rapport à la fréquence de
dégénérescence, les photons deviennent discernables, ce qui détruit l’intrication.

Tous les étalons Fabry-Pérot fibrés dont nous avons eu connaissance présentent, de manière
plus ou moins prononcée, ce type de phénomène lorsque la largeur de mode requise est plus petite
qu’environ 1 GHz. Cette limite semble être inhérente à la méthode de fabrication utilisée ; il a donc
fallu s’orienter vers une autre solution. La technologie des filtres de Bragg fibrés, explorée par nos



208 9.1. DOUBLE PASSAGE COHÉRENT

collaborateurs du Laboratoire de Physique de la Matière Condensée à Nice, semble également
posséder une telle biréfringence pour de faibles largeurs spectrales.

Notons de plus que l’usage d’un miroir sphérique unique pour réfléchir la pompe et les paires
de photons rend impossible d’ajuster indépendamment le paramètre de focalisation (variable η
dans le Chapitre 6, §. 6.2.7) de la pompe et le couplage des photons générés au retour. Si le miroir
sphérique est choisi pour optimiser ce couplage, donc l’équilibre de la collection des paires aller
et des paires retour, la lentille de focalisation de la pompe doit être choisie de sorte que le rayon
de courbure du faisceau soit adapté à la courbure du miroir, ce qui fixe la longueur de Rayleigh.
De ce point de vue, la présence des lames d’onde permettant d’ajuster α et β est importante.

9.1.2 Injection dans deux fibres optiques

Avant d’envisager une tout autre expérience mettant en œuvre une solution de filtrage diffé-
rente, nous avons tenté de contourner le problème de la discernabilité en polarisation évoqué au
paragraphe précédent et de voir s’il était possible de réaliser des mesures d’états intriqués à l’aide
de l’étalon Fabry-Pérot dont nous disposions.

Principe —

Le montage proposé est représenté en Figure 9.3. Il s’agit d’utiliser l’étalon Fabry-Pérot en
double passage : les paires de photons créées à l’aller dans le cristal sont injectées dans une fibre et
traversent l’étalon dans un sens. Les paires créées au retour, de même polarisation, sont injectées
dans une autre fibre et traversent l’étalon dans le sens inverse. Des contrôleurs de polarisation
fibrés assurent que, dans les deux sens, la polarisation des deux paires est rigoureusement identique
malgré la biréfringence de la fibre. Elles sont donc filtrées par le même mode Fabry-Pérot. Il suffit
alors de tourner de 90° l’une des deux paires pour construire une superposition cohérente de paires
de polarisations orthogonales α|HH〉+ βeιφ|V V 〉. Comme pour la première méthode, des lames
d’onde à 782 nm ainsi qu’une cale piézoélectrique permettent d’ajuster α, β et φ afin d’obtenir
un état maximalement intriqué.

Difficultés —

Photons parasites — Le principal problème prévisible avec ce montage concerne les
circulateurs. Il est possible que leur isolation ne soit pas suffisante pour que les fuites du port
1 vers le port 3 (voir figure) soient suffisamment négligeable devant le rapport entre la bande
passante du DWDM et la largeur de mode de l’étalon Fabry-Pérot. L’isolation typique entre les
ports 1 et 3 est de 10−4. Si la finesse de l’étalon est de 1000, on obtient un rapport signal sur
bruit de 10 seulement, le « signal » étant les photons dans la bande étroite du mode de l’étalon
et le « bruit » étant les photons en bande large. Ces photons de bruit ne traversant pas tous
les contrôleurs de polarisation, ils ne font pas qu’élargir la source ; ils détériorent également les
résultats de mesures de Bell subséquentes. Il peut être nécessaire pour se prémunir contre ce
bruit d’ajouter avant l’injection un étalon Fabry-Pérot de caractéristiques semblables à l’étalon
(b) présenté au Chapitre 8 (Table 8.1). Mais sa bande passante n’étant qu’environ 50 fois plus
petite que celle du DWDM, il reste un nombre sensible de photons susceptibles de détériorer la
qualité de la source. Une bande plus étroite est difficilement envisageable car cela rendrait difficile
son recouvrement avec la résonance de l’étalon Fabry-Pérot fibré étroit.



CHAPITRE 9. PROPOSITION DE SOURCE DE PHOTONS INTRIQUÉS EN POLARISATION 209

Pompe
782 nm PPLN

Rmax à 782 nm

cale
piezoélectrique

Rotateur
de Faraday

Prisme 
de Glan

DWDM DWDM

C

Circ

Circ

F-P

A

B

λ/4 @ 782 nmRmax @ 1564 nm
Tmax @ 782 nm

λ/2 @ 782 nm

2×RG1000
2×Rmax @1150-1450 nm

C
tr

l. 
Po

la
r.

Ctrl. Polar.

Injection fibre

λ/2 @ 1564 nm

Collimation

1

2

3

1

2
3

Mise en forme spectrale
supplémentaire éventuelle

Figure 9.3 – Schéma possible pour réaliser l’intrication en double passage à partir d’une source de photons
jumeaux basée sur la fluorescence dans un cristal de PPLN.
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Asservissement de la phase φ — L’asservissement de la phase φ ne peut plus être réalisé
de la même façon que dans le montage à une seule injection en utilisant un signal à une longueur
d’onde éloignée de ∆λ par rapport à la dégénérescence, cette écart étant choisi de manière à
pouvoir séparer le signal des paires de photons à l’aide du filtre DWDM.

On peut envisager d’injecter ce signal en espace libre sur l’un des deux miroirs réfléchissant
la fluorescence et de mesurer l’interférence entre les trajets associés à chaque injection. Le miroir
sphérique doit alors aussi être réfléchissant à la longueur d’onde utilisée pour cet asservissement.
Notons qu’il est expérimentalement délicat de faire en sorte que ce signal d’asservissement soit
bien couplé à la fibre : le réglage de l’injection étant réservé à l’optimisation de la collection des
paires de photons, seul l’ajustement en espace libre du faisceau permet le réglage de son couplage
dans la fibre et un tel ajustement possède de nombreux degrés de liberté (position transverse et
longitudinale, direction, waist). De plus, ce couplage devrait autant que possible être aussi bon
dans les deux fibres, alors qu’il n’est pas possible de réajuster l’une par rapport à l’autre sans
s’écarter du réglage optimal pour collecter les paires de photons. Cela rend cette solution difficile
à mettre en pratique.

Ensuite, les signaux de contrôle injectés dans les deux fibres peuvent être superposés. La mesure
d’interférence est alors, comme dans le montage précédent (§. 9.1.1, Fig. 9.2), liée à la position
précise du miroir, donc à la phase φ et peut constituer un bon signal d’erreur pour contrôler la
cale piézoélectrique.

Asservissement à l’accord ωF − ωp0/2 = 0 complexifié — Les méthodes d’asservis-
sement, ou de post-sélection des mesures, présentées dans la première section de ce chapitre,
utilisent un signal se propageant dans l’étalon Fabry-Pérot dans le sens opposé à celui des paires
de photons. Dans le présent montage, les deux sens sont utilisés, cette solution est donc impos-
sible à mettre en œuvre telle quelle. Il est nécessaire soit d’injecter un signal de mesure de la
transmission par un autre moyen, soit de s’assurer de l’absence absolue de fluctuation à la fois de
la fréquence du laser et du filtre, ce qui, de fait, n’est pas le cas.

Nous avons étudié quelques manières d’injecter un signal, mais aucune ne nous a paru suffi-
samment simple pour être mise en œuvre de manière réaliste.

9.2 Fluorescence en cavité résonante

Principe —

Le principe de la génération de fluorescence en cavité est représenté en Figure 9.4. Les prin-
cipales différences avec le premier montage que nous avons décrit (§. 9.1.1) est la disparition du
filtre Fabry-Pérot fibré et l’insertion d’un second miroir sphérique de coefficient de réflexion R0

à 1564 nm avant le cristal de fluorescence. Ce second miroir ayant une transmission maximale à
782 nm, la propagation du faisceau de pompe suit le même principe que précédemment.

La cavité n’est donc résonante qu’à la longueur d’onde des paires de photons produits. Ainsi, les
modes de création des photons de fluorescence ne forment plus un continuum mais correspondent
aux modes propres de la cavité physique. Le coefficient R0 est choisi de sorte que la finesse
soit suffisante pour produire des raies étroites distinctes. En faisant en sorte qu’une des raies soit
centrée sur la fréquence de dégénérescence et en rejetant tous les autres modes, le montage permet
d’obtenir une source de paires de photons dégénérés en fréquence dont la bande passante est celle
d’un mode longitudinal de cavité. Connaissant la longueur de la cavité, c’est donc le coefficient
R0 qui fixe la bande passante de la source.

Si la bande passante du filtre DWDM est plus grande que le demi-ISL de la cavité, l’élimination
des pics voisins peut être obtenue en disposant un étalon Fabry-Pérot centré sur la dégénérescence
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Figure 9.4 – Schéma possible pour réaliser l’intrication en cavité à partir d’une source de photons jumeaux
basée sur la fluorescence dans un cristal de PPLN.

et dont l’ISL n’est pas une fraction entière de celui de la cavité : une combinaison appropriée
des deux ISL devrait permettre un recouvrement maximum des modes situés à la fréquence
de dégénérescence, tout en minimisant le recouvrement entre les autres modes dans la bande
passante du filtre DWDM. La largeur de mode de l’étalon doit être environ un ordre de grandeur
par rapport à la largeur de mode de la cavité. Cette situation peut correspondre aux cas (6) ou
(7) étudiés au Chapitre 8 (voir Figs. 8.3 et 8.4), si ce n’est que le filtre étroit est constitué par la
cavité elle-même et non plus par le filtre Fabry-Pérot fibré utilisé dans le montage de la section
précédente.

Intérêt —

Le principal intérêt d’un tel montage est de réaliser un filtrage spectral étroit qui, nous l’espé-
rons, sera exempt de dépendance en polarisation. Au cas où il ne le serait pas naturellement, il sera
toujours possible d’insérer dans la cavité un élément permettant de corriger cette biréfringence.

Également, la phase de l’état intriqué est naturellement stable si la cavité est asservie. Cet
asservissement peut être réalisé à partir d’un signal injecté dans la cavité en dehors des instants
d’ouverture des détecteurs. Un tel multiplexage temporel assure l’absence de bruit parasite lors
de la mesure des corrélations.

Par ailleurs, ce montage permet de connaitre précisément le mode dans lequel est émise la
fluorescence à la dégénérescence. Non seulement la raie fréquentielle, mais également le mode
spatial. Celui-ci est un mode gaussien dont le waist est déterminé par le rayon de courbure des
miroirs de la cavité. En particulier, lorsque la cavité est correctement réglée, le faisceau est par
définition identique après un aller-retour. Cette stationnarité assure que le couplage des paires
créées dans les deux directions sera identique de par l’identité de leur mode spatial.
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9.3 Conclusion

Nous avons étudié la faisabilité de quelques montages envisagés pour réaliser l’intrication, à
partir de la source de photons jumeaux proposée au Chapitre 7. Nous avons montré que, pour
une raison matérielle, à savoir la sensibilité en polarisation des étalons Fabry-Pérot étroits, les
montages envisagés au début de cette thèse se sont avérés irréalisables. Nous proposons donc
de s’orienter vers une réalisation de l’intrication en polarisation par une mise en cavité de la
fluorescence, solution déjà adoptée par plusieurs équipes mais qui n’a pas encore été appliquée
dans un contexte rassemblant l’ensemble des contraintes du projet e-Quanet.



Conclusion générale et perspectives

Dans ce manuscrit, nous avons rapporté différents aspects de la conception d’une source dont
l’objectif est de s’intégrer dans un réseau de communications quantique où l’information se pro-
page de manière fibrée, aux longueurs d’onde des télécommunications. Les photons sont mis en
forme temporellement et spectralement pour être compatibles avec toutes les contraintes qu’im-
pose un tel projet, à savoir une faible dégradation de la fidélité lors de la propagation et une
compatibilité avec les mémoires quantiques qui sont au cœur d’un tel réseau.

À travers une étude théorique générale de toute source de paires de photons jumeaux basée
sur la fluorescence paramétrique (Chap. 5), nous avons mis en évidence de manière quantitative
le compromis nécessaire entre brillance et qualité. Outre l’influence du mode de séparation des
photons d’une paire et de la dissymétrie de leurs largeurs spectrales, ainsi que l’effet du bruit —
qu’il provienne de photons parasites ou des détecteurs —, cette étude a mis en évidence le rôle
néfaste des pertes globales entre la génération et la détection.

En premier lieu, la collection dans une fibre optique des paires de photons produits par fluo-
rescence paramétrique est une source importante de pertes. Nous avons étudié ce problème de
manière théorique (Chap. 6) en développant un calcul suffisamment général pour pouvoir être
appliqué à toute source en configuration colinéaire, quelle que soit la durée (donc la largeur spec-
trale) du faisceau de pompe et son profil transverse. Nous avons ainsi montré que les conditions
optimales de focalisation du faisceau de pompe gaussien et de collection des paires par la fibre
optique étaient universelles. Il est important de souligner que c’est sur le critère des corrélations
quantiques que ces conditions ont été déterminées. Ce résultat conduit à ce qu’en fin de compte,
après optimisation, la probabilité d’obtenir une paire en sortie de fibre est proportionnelle à
l’énergie de l’impulsion de pompe et à la longueur du cristal.

Cette étude théorique de la fluorescence paramétrique a également montré que les conditions
maximisant le nombre de photons collectés dans la fibre n’étaient pas tout à fait optimales du
point de vue du taux de couplage dans la fibre. Cette information est importante au regard du
compromis brillance – qualité que nous venons d’évoquer : pour atteindre une fidélité optimale, le
dispositif de collection, de filtrage, comme tous les éléments situés en aval de la génération ne sont
pas les seuls paramètres à ajuster. Les conditions de pompage du processus non-linéaire doivent
aussi être choisies afin de permettre non pas une brillance maximale, mais un taux de couplage
optimal. Ainsi, une optimisation classique du processus non-linéaire, bien qu’elle permette de se
rapprocher d’une configuration optimale, n’est pas totalement satisfaisante.

Pour permettre d’optimiser le processus de fluorescence paramétrique en fonction du taux de
couplage optimal qu’il permet d’atteindre, et non de la simple puissance collectée, nous avons
développé une technique expérimentale (Chap. 8) permettant de mesurer précisément ce taux de
couplage indépendamment de tout autre paramètre. Par de simples mesures de taux de détections
sur chaque voie de la source et du taux de coïncidences, accessibles en situation de fonctionnement
et à tout moment, ainsi qu’une mesure a priori de quelques paramètres constants de l’expérience
(forme du filtrage spectral, pertes en ligne), il est possible d’extraire la valeur absolue du taux
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de couplage ainsi que la probabilité qu’une paire de photons soit générée dans la bande passante
de la source (et non pas simplement détectée). Cette méthode a été appliquée à notre source.
Le taux de couplage mesuré s’est avéré excellent (74 %) quoiqu’inférieur à la valeur prédite par
notre théorie (88 %), mais nous n’avons pas épuisé toute notre marge de progrès expérimental
(épuration du faisceau de pompe, lentilles de focales parfaitement adaptées).

Cette étude nous a également permis d’explorer de manière théorique plusieurs combinaisons
de filtrage, et de sélectionner celle dont la forme spectrale est optimale pour la qualité de la source.
Pour une bande de l’ordre du nanomètre ou plus, il existe des filtres apodisés (proches d’un profil
rectangulaire) qui s’approchent de la solution théorique optimale. Pour la bande passante étroite
du projet eQuanet, le filtrage requiert l’usage de cavités Fabry-Pérot. Nous avons montré que,
certes le profil spectral Lorentzien est moins favorable, mais également que la mise en cascade de
plusieurs cavités – ce qui peut être préférable – n’est pas pénalisante, aux pertes d’insertion près
de chaque filtre additionnel, qui peuvent être très faibles.

La visibilité des interférences qui peut être atteinte à partir de la source de photons intriqués
prévue pour le projet e-Quanet sera limitée par celle de la source de photons jumeaux que nous
avons réalisée et présentée en détails au Chapitre 7. En cherchant à optimiser cette dernière, notre
travail garantit que l’extension de notre source à des photons intriqués sera optimale du point
de vue des limitations intrinsèques dues aux paires multiples, dont la présence est le problème
majeur des sources basées sur la fluorescence paramétrique. La réalisation d’une source de photons
intriqués est donc le prolongement direct du travail présenté dans ce document. Nous avons
proposé deux montages (Chap. 9) permettant de réaliser cette intrication en polarisation, l’un
utilisant un filtre étroit fibré et l’autre un filtrage par une mise en cavité. Si nous avons montré
les avantages de la seconde solution, la première reste tout de même d’intérêt s’il est possible de
réaliser des filtres fibrés étroits dont la fréquence de résonance est indépendante de la polarisation.

A court terme, il serait possible, par une mise en cavité du processus de génération du faisceau
de pompe par doublement de fréquence, d’en améliorer significativement le rendement afin de
se satisfaire d’une puissance crête de pompe plus faible, autorisant ainsi un plus grand taux de
répétition des impulsions. Cela permettrait un meilleur débit de paires sans dégrader la qualité
par une probabilité de génération par impulsion plus importante.

À plus long terme, pour améliorer davantage le rendement global d’une telle source, nous pen-
sons qu’il serait intéressant d’explorer les possibilités que pourrait offrir une nanostructuration du
cristal. Le spectre naturel de fluorescence, s’il peut être modifié par une mise en cavité résonante,
pourrait également l’être par ce moyen. La théorie de la fluorescence que nous avons développée,
parce qu’elle prend en compte l’aspect local de l’interaction, pourrait permettre de modéliser les
effets d’une telle structuration.
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Annexe A

Conventions utilisées pour la
transformée de Fourier

Nous utiliserons les conventions suivantes pour la transformée de Fourier f̆ de la fonction f :

f̆(ω) =
∫

dt eιωtf(t) ←→ f(t) =
∫
dω

2π
e−ιωtf̆(ω) (A.1)

f̆(k) =
∫

d3r e−ιk·rf(r) ←→ f(r) =
∫
d3k

(2π)3
eιk·rf̆(k) (A.2)

On dira que f est normalisée si :
∫

dt |f(t)|2 =
∫
dω

2π
|f̆(ω)|2 = 1

∫

d3r |f(r)|2 =
∫
d3k

(2π)3
|f̆(k)|2 = 1

L’opération de convolution est définie par :

f ∗g(t) =
∫

dt′ f(t′)g(t− t′)

f ∗g(r) =
∫

d3r′ f(r′)g(r− r′)

f̆ ∗ğ(ω) =
∫
dω′

2π
f̆(ω′)ğ(ω − ω′)

f̆ ∗ğ(k) =
∫
d3k′

(2π)3
f̆(k′)ğ(k− k′)

Dans l’espace de Fourier (variables ω ou k), l’élément neutre pour la convolution est alors 2πδ
où δ est la distribution de Dirac. Il est δ dans l’espace direct (t, r). En outre, on rappelle que la
convolution par un Dirac décentré est l’opérateur de translation T̂ . Par exemple :

δ(t−∆t) ∗ f(t) = f(t−∆t) = T̂∆tf(t)
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Annexe B

Calcul du taux de coïncidences dans
le cas monomode spatial avec une
pompe impulsionnelle en présence de
filtrage spectral

Dans cette section, on considère une paire de photons déjà couplés dans une fibre monomode
de mode spatial a (opérateur création associé â†). La paire va traverser un coupleur 50/50 et un
filtrage spectral. Les modes spatiaux des fibres (les « voies ») de sortie du coupleur seront notés
A et B (opérateurs création associés Â† et B̂†). Le deuxième port d’entrée du coupleur est dans
le mode b. On posera le problème avec deux filtres distincts de transmission en amplitude fA et
fB sur chaque voie, mais si fA = fB = f , le problème s’avère équivalent à un filtrage commun
avant le coupleur.

Lorsque les bornes d’une intégrale ne sont pas précisées, il s’agit de [−∞,+∞].

On a résumé certaines notations sur la Figure B.1

Coupleur
RA/RB

mode a

mode b

mode A

mode B

RA

RB

ηA

ηB

TA

TB
|Ψ>

|0>

filtre f

filtre fA

filtre fB

Source

Figure B.1 – Schéma du dispositif et notations

B.1 Etat de la paire de photons

Tout d’abord, dans le cas bimode spatial (accord de phase non-colinéaire par exemple), on
distingue les modes as et ai, et l’état du biphoton à l’entrée de la fibre s’écrit (voir par exemple
Z.Y. Ou [ORW99]) :

|Ψ〉 =
√
p0

∫
dωs

2π

∫
dωi

2π
ãp(ωs + ωi − ωp0)Φ(ωs, ωi)â†

s(ωs)â†
i (ωi)|0〉

219
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où :

• p0 est la probabilité que le processus de création de paire se produise lors d’une impul-
sion. Cette probabilité est très inférieure à 1. |Ψ〉 n’est donc pas normalisé ; parce que
nous avons omis le terme

√
1− p0|0〉 qui ne jouera pas de rôle dans les calculs suivants,

• ãp(ω) est l’enveloppe spectrale en amplitude de l’onde de pompe. Il s’agit de la trans-
formée de Fourier inverse de son enveloppe temporelle en amplitude ap(t) : ãp(ω) =
∫
dt ap(t)eιωt. La pompe est centrée sur ωp0 , et la densité de probabilité qu’un photon

de pompe ait une fréquence ωp vaut |ãp(ωp − ωp0)|2. La probabilité totale vaut 1, d’où
la condition de normalisation

∫ dωp

2π |ãp(ωp − ωp0)|2 = 1, qui s’exprime aussi pour l’en-
veloppe temporelle :

∫
dt |ap(t)|2 = 1. On peut par exemple supposer une distribution

gaussienne d’écart-type en intensité σp. Alors ãp(ω) = (2πσ2
p)−4e

− ω2

4σ2
p .

• â†
s(ω) est l’opérateur création d’un photon à la fréquence ω dans le mode spatial as.

• â†
i (ω) est l’opérateur création d’un photon à la fréquence ω dans le mode spatial ai.

• Φ(ωs, ωi) est la fonction d’accord de phase qui restreint les fréquences possibles pour
ωs et ωi. Pour une onde plane, on pourrait écrire Φ(ωs, ωi) = sinc(∆kL

2 ) où L est la
longueur du cristal, avec ∆k = kp(ωs +ωi)−ks(ωs) cos θ−ki(ωi) cos θ− 2π

Λ (Λ : période
de QAP ; θ : direction des photons).

Dans le cas monomode spatial (signal et idler sont émis dans la même direction), rien ne
distingue les modes as et ai (on ne s’intéresse pas à la polarisation ici) et on note le mode « a ».
Dans l’état de la paire, il faut alors ajouter un facteur 1√

2
pour des raisons de symétrie car si on

pouvait distinguer â†
s(ωs)â†

i (ωi) de â†
s(ωi)â

†
i (ωs), on ne peut plus le faire lorsque â†

s = â†
i = â† 1 :

|Ψ〉 =
√
p0

2

∫
dωs

2π

∫
dωi

2π
ãp(ωs + ωi − ωp0)Φ(ωs, ωi)â†(ωs)â†(ωi)|0〉 (B.1)

Nous verrons que le cas de la présence d’un filtrage suffisamment étroit, nous pourrons consi-
dérer Φ constante. Mais la forme B.1 privée du terme Φ est en toute rigueur invalide car elle
suppose peuplés des modes d’énergie ~ω infinie, et des énergies négatives (ω < 0).

B.2 Evolution de l’opérateur champ électrique

On utilise des opérateur champ normalisés (divisés par un facteur
√

~ω
2ǫ0n2L3 ).

1. Pour ne pas « compter deux fois » â†(ωs)â†(ωi), on peut poser ωs = ω et ωs + ωi = ωp, et restreindre
l’intégrale à [

ωp

2
,+∞] si l’on suppose que Φ est symétrique par rapport à

ωp

2
. Cela revient à écrire

|Ψ〉 =
1√
2

(

|1 : ω〉|2 : ωp − ω〉 + |1 : ωp − ω〉|2 : ω〉
)

avec
|1 : ω〉|2 : ωp − ω〉 =

√
p0

∫
dωp

2π

∫ +∞

ωp

2

dω

2π
ãp(ωp − ωp0

)Φ(ωp, ω)â†
1(ω)â†

2(ωp − ω)|0〉

sachant que â†
1 et â†

2 désignent les opérateurs création associés aux photons 1 et 2 dans le même mode spatial. En
seconde quantification, la distinction entre ces opérateurs n’a pas de sens : â†

1 = â†
2 = â†. Donc, si Φ est symétrique

en ω par rapport à
ωp

2
, on a :

|1 : ω〉|2 : ωp − ω〉 + |1 : ωp − ω〉|2 : ω〉 =
√
p0

∫
dωp

2π

∫
dω

2π
ãp(ωp − ωp0

)Φ(ωp, ω)â†(ω)â†(ωp − ω)|0〉

√
2|Ψ〉 =

√
p0

∫
dωs

2π

∫
dωi

2π
ãp(ωs + ωi − ωp0

)Φ(ωs, ωi)â
†(ωs)â†(ωi)|0〉
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Le champ électrique complexe au point de la fibre A où se trouve le détecteur s’écrit Ê(+)
A =

∫ dω
2π Â(ω). Au bout d’un temps t, il a évolué librement :

Ê
(+)
A (t) =

∫
dω

2π
Â(ω)e−ιωt

De même, au niveau du détecteur en voie B, on a

Ê
(+)
B (t) =

∫
dω

2π
B̂(ω)e−ιωt

Si n est l’indice effectif de la fibre et r la distance de l’entrée de la fibre au détecteur, le temps
t = rn

c correspond au temps de la propagation libre d’un photon de la paire vers le détecteur.∥
∥
∥Ê

(+)
A (t)|Ψ〉

∥
∥
∥

2
donne donc la probabilité que l’état |Ψ〉 produise le champ électrique d’un photon

sur le détecteur de la voie A au temps t. La densité de probabilité d’un coup sur la voie A vaut
pA(t) = ηA

∥
∥
∥Ê

(+)
A (t)|Ψ〉

∥
∥
∥

2
, où ηA est le rendement quantique du détecteur. La probabilité d’un

coup sur la voie A pendant une impulsion vaut PA =
∫
dt pA(t) = ηA

∫
dt
∥
∥
∥Ê

(+)
A (t)|Ψ〉

∥
∥
∥

2
.

B.3 Filtrage spectral et pertes

En présence des filtres spectraux sur les voies A et B, les fréquences du champ sont restreintes
par la fonction de distribution des filtres.

Ê
(+)
A (t) =

∫
dω

2π
fA(ω − ωA)Â(ω)e−ιωt

Ê
(+)
B (t) =

∫
dω

2π
fB(ω − ωB)B̂(ω)e−ιωt

fA et fB sont des fonctions paires (nous aurons besoin plus tard de cette hypothèse) centrées en
0 où elles valent 1 en l’absence de perte. Sur la voie A (resp. B), le filtre est centrée en ωA (resp.
ωB).

On peut inclure dans les fonctions fA et fB les pertes en ligne en intensité, TA et TB, sous
forme de coefficients multiplicatifs

√
TA et

√
TB indépendants de ω. Par exemple, pour des filtres

de transmission lorentzienne de demi-largeur à mi-hauteur Γ, on pourra écrire :

fA(ω) =

√

TA
Γ2

ω2 + Γ2

fB(ω) =

√

TB
Γ2

ω2 + Γ2

où TA et TB comprennent les pertes d’insertion des filtres.

Dans le calcul qui va suivre, on prendra en compte les pertes et on supposera que fA(0) =
√
TA

et fB(0) =
√
TB, quelle que soit la forme des filtres.
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B.4 Coupleur

Puisque la propagation est libre le long de la fibre, le champ sur la voie A s’exprime simplement
en fonction des entrées a et b du coupleur RA/RB :

Ê
(+)
A (t) = −ι

√

RA

∫
dω

2π
fA(ω − ωA)â(ω)e−ιωt +

√

RB

∫
dω

2π
fA(ω − ωA)b̂(ω)e−ιωt

Ê
(+)
B (t) =

√

RB

∫
dω

2π
fB(ω − ωB)â(ω)e−ιωt − ι

√

RA

∫
dω

2π
fB(ω − ωB)b̂(ω)e−ιωt

où on a utilisé la relation entre les modes a et b d’entrée du coupleur et les modes A et B de
sortie :

Â = −ι
√

RA â+
√

RB b̂

B̂ =
√

RB â− ι
√

RA b̂

B.5 Expression du taux de coïncidences

Lorsque le champ est dans un état |Ψ〉, on écrit la probabilité conjointe d’une photodétection
à l’instant t1 en voie A et à l’instant t2 en voie B de la manière suivante [Gla63] :

pAB(t1, t2) = ηAηB〈Ψ|Ê(−)
B (t2)Ê(−)

A (t1)Ê(+)
A (t1)Ê(+)

B (t2)|Ψ〉

= ηAηB

∣
∣
∣〈0|Ê(+)

A (t1)Ê(+)
B (t2)|Ψ〉

∣
∣
∣

2
(module)

= ηAηB

∥
∥
∥Ê

(+)
A (t1)Ê(+)

B (t2)|Ψ〉
∥
∥
∥

2
(norme)

Pour une source continue, on chercherait à calculer

P
(cont.)
AB =

1
T

∫ + T
2

− T
2

dt

∫ + ∆T
2

− ∆T
2

dτ pAB(t, t+ τ)

c’est à dire la probabilité moyenne (mesurée pendant un temps T ) qu’un coup en B suive (ou
précède) un coup en A dans une fenêtre de temps de durée ∆T . En régime permanent, cette
probabilité est indépendante de t.

Lorsque la source est impulsionnelle et que les impulsions sont suffisamment séparées pour
qu’elles ne se chevauchent pas dans le temps, on peut, pour chacune d’entre elles, calculer une
probabilité de coïncidence indépendante de la probabilité de coïncidence pour l’impulsion suivante
(ou précédente). En prenant la fonction ap(t) comme une gaussienne, par exemple, on considère
bien en pratique une seule impulsion. En supposant que la durée de la fenêtre de coïncidence est
la durée des impulsions elle-même 2. L’expression du taux de coïncidence par impulsion vaut :

PAB =
∫

dt1

∫

dt2 pAB(t1, t2)

B.6 Calcul

Ê
(+)
A (t1)Ê(+)

B (t2) = −ι
√

RA

√

RB

∫
dω1

2π

∫
dω2

2π
fA(ω1−ωA)fB(ω2−ωB)â(ω1)â(ω2)e−ι(ω1t1+ω2t2)+. . .

2. i.e. une détection en A et une détection en B ayant lieu durant la même impulsion sont considérées comme
une coïncidence.
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où « . . . » sont des termes faisant intervenir l’opérateur b̂ dont l’action sur le vide |0〉 donne le
vecteur nul 0.

Si les filtres sont très étroits par rapport à la fonction d’accord de phase Φ(ωs, ωi), on peut
considérer celle-ci constante dans la bande des filtres et l’omettre dans l’expression (B.1) de |Ψ〉 :

pAB(t1, t2) =
p0

2
RARBηAηB

∥
∥
∥
∥

∫
dω1

2π

∫
dω2

2π

∫
dωs

2π

∫
dωi

2π
ãp(ωs + ωi − ωp0)

fA(ω1 − ωA)fB(ω2 − ωB)e−ι(ω1t1+ω2t2)â(ω1)â(ω2)â†(ωs)â†(ωi)|0〉
∥
∥
∥
∥

2

(B.2)

On a la relation de commutation :

â(ω1)â(ω2)â†(ωs)â†(ωi) =
[

â(ω1)â(ω2), â†(ωs)â†(ωi)
]

+ â†(ωs)â†(ωi)â(ω1)â(ω2)

Appliqué à |0〉, le deuxième terme donne le vecteur nul :

â†(ωs)â†(ωi)â(ω1)â(ω2)|0〉 = 0

et ceci, que les opérateurs création soient de même fréquence que l’un des opérateurs annihilation
(â†(ω)â(ω)|0〉 = N̂(ω)|0〉 = 0) ou pas (â†(ω)â(ω′)|0〉 = 0)

Or, on rappelle que

[

â(ω1)â(ω2), â†(ωs)â†(ωi)
]

= (2π)2δ(ω1 − ωs)δ(ω2 − ωi)

+ (2π)2δ(ω1 − ωi)δ(ω2 − ωs)

Ainsi, (B.2) devient :

pAB(t1, t2) = 2p0RARBηAηB

∣
∣
∣

∫
dω1

2π

∫
dω2

2π
ãp(ω1+ω2−ωp0)fA(ω1−ωA)fB(ω2−ωB)e−ι(ω1t1+ω2t2)

∣
∣
∣

2

On reconnait, dans le module, une transformée de Fourier inverse 2D, notée K̆(t1, t2), de la
fonction K(ω1, ω2) = ãp(ω1 + ω2 − ωp0)fA(ω1 − ωA)fB(ω2 − ωB) :

pAB(t1, t2) = 2p0RARBηAηB

∣
∣
∣K̆(t1, t2)

∣
∣
∣

2

Le calcul de la probabilité PAB, permet, grâce au théorème de Plancherel, de revenir aux
variables fréquentielles :

PAB = 2p0RARBηAηB

∫

dt1

∫

dt2
∣
∣
∣K̆(t1, t2)

∣
∣
∣

2

= 2p0RARBηAηB

∫
dω1

2π

∫
dω2

2π

∣
∣
∣K(ω1, ω2)

∣
∣
∣

2

En notant, Ap = |ãp|2, FA = |fA|2 et FB = |fB|2, on a

PAB = 2p0RARBηAηB

∫
dω1

2π

∫
dω2

2π
Ap(ω1 + ω2 − ωp0)FA(ω1 − ωA)FB(ω2 − ωB)

En faisant les changements de variable ω = ω1, ωp = ω1 + ω2, on a

PAB = 2p0RARBηAηB

∫
dωp

2π
Ap(ωp − ωp0)

∫
dω

2π
FA(ω − ωA)FB(ωp − ω − ωB)
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On note également ω0 = ωA+ωB
2 le milieu des fréquences centrales des deux filtres et ∆ω = ωA−ωB

2

leur demi-écart :

PAB = 2p0RARBηAηB

∫
dωp

2π
Ap(ωp − ωp0)

∫
dω

2π
FA(ω − ω0 −∆ω)FB(ωp − ω − ω0 + ∆ω)

En posant W = ω − ω0 −∆ω, on reconnait une convolution :

PAB = 2p0RARBηAηB

∫
dωp

2π
Ap(ωp − ωp0)

∫
dW

2π
FA(W )FB(ωp − 2ω0 −W )

= 2p0RARBηAηB

∫
dωp

2π
Ap(ωp − ωp0)FA∗FB(ωp − 2ω0)

Si on suppose FA et FB paires, en notant Wp = ωp − ωp0 , il apparait un autre produit de
convolution :

PAB = 2p0RARBηAηB

∫
dWp

2π
Ap(Wp)FA∗FB (2ω0 − ωp0 −Wp)

= 2p0RARBηAηB Ap∗FA∗FB (2ω0 − ωp0)

Afin de dissocier l’effet de la forme du filtrage spectral de l’effet des pertes indépendantes de la
fréquences (TA, TB), on introduit la fonction Ω2 = FA∗FB

TATB
:

PAB = 2p0RARBTATBηAηB Ap∗Ω2 (2ω0 − ωp0)

B.7 Discussion

B.7.1 Fréquence des filtres en voies A et B

On remarque que le taux de coïncidences PAB de dépend pas de ∆ω, l’écart entre les fréquences
centrales des filtres sur les voies A et B. Il ne dépend que du désaccord ω0 − ωp0

2 entre le milieu
ω0 de ces fréquences et la fréquence de dégénérescence associée au centre du spectre de la pompe.

B.7.2 Pompe monochromatique

Lorsque la pompe est monochromatique (Ap(ω) = 2πδ(ω)), la probabilité de coïncidences
s’écrit

P
(mono)
AB = 2p0RARBTATBηAηB Ω2 (2ω0 − ωp0)

B.7.3 Pertes liées à la largeur spectrale de la pompe

On peut écrire :
PAB = P

(mono)
AB Tp (2ω0 − ωp0)

où Tp (2ω0 − ωp0) < 1 est un coefficient de transmission représentant les pertes dues à la non-
monochromaticité de la pompe :

Tp (2ω0 − ωp0) =
Ap∗Ω2 (2ω0 − ωp0)

Ω2 (2ω0 − ωp0)

Exemple avec des distributions gaussiennes — Une expression simple de Tp est possible
si l’on suppose la distribution spectrale de la pompe gaussienne, de même que la transmission des
filtres 3.

3. ce qui peut-être assez loin de la réalité pour les filtres. Par rapport à un filtrage réel lorentzien (Fabry-Pérot),
ce calcul est optimiste.
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On peut montrer que lorsque les filtres sont parfaitement symétriques par rapport à la fréquence
de dégénérescence (ou lorsque les deux filtres sont centrés sur ω0), ce coefficient vaut

Tp(0) =
∆F

√

∆2
F +

∆2
p

2

=
1

√

1 + 1
2

(
∆p

∆F

)2

où ∆p est la largeur spectrale de la pompe et ∆F la largeur spectrale des filtres, tous deux mesurés
en intensité.

On peut alors évaluer dans ce cas simple, mais significatif, les pertes dues à l’étroitesse relative
du filtre par rapport au spectre de la pompe (voir Table B.1).

∆F Tp(0)

80 GHz 100 %
1,59 GHz 99,99 %
40 MHz 91,5 %
24 MHz 80,5 %

Table B.1 – Pertes dues à l’étroitesse relative du filtre par rapport au spectre de la pompe. Pour une
largeur spectrale de pompe de ∆p = 25 MHz à mi-hauteur (largeur spectrale à 782 nm
associée à une impulsion de pompe d’harmonique 1564 nm de durée 25 ns).

B.7.4 Filtres rectangulaires

On suppose que FA et FB sont des filtres rectangulaires de largeur respective ∆ωA et ∆ωB.
On a FA(0) = TA et FB(0) = TB, puisqu’on a inclus les pertes en ligne dans les filtres.

La convolution de FA∗FB(2ω) donne un trapèze pair de grande base ∆ωA+∆ωB
2 et de petite

base |∆ωA−∆ωB|
2 . La valeur en ω = 0 de la fonction Ω2 = FA∗FB

TATB
est

Ω2(0) =
min(∆ωA,∆ωB)

2π
= min(∆νA,∆νB)

|∆ωA −∆ωB|
2

∆ωA + ∆ωB

2

1
2π min(∆ωA,∆ωA)

0

Figure B.2 – Fonction Ω2(2ω) résultant de la convolution de deux filtres rectangulaires de largeurs ∆ωA et
∆ωB.

Pour une pompe supposée monochromatique, on retrouve donc le résultat (5.13) du Chapitre 5 :

P (S)

CV = 2p0 min(∆νA,∆νB)RARBTATBηAηB
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