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Introduction

La conception des structures telles que celles rencontrées dans le domaine de
I’aéronautique nécessitent un grand nombre d’essais a différentes échelles, allant des
essais microscopiques (coupons matériau par exemple) jusqu’aux essais a 1’échelle
de I'avion complet en passant par toutes les échelles intermédiaires que ce soit
des détails structuraux (jonctions boulonnées, liaisons par soudure...) ou des sous-
ensembles (aile, trongon de fuselage, train d’atterrissage...). Afin de réduire les cotuits
de développement, les industriels integrent de plus en plus les simulations numériques
au sein du processus de conception pour guider, compléter ou remplacer une partie
de 'approche expérimentale.

Les avancées en calcul des structures ont permis de mieux comprendre 'influence
des détails structuraux, de l'interaction des différents phénomenes et mécanismes de
dégradation mettant en jeu des non-linéarités matériaux et/ou géométriques sur le
comportement global de I’ensemble et, en particuliers, sur la charge maximale avant
rupture. Cela permet de réduire les temps de développement et, le cas échéant,
d’identifier les éventuels problemes de conception avant méme la réalisation des pre-
miers prototypes.

Les structures aéronautiques sont constituées d’éléments élancés susceptibles de
flamber au-dela d’une charge critique. Lors des essais de certification, réalisés sur des
fuselages complets, des zones de flambage de peau formant des cloques entre les rai-
disseurs peuvent étre observées. Ces zones exhibant un comportement non-linéaire
géométrique peuvent s’étendre et provoquer des redistributions de contraintes dans
la structure. Méme si les matériaux restent dans leur domaine élastique, celles-
ci peuvent provoquer des concentrations de contraintes a la base des raidisseurs
et induire des décollements locaux pouvant mener a la rupture globale. De facon
plus générale, I'interaction entre non-linéarités géométriques (influence des défauts,
grands déplacements, réorientations de fibres des matériaux composites...) et non-
linéarités matériaux jouent un role important dans l'initiation et I’enchainement des
scénarios de dégradation.

La nécessité d'une compréhension de plus en plus fine de ces mécanismes poussent

les ingénieurs a introduire des échelles d’étude et des niveaux de modélisation et de
représentation de plus en plus complexes. Le calcul direct a 1’échelle la plus fine,
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2 Introduction

tant spatiale que temporelle, des structures industrielles est encore cependant inac-
cessible en raison du cout de calcul prohibitif et/ou de capacité mémoire insuffisante
et ceci malgré les évolutions du matériel informatique (calculateurs a architecture
parallele, Cluster).

De nos jours, le besoin d’approches multiéchelles s’affirme de plus en plus dans
I'industrie aéronautique. La plupart des démarches classiquement utilisées en milieu
industriel s’appuient sur des analyses valident dans le cadre linéaire. Dans le domaine
du non-linéaire pour lequel le besoin d’approches mutiéchelles est sans doute encore
plus important, peu de stratégies existent. Elles sont souvent restreintes aujourd’hui
a des analyses < descendantes >, c’est-a-dire du global vers le local, le < retour > (ap-
proche < ascendante ») étant souvent ignoré faute de méthodes adéquates ou, tout
simplement, faute de temps pour les mettre en ceuvre.

Les démarches classiquement utilisées dans le milieu aéronautique sont celles du
zoom structural et de la ré-analyse locale. Elles s’appuient sur une suite de modeles
emboités ou < gigognes > plus ou moins raffinés. La structure complete de I’avion est
associée a un modele linéaire discrétisé grossierement a 1’aide d’éléments finis plaque
ou poutre sans représenter fidelement les détails structuraux (liaisons boulonnées,
trous, fixations...). Ce niveau de modele permet d’avoir une bonne estimation des
flux d’effort dans la structure. Ce calcul global permet ainsi de définir les conditions
limites en déplacement ou en effort & imposer sur la zone d’intérét (sous-systeme,
composant) décrite par un modele (matériau et géométrique) plus fin. L’opération
peut étre répétée jusqu’a atteindre la précision requise pour décrire les phénomenes a
décrire. Cette approche de zoom descendant n’offre cependant qu’un dialogue limité
entre les différents niveaux de modele et ne peut rendre compte de 'effet qu’aurait
une non-linéarité spatialement localisée sur la réponse globale de la structure.

Afin de mener un calcul véritablement couplé, une approche courante consiste a
raffiner localement le modele dans la zone d’intérét. Dans le cas ou les maillages sont
compatibles sur la frontiere de la zone, une condensation statique (super élément)
peut étre réalisée. Dans le cas contraire, une technique de couplage de maillages
doit étre introduite. La définition faite a priori de la taille de la zone d’intérét
ne permet pas de décrire fidelement les phénomenes non-linéaires lorsque ceux-ci
s’étendent en dehors de la zone et les résultats obtenus deviennent vite erronés sans
une technique élaborée de remaillage adaptatif qui peut s’avérer étre vite laborieuse.
Bien qu’une description multiéchelle de la solution soit introduite sous la forme de
maillages de finesses différentes, la stratégie de résolution n’est pas véritablement
< multiéchelle > et n’exploite pas les effets multiéchelles des phénomenes. Le probleme
est ici résolu de facon directe, monolithique, ce qui peut, d’ailleurs, poser des proble-
mes de conditionnement.

Peu d’approches multiéchelles sont réellement dédiées aux problémes non-linéaires.
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La plupart ont été développées pour le traitement des non-linéarités matériaux
et s’appuient généralement sur la théorie de I’homogénéisation. Malheureusement,
les hypotheses sous-jacentes (par exemple périodicité, séparation des échelles, com-
portement linéaire...) sont souvent trop restrictives pour le calcul non-linéaire des
structures industrielles. Aussi, la tendance est de traiter le probleme initial avec le
modele de la finesse requise et de faire appel aux méthodes de décomposition de
domaine, sans hypothese a priori, pour résoudre le systeme de grande taille obtenu.
Les développements réalisés dans ce domaine de recherche ont été principalement
faits dans le cadre linéaire. Pour les problemes non-linéaires, I’approche classique-
ment utilisée consiste a utiliser les méthodes de décomposition de domaine pour
résoudre le probleme tangent. Cette approche n’exploite cependant pas efficacement
les possibilités offertes par ce type de méthode et les algorithmes et stratégies de
résolution associées méritent d’étre revisités.

L’enjeu industriel de ce travail de these est de proposer une stratégie de calcul
robuste et efficace basée sur une méthode de décomposition de domaine et adaptée
au matériel informatique actuel (machines paralleles, Cluster) pour la simulation de
grandes structures raidies industrielles en non-linéaire.

Dans le cadre du travail mené en collaboration avec EADS Innovation Works,
on souhaite prédire le comportement post-flambage de structures aéronautiques. Il
s’agit de se donner la possibilité d’analyser les éventuels probléemes causés par 1’ap-
parition et le développement de phénomenes de flambage localisés dans de grandes
structures et, en particuliers, de déterminer si ces flambages peuvent entrainer une
redistribution des flux d’effort ou des ruptures locales par concentration de contrainte
avant meme ’apparition de non-linéarités matériaux ; les structures élancées étudiées
subissant principalement des grands déplacements et des petites déformations et le
matériau restant dans son domaine d’élasticité. On ne traite donc dans cette étude
que des non-linéarités géométriques (grands déplacements, petites déformations).

Dans les premiers travaux réalisés par P. Cresta [Cresta et al., 2007], deux
méthodes de décomposition de domaine ont été testées : une mixte et une primale.
Il a été montré, en particuliers, qu’en incluant une étape de calcul qualifiées de < re-
localisation non-linéaire > dans ’algorithme de résolution, un traitement adapté des
non-linéarités était observé et permettait d’obtenir des gains de calculs intéressant,
en particuliers pour la version mixte, en autorisant des incréments de chargement
plus important que dans les approches classiques décrites précédemment. Testée sur
des structures raidies académiques au comportement globalement stable monotone,
il avait été montré comment la strategie était capable de capturer efficacement les
effets globaux d’un flambage localisé.

Nous proposons ici d’étendre ces travaux dans le cas de structure au comporte-
ment globalement instable (snap-through et snap-back) et sur des cas de complexité
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et de taille proche des applications visées par EADS IW. Pour ce faire, les perfor-
mances de I'approche sont analysées vis-a-vis de sa robustesse (capacité a donner
une solution convergée de facon systématique), son efficacité (capacité a converger
rapidement) et de sa fiabilité (capacité a donner une solution au probleme initial).

Deux contributions majeures sont a souligner :

— La premiere concerne I’étude de la robustesse de la méthode de décomposi-
tion de domaine mixte avec relocalisation non-linéaire [Cresta et al., 2007]. En
particuliers, une étude de I'influence des parametres de la stratégie (criteres
d’arrét, choix des directions de recherche) a permis de mettre en évidence
des choix optimaux. Ce point a nécessité l'introduction d’une stratégie de
pilotage (de type Arc-length [Crisfield, 1981] ) au sein de ce type de méthode
de décomposition de domaine pour passer les éventuels points limites.

— La deuxiéme concerne la parallélisation sous MPI (Message Passing In-
terface) complete du code en langage C++ de P. Cresta afin d’adresser des
problemes de taille plus conséquente. Plus précisément, le travail a consisté
en la parallélisation de la résolution du probleme global d’interface a ’aide
d’une méthode BDD-C [Dohrmann, 2003; Mandel et Dohrmann, 2003] et un
solveur itératif de type GMRES [Saad et Schultz, 1986] (adapté a la résolution
de probleme non-symétrique di a la formulation corotationnelle retenue pour
les éléments finis plaques en grands déplacements et petites déformations).

La rédaction de ce document est organisée en deux parties. Dans la premiere
partie, une étude bibliographique concernant la formulation et la simulation des
problemes de structure élancées en grands déplacements est proposée.

e Le chapitre 1 présente le cadre de I’étude et la problématique, ainsi que les tech-
niques classiques de résolution pour le traitement des problemes non-linéaires
géométriques.

e Le chapitre 2 décrit les méthodes et techniques de résolution classiquement uti-
lisées dans l'industrie pour de problemes de grande taille : approches multiéchelles
et méthodes de décomposition de domaine.

Dans la seconde partie, la méthode de relocalisation non-linéaire est présentée et
une étude de robustesse est menée. La méthode est alors parallélisée et I'extensibilité
et speed-up sont vérifié. Finalement, la méthode est appliquée aux grandes structures
tridimensionnelles. Cette partie donne lieu a deux chapitres :

e Le chapitre 3 présente une technique de relocalisation non-linéaire dans les
méthodes de décomposition de domaine classiques. Une étude de robustesse et
I'influence des différents parametres sont aussi abordées.

e Le chapitre 4 est consacré a parallélisation de la stratégie de relocalisation non-
linéaire. Pour paralléliser le probleme global, une méthode BDD-C résolue avec
un algorithme de type GMRES est utilisée. Finalement, une étude d’extensi-
bilité et speed-up est menée en élasticité linéaire.

e Le chapitre 5 présente I’application des méthodes de relocalisation non-linéaire
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aux structures tridimensionnelles de plaques et coques. Un gros calcul est mené
sur un troncon de fuselage simplifie.
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Premiere partie

Modélisation et simulation des
structures élancées de grande taille
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Chapitre 1

Structures élancées en grandes
transformations

Dans ce chapitre, le cadre de [’étude et la problématique sont présentés, ainsi
que les techniques classiques de résolution pour le traitement des problémes
non-linéaires géométriques. Dans les deux premieres sections sont intro-
duites les formulations pour des problémes en grandes transformations et
les modeles pour les structures élancées. Puis, dans les sections suivantes,
la stabilité des structures €lancées est présentée et, finalement, sont évoquées
les techniques les plus courantes de résolution de problemes non-linéaires.
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Formulation des problémes en grandes transformations 11

1 Formulation des problemes en grandes trans-
formations

Nous présentons dans cette section quelques notions de la mécanique des milieux
continus en grandes transformations. Nous nous restreignons aux structures au com-
portement hyperélastique, soumises a des chargements quasistatiques et isothermes,
les charges étant non-suiveuses et conservatives.

1.1 Probléme de référence

On considere un solide déformable en mouvement dans un référentiel R. Son
volume est noté )y, son bord 0f). Cette configuration, libre de contraintes, est
appelée configuration de référence et est notée Cy. Elle correspond a I’état du milieu
au repos.

Ce solide est soumis & un chargement volumique b, sur €y et un chargement
surfacique g, sur 018, ainsi qu’a des conditions aux limites de Dirichlet u, sur la
partie complémentaire de 0€, 0:y (F1G. 1.1). Sous I'action de ces sollicitations,
le solide se déforme.

9
020

01

Ug

Figure 1.1: Définition du probleme

Dans le cadre général des grandes transformations (grands déplacements/rota-
tions, grandes déformations), on distingue la configuration courante déformée Cy(€2;)
de la configuration de référence Cy(€)), (F1G. 1.2). On distingue classiquement les
coordonnées lagrangiennes, M, pour M (configuration de référence), et eulériennes,
M pour M (configuration courante).

On introduit le vecteur déplacement u(M,, 1), soit :

M = Mg+ u(M,,t) (1.1)

On note F(M,,t) le tenseur gradient de la transformation défini par :
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Configuration
de référence

00
Configuration
Qo courante
u t
A Ju
X2 =0
o)y
M
>
0 X1
X3

Figure 1.2: Définition des configurations

oM Ju
F(My,t)=— =1, = 1.2
:(—07 ) aMO :d_'_ aMO ( )
Ce tenseur permet de passer de My a M.
On préfere souvent définir deux tenseurs de déformations : le tenseur de Green-
Lagrange E sur € qui est défini par :

E=3(EE-L) (1.3)
et le tenseur d’Euler-Almansi A sur {2 défini par :

|ES
I~

g F! (1.4)

En particulier, si 'on introduit le vecteur déplacement, on obtient pour les com-
posantes du tenseur des déformation de Green-Lagrange I'expression classique :

1/ Ou Ou \? Ou \t Ju
2= 5, * Gar) * (Gars) o) (15
- 2 aMO 8M0 aMO 8M0
Cette expression est souvent utilisée pour introduire dans une théorie essentielle-
ment linéaire quelques éléments de non-linéarité (théorie des plaques de Von Kérman
par exemple).

D’un point de vue pratique pour les coques il est commode d’introduire des
reperes locaux liés a la géométrie de la coque. Pour ne pas alourdir la notation, on

These de doctorat - J. Hinojosa Rehbein - 2011



Formulation des problémes en grandes transformations 13

garde une notation tensorielle pour indiquer les changements de repere correspon-
dant. Un point de la configuration de référence, est repéré grace a un repere local,
noté Ryo(xro, yro, zr0) (F1G. 1.2), dont la direction z1¢ est normale a la coque. Ce
repere local est défini par une matrice de passage G o

My = QLOMO (1.6)

Le tenseur gradient de la transformation entre le repere initial et le repere ac-
tuelle, R(z,y, z) (F1G. 1.2) est donné par :

oM
£ = ELQLO avec £L = @LO (17)
Le tenseur de Green-Lagrange sur Ryo(x 10, Y0, 210), devient :
B, = (P (T (Do ) Ol (1.8)
=L 2\0M,, OM 1, OM /) OM

L’hypothese des contraintes planes nécessite d’appliquer la loi de comportement
dans un plan tangent a la coque au point considéré. On définit le repere tangent
Ry (zr,yr, 21), dont la direction z;, est normale a la coque. Finalement, le tenseur
d’Euler-Almansi défini dans R, donne :

A =G, EVE, F'G (1.9)

=L =L =L =10 =L =L
ou G , bermet le passage depuis M vers M.

1.2 Modeles de comportement en élasticité non-linéaire

Comme en petites déformations, la loi de comportement permet de relier les
contraintes aux déformations. C’est elle qui traduit le comportement physique du
matériau et I'on imagine bien qu’en correspondance avec la diversité des compor-
tements observés, il existera une grande variété de modeles de comportements, on
peut citer : le matériau de Saint Venant- Kirchhoff, les matériaux hyperélastiques, les
matériaux hypoélastiques, le matériau élastique de Cauchy, le matériau Néo-Hooke,
entre autres.

Pour des matériaux a comportement non linéaire (plasticité, endommagement,
etc.), dont le comportement en petites perturbations est écrit par des lois d’évolution,
la base repose naturellement sur la définition de lois en taux en transformation finie.
Dans ce travail, nous sommes intéressés qu’a 1’élasticité.Cependant les lois en taux
sont également utilisées pour la définition de comportement hypoélastique.

1.2.1 Objectivité - changement de référentiel

Lorsque, en grandes déformations, on postule une loi de comportement, la pre-
miere chose a faire sera donc de vérifier qu’elle est objective, ¢’est-a-dire indépendante
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de I'observateur. Elle devra donc s’exprimer comme une relation entre des quantités
elles-mémes objectives. Il faut donc discerner, parmi tous les tenseurs possibles, ceux
qui sont objectifs de ceux qui ne le sont pas. Notons qu'une dérivée temporelle d'un
opérateur objectif n’est pas objective (de méme que la vitesse dépend de I'observa-
teur).

Il existe plusieurs taux objectifs, mais les plus utilisées dans les éléments finis
sont : le taux de Jaumann et le taux de Truesdell.

Taux objectifs de Jaumann

Le taux objectif de Jaumann des contraintes de Cauchy, o, est obtenu a partir
de :

Do
O_VJ _ = .

= —g-WT 1.1

IS]

ot oY désigne un taux objectif, et o7 désigne le taux de Jaumann. W est le
tenseur de rotation défini comme :

1 avi 8vj
== — 1.11

Taux objectifs de Truesdell

La relation entre le taux de Truesdell et le taux de Jaumann peut-étre vérifiée
en remplacant le gradient des vitesses par ses parties symétrique et antisymétrique,
ce qui donne :

vt Da , T
a :ﬁdew(v)g—(Q+&)-g—g-(g+g) (1.12)
ou 7 désigne le taux de Truesdell. D est le tenseur des taux de déformation
défini comme :

1 0v;  Ov;
D =- ! J

) (1.13)

Le taux de Truesdell fait intervenir le méme tenseur que celui de Jaumann, mais
aussi le taux de déformation. Si I'on considére une rotation de corps rigide (D = 0),
le taux de Truesdell devient :

or_ Do
= Dt

Le taux de Truesdell est donc équivalent a celui de Jaumann, quand il n’existe
pas de déformation.

=

IS]

W (1.14)

IS
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1.2.2 Matériaux hyperélastiques

Les matériaux caractérisé par une fonction d’énergie stockée, un potentiel, sont
appelés hyperélastiques ou <« matériaux de Green .

L’existence d’un potentiel implique un processus de déformation réversible, indé-
pendant de I'histoire de chargement et en absence de dissipation d’énergie.

Ainsi, la puissance des efforts intérieurs exprimée par rapport a la configuration
initiale en termes du second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff et du tenseur
des déformations de Green-Lagrange peut s’écrire comme :

: W(E) .
P =— 7 EdQy = — 00 - EdS) (1.15)
Q Qo -
ou w(g) est le potentiel appelé < énergie libre spécifique ». Alors, le tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff est défini par :

oY (E)
OE

La relation la plus simple en grandes transformations provient d’un potentiel qui
dépend de maniere quadratique de £, c’est-a-dire, ¢ = ﬁ& 22’ tel que :

0%
= opopZ =Lk

D’apres 1’équation (1.17) la relation de comportement entre les tenseurs 7 et £
est linéaire. Dans ’hypothese de petites déformations I’expression (1.17) correspond
a la < loi de Hooke >.

Les matériaux hyperélastiques fournissent un cadre naturel pour la formulation
de la réponse des matériaux anisotropiques, en prenant en compte ’anisotropie dans
le potentiel.

Différentes expressions pour les contraintes sont obtenues a partir de transfor-
mations appropriées, par exemple la contrainte de Cauchy est reliée a la contrainte
de Piola-Kirkchhoff par la relation :

(1.16)

1=

= Po

(1.17)

1=

o=J'FzF (1.18)

ou J = det(F') est le Jacobien de la transformation.

1.2.3 Matériaux hypoélastiques

Les matériaux hypoélastiques associent le taux de contraintes au taux de défor-
mation. Pour assurer le principe d’objectivité, le taux de contraintes doit étre objectif
et doit étre relié a un taux de déformation aussi objectif. Une forme générale de
matériaux hypoélastiques est :

¢” = f(g,D) (1.19)
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ou g” est un taux objectif de contraintes de Cauchy et D est le taux de déforma-
tion, aussi objectif. La fonction f doit étre une fonction objective de la contrainte
et du taux de déformation.

1.2.4 Matériau néo-hookéen

Le matériau de Néo-Hooke est une extension de la loi de Hooke (élasticité linéaire
isotrope) pour les grandes déformations. La fonction d’énergie stockée d’un matériau
néo-hookéen est :

W(C) = %Ao(an)Z o InJ + %,uo(trace c-3) (1.20)

ot C' est le tenseur droite de Cauchy-Green, g et 1o sont les constantes de Lamé
de la théorie linéarisée et J = detF'. Les contraintes sont obtenues a partir de :

T=XInJ C '+ (I -C"), z=XIJI+u(B-1) (1.21)

ouB=F- ET est le tenseur gauche de Cauchy-Green.

Tous ces matériaux et taux objectifs sont bien détaillés dans [Belytschko et al.,
2000; Ogden, 1984].

1.3 Principe des puissances virtuelles

La configuration courante M est la plus naturelle pour écrire le principe des
puissances virtuelles, mais on préfere en général la ramener sur la configuration de
référence.

En vue des formulations variationnelles, on peut obtenir, comme en petites dé-
formations, le théoreme des travaux virtuels. La puissance des efforts intérieurs dans
un champs de vitesse virtuelle ©* s’exprime :

Jiss

Pw) = - | z: B, (1.22)
Q
ou 7 est le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, qui mesure relativement a

M, état de contrainte sur M, et g(g*) le taux virtuel de déformation lagrangien,
défini par :

. 1/ ou* ou* ! 1 ou \' ou* our \" du
Eu) == =— = = — | — — | == 1.23
Elw) =3 (aMo o, ) T3 ((8]\/[0) oM, + <8M0> 8M0) (1.23)
Les contraintes de Piola-Kirchhoff 7 et le tenseur de Green-Lagrange £ vérifient
la loi de comportement linéaire défini par :
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1=K E(u) (1.24)
ce qui donne :
Pi(u*) = —/ Ew"): K E(u) d (1.25)
Qo =
ds) - as
P.(u* :/ ——b, u*dQ) +/ —7q_ u*dS, 1.26
() , A% " ‘ 8,00 S0 0 (1.26)

et finalement I'expression pour le PPV :

Qo
dsS
+/ —G. u*dSy =0 1.27
8,00 @50 0 (1.27)

On peut définir, sur la configuration initiale, le premier tenseur de contraintes
de Piola-Kirchhoff (appelé aussi : tenseur de Boussinesq ou tenseur nominal de
contraintes).

Mo

= JF 'o(M,1) (1.28)

1.4 Formulation du probléeme non-linéaire
1.4.1 Formulation lagrangienne totale

Dans une formulation Lagrangienne totale, les équations sont écrites sur la
configuration initiale non réactualisée. Lors d’un traitement par éléments finis des
problemes sont rencontrés en cas de grandes distorsions des éléments, ce qui n’est
pas le cas dans les applications traitées.

Forme faible de la formulation lagrangienne totale

A partir du principe de puissances virtuelles, décrit dans la section 1.3, la forme
faible de la Formulation Lagrangienne Totale s’écrit :

L/E@%KE@M%Z/J&MMU
Q =

0 _ QO
as
+ / —g, u'dSy  Yu' € Uy, (1.29)
9290 dSO_O 0 0
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Formulation Lagrangienne total a partir du probléme discretisé

Le domaine ) est discretisé dans N, éléments de volume QOE , tels que €y = UQOE .
On choisit d’approcher le champ de déplacements de chaque élément E par une
interpolation des valeurs nodales :

w=N(My).q(t) . YMo € OF (1.30)

o, N(Mp) est la matrice rassemblant les fonctions de forme élémentaires et q(t)
le vecteur des déplacements nodaux de I’élément E. De la méme maniere, le champ
de vitesses virtuelles est obtenu par dérivation des déplacements, ainsi :

U* = N(My)aw'(t) , VM, € OF (1.31)

Le tenseur de Green-Lagrange devient :

pol|du  ( Ou t+ ou \' Ou

= 2|0M, \9M, OMy ) OMy (1.32)
1

=Brg+ §BNL(Q> q)

ou By est la partie linéaire de l'opérateur de déformation et By est la partie
quadratique. De méme, le taux de déformation lagrangien peut s’exprimer comme :

.1 |aUur oU*\" ou \'oU* oU*\" du
L= + + +
= 2|0My Mo oMy ) OMy oMy ) OMy (1.33)
1
=Brq + iBNL(@ q)

La formulation lagrangienne totale se base sur I'expression du Principe des puis-
sances virtuelles exprimé sur la configuration de référence My (1.27). En substituant
dans cette expression les relations précédents, on obtient :

«t 1
0

EZ-E;(q)
o . . . dS .
+q NpofddQ—l—q N —EddS() =0 , Vq (%,t) Euadyg (134)
- Jo - — J:Q0 dSy y -
F\E,‘

=—ezxt

Ce qui mene a :
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Ent(Q) + Fea:t =0 (135)

En linéairisant ce probleme autour d’une configuration M a l'instant ¢, on obtient
I'opérateur de raideur tangente Krp :

. aEnt
= aq

Kr (1.36)

d’ou on obtient :

1
KT = / (B}t\/L(’ ))K()(BLQ—F §BNL(272>> dQO +/ BEKQBL dQO
Qo QO

N

-~ -~

G E
KT KT

Qo

(&

K%
Ky = K¢+ KE+ K? (1.38)

ot K¢ représente la matrice de raideur géométrique associée a 1'état de con-
trainte existant sur la configuration courante M et calculé sur la configuration de
référence My, K% la matrice de raideur élastique construite sur la configuration de
référence My, et K la matrice fonction des déplacements ¢ a l'instant ¢, appelé
matrice des déplacements initiaux. -

1.4.2 Formulation lagrangienne réactualisée

Cette formulation est basée sur le Principe des puissances virtuelles exprimé
dans une configuration Mg plus proche de la configuration actuelle que M. Elle
est utilisée dans les approches incrémentales, ou l'on utilise la configuration M a
I'instant ¢ pour déterminer la solution du probleme a l'instant ¢ + At.

Cette formulation est souvent utilisée avec des remaillages lorsque les distorsions
deviennent trop importantes.

Forme faible de la formulation lagrangienne réactualisée

A partir du principe de puissances virtuelles, décrit dans la section 1.3, la forme
faible de la Formulation Lagrangienne Totale s’écrit :

/ o d(u’) do, = / D, u'd,
Q- Q4
+ / 7 u'dS,  Vu' € Uagp (1.39)
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20 Structures élancées en grandes transformations

ou g est le tenseur de contraintes de Cauchy et c:i est le taux de déformation.

Formulation lagrangienne réactualisée discretisé

Dans cette formulation, 'opérateur de raideur tangente K devient :

Kr = K§ + KE (1.40)
ou
1
KG = / (By(.,.).K(Bp.u+ §BNL(%Q)) dSp (1.41)
Qr
KE :/ Bi.K.B;, dQg (1.42)
Qr

La matrice des déplacements initiaux disparait dans cette formulation. Il est
nécessaire de transporter la loi de comportement sur la configuration Mg et I'inté-
gration doit se faire sur la géométrie déformée.
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2 Modélisation des structures élancées et discré-
tisation

Nous nous intéressons dans le cadre de ces travaux aux structures élancées, c’est-
a-dire aux structures dont les éléments constitutifs ont une ou plusieurs dimensions
petites par rapport aux autres. C’est le cas des structures de poutres, de plaques ou
de coques, que l'on retrouve dans de nombreux produits de l'industrie automobile
ou de I'aéronautique. Du fait de leurs caractéristiques géométriques, les structures
élancées sont susceptibles de connaitre des grands déplacements et de grandes rota-
tions.

2.1 Introduction

Les structures élancées (poutres, arcs, plaques, coques, etc.) sont des solides avec
au moins une dimension caractéristique, appelée épaisseur, tres petite par rapport
aux deux autres (voir F1G. 1.3).

De part cette particularité géométrique, les théories de structures minces se
basent sur le choix d’une cinématique spéciale par rapport a celle générale d'un
solide, ce qui permet des hypotheses (et des simplifications) sur 1’état de contrainte
ou de déformation.

Les théories plus couramment utilisées sont celles dites au premier ordre, ¢’est-a-
dire ou le champ de déplacements est supposé varier linéairement suivant 1’épaisseur,
ce qui entraine que les sections droites restent planes et indéformables.

Des modeles non-linéaires pour les grandes transformations (c’est-a-dire grands
déplacements, grandes rotations et déformations, finies) de structures élancées ont
été introduits plus récemment.

Ils existent aussi, des modeles de deuxieme ou troisieme ordre employés pour les
matériaux multicouches.

De nombreuses structures minces sont rencontrées dans le génie civil, mécanique
ou aéronautique (réservoirs, tabliers de ponts, coques de bateaux, chassis et carrosse-
rie d’automobiles, fuselages et ailes d’avion, etc.), donc 'analyse du comportement et
la conception de ces structures sont des activités importantes sur les plans technique
et économique.

Dans la section 2.2 on présente les théories qui ont été développées pour décrire
les structures élancées dans le cadre de petites et grandes transformations.

2.2 Modeles basés sur une théorie simplifiée

Dans cette section on introduira les éléments fondamentaux sur les différents
modeles de poutres, plaques et coques. Par contre, une description plus détaillée de
ces théories peut se retrouver, par exemple dans les ouvrages de [Batoz et Dhatt,
1990a,b].
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Solide 3D

Poutre

Figure 1.3: Différentes types de structures, [Batoz et Dhatt, 1990a]

2.2.1 Théories des poutres

La premiere théorie de poutres largement acceptée est née a partir des dévelop-
pements de Leonhard Euler et Jacques Bernoulli vers 1750. Ce modele est parfois
appelé théorie classique des poutres, théorie d’Euler, théorie de Bernoulli ou théorie
d’Euler-Bernoulli.

Cependant, c’est Galileo Galilei en 1658 qui réalise les premiers travaux sur la
flexion des poutres bien qu’il ait erronément supposé une distribution constante
des efforts dans les sections. Apres la découverte du texte Codex Madrid I dans
la Librairie Nationale d’Espagne en 1967, et publié dans [da Vinci, 1974], on a
découvert non seulement que les travaux de Leonardo da Vinci (1493) ont précédé
ceux de Galilei, mais aussi qu’il avait bien identifié la distribution linéaire d’efforts
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et déformations dans les sections.

La théorie d’Euler-Bernoulli est la plus utilisée pour les poutres élancées ou les
effets de cisaillement sont peu importants. Elle s’appuie sur I’hypothese cinématique
de sections droites et sous la condition supplémentaire qu’elles restent orthogonales
a la fibre moyenne au cours de la déformation.

La théorie de Lord Rayleigh (John William Strutt) donne une amélioration au
modele d’Euler-Bernoulli en permettant que les sections droites ne restent pas for-
cement normales a la fibre moyenne [Strutt, 1877].

Pour les poutres épaisses, [Timoshenko, 1921] a introduit une théorie qui prend
en compte le cisaillement et I'effet de rotation des sections droites.

Les modeles en grandes transformations de poutres bidimensionnelles sont dus a
[Reissner, 1972, 1973] et pour le cas tridimensionnel a [Reissner, 1981; Simo, 1985].

Des modeles d’ordre supérieur de poutres planes basés sur des distributions plus
générales des champs de déplacements sont définis dans les références suivantes
[Levinson, 1981; Rychter, 1987].

Modélisation de poutres

Les deux principaux modeles de poutres largement répandus pour la modélisation
des structures élancées sont : le modele de Timoshenko et le modele de Euler-
Bernoulli.

Pour les poutres de Timoshenko, on fait I’hypothese cinématique que les sections
droites restent planes et indéformables dans leur plan. La position x a un instant
donné ¢ d'un point M, repéré par M, dans la configuration initiale de la poutre
(F1G. 1.2), s’écrit alors :

o(My,t) = My +u(X,t) + R(X,t).M (1.43)

== section

ou le vecteur u caractérise la translation de la section droite, et R sa rotation,
M...rion Tepérant M dans la section par rapport a son centre d’inertie. Si on se
restreint a des petites perturbations, on peut approximer la rotation des sections

par :
ROX, 1) Mg ~ (X, 8) A M.

== section

(1.44)

section

Pour la poutre de Navier-Bernoulli, en plus de I'hypothese précédente, on se
place dans le cas d’une poutre suffisamment élancée pour négliger les effets inertiels
associés aux rotations de sections devant les effets associées aux translations de la
ligne moyenne :

O(My,t) = e, A 2=+ Qu(My), (1.45)

ou e, est le vecteur unitaire suivant ’axe de la poutre. Cette hypothese permet
de réduire les champs inconnus du probleme aux trois composantes du déplacement
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de la ligne moyenne et a la rotation axiale. En effet la rotation de la section est alors
directement liée au déplacement de la ligne moyenne.

En pratique, le modele de poutre de Navier-Bernoulli est ainsi réservé aux poutres
tres élancées, celui de Timoshenko pour les poutres plus épaisses, pour lesquelles
I’énergie de déformation de cisaillement n’est pas négligable.

Eléments de poutres

Pour le modele classique de poutres sans cisaillement, 1’élément le plus utilisé
dans la formulation en déplacement est celui a 2 noeuds avec une interpolation
cubique de Hermite pour les déplacements transverses, et une interpolation linéaire
pour les déplacements axiaux. Si I'on prendre en compte les effets de cisaillement
on utilise ce méme élément en ajoutant une interpolation linaire pour les rotations
des sections droites, ce qui fait un élément a 8 ddl dans le plan.

Des formulations mixtes de poutres se trouvent dans [Reissner, 1950; Washizu,
1982].

2.2.2 Théories des plaques

Des cinématiques analogues a celles des poutres ont été proposées pour les
plaques. La premiere théorie satisfaisante de flexion de plaques a été proposée par
[Kirchhoff, 1850]. Dans [Love, 1888] on retrouve une théorie pour les poutres élancées
inspirées par les hypotheses de Kirchhoff.

Les hypotheses de Kirchhoff-Love pour les plaques minces sont équivalentes a
celles d’Euler-Bernoulli pour les poutres.

La théorie des plaques épaisses a été consolidée par [Mindlin, 1951] & partir des
travaux de Rayleigh [Strutt, 1877; Timoshenko, 1921; Reissner, 1945; Hencky, 1947,
Uflyand, 1948].

Le modele en grands déplacements d’une plaque mince est décrit par des équations
différentielles non-linéaires qui ont été formulées par [Féppl, 1907] et [von Kédrman,
1910], puis modifiées par [Marguerre, 1938] pour les plaques courbées.

Les premieres théories d’ordre supérieur de plaques ont été introduites par [Levy,
1877], [Bolle, 1947] et [Reissner, 1985].

Eléments de plaques

Le premier élément fini pour représenter les déplacements de membrane de
plaques minces a été introduit par [Turner et al., 1956]. [Adini et Clough, 1961]
émirent le premier élément de flexion.

Le premier élément triangulaire largement utilisé sous 'hypothese de Kirchhoff-
Love a été celui de [Clough et Tocher, 1965], parfois appelé HCT (de Hseih-Clough-
Tocher), puis I’élément DKT < Discrete Kirchhoff Triangle > développé par [Stricklin
et al., 1969]. Les éléments HCT et DKT ont chacun 9 ddl.
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On trouve dans [Herrmann, 1967] un élément triangulaire mixte a 6 ddl pour les
plaques de Kirchhoff-Love.

Les plaques plus épaisses sont traitées par des éléments s’appuyant sur la théorie
de Reissner-Mindlin, prenant en compte le cisaillement transverse.

2.2.3 Théories des coques

En analogie avec les plaques, si I'on se place dans le cadre de coques minces ou
les déformations transverses restent faibles, alors I’hypothése cinématique est celle
de Kirchoff-Love, laquelle stipule que les fibres normales a la surface moyenne de
la coque restent normales au cours de la déformation [Timoshenko et Woinowsky-
Krieger, 1940; Koiter, 1960].

Tandis que pour les coques épaisses (aussi pour les plaques épaisses) le cisaille-
ment transverse est pris en compte sous 'hypothese dite de Reissner-Mindlin, qui
implique que les fibres normales a la surface moyenne de la coque restent droites,
mais pas nécessairement normales a la surface moyenne [Naghdi, 1963; Reissner,
1974].

Parmi les modeles en grandes rotations on peut citer ceux de [Simmonds et Da-
nielson, 1972; Pietraszkiewicz, 1977 et en grandes déformations on fait référence
aux modeles de [Pietraszkiewicz, 1984; Reissner, 1982; Basar et Krétzig, 1989]. Un
modele qui considere les effets de vrillage ou < drilling rotations > est du a [Ibra-
himbegovic, 1994].

Les structures de coques peuvent étre discrétisées de deux facons : soit en utilisant
un assemblage en 3 dimensions d’éléments de plaques classiques, soit en développant
des éléments prenant en compte cette géométrie particuliere, au moyen d’éléments
iso-paramétriques par exemple. Dans le cas d’assemblage d’éléments plans, une at-
tention particuliere doit étre portée au degré de liberté correspondant aux rotations
selon la normale a 1’élément. Celle-ci n’entre pas en compte dans l'expression de
la formulation variationnelle, ce qui peut mener, dans le cas d’éléments coplanaires
juxtaposés, a une indétermination. Ce probleme peut étre résolu soit en éliminant
les inconnus posant un probleme, soit en leur attribuant une raideur arbitraire, soit
encore en définissant une déformation associée et en modifiant I’expression du travail
des efforts intérieurs [Allman, 1984; Bergan et Felippa, 1985].

Eléments de coques

Les éléments finis de coques peuvent étre classés en quatre grandes familles [Batoz

et Dhatt, 1990b; MacNeal, 1998] :

— Les éléments finis basés sur 'approximation isoparamétrique de la géométrie et
des déplacements. Ces éléments sont dits isoparamétriques ou tridimensionnels
dégénérés et ont été introduits dans [Ahmad et al., 1970].

— Les éléments finis fondés sur une approche par facettes planes [Clough et John-
son, 1968]. Ce type d’élément est obtenu en combinant des éléments de mem-
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brane et des éléments de flexion. Le couplage est réalisé au niveau de ’assem-
blage.

— Les éléments finis construits a partir d’'une formulation curviligne ou les va-
riables nodales sont les composantes curvilignes des déplacements et des ro-
tations (représentées indépendamment de la géométrie) [Brebbia et Connor,
1967]. Le couplage membrane/flexion apparait directement au niveau de 1’élé-
ment.

— réutilisation des éléments 3D linéaires classiques et adaptation de leur com-
portement pour qu’ils puissent représenter correctement le comportement de
structures élancées (c.f. par exemple [Klinkel et Wagner, 1997; Brank et al.,
2002]). L’objectif majeur est alors d’avoir une représentation correcte de 'évo-
lution des contraintes et déformation dans 1’épaisseur ou le plan de ’élément.
Deux méthodes sont principalement utilisées, et souvent combinées, la méthode
ANS (Assumed Natural Strain) et la méthode EAS (Enhanced Assumed Strain).

La plupart de ces éléments ont été initialement développés dans le cadre linéaire
des petites perturbations. Leur mise en ceuvre en grandes déformations exige d’uti-
liser la forme complete du tenseur des déformations de Green-Lagrange ce qui peut
mener, dans le cas le plus général des éléments incurvés, a des développements re-
lativement complexes.

Nous avons retenus, pour les structures composées des poutres, les éléments de
poutres de Navier-Bernoulli. Pour les structures plus réalistes, structures de sec-
tion d’avion ou de voilure, on a retenu le modele de Reissner-Mindlin, largement
répandu pour le calcul de structures élancées, associé a un modele de membrane
pour le comportement dans le plan. Le modele de Reissner-Mindlin est adapté aux
plaques relativement épaisses et prend en compte les contraintes de cisaillement
transverse dans 1’élément. Il a été mis en ceuvre pour des éléments triangulaires et
quadrangulaires a fonctions d’interpolation linéaires.

2.3 Formulation corotationnelle

Si les formulations précédentes permettent bien de mener des calculs analytiques
ou des simulations numériques, elles s’averent peu commodes pour diverses raisons.

Les déformations de Green-Lagrange et les contraintes de Piola-Kirchhoff sont les
plus couramment utilisées en analyse non-linéaire, car elles sont a la fois objectives,
conjuguées et adaptées aux grandes déformations. Cependant, leur interprétation
n’est pas évidente, et I'expression des lois de comportement en grandes transfor-
mations passe le plus souvent par une conversion du tenseur de Piola-Kirchhoff en
tenseur des contraintes de Cauchy, opération qui peut étre couteuse.

Par ailleurs, la prise en compte des grands déplacements exige de redévelopper
des modeles de plaques et coques adaptés a part pour les formulations plaques ou
coques 3D, ainsi que les éléments finis associés. Ces développements peuvent me-
ner a des modeles relativement complexes, et leur implémentation doit étre réalisée
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pour chacun des types d’éléments précédemment introduits. Or, tres souvent, les
grandes transformations des structures élancées ne sont associées qu’a de petites
déformations de leurs éléments constitutifs. Les mouvements sont ainsi majoritaire-
ment constitués d'une composante rigidifiante.

La formulation corotationnel propose de choisir comme configuration de référence
une configuration obtenue par une rotation rigidifiante, et d’exprimer les déforma-
tions et les contraintes dans un repere tournant avec la matiere. Cette approche fait
I’hypothese de petites perturbations dans le repere corotationnel. Elle a ainsi pour
avantage de permettre la réutilisation des opérateurs des éléments linéaires classiques
et des modeles matériaux développés en petites perturbations déja existants dans la
plupart des codes éléments finis.

Les premieres travaux sur le sujet ont été réalisés par Biot dans les années 1930s.
Un bilan de ses développements se trouve dans [Biot, 1965], mais ils ont été ignorés
tres longtemps.

Le concept de corotationnel (CR) a été utilisé en premier par [Truesdell et Tou-
pin, 1960] en mécanique des milieux continus. Ce concept a été introduit dans la
méthode des éléments finis par [Wempner, 1969; Belytschko et Hsieh, 1973].

Dans [Veubeke, 1976], on introduit un cadre dynamique qui suit la structure
complete comme une < ombre > a travers le mouvement continu rigide de la confi-
guration inertiel de base. L'idée d’avoir un cadre corotationnel (CR) attaché a un
élément individuel a été introduite par [Horrigmoe et Bergan, 1976, 1978].

Un bilan des développements réalisés jusqu’'a 1989 a été fait par Nygard dans
[Nygard et Bergan, 1989], ou la configuration dans le repere CR est appelé < élément
ombre ». Crisfield a développé le concept de < formulation corotationnelle consis-
tante > [Crisfield, 1990; Crisfield et Moita, 1996; Crisfield et al., 1997].

[Rankin et Brogan, 1986] a introduit le concept d’ < élément corotationnel indé-
pendant > (EICR, pour le nom en anglais). Dans la these de Haugen [Hagen, 1994]
est proposé le développement de la formulation utilisée par [Felippa et Haugen,
2005]. C’est cette formulation que nous détaillerons.

Pour les structures élancées, on préfere en général choisir un repere corotationnel
lié a la géométrie des éléments, et tournant avec eux (F1G. 1.4). L’idée est de faire
que les déformations restent linéaires dans le repere corotationnel, et de porter les
non-linéarités des grands déplacements sur les changements de repere. Une synthese
complete des éléments finis corotationnels est présentée dans [Felippa et Haugen,
2005].

L’implémentation de la procédure corotationnelle est indépendante des éléments.
Elle se fait entre le calcul de la matrice de raideur élémentaire et I'assemblage de
I'opérateur global. Dans la F1G. 1.5 est présentée sa mise en ceuvre. Les deux blocs
appelés < procédure corotationnelle > correspondent a ’extraction des déplacements
et rotations déformants et a une phase de transport du probleme tangent dans le
repere global. Les deux blocs a droite, appelées < librairie éléments finis > représentent
les fonctions élémentaires classiques. Et les deux blocs a gauche, représentent les
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Figure 1.5: Schéma d’implémentation de la procédure corotationnelle indépendante
des éléments

Cette extraction des déplacements et rotations déformante a été tirée de [Felippa
et Haugen, 2005].

— Extraction des déplacements et rotations déformantes
L’idée est d’extraire les déplacements et rotations de corps rigides pour obte-
nir seulement les déplacements et rotations déformantes. Cette opération est

réalisée en trois étapes, pour un point P, F1G. 1.6, de position initiale xg dans
le repere global (ici on ne met pas de traits sous les vecteurs) :
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Figure 1.6: Cinématique corotationnelle d’un élément.

1. Les coordonnées initiales (non-deformée) du point P° dans le repere global
sont 2%, qui dans le repere de base (Cp) devient :

%o = 2% —a (1.46)

ou a est le centre de gravité de ’élément considéré.

Ici on obtient les coordonnées (position) du point P° par rapport au
centre du gravité de I’élément, pour la configuration initial C}.

2. Calcul du déplacement du centre de gravité de 1’élément déformé, ¢ =
(b — a), puis détermination des coordonnées du point P pour calculer le
déplacement total u,. Calcul de 'opérateur de rotation de corps rigide
Ry (repere corotationnel). Calcul des coordonnées du point Pg :

8, = Ry.a% (1.47)

Ce qui fournit les coordonnées (position) du point Pgr (déformation ri-
gide), par rapport au centre de gravité de 1’élément dans la configuration
corotationnelle Cg.

3. Calcul des déplacements déformants ugzp et de l'opérateur de rotation
déformant Rgp.

ugp = (29 +up) — (c+ 27¢)
ugp = (up —c) + 13(1)90 - xgc
Ugp = (UP — C) + $9;C — Ro.l’?:,o
(

ugp = (up —c) + (I — Ry).2%¢
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Finalement, les déplacement déformants dans le repere corotationnel,
ﬂdp :

Ugp = Trugp (148)

L’opérateur de rotation déformant est défini par Rgp = TrRpTo" (Tk et
Ty ont été définies en F1G. 1.4), ou Rp est la rotation déformante du
point P entre la configuration Cy et la configuration finale C7, puis on
peut extraire les angles de rotation déformants 6,p, a partir du vecteur
axial de Rgp.

— Passage du repére corotationnel au repere global

Cette étape consiste a ramener le probleme tangent (défini dans le repere
corotationnel) dans le repére global.

1. Efforts internes :
Si l'on se place dans le cas d’'un matériau élastique avec I'hypothese de
petites déformations, on peut écrire les efforts intérieurs F¢, (repere co-
rotationnel) comme dérivant d’'un potentiel élastique P€ :

opPe
c ou
Fiy = a—f; ~| (1.49)
9 | ope
o0

ol le terme a droite sépare les efforts de déplacement et de rotation. Pour
les écrire par rapport au repere global, il est nécessaire d’obtenir une
relation entre les variations cinématiques locales-globales. Finalement en
utilisant le jacobien J¢ :

ous ou§
ou® oOwe
J¢ = - - (1.50)
20°  06°
ou® Owe

on obtient I'expression des effort internes dans le repere global :

F¢. = JUF¢

wnt nt

(1.51)

Il est pratique de décomposer le jacobien en J¢ = HPT. Ou P est le
projecteur qui extrait la partie déformante des déplacements et rotations,
T s’ecrit en fonction de l'opérateur de rotation 75 (voir Fi1G. 1.4) :
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_ [Tz O
T_{ 0 TE] (1.52)

et H est la dérivée du vecteur de rotation axial par rapport au vecteur
spin axial. C’est-a-dire H est 'opérateur reliant les variations du vecteur
des rotations 05 dans le repere corotationnel aux variations du vecteur de
Spin ] adapté aux rotations finies dans le repere global, soit :

I 0
H= od (1.53)
O €
0wy

2. Opérateur de raideur tangente :

La matrice de rigidité tangente K¢ d'un élément e est définie comme la
dérivée des efforts internes par rapport aux degrés de liberté ¢° globaux :

OF¢
K& =t 1.54
T aqe ( )

Finalement on obtient :

0F® = 0T P'H'F;,, + T'6P'H'EY, + T'P'6H'FY,,

+T'P'H'SFY, (1.55)

= (KGr + Kgp + Ky + Kiy)o¢°
ou Kgp est appelée < matrice géométrique de rotation >, qui corres-
ponde au gradient entre I'effort interne par rapport a la rotation rigide de
I’élément. K¢ p est la <« matrice géométrique de projection de ’équilibre .

K&, est la < matrice géométrique de correction du moment ». Et K§,
est la < matrice de raideur matérielle >.

Pour plus de détails, on pourra se référer a l’article [Felippa et Haugen, 2005].

Bilan

Pour résumer, la formulation corotationnelle aboutit, pour les efforts intérieurs
et l'opérateur de raideur élémentaires, aux expressions suivantes :

Ft, = T'PHK G (1.56)

n

K, =T'(P'HK'HP + P'LP - F,,,G — G'F,P) T (1.57)
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On peut démontrer que l'opérateur de raideur assemblé ainsi calculé devient
symétrique quand on approche 1’équilibre, pour des efforts imposés conservatifs.

Moyennant certaines approximations, des versions simplifiées des expressions
précédentes peuvent étre obtenues. Ainsi, en faisant I'hypothese que H=Tet P =1
on obtient la variante proposée [Nygard et Bergan, 1989] :

Fe, =TK{ (1.58)

wnt

K¢ = T (KGHP - anG) T (1.59)

La symétrie de 'opérateur est alors perdue, méme a ’équilibre, ce qui impose
I'utilisation d’un solveur adapté pour conserver de bonnes propriétés de conver-
gence. Par ailleurs, les approximations faites imposent de travailler avec un maillage
relativement fin.

Enfin, une version intermédiaire consiste a faire I’hypothese que H = 1. On
obtient alors :

Fe, = T'P'K§S (1.60)

wnt

K& — T (PfKeHP — FpnG — GfF;P) T (1.61)

Dans cette approche, 'opérateur de raideur assemblé tend de nouveau vers un
opérateur symétrique a 1’équilibre. La convergence quadratique sera donc assurée
avec une version symétrisée de I'opérateur, a condition d’utiliser un maillage suffi-
samment fin, pour respecter I’approximation introduite. Dans notre cas, on ne fait
pas la symétrisation de 'opérateur, et le systeme est résolu avec un solveur de type
GMRES. Cette formulation sera celle qui sera retenue dans la suite de ces
travaux.
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3 Stabilité des structures élancées

Une particularité du comportement des structures élancées est leur sensibilité
au flambage, qui correspond a une instabilité de I'équilibre de la structure, liée aux
non-linéarités géométriques par des transformations finies.

La problématique du flambage est de premiere importance dans le dimension-
nement de structures élancées, car celui-ci s’avere étre un des modes de ruine
prépondérants, ou ayant un role significatif dans le processus de dégradation. Elle a
fait I'objet d’une tres grande quantité d’études, aussi bien analytiques, numériques
qu’expérimentales.

Les premieres études théoriques de stabilité sont attribuées a Euler [Euler, 1744],
qui détermina la charge critique de flambage d’une poutre élancée en compression.
La charge limite de flambage est appelée charge limite de flambement eulérien. Cette
charge limite \. peut correspondre soit a un point limite soit a un point de bifur-
cation. Les différents comportements sont illustrés en Fic. 1.7. Dans le premier
cas, la branche d’équilibre fondamentale croise une autre branche d’équilibre de la
structure (appelée branche bifurquée) au point de bifurcation. Cette branche est
associé, privilégiée a un potentiel inférieur a celui de la branche fondamentale et
sera privilégié par la structure. Le second cas correspond a un niveau de chargement
admissible maximal (appelée point limite) sur la branche d’équilibre fondamentale
de la structure.

F

point de point limite branche
bifurcation fondamentale
/ < VA — N
c /, 7 N \
" branche il O\
Ao fondamentale A Y\
N / A\

branche bifurquée
) structure parfaite
solution perturbée

. 7 \
solution perturbée.
structure imparfaitex

\
\
\

\
\

\

structure imparfaite

Figure 1.7: Illustration de branches fondamentales et bifurquées

Les charges limites et charges critiques, notamment pour les cas de bifurcation
asymétrique, peuvent étre tres sensibles aux imperfections géométriques, de charge-
ment ou matériau. En présence de tels défauts, les chemins d’équilibre de la structure
sont modifiés (lignes discontinues sur la F1G. 1.7), et la charge limite peut étre for-
tement réduite.

La premiere étude de plaque a été faite par [Bryan, 1891] qui propose un calcul
analytique de la charge critique. La charge ultime fut déterminée dans une analyse
de post-flambage par [von Kérmén et al., 1932]. Par contre, Wagner avait déja
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déterminé une formule approchée de la charge ultime dans [Wagner, 1929]. Suite aux
travaux de Wagner, la théorie de stabilité de plaques non-linéaires a été fortement
développée [Cox, 1934; Trefftz et Marguerre, 1937; Marguerre, 1937; Friedrichs et
Stoker, 1941; Levy, 1945].

Le comportement de post-flambage de coques fut expliqué dans [von Karman et
Tsien, 1939; von Karmén et al., 1940; von Karman et Tsien, 1941] sous '’hypothese
non-linéaire de grands déplacements. Dans [Koiter, 1945, 1963], Koiter introduit
une premiere théorie de flambage et post-flambage des structures élastiques. 11 a
utilisé une méthode de perturbation pour montrer les différents types d’instabilité
et l'influence des imperfections. Une étude bibliographique des premiers travaux
théoriques sur le post-flambage jusqu’a 1970 est proposée [Hutchinson et Koiter,
1970].

Pour l'analyse en post-flambage les problématiques sont nombreuses. On peut
citer, entre autres, celle du pilotage des calculs, de la détection des bifurcations ou du
suivi des chemins d’équilibre. Ces différents points sont abordés dans [Arbocz et al.,
1987]. D’une maniére générale, les calculs au post-flambage sont souvent difficiles a
mener et a interpréter, et tres couteux en ressources de calcul.

Des ouvrages plus récents développent la théorie des instabilités de structures
de fagon plus moderne [Nguyen, 1995]. Un ouvrage récent traitant des différents et
nombreux problemes de stabilité des structures est celui de Bazant Cedolin [Bazant
et Cedolin, 1991].

3.1 Analyse des solutions d’équilibre

Pour simplifier I'analyse du probleme de solution d’équilibre multiple on consi-
dere un probléeme avec un parametre de charge \. La configuration du systeme est
paramétrée par le vecteur u € R". Le probleme en dynamique s’écrit sous la forme :

d*u

Moy = F(u, \) (1.62)

qui caractérise le principe fondamental de la dynamique pour le probleme étudié
(F dérivable).
Le solutions d’équilibre statique correspondent a F'(u, A) = 0,

F:R"xR R (1.63)
(u, \) — F(u,\) (1.64)

On connait la solution d’équilibre statique (u., A¢). On cherche d’autres solutions
d’équilibre autour de ..

Soit (ue+0u, Ae+9A) une solution d’équilibre statique voisine. Elle vérifie F'(u,+
du, Ae +0X) =0
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F(ue + 6u, A + 0X) = F(ue, Ae) + 6F + 3052

1
= F(te, Ae) +Fu(tte; Ae)0t + Fy(te, \e)SA + =0F% =0 (1.65)
~—— 2
=0 négligeable

L’équation d’équilibre linearisée autour de (ue, Ae) est :

Fudu+ F6A =0 (1.66)

ou F, = Kr(ue, Ae) est la rigidité tangente, c’est a dire :

K7 est non-linéaire. Si K est inversible on a une solution, mais si K est sin-
guliere on a plusieurs solutions ou aucune.

Remarque : on a deux types de points d’équilibre.

— les points réguliers o une seule courbe d’équilibre passe par (u., ) ces points
sont caractérisés par Kp(ue, Ae) = Fu(ue, Ae) et sont tels que det(Kr) # 0,
c’est a dire que Kr est inversible.

— Les points singuliers sont tels que K1 n’est pas inversible, c’est a dire : det(K7) =

0.

Cas des systemes conservatifs en mécanique, F' dérivé d’une potentielle
Ep

OFp
F(u,\) = ——(u, A 1.68
(1.3) = =52 (0, ) (1.68)

ce qui conduit a :
0*Ep
F, =-—
’ ou® (1.69)
= KT(U€7 >\e)

Apres le point singulier, il faut vérifier si les points sont stables ou pas.

Cas de points réguliers : dans ce cas K est inversible.
Pour un point régulier, on a :

Su = —[Kp] H(F5)6A (1.70)

On connait la solution d’équation (ue, A¢). u. est trés légerement perturbé par
une perturbation des données initiales.
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u = ue + velt

(1.71)
%(u = U, +vePt) = [2veft = Flu, +veP' ) \.) = Fyu(ue, Ae)ve’
ou v et 3 sont solutions de Krv = (v
Pour un probleme dérivant d'une énergie potentielle, on a :
OFrl, _ B (1.72)
ou? |~ - '

Si Kr est définie, symétrique et positive, 'unique solution est 5 = 0 (stable).
On obtient le critere de positivité de la variation seconde de I’énergie potentielle

?*Ep
ou?

c’est-a-dire 0°Ep > 0, alors la solution est stable.
Si 'on schématise en 1D on obtient la Fic. 1.8.

1 [0v,0v] >0 (1.73)

F indétermination
_enun point limite

~

N
N
\

‘\KT <0
Kr >0 \‘instable
stable ‘\‘
u

Figure 1.8: Répresentation schématique de la notion de stabilité

Cas des points singuliers :

Les points singuliers correspondent a K singuliere. En supposant que Krp est
symétrique et que 0 est valeur propre simple de vecteur propre v, Kyv = 0. Ainsi,
d’apres (1.66) :

V' Kpou + v'Fy 0\ = 0
du' Krv4+v'F oA =0 (1.74)
N

—0
— QtE)\é)\ =0
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— Cas 1:
Cas de points limites, "Fyv # 0 = d\ = 0. On passe par une tangente
horizontale dans la courbe (u, \) (F1a. 1.9)

point limite

Figure 1.9: Cas d'un point limite

puisque 0\ = 0 = Kpdéu = 0 = du = aw, la solution est unique et passe
par un maximum (ou minimum) appelée souvent force de claquage. Et il y a
un échange de stabilité (passage stable — instable).

— Cas 2:
Cas de bifurcation (plusieurs courbes d’équilibre). Si*F v = 0, alors le systeme
d’équilibre local :

Krdu+ (F(u, \)) x0A =0
£0

(1.75)

A plusieurs solutions constituées de la somme d’une solution particuliere
(dug, dAg) et d’'une solution générale de ’équation sans seconde membre Ju =
av, O\ = 0. On peut trouver une illustration des différents cas de bifurcation
en F1c. 1.10.

3.2 Flambage linéarisé

On considere une énergie de déformation sous la forme :

1
Ep(u) = 5/9 Tr[Ke(u)e(u)]d Modéle hyperélastique
0

avec e(u) le tenseur de déformation de Green-Lagrange :
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correspondant a v

branche fondamentale bifurcation tangent

bifurcation angulaire

u u

Figure 1.10: Cas de points de bifurcation. Bifurcation angulaire (& gauche) et
bifurcation tangente (& droite).

1/ 0u  ou' [ 0ou\'/( ou
gm)‘?(amg*%mg +<am@><ém@)> (1.76)

On fait '’hypothese de charge morte. Le chargement F; ne dépend pas de la
configuration actuelle.
Il existe une énergie potentielle,

Ep(u, A) = Ep(u) + M Fy, u)

ou

(Fas) = [ S0+ [ Foudsy
Qo 9200

En développant g(g) en puissance de 7, on obtient :

E@+n@=g@%wégw+%ﬁg@&) (1.77)

Le calcul de la premiere variation de Ep, donne :

o3 [ T e NE| A

L’équation d’équilibre pour A donné est caractérisé par le probleme :
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Trouver wu,,

[ T )L )% ~ MEg ) =0 (1.79)
Qo

Supposons que ’état d’équilibre u, soit atteint en petites perturbations. Dans ce
cas :

L,(v)=2)+ ( 8?\%0 ) | (53‘?0 )

TV
négligeable

Le probleme devient : trouver u,

Jo TriE e )z(vx)]dQ = MEy, v) =0

Analyse de ’éxistence de point singulier
Calcul de la variation seconde de 1’énergie potentielle.

% aasz (w)(v,v) = E /Q 0 Tr[g L (v)L (2)]d%%

1
w3 | TrEQu Wi, (1.80)
0 == =
Les points singuliers sont caractérisés par :

5/ THEL, )L, ()% + | e

2 Q0

Il

eWQ(uv,v)]d2% =0 (1.81)

. : . 2 . PP
Les point singuliers sont obtenus en cherchant quand 88521” cesse d’étre défini

positif (s’annule).
ou encore :

v v
/QOTT[ 8M08M0]d90 / gé v)L (v*)]dQ =0 (1.82)

ou 7 est la contrainte de Piola-Kirchhoff, 7 = K e(u)
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Commentaire : En général 7 est une fonction non-linéaire de u. Pour le calcul
de m, on teste a chaque pas si '’équation (1.82) est vérifiée, si ce n’est pas le cas,
on se trouve dans un point ou K (u) est singuliere (c.-a~d. on se trouve en un point

critique).

Simplification courante : dans le cas ou u est atteint en transformation infi-
nitésimale, on a :

7= Ke(u) ~ Kec(u) Linéarisation (1.83)

et donc le probleme d’équilibre de u s’écrit :

|1 [a L)%~ A | Ftdfo =0 (1.84)
Q0 - Q0
devient
/ Tr {Kg(y)g(v_*)]dﬂo — / AF 0" dQy =0 (1.85)
Qo =" - Qo

C’est un probleme classique d’élasticité linéaire et u dépend linéairement de A,
u = Aup (ol up est la solution pour A=1).

3.3 Analyse simplifiée du post-flambage dans le cas d’un
flambage atteint en HPP

On traite le probleme de stationnarité de 1’énergie potentielle par rapport aux
parametres de configuration en exploitant 'information obtenue sur les modes de
flambage du probleme linéarisé. On cherche, la solution sous la forme :

U= aoup + Z QY (1.86)
i=1

ou uy est la solution fondamentale du probleme avant flambage et v, sont les
“m” premiers modes de flambage calculés.

Dans le cas ou Kr(n,n) est de rang n — 1 au point critique, la solution au
voisinage du point critique est de la forme apup + a1v,. En pratique on ne retient
que quelques modes.

Les problématiques liées a ce type d’analyse sont nombreuses, par exemple :
détection des points de bifurcation et points limites, calcul d’une branche bifurquée,
pilotage d’instabilités, etc. Les calculs de post-flambage sont souvent tres cotteux en
ressource de calcul. En section 4.1 sont présentés quelques techniques de résolution
de tels problemes non-linéaires.
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Bilan

L’analyse de stabilité permet de déterminer les charges critiques de flambage
d’une structure. L’analyse détaillée du phénomene passe par une simulation complete
de la stabilité dans des conditions de chargement de la structure en service. Pour
certaines structures devant étre certifiées pour des chargements extrémes, et dans le
but de déterminer le scénario de ruine, il peut étre nécessaire d’effectuer un calcul
non-linéaire complet. C’est ce type d’analyse qui fait I’objet des travaux de
cette these.

Concernant plus particulierement les structures aéronautiques qui nous inté-
ressent ici, on observe, lors des essais et des simulations réalisés sur des struc-
tures représentatives, une premiere bifurcation correspondant a un flambage de la
< peau » entre les raidisseurs. La structure reste cependant le plus souvent globa-
lement stable, du fait de sa conception raidie, et peut admettre une augmentation
de la charge relativement importante, accompagnée éventuellement de changements
de modes de flambage. Dans un deuxieme temps seulement, se développe un mode
de flambage plus global, au niveau des raidisseurs, entrainant la ruine de la struc-
ture. Nous nous intéresserons a ces deux phases du calcul non-linéaire,
c’est-a-dire a la phase locale et globale de I’instabilite.

Dans leur phase de flambage initial, globalement stable, les structures de pan-
neaux raidis que nous considérons sont relativement peu sensibles aux imperfections.
Ici encore, I'expérience éprouvée de la conception aéronautique et des méthodes de
fabrication justifie que nous ne prenions pas en compte par la suite les imperfections
des structures.
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4 Résolution de problemes non-linéaires

Dans cette section on présente les méthodes les plus couramment employées pour
la résolution de systemes d’équations non-linéaires (méthodes de Newton), ainsi que
quelques approches particulierement adaptées aux non-linéarités géométriques : les
méthodes de continuation et la méthode asymptotique numérique.

4.1 Méthodes de Newton

— Méthodes de Newton classique

La méthode de Newton ou méthode de Newton-Raphson est une méthode
itérative de résolution des problemes non linéaires, du type f(u) = F. Elle a
été proposée par [Newton, 1671]. Elle repose sur 'approximation de u*+" par
le résultat de l'itération précédent u® :

D) = @ _ (f(u(i)) —I)
f'(u®)
L’interprétation géométrique de (1.87) est simple : l'itéré u*" est déterminé
en cherchant le point d’intersection de I'axe f(u) = F' avec la droite tangente
au point (u@, f(u®)) & la courbe (u, f(u)) (FiG. 1.11).

(1.87)

UO ’U,1 U2 u

Figure 1.11: Principe de la méthode de Newton

Le processus itératif est stoppé lorsque le résidu (f(u”) — F) est suffisamment
faible.

Dans le cas du flambage, un point critique ne peut étre directement franchi. En
effet cette méthode ne peut converger, car f'(u?)) (dérivée seconde de I'énergie
potentielle s’annule) devient singuliére au voisinage du point critique.
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— Méthode de Newton modifiée : direction constante.

F(u)

w0 w2 U

Figure 1.12: Méthode de Newton modifiée, avec f’ constante.

La méthode de Newton modifiée a direction constante (aussi appelée Pseudo-
Newton), est une variante consistant a remplacer f’ (u(i)) par une constante K
dans (1.87), ce qui donne :

. , @Oy - F
w0 = @ _ (f(u™) )

1.88
J (189
ot K peut étre la droite tangente au point (u®, f(u(®)) & la courbe (u, f(u))
(F1c. 1.12).
Cette méthode diverge dans le cas d’un point critique a efforts imposés (F1a.
1.13).
— Méthode de Newton modifiée : direction sécante.
Dans cette méthode, on remplace f'(u() par une approximation :
(@)Y — (i-1)
/ (i)NfW ) — flu )
f (u ) ~ w@® — =1 (189)
on obtient alors la relation de récurrence suivante :
, , (@) _ ,,(i=1) )
S I O B (f(u®) — F) (1.90)

f@@) = f(ut=1)

Cette méthode est illustrée en F1a. 1.14. Le calcul de I'opérateur tangent n’est
pas nécessaire, mais la convergence (de I'ordre de (14++/5)/2 ) est plus lente que
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( divergence

.
>

U
Figure 1.13: Divergence de la méthode de Newton modifiée, direction constante.

la méthode de Newton classique (convergence quadratique), mais meilleure par
rapport a la méthode de Newton avec direction constante (convergence d’ordre

1).

0,12 U
Figure 1.14: Méthode de Newton modifiée, direction sécante.

— Les méthodes quasi-Newton
Sont des généralisations de la méthode sécante du cas unidimensionnel. Cette
derniere consiste & remplacer K par la pente de la droite sécante passant
par les points (w0~ f(u1)) et (u®, f(u®)) correspondant aux deux itérés
précédents :

u(l) — u(i_l)

— r(u®) .
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Pour le cas multidimensionnel, ces méthodes consistent a définir une matrice
K® telle que :

RO =) = ~(r(u) = r(u))

Dans un espace vectoriel de dimension N, une telle matrice n’est pas unique,
I'ensemble des matrices vérifiant cette propriété est de dimension N(N — 1).
Différentes techniques permettent de construire ces matrices, sous la forme
suivante :

KO Z {0 4 550

c’est-a~dire en corrigeant successivement une matrice a chaque itération, en

partant d’une estimation K(® de la matrice tangente initiale. Les termes 6 K )

sont calculés en fonction des variations de la solution du®® = u® — 41 et du
résidu or® = r(u®) — r(uV). En pratique, ces matrices sont de faible rang.

Parmi, les formules quasi-Newton les plus populaires, on peut citer :

— La méthode BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shannokaka) donne un
K™ symétrique de rang 2 et une matrice K@ définie positive si la matrice
initiale I'est également. L’approximation, de 'opérateur tangent est faite au
moyen des vecteurs des efforts internes précédents [Broyden, 1970]. Cette
technique est implémentée dans de nombreux logiciels éléments finis, le plus
souvent a I'aide de la version proposée dans [Matthies et Strang, 1979]. Une
version a mémoire limité (L-BFGS) est développé dans [Liu et Nocedal,
1989].

— La méthode DFP (Davidon-Fletcher-Powell) propose aussi une matrice
de correction symétrique de rang 2. Cette technique est plus ancienne, mais
dans la pratique elle est en général remplacée par la méthode BFGS qui est
plus efficace.

— La méthode SR1 (Symmetric Rank 1) suggere des K@ symétriques et
de rang 1. Elle est plus simple que les méthodes BFGS et DFP, mais peut
conduire a la construction de matrices non définies positives.

— La méthode de Broyden qui aboutit a des matrices de correction non
symétriques de rang 1.

Un aspect important de ces techniques est qu’elles ne demandent ni d’assem-

bler ni de factoriser les matrices ainsi définies (dehors K (0)). En pratique,

des techniques d’algebre linéaire sont employées pour atteindre directement

la solution du systeme K®§u® = —r® 3 partir de la factorisation de K©,
moyennant une succession de produits scalaires et le stockage de quelques vec-
teurs.

Concernant la convergence de cette variante de la méthode de Newton, on peut
montrer qu'elle est d’ordre (1 + /5)/2. La convergence de cette méthode est
ainsi moins bonne que celle obtenue par la méthode standard, mais meilleure
que celle avec direction constante.
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Pour détecter la convergence, divergence ou stagnation des méthodes de New-
ton, différents criteres d’erreur sont possibles Les plus courants sont basés sur

la norme du résidu et celle du chargement (Ll

1
solution ”Hé%”” et sur le comptage d’itérations.

sur la variation relative de la

4.2 Méthodes de continuation

Les méthodes de type Newton permettent la résolution de nombreux problémes
non-linéaires, mais il y a certains comportements (souvent rencontrés dans les struc-
tures élancées) ou cette méthode est peu robuste ou inopérante. Les deux cas ty-
piques sont les comportements de type snap-through (ou claquage) et de snap-back,
schématiquement représentés sur les courbes effort-déplacements des F1G. 1.15. Pour
le comportement de type snap-through, un pilotage en déplacement peut permettre
de contourner la difficulté a condition de ne pas se retrouver au court des itérations
sur le point critique (ou 'opérateur tangent devient nul). En revanche, pour le com-
portement de type snap-back, pilotages en déplacement échouent.

\ \

> >
> >

u u

Figure 1.15: Comportement de type snapthrough et snapback

Des méthodes dites de continuation ont été développées, entre autres par Riks
[Riks, 1972] et Crisfield [Crisfield, 1981]. Elles permettent de réaliser un pilotage
mixte en effort et en déplacement en recherchant la solution a l'intersection avec un
hyperplan ou une hypersphere de ’espace F-U.

La méthode de Riks (F1G. 1.16, gauche), revient a chercher le nouveau couple
(u*D | f(uD)) sur la méme direction que la méthode de Newton, passant par un
pomt ( @ f(u™)) vérifiant la loi de comportement, et sur une direction orthogonale

a (Au®  Af(u®)) passant par le dernier point (u®, A?q) obtenu, et ot \; est la
fractlon de la force f@ = \@¢ appliquée sur la structure.

La méthode de Crisfield (F1G. 1.16, droite), est basée sur une longueur d’arc qui
peut s’écrire :
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Figure 1.16: Méthodes de type Riks et Crisfield

(AuD)? + (AfD)? = AP? (1.91)

ou de la méme fagon

(AuD)2 + AN = AP (1.92)

Cette méthode conduit & une équation du second degré en AN,

Les méthodes de Riks et Crisfield permettent de franchir les points critiques. On
peut citer plusieurs variantes : la méthode de longueur d’arc linéarisé [Riks, 1972,
1979], longueur d’arc cylindrique [Ramm, 1981a,b; Padovan et Arechaga, 1982] et
longueur d’arc sphérique [Crisfield, 1988]. Pour dépasser des snap-backs tres forts,
on se référera a [Hellweg et Crisfield, 1998].

Les performances des méthodes de type longueur d’arc avec la méthode de New-
ton modifiée peuvent étre largement améliorées si elles sont combinées avec des
schémas de type < line-search », comme démontré par [Crisfield, 1983]. Dans [Schwei-
zerhof et Wriggers, 1986], un schéma < line-search > simple a été utilisé et comparé
avec une technique de relaxation numeérique. Les deux méthodes ont amélioré la
convergence de la méthode. [Alfano et Crisfield, 2003] ont appliqué une technique
dite de < double line-search > pour le délaminage des matériaux composites.

4.3 Méthode Asymptotique Numérique

La Méthode Asymptotique Numérique (MAN), est basée sur les méthodes de
perturbation [Koiter, 1945] et la méthode des éléments finis. Les premiers travaux
sur ce sujet ont été proposés par [Thompson et Walker, 1968]. Ces travaux ont
été poursuivis par [Damil et Potier-Ferry, 1990] sous le nom de la MAN. Cochelin
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dans [Cochelin, 1994] a démontré sa fiabilité. Elle a été appliquée dans le calcul de
branches bifurquées par [Azrar et al., 1991], dans le calcul de comportement post-
flambage par [Azrar et al., 1993], pour le calcul de rotations finies des coques par
[Zahrouni et al., 1999] et une application a des vibrations non-linéaires a été réalisée
dans [Azrar et al., 1999]. Une extension de la méthode a des problemes non-linéaires
élastiques se trouve dans [Cochelin, 1994; Cochelin et al., 1994].

La MAN, qui repose sur des techniques de développement en séries entieres de
courbes de solutions, est une alternative aux méthodes de continuation classiques
pour les approches incrémentales.

Dans la MAN, I'idée est de déterminer numériquement la branche de solution en
générant, non pas une séquence de points, mais une séquence de < morceaux > de
branches : morceau!, morceau?, - - - morceau’/, morceaw’*! - .- (voir F1c. 1.17).

A

U;

Morceau de branche j

/UHI’ Aj+1
Ui, \j

Figure 1.17: Principe de la MAN.

Chaque morceau de branche est représenté de facon continue par un développe-
ment en série entiere tronquée a un ordre élevé, par rapport a un parametre de
chemin a. L’analyse a posteriori de la série tronquée permet d’estimer la fin du
morceau de branche a,,,,, au-dela duquel ’approximation n’est plus valable.

La détermination complete de la branche repose sur trois techniques. D’abord
Iidentification des séries permet de transformer le probléeme non linéaire a résoudre
en une suite de problemes linéaires (technique de perturbation). Ensuite, ces proble-
mes linéaires sont résolus numériquement par éléments finis ou différences finies
(techniques de discrétisation). Enfin une fois le morceau’ défini, on continue le pro-
cessus en définissant un nouveau point de départ j+ 1 (techniques de continuation).

Techniques de perturbation : soit le probleme non linéaire dépendant d’un
parametre réel \,

R(u,\) =0 (1.93)
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ou u € R" est le vecteur inconnu et R € R", est un vecteur rassemblant n
équations. R est supposée étre une fonction “suffisamment réguliere” de ses argu-
ments u et \.

En partant d’un point connu (u’, A, ), on génére un nouveau morceau de branche
le représentant en série entiere par rapport a un parametre de chemin a :

u(a) =w + 30 4 aPup = + auy + aPuy + - -+ a’uy,
Aa) =N+ aPh, =N +ah +a’ g+ -+ a"A, (1.94)

a=(u—up)u + (A=)
ou n est 'ordre de troncature de la série, ug et A\g son les quantités initiales de
u et A, et le parametre a peut étre identifié comme une pseudo-longueur d’arc.

Cette branche (1.94) doit étre solution de I’équation (1.93), ce qui se traduit par :

0 =R (uj + Y dPup, N+ ap)\p)
= R(U,j, )\]) + %b(aul + CL2U2 + - ) + (?9_§|J (CL>\1 + CL2/\2 + - ) (195)
%?;T}ﬂj(aul + a*ug + - -+ ) (auy + aPug + - - )
En imposant R(u/, M) = 0, et en ordonnant les termes suivant les puissances
croissantes de a, on obtient :

0 =a {%‘ﬂhﬁ‘%b’)\l}

2 OR OR 19°R| ,,2 4 102R| y2 | 1 9%R
+a {mb’“? +anlire oG bl + 2w AT + §m|ﬂlul}

(1.96)
+a? {%bu?) + g—}§|j>\3 + termes dépendants de uq,us, A1, )\2}
ce qui donne sous la forme condensée :
R(u(a),\(a)) = aRy +a*Ry+--- =0 (1.97)
Cette relation devant étre vérifiée pour toute valeur de a, cela conduit a :
R,=0 pour p>1 (1.98)

Dans [Cochelin et al., 2007], on trouve une description complete de la MAN, ainsi
que des améliorations et des applications dans : la mécanique de milieux déformables,
I’équation de Navier-Stokes stationnaire, ’élasticité non linéaire géométrique, les
milieux a comportement non linéaire et le contact unilatéral.
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4.4 Deétection de points limites et de points de bifurcation

Pour la détection de points critiques il y a deux types de méthodes :

— Les méthodes directes : une condition d’existence du point critique est
incluse dans le systeme d’équations a résoudre (systeme étendu). Cette condi-
tion d’existence est une fonction scalaire qui disparait dans le point critique,
et reste suffisamment continue autour du point. La solution du systeme étendu
est exactement le point critique. [Seydel, 1979, 1983, 1988; Weinitschke, 1985;
Werner et Spence, 1984; Moore et Spence, 1980; Keener et Keller, 1973; Ab-
bott, 1978].

— Les méthodes indirectes : consistent a calculer plusieurs solutions dans le
voisinage du point critique par une méthode de continuation. En méme temps,
un critere est évaluée pour tous (u(A), A). Les fonctions test les plus utilisées
sont le déterminant ou la valeur propre la plus petite de la matrice de rigidité
tangente. Plusieurs auteurs ont travaillé sur ce probleme [Riks, 1992; Ramm,
1981b; Wriggers et al., 1988; Wriggers et Simo, 1990; Wagner et Wriggers,
1988] et ont démontré 'utilité de cette méthode dans différentes applications.

Dans le cadre de la MAN, un indicateur pour la détection de points de bifurca-
tion a été proposé par [Boutyour, 1994]. Un algorithme efficace pour la détection de
points de bifurcation a été proposé dans [Vannucci et al., 1998] mais 1'algorithme
nécessite cependant un calcul précis de la branche fondamentale ce qui augmente
considérablement le cott de calcul. Une amélioration a été proposée par [Boutyour
et al., 2004] en utilisant I'approximation de Padé, qui permit de réduire le nombre
de pas pour décrire la branche. Dans ce cas, le point de bifurcation ne limite pas
la longueur de pas. La technique de détection consiste a analyser les poles de I’ap-
proximation de Padé, les poles représentant les points de bifurcation.

5 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons présenté le probleme de référence et les formula-
tions Lagrangiennes et corotationnelle pour les problemes en grandes transforma-
tions. Nous avons ainsi présenté les différents modeles et discrétisations pour la
modélisation des structures élancées (poutres, plaques et coques), 'analyse de sta-
bilité des structures élancées ainsi que les méthodes classiques pour la résolution des
problemes non-linéaires.
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Chapitre 2

Stratégies non-linéaires de calcul
pour la résolution des problemes
de grande taille

Dans ce chapitre, nous présentons des méthodes et techniques de résolution
classiquement wutilisées dans [industrie adaptées a la résolution des
probléemes de grande taille. Deux familles de stratégies sont présentées :
les approches multi-échelles et les méthodes de décomposition de domaine.
Finalement les principes des méthodes de Newton-Krylov-Schur qui servent
de base a la résolution des problemes non-linéaires sont rappelés. De méme
les principes de la stratégie LaTIn avec laquelle les méthodes développées
dans se travail présentent une certaine prorimité est évoquée.
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Problématique 53

1 Problématique

Pour de grandes structures possédant des détails structuraux fins, le nombre
d’inconnues peut devenir important, classiquement de l'ordre de plusieurs millions.
Le développement d’ordinateurs paralleles a nombre important de cceurs invite a
revisiter les méthodologies de calculs dans le but d’utiliser leurs capacités. Bien
sur la base concerne les méthodes permettant un traitement efficace de problemes
linéaires de grandes tailles issus d’une discrétisation E.F. L’extension aux problemes
non-linéaires, motivation de cette these, dans le cas de non-linéarités géométriques
a été beaucoup moins étudiée. Dans le domaine linéaire deux grandes classes de
méthodes ont été proposées : les méthodes multiéchelles de type hiérarchiques et les
méthodes de décomposition de domaine qui pour étre efficaces doivent également
introduire un aspect multiéchelle par I'intermédiaire d'un probleme appelé grossier,
macroscopique.

Dans les approches multi-échelles, on utilise des hypotheses particulieres du pro-
bleme de base pour le simplifier et le rendre abordable. Parmi celles-ci, on peut
citer : les approches descendantes utilisées dans l'industrie, les méthodes basées sur
la théorie de I’homogénéisation construisant un probleme global macroscopique de
plus petite taille représentatif du probleme initial ou les méthodes de superposition
ou d’enrichissement qui superposent a la solution d’un probleme macroscopique,
dans les zones d’intérét, un enrichissement microscopique.

Les méthodes basées sur les techniques de sous-structuration et de décomposition
de domaine cherchent a résoudre le probleme fin complet en effectuant un partition-
nement du probleme initial en problemes de taille inférieure.

Dans le domaine du calcul des structures, la plupart des travaux ont été réalisés
dans le cadre de I’élasticité linéaire. Les applications en non-linéaire sont moins nom-
breuses et s’intéressent davantage aux non-linéarités matériau qu’aux non-linéarités
géométriques pour lesquelles la littérature est bien moins importante.
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2 Quelques approches classiques et leurs limita-
tions

2.1 Condensation statique

Cette méthode, aussi appelée communément < super-élément >, permet de réduire
de maniere importante le nombre de degrés de liberté d’un calcul, en éliminant les
inconnues internes de certaines zones. Des calculs initialement trop cotiteux peuvent
ainsi devenir accessibles. On peut noter que la résolution du probleme condensé,
suivi par une étape de détermination des solutions internes, permet d’obtenir la
solution du probleme discrétisé initial. Par ailleurs, elle est adaptée au processus
de développement en usage dans l'industrie, et permets des échanges de modeles
discrets entre partenaires industriels, via les opérateurs condensés, sans dévoiler les
détails structuraux internes. Ces approches sont cependant aujourd’hui limitées au
cas linéaire, voire au cas de grands déplacements/rotations de sous-structures au
comportement élastique linéaire [Belesis et Labeas, 2010]. Par ailleurs, la matrice
condensée obtenue présente 'inconvénient d’étre une matrice pleine.

2.2 Approches descendantes

Les approches descendantes reprennent la structure organisationnelle classique
de la pyramide des essais et des modeles E.F., elles reposent sur un grand nombre de
modeles numériques < emboités >, adaptés a chaque échelle de modélisation, de sorte
a maitriser la taille et la complexité de chacun des problémes a résoudre [Cornuault,
1998]

Dans le secteur aéronautique, on associe par exemple a la structure complete de
I’avion un modele linéaire tres grossier, constitué d’éléments de plaques et poutres,
ou les détails structuraux (fixations, passages de cables, ...) ne sont pas représentés ou
bien sont idéalisés (raidisseurs remplacés par des poutres). Etant donné la taille des
structures considérées, ces modeles atteignent cependant vite des tailles conséquentes,
en dépit des approximation réalisées. Ils permettent cependant, par application des
efforts aérodynamiques calculés par ailleurs, d’avoir une approximation raisonnable
des flux d’effort dans la structure. Aux échelles inférieures, on utilise des modeles
plus précis sur des zones restreintes de la structures, comme des trongons de fuse-
lage ou d’aile. Les géométries peuvent étre un peu mieux respectées (ex. forme des
raidisseurs), les maillages sont plus fins, certains détails structuraux apparaissent,
des analyses non-linéaires peuvent étre menées. A un niveau de modélisation encore
plus fin, on peut envisager des géométries encore plus réalistes, tridimensionnelles,
ou des détails technologiques tres fins : on peut citer pour exemples des zones de
fixation avec modélisations des alésages et des rivets, et avec prise en compte des
zones de contact, ou bien encore des zones endommagées : fissure, délaminage, ...
Ces approches sont ainsi souvent qualifiées de méthodes de < zoom structural >, ou
de ré-analyse locale.
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Le point faible de ces approches réside dans les techniques de couplage mises
en ceuvre. En effet, il ne s’agit le plus souvent que d’'une transmission unidirec-
tionnelle des informations, du modele global grossier vers les modeles raffinés, d’ou
leur qualification d’approches descendantes. En pratique, des quantités mécaniques,
déplacement ou flux d’effort, sont extraites de la solution globale grossiere pour
servir de conditions aux limites aux calculs raffinés a 1’échelle inférieure, apres inter-
polation aux noeuds du maillage fin. Des regles métiers ont été définies pour assurer
le conservatisme, i.e. la surestimation de la charge critique ou de rupture, de telles
approches dans les cas considérés. Cependant, elles ne peuvent pendre en compte au
niveau global les effets tels que les redistributions de contrainte induits par des com-
portements locaux adoucissants. Elles sont ainsi limitées aux cas ot le comportement
local n’a pas d’influence notable sur la réponse globale de la structure.

Une premiere famille de méthodes permettant de faire dialoguer les échelles [Hi-
rai et al., 1984; Mao et Sun, 1991; Whitcomb, 1991], s’appuie sur ces approches
descendantes en permettant un certain retour d’information du modele local vers le
modele global.

Ces méthodes proposent en général de prendre en compte les résultats du modele
local pour corriger le modele global, et éventuellement d’itérer jusqu’a vérifier I’équi-
libre. Elles restent cependant limitées a des géométries simples, des comportements
globaux linéaires ou des cas de chargement restreints.

2.3 Techniques de raffinement local

La méthode de raffinement local par collage est aussi utilisée dans les bureaux
d’étude, en particulier dans les zones les plus complexes. Elle consiste a coller un
modele fin de la zone d’intérét au modele grossier du reste de la structure par I'in-
termédiaire d’éléments d’interface. Le calcul est réalisé sur I’ensemble de la structure
et permet de prendre en compte un réel couplage entre les modeles. La technique de
collage cinématique introduit des contraintes cinématiques au moyen de multiplica-
teurs de Lagrange pour assurer que les déplacements des noeuds du maillage fin, dit
< esclaves >, suivent la cinématique des noeuds, arétes ou facettes du maillage glo-
bal, dit < maitre ». Cette technique permet de coupler des maillages de raffinement
différent sans avoir a réaliser d’adaptation des maillages sur les zones de collage.

Le principal probleme avec ce type des méthodes vient de la nécessité de connaitre
a priori la zone de développement de la non-linéarité, car si la non-linéarité se
développe en dehors de cette zone les résultats ne sont pas satisfaisants.

2.4 Illustration de ’apport et des limites des approches des-
cendantes en non-linéaire géométrique

Pour illustrer les intéréts et limites de ces approches, P. Cresta [Cresta, 2008]
a proposé de les étudier a travers leur mise en ceuvre pour le calcul d'un panneau
raidi avec flambage.
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Figure 2.1: Géométrie du panneau raidi étudié

La géométrie du cas-test retenue est un panneau raidi (Fia. 2.1), fixé a son
extrémité gauche et o 'on bloque les déplacements verticaux des cadres (raidisseurs
transverses) afin d’éviter un mode de flambage global. Un chargement en effort de
10000 N est imposé par l'intermédiaire d’éléments rigides liés a I'extrémité droite,
de sorte a mettre globalement la structure en flexion dans le plan zy. Le matériau
utilisé est de 'aluminium (E = 70000 Mpa). L’épaisseur de la peau est de 1 mm,
pour des dimensions de la structure de 2400 mm x 680 mm.

Calcul de référence

La structure a été maillée finement, pour mené un calcul direct en non-linéaire
géométrique. Le modele comporte plus de 127000 degrés de liberté. Le probleme a
été résolu avec le logiciel Samcef (module Mecano), selon une méthode de Newton-
Raphson avec une station de travail de type PC (processeur Opteron, 1Go de RAM).
Les F1G. 2.2, 2.3 et 2.4 représentent les solution obtenues pour trois niveaux de
chargement différents.

On observe 'apparition de flambages locaux dans la zone de compression maxi-
male, qui se propagent au reste de la structure au fur et a mesure de I’augmentation
du chargement. Le tracé du déplacement du point d’application de I’effort en fonction
du niveau de chargement (F1G. 2.5) met bien en évidence le caractere non-linéaire
de la réponse globale. Les trois niveaux de chargement correspondant aux figures
précédentes sont repérés par des ronds pleins sur cette courbe.
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Figure 2.4: Solution a t = t3

Méthodes aternatives

Approches descendantes :

rd

Figure 2.5: Evolution du
déplacement suivant y du point
d’application de I'effort

Deux nouveaux modeles numériques sont définis : un modele grossier de ’en-
semble de la structure et un modele fin de la zone ou le phénomene de flambage
est susceptible de s’initier. La commande .ZOOM de Samcef est utilisée pour la
liaison entre ces deux modeles. La F1G. 2.6 illustre les maillages des différents
modeles et leur interaction.

La procédure de calcul suit les étapes suivantes :

— un premier calcul non-linéaire sur le modele global grossier est réalisé, en
imposant le chargement extérieur.

— un calcul non-linéaire sur le modele local fin est ensuite mené, en utilisant
comme conditions aux limites les déplacements obtenus a chaque incrément
de I'étape globale, et en interpolant linéairement entre ces points.

Raffinement local :

Pour cette stratégie de calcul, une zone du maillage global est remplacée par
le maillage fin. C’est la fonction .STICK de Samcef qui effectue un collage
cinématique des noeuds du maillage fin sur les facettes des éléments du maillage
grossier. La F1G. 2.7 représente le maillage résultant. Le calcul non-linéaire est
mené de la méme maniere sur le probleme couplé défini plus haut.
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Modéle
local fin

Figure 2.6: Ré-analyse local sur un panneau raidi en flexion : modeles associés a
chaque échelle

Figure 2.7: Illustration d’une technique de collage cinématique sur une structure
de panneau raidi en flexion

Analyse des résultats

Temps de calcul

Les temps de calcul pour les différentes méthodes sont récapitulés dans le tableau
2.4. On peut constater ici la différence en terme de temps de calcul entre I'analyse
globale fine et les méthodes présentées ci-dessus. Ces écarts expliquent 'intérét sus-
cité par de telles stratégies dans les bureaux d’études. L’analyse qualitative des
résultats souligne cependant les limites de telles approches.
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Table 2.1: Récapitulatif des temps de calcul pour les différents modeles

Probleme Nombre | Nombre d’itéra- | Temps CPU pour la

de d.d.l. tions globales résolution N.L.
Global Fin 127123 319 1h 31min 54s
Global grossier 17965 211 6min 6s
puis : Local fin 17058 309 8min 29s
Localement raffiné 32469 333 16min 54s

Reponse au niveau global

Les F1G. 2.8 et 2.9 présentent 1’évolution du déplacement selon y du point d’ap-
plication de la force sur la structure globale, pour un chargement compris respective-
ment entre 0 et 10000N (t=0at=1) et entre 0 et 3000N (t=0at=0.3). Ony
compare les courbes obtenues pour le modele global fin de référence, le modele global
grossier utilisé pour 'approche descendante, et pour le modele localement raffiné.
On peut remarquer que les trois courbes sont tout d’abord concordantes jusqu’a
t = 0.15 , premiere apparition du flambage de peau. La solution est en effet linéaire
et les trois méthodes sont presque équivalentes. On observe ensuite une divergence
des trois courbes. La solution du calcul global grossier reste pratiquement linéaire
jusqu’a un niveau de chargement plus élevé qui correspond au flambage global de
la structure a t = 0.8. La solution du calcul avec raffinement local présente quant a
elle la méme bifurcation que la solution complete, correspondant a ’apparition du
flambage dans la zone raffinée, pour ¢t = 0.15 jusqu’a t = 0.2. Au-dela de ce niveau
de chargement, on a en effet 'apparition du flambage dans la zone non-raffinée, ce
que le modele avec raffinement local ne peut prendre en compte.

Chargement (fraction du chargement total) Chargement (fraction du chargement total)
1 1
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Figure 2.8: Evolution du déplacement Figure 2.9: Evolution du déplacement
en y du point d’application de l'effort. en y du point d’application de I'effort
t=0al (zoom). t =02 0.3

En résumé, la méthode de ré-analyse locale ne permet pas de prendre en compte
les non-linéarités au niveau global, du fait du caractere unidirectionnel du transfert
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de champ. La méthode de raffinement local, quant a elle, est une bonne approxima-
tion tant que les non-linéarités restent dans la zone raffinée.

Réponse au niveau local

Nous nous intéressons maintenant a la solution locale dans la zone d’intérét, ou
se produit le phénomene non-linéaire de lambage. La F1G. 2.10 présente ainsi les
solutions déformées obtenues par les trois méthodes, a savoir, le calcul complet, la
méthode de raffinement local avec collage et la méthode de ré-analyse locale, pour
un chargement de 2000 N. Les couleurs représentent 1'amplitude du déplacement
hors-plan (suivant 'axe z).
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Figure 2.10: Comparaison de la solution de référence (analyse globale fine) et la
solution obtenue par ré-analyse locale. Les couleurs représentent le déplacement
hors-plan (suivant z)

Si les résultats obtenus par la méthode de raffinement local sont tres proches
des résultats du calcul complet a ce niveau de chargement, on observe ici un écart
relativement important (de l'ordre de 20% pour les déplacements hors-plan) pour
les résultats obtenus par la méthode de ré-analyse locale. Plus grave encore, on peut
noter que le phénomene de flambage est ici sous-estimé. Le flambage pouvant étre
a l'origine de la rupture des raidisseurs, on voit ici une limitation de cette méthode
d’analyse. En effet, les déplacements obtenus a partir du modele grossier, plus rigide,
sont forcément sous-estimés par rapport a la solution de référence.

Remarque : On peut nuancer quelque peu ces propos. En effet, on n’a pu ici
tester que des conditions aux limites en déplacement, la récupération des conditions
auz limites en effort n’étant pas implémentée dans Samcef. Or, les efforts obtenus
a partir du modele grossier sont au contraire surestimés. Les résultats obtenus en
récupérant les flux d’effort devraient donc étre plutot conservatifs, tout en restant
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relativement éloignés de la solution de référence. Dans tous les cas, on peut remar-
quer que la méthode ne permet pas [’échange d’informations entre les échelles et
reste donc extrémement approrimative pour les phénomenes étudiés icu.

Afin de comparer plus précisément les méthodes, la F1G. 2.11 représente ’évolu-
tion du déplacement hors-plan d’un point A de la structure, situé en milieu de zone
de flambage et marqué d’une croix sur la F1G. 2.10, pour chacune de ces stratégies.
On peut remarquer que les trois modeles donnent une valeur identique pour la charge
de premiere bifurcation, a t = 0.15. Ceci est un résultat plutot attendu, car il s’agit
ici de la zone présentant les premieres non-linéarités. La structure conserve un com-
portement global linéaire jusqu’au flambage de cette zone, pour lequel les méthodes
sont presque équivalentes. La prédiction de la charge globale critique dépend ce-
pendant d’un choix approprié de la zone de raffinement, laissé au savoir-faire du
métier.
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Figure 2.11: Evolution du déplacement hors-plan du point A pour les trois modeles
introduits

Si I'on s’intéresse maintenant au comportement en post-flambage, on remarque
que la solution obtenue par raffinement local est assez proche de la solution de
référence pour un chargement inférieur at = 0.7 , c’est-a-dire avant que les phénome-
nes de flambage global n’apparaissent. Au contraire, la solution par ré-analyse locale
est sensiblement différente. Cet écart provient des conditions aux limites imposées,
issues du calcul grossier et qui ne prennent pas en compte le comportement local
et la redistribution des flux d’efforts dans la structure. Il est ainsi difficile d’utiliser
ces résultats pour calculer des criteres de rupture locaux par exemple. Dans le cas
de conditions aux limites imposées en déplacement, on peut cependant estimer a
posteriori la qualité de la solution locale en mesurant la non-vérification de ’équilibre
entre les modeles local et global sur 'interface.

L’écart observé a partir de ¢t = 0.7 s’explique par 1’échelle du phénomene en jeu.
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Ce dernier n’est plus un phénomene local puisqu’on observe un flambage global de
la structure inter-cadres et le maillage grossier utilisé est trop peu raffiné pour une
analyse précise du phénomene. Les méthodes étudiées ici ne permettent pas de le
prendre en compte.

Bilan

Cet exemple d’application nous a permis d’illustrer les intéréts et limites des
deux approches classiquement utilisées en bureaux d’étude.

On a ainsi observé que les deux méthodes permettaient de bien prévoir la charge
limite initiale de flambage, pour un cott de calcul bien inférieur au cotit de calcul
global finement discrétisé, ce qui explique pour une grande part leur succes dans
un contexte industriel. Cependant, la solution en post-flambage peut présenter des
écarts plus ou moins importants avec la solution de référence, en fonction de la
modélisation choisie et du niveau de chargement. Par ailleurs, toutes ces méthodes
nécessitent de connaitre a prior: la zone a raffiner, ol le comportement va étre
non-linéaire, de s’assurer que les non-linéarités éventuelles restent bien confinées
dans cette partie du modele. De méme, 'opération de mise en donnée peut s’avérer
fastidieuse si elle n’est pas automatisée par le code EF utilisé.
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3 Meéthodes basées sur la théorie de ’homogénéi-
sation

Plusieurs méthodes multi-échelles reposent sur le principe d’homogénéisation.
Les premiers travaux, basées sur des études analytiques ou semi-analytiques a 1’échel-
le macroscopique, ont permis de mettre en place des méthodes d’homogénéisation
pour le matériaux, aboutissant ainsi a l’identification d’un comportement macro-
scopique entre des quantités moyennes < effectives > [Eshelby, 1957; Hashin, 1962;
Hill, 1965; Mori et Tanaka, 1973|. Cependant, ces dernieres ne permettent pas de
remonter aux propriétés locales. L'introduction de méthodes de plus en plus com-
plexes au niveau microscopique ont donné lieu a des méthodes appelées < Unit Cell
Methods » [Christman et al., 1989; Tvergaard, 1990; Sluis et al., 1999b]. Elles per-
mettent d’identifier un modele macroscopique par des < essais numériques > sur un
volume élémentaire représentatif (VER) de la structure et d’obtenir des informations
locales sur la solution.

Une méthode d’homogénéisation particuliere utilisée dans le cas des milieux
périodiques est celle proposé par Sanchez-Palencia [Sanchez-Palencia, 1974; Bens-
soussan et al., 1978; Sanchez-Palencia, 1980] qui a servi de base & plusieurs extensions
numériques (F'E2) Malheureusement, la définition a priori d’'un modele macrosco-
pique reste tres compliqué pour des probléemes non-linéaires ou présentant de forts
gradients.

Notons que toutes les méthodes d’homogénéisation reposent sur une hypothese
de séparation d’échelles. Ces hypotheses ne sont plus valides pour des singularités
(cas des bords, d’introduction d’efforts). De plus, leur extension aux problémes non-
linéaires est problématique.

3.1 Homogénéisation des milieux périodiques en élasticité

Cette technique, basée sur 'analyse asymptotique, est utilisable dans le cas ou
la structure résulte de la répétition périodique d’'un motif de base appelé volume
élémentaire représentatif (VER) comme sur la Fia. 2.12. Elle a été notamment
utilisée pour ’étude des matériaux composites. Dans ce cas de figure, la solution
a 1'échelle de la microstructure est quasi-périodique (superposition d’une valeur
moyenne quasi-constante par maille et d’une solution microscopique, dont la forme se
reproduit d’une maille & 'autre) au moins loin des bords de la structure, et d’autant
mieux que la structure est grande par rapport a la maille élémentaire (I << L). On
peut alors tenir compte de cette propriété pour découpler les effets aux différentes
échelles.

L’idée consiste alors a introduire deux variables (une par échelle) pour décrire la
solution : une variable de position macroscopique X a l’échelle de la structure (L),
et une variable de position y a 'intérieur de la maille dont ’amplitude varie dans un
intervalle de largeur | (F1G. 2.12). En notant le rapport d’échelles ¢ = %, on peut
définir une variable Y = £ (z00m) pour qu’elle soit comparable en amplitude a X.
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Figure 2.12: Volume élémentaire représentatif (VER)

La solution en déplacement du probleme s’écrit alors u(M) = u(X, y) et 'opérateur
de Hooke est K (M) = K(y) puisqu'il est périodique d'une maille a I'autre. L’idée

consiste alors & développer la solution sous la forme d’un développement asympto-
tique en e. Ainsi :

w(X,y) = up(X, y) + euy (X, y) + 2up (X, y) + ... (2.1)

Ce développement est d’autant plus judiccieux que ¢ est petit. La deuxieme étape
consiste a développer les équations d’équilibre, (div(g) + f,=0,o0u [ est une force
volumique et ¢ = K e) puis a les écrire séparément pour les dlfferentes puissances

du parametre € qui apparaissent. Les méthodes d’homogénéisation du premier ordre
tronquent le développement a l’ordre 1 et permettent ainsi de déterminer le champs
macroscopique u, et le champ microscopique u;. On peut alors écrire une succesion
de problemes aux différents ordres en ¢ :

Probléeme en u,(c72) : divy (5 €, (4) = 0). permet de montrer que u, est indé-

pendant de y : u(M) = uy(X). On notera €, = € (up),

Probléeme en u,(c7!) : d1vY(K €, (u;) = divy (K ¢ ). Ce probleme s’écrit sur un

VER w (X étant fixé, la variable courante étant Y dans le VER et [ étant
considéré connu et uniforme sur w). Ce probléme correspond a la détermination
d’une solution périodique fonction de Y pour toutes les déformations macro-
scopiques €. Ce probleme admet une unique solution en déformation. Il existe
un champ de tenseur H (y) (opérateur de localisation des déformations) d’ordre

4, qui relie la déformation locale a la déformation macroscopique €

& (w) = H(y) € (2.2)

s~
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D’ou, en notant €. =€6TE (u;), la valeur principale de la déformation locale
(déformation a l'ordre 0) :

(2.3)
))e (2.4)

Probleme en u,(<’) : divx (& ¢) + divy (K (¢, (u;) + ¢, (u))) + f, = 0. Les

méthodes d’homogénéisation du premier ordre ne tiennent pas compte de la
solution a ce probleme mais uniquement de la condition d’existence d’une
solution qui s’écrit :

/divx(gm) + f,dw =0 (2.5)

En notant (.), = [ .dw l'opérateur moyenne sur le VER w et en utilisant les
résultats du probleme a I’ordre 0, on obtient :

=m L

CAVE <gm>w =

avec (€ )0 = € (U)

divx(<0 >w)+<fd>w = %

La condition d’existence du probléeme en puissance 0 de € nous a donc donné la
formulation d’un probléme dit macroscopique sur des quantités moyennes (contrainte
macro g, , déformation macro e, = (€ 0>w et déplacement macro u,, = u,). De plus,
on a obtenu un opérateur de comportement homogénéisé K = (K + K H),,.

Cette approche est donc une véritable stratégie de caES/lI A deux échelles puis-
qu’elle permet non seulement de formuler un probleme a 1’échelle macroscopique
mais aussi de remonter aux propriétés locales de la solution. En effet, connaissant
la solution macroscopique u,,, le champ de contraintes locales est obtenu grace

a 'opérateur de localisation (£ + K H ) L’hypothese de périodicité n’est plus

vérifiée prés des bords ou des zones a forts gradients, et un traitement spécifique est
nécessaire [Auriel et al., 1982; Dumontet, 1986].

3.2 Extensions de la théorie de ’homogénéisation au non-
linéaire
La théorie classique de I’homogénéisation des milieux périodiques a donné lieu

a diverses extensions au cadre non-linéaire. Certaines approches s’appuient sur des
développements asymptotiques de toutes les variables du probleme (déformations
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anélastiques, parametre d’endommagement) [Devries et al., 1989; Fish et al., 1997].
Ces approches sont limitées a des comportements matériaux et des géométries mi-
croscopique simples.

D’autres méthodes, basées sur une résolution de deux problemes imbriqués :
un a I’échelle macroscopique (résolu par une technique éléments finis standard), et
lautre a I’échelle microscopique (résolu par une technique éléments finis standard
[Smit et al., 1998; Feyel et Chaboche, 2000] ou par d’autres techniques comme la
< Voronoi Cell Finite Element Method > [Ghosh et al., 1995]). Elles ne nécessitent
pas d’hypotheses a prior: sur le modele macroscopique, parce qu’elles déduisent la
relation entre les quantités duales macroscopique en chaque point d’intérét de la
structure par simulation numérique en résolvant des problemes a 1’échelle microsco-

pique.

3.2.1 Eléments finis a deux niveaux : méthode FE2

La méthode des éléments finis & deux niveaux (F'E2) [Feyel et Chaboche, 2000],
propose de discrétiser la structure macroscopique par des éléments finis et d’associer
a chaque point d’intégration un modele microscopique d’'un VER. On cherche, alors,
une solution sur chaque cellule comme une décomposition en partie macro (M), et
en partie micro (m), & qui on impose des conditions de périodicité. Le découplage
s’écrit :

o(z)=g,, +o (z) avec g = (o)

(L) = gy () + 1 (z) = € T tu, (2.6)
€z) =€, te (x) avec € =(€

ou x désigne la coordonnée locale associée au VER. o v €U €, sont constants sur
la cellule et correspondent aux valeurs de la contrainte macro et de la déformation
macro au point de Gauss considéré.

Le probleme micro non-linéaire est résolu de maniere itérative sur chaque cellule
avec les conditions limites précédentes. Une série de problemes < micro » peuvent
alors étre résolus pour obtenir un opérateur tangent homogénéisé K K . Le probleme

macro consiste & assembler cet opérateur et résoudre le probleme m macro pour obte-
nir un incrément de déformation macroscopique Ag e La convergence est atteinte
lorsque la contrainte moyenne o u vérifie les équations d’équilibre macro. Les calculs
micro sont completement indépendants et sont donc parallélisables.

Cette méthode présente les mémes limitations que la théorie classique ; elle n’est
valable que lorsque les échelles sont bien séparées.

3.2.2 Milieux continus généralisés au niveau macroscopique

Dans le cas ou les échelles ne peuvent étres séparées, une amélioration consiste
a introduire au niveau macroscopique des milieux continus généralisés de type Cos-
serat ou second gradient [Zhu et al., 1997; Forest et Sab, 1998; Sluis et al., 1999a;
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Kouznetsova et al., 2002; Feyel, 2003] afin de mieux rendre compte des forts gra-
dients au niveau macroscopique. Le comportement du milieu continu généralisé,
généralement tres difficile a construire, est ici déterminé de maniere automatique.

La stratégie proposée dans [Kouznetsova et al., 2002] considere a 1’échelle macro-
scopique un milieu continu du second gradient. A 1’échelle microscopique, la solution
est alors recherchée sous la forme :

o(z) =g, (z)+a (z)= ZM1+QM ztg () @7

u(z) = up(2) + w,(2) = En-z+ 3G (2 ® 2) + u,(2)
ou ), et E)y sont des tenseurs symétriques d’ordre 2 constants sur la cellule.
@ et Gy sont des tenseurs d’ordre 3 également constants sur la cellule et possédant
des propriétés de symétrie ad hoc. On impose aux quantités < micro > des conditions
de périodicité sur les frontieres de la cellule. La stratégie de résolution suit le méme

principe que les stratégies du premier ordre.
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4 Méthodes de superposition et adaptatives

Les approches décrites précédemment et basées sur des techniques d’homogé-
néisation permettent de définir un probléme macroscopique a partir d’études a
I'échelle microscopique (passage du micro vers le macro). Les stratégies étudiées
dans cette section adoptent un point de vue différent et cherchent plutot a super-
poser a la solution d’un probleme macroscopique un enrichissement microscopique
dans les zones d’intérét. Nous présentons, dans la suite, les principes de base de ces
différentes méthodes.

4.1 Méthode de Projection de Dirichlet Hiérarchique

La méthode de Projection de Dirichlet Hiérarchique (HDPM) [Zohdi et al., 1996;
Oden et Zohdi, 1997; Oden et al., 1999] consiste a résoudre un probléeme homogénéisé
sur un maillage dont un élément représente une cellule représentative du matériau
considéré. Une correction est alors apportée sur certains éléments de ce maillage en
résolvant sur les cellules correspondantes un probleme aux conditions limites ho-
mogenes de type Dirichlet. Un estimateur d’erreur a posteriori est proposé afin de
déterminer la qualité de la solution corrigée. Si le critere d’erreur n’est pas satisfait,
I'opérateur homogénéisé est amélioré pour certaines cellules et on résout a nouveau le
probleme micro-macro. Le lien de parenté de cette approche avec les méthodes adap-
tatives est évident. Si, dans les démarches adaptatives, diminuer I’erreur consiste a
raffiner le maillage dans les zones les plus erronées, dans la HDPM, cela consiste
a adapter plutot 1’échelle de modélisation du matériau : ce qui constitue toute la
force de I'approche. L’extension de ces méthodes basée sur 'homogénéisation au
non-linéaire reste problématique.

4.2 Méthode Arlequin

La méthode Arlequin, proposée par Ben Dhia [Ben Dhia, 1998; Ben Dhia et
Rateau, 2001] est une méthode originale proposant de superposer a un probléeme
macroscopique une analyse plus fine dans des régions d’intérét. Le raccord est écrit
de maniere faible sur le volume et non pas sur les interfaces comme c’est le cas dans
les approches plus classiques. Ainsi, dans ces zones, la superposition des modeles est
gérée par I'introduction de fonctions de pondération dans le principe des puissances
virtuelles utilisé pour I’écriture de la formulation globale.

La méthode Arlequin s’avere particulierement intéressant pour 1’étude de 'in-
fluence d’un détail structural ou d'un défaut micro sur une structure de grande
taille. L’avantage de la méthode est de pouvoir positionner le modele micro a di-
vers endroits sans avoir a remailler le modele global, et ainsi d’explorer a moindre
cout les différents scénarios. Néanmoins une difficulté persiste dans le choix de ’es-
pace d’approximation du multiplicateur de Lagrange permettant de recoller en vo-
lume les deux modeles dans leur zone de jonction. Par ailleurs, le probleme matri-
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ciel a résoudre résultant de 1’assemblage des deux modeles grossier peut poser des
problemes du fait de sa taille ou de son conditionnement.

4.3 Meéthodes multigrilles

L’idée des méthodes multigrilles [Southwell, 1935; Fedorenko, 1964] est d’associer
a la résolution itérative du systeme linéaire, une résolution globale de maniere a
diminuer rapidement l'erreur commise sur les modes aux valeurs propres les plus
basses.

La méthode 2-grilles pour résoudre un systeme K q, = f , met en place une

démarche de calcul dit cycle en < V » entre une grllle grossiere et une grille fine
< emboitée ». Le maillage grossier permet de capturer 'erreur résiduelle a grande
longueur de variation. La réalisation d’un cycle en <« V > sur deux échelles comporte
trois étapes :
— Faire diminuer les hautes fréquences de I’erreur, en réalisant plusieurs itérations
sur la grille fine avec la méthode itérative choisie.

— Le résidu 7“%) = im — _i obtenu est alors restreint a la grille grossiere par un
opérateur de restriction R : ?“ R?"m . Puis, on résout le probleme de résidu

K st) = zgu) associé au maillage grossier ou A y est l'opérateur ' restreint
_— —m

=M
a la grille grossiere.
— La solution obtenue est prolongée sur la grille fine et permet de corriger q(i)

comme suit : q,) = =P e ) 4+ q() ou P est l'opérateur de prolongement. Des

opérations de hssage supplementalres peuvent ensuite étre effectuées afin de
gommer les perturbations induites par 'opérateur de prolongement.

Les méthodes multigrilles permettent d’accélérer la convergence des méthodes
itératives classiques. Le passage par une grille grossiere permet d’obtenir une ap-
proximation du résultat sur un grille plus fine et ainsi de diminuer rapidement l’er-
reur commise sur les modes aux valeurs propres les plus basses. Par un couplage
avec 1’échelle grossiere, le résultat de I’échelle fine est alors corrigé. 1l est cependant
difficile de donner un sens au probleme grossier associé a la grille grossiere. Aussi, il
est difficile par cette démarche purement numérique de tenir compte de la spécificité
du probleme mécanique traité.

Pour résoudre des problemes non-linéaires, des versions plus récentes, comme la
méthode < Full Approximation Storage > (FAS) proposent de traiter le probleme
non-linéaire directement, sans I'étape de linéarisation, en placant les non-linéairités
a l'intérieur des itérations multigrilles et en réalisant des relaxations non-linéaires
au moyen d’une méthode de Jacobi par bloc. La méthode permet ainsi de réaliser
des calculs sans avoir a assembler de matrices globales, mais les résultats obtenus
démontrent que pour certains problemes le cout de calcul peut étre pénalisé par
un nombre plus élevé d’itérations globales et d’évaluations du résidu non-linéaire
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[Mavriplis, 2001].

4.4 Méthodes basées sur la partition de 'unité

e PUM

La méthode de la partition de 'unité (PUM) [Melenk et Babuska, 1996] peut-
étre vue comme une généralisation de la méthode des éléments finis. Elle pro-
pose en effet un cadre mathématique rigoureux pour la construction d’espaces
d’approximation conforme qui ne sont pas forcément des espaces de fonctions
polynomiales. Ces fonctions notées 1;(x) sont pondérées par les fonctions de
forme @;(z) (souvent de type éléments finis) formant une partition de I'unité
sur le domaine : ), ; ¢;(2) = 1. Le déplacement solution s’écrit alors :

w(z) =Y wei(@) + )Y ali(@)ei(z) (2.8)

i€l i€l jed;
ou I représente une partition sans recouvrement de la structure et les agi) sont
des coefficients constants, inconnus de notre probleme. Cette approximation

est capable de reproduire n’importe quelle fonction.

GFEM et XFEM

La méthode des éléments finis généralisés GFEM [Strouboulis et al., 2000] et
la méthode des éléments finis étendus XFEM [Moés et al., 1999] combinent
une approche éléments finis standard (FEM) avec la méthode de partition de
I'unité. L’espace d’approximation FEM est enrichi par des fonctions spéciales
provenant d’une certaine connaissance du probleme que ’on cherche a traiter.
Des fonctions spéciales peuvent étre ajoutées sur les éléments proches d’une
singularité géométrique puisque’on connait en ces endroits une expression ana-
lytique de la solution.

La méthode GFEM propose de construire ces fonctions en résolvant numeéri-
quement a ’échelle fine un certain nombre de problemes élémentaires, appelés
< handbooks . Cette technique permet en particulier de traiter des problemes
de structures contenant des centaines ou des milliers de trous ou d’inclu-
sions. Dans ce cas, une série de handbooks peut-étre associée a un élément
du maillage grossier. Les inclusions intersectant cet élément sont isolées. On
résout alors une série de probléemes sur un domaine comprenant uniquement
ces inclusions et pour des chargements simples de type Dirichlet ou Neumann.
La méthode XFEM propose un choix de fonctions spéciales pour traiter des
problemes ou la solution présente des discontinuités en s’affranchissant des
problemes de maillage. Les discontinuités peuvent par exemple apparaitre sur
le déplacement en présence de fissures ou sur sa dérivée normale sur une surface
entre des matériaux de nature différente. La description géométrique de ces
surfaces de discontinuité est réalisée par la technique des level-sets, qui consiste
a représenter une surface I' comme 1’iso-zero d’une fonction. Un choix classique
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consiste a prendre la fonction distance signée a cette surface. La description
numérique de cette fonction est une interpolation éléments finis classique sur
le maillage initial ou un maillage raffiné. Les fonctions spéciales introduites
sont de plusieurs types selon les zones a traiter : des fonctions de Heaviside
pour les discontinuités, les solutions asymptotiques pour les champs en pointe
de fissure.

Les approches basées sur la partition de I'unité permettent d’obtenir une amélio-
ration conséquente de la qualité de la solution par rapport aux approches éléments
finis standards en s’affranchissant des problemes de maillage. Cependant, une at-
tention particuliere doit étre portée sur le choix des fonctions spéciales afin d’éviter
les problemes de dépendances linéaires avec les fonctions éléments finis classiques.
En effet, dans ce cas, le probleme devient singulier. Des techniques de factorisation
incomplete ou de pénalisation peuvent étre utilisées pour pallier ce probleme. Une
autre limitation de cette approche concerne I'intégration numérique des formulations
variationnelles. Les fonctions spéciales ajoutées peuvent en effet étre tres complexes
et nécessiter un effort conséquent pour leur intégration lors de la construction du
probleme discrétisé. Le gain en temps de calcul obtenu sur les problemes de maillage
et de remaillage est donc en partie compensé par le cotit de 'intégration numérique.

4.5 Méthode variationnelle multiéchelle

Cette méthode, initialement propose par Hughes [Hughes, 1995], part du principe
que toutes les échelles présentes dans un probleme ne sont pas solubles numérique-
ment. L’utilisation d’une discrétisation standard au niveau macroscopique fournit
une solution souvent médiocre. L’idée est alors de proposer un principe de super-
position consistant a prendre en compte de maniere analytique, des problemes < lo-
caux >. L’effet des petites échelles est alors condensé au niveau macroscopique, ce
qui conduit a la définition d’un probleme macroscopique < quasi-exact >.

Un point crucial de cette méthode repose sur une bonne approximation de la so-
lution des problemes micro. Cette méthode, bien adaptée aux méthodes spectrales
ou méthodes de Fourier, ne s’applique cependant pas facilement aux éléments fi-
nis pour lesquelles les espaces d’approximation ne sont pas suffisamment réguliers.
Notons en particulier que dans le cas ou l’échelle macroscopique est représentée
par des éléments finis linéaires classiques, les opérateurs différentiels doivent étre
réinterprétés au sens des distributions.

De plus, la problématique de l'interaction éventuelle des échelles fines de ces
méthodes reste largement ouverte.
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5 Meéthodes de Décomposition de Domaine

5.1 Probleme de référence et notations

Nous nous placons ici dans le cadre de I'élasticité linéaire sous 1’hypothese des
petites perturbations (HPP).

La structure élastique étudiée occupe un domaine €2 dont la frontiere est notée
09. Elle est soumise & un chargement composé de force de volume b et de forces
surfaciques g sur la portion de frontiere 9,2 de 0€). Sur la portion de frontiere 0,2,
complémentaire de 950, le déplacement T est imposé (F1G. 2.13).

e

1=

012

Figure 2.13: Probleme de référence

Les techniques de résolution par décomposition de domaine consistent a établir
une partition du domaine initial en n sous-domaines, comme illustré dans la FIG.
2.14 pour le cas n = 2.

Figure 2.14: Découplage en sous-domaines

Le bord du sous-domaine 2° sera noté 0€2°, dont I’éventuelle partie ou le dépla-
cement est imposée est notée 0:1€2° = 0;Q2 N 02, celle ou les efforts sont imposés,
05€2° = 0,2 N 0N2*, et la partie complémentaire 9;€2°. On a donc

00° = 9,Q° U 9,9° U 9,0 (2.9)

L’interface I' entre deux sous-domaines est définie par :
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I = 00° N o (2.10)

Les notations respective a un sous-domaines sont illustrées dans la F1G. 2.15, ou
les quantités notées - représentant des quantités d’interfaces.

Figure 2.15: Notations relatives a un sous-domaine

5.2 Meéthode Primale

Cette méthode a semble-t-il été introduite dans [Przemieniecki, 1963]. Elle fut
d’abord employée sans souci de parallélisme pour une analyse de structure ou les
non-linearités étaient confinées dans une zone a priori déterminée (un sous-domaine)
comme dans [Dodds et Lopez, 1980; Le Tallec et al., 1991].

La méthode de Schur primale consiste a imposer a priori la continuité des
déplacements d’interfaces. Le probleme est formulé en termes de déplacements. Le
systeme d’équations peut s’écrire sous la forme Ku = f. Dans ce systeme on peut
partitionner les degrés de liberté internes et d’interface de chaque sous-domaine pour
obtenir le systeme

K 0 K3, u; I
0 K A uf = (2.11)
Ky Ky (K + Ky) up = up s+ 1)

ou, (); fait référence aux degrés de liberté internes de chaque sous-structure (s et
s') et (), fait référence aux degrés de liberté d’interface. En éliminant, condensant,
les inconnues internes uf et uf on obtient le systeme (2.12) :

(ST [us] = [b] (2.12)

ou

[S] =) Ky — K5 (K3) kG, (2.13)

sEs
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Bl = fi = KiK' 7 (2.14)

sEs

S est appelée matrice du complément de Schur [Bjorstad et Widlund, 1986] et b
est le résultat de la condensation des efforts généralisés f sur I'.

La méthode primale consiste a résoudre 1’équation (2.12) pour les interfaces, les
déplacements internes sont déduits a I'aide de 1'équation (2.15).

ui = K5 - Kjyup) (2.15)

Le probleme (2.12) étant tres couteux a assembler, une méthode itérative est
utilisée. Dans ’ALG. 1, on présente la méthode de Schur primale qui a été résolue
avec gradient conjugué.

Algorithme 1 : Méthode de Schur primale avec gradient conjugué
Calculer : 7 = p — Su©®, O = 7).
pour i = ( a m faire // jusqu’a convergence
() _ @70
RN CLr LR
u(1+1) — u(z) + a(l)d(l)7
rtD) = ) — 4 §q0)
(i+1) _ r@+D 64D
p T OTe

d(iJrl) — T(z’+1) + ﬁ(i+1)d(i)

fin

Le probleme de cette méthode est qu’elle n’est pas numériquement extensible. La
méthode ne conserve pas son efficacité pour un nombre croissant de sous-domaines.
Pour palier cette difficulté, Mandel [Mandel, 1993] a proposé la Balancing Domaine
Decomposition method, BDD qui est présentée ci-apres.

Balancing domaine decomposition, BDD

Pour avoir extensibilité de la méthode primale, Mandel [Mandel, 1993; Mandel
et Brezina, 1996] a proposé une amélioration de cette méthode, ot le précondition-
nement s’apparente a celui de Neumann tout en utilisant un probléeme global sur
toute la structure :

S1=>"s; (2.16)

ou §; est le complément de Schur dual, qui est un opérateur linéaire qui permet
de calculer le déplacement d’interfaces a partir des efforts d’interfaces. Il existe
différentes fagons de calculer ce preconditionneur. Le complément de Schur dual
d’une structure simplifiée (avec les degrés de liberté les plus proches a 'interface)
est une possibilité. On trouvera une description des différentes preconditionneurs
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dans [Gosselet et Rey, 2006]. Comme le préconditionneur est utilisé sur le résidu r,
la condition d’optimalité associée au résidu s’écrit

H'r =0 (2.17)

ou H est I'ensemble des mouvements de solides rigides possibles des différentes
sous-structures. Cette condition peut-étre interprétée comme un algorithme de Krylov-
augmenté. Pour résoudre le systeme, on utilise une méthode de gradient conjugué
en utilisant comme projecteur :

P=I1-H(H'SH)'H'S (2.18)

Dans ’ALG. 2 on présente la méthode BDD résolue avec le gradient conjugué
préconditionné projeté.

Algorithme 2 : Méthode BDD avec gradient conjugué préconditionné projeté
Calculer : P=1— H(HTSH) 'HTS;
u® = H(H'SH)'HTb;
r© = PT(h — Su®) ;
d© — 3117“(0).
RUNEFORE
pour ; = ( a m faire // jusqu’a convergence
pl) = PTSP-):
o) = s
wD) = 4@ 4 @0,
Gt — TN(Z‘) — alp@
d(i-l—l) — 8_17“(“_1)
pour (0 < j < ¢ faire

ﬁj _dn i
T 0 TpW

I

fin
L) — gli+l) 23:1 @J’Z(J');

fin
uf = (K317 (] — [K3Ju™),

5.3 Meéthode Duale

La méthode FETT (Finite Element Tearing and Interconnecting), consiste a im-
poser la continuité des efforts d’interfaces. Pour le cas de deux sous-domaines, le
systeme a résoudre s’écrit :
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K5u® + BSTFS — fs
K u® + B o = (2.19)
Bsu® + BSu® =0

ou les B*® sont les matrices de restriction aux noeuds bord et F* les efforts
généralisés (multiplicateurs de Lagrange) du sous-domaine §2° sur Q' (F¥ = —F?).
Dans ce type de méthodes certains des sous-domaines sont < flottants >, ¢’est-a-dire
qu’aucune portion de frontiere des sous-domaines ne possede de condition en dépla-
cement imposé. Dans ce cas, le déplacement n’est alors connu qu’a un mouvement
de solide rigide infinitésimal pres [Farhat et Roux, 1991, 1992; Farhat, 1992]

u' = KT (f* — BT F®) + R*a* (2.20)

ot K*% est l'inverse généralisée de la rigidite K°, R* est I’ensemble des mou-
vements de solide rigide possibles du sous-domaine €2° et o® les coefficients d'une
combinaison linéaire d’entre eux.

Le chargement ne doit pas travailler dans les déplacement de solide rigide, ce qui
se traduit par :

RT(f* = BTF*) =0 (2.21)

Le systeme a résoudre devient :

e o [0 (2.22)

avec

[A] = Zses BS(KS)+BST = Zses A®

[c] = Doees BI(E) T = 3 s

Dans la FETI une condition d’orthogonalité du chargement est imposée par la
relation —Rp’ F = —d, olt Rp est la matrice ligne des mouvements de solide rigide
bord B*R?®, et d la matrice colonne des déséquilibres R*7 f*.

La méthode FETI consiste a résoudre le systeme (2.22) par gradient conjugué
préconditionné projeté, la projection est associée a la contrainte d’équilibre des sous-
domaines. Un projecteur doit donc intervenir [Farhat et Roux, 1994] :

P=1-Rg(Rg"Rp) 'Rp" (2.23)

Pour définir le préconditionneur A1 il existe différentes facons de le faire. Par
exemple une somme de contribution locale de chaque sous-domaine peut étre utilisée
[Rixen et Farhat, 1999]. On trouvera une description de différents preconditionneurs
(<« lumped > et < Dirichlet =) dans [Gosselet et Rey, 2006].
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Dans ALG. 3 on présente la méthode F'ET résolue avec le gradient conjugué
préconditionné projeté. Le notation ()¢ est utilisée pour décrire la notation par bloc :

K' 0 o 0
ut )
w =1 o=V o (2.24)
us : . . 0
0O ... 0 K¢

ou u® est un vecteur et K°® est une matrice associée au sous-domaine s.

Algorithme 3 : Méthode FETT avec gradient conjugué préconditionné projeté

Calculer : P = I — Rg(Rp" Rg) 'Rp";
F = —Rp(Rp" Rp)~"d;
r(© = PT(c — AF©),
20 = PA-170) g0 = (0.
pour i = ( a m faire // jusqu’a convergence
p(i) — pTAd(i);
i) _ r(i)sz.
T p@Tg)?
FUtD) = pO) 4 o0 g0,
P+l — r(l‘i_ a®p@
z(i+1) e PAflr(i*Fl);
pour (0 < j < ¢ faire

ﬁ? _ DTG
i dDTpG)

al

?

fin
di+D) — L(i+1) 4 23:1 ﬁfd(j);

fin
a® = (RBTRB)flRBT’I“(m);
w® = K0+F(m) + R*°a®;

Cette phase de projection peut étre considérée comme un probléeme macrosco-
pique, mais il est relativement pauvre puisqu’il est simplement associé aux modes
rigides qui sont des modes a énergie nulle. Pour palier ce probleme, la méthode
FETI2 [Farhat et al., 1996] apporte une amélioration consistant a vérifier des con-
traintes supplémentaires sur les déplacements, telle que la continuité en moyenne
sur les interfaces.

5.4 Méthode Mixte
5.4.1 Méthode Mixte mono-échelle

La méthode mixte impose une relation entre le déplacement et les efforts aux
interfaces. L’interprétation mécanique est I'introduction d’un ressort pour connec-
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ter les sous-domaines. Il existe plusieurs versions d’approches mixtes, selon qu’elles
s’appuient sur un formalisme de type Lagrangien augmenté [Fortin et Glowinski,
1983; Glowinski et Le Tallec, 1989, 1990] ou sur un algorithme de résolution a deux
direction de recherche de type LaTIn (LArge Time I Ncrement) décrite dans [La-
deveze, 1985] ou celle appelée FETI & deux champs (ou a deux multiplicateurs de
Lagrange) proposée par [Series et al., 2003].

Nous présentons ici I’approche mixte basée sur la LaTIn dans le cas particulier
de I’élasticité linéaire.

L’approche consiste a partitionner les équations en deux groupes :

— Le groupe I' contenant les équations locales en variable d’espace éventuellement

non-linéaires.

— Le groupe Ay de équations linéaires éventuellement globales.

L’algorithme consiste alors a rechercher alternativement une solution vérifiant le
groupe I' & partir d’une solution de A, (étape globale) puis une solution du groupe
Ay a partir d’'une solution de T' (étape locale) tout en satisfaisant des directions de
recherche (k* et k—), F1G. 2.16.

Sn+l Sn

Figure 2.16: Schéma d’une itération de la méthode LATIN.

L’étape locale consiste, connaissant une solution approchée équilibrant les sous-
domaine a déterminer les efforts et déplacements aux interfaces (W et F), en vérifiant
la direction de recherche k* en chaque point de U'interface :

(F = F) = k(W = W) = 0 (2.25)
(B —F) = k*(W" =W ) =0 |
ou kT est un opérateur local en variable d’espace, F et W sont les efforts et dépla-
cements équilibrant les sous-domaines a I’étape globale précédente, F' et W sont les
efforts et déplacements recherchés aux interfaces. Les conditions aux limites sont
prise en compte par des interfaces et des relations de comportement particulieres.

La solution de I’étape locale doit également satisfaire la relation de comportement

de linterface qui s’écrit tout simplement dans le cas d'un interface parfaite :

e (2.26)
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En particulier pour une interface parfaite, on a explicitement en combinant (2.25)
et (2.26) :

/\S_/\S _l s Sl _L s 8/
Aws =W =W +E, ) = g (7 F ) VM eT (2.27)
=3(F" = F*) = sk*(W* = W)

Il est possible d’inclure d’autres type de comportements d’interface comme le
contact avec ou sans frottement [Ladeveze et al., 2002].

A T'étape globale, on introduit les directions de recherche suivantes :

(F*—E) 4+ k(W =W ) =0 (228
(F —FE )4+ k(W —W )=0 '

L’équilibre d'un sous-domaine et la vérification de (2.28) conduit au probleme discrétisé
suivant pour la structure s :

(K] + ) 0] = B+ oW + (2.29)

ol b est une force volumique. Sous réserve de stricte positivité de k*~, ([K*] +
[£°7]) est symétrique définie positive.

Dans ALG. 4 on présente la méthode mixte monoéchelle résolue avec la LaTln,

Algorithme 4 : Méthode Mixte monoéchelle basée sur la LaTIn
Initialisation : Création de [K®] et [k*];
Assemblage de [K°®] + [k°];

pour i = ( a m faire // jusqu’a convergence
Etape locale (interfaces), VM € T;
W =W = J(W° + W) = e (E° + E);
E = ' = J(F — F) = (0 — W),
Etape globale (sous-domaines);
[w) = ([K°] + [k*]) ' [E);
W? = Trace(u®);
[F)=F + k"W — k" W* + f

fin

La méthode mixte mono-échelle (LaTIn) a été testée en élasticité bidimension-
nelle dans [Ladeveze et Lorong, 1992], et aussi pour des assemblages de structures
[Blanzé et al., 1996]. Elle a été aussi appliquée a des problemes de contact [Blanzé
et al., 1996; Champaney et al., 1999].

La méthode mixte a le méme probleme que la méthode de Schur primale, elle
n’est pas numériquement extensible. Pour palier ce probleme, on doit introduire un
probleme grossier (Macro), qui est décrit dans la section suivante.
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5.4.2 Méthode Mixte multiéchelle

L’approche mixte micro-macro basée sur la méthode LaTln a été développée par
[Ladeveze et Dureisseix, 1998, 1999, 2000; Ladeveze et al., 2001; Nouy et Ladeveze,
2004], la méthode FETI-2LM [Roux, 1997] est une méthode tres proche de celle de
la LaTIn. La différence réside dans le choix du préconditionneur du probleme. La
méthodologie pour préconditionner la méthode a FETI-2LM est basée sur le trai-
tement des sous-structures flottantes de fagon similaire & la méthode FETT [Farhat
et Roux, 1991]. Elle consiste a résoudre pour chaque itération un probleme de type
< grille grossiere > pour lequel les < éléments > de cette grille sont les sous-domaine
et les noeuds sont les valeurs des champs déplacements correspondant aux modes
rigides des sous-structures. Cette technique assure au résidu du probleme condensé
d’étre nulle pour les déplacements de corps rigide des sous-domaines.

Dans I'approche LaTIn, un probleme réduit d’interface est construit a partir
d’une procédure d’homogénéisation automatique qui exploite les modes rigides d’in-
terfaces. Nous détaillons ici cette derniere approche. Elle s’articule autour de deux
points fondamentaux et la vérification partielle des conditions de transmission :

Aspect multiéchelle introduit au niveau des interfaces Les quantités
d’interface s’écrivent ainsi comme la somme d’une partie macro et d’une partie
micro :

P =Fy+E, et W°=Wy +W, (2.30)

Elles vérifient la relation de découplage des travaux micro et macro d’interface
qui s’écrit :

/E.mds = /(EMMM +F W, )ds (2.31)
T T

Les quantités macro sont obtenues par projection sur une base de vecteurs
qui extraient les composantes de translation, rotation et allongement (resp.
résultante, moment, extension) pour un déplacement (resp. effort) d’interface.
En 2D, W,, aura ainsi 4 composantes (2 translations, 1 rotation et 1 allonge-
ment).

Classiquement on prend un projecteur macro qui extrait la partie linéaire d’'un
champ d’interface mais on peut enrichir cette description, arbitrairement, en
proposant un projecteur macroscopique qui extrait la partie cubique, quadra-
tique, voir discontinue par morceaux pour la propagation de fissure [Loiseau,
2001; Guidault et al., 2008].

Vérification partielle des conditions de transmission. Les efforts macro
d’interface doivent systématiquement vérifier les conditions de transmission a
priori entre deux sous-domaines s et s'.

Fiy+ F =0 (2.32)
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Résolution :

L’écriture du probleme d’équilibre des sous-domaines est similaire a celle de la
méthode mixte monoéchelle (2.29). Seule la direction de recherche de 'étape linéaire
est modifiée.

On introduit le multiplicateur de Lagrange EM [Nouy et Ladeveze, 2004], qui
permet de lever la contrainte d’admissibilité des efforts macro (2.32).

(F¥ —F )4+ k(W' —=W —W,,)=0 '

ce qui conduit au probleme discrétisé sur une sous-structure s suivant :
(K] + [K) W] = |B] + [k W (2.34)

ol [E Z} est le chargement associé¢ aux données de I'étape linéaire : ES et (ES +
W),

Le chargement [k’*ﬁjw] est obtenu en résolvant le probleme macro :

Loy [ War] = [Enra] + [Eard] (2.35)

(&
M M

M

o [F s glen €st associé a la partie macro de la solution du probleme des sous-

domaines (2.34) résolu pour [k‘ﬁjw] nul. [Fy; 4le,, est associé & la contribution
macroscopique des efforts imposés g sur les structures. [Lgl.,, est un opérateur
d’homogénéisation linéaire qui fait le couplage entre les différentes échelles. Il est ob-
tenu on assemblant les opérateurs d’homogénéisation [L%] de chaque sous-domaine
déterminés en résolvant (2.34) pour des chargement [k‘ﬁjw] donnés et des données
T et b nulles. [Ladeveze et Nouy, 2002, 2003] ont développé une procédure d’ho-
mogénéisation a la fois en espace et en temps.

Dans ALG. 5 on présente la méthode mixte multiéchelle a deux échelles.

Le probleme (2.35) ne porte que sur un nombre réduit d’inconnus macros d’in-
terface. Cependant, ce probleme peut avoir un taille trop importante dans le cas
d’'un grand nombre d’interfaces pour pouvoir étre résolu par un solveur directe. Une
premiere approche consiste a résoudre par un solveur itératif le probleme macro-
scopique (ici formulé en déplacement W ,,). Ainsi dans [Kerfriden et al., 2009] un
solveur BDD est utilisé a cet effet pour des problemes de délaminage de composites
3D.

Une seconde approche [Loiseau et al., 2002; Nouy, 2003] consiste & introduire
une troisieme échelle (super-macro) permettant une résolution du probléeme macro-
scopique.
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Algorithme 5 : Méthode Mixte a deux échelles
Pour chaque sous-domaine s;
- Création de [K*] et [£®];
- Assemblage de [K*] + [k*];
- Détermination de 'opérateur homogénéisé [L5];
- Assemblage de la rigidité du probleme Macro [Lr],, ;

pour i = ( a m faire // jusqu’a convergence
Etape locale (interfaces);

@52@5 :%(ws+ws)_%_+(Fs+Fs)
E=—F =L(F = F") = (W — W");
Etape linéaire (sous-domaines), pb micro 1;
wil = (T + B Bk

[Fil=F + kW — kW5 — [F}l;
Probleme Macro;

[wM] = [LF]eMilqEM,d]eM + [EM,d]eM);
Probleme micro 2;

) - [([IT] K v]csn—l[k—m
F = F —k (W~ — )

fin

5.5 Autres méthodes
Trois-Champs :

La méthodes a trois-champs a été proposée dans [Brezzi et Marini, 1992; Brezzi,
1994], et est basée sur la formulation hybride de [Tong, 1970] pour ’élasticité, on
la principale modification introduite par Brezzi et Marini est de travailler au niveau
d’un sous-domaine et non au niveau des éléments. Cette méthode a été analysée
dans [Brezzi et Marini, 2000a,b] et appliquée a 1'élasticité dans [Brezzi et Marini,
2005].

La méthode < Algebraically partitioned FETI > est aussi une méthode a trois-
champs, elle est décrite dans [Park et al., 1997] et analysée dans [Justino et al., 1997;
Rixen et al., 1999].

Hybride :

Les travaux réalisés par Farhat pour améliorer la méthode duale ont ainsi donné
lieu & une version plus aboutie appelée FETI-DP (méthode FETI Duale-Primale)
[Farhat et al., 2000a, 2001]. Un bilan des développements de la méthode FETT duale
et duale-primale est décrite dans [Klawon et Widlund, 2001].
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Une autre méthode aussi appelée hybride a été proposée et appliquée a un
probléeme de poroélasticité dans [Gosselet et al., 2004]. Elle propose un cadre unifié
pour les deux approches primales et duales, et permet de choisir pour chaque incon-
nue du probleme de la traiter de fagcon primale ou duale.

Une autre méthode hybride (FETI-DP micro-macro) a été présentée par [Moba-
sher Amini et al., 2009; Amini et al., 2009]. Elle est basée sur la méthode FETI-DP,
et permet d’utiliser des discrétisations différentes dans chaque sous-domaine : un
maillage fin (micro) pour les sous-domaines dans une zone d’intérét et un maillage
grossier (macro) pour le reste de la structure.

5.6 Meéthodes de résolution des problemes non-linéaires de
grande taille

5.6.1 Meéthode de type Newton-Krylov-Schur

Les méthodes de décomposition de domaine (BDD, FETI, Mixte, etc.) per-
mettent la résolution de problemes linéaires de grand taille sur des calculateurs
a architecture distribuée. En les utilisant avec des schémas de type Newton pour
la résolution de problemes non-linéaires, on obtient une famille de méthodes dites
Newton-Krylov-Schur (NKS). Ces méthodes on été décrites par [De Roeck et al.,
1992] pour des problemes non-linéaires élastiques, pour le calcul de grandes struc-
tures élancées par [Farhat et al., 2000a,b] et pour les problemes multi-contacts par
[Barboteu et al., 2001].

S Solveur Krylov Relocalisation linéaire
Linéarisation Newton .

i

Itérations de Newton

Figure 2.17: Principes de la méthode NKS.

Ces types de méthodes sont basées sur :

— la méthode de Newton pour la linéarisation et le schéma itératif incrémental,

— la sous-structuration et la condensation de Schur du probleme tangent pour
I’écriture du problemes aux interfaces,

— le solveur itératif parallele de Krylov pour la résolution du probleme linéaire
condensé aux interfaces.

La F1G. 2.17 et ALG. 6 illustrent les différentes étapes de la méthode NKS.
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Algorithme 6 : Méthode Newton-Krylov-Schur
Initialisation : F,,; = 0, AF = 0.F® = 0;

ext’
pour p=0 a p,q. faire // schéma incrémental
Femt:Fext—i_AF;
si || Feor > F23 || alors Fopy = FEi;
pour i = 0 a ip,,, faire // itération de Newton

- Assemblage des opérateurs locaux tangents K7 par sous-domaine;
- Factorisation des K7, ;

- Calcul du résidu condensé par sous-domaine : r*;

- Résolution du probleme condensé [Solveur itératif de Krylov] :
St.Auy = 1;

- Calcul des solutions intérieures : Auf = K5, ~'(ff — KjAw);

- Mise a jour de u; et uj;

il

- Calcul de l'erreur n = TFowdl’

crit alors Sortie

sin<n

fin

si n > n“" alors // non-convergence
Réduction de ["incrément de chargement;
Fezt:Fext_AF;
AF = AF/2;

sinon // convergence

| si F.,; = F'% alors Sortie [fin du calcul] ;

ext
fin

crit

fin

Le probleme avec cette méthode est que 'on doit résoudre un grand nombre de
systemes linéaires, qui engendre de nombreuses communications entre les différents
processeurs (assemblage du résidu global). Des techniques d’accélération de conver-
gence ont ainsi été proposées pour accélérer les processus itératifs de Krylov. Par
exemple la stratégie GIRKS (Generalized Iterative Reuse of Krylov Subspaces) [Ris-
ler et Rey, 2000] est la combinaison de la technique d’initialisation IRKS (Iterative
Reuse of Krylov Subspaces) et du préconditionnement [Rey, 1996]. Un inconvénient
de la méthode GIRKS est la possibilité de stagnation, nécessitant une remise a zéro
des espaces de Krylov stockés, I'approche SRKS (Selective Reuse of Krylov Sub-
spaces) [Gosselet et Rey, 2002] propose une amélioration pour pallier ce probléme.

Ces types de méthodes ne sont pas bien adaptées aux problemes non-linéaires de
grand taille, en particulier dans les cas ou les non-linearités ne sont pas équitablement
réparties. Dans le cas d’un probléeme non-linéaire géométrique, un grand nombre de
pas de chargement est nécessaire pour passer un point de bifurcation ou un point
limite. Ces itérations vont étre réalisées sur la totalité de la structure, méme si une
grand partie de la structure reste dans le domaine linéaire.
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Une solution a ce probleme est de concentrer les efforts numériques sur les zones
qui le nécessitent au moyen d’itérations locales, par sous-domaines. Ces types de
méthodes sont appelées méthodes de relocalisations non-linéaires, ils sont décrits
dans la section suivante.

5.6.2 Meéthode de décomposition de domaine mixte basée sur la LaTIn

La méthode LaTIn (Large Time Increment), appelée initialement méthode a
grands incréments de temps (MGIT) a été introduite par [Ladeveze, 1985] (version
en anglais [Ladeveze, 1999]). Elle a été mise en ceuvre par [Bussy et al., 1990]
pour des problemes en grandes déformations, pour des problemes de flambage par
[Boucard et Ladeveze, 1997; Boucard et al., 1997].

Les principes de la méthode ont été présentés dans les sections 5.4.1 et 5.4.2
dans le cas de I'élasticité linéaire sous 1’hypothese des petites perturbations, ou le
temps n’intervient pas. Aux deux premiers principes de la méthode LaTIn que sont
la séparations des équations en deux groupes, et la résolution par un schéma itératif
en deux étapes, il convient de rajouter un troisieme point : la représentation adaptée
des inconnues.

Représentation des inconus

Les techniques usuelles permettant de résoudre les de problemes d’évolution sont
des techniques dites < incrémentales > qui utilisent des schémas d’intégration clas-
siques.

Contrairement aux approches incrémentales classiques, la méthode LaTIn cherche
a chaque itération une approximation de la solution appartenant a Az ou I' (voir
section 5.4.1 pour une description de Ay et I') sur tout I'intervalle de temps. Cette
approche globale en temps nécessite donc une représentation adaptée des incon-
nues afin de limiter la quantité de champs a stocker. La méthode LaTIn introduit
une méthode de résolution alternative basée sur le concept de fonctions radiales :
I'approximation radiale sur I’espace-temps [Ladeveze, 1999]. Cette méthode propose
de construire la solution d’un probleme d’évolution sous la forme d’une somme de
produits d’une fonction temporelle par une fonction spatiale.

flz,t) ~ Z Ai(t)Ai(z) (2.36)

Cette écriture générale possede des similarités avec la POD (pour <« Proper Or-
thogonal Decomposition ») qui consiste, connaissant une fonction du temps et de
I'espace f(z,t) a calculer sa meilleure décomposition de rang m. L’approximation ra-
diale permet, quant-a-elle, de calculer ’approximation d’un probleme d’évolution en
calculant directement sa meilleure décomposition d’ordre m, sans qu’aucune solution
ou base de fonctions ne soit connue au préalable. En cela, la méthode d’approxima-
tion radiale sur 'espace-temps peut-étre vue comme une méthode qui généralise la

POD.
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Elle a d’ailleurs été récemment baptisée PGD (Proper Generalized Decompo-
sition). Ce type d’approximation présente I’avantage de réduire le volume d’infor-
mations, puisqu’il conduit a une représentation réduite de la solution. De plus, la
construction de l'approximation radiale conduit a la résolution d’un petit nombre
de problemes spatiaux et de problemes temporelles au lieu d’un probleme spatio-
temporel complet, ce qui a pour effet de réduire considérablement le cott de calcul.
Outre ces avantages, I'intérét majeur de ces méthodes est qu’elles servent de base a
la construction de méthodes de réductions de modeles. En plus, dans ce type de trai-
tement on trouve la solution sur tout l'intervalle de temps et sur toute la structure
avec un seul grand pas de chargement. A chaque itération, une solution approchée
est trouvée.

Les F1a. 2.18 et 2.19, illustrent les principes d’une méthode incrémentale et de
la méthode LaTIn. Dans la méthode incrémentale, il faut itérer plusieurs fois pour
obtenir quelques points d’équilibre, par contre, dans la méthode LaTln, a chaque
itération, une approximation de la solution sur tout 'intervalle de temps est obtenue.

f il -

u u

Figure 2.18: Résolution avec

e méthode incrémentale Figure 2.19: Résolution LaTIn

La méthode LaTlIn est bien adaptée a la résolution des problemes mettant en
oeuvre des matériaux non-linéaires ou les non-linéarités sont locales. Avec un choix
approprié¢ de directions de recherche, la stratégie peut-étre considérée comme une
méthode de continuation permettant de piloter les phénomenes instables.

Elle apporte aussi une réponse intéressante a la problématique des études pa-
ramétriques, la méthode pouvant étre initialisée par une solution d’un calcul précé-
dent, et les fonctions d’espace pouvant étre réutilisée [Boucard et Champaney, 2003;
Roulet et al., 2011].

6 Bilan

Nous avons présenté dans ce chapitre diverses méthodes permettant de résoudre
des problemes linéaires ou non-linéaires de grande taille. Une premiere famille d’ap-
proches propose de tirer partie de certaines hypotheses du probleme initial pour le
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traiter d’'une maniere adaptée, au prix d’approximations sur la solution finale. Les
approches < globales-locales > permettent ainsi le calcul de modeles fins locaux avec
des conditions aux limites provenant d’un calcul de la structure complete modélisée
a une échelle supérieure. La méthode n’est cependant, en général, que descendante
et est limitée aux phénomenes locaux n’ayant pas d’influence sur I’équilibre local.

La méthode d’homogénéisation propose de construire a partir d'une description
fine de la structure un modele grossier équivalent et de séparer les échelles < mi-
cro > et < macro ». Ces approches classiques restent cependant limitées aux cas ou
la séparation des échelles est suffisamment importante, rendant leur application au
calcul de structures tres difficile. Les idées de base de la théorie de 'homogénéisation
peuvent étre utilisées pour la définition de problemes grossiers permettant d’assurer
I’extensibilité des méthodes multiéchelles paralleles.

Les techniques de superposition de modeles permettent I’association de différentes
échelles de modélisation, et assurent la communication entre ces différentes échelles.
Elles sont cependant limitées a des problemes ou la zone d’intérét est réduite et plus
Ou moins connue a priori.

Les méthodes de sous-structuration et de décomposition de domaine, proposent
des solutions pour le calcul des grandes structures nécessitant une résolution du
probleme complet a 1’échelle fine sans hypothese particuliere sur le couplage des
échelles. Elles proposent des techniques de résolution itératives et paralleles des
problemes condensés aux interfaces. Associées a des préconditionneurs et a un probleme
grossier pertinent, elles sont tres efficaces pour la résolution des problemes linéaires
de tres grande taille.

Les approches Newton-Krylov-Schur, qui mettent en oceuvre ces solveurs pa-
ralleles dans le cadre d’un schéma de Newton, apportent une premiere réponse a
la problématique des grandes structures non-linéaires. Elles se sont révélées cepen-
dant peu adaptées aux cas ou les non-linéarités sont non-équitablement réparties,
ou bien localisées sur une zone de la structure. Dans le CHAP. 3, on présente une
évolution de ces approches (et une étude paramétrique de la méthode) permettant
de traiter de facon pertinente ces problemes.
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Chapitre 3

Stratégie de calcul multiéchelle
avec relocalisation non-linéaire

Dans ce troisiéme chapitre, nous présentons une famille de stratégies de cal-
cul multiéchelle par décomposition de domaine utilisant une étape qualifiée
de relocalisation non linéaire et dérivées des méthodes NKS classiques. Deux
versions de la méthode sont présentées : une premiére version utilisant des
conditions aux limites en déplacement et une seconde utilisant des condi-
tions aux limites miztes. Nous développons ensuite nos premieres contribu-
tions a cette méthode : adaptation au passage de point critique, analyse de
sa robustesse et influence des différents paramétres [Hinojosa et al., 2010,
2011a,b,c].
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1 Principe de la méthode - intérét de la relocali-
sation

Quand le probléeme initial est décomposé avant linéarisation, ’équilibre linéaire
de chaque sous-structure doit étre assuré a chaque itération pour des quantités d’in-
terfaces données. Le but recherché est de concentrer 'effort numérique sur les zones
le nécessitant réellement au moyen d’itérations locales, par sous-structures, c’est-a-
dire a une échelle pertinente vis-a-vis du phénomene, et permettant de vérifier le
comportement non-linéaire. Les itérations globales ont alors pour objectif d’assu-
rer le couplage entre les sous-structures. Ce couplage peut étre réalisé en assurant
I’équilibre aux interfaces, par exemple, permettant ainsi la redistribution des efforts.
Ce rééquilibrage est permis par la résolution d’un probleme global tangent portant
sur les inconnues d’interfaces et permettant d’assurer I’extensibilité de la méthode.
Ce qui donne la stratégie décrite schématiquement dans la Fia. 3.1.

Etape Locale v
Solver Krylov Relocalisation non-linéaire

1
1
1
1
1
1
1

Etape Globale

Figure 3.1: Principes de la méthode de relocalisation non-linéaire.

Par rapport a la méthode NKS classique (F1G. 2.17), le probleme non-linéaire
est résolu dans chaque sous-structure a I’'étape locale. Dans les deux cas, la boucle de
chargement incrémental associée au schéma de Newton global n’est pas représentée.
La différence majeure concerne I’étape de calcul des déplacements internes par sous-
structure, qui devient non-linéaire. Elle est assurée par un solveur itératif par sous-
structure, éventuellement associé a un schéma incrémental indépendant. Chaque
sous-structure peut ainsi étre vue comme une sorte de super-élément non-linéaire
dont le comportement est < intégré » au moyen d'un modele élément fini associé a
un solveur non-linéaire, par exemple un schéma de Newton. La stratégie peut aussi
étre rapprochée de I'approche F'E2 présentée dans le CHAP. 2, a la différence pres
que le transfert d’information entre les échelles est, ici, < exact > : aucune hypothese
de séparation d’échelle ou de périodicité n’est utilisée. La méthode reste ainsi valable
dans les zones de fort gradient.

Dans la suite, cette étape de la stratégie est appelée < relocalisation non-linéaire .
Relocalisation non-linéaire fait référence aux techniques d’homogénéisation, dans la-
quelle une étape de < localisation linéaire > est faite pour obtenir le champ micro d’'un
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volume élémentaire représentatif (VER) en connaissant le champ macro. De fagon
similaire en décomposition de domaine, I’étape consistant a définir le déplacement
des degrés de liberté internes dans chaque sous-structure en connaissant les quan-
tités d’interface est par fois appelée < étape de localisation ». Dans notre cas, cette
étape est non-linéaire, ce qui explique la nomenclature.

Cette méthode a été appliquée pour la simulation de structures raidies avec
flambage local, avec une méthode de décomposition de domaine primale ou mixte,
et comparée avec le méthode NKS classique par [Cresta et al., 2007]. Une version
duale, proposée par Gosselet, Pebrel et Rey, a été appliquée a des problemes de
structures avec endommagement par [Pebrel et al., 2008].

These de doctorat - J. Hinojosa Rehbein - 2011



Méthodes de décomposition de domaine avec relocalisation non-linéaire 95

2 Meéthodes de décomposition de domaine avec
relocalisation non-linéaire

2.1 Cas d’une décomposition de domaine primale

La structure étudiée occupe un domaine 2 et est soumise aux chargements b, et
9, définis dans le premier chapitre F1G. 1.1. Le probleme de référence s’écrit de la
maniere suivante :

Trouver u vérifiant :

— L’admissibilité statique sur {2

. - d
[ s by dog= [ wan+ [ 2gwds, e Uag
Qo - Qo 9290 dSO
(3.1)

— L’admissibilité cinématique

u=1u, sur O0Qy (3.2)

ott E est le taux virtuel de déformation Lagrangien et w est la contrainte de
Piola-Kirkchoff. On a utilisé un modéle de comportement matériau hyperélastique
(r = K E), comme défini en CHAP. 1.

Le probléme est discrétisé par la méthode des éléments finis. N etant la matrice
de fonctions de forme, les déplacements nodaux u sont définis,

u= Ny (3.3)

Le probleme de référence discrétisé s’écrit :
Trouver u vérifiant f;,;(u) + f..; = 0, avec :

_ d
£, = / JN! by dQ + / LEEN g,dS;
Q4 13)

,00 @S0
u i, = —/ e E(Nu ) d (3.4)
Qo
Notons que pour le cas linéaire, on obtient : f;,;(u) = —K u

2.1.1 Etape globale non-linéaire d’interface

La structure étant décomposée en sous-structures et interfaces, I’étape globale
linéaire consiste a trouver une correction du du champ de déplacement d’interface
U permettant de vérifier ’équilibre des efforts interfaciaux (F°), obtenus a I’étape
locale non-linéaire précédente. Soit pour chaque interface I'**" (sous forme faible) :
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/ /
Fo(w) + F* () = 0 (3.5)
Cette correction n’est pas réalisée par interface, mais au niveau global sur le
probleme condensé aux interfaces. Plus précisément, on cherche a annuler le résidu
non-linéaire d’équilibre aux interfaces, (élui peut s’écrire comme une fonction non-
linéaire des déplacements d’interfaces U :

F* =83, (3.6)

) text

ou Sy, est 'opérateur Steklov-Poincaré non-linéaire du probleme de référence.
Finalement, en utilisant (3.5), le probléme non-linéaire condensé assemblé s’écrit :

> A(Sy (U £5)) =0 (3.7)

La résolution du probleme obtenu par linéarisation de Newton de (3.7), donne
formellement :

Sréi =R (3.8)

ou St et I'opérateur de Steklov-Poincaré tangent :

_ a‘SNL (Q; fext)

S =
T o0

(3.9)

et R est I'assemblage des résidus non-linéaires locaux condensés aux interfaces :
R=) AR (3.10)
S

Le probleme (3.8) est identique a celui résolu a chaque itération de Newton dans
les approches Newton-Krylov-Schur. La seule différence concerne le second membre
R : I’équilibre et le comportement des sous-structure étant vérifiés au cours de I’étape
locale non-linéaire précédente, ce dernier ne provient que des défauts d’équilibre aux
interfaces, soit F* + F s pour une interface I'**".

Le processus itératif est arrété lorsque ’ensemble des équations du probleme de
base sont vérifiées : équilibre et comportement non-linéaires des sous-structure et
équilibre des efforts d’interface.

Remarque : Alors que les approches Newton-Krylov-Schur classiques pro-
posent de condenser sur les interfaces le probleme tangent global obtenu dans le
cadre d’un schéma de Newton, I’approche présentée ici propose de résoudre par une
stratégie de Newton le probleme non-linéaire condensé aux interfaces (3.6). Vu de
cette fagon, I’étape non-linéaire locale n’est rien d’autre que 1'étape de calcul du

These de doctorat - J. Hinojosa Rehbein - 2011



Méthodes de décomposition de domaine avec relocalisation non-linéaire 97

résidu non-linéaire d’interface R. De la méme fagon, cette remarque suffit a appor-
ter la preuve de la convergence (quadratique) de la méthode, sous les hypotheses
classiques de convergence de la méthode de Newton. Dans [Pebrel et al., 2008], les
auteurs présentent le méme concept dans le cadre d’'une méthode de décomposition
duale.

Mise en ceuvre numérique, pour le cas linéaire

Apres discrétisation, le probleme global tangent d’interface s’écrit sous la forme
d’un systeme matriciel :

Sroti=R (3.11)

ou St est 'opérateur de Steklov-Poincaré, qui correspond sous sa forme discrétisée
a lopérateur de Schur primal classique, obtenu par ’assemblage des opérateurs tan-
gents locaux condensés sur les interfaces S5 (dans le cas linéaire) :

ST = ZASSTS(AS)T — Z AS( zb i zZKflflel)(As)T (312>

ou A® est l'opérateur d’assemblage et K* est 'opérateur de raideur par sous-
structure s, obtenu a la fin de ’étape non-linéaire locale précédente.

Le résidu condensé sur les interfaces R est réactualisé a chaque itération globale.
Dans le cas linéaire il s’écrit :

R=Y AR =Y A(r; - Ky K} 'r)) (3.13)

ou R’ est le résidu local par sous-structure.

On peut noter que le résidu global résulte de ’assemblage des résidus locaux
condensés et que la convergence locale assure la convergence globale. En plus, dans
le cas d’une résolution exacte des problemes non-linéaires par sous-structures, les
résidus intérieurs r; sont nuls, de sorte que le résidu condensé ne provient que des
défauts d’équilibre des termes rj aux interfaces. En pratique, le terme r, bien que
tres petit, n’est pas rigoureusement nul et il est préférable de conserver 1’expression
complete (3.13) pour le calcul du second membre R, en particulier dans le cas ou
les criteres de convergence locaux sont relachés (voir section 3.2.1).

Le probleme est ainsi, sur la forme, exactement identique au probleme global
condensé utilisé dans les méthodes NKS classiques. Sa résolution peut donc étre
réalisée exactement de la méme maniere, au moyen de solveurs itératifs paralleles

de Krylov, avec les mémes techniques de préconditionnement que dans les méthodes
de décomposition de domaine (BDD, FETI, etc. ).
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2.1.2 Etape locale non-linéaire par sous-structure

Etant donnés les déplacements d’interface U (calculés a I'étape globale linéaire
précédente, voir 2.1.1), on recherche sur chaque sous-structure une solution au
probleme non-linéaire soumis a un chargement externe, avec une condition de Diri-
chlet sur les interfaces.

En prenant en compte le probleme de référence et les notations déja présentés
ou paragraphe 5.1 du CHAP. 2, cette étape revient a trouver, pour chaque sous-
structure €2°, le champ de déplacement solution u*® vérifiant :

flnt(ﬂ) + femt =0 (314)
u*=u  sur 0 Q° (3.15)
w=U sur s (3.16)

La solution obtenue a la fin de cette étape vérifie donc toutes les équations
du probleme de base, hormis I’équilibre aux interfaces entre sous-structures, qui
n’est pas assuré. C’est cette étape que nous nommons étape de relocalision non-
linéaire.

Mise en ceuvre numérique

L’étape locale correspond a la résolution, par sous-structure, d’un probleme non-
linéaire géométrique a incrément de déplacement imposé du, sur les interfaces. Il
peut étre résolu par une méthode de Newton. Le probleme tangent a résoudre est le
suivant :

Ko () Koy (u) ] { ou; ] _ {ff 1 (3.17)

Ky (w®) Koy () || dup rp

ou l'indice ¢ correspond aux degrés de liberté internes, b aux degrés de liberté
des interfaces, 7 et r; représentent le résidu associé a I’équilibre de la sous-structure
s a l'itération correspondant.

Pour résoudre ce probleme, il existe plusieurs techniques classiques permettant
d’imposer des déplacement du sur les interfaces, parmi lesquelles :

— L’élimination directe des inconnues d’interface du; = 0u :

ou; = K%z‘z‘il(ff - KsTibCS@S) (3'18)

— La pénalisation, qui consiste & ajouter un terme de raideur k, suffisamment
) P
grand aux termes diagonaux de la sous-structure Ky, et a modifier le second
membre pour obtenir :

K% %'b ous rs
i1 7 W, _ r; N 1
Koy Ko + kpla ] [ Oup Ty + kp.0u (3.19)
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Cette approche est largement répandue du fait de sa simplicité de programma-
tion, mais elle n’est pas exacte et peut amener a des systemes mal conditionnés.

— La dualisation via l'introduction de multiplicateurs de Lagrange A\, menant a
un probleme du type :

K7i Ky O ou; r;
K7y Ko B oup | = ry (3.20)
0 B 0 A Biu’®

Cette approche, assez courante, est exacte. Elle engendre cependant une aug-
mentation de la taille du probleme a résoudre, qui peut devenir cotuteux. Par
ailleurs, la matrice obtenue n’est plus définie positive mais inversible si B est
injective (kerB = {0}, si les relations sont indépendantes). Les techniques
du Lagrangien augmenté et du double multiplicateur de Lagrange peuvent
également étre utilisées.

Le choix entre ces différentes techniques doit étre fait en prenant en compte a
la fois les considérations théoriques (vérification exacte ou approchée) et pratiques
(facilité de programmation, disponibilité dans les outils utilisés, conditionnement
des matrices, etc.). Il n’a cependant pas d’influence directe sur le comportement
global de la stratégie. Pour les petits exemples, nous avons retenu une technique
d’élimination directe (méthode développée en Matlab) et pour les exemples plus
importants une technique de pénalisation (méthode développée en C++).

2.1.3 Algorithme version primale

L’encadré ALG. 7 reprend I'ensemble des étapes de la résolution de la méthode
de relocalisation non-linéaire avec une approche primale. L’étape linéaire globale
(identique a celle des approches NKS classiques) est résolue au moyen d’un solveur
itératif de Krylov qui sera détaillé en CHAP. 4. Pour la majorité des exemples
académiques développés sous Matlab, le probleme d’interface tangent est assemblé
et résolu par une méthode directe. L’objectif étant essentiellement dans ce cas de
mettre en évidence 'influence du raccord et 'intérét de la relocalisation. Sa mise en
ceuvre numeérique est semblable en tout point.

Les résolutions non-linéaires par sous-structure sont réalisées au moyen de schémas
de Newton-Raphson locaux. Il est important de noter qu’elles sont completement
indépendantes et donc aisément parallélisables.

L’implémentation de I'approche ne demande que tres peu de modifications par
rapport a une approche NKS classique. Par ailleurs, ces dernieres ne concernent que
I’étape locale par sous-structure et ne viennent modifier ni la structure de données,
ni 'implémentation parallele. Pour ces raisons, ’approche avec relocalisation non-
linéaire a déplacements imposés peut étre mise en ceuvre assez rapidement dans tout
code éléments finis disposant d’un solveur de type Newton-Krylov-Schur.
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Algorithme 7 : Relocalisation non-linéaire avec une approche primal (pour
un seul pas de chargement)

pour t = 1 d my,,, faire // Etape globale linéaire, probléme
d’interface
- Assemblage des opérateurs locaux tangents ngf) (g(t_l)) :
- Factorisation K7, ;
- Assemblage des résidus locaux r®;
- Résolution du probleme global tangent [Solveur de Krylov/ :
ng)‘(g@(t) — E(t)§
- pour j =1 d n,,,, faire // Etape non-linéaire locale,
relocalisation non-linéaire
si (j =1) alors
‘ ow, = 5@(t)§
fin
~ Calen 8 = (K) 1 (9 — K475
' = uf? ™ 4
- Mis-a-jour de KU+ (40)) et L(j) (u);

. t
S1 Miocal < Njpea alors

| break
fin

fin
u® = 4

)
. t
81 Ngiobal < Nyioha ALOTS

| break
fin

fin

Au final, I’algorithme présente des schémas de Newton-Raphson imbriqués : un
schéma global pour I’équilibrage des efforts aux interfaces, et des schémas locaux
pour la résolution des problemes non-linéaires par sous-structure. On pourrait ainsi
qualifier cette approche de schéma de Newton < multi-niveaux >. A chacun de ces
schémas est associé un critere de convergence 1, portant sur la vérification de
I’équilibre dans chacune des sous-structures au niveau local, et sur I’équilibre des
interfaces au niveau global.

Enfin, par souci de lisibilité, nous avons omis, dans ALG. 7, les schémas incré-
mentaux associés a chacune des procédures de Newton. Au niveau global, il s’agit
d’un pilotage classique du chargement extérieur Fi,;, mis en ceuvre de la méme
maniere que pour les approches NKS. Au niveau local, le schéma incrémental mis
en place permet un pilotage différencié des calculs non-linéaires par sous-structure,
en fonction des non-linéarités locales présentes.
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2.2 Cas d’une décomposition de domaine mixte

Les méthodes de décomposition de domaine mixte sont introduites dans la litté-
rature de deux manieres. Dans une premiere approche, on s’appuie sur une méthode
de Lagrangien augmentée. Trois champs d’interface sont utilisés : la trace sur les
interfaces du déplacement d’une sous-structure, un déplacement d’interface (unique)
additionnel et un multiplicateur de Lagrange localisé par sous-structure permettant
d’assurer la continuité du déplacement bord des sous-structures avec le déplacement
d’interface. [Series et al., 2003; Brezzi et Marini, 2005]. Un probleme d’interface
formulé en déplacement ou en effort impliquant des résolutions de problemes locaux
par sous-structure avec conditions de Robin est ainsi défini. Un solveur de Krylov
avec un préconditionneur ad hoc peut ainsi étre utilisé pour le résoudre.

Dans le second type, un algorithme a deux directions de recherche est utilisé
a priori sans introduire de Lagrangien augmenté. Trois couples effort-déplacement
sont introduits : un pour chaque sous-structure et un pour l'interface. Par rapport
a l'approche précédente, un champ d’effort d’interface supplémentaire est claire-
ment introduit. Les deux directions de recherche permettent de fermer le probleme.
Dans ce cas, les efforts d’interfaces et les déplacements d’interfaces jouent un role
symétrique [Fortin et Glowinski, 1983]. Les méthodes de décomposition de domaine
mixte monoéchelle et multiéchelle basée sur la méthode LaTIn font partie de ce type
d’approche [Ladeveze et al., 2002; Ladeveze et Nouy, 2003; Ladeveze et Dureisseix,
1999; Champaney et al., 1999; Guidault et al., 2008; Kerfriden et al., 2009].

Dans les travaux de [Glowinski et Le Tallec, 1990] les deux directions de recherche
correspondent aux deux étapes d’augmentation des multiplicateurs de Lagrange dans
I’algorithme de type UZAWA dans sa version ALG3. Des relations étroites entre cet
algorithme et les méthodes de gradient [Glowinski et Le Tallec, 1989] permettent
de montrer que les parametres d’augmentation jouent le role des pas optimaux de
directions de recherche. Cela permet une interprétation utile des directions de re-
cherche pour choisir ces dernieres. Leur choix étant crucial pour avoir des taux de
convergence intéressant. Cela montre que, bien qu’introduite de facon différentes,
les approches mixtes de la littérature sont fortement connectées et de nombreux
équivalences peuvent étre mises a jour.

Dans la suite, la méthode de décomposition de domaine mixte étudiée est in-
troduite par un schéma itératif a deux directions de recherche de fagon similaire au
formalisme de la méthode LaTIn avec deux directions de recherche. Les directions
de recherche sont des parametres de la méthode et sont introduites a prior: sans
précision particuliere sur leur choix. Leur choix sera précisé au moment opportun.
L’écriture du probleme d’interface n’est ici pas classique par rapport au approches
de la littérature [Pebrel et al., 2008; Gosselet et Rey, 2006] mais apporte un autre
point de vue sur le role et le choix des parametres de ’approche.
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2.2.1 Etape locale non-linéaire par sous-structure

Etant donnés des efforts F (équilibrés) et déplacements U ’ (continus aux in-
terfaces), déterminés par un calcul global précédent (ou une étape d’initialisation),
on recherche les champs d’efforts f* et de déplacement u®, par sous-structure 2°
vérifiant (probleme de référence et notations données au paragraphe 5.1 du CHAP.

1):

£2, —k'u' + (kU + F)+£,=0 (3.21)
u'=1u sur 04’ (3.22)
(o~ B) Xy~ 0) =0 (3.23)

Les quantités = font référence a des quantités d’interface (2.2.2). Les conditions
aux limites (0,2%) sont prises en compte par une méthode d’élimination directe dans
les étapes locales par sous-structure.

De maniére incrémentale (3.21) donne :

K7 (uw”) K7 () ou; _ r3 " (3.24)
Koi(u') Koy (w') + k| [u; ri + kAU + F '

ou AU’ = Q ’ —u; est la différence entre Q "ot u; est appelé < saut de déplacement .

La direction de recherche k® est un parametre de la méthode. C’est une ma-
trice symétrique définie positive. L’interprétation et le choix de cette direction de
recherche sont détaillés dans la section 3.2.2. Il est intéressant de noter que le ca-
ractere bien posé du probleme local par sous-structure (3.24) provient de I’adjonction
de la direction de recherche k®. Il ne nécessite pas d’introduire et de manipuler des
modes rigides par sous-structure comme c’est le cas dans une approche duale. Cette
opération peut en effet s’avérer étre délicate dans la cas des grands déplacements
qui nos intéresse.

2.2.2 Etape globale, probleme tangent d’interface

La seconde étape, une fois les problemes non-linéaires sur les sous-structures
résolus, consiste a rechercher des champs d’effort F' et de déplacement U admissibles
aux interfaces, c¢’est-a-dire respectivement continus et équilibrés de part et d’autre
d’une interface I,
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Connaissant f; et uy (effort et déplacements bords par sous-structure) déterminés
a 'étape précédente pour les sous-structures {2 connectés a I', on recherche les
champs U et F vérifiant les équations (3.25) et (3.26) au moyen d’une direction
de recherche non-linéaire k* défini de part et d’autre de l'interface :

KU —w)=F — I sur I' (3.27)

Si nous supposons que le probleme non-linéaire local, section 2.2.1, possede une
seule solution pour un couple (£ et U) donné. On peut définir un opérateur non-
linéaire d’interface :

Us =55, (F +kU £, 3.28
M ki vist ) (3.28)

s

2]

ou Sy, est une opérateur non-linéaire de Steklov-Poincaré associé a chaque sous-
structure. Par définition, il couple entre eux les champs d’effort et de déplacement
de toutes les interfaces de chaque sous-structure.

Dans le cas linéaire et apres discrétisation, cet opérateur, Sy s’écrit :

Sp (% £2,) = (7 + k) 7'’ + by,
avec S = K, — K3 K5 7'KS, (3.29)
b; = (fi - iiK%_lﬁ)

)

ou by est le résidu global linéairisé condensé sur les interfaces. Ce résidu global
est réactualisé a chaque itération globale. r* correspond au résidu non-linéaire local
par sous-structure.

En utilisant cette direction de recherche particuliere, on obtient alors le probleme
global suivant posé sur les déplacements d’interface (apres discrétisation et linéari-
sation par une méthode de Newton) :

S0 = Y A (S + 1) — Ky Ky 'ni) = B (3.30)
QS = Q;d + ou’ (3.31)

Finalement, pour obtenir les efforts d’interface E S, on utilise la définition de la
direction de recherche (3.27), ce qui donne pour le cas linéaire :

F=p+8(U -u) (3.32)

Le systeme (3.30) est similaire a celui de la méthode primale (3.11). La seule
différence est le second membre R. Ce probleme peut étre résolu de la méme maniere
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que les méthodes NKS classiques, en particulier avec le méme type de solveur itératif
et préconditioneurs.

En connaissant les déplacements U & partir de (3.31) et en utilisant (3.32),
on obtient les efforts d’interfaces équilibrés E ®. Cette résolution peut étre traitée
indépendamment dans chaque sous-structure et elle ne demande pas d’effort parti-
culier.

Le principal avantage de la méthode par rapport a la version primale c’est sa
capacité a relaxer les contraintes imposées par les conditions limites sur les problemes
non-linéaires. Cela permet a la méthode d’utiliser des pas de chargement globaux
plus importants et ainsi de réduire les nombres de résolution globales qui sont les
plus couteuses et le nombre d’échanges d’information entre les processeurs.

! > a5
Femt 1a " :;|2a --
! 2
iy L\ S e
Y SR R R .
£ S ' . —
1 r ; ', (Etape locale non-linéaire)
b" """""" AN ]-b !

(6tape globale linéaire)

~0 /\1 A2 1!
E =9 et o ou
| 2
bup o O
e & All >
T =ul Uow @ g U =u})

Figure 3.2: Schéma itératif global du probleme d’interfaces, pour un pas de char-
gement

La F1G. 3.2 présente le schéma itératif du probleme non-linéaire d’interfaces avec
les différentes étapes de la méthode. En commencant par un point d’équilibre connu
(Point 0 sur F1G. 3.2 et configuration initiale en F1G. 3.3), la premiere itération
< étape linéaire globale > consiste a calculer les efforts et déplacements d’interfaces

(F " et U 1) en connaissant le résidu global (3.30) et le complément de Schur as-
semblé des différentes sous-structures, S2 (3.12) (point 1, en Fia. 3.2). A partir
des données d’interfaces (E "ot U 1) une étape non-linéaire locale est menée dans
chaque sous-structure afin d’obtenir les efforts et déplacement locaux ( Ll) et ui),
qui ne sont pas nécessairement sur la courbe d’équilibre (point 1, en F1G. 3.2 ou
itération 1 en FI1G. 3.3). Apres, St et le résidu R sont mis & jour et une nou-
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1 B
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Configuration initiale Itération 1 Itération 2

Figure 3.3: Evolution de la déformée d’une structure stable monotone

velle itération globale linéaire est faite. Ce nouveau résidu (R) prend en compte
les résidus par rapport a F,,; et aussi 'influence de saut de déplacement entre les
sous-structures (), A*(Szupt), point 2,en FiG. 3.2, itération 1 en FIG. 3.3). A ce

point-la, une nouvelle estimation de F et Q est obtenue, et une nouvelle étape locale
non-linéaire est menée (itération 2 en F1G. 3.3).

Finalement, a convergence, 1’équilibre de sous-structures, 1’équilibre des inter-
faces et la continuité des déplacements aux interfaces sont assurés.

2.2.3 Algorithme version mixte

ALG. 8 reprend I'ensemble des étapes de la résolution de la méthode de Reloca-
lisation non-linéaire version mixte.

Comme pour 'approche précédente, I’étape globale linéaire est résolue au moyen
d’un solveur itératif de Krylov, qui peut étre parallélisé. Les résolutions non-linéaires
par sous-structure sont quant a elles completement indépendantes et donc paralléli-
sables. Ici encore, les schémas incrémentaux ne sont pas indiqués, afin de faciliter la
lecture. Ils sont identiques dans leur principe a ce qui a été présenté pour la méthode
de relocalisation non-linéaire a déplacements imposés.

2.3 Choix des directions de recherche

Les deux directions de recherche k® et k® sont des parametres de la méthode.
Dans cette section, on donnera plus de détails sur le choix et I'interprétation de ces
parametres dans le cas de 1’élasticité linéaire.

2.3.1 Interprétation de la direction de recherche locale, k*

La direction de recherche locale k® doit étre un opérateur linéaire défini positif,
représentant la raideur < vue > par la sous-structure considérée. Sa valeur optimale
théorique est le complément de Schur primal du reste de la structure, mais il est
trop couteux a calculer. Ici, on présente trois approximations classiques :

1. Complément de Schur primal de la sous-structure voisine (Préconditionneur
Dirichlet local de I’approche duale).
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Algorithme 8 : Relocalisation non-linéaire avec une MDD mixte

pour t =1, ... faire // Etape global linéaire, probléme des
interfaces

- Assemblage des opérateurs locaux tangents Kﬁp(t) (u1);
- Factorisation des K7%,; ;
- Assemblage de second membre E(t);
si Ngiobal < N5jepa @lors // Convergence globale
| Sortie;
fin
- Résolution du probleme global condensé [Solveur itératif de Krylov] :
ng).(;@(t) — E(t);
- Calcul par sous-structure de 'effort admissible :
ﬁ(t) _ flft—l) n ng) (Q(t—l) n 5@@) _Ql(f—l));

pour j =1, ... faire // Etape local non-linéaire, par
sous—structure

- Calculer par sous-structure :

ou? = (K + k)7 (r0) + kAU + F);

- u) = U= 4 5y

- Mise & jour de : K& (u®) et p0+D) (u);

si Mocar < M2, alors // Convergence locale
| Sortie;

fin

(®)

fin

- uf) = u;

- Calculer L(f);

fin

Une premiere approximation consiste a choisir pour chaque interface le complé-
ment de Schur de la sous-structure directement connectée. Ce choix peut
cependant s’avérer cotteux lorsque les sous-structures comportent un grand
nombre de degrés de liberté. Par ailleurs, 'opérateur obtenu est plein, de taille
égale au nombre de degrés de liberté de I'interface. Outre les problemes liés
au stockage de 'opérateur et au transfert de données entre processeurs, ce
choix vient fortement augmenter le cout de 'opération d’assemblage K + k*,
K ayant une structure de matrice creuse qu’il faudra alors largement modifier,
de nombreux termes non nuls provenant de k. Par ailleurs, la factorisation des
opérateurs obtenus par sous-structure est extrémement pénalisée, du fait de
I’augmentation importante de leur largeur de bande.

Afin de contourner ces effets néfastes, on peut se contenter d’approximations
de cet opérateur, notamment en ne conservant que :
— lopérateur Ky, (préconditionneur lumped),
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— la diagonale de l'opérateur Ky, (préconditionneur super lumped),

— une bande diagonale d’'un largueur réduite de la matrice de rigidité (le
nombre d’inconnues nodales par exemple, soit 6 dans notre cas),

— les termes correspondant a des termes non nuls déja existant dans la struc-
ture de la matrice creuse de I'opérateur de raideur K.

2. Complément de Schur du voisinage de I'interface.

Afin d’éviter le calcul explicite de l'opérateur de Schur complet de la sous-
structure voisine, une autre approximation consiste a ne condenser que l'opéra-
teur associé a une zone proche de 'interface [Paz et Storti, 2005]. La recherche
de la zone est réalisée en considérant les connectivités du maillage : on ne
retient que les nceuds dont la distance a l'interface (i.e. le chemin le plus court
a un noeud de linterface, en termes de nombre d’arétes) est inférieure & un
parametre p donné. La F1G. 3.4 représente la zone pour p = 2.

A0 o
A0
A @@ f
X o & Y d A Neeud d'interface
A | K [ !
LS o v © Noeud intérieur &
X o\ ) ‘ Y—F proximité d'un nceud
X . | > d'interface (p=2)
o o | L
A o
Wt
A—@ @
AA. e ©

Figure 3.4: Détermination des nceuds du voisinage d’une interface (p=2)

3. Assemblage de compléments de Schur locaux.

Une autre approche permettant de réduire la largeur de bande de l'opérateur
d’interface k*, proposée initialement dans [Magoules et al., 2006]. Son prin-
cipe repose sur une approximation de l'opérateur de raideur d’interface par
une somme de contributions locales. Plus précisément, pour chaque nceud de
I'interface, on calcule le complément de Schur d’une zone d’influence (quelques
éléments de profondeur) sur un patch d’interface locale autour de ce noeud,
comme illustré F1G. 3.5 pour une profondeur p = 2.

L’ensemble de ces contributions locales, éventuellement calculées en parallele,
sont ensuite rassemblées pour former 'opérateur k. Il s’agit d’un opérateur
creux qui a pour avantage de ne pas modifier la structure de remplissage de la
matrice de raideur de la sous-structure. Il requiert cependant un grand nombre
de calculs de compléments de Schur.

Il existe aussi, des approximations a deux-échelles [Gendre et al., 2011], qui prend
en compte une rigidité locale (voisinage de la sous-structure) tant que global de la
structure (environnement complet).

Un point important est la réactualisation de cette direction de recherche. On a
4 possibilités :
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X “ “‘ A Neeud d'interface
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Figure 3.5: Détermination des nceuds du voisinage d’un nceud interface (p=2)

— Utiliser pour tout le calcul, la direction de recherche calculée a la premiere
itération globale.

La réactualiser a chaque pas de chargement.

La réactualiser a chaque itération globale.

La réactualiser a chaque itération locale.

Pour I’étude présentée au paragraphe 3.2.2 on a choisi le complément de Schur du
voisinage de l'interface de la sous-structure voisine, k® = oS’ réactualisé & chaque
itération globale. Le choix du parametre « est analysé dans cette étude.

2.3.2 Choix de la direction de recherche globale, k*

Un choix optimal pour la direction de recherche globale du probleme d’interface
est I'opérateur de Schur tangent réactualisé local a chaque sous-structure, c’est cet
opérateur qui est utilisé dans cette étude. L’interprétation de cette direction de
recherche est motivée dans [Pebrel et al., 2008].

Le probleme d’interface (3.30) n’est pas assemble et n’est pas résolu par une
méthode directe hormis pour les cas académiques développés sous Matlab pour les-
quels l'objectif et d’étudier I'intérét de la relocalisation et le choix du raccord (primal
ou mixte). Un solveur de Krylov est utilisé (voir CHAP. 4)

Un aspect qui n’a pas été étudié est de prendre une direction de recherche globale
non optimale a chaque incrément de chargement. On peut, par exemple, penser ne
pas le réactualiser systématiquement, en prenant des versions approchées. Dans la
suite, on notera que cet opérateur est actualisé systématiquement a la fin de chaque
étape de relocalisation non-linéaire (voir ALG. 8).

2.4 Définition des criteres d’arrét local et global

Dans la méthode de relocalisation non-linéaire, des criteres d’arrét pour la boucle
locale du solveur non-linéaire par sous-structure et pour la boucle globale du solveur
non-linéaire associé au probleme d’interface sont nécessaires. Pour les calculs sur les
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sous-structures, on a utilisé le critere d’arrét suivant :

Mocat = |[T1nll/I710]] (3.33)

ou 7, est le résidu a l'itération n du systeme a résoudre ((3.20) pour la version
primale et (3.24) pour la version mixte) et r; o est le résidu apres la premiere itération
de la boucle de Newton local. Pour le résultats présenté dans la section 3 on utilise
nirit, < 1072 (ce choix est justifié en paragraphe 3.2.1).

Une autre possibilité, consiste a ne pas actualiser r; o apres chaque boucle locale,
mais conserver celle de la premiere itération globale (prédiction élastique). En effet,
réactualiser 7,9 a chaque itération global, donne un critere tres restrictif pour les
dernieres boucles locales. Cette possibilité n’a pas été testée et reste comme une

perspective d’étude a tres court terme.

Le critere d’arrét global est défini :

Ngtobat = || L2, [|/]| Bo | (3.34)

ou, R, est le résidu a l'itération globale n, (3.13) ou (3.30). Dans le cas d’un
probléme a déplacement imposé (avec multiplicateur de Lagrange) :

Ngtobat = || (L2, = An)[|/1| || (3.35)

ou A, est le multiplicateur de Lagrange a l'itération n.

Pour la version mixte le résidu R, assemblé, contient deux contributions : celui
de I’équilibre de sous-structures ([;j ~K5, K5y s ) et celui du saut de déplacements
(Sju;), ce saut est illustré & I'itération 2 globale de la F1a. 3.11.

Pour les résultats présenté dans la SEC. 3, le choix pour le critere global est

Un premier choix pour le critere d’arrét est basé sur une étude réalisée par
[Cresta et al., 2007], ol il a été constaté que le critere d’arrét local, nf7, | peut étre
choisi comme la racine carrée du critere d’arrét global, ngjZ,;. La convergence de la
stratégie est controlée pour le critere d’arrét global, 754, Une extension de cette
étude est présentée au paragraphe 3.2.1.
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3 Etude de robustesse sur des structures globale-
ment stables et instables

Pour les deux versions de la méthode, primale (voir 2.1) et mixte (voir 2.2), un
algorithme de type Newton-Raphson avec une adaptation du pas de chargement a été
implémenté. En cas de convergence < lente >, voir divergence, le pas de chargement
est réduit a la moitié, pour deux convergences consécutives le pas est doublé. La
définition des criteres d’erreur est présentée au paragraphe 2.4.

Dans cette section aucune technique de continuation n’est utilisée. Les problemes
sur les interfaces et sur les sous-structures sont résolus au moyen d’un solveur de
type Newton-Raphson.

Dans les sections suivantes sont présentés les résultats pour la méthode NKS
classique (NKS clas.) et pour la méthode de Relocalisation non-linéaire primale
(Reloc-P) et mixte (Reloc-M).

3.1 Intérét de la relocalisation
3.1.1 Structures & comportement stable monotone

La structure étudiée est celle de la Fia. 3.6. Il s’agit d’un treillis de poutres
décomposé en 10 sous-structures. Le matériau est élastique linéaire et ses caractéris-
tique sont un module de Young de 70000 MPa et un coefficient de Poisson de 0, 3.
Chaque sous-structure est composée de 3 poutres, discretisées en 10 éléments de
poutre (modele de Navier-Bernoulli). Chaque sous-structure a 4 nceuds d’interface.

(N) 600

500 -

3 R PP R B

0 2 4 6 8 10

Displacement (u) (m)
Figure 3.6: Structure avec compor-  Figure 3.7: Comportement de la struc-
tement de type monotone et sous-  ture globalement stable, avec les points
structuration. convergés de la méthode de relocalisa-
tion mixte

L’extrémité gauche de la structure est bloquée, et un chargement (effort ou
déplacement F, u) est appliqué au coin supérieur droit, de fagon a mettre la structure
en flexion. Les poutres supérieures se trouvent ainsi en extension alors que celles de
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la zone inférieure, en compression, sont susceptibles de flamber. Pour assurer une
instabilité locale (flambage local dans une sous-structure), la poutre inférieure de la
sous-structure 1 a été affaiblie (réduction de la section a la moitié).

Table 3.1: Résultats de convergence de différentes méthodes pour la structure a
comportement de type stable monotone

’ NKS Clas. H Reloc-P H Reloc-M H Reloc-M ‘
Pas de | Nb. itér. Pas de | Nb. itér. Pas de | Nb. itér. Pas de | Nb. itér.
charg. | glo. (loc.) || charg. | glo. (loc.) || charg. | glo. (loc.) || charg. | glo. (loc.)

55 8 (80) 55 8 (80) 55 4 (72) 450 5 (262)
55 8 (80) 55 8 (80) 55 4 (75)
110 diver. 110 | 11 (127) 110 | 5 (104)
55 7 (70) 110 10 (108) 110 4 (85)
55 6 (60) 120 9 (93) 120 5 (92)
110 diver.
55 6 (60)
55 5 (50)
110 diver.
55 5 (50)
55 12 (120)
10 5 (50)
] 450 \ 62 (620) H 450 \ 46 (488) H 450 \ 22 (428) H 450 \ 5 (262) \

Dans le TAB. 3.1 sont présentés les résultats pour le cas de la structure étudiée
(F1G. 3.6). Le comportement global stable monotone de la structure est illustré en
F1G. 3.7, dans laquelle sont aussi présentés les points de convergence pour la méthode
de Relocalisation non-linéaire mixte (<« Reloc-M =, 3" colonne de la TAB. 3.1).
Deux pas de chargement sont envisagés : 55 NV et 450 N. On essaye a-prior: d’impo-
ser le chargement en un seul pas de chargement. L’incrément de pas de chargement
est éventuellement sous-découpé et des pas de calcul intermédiaires sont calculés
en cas de non convergence selon la procédure décrite précédemment. On remarque
que la méthode NKS classique, avec le pas de chargement le plus élevé (55 N),
nécessite un nombre élevé d’itérations globales et locales (col. 1, « NKS clas. »).
L’introduction de la relocalisation non-linéaire (col. 2) permet de réduire de fagon
importante le nombre d’itérations globales et locales. 5 pas intermédiaires ont été
nécessaires contre 9 de la méthode < NKS Clas. ». L’utilisation d’une méthode de
décomposition de domaine mixte permet de diminuer encore le nombre d’itérations
globales & 22 (col. 3). En effet, la méthode NKS classique a besoin de plus des
pas de chargement intermédiaire, par rapport aux méthodes de relocalisation, ce qui
conduit a avoir moins des itérations locales et globales dans les méthodes de relocali-
sation. D’ailleurs, la version mixte de la méthode de relocalisation donne les meilleurs
résultats en termes de nombre d’itérations locales et globales. Finalement, la seule
méthode capable d’utiliser le chargement total (450 N) est la méthode de relocali-
sation non-linéaire version mixte (derniere colonne du TAB. 3.1), et elle converge en
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réduisant le nombre des itérations locales et globales. La F1G. 3.8 présente 1’évolution
de la déformée de la structure au cours des itérations.

Cette étude montre que 1’étape de relocalisation non-linéaire permet une ré-
duction importante du nombre d’itérations globales et permet aussi I'utilisation
d’incréments de chargement plus grands, tout en gardant le nombre d’itérations
locales raisonnable. On peut noter que la version mixte admet des incréments de
chargement tres importants pour ce type des structures globalement stables.

1ol -
555555555555555555555555555555555555

Configuration initiale Ttération 1 Ttération 2

,,,,,,,
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Itération 3 Itération 4 Configuration finale (It. 5)

Figure 3.8: Evolution de la déformée de la structure stable monotone (F1G. 3.6 et
3.7) au cours des itérations globales de la méthode de relocalisation NL mixte, pour
un incrément de chargement égal au chargement total

3.1.2 Structure a comportement de type snap-through

Dans cette section, on étudie les performances des différentes méthodes pour une
structure exhibant un comportement de type snap-through (F1G. 3.9). La structures
est un treillis de poutres en forme d’arche, avec un rayon R = 10 m, une épaisseur
t = 0.6 m. Les propriétés matériau sont les mémes que celles de 'exemple étudie
au paragraphe 3.1.1. Le type d’éléments poutre utilisé pour la discrétisation du
probleme est également le méme. Les deux extrémités sont articulées et un char-
gement est appliqué au milieu de la partie supérieure de I'arche. Pour favoriser le
flambage (et aussi le comportement global de type snap-through) la poutre supérieure
de la sous-structure 5 a été affaiblie. Le comportement de la structure est présentée
dans la F1a. 3.10.

En TAB. 3.2 sont présentés les résultats pour cette structure (Fia. 3.9). La
méthode NKS classique et la méthode de relocalisation NL primale n’arrivent pas a
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Figure 3.9: Structure a comporte- Figure 3.10: Comportement de la
ment de type snap-through et sous-  structure snap-through, avec les points
structuration. convergés de la méthode de relocalisa-

tion mixte

dépasser le point limite qui survient pour une force de 430 N (col. 1 et 2). Pour les
comparer, la méthode de relocalisation NL mixte a été aussi testée jusqu’au point
limite (col. 1, 2 et 3, jusqu'a 430 N). La seule méthode qui permet de dépasser
le point limite sans faire appel a une méthode de continuation est la méthode de
relocalisation NL mixte (cas 4, pour un chargement initial de 430 V).

Finalement, le chargement total (F' = 1000 N) a été appliqué en un seul incrément
avec méthode de relocalisation NL mixte (col. 4). Dans la F1G. 3.11 sont présentées
la configuration initiale, et la configuration déformée de la structure a la fin des
itérations globales 1, 2, 3, 4 et 10, pour le cas du chargement total appliqué en un
seul incrément.

Table 3.2: Résultats de convergence des différentes méthodes pour la structure a

comportement de type snap-through
] NKS Clas. H Reloc-P H Reloc-M H Reloc-M \

Pas de | Nb. itér. Pas de | Nb. itér. || Pas de | Nb. itér. Pas de | Nb. itér.
charg. | glo. (loc.) || charg. | glo. (loc.) || charg. | glo. (loc.) || charg. | glo. (loc.)

430 7 (70) 430 7 (70) 430 6 (95) 1000 | 10 (234)
430 | 8(225)
140 3 (40)
[ 430 | 7(70) [ 430 | 7(70) [ 1000 | 17 (350) ]| 1000 | 10 (234) |

Aux conclusions de la section 3.1.1 on peut ajouter que la méthode de reloca-
lisation mixte est plus robuste que la version primale, dans le sens ou elle permet
le passage d'un point limite de type snap-through ce qui n’est pas possible avec la
version primale de la méthode (sans une méthode de continuation). La robustesse
est due au parametre k* de la méthode mixte. En effet, k* (3.24) peut étre bénéfique
pour le controle de singularités de la matrice de rigidité tangente K® quand un point
limite est rencontré. Par conséquent, 1'utilisation d’un algorithme de Newton est ici
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rendu possible, dans ce cas de snap-through, sans faire appel a une méthode de
continuation.

Si k® représente bien la rigidité de ’environnement de la sous-structure, aucune
instabilité < artificielle > due a la sous-structuration du probleme ne devrait ap-
paraitre. La F1G. 3.2 montre aussi, comment la méthode de relocalisation NL mixte
pourrait permettre de dépasser un point limite global, grace a I’étape locale non
linéaire, qui relache la condition d’incrément en déplacement. Bien évidement le pi-
lotage optimal de ce genre de méthodes reste un probleme ouvert de méme que le
choix des pas de temps afin de ne pas rater de phénomenes importants tels que les
points de bifurcation.

sssssssssssssssssssssssssssssssssssss

Configuration initiale Ttération 1 Itération 2

ssssssssssss

ssssssssssssssssssssssss

Itération 3 Itération 4 Configuration finale (It. 10)

Figure 3.11: Premieres itérations globales et configuration finale de la structure de
type snap-through (F1G. 3.9 et 3.10), résolu avec la méthode de relocalisation NL
mixte pour un chargement appliqué en un seul incrément

3.1.3 Structure a comportement de type snap-back

Les performances des différentes méthodes pour une structure avec un compor-
tement de type snap-back (F1G. 3.12) sont présentées dans cette section. La struc-
ture est un treillis de poutres en forme d’arche, avec un rayon R = 2040 m, une
épaisseur t = 2.9 m. Les propriétés matériau sont les mémes que celles de I'exemple
étudie au paragraphe 3.1.1. Le type d’éléments poutre utilisé pour la discrétisation
du probleme est également le méme. Les deux extrémités a gauche sont articulées.
L’extrémité droite est bloquée et un chargement est appliqué au milieu de la partie
supérieure de 'arche. Pour favoriser le flambage (et aussi le comportement global
de type snap-back) la poutre inférieure de la sous-structure 1 a été affaiblie. Le
comportement de la structure et présenté dans la FiG. 3.13.
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Figure 3.12: Structure a comportement  Figure 3.13: Comportement de la
de type snap-back et sous-structuration  structure snap-back, avec les points
convergés de la méthode de relocalisa-

tion mixte

En TAB. 3.3 sont présentés les résultats pour la structure avec comportement
de type snap-back (F1G. 3.12). La méthode NKS classique (col. 1) et la méthode
de relocalisation NL primale (col. 2) nécessite de faire un pas de calcul juste avant
le point de snap-back pour le dépasser (charge = 6,85 N). Comme dans les deux
cas précédents, le meilleur résultat est obtenu avec la méthode de relocalisation NL
mixte, qui permet de faire des pas de chargement plus grands et de réduire le nombre
d’itérations locales et globales.

Dans la F1G. 3.14 sont présentées : la configuration initiale, et la déformée de la
structure a la fin des itérations globales 1 a 7 et 13, pour le cas du chargement total
appliqué en un seul incrément.

Table 3.3: Résultats pour la structure a comportement de type snap-back
’ NKS Clas. H Reloc-P H Reloc-M H Reloc-M ‘

Pas de | Nb. itér. Pas de | Nb. itér. || Pas de | Nb. itér. Pas de | Nb. itér.
charg. | glo. (loc.) || charg. | glo. (loc.) || charg. | glo. (loc.) || charg. | glo. (loc.)
6,85 9 (162) 6,85 9 (162) 6,85 9 (162) 10 13 (350)
3,15 diver. 3,15 diver. 3,15 diver.
1,58 diver. 1,58 diver. 1,58 13 (238)
0,79 diver. 0,79 diver. 1,58 10 (180)
0,39 13 (234) 0,39 13 (235)
0,39 4 (72) 0,39 4 (72)
0,79 4 (72) 0,79 4 (72)
0,79 4 (72) 0,79 4 (72)
0,79 4 (72) 0,79 4 (72)
10 [ 38(684) [[ 10 [ 38(685) [ 10 | 32(580) || 10 [ 13(350) |
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Figure 3.14: Premieres itérations et configuration finale de la structure de type
snap-back (F1G. 3.12 et 3.13), résolu avec la méthode de relocalisation NL mixte,
pour un chargement total appliqué en un seul incrément

3.1.4 Synthese des résultats

L’étape de relocalisation non-linéaire permet de réduire de fagon importante le
nombre d’itérations globales des méthodes classiques, en traitant les non-linéarités
au niveau des sous-structures (niveau local). La méthode de relocalisation non-
linéaire mixte semble globalement la méthode la plus efficace. Dans tous les cas
analysés, elle conduit a un nombre d’itérations globales plus faible, mais le nombre
d’itérations locales par itération globale devient bien entendu plus élevé, les effet
de non-linéarité dans les sous-structures (au niveau local) étant plus importants
pour des incréments de chargement importants. Cependant, le nombre total des
itérations locales reste quasi-constant. Cette constatation provient du fait que la
méthode mixte permet de traiter des pas de chargement plus importants que les
autres méthodes, ce qui conduit a avoir moins de pas de chargement et moins
d’itérations globales. Contrairement aux autres méthodes, la méthode de reloca-
lisation mixte montre une grande robustesse dans tout les cas traités.
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Dans cette étude, les problemes par sous-structure sont non-linéaires et ont été
résolus par une méthode de Newton sans avoir besoin d'une méthode de continua-
tion.

3.2 Influence des parametres de la stratégie

Un point tres important est 1'effet des parametres de la méthode sur ses per-
formances. Ici, on étudie I'influence du critere d’arrét local (2.4) et de la direction
de recherche locale, k*, pour la méthode de relocalisation non-linéaire mixte sur le
nombre d’itérations globales et locales, pour pouvoir déterminer leurs valeurs opti-
males.

Comme critere d’arrét locale on utilise la définition présentée au paragraphe 2.4,
que nous rappelons ici :

MNiocal = ||Tl,n||/||rl,0|| (336)

ou 1y correspond au premiere résidu de la méthode de Newton dans la sous-
structure concernée et 1, est le résidu a l'itération n.

3.2.1 Mise en évidence d’un choix optimal du critére d’arrét local

La stratégie de relocalisation non-linéaire mixte propose d’introduire des réso-
lutions non-linéaires locales sur chacune des sous-structures. Il est tres important
de déterminer l'influence du critere d’arrét local (a chaque sous-structure) sur les
performances globales de la méthode.

Dans [Cresta et al., 2007], sur I’étude de cas de structure stables, il a été constaté
qu’avec un critere d’arrét global 775’[;2 = 1079, la valeur optimale pour le critere
d’arrét local est it = 1073, Cette valeur réduit le nombre d’itérations globales
et locales. Dans cette section, on présente une étude similaire pour les structures a

comportement de type snap-through (F1G. 3.9) et snap-back (F1G. 3.12).

Table 3.4: Influence du critere d’arrét local pour la structure a comportement de
type snap-through (F1G. 3.9 et 3.10) pour n;’l"f;t =10"°¢
’ Critere d’arrét local \ Nb. d’itér. globales \ Nb. d’itér. locales ‘

nrit =102 68 680
nrit, =103 10 234
Mgear = 107" 9 275
Migear = 107° 8 305
nerit, = 1075 8 335

Les TAB. 3.4 et 3.5, donnent le nombre d’itérations globales et locales en fonction
du critere d’arrét local. On observe que le nombre d’itérations globales diminue avant
de se stabiliser pour des valeurs du critére inférieurs & 1073, L’algorithme se contente
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Table 3.5: Influence du critere d’arrét local pour la structure a comportement de

type snap-back (F1a. 3.12 et 3.13)

pour 72t =107°

’ Critere d’arrét local \ Nb. d’itér. globales \ Nb. d’itér. locales ‘

crit

et =101 43 770
nerit = 102 29 585
perit =103 13 350
et =104 12 440
et = 1075 11 450
nerit =106 11 525

d’un critere local bien plus élevé que le niveau d’erreur au niveau global. En ce qui
concerne le nombre d’itérations locales, ils ont aussi une valeur minimale pour le
méme critére d’arrét local de 1072, Pour des valeurs inférieures ou supérieures &
1073 le nombre d’itérations locales augmentent.

En particulier, un critere d’arrét local élevé, de 'ordre de la racine carré du
critere global est suffisant pour le schéma non-linéaire local.

nlcgczél =/ U;?éial (3.37)

La convergence de la méthode est controlée par le critere d’arrét global, mais
comme cette erreur globale est calculée avec I’assemblage des résidus locaux (3.30),

si ceux-ci ne sont pas suffisamment petits (inférieure au critere global) la convergence
globale n’est pas assurée.

2
T T
D /\ .

—+— Global error
—— Local error

Erreur

i i i i
5 6 7 8 9 10 "
Iteration globale

Figure 3.15: Convergence du critere d’erreur global et du critere d’erreur local par
sous-structure a chaque itération globale

Dans la F1G. 3.15 sont présentés les erreurs locales pour chaque sous-structure
et l'erreur globale a chaque itération pour la structure a comportement de type
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30

nb. moyen d'iterations locales

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Iteration globale

Figure 3.16: Nombre moyen d’itérations locales a chaque itération globale

snap-through (F1G. 3.9 et 3.10) résolu avec la méthode de relocalisation non-linéaire
mixte et avec un seul pas de chargement. L’erreur globale augmente a la premiere
itération, puis diminue pour satisfaire le critere d’arrét a litération 10. L’erreur
locale est toujours inférieure au critere d’arrét local (7, < 757 = 1072). On notera
que, quand le critere global est atteint, l’erreur locale est inférieure a nggt.

La convergence globale implique la convergence locale au méme critere d’arrét,
puisque le résidu global est construit a partir de I'assemblage des résidus locaux
(3.30) et des discontinuités de déplacement (>, A*Siu;).

Le nombre d’itérations locales associées a la relocalisation non-linéaire est plus
important en cas de variation forte de la configuration des interfaces. Dans le cas
présent c’est lors de la seconde itération que le plus grand chargement de configu-
ration se produit (Fi1a. 3.11) ce qui explique les résultats du tableau de la Fic.
3.16. Lors des dernieres itérations globales les changements de configuration sont
tres faibles et une seule itération locale est alors nécessaire.

3.2.2 Influence de la direction de recherche locale pour approche mixte

Dans cette section, I'influence de la direction de recherche locale sur les perfor-
mances de la méthode est étudiée.

Les différents choix pour obtenir une approximation de la direction de recherche
ont été présentées en 2.3.1. Pour une sous-structure s, la direction de recherche
k® correspond au complément de Schur du reste du domaine sur le bord de s. On
choisit ici le complément de Schur de la sous-structure voisine, S° multiplié par un
coefficient o (k¥ = S*), variant entre 1073 et 102, On s’intéresse a 1'évolution du
nombre d’itérations globales de la méthode en fonction de a. La F1G. 3.17 présente
les résultats pour les différentes structures des FiG. 3.6, FiG. 3.9 et Fic. 3.12.

On constate qu'un domaine de variation de « relativement grand assure de
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18

T T
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Figure 3.17: Influence de a sur le nombre d’itérations globales pour les différentes
structures traitées (F1a. 3.6, F1G. 3.9 et F1a. 3.12)

bonnes performances de la méthode :

107% <a < 10° (3.38)

Les résultats pour les valeurs élevées et petites de a s’expliquent de la fagon
suivante. Pour des valeurs petites de o (o < 1073), la méthode se comporte comme
une méthode de décomposition duale, cependant les mouvement de corps rigide
doivent étre controlés. Par contre, pour des valeurs élevées (a > 10?), la méthode
se comporte comme une méthode primale.

Idéalement, la valeur optimale de la direction de recherche k* doit étre le com-
plément de Schur du reste de la structure S. En pratique, le complément de Schur
de la structure voisine est utilisé S*. Cette valeur est plus raide que S. Cependant,
pour les structures en arches étudiées pour lesquels un partitionnement particulier,
linéique, en sous-domaines a été choisi une bonne approximation de S est donnée
par :

Gl (3.39)
n
ou n est le nombre de sous-structures. Ceci explique pourquoi, dans ce cas, une
valeur de « de l'ordre de 1/n (n ~ 17) est un bon choix.
Pour cette étude, une valeur de o ~ 10~! donne en pratique de bonnes perfor-
mances pour tous les cas traités.
Dans la suite, on utilise une valeur de o ~ %, ou n représente le nombre de
sous-structures, si la structure est décomposée de facon unidirectionnelle, ou une
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moyenne du nombre de sous-structures dans les différentes directions d’intérét.
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4 Méthode de continuation condensée aux inter-
faces

Dans cette section, on présente 'implémentation d’'une méthode de continuation,
de type < arc-length > [Crisfield, 1981], au sein de la stratégie de relocalisation non-
linéaire. Dans le cas du < snap-back >, ces méthodes conduisent a une réduction du
pas de chargement. Cette réduction est due a une contrainte additionnelle (longueur
d’arc), qui remplace le controle en effort ou en déplacement. Dans ce cas les pas de
chargement étant petits on s’attend a un comportement équivalent des différentes
versions (primale et mixte) de l'algorithme proposé a I'approche d’un point limite.
L’enjeu est de disposer au sein de la méthode, d’'une méthode indispensable au suivi
détaillé d’une (ou plusieurs) courbes d’équilibre au dela des points limites dans le
cadre de simulations quasi-statiques. Une possibilité offerte par la décomposition de
domaine est de réduire la recherche des solutions a un probleme d’interface. C’est
donc 'adaptation d’une méthode de continuation condensée au niveau du probleme
d’interface qui est développée dans la suite.

4.1 Méthode de continuation pour le probleme sous-struc-
turé

La technique utilisée, est celle appelée < longueur d’arc > (arc-length en anglais)
[Crisfield, 1981] qui est une alternative a la méthode de Riks [Riks, 1979]. Cette
méthode est caractérisée par I'introduction d’une longueur d’arc Al, qui représente
le rayon d’une sphere ou d'un cylindre centré sur le dernier point convergé. La
solution est recherchée a une distance Al du dernier point convergé. Le principe des
méthodes de continuation est de relacher le niveau de chargement en imposant une
contrainte < mixte >.

Le chargement extérieur imposé, P°® , peut étre décomposé selon les nceuds ou
elle est appliquée.

PS

s B Z | ps
[Pl = [;s} = | £ (3.40)

= b BZ

ou P; correspond au chargement sur les noeuds internes, P, sur les nceuds d’in-
terfaces (I'*). D’ailleurs, les nceuds i peuvent étre séparés dans des noeuds ol aucun
effort surfacique n’est appliqué [, et les nceuds ou les efforts externes sont appliqués

g.

P} = b’ sur Q°
P =79° sur 0,0 (3.41)
Py =g surI®

Les différents nceuds sont présentés dans la Fia. 3.18.
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Figure 3.18: Definition des ddls de chaque sous-structure

Finalement, le probleme condensé aux interfaces s’écrit :

(3.42)

ST, =30 A (NP5 — K O (K ©) A0 P = AVB,
S

ou B, est la condensation des efforts sur les interfaces et A est le facteur de
charge a l'itération (t). Sy est I'assemblage des différents compléments de Schur de
chaque sous-structure S (3.12).

Dans la suite, on suppose que seul un chargement surfacique sur les sous-structures
est appliqué (P; = 0). Ainsi, AB, = AP,.

La contrainte < longueur d’arc > s’écrit :

AL = ATY 1 ANOg2p? (3.43)

ou AQ © est la correction de déplacement depuis le dernier point convergé, AX®
est la correction du facteur de charge, v est un facteur de forme caractérisant le
type de méthode de continuation et P, est le vecteur de charge total. Par exemple
¥ est égal a 1 pour une version sphérique de la longueur d’arc et égal a 0 pour la
version cylindrique. Dans la suite la version cylindrique (1) = 0) est utilisée.

A partir du dernier point convergé (F1G. 3.19), la premiere itération consiste a
calculer 6a' avec :

52" = ANO(S ) p, (3.44)

Pour t = 1 on a AU W _ saV (initialisation élastique). L’équation (3.43) avec
1 = 0 donne :
Al Al
AN = + - =m - (3.45)
Vs ee s )y

Cette équation a deux solutions suivant le signe de m. m = +1 quand Sq(f) est
défini positif et m = —1 dans le cas contraire. Une premiere approximation de
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) R(t)
A =
< \A)\(t)P if”\(t)P S (1)
*g Ly L
S A
5 | ANFD Py
<
[}
B S A fo (t+1)
1 Lint iznt
R (1)
Iig ou | 5a(t+D)
AQ(t)
T ApY
Y y \
déplacement U

Figure 3.19: Méthode de longueur d’arc pour un d.d.l.

60" est obtenue en résolvant le systéme constitué des équation (3.44) et (3.45). Une
nouvelle résolution non linéaire locale est ensuite effectuée, puis le résidu est calculé :

_znt Z A ( t+1 e + f e

-1
- KTbiS’(t+1)(KTiiS’(t+1)> iisv(ﬁ_l)) (346)
RY = ((f{, = Bo) = ANV D)) (347)

A Titération suivante, une nouvelle estimation de AN = AX® £ XD est

effectuée, en remplacant AU -+ dans (3.43) par :

AQ(H—U _ AQ(t) +(5@(t+1)
— AT — (S, )H(RY — 5A0p,) (3.48)
Ce qui donne :
~ _ 2
AL = (AT = (8,+) 7 (RO — 5x0 p,))
_ <A[7(t) (Sr (t+1) ) R(t (ST(t+1))1(5>\(t)£b)2
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Cette équation du second degré en SA(®) est écrite de la maniere suivante :

oA + 60D +ay =0 (3.49)

avec,

1 2
a = (8",
~(1) - - -
1 = 200" (8 ) Py~ 2 () RY) ((8:) Py
~(1)2 _ 2 ~ _
=AU+ ((829) ' R) = 280" ((8r041) TR - AP

Avec les deux racines de cette équation (6 (1) et dA(2)), on obtient deux incréments
de déplacement 61,y et U, (a partir de (3.48)) :

1

8tiyy = —(Sp)” E + Ay (SrY) Bb
5@(2):—(ST“+”) 'R® + 6 2) (S t+1>) P,

Pour éviter le retour en arriere sur la branche d’équilibre effort-déplacement,

la racine sélectionnée doit étre celle qui donne l’angle minimal entre le vecteur
~(t

d’incrément de déplacement, AU ® avant l'itération actuelle, et le méme vecteur,

. . T ~(t+1
mais calculé apres l'itération actuelle, AU ( )(172) :

NN
INE -
AT" (AU — (S

costy o =

1

-1
E(t) + (5)\(1,2)(ST(H1)) Bb)
Al?

Finalement,

AN = AND 45X o) (3.50)

Un nouveau résidu est alors calculé, RV . Si le critere d’arrét est accompli, la
convergence du pas est atteinte, sinon une nouvelle estimation de A et de du doit
étre faite (depuis (3.47) jusqu’a (3.50)).

Le premier incrément est réalisé en utilisant une longueur d’arc fixé, Al, qui est
divisé par 2 si le nombre d’itérations dans un incrément est trop élevé, ou est doublé
apres 3 convergence consécutive de la méthode.

Cette méthode de longueur d’arc est utilisée quand ’algorithme du Newton glo-
bal, sur le probleme d’interfaces ne converge pas.
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Le comportement instable (snap-through et snap-through) se développe quand
une partie locale et rigide de la structure perd sa rigidité, ce qui conduit a avoir une
rigidité locale négative. On suppose que cette perte de rigidité n’induit pas d’insta-
bilité locale (snap-through ou snap-back). Pour tous les cas traités dans cette these,
cette situation-la n’a jamais été rencontrée. Dans le cas contraire il serait nécessaire
pour cette méthode de subdiviser la sous-structure concernée de facon a que les
problemes non-linéaire locaux puissent étre résolus avec un solveur de type Newton.
L’implémentation de la technique de continuation est ainsi faite uniquement au ni-
veau du probleme d’interface limitant ainsi considérablement le nombre de degrés
de liberté mis en jeu. L’introduction et le pilotage de méthodes de continuation au
niveau global et au niveau local, imbriquées, peut s’avérer étre délicate et mériterait
le cas échéant une étude plus approfondie.

4.2 Analyse d’une branche d’équilibre par la méthode de
continuation

Comme référence du calcul, la méme technique de longueur d’arc, a été appliquée
au probleme de la F1G. 3.12 non-sousstructuré, monolithique. Dans le TAB. 3.6,
sont présentés les résultats pour la méthode de décomposition de domaine mixte
avec relocalisation non-linéaire (Reloc-M) et aussi pour le probleme monolithique
(Pb. Monolit.).

Comme attendu on constate que la réduction du pas de chargement imposée par
les contraintes de longueur d’arc limite les gains en nombre d’itérations globales de la
méthode. En effet, les incréments de chargement étant petits, une seule itération lo-
cale est nécessaire dans le majorité des problemes par sous-structure. Aussi, l'intérét
de I'étape de relocalisation non-linéaire ainsi que les différences de comportement
entre ’approche primale et mixte ne sont pas évidents.

Table 3.6: Nombre d’itérations de la méthode de relocalisation mixte (Reloc-M)
et la stratégie monolithique (Pb. Monolit.) avec une technique de longueur d’arc,
appliquée sur une structure globalement instable (snap-back, F1a. 3.12)

Méthode \ Reloc-M \ Pb. Monolit. ‘
Nb. de pas 31 31
Itér. globales 440 494
Itér. locales totales 7920 -
Itér. locales moyenne (par sst.) 1,8 -

Dans la F1aG. 3.20, est présenté le comportement de la structure de type snap-back
(F1G. 3.12). Pour les deux méthodes (relocalisation non-linéaire mixte et probleme
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monolithique), les points de convergence sont les mémes. Donc, la convergence est
pilotée par la technique de continuation qui limite la taille des incréments au voi-
sinage d'un point limite. Dans cette étude, I'intérét de la relocalisation n’est donc
pas concluante lorsque les incréments sont contraints a étre petits. Soulignons ce-
pendant qu’en dehors de ces < points durs > et lorsque la méthode de continuation
ne pilote plus le calcul, les gains présentés précédemment sont a nouveau au rendez-
vous. Par ailleurs, I’écriture d’une méthode de continuation condensée aux interfaces
dans le cadre de la sous-structuration réduit considérablement le cotit de calcul, le
pilotage induisant généralement la résolution de nombreux systemes linéaires. La
parallélisation du probleme d’interface est décrite au CHAP. 4.

chargement (N)

0 ;3 1‘0 1‘5 éO 2‘5 30
déplacement (cm)
Figure 3.20: Comportement de la structure globalement instable (snap-back, F1G.

3.12). Les étoiles représentent le différent points de convergence de la méthode a
longueur d’arc

5 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons présenté une famille de méthodes de décomposition
de domaine avec relocalisation non-linéaire. Les travaux présentés dans [Cresta et al.,
2007] ont été adaptés pour le traitement robuste de structures exhibant des non-
linéarités géométriques localisées (flambage) et globales (point limites, snap-back et
snap-through).

Ces méthodes ont été comparées a une méthode NKS classique basée sur une
décomposition de domaine primale appliquée sur les problemes linéarisés et utilisée
comme méthode de référence.

L’étude a montré la robustesse et l'efficacité de la méthode de relocalisation
non-linéaire mixte. La robustesse est avérée par la possibilité d’'utiliser des pas de
chargement tres grands sans difficulté de convergence particuliere. L’efficacité est
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principalement liée a la diminution importante du nombre de problemes globaux a
résoudre, problemes les plus cotiteux dans les méthodes de décomposition de domaine
avec un grand nombre de domaines. Dans tous les exemples traités, la méthode de
relocalisation non-linéaire mixte permet de déterminer une position d’équilibre cor-
respondant a la charge totale en un seul pas de chargement. Ceci pose une question
encore non étudiée, comment maitriser et optimiser cet algorithme de fagon a ne
pas rater de bifurcation correspondant a la solution d’énergie minimale. Cet aspect
fera 'objet de travaux ultérieurs.

Différents aspects de la méthode ont été approfondis, concernant le choix relatif
des criteres d’arrét locaux et globaux, concernant une approximation a faible cott de
la direction de recherche a partir du complément de Schur des structures adjacentes.

Enfin une méthode de continuation, indispensable pour un suivi détaillé des
courbes d‘équilibre en cas de snap-back et snap-through a été implantée. Appliquée
aux méthodes de décomposition de domaine son intérét est de réduire le probleme
a résoudre aux seuls degrés de liberté d’interface.

Ces résultats et conclusions doivent bien évidemment étre validés sur des struc-
tures de grandes tailles, c’est 'objet des chapitres suivants. En particuliers, la pa-
rallélisation du probleme d’interface reste a expliciter.
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Chapitre 4

Parallélisation du probleme
d’interface

Nous présentons dans ce chapitre la parallélisation de la méthode présentée
dans le chapitre 3. Une étude d’extensibilité et speed-up est menée en
Elasticité linéaire pour vérifier la bonne mise en oeuvre de la résolution
paralléle de la méthode.
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1 Environnement de travail et ressources

1.1 Architecture matériel dédiée au calcul parallele

Les architectures paralleles sont devenues le paradigme dominant pour tous les
ordinateurs depuis les années 2000. En effet, la vitesse de traitement qui est liée a
I’augmentation de la fréquence des processeurs connait des limites en raison d’une
augmentation de la production thermique. C’est aussi la raison pour laquelle depuis
longtemps déja l'augmentation de la vitesse de calcul passe par une architecture
comportant de nombreuses unités de calcul. La création de processeurs multi-coeurs,
traitant plusieurs instructions en méme temps au sein du méme composant, résout
ce dilemme pour les machines de bureau depuis le milieu des années 2000.

Les ordinateurs paralleles peuvent étre grossierement classés selon le niveau au-
quel le matériel prend en charge le parallélisme. D'une part, il y a les machines
communes que ce soit avec multi-coeurs ou les machines multiprocesseurs et d’autre
part les architectures en grappe de serveurs (clusters), les machines massivement
paralleles et les structures formées a partir de grilles informatiques c’est-a-dire de
milliers d’ordinateurs reliés par un réseau.

Au sein du LMT, on dispose actuellement d'un < cluster > avec 48 nceuds de
calcul représentant 464 cceurs, avec les caractéristiques (mémoire vive et disque)
présentées en TAB. 4.1. En plus, on dispose de 8 nceuds graphique représentant 64
ceeurs, avec une carte graphique Geforce 8800 Ultra (768 Mo).

Table 4.1: Caractéristiques du cluster au LMT

’ Nb de noeuds \ Mémoire vive \ Mémoire disque ‘

2 64 Go 2x250 Go
20 48 Go 1x250 Go
20 32 Go 2x250 Go
6 32 Go 80 Go

1.2 Librairies de calcul parallele

Il existe différentes fagons de paralléliser des stratégies de calculs. La plus simple
a mettre en ocuvre est la < multi-threading >, qui consiste a distribuer les différents
processus entre les cceurs de la machine (station ou cluster). Une autre possibilité
est d’utiliser des librairies de type MPI (Message Passing Interface) pour faire com-
muniquer différentes machines que ce soit dans un méme réseau ou dans un cluster.

Multi-thread

La parallélisation avec multithread est relativement facile & mettre en ceuvre.
Il s’agit d’indiquer a la librairie les étapes de calcul parallélisables. Elle est,
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cependant, limitée a quelques opérations indépendantes et le nombre de threads
dépend du nombre de cceurs (nb coeurs = nb de threads).

Le langage C++ standard n’inclue pas de spécifications ou de support pour le
multi-threads (le nouveau standard C++0, supportera le <« multi-threading ).
Pour palier cette limitation quelques librairies C++ ont été développées. Parmi
les plus populaires citons :

— Boost. Ce module inclut plusieurs librairies, une d’entre elles est < threads >.
Elle est portable, robuste et dans l'esprit des standards de C++, mais elle
n’est %as tres complete.

— Intel® Threading Building Blocks (TBB)!. Cette librairie permet
d’utiliser les coeurs de la machine sans avoir besoin d’étre un expert. C’est
un projet < open source >.

— Adaptive Communication Environment (ACE) est un environnement
de programmation orientée objet, open source et écrit en C++. ACE contient
plusieurs composants qui simplifient le développement de logiciel de com-
munication. Les composants de I’ACE fournissent différents services comme
la communication inter-processus (IPC), la gestion de mémoire, la synchro-
nisation, la gestion des taches, la gestion d’événements, la configuration de
services répartis, etc.

— Zthreads?, est une librairie de C++ de haut niveau et multiplateforme (Mac
OS X, Unix, Windows). Elle correspond a une licence « MIT licence > (open
source).

MPI

MPI est une norme définissant une bibliotheque de fonctions, utilisable avec
les langages C et FORTRAN. Elle permet d’exploiter des ordinateurs distants
ou multiprocesseurs (de type cluster) par passage de messages. Par rapport au
multithread, elle est plus difficile a mettre en ceuvre. Elle n’a pas des limites
théoriques sur le nombre de processeurs a utiliser. Les implémentations clas-
siques sont en C/C++ et FORTRAN, mais il existe aussi des implémentations

en Python, OCaml et Java. Dans notre cas particuliere on utilise, sous licence
libre, Open MPI3.

PVM

PVM (Parallel Virtual Machine) est un logiciel constitué d’un ensemble de
programmes et de librairies permettent d’utiliser des machines de calcul hé-
térogenes, insérées dans un environnement de réseaux basés sur le protocole
INTERNET (IP), pour mettre en ceuvre des technologies de calcul parallele
et distribué. Elle utilise les langages de programmation normalisés FORTRAN
et C.

1. http ://threadingbuildingblocks.org/
2. http ://zthread.sourceforge.net/index.html
3. http ://www.open-mpi.org/
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1.3 Librairie de calcul LMTpp

La plateforme logicielle LMTpp a été créée par Hugo Leclerc [Leclerc, 2007, 2008]
dans le but de pérenniser les développements internes au laboratoire, de faciliter la
maintenance et de diminuer les développements redondants tout en offrant des outils
adaptés aux besoins des chercheurs.

Elle repose sur une triple exigence :

— offrir un développement aisé et accéléré, sur le modele des langages interprétés
de Matlab ou Scilab, a travers un langage concis et lisible, une architecture
flexible et inter-opérable,

— garantir une vitesse d’exécution optimale pour la simulation de problemes de
grande taille, grace a une programmation moderne en C++,

— offrir des fonctionnalités avancées pour la simulation en mécanique, permettant
des analyses poussées comparables a celles rendues possibles par les codes EF
commerciaux.

La solution développée propose, pour répondre a ces besoins, un ensemble d’ou-
tils d’assistance génériques a la création de codes (pré-calculs), un découplage des
différents concepts (équations, représentation, méthode de résolution...), et une opti-
misation des opérations algébriques, constituant une plate-forme générique, flexible
et performante. La structure de la plateforme de développement est résumée sur la
F1G. 4.1. Nous en décrivons ici les principes de base.

/Mise en donnée \

(XML, description analytique, ...)

/
Formulations Géométrie
(Equations, Comportement,...) (Maillages, CAO, ...)
Génération Ve ~

Représentation Opérateurs EF
(Eléments, intégration temporelle,...) (Raideurs & efforts élementaires, ...)
de Code > /

Calcul Matriciel
(Assemblage, Solveurs, ...)

\_ Programmation symbolique

Visualisation
(Post-traitement, ...)

\ Méta-programmation orientée objy

Figure 4.1: Structure de la plateforme de calcul LMTpp

1.4 Parallélisme et équilibrage de charge

Les stratégies avec relocalisation non-linéaire, tout comme les méthodes clas-
siques Newton-Krylov-Schur auxquelles elles s’apparentent, sont naturellement adap-
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tées aux architectures paralleles. La F1G. 4.2 illustre le déploiement de ces méthodes
dans un environnement distribué. Le probleme tangent d’interface, étape globale, est
résolu au moyen d’un solveur itératif de Krylov qui ne nécessite que des produits
locaux matrice-vecteur. Des échanges d’informations sont cependant nécessaires a
chaque itération. A l'inverse, I'étape locale non-linéaire par sous-structure consiste
en des calculs totalement indépendants.

Processeur 1 Processeur 2 Processeur N

Sous-structure 1 | Sous-structure 2 | i Sous-structure N

Et Solveur Solveur ' ! | Solveur

ape Linéaire > | YLinéaire (<= ==—=> | ‘Linéaire

Globale Itératif Itératif ! ' Itératif
U',F! U?,F* | uN,FY

v i y i i Y
e r Solveur r Solveur 1 Solveur
Etape I} Non- i I} Non- ; ; I} Non-

Locale U linéaire ! U linéaire : ! U linéaire

u2[ f2 UN, fN

< > Echal?ges de
données

Figure 4.2: Mise en ceuvre parallele de I’algorithme de résolution avec relocalisation
non-linéaire

MMM Etape locale non-linéaire

Etape globale linéaire

Transfert de données

Figure 4.3: Temps de calcul et transferts de données entre processeurs pour une
structure décomposée en 5 sous-domaines

Une mise en ceuvre parallele classique associe chaque sous-structure a un des
processeurs d'un calculateur distribué. Le déroulement de chacun des processus de
I’algorithme peut étre représenté en fonction du temps selon le diagramme présenté
Fi1G. 4.3. Comme on peut le constater sur cette figure, dans le cas ou les processus
n’exigent pas un temps de traitement équivalent, certains processeurs peuvent passer
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une grande partie du temps a attendre la fin des processus s’exécutant sur les autres
processeurs. Dans le cas présenté ici, la résolution non-linéaire locale associée a la
sous-structure 1 exige un temps plus important que pour les autres sous-structures,
et la plupart des processeurs vont donc rester inactifs en attendant la fin de ce
calcul. De tels temps d’attentes pénalisent 'efficacité de la méthode, et on cherche
en général a répartir au mieux les charges sur les différents processeurs.

Cette problématique est déja traitée pour la mise en ceuvre efficace des méthodes
de décomposition de domaine classiques, et des méthodes synchrones en général. La
décomposition est effectuée de maniere automatique de facon a ce que chacun des
problemes locaux (factorisation et résolution du systeme linéaire) représente un cott
de calcul le plus uniforme possible, au moyen de ’algorithme de partitionnement de
graphe METIS par exemple. En effet, dans ce cas, les cotits de calcul associés peuvent
étre estimés, en fonction de la taille des matrices ou de leur largeur de bande.

Dans le cas présent, il est beaucoup plus difficile d’évaluer a priori le cout des
calculs non-linéaires par sous-structure, qui dépend non seulement des opérateurs,
mais aussi du niveau de chargement. Une estimation possible consiste a considérer le
nombre d’itérations nécessaires pour les résolutions non-linéaires locales a l'itération
précédente. Cependant, ce cott peut évoluer au cours des itérations globales. Dans
de telles situations, on peut envisager d’utiliser des méthodes de répartition dyna-
mique, les processus étant alloués en cours d’exécution sur les noeuds de calcul dispo-
sant de ressources. L’utilisation d’un nombre de processeurs inférieur au nombre de
sous-structures peut faciliter de telles optimisations de charge. Des réponses a cette
problématique sont développées au sein de la communauté informaticienne [Diek-
mann et al., 1997]. Les approches les plus prometteuses permettent I'affectation des
processus sur une architecture distribuée de facon completement transparente pour
I'utilisateur, en transformant un cluster en une machine virtuelle unique* [Lottiaux
et al., 2005].

2 Parallélisation de la stratégie de calcul, principe
et difficultés

L’objectif donné est la parallélisation complete du code de calcul : parallélisation
de toutes les étapes de calcul y compris la parallélisation/distribution des données.
Pour réaliser la parallélisation des données, chaque processeur doit seulement sto-
cker I'information de ses sous-structures. Cette parallélisation de données permet de
réduire la mémoire totale utilisée, par contre elle augmente la complexité dans la
communication entre les différents processeurs.

Ainsi, une sous-structure doit pouvoir accéder a I'information (interfaces voisines,
direction de recherche ...) de ses sous-structures voisines en communiquant le cas
échéant avec le ou les processeurs en charge de celles-ci. Cette opération de détection

4. http ://www.kerrighed.org, http ://openmosix.sourceforge.net, http ://openssi.eu
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et génération des interfaces et directions de recherche, nécessite un nombre élevé de
communications entre tous les processeurs.

Pour paralléliser le code, la librairie de calcul parallele Open MPI a été retenue.
Elle permet une parallélisation complete de toutes les étapes. Dans Open MPI,
existent plusieurs fonctions optimisées pour faciliter I'implémentation de différentes
actions entre deux ou plusieurs processeurs. Quelques fonctions disponibles sont :

— MPI_Send() : permet I’envoi d’information & une autre processeur;

— MPI_Recv() : permet la réception d’information envoyée par un autre proces-

seur ;

— MPI_Beast() : permet I’envoi d’information d’un processeur vers tous les autres,

de facon optimisée, pour réduire le temps total de communication ;

— MPI_Allreduce() : permet de conviner des valeurs appartenant a tous les pro-

cesseur et le résultat est distribué a tous;

— MPI_Barrier() : permet la synchronisation des processeurs (utilisé seulement

dans une phase de débogage) ;

Une liste de toutes les fonctions avec ses descriptions peut-étre trouvée dans le
site d’Open MPI (www.open-mpi.org).

Un point tres important est la répartition de la charge, qui peut correspondre a
une répartition < a priori » des sous-structures au niveau des processeurs ou a une
répartition dynamique (les difficultés ne surviennent pas toujours dans les mémes
structures). La répartition dynamique serait & envisager, mais elle ajoute une diffi-
culté assez colossale a la parallélisation de la méthode. Nous nous adopterons dans
la suite une répartition a priori des sous-structures par processeur.

2.1 Identification des étapes parallélisables

Le différentes étapes a paralléliser sont :

— La lecture des maillages : Chaque processeur doit lire les maillages correspon-
dants aux sous-structures qui lui sont assignées.

— La détermination des voisins : Chaque processeur doit connaitre les sous-struc-
tures voisines avec lesquelles il partage une interface.

— La génération des interfaces : Les interfaces entre deux sous-structures sont
générées au niveau de chaque processeur. Dans le cas d’une interface partagée
par deux processeurs (ou plusieurs), U'interface est créée au niveau des deux
processeurs. Pour favoriser une communication efficace, chaque processeur doit
connaitre la taille des opérateurs/vecteurs & partager (direction de recherche,
déplacements d’interface...).

— L’assignation de matériaux : Chaque processeur doit connaitre les caractéris-
tiques matériau des sous-structures qu’il traite.

— L’affichage des résultats : Chaque processeur génere les résultats des sous-
structures dont il a la charge. Il faut également générer le fichier qui gere la
visualisation de tous les résultats de tous les processeurs en une seule image.
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— Le calcul des opérateurs : Chaque processeur calcule les opérateurs (complé-
ments de Schur et condensation de résidus) de ses sous-structures.

— Le calcul des directions de recherche locales : Chaque processeur doit calculer la
direction de recherche qui correspond a son coté de I'interface et doit I’envoyer
au processeur qui traite la sous-structure voisine le cas échéant.

— Le pilotage de la boucle de Newton globale : Tous les processus doivent étre
synchronisés. Par exemple en cas de non-convergence dans une sous-structure,
I'incrément de chargement global doit étre réduit. Cela signifie qu’on doit
revenir au pas précedent (local) sur toutes les sous-structures.

Ces étapes ne seront pas abordées plus en détail dans la suite. Quelque précision

concernant les problemes locaux et la parallélisation du probleme global restent
néanmoins a apporter.

2.2 Remarques sur la résolution des problemes locaux

Les problemes locaux par sous-structures, résolus a ’étape de relocalisation non-
linéaire, sont naturellement parallelisables, puisqu’ils n’ont besoin de communiquer
ni avec les autres sous-structures ni avec les autres interfaces lors de leur résolution.

Pour I'implémentation en parallele on a choisi d’utiliser comme direction de
recherche le complément de Schur du voisinage de l'interface 2.3.1. Cet opérateur
vient a modifier la structure de la matrice K pendant 'opération K + k® ce qui
engendre une augmentation du temps de calcul pour la premiere itération. Pour les
itérations locales suivantes, la structure de la matrice K + k® reste inchangée méme
si cette matrice est modifiée.

Afin de diminuer le temps de calcul de cette opération pénalisante, I’opération
K-+k?* a été améliorée en faisant 'addition directement sur la structure définissant la
matrice K. Avec cette modification le temps de calcul de cette opération a été réduit
de 50%. Une amélioration potentielle serait de déterminer a priori la structure de
cette matrice pour I’allouer correctement depuis le debout des calculs.

2.3 Parallelisation du probleme global

La parallélisation du probleme global d’interface formulé en dplacement (voir
problemes tangents (3.11) pour la version primale et (3.30) pour la version mixte)
peut s’opérer de différentes manieres.

Une solution consiste a utiliser des librairies paralleles de résolution de systemes
linéaires (parallélisme numérique) par exemple : MUMPS (MUltifrontal Massively
Parallel Sparse direct Solver), HIPS (Hierarchical Iterative Parallel Solver), PaStiX
(Parallel Sparse matriX package). Le principal probleme avec ces librairies est que
les résultats ne sont pas extensibles en fonction du nombre de processeurs. Ces
librairies restent néanmoins performantes pour un nombre modéré de processeurs
(de T'ordre de 10-100 pour donner une idée), le speed-up se voyant souvent dégradé
pour un nombre croissant de processeurs.
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Un autre choix est 1'utilisation des solveurs paralleles issus d'une parallélisation
mécanique/physique des équations (type BDD ou FETI). Le probleme d’interface
étant formulé en déplacement, un solveur parallele de type BDD [Mandel, 1993;
Mandel et Brezina, 1996] a d’abord été retenu et amélioré par I'implémentation d’un
préconditionneur de type BDDC (Balancing Domain Decomposition by Constraints)
[Dohrmann, 2003]. Les contraintes additionnelles portent sur la continuité au nceuds
coin des sous-structures ce qui s’avere étre crucial pour la simulation des structures
plaque.

La formulation corotationnelle retenue conduisant a un systeme non symétrique
[Felippa, 2000; Felippa et Haugen, 2005, un algorithme de type GMRES [Saad,
2000] est utilisé.

2.3.1 Parallelisation du probleme global avec la méthode BDD

La base de la méthode BDD a été présentée au paragraphe 5.2 de la section
2. On présente ici son implémentation en parallele est sa résolution par un solveur
GMRES.

Pour paralléliser la méthode BDD, il faut paralléliser toutes les étapes d’assem-
blage des opérateurs, ainsi que le produit scalaire nécessaire pour résoudre le systeme
avec un solveur itératif GMRES.

Calcul du résidu en parallele

Le résidu global consiste en I’assemblage des résidus locaux condensés. Le calcul
des différents résidus locaux condensés est réalisé au niveau de chaque processeur. Un
processeur “virtuel” correspondra a une sous-structure dans la suite pour simplifier.
Pour 'approche primale, le résidu local est défini comme :

b =1y — K3y Ky, ' (4.1)

7 1

L’idée derriere cette procédure est de ne pas faire de multiplications de matrices,
couteuses, mais uniquement des multiplications matrice-vecteur. Pour cela, il est
nécessaire de construire deux matrices.

La premiere, une matrice carré de la dimension du nombre de degrés de liberté
internes, K;I,

= |K5,; 0
KuI—{ 3 ]} (4.2)

ou [ est la matrice identité de dimension b. L’autre matrice est :

Klsn'I = [KSTbi _I} (4-3)

Pour obtenir le résidu local b* on doit multiplier la matrice K;,I par le vecteur
résidu local :
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KSTz‘z‘_l-ff _ K7y 0 - ry
( r >_{ 0 f} r} 4

Le résidu condensé par sous-structure, est ensuite obtenu par,

s —1 s
T (4.5)

S
N

Toutes ces opérations sont indépendantes par sous-structure et donc, parallélisa-
bles. L’étape finale, consiste a ’assemblage des différents résidus locaux condensés.

b=> A (4.6)

Il faut faire attention a la multiplicité de chaque d.d.l. d’interface. Les nceuds
partagés par deux sous-structures ont une multiplicité égale a 2, celles partagées
par trois sous-structures ont une multiplicité égale a 3, etc. Avant de les assembler,
chaque valeur des vecteurs b® doit étre divisée par la multiplicité correspondante.

Pour le cas du résidu global mixte, la procédure est la méme, sauf qu’il faut
ajouter 'influence des sauts de déplacement au moment de I'assemblage.

b= A°(b°+Su) (4.7)
S
La construction du produit matrice-vecteur, S°u; est présenté a continuation.

Calcul distribué/parralélisé du produit matrice-vecteur

Dans cette partie, on cherche a construire le produit matrice-vecteur Su, qui
résulte de I'assemblage de contributions locales :

s 8 s s s —lgrs s
S'u’ = ( oo — K K Kib)ﬂ (4.8)
La procédure utilisée est tres similaire a celle utilisée pour ’assemblage du résidu.
. “1. . . /7 . 7z J-5
Pour construire S*u®, on utilise les matrices construites pour le résidu condensé (K;,I
-5 . . . T-5 / .
et K1) ainsi que la matrice K;, ,, définie par :

—s K
Kib/bb = {K%ﬂ (4-9)

La procédure consiste a faire les multiplications matrice vecteur suivantes (donc
de droite a gauche) :

—1
S,.8 S Ksii O Kf s
S°u® = — [KTbi _I] [ g [] [Kiﬂ u (4~10)

L’assemblage des contributions locales est finalement effectué :
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Su=>" A8'u AT (4.11)

. . TS e 375 , . 7 12
Les trois matrices (K;;I, Ky I et Ky, ) sont stockées, puisque elles seront réutilisées
itérativement pour résoudre le systeme.

Produit scalaire en parallele

Une étape de la méthode GMRES requiert le calcul d’un produit scalaire de deux
vecteur chacun résultant de ’assemblage de contributions de chaque sous-structure.
La contribution du produit scalaire par sous-structure,

a® = w'lv® (4.12)

est assemblé en utilisant une fonction de la librairie de Open MPI, « MPI_Allreduce
(sum, a®) >, qui permet de faire la somme des contributions de différents processeurs
et envoi le résultat a tous les processeurs de facon optimisé, ce qui donne :

a= Zas (4.13)

en tenant compte des multiplicités des différentes interfaces.

2.3.2 Définition d’un préconditionneur issu de la méthode BDDC

La méthode GMRES utilisée pour résoudre le probleme global (voir annexe B)
nécessite 1'utilisation d’un préconditionneur pour étre efficace. Le préconditionneur
choisi est le préconditionneur de la méthode BDDC (Balancing Domain Decomposi-
tion by Constraints) [Dohrmann, 2003; Mandel et al., 2004]. La méthode BDDC est
tres proche de la méthode FETI-DP [Farhat et al., 2001] dont elle est la version pri-
male en quelque sorte. Elle a été étendue a des problemes d’élasticité incompressible
[Dohrmann, 2006], au systeme de Stokes [Li et Widlund, 2006], pour les écoulements
de milieux poreux [Tu, 2005], adapté également aux éléments spectraux [Pavarino,
2007], pour des éléments plaques [Beirao da Veiga et al., 2010].

La méthode BDDC introduit des contraintes supplémentaires (continuité des
déplacements) dans les coins de sous-structures durant I’étape de préconditionnement.
Cet approche est une réponse au probleme de perte d’extensibilité due aux singula-
rités de nceuds coins observées dans le probléemes plaques [Farhat et Mandel, 1998;
Farhat et al., 1998, 2000b; Roux, 1997; Le Tallec et al., 1998]. Du point de vue
pratique, les coins sont définis comme des points multiples (nceuds partagés par
plusieurs sous-structures), qui peuvent étre enrichis avec les noceuds des extrémités
des interfaces. Le choix de ces < nceuds coins > doit étre fait de fagcon a bloquer les
modes rigides des sous-structures.

La définition des < nceuds coins >, peut conduire a des problemes importants
en 3D (beaucoup de contraintes, mauvaise convergence . .. ). Une solution, proposée
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dans [Lesoinne et Pierson, 1999], consiste a trouver trois noeuds sur chaque interface
qui définissent le triangle de surface maximale.

Dans notre cas, les interfaces sont des lignes, courbes et assemblages de ligne et
de courbes. Le choix effectué consiste en la sélection des deux nceuds les plus distant
par interface.Cela conduit a avoir 4 noeud par plaque qui permettent de bloquer les
modes rigides de la sous-structure. Tous les degrés de liberté des < nceuds coins > sont
bloques.

Pour le cas d’interfaces fermées, la méme procédure est utilisée (2 nceuds par
interface), on cherche, dans un premier temps, le nceud (a) le plus distant du premier
neeud de la liste des noeuds de I'interface. Dans un second temps, on cherche le noeuds
(b) le plus distant du premier rencontré (a).

La construction du préconditionneur est présentée dans I'annexe A et l'algo-
rithme de résolution GMRES associé dans I’annexe B

L’implémentation de la BDDC permet de réduire, de facon importante, le nombre
d’itérations du GMRES. Dans la section 3, on présente une étude de validation de
I'implémentation de la BDDC en élasticité linéaire. En particulier, on s’intéresse aux
questions d’extensibilité et de speed-up.

2.4 Choix de la décomposition

Décomposé une structure pour 'utilisation de la méthode présentée ici est un
probleme complexe. Quelques algorithmes et codes existants pour faciliter cette
tache ont été proposés dans [Farhat et Simon, 1993; Walshaw et al., 1995; Karypis et
Kumar, 1998]. Ces approches permettent d’obtenir des problemes locaux équilibrés,
en réduisant la taille des interfaces (pour obtenir un probleme global condensé le
plus petit possible). Tout en éliminant les modes rigides de sous-structures.

Un autre point important est d’avoir des problemes locaux bien conditionnés, ce
qui est assuré par un rapport hauteur sur largeur voisin de 1'unité, la contrepartie
étant la largeur de bande importante de ces problemes qui deviennent ainsi plus
coliteux.

3 Validation de 'implémentation en élasticité li-
néaire

On note par H une longueur caractéristique des sous-domaines, et par h une
longueur caractéristique des éléments (F1G. 4.4). Travailler a h constant revient a
conserver un probleme de référence de taille constante. Travailler a H constant
revient a garder le méme nombre de sous-domaines. Enfin, un autre parametre

. b H N
intéressant est — : travailler a — constant conserve des probléemes locaux par sous-

domaine de taille constante, la taille du probleme de référence augmentant avec le
nombre de sous-domaines.

These de doctorat - J. Hinojosa Rehbein - 2011



142 Parallélisation du probleme d’interface
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Figure 4.4: Barre en traction et décomposition en sous-domaines

Une méthode de décomposition de domaine est dite :
H
— numériquement extensible si, en travaillant & — constant, le nombre d’ité-

rations pour converger ne dépend que peu du nombre de sous-domaines (donc
de H);

— optimale pas de dépendance vis a vis de — ;

— parallelement extensible si le temps de calcul est peu dépendant de H.

De facon caractéristique pour les approches monoéchelles, on observe claire-
ment une décroissance du taux de convergence avec le nombre de sous-structures
(voir 3.1). Il apparait que pour obtenir la propriété d’extensibilité, une méthode de
décomposition de domaine doit impérativement etre multiéchelle.

Pour valider la méthode BDDC, deux études sont menées pour assurer 'ex-
tensibilité numérique (et optimalité) et le speed-up (extensibilité parallele) de la
méthode en élasticité linéaire. Ces questions sont d’abord illustrées sur un exemple
1D élémentaire.

3.1 Analyse d’extensibilité numérique de différentes métho-
des de décomposition de domaine

L’exemple traité est une poutre en traction sur lequel sont appliquées diverses
méthodes de décomposition de domaines.

La F1G. 4.5 présente la structure retenue pour analyser ’extensibilité numérique
de différentes méthodes de décomposition de domaine. Il s’agit d’un probleme uni-
mensionnel d'une poutre en traction. La structure est décomposée en 3 et 4 sous-
structures. Chacune de sous-structures a 3 éléments internes. L’extrémité gauche de
la structure est bloquée, et un déplacement (déplacement horizontal U) est appliqué
a lextrémité droite.

Les méthodes testées sont :

— la méthode primale, son probleme interface est résolu avec un méthode de

gradients conjugué. La méthode et I'algorithme sont décris en CHAP. 2 section
5.2;
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Figure 4.5: Cas test

— la méthode duale, correspond a la méthode FETI résolu avec un gradient
conjugué. La méthode et 'algorithme sont décris en CHAP. 2 section 5.3;

— la méthode mixte mono-échelle, est décris en CHAP. 2 section 5.4.1;

— la méthode BDD, correspond a une méthode primale résolu avec un gradient
conjugué préconditionné projeté. Une descriptions de la méthode et de ’algo-
rithme en CHAP. 2 section 5.2;

— la méthode mixte multiéchelle, est décris en CHAP. 2 section 5.4.2, elle cor-
respond a la méthode LaTIn micro-macro;

Les résultats de I’étude sont présentés en TAB. 4.2. Comme attendu les méthodes
Duale, BDD et Mixte micro-macro (multi-échelle) sont numériquement extensibles.
Le nombre d’itérations a convergence est inchangé lorsque le nombre de sous-structures
augmente. Par contre les méthodes primale et mixte mono-échelle ne le sont pas.

Table 4.2: Résultats d’extensibilité numérique

’ Méthode \ Sous-structures \ Itérations \ Extensible ‘

Primale 3 2 NON
4 3

Duale 3 1 OUI
4 1

Mixte 3 3 NON
4 4

BDD 3 1 OUI
4 1

Mixte m-M 3 1 OUI
4 1
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3.1.1 Extensibilité numérique de la méthode BDDC implémentée

Pour vérifier I’extensibilité numérique de la méthode BDDC en élasticité linéaire,
I’on étudie I'influence de 'augmentation du nombre de sous-structures sur le nombre
d’itérations GMRES pour résoudre le systeme global. Chaque sous-structure a le
méme rapport H/h. Pour chaque calcul, une seule sous-structure a été calculée par
processeur.

[ [ ] ] ] ] ] y

Figure 4.7: Plaque plane soumise a un

Figure 4.6: Plaque plane soumise a un _
chargement de flexion hors-plan

chargement de traction et de flexion dans
le plan

La structure retenue est une plaque plane, encastrée d'un coté et soumise a
deux types de chargement : le premier consiste en une traction et flexion dans le
plan (F1G. 4.6), et autre en une flexion hors-plan (F1G. 4.7). Pour les différentes
décompositions utilisées, on a mis autant de sous-structures dans les deux directions.

En Fi1G. 4.8 sont présentés les résultats pour la plaque soumise a un chargement
de traction et de flexion dans le plan. Les différentes courbes représentent différents
rapports H/h. Pour un nombre croissant de sous-structures, le nombre d’itérations
GMRES augmente, mais il semble atteindre une limite différente pour chaque H/h
(comportement asymptotique).

En Fi1G. 4.9 sont présentés les résultats pour la plaque soumise a un chargement
de flexion hors-plan. Le comportement est semblable a celui du cas précédent. Le
nombre d’itérations pour chaque rapport H/h semble tendre asymptotiquement vers
une limite. Ces résultats sont tres similaires a celles obtenues par [Beirao da Veiga
et al., 2010] et [Gosselet et Rey, 2006] pour une plaque en flexion hors-plan.

On constate, pour les cas traités, que l’extensibilité numérique semble bien
vérifiée. Pour les différentes valeurs du rapport H/h, le nombre d’itérations augmente
de la méme facon pour tous les cas traités. Par contre, il existe une dépendance vis-
a-vis de H/h, ainsi la méthode n’est pas optimale. Une possibilité d’amélioration
consiste a utiliser plus de nceuds coins dans le préconditionneur.

Finalement, pour la définition des nceuds coins utilisées, des valeurs de H/h < 32,
permettent d’assurer une bonne extensibilité de la méthode.
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Extensibilité de la méthode BDDC
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Figure 4.8: Etude extensibilité : cas de plaque en traction et flexion dans le plan

3.2 Etude de speed-up

Le speed-up d’un algorithme parallele est défini comme le rapport entre la vitesse
de calcul lorsqu’on utilise un seul processeur et celle avec 1'utilisation de N proces-
seurs pour résoudre un probléme de taille fixé (h constant et H variable). Toutes
les étapes ne pouvant étre parallélisées, ce nombre est en général inférieur a N et
s’exprime selon la loi d’Amdahl [Amdahl, 1988] :

T(1)  T,+T,
T(N) T,+T,/N

S(N) = (4.14)

ou Tp est le temps correspondant a la partie parallélisable du calcul et T§ a la
partie séquentielle, non parallélisable.

Remarque : En pratique le speed-up peut atteindre des valeurs supérieures a
N, du fait d’une utilisation optimisée des ressources pour la résolution de problemes
de plus petite taille, comme la mémoire vive par exemple.

Pour vérifier le speed-up de la méthode, on étudie l'effet du nombre de sous-
structures sur le temps de calcul total du probleme. Le maillage de la structure est
fixé. Au fur et a mesure que le nombre de sous-structures augmente, la taille du
probleme globale devient plus importante, tandis que la taille des problemes locaux
par sous-structure s’est réduite.
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Extensibilité de la méthode BDDC
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Figure 4.9: Etude extensibilité numérique : cas de plaque en flexion

La structure étudiée est la méme que pour 1'étude d’extensibilité (F1G. 4.6),
mais pour un chargement de traction uniquement. Dans 1’étude, trois niveaux de
raffinement du maillage ont été testés. Pour chaque calcul, chaque processeur n’est
en charge que d’une sous-structure.

F1G. 4.10 présente les résultats de I’étude pour les trois niveaux de raffinement du
maillage. On constate, un speed-up tres proche de la valeur optimale au moins pour
des valeurs de rapport H/h raisonnable. En effet, pour les trois cas de raffinement, il
existe une valeur optimale de nombre de processeurs (sous-structures) qui donne le
meilleur speed-up. Cette valeur, dépend du maillage de la structure (parametre H/h).
Pour des valeurs de H/h > 20, on est sur la courbe de speed-up optimale. Quand
on augmente le nombre de sous-structures, H/h < 20, le speed-up est détérioré (on
passe plus de temps & communiquer les processus qu’a résoudre le probleme global).

Finalement, pour avoir un bon < speed-up > il faut assurer un rapport H/h
supérieur a 20. Dans la suite, on choisit des valeurs élevées du rapport H/h pour
assurer de bon < speed-up > dans les calculs.

4 Bilan

Dans ce chapitre nous avons présenté deux facons de paralléliser la méthode
de résolution, le < multi-thread > et le « MPI > (message passing interface). Fi-
nalement, le <« MPI » a été retenu car il permet un parallélisation complete (pa-
rallélisme « mécanique/physique ») du code de calcul. Nous avons aussi présenté la
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Speed-up de la méthode BDDC
35¢

— Opt. speed-up
—¥—h=1/48L
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Figure 4.10: Résultats de I'étude de speed-up

librairie de calcul LMTpp, qui offre un développement accéléré et des fonctionnalités
avancées pour la simulation en mécanique. Ainsi, quelques idées sur le parallélisme
et I’équilibrage de charge ont été données.

Pour avoir une parallélisation complete de la méthode, la résolution du probleme
global a été parallélisé avec un méthode de type BDD résolu avec un solver GMRES.
Cette résolution n’est pas efficace et nécessite beaucoup d’itération GMRES pour
converger. Pour pallier ce probleme, un preconditionneur de type BDDC (Balancing
Domaine Decomposition by Constraints) a été utilisé.

La validation de I'implémentation a été testée en élasticité linéaire, afin de vérifier
I'extensibilité numérique et le speed-up de la méthode BDDC avec GMRES. On a
constaté que les courbes d’extensibilité numérique ont un comportement asympto-
tique, similaire a celui observé dans [Beirdao da Veiga et al., 2010] et [Gosselet et
Rey, 2006] pour une plaque en flexion.

Pour le speed-up, on a constaté que pour différentes tailles du maillage on ob-
tient une valeur maximale différente. Cette valeur maximale, provient du fait que la
résolution du probleme global est saturée apres un certain moment et on ne gagne
rien en le parallélisant davantage. Cette saturation dépend de la taille du probleme,
qui dépend aussi de la taille du maillage.

Pour avoir une bonne extensibilité une valeur de H/h < 32 est nécessaire. D’autre
part, pour obtenir un bon speed-up, le rapport H/h doit étre supérieur a 20. Fina-
lement, une valeur de 20 < H/h < 32 permet d’assurer 'extensibilité et le speed-up
de la méthode.
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Chapitre 5

Premieres mises en ceuvre de la

méthode sur architecture parallele

La mise en ceuvre de ces méthodes sur architecture paralléle, objet de ce cha-
pitre est une étape indispensable, mais lourde. Faute de temps la méthode
de continuation n’a pas encore été implantée sur architecture paralléle ce
qut limite la portée des eremples analysés. Deux exemples de nature as-
sez différente ont €té traités. Le premier exemple est un caisson raidi traité
comme un assemblage de sous-structures répétitives. Dans ce cas, la méthode
montre les performances attendues. Le second exemple concerne des struc-
tures raidies ot la topologie invite a traiter les raidisseurs en tant que sous
structures indépendantes et donc a introduire dans la décomposition de do-
maine des sous-structures tres différentes. Ce second exemple montre a la
fois Uintéret de la relocalisation, mais également des pistes d’améliorations
a apporter sur la méthode mixte pour obtenir des gains par rapport a une
méthode de relocalisation primale.

Sommaire
1 Simulation en parallele : sous-structures homogenes . . . . 151
1.1 Analyse d’extensibilité . . . . . .. ..o oo 156
2 Simulation en parallele : sous-structures hétérogenes . . . . 157
2.1 Discussion . . . . .. ... ... 159
3 Influence de la décomposition . . . ... ... ... ...... 161

These de doctorat - J. Hinojosa Rehbein - 2011



4

These de doctorat - J. Hinojosa Rehbein - 2011



Simulation en paralléle : sous-structures homogeénes 151

L’objet de ce chapitre est de tester les méthodes proposées et étudiées dans ce
travail sur architecture parallele sur des structures en aluminium (module d’Young
E =70 000 M Pa, coefficient de Poisson v = 0, 3) inspirées de cas industriels. Deux
cas sont analysés :

— un caisson raidi traité comme un assemblage de sous-structures répétitives,

— un panneau raidi ou les raidisseurs sont traités comme des sous-structures.

Ces deux exemples, différents par leur nature, montrent a la fois les apports,
mais aussi les limites actuelles des méthodes dans la perspective du traitement de
structures industrielles de grandes tailles.

1 Simulation sur architecture parallele d’un cais-
son raidi modélisé comme un assemblage de
sous-structures homogenes

La F1G. 5.1 présente la géométrie du caisson de section rectangulaire et raidi
par 8 raidisseurs internes. Il est encastré a 'une de ces extrémités et est soumis
a un déplacement vertical sur l'autre de 0.8 m (F1G. 5.2). L’épaisseur des parois
est de 2 mm, la longueur totale de 8 m. Cette structure de nature répétitive est
décomposée en 8 sous-domaines identiques (F1G. 5.3). Les éléments choisis sont
des éléments triangulaires de Mindlin & 3 noeuds. Le maillage de chacune des sous-
structures introduit environ 2400 inconnues (déplacements et rotations nodales),
soit de I'ordre de 20 000 inconnues pour ’ensemble de la structure.

v ‘
WY g
----- » ~ !
0 X ‘
s A 8m
‘) - >
S
Z A/ ‘ ‘ ‘ Z
A N O Y 004m
> -« >

Figure 5.1: Géométrie du caisson raidi

Les différentes approches, Newton-Krylov-Schur (méthode de référence), méthode
de relocalisation primale et mixte sont comparées. La FIG. 5.4 présente la solu-
tion déformée du caisson obtenue par les différentes approches (dont les résultats
a convergence donnent des différences indiscernables). Un zoom sur cette solution
F1G. 5.5 permet de constater la présence de modes locaux de flambage a proximité
de la zone de fixation, sur la face en compression.
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Figure 5.3: Décomposition de domaine et maillages associés

L

Figure 5.4: Solution déformée (x3) du caisson raidi en flexion pour le chargement
final

Pour la méthode de relocalisation mixte, la direction de recherche k a été calculée
selon la méthode de I'assemblage de compléments de Schur locaux décrite dans le
CHAP. 3, avec un parametre de profondeur p = 3. Le critere de convergence global a
6té fixé dans tous les cas & €y, = 1070 et le critere de convergence local & €, = 1072,

Le tableau TAB. 5.1 permet de constater que 7 incréments sont nécessaires pour
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Figure 5.5: Zoom sur la zone de fixation du caisson raidi en flexion pour le char-
gement final

assurer la convergence avec une approche NKS classique, alors qu’il n’en faut plus
que 2 avec la stratégie de relocalisation non-linéaire a déplacements imposés et un
seul pour la méthode de relocalisation mixte. Si, comme dans les exemples des treillis
la réduction du nombre de calculs locaux n’est pas significative (de I'ordre de 39%), le
nombre de résolutions de problemes globaux est quant a lui nettement diminué (gain
d’un facteur de 5.8). Le point le plus significatif peut-étre est celui de la robustesse
puisque dans le cas mixte aucun divergence n’est apparue contrairement aux autres
cas qui ont demandés une réduction des pas de temps toujours penalisante pour
obtenir la convergence.

Cette analyse permet d’observer la diminution significative du nombre d’itérations
globales avec les méthodes de relocalisation non-linéaires. Bien qu’il soit toujours
délicat de tirer des conclusions sur un seul exemple, il semble que dans le cas de
structures répétitives la méthode exhibe les mémes performances que celles obte-
nues dans le cas des treillis de poutre étudiés au CHAP. 3. Le Fi1G. 5.6 montre les
différentes solutions convergées obtenues par la méthode NKS. Le F1G. 5.7 montre
les solutions obtenues a chaque itération globale pour la méthode de relocalisation
mixte pour laquelle le chargement final est appliqué en un pas de temps.
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Déplacement imposé = 0,2m Déplacement imposé = 0,3 m

Déplacement imposé = 0,4m Déplacement imposé = 0,5m

Déplacement imposé = 0,6 m Déplacement imposé = 0,7m

Déplacement imposé = 0,8 m

Figure 5.6: Solutions convergées du caisson raidi pour chaque pas de chargement
de la méthode NKS classique.
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155

lere itération globale

2eme itération globale

3eme itération globale

4eme itération globale

5eme itération globale

4
s
i

6eme itération globale (convergence)

Figure 5.7: Solutions intermédiaires du caisson raidi a chaque itération globale

pour la méthode de relocalisation mixte (1 seul pas de chargement).
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Table 5.1: Résultats de convergence des différentes méthodes pour le caisson raidi
] NKS Clas. H Reloc-P H Reloc-M ‘

Pas de | Nb. itér. || Pasde | Nb. itér. || Pas de | Nb. itér.
charg. | glo. (loc.) || charg. | glo. (loc.) || charg. | glo. (loc.)
0,8 diver. 0,8 diver. 0,8 6 (126)

0,4 diver. 0,4 5 (90)

0,2 5 (40) 04 5 (79)

0,2 diver.

0,1 6 (48)

0,1 5 (40)

0,1 5 (40)

0,1 5 (40)

0,1 5 (40)

0,1 5 (40)

0,8 | 35(280) [[ 0,8 [ 10(169) [[ 0,8 | 6(126) |

1.1 Analyse d’extensibilité

La méthode de relocalisation mixte fonctionnant comme attendu dans ce cas,
nous avons mené une étude d’extensibilité de la méthode en fonction du nombre de
sous-domaines étudiés.

0
TS —f— 2sst
1 =3
\-\ = @ = 4sst
2 NETx 8sst
—-3 ANt | B *
2 X< Se—
-4
g \ h <. X 32sst
L5 R ]
2 N
= \
’ \
8 14
-9
0 1 2 3 4 5

Itération global

Figure 5.8: Evolution de 'erreur en fonction des itérations pour différents nombres
des sous-structures

L’étude est menée sur le caisson raidi encastré a I'une de ces extrémités et soumis
a un déplacement vertical sur 'autre. Le déplacement vertical imposé sur chaque
structure étant différent (proportionnelle a la longueur du caisson) de fagon a avoir
le méme moment de flexion a l'extrémité encastré.

En Fia. 5.8 sont présentés les résultats qui nous semblent satisfaisants. On
constate que le nombre d’itérations nécessaires pour converger reste constant. Bien
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évidemment il serait néanmoins intéressant d’augmenter encore le nombre de sous-
domaines pour avoir une vue plus large de la question.

2 Simulation sur architecture parallele d’un pan-
neau raidi modélisé comme un assemblage de
sous-structures tres hétérogenes entre elles

Le deuxieme cas analysé est un panneau raidi. Sa topologie invite a traiter les
raidisseurs en tant que sous structures indépendantes et donc a introduire dans
la décomposition de domaine des sous-structures tres différentes. Ce cas fourni par
EADS Innovation Works présente 'intérét de développer des modes locaux au niveau
des peaux puis des modes globaux au niveau des raidisseurs.

La F1c. 5.9 présente la géométrie du panneau raidi par I'intermédiaire de 3 rai-
disseurs longitudinaux en Oméga et deux raidisseurs transversaux désignés aussi par
cadres dans la suite. Le panneau est encastré a son extrémité gauche, a son extrémité
droite un chargement de compression (déplacement selon X) est appliqué, les rota-
tions et les déplacements en Y et Z étant bloqués. Les extrémités des raidisseurs
transversaux sont aussi également bloquées en déplacement normal (selon 7).

Uy = —18
Uy =u; =0
Ty =7y =7,=0

Figure 5.9: Géométrie du panneau raidi et conditions limites imposées

L’épaisseur de la plaque est de 0.1 mm, celle des raidisseurs de 0.2 mm, celles des
cadres transversaux de 0.4 mm.

Le partitionnement choisi est < naturel ». Le panneau est décomposé en 23 sous-
structures (F1G. 5.10), 12 pour les plaques, 9 pour les raidisseurs longitudinaux,
une pour chacun des cadres transversaux. Basé donc sur un découpage en entités
technologiques de natures tres différentes, on s’attend a ce que la réponse du modele
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reflete cette sous-structuration avec des réponses relativement différentes de chaque
entité, réponses couplées par le biais des interfaces.

Le maillage, par sous-structure, comporte un nombre moyen de 2250 ddl, soit
un peu plus que 50000 ddl pour I'ensemble de la structure.

N 4

Figure 5.10: Décomposition du panneau raidi

La réponse de la structure en fonction du niveau de chargement est illustrée
par la figure Fia. 5.11. Le premier flambement de peau se développe pour un
déplacement imposé d’environ 3mm. Une instabilité globale correspondant a un
flambage des raidisseurs longitudinaux survient pour un déplacement imposé d’en-
viron 7mm conduisant a un affaiblissement progressif, mais notable, de la raideur
structurelle.

Le tableau TAB. 5.2 présente les résultats de convergence pour les différentes
méthodes. Les résultats obtenus dans ce cas soulevent bien des interrogations qui
feront l'objet de quelques interprétations que faute de temps nous n’avons pu encore
tester. Rappelons qu’a partir d’un essai de convergence en un seul pas de chargement
a valeur finale imposée a priori ; le pas de chargement est réduit de moitié lorsque la
convergence n’est pas atteinte. Cette opération est éventuellement réitérée jusqu’a
convergence. Lorsque le pas de chargement a tester devient plus petit qu’'une valeur
minimale imposée, on considere qu’il y a divergence. Ce mode opératoire appliqué a
la méthode NKS de référence permet d’atteindre le développement du flambement
des peaux de la structure (3mm), mais conduit & considérer qu’il y a divergence
au-dela et ne permet donc pas d’atteindre la charge finale ni d’atteindre ’appari-
tion et le développement du flambage des raidisseurs longitudinaux. Les méthodes
de relocalisation (primale et mixte) permettent d’atteindre le chargement final et
donc de décrire une solution d’équilibre potentielle, mais au prix de plusieurs sous-
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(1 Panneau raidi, Force v/s Déplacement
Gk

Instabilité globale

° 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Déplacement (mm)

Figure 5.11: Comportement non-linéaire du panneau raidi

découpages. La relocalisation non-linéaire apporte donc un gain et une robustesse
significatif, mais 'on ne constate pas d’intérét sur cet exemple a la méthode mixte,
les deux méthodes de relocalisation primale et mixte exhibant les mémes perfor-
mances en terme du nombre d’itérations locales et globales.

2.1 Discussion

Cette derniere constatation est a la fois surprenante et décevante eu égard aux
résultats précédents. Le fait que les deux méthodes conduisent a des résultats iden-
tiques peut, a priori, avoir deux origines.

La premiere a déja été rencontrée lors de I’application des méthodes de continua-
tion, lorsqu’une méthode impose un pas tres petit les non linéarités se développant
sur le pas de chargement sont tres réduites et toutes les méthodes exhibent les mémes
performances.

Ce n’est a priori pas ce phénomene qui est rencontré ici la méthode NKS de
référence se comportant tres différemment des deux autres et les redistributions non-
linéaires par pas de chargement sont assez importantes. En effet, par sous-structure,
de 4 a 6 itérations locales sont effectuées par pas de chargement.

La seconde raison envisagée est que les parametres d’interface utilisés dans
les deux méthodes de relocalisation sont tres proches, c’est a dire en fait que les
opérateurs de rigidité utilisés dans la méthode mixte sont tres élevés (trop en fait).
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Table 5.2: Résultats de convergence de différentes méthodes pour le panneau raidi

] NKS Clas. H Reloc-P H Reloc-M ‘
Pas de | Nb. itér. || Pasde | Nb.itér. || Pas de | Nb. itér.
charg. | glo. (loc.) || charg. | glo. (loc.) || charg. | glo. (loc.)

-18 diver. -18 diver. -18 diver.

-9 diver. -9 diver. -9 diver.
-4.5 diver. -4,5 diver. -4.5 diver.
-2,25 3 (30) -2,25 2 (162) -2,25 2 (155)
-2,25 diver. -2,25 diver. -2,25 diver.
-1,125 3 (30) -1,125 2 (184) -1,125 2 (169)
21,125 | 3(30) || -1,125 | 2(154) || -1,125 | 2 (141)
-1,125 diver. -1,125 2 (138) -1,125 2 (136)
-0,563 diver. -1,125 2 (136) -1,125 2 (136)
-0,281 diver. -1,125 2 (140) -1,125 2 (136)
-0,140 diver. -1,125 2 (143) -1,125 2 (138)

-1,125 2 (137) -1,125 2 (134)
-1,125 2 (122) -1,125 2 (128)
-1,125 2 (132) -1,125 2 (135)
-1,125 2 (120) -1,125 2 (122)
-4,5 | 9(90) [ -18 [22(1568) [ -18 | 22 (1530) |

La valeur optimale de cet opérateur a déja été discutée c’est la contribution a
I'interface considérée du complément de Schur du complément de la sous-structure
considérée. L utilisation de cet opérateur n’est bien stir pas envisageable sous peine
d’obtenir une méthode bien plus couteuse qu'une méthode directe. Aussi avons nous
proposé une approximation a courte échelle de cet opérateur dans le cas des struc-
tures répétitives, approximation tenant compte par le parametre de profondeur de la
taille de la structure réelle. Appliqué dans le cas des sous-structures de type raidis-
seur cette approximation a courte échelle conduite a utiliser comme approximation
du complément de Schur la rigidité du raidisseur, et donc une approximation beau-
coup trop rigide conduisant 1’algorithme a se comporter de fagon équivalente a une
version primale.

Une solution a ce probleme n’est pas difficile a trouver; par exemple, mais pas
seulement, dans 'esprit de travaux antérieurs sur une approximation a deux échelles
du complément de Schur [Gendre et al., 2011]. La mise en ceuvre de ces approxi-
mations dans le cas de solveurs paralleles est cependant un travail demandant un
minimum de temps et nous espérons pouvoir assez rapidement prouver le bien-fondé
de cette hypothese et retrouver ainsi les performances constatées de la méthode de
relocalisation mixte obtenues dans le cas de sous structures répétitives.
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3 Influence de la décomposition

Les problemes de flambage de structures complexes peuvent exhiber plusieurs
solutions d’équilibre assez voisines. En pratique la sélection de I'une ou l'autre des
solutions est pilotée par les défauts, en dehors des conditions aux limites, nous savons
depuis les travaux de Koiter que les défauts géométriques les plus influents corres-
pondent aux déformées <« modales >. Dans les simulations effectuées les défauts ne
sont pas introduits, mais la solution obtenue peut dépendre du < chemin numérique >
suivi a savoir les configurations intermédiaires non convergées. Ces différents che-
mins sont bien évidemment affectés par la décomposition en sous-structure choi-
sie a priori. Pour illustrer ce phénomene, nous appliquons maintenant a I’exemple
précédent une nouvelle décomposition de domaine illustrée sur la F1G. 5.12. Cette
décomposition a été obtenue en divisant transversalement les sous-structures cen-
trales du panneau raidi en deux. On s’attend donc qu’en cas de solutions multiples
proches cette derniere décomposition puisse faire apparaitre un soutien énergique-
ment plus favorable, les < défauts numériques > étant plus importants dans ce dernier
cas.

k.

Figure 5.12: Nouvelle décomposition du panneau raidi

Pour le cas de la méthode de relocalisation mixte, les directions de recherche sur
les nouvelles interfaces (zones de découpage) ont été multiplie par 1000, de fagon a
forcer la continuité des déplacements et rotations, c’est-a-dire en fait en adoptant
un raccord primal en déplacement.

Sur la F1G. 5.13, les déformées obtenues par les méthodes de relocalisation mixtes
correspondant aux deux types de sous-structuration sont comparées. On constate
que la déformée pour le flambage de peau est différente a convergence pour les deux
cas. Dans le cas de la décomposition d’origine, un flambage a cinqg lobes se développe
alors que dans la décomposition avec découpages des panneaux centraux c’est une
solution a quatre lobes qui est observée. Le développement des flambages de peaux
se développe légerement avant dans le cas de la solution a quatre lobes qui est une
solution d’équilibre plus favorable comme le montre la comparaison des courbes
charge déplacement F1G. 5.14.
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\ Nouvelle décomposition | Décomposition originale (référence) |

Flambage de peau Flambage de peau

Flambage global Flambage global

Figure 5.13: Comparation de la déformée pour les deux types de décomposition

On peut s’étonner que le calcul avec la premiere décomposition a priori plus
précise ne conduise pas a cette méme distribution. En fait les itérations de conver-
gence qui correspondent au pas de développement du flambage des peaux montre que
pour la nouvelle décomposition la solution oscille entre les deux types de flambage
a quatre ou cinq lobes F1G. 5.15. Il est de méme pour la premiere décomposition
F1G. 5.16, mais pour les criteres choisis ce n’est finalement pas la méme solution
qui est sélectionnée. Aussi avons nous vérifié que le critere d’erreur local n’était pas
responsable de ces solutions différentes. Le calcul fait par exemple sur la premiere
décomposition avec une tolérance locale de 107% montre que c’est bien la méme
solution qui est obtenue.
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Figure 5.14: Comparaison des courbes charge déplacement pour les deux
décompositions

Il apparait donc possible que la sélection d’un ou de I'autre mode soit dans ce cas
tres sensible aux tolérances locales et qu’en fonction de cette tolérance on choisisse
un peu arbitrairement un mode ou 'autre. Aussi avons-nous essayé de changer la
tolérance dans le cas de la premiere décomposition.

L’idéal bien sur serait de disposer d’une méthode permettant de calculer < toutes >
les branches. Une solution de compromis qui nous semble abordable est de générer
un certain nombre de modeles perturbés avec des défauts réalistes ou a défauts par
des techniques de < nodes shaking >. Une telle approche serait rendue d’autant plus
abordable pour des cotits d’analyse faibles ce que nous espérons obtenir dans tout les
cas pour la méthode mixte. En ce qui concerne le choix de la décomposition il nous
semble tant faire ce peut qu'une décomposition utilisant une seule sous-structure
par < entité technologique > est un choix a privilégier et que dans tous les cas il
serait nécessaire de faire des analyses avec défauts.
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3 3

Pas de charge convergé avant lere itération globale
le flambage de peau (nouveau pas de charge)

K
E

=

3eme itération globale

8eme itération globale 9eme itération globale
(convergence pas de charge)

Figure 5.15: Iterations pour le pas de chargement conduisant au flambage local :
nouvelle décomposition

These de doctorat - J. Hinojosa Rehbein - 2011



Bilan

165

Pas de charge convergé avant
le flambage de peau

lere itération globale
(nouveau pas de charge)

3eme itération globale

4eme itération globale
(convergence pas de charge)

Figure 5.16: Iterations pour le pas de chargement conduisant au flambage local :
premiere décomposition

4 Bilan

Ce chapitre pose plus de questions qu’il n’offre de certitudes. Cette premiere
implantation sur calculateur parallele a montré 'intéret mais aussi les limites d’un
certain nombre de choix fait dans ce travail et pour avancer plus avant il nous
semble indispensable d’adapter la construction des opérateurs d’interface au cas
de sous-structures de rigidité tres différentes et également d’implanter la méthode
de continuation. Ces outils en main nous espérons étre a méme de répondre aux
différentes questions que ces premieres applications nous ont amené a nous poser.
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Conclusions et Perspectives

Cette these est consacrée a la recherche de méthodes fiables et robustes pour
la simulation multiéchelle de grandes structures élancées et raidies telles que celle
couramment rencontrée en aéronautiques.

Apres une étude bibliographique montrant les limites des méthodes multi-échelles
dans le cadre de non-linéarité non équitablement répartis le travail s’est concentré
sur les stratégies multiéchelles mixtes avec relocalisation non-linéaire. Faisant suite
& un premier travail [Cresta et al., 2007; Cresta, 2008] ayant posé les bases de la
méthode dans le cadre de problemes globalement stables, nos travaux ont porté sur :

— l'extension de la méthode pour des probléemes exhibant des instabilités glo-
bales ;

— ’étude détaillée du choix des parametres caractéristiques de la méthode (di-
rections de recherche et approximation a faible cout, criteres d’arréts locaux
et globaux ...) en vue de 'optimisation de son efficacité et de sa robustesse;

— la parallélisation de la méthode et 1’étude de son extensibilité numérique sur
une machine parallele et 1’étude d’aspects pratiques liés a la communication
et a la mémoire disponible par processeur ;

— la mise en ceuvre sur des exemples de grandes tailles inspirés de modeles in-
dustriels.

Les résultats obtenus montrent la robustesse et l'efficacité de la méthode de
relocalisation non-linéaire mixte, qui, dans le cas de structures répétitives permet
d’utiliser des pas de chargement tres grands sans difficultés particulieres. Cette pro-
priété permet de diminuer parfois de facon tres importante le nombre de problemes
globaux a résoudre, problemes les plus cotteux dans les méthodes de décomposition
de domaine avec un grand nombre de domaines. Dans tous les exemples traités de
ce type, la méthode de relocalisation non-linéaire mixte permet de déterminer une
position d’équilibre correspondant a la charge totale en un seul pas de chargement.

Ceci pose une question encore non étudiée, comment maitriser et optimiser cet al-
gorithme de fagon a ne pas rater de bifurcation correspondant a la solution d’énergie
minimale la plus proche de zéro?. Plusieurs directions nous semblent pouvoir étre
explorées, la méthode asymptotique numérique tout d’abord. Plus généralement un
autre aspect qui nous semble porteur est d’exploiter ce potentiel des méthodes de
relocalisation dans le cadre des approches multi-échelles en temps (méthode pararéel
[Lions et al., 2001], méthode PGD-LaTIn [Ladeveze et al., 2010; Ladeveze et Cha-
moin, 2011] ..) puisque finalement la méthode permet d’estimer de fagon précise la
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solution temporelle sur une grille temporelle < arbitrairement > grossiere.

Si on le souhaite, le suivi détaillé des courbes d‘équilibre en cas de snap-back
et snap-through a été rendu possible par I'implémentation d’une méthode de conti-
nuation dont l'intérét est de réduire le probleme a résoudre aux seuls degrés de li-
berté d’interface. Ces méthodes menent cependant de fagon intrinseque a une sévere
réduction des pas de charge conduisant a un comportement équivalent des différentes
versions de I’algorithme dans les zones de snap-back et snap-trough.

La mise en ceuvre de ces méthodes sur architecture parallele est une étape
indispensable, mais lourde. Nous n’avons pas encore implanté sur ordinateur pa-
rallele la technique de continuation, mais avons pu réaliser des études de speed-up
et d’extensibilité. La parallélisation du probleme d’interface est effectuée a 'aide
d’un préconditionneur BDDC et d'un solveur GMRES adapté aux problemes non
symétriques, le caractere non symétrique provenant de la formulation corotation-
nelle utilisée. Des cas d’application plus réalistes inspirées de structures industrielles
pu commencer a étre analysés. Dans les cas ou des sous-structures de rigidité tres
différentes sont a utiliser et il nous semble que ces cas sont nombreux pour des struc-
tures industrielles complexes les résultats obtenus ne montre pas de différence entre
les deux méthodes de relocalisation primale et mixtes. Il ne nous semble pourtant
que cette derniere présente et de loin le potentiel le plus intéressant et nous allons
travailler maintenant sur la piste privilégiée lors du chapitre 5 : I'adaptation des
opérateurs d’interface a ce type de structure.

Outre les perspectives déja signalées, une piste intéressante est la définition
d’un probléme macroscopique d’interface non-linéaire et également ’application de
méthodes de réduction modales au niveau des problemes de sous-structure. L’ex-
tension aux modeles de matériaux non-linéaire et plus particulierement de modele
de plasticité et de rupture au niveau des peaux et des connecteurs nous semble un
aspect pratique tres important conduisant a des non-linéarité localisées impactant
fortement la réponse globale demandant ici encore une optimisation voir une revisite
des algorithmes proposés.

Maitriser le calcul de structures complexes sur calculateur parallele dans le cas
d’instabilités avec la possibilités de solutions multiples reste un défi qui nous semble
d’importance. C’est bien siir en traitant un certain nombre de cas de référence de plus
en plus complexes que la méthode pourra arriver a la maturité requise pour répondre
aux besoins industriels. Ce n’est qu’avec cet outil que nous pourrons envisager de
fournir une enveloppe de réponse crédible dans le cas de ces structures avec des
possibilités de solutions multiples, de modes jumping ...
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Annexe A

Construction d’une
préconditionneur de type BDDC

Pour résoudre de fagon parallele le probleme global, on a choisi d’implémenter
une méthode de décomposition de domaine primale avec un preconditionneur de
type BDDC. Ici on présente sa construction, pour le cas linéaire.

1 La méthode BDDC

L’opérateur de la méthode BDDC est le méme pour les deux approches : primale
3.12 et mixte 3.29.

Sr=) A, — Kyl ) AT (A1)

Le résidu du probleme global est :

r=38rzy— R (A.2)

ou z, est l'initialisation de la solution du systeme (vecteur des déplacements), R
est le résidu condensé aux interfaces, pour les deux méthodes : primal 3.13 et mixte
3.30.

Avant de présenter le preconditionneur, et est nécessaire de définir les noeuds
coins. Les noeuds coins, font partie des noeuds appartenant a plusieurs interfaces
(multiplicité > 1), ils sont choisis de fagon a bloquer les modes rigides des sous-
structures. Dans notre cas, on choisit 2 noeuds par interface, les plus distants I'un
de l'autre.

Le preconditionneur S-1 est définie comme :

S™'r = ADp(Vu, + 2) (A.3)

ou
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VTSV, =V DpAr (A.4)
Sz+CTu=DEAY (A.5)
Cz=0 (A.6)

ou A est 'opérateur d’assemblage (qui relie les ddl globaux aux ddl locaux), Dp
est la diagonale de pondération qui est constituée par les diagonales de pondération
de chaque sous-structure Dy,

DL ... 0
Dp= |+ -
0 ... D}

Chaque D% est une matrice diagonale, ou chaque valeur de sa diagonale est égale
a la multiplicité™! du ddl correspondant.

L’opérateur ¥ dans (A.3), correspond a ’assemblage des différents W*. W* est
obtenu on résolvant, par sous-structure, le systeme :

Kzsz Kzsr 0 s _Kzsc
0 0 I J I3

ou ¢ représente les noeuds internes de chaque sous-structure, ¢ les noeuds coin,
r le reste des noeuds d’interface et 7, est une matrice identité de taille c. ¥ est la
succession des W3, que représente la réponse de chaque sous-structure quand tous
les degrés de liberté coin sont encastrés sauf un, j, qui est excité avec une force ou
une rotation égale a 1, Fia. A.1.

Figure A.1: Représentation graphique de I'opérateur W?

u, dans (A.3) est le déplacement des noeuds coin, obtenu a partir de (A.4). z dans
(A.3) est le déplacement du reste des nceuds d’interface, obtenu a partir de (A.5).
2 représente le déplacement des noeuds d’interface en prenant comme chargement le
résidu assemblé sur la sous-structure et avec les nceuds coins encastrés, F1G. A.2.
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Ky Kp 0] 0 [0
kY K0 (;’): 7, (A7)
0 0 I 0

Figure A.2: Représentation graphique de z

Finalement, C' est un opérateur qui permet d’extraire le déplacement de noeud
coin a partir du déplacement des noeuds d’interface :

O = AsTQL As (A.8)
u, = Azu, (A.9)
u. = Qpu (A.10)
u, = Cu, u, = C*u (A.11)

ot QL permet d’extraire les déplacements de noeuds coins & partir du vecteur de
déplacement de tous les noeuds de la structure.

2 Demarche pour la construction du précondi-
tionneur

1. La premiére étape consiste a déterminer les noeuds coins et a calculer D3, A®,
Qp, C° et A® définis comme :

A® = D3 A® (A.12)

Tous ces opérateurs sont calculés une seule fois, dans la premiere initialisation

du BDDC.

2. On calcule U?® et z a partir de (A.7) par sous-structure. Ils sont réactualisés
apres les itérations locales, 1 fois par résolution du probleme global.
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3. Assemblage de I'opérateur W7 SW. Le premier pas consiste & calculer W7 S5ys
par sous-structure, pour finalement les assembler et construire U7 SW. Cet
opérateur est construit au début de la résolution du probleme global (1 seule
fois par probléme global). L’opérateur W7 SW doit étre stocké dans tous les pro-
cesseurs. La matrice utilisée pour stocker cet opérateur est de type « SPARSE .

\

4. A chaque itération du GMRES on connait r, avec lequel I’'on construit, d’abord
7= ATr et UsTFs. Apres, il faut assembler les UsT# pour obtenir ¥77 (on
utilise la fonction « MPI_Allgather »). On résoud (A.4) pour obtenir u,. Fina-
lement, il faut construire S~'r & partir de (A.3).

On présente dans 'annexe B la résolution par un solveur de Krylov (solveur de
type GMRES) du probleme global préconditionné.
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Annexe B

Résolution du probleme global
préconditioné avec GMRES

1 Initialisation

1.1 Initialisation des opérateurs de la BDDC

Une description complete des étapes pour calculer le préconditionneur de la
méthode BDDC est présentée dans 'annexe A.

1.2 Initialisation du résidu

Le résidu du probleme est défini comme :

r=R—S8zy=) (R —8) (B.1)

S

ou R représente le résidu linéarisé condensé aux interfaces, pour la méthode
primale 3.13 et mixte 3.30. S est 'opérateur global linéarisé pour la méthode primale
3.12 et mixte 3.29.

La procédure utilisée pour le calcul optimal (en parallele et avec multiplication
matrice/vecteur) de R et Sz, a été présentée dans le CHAP. 4 section 2.3.1.

2 Algorithme GMRES

Le solveur GMRES (Generalized Minimal Residual) [Saad et Schultz, 1986] est
une méthode itérative pour déterminer une solution numérique d'un systeme non
symétrique d’équations linéaires. La méthode donne une approximation de la so-
lution par un vecteur appartenant a un espace de Krylov avec un résidu minimal.
Pour déterminer ce vecteur, on utilise la méthode itérative d’Arnoldi.
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Pour résoudre le nouveau systeme préconditionné (BDDC) un solveur de type
GMRES a été utilisé. Cette algorithme GMRES est présenté dans I’ALG. 9. La
premiere partie, initialisation, a été détaillée au paragraphe 1.

Le produit scalaire peut étre parallélisé. Dans chaque processeur est calculé le
produit scalaire correspondant aux noeuds qui lui appartienent (a* = w*7v*). Pour
les assembler, la fonction « MPI_All_reduce(SUM,a®) » de Open MPI, permet d’ob-
tenir la somme de toutes les produits scalaires locaux, > a®. Il faut tenir compte
des multiplicités des différentes interfaces. B

Le calcul des vecteurs préconditionnés (S~ 'r, et S~1(Sv;)) est fait comme décrit

dans I'annexe A, en permettant la parallélisation de plusieurs étapes.

Algorithme 9 : Résolution du probleme global (BDD) avec un solveur
GMRES

- Calculer : r, = g’l(ﬁ — Suy), B=||roll2 et vy = ro/5;

- Definition de la matrice : H,, = {hij i<i<m+11<j<m, faire H,=0:

et Vi, = {vihi<i<mya, faire Vi, =0

pour ¢ = 1,...,m faire
_ Q-1 .
- w; = ST (Swy);
pour j = 1,...,: faire
_ T
- hij = W; U3
- w; = w; — hijvg;
fin
- hian = [Jwlf2;
si (hit1, ~ 0) alors
m = j;
break
fin
—_ —1
Y; hit1,i

fin
- Trouver y,,, qui minimise ||Se; — H,yml|2 et w,, = wy + Vinym
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