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Résumé : Nous savons aujourd’hui que le champ magnétique
terrestre est créé au sein du noyau par des processus dynamo.
Pour pouvoir comprendre la création et ’évolution de ce champ
nous devons connaitre la dynamique de la partie liquide du noyau
terrestre.
Le soleil et la lune exercent sur la Terre un couple de gravité
moyen entrainant un mouvement de précession de ’axe de ro-
tation de notre planéte. Comment le noyau liquide réagit-il a ce
forcage luni-solaire? Pour pouvoir aborder cette question nous
avons considéré un modele physique simple constitué d’une ca-
vité remplie d’ean dont nous imposons la vitesse de rotation et
la vitesse de précession.
La premicre partie de ce travail porte sur une approche numé-
rique du probléme dans le cas particulier d'un conteneur sphé-
rique, nous avons pu ainsi étudier le role de la viscosité. Nous
montrons en particulier que I'écoulement laminaire se superpo-
sant & la rotation solide du fluide est contrélé par une couche
limite visqueuse localisée au voisinage de la paroi. Une étude
détaillée nous a permis d’identifier des lois de comportement
asymptotiques pour la vitesse.
Dans une seconde partie nous présentons I’expérience de préces-
sion CICERON au cours de laquelle nous nous sommes attachés
d’une part a décrire le mouvement de rotation solide du fluide,
d’autre part a caractériser les différents régimes d’écoulement
secondaire. Nous proposons & ’issue de cette étude expérimen-
tale que la principale source d’instabilité soit. de type cisaillante.
Bien que nos connaissances ne soient. pas encore suffisantes pour
pouvoir décrire précisément la dynamique du noyau terrestre in-
duite par la précession, nous pouvons penser d’aprés nos résul-
tats que I’écoulement n’est certainement pas laminaire. D’autres
études, notamment expérimentales, sont envisagées pour pour-
suivre ce travail.

Mots Clefs : Précession, Terre, noyau liquide, ondes inertielles,
écoulement géostrophique, turbulence, instabilités, couche d’Ek-
man, couplages non-linéaires.
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AVANT PROPOS

1l existe en physique des problémes d’une grande simplicité apparente qui
lorsque nous cherchons & les résoudre se révélent dtre d’une grande richesse et
d’une non moins grande compléxité. C'est généralément le cas des fluides en
rotation. Nous pourrions citer un grand nombre de situatiox,l'é ol notre intuition
est mise en défaut simplement par ce que «CA TOURNE!!!».

Un des exemples les plus connus et qui illustre parfaitement ces propos est
celui de expérience de la tasse de thé. Le principe est simple, prenez un verre,
transparent et si possible a fond plat, remplissez le avec de ’eau, ajoutez une
pincée de thé (pas un sachet, du vrai thé), les feuilles de the une fois mouillées
sont plus denses que ’eau et tombent au fond de la tasse. Jusque 13 rien d’extra-
ordinaire. Touillez & 'aide d’une cuillére, que se passe-t-il7 S'il reste des feuilles
de thé en volume elles vont étre, comme nous pouvions I'imaginer, expulsées vers
les bords sous effet de la force centrifuge. Si maintenant vous regardez ce qui
se passe au fond du verre vous observerez que les feuilles de thé, toujours plus
denses que ’eau, ont tendance a se regrouper au centre.
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Il s’agit 1& d’un effet lié 4 la viscosité dans une fine couche située juste sur
le fond du verre. Ce phénoméne appelé «pompage» ou «suction» d’Ekman est
omniprésent dans les fluides visqueux en rotation, nous verrons qu’il contrdle une
grande partie de la dynamique des écoulements.

Le probléme que nous nous proposons d’aborder dans cette thése est un peu
plus compliqué mais tout aussi surprenant.

Imaginons une toupie & Pintérieur de laquelle nous aurions creusé une cavité
presque sphérique, remplissons cette derniére avec de l'eau et faisons tourner la
dite toupie. Si 'axe de la toupie reste vertical il ne se produit rien de particulier,

la toupie tourne sur elle méme, sans plus. Que ce passe-t-il maintenant si nous
basculons son axe de rotation ?

~ / ROTATION

Le corps de la toupie se met a décrire dans I’espace ce que nous appelons un
mouvement de précession. Il s’agit de la combinaison de la ROTATION propre
de cette objet et du mouvement circulaire de son axe autour d’une direction ver-
ticale, appelée axe de précession. La question que nous nous posons est de savoir
comment le fluide enfermé dans la cavité va se comporter. Va-t-il simplement
suivre le mouvement du corps de la toupie ou bien existe-t-il un écoulement plus
compliqué ? Nous verrons dans I'introduction de ce travail qu’il a fallu attendre
la deuxiéme moitié du X X siécle pour commencer & avoir des idées plus claires
sur cette question, pourtant fort simple en apparence.

La compréhension de ce systéme est importante pour les géophysiciens, nous
verrons au cours de ce travail qu’il existe une certaine ressemblance entre le
comportement cette «toupie fluide» et celui de notre planéte.

ol /




Table des matiéres L

v
W - %
Introduction générale
1.1 Formulation mathématique . . ... ... .. .. e e
1.1.1 Les différents référentiels : . . .. 1 . . . . .. P
1.1.2 Le cas particulier d’un fluide nonvisqueux. . . .. . . . ..
1.1.3 La limite des faibles viscosités. . . . . . . . /P ........

1.2 Les observations expérimentales. . . . . . . . . .. ... ... ...
1.2.1 T’écoulement de Poincaré. . . . . . . . . . . .. ... ...
1.2.2 L’écoulement secondaire. . . . . . . . . . . ... ...

1.3 Plan du mé@moire. . . . . . . . . . . e e e e e e e

Approche numérique de la précession d’une cavité sphérique.
2.1 Imtroduction . . . . . . . . . . .. e
2.1.1 La décomposition poloidale-toroidale du champ de vitesse.
2.1.2 La décomposition des scalaires poloidaux et toroidaux sur
la base des harmoniques sphériques : . . . . . .. ... ..
2.1.3 Le probléme de la précession. . . ... .. .........
2.1.4 Le probléme du spin-over. . . . . . . ... ... ... ...
2.2 Résultatsof discussion. . . . s v o o5 5 55 55 5 5 6 5w 83w o

Approche expérimentale de la précession. (CICERON)
3.1 Introduction. . . . . o o v v i e e e e e e e e e e e e e e
3.2 Dispositif expérimental. . . . . .. .. ... L
3.2.1 Leconteneur. . . . . . . . v v v vt e e e e e e e
3.2.2 Motorisation. . . . . . . . . e e e e e e
3.2.3 Transmission des données. . . . . . . . . .. .. ... ...
3.3 Etude du mouvement de rotation en bloc. . . .. ... ... ...
3.3.1 Visualisation directe de ’axe de rotation solide du fluide. .
3.3.2 Détermination de la direction du vecteur de rotation solide
par une mesure de la pression. . . . . . .. ..o
3.3.3 DISCUSSION . « + « + v v i e e e e e e e e e e e
3.4 Etude de ’écoulement secondaire . . . . . . . .. ... ... ...

03
o4
25

o6
60
64
64




6 Introduction générale

s

3.4.1 Principe de la méthode. . . . . .. . ... . ...... ..
3.4.2 Dispositif expérimental. . . . ... ... ... ..., ...
343 Reésultats. . . ... . . ... ...
3.4.4 Discussion. . . . . . ...
3.5 Conclusion. . . . ... ... . ..

4 Conclusion générale et perspectives.
4.1 Conclusions. . . . . . .. ...
4.2 Perspectives expérimentales. . . . . . . . ... .. ... ... .. .
4.3 DPerspectives numériques. . . . . . . ... ... ..

44 Lemotdelafin. ... .. .. ... ... . ... .. ...
Annexes

A Calcul de I’écoulement de rotation solide, Busse 1968

B Rappels sur les harmoniques sphériques.
B.1 Deéfinitions . . . . . . . ...
B.2 Propriété d’orthogonalité. . . . . . ... ... . ... ... . ...
B.3 Les fonctions associées de Legendre. . . . . . .. .. .. ... ...
B.4 Expression de quelques harmoniques sphériques. . . . . . .. . . .
B.5 Les harmoniques sphériques forment, une base. . . . . . ... . . .

C Le dioptre cylindrique.
C.1 Calcul théorique de la déformation. . . . . . . ... ... .. ...

\

143
144
148
152
154

142

155

157

163
163
163
164
165
165




Chapitre 1

Introduction générale




. 8 Introduction générale Introduction générale

Le probléme simple d’une «toupie fluides que nous avons présenté en Avant,
propos a été étudié principalement par deux communautés, 'aérospatiale et les . |
sciences de la Terre. 2 |

Un moyen couramment utilisé pour stabiliser les trajectoires des satellites dans p .‘1
'espace consiste & leur donner une composante de rotation propre. Le carburant
liquide embarqué est alors entrainé en rotation par frottement sur les parois du ré- ™ e
servoir. En I'absence de perturbation I’ensemble du systéme est en rotation solide. ¥
Lorsque pour diverses raisons le satellite est mis en mouvement, le changement
de direction de ’axe de rotation entraine une dissipation d’énergie mécanique
dans le réservoir pouvant conduire 4 une modification majeure de la rotation
du systéme et donc de sa stabilité. Cette dissipation interne d’énergie a motivé
un certain nombre d’études aussi bien expérimentales que numériques. Certaines Q : ’
d’entre elles sont sorties du cadre spécifique des applications industrielles aéro-
spatiales pour contribuer de maniére significative a 1’étude générale du probléme e i G
de la dynamique d’une cavité fluide en précession (Vanyo et al. 1995[42]). ”

D’un point de vue géophysique le probléme de la précession de I’axe de rota-
tion de la Terre est beaucoup plus ancien. La premiére mesure de la précession est
données par Hipparque de Nicée (I7¢ siécle av. J ~C.) qui, travaillany & Alexan-
drie, a pu comparer ses observations astronomiques d’autres deux siécles plus
anciennes, il en conclut que la sphére céleste (La Terre étant a I'époque supposée
étre au centre de I'univers) devait avoir un mouvement lent par rapport au plan
de I'équateur terrestre. L’explication du mouvement de précession de I’axe de ro-
tation de la Terre est donnée par Newton au début du XV ITI¢ siccle (Deparis et ——
Legros 2000). 11 propose alors que I’attraction simultanée de la lune et du soleil | Plan de I'ecliptique
sur le bourrelet équatorial de la Terre puisse entrainer une mouvement circulaire
de I'axe de rotation du globe (we) autour d’une direction perpendiculaire au plan

de Décliptique (£2,) (figure 1.1). Newton ne connaissant pas a I’époque les équa-
ﬂ tions de rotation des corps, il faudra attendre 1749 avec les travaux de d’Alembert
et d’Euler pour avoir les premiéres théories de la précession-nutation des corps

o

rigides. Ces derniers démontrent en particulier que la période du mouvement F1c. 1.1 — L’attraction lunisolaire responsable dl{ mquvement de [zrecessmil (Sizca)
dépend & la fois de 'amplitude du couple lunisolaire et des deusx moments d’iner- de I'axe de rotation de la Terre (w,.). Cette exphc&::tlon fut avancée pour la pre-
tie de la Terre, C' suivant I’axe de rotation principal et A suivant une direction : miére fois par Newton au XV IIle siécle. oo = 23.5°.

équatoriale. ‘ |

Sautons toute une partie de Ihistoire jusqu’a nous retrouver au début du 20¢
siécle, les mathématiques et la physique ont beaucoup évolué depuis Newton, 1
Euler et D’Alembert et le probléme de la précession commence & étre posé en \
|
:

termes différents. Le grand dilemme de I’époque était de savoir si le centre de la

I Terre était liquide ou solide. Kelvin dans un premier temps puis Poincaré 3 sa
i suite se sont intéressés au cas de la précession d’une cavité ellipsoidale remplie
| d'un fluide incompressible non visqueux. La conclusion des travaux de Poincaré
fut que pour un modéle de Terre liquide les périodes de nutation sont plus courtes ‘
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FiG. 1.2 — Coupe schématique de la structure de la Terre. Ry, Ry, Rg sont

resPectivement le rayon de la Terre, le rayon du noyau externe et le rayon de la
graine. Les valeurs sont indiqu’ees dans la table (1.1). l
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R
|_fr | By [ R [ v T o [ @' [ 7 ]

C

| 6370 km [ 3480 km | 1220km | 10-° m?/s | 23.5°

25800 ans | 1 jour | ~ 1/400 |

TAB. 1.1 - Quelques caractéristiques physiques et dynamiques de la Terre.

que pour un modé¢le de Terre solide, or les périodes observées par des méthodes
ilstronomiques sont au contraire plus longues. Il conclut donc que la Terre doit
etre enticrement solide. Nous savons aujourd’hui que cet effet est lié & ’elasticité
du manteau ainsi qu’a des échanges entre ce dernier et les océans ou l’atmosphért;
Avec 'avénement de la géophysique moderne, nous avons une vision plus claire;
de la structure du globe, en particulier nous savons depuis 1926 avec les travaux
de Harold Jeffreys qu’il existe un noyau liquide. La formulation mathématiqu

du probléme proposée par Poincaré reste néanmoins une référence Ii démon(il;rs
en particulier que pour un fluide sans viscosité le mouvement indui.t en son sein
p;ar la précession de son conteneur était un écoulement de vorticité uniforme

résultat sur lequel s’appuit un grand nombre d’études de couplage entre le no au’
et le manteau. Comme nous le verrons au cours de ce travail ce mode proi)re

non-visqueux de la cavité fluide joue un réle fondamental, ¢’est de lui que découle
toute la dynamique du systéme.

. P.our cé qui nous concerne, la Terre peut-étre considérée comme une structure
a trois couches, le manteau, le noyau liquide et la graine solide (figure 1.2).

Introduction générale i

La couche la plus externe, le manteau, d’une épaisseur de 2890 km est princi-
palement constituée de silicates. Cette structure apparait solide sur des échelles
de temps courtes (~ 1 jour). Cette approximation doit étre révisée si nous consi-
dérons des constantes de temps plus longues, sur quelques milliers d’années le
manteau peut &tre décrit comme une corps visco-¢lastique, sur plusieurs dizaines
de milliers d’années il se comporte comme un fluide trés visquenk? Dans le cadre
de notre étude nous considérerons que ce dernier est solide, il pourra repréégnter
le corps de la «toupie» que nous avons introduit en Avant propos. Lesmanteau est
animé d’une vitesse de rotation autour de I’axe w, avec une péribde de 24 heures
et d’un mouvement de précession autour de I'axe €, avec une période de 25800
ans. (figure 1.2) - :

Le noyau, qui s’étend de 2900 km de profondeur jusqu’au centre de la Terre,
peut étre décomposé en deux sous-couches, le noyausexterne et lg, graine. Le noyau
externe est constitué de fer liquide et de 10 & 20%: d’éléments moins denses. La
viscosité cinématique du fer liquide aux pression et tempéra}‘}hre du noyau

(130 GPa < P < 330 GPa) (1.1)

(4000 K 4 1000 K < T < 5000 K & 1000 K) (1.2)

est sensiblement celle de I'eau (1077 — 107%m? s™!) A pression et température
ambiante (Poirier 1988[25]). L'interface noyau-manteau est un ellipsoide aplati au
niveau des poles, de révolution autour de 'axe principal de rotation du manteau,
son ellipticité vaut ~ 1/400. Nous négligerons dans notre approche les irrégularités
de la topographie de cette surface.

Enfin la structure la plus interne, la graine ou noyau solide, est constituée
principalement de fer & 'etat solide. Cette sphére dont le rayon actuel estimé
a partir de données sismologiques est de 1220 km, soit 1 /3 du rayon du noyau,
continuerait & croitre au cours du temps par cristallisation du fer liquide qui
entoure. Cette cristallisation est a Porigine d'une composante importante de la
dynamique du noyau liquide. Elle donne lieu d'une part a la libération d’éléments
legers qui sous l'effet de la force d’Archimeéde vont entrainer une convection dite
solutale, et d’autre part & la libération de chaleur latente a laquelle est associée
une convection thermique.

Pour pouvoir appliquer un modéle simple comme celui d’une «toupie remplie
de fluidey, dont le mouvement de précession serait maintenu constant, a un objet
aussi complexe que la Terre il nous faut faire certaines hypothéses supplémen-
taires.

Nous allons considérer par la suite le cas d’un fluide homogéne et incom-
pressible. Les variations de densité lorsque nous nous enfongons dans le noyau
(PREM : il existe un écart relatif de 2/11 entre la densité a I'interface noyau-
manteau et celle a Uinterface noyau externe-graine) sont telles que nous sommes
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a la limite de approximation des fluides incompressibles, toutefois cette sim-
plification encore raisonnable est en pratique nécessaire pour pouvoir aborder le
probléme d’un point de vue analytique.

Enfin le probléme que nous avons abordé dans ce travail suppose que le vo-
lume fluide occupe I’ensemble du noyau, nous ne tiendrons pas compte de Ia
présence d’une graine dans le systéme. Cette hypothése doit étre percue comme
une simplification permettant une premiere approche du systéme dynamique.

Il est aujourd’hui communément admis que le champ magnétique terrestre
es‘f cré§ par des processuss dynamo au sein du noyau liquide. L’identification des
meécanismes permettant de rendre compte de cette dynamo auto-entretenue est
un des enjeux de la géophysique actuelle. les simulations numériques récentes
de dynamo magnéto-convective (Glatzmaier et Roberts 1995[5], Kuang et Blox-
ham 1999'[16], Olson et al 1999[20]) ont montré que les écoulements associés i
la convection pouvaient produire un champ magnétique principalement dipolaire
donc proche de celui que nous observons & la surface de la, Terre. Bien que les paj
rametres introduit dans ces modéles restent loin de ceux du noyau, la convection
reste le candidat le plus probable pour expliquer la dynamo terrestr,e. Il n’en reste
pas moins que 1’énergie disponible & travers le forcage précessionnel du manteau
sur le noyau est a priori suffisante pour pouvoir entretenir une dynamo (Malkus
1994[18]). Cette condition n’est toutefois pas suffisante, la nature méme de I’écou.
lement au sein du fluide doit &tre compatible avec les processus de création d’un
champ magnétique.

, En l’absence. de précession le fluide tourne en bloc avec son conteneur, lorsque
’axe de ce dernier précesse il apparait dans le fluide, comme I’a montré Poincaré
(1910[24]), une composante de rotation solide du fluide perpendicualire a I’axe
d.e la coquille. Sous ’effet de 1la, viscosité, cette composante de rotation équato-
riale induit un écoulement secondaire se superposant au mouvement d’ensemble
Les études antérieures montrent qu’il existe plusieurs régimes d’écoulement se-.
condaire,-l’un laminaire, les autres plus ou moins turbulents. Le régime laminaire
est constitué d’une part d’'un mouvement oscillant & Ia fréquence de rotation
d’ensemble du fluide et d’autre part d’un mouvement géostrophique stationnaire.
Nous montrerons comment & partir d’une étude linéaire en géométrie sphérique
nous pouvons estimer ’ordre de grandeur des vitesses qui leur sont associés (cha-
pitre II). Une application directe de ce modéle simple au cas terrestre semble
montrer que le nombre de Reynolds magnétique! associé a ces structures est trop
petit pour qu’elles puissent jouer un réle dans un processus dynamo. Les régimes
t}irbulents sont beaucoup plus difficiles & appréhender d’un point de vue numé-
rique ou analytique, nous devons alors avoir recours aux expériences pour les

1 "
Le nombre de Reynolds magnétique R,, caractérise le rapport entre 'advection du champ

magnétique par 1’écoulement et sa diffusion liée au fait )
‘ ue le noyau n’est,
parfait. q Y est pas un conducteur
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étudier. Nous présenterons dans le chapitre III une étude expérimentale au cours
de laquelle nous avons exploré les différents régimes afin d’essayer d’identifier les
grandeurs physiques caractérisant la transition de 'é¢tat laminaire vers I'état tuy-
bulent. Pour des raisons techniques, toutes ces expériences sont nécessairement
loin des paramétres du noyau terrestre, or actuellement nos connaissances sont
insuffisantes pour pouvoir trancher quant au régime dans lequefl}é noyau liquide
doit se trouver. s “

Cette question a d’autres implications que la création du cha}mp'magnétique.
Pais et al. (1999[22]) se sont intéressés aux mécanismes podvant rendre compte
de la forte variation de 'obliquité (angle entre I’axe de rotation dé la Terre et le
plan de I’écliptique) a laquelle serait associée la «glaciation paradoxale du Pré-
cambrien supérieurs. Les auteurs concluent qu’en ne considérant que I’écoulement
de rotation solide associé & la précession, les interactions entre le noyau liquide
et le manteau ne peuvent expliquer une telle variation de la osition de 'axe de
rotation de la Terre par rapport au plan de I’écliptique. Pais et al. (1999[22])
posent alors la question de savoir si ce résultat resterait valable si ’écoulement
lié & la précession était plus complexe, en particulier s’il était turbulent.

La précession n’est pas le seul mouvement de ’axe de rotation de la Terre par
rapport 4 un référentiel d’inertie, il en existe de plus petite amplitude et de plus
courte période appelés nutations (figure 1.3). Certaines de ces nutations résultent
d’un forcage externe, d’autres, telles que la oscillation de Chandler ou la nutation
libre du noyau («Free Core Nutation», ou FCN), sont associées a I'excitation de
modes propres d’un systéme constitué du modéle simple de Terre & trois couches
auquel nous devons rajouter 'atmosphére et les océans. En I'absence de forgage
extérieur, ce systéme conserve son moment cinétique global H.

Considérons plus particuliérement le cas de la FCN. Cette nutation est as-
sociée 4 un mouvement de rotation solide du noyau liquide suivant un vecteur
perpendiculaire & ’axe principal d’inertie du manteau €;°. Ce mouvement solide
est en fait le mode propre de tout systéme fluide non visqueux en rotation déja
décrit ci-dessus dans le cas de la précession. Ce mode peut étre excité de multiples
facons, circulation atmosphérique, tremblement de terre, etc... Il suffit simplement
d’un mouvement de I’axe de rotation du manteau par rapport & celui du noyau
pour lui donner naissance, la conservation du moment cinétique global H induit

alors deux mouvements de ’axe de rotation instantanné de la Terre, I'un par rap-
port & H dans le référentiel d’inertie, la FCN de période ~ 431 5 ours® , et autre

283 est le vecteur unitaire suivant la direction de I’axe de symmetrie de révolution du man-

teau.
3La période théorique de cette nutation est de 460 jours, celle observée est de 431 jours

(Florsch et al. 1994 [4]a partir des données de gravimétrie, Jiang et Smylie 1995[12] & partie des
données VLBI). Actuellement ’écart entre la valeur prédite et les observations est attribuée a
Vellipticité (1/390) utilisée dans les modéles. Une augmentation de 5% de cette derniére permet
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Direction fixe par rapport referentiel inertiel (ICRS)
Oscillation presque diurng

r
Direction de I'axe de
N rotation instantannee
de la Terre
Plan de 'ecliptique
a
(a) (b)

iFIG. 1.3 - a) Les mouvements de nutation de 'axe de rotation instantanné de
a Terrg se superpos.a,nt a la précession. b)Le mouvement de nutation de période
~ 431 jours et Poscillation libre presque diurne (période ~ 1 jour)

par rapport a laxe d’inertie &3 dans le référentiel du manteau (figure 1.3). Ce
dernier d’amplitude beaucoup plus faible que la nutation (Toomre 1974[3;6]j es£
appe}é oscillation libre presque diurne («Nearly Diurnal Free Wobble») (période
~ 1 j?ur). Si d’un point de vue théorique cette oscillation presque diurne et la
nutation associée étaient prédites depuis plus d’un siécle par Hough (1895[11]) et
PoAmcaré (1910[24]), leur observation n’a été rendue possible que trés récemment
grace au développement de techniques de mesure trés précises des mouvements
de I'axe de rotation de la Terre telles que le VLBI («Very Long Baseline In-
tertjer(?metry») 4 (Jiang et Smylie 1995[12]), et des méthodes d’observation des
variations du champ de gravité utilisant les nouvelles générations de gravimétres
sup.ra(‘:onducteurs. L’analyse des données VLBI semble mettre en évidence des
variations temporelles de 'amplitude de la FCN (Florsch et al. 1994[4], Roosbeek
et al. 1999[29], Hinderer et al. 2000[9]) (fgure 1.4), , )

Ces observations sont généralement interprétées en termes de variations du
mode propre de rotation du noyau. Une augmentation de cette amplitude corres-
pondant & une période d’excitation, une diminution 3 l'atténuation de ce mode
par couplage visqueux et magnétique entre le noyau liquide et le manteau.

Les études théoriques portant sur la FON supposent que le mode propre du

de rendre compte de la période mesurée.
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F1G. 1.4 — Variations temporelles de 'amplitude de 1a _nuthtfion libre du noyau
obtenues & partir de 'analyse des données VLBI, (Hinderer et al.2000[9]).

noyau peut étre décrit comme un pur écoulement de vorticitg‘e uniforme, or comme
nous venons de le mentionner la viscosité induit en*volume un écoulement secon-
daire. Tl est alors important de savoir dans quelle mesure nous pouvons négliger
cette composante pour ne considérer que le mouvement prinéipal.

Comme dans le cas de la précession, ’étude de la dynamique du noyau associée
aux nutations peut étre décomposée en deux parties :

1. Quelle est la rotation équatoriale au sein du noyau permettant de rendre
compte des observations?

2. Comment cette rotation équatoriale est-elle modifiée par la viscosité 7 Ou
dit autrement quel écoulement secondaire s’y superpose ?

Pour de faibles amplitudes du mode de rotation du noyau (petites au sens ot nous
pouvons négliger les effets non-linéaires dans ’écoulement secondaire), d’une part
nous pouvons considérer séparément le probléme de la précession et celui de la
FCN, d’autre part I'approximation de mouvement de rotation solide permet de
décrire correctement la dissipation visqueuse & l'interface noyau-manteau (Cha-
pitre II), il n’en est probablement pas de méme lorsque 'amplitude du mode
devient assez grande et que 1’écoulement secondaire est turbulent. Les travaux
récents de Greff-Lefftz et Legros (1999[7]) suggérent qu’il y ait pu y avoir dans
’histoire de la Terre des épisodes géologiques majeurs corrélés avec des périodes
d’excitation anormalement grandes des modes de rotation du noyau dues a des
phénomeénes de résonance avec certaines nutations lunisolaires. Selon ces auteurs
Iamplitude de la rotation solide pourrait alors atteindre ® ~ 0.032° soit 10* fois
sa valeur actuelle et ce sur des périodes de 'ordre du million d’années. La rota-
tion équatoriale induite par la précession du manteau étant de I’ordre de 0.00027°
(Greff-Lefftz et Legros 1999|7]) devient alors inférieure a celle associée a la nu-
tation. Qu'en est-il de la dynamique du noyau dans ces conditions, I’écoulement

5Nous appelons ici amplitude I’angle entre ’axe d’inertie ;3 du manteau et le vecteur rotation
solide totale du fluide (w), 'oscillation presque diurne correspond alors & la projection de ce
vecteur dans le plan équatorial (wsin(0.032°)).




Z—_1l il -y

16 Introduction générale

est-il laminaire ou turbulent ? Nos connaissances actuelles des paramétres carac-
térisant la transition de ’écoulement secondaire d’un état laminaire vers un état
turbulent ne nous permettent pas de répondre a cette question.
Indépendamment de ses implications directes sur la dynamique du noyau li-
quide, la précession apparait donc comme un moyen d’étudier le comportement
d’un mode propre particulier du noyau impliqué dans les problémes de nutations.
Nous verrons apparaitre au fur et 4 mesure de ce travail les paramétres perti-
nents du probléme de la précession. Leurs valeurs pour le noyau de la Terre restent
inaccessibles aussi bien numériquement qu’expérimentalement. La, démarche que
nous avons suivie dans ce travail consiste alors & chercher des lois d’échelle carac-
térisant la dynamique du systeme en fonction de ces paramétres et de proposer
d’extrapoler nos résultats au cas terrestre lorsque cela nous semblait raisonnable.

1.1 Formulation mathématique

Considérons un fluide homogéne de densité p et de viscosité cinématique v
remplissant une sphére rigide de rayon R. Le conteneur est animé d’un mouvement
de rotation rapide selon un vecteur k., a la fréquence We, et d’'un mouvement de
précession autour du vecteur k, ala fréquence {2p. La position relative des vecteurs
rotation k, et lAcp est caractérisée par l'angle & comme indiqué sur la figure (1.5).
Les variables de temps et d’espace sont adimensionnées respectivement par w;l
et . Nous introduisons ici le nombre d’Ekman qui apparait dans les équations
comme une viscosité adimensionnée (section 1.1).

v
w.R2’

(1.3)

Physiquement, ce nombre mesure le rapport entre les effets visqueux et les effets
associés a la force de Coriolis. Pour des questions de clarté, nous avons conservé
dans toute la suite les mémes notations pour les grandeurs adimensionnées que
précédemment, de sorte que la vitesse angulaire adimensionnée (2, est en fait le
rapport des grandeurs vraies %;1, de méme le vecteur rotation w,. adimensionné
s’écrit simplement k,.

Pour pouvoir décrire ce probléme d’un point de vue mathématique il est néces-
saire de choisir un référentiel dans lequel nous allons pouvoir écrire les équations
fondamentales de 1a dynamique des fluides. Ce choix n’est pas trivial, certains ré-
férentiels peuvent apparaitre utiles du point de vue de la résolution numérique ou
analytique sans étre pour autant les plus adaptés & une compréhension physique
du systéme.

Considérons le référentiel inertiel, qui dans les expériences correspondrait au
référentiel du laboratoire. Soit U; et P, , la vitesse et la pression du fluide dans
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FIG. 1.5 — Le conteneur, rempli d’un fluide homogéne et incompressible, est ?I(lilame
' m i : : et d’un
d’un mouvement de rotation rapide selon le vecteur k. a la frequglceLwc, ¢ un
a la 1ré osi
mouvement de précession autour du vecteur k, & la fréquence €),. La p

ion k k ¢ ET1sé ‘angle o’
relative des vecteurs rotation k. et k, est caractérisée par 'ang
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ce référentiel, I'équation de Navier-Stokes s’écrit

oU;
a_t* +U;-VU,; = —VP, + EAU,. (1.4)
Le fluide étant supposé incompressible, la conservation de la masse s’exprime par :

V-U,;=0. (1.5)

Afin de tenir compte des propriétés visqueuses du fluide et de rigidité du conteneur
nous imposons sur la surface de la sphére des conditions de non glissement et de
non pénétration : )

U= (Qp + kc) X T. (1.6)
Dans ce référenticl nous pouvons décrire le mouvement de précession de Iaxe de
rotation du conteneur par :

(5e), - (@ xi). 0

ou 'indice «i» fait référence au référentiel d’inertie.

Avant d’aller plus loin dans la description des équations, nous voudrions re-
venir sur la justification de notre approche de la précession aussi bien numeérique
qu’expérimentale. Fondamentalement nous allons nous reposer 1'idée que pour
décrire I’ écoulement au sein du noyau sous 'effet du couple lunisolaire s’appli-
quant sur le Terre, il suffit de de se donner le mouvement du manteau, c’est i
dire I’état d’équilibre pour lequel nous connaissons la vitesse de precession, le
vecteur rotation propre de la Terre et ’angle que fait ce dernier avec le plan de
I’écliptique.

Chaque élément de volume dV du noyau liquide est soumis 3 une force d’at-
traction lunisolaire F' de sorte que I’équation du mouvement s’écrit -

oU;

ot

ou F; est la pression du fluide. Or I’attraction lunisolaire dérivant d’un potentiel
de gravitation ® (Pais 1999[21]) nous pouvons réécrire équation (1.8)
ot

+U,;-VU; = —VP, + % + EAU;, (1.8)

7

+U;-VU; = -V (Pi - %) + EAU.. (1.9)

Qu’il s’agisse des calculs numériques ou des expériences en laboratoire, le réle de
'attraction lunisolaire est alors joué par la pression. Les équations étant iden-
tiques, les écoulements que nous pourrions trouver en imposant le mouvement du
manteau sont ceux correspondant au probléme géophysique. Dans les expériences,
oil nous n’avons pas de couple de gravitation, 'energie introduite dans le noyau
liquide par le couple lunisolaire, est fournie par les deux moteurs permettant de
maintenir constante, la vitesse de rotation du conteneur et le taux de précession.
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1.1.1 Les différents référentiels :

D’une maniére trés générale nous pouvons considérer un référentiel tournant
attaché a un vecteur rotation quelconque w, de I’espace dont la direction peut- dé-
pendre du temps. Pour transformer les équations fondamentales de la dyr}z’a,n’uqu.e
du référentiel inertiel vers ce référentiel tournant nous utilisops’,l?_t__ propriété sui-

vante sur les dérivées temporelles : 4 , e
$

BN (BN tpnms’ + 2, (1.10)
ot ).~ \at ), |

oii 'indice «r» caractérise les grandeurs propres au référentiel tournant. En apl_Jl%—
quant cette relation au vecteur position r nous obtenons 'exemple le plus intuitif
' e

de cette relation : 5 2 o i,
—r| =(=r) +w,xr, (1.11)
(atr)i (Btr)r, “r /

U; =U, +w, XT. (1.12)

soit,

En utilisant cette régle nous pouvons réécrire les équations (1.4, 1.5) dans le
référentiel tournant :

A,
(aUT+UT-VU,~)+2werT+wT><(wT><r)+( w) xr=—-VPE +vAU,

ot ;
” (1.13)
vV-U,=0. (1.14)
La condition aux limites s’écrit alors :
U, = (ke + @, —w,) x . (1.15)

Tl apparait dans ce référentiel trois nouvelles accélérations, la «force» (?entri—
fuge (wr X (w, x 1)), la force de Coriolis (2w, x U,), et la force de Poincaré

((%"t-ﬁ)_xrz(ﬂpxw,n)xr). .

I accélération de Coriolis est omniprésente en mécanique des fluides en rota-
tion rapide, rares sont les situations ou elle ne joue aucun role. Ses effets sont
généralement mieux connus des enfants que des adultes. En effet _cette force estt
celle que nous ressentons lorsqu’étant sur une plateforme en rotatl.on, un tourni-
quet par exemple, nous cherchons & nous déplacer, les enfants ne tiennent pas en
place...Si nous voulons nous rapprocher du centre (figure 1.6) la «force»_ de Co-
riolis va nous déséquilibrer dans le méme sens que la rotation (vers la dr"01te pour
une rotation anti horaire). De la méme maniére elle influence & chaque instant le

trajet des particules du fluide.
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nous introduisons alors la pression réduite 7, définie par :

r@ce de Coriolis:—Qm)mi

U=Deplacement vers le centre

F1G. 1.6 — Illustration de l'effet de la force de Coriolis. Si nous voulons nous
rapprocher du centre la «force» de Coriolis va nous déséquilibrer dans le méme
sens que la rotation (vers la droite pour une rotation anti-horaire).

La «force» de Poincaré est quant & elle indépendante des mouvements de
chaque particule, elle s’apparente a une force gyroscopique mais au lieu de s’ap-
pliquer & un ensemble de molécules solidement liées clle s’applique & chaque par-
ticule du fluide. Pour de faible taux de précession elle apparait parfois localement
négligeable (voir section 1.1.3.1) devant les autres accélérations, en revanche le
couple volumique qui lui est associé reste toujours un élément important dans les
équilibres fondamentaux (voir sections 1.1.2.1, 1.1.3.2).

L’accélération centrifuge qui est généralement la plus connue des trois ne joue
pratiquement aucun rdle dans la dynamique de ’écoulement. Pour les fluides

homogénes que nous considérons, elle apparait en fait comme un gradient de
pression.

En utilisant la propriété vectorielle suivante :

V(A-B):(A-V)B+(B-V)A+A><(VXB)+BX(V><A) (1.16)
avec,
A=B=w, xr, (1.17)

Le gradient de vitesse d'une rotation solide étant nul suivant une ligne de
courant , nous pouvons exprimer I'accélération centrifuge sous la forme :

(we X (W X 1)) = —¥ (%w X r)2 (1.18)

1 2
7 = P (iwr X r) ; . (L19)

Deux référentiels tournants apparaissent naturellement dans .(':le_ﬁ’probleme, il
'agit du référentiel du conteneur d’une part et du référentiel attach? au vecteur
. : : ”
précession d’autre part. -
En remplacant w, par w, + €2, dans (1.13), nous- obtenons 1’équation du
& s
mouvement dans le référentiel du conteneur,

-

! i) % r=—Vr- 1.20
?(,%+2(kc+ﬂp)xU+U-VU+(prkc)><r— V::r+EAU (1.20)

i é " i

Avec comme conditions aux limites : B
U=0 = / (1.21)

Le mouvement du fluide reste au premier ordre dans ’lel cas .de la sp}}ére une
pure rotation solide autour d’un vecteur w fixe dans le re_rfelfentlel de précession.
Ce dernier référentiel semble alors le plus adapté a la desgrlptlon d(? ce n}ou.v‘emerit
primaire. En identifiant w, & §2, dans (1.13), l’accélérathn de Pomc.are dmiare?l
formellement du probléme et nous obtenons pour 'équation de Navier-Stokes :

£+29pxU+U-VU:—Vw+EAU (1.22)

ot

Les conditions aux limites restent stationnaires,
U=k,xr. (1.23)

Enfin en anticipant sur la suite de notre étude, si nous che.rchons a _caratlz—
tériser 1'écoulement secondaire se superposant a la rotation sohd(.a du ﬂu1de,de
réferentiel le plus naturel est alors celui attaché au Vf—::cteur rotation progre 1u
fluide (w + ), nous obtenons 1 expression de I'equation du mouvement dans le

référentiel du fluide :

@+2(w+ﬂp)xU+U-VU+(wxﬂp)xr:-Vw—‘.—EAU (1.24)
ot |

Avec cette fois ci des conditions aux limites qui dépendent du temps a travers le
vecteur rotation du conteneur,

U = (fcc(t) - w) X I. (1.25)
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1.1.2 Le cas particulier d’un fluide non-visqueux.

1.1.2.1 L’écoulement de Poincaré.

Poincaré au début du siécle propose une méthode particuliérement élégante
pour résoudre le probléme avec une viscosité nulle. Plagons nous dans le référentiel
de précession, considérons le repére (0x,0y,02) tel que Oz soit aligné avec 'axe
du conteneur et Ox soit dans le plan défini par les vecteurs (f{c,f{p). Poincaré
(1910[24]) propose de ne considérer que ce qu'il appel des mouvements simples,
c’est a dire tels que les composantes (Us, Uy, U,) de la vitesse soit des combinaisons
linéaires des coordonnées. Il montre alors que si une solution est simple & un
instant donné elle le restera. La démarche suivie par Poincaré consiste alors a
utiliser la tranformation de I’espace permettant de passer de Dellipsoide & une
sphére «virtuelley. En prenant comme ¢quation de 1’ellipsoide :

@+ @)+ ()= (128

nous voyons immeédiatement que la transformation géométrique de ’ellipsoide vers
la sphére est une dilatation des coordonnées suivant les trois directions d’espace.
Nous obtenons ainsi une correspondance entre les coordonnées d’un point de
Pellipsoide (z, y, z) et celles de son point image dans la sphére (z', 1/, Z')

¥ =zla,
Yy =y/a, (1.27)
B = gfe

Le temps restant invariant par cette transformation la vitesse d’une particule
fictive de la sphére s’écrit :

U; =Us/a,
Uy = L Ja, (1.28)
U,=U,/c

Le premier résultat de Poincaré est que I'hypothése d’un écoulement simple

conduit dans la sphére & une solution de rotation solide pour les particules «fic-
tivesy.

U'=w x71, (1.29)
Ot w' est un vecteur quelconque pouvant dépendre du temps. En appliquant la

transformation géométrique en sens inverse nous obtenons un champ de vitesse
dans P’espace physique.

a 7 !
Et’,\lyz el w%y
- a
If= W,T — (w2 | (1.30)
Coly — ¢
aWaY — fw, T

23
Introduction générale

Nous allons maintenant chercher les écoulements simples solutions de not’re. pro-
bléme, c’est a dire solutions de I’équation d’Euler (1.22 avec E = 0) et ve‘i’"lﬁ,ant
les conditions aux limites de non pénétration, ce type d’c’:coulerr.lem;( es/.t gel‘leria}_
lement appelé écoulement de Poincaré. La formulatlovn Lagran’gmnne établi p(llr
Poincaré étant assez longue nous proposons ici de suivre la deT'aircl1e proposée
par Andréas Tilgner dans sa thése d’habilitation (1999[33]) . . .~ _

Soit w la vorticité de 1’écoulement (U),

X1

0§
w:§ X —2 _+

c

w_; 1% ” £
w, |- . (1.31)

&lo 8le

2w

n

Le vecteur w étant indépendant des coordonnées d’dspace (:c ) Ub F’), la vortic-vté
w est uniforme. En utilisant (1.31) et (1.30) nous pouvons exfrlmcr une solution

quelconque U en fonction des trois composante de la vorticife (wx,wy,w;)-
Le rotationnel de P’équation d’Euler déduite de (1.22) en posant E = 0,

~d Y 12 . - =
conduit alors au systéme d’équations suivant :

s, n n+1 _
AP — 27— w8, = 0,
ot T e T et
0 n — X Qmwﬁ = {j, (1.32)
—8twy—n+2wzw$ Wy p,3;+ ??+2 xR lp, 2z
b3l 2
& et B ey =]
TR

ounn= "2;62 est l'ellipticité du conteneur, (p, 4, 0, £y, .) sont les cr,:)‘ordonnéei du
vecteur précession dans le repére (Ox,0y,0z). Nous voyons alors qu ‘a-tczut Vi‘c eur
de rotation solide w' dans la sphére virtuelle correspond une vorticité 1{111 orme
de I’écoulement dans le sphéroide dont la dépendance en temps est donnée par le
3 .32).
SYSth:Ifsi(c%éfogls le cas particulier des solutions stationnair\es. ’]?}n im.posant /ot =
0 dans le systéme (1.32) nous obtenons direc‘r.eme‘nt d’aprés 1’ e_qtfatlon en «2» quttz
w, = 0. L’équation suivant «z» est alors automatiquement vérifiée. Physiquemen

cela signifie que l'axe de rotation solide du fluide w est toujours dans le plan
(Rc,kﬁ. \ N
Pour une précession non nulle (Qw =% 0) le systéme (1.32) se reduit &,

1 ntle Vw0 .. (1.33)
e (n+2wz+2n+2 B | = Meh
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Quelque soit w, tel que w, # —2 (n+ 1) 0y, 2/n, il existe une solution w, vérifiant
I'équation (1.33).

La vitesse U s’ecrit alors (Malkus 1994[18]) :

U=wxr+ V. (1.34)

Ou V4 est I’écoulement irrotationnel permettant d’assurer la condition de non
pénétration aux bords, nous obtenons ’expression de cette grandeur a partir de
(1.30) et (1.34). En utilisant une formulation vectorielle (Tilgner 1999[33])

*(w'f{c)?? A .
(w-ke)n+2(1+1n)Q, -k, (2 x ) - x (ke - x) (1.35)

Il existe alors une infinité de solutions stationnaires de vorticité uniforme au pro-
bléme non-visqueux. Une premiére approximation dans la limite des faibles taux
de précession, ce qui est le cas de la Terre, consiste a poser w, = 1. En considé-
rant les paramétres du noyau terrestre (table 1.1) nous obtenons la composante
de rotation équatoriale adimensionnée w, — 1.7 1075.

Comme nous le verrons par la suite, dans le cas général, il est nécessaire de
réintroduire la viscosité pour réduire le nombre de solutions du systéme, voir
garantir 'unicité dans certaines conditions (Busse 1968[2])

)

1.1.2.2 Les ondes inertielles.

Dans la limite des faibles ellipticités I’écoulement U stationnaire dans le ré-
férentiel de précession peut étre décrit principalement comme une rotation solide
w xr . Nous proposons ici de voir comment une perturbation de faible amplitude
se superposant & cette rotation solide se propage dans le systéme.

Nous pouvons distinguer deux classes de perturbations, celles de grande lon-
gueur d’onde pour lesquelles le volume est considéré comme fini et celles de petite
longueur d’onde pour lesquelles nous faisons I'hypothése que les parois sont re-
poussées & l'infini. Nous ne discuterons pas dans cette section la premiére classe
de solutions.

Considérons un volume infini de fluide homogéne, incompressible et non vis-
queux en rotation autour d'un axe w. L’amplitude ¢ de la perturbation que nous

allons considérer est supposée suffisament, petite pour que nous puissions négliger
les termes d’ordre O (2). En posant,

U=wxr+ecu (1.36)

Dans le référentiel tournant attaché & w I’équation d’Euler et la conservation de
la masse s’écrivent d’aprés (1.13) et (1.14) :

%—1; +2w X u = -V, (1.37)
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V-u=0. (1.38)
Cles équations admettent des solutions en ondes planes de la forme (Greenspan{
1968|6]),

u = ugei(k'r*m, " (1.39)

1 = el e, P (1.40)

L étant le vecteur d’ondes et \ la fréquence. L’équation’du wnofivement (1.37)
nous permet d’obtenir la relation de dispersion de ces ondes, .

A= +2w -k =+2wcos (0) (1.41)

ot k = k/k est la direction du vecteur td’onde, % le nombre d’onde et 0 est 'angle

A

entre k et w. Nous voyons d’apreés la relation de diSjpérSion que de telles solutions
en ondes planes n’existe que si, '

I\ < 2w. (1.42)
En introduisant (1.39)dans (1.38), nous obtenons que ces ondes planes sont
transverses, i (1.43)

La vitesse de groupe correspondant a la vitesse de propagation de I’énergie dans

le systéme est (Greenspan 1968|6]),

k x (w X l})
k

Ceci traduit le fait que dans les fluides incompressibles I’énergie associée a ces
i i t au vecteur d’onde.
des se propage perpendiculairemen te . . .
. La vitissg de phase correspondant & la vitesse suivant k a laquelle il faut se
déplacer pour que la phase (k -t — At) reste constante est alors,

V,=Vir=2 (1.44)

V,=2-——%k. (1.45)

Les surfaces caractéristiques. Il existe dans de tels systémes d@es szi?fatfi&’;
- 6

iculié é -actéristiques le long desquelles une discontinul
articuliéres appelées surfaces carac : e
ge la vitesse paralléle & ces derniéres peut se propager. Soit (S"U.(t) le s’aut de v%esi ;
de part et d’autre d'une surface carctéristique en un point (.:'le ’espace. o
pouvons définir le saut de vitesse normale du, et le saut de vitesse tangentielle

3 cette surface par, R
oo e Su, = (du-n)n, (1.46)
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duyy = du — (bu - A) f. (1.47)

Les surfaces caractéristiques sont telles que le saut d’accélération inertielle (8(511, 11/ at)

de part et d’autre est équilibré par le saut de I’accélération de Coriolis (Qw X ouy /).

Dans le cadre des ondes planes que nous avons considéré, I’équation (1.37) est de
type hyperbolique, les surfaces caractéristiques sont alors des cones de révolution
autour de la direction w dont le demi-angle au sommet est défini par :

cos (0) = A/2w. (1.48)

La direction selon laquelle une perturbation peut se propager dépend donc de sa
fréquence.

Il existe le long des cones caractéristiques une variation de Iamplitude de la
vitesse. Introduisons le systéme de coordonnées cylindriques (s, ¢, z) associé¢ au
repére (€, €4, €,) tel que &, = w/w. En négligeant les variations de la vitesse le
long de la caractéristique devant les variations perpendiculaires (ce qui en volume
fini suppose que la longueur d’onde de la perturbation est petite devant la taille
caractéristique du systéme) Rieutord et Valdettaro (1997[26]) ont démontré que
la vitesse divergeait comme 1/4/5 quand s — 0.

Dans le cas particulier A = 0 les surfaces caractéristiques sont des cylindres
alignés avec I'axe de rotation solide du fluide w. En prenant le rotationnel de
'équation d’Euler (1.37) avec A = 0 (Qu/dt = 0) nous obtenons pour la vitesse
le long d’un cylindre caractéristique,

ou
5. = 0. (1.49)
Cette équation est généralement connue sous le nom de condition de Proudman-
Taylor. Elle traduit le fait que dans les systémes en rotation une perturbation
stationnaire localisée tend & acquérir une structure en colonne le long de laquelle
I’écoulement est invariant, I’accélération de Coriolis est alors en équilibre avec le
gradient de pression. Les cylindres caractéristiques sont alors appelés cylindres
géostrophiques. La vitesse étant paralléle aux surfaces caractéristiques u, = 0,
si nous imposons & I'infini une condition de non pénétration (u, (c0) = 0), nous
déduisons alors par conservation de la masse,

0
Bpt = 0. (1.50)

L’écoulement est alors purement azimutal et axisymétrique. La condition que nous
obtenons est en fait plus forte que le théoréme de Proudman-Taylor habituel qui
n’impose pas a priori de dépendance sur les composantes ug et u,.
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F1G. 1.7 — Définition du repére associé au cone caractéristique C'.

4

.

La «rigidification» de I’écoulement induit par une pertm?atfon stationnaire
G . . .
apparait donc comme un cas particulier de la propagation d’une perturbation

quelconque le long des surfaces caractéristiques. o
Soit (¢, &, ¢) le systéme de coordonnée local attaché & un cone caractéristique

C (figure 1.7). o
En nous déplacant sur la caractéristique C' a ¢ constant nous pouvons écrire
une condition analogue & la condition de Proudman-Taylor pour une perturbation

de fréquence quelconque 0 < |A| < 2w,

= i
(C . V) U X s, (1.51)

Réflexion des ondes inertielles sur une paroi. Les propriétés de réflexion
de ces ondes sont trés différents de celles des ondes acoustiques ou électr_oma—
gnétiques. Lors d’une réflexion d’une onde plane inertielle sur un «mur» il y a
conservation de I'angle entre w et k (figure 1.8).

lA{]_ xw:f{g X W, (152)

ott les indices «1» et «2» désignent respectivement Iondes incidente et 'onde
réfléchie. Tl existe alors une situation particuliére lorsque (Greenspan 1968[6]),

w i =tw -k, (1.53)

o - ' & - o) - ) P ra .
pour laquelle k, et 72 sont alors colinéaires. La vitesse us associée a I’onde réfiéchie

est dans ces conditions paralléle & la surface.
Cette approche des perturbations en terme d’ondes inertielles conserve un sens

en veolumie fini si la longueur d’onde de la perturbation reste petite devant la taille
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U.2=0€-| 0(.2=0(.1

(a) (b)

F1G. 1.8 — Propriétés de réflexion des ondes planes inertielles non visqueuses. Lors
d’une réflexion d’une onde plane inertielle sur un. «murs il
Pangle entre w et k;. a) Cas d’une ondes réfléchie dans
onde réfléchie «absorbées 4 la surface.

¥ a conservation de
le volume, b) Cas d’une

Fic. 1.9 — Schéma de principe de Pexpérience de Gortler (1957(8]). ‘Uné?;ilén;hlr:‘

R) li de fluide est en rotation rapide autour de son E‘Lxe de slym’f’ eal
gL * I:I)mreer::pUn disque horizontal de rayon r < R est animé dans le référ
tf)elg};ant d’un mouvement vertical d’amplitude Ah.
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iy i

Surfaces caracteristiques

(a) (b)

d;G 11.10I Qndes 1n.elt1elles genérées par les oscillations verticales d’un disque
ns le plan équatorial d'un cylindre en rotation. a,)A = 1.75 le demi angle au
sommet mesuré est de 59° pour une valeur théorique de 56° . b) le demi angl

sommet augmente avec le rapport 2. (Gortler 1957(8)) o

cz:;ai:terl?mciue du sy’stéme.. Nous pouvons illustrer I’ensemble de ces propriétés
1()L " ;z?s) résu tla?tz(s:l ’de Vexpérience de Gortler (1957[8]), dans laquelle un cylindre
) rempli d’eau est en rotation rapide autour d
i : ‘ ur de son axe de symeétrie i la
tl;)ﬁuenc;e f;v. Un disque horlzon!:al de rayon 7 < R est animé, dans le référentiel
i:ré nant, d’un mouvement vertical d’amplitude infinitésimale Ah < (L, R) a la
l(‘Squence_ )?(hgure 1.9). En faisant varier le rapport A/w Gértler met en Eavidence
'S propriétés que nous venons de décrire sur | i i I
: : es ondes inertielles 4 savoi
perturbation reste localisée sur les s isti ! e
s surfaces caractéristiques i
A ce su que le demi-angle au
sommet des cones caractéristiques dépend de la fréquence Zi’excitation A (%gure

. ) . C t ' p rienc . g v A p p
2, g l'lt
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1.1.3 La limite des faibles viscosités.

1.1.3.1 La couche d’Ekman .
o
Une démarche classique en mécanique des fluides consiste & négliger la visco-
sité en volume lorsque celle ci est assez faible et & ne considérer les effets visqueux
que dans une couche limite localisée sur la paroi. Négliger les effets visqueux en
volume ne veut pas dire que la viscosité elle méme est trés petite ;;inais,hué le
terme dissipatif qui apparait dans les équations (FAU) est localenfent négli-
geable devant les autres. En disant cela nous faisons une hypo‘théé‘e sur la forme
méme de Pécoulement en volume, en particulier nous supposons quwil n'y a pas
de cisaillement fort sur des petites échelles. Physiquement ces couches limites se
développent lorsqu’il existe en volume un écoulement primaire U qui ne vérifie
pas les conditions aux limites de non-glissement. A ces couches et alors associé
un écoulement @ tel que sur la paroti S .

U + %= Uparoi / (1.54)

Les couches limites ne sont pas propres aux écoulements en rotation, cependant
I’apparition de Paccélération de Coriolis (2w x @ ) dans I'équilibre des forces pour
un systéme en rotation leur confére des propriétés particuliéres, elles sont alors
appelées couches d’Ekman. De nombreux exemples sont donnés dans la littérature
(Greenspan 1968[6], Tritton 1988[37]), pour un écoulement primaire stationnaire
dans le référentiel en rotation. Lorsque Iécoulement @ est petit nous pouvons
négliger les effets non linéaires devant la force de Coriolis, la dynamique de la
couche est alors déterminée par un équilibre entre I’accélération de Coriolis, le
gradient de pression et le terme de dissipation visqueuse. 1épaisseur naturelle

de ces couches stationnaires est (5)1/2. Par conservation de la masse il existe
alors un écoulement proportionnel & [U — U paroi| E'/? allant de la couche limite
vers lintérieur du fluide perpendiculairement a la paroi, appellé «suction» ou
«pompage d’Ekman». :

Le cas de la précession est un peu particulier, I’écoulement non visqueux est
comme nous ’avons vu principalement une rotation solide autour d’un axe w
différent de celui de la coquille, il existe de ce fait une couche limite visqueuse
permettant de raccorder 1a vitesse en volume & celle de la paroi. Dans le référen-
tiel de rotation solide du fluide , 'axe de rotation de la coquille tourne dans le
sens rétrograde 4 la fréquence w. La condition au limite (1.54) nous montre que
l’écoulement de couche limite doit alors avoir la méme dépendance temporelle
que la rotation du conteneur dans ce référentiel, c’est & dire :

& oc g™t (1.55)

Supposons que la forme du conteneur soit sphérique, il s’agit ici d'une simplifica-
tion nous permettant de décrire analytiquement de maniére simple la résolution
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du probléme de couche limite, les conclusions restent justes dans la limite des
faibles ellipticités. La démarche mathématique classique consiste d’une part &
supposer que la vitesse varie plus rapidement perpendiculairement que paralléle-
ment & la couche (8/r > (9/96, 8/0¢)) et d’autre part que les composantes tan-
gentes de la vitesse sont grandes devant la composante normale (i < (T, Ug)).
La couche d’Ekman ainsi obtenue est d’épaisseur EY/2 partout sauf pour certaines
colatitudes critiques définie par

cos (0.) = %1, 6, = 60, 120°, (1.56)

pour lesquelles elle devient infiniment épaisse, le pompage d’Ekman est alors
divergeant. La condition vectorielle générale (pas simplement pour le cas d’une
sphére) définissant les colatitudes critiques est,

A=32w - n. (1.57)

Cette discontinuité est liée au fait qu’il existe pour ces colatitudes un équilibre
entre accélération inertielle (0% /8t) et 'accélération de Coriolis, étant données
les hypothéses du calcul le terme de dissipation ne peut plus étre équilibré.

En réalité il existe une variation rapide de la vitesse a la fois suivant T et
suivant @ autour de la colatitude critique. Nous proposons en nous appuyant sur
la démarche suivie par Roberts et Stewartson (1963[27]) d’obtenir la valeur finie
du pompage d’Ekman et la variation de la structure de la couche autour des
colatitudes critiques.

Nous considérons pour cela un conteneur sphérique en rotation suivant Rc, le
fluide est supposé en rotation solide autour de w. Soit I’écoulement de couche
limite permettant de raccorder la rotation solide du fluide a celle du conteneur.

= (w - lAcc) X I. (1.58)
Nous supposerons que 1’écart entre la rotation du fluide et celle de la coquille est
faible de sorte que les termes non-linéaires restent négligeables devant la force de
Coriolis . Le systéme de coordonnées sphériques que nous utilisons est représenté
sur la figure (1.11). Les hypothéses du calcul sont les suivantes :

1. Q, < 1, nous négligeons la contribution de la précession lente a 'accéléra-
tion de Coriolis dans I’équation du mouvement (1.24). D’autre part, pour
une précession nulle, le fluide et le conteneur tournent en bloc suivant ﬁc.
Nous supposerons que pour de faibles taux de précession ’écart entre I’axe
du fluide et celui de la coquille reste petit,

E= {(w - ]::C) X r‘ < 1. (1.59)

La condition aux limites (1.58) nous conduit a,

U, = O(g), (1.60)
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=>

D>

Couche d'Ekman,
4
1

F1G. 1.11 — Définition du systéme de coordonnées sjphéri(.lues utilisé pour :le c’aélcué
de la structure de la couche limite autour de .. L"éppalsseuy" de la Co'lif‘ eé ari
petite devant la taille caractéristique du fystéme r_lous pguvoris considérer 1 =
cte = 1. La direction du vecteur unitaire ¢est définie par ¢ =7 x 6.

En négligeant les termes d’ordre O (¢) dans 'équation du mouvement (1.24)
nous ne considérerons pas les effets non-linéaires.
9. Les dérivées en r et § sont grandes devant celle en ¢ (Roberts et Stewartson

1963[27]) : B i}_ N _8_ o
or’ 00 © 0¢
De plus nous supposons, \
9 _o(E+), 2 =0(E"). (1.62)
5= 0E) =0

avec, 1/2 > p > ¢ > 0. Nous ne retiendrons done que les dérivées secondes
’ .
radiales suivant r pour le Laplacien.
3. La dépendance en temps de @ est donnée par

o —iwt
o< e,

L’équation de conservation de la masse se met sous la forme,

9. 0 _ 1.63)
Po + Lo 0. (1.
aru? + 891&9

Nous en déduisons @, = O (EP~9), p étant supérieur & g nous négligerons les

termies d’ordre O (Ez(p "q))-
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. Nous nous plagons dans le référentiel d
tion du mouvement (1.24) s’écrivent,

— Wi, — 2wy sin (§) = E8_2ﬂ _ _Q%
orz T or (1.64)
s N 52 9
Wy — 2wy cos (0) = B—7j, — — = -

¢ C0s () Ea,rgua agﬂ-((ﬂpxw) xr)-0, (1.65)

Wiy + 2w (cos (0) Ty + sin (0 U,) = Ea_z~ _ 1 0 _ ~
©)%) oz sin (6) “(9?571'* (2 x w) x 1) .

L’approche clasique conduisant & une dis (1.66)

a né.gliger tr devant %y d’autre part 3 nggollil;:arll'uiate(i?\frﬁtza (§ Sta'de dj'une I')art
seraIlJ?nt valables lf)ifl des colatitudes critiques, C’ggt a dil‘"e p?)ru.r ( il:sgcr:lfsl 1(12;)35113100IIS
Continaj)ii)éoche .s?lvxe p.ar\ R,(?berts et Stewartson (1963[27]) pour résoudre Ij dis)_-
contin consiste alors a développer I’équation du mouvement aut de f =
ant compte des dérivées dans la direction 0. orded =0

D’ \ Bl ke 8 ~ o
aprés (1.62), 2™ K ggT , OF Uy étant du méme ordre de

H(?US pourrons négliger le gradient de
déduisons 7 = O (E1-2rtagy ).

Considérons les deux termes de droit,

. grandeur que 7y
pression dans ’équation (1.66), nous en

e de ’équation suivant r (1.64),
82
EEEUT =0 (El_pgqﬁ,‘b,g) ;

(1.67)
9+ 0 (B2 -3ty
ar qu,g) 5 (168)
done,
EZq
el TRl 2(p—q)
i o(E a2), (1.69)

Nous pourrons donc né
dans I’équation (1.64).

En appliquant 8/dr a (1.65) et (1.66)
gradient de pression et (1.63) ’

gliger le terme visqueux devant le gradient de pression

' {1.6b), en utilisant (1.64) pour éliminer le
pour éliminer #,, nous obtenons

33

W —TUy — fW—ily — Ay ) EN i 04 U,
50 oy 40 cos (6) 5 0o + 2w sin () 0% = Egﬁu,;, (1.70)

- 0
—W—1Uy + 2 =l i X i
5, Ug + 2w cos (0) 3, to — 2wsin (0) 5% = Eé—ﬁﬁd, (1.71)

u fluide, les trois composantes de I'équa-
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r pouvant étre considéré comme constant nous négligeons les variations radiales
de Daccélération de Poincaré. De plus, d’aprés (1.62) et (1.63)

B ~ .
—1U _ @
B = (E%9), | (1.72f
ar 40 :

nous pourrons donc négliger le terme (—%ﬁT dans 1’équation (17{3) En prené,nt

(i-(1.70) +(1.71)) et ((1.70) + i-(1.71)), nous trouvons,

¥

w J Ty + 2w cos (0) 0 T4 & 2w sin () v gy = 1K asfﬁ ; (1.73)
= — U4 — U4+ = - :
or - or * 90+ ors =
avec, -
iy = Tg + 1y, ' (1.74)
Pour obtenir un développement autour de 6, posons # = 0.+ 60, avec
56=0(EY. .. i (1.75)

Le terme d’ordre O(1) en 86 de laccélération de Coriolis (Zw/éos (6.) }%ﬁi) étant

équilibré par I'accélération inertielle (%ﬁi) nous devons pousser le développe-

ment & l'ordre O (68) pour obtenir une détermination unique de p et ¢.
L’équation (1.73) devient ainsi,

3

_ a vy B . d
+2w sin (6,) 5951& = _"Egﬁ“i =+ 2w sin (#) 505 (1.76)

En utilisant (1.62) et (1.75) la condition nécéssaire et suffisante pour que ces trois
termes puissent s’équilibrer est,
2 1
B= 5 §= S
A partir de I’équation de conservation de la masse nous obtenons,
i, = O (cB'"). (1.77)

Nous regroupons l’ensemble des caractéristiques de cette couche limite sur le
schema (1.12). Les zones situées autour des colatitudes critiques sont générale-
ment appelées éruptions de la couche d’Ekman.

1.1.3.2 Modification de 1’écoulement en volume par la viscosité.

En Pabsence de viscosité le mouvement du fluide est comme nous I'avons vu
une rotation solide autour d’un axe w fixe dans le référentiel de précession plus
une composante irrotationnelle V¢ (1.34). Il existe alors une infinité de solutions
(w, @) telles que I'équilibre entre le couple inertiel et le couple de pression soit
respecté. Le fait de réintroduire la viscosité induit comme nous I’avons vu une
recirculation en volume. Ce pompage d’Ekman est alors suceptible de modifier

écoulement en volume.
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F1G. 1.12 - Couche d’Ekman dans le cas d’une précession faible.

L’écoulement de Poincaré dans la limite des faibles viscosités. Pour
des faibles taux de précession, la viscosité introduit une composante de rota-
tion solide du fluide perpendiculaire au plan (Rc,ﬁp) (Roberts et Stewartson
1963[27]). Contrairement au cas non-visqueux il existe alors généralement une
solution unique de I’écoulement de rotation solide du fluide.

L’approche la plus générale de I’écoulement de rotation solide du fluide dans
la limite des faibles viscosités est celle proposée par Busse (1968[2]) que nous pré-
sentons dans Uannexe (A1). En négligeant la viscosité en volume et en supposant
que ’écoulement est principalement une rotation solide w x r, Busse détermine
le vecteur w tel que le couple inertiel, le couple de pression et le couple exercé
par la couche limite sur le volume soient en équilibre. Comme nous ’avons v,
a tout écoulement de couche limite est associé un pompage d’Ekman en volume,
cette étude montre que pour qu’un tel pompage soit solution des équations non-
visqueuses en volume il existe une condition sur la rotation solide qui lui donne
naissance. Cette condition, dite de solvabilité, s’exprime par,

w ko =, (1.78)

Physiquement cela signifie que dans le référentiel en rotation avec le fluide,
la composante de rotation de la coquille suivant 'axe de rotation du fluide est
nulle, la seule rotation différentielle entre le fluide et la coquille est suivant un
axe équatorial, il n’y a donc pas de spinup. Une conséquence directe de cette

condition de solvabilité est que l'amplitude de la rotation solide du fluide est

ce qui n’est pas le cas dans
.1965[28]) qui eux supposent que

nécéssairement inférieure a celle de son conteneur,
I'approche de Stewartson et Roberts(1963[32]
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ille suivant k il existe en plus une
le fluide tourne en bloc avec la coquille suivant k et qu’il existe p

ion é i fluide.
sante de rotation équatoriale du ’ ' ’
Comé);) négligeant les éruptions de la couche d’Ekman la résolution de I’écoulement

de couche limite conduit 4 une détermination implicite du vecteur rotation solidé
du fluide (Busse 19682]) :

F AP g (B xk ) + —B—J——AC % E,;,F " (179)
7 . & ;
avec, " :
=07 el 2 | (1.80)
TV w Ve
2w T (1.81)
Yo :
: 7
Q W /
,Ye = v E1/2

Le domaine de validité de cette détermination est donné par :

"\ VE 9, ket b

En précession prograde (k. - ©, > 0), quel‘que Sgit (ﬂpj ﬁ:, E, ;}) ;(lei El)e
I'inégalité (1.82) soit respectée, il existe une solumondumqui w i e&?a <1<0 ) a. uné
i i i i ont de ’axe du conteneur ({2,
rotation du fluide varie continuemen ’ .
?(?tation autour d’'un axe paralléle au vecteur de précession lorsque le taux de
écession augmente. . ‘
pr En précesiion rétrograde, pour certaines valeurs des paran}?itrei P(:ye, '»i/:t))ré
i é ui
i lutions (w;), chacune d’elles vérifiant I'éq
’equation (A.11) admet 2 ou 3 so i) c : ik B thre
- tte détermination analytique. Nou .
des couples sur lequel repose ?e min L anz _ e
avi éri telle indétermination, ceci sugge
cune évidence expérimentale d’une sterm : . !
existe un critére de stabilité permettant de sélectionner une solutl_on uIIIlique dan
le systéme. Nous discuterons plus en détail ce point dans le chapitre III.

' ité ir il existe une
Dans la limite des faibles viscosités, comme nous venons d.e .le voir 61)1 e_ o 120 deg]
limite visqueuse dont 1’épaisseur loin des colatitudes critiques CA = 60, 1.
i et iée est alors oc F'/2. Dans le référentiel
est oc /2 1a recirculation en volume associée est a : 1. o réfrentiel
en totation avec le fluide les éruptions en 6. apparaissent alors pou
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: non-visqueux comime une perturbation des conditions aux limites de fréquence w
| dont la taille caractéristique est oc £'/5 < 1. Dans le référentiel en précession,
cette méme perturbation est stationnaire.

La question de savoir si de telles perturbations pouvaient se propager en vo- r
lume est longtemps restée sans réponse. Sans qu’ils aient pu résoudre formellement : . |
le probléme, Bondi et Lyttleton (1953[1]) suggeérent qu’aux discontinuités de la 3 :
couche limite puisse étre associé une perturbation de 1’écoulement en volume lo-
calisée sur les cones caratéristiques attachés aux colatitudes critiques que nous
avons introduites dans la section (1.1.2.2) (figure 1.13). Ils concluaient & I'époque
que si de telles structures existaient elles seraient probablement instables, les
surfaces caractéristiques (T1CTy) et (I3DT;) conduisant & une turbulence locali-
sée autour des éruptions (T3, T3, T, Ty) alors que les cones (T18T3) et (Ty3N Ty)
entraineraient une turbulence en volume.

! Walton (1975[43]) démontre en s’appuyant sur un modéle de «slip disky ana-
logue & celui de Stewartson (1957[31]) qu’un cisaillement ponctuel de fréquence
adimensionnée ) se propage en volume suivant les cénes caractéristiques de I’équa-

. tion du mouvement. Dans 1a limite des faibles viscosités, la structure cisaillante
induite en volume a alors une taille naturelle oc E/3 (figure 1.14). Cette déter-
. mination peut étre obtenue en suivant une demarche assez semblable & celle que
nous avons présentée pour la couche limite. Le long de la caractéristique il existe
un équilibre & 'ordre O (1) entre le saut d’accélération inertielle et le saut d’accé-
lération de Coriolis, en introduisant Pordre suivant il apparait alors un équilibre
entre 'accélération de Coriolis et 1a dissipation visqueuse.
En considérant le méme modgale de «slip disk», Kerswell (1995(14]) s’interesse

au cas plus général oti la perturbation est de taille finie §. 1l conclut en distinguant
deux cas,

L. si 6 < EY3 la perturbation produit en volume une couche de cisaillement
se mettant & I'echelle en E1/3.

2. 8i § > E'/3 ]a taille caractéristique de la structure cisaillante est oc §. Leg i
effets visqueux en volume associés a ce cisaillement sont alors négligeables. D |

Dans le cas de la précession, la taille caractéristique des éruptions de 1a couche li- |
mite étant FY/5 > B3 1, perturbation associée au pompage d’Ekman autour des |
latitudes critiques induit des zones de cisaillement en volume s’appuyant sur les {
cones caractéristiques, sur une échelle oc F1/ ®. De telles structures ont été mises en |
évidence numériquement (Hollerbach et Kerswell 1995[14], Tilgner 1999[35],[34]), '

nous avons pu confirmé par une approche numérique la mise i I’échelle en E/5

de 'épaisseur des structures en volume, ceci fera 1’ob jet d’une partie du chapitre

II, nous montrerons également que Pamplitude varie comme & 51/5 (¢ étant défini

par 1.59). La dépendance en temps du champ de vitesse en volume associé aux

structures carctéristiques est déterminée par celle de Ia perturbation de couche 113 - Propagation en volume des singularités de la couche d’Ekman proposé

Fig. 1.13 -

par Bondi et Lyttleton en 1953 ([1]).
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F1G. 1.14 — Zones de cisaillement en volume produites par une discontinuité
ponctuglle dans le cas du «slip-disk» (Walton 1975[43]).Le fluide incompressible
et les disques D,, D, étant en rotation a i la fréquence w; autour de Paxe é,, le

(\ﬁsque interne Dy est animé d’un mouvement oscillant dwé, de faible amplitude
a la fréquence ).

Introduction générale

Introduction générale 41

limite qui lui donne naissance. Cette derniére étant de fréquence w dans le réfé-
rentiel de rotation solide du fluide, la vitesse d’une particule de fluide, c’est & dire
le champ de vitesse Lagrangien, oscille & la méme fréquence. Dans le péférentiel en
précession la couche d’Ekman est stationnaire, la vitesse en un point donné de ce
référentiel, c’est a dire le champ de vitesse Eulérien, est également stationnaire.

Les zones de cisaillement obliques sont généralement décritesComme des pa-
quets d’ondes inertielles (Tilgner 1999[33]), localisés dans l’espage. Le nombre
d’onde étant alors k = ~'. Il n’y a pas a proprement. parler de propagation sui-
vant k, les effets visqueux entrainant une décroissance rapide defﬁl’a_mplitude per-
pendiculairement aux surfaces caractéristiques. Nous montrerons numeériquement
que dans le cas d’'un conteneur sphérique, cette décroissance est exponentielle
(chapitre II). 7 :

Les propriétés géométriques de réflexion sur fes ‘parois de ceg cisaillements en
volume sont les mémes que celles des ondes inertielles sans viscosité. Quantitati-
vement, chaque réflexion s’accompagne en présence de viscos/i%é d’une diminution
de Pamplitude de la vitesse (Phillips 1963[23]) d’un facteur E'/? . Aprés E~1/2
réflexions, l'onde est alors totalement dissipée, ce qui correspond & un temps
caractéristique de Pordre du temps de spin-up (E'/2w™!). Cette dissipation itéra-
tive de Ponde n’est plus valable dans le cas particulier introduit dans la section
(1.1.2.2) ou 'onde réfléchie est paralléle & la paroi, en présence de viscosité il y a
alors absorption totale de I’énergie. Cette situation particuliére a lieu pour,

w-k=4w-n, (1.83)
ol 71 est le vecteur normal sortant a la paroi. En fréquence, cette condition s’écrit,
A = +2w - 7. (1.84)

Avec dans le cas de la précession A = w. Nous retrouvons ici la condition dé-
finissant les colatitudes critiques associées aux éruptions de la couche d’Ekman.
Les réflexions totales sont donc localisées au méme endroit que les éruptions de
la couche d’Ekman. La relation de cause & effet entre ce phénoméne d’absorption
totale, qui peut apparaitre comme une source d’instabilité pour la couche, et les
éruptions qui sont & 'origine des structures cisaillantes en volume peut parfois
porter & confusion. Pour le cas d’un conteneur de forte ellipticité (n > EB'/5),
londe dont la source serait une éruption de la couche limite se réfléchit indéfini-
ment dans le systéme, la dissipation est alors itérative (figure 1.15, a), I'énergie
introduite en volume est restituée en un grand nombre de points de la couche
visqueuse. Le cas d’un conteneur sphérique est quant & lui singulier puisque les
cénes caractéristiques associés aux cercles critiques (0 = 6.) se réfléchissent sur
eux mémes (figure 1.15, b). Si nous cherchons & avoir la méme démarche que pré-
cédement, onde «émise» par les éruptions ne se dissipe pas de maniére itérative,
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(a) (b)

F1G. 1.15 — Réflexions des structures de cisaillement internes produites par les
éruptions de la couche limite (51, S2, S, S4).

a) Cas d’un conteneur ellipsdidal, I’energie associée au cisaillement en volume est
dissipée en de multiple points de réflexion.

b) Cas d’un conteneur sphérique, les cones caractéristiques se recouvrent par
réflexion, ’énergie est dissipée dans les éruptions de la couche d’Ekman.

au contraire elle est totalement absorbée dés la seconde réflexion. L’énergie intro-
duite dans le volume par le pompage d’Ekman est alors totalement restituée a la
couche limite & 'endroit méme des sources. Il y a alors une sorte d’auto excitation
du phénoméne qui fait de la sphére un cas singulier, toutes les implications de
ces propriétés ne sont pas actuellement clairement établies.

"Tout ce que nous venons de voir repose sur une approche linéaire asymptotique
de la couche limite visqueuse. Busse (1968|2]) envisage D'effet des intéractions
non linéaires de 1’écoulement dans la couche d’Ekman dans la limite des faibles
viscosités. Le probléme de couche limite a ordre O () étant résolu, les équations
a l'ordre O (¢*) sont considérées.

La réponse linéaire de la couche limite étant de fréquence w, la réponse non
linéaire est constituée de deux composantes, I'une de fréquence 2w, autre de
fréquence nulle. Si de telles perturbations devaient se propager en volume, les
surfaces caractéristiques de la premiére seraient d’aprés (1.48) des plans perpen-
diculaires & I'axe de rotation w, celles de la seconde seraient comme nous ’avons
vu des cylindres paralléles & w. Motivé par les observations de structures géo-
strophiques dans les expériences (Malkus 1968[17]) que nous présentons dans la
section suivante, Busse s’est intéréssé a la composante stationnaire de la réponse
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[Cylindre geostrophiquel

F1G. 1.16 — Représentation schématique du cisaillement géostrof)hique induit par
les non linéarités de la couche limite en § = 0,. . f,. '
non linéaire de la couche d’Ekman. Il démontre que I’équation de couche limite
a lordre O (¢%) admet des solutions si et seulement si, il existe en volume un
écoulement géostrophique de la forme,

u—wxrf(l“’_xr—l). (1.85)

w

La fonction f est définie par une condition de solvabilité du probléme en vo-
lume & Dordre O (e2EY?). La discontinuité stationnaire en 0 = 0, entraine alors
un cisaillement axisymétrique infini de part et d’autre du cylindre caractéris-
tique attaché aux latitudes critiques (s = |w X r| /w = 0.86) (figure 1.16). Nous
retrouvons ici & travers la fonction f les singularités obtenues lors de de I'étude
linéaire de la couche d’Ekman. Les observations expérimentales faites par Malkus
(1968[17], section 1.2-figure 1.18) semblent mettre en évidence un cisaillement de
grande amplitude localisé en s ~ 0.86. Busse propose que les effets visqueux en
volume fixent la taille et amplitude finie du cisaillement, nous montrerons dans
le chapitre IT que les mises & ’échelle de ces grandeurs obtenues numériquement
et théoriquement, respectivement E'/° et e2E3/1% suggérent plutoét qu’il s’agit
d’un effet visqueux dans la couche limite.

1.2 Les observations expérimentales.

1l n’existe que deux approches expérimentales du probléme de la précession,
Iexpérience de Malkus (1968[17]) et celle de Vanyo (1971-2000,[40], [41], [42],
[39]). Elles peuvent étre schématisées comme indiqué sur la figure (1.17). Un
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Table tournante

F1G. 1.17 — Schéma de principe des expériences de précession.

| [ Vanyo et al. (1995[42]) | Malkus (1968[17]) |
R(rayon) 0.252 m 0.250 m
n(ellipticite) 1/100 1/25
o 23.5° 30 °
We 200 rév/min 60 rév/min
Q, -11.5 & +11.5 rév/min (min==+0.1) | -0.75 & -1.33rév/min
Ek = w2 ThL. 10 2.510°°

TAB. 1.2 — Caractéristiques techniques des expériences de Vanyo et al. 1995 et
Malkus 1968. Dans les deux cas, le fluide utilisé est de 1’eau.

conteneur de forme ellipsoidal contenant un fluide incompressible de viscosité v

est mis en rotation autour d'un axe k. a la fréquence w,, ’ensemble est posé sur
3 Y ~ L * 2

une table tournant autour d’un axe k, paralléle i la gravité locale 3 la fréquence

Qp.. k‘c est incliné d’un angle a par rapport a ﬁp. Le tableau (1.2) résume les
principales caractéristiques techniques de ces deux expériences.

1.2.1 L’écoulement de Poincaré.

_ La seule approche expérimentale quantitative de ’écoulement de rotation so-
hd'e. que nous ayons est celle de Vanyo et al. (1991[38] et 1995[42]) . Les auteurs
utilisent des éponges de densité plus faible que celle de ’eau en suspension dans
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le fluide. Sous 'effet de la force centripéte clles se regroupent sur 'axe de rota-
tion solide et sous Ieffet de la gravité terrestre elles se localisent sous la surface.
Contrairement & ce que nous avions obtenu lors de notre étude numérique en
géométrie sphérique, la détermination analytique de Busse (Busse “1968(2]) dé
I’axe de rotation solide ne semble pas pouvoir rendre compte de leurs observa-
tions (Pais thése 1999[21]). Comme nous le verrons dans le chapitre {1, la vorticité
déduite d’un échantillonnage superficiel du fluide n’est pas nécessa,i_l:e'i'ﬁent repré-
sentative de la vorticité moyenne en volume. Pour cette raison, nou$.pensons que
les résultats déduits de ces expériences ne remettent pas en guestion 'approche
asymptotique de Busse. Il apparait en particulier nécessaire de mettre au point
une méthode de localisation de ’axe de rotation solide échantillonnant ’ensemble
du volume fluide.

r

1.2.2 L’écoulement secondaire.

Pour I’écoulement se superposant & la rotation solide, une des techniques uti-
lisées dans ces deux expériences consiste 4 mettre des particules réfléchissantes
de densité neutre et de forme aplatie en suspension dans le fluide et & éclairer un
plan du sphéroide par une tranche lumineuse. Ces particules s’alignent dans les
zones de cisaillement qu’il est alors possible d’observer en se plagant a 90 °. 11 est
important de noter ici une des limitations de cette méthode, dans ces deux ex-
périences. L'interface air-plexiglass étant de forme ellipsoidale (quasi sphérique),
elle se comporte comme un dioptre, entrainant une déformation de I'image que
nous percevons de l'intérieur. Ceci se traduit par une dilatation linéaire de I'image
jusqu’a des rayons de l'ordre de 0.8R, ensuite la dé¢formation s’accentue de plus
en plus de sorte que la coquille de fluide s’etendant de 0.8R & R nous apparait
comme une couche trés fine. Nous avons illustré ceci dans I’annexe C de ce tra-
vail dans le cas de notre expérience. Nous pensons que la structure géostrophique
prédites par Busse (Busse 1968[2]) située & un rayon cylindrique de 0.86 X Rgphere
est trop déformée par le dioptre pour étre visible sur les clichés (1.21, 1.22).

Pour la premiére fois en 1968, Malkus ([17]) a pu mettre en évidence par cette
technique trois régimes différents d’écoulement secondaire (figure 1.21), un régime
de cisaillement laminaire figure (a), une premiére instabilité quasi-géostrophique
figure (b) et enfin un état de turbulence développée figure (c-d). Pour un faible
taux de précession, I’écoulement secondaire peut étre décrit comme une série de
cylindres concentriques orientés parallélement & 'axe de rotation solide du fluide
(figure 1.21, (a)).

Trente ans aprés celle de Malkus Uexpérience de Vanyo et al vient confirmer
I’existence en précession rétrograde de ces trois régimes, laminaire, turbulent quasi
9D et enfin de turbulence développée. La figure (1.22) illustre les résultats obtenus
par ces derniers auteurs en utilisant la méme technique de visualisation. Par
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F1G. 1.18 — Mesure de I’écoulement secondaire géostrophique en régime laminaire
(figure 1.21 (a)). Les axes sont gradués en cm. L’écart de rotation solide suivant
k. entre le fluide et la coquille se caractérise par un mouvement d’ensemble ré-
trograde («Westward drift») de 5.5°/min, deux cisaillements trés marqués a 4.5
cm et 21.5 cm de rayon sont observés. (Malkus 1968[17])

comparaison avec les résultats de Malkus, il apparait clairement une variation
en rayon beaucoup plus riche dans ’ensemble du volume. Les structures mises
en évidence par cette méthode dépendent en grande partie de la sensibilité des
paillettes au cisaillement. Comme nous allons le voir, une méme serie de cylindres
peut produire différentes structures de «bandes claires et sombres» (figure (1.20)).

Parallelement & cette visualisation directe, Malkus a effectué une mesure quan-
titative de la composante azimutale du champ de vitesse associée aux structures
géostrophiques, par une méthode trés originale. Le principe en est le suivant, du
bleu de thymol étant en solution dans le fluide, il utilise un fil électrique s'éten-
dant dans le plan équatorial du centre du sphéroide a la surface pour introduire
une différence de potentiel pouvant modifier localement le pH de l'eau par ioni-
sation produisant ainsi une coloration localisée. Il matérialise de cette maniére
un rayon de fluide. Ayant retiré sa «sondey il met le conteneur en précession. En
prenant une photographie depuis le pole sud de la sphére toutes les minutes (en
regardant dans la direction du vecteur rotation de la coquille), il peut suivre la
déformation de cette ligne de colorant au cours du temps. Les résultats obtenus
sont représentés sur la figure (1.18).

I e
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FIG. 1.19 — Vitesse angulaire se superposant & la rotation solide du fluide, en
fonction du rayon cylindrique. Cette courbe est déduite de la figure (1.18).

Nous reconstituons a partir de cette étude ’amplitude de la vorticité associée
au structures géostrophiques en fonction de la distance au centre Wageos(S) (ﬁgl'lre
1.19), ainsi que la rotation différentielle rétrograde entre le fluide et la coquille
suivant k, .

Alors que P’approche analytique de Busse ne prévoit qu’un seul cisaillement
géostrophique a ’aplomb de la singularité de la couche limite (S=21.5 cm), n?us
pouvons observer i travers cette étude la présence d’autres cisaillements dont I'un
dominant se trouve en S~4.5 cm (figure 1.19). Nos études numériques nous ont
permis de montrer que le cisaillement le plus externe était associé a l'interaction
non-linéaire de ’écoulement de couche limite au niveau de la latitude critique.
Comme nous le montrerons dans le chapitre II, une étude purement sphérique
permet de rendre compte également du cisaillement interne, et des oscillations de
la vorticité entre les deux principaux cylindres. Bien que Vanyo et al. (1995[42])
n’aient pas effectué ce type de mesures, nous pouvons penser étant d?nné les
paramétres qu'ils utilisent, qu’ils obtiendraient sensiblement les mén’leg résultats.
Or, la visualisation par la méthode des paillettes semble mettre en évidence une
différence de structure radiale de I’écoulement géostrophique entre ces deux ex-
périences. Comment pouvons nous relier les mesures quantitatives de Malkus aux
différentes visualisations obtenues en utilisant des particules réfléchissantes 7 Pour
celanous pouvons partir de hypothése que les paillettes s’alignent suivant le sens
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(a) (b)

FI(%. 1.20 — I%nfadge’s s:ynthétiques produites par un méme cisaillement pour deux
seuils de sen.51b111te différents des particules réfléchissantes. a) C; = 0.02, b) C, =
0.007. (Le cisaillement est déduit de la figure 1.19) S o

de cisaillement si celui ci dépasse une certaine valeur. Ce seuil pouvant dépend
d(’e la taille et de la nature des particules il peut donc étre différent d’ulilinere
périence a lautre. A partir de la figure (1.19) nous avons calculé le cisaille X_
axisymétrique C' = s%% associé a un tel écoulement. En considér e
s 538 . _ ] sidérant que lorsque
e cisai _ement atteignait un seuil C les particules pouvait s’aligner nous a
reproduit des images synthétiques (figures 1.20) de ce que nous pourrions }:‘)’0113
ver. Les l_)andes blanches correspondent a |C| > C, les bandes noires a |C| 0<Sgr~
I ne s’agit pas ici de reproduire quantitativement ou qualitativement les résult t& -
obtenus dans les expériences, mais simplement de montrer comment 3 partir d’?u:

méme cisaillement nous pouvons obtenir des i :
es 1mages complétement diffé
ce type de méthode. ¢ g ifreutespar

Nou§ .montrerons dans le chapitre II de cette thése que pour les paramétre
dias expériences de Vanyo et al et de Malkus, ’amplitude de la vitesse le long d i
cones caractéristiques devrait étre du méme ordre de grandeur que celle obsgr ?S
pour les cylindres, or ces zones internes de cisaillement n’ont jamais été observ"ree
dans les’ elxpériences de precession. Ces structures ont été mises en évidence da,esz
Qes experiences en géométrie cylindrique (Gortler 1957[8), McEwan 1970[19]) utiL
lisant une visualisation par paillettes plus ou moins sophistiquée, pour les uelIes;
le forgage n’était pas induit par la précession du conteneur. Da,r,ls le cas ((iles ex-
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périences de Gértler il s’agit de l'oscillation d'un disque horizontal (voir section
1.1.2.2). L'expérience de McEwan étant plus complexe, nous renvoyons le lecteur
a la description détaillée qui en est faite dans son article de 1970. Ceci pose la
question de savoir pourquoi ces cisaillements s’appuyant sur les surfaces caracté-
ristiques n’ont pas été observés en précession. #

La méthode des paillettes ne permettant pas d’avoir acces au-transport de
fluide, Vanyo et al utilisent un colorant injecté a la surface pour suivre leg‘péii
ticules de fluide au cours du temps. Ils mettent ainsi en évidence des tourbillons
de petite échelle organisés en anneaux (figure 1.23) . Une des guestions impor-
tantes est de savoir si cette instabilité de petite échelle se prolonge-en volume
en conservant une structure en spirale. Les auteurs notent également un trans-
port du fluide paralléle & 1'axe de rotation solide du fluide confiné a I’intérieur
des cylindres géostrophiques. Des courarits ascendarnt et descendanj se succédent
d’un cylindre & Pautre, cet écoulement traversant le plan équatorial. Or, les équa-
tions du probléme conservent la symétrie des solutions par pariffe, les conditions
aux limites étant antisymétriques par cette transformation seule une perturba-
tion symétrique par parité dans le systéme peut permettre d’expliquer de tels
mouvements.

1.3 Plan du mémoire.

Au cours de ce travail nous avons abordé le probléme de la dynamique d’une
cavité fluide soumise A la précession de son conteneur a travers une étude numé-
rique et une étude expérimentale.

Le second chapitre de cette thése porte sur une approche numérique en géo-
métrie sphérique de 'écoulement induit. Il n’existe alors pas de couplage topogra-
phique entre le fluide et le conteneur, nous avons pu de cette maniére identifier le
role de la viscosité. Nous montrerons en particulier que les mécanismes et les lois
d’échelle associés aux structures géostrophiques obtenus dans une sphére nous
permettent de rendre de compte quantitativement des observations faites dans
un ellipsoide par Malkus en 1968 ([17]).

Le chapitre ITI porte sur Uexpérience de précession que nous avons menée dans
un ellipsoide de révolution. Nous nous attacherons d’une part a 'é¢tude du mou-
vement de rotation solide du fluide, d’autre part & la caractérisation des différents
régimes de 1'écoulement secondaire se superposant au mouvement d’ensemble.

Nous aborderons les perspectives de recherche numériques et expérimentales
que nous envisageons dans un chapitre de conclusion .
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Fig. 2. Precessional flow in a laboratory spheroid. (a) Laminar nonlinear flow; (b) (b) ) (C)
initial wavelike instability; (¢ and d) turbulent flow,

S p : ire & ai illettes réfléchis-
F1G. 1.21 — Visualisation de ’écoulement secondaire & ’aide de paillettes réflé- FiG. 1.22 - Visualisation de I'écoulement secondaire 4 laide de paille

. . A .. _ s 1 (b) régi
chissante. w, = 60 rév/min, (a) régime laminaire Q, = —0.75 rév/min, (b) régime santes. w, = ?00 re‘v/mm, (a) régime 15‘1.1‘11111{-111"6 QE ' 9.2 r;:/;l:lx;,ﬂg n)c ;edg;ji
turbulent bidimensionnel 2, = —1 rév/min, (c-d) régime de turbulence develop- turbulent b1cl1mens1o’nncl Q'p = —0.82 rév/min, 4(;3- ) régime :
pée 2, = —1.33 rév/min (Malkus 1968[17]) loppée €, = —11.5 rév/min (Vanyo et al. 1995[42])
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F1G. 1.23 — Transport de fluide visualisé par injection de colorants. Cette tech-
nique met en évidence une turbulence de petite échelle organisée en tourbillons
répartis sur un anneau en surface. Ces structures sont localisées entre deux cy- ;
lindres géostrophiques. w, = 200 rév/min, Q, = —0.1 rév/min. (Vanyo et al. : |
1995[42])
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2.1 Introduction

Comme nous I'avons vu dans 'introduction générale de ce travail, le probléme
de la précession d'une cavité fluide est caractérisé par des échelles de temps et
d’espace trés différentes. En effet si nous voulons décrire la réponse principale
du fluide, qui est une rotation solide dans I’ensemble du volume, nous devons
résoudre avec une grande précision I’écoulement dans la couche limite. Or cette
derniére est d’autant plus fine que nous diminuons le nombre d’Ekman, nécessi-
tant une discrétisation de plus en plus grande de I'espace, le degré de difficulté
dépend alors de la limite que nous cherchons & atteindre. S'il est raisonnable de
chercher a décroitre le nombre d’Ekman jusqu’aux valeurs représentatives des
expériences de laboratoire (~ 1077), il est clair en revanche que le cas terrestre
(B ~ 107" — 10715) est hors de portée des capacités des ordinateurs. Est-il ce-
pendant nécessaire de résoudre les équations pour de si petites viscosités pour
pouvoir appréhender la dynamique du noyau ? Probablement que non, du moins
c’est Phypothése sur laquelle repose les approches numériques, dont le but est
de mettre en évidence un comportement asymptotique du systéme. Nous ver-
rons & travers ce chapitre comment les outils numériques nous permettent, d’'une
part de vérifier certaines conclusions des approches analytiques et d’autre part
de nous guider vers 'identification des mécanismes physiques mis en jeu dans la
dynamique du systéme.

Une des motivations de ce travail numérique était de comprendre les obser-
vations expérimentales que nous avons présentées précédemment et qui semblent
résister aux approches théoriques. 11 s’agit plus particuliérement de comprendre
'absence de structures cisaillantes s’appuyant sur les cones caractéristiques dans
les expériences et 'existence d’une structure de I’écoulement géostrophique ap-
paremment plus riche que celle prédite analytiquement (Busse 1968[2]).

L’étude des régimes de turbulence développée reste actuellement du domaine
des expériences et, si par des astuces classiques que nous présenterons ultérieure-
ment, il est possible de décrire les mouvements de petites échelles dans la couche
limite visqueuse, il n’est pas envisageable d’en faire de méme dans ’ensemble du
volume. La encore ce sont les capacités des ordinateurs qui nous limitent dans ce
type d’approches.

Au cours de ce travail nous avons abordé deux problémes. Nous avons tout
d’abord considéré le cas d’un fluide homogéne incompressible en rotation solide
avec son conteneur. A I'instant initial t=0, nous ajoutons une composante de
rotation solide du fluide infinitésimale perpendiculaire 4 I’axe de rotation de la
cavité. Nous avons alors étudié ’état transitoire entre cet instant initial et I’état
final pour lequel cette composante de rotation équatoriale a été totalement dis-
sipée, le fluide tournant de nouveau en bloc avec le conteneur. L’expérience que
nous pourrions associer & cette étude consisterait 4 mettre en rotation un conte-
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neur contenant le fluide et & basculer brusquement ’axe de rotation de .la fzoqu_ﬂl’e
d’une quantité infinitésimale. Le mode propre de rotation équatoriale a.11:151 excité,
que nous avons déja discuté dans I'introduction, est généra?ement appgle mIO(}e de
«spin-overy. La question de savoir comment ce mode non visqueux est’ modifié par
la viscosité est directement reliée comme nous 'avons vu au probléme de la «Free
Core Nutation». Cette étude n’est pas sans rapport non plus ayec le E_roblémti.de
la précession pour lequel Poincaré a montré que la réponse p_rincigale du fliiide
était précisément une rotation suivant un axe différent __de celui de somw con’r.(—::neur.
Dans la limite des taux de précession trés faibles 1'écart entre I'dxe du fluide et
celui du conteneur est infiniment petit de sorte que nous pouvons décomposer le
vecteur rotation solide du fluide de la maniére suivante :

w=k. +o@. . |, ’ \ (2.1)
Ou « est l'angle entre I'axe du fluide et celui dje la coquill et L.T.:run vecteur
unitaire perpendiculaire & k, . Les équations linéarisées de la précession sont alors
similaires & celles du probléme linéaire du spin-over, si ce n’est que le forgage par
les conditions aux limites est maintenu constant. L’étude linéaire du spin-over
peut alors apparaitre comme une alternative au probléme de la préces)sio.n. Le
mouvement continu de 1’axe de rotation du conteneur peut alors étre décrit par
une succession de changements de direction infinitésimaux. Cette vision discréte
de la précession reste valable tant que nous pouvons considérer,

cos (a) ~ let sin (a) ~ a. (2.2)

Nous avons dans un deuxiéme temps abordé le probléme complet de la précession
en tenant compte des effets non linéaires. L’ensemble des résultats que nous avons
obtenus sont présentés ici sous la forme d’un article écrit en anglais.

Nous avons cherché au cours de ce travail a isoler les effets liés a la viscosité
de ceux pouvant étre associés 4 lellipticité du conteneur, nous avons flonc ch}oi:qi
un conteneur sphérique. Ceci nous a permis comme nous allons le voir de béné-
ficier des méthodes de calcul spectrales pour lesquelles nous avons utilisée une
décomposition des champs scalaires sur une base de fonction propre ‘de ’cer_tams
opérateurs. Dans le cas d’une sphére ces fonctions sont bien connues, il s’agit des
harmoniques sphériques, fonction propre de I'opérateur Laplacien.

2.1.1 La décomposition poloidale-toroidale du champ de
vitesse.
Le fluide étant considéré comme incompressible, la conservation de la masse

s’écrit :
V-u=0. (2.3)
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En 'absence de source dans le volume, la divergence du rotationnel d'un vecteur
étant nulle, nous pouvons décomposer la vitesse w de la maniére suivante :

u=Vx (T(r,0,¢,t)r)+V xV x (P(r,0,¢,t)r). (2.4)

T et P sont deux scalaires appelés respectivement toroidaux et poloidaux. Chacun
de ces scalaires est une fonction des coordonnées d’espace et du temps. Nous avons
choisi une représentation en coordonnées sphériques qui apparait comme la plus
naturelle étant donné la forme du conteneur. r est le vecteur position.

De maniére explicite, nous pouvons exprimer les coordonnées vecteur u par :

+L? (P)
a a
u = ET (%E (TP)) + sinl(f?) E%JT ) (25)
1 8 (10 3
g (L2 (rP) - 4T

ot I? est I'opérateur laplacien angulaire défini par :

1 9 d 1 9
L*(P)=- — |sin(0) P ) - —5=75P. :
(P)=~n @) 0 (Sm( ) a0 ) sin? (0) D¢ (4:8)
En utilisant la propriété suivante :
YeVx(Pr) =V (5 (TP)) —rAP, (2.7)
/4
nous pouvons écrire le rotationnel de la vitesse :
Vxu=V x(APr)+V xV x (Tr). (2.8)

La vorticité étant par définition de divergence nulle nous pouvons I'exprimer par
deux scalaires poloidaux et toroidaux (P,o, Tyet). Nous avons la relation suivante :

Trot = —AP, ’ (29)
Py =T. (2.10)

2.1.2 La décomposition des scalaires poloidaux et toroi-
daux sur la base des harmoniques sphériques :

T et P étant & chaque instant des fonctions définies sur la sphére nous pouvons
décomposer ces deux scalaires sur la base des harmoniques sphériques dont nous
présentons en annexe (A2) les propriétés couramment utilisées.

P = lZ B (r) Yim (6, 9) , (2.11)

} B
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F1G. 2.1 — Définition des coordonnées sphériques associées au repére (Ozx, Oy, Oz).

T =T (1) Yim (0, 9) . (2.12)

lLym

Nous appelerons par la suite espace spectral, espace des fonctions Yy, (0, ¢), les
coordonnées spectrales de la vitesse sont alors les fonctions complexes P, T™.

2.1.2.1 Décomposition d’une rotation sur la base des harmoniques
sphériques :

Considérons un repére (Oz, Oy, Oz) de I'espace, nous définissons les coordon-

nées sphériques (7,0, ¢) comme indiqué sur la figure (2.1). Soit u = w X r une
rotation solide,

w=9q Wy , (2.13)




=
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un tel mouvement se décompose uniquement sur les scalaires toroidaux T0 et T},

T,

7

T! = (\‘;‘gﬂ + z%) . (2.15)

2.1.2.2 Calcul de la composante de rotation solide d’un écoulement
quelconque dans la sphére.

= (2.14)

Nous verrons qu’au cours des calculs il nous est utile de pouvoir calculer &
chaque itération la composante de rotation solide du fluide. La maniére la plus
economique d’effectuer cette opération d’un point de vue numérique consiste &
travailler directement sur les composantes spectrales des scalaires toroidaux du
champ de vitesse.

Nous avons défini les trois composantes de rotation solide (wg, wy, w;) par,

Jru- (& xr)dV

W = J(&:xr)- (& xr)dV’ (2.16)
_ Jyu- (&, xr)dV

“= e, % 1) - (& x 1) AV (2.17)

w, — Jru-(é, xr)dV (2.18)

[(&,xr) (& xr)dV’

Ou l'indice «V» représente le volume de la sphére. Nous pouvons vérifier ces
relations dans le cas oi w est une pure rotation solide,

U=wxr, (2.19)
En utilisant la propiété vectorielle suivante
(AxB)-(CxD):A-(Bx(CxD)), (2.20)
nous obtenons,

Jy (wxr) (& x1)dV  w-f,rx (& xr)dV
Jy (& xr)- (&, x1)dV &, [, rx (& xr)dV"

(2.21)

Sachant que,

2 ar
/er (emxr)dVZEez,
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nous refrouvons,

=W ey = Wy. o (2.22)

Par permutations circulaires nous pouvons vérifier les deux autres i@lations (2.17
2.18). 4

Pour un écoulement u quelconque, les trois intégrales (2.16, 2. 1% 2.18) déter-
minent la rotation totale du fluide. En effet, en posant -~ + 7 .
U= Wy€y + Wy€y +w,e, + w,
nous obtenons par définition de (w, Wy, w,), i
" (A ‘ 7
Jyu - (& xr)dV 0 / (2.23)
fo (8x x 1) (& x1)dV
fyu (& xr)dV ~o, (2.24)
Jy (&, x 1) (& xr)dV
fyu - (& xr)dV 5

Jy (&, xr)- (&, xr)dV

En utilisant la décomposition poloidale-toroidale du champ de vitesse.u, et'la
décomposition d'une rotation solide sur la base des harmoniques sphé1;"1ques }n—
troduite précédemment, nous pouvons réécrire les composantes de rotation solide
de I’écoulement u de la maniére suivante :

fl 35R (Tl)
\f_f()?dr_, (2.25)
\/'ﬂi(_)_r’ (2.26)
ridr
\[J_Jﬁf%o)__ (2.27)

Ot R, § désignent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de la
quantité entre parenthéses.
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2.1.3 Le probléme de la précession.

Nous présentons en annexe de 'article qui suit le schéma numérique que nous
avons utilis¢ pour résoudre les équations du mouvement et de la conservation
de la masse. Ce code est une adaptation de celui développé par E.Dormy et
P.Cardin (Dormy 1997[3]) pour étudier le probléme de la convection thermique
dans le noyau. La décomposition du champ de vitesse que nous avons introduit,
nous permet d’avoir une approche totalement spectrale en ¢, la résolution en 0
se fera soit spectralement soit par collocation, suivant la nature des termes qui
apparaissent dans les équations. Radialement nous avons utilisé un schéma aux
différences finies. La dimension de la grille est (NLONGxNLATxNR), ot NLONG
correspond au nombre de points en longitude, NLAT en latitude et NR en rayon.
Pour pouvoir décrire précisément la couche limite visqueuse nous avons déformé
la grille radiale en augmentant la densité de coquilles prés de la paroi, le modéle
ne possédant pas de graine nous avons dilaté cette grille au voisinage de r = 0.

Nous présentons en annexe de ’article la formulation du systéme d’équations
en utilisant la représentation poloidale-toroidale du champ de vitesse, ainsi que
le principe de la démarche numérique que nous avons suivie. Une description plus
détaillées du schéma en temps et de la résolution des différents termes linéaires
est donnée dans la thése d’Emmanuel Dormy (Dormy 1997[3|).

2.1.3.1 Le calcul du terme non linéraire.

Le terme non linéaire u - (Vu) = —u x (V X u) ne peut &tre traité dans
I'espace spectral. Une technique couramment utilisée consiste alors 4 passer des
composantes spectrales, (P, 1im), au champ de vitesse u (r,0, ¢) dans I'espace
physique, et & calculer explicitement les interactions non linéaires en chaque point
de la grille. Tl faut ensuite redécomposer cette accélération sur la base des har-
moniques sphériques. Les passages de 'espace spectral vers ’espace physique,
et réciproquement, nécessitent un grand nombre d’opérations numériques. Nous
avons utilisé dans ce travail une méthode totalement spectrale en ¢ pour traiter
la partie non linéaire du probléme, nous avons conservé une résolution par collo-
cation en . Cette technique consiste a traiter analytiquement la dépendance en
¢ du terme non linéaire.

Pour cela nous faisons apparaitre explicitement la dépendance en ¢ de la
vitesse, nous utilisons la notation «*» pour le complexe conjugué,

Mmax
" % S [An (r,0) €™ + AL, (r,0) ] (2.28)

m=0
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ou Ay, (r,0) est définie d’aprés (sections 2.1.1, et 2.1.2),

Lmazx
A=Y [V X (Timgl" (c086) 1) + V x (V x (P (cosO)x))] . (2:29)
=0 )

@™ (cos ) est le polynome de Legendre de degré I et d’ordre m_.iﬁtroduit dans

I’annexe B. * T -
Le rotationnel s’écrit alors, :
1 Mmaz ) T ‘.
Vxu=z 3 B, (r,0) €™ + B;, (r,0) ™, (2.30)
n=0 4
oll le vecteur complexe B, est défini par,
B, (r,0) =V x A, (r,0). . (2.31)
Nous pouvons alors réécrire le terme non linéa,ire,..r - /g '—
Mmazx )
ux (Vxu)= > Cp,(r,0)e??, (2.32)
p=0

ou les coefficients Cj, (r, 8) sont calculés en chaque point de la grille dans I’espace
physique, en considérant pour chaque m et chaque n les différentes contributions,
Sim=0etn=0:

Co=Ch+ R (Ao) R (By) - (2.33)
Sim=0et Mmaz >n#0:
Cn = Cp + R (Ap) B,. (2.34)
Si Mmax >m #0etn=0:
Cm = Cm + R (By) A,. (2.35)

Sim-+n< Mmaz :

Cin = Cmin+ 3[R (An) R (Br) ~ 3 (An) S (By)
+5 [ (An) S (Br) + 3 (4n) R (By)

Si Mmazx >m>n:

Cnn = oot 5 R (A) R (Ba) + S (4) S (B

,i;. R (An) S (B,) — S (An) R (B,)]




D e

62 Approche numérique de la précession d’une cavité sphérique

Si Mmaz >n>m:
Com = Coom+ 5 R (Ap) R (B,) +3 (4,) S (B,)
+2 (R (An) 3 (B,) ~ § (A,) R (B,)
Si Mmazr >m=n:
Co = O+ 5 [ (An) R (By) + S (An) S (B,)]

Cette méthode, totalement spectrale en ¢, s’est avérée plus performante et surtout
plus rapide d'un point de vue numérique que le traitement explicite et classique
dans 'espace physique. Ce dernier qui fait appel & des transformées de Fourier
ne devient intéressant que pour des ordres Mmazx élevés.

2.1.3.2 Le choix du référentiel.

Nous nous sommes avant tout intéressés a I’écoulement se superposant au
mouvement de rotation solide instantané du fluide. Vu depuis le référentiel d’iner-
tie, le fluide tourne autour d’un axe w + €, ou w est le vecteur de rotation du
fluide dans le référentiel de précession.

L’équation de Navier-Stokes que nous cherchons & résoudre s’écrit alors :

0
§u+2(w+ﬂp)xu+u-Vu+(wap)xr:—V7r+EAu (2.36)

La condition d’incompressibilité étant :
V ~a= (. (2.37)

Avec cette fois ci des conditions aux limites qui dépendent du temps a travers le
vecteur rotation du conteneur,

w = (k(t) — w) x r. (2.38)

nous imposons comme condition initiale en tout point de la sphére,

u(r,0,¢) =0.

Nous utilisons dans un premier temps la détermination analytique de Busse
(1968[2]) pour obtenir une premiére approximation du vecteur rotation solide du
fluide. En utilisant la méthode présentée dans la section précédente, nous calcu-
lons a chaque instant la rotation solide résiduelle du fluide qui traduit I’écart entre
la prédiction analytique de départ et la rotation effective du fluide. Lorsqu’aprés N
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itérations en temps cette derniére semble se stabiliser, nous substituons le nouveau
vecteur rotation solide & la détermination a priori et effectuons un changement de
repére du champ de vitesse. Nous poursuivons ainsi le calcul de manigre itérative
si cela est nécessaire. En procédant de la sorte, nous tendons vers la “situation 14
plus favorable pour laquelle le référentiel tournant ot nous résolvons:les équations
tend a é&tre confondu avec celui de rotation solide instantané du ﬂmde

¥
2.1.3.3 Le choix du repére. i
5 .

Le choix du repére est fondamental pour des codes spectraux tels que celui que
nous utilisons. En effet, le nombre d’opérations que nous effectuons dépend du
degré Imaz et de I'ordre Mmaz auxquels nous tronquons notre décomposition en
harmoniques sphériques du champ de vitesse. Comme nous 'avons fait remarquer
dans Vintroduction, dans la limite des faibles taux de précession, ’écoulement
secondaire s’organiserait principalement soit sur des cones, soit sur des cylindres.
Dans un cas comme dans autre ces structures sont de révolu%ion autour de 'axe
de rotation du fluide.

Considérons le repére (&,,&,,¢€,) tel que,

Q, xe, .

&, = wfw, & = 10, X&)’ €y
D 4

=@, X &,. (2.39)
Les harmoniques sphériques Y, (8, ¢) sont alors définies par rapport & &,. Les
conditions aux limites dans le référentiel de rotation solide du fluide se réduisant
4 une rotation de la coquille suivant un axe perpendiculaire & &,, elle se décom-
pose dans l'espace spectrale sur le toroidal T7. Les perturbations associées & la
réponse linéaire de couche limite se propageant sur les cones caractéristiques sont
alors également de symétrie m = 1. L’écoulement géostrophique est quant a lui
axisymétrique autour de &,. Par des effets non linéaires d’autres composantes
spectrales vont pouvoir étre peuplées, ces derniéres définissent I'ordre Mmaz.

Si nous choisissons maintenant un repére quelconque tel que €, # w/w, nous
ne pouvons plus décrire la vitesse associée aux cones uniquement avec des termes
d’ordre m = 1, ni celle associée aux cylindres géostrophiques avec des termes
d’ordre m = 0. Il nous faut dans ce cas un ordre Mmaz pour décrire ces structures
d’autant plus grand que l'axe &, du repére que nous considérons différe de 'axe
de rotation solide du fluide.

Le repére attaché au vecteur rotation solide du fluide dans le référentiel en
précession, w, s'impose donc a priori comme celui pour lequel 'ordre Mmaz
nécessaire pour assurer la convergence des calculs reste le plus faible. Lmaz est
quant & Iui peu sensible au choix du repére. Dans ce cas, seule la composante
2w % u du terme de Coriolis peut étre traitée spectralement. Nous avons traité
la, partie 2, x u de la maniére suivante :
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En posant,
200, =V x (1 xx), (2.40)

nous pouvons réécrire cette composante de 'accélération de Coriolis sous la forme,
2Q, x u=—u x (Vx (@, xr)). (2.41)

Elle peut ainsi étre traitée avec le terme non-linéaire.

2.1.4 Le probléme du spin-over.

D’un point de vue numérique le probléme du spin-over apparait comme une
simplification de celui de la précession que nous venons de présenter. Comme nous
I’avons mentionné au début de ce chapitre nous ne considérons ici que le cas ou
la composante de rotation équatoriale du fluide que nous ajoutons & 'instant t=0
est infinitésimale. Ceci nous autorise donc a négliger les termes non linéaires dans
I’équation du mouvement. Dans le référentiel du conteneur, I’équation de Navier-
Stokes pour la vitesse w se superposant au mouvement de rotation en bloc du
fluide et de la coquille est :

%u + 2k, X u = —Vr + EAu. (2.42)

La conservation de la masse et les conditions aux limites s’écrivent,

V-u=0, (2.43)

u=0. (2.44)

Formellement nous passons de I’équation du mouvement dans le cas de la préces-
sion (2.36) a celle du spin-over (2.42) en posant Q, = 0, w = k. et en négligeant
les termes non linéaires. Nous avons donc utilisé le méme code que précédemment
pour résoudre le probléme du spin-over, le systéme étant linéaire la résolution est
purement spectrale.

Nous avons imposé comme conditions initiales,

u = 0w X T. (2.45)

2.2 Reésultats et discussion.
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A geostrophic circulation and a pair of oblique oscillating shear layers arise in a spherical
fluid cavity contained in a slowly precessing rigid body. Both are caused by the breakdown
of the Ekman boundary layer at two critical circles. We rely on numerical modelling to
characterize these motions for very small Ekman numbers. Both the O(EF L %) amplitude
of the velocity in the oscillating shear layer and the width (also O(E/%)) of these oblique
layers are the result of influx into the interior from the regions where the Elkman layer
breaks down. The oscillating motions are confined to narrow shear layers and their ampli-
tude decays exponentially away from the characteristic surfaces. Nonlinear interactions
inside the boundary layer drive the geostrophic shear layer attached to the critical circles.
This steady layer, again of O(E/3) thickness, contain O(E~3/1%) velocities. Our results
are in good agreement with the experimental measurement by Malkus of the geostrophic

velocity arising in a slowly precessing spheroid.
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1. Introduction

Molions, with diurnal period, are produced, inside the Earth’s fluid core, by the slow
precession of the Earth’s rotation axis. The amplitude of these motions is unknown
as they do not cause changes in the magnetic field measured at the Farth’s surface.
They have been neglected in numerical studies of the geodynamo because the magnetic
diffusion time of the Barth’s core is large compared to diurnal periods. However, nonlinear
interaction between these motions may yield slowly varying flows that can play a role in
the generation of the magnetic field (Malkus 1968).

Tn the absence of either direct or indirect observations, laboratory experiments, the-
orelical investigations and numerical calculations have been particularly important for
our understanding of fluid motions inside the Earth’s core due to the precession of the
mantle. Neglecting viscous friction at the core-mantle boundary, Poincaré (1910) calcu-
lated the response of the fluid to the precession of its spheroidal boundary. It is little
different from a rotation about an equatorial axis, the (2,1, 1) mode, as denoted in the
classification of Greenspan (1968) for spherical inertial modes, and it has to be considered
in studies of nutation of the Earth’s axis of rotation. The correction to this mode due
to viscous friction at the boundary is not easily calculated because the Ekman layer of
width EY? (where F is the Ekman number) is singular at the critical circles. There, the
viscous term does not enter the balance of forces at the main order. As a consequence, the
radial length scale is large compared to E'/2. Roberts & Stewartson (1963) found indeed
that the depth of the boundary layer scales as E%/® in a region of O(E'/®) dimension
around the critical latitude (at 30°latitude in the sphere). Then, Busse (1968) calculated
the viscous correction to the Poincaré motion in a precessing spheroid. He obtained his

solution by assuming a double expansion involving two small parameters /2 and €, the

amplitude of the boundary layer flow. Busse found that at the order E'/?¢ the interior
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flow can be expressed as w X r, where r is the position vector and w is a rotation vector,

% 3 1 8 o 3 e o B
which is constant in the frame of reference which rotates with the precession raté. Ie

showed that the critical circles at which the Ekman layer breaks down occur with. }Jespect

T

t .
0 Ww. ¥
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The interior sees the breakdown of the E/?-layer as a singularity since i'ther(s t.Pe flow
emitted by the boundary layer does not scale as E'/2. Kerswell (1995) rea‘li,zed that the
Fkman layer breakdown spawns an inertial wave into the inferior and }18 conjectured
that the scaling of its wavelength stems direc‘tly from the O[Elf’ %) size of the source.
The scaling of the influx into the interior from the critical zones of the b/é'uuda.ry llaiyer
was given by Stewartson & Roberts (1963), in their study of the motion in a precessing
spheroid. It is O(E1/5) instead of O(Elf'z) away from the singularities. We may then
anticipate that the velocity in the oscillating shear layers scale also as E 1/5 (yather than
3110 a5 suggested by Kerswell). The singularity is propagated along the characteristic
surfaces of the equation governing inertial waves with diurnal period. The characteristic
surlaces are cones symmetric about the fluid’s rotation axis which have semi-angle 30°. In
a sphere, there are two characteristic surfaces each associated with one of the two critical
circles (Iollerbach & Kerswell 1995). Both cones meet the rotation axis at a pole on the
houndary and this makes the spherical problem special. Numerical modelling can validate
the conjectures listed above about the behaviour of the solution as I' — 0. We give also
particular attention to the decay of the shear away from the characteristics attached to
the Ekman layer breakdown. We rely, for this study, on the spin-over problem, which
may be described as a linearization of the precession problem.

However, explaining the geostrophic circulation exhibited by Malkus (1968) necessi-

tates nonlinear studies. Malkus was particularly interested by the turbulence that he

witnessed at large precession rate of an oblate spheroid but he also visualized, at smaller
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precession rate, a geostrophic circulation. To date, the Malkus’ observations give the only

quantitative measure of the geostrophic circulation arising in a precessing spheroid (see
our figure 8). Greenspan (1969) proved that the nonlinear interaction of inviscid inertial
modes cannot produce a geostrophic flow. This highlighted the importance of the study
by Busse (1968). This author showed that nonlinecar interactions between different parts
of the boundary-layer flow, of amplitude ¢, yield, at the order %, a geostrophic shear
extending into the interior. The findings of Busse explained well the experimental results
of Malkus (1968), notwithstanding the divergence of the solution at the critical circles
where the O(E'/?2) scaling for the width of the Ekman layer fails. In order to remedy the
divergence of the solution found by Busse, a study of the nonlinearities in the bound-
ary layer at the two critical circles ig required. The complete asymptotic theory appears
difficult to obtain. Qur numerical investigation of the full precession problem allows us
nevertheless to outline such a study. We propose asymptotic laws for the thickness of the
axial shear layer and for the velocities that it contains. As showed by Busse, we do not
lose generality here by studying only the spherical case. It enables us also to describe
finite viscosity effects, such as possible nonlinear interaction of the motions inside the
oblique shear la.yers.‘

The inertial waves, that make the shear layers, are not much affected by viscous forees
because their length scale is large compared to the FL/2 natural scale. Away of the
critical circles, they obey the no-penetration condition (at the order EY?), crucial to
Greenspan’s proof. As a result, their nonlinear interaction does not yield, in the limit
of vanishing viscosity, a steady geostrophic circulation, notwithstanding the geostrophic
shear attached to the critical circles and pointed out by Busse (1968). On the other hand,

Vanyo et al. (1995) have observed several axial shear structures in an oblate precessing

spheroid filled with water (their figure 2). Because of light refraction at the interface
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between Plexiglas and air, the photographs of Vanyo et al. (1995) do not show the shear
predicted by Busse and observed by Malkus but instead axial shear layers ogci‘flrring
at smaller distances to the rotation axis. Hence, Hollerbach & Kerswell ng)Q?), 11.1 the
course of their investigation of the unforced spin-over mode in a sphere, suggesié'd'tha.tf,
in addition to the geostrophic shear found by Busse, which can be explaifed, by the
breakdown of the Ekman layer only, other shear zones arise as the result of nonlinear
interaction between the inertial waves in the interior. [f,, true, it is a finite viscosity
effect. Investigating the precessionally forced mode in the sphere allows us !é?'rquestion
the suggestion put forward by Hollerbach & Kerswell to e);plain these afz-ruci‘.ures. The
ellipticity of the oblate spheroid that has been used in the experiment of Vanyo et al.
(1995) is indeed small compared to E/®. We may thus consider it spherical. Finally, a
recent study by Tilgner (1999b) of the flow in a precessing spherical shell is best discussed,
in the light of our results, at the end of the article.

§2 describes the equations that are solved and the numerical method. §3 treals
the linear problem. It is focussed on the scaling of the inertial waves emitted by the
singularity in the Ekman layer. Results about the full precession problem are given in
§4. We treat it as an initial value problem. We conclude with a discussion that includes a

comparison between the quantitative measurements of Malkus (1968) and our numerical

solution. Possible implications for Earth’s core dynamics are considered also.

2. Equations of the problem
An incompressible fluid of kinematic viscosity v is enclosed in a spherical container of
radius R. The sphere is spinning with a frequency w, along k., and precessing at w.{2

along k, . Units of length and time are chosen as R and w; ! respectively, F = v [w.R?

%

is the Ekman number. Following Busse (1968), we assume that the main response of the
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fluid to the precession of the container is a solid-body rotation w x 1 on which a secondary
flow is superimposed and that the rotation vector w is also precessing at wekl,. We write
the momentum equation in a referential frame attached to the solid-body rotation of the
fluid. Including the centrifugal force in the reduced pressure ¢, the momentum equation

for n reads:

cha

2 (sz,.kp(f.) -|—w) X u+ (prcp(i) x w) X1+ (U V)u=-Vp+ EViu. (2.1)

Boundary conditions are no-slip and no-penetration at r=1:

u= (l}(;(t) - w) KT, (2.2)
The vectors k,(t) and k.(t) are time-dependent.

‘The equation (2.1) is invariant under parity transformation P : r — —r, u = —u. We
can thus divide the solutions of this equation into two sets. The forcing at the boundary
is symmetric under parity. Antisymmetric motions may thus arise only as a consequence
of a bifurcation. Hence, we leave aside this set of velocity fields in § 3.

We have found that the choice of the rotation vector w is crucial to obtain an accurate
solution of the precession problem. To obtain the same level of accuracy, a much larger
truncation level M (see (A 2) and (A 3)) would be required if the choice of the rotation
vector were not appropriate. We start our time-stepping calculations with the rotation
vector analytically determined by Busse (1968). Then, we correct it by the residual solid-
body rotation that we have inferred numerically. In addition, this procedure makes also
the analysis of the results easier as the location of the different shear layers are determined
with respect to w. The final solution is steady in the frame of reference that rotates with
the precession rate. Time integration is on the order of a few spin-up times E‘l/‘“’wc‘l.

Other details of the numerical method are left for the Appendix.
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3. Viscous correction to the spinover mode

We study first the linear problem. Neglecting the nonlinear terms allows us to calculate

the solution for very low values of the Ekman number (down to £ = 1058'} ‘and to

determine the structure of the shear layer spawned by the Ekman layer l)rea.kdo;ﬁn at.

W

30° latitude. Let us again consider a fluid rotating with its spherical container at ... We
. . - - .
assume that the axis of rotation of the shell is suddenly tilted by an infinitesimal quantity,

so that the problem is linear. The momentum equation in the co-ordinate system rotating

«

LA
with w. 1s: ¥ i K
»
: /
ou o 3 (3.1)
57 + ke xu= Vot BV, .
with the rigid boundary condition:
u=0. (3.2)

It amounts to the equation (2.1) with Q, < 1 ,w = k. and the nonlinear terms neglected.
We consider as initial condition a differential rotation between the fluid and the solid
container around an axis in the equatorial plane. Then, the primary velocity is a rotation
about an equatorial axis fixed in the inertial space, referred to as the (2,1,1) mode by
Greenspan (1968). Denote wq the rotation vector. We look on the viscous correction to
this inviscid mode. Only (m = 1) terms need to be considered (see (A 4) for the definition

of m).
3.1. The (2,1,1) mode

Taking into account the viscous boundary layer, Greenspan gives the exponential decay
—9.62 B2 of the amplitude of the mode (2, 1,1) and the viscous correction —0.259 E*/?

to its eigenfrequency. In the numerical study of Hollerbach & Kerswell (1995) as in ours,

the observed decay factor seems to approach asymptotically the coefficient determined
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Frcure 1. Viscous decay of the mode (2,1,1). An exponential fit to the calculated decay rate A

is also reported.

analytically. I'igure 1 shows the decay factor A for different Ekman numbers. It transpives
that the expansion (Greenspan 1968) in powers of £1/2 holds at first order. The oblique
shear layers studied below do not have a significant effect on the viscous damping of the
spin-over mode. As a result, we may expect that the expression (see equation(4.1)) given
by Busse (1968) for the solid-body rotation of a fluid enclosed in a precessing spherical
cavity is very accurate also. Indeed, Busse has assumed the same expansion in powers of

E'Y? to determine the boundary-layer effects.

3.2. The internal shear layer

The numerical calculations of Hollerbach & Kerswell (1995) have showed internal shear
zones spawned by singularities in the Ekman boundary layer at the critical latitude of
30°. Kerswell (1995) argued that the O(E'/%) width of the region where the Ekman
layer breaks down determines the length scale of the shear layer because it is larger
than the O(E!/?) natural length scale. In order to study the shear layer, we first remove

a solid body rotation about an equatorial axis (the (2,1, 1) component of the velocity
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field). In this subsection, the velocity unit is wy R. Tigure 2 shows the three components
of the residual velocity for Ekman numbers ranging from 107% to 1078, Internal $hear

layers organized along characteristic surfaces of the equation (3.1), which is ‘l}y[ferbolic

e 7 ¥
S

for diurnal motions, are clearly visible. 5

¥
W

Lel us consider a cross-section of the internal shear zone. At the co,ustagt' 3(15°lc:Lt.,itude,
the velocity components are given as a function of radius (figure 3). With this choiee, both
uy and uy ave parallel to the characteristic surface ((r,f, ¢) are spherical co-ordinates).
The cross-section is directed along the wave vector and ti1§ ;11§a.r layer is ®entred on
(» = 0.5), in the meridional plane defined by l}:c and w;, We reckon that l)l{e \-v.avelength
scales as IY/5, as anticipated by Kerswell, with a prefactor on the order of the sphere
radius. The velocities tangential to the characteristic cones scale also as 1/5 and decay
exponentially away from the shear layers. In order to illustrate these cffects, we have
resealed both the distance from the shear layer 7* —0.5 = E~1/3(r—0.5) and the velocity
amplitude w* = E~'/5y (figure 3). Table 1 shows the extrema of ug as a function of
the distance to the characteristic surface. We find that the decay exponent is Q(E~1/9),
as the wavenumber. In each meridional plane, the velocity is almost invariant along the
characteristic lines. It changes as s~/2 (Rieutord & Valdetarro 1997), where s is the
cylindrical radius. It is dictated by the radial velocity éitllelf entering or leaving the
boundary layer at the critical circles. Let us recall, for future reference, the elucidation
of this boundary layer by Roberts & Stewartson (1963).

These authors write the momentum equation in the boundary layer near a critical

circle. Retaining both the radial and the tangential derivative d/d0, they obtain:

PBuy | 2sinf duy
dr3 ro 807

(14 2cos G)%i = —if with w4 = ug & tug . (3.3)
-

Away from the critical circles (2cos fo = ==1), they recover a classical Ekman layer and
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r* ug, In(lug|)/|r* r* uy, In(fug|) /|7
-7.64 0.00034 -1.05 1.07 0.36554 -0.94
-6.69 0.00198 -0.91 2.80 -0.19402 -0.58
-5.75 -0.00179 -1.13 4.11 0.03195 -0.84
-4.92  0.00386 -1.11 5.05 -0.01050 -0.90
-3.93 -0.01639 -1.05 5.89 0.00171 -1.05
-2.68 0.08951 -0.90 6.55 -0.00153 -1.02
-1.10 -0.31819 -1.05 7.14 0.00035 -1.02

TapsLe 1. Distance to the characteristic surface and value of the extrema of u} = E~'/®uy (as
inferred from figure 3). r* = E~Y/*(r—0.5)4-0.5. F = 10~%. The third columns show exponential

decay of the velocity amplitude away from the characteristic surface located at »* = 0.

the third term can be neglected. In the critical zone (of the Northern hemisphere to be

specific), they write (0 = 8y + %) in order to transform the equation (3.3) into:

A3 _ 2sinfp Ou_
Or3 ro O

25.1{1001‘bagi?: = - (34)

Thus, they obtain the scaling as E?/® along the radius and E/5 in the f-direction. In
our problem, the horizontal velocity scales as € = wy = |w — I}CI, where w is the solid-
hody rotation in the interior. From the mass conservation equation, it follows that wu, is
O(e 175 (Stewartson & Roberts 1963). Figure 4 illustrates these different scalings.
That explains the amplitude of the velocity field along the characteristic surfaces. The
remaining O(e £'/®) discontinuity in the horizontal components would be removed at the
next order of an expansion in powers of EY/5. This result differs from the predictions

(B30 gcaling, algebraic decay) based on an analytical study of the coaxial disc system.

Kerswell (1995) applied the work of Walton (1975), who had studied the inertial waves

; - ‘ ) .
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propagating from an abrupt discontinuity in the boundary conditions, to the singularity
associated with the breakdown of the Ekman layer at 30°latitude. A first difficulty drises

because of the spherical geometry of our model. In the coaxial disc system and in an oblate

-

e 7 ¥

o
spheroid as well, the characteristic surfaces meet the boundary away from the rotatiow
N ¥

axis: rellection of the wave generates another shear layer as do subsequ‘:aut ;ef}e')c‘tionss
on the boundary. At each reflection, energy is dissipated in the boundar?f layer. Such
a phenomenon does not take place in the sphere and this malkes the splrlerica.l problem
special. On the other hand, we think that tile origin of the Tdi‘screpa.ncy b!':l:\rveen the
prediction by Kerswell (1995) of the velocity along the characteristics ?ﬂd our results

can be traced to the modelling by this author of the singularity as a change in the

houndary conditions, on an O(E1/5) distance, for the tangential velocity field.

4. Nonlinear study of the full precession problem
4.1. Symmetry of the solution

As noted in § 2, the boundary conditions are symmetric under parity transformation.
On the other hand, Vanyo et al. (1995) and Vanyo & Dunn (2000) did observe motions
symumetric about the axis of rotation that cross the equatorial plane. These motions do
not share the parity symmetry of the boundary conditions. They can arise only as a result
of a symmetry-breaking bifurcation. As Tilgner (1999b), we have found no evidence of
such a bifurcation. It is possible also that we have neglected forces (such as buoyancy)

that are important in laboratory experiments.

42, Comparison of the fluid solid-body rotation with Busse’s prediction
In the case of the spherical cavity the expression derived by Busse (1968) for w reduces

to
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2.62w' /% k. x k, + k i fm
w=w? |k +7 o Xy e x (ly xIe) (0260077 47Ky )

2 Sl
(0.259w‘1/2+7k, -kc) + 2.62%w )

with v = QPE_I/ 2. This expression involves only the dimensionless number v because
we have restricted the general expression of Busse (his expression 3.19) to the case of the
spherical cavity. Busse showed that this expression is valid when ysin« < 1, where « is
the angle which 1:(;,) makes with Rc. The calculations are for oo = 23.5°.

TFigures 5 present a comparison between the numerical determination of w and the
analytical prediction. Very small values of the Ekman number need to be considered to
show convergence to the theoretical limit. On the other hand, the component along k. is
not displayed as it is very well recovered. The dillerence between the numerical estimate
of w - k. and the value predicted by (4.1) scales as 2. The Busse’s equation still gives
a fair approximation of the solution for v = 1. As « is further increased, the solid-body
rotation ceases to predominate over other motions and indeed it has proved impossible to
calculate a numerical solution for the equation (2.1) with w given by (4.1) for v = 10 and
I < 107%%, The agreement between the expression 4.1 and our numerical determination
shows again (see §3.1) that the singularity of the Ekman boundary layer at the critical
circles does not affect the viscous correction to the spin{ﬁfer mode (2,1, 1) calculated as
an expansion in powers of E/2,

The differential rotation between the interior flow and the solid boundary spawns once
again oblique internal shear layers. We rely on the linear calculations, performed at much

siialler Eliman number, to describe these structures. The novel feature is the geostrophic

shear.

—~I
=~I
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4.3. Geostrophic shear
As long as the equation (4.1) is valid, we can identify the amplitude € of the boundary

layer flow with ysina. Figure 6 shows the part of the flow symmetric around ‘w for

a L
-

~

v = 0.1. The flow is almost completely geostrophic. It is mainly azimutal and it gs very ’

much invariant in the w direction. The numerous strong axial shear la,xel's i'olgll'l:l by
Hollerbach & Kerswell (1995) (their figure 4), in their study of the unforced spin-over
mode, are not recovered. The meridional component is confined to the boundary layer in
the critical region as the Ekman number is decn;ased. Figure 7 flejft) shows the gbostrophic
component as a function of the distance to the w axis, again for v =0.1. VV/)‘%h dlecreasing
Fkman number, the axial shear gets localized on the cylinder intersecting the boundary
al the critical circles, at the distance cos(m/3) of the axis. As predicted by Busse (1968),
the geostrophic velocity scales as 4% (figure 7, right). This steady interior circulation
arises in response to nonlinear effects in the viscous boundary layer. According to Busse,
away of the singularity, it becomes independent of the Ekman number in the limit of
vanishing /2 . Our calculations are for too high Ekman numbers to show unambiguously
this behaviour. On the other hand, we find that the width of the shear layer scales as EAs
(see table 2). lence, it is defined by the size of the singularity at the boundary. Viscous
effects in the interior do not play a dominant role because they would smooth the shear
on O(E'*) distances (Stewartson 1966; Moore & Saffman 1969), small compared to the
lateral extension of the singularity. Finally, we find that the velocity jump across the
shear layer shows a dramatic increase as the Ekman number is lowered. The amplitude
of the geostrophic velocity ug in the axial layer attached to the critical circles follows
from a comparison of the orders of magnitude.

As noted by Busse (1968), the angular velocity of the container parallel to w is equal to

w. As a result, the component of u that is symmetric around w vanishes at the boundary.
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E dug ds g s

107° 0.8107% 0.192 0.1710™% 0.135

107%% 1.1510~% 0.147 0.21 10~ 0.116

107°  1.61107* 0.121 0.23 10~* 0.085
‘TasLe 2. Geostrophic flow. dug is the jump of the geostrophic velocity across the cylinders
attached the critical circles, and ds is the radial distance between the velocity extrema on eitlcr
side of the shear layer. The last two columns give the amplitude and the position of the peak

located near the axis.

A classical Ekman boundary layer of O(E'/ ?) thickness sets in when an axially symmetric
interior circulation is present. In the critical regions, this layer is interior to the boundary
layer for the oscillating flow. The viscous drag on the ends of the geostrophic cylinders
can be determined by considering the flux in the boundary layer. It scales as £/ %ug.
On the other hand, the dominant nonlinear terms in the ¢-direction, in the O(E?/5)

houndary layer are

67.% _ui c')‘qu,

T r 08 (4.2)
Since the tangential and radial velocities in the critical region are respectively O(y)
and Q(yE!/®), the amplitude of the nonlinear effects amounts to v2E~/% in a layer of
O(L*/%) thickness. It follows that the geostrophic velocity scales as 42 F—3/10, Finally,
the table 2 (second column) shows that the E=3/19 scaling for the geostrophic circulation
1s definitely buttressed by the numerical evidence. The numerical exponent inferred from

the values reported in table 2 is 0.30. In addition to the shear layer identified by Busse,

we find some weak shear, distributed in the interior. It is tiny in comparison with the

main shear except in the vicinity of the rotation axis.
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5. Discussion

ot

We now compare our numerical results with experimental observations, which have
been obtained in oblate spheroids. We have showed that the oscillating layer,and the
geostrophic circulation as well are the consequences of differential rotation bczt.é;een the

i
fluid and its container. Busse (1968) discussed the region in the paramétef space for
-
which the fluid motion is predominantly a solid-body rotation. According to Busse, a
measure of our parameter v is given by the smallest of the two quantities QFE“U 2 and
i L3 " ’
Qun~t, where 5 is the flattening. His theory applies as one of these two pé}fgnnetel‘s Is

: 7
small compared to 1. With Qpn*l & Q;,,E"Ug, the expression derived 116! Busse (1968)

for w reduces to

w = wk, + Qz,n_lkc X (kp X f{(:) , (5.1)

and the parameter v is estimated as 2.62 Q! instead of Q,E~/2. We have thus
obtained a way to transfer results obtained in the spherical case to the ellipsoidal case.
According to §3.2, the velocity in the oscillating internal shear layers scales as ~E/5
whereas the steady geostrophic velocity scales as y?E~#/10 (see §4.3). However, the

! are comparable

equations (4.1) (.JL‘ (5.1) become not very accurate as SZPE‘I/Q or Qpn~
or of order 1. Hence, in order to compare the experimental measurement of Malkus
(1968) of the geostrophic velocity (y = 0.8, see below) with our numerical prediction,
we do not rely on (5.1). Instead, we use the solvability condition (3.14) of Busse (1968)
to infer the equatorial component of the differential rotation from the measured axial
component (the average westward drift of the dye line photographed by Malkus). Then,
3/10

we rely on our numerical calculation and on the E~ scaling to predict the geostrophic

cirenlation from the equatorial rotation for £ = 2.5 10~9, the Ekman number in the
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Malkus® experiment. The figure 8, which is drawn after the figure 3 (left) of Malkus
(19G8), shows the good agreement between our numerical findings in a full sphere and
the experimental results in an ellipsoidal cavity. Because the oblique oscillating layers
have O(E'Y®) thickness, we suspect indeed that the flattening n is negligible, except for
the determination of the differential rotation, as n <« E/®,

On the other hand, the inertial waves, that are conspicuous in the numerical selutions,
have never been visualized in precession experiments (Malkus 1968; Vanyo et al. 1995).
Vanyo et al. (1995) used a shell of flattening n = 1/100. The precession axis malkes an
angle ov = 23.5° with the rotation axis as in the geophysical case and our calculation. The
rotation rate of the spheroid was held constant. It corresponded to an Ekman number
E ~ 8.1077. With these figures, we find that n <« EY® Vanyo et al. (1995) varied

the precession rate by two orders of magnitude. Tor the smallest value of ,, we find

P
7 = 0.13 and the theory of Busse (1968) applies. The set of parameters representative of
the Vanyo et al. experiment is close to a set (y = 0.1; £ = 107°) discussed at length in
§4.3. For this numerical solution, the velocity inside the oblique shear layers is 20 times
larger than the steady geostrophic circulation. Neither did Malkus (1968) observe the
oblique shear layers. With (y = 0.8; E = 2.5 107%; a = 30°), we still expect the velocity
along the characteristic cones to be 3 times larger than the geostrophic velocity. Hence,
it is likely that these layers have not been visualized because of their oscillatory nature
and, indeed, McEwan (1970) had to rely on sophisticated methods to see these layers in
a rotating fluid cylinder.

Until the work of Vanyo & Dunn (2000) , which has just been published, the experi-

ments had not included an inner core, which may be important for the geophysical appli-

cation. The flow in a precessing spherical shell has been recently investigated numerically

by ‘Lilgner (1999h). His study has encompassed the effect of an imposed magunetic field

Motions within a precessing sphere 81

on the flow. The solution of Tilgner is dominated by internal layers driven by the shear at
the inner core boundary (see also Hollerbach & Kerswell (1995), Rieutord & Va]dlet;rro

(1997) and Tilgner (1999a)). The axisymmetric component of the flow 1nainly_‘fw:—t-._§‘ut.ures

s 7 ¥
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oblique shear layers that are probably the result of nonlinear interaction of the f.gbw in

‘W
the internal oscillating layers attached to the inner core at the critical cjrcles: In our

view, the emergence of oscillating layers from the boundary with the inner sphere‘is not
vet fully understood but, in any event, the velocities in theser layers are sn}all compared
to v (Tilgner (1999b) has assumed that the tvs;o houndaries gu‘(; corotating). ft_ follows
that the velocities in the oblique axisymmetric layers aressmall compared ;,é‘ ~% and are
negligible to the O(y?E~3/1%) geostrophic velocity in the axial shear layer attached to
the critical circles of the outer boundary. The latter layer dominates the axisymmetric
part of the flow in the asymptotic limit of small Ekman numbers and it is possible that,
in a spherical shell, this occurs only at much smaller Ekman numbers than numerically
attainable. Thus, we anticipate that our conclusions about the axial layer are valid also
for a model including an inner core, and it seems indeed than an axial layer shows up,
not far from the critical circles, in the solution of Tilgner (1999b) (his figure 8a, right),
as the Ekman number is decreased. Finally, we may ponder on the existence of another
axial cylindrical layer attached to the critical circles of thé inner boundary.

In the Earth’s core, the value of the dimensionless numbers that are important to de-
termine the effects of the mantle precessional motion are (n = 1/400, y = 1.1107%, £ =
L0=15), Thus, the O(El/s) width of the shear layers is not very small compared to the
flattening . The numerical modelling yields a prefactor of order one for the thickness
ol these layers. As a result, the inertial waves spawned by the breakdown of the ounter
houndary layer in the Earth’s core are perhaps best modelled in the oblate spheroid ge-

omeltry. On the other hand, the most significant feature, from the geophysical viewpoint,
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is the steady axial shear. The mechanism behind the development of this interior circu-
lation does not depend on the ellipticity, of which the only role is to determine the value
of the parameter +. From the numerical values above and the scaling laws determined
in §4.3, it follows that ug = 2.10 % m.s~L. It is comparable to the velocities of the
core surface motions inferred from the secular variation of the Earth’s magnetic field
(107" m.s~1). On the other hand, the magnetic Reynolds number based on ue and the

thickness of the axial layer is only 10~1, implying that magnetic field generation in the

shear layer itself is unimportant.

Appendix. Numerical method

Since the fluid we consider is incompressible the velocity field u can be expressed in

terms of poloidal and toroidal functions:

u=Vx(Tr)+V xV x(Pr), (A1)

where r is the position vector. We expand P and T as

P > F (r, 1) Y™ (0, ), (A2)

ISL, mEmin(l,M)

T= Y  GPrYY™(0,¢), (A3)

ISL, mgmin(l,M)
where (7,0, ¢) are spherical co-ordinates, t is time, L and M are truncation levels,

Y™ (0, ¢) = G P (cos(0))e™™, (A4)

Py" (cos(f)) denotes associated Legendre functions, and C™ is a coefficient of normaliza-

tion. Let us define &, = w/w. Operating with r- Vx and r- ¥V x ¥x on (2.1), we obtain
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the following set of equations for T and P :
(EV? — &) LT + 2w (&, xv) - VT — 2wQsP — 2r - (ka,,(t) X w)

=r-Vx (QQPEP('t) xu+ (u-V) u) ;

-

(EV? — 2) [yV2P + 2w (8, x 1) V (V2P) 4+ 2wQsT = —r - V x (V x (u- V) 1) .

v (AD)
(93 and Ls are classically defined as:
Q3:éz-v—%(Lzéz-'V—Féz-VLg),“ 7, (Aﬁ)
#
8 2 a 2v72 l; . ? ' (A 7)
g = —r'——7r"V°.
=gt gt ; /
The houndary conditions are (r = 1):

B 8_P =10, (A 8)

' or

As in Dormy et al. (1998), we use a Crank-Nicholson scheme for the diffusion term
and an Adams-Bashford scheme for all the others. Calculation in the radial direction is
done by finite-differences. In order to have an accurate enough resolution of the Ekman
houndary layer, we increase the number of points in the vicinity of the outer surface, and
conversely, we St.rétch the radial grid at the centre of the fluid to deal with reasonable
time steps and angular resolution. As an example, in order to calculate the flow in a
precessing sphere for v = 0.1 (see equation 4.1 for the definition of v) and E = 107°%, we
use a deformed grid of 1000 radial points (our radial scheme is second-order accurate) |
with I, = 127, M = 7 and 10~2 as time step. Calculations in the ¢ direction are fully
spectral. Nonlinear terms and the last term on the left-hand side of the first equation

(A5) are calculated by collocation in the @-direction. The benefits of linearizing (A 5)

without neglecting also the terms involving 2, would thus be limited.
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3.1 Introduction.

Les études numeériques que nous avons menées nous ont permis de progresser
dans la compréhension physique de la dynamique d’une cavité fluide soumise & la
précession de son conteneur. Bien que les capacités des ordinateurs evoluent trés
rapidement, nous ne sommes pas capables & I’heure actuelle de décrire précisé-
ment certains régimes comme la turbulence développée ou la limite des trés faible
viscosités (Ek < 107%) tout en conservant des temps de calculs raisonables. Les
études expérimentales, telles que celles que nous avons présentées en introduction,
nous donnent accés quant a elles assez facilement aux régimes turbulents et sont
en ce sens complémentaires des études numeériques.

L’évolution de notre compréhension du probléme nous a amenée & concevoir
une expérience de précession, appelée C.I.C.E.R.O.N, nous permettant de com-
pléter les observations faites lors des études antérieures (Malkus 1968[17], Vanyo
et al. 1995[42]). Le travail présenté dans ce chapitre constitue la premiére étape
d’une étude expérimentale de la précession visant a utiliser les techniques mo-
dernes de mesures de vitesses telles que la PIV (mesure de vitesse basée sur le
suivi de particule) ou la vélocimétrie Doppler (mesure du déphasage Doppler
d’une onde ultra sonore réfléchie par une particule en mouvement).

Dans Pannexe A1 nous présentons les résultats analytiques de Busse (1968[2])
sur la détermination de I’axe de rotation solide du fluide. Nous avons déja discuté
en partie ces résultats dans le chapitre II dans le cas d’un conteneur sphérique.
Pour une ellipticité non nulle il existe en précession rétrograde une gamme de
parameétres (w., §2,)" pour laquelle plusieurs vecteurs rotation solide du fAluide sont
solutions des équations. Si comme nous le proposons nous pouvons distinguer deux
branches stables de solutions, il faut nous attendre alors & une variation brusque
de la direction de I’axe de rotation lorsque le systéme, pour une valeur critique du
taux de précession, saute d’une branche i 1’autre. Ce phénomeéne n’est mentionné
ni dans I'article de Busse (1968[2]), ni dans aucune des études qui ont suivi qu’elles
soient théoriques ou expérimentales. Nous nous sommes donc intéressés dans un
premier temps & la caractérisation de I’écoulement de rotation solide du fluide.
Pour cela nous avons mis au point une méthode nous permettant de déterminer
la longitude et la latitude du vecteur rotation solide par une mesure de la pression
due & I’accélération centrifuge du fluide. En utilisant cette technique nous avons
pu observer expérimentalement un des changements brusques de direction de ’axe
de rotation solide prédit a partir de 'étude théorique de Busse (1968]2]).

Les expériences antérieures (Malkus 1968[17], Vanyo et al. 1995[42]) rendent
compte de 'existence de trois régimes d’écoulement secondaire se superposant a la

10w w, et {2, sont respectivement, la vitesse angulaire du conteneur et la vitesse angulaire

de la table tournante. Nous définissons la précession prograde par w.{), > 0 et rétrograde par
wep < 0.
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rotation solide du fluide, I'un laminaire, les deux autres plus ou moins .turbulfznts
(voir Introduction). Ni les mécanismes, ni méme la nature de ces bifurcations

nont été identifies. En particulier aucune étude systématique de ’espace des pa- )

ramétres accessibles expérimentalement n'a été fa'%te. NO]}S fwons donc} che.rche
4 caractériser la transition entre les différents régimes, ainsi guelll}{c;*me(iamsme
pouvant rendre.compte de ces instabilités. Al.icune réponse., E:lalre? n’d pu e_t]-‘:e.?tp_
portée pour I'instant, nous suggérons toutefois que la premiere b1f111j(:9’;1ron__ }Il)_mlslzz
correspondre & une déstabilisation des structures de c1salllnerlnen1‘; gfoS Qp iq
du régime laminaire. | R l
La premiére section consiste en une descnptlor} dju dlspos1’t1’f’ escplerlmezlt;
que nous avons utilisé. La section 2 est consacrée a 1 etud,e de lec.ou ement de
rotation solide. Nous présenterons d’abprd un ensglrible d observatmng d1rt_ectes
de I'axe de rotation du fluide utilisant une suspension de bl}les;d{e C(?ramlc_lue.
Nous introduirons ensuite la méthode que nous avons développee.pour detfarmmgr
la direction du vecteur rotation & partir de mesures de preg_é'lon. .Apreg aj,voir
présenté les résultats ainsi obtenus, nous proposerons une d1scus§10n gener?e
portant sur I'ensemble de la section. Dans la troisiéme partie nous’preser‘lterons es
différents régimes d’écoulement secondaire que nous avons observés et discuterons

des mécanisme pouvant &tre associés aux instabilités.

3.2 Dispositif expérimental.

[étude de ’expérience que nous allons présenter a ét(_’a réalisée au sein de notre
équipe avec J.P. Masson. Les plans dont ont été extraites les vues de'l?' ﬁ%l.ll‘e
(3.1) ont été réalisés par J-C. Jay du bureau d’étude du LEGI: Eni?n la'rea 13;1 ‘10111
de ce prototype a été confiée a la société SFMM pour la E)artl’e _mecam(’;u'e f;a a :r:m
société UFP pour P'usinage du conteneur. L’ensemble de I'expérience a été inance
par la région Rhones-Alpes dans le cadre du programme «Emergencey.

Le dispositif expérimental est présenté sur la ﬁgAur’e (3.1), 1l gst cons.’utué d’'un
conteneur en plexiglas transparent (3.1, (1)) entrainé en 1'otat10?n rapide par ‘un
moteur sans balai de 3 kW (3.1, (2)). Le positionnement de 18.XF3\ de rotatéoz
par rapport & la verticale locale est assuré par le groupement de piéces (3)- ()—3
ensemble est posé sur une table tournante (3.1, (4)) dont la rotatlor} est assflrge
par un second moteur sans balai de 4 kW. La ph.oto (3.2) est une vue d’ensemble de
'expérience. Afin d’éviter les projections d’objet pendant la rotation Iic’)us_avon.s
construit autour de Pappareil une cabane en polycarbonate de 4 mm d épaisseur.
Je tiens & remercier le Madylam et en particulier Mr. Bolcatq pour nous’ avmf"
donné la table tournante. L’ensemble des caractéristiques techniques est présente

dans Ie tableau (3.1).
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Fi1G. 3.1 — Dispositif expérimental CICERON. 1-Conteneur, 2-Moteur sans ba-
lai, 3-Positionnement angulaire, 4-Table tournante, 5-Roulements & billes, 6-
Collecteurs tournants.
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Fic. 3.2 — Vue d’ensemble du dispositif expérimental CICERON.
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R 12 —12.5 ¢cm 4-0.02 mm
n 1/25
o 0-45 °
We 50-1600 rév/min
Q, -10 & +10 rév/min (min=-+0.1)
Lk = _"m 1.2 x 107°- 3.8 x 10~*

TAB. 3.1 — Caractéristiques techniques de I’experience de précession. Le fluide
utilisé est de I’eau a pression et température ambiante.

3.2.1 Le conteneur.

Le conteneur est constitué de deux demi-cylindres dans lesquels nous avons
fait usiner deux demi-ellipsoides de révolution. En choisissant une forme externe
cylindrique pour le conteneur la déformation verticale d’un plan méridien de la
cavité n’est liée qu’au changement d’indice entre 'eau (1.33) et le plexi (1.49) et
reste donc assez faible. En revanche, nous conservons un dioptre cylindrique. Nous
décrivons dans 'annexe C la déformation associée a ce dioptre. Comme dans les
expériences de Vanyo et al. (1995[42]) et de Malkus (1968[17]) la déformation est
d’autant plus imporante que nous regardons des structures situées loin de I’axe
du cylindre, c’est en particulier le cas de la zone de cisaillement géostrophique en
s/R = 0.86.

Le choix d’une cavité ellipsoidale nous est pour ainsi dire imposé par des
limitations technologiques. Bien qu’il soit possible de faire réaliser une cavité
sphérique dans du plexiglas avec une assez grande précision, il est impossible de
pouvoir garantir ’absence de déformation radiale 4 la fois sous ’effet des varia-
tions de température et sous I'effet des forces centrifuges associée a la rotation
rapide de la piéce. C’est pourquoi nous avons opté pour une ellipticité assez forte
(n = 1/25), de maniére a pouvoir négliger les variations dynamiques du rayon
devant Dellipticité.

Au cours des expériences & fort taux de rotation du cylindre (w, > 700
rév/min) nous avons observé quelques secondes aprés la mise en route du moteur
la présence dans la cavité d’une bulle d’air qui disparait presque instantanément
lorsque nous coupons la rotation du conteneur. Le temps de réponse de cette bulle
eétant trés court nous pensons qu’il s’agit d’une déformation de la cavité plutot
que d'un dégazage du liquide sous I'effet de la rotation solide du fluide. Nous
avons estimé la taille en surface de cette bulle & ~ 2 cm, ce qui représente une
variation de volume de 'ordre de 16 cm?. Une déformation radiale de la cavité de
0.017 em, soit ~ 2/100°™ de la différence entre le grand axe et le petit axe de la
cavité, permet de rendre compte de cette observation.

Un certain nombre de trous ont été effectués dans le conteneur pour pouvoir
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¢ é 5 ainsi I'em-
F1c. 3.3 — Schéma du conteneur. Nous avons reporté les trous ams’l que
placement d’un des deux capteurs de pression. Les cotes sont données en min.

remplir, vider, injecter des colorants et mettre en place des (:,apteurs de pression
(figure 3.3). Les deux capteurs de pression sont a 90 °l'undel autl.re. Les trous T?,
T3, T4 sont espacés angulairement de 120 ° les uns des au.tres, ils sont ’t.)ouches
par des micro-vannes situées sur la partie externe du cylindre. Deux simblots
pouvant remplacer les capteurs de pression (C), ainsi que la Vf.;u}ne perm‘?t\tan!;
de remplir et vidanger le conteneur ont été usinés avec la cavité de maniére a

épouser au mieux la surface.

3.2.2 Motorisation.

La rotation rapide du cylindre est assurée par un moteur de tyl?e sans balai
YASKAWA de 3 kW . Nous avons utilisé un accouplement mécanlque.(?ntre le
cylindre et le moteur afin de corriger un désaxement éventuel e‘ntr'e ces piéces. Le
guidage en rotation du conteneur se fait par deux roulements a billes (3.1, (5)).
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Pour la rotation de la table tournante nous avons utilisé un second moteur
sans balai YASKAWA de 4 kW et une transmission par courroie nous autorisant,
une démultiplication suffisante pour pouvoir obtenir des vitesses angulaires allant
de 0.1 rév/min 4 10 rév/min.

Ces deux moteurs sont régulés en vitesse; nous avons pu observer au cours
des expériences une stabilité 3 mieux que 0.5%.

Ce systéme de motorisation a Pinconvénient de générer un bruit ¢lectromagné-
tique assez important que nous n’avons pas été en mesure d’éliminer totalement.

3.2.3 Transmission des données.

Le traitement des données se faisant en dehors de la table tournante, nous
avons utilisé deux collecteurs tournants pour transmettre tous les signaux. Le
premier (3.1, (6)) permet de passer du cylindre & la table tournante, le second
(non représenté sur la figure 3.1) est utilisé pour ¢changer des informations entre
la table en rotation et le poste de travail.

3.3 Etude du mouvement de rotation en bloc.

3.3.1 Visualisation directe de ’axe de rotation solide du
fluide.

Dans un premier temps, nous avons utilisé une méthode de visualisation di-
recte de I’axe de rotation solide du fluide pour déterminer sa direction (longitude,
latitude). La technique des éponges utilisée par Vanyo et al (Vanyo et al. 1995[42])
ne pouvant sonder qu’une partie superficielle du fluide nous avons préféré utiliser
des billes de céramique de densité 0.7 4 (.8 g/cm? et de rayon 40 & 70 pm, pour
lesquelles le temps de suspension est suffisamment grand pour que nous puissions
observer en volume les effets de Ia rotation solide.

Sous Deffet de la force centripéte les billes se regroupent le long de I'axe de
«rotationy. En éclairant le fluide par une tranche de lumiére, nous avons pu mettre
en évidence la zone de dépression associée 3 axe de rotation (figure 3.4).

3.3.1.1 Mesure de la longitude et de la colatitude de I’axe de rotation.

Nous décrivons la direction de I'axe de rotation solide du fluide par deux
angles (6, ) que nous appelons respectivement colatitude et longitude. 6 est défini
comme l’angle entre ’axe du cylindre et I'axe de rotation dy fluide, ¢ est defini
comme 'angle entre le plan (we, w) et le plan (25, w.). O varie de 0 & T, ¢ de 0
a 2.
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FIG. 3.5 — Systéme de positionnement de la tranche lumineuse.
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Pour déterminer la longitude de 'axe de rotation solide, nous utilisons le sys-

téme de positionnement de la tranche lumineuse schématisé sur la figure (3.5).

La tranche lumineuse est obtenue en faisant diverger un faisceau laser de faible s !

puissance sur un capillaire en verre de diamétre d = 5 mm. L’ensemble du dis- '

positif est monté a I'extrémité d’un des bras d’une croix métallique centrée sur g

l'axe du cylindre. La longitude zéro correspond a la position de la croix telle que ‘ o |

, la tranche de lumiére contienne 'axe du cylindre et I’axe de rotation de la table. ¢

La longitude de ’axe de rotation correspond alors & I’angle dont il faut tourner

la croix pour que la tranche lumineuse contienne 'axe du cylindre et I'axe de

rotation solide du fluide. Le repérage angulaire est obtenu en fixant sur I'axe de

la croix un potentiométre dont la tension aux bornes est proportionnelle & I'angle.
La précision sur le positionnement angulaire de la croix est inférieure 4 1 °.

Lorsque la longitude est déterminée, une photo est prise & 90 ° de la tranche

lumineuse, nous mesurons la colatitude directement sur le cliché.

3.3.1.2 Résultats.

La vitesse de rotation du cylindre étant fixée & 300 rév/min nous avons fait
varier le taux de précession de 0 & 10 rév/min dans le sens rétrograde.

Pour des valeurs de €, inférieures & 5.5 rév/min les billes de céramique
' s'alignent suivant un axe bien défini dans I’ensemble du volume ( figure 3.6,
| | (a), (b), (¢)) . Au dela de cette valeur les billes de céramique semblent réparties
. en volume sans qu’aucune structure méme de grande échelle ne leur soit associée
| (figure 3.6, (e)). Dans certaines expériences, nous pouvons observer un cycle au
, cours duquel une structure centrale allongée apparait puis se déstabilise ( figure -
; 3.6, (f)) avec une périodicité d’une dizaine 4 une trentaine de secondes. En dimi-
|
!

nuant la vitesse de rotation de la table en dessous de 5.5 rév/min nous observons

de nouveau un axe de rotation solide avec les latitudes et longitudes présentées (d) (e) , ®
sur la figure (3.7). :
Pour des taux de précession inférieurs 3 5.5 rév/min, nous observons une dé- FiG. 3.6 — Visualisation de I'axe de rotation solide du fluide, les photos sont prises

formation de la structure matérialisée par les billes de céramique & proximité de 490 ° du plan (w,,w ). Conditions expérimentales : w, = 30,0 rév'/mln? C;z :35_4
la surface du conteneur. L’axe semble se vriller autour de sa direction principale. précession rétrograde, (a) Qp = —2 rév /min, (b) €2, :.#3 rév/min, (6(:)6 p /—min
Comme nous pouvons le voir sur la figure (3.6, (b), (c)), cet effet, pratiquement rév/min, (d) Q, = —5.5 rév/min, (e) 2, = —5.7 rév/min, (f) £2, = —6.6 rév ;
absent & 3 rév/min, est bien identifi¢ a 4 rév/min. Nous retrouvons cette défor- ’

mation de maniére trés marquée pour les taux de précession les plus importants
lorsque I’axe se stabilise pendant quelques secondes (figure 3.6, (f)). L’¢cart entre
la direction principale de 'axe de rotation solide et la trace en surface de cette
structure peut atteindre 20 ° en longitude et en colatitude. Ceci nous montre
qu’une méthode n’échantillonant que la partie superficielle du fluide, comme celle
utilisée par Vanyo (Vanyo et al. 1995[42]) peut nous amener & faire un erreur
importante quant & la direction de la vorticité moyenne en volume du fluide.
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F1G. 3.7 - Colatitude et longitude de I’axe de rotation solide du fluide déterminées
par visualisation directe de I’axe en utilisant des billes de céramique. w, = 300
rév/min,a = 25 °. La courbe en trait plein correspond 4 la détermination analy-
tique de Busse (Busse 1968|2]).

Nous avons déterminé la longitude et la colatitude de ’axe de rotation solide
moyen du fluide pour des taux de précession rétrograde compris entre 2 et 5.5
rév/min (figure 3.7). Pour des taux de précession < 2 rév/min I’axe du Auide est
pratiquement confondu avec celui de la coquille, le plan (we, w) n’est plus défini.

En précession prograde nous observons un axe de rotation solide sur I’ensemble
de la gamme des vitesses angulaires de la table (+0.1 & +10 rév/ min), ’angle entre
le plan (w,,w) et-le plan (£2,,w,) est toujours inférieur & 10 °, nous n’avons pas
pu obtenir de mesure significative de la longitude. La latitude a été mesurée sur
les clichés aprés avoir placé la tranche lumineuse & une longitude moyenne de 5

L’ensemble des résultats est représenté sur la figure (3.7). Les barres d’erreurs
sur la longitude correspondent & I'intervalle angulaire pour lequel nous observons
dans le plan lumineux ’axe du cylindre et 1’axe du fluide, nous avons reporté sur
les figures la médiane de cet intervalle (symboles).

3.3.2 Détermination de la direction du vecteur de rotation
solide par une mesure de la pression.

Afin de nous affranchir de la caractérisation visuelle de I’axe de rotation solide
du fluide pour déterminer sa longitude et sa colatitude nous avons mis au point
une technique basée sur la mesure de la pression associée a la force centrifuge
résultant de la rotation solide du fluide.

T—— .
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Colonne
d'eau.

- i g
/ Vue laterale b &

Capteur de pression Capteu_r _de pression
en position basse. en position haute

%

Vue polaire

FIc. 3.8 — Schéma de principe de la mesure de pression.

3.3.2.1 Principe de la méthode.

Considérons un capteur de pression affleurant & la surface du conteneur placé
dans I’hémisphére sud & une distance h du plan équatoria.J (figure 3.8). S70it a
I’angle entre I’axe de la table tournante (£2,) et celui du cylindre (w,) et € I'angle
entre axe du fluide (w) et celui du cylindre. Ne considérant que le mouvement
de rotation solide du fluide nous pouvons exprimer la pression exercée par le
liquide sur le capteur de la maniére suivante :

P=Fy+ By (3.1)

oil P, est la pression dans le systéme en 'absence de précession et P, est due
4 la force centrifuge F, associée a la rotation solide du fluide. Nous choisissons la

pression atmosphérique comme référence.
F,=wx (wxr), (3.2)

Ces deux champs de pression sont stationnaires dans le référentiel de la table
tournante, le capteur étant lui en rotation avec le conteneur ces deux signaux
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vont dépendre du temps. Dans les expériences nous nous restreindrons aux cas
o, Qg < w?. Nous pourrons alors négliger la force centrifuge associée 4 la rotation
de la table tournante devant celle F..

Le signal P, est principalement associé 3 la colonne d’eau se situant au dessus
du capteur (3.8), il est dominé par une composante de fréquence w,. Pour nous
en convaincre nous pouvons nous placer dans un cas o I'angle a entre 1'axe du
conteneur w, et la verticale serait de 90 ° (figure 3.9).

En A, la pression hydrostatique est maximum et vaut

Py = pgD, (3.8)

ou D est le diamétre du conteneur. En B,C,D la pression est nulle, enfin en A’ :
Py = pgD cos(wt). (3.4)

Bien que dans les expériences o < 45 °, la pression hydrostatique reste principa-
lement un signal de fréquence w,( figure 3.14). Le maximum de pression hydro-
statique correspond toujours 4 un instant ¢ ot le capteur de pression se trouve en
position basse (figure 3.8), c’est a dire dans le plan ¢ = 0.

Le signal P; est quant a lui plus complexe, en particulier sa dépendance en
temps est comme nous allons le voir bimodale.

Soit s(t) la distance entre le capteur et ’axe de rotation solide w. La pression
Py associée & la force centrifuge F. (3.2) s’écrit :

w?
Fy= p5s (t)- (3.5)

En exprimant s(t) & partir des paramétres (h, 0, ¢, w,), nous obtenons :
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Pi= L (R + (h* — H2) sin’(0)) (3.6)

4 (ORR(H) cos(B)sin(0) cos(ioct — 8))
2 (P gin(0) cos(2(wet — ), |

2

Avec = N
R(h) = ,|R? — ——- T (3.7)
" i ,
Ot 7 est Pellipticité. Pour h # 0 (capteur hors du plan équatorial), le signal de
pression est bimodal de fréquences w, et 2we. .

Dans les équations suivantes, les grandeurs meSurables sc.)nja Fou!ignées afin
de pouvoir étre facilement identifiées, nous avons‘j également introduit lesle.xpo-
sants 1 et 2 pour identifier les composantes de fréquence We 5;% ’2(:uc. Nous tallsons
’hypothése que tous les signaux peuvent étre décrits par des séries. de F-ourler.

Soit P la composante de fréquence w, de la pression hydrostatique :

Bli= é,llcos(wct - iﬁé) (3.8)

Nous avons choisi de prendre comme instant initial (¢ = 0) le moment ot l_c cap-
teur se trouve dans le plan ¢ = 0. Comme nous allons le voir d.ans la descrlpt’lon
du dispositif expérimental nous avons utilisé un détecteflr optique Apo\ur1 }"eperer
le passage du capteur dans ce plan. En I’absence de déphasage dii a l'electro—
nique nous devrions observer un maximum d_e Plent =0+ (2kr/w.) k fatant un
entier, en pratique nous observons systématiquement un retard. Aﬁn. d’en ter(ljlr
compte nous introduisons dés maintenant le déphasage ¢, qar{s no’s 811gna,ux2. : e
déphasage pouvant dépendre de la fréquence nous avons distingué ¢, et ¢; les
§ A et 4 2we. ,
depgiista 8133 ?awgomposarclte de fréquence w, associée & I’écoulement de rotation

solide décrite par (3.6) :

P} = Al cos(wet — g — b), (3.9)
avec d’aprés (3.6), _
' ( AL = pw?hR(h) cos(8) sin(0). (3.10)
soit P'la composante de fréquence w, de la pression totale :
P! = Alcos(wit—¢'), (3.11)
= P;+Pj, (3.12)
o (3.13)
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. 1 3 2
en développant I, et P d’aprés (3.8) et (3.9) nous obtenons le systéme suivant :

Alcos(¢!) = Aj cos(¢g) + Al cos(¢ + ¢l),
{ Alsin(¢!) = Ahsm(qb) 251n(gb+¢1) (3.14)

Nous en déduisons :

1
Al \/(A1 cos(p!) — cos(qbl)) (Al sin(¢!) — A 3111(¢1)) (3.15)
ainsi que la longitude ¢ de I’axe de rotation :

Al 1 3 § 3
‘ ¢ = arctan( (@)~ A sinlge) ) b5

Al cos(g!)— A1 cos(¢})

Considérons maintenant les composantes de fréquence 2w,.

P = A} cos(2wet — ?2). (3.16)

. i 2 ’ ..
Soit Py la composante de fréquence 2w, associée i 1’écoulement de Poincaré :

P2 = A2 cos(2w,t — @2 — 2¢), (3.17)
2 w? . 2
A= ﬁsz (h) sin*(6). (3.18)
La composante & 2w, de la pression totale s’écrit :
P? = A_zcos(2wct - gb_z), (3.19)
= P+ P (3.20)

en développant P? et P d’aprés (3.16) et (3.17) nous obtenons le systéme suivant :

A’cos(¢?) = A7 Aj cos(@2) + A% cos(2¢ + ¢2),
{ A%sin(¢?) = AF s1n(¢2) + Ai 28in(2¢ + E) (3.21)

Nous en déduisons :

- —\/ A2 cos(¢4?) — cos(qﬁ?))z + (A_Qsin(ft)j) — A_ﬁsin(gg_))g, (3.22)

En nous reportant aux définitions des grandeurs A} (3.10) et A3 (3.18) nous
obtenons pour w et A le systéme suivant :

{ A = —p% R*(h)sin®(h),
pw?hR(R) cos(8) sin(h).
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Nous en déduisons :

2 2
\[(A_Z cos(92)— A2 cos@g)) + (/1_2 sin(¢?)— A2 sin(gb_g))
§ = arctan ~-R‘%) — - = 4 /
\/(Al cos(pl)— A cos(¢ )) +(A_151n(£)—A_}Lsin(¢_g))

.
i

I N I :
pRZ(h) sin’(0) v
Avant d’introduire le protocole expérimental que nous avons suivi il est im-
portant de rappeller 'hypothése forte de ce calcul, a savoir que l’ecoulement peut
dtre décrit comme une rotation solide.

.
3.3.2.2 Dispositif. g

D’aprés ce que nous venons de voir la détermination de ({u, 6, ¢) se raméne a
une mesure des grandeurs (A}, A7, A1, A% ¢, 7).

Pour la mesure de pression nous avons utilisé des capteurs dynamiques piézo-
électriques & quartz Piézotronics modéle 106B50, dont les principales caractéris-
tiques techniques sont reportées dans le tableau suivant.

| Modéle | 106B50 |
Gamme de sensibilité dynamique(kPa) | 0.0007-34.5
Sensibilité (mV /kPa) 72.5
Pression statique maximum (kPa) 3450
Fréquence de résonance (khz) >40
B Fréquence minimum (Hz) 0.5
[ Diamétre de la surface sensible (mm) |  12.62 |

Le capteur de pression est fixé dans le conteneur de maniére a étre affleurant
3 la surface de la cavité. Nous avons placer le capteur & 3 cm du plan équatorial.
Nous avons réalisé aprés construction de l'expérience que cette position n’était pas
la plus favorable, «mais presque». h est déterminé de maniere a ce que I'amplitude
des signaux de fréquence w et 2w dans (3.6) soit la plus grande possible, cela
revient donc A maximiser simultanément les facteurs géométriques 2hR (h) et
RZ (k) /2. Nous avons représenté sur la figure (3.10) ces deux fonctions pour
différentes valeurs de h, il apparait que notre choix (h = 3 em) n’est pas le meilleur
compromis, une distance de 'ordre de h = 5 cm semble plus appropriée. Le signal
délivré par les capteurs de pression étant trop faible pour pouvoir étre transmis
directement & travers les collecteurs tournant nous avons utilisé une électronique
fixée sur le conteneur pour ’amplifier. Cependant, les moteurs sans balai utilisés
pour les deux rotations générent un bruit électromagnétique important. Toutes
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sienaux de pression qu’a un facteur multiplicatif prés que nous notons K, :
g e

Al(mesure) = K..Al(vrai)
A%(mesure) = K,.A%(vrai)
mesure) = K. Ap(vrai)

) = K..Aj(vrai)

(3.24)

P
-

En utilisant un générateur de signaux périodiques, nous avons pu -vérifier
que le filtre analogique, monté en passe bas avec une fréquence de '(foupure de
200 Hz, introduisait le méme facteur multiplicatif sur I’enserhble de la gamme
de fréquence [0-60Hz|. Nous avons donc pu déterminer les grandeufs ne faisant
intervenir que des rapports d’amplitude, c’est & dire ¢ et 0. w nécessitant une
mesure absolue de A% létalonnage du systéme est indispensable pour pouvoir
obtenir une détermination de cette grandeur. i ’ *

Nous avons extrait les composantes & w. et & W, apreés epregistrement par
un filtrage numérique en temps. Afin de conserver les déphgsages, nous avons
systématiquement effectué deux passages d’un filtre passe bande sur les données,
le premier dans le sens des temps croissant, le second en renversant la serie tem-
porelle. Les fréquences de coupure ont été déterminées a partir des transformées
de Fourier du signal brut. Ce traitement numérique a été effectué en utilisant le
logiciel SAC (Seismic Analysis Code). Un exemple est donné sur la figure (3.12)

La mesure de la position du capteur de pression est obtenue par un systéme
optique constitué d’une photodiode placée dans le référentiel de la table tournante
et dun réflecteur collé sur le cylindre & 'aplomb du capteur de pression ( figure
3.13).

La table tournante étant au repos nous avons incliné le cylindre, le signal se ré-
duit alors 4 la pression hydrostatique. Ainsi nous pouvons déterminer (A}, A%, ¢;).
Nous illustrons la détermination du déphasage et de l’amplitude sur la figure
(3.14).

1l apparait clairement cue la pression hydrostatique est principalement un
signal de fréquence w, (figure 3.14). Comme attendu nous avons pu vérifier que
pour chaque jeu de parametres (a, we, ) , la composante filtrée a 2w, était
négligeable devant celle & w,. Nous en déduisons

A =1, (3.25)
AZ = A2 (3.26)

3.3.2.3 Protocole expérimental

Le signal de pression hydrostatique ne dépendant que de ’angle « entre 1'axe
du cylindre et 'axe de précession et de la vitesse de rotation w,, nous avons
procédé de la maniére suivante :

7
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F If}. 3..12 —’Exemple de filtrage numérique pour o = 20 °, w, = 300 rév/min
glgzc.ess(;on re’trograde a ), = —5 rév/min . a) signal brut, b) FFT du signal brut7
COEX es freicilfer’lces de’Cf)upures, c) Composante filtrée numériquement 4 w,, d)-
’posa}q e filtrée numériquement a 2w,. Pour des raisons de clarté, nous n’avons
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pour chaque enregistrement. De méme le spectre en fréquence s’'étend de é) a ;(I)lg

Hz, toutefois le signal au dela de 15 H
28, _ z ne comportant pas d’informati
avons pas fait figurer sur le graphique. e nons e
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F1G. 3.13 — Systéme de positionement du‘f capteur de preé'Sion.

1. w, et « sont fixés, O, = 0. Enregistrement simultané de la pression et
du signal de positionnement. La pression totale correspond & la pression
hydrostatique. A partir de cette mesure nous pouvons déterminer (4}, ¢2).

2. w, et « reste inchangés, nous augmentons progressivement le taux de pré-
cession. Pour chaque valeur de {1, nous mesurons simultanément la pres-
sion et le signal de positionnement. Par cette mesure nous déterminons

(Al? A2} gﬁl, ¢2)'

3.3.2.4 Reésultats.

Coomme nous ’avons vu lors de la visualisation directe de 'axe de rotation
solide (section 3.3.1), 'écart entre les plans (we, w) et (p,w,) est de lordre
de 5 & 10° en précession prograde. Les barres d’erreur sur la détermination de
la longitude et de la latitude étant comme nous allons le voir de 'ordre de 5°
également, cette technique ne nous a pas permis jusqu’a présent d’obtenir de
mesures significatives de la position de I'axe de rotation en régime prograde.

Cette méthode étant nouvelle nous avons procédé par étapes successives en
nous limitant dans un premier temps a une gamme de paramétres pour laquelle
nous pouvons supposer d’aprés les résultats de la partie (3.3.1) que I’écoulement

est dominé par une rotation d’ensemble du fluide (|| < 5.5 rév/min en pré-

cession rétrograde, a = 25 ° et w, = 300 rév/min). L’incertitude sur la mesure

provient essentiellement de la détermination des paramétres P! et ¢'(figure 3.14)
. Nous retrouvons par cette technique les résultats déduits d’une visualisation
directe de laxe de rotation solide pour des taux de précession inférieurs a 5.5
rév/min. (figure 3.15)

En effectuant des mesures de pression pour des vitesses de rotation de la table
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Fic. 3.15 - Longitude et colatitude de I'axe de rotation solide déterminees par
une visualisation directe et par une mesure de pression. a =25 ° et w. = 300
rév/min, précession rétrograde. Pour tous les points de mesure, I’écoulement est

dominé par une rotation solide (figure 3.6).

pour lesquelles nous avions perdu la signature de l'axe de rotation du fluide en
utilisant des billes de céramique, nous avons pu mettre en évidence un compor-
tement singulier de la direction de I'axe de rotation solide du fluide autour de
Q, = —b5.5 rév/min. (figure 3.16).

Nous avons ensuite effectué des mesures pour différentes vitesses de rotation
du cylindre (figure 3.17). Dans chaque cas, nous avons observé un régime corres-
pondant a des faibles longitudes jusqu’a une valeur critique du taux de précession.
Pour cette valeur il apparait une brusque variation de la direction de 1’axe de ro-
tation solide; nous atteignons alors un deuxiéme régime de rotation solide pour
lequel 'axe tend a étre antiparalléle au vecteur précession.

3.3.3 Discussion

Nous proposons de discuter Iensemble de nos résultats en nous appuyant sur
I’étude asymptotique de Busse (Busse 1968]2]). Nous présentons dans 'annexe Al
les grandes lignes de cette étude qui nous sont utiles pour discuter les résultats
que nous avons obtenus. Nous avons reporté sur la figure (3.18) les directions de
I’axe de rotation solide du fluide déduites des mesures de pression ainsi que les
9 branches de solutions stables prédites par ’approche asymptotique de Busse
(Annexe Al).

La valeur pour laquelle nous observons une variation brusque de la direction de
P’axe correspond dans tous les cas 3 1a limite €, (2) (Annexe Al) pour laquelle les
solutions de la branche 1 n’existent plus. J usqu’a ce taux critique de précession les
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FIG. 3.16 — Direction de I'axe de rotation solide déterminée par mesure de pres-
sion. a = 25 ° et w, = 300 rév/min, précession rétrograde.

longitudes et latitudes prédites par ’étude linéaire de Busse nous permettent de
rendre compte quantitativement de nos observations pour des vitesses de rotation
du cylindre supérieures a 100 rév/min.

Au dela de cette valeur suivant les cas nous obtenons un accord quantita-
tif plus ou moins bon entre nos observations et les prédictions analytiques, en
particulier autour de la zone de transition. D’aprés nos observations directes de
'axe de rotation solide il existe au dela de 2,(2) une composante secondaire dans
Pécoulement suceptible de destabiliser la colonne de billes de céramique (3.3.1),
comme nous le verrons par la suite, cela correspond & un état de turbulence dé-
veloppée. La méthode que nous utilisons ainsi que I'étude asymptotique de Busse
suppose que nous puissions décrire ’écoulement d’ordre 1 comme une rotation
solide. Le fait que cette hypothése soit violée pour [Q,| > |2,(2)| peut expliquer
les écarts que nous avons observés. :

Comme nous I'avions fait remarquer dans la partie (3.3.1) si nous réduisons le
taux de précession en dessous de |$2,(2)| nous retrouvons par visualisation directe
un axe de rotation compatible avec les solutions de la branche 1. Les solutions
de la branche 2, si elles existent entre ,(1) et ©,(2) ne sont jamais sélectionnées
par le systéme.

En faisant 'hypothése que pour [2,(1)| < [Q,| < [92,(2)| les solutions de la
branche 2 sont métastables, a I'image de certains changements d’état en thermo-
dynamique, nous proposons que les instabilités que nous avons observées puissent
faire basculer I'axe de rotation solide vers une solution de plus grande stabilité
(branche 1). Dans ces conditions nous ne pourrions observer ces solutions méta-
stables que pour des systémes pour lesquels I’écoulement reste laminaire au dela
de §2,(2). Comme nous allons le voir par la suite, nous n’avons jamais observé
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FIc. 3.17 — Détermination de la direction de ’axe de rotation du fluide en fonction
du taux de précession pour différentes vitesses de rotation du conteneur par une
mesure de pression, précession rétrograde. o = 20 °, a,b)w, = 100 rév/min,
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F1G. 3.18 — Comparaison des directions de ’axe de rotation solide du fluide obte-
illueg par une mesure de pression avec celles déduites de 'approche asymptotique
e Busse (Busse 1968[2]). o = 20 °, a,b)w, = 100 rév/min, ¢,d)w, = 150 rév/mi
e,f)w, = 300 rév/min. B o
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Fic. 3.19 - Diagramme de phase (€2, w,) caractérisant la transition des solutions
de la branche 1 (%) vers celles de la branche 2 (o). Les lignes représentent les
limites ,(1) (—- —)_et 2,(2) (—) déduites de P’approche asymptotique de Busse

(Annexe Al)

cette situation dans nos expériences. Nous voyons qu'il est alors fondamental de
pouvoir caractériser la transition vers la turbulence dans un tel systeme afin de
voir il existe une gamme de parameétres pour laquelle I’écoulement reste lami-
naire pour || > |2,(2)]. Si une telle situation n’existe pas alors 'hypothése faite
par Busse selon laquelle ’écoulement est dominé par une rotation solide n’est plus
vérifiée et 1a détermination de I'axe par une approche linéaire en volume n’est plus

justifiée.

Nous avons regroupé l'ensemble de ces résultats sur un diagramme de phase
(€, w,) (figure 3.19). Nous avons défini les solutions de la branche 2 par ¢ > 75
o ot colles de la branche 1 par ¢ < 30 °. Les limites Q,(1),82,(2) ont été obtenues
nmériquement & partir des résultats de Iapproche asymptotique de Busse. 1l est
important de noter ici que le comportement rectiligne des limites §2,(1) et Q,(2)
n’a de sens que dans la gamme restreinte des paramétres correspondant a nos

expériences.
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3.4 Etude de I’écoulement secondaire

Comme nous venons de le voir & travers la détermination du vecteur rota-
tion solide du fluide il existe un taux de précession critique auquel est associé
un changement brusque de la direction de I'axe de rotation en bloc qui semble
correspondre & un changement dans la dynamique de I’écoulement. Afin de ca-
ractériser la nature de I’écoulement qui se superpose & la rotation solide nous
avons cherché a mettre en évidence les zones de cisaillement en volume par une
méthode de visualisation directe utilisant des paillettes réfléchissantes.

J 3.4.1 Principe de la méthode.

b

‘ Le principe de la méthode que nous avons utilisée est similaire & celui présenté
dans Vanyo et al. 1995 ([42]).

Aprés avoir obtenu par mélange une suspension la plus homogéne possible
de particules réfléchissantes dans I’ensemble du volume fluide, nous éclairons une
tranche de fluide contenant ’axe du cylindre et ’axe de rotation solide du fluide ,
| (figure 3.20 ), nous nous sommes appuyés sur la détermination de la direction densité des particules étant proche de cell.e de 1

de I'axe présentée plus haut pour positionner le systéme. Le systéme est d’abord une suspension homogéne stable sur plusieurs heures.
mis en rotation rapide. Lorsque le fluide tourne en bloc avec le cylindre (temps :

de spinup~ E'/2w1), la table de précession est mise en rotation. Aprés plusieurs 3.4.3 Reésultats.

temps de spinup nous prenons des photos pour différentes orientations de I’appa-

reil par rapport & la tranche de lumiére. De cette maniére, nous pouvons obtenir 3.4.3.1 Précession prograde :
‘ une image des cisaillements sur I’ensemble du plan lumineux, ce qui ne serait pas

le cas si nous nous étions limités 4 des prises de vue & 90 ° de la tranche lumineuse
. en raison des aberrations optiques associées au dioptre cylindrique.

.

Fic. 3.20 — Systéme d’éclairage par tranche lumine/ﬁ’se.

eau nous obtenons aprés mélange

1. Pour & < 30 °, w, > 100 rév/min, quelque soit le taux de précess_ion n01f1is
observons un régime laminaire constitué de structures géostrophiques (fi-

gure 3.21). _ ,

9. Pour a = 33 °, we = 50 rév/min et 2y > 2 rév/min nous observons _prlél—

3.4.2 Dispositif expérimental. cipalement une instabilité bidimensionnelle affectant une grande partie du
3; Nous avons obtenu une tranche de lumiére en coupant P'éclair d'un flash de volume (figure 3.23, b). . o

forte puissance & I’aide d'une fente métallique de quelques millimétres. La largeur Les faibles forgages, un écoulement essentlelle,me'\,r}t lamlr’la'lre 1 _—
| effective de la tranche lumineuse dans 1’ensemble du volume fluide est de ’ordre Sur 'ensemble des expériences que n_oug avons réalisées, %e reglmedeag;;ziail]e_

de 0.5 a 1 cm. La source de lumiére est montée sur la croix métallique & la place en précession prograde se caractérise prIIICILP_f’Llem‘m-t par tro1.sdz0n1\(;,s ouvons

du laser que nous avions utilisé pour visualiser ’axe de rotation solide du fluide ment en volume alignées avec 'axe de rotation solide du fluide. , Dus lt) e

(figure 3.20). également observer en bas a gauche della ﬁgurfﬂ, (3.21,¢) l’a base d urlle z 111?;1(; o ]
' Nous avons réalisé la suspension de particules réfléchissantes en utilisant de cisaillante que nous ne pouvons identifier c.l:auremen't qu .en nf)l{l;} p7 51% A ‘
| I’AQ1000%. Nous avons testé l'influence de la concentration sur le rendu des angle entre la tranche lumineuse et 1’app§,re11 photF) m_ferleurA a 60- C)’ ‘

images, une faible quantité (qqs ml) suffit & obtenir un contraste de lumino- lié & la déformation optique associée au dioptre c‘yhndrlque (Annexe .etrouver

sité suffisant autour des zones de cisaillement pour pouvoir faire des photos. La En changeant I’orientation de la tranche lumineuse nous avons pu r ‘

t 3 ’axe de rotation solide
aire comme un ensemble

il s’agissal ctures axisymétriques par rappor
KALLIROSCOPE Corporation, 264 main street P.O Box 60. GROTON. MASSACHU- qu’il s’agissait de stru Y

SETTS 01450 USA. tel : 617-448-6302. du fluide. Nous pouvons décrire cet écoulement second
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de cylindres géostrophiques paralléles & I’axe de rotation emboités les uns dans
les autres. Les vitesses angulaires différentielles entre ces cylindres se manifestent
a travers les zones de cisaillement mises en évidence par les paillettes. Pour une
vitesse de rotation du conteneur fixée nous observons des structures de plus en
plus marquées dans I’ensemble du volume (figure 3.21,a,b,c), le nombre de struc-
tures géostrophiques semble constant au dela de Q, = +3 rév/min. Nous avons
comparé les distances relatives entre I’axe de rotation solide du fluide et les dif-
férents cisaillements. Nous pouvons observer que la position des structures par
rapport a I’axe du fluide ne dépend pas du taux de précession (figure 3.22). En
accord avec nos observations de I'axe de rotation solide nous retrouvons que plus
le taux de précession est grand et plus 'axe du fluide est incliné par rapport a
celui de la coquille.

Nous notons également la présence d’une instabilité le long de I’axe de rotation
solide du fluide & partir de €, = 5 rév/min (figure 3.21,b,c). Cette structure ondu-
lée stationnaire persiste méme aprés plusieurs heures de rotation sans qu’aucune
instabilité dans I’ensemble du volume n’apparaisse. En particulier les cisaille-
ments géostrophiques ne semblent pratiquement pas affectés par cette distorsion
de ’axe.

[’élément qu’il nous semble important de noter ici est qu’en régime laminaire,
quelque soit le taux de précession, nous observons toujours des structures géostro-
phiques de grande échelle. En aucun cas nous n’avons mis en évidence des zones
de cisaillement inclinées pouvant é&tre associées aux ondes inertielles décrites dans
le chapitre II.

Le cas des forgages importants :

o = 33 °, w, = 50 rév/min, nous observons, pour €2, > 2 rév/min, une instabi-
lité dans la partie centrale du volume (figure 3.23, b). Cette instabilité se traduit
par une ondulation des structures géostrophiques (figure 3.23, b). Nous notons un
battement de cette structure perpendiculairement & sa direction principale que
nous ne pouvons pas mettre en évidence sur les photos.

Nous n’avons pas observé de transition d’un état purement laminaire vers un
régime d’instabilités, la perturbation localisée autour de axe de rotation pour des
forcages faibles semble s’étendre progressivement des structures les plus internes
vers les plus externes (3.23). Ces observations sont assez proches de ce que Malkus
avait décrit comme une «wavelike instability» dans son expérience de 1968 (voir
chapitre d’introduction, section «Les observations expérimentales» ).

Nous notons également la présence de structures en «filamentsy entre la partie
cisaillante la plus externe (que nous ne pouvons pas distinguer sur les photos) et
la paroi du conteneur.

Approche expérimentale de la précession. ( CICERON)
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(a) 3 rev/min (b) 7 rev/min

(¢) 10 rev/min

Fia. 3.21 — Zones de cisaillement géostrophiques carac?érisées par la méthodde

des paillettes réfléchissantes. @ = 20 °, w, = 300 rév/ min, pr}ecessmr_l progra 81;

a) ), = 3 rév/min, b) Qp = 7 rév/min, c) 4, =10 rév/min. L’appareil photo es
P ’ :

situé ~ 90 ° de la tranche lumineuse.
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'|Axe de rotation du fluidg

FiG. 3.22 —~ Nous avons défini I’axe de rotation du fluide comme étant la droite
passant par le centre de la cavité paralléle aux structures cisaillantes. En raison
du dioptre cylindrique d'une part et de la déformation lide au systéme optique de
l'appareil photo d’autre part, nous avons utilisé une longueur caractéristique L
identique sur les deux clichés pour effectuer des mesures relatives de la position
des structures cisaillantes. Nous voyons sur cette figure que les cisaillements géo-
strophiques sont situés a la méme distance de ’axe de rotation solide du fluide
pour deux taux de précession différents. o = 20 °, w, = 300 rév/min, précession
prograde.
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5
¥

(a)

Fia. 3.23 — Comparaison entre la distorsion de I'axe observé en précession pro-
grade pour a) a = 20 °, w, = 300 rév/min, £, = 10 rév/min,.b) =33 °_, we = 50
rév/min, , = 5 rév/min. En pointillé une structure de cisaillement qui pour un
faible forcage (a) n’est pas déformée. Comme nous l'avons montré la distance a
I’axe des cisaillements géostrophiques ne dépend pas du forgage, nous avons alors
reporté en pointillé sur la photo (b) cette méme structure.
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3.4.3.2 Précession rétrograde :

En précession rétrograde nous retrouvons les résultats obtenus par Malkus
(1968[17]) et Vanyo et al. (1995[42]), 4 savoir qu’il existe trois régimes d’écou-
lement secondaire se superposant & la rotation solide (figure 3.24), un régime
laminaire géostrophique (figure 3.24,a), un régime correspondant & une premiére
instabilité principalement bidimensionnelle (figure 3.24,b,c) et enfin un régime de
turbulence développée (figure 3.24,d). Ces trois types d’écoulements apparaissent
successivement lorsque pour une vitesse de cylindre donnée nous augmentons le
taux de précession.

Le régime laminaire :

Le régime géostrophique laminaire que nous observons en précession rétro-
grade (figure 3.24,a) est comparable & celui que nous avons obtenu en précession
prograde, si ce n’est que nous n’obtenons dans ce cas qu’une seule structure domi-
nante en volume au lieu de trois. En nous placant & 45 © de la tranche lumineuse
nous pouvons observer une zone de cisaillement géostrophique supplémentaire
dans la partie la plus externe du fluide (figure 3.25), toujours pour des raison de
déformation liée au dioptre cylindrique cette structures n’est pas visible sur des
photos prises 4 90° de la tranche lumineuse.

Nous avons testé I’effet de la quantité de particules réfléchissantes sur le rendu
des images afin de voir si nous pouvions rendre compte de la différence entre les
régimes laminaires en précession prograde et rétrograde. La vitesse du cylindre
étant fixée nous avons fait varier le taux de précession. La figure (3.26) illustre
les résultats que nous avons obtenus avec 1ml, 2ml, 3ml d’AQ1000. Une grande
partie des structures assez fines visibles avec 1ml de solution d’AQ1000 dispa-
raissent lorsque nous augmentons la concentration de particules réfléchissantes.
Nous n’obtenons jamais une image du cisaillement comparable & ce que nous
avions pu observer en précession prograde. La différence entre les régimes lami-
naires (€, > 0 et Q, < 0) correspondrait-elle a deux structures différentes du
cisaillement axisymétrique en volume ?

L’instabilité bidimensionnelle :

L'instabilité 2D (figure 3.24,b,c) que nous observons en augmentant le taux
de précession se caractérise par des structures fines allongées paralléles a 'axe de
rotation du fluide. Cette instabilité semble apparaitre d’abord dans les zones de
cisaillement laminaires (figure 3.27) puis dans I’ensemble du fluide lorsque nous
augmentons le taux de précession (figure 3.24,c). Nous n’avons pas pu a partir des
clichés déterminer la géométrie compléte de ces structures, il peut s’agir encore
une fois de cylindres imbriqués les uns dans les autres ou bien de structures
en filaments pour lesquelles les longueurs d’ondes radiales que nous observons
sont représentatives de la dépendance en ¢. Il s’agirait alors de colonnes alignées
suivant la direction de 'axe de rotation solide du fluide. La figure (3.27) semble
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(a) -3 rev/min (b) -4.94 rev/min

~ (¢) -5.43 rev/min (d) -7 rev/min

it égi é ire : gcession
F1G. 3.24 — Différents régimes d’écoulement secondaire observés en préce

rétrograde. o = 20 °, w, = 300 rév/min. a) , = —3 rév/min : écoulement lz?ml—
naire, b) 2, = —4.94 rév/min : instabilité 2D autour iie§ st_ru'ctlfre?s lamlnan:gs,
c) ©, = —5.43 rév/min : instabilité bidimensionnell’e ggnerahsee a I'ensemble du
volume, d) §, = —7 rév/min : turbulence développée.
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F1G. 3.25 — Visualisation de la zone de cisaillement la plus externe en régime
laminaire. o = 20 °, w, = 300 rév/min, ©, = —3 rév/min. L’appareil photo est
placé & 45 ° de la tranche lumineuse.

montrer une dissymétrie des structures de part et d’autre de 'axe de rotation
dans la partie centrale du fluide. La lumiére provenant de la gauche sur ce cliché,
nous pensons qu’il peut s’agir d’'un artéfact lié & la diminution de la luminosité
dans la partie la plus éloignée de la source.

En plus de cette instabilité il apparait une zone de cisaillement ondulée sur
I’axe de rotation solide du fluide semblable a celle que nous avions observée en
précession prograde.

Le régime de turbulence développée :

Le régime de turbulence développée (figure 3.24, d) apparait systématique-
ment aprés le changement brusque de direction de I’axe de rotation solide du
fluide. Bien que nous puissions distinguer dans certains cas une direction privilé-
giée des zones claires et sombres dans le plan de la tranche lumineuse, il semble
que ce régime correspond plutdt & un écoulement 3D se superposant & la rotation
solide. La technique des paillettes ne nous permet pas de caractériser ce type
d’écoulements dans la mesure ol ils n’impliquent pas de cisaillements station-
naires a grande échelle facilement identifiables avec les paillettes. En particulier
il est assez difficile d’obtenir des images contrastées mettant en évidence I’aspect
tridimensionnel de cet écoulement secondaire. La gamme de paramétres pour la-
quelle nous observons ce régime correspond a celle oul la colonne de billes de
céramique devient instable (3.3.1).

Nous avons reporté sur le diagramme de phase (3.28) ’ensemble de nos ob-
servations correspondant & une serie d’expériences faites pour un angle o = 25 °.

(a) 1 ml (b) 2 ml

(c) 3 ml

FIG. 3.26 — Test de Iinfluence de la quantité de paillettes en suspension sur.la
caractérisation des zones de cisaillements en volume. o = 20 °, w, = 300‘ rév/min,
Q, = —3 rév/min. L'appareil photo est placé & 90 ° de la tranche lumineuse. a)

1ml d’AQ1000, b) 2ml d’AQ1000, ¢) 3ml d’AQ1000.
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FIG. 3.28 — Diagramme de phase (w,, },) regroupant les observations faites par
une méthode des paillettes pour oo = 25 °. Les lignes sont les limites €,(1) (— -
—).et §,(2) (—) déduites de I'approche asymptotique de Busse (Annexe Al).
Notons que lors de l’étude de la direction de I'axe de rotation du fluide nous
avions observé une variation brutale de la longitude et de la colatitude autour de
la limite ,(2) (—) uniquement.

F1G. 3.27 — Déstabilisation de la structure cisaillante géostrophique laminaire.
a = 20 °, w, = 150 rév/min, Q, = —2.5 rév/min. Nous voyons sur la vue d’en-
semble des structures en «filaments» autour des zones de cisaillement externes.
Le grossissement de la partie encadrée met en évidence une structure laminaire
(les particules sont réguliérement réparties sur toutes la structure) et un cisaille-
ment plus externe qui semble avoir une structure interne en «filamentsy. Ceci
suggere que cette instabilité serait dans un premier temps localisée sur la zone de
cisaillement majeure de ’écoulement laminaire.

3.4.4 Discussion.
3.4.4.1 Le régime laminaire :

Nous interprétons le cisaillement géostrophique le plus externe, visible uni-
quement lorsque nous nous plagons & un angle inférieur a 60 — 70°, comme celui
prédit analytiquement par Busse (1968|2]) (en s/R = 0.86 ) et pour lequel nous
avons proposé dans le chapitre II un mécanisme physique pour une viscosité fi-
‘ nie. Lexistence d’autres structures géostrophiques en volume reste une question
ouverte, en particulier la différence que nous observons entre précession prograde

et rétrograde pour ce régime est surprenante.

Nous avons cherché & savoir si la structure de cisaillement dominante sur les
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clichés pris & 90° de la tranche lumineuse en précession rétrograde correspon-
dait & un des cisaillements géostrophiques du régime de précession prograde.
Pour cela nous avons mesuré sur les photos, le rayon cylindrique correspon-
dant & cette structure en précession rétrograde puis nous avons cherché si sur
les images obtenues en précession prograde nous pouvions trouver un cisaille-
ment ayant une position et une taille équivalente (figure 3.29). Pour une posi-
tion fixe de I'appareil photo par rapport & la tranche lumineuse, le grandisse-
ment optique est le méme pour les deux clichés, nous pouvons donc effectué des
mesures relatives du rayon cylindrique sans nous préoccuper du facteur géomé-
trique associé¢ a la prise de vue. Nous avions remarqué en précession prograde
que la position des cylindres par rapport a ’axe de rotation du fluide ne sem-
blait pas dépendre du taux de précession, nous avons donc choisi de compa-
rer deux photos qui semblent représentatives du régime laminaire pour les deux
sens de rotation de la table tournante pour le méme nombre d’Ekman (la vi-
tesse de rotation du conteneur), a savoir (w. = 300 rev/min, Q, = +7 rev/min)
et (we = 300 rev/min, Q, = —3rev/min). Il apparait une correspondance (en po-
sition et en taille) entre les deux structures laminaires les plus externes (sur les
clichés pris & 90° de la tranche lumineuse) en régime prograde et rétrograde. Pour
cette structure particuliére, non seulement sa position et sa taille carctéristique
ne dépendent pas du taux de précession (voir description du régime laminaire en
prograde), mais elles ne dépendent pas non plus du sens de rotation de la table.
Pourquoi le reste du volume devrait-il se comporter différemment ? Si nous re-
gardons attentivement la photo (3.25) nous voyons qu’en plus des deux cylindres
les plus marqués, il existe une structure évanescente assez fine plus interne en vo-
lume. Cette photo a été prise lors de la méme expérience que le clichés (3.24, a)
sur lequel elle n’apparait pas. Entre ces deux images seule la position de I’appareil
par rapport & la tranche lumineuse a changgé, ceci nous montre la difficulté qu’il
peut y avoir a interpréter ce type de données. Nous ne pouvons donc pas tirer de
conclusion quant a la différence que nous observons entre les deux régimes lami-
naires en précession prograde et rétrograde. Il n’est pas certains que la structure
radiale du cisaillement soit différente en précession prograde et rétrograde.

Nous avons également reporté sur ces clichés la zone de cisaillement géostro-
phique prédite théoriquement (Busse 1968|2]) en utilisant les lois de déformation
du dioptre cylindrique présentés en annexe (C). Contrairement & ce & quoi nous
pouvions nous attendre elle ne correspond & aucune structure claire. Ceci pose la
question de savoir & quoi correspond une bande blanche sur les images. En 1’ab-
sence de précession aprés plusieurs temps de spinup, le fluide n’est animé que d’un
mouvement de rotation en bloc avec le conteneur, il n’y a donc pas de cisaillement
dans le systéme. Nous avons pu alors observer sur les clichés que ’ensemble du vo-
lume était sombre. Ceci tend & montrer que les structure sombres correspondent
a une zone de faible cisaillement par oposition aux structures claires.
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ciées aux mo ¢ i
coe u\vemer.lts géostrophiques. Nous pouvons alors estimer le rapport des
ements a partir des résultats numeériques par :

U;;nertieue Uénert’iette € E1/2

S = —* ETP “exp
Ugeostropiuque Ugeostroph'ique 1/2 (328)

\ o erp ¢ nUm Enum Lmum
Ot les indices «exp» et «numy

calcul numérique.
Pour estimer I’ i 'é

er amplitude de I’6coulement de couche limite e,

rience avons utilisé la relation entre la colati
: > atitude et ¢
asymptotique de Busse (1968[2]) " deconfant d

font refé i | éri
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dans Pexpé-
e 'approche

= |W—we
e T 3 (3.29)
) _ 2
wiw, = w (3.30)
nous en déduisons
sin®(9) = 2. (3.31)

En utilisant les résultats numériques (y = 0.1, £ = 10~ ) dans le cas de la sphé
; ére,

nous avons estimé ¢ iffére \Y
S avons estimé le rdpport (328) pour dlﬁ rentes valeurs des paramétres (w Q
cy Sip
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(oo i) | p(eefuin ) | U= U |

100 3 0.98
3 0.3643 ‘

150 1 12 v
5 0.4778

o 5 1.15 i
5 0.3375

TAB. 3.2 — Rapport (3.28) entre I'amplitude des ondes inertiellés ef lamplitude
de I’écoulement géostrophique dans les expériences & partir du calcul numérique
obtenu dans la sphére pour (y = 0.1, E=107%). '

r

) (table 3.2 ). Sur I'ensemble des expériences pour lesquelles nous ‘observons un
régime laminaire, 'amplitude des ondes inertielles ainsi obtenue est du méme
ordre de grandeur que 'amplitude de I’écoulemerit géostrophique. Or nous ne les
avons jamais observées en utilisant les paillettes réfléchissantes.

1l existe cependant d’un point vue dynamique une différence fondamentale
entre ces deux types de mouvements :

Si les cisaillements géostrophiques sont des structures stationnaires dans le
référentiel en rotation solide, il n’en est pas de méme pour les ondes inertielles.
En effet pour une paillette située dans le référentiel tournant du fluide, les ondes
inertielles apparaissent comme un cisaillement de fréquence w.. Nous suggérons
que la méthode simple des paillettes ne soit pas la plus adaptée a la visualisation
de ce type de structures oscillantes. D’autres méthodes peuvent &tre envisagées
pour essayer d’identifier cet écoulement, s'il existe. Nous aborderons ce point en

conclusion générale de ce travail.

3.4.4.2 Les instabilités :

La turbulence en précession rétrograde, une instabilité de cisaillement ?
Comme nous 'avons vu dans la section (3.3.2), il existe en précession rétrograde
un changement brusque de la direction de ’axe de rotation solide du fluide. Nous
avons cherché A savoir si ce phénomeéne était également associé & I'une ou l'autre
des instabilités que nous observons en précession rétrograde. Pour cela nous avons
reporté sur les diagrammes de colatitude en fonction de €y, les différents régimes
que nous avons pu observer (figure 3.30). ‘

Le fait que nous observions la premiére instabilité avant et aprés le saut
brusque de Paxe de rotation solide nous montre que le mécanisme physique,
encore non_ identifé, responsable de ce changement brusque de direction n’est
probablement pas a l'origine de cette premiere bifurcation.

La comparaison entre la colatitude de I'axe du fluide et les différents regimes
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. Régime laminaire géostrophique.
Instabilité bidimensionnelle.

F="TRégime de turbulence développée.
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S‘E(‘)Il(fd. 3;3? = (.30'mparaism:1 entre I'évolution de la colatitude de I’axe de rotation
e et les différents régimes observés en utilisant des paillettes réfléchissantes en

suspension dans le fluide. & = 20 °, a)w, = 100 ré . : :
W = 300 Tév /min. , a)we = 100 rév/min, b) w, = 150 rév /min,c)
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observés (figure 3.30) suggére qu’il existe pour chaque vitesse de rotation du
cylindre une premicre valeur critique du taux de précession correspondant & I’ap-
parition de l'instabilité bidimensionnelle et une seconde associée a la turbulence

développée. A ces taux critiques de précession correspondent des colatitudes -/

critiques 0., que nous déduisons des diagrammes (3.18). Nous pouvons alors in-
voquer des effets visqueux et /ou des effets liés A la forme ellipsoidale.du conteneur
pour tenter d’expliquer l’origine de nos observations. Dans un cas corfime, dans
Pautre c’est Pécart entre la direction de rotation solide du fluide et la toquille qui
joue un role important. En effet, plus ’axe du fluide est incliné par rapport a celul
de la coquille et plus le cisaillement de couche limite ¢ sera grand, donc plus le ci-
saillement localisé sur les structures géostrophiques sera important. D’autre part
Pécoulement, en particulier ses composantes géostrophiques, sera d’autant plus

perturbé par la géométrie du conteur que son axe-de, symétrie (axe de rotation
solide du fluide) différe de celui du conteneur (kc). 5, ¥

L’existence d'une colatitude critique 0. est d’apres (3.31) équivalente a celle
d’une amplitude critique €. de Pécoulement de couche limite! Cette hypotheése
selon laquelle le paramétre permettant de caractériser cette premiére bifurcation
est 0, (ou ) est compatible avec le fait que nous n’observions pas d’instabilité
en précession prograde pour a = 90 °. En nous appuyant sur la formulation ana-
lytique de Busse, nous avons reporté sur la figure (3.31) les colatitudes critiques
correspondant aux taux de précession critiques observés expérimentalement pour
o — 20 °. Nous obtenons que pour les vitesses de rotation prograde de la table
accessibles dans cette expérience, les colatitudes prédites analytiquement sont
toujours inférieures a la valeur critique. Ceci expliquerait donc P’absence de tur-
bulence bidimensionnelle pour un angle o = 20 ° en précession prograde.

Comme nous ’avons fait remarquer instabilité bidimensionnelle semble ap-
paraitre dans un premier temps dans les zones de cisaillement les plus externes
puis dans la structure cisaillante en volume (figures 3.27, 3.24, b, c). La vitesse
azimutale dans la structure géostrophique en s/R = 0.86 se mettant a I’echelle
en ¢2F~3/10 (Chapitre II), nous proposons d’interpréter la premiére bifurcation
observée en précession rétrograde comme une déstabilisation des structures géo-
strophiques laminaires lorsque la vitesse associée & ces cisaillements atteint une
valeur critique :

Uy ox e2B7310. (3.32)

Nous pouvons ainsi construire un nombre de Reynolds associé a cette transition.
Ce nombre mesure le rapport des effets non linéaires, donc du terme advectif dans
’équation du mouvement, aux effets visqueux. Il est défini par

R, =UL/v,

oit U et I sont respectivement une vitesse et une longueur caractéristiques du
systéme. D’aprés nos résultats numériques (Chapitre II) la taille caractéristique
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]\9‘1(}. 3.31 = 20 °. En reportant les taux de précession critiques correspondant
a; la premiére bifurcation sur les courbes analytiques de colatitude déduites de
I'approche asymptotique de Busse (1968]2]), nous avons comparé les 0, corres-
pondant & la premiére bifurcation en précession rétrograde aux valeur; théori-
quement accéssibles en précession prograde. Nous obtenons que pour les vitesses
de rgtation prograde de la table comprise entre 0 et 10 rév/min, les colatitudes
prédites analytiquement sont toujours inférieures & la valeur critizzlue. Ceci expli-

querait donc ’absence de turbulence bidimensionnelle pour un angle @ = 20 ° en
précession prograde. l
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| we (rév/min) | R. |
150 BL1) 10°
300 BE1) 10°

TAB. 3.3 — Nombre de Reynolds caractérisant la premiére bifurcation en préces-
sion rétrograde. . W

- ~

des structures cisaillantes se met a Péchelle en E'/°. Comme précédemihent nous
sy , o L o * »

avons utilisé les résultats numériques (y = 0.1, E = 107° )*pour *estimer les

vitesses azimutales associées aux structures géostrophiques : -
U = Rw (,——(U"S)"m £ E*Wlo) = 710" Ry Eenp B! ™ (3.33)
- ¢ —3/10°exp~exp ) T " YeCexptezp ‘
EnumLrnum #
68“'!1771 L :
L=R(—2m) g5 =1.92RE. / (3.34)
Exln

Ot 65, est la taille caractéristique sur laquelle se fait le cisaillement géostro-
phique, nous avons utilis¢ la valeur donnée dans la table (2) de I’article du chapitre
1L

R, =1.3107%2 E_11/1 (3.35)

exp —exp

Si nous avons pu observer cette premiére bifurcation sur un nombre de points
(€, w,) raisonnables (figure 3.31), nous ne disposons en revanche que de trois
expériences au cours desquelles nous avons effectué une détermination de la di-
rection de I'axe de rotation solide autour de cette premiére bifurcation (o =
920°, w, = 100, 150, 300 rév/min). Nous n’avons observé ce régime de trubulence
bidimensionnelle que pour les deux derniéres. Pour w, = 100 rév/min il est pro-
bable que ce régime, s'il existe, correspond & une plage trés réduite de taux de
précession, inférieure & la précision avec laquelle nous pouvons ajuster la vitesse
de rotation de la table tournante. Ceci peut alors expliquer que nous ayons ob-
servé directement une transition du régime laminaire vers le régime de turbulence
développée.

A partir des deux expériences a 150 et 300 rév/min nous avons calculé les
nombres de Reynolds en utilisant la relation (3.31) pour déterminer £ (table 3.3).
L’erreur de Pordre de 5° que nous faisons sur la détermination de la colatitude
introduit une erreur relative sur le nombre de Reynolds d’environ 30%. II est
difficile de tirer une conclusion quant a ce résultat avec simplement 2 observations,
une étude sur une plus large gamme de vitesses de rotation de la coquille et
d’angle o est nécessaire. Il semble néanmoins que la valeur critique du nombre de
Reynolds que nous obtenons ne dépend pas de la vitesse de rotation du cylindre
et donc du nombre d’Ekman.




138 Approche expérimentale de la précession. ( CICERON)

) Une telle h)_fpothése suggere que lellipticité et 1’angle dont nous inclinons
1 ?Jxe de:' la coquille par rapport & I'axe de précession ne jouent un réle que dans la
détermination de la rotation solide du fluide et donc dans Iamplitude de l’éclou—
lement géostrophique, ce serait alors les effets visqueux qui sont & 'ori ‘i;le de 1
déstabilisation des structures laminaires. ’ o

. La s-econde transition identifiée en précession rétrograde peut alors étre dé-
01:"1te soit comme une seconde bifurcation du systéme de cylindres en rotation
d_1f_fé}‘entielle soit comme une instabilité d’une autre nature pour laquelle Pellip-
ticité pourrait jouer un réle beacoup plus direct. Dans les expériences que nous
avons effectuées, lorsque pour une valeur critique du taux de précession le systéme
attesmt le régime de turbulence développée nous n’avons pas observé de rztour a
un état laminaire, méme aprés plusieurs dizaines de minutes. Cette transition vers
la turb}llence es1? en ce sens assez différente de celle des instabilités elliptiques déja
observées expérimentalement (Malkus 1994[18], figure 3.32) pour lesquelles des
cycles d’hystérésis sont mis en évidence.

La Qistorsion des structures géostrophiques, un effet de Dellipticité?
La distorsion de 'axe de rotation solide et des structures géostrophiques que nou:s
avons observée n’a pas encore fait objet d’une étude approfondie dans le cadre
de cette expérience. En comparant cette structure (3.23) avec les observations
de Malkus (1994[18]) lors d’une expérience au cours de laquelle il impose une
perturbation elliptique par déformation de la paroi d’un cylindre en rotation
(7ﬁg1.1re_ 332), nous pouvons penser qu'il s’agit d’une perturbation induite par
Pellipticité du conteneur. Kerswell (1993[13]), Seyed-Mahmoud et al. (2000[30])
Kerswell (1999[15]), ont montré que ce type d’instabilités pouvait dans certaines,
c1rcons‘tances donner lieu & des résonances entrainant alors une déstabilisation
compléte de I’écoulement (figure 3.32, b). Nous interprétons done cette distorsion
des strutures comme un effet du a la seule forme ellipsoidale du conteneur.
Comme nous 1’avons mentionné, ’axe constitué de billes de céramique semble
p}our dfa forts taux de précession apparaitre puis disparaitre avec une certaine
régularité. Malkus en 1989 (Malkus 1994[18]), a pu observer un phénoméne (;om-
pa;rable\ de croissance d’une instabilité suivi d'une turbulence dévellopée puis d’un
ret01_1r aun état laminaire s’accompagnant d’une nouvelle croissance (figure 3.32)
La suml‘ltl%de enfre nos observations et celles rapportées par Malkus suggére' qué
nous puissions étre en présence d’une instabilité de type elliptique. I1 est impor-
tant‘ de noter ici que nous n’avons pas pu mettre en évidence un tel comportement
cychque de la distorsion des structures avec des paillettes réfléchissantes en préces-
sion pr’ograde ou rétrograde. Les paramétres (w,, €, ) pour lesquels nous avons
observé ce comportement oscillant de Paxe de rotat,.ion correspondent a ce que
nous avons identifié comme des régimes de turbulence développée par la tech-
nique des paillettes. Il n’existe alors aucune structure de cisaillement & grande

Approche expérimentale de la précession. ( CICERON) 139

échelle pouvant mettre en évidence une déformation associée & lellipticité du
conteneur. La seule structure de grande échelle qui persiste est la rotation solide
a laquelle précisément les billes de céramique sont sensibles. 1l est alors possible
que nous ayons la superposition de deux instabilités, I'une de cisaillement mise
en évidence par les paillettes autre due a l'ellipticité et perceptible:a travers le
comportement des billes de céramique. Cependant, contrairement;aux paillettes,
les billes de céramiques n’ont pas la méme densité que le liquide, quel est alors
le role des forces d’Archiméde? Ceci pose la question de savoir si "l caractére
cyclique que nous avons observé n’est pas un artéfact lié aux graceyrs que nous
avons utilisé. D’autres études nous paraissent nécessaires afin de pouyoir conclure
quant & I'occurrence de ce phénomene. :

3.5 Conclusion.

Nous avons proposé dans ce chapitre une méthode quantitative basée sur la
mesure de la pression associée & la rotation solide du fluide pour caractériser la
direction du vecteur w.

En comparant la direction de I'axe de rotation du fluide déduite des mesures
de pression avec une observation directe utilisant une suspension de billes de
céramique nous avons pu «valider» cette technique dans une gamme de para-
métres pour laquelle I’écoulement est laminaire. Cette méthode étant nouvelle,
nous devons rester prudent quant au degré de validité de nos résultats lorsqu’un
scoulement turbulent se superpose & la rotation solide du fluide.

Une approche analytique dans la limite des faibles viscosités (Busse 1968[2])
conduit dans certaines conditions & 'existence de plusieurs solutions pour la ro-
tation solide du fluide. Nous avons montré & partir de nos déterminations expéri-
mentales que le systéme sélectionnait toujours 1a solution correspondant au plus
petit écart entre la direction de rotation du fluide et celle de la coquille. Le sens
physique de cette observation n’est actuellement pas clairement établi. Pourquoi
le systéme sélectionne-t-il une branche de solution plutdt qu'une autre ? S’agit-il
d’une minimisation de la dissipation visqueuse dans la couche d’Ekman, ou d’un

changement d’équilibre entre les couples 7

Nous avons également cherché & caractériser I’écoulement secondaire se su-
perposant & la rotation solide en utilisant une méthode de visualisation directe.
Nous avons ainsi retrouvé les résultats des études antérieures (Malkus 1968[17],
Vanyo et al. 1995[42]) & savoir qu’en précession rétrograde il existe principalement
trois régimes d’écoulement secondaire, un régime laminaire constitué de cylindres
géostrophiques coaxiaux alignés avec I’axe de rotation solide du fluide, un régime
de turbulence bidimensionnelle et un régime de turbulence développée. Nous pro-
posons 4 l'issue de cette étude que la premiére bifurcation observée en précession
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(a) (b)

FI1G. 3.32 — Croissance et explosion d’une instabilité elliptique observée expéri-
mentalement (Malkus 1994[18]). Un cylindre rempli d’cau en rotation rapide est
déformé radialement, par pincement (a). La déformation elliptique des lignes de
courant associées a la rotation solide du fluide est la source d’une onde inertielle
(distorsion de I’axe de rotation solide (Kerswell 1999[15])) qui dans certaines
conditions entraine la croissance d'une instabilité (1) allant jusqu’a une déstabi-
lisation compléte de I’écoulement (2). II apparait alors un nouvel état transitoire

de spin-up du fluide (3) puis le processus de croissance recommence avec une
symétrie opposée (4).
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rétrograde corresponde & une déstabilisation des structures géostrophiques lami-
naires sous l'effet d’'un cisaillement trop important.

De maniére apparemment indépendante de ces différentes bifurcg,tions, il. s€,
développe dans le systéme une instabilité se caractérisant par une déformation
des structures géostrophiques. Nous proposons que cette derniére soit due & 1'el-
lipticité du conteneur, elle est alors d’autant plus importante que I’axe de rotatlon
solide du fluide est incliné par rapport a celui de la coquille. :

Une étude systématique par la méthode des paillettes que nous avons utilisée
sur ’ensemble des paramétres accessibles avec cette expérience dewrait pouvoir
nous guider vers une compréhension physique de ces mstablht(?S -
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4.1 Conclusions.

A travers une approche numérique en géométrie sphérique du probléme de la
précession nous avons montré que les éruptions de la couche d’Ekman naissant
d’une rotation équatoriale différentielle entre le fluide et le conteneur induisaient
en volume deux types d’écoulement. Un premier écoulement correspondant a la
réponse linéaire du fluide aux interactions de couche limite peut étre décrit par des
cisaillements en volume le long des coénes caractéristiques émanant des latitudes
critiques dont le demi-angle au sommet est de 30°. Nous avons pu vérifier que
la taille caractéristique de ces structures correspondait & celle des éruptions de
couche limite, c’est & dire proportionnelle & E/®. Nous avons trouvé que I’ampli-
tude de la vitesse qui leur est associée était directement reliée & celle du pompage
d’Ekman autour des latitudes critiques, c’est a dire u oc EY5.

La réponse non linéaire du fluide s’organise quant & elle sur des surfaces ca-
ractéristiques cylindriques, paralléles 4 ’axe de rotation solide du fluide. La taille
caractéristique du cisaillement géostrophique & I'aplomb des latitudes critiques
est elle aussi définie par celle des éruptions (E/%). La vitesse est cette fois dé-
terminée par un équilibre entre I'accélération induite en volume par le pompage
d’Ekman résultant des interactions non linéaires dans la couche limite et la dissi-
pation visqueuse aux extrémités des cylindres géostrophiques. La couche limite &
I'intérieur de laquelle s’effectue la dissipation est d’épaisseur E'/2. Cette vitesse
purement azimutale est proportionnelle & E—3/10,

Nous avons pu montrer que les mécanismes associés a ’écoulement géostro-
phique identifiés dans la sphére permettaient de rendre compte de la mesure
expérimentale du cisaillement géostrophique effectuée par Malkus en 1968 ([17])
dans un conteneur d’ellipticité 1/25. Ceci tend & montrer que les mises a ’échelle
que nous avons obtenues dans la sphére restent valables lorsque le conteneur est
ellipsoidal, du moins tant que nous pouvons approximer la paroi par une sphére
sur I’échelle caractéristique de I’éruption de couche limite, c’est & dire tant que
Pellipticité est inférieure a E/5.

Au cours de cette thése, nous avons realisé une expérience de précession dans
un ellipsoide (n = 1/25) dans le but d’étudier d’une part la rotation solide du
fluide et d’autre part les différents régimes d’écoulement secondaire déja mis en
évidence par Malkus en 1968 ([17])et Vanyo et al. en 1995 ([42]).

En développant une méthode de détermination de la direction du vecteur
rotation solide du fluide basée sur une mesure de la pression, nous avons été a
méme de mettre en évidence un changement brusque de la direction de ’axe de
rotation du fluide pour certains taux de précession. Bien que ce comportement
singulier puisse étre prédit en s’appuyant sur 'approche asymptotique de Busse
(1968]2]), les mécanismes physiques qui le caractérise ne sont actuellement pas
identifiés.
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Nous avons également étudié les différents régimes d’écoulement se superpo-
sant & la rotation solide du fluide par une technique classique de visualisation
directe utilisant des paillettes réfléchissantes. Il apparait principalement trois ré-
gimes distincts sur ’ensemble des expériences que nous avons faites : !

1. Un régime d’écoulement géostrophique laminaire. (Précession prograde et
rétrograde) } T

2. Un régime de turbulence bidimensionnelle. (Précession rétrograde unique-
ment) - e T

%

3. Un régime de turbulence développée. (Précession rétrograde uniquement)

Nous avons proposé d’interpréter la premiéere bifurcation comme une instabilité
de cisaillement des structures géostrophiques. - ’

Il existe également une perturbation se caractfrisant par une:distorsion des
structures géostrophiques, cette derniére est bien identifiée dans le cas de la pré-
cession prograde pour lequel aucune instabilité de cisaillement ne semble se dé-
velopper. Ces observations sont compatibles avec I'idée d'une déformation due &
la forme elliptique du conteneur, a 'image de ce qu’a pu observer Malkus dans
son expérience de 1989 ([18]).

Que pouvons déduire de ces résultats d’un point de vue géo-
physique ?

Une application au cas terrestre de nos résultats suppose que nous fassions
comme nous ’avons mentionné dans I'introduction un certain nombre d’hypo-
théses fortes. Tout d’abord nous ne tenons pas compte des effets liés & la graine
solide ; nous avons également supposé que le liquide était homogéne et incompres-
sible. Enfin nous n’avons pas pris en compte les interactions de cet écoulement
avec le champ magnétique. Ces hypothéses nous conduisent & une premiére esti-
mation de la dynamique du noyau liquide sous 'effet de la précession du manteau.

La dynamique du noyau associée a la précession.

La premiére grandeur que nous pouvons estimer est 'amplitude de la com-
posante de rotation différentielle entre le noyau liquide et le manteau associée a
la précession de I'axe de rotation de ce dernier. Les paramétres caractérisant la
précession dans le cas de la Terre nous autorisent a appliquer la formule ana-
lytique obtenue par Busse (1968[2]) pour déterminer la valeur du parameétre €.
Nous caratériserons par la suite les grandeurs associées au noyau terrestre par
Pindice «T'».

er ~ 1.7107°. (4.1)
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Pour une viscosité vy ~ 107%, le nombre d’Ekman calculé sur le rayon total du
noyau liquide (3480 km) est quant & lui de ordre de 107,

Bien que Dellipticité de la frontiére noyau manteau (1/400) soit de l'ordre de
grandeur de la taille des éruptions de la couche d’Ekman (N QE%/ =1 / 500),
nous pouvons faire 'hypothése que le rapport des vitesses le long des cones ca-
ractéristiques et de celles associées a I’écoulement géostrophique peut encore étre
déterminé en nous appuyant sur les résultats numériques obtenus pour un conte-
neur sphérique. En appliquant la méme technique de mise a I’échelle que dans la
discussion des résultats expérimentaux,

U(ine’rtz'e”e
-2
Ugeostrophz’que ~ 107 (4 2)
¢ T

Il semble donc que dans le cas du noyau de la Terre, contrairement aux expériences
de laboratoire, les ondes inertielles de fréquence diurne soient négligeables devant
la composante stationnaire géostrophique. La vitesse azimutale associée a ces
structures stationnaires peut étre déduite des calculs numériques en appliquant
toujours les mémes régles de mise a 1’échelle, nous obtenons ainsi,

(Uy)p ~ 410 ms™, (4.3)

ce qui comme nous ’avons mentionné dans la conclusion du chapitre II est
du méme ordre de grandeur que les vitesses estimées & la surface du noyau
~ 10~ ms~1. Ces mouvements stationnaires dans le référentiel du fluide. L’axe
du noyau et celui du manteau étant presque confondus, ces mouvements sont
donc quasi-stationnaires pour un observateur situé a la surface de la Terre, si
de tels écoulements sont stables nous pouvons envisager de les détecter & partir
des variations temporelles du champ magnétique a la surface noyau manteau. La
taille caractéristique de la zone de cisaillement géostrophique serait quant a elle
de 'ordre de 3.5 km. '

Un tel cisaillement géostrophique au sein du noyau peut-il étre stable? Il
est assez difficile de répondre de fagon certaine & cette question tant que nous
n’aurons pas mieux identifié dans les expériences les paramétres caractérisant les
différentes transitions vers la turbulence. Le mouvement de précession du manteau
de la Terre étant rétrograde, nous pouvons néanmoins comparer le nombre de
Reynolds cinétique de cette structure pour le noyau a la valeur critique qui semble
se dégager de I’étude expérimentale de la premiére bifurcation.

Rer ~ 10°. (4.4)

Sous réserve que le nombre de Reynolds critique que nous avons obtenu dans
les expériences (Re. ~ 3.10%) puisse étre extrapolé au cas du noyau, c’est a
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dire en supposant qu’il ne dépende ni du nombre d’Ekman ni de ellipticite,
nous observons que ces structures ne peuvent pas rester laminaires. Nous n’avons
actuellement pas identifié le paramétre permettant de caractériser la fransition de
la turbulence bidimensionnelle vers la turbulence développée, il est donc difficile
de prédire quel est exactement le degré de turbulence du noyau associé a la
précession. .
En nous basant sur les mise & I’échelle des structures laminaires géostro-
phiques, nous pouvons obtenir une premiére estimation du nqure’ Ue Reynolds
magnétique, . :
RTTLT ~ 0.2. r (45)

Cette valeur est certes trop petite pour pouvoir jouer un réle important dans
les processus dynamo, en particulier elle montre,que pour de telles structures le
champ magnétique induit reste petit devant le champ principal® |

Comme nous venons de le montrer I’écoulement secondairg iriduit par la pré-
cession n’est certainement pas laminaire dans le cas du noydu. Nos observations
expérimentales de la turbulence dans ce type de systéme suggérent que les mou-
vements turbulents soient de plus petite échelle que les structures géostrophiques
laminaires. Quel est alors le nombre de Reynolds cinétique de ces écoulements?
Existe-t-il un effet moyen de grande échelle pouvant intervenir dans les processus
dynamo au sein du noyau?

La dynamique associée a la nutation libre du noyau.

Les amplitudes actuelles des rotations équatoriales du noyau liquide associées
aux différents forcages lunisolaires sont deux ordres de grandeur inférieure a celle
induite par la précession (Greff-Lefftz et Legros 1999(7]). Il est alors raisonnable
de penser que la contribution & la dynamique du noyau associée a la FCN reste
négligeable. En revanche lors des résonances entre ce mode propre du noyau et
certaines ondes de marée luni-solaire, I’amplitude du mode de rotation équatoriale
croit de maniére dramatique jusqu’a atteindre des valeurs 100 fois supérieures a
celle associée 4 la précession d’aprés Greff-Lefftz et Legros 1999 ([7]). La dyna-
mique du noyau n’est certainement pas insensible a ce type d’événements. L.’am-
plitude des mouvements géostrophiques étant proportionnelle & €2, le nombre de
Reynolds cinétique associé aux cisaillements en volume est alors 10* fois supérieur
3 celui que nous avons pu estimer pour la précession.

Reg ~ 10, (4.6)

11 est alors légitime de ce poser la question de savoir si le noyau n’est pas dans
ces conditions dans un état de turbulence développée. Quel est alors le role de
ces écoulements turbulents sur le comportement du champ magnétique 7 Quelles
sontles interactions entre ce noyau turbulent et le manteau ou la graine?
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4.2 Perspectives expérimentales.

Toutes les questions géophysiques que nous venons de soulever nécessitent de
quantifier davantage nos observations expérimentales.

Les mesures de vitesse par effet Doppler.

L’effet Doppler est généralement associé a la mécanique relativiste, il est pour-
tant présent méme dans les systémes non relativistes. L’exemple le plus connu est
certainement celui du son per¢u par un observateur sur le bord de la route lorsque
qu’un véhicule se rapproche ou s’éloigne de lui. Le mouvement de ce dernier par
rapport a I’observateur entraine une modification de la fréquence de 'onde acous-
tique émise par le moteur qui ce traduit par un son de plus en plus aigu lorsque le
véhicule se dirige vers 'observateur et de plus en plus grave lorsqu’il s’en éloigne.

L’effet Doppler est utilisé dans les expériences de mécanique des fluides pour
mesurer une composante de la vitesse. Le principe de la mesure est schématisé
sur la figure (4.1). Des particules en suspension de densité la plus proche possible
de celle du liquide font office de traceurs dans 1’écoulement, une sonde emet une
onde dans la gamme des ultrasons dans une direction particuliére (f ~ 4 MH z).
Lorsque cette onde rencontre une particule, elle se réfléchie avec une fréquence
légérement différente f+4f, ol §f est le décalage Doppler. Ce dernier est direc-
tement reliée & la composante de vitesse U du réflecteur paralléle a la direction
d’émission.

Dans notre expérience de précession, nous envisageons d’utiliser cette tech-
nique pour étudier la vitesse associée i ’écoulement secondaire se superposant 3
la rotation solide du fluide. Pour cela nous devons choisir judicieusement ’empla-
cement de la sonde.

Si la sonde se trouve dans le référentiel de la table tournante nous savons
décrire simplement I’ensemble des composantes laminaires de 1’écoulement secon-
daire obtenues numériquement. I’axe de rotation solide du fluide est alors fixe
dans I’espace, le champ de vitesse associé aux zones de cisaillement inclinées & 30°
est stationnaire tout comme celui des cylindres géostrophiques. La seule position
de la sonde permettant d’une part d’avoir un couplage mécanique avec le fluide
ou le plexiglas et d’autre part d’étre stationnaire dans le référentiel de la table
tournante est suivant ’axe du conteneur. Dans notre expérience cela revient a
placer la sonde dans orifice se trouvant dans la partie supérieure de la cavité,
comme indiqué sur la figure (4.2).

Nous avons effectué quelques expériences préliminaires dont nous présentons
tres succintement les résultats dans le paragraphe suivant.

Pour la premiére fois dans une expérience de précession nous pensons avoir
mis en évidence la présence des «ondes inertiellesy dans le volume.
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F1c. 4.1 — Schema, de principe de la mesure de vitesse par effet Doppler. Considé-
rons un fluide dans lequel se trouve des particules en suspension, chaque particule
échantillonne le champ de vitesse locale du fluide. Nous nous sommes ramem:a dans
cet exemple & un cas plan, ol nous pouvons décrire la vitesse en chaque point du
fluide par les deux composantes U et U . ‘ |
Une sonde émétrice-réceptrice immergée dans le fluide ou en contact avec la paroi,
envoie une onde ultrasonore de fréquence femission dans une direction. Lorsque
celle-ci rencontre une particule elle est en partie réfléchie avec une fréf;[u:ance
freftesion = Jfemission + 0f, o0t 0f est le décalage Doppler propoi"’tm_nn‘el a l'am-
plitude de la composante de vitesse U paralléle a la dl]:"eCtIOIl d émission. Cevtte
technique permet donc d’obtenir la composante de la vitesse dans une direction
donnée en fonction de la distance d & la sonde. Aucun décalage Doppler n’étant
associé a la composante U perpendiculaire & la direction d’émission nous n’avons
accés par cette méthode qu’a une seule composante de la vitesse.
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F1G. 4.2 — Schéma de 'expérience préliminaire que nous avons effectuée. L’axe du
fluide étant incliné par rapport a celui de la coquille nous voyons que 'onde émise
par la sonde coupe les cones caractéristiques en deux points. D’aprés la figure de
droite, une partie de la vitesse le long des surfaces caractéristiques se projette

suivant la direction d’émission, cette composante (U ) est alors suceptible d’étre
mesurée,
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F1G. 4.3 — Comparaison entre les mesures de vitesse par effet Doppler et les profils
synthétiques déduits des calculs numériques dans la sphére. L’angle 0 entre I'axe
du fluide et celui du conteneur estimé a partir des déterminations expérimentales
comportant des barres d’erreur de 'ordre de 5°, nous avons encadré les résultats
expérimentaux par deux profils synthétiques correspondant a 6 = 5° et 8 =T.b"
Cette figure semble montrer que nos observations expérimentales sont compatibles
avec la présence d’ondes inertielles dans le systéme.

En utlisant les calculs numériques linéaires de spin-over dans la sphére et leur
mise & I'échelle présentée dans le chapitre III, nous avons reproduit les résultats
synthétiques que nous devrions observer par une mesure de la vitesse par effet
Doppler dans I'expérience schématisée sur la figure (4.2). La comparaison entre
synthétiques et mesures expérimentales (figure 4.3) semble montrer que la vitesse
que nous mesurons correspond principalement & la trace des ondes inertielles
dans le systéme. Ces résultats, s’ils sont confirmés, permettent de réconcilier les
approches numériques ou théoriques avec les expériences. Si nous avons la preuve
que des structures cisaillantes inclinées a 30° existent, il nous faut plus que jamais
nous poser la question de savoir pourquoi elles n’ont jamais pu étre mises en
¢vidence avec des paillettes réfléchissantes.
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La méthode des paillettes réfléchisantes.

Si la méthode des paillettes réfléchissantes est un moyen simple et écono-
mique de caractériser une partie de la dynamique de ce type de systéme, elle
n’en reste pas moins essentiellement qualitative. Pour pouvoir aller plus loin dans
I'interprétation de ce genre de données, il est important de pouvoir répondre
a la question : Qu’est ce qui détermine le fait qu’une paillette s’oriente ou ne
s'oriente pas suivant une direction privilégiée ? Nous avons jusque 13 considéré
qu'il s’agissait-d’une valeur seuil du cisaillement, dans ces conditions pourquoi
ne voyons nous pas les ondes inertielles dans notre systéme. Une des différences
fondamentales entre les structures inertielles et les structures géostrophiques est
que si les derniéres sont stationnaires dans le référentiel du fluide, les premiéres
oscillent & la fréquence de rotation du conteneur. Le temps joue-t-il un réle quant
a l’alignement des paillettes suivant le cisaillement 7 Des expériences assez simples x L s
devraient pouvoir nous permettre de mieux contraindre nos interprétations. S /i ' |
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Mesures dé‘, vitesse par PIV.

Nous envisageons également d’utiliser des systémes de mesure de la vitesse
' par suivi automatique de particule. Ces techniques sont plus lourdes & mettre en
oeuvre que la mesure par effet Doppler, elles ont I’avantage de nous permettre
d’accéder & deux composantes de la vitesse. De telles techniques permettraient

en particulier de confirmer la présence des ondes inertielles dans le systéme. %g?j |
O3 5
ol
| 4.3 Perspectives numériques. ®

Plusieurs évolutions de notre approche numeérique sont envisageables, nous
| pouvons chercher & explorer les effets d’une graine, de 1'ellipticité ou du champ
. magnétique dans notre modéle. Nous disposons actuellement d'un code en géomé-
trie sphérique nous permettant d’effectuer des calculs non linéaires & des nombres
. d’Ekman relativement bas pour lesquels nous avons pu identifier des lois de com-
portement asymptotique. Nous envisageons de reprendre notre étude en ajoutant
une graine au centre de la cavité. nous présentons sur la figure (4.4) les premiers
résultats que nous avons obtenus en reprenant le probléme linéaire du spino-
ver avec des conditions aux limites rigides semblent montrer qu’il existe, comme
lavait observés (Hollerbach et Kerswell 1995[10], Tilgner 1999[35]), des structures
cisaillantes en volume associées & certaines singularités de la couche limite a la
surface de la gr;iine. Comment ces structures se mettent-elles & I’échelle, existe-
t-il un écoulement géostrophique associé aux éruptions de couche d’Ekman de la
graine 7 ' ‘

F1G. 4.4 — Caleul linéaire de «spinovers en présence d’une graine, E = 105 =
0.2, oti 7; est le rayon de la graine. De gauche & droite nous avons replrés.enté, Us,
Uy, Uy , aprés avoir retiré la rotation solide. Il apparait en plus des msglll‘ements
associées aux éruptions de la couche d’Ekman enr = 1 des structures cisaillantes

en volume propres a la graine. ‘




154 Conclusion générale et perspectives

L’autre voie que nous nous proposons d’explorer est celle des conteneurs ellip-
tiques. Nous avons montré que pour de petites ellipticités une étude en géométrie
sphérique permettait de rendre compte des observations expérimentales dans des
ellipsoides faiblement aplatis. Qu’en est-il lorsque D'ellipticité devient suffisam-
ment grande pour que les cones caractéristiques ne se refléchissent plus sur eux
mémes 7 Les mises a 1’échelle des structures que nous avons obtenues sont-elles
encore valables ? Les cisaillements le long des cones caractéristiques restent-ils
aussi important et localisés 7

4.4 Le mot de la fin.

A tout seigneur tout honneur, le mot de la fin sera de Henri Poincaré,

«Mais tous mes efforts ne servirent d’abord qu’a mieux me faire
connaitre la difficulté, ce qui €tait déja quelque chose.»

H. Poincaré, extrait de Science et méthode, Flammarion, 1908.




Annexe A C

¥
vl

Calcul de 1’écoulement de rbl;é,tion
solide, Busse 1968

}-

Nous proposons dans cette annexe de repfendre les grandes lignes de 1’étude
analytique de Busse (1968) portant sur la détermination du vecteur rotation so-
lide du fluide, et d’en discuter certains résultats qui nous sont utiles lors des
discussions dans les chapitres de cette thése.

Le probléme étudié est celui d’un conteneur rempli d’un liquide de faible
viscosité L.T/), de forme ellipsoidale (rayon R, ellipticité n), en rotation autour
d’un axe k, 4 la fréquence w, et en précession autour d’'un axe k, a la fréquence
Q. w, étant supposé positif nous définissons le sens de précession prograde par
€, > 0 et le sens de précession retrograde par {2, < 0. L’auteur propose une étude
assymptotique de I’écoulement de rotation solide de Poincaré et de la réponse
non linéaire géostrophique laminaire du liquide & P’excitation de précession du
conteneur.

Le nombre d’Ekman est défini par £ = 7, les variables de temps et d’espace
sont adimensionnées respectivement par w,' et R. Pour des raisons de lisibilité
nous avons conservé les mémes notations pour les grandeurs adimensionnées que
pour les grandeurs dimensionnées en posant w, = 1.Hypothéses :

Cette étude est une approche assymptotique reposant sur les hypothéses sui-

vantes :

1. Le fluide est incompressible, et homogeéne :

Vu =0 (A.1)

p = cte (A.2)
2. L’écoulement est stationnaire :

ou

—% =0 A3

155




156 Annexes

3. L’ellipticité est faible : les termes d’ordre O (n?) sont négligeables.

4. La viscosité est suffisament petite pour pouvoir négliger les termes d’ordre

O (E). L’auteur fait alors une approximation de couche limite en supposant
que la viscosité ne joue aucun réle en volume.

(2

L’écoulement dans la couche limite est de faible amplitude (),
= |k, — w| (A.4)

L’auteur introduit alors une double décomposition de la vitesse en fonction
des paramétres \/ F, € :

u; = ugteug+..+evVEul+ ... (A.5)

@ = eul+..+eVEul + ... (A.6)

u; étant la vitesse en volume et @ la vitesse dans la couche limite. ul =
ke x r. La méme décomposition est appliquée & la pression.

6. L’écoulement en volume d’ordre O(g) est de vorticité uniforme :
ke XT+eub =wxr (A7)

euy : La réponse linéaire du fluide.

A.1 Principe de la détermination analytique :

Dans la premiére partie de son étude, 'auteur s’attache a déterminer le vecteur
rotation solide du fluide (w). Fondamentalement la détermination de cet axe
repose sur P'équilibre entre le couple inertiel, le couple de pression et le couple

visqueux. En nous placant dans le référentiel attaché a I?:p cet équilibre s’exprime
par :

20, [ (ky x u) xrdv+j£ﬁ><prdz:Ej{(ﬁ-v’u—zﬁxu)dz (A.8)

En négligeant le terme de dissipation et en intégrant sur le volume uniquement
cet équilibre s’écrit :

20, f (Bp x u;) x xav + 55 fi X pidS = — j{ (u; - Aagg) X rd3: (A.9)

Suivant I’hypothése selon laquelle I’écoulement en volume est principalement une
rotation solide cette derniére équation peut étre interprétée comme I’équilibre
entre le couple inertiel associé A la rotation en bloc w x r, le couple
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de pression et le couple exercé par la couche limite sur le volume
ﬂuide(ﬁ ‘ul=n- fu,{) |

L’auteur montre alors que la résolution compléte du problelme a lerdre O (g),
(détermination de eug) suppose qu'il existe une solution ev Eu,; en vqlume. Cette
condition de solvabilité s’exprime par :

. ;
o

w- ke =w? :  .(A10)
T
Physiquement cela signifie que le systéme s’organise de fmaniére a.ce
qu’il n’y est pas de rotation différentielle entre le fluide et.la coquille
dans la direction w. o * .
Finalement en résolvant I’écoulement de couche limite 'auteur obtient une
formulation implicite du vecteur rotation solide (Busse 1968 3.19)? qui ne dépend

que de deux nombres sans dimension 7., 7y :
; s
Qpfwe  Qpfwe /
Ye — n y Yo — EI/Q

Elle s’exprime alors par :

~ Aw?

W= wzkc - mEC X (Ep X EC) + -——k)c X kip, (All)

avec,

+ cos(a) + %, (A.12)

T

Le domaine de validité de cette détermination est donné par :

; e
mim [ S8R (@) o W) g
VE |np-kc+n| 7]

Cette formulation étant implicite nous obtenons les vitesses angulaires w solutions
de (A.11) en résolvant I’équation :

Aw) = (w-w)—w?=0. (A.14)

A.2 Discussion

Notre propos ici n’est pas de faire une étude compléte de cette détermina-
: . - . .
tion analytique, pour cette raison nous n’avons résolu numeériquement I’équation
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Fi1G. A.1 - Composante équatoriale et composante axiale du vecteur rotation
solide adimensionné du fluide pour un conteneur sphérique. Les étoiles corres-
pondent aux conditions dans lesquelles nous avons effectué des calculs numé-
riques.

(A.14) que dans un certains nombres de cas utiles pour pouvoir discuter les résul-
tats numériques et expérimentaux que nous avons obtenus pendant cette thése.
En nous restreignant & certains sous espaces (7, ,) nous ne perdons pas la gé-
néralité des résultats obtenus. 7

En géométrie sphérique (n =0) le seul paramétre déterminant l'axe de
rotation solide est 7,, il existe alors quelque soit la valeur de ce dernier une
solution unique a Iéquation (A.14) & partir de laquelle nous déduisons d’aprés
(A.11) une direction unique de 'axe de rotation solide du fluide. Nous avons
illustré ceci en nous plagant dans les conditions de notre étude numérique dans la
sphére (o = 23.5 deg, 1073 < |v,| < 10%). Qu’il s’agisse de précession prograde ou
rétrograde I'axe de rotation solide du fluide passe continuement d’une direction
paralléle au vecteur rotation de la coquille (|7y,| < 1) & une direction antiparalléle
au vecteur précession (|y,| > 1) (figure A.1). Pour un conteneur de forme
ellipsoidale les résultats sont trés différents.

En précession prograde il existe toujours une solution unique & I’équation
(A.14), le vecteur rotation solide du fluide est alors parfaitement déterminé.
Comme dans le cas d’une cavité sphérique la direction de l'axe passe continue-
ment de k, & —I?:p. Contrairement a la viscosité, 1’ellipticité tend a ramener 1’axe
de rotation solide vers le plan (Ec, Ep).

En précession rétrograde pour certaines valeurs des paramétres (7,, ) il existe

1e+01

D T LY

iy,
1e+02

R PR S TR T B A

i |

N

1a

e e -

=4
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plusieurs solutions (w;) a Péquation (A.14). A chacune d’elle correspond alors un
vecteur rotation solide w; (w;, 0;, ¢;), avec

ke % (E: X EC) !
w c P

. | PR iy A ' A.15

cos (¢;) o oy ; K ( )
W Ep X E‘rc S o v 5T

i o P oo Pk i -3 - (A.16

sin (¢;) @ Sl ¥ ( )

cos (6;) = _:jl k. ’ ; (A.17)

Nous avons illustré ce résultat en nous placant dans les conditions d'une de
nos expériences (o = 25 deg, n = 1/25, w, = 300 rev/min) et en faisant varier
le taux de précession (A.2). Dans ces conditions les paramétres sans dimensions
(Yv, V) sont reliés linéairement, comme nous l’avonsffait remarquer plus haut nous
ne perdons pas pour autant la généralité des résultats ainsi obty’ryms. Le méme type
de représentation que celles que nous avons employées pour décrire la position de
’axe de rotation solide du fluide dans un conteneur sphérique devenant difficiles a
interpréter nous avons reporté sur la figure (A.2) la longitude ¢; et la colatitude 6;
ainsi que le module de la rotation solide. Ces résultats servant a Pinterprétation de
nos observations expérimentales nous avons conservé les grandeurs dimensionnées.

Nous retrouvons les deux cas limites ou I’axe de rotation du fluide est paral-
léle au vecteur rotation du conteneur pour €, < 1 et antiparalléle au vecteur
précession pour 2, > 1. Entre ces deux limites apparait une gamme de taux
de précession (€2,(1) — £2,(2)) pour laquelle il existe plusieurs vecteurs rotation
solide vérifiant 'equation (A.14).

Nous distinguons sur la figure (A.2) trois branches de solutions, la branche
1 correspondant aux vecteurs de rotation de plus grande amplitude et de plus
petite longitude, la branche 2 aux vecteurs rotation de plus petite amplitude et
de plus grande longitude et enfin la branche 3 qui semble intermédiaire. Toutes
ces solutions vérifient ’équilibre de couple (A.8), elles représentent donc toute
un état stationnaire du systéme. L’existence d'une solution unique pour (1) >
Q, > Q,(2) suppose alors que nous puissions définir un critére de stabilité, ce que
nous n’avons pas été en mesure de faire jusqu’a présent.

Nous ne pouvons donc pas prédire & priori le chemin suivi par l’axe de ro-
tation solide du fluide lorsque nous passons de (€, < 1) & (£, > 1), ou inver-
sement. Cependant, en ’absence de perturbation I’hypothése qui nous semble la
plus probable est que lorsque nous partons d’un état stable pour lequel I'axe de
rotation est déterminé de maniére unique, |Q,(1)] < |Qp| ou |2, > |2,(2)], le
systéme va resté sur la méme branche de solutions jusqu’a ce que celle-ci dispa-
raissent complétement. En faisant cette hypothése nous voyons immédiatement
que les solutions de la branche 3 ne sont jamais sélectionnées par le systéme. Si
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F1c. A.2 — Longitude, colatitude et module du vecteur rotation solide en préces-
‘ sion rétrograde. (o = 25 deg, n = 1/25, w, = 300 rev/min).
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Annexe B C

Rappels sur les harmoniques -
sphériques.

/
B.1 Définitions

Les harmoniques sphériques sont un ensemble de fonctions complexes Yim (6, ¢)

définies sur la sphére. Elles sont définies pour! =0,1,2,...,+ocoetm = —I,...,0,...

Leur expression est la suivante(conventions de Stacey) :

; I =012, 50
= m 1me § iy )
Yim(0,0) = Cim p]"(cos) e pour{ m 0.1, 1 (B.1)
Et, pour m négatif, elles sont définies par la relation de symeétrie :

Vi om(0,8) = (=1)" Y;(6,9)

Y* désigne le conjugué de Yi,;,).
Im

C;n est une constante de normalisation et p]* est la fonction associée de
Legendre de degré [ et d’ordre m. Elles sont définies ci-apres.
B.2 Propriété d’orthogonalité.

Les harmoniques sphériques ainsi définies sont intrinséquement orthogonales
deux & deux. On choisit généralement la constante de normalisation Cj,, de ma-
niére a ce qu’elles soient orthonormées :

f ' /0 " Vi (0, 8)* Y (8, ) sin® df dp = A0y Sy
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ou §;; est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si 2 = j et 0 autrement. B.4 EXpI‘eSSiOIl de quelques h&I‘IIlOI]iqlleS Sphériques.
Cette relation d’orthonormalisation donne implicitement une valeur a C,, : Nous donnons ci-dessous les expressions des harmoniques sphériques jusqu’au |
L : |
degré 2 compris : - 1
. (l. — m)l o : |
Clm - \\(2 — 5m,0)(2 [ + 1) (l + m)| 1/—00(9? ¢) = 1 i B r \‘1
® . ey % 7’:‘4@5 o y “ — ‘ g(ﬁ
B.3 Les fonctions associées de Legendre. Y11(0,9) = —V3 sinfe Yio(6,4) = V3 cosd  Yulf,¢) = V3sinbe
La fonction associée de Legendre pf*(x) est définie pour |z| < 1 par (conven- 15 _ ' _
tions de Stacey) : Yo 2(6,4) = — g sin” @ e~ Yo 1(0,0) = \/ﬁ cos@ sinf e
' ¥ ™ i
@ = (- )% D o@  poum > 0 : : |
4z Yul0,) = 20 (3 co’ — 1)/ |

ou g;(x) est le polynéme de Legendre de degré [. |

V5

Cette relation n’est bien évidemment valable que pour m positif(définition de

G ; it _ . 25 2 |
Ferrers). Afin de définir les fonctions associées de Legendre pour m négatif consi- Y21(6,4) = V15 cost sinf e Yar(0,¢) = o ol R |
dérons une autre expression des polynomes de Legendre(formule de Rodrigues) : ) .
Propriété fréequemment utilisée.
1 o ' Les harmoniques sphériques vérifient la propriété suivante :
_ 2 !
pr(z) = sppale” — 1)
1 0 Y, 1 Y,
insi : i : 2 — — | si 2l — —— —— =1+ 1) Y B.4
Nous obtenons ainsi une nouvelle expression pour p]*(z) : L a0 90 (911'19 50 ) snZ0 042 ( ) Y1 (B.4)
|I or(z) = (1 —! a®)’% od+m (2 — 1) (B.2) qui est par ex_emple particuliérement intéressante pour exprimer le laplacien
' 20! Oxltm d’une fonction mise sous la forme F(r) Yin (0, ¢) :
A[F(r) Yin(9,9)] = Yim(0:¢) — |2-(" F'(r)) = U + 1) F(r)
—7 (l — m)' m
pr (@) = ()7 T+ my ¥ (z) pourm > 0 (B.3)

B.5 Les harmoniques sphériques forment une base.

Les pf*(z) étant définis pour —/ < m < [, nous pouvons généraliser 1’expression
des harmoniques sphériques pour m négatif. Nous rappelons enfin la définition
des polynomes de Legendre p;(x) :

I’ensemble des harmoniques sphériques forme une base de I’ensemble des fonc-
tions définies sur la sphére. C’est-a-dire que toute fonction F'(6, ¢) vérifiant :

F: [0,7x] x [-m7] — C

zogxg = 1 F(9, —TT):F(Q,?T% gi’; [g[;,)?r] [ |
1\r) = T A% FO, 1 :FO,¢2 1; P2 E—'W17T2
(1) pra(e) = (20+1) 5 Pa(e) — 7 poa(z) pourn > 1 g "\ P R Vg € Ll

!
En appliquant le théoreme de Leibnitz nous trouvons la relation : 1 [ d
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se décompose sur cette base suivant :

FO.8) =3 Y finm Yin(0,) (B.5)

=0 m=-I

Les coefficients f},,, sont donnés par :

fim = [ [ Yin(6,6) F(6,6) sin0 a0 dg (B.6)

Cette propriété (le fait que les harmoniques sphériques forment une base des
fonctions définies sur la sphére), ainsi que leurs caractéristiques, font que les
décompositions en harmoniques sphériques sont tout & fait I'équivalent, dans la
géométrie sphérique, des transformées de Fourier dans le cas plan.

Remarque : si F' est une fonction réelle, alors f,_,, = (—1)™fy, et réciproque-
ment.

Annexe C TR .

Le dioptre cylindrique. f;

Cette annexe décrit comment nous avons évalué la déformation associée au

dioptre cylindrique dans I’Expérience CICERON. /r

C.1 Calcul théorique de la déformation.

Pour effectuer le calcul théorique de la déformation géométrique, nous nous
sommes placé dans Iapproximation de I'optique géométrique. C’est & dire que
nous avons considéré que notre appareil photo était situé & une distance infinie
de la cavité. Les rayons lumineux parvenant sur le plan film sont alors paralléles
a ’axe optique du systéme (A). Le conteneur que nous utilisons ayant une forme
extérieure cylindrique nous n’avons pas de déformation parallélement a I'axe de
rotation de ce dernier, mais seulement suivant le rayon cylindrique s.

Nous avons considéré deux interfaces, une premiére interface air-plexiglas (S;),
et une seconde plexiglas-eau (S2). Nous nous sommes donnés la distance s* entre
un point M* du plan image (plan film de I'appareil) et ’axe optique et nous
avons cherché & savoir quel était le point source (M) du plan méridien de la
cavité qui lui correspondait (figure C.1). Pour cela nous avons reconstruit le trajet
lumineux de M* 4 M en utilisant les lois de Descartes & chaque interface. Nous
définissons les points intermédiaires (M, Ms )du trajet optique comme indiqué
sur la figure (C.1). Nous avons utilisé les indices de réfraction suivant pour les
différents milieux.

| EAU [PLEXIGLAS | AIR |
\ne:1.33 np, = 1.5 {nazll

Nous avons reconstruit la trajet optique de M & M* en appliquant les lois de
Descartes en (M, Ms) :

ny sin (1) = ngsin (j;) , en M, (C.1)
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4
b 4
4

AIR ,

125 A

150 om

F1Gc. C.1 — Reconstitution du trajet optique d’un point source M vers un point
image M™* a travers un dioptre cylindrique. Puisqu’il n’y a pas de déformation sui-
vant I’axe du conteneur nous pouvons nous ramener 4 une étude & une dimension,
celle du rayon cylindrique s. Cette figure représente la cavité vue de dessus.

M sin (i2) = ny sin (j2) , en Ms. (C.2)

Nous avons ainsi déterminé de maniére implicite S en fonction de S* (figure C.2,

b).

C.2 Détermination expérimentale de la déforma-
tion.

Nous avons ensuite vérifié expérimentalement que la déformation théorique
ainsi obtenue permettait de rendre compte de I'image d’une grille réguliére placée
dans un plan méridien de la cavité & travers le dioptre. Pour pouvoir comparer
I’image non déformée et I'image déformée nous avons ouvert le cylindre et n’avons
rempli que le demi ellipsoide inférieur de la cavité . La figure (C.3) illustre com-
ment nous avons déterminé la déformation radiale associée au dioptre cylindrique.

Annexes 169

B0 e e e

AVEC DEFORMATION

100.0

s (mm)

50.0

Surface de la cavite
== Cisaillement theorigue]

0.0 » !
150.0 100.0 50.0 0.0

Calcul theorique de la deformation
Z (mm) % % Mesure experimentale de la deformation
-==-- Cisaillamant gaostropifique theorique (s/R=0.86)
, === Limites da la cabile
(a) fb)
, /

150.0

SANS DEFORMATION

100.0 |

Z (mm)

50.0 -

—— Surface de la cavite
e Cisaillement theorigue]

0.0

S (mm)

()

Fig. C.2 — Effet du dioptre cylindrique dans notre expérience sur 'image d’un
plan méridien. a) Image déformée d'un plan méridien de la cavité b) comparaison
entre la déformation radiale théorique obtenue en appliquant les lois de Descartes
et la déformation observée expérimentalement sur le cliché (C.3). C’est & partir
de cette figure que nous avons reconstruit I'image (a) d’un quart de plan méridien
(¢) au travers du dioptre. ¢) Plan méridien non déformé par le dioptre cylindrique.
Nous avons reporté sur chacun des quart de plan méridien le cisaillement géo-
strophique prédit par I’approche analytique de Busse (1968). Dans un plan non
déformé ce cisaillement est situé en s/R = 0.86, une fois déformé par le dioptre ce
dernier nous apparait en s*/R* = 0.96, ott R* est le rayon apparent de la cavité.
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Fi1G. C.3 — Détermination expérimentale de la déformation de la grille. Nous
reporté sur cette figure, les grandeurs mesurées s et s*, ainsi que le pas de grille
de 10 mm que nous avons choisi et I’emplacement de la zone de cisaillement
géostrophique déterminée théoriquement par Busse (1968). Cette structure est
située en s/R = 0.86, soit pour cette expérience en s = 107mm, nous avons
reporté cette méme structure sur la grille déformée, elle est alors en s* = 144 mm.
La largeur que nous lui avons donnée est arbitraire.

Nous avons reporté sur la figure (C.2, b) la détermination expérimentale de la
déformation associée au dioptre cylindrique. I’approximation de 'optique géomé-
trique n’est certes pas tout a fait juste avec des dioptres aussi prononcés, toutefois
elle nous permet de rendre compte de maniére satisfaisante de la déformation de
la grille.

Nous avons utilisé les points expérimentaux de la figure (C.2, b) pour reporter
la position théorique du cisaillement géostrophique sur les clichés du chapitre I1.
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Résumé : Nous savons aujourd’hui que le champ magnétique
terrestre est créé au sein du noyau par des processus dynamo.
Pour pouvoir comprendre la création et ’évolution de ce champ
nous devons connaitre la dynamique de la partie liquide du noyau
terrestre.
Le soleil et la lune exercent sur la Terre un couple de gravité
moyen entrainant un mouvement de précession de ’axe de ro-
tation de notre planéte. Comment le noyau liquide réagit-il a ce
forcage luni-solaire? Pour pouvoir aborder cette question nous
avons considéré un modele physique simple constitué d’une ca-
vité remplie d’ean dont nous imposons la vitesse de rotation et
la vitesse de précession.
La premicre partie de ce travail porte sur une approche numé-
rique du probléme dans le cas particulier d'un conteneur sphé-
rique, nous avons pu ainsi étudier le role de la viscosité. Nous
montrons en particulier que I'écoulement laminaire se superpo-
sant & la rotation solide du fluide est contrélé par une couche
limite visqueuse localisée au voisinage de la paroi. Une étude
détaillée nous a permis d’identifier des lois de comportement
asymptotiques pour la vitesse.
Dans une seconde partie nous présentons I’expérience de préces-
sion CICERON au cours de laquelle nous nous sommes attachés
d’une part a décrire le mouvement de rotation solide du fluide,
d’autre part a caractériser les différents régimes d’écoulement
secondaire. Nous proposons & ’issue de cette étude expérimen-
tale que la principale source d’instabilité soit. de type cisaillante.
Bien que nos connaissances ne soient. pas encore suffisantes pour
pouvoir décrire précisément la dynamique du noyau terrestre in-
duite par la précession, nous pouvons penser d’aprés nos résul-
tats que I’écoulement n’est certainement pas laminaire. D’autres
études, notamment expérimentales, sont envisagées pour pour-
suivre ce travail.

Mots Clefs : Précession, Terre, noyau liquide, ondes inertielles,
écoulement géostrophique, turbulence, instabilités, couche d’Ek-
man, couplages non-linéaires.
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