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Introdution
Le seteur industriel est fréquemment onfronté à des problèmes de déoupe dematière première. Dans une optique de rédution des oûts et d'impat environne-mental, l'objetif est de minimiser la quantité de matériau perdu dans les hutes.Dans le seteur des transports, le développement des ativités de logistique provoquela multipliation de problèmes de onditionnement. La résolution de es problèmesest un enjeu éonomique très important pour de nombreuses entreprises. Déoupeet onditionnement sont des généralisations du problème lassique de bin-pakingen une dimension, qui a fait l'objet de nombreuses études dans la ommunautéde reherhe opérationnelle. Le développement des appliations industrielles poures généralisations en deux ou trois dimensions a onduit un nombre roissant deherheurs à les étudier. Au ours des inq dernières années, plusieurs thèses dedotorat ont eu pour objets des problèmes de déoupe et de onditionnement detype bin-paking. Andrea Lodi [46℄, puis Mihele Monai [54℄, ont ainsi traité lesproblèmes lassiques de bin-paking en une et deux dimensions. Plus réemment,Pierre Lemaire [44℄ a étudié le rangement d'objets multi-boîtes qui est une nouvellevariante des problèmes de bin-paking. En�n, Saïd Ben Messaoud [3℄ a onsidérédes problèmes de déoupe de type guillotine.Dans ette thèse, nous nous intéressons à la résolution exate d'un problèmede bin-paking en deux dimensions que nous notons 2BP : les artiles sont re-tangulaires, de dimensions entières, et la rotation n'est pas permise. L'objetif estde déterminer le nombre minimum de grands retangles (ou bins) de même taillenéessaires pour plaer un ensemble donné de retangles (ou artiles) sans hevau-hement. Ce problème apparaît dans plusieurs appliations industrielles, omme ladéoupe de tissu, de papier, de bois, d'aier ou de verre. L'objetif est de minimiserla quantité de matière première perdue dans les opérations de déoupe. Interdirela rotation des artiles peut être liée à l'existene de motifs sur les retangles dematière première. De plus, les méthodes peuvent être adaptées à d'autres jeux deontraintes, omme l'obligation de oupes guillotine, ou la possibilité de hangerl'orientation des artiles. Elles sont également généralisables en trois dimensions.Les heuristiques proposées dans la littérature onstruisent de bonnes solutions,mais les algorithmes existants ne permettent pas de prouver l'optimalité des solutionsobtenues pour de nombreuses instanes de référene. Nos prinipales ontributionsonernent les méthodes exates. Deux hapitres sont onsarés à de nouvellesévaluations par défaut, qui s'appuient sur des lasses de fontions partiulièrespouvant être appliquées aux deux dimensions du problème. Une autre partie denotre travail est onsarée au problème de faisabilité, qui onsiste à déterminer siun ensemble d'artiles peut être rangé dans un bin unique. Pour e problème, ainsi1



2 INTRODUCTIONque pour le problème d'optimisation 2BP , nous proposons de nouveaux prinipesde séparation, ainsi que des bornes inférieures qui s'appliquent à des solutionspartielles. Les performanes de nos méthodes sont validées de manière théoriqueet pratique. Nous montrons tout d'abord que nos bornes inférieures dominent ellesde la littérature, puis nous nous onfrontons à la littérature sur des jeux d'essai deréférene. Notre approhe permet de fermer de nombreuses instanes et d'améliorerl'e�aité de la résolution dans de nombreux as.Dans le Chapitre 1, nous dérivons le problème de bin-paking en deux dimen-sions, ainsi que ses variantes. Nous exposons brièvement les modèles existants etles di�érentes méthodes qui ont été employées pour résoudre 2BP . Nous présentonsles heuristiques proposées par Berkey et Wang [5℄, Lodi et al. [48℄, et Boshettiet Mingozzi [8℄, qui permettent de trouver de bonnes solutions rapidement. Nousdérivons aussi deux prétraitements de Martello et Vigo [53℄ et Boshetti et Mingozzi[7℄. Nous développons partiulièrement la partie onernant les bornes inférieures dela littérature, notamment les travaux de Fekete et Shepers [29, 31℄ et de Boshettiet Mingozzi [7,8℄ qui sont fréquemment utilisés au ours de la thèse. Nous dérivonsen�n les méthodes exates les plus réentes, pour le 2BP [53℄ et plus partiulièrementpour le problème de faisabilité [30, 53℄.Dans le Chapitre 2, nous proposons tout d'abord des prétraitements qui réduisentla taille du problème. Ils reposent sur la détetion de sous-ensembles d'artiles pourlesquels une solution optimale peut être alulée. Le traitement onsiste alors àsupprimer es artiles du problème onsidéré, et à retenir le nombre de bins quiont été néessaires pour les ranger. Les méthodes qui permettent d'e�etuer un teltraitement utilisent e que nous nommons les fontions identiquement réalisables.Nous omparons notre proédure de rédution à elle de Boshetti et Mingozzi [7℄sur les jeux d'essai de la littérature : elle réduit la taille des instanes de manièrebeauoup plus importante. Nous onsarons aussi une grande partie du hapitre à denouvelles bornes inférieures. Elles dominent les meilleures bornes de la littérature,proposées par Boshetti et Mingozzi [7, 8℄, de manière théorique et pratique. Nosméthodes reposent sur le onept de fontions dual-réalisables (DFF), qui a étéintroduit par Johnson [42℄ et qui a déjà été utilisé pour des problèmes de binpaking en une [29,50℄ et deux dimensions [31℄. Nous nous intéressons à es fontionsdans le as disret, et introduisons le nouveau onept de fontions dual-réalisablesdépendantes de la donnée (DDFF), qui peuvent être appliquées à une instanepartiulière. L'idée est de aluler la surfae totale des artiles après appliation detelles fontions sur les dimensions des artiles. Nous proposons deux familles de DFF,ainsi qu'une DDFF, qui onduisent à des évaluations qui dominent théoriquementelles de la littérature. Nos méthodes sont validées numériquement sur les instanesde référene [5,53℄ : la dominane est on�rmée, et les résultats sont améliorés pourplusieurs instanes.Le Chapitre 3 est onsaré lui aussi aux bornes inférieures : nous omparons deuxapprohes qui nous permettent d'améliorer les résultats du hapitre préédent enproposant de nouvelles DFF et DDFF. La première méthode de génération onsiste àombiner itérativement les trois fontions dérites dans le Chapitre 2. Nous montronsque l'ensemble des fontions qui peuvent être obtenues de ette manière est dominépar un ensemble de fontions de ardinalité polynomiale en fontion de la taille



INTRODUCTION 3du problème. La deuxième méthode repose sur un générateur de fontions proposépar Carlier et Néron [12, 13℄. Elle onsiste à onstruire de manière énumérative unensemble dominant de DFF dites maximales (MDFF). Nous utilisons les fontionsobtenues de ette manière et montrons qu'elles onduisent à de meilleures évaluationspour ertains jeux d'essai. Il apparaît aussi que la omposition de es fontions avela DDFF du Chapitre 3 permet d'améliorer les résultats. Nous obtenons ainsi, ànotre onnaissane, les meilleures bornes inférieures polynomiales de la littératurepour 2BP .Le prinipal apport du Chapitre 4 est une méthode arboresente pour le problèmede faisabilité, basée sur un nouveau prinipe de séparation et évaluation. On trouvedeux approhes très di�érentes dans la littérature : Martello et Vigo [53℄ herhentà plaer itérativement les artiles dans le bin, tandis que Fekete et Shepers [30,32℄,utilisent une modélisation sous forme de graphes d'intervalles. Notre algorithme estplus prohe de elui de Martello et Vigo : il onsiste à résoudre dans un premiertemps un problème relâhé dans lequel on ne �xe que les absisses des artiles. Nouslevons pour elà les ontraintes d'intégrité liées à la hauteur des artiles. Pour haquesolution trouvée à ette étape, nous herhons une solution du problème initial. Enpratique, lorsque le problème n'admet pas de solution, il est fréquent que le problèmerelâhé n'en admette pas non plus. Pour améliorer l'e�aité de la méthode, nousproposons aussi des règles de dominane qui réduisent le nombre d'états explorés.Nous avons généré aléatoirement des instanes di�iles du problème de faisabilitéa�n de valider notre algorithme : elle permet d'améliorer très sensiblement lesrésultats de Martello et Vigo [53℄ et se révèle très ompétitive par rapport à laméthode de Fekete et Shepers [30℄.Dans le Chapitre 5, nous proposons une méthode exate pour la résolution duproblème d'optimisation 2BP qui utilise toutes les tehniques dérites dans leshapitres préédents. Contrairement à la séparation lassique [53℄ qui a�ete lesartiles itérativement dans haque bin, nous herhons à partionner l'ensemble desartiles en deux ensembles. A haque ensemble est assoié une nouvelle instane de
2BP que nous traitons si possible de manière heuristique. Dans le as ontraire, laméthode exate est appelée réursivement. L'algorithme utilise les bornes inférieuresde manière systématique, il oupe ainsi de nombreuses branhes dès les premiersniveaux. Nous adaptons aussi nos bornes pour les appliquer à une solution partielle.Ces bornes réduisent le nombre d'états énumérés dans plusieurs as, mais leur oûtalgorithmique important réduit leur intérêt pratique. Notre méthode permet derésoudre plus d'instanes que elle de la littérature. La qualité des bornes inférieuresest primordiale dans es résultats.Les apports de la thèse se situent don essentiellement dans le domaine des bornesinférieures, ave une étude des fontions dual-réalisables. Les méthodes exatesproposées, ainsi que les proédures de rédution, permettent de traiter des problèmesqui ne l'étaient pas auparavant. La plupart des résultats que nous obtenons peuventêtre généralisés à d'autres problèmes de bin-paking, omme elui où la rotation desartiles est autorisée, ou adaptés à d'autres problèmes, omme le strip-paking, etle problème de déoupe de type guillotine.





Chapitre 1Des problèmes de bin-paking
1.1 IntrodutionLe problème de bin-paking en deux dimensions (2BP ) onsiste à déter-minerle nombre minimum de grands retangles identiques néessaires pour ranger unensemble de petits retangles. Il a fait l'objet depuis quelques années d'une atten-tion roissante pour deux raisons : outre son intérêt théorique, il a de nombreusesappliations dans le domaine industriel, de la logistique, de l'informatique et mêmede l'édition. On retrouve le problème en deux dimensions essentiellement dans l'in-dustrie du tissu, de l'aier, mais aussi dans le adre de la déoupe de bois, ou deverre. On peut iter plusieurs autres appliations moins ourantes : l'optimisationdu plaement de publiités dans un journal, ou l'alloation de tâhes à un proesseurreon�gurable.Ce problème est NP-di�ile ar il généralise le problème lassique de bin-pakingen une dimension 1BP . Ce dernier a été étudié par un grand nombre de herheurset est très bien traité dans le as général par des heuristiques ave garantie deperformane et des évaluations par défaut très e�aes. L'intérêt pour le problèmeen deux dimensions 2BP est plus réent ar il se prête moins bien à des études théo-riques. Néanmoins, depuis quelques années, un nombre roissant d'artiles traitentde e sujet et de ses variantes. La majeure partie des ontributions onernent desméthodes heuristiques, mais on trouve aussi des bornes inférieures e�aes ainsi quedes méthodes exates très intéressantes.Dans e hapitre, nous présentons les résultats les plus réents pour le problème
2BP dans lequel les artiles et le bin sont retangulaires et d'orientation �xe. Lesnombreuses variantes de 2BP dont nous itons quelques exemples ne sont pastraitées ii. Le problème qui nous intéresse possède des analogies très fortes avedes problèmes d'ordonnanement. Les deux types de problèmes di�érent essentiel-lement dans des ontraintes d'intégrité supplémentaires pour 2BP . Nous rappelonsquelques résultats de la littérature obtenus pour le 1BP , notamment les heuristiqueset les bornes inférieures, qui peuvent être généralisées en deux dimensions. Nousprésentons des modèles très di�érents pour les problèmes de bin-paking, qui vontde formulations linéaires à des modèles utilisant la théorie des graphes. Conernantles bornes inférieures, deux types d'approhe sont possibles pour 2BP : elles quisont alulées globalement en fontion des aratéristiques des artiles, et elles quionsistent à modi�er les artiles sur haque dimension indépendamment. Commenous le verrons dans la suite de e doument, il existe des liens très forts entre lesdeux approhes. Les méthodes exates de la littérature sont en général des méthodes5



6 CHAPITRE 1. DES PROBLÈMES DE BIN-PACKINGarboresentes en deux étapes : la première a�ete les artiles aux bins, et la deuxièmevéri�e s'il est possible de ranger l'ensemble d'artiles obtenu dans e bin. A notreonnaissane, une seule séparation a été proposée pour la première étape, mais ilexiste en revanhe deux types de méthodes pour la deuxième étape. L'une énumèreitérativement les possibilités de plaer des artiles dans le bin, l'autre repose sur unmodèle utilisant la théorie des graphes.Dans un premier temps, nous dé�nissons les données du problème (Setion 1.2).Nous présentons quelques modèles ourants dans la Setion 1.3, puis les prinipauxrésultats heuristiques (Setion 1.4) avant d'étudier de manière plus préise les pré-traitements dans la Setion 1.5, les bornes inférieures dans la Setion 1.6, et lesméthodes exates dans la Setion 1.7.1.2 Dé�nitions, notationsDans ette setion, nous dé�nissons les problèmes qui sont évoqués au ours de edoument, et plus partiulièrement le problème de bin-paking en deux dimensions
2BP . Nous dérivons aussi quelques problèmes qui sont évoqués dans e doument :le bin-paking en une dimension, quelques problèmes de onditionnement et dedéoupe, ainsi qu'un problème d'ordonnanement umulatif prohe de 2BP .1.2.1 Bin-paking en une et deux dimensionsLe problème de bin-paking en une dimension (1BP ) onsiste à minimiserle nombre de ontainers en une dimension (bins) néessaires pour ranger une listed'artiles aratérisés par leur longueur. Ce problème est NP-omplet [34℄. Uneinstane de 1BP , notée D, est une paire (A,C) où A = a1, . . . , an est la liste desartiles à ranger et C une valeur positive. Chaque artile ai possède une longueur ciinférieure à C. On onsidére le as où les données sont entières.Le problème de bin-paking en deux dimensions (2BP ) est une générali-sation naturelle de 1BP . Il s'agit de minimiser le nombre de grands retangles (bins)identiques pour ranger une liste d'artiles retangulaires. Les artiles doivent êtrerangés de telle manière que les �tés des retangles soient parallèles à eux du bin.On note D = (A,B) une instane de 2BP , A = a1, . . . , an est la liste des artiles àranger, B représente le bin. Chaque artile ai a une largeur wi et une hauteur hi (wiet hi entiers). Le bin B possède lui aussi une largeur W et une hauteur H . Lorsquel'on range un artile ai dans un bin, on note xi et yi les oordonnées horizontale etvertiale de son oin bas-gauhe. Dans le problème qui nous intéresse, les artilesont une orientation �xe et doivent être rangés de telle manière que leurs �tés soientparallèles à eux du bin. Dans les exemples, un artile de largeur wi et de hauteur hiest noté (wi, hi). Un exemple simple de problème de bin-paking en deux dimensionsest illustré par la Figure 1.1. Le bin B est de taille (10, 10) et la liste A d'élémentsà plaer est onstituée de six artiles. A = {(4, 4), (4, 4), (6, 4), (8, 4), (8, 4), (4, 8)}.Une solution pour ette instane est représentée par la Figure 1.2.On appelle on�guration une liste de oordonnées pour les artiles de A. Si esoordonnées permettent d'éviter tout hevauhement entre deux artiles ou d'un
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B = (10, 10)

(4, 4)

(4, 4)

(6, 4)

(8, 4)

(8, 4)

(4, 8)

Figure 1.1 � Une instane de 2BP

(4, 4) (4, 4)(6, 4)

(8, 4)

(8, 4)

(4, 8)

Figure 1.2 � Une solution pour notre instane de 2BP



8 CHAPITRE 1. DES PROBLÈMES DE BIN-PACKINGartile ave le bin, on dit que 'est une on�guration réalisable. Une des di�érenesfondamentales entre 1BP et 2BP réside dans le problème de faisabilité : unefois qu'un ensemble A′ est a�eté à un bin Bp donné, existe-t-il une on�gurationréalisable pour les artiles de A′ dans un bin de type B ? Alors que e problèmeest trivial en une dimension (il su�t de sommer la longueur des artiles), il estNP-omplet en deux dimensions. On a don deux problèmes imbriqués à résoudre :un problème d'a�etation, et plusieurs problèmes de faisabilité. Le problème defaisabilité apparait aussi dans d'autres problèmes de rangement/déoupe, et a faitl'objet d'une attention partiulière.1.2.2 Problèmes de onditionnement et de déoupeIl existe un grand nombre de variantes pour les problèmes onditionnementet de déoupe, en fontion de la dimension (1, 2, 3, ou plus), la onnaissane apriori des artiles (on-line ou o�-line), de la forme des artiles et des bins (arrés,retangulaires, irulaires, onvexes ou quelonques), de la possibilité de modi�erl'orientation des artiles, ou du type de mahine utilisé dans le as des problèmesde déoupe (guillotine ou non). Le leteur peut se référer à la bibliographie annotéede Dykho� [28℄ qui liste un grand nombre de es problèmes et des artiles quien traitent. Dans ette setion, nous nous onentrons sur les problèmes en deuxdimensions où les artiles et les bins sont retangulaires. Pour une typologie préisedes problèmes de paking et de déoupe, le leteur pourra se référer aux travaux deDowsland [26℄, ainsi que de Wäsher et al. [57℄, qui ont enrihi eux de Dykho� [27℄.Nous présentons maintenant les problèmes qui sont évoqués dans la présente thèse,sans être traités spéi�quement.Le problème subset-sum n'est pas à proprement parler un problème paking,mais il apparait parfois omme un sous-problème à résoudre pour obtenir des éva-luations par défaut. La donnée est omposée d'une liste de valeur L et d'une valeur
X· L'objetif est de séletionner dans L une liste de valeurs dont la somme est laplus grande qui soit inférieure à X .Le problème de strip-paking 2SP est une variante très étudiée du bin-paking en deux dimensions. On dispose d'une liste A d'artiles et d'une ontainerunique de largeur W et de hauteur in�nie. L'objetif est de ranger tous les artilesde A dans le ontainer en minimisant la hauteur totale H∗.Dans le problème de sa à dos 1KP , on dispose d'un ensemble de typesd'artiles, d'un nombre d'ourenes pour haque type, ainsi que d'une taille de bin.Chaque artile possède en outre un oût. L'objetif est de ranger dans le bin unensemble d'artiles qui maximise la somme des oûts assoiés. Le problème desa à dos en deux dimensions 2KP , est la généralisation en deux dimensions de
1KP où les artiles et les bins sont retangulaires.Dans le problème de retangle paking 2RP , on dispose d'une liste Ad'artiles à ranger et d'une liste de types de bins (W1, H1), (W2, H2), . . . , (Wk, Hk).L'objetif est de trouver le bin de plus petite taille qui puisse aueillir la totalité desartiles de A. Ce problème repose essentiellement sur des problèmes de faisabilité.Une grande partie des méthodes proposées pour 2BP peuvent l'être aussi pourle problème de bin-paking en trois dimensions 3BP . Dans [51℄, par exemple,
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Figure 1.3 � Une solution pour un problème de faisabilitéMartello et al. généralisent en trois dimensions les travaux de Martello et Vigo [53℄en deux dimensions). De même, Boshetti [6℄ a généralisé ses résultats obtenus surles bornes inférieures en deux dimensions [7,8℄ au problème en trois dimensions. Pourles problèmes en trois dimensions, omme le ontainer loading, on trouve souventdes ontraintes supplémentaires omme l'équilibre, le voisinage, et.. On parle ausside 4BP (la quatrième dimension est le temps).
1.2.3 Lien ave un problème d'ordonnanementLes problèmes de paking et d'ordonnanement partagent ertaines propriétés(voir [33℄ par exemple). Le problème de faisabilité est fortement lié à un problèmed'ordonnanement umulatif que l'on note CuSP. Il s'agit d'ordonnaner uneliste de tâhes i de durée ti et de demande bi. La demande est la quantité de laressoure unique (dont B unités sont disponibles à haque instant) néessaire pourpouvoir exéuter la tâhe i. On onsidère la version du problème où il n'y a ni datesde début et de �n, ni relations de préédene entre les tâhes. Il est très prohe duproblème de faisabilité. En e�et, on peut onsidérer le temps omme la premièredimension d'un problème 2BP et la ressoure omme la deuxième dimension. Néan-moins, les deux problèmes ne sont pas identiques : le problème d'ordonnanement estune relaxation pour le problème de faisabilité. En e�et, deux portions d'une mêmetâhe peuvent être ordonnanées sur deux parties de la ressoure non ontiguës. Or,ela est impossible pour le problème de faisaibilité, ar on doit respeter l'intégritédes artiles. La Figure 1.3 représente un problème de faisabilité, et la Figure 1.4représente un ordonnanement umulatif orrespondant. Dans le CuSP, il su�t de�xer les dates de début de haque tâhe en respetant la ontrainte de ressoure :il n'est pas utile de savoir à quelle(s) partie(s) de la ressoure on l'a�ete. Onnotera que pour une solution au problème d'ordonnanement, on peut dériver ungrand nombre de solutions pour le problème de faisabilité en énumérant toutes lesordonnées possibles pour les absisses �xées dans le problème d'ordonnanement.Malgré ette di�érene, des méthodes peuvent être ommunes aux deux problèmes.Par exemple, Carlier et Néron [13℄ utilisent pour le CuSP des tehniques pour obtenirdes bornes inférieures analogues à elles utilisées par Fekete et Shepers [29,30℄ pourdes problèmes de bin-paking.
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Figure 1.4 � Une solution pour un problème CuSP1.3 ModèlesOn ne onnait pas de modèle linéaire e�ae lorsque le nombre d'artiles estgrand. Nous proposons don plusieurs modélisations pour 2BP et plus préisémentpour le problème de faisabilité qui permettent d'appliquer des algorithmes exats ouapprohés. Le programme linéaire proposé s'applique à 2BP , alors que les autres nes'appliquent qu'au problème de faisabilité. Le modèle à base de graphes d'intervallesest avant tout dédié à des résolutions exates, et la modélisation sous forme depermutation ne peut amener qu'à une heuristique. Le modèle utilisant des listes deoordonnées est le plus répandu : il est utilisé dans des résolutions exates, maisaussi approhées.1.3.1 Modèles linéaires pour 2BPNous présentons maintenant un modèle linéaire très onnu pour 2BP qui a étéprésenté par Gilmore et Gomory [37℄ omme une extension de leur approhe pour lebin-paking en une dimension [35,36℄. L'idée est d'énumérer tous les sous-ensembles
Sk d'artiles de A qui peuvent être rangés dans un bin (i.e. toutes les on�gurationsréalisables pour la liste d'artiles). Notons M la ardinalité de et ensemble. Unesolution est équivalente à une liste de on�gurations réalisables. Pour modéliser eson�gurations, on rée pour haque on�guration Sk un veteur olonne ontenant
n éléments sk,i (i = 1, . . . , n) qui prennent la valeur 1 lorsque l'artile ai appartientà la on�guration k, 0 sinon. L'ensemble des on�gurations possibles est représentéepar la matrie S qui est omposée des veteurs Sk pour k = 1, . . . ,M . On herhe àminimiser la fontion objetif suivante :

min

M∑

k=1

xk (1.1)Sous les ontraintes
M∑

k=1

sikxk = 1 (i = 1, . . . , n) (1.2)
xj ∈ {0, 1} (j = 1, . . . ,M) (1.3)



1.3. MODÈLES 11La faiblesse de ette modélisation réside dans le très grand nombre de olonnes.Gilmore et Gomory [37℄ ont présenté des méthodes pour générer dynamiquement lesolonnes en utilisant une résolution pseudo-polynomiale de problèmes de sa-à-dosen une dimension 1KP . On peut aussi onsidérer les on�gurations dépendant dutype des artiles, sans prendre en ompte le nombre d'ourenes.1.3.2 Modèles pour le problème de faisabilitéUn grand nombre de méthodes exates ou heuristiques onsidèrent une solutionpour le problème de faisabilité omme une suite de oordonnées des artiles dans lebin. Toutefois, il existe d'autres manières de modéliser le problème qui peuvent êtremieux adaptées en fontion de la méthode utilisée.1.3.2.1 Modélisation par une liste de oordonnéesUne solution est un veteur ontenant les oordonnées (xi, yi) de haque artile
ai. Les oordonnées doivent respeter les ontraintes suivantes. Ce premier jeu deontraintes assure que les artiles sont bien ontenus dans le bin.

xi ≥ 0, ∀ai ∈ A (1.4)
yi ≥ 0, ∀ai ∈ A (1.5)

xi + wi ≤ W, ∀ai ∈ A (1.6)
yi + hi ≤ H, ∀ai ∈ A (1.7)Pour haque ouple d'artiles ai et aj de A, une des relations suivantes doit êtrevraie, sinon les artiles se hevauhent. Pour haque paire ai et aj , ai est soit àgauhe, soit à droite, soit au dessus, soit en dessous de aj.

xi + wi ≤ xj (1.8)
xj + wj ≤ xi (1.9)
yi + hi ≤ yj (1.10)
yj + hj ≤ yi (1.11)En règle générale, on s'assure que les onditions sont respetées pour un artiledonné au moment où l'on �xe ses oordonnées.1.3.2.2 Graphes d'intervallesFekete et Shepers [30�32℄ ont proposé un nouveau modèle sous forme de graphesd'intervalles. Ils montrent que deux graphes d'intervalles peuvent être assoiés à unelasse de on�gurations (i.e. un ensemble de on�gurations partageant ertainespropriétés). L'intérêt de e onept est qu'un grand nombre de on�gurations symé-triques sont évitées ar une seule est réellement énumérée pour haque lasse. Ungraphe Gd = (V,Ed) de taille n est assoié à haque dimension du problème, où n
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Gw

Gh

12 3 451
2 3 45

Figure 1.5 � Modélisation sous forme de graphes d'intervallesest le nombre d'artiles dans le bin et d ∈ {w, h} la dimension onsidérée. Dans lesdeux graphes, haque sommet vi est assoié à un artile ai. Une arête est ajoutéedans Gw (respetivement dans Gh) entre deux sommets vi et vj si les projetions desartiles ai et aj sur l'axe horizontal (respetivement vertial) entrent en intersetion(voir Figure 1.5). Les auteurs montrent qu'une lasse de on�gurations assoiée à unouple de graphes d'intervalles Gw et Gh est faisable si les trois onditions suivantessont respetées. Les deux premières permettent de véri�er que les artiles sont bienontenus dans le bin, et la troisième ontrainte permet de s'assurer qu'il n'y a pasde hevuahement entre deux artiles.1. haque ensemble stable Sw de Gw est tel que ∑
vi∈Sw

wi ≤W2. haque ensemble stable Sh de Gh est tel que ∑
vi∈Sh

hi ≤ H3. Ew ∩ Eh = ∅Les algorithmes pour reonnaitre es graphes sont polynomiaux (voir [39℄ pourplus de détails).1.3.2.3 Permutation des artilesCertaines méthodes utilisent une permutation σ des artiles pour aluler uneon�guration. A partir d'une permutation, on peut obtenir une on�guration en ap-pliquant un algorithme qui dépend de l'ordre d'examen des artiles (voir Figure 1.6).La méthode la plus lassique est l'algorithme Bottom-Left (BL) [15℄, qui onsiste àplaer à haque étape le prohain artile de la liste dans la position la plus en bas - àgauhe du bin. Cet algorithme est dérit plus en détail dans la setion onernant lesheuristiques. Il a été montré [1,10℄ qu'il existait des instanes pour lesquelles auun
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[1, 2, 5, 3, 4]

12 34 5
[2, 1, 5, 4, 3]Figure 1.6 � Modélisation à l'aide d'une permutationordre ne pouvait amener à la solution optimale en utilisant l'heuristique BL. Bienque ette stratégie ne soit pas optimale dans le as général, elle permet de trouverde bonnes solutions dans de nombreux as.1.4 Méthodes heuristiquesContrairement à 1BP pour lequel on trouve essentiellement des algorithmes avegarantie de performane (voir [22, 24, 25℄), les méthodes proposées pour 2BP sonten général des heuristiques. Pour une synthèse très omplète des travaux réalisés enune dimension, se référer aux travaux de Co�man et al. [23℄. Le leteur intéressé parles shémas d'approximation peut étudier les travaux de Sleator [56℄ et Zhang [58℄pour 2BP , et de Golan [38℄ pour le problème à orientation variable.Au ours de la présente thèse, nous avons essentiellement travaillé sur des mé-thodes exates pour 2BP . Pour ette raison, nous n'utilisons que les heuristiquesqui fournissent de bons résultats en pratique, même si elles n'ont pas de garantiede performane. Elles peuvent être divisées en deux atégories : les méthodes enune ou en deux phase(s). Nous ommençons par dérire quelques approhes en deuxphases qui permettent l'adaptation de résultats obtenus pour le problème de strip-paking 2SP . Nous présentons ensuite quelques méthodes lassiques en une phase.Des synthèses omplètes sur le sujet ont été réalisées par Lodi et al. [47,49℄, nous yajoutons les résultats obtenus plus réemment par Boshetti et Mingozzi [8℄.Pour améliorer la ompréhension, nous dérivons au préalable deux algorithmeslassiques utilisés pour 1BP , qui sont soit généralisés pour 2BP , soit utilisés ommesous-routine dans des algorithmes dédiés au 2BP . L'algorithme First Fit Derea-sing fontionne de la manière suivante : les artiles ai sont onsidérés dans l'ordredéroissant de leur longueur ci. A haque étape i, l'algorithme plae l'artile ai dansle premier bin qui peut l'aueillir. L'algorithmeBest Fit Dereasing fontionne demanière similaire : la seule di�érene réside dans le hoix du bin dans lequel l'artileourant est plaé. On utilise ette fois le bin le plus rempli qui puisse l'aueillir.1.4.1 Méthodes en deux phasesLes méthodes en deux phases fontionnent de la manière suivante. Dans unpremier temps, on herhe une solution pour le problème de strip-paking 2SPsuivant : l'ensemble des artiles est l'ensemble original A, et la largeur du bin est
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Figure 1.7 � Méthode heuristique en deux phaseségale à W . On détermine une solution pour le problème 2BP original en déoupantla bande obtenue en bins de hauteur H . Les méthodes qui suivent di�èrent parles algorithmes utilisés dans les deux phases. La Figure 1.7 est une illustration duonept de méthode en deux phases. La partie gauhe de la �gure représente lasolution pour le problème de strip-paking généré et la partie droite la solution pour
2BP obtenue en rangeant les bandes réées dans des bins. Dans la majorité des as,le premier algorithme range les artiles par niveaux. Lorsqu'un artile ai est rangé àgauhe sur une nouvelle ordonnée yi, on herhe à ranger les artiles suivants dansla bande horizontale située entre yi et yi+hi. Cette méthode permet de ne gérer quedes bandes de largeur W et de hauteur variable dans la deuxième étape, et don depouvoir le traiter omme un 1BP .La méthode Hybrid Best Fit (HBF ) a été proposée par Berkey et Wang en1987 [5℄. Au ours de la première phase, la stratégie Best Fit Dereasing Height estemployée : un artile est plaé le plus à gauhe au niveau dans lequel il va minimiserl'espae horizontal vaant. Si auun niveau ne peut le ontenir alors on en rée unnouveau. Au ours de la deuxième phase, 'est l'heuristique Best Fit Dereasing quiest utilisée. On range le niveau ourant dans le bin qui peut le ontenir pour lequell'espae vertial vaant va être minimisé. On peut dé�nir la méthode Hybrid FirstFit (HFF ) de manière équivalente en remplaçant Best Fit par First Fit.Lodi et al. [48℄ ont proposé en 1998 la méthode Floor-Ceiling (FC). Au oursde la première phase, la stratégie est la même que dans la méthode préédente.Toutefois, lorsqu'un niveau est plein, on se permet de le retourner, éhangeant lehaut et le bas, la gauhe et la droite, puis de reommener à ranger des artiles àgauhe. Au ours de la deuxième phase, l'algorithme Best Fit Dereasing est utilisé,ou un algorithme exat pour 1BP . Les mêmes auteurs proposent aussi la méthode
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Figure 1.8 � Heuristique FCKnapsak paking (KP ). Lorsqu'un niveau est initialisé, on le remplit en entieravant de passer au suivant. Pour e faire, on range le plus grand artile restant et onremplit au maximum le niveau réé à l'aide de l'algorithme de résolution du sa-à-dosen une dimension 1KP , qui a une omplexité pseudo-polynomiale de O(Wn).1.4.2 Méthodes en une phaseLes méthodes en une phase onsistent à ranger les artiles itérativement dans lesbins. Deux règles sont à dé�nir : l'ordre dans lequel les artiles sont examinés, le binet la position dans laquelle on herhe à les plaer en priorité.Une des méthodes les plus naturelles onsiste à généraliser l'algorithme las-sique dédié au 1BP First Fit Dereasing. Cette méthode fontionne de la manièresuivante : on onsidère les artiles par ordre déroissant de surfae, et on herhetoujours à plaer l'artile ourant le plus en bas - à gauhe possible dans le bin.On parle de l'algorithme bottom-left dereasing. Chazelle [15℄ en a proposé uneimplantation e�ae.Berkey et Wang [5℄ proposent eux aussi une généralisation de l'algorithme First-Fit qu'ils nomment Finite First Fit (FFF ). Celle-i utilise un rangement enniveau omme les algorithmes en deux phases. L'algorithme range les artiles dansle premier niveau qui peut les ontenir.Alternate Diretions (AD) [48℄ est prohe de la méthode FC qui fontionneen deux phases. Ce nouvel algorithme s'initialise ave LB(A) bins, où LB(A) estune borne inférieure pour le nombre de bins néessaires au rangement des artilesde A. Il ommene par plaer en bas de es bins des artiles selon la règle BFD(Best Fit Dereasing). Les artiles restants sont rangés un par un en bandes allantalternativement de gauhe à droite et de droite à gauhe. Lorsqu'un artile ne peutêtre plaé dans auune diretion dans le bin ourant, on l'a�ete au prohain bininitialisé ou on onstruit un nouveau bin. Les trois algorithmes de Lodi et al. [48℄(FC, KP et AD) retournent de meilleurs résultats que Berkey et Wang sur lesinstanes de Berkey et Wang ainsi que sur elles de Martello et Vigo.Boshetti et Mingozzi [8℄ proposent l'heuristique HBP. L'idée est de onsidérerles artiles dans un ordre �xé au préalable. Initialement, on ne onsidère qu'unseul bin. Quand on ne peut plus plaer auun artile dans le bin ourant, on leferme, et il ne sera plus reonsidéré. Dans e as, on ouvre un nouveau bin et on
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Figure 1.9 � Heuristique Alternate Diretionsrépète l'opération tant que tous les artiles ne sont pas rangés. L'heuristique dépendfortement de l'ordre dans lequel les artiles sont onsidérés. Pour ela, les auteursproposent de relaner la méthode ave des ordres di�érents. A haque itération,l'ordre est déterminé en fontion d'un paramètre lié aux artiles, pondéré par unequantité aléatoire. Les ritères retenus sont les suivants : la surfae, la hauteur, lalargeur et le périmètre. La part de l'aléatoire est déterminée au préalable.1.5 PrétraitementsLe problème de bin-paking en deux dimensions 2BP est di�ile à résoudre demanière exate lorsque la taille du problème devient grande. Pour ette raison, il estintéressant de réduire la taille du problème en e�etuant des rangements optimauxd'artiles. Les prétraitements que nous dérivons i-dessous ont un intérêt di�érent.Celui de Martello et Vigo [53℄ permet de réduire la taille de l'instane, tandis queelui de Boshetti et Mingozzi [7℄ permet d'augmenter la taille des artiles et ainsid'améliorer les évaluations.1.5.1 Le prétraitement de Martello et VigoMartello et Vigo [53℄ proposent deux prétraitements qui peuvent aussi s'appliqueren ours de méthode quand on a plaé un artile de grande taille ai dans un bin.L'idée est de trouver le meilleur ensemble d'artiles que l'on peut plaer ave ai. Lesauteurs proposent des méthodes élémentaires pour les as où un ou deux artiles aumaximum peuvent être plaés ave ai.Pour un artile donné ai, soit Qai = {aj ∈ A : hi+hj ≤ H}∪{aj ∈ A : wi+wj ≤
W}, l'ensemble des artiles ompatibles ave ai. Si Qai = ∅, le prétraitement e�etuéest immédiat, dans le as ontraire, les auteurs proposent de aluler une bornesupérieure k pour le nombre d'artiles qui peuvent être rangés ave ai.1. Si Qai = ∅, alors on ne peut ranger auun artile ave ai. Cet artile formedon un sous-problème trivial et peut être ranger seul dans un bin.2. Si Qai 6= ∅, on onsidère aj le plus grand artile de Qai . Un prétraitement estappliqué dans deux as de �gure :
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aj

Figure 1.10 � Prétraitement de Boshetti et Mingozzi(a) si k = 1, et que aj a une plus grande hauteur et une plus grande largeurque tous les autres artiles de Qai(b) si k = 2 et tous les ouples de pièes de Qai di�érentes de aj peuvent êtrerangés dans une surfae égale à elle de aj .Dans les deux as, ai et aj sont plaés dans le même bin et ne sont plus examinéspar la suite. Cette méthode peut être généralisée à de plus grandes valeurs de k,mais le oût algorithmique devient rapidement trop élevé.1.5.2 Le prétraitement de Boshetti et MingozziLe prétraitement qui suit est proposé par Boshetti et Mingozzi [7℄. Pour unartile donné aj, on peut aluler la largeur minimum obligatoirement perdue lorsqueet artile est plaé dans un bin. Si on note w∗
j ette valeur, wj peut être modi�éede la manière suivante.

wj ← wj + (W − w∗
j ) (1.12)La zone hahurée dans la Figure 1.10 représente le gain obtenu. La valeur w∗

j estla valeur optimale du problème subset sum suivant.
w∗

j = wj +max





∑

ai∈A−{aj}

wiξi :
∑

ai∈A−{aj}

wiξi ≤W − wj , ξi ∈ {0, 1}



 (1.13)Une méthode pseudo-polynomiale lassique peut aluler w∗

j en O(W × n). Laproédure de rédution dépend de l'ordre dans lequel les artiles aj sont onsidérés.Un ritère heuristique peut être utilisé pour hoisir et ordre. Par exemple, il est in-téressant d'aroître la largeur des artiles qui ont une grande hauteur a�n d'obtenirune plus grande surfae totale. Une proédure similaire est obtenue en onsidérantla hauteur à la plae de la largeur. Lorsqu'un artile a été traité, tous les artiles quifaisaient partie de la solution du problème subset-sum ne peuvent pas être modi�és.
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Figure 1.11 � Un exemple défavorable pour la borne ontinue L01.6 Bornes inférieuresDans ette setion, nous ommençons par rappeler des résultats existants pour leproblème de bin-paking en une dimension 1BP . Certains peuvent nous inspirer desméthodes pour 2BP et d'autres, qui utilisent les fontions dual-réalisables, dé�niesultérieurement dans e hapitre, peuvent être diretement appliqués au 2BP . Deplus, ertaines bornes pour le problème en deux dimensions utilisent des évaluationspour le bin-paking en une dimension. La formulation que nous livrons ii des bornesinférieures est modi�ée par rapport à l'original pour plus de ohérene ave nosnotations.1.6.1 Bornes inférieures pour 1BPOn peut distinguer deux familles d'évaluations pour 1BP : elles qui reposentsur une analyse globale de l'instane, et elles qui sont uniquement obtenues à partirde la taille des artiles.1.6.1.1 La borne ontinue L0La borne ontinue est alulée en sommant les longueurs des artiles et en divisantle résultat par la taille d'un bin. L0 = ⌈
∑

ai∈A ci

C
⌉. Cette borne fournit de bonsrésultats lorsque les artiles sont petits ou uniformément répartis sur [0, C] [4℄, maispeut se révéler très mauvaise dans les autres as. Martello et Vigo [53℄ ont montréqu'elle pouvait atteindre 1

2
OPT (A) pour 1BP dans le pire des as (voir Figure 1.11).Elle ne tient pas du tout ompte des inompatibilités entre artiles. L'objetif desévaluations par défaut est de aluler une approximation de la surfae perdue deette manière.1.6.1.2 Borne de Martello et VigoMartello et Vigo [53℄ proposent une borne LMV

1BP pour 1BP . Ils introduisent unedéomposition de l'ensemble A des artiles en trois sous-ensembles dépendant d'unparamètre donné k : les grands artiles (Agr), les artiles moyens (Amoy), et lespetits artiles (As
pt). Soit k un entier, 1 ≤ k ≤ 1

2
C, Agr = {ai ∈ A : ci > C − k},
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Amoy = {ai ∈ A : C − k ≥ ci >

1
2
C} et Apt = {ai ∈ A : 1

2
C ≥ ci ≥ k}. Les artilesles plus petits ne sont pas onsidérés. LMV

1BP est égale au maximum entre les deuxbornes inférieures Lα et Lβ que nous dérivons ii.La borne Lα a été initialement proposée par Martello et al. [52℄. Elle repose surl'observation suivante : il faut au moins autant de bins que de grands artiles etd'artiles moyens pour ranger les artiles de A. S'il n'y a pas beauoup d'artilesmoyens, la borne est égale à la somme du nombre de grands artiles et de la borneontinue alulée sur les artiles restants.
Lα = max

1≤k≤ 1

2
C

{
|Agr ∪Amoy|+max

{
0,

⌈∑
ai∈Amoy∪Apt

ci

C
− |Amoy|

⌉}} (1.14)Dans l'expression de la borne Lβ, le numérateur de la partie droite est uneévaluation par défaut du nombre d'artiles de Apt qui ne peuvent pas être rangésave un artile de Amoy. Le dénominateur est une évaluation par défaut de la plaeoupée par haque artile de Apt dans un bin. Le résultat est don une estimationdu nombre de bins néessaires pour ranger les petits artiles supplémentaires.
Lβ = max

1≤k≤ 1

2
C

{
|Agr ∪ Amoy|+max

{
0,

⌈
|Apt| −

∑
ai∈Amoy

⌊
C−ci
k

⌋
⌊
C
k

⌋
⌉}} (1.15)Notons LMV

1BP le maximum entre Lα et Lβ .1.6.1.3 Bornes de Fekete et ShepersFekete et Shepers [29℄ utilisent le onept de fontions dual-réalisables (DFF)proposées par Johnson [42℄ et exploitées par Lueker [50℄ et Chao et al. [14℄ pour al-uler des évaluations par défaut pour 1BP . Ces fontions ont la propriété suivante :pour tout ensemble de réels, si leur somme est inférieure à un, alors ette propriétéreste vraie après transformation.Dé�nition 1.1. g : [0, 1] → [0, 1] est une Fontion Dual-Réalisable (DFF) si pourtout ensemble �ni S de réels, on a
∑
x∈S

x ≤ 1⇒
∑
x∈S

g(x) ≤ 1Une manière d'améliorer la borne ontinue L0 est de modi�er la taille des artilesen utilisant une DFF. L'intérêt de la méthode est d'augmenter la taille de ertainsartiles, en réduisant la taille d'autres artiles de manière à obtenir une surfaetotale plus importante que dans l'instane originale. Les méthodes utilisant les DFFonsidèrent toujours un bin de longueur unitaire et des artiles dont la longueurest un réel ompris entre 0 et 1. Pour pouvoir utiliser es fontions, il faut donprojeter les dimensions dans l'intervalle [0, 1]. En utilisant des DFF sur un 1BP ,toute borne inférieure pour l'instane obtenue est aussi une borne inférieure pourl'instane initiale. Plusieurs artiles traitent des DFF et de bornes inférieures pour
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Figure 1.12 � La fontion u(k)

✲ x

✻

f(x)

b

b

Figure 1.13 � La fontion U (ε)

1BP [15, 29, 50℄. Fekete et Shepers [29℄ proposent plusieurs DFF et disutentl'e�aité des bornes obtenues.Nous présentons maintenant les fontions proposées par Fekete et Shepers [29℄qui permettent de aluler de bonnes évaluations pour 1BP . La première fontionest une fontion en esalier basée sur des tehniques d'arrondis. Elle va réduireertaines valeurs pour en augmenter d'autres.Théorème 1.1. [29℄ Soit k ∈ N. Alors
u(k) : [0, 1]→ [0, 1]

x 7→

{
x pour x(k + 1) ∈ Z

⌊(k + 1)x⌋ 1
k

sinon.est une fontion dual-réalisable.La deuxième fontion permet de aluler une borne équivalente à la borne Lαde Martello et al. [52℄. L'idée est de négliger les petites valeurs et d'augmenter lesgrandes valeurs.
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✲ x

✻

f(x)

Figure 1.14 � La fontion φ(ε)Théorème 1.2. [29℄ Soit ε ∈ [0, 1
2
]. Alors

U (ε) : [0, 1]→ [0, 1]

x 7→





1 pour x > 1− ε

x, pour ε ≤ x ≤ 1− ε

0, pour x < εest une fontion dual-réalisable.La troisième fontion proposée φ est plus omplexe. Elle s'appuie omme lapremière sur des tehniques d'arrondis. Les petits artiles sont ignorés, et eux detaille inférieure à 1
2
prennent omme valeur une onstante. Pour aluler la nouvelletaille des grands artiles, il faut prendre en ompte le nombre d'artiles de tailleinférieure à 1

2
que l'on peut ranger dans le même bin. Ce alul est simpli�é par lefait que tous es artiles sont de même taille.Théorème 1.3. [29℄ Soit ε ∈ [0, 1

2
]. Alors

φ(ε) : [0, 1]→ [0, 1]

x 7→





1− ⌊(1−x)ε−1⌋
⌊ε−1⌋

pour x > 1
2

1
⌊ε−1⌋

pour ε ≤ x ≤ 1
2

0, pour x < εest une fontion dual-réalisable.Les bornes proposées par Fekete et Shepers [29℄, notée L1BP
FS ombinent lesbornes dérites i-dessus. Les auteurs [29℄ montrent les deux résultats suivants.Proposition 1.1. [29℄ L1BP

FS (A) ≤ 3
4
OPT (A).Ils améliorent don la performane de la borne ontinue dans le pire des as quiétait égale à 1

2
OPT (A). Les auteurs montrent aussi que si les artiles sont tous tropgrands pour être plaés à trois dans un bin, leur borne est toujours égale à la valeuroptimale d'une solution.Proposition 1.2. [29℄ Si tous les artiles ai de A sont de longueur stritementsupérieure à 1

3
C, L1BP

FS (A) = OPT (A).



22 CHAPITRE 1. DES PROBLÈMES DE BIN-PACKING1.6.1.4 Bornes de Labbé et al.Labbé et al. [43℄ ont proposé une borne pour 1BP , qui prend en ompte les grandsartiles (i.e. les artiles de taille supérieure à C
2
) et les artiles de taille moyenne(i.e. qui ne peuvent pas être rangés ave les grands artiles). Bourjolly et Rebetz [9℄montrent que ette borne domine elle de Martello et al. [52℄, que nous avons notée

Lα.Pour un paramètre donné k ∈ [0, C
3
], la borne proposée est alulée de la manièresuivante : soit Agr = {ai ∈ A : ci > C − k} l'ensemble des grands artiles, Amoy =

{ai ∈ A : C
2
< ci ≤ C − k}. On pose Amed = {ai ∈ A : C

3
≤ ci ≤

C
2
} et A+

medl'ensemble des artiles de Amed qui ne peuvent être rangés ave auun artile de Agr.En�n, on pose A′ = {ai ∈ A : k ≤ ci ≤ C − k}.
LB3 = max

0≤k≤C
3

{
|Agr|+max

{
|Amoy|+

⌈
|A+

med|

2

⌉
,

⌈∑
ai∈A′ wi

C

⌉}} (1.16)Das un as de �gure, ette borne est égale à Lα proposées par Martello et al. [52℄.Dans l'autre as, on onsidère un sous-ens emble d'artiles qui ne peuvent pas êtreplaés à trois par bin. Une évaluation par défaut pour le sous-problème obetenu estégale au nombre d'artiles qui sont plaés seuls dans leur bin, auquel on ajoute lenombre d'artiles qui ne peuvent être plaés que par deux dans leur bin divisé pardeux.1.6.1.5 Amélioration des bornes (Haouari et Gharbi)Haouari et Gharbi [41℄ ont proposé une méthode d'amélioration itérative de laborne inférieure. Elle repose sur le lemme suivant.Lemme 1.1. Si une solution pour une instane de 1BP , onstituée de n artiles,utilise exatement z bins, il existe au moins un ensemble de k bins (1 ≤ k ≤ z) quiontiennent au moins k ⌊n
z

⌋
+min(k, n−

⌊
n
z

⌋
) artiles.L'idée est de aluler le nombre d'artiles moy que l'on trouve en moyenne dansles bins et de véri�er si ette valeur est ohérente. Pour ela, il faut que l'on puisseplaer les moy plus petits artiles dans le premier bin, les 2×moy plus petits artilesdans les deux premiers bins, et. Considérons une instane de 1BP dé�nie pour unensemble A de n artiles et LB(A) une borne inférieure pour OPT (A). Les auteursdé�nissent pour k = 1, . . . , z − 1

λ(k, LB(A), n) = k

⌊
n

LB(A)

⌋
+min(k, n−

⌊
n

LB(A)

⌋
LB(A)) (1.17)Soit SLB(A),k

n ∈ A l'ensemble des λ(k, LB(A), n) plus petits artiles de A. D'aprèsle Lemme 1.1, on déduit la proposition suivante.Proposition 1.3. Soit LB(A) une borne inférieure pour OPT (A). Si l'on a lapropriété que LB(S
LB(A),k
n ) > k pour une valeur de k, k = 1, . . . , z−1, alors LB(A)+

1 est une borne inférieure pour OPT (A).



1.6. BORNES INFÉRIEURES 23Cette proposition permet de mettre au point un proessus d'améliorations ité-ratives des bornes inférieures. Les auteurs démontrent plusieurs propriétés qui per-mettent d'implanter ette méthode de manière e�ae.1.6.1.6 Synthèse pour 1BPEn résumé, on peut trouver deux types d'évaluations pour 1BP : elles quis'appuient sur les dimensions des objets indépendamment de l'instane générale, etelles qui dépendent de l'instane générale (en raisonnant sur le nombre d'artilespar boîte, par exemple). Typiquement, les bornes de Martello et Vigo, de Fekete etShepers et de Labbé et al. n'utilisent que la taille des artiles présents. L'amé-lioration itérative proposée par Haouari et Gharbi relèvent de la deuxième lasse,puisqu'elle prend en ompte le nombre d'artiles dans haque boîte.1.6.2 Bornes pour 2BPSi la borne ontinue peut être utilisée en une dimension lorsque l'on herheune évaluation rapide, elle est beauoup moins e�ae pour 2BP . Dans le pire desas, pour 2BP , la borne ontinue L0 peut atteindre un quart de l'optimium. Pourréaliser la faiblesse de ette borne, il su�t de onsidérer le as où tous les artiles sontde taille (W
2
+ ε, H

2
+ ε) pour ε petit. Nous présentons maintenant trois approhespermettant d'obtenir des bornes inférieures pour 2BP . La première est proposéepar Martello et Vigo [53℄. Elle généralise les résultats que les auteurs ont obtenusen une dimension. Elle est dominée par elle de Fekete et Shepers [31℄, qui utiliseles fontions dé�nies pour 1BP . La dernière évaluation en date est dûe à Boshettiet Mingozzi [7℄ et domine les deux autres approhes.1.6.2.1 Bornes de Martello et VigoMartello et Vigo [53℄ exploitent le travail e�etué pour le 1BP pour proposer desévaluations pour 2BP . Les artiles qui ne peuvent pas être plaés �te-à-�te dans unbin forment un sous-problème équivalent à un 1BP . Pour un entier k, 1 ≤ k ≤ 1

2
W ,on pose

Aw
gr = {ai ∈ A : wi > W − k} (1.18)

Aw
moy = {ai ∈ A :W − k ≥ wi >

1

2
W} (1.19)

Aw
pt = {ai ∈ A :

1

2
W ≥ wi ≥ k} (1.20)On note LW

1 la valeur retournée par LMV
1BP sur l'instane 1BP orrespondant auxartiles de Aw

gr ∪A
w
moy.

LW
2 (k) = LW

1 +max

{
0,

⌈∑
ai∈Aw

moy∪A
w
pt
wihi − (HLW

1 −
∑

ai∈Aw
gr
hi)W

WH

⌉} (1.21)



24 CHAPITRE 1. DES PROBLÈMES DE BIN-PACKINGLa même évaluation peut être alulée en permutant le r�le des deux dimensions.Si l'on alule le maximum entre es deux bornes, on obtient L2.La borne L3 est plus oûteuse mais peut améliorer les résultats de L2. D'autresensembles doivent être dé�nis. Soit un ouple d'entiers (k, l), 1 ≤ l ≤ 1
2
H et 1 ≤

k ≤ 1
2
W .

Agr = {ai ∈ A : hi > H − l et wi > W − k} (1.22)
Amoy = {ai ∈ A \ Agr : hi >

1

2
H et wi >

1

2
W} (1.23)

As
pt = {ai ∈ A :

1

2
H ≥ hi ≥ l et 1

2
W ≥ wi ≥ k} (1.24)Pour aluler la nouvelle borne, il faut au préalable aluler la valeur m(ai, k, l)qui représente le nombre de pièes de taille (k, l) qui peuvent être rangées dans lebin ontenant un artile de type ai.

m(ai, k, l) = ⌊
H

l
⌋⌊
W − wi

k
⌋+ ⌊

W

k
⌋⌊
H − hi

l
⌋ − ⌊

H − hi
l
⌋⌊
W − wi

k
⌋ (1.25)

L3(k, l) = |Agr ∪ Amoy|+max

{
0,

⌈
|As

pt| −
∑

ai∈Amoy
m(ai, k, l)

⌊H
l
⌋⌊W

k
⌋

⌉} (1.26)L'évaluation �nale que proposent Martello et Vigo est le maximum entre L2 et
L3.1.6.2.2 Bornes de Fekete et ShepersFekete et Shepers [30℄ généralisent leur méthode proposée pour 1BP . Ils uti-lisent les mêmes fontions dual-réalisables qu'ils ont appliquées au 1BP sur haquedimension d'une instane 2BP indépendamment. Les Figures 1.15 et 1.16 illustrentl'appliation de deux fontions à une instane simple. L'instane initiale est ompo-sée de inq artiles de taille (2

5
, 2
5
) et d'un bin unitaire. La borne ontinue est égaleà ⌈5× 4

25
⌉ = 1. En appliquant une DFF sur haque dimension, on obtient l'instanede la Figure 1.16. La borne ontinue est égale à ⌈5× 1

4
⌉ = 2.Les auteurs montrent que l'instane obtenue est telle que toute borne inférieurepour le problème induit en est une pour le problème initial. L'idée de la démons-tration est la suivante : lorsque l'on applique une fontion dual-réalisable sur unedes deux dimensions du problème, toute on�guration faisable initialement le reste.Ainsi, toute solution pour le problème initial est solution du problème modi�é. Laborne obtenue domine elle de Martello et Vigo [53℄. Leur approhe a l'avantage depouvoir être appliquée quelle que soit la dimension. Pour 2BP , la borne de Feketeet Shepers est égale à la valeur de l'expression résultante du théorème suivant.Théorème 1.4. Soit r, s ∈]0, 1

2
]. Soit

• a
(1)(r)
i = u(1)(wj)× U

(r)(hj)

• a
(2)(r)
i = U (r)(wi)× u

(1)(hi)



1.6. BORNES INFÉRIEURES 25
(2
5
, 2
5
) (2

5
, 2
5
)(2

5
, 2
5
)

(2
5
, 2
5
) (2

5
, 2
5
)

Figure 1.15 � Instane initiale de bin paking en deux dimensions
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Figure 1.16 � Instane obtenue après appliation d'une DFF
• a

(3)(r)
i = u(1)(wi)× φ

(r)(hi)

• a(4)(r)i = φ(r)(wi)× u
1(hi)

• a
(5)(r)
i = wi × U

(r)(hi)

• a
(6)(r)
i = U (r)(wi)× hi

• a
(7)(r,s)
i = φ(r)(wi)× φ

(s)(hi)L'expression i-dessous est une borne valide pour 2BP .
LFS = max




max
0<r≤ 1

2
k=1,...,6

{⌈
∑

ai∈A

a
(k)(r)
i

⌉}
, max
0<s≤ 1

2

0<r≤ 1
2

{⌈
∑

ai∈A

a
(7)(r,s)
i

⌉}




(1.27)1.6.2.3 Bornes de Boshetti et MingozziSoit (k, l) un ouple d'entiers tels que 1 ≤ k ≤ 1
2
W et 1 ≤ l ≤ 1

2
H . Nous notons

Agr = {ai ∈ A : hi > H− l et wi > W −k}, Aht = {ai ∈ A\Agr : hi > H− l et wi ≥
k}, Alg = {ai ∈ A \ Agr : hi ≥ l et wi > W − k}, Apt = {ai ∈ A \ Agr ∪ Aht ∪ Alg :
hi ≥ l et wi ≥ k}. Boshetti et Mingozzi [7℄ proposent une borne inférieure notée
Lnew
2 pour 2BP : elle peut être déomposée en deux bornes distintes. La première



26 CHAPITRE 1. DES PROBLÈMES DE BIN-PACKINGrepose sur la transformation du problème en 1BP . La deuxième exploite le fait quedeux gros artiles de Agr ne peuvent pas être rangés dans le même bin et qu'unartile haut de Aht ne peut pas être rangé ave un artile long de Alg.
Lnew
2 = max

1≤k≤ 1

2
W

1≤l≤ 1
2
H

{|Agr|+max{L′
2(k, l), L

′′
2(k, l)}} (1.28)où les bornes L′

2(k, l) et L′′
2(k, l) sont deux évaluations pour le nombre minimumde bins néessaires au rangement des artiles de Aht, Alg, et Apt.

• Dans L′
2(k, l), une instane D1BP du problème 1BP est générée ave un binde taille C ′ = WH : pour haque artile ai de Aht ∪ Alg ∪ Apt un artile estréé ave pour dimension ci.

ai 7→





wiH si ai ∈ Aht

Whi si ai ∈ Alg

wihi si ai ∈ Apt

L′
2(k, l) est obtenue en alulant une borne inférieure pour D1BP en utilisant

LMV
1BP [53℄.

• Dans L′′
2(k, l), les artiles de Apt ne sont pas onsidérés. La borne exploitele fait qu'un artile de Aht ne peut pas être rangé dans le même bin qu'unartile de Alg. Ces deux ensembles induisent don deux sous-problèmes in-dépendants. De plus, les artiles hauts ne peuvent pas être plaés les unsau-dessus des autres, ni les artiles longs les uns à �té des autres. Ainsi, lesdeux sous-problèmes peuvent être vus omme des instanes de 1BP et desbornes inférieures peuvent être alulées à l'aide de LMV

1BP . Soit LH
2 (k, l) uneborne inférieure pour l'instane de 1BP assoiée à Aht, et LW

2 (k, l) une borneinférieure pour l'instane de 1BP assoiée à Alg.
L′′
2(k, l) = LH

2 (k, l) + LW
2 (k, l)Théorème 1.5. [7℄ Lnew

2 est une borne valide pour 2BP .La borne Lnew
3 génère des problèmes type sa à dos 1KP pour déterminer lenombre de bins néessaires au rangement des petits artiles qui ne peuvent pasl'être ave les grands. Elle utilise une déomposition de l'ensemble des artiles entrois ensembles qui dépendent de deux paramètres k et l : les grands artiles (Agr),les artiles moyens (Amoy), et les petits artiles (Apt). La méthode exploite le faitque le nombre de grands et moyens artiles est une borne inférieure pour 2BP .Pour améliorer ette borne, Lnew

3 évalue le nombre de petits artiles qui peuventêtre rangés ensemble ave les artiles moyens, puis une approximation du nombre debins néessaires pour ranger les artiles restants est alulée. Soit k et l deux entierstels que 1 ≤ l ≤ 1
2
H et 1 ≤ k ≤ 1

2
W , Agr = {ai ∈ A : hi > H − l et wi > W − k}, et

Amoy = {ai ∈ A \ Agr : hi >
1
2
H et wi >

1
2
W}, et A3

pt = {ai ∈ A \ Agr ∪ Amoy : hi ≥
l et wi ≥ k}. Plusieurs valeurs doivent être alulées :
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• MW (W,A3

pt) : le nombre maximum d'artiles de A3
pt qui peuvent être rangés�te à �te dans un bin ;

• MH(H,A
3
pt) : le nombre maximum d'artiles de A3

pt qui peuvent être rangésles uns au dessus des autres dans un bin ;
• MW (W − wi, A

3
pt) : le nombre maximum d'artiles de A3

pt qui peuvent êtrerangés �te à �te dans un bin ontenant l'artile ai de Amoy ;
• MH(H−hi, A

3
pt) : le nombre maximum d'artiles de A3

pt qui peuvent être rangésles uns au-dessus des autres dans un bin ontenant l'artile ai de Amoy.Chaque valeur est la solution du problème de sa à dos en une dimension (1KP )dé�ni dans la Setion 1.2 et formalisé par les expressions des Equations 1.29 et 1.31Il peut être résolu en temps linéaire si les artiles sont triés par ordre roissant delargeur ou de hauteur selon le problème.
MW (w∗, A3

pt) =Max{
∑

ai∈A3
pt

ξi :
∑

ai∈A3
pt

wiξi ≤ w∗, ξi ∈ {0, 1}} (1.29)
MH(h

∗, A3
pt) =Max{

∑

ai∈A3
pt

ξi :
∑

ai∈A3
pt

hiξi ≤ h∗, ξi ∈ {0, 1}} (1.30)
Lnew
3 = max

1≤k≤ 1

2
W

1≤l≤ 1
2
H

{
|Agr ∪Amoy|+max

{
0,

⌈
|A3

pt| −
∑

ai∈Amoy
m′(ai, A

3
pt)

MW (W,A3
pt)MH(H,A

3
pt)

⌉}}(1.31)où m′(ai, A
3
pt) est une borne supérieure pour le nombre d'artiles de A3

pt quipeuvent être rangés ensemble ave ai :
m′(ai, A

3
pt) =MW (W,A3

pt)MH(H − hi, A
3
pt)

+MW (W − wi, A
3
pt)MH(H,A

3
pt)

−MW (W − wj, A
3
pt)MH(H − hi, A

3
pt)

(1.32)La valeur MW (W,A3
pt) ×MH(H,A

3
pt) est une borne supérieure pour le nombred'artiles de A3

pt qui peuvent être rangés ensemble dans un bin.Théorème 1.6. [7℄ Lnew
3 est une borne inférieure pour 2BP .La borne Lnew

4 utilise une autre méthode pour évaluer le nombre de petits artilesqui ne peuvent pas être rangés ave des grands et le nombre de bins néessairespour les ranger. Pour ela, des tehniques spéiales d'arrondis sont utilisées. Chaqueartile ai de faible largeur (resp. hauteur) a sa largeur (resp. hauteur) réduite à unevaleur alulée à partir de sa taille et d'un paramètre donné k (resp. l). La taille detout grand artile ai est arue de telle manière que le nombre de petits artiles quipeuvent être rangés ave ai soit le même. Soit Agr = {ai ∈ A : hi > H − l et wi >
W − k}, et Amoy = {ai ∈ A \ Agr : hi >

1
2
H et wi >

1
2
W}. L'ensemble A3

pt utilisépour la borne Lnew
3 est déomposé ii en trois sous-ensembles. On a At

pt = {ai ∈
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A : hi >

1
2
H et 1

2
W ≥ wi ≥ k}, Aw

pt = {ai ∈ A : 1
2
H ≥ hi ≥ l et wi >

1
2
W}, et

As
pt = {ai ∈ A : 1

2
H ≥ hi ≥ l et 1

2
W ≥ wi ≥ k}.

Lnew
4 = max

1≤k≤W
2

1≤l≤H
2

{
|Agr ∪ Amoy|+max

{
0,

⌈∑
ai∈A\Agr

m′′(ai, k, l)⌊
H
l

⌋ ⌊
W
k

⌋
⌉}} (1.33)où

• m′′(ai, k, l) = ⌊
W−wi

k
⌋⌊H−hi

l
⌋ − ⌊W−wi

k
⌋⌊H

l
⌋ − ⌊W

k
⌋⌊H−hi

l
⌋, si ai ∈ Amoy

• m′′(ai, k, l) = ⌊
wi

k
⌋⌊H

k
⌋ − ⌊wi

k
⌋⌊H−hi

l
⌋, si ai ∈ At

pt

• m′′(ai, k, l) = ⌊
W
k
⌋⌊hi

l
⌋ − ⌊W−wi

k
⌋⌊hi

l
⌋, si ai ∈ Aw

pt

• m′′(ai, k, l) = ⌊
wi

k
⌋⌊hi

l
⌋, si ai ∈ As

ptThéorème 1.7. [7℄ Lnew
4 est une borne inférieure pour 2BP .1.6.2.4 Synthèse pour 2BPEn résumé, on peut présenter la relation suivante : la borne de Boshetti etMingozzi domine la borne de Fekete et Shepers qui domine elle de Martelloet Vigo. Les bornes proposées pour le problème en deux dimensions peuvent, dela même manière que pour le problème en une dimension être séparées en deuxlasses distintes : elles qui raisonnent sur l'instane dans son intégralité (nombred'artiles par bin, résolutions de problèmes type sa à dos) et elles qui n'utilisentque des aluls sur la taille des artiles présents (à l'aide de DFF par exemple). Siles méthodes relevant de ette dernière atégorie sont diverses, nous voyons dansles hapitres onsarés aux bornes inférieures qu'il est possible d'uni�er toutes esméthodes.1.7 Méthodes exatesIl existe peu de méthode exate possédant un intérêt pratique. La première a étéproposée par Beasley [2℄. Le problème de faisabilité a été traité par Hadjionstan-tinou et Christophides [40℄ dans le adre d'une méthode exate pour le problèmede sa à dos bidimensionnel. Christophides et Whitlok proposent une méthodepour le problème de déoupe 2D sans guillotine [16℄ : il s'agit d'un shéma généralde résolution de type proédure par séparation et évaluation mais auun résultatnumérique n'est présenté. Plus réemment, Martello et Vigo [53℄ ont proposé uneméthode exate pour 2BP et Fekete et Shepers [30℄ une méthode pour le problèmede faisabilité. Ces deux dernières méthodes, ainsi qu'une méthode dédiée au as despakings parfaits sont détaillées dans la suite de e hapitre.1.7.1 Shéma général de séparationLa méthode de résolution du problème 2BP peut être déomposée en deuxétapes : le problème d'a�etation des artiles aux bins, et un problème de faisabilité



1.7. MÉTHODES EXACTES 29pour haque bin utilisé. Dans e paragraphe, nous dérivons la méthode généraled'a�etation aux bins proposée par Martello et Vigo [53℄. Cette méthode utilise uneméthode de résolution du problème de faisabilité qui est exposée par la suite. A notreonnaissane, Martello et Vigo [53℄ sont les seuls à avoir proposé une séparation pourette étape.Dans un premier temps, une borne supérieure z pour le nombre de bins utilisés estalulée. Au début de l'algorithme, z bins sont réés, mais non initialisés. Lorsqu'unbin Bp est initialisé, il est onsidéré atif tant qu'il est enore possible de lui a�eterun nouvel artile. Les artiles sont triés par ordre déroissant de surfae. A haqueniveau i, l'algorithme tente d'a�eter l'artile ai à haque bin atif, ou éventuellementà un nouveau bin. A haque a�etation, il faut tester si l'ensemble d'artiles orres-pondant admet une on�guration réalisable. Des méthodes heuristiques et exatessont utilisées. On teste la possibilité de fermer un bin en tentant de lui a�eterhaque artile restant à tour de r�le et d'évaluer la faisabilité de la on�gurationobtenue. Lorsqu'un bin est fermé, les bornes inférieures pour le problème sont misesà jour : elles sont appliquées sur l'ensemble des artiles non enore a�etés ou a�etésà des bins non fermés.L'intérêt de ette méthode est qu'elle permet de trouver des solutions simplesrapidement si le nombre d'artiles par bin est faible. En revanhe, si les artiles sontde plus petits, les bornes inférieures peuvent tarder à être mises à jour et les oupesréalisées dans l'arbre de reherhe peuvent être tardives.1.7.2 Plaement d'artiles dans le bin1.7.2.1 Cas général : la méthode de Martello et VigoMartello et Vigo [53℄ onstruisent une on�guration artile par artile. A haqueétape, on dispose d'une liste d'artiles déjà plaés ave leurs oordonnées et d'uneliste d'artiles à plaer. A une on�guration donnée, on peut assoier une liste �niede positions possibles pour un artile. La séparation revient à énumérer le rangementde tous les artiles non plaés à es oordonnées. Ce prinipe a le défaut de réer denombreuses redondanes qu'il faut gérer.Les artiles sont plaés suivant la statégie leftmost-downward. Chaque artileest plaé de telle manière qu'il ne puisse être déalé vers la gauhe ou vers le bassans entrer en intersetion ave un autre artile ou le bord du bin (Figure 1.17). Ahaque étape, on a une liste �nie de k positions et une liste de l artiles. Il y a deuxhoix à faire : l'artile à plaer et à quelles oordonnées. Cela mène à k × l n÷uds�ls. Cette méthode génère un grand nombre de redondanes qui doivent être géréespour obtenir un algorithme e�ae. Sheithauer [55℄ énumère un ertain nombre derépétitions possibles et des méthodes pour en éviter une partie.1.7.2.2 Cas partiulier des pakings parfaitsLesh et al. [45℄ ont proposé en 2004 une méthode dédiée aux pakings parfaits ouon�gurations parfaites (i.e. lorsqu'il n'y a pas d'espae vide dans le bin, f. Figure1.18). Dans e as partiulier, on obtient de manière immédiate le résultat suivant :il existe une permutation π∗ des retangles qui mène au paking parfait en utilisant
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1 2 3

4 1 2 3
4

Figure 1.17 � La règle leftmost-downward

1 28 394 511 106 712
13

Figure 1.18 � Exemple de paking parfaitl'heuristique bottom-left. Les auteurs proposent une généralisation de leur travailpour le as disret en ajoutant des arrés unitaires de manière à obtenir un pakingparfait. Il est à noter que l'ajout de es arrés unitaires augmente onsidérablementle nombre de ombinaisons possibles et rend la méthode ine�ae lorsque l'espaevide est important.1.7.3 Algorithme utilisant un modèle graphePour éviter l'exploration de solutions redondantes, Fekete et Shepers [32℄ uti-lisent le modèle dérit dans la Setion 1.3 de e hapitre. Ils proposent un algorithmeénumératif [30℄ qui onstruit des graphes d'intervalles assoiés à des ensembles deon�gurations. Cette méthode réduit onsidérablement le nombre de répétitions dansl'arbre de reherhe, par omparaison à la méthode lassique. Néanmoins, le oût liéaux algorithmes assoiés aux graphes d'intervalles n'est pas négligeable.A haque dimension du problème est assoié un graphe d'intervalles. L'idée del'algorithme exat de Fekete et Shepers [30℄ est de onstruire pas à pas deux graphesd'intervalles qui vont onduire à des lasses de on�gurations réalisables. Une listed'arêtes existantes et une liste d'arêtes qui ne seront pas ajoutées est gardée en



1.8. CONCLUSION 31mémoire. A haque étape, la possibilité d'ajouter une arête à l'un ou l'autre desdeux ensembles est testée. A haque sommet de l'arboresene, des proédures sontlanées pour ajouter des arêtes au graphe. De plus, il faut véri�er à haque étapesi l'ensemble des graphes ourants est déjà assoié à une lasse de on�gurationsréalisables.Trois proédures sont néessaires pour répondre aux trois questions suivantes :1. Les graphes ourants forment-ils une lasse réalisable ?2. Peut-on ajouter des arêtes aux graphes ourants ?3. Quelles arêtes peut-on ajouter aux graphes ourants ?Chaque question trouve sa réponse dans l'identi�ation de sous-graphes induits[30, 32℄. Algorithme 1 : Algorithme de Fekete et Shepers appliqué au 2BPDonnées :
E+

w : l'ensemble des arêtes ajoutées pour la largeur;
E−

w : l'ensemble des arêtes interdites pour la largeur;
E+

h : l'ensemble des arêtes ajoutées pour la hauteur;
E−

h : l'ensemble des arêtes interdites pour la hauteur;répéterenrihir les graphes entrés en paramètre;si la on�guration ourante ne peut pas mener à une solution réalisablealorsretourner ECHEC ;jusqu'à impossibilité d'augmenter les graphes;si la on�guration ourante est réalisable alorsretourner SUCCES ;sinonSoit (ai, aj) un ouple d'artiles, et d ∈ {w, h};Ajouter (i, j) à E+
d et relaner l'Algorithme 1 ;Ajouter (i, j) à E−
d et relaner l'Algorithme 1;

1.8 ConlusionCes dernières années, les problèmes de bin-paking en deux dimensions ontsusité une attention très partiulière. Les méthodes heuristiques mises au pointpermettent de trouver de très bonnes solutions dans la plupart des as, mais ilexiste de nombreux jeux d'essai pour lesquels les bornes inférieure et supérieure nesont pas égales. En l'état, il est très di�ile de résoudre le problème 2BP à l'aided'une méthode exate pour des instanes de taille moyenne.





Chapitre 2Prétraitements et bornes inférieures
2.1 IntrodutionCe hapitre est onsaré à de nouvelles bornes inférieures et à des proédures derédution pour 2BP 1. Lorsque la taille des problèmes traités est grande, il devientdi�ile de les résoudre de manière exate. Pour éviter d'avoir à traiter des instanesde taille trop importante, il est intéressant de les réduire à l'aide de proédures derédution qui peuvent être utilisées en prétraitement avant d'appliquer une méthodede résolution. Dans ette optique, nous proposons le onept de Fontions Identi-quement Réalisables qui peuvent être utilisées pour modi�er la taille des artilessans modi�er la valeur de la solution optimale du problème. Nous montrons quel'on peut réduire la taille de l'instane initiale en supprimant de petits artiles et enaugmentant la taille des grands artiles.La prinipale ontribution de e hapitre est une nouvelle borne inférieure pour
2BP . Les bornes les plus réentes ont été introduites par Boshetti et Mingozzi [7℄.Elles dominent les meilleurs résultats onnus [31,53℄. Une borne élémentaire pour lebin est la borne ontinue : elle est égale au rapport entre la surfae totale des artileset elle du bin. Plusieurs bornes [29, 31, 50℄ proposées pour 1BP ou 2BP reposentsur le alul de ette borne pour une instane obtenue après prétraitement. Un teltraitement peut être obtenu en utilisant les Fontions Redondantes (RF) proposéespar Carlier et Néron [13℄ pour des problèmes d'ordonnanements umulatifs. LesRF forment un sous-ensemble des Fontions Dual-Réalisables (DFF) introduites parJohnson [42℄ et utilisées par Lueker [50℄, et Fekete et Shepers [29℄ pour obtenirdes bornes inférieures pour le 1BP . Fekete et Shepers [31℄ ont montré que etteapprohe pouvait être généralisée à 2BP en appliquant séparemment des fontionsdual-réalisables sur les deux dimensions de l'instane. Dans la suite, nous parlons deDFF disrètes pour faire référene aux fontions redondantes. En e�et, pour haqueRF, on peut assoier une RF dé�nie dans l'ensemble [0, 1]. Nous introduisons aussiun nouveau type de fontions : les DFF Dépendantes de la Donnée (DDFF). Cesfontions sont alulées pour une instane spéi�que et se omportent sur etteinstane omme si elles étaient des DFF. Nous proposons trois familles de fontionset nous montrons qu'elles onduisent à des évaluations qui dominent stritementelles de Boshetti et Mingozzi [7℄. Les bornes obtenues sont les meilleures onnuespour 2BP .Nous reproduisons les résultats expérimentaux obtenus par nos proédures derédution, ainsi que par nos bornes inférieures. Nous les avons testées sur des jeux1. Ce hapitre orrespond au travail réalisé dans [11℄ et présenté en ongrès [19℄.33



34 CHAPITRE 2. PRÉTRAITEMENTS ET BORNES INFÉRIEURESd'essai issus de la littérature [5, 53℄, e qui nous permet de nous omparer aveles meilleurs résultats onnus [8℄. Nos proédures de rédution sont très e�aespour plusieurs lasses d'instanes : un grand nombre d'artiles sont supprimés pourde multiples jeux d'essai. Les résultats expérimentaux on�rment que notre bornedomine les autres pour toutes les instanes et améliorent stritement les meilleursrésultats.Dans la setion 2.2, nous introduisons le onept de Fontions IdentiquementRéalisables (IFF) et nous proposons deux nouvelles proédures de rédution quireposent sur e onept. La setion 2.3 est onsarée à nos nouvelles bornes infé-rieures. Nous montrons dans la setion 2.4 qu'elles dominent elles proposées parBoshetti et Mingozzi [7℄. Dans la setion 2.5, nous omparons nos proédures derédution et nos bornes inférieures ave les méthodes de la littérature. Les résultatssont stritement améliorés pour plusieurs instanes.2.2 Proédures de rédutionDans une instane de 2BP , les grands artiles ont en général un r�le plusimportant que les petits. Si un artile a une trop petite taille, il peut ne pas avoird'impat sur la valeur de OPT (A), et s'il est de très grande taille, il forme unesous-instane triviale qui peut être traitée séparément. En général, il y a peu detrès grands artiles dans l'instane initiale, mais leur nombre peut être augmentélorsque des proédures de rédution sont employées. Cette setion est onsarée àdes méthodes qui vont aroître la taille des grands objets tout en réduisant elledes petits. Le nombre d'objets supprimés est un bon indiateur de la qualité de esprétraitements.Nous dé�nissons le onept de Fontions Identiquement Réalisables (IFF) qui vanous permettre de regrouper toutes les fontions qui vont mener à des proédures derédution. La proédure proposée par Boshetti et Mingozzi [7℄ entre dans e adre.Nous proposons par la suite deux nouvelles fontions qui s'attaquent respetivementaux hauts et aux grands artiles.Dé�nition 2.1. Soit D = (A,B) une instane de 2BP . Une fontion f est uneFontion Identiquement Réalisable assoiée à la donnée D si et seulement si l'ins-tane f(D) = ({a′1, . . . , a
′
n}, B) obtenue en appliquant f à tous les artiles de A esttelle que OPT (D) = OPT (f(D)).La proédure de rédution proposée par Boshetti et Mingozzi [7℄ et dérite endétail dans le Chapitre 1 peut être érite sous la forme d'une IFF que nous notons

ujw.Proposition 2.1. [7℄ Soit D une instane de 2BP et aj ∈ A un artile.
ujw : A→ A′

ai 7→ a′i où {
w′

i = wi + (W −W ∗
j ) et h′i = hi si i = j

w′
i = wi et h′i = hi sinonest une IFF assoiée à l'instane D.



2.2. PROCÉDURES DE RÉDUCTION 35De manière similaire, la fontion ujh est dé�nie en inversant les r�les de W et H .Nous notons u l'appliation itérative de ujh et ujw en utilisant un ritère heuristiquepour le hoix de aj .2.2.1 La nouvelle IFF v1Il existe des as où tous les petits artiles peuvent être rangés dans la surfaedisponible autour des grands objets. La méthode préédente ne prend pas etteonsidération en ompte. Les deux fontions que nous proposons dans ette setionsont onçues pour faire fae à e as.Soit Aht un ensemble d'artiles hauts, et As l'ensemble des artiles qui peuventêtre rangés au-dessus d'un artile de Aht. Si tous les artiles de As peuvent êtrerangés dans la surfae au-dessus de Aht, es petits artiles n'ont pas d'impat sur lavaleur de OPT (A).Soit D une instane de 2BP et 1 ≤ l ≤ 1
2
H un entier. Nous dé�nissons Aht =

{ai ∈ A : hi > H − l}, et As = {ai ∈ A : hi < l}. Notons m = |Aht|. Pour haqueartile ai de Aht, un bin Bi de taille (H − hi, wi) est réé. Considérons le problèmesuivant :Nom : PB1Donnée : Une liste d'artilesAs, une liste de bins de tailles diverses B1, . . . , Bm.Question : Existe-t-il un rangement pour les artiles de As dans les bins
B1, . . .Bm ?Théorème 2.1. Si PB1 a une solution, alors la fontion

vl1 : A→ A′

ai 7→ a′i où 



w′
i = wi et h′i = H if hi > H − l

w′
i = 0 et h′i = 0 if hi < l

w′
i = wi et h′i = hi sinonest une IFF assoiée à l'instane D.Démonstration. Considérons l'instane initiale D et l'instane modi�ée vl1(D) obte-nue après appliation de l'IFF vl1 à D. Supposons qu'une on�guration optimale estonnue pour vl1(D). A partir de ette on�guration, une on�guration optimale pour

D peut être onstruite de la manière suivante : les artiles de A−As sont rangés dela même façon, et les artiles de As sont rangés dans la surfae disponible au-dessusdes grands artiles (ette surfae est libre ar les artiles de A− As ne peuvent pasêtre rangés au-dessus d'un artile de Aht). En utilisant une méthode similaire, uneon�guration optimale pour vl1(D) peut être onstruite à partir d'une on�gurationpour D. Si, dans le rangement optimal obtenu pour D, les artiles de As ne sontpas rangés au-dessus des artiles de Aht, un rangement similaire peut être onstruiten plaçant les petits artiles au-dessus des grands (si néessaire, les artiles hautspourront être déalés vertialement). A partir du rangement obtenu, un rangementpeut être trouvé pour vl1(D) en utilisant les mêmes oordonnées pour les artilesrestants.
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1 2 1 2

Figure 2.1 � La fontion v1Notons vH1 l'appliation itérative de vl1. Cet algorithme peut être implanté en
O(H × α(n)), où α(n) est la omplexité de l'algortithme utilisé pour résoudre leproblème de déision D′. En prenant en ompte le fait que les valeurs intéressantespour l sont égales à la hauteur d'un artile, la omplexité devient O(n× α(n)).Nous dé�nissons une fontion similaire vW1 en remplaçant H par W . Lorsquela taille d'un artile est augmentée sur une dimension, des problèmes de déisionqui n'avaient pas été résolus auparavant peuvent devenir réalisables. Notons v1l'appliation itérative de vW1 et vH1 . La méthode s'arrête lorsque l'instane n'est plusmodi�ée. Les problèmes de déision générés sont NP-omplets, mais une heuristiqueest su�sante pour obtenir de bons résultats (f. Setion 2.5).Exemple 2.1. Exemple 1. Considérons l'instane de 2BP suivante. Nous déri-vons l'appliation de la fontion vW1 .
• A = {(8, 8), (8, 7), (2, 6), (1, 3), (2, 3), (1, 3), (2, 2), (10, 2), (10, 2), (10, 2)}

• B = (10, 10)Pour l = 3, Aht = {(8, 8), (8, 7), (10, 2), (10, 2), (10, 2)}.
As = {(2, 6), (1, 3), (2, 3), (1, 3), (2, 2)}
D′ = ({(2, 6), (1, 3), (2, 3), (1, 3), (2, 2)}, {(2, 8), (2, 7)})Il existe une solution pour D′ (ranger (2, 6) dans le bin de taille (2, 7) et les autresartiles dans le bin de taille (2, 8)). L'instane initiale peut don être modi�ée.
A′ = {(10, 8), (10, 7), (10, 2), (10, 2), (10, 2)}2.2.2 La nouvelle IFF v2La proédure de rédution issue de la fontion v2 prend en ompte toute la surfaeautour des grands artiles. Considérons un ensemble Agr d'artiles qui oupent plusde la moitié du bin en hauteur et en largeur, et un ensemble Apt d'artiles qui peuventêtre rangés ave un artile de Agr. Si tous les artiles de Apt peuvent être rangésave les artiles de Agr, es artiles n'ont pas d'impat sur la valeur de OPT .Soit D une instane de 2BP , 1 ≤ l ≤ 1

2
H et 1 ≤ k ≤ 1

2
W deux entiers. Notons

Agr = {ai ∈ A : wi > W − k et hi > H − l}, ainsi que Apt = {ai ∈ A : wi <
k ou hi < l}. Soit PB2 le problème suivant :
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1 1

Figure 2.2 � La fontion v2Nom : PB2Donnée : Une liste d'artiles Apt ∪Agr, une taille de bin unique B.Question : Existe-t-il un rangement pour les artiles de Apt ∪Agr dans |Agr|bins de taille B ?Théorème 2.2. Si PB2 a une solution, alors la fontion
vk,l2 : A→ A′

ai 7→ a′i où 



w′
i = W et h′i = H si wi > W − k et hi > H − l

w′
i = 0 et h′i = 0 si wi < k ou hi < l

w′
i = wi et h′i = hi sinonest une IFF assoiée à l'instane D.Démonstration. Considérons l'instane initialeD et l'instane modi�ée vk,l2 (D). Sup-posons qu'une on�guration soit onnue pour vk,l2 (D). A partir de ette on�guration,une on�guration pour D peut être onstruite de la manière suivante : les artilesde A− Apt sont rangés de la même manière, et les artiles de Apt sont rangés dansl'espae disponible autour des grands artiles (espae disponible ar auun artilede A − Apt ne peut être rangé ave un artile de Agr). En utilisant une méthodesimilaire, une on�guration pour vk,l2 (D) peut être obtenue à partir de D. Si, dans laon�guration obtenue pourD, les artiles de Apt ne sont pas rangés ave un artile de

Agr, une on�guration équivalente peut être onstruite en rangeant les petits artilesdans les mêmes bins que les grands artiles (en déplaçant éventuellement les grandsartiles horizontalement ou vertialement). A partir de la nouvelle on�gurationobtenue, une on�guration pour vk,l2 (D) peut être onstruite en utilisant les mêmesoordonnées pour les artiles restants.Exemple 2.2. Exemple 2. Considérons l'instane suivante.
• B = (10, 10)

• A = {(9, 9), (7, 5), (6, 8), (6, 2), (10, 1), (1, 1), (1, 1)}



38 CHAPITRE 2. PRÉTRAITEMENTS ET BORNES INFÉRIEURESPour k = 2 et l = 2, Agr = {(9, 9)}
Apt = {(10, 1), (1, 1), (1, 1)}Tous les artiles de Apt peuvent être rangés autour de (9, 9).

OPT (D) = OPT ({(10, 10), (7, 5), (6, 8), (6, 2)}, (10, 10))La valeur optimale pour l'instane de 2BP générée D′ n'est généralement pasonnue, mais une simple heuristique permet de résoudre de nombreux as de �gure.Notons v2 l'appliation itérative de vk,l2 . Si α(n) est la omplexité de l'heuristiqueutilisée pour trouver une solution pour l'instane de 2BP générée, l'algorithmepeut être implanté en O(HW × α(n)). La omplexité peut être réduite en utilisantl'observation suivante : les seules valeurs intéressantes pour k et l sont elles quiorrespondent à la taille d'un artile de A. Par onséquent, la omplexité de laméthode est O(n2 × α(n)).2.3 Nouvelles bornes inférieuresNous avons présenté dans l'état de l'art des méthodes pour obtenir des bornesinférieures qui utilisent le onept de fontion dual-réalisable (DFF). En utilisantdes DFF sur les deux dimensions d'une instane de 2BP , toute borne inférieure pourl'instane obtenue est aussi une borne inférieure pour l'instane initiale [31℄.2.3.1 Les Fontions Redondantes ou DFF disrètesCarlier et Néron [12, 13℄ introduisent le onept de Fontion Redondante a�nd'obtenir des évaluations par défaut pour des problèmes d'ordonnanement. Cesfontions forment un sous-ensemble des DFF dans le as disret.Dé�nition 2.2. Une Fontion Redondante (RF), ou DFF disrète f est une appli-ation disrète de [0, X ] dans [0, X ′] (X et X ′ entiers) telle que
x1 + x2 + . . .+ xk ≤ X ⇒ f (x1) + f (x2) + . . .+ f (xk) ≤ f(X) = X ′Dans le reste du doument, nous parlons de DFF pour faire référene à es fon-tions disrètes. Dans e hapitre, nous présentons de nouvelles fontions, inspirées dutravail de Boshetti et Mingozzi [7℄, qui vont pouvoir être appliquées à des instanesde grande taille. Les bornes obtenues dominent stritement elles proposées parBoshetti et Mingozzi [7℄.2.3.2 DFF dépendantes de la donnée (DDFF)Les DFF sont dé�nies indépendamment de l'instane. Une autre lasse de fon-tions peut être dé�nie, qui dépend de la taille des artiles dans l'instane onsidérée.Dé�nition 2.3. Soit I = {1, . . . , n}, c1, c2, . . . , cn n valeurs entières et C un entiertel que C ≥ ci pour i = 1, . . . , n. Une Fontion Dual-Réalisable Dépendante de la



2.3. NOUVELLES BORNES INFÉRIEURES 39Donnée (DDFF) f assoiée à C et c1, c2, . . . , cn est une appliation disrète de [0, C]dans [0, C ′] telle que
∀I1 ⊂ I,

∑

i∈I1

ci ≤ C ⇒
∑

i∈I1

f (ci) ≤ f(C) = C ′Pour une instane donnée D, une DDFF dépendant de D peut être utiliséeomme une DFF. Cette lasse de fontions prend en ompte le nombre d'ourenesde haque valeur, et peut ainsi onduire à des évaluations qui améliorent stritementelles obtenues ave les DFF. Nous donnons maintenant un exemple d'une DDFF gqui est meilleure que n'importe quelle DFF pour une instane spéi�que. Soit 5, 6, 7une liste de valeurs et C = 10. g(5) = 10, g(6) = 10, g(7) = 10, g(10) = 10. g n'estpas une RF ar 20 = g(5) + g(5) > f(10) = 10.Théorème 2.3. Soit D une instane de 2BP et D′ l'instane obtenue après appli-ation de f (une DFF ou une DDFF) sur la largeur (resp. la hauteur) de D. Touteborne inférieure pour D′ est aussi une borne inférieure pour D.Démonstration. Clairement, toute on�guration réalisable pour D est réalisablepour D′ (voir [31℄). Ainsi, l'ensemble de on�gurations réalisables assoié à D′ontient l'ensemble des on�gurations assoiées à D.2.3.3 Trois familles de DFF et DDFFNous dérivons maintenant trois familles de fontions f0, f1 et f2. Ces famillessont inspirées des bornes proposées par Boshetti et Mingozzi [7℄, mais peuvent êtreappliquées sur haque dimension séparément. f0 et f2 sont des DFF, f1 est uneDDFF. Nous montrons dans la setion suivante que les familles f0, f1 et f2 peuventêtre ombinées pour obtenir des bornes qui dominent stritement elles de Boshettiet Mingozzi [7℄. Dans la suite, C est une valeur entière et k un entier ompris entre
1 et C

2
.2.3.3.1 La fontion lassique f0Nous introduisons dans e paragraphe une DFF diretement dérivée d'une DFFlassique, déjà proposée par Fekete et Shepers [29℄, que nous présentons dans leChapitre 1. Elle repose sur l'observation suivante : si auun artile ne peut êtrerangé ave un artile ai, la taille de ai peut être augmentée jusqu'à la taille du bin.D'une manière analogue, pour une valeur donnée k (1 ≤ k ≤ C

2
), la taille de tous lesartiles de taille stritement supérieure à C − k peut être augmentée si tout artileplus petit que k est supprimé. Nous notons fk

0 la famille de DFF orrespondante.
fk
0 : [0, C]→ [0, C]

x 7→





C si x > C − k

x si C − k ≥ x ≥ k

0 sinon



40 CHAPITRE 2. PRÉTRAITEMENTS ET BORNES INFÉRIEURES2.3.3.2 La fontion f1Soit fk
1 une nouvelle fontion dé�nie pour un paramètre donné k, 1 ≤ k ≤ 1

2
C,et une liste d'entiers c1, c2, . . . , cn (I = {1, . . . , n}). Nous introduisons l'ensemble

J = {i ∈ I : 1
2
C ≥ ci ≥ k} etMC(X, J) la valeur optimale pour le problème de sa àdos en une dimension (1KP ) induit par l'ensemble J et la taille X . Cette valeur estégale au nombre maximum d'artiles qui peuvent être ontenus ensemble dans unontainer de taille X . Le problème peut être résolu en temps linéaire si les artilessont triés par ordre roissant de taille. Cette fontion a été utilisée impliitementpar Boshetti et Mingozzi [7℄.

fk
1 : [0, C]→ [0,MC(C, J)]

x 7→





MC(C, J)−MC(C − x, J) si x > 1
2
C

1 si 1
2
C ≥ x ≥ k

0 sinonThéorème 2.4. La fontion fk
1 est une DDFF pour la Donnée c1, . . . , cn et la valeur

C.Démonstration. Supposons que fk
1 ne soit pas une DDFF. Par onséquent, il existeun sous-ensemble I1 d'entiers tel que

∑

i∈I1

ci ≤ C et ∑

i∈I1

fk
1 (ci) > MC(C, J) (2.1)Nous onsidérons di�érents as qui dépendent de l'existene d'un élément j ∈ I1tel que cj > 1

2
C. Les artiles de taille inférieure à k ne sont pas onsidérés.1. Il existe j ∈ I1 tel que cj > 1

2
C (par onséquent, on a i ∈ J pour i 6= j).

fk
1 (cj) +

∑

i∈I1−{j}

fk
1 (ci) > MC(C, J) (2.2)

MC(C, J)−MC(C − cj , J) +
∑

i∈I1−{j}

1 > MC(C, J) (2.3)Comme ∑
i∈I1

ci ≤ C, MC(C − cj , J) ≥ |I1 − {j}|. Don,
∑

i∈I1−{j}

1 = |I1 − {j}| > MC(C − cj, J) ≥ |I1 − {inditb}| (2.4)On obtient une ontradition.2. Pour tout i ∈ I1, 1
2
C ≥ ci ≥ k (I1 ⊆ J). Notez bien que dans e as,

MC(C, J) ≥ |I1|.
|I1| =

∑

i∈I1

1 > MC(C, J) ≥ |I1| (2.5)On obtient une ontradition.



2.3. NOUVELLES BORNES INFÉRIEURES 41Il est important de préiser que f1 n'est pas une DFF arMC(C, J) est dépendantdes valeurs c1, . . . , cn. Appliquer f1 sur une autre ourene de problème ne permetpas automatiquement d'obtenir des bornes inférieures.2.3.3.3 La fontion f2La fontion f2 repose sur des tehniques d'arrondis. C'est une amélioration deelle qui est utilisée impliitement par Boshetti et Mingozzi [7℄ dans leur bornesinférieures.Soit fk
2 la fontion dé�nie de la manière suivante :

fk
2 : [0, C]→

[
0, 2×

⌊
C

k

⌋]

x 7→





2× (
⌊
C
k

⌋
−

⌊
C−x
k

⌋
) si x > 1

2
C

⌊C
k
⌋ si x = 1

2
C

2×
⌊
x
k

⌋ si 1
2
C > xThéorème 2.5. La fontion fk

2 est une DFF.Démonstration. Supposons que la fontion fk
2 ne soit pas une DFF. Dans e as, ilexiste une liste d'entiers c1, . . . , cn (I = {1, . . . , n}) telle que

∑

i∈I

ci ≤ C et ∑

i∈I

fk
2 (ci) > 2

⌊
C

k

⌋ (2.6)Les as onsidérés dans ette preuve dépendent des valeurs présentes dans laliste.1. Il existe une valeur j ∈ I telle que cj > 1
2
C.

2

⌊
C

k

⌋
− 2

⌊
C − cj
k

⌋
+ 2

∑

i∈I−{j}

⌊ci
k

⌋
> 2

⌊
C

k

⌋ (2.7)
∑

i∈I−{j}

⌊ci
k

⌋
>

⌊
C − cj
k

⌋ (2.8)Rappelons que ∑
i∈I−{j}ci ≤ C − cj . Dans e as,

⌊
C − cj
k

⌋
<

∑

i∈I−{j}

⌊ci
k

⌋
≤

 ∑

i∈I−{j}

ci
k

 ≤
⌊
C − cj
k

⌋ (2.9)On obtient une ontradition.2. Il existe deux valeurs j, l ∈ I telles que cj = cl = C
2
. La ontradition estimmédiate.



42 CHAPITRE 2. PRÉTRAITEMENTS ET BORNES INFÉRIEURES3. Il n'y a qu'une valeur j ∈ I telle que cj = C
2
.

⌊
C

k

⌋
+ 2

∑

i∈I−{j}

⌊ci
k

⌋
> 2

⌊
C

k

⌋ (2.10)
2

∑

i∈I−{j}

⌊ci
k

⌋
>

⌊
C

k

⌋ (2.11)Rappelons que ∑
i∈I−{j}ci ≤

C
2
. Dans e as, 2 ∑

i∈I−{j}

ci
k
≤ C

k
.

⌊
C

k

⌋
< 2

∑

i∈I−{j}

⌊ci
k

⌋
≤

2
∑

i∈I−{j}

ci
k

 ≤
⌊
C

k

⌋ (2.12)On obtient une ontradition.4. Pour haque valeur i ∈ I, ci < 1
2
C.

∑

i∈I

ci ≤ C et 2∑
i∈I

⌊ci
k

⌋
> 2

⌊
C

k

⌋ (2.13)
∑

i∈I

⌊ci
k

⌋
≤

⌊∑
i∈I ci

k

⌋
≤

⌊
C

k

⌋ et ∑

i∈I

⌊ci
k

⌋
>

⌊
C

k

⌋ (2.14)On obtient une ontradition.2.3.4 Une nouvelles borne inférieure pour 2BP2.3.4.1 La nouvelle borne LDFFNous introduisons dans un premier temps des bornes dédiées au 1BP . Poursimpli�er les notations, nous notons DFF nos bornes, même si elles utilisent aussiune DDFF. Pour u = 0, 1, 2 nous dé�nissons L1BP
fu

:
Lfu = max

1≤k≤C
2

{⌈∑
ai∈A

fk
u (ci)

fk
u (C)

⌉} (2.15)
LDFF
1BP = max

u∈{0,1,2}

{
L1BP
fu

(ci)
} (2.16)Nous introduisons trois bornes analogues pour 2BP . Pour u = 0, 1, 2 et v = 0, 1, 2nous dé�nissons L(fu,fv) :

L(fu,fv) = max
1≤k≤W

2
,1≤l≤H

2

{⌈∑
ai∈A

fk
u (wi)f

l
v(hi)

fk
u (W )f l

v(H)

⌉} (2.17)Soit LDFF la plus grande borne ontinue parmi les instanes obtenues après avoirappliqué une DFF sur haque dimension.
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LDFF = max

u∈{0,1,2},v∈{0,1,2}

{
L(fu,fv)

} (2.18)Une onséquene immédiate des Théorèmes 2.4 et 2.5 est le fait que LDFF estune borne valide pour 2BP .2.3.4.2 Améliorer la borne Lnew
2 de Boshetti et Mingozzi [7℄Soit (k, l) un ouple d'entiers tels que 1 ≤ k ≤ 1

2
W et 1 ≤ l ≤ 1

2
H . Nous notons

Agr = {ai ∈ A : hi > H− l et wi > W −k}, Aht = {ai ∈ A\Agr : hi > H− l et wi ≥
k}, Alg = {ai ∈ A \ Agr : hi ≥ l et wi > W − k}, Apt = {ai ∈ A \ Agr ∪ Aht ∪ Alg :
hi ≥ l et wi ≥ k}.Boshetti et Mingozzi [7℄ proposent une borne inférieure notée Lnew

2 pour 2BP :elle peut être déomposée en deux bornes distintes. La première repose sur latransformation du problème en 1BP . La deuxième exploite le fait que deux grosobjets de Agr ne peuvent pas être rangés dans le même bin et qu'un haut artile de
Aht ne peut pas être rangé ave un artile long de Alg.

Lnew
2 = max

1≤l≤ 1

2
H,1≤k≤ 1

2
W
{|Agr|+max{L′

2(k, l), L
′′
2(k, l)}} (2.19)où les bornes L′

2(k, l) et L′′
2(k, l) sont deux évaluations pour le nombre minimumde bins néessaires pour ranger les artiles de Aht, Alg, et Apt. Ces bornes sontdétaillées dans le premier hapitre de la présente thèse.Dans les deux bornes, une borne inférieure LMV

1BP proposée par Martello et Vigo[53℄ pour 1BP est utilisée. Soit L2CM
2 la borne obtenue à partir de Lnew

2 en remplaçantla borne LMV
1BP par LDFF

1BP . Nous utilisons ette borne ar elle ne peut pas toujoursêtre atteinte en utilisant uniquement des DFF.Proposition 2.2. L2CM
2 est une borne valide pour 2BP .Démonstration. Boshetti et Mingozzi [7℄ ont montré que leur borne Lnew

2 est uneborne valide pour 2BP . La seule di�érene entre Lnew
2 et L2CM

2 est la borne pour
1BP utilisée. LDFF

1BP est valide, don L2CM
2 l'est aussi.Nous proposons don une nouvelle borne inférieure.

L2CM = max{LDFF , L2CM
2 }2.4 Relations de dominaneDans ette setion, nous montrons que la borne L2CM domine LBM proposée parBoshetti et Mingozzi [7℄. Dans un premier temps, nous montrons que L2CM

1BP domine
LMV
1BP proposé par Martello et Vigo [53℄.



44 CHAPITRE 2. PRÉTRAITEMENTS ET BORNES INFÉRIEURES2.4.1 La borne pour 1BP de Martello et Vigo [53℄Martello et Vigo [53℄ proposent une borne LMV
1BP pour 1BP . Nous donnons ii laformulation brute de ette borne. Le leteur peut se référer au premier hapitre dela présente thèse pour une présentation plus omplète. Soit k un entier, 1 ≤ k ≤ 1

2
C,

Agr = {ai ∈ A : ci > C − k}, Amoy = {ai ∈ A : C − k ≥ ci >
1
2
C} et Apt = {ai ∈ A :

1
2
C ≥ ci ≥ k}.
Lα = max

1≤k≤ 1

2
C

{
|Agr ∪Amoy|+max

{
0,

⌊∑
ai∈Amoy∪Apt

ci

C
− |Amoy|

⌋}} (2.20)
Lβ = max

1≤k≤ 1

2
C

{
|Agr ∪ Amoy|+max

{
0,

⌈
|Apt| −

∑
ai∈Amoy

⌊
C−ci
k

⌋
⌊
C
k

⌋
⌉}} (2.21)Proposition 2.3. La borne LDFF

1BP domine la borne Lα proposée par Martello etVigo [53℄.Démonstration. Pour k donné,
Lα(k) = |Agr|+max

{
|Amoy|,

⌈∑
ai∈Amoy∪Apt

ci

C

⌉} (2.22)Deux as sont possibles :1. Si ∑
ai∈Amoy∪Apt

ci

C
≤ |Amoy|, Lα(k) = |Agr ∪ Amoy|.Dans e as, pour haque k, Lα(k) exploite le fait que le nombre d'artilesgrands ou moyens est une borne inférieure pour 2BP . Considérons la DFF

f
1

2
C

0 dé�nie préédemment. La borne ontinue pour l'instane modi�ée est lasuivante :
L
f

1
2
C

0

=

⌈∑
ai∈Agr∪Amoy

C +
∑

{ai∈A:ci=
1

2
C}

1
2
C

C

⌉ (2.23)
L
f

1
2
C

0

= |Agr ∪ Amoy|+
1

2

∣∣∣∣
{
ai ∈ A : ci =

1

2
C

}∣∣∣∣ (2.24)Dans e as partiulier, Lα(k) est dominée par Lf0 et don par LDFF
1BP .2. Si ∑

ai∈Amoy∪Apt
ci

C
> |Amoy|, Lα(k) = |Agr|+

⌈∑
ai∈Amoy∪Apt

ci

C

⌉.Dans e as, Lα(k) est égale à la borne ontinue après appliation de la DFF
fk
0 . Elle est don dominée par LDFF

1BP .Proposition 2.4. La borne LDFF
1BP domine la borne Lβ proposée par Martello etVigo [53℄.
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Lβ(k) = |Agr ∪Amoy|+max

{
0,

⌈
|Apt| −

∑
ai∈Amoy

⌊
C−ci
k

⌋
⌊
C
k

⌋
⌉} (2.25)Pour le as où Lβ(k) = |Agr ∪Amoy|, se référer à la preuve de la Proposition 2.3.Si |Apt| >

∑
ai∈Amoy

⌊
C−ci
k

⌋, Lβ(k) = |Agr ∪Amoy|+

⌈
|Apt|−

∑
ai∈Amoy⌊

C−ci
k ⌋

⌊Ck ⌋

⌉La méthode utilisée pour évaluer le nombre d'artiles de Apt qui peuvent êtrerangés ensemble dans le même bin est équivalente à une modi�ation de leur taillesuivant un paramètre k. La taille de haque grand artile ai est augmentée de tellemanière que le même nombre de petits objets peut être rangé ave ai.Nous montrons maintenant qu'une meilleure évaluation peut être obtenue enappliquant la famille de DFF fk
2 . La borne ontinue obtenue sur l'instane modi�éepar ette fontion est la suivante :

Lfk
2
=

⌈∑
ai∈Agr∪Amoy∪Apt

fk
2 (ci)

2⌊C
k
⌋

⌉ (2.26)Pour simpli�er la preuve, nous prenons en ompte le fait que fk
2 est une fontionroissante. Ainsi, nous onsidérons que fk

2 (x) ≥ 2⌊x
k
⌋ si x = C

2
.

Lfk
2
≥

⌈
2
∑

ai∈Agr
⌊C
k
⌋+ 2

∑
ai∈Apt

⌊ ci
k
⌋+ 2

∑
ai∈Amoy

(
⌊C
k
⌋ −

⌊
C−ci
k

⌋)

2⌊C
k
⌋

⌉ (2.27)
Lfk

2
≥ |Agr ∪Amoy|+

⌈∑
ai∈Apt

⌊ ci
k
⌋ −

∑
ai∈Amoy

⌊
C−ci
k

⌋
⌊
C
k

⌋
⌉ (2.28)Pour ai ∈ Apt, on a ci ≥ k, et don ⌊ ci

k
⌋ ≥ 1.

Lfk
2
≥ |Agr ∪Amoy|+

⌈
|Apt| −

∑
ai∈Amoy

⌊
C−ci
k

⌋
⌊
C
k

⌋
⌉
= Lβ(k) (2.29)

LDFF
1BP ≥ Lfk

2
≥ Lβ (2.30)Rappelons que LMV

1BP = max{Lα, Lβ}. D'après les Propositions 2.3 et 2.4, nousobtenons le résultat suivant :Théorème 2.6. La borne LDFF
1BP domine LMV

1BP proposé par Martello et Vigo [53℄.



46 CHAPITRE 2. PRÉTRAITEMENTS ET BORNES INFÉRIEURES2.4.2 Les bornes Lnew
1 et Lnew

2 de Boshetti et Mingozzi [7℄La seule di�érene entre Lnew
2 et L2CM

2 est la borne inférieure pour 1BP utilisée.D'après le Théorème 2.6, LDFF
1BP domine LMV

1BP , don L2CM
2 domine Lnew

2 . Le résultatsuivant est valide.Corollaire 2.1. La borne L2CM
2 domine la borne Lnew

2 proposée par Boshetti etMingozzi [7℄.Comme Boshetti et Mingozzi [7℄ ont montré que la borne Lnew
1 est dominée par

Lnew
2 , L2CM

2 la domine aussi.2.4.3 La borne Lnew
3 de Boshetti et Mingozzi [7℄La borne Lnew

3 génère des problèmes type sa à dos a�n de déterminer le nombrede bins néessaires pour ranger les petits objets qui ne peuvent pas l'être ave lesgrands (f. Chapitre 1).Soit k et l deux entiers tels que 1 ≤ l ≤ 1
2
H et 1 ≤ k ≤ 1

2
W , Agr = {ai ∈ A :

hi > H − l et wi > W − k}, et Amoy = {ai ∈ A \ Agr : hi >
1
2
H et wi >

1
2
W},et Apt = {ai ∈ A \ Agr ∪ Amoy : hi ≥ l et wi ≥ k}. Plusieurs valeurs doivent êtrealulées :

• MW (W,Apt) : le nombre maximum d'artiles de Apt qui peuvent être rangés�te à �te dans un bin ;
• MH(H,Apt) : le nombre maximum d'artiles de Apt qui peuvent être rangésles uns au-dessus des autres dans un bin ;
• MW (W − wi, Apt) : le nombre maximum d'artiles de Apt qui peuvent êtrerangés �te à �te dans un bin ontenant l'artile ai de Amoy ;
• MH(H−hi, Apt) : le nombre maximum d'artiles de Apt qui peuvent être rangésles uns au-dessus des autres dans un bin ontenant l'artile ai de Amoy.
Lnew
3 = max

1≤k≤ 1

2
W

1≤l≤ 1
2
H

{
|Agr ∪Amoy|+max

{
0,

⌈
|Apt| −

∑
ai∈Amoy

m′(ai, Apt)

MW (W,Apt)MH(H,Apt)

⌉}}(2.31)où m′(ai, Apt) est une borne supérieure pour le nombre d'artiles de Apt quipeuvent être rangés ensemble ave ai :
m′(ai, Apt) = MW (W,Apt)MH(H − hi, Apt) + MW (W − wi, Apt)MH(H,Apt) −

MW (W − wj , Apt)MH(H − hi, Apt)Notez que MW (W,Apt)MH(H,Apt) est une borne supérieure pour le nombred'artiles de Apt qui peuvent être rangés ensemble dans un bin.Théorème 2.7. L2CM domine la borne Lnew
3 proposée par Boshetti et Mingozzi [7℄.Démonstration.

Lnew
3 (l, k) = |Agr ∪ Amoy|+max

{
0,

⌈
|Apt| −

∑
ai∈Amoy

m′(ai, Apt)

MW (W,Apt)MH(H,Apt)

⌉} (2.32)
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3 (l, k) = |Agr∪Amoy|, Lnew

3 est dominée par LDFF ar elle est dominée parla borne ontinue après appliation de f 1

2
W

0 et f 1

2
H

0 . Nous nous intéressons à l'autreas.
Lnew
3 (l, k) = |Agr ∪ Amoy|+

⌈
|Apt| −

∑
ai∈Amoy

m′(ai, Apt)

MW (W,Apt)MH(H,Apt)

⌉ (2.33)Nous montrons maintenant que f1 onduit à une borne qui est égale à Lnew
3 . Poursimpli�er l'ériture, nous introduisons W ′ =MW (W,Apt) et H ′ =MH(H,Apt).

L
f
k,l
1

=

⌈
∑

ai∈A

fk
1 (wi)× f

l
1(hi)

W ′H ′

⌉ (2.34)En remplaçant fk
1 (wi) et f l

1(hi) par leur valeur, on obtient :
L
f
k,l
1

=

⌈∑
ai∈Agr

W ′H ′ +
∑

ai∈Apt
1

W ′H ′

+

∑
ai∈Amoy

(W ′ −MW (W − wi, Apt))(H
′ −MH(H − hi, Apt))

W ′H ′

⌉ (2.35)
Lf

p,q
1

=|Agr|+


|Apt|+
∑

ai∈Amoy

(W ′ −MW (W − wi, Apt))(H
′ −MH(H − hi, Apt))

W ′H ′




(2.36)
Lf

p,q
1

=|Agr ∪ Amoy|+

⌈
∑

ai∈Amoy

(
−
H ′MW (W − wi, Apt)

W ′H ′
−
W ′MH(H − hi, Apt)

W ′H ′

+
MH(H − hi, Apt)MW (W − wi, Apt)

W ′H ′

)
+
|Apt|

W ′H ′

⌉
= Lnew

3 (k, l) (2.37)
L2CM ≥ L

f
k,l
1

= Lnew
3 (2.38)2.4.4 La borne Lnew

4 de Boshetti et Mingozzi [7℄La borne Lnew
4 utilise une autre méthode pour évaluer le nombre de petits artilesqui ne peuvent pas être rangés ave des grands et le nombre de bins néessaires pourles ranger. Pour ela, des tehniques spéiales d'arrondis sont utilisées (f. Chapitre1).



48 CHAPITRE 2. PRÉTRAITEMENTS ET BORNES INFÉRIEURESSoit Agr = {ai ∈ A : hi > H − l et wi > W − k}, Amoy = {ai ∈ A \ Agr : hi >
1
2
H et wi >

1
2
W}, At

pt = {ai ∈ A : hi >
1
2
H et 1

2
W ≥ wi ≥ k}, Aw

pt = {ai ∈ A :
1
2
H ≥ hi ≥ l et wi >

1
2
W}, As

pt = {ai ∈ A : 1
2
H ≥ hi ≥ l et 1

2
W ≥ wi ≥ k}.

Lnew
4 = max

1≤k≤W
2

1≤l≤H
2

{
|Agr ∪ Amoy|+max

{
0,

⌈∑
ai∈A\Â1

m′′(ai, k, l)⌊
H
l

⌋ ⌊
W
k

⌋
⌉}} (2.39)où

• m′′(ai, k, l) = ⌊
W−wi

k
⌋⌊H−hi

l
⌋ − ⌊W−wi

k
⌋⌊H

l
⌋ − ⌊W

k
⌋⌊H−hi

l
⌋, if ai ∈ Amoy

• m′′(ai, k, l) = ⌊
wi

k
⌋⌊H

l
⌋ − ⌊wi

k
⌋⌊H−hi

l
⌋, if ai ∈ At

pt

• m′′(ai, k, l) = ⌊
W
k
⌋⌊hi

l
⌋ − ⌊W−wi

k
⌋⌊hi

l
⌋, if ai ∈ Aw

pt

• m′′(ai, k, l) = ⌊
wi

k
⌋⌊hi

l
⌋, if ai ∈ As

ptThéorème 2.8. L2CM domine la borne Lnew
4 proposée par Boshetti et Mingozzi [7℄.Démonstration. Nous ne onsidérons que le as où la borne est di�érente de |Agr ∪

Amoy|. Nous montrons maintenant que f2 onduit à une meilleure borne.
L
f
k,l
2

=

⌈
∑

ai∈A

fk
2 (wi)× f

l
2(hi)

2⌊W
k
⌋2⌊H

l
⌋

⌉ (2.40)A�n de simpli�er les notations, nous prenons en ompte le fait que f2 est unefontion roissante. On onsidère don que fk
2 (x) ≥ 2⌊x

k
⌋ si x = C

2
. En remplaçant

f l
2 et fk

2 par leurs valeurs, on obtient
L
f
k,l
2

≥|Agr|+

⌈
∑

ai∈Amoy

(
2⌊H

l
⌋ − 2⌊H−hi

l
⌋
) (

2⌊W
k
⌋ − 2⌊W−wi

k
⌋
)

4⌊W
k
⌋⌊H

l
⌋

+
∑

ai∈At
pt

(
2⌊H

l
⌋ − 2⌊H−hi

l
⌋
)
2⌊wi

k
⌋

4⌊W
k
⌋⌊H

l
⌋

+
∑

ai∈Aw
pt

2⌊hi

l
⌋
(
2⌊W

k
⌋ − 2⌊W−wi

k
⌋
)

4⌊W
k
⌋⌊H

l
⌋

+
∑

ai∈As
pt

4⌊hi

l
⌋⌊wi

k
⌋

4⌊W
k
⌋⌊H

l
⌋

⌉
(2.41)

L
f
k,l
2

≥ |Agr ∪ Amoy|+

⌈
∑

ai∈Amoy

−⌊H
l
⌋⌊W−wi

k
⌋ − ⌊W

k
⌋⌊H−hi

l
⌋ + ⌊W−wi

k
⌋⌊H−hi

l
⌋

⌊H
l
⌋⌊W

k
⌋

+
∑

ai∈At
pt

⌊H
l
⌋⌊wi

k
⌋ − ⌊H−hi

l
⌋⌊wi

k
⌋

⌊H
l
⌋⌊W

k
⌋

+
∑

ai∈Âw
pt

⌊W
k
⌋⌊hi

l
⌋ − ⌊W−wi

k
⌋⌊hi

l
⌋

⌊H
l
⌋⌊W

k
⌋

+
∑

ai∈Âs
pt

⌊hi

l
⌋⌊wi

k
⌋

⌊H
l
⌋⌊W

k
⌋

⌉ (2.42)
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L
f
k,l
2

≥ |Agr ∪ Amoy|+




∑

ai∈A\Agr

m′′(ai, k, l)

⌊H
l
⌋⌊W

k
⌋



= Lnew

4 (k, l) (2.43)
L2CM ≥ L

f
k,l
2

≥ Lnew
4 (2.44)

2.5 Résultats expérimentauxNous avons testé nos proédures de rédution et nos bornes inférieures sur desjeux d'essai de la littérature [5, 53℄. Le jeu d'essai est omposé de dix lasses d'ins-tanes générées aléatoirement. Chaque lasse ontient inq groupes de dix instaneshaun 2. Les résultats des méthodes proposées par Martello et Vigo [53℄ , Fekete etShepers [31℄, et Boshetti et Mingozzi [7℄ sont onnus pour es jeux d'essai [8℄.2.5.1 Proédures de rédutionNous avons testé nos proédures de rédution et nous les avons omparées ave laméthode proposée par Boshetti et Mingozzi [7℄ (Tableau 2.1). L'heuristique utiliséepour le problème de déision à résoudre dans v1 et v2 repose sur l'algorithme lassiqueBottom Left Dereasing (f. Chapitre 1). L'ensemble des artiles est trié par ordredéroissant de surfae. Les surfaes libres sont onsidérées de la gauhe vers la droite,l'artile onsidéré à haque étape est rangé dans la première surfae libre. Unemeilleure heuristique permettrait d'améliorer les résultats, mais nous avons préféréutiliser une méthode rapide.Les ritères de omparaison pour les proédures de rédution sont le nombred'artiles restants après avoir supprimé les artiles de taille (W,H) et la surfaetotale des artiles obtenus. Nous reproduisons quatre résultats pour haque ritère :un pour haque proédure testée, et un obtenu par l'appliation suessive des troisproédures de rédution ( i.e. haque fontion est appliquée à tour de r�le tant quel'instane est modi�ée. Ce dernier résultat est reproduit dans la olonne all.Dans la plupart des as, la fontion u est moins e�ae pour supprimer desartiles, mais elle est parfois utile pour améliorer les résultats des deux autresproédures. La fontion v1 est la meilleure en moyenne pour réduire la taille del'instane. La seule lasse pour laquelle il y a de meilleurs résultats (obtenus ave
v2) est la lasse IX . Pour les lasses I, III et V III, v1 est la seule méthode quisupprime des artiles dont la taille n'est pas initialement égale au bin. La fontion
v2 est souvent moins e�ae que v1, mais elle est très utile lorsque les artiles sontgrands, omme dans la lasse IX .Pour la surfae totale, la fontion u est en moyenne aussi bonne que la fontion
v2. Enore une fois, la fontion v1 est la meilleure méthode pour e ritère. Ellene retourne un résultat inférieur par rapport à v2 que pour la lasse IX . Dans laplupart des as, v1 retourne les meilleurs résultats. Notez que les résultats de la2. Ces données sont disponibles à l'URL suivante : http ://www.or.deis.unibo.it/ORinstanes



50 CHAPITRE 2. PRÉTRAITEMENTS ET BORNES INFÉRIEURESolonne all sont meilleurs que le maximum entre les trois autres résultats obtenus. Ilparaît don intéressant d'utiliser les trois proédures itérativement pour obtenir lameilleure proédure de rédution. Toutefois, utiliser v1 est su�sant pour la plupartdes instanes.2.5.2 Bornes inférieuresNous avons testé nos bornes inférieures sur les mêmes jeux d'essai que les proé-dures de rédution (Tableau 2.2). Deux ritères sont reproduits pour omparer lesbornes :1. La valeur U/L est le ratio entre la borne supérieure proposée par Boshetti etMingozzi [8℄ et la borne inférieure testée 3.2. OPT est le nombre d'instanes résolues par les bornes (UB = LB) parmi lesdix instanes onsidérées.Notre borne inférieure est notée L2CM , et la borne de Boshetti et Mingozzi LBM .Dans le Tableau 2.2, les olonnes BM et 2CM ontiennent les résultats pour esdeux bornes. Pour toutes les lasses, la dominane théorique est on�rmée. L2CM esttoujours meilleure que LBM . Les résultats montrent que nos bornes inférieures nesont pas équivalentes aux bornes proposées par [7℄. L'amélioration est strite pourplusieurs lasses. Ces améliorations sont dues à la possibilité d'utiliser une famillede fontion di�érente pour la hauteur et pour la largeur.2.6 ConlusionNous avons proposé des proédures de rédution qui réduisent la taille de l'ins-tane initiale. Elles peuvent être ombinées et réduisent onsidérablement la taille duproblème pour plusieurs instanes d'un jeu d'essai de la littérature. Nous avons aussiproposé des bornes inférieures pour 2BP et montré qu'elles dominent les meilleursrésultats onnus. La dominane n'est pas seulement théorique ar les résultats ob-tenus expérimentalement sont toujours meilleurs. L'amélioration est strite pourplusieurs instanes. Plusieurs méthodes peuvent être proposées pour améliorer lesévaluations : utiliser des ompositions des (D)DFF que nous avons proposées danse hapitre, mais aussi utiliser le générateur de fontions dual-réalisable proposé parCarlier et Néron [13℄ pour obtenir de nouvelles fontions.
3. Les valeurs de bornes supérieures et inférieures nous ont aimablement été envoyées par MaroBoshetti.
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Problème % Artiles restants Surfae totaleClass H ×W n u v1 v2 all u v1 v2 all

I 10× 10 20 98.50 80.50 98.50 76.50 6.40 6.60 6.40 6.7040 98.50 68.50 98.50 63.00 12.00 12.90 12.00 13.1060 99.00 77.83 99.00 70.50 18.50 19.40 18.50 19.6080 99.00 77.00 99.00 71.88 25.30 26.50 25.30 26.60100 99.00 84.40 99.00 84.20 30.50 31.10 30.50 31.10
II 30× 30 20 100.00 100.00 100.00 10.00 1.00 1.00 1.00 1.0040 100.00 100.00 100.00 99.50 1.90 1.90 1.90 1.9060 100.00 100.00 100.00 99.83 2.50 2.50 2.50 2.5080 100.00 100.00 100.00 99.88 3.10 3.10 3.10 3.10100 100.00 100.00 100.00 99.10 3.90 3.90 3.90 3.90
III 40× 40 20 100.00 91.00 100.00 91.00 4.50 4.50 4.40 4.6040 100.00 85.25 100.00 81.00 8.20 8.60 8.20 8.7060 100.00 94.67 100.00 92.00 12.50 12.50 12.50 12.5080 100.00 90.25 100.00 90.25 17.30 17.60 17.30 17.70100 100.00 98.50 100.00 98.50 20.50 20.60 20.50 20.60
IV 100× 100 20 100.00 100.00 100.00 100.00 1.00 1.00 1.00 1.0040 100.00 100.00 100.00 100.00 1.90 1.90 1.90 1.9060 100.00 100.00 100.00 100.00 2.30 2.30 2.30 2.3080 100.00 100.00 100.00 100.00 3.00 3.00 3.00 3.00100 100.00 100.00 100.00 100.00 3.70 3.70 3.70 3.70
V 100× 100 20 99.50 83.50 98.50 72.00 5.40 5.60 5.40 6.0040 100.00 88.50 93.25 74.75 10.20 10.50 10.30 11.2060 99.83 89.83 100.00 86.67 15.70 16.10 15.70 16.2080 99.88 85.88 99.88 82.25 21.50 22.30 21.50 22.50100 100.00 91.30 99.60 91.00 26.00 26.30 25.90 26.30
V I 300× 300 20 100.00 100.00 100.00 100.00 1.00 1.00 1.00 1.0040 100.00 100.00 100.00 100.00 1.50 1.50 1.50 1.5060 100.00 100.00 100.00 100.00 2.10 2.10 2.10 2.1080 100.00 100.00 100.00 100.00 3.00 3.00 3.00 3.00100 100.00 100.00 100.00 100.00 3.20 3.20 3.20 3.20
V II 100× 100 20 100.00 96.00 98.50 96.00 5.10 4.90 4.70 5.3040 99.75 98.50 99.75 97.75 9.90 9.90 9.70 10.1060 100.00 97.67 99.67 97.50 14.00 14.30 14.00 14.3080 99.88 96.88 100.00 96.88 20.10 20.10 19.70 20.70100 100.00 96.50 100.00 96.50 23.90 24.50 23.80 24.60
V III 100× 100 20 100.00 97.50 100.00 95.50 5.10 4.90 4.80 5.4040 100.00 97.25 100.00 97.25 10.00 10.00 9.60 10.2060 100.00 97.50 100.00 97.50 14.30 14.40 14.10 14.7080 100.00 97.62 100.00 97.62 19.90 19.90 19.50 20.40100 100.00 94.50 100.00 94.10 24.10 25.30 24.10 25.60
IX 100× 100 20 93.00 46.00 13.00 0.00 11.20 12.10 14.10 14.3040 98.00 39.75 20.25 3.75 19.70 24.00 26.50 27.8060 98.67 29.50 6.50 0.50 28.90 38.70 42.90 43.7080 99.38 27.50 6.88 1.62 37.70 52.60 56.10 57.70100 99.90 15.80 5.20 1.60 45.40 65.60 67.90 69.40
X 100× 100 20 100.00 76.00 97.00 67.00 3.80 3.80 3.80 3.9040 100.00 90.50 100.00 90.50 6.90 7.00 6.90 7.0060 100.00 94.00 100.00 93.00 9.50 9.60 9.40 9.6080 100.00 95.37 100.00 94.00 12.20 12.30 12.20 12.30100 100.00 97.30 100.00 97.30 15.30 15.30 15.30 15.30Tableau 2.1 � Proédures de rédution



52 CHAPITRE 2. PRÉTRAITEMENTS ET BORNES INFÉRIEURESProblème Ratio U/L OptClass H ×W n BM 2CM BM 2CM
I 10 × 10 20 1.0125 1.0125 9 940 1.0265 1.0265 7 760 1.0227 1.0171 6 780 1.0042 1.0000 9 10100 1.0032 1.0032 9 9Avg 1.0138 1.0119 8.0 8.4
II 30 × 30 20 1.0000 1.0000 10 1040 1.0000 1.0000 10 1060 1.0000 1.0000 10 1080 1.0000 1.0000 10 10100 1.0000 1.0000 10 10Avg 1.0000 1.0000 10 10
III 40 × 40 20 1.0367 1.0367 8 840 1.0411 1.0411 7 760 1.0315 1.0244 6 780 1.0219 1.0160 6 7100 1.0251 1.0251 5 5Avg 1.0313 1.0286 6.4 6.8
IV 100 × 100 20 1.0000 1.0000 10 1040 1.0000 1.0000 10 1060 1.1000 1.1000 8 880 1.1000 1.1000 7 7100 1.0333 1.0333 9 9Avg 1.0467 1.0467 8.8 8.8
V 100 × 100 20 1.0000 1.0000 10 1040 1.0271 1.0271 7 760 1.0110 1.0110 8 880 1.0295 1.0295 4 4100 1.0308 1.0308 3 3Avg 1.0197 1.0197 6.4 6.4
V I 300 ×300 20 1.0000 1.0000 10 1040 1.3000 1.3000 7 760 1.0000 1.0000 10 1080 1.0000 1.0000 10 10100 1.0667 1.0667 8 8Avg 1.0733 1.0733 9.0 9.0
V II 100 × 100 20 1.0200 1.0000 9 1040 1.0202 1.0111 8 960 1.0257 1.0186 6 780 1.0367 1.0233 2 5100 1.0188 1.0108 5 7Avg 1.0243 1.0128 6.0 7.6
V III 100 × 100 20 1.0000 1.0000 10 1040 1.0091 1.0091 9 960 1.0184 1.0121 7 880 1.0139 1.0139 7 710 1.0217 1.0217 4 4Avg 1.0126 1.0114 7.4 7.6
IX 100 × 100 20 1.0000 1.0000 10 1040 1.0000 1.0000 10 1060 1.0000 1.0000 10 1080 1.0000 1.0000 10 10100 1.0000 1.0000 10 10Avg 1.0000 1.0000 10.0 10.0
X 100 × 100 20 1.0950 1.0700 7 840 1.0343 1.0343 8 860 1.0533 1.0450 5 680 1.0563 1.0563 3 3100 1.0584 1.0584 1 1Avg 1.0595 1.0528 4.8 5.2Tableau 2.2 � Bornes inférieures



Chapitre 3Améliorations des bornesinférieures
3.1 IntrodutionDans le Chapitre 2, nous avons proposé des bornes inférieures pour 2BP quidominent les résultats de la littérature. Dans e hapitre, nous montrons ommentelles peuvent être améliorées en proposant de nouvelles (D)DFF. Pour e faire, nousomparons deux méthodes pour générer de telles fontions. La première repose surla omposition itérative des fontions fk

0 , fk
1 et fk

2 proposées dans le Chapitre 2.Nous montrons que le nombre de fontions intéressantes pour une instane donnéeest borné par une fontion polynomiale du nombre d'artiles. La deuxième méthodeutilise le générateur de fontions de Carlier et Néron [12,13℄. Les auteurs introduisentle onept de DFFMaximales (MDFF), et proposent un algorithme [13℄ pour alulerun sous-ensemble de es fontions. Nous testons l'e�aité de ette méthode et nousla omparons à la première. Nous montrons aussi que les deux DFF proposées dansle Chapitre 2 sont des MDFF et que les bornes dérites dans e hapitre dominentelles proposées par Labbé et al. [43℄. Nos méthodes sont testées expérimentalemenetsur les jeux d'essai de la littérature pour 1BP [29℄ et 2BP (f. Chapitre 2). Nousanalysons l'impat de la omposition des DFF obtenues ave la fontion fk
1 , et ave laméthode LBM

2 proposée par Boshetti et Mingozzi [7℄. Nous améliorons les résultatsonnus pour plusieurs instanes de 1BP et de 2BP .Dans la Setion 3.2, nous étudions les ompositions de (D)DFF, puis nous présen-tons le onept de MDFF dans la setion 3.3, ainsi qu'un générateur de MDFF. Dansla Setion 3.4, nous montrons omment elles peuvent être utilisées pour obtenir desbornes pour 1BP et 2BP , qui dominent elles obtenues préédemment. La Setion3.5 est dédiée aux résultats numériques.3.2 Composition de DFF et de DDFFA�n d'améliorer les résultats, les DFF et les DDFF peuvent être omposées pourobtenir de nouvelles fontions. Par dé�nition, une omposition de DFF est une DFF,et une omposition de (D)DFF est une (D)DFF.Proposition 3.1. Une omposition de (D)DFF est une (D)DFF.Les (D)DFF modi�ent à la fois la taille du bin et elle des artiles, il faut donêtre veiller à appliquer des fontions ave des paramètres adaptés à la nouvelle taille53



54 CHAPITRE 3. AMÉLIORATIONS DES BORNES INFÉRIEURESdu bin. L'ensemble de toutes les ompositions itératives possibles des fontions fk
0 ,

f l
1 et fm

2 est in�ni, il est don intéressant de déterminer les ompositions inutiles.Nous montrons ainsi que le nombre de ompositions dominantes est polynomial enfontion du nombre d'artiles. Pour omparer les fontions dé�nies pour des valeursdi�érentes de C ′, nous introduisons la notion de dominane entre fontions.Dé�nition 3.1. Soit f et f ′ deux fontions dual-réalisables. f est dominée par f ′(f ≤ f ′) si f(ci)
f(C)
≤ f ′(ci)

f ′(C)
pour tout ci ≤ C.Si de plus, il existe une valeur j telle que f(cj)

f(C)
<

f ′(cj)

f ′(C)
, on dit que f est strite-ment dominée par f ′ (f < f ′).Nous étudions maintenant la omposition de haque famille de fontions fk

0 , f l
1ou fm

2 deux à deux et nous montrons à haque fois qu'elle est dominée par uneautre fontion, ou qu'elle peut onduire à de meilleures bornes. Par exemple, pour
k ≥ l, il est évident que fk

0 ◦ f
l
0 et f l

0 ◦ f
k
0 sont équivalentes à fk

0 . Une fois tous lesouples de fontions étudiés, nous exploitons les résultats obtenus pour proposer unefamille dominante de ompositions dont le nombre est de l'ordre de n2. Le résultatprinipal que nous obtenons est le suivant : toutes les ombinaisons itérativesde fontions sont dominées par une fontion de la forme dérite dansl'Equation (3.1).
f 1
1 ◦ f

l
2 ◦ f

k
0 ou f l

2 ◦ f
k
0 pour 1 ≤ k ≤

C

2
et 1 ≤ l ≤

C

2
(3.1)Pour ela, nous montrons que seule f l

2 est utile lorsque l'on onsidère une instanetranformée par fk
0 (Propositions 3.2, 3.3, 3.4, et 3.5). De plus, auune fontion nedevrait être appliquée après fk

1 (Propositions 3.6, 3.7, et 3.8). Nous montrons aussique seule la fontion f l
1 devrait être appliquée après la fontion fk

2 (Propositions 3.9,et 3.10).3.2.1 Appliquer une fontion après f k
0Composer deux fontions de la famille fk

0 n'a pas d'intérêt, et appliquer f l
1 après

fk
0 onduit à une fontion stritement égale à fm

1 ou fk
1 . La seule fontion qu'il estintéressant d'appliquer après fk

0 est la fontion f l
2. Le premier résultat est immédiat.Proposition 3.2. Pour 1 ≤ k ≤ C

2
et 1 ≤ l ≤ C

2
, fk

0 ◦ f
l
0 = fm

0 , où m = max{k, l}.Proposition 3.3. Pour 1 ≤ l ≤ k ≤ C
2
, f l

1 ◦ f
k
0 = fk

1 .Démonstration. Lorsque la fontion fk
0 est appliquée, on modi�e l'ensemble I desartiles à onsidérer pour les valeurs dépendantes de la donnée. Pour simpli�er ladémonstration, nous déomposons l'ensemble I en trois parties : I1 = {i ∈ I : ci >

C
2
}, I2 = {i ∈ I : C

2
≥ ci ≥ k}, I3 = {i ∈ I : k > ci ≥ 1}. Après appliation dela fontion fk

0 , tous les artiles de I3 ont une taille égale à 0. Posons Ik = {i ∈ I :
ci ≥ k} = I1 ∪ I2 le nouvel ensemble à onsidérer après appliation de fk

0 . On peutdé�nir le nouvel ensemble dépendant de la donnée J l
0(k) = {i ∈ I

k : C
2
≥ ci ≥ l} =

{i ∈ I1 ∪ I2 : C
2
≥ ci ≥ l}. Or I1 ne ontient auun artile de taille inférieure à C

2



3.2. COMPOSITION DE DFF ET DE DDFF 55et I2 ne ontient pas d'artiles dont la taille est omprise entre k et l. L'ensembleonsidéré est don le suivant : J l
0(k) = {i ∈ I : C

2
≥ ci ≥ k} = Jk. C'est le mêmeensemble que elui utilisé dans la fontion fk

1 . C'est sur ette propriété que reposela démonstration.1. Si x < k, f l
1 ◦ f

k
0 (x) = f l

1(0) = 0 et fk
1 (x) = 0.2. Si 1

2
C ≥ x ≥ k, la valeur de f l

1(x) ne dépend pas de la valeur dépendante dela donnée. Comme fk
0 (x) = x, on a f l

1 ◦ f
k
0 (x) = f l

1(x) = 1 et fk
1 (x) = 1.3. Si C − k ≥ x > 1

2
C, on a fk

0 (x) = x. On obtient f l
1 ◦ f

k
0 (x) =MC(C, J

l
0(k))−

MC(C−f
k
0 (x), J

l
0(k)). On s'appuie maintenant sur le fait que l'ensemble dépen-dant de la donnée obtenu est égal à Jk. On obtient ainsi la relation suivante :

f l
1 ◦ f

k
0 (x) =MC(C, J

k)−MC(C − x, J
k) = fk

1 (x).4. Si x > C−k, omme auun artile de taille inférieure à k n'est onsidéré, on a
MC(C, J

k)−MC(C−x, J
k) =MC(C, J

k). De plus, on a fk
0 (x) = C. On obtientdon l'expression suivante : f l

1 ◦ f
k
0 (x) =MC(C, J

k)−MC(C−C, J
k) = fk

1 (x).Le orollaire suivant est immédiatement déduit de la Proposition 3.3. Il nouspermet de n'utiliser que f 1
1 omme représentant de la famille fk

1 si la fontion estappliquée après fk
0 .Corollaire 3.1. Pour 1 ≤ k ≤ C

2
, la fontion fk

1 est égale à la fontion f 1
1 ◦ f

k
0 .Proposition 3.4. Si 1 ≤ k < l ≤ C

2
, f l

1 ◦ f
k
0 = f l

1Démonstration. D'après le Corollaire 3.1 et en utilisant la Proposition 3.2, on obtient
f l
1 ◦ f

k
0 = (f 1

1 ◦ f
l
0) ◦ f

k
0 = f 1

1 ◦ (f
l
0 ◦ f

k
0 ) = f 1

1 ◦ f
l
0. En utilisant le Corollaire 3.1, nousobtenons f l

1 ◦ f
k
0 = f 1

1 ◦ f
l
0 = f l

1.Nous reproduisons maintenant le résultat de la omposition de f l
2 et fk

0 pour
1 ≤ k ≤ C

2
et 1 ≤ l ≤ C

2
, puis nous montrons que pour ertaines valeurs d'indies,la fontion obtenue est égale à f l

2.
f l
2 ◦ f

k
0 (x) =





f l
2(C) si x > C − k

f l
2(x) si C − k ≥ x ≥ k

0 sinon (3.2)
f l
2 ◦ f

k
0 (x) =





2⌊C
l
⌋ si x > C − k

2(⌊C
l
⌋ − ⌊C−x

l
⌋) si C − k ≥ x > 1

2
C

⌊C
l
⌋ si x = C

2

2⌊x
l
⌋ si 1

2
C > x ≥ k

0 sinon (3.3)Nous montrons maintenant que pour ertaines valeurs de k et l, il n'est pasintéressant de omposer f l
2 et fk

0 , ar f l
2 réduit déjà les petits artiles à la valeur 0.Proposition 3.5. Si 1 ≤ k ≤ l ≤ C

2
, f l

2 ◦ f
k
0 = f l

2.



56 CHAPITRE 3. AMÉLIORATIONS DES BORNES INFÉRIEURESDémonstration. Trois as sont possibles.1. Si x < k, on a x < l et don ⌊x
l
⌋ = 0. On a don f l

2 ◦ f
k
0 (x) = f l

2(0) = 0 et
f l
2(x) = 2⌊x

l
⌋ = 0.2. Si C − k ≥ x ≥ k, f l

2 ◦ f
k
0 (x) = f l

2(x) (voir Equation 3.3).3. Si x > C − k, nous avons C − x < k ≤ l et don ⌊C−x
l
⌋ = 0. On a ainsi

f l
2 ◦ f

k
0 (x) = 2⌊C

l
⌋ et f l

2(x) = 2⌊C
l
⌋ − 2⌊C−x

l
⌋ = 2⌊C

l
⌋.Si k > l, la fontion obtenue n'est dominée par auune des trois fontions fm

0 , fm
1ou fm

2 . f l
2 ◦ f

k
0 peut alors onduire à de meilleures bornes que fm

0 et f q
2 . Les étudesexpérimentales montrent que 'est le as.3.2.2 Appliquer une fontion après f k

1Nous montrons maintenant qu'il n'est jamais intéressant d'appliquer une fontion
f l
0, fm

1 ou f q
2 à une instane modi�ée par fk

1 . Les fontions f 1
0 et f 1

2 sont égales à lafontion identité. Don f 1
0 ◦ f

k
1 = f 1

2 ◦ f
k
1 = fk

1 . Pour d'autres valeurs de paramètres,nous montrons que les fontions obtenues sont dominées par f C
2

0 , ar fk
1 réduit tousles artiles de taille inférieure à 1

2
C à la valeur 1 (qui est réduite à 0 par la fontionsuivante), ou à la taille 0. Pour simpli�er les preuves, nous introduisons le lemmesuivant.Lemme 3.1. Soit g une (D)DFF dé�nie de [0, C] dans [0, C ′]. Si g(x) = 0 pour

x ≤ 1
2
C, g est dominée par f 1

2
C

0 .Démonstration. Nous montrons que pour toute valeur de x, g(x)
g(C)

est inférieur à
f

1
2
C

0
(x)

f
1
2
C

0
(C)

.1. Si x < C
2
, g(x) = 0 et don g(x)

g(C)
= 0 =

f
1
2
C

0
(x)

f
1
2
C

0
(C)

.2. Si x = C
2
, g(x)

g(C)
= 0 < 1

2
=

f
1
2
C

0
(x)

f
1
2
C

0
(C)

.3. Si x > C
2
, on a g(x)

g(C)
≤ 1 =

f
1
2
C

0
(x)

f
1
2
C

0
(C)

.Proposition 3.6. Pour 1 < l ≤ C
2
et 1 ≤ k ≤

fk
1 (C)

2
, f l

0 ◦ f
k
1 ≤ f

1

2
C

0 .Démonstration. Notons que f l
0 ◦ f

k
1 est bien dé�nie. Rappelons que pour tout lsupérieur à un, f l

0(1) = 0. Si x ≤ C
2
, fk

1 (x) ≤ 1 et don f l
0 ◦ f

k
1 (x) = 0. Le résultatest don immédiatement montré grâe au Lemme 3.1.



3.2. COMPOSITION DE DFF ET DE DDFF 57Lorsque la valeur MC(C, J
k) est égale à un, il n'y a don qu'un artile de taille

c∗ omprise entre C
2
et la valeur k. Dans e as, la fontion f c∗

0 , ou la fontion f C
2

0permet de trouver la solution optimale du problème de bin-paking assoié. Nousne onsidérons don dans la suite que le as où MC(C, J
k) est supérieur ou égal àdeux.Proposition 3.7. Pour 1 ≤ l ≤

fk
1
(C)

2
et 1 ≤ k ≤ C

2
, si MC(C, J

k) > 1 alors
f l
1 ◦ f

k
1 ≤ f

C
2

0 .Démonstration. Si x ≤ 1
2
C, fk

1 (x) ≤ 1 ≤ MC(C,Jk)
2

et don f l
1◦f

k
1 (x) = 0. En utilisantle Lemme 3.1, nous montrons que f l

1 ◦ f
k
1 < f

1

2
C

0 .Proposition 3.8. Pour 1 < l ≤ C
2
, 1 ≤ k ≤ C

2
, f l

2 ◦ f
k
1 ≤ f

1

2
C

0 .Démonstration. Si x ≤ C
2
, fk

1 (x) ≤ 1 et don f l
2(f

k
1 (x)) ≤ 2⌊1

l
⌋ = 0. En utilisant leLemme 3.1, nous montrons le résultat souhaité.Il n'est jamais intéressant d'appliquer une fontion des familles fk

0 , f l
1 et fm

2 après
f q
1 . Don, f q

1 devrait apparaître une fois au plus dans toute liste de ompositionsitératives de fontions.3.2.3 Appliquer une fontion après f k
2Les trois résultats suivants montrent que seule la fontion f l

1 est intéressante àappliquer après fk
2 . En e�et, f l

0◦f
k
2 est égale à une fontion fk

2 ◦f
kl
2

0 et une appliationsuessive de fk
2 et f l

2 revient à l'appliation d'une unique fontion f kl
2

2 . Lorsqu'unefontion de type fk
0 , fk

1 ou fk
2 est employée, on n'utilise pour le paramètre k que lesvaleurs qui orrespondent à la taille d'un artile. Lorsque la fontion fk

2 est employée,tous les artiles ont une longueur paire dans l'instane tranformée, sauf eux qui ontpour taille C
2
. Dans la suite, on onsidère don que le paramètre employé dans unefontion après appliation de fk

2 est pair.Proposition 3.9. Pour 1 ≤ k ≤ C
2
, 2 ≤ l ≤ ⌊C

k
⌋, f l

0 ◦ f
k
2 = fk

2 ◦ f
kl
2

0 .Démonstration. Véri�ons tout d'abord que la fontion f kl
2

0 est valide. Pour ela, ilfaut que 1 ≤ kl
2
≤ C

2
. On a par hypothèse 1 ≤ k et 2 ≤ l, on a don 1 ≤ kl

2
. Demême, on a l ≤ ⌊C

k
⌋, e qui nous donne l ≤ C

k
et don kl

2
≤ C

2
.Véri�ons maintenant que la fontion fk

0 peut bien être appliquée à l'instaneobtenue après appliation de f kl
2

0 . Pour ela, il reste à montrer que k ≤ ⌊2C
kl
⌋. Ona l ≤ 2C et don 1 ≤ 2C

l
et k ≤ 2C

kl
. Comme k est entier, on obtient le résultatsouhaité. Calulons maintenant f l

0 ◦ f
k
2 (x).

f l
0 ◦ f

k
2 (x) =





f l
0(2(⌊

C
k
⌋ − ⌊C−x

k
⌋)) si x > C

2

f l
0(⌊

C
k
⌋) si x = C

2

f l
0(2⌊

x
k
⌋) si x < C

2

(3.4)



58 CHAPITRE 3. AMÉLIORATIONS DES BORNES INFÉRIEURESPour servir la démonstration, nous déomposons les valeurs possibles en fontiondu paramètre kl
2
.

f l
0 ◦ f

k
2 (x) =





f l
0(2(⌊

C
k
⌋ − ⌊C−x

k
⌋)) si x > C − kl

2

f l
0(2(⌊

C
k
⌋ − ⌊C−x

k
⌋)) si C

2
< x ≤ C − kl

2

f l
0(⌊

C
k
⌋) si x = C

2

f l
0(2⌊

x
k
⌋) si kl

2
≤ x < C

2

f l
0(2⌊

x
k
⌋) si 1 ≤ x < kl

2

(3.5)Nous alulons maintenant la valeur obtenue pour haun des inq as énumérésdans l'Equation (3.5). Nous rappelons que les valeurs onsidérées sont toutes entières,e qui nous permet d'e�etuer des simpli�ations sur les parties entières.1. x > C − kl
2
, on a C − x < kl

2
et don 2⌊C−x

k
⌋ < l. On obtient don 2(⌊C

k
⌋ −

⌊C−x
k
⌋) > 2⌊C

k
⌋ − l. On en déduit que f l

0 ◦ f
k
2 (x) = 2⌊C

k
⌋.2. C

2
< x ≤ C− kl

2
. On a C−x ≤ kl

2
et don 2⌊C−x

k
⌋ ≥ l. Ainsi, 2(⌊C

k
⌋−⌊C−x

k
⌋) ≤

2⌊C
k
⌋ − l. On en déduit que f l

0 ◦ f
k
2 (x) = 2⌊C

k
⌋ − 2⌊C−x

k
⌋.3. x = C

2
, on obtient diretement f l

0 ◦ f
k
2 (

C
2
) = ⌊C

k
⌋.4. kl

2
≤ x < C

2
, on a x ≥ kl

2
et don 2⌊x

k
⌋ ≥ l.5. 1 ≤ x < kl

2
, on a x < kl

2
. Ainsi 2⌊x

k
⌋ < l.On obtient don la formulation suivante.

f l
0 ◦ f

k
2 (x) =





2⌊C
k
⌋ si x > C − kl

2

2(⌊C
k
⌋ − ⌊C−x

k
⌋) si C − kl

2
≥ x > C

2

⌊C
k
⌋ si x = C

2

2⌊x
k
⌋ si C

2
≥ x ≥ kl

2

0 sinon (3.6)
On peut aluler fk

2 ◦ f
kl
2

0 (x) en remplaçant dans l'Equation (3.3) le terme k par
kl
2
et le terme l par k.

fk
2 ◦ f

kl
2

0 (x) =





2⌊C
k
⌋ si x > C − kl

2

2(⌊C
k
⌋ − ⌊C−x

k
⌋) si C − kl

2
≥ x > C

2

⌊C
k
⌋ si x = C

2

2⌊x
k
⌋ si C

2
≥ x ≥ kl

2

0 sinon (3.7)Les deux fontions sont don égales.Nous étudions maintenant la fontion obtenue en omposant f l
1 et fk

2 pour 1 ≤
k ≤ C

2
et 1 ≤ l ≤ C

2
.
f l
1 ◦ f

k
2 (x) =





f l
1(2(⌊

C
k
⌋ − ⌊C−x

k
⌋)) si x > C

2

f l
1(⌊

C
k
⌋) si x = C

2

f l
1(2⌊

x
k
⌋) si x < C

2

(3.8)



3.2. COMPOSITION DE DFF ET DE DDFF 59Nous utilisons des notations similaires à elles de la Proposition 3.3 pour lenouvel ensemble dépendant de la donnée. Soit Jk
2 (l) l'ensemble à onsidérer pour lafontion f l

1 après appliation de fk
2 . Jk

2 (l) = {i ∈ I : 2⌊
ci
k
⌋ ≥ l} = {i ∈ I : ci ≥

lk
2
}.

f l
1 ◦ f

k
2 (x) =





MC(2⌊
C
k
⌋, Jk

2 (l))−MC(2(⌊
C
k
⌋ − ⌊C−x

k
⌋), Jk

2 (l)) si x > C
2

1 si lk
2
≤ x ≤ C

2

0 sinon (3.9)
f l
1 ◦ f

k
2 peut onduire à de meilleures bornes que fm

1 et f q
2 . Les résultats expéri-mentaux montrent que 'est le as.Proposition 3.10. Pour 1 ≤ k ≤ C

2
et 1 ≤ l ≤ ⌊C

k
⌋, f l

2 ◦ f
k
2 = f

kl
2

2 .Démonstration. Nous rappelons ii que l est une valeur paire.
f l
2 ◦ f

k
2 (x) =





f l
2(2(⌊

C
k
⌋ − ⌊C−x

k
⌋)) si x > C

2

f l
2(⌊

C
k
⌋) si x = C

2

f l
2(2⌊

x
k
⌋) si x < C

2

(3.10)
f l
2 ◦ f

k
2 (x) =





2(⌊
2⌊C

k
⌋

l
⌋ − ⌊

2⌊C
k
⌋−2(⌊C

k
⌋−⌊C−x

k
)⌋

l
⌋) si x > C

2

⌊
2⌊C

k
⌋

l
⌋ si x = C

2

2⌊
2⌊x

k
⌋

l
⌋ si x < C

2

(3.11)
f l
2 ◦ f

k
2 (x) =





2(
⌊
2⌊C

k
⌋

l

⌋
−

⌊
2⌊C−x

k
⌋

l

⌋
) si x > C

2⌊
2C
kl

⌋ si x = C
2

2
⌊
2x
kl

⌋ si x < C
2

(3.12)
f l
2 ◦ f

k
2 (x) =





2(
⌊

C
kl
2

⌋
−
⌊
C−x
kl
2

⌋
) si x > C

2⌊
C
kl
2

⌋ si x = C
2

2
⌊

x
kl
2

⌋ si x < C
2

(3.13)
f l
2 ◦ f

k
2 (x) = f

kl
2

2 (3.14)3.2.4 Un ensemble dominant de ompositionsToute omposition itérative des fontions fk
0 , f l

1 et fm
2 est de la forme suivante.

fm1

r1
◦ fm2

r2
◦ . . . ◦ fmp

rp
pour p ∈ N

∗, rk ∈ {0, 1, 2}, et k = 1, . . . p (3.15)Copnsidérons d'abord le fait qu'il n'est jamais intéressant d'appliquer une fon-tion fk
0 , fk

1 ou fk
2 sur une instane transformée par f l

1.



60 CHAPITRE 3. AMÉLIORATIONS DES BORNES INFÉRIEURESLemme 3.2. Toute omposition itérative des fontions fk
0 , f l

1, fm
2 est dominée parune fontion d'une des deux formes suivantes.

fm1

r1
◦ fm2

r2
◦ . . . ◦ fmp

rp
pour p ∈ N

∗, rk ∈ {0, 2} pour k = 1, . . . p (3.16)
f q
1 ◦ f

m1

r1
◦ fm2

r2
◦ . . . ◦ fmp

rp
pour p ∈ N

∗, rk ∈ {0, 2} pour k = 1, . . . p (3.17)Démonstration. D'après les Propositions 3.6, 3.7 et 3.8, on déduit que l'expressionde l'Equation (3.18) est dominée par elle de l'Equation (3.19).
fm1

r1
◦ fm2

r2
◦ . . . ◦ fmq−2

rq−2
◦ fmq−1

rq−1
◦ fk

1 ◦ f
mq+1

rq+1
◦ fmp

rp
(3.18)

fm1

r1
◦ fm2

r2
◦ . . . ◦ fmq−2

rq−2
◦ f

C
2

0 (3.19)Il n'est don pas intéressant d'appliquer une fontion après fk
1 dans toute suitede ompositions, ar on obtient une suite de fontions égale à une fontion de type

f
C
2

0 . On en déduit que fk
1 est soit la dernière fontion utilisée, soit auune fontion dee type n'est utilisée dans la omposition. Le Corollaire 3.1 nous permet de n'utiliserque la fontion f 1

1 .Nous montrons maintenant que toute appliation itérative de fkm
2 et de f lm

0 estégale à une appliation de fk
2 ◦ f

l
0.Lemme 3.3. Pour toute appliation itérative de fkm

2 et de f lq
0 , il existe deux entiers

k et l tels que la fontion fk
2 ◦ f

l
0 onduit à un résultat équivalent.Démonstration. Toute suite de ompositions de fontions f lm

0 et fkm
2 peut êtresimpli�ée en utilisant réursivement les opérations suivantes.1. Les termes f lm

0 ◦ f
lm+1

0 peuvent être simpli�és en f
max{lm,lm+1}
0 (Proposition3.2).2. Les termes fkm

2 ◦ f
km+1

2 sont simpli�és en f kmkm+1

2

2 (Proposition 3.10).3. Les termes f lm
0 ◦ f

km
2 peuvent être transformés en fkm

2 ◦ f
kmlm

2

0 (Proposition3.9).On peut don regrouper tous les termes fkq
2 et tous les termes f lq

0 en e�etuantdes permutations, puis on peut simpli�er les deux parties en regroupant toutes lesfontions fkq
2 et toutes les fontions f lq

0 en une seule fontion. On obtient ainsi unefontion de la forme fk
2 ◦ f

l
0, qui est stritement égale à la fontion initiale.Don, toute omposition des trois (D)DFF proposées est dominée par une fon-tion de la forme donnée dans l'Equation (3.20).

(f 1
1 ◦ f

l
2 ◦ f

k
0 ) ou (f l

2 ◦ f
k
0 ) pour k, l = 1, . . . ,

C

2
(3.20)A partir des Lemmes 3.3 et 3.2, on déduit diretement le Théorème 3.1.Théorème 3.1. Toute omposition des trois (D)DFF fm

0 , f q
1 et f r

2 est dominée parl'expression de l'Equation (3.20). La ardinalité de l'ensemble dominant de fontionsest bornée par min(2n2, 1
2
C2).



3.2. COMPOSITION DE DFF ET DE DDFF 613.2.5 Rédution de l'ensemble dominant de fontionsNous montrons maintenant que de nombreuses valeurs du paramètre k ne sontpas utiles pour la fontion fk
2 si elle est omposée ave la fontion f l

0. En e�et, àpartir de la valeur C
4
, les fontions obtenues sont égales à une appliation de f l

0 près.Proposition 3.11. Soit k et l deux entiers, tels que C
4
< k < l < C

2
et ⌊C

k
⌋ = ⌊C

l
⌋,

f l
2 = fk

2 ◦ f
l
0.Démonstration. Nous montrons que pour toutes les valeurs de x, les deux fontionssont égales.1. Si x < l, f l

2(x) = 2⌊x
l
⌋ = 0 = fk

2 (0) = fk
2 ◦ f

l
0(x).2. Si l ≤ x < C

2
, f l

2(x) = 2⌊x
l
⌋ et fk

2 ◦ f
l
0(x) = fk

2 (x) = 2⌊x
k
⌋. Il nous resteà montrer que ⌊x

l
⌋ = ⌊x

k
⌋. Nous montrons que es deux valeurs sont égalesà 1. Par hypothèse, C

4
< k < l ≤ x nous avons don 4

C
> 1

k
> 1

l
≥ 1

x
, et

4x
C
> x

k
> x

l
≥ 1.

⌊
4x

C
⌋ ≥ ⌊

x

k
⌋ ≥ ⌊

x

l
⌋ ≥ 1 (3.21)Comme C

2
> x, 4x < 2C, et 2 > 4x

C
et don

1 ≥ ⌊
4x

C
⌋ (3.22)Le résultat est diretement déduit des Equations (3.21) et (3.22).3. Si x = C

2
, f l

2(
C
2
) = ⌊C

l
⌋ = ⌊C

k
⌋ = fk

2 (
C
2
) = fk

2 ◦ f
l
0(

C
2
) ar f l

0(
C
2
) = C

2
.4. Si 1

2
C < x ≤ C − l, f l

2(x) = 2(⌊C
l
⌋ − ⌊C−x

l
⌋).Par hyptohèse, nous avons l ≤ C −x < 1

2
C, et nous avons montré dans un aspréédent que pour une telle valeur, ⌊C−x

l
⌋ = ⌊C−x

k
⌋. Nous avons don f l

2(x) =
2(⌊C

l
⌋ − ⌊C−x

l
⌋) = 2(⌊C

k
⌋ − ⌊C−x

k
⌋) et fk

2 ◦ f
l
0(x) = fk

2 (x) = 2(⌊C
k
⌋ − ⌊C−x

k
⌋).5. Si C− l < x, ⌊C−x

l
⌋ = 0 et don f l

2(x) = 2⌊C
l
⌋ = 2⌊C

k
⌋ et fk

2 ◦f
l
0(x) = fk

2 (C) =
2⌊C

k
⌋.Cette proposition a un grand intérêt ar elle divise par deux le nombre de valeursde k à tester si nous nous assurons que f l

0 est appliquée avant fk
2 . Pour k = 1 ou

k = 1
2
C, il n'est pas intéressant d'utiliser fk

2 , ar elle est dans e as égale à fk
0 . Deplus, en utilisant la Proposition 3.5, on ne teste que les ombinaisons f l

2 ◦ f
k
0 pourlesquelles k > l. Nous avons don dans l'Equation (3.20)1. k ∈ [1, . . . 1

2
C]2. l ∈ ([1, k − 1]− [

⌊
C
4

⌋
+ 1,

⌊
C
2

⌋
]) ∪ {

⌊
C
3

⌋
+ 1}



62 CHAPITRE 3. AMÉLIORATIONS DES BORNES INFÉRIEURES3.3 DFFMaximales (MDFF) et générateur de MDFFDe nombreuses DFF ne sont pas utiles pour obtenir des bornes inférieures. Pourette raison, Carlier et Néron proposent le onept de DFF Maximales (MDFF) [13℄.Nous en donnons maintenant une dé�nition légèrement remaniée.Dé�nition 3.2. Une MDFF f est une DFF qui n'est stritement dominée parauune DFF, i.e. il n'existe pas de DFF f ′ ave f ′ > f .Les MDFF forment un ensemble dominant de DFF. Plusieurs propriétés ara-térisent es fontions [13℄.Proposition 3.12. [13℄ Une DFF f est une MDFF si et seulement si elle respeteles quatre onditions suivantes.1. f est roissante2. ∀x ∈ [0, X ], f(x) ≥ max{f(y) + f(z) : y + z = x, y ∈ N, z ∈ N}3. ∀x, y ∈ [0, X ], [x+ y = X ] =⇒ [f(x) + f(y) = f(X)]4. f(0) = 0Dans la suite de ette setion, x, y et z sont des entiers positifs appartenant àl'intervalle [0, C].3.3.1 f k
0 et f k

2 sont des MDFFUne manière d'améliorer les fontions fk
0 et fk

2 est de trouver une MDFF qui lesdomine. Cette méthode ne peut onduire à de meilleurs résultats ar fk
0 et fk

2 sontdéjà maximales.Proposition 3.13. Pour k = 1, . . . , C
2
, la fontion fk

0 est une MDFF.Démonstration. Nous montrons que fk
0 véri�e les quatre propriétés de la Proposition3.12.1. fk

0 est roissante : immédiat.2. fk
0 (x) ≥ max{fk

0 (y) + fk
0 (z)/y + z = x, y ∈ N, z ∈ N}.(a) Si x < k, le résultat est immédiat.(b) Si k ≤ x ≤ C − k, fk
0 (x) = x, fk

0 (y) ≤ y et fk
0 (z) ≤ z.() Si x > C − k, fk

0 (x) = C. Comme fk
0 est une DFF, si y + z ≤ C,

fk
0 (y) + fk

0 (z) ≤ fk
0 (C) = fk

0 (x).3. [x+ y = C] =⇒ [fk
0 (x) + fk

0 (y) = fk
0 (C)]. Si x = y, le résultat est immédiat.Nous supposons sans perte de généralité que x > y.(a) Si x > C − k, y < k : fk

0 (x) + fk
0 (y) = C + 0 = C = fk

0 (C).(b) Si x ≤ C − k, y ≥ k : fk
0 (x) + fk

0 (y) = x+ y = C = fk
0 (C).4. fk

0 (0) = 0 pour toutes les valeurs de k.



3.3. DFF MAXIMALES (MDFF) ET GÉNÉRATEUR DE MDFF 63Proposition 3.14. Pour k = 1, . . . , C
2
, la fontion fk

2 est une MDFF.Démonstration. La preuve suit une démarhe similaire à la proposition préédente.1. Pour montrer que fk
2 est roissante, il su�t de montrer que x < C

2
impliqueque fk

2 (x) < ⌊
C
2
⌋ et que x > C

2
implique que fk

2 (x) > ⌊
C
2
⌋.Si x < C

2
, x

k
≤ C

2k
et 2⌊x

k
⌋ ≤ C

k
, on obtient diretement le résultat souhaité.Si x > C

2
, C−x

k
< C

2k
, on a 2⌊C

k
⌋ < ⌊C−x

k
⌋. On en déduit que 2⌊C−x

k
⌋ − 2⌊C

k
⌋ >

⌊C−x
k
⌋.2. fk

2 (x) ≥ max{fk
2 (y) + fk

2 (z)/y + z = x, y ∈ N, z ∈ N}.Plusieurs as peuvent apparaître, en fontion de la valeur x.(a) Si x < C
2
, nous montrons que pour tous les entiers y, z tels que x = y+ z,on a 2⌊x

k
⌋ ≥ 2⌊ y

k
⌋+ 2⌊ z

k
⌋. Comme x = y+ z, ⌊x

k
⌋ = ⌊ y

k
+ z

k
⌋ ≥ ⌊ y

k
⌋+ ⌊ z

k
⌋.(b) Si x = C

2
, la propriété est diretement véri�ée.() Si x > C

2
, nous supposons sans perte de généralité que y > z.i. Si y > C

2
, nous montrons que ⌊C

k
⌋ − ⌊C−x

k
⌋ ≥ ⌊C

k
⌋ − ⌊C−y

k
⌋ + ⌊ z

k
⌋.

⌊
C − y − z

k
⌋ ≤ ⌊

C − y

k
⌋ − ⌊

z

k
⌋ (3.23)Par hypothèse, x = y + z, nous avons don

⌊
C − x

k
⌋ ≤ ⌊

C − y

k
⌋ − ⌊

z

k
⌋ (3.24)

⌊
C

k
⌋ − ⌊

C − x

k
⌋ ≥ ⌊

C

k
⌋ − ⌊

C − y

k
⌋+ ⌊

z

k
⌋ (3.25)ii. Si y < C

2
, nous montrons que ⌊C

k
⌋ − ⌊C−x

k
⌋ ≥ ⌊ y

k
⌋ + ⌊ z

k
⌋.

⌊
C

k
⌋ − ⌊

C − y − z

k
⌋ ≥ ⌊

y

k
⌋+ ⌊

z

k
⌋ (3.26)En remplaçant y + z par x dans l'Equation (3.26), nous obtenons lerésultat désiré.3. [x+ y = C] =⇒ [fk

2 (x) + fk
2 (y) = fk

2 (C)].Si x = y, le résultat est immédiat. Nous supposons sans perte de généralitéque x > y.
fk
2 (x) + fk

2 (y) = 2⌊
C

k
⌋ − 2⌊

C − x

k
⌋+ 2⌊

y

k
⌋ (3.27)En remplaçant y par C − x, nous obtenons

fk
2 (x) + fk

2 (y) = 2⌊
C

k
⌋ − 2⌊

C − x

k
⌋+ 2⌊

C − x

k
⌋ (3.28)

fk
2 (x) + fk

2 (y) = 2⌊
C

k
⌋ = fk

2 (C) (3.29)4. fk
2 (0) = ⌊

0
k
⌋ = 0 pour toutes les valeurs de k.



64 CHAPITRE 3. AMÉLIORATIONS DES BORNES INFÉRIEURES3.3.2 Une méthode de génération pour les MDFF non domi-néesMême lorsqu'on ne onsidère que les DFF Maximales, le nombre de fontions àonsidérer est grand. Dans le as disret, Carlier et Néron [13℄ introduisent la notionde fontions non dominées. Ces fontions onduisent à des bornes inférieures qui nesont obtenues par auune autre MDFF.Dé�nition 3.3. Une DFF f est une MDFF non dominée s'il existe une instane
D = (A,C) pour laquelle il n'existe pas de DFF g telle que

∑
ai∈A

g(ci)

g(C)
>

∑
ai∈A

f(ci)

f(C)
(3.30)Les auteurs [13℄ proposent une méthode pour générer toutes les MDFF nondominées pour une valeur donnée deX en énumérant toutes les fontions de [0, X ]→

[0, X ′] satisfaisant les quatre propriétés des MDFF de la Proposition 3.12. Les MDFFnon dominées sont séletionnées par un programme linéaire et rangées dans un�hier. Le nombre de fontions générées peut être grand, la méthode ne peut donêtre appliquée qu'à de petites valeurs. Pour les grandes valeurs, un sous-ensemblede fontions doit être alulé. Seules les petites valeurs de X ′ sont testées et desméthodes sont employées pour une génération e�ae de l'ensemble des fontions(voir [13℄ pour plus de détails).3.4 (D)DFF et bornes inférieures pour 1BP et 2BPPour 1BP , nous proposons de nouvelles bornes inférieures qui utilisent les fon-tions dérites dans la setion préédente, et nous prouvons qu'elles dominent la bornede Labbé et al. [43℄. Pour 2BP , nous proposons de nouvelles bornes et montronsque l'utilisation de l'idée d'amélioration des bornes de Lnew
2 proposée par Boshettiet Mingozzi [7℄ ne peut améliorer le résulat que d'une unité.3.4.1 Bornes inférieures pour 1BP3.4.1.1 Nouvelles bornes inférieuresNous introduisons dans un premier temps des bornes dédiées au 1BP . Soit

FX
DFF a l'ensemble des fk

0 et f l
2 assoiées à la taille X .

L1BP
DFF a = max

f∈FC
DFFa

{⌈∑
ai∈A

f(ci)

f(C)

⌉} (3.31)Nous introduisons une borne qui utilise les fontions obtenues en omposant fk
0et f l

2. Soit FX
CDFF l'ensemble dominant de ompositions des fontions fk

0 et f l
2assoié à la taille X . Une borne similaire L1BP

CDFF peut être dé�nie.Soit FX
CDDFF a l'ensemble dominant des ompositions de fontions fk

0 , f l
1 et fm

2 .Nous dé�nissons aussi la borne L1BP
CDDFF a.



3.4. (D)DFF ET BORNES INFÉRIEURES POUR 1BP ET 2BP 65Les DFF générées par la méthode de Carlier et Néron [13℄ sont rangées dansun �hier. Ainsi, es fontions n'ont pas à être realulées pour haque nouveauproblème, il su�t de lire dans le �hier orrespondant. L'intérêt de ette approheest que la omplexité de la borne inférieure est linéaire en fontion du nombred'artiles, même si un grand nombre de fontions peut rendre la méthode di�ileà appliquer pour ertaines instanes. En revanhe, pour un très grand nombred'artiles, la méthode devient très e�ae en terme de temps de alul, omparéeà elles dépendant de n. Dans la setion onsarée aux résultats expérimentaux, lenombre de fontions est rapporté pour quelques valeurs, et l'e�aité de la méthodeest montrée numériquement. Soit FX
DFF e l'ensemble de DFF e assoié à la taille

X . Une borne L1BP
DFF e peut être dé�nie de manière analogue à L1BP

DFF a. On peutaméliorer la borne obtenue après appliation d'une DFF générée par énumérationen appliquant la DDFF f 1
1 à l'instane obtenue. La borne orrespondante est notée

L1BP
CDDFF e.3.4.1.2 Relation de dominaneNous montrons maintenant que nos bornes dominent LB3 proposée par Labbéet al. [43℄ (f. Chapitre 1 pour une desription de ette borne).Proposition 3.15. L1BP

CDDFF a domine LB3 proposée par Labbé et al. [43℄.Démonstration. Pour une valeur donnée de k,
LB3(k) = |Agr|+max

{
|Amoy|+

⌈
|A+

pt|

2

⌉
,

⌈∑
ai∈A′ wi

C

⌉} (3.32)Si |Amoy| + ⌈
|A+

pt|

2
⌉ ≤

⌈∑
ai∈A′ wi

C

⌉, LB3(k) est égale à la borne ontinue aprèsappliation de la fontion fk
0 .Si |Amoy|+ ⌈

|A+
pt|

2
⌉ >

⌈∑
ai∈A′ wi

C

⌉, LB3(k) = |Agr ∪Amoy|+
⌈
|A+

pt|

2

⌉.Il existe un paramètre p tel que ci ≥ p implique ai ∈ A+
pt et ci < p implique

ai 6∈ A
+
pt. Calulons maintenant la borne ontinue L2 obtenue après appliation dela fontion f p

2 à l'instane.
L2 =

⌈∑
ai∈A

f p
2 (ci)

f p
2 (C)

⌉ (3.33)Comme p > C
3
, les artiles de Apt qui ne sont pas dans A+

pt et les artiles de tailleinférieure à C
3
ne sont pas onsidérés.

L2 =

⌈∑
ai∈Agr∪Amoy

f p
2 (ci) +

∑
ai∈A

+
pt
f p
2 (ci)

f p
2 (C)

⌉ (3.34)
L2 =

⌈∑
ai∈Agr∪Amoy

MC(C,A
+
pt)−MC(C − ci, A

+
pt) +

∑
ai∈A

+
pt
1

MC(C,A
+
pt)

⌉ (3.35)



66 CHAPITRE 3. AMÉLIORATIONS DES BORNES INFÉRIEURESComme auun artile de A+
pt ne peut être rangé ave un artile de Agr ∪ Amoy,

MC(C − ci, A
+
pt) = 0 pour tous les artiles de Agr ∪ Amoy.

L2 =

⌈∑
ai∈Agr∪Amoy

MC(C,A
+
pt) +

∑
ai∈A

+
pt
1

MC(C,Amoy)

⌉ (3.36)Comme p > C
3
, MC(C,A

+
pt) ≤ 2.
L2 ≥ |Agr ∪Amoy|+

⌈
|A+

pt|

2

⌉ (3.37)Cei onlut la preuve.3.4.2 Bornes inférieures pour 2BPNous utilisons omme dans le Chapitre 2 le shéma général proposé par Fekete etShepers [31℄ pour appliquer des fontions dual-réalisables à une instane de 2BP .3.4.2.1 Nouvelles bornes inférieuresDe manière analogue aux bornes proposées pour le 1BP , nous proposons plu-sieurs bornes pour 2BP . Nous donnons la formulation de L2BP
DFF a, les autres sontsimilaires.

L2BP
DFF a = max

f∈FW
DFFa ,g∈F

H
DFFa

{⌈∑
ai∈A

f(wi)g(hi)

f(W )g(H)

⌉} (3.38)Pour haque borne proposée pour 1BP , une borne pour 2BP peut être dérivée(L2BP
DFF e, L2BP

CDFF , et L2BP
CDDFF a).3.4.2.2 La borne inférieure LBM

2Boshetti et Mingozzi [7℄ proposent une borne inférieure Lnew
2 pour 2BP . Cetteborne est dérite dans le Chapitre 1. Cette borne utilise omme sous-routine laborne LMV

1BP de Martello et Vigo [53℄ pour 1BP . Nous avons dé�ni dans un préédentartile [11℄ la borne L2CM
2 qui onsiste à remplaer dans ette borne LMV

1BP par LDFF a

1BP .Cette borne est valide et permet d'améliorer les résultats. Nous montrons maintenantque si l'on utilise les ombinaisons de (D)DRF, l'amélioration par rapport à LCDDFF a

2BPne peut dépasser une unité.Proposition 3.16. L2CM
2 ≤ LCDDFF a

+ 1Démonstration.
L2CM
2 = |Agr|+ LBDFF a

1BP (Alg) + LBDFF a

1BP (Aht) (3.39)
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L2CM
2 = |Agr|+ max

f∈FW
CDDFFa

{⌈
∑

ai∈Aht

f(wi)

f(W )

⌉}
+ max

g∈FH
CDDFFa








∑

ai∈Alg

g(hi)

g(H)






(3.40)

LCDDFF a

≥ max
g∈FH

CDDFFa

f∈FW
CDDFFa

{⌈
∑

ai∈A

f ◦ fk
0 (wi)g ◦ f

l
0(hi)

f ◦ fk
0 (W )g ◦ f l

0(H)

⌉} (3.41)
LCDDFF a

≥ max
g∈FH

CDDFFa

f∈FW
CDDFFa

{⌈
∑

ai∈Agr

f(W )g(H)

f(W )g(H)
+

∑

ai∈Aht

f(wi)g(H)

f(W )g(H)

+
∑

ai∈Alg

f(W )g(hi)

f(W )g(H)

⌉} (3.42)
LCDDFF a

≥ |Agr|+ max
g∈FH

CDDFFa

f∈FW
CDDFFa








∑

ai∈Aht

f(wi)

f(W )
+

∑

ai∈Alg

g(hi)

g(H)






 (3.43)

LCDDFF a

≥ |Agr|+




max
f∈FW

CDDFFa

{
∑

ai∈Aht

f(wi)

f(W )

}
+ max

g∈FH
CDDFFa





∑

ai∈Alg

g(hi)

g(H)






(3.44)A partir des Equations (3.40) et (3.44), le résultat est diretement déduit.La borne LBM

2 peut être alulée sans oût supplémentaire. Après appliationde la fontion fk
0 sur haque dimension, les artiles de Agr sont de taille (W,H),les artiles de Aht sont de taille (wi, H) et les artiles de Alg sont de taille (W,hi).On pose pour un k donné f̃k

2 (x) = max{fk
2 (x), f

1
1 ◦ f

k
2 (x)}. L'expression suivantedomine LBM

2 .
L2CM = max

l=1,...,W
2
,q=1,...,H

2

k=1,...,W
2

,m=1,...,H
2

{
max

{⌈∑
ai∈A

f̃ l
2 ◦ f

k
0 (wi)f̃

q
2 ◦ f

m
0 (hi)

f̃ l
2 ◦ f

k
0 (W )f̃ q

2 ◦ f
m
0 (H)

⌉
,

|Agr|+

⌈
∑

ai∈Aht

f̃ l
2 ◦ f

k
0 (wi)

f̃ l
2 ◦ f

k
0 (W )

⌉
+




∑

ai∈Alg

f̃ q
2 ◦ f

m
0 (hi)

f̃ q
2 ◦ f

m
0 (H)




}} (3.45)
La omplexité de la méthode utilisant les ompositions est plus élevée que ellede L2CM qui utilisait la tehnique de Boshetti et Mingozzi (O(n5) ontre O(n4) pourette dernière). Cette évaluation ne pourra don être utilisée que dans les premiersniveaux d'une méthode exate.



68 CHAPITRE 3. AMÉLIORATIONS DES BORNES INFÉRIEURES3.5 Résultats expérimentaux3.5.1 Nombre de DFF générées énumérativementLe Tableau 3.1 présente le nombre de fontions générées par la méthode deCarlier et Néron [13℄. La première olonne indique le nombre de MDFF généréespar la méthode heuristique, la seonde indique le nombre total de fontions, s'il estonnu. Le symbole ∗ signi�e que le nombre exat de fontions n'est pas onnu. Danse as, la valeur rapportée est une borne inférieure pour e nombre.Tableau 3.1 � Nombre de MDFF pour haque taille de bin des jeux d'essai 2BPValeur de X Taille du sous-ensemble Nombre total de MRF
10 8 8
30 28 261∗

40 33 770∗

100 87∗ 1637∗

300 221∗ ∗Clairement, le nombre total de fontions générées est souvent trop grand pour quela méthode soit appliable en pratique. Cependant, la méthode heuristique produitdes sous-ensembles de taille raisonnable. En utilisant ette méthode, les bornespeuvent être alulées pour des jeux d'essai de très grande taille, ar la méthodeorrespondante a une omplexité de O(n), même si l'on applique la fontion f 1
1après haque fontion.3.5.2 Résultats pour 1BPNous omparons nos résultats ave eux obtenus par Haouari et Gharbi [41℄, quisont les meilleurs résultats onnus pour 1BP . Ils utilisent une proédure d'améliora-tion itérative des bornes pour augmenter la valeur des bornes proposées par Feketeet Shepers [29℄. Pour omparer les résultats, nous utilisons les jeux d'essai généréspar Haouari et Gharbi suivant la méthode proposée par Fekete et Shepers [29℄.Pour es jeux d'essai, haque instane possède 100 artiles, une taille de bin égaleà 100. Les tailles des artiles sont générées aléatoirement suivant une répartitiondisrète et uniforme dépendant du paramètre K. Les tailles des artiles sont dansl'intervalle [20, K] où K est égal à 30, 35, 40, 50, 60, 70 ou 80. Pour haque valeur de

K, 100 instanes sont générées. Dans le Tableau 3.5.2, nous rapportons les résultatsobtenus par les méthodes dérites i-dessous.1. FS +HG : Borne de Fekete et Shepers [29℄ et amélioration [41℄2. DFF a : fk
0 ou fk

23. DFF e : une fontion du sous-ensemble généré énumérativement4. DDFF a : fk
0 ou fk

1 ou fk
25. CDFF : omposition de fk

0 et f l
26. CDDFF a : omposition de fk

0 , f 1
1 et fm

2



3.5. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 697. CDDFF e : omposition de haque fontion générée énumérativement ave f 1
1Si l'on note BEST la meilleure valeur obtenue par une borne inférieure pour uneinstane donnée, les résultats rapportés sont les suivants :1. RATIO : Valeur moyenne de 100(BEST − LB)/BEST . Elle représente ladistane moyenne à la meilleure valeur onnue.2. ONLY : nombre d'instanes parmi 100 pour lesquelles LB est la seule valeurégale à BEST3. MAX : nombre d'instanes parmi 100 pour lesquelles LB est égale à BEST4. LESS : nombre d'instanes parmi 100 pour lesquelles LB est plus petite que

BESTIl apparaît que les résultats sont améliorés pour plusieurs instanes omparé àla méthode de Haouari et Gharbi. Toutes les améliorations sont obtenues à l'aidede LDFF e. Utiliser des ombinaisons de fontions n'est jamais intéressant sur esdonnées. Les fontions générées énumérativement se omportent très bien lorsqueles artiles sont grands, tandis que la proédure d'amélioration des bornes appliquéeà elles de Fekete et Shepers est meilleure lorsque les artiles sont petits.LB Res [20, 80] [20, 70] [20, 60] [20, 50] [20, 40] [20, 35] [20, 30]

DFF a

RATIO 20.82 31.71 4.82 37.93 0.00 38.19 11.11ONLY 0 0 0 0 0 0 0MAX 89 85 98 86 100 89 97LESS 11 15 2 14 0 11 3
DDFF a

RATIO 20.82 31.71 4.82 37.93 0.00 38.19 11.11ONLY 0 0 0 0 0 0 0MAX 89 85 98 86 100 89 97LESS 11 15 2 14 0 11 3
DFF e

RATIO 2.00 0.00 0.00 37.93 0.00 38.19 11.11ONLY 10 15 2 0 0 0 0MAX 99 100 100 86 100 89 97LESS 1 0 0 14 0 11 3
CDDFF a

RATIO 20.82 31.71 4.82 37.93 0.00 38.19 11.11ONLY 0 0 0 0 0 0 0MAX 89 85 98 86 100 89 97LESS 11 15 2 14 0 11 3
FS +HG

RATIO 20.86 59.48 4.82 0.00 0.00 0.00 0.00ONLY 0 0 0 14 0 11 3MAX 89 73 98 100 100 100 100LESS 11 27 2 0 0 0 0Tableau 3.2 � Résultats de bornes inférieures pour la Classe I

3.5.3 Résultats pour 2BPDans le Chapitre 2, nous rapportons les résultats obtenus en appliquant fk
0 , fk

1 et
fk
2 aux jeux d'essai de la littérature [5,53℄. Nous omparons maintenant les résultatsobtenus ave haque famille de fontions proposées dans e hapitre ave les résultats



70 CHAPITRE 3. AMÉLIORATIONS DES BORNES INFÉRIEURESpréédents. Dans le Tableau 3.5.3, nous analysons l'interêt d'appliquer la fontion f 1
1et les ompositions de fontions générées analytiquement. Pour haque ensemble dedix jeux d'essai, nous rapportons le nombre de fois où la borne inférieure L est égaleà la borne supérieure U de Boshetti et Mingozzi [8℄, et le ratio U/L. Dans le Tableau3.5.3, nous omparons les résultats obtenus par les deux méthodes de génération deDFF (analytique ou énumérative). Pour haque manière de générer des DFF, nousrapportons les résultats obtenus en appliquant la fontion f 1

1 en post-traitement.Plusieurs observations peuvent être e�etuées. Tout d'abord, les ompositionsdes deux DFF fk
0 et f l

2 ne onduisent pas à une amélioration substantielle desrésultats. Seul le résultat obtenu pour une unique instane est amélioré (Classe
IX). En revanhe, l'impat de f 1

1 est important, ar les résultats obtenus sans f 1
1sont souvent moins bons (Classes I, III, V , V II, XIII, IX , X). Il apparaît aussique ombiner les (D)DFF onduit à de meilleures bornes (Classes III, V , V III et

IX).Toutes les fontions utiles pour es jeux d'essai qui sont issues des familles fk
0 et

fk
2 sont inluses dans l'ensemble des fontions générées énumérativement. Inverse-ment, bien que les DFF a et les DFF e onduisent souvent à la même évaluation, lesfontions fk

0 et fk
2 ne ouvrent pas l'intégralité des fontions intéressantes (voirClasses V III et IX). Lorsque DFF e sont utilisées, l'usage de f 1

1 est toujoursintéressant et onduit à de meilleurs résultats pour plusieurs instanes.Dans le Tableau 3.5.3, nous analysons les performanes de nos bornes lorsqu'ellessont ombinées à la méthode LBM
2 proposée par Boshetti et Mingozzi [7℄. Nousnotons BM la borne proposée par Boshetti et Mingozzi [7℄ pour 2BP , qui estdéjà dominée par les bornes du Chapitre 2. L'intérêt de ombiner notre méthodeave LBM

2 est moins grand lorsque CDFF ou DFF e sont utilisées, ar les résultatssont améliorés pour un faible nombre d'instanes. Lorsque la taille des instanes estgrande, le temps de alul de CDDFF a devient très important. Nous ne rapportonsdon pas les résultats pour toutes les lasses onsidérées. Même si les bornes étaientbonnes, les résultats que nous proposons améliorent enore leur qualité.3.6 ConlusionLes bornes proposées dans le Chapitre 2 étaient bonnes, mais les deux méthodesde génération de (D)DFF que nous proposons dans e hapitre permettent d'obtenirde meilleurs résultats. Le onept de MDFF est très utile, ar le sous-ensemble defontions générées onduit à des évaluations qui ne sont pas atteintes par les autresméthodes. Le nombre de fontions est toujours grand, et la méthode obtenue nepeut être utilisée dans le adre d'une méthode par séparation et évaluation, maispeut l'être en revanhe à la raine d'une telle méthode. Les MDFF analytiques sonten moindre nombre, et même si elles onduisent parfois à des résultats un peu moinsbons, elles restent intéressantes à utiliser au ours d'une méthode arboresente. Nousomptons mettre au point des méthodes heuristiques pour générer des ensembles deMDFF de moindre ardinalité. Une autre manière d'améliorer les résultats est deproposer de nouvelles (D)DFF.



3.6. CONCLUSION 71Problème Ratio U/L OptClass H ×W n DFF a DDFF a CDFF CDDFF a DFF a DDFF a CDFF CDDFF a

I 10 × 10 20 1.0325 1.0125 1.0325 1.0125 8 9 8 940 1.0320 1.0265 1.0320 1.0265 6 7 6 760 1.0171 1.0171 1.0171 1.0171 7 7 7 780 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 10100 1.0032 1.0032 1.0032 1.0032 9 9 9 9Avg 1.0170 1.0119 1.0170 1.0119 8.0 8.4 8.0 8.4
II 30 × 30 20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1040 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1060 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1080 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 10100 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 10Avg 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10.0 10.0 10.0 10.0
III 40 × 40 20 1.0817 1.0367 1.0817 1.0200 6 8 6 940 1.0411 1.0411 1.0411 1.0411 7 7 7 760 1.0302 1.0302 1.0302 1.0244 6 6 6 780 1.0160 1.0160 1.0160 1.0160 7 7 7 7100 1.0290 1.0290 1.0290 1.0204 4 4 4 6Avg 1.0396 1.0306 1.0396 1.0244 6.0 6.4 6.0 7.2
IV 100 × 100 20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1040 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1060 1.1000 1.1000 1.1000 1.1000 8 8 8 880 1.1000 1.1000 1.1000 1.1000 7 7 7 7100 1.0333 1.0333 1.0333 1.0333 9 9 9 9Avg 1.0467 1.0467 1.0467 1.0467 8.8 8.8 8.8 8.8
V 100 × 100 20 1.0861 1.0250 1.0861 1.0000 5 9 5 1040 1.0271 1.0271 1.0271 1.0271 7 7 7 760 1.0173 1.0110 1.0173 1.0110 7 8 7 880 1.0295 1.0295 1.0295 1.0295 4 4 4 4100 1.0308 1.0308 1.0308 1.0308 3 3 3 3Avg 1.0382 1.0247 1.0382 1.0197 5.2 6.2 5.2 6.4
V I 300 ×300 20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1040 1.3000 1.3000 1.3000 1.3000 7 7 7 760 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1080 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 10100 1.0667 1.0667 1.0667 1.0667 8 8 8 8Avg 1.0733 1.0733 1.0733 1.0733 9.0 9.0 9.0 9.0
V II 100 ×100 20 1.0367 1.0000 1.0367 1.0000 8 10 8 1040 1.0202 1.0111 1.0202 1.0111 8 9 8 960 1.0257 1.0186 1.0257 1.0186 6 7 6 780 1.0367 1.0233 1.0367 1.0233 2 5 2 5100 1.0188 1.0108 1.0188 1.0108 5 7 5 7Avg 1.0276 1.0128 1.0276 1.0128 5.8 7.6 5.8 7.6
V III 100 × 100 20 1.0750 1.0417 1.0750 1.0250 6 8 6 940 1.0091 1.0091 1.0091 1.0091 9 9 9 960 1.0184 1.0121 1.0184 1.0121 7 8 7 880 1.0139 1.0139 1.0139 1.0139 7 7 7 7100 1.0217 1.0217 1.0217 1.0217 4 4 4 4Avg 1.0276 1.0197 1.0276 1.0164 6.6 7.2 6.6 7.4
IX 100 × 100 20 1.0215 1.0138 1.0138 1.0000 7 8 8 1040 1.0140 1.0000 1.0140 1.0000 6 10 6 1060 1.0069 1.0022 1.0069 1.0022 7 9 7 980 1.0086 1.0016 1.0086 1.0016 6 9 6 9100 1.0029 1.0014 1.0029 1.0014 8 9 8 9Avg 1.0108 1.0038 1.0093 1.0010 6.8 9.0 7.0 9.4
X 100 × 100 20 1.1450 1.0700 1.1450 1.0700 6 8 6 840 1.0343 1.0343 1.0343 1.0343 8 8 8 860 1.0533 1.0450 1.0533 1.0450 5 6 5 680 1.0563 1.0563 1.0563 1.0563 3 3 3 3100 1.0584 1.0584 1.0584 1.0584 1 1 1 1Avg 1.0695 1.0528 1.0695 1.0528 4.6 5.2 4.6 5.2Tableau 3.3 � Résultats pour la omposition de (D)DFF analytiques



72 CHAPITRE 3. AMÉLIORATIONS DES BORNES INFÉRIEURESProblème Ratio U/L OptClass H ×W n DFF a DFF e CDDFF a CDDFF e DFF a DFF e CDDFF a CDDFF e

I 10 × 10 20 1.0325 1.0325 1.0125 1.0125 8 8 9 940 1.0320 1.0320 1.0265 1.0265 6 6 7 760 1.0171 1.0171 1.0171 1.0171 7 7 7 780 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 10100 1.0032 1.0032 1.0032 1.0032 9 9 9 9Avg 1.0170 1.0170 1.0119 1.0119 8.0 8.0 8.4 8.4
II 30 × 30 20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1040 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1060 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1080 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 10100 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 10Avg 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10.0 10.0 10.0 10
III 40 × 40 20 1.0817 1.0817 1.0200 1.0200 6 6 9 940 1.0411 1.0411 1.0411 1.0411 7 7 7 760 1.0302 1.0219 1.0244 1.0160 6 7 7 880 1.0160 1.0160 1.0160 1.0160 7 7 7 7100 1.0290 1.0187 1.0204 1.0148 4 6 6 7Avg 1.0396 1.0359 1.0244 1.0216 6.0 6.6 7.2 7.6
IV 100 × 100 20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1040 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1060 1.1000 1.1000 1.1000 1.1000 8 8 8 880 1.1000 1.1000 1.1000 1.1000 7 7 7 7100 1.0333 1.0333 1.0333 1.0333 9 9 9 9Avg 1.0467 1.0467 1.0467 1.0467 8.8 8.8 8.8 8.8
V 100 × 100 20 1.0861 1.0861 1.0000 1.0000 5 5 10 1040 1.0271 1.0271 1.0271 1.0271 7 7 7 760 1.0173 1.0173 1.0110 1.0110 7 7 8 880 1.0295 1.0249 1.0295 1.0249 4 5 4 5100 1.0308 1.0308 1.0308 1.0308 3 3 3 3Avg 1.0382 1.0373 1.0197 1.0188 5.2 5.4 6.4 6.6
V I 300 ×300 20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1040 1.3000 1.3000 1.3000 1.3000 7 7 7 760 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1080 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 10100 1.0667 1.0667 1.0667 1.0667 8 8 8 8Avg 1.0733 1.0733 1.0733 1.0733 9.0 9.0 9.0 9.0
V II 100 ×100 20 1.0367 1.0367 1.0000 1.0000 8 8 10 1040 1.0202 1.0202 1.0111 1.0111 8 8 9 960 1.0257 1.0257 1.0186 1.0186 6 6 7 780 1.0367 1.0367 1.0233 1.0233 2 2 5 5100 1.0188 1.0188 1.0108 1.0108 5 5 7 7Avg 1.0276 1.0276 1.0128 1.0128 5.8 5.8 7.6 7.6
V III 100 × 100 20 1.0750 1.0583 1.0250 1.0250 6 7 9 940 1.0091 1.0091 1.0091 1.0091 9 9 9 960 1.0184 1.0184 1.0121 1.0121 7 7 8 880 1.0139 1.0139 1.0139 1.0139 7 7 7 7100 1.0217 1.0217 1.0217 1.0217 4 4 4 4Avg 1.0276 1.0243 1.0164 1.0164 6.6 6.8 7.4 7.4
IX 100 × 100 20 1.0215 1.0000 1.0000 1.0000 7 10 10 1040 1.0140 1.0108 1.0000 1.0000 6 7 10 1060 1.0069 1.0048 1.0022 1.0000 7 8 9 1080 1.0086 1.0053 1.0016 1.0000 6 7 9 10100 1.0029 1.0029 1.0014 1.0014 8 8 9 9Avg 1.0108 1.0047 1.0010 1.0003 6.8 8.0 9.4 9.8
X 100 × 100 20 1.1450 1.0950 1.0700 1.0200 6 7 8 940 1.0343 1.0143 1.0343 1.0143 8 9 8 960 1.0533 1.0561 1.0450 1.0561 5 5 6 580 1.0563 1.0486 1.0563 1.0486 3 4 3 4100 1.0584 1.0584 1.0584 1.0584 1 1 1 1Avg 1.0695 1.0545 1.0528 1.0395 4.6 5.2 5.2 5.6Tableau 3.4 � Comparaison entre les deux manières de générer des (D)DFF



3.6. CONCLUSION 73Problème Ratio U/L OptClass H ×W n BM DDFF a DFF e CDDFF a BM DDFF a DFF e CDDFF a

I 10 × 10 20 1.0125 1.0125 1.0125 1.0125 9 9 9 940 1.0265 1.0265 1.0265 1.0265 7 7 7 760 1.0227 1.0171 1.0171 1.0171 6 7 7 780 1.0042 1.0000 1.0000 1.0000 9 10 10 10100 1.0032 1.0032 1.0032 1.0032 9 9 9 9Avg 1.0138 1.0119 1.0119 1.0119 8.0 8.4 8.4 8.4
II 30 × 30 20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1040 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1060 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1080 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 10100 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 10Avg 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10.0 10.0 10.0 10.0
III 40 × 40 20 1.0367 1.0367 1.0367 1.0200 8 8 8 940 1.0411 1.0411 1.0411 1.0411 7 7 7 760 1.0315 1.0244 1.0244 1.0244 6 7 7 780 1.0219 1.0160 1.0160 1.0160 6 7 7 7100 1.0251 1.0251 1.0251 1.0204 5 5 5 6Avg 1.0313 1.0286 1.0286 1.0244 6.4 6.8 6.8 7.2
IV 100 × 100 20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1040 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10 10 10 1060 1.1000 1.1000 1.1000 1.1000 8 8 8 880 1.1000 1.1000 1.1000 1.1000 7 7 7 7100 1.0333 1.0333 1.0333 1.0333 9 9 9 9Avg 1.0467 1.0467 1.0467 1.0467 8.8 8.8 8.8 8.8
V 100 × 100 20 1.0000 1.0000 1.0000 - 10 10 10 -40 1.0271 1.0271 1.0271 - 7 7 7 -60 1.0110 1.0110 1.0110 - 8 8 8 -80 1.0295 1.0295 1.0295 - 4 4 4 -100 1.0308 1.0308 1.0308 - 3 3 3 -Avg 1.0197 1.0197 1.0197 - 6.4 6.4 6.4 -
V I 300 ×300 20 1.0000 1.0000 1.0000 - 10 10 10 -40 1.3000 1.3000 1.3000 - 7 7 7 -60 1.0000 1.0000 1.0000 - 10 10 10 -80 1.0000 1.0000 1.0000 - 10 10 10 -100 1.0667 1.0667 1.0667 - 8 8 8 -Avg 1.0733 1.0733 1.0733 - 9.0 9.0 9.0 -
V II 100 ×100 20 1.0200 1.0000 1.0367 - 9 10 8 -40 1.0202 1.0111 1.0202 - 8 9 8 -60 1.0257 1.0186 1.0257 - 6 7 6 -80 1.0367 1.0233 1.0367 - 2 5 2 -100 1.0188 1.0108 1.0188 - 5 7 5 -Avg 1.0243 1.0128 1.0276 - 6.0 7.6 5.8 -
V III 100 ×100 20 1.0000 1.0000 1.0000 - 10 10 10 -40 1.0091 1.0091 1.0091 - 9 9 9 -60 1.0184 1.0121 1.0184 - 7 8 7 -80 1.0139 1.0139 1.0139 - 7 7 7 -10 1.0217 1.0217 1.0217 - 4 4 4 -Avg 1.0126 1.0114 1.0126 - 7.4 7.6 7.4 -
IX 100 ×100 20 1.0000 1.0000 1.0000 - 10 10 10 -40 1.0000 1.0000 1.0000 - 10 10 10 -60 1.0000 1.0000 1.0000 - 10 10 10 -80 1.0000 1.0000 1.0000 - 10 10 10 -100 1.0000 1.0000 1.0000 - 10 10 10 -Avg 1.0000 1.0000 1.0000 - 10.0 10.0 10.0 -
X 100 × 100 20 1.0950 1.0700 1.0950 - 7 8 7 -40 1.0343 1.0343 1.0343 - 8 8 8 -60 1.0533 1.0450 1.0644 - 5 6 4 -80 1.0563 1.0563 1.0640 - 3 3 2 -100 1.0584 1.0584 1.0584 - 1 1 1 -Avg 1.0595 1.0528 1.0632 - 4.8 5.2 4.4 -Tableau 3.5 � Résultats pour les bornes ombinées ave LBM
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Chapitre 4Le problème de faisabilité
4.1 IntrodutionDans e hapitre, nous nous intéressons au problème de faisabilité 1. Il s'agitde déterminer si un sous-ensemble d'artiles A peut être ontenu dans un uniquebin B. Ce problème trouve en lui-même des appliations pratiques dans le mondeindustriel, mais représente aussi un sous-problème ruial pour 2BP , ainsi que pourles problèmes de knapsak 2D ou de retangle paking (f. Chapitre 1).Martello et Vigo [53℄ ont proposé une méthode exate pour e problème dans unartile onsaré au problème 2BP . Parmi les méthodes exates existantes [30, 40,53℄, seuls Fekete et Shepers [30℄ n'utilisent pas le shéma lassique de plaementd'artiles en bas à gauhe dans le bin, mais une modélisation sous forme de graphesd'intervalles. Ces méthodes sont détaillées dans le premier hapitre de la présentethèse.Nous montrons dans e hapitre que les bornes inférieures et les proéduresde rédution proposées dans le Chapitre 2 peuvent être adaptées au problème defaisabilité. Nous présentons aussi une méthode exate dédiée à e problème. Ils'agit d'une méthode arboresente en deux phases. Dans la première étape (étapeextérieure), on proède à une énumération de toutes les solutions d'un problèmerelâhé. Dans ette phase, seule l'absisse des artiles est �xée, e qui permet deregrouper un grand nombre de on�gurations. Pour toutes les on�gurations trouvéesde ette manière, on lane une deuxième méthode arboresente (étape intérieure) quidétermine s'il existe une solution au problème initial ave les absisses �xées dans lapremière étape. C'est dans ette phase que l'ordonnée des artiles est �xée. Lorsquele problème n'admet pas de solution, il est fréquent que le problème relâhé n'enn'ait pas non plus. Dans e as, l'étape intérieure n'est jamais atteinte, et l'aspetombinatoire s'en trouve onsidérablement réduit. Dans le as général, lorsque l'one�etue une oupe dans l'arbre de reherhe de la première phase, 'est tout unensemble de on�gurations non valides pour le bin-paking qui n'est pas développé.A haque étape de l'énumération, la qualité des bornes inférieures est amélioréeen les appliquant à des instanes tranformées. Les nouvelles instanes auxquelleson applique nos évaluations sont déduites du plaement des premiers artiles dansle bin. Il s'agit d'agréger les artiles qui sont plaés les uns à �té des autres pourobtenir des artiles de plus grande taille ave lesquels les bornes vont avoir unmeilleur omportement.1. Le travail présenté dans e hapitre orrespond à l'artile [17℄. Il a aussi été présenté enongrès [18℄. 75



76 CHAPITRE 4. LE PROBLÈME DE FAISABILITÉNous avons généré plusieurs instanes de problèmes a�n de tester l'e�aitéde notre approhe. Pour réer des problèmes di�iles, nous prenons en omptele nombre d'artiles, la taille du bin et la di�érene entre la surfae du bin et lasurfae globale des artiles. Nous omparons notre algorithme ave elui proposépar Martello et Vigo [53℄ à l'aide de nouveaux jeux d'essai générés aléatoirement.Les résultats expérimentaux on�rment l'intérêt de notre méthode.Dans la setion 4.2, nous montrons omment les prétraitements proposés pourle problème d'optimisation peuvent être améliorés pour le problème de faisabilité.La setion 4.3 dérit le proessus d'amélioration de nos bornes inférieures. Dans lasetion 4.4, nous proposons un nouveau prinipe de sépara-tion que nous intégronsdans une méthode de reherhe par séparation et évaluation (pse). La setion 4.5est dédiée à la gestion des redondanes qui apparaissent au ours de l'énumération.Dans la setion 4.6, nous montrons l'intérêt pratique de notre méthode à l'aide derésultats numériques.4.2 Proédures de rédutionNous présentons maintenant des proédures de rédution pour le problème defaisabilité. Ces méthodes peuvent être utilisées omme prétraitement, ou au oursd'une méthode énumérative. Elles permettent de réduire la taille de l'instane dansde nombreux as. Certaines sont diretement dérivées des méthodes dérites dans leChapitre 2 pour 2BP , d'autres ne s'appliquent qu'au problème de faisabilité.4.2.1 Grands artilesLa première proédure de rédution s'appuie sur une onstatation évidente. Sila hauteur d'un artile est égale à elle du bin, alors il est optimal de le plaersur un �té du bin. Le prétraitement que nous proposons est le suivant : à haqueétape de l'algorithme, s'il existe dans A un artile ai tel que hi = H (resp. wi =
W ), on le supprime de A et on retranhe sa largeur (resp. sa hauteur) au bin. Ons'arrête lorsqu'il n'existe plus de tels artiles. Bien entendu, il n'est pas néessaireque l'artile ai ait sa hauteur stritement égale à H . S'il n'existe pas d'artile aj telque hi + hj ≤ H , le traitement peut être appliqué.Lorsque l'on réduit la taille du bin, il est possible qu'il ne puisse plus ontenirertains artiles. Dans e as, on déduit diretement que le problème n'est pas réa-lisable. Plus généralement, e traitement permet de supprimer des artiles, surtoutsi l'on a appliqué au préalable un traitement sur la taille des artiles (des DFF,par exemple). En outre, ette méthode peut être atualisée au ours de la méthodearboresente.4.2.2 Cas partiulier du adreLe as partiulier que nous traitons ii onerne non plus un artile mais unensemble de quatre artiles qui ne peuvent être plaés qu'en forme de adre autour dubin (f. Figure 4.1). On s'intéresse à une instane (A,B) du problème de faisabilité,ave quatre artiles ai, aj, ak, et al de A tels que



4.2. PROCÉDURES DE RÉDUCTION 77
• hi + hk = H

• hj + hl = H

• wi + wl = W

• wj + wk = WProposition 4.1. Il existe une on�guration réalisable pour l'instane (A,B), si etseulement s'il existe une on�guration réalisable pour (A,B) telle que
• ai est plaé en (0, 0)

• al en (wi, 0)

• ak en (0, hi)

• aj en (wk, H − hj)

i

j
k

l

Figure 4.1 � Con�guration du adreLe traitement proposé est diretement déduit de la proposition. Si l'on trouveun tel quadruplet, on plae les artiles en adre autour du bin, e qui revient àsupprimer es artiles de A et réduire B en onséquene. La méthode obtenue est plusoûteuse que la préédente, mais elle est utile ar e as de �gure est partiulièrementdéfavorable aussi bien aux heuristiques qu'aux algorithmes énumératifs en raison deson aratère très ontraint. Il est à noter que omme pour les grands artiles, onpeut généraliser ette méthode lorsque les quatre artiles ne forment pas un adreparfait mais ne peuvent pas être plaés di�éremment.4.2.3 Un prétraitement pour le problème de déisionDans le Chapitre 2, nous proposons un prétraitement que nous notons v1. Ilrepose sur la onstatation suivante : si l'on peut ranger l'ensemble des artiles defaible hauteur au-dessus des artiles dont la hauteur est grande, alors e rangementest optimal. SoitD une instane de 2BP et un entier l, 1 ≤ l ≤ 1
2
H . Nous dé�nissons

Aht = {ai ∈ A : hi > H − l}, et As = {ai ∈ A : hi < l}. Nous notons m = |Aht|.Pour haque artile ai de Aht, un bin Bi de taille (H − hi, wi) est réé. Considérons
D′ = (As, {B1, . . . Bm}) le problème suivant : �Existe-t-il une on�guration réalisablepour As dans les bins B1, . . . Bm ?� .
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1 2 345 6 7 1 2 3

Figure 4.2 � Proédure v∗1Proposition 4.2. Si D′ a une solution réalisable alors la fontion
vl,H1 : [0,W ]× [0, H ]→ [0,W ]× [0, H ]

ai 7→





(wi, H) si hi > H − l

(0, 0) si hi < l

(wi, hi) sinonest une IFF pour D.Le traitement que nous proposons dans e as de �gure est le suivant : onaugmente la taille des grands artiles jusqu'à la valeur H et on supprime les petitsartiles. Les grands artiles ainsi obtenus peuvent être supprimés omme nous l'avonsexpliqué plus haut.Cependant, e traitement est ine�ae lorsqu'il existe un artile de faible hau-teur et trop large pour être positionné au-dessus d'un seul grand artile. On peutl'améliorer en exploitant le fait que tous les artiles doivent être plaés dans le mêmebin. Dans e as, un artile de faible hauteur mais de grande largeur peut être rangéau-dessus de plusieurs artiles hauts. Nous notons v∗1 le prétraitement obtenu. La�gure 4.2 illustre le fait que v∗1 peut réduire le problème alors que v1 ne le permetpas.Nous utilisons un algorithme glouton pour résoudre le problème de déisionspéi�é. Pour une valeur donnée de l, les ensembles Aht et As sont alulés. Lesartiles de Aht sont rangés dans le oin bas gauhe du bin par ordre déroissant detaille, puis nous essayons de ranger les petits artiles au-dessus d'eux en utilisant larègle bottom-left dereasing dérite dans le Chapitre 1.4.3 Bornes inférieuresDans le hapitre préédent, nous avons présenté de nouvelles évaluations pardéfaut pour 2BP . Elles s'appliquent aussi au problème de faisabilité : si la valeur dela borne inférieure dépasse un, alors il n'existe pas de solution pour l'instane onsi-dérée. Dans ette setion, nous montrons omment les bornes inférieures peuventêtre améliorées lorsqu'une on�guration partielle pour le problème est onnue.
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123 4 1' 2' 3' 1�2�3�

Figure 4.3 � Générer de nouvelles instanes pour améliorer les bornesConsidérons maintenant une étape d'une méthode énumérative où l'absisse desartiles est onnue. Les rangements d'artiles déjà e�etués ajoutent de l'informationqui permet d'améliorer les bornes inférieures et les proédures de rédution. Unemanière immédiate d'exploiter les plaements d'artiles est de véri�er que pourhaque artile non plaé, il existe une surfae vaante qui peut l'aueillir. Lanouvelle méthode que nous proposons repose sur une onsidération géométrique.Considérons le polygone ψ formé par l'ensemble A1 des artiles déjà plaés dans lebin. On peut remplaer les artiles de A1 par eux d'un autre ensemble A′
1 tel que lesartiles de A′

1 peuvent être rangés dans ψ de manière valide, on obtient la propriétésuivante :Proposition 4.3. S'il n'existe pas de on�guration réalisable pour A−A1+A
′
1 dans

B, alors il n'existe pas de on�guration réalisable pour A dans B telle que les artilesde A1 forment le polygone ψ.Démonstration. Si l'instane originale D admet une solution réalisable telle que A1est rangé de manière à e qu'il soit inlus dans le polygone ψ, une solution pourl'instane modi�ée D′ peut être alulée en rangeant les artiles de A′
1 de telle sortequ'ils soient inlus dans le même polygone. Les autres artiles sont rangés de lamême façon dans les deux on�gurations.On déoupe le polygone en un nouvel ensemble d'artiles en maximisant lahauteur des artiles générés, e qui produit une première instane. On obtient uneseonde instane en maximisant la largeur (Figure 4.3).La limite inhérente aux instanes réées préédemment réside dans la libertésupplémentaire que l'on laisse dans le plaement des artiles, e qui peut rendrele problème plus faile. Par exemple, si deux artiles superposés ont une largeurassez faible pour pouvoir être plaés �te à �te, une on�guration initialement nonréalisable peut le devenir. Pour éviter e as de �gure, nous opérons une deuxièmemodi�ation sur les artiles. On fore deux artiles posés l'un au-dessus de l'autre àrester dans ette on�guration après modi�ation. Pour ela, on ajoute à es artilesune longueur égale à elle du bin et on double la longueur du bin. Si les artilesplaés n'oupent pas toute la hauteur du bin, on peut ajouter un artile fatie(dummy item) de longueur W et de hauteur égale à l'espae vaant au-dessus des
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123 4 1' 2' 3' D

Figure 4.4 � Améliorer les nouvelles instanesartiles plaés (Figure 4.4). Le même traitement peut être e�etué sur la longueur.L'instane obtenue est noté D′′.Proposition 4.4. Si la nouvelle instane D′′ n'admet pas de solution réalisable, iln'y a pas de solution réalisable pour l'instane initiale D qui inlut la on�gurationourante.Démonstration. S'il y a une solution pour D qui inlut le rangement des artilesde A1 dans ψ, il existe une solution pour D′. Elle peut être alulée en rangeantles artiles modi�és dans la surfae ouverte par ψ et les autres artiles de manièresimilaire à la solution trouvée. Don, s'il y a une solution pour D qui inlut lerangement de A1 dans le polygone ψ alors il y a une on�guration réalisable possiblepour l'instane modi�ée.On peut à nouveau utiliser les prétraitements dérits dans la setion 4.2, ainsique nos bornes inférieures. Le nombre de grands artiles est augmenté, le problèmes'en retrouve ainsi onsidérablement réduit. De plus, le traitement v∗1 peut fournirde meilleurs résultats ar le nombre de petits artiles restants est plus faible.4.4 Méthodes exatesNous proposons dans ette setion deux nouvelles méthodes exates pour leproblème de faisabilité. Le premier algorithme est une amélioration de la méthodelassique de plaement des artiles dans le bin. Le deuxième repose sur une méthodeen deux étapes. Le prinipe est le suivant : dans un premier temps, on relâhe desontraintes du problème initial, puis dans un deuxième temps on énumère toutes lessolutions du problème obtenu. Pour haque solution trouvée, on teste à l'aide d'uneméthode exate si elle peut onduire à une solution du problème initial.Plusieurs méthodes de la littérature [40, 53℄ reposent sur la onstrution ité-rative d'une on�guration réalisable. Les on�gurations énumérées sont elles quirespetent la stratégie leftmost downward. Les positions dominantes pour haque
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1 2 3

4 1 2 3
4

0
79

3 5 8Figure 4.5 � La règle leftmost downwardartile ai sont elles pour lesquelles ai a son �té gauhe adjaent au bin, ou au �tédroit d'un autre artile, et son �té inférieur adjaent au bin ou à un autre artile.Dans la Figure 4.5, la on�guration gauhe est dominée par la on�guration droite.A haque étape, il existe une liste �nie de k positions et une liste de l items nonenore plaés. Il y a deux hoix à faire : elui de l'artile, et elui de sa position.Ces hoix onduisent à k × l �ls dans l'arbre de déision. Cette méthode génèreun très grand nombre de redondanes qui doivent être gérées si on veut obtenir unalgorithme e�ae. En e�et, une même on�guration peut être atteinte plusieurs foisdans l'arbre. Un exemple est donné dans la Figure 4.5 : la on�guration de droitepeut être obtenue en suivant deux ordres di�érents.
π1 = [(a1, (0, 0)), (a2, (3, 0)), (a3, (5, 0)), (a4, (0, 8))]

π2 = [(a1, (0, 0)), (a4, (0, 8)), (a2, (3, 0)), (a3, (5, 0))]Comme Martello et Vigo [53℄ ont publié les meilleurs résultats pour 2BP ensuivant e modèle, nous notons l'algorithme obtenu MV .4.4.1 Améliorer la méthode lassique : LMAONous proposons une amélioration de la méthode lassique qui évite un grandnombre de répétitions au ours de la pse. A haque n÷ud de l'arbre de reherhe,notre méthode génère au plus nk + 1 �ls, qui orrespondent au rangement dans uneposition unique des nk artiles restants, ainsi qu'à la possibilité de ne rien plaer àette position. Dans e dernier as, la oordonnée orrespondante ne sera plus jamaisutilisée.Nous dérivons maintenant notre méthode en détail. Nous dé�nissons le oneptde positions atives et inatives. Initialement, toutes les positions sont atives. Laposition ative la plus en bas à gauhe est notée c. A haque n÷ud de l'arbre dereherhe, l'algorithme teste la possibilité de ranger haque artile à la position
c. Dans e as, la possibilité de ne rien ranger à et endroit est aussi testée : onne reviendra plus jamais sur ette position. Cette position est dite inative. Nousdénommons la méthode obtenue LMAO (L'atif le plus en bas à gauhe uniquement).



82 CHAPITRE 4. LE PROBLÈME DE FAISABILITÉQuand un artile ai est rangé à la position c = (x, y), la surfae située à la gauhede ai est supprimée. En e�et, la possibilité de ranger un artile dans ette positionest énumérée dans une autre branhe de l'arbre. En pratique, un artile fatie estréé et ajouté à gauhe de ai : une nouvelle position ative est réée à la position
yi + hi. Lorsque et artile fatie est ajouté, la surfae totale des artiles peutdevenir supérieure à elle du bin et onduire à une oupe dans l'arbre de reherhe.Dé�nition 4.1. Un ordre LMAO est une séquene de hoix qui onduisent à unesolution en suivant l'algorithme LMAO. Il est omposé du hoix du prohain artile
ai à ranger dans la position dominante c : (ai, c) et du hoix de ne ranger auunartile dans la position dominante : c.La méthode LMAO a l'avantage de réduire le nombre d'ordres sur les artilesqui onduisent à la même solution. Cet ordre est unique pour une solution donnée :par exemple, la on�guration de la Figure 4.5 ne peut être atteinte que par l'ordrequi suit :

π = [(a1, (0, 0)), (a4, (0, 8)), (0, 9), (a2, (3, 0)), (3, 7), (a3, (5, 0))]Proposition 4.5. Pour une on�guration dominante P , il n'y a qu'un seul ordre
LMAO π qui mène à P .Démonstration. Soit π1, π2 deux ordres LMAO distints et k le premier indie pourlequel π1(k) 6= π2(k). Comme les deux on�gurations partielles obtenues avantl'étape k sont les mêmes, deux as sont possibles.1. π1(k) = (ai, c) et π2(k) = (aj , c), j 6= i. Dans e as, l'artile ai ne peut avoirla même position dans les deux on�gurations obtenues ar aj est positionnéà ette oordonnée si l'on suit l'ordre LMAO π2.2. π1(k) = c et π2(k) = (aj , c). Dans e as, la position c ne sera pas utiliséesuivant l'ordre π1 et l'artile aj ne peut don pas être plaé en position c.Les on�gurations obtenues ne peuvent pas être les mêmes.Théorème 4.1. LMAO est une méthode valide pour le problème de faisabilité.Démonstration. Nous montrons que pour toute on�guration P énumérée par MV ,il existe un ordre LMAO qui mène à P . Comme MV est valide, le théorème estdiretement démontré.Soit P une on�guration obtenue par MV . Nous allons onstruire π1 un nouvelordreMV à partir de P en séletionnant itérativement l'artile qui est rangé dans laposition la plus en bas à gauhe à l'étape ourante. π1 = [(a1, c1), (a2, c2), . . . , (an, cn)].A partir de π1, il est possible d'obtenir un ordre LMAO π2 qui mène à P . Pourhaque hoix (ai, ck) dans π1 fait aveMV , nous proposons une séquene équivalentede déisions pour LMAO.1. ck est le oin le plus en bas à gauhe. Le hoix LMAO onsiste aussi à rangerl'artile ai dans ette position.



4.4. MÉTHODES EXACTES 832. ck n'est pas la position la plus en bas à gauhe cl. Par onstrution de π1,il n'existe pas d'artile positionné en ck dansP . Le hoix LMAO onsiste àrendre inatif le oin bas gauhe ourant tant qu'il est di�érent de elui utiliséparMV . Quand une position est délarée inative, ela signi�e qu'elle n'est pasutilisée dans P , sans quoi elle serait égale à cl. Ainsi, après plusieurs itérations,omme les deux on�gurations ourantes sont les mêmes, la position ck estatteinte.
1i ii 1 2artile fatiei'

ii'Figure 4.6 � Méthode LMAOLa Figure 4.6 illustre les deux prinipes de LMAO. La situation gauhe apparaîtsi auun artile n'est plaé dans la position ative dominante i : 'est la position iiqui devient dominante. La situation droite apparaît si l'artile 2 est rangé en position
ii. Un artile fatie est inséré dans la surfae située à gauhe de l'artile 2. Unenouvelle position ative i′ est réée.

LMAO et MV énumèrent le même ensemble de on�gurations. Cependant, denombreuses redondanes sont évitées ar toute on�guration ne peut être atteinteque par un seul ordre LMAO. Quand une position c devient inative, nous plaçonsdiretement un artile fatie de hauteur 1 à la position c. En e�et, omme la tailledes artiles est entière, quel que soit l'artile qui va entrer en intersetion ave c, lasurfae perdue sera au moins de hauteur 1.4.4.2 Algorithme en deux phases : TSBPL'objetif de notre approhe est d'agréger dans un premier temps un grandnombre de on�gurations a�n de montrer qu'un ensemble omplet de on�gura-tions ne sont pas réalisables. A ette �n, nous proposons une méthode en deuxphases omposée de deux pse. La pse extérieure détermine les absisses des artiles.Les ontraintes liées aux ordonnées des artiles sont levées (i.e. plusieurs bandeshorizontales d'un même artile peuvent ne pas être ontiguës). Pour haque solutiontrouvée dans la première étape, une pse intérieure est lanée. Cette nouvelle mé-thode détermine les ordonnées des artiles en respetant les absisses déterminéespréédemment. Chaque on�guration de la pse extérieure orrespond à un ensemblede on�gurations pour 2BP . Ainsi, lorsqu'une oupe est réalisée dans l'arbre de
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34
Figure 4.7 � PSE extérieurereherhe, un grand nombre de on�gurations non réalisables ne sont pas énumérées.Nous notons la méthode obtenue TSBP (Proédure de séparation en deux étapes).Nous dérivons maintenant préisément les deux étapes de l'algorithme.La pse extérieure détermine les absisses des artiles de la gauhe vers la droite.Durant ette étape, les ontraintes liées à la hauteur des artiles ne sont pas prisesen ompte. Plusieurs bandes horizontales d'un même artile peuvent être plaéesà des ordonnées non ontiguës. Plusieurs ontraintes sont onservées : la hauteurtotale des artiles rangés à une absisse donnée doit être inférieure à la hauteur Hdu bin, et les bandes horizontales d'un même artile doivent être rangées à la mêmeabsisse (f. Figure 4.7).Pour haque absisse x < W , nous notons K(x) la hauteur des bandes hori-zontales plaées à ette position. Ces bandes orrespondent à des artiles plaés enposition x, ou en position xi < x, xi + wi > x.Avant la première étape, auun artile n'est rangé dans le bin. K(x) = 0 pourtout x. Lorsqu'un artile ai est rangé à l'absisse 0, la valeur K(x) est mise à jourpour x = 0, . . . , wi − 1 (K(x)← K(x) + hi).A une étape donnée de la pse, l'algorithme énumère tous les ensembles aj d'ar-tiles qui peuvent être plaés à l'absisse ourante x. La valeur x est la plus petitepour laquelle K(x) < H . L'ensemble Ak doit respeter la ontrainte suivante :∑

ai∈Ak
hi ≤ H −K(x). Par onstrution, les K(x) sont déroissantes, la ontrainteest don satisfaite pour toutes les absisses supérieures à x. Si pour une absissedonnée x, nous avons K(x) < H après avoir séletionné aj , un artile fatie detaille (1, H −K(x)) est réé de telle manière que K(x) = H .En pratique, toutes les valeurs de K(x) ne sont pas intéressantes. Les seulesabsisses testées sont elles qui orrespondent à un hangement dans l'ensembledes artiles présents (une absisse x est intéressante s'il existe un artile ai tel que

x = xi+wi). Lorsqu'un artile fatie est ajouté, sa longueur est égale à la di�éreneentre la position ourante et la première oordonnée dominante.Dans la Figure 4.7, l'absisse ourante est 6. La première surfae hahurée estun artile fatie qui a été ajouté pour remplir la on�guration entre l'absisse 0 etl'absisse 3. Un tel artile n'est pas néessaire entre la position 3 et la position 4 arla somme des hauteurs des artiles présents pour ette position est égale à elle du



4.5. RÉPÉTITIONS DANS L'ARBRE EXTÉRIEUR 85bin. La représentation hoisie est arbitraire : l'artile 1 n'est plaé ni au-dessus, niau-dessous de l'artile 2. Si à une étape donnée de l'algorithme un artile dépassel'extrémité droite du bin, ou si la surfae totale des artiles (artiles faties ompris)dépasse elle du bin, l'exploration de la branhe ourante est stoppée.A haque feuille de l'arbre de reherhe, haque artile a une absisse �xe. La listedes absisses obtenues orrespond à un ensemble de on�gurations, réalisables ounon. Une méthode est lanée pour déterminer s'il existe une on�guration réalisablesous les ontraintes ajoutées durant la pse extérieure.Lemme 4.1. La pse extérieure énumère toutes les on�gurations réalisables duproblème relâhé.Démonstration. Une on�guration réalisable pour le problème relâhé est assoiéeà une liste d'artiles rangés pour haque absisse. A haque étape de l'algorithme,toutes les possibilités sont testées pour l'ensemble aj des artiles à ranger à l'absisseourante x. Par onséquent, toute les on�gurations réalisables sont énumérées parl'algorithme.Théorème 4.2. Si la méthode employée pour la phase intérieure est valide, TSBPest valide.Démonstration. Supposons qu'une solution s est trouvée en utilisant uniquement laméthode intérieure. Si s est réalisable pour 2BP , alors les absisses orrespondantessont valides pour le problème relâhé. D'après le Lemme 4.1, la on�guration orres-pondante est énumérée par la pse extérieure et la méthode intérieure est lanée.Pour la pse intérieure, nous utilisons la méthode LMAO. Elle est modi�ée demanière à ne rendre andidats au plaement à la position (x, y) que les artiles dontl'absisse est �xée à x dans l'étape préédente.4.5 Répétitions dans l'arbre extérieurDe par la séparation utilisée, la méthode en deux phases évite de nombreusesredondanes, mais des méthodes peuvent être appliquées pour en réduire enore lenombre. Pour la méthode lassique MV , Sheithauer [55℄ énumère plusieurs lassesde redondanes et propose des méthodes pour éviter es répétitions. Pour la pseextérieure de TSBP , déteter les redondanes est plus di�ile. Nous proposonsdon des relations de dominane pour nos on�gurations partielles. Deux prinipalesredondanes peuvent être évitées dans la reherhe arboresente : une équivalenede blos et une pseudo-symétrie. Dans les deux as, nous proposons une lasse deon�gurations dominantes qui seront e�etivement énumérées durant la pse.4.5.1 Equivalene de bloNous onsidérons le as où une on�guration est omposée de deux blos indé-pendants.
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Figure 4.8 � Equivalene de blos dans TSBPDé�nition 4.2. Une on�guration pour l'ensemble d'artiles A est dite omposéede deux blos indépendants s'il existe deux ensembles A1 et A2, A = A1 ∪ A2, telsqu'auune partie d'un élément de A1 n'a la même absisse qu'un élément de A2.Pour deux blos donnés A1 et A2, il su�t de véri�er la relation suivante.
∃A1, A2 tels que A1 ∪A2 = A, ∀ai ∈ A1, ∀aj ∈ A2, xi + wi ≤ xj ou xj + wj ≤ xiLa Figure 4.8 illustre l'équivalene entre deux on�gurations omposées parles mêmes blos. Dans e as, les deux blos sont indépendants : éhanger leurposition onduit à une on�guration équivalente. Nous n'énumérons qu'une seuledes deux on�gurations. Pour ette raison, nous séletionnons a priori un artile

a∗. Si et artile est dans le blo de gauhe, l'énumération ontinue. Dans le asontraire, l'exploration du sous-arbre ourant est stoppée. Cette proposition peutêtre généralisée si une on�guration est omposée de plus de deux blos. Dans e as,une autre méthode doit être utilisée pour éviter d'explorer des solution équivalentes.A�n de hoisir une on�guration parmi deux on�gurations équivalentes, nousintroduisons une règle de dominane lexiographique.Dé�nition 4.3. Soit ai et aj deux artiles. lbl(ai) ≻ lbl(aj) si et seulement si unedes propriétés suivantes est valide.1. hi > hj2. hi = hj et wi > wjDé�nition 4.4. Soit P1 et P2 deux blos omposés respetivement des ensembles A1et A2. Soit alk le lieme élément de Ak. Sans perte de généralité, nous supposons queles Al
k sont triés par ordre déroissant de labels. lbl(A1) ≻ lbl(A2) si et seulement si1. ak1 = ak2 pour k = 1, . . . , |A1| et |A1| > |A2|2. il existe k tel que lbl(ak1) ≻ lbl(ak2) et pas de m < k tel que lbl(am2 ) ≻ lbl(ak1).Notez bien qu'ave ette dé�nition, lbl(Ak) ≻ lbl(∅) pour tout Ak.Proposition 4.6. Soit (A,B) un problème de faisabilité, et P une on�gurationomposée de deux (ou plus) blos indépendants P1, P2, . . . , Pl. Si P est réalisablealors il existe une on�guration réalisable équivalente P ′ omposée des mêmes blostriés par ordre déroissant de labels lbl(Pk).



4.5. RÉPÉTITIONS DANS L'ARBRE EXTÉRIEUR 87Démonstration. Immédiat.Si deux blos onséutifs ne sont pas triés par ordre déroissant de labels, lesous-arbre ourant est élagué. Une méthode simple pour s'assurer que les blos sontrangés par ordre déroissant de label à la �n d'un blo P1 est de véri�er qu'il n'existepas d'artile non rangé ai tel que lbl(ai) ≻ lbl(aj) pour tous les artiles aj de P1.Pour la on�guration gauhe de la Figure 4.8, dès que les absisses de 1, 2 et 3 sontséletionnées, l'énumération s'arrête. En e�et, 4 étant le plus grand artile, les blossuivants ne pourront pas être rangés par ordre déroissant de lbl(Pk).4.5.2 Pseudo-symétrieDans la méthode lassique, si deux on�gurations sont symétriques par rapportà l'axe des y, une seule est énumérée. Si ette on�guration ne respete pas la règleleftmost downward, elle n'est pas énumérée non plus.Dans la pse extérieure, il n'existe pas réellement de symétrie axiale, ar lesordonnées ne sont pas �xes. Une manière d'éviter l'exploration de on�gurationssymétriques est de séletionner deux artiles a∗1 et a∗2 avant l'énumération, et den'explorer que les solutions où x∗1 ≤ x∗2. Si a∗2 est rangé avant a∗1, une oupe estréalisée. Comme nous nous intéressons à une pseudo-symétrie, un problème peutintervenir. Supposons que deux on�gurations pseudo-symétriques soient telles que
x∗1 > x∗2. Cela peut arriver à ause de la translation qui est appliquée après lasymétrie. Dans e as, auune des deux on�gurations n'est énumérée. Nous devonsdon nous assurer que e as ne peut pas arriver. La méthode n'est appliquée quesi h∗1 + h∗2 > H . En e�et, si les artiles sont translatés, leurs positions respetives nepeuvent être modi�ées sans intersetion des deux artiles.Proposition 4.7. Soit (A,B) un problème de réalisabilité et a∗1, a∗2 deux artiles de
A, h∗1 + h∗2 > H . S'il existe une on�guration réalisable dominante pour A dans B,il existe une on�guration réalisable dominante pour A dans B telle que x∗1 ≤ x∗2.Démonstration. Supposons qu'il existe une on�guration réalisable P pour A dans
B. Si x∗1 ≤ x∗2, la proposition est vraie. Si x∗1 > x∗2, une on�guration P ′ (éventuel-lement dominée) peut être obtenue en appliquant une symétrie axiale à P . Dans
P ′, on a x∗1 < x∗2. La on�guration dominante orrespondante P ′′ peut être obtenueen translatant les artiles vers la gauhe, puis vers le bas. Comme h∗1 + h∗2 > H , latranslation ne peut pas hanger la position relative de a∗1 et a∗2. Don P ′′ est uneon�guration réalisable et dominante telle que x∗1 ≤ x∗2.Notez bien que si a∗1 et a∗2 ne sont pas hoisis tels que lbl(a∗2) ≻ lbl(a∗1), etteméthode peut être utilisée de onert ave la méthode de gestion des redondanesde blos. De plus, la pseudo-symétrie peut aussi apparaître au sein d'un même blo.Dans e as, une proédure légèrement di�érente peut être appliquée. Les artiles deréférene ai et aj sont les deux artiles de plus haut label lexiographique du blo.La on�guration retenue est elle où xi ≤ xj .
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Figure 4.9 � Pseudo-symétrie dans TSBP4.6 Résultats expérimentauxIl existe de nombreuses instanes dans la littérature qui permettent de tester lesméthodes de déoupe dans un retangle unique. En règle générale, elles sont obtenuesen partant d'un retangle omplet qui est réursivement déoupé a�n d'obtenir unensemble de retangles. On modi�e alors un ou plusieurs retangles lorsque l'onherhe à obtenir des instanes non réalisables. Nous proposons ii de nouveauxjeux d'essai dédiés à e problème. Certains n'ont pas de solution réalisable. Ces jeuxde données sont générés dans des bins de taille (20, 20) selon deux ritères : le nombred'artiles n et la di�érene relative ε entre la surfae du bin et la surfae totale desartiles. Par exemple, lorsque ε vaut 4, les artiles oupent 96% de la surfae dubin. Les instanes onservées sont elles pour lesquelles nos méthodes approhéesne permettent pas de déterminer si elles sont réalisables ou non. La olonne réal.indique si l'instane est réalisable (F ), ou non réalisable (N).Les résultats obtenus montrent que TSBP est beauoup plus e�ae que laméthode de Martello et Vigo [53℄ et est ompétitive par rapport à la méthode deFekete et Shepers [30℄. Elle méthode permet de résoudre ertains problèmes qui nele sont pas par les deux autres méthodes. Nous avons étudié l'e�aité de TSBPpour un grand nombre d'instanes générées aléatoirement suivant deux paramètres :le nombre d'artiles et la surfae totale des artiles. Nous avons aussi testé nosproédures de rédution, les méthodes de gestion des redondanes, et nos bornesinférieures intégrées dans le proessus énumératif. Les deux premières méthodesréduisent le temps de alul, mais les bornes inférieures peuvent parfois se révélertrop oûteuse pour être e�aes. Tous les programmes ont été implantés en C surun PC (Pentium IV 2,6 GHz). Pour haque instane de problème, la limite de tempsest �xée à 15 minutes.4.6.1 Résultats obtenus par les méthodes énumérativesLe rapport entre la surfae du bin et la surfae totale des artiles est un paramètreimportant pour la di�ulté de l'instane. Nous notons e paramètre ε,∑ai∈A

wihi =
(1− ε

100
)WH . Si les artiles ouvrent totalement la surfae du bin, une on�gurationnon réalisable pourra être détetée plus rapidement à l'aide des bornes inférieures,



4.6. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 89alors que si les artiles ont une faible surfae, une heuristique trouvera plus failementune solution.A�n de omparer l'e�aité de nos méthodes ave elle de Martello et Vigo etFekete et Shepers, nous avons généré un ensemble d'instanes di�iles ave desbins de taille (20, 20). La di�ulté d'une instane est déterminée par le paramètre
ε et le nombre d'artiles n. Nous analysons dans la suite de e hapitre l'impat dees paramètres sur la di�ulté de l'instane. Nos bornes inférieures permettent dedéteter un très grand nombre de on�gurations non réalisables. Nous n'avons gardéque les instanes qui ne sont pas fermées diretement à l'aide des bornes inférieures.Pour haque instane, nous rapportons les résultats pour les trois méthodes :
MV pour la méthode de Martello et Vigo, LMAO et TSBP pour les méthodesexates présentées dans e hapitre (Tableau 4.1). Pour ette omparaison, les pro-édures de rédution sont lanées à la raine de l'énumération. En revanhe, auuneméthode d'optimisation n'est lanée en ours de reherhe. Pour haque instane,nous préisons sa faisabilité si elle est onnue (F et N , respetivement faisable etinfaisable). Le symbole − signi�e que la méthode n'a pas été apable de déterminerla faisabilité de l'instane dans les 15 minutes autorisées.

TSBP est beauoup plus e�ae que les autres méthodes, en partiulier pour lesinstanes non réalisables. En pratique, la pse extérieure est rarement lanée. Pourdeux instanes réalisables, LMAO est meilleure que TSBP (pour es instanes,une solution est trouvée dans les premières branhes explorées de l'arbre). Celas'explique par le fait que la méthode en deux temps doit laner deux pse au lieud'une seule. Pour les instanes réalisables plus di�iles, TSBP est plus e�ae. Lesrésultats indiquent que pour être e�ae, la méthode lassiqueMV doit absolumentêtre améliorée à l'aide de proédures de rédution des redondanes. L'intérêt de etteomparaison est de montrer que pour LMAO et TSBP , de nombreuses redondanessont évitées du fait même de la séparation.4.6.2 Améliorer TSBPComme nous ne �xons que les absisses dans la première étape de TSBP ,le nombre de n÷uds développés peut être di�érent si le role des absisses et desordonnées est éhangé. Cette opération orrespond à la rotation du problème d'unangle de π
2
. L'instane obtenue est réalisable si et seulement si l'instane initialel'était. Le problème onsiste à déterminer quelle orientation va minimiser le temps dealul. Nous utilisons la méthode suivante : pour les deux orientations du problème,nous alulons le nombre de n÷uds générés dans le premier niveau de l'arbre. Cettevaleur est égale au nombre d'ensembles aj qui peuvent être rangés à l'absisse 0.Cette règle n'est pas optimale, mais dans la plupart des as, elle permet de trouverla meilleure orientation. En résumé, MV et LMAO s'attaquent au problème initial,tandis que TSBP résout dans plusieurs as le problème obtenu après rotation duproblème initial. Le temps néessaire à la déision est inlus dans le temps de alulde TSBP .Notre méthode peut ne pas fontionner e�aement lorsqu'il y a un sous-ensemblenon réalisable de petite taille. Nous appliquons don la méthode suivante : nousrésolvons l'instane assoiée aux plus grands artiles, et nous ajoutons les artiles



90 CHAPITRE 4. LE PROBLÈME DE FAISABILITÉInstane N÷uds Temps CPU
ε n feas. MV LMAO TSBP MV LMAO TSBP00 10 N 498940 914 386 6 0 000 15 N 44108432 6972444 45016 - 87 000 23 N 56882064 67408024 40569046 - - 25400 23 X 42608212 68155560 154997737 - - -02 17 F 52758236 71765888 1706527 - - 802 20 F 43113104 58100032 70690 - - 002 22 F 1736591 58108864 108 28 - 002 20 N 53653556 73548088 171891273 - - -03 10 N 4389743 198654 17122 55 2 003 15 N 54482588 79027208 22580963 - - 9003 16 N 46469712 68238856 24091255 - - 10603 17 N 41706968 73210184 147246675 - - 72003 18 N 43368960 5001083 2621993 - 67 1204 15 F 48638400 66949008 4249 - - 004 17 F 65952336 29908064 15937 - 377 004 19 F 57670816 5423174 25300 - 58 004 20 F 58401756 33 195 - 0 004 15 N 54766908 71919648 3340753 - - 1204 17 N 62933956 77090992 80888040 - - 37904 18 N 61351128 71299008 76571868 - - 36405 15 F 68788024 49042968 82098 - 523 005 18 F 59957500 73878872 4249532 - - 2905 20 F 23184128 68833 24836 254 1 005 15 N 63948032 84383344 13465274 - - 5005 17 N 51738224 78107640 44862814 - - 20905 15 X 63457040 80207048 211846864 - - -07 15 F 65526928 20388888 822 - 219 007 10 N 5377856 424144 83795 63 3 007 15 N 57912524 83727840 12420952 - - 5307 15 X 60273792 79483544 221997738 - - -08 15 F 67319104 21165528 50689 - 218 008 15 N 60148728 91504040 38186062 - - 14810 10 N 16777620 741677 27644 200 6 010 15 N 68136960 92775504 29091982 - - 10410 15 X 54992568 77875552 259205325 - - -13 10 N 37400760 2606968 164016 411 22 013 15 N 87402296 4595959 451458 - 35 113 15 N 44129192 86488752 259296268 - - -15 10 N 84001872 7191894 110200 - 59 015 15 N 70194208 88272600 6287316 - - 2220 15 F 41817 263837 81 1 3 020 15 X 50799084 72909992 7781 - - 0Tableau 4.1 � Comparaison entre les trois méthodes énumératives



4.6. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 91un par un tant que l'instane obtenue est réalisable. Dans de nombreux as, desensembles de petite taille sont su�sants pour que l'instane ne soit pas réalisable.L'inonvénient de ette méthode est qu'elle augmente le temps de alul pour lesinstanes réalisables. Pour haque instane, nous lançons ette méthode durant 60seondes avant de herher à résoudre le problème omplet.4.6.3 Analyse des jeux d'essaiNous avons généré aléatoirement des jeux d'essai suivant le paramètre ε. Dansun premier temps, des valeurs dont la somme est égale à (1 − ε
100

)WH sont tiréesaléatoirement. Ces valeurs sont les surfaes des artiles que l'on va onstruire dansun deuxième temps. On fatorise es valeurs pour obtenir la hauteur et la longueurde haque artile.Le Tableau 4.2, la Figure 4.10 et la Figure 4.11 illustrent le fait que la valeur de εin�ue sur la di�ulté de l'instane. Pour ε = 0%, auune instane réalisable n'a étégénérée, tandis que pour ε = 50% et ε = 75%, auune instane non réalisable n'a étégénérée. Ces as apparaissent dans le Tableau 4.2 omme n.s.i (pas d'instane de etype). Pour haque instane, le bin est de taille (20, 20) (surfae : 400) et le nombred'artiles n est égal à 15. Pour haque valeur de ε, nous rapportons le nombre den÷uds développés en moyenne a�n de déterminer la solution pour les 50 premièresinstanes générées. La méthode utilisée est TSBP après proédure de rédution etbornes inférieures. Auune méthode d'optimisation n'est utilisée au ours de TSBP .Non réalisable Réalisable Réalisabilité
ε nodes CPU time nodes CPU time N F X0 20102.34 0.22 n.s.i. n.s.i 50 0 01% 448220.88 8.29 14104.00 0.00 49 1 02% 1782186.38 37.08 378055.94 7.08 37 13 03% 3310969.25 69.79 1929031.00 38.64 28 22 04% 7156912.00 147.28 865186.56 16.04 25 24 15% 4581232.00 96.27 1352387.50 25.42 11 38 17,5% 2192336.50 38.33 2566824.25 43.70 9 37 410% 0.00 0.00 503232.06 4.66 7 41 212,5% 0.00 0.00 62060.40 0.62 3 45 225% 0.00 0.00 216222.69 1.51 3 47 050% n.s.i n.s.i. 218606.52 1.41 0 49 175% n.s.i n.s.i. 580315.25 3.60 0 50 0Tableau 4.2 � Di�ulté des instanes pour n = 15 ave di�érentes valeurs de εLes instanes les plus di�iles sont générées pour ε = 3% ou ε = 5% pourles on�gurations non réalisables. Pour les on�gurations réalisables, les résultatssont moins nets, mais les instanes les plus di�iles orrespondent à des valeursde ε omprises entre 3% et 7.5%. Quand ε = 0, les bornes inférieures fontionnentextrêmement bien, et peu de pses sont réellement lanées. Il apparaît aussi quemalgré un temps de alul moyen inférieur pour les valeurs prohes de 10%, le
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Figure 4.10 � Di�ulté des instanes réalisables pour n = 15
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Figure 4.11 � Di�ulté des instanes non réalisables pour n = 15nombre d'instanes non résolues est plus grand. Pour de grandes valeurs de ε, leproblème devient faile.
4.6.4 Optimisation de la méthodeNous avons testé plusieurs tehniques pour réduire le temps de alul de laméthode exate : les proédures de rédution dérites dans la Setion 4.2 (rp), lesméthodes pour éviter les redondanes (rh), et nos bornes inférieures (lb). Lorsqueles méthodes pour tester les redondanes sont lanées, on véri�e aussi si haqueartile restant peu être rangé dans les surfaes restantes. Les résultats de es ex-périmentations sont résumés dans le Tableau 4.3. Les proédures de rédution sontutilisées à la raine en guise de prétraitement, et inluses dans les bornes inférieures.Lorsqu'une instane est modi�ée à l'aide d'une (D)DFF, les proédures de rédutionsont appliquées à l'instane obtenue.Le temps de alul est largement réduit pour plusieurs jeux d'essai. Les proé-dures de gestion des redondanes dans l'arbre de reherhe réduisent le nombre den÷uds énumérés pour un oût algorithmique faible, et réduisent don le temps dealul pour la plupart des instanes. Le gain peut être très important pour ertainesinstanes. Les bornes inférieures sont utiles pour réduire le nombre de n÷uds, maisleur oût algorithmique peut se révéler important. Elles peuvent don augmenter letemps néessaire pour trouver une solution. Toutefois, le temps de alul peut êtreréduit pour plusieurs instanes, e qui justi�e l'usage de es bornes.



4.6. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 93Instane N÷uds Temps CPU
ε n feas. init rp rp+rh rp+rh+lb init rp rp+rh rp+rh+lb00 10 N 1 1 1 1 0 0 0 000 15 N 273008 181697 110943 96920 0 1 1 200 23 N - 39240877 9342562 5968406 - 258 66 8600 23 N - - 13383832 9057985 - - 118 28902 17 F 2969891 1814574 1171696 784796 23 9 6 1202 20 F 608735 609161 487753 487230 10 14 12 1202 22 F 175426 175426 175380 174943 1 4 4 402 20 N 1106 1 1 1 0 1 1 103 10 N 3100 3100 1222 417 0 0 0 003 15 N 5119 5119 4169 3707 0 1 1 103 16 N 4251766 4251766 1771831 1592400 15 17 9 3203 17 N 242635 508053 343290 313007 0 3 2 403 18 F 3467378 3418946 2719210 2605815 16 18 17 2204 15 F 8178 9053 6698 3949 0 1 1 104 17 F 2328156 2328156 2103026 1942682 24 27 25 2604 19 F 2114390 2114390 1465752 1075159 8 11 8 704 20 F 6673 6673 6163 5876 0 3 3 304 15 N 63207 63207 43256 42844 0 1 1 104 17 N 13889 1 1 1 0 1 1 104 18 N - 7315303 1689391 434824 - 36 11 705 15 F 503436 503436 382690 334434 2 3 2 305 18 F 62890632 62804148 40122815 20245458 300 293 220 12605 20 F 39429 39429 39429 39387 0 2 2 205 15 N 61379 1 1 1 0 0 0 005 17 N 5393 2158 1429 993 0 1 1 105 15 N 158 1 1 1 0 0 0 007 15 F 232534 232464 129878 90219 0 1 1 107 10 N 5363 5206 1903 1758 0 0 0 007 15 N 1 1 1 1 0 0 0 007 15 N 1180 1180 677 651 0 1 1 108 15 F 32853635 32901221 27666296 22658934 130 128 130 11708 15 N 303 414 267 261 0 1 1 110 10 N 153 1 1 1 0 0 0 010 15 N 1085 1 1 1 0 0 0 010 15 N 33545 33545 17618 17603 0 1 1 113 10 N 3846 3846 1889 1468 0 0 0 013 15 N 4233 93 91 91 0 0 0 013 15 N 262 1 1 1 0 0 0 015 10 N 621 621 331 331 0 0 0 015 15 N 4293 3396 1117 1117 0 0 0 020 15 F 867 747 747 747 0 1 1 120 15 F 4607934 4355764 4355764 4355492 34 34 36 44Tableau 4.3 � Elaguer l'arbre de reherhe



94 CHAPITRE 4. LE PROBLÈME DE FAISABILITÉ4.6.5 Comparaison ave la méthode de Fekete et ShepersDans le Tableau 4.4, nous omparons nos résultats ave eux obtenus ave laméthode de Fekete et Shepers [30℄ 2. Les deux méthodes se révèlent tout à faitomplémentaires : elles se omportent en e�et di�éremment en fontion du typede l'instane. La méthode utilisant le modèle de théorie des graphes est tenue enéhe dans les 15 minutes aordées pour trois instanes. Auun résultat n'a ététrouvé après une heure pour ε = 0 et n = 23, et 1200 seonds ont été néessairespour trouver une solution pour ε = 2, n = 20. Toutefois, la méthode de Fekete etShepers onserve un grand intérêt, puisqu'elle est meilleure pour plusieurs instanes(ε = 7, n = 15 et ε = 13, n = 15, par exemple). Le temps de alul en haque n÷udest très grand, mais la taille de l'arboresene est plus faible dans de nombreuxas. Il apparait que le modèle utilisant la théorie des graphes se omporte bienlorsqu'un sous-ensemble d'artiles de petite taille est su�sant pour que l'instane nesoit pas réalisable. Cela s'explique par le fait que la séparation de Fekete et Shepersonsidère des ouples d'artiles et peut ainsi onentrer la reherhe sur les artilesles plus ontraints, alors que notre méthode doit traiter tous les artiles, même lesplus petits. Dans les as où tous les artiles sont néessaires pour rendre l'instanenon réalisable (n = 23 par exemple) notre modèle est très ompétitif.4.7 ConlusionDans e hapitre, nous avons montré omment les bornes et les méthodes derédution proposées dans le Chapitre 2 pouvaient être adaptées au problème defaisabilité. La ontribution prinipale de e hapitre est une nouvelle méthode exateen deux phases pour e problème. Les résultats obtenus par notre méthode sur desinstanes générées aléatoirement montrent l'intérêt de notre approhe. En pratique,ette méthode permet de réduire onsidérablement le nombre de n÷uds visités enomparaison des méthodes lassiques de plaement d'artiles et se révèle ompétitivepar rapport à elle de Fekete et Shepers. Des méthodes pour réduire le temps dealul sont disutées : la gestion des redondanes est très e�ae, mais l'utilisationdes bornes inférieures peut parfois se révéler trop oûteuse.

2. Ces résultats ont été envoyés par J. Van der Ween et S. Fekete. Ils ont été obtenus par leurssoins à l'aide d'un PC équipé d'un proesseur Pentium IV 3 Ghz.



4.7. CONCLUSION 95Instane N÷uds Temps CPU
ε n feas. Graphe TSBP Graphe TSBP00 10 N 1 1 0 000 15 N 127 96920 0 200 23 N - 5968406 - 8600 23 N - 9057985 - 28902 17 F 28631 784796 7 1202 20 F - 487230 - 1202 22 F 190617 174943 167 402 20 N 1 1 0 103 10 N 1 417 0 003 15 N 13 3707 0 103 16 N 9891 1592400 2 3203 17 N 431 313007 0 403 18 F 574 2605815 0 2204 15 F 933 3949 0 104 17 F 20270 1942682 13 2604 19 F 786057 1075159 560 704 20 F 22796 5876 22 304 15 N 35 42844 0 104 17 N 1 1 0 104 18 N 24593 434824 10 705 15 F 1410 334434 0 305 18 F 262 20245458 0 12605 20 F 547708 39387 491 205 15 N 1 1 0 005 17 N 1 993 0 105 15 N 18369 1 2 007 15 F 92 90219 0 107 10 N 17 1758 0 007 15 N 1 1 0 007 15 N 61 651 0 108 15 F 433 22658934 0 11708 15 N 1 261 0 110 10 N 5 1 0 010 15 N 77 1 0 010 15 N 7 17603 0 113 10 N 17 1468 0 013 15 N 1 91 0 013 15 N 1 1 0 015 10 N 25 331 0 015 15 N 1 1117 0 020 15 F 325 747 0 120 15 F 36 4355492 0 44Tableau 4.4 � Comparaison ave la méthode de Fekete et Shepers





Chapitre 5Méthode exate pour 2BP

5.1 IntrodutionDans les hapitres préédents, nous avons proposé des prétraitements, des bornesinférieures et une méthode exate pour le problème de faisabilité. Nous intégronstoute es méthodes dans un algorithme exat pour 2BP 1. Il repose sur la dé-omposition itérative de l'ensemble des artiles en deux sous-ensembles disjoints.Lorsqu'une bipartition est alulée, on herhe à résoudre les deux problèmes 2BPassoiés. Dans de nombreux as, les bornes inférieure et supérieure permettent derésoudre es problèmes. Pour une meilleure e�aité, l'initialisation des deux en-sembles d'artiles est importante. Nous proposons inq manières d'initialiser les deuxsous-ensembles, qui orrespondent haune à une propriété possible de l'ensembledes artiles. Nous introduisons aussi une façon d'appliquer nos bornes inférieures àune solution partielle. L'idée prinipale est d'appliquer des bornes di�érentes sur lesdeux sous-ensembles. La prise en ompte des artiles qui ne sont pas enore a�etésà un sous-ensemble onstitue le prinipal apport de la méthode. Nos algorithmessont testés à l'aide des jeux d'essai lassiques de la littérature [5, 53℄.Dans la Setion 5.2, nous dérivons notre nouvelle méthode exate. La Setion 5.3est onsarée aux bornes inférieures, et nos résultats expérimentaux sont présentésdans la Setion 5.4.5.2 Une nouvelles méthode exate pour 2BPLa méthode employée par Martello et Vigo [53℄ est dérite dans le Chapitre1. Elle onsidére les artiles par ordre déroissant de surfaes. A haque étape
i, l'a�etation de l'artile ai à un bin ontenant déjà des artiles est testé, ainsique la possibilité d'ouvrir un nouveau bin. Cette méthode onstruit des solutionsrapidement lorsqu'elles sont simples. Néanmoins, elle ne permet pas un usage intensifdes bornes inférieures, et elle génère un grand nombre de problèmes de faisabilité.5.2.1 Déomposition du problèmeLa méthode de résolution que nous utilisons pour 2BP est une reherhe dihoto-mique de la valeur d'une solution optimale. En pratique, les bornes sont prohes, et1. Le travail présenté dans e hapitre orrespond à l'artile [21℄. Il a aussi été présenté enongrès [20℄. 97



98 CHAPITRE 5. MÉTHODE EXACTE POUR 2BPun ou deux tests sont souvent su�sants. Le ÷ur de l'algorithme est la méthode qui,pour un z donné, détermine s'il existe une solution qui utilise z bins pour l'instaneonsidérée. Dans la suite, z fera toujours référene à ette valeur. L'idée onsiste àaluler plusieurs bipartitions de l'ensemble A des artiles, et à résoudre les deuxsous-problèmes générés. Soient (A1, A2) une partition de A. La validité de notreméthode repose sur la proposition suivante.Proposition 5.1. Si pour deux entiers z1 et z2 tels que z1 + z2 = z, il n'existe pasde partition (A1, A2) de A telle que OPT (A1) = z1 et OPT (A2) = z2, il n'y a pasde solution pour A qui utilise z bins.A haque étape de l'énumération (f. Algorithme 2), on dispose de deux sous-ensembles A1 et A2, et d'un ensemble A3 d'artiles non-a�etés. La méthode onsisteà déterminer, pour haque artile de A3, s'il est a�eté à l'ensemble A1 ou à l'en-semble A2. Quand une partition est alulée, une solution pour haque sous-problèmeest herhée heuristiquement, ou de manière exate si néessaire.Pour que la méthode soit la plus e�ae possible, il onvient d'initialiser les deuxsous-ensembles A1 et A2 de telle manière que leur ardinalité soit la plus grande pos-sible. Il faut pour ela déteter des sous-ensembles d'artiles qui ne peuvent pas êtrea�etés au même bin. De plus, si l'on veut onnaître la valeur z1, il faut déterminerle nombre de bins néessaires pour ranger les artiles de A1. Dans le pire des as, A1est initialisé ave un unique artile, et A2 ave l'ensemble vide. Dans e as, on �xe
z1 = 1, et la méthode obtenue équivaut à tester l'a�etation de haque artile dans lepremier bin. Soit z1 le nombre de bins néessaires pour ranger les artiles de A1 et z2le nombre de bins néessaires pour ranger les artiles de A2. Si z1 = 1 ou z2 = 1, notreméthode dédiée au problème de faisabilité est utilisée. Dans le as ontraire, notrealgorithme de résolution de 2BP est réursivement lané sur les nouveaux problèmesgénérés. L'exploration d'un n÷ud de l'arbre est dérite dans l'Algorithme 2. Lesproblèmes assoiés aux ensembles A1 et A2 sont NP-omplets, et la méthode exatedoit être utilisée réursivement. Nous proposons maintenant plusieurs initialisationspossibles, en fontion des propriétés de l'ensemble des artiles.5.2.2 Initialisation de la méthodeLa première initialisation est utilisée lorsque le nombre de grands artiles est égalà z. S'il y a des grands artiles, on utilise la deuxième initialisation. La troisième estutilisée lorsqu'il y a su�samment d'artiles longs et larges. La quatrième s'appuiesur un ouple d'artiles qui ne peuvent pas être rangés ensemble, et la inquièmeinitialisation est utilisée lorsque les autres méthodes ne peuvent être employées. Danstous les as, on herhe à favoriser l'obtention rapide de bornes inférieures. Les ar-tiles sont initialement triés par ordre déroissant de surfae, et haque initialisationpossible est testée. L'initialisation s'arrête dès qu'une ondition a été véri�ée.5.2.2.1 Le nombre de grands artiles est égal à zSoit Agr = {ai ∈ A : wi >

W
2
, hi >

H
2
} l'ensemble des grands artiles. Si

|Agr| = z, nous prenons en ompte le fait que |Agr| bins sont néessaires pour ranger
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Algorithme 2 : Un n÷ud de la reherhe arboresenteDonnées :

A1 : l'ensemble des artiles a�etés aux z1 bins;
A2 : l'ensemble des artiles a�etés aux z2 bins;
A3 : l'ensemble des artiles non enore a�etés;
z : nombre maximum de bins à utiliser;// initialisationsi A1 = ∅ alorsInitialiser les ensembles A1, A2 et A3 (A1 ∪ A2 ∪A3 = A) à l'aide de l'Algorithme 3;Caluler z1 et z2 (z1 + z2 = z);si A3 = ∅ alors// une partition est aluléesi z1 6= 1 alorsRésoudre le problème assoié à A1 en utilisant

z1 bins à l'aide de l'Algorithme 2;Si le problème n'a pas de solution, retourner FAUX;sinonRésoudre le problème de faisabilité assoié à A1;Si le problème n'a pas de solution, retourner FAUX;si z2 6= 1 alorsRésoudre le problème assoié à A2 en utilisant z2 bins à l'aide de l'Algorithme 2;Si le problème n'a pas de solution, retourner FAUX;sinonRésoudre le problème de faisabilité assoié à A2;Si le problème n'a pas de solution, retourner FAUX;retourner VRAI;sinon// test des ensembles A1 et A2si LB(A1) > z1, ou LB(A2) > z2 alorsretourner FAUX;pour haque ai ∈ A3 fairesi LB(A1 ∪ {ai}) > z1 alors
A2 ← A2 ∪ {ai};si LB(A2 ∪ {ai}) > z2 alors
A1 ← A1 ∪ {ai};// séparationSoit ai le plus grand artile de A3;A�eter ai à A1, et utiliser l'Algorithme 2 pour les ensembles obtenus;A�eter ai à A2, et utiliser l'Algorithme 2 pour les ensembles obtenus;



100 CHAPITRE 5. MÉTHODE EXACTE POUR 2BPes artiles. L'ensemble des grands artiles est trié par surfaes déroissantes, etdéomposé en deux sous-ensembles en fontion de leur indie. Les ⌈ |Agr |

2
⌉ premierssont a�etés à l'ensemble A1, alors que les autres grands artiles sont a�etés àl'ensemble A2. z1 = ⌈ |Agr|

2
⌉ et z2 = z − z1. Quand ette initialisation est utilisée,elle peut l'être réursivement tant que l'ensemble onsidéré a une taille supérieureà un, et qu'auune dédution ne peut être e�etuée à l'aide des bornes inférieureet supérieure. Cette méthode de déomposition est hoisie de manière à réduire lataille du plus grand problème restant. Une autre solution onsiste à �xer une valeurarbitraire pour z1. Le oût de ette initialisation est O(n) si les artiles sont triés demanière adéquate.5.2.2.2 Grands artilesLa deuxième méthode d'initialisation est appliquée lorsque l'ensemble des grandsartiles Agr a sa ardinalité omprise entre z−1 et 1. Deux artiles de Agr ne peuventpas être a�etés au même bin. Ainsi, on peut déomposer les bins en deux sous-ensembles : eux qui ontiennent les artiles de Agr, et les z − |Agr| bins restants.

A1 est initialisé ave les artiles de Agr, et A2 ave les artiles qui ne peuvent êtrerangés ave auun grand artile. On a don z1 = |Agr| et z2 = z − z1. Initialement,
A2 peut être l'ensemble vide. Contrairement au as préédent, où nous essayonsd'équilibrer les deux sous-ensembles, nous générons deux sous-ensembles dont lataille peut di�érer. L'objetif est d'obtenir des ensembles plus ontraints : A1 esten e�et plus ontraint, ar la surfae totale des artiles est très importante dèsl'initialisation. Au ours de la méthode arboresente, de nombreux artiles sontdiretement ajoutés à l'ensemble A2 ar il ne reste plus assez de plae pour eux. Leoût de l'initialisation est O(n2).5.2.2.3 Longs et hauts artilesNous proposons maintenant une initialisation des ensembles A1 et A2 lorsque Ane ontient auun grand artile. Soit (k, l) un ouple d'entiers tels que 1 ≤ l ≤ W

2et 1 ≤ k ≤ H
2
. Nous dé�nissons Aht = {ai ∈ A : hi > H − k, wi ≥ l} et Alg = {ai ∈

A : hi ≥ k, wi > W − l}. Comme il n'y a plus de grands artiles, Aht ∩ Alg = ∅.Clairement, auun artile ai de Aht ne peut être rangé ave un artile aj de Alg.Ainsi, si LB() est une borne inférieure pour 2BP , LB(Aht)+LB(Alg) est une borneinférieure valide pour A. Si LB(Aht) + LB(Alg) = z, on peut utiliser l'initialisationqui suit. A1 est initialisé ave Aht (z1 = LB(Aht)), et A2 ave Alg (z2 = LB(Alg)),et une déomposition peut être alulée. Le oût de ette initialisation est plusimportant que les autres : le nombre de valeurs intéressantes pour le ouple (k, l)est borné par n2, et le oût des bornes inférieures utilisées (elles du Chapitre 2utilisant les fontions f0, f1 et f2) est O(n2). La omplexité résultant de ette étapeest O(n4). Si LB(Aht) + LB(Alg) < z, nous ne savons pas si les hauts (resp. longs)artiles sont rangés dans les LB(Aht) (resp. LB(Alg)) premiers bins ou s'ils vont êtrerépartis dans plus de bins. Dans e as, nous n'utilisons pas la présente initialisation.



5.2. UNE NOUVELLES MÉTHODE EXACTE POUR 2BP 1015.2.2.4 Deux artiles inompatiblesLorsqu'il existe deux artiles ai et aj de A qui ne peuvent pas être a�etésau même bin, deux bins sont néessaires pour les ranger. L'ensemble A1 est doninitialisé ave ai et aj , et l'ensemble A2 ave l'ensemble vide (s'il n'y a plus de grandsartiles, auun artile ne peut être à la fois inompatible ave ai et aj). La valeur z1est �xée à 2, et z2 à z − 2. Le oût de ette étape est O(n2). Cette initialisation aété testée, mais elle onduit à de moins bons résultats que la suivante.5.2.2.5 Lorsque les as préédents ne sont pas véri�ésLorsque l'on n'est dans auun des quatre as présentés i-dessus, nous utilisonsla méthode suivante. A1 est initialisé ave un artile ai de A, et A2 ave l'ensemblevide. Nous donnons à z1 la valeur 1 et à z2 la valeur z − 1. Lorsque notre méthodede déomposition est appliquée après ette initialisation, elle est équivalente au faitde hoisir pour haque artile aj si on l'a�ete au premier bin ou non. L'avantagede ette approhe repose dans l'usage plus fréquent des bornes inférieures et desprétraitements. En e�et, un bin est fermé plus rapidement qu'il ne le serait enemployant la méthode de Martello et Vigo [53℄. Le oût de ette étape est O(n).5.2.3 Méthodes heuristiquesLorsqu'une déomposition de l'ensemble A des artiles est déterminée, des bornesinférieures et des heuristiques sont lanées pour évaluer le nombre de bins néessairespour les deux sous-problèmes réés. Les bornes inférieures sont elles qui sont déritesdans la Setion 5.3. L'heuristique utilisée est une variante de l'algorithme Bottom-Left Dereasing où plusieurs ordres initiaux sont testés pour les artiles : surfae,hauteur, largeur, diagonale déroissantes ou un ordre aléatoire. Cette heuristique aété hoisie pour son faible temps de alul.Un défaut de notre méthode réside dans le fait qu'elle doit gérer des petits artilesqui peuvent être super�us, i.e. des artiles qui ne hangent pas la valeur de la solutionoptimale. Nous onsidérons don, dans un premier temps, le problème orrespondantà un sous-ensemble d'artiles. S'il n'y a pas de solution pour e problème, la méthodes'arrête. Si l'on trouve une solution, une heuristique est utilisée pour déterminersi elle peut amener à une solution pour le problème initial. Si l'heuristique neparvient pas à ajouter les petits artiles restants, on ajoute es artiles à l'instaneet l'algorithme exat est relané. Le point déliat est de hoisir l'ensemble d'artilesintéressants. Une manière de faire onsiste à �xer a priori un seuil pour la surfae desartiles : si la surfae d'un artile est inférieure à e seuil, il n'est pas onsidéré. Cetteméthode ne prend pas en ompte les propriétés de l'instane. Nous utilisons donune autre méthode. A l'aide d'une heuristique simple, nous rangeons itérativementles artiles par ordre déroissant de taille, tant qu'il est possible de le faire, enutilisant z bins. Lorsqu'on ne peut plus ajouter d'artiles sans ouvrir un nouveaubin, l'heuristique s'arrête. A la �n de l'algortihme, un sous-ensemble intéressantest obtenu. Comme l'heuristique employée est simple, nous ajoutons deux artilessupplémentaires dans la liste pour augmenter nos hanes d'obtenir une instanenon-réalisable, si ela est possible.
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Algorithme 3 : Initialisation de l'ensemble des artilesDonnées :
A : l'ensemble des artiles;
z : nombre de bins à utiliser;Caluler Agr l'ensemble des grands artiles;si Agr 6= ∅ alors// il y a des grands artilessi |Agr| = z alorsPartitionner Agr en deux sous-ensembles A1

gr et A2
gr de même taille;

A1 ← A1
gr ; A2 ← A2

gr;
z1 ← |A

1
gr| ; z2 ← |A2

gr|;sinonCaluler l'ensemble Qlarge des artiles qui ne peuvent être rangés aveauun artile de Agr;
A1 ← Agr ; A2 ← Qlarge;
z1 ← |Agr| ; z2 ← z − z1;sinon// il n'y a pas de grands artilesCaluler Aht et Alg;si LB(Aht) + LB(Alg) = z alors
A1 ← Aht ; A2 ← Alg;
z1 ← |Aht| ; z2 ← |Alg|;sinon// reherher deux artiles non ompatiblessi ∃ai, aj , wi + wj > W and hi + hj > H alors

A1 ← {ai, aj} ; A2 ← ∅;
z1 ← 2 ; z2 ← z − 2;sinonSoit ai le plus grand artile de A;
A1 ← {ai} ; A2 ← ∅;
z1 ← 1 ; z2 ← z − 1;



5.3. BORNES INFÉRIEURES 1035.3 Bornes inférieuresLorsqu'une partition d'un sous-ensemble d'artiles est onnu, les bornes infé-rieures dérites dans les Chapitres 2 et 3 peuvent être mises à jour. Nous gardons lesmêmes notations que i-dessus pour A1, A2 et A3. Une première approhe onsiste àaluler de manière indépendante et à sommer les deux bornes inférieures obtenuespour A1 et A2. Elle retourne de bons résultats, mais peut être améliorée en prenant enompte les artiles de A3. Dans la suite de ette setion, nous onsidérons uniquementle as où LB(A1) + LB(A2) ≤ z.5.3.0.1 Une nouvelle borne inférieureDans un premier temps, nous dé�nissons nos bornes pour 1BP , avant de généra-liser pour 2BP . Soit C la taille du bin et A la liste d'artiles à ranger. Une partitionpartielle est onnue pour A (i.e. nous savons que haque artile de A1 ne peut êtrerangé ave auun artile de A2). Soit A3 = A\(A1∪A2) l'ensemble d'artiles restants.Pour simpli�er les notations, nous notons f̂(ci) = f(ci)
f(C)

et ĝ(ci) = g(ci)
g(C)

. Pour deuxDFF f et g, soit LPART (f, g) la borne dé�nie omme suit :
LPART (f, g) =

⌈
∑

ai∈A1

f̂(ci) +
∑

ai∈A2

ĝ(ci) +
∑

ai∈A3

min
{
f̂(ci), ĝ(ci)

}⌉ (5.1)Théorème 5.1. LPART (f, g) est une borne valide pour le nombre de bins en unedimension néessaires pour ranger les artiles de A lorsque les artiles de A1 nepeuvent être rangés ave les artiles de A2.Démonstration. Comme nous l'avons montré dans la proposition 5.1, la valeur opti-male du problème peut être alulée en générant toutes les déompositions possibleset en déterminant la valeur optimale d'une solution pour les deux ensembles obtenus.Soit LOPT (A1, A2) la valeur optimale d'une solution si deux artiles de A1 ne sontrangés ave auun artile de A2. On a don :
LOPT (A1, A2) ≥ min

A′
3
∪A′′

3
=A3








∑

ai∈A1∪A′
3

f̂(ci)



+




∑

ai∈A2∪A′′
3

ĝ(ci)






 (5.2)

LOPT (A1, A2) ≥ min
A′

3
∪A′′

3
=A3








∑

ai∈A1∪A′
3

f̂(ci) +
∑

ai∈A2∪A′′
3

ĝ(ci)






 (5.3)

LOPT (A1, A2) ≥ min
A′

3
∪A′′

3
=A3

{⌈
∑

ai∈A1

f̂(ci) +
∑

ai∈A2

ĝ(ci)

+
∑

ai∈A′
3
∪A′′

3

min
{
f̂(ci), ĝ(ci)

}⌉} (5.4)



104 CHAPITRE 5. MÉTHODE EXACTE POUR 2BPL'expression i-dessus ne dépend pas de la déomposition de A3. L'équation peutêtre simpli�ée.
LOPT (A1, A2) ≥

⌈
∑

ai∈A1

f̂(ci) +
∑

ai∈A2

ĝ(ci) +
∑

ai∈A3

min
{
f̂(ci), ĝ(ci)

}⌉ (5.5)
Un résultat similaire peut être obtenu ave la DDFF f1, mais les artiles de

A3 doivent être pris en ompte lorsque les valeurs dépendantes de la donnée sontalulées. Si ela n'est pas fait, la fontion obtenue n'est pas une DDFF. L'ensemble
J dans l'expression MC(X, J ) doit inlure les artiles de A3 puisqu'ils peuvent êtrerangés ave les artiles de A1 ou A2.En appliquant la fontion LPART (f, g) sur haque dimension, la valeur obtenuepeut être utilisée pour 2BP . Nous notons ette borne L2CM

subs . Le résultat suivant peutêtre montré de la même manière que le résultat préédent.Théorème 5.2. L2CM
subs est une borne valide pour le nombre de bins en deux dimen-sions néessaires lorsqu'auun artile de A1 n'est rangé ave un artile de A2.5.3.0.2 Caluler la nouvelle borne inférieureLe oût de ette borne peut être élevé. Si l'on n'utilise que les fontions f0,

f1 et f2, il y a O(n2) ombinaisons de fontions f0, f1 et f2 pour A1 et le mêmenombre pour A2 et don O(n4) ombinaisons au total pour les deux dimensions. Laomplexité totale est don O(n5). Une manière d'améliorer le temps de alul deette borne est d'éviter de tester les ombinaisons qui ne peuvent pas mener à demeilleures bornes. Pour e faire, nous exploitons les deux propriétés i-dessous.Proposition 5.2. Si L(f)(A1 ∪ A3) ≤ z1, il n'existe pas de fontion redondante gtelle que LPART (f, g) améliore la borne inférieure.Démonstration. Soit F un ensemble de fontions redondantes.
max
g∈F
{L(g)(A2)} ≤ z2 (5.6)Si L(f)(A1 ∪ A3) ≤ z1, l'expression suivante est valide.

L(f)(A1 ∪ A3) +max
g∈F
{L(g)(A2)} ≤ z1 + z2 = z (5.7)Comme L(f)(A1 ∪ A3) + L(g)(A2) est une borne supérieure pour LPART (f, g),la propriété est diretement véri�ée.La proposition est valide si A1 est remplaée par A2.Proposition 5.3. Si L(f)(A1 ∪ A3) + L(g)(A2) ≤ z, LPART (f, g) ≤ z.
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(8, 9) (8, 9)(5, 8) (5, 8)

(10, 2) (10, 2) (10, 2)Figure 5.1 � Instane initiale
(1, 10) (1, 10)

(1, 8) (1, 8)

(1, 2) (1, 2) (1, 2)Figure 5.2 � Instane modi�ée par les fontions f1Démonstration. La valeur L(f)(A1 ∪ A3) + L(g)(A2) est une borne supérieure pour
LPART (f, g). Don, si elle ne permet pas d'atteindre une valeur plus grande que
z, LPART (f, g) ne peut pas le faire non plus.Nous donnons maintenant un exemple où les bornes sont améliorées par etteméthode. Soit A = {(8, 9), (8, 9), (5, 8), (5, 8), (10, 2), (10, 2), (10, 2)} et B = (10, 10).La valeur optimale pour A est 4 : deux bins pour les artiles (8, 9), un bin pour lesdeux artiles (5, 8) et un bin pour les trois artiles (10, 2). Supposons maintenant quela déomposition ourante soit la suivante : A1 = {(8, 9), (5, 8)}, A2 = {(8, 9), (5, 8)}et A3 = {(10, 2), (10, 2), (10, 2)}. Elle est illustrée par la Figure 5.1. Cette déompo-sition ne peut mener à une solution en 4 bins, pourtant OPT (A1) +OPT (A2) = 4,don auune borne inférieure appliquée uniquement à es deux ensembles ne peutêtre e�ae. En appliquant la DDFF f 5

1 pour la hauteur et la largeur des deuxsous-problèmes induits par A1∪A3 et A2∪A3, la borne inférieure obtenue par notreméthode est égale à 5 (voir Figure 5.2).5.3.0.3 Améliorer les bornesLorsque z = 2, LPART () peut être améliorée en exploitant l'idée suivante. Sideux artiles aj et ak de A3 ne peuvent pas être rangés dans le même bin, nousprenons en ompte le fait que la même fontion ne peut pas être appliquée à esdeux artiles. On peut généraliser ette observation pour des plus grandes valeursde z en onsidérant l'ensemble des artiles qui ne peuvent pas être a�etés au mêmesous-ensemble que aj dans une solution optimale. Soit Q1

{aj}
(resp. Q2

{aj}
) l'ensembledes artiles qui ne peuvent pas être a�etés à l'ensemble A1 (resp. A2) dans une



106 CHAPITRE 5. MÉTHODE EXACTE POUR 2BPsolution optimale si aj est a�eté à et ensemble. Nous disutons ultérieurement dela manière de aluler es ensembles. Pour simpli�er les notations, nous introduisons
A4 = A3− ({aj}∪Q

1

{aj}
∪Q

2

{aj}
) l'ensemble des artiles dont l'a�etation ne dépendpas de elle de aj . Une nouvelle borne peut être formulée de la manière suivante.

LPART ′(f, g, aj) =

⌈
∑

ai∈A1

f̂(ci) +
∑

ai∈A2

ĝ(ci) +
∑

ai∈A4

min
{
f̂(ci), ĝ(ci)

}

+min

{
f̂(cj) +

∑

ai∈Q
1

aj

ĝ(ci) +
∑

ai∈Q
2

aj

min
{
f̂(ci), ĝ(ci)

}
,

ĝ(cj) +
∑

ai∈Q
2

aj

f̂(ci) +
∑

ai∈Q
1

{aj}

min
{
f̂(ci), ĝ(ci)

}}⌉
(5.8)

Proposition 5.4. La valeur LPART ′(f, g, aj) est une borne valide pour le nombrede bins néessaires pour toute solution où auun artile de A1 n'est rangé dans lemême bin qu'un artile de A2.Démonstration.
LOPT (A1, A2) ≥ min

A′
3
∪A′′

3
=A3








∑

ai∈A1∪A′
3

f̂(ci) +
∑

ai∈A2∪A′′
3

ĝ(ci)






 (5.9)Si aj est a�eté à l'ensemble A1, ni les artiles de Q{aj}, ni les artiles de Q1

{aj}ne peuvent être a�etés à l'ensemble A1. La même observation peut être faite pour
A2. L'équation (5.9) peut don être érite de la manière suivante.
LOPT (A1, A2) ≥ min

A′
4
∪A′′

4
=A4

{


∑

ai∈A1∪{aj}

f̂(ci) +
∑

ai∈A2∪Q
1

{aj}

ĝ(ci) +
∑

ai∈Q
2

{aj}
∪A′

4
∪A′′

4

min{f̂ (ci), ĝ(ci)}



,




∑

ai∈A1∪Q
2

{aj}

f̂(ci) +
∑

ai∈A2∪{aj}

ĝ(ci) +
∑

ai∈Q
1

{aj}
∪A′

4
∪A′′

4

min{f̂(ci), ĝ(ci)}




}
(5.10)

Clairement, la fontion appliquée aux artiles de A1 et A2 est la même dans lesdeux as, et la valeur obtenue est indépendante de la déomposition hoisie pour
A4. En simpli�ant l'équation (5.10), nous obtenons la borne dérite dans l'énonéde la proposition.



5.4. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 107Lorsque z = 2, les ensembles Q1

ai
et Q2

ai
sont alulés de la manière suivante :pour haque artile aj , nous véri�ons si wi+wj ≤ W ou hi+hj ≤ H . Si e n'est pasle as, il est ajouté aux deux ensembles. Une autre méthode est utilisée lorsque zest plus grand que trois. L'idée est de prendre en ompte la surfae des artiles nona�etés. Dans un premier temps, la surfae totale RA1

(resp. RA2
) des artiles de

A1 (resp. A2) est alulée. Dans un deuxième temps, nous véri�ons si les onditionssuivantes sont respetées.
RA1

+ wihi + wjhj > WH × z1 (5.11)
RA2

+ wihi + wjhj > WH × z2 (5.12)Si les Equations (5.11) et (5.12) sont véri�ées, ai et aj ne peuvent être a�etés aumême ensemble d'artiles. Don aj peut être ajouté à Q1

ai
et à Q2

ai
. Cette méthodepeut être améliorée en utilisant les surfaes obtenues après appliation d'une DFF,mais ela augmente le temps de alul de la borne. Si une seule des deux Equations(5.11) et (5.12) est véri�ée, l'artile onsidéré peut être ajouté à Q1

ai
ou Q2

ai
.5.4 Résultats expérimentauxNous avons testé notre méthode ave les jeux d'essai de la littérature [5, 53℄dérits dans le Chapitre 2. Initialement, nous nous servons de la borne supérieurede Boshetti et Mingozzi [8℄. La borne inférieure est L2CM , et les proédures derédution sont elles du Chapitre 2. Comme dans les hapitres préédents, les pro-grammes ont été exéutés sur un PC Linux équipé d'un proesseur Pentium IV 2.6GHz. Dans le Tableau 5.1, nous omparons nos résultats (2CM) à eux obtenus parla méthode de Martello et Vigo [53℄ (MV) 2. Pour haque méthode, nous rapportonspour haque ensemble de 10 instanes le nombre d'instanes résolues (olonnes Opt).Nous rapportons le nombre d'instanes pour lesquelles les bornes inférieures sontégales à la borne supérieure à la raine (LB). Le temps de alul maximum pourune instane est de 15 minutes. A l'aide de notre méthode, toutes les instanes de 20artiles sont résolues, ainsi que 95% des instanes ayant au plus 40 artiles, 86% desinstanes de 60 artiles ou moins, 76% pour 80 artiles et 72% pour 100 items. Onnote que plusieurs instanes non résolues sont des problèmes de faisabilité (Classe

V I par exemple). Dans e as, notre méthode ne peut évidemment pas améliorer lesrésultats. Néanmoins, elle est apable de trouver la solution optimale pour ertainesinstanes à 100 artiles, même si la borne supérieure et la borne inférieure ne sontpas égales à la raine.Le Tableau 5.2 ne permet pas une omparaison équitable entre les deux prinipesde séparation. Notre méthode fontionne mieux pour de nombreuses instanes, maisla di�érene est souvent due à la borne inférieure utilisée à la raine. Nous rapportonsdon dans le Tableau 5.2 les résultats obtenus pour les instanes où les bornesinférieures sont di�érentes des bornes supérieures à la raine. La olonne Num est la2. Pour ette omparaison, nous utilisons le ode de David Pisinger disponible en ligne sur sapage personnelle et dérit dans [51℄ pour le problème en trois dimensions.



108 CHAPITRE 5. MÉTHODE EXACTE POUR 2BPProblème OptClasse H ×W n LB MV 2CM
I 10×10 20 9 10 1040 7 10 1060 7 6 980 10 4 10100 9 2 10
II 30×30 20 10 10 1040 10 9 1060 10 5 1080 10 1 10100 10 3 10
III 40×40 20 8 10 1040 7 9 960 7 9 780 7 5 7100 5 6 6
IV 100×100 20 10 10 1040 10 7 1060 8 2 880 7 0 7100 9 2 9
V 100×100 20 10 10 1040 7 10 1060 8 9 1080 4 6 7100 3 4 4
V I 300×300 20 10 10 1040 7 5 760 10 1 1080 10 2 10100 8 0 8
V II 100×100 20 10 10 1040 9 8 1060 7 2 880 5 0 5100 7 0 7
V III 100×100 20 10 10 1040 9 6 960 8 2 880 7 3 7100 4 1 7
IX 100×100 20 10 10 1040 10 10 1060 10 10 1080 10 10 10100 10 9 10
X 100×100 20 8 10 1040 8 10 1060 6 5 680 3 1 3100 1 0 1Tableau 5.1 � Nombre d'instanes résolues par les deux méthodes exates



5.5. CONCLUSION 109valeur omprise entre 1 et 50 égale à l'indie de l'instane dans le �hier de donnée.Ainsi, haque donnée est identi�ée, e qui permettra de omparer plus failementdes résultats futurs. Pour haque instane, nous rapportons le nombre de n÷udsvisités et le temps de alul néessaire pour haque méthode. Nous ne rapportonspas les résultats lorsqu'auune des deux méthodes n'a trouvé de solution. Il existe
11 instanes qui sont résolues par notre méthode quand la méthode MV éhoue. Enrevanhe, on peut trouver 4 instanes qui sont résolues par MV mais pas par 2CM .Le temps de alul en haque n÷ud de notre reherhe est plus grand que pour MV,mais notre méthode explore un nombre beauoup moins important d'états, e quipermet d'obtenir un temps de alul inférieur pour plusieurs jeux d'essai.Notre méthode se omporte bien grâe à la qualité de nos évaluations par dé-faut, qui nous permettent de réaliser un grand nombre de oupes dans l'arbre dereherhe. Un élement intéressant est le faible nombre de problèmes de faisabilitéqui interviennent. Cela signi�e que l'e�aité de la méthode n'est pas toujours dueà notre algorithme de résolution de e problème.Nous omparons aussi les résultats obtenus par notre méthode ave et sansla borne LPART () proposée dans e hapitre. Les olonnes ˜2CM ontiennent lesrésultats ave les bornes inférieures. Le temps de alul de la borne est important,et le temps de alul est souvent augmenté. En revanhe, le nombre de n÷uds visitésest réduit, e qui signi�e que des bornes moins oûteuses pourraient améliorer lesrésultats grâe à notre nouveau shéma d'utilisation.5.5 ConlusionDans e hapitre, nous proposons une nouvelles méthode exate pour 2BP . Ellerepose sur la déomposition de l'ensemble des artiles en deux sous-ensembles etréduit le nombre de n÷uds onsidérés. Elle améliore stritement des résultats surles jeux d'essai de la littérature. Le prinipe de séparation proposé est utile pourplusieurs instanes : il permet notamment d'éviter un grand nombre de problèmesde faisabilité. Il est à noter que la méthode repose avant tout sur la qualité desévaluations. Nous proposons aussi une nouvelle borne inférieure pour des solutionspartielles qui permet de réduire le nombre d'états explorés, mais augmente le tempsde alul lorsque les bornes atuelles sont utilisées. L'exploitation des a�etationsd'artiles au ours de la méthode pourrait nous permettre d'améliorer sensiblementles résultats. La méthode proposée peut tout à fait s'appliquer au problème oùl'orientation des artiles peut être modi�ée, mais la qualité moindre des évaluationspour e problème risquent de rendre la méthode moins e�ae.
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Problem Nodes CPU TimeClass Num. n MV 2CM ˜2CM MV 2CM ˜2CM
I 3 20 71 15 15 0 0 011 40 42337 13 13 0 1 112 40 240332 3071 2981 6 7 1213 40 37525 3 3 0 0 021 60 - 43 43 - 2 226 60 31738 2993 1742 7 13 1449 100 - 3485 - - 22 -
III 3 20 96 20 20 0 1 16 20 138 17 17 0 0 012 40 59 5630 4552 0 23 3820 40 102549 6243 6048 124 13 2622 60 707419 - - 12 - -26 60 145765 - - 557 - -
V 14 40 18386 271 206 1 2 215 40 82 17 17 0 1 119 40 96354 10068 9793 1 32 5026 60 - 21044 - - 52 -30 60 5680 3 3 0 3 333 80 - 74 73 - 2 335 80 - 2103 7784 - 10 8236 80 634709 18 18 5 5 540 80 49406 - - 0 - -47 100 7144737 - - 71 - -49 100 - 6182 6154 - 120 199
V II 13 20 - 395 395 - 3 429 40 - 91836 90244 - 171 367
V III 46 100 - 6227 3846 - 63 8447 100 - 12 12 - 16 1750 100 - 456 330 - 5 7
X 9 20 18 2358 2358 0 0 010 20 108 97 97 5 1 112 40 172 1320 1320 0 5 616 40 214 177 168 1 2 2Tableau 5.2 � Instanes résolues par une des deux méthodes exates



Conlusion
Dans ette thèse, nous avons étudié le problème de bin-paking en deuxdimensions 2BP où les artiles sont retangulaires et la rotation n'est pas autorisée.Nous avons dérit une méthode exate qui repose sur plusieurs types d'algorithmes :des prétraitements, des bornes inférieures et des méthodes exates pour le problèmede faisabilité, ainsi que pour le problème d'optimisation 2BP .Les prétraitements que nous avons proposés permettent de réduire la taille denombreuses instanes de référene. Ils s'expriment tous deux sous forme de fontionsidentiquement réalisables. Le premier prétraitement repose sur l'analyse de l'instaneformée par les artiles hauts ou longs et eux qui peuvent être rangés ave eux. Ledeuxième étudie les grands artiles et l'ensemble des petits artiles. Dans les deuxas, nous avons montré qu'il était parfois possible de trouver une manière optimalede ranger es artiles indépendamment du reste de l'instane. Il est alors possiblede les traiter séparément.Toutes les bornes inférieures que nous avons rapportées reposent sur le oneptde fontions dual-réalisables (dépendantes ou non de la donnée). Nous avonsintroduit tout d'abord trois fontions fk

0 , fk
1 et fk

2 , qui permettent d'obtenir desbornes qui dominent elles de la littérature, en théorie et en pratique. Pour amélioreres résultats, nous avons omparé deux méthodes de génération de fontions.
• Nous avons étudié la omposition des trois fontions fk

0 , fk
1 et fk

2 et montréque toutes les appliations itératives de es fontions étaient équivalentes àune fontion de la forme fk
2 ◦ f

l
0 ou f 1

1 ◦ f
k
2 ◦ f

l
0. Il existe don un ensembledominant de fontions dont la ardinalité est de l'ordre de n2.

• Nous avons aussi utilisé le générateur de fontions de Carlier et Néron [13℄.Il alule de manière énumérative des fontions dual-réalisables maximales(MDFF). Nous avons montré que fk
0 et fk

2 étaient des MDFF, puis nous avonsexpliqué omment les MDFF pouvaient être inorporées dans nos évaluationspar défaut.Nous avons validé les deux méthodes sur les instanes de référene. Il apparaîtqu'elles améliorent toutes les deux les résultats préédents [7, 8℄. La ompositiondes fontions générées par Carlier et Néron et de la fontion f 1
1 permet d'amélioreronsidérablement les résultats pour 2BP .Nous avons aussi traité le problème de faisabilité. Nous avons adapté nosprétraitements à e problème, et dérit une méthode exate qui permet de réduireonsidérablement le nombre d'états visités en omparaison à la méthode lassique.Elle se déompose en deux étapes. 111



112 CONCLUSION
• La première phase onsiste à relâher des ontraintes d'intégrité sur la hauteurdes artiles et à résoudre le problème obtenu en �xant les absisses des artiles.
• Pour haque solution trouvée dans la première étape, nous herhons unesolution orrespondante pour le problème de faisabilité en utilisant une amé-lioration de la méthode lassique, guidée par les absisses �xées lors de lapremière étape.Nous avons aussi introduit des bornes inférieures et des règles de dominane quipermettent de réduire la taille de l'arbre de reherhe.
• Nous avons adapté nos bornes inférieures aux solutions partielles en agrégeantles artiles plaés pour former des artiles plus grands.
• Nous avons introduit une première règle de dominane pour la première phasede notre méthode. Elle repose sur la détetion de pseudo-symétries.
• Nous avons introduit une deuxième règle de dominane qui repose sur ladétetion de blos : des sous-ensembles d'artiles qui forment un retangle.L'inorporation des bornes inférieures réduit le nombre d'états visités, mais leuroût algorithmique est trop important pour qu'elles soient utiles dans la plupart desas. En revanhe, les règles de dominane permettent de réduire onsidérablement letemps de alul en pratique. La méthode obtenue permet de résoudre des instanesde bonne taille.En�n, la méthode exate, que nous avons proposée pour le problème d'opti-misation 2BP , est originale et permet de fermer de nouvelles instanes de référene.Elle repose sur la déomposition réursive de l'ensemble des artiles en deux sous-ensembles. En pratique, les deux problèmes obtenus sont souvent résolus à l'aidedes méthodes approhées. On trouve ainsi la solution optimale pour des instanesontenant un grand nombre d'artiles. Nous avons adapté nos bornes inférieures àdes solutions partielles. Elles permettent de réduire le nombre d'états explorés, maisleur temps de alul est important.L'ensemble de nos méthodes permet de fermer un grand nombre d'instanesde référene. La qualité de nos évaluations par défaut est pour beauoup dans lesrésultats obtenus. Pour résoudre les jeux d'essai restants, il nous faudrait améliorerl'e�aité des évaluations au sein de la méthode exate.Cette thèse ouvre plusieurs perspetives. Dans un premier temps, nous omptonsapprofondir l'étude des fontions dual-réalisables pour améliorer les résultats, maisaussi le temps de alul de nos évaluations. Il serait aussi intéressant de trouverde nouvelles proédures permettant d'intégrer davantage les évaluations dans laméthode exate. Dans un deuxième temps, nous omptons adapter notre travail àdes problèmes prohes de elui que nous avons traité. On peut iter, parmi d'autres,

2BP où l'orientation des artiles peut être modi�ée, mais aussi le problème de oupeguillotine, elui à trois dimensions 3BP , et de strip-paking 2SP . Nous y travaillonsatuellement.
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Titre :
Bornes inférieures et méthodes exactes pour le problème de bin packing en deux
dimensions avec orientation fixe

Résumé :
Notre problème consiste à déterminer le nombre de grands rectangles identiques
nécessaires pour ranger une liste de rectangles sans modifier leur orientation.
Nous proposons des méthodes pour calculer des bornes inférieures pour ce pro-
blème, essentiellement basée sur le concept de fonctions dual-réalisables. Nous
proposons aussi deux méthodes exactes de type énumératives. L’une permet de
déterminer si un ensemble de rectangles peut être contenu dans un rectangle
unique. Elle repose sur une nouvelle relaxation du problème. La deuxième mé-
thode permet de résoudre le problème général de bin packing en deux dimen-
sions. Elle calcule pour cela une décomposition itérative de l’ensemble des rec-
tangles à placer.

Mots-clés :
problème de conditionnement (bin-packing) en deux dimensions, bornes infé-
rieures, méthodes exactes

Title :
Lower bounds and exact methods for the two-dimensional bin packing problem
with fixed orientation

Abstract:
Our problem consists in determining the number of large identical rectangles
used to pack a list of rectangles with a fixed orientation. We propose methods
to compute lower bounds, based on the concept of dual-feasible functions. We
also propose two enumerative exact methods. One is devoted to the problem with
one bin. It uses a new relaxation of the problem. The other solves the optimization
problem by iteratively decomposing the set of rectangles.

Keyword :
two-dimensional bin packing, lower bounds, exact methods, branch&bound
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