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Résumé

Résumé

Ce travail de these s’intéresse a la résolution d’équations de Monge-Ampére complexes
et a ses applications sur certains types de variétés non compactes. Ce mémoire décrit plus
précisément deux situations distinctes dans lesquelles on résout des équations de Monge-
Ampere, avant de tirer les conséquences de ces résolutions.

Dans une premiere partie, on travaille sur le complémentaire d’un diviseur a croise-
ments normaux dans une variété kidhlérienne compacte. On fixe sur le complémentaire
du diviseur une classe de métriques kdhlériennes a singularités cusp le long du diviseur.
Pour construire des géodésiques entre métriques de cette classe, on résout une équation
de Monge-Ampeére homogene, sur le produit de notre ouvert de Zariski par une surface
de Riemann & bord. On applique cette construction a un résultat d’unicité de métriques
a courbure scalaire constante dans la classe considérée; on résout encore pour cela une
équation de Monge-Ampere avec second membre sur le complémentaire du diviseur. On
exhibe enfin des obstructions topologiques a I'existence de métriques a courbure scalaire
constante au sein des classes de métriques kahlériennes singuliéres envisagées.

La seconde partie du mémoire traite d’une construction analytique d’instantons gra-
vitationnels ALF, ou variétés completes de dimension 4, hyperkahlériennes, a croissance
cubique du volume. On donne la construction d’instantons diédraux; on considére plus
exactement des résolutions de singularités kleiniennes diédrales. Le traitement d’une équa-
tion de Monge-Ampeére, donné pour des variétés kdhlériennes ALF assez générales, nous
permet sur nos exemples de corriger un prototype simple pour obtenir la métrique hyper-
kéahlérienne recherchée.

Mots-clés : Equation de Monge-Ampere complexe, variétés non compactes, métriques a sin-
gularités cusp le long d’un diviseur, métriques kahlériennes a courbure scalaire constante,
métriques hyperkéahlériennes, instantons gravitationnels ALF diédraux.




Complex Monge-Ampeére equation, Kiahler metrics of
Poincaré type and ALF gravitational instantons

Abstract

The topic of this thesis is the resolution of Monge-Ampeére equations and its application
on certain types of non-compact manifolds. This dissertation describes more precisely two
distinct situations in which we solve Monge-Ampeére equations, and draw conclusions of
these resolutions.

We work in a first part on the complement of a divisor with normal crossings in a
compact Kéhler manifold. We fix on the complement of the divisor a class of Kéhler
metrics with cusp singularities along the divisor. In order to construct geodesics joining
metrics of this class, we solve a homogeneous Monge-Ampere equation on the product of
our Zariski open set with some Riemann surface with boundary. This construction is then
applied to a uniqueness results for constant scalar curvature metrics in the considered
class; for this, we also solve a Monge-Ampere equation with right-hand-side member on
the complement of the divisor. We finally prove topological obstructions to the existence
of constant scalar curvature metrics among the classes of singular metrics we are interested
in.

The second part of the dissertation is devoted to an analytic construction of ALF
gravitational instantons, that is complete hyperkéahler 4-manifolds, with cubic growth of
the volume. We give the construction of some dihedral instantons ; more specifically, we
consider resolutions of kleinian singularities. The treatment of a Monge-Ampeére equation,
given for quite general ALF manifolds, allows us to correct on our examples a simple
prototype to get the sought hyperkahler metric.

Keywords: Complex Monge-Ampeére equation, non-compact manifolds, metrics with cusp
singularities along a divisor, constant scalar curvature Kahler metrics, hyperkahler metrics,
dihedral gravitational instantons.
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Introduction

ETTE introduction se divise en deux parties. On dresse dans la premiére partie un
C rapide historique du fil directeur de cette thése : le théoréme de Calabi-Yau pour
les variétés kahlériennes compactes. Nous rappelons 'origine du probleme de Calabi et
évoquons sa résolution par Yau; nous mentionnons également quelques problématiques
liées a ce sujet.

La seconde partie fait état des résultats obtenus dans cette theése. En tant que telle, elle
se divise elle-méme principalement en deux sous-parties, correspondant aux deux cadres
géométriques dans lesquels s’inscrivent nos résultats. Ces deux cadres sont essentiellement
distincts ; nous tacherons néanmoins de les faire dialoguer au long des paragraphes qui
leur sont respectivement consacrés, et plus généralement au fil des différents chapitres de
cette these.

Cette partie introductive ne se voulant pas exhaustive, la discussion qui suit pourra
s’avérer vague par endroits; les détails nécessaires figureront dans le corps du texte lui-
méme.

0.1 Le théoréme de Calabi-Yau

0.1.1 Conjecture de Calabi

Soit (X, g, J,w) une variété kahlérienne compacte, de dimension complexe m. Un fait
standard est le suivant : si 'on définit la forme de Ricci o de g par o = Ric?(J-,-), ou
RicY est le tenseur de Ricci attaché a g, alors g est une (1,1)-forme réelle fermée, et a pour
classe de de Rham 2m¢; (X)), qui ne dépend donc pas de g. Il est a cet égard naturel de se
poser la question de la réciproque, sous la forme suivante : étant donnée une (1,1)-forme
a réelle, fermée, de classe 2me; (X)), existe-t-il sur X une métrique kéhlérienne g, telle que
« soit la forme de Ricci de go 7 On peut préciser cette question, en demandant a ce que
la forme de Kéahler d’'une telle métrique soit cohomologue a la forme de Kéahler w initiale.

La conjecture d’E. Calabi [Cal56 [Cal57] consiste alors en une réponse affirmative a la
question posée, et précise I'unicité de la solution :

Conjecture 1 (Calabi). On fize une classe de Kahler [w] sur X. Alors pour toute (1,1)-
forme « réelle, fermée, de classe 2mci(X), il existe une unique métrique kihlérienne go
sur X, de forme de Kdhler dans [w].
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Motivation. Avant de donner des éléments de réponse a ce probleme, précisons certaines
conséquences d’un tel énoncé. Supposons par exemple que ¢1(X) = 0; la conjecture de
Calabi nous donne alors dans toute classe de Kéhler une métrique h d’Einstein a tenseur
de Ricci nul, ou Ricci-plate. Si une telle métrique est de plus irréductible, alors (X, h) est
soit hyperkdahlérienne, soit une variété de Calabi-Yau; on obtient dans tous les cas une
variété tout a fait spécifique parmi les variétés kahlériennes. On a ici identifié 2-formes
symétriques hermitiennes et (1,1)-formes correspondantes via la structure complexe ; nous
ferons souvent cette identification, classique, par la suite.

Si maintenant ¢;(X) a un signe, disons ¢1(X) > 0, au sens ou il existe a € ¢1(X)
telle que a(-, J-) > 0, on trouve grace a la conjecture une métrique h a Ricci strictement
positif, et par la technique de Bochner, X est simplement connexe. Si l'on a ¢;1(X) < 0,
un argument analogue nous dit que le groupe des automorphismes de X est discret.

Reformulation du probléme. Soit @ une forme de Kéhler dans [w]. Une égalité classique en
géométrie kahlérienne relie alors sa forme de Ricci ¢ a la forme de Ricci ¢ de la forme de
Kihler initiale w; on a: § = ¢ — 00 log (). Par ailleurs, un autre résultat fondamental
de la géométrie kdhlérienne, le lemme 00, nous dit que o = ¢ — 10 f pour une certaine
fonction réelle f lisse sur X. La conjecture de Calabi se rameéne donc au probleme suivant :
trouver une forme de Kéhler @ dans [w] telle que (@)™ = efw™. Notons qu’une telle égalité
suppose, par le théoréme de Stokes, que l'on ait [y efwm = Jx w™; puisque 'on peut
néanmoins ajouter n’importe quelle constante a f sans changer «, on suppose désormais
f fixée de sorte que 1’égalité intégrale ci-dessus ait lieu.

Finalement, une nouvelle application du lemme 99 nous dit que la forme & recherchée
s’écrit w +i00¢p, avec ¢ réelle lisse. En tenant compte de la condition de Kihler sur @, on
peut donc reformuler une derniere fois la conjecture de Calabi pour parvenir au probléeme
consistant a trouver ¢ lisse sur X telle que :

(w4 i03p) ™ = efw™,
w +i00p > 0.

(1)

0.1.2 Résolution analytique, travaux de Yau

Equation de Monge-Ampére compleze. La condition de positivité, c’est-a-dire la deuxiéme
ligne, du probléeme , étant presque automatique, les efforts en vue de résoudre ce pro-
bléme ont été concentrés sur la construction d’une fonction ¢ vérifiant la premieére ligne
de . Une telle équation est appelée équation de Monge-Ampere complexe, en référence
a son analogue réelle consistant & trouver, sur un ouvert de R™ disons, une fonction
vérifiant la relation
0%u
det [(

0zt0zI ) 1§i,j§n]
avec I’ > 0 donnée. En effet, en coordonnées holomorphes locales (2%), si I'on écrit w =
gaﬁidza AdzP (convention de sommation d’Einstein), ’équation sur ¢ considérée ci-dessus
devient

= F,

2
(g4 50), ]

0229287 1<a,p<m
On doit donc résoudre une équation aux dérivées partielles d’ordre 2 non linéaire; une
des difficultés de cette résolution tient a ce que la non-linéarité de I’équation s’exprime
en les dérivées secondes de la fonction inconnue, qui illustre le caractere non-trivial de la
conjecture de Calabi.

= e/ det [(9,5)1<0,8<m) -
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Méthode de continuité. Pour entreprendre la résolution de , Calabi suggere de non
plus voir ’équation en jeu individuellement, mais de regarder plutét une famille continue
d’équations, allant d’une équation triviale a I’équation a résoudre. Plus explicitement, on
regarde pour ¢ € [0, 1] les équations

(w+i00¢p)™ = cetfom™,
w + i00p; > 0,

avec ¢; = [x e/w™ pour que [y cret/w™ = [y w™, et l'on considére I'ensemble

etfum
S des t poufli( lesquels I’équation de parametre ¢ admet une solution. On montre en outre
facilement que de telles solutions sont uniques aux constantes pres ; rajouter une condition
de normalisation telle que [y ¢ww™ = 0 au probléeme permet donc de demander que pour
les t € S, ¢ soit unique.

Cette démarche est motivée par ’observation suivante ; ’équation de parameétre t = 0
a pour solution évidente ¢y = 0, et 'on montre grace aux identités kahlériennes que la
linéarisation de 'opérateur ¢ — (w+i9dp)™ en ce point est donnée par ¢ — — 3 (A 1h)w™.
Le laplacien A,, associé & w étant un isomorphisme entre espaces de Banach C%® — C3@
en se restreignant des deux cotés aux fonctions & moyenne nulle contre w™, le théoréme
des fonctions implicites nous donne des ¢; de régularité C>® solutions de I'équation de
parametre ¢ pour t proche de 0. Si ’on démontre que ces solutions sont lisses — ce qui n’est
nullement évident —, on a donc que S contient un voisinage de 0.

Un tel raisonnement peut étre transposé en tout t € S, 'opérateur linéarisé n’étant a
peu de choses prés autre que le laplacien associé a la métrique w + 00y, ; sous réserve que
'on sache démontrer qu’une solution C%® de I'une de nos équations est lisse, on sait donc
que S est ouvert. On aimerait alors un énoncé de compacité sur les solutions associées a
ses éléments pour en déduire qu’il est également fermé, donc égal a [0, 1] ; prendre ¢ = ¢
résoudrait le probleme de départ.

Travaux de Yau. Deux décennies apres les suggestions de Calabi, S. T. Yau meéne ce
programme a terme dans article fondateur [Yau78|]. Plus précisément, il démontre :

1. que si 'on prend une suite de solutions ¢, avec les t; € S tendant vers fx, on a
sur ¢, ||cs.e un controle indépendant de j (« estimations a priori »), ce qui permet
de passer & la limite et d’obtenir une solution ¢, de classe C>% de I’équation de
parametre t ;

2. qu'une solution C%® de I'une de nos équations est lisse.

Le second point permet d’établir clairement que S est ouvert; le premier, combiné au
second, nous dit que S est fermé : le probleme est résolu. Remarquons que le point 1. est
le plus délicat a établir, le point 2. découlant plus aisément d’une formule utilisée dans la
démonstration du premier point.

Nous ne décrivons naturellement pas entiérement la preuve de Yau, assez longue et
technique, dans cette introduction; nous renvoyons le lecteur a l’article original [Yau7§],
ou au traitement qui en est fait par D. Joyce [Joy00| ch. 5]. Nous dirons simplement que
cette preuve nécessite des ingrédients tels qu'une inégalité de Sobolev (estimée a priori C°
sur les ¢y, voir cependant ’article de S. Kotodziej [Kol98] pour une approche différente),
et des bornes sur la courbure riemannienne de la métrique de départ g et sur ses dérivées
a différents ordres (estimées a priori d’ordres 2, 3, et supérieurs), combinées & certaines
formules, locales, dérivant de I’équation vérifiée par les ;. Ceci suggere que 'on peut
remplacer la variété compacte X par des espaces dans lesquels on dispose d’une inégalité
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de Sobolev et d’'un contréle sur la courbure analogues au cas compact, ou bien que 1'on
peut s’intéresser au probléme de Dirichlet analogue a sur une variété a bord ; ce sont
entre autres ces idées générales qui sont développées au paragraphe suivant.

Notons néanmoins a ce point que des l'article [Yau7§|, Yau s’intéresse déja a la géné-
ralisation de son résultat et de ses méthodes a des cas ou (X, g) est toujours compacte
et lisse, mais ot F = ef peut s’annuler, ou admettre des singularités, & la maniére d’une
fraction rationnelle, le long d’hypersurfaces (complexes) de X, voir [Yau78, Theorem 8|.

0.1.3 Variations

Variétés non compactes. Un exemple immédiat de variété kdhlérienne non compacte est,
partant d’une variété kdhlérienne compacte admettant un diviseur, le complémentaire de
ce diviseur; dans le cas projectif, on parle de wariété quasi-projective. G. Tian et Yau
donnent dans [TY90] le résultat suivant :

Théoréme 1. Si (X, g) est compléte, d croissance au plus quadratique du volume, si le
volume de ses boules de rayon 1 « ne décroit pas trop vite », sous certaines conditions de
décroissance de f vérifiant [y (ef —1)vol9 = 0, et sous I’hypothése d'un contréle d’ordre 2
de cette fonction, le probléme admet une solution ([TY90, Theorem 1.1]).

Nous renvoyons a l'article cité pour un énoncé précis. Cet théoreme est motivé par
la construction de métriques complétes Ricci-plates sur des variétés quasi-projectives, et
des applications en géométrie algébrique; il permet en effet, dans le cas ou D est lisse
et est un diviseur anticanonique d’une variété M, de construire une métrique kahlérienne
Ricci-plate sur X = M\ D. Cette construction est généralisée dans le cas ou M admet des
singularités de type orbifold dans [TY91].

Les hypotheses géométriques du théoreme ci-dessus permettent d’avoir les contrdles
suffisants sur la courbure; elles permettent également de démontrer une inégalité de So-
bolev adéquate a la résolution du probleme.

Pour le cas ou D n’est plus anticanonique, mais vérifie I’hypothese d’amplitude K ®

[D] > 0, voir le paragraphe [0.2.1}

Probléme de Dirichlet, équation de Monge-Ampére complexe homogéne. L’étude d’un pro-
bléeme de Dirichlet analogue & ([1)) sur une variété kéhlérienne a bord apparait naturellement
dans le cadre suivant. Sil’on revient a la donnée d’une variété kéhlérienne (X, w) compacte,
on peut considérer I'espace M|, des formes de Kahler cohomologues a w. Cet espace, de
dimension infinie, est muni par T. Mabuchi [Mab87] d’une métrique canonique, admet-
tant une connexion de Levi-Civita ; on peut donc regarder les géodésiques entre formes de
Kihler tracées dans M. S. Semmes fait alors 'observation suivante [Sem92] : la donnée
d’une géodésique (wt).e(o,1] entre deux points wy et wy dans M, est équivalente a la don-
née d’une fonction lisse ® sur le produit X x 3 vérifiant certaines conditions de bord, et
telle que

{ (prw+ i85<1>)m+1 =0 @)

(pr*w +i00®)| xxfuwy >0 pour tout w € X,

ol X est une surface de Riemann a bord, pr : X x 3 — X est la projection évidente, et
I'opérateur 90 est celui du produit.

Une des motivations a la résolution de cette équation des géodésiques est la suivante :
il existe sur M|, une fonctionnelle, dite K-énergie de Mabuchi, dont les points critiques
sont les métriques a courbure scalaire constante dans My, et qui est convexe le long
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des géodésiques, cf. [Mab87|]. Précisons que la condition de courbure scalaire constante
généralise la condition d’Einstein, et que 'existence de telles métriques a des conséquences
sur la structure du groupe d’automorphismes de la variété, voir par exemple [Lic5§].

Disposer de géodésiques (lisses) permet de parvenir & un résultat d’unicité des mé-
triques a courbure scalaire constante dans M|, (modulo certains automorphismes de X,
seuls autorisés par I'annulation de la dérivée seconde de la K-énergie le long d’une géodé-
sique entre points critiques).

X. X. Chen résout en un sens faible [Che(00], grace notamment a une formule
de Yau, et les géodésiques qui en résultent, non lisses a priori, n’ont pas la régularité
nécessaires a I’application du programme ci-dessus tel quel : ’homogénéité de I’équation est
synonyme d’une dégénérescence problématique pour gagner en régularité sur les solutions.
Chen parvient toutefois au résultat d’unicité escompté sous I’hypothése supplémentaire
c1(X) > 0 ou = 0. La régularité des géodésiques est améliorée avec Tian [CT0§|, et permet
finalement d’avoir 'unicité des métriques a courbure scalaire constante au sein d’une classe
de Kéhler modulo les automorphismes homotopes a l'identité en toute généralité. On sait
toutefois que les géodésiques ne peuvent pas étre lisses, ni méme C3, en général, voir
[LV11].

Métriques de Kahler-Finstein. Faisons la remarque suivante sur un probleme différent du
probléme de Calabi, mais lié étroitement & ce dernier. Si ¢1(X) = 0, on a vu que le
théoréme de Calabi-Yau nous donne des métriques de Kahler-Einstein dans n’importe
quelle classe de Kéhler. Qu'en est-il des cas ou ¢;(X) > 0 et ¢1(X) < 07 Une condition
nécessaire est que la métrique de Kéhler-Einstein recherchée doit étre dans uc;(X), avec
p >0 (resp. < 0) si c1(X) > 0 (resp. c1(X) < 0); en fixant |u| = 27, on se rameéne
alors par des manipulations analogues a celles du paragraphe a la résolution de
Péquation (w + i09¢p)™ = e/ TePw™ avec e = —£ € {—1,+1}. Le signe de ¢ s’avére ici
crucial : sie =1, i.e. si ¢;(X) < 0, on a tres facilement une borne sur supy |¢|; on peut
alors reprendre les arguments de Yau pour les estimations d’ordre supérieur, et construire
la métrique désirée. Si en revanche on est dans le cas ¢1(X) > 0 (on dit que X est une
variété de Fano), alors e = —1, et Pargument précédent ne fonctionne plus. Le probléme de
I’existence de métriques de Kéhler-Einstein sur les variétés de Fano est en réalité toujours
ouvert ; nous revenons plus bas sur ce point, voir la conjecture [2] au paragraphe

0.2 Reésultats

0.2.1 Meétriques kahlériennes de type Poincaré sur le complémentaire d'un diviseur

Métriques kdahlériennes a courbure scalaire constante, le cas logarithmique. Dans [TY87],
Tian et Yau se donnent un diviseur D a croisement normauz simples dans X. Sous I'hy-
pothése d’amplitude de K x[D] disons, ils démontrent 'existence sur X\ D d’une métrique
de Kahler-Einstein complete, a volume fini, et a singularités cusp le long de D ; comme
dans le cas compact, la démonstration passe par la résolution d’une équation du type
(w+i00p)™ = efTw™ (le cas « favorable »), ol cette fois w est construite au préalable
avec les singularités évoquées, et ¢ ainsi que ses dérivées a tout ordre sont bornées par
rapport a w.

A cet égard, notre premier travail a consisté a généraliser les résultats de Chen sur
les géodésiques entre métriques a des métriques a singularités similaires a la métrique de
Kéhler-Einstein de Tian-Yau, indépendamment de I’hypothése Kx[D] > 0. La classe de
métriques que nous regardons est définie de la maniere suivante. On écrit la décomposition
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du diviseur en composantes irréductibles D = E;-V:l D;; hypotheése de croisements nor-
maux simples signifie que les D; sont lisses, et que 'on peut se donner un recouvrement
finid = Uyl - -UU,, de X par des polydisques ouverts A’f}Q de coordonnées holomorphes

de rayon %, tel que pour tout k, U € U est dans U, ssi U est le voisinage d’un point d’un
croisement a exactement k composantes de D, D1,..., Dy, et D;NU = {27 = 0} pour
j=1,...,k; on note la carte correspondante .

On généralise alors le comportement de la métrique de Tian-Yau par la définition
suivante :

Définition 0.1. Soit @ une (1,1)-forme réelle fermée strictement positive sur X\D. On
dit que @ est de type Poincaré si pour tout k =0,...,m et tout U € U,

- (vv)«w est mutuellement bornée sur (A’{/z)k X A’f};k avec le produit de métriques
de Poincaré sur les k premiers facteurs et de métriques euclidiennes sur les derniers
facteurs;

- (pv)«@ a ses dérivées bornées a tout ordre par rapport a cette métrique modéle.
Soit de plus une forme de Kihler wy lisse sur X. On dit que & est de classe [wy] si
l'on peut écrire @ = wy + 100y avec ¢ une fonction lisse sur X\D, telle que 1) =
O(Z?zllog(—logkﬂ)) dans chaque U € Uy pour tout k, et que |Viihl; = O(1) pour
tout £ > 1. On pose alors @ € PM,-

idzA\dzZ
212 log?(|z[)
rayon % Les choix de cette définition sont motivés ci-dessous (p. ; remarquons cepen-
dant que des métriques kdhlériennes de type Poincaré de classe |[w] existent pour toute
métrique kihlérienne w sur X, et que dans le cas Kx[D] > 0 et [w] = pei (Kx[D]), p > 0,
la métrique de Tian et Yau est bien un représentant de la classe définie.

On entend par métrique de Poincaré la métrique sur le disque épointé de

Le premier théoreme que nous énongons est un théoréme d’unicité pour des métriques
kéahlériennes de type Poincaré a courbure scalaire constante, généralisant le résultat de
Chen :

Théoréme 2. Si Kx[D] est ample sur X, alors pour toute forme de Kdahler wg lisse sur
X, toute métrique de type Poincaré de classe [wo| a courbure scalaire constante est unique

(théoréme [5.1)).

On ne se restreint donc pas, dans cet énoncé, au cas ou [wp] est proportionnelle &
c1(Kx[D]) ; dans ce cas en effet I'unicité énoncée revient a 'unicité de métriques de Kahler-
Einstein de type Poincaré, déja prouvée dans [TY8T7].

Généralisation de la construction de Chen, et du théoréeme de Calabi- Yau. Comme dans
le cas compact (ou la condition d’amplitude est supposée sur Ky ), la démonstration du
théoréme 2] passe par la construction de géodésiques entre métriques de la classe que 'on
considere, qui s’énonce comme suit :

Théoréme 3. On considére 'espace des métriques de type Poincaré sur X\D par rap-
port a une classe de Kihler sur X, équipé de la métrigue de Mabuchi. Deux potentiels
de métriques de cet espace peuvent étre joints par une géodésique continue, qui de plus
peut étre approchée par des déformations C™° du segment joignant ces potentiels. Il existe
un controle uniforme sur ces déformations, vues comme déformations de chemins entre
potentiels : elles sont bornées, ainsi que leurs dérivées d’ordre 1 (en temps et en espace),
et leurs dérivées d’ordre 2 en temps, mixtes, ou certaines de leurs dérivées en espace, a
savoir leur hessien complexe (corollaire .
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On notera que ce résultat est indépendant de 'amplitude de Kx[D]. La métrique de
Mabuchi de I’énoncé est I'analogue de celle du cas compact. La construction des géodé-
siques est encore liée a la résolution d’une équation de Monge-Ampere homogene, sur le
produit de X\ D avec la surface de Riemann a bord ¥ mentionnée au paragraphe ;
une difficulté dans le traitement d’une telle équation est ainsi la présence simultanée d’un
infini et d’un bord, qui de plus se croisent a ’'infini.

Un autre ingrédient crucial dans la preuve du théoreme [2] est le résultat suivant :

Théoréme 4. Si Kx[D] est ample sur X, alors pour toute forme de Kahler wy lisse sur
X, il existe @ de type Poincaré et de classe [wp] dont la forme de Ricci est majorée par
—c& pour une certaine constante ¢ > 0 (théoréme|[3.9).

Ce dernier énoncé requiert la résolution d’'une équation de Monge-Ampere, pour mé-
triques de type Poincaré, théoréme obtenu indépendamment de l’amplitude de Kx[D] :

Théoréme 5. Soit © une métrique kihlérienne de type Poincaré, et f une fonction lisse
sur X\D, a décroissance rapide vers D a tout ordre, et telle que fX\D(ef —1)vol® = 0.
Alors il existe une fonction 1 lisse sur X\D et bornée a tout ordre pour @, telle que :
(@ + ddcw)m =efo™ sur X\D. Un tel potentiel est unique aux constantes prés (théoréme

.

Par « décroissance rapide vers D a tout ordre » pour f, on entend : il existe v >
0 tel que pour tout k et tout U € Uk, (¢u)«f et ses dérivées a tout ordre sont des
O(|log|2!|---log|z¥||™") pres de {z!--- 2% = 0}.

Dans le théoréme [5], I’équation en jeu est encore une équation de Monge-Ampére ; de
maniere quelque peu surprenante, nous n’avons pas trouvé sa résolution dans la littérature.
Par ailleurs, les situations dans les théorémes [3] et [f] sont assez différentes, et pour cette
raison, les démonstrations le sont aussi : preuve basée sur le travail de Chen [Che00] dans
le premier cas, preuve plus proche de larticle de Tian et Yau [TY90] dans le second cas.

Contraintes topologiques. On s’éloigne ici momentanément du probléme général de la ré-
solution d’équations de Monge-Ampére singulieres, pour se concentrer sur les métriques
de type Poincaré a courbure scalaire constante. Nous avons donné ci-dessus un résultat
d’unicité de telles métriques ; énongons a présent une obstruction générale a leur existence :

Théoréme 6. On suppose qu’il existe sur X\D une métrique de type Poincaré, de classe
[wo] (avec wy lisse sur X ). Alors pour tout j = 1,..., N indexzant une composante irréduc-
tible D;j de D, on a l'inégalité suivante :

mC1 (KX[D])[WO]mil < (m-1)
[wo]™

c1 (Kx[D])er ([Dy]) [wo] ™2
c1([Dy]) [wo] ™1

(théoréme [6.1)).

L’inégalité s’interprete en disant que la courbure scalaire hors du diviseur doit étre
strictement inférieure a la courbure scalaire moyenne associée a la classe de Kéhler induite
sur chaque composante du diviseur. Quand les métriques sont asymptotiquement produits,
la démonstration du théoréme|6est assez intuitive (les métriques & comportement Poincaré
sur les disques normaux a D apportent une contribution négative a la courbure scalaire), et
montre que le diviseur lui-méme admet une métrique a courbure scalaire constante. Notre
travail a donc été de généraliser cette intuition a une classe de métrique plus large : ne
pas demander un comportement asymptotique précis sur les métriques de Poincaré nous
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permet alors d’économiser une hypothese d’existence de métrique kahlérienne a courbure
scalaire constante sur le diviseur.

Choix de la classe de métriques. La classe de métriques que nous fixons dans la définition
[0.T] appelle deux types de commentaires. Premiérement, des métriques a singularités telles
que nous les envisageons peuvent apparaitre naturellement comme limites de métriques
lisses. Citons la conjecture de Yau-Tian-Donaldson [Yau93l [Tia97, Don02] :

Conjecture 2. Une variété polarisée compacte admet une métrique kihlérienne d courbure
scalaire constante dans la classe de polarisation si, et seulement si, elle est K-stable.

La « K-stabilité » est une notion algébro-géométrique proche de la Théorie Géomé-
trique des Invariants, ¢f. [Don02]; un des buts de cette conjecture est de résoudre en le
généralisant le probléme de existence de métriques de Kéhler-Einstein dans le cas Fano. A
présent, sans entrer dans les détails, mentionnons qu’un angle d’attaque a la résolution de
cette conjecture est la construction d’une suite de métriques kdhlériennes, dites métriques
équilibrées, et un point crucial est la compréhension de leur convergence et de leur éven-
tuelle limite; il est tout a fait possible que des métriques de type Poincaré apparaissent
comme de telles limites.

Par ailleurs, Donaldson envisage dans un travail récent [Donll] ce probléme des mé-
triques de Kéahler-Einstein sur les variétés de Fano wvia des métriques a singularités co-
niques ; le but est de mieux comprendre les métriques lisses en étudiant ces métriques
singuliéres, et en faisant tendre I’angle des singularités vers 27, voir aussi [RT11) [CGP11]
JMRI11]. Symétriquement, une compréhension globale des métriques a singularités co-
niques pourrait exiger une analyse du cas limite ot ’angle tend vers 0, c¢’est-a-dire lorsque
les cones deviennent des cusps.

Signalons de plus que I'inégalité du théoréme [6] a été suggérée dans [Szé06, §3.2], dans
une conjecture plus large étendant la conjecture [2] aux variétés quasi-projectives, voir la
conjecture [3] du paragraphe suivant.

D’autre part, de maniere plus concrete, le controle que nous demandons sur nos mé-
triques de types Poincaré peut sembler assez faible ; considérer des métriques avec un com-
portement plus précis preés du diviseur comme dans [Sz€006), §3.2] aurait sirement permis
des considérations analytiques plus fines. Les controles requis autorisent néanmoins ’ana-
lyse suffisante des métriques concernées (par exemple, 1'utilisation d’estimées de Schauder
dans des revétements locaux), et donnent un résultat d’unicité (théoreme [2)) assez général ;
la construction de géodésiques, méme approchées, dans une classe restreinte, s’avere en
revanche un probleme assez délicat. On ne sait pas en outre si ’on peut demander un com-
portement asymptotique précis des métriques kédhlériennes de type Poincaré a courbure
scalaire constante preés du diviseur — comme c’est le cas pour la métrique Kéahler-Einstein
de Tian-Yau [Sch02] — et le théoréme d’unicité que nous donnons pourrait étre utile sur
ce point. Notons enfin qu’en ne demandant pas un comportement asymptotique pour les
métriques de type Poincaré, nous évitons de contraindre ’existence d’une métrique kahlé-
rienne a singularités cusp et a courbure scalaire constante hors du diviseur, a celle d’une
métrique kahlérienne a courbure scalaire constante sur le diviseur.

Donnons finalement quelques précisions sur les conditions sur les potentiels de la défi-
nition [0.1} Cette condition peut apparaitre quelque peu artificielle, et on pourrait vouloir
la remplacer par ’énoncé suivant, plus naturel :

~ «@ = wo + dn pour une 1-forme n € L*(X\D,d) »,
puis déduire 'existence d’un potentiel 1y comme décrit dans la définition a posteriori. Ceci
est en réalité faisable, voir la section [[.4] au moins dans le cas ou le diviseur est lisse;
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nous avons toutefois gardé notre condition sur les potentiels sous cette forme dans notre
définition car ce point n’est pas trivial; de plus ’énoncé de la définition s’avere plus
utile au cours de notre travail. La question principale est en fait celle d’un contréle L
sur la différentielle des potentiels, qui s’avere crucial dans la preuve du théoréeme |2}, voir
la section 2.2

0.2.2 Instantons gravitationnels ALF

Instantons gravitationnels. Une seconde partie de nos travaux, plus proche de la direc-
tion impulsée par Tian et Yau dans [TY90, [TY91], suivie également par Joyce [Joy00, ch.
8] et H. J. Hein [Heil0], a trait aux instantons gravitationnels, c’est-a-dire aux variétés
de dimension (réelle) 4 completes et hyperkéhlériennes (et donc Ricci-plates). Un premier
intérét a considérer de tels objets vient de la physique théorique ; les instantons gravitation-
nels sont présents par exemple en gravité quantique et en théorie des cordes. Une seconde
motivation provient d’un point de vue interne a la géométrie différentielle ; les instantons
gravitationnels peuvent en effet apparaitre comme limites de processus d’éclatements de
métriques d’Einstein sur des variétés de dimension 4. Quand la limite ne s’effondre pas,
on a affaire a des espaces ALE (Asymptotically Locally Euclidian), tandis que quand il y a
effondrement, on obtient un espace ALF (Asymptotically Locally Flat), ALG ou ALH (G
et H, suivant E et F, n’ont pas de sens propre).

La premiére famille, consistant en des variétés asymptotiques & un quotient de R*
par un sous-groupe fini de SO(4), est totalement classifiée par P.B. Kronheimer [Kro89b].
De plus, toutes les métriques ALE possibles sont construites par quotient hyperkahlérien
[Kro89a). Une classification des familles ALG et ALH a été entreprise récemment par Hein.

Quant a la famille ALF, elle consiste en des variétés asymptotiques & une fibration en
cercles au-dessus de R? ou de R3/(Z/27Z), voir [Min07] ; le prototype de ce type d’espaces
est donné par C2 muni de la métrique de Taub-NUT, introduite par Hawking [Haw77].
Elle se scinde principalement en deux sous-familles : les variétés de type cyclique, ou
« instantons ALF de type Ayj », et celles de type diédral, ou « instantons ALF de type
Dy, ». Les premieres sont tres bien comprises ; elles ont été en effet récemment totalement
classifiées par V. Minerbe [Minl11], et leur construction est totalement explicite, ainsi qu’il
apparait dans [GH76]. De maniére plus précise, les instantons ALF de type Ay, s’identifient
comme variétés aux instantons ALE de méme type de la classification de Kronheimer, et la
métrique hyperkahlérienne ALF dépend des mémes parametres que son homologue ALE,
auxquels il faut ajouter un « parametre de masse » m (le terme de « masse » étant utilisé
par analogie avec la métrique de Schwarzschild, le parametre supplémentaire s’interprétant
plutot comme l'inverse d’une aire).

Les ALF de type diédral sont en revanche moins bien connus. D’une part, il n’existe
pas de classification des instantons ALF de type diédral comparable a celle des instantons
ALF de type cyclique. Un tel résultat, sous une forme tout a fait similaire, est toutefois
conjecturé : on s’attend a ce qu'un instanton ALF de type Dy (k > 2) s’identifie en tant
que variété a un instanton ALE du méme type, et que la métrique ALF dépende des
mémes parameétres que la métrique ALE, plus le parameétre de masse (voir la conjecture
du paragraphe suivante). D’autre part, la construction des exemples connus, comme dans
[CHO5] ou [CK98], est assez peu explicite, ce qui est une source de motivation pour une
construction plus explicite de tels espaces.

Construction d’instantons ALF. Une premiére étape vers la classification des instantons
ALF de type Dy évoquée ci-dessus consiste en la construction des instantons ALF figurant
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dans la classification espérée; nous avons donc entrepris une telle construction, sous une
forme analytique et assez explicite. Cette construction, appropriée pour voir le lien entre
instantons ALE et ALF de méme type, repose sur la classification des instantons ALE de
type Dj par Kronheimer, ainsi que par une description originale de la métrique de Taub-
NUT, ou plus exactement d’une famille de métriques de Taub-NUT (f,,)mn>0, suggérée
dans [LeB91]. Résumons notre construction dans I’énoncé suivant :

Théoreme 7. Soit k > 2. Pour toute structure hyperkdhlérienne sur un instanton gra-
vitationnel ALE (X, go,IJX) de type Dy, qui est une résolution minimale de C?/Dy, pour
IX, il existe une famille (gm)m>o de métriques complétes hyperkihlériennes ALF indexée
par un parameétre de « masse » m €)0,+o00[. Ces métriques sont kihlériennes pour IIX, et
gm (%) et go(I;X-,-) sont cohomologues. Par conséquent, de telles métriques ALF sont
paramétrées par les mémes paramétres que les métriques ALE correspondantes, soit trois
classes dans HY' (X, C), plus le paramétre de masse. On a de plus, a m firé, lestimation

(gm — 1), VI (g — £n) € O(R™279) pour tout § € (0,1) (théoréme .

Nous renvoyons au paragraphe suivant, conjecture ] pour un énoncé analogue dans
le cas général ou l'espace X est une déformation de C2/Dy, établi suivant une méthode
similaire. Dans 1’énoncé ci-dessus, f,,, est sur X une extension lisse de la poussée-en-avant
de la métrique de Taub-NUT f,, de C2, Dj-invariante, via un bihilomorphisme entre
voisinages de I'infini de C?/Dy, et X ; R joue le role d’une distance pour f,,, & un point fixé
dans X.

Ce résultat est lié au probléeme général de la résolution d’équations de Monge-Ampere
sur des variétés non compactes de la maniére suivante. Le théoréme [7] est établi en fixant
m et en partant d’'une métrique I{*-kéhlérienne proche de f,,, dans la classe [go(I-,-)].
Il s’agit ensuite de rendre cette métrique Ricci-plate, en rendant sa forme volume égale a
celle de gg ; cette étape cruciale de notre construction se traduit & nouveau par la résolution
d’une équation de type Monge-Ampere, adaptée a la géométrie ALF.

Notons ici que ’on construit une famille de métriques dont les formes de Kéahler sont
cohomologues, et qui ont toutes méme forme volume. Or les modeles sur C? auxquels se
comparent ces métriques ne sont pas asymptotiquement proches : on peut par exemple
voir (C?\{0}) comme une fibration en cercles au-dessus de (R*\{0}) (indépendamment de
m) ; la métrique de Taub-NUT f,,, de parameétre m confére alors aux fibres une longueur
tendant vers m4/2/m a linfini. La construction des métriques du théoréme |7| contraste
donc avec le théoreme de Calabi-Yau classique, ainsi qu’avec notre version logarithmique
(théoréme , dans lesquels la forme de Kahler obtenue est unique au sein de sa classe de
de Rham.

Version ALF du théoréme de Calabi-Yau. L’équation de Monge-Ampere en question dans
la construction du théoréme [7] comme celle du théoréme 5], a un membre de droite stricte-
ment positif avec des asymptotiques précises. Néanmoins, la situation géométrique ALF est
radicalement différente de celle des métriques de type Poincaré de la section précédente ;
par exemple, le volume est infini, et le rayon d’injectivité est minoré preés de l'infini. Elle
est plus proche du cadre ALE : en ne considérant par exemple que des objets invariants
sous 'action de cercle associée a la fibration pour un espace ALF, on est ramenés a une
situation asymptotiquement euclidienne (de dimension 3). C’est pourquoi la résolution de
notre équation de Monge-Ampére est, dans une certaine mesure, plutdt inspirée par la ré-
solution de Joyce [Joy00] sur les espaces ALE. On établit et démontre le résultat suivant,
a comparer aux théorémes [I] et ] :
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Théoréme 8. Soit (Y, gy, JY ,wy) une variété kihlérienne ALF de dimension 4 de type
diédral; on note p la distance & un point fize de Y. Etant donnée une fonction f lisse,
telle qu’il existe v € (0,1) tel que (VIV)'f = O(p~2747) pour tout £ > 0, il existe sur'Y
une unique fonction lisse ¢ € CF2, telle que (V9 )l = O(p~*=7) pour tout £ > 0, et

(wy + 2'35@)2 =l

(théoreme [9.19).

D’apres 'unicité sur le potentiel de ce théoreme, on devine en écho au commentaire
ci-dessus que la métrique de référence (ou métrique a corriger si I'on se place du point
de vue de la construction entreprise) doit varier avec le paramétre m. Ceci explique la
généralité dans laquelle nous écrivons ce dernier énoncé.

Si 'on compare en outre le potentiel ¢ obtenu dans cet énoncé a celui du théoréme
Bl on remarque que les asymptotiques dans le cas présent sont plus fines que dans le cas
logarithmique, ou les potentiels sont essentiellement bornés a tout ordre, en dépit d’un
comportement précis du membre de droite. Nous verrons aux chapitres [ et [I0] ainsi que
dans lappendice [A] que ces problémes sont liés & des considérations d’analyse a poids.

Concluons en remarquant que Hein donne un résultat semblable au nétre ; voir [Heil0,
Theorem 4.1], avec le parametre [ pris égal a 3. Ce résultat, plus général quoique plus
abstrait, ne fournit néanmoins pas d’asymptotiques sur le potentiel solution, asympto-
tiques nécessaires pour la construction énoncée par le théoréme [7]; ceci justifie notre choix
d’énoncer et de démontrer le théoréme [§] sous cette forme.

0.2.3 Limites des résultats

Au vu de nos résultats du paragraphe [0.2.1) une étude & mener serait la généralisa-
tion des difficiles résultats de [CTOS| pour se passer de 'amplitude de Kx|[D] dans le
théoreme [2] et obtenir une résultat d’unicité des métriques de type Poincaré & courbure
scalaire constante modulo 'action d’automorphismes homotopes a I'identité et tangents
au diviseur.

On peut également vouloir préciser les obstructions a I’existence de ces métriques. Dans
cette direction, une conjecture a déja été posée par Székelyhidi [SzEé06], qui étend au cadre
des métriques de type Poincaré la conjecture 2] :

Conjecture 3. Une variété polarisée compacte (X, L) admet une métrique Kaihlérienne
asymptotiquement hyperbolique hors d’un diviseur lisse D et a courbure scalaire constante
dans la classe de polarisation si, et seulement si, le triplet (X, D, L) est K-stable.

Les « métriques asymptotiquement hyperboliques » de cet énoncé constituent une sous-
classe de nos métriques de type Poincaré. Nous revenons sur la notion de K-stabilité pour
un triplet (variété, diviseur, fibré en droites), ainsi que sur U'intérét qu’il existe a travailler
dans la classe plus large des métriques de type Poincaré, dans la section [6.2] du mémoire.

On peut aussi se poser la question plus concréte de la construction d’exemples originaux
de telles métriques. Plusieurs pistes semblent envisageables pour ce type de construction.
On pourrait tout d’abord exploiter la résolution par Donaldson de la conjecture [2] sur
les surfaces toriques (c¢f. [Don02, Don09]), et transposer sa construction de métriques
kéhlériennes a courbure scalaire constante sur le complémentaire d’un diviseur dans une
surface torique, en supposant le diviseur globalement invariant sous l'action de tore. On
peut d’autre part s’inspirer des techniques de C. Arezzo et F. Pacard (voir par exemple
[AP09]), en partant de la métrique de Kéhler-Einstein de Tian-Yau, et en éclatant des
points hors du diviseur.



24 INTRODUCTION

Nous nous restreignons, au paragraphe [0.2.2] & des résolutions de singularités klei-
niennes C2/T", avec I' un groupe binaire diédral. Une premiére question serait donc de
donner un théoréme similaire au théoréme [7]dans le cas général des déformations de ces ré-
solutions, sur lesquelles vivent également des métriques hyperkahlériennes ALE ([Kro89al).
Cette question semble consister essentiellement en une compréhension fine de ces instan-
tons ALE, dont on tire un modele grossier (les f',bn ci-dessous) adéquat ; la contrepartie
d’une généralisation de notre construction de métriques hyperkéhlériennes ALF sur de
pareils espaces semble étre une moins bonne coincidence entre le modeéle, assez explicite,
et la métrique de l'instanton, ce pourquoi ’on suggere :

Conjecture 4. Soit k > 2. Pour toute structure hyperkdhlérienne sur un instanton gravi-
tationnel ALE (X, go, I]X) de type Dy, il existe une famille (gm)m>0 de métriques complétes
hyperkihlériennes ALF indexée par un paramétre de « masse » m €)0, +oo[. Ces métriques
sont kihlériennes pour I{X, et g (I{-,-) et go(Ii<-,-) sont cohomologues. Par conséquent,
de telles métriqgues ALF sont paramétrées par les mémes paramétres que les métriques
ALE correspondantes, soit trois classes dans H' (X, C), plus le paramétre de masse. On
a de plus, & m firé, Uestimation (g — £2,) € O(R™%) pour tout § € (0,1) (théoréme

.

Les métriques £, sont les extensions aux instantons X de métriques £, définies hors
d’un compact de C?, assez proches des métriques de Taub-NUT f,, ; en particulier, leur
tenseur de Ricci tend vers 0 a l'infini.

Cette construction établie, il serait tentant de vouloir revenir au probleme de classifi-
cation évoqué au paragraphe [0.2.2] et d’émettre une derniére conjecture :

Conjecture 5. Tout instanton gravitationnel ALF de type Dy, est isométrique a l'un des
exemples de la conjecture[]], et lisométrie en jeu respecte les structures hyperkihlériennes.

Ceci nous dirait en particulier que les métriques que nous construisons coincident avec
celles de [CHO5] ou de [CK9§|, ce qui reste obscur jusqu’a présent.

Un angle d’attaque possible pour démontrer la conjecture [f] serait une démarche en
quelque sorte réciproque a celle de notre construction, qui consisterait en la construction
d’une métrique hyperkahlérienne ALE sur un instanton gravitationnel ALF de type Dy
donné. Il est clair, sur le modele (C2, (f,)m>0), que f,, tend vers la métrique euclidienne
quand m tend vers 0 en topologie C7.; on peut donc vouloir étendre la métrique de
I'instanton gravitationnel ALF de départ en un famille & un parametre m € (0,00), et
faire tendre m vers 0 pour récupérer la métrique ALE.

On souhaite toutefois, avant d’entreprendre ce programme, bien comprendre le com-
portement des métriques g¢,, du théoréme [7] lorsque m tend vers 0.

0.2.4 Organisation du mémoire

Nous respectons dans le texte qui suit, scindé en deux parties, le plan d’exposition
esquissé ci-dessus.

La premiere partie du mémoire est consacrée aux métriques kdahlériennes de type Poin-
caré sur le complémentaire d’un diviseur a croisements normaux simples dans une variété
compacte. Cette partie est organisée en six chapitres, et un appendice. Le premier chapitre
traite d’exemples et de préliminaires analytiques dans le cadre des métriques kéhlériennes
de type Poincaré. On rappelle un modele simple, dont on regarde plus en détail le com-
portement pres du diviseur (section , puis on étend succinctement quelques notions
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utiles dans la compréhension de la géométrie d’un espace de métriques kahlériennes et
dans I’étude des métriques a courbure scalaire constante; parmi ces notions figurent la
métrique et la K-énergie de Mabuchi. Ceci nous conduit a I’équation des géodésiques dans
notre espace de métriques PMy,j; il est équivalent de la considérer comme équation
des géodésiques dans ’espace des potentiels, et elle s’écrit alors, étant donné un chemin
(vt)e[o,1) Teliant vg et vy, correspondant & un chemin de métriques (wy) :

3, — 0|2, = 0,

comme dans le cas compact. Précisons que nous concluons ce chapitre [I] par une section
complémentaire [[.4] ot 'on généralise des résultats comme 'inégalité de Poincaré, et ou
I’on discute du contréle que 1'on peut obtenir sur les potentiels en élargissant la définition
des métriques de type Poincaré, comme évoqué plus haut.

On résout formellement I’équation des géodésiques dans le chapitre [2 (théoréme ,
en adaptant les techniques utilisées par Chen et Blocki [Che00, Blo] & notre contexte;
on utilise en particulier une méthode de continuité, analogue a celle de Chen, pour une
équation de de Monge-Ampere homogene sur le produit (X\D) x [0,1] x S! dérivée de
I’équation (section. A ce point, la difficulté liée au bord a l'infini D s’ajoute & celle
provenant du bord & distance finie de [0,1] x S*. On contourne néanmoins ces problémes
grace au cadre Poincaré; plus précisément, on remplace les boules de coordonnées locales
utiles & I’analyse par des boules de coordonnées d’'un revétement local (on parle de « quasi-
coordonnées ») dans le sens X\ D, cette manipulation permettant de se ramener a une
métrique de référence fixe. On utilise en outre pour des raisonnements plus globaux un
principe du maximum adéquat (lemme , dans lequel le bord sur lequel on demande
usuellement la négativité de la fonction considérée est remplacé par (X\D) x {0,1} x S*.

Dans les deux chapitres centraux (3| et 4] nous revenons sur X\ D. Dans le premier de
ces chapitres, nous énongons notre théoreme de Calabi-Yau logarithmique (section .
Nous l'utilisons dans la section a suivre pour construire des métriques de type Poincaré
a forme de Ricci strictement négatives, sous réserve de 'amplitude de Kx[D]. Quant au
chapitre [4, nous le consacrons a la preuve du théoréme de Calabi-Yau logarithmique, en
suivant une progression assez classique pour ce qui est d’un controle uniforme (estimées
CY, puis estimées d’ordre 2, 3, et d’ordre supérieur, sur les potentiels, & la section ,
et nous établissons les propriétés de décroissance rapide de potentiels intermédiaires en
section 4.2l

Dans la chapitre [§} nous appliquons les constructions de géodésiques approchées et
de métriques a forme de Ricci strictement négative au résultat d’unicité des métriques
kéhlériennes & courbure scalaire constante, sous I’hypotheése d’amplitude de Kx[D] (théo-
reme . On n’a pas besoin d’énoncer cette unicité modulo 'action d’automorphismes
paralleles & D, puisqu'un de champ de vecteurs holomorphe L? pour une métrique de
type Poincaré est nécessairement nul, ainsi que ’explique le lemme lorsque Kx|[D] est
ample.

On traite dans le chapitre [6]la contrainte topologique énoncée par le théoréme[6] Apres
avoir éclairé les liens existant entre cet énoncé et les suggestions de Székelyhidi [Szé06,
§3.2] dans la section on énonce dans le cas ou le diviseur est lisse deux propositions
dont le théoréme [6] est un corollaire. On démontre ces propositions, en supposant toujours
le diviseur lisse, dans la section [6.4f On conclut le chapitre par une généralisation au cas
ou le diviseur est a croisements normaux simples.

En appendice, nous donnons une version plus fine du théoréme [5| dans le cas ou le
diviseur est lisse (théoréme [A.T)).
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Dans la seconde partie du mémoire, rédigée en anglais et organisée selon quatre cha-
pitres, on étudie une construction analytique nouvelle d’instantons gravitationnels ALF
de type diédral, en partant d’instantons gravitationnels ALE de méme type.

Un premier chapitre (chapitre [7| du mémoire), succinct, consiste ainsi en une présen-
tation rudimentaire des instantons gravitationnels ALE de type diédral, et s’attache plus
particulierement a quelques propriétés d’une certaine sous-classe de tels espaces, a savoir
les résolutions minimales, ou crépantes, de C?/T', avec T' sous-groupe fini de SU(2) (de
type binaire diédral).

On donne dans le second chapitre (chapitre [8)) une description originale d’une famille &
un parametre de métriques de Taub-NUT, et de leurs potentiels, sur C2 muni de sa struc-
ture complexe usuelle. Cette description est suggérée sous forme d’exercice par LeBrun
[LeB91] ; nous résolvons cet exercice, et exploitons le caractére explicite de la solution ob-
tenue en vue d’une comparaison des métriques de Taub-NUT avec la métrique euclidienne,
comparaison utile dans les calculs du chapitre suivant.

Nous appliquons dans le troisieme chapitre de cette seconde partie (chapitre E[) la des-
cription du chapitre précédent a la construction énoncée dans le théoréme([7] Le programme
de cette construction, dont la premiére étape est immédiate, est décrit en section [9.1]; la
seconde étape, un recollement du potentiel approprié sur I'instanton ALE considéré, est
effectué en section [9.2] La troisiéme étape, consistant & corriger la forme volume de la
métrique « brute » obtenue, nécessite toutefois, telle que nous I'’exposons, plus de travail :
ceci est I'objet des sections [9.3] 4 [0-5]

La conclusion du programme du chapitre [J] se fonde sur une application du théoréme
que nous prouvons dans le quatrieme chapitre de cette seconde partie (soit le chapitre
. La preuve est basée sur une méthode de continuité, rappelée en section Les
estimations a priori nécessaires & son fonctionnement sont obtenues en section [10.2] et on
conclut la preuve dans la section [10.3
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L’espace des métriques

"OBJET de ce premier chapitre est de donner la définition, ainsi que quelques proprié-
tés basiques, des métriques kéhlériennes de type Poincaré, en référence a un modele
simple.

1.1 Meétrique modele

1.1.1 Construction

On commence par construire une métrique w sur le complémentaire d’un diviseur dans
une variété kahlérienne compacte ; nous utilisons w comme prototype des métriques kéah-
lériennes de type Poincaré. Soit (X, wp, J) une variété kihlérienne compacte de dimension
complexe m, dans laquelle on considére un diviseur D a croisements normaux simples,
dont nous écrivons la décomposition en composantes irréductibles D = é-V:l Dj. Par
croisements normaux simples nous entendons que :

1. les D; sont lisses, et en particulier ne s’auto-intersectent pas;

2. 'on a autour de chaque point d’'un croisement a k composantes, D1 N --- N Dy

disons, un ouvert U de coordonnées holomorphes (z', ..., 2, 2K .. 2™) € A™ tel

que D;NU = {2/ =0} pour j =1,...,k; ici, A est le disque unité ouvert de C.
Soit o € (O([D,]),] - |;) une section holomorphe définissant Dj, i.e. donnant 1’équation
globale Dj = {o; =0}, j =1,...,N. On peut supposer que

pj = —log(|o;[3)

est minoré par 1 hors de D;; on notera également que i@gpj s’étend en une forme réelle
de type (1,1) lisse a X tout entiere, de classe 2mcy([D;]).

Soit & présent A un paramétre réel positif. Si Pon pose u; := log(A + p;) = log (A —
log(|oj[3)), on obtient :
Lemme 1.1. Soit A > 0. Dés que X\ est assez grand (ceci dépendant de A et wy), la
(1,1)-forme fermée B

wo — Alaau] (1.1)

définit une forme de Kihler sur X\D;.

Démonstration. 11 est clair que wg — Ai@guj est de type (1,1) et fermée. Le lemme découle
alors d’un calcul simple ; en effet,
- Aidp; NOp;  AidOp;
—AidDuy = =P DOk L0
(A+pj) A+ p;
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Aiagﬂ] < CA
B A p; = Apj
(1,1)-formes, ot C' est choisie telle que +i00p; < Cuwy sur X. Comme p; tend vers 400
Aiagpj
Atp;

Le premier terme est une (1,1)-forme positive, tandis que + wo au sens des

pres de Dj, on a wy — > 0 sur X\D; des que X est assez grand. O
Choisissons Ay, ..., Ay > 0. En remplacant wg par %wo, et en augmentant A si néces-
saire, on a %wg — A;i00u; > 0 sur X\D; pour j =1,..., N, donc

N N N
o T 1 nm N

w = wy — 100U = wy — Z Aji00u; = Z (Nwo — Ajzaauj), ounl u= ZAjuj, (1.2)

Jj=1 J=1 Jj=1
définit bien une forme de Kéhler sur X\ D. Ce point étant vérifié, nous allons aussi voir en
quel sens w peut étre comparée a un produit (métriques cusp autour du diviseur) x (métrique
lisse sur le diviseur), et méme donner une description précise de son comportement asymp-

totique.

1.1.2 Comportement asymptotique

On rappelle que I'on peut donner localement des équations des D; a I'aide de coordon-
nées complexes indépendantes. On a alors :

Proposition 1.2. On se donne autour d’un point de Dj N ---N Dj, un voisinage de

coordonnées complexes (2!, ... L L ., 2™) telles que 2t soit une équation de Dj,,

¢e{l,...,k}. On pose

k N
WUA = Z m + (wo — j:%l Ajiagu]) | D1A--NDy s
ot le dernier terme du membre de droite est la métrique wg — ZkN:jH A;iBOu; restreinte
a AlDlm D, Alors VL (w = wua)llwpa = O(py' + -+ ppt) pour tout p > 0.
Démonstration. On fait le cas ou k = 1 et p = 0. Remarquons que 'on peut écrire |oy |%
g

ef|21|? pour une certaine fonction f lisse & travers D. Ainsi, p; = f+log(|z'|?) ~ log(|z
op1 = %1 + Of et i00p, = i00f, et en conséquence,

2

5P = a7 Ndzl +i(2 dz! NOf + ZL0f Ad2Y) + |21 %idf NOf  idDf
. PR+ O+ /) ST

100 f
p1+A
pour wy, 4. De méme, df est bornée pour wy et donc pour wy 4, d’'ott |i(2'dz! AOf + 2Ldf A

Comme w4 domine wy et que DI f est lisse, i00f est borné i.e. —

est un O(p;!)

dzh)| < Cldzt|, . = CA] 2112 [log(|2'[?)|, ce qui donne un O(p;') aprés division
par |z'[2log?(|z'[?). On a encore |2'%i0f A Df = O(|z'|?), ce qui donne un O(p;?) apres
division par |2 |2 log?(|21|?), d’ot, par rapport & wy 4, —i0du; = % aun O(pyt)
pres.
Par ailleurs, o' = wp — 3 ;59 A;ji00u; étant lisse sur U, on a
. ; — 1
(Wir = (W']py)p)idz" Adzk = O(27)
pour j,k > 2, ce qui est largement un O(p;'). Enfin, wil—ﬁidzl AdzF et whidzl A dz1 sont

respectivement un O(|dz|.,, ,) et un O(|dz']2, ,), donc & nouveau largement des O(ph),

—-1/2

puisque |dz'|o, , = A7 /7|2 |[log(|z1[?)],- On procede de méme lorsque p > 1.
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Lorsque le nombre de composantes augmente, on ajoute simplement les développe-
ments. O

Meétrique induite. Dans le cas ou k = 1, c’est-a-dire loin des croisements, ces asymptotiques
donnent une notion claire de ce qu’est la métrique induite par w sur Dj loin de Ujr.; Dy, et
méme sur D;\ Uj,?éj Dj:, en regardant de plus en plus pres mais jamais a travers Uj,# Dj;
il sera alors pratique de noter w| DAU,, Dy une telle métrique induite. On peut alors
en réalité donner des asymptotiques pfusj précises pour w en utilisant cette notion. Par
exemple, dans le cas ot k = 2, avec Dy (resp. Do) donné par z!' = 0 (resp. 22 = 0), on
peut montrer, en utilisant les mémes techniques que pour la proposition que

w = (@[py\p, 17idz" A dzt + (W] py\py)azidz® A d2? + W [pinp, + Op1 o3 )

avec w' = wgy — 2j>2 Ajz'@guj, et O(pflpgl) compris a tout ordre, ce qui est plus fin que
I’asymptotique donnée par la proposition.

On en déduit, par récurrence sur le codimension des croisements, une notion récursive
de métrique induite par w sur un croisement d’une codimension donnée, en dehors des
croisements de codimension plus grande.

Ainsi, prés du diviseur, w est asymptotiquement un produit de métriques cusp sur
idzI NdzJ
1272 log?(|27]2)
disque €épointé, avec une métrique lisse sur le diviseur, et I’on récupere donc certaines
propriétés telles que : w est complete, son volume est fini (et égal au volume associé a la
classe de de Rham de wy, voir section [1.3)), et son rayon d’injectivité tend vers 0 vers D.
On remarque aussi que les métriques induites sur les croisements successifs de D par w

ont un comportement analogue.

le disque épointé, les connues également comme métriques de Poincaré du

Meétrique de Poincaré sur le disque épointé. On notera le fait suivant sur la métrique cusp
standard du disque unité épointé, ou métrique de Poincaré, qui est dii a I’homogénéité du

demi-plan de Poincaré. Soit weysp = % sur le disque, et pour ¢ € (0,1), on pose
0§ - %A — A*, (—exp(— %—fg%g). Alors pour tout 6 € (0,1), on a
. id¢ A dC 3
Ps Weusp = m sur ZA

Autrement dit, @5 weusp ne dépend pas de d; elle est de plus mutuellement bornée avec
la métrique euclidienne, et ses dérivées a tout ordre par rapport a cette métrique sont
bornées.

En outre, ¢cA* = Use(o,1) ¢s(3A) avec ¢ > 0 assez petit (0 < c < e . Ceci nous
dit par exemple dans le cas k = 1 de la proposition précédente avec une composante Dq
donnée localement par z' sur le voisinage U considéré, qu'il existe pour tout p € N une
constante C), telle que

—25/7)

N
P %_CSHV’QM(‘I’&*(W — Arweusp) — (wo — ; A;i0du;) |D1) Hm <Gy

olt @5 3A x A™TL— A% 5 AmTL (122,000 2™ = (p5(¢h), 2%, ..., 2™). Concluons en
remarquant qu’une telle @5 n’est pas injective, mais que sa différentielle est en tout point
de rang maximal.
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1.2 Meétriques kiahlériennes de type Poincaré

Espaces fonctionnels, espaces de tenseurs. Le point de vue des « quasi-coordonnées » — les
;s ne sont en général que des immersions holomorphes, pas des cartes ; voir [TY87], p.580
— est commode pour définir des espaces de Holder pour w, espaces qu’il serait délicat de
décrire de la maniere usuelle, a cause du rayon d’injectivité tendant vers 0 pres du diviseur.
Ainsi, si 'on pose

O (BA) ' x AT =P (AF)F X AH

(€ M ™) e (06, (€15, (CF), 2L 2™

pour § € (0,1)F et si U est un polydisque voisinage d"un point d’un croisement DyN- - -N Dy,
avec comme précédemment U N D; donné par {2/ = 0}, on définit pour f € CV'¥(U\D),
(p,) €N x [0,1),
[ fllepa@npy = sup |[@5f :
@\0) = SUP 155y
Etant donnés ensuite de tels ouverts U € U recouvrant D et V tels que X =V U Uveu U
et une partition de l'unité {xv, xu,U € U}, on définit I’espace de Holder

CP7(X\D) = {1 € CRZ (X\D)| Ixv fllema) + 5up | flenanp) < +oc)

que 'on munit de la norme évidente. On pose de méme

C®(X\D) = | CP*(X\D).
(p,a)eNx[0,1)

On vérifie facilement que ces espaces ne dépendent pas du recouvrement choisi (changer
de recouvrement a pour seul effet de produire des normes équivalentes). Pour éviter des
ambiguités, précisons que les espaces obtenus pour @ = 0 sont les mémes que les espaces
C* définis & l'aide de la connexion de Levi-Civita de w, et que ces espaces contiennent
strictement les espaces de fonctions Cl’fjc sur X\ D dont les dérivées d’ordre inférieur a k
par rapport a une métrique lisse sur toute X sont bornées .

On procede de méme pour les tenseurs; par exemple, pour U comme ci-dessus, w €

CPY(ALY U\D), on pose

loc

|@|epariinpy = sup [ @5 |lcraat p,
5€]0,1[*
puis on définit CP*(AL X\ D) et C°(Ab!, X\ D) a I'aide de la méme partition de I'unité
que ci-dessus. Un exemple est immédiatement donné par w, élément de C>° (ALt X\ D).

Définition de ’espace des métriques. On peut a présent donner une définition précise de
la classe de métriques a laquelle nous nous intéressons dans ce travail :

Définition 1.3. On dit qu’une (1,1)-forme réelle fermée localement lisse w' sur X\D est
une métrique kahlérienne de type Poincaré de classe Q := [wW]ar, Si :

1. W' est C®-quasi-isométrique d w, soit cw < W' < ¢ lw sur X\D pour une certaine
c> 0, et les dérivées a tout ordre de ' dans les quasi-coordonnées utilisées ci-dessus
sont bornées (ou encore : W' est quasi-isométrique d w et W' € C®° (AL X\D));

2. w' = wy + i0dv pour une fonction v localement lisse sur X\D telle que v = O(u)

prés de D, et les dérivées a tout ordre > 0 de dv dans les quasi-coordonnées utilisées
ci-dessus sont bornées (ou : dv € C®(A', X\D)).
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On note alors w' € PMq et v € PMq.

Remarque 1.4. La notation 7;./\//[9 ne prend pas en compte le fait que dans la définition
ci-dessus, v est calculé par rapport au point-base wg. En réalité, il est important d’avoir
une certaine souplesse sur le point-base; on aura méme besoin plus bas de le prendre dans
PMq. Changer de point-base n’affecte pas qualitativement les contréles sur les potentiels,
et ’on s’attachera a spécifier le point-base choisi en cas d’ambiguité.

Remarque 1.5. En supposant la condition 1. ci-dessus, on peut considérer une classe de
métriques a priori plus large, en relachant la condition 2. en :

27 W = w+dip pour une 1-forme réelle p € L*(X\D,w).
Nous discutons ce point en section[1.7)

Nous reprendrons le point de vue des quasi-coordonnées plus loin, au moment de définir
des espaces de Holder a poids, voir la section |3.1

Nous avons défini une variété de dimension infinie PA//\/IQ, qui est un ouvert convezxe
de 'espace de Fréchet £ des fonctions C}%. sur X\ D qui sont des O(u) et a différentielle
dans C°(A', X\D). En effet, si 'on garde wy comme point-base, et que v € &, alors
il est clair que wp + i09(v — u) € PMgq deés que ||(V¥)?v|co est assez petit, 'assertion
wo + i00(v — u) € C®°(AYY, X\D) venant de dv € C°°(A!, X\D). Les potentiels sont
de plus uniques a l'addition prés d’une constante (ce fait résulte aisément de ce que les
potentiels et leurs dérivées sont L? pour w); on prend la normalisation [ X\D f vol¥’ =0
pour fixer l'espace tangent £/R & PMg en un point w’ € PMaq.

Forme de Ricci. Avant d’aller plus loin dans I'étude de la géométrie des espaces PMgq et
PMgq, observons le fait suivant, qui contraste avec le cas compact, et donne un premier
exemple de contribution du diviseur, ici un saut de cohomologie pour la forme de Ricci,
lors du passage de métriques lisses a métriques de type Poincaré :

Proposition 1.6. Soit W' une métrique de type Poincaré. Alors sa forme de Riccie o,
est dans C°(AYL, X\D), et est L?(X\D,w)-cohomologue a une (toute) (1,1)-forme réelle
lisse de —2meq (K x[D]).

On a utilisé ici des notations classiques; Kx désigne le fibré en droites canonique
A™MTEX de X, et Kx[D] le fibré Kx ® [D1] ® -+ ® [Dn]

Démonstration. Par définition, et d’apres la proposition [1.2], on peut écrire

(W) = : ;

N W
j=1loj[3 log? (o)

avec f € C°°(X\D) et minorée par une constante ¢ > 0, soit : log f € C°°(X\D). Ainsi,
sur X\D,

N N
0w = Ouwy + Z i@glogﬂaj@) +2 Z 100 log (log(|o; 132)) —i00log f.

Jj=1 Jj=1
Or pour j = 1,...,N, i@glog(\aj\?) s’étend a travers D en une forme lisse de classe
—2mci([Dy]), de sorte que g, + Z;yzl i@glog(laj@) s’étende en une forme lisse dans
—2me1(Kx[D]). En outre, 5d°(2 31, log (log(|oj|?)) + log f) est bornée donc L? pour
w, et sa différentielle est C° (AL, X\ D), d’ou : g, € C°(AbL, X\D), et est cohomologue
L? 3 une (toute) (1,1)-forme lisse réelle de —2mc; (K x[D]). O
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1.3 Géométrie de ’espace des métriques et de ’espace des
potentiels

Extension d’outils standards au cadre Poincaré. Donnons a présent une courte liste d’ob-
jets définis sur PMg et 737\/19 nécessaires a notre étude, qui jouissent de propriétés simi-
laires & leurs analogues définis dans le cas compact, voir [Gau, ch.4] pour un exposé de ce
sujet. On fixe un point-base wy, € PMq.

e Le volume. Nous savons déja que les métriques w, = wpp + i00v € PMgq ont un
volume fini; en fait, ainsi que nous 1’évoquions plus haut, elles ont toutes méme
volume, Vol disons, qui de plus est celui associé a 2 sur X. En effet,

m __ ,..m o 1 = m c .am \J—1 m—j
wy' = wpp +dO,,  avec 9v—2j;<j>dv/\(zaﬁv) Awpy
La forme O, et sa différentielle étant bornées donc L' pour wpp, on en déduit via le
théoréme de Gaffney-Stokes [Gaf54] pour les variétés completes que [ X\D de, =0,
soit [ X\D wit = [ X\D w;’g. Comme on peut aussi écrire wy, = wo + vpy, s0it wy =

. YAy 7’ . A m _ m _ m
wpb — 100U, avec vy, € €, on en déduit de méme que [y wi' = [\ pwi' = [x\p wpp-

e La fonctionnelle de Donaldson # . Pour les méme raisons que pour le volume, liées
a des intégrations par parties sans termes de bord importuns, la 1-forme

f vol®v }

VO]:U'—>{ Hﬁ o

définie sur PMgq est fermée. On appelle ¢ la fonctionnelle telle que d_# = vol et
Z(0) = 0. Il est de plus facile de voir que _# est R-équivariante en calculant F(v)
a I'aide du chemin (tv);c(o 1), ce qui nous permet d’identifier PMgq a Z1(0) dans

P Ma.

e La métrique de Mabuchi. On confere a 757\/19 et PMgq une structure riemannienne
naturelle en posant

oo = [ uovolon (i phor =g [ favol

avec | X\D fi volv' = 0, j = 1,2, dans le second cas. Ces métriques donnent une
isométrie PMg 3 v — (v— F(v), 7 (v)) € PMqxR; on peut donc indifféremment
regarder la structure riemannienne de PMgq ou celle de PMqg.

e L’équation des géodésiques. On note v € E((X\D) x [0,1]) pour une fonction v sur

(X\D) x [0,1] telle que pour tout ¢, v, v et ¥y € &, ou méme | tk‘ < Cku et

4k (VPb)iy
‘7| < Cy,;j pour tous k > 0, j > 1; un segment dans P My, vérifie clairement

ces conditions. On regarde alors une telle fonction v comme un chemin dans PMQ
dés que wy, = wp, +100v; € P Mg pour tout ¢, et ce chemin est une géodésique pour
la métrique de Mabuchi ssi pour tout ¢ € [0, 1],

— 002 (1.3)

wvt
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e La courbure scalaire moyenne. Une fois encore les intégrations par parties se font sans
termes de bord, et nous disent que la courbure scalaire moyenne ﬁ / X\D s(w') vol*’
est la méme pour toute w’ € PMg ; s désigne ici et dans la suite la courbure scalaire,
soit la trace du tenseur de Ricci de la métrique considérée. Si ’on note la courbure
scalaire moyenne s, alors par la proposition et les identités kahlériennes clas-
siques, on a :

c1(Ex[D]) - [wo] ™!

S=—4mm
[wo]™

o K-énergie de Mabuchi. La 1-forme
é:v»—>{§vzfr—>—/ f(s(wv)—§)volw“}
X\D

est elle aussi fermée sur PA/\//lQ On note E sa primitive s’annulant en 0, qui descend
en une fonctionnelle E sur P Mgq. Ces fonctionnelles sont appelées K-énergies. Leurs
points critiques sont les (potentiels de) métriques a courbure scalaire constante. De
plus, si 'on considere un chemin de potentiels (v¢)ycpo1] € E((X\D) x [0,1]) et que

Pon pose E : t — E(t), on peut alors démontrer :

Proposition 1.7. Pour tout t € [0,1],

E(t) = 2H(V”)_d’0tHiavt — /X\D (6 — |00|2,) (84, — 5) vol<ve . (1.4)

ot (VY)~ est la partie J-anti-invariante de la connexion Levi-Civita de w,, agissant sur
les 1-formes.

La formule illustre 'importance des géodésiques, puisque le long de tels chemins
la K-énergie serait convexe. Dans le but de construire ces chemins, c¢’est-a-dire de résoudre
, nous effectuons a présent un changement de point de vue nous ramenant & une
équation d’aspect plus familier en géométrie kihlérienne.

De l’équation des géodésiques a ’équation de Monge-Ampere complere homogéne. Soit un
chemin (v;) € E((X\D) x [0,1]), que on voit plutdt comme un élément de E((X\D) x
[0,1] x S1) (définition analogue pour cet espace), indépendant de la derniere variable,
disons s. On pose ®(z,t,s) = v(z) pour tout (z,t,5) € (X\D) x [0,1] x S*. On donne &
¥ = [0,1] x St sa structure complexe naturelle. Un calcul facile, et parfaitement local,
voir [Sem92], ou [Che00, p.197], donne :

Proposition 1.8. Le chemin (vt);e(o,1) est une géodésique dans PMq ssi
(Prx\p wpb + i@gq))mﬂ =0, (1.5)

ou les opérateurs O et 0 sont ceux de (X\D) x ¥. En d’autres termes, la donnée d’une
géodésique dans PA//VIQ avec extrémités vo et vy équivaut & celle d’une fonction ® dans
E((X\D) x X) qui est S'-invariante, vérifie l’équation et les conditions de bord
O(-,7,-) =v;, 7=0,1, et telle que pour tout (t,s), ®(-,t,s) € PMa.

Les solutions que 'on peut obtenir pour 1’équation , et par suite les « géodé-
siques » que l'on construit sur PMgq sont 'objet du chapitre suivant, auquel le lecteur
peut passer directement, la section a venir étant consacrée a des considérations complé-
mentaires sur une classe de métriques a prior: plus générale.
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1.4 Compléments d’analyse en métrique de type Poincaré

Le but de cette section légerement digressive est de prouver que les métriques C'*°-
quasi-isométriques & w et dans la méme classe de cohomologie L? (au sens de la condition
2’. de la remarque sont en réalité exactement celles de PMq, dans le cas ou le diviseur
est lisse. Nous développons pour ce faire quelques outils basiques d’analyse en métrique
de type Poincaré, que nous réutilisons en partie au chapitre [4]

Pour k£ > 1, a € [0, 1], on pose

ER = v e CFY v =0(), dv e CF (AN}, (1.6)

loc
et on se propose de démontrer :

Proposition 1.9. On suppose D lisse. Soit n € C**(AY1), (k,a) € N x (0,1), une (1,1)-
forme exacte s’écrivant dip avec ¢ € L*(X\D,w). Alors il existe v € EF2% telle que
n = id0v.

Un corollaire immédiat s’énonce :

Proposition 1.10. On suppose D lisse. Si W' est C*°-quasi-isométrique a w et dans la
méme classe de cohomologie L?, alors W' s’écrit w+i00y, avec p € MNk.a Eke cest-a-dire :

= PMqg.

On résout tout d’abord I'équation A,v = f avec f € L? et fX\D fvol® =0, grace a
une inégalité de Poincaré pour (les métriques quasi-isométriques a) w que nous établissons
au paragraphe . On prend ensuite f = —2tr*(n), et 'on montre que i0dv = 7; on
obtient aussi le controle v = O(u), et de la théorie elliptique classique nous tirons v €
uCk*22(X\D) aux paragraphes et . On peut se passer jusqu’ici de 'hypotheése
D lisse. Celle-ci est cependant nécessaire pour conclure notre propos en améliorant le
controle sur dv, c’est-a-dire en prouvant que v € E¥t2:2 au paragraphe

1.4.1 Inégalités de Poincaré

On ne suppose pas D lisse. On considere une métrique g quasi-isométrique au modele w
de la section non nécessairement kihlérienne. Pour résoudre dans H! = H'(X\D, g)
I'équation Agv = f, avec f dans L? de moyenne nulle, on utilise la méthode variationnelle
classique consistant a minimiser la fonctionnelle

1
vV = |dv[§volg —/ v fvol?
2 JX\D X\D

sur les v dans H' & moyenne nulle ; I'ingrédient-clé est une inégalité de Poincaré pour g,
que ’on énonce :

Lemme 1.11. On suppose X\ D muni d’une métrique g quasi-isométrique a w définie par
([1.2). Alors il existe une constante Cp > 0 telle que pour toute v € H'(X\D, g) vérifiant
Jx\pvvol? =0, on ait

/X\D 02 vold < Cp /X\D|du|§volg. (IP)

Démonstration. On commence par le cas ou D est lisse. On le recouvre dans X par des
ouverts de coordonnées Uj, j = 1,..., M, de la forme {|z| < a} x A™! de sorte que
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D nNUj; = {|z| = 0}. On consideére encore un voisinage U de D tel que U C Uj]\il Uj. Soit
v e C(U\D) telle que v|py = 0. On observe d’abord qu'il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour tout 7, ij\D |v]? vol? < Cij\D |dv|§volg. On peut supposer, quitte a modifier c,
que g|y,\p s'écrit

4]dz|?

\p=——— + d52,
9oA\D = R log2 ()

oll ds? est la métrique euclidienne sur A™~1. On effectue alors le changement de coor-
données t = log(log?(|z|?)) € (A,00) et § = argz € S'; g devient dt? + e~2*df? + ds?, de
forme volume e~ 'dtdfds.

Ainsi, ij V2vold = [g1,am—1 dfds [ VZeTtdt pour V = |v|, |dv,|; une inégalité
T wPetdt < e [ |d’l)|§6_tdt pour tout (0, s) suffit donc pour conclure. De plus,
comme |dv|§ = (0w)? + €*(9gv)? + |dam-1v|22 > (O)?, une inégalité [ v2etdt <
¢ [12°(dw)2e~tdt pour tout (6, s) sera encore suffisante.

Posons w(t) = e~ t; 2

; s/ désigne la dérivation 9, on a (v2w) = 2vv'w +v?w' = 2vv'w —
v2w. Une intégration par parties a 0, s fixés donne 0 = 2 [ vv'e~tdt — [} v2e~tdt, car
v =0 sur {t = A}, et pour ¢ tendant vers +oo. Nous tirons de la derniére égalité :

1 1

400 +o0 +o0 5 400 5

/ v2e tdt = 2/ w'e tdt < 2(/ v2e_tdt> 2 (/ U/26_tdt) 2
A A A A

par Cauchy-Schwarz, d'ott [ v2e~tdt < 4 [ v"2e7tdt, ce qui achéve le premier point
de démonstration.
Nous avons alors :

M M
|v 2yold < / v|?vold < ¢ / dv|?vold < Mc/ dvl|? vold, 1.7
Jpplfvatr <32 [l 3 ol [ ldvlyvol. (17)

dés que v € C°(U\D).

Supposons qu'’il existe une suite de fonctions f; € C2°(X\D) infirmant le lemme; on
peut considérer que

— pour tout j, fX\D fjvol? =0 et fX\D f]?volg =1;

= limj—oo [\ p |df|% vol? = 0.
Notons que (f;) est bornée dans H'(X\D,g), et est donc faiblement convergente dans
HY(X\D,g), a extraction pres, vers une fonction f € H'(X\D, g). En particulier, on a
ldf | L2(x\p,g) = 0, puisque les df; tendent vers 0 dans L?; f est donc constante. Finale-
ment, fX\D Jfvol? =lim;_ fX\D fjvol? = 0 par convergence faible L?, et donc f = 0.

Soient ¢ > 0 petit, disons 3¢2 < (Mc)~!, et un domaine V CC X\D assez large pour
que U¢ CC V et pour qu’il existe une fonction de coupure x égale a 1 sur U¢, 0 sur V¢, et
telle que 0 < x < 1 et |dx|y < €. Pour tout j on pose u; = (1 — x)f; et v; = xf; de sorte
que uj € CP(U\D), (uj)jor =0, v; € C2(V) et fj = uj +v;. Ainsi, pour tout j,

2 2 2 2 2
“vold < 2 / U»volg+/ vivold ) =2 / u-volg+/v-volg .
X\D J; ( x\p “’ x\p “’ ) ( n\p ’ v 7 )

Or d’une part, (v;) converge faiblement vers 0 dans H 1 (V,g) — il s’agit seulement de
voir que pour toute fonction test ¢ (resp. toute 1-forme test a) sur V, yp est encore
une fonction test (resp. xo une 1-forme test et (dx,«), une fonction test) — et comme
V est compact & bord, on peut supposer (en oubliant une extraction) que (v;) converge
fortement vers 0 dans L?.
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D’autre part, d’apres le début de la démonstration, nous avons pour tout j

/ u? vol9 < Mc/ \dujlgvolg
U\D U\D

=Mc(/ Cldfavorr+ [ flaxvols+2 [ fjx(dfj,dx)gvolg)
U\D U\D U\D

Dans la derniére ligne, la premiére intégrale est majorée par | X\D \dfj\g volY, qui tend vers
0; la deuxiéme par €2 [ X\D fj2 volY = €2, et la troisieme par la racine carrée du produit des
deux premieres.

Il s’ensuit que [ X\D f]2 volY < 2Mce? < 1 quand j est grand, ce qui est absurde. Le
lemme est donc établi pour les fonctions de C°(X\D), et donc pour H'(X\D,g) par
densité.

Cas ou D admet des croisements. Sil’on a encore une inégalité pour les fonctions lisses a
support compact pres de D analogue a , alors on peut appliquer tel quel le reste de
I’argument pour conclure. Pour obtenir une telle inégalité, on recouvre D de polydisques
de coordonnées Py, = {|z| < ap}* x A™7* (avec les ar, < 1 & ajuster), de sorte que
D y soit donné par {z'---2z* = 0}. Notons le point suivant : pour obtient l'inégalité
désirée sur un ouvert U relativement compact dans I'union de nos polydisques, il suffit
de démontrer une telle inégalité pour les fonctions v € C°(P\D) vérifiant v = 0 sur
{|z'] = ar} N --- N {|2"] = ax}. On parvient & de telles inégalités en supposant que g|y,
est la métrique produit ‘

4]dz*|? 4]dz"*)?

—— + ds?
|21 log?(|21[?) |2F[2 log? (|2#]2)

soit
glu, = (@dtY2 4 -+ (dt*)? + 72 (d6Y)? + - + e 2 (d0F)? + ds?

aprés changement de coordonnées t¢ = log(logQ(\zqz)) € (Ap,00), 0 = argz! € St
1 < ¢ < k. Enfin, on exprime (t',...,t*) en coordonnées polaires (r,p',..., " 1)
el oL e (0,7/2), r € (ro(ph, ..., 9" 1), 00), et on procéde aux mémes intégrations
par parties que ci-dessus pour conclure. O

)

Inégalités de Poincaré a poids . On rappelle que pour j indexant une composante D; de
D (1 <j < N), pj = —log(|oj[5), qui est > 1 d’aprés notre choix pour | - |;; posons
p = Hévzl p;. Des arguments tout a fait similaires & ceux que nous venons de développer
(prendre par exemple w(t) = e® D dans le cas ott D est lisse) nous donnent des inégalités
de Poincaré pour la mesure p? vol9, § < 1, que nous énoncons rapidement sous la forme :

Lemme 1.12. Soit g une métrique isométrique a la métrique w de la section [1.1. Alors

pour tout & < 1, il existe une constante Cs > 0 telle que pour toute fonction v € Hlloc qut
est L? pour la mesure p® volY et de moyenne nulle pour cette mesure,

/ v]2p? vold < Cg/ |dv|§p5volg.
X\D X\D
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1.4.2 Résolution de Av = f et un lemme 90

Le diviseur n’est toujours pas supposé lisse. On continue avec une métrique g quasi-
isométrique au modele w de (1.2). En corollaire du lemme toute f dans L?(X\D, g)
de moyenne nulle pour vol? admet pour A, un antécédent v dans H'(X\D,g), et v est
unique des que I'on fixe sa moyenne contre vol? ; on fera par exemple couramment le choix
fX\D vvol? = 0. De plus, v est HZQOC par ellipticité de A, si 'on suppose un peu plus de
régularité sur g. En fait, on a :

Lemme 1.13 (Estimée de Sobolev sur X\ D). Soit g une métrique C*°-quasi-isométrique
d w. Soient v e HY(X\D,g), f € H*(X\D,g), k > 0 telles que Agv = f et fX\vaolg =
0, alors v est dans H**2(X\D,g). Si on fire de plus Jx\pvvol? = 0 alors ||v][grse <
Cill fll g+ pour une constante Cy ne dépendant que de g et de k.

Démonstration. Méme s’il n’est pas aisé d’écrire la preuve de manieére breve, ’idée en reste
assez simple. Soient tout d’abord v et f comme dans I’énoncé ; par intégration par parties,
Hde%g = [x\pvfvol! < HvHLngHLg, de sorte que si v est de moyenne nulle, I'inégalité
de Poincaré pour g donne : ||v|| 1z < Cpll fll rz- Ensuite, comme Ay est elliptique sur
tout domaine relativement compact V' dans X\D, les estimées de Sobolev standard sur
les boules nous disent que v € H*2(V, g), qu'il existe une constante Cv i telle que

[oll zm2vig) < Cvi(Iflanxvp,g) + 101 22)

ce qui est inférieur & (Cvx + Cp)|| f|l gx(x\p,g) duand v est de moyenne nulle.

Il reste donc & estimer la norme L? de v sur un voisinage de D. On suppose pour
simplifier que & = 0 et que D est lisse; on le recouvre de la maniere usuelle par des
polydisques de coordonnées U = (cA) x A™~! avec ¢ > 0 une constante petite, et ol
D est donné par z' = 0. Comme g est C*°-quasi-isométrique & w, il ne nuit en rien au
raisonnement de la remplacer par geysy + ds? sur U\D. Or puisque les tirée-en-arriere de
cette métrique produit par les immersions ®5 introduites au sont toutes identiques,
égales a gg disons, le jeu consiste maintenant a exprimer les normes H, f] sur U\D a l'aide
de normes HY des tirés-en-arriere sur les revétements.

On peut pour cela trouver une suite (dy) croissant vers 1 et deux constantes ¢, ¢ telles
que pour toute fonction w de régularité H, 1200 sur les ensembles considérés,

. | . Sl | . .
IVgwll L2 p) < 01; 2211, (ng)”Lgo(%p) = 01; 22 11V5, (s, w)||L§0(%P),

j =0,1,2, en désignant par P le polydisque fize %A x A™~1 Autrement dit, ||w||ng(C/U\D)

est controlée par y ;2 2%\]@@*11}” avec constante de controle indépendante de w),

e
et réciproquement

o0
1 *
lwllzenm) 2 e 2 55llPs vl )y
(=1 ’

ces estimations sont obtenues en controlant le nombre de feuillets des revétements ®g, ; ce
nombre est mutuellement borné avec 2¢ dans notre situation, ce qui s’obtient avec le choix
0p = %ﬁ, k > 0 bien choisie.

On termine en appliquant ’estimée de Sobolev sur P pour gg ; on obtient une constante

C (indépendante de v, f et £) telle que pour tout ¢,
Ds *v
|| (Sl ||H30(%73)

SC(||A90(®51*U)HL30(79) + Hq)fsz*UHLgo(P)) = C(Hq)f;z*fHLgo(P) + ||(p5l*v||[,§0(73))'
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On conclure en sommant ces inégalités, pondérés par le facteur 2—1{, que ||v|| H2(eU\D) <

clcglC’(HfHLg(U\D) + Hv||L§(U\D)), et enfin en collectant ces dernicres inégalités sur les U
utilisés pour couvrir D. O

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer un lemme 90 adapté aux métriques « gros-
sierement » de type Poincaré.

Proposition 1.14 (Lemme 90 sur X\D). Toute (1,1)-forme réelle exacte n telle que
n = dy avec ¥ une 1-forme réelle Cy5, et de carré intégrable s’écrit i00v, avec v dans
H?nN Cry., unique aux constantes pres.

Démonstration. On emploie ici une technique classique. On prend v comme 'unique can-
didat de moyenne nulle possible, c’est-a-dire : v est la solution de moyenne nulle de

Ayv = —2tr¥(dy). On considere alors la 1-forme & := %dcv — 1). Par construction,
t1¥(d¢) = 0; on a donc en tout point 'identité dé A dé Aw™ 2 = —m‘((ﬁ'j W w™. Le membre

de gauche peut toutefois s’écrire d(& A dé A w™2); il vient ainsi
~(m = 2)Mdgloe = [ d(Endg ) =0
X\D

par le théoréme de Stokes pour les variétés complétes [Gaf54], applicable ici puisque ¢ et
d¢ sont H' (car v est H? en vertu du lemme .

Le seul point éventuel a vérifier serait I’égalité [ X\D tr* nvol” = 0 pour pouvoir écrire
trv n comme un laplacien ; ceci est néanmoins automatique d’apres la formule tr*(dw) vol¥ =
dy A 1),, et une nouvelle intégration par parties. La régularité C'*° locale de v est due
a lelhptlclte locale de A, et c’est en réalité un fait standard que l'existence, pour tous
(p,a) € N x (0,1) et domaines V. CcC W cC X\D, d’une constante C' = C(p,a, V, W)
telle que [|v]|cr+2.ay < C(lnllL2 + [Inllceem)- O

1.4.3 Controle sur la croissance des potentiels

Notre lemme 90 nous fournit des potentiels pour des métriques de type Poincaré
grossiéres, avec un contrdle H? N Cpy.; il s’agit d’améliorer ce contrdle provisoire pour
identifier ces métriques a d’authentiques métriques de type Poincaré. De tels potentiels ne
sont bien siir pas bornés en général — considérer I’exemple simple de au, u défini en ,
qui est un potentiel par rapport a w dés que |a| est assez petit —; il est néanmoins possible
de parvenir a un contréle sur leur croissance pres du diviseur.

Lemme 1.15. Soit f € C°(X\D) de moyenne nulle vol* — par exemple, f = —2tr*(w' —
w) avec w' une métrique vérifiant les conditions 1. et 2. de la sectz’on. Soitv € CLoNH?
uneAyv = f — dans lezemple, i00v = W' — w. Il existe C telle que |v| < Cu. De plus,
si v est aussi de moyenne nulle, alors on peut prendre C = C'| f||cox\p) avec C" ne
dépendant que de w.

Démonstration. 1l ne nuit pas a la généralité de supposer que A; = --- = Ay = 2 dans la
formule de définition (1.2). Pour j =1,..., N, on prend A > 0 et I’on pose @; = log(A+p;)
de sorte que B B

iapj A ap]’ i@@pj

(A+pi)?  A+p;

On se donne £ > 0. Au regard de la proposition I et pulsque i00p; est lisse & travers
Dj, il est clair que A,G; > —e on X\Dj, et Ayi; =1+ O( ) pres de Dj, pourvu que

i00u; = —
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A soit assez grand. En supposant € assez petit, on est stir de trouver un voisinage U de
D dans X et une constante ¢ > 0 telle que A i > ¢ sur U, ou 'on a posé 1 = Zé\f:l Uuj;
noter que ¢ peut étre prise arbitrairement proche de 1, apres ajustement de ¢, Xet U. On
peut aussi remarquer que u ~ u pres de D.

On pose alors Vj := X\U, et on se donne des domaines V,,, p > 1, telle que (V})p>0 est
une suite exhaustive croissante de domaines compacts de X'\ D ; on pose encore Uy, = Uﬂ‘%,
pour tout p > 0. Par ailleurs, on pose

p=xtv-Cu—-A

ou :
e ( est choisie telle que A, = +f — CALu < 0 sur U\D (et donc C ne dépend que
de [ fllco) s
o A est choisie telle que ¢ < 0 sur OU (et donc A ne dépend que de || f|co et de
[v[lco(ry, ce qui est contrdlé par || f|co si v est de moyenne nulle ).
On consideére pour p > 0 la solution ¢, du probleme de Dirichlet

Appp = Aup  sur Up,
©p =1 sur U,
wp =10 sur 0V,.

D’apres le principe du maximum usuel, ces ¢, sont négatives sur leur domaine U,. On
suppose que (¢p)p>0 converge (& extraction pres) presque partout vers ¢ ; alors ¢ < 0, soit
+v < Cu+ A, et on a terminé. On veut donc controdler les ¢, dans un espace de Sobolev
pour obtenir une convergence dans un espace plus petit.

Posons ¢, = ¢ sur OU et 0 sur JV),. Les techniques utilisées pour démontrer le lemme
se généralisent pour démontrer que ¢, est H 2 et quil existe une constante C' ne
dépendant pas de p telle que :

lepll 2w,y < C (HAwSOpHL?(Up) + lepllL2w,) + H0pHL2(8Up)) :

Or |Avepllzw,) = Iflz2w,) < I fllzex\pys et [10pllL2(50,) = l¢llL2(a0), ce qui ne dépend
pas de p (et est controlé par || f|[co); il ne reste donc qu’a estimer [|pp[[z2(y,). Pour cela
décomposons ¢, en ¥, + xp, ou ¥, = 0 sur U, et x; est harmonique sur U,. Alors Y, est
négative, et atteint son minimum sur OU,, d'ott : [[xp|lz2(,) < linfau ¢ - Vol(U)/2,

Enfin, |, U, |dapy |2 vol* = fUp YpAupp Vol = fUp Yp fvol®. Or 9, s’étend en une fonction
H' sur X\D si 'on déclare qu’elle est nulle sur (X\D)\U,. En notant a, sa moyenne sur
X\D,

[ = atvol <Cp [ Jduylvot = Cp [ Jduyl2 vol.
X\D X\D Uy

Comme fX\D(wp — ap)?volY = fU Y2 vol” —aZ Vol(X\D) et que |ay| est majorée par

Vol(Up)
Vol )g’\ )] ||¢p|| £2(U,)> on obtient, en remontant les derniéres inégalités,

Vol(U,) \-1 Vol(U) -1
el 2w, < cp(l ~voxipy) Mlewn <Cr(1-oagy) Iz,

ce qui ne dépend par de p. En résumé, les ¢, = 1, + x;, sont H 2 sur leur domaine, et on
a une borne H?, C disons, indépendante de p.

Une extraction donne la convergence faible dans tous les H?(U,) d’une sous-suite de
(¢p), et sa convergence forte dans les H'(U,), vers une fonction ¢’ € (5o H*(Up). En
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outre, ||¢'[| 21\ py = supy, ¢/l 2 (v,) €t chaque [|¢[| 21,y est majorée par la liminf des
gl 2(v,) Pour ¢ — +oc. Il est aisé de voir que ¢'lay = plov et Ayp’ = Ay sur U,
ceci car I'inégalité yp|or = ¢lau (resp. Awpp = Ay sur Uy) a lieu pour tout p (resp.pour
tout p > ¢). Par conséquent, ¢ et ¢’ sont deux fonctions de H?(U) solutions du méme
probléme de Dirichlet, et coincident donc, en vertu de l'unicité dans H'(U) d’une telle
solution. Autrement dit, ¢ est la limite L? d’une sous-suite de (¢p) sur chaque Uy, et donc,
a une derniere extraction pres, ¢ est presque-partout dans U la limite ponctuelle de la
suite négative (¢p). O

1.4.4 Preuve de la proposition

On suppose dans cette section que le diviseur D est lisse.

Une fibration prés du diviseur. Le probléme étant local prés de chaque composante de
D supposé lisse dans ce paragraphe, on peut supposer sans nuire a la généralité que ce
dernier se réduit a une composante, donnée par I’équation o = 0. On considére un voisinage
tubulaire N4 de D (avec A un parametre réel a ajuster), avec projection p, obtenu grace &
’exponentiel riemannienne d’une métrique lisse sur X, par exemple wg. Une action de S!
sur N4 provient de I'identification de A4 avec un voisinage )V de la section nulle du fibré
holomorphe normal Np = % la projection p : Ny ~V C Np — D est invariante
pour cette action. On compléte p en rendant la fonction u, réduite a log ( — log(|o|?)),

invariante sous l'action de cercle. On pose :

:log log /(1319 o]?) dﬁ)]

pres de D, et on prolonge ¢ en une fonction lisse loin du diviseur. Si ’on désigne le couple
(p,t) par ¢, on a le diagramme suivant :

N4\D (1.8)

lq=(t7p)

[A,+00) x D

Sl

On voit aisément que t = u & une perturbation qui est un O(e™?) pres, ainsi que ses
dérivées a tout ordre (en métrique de type Poincaré). Finalement, on ajuste A et N4 pour
avoir Ny\D = {t > A} C X\D.

On associe a laction de cercle sur N4 une 1-forme de connexion 7, comme suit : si g
est la métrique associée & w et si T est le générateur infinitésimal de I'action, de flot Py,
on pose en tout point z de Ny

2

Ay = <1>* ;;T’T)))ds et nx:27r(/51ﬁ)_177$,

oit le St de la derniére intégrale est la fibre ¢~!(z). De cette maniére, z € Ny, qul(g;) n =
2.

Si de plus on considére autour d’un point de D un voisinage de coordonnées holo-
morphes (z!,...,2™) telles que D est donné par z!, on a = df & un O(1) prés, & tout

ordre pour w. On a alors :

g=dt* + e’ +p*gp+O0(e™) (1.9)
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avec gp la métriques associée & wg|p, et la perturbation O(e~") comprise & tout ordre par
rapport a w. Cela signifie par exemple que Jdt = 2e~'n+ O(e™"), le O(e™") compris de
méme.

On peut encore utiliser la fibration comme suit. Soit f € CF (X\D) ; on écrit
les décompositions

f=of)(t, 2) +HLf = folt) + fi(t,z) +IILf (1.10)

ou z = p(x), avec :

ones) =50 [ Fn et foe) = g [ £(82) vl

x

et Vol(D) calculé pour gp, donc égal a %, soit %
En utilisant (T.10) et la définition de C*(X\ D), puisque les fibres S* sont de longueur
équivalente & e~! pour g, il n’est pas difficile de voir que sur un ouvert de coordonnées

comme ci-dessus et pour tout j < k,

Dé,j—é (HLf) _ O(e—(k—é-‘ra)t)

dés que Dy ;¢ désigne un produit dont (j — ¢) facteurs sont égaux a e'dp, et dont les ¢
autres facteurs sont pris dans {r|logr|0,,0,s,0,s, B > 2}, ou r = |z1].

Preuve de la proposition |1.9. Ayant fixé la fibration, on en vient a la preuve proprement
dite. Or d’apres les §§1.4.1 & nous savons que v € H*2 et v € tC** — on sait
que v = O(t); on obtient v € tC*® en invoquant des estimées de Schauder dans des
revétements locaux, ce qui est plus simple que ce que nous avons déja fait avec les estimées
de Sobolev.

Pour voir que v € £522 on considere le probléme de Dirichlet

A,w =g dans Ns\D,
w=0 sur ONy = {t = A},

avec g € CH*(NA\D) et w € tC*T2%(N4\D) (obtenues par exhaustion). En effet si v est
une fonction de coupure lisse égale a 1 sur {t < A} et identiquement nulle sur AN441, on
obtient v comme la somme vipt + Vegt, avec :

AL Vint = (Aw’)/)vint + 'Yf - Z(d’y, dvint)w dans X\NA+1a
Vint = 0 sur ONgp = {t = A+ 1},

Ay Vegt = (_AWV)Uext + (1 - 7>f + 2(d'7: dveact)w dans NA\D7
Vegt =0 sur ONy = {t = A}
(les membres de droite étant controlés par || f||ox.«, puisque pour tout C' il existe K = K(C)
tel que |]chk+2,a(NC) < K| fllcka), €t Ving, vext sont prolongés par 0. Le role de vy va
étre joué par w, tandis que g jouera celui de (—A,Y)Vert + (1 — ) f + 2(dv, dvest)w-
On introduit le sous-espace

FrH2e — Ly e CRYNA\D)|vo = O(t), drvg € C*H4(N4\D);
v, I v € Ck+2’a(NA\D); v]t:A = 0},
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de tC** muni de la norme évidente, et ’on suppose A assez grand pour que Ay — A, :
Fht2e  OFe(N4\D) soit de norme petite, ot h est la métrique

h =dt* + e *n* + p*gp

(comparer cette formule de définition avec les 'asymptotique (1.9))).

Si I'on démontre que Ay : FF+2e — Ck(N4\D) est inversible d’inverse G, avec
|G|l restant borné si A croit, un argument perturbatif nous assurera que A,, est lui aussi
inversible. On écrit en effet A, = Ay (1—Gp(Ap —Ay)). En derniére analyse, il reste donc
a voir que la solution de

Apw =g dans Na\D,
w=0 sur Ny = {t = A}

qui est dans tC*+2Y(N4\D), est en réalité dans F*t22 On observe que Aj, respecte la
décomposition , de sorte que Apwy = go, Apw; = g1 et Ap(Il w) =11, g. On en
déduit que la composante wy est a dérivée bornée, et que les deux autres composantes
sont bornées a dérivées bornées :

e wp : la condition wy(A) = 0, ainsi que I'égalité Apwy = —(0? — 9;)wp, donnent

Opwo () = et /t+oo e *go(s)ds = O(1)

t) = /Atesds /:oo e “go(u) du = O(t).

Ces formules disent clairement que wg et dywp sont controlées par ||g||ok.a, indépen-
damment de A.

e wy : on pose a(t) = [pwi(t,-)? volP ; si 'on démontre que a(t) est bornée, alors la
théorie classique nous dira que wy est bornée (avec une borne effective provenant de
celle sur a(t)). Or

et

dya(t) = 2 / wi(t, )Bwn (¢, -) volsP
D

et
20(¢) = 2 / wi(t, 02w (1, ) voloP 42 / (Brwn (£, -))? voloo .

D D

Ainsi
(02 — Dy)alt) > 2 / wi(t, ) (02w (t,-) — B (t, -)) vol9P
= 2/ wi(t, ) (Apwi(t,-) — g1(t,-)) vol9P
= 2/ \dpwi (2, z vol9P —2/ w1 (t,+)g1(t, ) volIP
D

> ca(t) — C(g)a(t)"/?,
oil I'on passe de la premiére & la seconde ligne en remarquant que Apvy; = — (07 —
Op)wi + Ay, w1, avec ¢ venant de 'inégalité de Poincaré pour gp (chaque wi(t, ) est

de moyenne nulle pour gp), et C(g) est la borne supérieure des ( [p, g1(t, -)% vol9P )1/2.

Selon le lemmeg;_lg suivant cette preuve, cette inégalité oblige a a étre bornée, et
donne a(t) < (22)2. En d’autres termes, la borne L? de w; sur chaque {t} x D

reste bornée, et est majorée par @ < C'|g||ck.as2, C" indépendante de A. On en
déduit une estimation analogue sur |lwi|/c1.
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o II,w: comme II, g € e (@/2tCka/2 Qaprés analyse & poids développée dans
[Biq97], I v est un e PtCh+2.0/2 hour un B > 0, et est en particulier borné, ainsi que
sa différentielle. On a aussi que |11 w||c1 est contrdlée par ||g|ok.a, indépendamment
de A.

La théorie elliptique classique nous dit que w € F¥2< avec |w]| grs2.0 < Cllgllerowa\D)s

C' indépendante de A (on applique les estimées de Schauder sur des boules B de quasi-
coordonnées a w a laquelle on a retranché sa moyenne sur B; ceci donne une famille
uniformément bornée dans CY, comme w est & dérivées bornées). Ceci termine la preuve.

g

Il nous reste & énoncer et démontrer le résultat suivant :

Lemme 1.16. Soit b une fonction C’IQOC positive sur [A,+00), s’annulant en A. On suppose
que b = O(t%) pour un B >0, que b, Oib et O2b sont L' pour e~'dt, et que

(82 — 0y — e)b > —Cb'/2, (1.11)

avec ¢ > 0, C > 0. Alors b est majoré, et supb < (%)2

Démonstration. On suppose que b n’est pas identiquement nulle, et que 5 < 1, de sorte
que b = o(t). Alors b, : t — b —e(t — A) tend vers —oo apres avoir atteint son maximum
en un point ¢, € (A, +00), et ceci pour tout € > 0. En un tel point, 92b(t.) = 92b.(t.) <0
et Oyb(t.) = O¢bo(t.) + & = e. De (L.11)) nous tirons que cb(t.) < Cb(t.)/? —e < COb(t.)"/?,
c’est-a-dire b(te) < (%)2

A présent, & t fixé, b(t) = lim._q b.(t), et pour tout & > 0, b-(t) < b-(t.) < b(t.) < (%)2,
d’ou b(t) < (%)2 Ceci étant vrai pour tout ¢, on a que b est majorée, avec la borne
annoncée.

Reste & voir qu'il est 1égitime de prendre 3 < 1. Posons B(t) = —(9? — 0; — ¢)b(t) sur
[A, +00). Ceci peut étre intégré en :

t +oo

b= e”t/ e(“_”)sds/ e "M B(u) du,
A s

avec p1 > v les racines de X2 — X —¢ (u > 1, v < 0). Or par (L.11)), B(t) < Ct%/2, d’on

[ e M Bu)du < C'tP12e 1 ete., d'ott b = O(t%/?) (car b > 0). On conclut par une

récurrence immédiate. ]

La question restant en suspens est :
Question : La proposition [1.10| reste-t-elle vraie si D est a croisements normaux simples 7

En utilisant en réalité des formules intégrales comme ci-dessous, et le fait que
les composantes orthogonales aux fibres S' autour du diviseur ont un bon comportement,
il est assez aisé de voir que la différentielle d’un potentiel comme dans la proposition
[[.10] a ses composantes dans la direction normale au diviseur bornées. Toutefois, il semble
délicat d’adapter directement la preuve de cette proposition dans le cas de croisements;
voir néanmoins la section [6.5] pour la construction d’une fibration dans ce cas.






Résolution de I’équation de
Monge-Ampere homogene sur le

produit (X\D) x X

N résout dans ce chapitre 1’équation mise en évidence au chapitre précédent.

Cette équation étant équivalente a la donnée d’une géodésique sur P Mg muni de la

métrique de Mabuchi, nous précisons également en quelle mesure notre solution correspond
a une géodésique entre potentiels de métriques kahlériennes de type Poincaré.

2.1 Enoncé du théoréme et interprétation en termes de géo-
désiques

Le résultat que nous obtenons dans ce chapitre est le suivant ; on suppose un point-base
wpp fixé dans P Mg pour le calcul des potentiels de PMq :

Théoréeme 2.1. L’équation avec conditions de bord et invariance sous S* admet une
solution au sens des courants. Plus précisément, cette solution est la limite croissante de
déformations C*°((X\D) x X) et S'-invariantes ®, du segment = := ((1 —t)vo+tvl)te[0 L
vérifiant les équations 7

)m+1 = cr%dw Adw A (prxy\p*wpp)™ (2.1)

(prx\D*CUpb + Zag(br
avec r > 0 arbitrairement petit, ou dw = dt + ids et ¢ > 0 est une constante, et avec
Prx\p wpb +100P, strictement positive et C™-quasi-isométrique a 3dw A dw + pry\ p*w.
Enfin, il existe des bornes uniformes C° et C* sur ®, — Z, ainsi que sur i00(®, — Z).

La preuve, qui s’inspire de celle que donne Chen [Che00] dans le cas compact, elle-méme
dans la lignée de travaux tels que [CKNS85, [(Gua9§]|, repose sur une méthode de continuité
qui requiert plusieurs étapes. La méthode est exprimée dans la prochaine section, et les
estimées dont on a besoin pour la mener a bien sont obtenues dans les sections et
[2.5]; on conclut la preuve en section [2.6]

~_Pour le moment, nous retraduisons le théoreme dans le langage des chemins sur
PMq entre points vg et v1, puisque c’est ce dont nous avons besoin pour la démonstration
du théoreme de la partie[5] :
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Corollaire 2.2. Pour tous vy, v € 737/19 et tout £ > 0 assez petit, il existe un chemin (v§)
reliant vy d v1 qui est une déformation C*° du segment ((1—t)vo+tv1), vérifiant 'équation

(v§ — |8v§|i§)(w§)m = ewlt, ot Wi = wyy + 100v;. Il existe de plus une constante C > 0

telle que pour tout £, [vf — ((1 — t)vg + tv1)|, |dvflw,,. [V5], |vF|, ‘dbﬂwpb, ‘i@gvﬂ%b <C

ot les opérateurs d, O et O sont ceur de X\D, et désigne O;.

Démonstration. On prend € > 0 petit, et pour tout ¢ € [0, 1] on note v§ la fonction ®.(-,,-),
avec . comme dans le théoreme (et ou € joue le role de r); ceci a bien un sens, car
chaque terme est invariant selon S*. De plus, vf = v;, 7 = 0,1, car (®: —E)|x\p)xox = 0,
et (vf)epo,) € E((X\D) x [0,1]). Pour affirmer que (vf) est un chemin allant de v &
v1, il nous suffit donc de vérifier que wy = wpy + i00v§ est quasi-isométrique & w pour
tout ¢ € [0,1], ot & et 9 sont ceux de X\D; ceci provient de simplement de ce que pour
tout ¢ € [0,1], wf est la restriction de pry\ p*wpy + 109D, (9 et @ de (X\D) x ¥) au
sous-fibré A%;\D)X{t} de A%;\D)XE’ et de la borne mutuelle entre prx\ p*wpp + 1009, et
Prx\p wpb + %dw A dw demandée dans ([2.1)).

On a de plus d’apres le théoreme une borne sur i00®,, indépendante de €, O et O
étant ceux du produit (X\D) x 3.

Ceci nous dit qu’il existe une constante C' telle que pour tout € > 0 proche de 0,

|7, [dv . 100V, < C (2.2)
(la partie linéaire (1 — t)vg + tvy de (v§) est tuée par 92, et dvg, dvy, i00vg et i00v; sont

bornés).
Finalement, en écrivant (2.1]) sur X\ D et en oubliant les tirés-en-arriére,

(vf — [ov;

if)(w,‘?)m A %dw A dw = dcewpp N %dw A dw;

puisque seuls les petits € nous intéressent, on peut supposer apres homothétie que 4¢c =1,

et par conséquent (v; — [9vf |, ) (W)™ = ewpy. O

2
2.2 La méthode de continuité

Préliminaires. On observe que ’équation ((1.5)) peut se réécrire
(prs\p"wph + %dw A dw) +i00(® + (1 — )" = 0,

car 2dwA\dw = dtAds = —idd(t(1—t)) (w est une coordonnée holomorphe locale sur ¥ telle
que dw = dt+1ids). Cette réécriture tient compte de ce que © := Prx\p wpp + zdw Adw est
une forme de Kahler sur (X\D) x X, alors que pry\p*wpp est dégénérée dans la direction
de 3. Cela dit, on étudie en fin de compte ’équation

(w4 i0d¢p)™ T =0

sur (X\D) x ¥ avec w désignant désormais @, qui en tant que produit de métriques de
référence sera notre métrique de référence sur le produit (X\D) x X. Pour généraliser
facilement les définitions des espaces de Holder de fonctions ou de tenseurs sur (X\D) x 2
on utilise des quasi-coordonnées, en remplagant les polydisques dont on s’est servi sur X'\ D
par leur produit avec des (demi-)boules de coordonnées de diamétre homogene formant
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un atlas de Y. Dans cette partie, C¥®, C>, etc. désignent de tels espaces sur (X\D) x ¥,
sauf mention contraire explicite. Une derniére remarque concerne 'invariance selon S* de
notre nouvelle métrique w, ainsi que celle de ¢, si ceci désigne un ® + ¢(1 — t).

Une famille d’équations. Donnons-nous & présent une fonction S'-invariante 6 : [0,1] x
(X\D) x ¥ — R strictement croissante en r € [0,1] en tout point, telle que 6(0,-) = 0,
0(1,-) = 1, minorée par c¢r pour une constane ¢ > 0 et a dérivées contrdlées a tout ordre,
a savoir telles que 0 soit dans P'espace que nous désignerions par C*°([0,1] x (X\D) x X).
La méthode de continuité que nous proposons consiste & résoudre pour r € (0, 1] la famille
d’équations

(w +i00¢)"™ " = 0(r)(w + i091) ",

Pl(x\D)xfr}xst = Vr, T=0,1 (conditions de bord), (5)
cw < w+1i00¢ < ¢ lw pour une constante ¢ = ¢(r) > 0, '

¢ —¢1 € C((X\D) x %),

avec ¢1 qui est elleeméme solution de (Ej), ce qui signifie que w + i00¢; est C-quasi-
isométrique & w sur (X\D) X X et ¢1](x\p)x{r}xst = vr, T =0, 1.

La premiére étape est de s’assurer qu’une telle solution de départ ¢; existe. En réalité,
un calcul facile nous la fournit comme déformation C*°((X\D) x X) du segment = reliant
vg a vy. Pour étre plus précis, soit une constante C' > 0 a ajuster; en posant ¢ :=
(1 —t)vg(2) + tvy(2) — Ct(1 —t) (c’est bien S'-invariant), on a :

w +100¢1 = (1 — t)wy, + twy, + 2Re(i0(v1 — vo) A dw) + (C + 1)%dw A dw,

ce qui est clairement C'°°-quasi-isométrique a w pour C' assez grand, car dvg et dvi sont
dans C*®°(A', X\D) (et en particulier sont bornées pour une métrique de type Poincaré
sur la base X\ D).

Ayant réglé cette question, notre stratégie est maintenant de montrer le résultat sui-
vant :

Proposition 2.3. Soit vy la borne inférieure des r tels que (E,) admelte une unique
solution pour tout v’ € (r,1]. Alors ro = 0.

La preuve est donnée en section mais requiert un important travail préparatoire,
consistant en particulier a obtenir des estimées a priori sur les solutions des équations
intermédiaires (E,). On traite pour commencer le probléme de 'unicité de ces solutions,
ainsi que les estimées CV.

2.3 Unicité et estimation C° des solutions intermédiaires

Proposition 2.4 (Unicité et estimation C°). Pour tout r € (0,1], la solution ¢ de (E,)
est unique si elle existe; en particulier, elle est S'-invariante. De plus, 1 < ¢ < ¢1 + h

pour une certaine fonction bornée h € C* s’annulant identiquement sur (X\D) x 0%, et
si @' est la solution de (E,), v’ € (0,1], alors ' <r implique ¢ < ¢'.

Démonstration. L’idée qui sous-tend la technique que nous utilisons consiste a faire ap-
paraitre des fonctions sur/sous-harmoniques ad hoc, par rapport a des métriques bien
choisies, s’annulant sur (X\ D) x 0%, puis & appliquer un principe du maximum approprié
(lemme ci-dessous). Une forme faible de ce dernier s’énonce comme suit :
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Lemme 2.5. Soit v une fonction C}. majorée sur (X\D) x X, telle que

sup v > sup .
(X\D)xX (X\D)x0x

On suppose que (X\D) x ¥ est muni d’une métrique kihlérienne w' quasi-isométrique a
w. Alors il existe une suite (x;);>0 de points de (X\D) x 3 tels que

lim v(z;) = sup o, lim |dv(zj)le =0, et liminf Ayv(z;) > 0.

j—00 (X\D)xS j—00 j—00
Démonstration du lemme La preuve est tout a fait semblable a celle du principe
du maximum de D. Wu [Wu08, p. 406], modulo une adaptation & notre contexte &
bord. Voyons les détails pour ' = w. Pour ¢ > 0 on pose v = v — eprx\p-u, de
sorte que v. tende vers —oo prés de D x Y. On suppose que pour tout € > 0, v, at-
teint son maximum en un point z. € (X\D) x 9%X. Il est aisé de voir que pour tout
z € (X\D) x ¥ fixé, liminf._,gv(z:) > v(z), d’'ot une contradiction avec I’hypotheése
SUP(x\D)xx ¥ > SUP(x\p)xax Vs car bien str liminf. o v(z:) < sup x\p)xos v-

Cela dit, on sait qu’il existe un g9 > 0 tel que v,, atteigne son maximum en un point
z., € (X\D) x 2. En appliquant le raisonnement qui précéde aux e € (0,&), on obtient
un e; tel que v, atteigne son maximum en un point z., € (X\D) x ¥, et ainsi de suite.
On pose z; = z.,; une lecture de la preuve de Wu suffit pour voir que (z;) vérifie les
assertions de 1’énoncé. |

Le résultat suivant se révele utile pour renforcer notre principe du maximum :

Lemme 2.6. On suppose (X\D) x ¥ muni d’une métrique kihlérienne w' C*°-quasi-
isométrique a w. Alors il existe une solution « € C*°((X\D)xX) au probléme de Dirichlet :

{Aw/a =1
al(x\pyxax = 0.

De plus, 0 < a < Ct(1 —t) pour un C = C(w") > 0.

Démonstration du lemme Le résultat provient d’un argument d’exhaustion, a savoir :
« est obtenue comme limite C? sur tout compact de (X\D) x ¥ d'une sous-suite de la
suite () des solutions C%# (8 € (0,1)) du probléme de Dirichlet analogue sur une suite
exhaustive croissante de domaines compacts (V},) de (X\D) x X. La positivité des oy, et
par conséquent celle de , est claire. En outre, A,/ (t(1 —t)) = 2t (idt A ds) = |dt|?, >
cldt]?, = c ott ¢ = (W) > 0 est telle que W' > cw. Enfin, A, (¢c7H(1 — ) — ;) > 0 sur
Vpet (cH(1 —t) —ap) > 0sur 9V, dot ¢ (1 —t) —ap, > 0 de ap < 711 — 1)
pour tout p, d’ott 'estimée CO recherchée. Cette estimée se transmet & «, qui est alors
dans C*°((X\D) x X), toujours par ellipticité uniforme de A, sur des (demi-)boules de
quasi-coordonnées, et grace & lassertion triviale 1 € C*°((X\D) x X). [ |

Remarque 2.7. Des arguments analogues donnent des isomorphismes pour le laplacien
Ay Cg“ﬂ — CBP pour tout (k, ) € N x (0,1) et toute w' C™®-quasi-isométrique d w,
Vindice 0 de Uespace de départ signifiant l’annulation le long de (X\D) x 0X.

En combinant les deux derniers lemmes, on obtient :

Lemme 2.8. Soit v une fonction C?, majorée sur (X\D) x ¥, négative sur le bord
(X\D) x 9¥. On suppose que (X\D) X ¥ est muni d’une métrique kihlérienne ' C*°-
quasi-isométrique a w, et que Ayv < 0. Alors v <0.
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Démonstration du lemme [2.8| Par I’absurde. On suppose qu'il existe un point x € (X\D) X
¥ tel que v(x) > 0. Alors pour € > 0 assez petit (v —ea)(z) > 0 donc sup(x\ pyxn(v —
ea) > 0 > sup(x\p)xox(v — €a). On prend une suite (z;) comme dans le lemme
pour v — ea; en particulier, liminf; .o Ay(v — ea)(x;) > 0,alors que cette limite vaut
—e +liminf;_ o Ayv(xj) < —e, ce qui est absurde. |

On revient a la preuve de la proposition . On désigne par 1) la différence (¢ — ¢1), de
sorte que ¢ € C§°. On déclare que v est sur-harmonique par rapport a w' = w+i99¢ (qui
est C*°-quasi-isométrique a w) ; on peut le voir en tout point z en prenant des coordonnées
(z1,..., 2™ FL) telles que

m—+1 ) o - m+1 . _
W'=Y idZ Ndzl et 00y = Y Njidz! Adzd
j=1 j=1
1 1
au point x. Par concavité du logarithme on écrit (ﬁ) m+l = H;”:Jrll(l — Aj)mt <
S -) FAIY

T =14+ 20, de Al >2(m + 1) (0(r)~Y/m+1) — 1) > 0, ott A’ et le laplacien

de «'. D’apres le lemme ceci donne ¢ > 0, soit ¢ > ¢;.

En utilisant la méme méthode, on obtient que :

e si ¢/ désigne une solution de (E,.), r < 7' < 1, alors A'(¢ — ¢') > 0 donc ¢ > ¢'.
On obtient I'inégalité réciproque par symétrie. Ceci donne les assertions d’unicité,
et donc de S'-invariance.

e On conserve la notation ¢ = ¢ — ¢1. Si h désigne la fonction C§° telle que Ajh =
2(m + 1), avec A le laplacien attaché a wy; — h est donnée par le lemme — alors
W < h, i.e. p < @1+ h. Ceci découle de I'identité w = wy + 1991 > 0 dont on prend
la trace par rapport & wy, ce qui donne : m + 1 — %Alw > 0. ]

2.4 Estimées d’ordre 2

Réécriture des équations. On désigne par f la fonction Zg—i, desorte que f € C*((X\D)x
¥) et f > ¢ pour une constante ¢ > 0. On remarque que (E,), r € (0,1], se résume &
(w + i100¢) ml - O(r) fw™t1, en plus de la condition de positivité et de la condition de
bord. Il nous reste néanmoins une certaine liberté sur la définition de 6 ; par exemple, on
peut prendre 8(r) = r((1 — x(r))ef~ + x(r)) ol x est une fonction croissante sur [0, 1],
s’annulant identiquement sur un voisinage de 0, constante égale a 1 sur un voisinage de 1,
et ou ¢ = inf(x\ pyxx f > 0. Ainsi, 6(r)f = cr pour r proche de 0.

Estimation d’ordre 2 sur 1. D’autre part, comme ¥ = ¢ — ¢1 est la fonction qui a une
chance d’étre bornée — en général, ¢; ne 'est pas si elle est construite a partir du segment
joignant deux potentiels non bornés, et donc ¢ ne l'est pas non plus — il est utile de
considérer nos équations (E,) sous la forme : (w; +z'35w)m+l = 0(r)w" ™. On désigne par
(E.) cette derniére équation a laquelle on adjoint les conditions de borne mutuelle entre
métriques (¢ 'wy; < wy 4100y < ¢~lw; pour une certaine ¢ = ¢(r) > 0) et la condition de
bord (qui devient ¥|x\pyxx = 0). On en déduit alors :

Proposition 2.9. [l existe une constante C' indépendante de r € (0, 1] telle que pour toute
solution ¢ d’une (E),

sup (m+1—1A19) <C(1+ sup (m+1-—FA9)). (2.3)
(X\D)xZ (X\D) x 0%
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Démonstration. On a besoin d’une inégalité due a Yau [Yau7§|, dont la démonstration est
purement locale, et qui s’écrit dans notre contexte :

Lemme 2.10 (Yau). Si infj, Rm ; désigne la borne inférieure sur (X\D) x ¥ des

quantités (Rm‘“l(a%, %)%, %)wl, j# 1, ot les Wk sont choisis wi-orthonormaux au

point de calcul et A’ est le laplacien de wi + 100 alors

—Ae™™(m+1-1A19)) >

e " (Arlog (c+ x(r)(f —¢)) — (m +1)? mf Rm“’_la)

— ke ™ (m+1)(m+1— FA19)
+ (k+ in fRm ;e (m + 1 - L) T (e x () - @)

o la seule condition demandée est sur la constante k : k +infy Rm 7> 1.

On peut donc en particulier fixer x une fois pour toutes, indépendamment de r. Il n’est
pas difficile & présent de trouver une constante K indépendante de r telle que

1 <e ™ (Arlog (c+ x(r)(f —¢)) — (m +1)? 1nf me}M)

= w(m + DK + (s + inf R )K“”m : <r<c +x(M)(f =)

dés que K > Ko. Or soit e "% (m~+1)(m+1—2 A1) est < Ko+1 sur (X\D)x X, et on a fini
(1 est bornée indépendamment de ), soit sa borne supérieure est > K. Dans ce dernier
cas, on suppose que la borne supérieure n’est pas atteinte en suivant (X\D) x ¥ ; on
obtient grace au lemmeune suite de points (z;) tels que e ™" (m+1) (m+1—3A19) (z;)
tende vers notre borne supérieure, et A(e™*¥(m+1)(m+1—3A19))(z;) vers une quantité
négative. D’apres notre définition de Ky, ceci n’est pas consistant avec la formule du lemme
d’otl le résultat, ¢ étant bornée indépendamment de r. O

Nous pouvons maintenant controler le membre de droite de inégalité (2.3)) a l’aide
des termes d’ordre 1 de 1) :

Proposition 2.11. [ existe une constante C' indépendante de r € (0, 1] telle que pour la
solution 1 de toute (E.) on ait :

sup (m4+1—-zA,¢) <C(1+ sup ’dwil)-
(X\D) x93 2 (X\D)xS

Démonstration. La démonstration de la proposition est assez technique, mais suit de pres
celle de Chen [Che00, Thm 1], de sorte que nous ne disons que quelques mots sur les
adaptations nécessaires notre contexte non compact.

Tout d’abord, la preuve de Chen repose sur le choix en tout point p du bord de (X\ D) x
Y d’une demi-boule de coordonnées telle que la métrique de référence soit comprise entre
%weuc et 2Weye, OU Weye st la métrique euclidienne donnée par les coordonnées de B. De
plus, le rayon de B ne doit pas dépendre de p, et les m premiéres coordonnées parametrent
la base X'\ D tandis que la derniére, disons z, parametre X ; plus précisément, 3 est donnée
par {Re(z) > 0} dans B.

Il nous est clairement impossible de procéder strictement de cette maniere avec notre
type de métrique (le rayon d’injectivité tend vers 0 prés de D), mais nous savons déja
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qu’avoir des estimées uniformes sur les tirées-en-arriere dans un certain systéme de quasi-
coordonnées (les ®5) fournit des bornes globales. On remplace les demi-boules de quasi-
coordonnées de la preuve de Chen par des demi-boules de quasi-coordonnées. Pour étre
plus explicite, on fixe une boule de rayon 6 > 0 dans C™ x {Re(z) > 0} et on considere
une famille (7,),c(x\p)xox d’immersions holomorphes B — (X\D) x ¥ telles que p €
(X\D) x 0%, mp envoie 0 sur p, BN(C™ x{0}) dans (X\D) x 0% et %weuc < mprwr < 2Weye.
On peut ainsi appliquer les techniques de Chen aux 7,*1) et obtenir des résultats analogues,
en particulier le fait que les les dérivées secondes normales-tangentielles (resp. tangentielles-
tangentielles) en p des m,*1) sont controlées par la norme L*° de m,*diy) d’'une maniere ne
dépendant pas de p.

Une lecture précise de la preuve de Chen révele toutefois une subtilité : pour prouver
que la fonction-barriere v de Chen est positive quand § est assez petit, au lieu d’utiliser des
bornes inférieures strictement positives sur A’y (ou plutdt sur m,*(A’v) pour étre tout &
fait correct), on utilise la définition de v, et le fait qu’il existe une constante C' ne dépendant
pas de p telle que 'on ait 0 < 2 < Ch en posant x = PRe(z). Nous pouvons en effet prendre
Tp(*,2) = (k,c(t +i(s — sp))) ou mp(*,2) = (k,c((1 —t) —i(s — sp))), selon que l'on se
trouve sur le bord intérieur ou extérieur de 3 vue comme couronne dans le plan complexe,
avec ¢ > 0 ne dépendant pas de 'ouvert de travail, de sorte que 1’on aura gagné si I’on sait
que t(1 —t) < Ch sur tout X\D pour une certaine constante C' > 0. Une telle constante
existe bien, puisque pour C assez grand, Ay (Ch—t(1—1t)) =2C(m+1)—A;(t(1—¢t)) >0
sur X\D, et par le lemme Nous renvoyons le lecteur a [Che00, p. 204-208] pour les
détails. O

Nous concluons la présente section par un contréle définitif sur A :

Proposition 2.12. I existe une constante C' indépendante de r € (0, 1] telle que pour la
solution ¢ de toute (E|) on ait :

sup |dyl,, < C.
(X\D)xX

En particulier, au vu de la proposition SUp x\ p |’i85w|w1 est magjoré par une constante
indépendante du parameétre r.

Démonstration. Nous adaptons ici aussi les arguments de Chen, a savoir 'analyse qu’il
mene au travers d'un procédé d’éclatement — [Che00) §3.2] — et nous ne répétons donc
pas la preuve dans son intégralité, mais nous soulignons plutét les quelques changements
nécessaires au bon fonctionnement de la démonstration.

On suppose qu’il existe une suite (r;) telle que €;° := supx\pyxys [d¥r; |, tende
vers +00, et on regarde une suite (p;) de points de (X\D) x X tels que |dvr, (pj)lw, >

1

sj_l — 1 pour tout j. En général, on ne peut pas extraire de (p;) de suite convergeant dans
(X\D) x ¥; nous allons donc suivre ces points, et définir les objets intéressants sur des
(demi-)boules autour de ces derniers. On doit néanmoins ici distinguer deux cas : & une
extraction pres, w; := pry(p;) converge vers un point w de 3, et :

1. si w € 9%, on choisit § > 0 assez petit et on se donne un demi-disque Djs de rayon
d de coordonnée & partie réelle positive, centré en w et tel que Ds N {MRe = 0} soit
envoyé parallelement a 0% ;

2. siw € 203, on choisit § > 0 assez petit et on se donne un disque Dy de coordonnée
dans 3, de rayon 0 et centré en w.
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Dans les deux cas, abstraction faite de l’extraction, w; est dans le voisinage considéré
de w, et méme dans celui de rayon moitié. Si 'on prend de plus une boule B§ de quasi-
coordonnées pour X\D de rayon d centrée en z; = prx\ p(p;), on a alors des immersions

7TjIB5—>(X\D)XE

0r— (Zj’wj)v

A notre disposition, ot Bs désigne la (demi-)boule de rayon § centrée en I'origine de C™*1
et incluse dans Bj§ x D;. Notre construction de wy (voir §2.2)) nous autorise en outre &
supposer que 7;*w; est trivial en (0,0), et que ses dérivées a tout ordre sont bornées dans
Bj indépendamment de j. On pose alors, pour j assez grand et (z,w) € Bs Jejo

1;]‘(2, w) = Trj*wrj (gj (Z7 w))’

ce qui définit, sur tout compact de C™*! ou de {Re(w)} C C™*! selon le cas, une suite
de fonctions que nous allons étudier pour parvenir & une contradiction. De méme, on pose
pour ces j, (z,w),

hj(z,w) = m;"h(e; (2, w)),

et on pose enfin @;(z, w) = mj*wi (¢j(z,w)). La remarque précédente nous permet d’affir-

mer que ces w; convergent dans C'°° sur tout compact vers la métrique euclidienne, et que

I’on peut supposer que § est assez petit pour que 1’on ait toujours %weuc < wj < 2weyc-
Or notre changement d’échelle implique que |d1/J] z w)| < 1 quand cela a un sens, que

‘dwj 0,0)]% > 1—¢j, et que ]A@jwj Z, W ‘ < C ou C est la constante de la proposition

De plus les inégalités 0 < 1 < h < ||h]|co se propagent pour donner 0 < 2/;] <
h < ||h]|co. On déduit de ces estimations et des estimées de Schauder classiques que
(wj) est borné dans CH* sur tout compact dés que cela a un sens (o quelconque dans
(0,1), indépendant du compact), ce qui nous donne apres deux extractions diagonales une
sous-suite que nous appelons encore (%) qui converge C8 sur chaque compact vers une
fonction notée ¢ de C l o (Cm x {Re > 0}) dans le premier des deux cas évoqués ci-dessus,

et vers ¢ € CLP (C™ 1) dans le second cas (8 € (0,a)). Enfin ¢ est bornée par |[hl|co sur
son domaine tout entier, et les inégalités sur les ]dwj 0, 0)|w nous disent, apres passage a
J

la limite : |d1; 0,0) |eue =1.

Toutefois dans le cas 1, on voit aisément que h;(z,w) tend vers 0 pour tout (z,w) fixé
d’apres la définition de h Ceci implique 1/1 = 0, ce qui contredit ‘dw (0 O)‘ =1.

Dans le second cas, en utilisant la positivité de w; + zaawrj, on peut montrer que sur
chaque droite complexe II passant par 0 € C™*!, on a Ay < 0 au sens des distributions,
et donc 1; est constante sur chaque II (car bornée), donc constante, ce qui contredit a

nouveau |di(0,0)| = 1. O

euc

2.5 Estimées C? et O

2.5.1 Estimée C?

On a obtenu au paragraphe précédent une estimée sur la différentielle et le hessien
complexe de nos potentiels 1 ; cette estimée est de plus uniforme, au sens ou elle ne
dépend pas du parametre r de la famille d’équations (E!). Notons qu’en vertu de I'identité
Y|(x\p)xox, = 0, cette estimée fournit une estimée uniforme C? compleéte sur 1) le long
du bord (X\D) x 9. On donne ici une telle estimée sur (X\D) x X, dont on ne peut
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toutefois pas demander 1'uniformité par rapport au parametre r, du moins quand celui-ci
se rapproche de 0.

Proposition 2.13. On suppose que 1 est la solution d’une (E € (0,1]. Alors il existe

)T
une constante C' indépendante de v telle que : ||(V“’1)2¢H00 < %
Démonstration. Nous adaptons ici la preuve du théoréme 3.2 de [Blo]. Cette preuve utilise
de maniére cruciale la compacité de la variété de base : on se focalise sur le voisinage
d’un point ou une fonction bien choisie atteint son maximum. Plutét que de contourner
dans notre contexte le défaut de compacité en utilisant, par exemple, notre principe du
maximum (lemme , on choisit I’option suivante : on regarde ce qui se passe en suivant
une suite de points le long de laquelle la fonction en question tend vers sa borne supérieure.

Pour commencer, fixons r € (0, 1], prenons ¢ comme dans I’énoncé et définissons une
fonction B, par

By :x+— sup (Vydy)(Y)
YET:((X\D)xX)
Yo =1

ou V désigne V¥1.

Remarquons que By (z) nest autre que la plus grande valeur propre de (V¥1)%¢) en
z, de sorte que nous devons produire I'estimée voulue sur By ; en effet, a un facteur 2 et
des termes d’ordre 1 prés (V¥1)2¢) et i90¢ ont la méme trace. Une majoration est méme
suffisante. On définit

A¢ = Bw + |d1/}’w17
et I'on pose My = sup(x\pyxy Ay. Comme Ay est déja contrélée sur (X\D) x 9%, on
peut supposer que My > sup(x\p)xax Ay, et méme qu’il existe un § > 0 (dépendant
éventuellement de ) tel que

My = sup Ay.
(X\D)x[8,1—-8]x 51

En effet, si un tel § n’existe pas et comme les dérivées troisiémes de v sont bornées, bien
que l'on n’ait aucune estimation sur une telle borne, cela dit schématiquement que ’'on
peut atteindre My, en suivant un suite de points dont la projection sur [0, 1] tend vers 0
ou 1, et ce qui donne My, = supx\pyxas Ay et acheve la preuve.

On a ainsi des boules de quasi-coordonnées Bs — B; C (X\D)x X de rayon ¢ centrées
en des points O; telles que pour tout j :

a) Wj*AdJ(O) AT/J(O ) > M¢ 237
) 3Weue < w1 < 2Weye, Tj w1 = Weye en 0, et m;*(i001)) est diagonale en 0;

c) (mj*w1 + i@gﬂ']’fiﬁ)mH = m;*0(r) - mj* (w1)™ T
) il existe Y; de norme 1 en O; tel que ;" Ay (0) = 7" (Vy,dy)(Y;) + 73" (|dy;9]).

et lnf(X\D)XE Aw <7 Aw < My;

Si ’on note les tirés-en-arriere avec des chapeaux et que ’on ne fait plus apparaitre la
dépendance en 1 des objets introduits, on a donc :

a) Aj(0) > M — L, et infx\pyxn A < A; < M;

o

) %wem <@ < 2Weyes Wj = Weue €n 0, et 288% est diagonale en 0;
¢) (& +i0;)" " = (r) - (@)
) [¥il,, =1 (en 0) et A;(0) = (Vy, diby) (V) + |dy, 0.

A

[oN
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L’idée a présent est de faire tendre j vers l'infini et de transporter le probleme dans
une situation ou 'on peut répéter 'argument de Blocki. On n’a toutefois aucune raison
de supposer que les /Alj sont réguliéresl ce pourquoi nous procédons tout d’abord a une
régularisation. On prolonge donc les Y; a Bs tout entiere comme champs de vecteurs
constants, et 'on considere :

de sorte que /Al; < A; < Aj(0) + ~ = A;(O) + 5. De plus /Al; est 27, et bornée dans
C?"(Bjs) indépendamment de j (grace aux controles C*" sur les 1@) D’autre part, on a
des controles C*" analogues sur les @; (k = 3) et les éj (r) (k = 4), ainsi qu'une minoration
par cr pour ces derniers, ¢ > 0 indépendante de j. On peut alors extraire simultanément
des suites construites des sous-suites convergeant faiblement C*", et donc & une nouvelle
extraction prés convergeant fortement C*, vers des limites C*": on a convergence dans
la sphere S2™*! pour (173) On supprime l'indice j pour désigner ces limites; les relations
ci-dessus passent a la limite pour donner :

a) A'(0) =M, et A < M, avec A’ = |Y|2 (Vy d) (V) + |dzp|A :

b) %weuc <@ < 2Weye, @ = Weye €n 0, et z@@qﬁ est diagonale en 0;

A

c) (@+ i@g@mﬂ = 0(r) - (@)™, er < O(r) et on a un contrdle sur les dérivées de A(r)
jusqu’a l'ordre k — 1 indépendamment de 7, et un controle analogue pour @ ;
=1 (en 0) et A(0) = (Vydihy)(YV) + |dy 9].
On peut a ce point utiliser des coordonnees normales en 0 et appliquer la preuve de
Blocki, car les objets considérés sont suffisamment réguliers pour cela. On obtient en 0

(Vydd) (Y
v

Ayrioapd < —Ki ( K2>2 +Cr,

2
w

ou C, ne dépend que du parametre r, de la maniere suivante : on a essentiellement C,. < T%
avec C = C(|Jw1llcs, |[d]w,, A19) > 0 et indépendante du rayon § = 6(r) du domaine
d’étude. La constante C' est donc indépendante de r, et les constantes K1 > 0 et Ko > 0 le
sont également ; ces contrdles ne dépendent pas non plus de 7, qui nous sert uniquement
a regarder des limites.

On conclut comme suit. On sait que A’ atteint son maximum en 0, et donc le membre
de gauche de la derniere inégalité est positif. On en tire une majoration de A (0) par une
expression de la forme 07'7 avec C' = C'(C, K1, K3), constante indépendante de r et 7.
Comme A’(0) = M, ceci donne le controlé voulu sur M = M. O

2.5.2 Estimée C%F

L’estimation C? que nous venons de démontrer est importante, mais n’est pas suffisante
si 'on veut utiliser ’ensemble de nos estimations pour énoncer un résultat de compacité sur
les solutions 1) des (E!); en termes équivalents, il nous faut pousser encore nos estimations
pour démontrer que la borne inférieure de

{r € (0,1]| (E,») admet une solution pour tout r’ € (r, 1]}

est 0, comme annoncé en section On a besoin en réalité pour continuer d’estimées
C?P : 13 encore, on ne peut pas demander & ce qu’elles soient uniformes quant au paramétre
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r € (0, 1], mais qu’elles le soient bien si r ne tend pas vers 0 — ce qui signifie aussi que 1’'on
peut demander dans cette situation § uniforme. L’énoncé précis est le suivant :

Proposition 2.14. Soit ro € (0,1]. Alors il existe 3 = [((ro) € (0,1) et une constante
C = C(ro) tels que ||¢||c2.8 < C pour toute solution v d’une (E)), r € [rg, 1].
Démonstration. On utilise les techniques de [CKNS85], en travaillant dans des boules (ou
des demi-boules) de quasi-coordonnées plutot que dans des (demi-)boules de coordon-
nées. Plus précisément, on recouvre (X\D) x ¥ de (demi-)boules B(H) ¢ C™ x CH) (on
C*t = {Re > 0}) de quasi-coordonnées (2!, ..., 2™, z) de rayon § > 0 indépendamment du
parametre r telles que :
e la collection des (demi-)boules de rayon moitié recouvre encore (X\D) x 3;
e tout point de (X\D) x 9% est le centre d’une demi-boule;
e la partie T = (C™ x {0}) N BT d’une demi-boule correspond a (X\D) x 9%, i.e. si
7 est une des immersions associées aux BT, alors T = Bt N7~ }((X\D) x 0%);
e sur toute (demi-)boule %weuc < m*w < 2Weye, T0(r) > cr et les dérivées a tout ordre
de m*w et m0(r) sont bornées; tous ces controles sont indépendants de 7 et de r;
e d’apres la proposition on a des bornes sur les 71 jusqu’a l'ordre (4,7) qui ne
dépendent pas de 7. Ne dépendent non plus de r les controles sur |7*|, |dn*y| et
‘i@gw*@/}] ; les controles sur les |[V27*)| sont également uniformes tant que r ne tend
pas vers 0.

Controle sur les boules. Pour obtenir des estimées C?# (3 & déterminer) sur les boules,
on écrit les tirés-en-arriére de (E!) sous la forme F[r*1)] = 0, ou :

0%u

[u] = log [ et (w)i+ =

)] —log (m*0(r)), € Ci(B);

de cette maniere, 7" et F' satisfont les hypotheéses du théoreme 17.14 de [GTS83|, lellip-
ticité de F' provenant en particulier de

2m+2 '
Yo FRGE = €Yy, EERPMTE=CTH!
Jk=1

ot (7*w’)~! est la (1,1)-forme dont la matrice dans les coordonnées de B est 'inverse de
m*w = 7 (w1 +1900Y), les estimées sur 91 garantissant 1'existence d’une constante ¢ > 0
indépendante de r et de I'immersion 7 telle que :

Geue < (7T*9¢)_1 < C_lr_lgeuc-

Le théoréme mentionné nous donne une estimée sur les |V2(7*y)| avec (3

C08(3B)
B, XA, V(1Y) |co(p)) € (0,1) olt A et A sont telles que Aweye < Twi + i09(1*1)) <
AWeyc ; on peut donc fixer 5 > 0 si 'on prend r > rg avec g € (0, 1] fizé.

Controéle sur les demi-boules. Ce cas est un peu plus délicat ; on procede néanmoins comme
suit. On veut appliquer le théoreme 9.15 de [GT83], et pour ce faire on a besoin d’une
estimée sur le module de continuité de V?(m*1) autour des points du bord. En appliquant
les techniques de [CKNS85|, en particulier celles du §2.2, on obtient :
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Lemme 2.15. [l existe une constante C ne dépendant que de |m*Y|c2(p+y, A, A, 7*0(r) -
en particulier, C' peut étre prise indépendante de r > rg, et indépendante de m — telle que
pour tout zg € %T =TnN %B* on ait

)| < C
~ 14 |log |z — |

|V2m*1(20) — V¥ eh(2)

pour tout z € BT tel que |z — 29| < §/3.

On différencie & présent les (E!) écrites dans les BT par rapport a4 un des opérateurs
tangentiels :ti ou :tag , 1 <7 < m, désigné par D; on obtient :

m+1
Ao (D) = —Dlog (7*0(r) det(n*g1) ) + > (7 D(r*wi)5-  (24)
J:k=1
On applique ensuite le théoréme 9.15 de [GT83|, avec L = —A ., u = Dr*h et p > 2{”_22,

f8 fixé ci-dessus. Ceci nous donne une estimation |D(7*¢)|

r2(2B+) < C avec C' = C(rp).

On la convertit en une estimation C1%(2B™) de D(r*¢) grace a notre choix sur p. On
controle donc les 2T dans CO1(2B%), 1 < j,k < m. Un controle analogue des 88226;21/)

029 0zF
vient de équation (E) : on développe le déterminant par rapport & la derniére colonne,
2,k
et on exprime 88;9;/) en fonction de tous les autres termes. O

2.6 Démonstration de la proposition [2.3] et du théoréme [2.1]

2.6.1 Démonstration de la proposition [2.3]

Comme les équations (E,) et (E) sont équivalentes via la translation ¢ — ¢1 4+, on
peut prendre le ry de 1’énoncé de la proposition comme étant la borne supérieure des r
tels que (E/,) admette une solution pour tout r’ € (r, 1]. On démontre d’abord que ry < 1,
ce qui est la partie facile, puis que rg ne peut étre strictement positif; c’est pour ce point
que Pon a besoin des estimées a priori établies dans les sections 2.3] [2.4] et Notons
que l'unicité des solutions a déja été prouvée dans la proposition 2.4

L’équation (E!) admet des solutions (réguliéres) pour r proche de 1. La remarque cruciale
est ici la suivante : si P désigne 'opérateur

P:C¢ — C™
(w1 +i09p) ™

P ™
+1 )
Wi

et que v est strictement wq-pluri-sous-harmonique, soit wy + 00y > 0, alors & un facteur
—% pres, la différentielle de P au point v est le laplacien associé a la métrique wq + 100,

soit : .
dyP(X) = =58, yigay X

ceci reste vrai si ’on se restreint a P de Cg“ﬁ vers C*8_ (k,3) € Nx(0,1). En particulier,
doP = —%(Awl-), ce qui est un isomorphisme C’g B, o286 , voir la remarque . On fixe
€ (0,1). Comme 0(r) € C*7, le théoréme des fonctions implicites nous dit que (E.)
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admet des solutions dans C’g” pour r proche de 1, disons r € J (et on peut supposer
r> %) Pour que l'on ait des solutions stricto sensu, il faut néanmoins vérifier que chaque
W = w1 + 100y est mutuellement bornée avec wi, et que les 1, produites sont dans
C*((X\D) x X) (on a déja la condition au bord).

Voyons le premier point. Trouver une majoration w’ < Cw; pour tout r € 7, C
indépendante de 7, est chose aisée : on peut en effet supposer que |[1),| o2 reste bornée

pour r € J, puisque r — 1), est continue J — C*7. Pour la minoration, on remarque que
r +— (2 — (plus petite valeur propre de wy + 109, par rapport a wy en x))

est également continue. Puisque 6(r) ne s’annule jamais, la valeur propre en jeu non
plus; elle reste donc > 0, ainsi que les autres valeurs propres, d’ott w’ > 0. Pour prouver
finalement lexistence d’une borne w’ > ¢(r)wi, ¢(r) > 0, sur (X\D) x X tout entiere, on
remarque que 6(r) = det“! (w’) ; par stricte positivité de w’ et estimation w’ < Cwy, on
aw > %wl, d’ott la minoration voulue, puisque 6(r) > ¢(r) sur (X\D) x ¥ pour une
certaine ¢(r) > 0.

On démontre & présent 'assertion sur la régularité ¢, € C°((X\D) x ). Il s’agit
en fait d’'un argument de bootstrap assez classique; nous serons donc succincts. On fixe
r, on note ¥ = ,, et on prend un systeme de quasi-coordonnées comme dans la preuve
de la proposition ; on choisit une (demi-)boule de quasi-coordonnées (z!,...,zm+1),
on désigne par m I'immersion associée et par D un des 9;; ou des 9,,, j € {1,....m+
1}. On différentie 1’équation de Monge-Ampere (E!) tirée-en-arriére par rapport a D;
ceci s’écrit Ay« (Dr*) = f, avec f comme dans et donc bornée a lordre (2,7)
indépendamment de 7. Or A« est elliptique & coefficients C?7 ; de plus, on a des bornes
inférieures et supérieures sur son symbole principal, ainsi que des bornes C?7 sur ses
coeflicients, qui ne dépendent pas de w. Les estimées de Schauder classiques nous disent
donc que les Dr*vp sont C*" sur les (demi-)boules de rayon moitié, et donnent des bornes
C*7 indépendantes de 7 sur les Dr*1. En d’autres termes, on a 1 € C’EW((X\D) X 3).
On peut donc reprendre cet argument avec un ordre de régularité supplémentaire, et ainsi
de suite ; une récurrence immédiate nous donne donc la régularité annoncée pour ¢ = .

L’équation (E.) admet des solutions (réguliéres) pour tout r € (0,1]. On prend 7y comme
dans ’énoncé de la proposition, soit : 7y est la borne inférieure des r tels que (E/,) admette
une solution pour tout v’ € (r,1]; on suppose par Pabsurde que 79 > 0 (on sait déja que
rg < 1). On prend une suite (r;);>1 d’éléments de (rg,1] tendant vers ro. D’apres la
proposition il existe 3 = ((ro) et une constante C' = C(ro) tels que [|¢;, || o2 < C
pour tout j. En utilisant le méme argument inductif que ci-dessus, on trouve une borne C*#
uniforme sur les ¢,,. Par des extractions diagonales, on obtient une sous-suite convergeant

ClA‘O’Z, ot v € (0, 3), vers une fonction 1 ; les bornes globales C*# sur (X\D) x ¥ donnent
une borne globale uniforme C*?7 qui passe & la limite (utiliser des quasi-coordonnées), d’out

Y € C*, et méme Csm. Par convergence C? locale, les (E;j) passent a la limite et donnent

(wl—i—i@gw)mﬂ = 9(r0)w{”+1 : on sait aussi que w409y > 0, toujours par convergence C?
locale. Comme ¢ € C?((X\D) x ¥), le méme argument que celui utilisé dans la premiére
partie de la preuve nous dit que wy + 1991 est globalement mutuellement bornée avec wy .
On peut donc appliquer 'argument itératif, et on trouve que 1 € C*®°((X\D) x X) : 1 est
donc solution de (E}.).

On conclut avec une application du théoreme des fonctions implicites a I'opérateur de
Monge-Ampeére au point 1 plutdét qu’au point 0; ceci nous donne des solutions Cé‘ﬁ de
(EL) pour tout r € (rg — &,7¢], € > 0 petit. Comme ci-dessus, on a que ces solutions sont
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en réalité dans C°((X\D) x X), ce qui contredit la définition de ry. La proposition
est démontrée.

2.6.2 Démonstration du théoreme 2.1]

Le théoreme [2.1]se déduit presque mot pour mot de la proposition a ’exception de
la borne uniforme sur les ®., déduite de la proposition 2.12] et de I’assertion sur la limite
obtenue en faisant tendre € vers 0.

Cette derniére est a comprendre au sens de la théorie développée dans [BT76], et est
une application du théoréme de monotonie de cet article. Ce théoréme est énoncé pour
une suite décroissante de fonction pluri-sous-harmoniques; on peut néanmoins 'appliquer
a la suite (®.) dont on a vu qu’elle est croissante quand e décroit vers 0. On prend en
effet une suite exhaustive (K;) de compacts de (X\D) x £, et une suite décroissante ¢; de
limite nulle telle que pour tout j, m; := SUpf; ‘@5]. — <I>Ej+1| < 2% Alors sur tout compact,
(®; + Yok>j_1my) décroit & partir d’un certain rang, vers la méme limite que la limite
C’looC des ®., et cette limite vérifie bien ’équation par le théoréme de monotonie.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.1} et le présent chapitre.



Théoréme de Calabi-Yau sur X\D
et formes de Ricci négatives

ANS ce chapitre et le suivant, on revient sur la base X\D. Nous énongons ici un
théoreme de Calabi-Yau logarithmique (théoréme , que nous appliquons a la
construction de métriques de PMgq a forme de Ricci strictement négative (théoréme (3.3)).
Cette construction nécessite ’hypothése Kx|[D] > 0, inutile pour le théoréme Noter
également la proposition technique valable elle aussi en général.

3.1 Enoncé et motivation

Espaces de Hélder a poids. Dans le but d’énoncer précisément le théoreme qui va suivre
et qui est une généralisation du célebre théoréme de Calabi-Yau, nous avons besoin d’in-
troduire dans un premier temps des espaces de Hélder a poids dans lesquels est prise en
compte la décroissance des fonctions pres du diviseur.

Définition 3.1. Soit (k,a) € Nx [0,1), v € R. On pose

k’ ) — - )
O ={f € O (X\D)| " f € C*(X\D)} = p77CH*(X\D), (3.1)
ot C**(X\D) est l’espace défini en section . On munit C’f’a de la norme évidente, que
Lon note || - || ok On pose encore C5° = Npen ac(0,1) Chke,
v ) k)
On donne des définitions analogues pour les tenseurs, en particuliers les formes de type

(1,1).

Commentons brievement cette définition. On rappelle que p est la fonction de poids
[1; |log(loj|?)|. L'égalité de droite dans (3.1)) provient du contrdle que I'on a sur les dérivées
successives de p, que l'on peut résumer par : |(V“’)klog p|w < O (w désignant dans ce
chapitre la métrique modele définie a la section [I.1)). On remarque que l'on peut aussi
calculer les normes || || ,r.o via les quasi-coordonnées. Par exemple, si U est un polydisque

ol
(cA)k x (A)™* au voisinage d'un point de D tel que DNU = {(0,...,0)} x (A)™=F
recouvert par une union Jse (o, 1)x ®5((3A)% x (A)™*) comme au * et si f est C’lko’g, a
support dans U, alors :

1
[ fllse ~ sup

@5 fll cra (P,
seo)k (1=61)-++(1—6x))" Cho (Py)
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ou P = (%A)k x (A)™F ) ceci car ®5%p est uniformément mutuellement borné avec
m sur Py, pour § € (0,1), comme on I’a vu dans

Enoncé du théoréme. On peut alors énoncer la version « logarithmique » suivante du théo-
réme de Calabi-Yau (voir par exemple [Joy00, ch.5] pour une revue de la conjecture de
Calabi et de la démonstration de Yau) :

Théoréme 3.2. Soit ' € PMq, v >0 et f € Co°(X\D) tels que fX\D ef vol*" = Vol.
Alors il existe o € C°(X\D) telle que

(W' +100p)™ = el (W)™

Plus précisément, ¢ est une limite C’l’fw d’une suite (pe)o<e<1 pour € tendant 0 et ce pour
tout k > 0, ou

(W +i00p.)" = el oo ()m

pour tout € > 0. On a de plus des bornes C* indépendantes de € sur ces ., et il existe
c=c(w', f) >0 telle que p. € CL(X\D) pour ¢ assez petit.

Cette approche de résolution, consistant a perturber I’équation de Monge-Ampeére en
rajoutant un terme ey a la donnée f de base, est assez proche de celles de [TY90] et
[HeilOl ch. 4].

La preuve est assez longue, et nous reportons ses aspects techniques au chapitre |§|
ci-dessous. D’aprés Tian et Yau, on a encore I'estimation |p-|co < 7! f|co pour tout
e € (0,1]. Notre contribution est donc d’apporter des bornes C* uniformes, & commencer
par la borne C°, et de montrer que les ¢, appartiennent & des espaces & poids strictement
positif.

Enfin, il est intéressant de noter le fait suivant : pour € > 0, g, tioPp. = Qu — i00f —
€i0dype, ce qui tend d tout ordre et uniformément sur X\D vers g, — i00f. En d’autres
termes, si 'on a une fonction f telle que la forme g, — i00f soit « intéressante », en un
certain sens, alors on peut réaliser cette forme comme la forme de Ricci d'une métrique
différant de w’ par un potentiel & décroissance rapide, a un petit terme d’erreur pres,
« petit » signifiant ici « arbitrairement proche de 0 en topologie C (A1) ».

De maniere plus concrete, notre théoreme nous permet sous une hypothese d’amplitude
de construire des métriques de type Poincaré a forme de Ricci strictement négative au sens
Poincaré :

Théoréme 3.3. On suppose Kx|[D] ample sur X. Alors il existe w € PMgq tel que
0w < —cw pour une constante positive c.

Nous consacrons la section suivante a la preuve de ce résultat.

3.2 Preuve du théoréme [3.3

Avant de commencer la démonstration annoncée, mentionnons que ’on procede par
récurrence sur la plus grande codimension dans X des croisements de D. On doit également
définir des espaces fonctionnels supplémentaires, car les espaces a poids définis dans la
section précédente ne contiennent pas tout a fait les fonctions qui vont apparaitre au
cours de la démonstration a venir.
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Définition 3.4. Soit g une métrique C°°-quasi-isométrique au modéle w de la section|1.1
et soit (k,a) € Nx[0,1), v € Rt. Etant donnés vy, ..., v, tels que vj = 1 sur un voisinage
de la composante connexe Dj de D et v; =0 au voisinage des Dy pour £ # j (de sorte que
D =|j—1 Dj), on pose

k,‘,()é _ k‘7o¢ X . g _
E) (g)—{fGC7 @J@Rvﬂ/xwfvol _0}.

Sty >0, on pose Hf”E’j’a(g) = ||h||c§,a +3; lajl, pour toute f s’écrivant h+3"; ajvj, avec
h e Che,

on récupere chaque a; comme limite de f vers

Notons que pour le calcul de || f|| BEe (g
Y

Dj, puis donc h comme f — 3, a;v;.

Ces espaces sont pertinents au vu d'un lemme 90 & poids que nous allons utiliser au
cours de la démonstration annoncée. Ce sont en effet les espaces ou vivent les potentiels
des (1,1)-formes réelles fermées qui sont des O(p~%) & tout ordre pour un certain § > 0;
voir la proposition [3.5] énoncée et prouvée en section

3.2.1 Cas d'un diviseur lisse

Comme suggéré en commentaire, le théoreme [3.3] est une conséquence du théoréme
Il s’agit donc pour appliquer ce dernier de construire au préalable une métrique w’ et
une fonction f correspondant a I’énoncé, de sorte qu’il soit utile pour notre probleme de
construction de métriques & forme de Ricci négative de résoudre ’équation (w'+i09¢p)™ =
ef (W)™ Observons que si f est comme dans 1’énoncé du théoreme alors les formes de
Ricci de w’ +i09¢ et de w’ sont asmptotes prés du diviseur. L’objet des lignes qui suivent
est donc de construire w’ de type Poincaré dans la classe que 1’on s’est fixé, a forme de Ricci
négative preés du diviseur — ce qui est réalisé en prenant w’ asymptotiquement produit de
la métrique de Poincaré et de métriques a formes de Ricci négatives sur le diviseur — puis
d’exhiber une fonction f telle que la forme de Ricci associée & la (m,m)-forme ef (W)™
soit strictement négative sur tout X\ D, au sens Poincaré.

Construction de w'. Comme mentionné ci-dessus, on commence en supposant que les croi-
sements sont de codimension au plus 1 dans X, ce qui revient a dire qu’il n’y a pas de
croisement, et donc que D est lisse. On choisit une forme lisse et strictement négative
o0 € —2mci1(Kx[D]); on rappelle que wy est une forme de Kéhler lisse sur X telle que
Q = [wo]qr- D’apres la formule d’adjonction, si I'on conserve 1’écriture D = Zévzl D; pour
la décomposition de D en composantes irréductibles, et disjointes dans notre cas, on a
pour tout j :

Kx[D]lp, = (Kx ®[Di]®---® [Dn])|p,
= (Kx ® [D;])|p, ® (ID1]® - ® [Dj] @ [Dn])|p,
= Kp,®1=Kp,,

de sorte que go|p; (ce qui signifie « la forme fermée induite dans AB;L_ ») est dans —2mc; (Kp; ).
Or pour tout j, le théoréme de Calabi-Yau pour les variétés kihlériennes lisses et com-

pactes s’applique sur Dj, et fournit un potentiel ¢»; € C*°(D;) tel que Qo\Dj = ool +i00; "
J

Désignons par p; la projection sur Dj, définie dans un voisinage tubulaire N; de Dj, et
par x; une fonction de coupure a valeurs dans [0, 1], égale & 1 dans un voisinage de Dj,
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et & support dans ;. Ainsi, ¢ = > j=1XjP;j"¢; est bien définie et lisse sur X ; de plus,
wo + 100y induit wp D; + i@gwj sur chaque D; des que les N}, sont disjoints (hypothese
fixée dans ce qui suit).

Le point est ici le suivant : la (1,1)-forme fermée réelle wy + i0d¢p n’a pas de raison en
général d’étre kdhlérienne ; néanmoins, le défaut de positivité a lieu essentiellement pres
du diviseur, dans la direction normale a la composante regardée. On peut donc corriger ce
défaut dans le cadre des métriques de type Poincaré, grace a un potentiel en « loglog ».
De maniére plus explicite, soit xo : R — [0, 1] telle que xo = 0 sur (—o00,0] et xo = 1 sur
[1,+00). On rappelle que u; = log(A + p;), et 'on supposera ici que p; est constant sur
N, pour tous 1 < j # k < N ; on fixe en outre Aq,..., Ay > 0. On prétend alors que :

N N
W= wo — 3 Ajidduy + 3 00 (xo(u)? — K)p;f;) € PMg

j=1 J=1
pour A et K assez grands. On a méme ’asymptotique

;o om Ajidz NdzZ 1
&= ok, #1000t Lo TP
le O étant entendu a tout ordre (on écrira O dans la suite), sur tout voisinage d’un point
de D; ou cette composante est donnée par {z = 0}. On démontre cette asymptotique de
la méme maniere que les celles de la proposition ; il reste donc a vérifier que w’ > 0
sur X\ D pour un choix convenable de A et de K. Il suffit de le faire dans le cas ou D
est réduit a une composante, d’apres le comportement que nous avons fixé pour les u; ;
on n’aura donc plus besoin de l'indice j. On fixe tout d’abord A assez grand pour que
wo — Aiddu > 0 on X\ D. On prend ensuite € € (0, i) assez petit pour que wg|p + 19 >
dewg|p, c’est-a~dire pour que 1001 > (4 — 1)wp|p. On prend une collection V d’ouverts
de coordonnées recouvrant D, et tel que D soit donné dans chaque ouvert par 'annulation
d’une coordonnée notée z. On peut supposer les ouverts de V assez petits pour que sur
chacun d’eux, i00(p*y) > —(1 — 3e)wo — Cidz A dz. Comme xq est & valeurs dans [0, 1],
on a de méme xo(u'/? — K)idd(p ) > —(1 — 3e)wy — Clidz A dZ sur les ouverts de V,
dont on note 'union V. On prend ensuite K assez grand pour que Vi = {u > K2} C V,
et de cette maniére on a x;(u'/? — K) = 0 sur X\Vg, donc o' = wy — Aiddu > 0 sur
X\Vk. Il nous reste donc seulement & voir que w’ > 0 sur Vi, et notre minoration sur
x1(u'/? — K)idd(p*h) va dans ce sens.
En effet, comme on a :

i0u A Ou

00X (/2 — ) = X (! — )=
u

ro12 i00u ~ 3idu A du
+x(u K) (2u1/2 4u3/? >’

on peut supposer que |(p*1)iddx1 (u!/? — K)| < e(wo — Aiddu) sur Vi quitte & augmenter
K, et se souvenant que du et i00u sont bornés en métrique de type Poincaré. De méme,
on peut supposer que

|i(Ox1(ut? — K) A D(p* ) + d(p* ) A dxa (u'/? — K))| < e(wo — Aiddu)

sur V. Finalement, sur 'intersection de Vi avec un ouvert de V quelconque, et supposée

assez petite pour que —Aiddu > % —ewp > 2CHdz NdZ — ewp quitte a augmenter
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une derniére fois K, on a la minoration

W' =wy — Aiddu + x1(u'/? — K)idd(p*1p)
+i(Oxa(u'? = K) A O™ ) + O(p™p) A dxa (u'? - K))
+ (p*)iddx: (u'/? - K)
>(1 — 2¢)(wo — AidBu) + x1(u'/? — K)idd(p*y)
>ewg — Cidz A dz — (1 — 2¢) Aiddu
>2e2wy + (1 — 4e)Clidz N dZ car — Aiddu > —ewy + 2Cidz A dZ,

et le membre de droite est strictement positif.

Construction de f. La question de la stricte positivité de w’ étant réglée, grace aux asymp-
totiques de cette métrique (équation (3.2.1))), il est aisé de calculer sa forme de Ricci pres

. . . , . o 97 . _ _ 2idzA\dz o0 _]- p
du diviseur ; schématiquement, celle-ci s’écrit Qun|p,+i00; ~ Tol2 log?(|-%) + O>(p; ) pres

de chaque D;. Ces asymptotiques sont exactement celles de oo + 22;-\]:1 i@guj; on peut
supposer cette derniere (1,1)-forme majorée par —cw sur X\ D pour une constante ¢ > 0,
pour les mémes raisons que ’on peut prendre w ké&hlérienne (on joue sur le parametre A
des uj). En résumé, g, — (00 + 22}7:1 i00uj) € C°, et sa classe de cohomologie L? est
nulle. On applique alors le lemme 90 a poids (proposition ; on peut ainsi écrire :

N
0 — (00 +2_i00u;) =99 fy
j=1

pour une fonction fy € Ef°(w’). Soit ¢ € R telle que fX\D efoteyolv' = Vol ; on ne va
pas se servir de [ X\D fo vol¥' = 0, et on suppose donc ¢ = 0. On n’a pas de raison de
supposer que fy tende vers 0 pres de D ; on peut toutefois la corriger, sur un compact de
X\D, en une fonction f’ disons pour que ce soit le cas, pour que p, + i09f < —cw et
Jx\p el vol" = Vol.

On procede comme suit. On pose a; := limp; fo pour tout j =1,..., N. On suppose,
pour commencer, que a; > 0; si a; = 0, on passe a ao, et si a; < 0, la technique est
la méme. D’apres la premiére partie de la preuve (stricte positivité de w’), pour K assez
grand et £ > 1, 0on a :

0 — 100f — aliag( - Xo(u]l-/2 - K) —i—xo(ujl»/2 — pK) + Xo(u]l-/2 —(u+ 1)K)> < —cw

pour une constante ¢; indépendante de p. On pose

1/2 1/2 1/2
fiu=fo+ al( - XO(uj/ — K) + XO(uj/ — pK) + XO(uj/ —(p+ 1)K))7
de sorte que f1, € Ef°(w’) si 'on ne tient pas compte de sa moyenne, f1, tend vers
0 prés de Dy, et vers a; prés de Dj, j > 2. On a aussi fi1 = fo+ alx()(u]l-/Q - 2K),
et fi,, tend localement vers fo — a1xo (u}/2 — K) quand p tend vers +o0, avec controle

uniforme par || fo|lco + 2|ai|. De plus, p — fX\D eltnvol¥" est continue sur [1,+00); sa
valeur en 4 = 1 est > Vol, et tend vers une limite < Vol quand u tend vers +oo — dans
le cas ou a1 < 0, ces inégalités sont simplement inversées. On peut donc choisir p; tel que
Jx\p el vol' = Vol.
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On répete cette construction pour les a; restants ; on obtient une fonction f' € CP°(X\D)
telle que fX\D el vol*" = Vol et g, —i00f’ < —'w. Notons n la différence i90f, — iddf’,
de sorte que :

N
T 1/2 1/2 1/2
n= z86[z aj( - XO(uj/ - K)+ Xo(uj/ — 1K) + XO(uj/ — (5 + 1)K))] (3.2)
j=1
avec les p; bien choisis; cette (1,1)-forme est a support compact dans X\D. On a la
fonction f voulue pour appliquer le théoréeme , en posant f = —f’

Conclusion. On applique la premiére partie du théoréme avec w' et —f’; alors

- W' +i00p)™ L
Qi +idBp = Qu’ + 300 log (<(w,)m(p)) = 0 —100f < —Cw,

et on conclut en posant @ = w’ + i9dp. Notons que 1'on aurait aussi bien pu appliquer la
seconde partie du théoreme avec € > 0, et avoir encore g, o, = OQuf +i00f" —€i00p, <
—clw avec ¢. > 0, ainsi que ¢. dans un Holder & poids > 0. Notons également que ’on
a encore un degré de liberté sur les A; choisis au début ; on peut les prendre de maniere
arbitraire dans R™*, et en particulier, on peut les choisir égauz entre eu.

3.2.2 Cas général

On suppose maintenant qu’il existe des croisements de codimension 2, et que c’est la
plus grand codimension possible. Dans le paragraphe précédent, on a d’abord résolu le
probléme de Calabi sur le diviseur, puis on a construit un potentiel sur X\ D grace a la
donnée des potentiels sur le diviseur. On fait ici exactement la méme chose, a présent que
nous savons résoudre avec une approximation suffisamment bonne le probleme de Calabi
quand le diviseur est lisse. Par simplicité, on suppose que D est réduit & deux composantes
D1 + Dy, et que la décomposition de D’ = D; N Dy en composantes lisses irréductibles
s’écrit Zévzll D’. On observe de plus que D1\D" et Dy\D' sont naturellement munis de
métriques de type Poincaré, a savoir w|p\pr et w|p,\ pr-

Dans cette situation, la formule d’adjonction s’applique pour donner :

Kx[D]|p, = Kx[D1]|p, ® [D2]|p, = Kp, ® [D']p,,

et ce dernier fibré est le Kp,[D’'] intrinséque de D;. On peut appliquer la formule &
nouveau, ce qui donne :

Kx[Dl|p; = (Kx[Dl|p,)|p; = (Kp,[D')|p; = Kp

pour tout j = 1,..., N'. Ainsi Q0|D} € —2mcy (KD;_) des que gg est lisse dans —27ey (K x[D]).
On prend une telle (1,1)-forme gy < 0 sur X.

On pose comme précédemment u; = log(A+ p;) sur X\D;, j = 1,2 (A > 0 a ajuster) ;
remarquons que pour k # j, u;|p, joue le role de Zévzll uﬁw sur Dy, ot 'on pourrait définir
uj, o sur Dy, comme une fonction ayant un comportement « loglog » pres de Dj.

De méme que dans le cas ou D est lisse, si on a des 9; € COO(D;) telles que les
wo p; + i007; aient pour forme de Ricci o] D) (les 9; sont donc fournies par le théoreme

de Calabi-Yau classique), on peut les étendre en une fonction ¥ sur X telle que
w1 = W0|D1 + Zag(dﬂl)l) - iag(uﬂDl\D?)
et wa = wo|p, + 100(Y|p,) — iag(u1|D2\D1)
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soient des métriques de type Poincaré, respectivement sur D1\ Dy et Do\ D1, avec asymp-

totiques respectives wy| D, + i00Y; + % + 0®(py 1) pres de D’ donnée par

{w = 0} dans Dy, et w0|D; + i00Y; + % + 0®(py!) pres de D’ donnée par
{z = 0} dans D,. De plus, leurs formes de Ricci ont les asymptotiques respectives

2idwAdw oo —1 N / 2idzN\dz oco( ,—1
00lp; = fiog2(upy T O (p27) prés de Dj dans Dy et oolp; — paigaapy + O (o1 )
pres de D dans Ds.

On applique alors la construction du paragraphe précédent ; on trouve @1 € C3° (D1\D")

et w2 € C3°(D2\D') telles que :

0oy ity =0+ 2i00u1 + 2i00us)|p,\p, — €i00¢1 + 12| D,
et Qw2+i85g92 = (Q + 2185161 + 2iagu?)|D2\D1 - €i85(p2 + 771|D2

avec € arbitrairement petit, v = ~(¢), et m & support compact dans X\Dy arbitraire-
ment proche de 0 dans C°°(X\D3), de méme pour 7, en permutant les indices 1 et 2, et
construites de la méme maniére que la forme 7 de la formule (3.2)) — on remarque que les
formules pour 71 et 72 ont alors un sens respectivement sur X\ Dy et X'\ D; toutes entiéres.
En reprenant le point de vue de X'\ D, le seul prix a payer pour les croisements que 'on a
admis est d’avoir un exposant —v au lieu d’un exposant —1 dans le O°°; notons de plus
que ’on ne pourrait demander un tel exposant si ’on avait appliqué la premieére partie du
théoréme au lieu de la seconde (d’ou nos ¢).

On proceéde alors comme dans le cas du diviseur lisse : application du lemme 00
a poids, correction des constantes pres de D, application du théoreme de Calabi-Yau
logarithmique ; on en déduit 1’existence d'une fonction ¢’ dans Cj’/o(X \D) pour un v’ >0
sur X\D, telle que wy + i09(p + ¢') — i00u; — i00us > 0 sur X\D, et que la forme
de Ricci de la métrique wg + i09(p + ¢') — i0du; — i0dus soit arbitrairement proche de
po + 2(i00uy + i00us) + m + 12 — €i00¢. Cette forme de Ricci est en particulier < —cw
pour une constante ¢ > 0.

Ceci reégle le cas le plus simple lorsque le diviseur posséde des croisements de co-
dimension au plus 2. La démonstration dans le cas ou D admet d’autres composantes,
éventuellement disjointes des premieres, ou dans celui ou les codimensions des croisements
sont plus élevées consiste alors en une répétition soigneuse des techniques que nous venons
d’utiliser. O

3.3 Le lemme 00 A poids

On précise que le contenu de cette section est indépendant de I’amplitude éventuelle
de Kx[D]. On rappelle que 'on dit qu'une (1,1)-forme réelle n sur X\ D est dans Cij’a,
(k,a) e Nx [0,1), y € R, sin € p77CH(X\D, AL).

Le résultat que nous avons utilisé dans la preuve du théoréme [3.3] s’énonce comme
suit :

Proposition 3.5 (Lemme 99 & poids). Soient (k,a) € N x (0,1) et 8 > 0. Soit n €
Cg’a (ADY un (1,1)-forme L? exacte, et ¢ le potentiel D9 de n de moyenne nulle par rap-

port a une métrique kihlérienne de type Poincaré w'. Alors ¢ est en réalité dans E§+2’O‘(U/),
et il existe une constante C = C(B, k,a,w') telle que ||¢[ grt2.0 < Cllnl| sha-
B 2

Démonstration. On décompose cette preuve a 'aide de trois lemmes intermédiaires :
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Lemme 3.6. Soit g une métrique kihlérienne C'°°-quasi-isométrique au modéle w. 1l existe
une constante ¢ = ¢(g) > 0 telle que pour tout (k,a) € N x (0,1), € € (0,1] et v € [0, ce)
le laplacien e-perturbé Ay + ¢ : 04”270‘ — Cﬁ’o‘ soit un isomorphisme.

Démonstration du lemme Pour v et € > 0, on doit vérifier que 'opérateur conjugué

_ Agp dp 2 dp
Lye=p"(Dg+e)(p7") =Dg+ (e - 779 — 200+ DI=Cf) + 29(d 5,
est un isomorphisme de C¥*2® — Ck< En suivant [TYS7, p. 589] (en particulier, ré-
solution par exhaustion), ceci est vrai lorsque supy\p {’y% + 29(y + 1)}%”!3} < g,

le terme d’ordre 1 dans £,. n’ayant pas d’importance. On prend A = Supx\ p % et

B =supx\p |%|g ; la derniere inégalité est alors facilement vérifiée pour tout e € (0, 1], et
N 4B
7 €[0,ce), olt e = 2(A+B)\/4B+(A+B)?’ .

Lemme 3.7. Sous les mémes hypothése que la proposition @ € CkT2a et 4l existe
une constante C telle que ||¢[|cr+z.a < Clnll k.-
B

Démonstration du lemme On utlise un schéma d’itération de Moser perturbé, avec pa-
rametre €. Plus précisément, on définit ¢. comme la solution de A . +ep, = —2 tr‘”l(n),
donnée par le lemme Un fois remarqué que |- X\D ¥e vol’ = 0 (intégrer 1’équation
vérifiée par ¢.), on recopie mot pour mot la démonstration de la proposition ci-
dessous, en remplacant 1 — e/ %= par —2t1*' (1) — . (comme dans cette preuve, les € ne
posent pas de probléeme, et jouent méme en notre faveur ; par exemple, [ X\D |dgp€|i, vol' =
x\p Pelurpe vol* = [y pe(=2tr (n) — epe) vol* < [[2tr*' ()| 12| e[ 2), en rempla-
cant T, par ()™ !, et en remarquant que les constantes C' et C’ de la proposition
qui dépendent de f, peuvent étre ici remplacées par une expression du type C”||n|| ol

C" indépendante de n. On conclut en remarquant que ¢ est une limite Cl%c de (pe)e>0
quand ¢ tend vers 0. [ |

Remarque 3.8. Notre argument peut paraitre un peu succinct, mais on a préféré dévelop-
per les calculs d’un tel schéma d’itération de Moser perturbé dans le cas plus difficile, car
non-linéaire, qu’est le théoréme[3.3. On remarque également que les deux preuves utilisent

un plongement de Sobolev (lemme énoncé au paragraphe|4.1.1}

On en vient au coeur technique de notre démonstration :

Lemme 3.9. Sous les hypothéses de la proposition en posant 3 = min{2, 5}, on a
p =+ Xy agvg avee : || 3] log o] o < CH??HCga-

Démonstration du lemme On se limite au cas ou les croisements du diviseur sont de
codimension au plus 2. On remarque qu’en supposant la proposition démontrée, les ay
sont automatiquement controlés comme dans 1’énoncé de la proposition [3.5] car pour tout
k, ar, = lim,_,p, (¢ —1¥)(z), et on contrdle déja ||¢||co.

On choisit une composante connexe Dy de D, que 'on décompose en composantes
irréductibles D1, ..., D;. On travaille tout d’abord autour de D1, que 'on recouvre par
des polydisques de coordonnées {|z!],...,|z™| < %}, ot D; est donné par z!, et, dans le
cas d'un croisement, la composante supplémentaire est donnée par z2. On fixe un de ces
polydisques, P disons; deux situations sont possibles :
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1. Il n’y a pas de croisement dans P. On écrit 2! = re?? = e*€t+i9, 2= (2% ..., 2™), et
on munit chaque disque épointé {0 < |z!| < %} de la métrique cusp standard dt? +
e 2tdh?. L’équation (100p) ;7 = M7 = W se rééerit (02 —0p) +€2203)p =
f,avec |f(21,2)] < CHnHCge_ﬁt ou C ne dépend que du polydisque. On décompose
p en g+ ), avec @ invariante par rapport a 6, et ¢ orthogonale aux constantes
sur chaque S'. De la méme maniére, on décompose f en fy + f ; les majorations

[fo(t, 2N, | fL(t, )| < C’Hn”cge*m sont encore valables, quitte a augmenter C' d’une

maniére ne dépendant toujours que de P. Alors g vérifie (07 — 0¢)po = fo(t, 2), ce
que ’on résout en écrivant :

+OO / +Oo 1
wo(t,2') = ap(2) +/ el dt// e fo(t”, 2)at" (3.3)
t t

(en utilisant le fait que g est L? pour e~ 'dt vol? pour se débarrasser d’un terme
additionnel x(2’)e!). On remarque que pour chaque (¢, z'), I'intégrale double est en
valeur absolue majorée par m“v(, 2)eP || coe P, et en particulier pg(t, 2’) tend
vers ap(z’) & vitesse exponentielle quand ¢ tend vers +o0o. On peut de plus écrire
ap(2') = ¢o(0,2") — [ et'dt’ [ e " fo(t", 2')dt" pour tout z', ce qui donne une

borne C? sur ap qui ne dépend que du polydisque et de 7] 0.e-
8
Reste a traiter le cas de ¢, . Cette fonction étant orthogonale aux constantes sur
2
chaque cercle, on peut écrire || (£,0,2")| < 72 SUDgr [0, 27] |aa%(t, ¢',2")| pour tout
(t,0,2'), ce qui s’écrit encore :
PoL | Dol

12 + W =+ fL) (t) 9/7 Z/)

|(10L (t) 97 Z,)| < 7T2€_2t sup ’( -
0'€[0,27]

pour tout (¢, 6, 2") grace a I’équation vérifiée par ¢ | . Le sup dans le dernier membre
de droite est majoré par C||n[| 0.« avec C' ne dépendant que du polydisque, grice a
s

'estimée C? sur ¢ et donc sur ¢ obtenue grace a la proposition
, . JUB . e
Nous pouvons résumer ce qui précede en disant que sur P, |p—ap| < C’pHnHCg,ae At

avec |ap| < Op||n]jo.« (et ap ne dépendant pas de z! et continue).
8

. ;. —eltyg

2. Il y a un croisement dans P. On écrit encore z! = e 1% et on pose 2/ =
(23,...,2™). Rien ne nous empéche de mener la méme analyse que ci-dessus dans
P hors du polydisque {z2 = 0} de dimension (m — 1); on peut encore écrire les

intégrales et prendre des bornes supérieurs, pour voir que | —ap| < Cp||n|| CO,aG_'B,t
s
avec |ap(22,2")| < C’p”ﬁ”cg, 22 # 0, et ap continue hors de {2z = 0}.

On veut toutefois améliorer notre analyse dans le cas des croisements. Pour I'instant, on
compile l'information obtenue en travaillant autour de D;. Remarquons que les ag se
recollent ; en effet, si z € Dy a pour coordonnées 2z’ ™) dans Q; et 2 @) Jans Q- (et quitte
a augmenter le nombre de polydisques on peut supposer que Q1 N Qs est d’intérieur non
vide), on a que :

1 . . . 2
ag () = Im wl)= lm e = lm o) =ag ().
y€Q1\D1 y€(Q1NQ2)\D1 y€Q2\D1

On désigne la fonction induite sur D; par a. Ainsi, a est continue et bornée sur Dy \ ULQ Dy.
Elle est de plus pluri-harmonique. En effet, on choisit une (m — 2,m — 2)-forme test
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X sur Dl\UZ:2 Dy, ou plus précisément sur un polydisque dans D; dont on a retiré
U{:2 D;. 11 ne nuit pas a la généralité de supposer que ce polydisque est un Q N Dy
pour un des Q considérés ci-dessus. Au sens des courants, (i0,/0./9, X) = [p, g V100X
Or puisque l'on travaille sur Q, on peut écrire ceci sous la forme [ DinO 10i0.:0,1X, ou
encore f{log(—log|z1|)=t} (2, 210,00 x + O(e=?*). Cette dernitre intégrale est égale &
f{log(_ log |21])=t} n' Ax par Stokes, ot n’ = 37, <o npgd2Pdz1. Ceci est clairement un O(e=P),
et donc (i0,:0,19, x) = 0.

Au final, puisque pour une métrique de type Poincaré, le domaine du laplacien L? — L?
est H?, on a que a est H? sur D; ; une intégration par parties dit alors qu’elle est constante.
On revient aux polydisques P contenant un croisement, et on pose 22 = e~ 7%, On sait
qu’il existe une constante ¢ telle que |p(z!, 22, 2") — ¢1| < C’1||77||Cg,ae_ﬂ/t. Par symétrie,

il existe une constante cy telle que |p(2!,22,2") — co| < C’2||77||Cg,ae_ﬁ/5. Comme t et

s sont arbitrairement grands, ceci force ¢ et co a étre égales. Dans le cas général, on
prouve que la constante induite par ¢ est la méme sur toutes les composantes irréductibles
d’une méme composante connexe Dy du diviseur, et on peut écrire, en désignant cette
constante par ayp, qu’il existe une constante C telle que sur un voisinage fixé de Dy,

lo —ag| < CHT]HCE}Q(ZZZI | log |UZH)_’8/. Le lemme est démontré. [ |

Fin de la preuve de la proposition [3.5, On améliore nos controles une derniére fois pour
parvenir aux résultats de la proposition 3.5l Tout d’abord, on suppose que G < 2, de sorte
que B = f. Les estimées de Schauder sur des boules de quasi-coordonnées avec poids
mixtes nous donnent alors une constante C' telle que

|3 loglosll” (o= - axen)| . < Clallene
J k=1

Pour prouver la proposition (a lordre (2,«)), on doit transformer la somme de poids

‘ log \ojHB / en un produit de ces poids. Ceci est automatique loin des croisements de D ; on
se concentre donc sur ce qui se passe pres d'un croisement dans une composante connexe
Dy, que l'on supposera de codimension 2. Comme dans la démonstration de lemme [3.9] on
considere un polydisque P = {|z!| < 1} x -+ x {|z™| < 1} autour d’un croisement donné
par {z! = 0} U {22 = 0}, et on pose 21 = ¢~¢' T 22 — ¢=€HiC o 2" = (23,...,2p). On
prend un disque épointé {z1} x {0 < |22| < 1} x {2”}, sur lequel on écrit, en se référant a
la preuve du lemme [3.9]

1 " o__ oo s’d ’ oo —s" 1 _nm _n ds” 1 "
SD(Z asvgaz )_a’k+ € as , € fO(Z yS 5% ) S +SDL2(Z ,S,C,Z )
s s

ou f = |22|210g2(|z2|2)77(%,%) et fo est sa partie (-invariante (de sorte que l'on
ait |fol, |f| < C|nllcoe ?+9) C dépendant seulement de P), et ¢, orthogonale aux
constantes sur chaque cercle {s = constante}. Cette fonction ¢, , vérifie

2 2
Tor, 001, | 29701 _
0s2 0s o¢? 27
0? 02 ) . -
de sorte que ;Zé? = e (f, — 52;2 + g?), ce qui est, entre autres, majoré par

C||77||Cg,a€_ﬁ/(t+s) grace au controle C% que I'on a sur | log |z1||6 (p—ay), d’ou le controle C°
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1y, 0%¢ (o172 . . &y
sur e (=72 — —5=2). L'estimation |1, (2", 5, ¢, 2”)| < 7 supere(o 2n) ‘T?(zl,s,g’,z”)

suffit alors pour conclure.

Quand 8 > 2, on observe que l'on a déja les contrdles voulus sur les parties S'-
invariantes. Pour la partie orthogonale, par estimation de Schauder, on a un contrdle Cé}a
sur (¢—ay). On applique la méme technique que ci-dessus ; on a d’abord un contréle C? sur
I1;|log |aj|‘2(2j |log |Jj||)mm{ﬁ_2’2}(cp — ay), et donc un contréle C%¢, et en appliquant
la technique une fois de plus on obtient un contrdle ngin (34} converti en un contréle

Cilo;l (8.4} On répéte 'argument autant de fois que nécessaire pour obtenir un contréle C’g,
puis on conclut par des estimées de Schauder pondérées. g

3.4 Théorie du pluri-potentiel

Concluons ce chapitre par la remarque suivante : en se rappelant que dans ’énoncé du
théoreme on prend comme référence w' € PMy,, on voit que I'on résout essentielle-
ment dans ce théoréme 1’équation

wo +100p = Fuw{',
avec F' mutuellement bornée avec []; m; si I’on pose i = Fuwg', on a donc sur
X une mesure qui ne charge pas les ensembles pluripolaires.

D’apres [BGZ08, Theorem A], on a donc une fonction ¢ « d’énergie bornée » satisfaisant
a cette équation : il n’est donc a priori pas vain de vouloir démontrer notre théoréme [3.2]
puisque 'on sait que des solutions existent, du moins dans une classe de fonctions assez
large. Notre approche est de plus complémentaire de ce point de vue en ce sens que méme
si les techniques utilisant la notion de capacité prédisent le comportement en « loglog »du
potentiel ¢ (voir le dernier point du commentaire au théoreme B de [BGZ08]), la situation
limite dans laquelle on se trouve ici (F est L' pour wy', mais n’est LP pour aucun p > 1)
empéche dans ce cadre de pouvoir dire plus sur la régularité de ¢, régularité nécessaire a
I'application du théoréme [3.2] dans la démonstration du théoreme [3:3]






Preuve du théoreme de
Calabi-Yau sur X\D

OMME nous ’avons souligné dans notre commentaire suivant 1’énoncé du théoreme [3.2
C ce qui est nouveau dans notre résultat se décompose en deux parties : des estimées
non-pondérées uniformes sur les solutions approchées, auxquelles est consacrée la prochaine
section, et le fait que les solutions approchées soient dans des Holder & poids, auquel est
consacrée la section De plus, une observation facile concernant ’énoncé du théoreme
consiste a dire qu’il suffit d’avoir les controles uniformes annoncés sur les . pour
obtenir ¢ via une extraction diagonale. Cela dit, on cherche a obtenir de telles estimées,
et pas d’éventuelles estimées a poids ; pour un résultat allant néanmoins dans ce sens, voir
I’appendice.

4.1 Bornes uniformes

Avant de commencer, notons que quand X est une surface de Riemann, le théoreme
se déduit immédiatement du lemme 3.6 et de la proposition Dans cette section et la
suivante, on suppose donc m > 2 (bien siir, le lemme reste vrai si néanmoins m = 1).

4.1.1 Estimée d'ordre O

Pour obtenir une estimation C°, on suit un schéma d’itération de Moser. Toutefois,
il sera également pratique de travailler sur des potentiels normalisés ¥ := . — a. avec
Qe = % S X\D Pe vol“’. Dans ce qui suit, toutes les normes LP sont prises par rapport a la
mesure vol“’/7 sauf si une autre mesure est explicitement mentionnée. De méme, g se réfere
a la métrique riemannienne fixe w'(-, J-), V & sa connexion de Levi-Civita, et les normes
holdériennes des fonctions et des tenseurs sont calculées par rapport a w’.

Proposition 4.1. Dans les conditions du théoréme il existe des constantes C et A
dépendant seulement de w' et f telles que pour tout e € (0,1], |||z < C et |ac| < A. En
particulier, ||pe||r2 < C" = C + AVol.

Démonstration. On commence par l'estimée L. On fixe e € (0,1], et on pose w. = ' +
100, et
Toi= (@)™ 4 @) A (W) + o (@)™
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de sorte que T. est fermé, minoré par (W)™~ ! au sens des (m — 1,m — 1)-formes, et

i00¢: N Te = (W)™ — (W)™ = (e/+5% — 1)(w')™. Or, comme
i@g(gpng) = 2i0p: N\ 0 ATy + 2¢.i100¢. AT,

et que [ X\D i00(p2T:) = 0 (théoréme de Stokes pour les variétés complétes), on a :

/ i0pe N Bpe AT + pe(e/ e —1)(W)™ =0.
X\D X\D

En remarquant que idp. A Op. A T. > i0p. A Op. A (W)™ L, et que (efT5% — 1)p, =
ef (e59s — 1) + (ef — D)pe > (ef — 1)¢. (car €% — 1 a le signe ¢.), il vient :

[ v nBpon @) < [ a1 - el
X\D X\D

Comme [y p(1 — eN (W)™ =0 et dp. = d1., on en rééerit ceci sous la forme :

[ v nBn @)t < [ e
X\D X\D

Le membre de gauche de cette inégalité n’est autre que (m;1)1||d¢5\|izl. Or 1. est de
moyenne nulle ; d’apres I'inégalité de Poincaré non pondérée , et 'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on en déduit : [|¢||z2 < 2mCp||1 — ef |2 = C(W', f), ce qui ne dépend pas de
€.

On estime a présent a.; on commence par une majoration. En intégrant les deux
membres de I'équation (w' + i00p.)" = e/T5¥=(w')™, on obtient Jx\p ef %= yolv = Vol.
L’inégalité de Jensen dit alors que fX\D cpcel volv' < 0, ie. fX\D peel vol¥ < 0. Or
a. Vol = fX\D ef (e — 1) volv' < — fX\D el 1. vol¥', donc par Cauchy-Schwarz,

< Iellzzllefllze _ Cllefllre

e Vol =T Vol

ce qui est encore indépendant de e.

Pour obtenir d’autre part une minoration de a., on pose b, := ﬁ S X\D Pe vol“t : en
d’autres termes, b. est la moyenne de . par rapport a la métrique dont elle est un
potentiel. Ainsi, Vol = fX\D ef volv' = fX\D e ¥ volvs > fX\D(l — epe)vol¥s = (1 —
eb:) Vol, donc b. > 0. Par suite, a; > a. — b, = ﬁ fX\D e (volY —volvs) = ﬁ fX\D (1-

! 1—ef+eve s . .
eerE‘Pf)w6 vol¥ > — I le2lVelliz pyy conclure, on répete 'estimation ||¢¢||r2 < C,

Vol
. . 20| f|l o1 co . 1
et on utilise |ep:| < |f|co pour obtenir a. > — 77— ¢e qui est bien indépendant

de e. O

La proposition suivante est centrale dans le schéma d’itération a venir :

Proposition 4.2. Sous les hypothéses du théoréme pour tout € € (0,1] et tout p > 2
on a:

2

; p 3 P rnm— p p— nm
Jop e N Bl M@ gy [ el el ey (a)
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Démonstration. On fixe p > 2 et e € (0,1]. D’apreés les inégalités T > (/)™ et (1 —
el o) |peP 2o = (1 — ef)|pelP 2. + ef (1 — e5%9) P20, < (1 — ef)]pP %, la
proposition est démontrée si ’on établit I'identité

2

0 <€p/2 /\5 Ep/2 AT, = p / Ep—? (1 — fteps nm.
Jop 0eP) N8P ) AT = g [ el et = S50 )

Mais ceci provient simplement du calcul direct
i00(|pe [P~ Te) = plee|P 201000 ATz + p(p — 1)|pe|P2i0p: A Dpe A T,

grice aux identités i00p, A T. = (efT5% — 1) (W)™ et |@.[P2idp. A Dp. = I%i@(|g0€|p/2) A
9(|p<|P/?), ainsi que Jx\p 100 (|p=[P71p:T-) = 0 venant du théoréme de Stokes. O

Avant de tirer de cette proposition des controles récursifs dans notre schéma itératif,
on précise quel injection de Sobolev on utilise, et en particulier les espaces de Sobolev (a
poids) concernés :

Définition 4.3. Soit q € [1,400). On pose :

Lg’ = {v e L] | /X 5 lv|?pvol < —i—oo} =11

p volv’

et si k > N, on appelle Lq’ Iespace des fonctions v € LI telles que |Vjv] € Lg’o pour

tout j =0,... k.

loc

Lemme 4.4. Soit g3 > q1. On a linjection continue Lgl’l — L82’0 dés que qi <& L 2m
Démonstration. Il suffit de regarder ce qui se passe pres du diviseur, et méme pres des
croisements, car le cas d’un diviseur lisse est traité dans [Biq97], lemme 4.4. On suppose
pour simplifier que les croisements sont de codimension 2 dans X. On considére un petit

polydisque U autour d’un point dans un tel croisement, et on recouvre U\ D par une union

(avec les notations de[1.1.2)

U (I)%,e(P)v P = (%A)Q X Am_2>
k>0

ol les 00 = (6},67) € (0,1)? sont choisis de sorte que 1 — §} ~ Qk (resp. 1 — 6} ~ 2@)
lorsque k (resp. 1) tend vers +o0o (on les choisit donc de la méme maniére que les d;, de la
preuve du lemme . De cette maniere, @5, ,*p1 (resp. s, ,"p2) est mutuellement borné
avec 2 (resp. 21), i.e. @5, ,“p est mutuellement borné avec 2kt On suppose également
que la métrique sur U\D est le produit gy de deux métriques cusp standard et d’une
métrique euclidienne, de sorte que tous les q)(;kyl*gU donnent la méme métrique sur P. On
a aussi |w|’£p(U\D) ~ k>0 ﬁ”‘btik,z*wHip(p) pour tout p > 1. Or on sait qu’il existe une
constante C' > 0 telle que pour toute w € LI (P), [w][La20(py < Cllwl|Lara(py-

1
On prend v € L ; on a alors :

1 1
[Vl 75200y k; et %o (00" )| s o) ~ k; g2 1@ 0 oo )
>0 >0
q2

<C Z Hq)élcl UHqu 1 < C( Z H(I)(Skl UHqu 1 ))q1 car q2 = qi

k>0 k>0

1 L q2

~ C( Z WH(I)&M* vp /m)Hqu 1(73)) "~ C| qu l(U\D) O

k>0
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Revenons a notre schéma itératif. On pose € = min {3, -"- 1+ v} > 1 (on fera

attention a ne pas confondre € et ¢), de sorte que 'on ait une injection continue Lg’l —
2 . N . . _ /

LOE’O, de norme Cg, disons, d’apres le dernier lemme. Soit dyu la mesure p'~€vol* . On a

la formule suivante de contrdle récursif :

Proposition 4.5. Sous les hypothéses du théoréme|3.2, il existe deux constantes C' telles
que C" pour tout € € (0,1] et tout p > 2,

-1

le=lpe < Cllgelltr +Cpllwelle -

dp dp dup

Démonstration. On va utiliser les inégalités de la proposition [{.2] mais tout d’abord, si B
désigne la quantité supx\ p |%|w,, un calcul simple donne (p et ¢ sont fixés) :

! / 1 !
/ (™20 P12) 2, pvol” < 2/ dlgel?/?[2, vol +fB/ oo [P Vol
X\D X\D 2 Jx\p

_ 2 ’
de sorte que |[|p 1/2|g05|p/2|}Lg,1 < 2[x\p |d|<,05]f){2| vol¥ +(3B + 1) Jx\p lpe[Pvol”. Or

(Jx\p lpeP/2vol*" ) < (Jx\p le=lPp' e Volw/)(fX\D ptvol*"), et cette dernitre inté-
grale est finie puisque e—1 < % < 1. On sait aussi d’apres (4.1)) que fX\D ‘d\g0€|p/2‘i, volv' <
4(%_21)])(\[) 11— el || P71 vol?', et d’aprés I'inégalité de Holder ceci est majoré par la

quantité 4(%_21)(]}(\]3 e P pt =€ volv' )(pfl)/p(fX\D(ll — el |pehyppl=e volv )l/p; le dernier

7

facteur est de plus toujours majoré par (fX\D pl—e VOlw/) 1— efHCS < C pour une

constante C' ne dépendant que de ', p et € (les « parametres »).
Pour résumer, on dit qu’il existe des constantes C7 et C ne dépendant que des para-
metres telles que pour tout p > 2 (et pour p = 2, par des arguments similaires),

B —1
o™ 2k0e 2] 20 < Cllgellyy +Clpllgells "
0 dp dp

On applique P'injection de Sobolev précisée au début de cette démonstration a p~ /2| [P/2 ;
on obtient exactement que HQPEHZ}JSZ est majoré par C2,, fois le membre de gauche de la

derni¢re inégalité. Finalement, quitte & renommer les constantes, il existe C' et C’ ne
dépendant que des parametres telles que p > 2 et ¢ € (0, 1],

-1
H‘PEHI;JPG < CHS"&”IEP —i—C"pHcngip . g
dp dp dp

Puisque dans les conditions du théoréme on a une estimation initiale sur ||p.||z2,
/ . . 7 . .
et donc sur ||¢cl| L2 (vol“ domine dpu) indépendantes de e, c’est un exercice facile de
m

démontrer qu’il existe deux constantes positive () et C1 ne dépendant que des parameétres
telles que :

lellzs, < Q(Cp) "
pour tout p > 2 et € € (0,1]. En faisant tendre p vers oo, on a donc prouvé :

Proposition 4.6 (Estimée C° uniforme). Sous les hypothéses du théoréeme il existe
Q= Q" ||fllcy) telle que pour tout £ € (0,1], [[¢ellco < Q.
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4.1.2 Estimée d'ordre deux

On cherche a présent des estimées d’ordre 2, typiquement un controle sur le laplacien
des solutions ; il est courant, lorsque ’on traite d’équations de Monge-Ampere, que de telles
estimées soient dérivées des estimées CO. Si I'on désigne par A (resp. A.) le laplacien de w’
(resp. wl = w'+i0d¢. ), alors le calcul de Joyce [Joy00, p. 111] pour la formule d’Aubin-Yau
donne, en remplacant f par f 4+ ey :

Ac(Ape) = = 2A(f + pe) + 49 g0 927V 5. 0 V3 e

s - L (4.2)

+49g2%g7° (Rm*') %5, 5Vaepe — (Rm* ) 5,5V )
(nos facteurs 2 et 4 sont diis au fait que nous utilisons I'opérateur 99 plutot que dd®, et
que Joyce utilise des demi-laplaciens). L’inégalité d’Aubin-Yau devient :

Proposition 4.7. Sous les hypothéses du théoreme soit € € (0,1], et posons F, =
log(2m — Agp.) — ke ot k est un réel a ajuster. Alors

Af +2em od B
Al < me_A% —e+r(2m— (ge) ﬂgag) +C(9e) ﬂga[‘a

ou C' est une constante ne dépendant que de H Rm*’ H00'
On en déduit le contrdle :

Corollaire 4.8 (Estimées d’ordre 2 uniformes). Sous les hypothéses du théoréme il
existe une constante Q1 = Q1(v, W', [|fllco, Ifllc2) telle que pour tout ¢ € (0,1], 2m —
Ay, < Q1. Ceci fournit en particulier deux constantes Qo et ¢ > 0 telles que pour tout

e € (0,1], Hi@gapeHco < Qg etew <w <c W

Démonstration. On prend £ = C'+ 1 dans la proposition [£.7} On rappelle que 2m — Ay, >
o2me2Ifllco/m 0 il suffit pour le voir de regarder les valeurs propres de i00yp. par
rapport a w’. Il s’en suit qu’en tout point,

Af +2em

om — Ao —e+2mr < —-A.F. + (',

(92)*7 905 = (k= C)(9=)"P 9,5 < —AF- +
avec C' = 2mk+ 52l lco/m (|| A f|| o +2m), constante indépendante de e. On applique le
principe du maximum de Wu ([Wu08], lemme 3.1) & A, (& ¢ fixé, on sait que w. est quasi-
isométrique a o’ par [TY87]) et F.. Apres une éventuelle extraction, on obtient une suite
(zj) de points de X\D telle que lim; oo Fz(x;) = supx\p Fr et limj oo AcFe(x;) > 0.
Quitte & décaler les indices, on a donc (ga)aﬁgaﬁ(xj) < C"+1 pour tout j. De plus, en ma-
nipulant les valeurs propres de i9d¢., on a facilement 2m — Ap. < 2((g:)*’g,, B)m_lef Tepe
en tout point, ce qui donne pour tout j I'inégalité 2m — Ag.(z;) < 2(C" + l)m*IeQHf”cO.
On la réinjecte dans la définition de F; pour évaluer F(x;), et on fait tendre j vers +oo; il

vient sup x\p Fe < 2[|f[lco + (m —1)log(C’ + 1) +1log 2 + ||¢c || co. Finalement, & nouveau
par définition de F;, ceci nous dit que

2m — Ap. < 2(C"+ 1) exp(2l| fll oo + 26 pel o),

et on peut aisément remplacer le membre de droite par une quantité indépendante de ¢,
puisque nous avons une estimation uniforme sur ||¢.||co par la proposition [4.6] O
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4.1.3 Estimées d'ordre trois et d'ordre supérieur
On démontre & présent ’estimation :

Proposition 4.9 (Estimée d’ordre 3 uniforme). Sous les hypothéses du théoréme il
existe une constante Q3 ne dépendant que des paramétres telles que pour tout € € (0,1],

|Viddec| o < Qs.

Démonstration. Le point de départ résulte encore d’un calcul difficile mais néanmoins
local dtt & Yau [Yau78] (voir aussi [Aub98]). On définit, pour ¢ € (0,1], une fonction
S, telle que 452 = ]Vz‘@&pe

(gg)ax(gg)#ﬁ(gg)ﬁﬂvawng%. Le calcul de Yau s’écrit alors :

2 ,
.+ de sorte qu’ en coordonnées holomorphes locales, S? =
€

—A(52) = [Vagsspe = ()Y o3,V goe
+ | Vagro0e = (9" VarnpeV gasee = 9 VauspVaape|,
+ PY2Y((g)°P, V5,00, Vo (f + 200)) + Q11 ((92)°%, Y o 3 02, R )
+ P3Y((92)%7, V05,0, Vags (f + 202)) + Q% ((9:)°%, V o3, 0e, VeRm o)

ott les P3Ft et Q754 sont des polynoémes & coefficients des constantes universelles et d’ar-
guments les entrées de trois matrices, les exposants j, k et £ indiquant a quel degré est
porté ’élément de la matrice correspondante.

Au vu du corollaire[.8] il existe une constante C; > 1 ne dépendant que des parameétres
telle que pour tout £ € (0,1], A (S2%) < C1(S?% + S.). D’autre part, on peut utiliser la
formule pour déclarer qu’il existe des constantes ¢ > 0 et Co ne dépendant que des
paramétres telles que A.(Ap.) < ¢S? — C pour tout e € (0,1]. On regroupe ces deux
inégalités pour écrire

AL(S2 —2cC1CoAp.) < —Ci(S: — L)+ C

avec C 1= 2¢C1C2+$C1. On choisit une suite de points (z;) de X\ D telle que lim;_ o (S2—
2cC1CrAp.)(xj) = SupX\D(SS2 — 2c¢C1C2A @) et limj_ oo Ac(S2 — 2¢C1C2Ap.)(x) > 0.
Quitte & réindexer, A.(S? — 2cC1CoAp:)(z;) > —Ci de telle sorte que (S:(x;) — %)2 <
2¢Co + 2, or Se(z;) < Cy:= (3 + (2¢Co + 2)?) pour tout j.

On fait tendre j vers+oo ; ceci nous dit que supX\D(SEQ—ZcCl CrAp:) < C342c¢C1Co|| Ape|| o,
d’ott ||Sc|lco < (C3 4 4cCyCa||Ae||c0)'/? estimation que I’on rend indépendante de & &
laide du corollaire [4.8] O

On énonce une conséquence immédiate :

Corollaire 4.10. Soit a € (0,1). Sous les hypothéses du théoréme il existe une
constante Qq, telle que ||w.||co.a < Qq pour tout £ € (0,1].

En derniére analyse, un argument usuel de bootstrap nous permet de conclure. En
effet, fixons a € (0,1); dans la formule , l'opérateur A, est uniformément elliptique
dans un systéme de quasi-coordonnées et ses coefficients sont controlés dans C%®, ces
contrdles étant indépendants de €. On a un contrdle C° uniforme sur le membre de droite
et sur Ayp,, indépendamment de €. Les estimées de Schauder dans les boules de quasi-
coordonnées nous donnent une estimée C1® sur Ay, indépendante de e. Comme on a déja
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une estimée CY sur . qui ne dépend pas de €, on obtient un contrdle C*® sur ., qui
ne dépend pas de €. On réinjecte ce contrdle dans ; les coefficients de 'opérateur A,
sont & présent contrdlés C1*, et le membre de droite dans C%®, controles indépendants
de £. On en déduit sur ¢, un contrdle C*® indépendant de . On continue la récurrence ;
on obtient pour tout & > 0 un contréle C*® sur les ¢, indépendant de ¢.

4.2 Les solutions approchées sont dans des espaces a poids

On a vu qu'il est possible d’établir sur les . des estimations C* uniformes en . On
établit dans cette section des estimations pondérées similaires, qui ne sont toutefois plus
uniformes lorsque € tend vers 0 ; ceci cependant suffit a nos applications, comme on I’a vu
au chapitre précédent. Nous voyons de plus dans I’appendice [A] (fin de la section [A.1]) que
I'uniformité en € n’est pas possible dans le cas ou le diviseur admet des croisements, car

les ¢ du théoreme ne sont pas dans des espaces a poids > 0 tels que nous les avons
définis.

4.2.1 Un contrdle C° A poids entraine un contrdle & poids a tout ordre

Une fois que 'on sait qu’un des potentiels ¢, du théoreme est dans un C’g , v >0,
la décroissance rapide de ses dérivées s’en déduit facilement :

Proposition 4.11. Sous les hypothéses du théoréme soit € € (0,1]. On suppose que
e € C’g pour un vy € (0,v]. Alors p. € C5°.

Démonstration. On commence par prouver que @, € C’#“, oua € (0,1) est fixé. L’assertion
est locale pres de D ; on regarde donc ce qui se passe au voisinage du diviseur. On prend

un petit polydisque de coordonnées U = (cA)* x (%A)mfk (¢ > 0 petite) autour d’un
point d’un croisement de codimension k, dans lequel les composantes de D sont données
de la maniere habituelle, i.e. par 'annulation des k premieres coordonnées. On pose P =
(%A)k x A"k et &5 : P — A™ comme en section pour § € (0,1), de sorte que
U\D C Useo,1x ®5(1P). On veut une estimation de 197 ¢c || o1\ Dy » quantité comparable

a
1

sup (1 —61)7+- (1 =) ||<I>5 SDEHCLQ(%,P).

5€(0,1)k

On considere a présent sur P 'opérateur du second ordre

i00v A (1)5*[(01,)7”_1 4t (wé)m—l]
q)(s*(w/)mfl

Ps:v—

pour § € (0,1)*. Comme ¢. € C>®°(X\D), on a ellipticité uniforme et contrdle C* pour
tout ¢ > 0 uniforme sur les coeflicients de Ps, ce qui implique par exemple qu’il existe une
constante C' telle que pour tout § € (0, 1),
19l iy < CUPslcore) + o)

pour toute fonction v € C*(P) telle que || Psv||co(py soit finie. Or on remarque également
que Ps(®5%p.) = 1—e®s 1+e257%: pour tout § € (0,1)F. Puisque f € CY et . € C’g, v < v,
on a que [|Ps(®5%¢c)||copy < C(1—61)7 -+ (1 —d)” pour une constante C' indépendante
de ¢. De la méme maniere, || ®5"¢pc||copy < C'(1 —81)7--- (1 — 0x)7, €' ne dépendant

pas de 6. Ainsi m”%*%ﬂm,a(%p) est controlé indépendamment de 9, i.e.
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07 e HCLO‘(U\ py est finie. On prend alors un nombre suffisant de petits polydisques U pour
déclarer que ||p?¢el|cra(x\p) est finie, ou de maniére équivalente que . € C’%’O‘(X \D).
On réinjecte alors cette borne dans 'argument que ’on vient de développer (au moment
de controler les || Ps(®5" ¢z )|| c2¢-1.0(p)) pour obtenir par récurrence que ¢, € C2he(X\D)
pour tout £ > 1. O

422 Controle C° 3 poids

Au vu de la derniére proposition, notre démonstration du théoréme [3.2) sera compléte
une fois établi le résultat suivant :

Proposition 4.12. Sous les hypothéses du théoréme 3.2, il existe une constante ¢ > 0
telle que p. € CO(X\D) pour tout € € (0, 1].

Démonstration. On prend e € (0,1]. On part des inégalités Ap. + 2ep. < 2f et A . +
2. > 2f. Soit v € (0,min(3,v)); on désigne par L. I'opérateur p¥(A + 2¢)(p~7-), de
sorte que

Lye(plpe) <2p7f <M (4.3)

pour une constante réelle M = M(f,~).

Magjoration pondérée. Soit 1) une fonction C°(X\D) telle que £, .(¢) = M hors d’un
domaine compact K de X\ D ; une telle ¢ d’apres la preuve du lemme si 'on suppose
v < ce (cindépendante de ). Or si A est une constante assez grande, v := pYp.—1p—A <0
sur OK et L .(v) <0 sur le complémentaire V de K dans X\D. On veut en déduire que
v < 0 sur V, ce qui nous donnera une majoration sur ¢, ; pour cela, on utilise les arguments
de la démonstration du lemme

Plus précisément, on se donne une suite exhaustive croissante (Uy),>0 d’ouverts rela-
tivement compacts de X\ D contenant K, et on pose V), = U,\ K pour tout p, de sorte que
V =, Vp. Pour tout p, on note v, la solution du probléeme de Dirichlet

Lye(vp) = Lye(v)  surV,
vp =V sur 0K
v, =0 sur OU,,.

Toujours en suivant la démonstration du lemme [I.I5] on sait qu'’il suffit pour conclure de
démontrer que les v, sont négatives, et qu'’il existe sur [|vp||z2(y,) une borne ne dépendant
pas de p. On commence par la négativité ; fixons p. On sait déja que v, est négative sur les
bords de son domaine V), ; supposons qu’elle soit strictement positive en un point de Vj,,
et notons z € Vj, un point tel que vp(x) = supy, v > 0. En ce point, Avy(z) > 0, tandis
que

A dp|2
0> Lo c(vp)(7) = Avy() + (26 = v525 = 29(v + )| L[, Jup(a).
Des que la parenthése dans le membre de droite est > 0, ce qui est le cas griace a notre
—Avp(z)
A 2
(2e— p’()(g)c)—2v(v+1)|%|w/w)
Reste a controler les [[vp[|z2(y;) indépendamment de p. Pour ce faire, on écrit v, comme
la somme &, + 1, ou &lay, = 0 et L, .(n,) = 0, de sorte qu'il s’agisse de controler
1€l z2¢v;,) €t lmpllz2(v,) indépendamment de p. Les arguments ci-dessus donnent 7, < 0 et

hypothese sur 7, on a vy(z) < < 0, ce qui est absurde.

infy, np = infay, n, = infar Ny = infax v, done [|npl[z2(v,) < Vol(V)l/Q‘ infox v|.
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Enfin, une intégration par parties donne :

L Vol“’,:/ 2e — 2@2, 2V01w/+/ de, |2 vol*’ .
/fop e (p) v ( Y ‘p ‘w)gp Vp’ &pl

P
2
w
Sy, ldgp? vol*" > AL [, €2vol’, dott fi, &2vol < CENSL [ €L, (&) vol*'. Or on
remarque que fvp L :(&)? vol¢' = fvp Lo (v)? vol¥' = fvp (p"(Apz + 2e0.) — M)2vol <

fV\D(,oV(Ago6 + 2e0.) — M)2vol¥ < +o0, car Ap, + 2ep. est borné et p7 est de carré

intégrable car v < % On conclut alors par Cauchy-Schwarz. On a démontré que p. < Cp™7
sur V, pour tout v € [0, ce) (c indépendante de ), et une constante C' pouvant dépendre
de € et 7.

Quitte a réduire la constante ¢, 2 — 72%’)! , > 0 sur X\D; on a de plus vu que

Minoration pondérée. 1’inégalité réciproque Acp. + 2cp. > 2f nous donne pres de D la
minoration pondérée ¢, > —Cp~7 pour tout 7 € [0, ce), quitte & réduire c. Ceci est fait en
travaillant par rapport a w. plutét que w’. On peut néanmoins garder ¢ indépendante de
e, car wl et w’ sont mutuellement bornées indépendamment de ¢ par le corollaire [4.8, O






Unicité des métriques a courbure
scalaire constante (K y|D] ample)

E court chapitre décrit une application des constructions des géodésiques approchées
C (chapitre [2)) et des métriques de type Poincaré a forme de Ricci négative (chapitre
3) & I'unicité au sein de PMgq d’une éventuelle métrique a courbure scalaire constante,
sous 'hypotheése Kx[D] ample; on rappelle a nouveau que 2 est une classe de Kéhler
quelconque sur X.

5.1 Enoncé du résultat
Nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 5.1. On suppose Kx[D] ample. Alors sous réserve d’existence, une métique
W' € PMgq d courbure scalaire s(w') constante sur X\D est unique dans PMgq.

La démonstration est faite dans la prochaine section. Pour 'instant, nous énoncons
et démontrons un lemme qui est utile a la démonstration du théoréme [5.1] et qui ex-
plique également 1’énoncé d’unicité de ce théoreme. En effet, le lemme spécifie que le
groupe des automorphismes de X tangents au diviseur est discret si Kx[D] est ample, et
par conséquent pourquoi on a simplement unicité, et pas unicité modulo ’action de tels
automorphismes homotopes a l'identité, d’une métrique kahlérienne & courbure scalaire
constante sur X\D.

Lemme 5.2. On suppose Kx[D] ample. Alors l’espace des champs de vecteurs holo-
morphes L? par rapport d une métrique de type Poincaré est trivial.

Démonstration. On munit X\ D de la métrique de Kéhler-Einstein construite par Tian et
Yau [TYS87], disons @ ; on a donc g < —cw pour une constante ¢ > 0. Soit Z un champ
de vecteurs holomorphe L% ; un tel champ est automatiquement dans C7°,(71?). Comme

w domine n’importe quelle métrique lisse a travers D, Z est en réalité lisse sur X tout
entiére. De plus, comme Z est L2, sa composante normale s’annule le long du diviseur.
Plus précisément, au voisinage d’un point d’une composante, et loin des croisements pour

simplifier, on a Z = Zj%, avec les Z7 holomorphes. Si la composante est donnée par

1 12|

z',ona |Z|lg 2 oz 1] Si Z' n’est pas identiquement nulle le long du diviseur, on a
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| Z|s 2 W sur le voisinage U d’un point du diviseur, ce qui fait diverger I'intégrale
1 idz' A dzt i
|Z|% vol® > c/ AT idz? Adzi =
128 o T Plog P FP(og 2 " 1

On peut donc écrire Z = Az 1% + Z;”:Q Zja%j sur le voisinage considéré, et obtenir
une écriture analogue pres des croisements. Ceci a pour conséquence 'estimation |Z|, €
C%(X\D) (dérivées d’ordre < 2 bornées). Le reste de la démonstration est & présent le
méme que dans le cas compact ; on a en effet Ay |Z|2 = Ricy(Z,Z) — 2|V Z|? < —c|Z)?,
de sorte que Ag|Z|% + £|Z|% < 0. A présent l'intégration par parties

2
/ 14 Z[2|? vol® :/ 22 A0 Z1% vol® < —c|Z)|L,
X\D X\D @

oblige |Z|% & étre constante, et donc a étre nulle car alors Ag|Z|% = 0. O

5.2 Démonstration du théoréme d’unicité

Notre démonstration suit de pres celle que Chen donne pour le cas compact [Che00),
§6], ce pourquoi ne serons assez brefs.

On fixe quelques notations. On désigne par w une métrique de PMq telle que g, <
—cw, ¢ > 0, donnée par le théoreme [3.3]; on la voit comme point-base de PMgq, de
sorte que les potentiels vont étre calculés par rapport a cette métrique w, i.e. : ¢ est un
potentiel de w’ € PMgq si w’ = w + i09p. On se donne de plus deux métriques wy et wy
de PMgq a courbure scalaire constante; on appelle v, le potentiel associé a w, tel que
S x\p Urvol“7 = 0, 7 = 0,1. On considére enfin les e-géodésiques (vf)te[o 1] de vg vers vy

pour € > 0 petit; on a ainsi v =v,, 7 =0, 1, et si I'on pose f; := w™ oy alors

wU
t
—|ovi|2 . =cff
t
pour tout ¢ € [0,1] := 1.

On rappelle que I'on a sur §f et dif des bornes uniformes sur (X\D) x I indépendantes
de ¢, ainsi que sur [iddvi| . On pose E® : t — E(v;); d’aprés la proposition

Ee(t) = / |D; 05 ]w . vol / gsys vol” +¢e5 Vol (5.1)
X\D X\D
pour tout t € I, ou Dj désigne l'opérateur V, _d.
Ut

5.2.1 Une inégalité cruciale

On fixe provisoirement ¢t dans le deuxiéme terme du membre de droite de (5.1]), que
l'on peut réécrire sous la forme —e [ X\D fisivol; (avec les simplifications de notation

évidentes). Comme s{ = 2A5¢f et of = g, + 100 log(ff), il vient :

o gesivol =2 [ g7 (txi(e.) — Aflog(f7) vols
X\D X\D



5.2. DEMONSTRATION DU THEOREME D’UNICITE 85

Or log(ff) € C*°(X\D), et en utilisant vol; = V?I:, une intégration par parties donne
t

/ x\p fi At log(ff) volj = / X\D |d log( ff)]its vol¥. Ainsi, on réécrit ([5.1]), aprés avoir intégré
sur I et divisé par € :

|’Z)1%‘Ui§5 3)5 w 2 w _
/ Tt vl dt—2/ (15 (0) — |dlog(f5)[2:) vol* dt = —5 Vol
(X\D)xI  Eff (X\D)xI t

car £2(0) = E#(1), puisque les extrémités du chemin considéré sont & courbure scalaire
constante. On utilise & présent I’égalité g,, < —cw pour obtenir :

eff

pour tout € > 0. Cette inégalité, ou plutot les trois inégalités qu’elle contient, sont essen-
tielles pour obtenir les contrdles du paragraphe suivant.

D5 |2
/ [' LR 4 (20t (w) +2ydlog(ff)lig)] vol*dt < —sVol:=C,  (52)
(X\D)xI

5.2.2 Bornes LP, limites faibles, et conclusion

A présent que nous disposons de I'inégalité (5.2) ainsi que de controles indépendants de
e sur certaines dérivées d’ordre 2 des (v§), on peut utiliser les calculs de Chen, et obtenir
des controles sur les objets suivants : w§ := log(ff), X{ := #;00f, Y7 := e i X§, pour
tout t € I, € > 0. Résumons ces controles de la maniére suivante :

Lemme 5.3. (X%).50 est borné dans L*(| - |, vol® dt), (YF) oo est borné dans L>(] -
lw, Vol dt), et (OYF)__, est borné dans LY(| - |, vol” dt), 1 < g < 2.

De plus, (w®)eso est borné dans LP(vol” dt) pour tout p > 1 fini, et (e*w?)oo est
borné dans L et (0ws?)__, est borné dans L*(| - |, vol* dt).

Enfin, (e_“’-agX_E)DD tend vers 0 dans les LI(| - |, vol* dt), 1 < ¢ < 2.

Démonstration. [Che00], p. 225-229. [ ]

On extrait des sous-suites faiblement convergentes dans ces espaces LP respectifs, et on
note les limites en remplacant les € par 0. Ceci ne crée pas d’ambiguité, car par exemple
0YY coincide avec la limite faible des OY=.

On veut démontrer que 0X° = 0, ce dont nous ne sommes pas si loin formellement, car
si tout était lisse on pourrait écrire 90.X0 = e’ (5Y,0 —|—5w9®Y,0) = 0. Pour atteindre cela, on

doit faire un détour par des versions tronquées des X0, & savoir les X% := ( ?:0 (w]#)yo
définis pour k > 0. Ceci fournit 9X% = 0 au sens des distributions, i.e. pour toute v du
type correct, f( X\D)xI (X, 01 (t)) vol“ dt = 0. De ceci on passe a l’assertion selon laquelle
sur presque toute tranche (X\D) x {t}, X} = 0; puisque I'espace des champs de vecteurs
holomorphes L2 est réduit & 0 par le lemme X? = 0 pour ces t. Or dans un ouvert
de coordonnées, 907 = > 7% 1 (97) ;1 (X7 )¥dz;. Le membre de droite tend donc faiblement
vers 0, car g5 est bornée indépendamment de e. Ainsi do§ tend faiblement vers 0 dans L2 ;
d’autre part, pour tout € > 0 et en tout point, d(vy — vg) = v — Ov§ = fol ovsdt, d’ot
pour toute (2m — 1)-forme ) a support compact dans X\ D,

1 - ~
(d(o1 — vo), ) :/0 d®§A¢dt:/(X\D)XIdb§A¢dt:<dz‘;§,¢>,

ot ¥(-,t) = v pour tout ¢ € [0,1]. En faisant tendre € vers 0, ceci nous dit que d(v; — vg)
est nulle au sens des distributions, et est donc identiquement nulle car localement lisse.
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Ceci implique vy = v1 & une constante pres, d’olt wyp = wy (et vg = v1 par normalisation).
On renvoie le lecteur a [Che00), p. 229-231] pour les détails. O



Existence de métriques a courbure
scalaire constante : contrainte
topologique

U l'on démontre une contrainte topologique sur (X, D) lorsque PMgq contient une
métrique a courbure scalaire constante.

6.1 Enoncé du résultat

6.1.1 Courbures scalaires moyennes

On se réfere toujours au chapitre [I] pour la terminologie concernant les métriques
kéhlériennes de type Poincaré. Rappelons toutefois les faits suivants concernant la courbure
scalaire de telles métriques.

En sus de leur propriété de complétude et de volume fini, les métriques de PMq ont
aussi en commun d’avoir leur forme de Ricci dans —2meq (Kx[D]) (en tant que classe de
cohomologie L?, proposition. Par conséquent, elles ont toutes méme courbure scalaire
moyenne ; on note
e1 (K x[D])[wo)™!

[wo]™

s=—4mm
cette quantité.

On observe finalement lorsque D est lisse que la métrique modeéle w (de la section
induit pour tout j une forme de Kéhler w|p, sur D;. La classe de cette forme induite est
[wo|p,], ce qui ne dépend que de €2; toute forme de Kéhler sur D; est de plus a forme
de Ricci dans —2mei(Kp;), que l'on peut réécrire comme —2me; (Kx[D]|p,), d’apres la
formule d’adjonction, et le fait que sur Dj, Dy, est trivial pour tout k£ # j. Toute métrique
de [wo|p,], en particulier w|p,, a ainsi pour courbure scalaire moyenne

c1(Kx[D]|p;)wolp,]"?
]m—l -

Sp, = —4r(m —1)

ol (6.1)

Lorsque D n’est plus lisse, et que D; croise d’autres composantes, la métrique induite
sur Dj\ Ujr2; Dy est de type Poincaré ; sa forme de Ricci est donc de classe —2mcy (Kp,[D;n
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> jr2; Djr]), ce qui & nouveau se réécerit sous la forme —2mci (Kx|[D]|p,) ; la courbure sca-
laire moyenne que l’on obtient pour la forme induite par w est donc encore donnée par la
formule ; on conserve la notation Sp,. Finalement, on associe dans les deux cas ce
nombre a [wo|p,] (cas D lisse) ou P M, D] (cas ou D a des croisements) ; on parle de

courbure scalaire moyenne associée a cette classe.

6.1.2 Obstruction topologique

Nous pouvons a présent énoncer le principal résultat de ce chapitre :

Théoreme 6.1. SoitSp, la courbure scalaire moyenne associée a la classe (éventuellement
de type Poincaré) de w\Dj pour j =1,..., N comme ci-dessus. On suppose qu’il existe une
métrique kdhlérienne de type Poincaré et de classe Q@ = |wy| (au sens de la définition
a courbure scalaire constante sur X\D. Alors pour tout j indexant une composante
irréductible de D, s <Sp,. Aulrement dit, on a pour toul j linégalité

cr([D,)er (Kx D) o)™
c1([Dj]) lwo] ™!

DD -1y

en termes de classes définies sur X.

Ce théoreme est tout a fait propre aux métriques kahlériennes de type Poincaré, car la
contrainte qu’il stipule est vide en ’absence de diviseur. Il représente de plus une premiere
étape vers la notion de K-stabilité que G. Székelyhidi [SzE06] suggere pour les paires
(X, D), formulée de sorte a tenir compte d’un tel comportement de type Poincaré ; nous
expliquons ces liens dans la prochaine section, premier paragraphe. Notons toutefois des a
présent que le contenu du théoréme est assez intuitif, et peut simplement se comprendre
comme une contribution négative a la courbure scalaire de la composante de la métrique
normale au diviseur, dont le comportement se rapproche de celui de la métrique d’Einstein
a courbure de Ricci négative sur le disque épointé de Poincaré.

Apportons le commentaire supplémentaire suivant au choix fait dans la définition [I.3]
pour l'espace des potentiels. Nous avons déja commenté les contrdles L™ requis sur les
dérivées d’ordre au moins 1, choix gouverné par des raisons analytiques ; nous avons aussi
expliqué pourquoi nous ne demandions pas des asymptotiques plus précises, ce qui nous
permettait par exemple d’avoir un théoréme d’unicité assez large. Dans la méme direc-
tion, ce chapitre illustre l'intérét d’éviter, tout du moins a priori, la situation asymptoti-
quement produit. En effet, on voit dans la section [6.2], paragraphe que D'existence
sur X\ D d’une métrique de type Poincaré asymptotiquement produit et a courbure sca-
laire constante implique 'existence sur D d’une métrique kdhlérienne a courbure scalaire
constante, dont résulte la K-stabilité de D, du moins si D est lisse (voir le commentaire
suivant la conjecture 2| de l'introduction) ; il n’est pas clair néanmoins que cette stabilité
soit impliquée par la K-stabilité de (X, D). On évite donc de supposer que D est K-stable
en travaillant avec des métriques ayant un comportement assez libre pres du diviseur. Il
s’ensuit que le théoréme [6.1]n’est plus une conséquence immédiate des hypothéses, comme
il le serait si les métriques étaient supposées asymptotiquement produits ; nous regardons
ce point plus en détail dans le paragraphe indiqué.

Précisons enfin que le théoréme[6.1]est une conséquence de contraintes sur la croissance
du potentiel d’une métrique de type Poincaré en général, établies dans les propositions [6.4]
et [6.5] de ce chapitre, combinées a la propriété de courbure scalaire constante. On a besoin
d’un description convenable de X pres de D pour énoncer et démontrer ces propositions,
via la fibration décrite au paragraphe [[.4.4] que nous rappelons dans la section [6.3]; nous
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énoncons et démontrons les propositions, et en déduisons le théoréme dans la section
dans le cas ou D et lisse. Le cas général est traité a la section

6.2 Liens avec les suggestions de Székelyhidi

6.2.1 K-stabilité d'un triplet (X, D, L)

Dans [Szé06, §3.1.2], G. Székelyhidi considere des (une sous-classe de) métriques kéh-
lériennes de type Poincaré résultant d’une polarisation L — X, la classe des métriques
asymptotiquement hyperboliques. Il suggere alors la conjecture suivante, qui étend celle de
Yau-Tian-Donaldson du cas compact (conjecture [2, cf. introduction) :

Conjecture 6.2 (Székelyhidi). On suppose D lisse. Alors le triplet (X, D, L) est K-stable
si et seulement s’il existe sur X\ D une métrique asymptotiquement hyperbolique a courbure
scalaire constante dans la classe de polarisation.

On donne des précisions sur les métriques asymptotiquement hyperboliques au pa-
ragraphe suivant. Commentons pour l'instant la notion de K-stabilité pour les triplets
(X,D, L); par contraste avec le cas compact, cette K-stabilité requiert deux types de
conditions :

1. pour toute configuration-test de (X, D, L), 'invariant de Futaki est positif, et s’an-
nule uniquement pour les configurations produits ;

2. & toute configuration-test sont attachés des nombres ¢y # 0, ¢1, a1 # 0 et as; on
demande I'inégalité :
c o
2= (6.2)

€o a1 .

La condition 1 est ’analogue de la condition de K-stabilité du cas compact. Disons brie-
vement que cette condition, dans le cas compact comme dans le cas asymptotiquement
hyperbolique, généralise I'obstruction liée a l'invariant de Futaki en I’absence de champ
de vecteurs holomorphe sur la variété ; nous renvoyons le lecteur a [Gaul, ch. 4] au sujet
de l'invariant de Futaki, et & larticle [Donll] pour la définition précise de la K-stabilité
dans le cas compact.

D’autre part, on ne dispose pas d’une telle analogie pour la condition 2 ; elle est formulée
de sorte a garantir que les métriques en jeu ont bien un « comportement Poincaré » pres
du diviseur. C’est cette condition que nous regardons plus en détail dans les lignes a venir.

Mentionnons ici que nous ne donnerons pas la définition précise des configurations-
test, de méme que nous n’utiliserons pas d’invariants de Futaki ; nous renvoyons le lecteur
a [Sz€06] pour les détails sur ces objets dans le cas asymptotiquement hyperbolique. Il
nous suffit en effet de savoir que (X x C,D x C), au-dessus de (X, D), polarisée par
le tiré-en-arriere de L pour la projection évidente, avec action triviale de C*, est une
configuration-test ; c’est en effet la configuration-test triviale.

A cet égard, nous précisons la valeurs des nombres cg, ¢1, o et ag, calculés pour cette
configuration triviale. Par définition, ¢y et ¢; sont donnés par

dr + ClNk
2
ol d, (resp. dy) est la dimension de HO(X, L*) (resp. celle de HO(X, L* @ O(=D))).

Des calculs similaires sont utilisés pour définir o et ao, qui vérifient la relation asymp-
totique :

=: cok™ + et k™ + O(K™?),

dim H(D, L*|p) =: an k™ 4 agk™ 2 + O(k™3)
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Il n’est pas difficile de calculer ces quatre nombres pour la configuration triviale :

Proposition 6.3. On considére la configuration-test triviale pour le triplet (X, D, L).
Alors :

co _alm o = _a(L)™ - a(Kx) +a(Llp)" !

ml B 2(m —1)! ’
_a(llp)" o — (LD 1 (Kp)
(m -1~ ? 2(m—2)1

Si l’on prend a présent [wg] = 271 (L) dans ce cas, on a alors [wg|p] = 2wer (L] p), soit
[wo|p]™ ™t = [wo]™ L - ¢1([D]). Un calcul direct montre que I'inégalité & < &2 équivaut a

co
m—1 m—2
m% > (m— 1)%7 ce qui est I'inégalité énoncée dans le théoréme

[6.1] lorsque D est réduit a une composante. De plus, si D est lisse et compte plusieurs
composantes, 'inégalité est obtenue comme moyenne des inégalités du théoreme

En un mot, le théoréme [6.1] est une premiére étape vers I'implication « l'existence de
métriques asymptotiquement hyperboliques implique la K-stabilité du triplet (X, D, L) ».

Démonstration de la proposition[6.3. D’apres le théoréme de Riemann-Roch, pour k ten-
dant vers 400,

cr(L)™ (D)™ e (Kx) oy »
A = L Kl Ok
T Tl 2(m — 1)! +O(E"),
et
Lip)" ' 1 alllp)™ - ci(KD) _
KO(D. LF — Cl(ikm 1 B2 4 O(jm=3 6.3
(D) (m —1)! 2(m — 2)! +OE™™), (6.3)
donc oy = % et ay = _Cl(L‘D;(:l__z';!l(KD).

Reste & calculer dy, ; or pour k assez grand H! (X, LF® O(—D)) = 0 par amplitude de
L, et par conséquent la suite courte

0 — H°(X,LF® O(-D)) — H(X,L*) — H°(D, L*|p) — 0

est exacte, d’ou : dj, = dj, — h%(D, L¥|p). Finalement, par (6.3) on a ¢y = Cl(n%!)m, et
m—1, m—1
J(er el | allple) 0

Cl = —

6.2.2 Métriques kahlériennes asymptotiquement hyperboliques

Notre prochain commentaire sur la conjecture de Székelyhidi concerne plus particulie-
rement la classe des métriques asymptotiquement hyperboliques pres de D. Donnons tout
d’abord la définition précise de ces métriques, empruntée a [Szé06].

On considére un ouvert U de coordonnées holomorphes {z!,..., 2™} voisinage d’un
point de D (supposé lisse) tel que D = {z! = 0} dans U. Une métrique kithlérienne
asymptotiquement hyperbolique g ressemble alors a une métrique produit

. |dZ1|2

[y L —— (6.4)
1P log?(|12)

a tout ordre, au sens ou ‘ng (9 — guv) P o(1) pres de D pour tout k£ > 0. Ici K est
une fonction strictement positive lisse sur X, et hy une extension lisse d’une métrique sur
Dly.
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Il est ainsi clair que les métriques asymptotiquement hyperboliques sont de type Poin-
caré; elles forment en réalité une sous-classe assez spécifique, car leur définition implique
que :

1. K est constante sur D, et peut donc étre choisie constante prés de D, si ’on inclut
Perreur faite dans le o(1) ci-dessus;

2. si g est a courbure scalaire constante, il en va de méme pour la métrique g|p qu’elle
induit sur D, et s(g) < s(g|p).

On démontre le fait 1. en regardant la forme de Kéhler de wy de g; en effet, dans les

coordonnées utilisées ci-dessus, pour tous j, k € {2,...,m},
e K +o(1) o = of 1 )
R log?(|21 ) e 21| log |21|| "
1
wi1 = o(——————), et w.r = (why )z +0(1)
=gl it = ono i

a tout ordre, par référence a une métrique asymptotiquement hyperbolique (ou de type
Poincaré, en vertu de bornes mutuelles). Or comme g est kidhlérienne, on a pour tout
je{2,...,m}qued,jw = 321wﬂ, et ces derniers termes sont des O(W), d’apres

d_; K+o(1) B
m, on a donc aZjK =0sur DNU (K
est lisse sur X). Ainsi K est constante sur D ; comme de telles fonctions peuvent dépendre
de 'ouvert U mais doivent se recoller, on en déduit qu’elles sont constantes et égales entre

elles sur chaque composante de D.

les controles évoqués. Comme 0,;w] =

Aidz NdzY +
|21 2 log?(|21[?)
Wylp + o(1) pour une certaine constante A > 0 indépendante de U, la perturbation étant
entendu a tout ordre en métrique asymptotiquement hyperbolique.

Le fait 2 découle immédiatement de cette derniére observation. On a en effet wy' =

Aidzi Adzt
[z1[2 log? (|21 [?)

On peut reformuler ce point comme suit : sur U comme ci-dessus, wy =

m A (wg|p)™ 1 + 0(1). La forme de Ricci g, de g est donc donnée par

idz! A dzt

QQ‘D — z@glog( + 0(1) = Q9|D — W + 0(1)

)
TP Log’([-1P)

Or s(g)wy® = 2meog A w;”_l, ce qui se développe sous la forme

- o Aidz! A d2"
g = m{2(m —1)ogip A W:;TDQ —247 1™ 1}

s(g)w o(1)

0] o log (1)
Aidzt A d2t
— _ -1\, 5m—1 , “itC= /A te
=m(s(g|lp) — 24 )wg|D /\|zl\210g2(\21|2) o(1),

soit s(g) = s(g|p) —2A~1 4+ 0(1). Si donc s(g) est constante, s(g|p) 'est également, le o(1)
. . _ 2
est inutile, s(g|p) > s(g) et A = N ODEZOL
Ces calculs illustrent 'interprétation intuitive du théoréme [6.1] De telles manipula-
tions ne sont bien entendu plus possibles en 'absence d’asymptotiques similaires a celles
venant de la définition des métriques asymptotiquement hyperboliques, ce pourquoi nous
développons dans ce qui suit quelques techniques dans le but d’obtenir notre résultat dans
la classe plus générale des métriques kahlériennes de type Poincaré.
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6.3 Fibration prés du diviseur : rappel

On suppose dans cette partie et la suivante que D est lisse; on fait 'hypothese sup-
plémentaire pour commencer que D est réduit a une composante (lisse); on désigne par
o une section définissant D. On suppose également que la constante A; dans 1’équation
vaut 2, de sorte que w = wy — ddu.

On reprend la fibration sur un voisinage tubulaire N de D, identifié & un voisinage de
la section nulle dans son fibré normal, décrite au paragraphe[I.4.4] On rappelle briévement
quelques notations ; 'action de S* sur le fibré normal, donc sur le voisinage tubulaire, laisse
invariante la projection p : N'— D, et on a le diagramme suivant :

M\D
lq=(t7p)
[A,+00) x D

Sl

ol t désigne une fonction invariante sous ’action de cercle, égale & u modulo un terme
d’erreur qui est un O(m) (soit encore O(e™%), ou O(e™?)) pres de D.

On a enfin une 1-forme de connexion 7 associée a I’action de cercle, vérifiant la propriété
suivante : si I’on considére autour d’un point de D un ouvert de coordonnées holomorphes
(z! =7re?,...,2™) ot D est donné par z', on a n = df modulo un terme qui est un O(1)
ainsi que toutes ses dérivées pour la métrique de référence w. Si 'on suppose donc que g
désigne la métrique riemannienne associée a w, on a :

g =dt® + 4 2n? + p*gp + O(e_t)

ou gp est la métrique associée a wy|p, avec le O(e*t) entendu a tout ordre en métrique de
type Poincaré ; ceci découle de la proposition Ainsi par exemple, Jdt = 2e " 'n+0(e™"),
ce O(e™") compris dans le méme sens que précédemment.
On rappelle I'application suivante de la fibration (L.8). Pour f € C**(X\D), on a la
décomposition
F=(of)(t,2) + T f = folt) + fu(t, ) + T1L f

oil z = p(x), avec fo+ f1 la partie S'-invariante de f, et f; la partie de moyenne nulle sur
D pour g|p de fo+ f1.

On se souvient que, d’apres la décomposition (I.10) et par définition de C* (X\D),
les fibres S! ayant leur longueur en e~* pour g, ,

DZ,j—E (HLf) — 0(6_(k_£+a)t)

si j < k, dés que Dy _y désigne un produit dont (j — ¢) facteurs sont e'dy, et les ¢
facteurs restants sont dans {r|logr|d;,d,s,0,s, 3 > 2}, avec r = |z!| (dans un ouvert de
coordonnées comme précédemment).

Apportons enfin la précision suivante : si Jp est la structure complexe de D, on a que

p*Jp differe de J restreint a Pg-o (C% @(C%) d’un O(e™?) & tout ordre. On en déduit

les formules de dérivation suivantes, pour f € C**(X\D), k > 2, a € (0,1),

df = (8ifo(t) 4+ 01 f1(t, 2))dt + dp f1(t, z) + O(e”*=1+a)t),

d°f = Jdf = 2(0:fo(t) + O f1(t, 2))e™'n + dp f1(t, 2) + O(e™) (6.5)
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avec df, = p*(Jpd), et

dd° f =2(07 fo(t) + 07 f1(t, 2) — Dufo(t) — i fu(t, 2))e"dt A
+2e7tdp (0e fo(t) + O fi(t, 2)) Am+dt Ad50:f1(t, 2) (6.6)
+dd$ fi(t, 2) + O(e™)

ou dd$, = p*(dJpd).
Si I'on remplace enfin f € Ok (X\D) par un potentiel ¢ d’une métrique de PMaq,

calculé par rapport a w, la décomposition ([1.10)) et les estimées (6.5]) et s’appliquent
encore, a ceci prés que ¢o(t) = O(t), et & pg = O(1) pour tout j > 1.

Cette description se transpose aisément dans le cas ou le nombre N de composantes
disjointes de D est strictement plus grand que 1, en travaillant séparément autour de
chaque composante, de maniere assez rapprochée pour ne pas étre géné par les autres
composantes. Dans ce cas, on rajoute aux objets définis ci-dessus un indice j (on aura
donc tj, n;, ¢o,; et ainsi de suite) pour spécifier au besoin la composante de D a laquelle
ils se réferent.

6.4 Deux propositions-clé

6.4.1 Enoncés des propositions, et preuve du théoreme |6.1 (diviseur lisse)

On suppose toujours dans cette partie que D est lisse. On en vient a présent aux
énoncés des deux propositions dont le théoréme [6.1] est un corollaire, via I'argument :

en supposant que w, = w + i00¢ est a courbure scalaire constante (donc égale a4 § =
m—1
—4WW% en tout point), on trouve des contraintes sur ¢ qui se traduisent en

contraintes sur §. Dans ce but, on énonce :

Proposition 6.4 (D lisse). On suppose que ¢ € PMg. On fize j € {1,...,N}, et on
considére les compacts {t; < s} C X\Dj. Alors Uso{t; < s} = X\Dj, les intégrales
fX\D etﬂ'wg‘ tendent vers +o0, et :

/ eliw™ = 2mm! Vol(D;) (25 — o(5)) + O(1) (6.7)
{t;<s}

ot s tend vers 400, pour j =1,... N.

On énonce également :

Proposition 6.5 (D lisse). On suppose que ¢ € 737\/15) ; soit sy, la courbure scalaire de
w +i00¢. Alors :

/{ }Swetfw;" = 2mm! Vol(D;)(2(8p; — 1)s —8p,vo,;(s)) + O(1) (6.8)
t;<s

quand s tend vers +oo, pour j =1,...,N.

Les démonstrations sont reportées a la section [6.4.2] car nous expliquons & présent
pourquoi les propositions [6.4] et impliquent le théoréme lorsque D est lisse.



94 CHAPITRE 6. CONTRAINTE TOPOLOGIQUE

Démonstration du théoréme d’apreés les propositions et (cas D lisse). On suppose
que w, = w + 00y est a courbure scalaire constante. On fixe j € {1,..., N}. On compare
les équations et (6.8), apres avoir multiplié la premiere par § (qui est égale a s, en
tout point de X\ D). Il vient, pour s tendant vers 4oo :

2(8; —s—1)s = (8; — 8)po,(s) + O(1),

ou encore, de maniére plus explicite, (8; —8)(2s — ¢o,j(s)) = 2s + O(1) (dorénavant, §,
désigne sp,). L'égalité 5; =, d.e. 2s = O(1), n’est pas tenable. On en déduit que s # §j, et

25—0,;(s) = §j2_§s—|—0(1). Dans le but a présent de déterminer le signe de §;—8, on utilise

m
(p )
on sait d’apreés les asymptotiques de (6.7) que (2s — ¢ ;(s)) tend vers +oo avec s. Ceci
ne serait pas compatible avec une inégalité s > §;, et par suite s < §;.

m— Kp. m—2
On a démontré 'inégalité m% > (m—1) ol [ié ‘)][;J_(})rlanl . Pour parvenir
J

a l’inégalité cohomologique du théoreme, on utilise ’assertion selon laquelle, étant données
(m —1) classes [a1], ..., [@m—1] de représentants (1,1) a, ..., am—1 sur X, le cup-produit
[a1] - - - [am—1]e1([Dy]) est égal & [aa|p,] - - - [am—1]p;] (formule de Lelong). On conclut par
la formule d’adjonction Kx[D]|p, = Kx|[Dj||p, ~ Kp, (les [Di], k # j, étant triviaux sur
D;). O

: ti, ym tj, ym L : t;
la divergence de [y, pe"wy. Comme [y pe 7w est la limite croissante de f{tjgs} eiw

Remarque 6.6. Cette démonstration donne également une premiére description du po-
tentiel ¢ d’une métrique de type Poincaré a courbure scalaire constante; en un mot, on
ap— Zévzl ajt; € C°(X\D), ot aj = 2S%igl
directement des termes en « loglog » (les t;) auzx termes bornés a tout ordre dans le déve-

pour tout j. Autrement dit, on passe

loppement d’un tel potentiel, alors que des termes intermédiaires comme t;/Q sont a priori
autorisés a contribuer a des potentiels de métriques de type Poincaré générales.

6.4.2 Démonstrations des propositions [6.4] et

Démonstration de la proposition . Onfixe j € {1,..., N}. L’exhaustion U o{t; < s} =
X\Dj est claire, résultant de la construction des ¢;, et plus précisément de I’estimation
t; = u; + o(1), ot 'on rappelle que u; = log ( —log(|o;|?)) et que D; = {o; = 0} dans X.

Regardons la divergence de [ X\D els wg'. Comme el wg' est mutuellement bornée avec la
forme volume du modele w, c¢’est-a-dire %wm, pres de chaque Dy, différent de D, et comme
w est & volume fini sur X'\ D, l'intégration pres de ces Dy ne contribue pas a la divergence
de notre intégrale. D’autre part, pres de D, el wg' est mutuellement bornée avec eliw™,
se comportant elle-méme comme la forme volume cylindrique dt; A n; A pj» (w] Dj)mfl, de
volume infini, ce qui nous permet d’établir la divergence voulue

On démontre maintenant la formule . Posons © = w™ ™! 4w™m2 ANwyp - -—HUZL_l,
de sorte que wj' = wml %ddccp A O, et que © soit une (m — 1, m — 1)-forme fermée.
L’indice j € {1,..., N} est fixé & nouveau. Par le théoreme de Stokes, pour s tendant vers
+o00 (on suppose que s est assez grand pour que Dy C {t; < s} si k # j), on a :

1 1
/ etﬂ'wf;:/ etfwm+f/ etfdcgo/\@—f/ d(e') A dp A ©.
{t;<s} {t;<s} 2 J{t;=s} 2 J{t;<s}

Simplifions les notations en évacuant les indices j; ceci ne provoque pas de confusion,
puisque nous sommes précisément en train de traiter des intégrales prés de D;. Or comme
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O est de type (m —1,m — 1), d(e!) Ad°p A © = dp A d°(e!) A O, et par Stokes & nouveau,

/ do Nd(e') N O = ed(e" ) NO — @dd(e') A O,
{t<s} {t=s} {t<s}
d’ou :
t m t m 1 c( t e’ c c
= + = dd NO + — d°p — odt) N ©. 6.9
/{tgs} o pesy T 2 =g (€) 2 J{t=s} (@ =o't (69)

Pour parvenir a , analysons les différents termes de cette somme. Tout d’abord,
e! = pj + O(1) & tout ordre, d’ott dd°(e') = dd°p; + O(1); or dd°p; est bornée (pour la
métrique lisse wy sur X, et donc pour w, de type Poincaré) puisqu’elle s’étend de maniére
lisse & travers D. A cet égard, comme © est elleeméme dominée w™ ! et que @ est L'
pour w, on en déduit que |, (t<s} @pdd(e!) A © converge lorsque s tend vers I'infini, et est
en particulier bornée.

On regarde maintenant |, {t=s) d°@N©. D’apres les formules de dérivation ([6.5)) et ,
comme dt = 0 sur {t = s}, on a sur cette tranche

w=p'wp+O0(e™?)
wy = p*(ij + ddf)jgol) + 2dDj “1ANe °n+0(e?)
dp =2(o + ¢1)e "n+dp,p1+O0(e™?),

ol " désigne 9, et le O est au sens des métriques de type Poincaré. La notation dp, 41
signifie d(¢1(t=s), ou plus exactement la tirée-en-arriere par p de la différentielle de la
fonction induite sur D; par ¢ en fixant ¢ = s; de méme dCchpl désigne la tirée-en-arriere
de Jp,d(¢1li=s)-

On obtient ainsi sur {t = s} :

d°p A O =2(go + p1)e *n Ap (Wi + -+ (wp, +iddpr)™ )
m—1
) Z ke™*n Adp; 1 Adp 1 A p*((wp; + dchjgol)k_l A wg;lfk)
k=0

+ O(e™?).
Notons que ce dernier O(e™*) est une (2m — 1)-forme sur {¢ = s} ; on pourrait donc ’écrire
sous la forme &(z)e™*n A (p*wp,)™ !, avec e(z) = O(e~4@)).
A un O(e™®) prés, d°¢ A © est S'-invariant, et comme les fibres S sont de longueur
27 pour 1, on a :

/{t— }dﬂp he= 47re_8</p (G0 +&1)(s, ')(ng_l + -+ (wp; + idd®p1)™ 1)

— [ i) nda(s ) AZ(ei(s, ) +O),
D;

olt E(u) = 05" k((wp, + ddu)k =1 A ng_l_k) pour tout fonction lisse u sur D;.
Auvu :
— de la dépendance en s seulement de g ;
— de I'égalité

/ (wp, + ddSy 1)K AWy = [wp, ]! = (m — 1) Vol(Dy)

J

pour tout k € {0,...,m —1};
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— du caractére borné de ¢ et de sa différentielle,
il vient :

/ N O = dme"mINoI(D;)go(s) + Ofe ), (6.10)
{t=s

soit : & Jit=sy d°p A © =21 Vol(D;)mlgo(s) + O(1) = O(1).

En procédant de la méme maniére, et en posant Y (u) = ng_l + -+ (wp, +ddu)™!
pour toute u fonction sur D;, on obtient :

65

— edt A © =2mm! Vol(D;)po(s) + 27T/D‘ ©1(5,)Y(p1(s,-)) + O(e™?)

2 J{t=s} (6.11)

=2mm! Vol(D;)go(s) + O(1).

Il reste & analyser le terme | (t<s) elw™. On peut écrire, dans un voisinage de Dj,w™ =
2me~tdt Am A (jto*cupj)m*1 (14+0(e™)), d’apres (1.9) (ou plutdt de son analogue pres de D;
lorsque D a plusieurs composantes). Ceci se rééerit e'w™ = 2mdtAnA(p*wp,)™ t+0(e™"),
O(e™!) entendu au sens des formes volumes de métriques de type Poincaré. Une nouvelle
utilisation de I'invariance sous S* de dt A (p*wp,)™ 1+ O(e™") sur {t > A}, et de 'égalité
ij ng_l = (m — 1)!'Vol(D;), nous donne pour s assez grand :

/ efw™ = efw™ + / (47m! Vol(D;) + O(e™"))dt = 4wm! Vol(D;)s + O(1).
{t<s} {t<A} A

(6.12)
La proposition est démontrée en regroupant les estimations , (6.10), (6.11) et
(6.12]). O

Démonstration de la proposition [6.5 Les techniques utilisées pour obtenir I’estimation
sont tout a fait similaires a celles que nous venons de mettre en ceuvre pour démontrer
la proposition [6.4] Le point de départ consiste cependant en la formule suivante pour
le calcul de la courbure scalaire : s, = 2(A,0,), ou, de maniere équivalente, SpwWy =
2mo, N\ wg”_l ; on désigne ici par g, la forme de Ricci de wy, et I’on note o celle de w. On
a entre ces deux formes de Ricci la relation bien connue : g, = 0 — %ddc f, oul’on a posé

f=log (Z—‘Z) € C*°(X\D). En multipliant cette égalité par 2mw['~!, il vient :

Spwy, = 2moe A wg_l —mdd®f A wg‘_l.

soit : [r<q e'spwllt = 2m Jii<sy elo Nt — m [ri<sy eldd°f A w1 aprés intégration
(ici encore on fixe 7 € {1,..., N}, et on oublie cet indice quand cela ne préte pas a

confusion). On peut alors écrire wg“_l = w14+ 2dd°p AV, avec U la (m—2, m —2)-forme
w4t wZZ,"‘_Z. Ceci donne la somme :

1
/ etg/\wgl_1 = elonwm™ 4 = o Nddio N, (6.13)
{t<s} {t<s} 2 Jie<sy

Pour estimer || {t<s} eloAw™ 1, on remarque que, w étant asymptotiquement un produit,
il en va de méme pour sa forme de Ricci p. Plus précisément, en notant o; la forme de
Ricci de wp,, comme par on a w = 2dt A e~'n+ p*(w|p,) + O(e™"), on obtient les
asymptotiques :

o=0p o —dt Ne 'n+O(e), (6.14)
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ainsi qu’esquissé dans la discussion du paragraphe [6.2.2] avec des asymptotiques moins
précises. On en déduit pres de Dj :

o AWt =2(m —1)dt AeTtn Ap* (0 A ng_Q) —dt Ne I Ap* (wrgj_l) +0(e™).

En procédant comme pour || (t<s} e'w™, on obtient de cette maniére :

/{ oy SO = 2ms(2m = Dllp " ~ o ") + O(1),

= . m—1
]m—2 _ 5 [ij]

c’est-a-dire, puisque [0;][wp, = 5o €t que [wp,]™™ = (m — 1)! Vol(D),

2m elo Aw™ ! = drmls(s; — 1) Vol(D;) + O(1).
{t<s}

On procede par intégrations par parties successives pour le terme |, {t<s) etoNddp AU

de I’équation ([6.13)) :

/ eloNdd°p NV = @dd(e") /\Q/\\Ii—f—es/ (d°@ — @dt) N o A .
{t<s}

{t=s}

La premiere intégrale du membre de droite est bornée pour les mémes raisons que
S (1<s} @dd(e!) A © (voir la démonstration de la proposition . En utilisant les
asymptotiques de p (formule ) et les mémes arguments que pour e® [ {t:S}(cpdct —
d°p) A ©, on parvient a :

{t<s}

es /{t:S}(SﬁdCt —d°@) N o AU =21t(m — 1)I5;(Fo(s) — po(s)) + O(1)
= —27m(m — 1)!5;¢0(s) + O(1),

i.e. mf{tgs} odd®(e") AN o AU = —27mlS;po(s) + O(1)
On doit pour conclure voir que | {t<s} etdde f A wgl_l reste bornée; ici a nouveau deux
intégrations par parties successives donnent :

/ edd'f N = fdde(e') NIt e / (d°f = fdt) AT
{r<s) {1<s} {t=s}

on démontre alors que (dd°(e') est bornée et que) (d°f — fdt) A wgl_l restreinte a la
tranche {t = s} est un O(e™*), disons par rapport a n A p*(ij)mfl. O

6.5 Généralisation : cas ou D est a croisements normaux

On suppose désormais que D est a croisements normaux ; les lignes qui suivent sont
consacrées & donner les adaptations nécessaires a la démonstration du théoréme [6.1] dans
ce cas général.

On veut tout d’abord construire une action de cercle autour de chaque composante,
dans le but d’avoir des décompositions analogues a . On souhaite pour cela que
I’action d’une composante donnée respecte les autres composantes. Si ces actions pro-
viennent de l'identification des fibrés normaux aux voisinages tubulaires par rapport a
une application exponentielle, il est nécessaire que la connexion dont est issue cette ex-
ponentielle confere une certaine orthogonalité aux composantes s’intersectant. Autrement
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dit, on cherche une connexion par rapport a laquelle les composantes sont totalement géo-
désiques. On demande aussi que la connexion préserve la structure complexe J de X, car
des asymptotiques sur cet opérateur sont également requises.

Il existe en général des obstructions a ce qu’une telle connexion soit la connexion
de Levi-Civita d’'une métrique kdhlérienne lisse définie sur un voisinage du diviseur. On a
seulement besoin néanmoins de la connexion, et non d’une métrique a laquelle la rattacher,
et nous la construisons de la maniere suivante.

Soit U = Uy U - - - LUU,, un recouvrement fini de D dans X, tel que U € U, ssi U est un
ouvert de coordonnées holomorphes rencontrant un croisement de D de codimension k, et
ne rencontrant pas de croisement de codimension > k + 1, ceci pour kK = 1,...,m. Si un
croisement de codimension k, disons Dy N --- N Dy, , est donné par {z! = ... = 2¥ =0},
avec D; donnée par 2J, dans U € U, on appelle Vi la tirée-en-arriére de la connexion
de Levi-Civita de la métrique euclidienne de U pour ces coordonnées. Soit de plus une
partition de 'unité (xy)yey subordonnée a U ; on pose :

V=> xuVu
Ueu

dans le voisinage (Jy ¢ U de D.

Il est clair que :

e chaque intersection constituée par les D; est totalement géodésique pour V;

e la structure complexe J de X est parallele pour V.

On fixe alors j € {1,..., N}, et 'on pose D = Dj\Uj; Dy (resp. D' =37, . Djr).
Grace a I'exponentielle de V, on identifie un voisinage V de D; dans X (resp. un voisinage
V' de D} dans X'\ D') a un voisinage de la section nulle du fibré normal de D; dans X (resp.
a sa restriction dans D}). On appelle p; la projection associée sur V; on a : p;(V') = D;.

Via cette identification, on obtient une action de S autour de D; préservant les autres
composantes de D, et les disques de la fibration de V qui en résultent sont asymptotique-
ment holomorphes.

En prenant la moyenne de |aj|? comme dans le paragraphe on obtient une fonc-
tion Sl-invariante ¢; vérifiant t; = u; + O(e”") a tout ordre. On construit aussi une
1-forme de connexion 7; donnant une longueur de 27 aux fibres de l'action. Enfin, si
g est la métrique riemannienne associée au modele w de la section [I.I, ou l'on prend
Ay = -+ = Ay = 2 dans la formule (1.2), et si h; est celle associée & w\D;, (la forme

kéahlérienne de type Poincaré induite sur D;-), on a sur V' les asymptotiques

g = dt3 +4e” "} + pihy + o(1)
ou le terme d’erreur o(1) est entendu a tout ordre pour une métrique de type Poincaré sur
X\D; restreinte & X\ D, w; disons.

De méme, quand cela a un sens (par exemple, pour des potentiels de métriques de type
Poincaré), on définit Ilof comme la composante invariante sous S' de f autour de D;-, et

foj et f1,; par

1 .
$o505) = oy - T0D )GVl et oy =Tlaf =

(Vol(Dj) est ici calculé par rapport a h;, ou de maniere équivalente par rapport a w|pr,
J

m—1
[wolp,]

et vaut donc W) Les formules de dérivation (6.5) et deviennent

d°f = Jdf = 20, fo(t) + By, f1(t2)) e + dy fu(t, 2) + 0(1)



6.5. GENERALISATION : CAS OU D EST A CROISEMENTS NORMAUX 99

avec d%‘;_ = p;(Jp,d), et

dd°f =2(0 folt;) + 0 f1(tj, 2) — O, folty) — Oy, f1(t, 2))e Mt Ay
+ 2€*tdi; (8t]. fo(t]‘) + 8tjf1(tj, Z)) An;+ dtj A dCD;_at]. f1 (tj, Z)
b ddiy filty,2) +o(1)

ott f € CH(X\D), k> 2,a € (0,1), ou bien f € P Mg (dans les deux cas, les dérivées
de f par rapport & w et d’ordre < k — 1 sont bornées, et la partie dépendant de S! est
incluse dans le o(1)).

Le point a remarquer ici est que ces estimations sont uniformes pour w; le long de D;-,
indifféremment de la proximité des Dj.

Une lecture attentive des démonstrations des propositions [6.4] et [6.5] nous permet dé-
sormais d’énoncer ces propositions dans le cas ou D est a croisements normaux, modulo
quelques adaptations : si ¢ € PMgq, alors

/ eliw™ = 2mmI Vol(D;) (25 — o.5(5)) + O(1), (6.15)
{tj<s}
avec de plus cette intégrale divergeant vers 400 lorsque s tend vers +oo, et
/ Vs = 2mml Vol (D) (2(Spr — 1)s — Spr00,(s)) + O(1), (6.16)
{t;<s}

ol a présent, Sp/ est calculée pour une classe de métriques kahlériennes de type Poincaré
J

sur D} relativement & wo| D; (au lieu d’une classe de métriques lisses dans le cas ou D est
lisse), et est donc donnée par

c1(Kx[D]|p,)[wo|p,]" 2
]mfl

cr([D;)er (Kx[D) o)™
c1([Dj]) [wo] ™1

Sp = —4m(m — 1) = —dr(m — 1)

[wolp,

Par exemple, le théoréeme de Stokes, qui est un ingrédient-clé des preuves mentionnées
ci-dessus, fonctionne encore car les différents intégrandes (& s fixé) des intégrations par
parties sont L' par rapport a W‘{tjgs}- De plus, les O(e™*®) de ces preuves étaient bien
meilleurs que ce dont on avait réellement besoin, et les 0o(1) dont on dispose sont suffisants
pour parvenir au O(1) final.

En conclusion, si I'on suppose que w, est a courbure scalaire constante, et que l'on
compare multipliée par § avec , on obtient a nouveau sp, > §. Ceci est
vrai pour tout j = 1,..., N; le théoréme [6.1] est démontré dans le cas ou D admet des
croisements normaux.
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Théoreme de Calabi-Yau
logarithmique : cas d’un diviseur
lisse

ON se propose dans cet appendice de préciser le théoréme dans le cas ou le divi-
seur est lisse, en demandant notamment que la solution ¢ de ce théoreme hérite du
comportement asymptotique du second membre.

A.1 Enoncé du théoreme et stratégie de preuve

Le prix a payer pour pouvoir raffiner le théoreme[3.2] est d’avoir une métrique de départ
W' € PMgq avec des asymptotiques assez fines. Plus exactement, on supposera dans cet
appendice :

On dispose d’asymptotiques pour w' comparables a celles énoncées pour w dans la
proposz'tz’on a ceci pres que les O(p~1t) dans les controles sur les dérivées sont remplacés
par des O(p~?), avec § > 0 indépendant de l’ordre de dérivation.

On suppose également le diviseur est lisse, de sorte que ses composantes irréductibles
Dj,j=1,...,N, soient disjointes.

On dispose alors d’apres [Biq97] d’une analyse d poids entre espaces de Holder pour le
laplacien A,s. Avant d’en rappeler plus précisément les éléments, désignons par vy > 0 le
premier poids critique > 0 de cet opérateur. On peut alors énoncer :

Théoréme A.1. Soit f € C;°, avec 0 < v < vy, telle que fX\D ef vol¥' = Volg. Il existe
alors une unique fonction ¢ € EX°(W') telle que (w' +i00¢p) € PMgq vérifie :

(W' +i00p)™ = el (W)™

On rappelle que les E(w'), définis en sont les espaces de fonctions de régularité C*,
s’écrivant s’écrivant prés de chaque D; comme somme d'une constante et d’une fonction
C%, et de moyenne nulle pour w'.

Le théoréme peut parfaitement remplacer le théoréme dans l'utilisation qui
en est faite pour la démonstration du théoreme dans le cas d’un diviseur lisse. En
effet, la forme w’ construite au cours de cette démonstration permettant de se ramener au
théoreme dispose des asymptotiques nécessaires. La métrique a forme de Ricci négative
obtenue possede alors elle-méme des asymptotiques analogues.
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Meéthode de continuité. La stratégie adoptée en vue de démontrer le théoréme est
la suivante. Une fois fixée f comme dans I’énoncé, au lieu de résoudre des équations
perturbées du type (o’ +z’85<p5)m = efteve (W)™, on interpole entre 0 et f par une famille
(ft) de fonctions de C2° telles que pour tout t € [0, 1],

/ eftvol?' = Volg, .
X\D

On résout alors pour tout ¢t ’équation :
(W +i0Dp)™" = et (W)™ (Ey)

(on a donc une méthode de continuité analogue a celle de la section [2.2)). Cette résolution
se fait selon le schéma suivant : soit

S ={te0,1]| admet une unique solution ¢; € E°(w')};

on montre alors que S est ouvert (la partie « facile », cf. ci-apres) et que S est fermée (la
partie plus « difficile » ; on va pouvoir reprendre toutefois des estimations du chapitre [4)).
Voyons pour commencer une construction possible pour la famille (f;) utilisée dans cette
méthode.

Construction de (f;). Rappelons que les D; sont données respectivement par les o; €
O([Dj]), et que les | - |; sont des métriques hermitiennes sur les [D;]. On pose o =
lo1|1 - |on|n. Pour tout ¢ € [0, 1], il existe un unique pu(t) € R tel que

/ et 117 o1 = Vol ;
X\D

on a donc u(0) = (1) = 0. La fonction p : [0,1] — R ainsi définie est en réalité lisse. En
posant f; = tf + pu(t)o, on a donc une famille uniformément bornée dans CS° (avec bornes
ne dépendant que des || f||cx).

Ceci mis en place, commencons notre méthode de continuité.

L’ensemble S est ouvert. Soit t € S; on pose w; = w’ + 100y, et on vérifie facilement que
c’est une forme de Kéhler (de type Poincaré) (équivalente & w’ prés de D, a déterminant
par rapport & w’ ne s’annulant jamais). Soit a € (0,1); on admet provisoirement que
AW E>%(w},) — C2“ est un isomorphisme. La linéarisation de 1'opérateur

By (w) — Cp°
s (W' + i00p)™
(w)m
en p; étant —%Awp on a pour tout s € [0, 1] proche de t une fonction ¢s € E>(w}) telle
que (w' +i00¢s)" = e/*(w')™. On démontre de plus que :

— les w' + i00@; sont positives (méme argument que ci-dessus) ;

— les ¢s € E°(wj) : on procéde comme au paragraphe en retranchant a @, pres de
chaque D; la constante vers laquelle elle tend. Notons que I'on déduit la régularité
locale par les estimations de Schauder. Par ailleurs, les $5 ne vérifient pas tout a
fait la méme équation que les ¢, de la partie []; pour que la technique utilisée en [£.2]
fonctionne, il suffit néanmoins d’avoir (1 —es) € C°, et un contrdle initial dans C?
et dans C%* de &,.
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En posant o5 = ¢ — ﬁ fX\D 3svol*’, on a donc bien un potentiel solution de (Es) pour
s assez proche de t. Il ne manque plus que l'unicité ; soit donc s un potentiel normalisé
par rapport a w’, donc dans E*°(w'), vérifiant (Es). En posant x5 = ¥s — s, on a comme
au paragraphe que Ay xs < 0; or fX\D A Xs vol¥s = 0, donc s est constante. Or x,
est de moyenne nulle pour ', d’ou xs =0, i.e. s = 1.

Le dernier point & voir est donc que A, : E3%(w,) — C3% est un isomorphisme.
Ceci découle de [Biq97]; en effet, le premier poids critique v, > 0 d’un tel opérateur ne
dépend que de I'asymptotique de w; (raison pour laquelle on demande initialement une
asymptotique fine sur w’), et plus précisément des métriques qu’elle induit sur les Dj, et
étant donnée une équation z d’une de ces composantes, du coefficient A tel que w; soit
asymptote au produit

idz N dz

———————— 4+ métrique induite sur la composante.
2P 1og?(22) a P

Au vu de la condition ¢; € E°, on a que les A; et les métriques induites sur les composantes
ne dépendent pas de t; par conséquent, le poids critique évoqué non plus. On a donc (dés
que ¢ existe) v, = vp, et donc A,y : E>%(w}) — C3 est bien un isomorphisme, puisque
I'on a choisi v € (0, vp).

Le reste de cet appendice est consacré a l’assertion de fermeture pour ’ensemble S.
Ceci passe par des estimations a priori, auxquelles on consacre la prochaine section, avant
de conclure a la section suivante.

Mais expliquons tout d’abord pourquoi il serait vain de vouloir généraliser le théoreme
sous cette forme au cas ou le diviseur admet des croisements. Dans ce cas en effet, on
ne dispose plus d’une analyse a poids, cruciale dans la méthode de continuité, comme dans
le cas ou le diviseur est lisse avec métrique asymptotiquement produit (cusp)x (métrique
lisse sur le diviseur). Plus précisément, 1’échelle de poids des p?, v < 0, ne semble plus
adaptée a la situation puisque si I’'on se donne deux composantes Dy et Do non disjointes,
il semble exister des fonctions qui sont harmoniques (pour une métrique de type Poincaré
asymptotiquement produit) au voisinage de Dy U Dy, et qui & une constante preés sont
seulement des O((s? + t2)_1/2) sur {t = s} a l'approche de Dy N Dy, ou s = logp; et
t = log po.

A.2 Estimations a priorit

On commence dans 'ordre habituel pour les estimations a priori des solutions des
(E7) : estimation C° non pondérée, estimation C° sur le laplacien Ay, estimation C°
de (V“’/iaggpt). Toutefois, on a aussi besoin d’estimations a priori a poids pour voir que
S est fermé; il est en effet plus aisé de passer a la limite dans des espaces a poids, plutot
que de prouver qu’une solution obtenue par passage & la limite, dans C*%(X\D) disons,
est a fortiori dans un E,%’a(w’ ); ces estimations constituent le point le plus technique de
cette section.

A.2.1 Estimation C° non pondérée

On démontre pour commencer le résultat suivant :

Proposition A.2. Il existe Qo = Qo(||f[lco,w’) telle que pour tout ¢ € (0,v], toute
solution ¢y € E2(w') d’une vérifie : ||l co < Qo.
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Démonstration. On se donne ¢; comme dans I’énoncé. Le théoreme [3.2] nous donne une
solution ¢; € C°°(X\D) a I'équation (E3), telle que ||@¢]|co < Q0(||ft||og,w’); en effet, la
solution ¢; est obtenue comme limite sur tout compact d'une suite @;. € C™ telle que
[Btellco < Qo (proposition . Comme on I’a vu ci-dessus, ¢; et ¢; sont des potentiels
ne différant que d’une constante (I’argument reste valable puisque ; — @; € C2(X\D));
par normalisation, ¢; = @y — ﬁ / X\D Dy volv'.

Or il est clair que | Jx\p @ vol*’ | < Q. 11 vient donc @] < 2Qo; on conclut en
vérifiant facilement que 'on a sur || f;||co un contrdle par || f|co indépendant de ¢. O

Remarque A.3. On aurait également pu parvenir a une estimation C° en suivant un
schéma itératif de type Moser, comme en l’absence de € dans ne génant pas
pour transposer les arguments développés dans ce paragraphe (disons plutét que c’est leur
présence dans qui ne constitue pas un obstacle important). On a préféré l’argument
ci-dessus par souct de concision.

A.2.2 Estimations d'ordre 2 et 3 non pondérées

On a le controle suivant sur le laplacien des solutions :

Proposition A.4. Il existe Q2 = Q2([| fllco, || fllc2,w") telle que pour tout v € (0,v], toute
solution o; € E2(W') d’une (EY)) vérifie : [|Ayeillco < Qo.

Démonstration. Soit ¢, comme dans I’énoncé. On se sert encore de la solution @; donnée
par le théoréme Cette solution @; est aussi limite C2, de P ; on a de plus un contrdle
[Au@rellco < Qalll fillco, I fill o2, w') par le corollaire On a donc le résultat en faisant
tendre e vers 0, en remarquant que A, @, = A, ¢y, et en contrdlant respectivement || f¢||co
et || fellcz par [[fllco et [ fllce-

On peut aussi faire abstraction du théoréeme [3.2] et de sa preuve, et démontrer directe-
ment le résultat via 'utilisation de la formule d’Aubin-Yau qui s’écrit ici

Ay(Agy) = — 20 f; + 46" g1 91"V 15 01V 50t
+ 4gy" ﬂg’ﬂ;((me/)g&vaaES@t - (mel)gﬁagvvéﬁﬂt)

et de la fonction Fy; = log(2m — Ay;) — kgy, k constante dont le choix ne dépend que de
|| Rm* ||co (ici, g; désigne la métrique riemannienne associée a w; = w' +i00py, et A4 son
laplacien) ; on doit néanmoins alors prendre ¢; € Eft. O]

Ce résultat nous donne un contrdle C~lw’ < w, < Cw’ pour un constante C' =
C(Ifllcos I fllc2,w’) (on rappelle que w; est automatiquement positive, au vu des asymp-
totique de ¢y et de (E)).

En utilisant une fois de plus le théoreme (ou en raisonnant directement, en « rem-
placant les € par des ¢ », a condition de demander plus de régularité au départ sur ¢;), on
a:

Proposition A.5. Il existe une constante Q3 = Qs (|| fllco, || fllcs,w') telle que pour tout
v € (0,v] et toute solution ¢, € Eﬁ(w’) d’une on ait : |(V“’/)w£|w, < Qs.

On peut & présent en venir & la délicate estimation C° & poids.
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A.2.3 Estimation C° pondérée

On démontre dans ce paragraphe le résultat suivant :

Proposition A.6. Soit v € (0,v). Il existe Qy = Qy([|fllco, | fllcs,w') telle que pour
toute solution ¢, € E,%(w’) d’une on ait : ||gotHE3 < Qy.

Démonstration. La démonstration de ce résultat est de loin la plus technique de cet appen-
dice ; on procede en effet par itération de Moser, et la présence de poids dans les intégrales
a pour effet de compliquer les calculs. Le schéma itératif nécessite plusieurs étapes; on
commencera par ailleurs en supposant que D est réduit & une composante.

Cas ou D est réduit a une composante. On se restreint pour commencer au cas ou D est
réduit & une composante, si bien que ’on va chercher a estimer ¢; — a; dans CP/, avec a; la
constante vers laquelle tend ¢; vers D. Comme a; est controlée via I'estimation sur ||¢¢||co,
on supposera que a; = 0. On oublie provisoirement la dépendance en ¢ du probléeme (les
estimations sur f; étant contrdlées par des estimations du méme type sur f). Le lemme
suivant va jouer le role d’analogue pondéré de sonpose T = (W)™t 4o 4 (W +
i00p)™ L.

Lemme A.7. Dans les conditions de la proposition il existe po = po(y) et Cy, Ca ne
dépendant que de ||flco, || fllc2, ' et v telles que pour tous p > po et ¢ = p,

/ pid ([P ?p%) N D(|lP2p2?) AT éClp/ PP (W)™
X\D X\D
(A1)
+Cop [ el )
X\D

Remarque A.8. Heuristiquement, en comparant les deux membres de l’inégalité de ce
lemme, on a gagne a droite sur p une puissance > min(1,v) par rapport au membre de
gauche, et on ne perd rien sur |p|.

Démonstration du lemme Soit p > 2, et ¢ tel que ¢ = py. On pose a = |p|PpiT ; tous
calculs faits on a :

i00a =[p||P 2 (ppiddy + p(p — 1)idp A Op)
+ palelP20pt™Yi(dp A Bp + Dp A D)
+ |l p92(qpiddp + q(q — 1)idp A Dp)] A T.

tandis que
id(le|"2p"2) N O(|pI"?p"2) = T | P7 ptidp A D
bq 2 1 5 5 ¢ 2 =
+ el 0p" (00 A Op+ Op N D) + L1l p""i0p A Dp,
soit en comparant le terme mixte en i(Op A dp + dp A Op) :

1090 =[4i0(| P p"2) N O(|P?p"?) + pp|p|P~? (010D — iOp N D)
+qlelPp? 2 (piddp — idp A Dp)] A T.
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On a de plus «a et ses dérivées d’ordre 1 et 2 qui sont des O(p P*9); comme on a
choisi p et ¢ pour que —pr + ¢ < 0, 0on a :

/ pi0da = / i00p A a;
X\D X\D

ceci n’est autre qu’une intégration par parties classique en remplagant o par une (m —
1,m — 1)-forme nulle au voisinage de D, et on récupere le résultat pour o en 'approchant
par des o = x(u — k)a avec x : R — [0, 1] fonction de coupure égale a 1 sur (—oo,0] et
nulle sur [1,+00). Les estimations sur « et ses dérivées nous donnent alors en effet une
constante C' indépendante de k telle que "m'i%| < Cpl=Prta o ]%| < Cppvta,
Comme p'~P¥*9 ¢ Ll ce contrdle nous permet de passer & la limite de chaque coté dans
les égalités [x\ p pi00cy, = [y\p 100p A .

En remplacant « par |p[Pp?T et i0da par 'expression calculée ci-dessus, il vient :
/ || p1i0dp AT =4/ pid (|lPp?%) A D(lP?p%) AT
X\D X\D
+ p/ PP 2 (00 — idp N D) AT
X\D

+ q/ lp|Pp? (piddp — i0p A Dp) AT ;
X\D
ceci se réécrit :

A [ pid(pl2pn) A Dl 2p02) AT
X\D
=p / pTtH P2 (109 A Dp — iddp) AT (A.2)
X\D

+ / lp|Pp? 1 (qidp N Dp — (q — 1)piddp) A T.
X\D

Notre but est maintenant de faire chuter dans le membre de droite la puissance de ¢ ou
celle de p. On commence donc par se débarrasser du terme en i0p Ay : on utilise le calcul
de i0(|¢|P/2 p9/2) NO(|p|P/? p?/?) ci-dessus avec I'inégalité ponctuelle +i(DpAdp+IpADp) <

gidp A Op + e 1idp A Op dans laquelle on prend & = calel (c restant a déterminer) sur

{¢ # 0}, ensemble hors duquel I'inégalité voulue est automatique. On parvient a :
2 2
p _ . - . - q _9. -
el 0ti0p A D <id(plPp?) A D(plPp V) + T (e = Do %idp A Dp
p? =
+ 3 elP 7 ptiop A D,
c
En prenant ¢ = % et en regroupant les termes semblables, il vient :
P 2 3 2 q/2\ A A 2 q/2 'S 2 5
31" 2000 N B < id (1" %) A D(lel2p"2) + el i0p A Dp.
On tire donc de cette inégalité et de ([A.2)), et en se rappelant que i00p AT = (ef —1)(w')™,

(4—12)/ pid (P2 p"2) A O(llP/?p"%) AT
P/ JX\D

Sp/ PP p(ef = 1)(W)™ = (g - 1)/ plPp?iddp AT (A.3)
X\D X\D
2

3 o
+ <q+ %)/ lPp?~Yidp AN Dp A T.
P/ JX\D
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Il reste donc & se débarrasser du terme en idp A Jp (puisque |9pl, est comparable & p
vers D) dans le membre de droite. On utilise pour cela le calcul de Joyce [Joy00], p. 191],
similaire au nétre mais indépendant, avec ¢+ 1 au lieu de ¢, 'intégration par parties étant
légitime pour les mémes raisons que ci-dessus :

/ i5(|¢|p/2p(q+1)/2) /\5(|¢|p/2p(q+1)/2) AT
X\D

2
:i p—2 q+1/ f 1 nm
T oT) Jap PP =)

g+l
4(p—-1)

En isolant le terme en idp A dp, ceci équivaut a :

/X\D elPp?tidp ANOp AT

/X ' lePp? (p+q — 1)idp A Dp — (p — 2)piddp] A T.

___2p-1) i0(|pP/2p Tt V2) N D (|P2p V) AT
(¢+1)(p+q—1)/x\p

7 (A.4)
+ CES TS /X\D oleP2ptt (el —1)(W)™
p—2 P ,4:99
—_— O0p NT.
p+q_1X\D\<p!pz P

Ensuite, on écrit
i3(|¢|p/2p(q+1)/2) A 5(|¢|p/2p(q+1)/2)
; 5 1 L _
=pid(|pl"2p11%) N D(|oP2p"2) + JllPp"Vidp 1 Dp
+ ‘80’17/2p(Q+1)/22‘[3(@’?/2#]/2) A 5<p1/2) + a(pl/Z) A 5(’@‘p/2pq/2)]
d’ou l'on tire
i0(| P2 TV A (| [P/2platV2) <(1 + w)pid (| [P/2p22) A D(|lP/2pY?)
1 _
+ 5 (w7l Nidp A Bp

par la méme technique que ci-dessus consistant & écrire i(Ov A Ow + Ow A Ov) < Xidv A
v + A"lidw A dw avec un A > 0 bien choisi (ici, on prend v = p'/2, w = |p|P/2plat1)/2
et A = k|o|P/2p(=0+D/2 sur {¢ # 0}, k étant une constante > 0 restant & déterminer).
Avec dont on remplace le premier terme du membre de droite grace a la derniere
inégalité, il vient donc :

/X\D lePp?idp AN Dp AT

4p-1)(1+x71
(¢+1D)(p+q—1)

< / pid (o2 p%) N O(|lP/*p"?) AT
X\D

p—1(1+k) / b gl _
OpNIp AT

(¢g+L(p+qg—1) X\DMP opner

2

p p—2 q+1/ f nm

T T T Jp AP D)
) _

b p|Pp?i0dp AT,

p+q—1Jx\p
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soit :

(1o 2= D0+x)
(

p,q—1; 5 T
Q+1)(p+q—1))/X\D\<p! p?i0p N Op N

4(p—1D(1+~x71

S@+Dpra-1) /X\Dma(|90|p/2pq/2) AND(|oP/2pY2) AT
p’ (A.5)
p—2 q+1(,f _ nm
+ (g+1)(p+qg—1) /X\D80|<P‘ pI (el = 1) (W)
p_2 P,4;99
ptag—1 d0p N T.
ptqg—1 X\DM/” p

Pour que (A.5)) soit utilisable avec (A.3)), il suffit maintenant que :

3q> — 1)1+ -1 4(p—1)(1 4+ 1
(q+i)(1_ (p—1)( ﬂ)) Al —1)( “)gc,
4p (¢+1)(p+q—1) (¢+1)(p+q—-1)
avec C une certaine constante < 4, au moins pour les p grands. Or ¢ = vp; en faisant

44,1 (1437/4)

tendre p vers l'infini on obtient Ty

désque/ﬁ>%+3.

dans le membre de gauche, ce qui est < 4

On prend donc k = % + 6 de sorte que pour p > po(y), po(y) ne dépendant que de ~,

- 2 — K) \— — k1 ;.
on ait (¢ + %)(1 - (q(f—l)l()p(—lii;—)l)) L. 4((qp+11))((pqu_1)) < C(v) < 4. On peut alors récrire (A.3))
sous la forme

C(v) 3 / , 9 _
41 - —~2—— A(1olP209/2) A D(10lP/2p1/2) AT
( 1 p) o’ (le["7=p"=) A O(l|P/=p1=)

3 -9 -1D(1+k -1
<[-ara(i+ Fo) 5 00 )

/ pllp[Pid0p AT
X\D

3 2 (P—1(A+r) !
+[p+q(1+%q)(q+1)(z+q—1)<1_(qil)(erq—l)) }

-/X\lesdp_%q“(ef—l)wm

Le coefficient du membre de gauche est > ¢(y) > 0 pour p > pg, quitte a augmenter ce
dernier (indépendamment de ¢). En outre, les deux crochets en coefficients des intégrales
du membre de droite étant essentiellement proportionnels a p, on parvient a 'inégalité :

/ pid (|l p?%) N D(j@P/*p"?) AT SC{p/ P el?|i0dp| w AT
X\D X\D
+Cpp [ Je e — 1))
X\D

pour tout p > pg avec les C’]‘ = C]/- (7) ne dépendant que de 7, quitte une fois encore a
augmenter pg (indépendamment de ). En notant pour finir que |i85p|w <C,0<uW <Cw
(C =C(Ifllco, I fllc2,w'), paragraphe |A.2.2) et |ef — 1| < || fllcop™, on a D'inégalité :

/ pid(|olP2p1/2) N O(|lP/2p?) AT SClp/ plepfP ()™
X\D X\D

+ Cop / [P~ pt T (W)™
X\D
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pour tout p > po(7), avec les Cj ne dépendant que de || f||co, [|f[lc2, '), ' et 7. [
On note € = min (2, 3) € (1,2). On a & présent le contrdle inductif :

Lemme A.9. Dans les conditions de la proposition soient 6 = %min(l, v—-), etdu
la mesure p' =0 vol®. Il existe deuz constantes C3, Cy ne dépendant que de [ fllcos I fllc2;
W' et v, telles que pour tout p > po,

-1
lep™ (I pe < Capllop™ I, + Capliop™ |17, (A.6)

Démonstration. On fixe v € (0,v) et on note encore ¢ = py. On renvoie au paragraphe
4.1.1) pour la définition des espaces de Sobolev L(Q)’O et Lg’l. On note avec largesse que

— € 2 2 _ €) 112
Ha(|¢|P/2pq/2p 8/(2 ))HLg’O < 8H(f)(|sp|zo/2pq/2>HL%0 Jr5;B|Hso|p/2pq/2p 3/(2 )||Lg70

avec B ne dépendant que de w’ et ¢ (venant de l'estimation |dp|.s = O(p)). D’autre part,
I'inégalité de Poincaré pondérée du lemme avec mesure pl_‘s/ €vol“ :

H |80|p/2pq/2p76/(26) Higo <Cj Hp%/(?e)a(wp/?pq/?) Higo

2
+Vol(é/e)_l(/X\DpQ/2|4p|p/2p1_§/evolw) .

ou Vol(d/e) = fX\Dp1*5/Evol“’/. Or Hp*‘s/(%)a(]cp\pﬂpqﬂ)Hig,o < H@(\gp]”ﬂpqﬂ)Hig,U. En

. . S . . N 2,1
combinant ce fait avec les deux inégalités précédentes, on obtient le contrdle Ly :

llelP/2p22p7*/C9 Lo <(8 4 (8B +1)C5) [0l p*/?) |20

2 (A7)
+(SB+1)V01(5/6)1(/X\D pq/Z\gpyp/%l*fS/EVOW) .

On se sert de (A.d]), dont le membre de gauche est ||8(|g0’p/2pQ/2)||i2,0, pour traiter la
0

premiere ligne du membre de droite de (A.7)), tandis que Cauchy-Schwarz suffira pour la
seconde ligne.

Regardons les intégrales dans le membre de droite de ; pour la premiere, puisque
52 1, [y\p Pl vol® < [y p %l lPp e vol¥, et par Holder (¢ = py) -

p—1

1
e ([ g (L arte)'T
X\D X\D X\D

avec la premiére parenthese a la puissance % du membre de droite qui est convergente
et majorée par une constante K; ne dépendant que des parameétres annoncés grace a la
contrainte d <v — -, i.e. v+ 6 —v < 0.

On revient a (A.7)) ; notons que

(o i < ([ i) ([ et

par Cauchy-Schwarz, et I'on note Ko < 400 la derniere intégrale qui est convergente
converge, puisque € < 2.
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Les inégalités et mises bout a bout avec les deux derniéres donnent :
lip[P/259/2 50/ 2) ||ig,1 <[C1(8 4 (8B +1)Cs)p + K2(8B + 1) Vol(5/e) "]
i |H¢|p/2pq/2p*5/2”ig,o
+ (018 + (8B + 1)Cs) Kap [0l p~ 2| [0
Soit Cj5 telle que pour p > py on ait

Csob(C1(8 + (8B + 1)Cs)p + Ka(8B + 1) Vol(§/€) ™) < Cip,

et posons Cy = C,[C1(8 + (8B +1)Cs) K1]. Alors par injection de Sobolev Lg’l — L(Q)E’0
(lemme [4.4)), on obtient

_ 2 /2112 _6/212(p—1
/20720729 T < Capllll?/ o™ p "2 20 + CaplllolP o p=* 2| 1557,
pour tout p > po. Comme dp = p'*+° vol?, cela signifie exactement :

-1
lep™ I pe < Capllep™ |7y + Capllop™ |75 u

Admettons provisoirement que I’on ait une estimation a priori ||pp? || r0 < C5 avec Cs
ne dépendant que de parametres identiques a C3 et Cy. Alors d’apres (A.6)),

1/po
€ —1
ler5e < (Capollon™ I + Camolin™ ) = G5,

Par interpolation, il est donc facile de trouver deux constantes (), et Cg ne dépendant que
des parametres telles que pour tout p € [po, poe], ||g0p7\|Lﬁ < QV(Cgp)*M/p, ou M := 5,
inégalité que I’on note (x,) pour p > pg. On peut en outre supposer que Cg > (C3+Cy)eM 1
puis que Q7(06p)_M/p > 1 pour tout p > po. Finalement, supposons que (%) soit vraie

pour tout p € [pg, prel, px = poe®, k € N. Par (A.6), pour un tel p,

067175 <Cap(Cop) ™™ + Cup( Q- (Cop)™/* )™ < (Cs + C)QC5 Mp' ™
N———
>1
§C661—MQgCgMp1—M — Qg (CG(pE)) 1—M’

ce qui donne bien en prenant la racine p-éme, comme € = %, I'inégalité

—M 13
lop™ Iz < Q4 (Colpe)) ™/,

et donc (%) est vraie pour tout r € [pri1,Prr1€], donc par récurrence pour tout r > po.
En faisant tendre 7 vers I'infini, on parvient donc a la conclusion que ||@p?||co < @, soit
||<P”CQ < Q~, avec @ ne dépendant que des parametres annoncés.

Pour que la récurrence que ’on vient d’effectuer soit valide, il nous faut justifier I’es-
timation qui 'amorce, a savoir I'estimation sur la norme LF? de ¢p”. Enongons dans ce
sens :

Lemme A.10. Soit v € (0,v) et py = po(y) comme dans le lemme[A.7] Il existe C5 =
Cs(Ifllcg, [ fllcz,w's7) telle que [lop™|| o < Cs.



A.2. ESTIMATIONS A PRIORI 113

Démonstration. Notons ¢g = poy. Appliquons I'inégalité de Poincaré pondérée de la section
A1) = |p[Po/2p90/2 et avec mesure p' =0 vol*, § choisi comme dans le lemme dans
le membre de gauche, ce qui permet d’écrire :

— 2 /
/ [plP0 p?o = ol SC&/ plo(|p[P/?p/?) |7, vol
X\D X\D
N2
—I—Vol(é)_l(/ |gp|p0/2,0q°/2+1_‘S vol¥ ) ,
X\D
ce qui avec (A.1]) donne :
/X\D lp[Po p®+ 170 yol* <C5Chpg /X\D ]P0 p%0 vol'
+ CsCapo /X\D |p|Pot pto = yol! (0)

N2
+Vol(5)_1</\ ]90|p0/2pq0/2+1+6v01w) .
X\D

poc
LﬁO)
avec a < 1 et K ne dépendant que des parametres, de sorte que l'on ait une inégalité de
la forme z < Ky + Koz®? + K3x®, a1, ag, az<l, dont on déduit z < C5(Kj, o),

avec x = H<p||’£°po. On procede séparément sur les termes du membre de droite de (o).

Il s’agit a présent de controler chaque terme de droite par une quantité du type K ||¢|

Par inégalité de Hélder,
1-6 go—(1-9)
/ w,popqo vol*’ < (/ |90’p0p1—5 Vol“’/) 9 (/ |(p|popqo+1—6 vol® ) q (i)
X\D X\D X\D

144)?2
— ébcrire qo = (H(S)qu +[1- (1—*'5)2] qo, puis mettre p( q0 ) a la puissance 22 dans

qo0 q0 ) 1-6
[1-(352) Jao

I'intégrale de droite. On utilise alors l'estimée C° sur ¢ et le fait que p'~ vol’ est &

volume fini pour avoir un controle sur le premier facteur du membre de droite de la forme

killep? 109", a1 = W < 1 et k1 ne dépendant que des parameétres.
n

Toujours par Hélder,

/ |80’P0—1pq0+1—z/ VOlw/ — / pl—&-w—u (p7‘90|)p0_1 Vol“”
X\D X\D

I'intégrale de gauche du membre de droite, et p a la puissance m dans

0

1 po—1
1+y—v w' '\ Po 1+y—v+poy|, o|Po W'\ Ppo ..
§(/X\DP vol ) (/X\DP || vol ) (i)

1 po—1
< (/ p1+7—u vol*’ ) Po (/ p1—5+qo |p|P0 vol¢’ ) Do
X\D X\D

car § < v—y.Onadoncsur [x\p |p|Po—1 pa0+1+8 o1« un controle de la forme ks ||op?|

poa2
Po
Lu

-1
g = B0

< 1 et ko ne dépendant que des parametres.
Choisissons finalement 7 tel que 0 > 1 > §; une derniére application de Holder nous

donne
__ 49
/ |(P|p0/2pqo/2+1_5 volv' < ( / |(’p’p6p1_"7 volv’ ) 2(qo—06+n)
X\D X\D

40+2(n0) (i)
. (/ |g0|p0p1—5+qo vol¥ ) 2(qo+n—9)
X\D
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— écrire
50+1—5:s(%°+1—6)+(1—s)(%+1—5),

ol s = s(qo,0,7m) = Eggi;@?gg&ig{fg;, puis mettre p

q0
s(L41-4) 2(qo+n—9)
2 q0+20=0) = 2
2(qo+0—m)
qo0

dans la premiere intégrale ; choisir ensuite pf, de sorte que I’on obtienne py comme exposant
de |¢| dans la seconde intégrale ; pf, ne dépend donc que des parameétres.

a la puissance

1-5)(% +1-4)

dans la deuxieme intégrale du membre de droite, et p( a la puissance

2
On a donc sur (fX\D |p|Po/2 pto/2+146 vol“’) un controle du type k:gngpVHi(},%‘?’, az =

+2(5— ;o1
e < Let ks = (fy\plelbp! 7 vol®

(par estimation CY de ¢ a priori pour kj3).
En conclusion, si ’'on pose x = ||g0p“/||i%0, K1 = k1Cs5C1po, Ko = kaCsCipg et Kz =

Vol(8§)~'k3, on a par @, , , :

< K1z™ + Kox®? + K3x™®

___4q
)(q0+5_n) ne dépendant que des paramétres

ag, ag, az<l et Ki, Ko, K3 ne dépendant que des parameétres annoncés, d’ou ’estimation

HSOPWHL;’LO = 2P0 < C5 = O5(K1, K2, K3, a1, 2, a3) (A.8)

avec (5 ne dépendant que des parametres annoncés, ce qui acheve la démonstration du
lemme. |

La démonstration de la proposition dans le cas ou D est réduit a une composante
est achevée.

Cas ou D posséde plusieurs composantes. L’idée est maintenant, pour parvenir a une
estimation ES, 0 < v < v, de ¢ d’appliquer telle quelle la preuve précédente, non pas a
@ directement, puisqu’elle ne tend pas vers 0 a I’approche du diviseur en général, mais
précisément a une fonction ¢ définie par :

N
p=p =) a;
j=1

avec a; = ¢| p; et v; = 1 pres de Dj et nulle autour des autres composantes pour tout
j=1,...,N. Toutef01s une des cles des calculs de la preuve du cas ou D n’a qu’une
composante est Pégalité i0DpA[(w')™ 14+ (w],)™ ] = (1—e )w™, avec ], = w'+idDe,
qui n’est autre qu'une réécriture de I’équation de Monge-Ampere (' +iddp)™ = e (w')™
On va donc préciser l'allure des v; dans le but d’avoir une égalité comparable avec ¢
remplacant .

Pour ce faire, on prend une fonction de coupure lisse x : R — [0,1], x = 0 sur (—o0, 0]
et x = 1 sur [1,400), telle que [x'[, [x"] < 2. On rappelle que u; = log p;, et I'on pose
vj = X( 2 Kj), avec K; > 0 une constante restant & déterminer. On calcule

3/2X/(u1./2 — K;)idu; A Ou,

. - . 1 -
i00v; ==u 1/2X/(u1~/2 — K;)id0u; — 74 i

977 J J

1 —
+ - 4 ;1 ”(U}/Q - Kj)i@ﬂj A a’LLj,
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ce qui est bien entendu nul en dehors de {K; < u;/ 2 < K; +1}.
[i00u;|, 1 \zau]/\auﬂ
K; 2K

|i8uj'/\5uj' |’

2
ZKJ.

i00u; | et |iOu; AOu;|.» sont bornées, on peut choisir K; assez grand pour que [i09v;]|,» <

Dans cet ensemble néanmoins, [i001); ] < o , et comme

ou C est telle que wfp > % via la proposition |A.4l Si & désigne la (1, 1)-forme

i
2N(1+[a;C>
W' +i00¢ = w;, — Zévzl a;i00v;, on a par construction

1 / a N / L,
5(‘” - (]Zl ’ajHZaawﬂw)w) Z 50"

o>

ce qui est en particulier de type Poincaré. En outre, toujours d’apres 'estimée CO sur
i00¢, on a aisément une constante que I’on appelle encore C' et ne dépendant que des
parametres telle que @ < 2Cw'. )

On peut alors écrire (©)™ = ef(w’)m, avec f qui est CF . et —mlog(20) < f <
mlog(2C) sur Y := |_|N HEKF <uy < (Kj+ 1)2} et f = f ailleurs. En particulier, f dans
CY, et || fllco < sup (m(|log(2C)]) 5L, e +1)? N fllco), ce qui 1a encore ne dépend que
des parametres.

En résumé, nous disposons donc d’une fonction ¢ qui est de classe Cjp . N C,%, vérifiant
I’équation de Monge-Ampere (w' +i09@)™ = ef (W)™, telle que 'on ait une estimation ne
dépendant que des paramétres d’origine (w, f, ete.) sur ||@||co, || ]| co et sur les constantes
¢ et C telles que éw < w + i00p < Cw.

Une lecture attentive de la preuve de la proposition[A.6]dans le cas ot D est irréductible
nous dit alors que pour tout v de (0,v), on a une constante QW ne dépendant que des
paramétres d’origine, de ||@||co, ||f ||Co et des constantes ¢ et C, donc en définitive que

des parameétres annoncés dans lenonce de notre proposition, telle que HSDHOQ < QW. En

effet, nous pouvons mener les mémes calculs en remplacant ¢ par ¢ et f par f, et en
prenant pour p la somme des p;. En fin de compte, si 'on se donne des voisinages fixes
U; des D; assez petits, par exemple U; = {(K; + 1)? < u;} (qui sont bien fixes une fois

fixés les parametres), nous pouvons pour tout v de (0,v) et tout j € {1,..., N} écrire
(¢ —aj)p™"[lcow,;) < @y avec Q- dépendant uniquement des parametres et de 7, d’olt
I’estimation annoncée. O

A.3 L’ensemble S est fermé

Une fois acquises les estimations non pondérées d’ordre < 3 et ’estimation dans les ES,
on a facilement en procédant comme dans la section [4.1]les estimations d’ordre supérieur :

Proposition A.11. Soient k > 3 et a € (0,1), et soit v € (0,v]. Soit t € [0,1] et
soit @y € E2*(W') une solution de (Ej). Alors ¢; € EF*(W), et il existe Qyra =
Q%k(||f||05,a,w’, |]g0||E2) telle que ||90tHE§(w') < Q@+ De plus, au vu de la proposition
iy < v, alors Qy k.o ne dépend que de ||f|| ra et W'

La seule différence notable pour la démonstration est qu’il faut ici regarder les ¢; aux-
quelles sont retranchées leur limite pres de la composante concernée pour les estimations
a poids.

On peut maintenant démontrer que S est fermé. Fixons a € (0,1). Soit (¢;) une
suite convergente d’éléments de S de limite to, € [0,1]; en particulier, les ¢;; sont dans
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. / s e . ,
ES> /3(w ). D’apres la proposition que nous venons d’énoncer, les ¢y, sont bornées dans

. . . 2,a/2
E;l’lo/ég(w’ ) ; on peut donc en extraire une suite faiblement convergente dans EV’/O‘Q/ (') vers
2,a/2

/2 (W'); en effet, 'injection

une limite poo € B

EyS,(w) = Eopl(W)

est compacte (cf. [Biq97]) ; on peut également supposer que @, est limite C? des ¢; ;> bar
2,0/2
v/2

de (Bt ). On développe cette équation :

compacité encore de 'inclusion E (w') < E3 C C?. On sait donc que ¢ est solution

(W)™ 4+ m(wW)™ 1 A idDpse + f: <7jn> (W)™ A (i85¢oo)j = efoe (W™,

=2

d’ou l'on tire :

o = 2(ef 1) Z(m (w’)m_j/\(i(35<poo)j
Ao = 2( 1) 2]-2:;(1) ) :

Noter que i00¢s,, qui est Cf’/;/ 2, apparait avec des puissances > 2 dans le membre de

droite. Ainsi, A,/peo € % Or Ao Eg’a/Q(w’) — Cg’a/2(w') est un isomorphisme ;
par unicité des solutions C? normalisées, on a donc ¢e, € B2/ 2(w’ ). On utilise alors la
proposition pour obtenir v, € ES°(w'), et donc to € S, 'unicité d’une telle solution

ne posant pas de probleme.

Le théoréme [A 1] est démontré.



Part 11

From ALE to ALF gravitational
instantons

Quatre chapitres






Prelude: ALE gravitational
instantons

E recall in this short chapter a few elementary facts about ALE gravitational instan-

tons, which will be needed further when dealing with ALF spaces. The discussion

is globally informal; the reader is referred to the references herein for more detailed state-
ments.

7.1 Basic material

Consider R* identified to C? by the standard canonical relation between coordinates, that
is:

z1 =x1 + 129, 29 = T3 + 124.

One shall denote the associated complex structure by I; we also denote respectively by I
and I3 the complex structures associated to the complex coordinates x1 4+ ix3 and x4 + 122
on the one hand, and x; + iz4 and z9 + ix3 on the other hand. This way, one has the
quaternionic relations I1Io = —I> 11 = I3, etc.

Let us take Iy, the usual complex structure, as our favorite complex structure, mean-
ing that without further precisions, we refer implicitly to this complex structure (when
speaking about hermitian tensors, holomorphic functions, and so on).

We define a family of finite subgroups of SU(2) acting on R?*, the binary dihedral
groups:

Definition 7.1 (Binary dihedral groups.). Fork > 2, let (j, act on R* ~ C? via (i (21, 22) =
(6%21,6_%22), and T via 7(21, 22) = (22, —21). We call the group (i, T) the binary dihe-
dral group of order 4k, and denote it by Dy.

Remark 7.1. We are focusing in what follows on the finite groups of this definition. In
order to avoid confusion though, let us note that to these finite groups correspond some Lie
groups and root systems. Notice the following shift: to the finite group Dy corresponds the
Lie groups "of type Dypio". This being fived, when using the notation Dy, we will always
refer to the finite group; one can thus forget about the Lie groups alluded here.

If T is one of the groups above, then the standard euclidean metric e on C? is clearly in-
variant under the action of I' which acts freely outside of 0, hence descends to (R*\{0})/T.
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For the same reason, I; (but also I and I3) and 7 make sense on (R*\{0})/I'; throughout
this part we denote the projection R* — R*/T by 7.
Let us fix £ > 2. Notice that the three polynomials

2

1 1
(236 2y — 226 H12), v = i(z%k +22%), w =222

u = 5 Zl
are invariant under the action of Dy, and verify the relation: u?+v2w+w*+1 = 0. Actually,

one may also check that C[zy, 29]P% = C[u, v, w], and moreover that
Xp, = {(u,v,w) € C*|u? + v*w + w1 = 0} ~ C?/Dy,
as complex orbifolds.

Now, ALE gravitational instantons can be defined as follows:

Definition 7.2. We say that (X,g,IlX,IQX,Ig() is an Asymptotically Locally Fuclidean
gravitational instanton, or ALE gravitational instanton for short, if it is a hyperkdhler
complete manifold of real dimension 4, of mazximal volume growth, and with square inte-
grable Riemannian curvature.

We mean by hyperkdhler the following:
e the I JX are complex structures, and verify the quaternionic relation I5¥ I I?f( =—1;
e the metric g is Kéhler with respect to each of these complex structures.

Notice that the Ricci-flatness of ALE instantons follows at once from the hyperkéhler
assumption; indeed, taking I;X as a favourite complex structure, it turns out that Oy =
g(I155, ) —i—ig(IgX', 1) is a holomorphic symplectic (2,0)-form. Since Q4 := vol? = i@g A By,
the vanishing of Ric? follows at once.

From the works [BKN89| and [Kro89b|, those spaces are completely classified — let
us mention quickly a recent addition to this classification : if one drops the hyperkahler
assumption (keeping the Ricci-flatness and the ALE geometry), one has to add quotients
of certain spaces from Kronheimer’s list [Suv12]. We will not give here this classification,
but instead underline some of its consequences.

To an ALE gravitational instanton (X, g) is attached a finite subgroup I' of SU(2);
then:

e X\K is diffeomorphic to (R*\B)/T, where K is some compact subset of X, B is a
ball of R* centered at the origin;

e let g be the pull-back of the metric to (R*\B); then Vi(e — g) = O(r~*7) for all
£ > 0, provided that the diffeomorphism above is well-chosen ;

e choose three complex structures I ]X on X such that the data (g, I ]X ) is a hyperkéhler
structure on X; then up to the action of SO(3) on the IJX, one has V5(1; — IJX) =

O(r=*=*) for all £ > 0. Here the underlining indicates the pulling-back to @ for
the same diffeomorphism as that of the previous point.

Example 7.2 (Eguchi-Hanson metric). The Equchi-Hanson metric on the minimal resolu-
tion (for the complex structure I) T*PL of C*/Zs is a standard example. If one identifies
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(C*\{0})/Zy and T*PE\PL, then the (pulled-back) metric can be written as e + g1 + €,
with :
2 ()2
" :W(dm% + dad — daf - dad) +
2(171.%'4 — 1'2-%'3)
s

2($1$3 + :L“Q.T4)

6 (da:l . d.ng + d.CUQ . d(l)4)

(d.%’l . dx4 — dl’g . dl‘3),

wherea-f=a®f+3@a, and
[(Ve)fe|, = 0@ forall > 0.

Here our identification plays the role of the diffeomorphism; the diffeomorphism is thus
holomorphic for Iy and I in this situation. However, one can only choose Is* and I so
that the diffeomorphism is asymptotically holomorphic for the pairs (I, I3*) and (I3, I5Y),
in the sense given above. Notice also that tr®(g1) = 0, so that actually det®(e + g1 +¢) =
1+ 0(r™9).

7.2 Minimal resolutions

Sketchy picture of McKay correspondence. Let us restrict for now to the case where I' is a
binary dihedral subgroup of SU(2) (though most of the following also applies to other finite
subgroups of SU(2), namely the cyclic, and binary tetrahedral, octahedral and icosahedral
ones).

Fix k > 3, and consider the orbifold Xp, ~ C? /Dy.. From Hironaka’s resolution of
singularities Theorem (cf. [Joy00, Th. 4.9.4]), it is known that the quotient singularity of
Xp, at 0 can be solved smoothly through successive blow-ups at that point. We are more
interested in the so-called minimal resolution )f(;k of Xp,.

This resolution is the unique one such that if one denotes by bl : )?DJ,C — Xp, the blow-
up map, then K Xo = bl*(K XDk) (so that the discrepancy is zero, hence the alternate

name crepant resolution). The exceptional divisor of the blow-up can be described as
follows: it consists in (k4 2) rational curves in Xp, , each of which corresponds to a vertex
of the Dynkin diagram Dy o (in the sense of Lie groups); two of these curves intersect
(at one point, transversely) iff the corresponding vertices are linked by an edge in the
diagram. They moreover give a basis for the homology group Ho (ng,z)- For example,
if one takes k = 2, then the diagram is

which means that X;k contains four rational curves as above, three of them intersecting
with the "central" fourth.

The links between the Kleinian singularities C? /Dy, (and more generally C?/T" with T
a finite subgroup of SU(2)) and the Dynkin diagrams, are explained in a theory called
McKay correspondence, see [McK80)].
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Volume forms. Now, general D, ALE instantons are smooth deformations of )/(\D/k; in
particular, they are not biholomorphic to this latter one. Likewise, the volume form of
such spaces can only be described with asymptotics similarly to that of Example (or
likely with a O(r~8) instead of the O(r~%) in the precise case of dihedral instantons).
On the other hand, on minimal resolutions X of C2/T' endowed with their ALE metric
g, one can assume that the volume form €, is the same as the volume form )¢ induced
by the euclidean metric on X (this holds independently of the dihedral character of T'),
and is thus well-known. This also tells us that the O(r~%) term in the volume form of
the Eguchi-Hanson metric presented in Example is only an artifact due to the non-
exhaustive expansion we give for the metric (nonetheless, this error term seems to be the
correct error term in the more general case of deformations).



Taub-NUT metric on C?

HE Taub-NUT metric on C2, introduced by S.W. Hawking [Haw77], turns out to be
T a general prototype for metrics of ALF gravitational instantons, which are roughly
speaking complete hyperkéhler 4-manifolds of cubic volume growth and whose Riemannian
curvature has faster than quadratic decay, see [Min07]; precisions on the terminology are
made below. To describe such a model, we solve an exercise in [LeB91], which is stated so
as to provide a potential for the Taub-NUT metric for the standard complex structure I
on C?.

We then compare the Taub-NUT and the euclidean metrics.

8.1 A potential for the Taub-NUT metric on C?

In [LeB91] C. LeBrun suggests the following exercise: let m be a positive parameter, and
u and v implicitly defined on C? by formulas:

m(u?—v?)

|z1] =€ u,

(8.1)

m(v2—u?)

|22 =€ v

(we do not make the dependence on m appearent here, since for now we see this parameter
as fixed; we shall only add m as an index if we need to emphasize this dependence). One
has:

Proposition 8.1 (LeBrun). The metric f associated to the form
L2, 2 4, .4
wp = Jdd (u” +v* 4+ m(u” +v%))

for the standard complex structure I, on C? is the Taub-NUT metric.

Recall briefly the following description for the Taub-NUT metric: it takes the form
V(dy? + dy3 + dy3) + V~'n?, where the y; are the coordinates of R?, V = 2m(1 + ;25)
where R? = y? +y3 +y3, 1 is a connection 1-form on a circle bundle over R3\{0} such that
dn = *p3dV’; a complex structure is moreover given for example by Vdy; — n, dys — dys,
the other two being given by cyclic permutation of the y;; see e.g. [LeB91] for details.

Remark 8.2. Notice that with the notations of Definition [7.1, u and v are invariant
under the action of (i, whereas that of T interchanges them. As a consequence, u? + v> +
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m(u* + v*) is invariant under Dy, and is smooth on (C?\{0})/Dy. It is also invariant
under the cyclic groups, but not anymore under the binary tetrahedral group — generated by

Ds and \}(j 567), with € = e™/* — the binary octahedral group — generated by the binary

tetrahedral group and (0 07) — nor the binary icosahedral group — generated by (76’3 7?72)
772_773 (TI+077 7(171”4))’ with n = e2im/5

As LeBrun leaves the proof to his reader, we shall give our own one here, relying on
a sequence of basic lemmas. Before this, we shall mention that LeBrun’s potential can
be obtained by hyperkéhler quotient considerations; we chose to give an elementary proof
though since it exhibits several objects we shall need further.

and

Lemma 8.3. The metric £ is Ricci-flat; more precisely, w? = 2Qe, where we recall that
Qe is the standard volume form Zdzl/\damdz%%

Proof. We start by the computation of we, which goes through that of 2 az , 8z , 7 =1,2.
One has:

Ou 1+ 2mv? u Ou muv?
0z1 (2z1)(1+2m(u® +v2)) " O0z2  za(1+2m(u2 +02))’ (8.2)
v mu?v v 1+ 2mu? y '
Oz1 21 (14 2m(u? +v?))’ Oz (229)(1 4 2m(u? + v2))
Indeed, differentiating the relation |2z1| = e™®*~v*)y with 6%1, it follows that
1|z 5 Ou ov ou 2_,2
flliad R M2 o —— Y m(ut—v®)
2 21 {m< v 82:1 uv82’1) + 821]6 ’

hence, writing em(u?—v%) — %, u =2z [(14 2mu )% 2muv8 |. Similarly, applying

8%1 to the relation |zo| = e =)y one gets 0 = (1 + 2mo? )az 2muv8z , that is
v _ 2muwv

Substituting in the previous equality, one has

0z1 — 1+2mo? 821
ou 1+ 2mo?

021 (221)(1 + 2m(u? + 02))%

and then 597”1 = ﬂﬂ#&ﬂ)) The other two equalities are obtained by symmetry.
Set now ¢ = I (u® 4+ v? + m(u + v*)) (we will keep this notation throughout next

chapters). Accordmg to formulas ,

0y ou o (1+2mov?)u?
2— =u(14+2 142 =
821 ( +amu )621 ( +amu )6 21 221
and al = 7(1+2§Z: )UZ, ie.
dp (14 2mv*)u? d op (14 2mu?)v?
= an —_ =
0z1 477 073 473
by conjugation. Apply again ai and z7- to those equahtles as well as the relation
uv = |z122| and the formulas (8.2)), it follows setting R = 1 (u?+ v?):
=ddyp
2 2
u”(1 4 2mo?) 2\ - _ _ 1 . _
= dzy Nd 14+ ———)idza AN d
<2|21|2(1+4mR) +mlz| )Z AL dA +mzzzl( * 1+4mR)Z 2 A4

v2(1 + 2mu?)
2|z2]?(1 + 4mR)

+ szZQ(l + 1dz1 A\ dzs + ( + m\z1|2)idz:2 A dz3.

1
1 +4mR>
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The conclusion follows from direct computation of wZ, using uv = |z122| once more. O

Let S' = R/27Z act on C? by « - (21, 22) = (€'®21,e "25). The infinitesimal action is
given by the vector field
. 0 0 0 0
£ = z(zla—Zl + 228772 — 2287,22 — 218771)'
By invariance of w and v under this circle action, it is clear that £ - u =¢6-v=&-¢9 =0,
and similarly that Lewe = 0. Let us furthermore consider the (2,0)-form © := dz; A dzo,
which is symplectic and holomorphic, so that © A © = 4Q, = Qw% One moreover has
L:O = 0.

We look for a complex hamiltonian H for the S'-action, relatively to the symplectic
structure given by ©. Now one has 1,0 = i(z1dzy + 22d21) = d(iz122), which prompts us
to set yo := JIm(z122) and y3 := —MRe(z122), i.e. H = ya + iys.

In the same way, one has L¢d°p = 0, and the right-hand-side member also equals, by
Cartan’s formula, tedd®p + d(1edp), hence: tews = —d(dp(€)), which encourages us to
set y1 = dp(&) this time. All computations done, we state:

Lemma 8.4. One has y1 = 3(u? — v?), and thus R indeed equals (y? + y3 + y2)/2.
Proof. According to the proof of Lemma (8.3]),

@z _ %) +i(1+ 2mu2)v2(@ — @>,

d°p = i(1 + 2mv*)u?
=il + 2mvS)u (271 271 % 229

hence the result from formula ({8.1J).

To get the equality y? + y3 + y3 = %(UZ +v%)2, it is enough to notice that y3 + 3

ly2 + iys|? = |z120]? = w0 O

Finally, let us set V = |¢[; 2.

Lemma 8.5. One has |§|% = 1&%, and hence V = 2m(1 + ﬁ)'

Proof. As I is the standard complex structure of C?, I;§ = —z; % —71% +72% —1—228%2.
The easy but tedious calculation of |£|7 = we(&, [1€) then follows. However, noticing that

idz1 A dzi(€, 11€) = 2|1, idz1 A dz3(€, 11€) = —22173,
idze A dzi(€, [1€) = —22977, idze A dZ3(€, [1€) = 2|22]%;
makes the computation of Z?7k:1(Wf)jkide A dzg (&, [1§) easier. O

In order to get the Taub-NUT metric back under its classical form, we need finally a 1-
form 7, which would be a connection 1-form for the circle fibration @ : C?\{0} — R3\{0},
(21, 22) — (y1,y2,y3). The natural candidate is given by

n = Viidy.

Lemma 8.6. On C?\{z120 = 0}, one has

' dzi d dzz d
1= el (2 22) - (2 - 22)]

and n(&) = 1 outside of 0.
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Proof. By definition, n = Vdy; = iV (2u(du — 0u) — 2v(dv — v)). We then apply
formula (8.2) which gives the first order derivatives of u and v, which can be rewritten
(with the introduced notations) :

ou 1+ 2mu? ou muv? ov mu2v ov 1+ 2mu?

Ve =———r — =57 Vai—=5—75 Va-=
621 421R b 822 2Z2R ’ azl 221R ’ 022 422R

v,

14+2muv muv

hence (for instance), the component of 7 in the direction of dzy is —iu 1o R u+iv R =
4’;“2}2, and similarly for the other three components. A straightforward computation
1

suffices to see that n(¢§) = 1. O

We shall now recover the Taub-NUT metric under a more familiar shape:

Lemma 8.7. Outside of 0, wg = dx1 An+ Vdzs Adxs, and thus £ =V (dy} +dy3 + dy3) +
V—in2,

Proof. This is rather clear that the family formed by dys and dys is linearly independent
away from 0 € C?, and that those forms vanish against £ because yo and y3 are invariant
under the action of S'. We see that they vanish as well against I1£, because for instance
Iidys = dys. Since dy; vanishes against ¢ (y; is S'-invariant) but not against I¢ since
Idy; = V5, and since 1 vanishes I1¢ but not against &, we deduce that {dyi, dys, dys,n}
is linearly independent away from 0.

Consequently, on C2\{0}, one has at any point:

we = adyy A1+ Bdyz A+ ydys A+ 0dyr A dyz + edyr A dys + Cdyz A dys,
for some «, ..., (depending on the point). Now ady; + Bdys +vdys = —tew1 = dyy, thus

a=1and =+ =0, and since wy is of type (1,1), one also has § = = 0.
It remains to determine the coefficient (; we easily see that

o 0 10y 12 . Vul , u?
dy A (==, L) = 25 | 2L = -
(A rn) (5 5) =2V 5 AP+ 4mR)? AR P(1 + 4mR)’
whereas
w (i i) =3 u2(1 + 2777/[)2) 4 zm]z ‘2
oz 07/ ~ 221 2(1 + 4mR) 2
hence (wg — dyi A7) (‘%, %) = (ﬁ + m)i|z2|?. Now since dys A dys = %85(|2122\2),
dys A dy3(8iz1’ %) = ]29/?, thus ¢ = % =V, and the lemma is proved. O

One easily checks that n is a connection 1-form away from 0 for the fibration given

by w; it is S'-invariant (since R, u, v, dz%, etc. are so), and at any point p # 0 € C?,

since {1, dy1, dys, dys} is a basis of T C? and @ = (y1,y2,y3), we necessarily have T),C? =
kern + ker T'rw.
Finally, the differential of 1 has the expected shape:

Lemma 8.8. The differential of n is given on C*\{0} by:

dn = xpadV.
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Proof. Our 1-form 7 is S'-invariant and () is constant; by Cartan’s formula, 0 = L¢n =
tedn~+d(Len) = tedn, i.e.: the components of dn in direction of the dy; An vanish. Moreover
dws = 0 thus according to the latter Proposition, dn = g—;/ldyg Adys + aodys Ady + asdy A
dyo. For the computation of as and a3, we do not have such a direct method. However,
in order to simplify an explicit computation of drn, we can observe the following:

_ & c 2\ _@ c 2
an=(1+ 5 )dlog (|21") — (1 - ) d°log (|z2),
by noticing simply that u> = R + 4, and v?> = R — y.

Since log(|z1|?) and log(|22|?) are pluriharmonic outside of {z; = 0} and {2z = 0}, we
thus have dn = 1d(%) A d°log(|z122|%) = 1d(%) A dlog(y3 + y3). Now

d(g) = i((y% + y3)dy1 — y1yadys — ylysdyz)

R R3
and
d°log(ys +y3) = Lidlog(ys +y3) = w
Y2+ y3
hence, after computations dn = —Wdyz Ndys — 5 R3 dys Ndyr — 5 R3 dyy Ndys = 8y V. dys A

dys + ayV dys A dyr + 2 dy1 A dys.
The lemma is proved at least outside of {z;22 = 0}, and there is no problem in
extending the formula to C*\{0} by continuity. O

8.2 Comparison of the Euclidean and the Taub-NUT met-
rics

8.2.1 Mutual control

Euclidean and Taub-NUT geometries on C? are radically different, in the sense that
e and f are far from being globally mutually bounded. Indeed, euclidean balls volume
grows proportionally to r%, whereas after noticing that the function R plays the role of
the distance to 0 on (C?, f), we see that the volume of a big ball of radius R of (C?,f) is
essentially proportional to R3.

Another example of the geometric gap is given by the length of the circles of the
Sl-action we used to check that f was the Taub-NUT metric; a circle passing through
some = € C2\{0} has length 277(z) when measured by e, and length 27V (z)~'/? when
measured by f; this length tends to m1/2/m when R(z) goes co — which gives us a geometric
interpretation of the parameter m. We can nonetheless still compare the two metrics as
follows:

Proposition 8.9. There exists some constant C' > 0 such that on C? minus its unit ball,
Clr2e < f < Crle.

Proof. Since f = V(dy? + dy3 + dy3) + %7}2, with n = I1Vdy; and dys = [1dys, we
shall first evaluate |dyile and |dysle. The latter one is immediate, from the identity
dys = %(ZleQ + z9dz1 — Z1dZ3 — Zadz1), which provides |dy2|le = cr. Now, we rearrange
formulas to write

1

ST g (€ (e + ) = € (2 o+ 22))

dy1 =
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This provides ‘dyﬂ% = m(’zlpeigmyl + |ZQ’2€8my1)- But |Zl‘2674my1 — u2 and
m(e—Mnylu? + e4mylv2) — Q_JW(RCOSh(ZImyl) _
y1sinh(4my;)). Now Rcosh(4my;) — yisinh(4my;) < Rcosh(4dmy;) + y1 sinh(dmy;) is
obvious, and rearranging formulas (8.1]) gives also

|zo|2et™t = 2 so |dy1 |2 =

2(R cosh(4my;) + y1 sinh(dmyy)) = r?, (8.3)

so finally |dy;|? < c%. Those estimates give us the bound f < Cr2e.

On the other hand, at any point p, one can choose two 1-forms e; and ey so that
(e1,Ie1, eq, Ies) is a basis of Tp(C2, and that

e=cl+ (Ie1)? +ed+ (Iiex)? and f =\ + (Te1)?) + p(ed + (Te2)?),

A, > 0. Since A\ = det®(f) = 1, one has min(\, ) = max(\, z)~! in an obvious way.

This allows us to convert the bound f < Cr2e into a bound e < Cr2f. O

Remark 8.10. One can notice that with R fized, the function y +— Rcosh(4dmy) +
ysinh(4my) is convexr and even on [—R, R|, so that its minimum is R, and its mazimum
is Re*™f Consequently, we get from formula (8.3)) the inequality on C2:

2R < r? < 2Re'™E, (8.4)

which implies, among others, that R is proper on C2. This latter inequality is sharp, in
the sense that 2R = r% on {y; = 0} = {|z1| = |22|}, and 2Re*™F =12 on {y; = +R} =
{21,22 = 0}.

8.2.2 Expressing euclidean objects in Taub-NUT vocabulary

We give here some extra entries of the dictionary between the euclidean and the Taub-
NUT settings on C?. More precisely, we give in Lemma a vector field ¢ helping to
complete the dual frame of (V*1/277, VY 2dy,, V1 2dys, V1/2dy3) for f. Then in Lemma
we express the canonical frames of 1-forms and vector fields of e, i.e. the dr; and
the a%j, in terms of those of f.

The essential point in those expressions lies in their computational consequences; in-
deed, they allow to compute objects like Vfda;j, and estimate quantities like |Vfdxj ] ¢ Such
estimates will be needed in next part, when constructing rough models of non-euclidean
Ricci-flat Kéhler metrics on the ALE spaces X alluded to in Chapter [7}

In paragraph we used the vector field ¢ on C2, which verified n(¢) = 1, dy;(¢) = 0,
j=1,2,3, and dyi([1§) = —%, n(11€) = dy2(11€) = dys(11€) = 0. We shall complete our
dual frame with the help of another vector field:

Lemma 8.11. Define on C*\{0} the vector field

Then dya(¢) = 1 whereas n(¢) = dy1(¢) = dy3(¢) = 0, and dys(I1) = 1 whereas n(I1() =
dy1(11¢) = dy2(11¢) = 0. Moreover, [£,(] = 0.

Proof. We only need to check the first list of equalities, since dys = I1dys and n = 1V dy;.

Let us start with dy2(¢) = 1. Since dy, = %(ZleQ + zodz1 — Z1dZ3 — Z2dZ1), we get

1
7(e4my1 |22’2 + e—4my1 |Zl|2)-

dy2(C) = R
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But e?™1]29]% = v?, e 11 (2|2 = w2, and R = L (u® + v?), hence dy2(¢) = 1.

To check that dys(¢) = 0, use that dyz = —%(zleQ + zodz + Z1dZ3 + Z2dZ7); this
readily gives dys3(¢) = 0. Now for the equality dy;(¢) = 0, we use formula to write
dy(¢) = m(zlzg — 7123 — 2122 + Z122) = 0. The equality n(¢{) = 0 follows in the
same way, using the formula for n of Lemma

To see that [¢,¢] = 0, write [¢,¢] = ZLef€ . ¢l,_, and recall that e (21,22) =
(e“zl,e*”zg). Since y1, R, as well as 56%1’ 22%, 718%2 and zl% are clearly invari-
ant under this action, we get the result. O

Lemma 8.12. One has the following formulas for 1-forms:

64my1

dry = Vaxidyy — xom + R (x4dy2 - w3dy3),
dmy:

dxe = Vaody: + z1n + R (z3dy2 + w4dys),
e~ 4dmy1

drz = —Vasdy, + x4m + R (zodys — x1dy3),
6_4my1

dxy = —Vrxydyy — x3n + oR ($1dy2 + ﬂigdy:});

and for vector fields:

o e—4my1
Txl = — ¥ (x2€ + x111E) + (x4C — 2311(),
0 e~ 4my1
87372 — 5R (J,‘]_g — Izllg) + (1534 + 134.[1C)7
o edmy1
92 =g (x4€ + 231§) + (22¢ — 2111C),
0 etmu1
e = o (=236 + 24 116) + (21¢ + 2211C).
Proof. We shall only see how those formulas arise for dz; and 4 -. Indeed, one can find the

other identities using that dzo = I1dx1, dxs = 7"dx1, dxy = Ildxg, etc., on the euclidean

side, and 7*y; = —y;, 7' = —n, 77 = =, 7"( = —d(, etc., on the Taub—NUT side.
Write dz; = ady;+6n+vydys+0dys. According to the duality between (§, =V 11§, ¢, I1()

and (n, dy1, dya, dys), dwl(f) = f, dr1(11§) = =3, dr1(¢) = v and dx1([1¢) = §. On the

other hand, dzi(§) = 5 (2:1 - 2'1) = —x9, dr1([1§) = _l(zl +71) = —x1, dzi(C) =
2@1R( Iyl — ;) +0) = 2R x4 and dzy (1) = 5 (e*™v LWz +73) +0) = _64;;1 x3,
hence the result.

Similarly, write % = of + BLE + ¢ + 01(. Then a = 77(%) = —6_4my12%,

0
g: —del(a%l) = —e i g = dyg(azl) = x4 and § = dyg(ai) = —x3, as wanted.

Remark 8.13. With the previous formulas, it is easy to observe that
dxy Ndzs 4+ dxy A dre = dys A+ Vdys A dyr

and
dxy Ndxy 4 dxo N drs = dys An+ Vdyr A dys.
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The reason for these identities is the following: one can check that the almost complex
structures Jo and J3 defined by

{ JoVdys =, { J3Vdys =,

an
Jodys = dyz, J3dy1 = dys,

are genuine complex structures (this follows from the harmonicity of w.V ), and setting

Ji = I, that we recover with (J;) the usual hyperkdhler structure for the Taub-NUT

metric. Since now © has constant norm, hence is parallel, for £, we get moreover that

f(Ja:,-) = Re(O) and £(J3-,-) = Im(O). But we already know that © = e(ls-,-)+ie(Is, ).
Notice moreover that when m =0, Jo = Iy and J3 = I3.

8.2.3 Derivatives
Consider the orthonormal frame (e;);—o,... 3 of vector fields given by
(e, €1, e2,e3) = (VV/2¢, V2 L€, v12¢ V121

away from 0. In the following, we will have to estimate the Vgi ej. The following lemma
will make the computations easier:

Lemma 8.14. One has [eg, e;] = eg fori=1,2,3, and

4R3v3/2
1
lei, ej] = W(%@j — yjei + 2yreo)
for any triple (i,j,k) € T ={(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}. As a consequence,
1
f * * *
Vieg = VTl Z ei @ (yr€j — yjer — Yieo)
(4,4,k)ET

with (667 GT, 637 63) = (V_1/2777 Vl/Qdyla V1/2d:‘/2) V1/2dy3) .

Remark 8.15. Since eg = Jier = Joeo = Jzesz and the (J;) are parallel, an immediate
induction shows that (VH)te; = O(R=(H0) for every i € {0,1,2,3} and £ > 1. One
easily recovers from these estimates that (VE)!Rmf = O(R™ (3H)), which is one of the
explanation for the terminology "Asymptotically Locally Flat" for f.

Proof of Lemma Once the statement on the Lie brackets is proved, the formula for
Ve follows from Koszul formula for the Levi-Civita connection V¥ and the orthonormal-
ity of the frame (e;). Moreover, because of the symmetric roles of e1, es, e3, we shall only
see how to compute [eg, e1] and [e, ea].

e [ep,e1]: this bracket is rather easy to compute. Recall that eg = v/ 26, e =
—V1/211¢, and € is holomorphic for Iy, so that [¢,1;€] = 0. Moreover since V is
invariant under the S'-action « - (21,22) = (€21, "29), £ -V =0 and (I§) -V =
—V—l%. On the other hand,

leo, e1] = — [VI/26, V2L gl = —VV2(e - VYA LE+ V(L€ - VI - VI, L€

:_}V—lalg since £V =0 and [§,1§]=0
2 o

__ 1 VoR,
_2V3/2 8R8y1 0

v __ 1

Y1
hence the result, as 9E = &

L+ and 2 By1 =
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e [e1,e9]: this bracket is more delicate than the previous one. We start with

le1,ea) = —[VY20LE, VTV = —VY2(1€) - VT2 + VYR VYA LE - [LE, (.

We already know (I1§) -V, and similarly, ¢ -V = g—;. We are thus left with the
computation of [[1§,(] = L¢¢ = %|t:0(eth£)*g‘. But eﬂlg(zl,zz) = (6_t217€t22);
moreover, Ly ey1 = dy1(1€) = —V !, and consequently L5 ¢R = —#5. From the
explicit formula (8.11f), a direct computation yields

|21 9 0 |20|? 0 0

Loel = Tman s om0~ Pon) A anE) M om o)

using formulas ., formulas from Lemma and the identities yo = %(2122 —
Z1%22), Y3 = (2’12’2 + Z1%3), this provides:

LpeC =~ (y3€ + yal1§).

1
2R3V
We can finally conclude that:

L1 Ly
= — vy I
erel =gV gt gy Tam)he T 2R3V(y3§ Tu2h6)
1
(y2e1 — y1e2 + 2ys3ep). O

T ARPV3/2






Application to D;. ALE spaces
(minimal resolutions)

S the Taub-NUT metrics of the previous chapter are Dy-invariant, and since we have a

biholomorphism between C?/D;, and its minimal resolution X near infinity, a natural

idea is to push-forward the potential of the Taub-NUT metric to X, compute the resulting

(1,1)-form, and correct it into a global Ricci-flat Kéhler form on X. We detail this program

in the first section of this chapter; the following four sections are devoted to analytic
considerations involved by the program.

Before starting though, let us recall previous constructions by Cherkis-Kapustin [CK98)]
and Cherkis-Hitchin [CHO5|, of families of dihedral ALF gravitational instantons. Nonethe-
less, despite their generality (they deal with general deformations of dihedral kleinian sin-
gularities), these abstract constructions are not much explicit; we thus believe our analytic
and more direct method might help to give a more concrete idea of such spaces.

9.1 Description of the program

In order to construct ALF metrics on ALE gravitational instantons of dihedral type, the
study of the Taub-NUT metric on C? suggests the following program; here the positive
parameter m is fixed:

1. push the Taub-NUT metric f forward to a neighbourhood of infinity of X; if one
assumes moreover that X is the minimal resolution of C2 /Dy, one can identify I
and I{, and then the pushed-forward metric is still Kihler where defined, and one
can take for it the push-forward of ¢ as a potential.

2. glue this metric at infinity with the ALE metric to get a Kéhler metric on the whole
X (still with respect to I3¥), with moreover a small Ricci form at infinity.

3. correct the Ricci form on X to get a Ricci-flat metric with ALF type asymptotics,
and conclude by saying it is hyperkéahler.

In a nutshell, if (X, g) denotes an ALE gravitational instanton as above, with volume
form €, and giving back its freedom to m € (0,+00), the result we get following this
program is:

Theorem 9.1. There exists a one-parameter hyperkdhler metric grpm on X, with volume
form g, which are Kdihler for IX, indexed by a "mass" parameter m € (0,+o00). When m
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is fived, (grFm—fm) and vin (grFm —Fm) are O(R™279) for any § € (0,1). If one denotes
by wrEm the Kdihler form gRF’m(IIX-, -), then WrFm and wy are in the same cohomology
class.

In this statement, f,,, is a smooth extension of the pull-back of .f, with f computed
with m, via the I{*-holomorphic identification between infinities of C?/Dy and X; R is
defined likewise.

Let us come back to the program itself; as suggested, we run it once m is fixed, so omit
this parameter if not needed. Point 1. is rather clear, and does not need further detailed
explanations. The gluing (point 2.) will be performed in next section. The correction
of the Ricci-form (point 3.), which requires several steps of extra analytic work, is finally
dealt with in sections [0.3] 9.4 and [0.5]

Nonetheless, we shall explain first why we restrict ourselves to minimal resolutions
from point 1, and do not deal with the general case of deformations. Assuming we are
in this general situation, call 7 the projection C?> — C?/Dj, and ® an asymptotically tri-
holomorphic diffeomorphism identifying C2/Dy and X outside of compact subsets. We
thus have three complex structures I JX , verifying the quaternionic relations, such that

Ve(lj = (w0 @) I)|, = O(™*7"),

and this is sharp in general. In order to make a rough prototype of a Ricci-flat Kéahler
metric near infinity on X, one would like to take

(I dg) (-, 17 ),

where the ¢ stands for (7o ®),¢.

Call 1f the difference I —(wo®)*I;X; we can think that for instance the estimate |15 |o =
O(r~*) is rather nice. On the other hand, the error term between f and dI;d(m o ®)*p
can interpreted on C? as

(dey dep) (-, 1) + (dIid) (-, 07 ) + (dig dep) (-, 7).

Now, the potential ¢, which we rewrite as p = %(R—{—m(R2 + %)), is thus O(R?), and
easily |dpls = O(R), |Vidpls = O(1). But because of the rather loose mutual control we
have between e and f (Proposition , the estimate on (5 converts into [¢5X|¢ = O(r=2)
from inequality (84). We hence have |1 de|, = O(r~2R), which is O(1). What is to be
estimated is however |Vf(L{(d(,D)|f, which is controlled by |L{(|f|Vfd<p’f + |d<p|f]VfL{(]f.

But the best we can do so far is: \L{(]f|vfd<p|f = O(r=2?) = O(R™!), which may be
good enough to go on, if there was not the bad estimate

V| = O(R™) (9.1)

giving \dcp\f]VfL{(]f = O(1). This schematic estimation says that (diydg)(-, 1-) is an
error term with the same size as f; there is no reason that the other error terms would
compensate it, since

‘(dIld90)<'7L{<'>’f = ’f(Il'v ["IX')’f S ‘Lf’f - O(R_1)7
and
|(deidep) (-, 13| S |dei deple|ei[e = O(RTH).

One could think though that we should get an R~! from the differentiation in (9.1]);
computations like those we make below (see e.g. the proof of Proposition however
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show that this hope is not justified, and that the regularity we have on objects like ¢5* for
e does not propagate for such objects when considered via f.

These heuristic estimates are a bit rough; nonetheless, even a precise computation of
the objects in play does not enable us to make them better. A way to bypass this difficulty
may lie in the choice of the potential.

9.2 Gluing the Kahler metrics

In this section, we work both on X and on C? for convenience. Since we fix the binary
dihedral group Dy we work with, we fix the notation I' = Dy, for the rest of the article.
To simplify the notations, we will not write the pull-backs explicitly when there is no risk
of confusion.

We recall that if (X, g) is a minimal resolution of C2/T for the pair (I, I{); one can
then take Q, = Qe (see section [7.2)).

In order to make a global Kéhler metric with f pushed-forward to X minus a compact
subset, we shall work with Kéhler forms and more precisely with potentials, and use the
already global w, = g(Ii*-,-). We will also need a cut-off smooth non-decreasing function,

X say, such that
0 if t<0,
t) = N 9.2
x) {1 it > 1. ©-2)

We need a smooth nondecreasing convex function as well. We will denote by x: R — R
such a function, with the behaviour:

0 if t<0,
/{(t):{ sot=

t if t>1

(and as a consequence, one can choose y = K’).
Moreover, we denote by ¢p a smooth function on X such that

ap = wg — ddpg = O(r~®) and ‘(Vg)g(wg — ddcnpo)\g = 0(75876)

for all £ > 1, where 7 is a smooth positive function on X extending the push-forward of
the usual 7 of C2. In particular, ddpg > 0 in the sense of I{* (1,1)-forms near infinity.
Such a ¢g can be chosen so that ’(Vg)ggpolg = O(r*=*) for all £ > 0.

Remark 9.2. Here one could have taken @o so that the equality wy, = dd°pg ezactly
holds outside of a compact subset of X ; this would have allowed us to avoid the analytic
machinery we use in the following two sections. We decided however to leave the error
term «g, somehow artificially, because such a perturbation would have to be dealt with if
performing our program in the case when X is a deformation of C?/T'; we think indeed that
the analytic considerations developed here would transpose nicely to that case, in order to
get then a result generalizing Theorem[9.1] to any Dy, ALE instanton, once a better potential
to start with is found.

Recall that ¢ is the Taub-NUT potential with fixed mass parameter m. We state:

Proposition 9.3. Take K > 0 so that the identification ® between infinities of C2/Dy
and X is defined on ¢ > K. Consider ro > 1, 5 € (0,1] and set

O, =Ko (= K) = x((r — o)) o,
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where
$o = Xx(r —10)%o0

Then if the parameters K and ro (resp. () are chosen big enough (resp. small enough),
the symmetric 2-tensor g,, associated to the (1,1)-form

W 1= wg + dd°®y,
is well-defined on the whole X, is a Kdhler metric, is ALF in the sense that
(V) (g — )|, = O(R™3)  for j=10,1,2,3
and its volume form Q,, verifies

(VO (Qm = Q)| = O(R™?)

for £ =0,1,2,3, where Qg is the volume form of the ALE metric g.

Proof. The proof splits into three steps, the first two corresponding to an analysis of each
of the two components of the potential ®,,. In the first step, we deal with the component
ko (¢ — K) and adjust K; roughly speaking, we add an ALF part to an ALE Kéhler
metric, and get a metric which is asymptotically a sum ALE+ALF. This is the easy part.
In the second step, we deal with x((r — ro)8 )@o; this corresponds to killing the ALE part
of the previous sum, in order to get an asymptotically ALF metric. Since we schematically
subtract a metric to another one, this operation, where ro and (3 are adjusted, needs to
be carried out carefully to guarantee that the result is still a metric; this is why this
second step is a bit more delicate than the first one. In the third step, we deal with the
asymptotics of g,, and of its volume form.

First step. Take K as in the statement. A direct computation yields:
dd°(ko (p— K)) = k"0 (p— K)dp ANd°p + £ o (¢ — K)ddp.

Now since & is convex, k" o (¢ — K)dp A d5 ¢ is always nonnegative in the sense of I; (or
) (1,1)-forms. Moreover, dd®p is nothing but wg, with wy = £(I{X-,-) where this makes
sense, so that finally, as soon as K is big enough, dd°(k o (¢ — K)) > 0 on the whole X,
and

dd(ko(p— K)) = wr

near infinity.
Consequently, wy + dd°(k o (¢ — K)) > w, on the whole X, and this (1,1)-form equals
wg + wr near infinity, namely on {¢ > K +1}. We fix K once for all.

Second step. Let us choose now rg so that {r > 7o} makes sense on X and is a subset
of {¢ > K}. One has, if setting &g := wy — dd°po, which equals ag defined in (9.2]) on
{r>ro+1}:

wy — ddS (x((r = 0)")@0) =x((r = r0)") a0 + (1 = x((r = r0)"))wy

— B ((r = r0)”) (r —r0)"'Ep
= BX" ((r = r0)P) (r —r0)*" %Y
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where

Ep =dpo A d°r + dr A dS o + Podd°r 4 (B — 1)(r — ro) " @odr A d°r
T =@odr AN d°r

We deal separately with the different summands:
e (1—x((r —70)?))w, is everywhere nonnegative;

e x((r —10)%)ap is O(r=) for g (or e), independently of 3, and is zero on {r < 7o},
so is bounded below by —%Wf on {r > ro} provided that r is fixed big enough; we
fix such an ry once for all;

e by construction, there exists some constant C' (depending on r¢, which is fixed, but
independent of 3), such that:

|Go| < C(r —10)?, |dc,50\g < C(r —rp), |ddc¢>0|g < C;

taking a bigger constant (still independent of 3) if necessary to take into account
the contributions of dr = O(1), dd°r = O(L), x'((r — r0)?) and so on, one thus has:

T

’ﬁx’((r — 7“0)6) (r— ro)ﬁ—lgﬁ + ﬂlel((r_m)ﬁ) (r — TO)QB_ZT’g
< C(B(r —r0)? + B*(r — r0)*)

on the annulus where the left-hand-side may not vanish identically, i.e. {rog < r <
ro + 1}. Now on this region, (r — r9)? < 1, so the latter bound becomes C(3 + (2).

Take ¢ > 0 small enough so that wg > fwg on {r > ro}, and choose  small enough

so that B4 82 < m. Then

BX' ((r = 10)°) (r = 10)" "5 + B2X" ((r = 10)") (r — 70)*" 7Y > —iwf

on {rop <r <rp+ 1}, and the left-hand-side member vanishes elsewhere.

Finally, on X\{r > ro}, wm = wy + dd°®,;, > wy; on the annulus {ro < r < ro+ 1},
W, > %Wf; on the neighbourhood of infinity {r > ro+ 1}, wp, > %Wf. In other words, wy,
is positive, hence Kéhler, on the whole X.

Third step. Near infinity, namely on {r > ro + 1}, wy, = dd¢ + ap = wr + ag. We are
thus left with proving that |(Vf)£a0|f = O(R™3) for £ € {0,...,3}.

The case ¢ = 0 does not require much work: write |agle < |gl¢|aoly (a0 is a (0,2)
tensor) and |g|¢ = O(r?), since g ~ e, so |ag|g = O(r~%), which is a O(R™3).

In order to evaluate Viay, let us work on C?\ B, where we can use coordinates adapted
to e, as well as global coordinates and a connection 1-from adapted to f. We still denote
the pull-back of o by ap. Let us write on C?\ B

ag = Z oajkd:nj A dxy
Jik

so that
Viag =Y daj, ® (dzj Adzy) + > apVi(dej A day). (9.3)
j7k j?k
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On the one hand, Veay = daj ® (dzj A dxy) is a O(r~?) for e, i.e. the daj; are so.
Since these are 1-forms, one gets that these are O(r—8) for f (we lose the 7~ we won by
differentiating ajx), and then that daji @ (dz; A dxy) is O(r~%), hence O(R™?), for f. On
the other hand, we have to estimate the Vfdxj; we state:

Lemma 9.4. For j € {1,...,4}, one has |Vidx;|¢ = O(r). More generally, for any ¢ > 2,
one has |(Vf)edxj|f =O(r).

We show these estimates after the end of the current proof.

For now, we conclude from these estimates and formula that |Viagls = O(r~°),
which is O(R~3), and we transpose this estimate to X near infinity. It is an easy induction
to prove that |(Vf)€oz0|f =O(R™3) for £ =2,3.

Let us deal finally with the volume form of w,,. One writes

Qo — Qg = (. — Q) + (2 — Qo) + (e — Q)

The asymptotics we proved on w,, — w¢, hence on g,, — f, provide ‘(Vf)g(Qm — Qg)|f =
O(R™3) for £ =0,...,3. Moreover, the central form Q¢ — Q, vanishes, and thanks to our
assumption that X is a minimal resolution of C?/T", so does Qe — Q. O

Proof of Lemma We shall only deal with the estimate of Vfdx, since it will be rather
clear from our computations that those of the (Vf)¢dx1, £ > 2, would be established in a
similar way. The estimates on the (Vf)édxj, j = 2,3,4, would furthermore be obtained
by symmetry.

From Lemma using the orthonormal frame (e;?) given by in Lemma one has

e4my1

dry = —zo V25 + V1 201et + (V1 2a4e5 — V1 Paged).

Thus
Amy1

2R
etmy £ r—1/2 £our—1/2
7 (x4 VI(V e5) — a3V (V e3))

Vide = — doy @ VY26 + VV2dzy @ ef + —— (V" 2dzy @ e — V1 2das @ ef)

—2oVE(VY2e8) + o, VE(V1/2e3) +
e4my1
2R

+d( ) @ (V720465 — VT 205e3).

(9.4)
One handles this formula in the following way (estimations are made w.r.t. f):

o dry,dre = O(r) so —dxy ® Vl/Qef‘) + VY242, ® e} = O(r);

° %dm = —%(dem + x3n) + w1dys + x2dys, so
Amy1 Amy1 1/2 2
e _ 2/€ 2 —1y. 2 _ 2my; v -1, 2\1/2
|72R d:n4|f—(V|zg| ( SR )+ VT2 ) =e (V74R2 + V7 u®)
:O(T)a
since e2myi — O(gi7z) from formula (8.4); similarly, ez%dxg = O(r). Hence
e4my1

ot (V71 2dzy @ €5 — V=Y2das ® e) = O(r), and thus the first line of the RHS of
(©.4) is a O(r) ;
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o VI(V12e8), VE(V/2e1), VE(V=1/2e3) and VI(V~1/2e5) = O(1/R?) from Lemma
8.14; z1, o = O(r), and 64;;1 x3, 764;;1 x4 = O(%), as (e?™V1)?|z)? = etmviy? =
O(r?). The second line of the RHS of (9.4) is a O(3z) ;

o d(eg;l ) = mR‘;%l{dR et™y1 | from which we deduce as above that d( 64277;/1 )R(V1 21405~

V—12z3¢e5) = O(%); the last line of the RHS of (9.4) is a O(%).

Collecting these estimates, we can conclude that |Vidz|s = O(r). O

9.3 Making the metric Ricci-flat near infinity

We shall see now that we can correct our metric g,, to a metric which is Ricci-flat in a
neighbourhood of infinity. Indeed, before making the metric Ricci-flat on the whole X,
which is the final aim of point 4. in the program sketched in paragraph [9.1], we need to
control our metric up to higher orders.

The price to pay to correct g, is a slight loss of accuracy in the asymptotics of the
metric for low orders, which may seem paradoxical since we want to improve regularity.
However, a way to obtain the regularity we need, which is local near infinity, once we have
a Ricci-flat metric outside a compact subset, is putting it in an adequate gauge, which
corresponds to looking at it with a better chart at infinity. This compensates the slight
loss alluded to above, and provides actually asymptotics at any order.

For now, we settle the problem of getting Ricci-flatness outside of a compact subset of
X; we perform the change of gauge in next section.

The first point uses a standard implicit function theorem; in order to apply it properly,
we have to introduce quickly weighted Holder spaces. Notice that thanks to the asymp-
totics of Proposition [9.3] and since f has a positive injectivity radius, so does the metric
gm produced in this proposition; denote this injectivity radius by inj, .

Definition 9.1 (Weighted Holder spaces.). Let (k,a) € N x [0,1), and § € R. For any
C% tensor u, define

u(@) — u(y)

[u]$(x) = sup ‘min(R(x)CFH;’ R(y)a+6) 0 )

yeX,
dg'm (xvy) <injgm

(9.5)

gm

where R is a positive smooth extension of R on X.
We define the weighted Holder space C’g’a as the space of C*< functions f such that

where the norms || - [|co are computed with gm. We endow this space with this || - || ;x.q
5
norm.

In the definition of []§ (formula (9.5)), the difference (u(z) — u(y)) is interpreted in a
usual way, i.e. bringing u(y) to z with the parallel transport along the minimizing geodesic
joining y to x.

Remark 9.5. Notice that in view of the asymptotics of w.,, one would have obtained the
same C’f’a if defined with (a smooth extension of) f, as long as k+a+d <3 (6 >0).

We recall that g is the original hyperkéhler ALE metric on X.
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Proposition 9.6. Take (a1,61) € (0, 1) such that oy + 01 < 1. Then there exists Ry =
Ro(aq,01) and a smooth function ¢ € C(; N 03 N C4 Y such that wy, 1= wy, + ddy is
positive and satisfies

2
wd) = Qg,

N | =

and is thus Ricci-flat, on {R > Ry + 1}.

Proof. Consider the cut-off function x of the previous section (see equations ), take
Ry > 1,set xpr, = X(R— Rp) on {R > Ry} and extend it by 0 elsewhere; this makes sense
provided Ry is large enough.

If we solve the problem

(Wi + dd)” = (1 — gy )w2, + 2X R,y (9.6)

with ) € C’g’al ﬁC'g’lall ﬂC4 ¥, where aq, 61 > 0 and aq 4+ 61 < 1, such that wy, +ddy > 0,
then we are done, since the smoothness of ¢, which is purely local, will follow at once
from local ellipticity arguments.

Now, we want to solve our problem with the implicit function theorem. Indeed,
the linearization of the Monge-Ampére operator

Cz’f”’ﬁ Cu+2

(wm + ddp)” —
w2,

P —

(k>0,8¢€(0,1), v > 0) is, up to the sign, the Laplacian operator Ay, of gn,. Moreover,
we know that g, is Cg+5ﬂ01+5ﬂ0§’a close to f, with a, § € (0,1), a+6 <1 and a > ay,
6 > 01. Let us quote the following lemmas:

Lemme 9.7. Take k € N, v € R such that k+v+ay < 3. The operator A, : Ck+2er
Cko1 s an isomorphism if v € (0,1), and surjective with kernel reduced to the constants
if v e (-2,0).

We postpone the proof of this lemma below.

. . . L 2,01 0,a1 2 ,a] 0,01
We get from this lemma isomorphisms Ay, : C3™' — Cyy , E3™, (z0) — C5 and

E3 Y (zo) — ;1’0‘1 where E; (z0) is the space of C, functlons vanishing at some fixed point
xo E X.

So the last ingredient we need to apply the implicit function theorem to our Monge-
Ampere operator is making the right-hand side member in arbitrarily close to w2, in
C’2 s> 01 s and C’(; norms. In other terms, we want the Cfélﬂ C’llféll and C(?l’al norms
of

w72n - ((1 - XRO)UJ’IQTL + QXROQQ) = 2XR0 (Qm - Qg)

to be arbitrarily small. Since (VI)*(Q,, — Q,) = O(R™3) and oy + ;1 < 1, an easy
interpolation provides this estimate for Ry big enough.

We can thus apply simultaneously the implicit function theorem for our Monge-Ampere
operator, and get 1)y € 02 " 1 € Yolzo) + Eg “(z0) C C’2 Y and o € Yo(zo) +
E(?ITQ( 0) C 06’ ', satisfying problem . Before we see that 1/10 = 11 = 19, we shall
check that the wy, are positive.

In any cases, wy;, = wy, + o(1), this o(1) being computed with wy,, so that wy, is

positive near infinity. Now, its volume form, which we can interpret as det“™ (wy, )ws,,
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never vanishes, and hence neither do its eigenvalues with respect to wy,. Thus the wy, are
indeed positive as I{* (1,1)-forms on the whole X.

To see that 1)1 = 1, let us set 112 = 1 — 1o, call gy, (resp. gy,) the metric associated
to wy, (resp. wy, ), and observe that

(wWyy + wyy) A ddSthra = (wy, + wyy) A (wy, — wy,) = w5, — wy, = 0.

On the other hand, wy, +wy, is a Kéhler form, namely that associated to gi2 := gy, + gy»,
so actually (wy, + wy,) A ddS 12 = —Ag,112 vol9'2. In other words, 112 is harmonic for
g12. But ¢12 = O(R?7?%), and g1 is close enough the Kéhler metric 2gy,, which is itself
close enough to 2g,, say, so that we know that 112 is constant. Since ¥12(xg) = 0, 112 = 0,
i.e. Y1 = 1p9. The identity 1y = /1 is deduced in the same way. O

Notice however that the last argument in the latter proof works thanks to the complex
dimension 2. As promised, we conclude this section with the proof of Lemma

Proof of Lemma The statement for A, : Ck+2e" — Cke' with v € (0,1) is done
in the appendix of [BM10]. Using the same techniques, and the facts that 0 is the first
critical weight, authorizing constants in the kernel, and —2 is the second critical weight,
we get the assertion on Ay : Cht2e’ _ Oka’ with v € (—2,0). The fact that the second
critical weight is —2, and not —1, is due to the action of Dy, which makes (C?/Dy,f),
hence (X, f), into a circle fibration over R3/+ at infinity. O

9.4 Improvement of the asymptotics

When one has a Ricci-flat metric, it is a somehow usual trick in Riemannian geometry
to put the metric in an adequate gauge, in order to improve the regularity we can state
on it. Roughly speaking, this process corresponds to look at the metric in a better chart,
in which the artifacts of its construction disappear, letting one use inductive ellipticity
arguments to reach the desired regularity.

We hence want to look at our metric gy, pulled-back by some diffeomorphism, or, which
is equivalent of our purpose, to look at its pull-back to C? pulled-back once more by a
diffeomorphism of C?; we work on this space instead of X for minor technical reasons.
Before explaining what will guide us for the choice of such a diffeomorphism, let us precise
the class we shall take it in.

9.4.1 The diffeomorphisms
We recall that the orthonormal frames (e;) and (e]) are given in paragraph

Definition 9.2. Let (k,a) € N* x (0,1), and let v > 0. We denote by Diff>* the class of
diffeomorphisms ¢ of C* such that:

e ¢ has reqularity (k,«);
e there erists a constant C such that for any v € C2, dg (v, ¢(x)) < C(1+ R(z))™";

(
e take Ry > 1 such that for any © € {R > Ro}, de(z,¢(x)) < inje. Denote by
Yz ¢ [0,1] — C? the minimizing geodesic for £ joining ¢(z) to = and by p,, the
parallel transport along ;. Consider the maps ¢i; : {R > Ry} — R given by

ij(z) = € (Tu¢ 0 Py, (1) —id)(e;)),
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and extend them smoothly to {R < Ro}. We then ask ||¢ij|| ~r—1. to be finite.

s

We endow Diffllf’a with the obvious topology.

In this definition the involved weighted Hoélder spaces are the analogues for f of those
of section [9.3] for gy,.

This definition gives a concrete idea of what is a diffeomorphism of class C*<, and
makes the following lemma quite intuitive:

Lemma 9.8. For any Y € C%*(C?) with Y| k.o small enough, the map

Oy 1 x — expgfc (Y(z))

is in Diff*. Conversely, any ¢ € Diff* close enough to the identity has the form ¢y
for a unique Y € Che.

In other words, one can parametrise a neighbourhood of identity in Diﬁ',lf’a by a neigh-
bourhood of 0 in Ck.

Proof. This statement is standard, so we will content ourselves with a word on the injec-
tivity of the ¢y. Suppose ||Y\|05,a < 1. Take a triplet (y,z1,22) of points of X such that
y = ¢y (x1) = Py (2). With the estimate Rmf = O(R~3), one gets a constant C' indepen-
dent of the points and Y such that dg(z1,22) < C(1+ R(y))_4_3V”Y”Ck,adf(l'l, x2). This
can be made with two steps; first we call 7; the geodesic ¢ — expgi (tYl(la:i)):

1. control dp(x1,x2) by [py, (1)(Y (1)) — pr (DY (22))|(1 + R(y)) >

[BK&1), Prop. 6.6]);

V]2 (use

2. interpolate between the geodesics 71 and 72 via a minimizing geodesic @ = expf (-2)
joining z1 to 9 to get

Py (DY (21) = P (D(Y (22))] < Cdg(r, @)Y | e (14 R(p) s

the interpolation can be written for example as v,(t) = expf ) [t (afs))]- O

a(s

9.4.2 The gauge and its consequences

We are now ready to put the metric g, pulled-back to C? and extended smoothly, in
so-called Bianchi-gauge with respect to f, at least outside a compact set. We denote by
B9 =9+ %d tr9 the Bianchi operator of any Riemannian metric on C2. Recall that @ is a

holomorphic identification between infinities of C?/I" and X, and that 7 is the projection
C? — C?/T.
We assume that the parameter §; in Proposition is fixed > % We state:

Proposition 9.9. Let (az,d2) € (0,1)? such that as < ar, % < 09 < 01, with (a1,01) fixed
in Proposition . There exists a smooth diffeomorphism ¢ € Diffé;o‘2 such that

BT (@ o) gy) = 0 (0.7)

near infinity on C?, where gy stands for the metric of Proposition . Moreover, ¢ can
be chosen so as to commute with the action of T'.

Before proving Proposition [0.9] we state the following consequence:
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Corollary 9.10. Let 6o € (%, 1) and ¢ as in Proposz'tz'on and denote by b the diffeo-
morphism induced on the infinity of X by the diffeomorphism ¢ of Proposition[9.9. Then

(90 — &'F) € O304y (X, 97F).

Proof of Proposition[9.9 Recall that x is the smooth nondecreasing cut-off function defined
such that (9.2) holds. Now, for R; big enough,

gry = X(R = R1)(®om)"gy + (1 — x(R — Ry))f
is a well defined metric on X, and is in the set Meté;ojrll(f ) of metrics Cgl’(fl close to f; it
is moreover I'-invariant. We want to find ¢ € Diﬁ'(lsf2 such that B®f(gg,) = 0, so that
(9.7) will be verified on {R > R; + 1}. Hence we are led to look at the operator

U @ Diff5™ x Mety % (f) — C9%%(T"C?)

(d)?g) — B¢*f(gR1)7

where of course, 035122 (T*C?) denotes the space of ng?‘é 1-forms on C2. Indeed, we want
to use the implicit function theorem in a neighbourhood of (id,f) to find ¢ once g is
fixed, and we are interested in choosing g = gr,. Now, this latter R; can be arbitrarily

big, provided that ||gr, — f[| 1.0, is arbitrarily small. But this is precisely the case, since
52

(gy — f') € C’;l’al on X, and as < aq, d3 < 01 (whereas we would have no mean to claim
that [[gr, — £ ;1.e1 — 0 when Ry goes to co).
51

There only remains to observe that the derivative of ® at (id,f) with respect to its
first argument is an isomorphism between Cg;az (T'C?) and CgZ"fQ(T *C?). But actually this

derivative is, after identifying C’gz’fz (T*C?) to Cgﬁz(TCQ), the rough Laplacian (V)*Vf
acting on vector fields, since f is Ricci-flat. It is precisely an isomorphism in our situation;
until the end of this proof, since we do not use a1 and §; anymore, « and ¢ stand for as

and ds.

e injectivity: take v € 052’0‘ so that (VE)*Vfy = 0. For t > 0, one can write the
integration by parts

/ <U7 (vf)*va>f VOlf = / ’va|2 VOlf —/ [JXO) vffu Volf‘{R:t} .
{R=t} {R<t} (R=t}

The boundary term is O(t2~9~(0+1)) = O(¢}=2%) (the spheres of radius ¢ have their
volume in t? in Taub-NUT geometry), and hence Vv = 0 since § > % Such a v is
thus parallel, and since it tends to 0, we must have v = 0. Notice that since there is
no critical value in (0, 1), the injectivity of (Vf)*V¥ still holds when 6 € (0, 3].

e surjectivity: according to the theory of elliptic operators in weighted spaces, the
surjectivity of (V)*Vf : C2* — Cgfg amounts to the injectivity of (V!)*V on
C?f‘(;. Thus if w € C’ffg is in the kernel of (V)*V! we get by weighted elliptic
estimates (see the techniques of [BM10, App.]) that w € C’%f‘(;. Now we noticed that
(VH)*V! is injective on C2%, and thus w = 0.

Finally, we have to check that the vector field Y such that ¥(¢y,gr,) = 0 given by
the implicit function theorem is I'-invariant; it is a direct consequence of its uniqueness
(if chosen close enough to 0), and the I'-invariance of the problem ¥(¢.,ggr,) = 0. The
smoothness of Y, and hence that of ¢y, is purely local. O
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Remark 9.11. We chose to work back on C? with £ instead of staying on X with f to
have exactly a rough Laplacian, and not (Vf)*Vf +Ricf. Indeed, since Rict has no reason
to be small when we extend £ on X, we would not have been able to give an isomorphism
statement for the latter operator. It reduces nonetheless to a rough Laplacian near infinity;
an alternate proof could thus consist in working with diffeomorphisms of X minus some
compact set, and solve a Dirichlet problem as linearized problem.

Proof of Corollary Take ¢ as in Proposition Then since gy, is Ricci-flat at infinity,
one has, outside of a compact subset of X,

Ric%» =0
B*f(g,) =0

Set F := ¢*f where it makes sense, and extend it as a Riemannian metric on X. Set also

OF (h) = Ric(h) + (5")*BFh

for locally C? Riemannian metrics h, so that ®F (F) = @F(gw) = 0 near infinity. Set now

ei=gy—F=(gp—F)+(f-F) ¢ C’llf522. Since ®F is an operator of order 2, we can write
schematically

0= OF(F) — ®F(gy) = (dg®F)(c) + P(e, 9e, 0%).

where P (e, 0¢, 826) is some combination of ¢, its first and second derivatives, which is at
least quadratic, and with coefficients depending on F. Now, in local coordinates,

5 1.
(@ (1) 5 =~ 5B @sher = Dirhe = Oyichis + D)
+ (B — h™") (ijhnr — 5(irhik — Ojchir) + Okrhis)
1 . .
+ 5 [@H7) @ibir +- Dhir — Orhir) — (") Oy + Dihjr — D) (0.8)

— (D5 ()T (h) — T35 ()T ()
+ Sij [1je(0ih ) (O hrp + Orhipie — Ophyi) + hieg(DihP) (Db, + Dphjpy — Dphijy)]
— [F* (L 00hir — Oher) + $higOF* + FF hy T4 (R) + F* hy TP (R)],
where S;; means the symmetrization with respect to indexes ¢ and j of its argument, and

I'(h) the Christoffel symbols of h.
The interest of this formula lies in the following: in P(e, de, 9%),

1. the only occurrence of the second derivatives of ¢ = gy, — F, which we denote by 9%¢
in , is via a tensor of type € ® 0%, where ® is some algebraic operation with
coefficients depending only on g, and F;

2. there is no appearance in of terms of type € ® €, unless through a term of type
e@e® Og;

3. the algebraic coefficients are controlled (for F say) in C122,

Let us sum those three points up by saying that

(da®F)(e) +e© P =c @ e ® Pi(e,02) + £ ® 0e ® Py(e, 0¢), (9.9)
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which provides us with a control of (dp®¥)(e) +e®d% in Cg(’;jig. On the other hand, since

F is Ricci-flat in a neighbourhood of infinity, the derivative dﬁéﬁ there is well-known: it

is nothing but %fﬁ, where .Zf denotes the Lichnerowicz Laplacian associated to F. Now
1,2

11s,> the perturbed Laplacian

since € € C

1
Le:ér— i.zﬁéﬂ@a?é
(where we emphasize that the bareheaded ¢ is seen as fized) is C’llf(i close to 1%, and
in particular is elliptic near infinity. The weighted estimates are thus the same for this
operator as for %XF (at least near infinity). Since € € Cllf(i, we get from , which we
rewrite as Lg.e € ngii,), that € € Cffé, near infinity and hence on X, since it is smooth.
. . : : 1 . 2,
Plugging back this estimate into , we get L. € 025(;137 with L Cé;fl close to

%jfl}. It follows that ¢ € Clgféé near infinity, and thus on the whole X. An immediate

inductive repetition of these arguments provides finally that € € 5}, ;. O

Reformulation of Corollary . Set now (on C?) ¥; = ¢*(y;) and 7 = ¢*(n), and so on,
so that near infinity on X, F = V(dg} + dy3 + dy3) + Vﬁlﬁz. Forgetting the projection 7
and the identification ®, since Iy is parallel for g, in view of Corollary [9.10} it is a rather
simple exercise to write

gy = V(G + dgs + dg3) + V7P + ¢

with € € C§°, |, and (I;Vdy, — 1) and (I1dy, — dyj3) € C5° (F).

9.5 Making the metric Ricci-flat on the whole X.

We perform now the very last step of our program. For this we state a general Calabi-Yau
theorem for Kéhler ALF 4-manifolds of dihedral type — terminology is made clear right
after the statement —, which we prove in next chapter:

Theorem 9.12. Let (Y, gy, JY ,wy) be an ALF Kihler 4-manifold of dihedral type. Given
a C2. function f such that there exists some positive 3 € (0,1) such that (V9¥)'f =
O(R™274PB) for all £ > 0, there exists a unique @ € Cr. such that

(wy + i@&p)Q =elW?, (9.10)

and (V9)eo = O(R™=P) for all £ > 0.

4-manifolds of ALF dihedral type. Before applying this theorem to our construction, we
shall define the terms it involves. In particular, let us clarify the statement "(Y, gy, J, wy)
is an ALF Kéhler 4-manifold of dihedral type". We say so if (Y, gy, JY,wy) is a complete
Kahler manifold of real dimension 4 such that:

e outside a compact subset, Y admits a holomorphic two-sheeted covering space (Y, J 1"’)
which is the total space of an S'-fibration @ = (y1,y2,y3) over R? minus some ball;

e the fibration is equivariant under the Zs-action on Y: if o generates the Zs-action,
then w(a(y)) = —w(y) for any y € Y;
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e gy is asymptotic to some metric h adapted to the fibration; more precisely, there
exists L > 0 and an S'-invariant 1-form g such that if %T is the infinitesimal
generator of the S'-action on the fibers, then u(T) = 1, and

h:=w*ggs +u> on VY,
then for some v > 0, if we still denote by h its push-forward on Y,
(VY9 —h)=0(p""% forall £>0.
We also assume the following decay condition on the connection form u:
Diu=0(p "1 forall £>1,

where D is the standard connection on R? and p is the radius on R?, transposed and
extended smoothly to Y.

e the complex structure J¥ and w are compatible in the sense that: DE(J Iday — p) =
O(R™%7) and D*(J%zy — dx3) = O(R™*"7) for all £ > 0.

One can check that if (Y, gy, JY ,wy ) verifies this definition, then (V9" ) Rm9" = O(p~»~27%)
for all £ > 0.

Application of Theorem . Set Y = X, JY =X, gy = gy, and take the fibration
induced by ¢*(y1,%2,%3) on (C*\B)/ < (& >, with ¢ the diffeomorphism involved in the
gauge process (section . This provides (X, gy, i, wy) the structure of an ALF 4-
manifold of dihedral type. The parameter L, the geometric interpretation of which is
the length of the fibers at infinity, becomes W@. Thus set f = log (V?ﬁ), so that
Q, = ef vol9; since f is smooth and has compact support, it verifies the hypotheses of

Theorem for any 5 € (0,1).
The theorem now gives us a ¢ which is in C5° for any 8 € (0,1) and such that

(wy + 1'8590)2 = efwi =2Q,,

and wWrp = wy + i00¢ is Kéhler by the usual arguments (equivalent to wy, at infinity,
nowhere-vanishing determinant). The associated Riemannian metric, grp say, is thus
Kéhler for I;¥ and Ricci-flat, and (grp — gy) € Cf5o for any 8 € (0,1).

Conclusion of the program. The Ricci-flat metric grp is also hyperkéhler; indeed, set
wj = g(IjX-, ), 7 = 2,3, and denote by 6 the holomorphic (2,0)-form wy + iws. Then
6 A G = 49Q,. Hence 0 has constant norm with respect to ggr and is thus parallel; so are
wy and w3. Define endomorphisms JjX of TX by wj = gRF(JjX-, ), 7 = 2,3. Elementary
manipulations tell us these are almost-complex structures, that grr is hermitian for them,
and that J{*J5*J5* = —1 if one sets J{X = I{*. They are automatically parallel, hence
integrable: (grr, JJX ) is hyperkéhler.

To sum our construction up, we say for example that grp is Kéhler with respect to I iX ,
hyperkihler with volume form €, and (grr — f) € CY 4o N Cng. Now grr may depend
on our intermediate steps, like Propositions and suppose then gfp is obtained
with the same program, but with different parameters; in particular, call §] the relevant
one. Following the program nevertheless, we see that wpp — Wiy writes dd°v for some

2 / .
v e Cmin( 51,60 Moreover grr and gpp have the same volume form; as a consequence,
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Agppv <0, and thus v < 0. Arguing symmetrically from the identity wrpr = Wiy — ddv
gives v > 0, whence grr = grp

A consequence of this uniqueness property is that (grp — f') € Cg o N Cg 41 for any
0 € (0,1); the naive prototype (® o 7).f on X is thus a rather good approximation to the
desired Ricci-flat metric. Despite this, we have to make some detour by a diffeomorphic
perturbation of f to perform the last step of our construction. This concludes the program
we described at the beginning of this part, and completes the proof of Theorem






Proof of Theorem 9.12

E shall use for proving Theorem [9.12] a classical method in the study of Monge-
Ampere equations: the continuity method. This method was suggested by Calabi
for the resolution of the complex Monge-Ampeére equation on compact Kéhler manifolds.
Since the successful use by Yau [Yau78] of this method, it has been adapted to different
non-compact settings; let us quote here the version by Joyce [Joy00, ch. 8] for ALE
manifolds, which greatly inspired ours. We also refer the reader to Tian and Yau’s seminal
work [TY90l TY91], which pioneered the research on generalizing Calabi-Yau theorem to
non-compact manifolds. We shall mention a result by Hein [HeilO, Prop. 4.1] too, very
similar to ours if taking Hein’s parameter § = 3, but dealing with less precise asymptotics.
We hence start this part by describing the method, and follow by the analytic work
(in particular, a priori estimates) it requires.

10.1 The continuity method.

The principle of this method is not to solve directly the Monge-Ampere equation (9.10)),
but to solve a one-parameter family of such equations in which the right-hand-side term
moves from w% to ef w%. Concretely, we consider the equations

(wy +1i09p,)™ = e T Wi (Ey)

for t € [0,1]. Now set S := {t € [0, 1]| (E;) has a unique solution ¢; € C5°}; the weighted
space involved in this definition is defined on Y in total analogy with those of section [0.3]
(replace g, by gy, R by p, and so on), and we could express Theorem by writing
f el and p e CF.

Up to the uniqueness of the solution 0 of (Ey), it is obvious that 0 € S. We shall then
prove:

1. the set S is closed (section [10.2));
2. the set S is open (section [10.3]).

Theorem [0.12] then follows from an immediate connectedness argument.

In order to prove the openness of S, one observes that the linearization of the Monge-
Ampere operator is (nearly) a Laplacian close enough to Ay, ; this allows one to use the
isomorphisms induced between some Hoélder spaces, plus ellipticity of such an operator.

This is done in section [10.3]
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On the other hand, in order to prove the closedness of S (the hard part), we need some
compactness properties for solutions of a family of (E;), and this we get by establishing a
priori estimates on such solutions. This is done in paragraph [10.2.5]

The easiest part is the uniqueness of the solution of any (E;), and we shall deal with
it now as a warm-up.

Lemma 10.1. Let t € [0,1], and let 1, @2 be two solutions of (E;). Assume that ¢ and
Y € CF. Then ¢ = 1.

Proof. This is essentially the same argument as that used to prove the uniqueness of grp
above, namely if for some ¢, 1 and @9 are Cg solutions of (E}), then wy, = wy + 1001
is a Kahler form equivalent to wy, and denoting by A; the Laplacian of its associated
metric, one gets that Aj(p1 — ¢2) has constant sign. Since p1 — @2 tends to 0 at infinity,
we thus have ¢ = 9. O

10.2 Closedness of S: a priori estimates.

10.2.1 (P estimates.

We are proving in this paragraph an a priori estimate on the C? norm of a solution of
a Monge-Ampeére equation on Y.

The estimates can already be deduced from [Heil(, Prop. 4.1]; we give our own proof
though, because weighted C° estimates will be established below ( in a very similar
but slightly more complicated way.

The techniques used here are quite close to the ones used by Yau in the compact
case, namely a recursive use of integration by parts giving a variation of Moser’s iteration
adapted to the Monge-Ampere equation, and their adaptation by Joyce for his version of
the Calabi-Yau theorem on ALE manifolds. Nonetheless, because ALF geometry is quite
different from the ALE geometry, we write in detail the manipulations that need to be
adapted to our framework. In particular, because of different measures on both sides of a
Sobolev inequality (Lemma we make a crucial use of, our system of weights in the
following integrals is not the same as Joyce’s.

We start with the following :

Lemma 10.2. Let f € C’g+2, B€(0,1), andp € CE;’, 0 < v < 8, such that (wy+i85<p)2 =

efw%. Then for any p >yt p > 2,

2
|2 fwt < L / P20l — 1),
[ otePrfut < s [l tote! — 1)t

where both integrals are finite.

Notice that in this lemma f plays the role of ¢f in our problem, but this is not an issue
since a Cg 4o bound on f gives uniform C’g 4o bounds on the tf.

Proof of Lemma First, we set T = wy + w,, with w, = wy + i00¢. Picking p > v~ !
and p > 2, we claim that

/ d(plpP2d°p AT) = 0.
Y

Indeed, for any real number R big enough, if Br denotes the set {p < R} and Sp its
boundary, Stokes’ theorem asserts that

/ d(¢\¢lp’2dchT)=/ plelP2dp A T.
Br Sr
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Now since the volume of S according to g is O(R?), since T is bounded with respect
to gy and since ¢|p[P~2d%p = O(R™P'~1) on Sg, we get that the right-hand-side term
is O(R'7P7), and hence goes to 0 as R goes to oo by our choice of p > v~1. A little
computation yields

1 —9 e 9..= 5. —
FA(elel” 2d°p NT) = ¢|p[P~2i00p AT + (p — 1)|@|P %100 A dp AT

because T is closed. But on the one hand, i00p AT = (wy, —w) AT = (ef —1)w? and on
the other hand |¢|P~2i0p A Dp = ﬁz’a(mp/?) A 9(|¢[P/?), hence

2
; P/2Y A H(]p|P/2 __ P / P=201 _ of\,,2
[ 20t 23 AT = P [ plep 21 - eff

za/\oc/\wv

Finally, observe that = %ef\aﬁqp > 0, and that ia Aa@ A wy = %\agyw}% for any

(1,0)-form «, and conclude by setting a = 9(|¢[P/?). The finiteness of the integrals in play
merely comes from our choice of p. (|

Next, we want to use the inequality we have just proved with some Sobolev embedding
to estimate recursively | ¢|| Lz in terms of llel] £z, » with some fixed € > 1, and some positive
measure d\. The Sobolev embedding states as :

Lemma 10.3. There ezists a constant Cs such that for any u € H}. . (hence in L} ) such

that the [y [ul*p~tvol9Y is finite, one has

1/4
(/ |U|4P_1V019Y) 1/2 / |dul?,. volgy) i : (10.1)
Y

This inequality can be compared to [Heil(, Prop. 3.2]; we postpone its proof to the
end of the present paragraph.
First we initiate the induction by estimating ||¢|| L7 (or [|¢|| Lsos) for some py indepen-
i
-1

loc

dent of . It will be relevant to take ¢ = 2, and d\ = p
initial estimation states:

Lemma 10.4. Fiz some pg > 2, po > v~ . Then under the assumptions of Lemma
there exists C' depending only on (3, Hf||Cg+2, po and g such that ||| 200 < C.
d\

vol9Y in the following. Our

Proof. Apply inequality (10.1)) to u = |@[P*/? to get:
1/2
(/ |90\2p0,0_1 Volgy) < CS/ |d|cp|p0/2|2 vol9v .
Y Y gy
By Lemma [10.2] we have

1/2 2C
(/ |90|2”Op‘1volgy) §72(p° 5 /\g0|p° Yef — 1] vol9r .
Y

Write ‘ef — 1\ = |ef — 1|a+b with a = %Zﬂrﬁ and b =1 — a, and apply Holder inequality

to the right-hand-side term of the inequality above with exponents s = p%’ﬁ’l and t =
(1- l)_1 = 27’0 . This yields:

s

— 1/2 pZCS — as 1/3 bt 1/t
2po ,=1 o197 < 0 / stpo—1)|of _ 1 / f_1
(] oo vor ) < GBS ([ pglmDlef 1) ([ Je! ~ ")

2 1
_ nCs / o f _ (B+2) / 1/t
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Noticing that |ef — 1| = O(p~(**?)) (and more precisely that at any point, |ef — 1] <
1

<
ellf”COHfHngm ~(0+2)) we get that [ |p|?0]ef — 1|6+ < C [, |p|>Pop~! for some C

depending only on the parameters announced. Moreover, we have that (5 + 2)bt =

— _ _ bt . .
12f§0((ﬂ +2) — pgpol) > 3 because py > 71 > 371, so that [y |e/ — 1|” is finite and
equal to some constant, K¢ say, also independent of . So far, we obtain that:

[)CCS

el < 50— 7
2(po — 1)

H Hp2po ’

and the conclusion follows. O

We fix now pg = 2. Using the same techniques, we can prove a recursive control on
el , from flgff , :
dX\ L2

Lemma 10.5. Under the assumptions of Lemma[10.3, there exists a constant C’1 depend-
ing only on 3, 7, | fllcg,, and gy such that for any p > po, el 2y < Crpliell,

Proof. The idea is the same as for the previous lemma: apply inequality ((10.1]) to u =
[P/, lemma, and Holder inequality (with well-chosen exponents). The first two give,
forp>~y~1, p>2:

1/2
(/ \sOIQ’”p‘lvolgy)/ < 2p Cs /y P=el — 1|vol?Y .
Y

Apply now Holder inequality with exponents s = 1%’ t = p and weights a = (g’;;))p =

m and b =1 — a to write:
1/2
([, ot
Y
20 _
p=C / (»-1)/p / 7 bp 1/p
<7 Plef 1 5+2 VOng e/ — 1|7 vol9¥ .
<5, 1Pl 1T (,lef =1 vorr)

1
But |ef — 1|(6+2) < Cp~! for some constant depending only on f. Moreover, (3 + 2)pb =
p(B+1)+1, which is > 3 as soon as p > ﬂ+1, this is actually automatic since p > y~1 > g1

and 8 € (0,1). Since furthermore b = b(p) tends to % := b > 0 when p goes to oo,

(fy lef — 1P vol9 )1/p tends to supy e/ — 1|%> when p goes to 0o, so we can claim: for

all p > po, ( [y lef — 1]PP vol9¥ )1/p < K for some K depending only on f (and which we
could evaluate in terms of || f|| cs,, only). Finally, we get that for all p > po:

B 12 p2CgCP-V/PK - (p—1)/p
2p —1 gy < / p,—1 gy
(/Y | p™" vol ) < 2(p—1) ( y lo|Pp~" vol )

< Clp(/Y ’@‘pp_lvOng )(

p—1)/p

with C1 = (1 + C) K, which only depends on the parameters announced. [l

We fix now py = 27y~! in Lemma m
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Lemma 10.6. Under the assumptions of Lemmal[10.3, there exist two constants Qo and Co
depending only on (3, 7, ||f|]02+2 and gy such that for any q > 2po, Hg0||LgA < Qo(Caq)~2/1.

Letting ¢ go to oo, we get the C¥ a priori estimate for (o we are seeking :

Proposition 10.7. Under the assumptions of Lemma[10.9, there exists a constant Qy =
Qo(3: 7 [ fllcg, ,» 9v) such that [lgllco < Qo

We conclude this paragraph by the proof of Lemma [10.3

Proof of Lemma We shall prove that there exist two constants C and Cy such that
for any u as in the statement of the lemma,

1/4 1/2
(/ lu[*p~t vol9¥ ) < (/ \dulgy vol9” +/ lu|?p~2 vol9¥ ) (10.2)
% Y %

and
/ lul2p~2 vol9 < 02/ |du|3y vol9Y;
Y Y

the lemma will then follow at once. Let us start by the latter inequality. We prove it
first for w with compact support in {p > po}, where py is chosen so that we have the
two-sheeted cover Y described in section over {p > po}; this way, we can replace Y by
Y, gv by h and u by its pull-back. Decompose u as u + ug, with ug(z) the mean value
of u along the fiber of w passing by x. This makes uy a compactly supported function on
R3\ B (B the unit ball). Take spherical coordinates (p,f,¢) on R3. Then

0= / 8,)(11,3,0)de0152 =2 uoap(uo)palpVOIS2 +/ u%dpvolSQ,
{p=1} {

{p>1} p=1}

which rewrites

/ ulp™? vol®’ = —2 o0, (ug)p vol®’
{p>1} {p>1}

< 2(/{/)21} u2p~ 2 vol®’ ) (/{021} 8, (ug)? vol™ )

(Cauchy-Schwarz inequality), i.e. [°) ugp~? vol®* < 4 [ 21 | duol? vol®’.

1/2

Now for tghe component wu,, after pulling it back on Y, one has fy u? p? vol? =
Loz o p~2vol® [, u? . Sinceu, haszero mean along the fibers, [ u?pu <c o, [dui|?u

for some ¢ independent of the fiber, and thus [y u? p=2 vol < cJy |du, |2 p72 vol”; we even
have a p~2 factor in the RHS, which we can loosely get rid of. Adding these estimations
on separate components, we get that fy u?p~2volt < C fy ]du|%v01h , which easily trans-
poses on Y with gy. Now, to extend this Hardy type inequality to a general u as in the
statement, one may proceed as in paragraph [[.4.1} the only point to be noticed is that the
only integrable constant on Y for p~!vol?Y is 0 (this replaces a zero mean assumption in
the necessary normalisation).

We now prove the Sobolev type inequality . Since such an inequality is known on
compact manifolds, we can assume that u has compact support on {p > pg}. We pull-back
u to Y once more, and split it again into ug+u . We easily get the inequality on u  (and
even a much better one) by using the standard Sobolev embedding on the circle. Now for
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the component ug, we write R¥\ B = ;s Az, where Ay is the annulus {2¢ < p < 2¢+1}.
Denote by ks : A; — Ay the homothety of factor 2¢, and write:

oo o0
/ ug|*p~? vol®’ = Z/ lug|*p~? vol®’ ~ Z(2€)2/ \ﬁZu0]4volR3
R3\B =07 A =0 A1

< ;)(23)20[([41 !d(njuo)\zvolRB) + (/A ]/@EuOPVOIRB) }

1

- Cg(:) [</Ae ‘duO‘QVOIRS )2 + (/Az Juo|*p~? vol®” )2}

- c[(/}RB\B [uof? vol* )2 + (/RB\B duol”p~* o )2}

The norms here are taken for ggs. We used the Sobolev embedding L'2(A;) — L*(A)
between the first and the second lines, and denoted its norm (to the power 4) by ¢. O

10.2.2  Unweighted second order and third order estimates.

The technique we use here is really the same as that used by Joyce in the ALE case, and
this is essentially the same as in the compact case. It is based on the following observation.

Proposition 10.8. Let f € C’g+2 NC2, 3¢€(0,1), and ¢ € Cf;’ NCL., 0 <~ <8, such

that (wy + i85¢)2 = efw%. Denote by F the function log(4 — Ap) — ke on'Y where K is
any constant and A the Laplacian of gy, and by A’ the Laplacian operator with respect to
wy,. Then there exists a constant C depending only on || Rm*Y ||co such that

A'F < (4—20) Afllco + k(2 — tr% w) + Ctrs w.

We do not prove this proposition, because (up to some minor changes, like 4, which
is the real dimension of Y, instead of its complex dimension because we use {90 instead
of dd®) it all comes from a local formula, which is proved in [Yau93], [Aub98] or [Joy00].
Nevertheless, because the computation of this formula can be considered as a tour-de-
force, we quote it now: in the conditions of the proposition, if ¢’ is the metric wy(-, Jy),
in local holomorphic coordinates and with Einstein’s summation convention, one has

A (Ap) = —2Af + 4g°‘)‘g"‘ﬁglwvamgov;\w;go

o 10.3
+ 49/a6976((me)€573Vo¢5¢ - (mey)sgasvwéﬁp)' | )
Here and in what follows, V is the Levi-Civita connection of gy. We also note that (4—Ay)
is always positive: take the trace according to wy of wy,, which is automatically positive
as we saw when proving the uniqueness of the solution of (E;)), and even > 4ef/2, so that
its inverse is a priori bounded above.
Furthermore, it is not hard to deduce from Proposition [I0.8] a second order estimate
on ¢:

Corollary 10.9. Under the assumptions of Proposition[10.8, there exists a constant Q > 0
depending only on 3, v, ||f||cg+2, IAfllco, g, m and || Rm“Y ||co such that Ap > —Q.

Proof. Fix k = C' + 1 in Proposition Two situations can occur: the function F of
this proposition achieves its supremum or not. If not, since decay conditions imply that
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it tends to 2log2 at infinity, we get that 4 — Ay < 4e"%, and conclude with Proposition

If now F' achieves its supremum, at a point p say, we have that A’F(p) > 0, and a little
computation using this inequality shows that at p, tr* wy < C’ := 4k + %e”f”CO 2| Af]|co-
From this we get F(p) < ||f|lco + log(2C") + k||¢llc,, and since F < F(p) on Y, the
conclusion follows, noticing that C” and ||¢||¢, only depend on the parameters announced
in Propositions and Details can be found in [Joy00]. O

Finally, using the positivity condition on w, and the upper and lower estimates on
Ay, one gets :
Proposition 10.10. Let f € Cg+2 NC?, e (0,1), and ¢ € C;;S NCL., 0 <~ <8, such
that (wy + 20590)2 = efw%. Then there exist some constants Q1 and Qo depending only
on 3,7, |fllcy,, 1Aflico, gy, and | R [|co such that

Hi(?&p“co <@1 and Q;lwy <w, < Qowy.

Finally, we give a third order estimate :

Proposition 10.11. Let f € C’g+2 NC3, 3 e (0,1), and p € C’;O’ N C'ZE’OC, 0 < vy < g,

such that (wy + i85g0)2 = efw%/. Then there exists a constant Q3 depending only on (3, v,
Iflles,,. 1fllcs. g, and | R [l such that [|Viodg]| o < @s.

Proof. Here again we are not giving the complete proof because it is very similar to the
one in [Joy00]. We only say a few words about the main ingredients. Set S so that
48? = ||Vz'85g0Héo, with V the Levi-Civita connection of gy. Formula tells us that
A'(Ap) > ¢S? — C for some constants ¢ > 0 and C depending only on the parameters
announced. Moreover, a hard but local computation shows that A’(S?) is equal to a
nonpositive quantity plus a linear term (with coefficients that are polynomials in el W,
V2f, Rm“Y) in Viddy and a quadratic term (with coefficients that are polynomials in
el we, V3f, VR) in Viddp. This we can sum up by saying there exists a constant C’
depending only on the parameters announced such that A’(S?) < (5% + S). Now those
considerations give A'(S? —2¢71CC'Ap) < —C(S — %)2 +2¢71CC" + 1C; one concludes
according to whether (S? —2¢~1CC’Ayp) achieves its supremum at some point (and using
its A’ is > 0 at this point) or not (and using decay conditions). O

10.2.3 Cf estimates.

We now prove an estimate on a weighted C%-norm of a solution of a complex Monge-
Ampere equation on Y.

For this, we take a point of view close to that of paragraph [10.2.1] but we estimate
ler®lco (ie. ||g0HCg), 0 € (0,7), instead of ||¢||co, with the same iteration. Of course,

putting a weight pP® makes the integrations by parts a bit more complicated, but the whole
spirit of the proof remains the same. Here again we write the computations in detail since
they differ at some points from Joyce’s.

To begin with, we state the weighted integration by parts formula we are using in our
iteration scheme:
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Lemma 10.12. Let [ € C’g+2, B € (0,1), and ¢ € C’::’, 0 < v < B, such that (wy +
i85g0)2 = efw%. Set T' = wy +wy,. Then for any p > 2, q such that py —q > 1,

2
2 p - m
[ 1ozt < 2 [t ole! — 1)

+, / lolPp?™2[(p +q — 2)idp A Dp — (p — 2)piddp] N T,
2(p—1) Jy

where those integrals are finite.

Proof. As in [Joy00], we say that [y d[p*o|@[P~2p%d°e AT + (p — 2)q|p[Pp?™! AT] = 0,
because of the same Stokes’ argument as in the proof of Lemma [10.2] Now, a direct
computation yields

dp*elelP =2 pld°p AT + (p — 2)glelPp?~" A T]
=p*(p — DIl 2pldp A d°p AT + p?|plP?pldd“p AT
+ 2pq(p — D|p|P2p1 1o AT + q(q — 1) (p — 2)|@|Pp?2dp A d°p AT
+ (p = 2)qlolPp~ ddp AT

(notice that dp Ad°p AT = dp A d°p AT since T is of bidegree (1,1)). On the other hand,

2 2
d(lp[P/2p??) A de(|pP?p"?) AT :%!sOIP’qudw Ndop + qzlw\ppq’zdp Adp
+ %\@V’*Q@pq’ldl) NdpNT.
Comparing those identities one can write

d[p*elelP2p%d°o AT + (p — 2)qlePp? ' AT]
=4(p — 1)d(|o[P?p"?) A d°(|p|P/?p9?) AT + p* | P~ pdd°p AT
+qlePp?2[(p — 2)pddp NT — (p+q — 2)dp Ad°p A T].
Then conclude after dividing this by 2, integrating both sides over Y and noticing that

i00p AT = (ef — 1)w? and T > wy. Checking that all resulting integrals are finite is
straightforward with the assumption py — ¢ > 1. O

Now fix 6 € (0,7); we look at ¢ in the latter lemma as to be pd, so the condition
Py — q > 1 becomes p > ﬁ.

Lemma 10.13. Fizpy > 2, p(, > ﬁ, Ph > po = 2. Under the assumptions of Proposition

10.10, there exists a constant Cy depending only on py, B, v, 6, |fllco , Ifllcz, gv, and

B2
| Rm“Y ||co such that anp‘sHLpé < Cp.
ax

2|

We recall that d) is the measure p~! vol9Y.

Proof. From Lemma [10.12| and Proposition [10.10} and also the facts that dp = O(1) and
dd®p = O(p~'), we get two constants c1, ca depending only on the parameters announced
such that for every p > ﬁ,

/ la(lw\p/qu/z)‘zvolgy < clp/ \(p\p_lpp(s_w”) vol9Y +02p/ ]cp\ppp‘s_Q vol9Y . (10.4)
Y Y Y
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We now play the same game of Holder’s inequalities as in paragraph [10.2.1] for the first
summand of the right-hand-side. Indeed,

1/t (p=1)/2
[ttt o < ([ o ) ([ (gl ot vot ),
Y Y Y

with ¢ = (1 — pT_pl)*l = m and b = 2_;;1 + 90 — (B + 2). Notice that the condition

bt < —3, which ensures the convergence of [y pPtvol9Y | is equivalent to p > ﬁ, and is
thus automatically verified for the p we work with. Furthermore, when p goes to oo, bt

tends to —3 + 2(6 — ), which is < —3; the quantity ( [y p% vol9¥ )1/t is thus bounded

above by some constant C; depending only on our parameters for the considered p, if we

choose them away from py = %; the choice p > pj, is convenient.

On the other hand, we have to argue in a slightly different way for the summand
Jy lp|PpPP=2vol9Y of (10-4). Let us write

1/t 1/s
/ ol P72 vol?r < (/ el Vol ) (/ (lelp®) 2o~ vol? )
Y Y Y

d—1 2pd

—%:p5—2and2?p—|—%:p. This gives s = 5 = s(p)

(well-defined and > 2 as soon as p > %, and tends to 2 as p goes to 00), ¢t = ]%fl (which

tends to 2) and r = £ = p6+1 (which tends to 2). Now the condition ry > 2 ensures the

convergence of [y |¢|"p~ L'vol9Y | and this condition turns out to be equivalent to p > ﬁ,
which we assume.

1,1 _ 2
where © + 7 = 1,

Moreover, when p ranges over [p{,o0) for py > ﬁ (e.g. py = = 5) r ranges over
[)625% > 2. From Lemma [10.6 ( [y [p|"p~! vol9¥ )1/ (converges and)
is bounded by some constant Cy. This constant Cs depends only on the parameters

announced. Finally, we can sum all this up saying that for p > py,

[0, %), with rg =

2
[ 1002002 ol < exCipllen’123) + caCapllon2

Take p = pj, and apply inequality (10.1)) to the LHS, with u = |g0]p/ 24/2: this yields :

oI, < CserCimillen’ I, + CseaConllon ™,
d/\ d/\ d>\
and one concludes noticing that py > p{, — 1 and p, > 2py/s(pj), as s(pf) > 2. O
We fix p = 5, so that it verifies all the assumptions of the latter lemma. As in

paragraph |10.2.1 the last step makes the transition from |[pp’ HLZA to ||p® || 2» for big
dx

enough p :

Lemma 10.14. Under the assumptions of Proposition|10.10, there exist constants C1 and

Cy depending only on (3, v, 6 ||f|]02+2 lfllc2, g, m and || Rm“Y ||co such that for all

P20y = %5, lee’ 2 < Capllep I, + Coplier I, -

Proof. We saw in the beginning of the proof of Lemma [I0.13] that there exist ¢; and ¢
depending only on the parameters announced such that for all p > ﬁ

/ 10(|lP/2p7) P vol¥ < erp / |p[P~ L pPo=(BF2) yo19Y ey / |p|P PO vol9Y .
Y Y Y
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We deal again with the two summands of the RHS separately. For the concerned p,
Jy lpP=1pPo=(B+2) voloy = [1(p]p®)P~1p0~(B+2) vol9¥ and by Holder inequality this is
bounded above by

1/ (p—1)/
/ppé B)- VOng) p(/(’(p‘pé)pp—lvolgy) b=
Y

The first integral converges for p > 5 +ﬂ 5, which is automatic if p > =5 and its %—th
power tends to supy p5 A1 as p goes to infinity, so we get the constant C’1 of the statement
(after multiplying by ¢1), if we restrict to p € [ 51 00).

Let us deal next with the summand [y, \go]ppp‘s 2vol9Y; we can take Cy = casupy p

without more efforts, and the lemma is proved. O

Under the assumptions of Proposition and the condition § € (0,7), it is again
an easy exercise, in view of Lemmas [10.13] and [10.14] to get two constants Qs and Cj
depending only on the same parameters than those announced in Lemma [10.14] such that
for every p > p|), we have Hcpp‘5||L5A < Qs(C3p)~2/P. Letting p go to oo, we can conclude:

Proposition 10.15. Under the assumptions of Proposz’tz’on 10.10 and assuming § € (0,7),
there ezists a constant Qs depending only on 3, v, 3, ||fllco | fllc2, gv, and || Rm“Y ||co

a2’
such that H‘PHC? < Qs.

10.2.4 C** and O} estimates.

We shall now state (unweighted) higher order a priori estimates :

Proposition 10.16. Let f € Cg+zﬂCk’a, € (0,1), k>3, ac(0,1) and p € CgﬂC’loc,

0 < v < B, such that (wy + i00¢)° = efw2. Then ¢ € CH2% and there exists a
constant Qo only depending on 3, v, k, «, |]chg+2, | fllcre and ||gyllcr.e such that

Ipllerran < Qra-

Proof. The theorem follows from an inductive use of the crucial Aubin-Yau formula ((10.3]),
which we recall here for convenience:

N (Ap) = —2Af + 4632 g" "V 5. 0V 5,0
+4g" g7 (Rm*Y )5, 5V asp — (RmM™ )55V 29)

(A’ stands for the scalar Laplacian with respect to wy,).

To begin with, suppose £ = 3. Then according to the assumptions on f and the
conclusions of Propositions [10.10] and [10.11] we have for the moment a C° estimate in
terms of the parameters announced on the right-hand side.

Now the geometry of Y and the asymptotics of gy allow us to take an atlas of Y of
holomorphic balls with uniform radius, such that the pull-backs of gy to these balls are
uniformly bounded above and below, and so are the pull-backs of ¢’. As a consequence
the Laplacian operators associated to these latter Kéahler metrics are uniformly elliptic in
the C° sense. We can ask furthermore that the family of those balls with the half radius
still gives an atlas.

To say this more precisely, we have a family of holomorphic charts 7; : B(0,1) — Y,

i € T, such that Y = U;er m(B(0,1)) = Ujer m(B(0,1)) and such that there exist
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constants ¢ > 0 and C' depending on the parameters announced such that for all ¢ € Z,
ce < g’ < Ce. Then the A are uniformly elliptic, in the C° sense.

Pulling back the formula above by any ;, the right-hand side is bounded independently
of i, and so is ' (Ay). The standard Morrey-Schauder’s theorem tells us that the 7 (Ay) is
bounded in C1* on B(0, %), again independently of ¢; a careful reading shows quickly that
this uniform bound depends only on the parameters of the statement. We can reformulate
all this saying that Ay is in Cb*, and the corresponding norm is controlled in terms of
the parameters.

On the other hand, 7/ (Ag) = (77 A) (7 ¢). We can also suppose our covering is taken
so that there exist constants ¢ > 0 and C depending only on the parameters announced
such that for alli € 7, ce < 7}g and ||g||c1.« < C. This allows us to apply again a Schauder
estimate, and conclude that we have a uniform bound on the 7} in C3*(B(0, %)), that
is: ¢ € C* and the corresponding norm is again controlled in terms of the parameters
announced.

This settles the k = 3 case. Now observe that a C%® bound on ¢ together with
the assumptions on f (at least, a C*® bound) give a C** bound on the RHS of (10.3).
Applying again twice the Schauder estimates (once with A’ which is uniformly elliptic in
the C%* sense from the previous case, and once to A which is uniformly elliptic in the
C?% sense) after refining the covering if needed so, one gets the announced C** estimate
on ¢. Following once more this scheme using in particular the C*® bounds on f, and
noticing the Schauder estimates include regularity before giving bounds on C*® norms,
we get the result with £ = 5. For the general case, just follow the initiated induction. [

We state a similar result for the weighted higher order estimates :
Proposition 10.17. Let f € Cl/;f2 NC, € (0,1), k>3, ae(0,1) and ¢ € C’;” ney.,
0 <~y <3, such that (wy + 2'854,0)2 = elw}. Then ¢ € CET22. Moreover, there exists a
constant Q. a~ depending only on B, v, k, a, |[¢llok.a and || f|| x.o such that ||of (ri2e <
Y Jéi Y

Qk,ow-

Proof. We use a technical lemma from [Joy00|, (Proposition 8.6.12, p.197), which remains
true in our ALF setting; its utility lies in the rescaling process used in establishing elliptic
weighted estimates. The lemma states, with our notations:

Lemma 10.18. Let K;, Ko >0, A € [0,1] and k > 3 be an integer. Then there exists K3
depending only on o, 3, 7, H‘PHCQ and K1, Ko, A\, k such that the following holds:

Under the assumptions of Proposition (10.17 and if || f|| k.o < K1, ijddcgouco < Ko,
B PV

= R k ¢ @ < N j ¢ < —
{ =0, \ Jk a:d [VFdd 90]Ak+(>\—1)a < Ko, then ||V dd (pHCgl‘F'Y < K3, £=0,....,k+2
and [VPAd°pl. 5 hiayraenya < K-

The [-]% are analogous to those used in with Y, gy and p instead of X, g,, and R.

Proofof Lemma The major change here is that the injectivity radius does not
grow as fast as p, but instead remains bounded, essentially by half the length of the
fibers. But this is not an issue. Indeed, exponential map is still well defined, and
authorizes the following manipulations. Given = € {p > 2po} (po determined later),
identify (7Y, Jy,gy) with and (C% I;,e). Take R > 0, and denote by mr, the map
Be(0,1) — By, (z, R), y — exp% (Ry); it is not a diffeomorphism in general, since large
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balls wrap following asymptotically the fibers of @w. We can nonetheless define the operator
Py g : C*22(Be(0,1)) — C*(Be(0,1)) by
(Tra*(100)) (v) A TRa* (wy +wi ™)

Py r(v) = R?
~lv) =R TR *(Wy)

Then one can take R = Lp(x)* with L = L(po, A, gy’) small enough so that B, (z, R) C
{p > po}; this way one has

for all z € {p > 2pp}, and

N | =

HR_27T:1:,R*9Y - e”ck,a <
1
|R™ 27y p*wy — el gra < 3 for all x € {p > 2pp},

if pg is chosen big enough, thanks to the asymptotic geometry of gy. Now the rest of
Joyce’s proof applies unchanged (in particular, one is brought to using Schauder estimates
between the fived balls Be(0,2) and Be(0,1), with a C*< uniformly elliptic family of
operators), since the identity

Px,R((ﬂz,R)*(P) = R2 (e(ﬂz,R)*f _ 1)

is again just a rewriting of the pulled-back Monge-Ampére equation verified by .

To complete the present proof though, one has to deal with the compact subset {p <
2pp}; in that case, the estimates of the statement are an immediate consequence of the
unweighted estimates of Proposition [I0.16] [

Now Proposition [10.17| follows from a repeated use of Lemma [10.18] as in [Joy00,
p. 195]. At the end of the argument, we pass to A = 1 in this lemma, which precisely

. . ; o k e .
gives estimates on the HV]ddccpHCgﬂ, 0=0,...,k+2,and on [V ddc‘p]'y+k+2+a’ i.e. on

I o 0

10.2.5 Closedness of S

We conclude this section by the proof of the closedness of S. Take a sequence (t;)
of elements of S, converging to some to, € [0,1]; in particular, wr; € 0572 for all j.
Pick a € (0,1). From Proposition [10.17] since the ¢;f now play the role of the f of
that Proposition, we have a bound on ||y, HCZ,;; which depends only on HfHCg,a and the

||gotj|]02/2. But from Proposition [10.15] we also have on the Hcptj|]02/2 a bound which

depends only on || f]| e In other words, (¢¢;) is bounded in Cg’/o;, and thus converges

weakly to some ¢ € Cg/';; Now the inclusion C’Z/C; — Cg’/i/ 2 is compact; we can thus

assume that (¢;) converges strongly to ¢oo in Cg’/‘z/ 2. In particular the (Et;) pass to the

limit to give:
(wy + i65g000)2 = etol
Developing this latter equation yields: w%/ + 2wy A i00Poe 4 (100ps)? = eftee w%/, that is:

1 too (i00pc)* _ 3.0/2
—iAgOOOZ(e f—1)+TECﬁ+2.
On the other hand, A : Ci’aﬂ — C3f2/2 is an isomorphism for any v € (0, 1); this follows

2l
from [BM10, App.]. In view of the latter equation, we hence get poo € Cg’a/ 2, Apply

Proposition @ to conclude that o € CF, and thus that t € S. O
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10.3 Openness of S

The only point we are left with is the openness of S; we settle it now. Let ¢t € S; write
wy for wy +100¢:. We already know that w; is Kéhler. Moreover, the linearisation of the
Monge-Ampeére operator

5,a 3,
Cs" — Chlya

(wy + i65¢)2
(wy)> 7

P —

with o € (0,1), at point ¢y, is —%At, where A; is the Laplacian of w;. Now wy is

C5, close to wy; it follows that A, and hence —%At, are isomorphisms C’;’a — gf2

Consequently, (Es) has a (necessarily unique) solution ¢, € C’g’a for all s close to t. At
last, we apply Proposition @ to get that those ¢ are in C3°, which ends the proof of
the openness of S, and that of Theorem [9.12 U
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Ce travail de these s’intéresse a la résolution d’équations de Monge-Ampére complexes
et a ses applications sur certains types de variétés non compactes. Ce mémoire décrit plus
précisément deux situations distinctes dans lesquelles on résout des équations de Monge-
Ampere, avant de tirer les conséquences de ces résolutions. Dans une premicre partie,
on travaille sur le complémentaire d’un diviseur a croisements normaux dans une variété
kéhlérienne compacte. On fixe sur le complémentaire du diviseur une classe de métriques
kéhlériennes a singularités cusp le long du diviseur. Pour construire des géodésiques entre
métriques de cette classe, on résout une équation de Monge-Ampere homogene, sur le
produit de notre ouvert de Zariski par une surface de Riemann a bord. On applique cette
construction a un résultat d’unicité de métriques a courbure scalaire constante dans la
classe considérée ; on résout encore pour cela une équation de Monge-Ampere avec second
membre sur le complémentaire du diviseur. On exhibe enfin des obstructions topologiques
a lexistence de métriques a courbure scalaire constante au sein des classes de métriques
kahlériennes singulieres envisagées. La seconde partie du mémoire traite d’une construc-
tion analytique d’instantons gravitationnels ALF, ou variétés compleétes de dimension 4,
hyperkahlériennes, a croissance cubique du volume. On donne la construction d’instan-
tons diédraux; on considere plus exactement des résolutions de singularités kleiniennes
diédrales. Le traitement d’une équation de Monge-Ampeére, donné pour des variétés kih-
lériennes ALF assez générales, nous permet sur nos exemples de corriger un prototype
simple pour obtenir la métrique hyperkéahlérienne recherchée.

Mots-clés : Equation de Monge-Ampere complexe, variétés non compactes, métriques a sin-

gularités cusp le long d’un diviseur, métriques kahlériennes a courbure scalaire constante,
métriques hyperkahlériennes, instantons gravitationnels ALF diédraux.

Complex Monge-Ampeére equation, Kiahler metrics of
Poincaré type and ALF gravitational instantons

The topic of this thesis is the resolution of Monge-Ampeére equations and its application
on certain types of non-compact manifolds. This dissertation describes more precisely two
distinct situations in which we solve Monge-Ampere equations, and draw conclusions of
these resolutions. We work in a first part on the complement of a divisor with normal
crossings in a compact Kahler manifold. We fix on the complement of the divisor a
class of Kahler metrics with cusp singularities along the divisor. In order to construct
geodesics joining metrics of this class, we solve a homogeneous Monge-Ampeére equation
on the product of our Zariski open set with some Riemann surface with boundary. This
construction is then applied to a uniqueness results for constant scalar curvature metrics in
the considered class; for this, we also solve a Monge-Ampeére equation with right-hand-side
member on the complement of the divisor. We finally prove topological obstructions to the
existence of constant scalar curvature metrics among the classes of singular metrics we are
interested in. The second part of the dissertation is devoted to an analytic construction of
ALF gravitational instantons, that is complete hyperkahler 4-manifolds, with cubic growth
of the volume. We give the construction of some dihedral instantons ; more specifically, we
consider resolutions of kleinian singularities. The treatment of a Monge-Ampeére equation,
given for quite general ALF manifolds, allows us to correct on our examples a simple
prototype to get the sought hyperkéhler metric.

Keywords: Complex Monge-Ampeére equation, non-compact manifolds, metrics with cusp

singularities along a divisor, constant scalar curvature Kahler metrics, hyperkéahler metrics,
dihedral gravitational instantons.



	Page de garde
	Remerciements
	Résumé
	Table des matières
	Introduction
	Le théorème de Calabi-Yau
	Conjecture de Calabi
	Résolution analytique, travaux de Yau
	Variations

	Résultats
	Métriques kählériennes de type Poincaré sur le complémentaire d'un diviseur
	Instantons gravitationnels ALF
	Limites des résultats
	Organisation du mémoire


	I Métriques kählériennes de type Poincaré sur le complémentaire d'un diviseur
	L'espace des métriques
	Métrique modèle
	Construction
	Comportement asymptotique

	Métriques kählériennes de type Poincaré
	Géométrie de l'espace des métriques et de l'espace des potentiels
	Compléments d'analyse en métrique de type Poincaré
	Inégalités de Poincaré
	Résolution de Delta v=f et un lemme ddbar
	Contrôle sur la croissance des potentiels
	Preuve de la proposition 1.9


	Résolution de l'équation de Monge-Ampère homogène
	Énoncé du théorème et interprétation en termes de géodésiques
	La méthode de continuité
	Unicité et estimation C0 des solutions intermédiaires
	Estimées d'ordre 2
	Estimées C2 et C2beta
	Estimée C2
	Estimée C2beta

	Démonstration de la proposition 2.3 et du théorème 2.1
	Démonstration de la proposition 2.3
	Démonstration du théorème 2.1


	Théorème de Calabi-Yau et formes de Ricci négatives
	Énoncé et motivation
	Preuve du théorème 3.3
	Cas d'un diviseur lisse
	Cas général

	Le lemme ddbar à poids
	Théorie du pluri-potentiel

	Preuve du théorème de Calabi-Yau sur XD
	Bornes uniformes
	Estimée d'ordre 0
	Estimée d'ordre deux
	Estimées d'ordre trois et d'ordre supérieur

	Les solutions approchées sont dans des espaces à poids
	Un contrôle C0 à poids entraîne un contrôle à poids à tout ordre
	Contrôle C0 à poids


	Unicité des métriques à courbure scalaire constante
	Énoncé du résultat
	Démonstration du théorème d'unicité
	Une inégalité cruciale
	Bornes Lp, limites faibles, et conclusion


	Contrainte topologique
	Énoncé du résultat
	Courbures scalaires moyennes
	Obstruction topologique

	Liens avec les suggestions de Székelyhidi
	K-stabilité d'un triplet (X,D,L)
	Métriques kählériennes asymptotiquement hyperboliques

	Fibration près du diviseur : rappel
	Deux propositions-clé
	Énoncés des propositions, et preuve du théorème 6.1 (diviseur lisse)
	Démonstrations des propositions 6.4 et 6.5

	Généralisation : cas où D est à croisements normaux

	Appendice
	Théorème de Calabi-Yau logarithmique, diviseur lisse
	Enoncé du théorème et stratégie de preuve
	Estimations a priori
	Estimation C0 non pondérée
	Estimations d'ordre 2 et 3 non pondérées
	Estimation C0 pondérée

	L'ensemble S est fermé


	II From ALE to ALF gravitational instantons
	Prelude: ALE gravitational instantons
	Basic material
	Minimal resolutions

	Taub-NUT metric on C2
	A potential for the Taub-NUT metric on C2
	Comparison of the Euclidean and the Taub-NUT metrics
	Mutual control
	Expressing euclidean objects in Taub-NUT vocabulary
	Derivatives


	Application to Dk ALE spaces (minimal resolutions)
	Description of the program
	Gluing the Kähler metrics
	Making the metric Ricci-flat near infinity
	Improvement of the asymptotics
	The diffeomorphisms
	The gauge and its consequences

	Making the metric Ricci-flat on the whole X.

	Proof of Theorem 9.12
	The continuity method.
	Closedness of S: a priori estimates.
	C0 estimates.
	Unweighted second order and third order estimates.
	C0delta estimates.
	Ckalpha and Ckalphadelta estimates.
	Closedness of S

	Openness of S

	Bibliographie


