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INTRODUCTION

L'étude que nous présentons ici est essentiellement consacrée aux

12 X2 s ,Xn);.

' Nous étudierons également l'application de ces lois limites d 1l'estimation

‘problémes de lois ‘limites associées d un échantillon ( X
de la densité dans R® .
Notre travail est divisé en trois chapitres:

Dans le premier chapitre, nous étudions certains aspects'de la lot
multinomiale, et nous dégageons une loti limite sur les valeurs extrémes
7 CZ’
mutuellement, de probabilités respectives Pys Pgs ¥+ 5 Py s ON considére

" des. problémes d'occupation : C cee s Ck étant k événements s'excluant

n épreuves et on étudie les valeurs extrémes de la variable aléatoire:

7
V. - np.

of) = % oo ie[L,K]  (0-1)
‘ani- - :

La loi limite, déja obtenue par Revesz (12) est obtenue Zcei sous des

conditions plus faibles. Nous passons ainsi en particulier de:

3
e kL Kk

k< n a S0 (th(1-1))

n

- Par ailleurs, notre loi limite fait appdraitre des prbpriétés.
d'indépendance asymptotique entre min( cél)) et max( cgl)

ensuite la loi limite conjointe des extremums partiels de ( 0 - 1), lorsque

1 déerit un ensemble d'indices R. ( th (1 -2)).
. , J

). Nous étudions




‘ _Z'I

Nous dégageons. enfin des applications des th (1-1)et( 1-~2)
a l'estimation de la densité dans R® par la méthode de L "histogramme
dans deux cas: (f est une densité de probabilité uniformément continue)
- - sur un compact de Rs,.décqupé en pavés de taille égdZe, nous
Studions la loi limite des valeurs extrémes de:
f- fﬁ ,
Hé = ——— (th(1-3-1))
i (E; |
- "sur un domaine croissant vers le support de f, les pavés étant cette

fois de probabilité égale et déterminds par f; nous etudaons la Zoz sztte

des valeurs extrémes de:
B = ——  (th(1-3-2))

Ces théorémes généralisent ceux de Revesz (12)(13). St le ...
th (1 - 3 -1 ) peut servir 4 déterminer un intervalle de conjtance

pour f, le th ( 1 - 3 - 2 ) permet de construire des tests.

Dans le second chapitre, nous étudions la loi conjointe des écarts
o = ¥¥ r*
9% R S A

de taille n de la lot uniforme sur |0,1|, et déterminent un découpage de

od les ( Yﬁ ) sont extraits d'un échantillon ordonné

|X§ s le en k blocs équivalents ( voir Lecoutre (9)).

Nous donnons la loi limite des valeurs extrémés de

n i
(2 :\)—f(ko.—l) (th(2-1))
1 k A

qut fait apparaztre des propriétés d'indépendance entre max( >

(2 2))

(2 )) et :

min( e . Nbus generalzsons cette lot limite au cas des extremums
partzels ( © déerit un ensemble E3 ) ( th ( 2 - 2 )). Enfin nous générali-—
-sons la notion de bloc équilibré, les lois limites demeurant valides.

Ces théorémes généralisent ceux de Tusnady (15)

Le troisiéme chapitre est consacré & l'estimation de la densité par
" la méthode de 1'histogramme aléatoire ( voir Tusmnady (15) et plus

récenment Abou-Jaoudé (1)). Nous appliquons les résultats du chapitre 2
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- ‘et nous étudions les valeurs extrémes de:
-1,

H I i

n

f

n
ou x.décrit un intervalle Iﬁ s déterminé par l'échantillon, qui croit vers
le support de f a l'infini. Nous étudions les cas particuliers:
~ f minorée sur un compact: th ( 3 -1)
- f décroissante sur |a, +=| th ( 3 -2)
—“f nulle en a, croissante sur |a,b| th ( 3 - 3 )
Nous utilisons alors le th ( 2 - 2.) pour conclure sur tout le support de f;

considéré comme réunion d'intervalles disjoints: th ( 4 - 3 ).
Ces théorémes sont entiérement originaux.

Les lots Zimiies que nous établissons a partir de la loi

multinomiale et de la loi de Dirichlet semblent provenir du caractére

poissonnien des processus d’'échantillonnage: plus précisément, il est
' possible d'obtenir des conditions plus fines ( suffisantes ) en travaillant
sur la lot de Poisson qu'en utilisant le théoréme central limite et la |
loi de Gauss qui en découle. Cette propriété, prévue par le Pr Geffroy, et
utilisée par Zéboulon (18) dans une thése préparée avec le Pr Geffroy,
nous semble Stre trds générale, et devrait nous permettre dans des travaux

ultérieurs d'obtenir des résultats intéréssants dans plusieurs domaines.




CHAPITRE PREMIER

Dans ce ehapitfe,-nous nous proposons d'étudier la loi multinomiale et
son approximation par une loi de Poisson. Par une méthode de conditionnement,
nous dégagerons une loil limite sur les valeurs extrémes des problémes -
d'occupation ( th (1 -1 )).

.Cette loi limite, déja obtenue par Revesz (12), est ici obtenue sous des
conditions plus faibles que celles de Revessz. De plus, nous donnons la loi
conjointe du min et du max, faisant apparaltre une indépendance asymptotique
entre ces deux statistiques. _ .

Nous montrons ensuite un prolongement de notre loi limite aux valeurs
extrémes partielles ( th (1 -2 )). ( Nous comptons utiliser ce résultat
dans des travaux ultérieurs ) _

' Enfin nous rappelons briévement les applications de Revesz de ces
théorémes & l'estimation de la densité sur R par la méthode de L'histogramme.
Nous utiliserons nos propres résultats pour énoncer. deux théorémes limites
plus généraux relatifs a l'estimation de la densité sur ﬁRS par la méthode
de l'histogramme: ( th ( 1'- 3-1)etth(1~3=2))




~§1 - 1 Notations et exposé du probléme

Soient ( Cy, Cy, cies Cy ) k événements disjoints de probabilités

- respectives ( Pys Pos -ev 5 Py ).

*On considére n épreuves et on pose:

-”*v; = nombre de réalisations de Ci (1-

Nous noterons dans tout ce travail,Bj'l'expression:

65 = (2k-L

_ 2
' 'oD yj e R etj=1ouc.

ko yy )2 (1-

Définissons les événements:

- i - Jioo -
L.i = {v, < np; np; 91 } ) (1

= i .
Hi = (v, > np;# Vnpi 0, 1 | (1

Nous supposerons que k est une fonction de n qui tend vers
‘avec n. Par ailleurs, si nous posons:

P = max p; (1-
iefll,k] =
= min P; (1~
iell,k]
- Nous ‘supposerons que p ‘et p vérifient:
pLk - 0 (1-
Lk BT |
np ' '
On remarquera que‘ (1-1-8) entraine:
kLK n
— >0 . ou k = o —) (1-

n - ln

] 1

-1)

-3)
- 4.)

infini

-5)




Nous nous proposons dans ce chapitre d'étudier les stafistiques réduites:

i
14 - .
n np1

"z, = - min (— ) (1-1-10
1 1e[1,k] Vnpi )

i
14 - .
n = "Py

L Z, = max ( ———— ) ' 1-1-11
iel[l.k] vopy ( )

-1

Définissons les &vénements:

& = Ly + H, - (1-1-12)

Nous allons &tablir le th (1 - 1):

THEOREME 1 - 1

_ (Lk)®
Sq plLk - 0 - et -
np
| ) Y1 71
P(Zl < 01, ZZ<02) > exp[- — ( e'( '2—")+ e—(—z‘_))]

n > o 2 &

ol 61 et 02 sont définisen (1 -1-2)

On remarquera 1'indépendance asymptotiqﬂe au sens de Lévy de Z1 et ZZ'

Nous allons utiliser la méthode de Revesz [ 12 1 et Woodrofe [17 ].
Comme '

P(Z) <0y, Z, <8 = P( A G) o (1-1-13)

et

p( N Gi)_=1-P(L.J.G°.‘) (1-1-14)
1




La formule de Poincaré permet d'écrire:

'p(ué‘i)=sl—52-‘+33'-...+(-1)' (1-1-15)

1

Sp - | T P(,Gil_...ai ) (1-1-16)

<..<i <k r
Les inégalités de Bonferroni permettent d'encadrer P ( U'Gi ) par les
sommes partielles de ( 1 -1-15) a 1'ordre r et r+l .

- Soit un entier H fixé; &tudions pour tous les r inférieurs @ H les
‘quantités: '

Nous allons montrer que si (1 -1 -7 ) est vérifie et si

(Lk)® -
5 0 (1-1-16)
np
' 1 <y1> <y2
r - = -(— “(—)\, 1
K PG G ) LT + 711+ e(n))
(1-1-17)

Rappelons que .nous notons é(n)'une fonction qui tend vers 0, lorsque n tend
vers 1'infini, d'une maniére uniforme et qui ne dépend que de n.
Alors énoncons la proposition 1-1:

~ PROPOSITION'1 - 1

Py, b -(Zlg _(,g)x — N N
S = ( Ck k™ )( E;ZE (e , 't e, ) (1+e(n)) (1-1-18))
Comme -
ro-r 1
Ck_k L — lorsque n >




11 ) Yy
Spoe — 1 —= () 4 )T (1-1-19)
rl o 2/m

Les sommes partielles de ( 1 - 1 - 15 ) convergeront vers les sommes
'partie]les du développement en série de:

L &, B
2" ) (1-1-20)
2v/7 A ,
d'oll 1'&noncé du théoréme (1-1)..
~ Nous allons donc établir la proposition ( 1 - 1).

§1 - 2 Etude de P { Gi ces G} ) . Autres notations.
: 1 r B

Posons pour simplifier les notations:

i i i
1 2
MT Pne M=V L Vnr (1-2-1)
Nr =ng+n,+ + - (1-2 ~’2 )
Ty = pil, > M = p]r (1-2-3)
W, =7 + o (1-2-4)
Définissons les événements ( g decrit ici [1,r])
Lk |
FO = n <o (1A (— ))1/2 (1-2-5-1)
q q nm :
Lk '
FéQ)={nq>mq(1-A(——))1/2} (1-2-5-2)
: : L

I1 est clair que les nq sont des entiers. les deux &vénements ci-dessus

‘peuvent s'exprimer au moyen de la fonction partie entiére avec des symboles

< 5 nous y reviendrons plus loin. Conyenons de noter:
x| : la partie entiére de x.

Définissons de méme:




E* = 0 F(q) et E* :I n F(q) ( 1 -2-6 )
1 1 2 2 ;
_ q q
Nous poserons encore:
- ol -2 - |
Mq nyq +. an 5 . (1-2-7) N
My = nme /nnq 61 (1-2-8)
L, = (0 g < m ) o (1-2-9)
H, = M ' 1-2-10
By = Ung > Mg ) | ( )

Supposons A ( définien (1-2-5-1)et (1-2-5-2))
réel positif fixé supérieur & /2 strictement.

~ Définissons alors pour tout q de [1,r];

T (1-2-11)
q q
soit:
' Lk :
5 = (m (1- (———OI/ZA )< n, < mm - Ym0}
i q o q q q
, q (1-2-12)
" De méme on définira:
o= w, o Fl9 (1-2-13)
'q q
soit:
| . SR Lk 15 :
Hf = {nr_+ /an 62 < nq < an (1+ (—) A)}
. - - "My (1-2-14)
: e s *
Enfin on définit Gi par
q . ~ he .
6 = U o+ W - (1-2-15)
q q q

Ces notations seront utilisées plus loin dans notre méthode de condi-
tionnement. ‘




Nous avons donc:

ni n. n n »
c 1 2 r n - N
TyT Ty e W (1- W. )( r )

n1!n2!..nr!( n-N. )!
(1-2-16)

Nous allons rapprocher cette loi multinomiale d'une loi de Poisson.

§1 - 3 Loi multinomiale et loi de Poisson

Supposons que dans ( 1 - 2 - 16 ) chaque n, puisse s'écrire
: Lk '
ne = ot (14, (—)E (1-3-1)
nm,
i . _
od p; estun réel vérifiant lpil < C o0 C est fixé. Alors énongons la
proposition ( 1-2 ):

PROPOSITION 1 - 2

Lk
Sous les conditions (1 -1-7):Lkp » 0, (1-1-8):— =+ 0et
. nE
(1-3-1), ona: ‘
n! n, n
nll sz T " (1 - Nr )( n Nr ) -
nl'nz' .nr!( n-N_)!
n, n n .
ﬂll FZZ ..... ﬂrr Nr'
= ( 1+ e(n)) n - exp.( ~ni y (1-3-2)
ntn,loLlL n !
1° 72
n
_ (nﬂq) q
= ( 1+ g(n)) I [ - exp ( -nm_} ] (1-3-3)
qge [1,r] n_! q
q
Démontrons 1a proposition (1 - 2 ). Il suffi£ de montrer que:
n! (1 - )= N
T1 = v - ‘N exp ( nWr ) (1-3-4)
(n - Nr)! - :




est de la forme 1 + e(n)

.Comme
© Lk
p: (—
1

nm

Lk '
)1/2 < C (——)1/2 qui tend vers 0 d'aprés (1 -1-8),

np
e étant fixé, au dela d'un certain n
ng <y (L+e) et Noo< nHp (1 + ¢ ) (1-3-5)

carr < H

Mais p - 0 quand n -+« d'aprés (1 -1 { 7 ) et donc:

-n=-N. > — au deld d'un certain rang, et ainsi:

2 2 14 () o (1-3-6)
On applique alors la formule de Stirling @ ( 1 - 3 - 4 ) pour obtenir:

T1 = exp[ nkn-n - (n - Nr)L(n - Nr) +n - Nr + (n -‘Nr)L(l -»wr)
- Nan + nNr 1( 1+ g(n)) ' (1-~-3-7)

que nous écrivons:

Ty o= Lexp( Uy )1 1+ e(n)
mais |
NG N N N
u, = -n[(1-—‘C)L(1-—E)-(1-—‘C)L(1-wr)-wr+_ﬁ] (1-3-8)
n n ) n n
soit
U- = -n (1-w){(1-ﬂ3)(1-w )’lL[(l-—N—‘")(i-w)'l] + 1
1 r 0 r n r
N ‘ :
S @-Da-w)h | (1-3-9)
n , o

-Définissons wn par:

N ' v
o= - 1= -u)len (1-3=10)
: |




U1 peut s'écrire ainsi:
U= en (- ) T = WL = d) + 9y )

mais d'aprés (1 -3-1)

N, = nwr + /nLk ? p; /E; (1-3-11
et
Nr Lk 4 :
1- — = 1-W —(———) Ep i, (1-3-12
i i
n i
et enfin
_ 1/2 _ -1
Vo = ()T (1= T 2y o (1~3-13
n i
Donc
Lk
g < (Y- he e (1-3- 14

n

expression qui tend uniformément vers 0 ;
On peut alors développer U1 :

¥ -
U1 = -n (1 =-W)—(1+e(n)) ({1-3-15
. r 5 .
|U;| est majore par
(1 - Hp)™H WA (Lk.P) (1 + e(n)) | (1-3-16

et d'aprés ( 1 - 1 -7 ), U1 tend vers 0 uniformément.

Ainsi T1 = 1+ ¢g(n) , ce qui termine la démonstration

§1 - 4 Réduction de 1'interva]1e>de variation des ni

L'essentiel de la somme qui définit P { E} e E} } se trouve
rassemblé dans le pavé 1 _ o
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Nous allons montrer cette propriété, et conditionner en conséquence les

événements G, ... G, par les événements EEs
i i, 172
Remarquons que:
—G?v= Gianq)nFéq) ' ' (1-4-1)
q q : ‘
Et donc que:
o * K o Lk
(G, ...G H)N(EE ) = G. ... G, (1-4-2)
iy L ‘ 172 11' 1.
On peut alors écrire:
- - ¥k K
P(G ...G, ) = P(G ...G )
" Tp N v
- % * K * %
+P.((51.1 G, | EE, )P (EE ) (1-4-3)
r
Donc que:
P (G, B, ) < P8 ...G )+P(E)+P(E) (1-4-4
1 T = iy 1. 1 | 2
P(G, ...G ) sz P (G 8 )+ = pE) pEldy
1 r 1 r ge [1,r]
(1 -4-5)
Par ailleurs
PG ...8 ) 2z P (G ...G ) (1-4-6)
1 r 1 r

Nous allons majorer P ( F&q)) et P ( ?éq)) ; i1 nous restera 3 évaluer
P ( C? . G? }> ce qui est possible d'aprés la proposition ( 1 - 2 ):
1 r _
il suffit de prendre C =A ol C est définien (1 -3-1)et A en
(1-2-25) . 0neffectuera alors 1'évaluation directe sur la loi de Poisson

Enfin, on choisira A de telle sorte que le majorant de
| P(FY”) + P(Féq)) ]
qe [1,r] :

soit infiniment petit devant P ( E: cen G: ) s ce qui achévera la
1 r

démonstration de la proposition ( 1 - 1 ).
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PROPOSITION 1 - 3

Sous les hypothéses (1 -1-7): Lk » 0 et (1-1-8):
Lk ~(a) @) ' S
— >0, P( qu ) et P ( qu ) -sont majorés par la quantité:
np - |
1 s Lk | _
— (exp( A" — (1 + e(n)))) ( 1+ e(n)) (1-4-17)
7 VLK 2 4

’%l:‘

Remarquons que cette majoration est uniforme.
Démonstration de la proposition 1-3:

La variable nq suit une Toi bindmiale B(n,w ) Appe]ons X une variable
suivant cette loi. ’
Posons:
Lk
T = m (1+K(—Y% 4+,
g nmw

q

_ ' _ 1/2
l,g-mrq(l A(m) )+,

(1-4-28)

ot la présence de Ly et de Ly est due au fait que nq est nécéssairement
un entier: plus précisément, ty et Ly vérifient:

PRy = P (X=D)+P(X=D41)+.. (1-4-9)

P (FL)

P(X=D)+P (X=D-1)+... (1-4-10)
Par définition de F(q) et Féq) » les réels ty et Lo sont majorés
en valeur absolue par 2.

Nous allons utiliser une technique due a Fe]ler [5].

Def1nissons.
P(X=3).
u, = (1-4-11)
JooP(Xx=3-1) |
Comme
n-j+1 =« ,
uj = 9 - | (1-4-12)
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uj est décroissant en j.
us = 1 ‘est obtenu pour j ~ LA r

donc si j =D = LA A anq[k oy .
uﬁ <1 -car nm. >

Par ai]]edrs:

P(X=T+1) - ~
- = Us < Ux (1-4-13)
p(x=0) - D+l 0 S
'P(X=ﬁ+1)<u6 P(X=D) (1-4-14)
P(X=D+2) g ug P(X=D+1) (1-4-15)
et enfin:
@, Y- (ux)® _ 1 _
P(F1") ¢ ——— .P(X=D) ¢ P(X=D) (1-4-16)
1'U'5 —1-UT5

pUisque Uy < 1.

IT nous faut maintenant travailler

1

1"‘U—D'
remarquons que n -D > « etque D - « ; par conséquent:

D

P(X=D) = ¢/ n-10

(nq)ﬁ(l'-n)_ (1-4-17)

q

Appliquons 1a formule de Stirling: i1 vient:

1 n -
P(X=T) = — (—=)"2 @) Y2 exp( Uy ) (1 +e(n))
/e n - D o (1-4-18)

et

Uy = nktn - (n - TD)L(n - D) - ﬁLﬁf_D—Lvrq + (n - D)L(1 - wq)_
' ' (1-4-19)
Nous allons transformer 1'expression UO'
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D nr D D D

Uy = nl -l - (1 - L)+ (L) L1 -7 ) ]
n D n . n n q
. : (1-4-20)
‘posons | | _ | ,
D = r, (1+¢t)) | (1~4=-21)

Alors d'aprés (1 -4 -8 ) , nous pouvons écrire:

Lk .
t, = A )31+ e(n)) (1-4-21-
‘ nm ‘ :
q .
en effet: Ly ~€étant borné par 2 en valeur absolue,
t , Lk ' :
L est un o ( (———01/2 ) car npLk = = (1-4-21-~
nm : nmw C—~ ‘
- aq
Par conséquent:
U0 = n [ —nq(l + tl)L(l + tl) - (1 - wq(l + tl))L(l - nq(l + tl))
+ (1 - ﬁq(l + tl))L(l - wq)]
U0 = }n [ -7 (1 + t,)L(1 + t,)
q 1 1
- (1 -7 (1 +t)IL((L - To(1+ £))(1 - wq)-l) !
U0 = -n [ nq(l + tl)L(l + tl) '

-1 ~1
+ (1 - 1rq)[1 - tlwq(l - 1rq) L1 - tlﬂq(l - 1rq) 11

A - ‘ (.1 -4 - 22 )
D'aprés (1-1-8) et (1-4-21~-1),t, >0.

1)

2 )

_ 1
Nous pouvons donc effectuer un développement limité de U0 :
2 2.2
t - tom
Uy = -nl wq-—l--(l +e(n)) + -9 (1 -wq)‘1(1+ e(n)) 1
: 2 2 : - (1-4-23)
Mais ”q -~ 0 et par conséquent: |
g
U0 = —an 7;-(1 + ¢(n))
2 Lk .
UO = - AT — (1 + g(n)). ' (1-4-24)
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Revenons a uﬁ :

Uy = ‘ d ;(1._4_25)

avec la notation en t introduite en ( 1 - ¢4 - 21 )_ il vient

. U = [1-tw (1-7) "+ —(1-w) "1 (1-4-26)
D. 1+t 1"q q n q
Y | S -1
1- Uy = [1+n7 (-7 ) " =—(1-7w)"1 (1-4-27)
- 1+t g T nt q
1 1
Lk nLk _ '
mais: nty = nA (——~)1/2(1 + ¢e(n)) = Q———)1/2(1~+ e(n))A » =
nm w
q q
donc : '
1-us = t; (1+¢(n) | (1-4-28)
et
1 1
= — (1 +¢e(n))
l'U—D' tl
soit
1 1 nmw
=~ (=HY21 4 e (1-4-29)
1 - Ug A Lk
D'aprés (1 -4'-24):
1 n o _ Lk
P(X=0) = — (——) 2072 exp [-A2 (1 + e(n))]
/or - D 2 (1-4-230)
Comme D est infiniment petit devant n,
. B
— = 1+en) (P > 0 ) . (1-4-31)
n-D
enfin tlﬁ + 0 d'ol
~-1/2 L
(D) % = —= (1 + ¢(n))
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1 n Lk
P(X=T) = — (—) Y2 @0 Y2 exp{ -0 —(1+e(n))] (1-4-32)
v2r n - D 2 _ o . >
et en rapprochant (1-4-32) ,(1-4-29)et (1~4-16) on
obtient:

Ry D D a2 5w e )1+ e(n)) |
P( F < —————(exp[ A" —(1 + g{n . + e(n (1-4-233)
L7 = o /X 2 ‘
Traitons de méme P( ?éq)); cette fois uy < 1
P(X=D) P(X=D-1)
=u ; = Up > u
PCX=0D-1) > P(X=D-2) > 1('124—34)
Soit: _
Ql R
1-(1/u) up
PP ) cp(x=D) ——— < P(X=D)—=
1-(1/uy) up - 1
N (1-4-36)
Car
15
P(X=D-2)<(—)°P(X=D) (1-4-35)
: u
D

Pour passer de P( X=D) & P(X=D) il suffit de changer A en -A |,
" en définissant t2 par: | '

D = nm (1-%p) (1-4-39)
d'aprés (1-4-8) , t, veérifie:
Lk ° .
t, = A (Y1 e (1-4-39-1)
nm ‘ v
i1 vient donc:
, 1 1 ) Lk o . -
P(X=D)=— (exp[ A" — (T +e(n)) ] )1 +e(n))
V2 o 2 (1-4-37)
on trouve ensuite: '
1 ' 4 ! 1
HQ = —_— [ 1+ tz”q (1v5 nq) + ;»(1 - ﬂq) ] (1-4-38)

2
En continuant, il vient:
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1

U~ 1= —2 [ 1an(l-a) e —1-2)] (1-4-40)
- l-t, -4 q nt, o
et
"D -1 "q.1/2
= AT (Y E 1+ e(n) | (1 -4-41)
o Lk o
D
soit eﬁfin:
p(F ) <« 2l (el -2 1 <>>-1)<1 (>>
< ——— (exp[ -A° — (1 + g(n + e(n)) .
2 = AV K 2

(1-4-42)

La proposition 1 - 3 est ainsi démontrée.

§I -5 Calcul d'un équivalent de P( E: cee Gy )
1 r

Comme nous 1'avons indiqué plus haut, nous pouvons appliquer pour

P( C? ces G? ) 1a proposition 1 - 2 avec C =A.
1 r '
Ainsi:
P(G; ... ) =(l+e(n)U, oo U, estéegala :
1 Tr '
n
(na) ~
u, = cos [ I —A—exp( -nmw_)1 (1-5-~-1) -
2 Ef ‘Ef qge [1,r] n ! q
1 r 9
soit:
n
() )
u, = I [ —— exp( -nmw ] ’ (1-5-2)
2 qge [1,r] G§ n_! q '
i q
mais
¥ = + - . (1-5-3)
Gi L. H'? ‘ , -
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Rappelons la formule de la fonction gamma incomp1éte (cf Renyi [ 111 )

Cosioy est un réel positif fixé:

A A A 1 A,
e Op 140y o 0o [0 8y,
1! q! - gql 0
1 he
= —T-J ude Ydu (1-~-5-4)
q! :
| 2o
par ailleurs o
q+1' q+2 .q
.=\ A A -A A A
e 0 [ 0 + 0 +...]=s1-e 0 [ 1+ Y + ..+ —9-]
(g + 1)! (g + 2)! ' 1! ql
(1-5-5)
Alors notons
Lk
K Al \1/2 ' . e
mq = n1rq (1 'A(mr) )+Ll | (1-~-5-6)
Lk
x 3172 ' e
Mq = nnq (1 A(n7r )Y + Ly (1-5-7)
* . N i DN (1-5-7-1)
mq = n7rq n1rq1 l.3
Mq*=vn1rq+/——n7rq02 g (1-5-7-2)

g . * kK
ol 1és nouvelles variables m'", Mé > Mg

% ) .
et Mq sont définies pour tenir
compte du fait que Ta variable nq est nécessairement un entier.

Ainsi les différents Lj .- j.variant de 1 & 4, sont bornés en valeur
absolue par 2.

Alors:

E =1, -1, ;.E: I,- I, (1-5-8)
L H ,

1 1

q q

ol Il, 12, I3 et 14 sont déf}n1s par :




*
1 +eom -u
11=—~;—[ ud e qu (1-5-9)
I
mq nnq
vk
1o Mg
12 = — J du (1-5~10)
oom! ! nw
,'q
1 . M -u '
.I3=-;-—Iquqe du (1-5-11)
' M 170
- q
1o W | |
14=——*—[quq-e du (1-5=12)
- MU0 :
q :
Nous allons utiliser la méthode de Laplace pour construire un équivalent
asymptotique des intégrales du type des Ij » J=1,2,3, 4;
PROPOSITION 1 - &
Soient deux fonctions t et r(t) , r(t) >t ;
On définit:
Cas 1 y(t) par r(t) = t(1 + y(t))
A(t) par A(t) = tlv(t) - L(1 + (%))
et
1 + o
J1 = e j ute"u du (1-5-14)
rt+1)’r
Cas 2 v(t) pér r(t) = t(1 - v(t))
A(t) par A(t) = t[-y(t) - L(1 - y(t))]
et
‘ 1 r , .
J2 = ———— J ute-u du (1-~-65-19 )"
o (t+1) /0
On suppose dans chaque cas que lorsque t -+ « :
r(t) » o (1-5=-15)
y(t) » ot (1-5-16)
A(t) » (1-5-17)
Alors dans chaque cas J; et J, vérifient:-
1 a7
Jl " J2 NV e— e — lorsque t - o
2/m "y .

18

(1-5-=230)
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"Démonstration de la proposition 1 - 4 :

Posons dans J1 défini par (1 -5-18) u= t(1+v), ol v .est'une
nouvelle variable. ‘

Alors: -

9, - . ! J LIL(L+v) -1-v] dv
r'(t + 1) 0% S
tt-+ 1
= — ] : i (1-56-21).
I'(t + 1)
ou
Tt Ll +v)-1-v]
Ji-;I e . ‘ dv (1-56-22)
v
définissons: h(x) = L{(l1 +x) -1-x (1-5-23)
et y(x) , fonction positive de x par:
y(x) = /T R(X) ' (1-5-24)

-1 - h(x) est une fonction croissante de x pour x > 0 qui s'annule
pour x =.0 3 y(x) est bien définie. c'est une fonction monotone croissante
"~ qui admet une fonction réciproque dérivable '

X = ¥y)
Alors dans J; prenons y(v) comme nouveile variable:

dv = ¥'(y) dy - w o= y(v}

et enfin comme:

o - [T,
+ ® 2 o

9 = J et U 1wl gy du » (1-5-25)
y{r) -




: +bm 2
ol Jy = e v V' (w) dw
! Jy(“r)
mais ‘
Vi) - . R
Sytx)y h'(x)

Au voisinage.de 0 , y'(y) est continue.

Au voisinage de 1'infini,- ¥'(y) ~ 2y

11 ¢x1ste donc B1 et 82_

Changeons encore de variable dans J; et posons:

z = th
dz
-— = 2zt
dw
Jv = 1 ) J(3)
1. o~ "1
2/t
ol
‘ + z dz
7ty (¥) t z
r+ o zZ ; - dz
o - (M) e 2
(1) t z
Nous allons coUper en trois J§3):
¥ o 2 (t) 8 4
A AR KRR
A(t) A(t) 2A(t) tBl
=8 v, o+ g
A(t) | |
Comme > 0, 24 s'estime aisément:
t .
et donc:

sur ce méme intervalle.

. L.
fixés dans R vérifiant:

(1-5-26
(1-685-27
(1-5-28
(1-5-29
(1-5- 30
(1-5- 31
(1-~5- 32
(1 -5~ 32

(1-5-235

20

-1)

)
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donc
A(t)  z dz 2N(t) . dz | ;
[l et [ e — (1-5-35)
A(t) t vz A (t) vz
Comme .
+ dz 1
J e — =.e>‘——(1+e(t)) “ (1~-65-237)
AL  Vz /N : : :
S 2 (). PR —2\ 1
= e — (1 +e(t)) - e — (1 +e(t)) (1-5-238)
IA(t) VN C V2N :
2A(t) N . '
= e — (1+ ¢(t)) : (1-5=-239)
IN(t) : VN -
donc
2x(t) z __ dz 5 1
lej VT et — e (1-5-40)
A(t) t vz /X
| z 2\ (t)
Dans g, , comme ze [2A(t),t821 ., (Y2 e ((—)2 B, 1, qui
2 1 t t 1
est inclus dans [0, B, ].
Soit M 1le maximum de ¢¥' sur [O, B1 ]
2 4
tB dz + . dz 1
Q < J 1 ye2 = < M{ el — n Me-m\_———-
- 2\ (t) Yz 2x (t) vz 2N
| -‘4 (1—'5"40"‘1)
| "y .
2, est majoré par 2904 ou 'p‘1 N o— e - 0
donc - @, = o(g;) A 2 (1-56-40-2)
| 2 Z.1/2
Dans 9y » comme ze[tBl,+oo[ »  (-) e[Bl,+oo] , et
t

[N

z z .
‘1"(('1;)1/2) 82 ((—)1/2) d'aprés (1 -5-28)
t

+ z dz 1 4w 1 -tB
R = J 5 v () — < B, —-J 5 e %dz = B, — e 1
8t VZ /t ) 18] G
| | (1-6-40-3)
0, est majoré par 2P
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2
: 1 -tB7 1 : A 2
ol p, = B,— e R 8, (_~$1/2 M) - tBy
t V2 Cf et | |
o A o 1At |
py = By () el 18] (1- 5 —) ] (1-5-40~4)
2 2 1 2 |
2t Bl t
A(t) | |
come —— > 0, p, » 0 et o, = o() ;3

-t
'App1iquaht']a formule de Stirling de la fonction gamma, i1 vient:

t ‘ :

r(t+1) ~ (=) /ot | (1-5-42)
on obtient:

1 1 1
J§3) v Ze N s J o~ e
ﬁf_ V2t "y

1 1 1 1

=> J! "N e-t-——— e-k — = Jl N e_k — (1 ~-5-43)
V2t "y Y% VX

Ce qui montre la premiére partie de notre propositioh.
Passons & J2 :

1 roy

Jy = —— J u® ™Y du
T(t+1) 70 v
posons: u = t(1 - v) : du = -t dv (1-5-44)
I 1 -
J, = ———— J) o0 J) = I et DL -v) - 1aviyy
2 r(t + 1) ' 2

Y (1-5=45)
posons cette fois: ) : ‘
- 2
h(x) = L{1-x)-1+x = -1-y"°(x) (1-5-46)
comme en (1 -5 - 24 ) y(x) est bien défini par: '

y(x) = v -1 - h(x

y est une fonction croissante qui -s'annule pour x =0 , elle-admet une
fonction réciproque /

x = Y(y)
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Prenons y(v) comme nouvelle variable: w = y(v) dans J), 3 i1 vient:

| . 2
dv = ¢'(y) dy : |
+ o 2 .
Jé=j ef L =19 Ty du (1-5-47)
y(r) ,

la convergenée en + = de Jé est assurée par 1e$ propriétés de régularite
de. ¢' ( c¢f (1-5-28) ). Nous avons ainsi:

4 '| - "t 1t -
Jy = e ,Jz (1-5-48)

+ o 2 , '
a - J e ™ riw) dw (1-5~49)

y(r) ‘

Enfin
1 1 -x
v'(y) = —— = 2y -
y'(x)- X
X

Au voisinage de x =0 , y ~ — donc ¥'(y) existeen y =0 ;
, /7 ‘

Au voisinage de x =1 (y » =)
V' (y) 1-x
—_— =2 est majoré par B2 pour y > Bi
y X
ce qui confirme la convergence de Jé
+ o 2 | + 2
J e_tw Y'(w) dw < B2 J e'tW w dw qui converge.
B ) B
1 1
On pose enfin z = tw® :  dz = 2 dw VZE (1-5-50)
" et on obtient : _ '
1 + o z dz
ao= —a3 o 93 - J s V(EYE et —
2/t ty™(7) t z
(1-5&6=-251)
soit: '
+ o yd dz
a3 - J V()2 2 = (1-5-52)
| A(t) t V7. -

On applique les résultats du paragraphe précédent ( ( I -5-32)a
(1-5-43) ) pour obtenir
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1 1 1
Jés) A e'k4~ et enfin J2 AN — e"K-——
. "y 2/m VA

Ce qui achéve notre démonstration de la proposition 1 - 4 =

‘Appliquons Ia'proposition 1-4 3 11’ o5 Las 114 :

d'aprés .les définitions des bornes mq*, mé*, M * , et M'* , et
compte-tenu du fait que les Ly sont bornés, i1 existe des fonctions
ej(n) tendant vers 0 avec n , vérifiant:

* - s pla) -5 - 59 -
mq = nnq .nﬂq 01 | (1~-56-52-1)
ol 089 o (ank - Lok +y, + () 172 (1-5-52-2)
1 2 1 1
avec . heureusement legq)l < sI(n) (1~5-52-3)
Pour le voir il suffit de remafquer'que les encadrements de nq s'effectuent
de maniére uniforme: en identifiant les deux expressions (1 -5-7 -1 )"
et (1-5-52-1) onobtient (1-5-62-2).
de méme, on aura: -
Lk + e(q)
mey =-on_ (1- A—21/2 (1-5-52-4)
(a) q T
q .
od '|€§q)l < e,(n) . (1-5-52-5)

N . L % *
Nous aurons bien entendu dés expressions analogues pour M et M!

Le point important est que la maniére dont les ej(n) tendent vers 0 ne
dépend pas de q .
Avec ces nouvelles notations, nous pouvons obtenir pour I1

t = nm. - ¥Vnmw G(q) (1~-565-53-1)

q 1

r = nﬂq ) ' (1-5-53-2)
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T = (0§Q) / g (1 - 9§q) / Vomg )t (1-5-53~3)
et enfin, par un développement 1imité rapide
(0](.51))2 , 1 6(Q)
A= (1 + - (1 4+ g(n)) ) (1-5-53~-4)
L2 - 3 Vnm
, S R
D'aprés la condition (1 -1-8): — + 0
Soft t > et r o>
3 1.3 -
(S (0§q))3
enfin si ~ 0 (1-1-16) alors ———— 5 0
np ‘ . anq
t 2
et 0{%)
A = ——0  + ¢g(n) : (1-65-154)

2

La formule (1 -5~ 52 -2 ) permet alors d'écrire:

1 Yq .
Moo= Lk-—Lk += + g(n) (1-5-56)
2 2
et
YA = /LK (1 + €(n)) (1-5=-257)
Donc DY 1 - (y1/2) -
e = — /K[ e - 1(1 + e(n)) (1-5-258)
et 11 - (y/2) (1-5-59)
I1 N —— e
2V k

Passons a I2 : c'est une intégrale du cas 1 de la proposition 1 - 4;
nous remarquons qu'il suffit de remplacer dans (1 - 5 - 53 )

Bﬁq) par A (Lk + eéq))l/Z

rappelons que A > /2 . Alors le calcul de t et de r s'effectue de
maniére analogue, et si

(Lk)>
-~ 0

np

. A2

A o= — Lk (1 + &(n)) : (1-5-260)
2 .

par conséquent
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il existe un réel € fixé tel que:

1 /2 1 A? |
I, < —— —exp[ - — Lk (1 - e, ) (1-656=-261)
2 o/ A VIR 2 0 ‘
et
1'2'/11 + 0 B (1—5-.-63).
~ Pour I, bn obtient: (Cas 2)
) _ . (q) o ’ _ _ _
t = nnq + /nnq 02 | (1-~-5-64-1)
ro= nm (1~-5-64-2)
- (a) (a) -1
yo= (07 A ) (1 + 057/ Vow ) (1-5-64-3)
| | (Lk)®
Si (1 -1~16) est vérifiee, - 0, alors:
4 np
(0§9)?
A = + ¢(n)
2
1 1 -(y/2) |
13 N —— e (1-5-265)
2/ k
On montrerait de méme que 14 /'I3 > 0 (1-5-266)
Par conséquent
11 ~(y)/2) | 11 -(y,/2)
Z v ———e H Z N ———e
L 2/ k i /7 k
i i :
a q (1-5-67)
Et donc:
| 11 =(y/2)  =(y,/2)
oo ———J e 4+ e ] (1-5-268)
o~ 2vm k o - S
'q
L'équivalent étant uniforme, on en déduit:
| w11 -yy/2) -(y,/2)
P( G? cee Eﬁ ) o~ — L —="C(e 1 + e 2 ) 1"
1 r k /T

(1-5=-269)

Etudions le majorant de 1'expression Stl :.
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=(q) =(q)
- ) [ P(F + P(F3) 1
Szl qe [1,r] ( L ) 2

SZi est majoré d'aprés la proposition 1-3 par:

2H 1 1 Lk

2
8, = ————exp|[ -A — (1 + ¢(n)) 1(1 + e(n))
2 - .
A vam /K 2 (1-5-70)
. A2 '
IT suffit donc de prendre — > H pour avoir
Q= o (P(T ... Ej )) (1-5-71)
‘ 1 r

On en déduit alors que

-(y1/2)  -(y,/2
. (y/2) . (y,/2)

1
krP(B*].'l...G. ) A [ — e )17

T 2/

(1-~1-17)
et le théoréme ('1 - 1) est démontré m

Les conditions obtenues pour ce théoréme améliorent celles dé Revesz [12].'
A la page 37 de [[12], le théoréme 2 de Revesz s'énonce ainsi:

1 t e, 1 _ 1
si n> k- ol €y > 0 et — <P s P -
n n
o 0<B <clzcac<l+ € s Alors
1 =(y,/2) |
P( 22 <A02 ) » expl[ - — e ] (1-5=-72)
2/
et en posant Zé = max( ;Zl s Zy )
1 -(yy/2) .
P( 2, < 0;) » exp[ - —e 1 (1-5-73)
VI
(1-5-73) résulte facilement de notre théoréme ( 1 -1 ).

Notre amélioration principale réside dans le passage de la condition

T4, (Lk)3
n >k a Ta condition

n-p
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§ I - 6 Geénéralisation du théoréme {( 1 - 1)

Nous allons étendre le théoréme ( 1 - 1 ) en étudiant les valeurs
extrémes partielles :
Considérons un découpage de 1'ensemble [1,k ] en plusieurs familles;
plus précisément posons

R = [1,k] = R1 ] R2 U ... U‘RQ (1-6-1)

ol £ est un entier fixé.
On suppose que chaque Rm vérifie:

#R= A (n) k - (1-6-2)

ol nous notons #Rﬁ le cardinal de Rm 3 chaque Am(n) vérifie

0

Am(n) > Ah lorsque n» > » | (‘Z -6-3) |
Définissons
i
v _ - np,
z§“‘) = -min [-—1] (1-6-4)
i€ Rm Vnpi,
. i _
. v_ - np. :
Zém) = max_[-—1] (1-6-5)
4 ie Rm /npi
_ _ 72 ., o
gim = ( 2Lk -LZk * Yin ) i=1,2 (1-6-¢6)

Alors nous pouvons énoncer le théoréme ( 1 - 2 ):

Théoréme (1 - 2 )

_ (Lk)?
- S1 plLlk > 0 et + 0
np
Proa (2™ <o 1, a0z, )
m m
1 % ' “(¥i/2)  =(Ypn/2)
~ exp| - — z Ao(e 1m + @ 2m )](1'f6—-7)
o/ m=1 M -
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-~

I1 y a donc indépendance asymptotiqde de bloc @ bloc et de maximum & minimum.
Ce résultat généralise celui de Revesz [12 ] et Woodroofe [17 ] . Cette
“indépendance est due au comportement poissonnien de la loi multinomiale.
Démonstration du théoréme ( 1 - 2 ):
i i

Nous &tendons les notations de Li , H, et G ‘en'posant cette fois:

.L.

_ . . : ] . _
i 7 { n < _npi vIp; olm }
' R si i€ Rm (1-6~28)
—— ’ L} 1
Hi = { ”n' Py + /npi 02m 1

-~

Nous sommes cette fois encore amenés a considérer:
P(G, ...G, )

Supposons que dans P( G, ...G., ),
A 1 e

) proviennent de Rl’

G, des événements  ( G,
. a

1

'qz des événements ( Gi ) proviennent de R
’ o

2’

avec bien entendu: 9t 4y t ... tq, = v (1~-6-9)

(k)

Alors nous savons que si Lk p - 0 et si - -+ 0

np
~(y,/2)
» re M0y si i eR
G* 2v1 k ' , a m
;
o ( cf (1-5-68))
Le conditionnement du §1 - 4 est toujourS'app1icab1e; ce qui permet de

déduire que:

N -

11 -(y,/2)
e Im

_ . 1 1 Y‘R' .‘(‘ylj/z)
P(G; ...G ) ~ — (—)mle
1 Ty k' evr j=1

- ./2 .
‘e “’23 ) ]qJ

(1-6-=10)
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. . 9 92 Y
Nous pouvons construire CAl(n)k CAZ(n)k . CA (n)k (1-6-11)
%
~ tels G& cee E} . mais lorsque n -+ o , a; étant majoré par r , donc par H
1 . 'r '
0
¢d : )7 (1-6-12)
A(n)k Tq; 7 | -0
J kK J Qj~
2.1 1 gq. 11,
Comme. I (——) 9 = — (—) . (1-6-13)
J=1 k 2v/@ - k' 2/ '

Nous en déduisons 1'équivalent de la somme Sr

vt ¢ v

S (—(?—%r:)r% T ..z .I T " g‘[(Ag)qJ (e “’13(2) ‘e (YZJ/Z))QJ .
+ G419 a, ql.qz_...__.ql. J _

| (1-6-14)
ol bien entendu Z q; = r .

1 1 =(¥1:/2)  -(y5:/2)
Spov () — (Al (e N T ae TAT g o5
2ve vt G Y
Alors comme:
PrwzM <oy, oz <oy )
j i -
= 1-sl+52-s3+...~_+(‘-1)'<sk

On applique la .technique des paragraphes précedents et le théorame (1-2 )'
est démontrg, =

§I1 -7 Application @ 1'estimation de l1a densité

Nous nous propoéons ici d'appliquer les résultats des théorémes ( 1 - 1)
et (1 -2) & T'estimation de 1a densité par la méthode de 1'histogramme.

Soit un pavage de RS forma par les pavés {ij s J € J,}.3 soit une
variable X & valeurs dans R° dont la densité de probabilité est une
fonction f que nous supposerons uniformément continue sur R° .
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On définit & partir d'un échantillon ( Xis X505 ven s Xn ) les réels
{ryj,dedde | |

Vj = { nombre des Xﬁ contenus dans -Bj - (1 -7-1)

- L'estimateur fn de f est défini par:
SRS
fn(x) = —
n u(Bj)

V. si X € B,
i j

N . oS
ol p ‘représente la mesure de Lebesgue sur R°.

Geffroy [7 ] et Bertrand-Retali {2 ] ont donné des C.N.S. de convergence
presque compléte , en probabilité de fh vers f uniformément sur RS.

Revesz s'est intéressé au probléme des lois Timites [12 1[13 ]
Nous allons généraliser grdce au théoréme ( 1 - 1 ) deux théorémes de Revesz.

Enongcons les deux théorémes de Revesz:
( f est une densité de probabi]ité'sur R, strictement positive sur son support,
[ce qui ne signifie pas forcément minorée par un réel strictement positif si le
support n'est pas compact] et enfin Lipchitzienne sur ce support )

Théoréme A ( Revesz [13] )
On définit un pavage de Supp(f) = [AO,B0 ] par les segments

B. = [xj,x J=0,1, ..., k-1

J j+l ]

oll X5 est défini par:

X s J , '
J J f(t) dt = E- ( Xg = AO s X = By ) (1-7-2)

- oo
-k est une fonction qui vérifie:

1-8'1

n1/3Ln < k < n (1-7-3)

ou €1 est un réel positif donné.

B[‘Acroissant vers ]AO’BO[ Torsque

n tend vers 1'infini; on suppose de plus que f est minorée sur ]xa,xB[:

Alors il existe un intervalle 1x X
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9, @&tant toujours défini par: 0, = (2Lk - Lok + yi)l/2 ,
sur. T'intervalie ]xa,xs[, '

1i /VP( (n)l/2 Q, <0 ») ( : —(yl/Z))‘ (1-7-4)
im - < =exp( - — e -7 -
ne k 1 1 v
n | 1 =(y,/2)
. 1/2 2 :
Tim P( (-) Q; <0, ) =exp( ~-—e ) (1-7-5)
ne (k 1 2 /r
ou " - f - f :
Q1 = sup - n o (1-7-6)
. ]xa,xB[ f
fo-f | o
Qq = _ sup | | - (1-7-7)
‘ ]xa,xB[ f :

Théoréme B ( Revesz [12 ] )
On découpe cette fois R en intervalles de longueur 1/k:
rees Xog s X1 s Xg s Xy 5 Xy 5.

§1 et §2 sont deux constantes qui vérifient:

1 2

- < ¢, < ¢, < - ' : (1-7-8)
2 1 2 3. |

n1 - §2 > k 2 nl - §1 (1-7-29 )

[a,b] . étant Te support de f éventuellement égal & ]-»,+=[ , nous supposons
que x et Xg sont des termes de la suite (xj) définie ci-dessus, qui
vérifient

-(§4/2) (§4/2)
[xa,xB] = [a,b] n[-n N ] (1-7-10)

vérifiant également f(x) > — sur [xa,x

Ln v

B

a et B -sont ainsi deux fonctions de n .

On demande enfin que X, et XB vérifient

X 4
[ B f(t) dt ~1 lorsque n > o (1~-7-12)

Xa




fo-f fo-f -3

Posons ZO = max n ) et Zé = ‘max |- ]
[xa,xsl i [x, %] vid |

Alors: . - 1/2 ' 1 -(y/2)
Vim Pl Zy < (2(B-0a) = Ly(B-a) +)ME T cexpl - —e ]
Ne ' v

- :  1 -(y/2
Tim Pl Zy < (2L(B - o) - Ly(6 - o) + Y% e - — e (v/2) ]
- e

(1-7-13) et (1-7-14)

‘Nous allons proposér deux théorémes sur 1'estimation de la densité par
histogramme dans R> ,'associés d deux pavages différents de RS . L'un des
pavages dépendant de f , le théoréme correspondant sera utilisé pour construire
des tests. ‘

f sera supposée désormais strictement positive sur son support et lipchitzienne .

Nous munissons R° de la norme .
Ixll . = sup EN
ie[l,s]

Dans notre premier théoréme, nous estimerons f sur un compact que nous pouvons -

-

toujours supposer ramené a [0,1]S formé des pavés. Bnr P
. 1-.»

s
' ry -1 r r.-1 r
Bnr r T [A1 R 1 [ X ... x[=2 s = (1-7-15)
1""'s dn d d, dn
Vor.p = o 1e nombre des Xi contenus dans Bnr P (1-7-16)
1°°'s 1'"7"s
On pose k = dns (1~-7-17)

Nous supposerons que [0,1]s est inclus dans le support de f
Remarquons au passage que ceci n'entraine pas: Pf ( [0,1]S y=1.

. Alors

Théoréme 1 - 3 - 1°

k(Lk)3 nlk
Si +0 et — >0 (1-7-18)
n 1+ (2/5)
Notant .
n f - f n fo-f
7y = O i (P ez, o OV e (0T
kK'10,1u% JF k'oo1o1° VT

n
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On a dés lors:
1 =(y1/2)  -(y,/2)

< 01 s Zy < 62 ) > expl~— (e _f e | ) ]

P(Z
2/

1
On trouvera en Annexe A la démonstration de la proposition suivante:

Proposition 1- 5

‘vSoientﬂ ( Z. Z, ) Zi, Z, ) quatre statistiques dépendanf de n

1°
o Suppose Que: L -y -(yy/2)
ﬁ:? P( Z, < 61 » Zy < 8, ) = expl - E;% (e + e
Aiorslsiz _
Lk (Z,-12;) ; 0 lorsque n -~ « ( i=1,2)
Tim P( Zi < 61 , Zé <0, ) = expl - —}——( e-(yl/Z) + e_(yZ/Z) )1l
neo : v

Démonstration du théoréme 1-3-1 :
Nous pouvons écrire:

f - f f -F f - f f - F f -F
fn (fn) /F; J?; fn)
Notons p ~ _ '
' nry..rg = Pf (Bnrl. rs) = I f(t) dt (1-7-19)
B
LSRR
et fn = —z———-———-—; I f(t) dt L (1-7-20) _
' u(B B '
tnrgLrg Py LT
1
Alors f_ = p = kp (1~-7-21)
“(Bnr ) ) nry..re nry..rg
1°"s

f est minorée sur [0,1]S par & et majorée par A
Ainsi notant: '

P = sup( pnrl..rs ) et p = inf( Pnrl..rs )
~ Ak k(Lk)® (Lk)3
pLk < —— qui tend vers 0 et - +~ 0 et donc > 0
k o n np

On peut appliquer le théoréme 1 - 1 aux quantités




v - np - _
nry..rg nry..r _ (2)1/2 fn ?n
'npnrl..r k : (fn)

S

Proposition 1 - 6

Si A est un réel fixé supérieur & 2

Lk
v < np (1 + A(
nr.,.r S fnrcL.r
1""'s p 1°"s np
, nry..re
A ' Lk
v > np (1 - A(
nro..r_ . nr...r
1'""'s p 1°'s np
nry..r
uniformément en ry re

Démonstration de 1a propoéition 1-6:
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(1-7- 22 )

)12

1/2

IT suffit de reprendre les calculs du théoréme 1-1 en remp1agant

6, et 0, par A JLk

1..PS

k(L) . |
Sj - -~ 0 , on obtient dans le calcul de I1 ,12 ,I3 ,I4
| A
A= — Lk +0(1) (1-7-23)
2 .
D'ol C!
PG, ..G ) < (—) ol C' estfixeet a;>1 (1-7-24)
i i = ‘g 1
1 r K 1
c' ¢!
P( G; ) §-7;I et P( N Gy )21~ o (1-7-25)
i 1
k k
Donc
P n G, ) » 1
|
3
Ce qui équivapt a la proposition'1 - 6 &
‘Nous déduisons de la proposition 1 - 6 que:
Lk |
fo < T (14 AC )12 (1-7-26)
p P |




kLk

foo< T (1 A2 (7)) (1-7-27)
p n - ' -
et dé méme KLk . '
£, o> T, (1= A2 7)1 (1-7-28)
p n | -

D'aprés (1 -7~ 22 ) et la proposition 1 - 5, i1 suffit pour montrer le
théoréme 1-3-1 de montrer:

Ky, Fo-f -
Csup o (—) YR s 0 (1-7-29)
(0,15 k ﬂ?’ p .
Lk 1 Fo =T fy - T
sup A(“‘—)l/z | n L n 1/2 |- 0 (1-7-30)
o,y K ) P
Montrons (1 -7 - 29 ) :
0 - T =k [ (o - f e (1-7-51)
B ,
: nr...r
donc 1""'s
| f(x) - f ()] <k [ Tollt = x| ,dt < —= (1-7-232)
d .
B n
nry..rg

ol Té est fixé car f est supposée Lipchitzienne. Comme

| KLK -
fo > T (1= A2 (7 )2 (1-7-33)
p . n
T Kk, 1 o e
£ 8 (1-A—)Y2 )y <5 (1-cem) (1-7-34)
n p n )

On majore ainsi uniformément

Ty 1

nLk f -f :
(—e )« ( )1/2 (1-7-35)
k' _ /?; p k d ﬁf
Comme dn = kl/S onabien (1-7-29) graced (1-7-18)
Passons & (1 -7 - 30 ): A
_ . | 2
fn - ?ﬁ fn - ?ﬁ ( - T’) 1

- = (1-~-7-236)
E T (f?)lf? iy e (7)1




1 1 kLk 1
—_— < ——~—T7?-(1 + €(n)) Car —— 0
P (F) 4 - n 8
: kLk
= 2 2 .
(f.-T )" < A" —TF : o
n o n b n N _ (1~-7-237)
d'oll . _
nLk 1/2 £, - Th fo- ?B k(Lk) 1/2 .2 1 |
(—) | - 1/2l < )N — (1-7-238)

majorant qui tend bien uniformément vers 0 siona (1 -7-18) ®

Notre deuxiéme théoréme utilise un pavage de R> associé canoniquement
a f . Nous supposons cette fois 1'existence des densités conditionnelles de f

Posons toujours:

Soient (el, €rs -+ 58 ) les s directions orthogonales de R° .

Découpons RS par des hyperplans perpendiculaires & e s en dn tranches
de probabilités égales ( au sens de f ):

d .
(Q(l),Q(z),.-,Q( n)) (1-7-239)

Recommehgons 1'opération dans chaque tranche ( Q(1) ) en découpant perpendiculaij
-rement a e,

. } n
J . .
INC D : a ’
avec Pf( Q ) = — : (1~-7-239)
d .
n
De proche en proche on aboutit ainsi & un pavage de,1RS en blocs
(il .o is) . ) _ - o ) S
{Q | i€ [1,dn],.., i, e [1’dh] o (1 -7-40)
avec par construction:
(ig . i) 1 1
Pe( Q )= — = - (1-7-41)
f S
dn k

Nous allons étre amenés a faire une hypothése supplémentaire de régularité sur f
au voisinage de 1'infini-
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J

Notons: fJ.(x-.|x1 . xj-l) jel2,s]

la densité conditionnelle de X5 par rapport a X1 "'Xj—l
‘Nous supposons qu'il existe une fonction &(n) , qui tend vers 0 Tlorsque

n tend vers 1'infini, et un pavé 9(n)

) ¥(n) = 01 X9, X .. X ﬁs ol 05 = [-Vj,Vj]
tel que i"(x1 .o xé) € ¥(n) (i.e. X5 € &j pour tout j de 1 & s )
1) fj(xj]xl ce X5_1) > 8(n) (1-7 - 42)
2) Pe(¥(n) )~ 1 Torsque n =+ w (1-7-43)

Remarquons que ces conditions sont toujours vérifiées pour s =1 .

(g« Q) | (i -

Notons { vj S | j el1l,s1} Tles longueurs des cotés du pavé Q
(il,.. is)

Alors si f vérifie (1 -7-42),si Q est inclus dans ¢(n)

(i .. 8) 1 1

VJ- : < —— (1-7-44)
| dn 8(n)
En effet si nous notons la densité projetée de f sur RP : f(p)(x1 . xp)
() e
J FOPI(x, oox ) dxy ..odx. = (—) (1-7-45)
g 1o %t P d
(11 . 1p) n
Q
Mais
. —1 :
- T(xy e %) £{P=1) Xp.q) déy . dx
(i i) (i i q)
Q 1 p Q 1 p-1
‘ol .
x(11 1p) . v(11 1p)
P P
T . .. d
(g e %po1) I (g« 1)) Folxplxy -+ Xpq) O
*p

et par conséquent:

8

13)

3

p-1
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' (i, .. 1)) 1 :
J A L7 P sy (—)P 71 dron e resultat.
(i +« ;) dy
o - P
(i +« 1)) y - -
Ainsi si Q ~ P est inclus dans Vﬂ(n) » et si f vérifie (1-7-42)
L (A .l | 11
Vo (xy)eQ &S flx-yllL < — (1-7-46)
| d_&(n) -
. _ n
Soit 9 1'ensemble des (il .. is) tels que:
(ig -« i)
Q soit inclus dans %(n).
. De méme, soit C% ~1'ensemble des (iq - is), tels que
(i, .. 1) |
ol STasm) £ o0
Par construction: (# C%) = (# ©,) (1 + e(n)) (1-7-147)
Mais: ' '
(i, .. 1) (iq «. 1)
ugog !l S esmeu g S (1-7-48)
Ch | C% k

Comme Pf( d(n) )»1 si (1-7-43) est vérifié, on a

#© =k (1-e(n) etdonc #6 =k (1-¢e(n) (1-7-49)

_ ] (11 .o is) '
soit enfin: Pf( U Q v ) >~1 (1~7-50)
C%
Nous noterons alors:
(i, .. 1) .
F = vy g ts (1-7-51)
n

Notre théoréme 1-3-2 s'énonce alors:

Théoréme 1 - 3 - 2

Soit f wune densité strictement positive sur son support ( mais non
forcément minorée sur celui-ci ) et Lipchitzienne. On suppose de plus que
f verifie (1-7-42) et (1-7-43) pour une certaine fonction &(n) .
Supposons encore que k et n vérifient:
k(Lk)® | nLk 1

~0 et - >0 (1-7-253)
0 | o1 +‘(2/§7‘5(n)2 75 . |
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Notons cette fois:

n f - f n f - f
z, = - min - ;5 2z, = OV max (A (1-7-52)
_ k Q* fn 4 k Q* fn
n S (T
Alors:.
, L -(yy/2)  -(y,/2)

P(Zl‘<01,Z2<02)+exp[-—-——;(e + e
Notons -comme dans ( 1-7-20)

— 1 1 |

) = = f IRy € PR

#(Q )Q(i1 i) #(Q )
. . 1~-7-564
R CFIRT 19 (1-7-ed)
si xe€Q .
: : (11 . 1s)
Nous avons en notant " le nombre de points de 1'échantillon
. i . (1'1 .. is):
( Xl’ X2, ve s Xn ) contenus dans Q
(iy .. 1) (iy .. 1)
fo-F 1w 1S e b
h _n_ Z0n SR (1=7-55)
ki n (]1 e 1s) :
n Pe( Q )

(i .. i) 1
P.(Q = —
¢l ) = - |
' (il .. is) (11 . is)
f_ - ki - P '
(2)1/2 n— n _ »vn . (in f(]Q) ) (1-7-56)
“ T CENE RS Vi

Nous pouvons donc appliquer & (1 -7 - 56 ) 1le théoréme 1-1 si p Lk~ 0

(Lk)® o k)
-+~ 0 , ce qui est impliqué par la condition
np ' n

Nous allons de nouveau écrire:

et

+0 car p =~
k

(1=-7=57)
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Nous chercherons encore des conditions suffisantes pour avoir

: nLk f - f :
' ¢-~)1/2 |-2] > 0 - ( Uniformément sur les
k. f p ) _
) Q(11 o 1) )
nLk f -7 :
(~__01/2 f_ﬂ,,_,ﬂz_. >0 | |
k- fn T P (1-7-58) et (1-7-59)

| La proposition 1-5 fournit alors le résultat. D'aprés la proposition 1-6
nous -avons ( uniformément sur © )
(iy .. i) (i, .. i) (i, .. i)
N A S T W R N N S T S L
n _ f . p f ,
(1-7-260)
soit, uniformément sur Ch

Lk 1 kLk
£y - Tl < AP e = A ()P
n n p kn (11 e 1S) n- n
#(Q )
' (1-7-261)
Ainsi: KLk 12
fn > -?h (1 - A (—)""7)
Y o n
et (1 -7~ 59 ) devient:
2 3
nLk (f -7) k(Lk)
c_“_)l/z _nn a2 ( ')1/2 (1 + €(n)) (1-7-62)
k- f ?ﬁ p n ,
et 1'expression-de droite tend vers 0 d'aprés (1 -7 -53) .
I1 nous reste 3@ étudier (1 -7 -58)
| B (] -+ i)
f é&tant Lipchitzienne, si x et y se trouvent dans Q
1F(x) - F()| < Tyllx -yl | (1-7-65)

mais ( 1 - 7 ~ 46 ) entraine alors:

If(X)-?n(X)|<T2—E- : (1-7-64)
d. §(n)
donc: | A
| F(x) "Tn(x)l < (3 : /1- ) J T2—];- : dt = Tz.}_ ! :
ARSI R 4 3(n)
' (1-7-265)
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. *
Par construction, si x € Qn s f(x) > 6$(n) car

fx) .o xg) = FolxIxg oo %g_q) - 2 (%91 %) F1 (1)
et par hypothese il [x; - xj_i) > &(n)
donc:
o KLk
T, ()5 8%n) et £ o> 85(m)(1-A)YE)  (1-7-66)

p n
Ainsi majore-t-on (1 -7 - 58 )

1/2 ITh - fl nLk

_— 1+¢
( ) kl/s (6(n))1+s< + e(n))

. (1-7-2867)
Le terme de droite tend bien vers 0 si

nLk 1

Remarque 1

Supposons que nous lTimitions 1'estimation de f & un compact Kb
vérifiant Pf( K, ) = A0 ' | (1-7-269)

Nous pouvons toujours considérer 1'ensemble C“ des (il .. 15)

(i, .. 1)
tels que Q 1 5" soit inclus dans Kb et définir Q' dinclus . dans Kb par:
. (i, .. i)
Q =u ot s (1-7-70)

puisque nous travaillons sur un compact, la condition ( 1 - 7 — 42 ) est vérifiée
pour 8 fixé: |

fa(xslxg . x > 8

J X3 J'-l)
par ailleurs, P%( Q) )~ Ay et donc  #© .= Ay (1+ é(n)) K (1-7-71)

On a donc en appliquant le théoréme 1-2 le résultat suivant :
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Corollaire 1 -~ 3 - 2

Soit f wune densité strictement positive ( et Lipchitzienne, rappelons-Te
sur un compact Kb de R° . Si nous posons

' n f - f n fo-f
Z, = -Q_)l/z mip () Z, = (~)1/2 max (-2 )
_ ok Q f k Q i
et si k et n vérifiént
k(Lk)® ik

> 0 et > 0
n ) nI'I‘iz;Si

Alors

P -(y,/2 - 2
f(KO) (e (‘yl )+e (.YZ/ ))]

P(Z) <0y ,2Zy<0,) » expl - =

On étendrait sansipeine le résultat ci-dessus & une famille de compacts
disjoints de R : ( Ky, .. , K, ) ol & est fixe, en utilisant le
théoréme 1-2  ( cf chapitre 3 ).

Remarque 2

.Dans le cas s =1 ,notre théoréme 1-3-2 est semblable au théoréme A

de Revesz, mais sous deé conditions suffisantes plus faibles: on passe de
1- e k(Lk)3

k <n a >

n
Nous donnons la loi produit des ;tatistiques Z1 et 22 et nous remplagons

f-f f-f
n par

» quantité bien plus utilisable par le statisticien.

f f ‘ _
n .
Enfin nous proposons un théoréme dans le cas de R°. _ ”ki i)
Cependant, f étant inconnue a-priori, son découpage en blocs Q 1 n'est
pas connu non plus. Nous pensons cependant utiliser ce théoréme dans des travaux

ultérieurs pour &tabTir d'autres lois limites plus maniables concrétement.
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Pour ce qui est du théoréme 1 - 3 - 1 , nous avons préféré nous limiter a
un compact et fournir un théoréme utilisable ( en effet cette fois le pas est

connu, ainsi que 1'ensemble d'estimation ) par le statisticien.

On remarquera que la quantité Pf( [0,1]s ) n'intervient pas dans la

formulation de la loi limite. 13 encore, nous passons de:

. 1-%, k(Lk)®
kgnu ,§2>1/2 a

>0
n

“en remplagant:

fo-f fo-f
n par n

g a0

, utilisable concrétement.
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CHAPITRE SECOND

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'étudier une loi limite sur les
valeurs extrémes de statistiques d'écart associées d L'échantillon ordonné
sur 10,17 : th 2-1 ; nous emploierons une technique semblable a celle du chapifre.f
en montrant 1'approximation de la lot de Dirichlet par une loi de Poisson. '
Le théoréme 2~1 généralise un lemme de Tusnady [15] en donmnant la loi conjointe

des min et des max.

, Nous prolongerons ensuite le théoréme 2-1 aux valeurs extrémes partielles:
ce théoréme fait apparaltre une indépendance asymptotique intéressante entre
les différentes statistiques : th 2-2 ; Nous assouplirons enfin les conditions

sur le nombre de recouvrements élémentaires dans chaque bloc.

§ II - 1 Notations et exposé du probléme

On considére un échantillon de taille n de la loi uniforme sur [0,1],
et 1'échantillon ordonné associé

* b

Y * *
(X]> X5s « 5 X0) . X]

* ;
X2 <. g Xn

A

On appelle recoUVrementvé1émentaire 1'intervalle [X?,X§+1] , o0 J varie
de 1 a n
On partitionne alors 1'intervalle [XT,X:] en k blocs [Y?,Y?+1
de 1 & k

] , ot 1 varie
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* X . ‘
Chaque Y; estun Xﬁ(i) , 1el[1l,kl , avec B(1) =1 et B(k+ 1) =n.
Nous notons toujours | x| Ta fonction partie entiére de x
x - 1< | %] <x

IT est toujours possible de s'érranger pour que les k blocs [Y:,Y?+1] soient
formés chacun de

- :
m; = [_;:J +n, 75 = -1,0 ou 1 (2-1- 1)

recouvrements élémentaires. En effet comme

A
I
t

2

n n
—-1<]~-1x
-5

PP
s —=2< | =1 -1
k k

n
k K

o . n
n-k<k|—]z<n et k(| -]-1)s<n-k
k™ k h

Soit _ ‘ n
n<k( L;E_J +1)

Nous' pouvons trouver des entiers mys My, ce s my vérifiant:

m. = n-1 - (2-1-2)

N Mx

i

Nous allons nous intéresser aux variables

* *x
0. = Y1.+1 - Yi ol 1ie [1,k1' (2-1-3)
et aux statistiques
o, - 1/k e, - 17k
Z; = -min (————) et Z, = max (————)
i 1//nk - : i 1/v/nk

(2~1-4) et (2-1-5)
Nous posons toujours

6. = - - » . = - -—
i (2Lk sz + yJ) J »1 s 2 (2-1-6)
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et nous supposons que

#

kLk - ,
ko> s n > s —=0 . (2-~1-7)
. ' .n :
- Enongons a]ofs'1ewthéoréme 2-1:
~Théorém~ 2-1
k(Lk)®
Si >0 : ; : (2-1-28)
1 -(y/2)  =(y,/2)
P(Z; <0y ,Zy<0,) » expl -— (e + e )

T

(2-1-9)

Pour démontrer ce théoréme, nous allons utiliser une méthode analogue d celle
du chapitre 1 pour le théoréme 1-1. '

D'aprés Wilks [16], p 238, la distribution des variables
(64> .- » 0,) est la loi de Dirichlet: |

D(ml,.mz, ce s M N =My =L -m 1)

Soit la loi D(ml, e Mo 2) dont la densité est d'aprés (2 -1 -2)
m, + .. +m, +2) my-1
1 k 1
fo(tl, ve 9 tk) = t]_ .o tk (1— tl T e T t
‘ P(ml) . P(mk)F(Z)

Soit d'aprés ( 2 - 1-2)

F'(n + 1) ml-l

ol ) ! )
tis oo 5 t,) = t oot (1-t, -~ ..-t
0‘\"1 k P(ml) B F(mk) 1 k 1 | k
m. 1 (2-1-10)
L'espérance de o, est , équivalente &3 - (2-1~-11)
n+1 k
m. (n+1 -~ mi) 1
La variance de o est > -, équivalente &8 — (2 -1~ 12)
' (n+ 1) (n+2) nk

Nous considérons donc les variables réduites;




S0y - Uk

1/vnk
Définissons les.événements ( i€ [1,k] )
‘ | 1
Ly={o0,<=-—0,} , (2-1-14)
k  v/nk
1 1
Hi = { 0; > — + —~—-92 } (2-1-15)
k  v/nk
G, = L.+ H; (2-1-16)

. ' k
1'événement {Z, <0, , Z, < 6,1 s'éerit { N G} (2-1-17)

i=1 1
Nous appliquons la formule de Poincaré:
PCUT, ) =S, -5, + ..+ (-1)kT5s (2-1-18)
; i 1 2 ) k
ol
S, = = P(G .Gi) (2-1-19)
r 1< il < i, < < ir < k | r
k(Lk)®
"Nous allons montrer que si ~0 et r<H fixé:
n
Proposition 2 - 1
_ L =(yy/2)  -(y,/2)
K"P(G, o8 )=l —C(e ¥ 4e 27 )17 (1+en)
1 r 2/ ’

uniformément en (il i)

On achéve alors la démonstration du théoréme 2-1 comme celle du théoréme 1-1:
(1-1-18) & (1-1-20) .

§1I -2 Etude de P( G G; ) . Autres notations

11 B |

Nous poserons: x1 =0, . ..', X =0, (2 -2~1)




M =m, +m + ..+ m. ' (2~-2-2)

r 11. i, i
Tr = X4 + Xo + ..+ xr . ‘ l (2 ~2-3)
‘A, = m; s oo ; a_ = m. ' ' (2 -2-4)
1 11 r 1r
Ainsi Mr = + ..+ a, | (2-2~5)

Ces premiéres notations étant définies, nous pouvons écrire:

P(G, .. E& ) = J [ . J fi(Xgs v s Xy.) dx;dx, .. dx..
' G. G. G,
12 Tr (2-2-6)
ol toujours d'aprés Wilks [16] p 238 th 8-7-7 :

: Pn+1) al-l ar—l
Fi(Xys o0 5 X)) = X .o X (1 -T7)
1'\71 r 1
| I'(a;) .. (@ 0(n + 1 - a) r r
(2-2-7)
Définissons encore les événements:
. 1 kLk :
FlO o (x <=1+ (—Y2%a), (2-2-8)
1 Qg n .
' 1 kLk :
O x> 1= (—)2a) (2-2-9)
2 ¢ k. n ‘
ko (i) . -
El-_q Fi | (2-2-10)
od i€ [1,r]
x o p(d) | |
E2—f1:|F2 ; (2-2-11)
A est toujours une constante supérieure & V7 .
Nous définissons &galement:
1 kLk 1 1
L‘;={—(1-A(——-)1/2)<x<————01} (2-2-12)
q -k n ¢ kK
Soit
o= 1y nFL
q q

de méme soit:
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)} (2-2-13)

Soit -

T X +H’:.‘ | (2-2-14)

Nous allons rapprochér la loi de Dirichlet de 1a loi de Poisson:

§II -3 Loi de Dirichlet et 1oi de Poisson

Supposons que dans ( 2 - 2 - 7 ) chaque X; puisse s'écrire:

1 - kLk '
x; = — (L+p, (—)Y2) (2-3-1)
k n
od [p:] ¢ C o C estunréel fixe.
Nous avons alors Ta proposition 2 - 2 :
Proposition 2 - 2
kLk
ST —— >0 etsi (2-3-1) est réalisé, la Toi de densité fl
n
définie en ( 2 - 2 -7 ) verifie:
| al-l a2—1 ar-l
e Xq X5 X Mr
fl(xl, ce s Xr) = [ . - n exp(‘—nTr ) 1(1 + ¢(n))
F(al) P(az) F(ar) .
(2-3-2)

e(n) étant toujours uniforme.

On reconnaftra mieux une loi de Poisson en mettant le terme de droite de

(2-3-2) sous la forme

a.-1
r (nxi) ! -nX;
II e (N (2 -3-3)
=1 (a, -~ 1)! ‘ .
i
en effet:

[ £ (ai -]l +r = Za, =M
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Démontrons maintenant la proposition 2-2; i1 suffit de montrer que:

n-Mr
ni(l - Tr)
szo = W exp(nTr)
| S(n-M)m " |
est de 1a forme 1 + eg(n) _ : (2~-3-~-4)

Remarquons, que contrairement au théoréme 1-1, les Tr varient, Mr étant fixe.

Par analogie avec la proposition 1-2, posons encore:

1L S _ -1 , R
v o= 1-(1 _—n—)(l T) (2-3-5)
D'aprées (2-1-1)
By :
m, = — | + 7 => a, = — + 1}
i K i ity J
ol |n;| et [nj] sont majorés par 2 .
Donc | rn
M.=a; +..+a =—I—(—+-Ar.ou ]Ar|<2r<2H (2-3-6)
Mais, d'aprés (2 -3 -1 )
1 Lk
K==+ ps ()2
k kn
dol r K
T.==+ (=) R avec |R*| < CH (2-3-7)
k kn :

Donc n - M. tend vers 1'infini d'aprés ( 2 -3 -6 ) et on peut appliquer
la formule de Stirlingd (2 - 3 -4 ) , obtenant dés lors:

'QO = eXp(U3) (1 + e(n))

1

' M ' M
Uy = -n(L - T - D= 1) L - DA - 1™

n o .

| M
+1-(1-5a-1)1) (2-3-8)
. n .

Soit d'aprés (2-3-5)

Ug = =n(1 = TOL(L = ¥ )L(L - 4 ) + ¥ ]
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Explicitons v,

: r A r
by = 1= (1- )(1—~--<)“2 ) (2-5-0)
_ : k k kn :
Ce qui peut s'éérire: |
“ Lk A r Lk _ _
by = CEVER D (MR a0
kn n k kn 4
kLk
Comme —— 0 , wn =0 3

n

Effectuons un développement 1imité de U

3¢
2
| Y
Ug = -n(1-T)(— (1+ e(n))) (2-3~-11)
ry , . :
Comme
Lk
vo= -2 R+ e(n)) (2-3-12)
kn v o
- R'™ Lk
et que R' est borné par CH , U3 est équivalent & - — — et tend vers 0,
’ 2 k

ce qu'il fallait montrer =

.§ 11 - 4 Réduction de 1'intervalle de variation des X

Comme pour ]e théoréme 1-1, nous allons conditionner les événements

Gi1 . Gir par E1E2 et montrer que

P(T, .8 ) = (1-e(m)P(T ..T ) (2-4-1)

11 1r . 11 1P

IT nous faut majorer, comme au § I-4:

T Fa) + pF9))
qe [1,r]

Etudions les é&vénements F§1) et F£1) et montrons la proposition 2-3:




Proposition 2-3

kL
S
n

P( Féi)) et P( ?éi)) sont majorés uniformément par:

AZ
exp[ - 7;—Lk (1 + e(n))I(1 + e(n))

1 .
VLK

3 -

1
A Vor

On remarquera que la quantité qui majore -P( ?§1)) et
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— > 0, les inégalités suivantes sont vérifiées:

(2-4-2)

P( ?£1)) est 1a méme

que celle qui intervient dans la proposition 1-3 , ce qui nous donne & penser

qu'une loi plus générale est vraisemblable.

Démontrons maintenant la proposition 2-3:
Traitons d'abord 1'événement ?§1)

. 1 - kLk
D = ox <= (e a (—)Yo)
k n
D'aprés Wilks [16] p 180 th 7-7-4 , X; suit la loi B
dont la densité est: '
nt ai—l ' n-a;
fa(x) = ' X (1 - x)
(a; - 1}!(n - a.)!
_ i i
Ainsi :
. . (1l -
p( F{T) J 1t dx
0
ol ‘
1 kLk
e 1/2
=1 (L+ (=)0
“1 k - n
de méme
. 1 1-
p(FiT)) - [ f,(x) dx = 1- J 1
1 - “ﬁ : 0

Utilisons }a formule sommatoire de 1a loi Béta: Kendal

n! 1- o, n-a; a.-1
(& = I T(R = a;)] Jo x T (L-x)
o J 4 n-J
-z ¢ 1 -
(T, G e

éta B(ai,n + 1 - ai),
(2-4-3)
(2—'4—4)
(2~-4~-5)
fz(x) dx (2-4-56)

118, Vol 1 p 124

dx

(9-4-7)




Comme 1 @
fo(x) dx = J D fo(1 - x) dx (2~4-8)
1 - oy 0 /
. ~n! @ n-a, " a;-1
'P(F’P) = — ' j X (1 - x) dx (2-4-~-9)
: (a; = 1)!(n - a.,)} /0
- Posons A B 1 kLK 12
W = 1l-w = —(1+ ()74 (2-4-10)
o k n
Alors . ay - 1 o .
p( Fi1)) T odd - (2-4-11)
j=0

On reconnait la loi binomiale B(n,aé). Appelons X une v.a.r. suivant cette loi;
nous pouvons é&crire: |

p(F{l)y - P(X=0)+~...+P(X%ai-1) (2-4-12)

P(X = j) S
u, = (2-4-13)
J P(X=3j - 1)

n-yJj+1 w,
uj = décroit quand j croit.
| J 1-

or ; ‘ _

uj; = 1 pour jo voisin de (n + 1) )
Donc Cn+ 1l (n+ DAk /2

jo v : + )

k nk
Or n
a, - 1= E-+ ny -1 avec  |ni| <2

Donc jo - Ay tend vers + « et nous sommes dans-la paftie des uj supérieﬁrs
a 1. ” '
Comme au chapitre 1 nous obtenons:
4 - 1
P(T-‘“l‘)) < P(X=a, -1) (2~-4-13)

1 - (l/ua.~l)
i
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(i) < pe 2471
P(FI) s P(X=a; - 1) (2-4-14)
u -1 '
a;-1
' 7- ua.’
POF)) < P(X=ay) — (2-4-15)
) ' u, -1 ' '
, 2.
- Car - 1 :
u, >1 = P(X=a,)>PX=a, -1) (2-4-16)
a1. S 1 1
Effectuons un déve1oppément 1fm1té de Uy ¢
‘ 1
n+1- a; W
ua. = ———— .
i a; 1l - ,
1 1-q! 1 kLk '
A 2 hyy-1
u, = (1-—+—201-—(1+ )%
i k n k n
kLk k
1+ (2 na n; -7t (2-4~17)
n n _
Posons
m{ = l-=2; , donc [ni| < 3
1 1 kik 1 kLk 1
T el o BT W AL ey
i k k n k n n
1 1  kLk kLk k -
- S |
(1-=-—A )T @ Y2 ny+ a0
.k k n n n
(2-4-18)
1 kLk nY 1 1 kLk }
u, = 1+ (—ar a2 Vet
i k n n k k n
kLk k :
(1 + (———)1/2 A)(1 +n} —)'1 (2-~-4-19)
n n
Donc | | .
Lk kLk k
1/2 . 1/2 v -1
Uy = (U (YR ) (Y2 Ry s al o)

i kn n n

(2-4-20)
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Car n" ) ok 1/2
i " 2 1 .
et L
n nLk kn nLk . _
| ' | ‘ 172 Kkog/ k
Nous sommes amen&s & comparer les infiniments petits: (—) s (—) et —
kn n n
Comme - | : :
kLk Lk Lk
. , 2
Tty VL S S >1/ ) (2-4-21)
n kn kn
et - kLK 1 /7 k1
Uy, = (L +A ()77 (1 +e(n))(1 + 0y -) (2-4-22)
i .n n
Mais kLk 1/'2 k nLk 1/2 k . kLk 1/2
(—) = = (—) et donc: — = o( (—) ) (2-4-23)
n n k n »
soit finalement: KLk 12
u, = 1+ (—) (1 + ¢(n)) (2-4-24)
i n -
par conséquent
u
a. 1 _ v '
— 1. D= )1/2(1+e(n)) (2-4-25)
u, 1 A kLk .

I1 nous faut maintenant étudier

P(X—a)-C1ab. (1-w)n~a"

8

Appliquons 1a fokmu]e de Stirling: en effet n - a; > et a; >
Nous obtenons: '
1 n- 1/2 1

P(X = a. ) = — (—) -7:: exp( Upy (T +e(n)) (2-4-26)

w - a. .
n i aq

U= nln - (n - a)l(n - a;) - a,la; + a;ley + (n - a)L(l - w)
(2 -4-27)
Effectuons quelques transformations sur U4

a;  na, a, a, a _
U4=n[———L(———)—(1-—-«-)L(1--_~——)+(1——-—)L(1—a§)] (2-4-28)
nooa, nn i
Comme n n k ' 1 (1 (kLk)l/z A)
d; = — + 7 = .*1-L17 et = — + (e
ox k( W 2T n




57
On peut poser

~ KLk k A
-1 . .
Ay = (1+(-—n~—)1/2A). (1 + 7 5) | (2-4-29)

mais d'aprés ( 2 - 4 - 23 )

a; = na, (1- (—) A (1 + e(n))) (2-4-30)
! . : n '
‘posons enfin -
a; = nw, (1 +t) : (2~4-31)
soit: ’ KLk 12
t = - (—) A(1+ e(n)) , et donc t->0 (2-4-232)

n

La similitude des calculs avec ceux effectués au chapitre 1 permet de poser:
Ug=nl @ (1+t)(1+1t)+
(1 - )1 - tw(1 - cdz)'l)L(l -ty (1 - azz)"l) 1 (2-4-33)

puis en développant:

. t2 t2 2
“% . -1
.U4=-n[w2—2—(1+e(n))+—-—2———(1-wz) (L+e(n)] (2-4-34)
Comme w, > 0
| t2w2 | 4
U4 = -0 —— (1 4+ e(n)) (2 -4~ 35)
) : . _
et enfin:
A2
U4 = - — Lk (1 + ¢(n)) : (2 -4-36)
5 . .
soit:
) 1 1 A2 |
P(X=a;) =——-—wexp[ - — Lk (1 + g(n))] (1 + ¢(n (2-4-237")
3 77 Vi > (L+ el (1+ e(n))
et comme:
n ( k
a. =-—1+nf.._.
! k 1 n)




1 Ky A2
P(X = ai} = ;%;‘(;) exp [ - ?; Lk (1 + e(n))](l + e(n))
et en rapprochant ( 2 - 4'— 38) de (2-4-25) oﬁ é bien:
P ?gij) ¢ Lt exp [ - ﬁiALk (1 + e(n)I(1 + e(n))
-~ A Yam JIK 2

la majoration étant uniforme .

Traitons maintenant P( FéT)) : Nous définissons

sy 1 KLk
o = 1--(1- (—) 1% ) (2-4-40)
k n '
1 kLk ‘
= 1-a = = (1-(—)2n (2-4-41)
_ k n
L'événement Féi) s'écrit:
1 kLk 12 ‘
{x;>=(1- (—) A} soit { X, >« } (2 -4 -42)
L 0 : : i 2
(i), _ (% \ e |
P( F5 ) = fz(x) dx oli fz(x) est définien (2-4-23)
40
. 1 -
POy - J E f,(x) dx
0
ni 1 - a.-1 n-a. ‘
P(’F’é”) = [ wlx‘ (1-x) 'dx (2-4-43)
(a1 - 1)(n-a,)!’0 -
_ i
e R n-a 1 as-1 n-a,
X (1 - x) dx = J (1 - x) X dx (2 -4 -44)
/0 « .
et 1 fl [1 J1 -
g - o o
soit:
Y n! ol -y : a,-l1 n-a
POFE) = 1 [T
' (a1 -1 (n-a)t-’o
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(2~-4-38)

(2-4-39)

{ 2 -4 -~ 45 )

et d'aprés (2-4-7)
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: . a 1 . . -
R T PR
= . |
soit: _ n o . .
P( F‘é‘))= 20wt (1= )™ (2~4-47)

N i

On reconnait la queue de distribution d'une loi bindmiale B(n,uﬁ)

=

Associons a nouveau une v.a.r. X & cette loi:
POFS)) = P(X = a,) + P(X = a; + 1)+ ...+ P(X=n) (2-4-48)

posons encore:

PX = j) n-i+l o
Uy = ——e PR T DR -
2 P(X=3j- 1) J j 1 -4

On peut poser aussi:

kLk

a; = na (1 + ( )1/2

A (1+ e(n)))  (2-4-49)

par des calculs analogues & ( 2 - 4 - 30 )

soit jo = (n-+ 1)&% s correspondant & ug 1:
: 0 -

cette fois a; > jO ; on est dans la zone des uj inférieurs a _1 .
On obtient alors toujours par la méme technique:

. ,
POFS) < X = ay) | (2-4-50)
- U
d.
1

Sans recommencer tous les calculs, on peut remarquer que 1'on passe de o, a o%
en changeant A en -A ; Nous avons donc:- '

kLk
Ya, ~© 1= ()2 A (1 + e(n)) (2-4-51)
i n .
soit: 1 1 n 1/2 ' |
= = (—)""" (1 + g(n)) (2 -4-52)
1-u A kLk
a, .
de méme le développement de P(X = a;) se fait comme de (2 -4-26) a
(2-4-38) avec:
Kk,
=nop (L+t')  od t' = (—)" A (L+e(n) (2-4-53)

-n




on obtient donc:

1k p2
P(X = a;) = —— ()% exp [ - — Lk (14 (n))I(L+e(n) (2-4-54)
Vv 2 - |
soit .(.) 11 1 A2
POFVYy <« ——— ——exp[ - — Lk (1 + 1(1 +
( F5 ') e exp > ( e(n))I( e(n))

Ce qui achéve 1é démonstration 'de la proposition 2-3 =

§II - 5 Calcul d'un équivalent de P( G? e 6
1
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(2 ~-4~55)

Comme-au chapitre 1, nous allons appliquer pour le calcul d'un équivalent

de P(G ...G ) laproposition 2-2 avec C = A ;
PTG, ...T% )=(1+ce(n)U. on U. est égal a:
L TR ‘ 5 5
a1—1 ar—l
Xq X Mr
U5 = [ J n. exp( -nTr ) dx1 .o
4 4 T@) T
G Gi '
1 r (2
.y, a_-1
soit: _ r (nx_) 9 -nx_
Ue = T 9 e Indx 1 (2
> 9=l ) T(a) .
or q
mais 1q
] &
g g
q q q
et en posant u =.nxq dans ces intégrales
m m' e b
R A A R N
L’: 0 H*j Mq Mq (2
q 'q
U ’ l:Ms' éfini .
ot mq mq q Mq sont définis par
n n n kLk
1/2
= ~ (1 - (- .Y s
mq i ( (k) 1) ? mq -

n

dx

- 1)

2)

-3)

4 ) et
5 )

- (Y20 (2-5-5-1
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et

n kLk
M, = (1+()1/2 );M'=~(1+(—-)1/2A)(2—5—5—2)
q q N s | |
Soit: :
J = ;1 -1, S I = 1;-1, (2~-5-6)
o W
g q
oo I.,,1,,1,,1, sont définis ainsi par:
1> T2r T30 tg SO S
m_ud
I, = J q e ¥ du (2-5-17)
r - : :
0 (aqi
a-
_ rm' Uq -u ]
I, = 9 Yy (2-5-8)
Jo I(a)
q1
o ud U
13 = e  du (2-5-9)
‘M T
q (aqi
a-
+oouq__ -u »
14 = f e  du - (2~-5-10)
‘T
My Tlag)

Nous allons utiliser les résultats de la proposition 1-4 du chapitre 1 pour
-@évaluer les Ij s J =1,2,3,4 . Reprenons les notations de la proposition 1-4:

Pour I1 : cas 2

n 1 k .
t’—'aq'l:—l;(l'i'(’nq-l);) ; (2"'5-11)v
r(t)=—£(1 <>”2 0,) (2-5-12)
r(t) = t(1 - 7(t)) | (2-5-13)

K 1/2 k 1 g
L-7q(t) = (1 - (=) 61)(1 - na -) (2-65-14)
n ‘n
kK k k k
- = wo__ . __1/2 o no__ - n___"]-
L-2(t) = (1 +mng - (n) 9, n?,3(1 g n)
k k k
- = - ___1/2 - mh - u___-"1
1 - y(t) ((n) 01 - g n_)(1 nq ni;
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o k172 k k -1
7(t) = (=777 0 - mg =)(1 - g ) (2-5-15)
n n n : .
Calculons maintenant:
At) =t [ -v(t) - L(1 -7(t)) ]
- 1/2 k
At) = -ty(t) - tL(1 () 0q) + tL(1 - mg =) (2-5-16)
n
k o ko1, kP
ME) = - ()26, - )+3(1-n" o) (ng - "% (1 + e(n)))
ok ok 17" k no 29 2
n k k 1 ,k 1 k
111 12 2 2
e L R B P e i §<1+e(nm
k n n 2 n
1 1 k | k 1k
2 1/2 ,3 " 1/2 | wopl
M) ==07+=(=)"""07(1 + e(n)) -a2 (-)"°6, -——n"0
2 1 37, } a 1 ppa’l
1 k 1 k K
n 2 3 ||2 u2
- ong P 0]+ em) - = n® =1+ e(n) # 02
3 n n n
1, K | |
+=np” —5(1 + e(n)) (2-56-17)
2 n _
Soit en regroupant les termes:
1 1 k
At) = = 0]+~ ()17 3(1+e(n))+e(n) (2-5-18)
, 2 3 n o
| k(Lk)®
Comme 6, -~ V2Lk , 1'hypothése +~ 0 assure donc:
n
Lk vy
A(t) = Lk - S+ —=+ ¢(n) (2-5-19)
2 2
on a bien:
r(t) > = , y(t) > 0", A(t) > =
donc: 1 1 | ) , _
Ihv—e" — (2-5-20)




soit: 1 1 _(yl/z)
I N o — @ ) (2_"5"'21)

Le calcul de 12 s'effectue simplemént en changeant dans tous Tles calculs
précédents 61 en ALK .

k(Lk)®
On obtient alors, si >0
o n
r(t) == (1 - (YEAMR) > o L a(t) v (—)E A 50
k n n
A2
A(t) =— Lk + e¢(n) -+ = (2~-5-22)
2 : .
et d'aprés la proposition 1-4:
1 1,2 2 1
1, v — (N2l — (2-5-25)
2/ k A vLk
et donc I, =0(I,) si Axv2 ' (8 ~5-24)
dans ce dernier cas, on a dés lors:
11 ~(yy/2) -
J = — e (1 + g(n)) (2 ~5-235)
e 2V k
L_,
.1q
de maniére uniforme.
Passons & 13 et 14 : Cas 1 de la proposition 1-4;
Pour I3 nous obtenons:
| n k ,
t = -1=—=(1+17'-— ! -5 -
3 k( nqn) }|"q|< 3 (2-5-26)
n k 1/2
r(t) =— (1 + (=) 02) et donc r(t) »» ... (2~5-27)
k n - ; -
r(t) = t(1 +7(t)) o (2-5-28)
Mt) =t [ ov(t) - L(1 +y(t)) ]  (2-5-29)

On trouve comme pour I1 :




k172 |
v(t) = ()77 6, (1 +e(n)) donc v(t)~+ 0 (2-~5-
N .
1 1 k - ,
At) = “'Bg - "‘(*)1/2 93 (1 + ¢(n)) + e(n) (2-5-~
2 3 n B
- k(Lk)®
- Par conséquent si - -0
n
' sz Yo .
AM(t) =Lk -—+—=+4+¢(n) -»+o (2 -5~
2 2 |

et en appliquant la proposition 1-4:
13 N e— (2 -5 -

le calcul de I4 s'effectue comme celui de 13 en remplagant 92 par
il vient ainsi:

2
A ,
A(t) = — Lk + ¢(n) qui tend vers + o (2~-56-
donc 1 1 A2/2 2 1 ‘ .
Iy » — ) (=) — (2-5~
2vr  k A K
ainsi I, estun o(I5) si Az v/Z et dans ce cas
11 ~(y,/2)
J E —— e (1 + g(n)) (2 -5~
. 2vm k
Hj
‘ q
de maniére uniforme, Ceci. donc nous donne:
I 1 ~(yy/2) . =(y,/2)
f = (—~— (e + e ) )(1 + e(n)) (2 -5 -
& 2V k ‘
&
q

 En remontant, nous aurons comme r est majoré par H fixé:

1 1 - 2 - 2
SRCICIRNZON

P(E ...T5 )= (M) (e
(B B )= @ e

Ce qui était bien le résultat demandé =

64
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§I1 - 6 Fin de la démonstration ge 1a proposition 2 - 1

IT nous faut rassembler les morceaux: puisque P( C% ...'Gf ) est de

| Ty
1 o - . TRk K
1'ordre de — » hous pouvons utiliser la proposition 2-3 pour majorer P( EIEZ ):
k o _ _
CP(EES ) < =i p(FEAy 4 pEl)y (2-6-1)
R 1 2 |
T Dl L AZLk(l (M (1 + e(n)) ¢ )
P(EE, )< ———wexp[ - — + e(n + e(n 2-6-2
17 A /27 VLK 2
Y 1 a? |
et exp( - — Lk ) estun of — ) si —>H . Supposons donc A > VZ2H
2 k 2 A
pour H> 1, onabien A3 /2 ' ' (2-6-3)
AJors:
PG -+ B ) gP(E .. 8 )(1+em) (2-6-4)
1 r 1 r
P(E, .8 )>P(G .G ) (2-6-5)
_ 1 r 1 r
‘Done L 11 -(y,/2)  -(y/2)
POT, .G )= (1+em) —~(e +e ) 1
1 r 2vr k
(2-6-6)

Ce qui démontre la proposition 2-1 = ‘
On achéve alors la démonstration du th 2-1 comme celle du th 1-1.

§I1I -7 Généralisation du théoréme 2-1 : th 2-2 et th 2-3

Les résultats obtenus sur les valeurs extrémes partielles au chapitre 1
s'étendent au théoréme 2-1 :

Considérons un découpage de (1,2,..,k) en plusieurs familles;
soit R =[1,k] = R1 U R2 Uu..u R2 ' (2-7-1)
ot 2 est un entier fixé. ’
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Nous supposons que chaque Rm vérifie:

IR

ol o= A(n) K O (2-7-2)

ol Am(n) > Ag Torsque n ++w

Définissons:
o. - 1/k :
A G (2-7-3)
' jeRm 1//nk
o, - 1/k .
Zém) = max | S ) : A (2~7-4)
je R, 1/v/nk ‘
'définissons d nouveau:
i = (k= Lk 4y, )1/ i=1,2 (2-7-5)

oll les réels

Yim sont fixés. Alors le théoréme 2-3 s'énonce:

Théoréme 2 - 3

k(Lk)>
Si k vérifie

+> 0,
n

(m) (m) _
P[Q{Z <6 }’Q{ZZ'<BZm}]

Ay t2) . =(y. )2}
Ap (e (ylm 7) e (yZm )

M ) 1 (2-7-6)

> expl - —

2/ m

Mo

I1 y a encore indépendance asymptotique entre les blocs définis par les Rm R
et de plus entre les extrémums respectifs définis sur'ces blocs. Ce résultat

généralise bien celui de Tusnady [15] , qui se limite & un seul bloc.

Nous ne donnerons pas le détail de la démonstration du th 2-2 , qui est
calquée sur celle du th 1-2. I1 suffit de poser cette fois: -
1 1

L. = {0, < —-—_9¢ } si ie€eR (82 -7-7)
7 i K ik Im - m
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siie Ry (2-7-8)

o
1
-
Q
v
{
+
)

6. = Li + H. _ ( 2}~ 7-9)

i

On dénombre comme au th 1-2 les &vénements P( G, .. G ) en fonction de
' 1 r

leur provenance, faisant apparaitre la limite uniforme vers laquelle tend
Sr comme un développement multinomial:

1 1 L -(y /2) -(y,./2)
0 im 2m r
S n — E A e + e (2 -7~-10

ol r<H fixé. Comme:

P n{zgm)wlm}, n{'zém)<02m}]
m m

=1-S5,+S5

L+ Sy < e+ (- s,

En applicant les encadrements successifs de Bonferroni on arrive au résultat. m

A ssouplissement des conditions sur la taille dés blocs

Nous nous sommes dans un premier temps Timités & un decoupage en k b]ocs
de méme taille & une unité preés:
n
m. =._.—+m7; avec |ni| <2
i K i : i

I1 est aisé de passer de

[l < 2 (vi,¥n) a  |ni] <H' fixe (¥ i, ¥n)
(2-7-12)

Peut-on imposer & =m(n) =7 = sup( [n%[ ) | o (2-7-13)
i

des conditions permettant de mener 3 bien Tes démonstrations du théoréme 2-1
( et donc du théoréme 2-2 ) ?

n intervient ainsi dans la proposition 2-2 : on majore
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A, < HT o (2-7-14)

Enongons alors notre théoréme 2-3:

Théoréme 2-3

_— _ n 12
Si @ o= sup ([nll ) verifier 7 = of (—)Y2) (2-7-15)

kLk

( blocs "bien équilibrés" ) , Alors les énoncés des th 2-1 et 2-2 demeurent valides.

Ceci permet dans la pratique d'assouplir les découpages définis par 1'@chantillon
( cf chapitre 3 ).
n nLk

Démonstration du th 2-3 : —— est un infiniment petit de —
kLk k

-~

IT nous faut reprendre pas a pas les étapes oli m intervient:
-en (2-3-10) , nous passons de

Lk A ro Lk
’ 2 1 12 l-1
o= ()R e Ly - - - (e Ry
kn n k kn
3
Lk | |
Y, = (—) Y2 Rt (14 ¢(n)) (2-3-12)
kn _
A Lk
Cela est possible si — = o (—)¥2) (2-7-16)
n kn

mais si (2 -7 - 15 ) est vérifie

Lk o
= of (——01/2 ) et d'aprés ( 2 -7 - 14 ) tout va bien.
kn

S | 3

- dans la majoration de P( f§1)) , 11 faut comparer jo_ et a,

"z
k

Comme ( est par hypothése un infiniment grand de n , on a bien

jo >a; pour n suffisament grand. Par ailleurs i1 faut en ( 2-4-18) que

~L  soit infiniment petit devant (- 1/2

n . ~ kn

Y Lk
—) (2-7~17)
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cette condition est bien vérifiée sous les hypothéses du th 2-3 ;
IT nous faut également en ( 2 - ¢ - 23 ):
k kLk _ -
A== o (—)2y - (2-7-18)
n n . ‘

ici encore tout va bien. de méme, en (2 -4 - 29 ) , il n'y a pas de problémes.

k . .
donc-m — »~0 et P( ?§1) ) s P( ?£1)) vérifient la proposition 2-3 .

(§=1.2,3,4)

IT nous reste & vérifier le développement asymptotique des Ij

(cf §II -5 ):

" Dans le développement ( 2 -5 - 17 ) de A(t) , nous isolons les termes

k :
contenant na = 1- né ; n'— > 0 et on peut développer les termes:
‘ n
k 1k 1 k
e ()20, ——nr el et = ()¥? 63u! (2-7-19)
9 n 2n 9 3 n 9
N — o Kk2
tendent vers 0 car 71 (-) 01 < nA(—) qui tend vers 0 par hypothése.
n n
-enfin: K 1
n"2 — est un infiniment petit devant — (2-7-20)
9 Lk
3 k2 | n 1/2 .
" — est un infiniment petit devant  ( 3 (2-7-21).
9 4 n(Lk) |
et on a donc bien sous les hypothéses du th 2-3 :
1 1 k ' :
At) = 0% +— (91263 (14 e(n)) + e(n) (2-7-22)
1 1
2 3 n
soit comme par hypothase:
k(Lk)3 Lk ¥,
+ 0 i AN(t) = Lk - == + —= + g(n) (2-7-23)
n 2 2
ce qu{ termine la démonstration ® )
k(Lk)3 KLk | | 1
Remarque: comme ————— >0 , —— est un infiniment petit devant —

n n ‘ , (Lk)A




n :
et donc Lk est un infiniment petit devant Q_m_)l/Z ;

kLk

on pourra ainsi prendre

O o e A T Wb e s 4T3 e 8 0 G At e s R e B S B G .
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CHAPITRE TROISIEME

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'appliquer les résultats du
chapitre 2 a l'estimation de la densité par la méthode de 1'histogramme
aléatoire. Nous nous intérésserons 4 la recherche de lois limites pour

l'expression: (f - fh)/fh , ol f, est llestimateur de la densité de f .

Nous commencerons par étudier le comportement de cette expression

dans trois cas:

- f minorée sur un compact . v th 3~1
— f décroissante sur un intervalle [ a,+| th 3-2
- f s'annulant en a et croissante sur [a,b) th 3-3

~

Dans chaque cas nous chercherons & construire un intervalle

défiﬁi cette fois par 1'échantillon > quil tende ZorsQue n tend vers 1'infini

vers le support de f, et tel que la loi limite soit vérifide.

Enfin nous utiliserons les propriétés d'indépendance asym?totique
remarquées au chapitre 2 pour obtenir une loi limite sur l'ensemble du support
de f, f étant cette fois beaucoup plus générale: th 3-3 , et nous conclurons en
posant le probléme d'optimisation des vitesses de convergence, en fonction de
hy, k et n .
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§ III ~ 1 Notations et définitions

Dans tout ce chapitre f est 1a densité de probabilité d'une
variable aléatoire a valeurs dans R . Nous serons amenés 3 faire certaines
hypothéses de régularité sur f dans la suite de ce chapitre. pour le moment, .
et dans tout ce qui suit, nous imposons f Lipchitzienne .

Associons & f wun échantillon de la loi Pf :

(X, 5 X

10 Kp e Xy)

et notons cette fois encore 1'échantillon ordonné associé:

*

b4 b 4
(] .

K * *
s X2 s o0 s X oli _Xl < X2 Xn

HA
A

Nous partitionnons 1'intervalle [XT,X:] en k blocs

* ok .
[Yi’Yi+1] ie[1,k]
Chaque bloc [Y¥,¥*..] contenant ules élementaires [X.X5 .1, 1
aque bloc i»Yj47] contenant m. cellules &lémentaires 52%54] 5 Tes my
vérifiant:
n S
m, = —+ n; - (3-1-1)
k
nous noterons encore: 7 = sup( |ni| ) (3-1-2)
i
bien entendu les m, vérifient:
Zm=n-1 ' (3-1-23)
i ,
. e N
Soit A% = Yi+1 Y_i (3-1-4)

la méthode de 1'estimation de Ta densité par histogramme aléatoire consiste &
définir fn(x) par:

1
—
—~
P
~——
1l

' ‘ * %
0 sur ]-e , X1 ] UT Xn s o [

1 .
. * * ’

kA,
i

'
-t
=
T~
x
—
1
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la convergence uniforme de 1'estimateur fn sur R a éte étudiée par
Lecoutre [ 9] et Abou-Jaoudé [1]. Lecoutre étudie fn dans le cas ol f est
continue et positive sur un compact ( donc minorée ). IT montre alors que 1a
condition: ‘ '

n ' _ kLk
k = of [; ) ( ou ce qui est équivalent: —;-+ 0) (3-1-¢6)

est nécéssaire et suffisante pour que

sup | (x) - f(x)] =+ 0 Torsque n + «

X ' X .
ol x signifie "en probabilité" dans le cas "nécessaire" et "presque complétement
sirement" dans le cas 'suffisant". | |

Les lois Timites ont été étudiées par'Tusnady [15] . Tusnady reprend une
expression de Revesz: '

f - fn
Q; =max [ ] S (8-1-7)
I f
n
et : £ - fn
Qi =.max | ]
I f
n
oll ,In est un intervalle qui croit vers le support de f Tlorsque N,
De plus, In est déterminé par 1'échantillon (Xl’ .. ,Xn) .

Tusnady définit alors une famille (Tl) de fonctions f vérifiant:

i) £ >0 sur 1'intérieur de supp(f) ( support de f ) (3-1-8)
ii) f dérivable & dérivée bornée ( donc f Lipchitzienne ) (3 -1 -9 )

R 1 | *
iii) ¥ o € )]0, , ¥ x vérifiant o <F(x) <1l -a
. xov s

*
C .
* .

* fz(x)' ol C est une constante fixée (3 -1~ 10)

[£1(x)]

A
Q

1'intervalle In ~est défini par une fonction h(n) & valeurs dans PN et
croissante, vérifiant ' -

h(n) = o(n) | (8-1-11)
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Tusnady définit des blocs [Y Y 1] de maniére analogue & ( 3 -1-11),
mais en prenant 7 borné, et en trava111ant non pas sur [X1,X ], mais sur

I, = ‘[Xh’xn-h]
le théoréme de Tusnady s 'énonce alors:

- Théoréme C: :
- Si h, k et n vérifient:

k(Lk)® S R
> 0 . : L (3-1-12)
n . )
1 n ' ' : '
32 - L) » 0 (s -1-13)
K | T e D

si fe (Tl), alors quand n-> e

2nLk L.k o 1

Pl (—)1/? Q1 <2k -2+ tisexp(-—et)
k 2 207
| \ (3 -1-14)
et '
C 2nLk Lk 1.,
P (—— )1/2 Q) < 2Lk - _2_.+ t]>exp( - —e")
‘ 2 (3

(8-1-15)
- Remarquons que cette loi limite est mise sous ume autre forme que celle de
Revesz ( cf chapitre 1 ): il suffit de remarquer que:
_ izk

——+ t + e(n)

; (35-1-16)
IT est s1mp1e de montrer que notre théoréme 2-1 mitraine celui de Tusnady,
dans le cas o f est la loi uniforme sur [0,1]x on retrouve le Lemme 2
de Tusnady [15]; En effet dans le cas ol la loi &t uniforme, posons:

VIR (2Lk - Lok + 2t)1/% < oLk -

n
2y = -()1/?

. : . n]-/2 . ’
1 m1n(kAi -1) . Z, = (-) max(kAi -1y (3-1-17)

k 1 BT k i et (3-1-18)
On peut si (3 -1-12) est vérifié, écrire: ( th 2-1 )
Lk Lk ' 1 -t -t

Pl /2R Z) < 2Lk - Lt ARZy < 2k - 2wty ] - expl - — (e

2 2 2/

. : (8-1-19)
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IT nous faut montrer que la Toi Timite ( 8 ~ 1 - 19 ) est encore valable si
1'on remplace Z; et Z, par:

n 1 - f n 1 :
W= - O min (1 = - Y2 min (1-—) (5-1-20)
-k X 1 ok i kAi
n 1-f n 1 _
W, = Q—)l/z max c—————ﬂ) = (+)1/2 max (- —) (3-17-21)
<k i 1 k i kAH .
Nous allons montrer que:
vLk (w1 —_Zl) +0 et VK (w2 - Zz) + 0 (3-1-22)
' P Y
et utiliser la proposition 1-5.
Proposition 3-1
k(Lk)®
¥ ie[1,k si -0 ,
n
PN { kKA, < 1+ (—) Ay)-1 - (3-1-23)
i n .
PON {ka, > 1 - (—)" A1 )1 (3-1-24)
i n
OUA>/? , (3-1-25)

I1 s'agit 1a d'une transposition de la proposition 1-6 ; I1 suffit en effet pour
vérifiier la proposition 3-1 de reprendre les calculs du th 2-1 en remplagant
6, et 06, par ALK .

Comme en (1 -7~ 25), on obtienf:

c' o
k
et donc:
P(NG, )1 : _ (8-1-27)
i , _ : '

( bien entendu ces résultats s'étendent au cas ol les m; sont tels que
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D'aprés la remarque faite en ( 1 -7 - 30 ) il suffit de majorer uniformément
en i '

nLk 1 Cnlk

1
2 1/2 2
()P Ly - 1) = (1= =) = ()Y - 1)
k kA, k kA,
: i i
. , (3~1-~28)
Comme la proposition 3-1 entraine:
- . KLk
min kAi ~1 . car — =0 - (3-~-1-29)
i p n '
' 5 o KLk : o :
max (kAi - 1" < A" — S ' (3-1-230)
i p n
Ainsi ¥ i , et surtout uniformément en 1 :
Lk 47 o, k(LkME PR (I 12
(=)7K = 1) ¢ () = (—) Y (5-1-31)
k p n k n

qui tend bien vers 0 sous les hypothéses de Tusnady ®

Nous préférons, comme au chapitre 1, substituer a 1'expression

f-f

f
1'expression :

f-f

fo = fy
n .
Comme Tusnady, nous chercherons & définir certainés familles de densités de
probabilité, pour lesquelles nous saurons définir un intervalle In sur
Tequel nos théorémes de lois limites s'appliqueront; cet intervalle devra étre
déterminé par 1'échantillon. Nous verrons que le fait d'avoir femp]agé au
dénominateur f - par fn perturbe profondément les conditions entre

h, k et n dans le cas ol In > la,to [

8 III - 2 Cas o f est minorée sur un compact K0 ( avec éventuellement Pf(ﬁ))< ]

Supposons f strictement positive sur un compact: f étant par hypothése
continue admet un minimum strictement positif. supposons pour simplifier que le
compact soit un intervalle [a,b]; ( a et b &tant connus ) '
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Posons dés Tors:

o=F(a) et B8=F(b) ,ol F est la fonction de répartition

associée & f . Considérons le pavage associé & 1'échantillon de taille n
(Xl’ cis ’Xn)' Nous savons que les variables

(RO, FOG). oy RO )

constituent un échantillon de taille n de la Toi uniforme sur [0,1].

S nous ne considérons que Tes blocs [Y:,Y:+1] tels que:
L T Y .
ag Yo g in+1 <b (8-2-2)

comme d'aprés les travaux de Smirnov [14] , les statistiques ordonnées

* *
Xan et XBn convergent presque complétement shrement lorsque n > «

vers a et b, le nombre des blocs de 1a forme ( 3 - 2 — 2 ) vérifie:
#R = (B-a)k (L+e(n) (3-2-3)

(od R est le nombre de ces blocs ).
Ainsi, si

k(Lk)3

n .
~0 et 71 =of (———91/2 ) » nous pouvons appliquer le th 2-2
n o kLk

avec % =1 aux quantités:

. * ' |
o, = F(YT+1) - F(Yi)_ . (3 - 2 -4)
avec Aj=g-a : (3-2-5)
Par ailleurs f(x) >& sur [a,b] - : (83~-2-6)

D'aprés le théoréme des accroissements finis:

* o\ *, *x L
F(a) = FO) = £(25) (7, - ¥) - (3-2-7)

% * A
comme Yj+1 Yj = Aj s ((3-2-7) s'écrit:

0. s> 8 A, P
05 > y 3 - ‘ (3‘2' 8 )
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D'aprés la proposition 3-1:

1 Lk

max o, < —+ A (_MOI/Z dés que A > V7
i Jop ok nk
Ainsi: A 1 1 Lk 1/2 2 .
max A, < — (—+A(—=)"") < — pour n grand (3-2-9)
i Jdops & nk kS S

et donc:

Aj + 0 - uniformément en J pour tous les blocs vérifiant (3-2-2).
p

“Par ailleurs nous pouvons écrire:

f-f  F-F F -f

: Hn = = - + —— (3-2-10)
fn n : fn
o 1Y,
— i+ h S ¢
fn(x) = ZT— ng f(t) dt pour X € [Yj’Yj+1] (3 -2-11)
J o ~
IT nous faut étudier:
nLk
1/2
(—)2h,
k

Occupons nous de la partie f - ?h ( non probabiliste ):

1 1Y +1 4
f =— et f(x)=— f J f(x) dt (3~-2-12)
n *
kA, A, Y,
J J J
Ainsi: £ - ?h Yf+1 .
=k[g (f(x) - f(t)) dt (3-2-15)
| f Yj
f étant Lipchitzienne par hypothése:
[f(x) = F(£)] < T, x - t] < T (3-2-14)
Ainsi: £ ?ﬁ )
< k T, A, (3~-2-15)
f - J
n
et d'aprés. (3 -2-9)
f-F 4T, 1 Ty _
max ( n)g 22‘——=—-2— (3-28-16)
X o " 8% k k

D'aprés la proposition 1-5 , i1 nous suffit d'assurer: ‘
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f-7 nLk
[ max ( n) I( )1/2 +~ 0 lorsque n -+ o (38~-2-~17)
X . fn k ‘ : »
' ~ nLk
“Ceci est vérifié d'aprés ( 3 - 2 - 16 ) si ]z;-+ 0 ( Condition CO )

(3-2-~18)
La seconde quantité:

T} - f 1 * Kk
: est constante sur chaque bloc [Yj’Yj+1] » ou elle vaut:
fn . . .

* _ ‘
YJ+1 ‘

k[ I x  f(t) dt] - 1 ko i 1 ~ _ (3 -2~-19)
'

Donc -, 1o Fo= fa 05 - 1K
(=) ( ) = ' (3-2-20)
£ 1/ /7K |

" I1 nous reste a déterminer un interva]]e In qui tende vers [a b] 1orsque
n-+e 3 ce sera 1'intervalle [Y Y ] ol A et u sont determ1nes par ( 3 -2 -2 ).
mais o = F(a) et B8 = F(b) ne sont pas connus, dépendant de f ;

Nous travaillerons donc avec les estimateurs de" Glivenko-Cantelli:

a = Fn(a) et B, = Fn(b) ‘ (3-2-21)
ou - 1 -
Fn(t) = — { nombre des Xj ¢ t1 (3-2-~22)
n .

Alors comme:

R z _
Tim P(max [F (x) - F(x)| <—) = 2 (-)*e2E (53235
Noo X )/h- -0
g, - oy = (8- a)(l+e(n)) (3-2-24)
' ) * k. ' o K
Nous partagerons donc 1'intervalle [Y ,Y ] en blocs du type [Yj,Yj+1]

1 Remarque: fn n est en fait def1n1 que sur 1'intervalle [Y Y +1[ il y a

en effet saut a chaque extrémite Y : nous prendrons par pure convention dans les
calculs la valeur égale au centre de 1'intervalle, éventuellement prolongée par
continuité sur les extrémités suivant les besoins des calculs.
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Nous pouvons ainsi €noncer le théoréme 3 - 1:

Théoreme 3 - 1

Soient n et k vérifiant:

Lk " k(Lk)® ~ " 1o
-0 (Cp) +~ 0 et = o (—) )
" | 0 n KLk
On considére alors 1'intervalle In = [Y:,Yz] déterming par (3 -2 -2 ).
Alors:
n ‘ n
P( -(=)1/2 min Ho< 0, ()2 max Ho<6,)
k I k I,

-a  =(y,/2 -(y.,/2
B (e(y1)+e(y2)

v

> exp [ -

) 1

B et o é&tant estimés par B, = Fn(b) et o = Fn(a)

Remarquons que la condition (CO) intervient dans la plupart des théorémes sur
T'estimation de la densité; elle est a rapprocher de la condition (71 -7 - 3 )
ou (.1 - 7 -9 ) de Revesz, ou de la condition (1-7-18) de notre théorgme
1-3-1 (Casol s=1).

On pourrait aussi se poser le probléme dans le cas o a et b ne seraient pas
connus a-priori: si f est minorée "un peu autour" du compact KO’ on peut alors

se permettre de laisser un des blocs [Y Y ] dépasser les bornes du compact

j+1
inconnu: par exemple en estimant sur 1! 1nterva]1e formé par les blocs [Y Y +1]
~contenus dans 1'intervalle [X#a XnB] : cette fois ce sont a et b qui sont

inconnus, et o et B qui sont fixés; il est facile alors d'énoncer un théoréme
analogue au théoréme 3 - 1 dans le cas oi f est minorée par &' ‘sur la - e,b + ¢
en effet pour n suffisamment grand on a '

oK *
a - e <X < X <b-c¢

p " " b

et nous appliquons les calculs précédents.
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Remarque:

~ Un encadrement de g8 et o prééis peut étre effectué & partir des
résultats de Massey [10] qui précisent la Toi limite de

max |F (x) - F(x)]
X .

§ ITI - 3  Etude de 1'estimation de f sur un segment [a,+«[ 1ére partie )

Dans ce paragraphe, nous allons faire quelques hypothéses supplémentaires
sur f

f sera supposée strictement positive sur [a,+o] (3-3-0)

f sera supposée de classe C2 » vérifiant également

fY(x) < 0 sur [a,+of (3-3-1)

On définit la fonction: -

f'(x)
o(x) = - (3 -3-2)
f(x)
que nous supposerons monotone sur [a,+of
On définit la fonction:

P(x) = x o(x) | (3-3-3)

que nous supposerons également monotone sur [a,+of
On appeliera (F) Tla famille des densités de probabilité vérifiant ces conditions.

Nous noterons ¢ (n) Tla quantité:

t(n) = (—)1/2 ' (3-5-4)
nLk

la condition (Cd) s'écrit ainsi ( cf th 3-1 ):
(Co) £(n) » o ' | | (3-3-5)

Remarque:
¥(x) ne peut &tre un o(1)

En effet dans ce cas, nous aurions:’




(cf p79)
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JLF(x)] = o( |Lx] ) . (3-3-6)

1
et f(x) serait.un infiniment grand devant — -pour tout e > 0
X
+ o

* mais alors 1fintégka1e f f(t) dt ne serait pas définie, ce qui est

. . a
impossible.

Nous allons mettre 1'expression H ~ sous une forme plus maniable:

n
£(x) = F(x)

n - f(x)

soit Hn = Hn(x)

* ¥k
Comme au paragraphe précédent, nous def1n1ssons une partition en blocs [Yj’Yj+1]
contenus dans [a +w[, soit un intervalle [A Y ] inclus dans [a S+l .

sur chaque bloc [Y Y » la quantité fn( ) est constante or f est

J+1]
continue sur [a +m[

- IT existe donc pour chaque j deux points (xj,xj) tels que:

£(x) - f(x)
Hn(xj) = max [ e ] _ (3-3-7)
x) .
[Y YJ+1] n
» f(x) - (x) |
Ho(x5) = Jrin - ] (3-3-8)
X .
[Y YJ+1] n

Le nombre des blocs [Y?,Y§+1] est de Ta forme:

#R =k (1-a)(l+e(n)) (3-3-9)

( R 8tant la famille des indices caractérisant les blocs qui nous intéressent )
o est toujours défini par F(a) = o . Nous pouvons donc appliquer les résultats
du chapitre 2.

Le théoréme des accroissements finis nous donne:

* * *
F(Yj+1) - F(Yj) = (Z ) (YJ+1 Yj) (3 -3-10)

ou encore avec les notations introduites plus haut:
.= f z. A, 4 -3 -
UJ (z3) &5 | (3-3-11)

. Y *
ainsi sur [YJ J+1]
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et (3-8-15) d'une part, ( 3 -3 - 16 ) d'autre part ont méme
il suffit de prouver: en posant

nLk- 5 f(x.) :
N L (5=

J f(zj) J

il nous faut assurer:

max A.
j J

- T ¥

Comme kaj -

uniformément en j, i1 suffit d'étudier:
P _

nLk f(z.) - f(x.)
N .

k f(zj)

D'aprés le théoréme des accroissements finis:

*

. _
. ot - R Ve £4 :
il existe EJ € ]YJ YJ+1[ verjf1ant

’ 1 f(z;)
fnm:“““: J (3-3-12)
A, . : .
| ‘k 5 koJ |
. = -1+ ko, (3-3-13)
Donc nous pouvons écrire: |
£(x) - £, (x) f(x) - f,(x)
max, *f ) ) = maxR mix ( o
xel[Y Y f (x Je * f (x
A oo X € [Yj’Yj+1] n
f(x;) = f (x)
= max ( J n
jeRr fn(x)
_ f(x.
= max ( -1+ —3° ko, ) (3-3-14)
jeRr f(z4) J '
et de méme:
, f(x) - £,(x) _ f(x!)
min, ) = min ( -1+ kaj ) (3 -3~ 15)
X € [YA,Yu] fn(x) jeR f(zj)
Le théoréme 3-2 nous donne la Toi Timite des quantités:
max ( -1+ ko. ) , min (-1 + ko ) (3-3-16)
jed J Jed J
D'aprés la proposition 1-5 , pour affirmer que les quantités (3-3- 14 )

Toi limite,

- 17 )

(3-3-18)
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f(z5) - Fx;) = £1E5) (25 - x5) (3-3-19)

Nous allons définir un réel n appartenant & [a,+=[ possédant la propriété
suivante: ,

- sur 1'intervalle [a,rn] , 1a quantité Aj tend en prohabilité vers 0,
le théoréme 3-2 est applicable;

- lorsque n » « , rn>®
Nous cherchonésa'définir un intervalle In a partir des statistiques ordonnées
( Xq, cee s X: ) 3 d'apﬁés les travaux de Geffroy [6] et de Chevalier [3]., nous
pouvons minorer en probabilité la quantité F(rn) par la statistique ordohpée

Lk

Fy(n))
ol 7v(n) =n-h(n) , avec h(n) =o(n) et h(n) >« quand n -+ =
h vérifiant enfin:

ol e(n) >0 (3-3-20)
n  ne(n)

Ainsi toute condition sur r, se transforme-t-elle en une condition sur h
Nous prendrons un minorant "large" en imposant :

h :
- = (1~ F(rn)) C o0 C est fixé supérieur a1 (3-3-21)
n .

Nous supposons que f est monotone décroissante sur [a,+<[; par conséquent:
o, > f(r) A (3-3-22)

Comme koj - 1 uniformément en j

1 1+¢ ‘
A, < (e ext fixé) (3-3-23)

J
p flry) Kk

D'autre part, sur 1'intervalle [a,rn] la fonction

f'(x)
v(x) = -

f(x)

est majorée par un nombre dépendant de ry M(rn)
¥ xe [a,rn] » 9(x) < M(rn) v (3-3=-24)

-Nous allons feprendre une transformation de Tusnady [ 15].
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Comme )
|f(zj) - f(xj)l s lf‘(Ej)llzj - le
s 1P 4
S IFE ] A5 Mry) (5-5-25)
soit: -
f(z;) - f(x; (&) :
|(J) (J)gl(JIAjM(Pn) (3-3-26)
f(zj) f(zj)
mais i g, f(5.) - f(z. |
I(J)Isl+'|(J) (J)I (3-3~27)
o flzy) T f(z;)
on peut ainsi itérer le processus en définissant £§1) s oo s £§2), ..
et 1'on obtient:
f(z.;) - f(x.) ' >
J T < A M(r ) 4 LA M(r )1+ L+ [A, M(r ™
f(zj) = 7] n J n J n
1c(,g,(.m—l))
+ 1A, M 1" | —— (3-3-28)
b f(z;)
J
et comme f(g(m-l)
[——L—| <M'(r)  sur [a,r,] (3-3-29)

Si uniformément en j:

Aj M(rn) <1-c¢ on peut passer a la Timite en m et obtenir:

P
f(z,) - f(x:) A, M(r) |
|—2 NULN [N | (e est fixé ) (8-3-230)
. - - A,
f(zJ) 1 y M(rn)
Ce sera ainsi le cas d'aprés ( 3 - 3 - 23 ) si
M(rn) 1
- <1-c¢ o e est fixe. (3-3-231)
f(rn)'k

Dans ce cas, on peut majorer Aj uniformément par:

' Lk 3, M(r.) 1 - . |
Al < '(n y1/2 ) 1 (1 + &(n)) (3-5-32)
Yopo ok f(r,) k :

Pour assurer Aj ~ 0 i1 suffit que le terme de droite de ( 3 -~ 3 ~ 32 )
p .

tende vers 0 & 1'infini. Mais dans ce cas, ( 3 - 3 - 21 ) est bien vérifieé.
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IT nous faut assurer ainsi:

1 M(rn')

———

£(n) £(ry)

> 0 (3-8 -233)

§ I11- 4 Etude de 1'estimation de f sur un segment [a,+« ( 2éme partie )

Dans ce paragraphe, nous allons séparer les différents cas de (F):
La fonction ¢ é&tant monotone positive, deux cas sont possibles:

- A: ¢ est croissante (3-4-1)
- - B: ¢ est décroissante (3-4-2)
Dans 1'hypothése A deux cas sont a nouveau possibles:
-ar p(x) » e ' (3~4-3)
- b: ¢(x) est majorée, et donc ¢(x) ~L >0 (3-4-4)
Traitons le cas A : famille des fonctions "& décroissance rapide"
- Considérons la fonction décroissante:
1
x(x) = —— ' (3~-4-5)
v(x)

X &tant positive tend vers une limite L' Torsque x tend vers 1'infini.
Si :» x'(x) ~0 et x"(x)>0

Alors d'aprés Dieudonné [4],

+ o fr(x) -
J f(t) dt ~ - (3-4~-6)
X f'(x) ,
et donc: fz(r )
L-F(r) ~ - o (3-4-7)
f'(rn
. f'ir )
Or d'aprés 1'hypothese A , M(r ) = - n (3-4-8)
' f(rn).
la condition ( 3 - 3 - 33 ) devient:
§(n) £7(r,) 7
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Soit, d'aprés (3-3-21) et (3-4-+7)
n ’ nd 1
= = o( t(n)) ou Lk — — =+ 0" ( condition (Cl) ) (3-4-10)
h A k™ h™. :

" Traitons maintenant le cas B :

¢ est décroissante positive: deux cas sont possibles: _
-~ a: ¢ est minorée par une constante positive et donc ¢(x) ~L > 0
lorsque x tend vers 1%infini. '

Alors M(r ) < €] fixe et i1 suffit que:
1 1
. >0 (3-4-11)
£(n) f(r,)
Nous avons d'autre part: _
1 (x)
p(x) > L soit - > L (3-4-12)
| f(x) |
R O |
- > —— = (3-4-13)
f(x)  f(x) |

1'équivalent (.3 - 4 - 7 ) est encore valable et donc

f(ry) |
1 - F(rn) e . (3 —-4-14)
(r,) : -
Ceci entraine
e | - y
* n ]_ . ) {
Cr— > ' o
h f(rn)

et nous retrouvons la condition (Cl)'

- b: vy tend vers 0 :

Alors ¢ é&tant monotone, deux cas sont possibles:
- 1: Y(x) est croissante
- 2: Y(x) est décroissante

Traitons le casbg_: ¥ &tant décroissante et‘positive admet une limite L' lorsque
x tend vers 1'infini. si L' <1, i1 existe ¢ fixéavec L'+e<1,¢e>0
et on a:
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X — < L'+ ¢
f
pour x suffisamment grand. ceci entrainerait alors:
o _
f > 3 et T ne serait pas intégrable sur [a,+<[, ce qui est
L'te
X=

1 L)
1 est totalement indéterminé:.

impossible par hypothése. Ainsi L'

H v

Remarquons en passant que la cas L'

- 1" B
Si ~-~— = —+4+ —— o0 B est fixé positif (3-4-15)
f X XxLx
alors & ,
3 B s . ' I
f(x) =~ (—)~ sera intégrable ou non suivant que B sera supérieur
X Lx

ou inférieur @ 1 . Or dans les deux cas, Y(x) » 1..

. Nous Tlimiterons donc notre &tude a la famille (Fl) des fonctions
"a décroissance assez rapide" qui vérifient

Tim ¥(x) > 1 | | (3-4-16)
Si fe (Fl) s Nous poﬁvons supposer que |

Y(x) > L' > 1 }, (8-4-17)
ol L‘ est un réel fixé.
Remarque ta famille des lois de Pearson d'équation

f! - ax +b

7: i a'x2 + b'x + ¢' (3-e-18)

~est dans (Fl): il suffit de remarquer que les trois cas litigieux:

. -1
(1) — = ( 3 -4~ 19 )
f X - o :
- A B
(2) — = + s, A+B=-1 (3 -4-20)
f X - rl X =Ty : :
f! -X + C
(3) —= o | (5-4-27)
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conduisent & des densités non-intégrables.
Une autre famille de fonctions de (Fl) est formée des lois Log-normales de
densités:

f(xis = A x® exp( -8 (Lx)2

)  avec B> 0 (3 -4-~22)
en effet £ _
.= X— = -0+ 28Lx : on est dans le cas Bb 1.
_Ainsi le cas B se divise dans le cas g'en:
1-bis: ¢Y(x) ~ L' > 1
2-bis: Y(x) » + o

enfin, comme ¢(x) - 0 , M(rn) est majoré par une constante Cg fixée, et i1
suffit que ' ‘
1 1
-0 ¢ c'est f(rn) qu'il faut travailler.
£(n) £(r,)

Plagons-nous dans le cas B b 1-bis : Nous pouvons écrire car L' > 1

v(x) = L' + g(x) (3-4-23)

avec e(x) ~ 0 Tlorsque x + = . Par conséquent:

L e(x) |
p(x) = — + (3-4-24)
X X
IT existe ainsi deux constantes CT et C; fixés vérifiant pour x assez grand:
q G . e
— S —<— ", (et C, étant supérieurs a1 (3 -4 - 25)
X f X

Intégrant cette inégalité sur [a,+ , il vient:

1 1 : g
Dy — < f(x) < Dy — (3~4-26)
C2 ¢
X X
et en intégrant d nouveau:
D, 1 -' D, 1
<1-F(r) < (3-4-27)
-1 Ch-1 N vl R |
2 r 2 1 " 1

n ‘ n
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oll D1 et 02 sont deux nouvelles constantes d'intégration.
Comme d'aprés ( 3-3-21) :

h
—=(1-F(rpy))C od C>1" (3-4~28)
n
1
nous avons , *
x 0 Cy-1
rn < C3 () (8-4-29)
h *
. —Z
soit:- 1 n CT—I
< Dy (=) © (3-4-230)
f(r,) h
: n
nous veulons:
1 1
— - > 0 (3-4-31)
£(n) f(r,) »
Il suffit pour cela que pour toutes les valeurs de C: s C; :
1 nbD, ‘ C; '
(= -0 o Dy = — ’ (8-4-32)
§,(n)_h ¢ -1 et (3-4-33)
ceci entraine: pour tout réel positif D4 :
n ’ : : ,
D4L(;)-L(§(n))+-°° (3-4-34)
n L (n)) | |
LY(E)[D4-_—-V—n————]+—°° . (5-4-35)
L(=)
h
soit: h _ |
L(E? =o(L{(n)) )  Condition (C,) (3 -4-36)

Plagons-nous maintenant dans le cas B b .2-bis : Alors nous pouvons écrire

1 1 ’
p(x) = ol e(x) >0 et e(x) = =p(x) >0 (3-4-~-237)
xe(X) xe(Xx)
el(x) et e(x) sont monotones décroissants. ( en effet e(x) = )
¥(x)
. * cos s . * . *

Quel que soit C1 > 2 fixé, il existe un XO(Cl) tel que pour tout x > XO(Cl) :

c’; 1 £ o

—_— < = e e . ‘ ( 3 -4 - 38 )

X xe(x) f ‘
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Intégrons cette inégalité entre xO(C:) et x> XO(Cq) :

* X ' *
C, L{( ) < = Lf(x) + Lf(x,(C7)) (3-4-239)
1 (C*) 01 : : _
soit: - 1 _
- f(x) <Dy —  pour X “suffisament grand (3-~4-40)
S a
Mais
£l 1 ~
- — < Si xe[a,rn] (3 -4-41)
f X g(r,)
n
et | 1 Lrn
»f(rn)>02m=D2eXp['e(r)] (3_4"'42)
. r n
n

intégrons ( 3 - 4 - 40 ) entre ‘rn et +o : il vient

l—F(rn)<D'2—T— : . (3 -4-43)
Cl—l
r
1" -
soit: n Cq—l
ry < D3 (;) (3 -4-45)

comme pour n suffisamment grand:

1 1 Lr
< — exp [
f(r.) D, e(rn)

] ' (3~-4-46)

_ 1 |
<—expl rlr’l car ———=e(r)<1l (3-4-47)
f(r) D, nn re(r) N

foad
—

et

—

o] 1 n

n _
—— <—exp[ Dy () 1 ( LD, + L(=)) 1
f(r) D, b -1 h

3

d'od - 1
11 RICE |
<—exp[ D, () L(—) 1] : (3-4-48)

f(rn) D, h h

nous obtenons ainsi la condition:
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1 n Ci-1 n |
exp [ Dy (=) © L(=)1 -0 (3-4-49)
¢(n) h h .
ou encore: 1
: n C;—l n ' :
Dy (=) L(=) - LE(n)) » -e : (8~4~50)
h h ‘
- - * . PR, -
( ici D, dépend de C1 , Mais est fixé si Cl est fixé )
IT suffit donc qu'il existe un D5 fixé positif vérifiant:
— < [ L{&(n)) 1 (3-4-51)
h ' : , ‘
Ceci s'écrit:
n
L(=) = O( Ls(n) ) Condition (Cg) (3-4-~52)
h _

Remarque:

Le fait de connaitre plus précisément f permet bien souvent d'améliorer
les conditions entre n, k et h ; mais -on objectera avec raison qu'une estimation
paramétrique devient alors plus efficace ....

Ainsi dans le cas d'une loi Log-normale:

2

f(x) = A x* exp( - (Lx)“ ) B>0 . (3-4-53)
+ ® o .
1-F(r,) = [ t* exp( - s(Lt)? ) dt (8-4-54)
r‘ N
n .
posons Lt =u ' (3-4~-55)
'+oo> 2 . .
1-F(r) = J elo + Bu - su™ 4 (3-4-56)
Lr
n
soit: _ |
h(u) = exp( (« + 1)u - gu* )  (s-d-57)
alors: h'(u) ) : & |
- = -(a + 1) + 28u (8 -4 -58)
h(u) '
Alors nous avons:
+oe h(Lr )
{ h(u) du ~ - (3-4-59)

Lrn h'(Lhn)




n 23Lrn

comme :

f(r) = Are exp( - s(Lrn)2 )

h 1

r f(r )
n . 25Lrh n-=n

I1 suffira donc que:

1 r n

¢ (n) Lrn h

en prenant le logarithme de ( 3 - 4 - 60 ) i1 vient:

n

L= - LC v -L(28) - Lyr, + (o + 1)Lr, - 8(Lr )

h 2

n
L— ~ g{Lr )2
. h ’ n

soit: 1 n 12 1 n
Lrp v [=L=1 et brpov =L
: g h . 2 "h
prenant Te logarithme de ( 3 - ¢4 ~ 63 ) il vient:

n )
Lrn + L; - L2rn - LE(n) » ==

Comme n
Lr . = o( L—)
~n h

il suffit que

n

L; < Dy Lt (n) ol D,

condition plus forte que (Cl) mais plus faible que (C2) .

Dans la pratique on estimera comme en III-2 1'intervalle

*

[xz Xpopmyl 00 h(n) verifie (C;), (C,) ou (Cy)

< 1

N

[a,+<] par

60 )

61 )

63 )

64 )

65 )

66 )

67 )

68 )
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Comme h(n) est un o(n) , 1e nombre des blocs [Y YJ+1] contenus dans cet

intervalle sera de la forme
_# R,= k (1 - a)(1+ e(n)) ( 3~4-170)

| ~ce qui permet d'appliquer les résultats du chapitre 2. Nous pouvons ainsi énoncer
le théoréme 2:

Théoréme 2

Soient k, n et h vérifiant avec 7:

3 3
k(Lk) L n k
20, T = o () et —=tFm) e (cp)
n KLk ntk .

Soit f de classe 02 vérifiant les propriétés de monotonie a 1'infini définies .
en III-3 : famille (F)

- Aors si fe (F,) , famille des fonctions & décroissance rapide
(e(x) #0) , il suffit que: R

- Alors si f e (Fl) , famille des fonctions & décroissance assez rapide,
( Iim ¥(x) > 1 ), deux cas sont possibles:

- si Y(x) >~ L' , i1 suffit que:

T
1

= - o) ()

- si Y(x) >« , i1 suffit que:

n
Lo = O( Lg(n) ) (C5)
ok ok oy
Dans chacun de ces cas: en posant I = [Xl‘»’xn-h(n)]’ estimant o par o = Fn(a)
n’ » n
P( ()2 min H_ < 0, ()% max H_ < 0, )
k o k "
n n
1-a "(.Y]_/Z) '“(yz/z)
- expl - — ( e + e | ) 3

2V




Remarques :
- On a bien entendu (FZ) (Fl) - (F)~
et (03) => (Cz) => (Cl)

- la condition (CZ) suffit pour les Tois de Pearson.

- la condition (C ) est équivalente & celle de Tusnady: le fait
de diviser par f au lieu de f fait perdre beaucoup d'information dans le cas
des decro1ssances lentes & 1'infini. o

- la fonction h(n) peut toujours étre définie car §(h) > o

~ comme h(n) =o(n) , In »~ [a,t«[ quand n> =
P

§ III- 5 Etude au voisinage d'un zéro de f

Nous supposerons ici que nous estimons f sur un intervalle [a,b]
ol f est positive strictement sur ]a,bl et vérifie f(a) =0 .

_ Nous allons chercher un intervalle I défini a partir des statistiques
ordonnées (X:, . ,X:) qui tende vers [a,b] lorsque n + « , et sur lequel la
loi limite de H, soit verifiee. ’

Nous pouvons toujours estimer: o = F(a) et g = F(b) par o = Fn(a)
et B = F (b)

De méme, nous nous ramenons aisément & a = 0 : nous chercherons d'abord
d déterminer un intervalle [rn,b] sur lequel Ta loi limite reste valable:
Alors si h est une fonction qui vérifie:

h(n) > , h(n) = o(n) (3-5-2)
i | |

- = CLF(r)-Fal ou C>1 (3-65-2)
n o

la stat1st1que Xa n + h(n) majore en probabiliteé n et:

X* ' a=0 Tlorsque n -
> = ©
@ n+ h(n) 8
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* K * :
par ailleurs le nombre de blocs [Yj,Yj+1] contenus dans [Xu n+ h(n)® b 1
est égal a .

#R =k (B -a)(l+ e(n)) ‘ , (8-56-4)
*

- Et nous pouvons appliquer les résultats du chapitre 2. Soit : [Y:,Yzl = U [Y?,YJ+1]

Pour obtenir un équivalent de

‘ F(rn) - F(0) .= I n f(t) dt - (3-5-5)
0

pbsons. .

t=eY (3-5-6)
Alors: 4 h + oo o o |

C " — = f f(e ¥) e “du (3-65-7)

n ~Lr ' )
n

soit

g(u) = f(e™) ™ - (3-5-8)

nous étant ainsi ramenés au voisinage de 1'infini, nous pouvons reprendre les
techniques du paragraphe précédent: ‘

le p(u) associé & g est égal a:

Ly FrE™ ,
o(u) =1 +e g (3-5-9)
: f(e ™)
soit en notation x
1 (x)
¢(x) =1+ x (3~-5-10)
f(x)

nous supposons T croissante sur [a,b] , et @ monotone sur ce segment.
alors ¢(u) est monotone et minorée et par conséquent:
2

oo g~ (u)
J fle ') e du ~ = » (38-5-11)
Ly g'(u)
n .
d'ol
n w(u) 1 f'(rn)
C— n ~n Y (3-~5-12)
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nous cherchons a majorer 1'expression

1 M(rﬁ)
$(n) f(r '
) - f'(x)
ol M(rn)' est le sup sur [rn,b] de o~
X

- si ¢(u) est croissante, ce qui revient & supposer ¢(x) décroissante:

f'(rn)
M(rn) = (383~-5-13)
. f(r,).
comme: n fl(rn) ’ 1 .
- C - > (3-5-14)
h o f(r,) f(r)
la Toi limite de Hn sera assurée si
n : L
;- = o §(n)) (C1)~ (3-5-15)
- si ¢(u) est décroissante, M(rn) < D1 fixé (3-6-16)
mais: 1 £1(r ) 1 B . _
+ 5 > ,' (8-5=-17)

rnf(rn)

et coome r -+ 0

(3-5-18)

f(rn) " h
et donc i1 suffit pour assurer la loi limite de Hn de prendre: -

n T
= = o(§m)  (Cy
h

on s'apercoit ainsi que pour assurer la loi limite de Hn au voisinage d'un zéro
| de f s la condition (Cl) est suffisante. Cette différence avec 1'étude au
~voisinage de 1'infini est probablement die au fait qu'une fonction continue

qui s'annule & distance finie est intégrable, tandis qu'une fonction qui s'annule
"8 1'infini" ne 1'est pas forcément.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme 3-3:
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Théoréme 3 - 3

- , f!
Soit f de classe C2 , vérifiant: x — monotone sur 1'intervalle
4 ' f ' :

[a,b], et vériffant f(a) = 0.

Si h, ket n vérifient avec 7 :

.3_
k(Lk) — n 172 .
.+ 0 s o= O( (___...) ) ,h—»oo,h:O(rI)
n : kLk
-k3 ) n .
et: — = §{"(n) »~ 3 Alors si: — = o ¢(n)) (Cl)
nLk h
On a: n v n
PO~ min i <0, (Y maxH <0, )
.k I k I
n n
B-o "(yl/z)' "-(yZ/z)
> oexpl - —— (e +e )]
ya%d
_ * Kk ‘ B} I
oo I = [Yk’Yp] , o =F(a) et g =F(b) étant estimés par
o, = F (a) et g = F_(b)

n

I1 est clair que 1'on peut énoncer un théoréme analogue pour f décroissante
sur [a,b] et s'annulant en x = b

§ III - 6 Cas généré]: estimation sur le suppoft g]dba] de f

Nous avons traité dans les paragraphes précédents des phénoménes locaux:
estimation au voisinage d'un zéro, sur un voisinage de 1'infini, sur un compact ot f
est minorée. _ |
v Nous allons maintenant utiliser 1'indépendance asymptotique des blocs cons-
' -tatée au théoréme 2-2 pour définirune loi Timite de Hn sur 1'ensemble du support
de f.

Considérons 1a famille (H) des densités de probabilité dafinies sur
R vérifiant: '
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IT existe une partition de J-» , +«[ définie par
TR = An < 8) <3, ... < ay = +o : (3-6~1)
telle que sur chaque intervalle [ai,a.+1] » la fonction f ~définissant la

i
densité soit dans 1'un des trois cas suivants:

1) f minorée sur [a I ( a; et i1 étant a distance finie )

i°99+1 i
2) f s'annule en a; ( a; étant a@ distance finie ) , est croissante

sur [ai,a ] , et vérifie les propriétés de monotonie du § III-5 ( respectivement:

i+l
f s'annule en CH ( & distance finie, lui aussi ) et f est décroissante sur
[ai’ai+1] )

- 3) f vérifie sur [a,,+[ Tes propriétés de monotonie des § II11-2 et III-3

( respectivement sur ]—w,ai] )

Alors si f appartient a (H) ,.on peut construire & partir des statistiques -

*
ordonnées ( X? ) un découpage formé par les ( YA

i1 faudra ainsi considérer des fonctions hi dans les cas 2) et 3).

ciés a ch
) associés & chaque {a1,a1+1] »

Par exemple, au voisinage d'un zéro a; de f , on &cartera hi(n)

( ol hi(n) =o( §(n) ) ) statistiques ordonnées de part et d'autre de a;

-~

On associe ainsi a chaque intervalle [ai,ai+1] un intervalle
1y * * = - -
empirique [x“(i),x”(1+1)] = (3-6-2)

intervalle qui converge lorsque n tend vers 1'infini vers [ai,ai+1]

Sur cet intervalle empirique, on construit alors le découpage en blocs équilibrés,
chaque bloc comprenant ’

'mj=£—+nj , (5—6—3.)
-maflles élémentaires. le nombre de blocs contenus dans [XZ(i)’XZ(i+1)] = Ei
est égal a:

# Ry = k (ai+1 - ai)(l + g(n)) (83 -6-4)
ol a; = Fn(ai);

Lol

Si alors dans chaque intervalle 2 les fonctions h,k et n vérifient les
conditions (Ci) suffisantes pour assurer Tocalement la loi limite de Hn sur
[ai,ai+1] » la proposition 1-5 montre alors que
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les expressions:

n f(x) - f_(x) n f(x) - f _(x)
Jk | 2 fn(x) k. o fn(x)
ot ie [0,0 - 1] | - (3-6-5)
6nt méme loi que les statistiques:
o, - 1/k o, - 1/k
(- min ( -$L—~—~—-) » Max ( -SL"*::"‘
: R~ 1//nk R; 1//nk .
ot e [0, - 1] | | o (8-6-6)

Nous pouvons appliquer le théoréme 2-2 & 1'expression ( 3 -6 - 6 ) d'aprés
( 3~6~-.4); définissons toujours:

_ ) 1/2 L U
05 = (k- Lok + Y1) j=1,2 | (3-6-7)

On a alors, si 1'ensemble des conditions entre les hi s, k et n sont
respectées:

n n .
PLg-min ( ()20 ) <03 pemax( ()2 Ho) <0,
i E, k i E, k
i
. ' [ 1 2 é 1 ( )( —(yli/z) -(y21/2))]
> expl - —— O s -a.)( € + e :
2/ i=0 i+l i
(3-6-28)
ol oy =0, o ='F(ai) ’et a, =1
: . ‘ D 17 _
Nous voulons maintenant prendre le sup et le inf de (-) Hn lorsque x décrit
‘ k
In = g B | ‘ (83-6-9)

Posons pour simplifier:

n n
Wo=max [ (Y21 1 , Wo=minl Y20 1 (s5-6-120)

1 n n
n . n i
Wo=mx [ Y20 1 , W = -min[ (-2 Wl (3-6-11)
I k 1 K
n S0 (3-6-12)
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par conséquent:

W = max W, et W = max W,
S i - AR |
- , i - . i |
Nous cherchons 1a loi limite de (W , W): elle prendra la forme maintenant
habituelle:

P( W< 6y >

W<b,) > 1(yys¥,) (3-6-13)

ol 1 vreste & préciser. 1'événement

{W<01,},§l_<62} (3-6-14)
peut s'écrire:

{np (W <07, (W <0,11 (38-6-15)

3 1

Appliquons alors la Toi ( 8 - 6 ~ 8 ) : sous les conditions suffisantes locales
entre Tes h, , n, ketn ona: '
1 “(y1/2)  =(vp/2)  =(y1/2)  =(y,/2)
(0s,1 —a:)( e 1 e 2 ) = e 1 + e 2
0 i+l i _
(3-6-16)

L

T I

.i

et par conséquent nous avons le théoréme 3-4:

Théoréme 3 - 4

Soit f wune fonction de (H);'on suppose que dans chaque intervalle

[ai,a1+1] associé @ f Tles fonctions h., , n, k et vérifient les conditions

1
suffisantes (Ci); de plus, on suppose que:
k(Lk)® K3 A n
+0 4, — >0 et 7 = o (-)
n nLk k-

1/2

)

“Alors i1 existe un compact In ,'réunion d'intervalles Ei définis sur chaque
'[ai,ai+1] a partir de 1'échantillon (Xl,..,Xn),In - support(f) quand n -+ « et:

n f(x) -f (x) n f(x) - f_(x)
P ~(=) % min ( N5y <og, (Y% max ") <0, )
k I fn(x? | k I fn(x)
L -(yy/2)  -(yy/2)
> expl--— (e + e ) 1 Torsque n -+
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Remarque: cette méthode convient parfaitement aux fonctions:

- nulles en a et positives sur la,+o.

- nulles en a et nulles en b, positives sur Ja,b[

- nulles en a et positivés sur ] -e,af

- positives sur ]-eo, 4o
et bien entendu: '

- positives sur Ja,bl et minorées sur ce ségmént.

dans les cas ol f a un zéro "au milieu" du suppart,‘on estimera dans un premier
temps 1a position du zéro de f (voir par exemple Tes travaux de Chevalier [3] sur
1'estimation du support d'une densité de probabilité), puis on laissera de c6té

* L
hi statistiques ordonnées de part et d'autre de XA , ol Anest défini par:
‘ - n

Ay = Fn(an) » a, estimant le zéro de f
Une autre critique que 1'on peut formuler a 1'égard des théorémes de ce chapitré est.
1iée au probléme des vitesses de convergence;

S1 nous mettons en évidence une Toi limite sur un intervalle fixé par 1'échantillon,
nous ignorons a-priori & partir de quel moment cette loi Timite est effective

( i.e. peut &tre utilisée concrétement par le statisticien dans un cas pratique )

la vitesse de convergence des diverses expressions qui conduisent aux th 3-1,

3-2, 3-3 et 3-4 dépend en particulier de f ( par exemple, par la constante de
Lipchitz qui intervient dans les calculs);de méme, Torsque nous passons de

{ f;y =o( f3) pour tout o} & ‘{Lf1=0»( Lf, )}
nous ignorons la vitesse avéc laquelle fl/f%- tend vers 0: cela dépénd de f
Une étude des vitesses de convergence vers les lois limites devra donc étre

pratique, en particulier il sera possible d'établir des étalonnages de la méthode
a partir de lois connues.

-

Une autre approche consiste a chercher & harmoniser h, k et n ( en supposant
-un seul h pour tous les cas ), par exemple en posant

K =n et h = n‘ aq et %y étant fixés ({3 ~6~17)

alors i1 faut que les trois conditions suivantes soient réalisées:
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0 < ag < 1.3 0c«< 92 <1 3 3@1 + 2a2 > 3

ce qui détermine un triangle dans le plan (al,az); A chaque Tloi Pf correspond
un point de ce triangle “"optimum" : ce pourrait étre 1'objet d'une étude
concréte. '

Remarquons enfin que le nombre des points "laissés de coté" au voisinage de
1'infini ou au Voisinage d'un zéro de f est toujours infiniment grand, dans le
cas examiné ci-dessus, devant le nombre de points d'un bloc; cette régle n'est
pas générale cependant pour toutes les fonctions h et k, comme le montre
1'exemple suivant:
n 3/2+e

e >0

— , h= (Ln)°(L,n)

T3
(Ln) Lon

(cet exemple ne doit pas &tre bon pour la vitesse de convergence !)

k

B o e o S n 0 S Amy B e T .
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Annexe

Démonstration de 1a proposition : 1-5

Ann, L

Soient (Zl s Zz) R (Zi s Zé) quatre statistiques dépendant de n
On suppose que :
bz <0n .7 <o) [ WOVD, )
m < N < =expt-—— (e + e .
e 1 771 2 " 72 o /T
Alors si :
/EE'(Zi - Z5) 3 0 quand n -+ » (i =1,2)
. , L =(yy72)  -(y,/2)
]1mP(Zl <01522 < 62)=exp[_.__e 1 + e 2
Noo /T
D : Définissons les &vénements
£ -
E. + { /k |Z, - W, | <—1} Ci=1,2  (4a-1)
1 il 1 J7
E3 = E1 n E2 done E3 = El U E2
eth(Es) > 0 quand n » «
' . . 172 . _
Bj désigne toujours (2Lk - sz + yd) J =152
Soit
' L,k Vs
2 . J -
ei = 2lK = —— o+ —— j=1,2 (A ~2)




A’Ior‘g

P (2lk Z, <6, , /2K Z, <
< P (VK Z) < Bi s V2Lk Z,
'hais si' E3 est réalisé

Wk Z; < 05 )= (V2K 2z
Donc

P (VK Z, <_0l1,/2L_k-,_ z, <
<P (/K 7] < 0, +e, /AK

Pour n -suffisamment grand

< 9l

Zy < 0y

P (/2LK , 2Lk Z, < 0

1 2

P (E3) <€

et donc

1

< Bi

P (V2Lk ”

Z + e, V2Lk Z

et en” changeant

Y

j en yj - 2¢

P (VZIK 7y <6y, VK Zy < 6,)

Ann, ¢

02)
< 0, [E5) P (Ey) +P(Ey) (4-3
< 31! + e} (A -4,
02)
Zé < Gé +e) + P(E;) (A-5,
- 1 ~(%/2) ~(y,/2)
2) > exp [ - p (e 1 + e 2 ~ €
| evm (4-6,
(A -7 )
<0, +e) . ' (4-.8)
A 1 ~(yy72) - (¥,/2) -
> exp [~ (e + e )1 - 2e-
h aza
on a
' I -y /2)+ e =(y,/2)+ ¢
> exp[- — (e 1 +€ 2 ) =2¢
- %3

(4 -9 )




\\\\\

“Ann., 3

Mais de méme :

P (V2K Z. < Oi , ATk 7L < 0))

1 2 2
<P (VK 2 < 0., VAR Z, < 6, E;) + P (Ey) (A-10)
et si E3 est réa]isé
WAK Z, < 00 Ve (AR Zy <0 4 e (4-11)
donc
P (VLK Zy < 04, V2K 22 < 0, | Eg)
< P (V2Lk Zy <0y +e, Y2k Z, < eé + €) (A -12)
Comme pour n suffisamment grand
P (VIR 7, <0y +e, aAK Z, '<0é+e)

1 - (yq/2) - (e/2) - (¥,/2) - (e/2) (A-13)
< exp|[- (e + e )] + e

2V

P (VK 7 <01, /2K 72 < 03) ’

L = y/2) - (el2) = (9,/2) - (e/2) (4-14)
<exp|[- (e + e )1+ 2¢
| 2/ 7 |

e étant afbitraire, le résultat découle de (4 =9 ) et (A~ 14 )
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