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Introduction Générale

Depuis toujours, 'homme a cherché a controler son environnement pour
I’adapter a ses besoins. Pour se faire, il a généralement recours aux outils qui
sont a sa disposition, a savoir les sciences et tout ce qui en découle. Cela concerne
en particulier la matiere que 'homme a tenté de modeler selon sa volonté, et ce
afin d’obtenir des produits aptes a satisfaire un besoin, pouvant aller du simple

confort a un intérét thérapeutique ou encore alimentaire.

Avec le développement intensif de I'industrie agroalimentaire et pharmaceu-
tique, de nombreux produits ont été étudiés pour découvrir s’ils avaient ou non
une utilité exploitable pouvant étre intéressante d’un point de vue économique.
La plupart du temps, ces études ont conduit a une exploitation possible du pro-
duit sous des contraintes économiques et techniques. Ces contraintes imposent
généralement des conditions tres particulieres ne permettant pas forcément une
production industrielle rentable. Elles conduisent donc a I’abandon de la re-
cherche pour 'exploitation de ce produit. Pour pallier a cela, il faut mettre au
point des chaines de production pouvant optimiser au maximum la création
du produit en minimisant le cotit engendré par la fabrication. Pour restreindre
encore un peu plus la thématique de controle de la matiere, nous allons nous
préoccuper de la cristallisation. Ce type de procédé concerne la transformation
d’un produit cristallin de sa forme liquide a sa forme solide. Nous allons en par-
ticulier nous intéresser a la distribution en taille de cristaux car elle représente

un intérét capital pour les milieux industriels et pharmaceutiques.



Dans le travail présenté ici, nous avons cherché a mettre au point un capteur
logiciel, aussi appelé observateur, qui doit permettre d’estimer plusieurs infor-
mations d’un procédé de cristallisation. Les buts recherchés sont d’une part de
disposer d’un outil capable d’estimer la germination du procédé, puis de prédire
la distribution en taille de cristaux. Et d’autre part, de disposer d’un second ou-
til qui doit estimer la distribution en taille de cristaux. Ces différents outils sont
basés sur un procédé de cristallisation en ”batch” de 'oxalate d’ammonium.

Ce manuscrit est structuré comme suit :

Dans le chapitre 1, nous définissons la cristallisation d’un point de vue
général.

Dans le chapitre 2, nous nous occupons de modéliser le procédé afin de le
représenter grace a des expressions mathématiques.

Nous présentons, dans le chapitre 3, la théorie de 1'observabilité ainsi que
différents observateurs a la base des outils que nous cherchons a développer.

Le chapitre 4 expose notre contribution concernant les observateurs, ce tra-
vail ayant fait 'objet d’'une publication : ([FU10]).

Nous exposons diverses méthodes permettant ’exploitation numérique du
modele dans le chapitre 5.

Le chapitre 6 présente la validation de notre modele en utilisant des données
expérimentales.

Grace a ce modele et a la théorie des observateurs, nous détaillons, dans
le chapitre 7, 'observateur que nous avons mis au point et qui estime la ger-
mination du procédé de cristallisation. Celle-ci nous permet aussi de prédire
I’évolution du bilan de population au cours du temps ainsi que 'observateur
de dimension infinie devant estimer la distribution. Dans le chapitre 8, nous
utilisons les données expérimentales pour valider le bon fonctionnement de
nos observateurs. Ce travail a fait 'objet de deux publications : ([UKHETI]

et [UHF11]).



Nous finissons par conclure sur les différents résultats obtenus par nos ob-
servateurs concernant le procédé de cristallisation et nous essayons de proposer

des extensions intéressantes pour la continuité de ce travail.

Nous devons avertir le lecteur que ce manuscrit a été rédigé en gardant a
I’esprit que celui-ci n’est pas forcément un spécialiste de I’ensemble des domaines
des sciences nécessaires a la bonne compréhension de ce document. De ce fait,
nous ne présentons pas chaque theme de fagcon complete, ce qui pourrait sembler
"simpliste” pour un spécialiste, mais permet a une personne pas forcément a
I’aise avec le domaine, de pouvoir appréhender plus facilement l'intérét de ce

travail.






Chapitre 1

Cristallisation : aspect théorique

Dans ce chapitre, nous allons présenter les différentes notions nécessaires a
la bonne compréhension du processus de cristallisation. Nous n’entrerons pas
totalement dans la description de ’ensemble des processus intervenants dans
la cristallisation, nous nous limiterons a une introduction généralement de la

cristallisation.

1.1 Introduction

Dans la nature, la majorité de la matiere se trouve sous trois états distincts
a savoir : solide, liquide ou gazeux. L’étude du passage d'un état a un autre,
c’est-a-dire le changement d’état, a depuis longtemps intéressé les scientifiques
tout comme le monde industriel. De nombreux ouvrages ([PP02]) ainsi que des

documents techniques ([SS.J]) ont été consacrés a cette étude.

Pour le cadre de ce travail, le changement d’état qui nous intéresse concerne
la transformation de la matiere d’un état liquide a un état solide. Cette transfor-
mation est appelée solidification. Dans certain cas le solide obtenu possede une
structure moléculaire particuliere. Cette structure peut étre ordonnée de facon

a présenter un agencement géométrique régulier, ce qui lui donne des propriétés



particulieres comme sa diffraction par exemple. De ce faite, le solide obtenu est

un cristal car il entre dans le cadre de la définition :

Définition 1.1.1 Un solide est un cristal si son diffractogramme est essentiel-

lement discret.

Cette définition est celle définie par I’'Union internationale de la cristallogra-
phie.
Dans le cas ou le solide formé est un cristal, nous pouvons parler de cristal-

lisation plutot que de solidification.

La cristallisation est la premiere étape dans la chaine du solide, elle per-
met de séparer ou de purifier le produit par changement d’état de la matiere
de liquide a solide. Actuellement, de nombreuses recherches sont menées pour
maitriser les propriétés des cristaux obtenues telles que la taille, la pureté des
cristaux ou la distribution en taille de cristaux tout en respectant des impératifs

économiques et techniques.

Il existe de nombreuses théories sur les phénomenes intervenant pendant
le processus de cristallisation, celles-ci ont conduit a la création de différents
modeles. Choisir un modele représentant fidelement le procédé est primordial
pour pouvoir controler les propriétés des cristaux obtenus ou encore estimer
des informations sur la distribution en taille de cristaux. L’obtention de ce
modele passe par une étude des phénomenes intervenants dans ce processus
pour pouvoir les représenter sous la forme d’équation.

La cristallisation est un domaine restreint de la thématique plus générale
du changement d’état de la matiere. Cette thématique utilise énormément les
principes et théoremes de la thermodynamique. Par I'intermédiaire de ceux-ci,
nous pouvons décrire les interactions physiques et thermiques du processus de
cristallisation engendrant la formation et la croissance de cristaux dans une
solution liquide. En se basant sur les équations de la thermodynamique, nous

représentons sous forme d’équations dynamiques les différents phénomenes se



déroulant dans le cristallisoir, pour disposer d’'un modele mathématique fiable,
pouvant servir a la commande ou a la prédiction de la forme de la distribution

finale en taille de cristaux, si le modele le permet.

Néanmoins, nous allons avoir besoin de notions comme la sursaturation,
la croissance ou encore la germination. Ces éléments sont d’une importance
capitale, nous devons donc clairement les définir pour que le lecteur puisse plus

aisément comprendre la suite de ce travail.

1.2 Notions fondamentales

1.2.1 Solubilité

La solubilité est la quantité maximale de produit qui peut étre dissoute
dans un volume de solvant donné. Cette limite dépend a la fois de la pression
et de la température. Dans le cas d’un milieu isobare (c’est-a-dire a pression
constante), nous pouvons I'exprimer a I’aide d’une fonction dépendant unique-
ment de la température. Cette expression peut étre obtenue par I'intermédiaire
de I'équation de 1’équilibre thermodynamique cristal/solution dans le solvant.
Généralement, la solubilité d'un produit va croitre avec la température avec
une tendance proche de 'exponentielle. En jouant sur la solubilité, nous pou-
vons intervenir sur certaines propriétés de notre solution favorisant ou limitant
les phénomenes se déroulant dans le cristallisoir. La solubilité est généralement
notée C*(T) dans le cadre d'un procédé isobare, T représentant la température

en Kelvin.

Remarque Concernant la notation de la solubilité C*, la température dans
le cristallisoir variant généralement en fonction du temps, il faudrait en toute
rigueur utiliser la notation C*(7'(t)). Pour soulager les expressions utilisant

cette notion, nous utiliserons pour la suite de ce document la notation C*(¢), en



gardant a ’esprit que la solubilité ne dépend que de la température, elle-méme

dépendant du temps.

1.2.2 Sursaturation

La sursaturation est une grandeur tres importante pour la cristallisation car
c’est elle qui, entre autre, engendre la création de cristaux. Pour des raisons
cinétiques, il n’est pas rare de constater une rupture de 1’équilibre thermody-
namique d’une solution dans le cristallisoir, que ce soit localement ou dans
I’ensemble de celui-ci, et cela pour une période de temps pouvant étre longue.
La durée de ce déséquilibre dépend principalement de 'ampleur de la sursatu-
ration. Dans le cas d’une faible sursaturation, le systeme prend généralement
beaucoup de temps pour revenir a un état d’équilibre contrairement au cas
d’une forte sursaturation pour lequel le retour a un état d’équilibre est rapide.
Nous pouvons donc observer des concentrations en solutés supérieures a la so-
lubilité. Dans un cas comme celui-ci, le systeme va alors naturellement évoluer
pour tendre vers un nouvel état d’équilibre thermodynamique. Pour ce faire il
va cristalliser une partie du soluté pour ramener la concentration du produit
sous forme liquide a la valeur de la solubilité pour une température donnée. Une
solution qui comporte un surplus de soluté est dite sursaturée, I’écart entre la
concentration réelle C'(t) en soluté et la solubilité C*(¢) est appelé sursaturation.

Elle peut étre définie de plusieurs manieres :

— la sursaturation absolue :
Csar(t) = C(t) — C*(2) (1.1)

— la sursaturation relative :

o) == (1.2)
— le rapport de sursaturation :
B(t) = gf@) (1.3)



1.2.3 Courbe de solubilité et métastabilité

L’équilibre thermodynamique d’un produit sous forme liquide dans un sol-
vant peut étre représenté par sa courbe de solubilité en fonction de la tempé-

rature a pression constante. Ce que nous montrons sur la figure (1.1).

La zone stable (1) est la zone ou I'ensemble du produit se retrouve sous
forme liquide car nous sommes dans une zone ou la concentration en soluté
est inférieure a la solubilité du produit. L’ajout de cristaux va entrainer la
dissolution de ceux-ci tant que la concentration en soluté reste en dessous de la
courbe de solubilité. Il peut étre intéressant de se placer temporairement dans
cette zone pour dissoudre des cristaux de faibles tailles, permettre de garder
uniquement ceux de grandes tailles, ou supprimer les petits débris présents sur

la surface des cristaux plus gros dans le cas d’un ensemencement.

La zone métastable (2) est une zone ou les cristaux que nous ajoutons vont
croitre, des phénomenes de germination peuvent avoir lieu entrainant la création
de nouveaux cristaux. Nous détaillerons plus loin le terme de germination car il
existe plusieurs possibilités pour expliquer I'apparition de cristaux. Cependant
les cinétiques régissant la croissance et la germination vont plutot avantager la
croissance. En se plagant dans cette zone, nous pouvons favoriser la croissance

d’une distribution donnée en limitant ’apparition de cristaux supplémentaire.

La zone labile (3) est la zone ot d'une part, les cristaux que nous ajoutons ne
se dissolvent pas mais grossissent et, d’autre part, la sursaturation est telle que
des cristaux vont apparaitre de facon spontanés puis vont grossir pour ramener
"rapidement” la concentration en soluté a la solubilité pour rétablir un équilibre
thermodynamique. En se placant dans cette zone, il est possible de maximiser
le nombre de germes générés car la germination prédomine par rapport a la
croissance. Cela limite donc en partie la taille maximale des cristaux, en limi-
tant leur taux d’accroissement. La zone labile est définie grace a la courbe de

saturation qui dépend de la température, des conditions hydrodynamiques et



des impuretés. La forte dépendance de cette courbe face aux impuretés implique

un sérieux probleme de modélisation entrainant des incertitudes sur le modele.

Concentration

en soluté o
A Limite de zone '

méta-stable /

Zone labile (3)

Courbe de
solubilité

e

—
—
—

Zone méta-stable (2
Zone stable (1)

-

Température

F1GURE 1.1 — Concentration en soluté en fonction de la température

1.3 Meécanisme de cristallisation

Le principe récurant pour provoquer une cristallisation est de modifier ’état
du systeme pour engendrer un déséquilibre thermodynamique provoquant 1’ap-
parition d’une sursaturation. De ce fait, le systeme va chercher a retourner a un
nouvel état d’équilibre thermodynamique. Pour cela il va provoquer une cris-
tallisation du liquide pour diminuer la concentration en soluté du produit et
donc ramener la sursaturation absolue a une valeur nulle. C’est la naissance de

cristaux ainsi que leurs croissances qui consomment la sursaturation.
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De nombreuses méthodes existent pour provoquer 'apparition de la sursatu-
ration. Les plus courantes utilisent une évaporation du solvant, une modification
de la température ou encore une précipitation. La majorité des méthodes uti-

lisées ont été longuement décrites dans le manuscrit ([KBDO5]).

1.3.1 Germination

La naissance de cristaux est appelée germination, nous pouvons aussi trouver
dans certains documents le terme anglais "nucleation” francisé en "nucléation”.
Elle est régit par différents mécanismes qui interviennent chacun dans des condi-
tions bien particulieres. Nous devons donc relativement bien connaitre les condi-
tions de la cristallisation si nous voulons la controler ou la modéliser car la ger-
mination va, entre autre, fixer le nombre final de cristaux ainsi que la forme de la
distribution en taille de cristaux. Une classification approximative des différents

mécanismes de germination est représentée sur la figure (1.2).

Germination primaire hétérogene La germination primaire hétérogene in-
tervient dans un milieu ou il n’y a pas de cristaux de la matiere que nous cher-
chons a cristalliser et présence d’impuretés qui vont provoquer ’apparition de

germes qui deviendront nos futurs cristaux apres croissance.

Germination primaire homogéene Comme pour la germination précédente,

il ne faut pas de cristaux de notre produit pour que ce phénomene apparaisse,

par contre il ne faut, en plus, aucune impureté. Ce sont les molécules du produit
. . e .

qui, en se regroupant a cause de l'agitation de la solution, vont former des

"macromolécules” provoquant ’apparition de germe qui, en grandissant, vont

former les cristaux. Pour de plus amples informations, le lecteur peut aller voir

louvrage ([Ias00]).
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Absence de cristaux de I'espéce cristallisée

N

Germination primaire Germination secondaire
Substrat solide Sursaturation faible
oui non oui non

hétérogéne homogéne de contact de surface

F1cURE 1.2 — Classification des processus de germination

Germination secondaire de contact La germination secondaire de contact
intervient dans un milieu ou il y a déja des cristaux du produit. En raison
de l'agitation du milieu, des cristaux vont se ”percuter” entrainant l'appari-
tion de brisures. Celles-ci forment un équivalent de germe et donc des cristaux

supplémentaires qui vont pouvoir croitre en consommant la sursaturation.

Germination secondaire de surface La germination secondaire de surface
se déroule également dans un milieu ou il y a présence de cristaux de notre
produit. Par contre, les germes supplémentaires ne proviennent pas des brisures,
mais des imperfections de croissance des cristaux existants. Sur la surface lisse
une imperfection peut apparaitre entrainant la croissance du cristal selon une
nouvelle direction, cette excroissance va finir par se détacher du cristal ”mere”

et former un nouveau cristal.
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Une présentation plus détaillée de I'ensemble des mécanismes de germination

est présentée dans le document ([PVNO5]).

Nous pouvons toutefois ajouter que la germination représente le taux d’ap-
parition de cristaux a la taille la plus petite possible par unité de temps. En
posant Rn(t) comme étant la germination, z,,;, la plus petite taille de cris-
taux possible et N(z,t) le nombre de cristaux d’une taille z a U'instant ¢, nous

pouvons définir la germination par la relation suivante :

_ AN (z,t)

Rn(t) A7 }z:xmm

(1.4)

1.3.2 Croissance

Dans un milieu sursaturé, un cristal va grandir en adsorbant une partie de
la sursaturation pour permettre d’obtenir un équilibre thermodynamique entre
les phases liquide et solide. L’adsorption de produit par le cristal est appelée
croissance étant donné que les dimensions ainsi que la masse du cristal vont
croitre. De nombreuses théories expliquent comment se déroule l'intégration
d’une molécule de produit dans le cristal. Nous ne détaillerons pas 1’ensemble
des théories dans ce document mais pour une meilleure compréhension, le lecteur
pourra lire le document ([PVMO05]). Tl est toutefois nécessaire de préciser que les
théories actuelles ne représentent pas completement les processus engendrant la
croissance d’un cristal, en particulier dans le cas ou le cristallisoir contient des

impuretés qui se fixent sur une surface du cristal perturbant ainsi sa croissance.

Dans le cadre de la cristallisation, nous parlons d’adsorption et non pas d’ab-
sorption car comme le montre la définition suivante, nous sommes effectivement

dans le cadre de I’adsorption.

Définition 1.3.1 L’adsorption est différente de ’absorption : dans le premier

cas la molécule est intégrée sur une surface en gardant sa structure moléculaire,

13



alors que dans la seconde, des réactions chimiques ont lieu entrainant la des-

truction de la molécule.

1.4 Polymorphisme

Pour certaine molécule, il peut exister plusieurs formes cristallines, un ré-
férencement non-exhaustif est fait dans le document ([Gir95]), de plus auteur
étudie longuement ce phénomene. Il est donc possible d’avoir plusieurs formes
différentes de cristal pour un méme produit, I'exemple le plus courant est le
carbone que nous pouvons trouver couramment sous plusieurs formes solides tres
différentes : le graphite et le diamant. D’autres formes, de plus en plus courantes,
peuvent étre ajoutées depuis I’émergence des nanotubes de carbone ainsi que du
fullerene. Chaque forme possede des propriétés propres, il est donc nécessaire
d’étudier la stabilité de chaque forme par rapport aux autres. Cette étude se
fait a ’aide de I’enthalpie libre du polymorphe en fonction de la température et

de la pression.

Durant une cristallisation, il est logique de faire I'hypothese que c’est la
forme la plus stable qui sera présente a la fin de la cristallisation et ce, pour
des raisons d’équilibre thermodynamique. Néanmoins il est possible de voir ap-
paraitre un certain nombre de cristaux d’une forme moins stable pendant une
courte période. Une regle de thermodynamique communément appelée “regle
des étapes d’Ostwald” indique que : “ dans tout procédé, ce n’est pas la forme
stable de moindre énergie qui est formée la premiere, mais la forme moins stable

dont I'enthalpie libre est la plus proche de I'état initial 7 ([Bri99]).

La regle des étapes d’Ostwald est représentée sur la figure (1.3), pour un
produit possédant deux formes cristallines A et B. La forme A est définie comme
étant la forme ayant I’enthalpie libre la plus proche de I’état initial donc étant

la forme métastable. A I'instant initial, la solution est sursaturée pour les deux
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Concc-intration en soluté

FIGURE 1.3 — Schématisation de la regle des étapes d’Ostwald.

formes cristallines. A partir d’'un certain instant 7, la germination de la forme
A va commencer en accord avec la loi d’Ostwald. La sursaturation du produit
va étre consommée pour atteindre la solubilité de la forme A. Pendant toute
cette phase, la forme B reste dans un milieu sursaturé. A partir de 'instant
11, la germination de la forme B va se produire pour consommer le reste de
la sursaturation. Durant la phase 11, plusieurs choses se déroulent en méme
temps. La forme B continue d’apparaitre, ce qui consomme la sursaturation,
du point de vue de la forme A la solution va se retrouver sous-saturée donc les
cristaux de la forme A vont se dissoudre pour finalement totalement disparaitre.
Les cristaux de la forme B vont continuer a grandir et de nouveaux peuvent
apparaitre. Nous avons donc au final, une solution contenant uniquement des
cristaux de la forme B ce qui est en accord avec la thermodynamique puisque

aucun cristal de la forme A métastable n’est présent.
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1.5 Co-cristallisation

La co-cristallisation est un domaine particulier de la cristallisation permet-
tant de lier deux solides différents dans un méme réseau cristallin, sans créer ni
casser de liaisons covalentes. Dans l'industrie pharmaceutique, les co-cristaux
représentent une classe de composés de plus en plus étudiés. En effet, la co-
cristallisation offre de nombreux avantages par rapport aux méthodes tradi-
tionnelles utilisées pour optimiser les propriétés physiques des cristaux. Le cas
de cristallisation présenté ici comporte un seul produit en dehors du solvant,
nous ne pouvons donc pas avoir de co-cristallisation. Néanmoins pour les lec-
teurs désirant plus de renseignement sur ce sujet, nous ne pouvons que conseiller
d’aller consulter le document ([Mea08]) qui reprend toutes les notions nécessaire

a la bonne compréhension de la co-cristallisation.

1.6 Conclusion

La cristallisation est donc un processus complexe qui dépend de nombreux
parametres. La germination représente le taux de “naissance” des cristaux, la
croissance explique comment les cristaux augmentent de taille. De plus, il peut
arriver que le produit qui nous intéresse puisse avoir plusieurs formes cristal-
lines, il faut donc se positionner dans les bonnes conditions pour obtenir la
structure voulue. Il est donc tres important d’arriver a maitriser ’ensemble de
ces processus si nous voulons controler la cristallisation afin d’obtenir des pro-
priétés particulieres pour la distribution en taille de cristaux. Pour controler
une cristallisation, il est nécessaire de disposer d’un modele fiable du processus.
Ce modele doit contenir le maximum d’informations concernant le procédé et
doit avoir le moins d’incertitude possible. En ce qui concerne l'estimation de
la distribution en taille de cristaux, les mémes problemes sont rencontrés. Il
est donc impératif de disposer d’un modele mathématique fiable et précis du

processus de cristallisation.
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L’obtention de ce modele n’est pas évidente a cause des nombreux phéno-
menes intervenant durant une cristallisation. L’ensemble de ceux-ci n’est pas
forcément parfaitement connus ou maitrisés, il faut donc lors de I'étape de
modélisation tenir compte d’hypotheses qui vont simplifier le procédé tout en
gardant, dans la mesure du possible, le maximum d’informations sur celui-ci. La
partie suivante va se concentrer sur 'obtention d’un modele qui, par la suite,
nous servira a la réalisation d’un observateur pour estimer la germination et

prédire la distribution finale en taille de cristaux.
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Chapitre 2

Modélisation d’un procédé de

cristallisation

Dans ce chapitre, nous allons établir un modele de cristallisation. Dans un
premier temps, nous travaillerons sur un cas relativement général puis nous
nous concentrerons sur le procédé utilisé a savoir : le procédé de cristallisation

en “batch” de loxalate d’ammonium.

2.1 Introduction

En tout temps, 'homme a cherché a comprendre la nature qui I’entoure.
Pour cela il a développé les sciences qui permettent de démystifier les ” étranges”
phénomenes qui apparaissent dans la nature. En représentant sous forme mathé-
matique les ”problemes” de la nature, nous pouvons plus facilement appréhender
ceux-ci. Cela s’appelle la modélisation.

La modélisation est un domaine des sciences de 'ingénieur qui cherche a
représenter mathématiquement les phénomenes se déroulant durant une expé-
rience, afin de disposer d’un modele mathématique du procédé réel. Le modele
obtenu doit étre le plus fiable et précis possible. Des que le modele est dispo-
nible, nous pouvons utiliser d’autres théories pour ajuster le comportement du

procédé, afin d’adapter les propriétés du produit final par rapport a des objec-
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tifs particuliers. Nous pouvons aussi prédire I’évolution du produit au cours de
sa fabrication ainsi que ses propriétés finales avant méme que celles-ci soient
"figées”.

La cristallisation étant un procédé complexe mais largement utilisé dans
I'industrie, sa modélisation a donné lieu a la création de plusieurs modeles
différents. Chacun étant spécialisé pour un type bien particulier de cristalli-
sation, nous allons donc présenter les informations générales nécessaires a la
mise en place d’'un modele. Nous appliquerons ensuite les différentes possibilités
a notre cas particulier pour, au final, obtenir notre modele se basant sur un

procédé de cristallisation en “batch”.

2.2 Modélisation dans le cadre de la cristalli-
sation

L’obtention du modele est une étape importante et délicate car il n’est pas
toujours possible de mesurer les informations nécessaires pour décrire parfai-
tement ce qui se passe durant la cristallisation. C’est pour cela que le modele
comportera obligatoirement des imperfections induites par le manque de mesure
fiable sur certaine partie du procédé. Il n’existe pas de modele général utilisable
pour toutes les cristallisations qui apporte suffisamment de précision pour que
nous puissions 'utiliser dans une optique d’estimation ou de commande. Par
contre, suivant le mode d’obtention de la sursaturation, le type de réacteur uti-
lisé ainsi que le mode fonctionnement, il est possible de trouver ou réaliser un
modele pour décrire le processus de cristallisation. Nous allons donc, dans cette
partie, présenter les notions générales nécessaires pour obtenir un modele de

cristallisation, puis nous présenterons le modele que nous avons utilisé.
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2.2.1 Type de cristallisation

La cristallisation englobe de nombreux mécanismes plus ou moins com-
plexes. Il est donc important de savoir quels mécanismes interviennent pour
pouvoir correctement modéliser ce phénomene. De plus, une cristallisation peut
se dérouler dans différents types de cristallisoir (ou réacteur). Le premier pa-
rametre a connaitre est le mode de fonctionnement du réacteur : continu ou dis-
continu, refroidi ou isotherme. Une classification complete, d'une grande partie

des réacteurs couramment utilisés, est donnée dans ([Tra93]).

En considérant les réacteurs de type parfaitement agité, deux grandes classes
de réacteur peuvent étre mises en avant : les réacteurs continus et les réacteurs
discontinus. Chaque classe est modélisée a partir des mémes équations mais
en utilisant des simplifications différentes. De plus, il est possible d’avoir un
controle de la température du cristallisoir.

Pour un réacteur parfaitement agité, les hypotheses faites concernant le cris-

tallisoir sont les suivantes :

— mélange homogene au niveau moléculaire (local et global)

— température homogene

Réacteur continu

Dans le cas d’'un réacteur continu, le flux de matiere en entrée et le flux de
matiere en sortie sont égaux et non nuls. De plus la température en sortie du
réacteur est égale a la température interne du réacteur. Il en va de-méme pour
la concentration en produit. Ce type de réacteur est dit stationnaire quand il

est en régime permanent et en dehors des phases de démarrage et d’arret.

Réacteur discontinu

Pour un réacteur discontinu ou ”batch”, tous les réactifs sont introduits dans

le réacteur au démarrage. Le produit est ensuite récupéré a la fin de la cristalli-
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sation. Les flux de matiere entrant et sortant sont donc nuls. Les concentrations
en produit dans le réacteur évoluent au cours du temps et ne sont donc pas
constantes. La température de la solution dépend du mode de refroidissement

du réacteur.

Refroidissement d’un réacteur

I1 est possible de refroidir un réacteur pour contrer par exemple une élévation
trop importante de la température dans le cas d’une réaction exothermique
ou, pour forcer la transformation en modifiant 1’équilibre thermodynamique a
I'intérieur du réacteur. Pour représenter cela, il faut réaliser un bilan énergétique

, , . ,
prenant en compte l'ensemble des échanges thermiques entre le réacteur et le

milieu extérieur et aussi entre le produit sous forme solide et liquide.

2.2.2 Modélisation de la cristallisation

Plusieurs mécanismes interviennent pendant la cristallisation ; nous nous res-
treindrons a ceux intervenant dans le cas d’une cristallisation dans un réacteur
discontinu parfaitement agité refroidi. Nous allons donc réaliser un bilan de
matiere pour représenter le passage du produit de I’état liquide a celui de solide.
Ensuite, nous aurons besoin d’un bilan de population représentant 1’évolution
de la population de cristaux au cours du temps et dans ’espace. Un lien existe
entre le bilan de matiere et le bilan de population, ce lien passe par la relation
liant la concentration en solide et la distribution en taille de cristaux. Pour fi-
nir, nous réaliserons un bilan énergétique qui représente le transfert de chaleur
entre l'extérieur et le réacteur par I'intermédiaire d'une double enveloppe, ainsi
que la variation de température du réacteur sous l'effet du changement d’état

liquide-solide qui est généralement exothermique.
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Bilan de matiére

Le bilan de matiere permet de décrire I’évolution des concentrations en soluté
et en solide au cours du temps. Cette évolution représente la transformation du
produit de I'état liquide a 1’état solide en prenant en compte la conservation
de la quantité de matiere. Ce bilan est représenté par 'expression (2.1). Ngopute
représente le nombre de mole de produit sous forme liquide. ngy;q. représente

le nombre de mole de produit sous forme solide. t représente le temps.

Ansolute (t) AnSOlide (t)
Agoture(t) _ Angorie(t) 2.1
N i (2.1)

Le bilan (2.1) exprime la variation du nombre de mole de produit sous forme
liquide en fonction de la variation du nombre de mole de produit sous forme
solide. Nous avons égalité entre ces deux termes. En effet, dans le cas du réacteur
discontinu, il n’y a pas d’échange de matiere avec I'extérieur ; nous avons donc
en permanence 1'égalité (2.2) ou ng représente la somme du nombre de mole de

produit a I’état solide et a I’état liquide a I'instant initial.

Vta nsolute(t> + nsolide(t> =TnNo (22)

En connaissant le volume du réacteur, le volume du soluté ainsi que sa masse
molaire et sa masse volumique, nous pouvons remplacer le bilan de matiere (2.1)
par la relation (2.3) qui est I'expression du bilan de matiére en utilisant les
concentrations (unité : masse de produit par masse de solvant). Pour ce faire,
faisons 'hypothese que la forme liquide et la forme solide de notre produit ont
les mémes masses molaires et volumiques. Dans le cas ou cette hypothese n’est
pas utilisable, il intervient dans la relation un coefficient dépendant des masses

molaires et volumiques.

AC() | AC(H)
At At

=0 (2.3)
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C représente la concentration en soluté. C représente la concentration en

solide.

Croissance

La modélisation de la croissance des cristaux utilise généralement 'hypothese
de McCabe qui simplifie la modélisation de la croissance en considérant celle-
ci comme indépendante de la taille du cristal. Néanmoins, certaines observa-
tions montrent que d’'une part la vitesse de croissance d'un cristal dépend de
sa taille et d’autre part il existe une dispersion des vitesses de croissance pour
des cristaux de méme taille. Dans ([FF'10]), les auteurs avancent I’hypothese
que l'intégration d’impuretés a la surface des cristaux pourrait expliquer cette
différence de vitesse de croissance pour les cristaux de méme taille. Cependant,
dans le cadre de ce travail, nous considérons 1'hypothese de McCabe appli-
cable, ce qui va nous simplifier une partie des équations. Nous sommes donc en

présence d'une croissance qui ne dépend pas de la taille du cristal.

La croissance est tres importante dans les procédés de cristallisation, elle sert
a représenter le transport des molécules de la solution liquide vers les cristaux
solides, ce qui entraine une augmentation de taille des cristaux. Dans le milieu
industriel, I'un des modeles utilisé pour décrire la cinétique de croissance est le
modele du film (2.1). Il se base sur l'existence d'un film de solution et d’une
couche d’adsorption autour du cristal. La concentration du soluté est homogene
en dehors du film, par contre elle varie de I'extérieur du film de valeur C' vers
la couche d’adsorption de valeur C'i. La frontiere entre le cristal et la couche
d’adsorption a une valeur de concentration égale a la solubilité C*. Le transport
d’une molécule de soluté vers le cristal se déroule en plusieurs étapes. Tout
d’abord, la molécule va traverser le film par diffusion volumique pour atteindre
la couche d’adsorption. Ensuite elle va continuer sa progression dans la couche
d’adsorption par diffusion surfacique a la recherche d’un site d’intégration du

cristal.
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Interface

Couche d'adsorption Cristal-solution

_ Transfert de
C-Ci matiére

Solution

Ci-C*
Intégration

Ct‘
%% Film de diffusion

FIGURE 2.1 — Modele du film

Dans le cadre de notre modele, nous utilisons le modele du film en ajoutant
quelques hypotheses simplificatrices supplémentaires. En premier, I'utilisation
de I’hypothese de McCabe nous permet d’avoir une croissance indépendante de
la taille des cristaux. Ensuite, nous considérons la couche d’adsorption de taille
suffisamment fine pour avoir ’égalité suivante : C* = ('i, ce qui nous simplifie
grandement l'expression de la croissance. Nous nous retrouvons donc avec une
croissance qui peut étre exprimée par l'intermédiaire de la relation 2.4. Dans
le cas d’un produit quelconque, 'approximation de la croissance par I’'équation
2.4 n’est pas toujours possible. En effet, dans ([BOFH06]), les auteurs utilisent

un coefficient k, variable en fonction dun coefficient de diffusivité.

(2.4)

— (G(t) représente la croissance en m/s.
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— k, représente la constante de croissance en m/s.
— C'(t) représente la concentration en soluté en kg de produit / kg de solvant.
— C*(t) représente la concentration a saturation ou solubilité en kg de pro-

duit / kg de solvant.

Bilan de population

Le bilan de population est un formalisme qui permet de décrire ’évolution
d’une population d’individus au cours du temps et dans I'espace. L’application
de ce bilan a une cristallisation permet de décrire 1’évolution des cristaux au
cours d’une cristallisation en tenant compte de ’apparition de cristaux ainsi que
de leur croissance. En posant n(x,t) comme étant la distribution en nombre de
cristal de taille z & l'instant ¢ par unité de taille, G(x,t) la croissance d'un
cristal de taille x a I'instant ¢, le bilan de population se met sous la forme de

I'expression (2.5).

on(z,t)  O(G(z,t)n(z,t))
o o

L’utilisation de I'hypothese de McCabe transforme I'expression (2.5) en l'ex-

=0 (2.5)

pression (2.6).

on(x,t)
ot

on(x,t)

+G()

=0 (2.6)

Il est important de noter que pour un bilan de population, les conditions
frontieres sont tres importantes. La condition frontiere pour les petites tailles
va fixer a la fois la forme de la distribution ainsi que le nombre de cristaux
de celle-ci. La condition frontiere pour les grandes tailles va indiquer la taille
maximale que va pouvoir atteindre les cristaux. Mathématiquement parlant, la
condition frontiere pour la plus grande taille n’est pas utile ce qui implique que

les cristaux peuvent théoriquement atteindre une taille infinie. Physiquement,
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cela n’est pas possible, notamment en raison de la taille du cristallisoir qui est
finie. Nous utilisons donc la condition frontiere pour la plus grande taille afin
de "limiter” la dimension spatiale de la distribution en s’assurant quand méme
que celle-ci ne soit jamais atteinte par un cristal.

La germination, représentant le taux d’apparition de cristaux, est liée a la
condition frontiere pour la plus petite taille de la distribution. Celle-ci s’exprime
mathématiquement grace a la définition de la densité en taille de cristaux (2.7).
AN est le nombre de cristaux compris entre une taille z et x + Az. Le nombre

de cristaux compris entre une taille 21 et x5 est donc donné par la relation (2.8).

AN dN
Mo A =~ 27
AN, — / n(l, £)dl (2.8)

La germination Rn(t) représente le taux d’apparition des cristaux de taille

Tmin & U'instant ¢. Par conséquent, nous avons :

N(Tmin, t) = limax—o 3 |
AN

dN dt (29)
dt dx

Tmin

Tmin Tmin

= Rn(t)%

La condition frontiere pour les petites tailles est donc :

Rn(t)
G(t)

(2.10)

La deuxieme condition limite correspond au cas * = Zp,qz-
Tmaz doit étre suffisamment grand pour qu’aucun cristal n’atteigne cette

taille, ce que nous traduisons mathématiquement par la relation (2.11).
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n(Tmaz,t) =0 (2.11)

Relation bilan de matiére/bilan de population Il est possible de faire un
lien entre le bilan de matiere et le bilan de population par I'intermédiaire de la
concentration en solide. En connaissant la forme d’un cristal et la distribution en
taille de cristaux a un instant donné, il est possible de connaitre la concentration
en solide a cet instant grace a la relation (2.12). Cette relation approxime les
cristaux a des spheres, un coefficient de forme s’ajoute pour prendre en compte
le fait que les cristaux ne sont pas vraiment des spheres. En sommant, sur
I’ensemble des tailles, le nombre de cristaux multiplié par leur rayon élevé au
cube, nous obtenons le volume total des spheres. En ajoutant le coefficient
de forme, nous disposons du volume total des cristaux. En changeant d’unité
pour la rendre conforme a notre notation (concentrations exprimées en masse
de produit par masse de solvant), nous obtenons la concentration en solide de

notre produit.

Cu(t) = p;f“ L OB (2.12)

Tmin

— kv représente un facteur de forme du cristal par rapport a une sphere de
rayon [.
— ps représente la masse volumique du soluté sous forme solide. (unité : )
— M., représente la masse du solvant.
Du point de vue de la concentration en solide, que ce soit le bilan de matiere
ou le bilan de population, les deux bilans apportent la méme information.
Néanmoins, en utilisant le bilan de matiere uniquement, nous perdons toutes les

informations relatives a la distribution, caractérisée par le bilan de population.
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Germination La germination est le processus qui engendre 'apparition de
cristaux sous forme de germe aussi appelé "nucléi”. Elle a lieu quand le mi-
lieu présente une sursaturation suffisamment élevée. Elle peut étre causée par
plusieurs phénomenes comme 'agitation, les chocs mécaniques, une friction ou
encore une variation de pression. Les germes peuvent se manifester de deux
manieres différentes : la germination primaire que nous noterons Rn; (t) et la ger-
mination secondaire que nous noterons Rny(t). La germination Rn(t) représente

la somme des germinations primaire et secondaire.

Germination primaire La germination primaire concerne l'apparition
du germe dans le cas ou la solution est dépourvue de cristaux et se trouve dans
un état de sursaturation élevée. Elle peut étre modélisée de plusieurs fagons
différentes car nous pouvons subdiviser celle-ci selon des considérations ther-
modynamiques comme nous ’avons montré dans le chapitre précédent. Pour
représenter cette partie de la germination, nous utilisons I'expression (2.13) que

nous retrouvons couramment dans la littérature.

—by )
63 xin( qu(éz) )2

Rny(t) =a; xe (2.13)

— ay représente la constante de la germination primaire.
— by représente la seconde constante de la germination primaire.

— 0 la température en “C.

Germination secondaire Cette germination encadre I'apparition de cris-
taux dans le cas ou la solution comporte déja des cristaux. Une subdivision peut
également étre faite par rapport aux phénomenes engendrant les cristaux. Nous
avons modélisé la germination secondaire par la relation (2.14), qui fait inter-

venir a la fois la phase solide et la phase liquide.

(C) = (@)

Rny(t) = ay x Cs™(t) * o0

(2.14)
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— ag représente la constante de la germination secondaire.
— by représente la seconde constante d’exposant de la germination secon-

daire.

Bilan énergétique

Le bilan énergétique représente 1’évolution énergétique de notre procédé;
il va en particulier prendre en compte le changement de la température du
cristallisoir. Dans le cas de cette étude, la sursaturation (moteur des mécanismes
de cristallisation) est obtenue par refroidissement. Ainsi, ’échange thermique
est effectué a travers une double enveloppe. Nous faisons aussi '’hypothese que
le cristallisoir ne présente pas de perte de chaleur, donc que l'intégralité de
I’énergie thermique est transmise de la double enveloppe vers l'intérieur du
réacteur ou l'inverse. La température du cristallisoir est obtenue en effectuant
un bilan énergétique sur celui-ci couplé avec un bilan énergétique sur la double

enveloppe. Ces bilans sont donnés par les équations (2.15) et (2.16).

Z(Cpi 10 % dT;;(t)) =—AH.xVp* dilst(t) — UA % (T (t) — Tye(t)) (2.15)
i=1
dTy.(t ANy r(t
CDref*Nypef #() = CPyrey* an() k (Tref(t) = Tue(t) +F U A% (e (t) —Tye(t))
(2.16)
Avec :

— Cp;, i € {1,2,3} et Cp,es : Capacités molaires thermiques respectivement

du solide, du soluté, du solvant et du fluide de refroidissement (unité :

J
K.mol ) :

— n;, 1 € {1,2,3} et n,ep : Nombre de moles respectivement du solide, du
soluté, du solvant et du fluide de refroidissement (unité : mol).
— T, : Température du cristallisoir (unité : K).

— AH, : Enthalpie de cristallisation (unité : —L).

mol
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— UA : Coefficient surfacique de transfert de chaleur (unité : ;2).
— Ty : Température de la double enveloppe (unité : K).
— Tyey : Température du liquide de refroidissement a ’entrée de la double

enveloppe (unité : K).

Dans le cadre de notre étude, la température du fluide de refroidissement
est imposée par une commande externe connue. De plus, la rampe de varia-
tion de température est connue et tres lente par rapport a la durée totale de
I'expérience. Nous avons donc décidé de faire I'hypothese raisonnable suivante :
de part la lenteur de la variation de la température 7., nous considérons avoir
en permanence égalité entre la température du liquide de refroidissement et
la température du cristallisoir. Cela nous supprime donc une équation pour le

modele complet.

2.3 Le modele de cristallisation utilisé

En couplant les différentes équations précédentes, nous obtenons le modele
que nous avons utilisé pour simuler le comportement du procédé de cristallisa-
tion. Celui c¢i comporte plusieurs équations : une pour le bilan de population,
une pour le bilan de matiere, une qui représente le taux d’apparition des cris-
taux (la germination) et enfin une pour la croissance des cristaux. Le systeme
(2.17) contient I'ensemble de ces équations et représente le modele que nous

utilisons.
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AC(t) ACs(t)
At + At =0
Cy(t) = v [2me (1, 1) dl

on(x, on(x,
nled) 4 G2l = g

c(t)—Cc*
G(t) = k?g( (%*(t) (1)

Rnl (t) = a1 eXp(Wb:%(;)))) (2].7)

Rny(t) = ayC's® (t)i(c(%:g)* (&)

Rn(t) = Rny(t) + Rna(t)

Rn(t

\ n(Tmaz,t) =0

Le modele utilisé comporte un bilan de population qui va nous servir pour les
travaux concernant la simulation, la prédiction et ’estimation de la distribution
en taille de cristaux.

Le bilan de matiere représente 1'état d’avancement du processus de cristal-
lisation. Il nous fournit I'information concernant la concentration en soluté.

La croissance permet d’exprimer la vitesse a laquelle les cristaux vont gran-
dir.

La germination impose la condition frontiere pour la plus petite taille.

2.4 Conclusion

La modélisation d’un procédé de cristallisation est complexe puisqu’elle fait
intervenir de nombreuses équations. De plus, de nombreux phénomenes inter-
viennent durant le processus d’apparition et de croissance de cristaux. Pour
réaliser notre modele, nous avons du effectuer différents bilans : matiere, po-
pulation et thermique. Pour chacun d’eux, des hypotheses ont été faites afin
de tenir compte des caractéristiques de notre procédé. La mise en commun de
toutes ces équations nous a permis de réaliser notre modele de référence (2.17).

Ce modele représente 1’évolution d’une cristallisation par refroidissement

dans un réacteur batch. Néanmoins, nous ne pouvons pas l'utiliser comme
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tel. Ainsi, pour pouvoir 'exploiter numériquement, nous devons utiliser des
méthodes d’analyse numérique que nous présenterons dans un prochain cha-

pitre.
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Chapitre 3

Observabilité et observateurs

Au cours de ce chapitre, nous allons présenter la théorie générale de I'obser-
vabilité et des observateurs. Nous commencerons par donner quelques définitions

puis nous exposerons plusieurs exemples d’observateurs.

3.1 Introduction

L’un des problemes majeurs dans le domaine de la supervision et de la
commande d'un systeme réel réside dans le manque de capteurs permettant
I'obtention de certaines grandeurs caractérisant son évolution (état du systéme).
En effet, un controle sérieux du systeme nécessite des lois de commande utilisant
des mesures de cet état en ligne. Pour pallier a cette difficulté, 'autre moyen
permettant d’obtenir I’état en ligne, consiste a estimer ce dernier en utilisant un
algorithme bouclé en ligne avec certaines mesures issues de l'instrumentation
physique. Cet algorithme, quand il est sous forme d’équation différentielle ou
d’équation aux dérivées partielles, est appelé Observateur.

Nous pouvons dire, dans la plupart des cas, qu'un observateur est un systeme
dynamique utilisant comme entrée, I’entrée et la sortie du systeme physique et
qu’il permet de prédire 1’état du systeme. Afin de réaliser un tel algorithme,
quelques conditions doivent étre satisfaites. Tout d’abord, le modele du procédé

doit étre observable (la sortie est sensible aux perturbations sur l'état), les
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Commande(s) | Procéds Mesure(s)
Y
: Correction —
Estimation
“| Modele -
Observateur

FI1GURE 3.1 — Principe de fonctionnement d’un observateur

mesures ne doivent pas trop s’éloigner de la réalité (la marge d’incertitude sur
les mesures n’est pas trop importante). Ici, le probleme de filtrage n’est pas
abordé, mais nous supposons que 'observateur joue le role du filtre.

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques résultats sur la théorie de
I’observation. Tout d’abord, nous donnons certaines notions d’observabilité des
systemes linéaires et non linéaires. Ensuite, nous présentons quelques résultats
classiques sur les observateurs : Observateur de Luenberger pour les systémes
linéaires, I'observateur classique issue du filtre de Kalman et les observateurs a

grand gain.

3.2 Notions d’observabilité

L’étude de I'observabilité est une analyse qui permet de confirmer si la sor-

tie mesurée d'un systeme est sensible aux variations des variables d’état que
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nous désirons estimer. Bien entendu cette analyse est qualitative. La sensibilité
physique de la sortie vis a vis de 1’état est un probleme qui n’est pas abordé ici.
Supposons que le systeme physique est modélisé sous la forme du systeme

dynamique suivant :

B(t) = f(a(t),u(t), =(t) € X, ult)eU
y(t) =h(z(t), y(t) € R

Iei X et U sont les domaines de 1'état et de 'entrée. Dans toute la suite X

(3.1)

est un domaine ouvert de R(™ et U un domaine fermé borné de R(™.

u(.) et y(.) sont les entrées et les sorties mesurées du systeme. Les fonctions
f et h sont supposées suffisamment différentielles.

Plusieurs notions d’observabilité existent dans la littérature. Il existe bien en-
tendu des relations entre ces différentes notions. Ici, nous donnons une définition

plus pratique, liée a la sensibilité de la sortie par rapport a I’état du systeme.

Soit 7 > 0 et posons I, = [0,7[. Considérons une entrée u a valeur dans
U, un état x € X et notons x,(.) la trajectoire du systeme (3.1) associée
a u et initialisée en = (x,(0) = x). Notons par T'(xz,u) = sup{7r tel que
x,(.) est bien définie sur I, }. En d’autres termes [0, T'(x, u)[ est 'intervalle maxi-

mal sur lequel z,(.) est bien définie.

Définition 3.2.1 1) Soient z,2' € X x X deuzr conditions initiales dis-

tinctes, u une entrée a valeur dans U et posons :

T(x,2',u) = max{T (z,u), T(z',u)}. Nous dirons que u distingue x, x’ sur

/

' (.)) ne sont

un intervalle fizé [0,T), si les sorties associées h(x,(.)), h(z
pas identiquement égales sur l'intervalle [O,Tv(x, ' u)| , ou T(x,x’, u) =
min {7, T (x,2',u)}.

2) Nous disons que l'entrée u rend le systéme observable sur [0,T], si u dis-

tingue toute paire de conditions initiales (x,x'), x # 2’

Notons que la condition 2) de cette définition signifie qu'une perturbation

de T'état affecte aussi la sortie. D’ou le lien entre cette notion d’observabilité
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et celle de la sensibilité de la sortie par rapport a I’état. Il faut dire aussi que
nous ne pouvons réellement estimer I’état a partir de 'information sur la sortie
que si cette notion d’observabilité est satisfaite. Bien entendu, nous pouvons
affaiblir cette notion en la remplacant par la notion de détectabilité qui est tres
compliquée a interpréter pour des systemes non linéaires.

Une autre définition d’observabilité qui est souvent utilisée est celle de 1'ob-
servabilité au sens du rang. Pour cela, nous définissons 1'espace d’observabilité
O comme étant le plus petit espace vectoriel réel contenant hy, ..., h, et tel que
si ¢ € O, alors Ly, (v) € O, pour tout u € U. Ici f, est le champs de vecteur
défini par f,(x) = f(x,u) et Ly, (1) est la dérivée de Lie de ¢ par rapport a f,,

N

donnée par : Ly, (¢) = >0 | fuim—, ol fy; est la ¢ itme composante de f,,.

ox;

Définition 1 Le systéme (5.1) est observable au sens du rang en un point 2° €

gﬁ(xo);zb € O} est

¢gale a n. Nous disons que le systeme est observable au sens du rang sur X, s’il

X, si la dimension de l’espace vectoriel engendrée par {

est en tout point de X.

Maintenant considérons les systemes linéaires de la forme :

i = Ar+ Bu;z € Ry € R™
(3.2)
y =Crx;yeRP
Il est clair que la sortie associée a une entrée u et a une condition initiale
x est donnée par y(z,u,t) = Cetlz + C’fot e=94Buy(s)ds et donc deux sorties
y(z,u,t) et y(a', u,t) sont différentes si Cettz et Ceta’ le sont. Par conséquent

la notion d’observabilité ne dépend pas de 'entrée. Plus précisément, ’observa-

bilité est donnée par le critere de Kalman (3.3) dit critere du rang.

C
CA
rang | =n (3.3)

C A
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Pour les systemes affines en 1’état de la forme :

i = Az +b(u);x € RW;y e R™
(w) + ) o
y =Cux;y eRP

L’observabilité dépend généralement de ’entrée u appliquée au systeme. Afin
de mettre en évidence cette notion, nous rappelons I'expression de la trajectoire
du systeme (3.4) :

Notons par ®,(t,ty) la matrice de transition du systeme (3.4) :

d(Pu(t; to))
— 2 T = A(uw)®,(t, 1)z € RM:y € R™
o (W) (1,10 .
., (to, to) =1 ou [ est l'identité
Il en découle la propriété : @, (t1, o) D, (Lo, t3) = ®,(t1, t3) pour tout tq,ts, t3.

En particulier, nous avons ®,(,s) = @, (s, t).

La trajectoire du systeme x,(.) du systeme (3.4) prend alors la forme :

t

2ut) = Byt o)) + / B, (1, 5)b(u(s)ds (3.6)

to

Nous pouvons vérifier comme dans le cas des systemes linéaires a coefficients
constants que u distingue deux conditions initiales distinctes x et 2’ en t = t
sur un intervalle [to, tg + T, si :

CP,(t, to)r et CP,(t,t0)x" ne sont pas identiquement égales sur [to, tg + 7.
cela se traduit aussi par le fait que le Grammien d’observabilité 3.7 est une

matrice symétrique définie positive.

to+T
Glu, to,to +T) = / BT (s, 1) CTCDy (5, to)ds (3.7)

to

L’exemple simple 3.8 montre bien qu'un systeme affine en I’état admet une
entrée qui le rend observable, il peut également admettre des entrées qui le

rendent inobservable.
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il = X9 + UT3
o =10
? (3.8)
3 =10
y =

\

Pour ce systeme, toute entrée constante le rend inobservable sur tout inter-
valle. Par conséquent, ’estimation des variables x5 et x3 ne peut se réaliser a
I’aide des entrées constantes.

Nous avons vu que l'observabilité des systemes linéaires a coefficients con-
stants ne dépend pas de 'entrée appliquée au systeme. Dans ce qui suit nous al-

lons entendre rappeler I'extension de cette propriété aux systemes non linéaires :

Définition 2 Un systéme non linéaire de la forme (5.1) est dit observable pour
toute entrée ou encore uniformément observable si, tout entrée u rend le systéeme

observable sur tout intervalle [0, T.

Pour certaines classes de systeme uniformément observable, il existe des
transformations qui les modifient pour les mettre sous des formes (souvent a
caractere triangulaires) dite formes canoniques ou formes normales.

Le premier résultat a été donné dans le cas mono-sortie dans ([GB&1]). Une
preuve plus simple a été donnée dans ([GHO92]), ou les auteurs donnent un
observateur a grand gain basé sur cette forme canonique. Plusieurs extensions
de ce résultats ont été données dans le cas multi-sortie, comme par exemple
([GK94] et [HEF03]). Dans ce mémoire, nous avons étendu ce travail en utilisant
des immersions au lieu des difféomorphismes (voir le chapitre 4).

Tout d’abord, nous allons rappeler quelques résultats concernant ces formes
canoniques.

Pour simplifier, nous commencons par les systemes affines en l'entrée, cas
mono-sortie, mono-entrée et nous supposons que 1’espace ou les entrées prennent
leurs valeurs est U = R (cette simplification ne nuira pas aux cas multi-entrée
ou la commande appartient a I'ensemble U fermé et borné). Le systeme (3.1)

devient :
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2(t) = fx(t) +ult)g(x(t))

(3.9)
y(t) = h(x(t))
ou z(t) € X un ouvert de R", f et g sont de classe C".
Considérons la transformation ¢ définie par :
h(x)
Lih(x
o (@) (3.10)
L’}_lh(x)

Théoreme 3 ([GBS1], [(HO92])

Supposons que le systéme (3.9) est uniformément observable.

Alors il existe un ouvert dense X de X tel que pour tout x° € X il existe
un voisinage ouvert Vy tel que la restriction du systeme (3.9) a Vi se transforme

a l'aide de ¢ sous la forme triangulaire :

2(t) = Az(t) + F(2(t) + u(t)G(2(1))

(3.11)
y(t) =Cz(t) =2z
0
0 1 0 0 ]
o A= | 1 01 |;F(z)= R E
0
0 0 0
Gl(Zl)
G(z) = et C'=(1,0,...,0)
Gn—l(zlu '7ZTL—1>
Gn(z>

Ce résultat s’étend au cas multi-sortie de la fagon suivante :
Tout d’abord, considérons une fonction différentiable ¢ sur X et notons par

0 9,
dyp la 1-forme exacte 8—(pd$1 + ...+ a—gpdasn (cette forme peut étre identifiée
€1 T,
0 0 0
d’une maniere naturelle au jacobien g _ (92 Y

dr  0xy 7 Ox,

)). Dans ce qui suit
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nous allons rappeler la structure d’observabilité uniforme sans 1'utilisation des
outils géométriques. Dans la suite, nous allons adopter ces notations :

Considérons les espaces vectoriels suivants :

i) Fixons un u € U et désignons par Vi* l'espace vectoriel engendré par
dhy, ..., dh, (ce dernier ne dépend pas de u). Pour k > 1, Vi, désigne le

plus petit espace vectoriel contenant Vi et dLf (hi),...,dL}; (hy).

ii) De méme, nous notons par V; l'espace engendré par dhy,...,dh, et pour
k > 1, V41 le plus petit espace vectoriel contenant Vi et tous les dLy, (v)
ou dv décrit V.

iii) Finalement, soit un point fixé = de X, V*(x) (respectivement Vi(x))
désignent I'espace vectoriel contenant les évaluations des éléments de V,*

(respectivement de Vj) en x.

La définition suivante est une modification légere de celle donnée dans ([I1F03])

Définition 4 Nous dirons que le systéme (3.1) posséde une structure d’ob-
servabilité uniforme si :
Pour tout u,u' € U x U et pour tout v dans X, nous avons Vi¥(z) = V;*' (z),

pour k > 1.
Dans le cas linéaire les V,* et les V* ne dépendent ni de u, ni de z.

Remarque 5 Supposons que le systéme non linéaire (3.1) admet une structure
d’observabilité uniforme et que dimV;*(x) = v ne dépend pas de x dans un
voisinage Vo d’un point 2° € X, alors :

Pour tout k > 1, nous avons V' = V.

Comme par construction V, C ...V, C ..., cette suite est stationnaire. Dans
la suite, nous notons par q le plus petit entier tel que V; = Vi1 et nous notons

parny = vy et pour 2 < k <q, np = Vg — Vp_1.

Lemme 6 Sous [’hypothése de la remarque ci-dessus, nous avons ny > ... >

3 u 3 U
ng. De plus nous avons dim V| > dim V}*".
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Dans la suite, le théoreme 3 se généralise de la maniere suivante :

Théoreme 7 Supposons que le systéme multi-sortie admet une structure d’ob-
servabilité uniforme, qu’il est observable au sens du rang en un point 2° et que
la dimension des V() ne dépendent pas de x dans un voisinage de 2°. Alors il
existe un difféomorphisme ® défini sur un voisinage Wy de 2°, qui le transforme

sous la forme suivante :

2t) = FH(1), 2%(1), u(t)

() = FRRA), . 25 ), u(t)) (3.12)
24(t) = FU(z(t),u(t))
| y(t)  =Cz(t) =2'(t)

. OF*
ot 2F € R™ ; de plus mng(w)

1<k<q-—1.

= n, pour tout (z,u) € Wy x U et

D’autres formes canoniques existent dans la littérature, dont nous ne don-
nerons pas la description, afin de ne pas trop déborder.
Toutes ces formes canoniques sont utilisées dans la synthese des observateurs

a grand gain ou autres.

3.3 Synthese d’observateur pour les systemes
linéaires

Dans le cas de systeme linéaire, il existe deux grand types d’observateur
couramment utilisés, ’observateur de type Luenberger et celui de Kalman.

Dans le paragraphe précédent, nous avons donné quelques notions d’observa-
bilité. Ces notions sont nécessaires avant toute construction d’algorithme d’es-

timation de I’état. Nous avons également traité le cas des systemes linéaires a
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coefficients constants, les systemes affines en I’état et finalement les systemes qui
sont observables indépendamment des entrées appliquées au systeme. Dans ce

paragraphe, nous allons donner quelques observateurs pour ces divers systemes.

3.3.1 Observateurs des systemes linéaires a coefficients

constants

L’observateur pour les systemes linéaires a coefficients constants a été ins-
tauré par Luenberger dans ses travaux ([Luc66] ou [Lue71]). Cet observateur
est simple et basé sur le placement des poles des systemes linéaires.

Plus précisément, la structure de 'observateur de Luenberger pour les sy-

stemes linéaires (3.2) prend la forme suivante :

I = At + Bu+ K(y — C%) (3.13)

Tout d’abord, dans le cas ou le systeme est observable, nous pouvons démon-
trer que pour oy, ...,0, des nombres complexes tels que pour tout 7 ; il existe
un j tel que 0; = o0, nous pouvons trouver une matrice K telle que les valeurs
propres de A — K C' soient exactement oy, ..., 0,.

Maintenant, si nous posons e(t) = Z(t) — x(t) comme étant Uerreur d’esti-
mation, alors nous obtenons : é = (A — KC')e et par conséquent nous pouvons
choisir K de sorte que e(t) converge exponentiellement vers 'origine.

Ce méme résultat peut s’étendre aux systemes linéaires détectables (les
modes non observables sont stables). Dans ce cas uniquement, les modes obser-
vables peuvent estimer avec une vitesse de convergence assez arbitraire.

Nous pouvons conclure ce paragraphe par le fait que la théorie des obser-
vateurs des systemes linéaires est simple a analyser. Elle repose sur 1’algebre

linéaire et le calcul matriciel.

44



3.3.2 Observateur de type Kalman pour les systemes af-

fines en I’état (modulo une injection de sortie)

Dans des paragraphes précédents, nous avons rappelé quelques notions d’ob-
servabilité pour les systemes affines en ’état (3.4). Dans ce qui suit, nous allons
donner les structures d’observateurs pour ces systemes. Ensuite, nous allons
étendre cette structure pour les systeémes affines en ’état (modulo une injection
de sortie.

En ce qui concerne les systemes (3.4), un observateur de type Kalman prend

la forme suivante :

&(t) = A(u(t))@(t) + Bu(t) + P()CTR(y(t) — Ci(t)

3.14
P(t) = Q + A(u(t))P(t) + P(t) AT (u(t)) — P(t)CTRCP(t) 3

ou P(0), @ et R sont des matrices constantes, symétriques définies positives
de type n x n pour les deux premieres et p x p pour R, n et p sont les di-
mensions de l'espace d’état et de la sortie. Historiquement, les matrices @ et R
représentent dans la théorie du filtrage les matrices de covariance des bruits sur
I’état et sur la sortie.

Comme pour le filtrage la stabilité se traduit par :
al < P(t) <pI (3.15)

ou a >0, 8 > 0 sont des constantes.
Une condition garantissant cette stabilité consiste a supposer que 'entrée
u(.) est bornée et rend le systéme completement uniformément observable. Au-

trement dit, 37 > 0; Jty > 0; Vt > ty nous avons :

al < G(u,t—T,t) < I (3.16)

ou G(u,t — T,t) est le grammien d’observabilité défini précédemment et

a >0, B > 0 sont des constantes.
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Notons que 'observateur ayant la structure de Kalman (3.14), nécessite la
résolution d’une équation de Riccati qui est quadratique. Sa résolution demande
un bon réglage et peut devenir vite instable dans le cas ot 'entrée n’excite pas
suffisamment le systeme.

Il est montré dans ([[IM91] extrait du volume 7 de louvrage [CPWO1]
pages :340 a 347 et [BCCG93]) qu'un observateur pour les systemes (3.4) peut

prendre la forme suivante :

2(t) = A(u()2(t) + Bu(t) — SH()CTR(y(t) — C(1))

_ (3.17)
S(t) = 0S(t) — AT(u(t))S(t) — S(t)A(u(t)) + CTRC

ou # > 0 est un parametre de réglage, S(0) et R sont des matrices constantes,
symétriques définies positives de type n X n et p x p.

L’avantage de cette forme de gain réside dans sa simplicité. Cependant,
I'observateur de type Kalman peut avoir de meilleures performances en présence
de bruits de mesures.

La convergence exponentielle de I'observateur (3.14) est completement ga-
rantie par la condition (3.16).

Une extension de ces observateurs aux systemes affines en 1’état modulo une

injection de sortie (3.18) est donnée ci-dessous.

#(t) = A(u(t), y(2))x(t) + b(u(t), y(1))
y(t) = Ca(t)

ou A(u,y) est une matrice n x n dépendant contintiment des variables (u, y)

(3.18)

et b(u,y) est également une fonction continue de (u,y).
Comme u(t) et y(t) sont mesurées, la structure d’observateur ci-dessus peut

étre étendue aux systemes (3.18) de la forme :

2(t) = A(u(t), y(6))2(t) + blu(t), y(1)) + G(P()CTR(y(t) — Ci(1)))

P(t) = G(u(t), y(t), P(1))
(3.19)
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ou I"équation différentielle portant sur le gain P(t) prend 'une des formes

données ci-dessus dans laquelle A(u) est remplacé par A(u,y).

3.4 Observateur de Kalman étendu, ou encore
filtre de Kalman étendu

Considérons le systeme non-linéaire (3.1) :

z(t) = f(z(t),u(t)), =) e X, u(t)eU
y(t) = h(xz(t)), y(t) e R

En toute généralité, la convergence du filtre de Kalman étendu (FKE) n’est

(3.20)

garantie que sous certaines hypotheses que nous donnerons ci-dessous. La struc-

ture du FKE est de la forme :

b= - S e y)
§ =S+ (s 50w w) R O ) + @
g = h(§j>u)

(3.21)
Les matrices () et R sont des parametres de conception qui représentent
respectivement les variances des bruits de dynamique et d’observation. Le filtre
de Kalman étendu appliqué a un systeme linéaire coincide au filtre de Kalman
optimal. Son principal défaut est le manque de résultat concernant sa stabilité.
Il peut donc dans certain cas diverger, ce qui limite en partie son utilisation.
Cependant, pour une certaine classe de systemes uniformément observables,
des résultats de convergence de ce filtre ont été donnés (voir [DB(G92] ou encore

la these de M. Boizot [Boil0]).

Pour terminer cette partie sur les observateurs, il existe un type d’obser-
vateur dont la convergence est prouvée pour les systemes uniformément obser-

vables. Ces observateurs sont présentés dans le paragraphe qui suit.
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3.5 Observateur grand gain

Cet observateur est applicable au systeme non-linéaire observable pour toute
entrée, ce que nous appelons uniformément observable.

Etant donné le systéme non-linéaire (3.1), sous des hypotheses du type Lip-
schitz et en utilisant certaines formes normales (comme celles décrites précé-
demment), la convergence d'un observateur a grand gain peut étre démontrée.

Chronologiquement le premier résultat concernant les observateurs a grand
gain pour les systemes uniformément observables, concerne la classe des systemes
affines en 'entrée dans le cas mono-sortie. La forme canonique est donnée par la

structure (3.11) mentionnée ci-dessus. L’observateur prend la forme suivante :

i =A%)+ F(2) + AgKCT(Ci — y) (3.22)
6 0 ... 0
0 0% 0
ou theta > 0 est un parametre de réglage et Ay = ,
. . O
0O ... 0 o

Le vecteur colonne K est choisi de sorte que la matrice A+ K C' soit stable.
Rappelons que la matrice A est la matrice nilpotente, formée de zéros sauf la
deuxieme diagonale supérieur qui est formée de 1 et C' = (1,0,...,0).

Le gain de l'observateur est calculé par rapport a la partie linéaire du
systeme. En choisissant une valeur de 6 suffisamment grande, I'effet de la partie
non-linéaire devient négligeable. C’est de la que provient le nom d’observateur
“grand gain” car 'ajout d’une valeur grande de 6 peut entrainer une valeur des
gains tres grande.

L’observateur pour le systeme initial (3.1) devient :

9¢
ox

o ¢ est le changement de variable qui transforme le systéme (3.1) sous la

&= f(E,u) + (5 (2)) 7 Ag(h(2) — y) (3.23)

forme canonique, représenté par :
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h(z)
Lih(x)
¢(r) = | (3.24)
~1
Ly h(z)
D’autres extensions de ce résultat sont données dans la littérature, la struc-
ture du grand gain repose toujours sur une forme canonique adéquate et un choix

d’un parametre 6 > 0 grand. Pour cela nous renvoyons aux diverses contribu-

tions sur ce sujet : ([GK94], [DBGI2] et [HEF03])

3.6 Observateur de dimension infinie

Plusieurs systemes issus du Génie des Procédés peuvent étre modélisés sous
formes d’équations aux dérivées partielles avec des conditions initiales et des
conditions aux limites. Du point de vue de la théorie des systemes, se sont des
systemes qui ont une représentation d’état en dimension infinie. Deux approches
permettent de synthétiser un observateur pour ces systemes. La premiere ap-
proche consiste a approximer le systeme de dimension infinie par un systéeme
de dimension finie en utilisant une discrétisation spatiale. Quant a la deuxieme
approche, elle consiste a synthétiser un observateur en utilisant la structure

distribuée du systeme et ensuite discrétiser le systeme observateur.
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Chapitre 4

Immersion de systemes utilisant
la structure d’observabilité

uniforme

Dans le chapitre précédent (voir définition 2), nous avons donné une définition
algébrique de la notion d’observabilité uniforme. Ensuite, nous avons rappelé un
résultat permettant d’obtenir une forme canonique a partir de cette structure
d’observabilité uniforme (cf théoreme 7).

Dans cette partie, nous allons reprendre la formulation géométrique origi-
nale du résultat de H. Hammouri et M. Farza [HIF'03]. Tout d’abord rappelons
que ce résultat permet de transformer un systeme non linéaire sous une forme
canonique, en utilisant un changement de variable. Les hypotheses utilisées re-
posent sur la régularité de certaines co-distributions d’observabilité. Ici, nous
allons oter cette hypothese de régularité et nous allons donner une hypothese
plus faible sous laquelle un systeme non linéaire peut étre immergé dans une
forme canonique du méme type que celle donnée dans [[I'03], mais ayant un

espace d’état plus grand que le systeme de départ.
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4.1 Forme canonique dans le cas régulier
Considérons de nouveau les systemes non linéaires :
o(t) = flu(t),z(t)), z(t) €R", u(t)eU

y(t) = h(z(t), y(t) € R

ou U est un ensemble compact de R™, u(.) et y(.) sont les entrées et les

(4.1)

sorties connues du systeme. f et h sont supposées analytiques.

La fonction h = (hy, ..., h,) est supposée étre presque partout une submer-
sion locale (i.e. gl;(a:) = p pour presque tout x).

Notons par O l'espace d’observabilité du systeme (a savoir le plus petit
espace vectoriel contenant hy, ..., h, et tel que pour tout w € O, Ly, (w) € O,
Vu e U.

L’obtention de la forme canonique du théoreme 7 est basée sur une structure
géométrique dite structure d’observabilité uniforme que nous allons donner ci-
dessous.

Considérons le drapeau de co-distribution défini par D} C ... C D} C ...
tel que :

DY est la co-distribution engendrée par les 1-formes dhy,...,dh, et par
récurrence, D, la co-distribution engendrée par Dy et {dL} (h1),...,dL} (h,)}.

Les définitions suivantes nous seront utiles par la suite :

Définition 8 Le drapeau de co-distributions DY C ... C D} C ... est dit
regulier en un certain z° s’il existe un voisinage ouvert Vy de x, tel que pour
tout k et pour tout v € Vi, nous avons dim D¥(z°) = dim D¥(x). Sinon, nous

dirons que le drapeau de co-distributions est singulier en 2°.

La définition suivante a été donnée dans ([HF03]); nous 'avons formulé

d’une maniere algébrique dans le chapitre (3) :

Définition 9 [H['05]
Le systeme (4.1) posséde une U-structure d’observabilité uniforme, si, et

seulement st,
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e Le drapeau D} C ... C Dy C ... est régulier en 2°.

e Pour tout u,v € U D} = DY sur un certain voisinage de x°.
Le résultat suivant a été établi dans [HE03] :

Théoréeme 10 Supposons que le systéme (/.1) est observable au sens du rang
en x°. Si en plus il admet une U-structure d’observabilité uniforme, alors il
existe un difféomorphisme T défini sur un voisinage V' de 2° dans R™ qui trans-

forme le systéme (4.1) sous la forme canonique suivante :

.
2 = Fi(u, 21, 22)
Z.k = Fk(u, Zl,~~72k+1> (42)
zq = Fq(u> Z)
\ y=4
otz € R™, ny + ...+ ng=n.
De plus nous avons :
o0F,
k41

pour tout (u,z) € Ux W, ou W =T(V).

4.2 Forme canonique dans le cas singulier

Notre contribution ici est d’étendre le résultat précédent (Théoreme 10)
au cas des systemes ayant une U-structure d’observabilité uniforme et pour
lesquels le drapeau des co-distributions d’observabilité D} C ... C D} C ... est
singulier. Pour cela nous donnerons une immersion sous forme d’un plongement
régulier qui immerge le systéme (4.1) sous la forme canonique (4.2) ayant un

espace de dimension plus grande que n.
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Comme le résultat que nous présentons a un caractere local, nous allons
alors utiliser la notion de germe de fonction qui est habituellement adéquate a
cette notion locale.

Considérons deux fonctions analytiques ¢, ¢ définies sur un voisinage W,
de €Y de RY. Elles sont dites équivalentes, s'il existe un voisinage W/} C W, sur
lequel les deux fonctions coincident. La classe d’équivalence de ¢ est notée (¢)go
et appelée le germe de ¢ en £°.

Par abus de notation, nous allons quelquefois noter (¢)eo par ¢.

Par la suite, nous désignerons par R{{1,..., &} le faisceau des germes de
fonctions analytiques réelles sur R¥, & savoir I'ensemble des germes des fonctions
analytiques réelles en tout point de R¥ : R{&;,... &} = UgereRe{&1, .-, &),
ou Re{&y, ..., &} est Panneau des germes analytiques en &.

Maintenant, considérons les fonctions F}* définies par : Fi* = (hy,..., hy,) =
h et par F,, = (F, L, (), ..., L% (hy)). On a alors Fi qui est une fonction
de R" dans RP*.

R{&1, ..., &} opere sur F* en un point fixe 2° € R™ par :

(@) Fu@0) - (Fi)a0 = (o Fy )0 (ou o représente la loi de composition de fonc-
tion). L’orbite de F}* en z° est ’ensemble des germes (99”(;: ={(poF)w0: @€

Rf;;(mO){fl, o Ept )

Définition 11 Considérons le systeme analytique suivant :

(u(t), z(t)), z(t) eRN, wu(t)eU
(2(1), y(t)eRrP

©-
—
~
S—
I
&H

(4.4)

<

=

~—
I
!

Soit V' un ouvert de R™ et considérons une fonction analytique I allant de

V dans RN :

1) On dit que T immerge la restriction du systeme (4.1) de V' dans le systéme
(4.4) ou tout simplement que I est une immersion, si, et seulement si,
pour toute entrée u et pour tout z° €'V, on a :

2"(0) = Z(2™(0)) implique z"(t) = Z(x"(t)) et h(x"(t)) = E(z“(t)), pour
tout t € I.
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2) L’immersion I est dite réguliére (immersion réguliére) , si, et seule-
ment si, elle est injective de V' dans RN et le Jacobien de T est de rang n

en tout point de V. En d’autre terme, I est un plongement régulier.

Définition 12 Le systeme (4.1) a une structure d’observabilité uniforme

faible en un point 2° € R™ ssi : Yu,u' € U ; Vk, Oﬁ% = O;Ou,.
k

Dans la suite, le drapeau de co-distributions D} C ...D} C ... n’est pas
forcément régulier. Le résultat principal de notre travail (voir le théoreme ci-

dessous) consiste a étendre le théoreme 10 au cas de I'immersion.

Théoréme 13 Supposons que le systéme (/.1) est observable au sens du rang
en un point 2° € R™ et que le systéeme (4.1) admet une structure d’observabilité
uniforme faible en 2°. Alors il existe une fonction plongement réqulier T d’un
voisinage Vo de 2° dans RN qui immerge le systéeme (4.2) dans la forme normale

suivante :

21 = Fl(u, 21, 2’2)
2}2 - FQ(U7 21, %2, Z3)
(4.5)

zq = Fq(ua Z)

=z
\y 1

7

otz €R™ ny+...+n, =N >n et, le rang de
0zt

(u, z) est égal a n;iq

pour tout (u, z) € U x Z(Vg).

Tout d’abord, nous allons illustrer le théoreme (13) par I'exemple simple

suivant :
Exemple 14
Z1(t) = u(t) cos xa(t)
To(t) = u(t) sinmx (t) (4.6)
y(t) = a1 (t)
u(t) e U =Ry,
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Posons xg = (0,0), et calculons le drapeau (D});>1 sur plusieurs voisinages
Vo de lorigine.

Dy est engendré par {dz,}, DY par {dx,,—(sinzs)dzs},
DY par {dxy, —(sin x9)dxs, (— cos xy sin xq)dxy + (— sinxy cos zy)dzy },
et enfin, D} est engendré par
{dx1, —(sin x9)dxs, (— cos z1 sin x9)dx;+(— sin 21 cos x9)dxs, (sin z1 cos T2 (sin xo—
2 cos 11)dxy + (cos zy sin® my — cos xy cos? xy + sin? x; sin xy)das }.

Il est clair que le systeme (14) a une structure d’observabilité faible et qu’il
est observable au sens du rang a l’origine.
Il est clair que dim DY(0) = dim D¥(0) = 1, par conséquent le drapeau de co-
distributions DY C DY C ... est singulier a ['origine.

Maintenant, considérons la transformation I définie de R? dans R* par :

7y (x) T
Ty(x) COS Tg
Zs(x) — sin x; sin 9
Zy(x) — COS T COS Ty SiN Ty — Sin’ 1 COS Ty
Nous pouvons vérifier que I est un plongement régulier (c’est a dire que T

est injective et son Jacobien est de rang 2 en tout point de R? et que I immerge

le systeme (4.6)) dans un systéme écrit sous la forme normale :

() = 20)

Afin de démontrer le théoreme 13, nous allons donner quelques résultats
préliminaires :
Définition 15 Soit u un élément fixé de U et considérons l’orbite OZ%.

1) Nous dirons que {11, ...,1,, } forme un systéme générateur de cette

orbite si :
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Pour tout 1 € (’)ﬁ% sl existe A € R{&,..., &, }, tel que (¢),0 = (Ao
(1, ) )ao-

2) {1, ..., ¢y, } forme un systéme générateur minimal si en plus de 1),
on a :
Pour tout i, 1 < i < v ; pour tout v € R{&,..., &, -1}, (Vi) # (y 0

(wl,...,@,...,wyk))zo (le symbole QZZ signifie que la fonction 1; a été

omise).

Lemme 16 : Tous les générateurs minimauzx de [’orbite (’)}”_—2 ont le méme car-
dinal. Ce nombre est appelé la dimension de l’orbite et peut étre représenté

par dim (99”(% .

Preuve du lemme Considérons deux systemes générateurs minimaux

(00
{t1,..., ¢y, } et {;Zl,...,igk} de Oj@% et posons ¥F = : ,
y,
o
Uk =
Vs

Par définition, nous avons ¢* = A o W“ et W“ Ao PF ott A et A sont les

germes de fonctions analytiques. Des inégalités ci-dessus, nous déduisons :

Yk = (AoA) oyt
PF = (AoA)oyth

Par la suite Juv(s) désignera le Jacobien d'une fonction v en un point s.

(4.8)

Des égalités (4.8), il découle que les rangs des matrices Jacobiennes
JA(z0).JA()(2°)) et JA((2°)).JA(h(22)) sont inférieurs ou égaux A
min{v, vx }. Pour montrer que v = vy, il suffit de montrer que les rangs de
JA (). JA((2°)) et de JA(h(z2)).JA((2°)) sont respectivement égaux a
v et vy, ce qui entralnera alors que v, = 1. Pour cela nous allons montrer que

ces matrices Jacobiennes coincident respectivement avec les matrices identités
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I, et I (de type vg X vy et v, X 7). Ceci achevera la preuve du lemme.
Afin de montrer cette derniere assertion, décomposons A o A sous la forme
Ao =Id+®(&,....&,), ot Id(&,....&,) = (&,...,&,). Utilisons le fait
que Y* = (Ao K) o ¥, nous obtenons ® o * = 0.
Pour montrer que JA(¢(z°)).JA(¢(2°)) = I,,., il suffit de montrer que
JO(*(a?)) = 0.
Maintenant, considérons les sous-ensembles :
S; =&, ...,&,): ©i(&,....&,) =0} 1 <7 < Il est clair que les S
contiennent {1 (z); x € Vj}, pour un certain voisinage V; de x°.
Posons {1 = (£7,...,£) ) = ¥(2°) et rappelons que le théoreme des fonctions
implicites nous dit que §'il existe un i, 1 < i < p;, tel que %(50) £ 0,
alors il existe un voisinage W, de &° et une fonction \;; tels que pour tout
(&1,...,&,) €W NS, onag = N(&,... i ,&,), ol & veut dire que & a

été omis. en particulier on a 1; = A\;jo (¢, . .. ,z/p;, oy 1y, ), tant que Y (x) € W.

Ceci contredit le fait que {¢1,...,%;,...,1,, } forme un générateur minimal de
) . ~
(’)}”%. Donc, aa—f(zﬁ(xo)) = 0 et par suite, JA(¢(2°)).JA(Y(2%)) = I,,.

On montre de la méme maniere, que JA()(2°)).JA(1h(2°)) = I, . Par conséquent
Vi, = V.

Preuve du théoreme 13 :
Utilisons la définition de (’)3”% et le fait que le systeme (4.1) admet une structure
d’observabilité uniforme faible en un point z° € R" (voir définition 12) et

0

que le systeme (4.1) est observable au sens du rang en x”, nous déduisons :

i) Il existe un entier ¢ tel que pour tout u, nous avons : j%? C...C OIZL =

0
xr J—
(’)]g;+1 =...
ii) dim Or(;: = 1} et v, ne dépendent pas de u.
iii) Posons ng = 0 et n, = 441 — vy, 1 < k < g, nous avons ny > ... > n, et

Vg=mn1+...ng9 2> n.

Supposons 1y comme étant un élément fixe de U et considérons

{wiw">¢éla"'>¢ga"'awgq}
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tel que pour 1 < k < ¢, {¢1,..., nl,...,zbl,...,zb,’jk} forme un générateur

. . 0
minimal de I'orbite (’);_.uo.
k

Posons zF = (Yf(x),..., ¢k (x))", et montrons que :
r— I(x) = (P, ..., ..., 01, ... ;i )(x) est une immersion réguliere qui
immerge le systeme (4.1) dans la forme(4.5).

Utilisons la définition de Ozz,pour 1<k<q,
{ol, b,k L (UF), ..., Ly, (4 )} devient un générateur de

20
U .
‘Fk+l

De ce qui précede, nous savons que :
k+1 k1
{v1,... 08, . ,¢1, o ,¢nk, soo oyt l } forme un générateur minimal

de Ow o et que O 0 = O””u . Donc il existe une fonction analytique
k+l k+1

Fr(u, &, ... ,&eyy) telle que :
(Lp, (W0) (@), - Ly, (0 ) (@) = F¥u, i (), ..o (), 0y (@), it (e

En outre du lemme 16, nous avons :

oF*
1 <k < qg-—1, est du rang n;.; dans un voisinage de

a(gl/k-i-l?" §Vk+1>
(1 (2%), o, (2°), -, f“( )Rl (@)

Ainsi, si nous posons z"(t) = (¢ (x(t)),..., ¥} (z(t)))", nous obtenons :

for 1<k<qg-1,

) () = FF(u, 24(t),. .., 25 (1)) (4.9)
29(t) = F(u, 24 (t),...,29(t))

y(t) = 2'(1)

Le rang de JZ est n dans un voisinage de 2°; cela découle du fait que le

\

0

systeme est observable au sens du rang en x”, concluant ainsi la preuve du

théoreme.
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4.3 QObservateur en dimension infinie

Le modele du bilan de population du procédé de critallisation est écrit sous la
forme d’équations aux dérivées partielles (EDP) hyperboliques non-autonomes

suivantes :

on(zx,t) on(x,t)
L+ Gty —"" =0 4.10
avec les conditions frontiere et initiale :
n(0,t) = niu(t) et n(z,s) = ne(x) (4.11)

n(x,t) est la fonction de densité de population. Il représente la distribution en
taille de cristaux (DTC). Elle définit le nombre de cristaux ayant une taille
de particule x par unité de taille, de volume et de temps t > s > 0 avec
x € [n;1], ou n représente la taille du plus petit cristal stable (qui ne se dissout
pas et ne peut que croitre), [ est la taille maximale du cristal € [0,!]. Pour
des raisons de modélisation, elle est choisie assez élevée de facon a ne jamais
étre atteinte par le procédé. G(t,x) est la cinétique de croissance. Dans le cas
général, cette cinétique est calculée pour chaque taille du cristal, elle est plus
forte pour les tailles les plus petites et décroit au fur et a mesure que le cristal
grossit. L’utilisation de I’hypothese de McCabe simplifie la modélisation de cette
cinétique, I'expression résultante est indépendante de la taille du cristal :

on(z,t) on(x,t)
G =0, (4.12)

Dans ce modele, seule la germination et la croissance sont prises en considération,
I'agglomération et la brisure ne sont pas prises en compte. Il en sera tenu
compte dans la suite. En outre, ce fait a 'avantage primordial que 'action de
la commande est décrite en termes d’opérateur de commande non-borné mais
admissible. Cette remarque vaut aussi pour 'analyse d’observabilité. Ici, nous
considérons les mesures des cristaux de taille x = 1. Dans ce cas, la fonction y

de sortie est définie comme suit :
y(t) =n(n,t) (4.13)
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ou 7 est la longueur d’un intervalle (trés petit) dans le procédé batch.

Notre systeme ici est régi par des équations linéaires aux dérivées partielles dont
les coefficients dépendent de la variable temps t avec 'entrée et la sortie sur la
frontiere. Ainsi, les équations (4.12)-(4.13) décrivent un systeme linéaire de di-
mension infinie non-autonome dont les opérateur de commande et d’observation
frontieres. Du point de vue de 'observation, la commande par retour d’état et

la stabilité d'un tel systeme ont fait I'objet d'un travail récent [Sch02]

La démarche qui nous permet de synthétiser un observateur repose sur les étapes
suivantes.

i) Tout d’abord nous mettons le systeme sous la forme d’une représentation
d’état dans 'espace d’état qui est un espace de Hilbert.

ii) Nous montrons I'observabilité du systeme et finalement nous synthétisons
un gain garantissant la stabilité de 1’équation d’erreur.
Ce travail a été réalisé dans le cadre d’'une collaboration avec H. Bounit de
I'université d’Agadir (Maroc). Il a donné lieu une publication (voir la fin de ce

chapitre) dans un colloque.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné une condition suffisante permettant
d’immerger un systeme non linéaire dans une forme normale pour laquelle un
observateur peut étre construit. Ce résultat est une extension du travail effectué

par [[HF03]. 11 a fait Pobjet de la publication [HTU10].
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Abstract: In this paper deals with the trajectory analysis of crystallization process. The
considered system is a crystal size distribution of a batch crystallization process. It is modeled as
a (time-varying) hyperbolic partial differential equations. It is mainly shown that the trajectory
exists on the whole (nonnegative real) time axis for all strictly positive integrable growth rate.
Both the control and the observation operators are unbounded but admissible in the Weiss-
Schnaubelt sense. Thus, from the theory of time invariant and/or varying control systems,
existence and uniqueness of the state trajectory (crystal size distribution), the exponential (or
internal) stability and the observability of crystallization process are analyzed. The analysis
essentially uses the notion of the evolution family of operators involved in the dynamics and the
concept of the time invariant and/or varying control systems.

Keywords: Crystallization process, Evolution equation, Boundary control system, Exponential

stability, Admissibility, Observability.

1. INTRODUCTION

A chemical process systems of crystallization are of distine-
tive features of distributed parameter dynamics, giving rise
to delayed responses. The essential nature of distributed
parameter dynamics cannot be ignored if we want to do
control of these processes. The objective of our work is to
develop a framework useful for robust control of these dis-
tributed parameter processes. The approach of our study is
essentially infinite dimensional: the analysis will be carried
out based on PDE model in contrast to the approximation
ideas, resulting in infinite dimensional models.

1.1 Basic dynamical model

Modeling particulate processes such as crystallization is
possible using the formalism of Population Balance Equa-
tions (PBE) which was developed by Randolph and Lar-
son (1988). Applied to the batch crystallizer process, this
approach yields to the following time-varying hyperbolic
partial differential equations (PDE’s):
on(x,t) on(x,t)

: alt :

ot +G() ox

with the boundary and initial conditions conditions:

n(0,t) = n;, (t) and n(z, s) = no(z) (1.2)

n(z,t) is a number population density function. It rep-
resents the number of crystals of size x € [0,{] per unit
volume of volume of suspension and per unit of size at
time + > s > 0 where [ is largest size of crystal. In
this model, only nucleation and growth are considered,

=0, (1.1)

agglomeration and breakage are not taken into account.
The growth kinetic G(t) is size independent. The above
reaction, namely a small interval [0,e]. This will be taken
explicitly into account in the sequel. In addition, this fact
has the paramount inconvenient that the control action
is described in terms of a unbounded (admissible) linear
operator. This remark also holds for the observability
analysis. The measurement is taken as

y(t) = n(e,t) (1.3)
where ¢ is a (very small) finite length interval at the batch
process.
Our system here is governed by linear partial differential
equations whose coefficients depend upon the time variable
t with with boundary input and output. So, the equations
(1.1)-(1.3) describe an infinite dimensional time-varying
lincar system with unbounded control and observation
operators. From the point of view of observation, feedback
control and stability of a such system has been the subject
in recent work Schnaubelt (2002).

The paper is organized as follows : In section 1, we present
the crystallization process. In section 2, the system (1.1)-
(1.2) is transformed to an abstract boundary control sys-
tem. In section 3, and first of all we prove that the uncon-
trolled (1.1)-(1.2) has a unique (weak) solution which give
rise to an evolution family and we prove that this evolution
family is exponentially stable. More, using the theory of
time invariant and/or varying systems in Weiss (1994)
and Schnaubelt (2002) we show how the controlled system
(1.1)-(1.3) is transformed into a well-posed time-varying
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control system and the so-called trajectory of the this time-
varying control system it is exactly the continuous solution
of (1.1)-(1.3). Also we show that for any positive bounded
growth rate, the uncontrolled (1.1)-(1.3) is admissible and
exactly observable result obtained in In Section 4, we
show that for any sticky positive bounded growth rate, the
uncontrolled (1.1)-(1.2) is exactly observable by means of
characteristic method.

2. STATE-SPACE SYSTEM FRAMEWORK

We need to put system (1.1)-(1.3) into a standard state
space form. It is important to be very precise about the
state space formulation, because the proof of exponential
stability is system theoretic in nature. In the analysis
below, this model is seen as a distributed control system.
Now, observe that formally the basic dynamical model
(1.1)-(1.3) can be rewritten as a time-varying boundary
control system (T'VBCS):

() = Aa(t)¢(t), t>s
ToC(t) = ult). ((s)=¢, (2.1)
y(t) = C((t)

where ((#) denote the derivative of ((#) with respect to ¢
and the time-varying partial differential operator
As(t) = —G(t)0,.

The state ((t) = n(-.t) of time-varying boundary control
system (1I'VBCS) belongs to H and the control input
u € U = R and the output y € ¥ = R. The evalua-
tion boundary operator I'y and the (be densely defined)
output linear operator C from domain D(I's) and D(C)
respectively are given as follows :

Lo¢ =¢(0) forall ( € D(T'y) and C¢ = ((e),

for all ( € D(C).

Ty (resp. C) is continuous from D(Ts) (resp. D(C)) to R.
Since our objective is the dynamical analysis of a batch
crystallization process model by using the (time-invariant
and/or time-varying) linear distributed parameter sys-
tem theory tools (see e.g. Pazy (Springer), Weiss (1994),
Schnaubelt (2002)...), an important prior step is to ob-
tain a description of the model as an infinite dimensional
Hilbert state space, where ((¢) belong to a real separable
Hilbert space H. Here, we use the (Hilbert) state space
H = L?[0,1] where

(2.2)

L2000 = {f: [0,1] —> R; /l f(2)]? dz < +o).

L?[0,1] is a Hilbert space with the inner product and norm
V£ g€ L20,1);

defined respectively by :
/ flx)g(x) du,
171 = / £ )P d)'?

The Domain D(As(1)) of the unbounded operator As(t) :
D(As) — H is given by D(A5)(t) = H'Y0,l], where
H1[0,1] is the Sobolev space given by :

H'[0,]] = {f € L?[0,1); f
4 e 12(0,1)}.

is absolutely continuous and

Set Agp = {(x,t);x € (0.1).t € (s,s+7T) forcach s>
0 and 7' > 0}.

Definition 1. A function n(-,-) € H'(A. ) is called a
regular solution of the (uncontrollcd) ploblcm (1.1)-(1.2)
if it satisfies (1.1) in L2(A; 1), the boundary condition in
L?(s,5+1") and the initial condition in L2(0,1).

Now, let us show how to transform the batch crystalliza-
tion process into a well-posed time-varying control system
Schnaubelt (2002). In our analysis, n;, is considered as the
control at = 0. This means that in the basic dynamical
model given by (1.1), (1.2) and (1.3), we use exact bound-
ary control (resp. observation), namely point control at
x = 0 (resp. at & = £). For the observability analysis, the
uncontrolled model n;,, = 0 is already in a format fitting in
the mathematical framework used for our analysis below.
If we extract the boundary controlled part of the basic
dynamical model and rewrite it as a like (time-varying)
Fattorini model of boundary control (see e.g. Fattorini
(1968); Slemrod (1976); Lasiecka and Triggiani (1983);
Salamon (1987), Grabowski and Callier (1999): Schnaubelt
(2002), see also the tutorial paper Emirsjlow and Townley
(2000)).

3. DYNAMICAL ANALYSIS OF THE BATCH
CRYSTALLIZATION PROCESS

In this section, we first show that the studied batch
crystallization process system can be transformed into
the the well-posed time-varying form (see. Weiss (1994),
Schnaubelt (2002)) and prove the exponential stability of
the underlying evolution family and the exact observability
of the system for all bounded growth rate G(t).

For each ¢ > 0 and strictly positive integrable function G,
let A(t) be the unbounded time-varying operator defined
by: D = D(A(t)) = {f € H'[0.1]); f(0) = 0}, and for
each f € D, A(t)f(z) = —G(#)0, f(x) . Then D is dense in
H. A(t) is closed. Morcover (A(t)f. f) = G(t F2(1), for all
f € D, which implies that A(t) is d1s51patlve The adjoint
A*(t) of A(t) is given by D* = {f € HY0,1]); f(l) =
0}, A*(t)f = G(1)0, f for f € D*. For 7 fixed, as the op-
erator A(7), the operator A*(7) is also dissipative. Hence,
by the Lumer-Phillips theorem, the operator A(7) is the
infinitesimal generator of a strongly continuous semigroup
S,(t) :== S(G(7)t) on H where S is the semigroup gener-
ated by —3, with D(9,) = D given for f € H by

flz—t) z>t

@ = {500 121 (3.1)

r+t<l feH

x> . (32)

s 0@ = {7
To time-varying (uncontrolled) system (1.1)-(1.2), we for-
mally associate the following hyperbolic evolution system
on H:

{ () = AC(E) ¢ > s 53)

C(S) =(s € H.
where ((t) stands for the time derivative of the state.

Definition 2. A function ¢ € C([s,s + T]; D) is called the
(classical) D-valued solution of (3.3) if ¢ € C*((s,s+17;D)
and the evolution equation (3.3) is satisfied in H for
O<s<t<s+T.
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3.1 Trajectory and stability analysis of the free system

In the sequel we need the notion of an evolution fam-
ily. An evolution family on a Banach space X is a set
(T(t. 8))t.9ea (A = {(t,s), 0 < s < t}) of bounded
linear operators on X satisfying (i) T(s, s) =Identity, (ii)
T(t,s) = T(t.7)T(r.s) for all 0 < s < r < ¢, and (iii)
(t,s) — T(t,s) is strongly continuous. For more details on
evolution families and the associated time-varying Cauchy
problems, we refer to Pazy (Springer).

Following Pazy, we introduce the following definition.
Definition 3. For a given growth rate G given if the
operator A(t) generates an evolution family (T(t, )¢, )ea
on H, we say that n(-,t) := Tg(t, s)ns is a weak solution
of of the (uncontrolled) system (1.1)-(1.2).
Proposition 4. For all integrable growth G(t) > 0, the
time-varying operator A(t) generates an evolution family
(Te;(t,s)i=s on H and the unique weak solution n(-,t)
of the (uncontrolled) system (1.1)-(1.2)given by n(-,t) =
Te(t, s)ns verifies

(x — / G(r) dr)

if .1:>/C’ ) dr (x.t) € As

n(x,t) == (3.4)

if, x</C ) dr (x,t) € Asr.

Proof : Under the assumptions on G, it is well-know
that A(-) generates an evolution family which is given by
Te(t. s) == S(j: G(1)d7), (t. 8) € A. So, the (uncontrolled)
system of equations (1.1)-(1.2) admits a weak solution
given by n(-,t) = Tg(t, s)ns, and appealing to (3.2)
we deduce that n(z,t) is given by (3.4). The fact that
G € L>=(R"), the function ~( f G(r)dr t > s,
is absolutely continous and hence ElhllObt every where
differentiable Brezis (1973). For each s > 0 and and 7" > 0,
we set Qs = {(£,7):0 < s <7 <t <s+7T}. From Pazy
(Springer), for each ¢ € D(= D(—8,)), T (t, )y lies in D
and satisfies the following equations

OTa(t, s)p(a)

A0 Tt e, (35)
Tl DD _ g1, )Amp@).  (36)

for a.e. QS_”[', where the derivatives are taken in the
strong topology sense of H. By linearity, the uniqueness
of regular solutions is proved as follows. Take a weak
solution n(-,t) corresponding to the initial condition ns =
0 € D and computing the L2(As7) inner product of
the two sides in (3.5) with n(x,1)

) =
—fjJrT G(T)n?(l,7) dr which implies that 7L(J,7t) =0in
LQ(AS‘J'). O
Corollary 5. For the growth rate G € C(R*) and n, € D,

the evolutlon equation (3.3) admits a unique D- valued
solution and which is exactly the its regular solutions.

Proof : The fact that G € C(R™) the function v(t) €
C([s,00). Thus from Pazy (Springer), for each (, €
D, T (t,8)¢s lies in D and that ((t) = Tg(t,s)¢s is
differentiable on [s, oc) and satisfies (3.3). O

Definition 6. The evolution system (3.3), or equivalently
the evolution family T¢; on Hilbert space H is said to be
exponentially stable if there exist constants M > 0 and
w > 0 such that ||Te (2. $)o|| < Me <=9 ¢|| for ¢ € H.
Proposition 7. For all G € L>(R™T) satisfying v > G(t) >
1> 0a.e. t >0, the evolution system (3.3) is exponentially
stable on H.

Proof : For any initial condition n(-,s) = ns; € D, the
corresponding solution n(x, t) of (uncontrolled) (1.1)-(1.2)
satisfies the inequality

i
()% < lnsl% —/ G(r)n2(l,7)dr for allt > s

t
< |nsll% —/1,/ n?(l,7)dr

accordingly to (3.5).
In particular for = s + 7" with 7" < I/u and appealing to
Proposition 14 below we obtain

In(. s+ D)7 < (1~ n/v)|ns|-
By using of the properties of the evolution family T¢; and
that n(.,1) = Ta(, s)ns we obtain

[Tt )G |17 < (1= p/w) =7 g |2,
for ns € D and (¢, s) € A.
Now the fact that D is dense in H, we conclude that the

above inequality holds for all ny € H. Thus the system is
exponentially stable and we have exactly

log(1—p/v)
quc(mnsu<1/\/1fﬂ/u T (7))

”Tn
Y(t, 7)€ A, ngec H.

sl

(3.7)
O

Remark 8. Observe also from (3.4) that the evolution
family T¢ (¢, 8)i>s is such that T (¢, s)p = 0for all p € H,
for all ¢ > /11 whence the stability bounds (3.7) is rather
conservative and is only of interest for ¢ small.

8.2 Trajectory of the controlled system,

From above, the resolvent operator (A— A)™" exists for all
A > 0. Now, we need to define the Hilbert spaces H; and
H_; as follows : Hy is D(A) with the norm ||hl|y = [|AR||#
and H_q is the completion with respect to the norm
[2]l=1 = [(A — A)~'h||z, also known as the extrapolated
space assoclated to S(t). So, we have H; C H C H_y,
densely and with continuous embedding. The operator A
has a unique extension on the whole space H because it
is defined on a dense set D(A) in H and continuous from
H to H_;. The semigroup S(t) can be extended to a Cp-
semigroup on H_; whose generator is nothing else than
the extended operator Ay € L£L(H,H_,) (Engel and R.
(1999)).

We define the duality product on H_y x D(A*) by contin-
uous extension of the inner product on H: For all h € H
and all g € D(A*). (h,g)u_, pary = {(h,g)n. For each
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n—+4oc

h € H_y, by taking h,, € H such that ||h—h,|]|—-1 "—> 0,

we set

(hy@)_, . peary = ”EI}QWUM- g a Vg € D(A”).

For each h € H 1,g—(h.g)n_, p(a=) Is a continuous
linear form on D(A*).

Conversely, given a continuous linear form ¢ on D(A*)
there exists a unique hy € H_q such that

G(h) = (h, flu_, peasy, Vf € D(AY).

In other words, the mapping J : H_; — D'(A*)
(":topological dual of D(A*)) such that
Jh(f) = (h, [, peary Is an isomorphismm.

In the next section, we shall see how to put this control
system in the abstract framework

E(t) = AMC(H) + Bbult)

Now we will show that the basic controlled model (1.1)-
(1.2) is given a description in terms of a time-varying
abstract differential equation on H_1, i.e., for all positive
t > s and all initial conditions (s € H

{ (t) = A1 (0)C(t) + b(t)u(t)

¢(s) = ¢s.

where A_y(t) = G(t)A—1, D(A_4(t)) := D(A_1) = H for
all t > 0 and {(t) stands for the time derivative of the state
and the control w(t) = ng,(t). For a strictly positive and
integrable growth G(t), the evolution family T exhibit
above can be easily extended on the extrapolated space
H_, to the evolution family T(t,s) := S,I(f:(z(T)dT)
which is generated by A_;(¢). The time-varying (admis-
sible) input element B(t) lies is some larger Banach space
H. namely H_y, and will be determined later.

(3.8)

A H-valued continuous solution of the system (1.1)-(1.2)
(or (3.8)) is considered throughout the paper in the mild
sense (see e.g.Pazy (Springer), p. 106) and if there exists
is given for all ¢ > s, initial states (. € H and locally
integrable input u by the (Bochner) integral formula

C(t) = Talt, s)§5+/: T DB () dr 1> s (3.9)

This mild solution is often called the weak solution of the
TVBCS (2.1).
If, in addition, the function (¢ is a.e. differentiable,
with respect to the topology of H_j, on [s,00), ((+) €
L}, .([s,oc), H_1) and satisfies
¢(s) = (s, C(t) € H and

Ct)=A_1(O)z(t) + B(t)u(t) in H 1 a.e. t > s,
then ( is called a strong solution of the initial value
problem (3.8).
The strong and mild solutions called here are similar to
the one given by Pazy (Springer) for semilinear systems.
For this we need the concept of the time-varying linear
control systems as introduced by Schnaubelt (2002). Those
systems are necessary for studying the well-posedness of
the batch crystallization process.

We begin, firstly, by fixing some notations which will be
used in the sgquel. For a complex Banach space F we
set B2 = L%([0,0¢),E) and for s > 0 we denote by

B> and E2_ = E>° the spaces L2 ([s,oc); E) and

loc loc loc loc
L2 ([0,00); E) respectively. The Banach space E-° is

cndowed with the Fréchet topology defined by the semi-
norms Ny, (f) == | fllzo(s,s4n:5), 7 € N.L®(R", L (E, F))
is the space of (essentially) bounded strongly measurable
operator-valued functions. For f € Efog we denote by f|s
the restriction of f to the interval J.

Definition 9. A time-varying abstract control system
(TVACS) on (X, U) for Banach state space X and Banach
control space U is the pair (U, ®) with U := (U(L,5))¢,s)en
is an evolution family on X, (ii) ® := (Py5),5ea is a
family of operators in L’(Ui;j., X) satisfying

(I)t.,sU = (I)t.,r(“‘[noo)) +U(t,7’)<I)T?S (“): s<r<t, (3'10)
and

[P s(u)llx < BllullLzqeagvy. 8 <t < s+to,

for v € U%® and some/all t; and 8 = B(ty) > 0.

loc

It has been proved in Schnaubelt (2002) that for a TVLSC
U, P) on (X,U) t — &, ;(u) € X is continuous from the
right for ¢ > s, s — @, ((u) € X is continuous for s € [0, #]
(locally uniformly in ¢), and (¢, s) — P s(u) is measurable
in X for a fixed u € U
For s > 0,u € L? ([s,oc),U), the function ¢ : [s,00) — X
defined by ¢(s) = ¢s and

o(t) =UE, s)ps + Py su, >, (3.12)
is the so-called state trajectory of the TVLSC (U, D).
Thus from above we deduce that the state trajectory
of a TVLCS (T,®) is well-defined and continuous (i.e.
o) € Cl[s, +00). X).)

(3.11)

Another way to obtain a T'VLCS is as follows. Let X, ¢t >
0, be Banach spaces in which X is densely and continu-
ously embedded such that U(t,s) is an evolution family
on X which has a locally uniformly bounded extension
U(t.s): Xs — X, verifying (i) and (ii) as for ¢/ and that

U(t,) is strongly continuous.

The following definition is a simple extension of that given
in Weiss (1989a) for time-invariant case, where X is ex-
actly the extrapolation space = X_4 of X with respect to
the semigroup U.

Definition 10. An operator B(t) € L(U,X,), t > 0,
is called -admissible control operators if the func-
tion U(t,-)B(-)u(-) is (Bochner) integrable in X, and
jj U(t, 7)B(T)u(r)dr € X, and there are constaunts ¢, 5 >
0 such that

ot
H/ UGt 7B drlx < Blull i
0<s<t<s +to, and u € L*([s,#],U)

(3.13)

"Thus by putting ®, su = f;Z/{(T 7)B(1)u(r) d7, we obtain
easily, of course a TVACS (U, ®) if B(t) are admissible
time-varying control operators on (X, U).

Now we state our main result.

Proposition 11. For a strictly positive growth
G € Cls,¢),ns € H and u € (ij the control system
(1.1)-(1.2) has a unique weak solution, which is also the
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unique strong solution of the evolution system (3.8) and it

is given by
ns (x — / G(r) dr)

1fT>/(’ )dr (x,t) € As
u(h )
ot
if x </ G(r) dr (2.t) € Ay 1
) (3.14)
where t; satisfies the equation x = || ti G(7)dr. Moreover,

every solution ((-) € C'([s,00), H) of the system (3.8)
satisfies (1.1)-(1.2).

n(x,t) =

Proof : Let us first consider the following elliptic bound-
ary value problem
(A=G(#)02)Brr =0 with

Bri(0) =1

(3.15)
which has a unique solution given by gx+(z) = T ¢
H0,1].

In the sequel we set

ba(t) = 1(1)Bx 1

The relation (3.16) involves A and ¢, but following (see,
e.g. Salamon (1987), Emirsjlow and Townley (2000)) and
the fact that G(t) is strictly positive we show that the
single input operator by (#) depend only on time ¢ and
it is given by by(t) = G( £)d(x) where 6(x) is the Dirac
delta distribution. But is well-known that the unbounded
operator b := 4(z) is admissible for the senngloup S( )
(see. e.g Cown ), ie. for all t > 0 and for u € C?
have fo
B{t) >0

H/S

For « € C2
follows

(A—A_ (3.16)

loc

o)Bu(o)dr € H and that for some constant

[)Il d(THH < d( )HTIHTZ((J ) (317)

® and (t,s) € A we define the operator ®, ; as

loc

Dy (u) == / Te:(t, 0)ba(o)ulo) do

= /;Sfl(/; G(r)dr

Our objective here is to show that the pair (Tq,®)
constitutes a TVLCS on H. In other word, we will show
that the vector by (t) € H_; is T-admissible. Remark that
in this case the space H, coincide with the extrapolation
space = H_y of H with respect to the semigroup S(t) for
all £ > 0.

G(o)bu(o) do
(3.18)

We first show that the opelator @, € L(C¥ H). For each
(s,t) € A and u € C.*, we define the function ~(0) :=

f(, G(r)dr o € [s,1]. So, the function v € C([s,#]) and
is strictly decreasing, hence bijective. Thus, by changing
variables, one can write

with A > 0,

£

S_1(v(0)G(o)bu(o) do

s

y(s)
- /U S (mYbul(y= " (r)) dr

(I)f, s (U) -

)

y(s)
= / S_q(r)bu~ (r) dr (3.19)
Jo

where 1+(+) := (uoy~")(-).

The fact that vy(-) € C2_ and that b is S-admissible,
the range of &, is contduung) in H. Therefore, by using
the fact that H (= D(A_;)) is continuously injected in
H_; and the open mapping theorem, we can deduce that
O, 5 € L‘,((Ci;j,H). Further, invoking (3.17) we obtain

D (u, )| < 5(7(8))\\%Hrﬁ(o,»,f(s))
< vB(y(s))

43/ Gr) dr)ul peory  (3.20)

which implies that the pair (T, ®) is a TVLCS on H and
C. For s > 0,u € L? [s,00). Then the state trajectory

(T, @) emanating from (s at t = s is given by

Ct) =Tt s)s + Prsu, t>s, (3.21)
As ©.u € C([s,oc), H), it follows that A_1®yu €
C([s,00), H_1). Hence, @, is almost every where differ-
entiable from [s,oc) to H_; Pazy (Springer) and one has
ac(t) APy su
g = G0ATalls)G+ =5
= (?‘) —1Ta(t 8)G
t)A_4 / c(t,o)b(o)ul(o) do + b(t)u(t)
= A 1§ () +1 )(qf Yu(t)

for a.c. t > s in H_ . Hence, ¢ (-) € L} ([s,00), H 1),

therefore ¢(-) is the unique strong solution of (3.8).
Now if we set n(-,t) := ((t) with ny = 0 we immediately
obtain the following expression

(), Yy = </ T(;(t,a)l)(n)v,n(n) do), f*Yu
i
= / (T (t. o)b(o)u(o),
)
- /o (S—i(a)bvy (o), f*)u do

v (s)
= / U (0)0"S* (o) f* do
Jo

S mdo

for all f* € D*.
Now let us compute precisely [7(5) U~ (0)b*S* (o) f* do.
Invoking (3.14) and the fact that b*f* = f*(0) we obtain

v(s) "y (s) -
* Q@* * f ( ) a<l
/0 U ()78 (0)f" dor = /0 “”(U){o o

Hence

1 . v (s) (o) o<1
/O n(gj’t)f (l‘)dl = /O U‘Y<U){'g ( ) o> do

First case: If the time ¢ is such that v(s) <! then we get
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(s) 1
/ Uy () f"(2) de = / n(x,t)f*(x) dx

which implies that:

n(w,t) = {B‘V(z) f;g% (3.22)

5)
5)

Second case: If the time ¢ is such that v(s) > [ then we get
(

/()’”(It)f*(d’v)d.r /07() Lz ){é* x) &<l

x>
:/uw(:)c)f*(m)dm

0
which implies again that for 0 < 2 < [ (< ~(s)) we
have n(x,t) = uy(z) and this is compatible with (3.22).
By combining (3. 4), (3.22) and (3.21) we deduce that the
solution of (1.1)-(1.2) is given by (3.14) by denseness of D
in H. O

do

3.8 Observability analysis

Let T := (T(t,5)).s)ea be a evolution family on X and
U = (¥y)s>0 be a family of operators in £(X, Ylif) such
that

U.x=U,T(ts)z,

on [t,00), (3.23)

and

s+1g
/ (T ) (8)||* dt < 62|, (3.24)

for (t,s) € A, = € X, and some/all #;, and constant
d = 6(to) > 0. Then the pair (T, ¥) is called a time-
varying observation system on (X,Y) for state space X
and output space Y.

As for time-invariant linear observation systems, it was
shown (Schnaubelt (2002)) that time -varying observation
systems are typically given by some unbounded operators
which we define as follows.

Let T be an evolution family on X. For linear operators
C(s) X ) D(C(S’)) — Y, s > 0, we define the set
D (C ={fe X720 f(t) € D(C(t)) for ae. t > s,
C()j( Y,j;} Let C(s): X D D(C(s)) — Y, 5 >0 be
densely deﬁned operators such that T(-, s)¢ € D(C(-)),
and

sty
[ I s® < o),

for s > 0, ¢ € D(C(s)), and some constant (tg),to >
0. Then we say that C(:) are T-admissible observation
operators for T. Note that the above admissibility of C(+),
implies that the mapping :
U, : D(C(s)) —>YOC, 5 >0,

x+— U= C()T(-, s)z, (3.25)
has a unique extension (again noted by ¥,) to linear
bounded operators from X to Yﬁf and the pair (T, ¥)
is a time-varying linear observation system represented by
C(-). Conversely, it was shown (Schnaubelt (2002)) that a
time-varying observation system (T, ) can be represented
by admissible observation operators. This extends the

time-invariant case given in Weiss(1989b). In fact, we
define the operators C(+) as follow

5T
Y —lim l/ (Usx)(o)do},

D(C(s)) == {w e X : C(s)w ==
™0 T
(3.26)
equipped with the norm

HH+qw“ @) (o) do

HTHD(((
Y

for z € D(C(s)). Then (D(C(s)), H “|ls), s > 0, are Ba-
nach spaces, D(C(s)) € X and C(s) is linear continuous.
We say that C(-) represent (T, ¥), or that C(t) are the
Lebesgue extensions of C (t) with respect to T if U, is given
by (3.25). It has been proved (Schnaubelt (2002)) that the
operators C(-) are admissible and (¥,z)(t) = C(6)T(t, s)z
for all Lebesgue point ¢ of W and = € X.

Lemma 12. Let G € L™ (s, oc) satisfying G(¢) > 1 > 0 a.c.
t > s and T be the associated evolution family on H given
in Proposition 4. Then the densely defined (time-invariant)
linear operator C : D — R in (2.2) is T¢-admissible.

For our case Ds(C) (resp. D(C(s))) is time-independent
and it is exactly (n'est autre que) D (resp. D(Cp))
where Cr, is the Lebesgue-extension of C with respect
to semigroup S €}, in the sense of (Weiss (1989a), Weiss
(1989Db)) Staffans and Weiss (2002)) for more information
o1l (CL/D(CL)) )

Proof : Here we prove only assertion (ii) of an evolution
family. The assertion (i) is obtained in Proposition 4. Let
ns € D and n(x,t) be the solution of (3.3) emanating from
ny and V() :== 1(n(-,t)|| . where H. = L?[0,¢]. The fact
that solution n(.,%) lies in D (Pazy (Springer)) differenti-
ating V(¢) along the trajectory of (3.3) and integrating by
parts, we obtain

dv (t)
dt

<7G(t)A”('v T) ”('v t»Ur- )
=G(t)n(0,t)% = G(t)n(e, 1),
< —G(t)n(z, 1)

Integrating the above inequalitv from s to s+1', we deduce

ws+T
u/ n?(lt)dt < (H"sl\H I s+ <

The fact that n(.,t) € D then according to Proposmon 4,
Cn(.,t) = CTa(- t)ns.

e
/ (CTa (- tma)2 dt < wlnsll%y, (s = 1/20).

which implies that the operator C is T-admissible.

HneHHF-

O

Definition 15. For a strictly positive growth G(#), the un-
controlled system (1.1)-(1.3)is said to be exactly observ-
able (in time 7') if there exists constant K > 0 (depending
on G and s) such that the following condition is satisfied
for any s > 0 and any ¢ € D

w541 .
[ IeTatt. o)l dt > Kol

If the constant K > 0 depends only on G, the system is
said uniformly exactly observable.
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Now our main result is: Weiss, G. (1994). Transfert functions of regular linear
Proposition 14. For any L*° growth rate satisfying v > systems, part i: characterization of regularity. Trans.
G(t) > i > a.e. t > 0 the (uncontrolled) system (1.1)-(1.2) Amer. Math. Soc., 342, 827-854.

with the output (1.3) is [/u-exactly observable.

Proof : (Skech of the proof) We consider the charac-
teristic C which is the solution of the differential equation
() = G(t) with z(s) = 0. Let 7" < &/u such that
x(s +T) = e. It follows that z is a C'-diffeomorphism
on (s,s+T). we obtain

which implies that
s T e
/ 02 (e, t) dt > 1/1// 02 (x, s) d.
Js J0
Thus we conclude that the (uncontrolled) system (1.1)-
(1.3) is T-exactly observable. O
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Chapitre 5

Exploitation du modele de

cristallisation

Ce chapitre sera consacré aux outils permettant de résoudre des systemes
d’équations dynamiques. Nous présenterons quelques techniques que nous uti-

lisons pour la résolution de notre modele.

5.1 Introduction

La résolution du modele obtenu dans le chapitre 2 n’est pas quelque chose
d’aisé. Il est constitué d’équations algébriques (croissance, germination, so-
lubilité), d’'une équation aux dérivées ordinaires (bilan de matiere) et d'une
équation aux dérivées partielles (bilan de population). Pour pouvoir exploi-
ter numériquement ce modele, il faut transformer le bilan de population pour
le mettre sous la forme d’équations aux dérivées ordinaires. De nombreuses
méthodes existent pour réaliser cette transformation, nous pouvons citer la
méthode des différences finies ([BOFH06]) ou la méthode des ondelettes ([L.C03]).
Il en existe bien évidement d’autres.

Pour ce travail, nous avons d’abord utilisé la méthode des moments pour
résoudre le bilan de matiere. Puis nous avons employé la méthode des ca-

ractéristiques pour ’étape de prédiction de la distribution en taille de cristaux a
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partir du bilan de population. La condition frontiere a gauche provient de notre
observateur sur les moments. La discrétisation spatiale est faite en utilisant la
méthode des différences finies.

L’observateur que nous appliquons pour estimer la distribution utilise uni-
quement la méthode des différences finies.

Ce chapitre sera décomposé comme suit : dans un premier temps, nous
détaillerons la méthode des différences finies. Ensuite, nous introduirons la
méthode des moments qui fait le lien entre le bilan de matiere et le bilan de po-
pulation. Enfin nous présenterons le principe de la méthode des caractéristiques

par l'intermédiaire d’un exemple simple.

5.2 Méthode des différences finies

La méthode des différences finies est basée sur une approximation des dérivées
successives d’une fonction. Pour réaliser ces approximations, nous utilisons un
schéma de discrétisation qui va permettre de connaitre la valeur de la fonction
pour certains points de son domaine de variation. Le schéma de discrétisation
peut étre a pas fixe ou variable selon la dynamique de variation de notre fonc-
tion. L’approximation est faite grace a I'expression générale du développement
de Taylor d’une fonction suffisamment différentiable. Nous ne présentons pas en
détails cette méthode dans ce document, pour des informations supplémentaires,
le lecteur peut se référer a ([Pous8]) ou encore ([MS88]).

Néanmoins, le principe de cette méthode est brievement décrit ci dessous :

La résolution d’une équation aux dérivées partielles nécessite plusieurs in-
formations. Ces informations sont les suivantes :

— I'équation aux dérivées partielles a résoudre.

— le domaine de variation de ’ensemble des variables dont dépend I’équation.

— les conditions frontieres de I'équation.

— une condition initiale de 1’équation.

72



Dans le cas d’une fonction f a deux variables x et y, nous supposons que
f est suffisamment dérivable pour que nous puissions utiliser le développement
de Taylor a l'ordre 2, ce qui revient a dire que nous pouvons dériver au moins
deux fois f par rapport a I’ensemble de ses variables et que ces dérivées sont

continues.

Pour le confort que cela apporte, nous utilisons la définition suivante pour

I’écriture des dérivées d’ordre n d’une fonction par rapport a une variable :

Définition 5.2.1 f = 41

dx™

En un point (x+dz,y+dy), le développement de Taylor a 'ordre n de cette

fonction f s’écrit comme suit :

0 0
P+ doyy + dy) =f(5,9) + dv 2L (z,9) + dy2L (2, )
ox dy
(dx)* *f (dy)* 0*f *f
oo g2 Yy ayQ(ﬂc,y)+dfvdyaggay(%’,y)
T
1 0 0
AR A C AN
+<n_1)!(dxax+dyay) fz,y)

+ en(z + dz,y + dy),
i n dx, dy) =0
(dz,dylg(o,O) en(w +dz,y +dy)

(5.1)

Pour le cas d'un maillage a pas fixe, (zo,yo) étant le point initiale, nous

pouvons employer les notations suivantes :
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v; =z + idw
Yj = Yo+ jdy
fij = f(wiy;) = f(xo +idx, yo + jdy)
fo= ) .
fow = gz(ﬂs,y)
-

En se restreignant a l'ordre 2 du développement et en fixant y, nous obtenons

les relations suivantes :

s = oy —daf, + P,
(dx) (5.3)
fiv1,; = fij +dofy + ?fm

En permutant = et y, nous obtenons les mémes relations concernant y.
Cela nous permet, en se limitant a l'ordre 1, de définir les expressions des
différences finies a droite (5.4) et a gauche (5.5). En utilisant l'ordre 2, nous

définissons 'expressions des différences finies centrées (5.6).

fZ+1,J fw
fo= T (5.4)
fz, fz 1,7
fo= Tt (5.5)
o fz’+1,' - fz’—1,'
Jo = J2dx : (5:6)

L’application de la méthode des différences finies, a notre équation du bilan
de population (2.6), va utiliser les relations (5.4),(5.5) et (5.6). Poser &1 = pmn

et TN = Tyae, revient a discrétiser la distribution en N éléments, N € N.

En considérant notre bilan de population (2.6), les développements donnés

précédemment suffisent a le discrétiser. Pour le premier point correspondant
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a la plus petite taille de la distribution, nous utilisons les différences finies a

droites :

B on(xy,t)

, on(xy,t)
"

= -G ox

(5.7)

Pour les points intérieurs, c’est a dire du deuxieme au (N — 1)ieme, nous

utilisons les différences finies centrées :

_ on(z;,t) n(xii1,t) — n(z—1,1t)
p = -t = Gt 5.8
T ) 2Az (58)
Pour le dernier point, nous utilisons les différences finies a gauche :
, on(xy,t) n(xy,t) —n(xy_1,t)
oy = o = =G() A =0 (5.9)

Nous pouvons donc définir un systeme d’équation aux dérivées ordinaires

qui va représenter notre modele. En posant la définition suivante :

n(t) = | : (5.10)

n(ry-1,t)

n(xy,t)

Nous pouvons donc écrire le systeme d’équation différentielle suivant :

n(t) = —Ay(t)n(t) = —G(t)An(t) (5.11)

Avec :
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1 1 0 0
2 0 (0)
A= (5.12)
S T
0) -5 0 3
0 0 -1 1

Les conditions frontieres vont nous fixer le premier et le dernier élément
du vecteur (5.10). Comme nous I’avons présenté dans des chapitres précédents,
la condition frontiere pour les grandes tailles est prise nulle, ce qui revient a
imposer Vt,n(zy,t) = 0. C’est donc une condition de type Neumann. En ce

qui concerne la condition frontiere pour les petites tailles, elle est fixée par la

Rn(t)
G(t)

germination et la croissance, nous avons donc Vi, n(xy,t) = . C’est donc

une condition de type Dirichlet.

La rapidité de résolution de ce systeme d’équation dynamique va étre inver-
sement proportionnelle au nombre N, il peut donc étre intéressant de le prendre
petit. Néanmoins, pour une bonne précision il faut utiliser un grand nombre de
point pour la discrétisation spatiale ce qui implique d’utiliser un grand nombre
d’équation. Nous devons donc choisir entre une bonne précision et la rapidité de
résolution. Un compromis doit donc étre trouvé pour avoir des résultats fiables

tout en étant rapide.

5.3 Meéthode des moments

Une alternative est d’utiliser la méthode des moments comme dans ([McG97])
ou encore ([Tad941]) pour une application a un procédé de cristallisation. Cette

méthode consiste a évaluer la dynamique de certains moments servant a déterminer
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des caractéristiques de la distribution. Elle a 'avantage de limiter grandement
le nombre d’équation a résoudre mais ne fournit pas la distribution complete,
seulement des propriétés de celle-ci. Dans le cas ou la connaissance de la dis-
tribution n’est pas obligatoire, la méthode des moments semble donc largement
plus intéressante que la méthode des différences finies que nous avons présentée
précédemment.

Pour utiliser la méthode des moments, nous avons besoin de la définition du

moment d’ordre i (5.13), ainsi que du bilan de population (2.6).

() = / " i, )i (5.13)

Tmin

En partant de la définition du moment d’ordre 7 (5.13), il est possible de
trouver une relation le liant au moment d’ordre ¢ — 1 que nous représentons
sous la forme (5.14). Grace a cette relation, nous pouvons obtenir un systeme

d’équation qui va nous permettre de modéliser le processus.
fis(t) = iG () pti1 + Ty B (1) (5.14)

Obtention de la relation (5.14) Pour obtenir cette relation, nous avons
utilisé la démarche suivante :

— nous partons de

() = / (1, 1)l

Tmin

— nous dérivons par rapport au temps

dpi(t) _ d [ I'n(l, t)dl
dt dt

— nous permutons la dérivée et I'intégrale

oy [T on(lt)
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— nous utilisons la relation 2.5

fii(t)

— —/ - xiG(t)an(l’t>

ol

— nous effectuons une intégration par partie

i) = — <[G(t)zin(z,t)}§:j§ —iG(1) / mm zi—ln(z,t)dz)

fii(t) =

que nous mettons sous la forme

~ nous utilisons la relation (2.10)

Ry (t)

Ce qui nous donne la relation (5.14).

dl

Pour pouvoir représenter sous forme matricielle notre systeme, nous avons

définit le vecteur p(t) (5.15). A partir de la définition de p et de la relation

(5.14), nous pouvons définir le systeme d’équation différentielle (5.16). Nous

considérons que la mesure est faite sur le moment d’ordre 3, c’est a dire us(t),

qui est proportionnel a la concentration en solide.

Que l'on écrit sous la forme :

i 1n(t) + 3G()a(t)
Trin () + 2G (t)pa(t)
Tmin BN (t) + G(t) 1o (t)
Rn(t)

Y= ps(t)

(5.15)

(5.16)

(5.17)



Y = Cun(t)

avec
0300 a3
0020 a2
A, = B, =
000 1 al
0000 1
C, = (1,0,0,0)

En se servant des différents moments, nous pouvons caractériser en partie la
distribution car chaque moment va représenter une propriété de celle-ci. Le mo-
ment d’ordre 3, par exemple, est proportionnel au volume des cristaux présent
dans le cristallisoir donc dans une certaine mesure de la concentration en solide
de notre produit. Pour pouvoir connaitre précisément la distribution, il faudrait
utiliser un grand nombre de moments ce qui peut “alourdir” le modele sans ap-
porter un vrai plus par rapport a la méthode des différences finies. Néanmoins,
en prenant une dizaine de moments, nous serons généralement dans un cas ou
nous disposons de moins d’équation que pour la méthode des différences finies

et donc la vitesse de simulation devrait étre plus rapide.

5.4 Méthode des caractéristiques

La méthode des caractéristiques est une technique mathématique servant a
résoudre un systeme d’équation aux dérivées partielles. Particulierement adaptée
au probleme de transport ou d’écoulement, elle est utilisée dans de nombreux
domaines comme la mécanique des fluides ([C'C03]) ou le transport de particules
([CSEO01]).

Pour mieux comprendre cette méthode, nous allons la présenter dans un cas

simple, a une seule dimension.
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Introduction

Prenons I'exemple du bilan de population.

Soit u(x,t) une population variable dans le temps et l'espace. (u,x,t) €
(R x R* x R*). Soit ¢ une constante strictement positive. En posant I’hy-
pothese que cette population vérifie le systeme d’équation (5.18), nous allons
utiliser la méthode des caractéristiques pour trouver une solution du systeme,

en connaissant bien str une condition initiale de ce systeme.

Ou(z,t) ou(x,t)
o T4 =0

o (5.18)
u(z,0) = ug(x)

Tout d’abord, nous pouvons représenter la solution de ce systéme par une
fonction f qui dépend de x et de t que nous noterons f(z,t). Ensuite, nous pou-
vons remarquer que le systeme (5.18) peut étre considéré comme une équation
différentielle de la forme (5.19). Celle-ci introduit une fonction U(t) qui est elle

méme fonction de = défini a I'aide de 'équation (5.20).

dU
= FU).t>0 (5.19)
(Ut))(x) =u(z,t),z € Rt >0 (5.20)

L’opérateur F' associe a la fonction U(t) sa dérivée spatiale (a une constante
pres) comme il est représenté dans 1’équation (5.21). x € R, ¢t > 0. La condition

initiale du systeme (5.18) peut alors se mettre sous la forme (5.22) en ¢t = 0.

F(U) = —a% (5.21)
U(0) = ug (5.22)

Pour tout instant ¢, ¢ € R, l'inconnue U(t) est une fonction, c’est a dire

un ensemble infini de points (U(t))(z) et il faut considérer I’équation (5.21),
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équivalente a la premiere équation du systeme (5.18), comme prenant ses valeurs

dans un espace de dimension infinie.

5.4.1 Droites caractéristiques

Pour que la premiere équation du systeme (5.18) soit homogene, il faut que
la constante ¢ soit assimilable a une vitesse. Il est donc naturel de chercher a
déterminer I'ensemble des points mobiles, t € [0, +00|, t — z(t) € R, ayant la
vitesse g, solution de I’équation différentielle (5.23) pour ¢ strictement positif.
De plus, si nous spécifions une condition initiale pour la trajectoire x(-) en
t = 0, a savoir (5.24) par exemple, il devient facile d’obtenir la solution (5.25)

de I'équation (5.23) associé a la condition initiale (5.24).

dz
x(0) = zg, x9 € mathbbRconstant (5.24)
x(t) = gt + 29, >0 (5.25)

En fixant zy, nous pouvons étudier la solution du systeme (5.18) restreinte
a une droite d’équation (5.25).
En définissant v(t) avec la relation (5.26), ou x(0) vérifie I'équation (5.25)

et en utilisant la composition des dérivées, nous obtenons I’équation (5.27).

v(t) = u(x(t),t),t >0 (5.26)
dv  Ou ou

Comme u(+, ) est solution du systeme (5.18), nous pouvons définir la chaine
d’égalités (5.28), en utilisant successivement les équations (5.25), (5.26), (5.27),

(5.26), (5.25) et enfin (5.22).
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u(gt + o, t) = u(z(t),t) = v(t) = v(0) = u(z(0),0) = u(xe, 0) = up(zo) (5.28)

Cette chaine d’égalité nous permet donc d’obtenir la solution du systeme
(5.18) pour tout couple (z,t) associé a la condition initiale xy qui est représenté

par 'expression (5.29).

u(z,t) = ug(z — gt) (5.29)

Application a la cristallisation

Pour un procédé de cristallisation, nous appliquons la méthode des ca-
ractéristiques pour résoudre le bilan de population. La condition initiale concer-
nant la distribution de population est notée n(x,0). La germination qui ap-
porte de nouveaux cristaux correspond au terme n(0, t). Pour pouvoir résoudre
numériquement le bilan de population, nous effectuons une discrétisation spa-

tiale et temporelle.

Cette discrétisation pouvant étre a pas fixe ou variable, nous avons opté
pour un pas fixe pour ’espace et un pas variable pour le temps. Le pas variable
est calculé par rapport a la vitesse de croissance G(t). La figure (5.1) représente

la méthode utilisée pour obtenir notre ”quadrillage” de discrétisation.

En connaissant le nombre de cristaux n(x;,t;) pour une taille z; a I'instant
t;, nous pouvons calculer le temps nécessaire pour parvenir a la taille x; 1, en
connaissant l'expression de la croissance en fonction du temps. La croissance
étant identique pour tous les cristaux, il suffit de la calculer une seule fois
entre les temps t; et t;,1 pour obtenir ’évolution de la distribution complete

sous ’hypothese évidente de connaitre la distribution complete au temps ;.
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FIGURE 5.1 — Schéma de discrétisation pour la méthode des caractéristiques

Les cristaux correspondant au terme n(0, ¢;) sont obtenus par I'expression de la
germination. Nous pouvons donc constater que ce systeme est le cumul d'une
distribution initiale qui ne fait que croitre ainsi que de I’évolution de cristaux
apparus par germination.

Cette méthode nous donne donc un moyen d’exploiter numériquement notre
modele en nous fournissant en plus une solution exacte du probleme. Néanmoins,
elle comporte un souci semblable a la méthode des différences finie. C’est-a-dire,
pour obtenir une bonne précision sur la distribution en taille de cristaux, il est
nécessaire d’utiliser un pas d’échantillonnage spatiale fin. Par contre, utiliser un
pas fin impacte beaucoup moins la rapidité de calcul par rapport aux différences

finies, encourageant ainsi indirectement a prendre cette méthode.
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté différentes méthodes utilisées pour
exploiter le modele défini dans un chapitre précédent. Chaque méthode a des
particularités que les autres n’ont pas forcément. Notre travail utilise I’ensemble
des méthodes présentées ici. Par la suite, nous nous servirons de la méthode des
moment pour réaliser un observateur permettant d’estimer la germination. En-
suite, nous utiliserons I'estimation de la germination comme condition frontiere
du bilan de population. Celui ci sera exploité en utilisant la méthode des ca-
ractéristiques couplée a la méthode des différences finies, cela nous permettra
de prédire I’évolution de la distribution en taille de cristaux. Pour finir, nous
utiliserons la méthode des différences finies pour 'observateur qui doit estimer

la distribution en se basant sur la germination estimée précédemment.
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Chapitre 6

Validation du modele

Au cours de ce chapitre, nous allons détailler la méthode que nous utilisons
pour valider notre modele. Cette validation est faite en simulation et en utilisant

des données expérimentales.

6.1 Introduction

La validation expérimentale de notre modele a été faite en utilisant la cris-
tallisation de 'oxalate d’ammonium. Ce produit a été choisi pour 'une de ses
propriétés morphologiques sous forme cristalline.

Pour valider notre modele, il faut que celui ci représente correctement 1’évo-
lution du procédé durant le processus de cristallisation. Néanmoins, le fait d'uti-
liser un observateur permet de tolérer, en partie, des erreurs sur le long terme
car I'observateur les corrigera. Toutefois, la mesure utilisée pour la correction a
une dynamique tres faible a la fin de la cristallisation, cela peut donc empécher
I'observateur de bien corriger I'estimation.

La cristallisation se déroule dans un réacteur ”batch” parfaitement agité
équipé d'une double enveloppe servant au controle en température du réacteur.
La solution initialement en légere sous-saturation est refroidie lentement pour

forcer la cristallisation. Tout au long du processus, un capteur mesure la concen-
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tration en soluté dans le cristallisoir, un autre mesure la température et une
sonde vidéo "in situ” filme les cristaux.

Les mesures utilisées pour valider notre modele sont :

— Concentration en soluté.

— Distribution finale en taille des cristaux.

La mesure de la température est utilisée pour renseigner le modele. Nous
avons fait ce choix pour ne pas utiliser de bilan thermique et donc alléger notre

modele.

6.2 Processus de validation du modeéle

Une fois la cristallisation terminée, nous analysons les images provenant de
la sonde vidéo pour en extraire une distribution finale en taille des cristaux.
L’analyse est effectuée manuellement® pour le moment, un outil permettant
d’automatiser cette analyse est en cours de développement. Nous en reparlons
dans une annexe (annexe A) de ce manuscrit.

Nous utilisons la mesure de la température en 'injectant dans notre modele.
Ceci nous permet, entre autre, de ne pas avoir a faire le bilan thermique.

Les mesures de la concentration en soluté et de la distribution finale en taille
des cristaux sont utilisées pour vérifier le bon fonctionnement du modele.

La simulation utilise les mémes conditions opératoires que la manipulation
pour pouvoir comparer les résultats. Nous avons effectué la validation a par-
tir de deux expérimentations. Elles different par la variation de la rampe de

température qui passe de —10°C'/h pour la premiere a —5°C'/h pour la seconde.

1. Je tiens a remercier Mlle Nesrines Gherras pour son travail concernant cette analyse

manuelle des images.
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6.3 Rappel de notre modele

Dans un chapitre précédent, nous avons effectué la modélisation d'une cris-
tallisation dans un réacteur "batch” parfaitement agité, le modele obtenu pré-
cédemment est rappelé ici. Ce modele prend en compte un bilan de matiere
pour représenter la transformation de la matiere de 1’état liquide a I’état solide.
Nous utilisons deux expressions distinctes pour modéliser la germination, une
concernant la germination primaire ’autre pour la secondaire. La croissance est
représentée par une équation algébrique. Nous considérons une cristallisation

sans ensemencement ce qui implique une distribution initiale nulle.

AC(t) + ACs(t) _ 0

At At
Cu(t) = B0 7o (1 1)1l
on(x,t) on(xz,t) _
=+ Gt) T =0
ci)-cr

G(t) = kg( (%*(t) )

—b
Rnl(t) = a1 eXp(W%) (61)

Rny(t) = a,Cs™(t) 7(0(%:(6;; (®)

Rn(t) = Rny(t) + Rna(t)

Rn(t
n(Tmaz,t) =0

\

Les coefficients des germinations ainsi que de la croissance ont été identifiés a
partir d’'une expérimentation. Cette identification est réalisée par I'intermédiaire
de 'optimisation d'un critere fonction de ’erreur entre la concentration en soluté
simulée et celle mesurée, et 'erreur entre la distribution finale en taille des
cristaux simulée et celle mesurée. Les parametres identifiés sont donnés dans le
tableau 6.1.

Bien que nous considérons ces valeurs bonnes, nous devons préciser que le
critere utilisé pour I'optimisation n’est pas convexe et de nombreux minimums
locaux existent, nous ne pouvons donc pas étre assuré d’avoir le jeu de parametre

amenant au minimum global.
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Germination primaire

ai(—) bi(—)
Valeurs numériques

8.3466 * 10® | 5.8478 x 10°

Germination secondaire

az(—) ba(—)
Valeurs numériques

3.1161 % 10° 1.0768

Croissance

m
kg (')
Valeurs numériques

2.2467 x 107°

TABLE 6.1 — Parametres du modele

6.4 Résolution du modele

Pour résoudre notre modele, nous utilisons les différentes techniques pré-
sentées dans le chapitre (5). Pour le bilan de matiere permettant de simuler
I’évolution des concentrations, nous utilisons la méthode des moments. En ce
qui concerne la prédiction de la distribution, nous utilisons a la fois la méthode

des caractéristiques et celle des différences finies.

6.5 Protocole expérimental

La solution est initialement chauffée a une température de 46°C' environ.
La concentration en soluté est choisie légerement en dessous de la solubilité
pour étre certain de 'absence de cristaux a l'instant initial, grace au suivi in
situ effectué par la sonde vidéo. Une rampe de refroidissement de —10°C'/h

ou —5°C'/h est appliquée afin d’atteindre une valeur de 20°C'. Une mesure de
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FIGURE 6.1 — Température au cours du temps

température dans le réacteur est effectuée toutes les minutes ainsi qu'une mesure
de la concentration en soluté. Une fois la cristallisation terminée, les images
provenant de la sonde sont analysées pour obtenir la distribution finale en taille

des cristaux.

6.6 Résultats

Les mesures issues de I'expérience apportent un certain nombre d’informa-
tions rassemblées sur les figures (6.1) et (6.2). Ces figures représentent respec-
tivement la température dans le réacteur et la concentration en soluté au cours

du temps dans le cas d'une rampe de température de —10°C'/h.

Cas —10°C/h

Pour valider notre modele, nous allons représenter 1’évolution de la concen-

tration en soluté par rapport a la température. Sur un méme graphique (6.3),
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FIGURE 6.2 — Concentration en soluté au cours du temps

nous superposons la concentration mesurée (trait continu bleu), la concentra-
tion simulée (trait continu (+) rouge) et la solubilité (trait discontinu noir).
Cela nous permet d’une part de vérifier la correspondance entre la mesure et la
simulation et d’autre part de connaitre la position de la concentration par rap-
port a la solubilité. Nous voyons clairement que notre simulation colle tres bien
avec les mesures effectuées sur le procédé. Du point de vue de la concentration
en soluté, notre modele représente tres bien ’expérience, il est donc fiable pour

décrire celle-ci.

En utilisant les données identifiées pour les parametres de germination, nous
avons effectué une simulation de la distribution finale en taille des cristaux. Les
résultats de cette simulation sont représentés sur la figure (6.4).

Les courbes sont tracées sous la forme d’histogramme étant donné que c’est
sous cette forme que nous obtenons la distribution finale mesurée. La mesure
est effectuée par l'intermédiaire de I'analyse d’image, cela implique les fortes
variations concernant la distribution mesurée. Les distributions sont données

en % par rapport au nombre total de cristaux.
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Distribution finale (nb/ntot)
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FIGURE 6.3 — Comparaison des concentrations en soluté
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FIGURE 6.4 — Distribution finale ratio nb sur nbtot par unité de taille

93



0.11

o
=
o
[$)]
T
|

— - — - Solubilitée
mesure , W
—+— modéle 7

°
a
T

0.095

0.09

0.085

0.08

0.075

Concentration en soluté (kg produit/kg solvant)

0.07

0-065 L L L L L L L
30 32 34 36 38 40 42 44 46

Température (°C)

FIGURE 6.5 — Comparaison des concentrations en soluté

Notre modele semble assez proche “en tendance” de 'expérience. Pourtant
le modele fait apparaitre un pic sur la distribution, pour les grandes tailles, qui
n’apparalt pas vraiment sur la mesure. Apres une analyse un peu plus détaillée
des images, il semblerait que ce ”"pic” ne soit pas présent. Cela indiquerait que

le modele comporte toujours des erreurs que notre observateur devra corriger.

Cas —5°C'/h

Nous avons effectué une deuxieme validation en modifiant la rampe de
température, nous utilisons ici une rampe de —5°C'/h. Cela nous fourni la figure
(6.5) concernant les concentrations et la figure (6.6) pour la distribution.

Dans ce cas, notre modele présente une légere différence sur 1’évolution de la
concentration en soluté mais celle-ci n’étant pas tres grande, nous considérons
que le modele est validé. Du point de vue de la distribution simulée, le modele
se trouve vraiment tres proche de la mesure, ce qui semble valider le modele
mis en place. Une petite variation des conditions entrainant des modifications

importantes sur la distribution finale, la mise en place d’'un observateur esti-
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FIGURE 6.6 — Distribution finale en nombre par unité de taille

mant la germination et permettant de prédire correctement la distribution finale
pourrait apporter de nombreuses informations et donc permettre d’ajuster la

distribution en utilisant une commande adaptée.

6.7 Conclusion

Notre modele a été validé par 'intermédiaire d'une expérimentation sur la
cristallisation de l'oxalate d’ammonium. Dans un premier temps, nous avons
effectué la validation pour une expérience donnée et nous avons obtenu de bons
résultats. Ensuite, nous avons effectué une deuxieme manipulation en modifiant
certaine caractéristique de la cristallisation pour vérifier le modele pour au moins
deux manipulations différentes. Les résultats montrent que le modele arrive
correctement a représenter I’évolution de la concentration en soluté au cours de
la cristallisation. La distribution en taille des cristaux est correctement prédite
car en la comparant aux mesures, nous pouvons voir que les résultats sont

tres similaires. Toutefois, certaines variations apparaissent entre la simulation
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et la mesure. Notre travail sur I'observateur devra, dans la mesure du possible,
corriger ces variations.

Le modele que nous avons réalisé est donc apte a la poursuite de notre étude
qui concerne l'estimation de la germination dans le cas ou les parametres de
celle-ci ne sont pas parfaitement connus. De plus en se basant sur cette estima-
tion, nous essayerons de prédire la distribution finale en taille de cristaux avant
que celle-ci ne soit figée, ce qui peut amener a la modifier par I'intermédiaire

d’une commande adaptée.
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Chapitre 7

Observateurs pour un procédé

de cristallisation

Ce chapitre expose le cheminement effectué pour la synthese de nos obser-
vateurs. Nous détaillons les étapes de créations de 'observateur et celles pour

calculer le gain.

7.1 Introduction

Les procédés de cristallisation sont couramment utilisés dans les milieux in-
dustriels et pharmaceutiques. La maitrise de ce type de procédé n’étant pas
encore optimale, de nombreuses améliorations sont envisageables. L'une des
thématiques principales de recherche dans ce domaine concerne le controle de
la distribution finale en taille de cristaux, obtenue a la fin d’une cristallisa-
tion. La cristallisation peut étre représentée par un bilan de population qui,
mathématiquement, s’exprime sous la forme d’une fonction aux dérivées par-
tielles. Pour ce type d’équation, les conditions frontieres sont d’une importance
capitale. Tout particulierement celle de gauche qui va représenter ’apparition
des cristaux et que nous appelons germination pour un procédé de cristallisa-

tion.
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Plusieurs observateurs ont été mis au point pour chercher a estimer la dis-
tribution finale. Dans ([MMGO8]), par exemple, les auteurs utilisent un modele
basé sur la méthode des moments pour reconstituer les moments de la dis-
tribution. Ils utilisent une mesure des moments 1 et 2 et une estimation des
moments 3,4 et 5 pour corriger le vecteur d’état. Dans ([BOFHO06G]), les auteurs
considerent la germination comme une mesure discrete permettant I'estimation
de la distribution. Dans ces deux cas, les mesures utilisées ne sont pas toujours
disponibles facilement, il est donc difficile d’appliquer ce type d’observateur. De
plus les mesures ne sont pas physiquement possibles dans certain cas, ce qui peut

restreindre ces travaux a des résultats purement théoriques ou de simulation.

7.2 Travaux préliminaires

Au début de ce travail, nous avons commencé par chercher a mettre au point
un observateur qui devait estimer la distribution complete. Il était basé sur la
mesure de la concentration. Nous avons utilisé la méthode des différences finies
pour discrétiser le bilan de population. Nous sommes partis de 'observateur
de ([BOFHO6]) et, apres modification pour 'adapter & nos besoins, nous avons
effectué les premieres simulations. Il s’est avéré que cela ne fonctionnait pas du
tout.

Nous avons ensuite utilisé un filtre de Kalman pour réaliser notre estimation
et les résultats n'ont pas été convaincants. La dynamique de la germination
rend le systeme inobservable a partir d'un certain moment, ce qui perturbe
suffisamment les gains variables du filtre pour que celui-ci se mette a diverger.

Une solution utilisant un observateur a grand gain a été envisagée. Nous
avons rapidement décidé de changer totalement d’approche car, pour une bonne
précision, nous avions besoin de beaucoup d’équations et pour les dernieres
équations les gains étaient tellement importants que le systeme ne pouvait

pas étre simulé numériquement. L’observateur grand gain était une solution au
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probleme de gains variables mais, concernant le nombre important d’équations,
cet observateur a amené un autre probleme que nous n’avons pu résoudre.

Par la suite, nous avons décidé de chercher a estimer uniquement la germi-
nation puis d’utiliser cette estimation pour prédire la distribution. Cela nous a

conduit aux résultats que nous présentons dans ce chapitre.

7.3 Observateur pour estimer la germination

Pour notre cas, nous avons cherché a mettre en place un observateur pour es-
timer la germination d'un procédé de cristallisation. Pour réaliser I'observateur,
nous sommes partis de I'idée d’utiliser des mesures qui peuvent étre obtenues
“facilement”. C’est donc naturellement que nous avons opté pour la mesure
de la concentration en soluté. Le choix aurait pu étre fait sur la mesure de la
concentration en solide, car il existe une relation entre ces deux concentrations.
Concernant le modele, nous avons fait I’hypothese que la croissance est parfaite-
ment connue, cela permet d’éviter certaines incertitudes. Notre observateur va
devoir estimer la germination du procédé en considérant les parametres de celle-
ci a peu pres connus. Les parametres ont un ordre de grandeur connus mais ils
comportent tout de méme quelques incertitudes. A partir de cette estimation,
nous procédons a une prédiction de la distribution finale en taille de cristaux.
En comparant la prédiction a une expérience de référence, nous pouvons juger
de la qualité de notre observateur et donc disposer d’un outil permettant de
prédire la distribution finale au cours de la cristallisation, tout en ayant une

estimation fiable de la germination.

7.3.1 Modéle de ’observateur

Etant donné que nous cherchons a estimer la germination, nous n’avons
pas besoin de résoudre le bilan de population. Notre observateur va donc se

baser sur la méthode des moments uniquement. La mesure utilisée sera celle
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de la concentration en soluté. Le modele des moments (5.16) que nous avons
obtenu dans le chapitre (5) est rappelé ici sous la forme du systeme d’équation

> 7.1. Nous rappelons aussi les expressions de la croissance, ainsi que, de la

germination.
1(t) = G(t)A u(t) + BiRn(t
o f1(t) (t)Arp(t) 1Rn(t) (7.1)
Y = Cipu(t)
avec
03 00 x3 .
00 20 22
Al = Bl - (72)
0 001 xl .
00 0O 1
C1 =(1,0,0,0)

c(t)—Cc*
G(t) = k?g( (%*(t) t))

Rnl (t) = GXP(W%)

Rno(t) = apCsb (t)i(c(%:g)* (&)

Rn(t) = Rny(t) + Rna(t)

Pour la réalisation de notre observateur, nous avons ajouté un certain nombre
d’intégrateurs qui “simulent” la dynamique de l'erreur sur la germination Rn0(t).
Nous en avons finalement ajouté trois, ce qui nous fournit le modele 7.3, repré-
sentant notre observateur. Les gains k1, . . ., k7 vont corriger le systeme pour que
celui-ci estime correctement les moments. Nous avons effectué un changement
de variable pour parvenir a ce résultat.

Pour arriver a ce choix concernant le nombre d’intégrateurs, nous avons
commencé par ne pas en mettre, les résultats n’étaient pas convenables. Nous
avons, petit a petit, ajouté des intégrateurs afin d’obtenir des résultats, que
nous considérons comme corrects. Le nombre d’intégrateurs retenu est de trois;
au dela de ce nombre, nous n’avons pas constaté de variation sur les résultats.

(Nous nous sommes donc limiter & trois intégrateurs).
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2 =G* Ty + a3, * Rn0+ ki (y — Co)

min

Ty =G* I3+ 322, * Rn0+ ky(y — Co)

T3 =G * Ty + 6 % Tppin, x Bn0 + ks(y — C,2)

%4 — G x i + 6% R0 + ka(y — Cu) -
s = G * i+ ks(y — Oui)

e — G xdr+ kely — Co)

Ty = €(t) + kr(y — Co)

y=Cyx

€(t) pouvant étre considéré comme un bruit faible de moyenne nulle.

L’obtention de ce modele a été effectuée de la maniere suivante :

En premier, nous effectuons un changement de variable pour la germination.
Nous considérons que 'expression Rn peut étre décomposée en deux parties :
Rn0 qui va représenter une partie connue de la germination et G * Z5 qui est
une partie s’ajoutant a la précédente servant a corriger la germination £n0. Une
analogie peut étre faite avec les signaux électriques alternatifs qui comportent
un fondamental et des harmoniques. Ici Rn0O est le fondamental et G(t) * T3
représente les harmoniques. La similitude de forme est présente mais rien de
plus, nos données ne sont pas périodiques et ne possedent pas toutes les ca-
ractéristiques de signaux électriques.

En partant du systeme (7.1), nous remplagons 'expression de la germination
Rn(t) par Rn0(t) + G(t) = Z5(t) et nous ajoutons les deux intégrateurs Zg et 7
pour avoir nos trois intégrateurs. Cela nous conduit a I'obtention du systeme

(7.4).
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r =x
T1 =3%xGxTo+ a3, « Rn0+ a3, x G * is

man min

To =2xGx23+22. «xRn0+22. G %5

man min

%3 =G *x Ty + Tynin * B0 + Tpin * G x T (7.4)
Ty = Rn0+ G * T5

535 =G *Tg

T = G * iy

ir =0

Nous effectuons, ensuite, le changement de variable (7.5) pour mettre sous
la forme canonique (7.3) le systeme (7.4). Nous ne faisons pas apparaitre les
termes de correction de l'observateur durant le processus de changement de

variable.

21 :fl

Z9 :3*i’2+$§mn*i’5

z3 =O6% T3+ 3%xa2,, *Ts+ 10, * Tg

24 = 6% Ty + 6% Ty * Ty + 32, % Tg + a3, * Ty (7.5)
25 = 6% Ty + 6% Ty * Tg + 3% 22, * Ty

26 = 0% T+ 6% Ty * Ty

Vg :6*3?7

Pour revenir aux anciennes variables, en partant des nouvelles, nous utilisons

les expressions du systeme 7.6.
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Notre observateur se basera donc sur un systeme non-linéaire ayant la forme

canonique d'un systeme linéaire auquel s’ajoute une partie non-linéaire.

7.3.2 Structure et calcul du gain

L’observateur que nous cherchons a réaliser doit avoir une structure donnée

par le systeme 7.7. Celle-ci est tres proche de celle des systemes linéaires dans

le cas ot nous faisons abstraction du terme G() qui est évidement non-linéaire.

avec

z

Y

o O o o o o o

Cox
100 000
01 0O0O0O
001000
000100 B =
00 0O0T1O0
000O0O0°1
000O0O0O 0
C, = (1,0,0,0,0,0,0)

i = G(t)Ai + BRnO(t) + H(y — C,)

min

RY

min

6zl

min

o o O O

(7.7)

En imposant aux termes de corrections le facteur de croissance G(t), nous

pouvons transformer le systeme 7.7 pour le mettre sous la forme du systeme
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7.9. Celui-ci a une forme proche de celle d'un observateur de Luenberger (3.13)

pour un systeme linéaire.

T

G(t)(Az + M(y — C,&)) + BRn0(t)
C,x

(7.9)

Y

Le vecteur B n’intervenant pas dans le calcul de 'observabilité du systeme
7.9 au sens du rang, nous ne prenons pas ce terme en compte pour le choix du
vecteur gain M. La croissance G(t) étant commune a toute la dynamique du
systeme, la stabilité de notre observateur ne sera pas perturbée si la croissance
est strictement positive. Nous savons que pour ¢t tendant vers l'infini, la crois-
sance va tendre vers 0 ce qui peut rendre instable I’équation d’erreur de notre
observateur; ceci étant problématique. Néanmoins, la convergence de la crois-
sance est tres lente, de plus la cristallisation se déroule en un temps fini. Cela
implique que la croissance ne deviendra jamais nulle au cours du processus de
cristallisation. Nous pouvons donc chercher un gain pour le systeme réduit 7.10
et ensuite revenir au systeme 7.7 en appliquant le gain précédemment obtenu.

T =At+ M(y — Cot) (7.10)
y=Cyx

Le calcul de notre gain est effectué par l'intermédiaire d’une résolution de
LMI (Linear Matricial Inequality). A celui-ci, nous avons ajouté un terme de
dilatation des poles pour amplifier les gains obtenus. La dilatation a permis
de diminuer 'erreur de I'observateur par 'intermédiaire d’un facteur #, comme
pour un observateur grand gain. La stabilité de cet observateur est assurée de
par le calcul de gain initial.

Nous effectuons donc en premier, un placement de pole par résolution d’une
LMTI; les techniques numériques de MaTLAB( comme ”place” ou bien ” acker”
ne permettant pas de garantir la stabilité des poles obtenus. De plus, contrai-

rement aux autres méthodes, nous ne possédons que deux parametres a régler
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pour trouver les gains qui nous intéressent, ceci limitant grandement le temps

nécessaire pour régler I'observateur.

Remarque 17 Le probleme de placement de péle sous MaTLABEC) provient du
conditionnement de notre systeme d’équation. La différence d’ordre de grandeur
des dynamiques entre deuzr équations consécutives est de 1000 environ. Notre
systeme comportant sept équations, un trop gros écart existe entre la premiere
et la derniére équation. Pendant le processus de choix des pdles, nous devons
prendre en compte cette différence de dynamique. Pour cela, nous choisissons
des poles possédant de trés grandes valeurs. En prenant des valeurs plus faibles,
l’observateur ne converge pas car la correction est trop faible. En prenant des
valeurs tres grandes, MaTLABC) fournit des valeurs pour les gains mais il
n’assure pas la stabilité de ['observateur. En calculant les poles a partir des
gains fournis, nous en trouvons un qui n’est pas stable remettant ainsi en cause
le calcul des gains. C’est pourquot nous n’avons pas utilisé les méthodes “place”

et "acker” pour calculer nos gains.

Nous appliquons la méthode grand-gain par I'intermédiaire d'un coefficient
0, celui-ci démultiplie chaque gain permettant de dilater les poles. En imposant
une valeur strictement supérieure a 1 pour 6, nous multiplions le premier gain
seulement par cette valeur, pour le second nous utilisons 62, et ainsi de suite.
Pour le dernier gain, nous obtenons une valeur tres grande ce qui assure la

correction.

Méthode de résolution LMI

Cette méthode consiste a résoudre des systemes d’inégalités matricielles
par une recherche de solution optimale & un probleme donné ([BGEFB94]). Le
probleme doit, de préférence, étre convexe pour faciliter la recherche de la so-
lution optimale. Néanmoins, certaines extensions de cette méthode permettent

de trouver la solution pour des problemes non convexes ([HT592]).
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L’application de cette méthode a la recherche du gain d’un observateur est
rendue possible par I'utilisation d'une équation algébrique de Riccati dont la

forme générale est donnée par (7.11).

ATX + XTA - XCT"R'CXT+Q =0 (7.11)

Q@ et R sont des matrices symétriques, A et C' sont les matrices du systéeme

(7.10).

Pour notre cas particulier, nous cherchons un vecteur gain K tel que la
matrice A — KC possede des valeurs propres ayant toutes une partie réelle
strictement négative. Pour mettre cela sous la forme d’une résolution LMI,
nous avons besoin de trouver une matrice P symétrique définie positive. En
utilisant cette matrice couplée a notre matrice A — KC, nous définissons une
équation de Riccati. Nous rassemblons ces trois équations sous la forme du
systeme d’équation (7.12). Les deux premieres équations servent a exprimer les
conditions structurelles et numériques sur la matrice P, la troisieme traduit

notre condition sur les valeurs propres de notre matrice A — KC.

PT=pP
P>0 (7.12)
(A—KC,)"P+ PT(A—KC,) <0

La résolution de ce systeme revient a trouver une matrice P et un vecteur K
satisfaisant les équations du systéme (7.12). La solution de ce systeme va donc
nous fournir un vecteur gain K qui nous donnera un observateur stable.

Concretement, nous obligeons les poles a se situer dans le demi-plan gauche
de I'espace des nombres complexes, ces poles ayant une partie réelle strictement
négative. Le probleme est que nous n’avons aucune indication sur la vitesse de
convergence de cet observateur car nous n’avons pas de contrainte concernant

la partie négative de nos valeurs propres.
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Pour remédier a cela, nous rajoutons un terme qui va "forcer” les valeurs
propres a étre en dessous d’une certaine valeur négative forcant ainsi la dy-
namique de convergence de l'observateur. Cela se traduit par 'utilisation du
systeme (7.13), a représentant le parametre ajustant la vitesse de convergence.
Nous obligeons donc les poles a se trouver dans le demi-plan gauche de 1’espace
des nombres complexes ayant une valeur réelle strictement inférieur a a. a est

choisit strictement positif.

PT=Pp
P>0 (7.13)
(A— KC,))P+ P'(A— KC,) < —aP

La résolution du systeme (7.13), nous fournit un vecteur gain assurant la
stabilité de notre observateur. Nous avons utilisé ces valeurs pour réaliser notre
estimation et, nous avons constaté que les premiers éléments de notre vecteur
d’état étaient correctement estimés contrairement aux autres qui ne l’étaient
pas du tout.

Pour remédier a cela, nous avons choisi d’effectuer la dilatation de pole,
employée dans 'observateur grand gain. Nous pouvions choisir de modifier les
poles pour améliorer les résultats mais le mauvais conditionnement de notre
systeme est apparu pour des valeurs trop grandes. La dilatation des poles a été

une solution pour contourner le probleme de conditionnement.

Dilatation des poéles

En partant du systeme initial (7.10), nous représentons par le systeme (7.14)
le systeme d’équation d’erreur d’observation. La théorie des systemes linéaires
nous assure la stabilité du systeme d’erreur (7.14) et donc de 'observateur (7.10)
si les valeurs propres de la matrice A — KC, sont a parties réelles strictement

négatives.

{ e =Ae — KCue (7.14)
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Le vecteur gain K initial provient de la résolution LMI présentée précédem-
ment, cela assure la stabilité de notre observateur. Nous ajoutons un facteur
multiplicatif #, comme le montre 'expression (7.15). Le nouvel observateur est

décrit par le systeme d’équation (7.16).

Ko =0"% K, (7.15)

&= Ai+ Ky(y — Co
(v ) (7.16)
y=CLr
Nous pouvons résumer le systeme d’erreur par deux équations : la premiere

définit de maniere itérative les équations 1 a 6 de notre observateur et la seconde

concerne la derniere équation de 'observateur :

éi = &ij+1 — eiK1€1,Vi € [1,6[

(7.17)
g7 = —‘97K7€1

gi

En effectuant le changement de variable suivant : o; = 2-, nous pouvons

mettre le systeme précédent sous la forme (7.18).

di:90i+1—9K101,Vi€ [1’6[ (7 18)

g7 = —9K7O’1

La stabilité de ce systeme est directement déduite des valeurs propres de la

matrice A — KC, qui rendent I’observateur stable par construction du gain K.

7.4 Observateur de dimension infinie

Avant de donner 'observateur, nous allons rappeler ici le modele utilisé pour
le bilan de population. Ce modele sert a représenter 1’évolution du bilan de popu-
lation uniquement. Nous n’utiliserons donc pas la totalité des équations définies
dans les chapitres précédents. Le bilan de population, ainsi que ses conditions
aux limites sont données par le systeme (7.19). n(z,t) représente le rapport du

nombre de cristaux de taille x, divisé par la taille x a I'instant . Son unité est
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donc un nombre par unité de taille. Rn(t) et G(t) représentent respectivement

la germination et la croissance. n représente la taille pour laquelle nous mesu-

rons le nombre de cristaux associés et qui va permettre d’effectuer la correction

de la distribution pour notre observateur. Les expressions de la croissance et de

la germination sont rappelées juste apres le systeme (7.19).

8né():;,t) + G(t) 8né§:;,t) -0
n(x,t) = ng(x) (7.19)
_ Rn(®) '
n(O, t) 0]
| v =nm
G(t) = by €Oz
Rnl (t) = GXP(W%)
Rny(t) = ayCs® (t)i(c(%:g)* (&)
Rn(t) = Rny(t) + Rna(t)
Pour I'observateur, nous avons le systeme d’équation (7.20).
( on(z, on(z, A
5t = =G5 — k(e )(3(1) - y(1))

\

7(0,1) = 0 — ky(j(t) - y(1))

g(t) = n(n, 1)

Le calcul des gains ki (x,t) et ks est une étape tres importante car en choisis-

sant de mauvaises valeurs, nous pouvons déstabiliser ’'observateur, empéchant

ainsi 'estimation de converger vers la réalité.

Pour notre cas, en collaboration avec M. Bounit, nous avons montré que si

les gains vérifient la relation (7.21), alors ils assurent la stabilité exponentielle

du systeme d’erreur.

€0

1K ()0 < i +e(v(1+m))

(7.21)

Pour réaliser ce teste, nous devons définir les expressions suivantes :
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Ty € (0, Loz
1—&
0

0 =log( QT”)
N: 1

(7.22)

1—
€0 = (1— €)% ((1 4 ?T0)8N3)~L

NS

\

Lmax représente la taille maximale que peut atteindre un cristal, p et v

sont des parametres de réglages qui doivent vérifier I'inégalité (7.23).

0<pu<Gt)<v (7.23)

7.4.1 Exploitation numérique

Pour tester notre observateur, nous devons tout d’abord effectuer une discré-
tisation spatiale. Pour ce faire, nous avons opté pour la méthode des différences
finies. Notre matrice de discrétisation est semblable a celle utilisée précédemment,
toutefois quelques différences existent.

Nous ne rappellerons pas ici le principe de cette méthode car nous ’avons
exposé dans le chapitre détaillant les méthodes d’exploitation du modele.

Notre discrétisation va découper ’espace en P parties de taille identique, la
numérotation commencera a 1. La condition limite a gauche correspondant a la
germination est imposée, nous commencerons la discrétisation des dérivées a la
deuxieme taille. Tout cela se traduit par différentes expressions. Tout d’abord,
nous définissons le vecteur d’état correspondant a la distribution en taille de
cristaux par la relation (7.24). La premiere valeur de ce vecteur étant imposée
par la condition frontiere, nous exprimons les dérivées a partir de la 2" ce qui

donne la relation (7.25).

n(x,t) = : (7.24)
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n(z,t) = : (7.25)
n(a: P, t)
En utilisant les expressions des différences finies centrées et a gauche, nous

obtenons le systeme d’équation (7.26). La matrice A étant définit par (7.27) est
de taille (P — 1)x(P).

n(xq,t) n(xq,t)
—A : (7.26)
n(xp,t) n(xp,t)
-5 0 3 0 ... 0
0 :
A= 0 (7.27)
S
o ... ... 0 —-11

La mesure utilisée pour corriger la distribution concerne une seule taille ()
de la distribution.
Pour résoudre ce systeme d’équation, nous utilisons la méthode des ca-

ractéristiques. Cela nous permet de limiter le temps de calcul.

7.5 Conclusion

Nous avons donc un observateur théorique pour ’estimation de la germina-
tion qui va reconstituer ’ensemble des états de notre systeme. Sa stabilité est
assurée par la construction méme de 'observateur qui se base sur une approche
grand gain appliquée a un systeme proche du cas linéaire. Nous utilisons la ger-
mination estimée comme condition frontiere pour prédire la distribution finale
en taille de cristaux.

Le second observateur que nous employons, utilise la germination estimée et

une mesure de la distribution pour une seule taille pour estimer la distribution
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complete. Sa stabilité a été démontrée par M. Bounit et a fait 'objet d’une

publication.
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Chapitre 8

Résultats

Ce chapitre expose les résultats de nos observateurs pour différentes expé-
rimentations. Nous utilisons aussi plusieurs valeurs pour les perturbations afin

de tester en profondeur 'efficacité de I'estimation.

8.1 Introduction

Nous avons commencé par valider nos observateurs en simulation. Les résultats
étant concluants, nous avons décidé de les valider avec des données expérimen-
tales réelles. Que ce soit pour I'estimation de la germination ou de la distribu-
tion, nous nous sommes servis de mesures effectuées sur une cristallisation de
I'oxalate d’ammonium en ”batch”. Nous avons utilisé plusieurs valeurs pour les
perturbations de la germination afin de jauger la capacité des observateurs a
corriger les erreurs. La validation de notre observateur a fait 'objet de deux
publications, la premiere a un niveau international ([UIKHE11]) et la seconde,

plutdt axée sur la cristallisation, & un niveau national ([UHF11]).

8.2 Modele de référence

Afin de vérifier le bon fonctionnement de nos observateurs, nous avons utilisé

les mesures faites sur le procédé. Nous avons comparé ces mesures avec notre
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estimation de I’évolution de la concentration en soluté et de la distribution finale
en taille de cristaux.

Comme nous l'avons présenté dans le chapitre (6), nous rappelons ici le
protocole expérimental ayant conduit a I'obtention de nos mesures.

La solution est initialement chauffée a une température de 46°C' environ.
La concentration en soluté est choisie légerement inférieure a la solubilité pour
étre certain de 'absence de cristaux a l'instant initial, ce que nous vérifions
par affichage vidéo. Le milieu est refroidi pour atteindre une valeur de 20°C,
pour cela nous appliquons une rampe de température d’une valeur de —10°C'/h.
Toutes les minutes, une mesure de la température dans le réacteur et une mesure

de la concentration en soluté sont effectuées.

8.3 Validation de 1’observateur de la germina-
tion

Plusieurs validations ont été faites en utilisant divers jeux de parametres
concernant le modele perturbé. Le vecteur d’état initial a toujours était pris nul.
Pour I'observateur nous aurions pu prendre des valeurs non nulles pour vérifier
que l'estimation faite converge bien vers la mesure. Nous ne présentons pas cette
partie des résultats mais nous pouvons toutefois déclarer que 1’observateur se
comporte tres bien face a ce type de perturbation. Nous justifions ce choix
par le fait que les valeurs nulles de 1’état initial proviennent de phénomenes
physiques. En I'absence de distribution initiale, les moments associés a celle-ci
sont obligatoirement nuls. De plus, la sursaturation étant négative a I'instant
initial, nous ne pouvons pas avoir de cristaux, la distribution initiale est donc
nulle. La germination est nulle car la solution ne possede pas une concentration
en soluté supérieure a la solubilité de notre produit. (donc nous n’avons pas de

sursaturation.)
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Avant de présenter nos résultats, nous allons rappeler les différentes expres-

sions de notre modele.

Croissance

La modélisation de la croissance est représentée par I’équation (8.1). Dans le
cadre de notre travail, nous avons considéré que d’une part nous pouvons utiliser
I’hypothese de McCabe, d’autre part que la croissance est parfaitement connue.
Nous supposons que cette derniere peut-étre obtenue par d’autres méthodes que

nous ne présentons pas ici. Nous ne mettrons donc pas de perturbation dessus.

(C(t) = C* (1))
C (1)

G(t) = 2.2467 x 107° (8.1)

Germination

Pour la germination (8.4), nous utilisons a la fois la germination primaire
(8.2) et la secondaire (8.3). La germination totale est calculée en sommant les
deux expressions. Nous représentons ici les équations en utilisant des variables
pour les parametres qui vont subir les perturbations. Les valeurs identifiées qui

seront considérées comme la référence sont données dans le tableau (8.1).

b,

Rni(t) = ay exp(m) (8.2)
Rna(t) = anCs™ (1) (C(t)cj(g*(t)) (8.3)
Rn(t) = Rny(t) + Rna(t) (8.4)
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Germination primaire

ai by

Valeurs numériques

8.3466 x 108 | 5.8478 x 10°

Germination secondaire

a2 by

Valeurs numériques

3.1161 x 10° 1.0768

TABLE 8.1 — Parametres de références

8.3.1 Modele perturbé

Le modele perturbé va représenter le modele de cristallisation que nous uti-
lisons pour estimer la germination et aussi pour prédire la distribution finale
en taille de cristaux. Ce modele comporte des erreurs sur les parametres de
germination entrainant une mauvaise correspondance entre le procédé réel et la
simulation. Les parametres que nous utilisons sont résumés dans le tableau (8.2).
Ces parametres correspondent au premier cas que nous avons simulé pour tester
notre observateur. Nous considérons que l'ordre de grandeur des parametres de
référence est connu. Nous notons les perturbations dans le tableau par le pour-
centage d’erreur par rapport a la valeur de référence qui correspond a la valeur

numérique donnée dans ce meéme tableau.

8.3.2 Observateur

Le réglage du gain de notre observateur revient a optimiser deux parametres
différents faisant varier la vitesse de convergence de l'estimation vers les va-
leurs réelles. Nous avons défini arbitrairement des valeurs initiales pour ces
parametres puis nous les avons ajusté pour améliorer dans la mesure du pos-

sible notre estimation. Nous nous trouvons donc avec une valeur de 6 de 60
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Germination primaire
C~L1:CL1X(1+ACL1) 51:b1X(1+Ab1)
Aa; = +50% Ab; = +50%

Valeurs numériques

12,5199 x 108 8, 7717 x 106

Germination secondaire
&QZCLQX(l—FAag) 62:b2x(1+Ab2)
ACLQ = +50% Abg = +50%

Valeurs numériques

4,67415 x 10° 1,6152

TABLE 8.2 — Parametres perturbés par une erreur de 50%

correspondant au parametre de dilatation des poles et une valeur de 100 pour
« qui contraint la partie réel des valeurs propres de notre matrice de gain.
L’initialisation du vecteur d’estimation est faite a une valeur nulle pour
chacune de ses composantes. Les valeurs initiales de nos intégrateurs sont nulles
par défaut. La germination initiale est nulle car la concentration en soluté est

légerement inférieure a la solubilité.

8.3.3 Résultats

Nous obtenons, avec les parametres précédents, les résultats suivants classés
en fonction de la rampe de température utilisée.
Cas —10°C/h

En utilisant les valeurs du tableau (8.2) pour le modele perturbé ainsi
que pour l'observateur, nous obtenons différents résultats. Tout d’abord, nous
présentons sur la figure ( 8.1) I’évolution de la concentration de l'oxalate d’am-

monium sous forme liquide. La courbe bleue représente la mesure effectuée sur
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FIGURE 8.1 — Concentration en soluté, cas —10°C//h

le procédé. La courbe discontinue noire représente la solubilité du produit au
cours de l'expérience. La courbe (+) rouge représente la concentration simulée
par le modele perturbé et qui est clairement différente de celle mesurée. Notre
estimation qui est représentée par la courbe () verte est tres proche de la
mesure. Cela montre les bonnes performances de notre observateur en ce qui
concerne les fortes perturbations sur les parametres qui sont fixées a +50% de
leurs valeurs initiales.

Nous représentons ensuite sur la figure (8.2), la distribution en taille de cris-
taux. Elle a pour unité le ratio : nombre de cristaux d’une taille donnée sur
nombre totale de cristaux. La courbe bleue représente la mesure de la distri-
bution finale en taille de cristaux provenant de I'analyse d’image. La courbe
discontinue rouge représente la distribution prédite par notre modele de la cris-
tallisation qui présente quelques différences avec la mesure. La courbe (+) verte
représente notre observateur en boucle ouverte qui est tres loin de la mesure.
Enfin la courbe (¢) noir présente la distribution prédite en utilisant la germi-

nation estimée. Les résultats de I'observateur sont encourageants. De toutes les
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FIGURE 8.2 — Distribution en taille de cristaux, cas —10°C'/h

courbes misent sur la figure c’est celle qui semble le plus se rapprocher de la

mesure.

Cas —5°C'/h

Nous disposons d’une deuxieme manipulation qui varie de la précédente par
une rampe de température plus lente. Nous effectuons exactement les mémes
mesures que dans le cas précédent et ne changeons pas les réglages de notre
observateur. Cela conduit aux deux graphiques suivants qui représentent res-
pectivement 1’évolution de la concentration en soluté (8.3) et la distribution en
taille de cristaux (8.4).

Pour ce cas aussi, la prédiction faite avec I'estimation de la germination est
bien meilleure que le modele perturbé confortant ’idée que notre observateur

fournit des résultats de qualité.
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FI1GURE 8.5 — Concentration en soluté, cas extréme

Cas extréme

Dans l'optique de pousser au maximum les capacités de notre observateur,
nous avons effectué un essai en multipliant par 3 les parametres de référence.
Les valeurs ainsi obtenues ont été introduites dans le modele perturbé et nous
avons simulé lensemble en utilisant la rampe de température de —10°C/h.
Les résultats obtenus dépassent toutes nos attentes concernant l’observateur.
Comme le montre les figures (8.5) et (8.6), notre observateur estime correcte-
ment 1’évolution de la concentration en soluté. Il parvient a estimer la germi-
nation ce qui n’était pas escompté. De plus, 'estimation est tres proche de la
réalité ce qui nous indique que l'observateur est extrémement performant dans

le cas d’une erreur positive sur les parametres de germination.

Remarque

Pour connaitre les performances de notre observateur dans le cas ou nous

sous-estimons les valeurs des parametres, nous avons fait quelques tests et les
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F1GURE 8.6 — Distribution en taille de cristaux, cas extréeme

résultats ne sont pas concluants. L’estimation ne coincide pas avec la mesure et
le modele perturbé reste plus proche de la réalité.

Une explication possible de ces résultats serait que, dans le cas d’une er-
reur négative sur les parametres de la germination, 1’équation d’erreur de notre
observateur s’annule pour certaine valeurs entrainant une divergence de ’esti-
mation causée par les trop grandes valeurs de nos gains. Cette explication est
plausible mais pas certaine, nous ne pouvons pas étre assurés de pouvoir corriger
le calcul des gains de notre observateur pour prendre en compte ce qui précede.

Nous ne pouvons donc que conseiller de toujours sur-estimer les parametres

de germination dans le cas d’une utilisation de notre observateur.
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8.4 Observateur de dimension infinie

Afin de disposer également d’un outil capable d’estimer la distribution com-
plete, nous avons mis au point un observateur de dimension infinie en collabo-

ration M. Bounit .

8.4.1 Condition de simulation

Pour valider cet observateur, nous utilisons exactement le méme schéma de
discrétisation pour le systeme ainsi que pour l'observateur. La température T
ainsi que la concentration en soluté C' sont fournies au systeme et a l’'observateur.
L’expression de la croissance est calculée pour le systeme, puis est transmise a
I'observateur pour avoir des valeurs rigoureusement identiques. La distribution
initiale est prise nulle pour le systeme et non nulle pour I'observateur. La ger-
mination du systeme est basée sur les parametres que nous considérons comme
exacts. La germination donnée a I'observateur de dimension infinie, correspond a
I’estimation faite par notre premier observateur. Nous utilisons une mesure de la
distribution a la taille n pour effectuer la correction de la distribution estimée.
Pour visualiser plus explicitement ce que nous faisons, nous avons représenté

cela sous la forme d’une figure (8.7).

8.4.2 Croissance et germination

Nous rappelons ici les expressions de la croissance (8.5) et de la germination

(8.6).

(C@) = (1))
C*(1)

G(t) =k, (8.5)

1. H. Bounit : Département de Mathématiques, Université Ibn Zohr, Faculté des Sciences

BP. 8106, Hay Dakhla, 80000 Agadir. Morocco. bounith@yahoo.fr.com
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Distribution
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> Procéde >
Mesure taille n
Mesures T et C
‘ Distribution
théorique
> Systéme s
) J Estimation Distribution
Observateur germination prédite
germination Prédicateur -
Distribution
h 4 i h 4 .
estimée
Observateur N

1 distribution

FIGURE 8.7 — Schéma de principe de I'observateur de la distribution

( —by x100 )
3 %los( L) _y2
Rny(t) = ay x 10% o=@y

Rn2(t) = ag X 10* x C'st(t) % %
Rn(t) = Rny(t) + Rno(t)

(8.6)

Les différences de germination entre le systeme réel et le modele perturbé se

font en modifiant la valeur des parametres aq, by, as, bo.

8.5 Résultats

Nous avons testé notre observateur pour différents cas dans le but de vérifier
son fonctionnement, nous présentons une partie de ces simulations permet-
tant de valider notre démarche. Nous nous limiterons au cas —5°C'/h pour
les résultats présentés ici mais des essais pour le cas —10°C'/h ont aussi été
éffectués. La distribution initiale est prise non nulle pour I'observateur, nous la

représentons sur la figure (8.8).
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FIGURE 8.8 — Distribution initiale

8.5.1 Taille n de la mesure

Pour I'ensemble des résultats, nous avons utilisé plusieurs valeurs de 7 et la
qualité de I'estimation n’est pas impactée par notre choix. Nous pouvons donc
choisir la taille la plus pratique a mesurer pour effectuer la correction. Nous
conseillons toutefois de prendre une petite taille pour assurer une convergence
relativement tot de la distribution estimée. Pour une distribution comportant
100 tailles, nous conseillons de faire la mesure pour une taille comprise entre la

10¢™me et 1la, 20°™€.

8.5.2 Erreur de +20% sur les parameétres

Les valeurs des parametres de germination pour le systeme réel et le modele
perturbé sont résumées dans le tableau (8.3).

En utilisant ces parametres, nous obtenons la figure (8.9) pour les différentes
distributions. Sur cette figure, nous montrons la mesure (courbe continue bleue

foncée bruitée), la courbe théorique (discontinue rouge), l'estimation de notre
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Systeme réel

a; = 8.3466 x 1071 | by = 5.8478 | ay = 3.1161 x 10? | by = 1.0768

Modele perturbé
a; = 10.0159 x 1071 | by = 7.0174 | ay = 3.7393 x 102 | by = 1.2922

TABLE 8.3 — Parametres de référence

observateur (continue ( ¢ ) verte), la boucle ouverte (continue ( + ) cyan) et
enfin nous ajoutons la prédiction faite a partir de ’estimation de la germination
(continue noire).

L’estimation faite avec notre observateur de dimension infinie n’apporte pas
des résultats bien meilleurs que la prédiction faite avec 'estimation de la ger-

mination.

8.5.3 Autres erreurs

Nous avons testé 'observateur avec d’autres valeurs d’erreurs pour vérifier le
fonctionnement de 'observateur en utilisant —20%, +50% et enfin —50% ce qui
nous donne respectivement les figures (8.10), (8.11) et (8.12). Pour la figure 8.12,
la courbe prédite n’est pas tracée car trop éloignée de la réalité expérimentale
et elle empéche de comparer les autres courbes.

Pour l'ensemble de ces essais, les résultats de l'observateur ne sont pas
concluants. Cela vient probablement du fait que nous utilisons des valeurs de
gains constantes alors que des valeurs fonction de la taille des cristaux seraient

probablement plus intéressantes.

8.5.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté les performances de 'observateur
que nous avons utilisé pour estimer la germination d’un procédé de cristallisa-

tion. Les résultats obtenus sont clairement intéressants. Nous avons montré que
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FI1GURE 8.10 — Comparaison des distributions finales, cas —20%
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FIGURE 8.11 — Comparaison des distributions finales, cas +50%
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FIGURE 8.12 — Comparaison des distributions finales, cas —50%
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quelque soit la surestimation des parametres de la germination, notre observa-
teur parvient correctement a corriger celle-ci permettant de prédire la distribu-
tion finale en taille de cristaux de facon précise. Nous devons toutefois signaler
que dans le cas d’'une sous-estimation des parametres les résultats sont moins
précis. Au vue des résultats présentés pour 'observateur de dimension infinie,
nous ne pouvons pas dire que celui-ci soit tres bénéfique. Par contre, nous avons
utilisé des valeurs de gain indépendantes de la taille des cristaux ce qui limite
Iefficacité de 'observateur. De futurs travaux, sur cet observateur, consisteront
a mettre en place des gains dépendants de la taille des cristaux. Ils devraient,

en toute logique, permettre d’améliorer nettement les résultats.
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Conclusion générale

Le but de ce travail était de parvenir a réaliser un observateur capable d’es-
timer correctement la germination d’un procédé de cristallisation. Pour ce faire,
nous avons tout d’abord présenté la cristallisation d’un point de vue générale
puis d'un point de vue théorique. Ensuite, nous nous sommes attelés a la
modélisation de ce procédé pour disposer d’'un modele mathématique fiable,
représentant ’ensemble des processus se déroulant dans le cristallisoir. Nous
avons validé notre modele grace a des expérimentations faites sur la cristalli-
sation de l'oxalate d’ammonium. Nous avons effectué une breve présentation
de la théorie des observateurs en orientant celle-ci vers le modele utilisé. Par la
suite, nous avons exposé la synthese de I'observateur que nous avons utilisé pour
réaliser I'estimation de la germination permettant ainsi de prédire 1’évolution
du bilan de population.

Nous avons présenté un second observateur, celui-ci est utilisé pour estimer
la distribution en taille de cristaux. Cette observateur étant de dimension infi-
nie, nous n’avons pas eu des résultats aussi précis que le premier observateur.
Néanmoins, une poursuite de ce travail améliorant I’estimation de la distribution
peut clairement étre envisagée.

Les résultats obtenus ont été comparés avec les mesures effectuées et nous
avons clairement montré l'intérét de notre observateur, il apporte une précision
et une fiabilité nettement supérieure au modele perturbé sans correction. Notre
observateur peut donc étre utilisé comme capteur logiciel pour controler le

procédé de cristallisation, si celui-ci le permet évidemment.
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Ce travail se situant a un croisement de plusieurs domaines scientifiques
relativement différents, il n’était pas concevable de présenter chacun de ces
domaines en détail. Nous avons fait le choix de rester relativement général pour
ne pas surcharger le lecteur, tout en gardant en mémoire que celui-ci n’était pas
spécialiste de tous les domaines scientifiques présentés ici.

Les résultats obtenus sont tres intéressants pour le domaine du génie des
procédés ainsi que pour le domaine de I'automatique. En effet, nous apportons
un outil qui va pouvoir aider a mieux comprendre les différents phénomenes
se déroulant dans les procédés de cristallisation. En outre, du point de vue de
I’automatique, nous avons pu appliquer les théories de ’observation a un procédé
expérimental réel. Les modeles développés dans ces travaux de these ont donc

été validés en simulation et a partir de données provenant d’expériences.
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Annexe A
Analyse d’image

L’analyse d’image est un domaine scientifique qui s’intéresse a la reconnais-
sance d’objet particulier sur une image. Ce domaine est en pleine évolution, la
mise au point de nouveaux algorithmes permettant de détecter des lignes, des
cercles ou encore des formes possédant des propriétés de symétrie, rendent son

utilisation dans le milieu de la cristallisation prometteur.

A.1 Introduction

Le suivi en ligne d'une cristallisation et, en particulier, de la distribution
en taille de cristaux n’est pas une chose facile. Le plus souvent, les mesures
effectuées passent par la prise d’échantillons qui sont analysés hors-ligne. Cela
prend généralement beaucoup de temps pour obtenir une distribution. Il existe
d’autres outils permettant de mesurer une distribution par I'intermédiaire d'un
laser mais les résultats ne sont pas tres fiables. Nous avons donc décidé de passer
sur un nouveau type d’outils se basant sur I’analyse d’image.

Tout au long du processus de cristallisation, nous utilisons la caméra ”in-
situ” développée par M. Rivoire! pour enregistrer ce qui passe. En récupérant

la vidéo et en faisant une analyse de celle-ci, nous pensons que 'obtention d’une

1. A. Rivoire, LAGEP, Université Claude Bernard Lyon 1 bat 308G ESCPE-Lyon, 2eme
étage, 43 bd du 11 Novembre 1918, 69622 Villeurbanne Cedex FRANCE, rivoire@lagep.cpe.fr
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mesure de la distribution est faisable. Pour se faire, nous utilisons un algorithme
de détection des cristaux sur les images extraites de la vidéo.

Quand l'ceil humain regarde une image, il distingue en général facilement
les formes et notre cerveau s’occupe de lier les différences de couleurs pour
reconstituer mentalement ’objet. L’analyse d’image est un domaine scientifique
qui cherche a faire la méme chose en remplagant le cerveau humain par un
ordinateur couplé a des algorithmes de détections.

Réussir a détecter convenablement tous les objets d’une image est quelque
chose de tres complexe, d'une part les algorithmes sont compliqués et nécessitent
beaucoup de temps de calculs pour fournir des résultats. D’autre part, les
résultats ne sont pas toujours utilisables car ce que 'ordinateur a détecté comme
objet peut étre, au final, une partie d’'un objet plus grand. Pour pallier a ce
deuxieme souci, des regles de filtrage peuvent étre utilisées ce qui va d’autant

ralentir la détection.

A.2 Transformée de Hough

Avant de présenter notre travail de détection concernant la cristallisation,
nous allons présenter la transformée de Hough qui est un outil permettant de

représenter différemment une image.

A.2.1 Principe de base

Le principe de base de cette transformation part du fait que, pour un point
donné, il existe une infinité de droite passant par ce point dont la seule différence
est 'orientation. Pour chaque ligne, deux informations sont nécessaire pour la
caractériser (comme montré sur la figure (A.1)) :

— 0 I'angle donnant l'orientation de la ligne.

— p la longueur du vecteur perpendiculaire a la ligne passant par l'origine.
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FiGURE A.1 — Schématisation de la transformée de Hough

En calculant pour chaque 6 la valeur de p associée pour un point donné,
nous obtenons la totalité des lignes passant par ce point. En effectuant cela
pour chaque point nous obtenons une surface représentant 1’espace de Hough.

Sur la figure (A.2), la transformée de Hough a été utilisée pour trois points
distincts. Dans I'espace de Hough, cela nous donne donc 3 courbes différentes.
En regardant ces courbes, nous constatons qu’elles se coupent en un point. En
relevant les coordonnées de ce point, nous obtenons les coordonnées d’une ligne
commune aux trois points de départ donc de la seule et unique droite passant par
ces trois points. En utilisant les coordonnées du point d’intersection, nous pou-
vons trouver I'ensemble des points appartenant a cette droite par 'intermédiaire

de la relation (A.1).

p = X cos(f) + Y sin(6) (A.1)
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FIGURE A.2 — Schématisation de la transformée de Hough

A.2.2 Détection de lignes

En utilisant la transformation précédente et en disposant d’un outil per-
mettant d’isoler les couples de coordonnée (p,f) revenant le plus souvent, il est
possible de trouver des lignes de 'image de départ représentant potentiellement
le bord d'un objet. Une fois la ligne détectée, il faut trouver le début et la fin
de celle-ci, pour cela la transformée de Hough mémorise les points qui ”votent”
pour les lignes intéressantes, un algorithme permet ensuite de trouver a partir

de quel endroit la ligne débute et finit.

A.2.3 Détection de pics

Cette étape permet de détecter les intersections présentant le plus de croi-
sements de courbe, nous pouvons choisir une limite a partir de laquelle I'infor-

mation sera gardée, et utiliser cela peut permettre de limiter les ” faux positifs”.



145

Pour chaque pics retenus, la transformée de Hough génere un fichier contenant

la position dans I'image initiale des points ayant "votés” pour cette ligne.

A.3 Détection des cristaux

Comme nous 'avons introduit précédemment, ’analyse d’image se déroule
en plusieurs étapes. Nous allons présenter 1'algorithme que nous utilisons en
suivant la démarche employée pour réaliser I'analyse, nous commencerons donc
par I'obtention de l'image initiale pour finir avec I'image contenant a la fois
I'image initiale et les contours des cristaux détectés.

Les images que nous utilisons proviennent d’une sonde vidéo ”in-situ”

A.3.1 Image : acquisition et filtrage

L’image initiale est extraite de la vidéo provenant du cristallisoir. Pour dis-
poser d'une distribution proche de la réalité, nous devons disposer d'un grand
nombre d’images. Néanmoins plus la vidéo sera longue et plus la capacité de sto-
ckage nécessaire sera importante. Un bon compromis et de prendre 10 images
par secondes pendant 20 secondes par exemple. Cela limite le nombre total
d’images tout en permettant d’analyser 200 images, ce qui devrait nous fournir
assez de données pour disposer d’une distribution représentative.

La figure (A.3) représente l'image initiale de notre cristallisation. Nous pou-
vons constater la présence d'un défaut sur ’éclairage qui induit le cercle de
clarté au centre. Nous utilisons une premiere étape de filtrage pour remédier a
ce phénomene, ce type de filtrage est appelé "rolling back” . Cela nous conduit
a l'obtention de I'image (A.4). Pour finir, nous utilisons un autre filtre qui
supprime de l'image '’ensemble des cristaux étant en contact avec un bord de
I'image, pour éviter de comptabiliser des cristaux n’étant pas entierement dans
I'image. Nous obtenons donc au finale I'image (A.5), c’est a partir de celle-ci

que nous allons commencer les étapes de détection des cristaux.



146

image originale

FiGURE A.3 — Image d’origine

Pour la suite de ce document, nous remplacons I'image provenant de la sonde
par une image de synthese qui va nous permettre de plus clairement exposer
les résultats de notre travail. Dans le cas d'une image normale, les résultats ne
sont pas tres bons et nous travaillons toujours sur I'amélioration de ceux-ci.

Notre nouvelle image est celle représentée sur la figure (A.6).



147

image filtrA©

FIGURE A.4 — Premiere étape de filtrage

A.3.2 Transformée de Hough

A partir de I'image filtrée (A.6), nous utilisons la transformée de ”"Hough”
pour extraire les lignes de I'image. Nous avons détaillé cette transformation
précédemment. Cela nous fournit I'image (A.7). Sur cette image, les lignes dé-
tectées sont tracées en vert. Le début de chaque segment est coloré en jaune et
sa fin en rouge. De nombreux segments se superposent, ce qui n’est pas pratique,
car nous allons devoir effectuer une étape de filtrage pour supprimer les lignes

identiques en gardant tout de mémes un exemplaire de ces lignes.
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nouvelle image original

FiGURE A.5 — Image filtré

A.3.3 Image finale

En effectuant notre étape de filtrage pour supprimer les doublons présents
sur I'image (A.7), nous obtenons I'image (A.8). Nous avons bien supprimé toutes
les lignes en double mais une ligne supplémentaire a aussi été enlevée. Nous

continuons a travailler sur nos regles de filtrage pour pallier a ce petit probleme.
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image filtrA©

FIGURE A.6 — Image de synthese
A.4 Conclusion

Comme nous 'avons montré, 'analyse d’image peut potentiellement per-
mettre d’obtenir une mesure en ligne de la distribution en taille de cristaux.
Néanmoins, les résultats actuels ne sont pas parfaits. Il reste encore beaucoup
de travail a effectuer pour, peut-étre, disposer d'un outil capable de réaliser
cette action.

Les résultats préliminaires restent tout de méme encourageants et nous ne
pouvons que conseiller de continuer dans cette direction car un tel outil appor-

tera des informations précieuses.
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Hough transform

——]

%

FIGURE A.7 — Image de synthese, transformé de Hough



FIGURE A.8 — Image finale
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Titre : Observateurs pour un procédé de cristallisation en batch

Résumé :

Ce travail a pour but la réalisation d’un outil permettant d’estimer la ger-
mination et la distribution en taille de cristaux d’un procédé de cristallisation.
Pour ce faire un modele de cristallisation a été développé et nous a permis de
réaliser un observateur de dimension finie afin d’estimer la germination.

Par la suite, un observateur de dimension infinie a été mis au point dans le
but d’estimer la distribution de taille des cristaux a partir de la germination et
de la mesure d'une taille de la distribution.

Les deux observateurs ont été validés expérimentalement sur un procédé
"batch” de cristallisation de I'oxalate d’ammonium.

Mots-clés : systeme non-linéaire, observateur grand-gain, cristallisation,

méthode des moments.

Titre : Observer for a batch crystallization process.

Abstract :

The goal of this thesis is the development of an observer to estimate the
nucleation and the crystal size distribution of a crystallization process. We first
developed a model of crystallization in order to realize an observer for nucleation
estimation. Then an infinite dimension observer was developed to estimate the
crystal size distribution, using the nucleation estimation and one crystal size
distribution measurement, .

An experimental validation was performed using the crystallization of am-
monium oxalate.

Keywords : non-linear system, high-gain observer, crystallization, method

of moments.
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