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Introduction

Nous allons nous intéresser a un systéme d’équations différentielles stochastiques qui modélise la propaga-
tion de I’information dans un neurone. Avant de présenter ce modele, nous décrivons succinctement la structure
et le fonctionnement d’un neurone. Nous finirons cette introduction en présentant les différentes parties concer-
nant les résultats mathématiques obtenus sur ce systeme.

Nous pouvons distinguer deux types de cellules dans le systetme nerveux : les neurones et les cellules
gliales. Les neurones sont les seules cellules d’un individu pouvant coder des informations et les transmettre
sur de grandes distances. Ils sont organisés en circuits qui traitent les informations spécifiques. Les cellules
gliales ne transmettent pas de signaux mais sont indispensables au bon fonctionnement des neurones. Nous
nous intéressons a la description d’un neurone.

Un neurone est constitué principalement de quatre éléments : le soma, les dendrites, I’axone et les terminai-
sons synaptiques. Le soma ou corps cellulaire est le centre métabolique qui permet au neurone de fonctionner.
Deux prolongements partent de ce noyau : les dendrites et I’axone. Les dendrites sont des prolongements fins,
hautement ramifiés, qui fournissent une surface réceptrice permettant d’intégrer les signaux provenant d’autres
neurones. Cette communication a lieu au niveau des synapses. Les dendrites d’un neurone peuvent entrer en
contact avec des centaines d’autres neurones par 1’intermédiaire des synapses. Il n’y a qu’un seul axone par
noyau. Sa fonction principale est de conduire les influx électrochimiques, appelés potentiels d’action, du soma
vers les terminaisons synaptiques. Il peut s’étendre sur des grandes distances allant jusqu’a plus d’un metre et
se subdiviser pour aboutir sur un grand nombre de neurones post-synaptiques. En effet, pour qu’un neurone
puisse influencer de facon significative un autre neurone et engendrer un potentiel d’action, il doit multiplier
ses contacts synaptiques. Nous allons voir comment se propage un potentiel d’action.

Grace aux propriétés biophysiques de leur membrane et a la différence des concentrations d’ions intra et
extra cellulaire, les axones sont électriquement excitables. La membrane d’un neurone est constituée de deux
couches lipidiques qui permettent le passage d’ions a travers des pores spécialisées. Le flux d’ions a travers
le neurone peut se faire de deux facons : une active, selon le gradient de concentration grace a des pompes
ioniques, et une passive, selon le gradient de concentration par les canaux ioniques. Les ions qui traversent la
membrane sont les ions sodium Na™ et potassium K.

Un neurone classique posséde un potentiel membranaire de repos autour de —60mV . 1l peut y avoir des
changements locaux du potentiel de membrane correspondant a une hyperpolarisation ou une dépolarisation
suivant le signal recu par le neurone. Ce signal se propage alors passivement le long de la membrane. Quand ce
potentiel franchit un seuil spécifique (autour de —50mV’), le neurone €émet un potentiel d’action (ou spike) qui
suit la loi du tout ou rien et qui est d’amplitude constante le long de I’axone jusqu’a la terminaison synaptique.
L’information est codée par la variation de fréquence des potentiels d’action. Apres I’émission d’un potentiel
d’action, la membrane connait une période réfractaire au cours de laquelle le neurone est incapable d’émettre
un potentiel d’action, ce qui assure une propagation unidirectionnelle du signal.

Pour modéliser I’évolution du potentiel d’action, il existe principalement deux approches. La premiere est
basée sur la modélisation de fréquence des potentiels d’action comme les modeles integre et tire. Le premier
modele de ce genre a été introduit par le francais Louis Lapicque en 1907. Quand un courant est appliqué a
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FIGURE 1. Schéma d’un neurone.

un neurone, le potentiel de membrane augmente jusqu’a une valeur seuil. Quand cette valeur est atteinte, il se
produit un spike puis le potentiel est remis a sa valeur de repos. La deuxi¢éme approche essaie de reproduire
ce qui se passe chimiquement au niveau d’un neurone [HHS52]. Le modele le plus connu est celui de Hodgkin-
Huxley, introduit en 1952, qui est basé sur les courants ioniques (notamment des ions sodium et potassium) qui
circulent a travers la membrane et induisent le déclenchement d’un potentiel d’action. A. Hodgkin et A. Huxley
ont recu le prix-nobel de médecine en 1963 pour ce travail. Ce modele est un systeme de quatre équations
différentielles non-linéaires

CV = I—ggn*(V—=Vg)—gnam®h(V — Via) — g(V — V1)
(V)N n*(V)—m
Tm (V)11 m*(V)—h
w(V)h = h*(V)—n

(0.0.1)

ou V est le potentiel de membrane, les g, z € {Na, K, L}, sont des constantes de conductivité, les V. des
constantes correspondant aux potentiels d’inversion, m, n et h les probabilités d’ouverture ou fermeture des
différents canaux ioniques (m activation des canaux pour le sodium, h désactivation des canaux pour le so-
dium, n activation des canaux pour le potassium), 7,,(V'), z € {n,m, h}, des temps caractéristiques, et z*(1)
sont les valeurs d’équilibre. Ce systeéme permet de reproduire les comportements enregistrés et il a donc eu
beaucoup de succes. La plupart des recherches a porté sur les effets d’une perturbation déterministe méme si
I’ajout de perturbations stochastiques remonte au moins a [GM64]. Une revue des différents modeles avec des
perturbations stochastiques se trouve dans le livre [Tuc89]. L’effet du bruit sur la distribution des intervalles de
temps entre les spikes pour le systéme Hodgkin-Huxley a été étudié par exemple dans [TPO1b, TTP02, Row07].

Le systeme (0.0.1) est difficile a étudier analytiquement. Il a été simplifié pour se ramener a un systéme a
deux équations. En effet, d’aprés des mesures expérimentales, la quantité 7,, (V") est beaucoup plus petite que
(V') et 7,(V'). Nous pouvons alors remplacer m par sa valeur a I’équilibre m* (V). De plus, nous avons une
relation linéaire entre h et n. Nous pouvons alors garder une seule de ces variables. Cela nous raméne a un
systeéme de dimension deux qui peut se mettre sous la forme

ex = f(xz,y)
y = g(z,y) 002
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ou x est proportionnel au potentiel V, et y est proportionnel a la variable n. Le parametre € est relativement
petit car le temps de relaxation de V' est plus petit que 7,,(V') et 7, (V). Les fonctions f et g sont des fonctions
de R? dans R suffisamment réguliéres. Le champ de vitesse a une composante horizontale nulle le long de la
courbe d’équation f(z,y) = 0 alors que la composante verticale est nulle sur la courbe d’équation g(x,y) = 0.
Si f(x,y) et g(x,y) sont du méme ordre, étant donnée que £ < 1, nous avons & >> y. La variable x varie donc
beaucoup plus rapidement que y. La variable x est alors appelée variable rapide et ¥ la variable lente. Quand
la trajectoire s’éloigne de la courbe d’équation f(z,y) = 0, elle est presque parallele a I’axe des abscisses. Un
systeme de la forme (0.0.2) est appelé systeme lent-rapide.

Nous avons comme cas particulier pour 1’équation (0.0.2) le modele de Morris-Lecar qui a été introduit en
1981 [MLS81] et qui s’écrit sous la forme

fl@y) = am™(2)(1 —2)+ cy(Va — x) + c3(Vs — )
i r — 3 (0.0.3)
g(@,y) = (w*(z)—y)cosh (
€4
ou les ¢;, V; et x; sont des constantes et
1 _
m*(z) = 5 1+ tanh | =—1
| T4 (0.0.4)
w*(x) = = |1+ tanh | =— 3
2 Iy

Un autre modele pour une équation du type de (0.0.2) a été introduit par FitzHugh et Nagumo en 1961
[Fit55, Fit61, NAY62]. Il est donné par

fla,y) = z—a’+y

g(z,y) = a—br—cy (0.0.5)

ou a, b et c sont des réels. Ce systeme lent-rapide est une généralisation de 1I’équation de Van Der Pol et
permet de reproduire qualitativement le comportement des solutions du modele de Hodgkin-Huxley. En effet,
ce systeme est excitable. Si nous nous placons dans la cas ou le systeme a un point d’équilibre stable, le
comportement de la solution est sensible au choix de la condition initiale (voir figure 2 (3)). Si la condition
initiale est choisie suffisamment proche du point d’équilibre, la trajectoire de la solution est attirée par le point
d’équilibre P5 et reste donc au voisinage de ce point. Si la condition initiale est un peu éloignée du point
d’équilibre, la trajectoire va faire un grand cycle avant de revenir au voisinage du point d’équilibre. Ce grand
cycle représente un spike. Pour induire ce spike, il y a deux approches possibles :

— une déterministe, en ajoutant un terme de courant sur la premiere équation

— une stochastique, en ajoutant des termes de bruit blanc sur chacune des équations
Dans les deux cas, si I'intensité du courant ou du bruit est suffisamment fort, il permettra a la trajectoire de sortir
du voisinage du point d’équilibre et d’induire un spike. Le comportement est similaire dans le cas du modele
de Moris-Lecar. Dans ce travail, nous nous intéresserons a la génération de spikes par 1’approche stochastique
du modele de FitzZHugh-Nagumo.

L’ajout de bruit aux équations de FitzHugh-Nagumo ou a des syst¢mes excitables semblables a bien été
étudié numériquement [Long93, KP03, KP06, TGOS08, BKLLC11] et en utilisant des approximations fondées
sur les équations de Fokker-Planck [LSG99, SK], la méthode des moments [TPOla, TRWO03] ou la méthode
de Kramer [Long00]. Des résultats sur le régime oscillant ont été obtenus en utilisant le principe des grandes
déviations [MVEEOQS5, DT] et par une description des trajectoires au voisinage de solutions canards [Sow08].

Kosmidis et Pakdaman [KP03, KP06] ont observé une relation entre excitabilité et oscillations multi-
modales (MMOs). Ce lien a été analysé par Muratov et Vanden-Eijnden [MVEO08]. Les MMOs sont carac-
térisées par une alternance de grandes et petites oscillations et sont observables dans plusieurs systemes chi-
miques et biologiques [DOP79, DMS00, HHM79, PSS92]. Dans le cas des systemes déterministes, il faut

7



INTRODUCTION

au moins trois variables pour reproduire de tels phénomenes (voir [DGK11] pour les méchanismes respon-
sables des MMOs dans le cas déterministe). L’ajout de bruit permet de produire des MMOs avec seulement
deux dimensions comme dans le cas du systeme de FitzHugh-Nagumo. Ceci a été observé dans les articles
[KP03, KP06, MVEO08]. Nous nous sommes basés sur les idées de [MVEOS] pour étudier 1’alternance de pe-
tites et grandes oscillations pour certains régimes de parametres dans le systeéme de FitzHugh-Nagumo.
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FIGURE 2. Portraits de phases pour le systeme de Morris-Lecar (a) et celui de FitzHugh-Nagumo (b) (cas b = 0)
et (c) (cas b # 0)

Dans le chapitre 1, apres avoir donné des résultats généraux sur les équations lent-rapides, nous étudions le
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comportement des solutions du systeéme déterministe associé au modele de FitzHugh-Nagumo en introduisant
des coordonnées adaptées que nous utiliserons par la suite.

Dans le chapitre 2, nous étudions le cas particulier ou b = 0. Dans ce cas, la dynamique générale du systeme
ne permet pas la génération de spikes mais le comportement au voisinage d’un des points d’équilibre est le
méme que dans le cas du modele de Morris-Lecar comme le montre le portrait de phase de la figure 2 (1) et (2).
Nous pouvons observer sur la figure (1b) et (2b) que les comportements au voisinage des points P; et P> sont
similaires. Ainsi la loi pour sortir du voisinage des points d’équilibre P; et P sera la méme. Pour trouver cette
loi, nous étudions le temps de sortie 7 d’un puits de potentiel. Nous obtenons le comportement asymptotique
de I’espérance de 7. Nous montrons ensuite que la loi de 7 suit une loi asymptotiquement exponentielle de
parametre A; dont nous obtiendrons un développement asymptotique.

Dans le chapitre 3, nous passons a I’étude générale de 1’équation de FitzHugh-Nagumo stochastique dans le
cas général. Nous justifions d’abord pourquoi nous pouvons étudier le systéme seulement au voisinage d’un des
points de bifurcation en utilisant des résultats généraux sur les systémes lents-rapides stochastiques. Ensuite, a
I’aide de différents changements de variables, nous obtenons des premieres approximations pour les frontieres
entre les différents régimes de comportement des solutions. Nous distinguons trois régimes :

— un régime ou les spikes sont isolés et rares, pour un bruit faible,

— un régime ou il y a une suite de spikes sans période de repos, pour un bruit fort,

— un régime intermédiaire ou il y a des trains de spikes espacés par des période de repos, pour un bruit

intermédiaire. La transition entre les régimes de bruit fort et de bruit faible est progressive.

Dans les chapitres 4 et 5, nous étudions le comportement de la trajectoire au voisinage du point de bifurca-
tion proche du point d’équilibre. Nous commencons par définir une petite oscillation (appelée aussi SAO pour
Small Amplitude Oscillation), par comparaison avec un spike qui correspond a une grande oscillation, et une
chalne de Markov sous-stochastique associée au nombre de petites oscillations. Ensuite, nous appliquons des
théorémes généraux sur les noyaux de Markov sous-stochastiques pour obtenir des résultats sur la distribution
du nombre de SAOs. Nous obtenons dans le chapitre 4 les résultats suivants :

— le noyau de Markov posseéde une distribution quasi-stationnaire et la valeur propre principale associée est

strictement plus petite que 1,

— le nombre de SAOs est presque sfirement fini et sa distribution est asymptotiquement géométrique,

— les moments du nombre de SAOs sont finis.

Nous calculons ensuite le noyau en décomposant la trajectoire autour du point d’équilibre en deux parties et
utilisons deux systemes de coordonnées différents dans chaque partie. Nous retrouvons les frontieres du chapitre
3 entre les les trois régimes de fagon rigoureuse. Nous obtenons les résultats suivants sur le nombre de SAOs
dans le cas d’un bruit faible :

— la valeur propre principale est exponentiellement proche de 1,

— D’espérance du nombre de SAOs est exponentiellement grande.
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Chapitre 1

Equation déterministe de FitzHugh-Nagumo

Nous commengons par donner des résultats généraux sur les systemes d’équations lents-rapides (partie 1.1).
Ces résultats décrivent le comportement des solutions au voisinage des branches d’équilibre et des points de
bifurcations. Nous appliquerons ces résultats au cas qui nous intéresse.

Nous allons utiliser la notion de systeme excitable. On dit qu’un systeme est excitable s’il possede un point
d’équilibre asymptotiquement stable et que des orbites peuvent passer proche du point d’équilibre mais faire
une grande excursion dans le plan avant de retourner au point d’équilibre.

Nous étudions d’abord le comportement des solutions de 1’équation de FitzHugh-Nagumo déterministe,
introduite dans les articles [Fit61] et [NAY62], en faisant varier les différents parametres de I’équation :

1
. I .3

i o= Z(z-2"+y) (1.0.1)
y = a—br—cy

ou a, b et c sont des réels et £ > 0 est un petit parametre. Nous supposerons ¢ > ( pour avoir des solutions
bornées. Pour I’étude de ce systeme, nous allons différencier les cas b = 0 (partie 1.2) et b #~ 0 (partie 1.3). Dans
ces deux cas, nous étudierons les points d’équilibre. Dans le cas ot b = 0, le systeme a entre un et trois points
d’équilibre. Quand il y a un seul point d’équilibre, celui-ci est stable et le systeme n’est pas excitable alors
qu’il I’est dans les autres cas. L’équation étant découplée, nous pouvons calculer directement y et le systeéme
se ramene alors a 1’étude d’une équation différentielle ordinaire d’ordre 2 avec potentiel. Dans notre cas, le
potentiel peut avoir deux puits et la solution est attirée dans un de ces deux puits.

Dans une troisi¢me partie, nous considérons le cas b # 0. Nous commencons par étudier le cas particulier
ou ¢ = 0 (section 1.3.1). Dans ce cas, nous pouvons calculer facilement les valeurs propres de la matrice
jacobienne au point d’équilibre et dresser les différents cas suivant les valeurs d’un parametre dépendant de
a. Dans le cas général, nous étudierons uniquement le cas oll nous avons une bifurcation de Hopf (section
1.3.2). Enfin nous introduirons un systéme de coordonnées qui permet de calculer une intégrale premiere du
mouvement qui nous servira par la suite (section 1.3.3). Dans ce nouveau systéme, nous calculons une intégrale
premiere quand le point d’équilibre est au niveau du point de bifurcation et pour € = 0 (section 1.3.4). Nous
I’utiliserons par la suite dans les parties 4 et 5.

On peut trouver une étude plus détaillée des différents cas dans I’article [KRSO04].

1.1 Résultats généraux sur les systemes lents-rapides

Nous considérons le systeme lent-rapide de dimension deux de la forme

et = f(z,y)

1.1.1
v =g(z,y) (1D

11



12 CHAPITRE 1. EQUATION DETERMINISTE DE FITZHUGH-NAGUMO

avec f et g deux fonctions suffisamment régulieres de R? dans R et £ un paramétre petit. La variable x est
alors la variable rapide et y la variable lente. Nous définissons les branches d’équilibre par

Définition 1.1.1. Supposons qu’il existe un intervalle I C R et une fonction continue t* : I — R telle que

vy € I, f(z*(y),y) =0 (1.1.2)

On appelle branche d’équilibre du systeme (1.1.1) I’ensemble

Mo ={(=z"(y),y) :y € I} (1.1.3)

De plus, soit
a*(y) = O f (2" (y), v) (1.1.4)

la linéarisation du champ de vecteur correspondant a la variable rapide au point (z*(y),y). La branche d’équi-
libre est dite stable (respectivement instable) si a*(y) est négatif (respectivement positif), borné et ne s’annule
pas, uniformément poury € I.

Dans le cas de I’équation de FitzHugh-Nagumo, il est plus simple d’exprimer les branches d’équilibre en
fonction de . Nous avons alors y*(z) = 23 — x et a*(z) = 1 — 322. La branche d’équilibre (z, 2 — x) est

donc stable pour z < —1/+/3 et x > 1/4/3 et instable pour = €] — 1/+/3,1/V/3|.

Nous avons deux résultats sur les orbites qui commencent suffisamment pres de la branche d’équilibre
stable. Le premier, de Tikhonov [Tik52], dit que les orbites qui commencent suffisamment prés de la branche
d’équilibre stable, suivent cette branche a distance d’ordre €. Le deuxieme, de Fenichel [Fen79], précise ce
résultat en disant que toutes les orbites, commencant pres de la branche d’équilibre stable, convergent vers une
courbe invariante.

Théoreme 1.1.2 ([Tik52]). Toute orbite commengant dans un voisinage suffisamment proche de la branche
d’équilibre stable M est attirée de facon exponentiellement rapide dans un voisinage d’ordre £ de M.

Théoreme 1.1.3 ([Fen79]). Si la branche d’équilibre M est stable, il existe alors une courbe M., qui est
e—proche de M et invariante sous le flux, c’est a dire que si (x(0),y(0)) € M. alors (z(t),y(t)) € M, tant
que y(t) € 1. La courbe M. attire les orbites voisines exponentiellement rapidement.

La courbe invariante M. admet une équation paramétrique de la forme = = Z(y, €), avec Z(y, ) = 2*(y)+
O(e).

Nous étudions ensuite la dynamique au niveau d’un point de bifurcation noeud-col.

Définition 1.1.4. Un point (z*,y*) est un point de bifurcation noeud-col si le champ de vecteurs rapide vérifie
les conditions
f(x*a y*) =0,

8xf(x*a y*) =0,
Oz f (2%, y") # 0,
oy f(x*,y*) #0,

Dans le cas de 1’équation (1.0.1), les points selles de bifurcation sont les points B et B’ de coordonnées
(1/V3,-2/V3) et (~1/v3,2/V3).

Théoréme 1.1.5 ([Pon57], [Hab79], [BK99]). Soit (x*,y*) un point de bifurcation noeud-col du systeme lent-
rapide (1.1.1). Supposons, sans perte de généralité, que les coordonnées ont été transformées de telle sorte que
(x*,y*) = (0,0), 0z f(0,0) = =2, 9, f(0,0) = —1 et g(0,0) = —1. En choisissant une condition initiale

(1.1.5)
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((0),y(0)) suffisamment proche du point de bifurcation, avec y(0) > 0 d’ordre 1 et et z(0) — x*(y(0)) > 0
d’ordre €. Il existe alors des constantes Cy, Co, Cs, Cy et ¢ strictement positives telles que I’orbite partant du
point (x(0),y(0)) satisfait

Crs < a(t) = a7 (y(1)) < Cas pour e/ <y(t) < y(0),
(1.1.6)
Cse'/3 < a(t) < Cae'® pour es2/® < y(t) < y(0),

De plus, z(t) atteint les valeurs négatives d’ordre 1 quand y(t) est encore d’ordre —e2/3,

Apres avoir translaté le point de bifurcation (—1/+/3,2/+/3) a I’origine, quand z passe de négatif i positif,
la courbe invariante y = y(x, ) coupe I’axe y = 0 pour une abscisse = d’ordre /3, puis ’axe = 0 pour un
y d’ordre —e2/3 et atteint finalement une abscisse = d’ordre 1 pour une valeur y d’ordre —e2/3 Nous avons de
la méme fagon un comportement similaire au point de bifurcation (1//3, —2/1/3) en changeant les signes.

1.2 Systeme découplé : cas b = 0

Nous étudions maintenant 1’équation de FitzHugh-Nagumo (1.0.1) dans le cas ou b = 0. Dans le cas ou
b = 0etc = 0, la deuxieme équation s’écrit alors §y = a. Si a # 0, il n’y a pas de point d’équilibre et les
trajectoires partent a I’infini le long de la cubique. Si a = 0, alors y est constant et il y a entre un et trois points
d’équilibre suivant la valeur de y. Les trajectoires sont paralléles a I’axe des abscisses et se terminent en 1’un
des points d’équilibre. Nous supposons ensuite ¢ # 0 et nous pouvons donc diviser les deux équations par c,
faire le changement de temps ¢ = ct et définir les constantes o’ et &’ telles que a’ = a/c et &’ = ce. Nous
obtenons alors le systeme

. 1
T o= ;(m—x:s—&—y)
y = d-y

(1.2.1)

ol le point désigne alors la dérivée par rapport au nouveau temps ¢'. Quitte a faire ce changement de temps et
renommer les parametres, nous pouvons prendre ¢ = 1. Nous étudions alors le systeéme

N
b= (r-2"+y) (12.2)

y=a—y

Ce systeme est découplé. Nous pouvons résoudre la deuxieme équation qui ne porte que sur la variable y.
Nous remplacons ensuite i par son expression dans la premiere équation pour obtenir une équation différentielle
non-linéaire sur z. Commencons par étudier les points d’équilibre de ce systeme.

Proposition 1.2.1. Le systeme (1.2.2) a :

— un point d’équilibre P stable si a > 2/3\/3 ou a < —2/3+/3.

— deux points d’équilibres, P et B' ou P et B, sia = i2/3\/§. Poura = —2/3\/5, le point B est dégénéré
et lautre point est un noeud stable. Pour a = 2/3+/3, le point B est dégénéré et I’autre point est un
noeud stable.

— trois points d’équilibres, P', Py et Py (voir figure 1.1), si —2/3\/§ <a< 2/3\/5. Le point dont I’abs-
cisse (Py sur la figure 1.1) est compris entre —2/3+/3 et 2/3\/3 est dégénéré et les deux autres sont des
noeuds stables.
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FIGURE 1.1. Quelques trajectoires solution de 1’équation (1.2.2) pour différentes conditions initiales et pour
€=0.05,a=—-037,b=0etc=1.

PREUVE. Un point d’équilibre (z., y.) vérifie y. = a et
*—z—a=0 (1.2.3)

Utilisons les formules de Cardan pour déterminer le nombre de racines de cette équation. Le discriminant s’ écrit

5y 4
A=a"— o (1.2.4)

Nous avons alors les trois cas :

—siA>0,c’estadiresia > 2/3\/3 oua < —2/3\/3, I’équation (1.2.3) a une seule racine réelle,

— si A =0, c’est a dire si a = £2/3+/3, I’équation (1.2.3) a deux racines réelles, une racine simple et une

racine double,

— si A <0, c’est a dire si —2/3\/3 <a< 2/3\/3, I’équation (1.2.3) a trois racines réelles distinctes.

Déterminons ensuite la nature de ces points d’équilibres. La matrice jacobienne a un point d’équilibre s’écrit

1-322 1
- (1.2.5)
—1

J = 5
0
Les valeurs propres sont alors 1 — 322 /¢ et —1. Au moins une des valeurs propres est négative. Nous pouvons
alors distinguer trois cas :
—sil—32z2>0,ie —1/V3 < x, < 1/4/3, les deux valeurs propres sont de signes différents et le point
d’équilibre est un point selle.

—sil—322 <0,ie z, < —1/v/3 oux, > 1/1/3, les deux valeurs propres sont négatives et le point
d’équilibre est un noeud stable.
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— sil— 322 =0,ie. 2, = +1//3, une valeur propre est nulle, le cas est dégénéré.
|

Dans le cas ol nous avons un unique point d’équilibre, le systeéme n’est pas excitable : si nous prenons une
condition initiale un peu éloignée du point d’équilibre, la solution retourne directement vers le point d’équi-
libre. Dans le cas oll nous avons deux ou trois points d’équilibre, nous pouvons diviser le plan en deux parties :
si nous prenons une condition initiale dans une premiere partie, la trajectoire se termine au point d’équilibre
stable P et si la condition initiale est dans 1’autre partie, la trajectoire tend vers P/, comme sur la figure 1.1.
Le comportement au voisinage du point P permet de dire que le systéme est excitable : si nous prenons une
condition initiale d’ordonnée légérement inférieure a celle de P, la trajectoire tend vers P’. Le systéme n’est,
en revanche, pas excitable en P’ qui est un point asymptotiquement stable.

Le systeme (1.2.2) étant découplé et 1’équation portant uniquement sur y étant simple, nous pouvons la
résoudre et remplacer y dans la premiere équation. La solution de y = a — y est
y(t) =a+ (yo —a)e? (1.2.6)

ol yg est I’ordonnée initiale de la trajectoire. En remplacant dans la premiére équation de (1.2.2), nous obtenons

1 _
i -V/(z) = L0t (1.2.7)
€ €
ou V est le potentiel
A g2
V(x) = T g ™ (1.2.8)

Nous avons 2 nouveau trois cas pour ’allure du potentiel. Si |a| > 2/3+/3 (figure 1.2 (a)) , la dérivée V'(x)
s’annule en un seul point et V' admet un minimum global qui correspond a un puits de potentiel qui correspond
a I’'unique point d’équilibre que nous avons vu pour ce cas. Si |a| = 2/3v/3 (figure 1.2 (b)) , la dérivée V'(x)
s’annule en deux points, mais en un des points il n’y a pas d’extremum local. Enfin, si |a| < 2/ 3v/3 (figure
1.2 (¢)) , la dérivée V'(x) s’annule en deux points xp_ et xp .- L'un correspond au minimum global et I’autre
a un minimum local. Quand a est négatif, le minimum global est obtenu pour une abscisse négative x_. Plus a
augmente, plus la différence xp, — zp_ est petite. Pour a = 0, les deux minimum sont les mémes. Quand a
devient positif, le minimum global est atteint pour une abscisse positive x .

Sur la représentation graphique du potentiel V' de la figure 1.2 (c), nous définissons les points P_ et Py
de coordonnées respectives (x_, V(x_)) et (x4, V(z4)). Le premier correspond au minimum global de la
fonction V' et le second a un minimum local. Nous avons donc deux puits de potentiel qui correspondent aux
deux points d’équilibre du systeme (1.2.2). Le puits correspondant a P_ est beaucoup plus profond que celui
de P.. Il est ainsi difficile d’en sortir : si nous prenons une condition initiale g un peu écarté de z_, nous
revenons en x_. Le puits associé a P, est, en revanche, trés peu profond sur la gauche : le maximum local et le
minimum local sont trés proches. Prenons une condition initiale zq plus petite que . Si ¢ est suffisamment
proche de =, la faible pente ramene au niveau du point P. Deés que xg passe 1’abscisse du maximum local,
nous tombons dans le puits plus profond vers le point P_.

1.3 Casb+#0

Dans le cas ot b # 0, nous pouvons diviser les deux équations par b, faire le changement de temps ¢’ = bt
et définir les constantes o/, ¢’ et ¢’ telles que a’ = a/b, ¢ = ¢/bet &’ = be. Nous obtenons alors le systéme :

1

T
PR R (1.3.1)
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@ ®) .

(© 30+

FIGURE 1.2. Graphique du potentiel V' défini en (1.2.8) avec ¢ = 0.0l eten (a) a = —0.6, en (b) a =
—2/3v/3~ —0.38 eten (c) a = —0.37.

ol le point désigne alors la dérivée par rapport au nouveau temps t'. Quitte a faire ces changements, nous
pouvons donc prendre b = 1 dans le systeme (1.0.1) et étudier le systéme

) 1 3
b= -ty (1.3.2)
Yy = a—T—cy

Nous commencons par étudier le cas ¢ = 0 pour que les calculs soient assez simples. Nous pouvons alors
donner la nature des points d’équilibre suivant la valeur de a puis étudier le comportement de la solution au
voisinage d’un point d’équilibre quand celui-ci est stable. Nous revenons ensuite au cas général. Nous regardons
en particulier pour quelles valeurs de parametres le systeme (1.3.2) a un point de bifurcation de Hopf. Enfin
nous introduisons un systéme de coordonnées qui nous permettra d’étudier le comportement de la solution au
voisinage de ce point de bifurcation.
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1.3.1 Cas particulier ou c = 0

Afin de limiter le nombre de variables, nous fixons dans un premier temps ¢ = 0. Nous allons calculer le
point d’équilibre et étudier sa nature suivant la valeur des parametres a et €.

Proposition 1.3.1. Le systéme (1.3.2) a un unique point d’équilibre P(x*,y*) qui a pour coordonnées :
(z*,y*) = (a,a® — a) (1.3.3)
Soit

3a2 — 1
2

5= (1.3.4)

— si 0 < \/g, P est un noeud instable.

— si /e < 0 <0, P est un foyer instable.

— si § = 0, P est un point de bifurcation de Hopf.
— si0 < 0 < —\/g, P est un foyer stable.

— si —/e < 0, P est un noeud stable.

PREUVE. Nous pouvons réécrire le systeéme sous la forme :
X — F(X) (1.3.5)
ol X est le vecteur ligne (, %) et F' une fonction de R 2 dans R ? définie par

F(X)=F(x,y) = (i (z —2° +y) ,a—ﬂz) (1.3.6)

Les points d’équilibre (x*, y*) vérifient I’équation F'(z*,y*) = 0. Ce systéme a une unique solution :
(z*,9*) = (a,a® — a) (1.3.7)

Pour déterminer la nature de ce point d’équilibre, nous calculons les valeurs propres de la matrice jacobienne
au point d’équilibre. La matrice jacobienne est

1 o 1
DF(ay) = 173 ¢ (1.3.8)
-1 0
La jacobienne au point d’équilibre est donc
1 o 1
DF(*,y") = ( -3 2 ) (13.9)
-1 0

Nous calculons le polyndme caractéristique de la matrice DF'(z*,y*) puis ses racines pour déterminer les
valeurs propres. Le polyndme caractéristique de DF'(x*, y*) est

1 1
P(X)=X2%—- (- 3a*) X + - (1.3.10)

Les valeurs propres sont donc

_1-3a® £/(1—3a2)? —4e
B 2¢

fi+ (1.3.11)
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Posons 9
-1
g3 -1 (1.3.12)
2
Les valeurs propres se réécrivent alors :
5 £+/52 —
pp =2V TE (1.3.13)

3

Nous avons alors cinq cas différents :

— 8§ < /e, les deux valeurs propres sont réelles et positives. Le point d’équilibre est un noeud instable.

— 0> 8 > /e, les deux valeurs propres sont complexes, a partie réelle positive. Le point d’équilibre est un
foyer instable.

— 0 = 0, les deux valeurs propres sont imaginaires pures. Le point d’équilibre est un centre.

— —/e > § > 0, les deux valeurs propres sont complexes, a partie réelle négative. Le point d’équilibre est
un foyer stable.

— § > —y/e, les deux valeurs propres sont réelles et négatives. Le point d’équilibre est un noeud stable.

(a) ] (by™]

-0.375
00 -0.380 -

-0.385

0 u u T T T J -0.390
Bl 1

©] @

0,355 -

0.382
-0.360 -

-0.365
0384

0370

0.386
0375 -

0.380 -
0.388

0.385 -

-0.390

T T T T T T T T T 1 0390
054 055 056 057 058 059 060 061 062 063 064

T T T T T T T T T 1
054 056 058 060 062 064 066 068 070 072 074

FIGURE 1.3. Exemples de solutions de 1’équation de FitzHugh-Nagumo (1.0.1). Les courbes bleues montrent la
solution en coordonnées (x, y) et les courbes noires la cubique telle que & = 0 et la droite telle que y = 0. Les
valeurs de parametres sont ¢ = 0.01 eten (a) 6 = —0.05, (b) 6 =0, (¢) § = 0.01, (d) § = 0.11.

Nous illustrons ces résultats sur la figure 1.3. En (a), nous avons toute la trajectoire alors qu’en (b), (c) et
(d), nous avons un gros plan sur le comportement au voisinage du point d’équilibre. Quand le point d’équilibre
est instable (6 < 0), la trajectoire tend vers un grand cycle limite (figure 1.3 (a)) . Nous pouvons voir que la
variable x est la variable rapide : quand la trajectoire s’éloigne de la cubique, la courbe est presque parallele a
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I’axe des x. Quand le point d’équilibre est stable (6 > 0), nous avons trois comportements différents. Si § = 0
(figure 1.3 (b)) , le point d’équilibre est un point de bifurcation de Hopf et la trajectoire tend vers un petit cycle
limite autour du point d’équilibre. Si 0 < § < —+/e (figure 1.3 (¢)), la trajectoire s’enroule autour du point
d’équilibre. Dans le dernier cas, le point d’équilibre est trés attractif et la trajectoire va directement sur le point
d’équilibre (figure 1.3 (d)).

Nous allons étudier 1’allure de la trajectoire au voisinage du point d’équilibre. Nous commengons par trans-
later I’origine des coordonnées au point d’équilibre P de coordonnées (z*,y*). Nous faisons donc le change-
ment de variables :

r=x"4+u

. (1.3.14)
y=y +v
Le systeme (1.3.2) avec ¢ = 0 s’écrit alors :
et =(1-3a>)u+v—3au®—u?
) ( ) (1.3.15)
V= —u
Le point d’équilibre P a alors pour coordonnées (u,v) = (0,0). Regardons une approximation valable au

voisinage du point d’équilibre. Si w et v sont petits, nous pouvons, en premiere approximation, négliger les
termes en u? et u3 car u® < u? < u < 1. Le systéme (1.3.15) se comporte alors comme le systéme

1= (1 — 3a®
et = ( a“)u+ v (13.16)

V= —u

Nous allons montrer que dans le cas ol la matrice jacobienne D F'(z*, y*) a deux racines complexes conjuguées
avec une partie réelle négative, la solution de (1.3.16) est une spirale logarithmique.

Proposition 1.3.2. I/ existe un changement de variables (u,v) — (r,0) en coordonnées de type polaire tel que
le systeme (1.3.16) avec la condition initiale o€’ ait pour solution

r = roe HR!

(1.3.17)
0 =00+ prt
o LR et uy sont deux réels strictement positifs définis en fonction du parametre  par :
)
UR = — (1.3.18)
€
Ve — 62
pp=Ye— 9% (1.3.19)
€

PREUVE. La matrice jacobienne DF'(x*,y*) au point d’équilibre a deux racines réelles complexes avec une
partie réelle négative. Nous avons donc
0<d<+e (1.3.20)

Nous pouvons alors écrire les valeurs propres de la matrice D F'(z*, y*) sous la forme
Pt = —pR L Upg (1.3.21)

Nous avons en particulier la relation entre pg et g :

1
ph 4+ pd = - (1.3.22)



20 CHAPITRE 1. EQUATION DETERMINISTE DE FITZHUGH-NAGUMO

Les vecteurs propres associés aux valeurs propres p sont les vecteurs :
—§ F ive — 62

€
1

Vi = (1.3.23)

Prenons alors la matrice de changement de base () qui permet d’obtenir la réduction de Jordan J de la matrice
DF(z* y*) dans R. @ est définie par

_ L[ =0 Ve—=0*\_( pr
Q=L (Yo a2

L’inverse de la matrice ) est donnée par :

a1 01_10;”) 132
¢ m<a—6> m(l o (1329

La matrice DF'(z*, y*) dans cette base est alors :

J=Q 'DF(z*,y")Q = < THR THI > (1.3.26)
BI —HR
Le systeme (1.3.16) peut s’écrire
U= DF(xz*,y" U (1.3.27)
ou U est le vecteur colonne
U
U= < v > (1.3.28)
Nous pouvons écrire ce systeme linéaire
Qlu=JQ U (1.3.29)
En faisant le changement de variable
== ( ¢ ) =Q U (1.3.30)
¢
Nous obtenons 1’équation :
==JE (1.3.31)
En posant,
z=E&+1¢ (1.3.32)
nous trouvons 1’équation
Z=(—pr+ipr)z (1.3.33)
La solution générale de cette équation est :
2(t) = zge PRt (1.3.34)

En coordonnées polaires, si nous posons zg = roe'?0, nous obtenons la courbe donnée par le systeme (1.3.17).
Le réel p g est positif et non nul. Nous avons alors une spirale logarithmique.



1.3. CASB #£0 21

1.3.2 Cas général

Nous revenons maintenant au cas général (b % 0 et ¢ # 0) avec I’équation (1.3.2). Les solutions étant
moins explicites, nous n’allons pas distinguer les différents cas comme pour ¢ = 0. En effet, les racines du
polyndme caractéristique ne sont pas faciles a exprimer. Nous commengons par calculer les points d’équilibre.
Les coordonnées d’un point d’équilibre (x*, y*) vérifient le systeme

x*—(:z:*)3+y* = 0

ot e — 0 (13.35)

Ils correspondent a I’intersection d’une cubique avec une droite. Le systeéme (1.3.2) a donc au moins un point
d’équilibre. Il peut en avoir de un a trois suivant I’inclinaison de la droite et son ordonnée a 1’origine.

3

Proposition 1.3.3. Les coordonnées d’un point d’équilibre P peuvent se mettre sous la forme (o, o® — «) avec

« qui vérifie la relation

a+cla®—a)=a (1.3.36)

PREUVE. L’ensemble des points de la cubique peut s’écrire sous la forme {(z, 2> — ),z € R }. Un point de
coordonnées (o, o — ) vérifie la premiére équation de (1.3.2) et est donc un point d’équilibre si et seulement

si il vérifie la deuxieme équation, c’est a dire si « vérifie I’équation (1.3.36).
|
Nous allons en particulier regarder les cas ou le systeme (1.3.2) admet un point de bifurcation de Hopf.

Proposition 1.3.4. Soit
1—ce
3
Si c? < 1/e, le systeme (1.3.2) admet un point de bifurcation de Hopf pour o = +av,.

(1.3.37)

Qy =

PREUVE. La matrice jacobienne du champ de vecteur associé au systéme (1.3.2) au point d’équilibre P est
donnée par

1-3a% 1
J = e c (1.3.38)
-1 —c
Le déterminant de cette matrice jacobienne .J est alors
1—c(1—3a?
dot J — Ll =307 (13.39)
€
et sa trace est )
1—-3a° —
TrJ = -~ 2% 7% (1.3.40)

€
Au niveau d’un point de bifurcation de Hopf, les valeurs propres sont imaginaires pures conjuguées et pres de
ce point, la partie réelle ce ces valeurs propres change de signe. Au niveau de la matrice jacobienne J, cela se
traduit par une trace nulle et un déterminant strictement positif. Nous avons donc les conditions

1-3a%—ce=0

1.3.41
1—c(1-3a% >0 ( )

En utilisant la premiére ligne, nous pouvons remplacer 1 — 3a? par ce dans I’inégalité et nous obtenons la
condition
"< - (1.3.42)
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L’ égalité permet d’obtenir o en fonctionde cet € :

1—ce

4
@ 3

(1.3.43)

Dans ce cas « est bien réel. En effet, ¢ étant plus petit que 1, 1/1/¢ < 1/e et comme nous sommes dans le cas
oll ¢ < 1/4/€, nous avons 1 — ce > 0. En utilisant la notation

1—ce
3 )]

(1.3.44)

S

nous pouvons écrire TrJ sous la forme
3(a? — a?)
€

TrJ = (1.3.45)

Au voisinage de v, la partie réelle des valeurs propres est donc de 1’ordre de («x — ) /e. Elle change donc de
signe en « et nous avons bien un point de bifurcation de Hopf.

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

FIGURE 1.4. Quelques orbites de I’équation de FitzHugh-Nagumo déterministe (1.0.1) pour ¢ = 0.05 et a =
0.58,b =1, ¢ = 0. L’orbite rouge est la séparatrice.

Nous allons particulierement étudier le régime ol o — av, est petit et positif (0 < a — o, < 1). Dans ce
cas, nous sommes proches du point de bifurcation de Hopf et la partie réelle des valeurs propres de la matrice
jacobienne est négative. Le point P est alors un foyer stable qui correspond a un neurone au repos. Dans ce
régime, le systeme est dit excitable. En effet, si on perturbe un peu la condition initiale au voisinage du point
d’équilibre, en diminuant la coordonnée y, le systéme fait une grande excursion dans la région ol z est négatif
avant d’aller au point P. Cette excursion correspond alors a un spike pour le potentiel de la membrane d’un
neurone suivi d’un retour au repos en faisant des oscillations de petites amplitudes (SAOs). L’amplitude décroit
de facon exponentielle.
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1.3.3 Changement de coordonnées

Nous transformons le systeme initial (1.0.1) sous une forme plus appropriée pour obtenir des résultats
quantitatifs. Comme nous 1’avons vu dans les sections 1.3.1 et 1.3.2, le voisinage du point de bifurcation joue
un rdle important dans la dynamique de la trajectoire.

Proposition 1.3.5. L’équation de FitzHugh-Nagumo (1.0.1) peut se mettre sous la forme
-1 1 3
§:2Z+\£(C§9azf)

1

5 (1.3.46)
2:u+2§z+ﬁ<9a2§4+c<—3§2—2>>

2
ol [ est une constante définie par

 Bau (@ —ax —c(ad — ) (1.3.47)

o NG

=
o
|

1.0

0.5

0.0

-0.5

FIGURE 1.5. Quelques orbites de 1’équation déterministe (1.3.46) en coordonnées (&, z) pour ¢ = 0.01 et p = 0.05.

PREUVE. La transformation du systéme (1.0.1) au systeme (1.3.46) se décompose en cinq étapes : un chan-
gement d’origine, un changement d’échelle, un changement de temps, un changement de variable non-linéaire
et un nouveau changement d’échelle.

1. Commencons par la transformation affine

T = U+ o
3 (1.3.48)
Y =0+, — Qy
Cette transformation correspond a la translation du point de bifurcation a I’origine. Le systeme (1.0.1)
s’écrit en coordonnées (u,v) :
el =u+a,— (u+a)? +v+a? —a,

_ , (1.3.49)
UV=a— (u+oay) —clv+a; — o)
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En développant, simplifiant et regroupant les termes, nous avons

et = (1 —302)u+ v — 3ou? — u?
) 3 (1.3.50)
V=a—ay —c(a, —ay) —u—cv
En utilisant la relation 1 — 3a2 = ce et en posant
§=a—a,—cla — ), (1.3.51)
nous obtenons finalement
sU=v— 3a*u2 —u? + ceu
. (1.3.52)
V=0—u—cv
En utilisant la relation (1.3.36), la constante § se réécrit sous la forme
5:a—a*+c(a3—ai’—a—|—a*) (1.3.53)
Nous pouvons alors mettre @ — «, en facteur et nous obtenons :
6= (a—ay) (1+ c(a? + aa, + o2 — 1)) (1.3.54)

La variable § est donc d’ordre oo — «, au voisinage du point de bifurcation et mesure la distance entre les
abscisses du point d’équilibre et du point de bifurcation.

. La deuxieéme transformation est le changement d’échelle suivant :

u=

v=cn

(1.3.55)

Ce changement conduit au systeme

53/25 =en — 3a,e€? — 53/253 — 053/25

en =0 — /e — cen

En divisant la premiére ligne par ¢ et la seconde par +/z, nous obtenons alors

Ve =1 — 3a.8% + V/e(c€ — &%)
1) (1.3.57)

Vil = o=t even

(1.3.56)

. Maintenant que nous avons les mémes constantes devant les deux dérivées, nous faisons le changement

de temps
t=+/ct (1.3.58)

pour obtenir

£ =n—30.8 + Ve(ct - &)
0 (1.3.59)
n= % —&—cven
ou les points indiquent maintenant la dérivée par rapport a t’. Nous remarquons que la ligne de niveau
€ = 0 est proche de la parabole d’équation 1 = 3a.,.£2.
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4. Nous faisons le changement de variable non-linéaire :

1
n= 304*52 foy— . (1.3.60)
6oy

Cette transformation a pour effet de redresser la ligne de niveau évoquée précédemment. La premiere
équation du systeme (1.3.59) devient alors :

=z — VRt + ) (13.61)

60,

La deuxieme équation portant sur £ s’obtient en écrivant
5 =1 — 6, (1.3.62)

En remplagant 7) et £ par leur expression, nous avons

0 1 1
o R <3oz*§2 b 6a*> .y <z — o VR - g3>> (13.63)
En développant et en regroupant les termes nous obtenons,
221—6(152—%\/5 —c (3082 +2— ! — 6a,é(cE — &) (1.3.64)
\/g * * GOé* * oD

Nous avons donc le systeéme en coordonnées (&, z) :

1
6oy

Z= jg — 6, &z + /e <6a*§4 +c (6;* — 90, &2 — z>>

5. Pour terminer nous remplagons & par —&/3a., et z par z/3a.. Le changement d’échelle permet d’avoir
des constantes qui ne dépendent plus de o, devant les termes principaux. Le changement de signe pour &
change le sens de la trajectoire qui est maintenant de la gauche vers la droite. Nous obtenons le systéme

E=2——+e(c€— &

(1.3.65)

é=5 -2+ vE (€ guat)

2
| ;a* 5 90‘2* T (1.3.66)
Z= \@4-25,2—1—\/5(90&5 +C<2—3§ —z))
Pour terminer, nous introduisons le parametre p défini par
= 33*; (1.3.67)
et nous obtenons ainsi le systeme (1.3.46) de la proposition.
|

Remarque 1. Nous étudions dans un cas particulier la distance entre une ligne séparatrice et le point d’équi-
libre. Commencons par définir une courbe séparatrice qui permet de distinguer un spike et une période de repos.
Nous choisissons la courbe qui passe par 1’autre point de bifurcation de la cubique pour I’équation déterministe
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(1.0.1), qui est la courbe rouge sur la figure 1.4. Nous considérons que si une trajectoire coupe cette courbe sé-
paratrice, alors nous avons un spike. Nous montrons dans cette partie que la distance entre la courbe séparatrice
et le point d’équilibre est de 1’ordre de €.

En prenant le systeme a I’étape 3 de la Preuve de la proposition 1.3.5 dans le cas o ¢ = 0 et ou le point
d’équilibre et le point de bifurcation de Hopf sont confondus, nous avons alors a., = 1/v/3 et § = 0, le systeme
(1.3.59) s’écrit alors

E=n—V32 - ¢&

(1.3.68)
n=-¢

Ainsi les termes jusqu’a I’ordre 2 ne dépendent plus du parametre €. Au voisinage du point d’équilibre, le
terme en 23 peut étre négligé. La trajectoire coupe 1’axe des ordonnées en —c; et ¢y et I’axe des abscisses en
—c3. Les variables ¢y, c3 et c3 sont des réels positifs. Nous ne connaissons pas leurs valeurs ou leurs expressions,
mais nous savons qu’elles ne dépendent pas de . Si nous revenons aux coordonnées (u, v), qui correspondent
aux coordonnées (x,y) aprés changement d’origine, en faisant les changements de variables dans I’autre sens,
nous obtenons que la trajectoire coupe 1’axe des ordonnées en —cy ¢ et coc et I’axe des abscisses en —cg+/z. Le
parametre € étant petit, nous obtenons que la distance entre le point d’équilibre et la courbe retour est au moins

en O(e).

(@) ] ®)

FIGURE 1.6. Deux exemples de représentation de £ en fonction du temps. Les valeurs des parametres sont
e=0.01let(a) u=—-0.2et(b) x=0.05

Avant d’étudier analytiquement le systeme (1.3.46), nous regardons son comportement numériquement.
Nous retrouvons les deux comportements que nous avions pour 1’équation en coordonnées (x,y). La variable
4 est proportionnelle a & donc a la distance entre le point d’équilibre et le point de bifurcation. Pour des
valeurs de p telles que i < 0, nous avons une suite de spikes (figure 1.6 (a)). Pour p positif, nous avons des
petites oscillations amorties. Le coefficient d’amortissement dépend de la valeur de u. Plus p est grand, plus
I’amortissement est important. La trajectoire peut commencer avec une partie de spike en prenant des conditions
initiales particulieres (figure 1.6 (b)).

Pour étudier la dynamique autour du point d’équilibre, nous allons négliger dans (1.3.46) les termes en +/e,
c’est a dire prendre € = 0, et prendre p = 0.
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1.3.4 Intégrale premiere danslecas y=¢ =10

Si nous prenons i = € = 0 dans les équations (1.3.46), nous obtenons le systéme tres simple
-1
=—-—2z
¢ 2 (1.3.69)
z2=2z

Le point d’équilibre est alors le point de coordonnées (0, 1/2). Nous observons que la ligne z = 0 est invariante,
c’est a dire que si nous prenons une condition initiale telle que zp = 0 alors pour tout temps ¢ nous aurons
z(t) = 0. Les orbites partant avec {z < 0} vont vers —oo, ce qui correspond a un spike, alors que les orbites
partant avec z > 0 tournent autour du point d’équilibre en tendant vers un petit cycle limite, ce qui correspond
a des SAOs. La ligne {z = 0} est donc la séparatrice entre les deux régimes. Ce sont les termes négligés en /e
qui permettent a la trajectoire de revenir vers le point d’équilibre.

La simplicité du systeme (1.3.69) permet de trouver une intégrale premieére :

Lemme 1.3.6. L’intégrale premiere de 1’équation (1.3.69) qui prend des valeurs dans [’intervalle [0, 1] pour
z > 0 est donnée par :

K = 2z¢2(3+€+1) (1.3.70)

257
2.0
157
1.0

0.5

0.0 — —

-0.57

-1.0 T T T T T T T 1
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

FIGURE 1.7. Quelques lignes de niveau pour K constant. En rouge, la ligne K = 0. Pour les z positif, K =
0.1, 0.2, 0.5, 0.7, 0.9, 1, de I’extérieur vers le centre. Pour les z négatifs, K = —0.1, —0.5, —1.

PREUVE. Calculons dz/ d¢ pour trouver une intégrale premiére du systeme (1.3.69).
dz 26z
¢ 1
2

L’équation différentielle (1.3.71) est a variable séparable, et en intégrant, nous obtenons

(1.3.71)

1
5 log |2 —z2=&4C (1.3.72)
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ou C est une constante. En multipliant par deux puis en passant a I’exponentiel, nous obtenons :
2
K| = |z|e”2+E) (1.3.73)

Pour z > 0, nous pouvons écrire K = f(2)g(£) avec f(z) = ze 2% et g(¢) = ¢¢". Ftudions les extremum de
K. Comme K est positive, g étant bornée et f(0) = 0, le minimum est 0. Il est atteint pour (§,z) € R x 0.La
fonction g a pour maximum 1 atteint pour & = 0. La fonction dérivée de la fonction f est f'(z) = (1 — 22) e~ 22,
La fonction f atteint donc son maximum pour z = 1/2 et f(1/2) = e~! /2. Le maximum pour K est donc
e~! /2, le produit du maximum de f et du maximum de g. Pour que K soit dans Iintervalle [0, 1], nous
multiplions I’équation (1.3.73) par 2 e. En prenant K a valeur dans R tel que K < 0 pour z < 0 et K > 0 pour
z > 0, nous obtenons le résultat du lemme.

Nous distinguons suivant les valeurs de K les quatre cas suivants :

— K =1 correspond au point d’équilibre su systeme.

— 0 < K < 1, laligne de niveau est fermée autour du point d’équilibre.

— K =0, cette ligne de niveau correspond a la séparatrice entre les lignes de niveau qui tournent autour du

point d’équilibre (K > 0) et celles qui partent a I’infini (KX < 0).

- K<0

Nous utiliserons cette intégrale premiere dans la section 5.2 pour définir un autre systetme de coordonnées
qui permet d’étudier la trajectoire quand celle-ci s’enroule autour du point d’équilibre.

Remarque 2. Dans cette remarque, nous ne supposons plus que 4 est nul. Nous estimons I’ordonnée du premier
passage a ’origine de la trajectoire et montrons qu’elle est d’ordre 4 dans le cas ol /¢ < 2. Nous pouvons
ainsi négliger les termes en /¢ dans le systeme (1.3.46). Au voisinage de £ = 0, £ est borné d’ordre 1. Nous
étudions donc le systeme

§=3 — =+ o)
Z=p+2z+0(p)

(1.3.74)

L’ordonnée a I’origine z(£ = 0) du systeme (1.3.74) pour une condition initiale (£(0), z(0)) = (&, 0), avec
&o d’ordre 1, est de ’ordre de p.
Si nous considérons que z est petit, nous pouvons négliger z devant 1/2. Nous avons alors 1’approximation

dz

Z_9 2 1.3.75
a (n+282) ( )
Nous pouvons réécrire cette équation sous la forme
Z—4€z=2u (1.3.76)

ou le point désigne ici la dérivée par rapport a £. En utilisant la méthode de la variation de la constante, nous

obtenons .
2(€) = 2u < / e 20’ dt> X (1.3.77)
o

Cela nous donne pour ordonnée a I’origine
0
2(0) = 2u / e 2 gt (1.3.78)
&o

L'intégrale |, 5(:) e~2* 4t étant bornée, nous avons alors que z(0) au premier passage est de I’ordre de .

2(0) = O(w) (1.3.79)
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1.4 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre que nous connaissons le comportement général des solutions en dehors du
voisinage des points d’équilibre stable. Dans le cas o b = 0, nous avons pu distinguer trois cas. Par la suite,
nous nous placerons dans le cas ol a est compris entre —2/ 3v3et —2 / 31/3. En effet dans ce cas, le systéme
est excitable : il existe des trajectoires qui passent proche du point d’équilibre P, mais se terminent au point
d’équilibre P’. L’ajout d’un bruit dans le systéme pourra donc permettre a une trajectoire de s’échapper du
voisinage du point P, pour aller vers le point P’. Nous allons étudier dans le chapitre 2 le temps pour sortir du
voisinage de P». Ce temps de sortie correspondra au temps pour sortir d’un puits de potentiel introduit dans la
figure 1.2.

Dans le cas plus général ou b # 0, nous avons vu que, pour certaines valeurs des parametres, le systéme
admet un point d’équilibre stable proche du point de bifurcation de Hopf. Dans ce cas, le systeme est excitable.
Dans les chapitres suivants, nous ajouterons des termes de bruit a chaque équation du systeme. Ceci permettra
a la trajectoire de sortir du voisinage du point d’équilibre et de décrire un grand cycle avant de revenir au point
d’équilibre, ce qui correpond a un spike. Nous avons également introduit un nouveau systeéme de coordonnées
qui nous a permis de calculer une intégrale premiere de la trajectoire. Nous utiliserons ces résultats pour étudier
le comportement des solutions au voisinage du point d’équilibre dans le cas du systeme stochastique.



30

CHAPITRE 1. EQUATION DETERMINISTE DE FITZHUGH-NAGUMO



Chapitre 2

Systeme découplé stochastique

Dans ce chapitre nous ajoutons un terme de bruit au systeme (1.2.2) :

dZL‘t = (LL‘t — l‘? +yt) dt + %th

3 Ve 2.0.1)
dy; = (a —y) dt

ou W; est un mouvement brownien standard et o; est un petit parametre qui mesure 1’intensité du bruit. Nous
pouvons résoudre I’équation déterministe portant sur y; puis remplacer y; dans la premiére équation. Nous
obtenons ainsi une équation différentielle stochastique unidimensionnelle sur x;. Les théorémes généraux (voir
par exemple [Oks95, Chapitre 5, théoreme 5.2.1]) nous donnent I’existence et 1’unicité d’une solution forte
{7t }1e(0,) Presque siirement continue.

L’équation différentielle stochastique unidimensionnelle en x; est une équation différentielle avec potentiel,
comme dans le cas de 1I’équation déterministe. Nous pouvons représenter le phénomene par une bille qui glisse
le long du potentiel donné en (1.2.8) et représenté sur la figure 1.2. La dynamique du systéme déterministe
emmene la bille dans 1’'un des puits de potentiels et le bruit correspond a des petites stimulations de la bille. Si
ces stimulations sont suffisamment fortes, la bille peut passer d’un puits de potentiel a I’autre. Si un des puits
est trop profond ou si il n’y a qu’un seul puits, les petites stimulations seront insuffisantes et nous aurons des
petites oscillations dans le fond du puits de potentiel.

Nous commengons par regarder le comportement numérique des solutions du systeme (2.0.1) suivant les
valeurs de a et o1 (partie 2.1). Le systeme (2.0.1) étant découplé, nous le ramenons a 1’étude d’une équation
différentielle stochastique d’ordre 1 avec potentiel et nous définissons le temps de sortie d’un puits de potentiel
T qui correspond a I’intervalle entre deux spikes (partie 2.2). A I’aide de la formule de Feyman-Kac ([Oks95]),
nous introduisons ensuite plusieurs problemes aux valeurs propres faisant intervenir le temps de sortie 7. Nous
étudions d’abord une équation portant sur I’espérance de ce temps de sortie. Cette équation correspond au cas
ou la valeur propre est nulle. Nous regardons ensuite le cas général avec une valeur propre A quelconque. Nous
étudions les valeurs possibles pour ces valeurs propres, nous estimons la plus petite valeur propre et minorons
les autres (partie 2.4 ). Ensuite, a 1’aide d’une transformée de Laplace inverse, nous estimons la densité du
temps de sortie 7 (partie 2.5 ). Nous obtenons dans le théoréme 2.3.1 que, pour o petits, le temps moyen E(7)
se comporte en

2me 2
E(r) = VG ) exp <U%[V(x_) - V(a:+)]> (14 O(o1|log o1 |?)] (2.0.2)
avec V le potentiel
V(z) = —dx + 23 + %x4. (2.0.3)

31
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Dans la proposition 2.5.2, nous montrons que la loi du temps de sortie 7 est asymptotiquement exponentielle et
admet une densité f
f(t) = e ™M (1+ O(ai|log o1 [?)) . (2.0.4)

Les spikes suivent un processus ponctuel de Poisson. Nous obtenons dans le Lemme 2.4.9 le comportement
asymptotique de A\, pour o petit, suivant :

= VI o (L2 ey - v ) 1+ Olliogen) @03

Le parametre \; est défini comme la plus petite valeur propre du probléme

L—-A =-1
u(z—) =u(L)=0
ou L est I’opérateur différentiel
1., .d o} d?

et L est un réel beaucoup plus grand que .

2.1 Simulations

Nous avons vu que pour a = 0, les puits de potentiels (1.2.8) ont la méme hauteur. Celle-ci étant assez
grande. En effet, nous pouvons calculer les abscisses des deux points critiques qui sont —1 et 1. Le minimum
est donc —1/4. Le maximum local étant 0. La profondeur est alors de 1/4. Si nous voulons que la trajectoire
sorte d’un de ces puits de potentiels, il faut prendre une amplitude de bruit de ’ordre de 1/4. C’est le cas dans
la simulation de la figure 2.1 (1). Le potentiel prend alors alternativement des valeurs autour de zp = —1 etde
xp, = 1. Nous avons choisi de ne pas représenter la trajectoire en coordonnées (x, y) : le bruit étant assez fort,
nous ne pouvons pas distinguer les oscillations et n’avons que deux grosses taches autour des points d’équilibre.

Dans le cas ol a est proche de —2/ 3v/3 ou de 2 / 31/3 en respectivement 2 _ et ., nous avons un puits peu
profond. Un bruit faible est suffisant pour permettre au potentiel de basculer de ce puits vers le puits profond.
Ce deuxieme puits étant d’une hauteur de I’ordre de 1, il faudrait un bruit de cet ordre pour en sortir ou attendre
un temps treés long. Le bruit serait alors du méme ordre que les termes du systeme déterministe associé et la
dynamique de celui-ci n’interviendrait alors plus. Dans le cas de la figure 2.1 (2), la trajectoire suit la courbe de
I’équation déterministe associé jusqu’au premier point d’équilibre P, . Elle reste un moment au voisinage de ce
point puis saute vers le deuxieme point d’équilibre P_ et reste dans son voisinage définitivement. Nous allons
étudier le temps que met la trajectoire pour atteindre ce deuxieme point d’équilibre, ce qui revient a avoir le
temps passé au voisinage du premier point d’équilibre, les temps de parcours entre ces points étant tres petits
pour un bruit donné.

2.2 Temps de sortie

2.2.1 Définition

Nous commengons par translater ’origine du repere pour la placer a un des extrema de la cubique {z —
23 + y = 0} qui sont définis par

x*—:ri’+y*:0

22.1
1-322=0 2D
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@

(2a) "] (2b) "

FIGURE 2.1. Exemples de courbes du potentiel « en fonction du temps pour € = 0.01 avec a = 0, 03 = 0.2 en
(1) et a = —0.37, 01 = 0.018 en (2b). La courbe (2a) est en coordonnées (x,y) avec les mémes parametres

qu’en (2b).

Nous distinguerons alors le cas a < 0 ol nous prendrons x, > 0 et le cas a > 0 ou nous prendrons z, < 0
pour que I’origine soit proche du premier point d’équilibre.

Lemme 2.2.1. En faisant un changement d’origine et une renormalisation, le systeme (1.2.2) se réduit a I’ équa-
tion différentielle stochastique

1 01
dX; = —=V'(X,) dt + —= dW, 2.2.2
t - (Xy)dt + NG t ( )

ou 3
V(z) = -z + 3+ Zx4 (2.2.3)

PREUVE. Nous faisons le changement de variables

T =Ty + —
Tx

v 2.2.4)
Y =Ys + —
T

*
La renormalisation permet d’enlever la dépendance en x, pour les termes qui dépendent de X et Y;. Le systeéme
(1.2.2) devient alors

X; Xi\*? Y;
X I

* *

at + 2L aw,
Ve 2.2.5)
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En développant et organisant les termes, nous obtenons

1 1 o1
dX; == |z (2 — 25 + ) + (1 = 32D)X; — 3X7 — S X2+ Y| dt + — dW,
= |2 ve) + JXe = 3K = 5 Xi N 026

dY; =z.(a —ys) = Y4

En utilisant les relations (2.2.1) qui définissent (., y« ), nous avons finalement le systeme

1 o1
dX, == [-3X2 —3X3 4+ V,| dt + — dW,
‘ 6[ ! £+ Y] Ve ot 2.2.7)
dY;, =6 - Y;

oll nous avons posé
d=x.(a — yx) (2.2.8)

La solution de la deuxieme équation du systéme (2.2.7) avec la condition initiale Y (0) = Y est
Y(t)=6—(Yo—0d)e ! (2.2.9)

La variable Y tend donc vers § de facon exponentielle quand ¢ tend vers I’infini. Nous pouvons donc prendre
la condition initiale Yy = § et remplacer Y par § dans la premiere équation du systeme (2.2.7), nous obtenons
I’équation en X

1 o1
dxX, =~ [0 - 3X7 —3X7]dt + 7 dW; (2.2.10)
Nous définissons alors le potentiel
3
V(z) = =z + 2> + Zx‘* (2.2.11)
|

Nous définissons z_ et x4 par V'(z_) = V(z4) = 0,z < x4, V'(z_) < 0et V'(z4) > 0. z_
correspond donc a I’abscisse du maximum local et x a I’abscisse du minimum local compris entre x_ et L,
avec L >> x (voir la figure 2.2). Nous définissons I’abscisse z* tel que 2 < a* < Let V(z*) =V (x_).

Nous nous intéressons au premier temps ou le potentiel atteindra le deuxieme puits. Nous supposons a < 0
donc § > 0. Le potentiel atteint d’abord . Nous cherchons des résultats sur le premier temps d’atteinte de
x_. Nous définissons le temps de sortie

T=inf{t >0: X; € {a_,L}} (2.2.12)

ou L est un réel fixé que nous choisirons grand (L > ), ainsi la probabilité de sortir par L sera nulle.
Nous allons nous servir du lien qui existe entre les équations différentielles stochastiques et les équations
aux dérivées partielles, qui ici seront dans notre cas des équations différentielles ordinaires.

2.2.2 Problemes aux valeurs propres

Nous utilisons le théoreme de Feyman-Kac (voir par exemple [Oks95, Partie 8.2]) qui permet d’obtenir des
problémes aux limites faisant intervenir le temps de sortie 7.
Si T < o0, soient g une fonction continue vérifiant

E* [/Tg(X5)|d5] < o0, (2.2.13)
0
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FIGURE 2.2. Représentation du potentiel V'

v une fonction bornée définie en x_ et L et A > (. Nous considérons le probleme aux limites : trouver
u€ C?*(Jz_, L)) N C([x_, L]) telle que

(L=Nu(x)=g(x) sur]z_, L] (22.14)
u() = (a) vefo_,L)
ou L est I’opérateur différentiel caractéristique du processus X; et est donné par
1 d o?d?
L= ——"V(g)— + L —_ 2.2.15
€ (x)dx * 2e da? ( )
Si elle existe, une solution bornée u de (2.2.14) vérifie
u(x) =E* [w(XT)e)‘T—F/ g(Xt)e*’\t dt] . (2.2.16)
0
Regardons deux cas particuliers en choisissant des fonctions g et . Prenons d’abord g = —1 ety = 0.
Nous obtenons que la fonction
T E* AT] 1
u(z) = B [ / N dt} _ B ] -1 2.2.17)
0 A
est solution du probleme
L—A\ =-1
( u(@) (PB1)
u(z—) =u(L)=0
En particulier pour A = 0, étant donné
M —1
lim =, (2.2.18)
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la fonction u(z) = E? [7] est solution du systeme

{(Eu)(x) =-1

u(z—) =u(L)=0 (PRI

Pour la suite, nous séparons 7 en deux parties 7,_ et 77, qui correspondent respectivement au temps de
premigre atteinte de x_ et L. Nous obtenons de nouveaux problemes en prenant g = 0 et ¢ est définie en z_ et
Lpar(z_) = 1et (L) = 0. La fonction

ux(z) = B [e’\T 1. <TL} (2.2.19)

est solution du probleme
(L =N ux(z)=0
uy(z_) =1 (PB2)
ux(L) =0

Nous pouvons regarder le cas particulier A = 0. Nous avons alors

ug(z) = E* [lfx_ <TL} =P{r,_ <7} (2.2.20)
qui est solution de
Lug(z) = 0
ug(z_) = 1 (PB2")

Le probléeme (PB1) a une solution si et seulement si A n’est pas une valeur propre de 1’opérateur £ alors
que le probleme (PB2) a une solution non triviale si et seulement si A est une valeur propre de I’opérateur L.

2.3 Estimation du temps de sortie moyen

Nous intégrons I’équation du probleme (PB1°) portant sur I’espérance du temps de sortie et cherchons son
comportement pour o petit et L grand. Le résultat principal de cette section est :

Théoréme 2.3.1. Pour x € [x_, L], avec L > x, le temps de sortie moyen, solution du probléeme (PBI’), est
donné par

Eo[] = i‘; / /t " (f%[V(t) - V(g)}> de dt 23.1)

ou b(L) est un réel défini tel que u(L) = 0.
Son comportement asymptotique pour les petites valeurs de o1 et pour x_ < x < x* est donné par

V7 (z_) exp (O?%[V(x—) - V(ﬂf+)]> [1 + O(o1]|log 01|2)} . (2.3.2)

2me
V)

Le temps de sortie moyen est donc exponentiellement grand quand o; est petit avec une décroissance
exponentielle qui dépend de la différence de hauteur entre les deux puits de potentiel. Pour montrer ce résultat,
nous avons besoin des deux lemmes suivants

E*(7(01)) =
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Lemme 2.3.2. Soit vy (x) défini par

i (z) = /x i /t " exp ((f%[V(t) - V(g)]) de dt, (2.3.3)

nous avons alors le comportement asymptotique pour oy petit

_ no? ox —zx—x o o o2
o 4\/—V”(x+)V”($_) p< o2 [V(zg) = V( )]) [1‘1'0( 1| log o1 | )] (2.3.4)

PREUVE. Etudions d’abord le comportement de v; (x) qui est défini par I’intégrale double (2.3.3). La contri-
bution principale de I’intégrale sur & est autour de z et de celle sur ¢ autour de z_. Nous commencons donc
par faire les changements de variables £&; = x4 — £ ett; = z_ + ¢ et nous obtenons

v1(x)

T—x_ Ty—r_—11 2
Ul(.irj) = / / exp (UQ[V(ZE‘_ + tl) — V(.%'+ — {1)]) d& dty (2.3.5)
0 0 1
Sur un voisinage U = [—n, n] de 0, nous avons les développements limités pourt; € Uet& € U,
1
V(e +t1) =V(z_)+ 5v”(ac_)ﬁ + 0@ (2.3.6)
1
Vi(ws = &) =Vieg) + 5V (@) + O(&)) (23.7)

Pour pouvoir utiliser ces développements, nous découpons I’intégrale double en quatre :

= [ [Tew (f%[vu_ )~ Vi - s)]) déy diy

Ty—x_—1t
+/n/ exp <22[V($_ + tl) - V(IL’J,_ — g)]) d§1 dtl
0 71 (2.3.8)

+/;_x /on exp <22[V(a:_ +t1) = V(rs — f)]) dg§; dty

01

r_—x [rr4—r_—t1 9
+/n /n exp (0_2[V(l' +t1) = V(rg — 5)]) d&; dity

1

Etudions d’abord la premiére intégrale. Les bornes ne dépendant pas des variables d’intégrations nous pouvons
séparer I’intégrale double en deux intégrales simples :

I = </0" exp (UQ%V(x_ —|—t1)> dt1> (/0" exp (—évm _ gl)> d§1> (2.3.9)

Nous posons alors

n
I :/ exp (QZV(x_ +t1)) dty (2.3.10)
0 01
et
e [" 2
I; :/ exp <—2V(a:+ —51)> dé; (2.3.11)
0 01

Nous détaillons le calcul de I}. Nous sommes sur un domaine ot on peut approcher V(z_ + ¢;) par son
développement limité donné en (2.3.6) :

=[x <22 [V(m Vo) 0<t?>]> dty (23.12)
0

o7 2
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Nous faisons ensuite le changement de variable s = g1(¢1) avec g1(t1) = /—V"(x_)t1 /o1 (pour If ce sera

¢ = g2(&1) avec g2(&1) = / V" (x4)&1/01), nous avons alors :

orexp (2V(z_)/0?)
V' (z_)

g91(n)
I = / exp (—s® + O(015°)) ds
0

Regardons le comportement de

g1(n)
Ji = / exp (—82 + (9(0133)) ds.
0

g1(n) g1(n)
Jf :/ 6_8260(0183) ds — / 8_82 [1 “I— 0(0-153)] ds
0 0

oo, g1(n) o0 )
—/ e’ ds+/ O(Ulsg)ds—/ e % ds
0 0 g91(n)

Calculons chacune des trois intégrales :
° 2 ™
/ e S ds=4/—
0 4

/091(71) O(015%) ds = O(o191(n)?) = O(01%> = O(%)

Nous cherchons ensuite a majorer la derniére intégrale

/ T s —e () / Xl 7 g
g1(n) g1(n)

e n1(n)? / T g )+ (1) g
g1(n)

En faisant le changement de variable u = s — g1 (7)), nous obtenons :

/ T e ds e / ~ emulut21(m) gy
g1(n) 0

1(n
<e—o1(m)? /OO e qu < ) Fema(n)?
< ; S\ 2

Nous avons donc pour la troisieme intégrale la majoration

fo'e) 2
/ e ds = C’)(exp <—C772>>
g1(n) 07

En utilisant les résultats (2.3.16), (2.3.17) et (2.3.20), nous obtenons alors pour Jf I’estimation :

4 2
t_ |7 n _ol”
Jl—\/;—l-(’)(G:f)—F(’)(exp( C’U%>)

n = aoiy/|logai],

En choisissant

nous avons alors

774 4 2
— = a"o1|logoy|
01

(2.3.13)

(2.3.14)

(2.3.15)

(2.3.16)

(2.3.17)

(2.3.18)

(2.3.19)

(2.3.20)

(2.3.21)

(2.3.22)

(2.3.23)
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et
2

exp <_CZ2> = exp (C’a2 log 01) = alcaz . (2.3.24)
1

. . 2
Nous fixons alors a tel que Ca? = 1. Ceci entraine 0{'*" = o1 = 0(01|log o1|?). Nous avons finalement pour

J! le comportement suivant :

Ji= \/j + O(o1|log o1/?) (2.3.25)
Nous avons ensuite que I! se comporte suivant
orexp (2V(z_)/0?) T 9

I = — 4 O(o1]1 . 2.3.26
! s T+ O(oillog o) (2.3.26)

Nous obtenons de la méme fagon le comportement asymptotique de I f

01 €xp (—QU%V(JH)/U%) T 2
I = — 4+ O(ay 1 : 2.3.27

1 s T+ O(aillog o) (2.3.27)

En utilisant les estimations (2.3.26) et (2.3.27) dans (2.3.9), nous obtenons le comportement asymptotique de
I; quand o tend vers O :

_ o} oxo [ — 2V (2 — Vix S
N Ve p< Vi) =V N) 1+ O(e1[log o) (2.328)

Regardons maintenant la deuxieme intégrale I dans 1’expression (2.3.8) de vy ()

Ty—xr_—11
b= /n/ exp < > Wla 1)~ Vi, - 5)]) d¢ dty (2.3.29)
0 Jn

2
07

Nous pouvons majorer cette intégrale en utilisant que pour ¢; € [0,7], z4+ —x_ — t; < x4 — x_ et ensuite
décomposer ce majorant comme le produit de deux intégrales simples

b< ( /0 ? exp (émx_ + tl)]> dtl) < /77 T e <—02%[V(ac+ - g)]) dg) (2330)

L’intégrale sur ¢; a déja été étudiée pour I’approximation de /7. Quant a I’intégrale sur £, nous allons la majorer
pour montrer que finalement /5 est négligeable devant ;. Nous supposons que — > 1. Nous avons alors la
o

minoration pour § € [, x4 — z_],

2 2 2

V(e =) = (= DV =+ V(e =) 2 (o5~ DWVee —m) + V(ey -6 233D
Ceci nous donne pour I'intégrale la majoration

/m+l‘— exp (—22[V(x+ — §)}> d¢ < Cexp (—22V(a:+ - n)) (2.3.32)
" o o

ol T4—T—
C = / exp (=V (zy — €)) d€ &V @+ (2.3.33)
0
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En remarquant que V(x4 — 1) — V(z4) < 0, nous obtenons qu’en divisant 1’inégalité (2.3.33) par
2

Co?|log o1)? exp —5V(z4) | le majorant tend vers 0 quand o tend vers 0, I’exponentiel dominant tous les
o

autres termes. Nous avons donc

no? 2
I = ! exp (- [V(zq) -V _>o log oy | 2.3.34
= e O (V) - Ve ) Olosef) 033
Nous pouvons montrer de la méme fagon que
Ty—x N 2
I = / / exp (2[V(x_ - V(- g)}) de dt (2335)
n 0 01
et
Ti—T p2ry 2
L= / / exp (2[V(x_ ) - Vi(as — g)}) de dt (2.3.36)
n n o1

sont négligeables devant le terme de reste de I3 quand o4 tend vers 0. Ce qui donne pour vy () le comportement
asymptotique suivant /; et nous obtenons donc (2.3.4).

|
Lemme 2.3.3. Soit vo(x) la fonction définie par
T t 2
va(x) = / / exp (2[V(t) - V(f)]) d¢ dt, (2.3.37)
xTr— T4 g
le comportement asymptotique de vo pour oy petit est donné par
@ i (-2 - V) L+ Ollogm ] @339
vo(z) = exp| ——=|V(zy) = V(x- o1|logo . 3.
2 4\/—V”(:c+)V”(x,) p o2 + 1/10g 01
PREUVE. Ce sont des calculs similaires a I’estimation de la fonction vy ().
|

PREUVE (du théoréme 2.3.1). Nous remarquons que la fonction (¢, &) — V(t) — V(&) définie pour z_ < t <
zett <& < b(L) atteint son maximum pour (¢, &) = (x4, x_). Oublions la constante devant les intégrales de
(2.3.1) et introduisons x pour séparer la premiere intégrale

T T T b(L
v(x) :/ / ' 2VO-VE/t q¢ gy —|—/ / ( )QQ[V(t)—V(S)]/Uf d¢ dt (2.3.39)
x_ Jt T Jry

Nous remarquons que
v(z) = vi1(z) + vo(x) (2.3.40)

En utilisant les résultats des lemmes 2.3.2 et 2.3.3, nous obtenons I’estimation (2.3.2).
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2.4 Valeurs propres

Nous étudions les valeurs propres de 1’opérateur £

d o d?
dz = 2edax?
et les conditions de bords uy(z_) = uy(L) = 0, avec V (z) donné par (2.0.3). Nous ordonnons les valeurs
propres \;, A1 étant la plus petite :

L= —éV’(a:) (2.4.1)

D<M <X<... (2.4.2)

Dans cette partie, nous calculons la premiere valeur propre du probleme (PB2) puis nous minorons les suivantes.
Nous cherchons donc pour quelles valeurs de X le probleme (PB2) a des solutions. Dans le Lemme 2.4.9, nous
estimons la premiere valeur propre A pour o petit par

Ve )V (x— 2
A\ = vVIv'( 2+) (z-)] exp <—2[V(a:_) - V(a:+)]> (1+ O(o1[logo1]?)) (2.4.3)
e o
et dans le Lemme 2.4.10 nous minorons la deuxi¢me valeur propre Ao
Ay > Co? (2.4.4)
ou C' est une constante indépendante de o7;.
Le probléeme (PB1) s’écrit
2 2\
u"(x) — 5V (2)u'(z) + —;u(x) =0
b o1 (2.4.5)

u(z_)=u(L)=0

L’équation différentielle du second ordre peut se mettre sous la forme d’un systéme du premier ordre

Y'(z) = A(2)Y () (2.4.6)
ou Y est le vecteur colonne (@)
u(x
Y(x) = ( o (2) ) (2.4.7)
et A est la matrice 2 x 2
0 1
A = 2 e 2 2.4.8
(37) _7 ?V/(:U) ( )
1 1

Nous décomposons la matrice A comme la somme de deux matrices
A(LB) = AQ(.T) + )\Al (2.4.9)

avec Ap la matrice des termes d’ordre O en \ de la matrice A

0 1
= 2
Ap(x) 0 —QV’(x) (2.4.10)
g
1
et Ay la matrice des termes d’ordre 1 devant \
0 O
Ay =| _2 (2.4.11)



42 CHAPITRE 2. SYSTEME DECOUPLE STOCHASTIQUE

Nous cherchons une solution sous la forme
Y(z)=U(z,z_)Y (z_) (2.4.12)

ou U est la matrice

upp(z,x—) wie(x,z_) >
U(z,z_) = 24.13
(@, 2-) ( ug1(x,x_) uge(x,z_) ( )
qui vérifie en particulier
Ul_,z_)=1 (2.4.14)

ou [ est la matrice identité. Nous développons la matrice U (z, x_) en A sous la forme
Uz,z_) = Up(z,z_) + \Uy (z,2_) + N2Us(z,2_) + ... (2.4.15)

Nous remplacons dans I’équation différentielle (2.4.6). Le développement asymptotique en A étant nul, nous
avons que tous les coefficients devant A% AL A2 ... sont nuls. Nous obtenons ainsi une équation différentielle
sur Uy et une relation de récurrence sur les U; pour ¢ > 1 :

Uop(z,z_) = Ao(z)Up(x, z_) (2.4.16)
Ui(z,2_) = AgU;(z,2_) + A U;_1(x,x_), pouri > 1 (2.4.17)

2.4.1 Calculs préliminaires

Nous allons calculer successivement Uy, Uy puis U, pour n > 2.
Calcul de Uy

Nous cherchons les solutions de 1’équation différentielle avec condition initiale

U, VYV =A U, _
o(z,z_) o(x)Uo(z,2-) (2.4.18)
Up(z—,z_)=1
Nous allons calculer séparément les quatre coefficients u%(:ﬁ, r_),avec 1 <i,j <2, de la matrice
V(. ) ( ufy (w,0-)  ufy(,2-) > (2.4.19)
o\LyL—) = : o
U(Q)l(% 337) ng(:E, LL’,)
Les fonctions u9;, u9,, ul; et uy, vérifient respectivement les systemes :
2
’LLO 4 T, r_) = —V’ X uo T, T _
(uz1)'( ) = ()ug ( ) ’ (2.4.20)
udy (z—,z_) =0
() (,) = V'), )
p 7 2.4.21)
udp(z_, ) =1
(1;91)'(95,:5,) = ugy (7, 2-) 7 (2.4.22)
ujy(z_,z_) =1
(%92)’(95, v-) = udy(w, z-) (2.4.23)
uly(z—,2_) =0
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Lemme 2.4.1. Les solutions des systemes (2.4.20), (2.4.21), (2.4.22) et (2.4.23) sont

uy; =0, (2.4.24)
2
udo(x, x_) = exp (a%[V(m) — V(x_)]) (2.4.25)
ufy(z,2) =1, (2.4.26)
v 2
wa-) = [ e (J%[V@ - v<x_>]> . (2.4.27)

PREUVE. Les équations (2.4.20) et (2.4.21) sont des équations différentielles ordinaires en uJ; et u9, que nous
pouvons intégrer directement. Nous obtenons les solutions (2.4.24) et (2.4.25). En prenant la bonne primitive
de ces deux fonctions, nous obtenons (2.4.26) et (2.4.27).

[ |
La matrice Uy est donc
v [Cew (SIv© - vie) as
Up(z,x_) = *- 9 1 . (2.4.28)
0 e ( SV - V)
i

Nous avons la premiere matrice de la récurrence (2.4.17) et pouvons donc calculer les matrices suivantes
Up,Us,....

Calcul de Uy

La matrice U vérifie le systeme

{Ul(x,x_)' = AgU(,2-) + A1 Up(z,2-) (2.4.29)

Ul(IL’,l’_) =0

Nous allons procéder comme pour Uy et calculer la matrice U; coefficient par coefficient. Nous cherchons Uy
1 1
Ui(z,z_) = < “%1@’ z-) “%2(5‘;’ z-) ) . (2.4.30)
ugy (@, 2-)  ugy(w,x-)

En remplacant dans (2.4.17) avec ¢+ = 1, nous obtenons a nouveau quatre équations différentielles du premier
ordre a résoudre :

{(?h)’(%fc) = uy (7, 2-) (2.4.31)
up(z—,z_) =0
1y |
{(’tfu) (#,2-) = ugy(x, ) (2.4.32)
upp(z_,z_) =0
. , 2e
(ug1)' (2, ) = ;%V (@)us, (@, 0-) = o2 (2.4.33)
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(uh) (20) = SV @uby(oo) - 2 ’ exp((f%[wa V(e ))de

o7 o7 (2.4.34)
ulo(r_,x_) =0
Nous intégrons d’abord les équations différentielles sur ud; et ul, puis celles sur ul; et ul,.
Lemme 2.4.2. Les solutions des systemes (2.4.31)-(2.4.34) sont données respectivement par
2e 2 v 2
ub (z, ) = ——5 exp <2V(x)> / exp (—QV(§)> d¢, (2.4.35)
o7 o o o

wby(@, ) = —g exp <022V(:c)) /z i /x i exp (;[V(t) V() - V(a:_)]> dtde,  (2436)

1

T t
uly(z,z ) = —i‘%/ / exp (:Q[V(t) — V(g)}) de¢ dt (2.4.37)

() = —ig / ' /x ’ / © s <:2[V(t) FV(y) - V() - V(x)]) At de dy.  (2.438)

PREUVE. C’est la méme que pour le preuve du lemme 2.4.1. Les équations (2.4.33) et (2.4.34) sont des
équations différentielles ordinaires en respectivement u3; et us, que nous pouvons intégrer directement. Nous
obtenons les solutions (2.4.35) et (2.4.36). En prenant la primitive qui s’annule en x_ de ces deux fonctions,
nous obtenons (2.4.37) et (2.4.38).

[ |
Calcul de U,

Nous pouvons ensuite exprimer les termes w;; par récurrence en utilisant la relation (2.4.17). Nous avons alors
les équations différentielles avec condition initiale suivantes

{(U’ﬁ)’(%x—) = u (v, 2-) (2.4.39)
uy(z—,2-) =0
{(u?z)'(x,l'—) = ugp(z,7-) (2.4.40)
U?Q(val‘*) = 0
. 2, " 2e ,_
(ugy) (z,2-) = ;%V (@)uz (2, 2-) — ;%ull Hz,zo) (2.4.41)
uby(z—,2-) =0
/ 2 / n 2 n—
(ubp) (x,x_) = ;%V (@)ugy(z, z-) — U?uu Ha,2o) (2.4.42)
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Lemme 2.4.3. Pour n > 1, nous avons les relations de récurrences suivantes :

2 2 r 2
uy (x,x_) = —U? exp (O_QV(l')) / exp <—02V(§)> uf (€ o) de, (2.4.43)
2 2 * 2
o) =S (V@) [[ow (-Zve) o a cas
uty (z,22) = /x uhy; d€ (2.4.45)
ufy(z,x_) = /x Uhy d&. (2.4.46)

PREUVE. C’est la méme que pour la preuve des lemmes 2.4.1 et 2.4.2.

2.4.2 Comportements asymptotiques

Nous étudions maintenant le comportement asymptotique de u%y(z,z_) et de uiy(z,z_). Nous donnerons
ensuite une majoration pour ufy. Nous utiliserons ces résultats pour estimer le temps de sortie dans la partie
2.5.

Lemme 2.4.4. Quand o4 tend vers 0, nous avons

Vol

QW[ +0(a1[log o1 ?)] siz <
uly(z, ) = (2.4.47)
2 2
2‘/0:1(33) exp <02[V($) — V(x)]) [1 + O(c?| log(al)]?’)] siz > x*

PREUVE. Nous étudions le comportement asymptotique de

o) = [ (Z(© - Vie)) de

1

—oxp (- V) [ew (f%ms)]) .

L’abscisse =* est défini telle que z* > z_ et V(2*) = V(x_). Nous allons distinguer trois cas dans cette
preuve :

(2.4.48)

1. quand x < z*, la fonction = — V() atteint son maximum en x_,
2. quand z = z*, la fonction x — V/(z) atteint son maximum en z_ et en z*,
3. quand z > z*, la fonction x — V/(x) atteint son maximum en x.

Nous voulons étudier le comportement de

I(z) = /z " exp <22V(§)> ds (2.4.49)

01
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Dans le cas © < z*, la fonction £ — V(&) atteint son maximum en x_. Avec la méme démarche que dans la
preuve du théoreme 2.3.1, nous obtenons

Vol < 2 > 9
I(z)= ——F———exp | 5V(z_) | [1+ O(o1|logo (2.4.50)
Pour le troisieme cas (pour x > x,)), ce sont les points au voisinage de x qui contribuent de facon significative
a I’intégrale. Avec la méme démarche mais en faisant le changement de variable £ = x — £ et en utilisant le

développement
V(e = &) =V(x) = V'(2)61+ O(&), (2.4.51)

nous obtenons alors :

I1(z) = exp (0221/(:3)> /0 ? exp <— V@) 1o (%)) d&; (2.4.52)

o7 o1
Nous faisons alors le changement de variable £, = f(§1) = (2V’ (x)/ a%) &1, ce qui donne :

o2 2V(@)/7%

L) = =505

f(n)
/0 exp (—&2 + O(01€3)) déy (2.4.53)

Il ne reste plus qu’a estimer I'intégrale Iy, définie par

f(n)
Iy = /0 exp (=& + O(07€3)) dés. (2.4.54)

En faisant le développement limité de exp (O(c1&3)), nous obtenons

f(n) e 5 o
Ty :/0 e > [1+ 0(0783)] déo

=1 1 002 )
/ 3
— 1 —exp < 2Vi(z) 77) +O <Z4> (2.4.55)

2
01 1

Si nous prenons 1 = — o2 log oy (n est positif car log oy est négatif et V’(z) positif) , nous obtenons

1
V()
Ifmy =1 =0} + O(o7[logo1|?) (2.4.56)

eto? = O(o?|log o1|?). Nous pouvons montrer que I’intégrale de & x — x_ est aussi de 1’ordre de 0% [log o1 |3.
Nous obtenons alors pour I le comportement

2
07

I =39

exp <:QV(:C)> 1+ O(o2[log(e1)])] (2.4.57)

Pour le deuxieme cas, le maximum est atteint en x_ et x,, il suffit d’ajouter les résultats des deux autres cas et
le terme dominant correspond a I’intégrale autour de z_.

Etudions de la méme fagon le comportement asymptotique de ui, qui est défini par une intégrale triple.
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Lemme 2.4.5. Quand o tend vers 0, ui,(z,x_) se comporte comme

reo? 2 .
” 1 m exp (Q[V(x) - V(a:+)]> [1+O(o1]logoy|?)] si o >axy
o 4.
Al x—x_) [1+ O(a1|loga1?)] sio x<axy
o/ (0]
PREUVE. Nous cherchons le comportement asymptotique pour o petit de
uly(x, 2 / / / exp < )+ V(y) —V(¢) - V(x_)]> dt d¢ dy. (2.4.59)
Ce qui nous intéresse est donc le comportement de 1’intégrale triple
Ty e 2
I / / / exp (O_ZW(t) +V(y) - V(g)]> dt de dy (2.4.60)
Nous intégrons donc sur le domaine €2 défini par
Q={(t,&,y) eR’|z_ <t < <y<a} (2.4.61)

Nous allons ici distinguer deux cas :
1. siz > x4, la fonction (¢,y,£) — V(¢) + V(y) — V(§) atteint son maximum sur 2 pour (¢,y,&) =
(z—,z,x4). Dans ce cas

4
— 91 2[V(z-)+V(2)=V(z4)l/0F [1 2
= e + 0O lo . 2.4.62
2V (x \/‘V” Wz [ (1] log o1 )] ( )

2. six < x4, la fonction x — V(z) est décroissante sur [x_, z4]. Nous avons alors V(y) — V(§) < 0
quelque soit y et . La fonction (¢,y,&) — V(t) + V(y) — V() atteint son maximum pour (¢,y,&) =
(x—,y,y). Nous avons donc

VT 2 < 2 ) 2
I=———— (v—xz_)exp| 5V(x_ 1+ O(oq|logo (2.4.63)
o |V”(a:_)‘( ) p o2 () [ (01]log o] )]
1l ne reste plus qu’a multiplier ces résultats par —2¢ e =2V (@-)/ ot /o3 pour obtenir le résultat du Lemme.
|
Lemme 2.4.6. Nous avons la majoration, pour n > 0 :
n+1 2n 620% 2n 2
(a2 )0?"| < G (elary )" exp (5 V() = Vi) (2.4.64)
PREUVE. Par les relations (2.4.46) et (2.4.44), nous avons la relation de récurrence entre uj, et uj; !
2
N (L2 / / uly(t, 2z exp< V(&) - V(t)]) dtd¢ (2.4.65)

La fonction (¢,&) — V(§) — V (¢) atteint son maximum sur ’ensemble {x_ <t < < L}en(t,€) = (v, L).
Avec la méthode de Laplace, nous obtenons le comportement :

28 \/77‘_0_3 - 2
WYL,z L uly(zy, x_) VI=VEI/T 11 4 O(oq|logo 2.4.66
12 ( ) = o VIV (@) To(T4,2-) [ (o1]log a1])] ( )
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Evaluons ensuite u{y (x4, z_)

&2 13
iforea) =2 [ [ peaden (Gv©-ven)we  ca

L’intégrale est sur le domaine {z_ < ¢t < £ < x4 }. La fonction V' est décroissante sur Iintervalle [x_, x].
Nous avons donc V() — V(¢) < 0 sur le domaine. Nous avons

2¢? . —x_)?
a0 < 2oy o) EE ) (2.4:68)
‘71 2
Par récurrence, en utilisant le résultat du lemme (2.4.1) pour z < z,, nous obtenons
lufty (24,2 )02 < (e(zy —2_)) " 0y (2.4.69)
Nous obtenons donc pour uf5 ! (x4, z_) la majoration du lemme 2.4.64.
|
Lemme 2.4.7. Nous avons la majoration pour n = 0
2/ 2
u”Jrl z, 2 )02 < ore(e(zy — )" ex < V(L) —-V(x > (2.4.70)
i (0o < re(elo — o) S e V() — Vi)
PREUVE. Par les relations (2.4.43) et (2.4.45), nous avons la relation de récurrence sur uf; :
(L, / / Doty (¢, o) dt dé. (2.4.71)
et nous avons pour n = 0, u{;(L,z_) = 1. La fonction (£,t) + V(£) — V(¢) atteint son maximum sur

Iensemble {x_ < t < & < L}en (§,t) = (L,z4+) En utilisant la méthode de Laplace, nous obtenons le
comportement pour o petit :

NG

n )| 2V (B =V (@4)]/of 2.4.72
VD) e el o

[uii (L, z-)| < 2e07

De la méme fagon que pour la majoration de |uf, (4, z_ )|, nous obtenons
[uly (24, 2-)] < (e(ag — x))*" (2.4.73)

Nous avons alors la majoration(2.4.70).

2.4.3 Estimation des valeurs propres

Revenons a I’équation Y'(z) = A(x)Y (z). Sa solution est Y (x) = U(z,z_)Y (z_). Nous avons donc la
relation au bord x = L,
Y(L)=U(L,z_)Y(2_) (2.4.74)

ot Y(L) et Y(x_) sont sous la forme

Y (L) = < 3,((?) > = < 2 > et Y(z_)= ( ;‘,((9;‘)) > = < 2 > . (2.4.75)
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En notant U (L, x_) = [ui;(L, x—)]1<; j<2, nous avons I’égalité

(0)= (b ey (0)

Ce qui nous donne les deux égalités

L.z )a=0
wiz( Lz )a 2.4.77)
ug(L,x_)a=10>
Nous avons donc auj2(L, z_) = 0, quelque soit la valeur de a. Cela nous donne la condition
uie(L,z_) = 0. (2.4.78)
Nous définissons alors la fonction ¢y, de A et o1 par
2 V(L
o (A o1) = ura(L, z_) exp (U2[V(aﬁ+) — V(L)]) 0(2 ) (2.4.79)
1
Nous écrivons les premiers termes dans le développement en A de ¢,
colo, L 2 ci1(o1, L ca(o1, L
L\, o) = 0(712) exp <—2[V(x) - V(z+)]> 4ol : )y el : )2y Ri(\, 01)
b o oh o1
2 /
= ¢{exp (—UQ[V(x_) - V(x.,.)]) — AN+ %)\2 + Ri(\, 01) (2.4.80)
1

ol ¢, ¢} et ¢, sont des constantes positives dont le terme dominant est indépendant de o et de L. Nous faisons
alors le changement de variable
A= (2.4.81)

et posons

—~ 1
or(u,01) = ;m(o%u,al) (2.4.82)
1

Les premiers termes dans le développement en p de ¢, sont donnés par

o2V (z-)=V(zy)l/of

&TL(/% o) = ¢ = — i+ chp® + Ry(o?p) (2.4.83)
1

Nous avons les résultats suivants :
Lemme 2.4.8. La série qui définit ¢1, converge uniformément en L et o1 pour i < (e(x4 — z_)) "%

PREUVE. Regardons la convergence des séries qui définissent ¢, et gsz :

V(L 2
o1 = 1 e <02[v<x+> - vm) Sl (L )" (2.4.84)

1 n>0

—~ V(L 2

or(p,01) = 0(2) exp ((ﬂ[vm) — V(L)]> > uly (LYot (2.4.85)

1 n>0
Nous posons alors

~ 1
or(ior) = — > v (Lz)u" (2.4.86)
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ou les termes v™ sont définis par la relation
v"(L,x_) = exp <U22[V(af+) — V(L)]) V(L)oo uly (L, z_) (2.4.87)

En utilisant la majoration du Lemme 2.4.3, nous obtenons pour v"
WL, )| < C(e(xy —x_))*" 02 (2.4.88)
(L ) n

1

Pour e(zy —z_)\/u < 1,lasérie ), o — 5" converge donc uniformément en o7y et L.

Lemme 2.4.9. Lorsque o tend vers 0, nous avons pour la premiére valeur propre A\ qui annule uy2(L,x_)
I’estimation

o VIV @)V (z0))| exp (_;[V(x_) - V(x+)]>

2me
) e 2lV(z-)=V(z4)l/of
X | 14+ O(o1]logo1|?) + O 5 (2.4.89)

01

PREUVE. Calculons d’abord les deux premiers termes dans le développement en p de (EE( Wy 01).

b, o1) =co+crip+... (2.4.90)

Nous utilisons les résultats des Lemmes 2.4.1 et 2.4.2 dans le cas ob z > z*. En multipliant par V'(L) exp (2[V (z4) — V(L)

nous obtenons
e2lV(z4)=V(z-)]/oF

co = - [14 O(o%|log o1])?] (2.4.91)

207

et e
c1 = [1+ O(o1|log 1])?] (2.4.92)

\/ | V// V// ) |

Nous définissons alors ¢, et ¢; comme

2 1
cy = o exp (sz[V(er) - V(l’)]) =35 1+ O(o?|log 01|)3] (2.4.93)
E— = [1+ O(o1[log 01 ))?] (2.4.94)
V@V
Nous avons QE(O, 0)=0et 8;@52(0, 0) = —c} avec ¢} > 0. D’apres le théoreme des fonctions implicites, il

existe une unique fonction g et il existe des réels o} et i’ tels que

p=g(o1) et oén(g(or),or) =0 (2.4.95)

sur un voisinage de (0, 0) : [0, 4] x [0, o}]. Puisque 8@52(0, 0) = —c}, avec ¢| > 0, il existe o} et u* tels que
Oudr(pt,01) < 0sur [0, #*] x [0,07]. 1l existe donc au plus une solution de ¢, = 0 dans [0, u*] x [0, 07] :

— e 2V )-V@l/et 9
or(p,o1) = 5 ¢y —cip+ O(u”) (2.4.96)

01
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Nous avons donc pour g/zﬁz I’encadrement :
o—2V(z-)=V(zy)]/o} o2V (z-)=V(zy))/o}

g~ ch— hp—dp? < dr(p,01) < " dh—dp+dp®  (2.4.97)
1 1

ol d est une constante positive. En prenant ;1 = g(o) dans (2.4.97), nous obtenons les deux inégalités :

o2V (@) =V (a4))/0?

2
07

¢y — chg(or) —dg(e1)*> <0 (2.4.98)

e 2V@) Vet )
2 o — c19(o1) +dg(01)” > 0 (2.4.99)
1

Regardons d’abord I’inégalité (2.4.98). Nous considérons le polyndme

o2V )-V@lfe ,
P(X) = ~ ch— ¢ X —dx>. (2.4.100)
1

Nous avons P(0) > O etd > 0, le polyndme P a donc deux racines réelles distinctes. De plus g(o1) > 0 et
o1 > 0, cela nous donne que g(o1) est plus grand que la plus grande des deux racines du polyndme P :

/
— VA
gloy) > —LT V2L ;d L (2.4.101)
ol A1 est défini par
) o2V (z-)=V(zy)]/o
Ay = + 4dc), p (2.4.102)
1
En faisant le développement limité a I’ordre 2, nous obtenons pouvons approcher /A par
2dc o2V (@-)=V(z4)]/of —A[V(z-)=V(z4)]/oF
VA =d) |14+ 2508 ; “+0| . SN (2.4.103)
€1 o1 01
Ceci nous donne la minoration pour g(o)
ch o2V (z-)=V(zy)l/oF =4V (z-)=V(zy)l/o
g(o1) > 5 + 0 7 . (2.4.104)
€101 01
Traitons de facon similaire I’'inégalité (2.4.99), nous obtenons
/
— VA
glon) < L= (2.4.105)
ou
) e 2V(z—)-V(zy))/of
Ag = —4cyd 5 (2.4.106)
o1
Approchons /Ay de la méme fagon que /A7 :
2dch e 2V (@-)=V(xy)]/of —A[V(z-)=V(xy)]/of
N/ (1 e A 5 “ro| - SN (2.4.107)
c o o
1 1 1
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Ceci nous donne la majoration :

(2.4.108)

g(o1) < 2 1

o e=2lV (@-)=V(@s)l/of (6—4[V(x)—V(m+)]/a% )
; +0 .
0101 01

La combinaison des inégalités (2.4.104) et (2.4.108) permet d’obtenir un encadrement de g(o1). Nous en dé-
duisons que

- 2 1 (2.4.109)

! o2V (z_)=V(zy)]/oF —4[V(z-)=V(2z4)]/0}
g(o1 = 2 7 1+O(e 1>.
€101 01

En remplagant ¢, et ¢} par les expressions données en (2.4.93) et (2.4.94), nous avons

" " —2[V(z=)=V(z4)]/0?} —A4[V(z-)=V(z4)]/0?
o(or) = VIV (x2+7r);/ (z_)] =2V ;% (z+))/oF 14 Oologor )] + 0 (e v L% (z))/ )
(2.4.110)
Puisque
A\ = ouy = o2g(oy), (2.4.111)
nous obtenons 1’expression de A; donnée en (2.4.89).
|

Nous avons obtenu une estimation de la plus petite des valeurs propres pour les petites valeurs de o1. Nous
regardons ensuite les valeurs propres suivantes et en particulier la deuxieéme valeur propre Ao qui est définie par

Ao(01) = min{\ > A\i(01) | ¢r,(X,01) = 0} (2.4.112)
Nous pouvons aussi définir A2 a 1’aide de o donnée par
pi2(o1) = min{p > p1(01) | ¢r(p, 1) = 0} (2.4.113)
Nous avons alors
Ay = 0% 1g (2.4.114)

Lemme 2.4.10. Lorsque 01 — 0, nous avons pour la deuxiéme valeur \a qui annule wy2(L, x_) la minoration :
Ay > Co?, (2.4.115)
o C est une constante indépendante de .

PREUVE. Nous nous intéressons a I’évaluation de la deuxieme valeur propre qui annule u;2(L, z_) dans son
développement en A. D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe au plus une solution de ¢;, = 0
dans [0, 11] x [0, o1]. Nous avons vu que

8,61(0,0) = —¢, <0 (2.4.116)
Ils existent donc o] et u* tels que pour 0 < o3 < ojet0 < p < p,
8,1 (1, 01) < 0. (2.4.117)

La fonction p +— 8#;5;(% 1) est strictement décroissante sur I’intervalle [0, ;*]. Elle s’annule donc unique-
ment en (o) sur [0, u*]. La deuxieme valeur propre pi2(co1) est donc strictement plus grande que p* :

pa(o1) > p* (2.4.118)
et 1* ne dépend pas de o;. En repassant en variable A, nous en déduisons que
Ao(o1) > proi. (2.4.119)
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2.5 Densité du temps de sortie 7

Nous allons utiliser les résultats obtenus sur les estimations des valeurs propres pour lesquelles le probleme
(PB1) a des solutions afin de calculer les solutions du probleme (PB2). Le résultat principal de cette partie est la
proposition 2.5.2 qui nous donne que le temps de sortie 7 admet, pour o petit, la densité f () asymptotiquement
exponentielle donnée par

ft) =X e M (1 + O(o1|log o1]?)) (2.5.1)
Ce résultat s’écrit aussi
lim P{7 > sE[r]} =¢~° (2.5.2)
01%0
avec
lim ME[7]=1. (2.5.3)
o1—0

De la méme fagon que pour le probleme (PB1), nous pouvons écrire le probleme (PB2) sous la forme

Y(x) = UMa,z_)Y (z_) (2.5.4)

Y@;):( u'() ) (2.5.5)

ou Y est le vecteur colonne

et U la matrice carrée

UMNz) = < up (@ 2-) (e, ) . (2.5.6)

upr(z,0-) udp(w,z-)

Pour le cas particulier ol z = L, nous avons la relation
Y(L) = UNL,z_)Y (z_), (2.5.7)

avec les vecteurs Y (L) et Y (x_) définis par

V(L) = ( ) > ot Yo )= < : ) . (2.5.8)

En écrivant la premiere ligne du systeme (2.5.7), nous obtenons la relation
upy (L, z_) + aupy(L,z_) = 0. (2.5.9)
Si u{‘2 (L,x_) # 0,c’estadire si A n’est pas valeur propre du probleme (PB1), nous pouvons exprimer a par

_ _u{\l(L’ ‘T—)

—_— A A, Ao, ... 2.5.10
(L) pour ¢ { i, N,...} ( )

En remplagant a par ce résultat dans I’équation (2.5.5) et en considérant la premiere ligne, nous obtenons pour
u’ I’expression

A (L
uNz) = uy (2, ) — Muﬁ(m ) (25.11)
u12<L7 x—)
Nous allons maintenant étudier la fonction
A= u(z). (2.5.12)

En effet, nous avons vu que la solution du probleme (PB2) peut s’exprimer a 1’aide d’une espérance

uMNz) = Eler- 1, ., ] (2.5.13)
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Pour 07 <« 1et L >> 1, la probabilité de sortir par L plutdt que par x_ est nulle, nous avons donc
lim Plr, <77]=1 (2.5.14)
L—oo

Nous pouvons donc considérer 1’approximation
u(z) = Ele*-] (2.5.15)

qui est la transformée de Laplace de 7,_. En calculant, la transformée de Laplace inverse nous obtiendrons la
densité du temps de sortie par z_. Nous cherchons donc a calculer

1 100
(2—11&) () = 5 /_ N e P} (2) dA (2.5.16)

Nous donnons d’abord une propriété de la fonction A — u(z).

Lemme 2.5.1. La fonction \ — u(x) est méromorphe sur 'ensemble Q = {a +ib,a € RT b € R} et ses
poles sont les valeurs propres du probleme (PBI).

PREUVE. Nous avons vu dans la résolution du probleme (PB1) que u{‘Q(L, x_) est développable en série
entiere dans Q@ = {a + ib,a € RT ;b € R} :

upy(Lyz_) = ZulfQ(L,:L‘,))\k. (2.5.17)
k>0

La fonction \ +— ufy(L, z_) est donc holomorphe. De plus, pour tout = dans [x_, L], nous avons
Jula (@, 2)] < fuia(L,2-)] (2.5.18)

donc la fonction A — ui‘Q(x, x_) est également développable en série entiere et est holomorphe sur €.
De la mé&me fagon, en utilisant le Lemme 2.4.7, nous avons que la fonction A > ui\l (L, z_) est holomorphe
sur €2

Nous pouvons alors calculer la transformée de Laplace inverse de A\ ~— u*(x) pour obtenir la loi de la
densité du temps de sortie.

Proposition 2.5.2. La densité du temps de sortie f(t) pour les o1 petits est donnée par la transformée de
Laplace inverse de la fonction \ — u(x) :

ft) = (9_1UA) (t) = Are M (14 O(o1|log o1 %)) (2.5.19)

Le temps de sortie suit donc asymptotiquement une loi exponentielle de parametre \;.

PREUVE. Soit I'g I’ensemble des points du demi cercle de diametre [—iR,iR] et de partie réelle positive.
Soit g : 0 €] — 7/2,7/2[— Re'. D’apres le théoreme des résidus,

lim uMa)e M dh=2mi Y Res(ute ™, \). (2.5.20)
R—+o00 FR )\E{)\l,"'}
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Regardons le membre de droite de cette derniere égalité :

iR
/ uMz)e M dN = / u(z) e N dX + / u(z) e N dX (2.5.21)
FR —iR YR

La premiere intégrale va correspondre a la transformée de Laplace inverse quand on prendra la limite R — +oo.
Calculons la deuxiéme intégrale :

Ik = / ut(x) e N dA (2.5.22)
YR
Nous pouvons majorer |I£|
Y| < 7R sup |ut(z) e ™| (2.5.23)
AEVR

et pour tout A appartenant a -y, nous avons
‘e—t)\| < e—tRCOS@ (2524)
Pour 6 dans | — 7/2, 7 /2], cos @ > 0 donc

lim R sup [ut(z)e ™ =0 (2.5.25)

Nous avons alors :

lim IF =0. 2.5.26
alim 12 =0 2320

Au final, en prenant la limite R — 400, nous calculons la transformée de Laplace inverse. Ceci nous donne :

(2—1@&) ()= Y Res(le ™)) (2.5.27)
Ae{A1, }
Les valeurs propres sont croissantes :
D<M <A< (2.5.28)
Nous avons donc pour tout n > 2,
e~ = O(e2) (2.5.29)
En premiere approximation nous pouvons considérer que
<£*1u’\> (t) = Res(ut e ™, \) + O(e™2) (2.5.30)
Calculons le résidu. Nous avons
Res(u? e \1) = lim ((/\ —\)ut e_t)‘1> (2.5.31)
)\*))\1

En utilisant 1’égalité (2.5.11), nous avons

A1 A1
Res(u’\e_t’\, )\1) _ ull(L7x—)u12 (x7x—) e—t>\1 (2.5.32)
a (ui\z(L,x,)) e
=Al
Nous avons
utt(Lwo) =Y ufy (L z )AT (2.5.33)

n>0
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Nous posons alors
vp = ul (L, x_)AT (2.5.34)

Nous avons alors que ui‘i (L,z_) est égale a la somme des v,,. Cette série est alternée et lim,_, o v, = 0.
Nous pouvons donc écrire

(L, z) = uly (L, z_) + R} (L, ) (2.5.35)
ot le reste | R} (L, )| est majoré par v;
|RY (L, x2)| < uly (L) (2.5.36)
De la méme fagon, nous avons
wy(w,w-) = uly(z, ) + B3 (w,2-) (2.5.37)
avec la majoration pour le reste
R (z,22)| < udy(w, 2 )\ (2.5.38)
et p
ax (“12(L T— )) = ujy(z,2_) +7“i‘21 (2.5.39)
avec
1] < 2fudy (L, 2-) A (2.5.40)

Nous pouvons approcher la transformée de Laplace inverse par le terme d’ordre 0 dans le développement en A,

nous obtenons :
L B () RS
uly (L, 2 )uly(x, 2_) oAt ufy (L, z-) ufy(z, )

el () = (2.5.41)
( ) upy(L, @) 14 le(L z-)
ulZ(va—)
Etant donnée que \ri‘%(L, x_)| < July(L, 2_)|, nous avons
(Sl_lu’\) (t) _ u(l)l(L7$—)u(1)2<x7x ) —)\1t 1+ Ri\i(L,LL’_)
U%Q(Lvm—) 0 (L,$_)
(2.5.42)

A A
1+R1(:cm ) 1+0 rig(L,x_)
uy(z, z-) uip(L, x-)
Nous avons vu que u{; (z, z_) = 1. En utilisant les comportements asymptotiques de u{ (L, z_) et ulo (L, z_),

obtenus dans la partie 2.4.2, nous avons

ucl)l(va*)u?Q(x7x*) 2me
uty(Lyz-) V@V ()]

e AW E)=VEI/T o (14 O (on|logon?))  (25.43)

et le terme de reste est donné par

RY(L,x-) R (z,2_) r3 (L))

~—



Chapitre 3

Cas général : étude qualitative des différents
régimes

Nous ajoutons maintenant les termes de bruit a I’équation (1.0.1) dans le cas ou b # 0. Nous considérons le
systeme d’équations différentielles stochastiques :

edx; = (xt — a:f’ + yt) dt + e o1 th(l)

(3.0.1)

dy; = (a — xy — cyy) dt + o2 th(2)
ol o1 et oz sont deux réels positifs représentant I’intensité du bruit, Wt(l) et Wt@) sont deux mouvements
browniens standards indépendants. D’apres les théoremes généraux [Oks95, Chapitre 5], ce systeme admet une
unique solution forte { (¢, yt) },c[0,7) Presque siirement continue.

Nous commengons par regarder le comportement numérique des solutions du systeme (3.0.1) pour diffé-
rentes valeurs des parameétres a, ¢, 01 et oo. Pour ne pas avoir trop de parameétres, nous prendrons ¢ = 1. Nous
mettons en évidence trois régimes différents :

— des petites oscillation autour du point d’équilibre pour un bruit faible,

— une alternance de petites oscillations et de spikes pour un bruit intermédiaire,

— une suite de spikes sans petites oscillations intermédiaires pour un bruit fort.

Nous donnons le diagramme de bifurcation qui indique pour quelles valeurs des parametres nous avons ces
trois régimes (partie 2.1). Ensuite nous donnerons des résultats généraux sur les systemes lents-rapides stochas-
tiques qui décrivent le comportement des solutions quand la trajectoire n’est pas proche du point d’équilibre
stable (partie 3.2). Ceci nous permet de nous concentrer sur 1’étude au voisinage de ce point. Nous faisons
une premiere étude en introduisant des coordonnées semblables a des coordonnées polaires puis nous faisons
une étude qualitative pour calculer une valeur approchée du bruit critique faisant la frontiere entre les régimes
(partie 3.3). Enfin nous transformons le systéme initiale dans les coordonnées (&, z) introduites dans I’étude
de I’équation déterministe du chapitre 1. En faisant, une approximation que nous justifierons dans les chapitres
suivants, nous résolvons le systeme approché et en déduisons les différents régimes suivant les valeurs de o, €
et J et retrouvons les frontieres du diagramme de bifurcation (partie 3.4).

3.1 Simulations

Nous regardons I'influence du bruit dans les différents cas. Pour les valeurs de a qui donnent un point
d’équilibre instable, I’ajout du bruit ne modifie pas ’allure générale de la trajectoire. Elle reste proche de
la trajectoire déterministe. Nous observons seulement des sauts plus tdts ou plus tardifs hors du voisinage
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des branches d’équilibre de la cubique. Les cas intéressants se produisent quand un des points d’équilibre du
systeéme déterministe associé est stable. Nous observons sur la figure 3.1 les trois cas suivants 1’intensité du
bruit :

— quand le bruit est faible, la trajectoire, en coordonnées (z,y) (figure 3.1 (1a)), tourne autour du point
d’équilibre et reste proche du point d’équilibre. Quand nous observons 1’évolution du potentiel en fonc-
tion du temps (figure 3.1 (1b)), cela se traduit par des petites oscillations autour de la valeur d’équilibre
pour x.

— pour un bruit intermédiaire, nous observons une alternance de deux régimes. Si nous regardons le poten-
tiel en fonction du temps (figure 3.1 (2b)), nous observons une alternance de spikes ou train de spikes
et de périodes de repos ol nous avons des petites oscillations autour de la valeurs d’équilibre. En coor-
données (z,y) (figure 3.1 (2a)), nous avons une alternance entre des grands cycles et des petits cycles au
voisinage du point d’équilibre.

— quand le bruit est fort, la trajectoire est similaire au cas ou le point d’équilibre est instable. Cela se traduit
en coordonnées (x,y) (figure 3.1 (3a)) par de grands cycles. Parfois, la trajectoire fait une petite rotation
autour du point d’équilibre. Pour le potentiel en fonction du temps (figure 3.1 (3b)), nous avons alors une
suite de spikes avec parfois quelques petites oscillations entre deux spikes.

La figure 3.2 est une simplification des résultats du diagramme proposé dans 1’article [MVEOQS, Figure 8].
Elle donne les frontieres entre les différents régimes. En particulier pour § < 4/, il existe un régime intermé-
diaire que nous ne retrouvons pas pour ¢ > /. Dans la suite, notre objectif est de comprendre qualitativement
Iorigine des frontieres entre les différents régimes. Nous rendrons une partie de ces résultats rigoureux dans
les chapitres 4 et 5.

3.2 Quelques résultats généraux sur les systéemes lents-rapides stochastiques

Dans cette partie nous rappelons des résultats généraux (voir [BG09]) qui s’appliquent pour des systemes
d’EDS de la forme

B 1 g1 (1)
dx; = gf(x(t), y(t))dt + %F(x(t)’ y()) dW; (3.2.1)

dy, = gl (t), y(t)) dt + 02G(a(t), y(2)) AW,?

. . (s 1

ou f,g : R? > R et F,G : R? — R sont des fonctions suffisamment régulieres, Wt( ) et Wt(z) sont deux
mouvements Browniens standards indépendants et o et o2 sont deux petits parametres qui mesurent I’ intensité
des deux termes de bruit.

Nous introduisons la déviation £(t) entre x(¢) et la trajectoire invariante Z(y(t), ) introduite dans la partie
1.1.

§(t) = x(t) — z(y(t), e)- (3.2.2)
Nous rappelons que Z(y(t), ) = 2*(y) + O(e). Nous obtenons alors 1’équation

de(t) = [au(t), (1) + O(E(1)) + O(e(0))] de

+§§%mma+owmmm@ (3:2.3)

— 020, 2(y(1),£) [Goly(t), &) + O(E(t))] aW,) |
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(1a)"]

@ AN \

(3a) 3b)

FIGURE 3.1. Exemples de trajectoires de 1’équation de Fitzugh-Nagumo (3.0.1) en coordonnées (z, y) (colonne
de gauche) et (¢, ) (colonne de droite). Les valeurs des paramétres sont e = 0.01 et ¢ = 0.58. L’intensité du
bruit est donnée par o1 = o2 = 0.001, 0.003, 0.007.

ou a, Iy et G sont définis par

a(y,e) =0.f(2(y,€),y) = a’(y) + O(e) ,
Fo(y,e) =F(2(y.€),y) = F(2"(y),y) + O(e) , (3.24)
Go(y.e) =G(z(y,e),y) = G(z"(y),y) + Oe) .
Nous approchons y(t) par °(¢) solution de 1’équation déterministe associée et nous considérons 1’approxima-
tion linéaire £°(t) de &. Nous obtenons alors le systéme
1
dg () = Za(y (1), )€ (1) dt + = Fo(y" (1), &) AW,
€ Ve
— 020, Z(1°(t), £)Go(y°(t), £) AW,?)
020yZ(y"(t),€)Go(y" (1), £) AW,
dy’(t) = g(2(y°(t),2), 4°(t)) dt .
En supposant que z(t) part de la trajectoire invariante Z(y(¢), ) au temps ¢ = 0, nous avons alors £(0) = 0 et
nous pouvons supposer £%(0) = 0. Le processus {¢°(¢)}; est Gaussien avec une espérance nulle et une variance

(3.2.5)
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3/4
/(

Al

gl/? 1)

FIGURE 3.2. Diagramme de 1’équation stochastique de FitzHugh-Nagumo. Le paramétre § mesure la distance du
point d’équilibre au point de bifurcation de Hopf, o donne I’intensité du bruit. et € est le parametre caractérisant
le systeme lent-rapide. Les trois principaux régimes sont les spikes isolés et rares, les trains de spikes, et les
spikes répétitifs.

o?v(t). La fonction v(¢) est solution du systéme lent-rapide déterministe :
o1 2
et =2a(y"(t),e)v(t) + Fo(y°(t),e)* + ¢ | =0,z (y°(1),€)Go(y" (1), )
lop) (3.2.6)

3°(t) = 9(x(y°(1),€). y°(1)) -
Par le théoréme de Tikhonov, nous déduisons que v(t) peut étre approchée par une fonction o(y°(¢), ) qui
vérifie
_ F(x(y,9),4°(t))?
20, f(2(y,€),y°(t))

Cela signifie que la variance de la déviation £°(¢) est proportionnelle a la variance du terme de bruit et inverse-
ment proportionnelle a I’attractivité de la branche d’équilibre stable.
Nous introduisons ensuite le domaine

u(y°(t),e) =

+O(e). (3.2.7)

B(h) ={(z,y):y € I, |z — Z(y,e)| < h®0(y,e)} , (3.2.8)

ou I est un intervalle sur lequel la branche d’équilibre z*(y) est stable.
Nous définissons les deux temps de sortie :

) = inf{t > 02 (x(t), y(t)) ¢ B(h)},
7 =1inf{t > 0:y(t) & I}. (3.2.9)

Le domaine B(h) est un tube centré autour de la courbe invariante Z et correspond a ’ensemble dans lequel
nous supposons que la trajectoire va rester. Le temps 77 donne le premier temps pour lequel la variable lente y
sort de Iintervalle correspondant a une branche d’équilibre stable. Le temps 75 correspond au premier temps
de sortie du domaine B(h). Nous avons alors le résultat suivant :
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Théoréme 3.2.1 ([BGO2]). Supposons que la condition initiale (x(0),y(0)) soit sur la courbe invariante, i.e.,

z(0) = Z(y(0), €) pour un y(0) € 1. Il existe alors des constantes hg, c, L > 0 telles que pour tout h < hy,
P{ramy < min(t, )} < C(t,)e”"*/2 (3.2.10)

ou ’exposant r ne dépend pas du temps et vérifie

k=1—0(h)— O(e(o1/h)?) — O(e% /h) (3.2.11)
et le préfacteur est donné par
(1+1)? h?
C(t,e) =L P 1+ 2 (3.2.12)

Pour une valeur de h suffisamment grande, pour h >> o, la trajectoire a une probabilité tres faible de quitter
le domaine B(h), avant que y(¢) ne quitte I’intervalle I sur lequel la branche d’équilibre est définie.

En particulier si nous prenons h suffisamment plus grand que o, de I’ordre de o|logo|, le majorant de
I’inégalité (3.2.10) devient tres petit, méme si nous attendons un temps assez long. La trajectoire reste donc
avec une grande probabilité¢ dans le domaine B(c|log o|).

Nous donnons ensuite un résultat pour le comportement au voisinage d’un point de bifurcation noeud-col :

Théoréme 3.2.2 ([BGO02]). Soit (z*,y*) un point de bifurcation noeud-col du systéeme vérifiant g(x*,y*) # 0.
Supposons que les coordonnées ont été transformées de telle sorte que

(@*,y") = (0,0),
ax:)?f(o70) = _27
9,£(0,0) = —1, (3.2.13)

9(07 O) =1,

F(0,0) # 0.

En prenant une condition initiale (x(0),y(0)) suffisamment proche du point de bifurcation, avec y(0) > 0
d’ordre 1, et x(0) — 2*(y(0)) > 0 d’ordre c. Alors pour une trajectoire partant de (x(0),y(0)) et o2 < Coy,
nous avons :

— Sio < 0. = €'/?, la trajectoire reste dans B(h) avec une probabilité plus grande que 1 — O(e‘h2/202)
pour tout h jusqu’a 'ordre £*/2, tant que y(t) > —c1€2/3. En particulier, la probabilité que x(t) devienne
négative pour ces y(t) est de I’ordre e=0E/7%) De plus, x(t) a de grande chance d’atteindre des valeurs
négatives d’ordre 1 dés que y(t) atteint des valeurs d’ordre —2/3|log /.

—Sioy > 0. = e/2 la trajectoire a de grandes chances de couper la branche d’équilibre instable et
d’atteindre des valeurs négatives d’ordre 1 pour des valeurs de y(t) d’ordre o*/3. La probabilité que
ceci ne se produise pas est de [’ordre de e—0O(o?/ellogal)

Dans le cas ot ¢ < £/2, le comportement est assez similaire 2 celui du cas déterministe : la trajectoire
atteint les y négatifs pour x d’ordre £2/3 et passe alors rapidement a des valeurs de x négatives d’ordre 1. Dans
I’autre cas ott o > £!/2, le bruit change le comportement général de la trajectoire : elle peut anticiper le saut
vers les x négatifs d’ordre 1 avant que y soit devenu négatif.

En appliquant ces résultats a 1’équation de FitzHugh-Nagumo (3.0.1), nous pouvons donner le comporte-
ment des solutions en dehors du voisinage du point d’équilibre stable. Si nous prenons une condition proche de
la branche d’équilibre {(x, 2% — z),2 < —1/+/3}, la trajectoire reste dans un voisinage de la branche d’équi-
libre. Quand elle s’approche du point de bifurcation (—1/v/3,2/+/3) la trajectoire saute, avant ou aprés le point
de bifurcation suivant I’intensité du bruit, pour atteindre la branche d’équilibre {(x, 2% — x),x > 1/1/3}. Elle
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reste alors dans un tube autour de la branche d’équilibre pour atteindre le point d’équilibre, en supposant que
celui-ci soit stable et proche du point de bifurcation (1/+/3, —2/+/3). La trajectoire va rester dans le voisinage
du point d’équilibre un temps plus ou moins long suivant les valeurs des parametres de I’équation (3.0.1), avant
de retourner sur la branche d’équilibre stable {(z, 2% — x), 7 < —1/+/3}. Nous nous intéressons par la suite au
comportement de la trajectoire au voisinage du point d’équilibre pour prévoir le comportement de la solution
suivant les valeurs des parametres.

3.3 Limite inférieure du régime bruit fort

Nous cherchons a déterminer pour quels parametres nous avons les trois comportements mis en évidence
dans les simulations numériques. Nous nous plagons dans le cas ou le point d’équilibre est un foyer, c’est a dire
pour |6| < /. Pour cela, nous transformons 1’équation de FitzHugh-Nagumo en coordonnées polaires (r, )
introduites dans la proposition 1.3.2 aprés avoir transformé le systeéme en coordonnées (£, ¢) introduites dans
la preuve de cette Proposition. En étudiant 1’ordre de grandeur des termes, nous obtenons un premier bruit de
coupure o. Il correspond 2 la limite inférieure du bruit fort et est donné par o, = V/26.

En faisant les mémes transformations que pour la partie linéaire dans le cas déterministe, nous obtenons
pour I’équation de FitzHugh-Nagumo (3.0.1) le résultat suivant :

Proposition 3.3.1. En coordonnées (r,0), pour 0 > 0 > —+/¢, I’équation de FitzHugh-Nagumo (3.0.1) prend
la forme

3 1 1 2
dry = |—pugre — irt sin Qt(At) e rt sin Qt(At) + b7 (;}\1% cos® 0, + a% sin? 0t>] dt

+ sin, AWM + oy cos 6 dW? (3.3.1)

g1
VEAL

3a < \2 1, ~ 1

db, =[A\; — ;rt cos 0, (Ay)” + Trt cos Ot(At) ] dt + —

cos 0; th( ) _ oy sin b, th( )]

I EAI \[)\1
ou B
A= —pré — pr (3.3.2)
et nous rappelons la définition de ppr et uy
0 Ve — 2
UR = z et wr = — (3.3.3)

PREUVE. En translatant I’origine au point d’équilibre du systeme (z*, y*), le systtme de FitzHugh-Nagumo

(3.0.1) s’écrit :
edug = [(1 - 3a)u; + v — 3au? — uf] dt + Veor AW (3.3.4)
dvy = —ug dt + o2 th(Z) h

Faisons ensuite le changement de variables qui permet d’obtenir la forme de Jordan pour la partie linéaire

u\ _ [ HR pI §
()08 ) (0, -
nous obtenons alors le systeme :

dé = [_NRgt - ,UICt] dt + o9 th(2)

3a 1 1)
d¢; = — 22 (A2 4+ —(A ]dt+ aw;
Gt [Mft KRGt g ( t) ey ( t) \fMI

(3.3.6)
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ol
Ay = —pRrE — pre. (3.3.7)

Passons ensuite en coordonnées polaires en posant

& =rcosf

3.3.8
¢ =rsind ( )
Nous cherchons un systeme sous la forme
dr =p1(re, 0,) At + L (e, ) AW + 2 (ry, 6,) AW, 539
A0, =pa(re, 0,) dt + 13 (re, ) AW, + 92 (ry, 0,) AW,
D’apres la formule d’It6, nous avons
1
dé; =cos 6y dry — rysin 0y d6; — =7t cos ﬁt(dﬁt)Q
% (3.3.10)
d¢; =sin 0y dry + r cos 0y df; — o7t sin Ht(det)z
ol
2
(202 = (v (re, 00) AW, + w31, 0,) aw,?) .
= [ (e, 00)% + 03 (e, 0,)°] it
Par combinaison linéaire, nous obtenons :
dry =cos 0, d&; + sin 0y A¢; + 17} [1/1% (re,0:)% + V3 (ry, Ht)z] dt
2 (3.3.12)
Tt d9t = —sin Gt dft -+ cos Ht dCt
En remplacgant d&; et d(; par les expressions du systeme (3.3.10) , nous avons :
3a . ~ 1 ) < 1
dry = |:—MR1"t — %T? sin Ht(At)Q + ET? sSim Qt(At)g + §Tt [11)%(7% Ht)Q + ¢§(7“ta Qt)Q] de
91 . 1) (2)
0, dW, 0, dW,
+ \/E/LI Sin 04 +  + o2c0s0; t
- 1 -
ry dfy = [,ujrt — 3—ar? cos Ht(At)Q + —rf cos Gt(At)?’ dt (3.3.13)
ENr ENT
o1 (1) . (2)
0, AW — 0, dW,
+ e cos 0 f o9 sin 0y h
oll nous avons posé .
A= —pprcost — ursiné. (3.3.14)
Par identification entre (3.3.9) et (3.3.13), nous trouvons
1 o1 cosb;
0,) =
Va(re, ) NGV
sin 0
V3 (re, 0y) = — og—+ . (3.3.15)

Tt

Nous n’avons plus qu’a remplacer 3 (14, 0;) et 13 (ry, 6;) dans 1’équation (3.3.13), pour obtenir (3.3.1).
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3.3.1 Etude qualitative du rayon moyen du petit cycle

Nous évaluons et comparons 1’ordre de grandeur des différents termes de (3.3.1) pour étudier le comporte-
ment des solutions. Les résultats de cette partie ne sont pas rigoureux et seront affinés par la suite dans la partie
5.1. Nous considérons le cas |§| < /. Nous avons alors p; > up. Regardons 1’ordre de grandeur des autres
termes dans 1’équation (3.3.1). Comparons s et 3ar cos §(A)?/(eur). La constante 3a est proche de v/3 donc

d’ordre 1. Nous avons alors )
———rcosf(A)? ~ —r(A)? (3.3.16)
M1 EfLT epg

Nous considérons que cos € et sin § sont de ’ordre de 1. Cela donne pour A Iestimation :

~ 1
(A)? ~ p% + p? = . (3.3.17)
et donc 3
a 2. T
%T‘ COS Ht(A) >~ 5—752 (3318)

Nous sommes dans le cas 62 < ¢. Pour que le terme en 7 soit dominant dans la deuxiéme équation différen-
tielle qui porte sur 6, c’est a dire 7 >> 3ar cos §/ep7(A)?, nous devons avoir

r<e (3.3.19)
Posons )
S = 71 cos® 0 + o3 sin® . (3.3.20)
ENT
Regardons I’ordre de grandeur de S.
N 450% 9
P + 05 (3.3.21)
Si 62 < &, nous avons alors pour S I’estimation

Comparons maintenant les termes prr et S/r. Dans le cas ot 2 < cetr < e, upr < et S/r >
(02 + 03) /e. Pour r suffisamment petit, le champ de vecteur est horizontal donc 6 varie beaucoup plus vite que
7 et nous pouvons regarder la moyenne de r sur une période c’est a dire sur [0, 27r]. Regardons la moyennisation
en 0, sur [0, 27| de I’équation sur dr; du systeme (3.3.1),

sin O(A)? = p% sinf cos? @ — 2up g cos O sin’ 6 + p? sin® 0 (3.3.23)

sin(A)? = —p% sin @ cos® @ — 3p%puy sin? 0 cos? @ — 3ppp? sin® 0 cos § — 3 sin @ (3.3.24)

Calculons les différentes intégrales des termes en 6 qui apparaissent dans les développements (3.3.23) et
(3.3.24):

27 21
/ cosfdf = / sinfdf = 0, (3.3.25)
0 0
2 2 2
/ sin f cos® 0 df = / cosfsin® 0 df = / sin®6do = 0, (3.3.26)
0 0 0

2 2
/ sin 6 cos® 0 d6 = / sin® 0 cos 0 d6 = 0, (3.3.27)
0 0
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27 T
/ sin? 0 cos® 0 do = —,
0 4

27
/ sin*0dh = 31,
0 4

2 27
/ sin 0 df = / cos? 0 d = .
0 0

Nous obtenons alors 1’équation différentielle ordinaire portant sur le rayon moyen 7 :

dr 3 2\ -3 of o3\ 1 2 2
- - = —= | = dWw;
- MR g (Hp +pp) ™+ 2 +5 ) =+ ol +oidW;

1
Nous pouvons un peu simplifier en utilisant p? ~ 7 et nous posons 02 = o} + 03,
€
3 1
A7 = |—ppF — —7 + 2= | dt + o dW,
8e2 27

65

(3.3.28)

(3.3.29)

(3.3.30)

(3.3.31)

(3.3.32)

Calculons la valeur a I’équilibre 7., de I’équation différentielle déterministe associée a 1’équation (3.3.32).

C’est une racine du polyndéme P de degré 4 :

3
i+ Z

_ 9
P(Teq) = KRTeq — @ eq 9

Le polyndme P a une unique racine réelle positive 7,

_ 42 9 302
Teq = ? KR + MR + 2752

Regardons I’ordre de grandeur de 7, suivant la valeur de pg. Nous pouvons distinguer deux cas :

— sip% > 02 /€2, ce qui revient a § > o alors
\HRT o2 = KR 42

Foqg 1| — =\ ——

ce qui implique pour T4

— si ,u% < 02 /€2, ce qui revient 2 § < o alors

Teq =~ 51/201/2.

3.3.2 Discussion

(3.3.33)

(3.3.34)

(3.3.35)

(3.3.36)

(3.3.37)

Nous avons travaillé dans le cas ol || < y/e. Nous allons comparer le rayon moyen 7., avec € qui est la
distance du point d’équilibre a la ligne séparatrice. Nous considérons que si le rayon moyen est plus petit que
€, nous ne faisons pas (ou rarement) de spike alors que si ce rayon est plus grand que € nous avons une suite de

spikes.
Nous distinguons alors les deux cas que nous avons obtenus pour I’approximation de 7, :
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— pour le cas 7y >~ /€02 /9, le rayon moyen est égal a ¢ pour 0. = V€6. Dans ce cas ¢ est bien plus petit
que o.

— pour le cas 7.4 >~ el/261/2 et § < 0, le rayon moyen est égal a  pour ¢, = €.
Nous avons donc

—pour0 < |§| € ¢e,0,=¢

— pour £ > |6] < \/E, 0. = Ved.
La valeur o est I'intensité de coupure entre le régime sans spike et le régime avec une suite de spikes : pour
o < o0¢, nous n’avons pas de spike et pour o > 0., nous avons une suite de spikes. Nous allons affiner les
frontieres dans la partie suivante.

3.4 Etude qualitative de la transition du bruit fort au bruit faible

Nous transformons 1’équation (3.0.1) en coordonnées (&, z) qui ont été introduites dans la partie sur 1’équa-
tion déterministe. Ensuite nous nous intéressons a I’approximation de cette équation pour des valeurs de z
petites. Nous pouvons ainsi exprimer £ en fonction du temps et obtenir une EDS portant sur z que nous résol-
vons. En considérant que nous obtenons un spike quand z devient négatif, nous pouvons calculer la probabilité
qu’il n’y ait pas de spike, c’est a dire que z reste positif. A partir de 1’expression de cette probabilité , nous
étudions pour quelles valeurs de o, ¢ et § cette probabilité est proche de 0, proche de 1 et proche de 1/2. Nous
obtenons trois bruits de coupures : 0., = /45 qui est la limite supérieure du bruit faible, Oy = £3/4 qui
est la limite supérieure du bruit fort et une limite intermédiaire 0., = V26 pour laquelle nous avons la méme
probabilité de faire un spike et une petite oscillation. Nous avons alors les trois cas :

— lecas o < /4§ correspond au régime ou il y a de rares spikes isolés

— le cas o >> ¢%/* correspond au régime il y a une suite de spikes ininterrompus

— lecas /45 < o < &3/4 correspond au régime intermédiaire avec des trains de spikes entrecoupés de

petites oscillations. Dans ce régime, nous avons le cas particulier o = /26 ot la probabilité de faire un
spike est égale a 1/2.

3.4.1 Transformation de I’équation stochastique

Nous écrivons 1’équation (3.0.1) dans les coordonnées (&, z) introduites dans 1’étude du systéme déter-
ministe 1.0.1 dans la partie 1.3.3. Nous rappelons la définition de la variable o, = /(1 — ce)/3 définie en
(1.3.44).

Proposition 3.4.1. Dans les variables (&, z) et le temps t/+/e, le systeme de FitzHugh-Nagumo (3.0.1) prend
la forme

1 ~
g, = (2 — - \f@) dt + 61 aw)
/e (3.4.1)
6 - ~ ~ ~
dzy = (,1 26 2+ 35;*) dt — 261& AW + 5 dW?
ou
51 = —3ase oy, (3.4.2)
Go = 3ase oy, (3.4.3)
s 52 3o (0 —ol/e
f=p—— = g. (3.4.4)

" 3a, Ve
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FIGURE 3.3. Trajectoires de I’équation (3.4.1) (courbe noire) avec les lignes de niveaux de 1’intégrale premiere
K (courbes bleues). La ligne rouge est la séparatrice dans le cas it = ¢ = 0. Les valeurs des parametres sont
c=0,e=0.0leti=0.01,5; =72 = 0.01 (), & = 0.01, 61 = 62 = 0.03 (b), t = 0.05, 51 = 62 = 0.01 (c)
et i = —0.05, 51 = g9 = 0.013 (d).

PREUVE. Nous allons faire les mémes changements de variables que pour 1’équation déterministe dans la
proposition 1.3.5.

edzy = (zp — 2} +y) dt + o011/ th(l)

@ (3.4.5)

dy: = (a — x; — cyg) dt + oo AW,
Le premier changement de variables (1.3.48) qui est le changement d’origine ne modifie pas les termes stochas-
tiques. Nous obtenons le systéme en coordonnées (u, v) :

€ duy = (vt — 3a*uf — u? + csut) dt + o1/ th(l)

) (3.4.6)
dvy = (6 —uy — cvy) dt + o9 th( )

ol le parametre ¢ est défini comme en (1.3.51). A présent nous faisons le changement d’échelle (1.3.55). Les
termes stochastiques sont divisés par /. Cela donne le systéme en (£, 7) :

VE d& = — 3o + V(e — &) dt + L aw
Ve (3.4.7)

dt + a—i aw®

\/Edmz(i—&—c\/gm NG

NG
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Ensuite nous faisons le changement de temps (1.3.58). Nous avons 1’égalité en loi \/aWy; £ W;. Dans notre

£ N £ >4
cas nous avons Wy = W, Vet = e~ Y4W, . En notant ¢ 2 la place de ¢’ pour alléger 1’écriture, nous obtenons

dg; = (m — 308} + Ve(c& — &) dt +e 4oy aw)

5 (3.4.8)
dnt = (\E —& — Cﬁ?]t> dt + 8_3/4 09 th(Q)
Maintenant nous faisons le quatrieme changement :
1
n=&+z-3. (3.4.9)
D’apres la formule d’Ito,
dy = dzy + 26 d&; + (d&)? (3.4.10)
et
2
4&)? = ( (1 — 302 + VE (et — €3)) dt + e 34 51 dw Y (3.4.11)
t t t
avec les regles de multiplication
At = dt.aw V) =0
(1) 2 (3.4.12)
(th ) — dt
Dans le calcul du carré dans I’expression (3.4.11), il ne reste donc qu’un terme
(d&)? = 73262 dt (3.4.13)
Nous avons donc le systeme :
1
&, = [zt — o T VE(E — gg”)} dt +e 340y awV
1) _ 1 34.14
dZt = |:ﬁ — €& 3/20'% — 6a*§tzt + \/g <60é*§;l +c (6@* — 9@*5152 - Zt>>:| dt ( )
— 270, & AW 47 gy aW)
Nous finissons par deux renormalisations en changeant £ en —& /3, et z en z /3., nous obtenons
1 I 3 —3/4 1)
d& = 5 & + e | c& — 902 & dt — 3aue o1 dW,
3o 0 _ 2 1 3.4.15

4 6oy & AW + 3a,e73 4 oy aW P

En définissant, 71, 02 et i comme dans la proposition, nous avons le systeme d’EDS (3.4.1).
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FIGURE 3.4. Exemples de représentation de ¢ en fonction du temps. Les paramétres sont € = 0.01, § = 3.1073
pour la ligne du haut et § = 5.1073 pour la ligne du bas. L’intensité du bruit est 0y = oo = 1,46.1074,
1,82.1074,2,73.107% et 3,65.10~%.

Sur la figure 3.3, nous avons tracé quelques trajectoires en coordonnées (&, z) sur les courbes de niveaux de
I'intégrale premiere K définie par 1.3.70. Pour [ positif et 1 et g9 petit, la trajectoire suit les lignes de niveau
K > 0 en s’enroulant autour du point d’équilibre de coordonnées proches de (—/i, 1/2). Quand /i augmente,
la trajectoire s’enroule plus vite vers le point d’équilibre. Pour fi négatif, la trajectoire traverse la séparatrice et
s’échappe vers les lignes de niveau K < 0. Nous avons la génération d’un spike.

Sur la figure 3.4, nous avons représenté I’évolution de la variable & en fonction du temps pour différentes
valeurs de 6§, o1 et oo. Pour un bruit faible, nous avons de rares spikes isolés. Le nombre de spikes augmente
ensuite avec le bruit mais leur amplitude est presque constante. Entre deux spikes, nous observons des petites
oscillations autour de la valeur d’équilibre qui est proche de —zi. Quand le bruit est faible, il y a un grand
nombre de petites oscillations entre deux spikes et ce nombre diminue quand le bruit augmente. L’ amplitude de
ces petites oscillations n’est pas constante.

3.4.2 Discussion

Nous allons regarder comment évolue le comportement de la solution du systeme (3.4.1) suivant les valeurs
des différents parametres. Avant d’étudier le systeme (3.4.1), nous considérons d’abord une approximation de
ce systeme. Nous étudierons dans une autre partie 1’écart entre la solution approchée et la solution de (3.4.1) et
nous montrerons que cet écart est petit.

Nous pouvons séparer le comportement de la solution en deux parties :

— la trajectoire reste au voisinage du point d’équilibre P. La variable z est alors positive.

— la trajectoire s’éloigne du point d’équilibre en allant dans la région z < 0
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Nous considérons qu’il y a un spike quand la trajectoire coupe la ligne séparatrice z = 0.
Pour z petit, nous pouvons approcher la premiere équation par d¢;/ d¢t ~ 1/2 et nous approchons & par

¢
& = 5t &o- (3.4.16)

En prenant £y = 0, nous avons alors pour z; I’équation approchée :
dz = [7 _ = )~ a1i(2)
¢ = [l +tz]dt — a1t AW, + G2 AW, (3.4.17)

Par la méthode de la variation de la constante, nous obtenons :

t t t
2 = et’/2 (zo e 10/2 —i—,ll/ e/ ds — &1/ se=5 /2 dWs(l) + &2/ e/ dWs(2)> (3.4.18)

to to to

Le processus z; suit une loi normale N (E(z;), Var(z;)). Calculons E(z;) et Var(z) :

t
E(z) = et*/2 (zo e t0/2 +g/ em/2 ds> (3.4.19)
to

Var(z) = E (2~ E(z))]
~ ~ 2
= ’E [(—51 JEses 2 aWwiV 4 G, [} e/ dWs(2)> } (3.4.20)
= e (&% ftto s2e% ds+ 52 ftz e s ds)

par I’isométrie d’Itd.
Regardons la probabilité qu’il n’y ait pas de spike, c’est a dire que z; est plus grand qu’une valeur seuil x :

00 o= (y—E(2t))?/2Var(zt)

Plzy > x| = d (3.4.21)
2 > @] x \/2m Var(z) Y
En faisant le changement de variable
—E
u=Y_EE) (3.4.22)
\/ Var(zt)
nous obtenons
o0 e—u2/2
Pz > x] :/ du
(2—E(2))//Var(zr) V27T (3.4.23)
Y K E(z)
Var(zt)
ou P est la fonction de répartition de la loi normale standard :
T e—y2/2
O(x) = / d 3.4.24
(z) o (3.4.24)
Nous prenons tp = 0, z = 0 et zp < [ et étudions alors
—E
lim & EG) (3.4.25)

t—+00 /Var(zt) ’
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Nous avons N
o 2 1 o 2 T
/ e ds == et e % ds = £
0 2 4

Nous pouvons alors approcher
lim +/Var(z;) = VT /25
t—00 4
Cela nous donne R
E() Ay

111
t=+oo \/Var(z) o

La probabilité p de faire un spike est égal a

p=~ <I>(—@7r1/4) = <_(7r5)1/45—0%/5>

o Voi+ o3

Nous pouvons distinguer les trois différents régimes suivant la valeur de i/5 :

71

(3.4.26)

(3.4.27)

(3.4.28)

(3.4.29)

— [i > 7, alors la probabilité p est trés petite et nous sommes dans le régime ou il n’y a pas de spike. Dans

les variables de départ, cela donne /0% + 035 < el/4s.

— [i € —a0, alors la probabilité p est proche de 1. Nous sommes dans le régime ot il y a une suite de spikes.

fi < —& implique que p? < &2, qui s’écrit dans les variables d’origine 02+ 03> e3/4,

— || = O(&), nous avons alors le régime intermédiaire avec une alternance de suite de spikes et de petites
oscillations. Cela correspond a el/46 </ 0?4035 < £3/4. Dans ce régime, nous avons le cas particulier

ol it = 0, c’est a dire o1 = V&4, ou la probabilité de faire un spike est égale a 1/2.

Nous retrouvons les limites du diagramme de bifurcation de la figure 3.2. Le régime intermédiaire n’est pas
aussi net que sur le diagramme. I1 y a un glissement progressif du régime sans spike ou avec des spikes rares et
isolés au régime avec des spikes successifs quand nous augmentons le bruit : les trains de spikes sont de plus

en plus long jusqu’a obtenir une suite sans petite oscillation de spikes.
Nous affinerons ces résultats dans la partie 5.1 avec plus de rigueur.
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Chapitre 4

Petites oscillations

Dans ce chapitre, nous étudions le nombre d’oscillations de petites amplitudes (ou SAOs) entre deux spikes
consécutifs afin de déterminer la fréquence des spikes. Ces oscillations sont davantage visibles dans les coor-
données (&, z) comme nous le voyons en comparant les simulations en coordonnées (z,y) de la figure 3.1 et
celles en coordonnées (&, z) de la figure 3.4. Nous étudions donc le systeme d’EDS :

1 ~
&, = (2 — 2 ‘f{f) dt + &y dw)
(4.0.1)

dzy = <'a + 28 2 + \f‘ff> dt —201& th(l) + 02 th(2)

Nous donnerons d’abord une définition du nombre N de petites oscillations. Apres avoir rappelé certaines
propriétés des noyaux de Markov sous-stochastiques, nous donnerons des résultats rigoureux sur la loi que suit
le nombre N dans le théoreme 4.3.1.

4.1 Définition de la variable aléatoire donnant le nombre de SAOs

Nous allons définir ici la variable aléatoire a valeur entiere /N qui donne le nombre d’oscillations de petites
amplitudes faites par la solution du systeme (3.4.1) entre deux spikes consécutifs. Nous commengons par consi-
dérer un domaine borné D C R 2, avec un bord régulier 9D, contenant le point d’équilibre P et un morceau de
la séparatrice. Un spike correspond a toute sortie de la trajectoire (x¢, y¢); a I’extérieur de D. Le nombre N est
défini comme le nombre de fois ou la trajectoire tourne autour du point P en restant dans la domaine D avant
de sortir de D et donc de faire un spike.

Afin de définir plus précisément le nombre /N, nous introduisons une petite boule B de rayon p > 0 centré
sur le point P. Nous dessinons ensuite une courbe réguliere F qui relie un point du bord de la boule B a un
point de D. Nous paramétrons cette courbe F par une variable € [0, 1] proportionnelle & la longueur de 1’arc
F (les résultats seront indépendants du choix de F et de r). Nous étendons ensuite la paramétrisation de F a
une sorte de paramétrisation polaire de 1’ensemble D\ B. Nous choisissons pour cela un difféomorphisme 7" qui
a tout point de coordonnées (x,y) € D associe des coordonnées (r, ¢) tel que r € [0, 1] et ¢ € [0, 27|

T: [0,1]]—-S' € D
(r¢) = (zy)

Le difféomorphisme T est défini tel que I’ensemble des points {¢) = 0} correspond a I’ensemble F, {r = 0} a
ODet{r=1}a0B:

(4.1.1)

THF)={¢=0}, TH(dD) = {r =0} et T H(9B)={r=1} (4.1.2)

73



74

CHAPITRE 4. PETITES OSCILLATIONS
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FIGURE 4.1. Définition du nombre de SAOs N. La trajectoire (en rouge) entre dans la région D, et coupe la
ligne F deux fois avant de quitter la zone D, en faisant un autre spike. Dans cette exemple N = 2. La séparatrice
est représentée en bleue.

Nous faisons également en sorte que é > 0au voisinage du point P pour le flux déterministe.

Considérons alors le processus (7, ¢;); en étendant la définition de 1’angle ¢ de S! 2 R. En prenant une

condition initiale sur I’arc F noté (r¢, 0) et un entier M > 1, nous définissons le temps d’arrét :

T =inf{t > 0: ¢ € {2m,—2Mnr} our, € {0,1}} . (4.1.3)

Nous distinguons alors quatre cas :

— Le cas r; = 0 correspond au cas ol la trajectoire (x¢, y¢) sort du domaine D et donc a un spike. Ce cas se

produit avec une probabilité strictement positive par 1’ellipticité du processus de diffusion (3.0.1). Dans
cette situation, nous posons N = 1.

Dans le cas ot ¢, = 2w et € (0, 1), la trajectoire coupe une nouvelle fois I’arc F en ayant fait un tour
complet autour du point P en restant dans la domaine D \ B. Cela correspond a une SAO ce qui implique
que N > 2.

Le cas r = 1 correspond au cas ol la trajectoire entre dans le domaine B. Nous pouvons considérer que
le neurone atteint alors son état d’équilibre. Dans ce cas, nous attendons que la trajectoire sorte de 13 pour
atteindre JF ou sortir du domaine D.

Le cas ¢, = —2Mm et r, € (0, 1) représente 1’événement (rare) ol la trajectoire tourne M fois autour
du point P dans le mauvais sens. Nous introduisons ce cas uniquement pour des raisons techniques,
nous avons besoin que 7 soit le premier temps de sortie d’un ensemble borné. Pour simplifier, nous
considérerons également ce cas comme une SAO.

Tant que r, € (0, 1), nous répétons le schéma précédent en augmentant N a chaque itération. Nous construi-
sons ainsi une suite (Rg, R1,..., Ry—_1) de variables aléatoires. Cette séquence donne la position des points
d’intersections successifs de la trajectoire avec 1’arc F tant que la trajectoire reste dans le domaine D. Deux
éléments de la séquence sont séparés par une rotation autour de P. La séquence s’arréte des que la trajectoire
quitte le domaine D.

La suite (Ry,),, forme une chaine de Markov sous-stochastique de £ = (0, 1) avec le noyau

K(R,A) =P{p; =2m,1- € A| 9o =0,70 = R}, (4.1.4)

avec R € E, A C E un Borélien. La chaine de Markov est sous-stochastique car la probabilité que la trajectoire
sorte de 1’ensemble D est strictement positive, ce qui implique K (R, E') < 1. Nous pouvons la transformer en
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une chaine stochastique en ajoutant un état cimetiere A a ’ensemble F (1I’état A correspond a un spike), et
poser
K(R,A)=1-K(R,E),

K(AA) =1 (4.1.5)

Le nombre de SAOs est alors donné par
N =inf{n>1: R, =A} € N U{oo} (4.1.6)

(nous posons inf ) = o). En faisant une extension du théoréme de Perron-Froebenius, nous pouvons montrer
que le noyau K admet une valeur propre maximale \g qui est réelle et simple. Celle-ci est appelée valeur propre
principale de K. S’il existe une mesure de probabilité g telle que

7TOK = )\071'0, (417)

celle-ci est appelée la distribution quasi-stationnaires (notée QSD pour "quasi-stationary distribution) du noyau
K.

4.2 Noyaux de Markov sous-stochastiques

Nous rappelons dans cette partie les propriétés des chaines de Markov sous-stochastiques. Pour plus de
détails sur la théorie de ces processus voir [Ore71, Num84]. Nous appliquons ensuite ces résultats pour obtenir
des propriétés sur le temps d’absorption qui correspond au nombre d’itérations de la chaine de Markov définie
par un noyau sous-stochastique pour atteindre I’état cimeticre.

4.2.1 Résultats généraux

Soit E un intervalle borné de R et soit £ la o-algebre Borélienne sur E. Soit K : E x £ — R + un noyau
de Markov sous-stochastique de (£, £) dans lui-méme tel que :

— pour tout z € F, K(x,.) est une mesure sur (E,&);

— pour tout A € £, K(., A) est une application £-mesurable ;

— K est sous-stochastique, c’est a dire, K (z, E) < 1 pour tout z € E.
En ajoutant un état cimetiere A a E et en posant

K(z,A)=1-K(z,E) et K(A,E)=0 4.2.1)
le noyau K devient stochastique.

Définition 4.2.1. Nous définissons une chaine de Markov (X, )n>o sur Uensemble E = E U {A} par la
relation :
P{Xp41 € Al X, =2} = K(z,4)  VYn>0. 4.2.2)

Nous considérons K comme un opérateur linéaire borné sur L*>°(E), qui agit sur des fonctions mesurables
bornées par

f(2) > (K f)(z) = /E K, dy) f(y) = E* {f(X1)} | (423)

et comme un opérateur linéaire borné sur L' (E), qui agit sur des mesures finies 1 par

p(A) = (uK)(A) = /E,u(d:E)K(ac,A) =PH{X, € A}. (4.2.4)
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Remarque 3. Comme peuvent le suggérer les notations, nous pouvons voir le noyau K comme une matrice,
les mesures comme des vecteurs lignes et les fonctions comme des vecteurs colonnes.

Nous nous intéressons aux propriétés du temps d’absorption
N=inf{n >1: X,, = A} e NU{o0} . (4.2.5)
Nous commencons par trouver une expression pour la fonction génératrice des moments de N.

Définition 4.2.2. Nous définissons le n-ieme itéré du noyau K™ par :

K% =1, (4.2.6)

K!' =K, 4.2.7)

K"z, A) = / K"(z,dy)K(y,A) V¥n=>1, (4.2.8)
E

ot 1 est le noyau identité définie par W(z, A) = 11,¢ -
Proposition 4.2.3. La variable aléatoire X,, a la loi de K" (z,-) donnée par Xy = x et
P*{N > n} = P*{X, € E} = K"(z, E) . (4.2.9)

De facon plus générale, si X est distribuée suivant une mesure de probabilité iy, alors
PHO{N > n} =PH{X, € E} = ugK"1 ::/ / po(dz) K™ (x,dy) . (4.2.10)
EJE

ou 1 est la fonction identiquement égale a 1.

Définition 4.2.4. Pour r € C, la série génératrice associée au noyau K est définie par

G(T):ZT"K":]l—i—TK—i-TzKQ—l-.... (4.2.11)
n=0

Nous savons, par [Num84, théoreme 3.2], qu’il existe un rayon de convergence R € [0, c0) tel que
G f = 400 pour toute fonction positive fsir > R 4.2.12)

et
G f < 400 pour certaines fonctions fsir < R (4.2.13)

Remarque 4. Nous remarquons que nous avons la relation suivante
G =14+ rKG" =1+ G"rK . (4.2.14)
Lemme 4.2.5. Supposons que N est fini presque stirement. La fonction génératrice de N est alors donné par

EX LN =14 (r— D)pG1 . (4.2.15)
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PREUVE. Nous remarquons que d’une part
Pr{N >n} = Y PH{N =k}
k>n+1

et d’autre part

poGU1 = Zr" poK"1 = ZrnIP’“O{N > n}.
n>0 n>0

En remplacant P#{N > n} par la somme (4.2.16), nous avons

poGIL =Y "1 3" PPN =k}

n=0 k>n+1

Nous changeons alors 1’ordre de sommation et obtenons

k—1
poGM1L =" " rProfN = k)

k>1n=0

Nous pouvons réécrire cette expression

k—1
poGIL =Y PrUN =k} o7
n=0

k>1
1—rk
g P,U«O g
> PHAN =k}
k>1

Nous réécrivons alors cette expression sous la forme

oG = % SOPRUN =k} — 3 PPN = k)
—-T

k>1 k>1

o étant une mesure de probabilité et N < oo presque sfirement, nous avons

Y PN =k} =1

k>1

et

> rFProfN =k} = Ero (N}

k>1

Nous obtenons finalement

110G = !
1—r

(=B ™))

Ce qui nous donne I’égalité du lemme (4.2.5).
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(4.2.16)

(4.2.17)

(4.2.18)

(4.2.19)

(4.2.20)

4.2.21)

(4.2.22)

(4.2.23)

(4.2.24)

Si le rayon de convergence R de la série est strictement plus grand que 1, nous pouvons dériver I’expression

(4.2.15) par rapport a r et évaluer cette dérivée en » = 1, ce qui donne

E“ {N} = 5oGM1 .

(4.2.25)
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Nous pouvons calculer les moments d’ordre supérieur de la méme facon, c’est a dire en calculant les dérivées
d’ordre supérieur de I’expression (4.2.15) en r» = 1.

Nous voulons maintenant montrer que la distribution de N suit une loi asymptotiquement géométrique.
Cela est le cas si K a une valeur propre Ao qui est simple, maximale et isolée, c’est a dire séparée du reste du
spectre par un écart strictement positif. Ce résultat a été démontré par Froebenius et Perron pour les matrices
stochastiques, puis par Jentzsch pour des opérateurs intégraux positifs [Jen12], et par Krein et Rutman pour des
opérateurs linéaires généraux [KR50].

Dans notre cas, nous pouvons nous placer dans le cadre de la théorie des opérateurs positifs. Les deux
espaces L™ (FE) et L'(F) sont des cas particuliers d’ensemble de Banach réticulé (Espaces de Banach dans
lequel pour toute paire d’éléments f, g, il existe une borne inférieure f A g et une borne supérieure f V g).

Définition 4.2.6. Soient s : E — R une fonction mesurable et v une mesure sur (E,E). Nous définissons le
noyau produit s ® v par
(s@v)(z,A) =s(x)v(A) . (4.2.26)

Définition 4.2.7. Un noyau K est dit uniformément positif s’il existe une fonction positive s, une mesure finie
v et une constante L telles que
sQUK K<< Ls®vu. 4.2.27)

En utilisant les résultats de [Bir57, Théoréeme 3 et Lemme 3], nous avons le théoréme

Théoreme 4.2.8. Tout opérateur linéaire uniformément positif K, défini sur un Banach réticulé L admet un
unique vecteur propre unitaire positif h. La valeur propre associée \g est réelle et positive. De plus, pour tout
f € L, il existe des constantes M (f) et Ma(f) telles que

|[K™ f — My(f)Mgh| < Ma(f)(hop)"h, (4.2.28)
oup <1l

En utilisant ce théoreme, dans le cas des opérateurs associés au noyau K, f — K f et u — pkK, nous
obtenons la proposition suivante.

Proposition 4.2.9. [l existe une valeur propre \g et des vecteurs propres positifs unitaires wyg > 0 et hg > 0
pour le noyau K, respectivement a gauche et a droite. Ao, g et hg sont alors tels que

Kho = Aoho moK = Aomo (4.2.29)

et nous pouvons choisir la normalisation

7T0(E') = /Eﬂ'()(d.fc) =1 y 7T0h0 = /Eﬂ'o(d.r)h()(x) =1. (4.2.30)

Remarque 5.
e Nous remarquons que A\g < 1:

Ao = Aomop(E) = / mo(dx)K(z, E) < mo(E) =1, (4.2.31)
E
L’ égalité a lieu si et seulement si K (z, ) = 1 pour my-presque tout x € F.
e Nous pouvons vérifier que les deux vecteurs propres correspondent bien a la méme valeur propre : sup-
posons mo K = . Alors \ymoho = moK ho = Aomoho, et, comme moho > 0, Ay = Ao.
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e Pour 'application f +— K f, My (f) = mf. En effet, d’aprés un lemme de [Bir57, p225], M;(f) est une
fonction positive linéaire et est donc de la forme M;(f) = pf pour une mesure p. La relation (4.2.28)
implique que M; (K f) = MNoMi(f). p est donc un multiple de m9. Comme M;(hg) = hg, cela nous
donne y1 = 7y. Le méme argument pour 1’application p — K nous permet d’obtenir M (p) = phy.

e Nous avons G hg = (1—rXg) " hg pour 7 < 1/\g. Le rayon de convergence R satisfait donc 1’inégalité
R>=1/).

4.2.2 Résultats généraux sur le temps d’absorption

Nous pouvons maintenant montrer les résultats sur le nombre NV, son comportement asymptotique et sur la
fonction génératrice :

Proposition 4.2.10. Supposons que le noyau K est uniformément positif et que la valeur propre principale Ag
vérifie Ao < 1. Alors

1. N est fini presque siirement, i.e.,

lim P#{N >n}=0. (4.2.32)
n—o0
2. Le temps d’absorption N est asymptotiquement géométrique et
lim PFOYN =n+ 1N >n}=1-Xy. (4.2.33)
n—oo

3. La fonction génératrice de EH0 {rN } est finie pour tout v < 1/ \g.
PREUVE. Pour montrer (4.2.33), nous commencons par écrire la probabilité conditionnelle

Pro{N =n+ 1}
Pro{N > n}

PH{N =n+1|N >n} = : (4.2.34)

Nous calculons d’abord P#°{N = n + 1}. Pour que le temps d’absorption N soit égal a n + 1, il faut que la
chaine de Markov (X} )x>0 soit a valeur dans E pour 0 < k& < n + 1 et que X,,12 soit dans A. Dans le cas
particulier qui nous intéresse, cela correspond a avoir exactement n + 1 SAOs, il faut donc que la trajectoire
fasse m + 1 tours sans sortir puis qu’elle sorte apreés avoir coupé la courbe F n + 1 fois.

PPN =n+1} = PH{X, ;1 € B, Xp 12 € A} = noK"ka (4.2.35)

ou
ka(z) = K(z,A)=1—- K(z,FE), ie., ka=1— K1. (4.2.36)

D’apres I’équation (4.2.10) de la proposition 4.2.3,
PHOIN > n} = poK"1 (4.2.37)
En utilisant I’inégalité (4.2.28), nous obtenons I’encadrement
My (1)A\gho — Ma(1)(Xop)"ho < K™1 < My (1)A\gho + Ma(1)(Xop)™ho - (4.2.38)
En utilisant la remarque 5 et la normalisation de 7y, nous avons
Mi(1)=m1=1 (4.2.39)

Ensuite en divisant par Ay et en multipliant a gauche par (4o, nous obtenons

n
o MoK"1

poho [1 — Ma(1)p"] < o S Hoho [1+ My(1)p"] . (4.2.40)
0
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De la méme fagon, nous avons

< o K" kA

poho [My(ka) — Ma(ka)p™] < o S Hoho [Mi(ka) + Ma(ka)p"] - (4.2.41)
0

En divisant (4.2.41) par (4.2.40), nous obtenons 1’encadrement :

Mi(ka) = Ma(ka)p" _ pol"ka _ Mi(ka) + Ma(ka)p"

4.2.42
L1 L) = gkl = 14 ML) (4242)
En prenant la limite n — oo, comme 0 < p < 1, nous obtenons :
lim P#{N =n+ 1|N > n} = Mi(ka) (4.2.43)
n—oo

Calculons pour finir la valeur de la constante M (ka). En utilisant la remarque 5 et 1’équation (4.2.36), nous
avons
Ml(k‘A) :ﬂ'ok‘A :7T0(1*K1) = 1*)\071’01 = 1*)\0, (4244)

Et nous avons bien 1’égalité (4.2.33).
Pour obtenir (4.2.32), nous rappelons que

PHOYN > n} = poK"1, (4.2.45)
et nous avons 1’encadrement
A poho [1 — Ma(1)p"] < oK™ < Ajpoho [1 + Ma(1)p"] . (4.2.46)

Tant donné que \g < 1, oK "1 converge vers 0 quand n — oo.
Nous avons vu dans le Lemme 4.2.5 que I’espérance E#0 {TN } peut étre exprimé en fonction de la fonction
génératrice G") :

E {rNVY =14 (r — D)poG™1 (4.2.47)
et uoG ("1 est définie par la série
P0G =Y "KM (4.2.48)
n>0

En utilisant la majoration du terme 19K "1 dans 1’équation (4.2.46) et en majorant p™ par 1, nous avons

110G > poho[1 + My(1)] Z (Aor)" (4.2.49)

n>0
La série géométrique >, . (Aor)" converge pour r < 1/Ag d’oli I’espérance E#0 {rV} est finie si r < 1/Xo.

4.2.3 Bornes sur )\, et E*° { N}

Dans cette partie, nous allons donner des bornes simples pour A\g et E#° { N} dans le cas ou il existe un
sous espace A C F d’ou la chaine de Markov a peu de chance de sortir. Nous supposons dans toute cette partie
que le noyau K satisfait la condition d’uniforme positivité (4.2.27). Posons

ea=sup[l — K(z,A)] (4.2.50)
z€A

qui est la probabilité maximale de sortir de A en partant dans ’ensemble A.
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Lemme 4.2.11. Pour tout A C E avec v(A) > 0,
N =21—¢ey.

PREUVE. La relation A\gmy = 7oK entraine
)\071'0(14) = / Wo(dx)K(l’,A)
E

En séparant 'intégrale sur E en deux parties, nous avons
Nomo(A) = / ro(dz) K (z, A) + / ro(dz) K (z, A)
A E\A
En utilisant les minorations K (z, A) > 1 —e4 et K > s ® v, nous avons alors
Aomo(A) = mo(A)(1 —e4) + /\ mo(dx)s(z) v(A) .
E\A

Nous allons distinguer deux cas :
— sim(A) =1, alors
m(E\A) =0

et

/ ro(dz)s(z) v(A) = 0.
B\A

Nous obtenons alors directement la majoration (4.2.51) pour Ag,
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4.2.51)

(4.2.52)

(4.2.53)

(4.2.54)

(4.2.55)

(4.2.56)

- si mo(A) < 1, alors mo(E \ A) > 0, et I'intégrale est strictement positive. Nous en déduisons que
Xomo(A) > 0, nous avons alors A\gmg(A) > mo(A)(1 — €4) et nous obtenons (4.2.51) en divisant par

mo(A).

Lemme 4.2.12. Pour tout A C E tel que €4 > 0,

po(A) .

E#ro {N} >
€A

PREUVE. Pour 2 € A, nous définissons
0(z) =E*{N} = GV (x, E).

Nous avons alors 0(x) = lim,, o 0, () ol

Nous avons la relation de récurrence entre 6,41 et 6,, :
i1 () = 1+ (K0,)(2)

et
mmwzéK@@mw>AKw@m@.

(4.2.57)

(4.2.58)

(4.2.59)

(4.2.60)

4.2.61)
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Ceci nous donne pour 6,1 (x) la minoration

Opi1(z) > 1 +/AK(x,dy)9n(y)

Soit

My = ;Ielg O ().

Nous avons alors mg = 1 et nous pouvons établir par récurrence sur n que

W23 (1)
k=0

En calculant la somme de cette série géométrique, nous obtenons

1 (1_€A>n+1
My 2 — — ———————,
€A €A

en passant a la limite n — oo, nous avons alors pour tout x € A
E*{N} =0(x) > 1/eq

Le résultat du lemme s’obtient en intégrant jio sur A.

4.3 Résultats généraux sur la distribution des SAOs

(4.2.62)

(4.2.63)

(4.2.64)

(4.2.65)

(4.2.66)

Ces premiers résultats sur la distribution de la variable aléatoire /N sont valables quelques soient les régimes
de parametres. Ils sont obtenus en appliquant les résultats généraux de la partie 4.2.1 au noyau K défini par la

relation (4.1.4).

Théoreme 4.3.1 (Propriétés générales de N). Supposons 01,09 > 0, alors pour toute distribution initiale ji

de Rg sur la courbe F, nous avons

le noyau K posséde une distribution quasi-stationnaire mg ;

— la valeur propre principale associée, qui dépend des paramétres £,0,01 et o9, \g = Ao(g,0,01,02) est

strictement plus petite que 1 ;
la variable aléatoire N est presque siirement finie ;

lim P#{N >n}=0;

n—o0

la distribution de N est “asymptotiquement géométrique”, autrement dit,

lim P“O{N:n+1‘N>n}:1—)\0;

n—oo

4.3.1)

4.32)

I’espérance EH0 {TN } est fini pour v < 1/ et en conséquent les moments EF0 {N k} de N sont finis.

PREUVE. Nous notons K (z, dy) le noyau défini en (4.1.4). La variable y représente le point de premiére sortie
du domaine G = (0, 1) x (—2M, 27), pour toute condition initiale (z, 0), dans les cas ol la sortie se fait sur une
des courbes p = —2Mm ou ¢ = 27. En analyse harmonique, K (z, dy) est appelé la mesure harmonique pour
le générateur de la diffusion sur G partant de (x,0). Dans le cas du mouvement Brownien, il a été montré par



4.3. RESULTATS GENERAUX SUR LA DISTRIBUTION DES SAOS 83

[Dah77] que des ensembles de mesure de Hausdorff positive ont une mesure harmonique positive. Ce résultat a
été étendu dans [BAKS84], ou les auteurs montrent que pour une classe générale de diffusions hypoelliptiques,
la mesure harmonique admet une densité réguliere k(x, y) selon la mesure de Lebesgue dy. Notre processus de
diffusion étant uniformément elliptique pour o1, 09 > 0, il entre dans la classe des processus étudiés dans cet
article.

En particulier, [BAKS84, Corollaire 2.11] montre que k(z,y) est régulier et que ces dérivées sont bornées
par une fonction dépendante de la distance de x a y. Cette distance étant uniformément bornée inférieurement
par une constante positive, il existe une constante L € R T telle que

sup k(z,y)
VP <L YeeE. 4.3.3)
inf k(z,y)
yel
Nous posons
= inf k ) 434
s() Jnf (5,9) (4.3.4)
Nous avons alors I’encadrement suivant
s(z) < k(z,y) < Ls(z) Vz,ye k. (4.3.5)

Il s’ensuit que le noyau K remplit la condition de positivité uniforme (4.2.30) pour v donné par la mesure de
Lebesgue.
Cette propriété ayant été établie, la suite de la preuve découle des résultats de la partie 4.2.

Dans le cas particulier ou la distribution initiale ;g est égale a la distribution QSD g, la variable aléatoire
R, alaloi pi, = Ao, et N suit une loi exponentielle de parametre 1 — Ao :

1
1—Xo

P{N =n}=X""(1-X) e E™{N}= (4.3.6)
En régle générale, la distribution initiale pg apres un spike sera éloignée de la distribution QSD 7 et la distri-
bution de N sera, par conséquent, seulement asymptotiquement géométrique.

Nous pouvons aussi revenir aux trains de spikes évoqués dans la section 3 et dans [MVEOS]. Nous devons
d’abord pour cela fixer une définition pour les trains de spikes a I’aide du nombre de SAO. Nous pouvons par
exemple décider qu’un train de spikes est une suite de spikes entre lesquels il n’y a pas pas de SAO, i.e. N =1
entre tous les spikes du train considéré. Si la discrétisation en temps n’est pas assez fine, nous pouvons aussi
fixer un nombre de SAOs admissible 7y > 1. Nous considérerons comme un train de spikes une succession
de spikes séparés par moins de ng SAOs. Soit ,u(()n) la distribution sur F apres le n-iéme spike. La probabilité
d’avoir un train de spikes de longueur £ est alors donné par :

(k—1)

(0) (1) (k)
Pro {N <no P {N <ng}...PH {N <ng}P* {N >mng}. (4.3.7)
En général, les spikes consécutifs ne sont pas indépendants et la distribution u(()n) sera différente. Par contre,
pour un bruit faible, la trajectoire se concentre prés de la branche stable apres un spike (voir [BGO09, Sec-
tion 3.5.2]), et nous pouvons supposer que tous les ,u(()n) seront proches d’une distribution commune . Dans
ce cas, la longueur des trains de spikes suit également approximativement une distribution géométrique :

P{train de spikes de longueur k} ~pF(1—p) ot p=PH{N <ng}. (4.3.8)
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(@) o "E{rV} (b) .o E{rN} () =" E{rN}

1+ 05 2r
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FIGURE 4.2. Simulation de I’espérance de r™ en fonction de r, pour ¢ = 0.1, ¢ = 10~% et o = 0.05 (a),
i = —0.03 (b) et i = —0.06 (c). Les valeurs correspondantes de —//& sont alors 0.5 (a), 0.3 (b) et 0.6 (c).
L’asymptote verticale nous indique la position du pdle et nous permet d’estimer 1/ .

4.4 Simulations numériques

Nous allons illustrer, par des simulations numériques, les résultats obtenus dans la partie 4.3. Pour cela, nous
avons besoin d’estimer la valeur propre principale de A\g. D’apres la Proposition 4.2.10, la fonction génératrice
de E#o {T‘N } est finie pour tout » < 1/\g et a pour pole r = 1/)¢. La figure 4.2 représente un exemple de
I’espérance de "V en fonction de r pour une valeur de /i et &. Pour déterminer la valeur du p6le, nous calculons
I”approximation numérique de la dérivée et nous obtenons une estimation de 1/X¢ quand elle dépasse un certain
seuil.

Sur la figure 4.3, nous avons tracé les histogrammes de la distribution du nombre de SAO pour un échan-
tillon. Nous avons superposé sur les histogrammes (a) et (b), la distribution géométrique théorique de parametre
Ao. Le parametre A\ est obtenue numériquement a 1’aide de la méthode décrite dans le paragraphe précédent.
Nous pouvons clairement voir la décroissance géométrique sur les deux premiers graphiques. Sur les deux
autres, nous n’avons pas assez de SAO de longueur plus grande que deux pour voir clairement la décroissance
géométrique et comparer avec la courbe théorique. Nous avons tres majoritairement une valeur de NV égale a 1
ce qui correspond au cas ol il n’y a pas SAO complete entre deux spikes consécutifs. Ce premier pique N = 1
augmente quand /i/6 diminue.

Sur la figure 4.4, nous avons représenté la courbe z — ¢(—m'/%x) avec x = ji/5, ainsi que I'inverse
de I’espérance de NV, la probabilité que N = 1 et 1 — Ag ou la valeur principale \g a été estimée a 1’aide
de la fonction génératrice comme décrit précédemment. Les échantillons pour i > 0 ont été obtenus pour
des histogrammes contenant 1000 spikes, alors que ceux pour ;i < 0 ont été obtenus pour des histogrammes
contenant 500 spikes séparés par N > 1 SAOs.

Comme prévu par I'estimation (3.4.29), P{N = 1} est proche de la valeur théorique ®(—7'/%f1/5).
D’apres 1’égalité (4.3.6), 1/E#o {N}, P#o{N = 1} et 1 — )¢ devraient étre égaux si la distribution initiale z
apres un spike est égale a la QSD . Les simulations montrent que 1/E{N} et 1 — Ao sont toujours plus petits
que P{N = 1}. La différence entre P{N = 1} et 1 — \g etentre 1 /E{N} et 1 — Ao dépend de 1’éloignement
de la mesure initiale numérique po de la QSD 7. 1/E{N} et 1 — A\ semblent suivre une méme courbe, et
P{N = 1} semble suivre la courbe = — ¢(—7'/*z). Il semble qu’il y ait une translation de valeur /i entre ces
deux courbes
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FIGURE 4.3. Histogrammes de distributions du nombre de SAO N, obtenus avec une simulation contenant 1000
spikes pour chaque graphique. La courbe donne la distribution géométrique de parametre Ay théorique, ol A\g a
été estimé avec I’espérance de V. Les valeurs des paramétres sont e = 10~% et & = 0.1 pour tous les cas, et (a)
=0.12, (b) 2 = 0.05, (¢) & = 0.01, et (d) 2 = —0.09.
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FIGURE 4.4. Représentation de la fonction ®(—m'//i/5) en fonction de —/i/& (ligne continue), et estimations
numériques de P{N = 1} (étoiles), 1/E{N} (croix) et 1 — Ay (ronds).



Chapitre 5

Calcul du noyau de la chaine de Markov

Dans ce chapitre, nous allons calculer le noyau introduit dans la partie 4.1 pour définir la variable aléatoire
N donnant le nombre de SAO dans le cas d’un bruit faible. Nous pourrons ainsi utiliser les résultats de la partie
4.2.3 qui permettent d’avoir des bornes sur la valeur propre principale Ay et le nombre moyen de SAO E#0{ N }.
Pour calculer le noyau, nous allons diviser la trajectoire en deux parties :

— une partie ol la trajectoire est proche de la séparatrice ol nous travaillerons en coordonnées (&, z) ;

— une autre partie ol la trajectoire tourne autour du point d’équilibre out nous introduirons un nouveau
systeme de coordonnées (K, ¢), ou la coordonnée K est liée a I’intégrale premiere calculée dans la
partie 1.3.4 et ¢ un angle.

Nous fixons pour cela une frontiere entre ces deux coordonnées. Nous définissons pour cela deux lignes brisées
F_ et Fy définies par

1 1
F,:{ﬁz—Letzgi}U{—Léggoetz:i} (5.0.1)
. 1 1
F+:{szetzgi}U{ngéLetz:i}. (5.02)
ou L est un parametre défini par
12 = (< log(c i) , (5.0.3)

2
ou c_ > (0 et~y > 0 sont des constantes qui seront choisies plus tard.

En choisissant une condition initiale (—L, zp) € F_, notre but est d’estimer ou la trajectoire partant de
(—L, 2zp) atteint Fy pour la premiere fois. Nous verrons que F; est atteint en un point de coordonnées (L, z1).
Pour cela nous travaillerons en coordonnées (£, z) et nous obtiendrons ainsi la premiére partie du noyau de
la chalne de Markov K. Pour obtenir la deuxiéme partie du noyau, nous chercherons cette fois a estimer ou la
trajectoire partant de (L, z7) atteint F_. Nous utiliserons dans cette partie les coordonnées (K, ¢) et obtiendrons
ainsi la deuxieme partie du noyau. Nous obtenons deux principaux résultats. Le premier porte sur z% qui est
une approximation de z' et il est montré dans la partie 5.1. :

Proposition 5.0.1. Pour tout H,
P{zp < -H} =0 (—nl/‘”f [1 + (’)((H + zo)[ﬂl)D ; (5.0.4)
o

o 5? =563 +53et®(z) = ffoo e /2 dy /2 est la fonction de distribution de la loi normale standard.

Nous contrdlons ensuite 1’écart entre z% et z'. Nous avons ainsi un résultat rigoureux sur les estimations
faites dans la partie 3.4. Nous obtenons ensuite des majorations sur 1 — g, oll A est la plus petite valeur propre

87
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J/Zl
20 e

y

FIGURE 5.1. Définition des lignes F_ et F'.. Pour calculer le noyau de la chaine de Markov, nous prenons une
condition initiale zy sur F_. Nous déterminons d’abord un intervalle pour le premier point d’atteinte z; de F.
puis un intervalle pour le premier point d’atteinte z} de F_ partant de z;.

de I’opérateur intégrale associé au noyau, et sur E~0 {N } I’espérance du nombre de SAOs NV, dans le cas ou
le bruit est faible.

Théoréme 5.0.2. Supposons que ¢ et § /\/c soient suffisamment petits. Si ¢ # 0, nous supposons de plus que
§ > |c|e? pour un B < 1. Il existe alors une constante k> 0 telle que, pour o3 + o5 < (£'/%6)?/ log(\/€/9),
la premiere valeur propre X\ vérifie

(61/45)2
1-— )\0 < eXp{_K(M . (505)

De plus, pour toute distribution g de conditions initiales pour les trajectoires, [’espérance du nombre de SAOs
vérifie

1/45\2
EF{N} = C(uo) exp{m(eé)} . (5.0.6)

2 2
o1+ 05

Ici C(uo) est la probabilité que la trajectoire atteigne F au-dessus de la ligne séparatrice.

La proposition nous permet de retrouver rigoureusement les frontieres de la figure 3.2 pour § < /. En uti-
lisant les résultats de la partie 4.3, nous obtenons que dans le cas ol la distribution initiale 1 est la distribution
QSD 7y, P™{N = n} est exponentiellement proche de 1 alors que E™ { N} est exponentiellement grande.
Nous avons donc avec une probabilité exponentiellement proche de 1 un grand nombre de SAOs entre deux
spikes quand o? + o3 diminue.
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5.1 Dynamique pres de la ligne séparatrice

Dans cette partie, nous allons utiliser le systéme en coordonnées (&, z) donné par
1
a¢, = (5 - ‘f f) dt + 61w |

2/ (1) (2) G-1D
dz = (ﬁ 26 + Tg;l) dt — 2616 AW + 5o daw?

Nous supposons que la trajectoire reste dans un voisinage de la ligne séparatrice qui est définie par I’ensemble
des points {z = 0}. Nous supposons donc que z est petit, de I’ordre d’une puissance de pu, et { appartient &
Iintervalle [— L, L].

Nous étudions dans un premier temps une approximation du systeme (5.1.1)

5.1.1 Processus linéarisé

Avant de considérer la solution du systeme complet, nous allons considérer une approximation du systeme
(5.1.1). En effet, z étant petit, nous pouvons approcher la premiere équation de (5.1.1) par d§; ~ 1/2 et donc
& ~ & + t/2. Cela motive le changement de variable

g:%+u, (5.12)

Lemme 5.1.1. Le changement de variable (5.1.2) transforme le systeme (5.1.1) en

duy = (=2 + O(&)) dt + &, dw V| 5.13)
dze = (ji+ tz + 2wz + OE)) dt — 251t AW, — 5y, AW + 50 dW ) | o
ot nous avons posé & = \/eL* et choisi une condition initiale (0, z) au temps to = —2L.
PREUVE. En dérivant (5.1.2), nous avons
1
d¢, = 5 dt + duy (5.1.4)
En remplagant dans (5.1.1), nous avons
1 1
Sdt+duy = (f — - ﬁg;?) At + &1 aw |
2 2 (5.1.5)
2Ve 4 - (1 M), = @ o
dz; (,u+2( +ut)zt+—§t)dt—201 3 +uy | AW, + oo dW,T
et
& < L (5.1.6)
2
En supposant que L > 1, nous pouvons alors majorer les termes \ff? et \3/55? par
2
‘\fgt( < OVEL* et (fgg“ < CVeLt (5.1.7)
nous pouvons écrire ces inégalités sous la forme
2
\f 3= O(VeL?) et \[ O(veL*) (5.1.8)

En simplifiant (5.1.5) et en utilisant (5.1.8), nous obtenons (5.1.3).
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|
Nous choisissons alors une condition initiale (u(tp), z(t9)) = (0, z0) a un temps tg = —2L. En premiere
approximation, nous considérons le systeme déterministe :
{du? =2 dt, (5.1.9)
dz) = (/1 + tz?) dt .
Lemme 5.1.2. La solution de la seconde équation du systeme (5.1.9)
dzf = (f+tzf) dt (5.1.10)
est donnée par
20 = el/2 [zo e t0/2 +ﬂ/t em/2 ds] : (5.1.11)
to
PREUVE. Ce résultat s’obtient en utilisant la méthode de la variation de la constante.
|

Remarque 6. En particulier au temps 1" = 2L, nous avons {7 = L + uy ~ L. Par le choix de L dans (5.0.3),
nous avons , ,
12 = 27 = (c_p)7. (5.1.12)

La position du point de premicre atteinte de F. est approximativement
0 - T2 2 T 2 2 ~1
zp=z0+ fie / / e/ ds=204+0(R"7). (5.1.13)
to

En deuxiéme approximation, nous ajoutons les termes de bruit et considérons I’EDS linéaire

dul = —zldt+odw |
. o ! O - @ (5.1.14)
dzf = (@ +tzf)dt —atdW, 7 + 62 dW,™ .
Proposition 5.1.3. Pour tout H,
P{zp < -H} =0 (—wl/‘*‘f [1 + (’)((H - zo)ml)D : (5.1.15)
(o

o =53 +55et®(x)= [" e~%*/2 Qu/\/27 est la fonction de distribution de la loi normale standard.

PREUVE. En résolvant la deuxieéme équation du systeme (5.1.14), en utilisant la méthode de la variation de la
constante comme dans la preuve du lemme 5.1.2, nous obtenons

T T T
2=z 42 [u/ e /2 ds—zfl/ se /2 dW§1>+52/ e /2 dWs@)} . (5.1.16)
to to to

La variable aléatoire z7. est Gaussienne et suit la loi N'(E{ z}. }, Var(z}.)). En utilisant la linéarité de I’espérance
et le fait que I’espérance d’une intégrale d’Itd est nulle, nous avons

2L
B{zt} = 20 + fie?"’ /_2L e/ ds (5.1.17)
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Calculons maintenant de la variance de 2%

Var(zh) = B{ (25 — E{24-})?}

Le terme sous I’espérance est

2L 2L 2
(zp —E{27})* = e’ (—61 / se /2 AW + 5y / e %/ dWS(2)>
—2L —2r

) 2L ) 2 2L ) 2
=l [ 52 </ se /2 dWS(l)> + &2 </ e 5 /? dWS(2)>
—2L —2L

2L 9 2L 5
—26161 / ses/2aw ) / e /2 dW§2>>
2L —2L

91

(5.1.18)

(5.1.19)

Calculons séparément 1’espérance de chacun des termes de (5.1.19). En utilisant I’isométrie d’Itd, nous avons

d’abord

2L ) 2 2L 5
E{ </ se /2 dWSQ)) } :/ s2e " ds
—2L —2L
2

2L 9 2L )
E{ </ e ® /QdWS(Q)) }:/ e ds
—2L —2L

Puis W) et W2 étant deux mouvements Brownien indépendants, nous avons

et

2L 5 2L 5
IE{/ se* /2dWS(1)/ e /2awP} =0
—2L —2L

Nous obtenons finalement pour la variance Var(z4.)

2L

, 2L
Var(z4) = 52 el /

2L 2L

Nous avons alors que la probabilité que zilp soit plus petit qu’une valeur —H est donnée par

o~ (W+E{zh})?/2 Var(24)

dy
\/ 27 Var(z1)

—H
P{:h < —H) :/

En faisant le changement de variable

E 1
y? + {ZT},
Var(z})
nous obtenons
—H-E{z4} )2
P{zk < —H :/VVW%) £ du

r< i = 0T
o _H + E{z}}

Var(z4)

_g2 ~ 2 2
s2e8ds—|—cr%e4L/ e ¥ ds.

(5.1.20)

(5.1.21)

(5.1.22)

(5.1.23)

(5.1.24)

(5.1.25)

(5.1.26)
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En choisissant v suffisamment grand, le terme de droite sous la fonction ® est approximativement constant
pour la plupart des valeurs de zg et H. Comme 1 — A est égal a la probabilité de quitter le domaine D avant de
faire la premiere SAQ, en partant de la distribution QSD 7, nous attendons que

~ 1/4 5_02/5)
D YO 1/4“) _g(_(me) 0o 5127

qui vient du fait que 7 soit concentré pres de z = 0. Nous pouvons alors distinguer trois régimes principaux,
comme dans la partie 3.4, qui dépendent de la valeur de /1/5 :

1. Bruit faible : quand i > &, ce qui correspond dans les variables de départ & \/0? + 02 < £'/45. \g
est alors exponentiellement proche de 1 et la probabilité de sortir du domaine de D est proche de 0. Les
spikes sont donc séparés par de longues séquences de SAOs.

2. Bruit fort : quand i > —4&, ce qui implique ji < &2, et correspond dans les variables de départ a

0%+ 05 > £3/4. g est alors exponentiellement petit, de 1’ordre de e—(et+a8)/e*2 y a alors une

grande probabilité qu’il n’y ait pas de SAO complete entre deux spikes consécutifs. Le neurone émet des
spikes de fagcon répétée.

3. Bruit intermédiaire : |ji| = O(&), qui correspond 2 £'/45 < /07 + 02 < £%/%. Le nombre moyen de
SAOs est alors d’ordre 1. En particulier, quand 01 = V&9, fi = 0 et Ay est proche de 1/2. Il y a donc a
peu pres la méme probabilité de faire un spike que de faire une SAO.

Nous remarquons que la transition du bruit faible au bruit fort est progressive et est caractérisée par un
changement régulier de la distribution de N en fonction des valeurs des parametres. Il n’y a pas de coupure
claire pour o1 = V&4, la seule particularité pour ce régime de parameétre est que Ao est proche de 1/2.

5.1.2 EKcartentre (u}, ) et (u?, 20)

Nous allons maintenant donner un résultat pour controler la distance entre les processus u; et z; avec les
trajectoires déterministes u} et zJ.

Proposition 5.1.4. Soit { la fonction définie par
2 2 8 2
((s) =¢e® [e_to + / e du] : (5.1.28)
to
1l existe alors une constante M > 0 telle que pour tout t > to, tout h, hy, hy > 0 et tout p € (0, 5?7 /M),

|zl — 29| } 2(t — to) { 1 h? o }
Pe sup —=—= >h,< ——Fexpy——-—(1—-M v 5.1.29
{togsp@ 30 p Py 5353 ( pia~*) (5.1.29)

et
t
IP’{ sup Jul —ul| > hi+hy [ VC(s) ds}
to

to<s<t
h? 2(t — to) 1h3 s
< 2expd — S - Mpp) 5.1.30

eXp{ 2(t - to>6%} o o g I M) 150
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PREUVE. Nous commengons par définir (2!, y') comme la différence

(z'y") = (u' =, 2" = 2Y) (5.1.31)
Le couple (2!, yt) vérifie le systeme
dz} = —yldt+ &, dwV 5132
dyt =tytdt—eitdwW M +5pawP "

En utilisant de nouveau la méthode de la variation de la constante, nous obtenons que la seconde équation du
systeme (5.1.32) admet la solution

yl =Gy e’/ / e AW @ — 5y et*/2 / Cges2 aw® . (5.1.33)
to to
Nous posons
vi=u +y” (5.1.34)
ol t t
gt =Gy el’? / e 2AW® et yl? = —5i 2 / se=5/2aw (V) (5.1.35)
to to

Nous estimons d’abord ytl . Nous ne pouvons pas utiliser directement 1’inégalité de Bernstein a cause du facteur
2 . STA . ... .

e!”/2 devant Iintégrale d’It6. Soit ug = typ < uy < --- < ux = t une partition de I'intervalle [t(, ¢]. Nous

allons utiliser la méme méthode que dans [BG02, Lemma 3.2]. Nous avons pour tout Hy > 0

5.2‘ 6(52_u2)/2qu| > HO}

1
]P{tosg:@gt V C(S) to

:P{er{l,...,K}: sup

‘/s 6(52_u2)/2qu| Z ]iIO}

Up—1<s<uy C(S) to 02
(5.1.36)
Nous majorons par
K
1 S
IP’{ sup &o / o(s%—u?)/2 qu‘ > HO} <2 P (5.1.37)
to<s<t \/C(8) |t Pt
ol
s H
P, = IP’{ sup / e_“2/2qu >0 inf \/C(s)e_sz/Q} (5.1.38)
ug—1<s<uy Jig 02 ukp—1SsSuk
L’inégalité de Bernstein
s 52
P<q sup / w) dW, >} < exp —} (5.1.39)
{Ogsgt 0 o) } { 2fg é(u)? du

permet de majorer chacun des P, de la fagon suivante

P, < N N O ([ eras) 5.1.40
e < exp Br] ot C(s)e \ e s (5.1.40)
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et d’apres la définition de la fonction ¢ (5.1.28)

U
/ e~ ds < e“iC(uk) (5.1.41)
to
Nous obtenons finalement la majoration
1 H}
P, <expd —-—9 inf () guz-s2 (5.1.42)
2 05 wp_r<s<uy, ((uy)
La définition ((s) implique
2 t2 Uk 2 s 2
((s) =¢° [e_ 0 +/ e du+ / e du] (5.1.43)
to Uk
S
=" 1 [C(uk) + / etk v’ du] (5.1.44)
U
Cette écriture nous permet d’obtenir la minoration pour le terme sous I’infimum
Uk Uk
) s _q ] / et du > 1 —/ SR (5.1.45)
C(uk) C(uk) s s
En remarquant que tg est tel que , ,
o = et = O(p=?) (5.1.46)
Pour une partition uniforme donnée par
Veel..K—1, up—ug_1=p (5.1.47)
avec p < fi*7, nous pouvons borner inférieurement 1’ infimum
) up-s <1-Mpp (5.1.48)
C(ur)
pour une certaine constante M. Les Py sont alors majorées indépendamment de k
1 H?
Py <expy—s—2(1—Mpp™) (5.1.49)
2 05
Pour cette partition, K < (t — tg)/p, ce qui entraine
1,1 2
2(t -t 1H,
P{ sup bl HO} < (O)exp{— 2 (1— Mp[r”)} : (5.1.50)
o<s<t \/((s) p 2 53
En procédant de la méme facon pour yi’Q, nous obtenons
1,2 2
’ 2t —t 1H
IP{ sup lvs >H1} < (O)exp{—ﬂl(l—Mpﬁ_z’y)} (5.1.51)
o<s<t \/((s) p 201

pour tout H; > 0. Posons h = Hy + H;j avec Hy = H; = h/2, nous obtenons (5.1.29). Nous pouvons

maintenant exprimer x; avec y; par

t t
) :—/ Yl ds—l—(fl/ aw (5.1.52)

to to
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Nous avons alors

¢
P{ sup |xl| = hi+ha [ /C(s) ds}
to

to<s<t

t t t
< IP’{ sup 51/ Aw M| > hl} —HF’{ sup lyl| > hg/ VC(s) ds} . (5.1.53)
0<s<t to to<s<t Jtg to
L’inégalité de Bernstein donne
" h
P< sup |o dw >hyp <2exp —————— 5.1.54
{ogsgt 1/t0 B 1} p{ Z(t—tO)U%} ( )

ce qui conduita (5.1.30).

5.1.3 Equation non-linéaire

Avant de passer a I’étude du systéeme (5.1.1), nous rappelons un résultat qui généralise 1’inégalité de Bern-
stein. Nous aurons besoin de ce lemme a plusieurs reprises par la suite.
Soit W; un mouvement Brownien standard de dimension n. Nous considérons la martingale

t nooet ,
M, = / 9(Xs, s) AW, = Z/ gi(Xp,t) dw (5.1.55)
to i=1 to
ot g = (g1,...,9n) est a valeur dans R" et le processus X; est supposé adapté a la filtration générée par WW;.

Nous avons alors le résultat suivant ( [BGK10, Lemma D.8]) :
Lemme 5.1.5 (Bernstein généralisé). Supposons que g(X;,t) vérifie
9(Xe,)9(Xe, )T < G(t)? (5.1.56)

presque siirement, pour une fonction déterministe G(t), et que I’intégrale
t

V()= [ G(s)?ds (5.1.57)
to
est finie. Alors
P{ sup M; > x} e /2 (5.1.58)
to<s<t

pour tout x > 0.

Nous allons maintenant revenir au systeéme complet (5.1.1) et estimer, comme dans le cas du systeme li-
néaire, la distance entre le processus stochastique solution de (5.1.1) et la solution du systéme déterministe
associé.

Proposition 5.1.6. Supposons zg = O(ji* 7). Il existe des constantes C, 1, M > 0 telles que pour tq < t <
T + O(|log fi|~Y/2), pour tout & < ji et pour tout H > 0,

. — 0 T H—-—M T2~274'y T~~72fy 2 o
IP’{ sup u >H} < ¢ <6Xp{li[ (7 + ek )} }+e_”“2/”2) (5.1.59)

to<s<t +/C(s) S 52

et pour tout H' > 0,

cT H' — M(T?*3>% + T&i~2)]° )
IP’{ sup |ug —ul| > H’} < = (exp{—n[ ( fLQN 5 A7) }+e_““2/02> . (5.1.60)
to<s<t p= opT=Y
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PREUVE. La borne supérieure sur ¢ implique que
/2= 0(i).

Nous avons de plus

et

t
2 / e /2 ds = O(f),

to

I’intégrale étant bornée. Il vient en utilisant (5.1.10) puis (5.1.11) que

2 =0@") et ul = O(Tp' ™)

S s

pourtg < s < t. Etant donnés h, h1, ha > 0, nous introduisons les temps d’arrét
T = inf{s >ty |2t =20 > h\/@} ,
Ty :inf{s > to: Jul —ul| = hy + ho t\/@ds} .
to
Regardons alors 1’ordre de ((s)

((s) = O ) [0(p*) + O(1)] = O(1) + O(L~")

Ceci nous donne alors
t
Vi@ =0G) et [ Vi ds = 0@a)

Sityg < s <t AT, nous avons |z} — 22| < hy/((s), que nous pouvons écrire sous la forme

20— h/((s) < 2t <20+ h/((s)

De méme sitg < s <t A 1y,

t t
ud —hy —hy | VC(s)ds <ul <ul4hi+hy [ /C(s)ds
to to
Le choix de h = h; = ho = [ nous assure alors que
= 0ET) et ub=OTE )
pour tg < s < t ATy A Te. Pour ces valeurs de h, hy et ha, la Proposition 5.1.4 implique

IP’{Tl < t} < T o—RA?/5? ,
]P{TQ < t} < T~ o i[5

pour des constantes k, ¢ > 0. Nous considérons ensuite la différence (77, y2) = (ug, 2) — (

le systeme d’EDSs

da?
dy?

(—yf +0(9)) dt,

[ty? + 2(ut + 22) (2} + y2) + O(8)] dt — 251 (u} + 22) AW .

(5.1.61)

(5.1.62)

(5.1.63)

(5.1.64)

(5.1.65)

(5.1.66)

(5.1.67)

(5.1.68)

(5.1.69)

(5.1.70)

(5.1.71)

), qui vérifie

(5.1.72)
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Nous introduisons la fonction de Lyapunov U; > 0 définie par

2)2 2)2
(U — Cp)* = W . (5.1.73)

La constante Cy sera choisie pour faire disparaitre le terme de second ordre qui vient de la formule d’1t6. En
dérivant, en utilisant la formule d’Itd, nous obtenons

1
2(Uy = Co) AU, = 2 daf + yf dy} + - (dy;)* (5.1.74)
En remplagant dz? et dy? par les expressions de (5.1.72) et en calculant le terme d’It6, nous avons
2(Ut — Co) AU = [~afyi + t(y7)? + 2up 21y + 2y (y7)* + 272
+22 (y7)? + 4673 (u} + 22)% + O(E)(F + )] dt — 26192 (u} + 27) AW ) (5.1.75)

En utilisant les inégalités

2 2
2y < % et <72t y? (5.1.76)

nous obtenons
2(U; — Cp) dU; < [(Uy — Co)? + 2¢(Uy — Cp)* + (Uy — Co)O(Tji*~ )
+ (U — Co)*O(TE' ™) + (U — Co)O(fi' ™) + (Up — Co)*+
O(&)(U; — Co)] dt + 251 [(Us — Co)O(7 ) + (Uy — Co)*] aw ) (5.1.77)

Soit le nouveau temps d’arrét 7* défini par
™ =inf{t > ty: Uy = 1} . (5.1.78)
Pour t < 7 A 1 A T*, en choisissant Cy de 1’ordre de 5%,&_(1_7), nous avons alors
AU < [C1 + Co() U] dt + 619(t) AW}, (5.1.79)
ou, en utilisant que ¢ < [,
C1=0(TiE* ) + 0(3),,
Co(t) =tV O+ O(Ta' ™), (5.1.80)

et g(t) est au plus d’ordre 1. En intégrant entre tg et t A 73 A 72 A 7%,

tATINATOAT™ tATIATOAT™
Ut/\Tl/\T2/\7—* < Uto +Cl(t—t0)+/ CQ(S)US d8+6'1/ g(S) dW51 . (5181)

to to

Nous introduisons le dernier temps d’arrét 73 :

tATIATONAT™
T3 = inf{t > to: &1/ g(s) AWy
0

> h3} . (5.1.82)

Le Lemme 5.1.5 implique alors que Yo
P{rs <t} < e Faha/oi (5.1.83)
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pour un k3 > 0. En appliquant le lemme de Gronwall a (5.1.81), nous obtenons

tATIATONATZAT™
Ut/\T1/\T2/\T3/\T* < [Uto + Cl (t - tO) + h‘3:| exp{/ CQ(U) du}
to
= O(T*i*™3) + O(G*T* i =) + O(ETRT) . (5.1.84)

Cela montre en particulier que si nous prenons ~ suffisamment petit 7 > ¢. L’équation (5.1.59) découle alors
de la décomposition

_ 0 1_ .0 U
P{supM>H}<P{ sup M}H— sup 5 }
to<s<t /C(s) to<s<tATiAToATs  1/C(S) to<s<tATiATaATs /C(S)
+P{r >t} +P{r >t} +P{r3 > t}, (5.1.85)

et (5.1.60) est obtenu d’une facon similaire.

5.1.4 Calcul de la premiére partie du noyau

Nous pouvons a présent caculer la contribution de la dynamique le long de la ligne séparatrice dans le noyau
de la chaine de Markov.

Proposition 5.1.7. Fixons v € (0,1/3) et une condition initiale (§o,20) = (—L,z0) € F_ avec |z| =

().

1. Supposons \/e < ji*>~27. Il existe alors des constantes C, k1, hg > 0 telles que la trajectoire partant du
point de coordonnées (&, zo) atteindra F. pour la premiére fois au point (&1, z1) tel que

C h2 [LQ
0
IP’{|z1 —zp| > hout # L} < [m<exp{—/i1&%ﬂh} +exp{—n162}> (5.1.86)

pour tout h < hoG2 i~ 2.
2. Si+/e > ji*2, le premier point d’atteinte de F. satisfait

C h? T
P{21 < Zg" — h} < e (exp{—mm} + exp{—m%}) (5.1.87)

1

pour tout h < hoc}%ﬂ_z'y.

PREUVE. Nous considérons d’abord le cas v/ < j1°~27. Appliquons (5.1.60) avec H' = ji!~7. Le terme de
la premiere exponentielle devient alors

[H' = M(T*2 0 + Tep- )] [0 = M(T22 0 + T2 D log(e_)*/4)]”

—K FEpE— < —K 2 (5.1.88)
En prenant y < 1/3, le terme dominant du numérateur est ji' =7 et le terme d’erreur est négligeable
H' — M(T22% + T&p~27))? [2-27 fi2
—/<a[ ( fl2~ 5 a )] < —K féN 5 < —H% (5.1.89)
o= o= o
Nous avons alors que
O (5.1.90)



5.2. DYNAMIQUE PENDANT UNE SAO 99

avec une probabilité supérieure ou égale 2, [u; — u?| reste bornée par i' =7 jusqu’au temps T + O(|log ji| ~/2).
Comme u% est d’ordre ji' ™7 et

&=L=7/24u, (5.1.91)
cela implique que le premier temps d’atteinte 7 de F', vérifie 7 = T + O(ji'~7) avec une probabilité bornée

par (5.1.90).
Pour toute décomposition h = hg + h1, nous pouvons écrire

P{lzr — 29| = h} <P{|zr — 22| > ho} + P{|22 = 29| > h1} . (5.1.92)

Le premier terme de droite de I’inégalité est borné par (5.1.59). Nous pouvons exprimer le second en fonction de
la probabilité de 7 — 1" d’étre grand. La borne optimale est obtenue en choisissant hg et h; tels que hg = hii™7,
et cela conduit a (5.1.86).

Dans le cas ol /& < ji227, nous pouvons conclure de la méme facon en observant que z; est borné
inférieurement par sa valeur pour € = 0, le terme e-dépendant de dz; dans (5.1.1) étant positif.

5.2 Dynamique pendant une SAO

Nous allons maintenant étudier le noyau sur la deuxiéme partie d’une petite oscillation, lorsque la trajectoire
tourne autour du point d’équilibre en partant de F, pour revenir en F_. Pour cela nous commencgons par
introduire un nouveau systeme de coordonnées. Nous introduisons un angle ¢ et utilisons I'intégrale premiere
K définie en (1.3.4). Nous définissons alors la transformation de (0,1] x S Ldans R x R + par

§=—1/ _l(;ngingb

) g K (5.2.1)
z:2<1+ < 5 cosgb)) .
Ici la fonction f : R — (—1, +00) est définie implicitement comme la solution de
log(1 + f(u)) — f(u) = —2u? (5.2.2)
telle que
sign f(u) = signw . (5.2.3)

Avant d’utiliser ce changement de variable, nous commencons par donner quelques propriétés de la fonction f
dont nous aurons besoin par la suite.

5.2.1 Propriété de la fonction f du changement de variable

Lemme 5.2.1. La fonction f a les propriétés suivantes :
— Bornes inférieures :
flu) > -1 et flu)=22u YueR. (5.2.4)

— Bornes supérieures : 1l existe des constantes Cy,Cy > 0 et une fonctionr : R_ — R, avec 0 < r(u) <
2
Cre 1724 telles que

flu) < Cou+ 2u? Yu >0, (5.2.5)
Flu) = —1+e 721 4 r(u)] Yu<0. (5.2.6)
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FIGURE 5.2. Représentation graphique de la fonction f.

— Dérivation : f € C* et

f(u) = 4u1 +(J;<)u pouru # 0, f'(0)=2 (5.2.7)
" 1+ f(u) u? " o 4
ff(u) =4—F——= ) <1 - 4f(u)2> pouru #0, f7(0)= 3 (5.2.8)
— 1l existe une constante M > 0 telle que
0<f"(u)< M VYueR. (5.2.9)

PREUVE. D’apres la relation définissant la fonction f (5.2.2), nous avons
1+ f(u) >0, YVueR. (5.2.10)

Montrons ensuite que
f(u) > 2u, Vu e R. (5.2.11)

Nous allons procéder en deux temps. D’abord, si w > 0 ce qui est équivalent a f(u) > 0. Montrer que
f(u) > 2u revient a établir que f(u)? > 4u?. D’aprés la relation implicite définissant la fonction f,

du? = 2f(u) — 2log(1 + f(u)). (5.2.12)

C’est a dire qu’il faut montrer que f(u)? — 2f(u) + 2log(1 + f(u)) > 0 pour tout f(u) > 0. Etudions la
fonction h définie pour z > 0 par

h(z) = 2% — 2z + 2log(1 + z). (5.2.13)
La dérivée de h est
B(z) =22 — 24 —— =2 s (5.2.14)
N l+z “1+2z -

La fonction h est donc croissante sur R ™ et 2(0) = 0. Nous avons donc Vx > 0, h(xz) > 0 D’ol,

siu >0, f(u) > 2u (5.2.15)
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Nous regardons maintenant le deuxieme cas ot v < 0, i.e., —1 < f(u) < 0. Nous pouvons développer
log(1+ f(u)): ) ,
OO

log(1+ f(u)) = f(u) — 5 3 (5.2.16)
d’ou ) 5
Fu) —log(1 + f(u)) = f(;‘) - (;‘) +o. (5.2.17)
Nous avons f(u) < 0 donc la série est a termes positifs donc
2
Fu) — log(1 + f(w) > L <;‘) (5.2.18)
En utilisant (5.2.2), nous avons la majoration
fu)? < 4u? (5.2.19)

Or f(u) < 0etwu < 0, en utilisant la décroissance de la fonction carré sur R ~, nous avons finalement 1’inéga-
lité :
f(u) > 2u pour u <0 (5.2.20)
Nous avons donc bien (5.2.4).
Montrons ensuite le point (5.2.6). Pour v < 0, nous avons —1 < f(u) < 0. Nous pouvons alors écrire
f sous la forme f(u) = —1 + R(u) avec 0 < R(u) < 1. R(u) vérifie alors la relation log R(u) — R(u) =
—1 — 2u?. Le terme dominant étant log R(u) nous avons en premiére approximation que R(u) se comporte

—1—242 A .
comme e~ !~2%" Ceci justifie que nous cherchions f sous la forme

flu) = —1+e 721 4 r(u)] (5.2.21)
En remplagant dans I’équation (5.2.2), nous avons

log(1+7(u)) 1 9,2
= (5.2.22)

Cette relation impose que log(1 + r(u)) > 0, ce qui entraine
r(u) >0 (5.2.23)
Il reste a trouver une borne supérieure pour 7(u). Nous définissons la fonction h

~ log(1+x)
14w

h(z) (5.2.24)
La dérivée de h est h/(z) = (1 — log(1 + z))/(1 + x)%. La fonction h est donc croissante sur [0,e — 1]
et décroissante sur [e — 1,+00). Nous allons montrer que r est a valeur dans I'intervalle [0,e — 1]. Nous
remarquons d’abord que, comme f(0) = 0 (0 est I’'unique solution de I’équation z = log(1+x)), r(0) = e —1.

En calculant le développement limité de f au voisinage de 0, nous obtenons

f(u) =2u+ §u2 + O(u?) (5.2.25)

11 existe alors ug < 0 tel que
flu) <u pour wuy<u<O0 (5.2.26)
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Ce qui conduit a

< e1+2u2(1 +u)—1
<e(l4+u+0w?) -1
<e—1 pour uy<u<0 (5.2.27)

En utilisant la décroissance de h(r(u)) = o~ 1-2u?

quand u diminue, nous obtenons que
r(u) <e—1 YueR_ (5.2.28)

Si0 <z <e—1,log(l+x)>x—2%/2etdonc

1—x/2

h(x) > 5.2.29
(@202 (5229

La fonction z — (1 — z/2)/(1 + z) est décroissante sur [0,e —1] d’ou

N 3
h(z) >Cz ou C= 3¢ -1 (5.2.30)
En prenant = = r(u), nous obtenons

Che 172 > p(y) (5.2.31)

En appliquant le théoréme des fonctions implicites a log(1 +y) — y + 2u? = 0, nous avons que la fonction
f est de classe C°°. En dérivant par rapport a v la relation (5.1.1), nous avons

f'(u) oy
e F(u) = —du (5.2.32)

En isolant f’(u), nous obtenons (5.2.7). En dérivant une seconde fois, nous avons

ey gt f(w) _ f(u)
f(u) =4 ) +4u < f(u)2> (5.2.33)
En remplagant f’(u) par son expression en fonction de f(u) et en factorisant, nous obtenons
" 1+ f(u) < u? )
=4——>11-4 5234

Montrons que f(u) est strictement convexe puis que f” est majorée. Pour la convexité, nous distinguons les cas
f(u) >0, flu)<Oet f(u) =0:
—si f(u) > 0, f(u) > 2u > 0 alors
pour u > 0.

1+ f(u) 4oy

) > 0et f(u)? > 4u?dou 1l — 5 > 0.Dou f"(u) >0

flu)?

+ f(u) 4u?

1
- si—1< f(u) <0,0> f(u) > 2u alors <Oet f(u)? < 4u?doul— 5 < 0. Nous en

fu) f(u)
déduisons f”(u) > 0 quand u < 0.
— si f(u) = 0, en utilisant le développement limité de f en 0, nous obtenons f”(u) = 2/3.

Montrons maintenant que f” est majorée sur R . Nous distinguons alors trois cas :

1 U
s f) > 1L1<14 —— <2et0<1—d—t <1, dob f(u) < 4.
() 7w () (W)
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- si0 < f(u) < 1, nous pouvons développer log(1 + f(u)) en série alternée. Nous avons donc la majora-

tion :
2 3
by1+ﬂm)gﬂm—f%)+f%) (5.2.35)
Ceci entraine 5
) = 4u? < S f(u)? (5.2.36)
et f” peut aussi se mettre sous la forme
1 _ (1 + f(u)) (f(u)2 - 4u2)
fiu) =4 ) (5.2.37)
d’ou 16
O (5.2.38)
- si —1 < f(u) <0, étudions le signe de
af(u)® = f(u)? +4u? = af(u)® = f(u)® + 2f(u) — 2log(1 + f(u))
Etudions la fonction
j(x) = azx® — 2% + 2z — 2log(1 + z) pourz €] — 1, 0] (5.2.39)
Nous avons les limites
lim j(z) = +oo et j(0)=0 (5.2.40)

r——1

Nous allons choisir a tel que j(z) > 0 sur 'intervalle | — 1, 0]. Etudions pour cela les variations de j. Sa

dérivée est )

j'(x) = x (3ax 4 3a — 2)

14+
2 , 23 y . .
En prenant a = 3 Nous avons j (x) = T etVz €]—1,0], j/(z) < 0donc lafonction j est strictement
x
décroissante sur I'intervalle | — 1,0] et (0) = 0, d’out j(z) > 0. Cela nous donne alors la majoration
2
fu)? —4u? > gf(u)?’ (5.2.41)

Ce qui conduit a la majoration
(5.2.42)

w| oo

£ < 5 (4 Fw) <

Nous avons donc f” qui est bornée sur R.

5.2.2 Systéme en coordonnées (K, ¢)

Nous allons exprimer le syst¢me (5.1.1) en coordonnées (K, ¢). Pour simplifier les écritures, nous intro-

duisons la fonction
—log K
X:ﬂ&@:w—%;mw, (5.2.43)

52 =61+67, (5.2.44)

le parametre o > 0 défini par

et le mouvement Brownien de dimension deux dW; = (th(l), th@))T.
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Proposition 5.2.2. Pour z > 0, le systeme d’EDSs (3.4.1) est équivalent au systeme

dKy = fif1(Ky, ¢¢) dt + aep1 (K, @) AWy
doy = fo(Ky, @) dt + G1pa( Ky, @) AWy,
oul nous avons introduit les notations suivantes :

— les nouveaux termes de dérives sont de la forme

~2
Al 0) = -2 T U R0+ SR8 0)|
i) = T 1 s VERG(0) + R 0)|

— les termes de reste dans les termes de dérives sont bornés comme suit. Soit

(K. ) = {\/\logK| sicosgp >0,

K—cos®d cosp < 0.
1l existe alors une constante My > 0 telle que pour tout K € (0,1) et tout ¢ € S,

|Ri-(K, )| < Mi|log K|*, |Rio (K, ¢)| < Mip(K, ),
Ry (K, )| < Mi|log K [*%p(K, ¢) , IRy o (K, 0)| < Mip(K, $)%/|log K| .
De plus, — f(X )Rk (K, ¢) > 0.

— Les coefficients des termes de diffusion sont données par

Ui (K,§) = (2\@(;”( Wm - 1.{(;?;@ sing, -2 K 11%{)) |

(o | 2 1+ f(X)cosgp G2 1 f(X)
V2K 9) = <_& —log K [1+ f(X)]cos¢’ 6 logK 1+ f(X) tan¢> ’

— Il existe une constante My > 0 telle que pour tout K € (0,1) et tout ¢ € S,

NN

K. 9
[P < MRRP 0, ()| < M0

(5.2.45)

(5.2.46)

(5.2.47)

(5.2.48)

(5.2.49)

(5.2.50)

(5.2.51)

PREUVE. La démonstration ce ces résultats est longue et calculatoire. Elle repose sur la formule d’It6 et les

résultats de majorations obtenus dans le lemme (5.2.1).
Nous cherchons le systeme d’EDS vérifié par les variables (X, ¢) sous la forme :

dK; = f1(Ky, o) + 11 (K, ¢r) th(l) + Y12(Ky, dr) th@)
dge = fo(Ke, ér) + o (K, &) AW + oo (K, 1) AW,

D’apres la formule d’Ito,

1 1 1
d¢&; = sing; dK; — —+/—log K; cos¢; d
gt QﬁKtJTgI(t ¢t t \/§ g t ¢t ¢t
1. 1 1 1 1 -1
+ = 1— sin ¢y dK? + cos¢y dK; d
%ﬂ@wmm(Qmm)@ ¢t 92 K/ —log K, ¢r dK¢ dot

1 .
- 5V- log Ky sin ¢y dg?]

(5.2.52)

(5.2.53)
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1 1 1
dzy = — "(X;)cos oy AK; — ——=+/—log Ky f(X,) sin ¢, d
t 4\/§Kt\/Tgth( t) cos ¢y dK 9v32 g Ko f'(X¢) sin ¢y dy
o cos(0n) e (1 = o ) (X —e (X))
242 YIK2\/~log K, 2log K; Y92 —KZlog K, YT

+ 4\1/§ Kt\/%gl{t[sm ¢ f'(Xy) — cos ¢y sin ¢th”(Xt)] dK; doy
_ % —102g Kt [COS ¢tf/(Xt) _ sin2 ¢th’l(Xt)] d¢t2] (5'2‘54)

AdK} = (Y11(Ky, 0)* + r2(Ky, ¢)?) dt
dg7 = (o1 (Ky, ¢0)? + hoa(Ky, ¢)?) dt (5.2.55)
dK; dor = (P11 (Ke, pr)han1 (K, ) + P12( Ky, ¢r)baa (K, ) dt

Et nous avons les relations

Cela nous donne alors

1 1 1
d& = — sin ¢y dK; + —+/—log K; cos ¢y doy + g1 (K4, dt
{ & 2\1/5 Ky —1logKt ov ARy \@\/T ¢t doe + g1 (K, d¢)

/ 1 , (5.2.56)
dzt = —4\/§ Kt _log Kt,f (Xt) COS QZ)t th — Tﬁ\/Tgth (Xt) d¢t +92(Ktv¢t) di
ol les fonctions g; et go sont définies par :
(K b0) = s oy e (1= o) sin (a1 (Ko, 60)? + a2 (Ko 60)7)
9 t’t_4\@Kt2\/TgKt 21og K; sm ¢¢ (Y11{£L¢, Ot 12(44¢, Pt
1 -1
+4\/§Kt\/TgKt cos ¢r (Y11(Ke, o) vh21 (Ke, dr) + th12(Ks, d¢)thaz (Ky, dr))
1
VA log Ky sin ¢y (121 (K¢, ¢¢)? + o2 (Ky, ¢1)?)
(5.2.57)
92(Ki, 60) = = o[ g (1= ) (X))
’ 82 K2\/—Tlog K; 2log K; 2v/2 —K?log K,

(11 (K, )% + r2(Ke, ¢)?)

+ 8\1@ Kt\/%g[(t [sin buf'(Xt) — cos ¢y sin ¢4/ _ 102g Ky f”(Xt)]
(V11 (K, o) 21 (K, d1) + V12( Ky, o) a2 (K, o))

a iW[Cos ¢ f'(Xt) — sin® ¢th//(Xt)} (Y21 (K, 01)? + 22 (K, 60)°)  (5.2.58)

Par combinaisons linéaires des équations (5.2.56) sur d&; et dz; pour obtenir d¢; et dz;, nous avons alors

1 1 , 1 B
W2 Ko/~ log Ky (&) ARy ; g SIn @ f(Xe) by = cos ¢y dz + Fie(Ke, 6u) dt (5.2.59)
~ 505V KLf (X) dde = 5 cos duf'(Xu) dg + siny dai + Fy(Ki, &)
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ou les fonctions Fi et Fiy sont définies par

Fr (K, ¢1) = ESin buf (Xi) g1 (K, ¢i) — cos ¢ go(Ky, )

(5.2.60)
Fy(Ky, @) = 5 cos duf (Xi) g1 (K, r) + sin ¢y go (K4, dr)
Nous remplagons ensuite d&; et dz; par leur expression en z; et K :
1 L f(Xy) dK; =
W2 K v/=Togk, T
1 . 1 € . 24/€
{2 sin ¢y f'(X¢) <—2 + 2t — \3[53> — €S ¢ <M — 262t + ?{5?) + Fr (K, ¢t)] de
1 ~ -
+ [2 sin ¢y f'(X3)&1 — 2 cos @&61] AW — cos gy dW?
| ol
— m — log th (Xt) d¢t =
1 1 € . . 2¢/€
[2 cos ¢y f'(Xy) (-2 + 2t — \3[51?) + sin ¢y (M — 28tz + \3[5,:4> + Fy(Kt, ¢t)] de
1 ~ -
+ [2 cos ¢y f'(X;)o1 — 2sin gbtﬁt&l} th(l) + &9 sin ¢y th(Q)
(5.2.61)
Puis z; et & par leurs expressions en K et ¢ :
! ! f(Xe) dKy =
W2 K, —TogK,” YT
1 . - [—log K .
[—4 Sin gf)t f/(Xt) f(Xt) + FK(Kt, ¢t) + cos gbt <u — 2g ¢ Sin qbt(l + f(Xt)))
1 1
+ve <— 12v3 sin® ¢, f'(X;)(— log K;)%/% — g °°8 ¢¢ sin? ¢y (log Kt)2)] dt
- |1 , . —log Ky | .=.(1) , -~ (2)
+ o1 5 8in O f'(X¢) — 2 cos ¢y sin ¢y 5 dW, " + &4 cos ¢ AW,
(5.2.62)
1 !
S5V IOB LS (1) dor =
1 / : _ —log Ky .
1 cos ¢y f'(Xy) f(Xy) + Fy(Ky, dy) —singy | oo — 5 sin ¢ (1 4+ f(X+))

+ve <121\@ cos ¢y sin® ¢y f'(Xy) (— log Ky)*/% — é sin® ¢y (log Kt)2>] dt

1 “log K; | - .
5 Cosbuf' (X) + 2sin® 6\ OQg’f] WV — sin ¢55 dW®

+ 01

(5.2.63)
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Nous utilisons ensuite 1’expression de f’ en fonction de f :

—log K
2

1+ f(X)
f(X)

F(X)=4 0s b (5.2.64)

pour obtenir

1cos¢pr 1+ f(X3)

Ak, — [—/:acos b0 + Fic(Kr, 1)

2 K, f(Xy)
+ e < COS ¢y Sin ¢tm(10g Kt)2 _ écos o sin? ¢¢(log Kt)2> } d¢

[—log K; 1 X —log K ~
2 cos ¢y sin ¢ o2g ! —}—(J;t)t)—2cosd>tsin¢t 02g t] th(l)

— COS 102 th(z)

+ 01

(5.2.65)

1+ f(Xy) —log K;

— log K¢ cos ¢ dor = [—ﬂ cos ¢t + (1+ f(Xe) + Fy(Kt, )

J(Xe) 2
+Ve (— cos? ¢y sin® ¢y —;(f())(t)(log Kt)2 - éSin5 ¢t (log Kt)2> ] dt
Xt

2 cos? orsy — 102g K¢l ;(‘g))(t) + 25sin? oyl _longt] th(l) — sin ¢y09 dVVt(z)
t

Apres simplifications, nous obtenons finalement le systeéme en coordonnées (K, ¢)

+ 01

(5.2.66)

_ ~ f(X) K f(X) Ve Ki(log K;)?
= [_QMKt1+f(Xt) 2 o Ty 7y ) st o m | e
L 9y/5, BV los I Vfl(‘;ff sin ¢y AW — 2@&% aw®  (5.2.67)
tan qbt f(Xt) f(Xt) 1 1 f(Xt)
dée = [ log K1+ f(Xy) + V—2log K; cos by 2008 oilog Ky 1+ ]"(Xt)Fd)(Kt7 o)

o f(X4) + cos? ¢
L+ f(Xe)

N 2 costr+ f(Xy) s tangy  f(Xy) L <2
- ‘”\/Tgm[l T FXlcosdr W T log 1y 702 W

JE

+ 6 sin® tan ¢ (log K) dt

(5.2.68)
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Nous pouvons identifier les fonctions v;; (K, ¢¢) :

( B . Kv/—logK |
Y1(K, ¢) = QﬁaleX)smqb
Y12(K, ¢) = —252Kf<7X
1] (X) | ¥ (5.2.69)
Po1(K, ) = —514/ cos” ¢ + f(X)
’ —log?([l)—i- f(X)]cos o
tan¢ X
Nous posons alors
o1 Ky/—log K f(X)
i(K,¢) = <2\f Ti7x) ne 20K1+f(X)>, (5.2.70)
([ a1 2 cos?p+ f(X) Gotang f(X)
VoK. 9) = <_&\/ —log K [1+ f(X)]cos¢’ & logK 1+ f(X)) (5:2.71)

Les termes de bruit dans les équations (5.2.67) et (5.2.68) s’écrivent alors 1)1 (K, ¢) dW; et 6o (K, ¢) dWr.
Majorons chacun des termes v;; afin de trouver des majorations pour |[1%;||. Nous avons d’abord

Q|

<1 et

SN

<1 (5.2.72)

Distinguons ensuite les cas X > 0 et X < 0 pour pouvoir utiliser les majorations de f établies dans le lemme
5.2.1.
— si X > 0, nous avons les majorations suivantes

X 1
O§L<1 et 0<—«1 (5.2.73)

1+ f(X) ~ S 1+ f(X)
cos? ¢+ f(X) o cos? ¢ + Cz+/[log K| cos ¢ + 2|log K| cos? ¢

14+ f(X)]cosp cos ¢ (5.2.74)
C(1+ |log K|)
f(X) sin ¢ 2
tan < Co+/|log K| cos ¢ + 2|log K| cos
< Cy/|log K| (1 + +/|log K)
— si X < 0, nous avons alors les majorations
1 el+2X? 2
— < CK—¢s° ¢ 5.2.76
47X~ 14X 270
|F(X)] < 2|X[ < Cleos ¢|/|log K| (5.2.77)
cos? ¢ + f(X)

<C(1 log K|) K~ "¢ 5.2.78
‘[l—i-f(X)}cosqS +Vllog ( )
|tan ¢p——— " S(X < Cy/|log K|K 5@ (5.2.79)

1+f
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Nous utilisons ces résultats pour majorer les |1;;|* :

o l? < CK?|log K|? si cosp >0 (5.2.80)
T CK2|log K2 —2c0s” @ si cos¢p <0
CK? si cos¢p >0
2« - 5.2.81
e CK2K—2cos”¢ si cos¢p <0 ( )
1+ [log KJ? i cosd >0
log K| -
o1 |? < | (5.2.82)
1+ |log K
—G | Oi,‘ | —2cos”¢ si cos¢ <0
og
'CW si cos¢ >0
|2 < o8 (5.2.83)
1+ |log K
G_LC‘EP |K_2‘3052¢7 si cosp <0
\ (0]
Nous avons finalement pour ||1);]|? les majorations
M, K? si cos¢ >0
2yt = 5.2.84
Inl {M1K2K—2C°SQ¢ i cosd <0 6254
1+ [log KJ° S cosd >0
2 —
l2]|* < llog K17 (5.2.85)
1 + |10g K| K—2C082 é .
QW si cos¢p <0
Nous introduisons alors la fonction p définie par
1 sicosg > 0,
K,¢) = 5.2.86
PLK9) {K‘COS% sicoso < 0. ( )
afin de pouvoir écrire les équations (5.2.84) et (5.2.85) sur une ligne
1+ |log K3
1l < MK 92, Il < My IR g g2 (5.2.87)

|log K2

Nous allons a présent passer a 1’étude des termes de dérivées dans les équations (5.2.67) et (5.2.68). Nous
posons

f(X) K f(X)

pfi(K, ¢) = _2/]K1+f(X) _2COS¢1+f<X)FK(Kt’¢t)
Ve .4 K(logK)?
it g (5288)
_ _tan¢ f(X) 1 1
2B ) = Ik T 7)) T Voaos ' cos e
2 f(X) VE o f(X) +cos® ¢
— cos¢logK1+f(X)F¢(K7¢)+?Sm qﬁtanqﬁlogKW (5.2.839)
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Nous réécrivons fi et fo en mettant en facteur le terme dominant.

f(X) Ve . 4 (log K)?
K, ¢)=—-2K 1 Fr (K, - 3 —_— 5.2.90
fl( a¢) 1+f(X) +,L~LCOS¢ K( t’qbt) 6[2 Sm ¢ f(X) ( )
f(X) fising 22
K ¢)=— |1+ — Fy(K,
2(K.0) = 5% V=2logK(1+ f(X)) +/—logK(1+ f(X)) 6K 9)
VE .3 3j2_J(X) +cos® ¢ ]
+ —sin” ¢|log K (5.2.91)
e e e
Pour étudier f et fo et simplifier les écritures, nous définissons les termes de restes
1. (log K)?
R (K, ¢) = ——sin* p—>—" 5.2.92
el ) = —g sin' 6 (5292)
1
Ri (K, ¢) = =——Fk(K, 5293
KoK, ®) FE— K (K, 9) ( )
1. f(X) +cos® ¢
Ry (K,$) = sin® ¢|log K |>/? (5.2.94)
ol 0) = 5 g S s K00 (7 + 1)
2v2
Ry (K, p) = —= Fy(K, 5.2.95
Nous cherchons a majorer chacun de ces termes. Nous avons directement pour |Rx - (K, ¢)|
[log K |2
K <M 5.2.96
Nous regardons ensuite | Ry . (K, ¢)|. En utilisant que f(u) > 2u pour tout u, nous avons
X) + cos? cos? cos
JE) teo?d o cos®d ) feosd] (52.97)
f(X) f(X) vV—2log K
Nous obtenons alors
| Ry (K, ¢)| < Mi|log K|(1 + [log K|'/?)p(K, ), (5.2.98)
Pour les deux autres termes, nous commengons par majorer g €t go puis Fic et Fy.
|

5.2.3 Moyennisation

Dans le systeme (5.2.45), fo( K, ¢) est plus grand que /i f1 (K, ¢). La variable K change donc plus lentement
que la variable ¢. C’est une conséquence de la définition de K comme premiere intégrale du mouvement quand
it = ¢ = 0 = 0. Nous allons donc étudier la moyennisation pour étudier la dynamique du systeme (5.2.45)
comme nous I’avons fait dans la partie 3.3.1. Nous avons déja étudié le comportement de la trajectoire pour
¢ proche de 7 dans la section précédente en utilisant les coordonnées (&, z). Nous pouvons donc restreindre
Iétude a ¢ € [, P1] avec —m < ¢p < 0 < @1 < .

Nous cherchons un changement de variable de la forme

K =K + iw(K, ¢) (5.2.99)
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pour éliminer le terme d’ordre i dans 1’équation sur d K; du systeme (5.2.45). La formule d’It6 entraine

Ow Ow 1 (Pw ., . 0w 02w
dK, = th+“a¢d¢t+’“‘aKth+ u(aKQdK +28K8¢thd¢t+ ¢d¢t>. (5.2.100)

En remplagant d K et d¢; par leurs expressions de (5.2.45), nous obtenons

dK’t:ﬁ<f1+ ¢f2+0( )+O(&2)> dt+&<w1+ﬂ(a o + 8ww >>th. (5.2.101)

99

En choisissant la fonction w de telle sorte que

Ji+ %fg =0, (5.2.102)
nous faisons décroitre I’ordre du terme de dérivée dans (5.2.101). Nous définissons alors la fonction w par
I'intégrale

¢ f 1 (K ) 9)
b0 f 2(K ) 6)
Cette intégrale est bien définie : étant donnée la définition de fo (K, ¢) (5.2.47), nous obtenons en utilisant la

majoration de f (5.2.4) que f2(K, ¢) est minorée par une constante positive pour des parametres fi, € et &
suffisamment petits.

’LU(K, ¢) =

dé . (5.2.103)

Lemme 5.2.3. Soient ¢g € (—7,—7/2) et ¢1 € (7/2,7) tels que cos?(¢y), cos?(¢1) < b pour un b € (0,1).
Alors

w(K, qbl) = —

\/i e I(sin2 o) [(sin2 b1
[— sin ¢g + sin ¢

n rl(K)] (1 Fro(K) + rE(K)) : (5.2.104)
—log K
ol les termes de reste vérifient

ri(K) = O(Klog(|logK|)) ,

1 K—b K—Qb
K K _
ra(f) = O(u ] T O <ﬂ +|logK|>)’

0 < r(K) < f@(’logum LK™ bylogK3/2> (5.2.105)

De plus, les dérivées partielles de w sont alors bornées par

0w g g —of K 9 K ¢) = O(K' b\ /log K|

et

0w K-1-b 0w K 0w
=0 : =0 : = O(K'"t\/llog K|) . 5.2.107
OK? (m) 9K <m> g5z = OK' "VllogKl) . (5:2.107)

PREUVE. Nous coupons I’intégrale (5.2.103) en trois parties.

_ [T A6 2 (K, 6) 9 1 (K, 0)
w(Ka¢1)—_/¢0 HE6) de—/ﬂ/2 HED de — 2 TaED) dé (5.2.108)
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En faisant le changement de variable ¢ = sin ¢ et une décomposition en éléments simples, nous trouvons que
le terme dominant 4K X /(1 + f(X)) de I'intégrale sur [—7/2, 7 /2], vérifie

oslios €)).

V/ [log K|

Nous considérons ensuite ’intégrale sur I’intervalle [¢g, —7/2]. Le changement de variables u = v/—21log K sin ¢,
le comportement de f(z) pour z négatif (5.2.6) et le comportement asymptotique de la fonction d’erreur en-
trainent

w/2
/ LKX (K, $) (5.2.109)

T XK. 0 O<K

d¢ = 2K

1+ f(X) sin¢g\/ml+f(_ /y_u;)

—v—2log K
= 2e/
S

/”/2 AKX —V-2lgK du
0

e R+ O(K e /)] du (5.2.110)
in ¢pov/—2log K

9 [(Sin2 %o |:1 n O( 1 > i O(KCOS2 ¢O):|
= —2e — .
v —2log K (—sin ¢y) log K|

Nous pouvons calculer de la méme fagon le terme dominant de 1’intégrale sur [7/2, ¢1] pour obtenir

Y 4K X Ksin® do 1 2
" _dé = —2e : 1+0( —— | + O(K°* ¢1] . (5.2.111)
/ﬂ/g ) ¢ ﬁ—zlogff@mn{ <|logm> )

Nous obtenons alors le terme dominant de (5.2.104) et les termes de reste viennent de (5.2.49) avec p = K —b,
La borne sur Jw/0¢ vient directement de la définition de la fonction w (5.2.102). Pour la borne sur dw /9K
est obtenue en calculant la dérivée de f;/ f2. Nous utilisons

0X(K,9) 1
0K 2K —2logK (5.2.112)
pour calculer
‘9<fl) :4X+4K< O X _XaKXf’(X)>
0K \ fo 1+ f(X) 1+ f(X)) 1+ f(X))?
__ax kX  4AX?0kX
C 1+ f(X) " ((1+f(X)) f(X)(1+f(X))) (5.2.113)

+ +
1+ f(X)  v=2log K(1+ f(X)) 2v-2log Kf(X)(1+ f(X))
Le terme dominant est 4X /(1 4+ f(X)) et son comportement est obtenu en divisant par K le comportement de
w (5.2.104)en O (Kmin(sm2 do,sin®6)=1 /., /“Tog K) et min(sin? ¢g, sin? ¢) — 1 = — max(cos? ¢g, cos? ¢) >

—b. Nous en déduisons le comportement (5.2.106). Nous obtenons de fagon similaire les bornes sur les dérivées
secondes (5.2.107).

Pour que le terme 72 (K) soit négligeable, nous devons avoir K® > fi et K* > 52/fi. De plus le terme
r-(K) est d’ordre v/2|log fi|?/fi qui est petit pour fi/|log ji|> > /€. Dans ce cas, w(K, ¢1) est de I’ordre de
K=t/ /llog K|. Sinon, w(K, ¢;) est d’ordre /e K'~*[log K|3/2 /i
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5.2.4 Calcul de la deuxiéeme partie du noyau

Nous pouvons maintenant calculer la partie ou la trajectoire tourne autour du point d’équilibre du noyau de
la chalne de Markov. Nous avons déja calculé 1’autre partie dans la section 5.1.4. Nous utilisons les frontieres
Fy introduite au début de ce chapitre, (5.0.1) et (5.0.2). Nous prenons une condition initiale (L, zg) € F.
Nous définissons le temps de premiere atteinte de F_ par la trajectoire partant de (L, zp)

T=1inf{t > 0: (&, ) € F_} (5.2.114)
et nous voulons calculer les coordonnées du point (&, 2, )
Nous supposons qu’il existe 3 € (0, 1] tel que

1
(c_1)? < 20 < Zmax < 5 (5.2.115)

La condition initiale en coordonnées (K, ¢) s’écrit
Ko = 22020 e 2L > 9(c_ )Pt |
2
S S
—logKo = S+~

sin? ¢y = (5.2.116)
avec ¢g € (—m,—m/2). Nous pouvons alors appliquer le Lemme 5.2.3 avec b = /(8 + v) < 1. Nous
remarquons
2
K% > 9b(c_ )P (5.2.117)

Proposition 5.2.4. Supposons que zg vérifie (5.2.115) pour B < 1. Il existe alors une constante k > 0 telle
que, pour [i et 0 suffisamment petit, nous ayons

1. Si /e < fi/log fi|%, la trajectoire (&;,z) atteint F_ pour la premiére fois au point (—L,z1) avec z

Vvérifiant
! 21 = 20+ iA(0) + 1 _ZOZZO [&V(zo) +O>i208 4+ &2;1*25)] . (5.2.118)
avec une probabilité plus grande que R 52.119)
La fonction A(zg) est donnée par
220 1
A(z) = I =20 [1 + O(zlogllog fi|) + O <|logz0|ﬂ , (5.2.120)
et V(z0) est une variable aléatoire vérifiant
P{5|V(2)| > h} < 2exp{—ﬁh;2~2ﬁ} Yh>0. (5.2.121)

2. Si /e > ji/|log fi|%, alors (&, 2t) coupe F_ pour la premiére fois soit & un point (—L, z1) tel que z, est
supérieur ou égal au membre de droite de I’équation (5.2.118), soit a un point (£1,1/2) avec —L < & < 0,
avec une probabilité plus grande que (5.2.119).

PREUVE. Nous considérons d’abord le cas y/z < ji/|log ji|?>. La démonstration est longue et nous la décom-
posons en six étapes. Nous commencons par restreindre le domaine d’étude dans étapes 1 et 2. Dans les étapes
3 et 4, nous montrons que, sur le domaine restreint, la trajectoire atteint pour la premiere fois la ligne F_ sur la
partie {{ = —L et z<1/2}
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— Etape 1 : Pour obtenir des bornes sur les termes d’erreur, nous avons besoin que K soit minorée. Nous

introduisons alors le temps d’arrét

7 =inf{t > 0: cos¢ < 0, K¢ < (c_/l)ﬂ} :

(5.2.122)

Nous commengons par montrer que 7 A 71 est fini avec une grande probabilité. La Proposition 5.2.2

entraine I’existence d’une constante C' > 0 telle que
dgy > C dt + 5¢a (K, dr) AW, .
En intégrant cette relation entre O et ¢, nous obtenons
t
00> 00+ Ot 5 [ (e, 0) AV,
0
Le Lemme 5.1.5 et (5.2.51) nous donne la majoration
|
pour un s > 0. Nous pouvons alors écrire en prenantt = 7

2-~23
d o) con{ 22

52
Par définition, ¢-rr, — ¢o < 27, nous obtenons alors

27 + h h2 2P
PSTAT > T < exp _n ~M .
C o2

tAT1

o 0 w2(Ksa¢s) dWs

2~23
1) conf 252

5.2

(bT/\’Tl _(ZSO_CT/\TI

(5.2.123)

(5.2.124)

(5.2.125)

(5.2.126)

(5.2.127)

Par la suite, nous travaillerons sur le domaine Q; = {7 A 71 < (27 + 1)/C}, dans lequel nous sommes

10, 2 L, . A < 2B /52
avec une probabilité supérieure ou égale a 1 — e FA"" /5"

- Etape 2 : ’EDS (5.2.100) sur K; peut se mettre sous la forme
dK; = Ko f(Ky, ¢r) dt + 6K (Ky, ¢r) AWy
avec, en utilisant la Proposition 5.2.2 et le Lemme 5.2.3, les majorations

F(K,¢) = 0@ + 521 |
0K, 9)|* = O (7).

D’apres la formule d’1t6, la variable QQ; = log K, vérifie 'EDS
dQ: = f(Qr, 1) At + 69(Qy, ) AWy,
ol f(Q,¢) = f(e?,¢) + O(6%i72%) et ¥(Q, ¢) = ¥(e?, ¢). Nous posons

t ~
vzz/o B(Qs, ds) AW, |

en intégrant (5.2.130) et en utilisant que 1! ~3% < =27, nous obtenons alors

Qi = Qo+ 5V +0(@*" 0 4+ 57 %) .

(5.2.128)

(5.2.129)

(5.2.130)

(5.2.131)

(5.2.132)
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En appliquant une nouvelle fois le Lemme 5.1.5, nous obtenons
K1 h2 283
P{G|Vipr| = 1} < 26Xp{ 2} (5.2.133)
o

avec k1 > 0. Nous choisissons h; = fi' = pour simplifier le majorant. A partir d’ici, nous travaillerons
sur le domaine Q1 N Qy, ot Qp = {5Vinr, < i1 P} vérifie P(Q) > 1 — e~ r1A?/5%
— Etape 3 : Nous revenons a la variable K, nous obtenons

K, = Koo Vt[H—O( 2(1-8) +02~—2ﬂ)} : (5.2.134)
et nous avons pour K
K, = KooVt [1 +0(i208 4+ a%ﬂﬁ)} — jw(Ky, br) - (5.2.135)
En utilisant le théoreme des fonctions implicites et la borne supérieure de w, nous obtenons I’estimation
a priori
Ky — K
’tKO =0 P + 5% %) . (5.2.136)
0

— Etape 4 : L’estimation 2 priori (5.2.136) entraine que sur le domaine €27 N 2y, la trajectoire ne peut
pas atteindre F_ sur la partie {—L < £ < 0,z = 1/2}. En effet, cela impliquerait K. > (c_j1)?, et
Ko < alc_fi)Y avec a = 22yay €'~ %max < 1. Nous aurions alors (K, — Kq)/Ko > (1 — a)/a, ce qui
contredit (5.2.136).
Montrons maintenant que nous avons 7'1 > 7 sur {21 N2y. Raisonnons par 1’absurde en supposant 7 < 7.
Nous avons alors K, = (c_ji)? et cos? ¢,, < 3/(B+7), nous avons donc K, = o(ji?*7). Cela induit
que jiw(K.y, ¢r) = O(K., it =?) = o(@'*?). En prenant en compte la minoration (5.2.116) sur K,
cela entraine que le membre de droite de (5.2.135) est plus grand qu’une constante multipliée par i%+7
au temps ¢ = 71. Mais ceci contredit le faite que K,, = o(g?17).

— Etape5:L étape précédente implique que & = — L sur 21 N €25. Nous pouvons alors écrire

2
¢or =g(K:) ou  sin(g(K))=,/— og K L, (5.2.137)

avec g(K) € (m/2, 7). Nous remarquons g(Ky) = —¢o. De plus, nous avons

L
V2K (—log K)3/2 cos(g(K)) ’

J(K) = (5.2.138)

etdonc K¢ (K;) = O(1/|log fi]). En utilisant la formule de Taylor

w(Kr, ¢r) = w(Ko, —¢o) + (Kr — Ko) g}g (K9, 9(Kp)) + ?;(KH,Q(K(?))QI(KG) , (5.2.139)
pour un Ky € (Ko, K;), ce qui conduit a

w(Qr, ¢r) _ w(Qo, — ¢0) 1-28 | ~2~-38 5.2.140

00— g, TomTeaa). (52.140)

En substituant dans (5.2.135), nous obtenons 1’estimation

. Ko —
K = Ko|e®V" —QW+ 029 1 52138 | (5.2.141)
0
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- Etape 6 : Finalement, nous revenons a la variable z; = 2. En éliminant ¢ de 1’équation (5.2.1), nous

pouvons exprimer z; en fonction de K-
1 —log K;
1+f<—w/°2g—L2>] . (5.2.142)

1 = G(KT) = 5

Nous avons alors G(Kj) = zp,

1 1+f(_\/%_1’2) 20

G'(Ky) = — = (5.2.143)

2K J«_\/@) Ko(1 —2z)
L2 ) 1

G”(Q)=2Q2 f(i\/@> 1_f(—\/m)2 , (5.2.144)

qui est d’ordre 23 /Q3. Par un développement de Taylor, nous obtenons

et

_ ! (Kl - K0)2 "
21 = G(Ky) + (K1 — Ko)G'(Ky) + ——————G"(K)y) (5.2.145)
qui devient
Q1 —Qo = Qi —-Q 1
= _ . 5.2.146
21 =2+ 0o 1— 22 + 0O 00 20 ( )
D’apres I’égalité (5.2.141), nous avons
Ki—-Ky . _w (Ko, —¢o) _9(1— 9 e
—— =0V, —p—-——+40 1-8) 2528 5.2.147
e A (4 + ), ( )
et le Lemme 5.2.3 conduit a
U)(Ko, _¢0) 2e —cos? ¢ 1
—p————-"= = — | K, 0 log|log K 1 — . 5.2.148
7 K 7 [%o + O(log|log Ky|) + 0O oz o) ( )

cos? ¢g

Ensuite I’égalité (5.2.116) implique que K, =e?*(2ez) L eter|log 20| < |log Ko| < e2|log fil.
Ceci achéve la preuve dans le cas v/ < fi/|log i|%.
Dans I’autre cas, /2 > fi/|log fi|?, nous utilisons simplement que K est minorée par la valeur du cas précédent
en conséquence de (5.2.106).

Corollaire 5.2.5. Supposons que nous ayons ¢ = 0 ou \/e¢ < fi/|log fi|%. Il existe un ks > 0 tel que pour
la condition initiale (L,z) € Fy avec z1 > (c_ji)'™7, la premiére atteinte de F_ se produit & une hauteur

gy gy N —koi2/52
zé > 21 avec une probabilité supérieure a 1 — e~ F2H"/7"

PREUVE. Nous appliquons le résultat précédent avec 5 = 1 — et h d’ordre 7.
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5.3 Régime de bruit faible et calcul du noyau

Nous pouvons a présent mettre bout a bout les deux études des parties 5.1.4 et 5.2.4. La premiere partie
nous donne des informations sur I’application de F_ dans F',, zy — 27 et la deuxieme sur ’application de F_
dans Fl, 21 — zé. En composant ces applications, nous obtenons une application de F_ dans F_, zp — 2[1) et
nous donne le noyau de la chaine de Markov sous-stochastique associé au nombre de SAOs V.

Théoréme 5.3.1. Supposons que ¢ et § /+/c soient suffisamment petits. Si ¢ # 0, nous supposons de plus que
§ > |c|e? pour un B < 1. Il existe alors une constante > 0 telle que, pour o + 03 < (€'/46)?/log(\/2/9),
la premiere valeur propre X\ vérifie

(51/45)2
1-— )\0 < exp{—/@M . (531)

De plus, pour toute distribution gy de conditions initiales pour les trajectoires, I’espérance du nombre de SAOs
vérifie

1/45 2
EF{N} > C(uo)exp{nff%_'_;g} ) (5.3.2)

Ici C(uo) est la probabilité que la trajectoire atteigne F au-dessus de la ligne séparatrice.

PREUVE. Pour montrer ce théoréeme, nous utilisons les Lemmes 4.2.11 et 4.2.12. Nous allons calculer le
noyau et construire un sous-ensemble A de I’intervalle F sur lequel la chaine de Markov est définie, et tel que
si Xo € A, alors X; € A avec une grande probabilité.

Nous prenons pour la courbe F, qui permet de définir la chaine de Markov, la courbe F_ en coordonnées
(€, 2). Soit (—L, z) € F_ une condition initiale avec |29| = O(i!~7). L approximation de la trajectoire par
la solution déterministe partant de ce point atteint 'y a un point de coordonnées (L, z%) tel que z% > cofit ™7
pour un cg > 0 (cf. (5.1.13)). En appliquant la Proposition 5.1.7 avec h d’ordre fi'~7, nous obtenons que la
probabilité que la trajectoire solution du systeme déterministe partant de (—L, zo) atteigne F; a un point de
coordonnées (L, z1) tel que z1 > ¢; ﬂ1*7 pour un ¢; € (0, ¢p) est minorée par

C e
1-— 2 exp{—@&?} (5.3.3)

pour un kg > 0.

Nous pouvons alors appliquer la Proposition 5.2.4 avec § = 1 — ~ pour montrer que la trajectoire partant
de (L,z1) € Fy atteint F_ en un point (—L, z3), ot (5.2.121) avec h = /11_6 entraine que zo > 21 avec une
probabilité supérieure ou égale a

Ia2
1-— 2exp{—/<53~2} (5.3.4)
1

pour un 3 > 0. Cela montre que ’ensemble A = {(£,z) € F_: z > 2y} est invariant avec une grande
probabilité. De plus, nous avons montré que cela est vrai pour une valeur initiale de z d’ordre '™, et la
trajectoire partant d’un z plus grand ne peut pas arriver en dessous sans couper le domaine ol nous contrélons
la dynamique.

Finalement, le préfacteur Cji~2" in (5.3.3) peut étre intégré dans 1’exponentiel, grice a I'inégalité 52 <
ji? /|log fil.
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Chapitre 6

Conclusion

Cette these est consacrée a I’étude du systeme de FitzHugh-Nagumo stochastique qui a été introduit pour
modéliser la transmission de I’influx nerveux dans un neurone. Nous avons commencé par rappeler des résultats
sur le systeme déterministe associé afin de trouver les valeurs des parametres intéressantes pour notre étude.
Celles-ci correspondent aux cas ol le systtme admet au moins un point d’équilibre stable et ol le systéme est
excitable.

Nous avons ensuite étudié le cas particulier o b = 0. Dans ce cas, le systéme ne génere pas de spikes mais,
au voisinage d’un des points d’équilibre, il se comporte comme le modele de Morris-Lecar qui est un autre
modele pour la transmission de I'influx nerveux. Le systeme étant découplé, nous nous ramenons a 1’étude
d’une équation différentielle ordinaire du second ordre portant sur le temps de sortie 7 d’un puits de potentiel.
Nous avons obtenu le comportement asymptotique de 1’espérance de 7

)= one ex 2 ) —V(x o1|log o |2 .0.
E( ) \/—V”($+)V”(m,) p(G%[V( —) V( +)]> [1+O( 1|1 g 1‘ )] (6.0.1)

puis que la loi de 7 suit une loi asymptotiquement géométrique exponentielle de parametre A; dont le dévelop-
pement asymptotique est donné par

V)V
1 2me

exp <—22[V(1‘_) - V($+)}> (14 O(o1llogai]?)) . (6.0.2)

o

Dans le cas ot b # 0, le systeme stochastique est caractérisé par une alternance de petites et de grandes
oscillations, ces dernieres correspondant a des spikes. Le temps entre deux spikes est corrélé avec le nombre
de petites oscillations qui séparent deux spikes consécutifs. Nous avons mis en évidence numériquement trois
régimes différents dans le comportement des solutions. Nous avons vu le comportement général des solutions
a I’exception du voisinage d’un point d’équilibre stable du systeme déterministe associé. Nous avons alors in-
troduit un systeéme de coordonnées pour étudier la trajectoire au voisinage d’un point d’équilibre stable Nous
avons construit une chaine de Markov sous-stochastique et nous avons montré que le nombre de petites os-
cillations est presque stirement fini et a une distribution asymptotiquement géométrique de parametre 1 — A,
oll A\ est la valeur propre principale de la chaine de Markov. Nous avons ensuite calculé les frontieres entre
les différents régimes suivant les valeurs de parametres. Enfin, nous avons obtenu des bornes sur cette valeur
propre dans le cas du régime de bruit faible dans le cas ot § >> /¢ et I’exponentielle de (c'/%62)/(0? + 03)
est grand. Ces conditions permettent de dominer le terme d’erreur en /. Nous pourrions peut-étre obtenir des
résultats dans le cas ol & < /¢ en trouvant un nouveau changement de variables qui permette de contrdler
les termes non-linéaires. Pour les régimes intermédiaires et de bruit fort, il semble que numériquement nous
ayons une bonne approximation de P{N = 1}, qui correspond a la probabilité de faire un spike directement,
par la fonction de répartition de la loi normale standard. Cependant, nous n’avons pas de borne rigoureuse sur

119



120 CHAPITRE 6. CONCLUSION

Ap et sur I’espérance du nombre de petites oscillations. Nous pourrions obtenir des résultats en décomposant la
distribution quasi-stationnaire sur le spectre de la chaine de Markov sous-stochastique.

Enfin, les méthodes utilisées pourraient s’appliquer a d’autres systémes excitables qui produisent des oscil-
lations comme par exemple dans le cas du systeme de Morris-Lecar pour certains régimes de parametres.
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Damien LANDON
Perturbation et excitabilité dans des modeéles stochastiques de
transmission de I'influx nerveux

Le systeme de FitzHugh-Nagumo stochastique est un modele qualitatif pour la propagation de I'in-
flux nerveux dans un neurone. Ce systéme lent-rapide s’écrit

edxy = (xt — xf’ + yt) dt + e oy th(l)
dy, = (a — bxy — cyy) dt + og AW,

ou a, b et c sont des réels, ¢ est un petit réel positif, o; et 02 sont deux réels positifs représentant
I'intensité du bruit, Wt(l) et Wt(z) sont deux mouvements browniens standards indépendants.

Dans cette thése, nous étudions d’abord le systéme déterministe associé (01 = o9 = 0) et
montrons qu’il est excitable. Nous regardons ensuite le cas particulier ou b = 0. Dans ce cas,
le comportement au voisinage du point d’équilibre est le méme que celui d’'un autre modele,
celui de Morris-Lecar. Nous étudions alors la loi du temps de sortie de ce voisinage. Dans le
cas général, aprés avoir mis en évidence trois principaux régimes, nous montrons des résultats
généraux sur la distribution du nombre de petites oscillations N entre deux spikes consécutifs
en introduisant une chaine de Markov. Puis nous étudions le cas particulier du régime de bruit faible.

Mots clés : équations différentielles stochastiques, oscillations multimodales, chaines de Mar-
kov sous-stochastiques, comportement asymptotique, temps de sortie, systéme lent-rapide,
bifurcation, valeur propre principale.

Perturbation and excitability in stochastic models of transmission of nerve impulses

The stochastic FitzHugh-Nagumo equations is a qualitative model for the dynamics of neuronal
action potential. This slow-fast system is written

edxy = (mt — x? + yt) dt + e oy th(l)
dyr = (a — bxy — cyy) dt + o2 th(Q)

where a, b and c are real numbers, ¢ is a small positive real number, o; et o9 are two positive
real number representing the intensity of noise, Wt(l) et Wt(Q) are two standard Brownian motion
independent.

In this thesis, we first study the associated deterministic system (07 = o2 = 0) and we show this
system is excitable. Then we are interested in the particular case b = 0. In this case, the behavior
in the neighborhood of the equilibrium is the same as the Morris-Lecar model. We study the law of
the exit time of this neighborhood. In the general case, we show there are three main regimes. We
study the distribution of the number of small oscillations /N between two consecutive spikes using a
substochastic Markov chain. Then we obtain results in the case of the weak-noise regime.

Keywords : stochastic differential equations, Mixed-mode oscillation, substochastic Markov
chain, asymptotic behavior, exit time, slow-fast system, dynamic bifurcation, principal eigenvalue.
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