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marqué. Je ne saurai, en une seule petite page, remercier comme il se doit, tous ceux
que j’ai côtoyés avec plaisir durant ces trois et quelques années.
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vaux, et qui ont su donner un grand nombre de remarque des plus constructives sur ceux-
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4 Extension au tronçon 3D du fil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
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plage, où les deux modèles coexistent. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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6.7 Exemples d’enrichissements liés à des motifs fissurés (ligne de rupture
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5.1 Nombre de paquets de 3, 2 et 1 fibres identifiés dans la distribution . . . 115
5.2 Nombres de degrés de libertés (ddls) et temps de calcul pour l’exemple de

la section 3.1. Les calculs sont effectués sur un seul CPU. (∗ estimations,
# hormis temps de main d’oeuvre). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

6.1 Propriétés matériau utilisées dans cet exemple de fissuration. . . . . . . . 145
6.2 Propriétés des lois normales caractérisant la variabilité des propriétés de
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Introduction

LA démarche de conception dans l’industrie, en particulier aéronautique, est en pleine
révolution. Avec l’émergence des matériaux � sur mesure �, il ne s’agit plus seule-

ment de concevoir une pièce répondant à un besoin spécifique mais aussi le matériau
associé. Le matériau n’est plus choisi � sur l’étagère � , mais véritablement conçu en
même temps que la pièce. On passe pour ainsi dire du � prêt-à-porter � au � sur mesure
�, ce qui permet des gains en performance et en poids remarquables.

Les matériaux composites, renforcés par des fibres, sont un exemple des plus média-
tiques. Cette association de matériaux différents permet d’obtenir un nouveau matériau
possédant des propriétés que chaque constituant pris seul n’a pas. Ainsi, par le biais
d’une savante recette, il est théoriquement possible d’atteindre � le Matériau � idéal pour
une application/pièce donnée. Leur comportement est directement piloté par le choix des
fibres, de la matrice, de l’interface fibre-matrice, et de l’orientation des fibres par rapport
à la charge. Leur souplesse d’utilisation et leur capacité d’adaptation font de ce type de
matériau un choix attractif. Leur optimisation vis-à-vis de l’application est cependant un
véritable challenge scientifique et technique à cause de la complexité de cette tâche.

L’optimisation du matériau vis-à-vis des critères de tenue mécanique est faite presque
uniquement à l’aide d’essais. Cette façon de procéder est longue et coûteuse. Comme
rester compétitif est synonyme d’innovation rapide, et donc de cycles de développement
courts, le challenge est de pouvoir procéder à une optimisation numérique à l’aide d’un
véritable � matériau virtuel � où tous les constituants du matériau, leur arrangement et
leurs interactions sont pris en compte et sont susceptibles d’évoluer.

Parmi les nombreuses combinaisons fibres/matrices possibles en vue d’obtenir un
composite, nous étudierons ici des composites à matrice céramique (CMCs). Ceux-ci
se constituent d’une matrice en carbure de silicium (SiC) renforcée par un tissu gui-
pex de fibres SiC. Ces composites ont des propriétés thermomécaniques spécifiques re-
marquables qui en font des matériaux très prometteurs pour les applications à haute
température (400 à 1000 ˚C). SAFRAN Snecma Propulsion Solide (SPS) s’est fait une
spécialité de l’élaboration et le développement de ces matériaux � sur mesure � pour la
propulsion aéronautique. Les CMCs sont cependant des matériaux coûteux, d’une part
à cause du prix des fibres en carbure de silicium (SiC) et d’autre part d’un procédé de
fabrication par voie gazeuse (CVI) particulier. Ce dernier est en effet long et l’outillage
de maintien de la préforme fibreuse est perdu pour chaque pièce réalisée. Les premières
générations de CMCs sont, de plus, sensibles à l’oxydation des fibres et interphases, ce qui
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limitait jusqu’ici la durée de vie des pièces. Les CMCs ont donc longtemps été cantonnés
à des applications � niches � de type militaire ou spatiale.

Les travaux de SPS ces 15 dernières années ont permis le développement des CMCs
autocicatrisants, qui atteignent des durées de vie particulièrement élevées (de l’ordre de
la dizaine de milliers d’heures). La cicatrisation permet en effet de limiter la diffusion
de l’oxygène au coeur du matériau, et donc son oxydation. De plus, un procédé de fa-
brication hybride voie gazeuse - voie liquide (CVI-CVL) moins couteux a été mis en
place, pour lequel l’outillage n’est plus perdu. En outre, l’étape voie liquide, semblable
au procédé RTM des composites à matrice organique (CMOs), peut être sous-traitée à
des PMEs. Ces innovations rendent possible l’utilisation de ces matériaux à la propulsion
aéronautique civile. Les travaux de recherche présentés ici se situent, et sont financés,
dans le cadre du programme de recherche et développement ARCOCE – Arrière Corps
en Composite Céramique – piloté par SPS. ARCOCE a pour but le développement et la
construction d’un démonstrateur d’arrière-corps en CMC pour les futurs moteurs d’avions
civils ainsi que la maturation du matériau et des procédés de fabrication, d’assemblage et
d’intégration. Ces CMCs autocicatrisants sont particulièrement complexes à comprendre
et à modéliser à cause de leur microstructure compliquée et de la nature différente des
phénomènes s’y développant (mécanique, physique, chimique). Ils sont multiéchelles
et multiphysiques. C’est pourquoi une large communauté scientifique collabore au sein
d’ARCOCE afin de cerner au mieux les phénomènes et les échelles en jeu, de la chimie
de la fibre à l’influence du tissage sur le matériau. On notera que le démonstrateur est
actuellement au banc d’essai et sera soumis à des essais en vols au courant 2012.

Le rôle du LMT Cachan et des présents travaux est essentiellement d’intégrer les
connaissances au sein du cadre structurant qu’est le � matériau virtuel �, dans lequel le
matériau est vu comme une structure à part entière. Cette nouvelle génération d’outils
a été formalisée dans le cas des CMCs dans les travaux [Cluzel, 2009, Genet, 2010],
ou encore dans [Couégnat, 2007, Pineau et Lamon, 2009, Pineau et al., 2010], bien que
pour ces derniers, l’approche repose sur des outils différents. Ils sont cependant d’ores-
et-déjà opérationnels pour les CMOs [Ladevèze et al., 2006, Lubineau et al., 2009]. Il
se concentre sur une description aussi complète que possible du matériau et n’est plus
seulement un modèle de comportement. Les phénomènes mécaniques et chimiques sont
pris en compte à l’échelle où ils se développent. Les paramètres du matériau virtuel sont
caractéristiques des constituants du matériau, de leur arrangement et de leurs interactions.
Il permet ainsi d’être valide pour une large gamme de matériaux et pour de grandes durées
de vie. En fait, il reste valide tant que les phénomènes ou leurs interactions ne changent
pas. L’ordre de leur apparition peut toutefois changer. Il est donc possible d’optimiser des
familles entières de matériaux.

La construction de ce �matériau virtuel � s’est faite progressivement, à mesure que les
attentes vis-à-vis du modèle ont évolué. Afin de les situer les uns par rapport aux autres, il
est intéressant de dresser un diagramme � Echelle-Constituants-Distribution �. Il est aisé
de voir à quelles échelles se situent les travaux, quels constituants y sont pris en compte
ainsi que la distribution spatiale de ceux-ci. Cela permet d’autant mieux d’apprécier les

Vers un matériau virtuel pour l’optimisation qualitative d’une nouvelle famille de CMCs



Introduction 3

Echelle

Pièce

Tissage

Toron

Fibre

Ouverture 
fissure

Modèle macro

DDVGFEM

Distribution

Constituants

Motifs

FIGURE 1: Positionnement du modèle macro et de DDV au sein du matériau virtuel et de
ses différentes échelles.

limites des modélisations. Plus de détails concernant les axes pourront être trouvés lors
du bilan sur les CMCs, Ch. 1 Sec. 4. Les premiers travaux au LMT Cachan ont porté sur
la modélisation du comportement mécanique, les applications étant alors le calcul de la
tenue mécanique seule, sans durée de vie. L’échelle appropriée était donc macroscopique,
à l’échelle de la pièce, Fig. 1. Le cadre utilisé était celui de la mécanique de l’endomma-
gement [Rabotnov, 1968, Kachanov, 1986, Lemaitre, 1992, Lemaitre et Chaboche, 1994],
et plus précisément celui de la théorie de l’endommagement anisotrope [Ladevèze, 1983].
La fissuration et l’endommagement y sont décrits d’un point de vue continu. La particu-
larité de cette théorie est que l’endommagement peut être dirigé par le chargement local
[Ladevèze, 2002] et être séparé suivant ses différentes origines. En outre, il est inactif
en compression, les fissures se refermant alors. Ces théories d’endommagement aniso-
trope ont été appliquées à de nombreux cas, par exemple les composites carbone/carbone
(C/C) 4D [Aubard et al., 1998, Aubard et al., 2000], les CMCs tissés stratifiés [Gas-
ser et al., 1998] et le béton [Desmorat et al., 2007]. Des approches similaires ont aussi
été proposées dans la littérature, par exemple à l’ONERA [Maire et Lesne, 1997, Maire
et Chaboche, 1997, Maire et Chaboche, 1997] ou au LCTS-Bordeaux [Camus, 2000].
Lorsque la problématique de la durée de vie s’est développée, ces modèles ont dû être
revus pour prendre en compte les phénomènes chimiques qui la pilotent. Pour ce faire,
un pont a été créé entre le modèle mécanique macroscopique et des modèles microsco-
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piques d’oxydation et de cicatrisation [Letombe, 2005, Cluzel et al., 2009]. Ces derniers
se situent respectivement à l’échelle de la fibre et du toron, figure 1 et se basent sur une
distribution homogène des groupes de fibres. Ce modèle préfigure le matériau virtuel, en
regroupant des modèles de physiques et d’échelles différentes. L’expérience montre que
la représentation du modèle de cicatrisation est robuste pour différents matériaux, mais la
partie mécanique macroscopique ne l’est pas. En particulier, la représentation de la fis-
suration, chemin de diffusion de l’oxygène, n’est pas assez fine pour rester valable pour
d’autres matériaux. Ainsi le modèle nécessite d’être ré-identifié en partie pour chaque
nouvelle nuance du matériau.

Dans ce cadre, et afin de pouvoir prédire efficacement la durée du vie des CMCs,
le but de la présente thèse est de développer un modèle à l’échelle du fil, capable de
simuler le processus de fissuration du fil de manière fine ainsi que les redistributions
de contrainte s’y effectuant. La connaissance du réseau de fissure et de son ouverture
peut alors être couplée à un modèle d’oxydation/cicatrisation, en s’appuyant sur la même
finesse de description de la microstructure, figure 1. Comme le couplage se fait à la même
échelle, cette approche est plus robuste que l’utilisation d’un indicateur d’ouverture de
fissure utilisé précédemment dans le modèle macroscopique qui passait de l’échelle du
tissu à celle du fil. Le modèle d’oxydation et de cicatrisation ainsi que le couplage avec
le modèle du fil ne font cependant pas partie des présents travaux. Il sera à terme possible
d’optimiser des familles entières de CMCs en terme de durée de vie (DDV), en tenant
compte des microconstituants et de la microstructure.

L’approche proposée repose sur une nouvelle version multiéchelle de la � Generali-
zed Finite Element Method � (GFEM) capable de modéliser et simuler la microstructure
complexe du fil de CMC. Cette méthode utilise le concept de � motif �, sorte de situa-
tion mécanique ou topologique considérée comme révélatrice de la mécanique interne du
fil. Ces motifs – groupes de fibres, fissures – permettent à la fois l’enrichissement de la
cinématique locale et la description de la topologie locale des différentes phases de la
microstructure.

La première étape de cette approche se base sur l’étude de micrographies capables
de décrire la microstructure. À partir de celles-ci, des motifs sont extraits. En assemblant
ces derniers, ceux-ci doivent être capables de reproduire la microstructure et son com-
portement. Le motif le plus simple est dans notre cas une fibre seule dans une matrice
continue.

L’étape suivante repose essentiellement sur la GFEM, dont le principe est d’enrichir
l’espace d’approximation local grâce à des fonctions d’un � Handbook �, calculées a
priori à partir des motifs précédemment identifiés. La méthode est cependant reformulée
pour tirer parti de l’aspect multiéchelle du fil, les inclusions étant de petite taille par
rapport au fil. Ceci permet d’alléger fortement le développement du programme et le
coût numérique des simulations. Le point clef est à présent le principe de Saint Venant,
en vertu duquel les perturbations induites par les motifs restent localisées autour d’eux.
Les difficultés d’intégration, souvent présentes dans les méthodes de type éléments finis
étendus, sont ainsi déportées au niveau des fonctions du Handbook et leur maillage.
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La méthode est d’abord appliquée à la simulation de sections de fil de CMC, en deux
dimensions pour lesquels le choix des motifs est détaillé. La qualité de la solution ainsi
que le coût numérique effectif de la méthode sont ensuite discutés. Une proposition d’opti-
misation est développée, afin de tirer parti de l’apparition de motifs identiques à plusieurs
endroits du fil. La GFEM multiéchelle est ensuite étendue au traitement de la fissuration
en quasi-statique, d’abord en 2D, en adoptant une approche par � motifs � de celle-ci,
couplée à un modèle de type � Finite Fracture Mechanics �.

Ce mémoire s’organise autour de six chapitres :
– Le premier chapitre dresse une présentation du matériau, de ses spécificités et

de ses mécanismes. Une attention particulière est portée sur les mécanismes de
dégradation et d’oxydation et sur l’échelle à laquelle ils agissent.

– Le second chapitre met l’accent sur les différentes méthodes et modèles existants
dans la littérature pour la simulation de microstructures complexes. Les possibilités
et limitations de chaque type sont explicitées. En particulier, les méthodes de types
éléments finis étendus sont développées.

– Le troisième chapitre se focalise sur la construction du matériau virtuel, les concepts
et les hypothèses fondatrices mis en place. En particulier, la procédure de recons-
truction de la microstructure est présentée, le choix et l’extraction des motifs sont
décrits.

– Le quatrième chapitre présente une nouvelle version multiéchelle de la GFEM,
point central des travaux effectués dans le cadre de la thèse. L’aspect multiéchelle
et son impact sur la GFEM sont en particulier détaillés .

– Le cinquième chapitre détaille l’application de la stratégie à la modélisation du fil
de CMC, pour laquelle le choix des motifs est affiné à l’aide d’un critère basé sur
une distance d’interaction. Le passage de la méthode au traitement du fil en 3D est
discuté, et un certain nombre de points délicats abordés.

– Enfin, le sixième chapitre se focalise sur l’extension de la stratégie à la prédiction
de la fissuration du fil en 2D, dans le cadre de la mécanique de la rupture finie.
Un travail préliminaire sur la description par motifs de celle-ci est présenté ainsi
qu’un premier critère de fissuration. Ce chapitre a pour but de fournir les premiers
éléments de réponse et d’expliciter certains points durs.
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Chapitre 1

Les composites à matrice céramique

L’objectif de ce chapitre consiste à identifier les spécificités des
CMCs, de chacun des procédés de fabrication et leur in-

fluence sur la microstructure du matériau. De plus, un bestiaire des
phénomènes de fissuration et d’oxydation/cicatrisation est réalisé
à partir de la littérature, car ils sont particulièrement importants
en terme de durée de vie du matériau.
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1 Constitution générale et applications

1.1 Constitution et comportement
Les matériaux composites à matrice céramique (CMC) sont des matériaux thermo-

structuraux, c’est-à-dire qu’ils présentent des caractéristiques mécaniques performantes
dans les environnements thermiques élevés, cf. figure 1.1. De plus, ils conservent ces
bonnes performances sous charges en milieu oxydant et radioactif. Leur intérêt est d’al-
lier ces propriétés avec une masse volumique faible, figure 1.2, ce qui en fait une alter-
native sérieuse à l’utilisation d’alliages métalliques pour diverses applications : pièces
de moteurs à réaction civils ou militaires, pièces de turbines à gaz pour la production
énergétique, voire bouclier thermique pour les réacteurs à fusion.

SiC

Alliages 
Ni

FIGURE 1.1: Diagramme d’Ashby de la résistance en fonction de la température [Ashby
et Jones, 1993].

Les composites à matrice céramique sont l’association de trois constituants élémentaires :
– Les fibres, en carbone (C) ou en carbure de silicium (SiC) et d’un diamètre de

l’ordre de 0.01mm,
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– La matrice, en carbure de silicium ou d’autres céramiques pour l’autocicatrisation,
comme nous le verrons plus loin,

– L’interphase entre fibres et matrice, en pyrocarbone (PyC) ou en nitrate de Bore
(hex-BN).

Alliages 
Ni

SiC

FIGURE 1.2: Diagramme d’Ashby du module d’Young spécifique en fonction de la
résistance spécifique [Ashby et Jones, 1993].

Ils se présentent généralement sous la forme de composites tissés, stratifiés en 2D ou
tissés en 3D. Chaque fil composant le tissu regroupe environ 1000 fibres et a une section
de dimension 1mm× 0.1mm environ. On notera de plus que les CMCs ne sont jamais
totalement densifiés, et le matériau est poreux, cf. figure 1.3.

Contrairement aux composites à matrice organique (CMOs), où des fibres fragiles sont
associées à une matrice au comportement élastoplastique endommageable plus souple
(rapport des rigidités respectives E f ibre/Ematrice ≈ 10), les CMCs associent des fibres et
une matrice ayant le même comportement intrinsèque fragile et de rigidité comparable.
Cependant, le composite résultant n’a pas pour autant un comportement totalement fra-
gile. Ceci est dû à l’ajout du troisième constituant, l’interphase, située à l’interface entre
la fibre et la matrice. Elle a un rôle de � fusible � mécanique et apporte ainsi de la ductilité
au matériau. Ce phénomène sera détaillé plus avant. Les CMCs ont donc en général un
comportement macroscopique élastique endommageable où la perte de raideur est liée à
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la microfissuration de la matrice. Cet effet est à la fois positif, en permettant d’éviter la
ruine brutale, mais aussi négatif du point de vue de l’oxydation, fournissant un chemin à
la diffusion de l’oxygène au coeur du matériau.

FIGURE 1.3: Morphologie des composites à matrice céramique et les différentes échelles
((1) : [Penas, 2002] ; (2) : [Ros, 2011] ; (3) : [Lamouroux et al., 1999]).

1.2 Applications de type moteur à réaction et turbines à gaz

Les matériaux classiquement utilisés, comme le cobalt ou les superalliages à base
de nickel, ont atteint leur limite du point de vue des températures de fonctionnement,
actuellement très proches de leur point de fusion. C’est pourquoi ils sont refroidis en
fonctionnement afin de contrôler leur température (≤1100 ˚C) en cours d’utilisation. Qui
plus est, le poids des pièces, combiné aux grandes vitesses de rotation, rend le design du
système complexe. Le remplacement de ces superalliages par des CMCs, plus légers et
résistants, semble une piste prometteuse. Cela permet à la fois de simplifier le design des
systèmes, d’alléger le moteur et possiblement d’augmenter les températures de fonction-
nement afin d’augmenter le rendement du moteur. Les CMCs ont déjà été utilisés avec
succès sur certaines applications dans l’aéronautique militaire, comme par exemple les
volets de sortie du M88-2 de Snecma pour le Rafale, ou encore les volets de divergeant
du F110 de General Electric équipant le F16. Dans ce dernier système, la température de
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fonctionnement des pièces CMCs est de l’ordre de 800-850 ˚C, et n’ont pas montrées de
perte de propriétés mécaniques à 100h de fonctionnement.

Les progrès effectués dans la compréhension et l’industrialisation de ces matériaux
permettent à présent leur application dans l’aéronautique civile. Snecma Propulsion So-
lide a en particulier développé des démonstrateurs pour le mélangeur et l’arrière corps,
voir figure 1.4. Ces pièces sont notablement plus complexe que les pièces militaires
précédemment développées, et y ajoutent des problématiques d’assemblage, de tolérance
aux dommages, et de durée de vie des CMCs. On remarquera que ces pièces demeurent
peu chargées mécaniquement. L’étape suivante, à l’étude à Snecma Propulsion Solide,
est l’utilisation des CMCs pour les aubes en partie chaude, pour lesquelles le chargement
thermomécanique est plus important.

Mélangeur (CPR)

Arrière corps (ARCOCE)

FIGURE 1.4: Exemples d’application des CMCs dans les moteurs de SNECMA, pour le
mélangeur et l’arrière corps (sources SAFRAN Snecma Propulsion Solide).

D’autres applications dans des chambres de combustion de turbine à gaz ont été
développées aux États-Unis et au Japon. Les températures sont similaires bien que plus
sévères, de l’ordre de 1000-1250 ˚C et les environnements riches en vapeur d’eau (ce qui
influe sur les cinétiques chimiques d’oxydation). L’utilisation de revêtements protecteurs
a permis d’atteindre la dizaine de milliers d’heures de fonctionnement.

1.3 Applications de type nucléaire
Grâce à la faible réactivité des céramiques aux radiations, ce type de matériau semble

indiqué pour des applications de type nucléaire, comme conteneur pour les barres de com-
bustible dans les centrales nucléaires actuelles, ou bien comme matériaux constituant les
murs des chambres toroı̈dales des futurs réacteurs à fusion. Les CMCs subissent cepen-
dant des réactions à cause des radiations, bien différentes de celles liées à l’oxydation,
qui sont encore à l’étude. De plus, la perméabilité et la conductivité thermique, liées di-
rectement au réseau poreux du matériau, sont des problématiques sérieuses pour ce type
d’applications.
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2 Procédés de fabrication et leur influence sur la micro-
structure

Les différents procédés de fabrication des composites à matrice céramique sont à
présent abordés. En effet, il existe de nombreux procédés ayant chacun leurs spécificités,
tant du point de vue de la microstructure (en termes de volume de la porosité résiduelle, de
forme) que des propriétés chimiques et mécaniques des différentes phases en présence.
L’enjeu industriel est d’utiliser ces différents procédés afin de bénéficier à la fois des
avantages de chacun tout en limitant le coût final des pièces réalisées.

Deux grandes familles existent : l’infiltration chimique par voie gazeuse ou liquide.
D’autres procédés existent, comme les procédés hybrides et le frittage (ce dernier n’étant
pas détaillé ici). Le lecteur pourra se référer à [Miracle et Donaldson, 2001] pour plus de
détails sur les procédés de fabrication liés aux CMCs de type SiC-SiC ou autres.

2.1 Infiltration chimique par voie gazeuse [CVI]

Dans le cas de l’infiltration chimique par voie gazeuse [CVI], les différents consti-
tuants (matrice, interphase et revêtement extérieur) sont déposés par voie gazeuse à partir
de précurseurs chimiques gazeux à température modérée (typiquement 900-1000 ˚C) et à
pression faible. On part d’une préforme fibreuse maintenue par une ossature extérieure en
carbone. Ensuite vient la phase de densification où l’interphase et la matrice sont déposées
dans un four à atmosphère contrôlée. Le processus continue le temps nécessaire pour at-
teindre la densité voulue (c’est-à-dire l’épaisseur de couche matricielle).

Les avantages de cette technique sont de pouvoir créer un dépôt d’une très grande
pureté, d’épaisseur quasi-constante et contrôlée, et ce, en particulier grâce à la technique
I-CVI (I pour isotherme). Ceci permet de créer des matrices multiséquencées comme
présentées dans [Viricelle et al., 2001] et [Naslain et al., 2001], par exemple pour la
création de CMCs autocicatrisant, figure 1.5.

FIGURE 1.5: Exemple de réalisation de matrice multi-séquencée par CVI [Lamouroux
et al., 1999]

Vers un matériau virtuel pour l’optimisation qualitative d’une nouvelle famille de CMCs



Procédés de fabrication et leur influence sur la microstructure 13

Le problème technique majeur de ce mode de fabrication est de maintenir les pores
ouverts pendant l’opération pour permettre aux gaz de pénétrer le matériau. Plusieurs
techniques existent :

– appliquer un gradient de température à la surface de la pièce (ce qui limite le dépôt
en surface),

– usiner la pièce régulièrement afin de rouvrir le réseau poreux.
Enfin, la technique CVI présente certains inconvénients industriels importants : elle est
lente (taux de dépôt faible afin d’éviter de boucher les pores), la porosité résiduelle est
assez élevée (de l’ordre de 10-15%) et généralement ouverte, cf. figure 1.6. En outre,
l’outillage de maintien de la préforme fibreuse est perdu, la céramique s’étant déposée
dessus. Enfin, la conductivité thermique est faible, de même que l’herméticité vis-à-vis
des gaz et liquides, ce qui peut être un sérieux problème pour les applications de type
réacteur nucléaire.

FIGURE 1.6: Forme des macro-pores dans un CMC élaboré par CVI [Quemard et al.,
2007b]

2.2 Imprégnation chimique par voie liquide [PIP/LSI]

L’infiltration peut aussi être effectuée par imprégnation d’un liquide, d’une manière
similaire aux procédés utilisés pour les composites à matrice organique (type RTM). Il
est ainsi possible de sous-traiter l’étape d’imprégnation à des PMEs maitrisant ce procédé
pour les CMOs. Dans la densification par voie liquide, on distingue deux méthodes prin-
cipales suivant le liquide utilisé :

– Les polymères Si-C : polycarbosilanes (PCS) ou polyvinylsilanes,
– Du silicium liquide, pur ou en alliage.

La première famille est communément nommée PIP pour � Polymer Impregnation - Py-
rolysis � et la seconde LSI pour � Liquid Silicon Impregnation �.
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2.2.1 PIP

On part d’une préforme fibreuse (2.5D ou 3D). Elle est imprégnée par un précurseur
liquide (polycarbosilane ou polyvinylsilane), qui doit avoir les propriétés adéquates sui-
vantes :

– bien mouiller les fibres ;
– avoir une faible viscosité (afin de bien pénétrer le réseau poreux) ;
– avoir un bon rendement céramique.

Il est activé (thermiquement ou par irradiation) pour le rendre infusible lors de la pyro-
lyse. L’ensemble est alors pyrolysé, permettant à la fois le curage de la pièce des espèces
superflues (telle que le solvant) et la réorganisation de la matière. Finalement, le procédé
a deux étapes : (1) l’imprégnation et (2) la pyrolyse qui sont répétées le nombre de fois
nécessaires afin de parvenir à la densification voulue. On définit sur ces réactions un ren-
dement céramique qui est le rapport du poids de matériau final (après pyrolyse) sur le
poids de précurseur original. Ce rendement représente la capacité d’un polymère à créer
de la matrice. Concrètement, plus ce rapport est faible, plus il va rester, après pyrolyse,
des pores, d’où la nécessité d’effectuer plusieurs infiltrations successives.

Globalement, ce processus permet d’atteindre une densification importante, bien qu’il
reste un résidu poreux faible mais largement ouvert (dû à l’échappement des gaz lors
de la pyrolyse), cf. figure 1.7. Une solution, qui permet à la fois de réduire le nombre
de cycles (et donc le coût) et le résidu poreux consiste à inclure dans le précurseur une
charge : une poudre de très faible granulométrie qui va participer à combler les pores.
Cette charge peut-être active [Zhu et al., 2008] où de la poudre d’aluminium est utilisée,
ou inerte [Kotani et al., 2003] utilisant des particules de SiC. Ces procédés, bien que
montrant des résultats pertinents, rendent le précurseur plus visqueux, ce qui tend à rendre
l’imprégnation plus difficile.

On notera que la matrice SiC formée est différente dans sa structure de celle des fibres
ou même de celle obtenue par CVI. Ces différentes phases SiC n’ont donc pas les mêmes
propriétés mécaniques et physico-chimiques.

2.2.2 LSI/RMI

Ce procédé consiste dans un premier temps à consolider la préforme fibreuse par CVI
ou PIP. La densification s’effectue ensuite par du silicium liquide à environ 1400 ˚C qui
remplit le réseau poreux par capillarité. Ce liquide mouille instantanément la préforme
et réagit suivant une réaction exothermique et présentant un fort taux d’expansion volu-
mique.

Dans ce type de procédés, le silicone liquide utilisé est corrosif vis-à-vis des inter-
phases en PyC, Hex-BN et aussi des fibres en carbone d’où l’utilisation d’interphase
séquencée de type (X− SiC)n avec X = PyC ou Hex− BN. De plus, l’infiltration re-
quiert des températures élevées (1400-1600 ˚C), ce qui limite ce procédé à certains types
de fibres (typiquement les dernières générations de fibres SiC : Hi-Nicalon type S, Syla-
ramic). De même que pour la CVI, les pores doivent rester ouverts durant le processus ce
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FIGURE 1.7: Forme des pores dans un CMC obtenu par PIP [Kotani et al., 2002]

qui entraı̂ne des précautions particulières quant-au flux de silicone et à la forme du réseau
fibreux.

La microstructure présente souvent du silicone libre, ce qui limite le caractère réfractaire
de la céramique et limite la résistance au fluage. Cependant, les avantages sont nom-
breux : processus très rapide, faible porosité résiduelle et grande conductivité thermique,
très avantageux pour les applications de type nucléaire.

2.3 Procédé hybride PIP-CVI

Le procédé utilisé par SPS dans le programme ARCOCE est hybride PIP-CVI. Il
consiste à venir consolider une première fois la préforme fibreuse par PIP, en utilisant un
précurseur liquide à rendement plutôt faible. Une fois pyrolysée, la préforme n’est que très
partiellement densifiée, mais peut tenir seule, sans aide d’outillages de maintien extérieur.
La préforme est ensuite densifiée par CVI pour créer la matrice séquencée. Le gros avan-
tage de ce procédé hybride est que l’outillage de maintien de la préforme n’est plus perdu
à chaque pièce fabriquée, ce qui diminue fortement le prix de production d’une pièce.
Dans ce procédé, l’accent est mis sur la qualité de la matrice multiséquencée pour que
la cicatrisation s’effectue de façon optimale, au contraire du procédé hybride développé
dans [Ortona et al., 2000, Nannetti et al., 2002] pour lequel la priorité est donnée à la den-
sification maximum de la préforme fibreuse, dans le cas d’applications de type nucléaire.
Les étapes sont alors inversées, commençant par une première densification type CVI puis
par plusieurs cycles de PIP afin de combler au maximum le réseau poreux.
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On notera que la microstructure est alors complexifiée par l’ajout d’une phase supplé-
mentaire, des sortes de nodules de matrice Voie Liquide, qui ont des propriétés matériaux
différentes des couches et fibres alentours, voir figure 1.8.

FIGURE 1.8: Microstructure d’un fil de CMC issue d’un procédé hybride PIP-CVI
(source : SNECMA Propulsion Solide).

3 Mécanismes de dégradation/cicatrisation
Les mécanismes de dégradation des composites céramiques sont particulièrement

complexes. En effet, en plus du réseau de fissures se créant dans la matrice fragile sous
chargement mécanique ou thermomécanique, l’oxydation des constituants (interphases et
fibres — en particulier lorsqu’elles sont en carbone) du composite est particulièrement
importante. Elle impacte en effet directement sur la durée de vie des pièces. Ceci est dû à
l’environnement dans lequel le matériau est utilisé : température élevée (de 300-1400 ˚C)
et aux espèces chimiques présentes comme la vapeur d’eau, l’oxygène, les dégivrants ...
Enfin, les aspects de fissuration et d’oxydation sont très fortement liés et influent tous les
deux sur la tenue mécanique du matériau dans le temps.

3.1 Fissuration et déviation de fissures
Lorsque le matériau est chargé mécaniquement, différents réseaux de fissures se déve-

loppent. Ces motifs de fissuration sont complexes, mais importants, car ils forment un
chemin d’accès privilégié aux espèces oxydantes vers le coeur du matériau. Un scénario
a été établi dans [Ladevèze et al., 1994, Ladevèze, 1995, Guillaumat et Lamon, 1996,
Lamon, 2001, Fantozzi et al., 2001, Letombe, 2005], schématisé figure 1.9. Dans un
premier temps, les fissures se développent dans la matrice inter-torons et s’amorcent au
niveau des macropores où il y a concentration de contraintes. Ce réseau poreux est, de
par le mode de fabrication, largement ouvert sur l’extérieur. Les fissures sont dirigées
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en fonction de la charge et du tissage du renfort fibreux. Une fois la matrice inter-fibres
microfissurée, les torons reprennent la charge et ainsi le réseau de microfissuration se
réoriente suivant les directions du tissu. C’est alors que se développe un réseau au sein
des fils, orthogonal au sens des fibres pour les fils longitudinaux et parallèle aux fibres
dans les torons transverses, appelé fissuration intra-torons.

Macropores Fil transverse

Matrice inter-fil

Fil longitudinal

Fissure orthogonale aux fibres 
+ décohésion f/m

Fissure parallèle 
aux fibres

Fissuration 
orthogonale à la 

charge

1

2

3

FIGURE 1.9: Schéma du réseau de fissuration.

Puis par déviation aux interphases, ce réseau se réoriente le long des fibres, cf. fi-
gure 1.10. Ceci est dû à l’interphase entre la fibre et la matrice. Elle est constituée d’un
matériau (PyC, hex-BN) au comportement fortement anisotrope dû à sa structure cristal-
line feuilletée. Cette faible résistance au cisaillement permet, lorsqu’une fissure au sein
de la matrice arrive au niveau d’une fibre, de la dévier le long de l’interphase, voire de
la stopper. Ceci à l’avantage de retarder la rupture des fibres et donc la rupture fragile
du matériau [Naslain, 2004]. C’est le mécanisme clef des CMCs, et qui permet d’obte-
nir un comportement � ductile � à partir de constituants fragiles et assez bien compris
[Aveston et al., 1971, Lamon et al., 1995, Lacroix et al., 2002, Martin et al., 2002]. Il
a cependant nécessité de nombreuses études supplémentaires en vue de son application
dans le cadre industriel [Naslain, 1998, Rebillat et al., 2000, Carrère et al., 2000]. De plus,
les microfissures peuvent s’ouvrir ou se fermer suivant le chargement, d’où une réponse
du matériau très différente en traction et en compression [Ladevèze, 1995]. La chute du
module d’Young provient des deux premières familles de fissures qui déchargent progres-
sivement la matrice, en rechargeant les torons longitudinaux.

Une revue détaillée dans [Lamon, 2001] montre l’importance de la microfissuration
sur le comportement du matériau qui dépend du rapport des propriétés mécaniques des
fibres et de la matrice et qui influe directement sur la répartition de la charge entre fibres
et matrice. La formation des fissures dans la matrice, de même que la rupture individuelle
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FIGURE 1.10: Déviation de la fissure au droit de la fibre, le long de l’interphase de PyC.
[Boitier et al., 2002]

des fibres, est un phénomène aléatoire qui résulte de la présence d’une répartition aléatoire
de défauts au sein du matériau et qui agissent comme amorces en créant des concentra-
tions de contrainte. Il a été montré que la fissuration dépend beaucoup de la microstructure
du matériau [Guillaumat et Lamon, 1999] et ce en particulier pour les composites obtenus
par CVI qui ont une structure très hétérogène : torons, macropores ainsi que micropores
au sein des torons. Ceci crée des faciès de rupture de toron particulièrement complexes,
cf. figure 1.11.

FIGURE 1.11: Faciès de rupture d’un toron [Lamouroux et al., 1999]. On notera la
déviation de la fissure aux différentes couches de la matrice.
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3.2 Oxydation des CMCs

L’oxydation est le point faible des CMCs. Elle est complexe du fait de l’existence
une multitude de composés chimiques (matrice multicouche, PyC, fibres C ou SiC) et
d’environnements complexes (tant au niveau des chargements thermomécaniques que
des espèces chimiques oxydantes présentes). De plus, les produits obtenus par oxydation
peuvent modifier la cinétique d’oxydation et combler les fissures. Ce dernier phénomène
est appelé cicatrisation.

3.2.1 Dégradation et oxydation des fibres SiC

Il existe plusieurs générations de fibres en carbure de silicium ainsi que plusieurs fabri-
cants ce qui implique un grand nombre de fibres ayant leur propre composition chimique.
Les phénomènes d’oxydation et de dégradation sont dépendants de cette composition et
donc différents d’une fibre à l’autre. En effet, la présence de carbone libre, de SiC en
phase amorphe ou en cristaux SiC-β et d’oxygène (et des espèces minoritaires), va plus
ou moins favoriser l’oxydation [Bunsell et Berger, 2000, Mazerat et al., 2010]. Nous al-
lons donc ici nous focaliser sur les fibres Hi-Nicalon et Nicalon qui sont utilisées par SPS
pour ses CMCs.

Oxydation Les différentes phases constituant les fibres sont oxydées. Les principales
réactions sont [Takeda et al., 1998] :

– L’auto-oxydation de Si–C–O génère des nouveaux défauts au sein de la fibre. Ceci
réduit la stabilité thermique des fibres, en particulier Nicalon. En effet, après expo-
sition à des températures supérieures à 1400 ˚C, la contrainte à rupture des fibres
décroit fortement, et ce, y compris sous atmosphère inerte (i.e. sans oxygène).

– L’oxydation du SiC en SiO2 génère aussi de nouveaux défauts autour de la fibre et
réduit plus rapidement la stabilité chimique des fibres que la réaction précédente
(chute de contrainte à rupture identique que précédemment mais pour des tempéra-
tures de seulement 1000-1200 ˚C, sous atmosphère oxydante), cf. figure 1.12.

– L’oxydation du carbone libre.
La cinétique de ces réactions dépend de la température, de la pression partielle d’oxygène
[Takeda et al., 1998] et de vapeur d’eau [Opila et Hann Jr, 1997, More et al., 2000].
Toutefois, la contrainte à rupture reste stable jusqu’à 1000 ˚C. On peut résumer, suivant
l’ordre d’apparition en température, ces processus chimiques comme montrés sur la figure
1.13.

Dégradation physico-chimique Paradoxalement, des ruptures de fibres apparaissent
pour des températures inférieures à 1000 ˚C [Gauthier et Lamon, 2009]. Ces ruptures
sont dites différées, car elles interviennent longtemps après l’application du chargement
extérieur. Ces ruptures résultent d’un processus différent de la rupture des fibres en C, qui
rompent par consommation de matière. Les fibres SiC se rompent à cause d’un phénomène
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FIGURE 1.12: Micrographie d’une fibre Nicalon après oxydation à l’air à 1400 ˚C pen-
dant 10h ; a) surface de rupture et b) pores créés à la surface de la fibre ainsi que l’initiation

de la rupture (flèche) [Takeda et al., 1998]
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FIGURE 1.13: Récapitulatif des réactions chimiques pour les fibres Nicalon et Hi-Nicalon

dit de � propagation sous-critique de défaut de surface �, sous l’effet de l’oxydation [La-
forêt et Lamon, 2008, Gauthier et Lamon, 2009]. La propagation sous-critique correspond
à l’avancée du front de fissure (défaut) par oxydation du front, favorisée par la contrainte
qui � ouvre � la pointe de fissure [Lawn, 1974, Wiederhorn, 1975]. Cette propagation a
lieu pour une concentration des contraintes inférieure à la concentration critique de pro-
pagation du matériau sain [Wachtman, 1996]. Par ailleurs, l’oxydation de la surface de
la fissure peut former une couche d’oxyde protectrice SiO2(s) qui va limiter l’accès de
l’oxygène en front de défaut : c’est la passivation. Cette passivation n’est pas obligatoi-
rement présente, et dépend de la pression partielle d’oxygène [Takeda et al., 1998] et de
vapeur d’eau [Opila et Hann Jr, 1997, More et al., 2000].

Il y a compétition entre les phénomènes d’oxydation en pointe de fissure et de passi-
vation des surfaces et, selon les températures et atmosphères, deux régimes peuvent être
définis :

– Le régime dit contrôlé par la réaction (reaction controlled), pour lequel l’oxygène
est en excès en pointe de défaut, et l’oxydation a lieu librement et pilote l’avancée
du défaut.
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– Le régime dit contrôlé par la diffusion (diffusion controlled), pour lequel la passiva-
tion a lieu. L’oxygène doit alors diffuser à travers la couche d’oxyde pour atteindre
le front de défaut, étant aussi consommé au passage par les lèvres de la fissure.

Ces réactions sont importantes, car elles pilotent la dégradation des propriétés méca-
niques des fibres, soit en diminuant les propriétés mécaniques locales du matériau, soit en
formant des pores (échappement des espèces gazeuses) qui vont faire office d’initiation
de fissure. Ces phénomènes sont mises en évidence par des essais de “fatigue statique”,
par exemple sur minicomposites. Ils correspondent à la rupture différée sous chargement
statique, à déformation quasi-constante (au contraire du fluage) et pour lesquels aucune
évolution de l’endommagement n’est observée. Ce phénomène a été et est toujours très
étudié au niveau des fibres [Gauthier et Lamon, 2009, Gauthier et al., 2009, Ladevèze
et Genet, 2010] mais aussi au niveau de minicomposites [Wachtman, 1996, Evans et al.,
1996].

3.2.2 Phénomène de � fragilisation �

Outre l’influence directe de l’oxydation sur les propriétés mécaniques locales du ma-
tériau (fissuration sous-critique par exemple) et la disparition de l’interphase, il existe des
effets plus pernicieux comme celui de fragilisation (� embrittlement �). Largement étudié,
ce phénomène correspond à la diminution de la résistance du composite en environnement
oxydant et/ou corrosif [Evans et al., 1996]. Il est très présent dans les CMCs utilisant des
interphases du type BN ou carbone dopé au bore [Lin et Becher, 1997], et ce pour des
températures intermédiaires (450 ˚C - 900 ˚C). Il y a en effet oxydation de l’interphase,
par exemple BN, qui va former un verre de type B2O3. Celui-ci va alors réagir avec le SiC
des fibres et de la matrice, et par un processus complexe, laisser un dépôt solide de SiO2
[Ogbuji, 1998] [Ogbuji, 2003].

Ce dépôt va � ponter � (en quelque sorte cimenter) les fibres entre elles et avec la ma-
trice et ainsi rendre le matériau beaucoup plus fragile. Effectivement, lorsqu’une fibre va
casser, la fissure se propagera aux fibres pontées adjacentes directement, sans être déviée
par une quelconque interphase. La réduction des quantités à rupture peut-être importante,
jusqu’à 60 % de déformation et 90 % de contraintes [Ogbuji, 1998] à 800 ˚C.

On notera que ce type de phénomène n’est pas absent des composites avec interphase
en PyC et autocicatrisant, où le verre borosilicaté issu de l’oxydation de Si-B-C a tendance
d’une part à dissoudre les fibres et à les � cimenter �/ponter entre elles comme le montre
les tests effectués à 1200 ˚C dans [Quemard et al., 2007a].

3.2.3 Oxydation de la matrice SiC

La matrice de carbure de silicium, tout comme les fibres SiC, subit une oxydation
dont les équations de réaction sont très proches de celle des fibres. En présence de vapeur
d’eau, les travaux d’Opila [Opila et Hann Jr, 1997] montrent une augmentation de la
cinétique de l’oxydation du SiC d’un facteur de 5 à 20. De plus en présence de vapeur
d’eau, le SiO2 peut se volatiliser significativement à partir de 1100-1200 ˚C. La cinétique
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est dépendante de la température, de la pression partielle de vapeur d’eau ainsi que de la
vitesse des gaz corrosifs. Cette volatilisation du SiO2, couplée à l’oxydation de Si qui le
crée, peut mener à la récession du SiC.

3.3 Cicatrisation
Comme l’étude du comportement chimique des fibres et de la matrice le montre,

l’oxydation est un phénomène d’une grande importance sur le comportement des CMCs
et sur leur durée de vie. Une protection efficace contre la diffusion au coeur du matériau
de l’oxygène et des autres espèces chimiques corrosives (vapeur d’eau par exemple) est
nécessaire afin de prolonger la durée de vie en environnement complexe.

Les solutions les plus élaborées reposent sur le constat que les oxydes occupent généra-
lement un volume plus important que l’espèce dont ils sont issus et qu’ils présentent un
coefficient de diffusion vis-à-vis de l’oxygène faible. Cette expansion permet de créer un
bouchon qui comble la fissure. Ceci est complété par le fait que ces oxydes sont souvent
sous forme de verre où leur viscosité (dépendante de la température bien entendu) permet
un écoulement dans la fissure et donc la progression du bouchon dans la fissure. C’est ce
que l’on nomme couramment la cicatrisation.

Une des premières solutions a avoir été développée est l’ajout d’un revêtement à la
surface du composite. Ce type de protection consiste en un dépôt de SiC, voire d’un dépôt
multicouche (SiC−C/B par exemple), effectué par CVD. Il a été étudié pour la protection
du graphite ou de composite C/C afin d’améliorer leur résistance à l’oxydation à haute
température [Fergus et Worrel, 1995] [Aoki et al., 2001] mais a aussi été appliqué aux
CMCs [Cheng et al., 2001].

3.3.1 Concept des matrices multi-séquencées

Une autre solution est d’intégrer directement au sein de la matrice des composés chi-
miques qui vont réagir avec l’oxygène et ainsi :

– consommer une partie de l’O2 par réaction d’oxydation avant que celui-ci arrive
aux fibres,

– � boucher � les fissures par expansion volumique et grâce à la viscosité du verre
formé par l’oxyde.

Il a déjà été évoqué que les cinétiques chimiques et la viscosité des verres utilisés pour
la cicatrisation dépendent de la température ainsi que de la présence d’autres espèces
chimiques comme la vapeur d’eau ou le bore. Comme résumé dans [Guo et al., 1999], la
conception d’un système d’autocicatrisation doit prendre en compte l’intervalle thermique
d’utilisation de chacun des � cicatrisants � afin de couvrir au mieux la plage thermique
d’utilisation du matériau final.

Si plusieurs méthodes existent afin d’intégrer des cicatrisants au sein de la matrice,
par exemple combler les macropores par infiltration de B2O3 et SiO2 [Cheng et al., 2001]
ou en utilisant une charge de type SiB4 [Tong et al., 2007], celle qui nous intéresse parti-
culièrement et qui est utilisée par SNECMA Propulsion Solide, est nommée matrice mul-
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tiséquencée. Elle consiste en un empilement de couches de SiC, B4C (cicatrisant basse
température) et Si−B−C (cicatrisant à moyenne température), figure 1.14.

FIGURE 1.14: SEM d’une matrice multi-séquencée déposée sur une seule fibre de car-
bone [Lamouroux et al., 1999].

De telles matrices présentent nombre d’intérêts à la fois mécaniques et de résistances à
l’oxydation. Mécanique tout d’abord, car le fait d’avoir un grand nombre d’interfaces dans
le matériau favorise la déviation des fissures et augmente ainsi les zones de frottement.
Cela a pour conséquence de dissiper plus d’énergie par friction et de mieux contrôler la
propagation des fissures.

De plus, du point de vue de la diffusion de l’oxygène, ce type de matériau augmente
considérablement la longueur et la tortuosité du chemin de diffusion et la surface de ma-
trice en contact avec l’oxygène. Cela contribue à diminuer la concentration d’oxygène
accédant aux fibres et aux interphases fibre-matrice. De plus, les zones d’action des verres
de cicatrisation ne sont plus les mêmes, comme le montre la figure 1.15, où les zones à
cicatriser sont bien moins ouvertes dans le cas de la matrice multicouche. Enfin, l’ajout de
couches fusible PyC au séquençage permet une meilleure répartition des efforts au sein
du matériau.
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FIGURE 1.15: Schéma d’ouverture des fissures avec et sans chargement pour une matrice
multi-séquencée et mono-couche [Lamouroux et al., 1999].

4 Bilan

Cette revue sur les CMCs a dressé le portrait concis, mais aussi exhaustif que pos-
sible, des composites à matrice céramique de type SiC/SiC, de leurs applications à leurs
mécanismes de dégradation/cicatrisation. Ces matériaux sont complexes, tant du point de
vue de la microstructure que du comportement physico-chimique. Cet inventaire permet
d’autre part, de préciser les axes du diagramme � Echelle-Constituants-Distribution �,
introduit au début de cette thèse afin de situer les travaux antérieurs. Le plan � Echelle-
Constituants � peut ainsi être défini au regard des constituants perçus à une échelle d’ob-
servation/modélisation donnée, figure 1.16. Cela permet d’illustrer le fait que le modèle
macro de première génération [Ladevèze, 1983, Gasser et al., 1998] se situe à l’échelle de
la pièce et décrit des dégradations à l’échelle de la cellule de tissu. La version ultérieure
[Ladevèze et al., 2001a, Ladevèze, 2002] s’affine en décrivant les dégradations au niveau
des torons ainsi qu’en séparant les différents types/sources d’endommagement. En parti-
culier, la partie physico-chimique du modèle de DDV dans [Letombe et al., 2003, Cluzel
et al., 2009] s’appuie sur un modèle unidimensionnel à l’échelle du groupe de fibre. De
même, le plan � Echelle-distribution � figure 1.17 peut être précisé, sur lequel on re-
trouve différentes textures de tissage et les distributions spatiales de fibres utilisées pour
différents matériaux et modélisations. En particulier le modèle macro est identifié en fonc-
tion du tissage, guipex dans le cas d’ARCOCE.

Enfin les mécanismes de dégradation/cicatrisation sont rassemblés sur la figure 1.18.
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FIGURE 1.16: Détail du plan Echelle - Constituants.

Les dépendances à la température sont illustrées par les gradients de couleur. Dans le cas
du programme ARCOCE, la température sensible de fonctionnement se situe à 450-500
˚C, pour laquelle les phénomènes de cicatrisation sont absents (ou du moins, avec une
cinétique très faible).

Le point clef est que les phénomènes importants du point de vue de la durée de vie –
réseau de fissuration et déviation de fissure, oxydation et cicatrisation – apparaissent au
niveau du fil, zone grisée sur la figure 1.16. C’est pourquoi la mise en place d’un modèle
à cette échelle semble pertinent. De plus, le bestiaire des mécanismes a mis en avant
l’interdépendance des phénomènes de fissuration et d’oxydation/cicatrisation à l’échelle
du fil. La prédiction efficace de la durée de vie passe donc par une prédiction efficace de
la fissuration du toron.

Les challenges scientifiques sont importants, de par la complexité de la microstructure
à simuler et sa dépendance au procédé de fabrication. Le trajet de fissuration est de même
compliqué, avec des déviations multiples aux différentes interphases de PyC. Il sera donc
nécessaire dans le modèle du toron de pouvoir décrire finement la microstructure, afin de
bien appréhender la distribution des contraintes et les trajets de fissuration possibles.
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FIGURE 1.17: Détail du plan Echelle - Distribution.
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FIGURE 1.18: Carte des phénomènes rencontrés en atmosphère sèche. (Les gradients de
couleur indiquent la dépendance de la cinétique vis-à-vis de la température.)
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Chapitre 2

Les méthodes et stratégies multiéchelles

DANS ce chapitre, une étude bibliographique concernant les
stratégies de calcul multiéchelles couramment utilisées pour

la modélisation d’une structure complexe est présentée. Les points
forts et les limitations de chacune des approches sont exposés
compte tenu du cadre et des objectifs de notre étude.
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3.3 Superposition de modèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.4 Bilan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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L’objectif de ces travaux est de modéliser le fil, et de prédire sa fissuration. Le fil
possède une microstructure complexe regroupant typiquement quelques centaines de fibres,
plusieurs couches matricielles différentes, des pores et des nodules de voie liquide. Pour
pouvoir mettre en place un modèle du fil et de sa fissuration, il est nécessaire d’utiliser
une méthode adaptée, capable de gérer à la fois la finesse de description nécessaire et
de limiter le coût numérique de la résolution d’un tel modèle. La littérature propose de
nombreuses méthodes pour cela, de la stratégie de résolution aux modèles multiéchelles.
L’aspect multiéchelle peut intervenir à plusieurs niveaux et c’est pourquoi il peut être utile
de les reclasser en fonction des hypothèses sur lesquelles elles se basent. Le classement
proposé est le suivant :

– Aucune hypothèse a priori : Ces méthodes ne se basent sur aucune hypothèse
multiéchelle particulière. Ceci peut être dû au fait qu’il n’est pas possible de consi-
dérer que les phénomènes et/ou détails structuraux ont des effets localisés. Une
description fine est alors utilisée sur tout le domaine d’étude. Le problème qui en
résulte étant alors souvent grand, l’accent est mis sur une stratégie de résolution effi-
cace, par exemple en décomposant le problème global en plusieurs petits problèmes
résolus séparément. L’aspect multiéchelle apparait dans la résolution. Les méthodes
de décomposition de domaines avec ou sans recouvrement rentrent dans ce cadre.

– Séparation d’échelle structure-microstructure : Dans ce cas, il est considéré que
la longueur caractéristique de la microstructure est très petite par rapport à celle de
la structure. Il est ainsi possible d’obtenir un comportement moyen pour la structure,
qui tire parti de l’information que l’on a de la microstructure. C’est dans ce cadre
que s’inscrivent les méthodes basées sur la théorie de l’homogénéisation. On notera
que certaines méthodes de cette catégorie se rapprochent beaucoup des stratégies
de résolution numériques multiéchelles de la catégorie précédente.

– Décomposition multiéchelle du champ inconnu : Ces méthodes se basent géné-
ralement sur la décomposition du champ inconnu en une partie macroscopique, à
grande longueur de variation, et une partie microscopique, représentant les phéno-
mènes locaux. L’idée est alors de venir enrichir la partie macroscopique avec un
modèle à l’échelle inférieure. Les moyens d’y parvenir sont nombreux, de la méthode
de partition de l’unité au couplage/superposition de modèles, en passant par la
décomposition explicite des problèmes sous leur forme variationnelle.

Évidemment, ce classement n’est pas strict, et il existe des méthodes à cheval entre plu-
sieurs catégories, ou pouvant être interprétées de plusieurs façons. En plus des limitations
et difficultés propres à chacune de ces méthodes, deux points clefs nous intéresseront au
cours de cette revue :

– la description de la microstructure, de sa finesse et de la facilité avec laquelle celle-
ci peut varier en fonction de la morphologie ;

– le coût numérique de la simulation.
Dans un premier temps, fixons le problème que l’on souhaite traiter ainsi que les no-

tations utilisées tout au long de la revue. On s’intéresse à l’étude d’un domaine Ω soumis
à des efforts imposés Fd sur ∂ΩF , à des déplacements imposés ud sur ∂Ωu, figure 4.2. Ce
domaine possède une microstructure, composée d’hétérogénéités notées Pi. Le domaine
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30 Les méthodes et stratégies multiéchelles

est, aussi, soumis à un effort volumique fd dans Ω, pouvant par exemple correspondre à
un chargement thermique. De plus, on s’intéresse à la réponse statique, ou quasi-statique
du domaine. Le comportement des différentes phases et hétérogénéités sera considéré
élastique linéaire fragile et le tenseur de Hooke, dépendant du point courant x ∈ Ω, sera
noté K(x).

Ω

∂Ωu

∂ΩF

Fd

ud

Pi

fd

FIGURE 2.1: Schématisation du problème de réference.

On note le champ de déplacement u, le champ de contrainte σ et le champ de défor-
mation ε. Le problème de référence s’écrit alors :

Problème 2.1: Trouver (u,σ) ∈U×S vérifiant :
– l’admissibilité cinématique :

u = ud sur ∂Ωu

– l’admissibilité statique :

div(σ) = fd dans Ω

σn = Fd sur ∂ΩF

– la loi de comportement :

σ = Kε dans Ω avec ε = ε(u)
de f
=

1
2
(Ou+OuT )

où U et S sont les espaces à énergie finie classiquement utilisés en mécanique des
milieux continus pour les déplacements et les contraintes respectivement.
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1 Décomposition de domaine et sous-structuration

De façon assez générale, les méthodes de décomposition de domaine consistent en la
résolution d’un problème aux conditions limites sur un domaine découpé. Ces méthodes
sont largement utilisées dans les calculs de larges structures pour lesquelles une descrip-
tion fine est nécessaire partout et donc menant à un problème avec un grand nombre
d’inconnues. Elles permettent de partager la résolution en plusieurs problèmes couplés,
mais définis sur des domaines plus petits. Avec l’aide des ordinateurs et/ou clusters ac-
tuels, il est ainsi possible d’en faire la résolution en parallèle. On notera qu’il existe des
méthodes de décomposition de domaine avec et sans recouvrement. Nous nous concen-
trerons uniquement sur les méthodes sans recouvrement, pour lesquels une revue quasi
exhaustive peut être trouvée dans [Gosselet et Rey, 2006].

1.1 Cadre général

Afin de présenter la formulation des méthodes de décomposition sans recouvrement,
décomposons notre problème de référence en deux sous domaines Ω(1) et Ω(2). On définit
à l’interface Γ entre les deux sous domaines ce qu’on nomme les efforts de cohésion λ(1),
λ(2), et leurs quantités duales, les déplacement u(1)

Γ
et u(2)

Γ
. Ils assurent la cohésion des

deux domaines, Fig. 2.2.
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Γ

Γ

Γ
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FIGURE 2.2: Schématisation du problème de décomposition en deux sous-domaines.

L’énergie potentielle totale Etot peut alors s’écrire comme la somme de l’énergie po-
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tentielle de chacun des sous-domaines E1 et E2, définies par :

E1 =
∫

Ω(1)
σ1 : ε1dΩ−

∫
Γ

λ
(1)u(1)

Γ
dS (2.1)

E2 =
∫

Ω(2)
σ2 : ε2dΩ−

∫
Γ

λ
(2)u(2)

Γ
dS−

∫
ΩF

Fdu(2)
Γ

dS (2.2)

Pour assurer la continuité et l’équilibre des sous-domaines, les quantités d’interface doivent
vérifier :

λ
(1)+λ

(2) = 0 (2.3)

u(1)
Γ

= u(2)
Γ

(2.4)

Nous allons supposer par la suite que le champ de déplacement inconnu est discrétisé
grâce à la méthode des éléments finis (MEF) [Zienkiewicz et Taylor, 2000] sur chacune
des sous-structures. On peut montrer que la formulation faible du problème défini sur Ω(i)

mène aux équations matricielles suivantes (avec (i) indiquant la sous-structure i et Γ les
quantités à l’interface Γ) :

[
K(i)

ii K(i)
iΓ

K(i)
Γi K(i)

ΓΓ

][
u(i)

i

u(i)
Γ

]
=

[
f(i)i

f(i)
Γ
+λ

(i)
Γ

]
, i ∈ (1,2) (2.5)

u(1)
Γ

= u(2)
Γ

(2.6)

λ
(1)
Γ

+λ
(2)
Γ

= 0 (2.7)

où K désigne la matrice de rigidité, u, les déplacements nodaux et f les efforts nodaux. À
partir de là, les problèmes par sous-structure sont résolus de façon adaptée (solveurs de
Krylov par exemple) puis les conditions de continuité et d’équilibre sont appliquées sur
les interfaces. Les deux conditions ne peuvent cependant pas être strictement imposées en
même temps à l’interface, les problèmes définis sur les sous domaines ne seraient alors
plus mécaniquement bien posés. Ceci conduit à en imposer une et à vérifier l’autre au
cours de la résolution. Deux types de méthodes apparaissent alors : les méthodes dites pri-
males, pour lesquelles la condition en déplacement (2.4) est imposée et les méthodes dites
duales où l’équilibre des efforts d’interface (2.3) est imposé. Il existe aussi des méthodes
dites mixtes, qui permettent d’imposer une combinaison des deux conditions en efforts et
déplacements simultanément. Les méthodes primales et duales sont cependant très sem-
blables, l’algorithme global étant quasi identique. La différenciation se fait principale-
ment, outre la formulation en déplacement ou en effort, sur le choix du préconditionneur
et le point d’entrée dans l’algorithme de résolution.

1.2 Les différentes approches
1.2.1 Méthode primale

Les méthodes primales consistent à se donner un déplacement d’interface continu
(c’est à dire vérifiant (2.4)). On cherche alors l’équilibre des efforts (2.3). Les problèmes
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par sous-structure, condensés aux interfaces, s’écrivent à l’aide du complément du Schur
(primal) des sous-structures S et d’un second membre condensé aux interfaces b (ici, écrit
pour deux sous-structures) :

[
S(1)

Γ
+S(2)

Γ

]
uΓ = b(1)

Γ
+b(2)

Γ
(2.8)

Plusieurs techniques peuvent alors être envisagées pour la résolution de ces problèmes
par sous-structure. Une approche directe est possible. Il faut alors calculer explicitement
le complément de Schur de chaque sous-structure, les assembler et inverser la matrice
globale, qui est souvent à large bande. Ce n’est donc pas une approche stratégique. Cela
s’avère trop coûteux pour de grands problèmes. Le but est de mettre en jeu des contri-
butions locales, par sous-structure ou par interface. Une résolution itérative est alors
généralement utilisée, à l’aide des solveurs de Krylov (par exemple : gradient conjugué
ou GMRES). Dans ces méthodes, le calcul explicite de l’inverse du complément de Schur
global n’est plus nécessaire, ni même son assemblage. L’inverse du complément de Schur
global est approché par les compléments de Schur inverses (donc duaux) de chaque sous-
structure. Cette approximation sert de préconditionneur dans la méthode.

Ceci mène à la résolution de problèmes aux conditions limites de type Neumann
sur chacune des sous-structures, qui ne sont pas nécessairement bien posés. Dans l’ap-
proche BDD, Balancing Domain Decomposition [Mandel, 1993], une phase macrosco-
pique d’équilibrage des résidus est ajoutée, permettant de pré-équilibrer en résultantes et
en moments, les efforts d’interfaces sur chaque sous-domaine. Dit autrement, ceci corres-
pond à projeter le résidu sur les modes rigides des sous-structures. Cela est fait par l’ajout
dans la procédure d’un problème auxiliaire macroscopique et qui fait de cette méthode
une méthode multiéchelle.

1.2.2 Méthode duale

Les méthodes duales, comme la méthode FETI [Farhat et Roux, 1991], reposent sur
la vérification a priori de l’équilibre du champ d’effort aux interfaces. Contrairement aux
méthodes primales, pour lesquelles on ajoute la condition d’équilibre par sous-structure
dans la résolution, cette condition est présente d’office dans les méthodes duales, garante
de l’existence de la solution. Une méthode itérative est alors utilisée, de type gradient
conjugué projeté. La phase de projection correspond à la contrainte d’équilibre des sous-
domaines, ce qui peut être considéré comme un problème macroscopique garantissant la
continuité en moyenne des modes rigides des sous domaines aux interfaces. De même
que pour les méthodes primales, l’utilisation d’un préconditionneur est nécessaire, mais
il dépend souvent du problème traité, ce qui freine la généralisation de ces méthodes.

Plusieurs évolutions ont été proposées, par exemple la méthode FETI2 [Farhat et al.,
2000], où le problème macroscopique est formulé de manière à imposer des conditions
supplémentaires sur le déplacement à l’interface, typiquement la continuité en moyenne.
Ces travaux ont donné naissance à la méthode hybride FETI-DP (Dual-primal FETI),
[Farhat et al., 2001].
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1.2.3 Méthode mixte

Il existe plusieurs approches mixtes, basées sur des formalismes différents. De façon
générale, une relation combinant efforts et déplacement est imposée aux interfaces, par
l’introduction d’inconnues supplémentaires. Suivant le type de relation imposée, ces mé-
thodes peuvent être de type Lagrangien augmenté [Fortin et Glowinski, 1983], l’approche
� FETI-DP �, ou de type Lagrangien augmenté � 2 fois �, comme les méthodes type
LaTIn. Nous nous focaliserons sur ces dernières. L’approche micro-macro [Ladevèze et
Dureisseix, 2000, Ladevèze et al., 2001b, Ladevèze et Nouy, 2003], basée sur un algo-
rithme de résolution LaTIn, est construite autour de trois points clefs :

– Le partitionnement du domaine en sous-domaines et interfaces. Ces interfaces as-
surent la transmission des efforts et déplacements d’une sous-structure à l’autre.
C’est d’ailleurs ceci qui fait de cette approche une approche mixte.

– La séparation d’échelle aux interfaces. Les quantités d’interfaces se décomposent
en somme d’une partie micro et macro, dont les travaux sont découplés. Pratique-
ment, un projecteur défini sur l’interface permet leur calcul à partir de la quantité
totale.

– Une vérification partielle des conditions de transmissions ((2.4) et (2.3)). Ces condi-
tions sont imposées a priori sur la partie macroscopique des quantités d’interfaces.

La résolution se fait à l’aide d’un algorithme LaTIn. Celui-ci partage les équations
en deux groupes, le premier regroupant les conditions d’admissibilité (noté Ad) et l’autre
regroupant les relations de comportement (des sous-structures et des interfaces) (noté Γ).
Les équations locales de Γ sont possiblement non-linéaires. De là, la stratégie consiste à
chercher une solution qui vérifie alternativement les équations et Γ et Ad , à l’aide des
directions de recherche E+, E−, cf. figure 2.3. La décomposition des quantités d’in-
terfaces en parties macro et micro permet de construire des opérateurs homogénéisés
par sous-domaine. Ainsi le problème sur les quantités globales tient compte, au niveau
cinématique, des hétérogénéités éventuellement présentes dans les sous-structures. On
notera qu’une avancée propre à la méthode LaTIn, la PGD (pour � Proper Generalized
Decomposition �) [Ladevèze, 1999, Ladevèze et al., 2010, Chinesta et al., 2010], intro-
duit une homogénéisation à la fois des quantités spatiales et temporelles, permettant la
résolution des problèmes d’évolution sur de larges domaines temporels.

Γ

Ad

Solution exacte

E+
E−

FIGURE 2.3: Alorithme de type LaTIn.
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1.3 Bilan
Ces stratégies de calcul par décomposition de domaine permettent de traiter de larges
problèmes de manière efficace, en particulier pour les méthodes dites mixtes, comme
la FETI-DP et l’approche LaTIn micro-macro. En effet, la vérification partielle et
mixte des conditions de transmission permet de traiter des cas avec de forts gra-
dients de sollicitation comme des structures hétérogènes. La définition d’un problème
macroscopique, permettant le pré-équilibre des sous-structures, en fait des stratégies
véritablement multiéchelle et parallélisables de façon optimale.
Dans notre cas, ces méthodes ne fournissent pas de solution quant à l’obtention du
maillage de la microstructure. Le traitement de la fissuration est, de plus, délicat, par
exemple pour traiter la continuité de la fissuration entre les sous-structures [Guidault
et al., 2008]. À cela s’ajoute la problématique du choix et du positionnement des
interfaces au sein de la microstructure.

2 Homogénéisation

2.1 Principes généraux
Nous allons aborder à présent les méthodes basées sur la théorie de l’homogénéisation.

Ces méthodes sont très répandues, car elles représentent un cadre général pour la transi-
tion d’échelle. Les premiers travaux se sont concentrés sur la mise en place d’une ho-
mogénéisation spatiale, basée sur des études analytiques (ou semi-analytiques) à l’échelle
microscopique. Elles mènent ainsi à l’obtention d’un comportement macroscopique, qui
peut être utilisé dans une résolution par éléments finis par exemple. Ce comportement ef-
fectif se base sur ce qu’on nomme des quantités moyennes effectives [Eshelby, 1957, Ha-
shin, 1962, Hill, 1965, Mori et Tanaka, 1973]. Les détails de la microstructure ne sont
alors plus connus, et donc il n’est plus possible de remonter aux champs locaux. Les
développements analytiques ont de plus des limites quant à la complexité de la micro-
structure traitée. C’est pourquoi les méthodes de type � Unit Cell Method � se sont
développées [Christman et al., 1989, Van der Sluis et al., 1999b, Van der Sluis et al.,
1999a]. Le comportement macroscopique est alors issu d’essais numériques sur un vo-
lume élémentaire représentatif (VER). Il est ainsi possible d’obtenir des informations sur
les quantités locales. Une présentation générale de ces méthodes dans un cadre variation-
nel est notamment proposée dans [Terada et Kikuchi, 2001].

Ces modèles requièrent la définition, pas toujours aisée, du VER a priori. En effet,
le VER doit, d’une part, être suffisamment grand pour être statistiquement représentatif
(pour les microstructures aléatoires, [Kanit et al., 2003]) et d’autre part suffisamment
petit pour pouvoir négliger les variations autour de la solution moyenne, i.e. que la struc-
ture puisse être considérée comme macroscopiquement homogène. La définition du vo-
lume élémentaire statistiquement représentatif est une procédure numériquement lourde à
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mettre en place. La deuxième condition concerne les problèmes avec des gradients impor-
tants, par exemple près des bords libres de la structure et des fissures. Enfin, ces approches
sont adaptées aux problèmes élastiques, la présence de non-linéarités au niveau microsco-
pique (plasticité, décohésions fibre-matrice) demandant une mise à jour du VER et de la
procédure d’essais numériques.

2.2 Homogénéisation des milieux périodiques
La théorie de l’homogénéisation des milieux périodiques [Sanchez-Palencia, 1974,

Sánchez-Palencia, 1980, Sanchez-Palencia et Zaoui, 1987] est la méthode d’homogénéi-
sation qui est théoriquement la plus claire. Elle est très utilisée dans la modélisation
des composites, pour lesquels on peut définir une maille élémentaire qui permette de
représenter par répétition la microstructure. Cette théorie se base sur une approche asymp-
totique qui permet la définition de deux problèmes, l’un macroscopique et l’autre micro-
scopique, sur la maille. Le champ total est alors la somme du champ macroscopique,
quasi-constant par maille et du champ microscopique périodique sur la maille. Il est ainsi
possible de remonter aux quantités locales. Cette approche est véritablement multiéchelle,
dans le sens où deux problèmes à des échelles différentes sont résolus simultanément.
On notera que près des bords, l’approche présente quelques limitations, car les gradients
importants ne permettent normalement pas de considérer le champ macro constant par
maille. De plus, on perd la périodicité du VER près des bords. Enfin, cette théorie est
d’autant plus pertinente que le rapport d’échelle entre la taille de maille l et l’échelle
macro L est grand, Fig. 2.4, ce qui n’est pas toujours le cas.

Ω

∂Ωu

∂ΩF

Fd

ud

L

l

FIGURE 2.4: Rapport des échelles en homogénéisation périodique.

Dans ce cadre, deux variables sont introduites, correspondant à deux échelles. La
première correspond à la position macroscopique à l’échelle de la structure, notée X . La
seconde est la position à l’intérieur de la maille et notée y. On définit le rapport d’échelle
θ = l/L ainsi que la nouvelle variable Y telle que Y = y/θ, qui est en quelque sorte un
� zoom �. Les deux variables X et Y sont donc d’amplitude comparable. La solution du
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problème en tout point matériel M est donc recherchée sous la forme u(M) = u(X ,y).
Compte tenu de la périodicité de la microstructure, le tenseur de Hooke s’exprime seule-
ment à l’aide de la position micro, i.e. H(M) = H(y). Le point clef de la théorie de l’ho-
mogénéisation asymptotique est d’effectuer un développement asymptotique du champ
solution :

u(X ,y) = u0(X ,y)+θu1(X ,y)+θ
2 u2(X ,y)+ . . . (2.9)

La pertinence de ce développement dépend essentiellement de θ, qui doit être suffisam-
ment petit. De là, les équations d’équilibre sont développées et les différentes puissances
de θ séparées. Les méthodes du premier ordre tronquent le développement aux termes en
θ1, et définissent deux champs, l’un macroscopique u0 et l’autre microscopique u1. Ceci
définit alors une suite de problèmes aux différents ordre de θ :
Problème à l’ordre 0 : divY (KεY (u0)) = 0. Ce problème permet de montrer que u0 est

indépendant de la position microscopique : u0(M) = u0(X). On notera ε0 = εX(u0).
Problème à l’ordre 1 : divY (KεY (u1)) = −divY (Kε0). Ce problème est défini sur le

VER à X fixé et à déformation ε0 imposée et uniforme. Ce problème revient à
chercher une solution périodique pour chacune des déformations macro. De là,
l’opérateur de localisation est construit (d’ordre 4), qui relie la déformation locale
à la déformation macroscopique :

εY (u1) = Hε0 (2.10)

Problème à l’ordre 2 : Ce problème n’est généralement pas résolu pour les méthodes
du premier ordre. La condition d’existence est cependant utilisée pour la définition
du problème macroscopique qui porte sur les quantités moyennées sur le VER, noté
ω. ∫

ω

divX(σ0)+ fd dω = 0 (2.11)

Posons
∫

ω
.dω = 〈.〉ω, on a alors le problème suivant :

divX(σ0)+ 〈 fd〉ω = 0 (2.12)
σ0 = 〈σ1〉ω = 〈K+KH〉ω〈ε0〉ω (2.13)

= 〈K+KH〉ωε0

On peut alors définir le comportement homogénéisé macroscopique comme KM =
〈K+KH〉ω qui correspond en quelque sorte à une moyenne corrigée des propriétés
matériau locales sur le VER.

Cette approche est une véritable approche multiéchelle, qui met en jeu un problème
macroscopique et un opérateur de localisation, permettant de remonter au champ local.
Les hypothèses fondatrices (périodicité du VER, élasticité et séparation d’échelles) sont
cependant importantes et limitantes. En particulier, près des bords de la structure, les forts
gradients mettent à mal celles-ci, et il faut alors mettre en place des stratégies adaptées
[Dumontet, 1986, Lecuyer et al., 1987]. De même, l’étude de microstructures aléatoires,
pour lesquelles une maille périodique n’est pas possible à définir, a nécessité la mise en
place d’un � volume élémentaire statistiquement représentatif � [Kanit et al., 2003].
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2.3 Non linéarités et éléments finis multiniveaux
La théorie classique de l’homogénéisation est cependant limitée aux calculs de struc-

tures élastiques. Lorsque des non-linéarités sont mises en jeu au niveau microstructural,
comme de la plasticité locale ou des décohésions entre fibres et matrice, il devient en
effet délicat de définir une relation de comportement a priori, voir par exemple [Devries
et al., 1989]. Celle-ci évolue, en effet, en fonction de l’histoire de chargement du VER.
Il faut donc � mettre à jour � cette relation, ou du moins le VER et l’homogénéisation
qui en découle. L’idée peut alors être d’effectuer, parallèlement au calcul macroscopique,
des calculs sur les cellules élémentaires, qui permettent de fournir le comportement ma-
croscopique. Ces calculs micro ont pour chargement la déformation macro et rendent la
contrainte macro. Les deux échelles peuvent être simulées à l’aide des éléments finis,
ce qui donne naissance à la méthode des éléments finis à deux niveaux, la FE2 [Feyel,
1999, Feyel et Chaboche, 2000].

2.3.1 FE2

Les travaux fondateurs sont dus à [Renard, 1990], dans le cas de la dégradation des
matériaux composites. La FE2 présentée dans [Feyel, 1999, Feyel et Chaboche, 2000] est
une généralisation de cette approche.

L’idée fondatrice de la FE2 est d’obtenir, en chaque point d’intégration, le compor-
tement en fonction de l’analyse d’une cellule, homologue du VER précédemment défini.
La particularité est cependant que le comportement homogène n’est pas calculé explici-
tement. L’idée est plutôt de chercher la contrainte macro correspondante à la déformation
macro, fonction de l’état thermomécanique de la cellule, au sein d’un algorithme de
résolution incrémental, de type Newton-Raphson. En chaque point d’intégration, la so-
lution est recherchée sous la forme de la somme d’un champ global (noté G) et d’un
champ local (noté L) et défini sur la cellule. On a alors :

u(x) = uG(x)+uL(x)
= ε

Gx+uL(x) (2.14)
σ(x) = σ

G +σ
L(x) (2.15)

avec σG = 〈σ(x)〉ω. Chaque itération de la résolution comprend les étapes suivantes, cf.
figure 2.5 :

Etape Globale : Résolution du problème global linéarisé : KG∆uG = rG.

Etape Locale : L’incrément de déformation globale ∆εG est déduit de celui du déplace-
ment global pour chaque point d’intégration. S’ensuivent trois sous-étapes :

Localisation : A l’aide de l’hypothèse de périodicité et de la relation Eq. (2.14),
les conditions limites à appliquer sur la cellule ω sont déduites.

Equilibre local : Le problème non-linéaire sur la cellule est résolu à l’aide d’une
méthode de type Newton. Le comportement tangent est estimé à l’aide d’une
méthode de perturbation.
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Homogénéisation : La contrainte globale est enfin calculée grâce à la relation :
σG = 〈σL(x)〉ω. Le comportement tangent homogénéisé est construit à l’aide
des estimations précédentes.

Les matrices élémentaires sont alors construites par intégration numérique de la
contrainte globale et du comportement tangent.

VER

Ω

∂Ωu

∂ΩF

Fd

ud

Localisation

Homogénéisation

Opérateur
tangent

FIGURE 2.5: Schéma d’une itération de la FE2 en un point de Gauss.

Dans cet algorithme, le recours à une relation de comportement explicite n’est plus
nécessaire. C’est un avantage certain pour les problèmes non linéaires. Cependant, le
fait de devoir effectuer des calculs sur des cellules micro pour chaque point de Gauss
rend la méthode numériquement coûteuse. On notera cependant que chaque calcul mi-
cro est indépendant, ce qui rend l’étape locale fortement parallélisable. La FE2 est donc
une approche pragmatique et offre la possibilité de traiter des problèmes complexes non
linéaires. Elle souffre cependant des mêmes limitations que la théorie de l’homogénéisation
classique, vis-à-vis de la séparation d’échelle et périodicité de la microstructure. De plus,
sa mise en oeuvre est demandeuse en ressource, principalement en mémoire, car il est
nécessaire de stocker l’ensemble des VERs microscopique.

2.3.2 Cas où la séparation d’échelle n’est pas suffisante

La séparation d’échelle entre microstructure et structure n’est pas toujours suffisante
pour pouvoir appliquer des méthodes d’homogénéisation classique et la FE2 classique.
Pour ces cas, la FE2 peut être étendue aux milieux continus généralisés [Kouznetsova
et al., 2002, Feyel, 2003], ce qui permet d’enrichir la cinématique au niveau global à l’aide
du champ de rotation. Les forts gradients macroscopiques sont alors mieux représentés.
On notera que, lors de l’utilisation de ces cinématiques élaborées, l’application des condi-
tions limites devient problématique par manque de sens physique des termes de degrés
élevé (typiquement les conditions sur les gradients aux frontières).
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D’autres méthodes existent, se basant sur l’homogénéisation au niveau des quantités
éléments finis et pour lesquelles la rigidité et le second membre sont directement déduits
de leurs homologues locaux. Il n’y a donc plus de comportement moyen à définir. C’est
le cas dans l’analyse micro/macro [Ibrahimbegovic et Markovic, 2003], qui est utilisée
pour l’étude des structures en béton armé, cf. figure 2.6. Dans cette méthode, chaque
élément macro définit une cellule micro. Cette approche est à mi-chemin entre la FE2

et les méthodes de décomposition de domaine primales avec relocalisation non-linéaire,
comme dans [Cresta et al., 2007]. On notera que cette méthode peut aussi être enrichie
par exemple à l’aide d’une cinématique du second ordre [Kouznetsova et al., 2004], ou
bien en changeant le raccord en déplacement par un raccord en effort macro [Markovic
et Ibrahimbegovic, 2004]. Ces variantes ne sont pas sans rappeler l’approche LaTIn mi-
cro/macro précédemment évoquée, pour laquelle des opérateurs homogènes de quantités
micro sont calculés à la volée.

Ω

∂Ωu

∂ΩF

Fd

ud

Noeuds macro
Noeuds micro
Multiplicateurs de 
Lagrange

FIGURE 2.6: Schéma de principe de l’approche micro-macro.

2.4 Bilan
Les méthodes basées sur l’homogénéisation sont de véritables méthodes
multiéchelles, permettant de résoudre un problème sur deux échelles différentes. De
plus, les méthodes basées sur l’homogénéisation périodique et leurs extensions four-
nissent des informations sur les champs locaux au sein de la microstructure. Leurs
fondements théoriques sont bien posés, ce qui en font des méthodes attractives pour
la modélisation de matériaux à microstructure complexe comme les composites. Ce-
pendant, elles ne sont pas très adaptées à la modélisation du fil, but des présents
travaux. En effet, ces méthodes présentent des difficultés près des bords libres et des
fissures (gradient important), cas présent dans la simulation du fil. La définition d’un
VER périodique est de plus plutôt délicate pour le fil, l’arrangement des fibres étant
fortement aléatoire. Enfin, ces méthodes ne fournissent pas à proprement parler de so-
lution quant à l’obtention de la description de la microstructure, réduite au seul VER
dans la théorie classique (ou la FE2) ou alors maillée complètement pour l’approche
micro-macro.
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3 Enrichissement et Superposition de modèles

Parallèlement aux méthodes basées sur l’homogénéisation, il existe de nombreuses
méthodes multiéchelles qui se basent sur une approche différente. L’idée n’est en effet
plus d’utiliser un VER ou une cellule dans le but de construire un problème macrosco-
pique pertinent, mais véritablement d’enrichir un problème grossier sur une partie (ou
la totalité) du domaine d’étude. Cet enrichissement est généralement effectué sur champ
de déplacement, mais peut aussi, dans certains cas, être effectué directement sur la for-
mulation énergétique du modèle. Le grand nombre de ces méthodes rend difficile un
recensement exhaustif de celles-ci. Seules les stratégies suivantes seront abordées, car
considérées comme les plus marquantes :

Enrichissement hiérarchique et multigrilles. Ces méthodes utilisent deux (ou plus) ni-
veaux de modélisation. Si les méthodes d’enrichissement hiérarchique, comme HD-
PM, sont quelque peu différentes des méthodes multigrilles sur les aspects tech-
niques, l’idée de hiérarchie y est très prononcée.

Approche multiéchelle variationnelle. Ces méthodes proposent un cadre variationnel
dans lequel les échelles grossières et fines sont explicitement séparées et la plus
fine approchée, analytiquement ou numériquement.

Superposition de modèles. Ces méthodes permettent de superposer plusieurs modèles,
généralement dans le but d’étudier l’influence d’un détail structurel sur la solu-
tion globale sur le domaine. Elles peuvent être basées sur une partition du champ
inconnu ou bien de l’énergie potentielle dans le domaine. Le couplage peut être
surfacique ou volumique.

3.1 Enrichissement hiérarchique et multigrilles

3.1.1 La � Hierarchical Dirichlet Projection Method � (HDPM)

La Hierarchical Dirichlet Projection Method, ou HDPM, a été proposée pour le calcul
de la réponse élastique d’une structure fortement hétérogène [Zohdi et al., 1996, Oden et
Zohdi, 1997, Oden et al., 1999]. L’idée de la HDPM est assez proche de celle de l’ap-
proche micro/macro présentée en Section 2.3.2. En effet, elle consiste en la résolution
d’un problème grossier homogénéisé dont chaque élément macro est associé à une cellule
plus fine représentant explicitement la microstructure, voir figure 2.7. La comparaison
s’arrête cependant ici, car les cellules fines vont à présent être utilisées pour le calcul
d’une correction locale du champ inconnu. De plus, une autre différence d’importance est
que la HDPM est adaptative, dans le sens où le recours à l’analyse de la cellule micro d’un
élément macro est décidé au cours du calcul afin de réduire l’erreur locale sur la solution.
A ce titre, elle repose sur un estimateur d’erreur a posteriori pour le choix des zones à
corriger. Le couplage entre l’élément macro et sa cellule fine se fait à l’aide de conditions
limites de type Dirichlet, d’où la méthode tire son nom. On peut résumer la procédure en
quatre étapes :
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1. Résolution du problème macroscopique homogénéisé. La solution de ce problème
fournit le champ macroscopique uG(x).

2. Détermination des zones (cellules) nécessitant une correction. Ce choix est fait à
l’aide d’un estimateur d’erreur a posteriori basé sur la non-vérification de la relation
de comportement. C’est en quelque sorte un indicateur de l’erreur introduite par
l’homogénéisation de la cellule.

3. Correction. Pour chaque cellule sélectionnée ωi, une correction est calculée, sous
la forme d’un champ correcteur micro sur la cellule sous conditions limites de Di-
richlet : uL

i = uG sur le bord Γi de la cellule ωi.

4. Reconstruction de la solution et vérification. Le champ total est reconstruit à
l’aide du champ global uG et des corrections locales cL

i = uL
i − uG par addition :

u = uG +∑i(cL
i ). L’erreur est à nouveau estimée, afin de contrôler la qualité de la

solution.

Ω

∂Ωu

∂ΩF

Fd

ud

Zones sélectionnées 
pour correction

uL
i = uG

Γi

Cellule ωi

FIGURE 2.7: Schéma de principe de la � Hierarchical Dirichlet Projection Method �.

Les estimateurs d’erreur utilisés sont choisis de façon à majorer l’erreur réelle et, de
plus, il peut être montré que l’erreur après correction est plus faible qu’avant. Dans le cas
où l’erreur après correction reste trop importante, deux solutions peuvent être employées :
i) ajuster les coefficients homogénéisés des cellules macro à l’aide d’une minimisation
d’erreur, soit ii) de raffiner le maillage macro. Si les deux solutions fonctionnent correc-
tement et permettent de réduire l’erreur jusqu’à un niveau donné, elles sont cependant
numériquement coûteuses.

Afin d’y remédier, un remplacement de la condition de Dirichlet par un raccord en
effort sur la frontière des cellules a été proposé [Zohdi et Wriggers, 1999], de même
qu’une correction globale atténuant les sauts d’effort entre cellules [Zohdi et al., 2001].
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Ces procédures s’avèrent moins coûteuses pour la réduction de l’erreur que l’ajustement
des coefficients et le raffinement du maillage.

La HDPM est donc une méthode adaptative robuste qui permet de traiter la micro-
structure à échelle fine au niveau des zones où cela est nécessaire. La contrainte reste
cependant le coût numérique d’une telle procédure. On notera cependant qu’elle n’est
bien adaptée qu’aux problèmes linéaires élastiques. Le passage à des problématiques
non-linéaires demanderait, entre autre, la mise en place de nouveaux estimateurs d’er-
reur adaptés [Bass et Oden, 1987, Johnson et Hansbo, 1992, Boroomand et Zienkiewicz,
1998], ou encore basés sur l’erreur en dissipation [Ladevèze et Pelle, 2004].

3.1.2 Les méthodes multigrilles et Eléments Finis Hiérarchiques

Les solveurs itératifs classiquement utilisés dans la résolution de larges problèmes
éléments finis permettent de rapidement diminuer l’erreur liée aux petites longueurs de
variations (hautes fréquences, hautes valeurs propres), mais lentement pour les grandes
longueurs de variations (petites valeurs propres). C’est sur ce constat que se basent les
méthodes multigrilles [Fedorenko, 1964]. Le principe est donc d’effectuer des itérations
du solveur choisi (gradient conjugué, Jacobi ...) sur différentes grilles plus ou moins fines,
hiérarchisées (emboitées), cf. figure 2.8. Ceci permet alors d’augmenter la convergence de
la résolution. Il va donc s’agir d’effectuer quelques itérations à un niveau donné (lissage),
puis de transférer celui-ci à la grille supérieure, ou bien de le � prolonger � à la grille
inférieure, où un lissage sera à nouveau effectué. L’ordre des opérations lissage-transfert-
prolongement caractérise ce qu’on appelle le cycle. Les plus courants sont les cycles en
� V � et en � W �, cf. figure 2.8.

Grille fine

Grille grossière

Cycle «V» Cycle «W»

Lissage

FIGURE 2.8: Hiérarchie des grilles et cycles classiques des méthodes multigrilles.

Prenons par exemple le cas d’un cycle en � V � sur deux grilles. Les étapes de la
méthode sont :
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1. Lissage. Quelques itérations du solveur sont effectuées sur la grille la plus fine, afin
de réduire l’erreur liée aux petites variations.

2. Transfert. Le résidu ainsi obtenu est alors � restreint � sur la grille grossière à
l’aide d’un opérateur adapté. Quelques itérations (lissage) sont alors effectuées sur
cette grille, afin de réduire l’erreur liée aux grandes variations.

3. Prolongement. Le champ ainsi obtenu est ensuite � prolongé � sur la grille fine.
Quelques itérations de solveur sont enfin faites, pour lisser les perturbations induites
lors du transfert entre les deux grilles.

On notera que les méthodes des éléments finis hiérarchiques et les méthodes multi-
grilles ont des liens très étroits, seules les définitions des opérateurs de prolongement et de
restriction diffèrent. Compte tenu de leur très bonne convergence (en O(n)), ces méthodes
sont considérées comme optimales. Toutefois, une importante difficulté est la création des
maillages hiérarchiques, bien souvent complexes pour des géométries complexes.

Enfin, ces méthodes peuvent être étendues pour traiter des non-linéarités. Cela peut
être fait en modifiant les opérateurs de prolongement et de restriction. Ils peuvent alors
faire intervenir des procédures d’homogénéisation asymptotique [Fish et Shek, 2000]
ou encore être considérés comme non-linéaires [Fish et al., 1995], chaque opération de
lissage/prolongement résultant d’une procédure itérative. Cette dernière se montre par-
ticulièrement efficace pour prendre en compte des non-linéarités agissant à plusieurs
échelles, mais s’avère très demandeuse en mémoire.

3.2 Approche multiéchelle variationnelle
L’approche multiéchelle variationnelle (VMM) a été initialement proposée par Hu-

ghes [Hughes, 1995]. Dans ces travaux, il est supposé que les phénomènes à petite échelle
ne sont pas nécessairement approchables numériquement, par éléments finis par exemple.
Pour prendre en compte ces phénomènes locaux, le but est de rechercher une correction
à apporter au champ global (par exemple éléments finis). Le champ total est obtenu par
superposition du champ global et de la correction. Cette correction est cherchée analy-
tiquement et dépend du résidu vis-à-vis du champ global. Elle peut faire intervenir les
fonctions de Green à l’échelle fine. Cette formulation mène à un problème global quasi
exact, pour lequel la partie micro est � condensée � sur le champ macro.

On notera que les espaces engendrés par les fonctions de forme des éléments grossiers
et des fonctions de Green sont orthogonaux. Le choix de l’espace de correction est pri-
mordial et peut être judicieusement constitué des fonctions de Green à l’échelle fine. Ce-
pendant, le calcul de celles-ci n’est pas immédiat, en particulier dans le cas des éléments
finis (car l’espace d’approximation n’est pas suffisamment régulier). Dans [Garikipati et
Hughes, 2000], l’approche est toutefois utilisée avec succès pour prendre en compte une
loi de type effort-déplacement issue de la micromécanique au sein d’un modèle grossier
par ailleurs.

Une solution consiste à approcher numériquement ces fonctions de Green. Dans [Hu-
ghes et al., 1998], les fonctions � bulles � sont introduites. Ces fonctions, qui valent zéro
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sur le bord de l’élément grossier, permettent de créer un enrichissement local à chaque
élément macro. Il reste cependant assez pauvre. Une autre solution consiste à approcher
le champ micro à l’aide de grilles fines � emboitées � dans le maillage macro [Hou et
Wu, 1997]. Sur cette frontière, la nullité du champ micro est imposée par des conditions
de Dirichlet. Dans [Ramm et al., 2011], l’approche est sensiblement équivalente, avec
cette fois l’utilisation de la XFEM et des techniques de level-set (sur lesquelles nous re-
viendrons dans la suite de ce chapitre) pour décrire l’échelle fine. On notera toutefois que
dans ces deux derniers cas, on se rapproche fortement des méthodes de décomposition de
domaine.

3.3 Superposition de modèles

Les méthodes à présent abordées ont une philosophie sensiblement différente des
précédentes. En effet, leur but est de pouvoir coupler des modèles de finesse différente
(voir des modèles complètement différents) dans le cas d’analyse de détails structuraux.
On s’intéressera dans ce cadre à deux grandes classes de méthodes basées sur :

La partition du champ inconnu. Ceci correspond à la partition du champ de déplacement
(dit autrement, la superposition) entre les deux modèles. On focalisera sur la S-
Method ici.

La partition de l’énergie entre les deux modèles. Dans ce cadre, ce n’est plus unique-
ment le champ inconnu mais l’énergie liée à chacun des deux modèles qui est par-
tagée. Pour illustrer ce type de méthodes, nous nous focaliserons sur la méthode
Arlequin.

3.3.1 La S-Method

Introduite dans [Fish, 1992], la S-méthode consiste en la superposition de deux modèles
éléments finis, dont l’un est plus fin que l’autre, afin de mieux approcher les champs
près d’une fissure ou d’une hétérogénéité. On notera que les deux maillages ne sont pas
nécessairement conformes et la frontière du maillage fin ne correspond pas aux arêtes
des élements du grossier. La S-method n’est donc pas seulement une technique de type
éléments finis hiérarchique ou de superélément avec condensation. Pour assurer la conti-
nuité du champ de déplacement entre les deux modèles, des conditions de Dirichlet ho-
mogènes sont imposées sur le modèle fin :

uL = 0 sur Γ f (2.16)

On a alors la solution globale telle que :

u =

{
uG dans ΩG\ΩL
uG +uL dans ΩL

(2.17)
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La superposition des solutions permet de construire un problème global matriciel, qui
couple explicitement les deux champs discrets :

[
KG KG−L

T KG−L KL

][
uG

uL

]
=

[
f
0

]
(2.18)

où apparaissent les matrices de raideurs du modèle grossier KG et du modèle fin/local KL.
Le couplage s’exprime par la matrice KG−L.

Ce cadre est par exemple utilisé dans une modélisation à trois échelles des milieux
hétérogènes [Takano et Okuno, 2004], combiné à de l’homogénéisation asymptotique.
La S-method est une approche pragmatique qui couple efficacement les deux échelles.
Cependant, il peut y avoir des problèmes de redondance entre les deux champs et la trans-
mission d’un maillage à l’autre peut présenter des difficultés, en particulier en dynamique.

3.3.2 La méthode Arlequin

La méthode Arlequin [Ben Dia, 1998] est une méthode de couplage reposant sur la
partition de l’énergie entre les modèles. Elle permet ainsi un couplage � faible � dans les
deux modèles sur une zone tampon volumique, contrairement à la S-method. Considérons
deux domaines, l’un grossier ΩG et l’un fin ΩL. Ces deux domaines se recouvrent sur
une zone de couplage ΩC, i.e. ΩL ∩ΩG = ΩC. Ces deux domaines sont modélisés par
des méthodes semblables ou différentes (par exemple continu (éléments finis) - discret
(moléculaires)). Le domaine grossier est soumis à des efforts surfaciques Fd , ainsi qu’à des
conditions limites en déplacement. On supposera par ailleurs que les efforts volumiques
f ne s’appliquent que dans ΩG, voir figure 2.9.

∂Ωu

∂ΩF

Fd

ud

ΩG

ΩL

ΩC

γ

γ
0

1
α1 α2

Paramètres de partition de l’énergie 
suivant la ligneγ

FIGURE 2.9: Couplage de modèle de type Arlequin. Les paramètres α1 et α2 répartissent
l’énergie entre les deux modèles ΩG et ΩL. La zone ΩC est la zone de couplage, où les

deux modèles coexistent.
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La méthode Arlequin propose de résoudre ce problème couplé grâce au problème
suivant :

Problème 2.2: Trouver (uG,uL,λ) ∈ V1×V2×Vc tels que :





aG(uG,v)+C(λ,v) = lG(v), ∀v ∈ V1
aL(uL,v)−C(λ,v) = 0, ∀v ∈ V2

C(µ,uG−uL) = 0, ∀µ ∈ Vc

(2.19)

où aG et aL sont des fonctions bilinéaires telles que : aG : V1×V1 → ℜ et aL : V2×
V2→ℜ et lG une fonction linéaire telle que lG : V1→ℜ. Elles sont définies de la façon
suivantes :

aG(u,v) =
∫

ΩG

α1σ(u) : ε(v) ∂Ω (2.20)

aL(u,v) =
∫

ΩL

α2σ(u) : ε(v) ∂Ω (2.21)

lG(v) =
∫

ΩG

f v ∂Ω+
∫

∂ΩF

Fdv ∂S (2.22)

La fonctionnelle de couplage C peut être choisie comme le produit naturel de l’espace
H 1(ΩG) et être définie par (avec κ1 et κ2 des constantes) :

C(u,v) =
∫

ΩC

κ0uv+κ1ε(u) : ε(v) ∂Ω (2.23)

Les coefficients α1 et α2 sont des poids qui vont répartir l’énergie entre les deux modèles
sur la zone de couplage ΩC. Ils sont contraints comme suit :





α1,α2 ≥ 0 dans Ωi
α1 +α2 = 1 dans ΩG∪ΩL

α1 = 1 dans ΩG\ΩL
α1,α2 constantes dans ΩL

(2.24)

Tous les choix de répartition sont alors envisageables sur la zone de couplage, avec une
répartition linéaire, quadratique... Le principal intérêt de la méthode Arlequin est de
pouvoir coupler de manière efficace des modèles de finesses différentes ou de natures
différentes. On notera que la différence de cinématique entre les deux modèles peut en-
gendrer des effets parasites sous forme de � ghost forces � [Chamoin et al., 2010]. Cette
méthode reste cependant limitée à l’étude de détails structuraux au sein d’un modèle plus
grossier. En effet, elle n’est que peu adaptée au cas où de nombreux patchs fins existe-
raient sur toute l’étendue du domaine, comme pour une microstructure de type composite
(la définition des fonctions de poids serait alors fastidieuse).
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3.4 Bilan
Cette classe regroupe une multitude de techniques permettant l’enrichissement d’un
champ grossier à l’aide de modèles fins à travers une partition du champ total inconnu
(ou de l’énergie des modèles). Reprenons chacune des grandes familles évoquées :

Méthodes d’enrichissement hiérarchique et multigrilles. La méthode HDPM est
une méthode adaptative, où les zones nécessitant un enrichissement sont choi-
sies à l’aide d’un estimateur d’erreur. Cette approche proposée par Zohdi et
Oden adapte en quelque sorte l’échelle de modélisation, ce qui rend la méthode
robuste. Néanmoins, la définition de l’opérateur macroscopique repose sur
la théorie de l’homogénéisation, ce qui entraine les mêmes limitations en
termes de séparation d’échelles. Enfin, la prise en compte des non-linéarités est
délicate. Quant aux méthodes multigrilles, plus axées sur le calcul hautes per-
formances, elles permettent d’accélérer la convergence des méthodes itératives
classiques. Elles se basent sur une hiérarchie de grilles de finesses différentes.
Elles restent cependant des méthodes très numériques dans lesquelles la phy-
sique du problème traité est difficilement prise en compte.

Méthode variationnelle multiéchelle. Cette méthode fournit un cadre théorique so-
lide pour prendre en compte des effets microscopiques au sein d’une ap-
proximation éléments finis relativement grossière. Les fonctions d’enrichisse-
ment pour la mécanique étant difficilement déterminables analytiquement, des
méthodes ont été proposées pour l’évaluation numérique d’un enrichissement
pertinent. Cependant, celui-ci est localisé au niveau des éléments (ou groupe
d’éléments), et la condition de continuité au bord des éléments (i.e champ mi-
cro nul sur le bord de l’élément), peut s’avérer contraignante.

Méthodes de superposition de modèles. Ces méthodes pragmatiques proposent un
cadre solide pour coupler des modèles différents et possiblement de finesses
différentes. Elles sont conçues par exemple pour coupler un enrichissement lié
à la prise en compte d’un détail structural (fissure, liaison boulonnée) à une
structure de large dimension, les modèles respectifs étant par ailleurs fixés.
Ce cadre n’est pas adapté à notre problème de microstructure, pour lequel le
nombre de patchs important rendrait ces méthodes difficiles à mettre en oeuvre.

4 Enrichissement cinématique
Les méthodes d’enrichissement cinématique reposent sur des bases différentes des

méthodes précédemment évoquées. Elles consistent en général en une extension de la
méthode des éléments finis où la représentation des hétérogénéités et des singularités de
champ sont largement simplifiées. Elles permettent la représentation de microstructures
complexes ou de frontières mobiles de façon adaptée, limitant par là même le nombre
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de degrés de liberté des modèles et supprimant (en principe) le recours au remaillage.
C’est pourquoi elles rencontrent un certain succès, entre autres dans la modélisation des
microstructures et de la fissuration.

Plus spécifiquement, ces méthodes partent du constat que les fonctions de forme
éléments finis (polynomiales) ne permettent pas de bien approcher certains champs, par
exemple autour des singularités (pointe de fissure, coin). En effet, les fonctions de forme
classiques sont trop régulières par rapport aux champs singuliers recherchés. Il est donc
nécessaire dans ces cas, soit de raffiner le maillage (h-method), soit d’augmenter le degré
des fonctions de forme (p-method), ou bien les deux (hp-method). Cependant, cela mène
à des maillages lourds à générer (car conformes) et à des systèmes matriciels à grand
nombre de degrés de liberté.

L’idée est donc d’enrichir la cinématique, i.e. l’espace des fonctions de forme polyno-
miales, à l’aide d’autres fonctions, plus représentatives. La plupart des méthodes prenant
ce parti sont basées sur la méthode de partition de l’unité (PUM) [Melenk et Babuška,
1996], dont nous allons dans un premier temps rappeler les fondamentaux.

4.1 Méthodes de partition de l’unité
On considère le domaine d’étude comme un ouvert Ω ⊂ Rn. Soit {Ωi}i∈Ξ un en-

semble d’ouverts (Ξ ∈ N, le nombre d’ouverts) recouvrant Ω et dont un nombre fini se
chevauchent en tout point x du domaine, i.e. :

∃M ∈ N tel que ∀x ∈Ω , Card(i|x ∈Ωi)≤M

On définit pour chaque ouvert Ωi un ensemble de fonctions {ψ(i)
j (x)} j∈Π. Ces fonc-

tions sont réputées pertinentes pour approcher la solution. Elles peuvent être issues d’une
connaissance analytique connue par ailleurs ; comme les solutions asymptotiques en poin-
tes de fissure. De même, on associe à chaque ouvert des fonctions {φi(x)}, qui vérifient
une partition de l’unité associée au recouvrement {Ωi}, c’est à dire :

supp φi ⊂ closure(Ωi) ∀i ∈ Ξ

∑
i∈Ξ

φi(x) = 1 ∀x ∈Ω

‖φi(x)‖L∞(Rn) ≤ C∞

‖ ∇φi(x)‖L∞(Rn) ≤
Gs

diam(Ωi)

La première condition impose que le support des fonctions φi(x) soit contenu dans Ωi,
la deuxième, que la somme des fonctions φi(x) vaut 1 en tout point x du domaine. Les
deux dernières imposent une régularité (considération de type énergie finie). Ces fonctions
φi valent zéros sur le bord de leur ouvert Ωi associé et nous les nommerons fonctions
� chapeau �. Pour faire un parallèle avec la méthode des éléments finis standard, l’ouvert
Ωi, aussi appelé patch, peut être défini comme l’ensemble des éléments partageant ce
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noeud, voir figure 2.10. En utilisant l’interpolation ainsi définie sur le domaine Ω, le
champ approché recherché uh(x) s’écrit :

uh(x) = ∑
i∈Ξ

∑
j∈Π

φi(x)ψ
(i)
j (x) , ∀x ∈Ω

Si sur chacun des patchs, u(x) peut être approché par vi(x) = ∑ j∈Π ψ
(i)
j (x) tel que :

‖u(x)− vi(x)‖L∞(Ωi) ≤ ε1(i)
‖ ∇(u(x)− vi(x))‖L∞(Ωi) ≤ ε2(i)

c’est à dire, si l’écart entre les fonctions d’approximation et le champ réel est fini et majoré
(et respectivement leur gradient), alors on montre que [Melenk et Babuška, 1996] :

‖u(x)−uh(x)‖L∞(Ω) ≤ C1

√
∑

i
ε1(i)2

‖ ∇(u(x)−uh(x))‖L∞(Ω) ≤ C2

√
∑

i
ε1(i)2 + ε2(i)2

où les constantes C1, C2 dépendent uniquement de partition {Ωi} et des fonctions cha-
peau {φi(x)}. Ce résultat fondamental assure que la PUM permet de fournir une bonne
approximation du champ exact u pour peu qu’une bonne approximation soit disponible sur
chaque patch (les fonctions ψ

(i)
j ). La partition de l’unité formée par les fonctions chapeau

assure, quant-à elle, la continuité des champs inter-éléments. La méthode des éléments
finis est un cas particulier pour lequel on a {Ψ(i)

j } j∈Π = {ai} (c’est-à-dire que l’on ne
présuppose pas de fonction d’approximation particulière et les a j sont les inconnues) et
chaque fonction chapeau est associée à un noeud.

La PUM fournit donc un moyen original de construction d’espaces d’approximation
locaux adaptés à la cinématique que l’on souhaite modéliser. En outre, elle constitue un
moyen de � collage � d’approximations locales général. C’est d’ailleurs dans ce cadre que
des modèles multiéchelles basés sur ce qu’on appelle la MEPU (� Multiscale enrichment
based on Partition of Unity �) se sont développés. Ceux-ci correspondent à une synthèse
des théories d’homogénéisation classiques et de la PUM, et sont dédiés aux problèmes où
plusieurs échelles plus ou moins bien séparées existent [Fish et Yuan, 2005].

4.2 XFEM/GFEM
Il a été montré que l’on pouvait chercher une approximation de u sur le domaine Ω à

l’aide de la PUM, sous la forme :

uh(x) = ∑
i∈Ξ

φi(x) ∑
j∈Π

a(i)j ψ
(i)
j (x) , ∀x ∈Ω (2.25)

où les a(i)j sont des coefficients constants et inconnus : les degrés de liberté du système. Un
choix classique est d’utiliser comme fonctions de la PU, les fonctions éléments finis stan-
dards. On se retrouve ainsi dans le cas de la figure 2.10. Ce choix mène à ce qui est appelé
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∂ΩF
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Exemple de patch et de 
fonction chapeau associée

FIGURE 2.10: Patch et fonction chapeau linéaire de la PUM.

la PUFEM (Partition of Unity Finite Element Method) dans [Melenk et Babuška, 1996].
Dérivées de la PUFEM, la XFEM (pour eXtended Finite Element Method) [Belytschko
et Black, 1999, Moes et al., 1999, Dolbow et al., 2000] et la GFEM (pour Generalized
Finite Element Method) [Strouboulis et al., 2000b, Strouboulis et al., 2000a] sont essen-
tiellement identiques. Il s’agit d’ajouter, pour certains patchs d’éléments (les Ωi, figure
2.10), des fonctions d’approximation pertinentes, comme des fonctions d’ordre supérieur
ou bien des fonctions représentant les sauts, gradients. Il peut être commode de séparer
dans Eq. (2.25) la partie strictement éléments finis de la partie enrichissement :

uh(x) =
nEF

∑
i

φ̃i(x)ãi +
nPU

∑
i

φi(x)
ni

enr

∑
j

a(i)j ψ
(i)
j (x) , ∀x ∈Ω (2.26)

où nEF est le nombre de noeuds, nPU le nombre de noeuds enrichis et ni
enr le nombre de

fonctions d’enrichissement associées au noeud enrichi i. On notera que les fonctions de
forme de la partie EF stricte φ̃i et celle de la PU φi ne sont pas nécessairement les mêmes,
les premières étant souvent d’un ordre plus élevé. Le nombre total d’inconnues nddl est
donc :

nddl = nEF +
nPU

∑
i

ni
enr

Les bases de la X-FEM et de la GFEM sont identiques. Les différences résident dans le
champ d’application des méthodes, qui ont fait émerger des techniques propres à chacune
d’elle.
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4.2.1 XFEM

La XFEM se concentre principalement sur la modélisation de la fissuration et des in-
terfaces bi-matériaux (pour les structures hétérogènes complexes). Elle tire ainsi parti de
la flexibilité de la PUFEM pour s’affranchir (jusqu’à une certaine mesure) de la génération
de maillage conforme des frontières et interfaces intérieures au domaine d’étude. En ef-
fet, il est possible par un choix approprié de fonctions d’enrichissement, d’insérer ces
frontières et interfaces directement dans l’élément sans avoir à les discrétiser explicite-
ment et qui permettent des sauts de déplacement [Moes et al., 1999] et/ou de déformation
[Sukumar et al., 2001] au sein d’un élément. Les fonctions d’enrichissement correspon-
dantes sont le plus souvent connues analytiquement. Prenons comme exemple le cas de la
modélisation d’une fissure. Une fonction d’enrichissement comme le Heaviside H permet
de prendre en compte un saut dans le champ de déplacement. Le champ en pointe de fis-
sure peut être quant-à lui modélisé à l’aide d’une base de fonctions {Fj} j=1..4 issue d’une
étude asymptotique de cette zone. La forme de l’approximation est alors :

ux f em(x) =
nEF

∑
i

φ̃i(x)ãi +
nd

∑
i

φi(x)H(x)ai +
np

∑
i

φi(x)
4

∑
j=1

b(i)j F(i)
j (x) (2.27)

où
– ãi sont les inconnues classiques des éléments finis ;
– nd les noeuds enrichis pour prendre en compte le saut de déplacement entre les deux

lèvres de la fissure ;
– np les noeuds enrichis pour prendre en compte le champ en pointe de fissure, voir

figure 2.11.

Ω

∂Ωu

∂ΩF

Fd

ud

Fissure

Noeuds enrichis avec le 
heaviside

Noeuds enrichis avec le 
développement asymptotique

FIGURE 2.11: Enrichissement lié à une fissure sur un maillage non-structuré.
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Dans le cas de structures hétérogènes, les interfaces bi-matériaux peuvent être traitées
à l’aide d’une fonction comme la valeur absolue (ou dérivée de celle-ci), et qui entraine
un saut de déformation.

Un point clef des méthodes de type XFEM est la description de la surface implicite,
car elle ne s’appuie plus sur le maillage. Une méthode robuste est le level-set, ou fonc-
tion de niveau, qui va permettre de décrire la surface et son évolution [Sukumar et al.,
2001]. C’est une fonction de distance algébrique, interpolée sur le maillage éléments fi-
nis, qui donne la distance d’un noeud vis-à-vis de la discontinuité. À partir de celle-ci, les
zones d’enrichissement peuvent être aisément décrites. Le fait que la distance puisse être
positive ou négative permet de définir une normale et donc les orientations des vecteurs
normaux et tangents sur la fissure. A noter que la discontinuité représentée par level-set
hérite des capacités de description des fonctions de forme sur lesquelles elle est inter-
polée. C’est pourquoi le maillage doit être suffisamment fin à son voisinage pour que la
surface soit bien décrite.

La grande flexibilité de la XFEM, en particulier vis-à-vis du maillage, en a fait une
méthode de choix pour la modélisation de la fissuration et des structures et microstructures
hétérogènes. La communauté est particulièrement active et les applications sont nom-
breuses. Parmi celles-ci, on peut noter des applications d’optimisation topologique. Dans
le cadre des composites, elle s’est en particulier insérée dans un cadre d’homogénéisation
en permettant la simulation du VER de façon simplifiée [Moës et al., 2003], ou dans le
cadre d’une méthode de décomposition de domaine LaTIn [Guidault et al., 2008]. La
flexibilité de la XFEM est aussi utilisée dans une approche multiéchelle de type � Unit
Cell Method � afin de représenter la fissuration au niveau du maillage macroscopique [Be-
lytschko et Song, 2010]. Enfin, quand l’enrichissement n’est plus connu analytiquement,
une technique de patch micro peut-être utilisée, par exemple pour traiter l’interaction entre
la pointe d’une fissure macro et des fissures micro [Loehnert et Belytschko, 2007].

On notera que la XFEM est aujourd’hui passée dans les codes commerciaux comme la
dernière version d’Abaqus. Ceci s’explique en grande partie parce que l’enrichissement
de la XFEM se fait par élément (même s’il y a plusieurs type d’éléments : pointe de
fissure, élément de transition...). Ainsi, le cadre XFEM s’intègre assez simplement dans
un code éléments finis classique soumis au traitement par élément.

4.2.2 La GFEM

La GFEM est un cadre très proche de la XFEM. Elle vise à l’ajout de fonctions d’en-
richissement propres à améliorer la convergence en énergie de la méthode [Strouboulis
et al., 2000a, Strouboulis et al., 2000b, Duarte et al., 2000], à l’aide de solutions ana-
lytiques des champs près des coins et arêtes. En outre, une des grandes innovations a
été l’utilisation de fonctions d’enrichissement � numériques �, issues de la résolution
numérique de problèmes microscopiques. Il est ainsi possible de traiter des cas de micro-
structures très complexes, mettant en jeu plusieurs centaines de trous [Strouboulis et al.,
2003]. Ces travaux sont basés sur la résolution d’une équation de Laplace, dans un milieu
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2D, mais ont été étendus à la résolution d’équations de type Helmholtz [Strouboulis et al.,
2006, Strouboulis et al., 2008].

Le point clef de la philosophie de travaux de Strouboulis sur la GFEM est la définition
des problèmes qui vont servir à calculer les fonctions d’enrichissement. Ces problèmes
sont appelés problèmes � handbook �, dans le sens où les solutions de ces problèmes
élémentaires sont calculées à l’avance, puis utilisées dans le calcul global. Et c’est là une
différence fondamentale avec les travaux de Duarte [Duarte et al., 2001, Duarte et Kim,
2008], dans lesquels l’enrichissement est explicitement couplé au calcul macroscopique
et pour lequel les conditions limites sont extraites du calcul global. Le calcul se fait alors
en une � descente � et une � remontée � du macro au micro, d’une façon similaire à
une approche multigrille. La GFEM sert alors à introduire élégamment la solution micro
dans le calcul global. Cela donne une approche nommée � Global-Local �. On notera
une application du concept de handbook à une méthode de calcul type Global-Local non
intrusive dans [Babuška et Andersson, 2005].

Les deux choix diffèrent en premier lieu parce que les applications ne sont pas les
mêmes : pour Duarte, il n’y a que quelques domaines qui requièrent un enrichissement
alors que pour Strouboulis, l’enrichissement est nécessaire quasiment dans tout le do-
maine. L’effort numérique n’est donc pas le même et, dans le cas de Strouboulis, pré-
calculer les fonctions est presque une obligation. Une autre raison majeure est que le
choix des problèmes du handbook et de leurs conditions limites impacte directement sur
la qualité de la solution globale obtenue [Strouboulis et al., 2008]. Revenons en détail sur
ces problèmes handbook. L’interpolation de la GFEM reprend la formule générale de la
PUM :

uh(x) =
nEF

∑
i

φ̃i(x)ãi +
nPU

∑
i

φi(x)
ni

enr

∑
j

a(i)j ψ
(i)
j (x) , ∀x ∈Ω (2.28)

Dans les travaux de Strouboulis, les problèmes du handbook sont choisis en fonction de
la grille grossière, de manière à reprendre dans chaque patch les entités topologiques qui
y existent, cf. figure 2.12. Une fois la géométrie des problèmes handbook sur chacune des
fenêtres connues, Strouboulis propose d’utiliser une base canonique de conditions limites
à y appliquer. Cette approche est plus proche de la PUM, dans le sens où l’enrichissement
est lié au patch (et à la fonction chapeau associée). C’est une différence d’importance
par rapport à l’enrichissement par élément de la XFEM, car à présent chaque élément
a, en quelque sorte, des fonctions de forme différentes. Une conséquence directe est que
la GFEM est difficile à mettre en place dans un code à architecture de type éléments
finis. Enfin, cette base est arbitraire, mais elle se doit de pouvoir représenter au mieux le
chargement que subi réellement le handbook. L’approche de Duarte est plus pragmatique,
car les conditions limites sont issues d’un pré-calcul global et l’interaction locale - globale
est mieux prise en compte.

La GFEM a par ailleurs été utilisée pour la simulation de polycristaux pour lesquels
un enrichissement spécifique a été defini pour tenir compte des jonctions triples entre
cristaux [Aragón et al., 2010]. Enfin, dans le cas de composites ayant un fort ratio entre
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FIGURE 2.12: Extraction des problèmes handbook et conditions limites utilisées, dans
les travaux de Strouboulis.

le module des particules et de la matrice, une formulation en grande déformation a été
proposée dans [Srinivasan et al., 2008].

4.2.3 Difficultés liées à ces méthodes et à leurs implantations

La première difficulté liée aux méthodes d’enrichissement est le calcul des intégrales
intervenant dans les matrices de rigidité et du second membre. En effet, l’ajout de fonc-
tions de forme particulières, et, dans certains cas, non connues à l’avance (GFEM), fait
que la quadrature par point de Gauss n’est pas adaptée. De plus, l’enrichissement peut
être différent d’un élément à l’autre, en particulier pour la GFEM où l’enrichissement
par patch fait que chaque élément est différent. Des solutions ont été développées pour
renforcer la robustesse de la XFEM, à l’aide d’un positionnement pertinent des points
d’intégration en pointe de fissure [Sukumar et al., 2001, Béchet et al., 2005], par exemple
par sous découpage des éléments. L’enrichissement plus général de la GFEM a favorisé
l’utilisation d’une intégration à l’aide de routines itératives adaptatives, se raffinant dans
les zones de fort gradient [Strouboulis et al., 2001]. Ces dernières ont cependant un coût
assez important.

La seconde difficulté est liée au conditionnement de la matrice de rigidité. Il faut,
comme dans le cas des éléments finis, s’assurer que les fonctions de formes soient linéai-
rement indépendantes. Si, d’un point de vue continu, cela ne pose pas de problème, avec
l’intégration numérique, il peut arriver que cette indépendance soit � trop faible �, menant
au mauvais conditionnement de la matrice (par exemple lorsque la fissure passe tout près
d’un noeud d’un élément).
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Les méthodes XFEM et GFEM sont particulièrement adaptées pour la simulation des
structures complexes pour lesquelles générer un maillage peut s’avérer difficile. Ainsi,
la gestion des frontières se fait de façon implicite, ce qui entraine le besoin d’avoir une
représentation adaptée, le maillage n’étant plus le support explicite de la géométrie. Cela
se fait grâce aux level-set dans la XFEM. Pour la GFEM, une représentation de type
CAO est requise, à partir de laquelle la géométrie des problèmes handbook peut être ex-
traite et maillée par ailleurs. En outre, cette représentation doit permettre, en chaque point
d’intégration, la détermination des propriétés matériaux, puisqu’un élément macro peut
contenir plusieurs phases différentes et que les patchs handbook peuvent se chevaucher.
Cette description n’est pas aisément acquise, et nécessite des développements particuliers.

4.3 Méthode des discontinuités fortes (SDA)

La méthode SDA (Strong Discontinuities Approach) est très semblable à la XFEM.
Elle permet l’introduction dans un élément, d’un saut dans le champ de déplacement. La
grande différence réside dans le choix de l’enrichissement cinématique utilisé. Le champ
u est décomposé de la façon suivante :

u(x) = ū(x)+ û(x)

avec :

û(x) = (HΓ(x)−φ(x))JuK

La fonction φ est une fonction régulière qui permet d’appliquer les conditions limites
seulement sur le terme ū et non sur le champ global comme pour les méthodes de la
PUM. Cette fonction est choisie de telle façon à localiser le support de û aux éléments
traversés par la discontinuité (qui s’exprime souvent en une combinaison linéaire de HΓ

et des fonctions de forme). On peut montrer que les degrés de liberté ainsi ajoutés sont
élémentaires, semblables à des variables internes à chaque élément. On pourra trouver
plus de détails ainsi qu’une comparaison entre XFEM et SDA dans [Oliver et al., 2006].
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4.4 Bilan
Les méthodes d’enrichissement cinématique, en particulier basées sur la PUM, sont
d’une grande flexibilité vis-à-vis de la simulation de structures complexes incluant
des surfaces internes (fissures et interfaces). En outre, la nécessité de générer un
maillage conforme de la structure, tâche complexe, est pour ainsi dire évitée. On
notera toutefois que dans le cas de la XFEM, le maillage en pointe de fissure doit être
suffisamment fin, et ce pour l’intégration et une bonne représentation de la géométrie
de la fissure. La difficulté est cependant reportée sur les techniques de description
(level-set, CAO) des surfaces implicites et sur l’intégration des nouvelles fonctions
de forme (positionnement des points de Gauss ad hoc ou intégration adaptative).
Les problèmes handbook numériques ont montré une efficacité remarquable pour
le traitement de structure comportant un très grand nombre de détails structuraux.
Le choix des conditions limites utilisées est cependant une question encore ouverte.
Enfin, l’extension aux non-linéarités de type fissuration et décohésion aux interfaces
est non triviale. En effet, il faut mettre en place une stratégie de mise à jour des
problèmes handbook dont la géométrie change, et/ou ajouter à la volée des patchs le
cas échéant.

5 Conclusion et rappel des objectifs
Les objectifs à long terme des présents travaux sont de fournir une méthode adaptée

à l’optimisation d’une famille de matériaux. Dans le cas des CMCs, cela se traduit par
la modélisation du fil, qui semble une échelle adaptée pour obtenir un indicateur fort
de la durée de vie du composite sous chargement chimico-thermomécanique, voir Ch.
1 Sec. 4. Pour ce faire, la microstructure hétérogène du fil doit être prise en compte et
la fissuration qui s’y développe modélisée, car elles pilotent directement l’oxydation au
coeur du matériau. La partie physico-chimique, liée à l’oxydation des différentes phases
ne font cependant pas partie de la présente thèse.

Compte tenu de la complexité de la structure du fil et du réseau de fissuration, la
démarche de matériau virtuel que l’on se propose de développer doit répondre aussi effi-
cacement que possible aux points suivants :

– une représentation aussi légère que possible de la structure. En effet, le maillage
frontal de celle-ci semble peu judicieux, car il demande beaucoup de temps et
d’intervention humaine. De plus, compte tenu des objectifs d’optimisation (et donc
d’automatisation), cette étape est à répéter plusieurs fois ;

– la prise en compte de la microstructure à petite échelle, la redistribution des con-
traintes étant requise pour prédire efficacement la rupture ;

– la prédiction du réseau de fissuration à l’échelle de la microstructure.
A cela s’ajoutera la génération de microstructures réalistes, qui reflète les réalisations

réelles issues du procédé hybride utilisé par Snecma Propulsion Solide pour ses CMCs.
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Cet outil doit permettre de générer des microstructures pour lesquelles les paramètres de
fabrication (nombre de fibres, dispersion, épaisseurs des couches matricielles) peuvent
varier.

Le recours à une méthode multiéchelle semble indiqué afin de prendre en compte les
phénomènes microscopiques, sans avoir à traiter le problème avec une représentation fine
sur tout le domaine. Revoyons brièvement les choix principaux évoqués dans ce chapitre.

Les méthodes de décomposition de domaine s’appuient sur une discrétisation fine sur
tout le domaine et à ce titre ne répondre pas directement au cahier des charges. De plus,
la fissuration doit être traitée par une méthode additionnelle. Par ailleurs, les méthodes
basées sur l’homogénéisation reposent essentiellement sur une séparation suffisante des
échelles et la périodicité du VER. Dans notre cas, il semble difficile de définir un VER
périodique en particulier compte tenu de la faible épaisseur du fil. De plus, la nécessité
de prédiction de la fissuration mènerait à l’utilisation d’une méthode de type FE2, pour
laquelle la description d’un réseau de fissures à échelle macroscopique (ici, le fil) n’est
pas aisée.

Les dernières méthodes évoquées, basées sur un enrichissement de la cinématique des
éléments macroscopique, semblent quant à elles toutes indiquées pour la simulation de
microstructures complexes en évitant les questions de génération de maillages conformes
(du moins en partie). Ces méthodes ne sont pas véritablement multiéchelles (au sens d’
une résolution couplée entre deux échelles est faite), mais permettent une représentation
implicite des détails structuraux. De plus, ces méthodes ont démontré leur applicabi-
lité à la simulation de la fissuration (principalement la XFEM). En outre, le concept de
problèmes handbook et de motifs associés permet la simulation de structure mettant en
jeu un grand nombre d’hétérogénéités pour un coût numérique assez réduit, ce qui semble
particulièrement adapté à notre problématique.

Les travaux se sont donc orientés vers une méthode de type GFEM associée au concept
de problèmes handbook, qui semble bien adaptée à la modélisation de microstructures
avec un grand nombre d’hétérogénéités. Ces derniers sont en effet un moyen élégant de
prendre en compte des phénomènes microscopiques, issus d’analyses numériques (par
EF). La méthode sera cependant adaptée à la modélisation du fil et des spécificités de sa
microstructure, i.e petites tailles des hétérogénéités. La suite de ce document se focali-
sera dans un premier temps sur la reconstruction de fil, sa description et l’extraction des
problèmes handbook. Dans un second temps, la méthode de type GFEM sera mise en
place dans laquelle un enrichissement microscopique est utilisé. L’architecture de code
de calcul y sera abordée. Puis la démarche sera appliquée dans le cadre de la simulation
du fil de CMCs, en 2D puis étendu à la 3D dans un cas simple. Enfin, la dernière partie de
ce document se concentrera sur l’extension de la méthode à la prédiction de la fissuration
se développant dans le fil.
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Chapitre 3

Le matériau Virtuel

DAns ce chapitre nous allons détailler la démarche de
modélisation proposée et en particulier les grandes étapes

et outils associés. Une procédure de génération de morphologie de
fil pragmatique sera proposée ainsi que les outils d’extraction et
de discrétisation des motifs. Le choix de ces derniers sera détaillé
dans le contexte de la modélisation du fil de CMC dans le Chapitre
5.

Sommaire
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3.2 Génération des maillages supports . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4 Bilan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

Vers un matériau virtuel pour l’optimisation qualitative d’une nouvelle famille de CMCs



60 Le matériau Virtuel

1 Démarche proposée

1.1 Les hypothèses fondatrices
On souhaite mettre en place un matériau virtuel, qui soit capable d’optimiser une

famille de matériaux. Cette démarche est ici développée dans le cas des CMCs, pour les-
quels un critère clef est la durée de vie sous chargement thermomécanique et chimique.
On se propose de commencer par la prédiction du comportement élastique et de la fissu-
ration. L’étude bibliographique présentée dans le premier chapitre a permis de déterminer
que l’échelle de modélisation la plus pertinente semble être celle du fil, car la plupart des
mécanismes mécaniques et physico-chimiques y apparaissent. C’est pourquoi, la suite des
travaux se basera sur l’hypothèse que la durée de vie du matériau est pilotée par celle
du fil. Cette démarche permettra de prédire l’influence de la microstructure sur le compor-
tement et la durée de vie et surtout leurs tendances, capitales en terme d’optimisation. La
durée de vie du fil et sa tendance sont en effet des indicateurs forts qui devraient fournir
une aide aux élaborateurs des matériaux.

Il faut donc une modélisation du fil, apte à représenter la microstructure et les phéno-
mènes microscopiques qui s’y développent (mécaniques dans un premier temps). L’idée
est de reconstruire ce fil et son comportement à l’aide de motifs. Ces motifs sont en
quelque sorte des briques élémentaires regroupant des entités topologiques (groupes de
fibres, pores ...) et qui vont permettre d’une part la reconstruction de la microstructure
du fil d’un point de vue topologique (organisation des différentes phases du matériau)
et d’autre part, la détermination des champs de perturbation induits à petites échelles
(concentration de contraintes entre fibre et matrice, autour des pores). Cette manière de
procéder a des similarités avec les travaux de Strouboulis sur la GFEM avec un handbook
numérique et sur lesquels nous reviendrons dans le chapitre suivant. En effet, chaque
motif va donner lieu à la mise en place d’un problème du handbook afin de calculer,
numériquement, le champ induit par la présence du motif au sein du fil. Le modèle mis en
place a donc deux échelles, l’une macroscopique qui va décrire la géométrie globale du
fil, son comportement homogène et les champs à grandes longueurs de variation, l’autre
microscopique et constituée des motifs et des problèmes du handbook associé.

1.2 Les étapes de la démarche et l’organisation des outils
Les hypothèses fondatrices étant posées, nous allons nous concentrer sur l’organisa-

tion des différents outils dans la démarche de matériau virtuel. Compte tenu des objectifs
d’optimisation, deux outils sont nécessaires :

1. un outil de simulation de la morphologie (CMCmorph) ;
2. un modèle numérique pour mener la simulation (MGFEM).

Le premier outil doit permettre la génération de la microstructure du fil, cadre grisé fi-
gure 3.1. Il doit de plus mettre en oeuvre une description de type CAO, grâce à laquelle
les motifs pourront être librement extraits et maillés. Idéalement il s’agit d’un outil de
simulation de procédé. Cet outil n’est cependant pas disponible pour le moment et est
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à l’étude pour les CMCs, voir [Reuge et Vignoles, 2005, Vignoles et al., 2011]. C’est
pourquoi un outil alternatif a été développé, CMCmorph, se basant sur des considérations
purement descriptives et statistiques et qui s’appuie sur l’étude de micrographies du fil.
Il est implanté dans Matlab et profite ainsi de certaines librairies et fonctions présentes
dans le logiciel. L’extraction des motifs est de plus gérée à ce niveau, par le biais d’une
librairie particulière qui sera détaillée par la suite.

Ces motifs, leurs maillages et leurs propriétés sont ensuite dirigés vers le modèle
numérique à proprement parler, MGFEM, qui exploite la plateforme logicielle du labora-
toire LMTpp pour la structure du programme et les outils de résolution [Tranquart, 2012].
On notera que la génération des maillages est volontairement laissée à un logiciel tiers,
Gmsh. Ceci s’explique par le fait qu’aucun mailleur de cette qualité n’est présent dans
Matlab ou dans la plateforme. Nous reviendrons plus en détails sur ce programme dans le
chapitre 4.

Modèle numérique

Reconstruction 
morphologique

GFEM
Mailleur
(Gmsh)

Etude 
micrographies

Données 
statistiques

Géométries 
des motifs Données motifs

(position, propriétés)

Maillages 
des motifs

Maillage grossier

Comportement 
Rupture

Sollicitations

Solveur
(FEM)

Simulation de procédé

Handbook

Solutions
élémentaires

FIGURE 3.1: Organisation des différents outils mis en place dans la stratégie de matériau
virtuel et les flux les reliant.
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2 Reconstruction de la microstructure
L’outil de reconstruction de microstructures est à présent abordé, en se basant sur un

exemple particulier de micrographie. Il faut bien entendu étendre cette étude à plusieurs
réalisations pour une meilleure représentativité. Dans un premier temps, une étude assez
générale de la micrographie est effectuée dont une partie des caractéristiques vont en-
suite être utilisées afin de paramétrer le modèle de reconstruction, basé sur des processus
aléatoires. Puis la procédure de reconstruction, basée sur cette étude, est développée et
chacune des étapes est explicitée.

2.1 Traitement des micrographies
Le traitement des micrographies n’est pas automatique, celles-ci ayant souvent des

propriétés d’exposition (luminosité, spectre) différentes et variant au sein de chacune
d’elles. C’est donc un traitement au cas par cas, demandant beaucoup d’intervention hu-
maine.

Dans un premier temps, la partie de traitement d’images est présentée, dans laquelle
les différentes phases sont extraites. Puis, ces résultats sont analysés statistiquement, en
vue de la mise en place de la procédure de reconstruction.

2.1.1 Analyse par traitement d’image

Afin d’étudier les différentes phases du matériau, chacune d’elles doit être extraite de
l’image. La procédure utilisée ici repose sur trois étapes :

1. la correction des images (exposition, niveau de gris ...),

2. le seuillage des phases étudiées,

3. la séparation des entités au sein d’une phase.

La première étape consiste à s’assurer que chaque phase a un niveau de gris qui lui est
propre. Pour cela, il est souvent nécessaire de corriger la luminosité dans certains do-
maines de l’image, comme les bords qui sont souvent plus sombres que le centre. De
plus, le spectre des niveaux de gris est retravaillé afin que l’image utilise toute l’étendue
du spectre possible figure 3.2, ce qui permet de séparer au mieux les phases. C’est l’étape
la plus � manuelle �, car la luminosité change suivant les micrographies, et la correc-
tion se fait au cas par cas avec un logiciel de retouche d’image, en éclaircissant les zones
sous-exposées (trop sombres).

Puis, chacune des phases est extraite par seuillage (threshold). Cette opération consiste
à sélectionner sur l’image tous les pixels qui ont un niveau de gris compris dans une cer-
taine plage et donc qui appartiennent à la même phase, d’où l’intérêt de bien avoir cor-
rigée celle-ci initialement. On notera que certaines phases peuvent présenter des niveaux
comparables, ce qui rend difficile leur séparation par cette technique et requiert alors
une certaine connaissance du matériau et une intervention humaine. Nous nous sommes
concentrés sur l’extraction des fibres, des blocs de matrice voie liquide et les pores. Le
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reste de la matrice étant le plus souvent constitué d’un dépôt de plusieurs couches d’une
épaisseur quasi-constante. Il y a bien entendu des sites où ce dépôt est plus fin, typique-
ment lorsqu’une zone se bouche et que le précurseur gazeux ne peut plus l’atteindre. On
négligera ces zones par la suite. À noter qu’il est souvent nécessaire de filtrer les artefacts

Originale

Exposition corrigéeCorrigée

A B C

FIGURE 3.2: Correction de l’exposition et des niveaux de gris.

qui apparaissent au seuillage (petit ensemble de pixels ne faisant pas partie de la phase).
Ceci est fait grâce à des opérations de morphologie mathématique de type ouverture. Cette
opération consiste, sur une image binaire, en une érosion des pixels à 1 par un élément
structurant de type disque de rayon donné, suivie d’une dilatation par le même élément
structurant, voir figure 3.3. Ceci a pour résultat de supprimer tous les artefacts plus petits
que le diamètre de l’élément structurant tout en ne modifiant que peu les grands ensembles
de pixels, voir exemple figure 3.4. A noter que l’on peut éventuellement � perdre � les
nodules et pores les plus petits.

Originale Erosion Dilatation

Elément structurant Ancienne frontière

FIGURE 3.3: L’ouverture correspond à une érosion suivie d’une dilatation. Cela permet
de filtrer les objets plus petits que le diamètre du l’élément structurant.
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Originale

Corrigée

FIGURE 3.4: Seuillage des fibres et suppression des artefacts de seuillage par ouverture.

Fibres Voie Liquide Pores

A B C

FIGURE 3.5: Seuillage des fibres, des nodules de voie liquide et des pores sur les zones
A, B et C définies sur figure 3.2.

Une fois les phases désirées isolées figure 3.5, il est intéressant d’en séparer les en-
tités, en particulier les fibres dont certaines se touchent et forment des paquets. Il faut
pouvoir les séparer et les identifier afin d’étudier la dispersion des centres, la variation
de diamètre... Ici, différentes méthodes peuvent être envisagées. Le repérage des fibres
peut se faire à l’aide de la transformée de Hough, une technique permettant l’identifica-
tion dans une image de forme particulière comme des lignes, cercles... Connaissant une
paramétrisation de l’objet recherché, l’image est transformée dans l’espace de ces pa-
ramètres. L’identification de l’objet revient alors à rechercher des maxima locaux dans
cette nouvelle image, donnant les paramètres de l’objet. Cette technique fonctionne bien
pour la recherche d’objets simples tels que lignes et cercles et est peu sensible au bruit.
Cependant, si la paramétrisation fait apparaitre plus de deux paramètres (comme pour un
cercle de position et de rayon inconnu), la technique est lourde à mettre en oeuvre. La
technique employée ici revient à séparer les paquets de fibres à l’aide d’un outil simple
appelé �watershed �. Le principe de cet outil est de travailler sur une image en niveaux de
gris, pour laquelle la valeur d’un pixel définit son altitude. Ainsi, l’image correspond à un
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ensemble de bassins et de collines, chaque bassin étant un objet. La ligne de démarcation
entre deux bassins donne la frontière entre ceux-ci. Techniquement, l’image sur laquelle
s’applique cette transformation est une image où la valeur de chaque pixel est définie par
sa distance avec le plus proche pixel à zéro sur l’image binaire originale et qui définit
alors des bassins pour les objets, voir figure 3.6. Le résultat de cette opération peut être
superposé sur la micrographie d’origine pour permettre une comparaison qualitative. On
notera que le découpage des différentes fibres peut s’avérer être d’une qualité moyenne
lorsque plusieurs (typiquement 4 ou 5) sont collées, voir figure 3.7.

Originale Tranformée de distance Séparé

FIGURE 3.6: Séparation des fibres par watershed.

FIGURE 3.7: Séparation des fibres par watershed.

2.1.2 Analyse statistique

Nous allons à présent caractériser (du moins en partie) chacune des phases extraites
précédemment. Divers outils sont utilisés dont en particulier un outil d’analyse particu-
laire. Cet outil va permettre l’extraction de données quantitatives sur chaque entité d’une
phase. Les entités sont identifiées dans l’image car chacune d’elles définit un contour
fermé de pixels (leur frontière). Chaque contour est alors identifié un à un, jusqu’à ce que
tous soient recensés. Les données utilisées par la suite sont :
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– la position du centre de gravité (unité : pixels),
– la surface (unité : pixels2).

Afin de donner une idée des dimensions au lecteur, on conviendra que l’on a environ 12
pixels dans un diamètre de fibre (soit 1 pixel = 1µm environ).

Etude de la distribution de fibres. Dans un premier temps, la distribution spatiale des
fibres est étudiée. A cette fin, trois mesures sont utilisées :

– une carte d’intensité,
– le covariogramme de l’image binaire des fibres,
– la distribution cumulée des distances d’une fibre à sa plus proche voisine (distance

centre à centre).
La carte d’intensité est une image de la densité locale (ratio du nombre d’événements

dans une fenêtre et de sa surface) des fibres dans le domaine. Cette mesure est souvent
associée à l’étude de processus aléatoire de Poisson (tirage de points) et permet de ca-
ractériser la distribution au premier ordre (c’est à dire à grande échelle). Le calcul de
cette carte se fait en comptant les évènements (les fibres) dans une fenêtre mobile de di-
mension donnée. Cette longueur doit être choisie judicieusement, trop grande elle rendrait
la carte inutile et, trop petite, elle rendrait la mesure sujette au bruit. Ici, une dimension
équivalente à 10 rayons de fibres est utilisée pour dresser la carte, figure 3.8, ce qui per-
met une bonne résolution dans l’épaisseur du fil sans être trop sensible au bruit. On notera
assez logiquement que les fibres sont sensiblement plus présentes dans la zone centrale
du fil.
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FIGURE 3.8: Estimation de la carte d’intensité de la distribution de fibre, calculée avec
une fenêtre d’une taille de 10 diamètres de fibres. On notera que les effets de bords ne sont
pas pris en compte dans l’estimation (intensité anormalement faible sur le bord à gauche

et à droite).

Les deux mesures suivantes, associées à des quantités du second ordre, permettent de
caractériser la distribution et son organisation à diverses échelles. Un outil est le cova-
riogramme, estimé à partir de l’image binaire des fibres figure 3.4. Le covariogramme

Vers un matériau virtuel pour l’optimisation qualitative d’une nouvelle famille de CMCs



Reconstruction de la microstructure 67

fournit en effet une estimation de la covariance grâce aux images expérimentales [Jeulin,
2009]. A ce titre, il permet d’estimer la dépendance spatiale entre deux points au sein du
processus aléatoire, i.e. la probabilité conjointe que X ∈ A et que X + h ∈ A, avec h un
vecteur et A l’ensemble des points appartenant aux fibres. C’est pourquoi cet outil per-
met de détecter une structure dans le processus, comme des clusters, ou une périodicité.
Dans le cas d’un processus stationnaire, le variogramme γ(h) est relié à la covariance C(h)
(lorsqu’elle existe) par :

γ(h) =C(0)−C(h) = P{X ∈ A,X +h ∈ Ā}

avec C(0) = P{X ∈ A}. Pratiquement, le covariogramme est estimé à partir de deux
images binaires, l’originale I et une image Ih translatée de h de celle-ci, voir figure 3.9.
γ(h) correspond alors au nombre de pixels à 1 dans I ∩ Ih. L’étude des covariogrammes
de l’exemple traité, pour un déplacement h horizontal et vertical, ne met pas en évidence
une structure cachée figure 3.10. Il y a en effet absence des pics à intervalles réguliers
caractéristiques d’une périodicité. On notera que les deux variogrammes présentent une
rupture de pente en α' 10 pixels, correspondant environ au diamètre moyen de fibre. Ceci
est caractéristique d’une distribution de disques non recouvrants, car il définit la longueur
à partir de laquelle les deux évènements X ∈ A et X +h ∈ A deviennent indépendants.

Originale I I et Ih Intersection

h ɣ = 10 pixels

FIGURE 3.9: Estimation pratique du covariogramme d’une image binaire.

Enfin, la distribution cumulée des distances d’une fibre à sa plus proche voisine est
estimée 1. Cette fonction reflète les distances caractéristiques de la distribution à petite
échelle. On s’intéressera plus particulièrement aux distributions cumulées (estimées) des
distances d’une fibre à sa première et seconde plus proche voisine, définies par :

G( j)(w) =
#(w( j)

i ≤ w)
n

1. Il est à noter que cet outil est sensible aux effets de bords. En effet, une fibre située au bord aura
moins de voisines qu’une fibre au centre. L’implantation de l’estimateur prend en compte une correction
des effets de bords, définie dans [Martinez et Martinez, 2002].
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FIGURE 3.10: Covariogrammes de la distribution de fibres, vertical et horizontal.

où # est le nombre d’évènement, w une distance, w( j)
i la distance de la première ( j = 1)

ou de la seconde ( j = 2) plus proche voisine et n le nombre de fibres. Le tracé de la fonc-
tion G(1) permet souvent d’indiquer l’existence de cluster dans une distribution de points
[Martinez et Martinez, 2002]. Les estimations des fonctions G(1) et G(2) sont tracées fi-
gure 3.11. On notera de prime abord la compacité assez importante du fil, caractérisée par
le grand nombre de petites distances (forte croissance des courbes pour les petits w). Ces
informations seront particulièrement utiles afin de comparer la reconstruction de morpho-
logie par rapport à la microstructure réelle.
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FIGURE 3.11: Estimation des distributions de distance d’une fibre à sa première et se-
conde plus proche voisine, fonction de la distance adimensionnée par le diamètre moyen

d’une fibre.
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Enfin, l’extraction des surfaces de chacune des fibres permet l’étude de la distribu-
tion des diamètres de fibres, présentée figure 3.12. On notera en outre que ces diamètres
peuvent varier de manière importante, du simple au double.
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FIGURE 3.12: Distribution des diamètres de fibres (en pixels).

Etude des pores et des nodules de matrice voie liquide. L’étude des distributions de
pores et de nodules de matrice voie liquide est plus concise. En effet, compte tenu de
l’historique de fabrication, leur position et leur forme sont largement pilotées par la posi-
tion des fibres, car au commencement il y a la préforme fibreuse. Dans le cas des nodules
de matrice issus de la voie liquide, on remarque qu’ils sont généralement connectés à
peu de fibres, entre 1 et 4, figure 3.13 à gauche. La distribution de leurs surfaces montre
qu’ils sont généralement de petites tailles, de l’ordre de 1 à 3 fois la section d’une fibre
figure 3.13 à droite. Enfin, la fraction surfacique de cette matrice dans la section étudiée
est estimée à 5.3% .

Pour finir, les pores sont le plus souvent de petite taille, de l’ordre de 1 à 2 fois la
section de fibre, figure 3.14. La fraction volumique liée à la porosité est estimée dans
cette section à 2.8% 2. Il n’y a pas lieu ici d’étudier la connexion pores-fibres, car il n’y a
que très rarement des fibres non recouvertes d’une couche de matrice.

2.2 Reconstruction du fil en 2D

2.2.1 Algorithme général

La reconstruction de la section du fil se veut principalement descriptive. Elle se base
sur les hypothèses suivantes : d’une part les fibres pilotent la forme et la position des pores

2. Cette valeur est bien plus faible que les 10 - 15 % généralement constatés dans le matériau. Il faut
préciser que le calcul ici est le ratio entre la surface totale des pores et la surface du fil. La macroporosité
n’est donc pas prise en compte.
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FIGURE 3.13: Distribution du nombre de nodules de voie liquide attachés à des fibres en
fonction du nombre de fibres attachées (à gauche) et distribution de la surface des nodules

de voie liquide.
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FIGURE 3.14: Distribution de la surface des pores.

et des nodules de voie liquide et d’autre part les couches de matrice voie gazeuse sont sup-
posées parfaites, c’est-à-dire d’une épaisseur constante. La procédure de reconstruction
suit l’historique de la fabrication et s’effectue en trois étapes :

1. tirage des centres de fibres dans la section du fil, suivant une loi de distribution
imposée ;

2. création des nodules de matrice voie liquide dans la section du fil ;

3. création des dépôts de matrice voie gazeuse, qui va créer de facto les pores.

Ces trois étapes reposent toutes sur des processus de tirages aléatoires, issus et adaptés
de la librairie Matlab � Computational Statistics Toolbox � [Martinez et Martinez, 2002].
Nous allons détailler chacune de ces étapes.

2.2.2 Tirage des fibres

Le tirage des centres des fibres s’effectue à l’aide d’un processus de Strauss hétérogène.
C’est un processus qui permet de tirer des points dans un domaine (de type processus de
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Poisson) au sein duquel il existe une distance de rejet δ, spécifiant que si le point tiré se
trouve à une distance plus petite que δ d’un point existant, alors il est accepté avec une
probabilité cm où m est le nombre de points alentour à moins de δ. Le coefficient c est le
paramètre d’inhibition. S’il est choisi égal à 1, cela signifie que le point est automatique-
ment rejeté s’il a un voisin plus proche que δ, ce qui est notre choix pour la suite.

Ce processus est dit hétérogène, car une loi de probabilité est imposée au tirage, en
plus de la distance de rejet. Ainsi, la répartition spatiale des fibres tirées reflète la distri-
bution observée sur les micrographies. Cette loi est issue de la carte d’intensité estimée
lors de l’étude statistique précédente. Pour ce faire, la carte est normalisée et sert de loi
de densité de probabilité au tirage des fibres. A cette fin, un algorithme de rejet est uti-
lisé [Lantuéjoul, 2008] qui va permettre de simuler celle-ci (notée f ) à partir d’une loi de
densité de probabilité plus facile à simuler : une loi uniforme (notée U). Chaque nouveau
centre est tiré à l’aide de l’ algorithme 1, illustré figure 3.15.

Algorithme 1: Algorithme de tirage des centres suivant une densité de probabilité
imposée.

pour n f ibre < ncible faire
Génération d’un point X aléatoirement suivant une loi uniforme dans le
domaine ;
Génération de α ∈ [0,1] ;
si α≤ f (X) alors

Le point est admissible
sinon

Le point est rejeté

f(x)

U(x)

Ω X

(x,α)

α ≥ f(x)

0

1

α

x

FIGURE 3.15: Simulation de la densité de probabilité expérimentale, à l’aide de la
méthode de rejet.
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2.2.3 Création des nodules de matrice voie liquide

La génération des nodules de matrice voie liquide est plus complexe. Ceux-ci résultent
de la céramisation du précurseur liquide. Ce processus de solidification n’est pas aisé
à modéliser, impliquant des réactions chimiques et des pertes de volume importantes.
Cependant, on peut noter que la forme des nodules est pilotée par les fibres alentours,
formant une sorte d’empreinte, mais à volume réduit, voir figure 3.16. Par ailleurs, on
remarquera que ces nodules sont le plus souvent attachés à peu de fibre (entre 0 et 3, sur
une section 2D).

FIGURE 3.16: Chaque nodule (en bleu) semble être l’empreinte des fibres alentour (en
rouge), mais transformée.

C’est sur ce constat que se base l’algorithme de génération. Dans un premier temps,
un site est tiré dans le fil, et les centres des fibres alentours récupérés, figure 3.17 a).
Cela est fait à l’aide d’une triangulation de Delaunay, qui permet d’identifier les voisins
naturels dans un nuage de point. À ce stade, un tirage permet de déterminer les fibres qui
devront rester en contact avec le nodule.

a) Tirage d’un site b) Création de l’empreinte c) Transformation 

FIGURE 3.17: Etapes de la génération d’un nodule de matrice voie liquide.

Dans un second temps, l’empreinte des fibres alentour est prise. Elle est effectuée
de manière géométrique, où le polygone formé par les centres des fibres voisines est
intersecté avec des cercles qui représentent les sections de fibre, figure 3.17 b). Enfin
le polygone subit une perte de volume, sous la forme d’une homothétie de centre, le
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centre de gravité et de rapport aléatoire (techniquement dans l’intervalle [0.2,0.8]), où
seuls les points n’étant pas liés aux fibres fixes sont autorisés à bouger, figure 3.17 c).
La procédure continue jusqu’à ce que la fraction volumique ciblée soit atteinte. Toutes
les opérations sur les polygones sont réalisées à l’aide d’une librairie orientée objet pour
Matlab et développée à cet égard, sur laquelle nous reviendrons dans la Sec. 3.1.

2.2.4 Création de la matrice voie gazeuse et des pores

La génération de la matrice voie gazeuse n’est jamais faite de façon globale. Le
séquençage des couches de différentes matrices est géré au moment de la création des
motifs et de leur maillage. Sous les hypothèses choisies, elle correspond à une croissance
homogène de la frontière des entités construites précédemment. On distingue donc deux
cas :

– la création du séquençage ;
– la création des pores.
Dans le premier cas, il faut effectuer un décalage de la frontière des entités topolo-

giques à une distance donnée. Pour les fibres, cette opération est simple, il s’agit simple-
ment d’une homothétie de centre, le centre de la fibre. Il faut cependant gérer les inter-
sections des contours, nous y reviendrons dans la section suivante. Le cas des nodules de
matrice voie liquide est bien plus complexe, car la frontière à dilater n’est pas un convexe
de forme simple. On utilise à cette fin un algorithme de dilatation développé par [Krispijn
Scholte]. Il consiste à créer pour un ensemble de points du contour des points décalés
d’une longueur donnée suivant la normale locale. Cet algorithme présente des difficultés
dans les portions concaves du contour, pouvant mener à des aberrations. Ceci limite la
robustesse de la procédure développée ici.

Dans le second cas, les opérations de morphologie mathématique sont utilisées, car
elles se prêtent particulièrement bien à ce type d’exercice et sont de plus très rapides.
Ainsi, il a été choisi de convertir les entités construites précédemment en image, sur la-
quelle est appliquée une dilatation de rayon correspondant à la mesure sur les microgra-
phies, ou choisi en fonction de la microstructure à modéliser. Les pores sont construits de
facto, et sont identifiés sur l’image à l’aide d’un outil de récupération de contour fermé
dans une image binaire, et convertis à la volée en tant que polygone à l’aide de la librairie
utilisée précédemment.

2.2.5 Exemples et comparaison

Un exemple de réalisation est présenté figure 3.18. Le fil reproduit consiste en 358
fibres et une matrice voie gazeuse monocouche (la génération de plusieurs couches ne
posant par ailleurs aucune difficulté) et une fraction volumique de matrice voie liquide
d’environ 4,5%. Il est intéressant de noter que la dispersion des fibres est assez proche de
celle effectivement observée dans un fil réel, voir figure 3.19. Les nodules ont des formes
assez vraisemblables, voir figure 3.20, bien que plus simples que dans le cas réel. En effet,
compte tenu de l’algorithme de génération, il n’est pas possible d’obtenir des nodules de
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grandes tailles et entourant des fibres, comme il peut être observé sur les micrographies.
Bien entendu, un outil de simulation de procédé à proprement parler sera sans aucun
doute en mesure de mieux prédire leur forme. Il peut de plus y avoir des nodules qui se
chevauchent, même avec l’aide d’une distance de répulsion. Cette partie de création de
nodule voie liquide doit être retravaillée afin d’améliorer sa robustesse.

FIGURE 3.18: Exemple de réalisation ; la matrice voie gazeuse n’est constituée que d’une
seule couche.
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FIGURE 3.19: Comparaison entre les distributions cumulées des distances entre une fibre
et sa première et seconde plus proche voisine.
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Nodules

Empreinte

Fibre

FIGURE 3.20: Exemple de nodules de matrice voie liquide obtenus.

3 Extraction des motifs

3.1 Aspects techniques de la représentation

Il a été évoqué, lors de la présentation de la GFEM, qu’une représentation de type
CAO, où chaque entité puisse être identifiée, doit être disponible afin de faciliter l’extrac-
tion des motifs pour la construction du handbook numérique. Compte tenu de l’approche
de reconstruction développée et de la nécessité d’identification des entités, une librairie
de géométrie en 2D a été développée dans Matlab. Elle repose sur un vision orientée objet
de la géométrie. Les objets et leurs principales opérations (géométriques et booléennes)
sont résumés dans le tableau 3.1.

Classe Attributs Méthodes principales
Segment 2 points cut, intersect, translation, rotation,

homothetie
CircleArc 3 points cut, intersect, translation, rotation,

homothetie
Polyline liste Segment et CircleArc cut, add, minus, order, translation,

rotation, homothetie, export msh

TABLE 3.1: Classes et méthodes de la librairie de géométrie utilisée.

Chaque entité topologique (fibre, pore...) est représentée par des contours fermés
orientés constitués de segments et d’arcs de cercle. Les opérations que l’on pourrait être
amené à effectuer lors de la création de la morphologie sont gérées d’une façon sem-
blable à un logiciel de CAO (à ceci près que l’on ne sauvegarde pas l’arbre de construc-
tion mais simplement les contours et surfaces). Les intersections des contours ainsi que les
opérations booléennes définies entre eux sont effectuées automatiquement. Deux exemples
sont présentés, dans le cas de la création d’un motif de trois fibres et trois couches matri-
cielles, figure 3.21 et dans le cas d’un nodule de matrice voie liquide, figure 3.22.
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FIGURE 3.21: Exemples de géométrie obtenus à partir de la librairie Matlab.
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FIGURE 3.22: Exemples de géométrie obtenue à partir de la librairie Matlab.

3.2 Génération des maillages supports

Comme chaque entité est décrite par son contour, il est possible d’extraire de la
représentation totale du fil certaines entités afin d’en créer un motif pour le Handbook.
L’intérêt de la librairie réside dans le fait que cette description est parfaitement compa-
tible avec la mise en données requise pour les logiciels de maillage, par exemple Gmsh,
qui repose sur une description comparable. Ceci permet donc de générer automatiquement
l’export de géométries vers le mailleur à l’aide d’un fichier *.geo. La figure 3.23 présente
deux exemples réalisés grâce à cette librairie. Les motifs retenus étant capitaux pour la
qualité de la solution obtenue par la GFEM, un choix approprié doit être fait. Le critère
de tri qui sera utilisé, sera détaillé dans le Chapitre 5 pour le cas des CMCs.

Le maillage est accompagné d’un fichier de paramétrage (XML), généré en même
temps que les fichiers .geo. Ces fichiers regroupent les données des différentes phases
(module d’Young, de Poisson) présentes dans le maillage, ainsi que le positionnement du
motif dans le repère du fil.
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Groupe de trois fibres et 
matrice à trois couches Exemple de pore

FIGURE 3.23: Exemples de maillages obtenus à partir du fichier généré par la librairie
Matlab.

4 Bilan
Dans ce chapitre, la démarche de modélisation a été développée. L’accent a dans un

premier temps été porté sur l’organisation des différents outils nécessaires à ces travaux
et les flux de données qui les lient. Puis l’étude de micrographies, à l’aide d’outils de trai-
tements d’images et statistiques, est détaillée. Cela a permis de caractériser le matériau et
sa microstructure en termes de fractions volumiques des différentes phases et de quantités
statistiques, comme l’espacement entre fibres.

Ces données matériaux sont ensuite utilisées comme entrées pour un outil de génération
de la microstructure du fil. Cet outil n’est pas à proprement parler un outil de simulation
de procédé, car les mécanismes physiques et chimiques n’y sont pas modélisés. En outre,
ce type d’outil fait l’objet de recherche par ailleurs au sein du programme ARCOCE, mais
n’était pas disponible au début de ces travaux. Notre outil permet néanmoins la génération
de microstructures 2D réalistes du fil.

Enfin, cet outil utilise une représentation spécifique des entités topologiques, compa-
rable à celle des modeleurs CAO ou des mailleurs. Cette spécificité permet l’extraction et
le maillage des motifs (groupes d’entités topologiques) de manière automatique, en ayant
recours à un mailleur externe (ici, GMSH).

Cet outil de génération est à l’heure actuelle limité au cas de sections 2D du fil, bien
que l’extension au tronçon 3D du fil soit envisagée dans le chapitre 5. De plus, certaines
limitations dues au choix des algorithmes demeurent, en particulier lors de la création des
couches de matrices dans le cas des nodules de matrice voie liquide, qui reposent sur des
opérations topologiques relativement complexes à mettre en place.
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Chapitre 4

Une GFEM multiéchelle

L’objectif de ce chapitre est d’introduire une méthode
multiéchelle qui permette de reconstruire le fil et son compor-

tement à partir d’un ensemble de motifs, de petite taille par rapport
à la structure (le fil). Par application du principe de Saint Venant,
ils induisent des perturbations localisées par rapport à la structure.
Dans le cadre de la GFEM, des fonctions d’enrichissement locales
sont donc introduites, issues d’une extension du problème de l’in-
clusion d’Eshelby au motif quelconque. Cette originalité permet de
transférer le calcul des contributions à la matrice de rigidité glo-
bale, liées aux enrichissements, au niveau de chaque motif. Ces
derniers prennent à présent en charge à la fois la description de la
topologie et de la cinématique locale de la structure.
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1 Introduction et rappel

1.1 Organisation des outils et rappel du problème
Dans ce chapitre, nous allons aborder le coeur du matériau virtuel, c’est-à-dire la

méthode multiéchelle mise en place pour la modélisation et le calcul du fil, correspondant
aux items � GFEM � et � Solveur FEM � sur le diagramme figure 4.1. Cette méthode
sera présentée suivant le cadre de la GFEM, brièvement rappelée en ouverture, car les
similitudes sont nombreuses. Dans un second temps, la définition des problèmes posés sur
les motifs est détaillée dans le cadre de l’élasticité linéaire, sous l’hypothèse des petites
déformations. Une fois la méthode formulée, l’accent est porté sur l’implantation de la
stratégie au sein de la plateforme logicielle du laboratoire, grâce notamment aux outils
LMTpp et Metil qui y sont développés. A noter que les motifs sont ici supposés connus
et leur choix dans le cadre de la modélisation du fil de CMC sera détaillé dans le chapitre
suivant.

Modèle numérique

Reconstruction 
morphologique

GFEM
Mailleur
(Gmsh)

Etude 
micrographies

Données 
statistiques

Géométries 
des motifs Données motifs

(position, propriétés)

Maillages 
des motifs

Maillage grossier

Comportement 
Rupture

Sollicitations

Solveur
(FEM)

Simulation de procédé

Handbook

FIGURE 4.1: Organisation des différents outils mis en place dans la stratégie de matériau
virtuel et les flux les reliant.

Rappelons à présent les notations et le problème à résoudre, qui correspondent à ce qui
a été défini dans le Chapitre 2. On considère un domaine Ω soumis à des efforts imposés
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Fd sur ∂ΩF et à des déplacements imposés ud sur ∂Ωu, figure 4.2. Ce domaine possède
une microstructure, composée d’hétérogénéités notées Pi. Le domaine est de plus soumis
à un effort volumique fd dans Ω. On s’intéresse à la réponse statique, ou quasi-statique du
domaine. Le comportement des différentes phases et hétérogénéités est supposé élastique
linéaire fragile et le tenseur de Hooke, dépendant du point courant x ∈Ω, est noté H(x).

Ω

∂Ωu

∂ΩF

Fd

ud

Pi

fd

FIGURE 4.2: Schématisation du problème de réference.

On note le champ de déplacement u, le champ de contrainte σ et le champ de déforma-
tion ε. Le problème de référence s’écrit alors :

Problème 4.1: Trouver (u,σ) ∈U×S vérifiant :
– l’admissibilité cinématique :

u = ud sur ∂Ωu

– l’admissibilité statique :

div(σ) = fd dans Ω

σn = Fd sur ∂ΩF

– la loi de comportement :

σ = H(x)ε dans Ω avec ε = ε(u)
de f
=

1
2
(Ou+OuT )

– critère de rupture (à définir ultérieurement)
où U et S sont les espaces à énergie finie classiquement utilisés en mécanique des
milieux continus pour les déplacements et les contraintes respectivement.
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1.2 La méthode des éléments finis généralisée � classique �

1.2.1 Principes généraux

La méthode mise en place dans ces travaux s’inspire fortement du cadre de la GFEM
avec un enrichissement numérique, décrit dans les travaux de Strouboulis et al.. Il est
intéressant d’en rappeler ici les détails afin, d’une part, de rappeler les notations adoptées
et, d’autre part, de mieux identifier les points durs d’une telle méthode. La GFEM est
une méthode de type Garlerkin et basée sur la PUFEM [Melenk et Babuška, 1996], cf.
Chapitre 2. C’est une méthode d’enrichissement cinématique de type nodale, fonctionnant
par patch, plus que sur une vision éléments finis classique. L’interpolation prend la forme
générale suivante :

uh(x) =
nEF

∑
i

φ̃i(x)ãi

︸ ︷︷ ︸
uEF (x)

+
nPU

∑
i

φi(x)
ni

enr

∑
j

a(i)j ψ
(i)
j (x)

︸ ︷︷ ︸
uenr(x)

, ∀x ∈Ω (4.1)

On discerne deux parties. La première, uEF(x), correspond à une interpolation classique
de type éléments finis, où les φ̃i(x) sont les fonctions de formes classiques de type poly-
nomiales par morceaux. Cette partie est présente sur tout le maillage. La seconde partie,
uenr(x), constitue un enrichissement construit à l’aide de la PUM. Elle permet d’ajou-
ter à la base de fonctions de forme EF des fonctions φi×ψ

(i)
j qui approchent mieux la

cinématique. Les fonctions d’enrichissement ψ
(i)
j sont connues analytiquement ou cal-

culées par ailleurs, et définies sur des domaines indépendants du maillage courant, que
l’on notera ω j. Le produit des fonctions EF classiques φi avec les fonctions d’enrichisse-
ment permet de réduire le support de fonctions d’enrichissement ω j au support des fonc-
tions EF, noté Ωi. Ainsi, on ajoute des degrés de liberté à certains noeuds du maillage, liés
aux fonctions d’enrichissement, voir figure 4.3. De plus, on notera que uenr(x) s’annule
sur le bord de son support (constitué de l’union des supports Ωi).

On s’intéresse plus particulièrement à la GFEM des travaux de Strouboulis et de
Duarte, où les fonctions d’enrichissement sont issues de problèmes numériques, résolus
par une méthode éléments finis. Cette GFEM met en jeu trois étapes, illustrée figure 4.4 :

1. L’extraction des motifs. Ces ensembles d’entités topologiques (fibres, pores...) ser-
vent au calcul numérique des fonctions d’enrichissement.

2. La résolution des problèmes posés sur ces motifs. On a ainsi un Handbook de solu-
tions numériques, qui va servir à l’enrichissement du problème GFEM global.

3. La construction et la résolution du problème GFEM à l’aide de ce Handbook.

Compte tenu de la vision nodale de la méthode, il est difficile d’expliciter une matrice
de raideur élémentaire, sachant que le nombre et la nature des degrés de liberté (et des
fonctions de formes associées) changent d’un noeud à l’autre. Il est cependant intéressant
d’expliciter la forme des intégrales à évaluer dans une telle méthode.
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Fonction FE

Fonction 
enrichissement

Produit

φi(x)

ψ
(i)
j (x)

φi(x) × ψ
(i)
j (x)

FIGURE 4.3: Représention d’une fonction chapeau, d’une fonction d’enrichissement et
du produit.

Etape 1 : Extraction des problèmes handbook (patchs) 

Etape 2 : Résolution des problèmes handbook (patchs) 

•!  Problèmes de petites tailles    

•!  Processus hautement  
parallélisable 

• Small FE problems

• Easily processed in parallel

Etape 3 : Résolution du problème global 

•!  Les solutions des handbooks sont 
« patchées » pour enrichir le problème 
global grossier 

1st Step :  Handbook problems extraction

2nd Step :  Handbook problems computation

• Handbooks solutions are «patched» onto the 
global problem, to enrich local kinematics

3rd Step :  Resolution of the global problem

FIGURE 4.4: Etapes principales de la méthode GFEM avec Handbook numérique.
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1.2.2 Construction du problème discret et intégration

Considérons la forme faible du problème 4.1, posée en déplacement :

Trouver u ∈U tel que
∫

Ω

H(x)ε(u)ε(u∗)∂Ω =
∫

∂ΩF

Fdu∗∂S+
∫

Ω

fdu∗∂Ω ,∀u∗ ∈U0

(4.2)
Suivant la formulation classique des méthodes de Galerkin, on considère que le champ
test u∗h se place dans le même espace que uh, c’est-à-dire :

u∗h(x) =
nEF

∑
i

φ̃i(x)ã∗i +
nPU

∑
i

φi(x)
ni

enr

∑
j

a(i)∗j ψ
(i)
j (x) (4.3)

Le travail virtuel des efforts intérieurs Tint se décompose en trois parties :

Tint(uh,u∗) =
∫

Ω

H(x)ε(uh)ε(u∗)∂Ω

= T EF
int (uh,u∗)+T EF/enr

int (uh,u∗)+T enr
int (uh,u∗) (4.4)

On montre que la résolution du problème Eq. (4.2), avec l’interpolation en Eq. (4.1),
revient à la résolution d’un système matriciel de la forme :

Ku = F (4.5)

où K et F sont respectivement la matrice de rigidité et le vecteur des efforts généralisés ;
u est le vecteur des inconnues nodales. On suppose que les inconnues sont rangées de
telle façon que les inconnues EF classiques occupent la première partie du vecteur des
inconnues :

u =

[
uEF
uenr

]
(4.6)

Les expressions de K et F sont obtenues par dérivation des travaux virtuels précédemment
définis. En considérant bi ∈ {ai}∪{ãi} et b∗i ∈ {a∗i }∪{ã∗i }, cela s’écrit :

Ki j =
∂

∂bi

∂

∂b∗j
Tint (4.7)

Fi =
∂

∂b∗i
Text (4.8)

Les trois termes T EF
int , T enr

int et T EF/enr
int apparaissant dans l’ Eq. (4.4) définissent les trois

sous-matrices qui composent la matrice de rigidité globale d’un problème de GFEM (K),
et qui concernent respectivement les degrés de liberté éléments finis (KEF ), les degrés
de liberté additionnels (Kenr) et le couplage entre les deux (KEF/enr). L’expression de la
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matrice de rigidité est :

K =




KEF KEF/enr

T KEF/enr Kenr




(4.9)

où les formes typiques des termes de chacune des matrices sont :

KEF
i j =

∫
Ωi∩Ω j

H(x)∇φ̃i(x)∇φ̃ j(x)∂Ω avec i, j ∈ [0,nEF ] (4.10)

Kenr
αβ

=
∫

Ωi∩Ωk

H(x)∇(φi(x)ψ
(i)
j (x))∇(φk(x)ψ

(k)
l (x))∂Ω (4.11)

avec





i,k ∈ [0,nEF ]

j ∈ [0,n(i)enr]

l ∈ [0,n(k)enr]

et

{
α = ∑

i−1
m=1 n(m)

enr + j
β = ∑

k−1
m=1 n(m)

enr + l

KEF/enr
iγ =

∫
Ωi∩Ω j

H(x)∇φ̃i(x)∇(φ j(x)ψ
( j)
k (x))∂Ω (4.12)

avec

{
i, j ∈ [0,nEF ]

k ∈ [0,n( j)
enr]

et γ =
j−1

∑
m=1

n(m)
enr + k

Il y a, à ce stade, deux particularités qui rendent les intégrales précédentes difficiles à
évaluer :

1. Les termes Kenr et KEF/enr mettent en jeu le produit des gradients des fonctions de
la partition de l’unité et de celle de l’enrichissement, i.e. ∇(φi(x)ψ

(i)
j (x))∇(φk(x)ψ

(k)
l (x)).

Lorsque les fonctions d’enrichissement ont des formes complexes, typiquement
quand elles sont issues de problèmes numériques, ces intégrales ne sont pas calcu-
lables numériquement à l’aide d’une simple quadrature de Gauss. En effet, il n’est
pas possible de positionner les points de Gauss efficacement car les fonctions ψ

(i)
j et

ψ
(k)
l (x) sont connues sur des maillages non conformes, cf. figure 4.5. Ce problème

est bien plus complexe que pour la XFEM, où les fonctions complexes à intégrer
(les fonctions d’enrichissement en pointe de fissure) sont connues et toujours les
mêmes.

2. La détermination du tenseur de Hooke H(x) aux différents points d’intégration
représente aussi une difficulté majeure. En effet, le maillage grossier n’étant pas
conforme avec la géométrie du domaine (avantage de la GFEM par rapport à la
FEM), il est difficile de pouvoir identifier le matériau présent au point courant. Dans
les cas traités dans les travaux de Strouboulis, seule une phase est présente (soit un
matériau élastique, soit du vide). Il suffit alors de savoir si le point est dans le do-
maine ou à l’extérieur. L’utilisation de la CAO permet de répondre à cette question,
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bien qu’il soit coûteux d’avoir à tester chaque point. D’un autre coté, s’agissant
d’un test binaire (matériau ou vide), le maillage support des fonctions d’enrichisse-
ment peut être utilisé sans ambiguité. Dans le cas général, où plusieurs phases sont
présentes et que plusieurs enrichissements différents sont présents, cette solution
n’est plus envisageable.

Maillage GFEM

Maillage support de 

Maillage support de 

Noeud i enrichi par

Noeud k enrichi par

Zone d’intégration de

ψ
(i)
j

ψ
(k)
l

ψ
(i)
j

ψ
(k)
l

∇(φiψ
(i)
j )∇(φkψ

(k)
l )

FIGURE 4.5: Exemple de maillage support de fonctions d’enrichissement, par rapport au
maillage régulier de la GFEM.

2 GFEM et séparation d’échelles

Le maillage de la GFEM classique, bien que grossier et non conforme à la géométrie,
reste cependant d’une taille légèrement supérieure aux hétérogénéités présentes dans la
microstructure, cf. figure 4.5. Compte tenu de la géométrie des fils de CMCs, présentée
dans le Chapitre 1, une approche dans laquelle une vraie séparation d’échelle existe entre
microstructure et structure semble plus pertinente. En effet, le diamètre d’une fibre est
d’environ 10µm et la largeur du fil de l’ordre du millimètre, pour une hauteur de 0.1mm.
La taille des hétérogénéités est donc bien inférieure à celle du fil. De plus, comme nous
allons le voir, les perturbations induites par une petite hétérogénéité sont localisées. C’est
pourquoi un concept d’enrichissement local, basé sur des motifs microstructuraux, est
développé.
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2.1 Effet local des hétérogénéités

D’après le principe de Saint Venant, la perturbation induite par une hétérogénéité reste
localisée autour de celle-ci, et s’évanouit rapidement plus on s’en éloigne. Prenons par
exemple le problème d’une inclusion circulaire de rayon a dans un milieu homogène cir-
culaire de rayon b et soumis en r = b à un déplacement imposé, voir schéma figure 4.6
à gauche. Les propriétés élastiques de l’inclusion et de la matrice sont données par leurs
coefficients de Lamé, notés respectivement µ1,λ1 et µ2,λ2. On peut montrer que la pertur-
bation induite ũ(r) par la présence de l’inclusion, par rapport à un milieu complètement
homogène, prend la forme suivante (en coordonnées polaires) :

ũ(r) =

{
(1− b2

a2 )(α−1)r, 0≤ r < a
(r− b2

r )(α−1), a≤ r < b

avec :

α =
(λ1 +µ1 +µ2)b2

(λ2 +µ2)a2 +(λ1 +µ1)(b2−a2)+µ2b2

La décroissance de la perturbation s’observe sur le graphique en figure 4.6 à droite. La
déformation liée à cette perturbation est décroissante en 1/r2. Ceci montre bien que loin
de l’inclusion, les effets dus à sa présence sont faibles.

Ω1

Ω2

x

y

E1, ν1

E2, ν2

∂Ω1 : u =

�
x
y

�
Radial Displacementur

r
M

Disturbance

Total Displacement

Homogeneous Displacement

5 10 15 20

5

10

15

20

r

Inclusion
Medium

FIGURE 4.6: Problème d’une inclusion de rayon a en milieu homogène soumis à un
déplacement imposé en r = b, et les tracés des déplacements totaux, homogènes et de

perturbations associés.

De même, le problème académique de la plaque trouée illustre bien cette localisation.
On montre en effet [Chevalier, 2004], sous l’hypothèse que le rayon du trou est petit par
rapport aux dimensions de la plaque, que le champ de contraintes liées à la perturbation
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prend la forme suivante (en coordonnées polaires, d’origine le centre du trou) :

σrr(r,θ) =
σ

2

[
(−4a2

r2 +
3a4

r4 )cos(2θ)− a2

r2

]

σθθ(r,θ) =
σ

2

[
−3a4

r4 cos(2θ)+
a2

r2

]

σrθ(r,θ) = −σ

2

[
(
2a2

r2 −
3a4

r4 )sin(2θ)

]

où a et σ sont le rayon du trou et la contrainte appliquée sur la plaque respectivement. On
observe donc une décroissance comparable au cas de l’inclusion (en 1/r2).

L’idée fondatrice de la méthode mise en place est donc de tirer parti du caractère local
des perturbations afin de créer un enrichissement local, c’est-à-dire d’enrichir localement
la cinématique d’un modèle éléments finis à l’aide d’une fonction d’enrichissement à sup-
port de petites dimensions comparées aux supports des fonctions chapeaux. Cet enrichis-
sement a pour but de représenter la cinématique locale, autour des hétérogénéités, alors
que le maillage grossier prend en charge la cinématique globale du fil. Cette technique
d’enrichissement microscopique peut être vue de différentes façons, par exemple comme
une méthode de superposition entre un problème grossier et des patchs microscopiques.
Le choix est fait ici de présenter la méthode comme un cas particulier de la GFEM, sous
certaines hypothèses que nous allons détailler par la suite.

2.1.1 Enrichissement local

On suppose pour le moment que l’on est capable de déterminer des fonctions d’en-
richissement locales sous la forme de perturbations locales, induites par un ensemble de
motifs. Nous reviendrons par la suite sur le calcul numérique de ces fonctions du Hand-
book et du problème définis sur les motifs qui permet leur calcul. Supposons donc que l’on
a un ensemble de fonctions d’enrichissement local

{
ψ
(i)
j (x)

}
i∈nPU , j∈n(i)enr

, correspondant à

un ensemble de motifs déterminés par ailleurs.
Compte tenu du caractère local des perturbations, on pose les deux propriétés fonda-

mentales suivantes, liées aux enrichissements (illustrées figure 4.7) :

1. Leur support ω
(i)
j est petit face à celui des fonctions chapeau φi, c’est-à-dire :

Ωi = supp(φi),

ω
(i)
j = supp(ψ(i)

j ),

diam(ω
(i)
j )� diam(Ωi) (4.13)

2. Elles s’évanouissent rapidement loin du motif et sont nulles sur le bord de leur
support :

ψ
(i)
j (x) = 0, ∀x ∈ ∂ω

(i)
j (4.14)
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Etant données ces hypothèses sur la forme de l’enrichissement microscopique, plusieurs
simplifications peuvent être apportées sur la GFEM. Notons que celles-ci ne sont pas
exactes, réduisant de facto la qualité du champ approché uh. Nous montrerons par la suite
que ces approximations sont cependant suffisamment petites pour fournir une approxima-
tion qualitative acceptable du champ inconnu.

Fonction FE φi(x)

Fonction enrichissement ψ
(i)
j (x)

Ωi

ω
(i)
j

Domaine

Domaine d’enrichissement

Fonctions 
d’interpolation

Topologie et 
maillage

Détail structurel

FIGURE 4.7: Schématisation du domaine d’enrichissement par rapport au support d’une
fonction de forme EF, dans le cas d’une séparation d’échelle entre maillage grossier et

hétérogénéités (ω(i)
j �Ωi).

2.1.2 Conséquences des approximations

Approximation liée à la séparation d’échelle : La séparation d’échelle, c’est-à-dire
l’hypothèse Eq. (4.13), simplifie la forme de l’interpolation et les différentes intégrales à
calculer. En effet, compte tenu du petit domaine ω j (support des fonctions d’enrichisse-
ments) comparativement au domaine des fonctions de forme EF Ωi, il peut être considéré
que ces dernières varient peu par rapport aux fonctions d’enrichissement sur le patch ω j.
Il est donc acceptable de les considérer comme constantes sur le patch, c’est-à-dire de
négliger les termes au delà de l’ordre 0 dans le développement de φi(x) au voisinage du
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centre C j du patch ω j :

φi(x) = φi(C j)+(x−C j)∇φi(C j)+O(x)
≈ φi(C j) (4.15)

Cette approximation reste valable tant que la séparation d’échelle est suffisante. La forme
de l’interpolation se simplifie alors largement :

uh(x) =
nEF

∑
i

φ̃i(x)ãi

︸ ︷︷ ︸
uEF (x)

+
nenr

∑
j

a jψ̃ j(x)

︸ ︷︷ ︸
uenr(x)

, ∀x ∈Ω (4.16)

où ψ̃ j =ψ j(x)∑
nPU
i φi(C j). Cette constante (∑nPU

i φi(C j)) n’a pas d’influence sur le système
à résoudre car il ne s’agit que d’une modification d’amplitude de la fonction d’enrichis-
sement ψ j(x). La partie enrichie du champ de déplacement, uenr(x), s’annule sur le bord
de son support, comme c’est le cas dans la GFEM originale.

Non interaction des enrichissements : Compte tenu du caractère évanescent des fonc-
tions d’enrichissement, deux enrichissements suffisamment éloignés n’interagissent pas
ensemble, par construction. Ainsi les termes énergétiques mettant en jeu deux enrichis-
sements distincts sont faibles. Il est donc possible, en première approximation, de les
négliger. De plus, compte tenu de la nullité des fonctions d’enrichissement en dehors
de leur support, les domaines d’intégration se réduisent aux seuls supports des fonctions
d’enrichissement ω j. Le terme A lié au travail virtuel des enrichissements, Eq. (4.4), se
réduit alors à :

A =
npatch

∑
i,k=1

n(i)enr

∑
j=1

n(k)enr

∑
l=1

∫
Ωi∩Ω j

H(x)∇(ΦiΨ
(i)
j )∇(ΦkΨ

(k)
l )∂Ω

≈
npatch

∑
i=1

n(i)enr

∑
j=1

∫
ω
(i)
j

H(x)∇(ΦiΨ
(i)
j )∇(ΦiΨ

(i)
j )∂Ω (4.17)

Cette nouvelle écriture met bien en évidence l’intérêt majeur de cette approximation : il
n’y a plus d’intégration à effectuer entre des fonctions d’enrichissement connues sur des
maillages différents (les produits de la forme ∇(ΦiΨ

(i)
j )∇(ΦkΨ

(k)
l ) avec j 6= l). Cette ap-

proximation est d’importance. En effet, elle signifie que les motifs qui serviront au calcul
des fonctions d’enrichissement doivent être choisis pertinemment, afin que l’interaction
soit la plus faible possible et ainsi limiter la perte de qualité. Ainsi les entités présentant
un fort risque d’interagir, typiquement les fibres collées, seront à regrouper au sein d’un
unique motif.
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Vers une description par motifs : On notera qu’en conséquence de la séparation d’échel-
le, le concept de motifs prend un sens plus fort. Il ne sert plus seulement à la définition
des problèmes pour le calcul des fonctions du handbook. Le maillage de celui-ci permet
en effet la description à la fois de l’enrichissement (les fonctions ψ

(i)
j ) et de la topologie

locale du matériau (par la description du H(x)).

2.2 Formulation de la GFEM multiéchelle
Reprenons le problème global à résoudre à la lumière de l’hypothèse de séparation

d’échelle (et donc d’un enrichissement local) et de ses conséquences. On cherche à résou-
dre le problème sous forme faible suivant :

Trouver u ∈U tel que
∫

Ω

H(x)ε(u)ε(u∗)∂Ω =
∫

∂ΩF

Fdu∗∂S+
∫

Ω

fdu∗∂Ω ,∀u∗ ∈U0

(4.18)
en cherchant une approximation de u(x) sous la forme :

uh(x) =
nEF

∑
i

φ̃i(x)ãi

︸ ︷︷ ︸
uEF (x)

+
nenr

∑
j

a jψ j(x)

︸ ︷︷ ︸
uenr(x)

, ∀x ∈Ω (4.19)

où les fonctions ψ j sont � locales � au sens défini précédemment, cf. figure 4.7. Suivant
la formulation classique des méthodes de Galerkin, on a :

u∗h(x) =
nEF

∑
i

φ̃i(x)ã∗i +
nenr

∑
j

a∗jψ j(x) , ∀x ∈Ω (4.20)

Le travail virtuel des efforts intérieurs Tint s’écrit alors :

Tint(uh,u∗) =
∫

Ω

H(x)ε(uh)ε(u∗)∂Ω

= T EF
int (uh,u∗)+T EF/enr

int (uh,u∗)+T enr
int (uh,u∗) (4.21)

Reprenons chacun des termes séparément et détaillons les calculs qui y sont liés :

Terme lié aux degrés de liberté éléments finis T EF
int (uh,u∗) : Ce terme concerne les de-

grés de liberté de type éléments finis ãi, c’est-à-dire ceux liés aux fonctions de
formes classiques EF φ̃i. Il a pour expression :

T EF
int (uh,u∗) = ∑

i, j
ãiã∗j

∫
Ωi∩Ω j

H(x)∇(φ̃i)∇(φ̃ j)∂Ω (4.22)

Son évaluation ne pose pas de problème particulier hormis la détermination des
propriétés matériau en un point de l’espace H(x). Cependant, ce terme peut se
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décomposer de la façon suivante :

T EF
int (uh,u∗) = ∑

i, j
ãiã∗j

∫
Ωi∩Ω j

H∇(φ̃i)∇(φ̃ j)∂Ω

+∑
i, j

ãiã∗j

∫
Ωi∩Ω j

∆H(x)∇(φ̃i)∇(φ̃ j)∂Ω (4.23)

où H est le tenseur de Hooke d’un matériau homogène, constant dans le domaine
d’intégration. Il représente en quelque sorte le matériau dans lequel � baigne � les
motifs. Cette première partie est donc aisément calculée. ∆H(x) décrit la variation
des propriétés matériau entre le milieu homogène et les motifs. A ce titre, il est
complètement décrit par les maillages liés aux motifs. Comme il sera précisé par la
suite, H n’est pas choisi égal aux caractéristiques homogénéisées mais à celles de
la matrice. ∆H(x) n’est donc pas à moyenne nulle, mais correspond à la différence
entre les propriétés des hétérogénéités et de la matrice.

Terme lié aux degrés de liberté enrichis T enr
int (uh,u∗) : Ce terme correspond au travail

virtuel des degrés de liberté enrichis a j, liés aux fonctions d’enrichissement locales
ψ j. Il a pour expression :

T enr
int (uh,u∗) = ∑

i, j
aia∗j

∫
Ωi∩Ω j

H(x)∇(ψi)∇(ψ j)∂Ω (4.24)

Compte tenu de l’approximation de non-interaction entre enrichissements différents,
et du domaine ω j sur lequel les fonctions d’enrichissement sont définies, on a :

T enr
int (uh,u∗) = ∑

i
aia∗i

∫
ωi

H(x)∇(ψi)∇(ψi)∂Ω (4.25)

Ce terme se calcule aisément aussi, tous les champs étant connus sur le maillage des
motifs. Une quadrature de Gauss, sur le maillage des motifs, permet de l’évaluer
rapidement.

Terme de couplage entre degrés de liberté enrichis et EF T EF/enr
int (uh,u∗) : Ce terme

décrit le couplage entre les degrés de liberté EF et ceux enrichis et a la forme sui-
vante :

T EF/enr
int (uh,u∗) = ∑

i, j
ãia∗j

∫
ω j

H(x)∇(φ̃i)∇(ψ j)∂Ω

+∑
i, j

aiã∗j

∫
ωi

H(x)∇(ψi)∇(φ̃ j)∂Ω (4.26)

L’évaluation des intégrales dans ce cas se fait aussi sur les maillages liés aux motifs,
et requiert seulement de pouvoir évaluer les gradients des fonctions de forme EF en
un point ∇(φ̃i)(x). Dans le cas où les fonctions de forme sont linéaires, on a simple-
ment ∇(φ̃i)(x)= 1. Dans le cas général, compte tenu de la séparation d’échelle entre
motifs et maillage EF, on pourra faire l’approximation que le gradient est constant,
i.e. ∇(φ̃i)(x))≈ ∇(φ̃i)(C j), où C j est le centre du motif.
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Enfin, on considèrera dans la suite des travaux, que les efforts extérieurs s’appliquent
uniquement sur la partie grossière du champ, i.e. uEF(x). Le travail des efforts extérieurs
Text(uh,u∗) s’écrit alors, sous cette hypothèse :

Text(uh,u∗) =
∫

∂ΩF

Fdu∗∂S+
∫

Ω

fdu∗∂Ω

= ∑
i

ã∗i

∫
∂Ωi

Fd φ̃i∂S+∑
i

ã∗i

∫
Ωi

fd φ̃i∂Ω (4.27)

Cette partie est donc identique à son homologue de la méthode des éléments finis, ne
posant aucun problème particulier d’intégration.

2.3 Résumé
Résumons les développements précédents. On considère l’interpolation suivante :

uh(x) =
nEF

∑
i

φ̃i(x)ãi

︸ ︷︷ ︸
uEF (x)

+
nenr

∑
j

a jψ j(x)

︸ ︷︷ ︸
uenr(x)

, ∀x ∈Ω (4.28)

On peut d’ores et déjà noter qu’à la grande différence de la GFEM standard, la méthode
développée ici n’est plus une méthode d’enrichissement nodale. Effectivement, les nou-
veaux degrés de liberté, associés aux enrichissements, ne sont plus � attachés � à un
noeud. On introduit donc des noeuds fictifs (n’appartenant pas au maillage global) au
centre des motifs, voir figure 4.8. On pourrait aussi considérer ces inconnues comme
élémentaires.

De façon similaire au paragraphe 1.2.2, on montre que la résolution du problème Eq.
(4.18), avec cette interpolation, revient à la résolution d’un système matriciel de la forme :

Ku = F (4.29)

où K et F sont respectivement la matrice de rigidité et le vecteur des efforts généralisés.
u est le vecteur des inconnues nodales. En conservant la même convention de rangement
des inconnues, i.e :

u =

[
uEF
uenr

]
(4.30)

On montre que la matrice de rigidité prend la forme suivante :

K =




KEF +∆KEF KEF/enr

. . . 0
T KEF/enr Kenr

0 . . .




(4.31)
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On notera la forme diagonale par bloc de la matrice Kenr. Les expressions de chaque terme
de cette matrice sont les suivantes :

KEF
i j =

∫
Ωi∩Ω j

H∇φ̃i(x)∇φ̃ j(x)∂Ω avec i, j ∈ [0,nEF ] (4.32)

∆KEF
i j =

nenr

∑
k=1

∫
ωk

∆H(x)∇φ̃i(x)∇φ̃ j(x)∂Ω avec i, j ∈ [0,nEF ] (4.33)

Kenr
ii =

∫
ωi

H(x)∇(ψ̃i(x))∇(ψ̃i(x))∂Ω avec i ∈ [0,nenr] (4.34)

KEF/enr
i j =

∫
ω j

H(x)∇φ̃i(x)∇(ψ̃ j(x))∂Ω avec
{

i ∈ [0,nEF ]
j ∈ [0,nenr]

(4.35)

Enfin l’expression du vecteur des efforts généralisés est :

Fi =
∫

∂Ωi

Fd φ̃i∂S+
∫

Ωi

fd φ̃i∂Ω (4.36)

Remarque 4.1:
Il est à noter que dans cette version multiéchelle de la GFEM, les motifs ont deux
fonctions :

1. le calcul des fonctions d’enrichissement, par une méthode éléments finis ;

2. la description de la topologie locale du matériau, c’est-à-dire l’arrangement des
phases à petite échelle.

Cette vision par motifs semble pertinente compte tenu de la complexité de la micro-
structure considérée et elle simplifie largement sa description.

3 Définition et formulation des problèmes sur les motifs
La méthode étant formulée, les problèmes posés sur les motifs sont à présent abordés,

afin de fournir des fonctions d’enrichissement pertinentes et respectant les hypothèses
posées en 2.2. Pour ce faire, une démarche similaire au calcul de la perturbation d’une
inclusion en milieu infini est utilisée, puis est étendue aux motifs quelconques.

3.1 Le probème de l’inclusion
Il a été supposé précédemment que les fonctions d’enrichissement peuvent être vues

comme un problème de résidu vis-à-vis du champ macroscopique EF. L’approche utilisée
ici est similaire à celle d’Eshelby pour déterminer la perturbation induite par une inclusion
ellipsoı̈dale noyée dans un milieu homogène supposé infini. On considère un motif P,
noyé dans un domaine homogène Ω, de grande dimension. On considère de plus que la
frontière ∂Ω du domaine est soumis à un déplacement imposé de la forme Ud = ε0x. Le
problème global s’écrit :
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Maillage GFEM

Maillages motifs

DDL éléments finis

DDL enrichis

FIGURE 4.8: Schématisation des maillages des motifs et du placement des degrés de
liberté dans le cas de la GFEM à enrichissement multiéchelle.

Problème 4.2: Trouver (u,σ) ∈U×S vérifiant :
– l’admissibilité cinématique :

u =Ud = ε0x sur ∂Ωu

– l’admissibilité statique :

div(σ) = 0 dans Ω

– la loi de comportement :

σ = H(x)ε dans Ω avec ε = ε(u)
de f
=

1
2
(Ou+OuT )

où U et S sont les espaces à énergie finie classiquement utilisés en mécanique des
milieux continus pour les déplacements et les contraintes respectivement.

ε0 est un tenseur de déformation supposé constant. Le tenseur de Hooke est décrit de
la façon suivante :

H(x) =
{

Hp x ∈ P
Hm x ∈Ω/P (4.37)
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On suppose que la déformation totale ε peut être décomposée en une partie macroscopique
et homogène ε et une partie liée à la perturbation (due à l’inclusion) ε̃, telles que ε = ε+ ε̃.
Par application du principe de Saint Venant, la déformation macroscopique est dominante
loin de l’inclusion. On a donc ε = ε = ε0 près de la frontière ∂Ω. En conséquence, le
déplacement total peut être vu comme la superposition du déplacement lointain et d’un
déplacement de perturbation :

u = u+ ũ (4.38)

La partie homogène u est solution de :

Trouver (u,σ) ∈U×S tel que





div(Hmε(u)) = 0 dans Ω

u = ε0x sur ∂Ω

σ = Hmε(u)
(4.39)

pour lequel le champ de déplacement u = ε0x est une solution triviale. En introduisant
l’Eq. (4.39) dans le problème global problème 4.2, on montre que ce dernier se réduit à :

Trouver (ũ, σ̃) ∈U×S tel que





div(H(x)ε(ũ))+div(∆H(x)ε(u)) = 0 dans Ω

ũ = 0 sur ∂Ω

σ̃ = H(x)ε̃(ũ)
(4.40)

où ∆H(x) est défini par la différence des tenseurs de Hooke de point courant x et celui de
la matrice Hm :

∆H(x) =
{

Hp−Hm pour x ∈ P
0 pour x ∈Ω/P (4.41)

L’Eq. (4.40) définit ainsi le problème de perturbation à résoudre sur Ω. A noter que la
condition en déplacement ũ = 0 est valide seulement pour un domaine infini, i.e. quand
l’inclusion est suffisamment petite par rapport au domaine Ω.

Ceci définit le problème qui permet le calcul des fonctions d’enrichissement dans le
cas d’une inclusion ellipsoı̈dale, que l’on peut écrire sous forme faible :

Problème 4.3: Trouver ψ ∈U telle que, ∀u∗ ∈U :∫
Ω

H(x)ε(ψ)ε(u∗)∂Ω+
∫

P
σ̂ε(u∗)∂Ω = 0 (4.42)

dans lequel le chargement en contrainte provient de la disparité des propriétés matériau
entre inclusion et matrice et de la déformation homogène : σ̂ = ∆H(x)ε(u).

3.2 Extension aux motifs quelconques
La solution au problème 4.3 est connue analytiquement seulement pour une inclu-

sion ellipsoı̈dale en milieu infini, grâce aux travaux de Eshelby. Dans le cas général
d’un motif quelconque, par exemple un groupe de fibres entouré de couches de matrice
différentes, il faut rechercher une approximation numérique du champ de perturbation.
D’une manière similaire au Handbook numérique des travaux de Strouboulis, une ap-
proximation éléments finis est recherchée.
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Problème complet du 
motif chargé à l’infini Problème homogène

Problème de 
perturbation

Hm

Ω

�0

HI

∂Ω
Hm

Ω

∂Ω

u = �0x

Hm

Ω

HI

∂Ω

ũ = 0

σ̂ = ∆H(x)�((u))

FIGURE 4.9: Décomposition du problème d’une inclusion en milieu homogène infini en
un problème homogène et un problème de perturbation.

3.2.1 Motifs de type groupe de fibres

Le chargement σ̂ = ∆H(x)ε(u) n’est pas connu à l’instant du calcul des fonctions
du handbook, celui-ci étant antérieur au calcul global. Le problème étant élastique, il
suffit de prendre une base de chargement, pouvant reproduire la plus grande partie des
chargements possiblement applicables au motif, et qui correspond à la cinématique du
champ macroscopique. On choisit ici de prendre une base de chargement en déformation
homogène et constante de ε̂. Dans le cas simple où il n’y a qu’une phase matériau dans le
motif (groupes d’inclusion seules), la base choisie en 2D est :

ε̂ =

{[
1 0
0 0

]
,

[
0 0
0 1

]
,

[
0 1
1 0

]}
(4.43)

Dans le cas plus général, où plusieurs phases sont présentes, le chargement varie propor-
tionnellement aux propriétés chaque phase. On applique au final une précontrainte de la
forme :

σ̂ = ∆H(x)ε̂ (4.44)

où ε̂ correspond à la base précédemment définie. On notera que pour des raisons pratique,
le maillage du vide est conservé, car il permet l’évaluation de la correction à apporter à la
partie éléments finis de la matrice de rigidité (∆KEF , cf. 2.3).

Enfin, il est difficile de procéder à une simulation EF dans un volume infini. Le motif
est donc considéré au sein d’un domaine carré de grande dimension, de côté de l’ordre
d’une dizaine de fois la dimension du motif, puis maillé. C’est ce maillage qui sert ensuite
dans la GFEM, comme support de la fonction d’enrichissement et comme description de
la topologie locale du matériau.
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3.2.2 Motifs de type pore

Les motifs présentant des vides, comme ceux qui seront utilisés pour les pores, re-
quièrent un traitement particulier. En effet, dans la cavité, le champ de contrainte vaut
zéro, mais le champ de déformation y est indéterminé. Par ailleurs, on a besoin, lors
de l’assemblage de la matrice de rigidité globale, d’un maillage du vide afin de pou-
voir intégrer les termes de correction de la partie éléments finis de la matrice globale
(∆KEF , cf. section 2.2) et ainsi définir localement l’absence de matière. En suivant le
cadre précédemment établi, on applique alors un effort surfacique sur la frontière du pore,
tel que :

Fd = σ̂n (4.45)

où n est la normale rentrante à la surface Γ du pore. La partie du maillage, utilisé lors
de la résolution, qui représente le vide est donc conservée, les propriétés matériau étant
définies à zéro et les degrés de liberté imposés à zéro.

Hm

Ω

∂Ω

ũ = 0

n

Γ

Fd = σ̂n

FIGURE 4.10: Schéma du problème résolu pour un motif de type pore.

4 Implantation numérique

Nous allons à présent aborder l’implantation de la méthode au sein de la plateforme
logicielle disponible au laboratoire et composée, entre autres, du code LMTpp et du lo-
giciel Metil, sur lesquels nous reviendrons. Bien entendu, d’autres choix auraient pu être
faits, comme Cast3m ou Matlab. Cependant, le rapport flexibilité / performances semble
être en faveur de la plateforme du laboratoire. Après un rappel bref des opérations à effec-
tuer dans la méthode, nous nous concentrerons sur l’architecture du code et détaillerons
les choix d’implantation vis-à-vis des possibilités et limites de chaque outil.
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4.1 Rappel des opérations mises en jeu
Afin de mieux cerner les choix faits lors de l’implantation dans la plateforme logicielle

du laboratoire, il est intéressant de rappeler les diverses opérations devant être menées lors
d’un calcul GFEM :

1. Identification des motifs. Cette opération d’identification des motifs a déjà été
abordée dans le chapitre 3 et est effectuée sous Matlab, lors de la génération de la
microstructure du fil.

2. Maillages des motifs. De même que précédemment, cette opération a été abordée
dans le chapitre 3 et est gérée par le mailleur Gmsh.

3. Calcul des fonctions d’enrichissement. Cette opération consiste à résoudre par
éléments finis le problème de résidu défini dans la section 3. Ce calcul est paramètré
par un ensemble de valeurs et de groupes d’éléments (conditions limites, charge-
ments, propriétés matériau) réunis sous forme de fichier XML et issus de l’outil
Matlab.

4. Gestion (ajout, positionnement) des motifs et enrichissement associés. Il s’agit
ici de déterminer les zones où se place chaque motif et de gérer la collection de
fonctions d’enrichissement (et maillages associés).

5. Calcul et intégration des matrices de rigidité et second membre. Cette opération
est le coeur de la méthode mise en place. Elle consiste en la détermination (calcul
et assemblage) de la matrice de rigidité globale mettant en jeu à la fois les degrés
de liberté macroscopiques et enrichis. Le point dur est ici le fait que les fonctions
d’enrichissement ne sont connues que sur des maillages annexes.

6. Résolution. Une fois les matrices et vecteurs connus, un solveur est utilisé pour
résoudre le problème sous forme matricielle.

7. Reconstruction et tracé des champs.

Nous verrons que suivant l’opération, il est plus facile et/ou performant de l’implanter
dans un outil ou l’autre de la plateforme logicielle.

4.2 Architecture de la plateforme
4.2.1 Architecture générale de la plateforme

La plateforme logicielle du LMT est composée de plusieurs outils, qui s’organisent
autour du code de calcul éléments finis LMTpp. Le schéma en figure 4.11 rappelle cette
organisation et les échanges entre outils. Il peut être observé que le code LMTpp est
en forte interaction avec les outils de génération de code, ce qui est une particularité
notable de la plateforme. Cette organisation autorise une grande liberté quant-aux couples
formulations / éléments utilisables. Les tâches liées à la génération des maillages et du
post-traitement/visualisation des résultats sont quant à elles effectuées par des logiciels
externes, par exemple le mailleur GMSH ou le visualiseur Paraview.
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Code de calcul EF
(LMTpp)

Logiciel de calcul formel et 
génération de code

(Metil)

Logiciel de maillage
(Gmsh)

Logiciel de visualisation
(Paraview)

Maillages Maillages et 
champs

Routine cpp : 
  - des matrices de rigidité
  - second membre
  - paramètrisation des 
classes

- Définition des champs
- Formulation variationnelle sous forme 
analytique
- Eléments utilisés
- Code de calcul cible (LMTpp,  Abaqus)

FIGURE 4.11: Organisation des outils (Metil et LMTpp) et logiciels au sein de la plate-
forme logicielle du laboratoire.

4.2.2 Le logiciel de calcul formel et de génération de code Metil

Metil a pour but d’éviter à l’utilisateur d’effectuer lui-même la programmation, dans
LMTpp ou un autre code, de comportement non standard, en mettant à sa disposition
un langage formel pour exprimer le problème (par exemple l’énergie à minimiser sur
un maillage contenant un type d’élément donné), tandis qu’en arrière plan, le logiciel
génère les routines appropriées, par exemple pour le calcul et l’évaluation de la matrice
de rigidité, en fonction des éléments utilisés (et de leur formulation).

Ce logiciel se base sur un outil de calcul formel qui utilise une représentation des
expressions analytiques en arbre d’opérateurs et d’opérandes. Il permet, à ce titre, d’ef-
fectuer un certain nombre d’opérations mathématiques (dérivations, intégrations) analy-
tiquement (jusqu’à un certain point). Son grand intérêt réside dans la représentation par
arbre, qui permet d’effectuer des simplifications et ainsi limiter le nombre d’opérations
requises pour l’évaluation d’une expression, voire d’en pré-calculer une certaine par-
tie analytiquement. Sur cette base de calcul formel, un cadre éléments finis générique
est programmé, pour lequel la représentation des champs par une interpolation sur un
maillage quelconque est définie. Il est donc possible à ce stade de définir la formulation
du problème pour un élément quelconque donné, c’est à dire la forme variationnelle du
problème que l’on souhaite résoudre. Divers traitements et fonctions permettent ensuite le
calcul des entités élémentaires (matrices de rigidité, seconds membres), analytiquement
ou par points de Gauss, puis de générer les fichiers et routines associés, en fonction du
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code cible. On notera que l’on peut aussi générer d’autres fonctions pour LMTpp, comme
un post-traitement particulier, bien qu’il faille alors programmer soi-même une partie de
la génération.

Les gains en flexibilité d’un tel outil sont donc importants. Il permet d’une part la
génération automatique de formulations complexes pour une large gamme d’éléments
différents. D’autre part, les codes générés sont, le plus souvent, optimisés en terme de
nombres d’opérations et de gestion de la mémoire.

Il souffre cependant de certaines limitations pour le moment. En effet, la génération
est limitée au seul cadre éléments finis (donc méthodes nodales exclues). De plus, compte
tenu des capacités actuelles, la complexité des expressions gérées restent limitée. En par-
ticulier l’intégration de fonctions singulières ou discontinues, ou définies sur un maillage
annexe, peut mener à des expressions générées d’une taille très importante. La compila-
tion de ce code généré peut donc dans certains cas être très longue et très demandeuse en
mémoire vive (voire impossible sur certains ordinateurs de bureau).

Exemple de taille de code généré : Considérons un exemple simple pour illustrer cette
limitation. On souhaite calculer dans un élément triangulaire quelconque e1 l’aire com-
mune avec un autre élément e2 quelconque annexe, dont les coordonnées des noeuds sont
illustrées figure 4.12. Explicitons les étapes du calcul, qui rappelons-le, est analytique de

Repère courant

Repère 
élément

Repère 
élément

e1

e2
X

x1 x2

P
(1)
1

P
(1)
2

P
(1)
3

P
(2)
1

P
(2)
2

P
(2)
3

FIGURE 4.12: Schématisation et paramètrage de l’intégration d’un champ entre deux
éléments triangulaires.

bout en bout :
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1. Dans un premier temps, il faut connaitre la position X dans le repère courant, as-
socié à un point x dans l’élément e1 :

X =
3

∑
i=1

φi(x)P
(1)
i (4.46)

où les P(1)
i sont les positions des noeuds de l’élément e1 et les φi les fonctions de

forme. On note cette application T1.

2. Dans un second temps, il faut passer X dans le repère de l’élément e2. En notant
de même que précédemment l’application de mapping entre repère de l’élément et
repère courant T2, on a :

x2 = T−1
2 (X) = T−1

2 (T1(x)) (4.47)

3. Il faut alors déterminer si le point x2 appartient à l’élément e2. Pour cela on utilise
une fonction G retournant 1 si le point est dedans et 0 autrement. Cette fonction
s’exprime à l’aide d’un produit de trois Heaviside dans le repère de l’élément. On a
alors en tout point la fonction indicatrice :

G(x2) = G(T−1
2 (T1(x))) (4.48)

4. Enfin, on intègre cette fonction sur l’élément e1. En notant Ae1∩e2 l’aire commune
entre deux triangles quelconque, on a :

Ae1∩e2 =
∫

e1

G(T−1
2 (T1(x)))dΩ (4.49)

Le code généré à partir du calcul analytique de l’Eq. (4.49) (qui donc est général, pour
tous les couples de triangles) comporte 987 133 instructions. Il demandera quelques Go
de mémoire vive lors de la compilation. Cet exemple, bien que pathologique, est assez
proche des opérations que l’on souhaite effectuer lors de la construction de la matrice de
rigidité dans la GFEM, par exemple lors de l’évaluation des termes de la forme :

KEF/enr
i j =

∫
ω j

H(x)∇φ̃i(x)∇(ψ̃ j(x))∂Ω

où les φ̃i(x) et ψ̃ j(x) sont connus sur deux maillages différents. Il est révélateur de la
limite de l’approche par génération de code en général : la généricité d’une telle approche
analytique rend les expressions d’une complexité croissante et exponentielle. Ce qui a
pour résultat un code généré de très grande taille alors qu’une approche numérique aurait
demandé quelques boucles d’évaluations et tests et serait compilable.
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4.2.3 Le logiciel de calcul éléments finis LMTpp

LMTpp est un code de calcul numérique programmé suivant le paradigme de la pro-
grammation orientée objet, en C++. Il fait usage d’une programmation générique permise
par le langage C++, et permet de traiter des problèmes par des méthodes éléments fi-
nis standards (entre autres). LMTpp fait face a deux enjeux : i) être flexible quant aux
opérations qu’il peut être amené à faire (par exemple sur les types des arguments) et ii)
être performant. Pour y faire face, LMTpp se base sur la métaprogrammation par template.
Cette façon de programmer a pour but de paramétrer au maximum les classes et fonctions
de sorte que la spécialisation des méthodes et même une pré-évaluation de certaines ex-
pressions puissent être faites dès la compilation du code source [Veldhuizen, 1995]. De
plus, il supporte en partie le multithreading, en particulier lors de l’assemblage et de la
résolution des systèmes matriciels, pour certains types de solveurs internes (LDL, Cho-
lesky...) et externes (interfacés avec les librairies SuiteSparse, Intel-MKL, MUMPS). En-
fin de nombreux types d’éléments différents sont disponibles, bien que nous nous concen-
trerons sur les éléments de type triangle (à 3 noeuds) et quadrangle (à 4 noeuds) par la
suite.

Une particularité de LMTpp, comme nous l’avons déjà évoqué, est l’absence d’une
bibliothèque de comportement, que l’on retrouve dans les logiciels éléments finis clas-
siques. En effet, la formulation du problème, c’est-à-dire l’expression de l’énergie po-
tentielle élémentaire, est décrite par ailleurs et fait l’objet d’un pré-traitement dont le but
est de fournir un ensemble de fichiers. Ceux-ci vont paramétrer les différentes classes de
LMTpp (définition des champs et interpolations) ainsi que fournir l’expression des ma-
trices de rigidité et des seconds membres (MeshCarac pour le maillage et les éléments et
FormCarac et add elem matrix pour la formulation et l’expression de la matrice de rigi-
dité). Cette architecture particulière est schématisée figure 4.13. Ces fichiers sont générés
en interne, à l’aide d’un outil en python, ou bien à l’aide du logiciel Metil dont nous
venons de parler.

Cette façon de procéder offre une flexibilité certaine quant à l’utilisation de lois de
comportement et formulations non standard. Cependant, l’utilisation de la méta-program-
mation rend la lecture du code et la programmation nettement plus ardue, par exemple
par l’absence de types explicitement définis dans le code des méthodes. L’accès à la pro-
grammation dans LMTpp et au debuggage est donc difficile. Enfin, il convient de préciser
que la structure de données reste proche de celle des éléments finis, où un traitement
élémentaire peut être fait (le traitement de chaque élément est le même), ce qui est un fac-
teur limitant vis-à-vis des méthodes nodales (GFEM classique, XFEM) où les fonctions
de forme et le nombre d’inconnues varient d’un noeud à l’autre.

4.3 Intégration de la méthode dans la plateforme

Comme nous venons de le voir, la plateforme regroupe deux outils, basés sur des
représentations différentes, et ayant des possibilités et limites qui leur sont propres. Le
code, nommé MGFEM (pour Multiscale Generalized Finite Element Method), développé
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<Mesh>
- Elements
- Nodes

* Interpolation

<Element>
- Nodes
- Fields

<Formulation>
- Mesh

* Add_constraints
* Pb_assembly
* Pb_solve
* Update_unknows

MeshCarac add_elem_matrix

<Node>

Paramètrage

Lien (pointeurs)

LMTpp

Fichiers générésFormCarac

- Membres

* Méthodes

<.> Classes

FIGURE 4.13: Schématisation simplifiée de l’architecture du code LMTpp et de la pa-
ramétrisation des grandes classes.

dans les présents travaux se base sur ces deux outils. Il exploite une version modifiée de
l’outil de génération de code METIL, pour la génération des contributions à la matrice de
rigidité, et de la structure du code LMTpp et de ces outils de résolution. Reprenons les
opérations de la section 4.1 et détaillons dans quels outils elles ont été implantées (hormis
les deux premières qui sont faites sous Matlab) :

1. Calcul des fonctions d’enrichissement. Cette opération de constitution du hand-
book requiert un calcul éléments finis classique, sans nécessité de développement
supplémentaire particulier. Les matrices de rigidité élémentaires et seconds membres
sont pré-calculés et générés sous Metil et le calcul effectué sous LMTpp.

2. Gestion (ajout, positionnement) des motifs et enrichissement associés. Cette
gestion a été programmée en C++ pour LMTpp, par le biais d’une classe parti-
culière, dédiée à faire l’interface entre le handbook numérique et le programme
principal de LMTpp. Les données d’entrée sont issus du code CMCMorph. Cette
classe prend en charge la sauvegarde, le mapping entre repères, la gestion des in-
dices liés aux motifs et à l’évaluation des fonctions d’enrichissement. L’ajout des
motifs se fait par un fichier XML, généré en même temps que l’identification des
motifs à partir de l’étude des micrographies.

3. Calcul et intégration des matrices de rigidité et second membre. Cette opération
clef a été programmée entre les outils Metil et LMTpp. Metil a été modifié pour
permettre la génération des contributions à la matrice de rigidité liés aux enrichis-
sement. Pour ce faire, des champs ”fantômes” sont introduits pour représenter les
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fonctions d’enrichissement, qui ne sont pas connues à cette étape. Ces contribu-
tions sont générées pour un point de Gauss, afin de limiter la taille du code générée.
L’intégration globale est implantée dans le programme C++, en faisant appel à la
classe de gestion du handbook, pour la détermination des indices et les évaluations
de fonctions d’enrichissement.

4. Résolution. Cette opération classique est effectuée sous LMTpp, à l’aide des outils
de résolution pré-existants (ici, il a été choisit un solveur de Cholevsky modifié).

5. Reconstruction et tracé des champs. De même que pour l’intégration, l’implan-
tation de cette opération est partagée entre Metil et LMTpp. Le premier génère la
routine de reconstruction, qui est ensuite utilisée dans LMTpp dans une fonction de
traçage adaptée à la gestion d’interpolation enrichie, créée pour l’occasion.

Cette façon de procéder limite donc les entités décrites dans Metil, afin de pallier les
difficultés de taille de code généré. Cependant, comme les opérations sont partagées, il a
été nécessaire d’implanter de nouvelles méthodes dans les deux codes à la fois et avoir
une stratégie de debuggage particulière.

Compte tenu de ces choix, l’organisation des grandes classes et outils dans la plate-
forme est résumée figure 4.14. La gestion des enrichissements se fait dans une structure
dédiée, qui va faire interface entre le problème global et les motifs. Le logiciel Metil est
quant à lui utilisé pour générer les entités élémentaires pour les problèmes du handbook
et le problème GFEM (à ceci près que pour ce dernier, l’intégration est déportée dans
LMTpp).

4.3.1 Détails sur le post-traitement des résultats

Le post-traitement des résultats est un point délicat de la méthode, vis-à-vis des outils
à disposition. En effet, il faut pouvoir assembler des champs définis sur des maillages
différents. Par exemple. lors de la reconstruction du champ de déplacement, il faut ad-
ditionner en tout point le champ macro et le champ dû aux différents motifs et connus
sur des maillages annexes. L’export de tous les maillages sous Paraview par exemple, ne
permet pas de faire une telle reconstruction. De même, l’export des valeurs des champs
par point de Gauss n’est pas utilisable.

Il a donc été choisi de reconstruire les champs point par point, recréant ainsi une
image. On considère donc que l’on trace le champ d’intérêt sur une image d’une résolution
donnée. La reconstruction se fait en deux étapes :

1. Construction du champ macroscopique sur l’étendue de l’image,

2. Correction liée aux différents patchs.

Cette procédure est relativement longue. En effet, les calculs et opérations sur les images
sont effectués par le CPU, qui ne dispose pas d’une architecture et surtout de jeux d’ins-
tructions optimisées pour ce genre d’opérations graphiques.

Cette solution reste donc provisoire, et d’autres solutions sont à l’étude. L’utilisation
de la carte graphique pour effectuer cette reconstruction serait souhaitable, car son ar-
chitecture largement parallélisée et ses instructions dédiées et optimisées accélèreraient
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FIGURE 4.14: Schématisation simplifiée de l’architecture du code, avec la mise en place
d’une classe dédiée faisant interface entre la formulation globale GFEM et le Handbook

contenant tous les enrichissements.

largement le processus. Cela peut être fait de différentes façons, soit par la programmation
d’une procédure dédiée, par exemple en CUDA, soit par l’utilisation d’un logiciel externe,
capable de pouvoir faire des opérations entre champs définis sur des maillages différents,
par exemple le logiciel de visualisation et de post-traitement Avizo. Ce logiciel permet en
effet de reconstruire automatiquement une image 2D ou 3D (sorte de tomographie) des
champs à partir d’un maillage. Lorsque plusieurs sont chargés, il est alors possible d’ef-
fectuer un ensemble d’opérations entre ces images (translation, rotation, mise à l’échelle,
opérations mathématiques entre champs discrets (+,-,*...)). Cela permettrait, dans notre
cas, de faire automatiquement (à l’aide d’un script) et rapidement la reconstruction des
champs .

5 Bilan

Une nouvelle approche multiéchelle pour la simulation de microstructures complexes,
dans le cadre de l’élasticité linéaire, a été proposée dans ce chapitre. Elle a été présentée
comme un cas particulier de la méthode des éléments finis généralisés (GFEM), dans
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laquelle une séparation d’échelle, entre la microstructure et le maillage global, est intro-
duite. Il est ainsi possible de considérer les perturbations induites par les hétérogénéités
localisées. Ce caractère local a deux conséquences fortes : le découplage des intégrations
entre les échelles et entre les motifs d’enrichissement.

Ainsi, une approche originale est développée, qui se base sur un ensemble de motifs
pour décrire à la fois la microstructure et la cinématique locale. Cette stratégie permet
d’une part d’éviter les procédures de maillage de la totalité de la structure et d’autre part
les problématiques d’intégration entre maillages non-conformes (support des fonctions
d’enrichissement numériques), présente dans le cas dans la GFEM classique. La taille
des systèmes linéaires globaux est de plus d’une très petite, par rapport à une méthode
éléments finis classique.

Enfin, le modèle a été implanté dans le code nommé MGFEM, qui exploite une partie
de la plateforme logicielle du laboratoire. Cet outil permet de bénéficier à la fois de la ca-
pacité de calcul du code C++, combiné à la souplesse d’implantation lié à l’outil de calcul
formel et de génération de code. Le programme a fait l’objet de la rédaction d’un manuel
[Tranquart, 2012], qui reprend les bases de fonctionnement de la plateforme logicielle du
laboratoire, complétée par les développements spécifiques liés à ces travaux. On notera
cependant que le post-traitement des résultats demeure un point dur, car aucun outil ne
permet de faire la reconstruction des champs simplement et efficacement pour le moment.
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Chapitre 5

Application à la modélisation du fil de
CMCs

L’ensemble de la démarche de reconstruction et de simulation est
à présent appliquée à la modélisation du fil de CMCs. Dans

un premier temps, le choix des motifs, qui s’appuie sur un critère
de distance d’interaction, est décrit. La démarche est ensuite ap-
pliquée à la simulation du fil en 2D. Enfin, la méthode est étendue
à un cas simple de tronçon de fil 3D.
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1 Modélisation du fil de CMC

Les chapitres précédents ont mis en place les hypothèses et outils nécessaires à la
modélisation du fil de CMC, en élasticité du moins. D’une part, les outils de génération de
morphologie autorisent la production d’une large gamme de microstructures qui couvrent
les différentes générations de CMCs comme nous allons le voir dans ce chapitre. Les
générations vont de la matrice monocouche aux matrices multi-séquencées et hybrides des
dernières générations élaborées par Snecma Propulsion Solide. D’autre part, une méthode
multiéchelle est mise en place afin d’effectuer la modélisation et la simulation du fil par
l’intermédiaire d’un Handbook de motifs. Ces derniers prennent en charge à la fois la
description de la cinématique locale et la description locale du fil (du point de vue to-
pologique). Nous allons donc à présent aborder l’application de cette démarche au fil de
CMCs.

On considérera pour ce faire une situation simplifiée où le fil, supposé infini, est
isolé du reste du matériau (i.e. du reste du tissage et du seal-coat). Ces derniers ont bien
évidement une influence importante sur le fil : sur sa forme tout d’abord (section, ondula-
tion) et sur les conditions limites qui s’y appliquent.

Dans un premier temps, des sections 2D du fil sont considérées, sous chargement plan,
et simulées sous l’hypothèse des déformations planes (ce qui correspond à un fil infini).
Ces exemples vont permettre d’illustrer la démarche de modélisation et plus exactement :

1. la définition de Handbook et des motifs qui le constituent ;

2. la simulation en utilisant la GFEM multiéchelle.

En particulier, l’étape de création du Handbook, reposant sur la détermination d’une dis-
tance d’interaction, est détaillée. Il s’agit cependant plus d’une étude préliminaire et,
comme nous le reverrons, un travail est encore nécessaire quant au choix des motifs. De
plus, la qualité de la solution GFEM obtenue est abordée, par comparaison à une solution
de référence obtenue par éléments finis et dont la qualité peut elle-même être estimée.

Enfin, l’extension de la démarche à la modélisation d’un tronçon 3D du fil est abordée.
Elle soulève en effet un certain nombre de points durs, d’une part au niveau de la génération
de la morphologie et l’extraction des motifs pertinents et d’autre part de la prise en
compte de motifs � longs � traversant plusieurs éléments globaux et qui proviennent
de la modélisation des fibres.

2 Construction du Handbook : Choix des motifs

La GFEM multiéchelle s’appuie sur un ensemble de motifs qui servent à la fois la
reconstruction de la microstructure et la représentation de la cinématique locale. Le choix
de ces motifs est donc au coeur de la modélisation car ils conditionnent la microstructure
et les phénomènes que le modèle met en jeu. A ce titre, ce choix est avant tout un choix
de modélisateur. De plus, les motifs retenus doivent répondre aux hypothèses définies lors
de la formulation de la méthode, c’est-à-dire :
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1. être de petite taille par rapport au maillage grossier de la structure ;

2. être (le plus possible) indépendants les uns aux autres, afin de respecter l’hypothèse
de non-interaction des enrichissements.

Nous allons donc dans un premier temps détailler l’approche retenue pour l’extraction
des groupes d’entités de la microstructure du fil de CMC, dont la reconstruction mor-
phologique a été développée dans le chapitre 3. Puis un processus de sélection de motifs
pertinents est abordé.

2.1 Premier critère de choix de groupes de fibres
Il a été montré dans le chapitre 4, section 2.1, qu’une inclusion ou un pore de petite

taille induit une perturbation locale. Naturellement, il est donc possible de définir une dis-
tance à partir de laquelle deux fibres n’interagissent plus (ou, du moins, que l’interaction
est faible). Un critère simple est donc d’utiliser cette distance d’interaction afin de regrou-
per les entités (les fibres par exemple) qui interagissent. Cette démarche est illustrée dans
le cas d’une section 2D du fil.

2.1.1 Détermination d’une distance d’interaction

Pour déterminer cette distance d’interaction, une démarche simple se basant sur une
étude de sensibilité est effectuée. Pour ce faire, on considère dans un domaine fixe deux
fibres de diamètre d f fixé et espacées d’une distance d, sous chargement de traction pure
suivant l’axe x. La géométrie du problème est schématisée en figure 5.1. Ce problème
est résolu, pour chaque espacement d entre les fibres, de deux façons : une fois par
une méthode éléments finis classique (avec un maillage fin) et une autre par la GFEM
multiéchelle. Cette dernière utilise un handbook constitué uniquement d’un motif d’une
seule fibre, et donc ne prenant pas en compte l’interaction entre les deux fibres. Le
maillage du motif et la norme des champs d’enrichissement associés sont présentés fi-
gure 5.2. On appellera ces deux solutions respectivement � solution de référence � et
� solution GFEM �. On peut alors définir simplement la longueur d’interaction comme la
distance critique dc d’espacement entre les deux fibres à partir de laquelle l’erreur com-
mise sur une quantité d’intérêt par la GFEM vis-à-vis de la référence est acceptable.

Pour ce faire, on s’intéresse à l’erreur commise sur la contrainte suivant l’axe du char-
gement (x), sur la ligne sonde (cf. figure 5.1). Parmi les différentes composantes de la
contrainte, la plus intéressante et de plus forte amplitude est σxx. On définit donc l’erreur
relative e sur σxx de la façon suivante :

e(σxx)(x) =
σGFEM

xx (x)−σ
re f
xx (x)

σ
re f
xx (x)

La valeur maximale de l’erreur relative pour un ensemble de distance inter-fibre d est
présentée en figure 5.3. Deux exemples de tracé des deux solutions GFEM et de référence
sont de plus présentés en figure 5.4 et en figure 5.5 pour deux espacements différents. On
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D = 30 df

FIGURE 5.1: Schématisation du problème utilisé pour l’étude de sensibilité vis-à-vis de
l’espacement inter-fibres pour la détermination de la distance d’interaction.

Cas 1 Cas 2 Cas 3

FIGURE 5.2: Maillage du motif à une fibre utilisé dans le Handbook et normes des
champs d’enrichissement associés (‖ψi‖) aux trois cas de chargements (Cas 1 : traction

horizontale ; Cas 2 : traction verticale ; Cas 3 : cisaillement).

remarque que, naturellement, l’erreur décroit à mesure que les deux fibres s’éloignent.
Cette décroissance est particulièrement marquée lorsque les fibres sont plutôt proches
(espacement de moins d’un diamètre de fibre). On nuancera enfin les valeurs de l’erreur
pour deux fibres presque en contact (i.e. pour d = 0.201µm). En effet, la solution pour
deux fibres se touchant peut mettre en jeu de fortes concentrations de contraintes au point
de contact, et est même singulière dans certains cas [Zou et Li, 2002]. Dans notre cas,
la solution éléments finis de référence n’est donc pas, au vu du maillage, satisfaisante
lorsque les fibres sont trop proches.

On considèrera par la suite qu’une erreur de moins de 10% est acceptable, ce qui
mène à un espacement critique entre centres de fibres de l’ordre 1.5 diamètre de fibre,
voir figure 5.3. A noter que l’erreur résiduelle tend vers 0 seulement asymptotiquement
avec l’espacement augmentant (hormis les erreurs liées à la discrétisation).

2.1.2 Détermination des groupes de fibres

Il convient à présent d’utiliser cette distance critique d’interaction pour déterminer les
paquets de fibres. C’est une opération assez simple à effectuer car elle revient à tester les

Vers un matériau virtuel pour l’optimisation qualitative d’une nouvelle famille de CMCs
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FIGURE 5.4: Tracé de la contrainte σxx le long de la ligne sonde pour la solution
de référence, la solution GFEM, ainsi que l’erreur relative, pour un espacement de

d = 0.526D f .

distances qui séparent les centres des fibres. Pour ce faire, on se base sur une triangulation
de Delaunay des centres des fibres. Ceci permet, pour chaque fibre, de déterminer les voi-
sines naturelles avec lesquelles les espacements sont calculés. Les groupes de fibres dont
les distances inter-fibres sont inférieures à la distance dc = 1.5d f sont donc regroupées.

On note cependant qu’il y a très peu de fibres dont plus de deux voisines sont plus
proches que dc. Cela signifie qu’il n’y a quasiment pas de groupe de 4 fibres dans la dis-
tribution étudiée et donc, en première approximation, que l’on peut se contenter d’iden-
tifier les paquets de 3, 2 et 1 fibres. On procède donc par élimination et en identifiant
successivement ces groupes en omettant les fibres déjà identifiées. On notera que cette
décomposition en groupes de fibres n’est pas unique. En effet, la procédure étant séquen-
tielle, un changement de l’ordre des fibres change la décomposition. Le résultat des trois
étapes de sélection des groupes de fibres pour une distribution de fibres données est illustré
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figure 5.6. Le nombre de groupes identifiés est rappelé tableau 5.1.

Groupe de 3 fibres 
représentés par un unique motif

Groupes de 2 fibres
représentés par trois motifs

FIGURE 5.6: Exemple de regroupement des fibres par paquets de 3, 2 et 1 fibres.

Type de groupe Nombre identifié
Groupes de 3 fibres 30
Groupes de 2 fibres 86

Groupes de fibre seule 97

TABLE 5.1: Nombre de paquets de 3, 2 et 1 fibres identifiés dans la distribution
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2.2 Réduction du Handbook et approximation de la microstructure

2.2.1 Groupes de fibres

L’identification des groupes de fibres met en lumière un nombre assez important de
groupes différents. Par exemple, il y a 30 groupes de trois fibres sur l’exemple traité
dans la section précédente. Il n’y a a priori pas de limitation quant au nombre de motifs
utilisables dans la GFEM multiéchelle mise en place dans ces travaux. On pourrait donc
simplement utiliser chacun d’eux dans la constitution du Handbook. On peut cependant
s’interroger quant-à la pertinence d’une telle approche. S’il est vrai que le calcul d’un
problème du Handbook est numériquement peu coûteux, ces motifs sont suffisamment
proches les uns des autres pour pouvoir réduire chaque famille en y sélectionnant des
représentants. Ceci permet de gérer un Handbook avec un nombre limité de motifs.

De plus, l’utilisation d’un petit nombre de motifs pour chaque groupe de fibres (groupes
de 3 fibres par exemple) peut permettre dans certains cas (typiquement lors de l’utilisa-
tion d’éléments macro linéaires) de pré-calculer les termes qui y sont liés dans la matrice
de rigidité et ainsi gagner en temps de calcul lors de l’intégration de la matrice, puisque
l’ajout d’un motif est alors presque � gratuit �.

La sélection des représentants se fait en étudiant la distribution des groupes identifiés.
Dans le cas des groupes de deux fibres, on peut choisir un représentant dont la distance
inter-fibre correspond à la distance moyenne observée dans les groupes identifiés. Deux
autres peuvent correspondre aux espacements extrêmes observés. Pour les groupes de
trois fibres, cette sélection est moins triviale. En effet, il faut que le triangle formé par les
centres des fibres ne soit pas trop écrasé, ce qui signifierait que les trois fibres sont presque
alignées. Dans ce cas là, plusieurs solutions sont possibles sans avoir à créer un groupe
de trois fibres. On peut par exemple représenter ces fibres par deux motifs distincts, l’un
avec une fibre et l’autre avec deux, comme le montre la figure 5.7. C’est une solution
simple et c’est celle qui sera utilisée par la suite. On pourrait tout-à-fait imaginer d’autres
solutions, non testées à ce jour ; par exemple, associer à chaque fibre un motif d’une seule
fibre, puis ajouter un motif d’interaction à deux fibres entre les couples de fibres. Cette
dernière solution est séduisante, mais la définition du motif d’interaction à mettre en place
n’est pas, à ce stade, très claire. Lors de la sélection des motifs, il a été choisi de trier ces
groupes suivant la distance de chacune des fibres à ses voisines (i.e. suivant la longueur
des trois côtés du triangle). On associe ensuite un motif correspondant à la moyenne des
distances observées.

2.2.2 Traitement des pores et des nodules de matrice Voie Liquide

Le traitement des motifs liés aux pores et aux nodules de matrice Voie Liquide est
sensiblement différent des motifs avec les fibres. En effet, les pores et les nodules ont
des formes très variées et dépendent des fibres alentours. Il est donc difficile de réduire
la famille de motifs, comme il est fait pour les groupes de fibres. Il est donc nécessaire
de considérer chacun d’eux comme un motif unique, dans un domaine de taille adaptée.
L’interaction directe entre nodules ou fibres et pores n’est pas prise en compte pour le mo-
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Groupe retenu Groupe trop « écrasé »

FIGURE 5.7: Schématisation d’un groupe de trois � écrasé �, pouvant être représenté par
deux motifs de deux et une fibres.

ment. Elle serait bien entendu envisageable, en définissant des motifs dédiés. Par exemple,
en prenant les fibres entourant un pore directement dans le motif du pore.

2.2.3 Incidence sur la microstructure simulée

Naturellement, le fait de ne retenir qu’un nombre limité de motifs au sein du Hand-
book ne permet pas de simuler la microstructure générée initialement. Il y a une approxi-
mation de celle-ci, les groupes originaux étant remplacés par les motifs retenus dans le
Handbook. Par exemple, la distribution des distances inter-fibre change. Pour se rendre
compte de ce phénomène, prenons comme exemple le cas traité précédemment, en choi-
sissant les motifs suivant :

– Les groupes de 3 fibres sont représentés par un unique motif. Il est formé d’un
triangle équilatéral de côté la moyenne des distances inter-fibres observées dans les
groupes de trois identifiés précédemment,

– Les groupes de 2 fibres sont représentés par trois motifs différents. L’un est construit
avec un espacement inter-fibre correspondant à la moyenne des distances des groupes
identifiés, les deux autres sont les extrêmes de la distribution.

Pour caractériser cette incidence, une estimation de la distribution de la distance inter-
fibres 1 initiale et reconstruite à l’aide des motifs, peut être utilisée. Elles sont représentées
en figure 5.8. On observe que l’influence reste tout de même très faible.

Au-delà de la modification de la loi de distribution, un inconvénient supplémentaire
est l’effet d’interpénétration qui peut apparaı̂tre. Cet effet peut apparaı̂tre entre fibres,
comme le montre la figure 5.9, ou entre les couches de matrice, comme nous le reverrons
par la suite. Dans le cas des fibres, on négligera cet effet qui apparait rarement et est très
limité (très petites zones de recouvrement).

1. Cette mesure a déjà été utilisée dans le chapitre 3 afin de caratériser les distributions de fibres réelles
et simulées. On notera que les autres caractérisations qui ont été développées dans ce chapitre auraient pû
être utilisées ici.
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FIGURE 5.8: Effet de la réduction du Handbbok sur l’estimation de distribution cumula-
tive de la distance inter-fibre.

Distribution fibres initiale

Distribution fibres reconstruite

FIGURE 5.9: Effet d’interpénétration lors de la réduction du nombre de motifs du Hand-
book (indiqué par les flèches).

3 Simulation de sections 2D sous chargement transverse
Pour illustrer la démarche, elle est appliquée à plusieurs cas, successivement plus

complexes du point de vue de la géométrie de la microstructure et qui correspondent à
plusieurs générations de CMCs. Ainsi, nous allons commencer sur un cas simple conte-
nant uniquement des fibres dans une matrice homogène continue. La complexité est en-
suite augmentée par l’ajout d’un séquençage de la matrice (présence de plusieurs couches
différentes) et des pores, pour finir avec un calcul de la microstructure de CMC hybride
quasi-complète, avec une matrice multi-séquencée avec pores et nodules de matrice voie
liquide.

Remarque 5.1:
L’interphase de PyC existant entre les fibres et la matrice n’est pas abordée ici. En
effet, cette entité joue principalement sur le comportement en fissuration du matériau.
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Les phénomènes de décohésions fibre/matrice et de fissuration seront pris en compte
par le biais de motifs spéciaux ainsi que d’un algorithme adapté, qui seront abordés
dans le chapitre 6.

3.1 Cas simple d’un composite avec une matrice homogène
Ce premier cas simple est constitué de 360 fibres dans une matrice continue ho-

mogène. Il va permettre de mettre en évidence deux points : d’une part, la qualité globale
de la solution obtenue par la GFEM multiéchelle et ce, même avec un Handbook très
simple et d’autre part, l’utilisation d’un Handbook plus complet permettant de mieux es-
timer les contraintes maximum dans la section. On se base pour ce faire sur une solution
de référence obtenue par éléments finis classiques. Le cas traité, schématisé figure 5.10,
correspond à un cas de chargement en traction suivant l’axe x (effort surfacique imposé
F = 0.1MPa). Nous prendrons arbitrairement un ratio de module d’élasticité de 2 entre
les fibres et la matrice mais le même coefficient de Poisson (E f ibre = 2Ematrice = 200GPa
et ν f ibre = νmatrice = 0.3).

F

FIGURE 5.10: Schématisation du problème à matrice homogène et continue, en traction
horizontale.

3.1.1 La solution de référence

La solution de référence est obtenue par éléments finis, en se basant sur un maillage
fin réalisé sous GMSH, représenté en figure 5.11. La taille des éléments au niveau des
fibres correspond à environ 1/10 du diamètre des fibres. Il est intéressant d’estimer la
qualité de cette solution de référence, pour que les comparaisons faites par la suite aient
un sens. Pour ce faire, les outils d’estimation d’erreur développés au laboratoire sont
utilisés. En particulier, les outils implantés dans la plateforme LMTpp/Metil sont utilisés
pour donner une estimation de l’erreur globale garantie, c’est-à-dire qui est strictement
supérieure à l’erreur vraie entre la solution exacte et la solution par éléments finis [Pled
et al., 2011b, Pled et al., 2011a].

On s’intéresse à deux quantités :
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– L’estimation de l’erreur globale entre la solution exacte et la solution EF. Cet esti-
mateur quantifie la distance entre la solution exacte uex et la solution approchée uh
au sens de la norme énergique suivante :

‖uex−uh‖=
∫

Ω

Hε(uex−uh) : ε(uex−uh)dΩ

En normant par rapport à uh, c’est à dire en calculant ‖uex−uh‖
‖uh‖ , nous obtenons une

valeur relative globale de l’ordre de 18%, ce qui montre que notre solution de
référence est globalement bonne. Il aurait été intéressant d’étudier l’erreur locale
sur la contrainte, mais ces outils, en cours de développement, n’étaient pas dispo-
nibles au moment de l’étude.

– La carte de contribution à l’erreur globale, figure 5.12. Cette carte permet de mettre
en évidence les zones où la solution de référence n’est pas optimale. Dans notre
cas, ces zones se situent naturellement dans les zones de forts gradients : autour des
fibres. La contribution reste toutefois plutôt limitée.

On peut donc conclure que notre référence a du sens, les outils nous garantissant que
celle-ci est globalement proche de la solution exacte.
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FIGURE 5.11: Contrainte σxx de la solution de référence.
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FIGURE 5.12: Carte de contribution à l’erreur globale par élément (normée par rapport à
la taille des éléments), en échelle logarithmique.
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3.1.2 Utilisation d’un unique motif d’une fibre

Dans un premier temps, un calcul simple est effectué où le handbook est uniquement
constitué de l’enrichissement lié à un motif d’une fibre seule en milieu infini et qui a
été présenté en figure 5.2. Le maillage grossier utilisé pour la GFEM est constitué de
6 éléments quadrangulaires linéaires à 4 noeuds. Le rapport d’échelle entre la taille des
éléments grossiers et la taille des fibres est d’environ 20. En effet, le maillage macrosco-
pique doit seulement permettre de capturer la cinématique macroscopique.

La solution en contrainte (la composante principale, σxx) obtenue par la GFEM multi-
échelle est présentée figure 5.13. En comparant cette solution à celle de référence, on note
que :

– La contrainte maximale observée est de max(σGFEM
xx )= 0.146MPa contre max(σre f

xx )=
0.164MPa, soit une sous estimation d’environ 9% de la contrainte max. On relati-
visera cependant cette comparaison vis-à-vis de l’erreur globale sur la solution de
référence qui est déjà de 18%. Une estimation de l’erreur locale de la solution de
référence dans cette zone nous aurait permis une meilleure comparaison.

– L’erreur locale sur σxx est principalement concentrée dans les zones à contraintes
faibles dans la matrice autour de la partie inférieure et supérieure des fibres (les
zones déchargées à cause des fibres), cf. figure 5.14. Ceci s’explique par le fait
que ces zones participent très peu à l’énergie du système. On notera en outre que
ces zones ne sont pas les plus intéressantes du point de vue de l’initiation de la
fissuration, ayant plutôt lieu dans les zones chargées.
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FIGURE 5.13: Contrainte σxx de la solution GFEM.

3.1.3 Utilisation d’un Handbook plus fourni

Comme il a été montré précédemment, la contrainte maximum est sous-estimée lorsque
l’on utilise un Handbook contenant un unique motif d’une fibre seule car aucune interac-
tion entre fibres très proches n’est prise en compte. Suivant la démarche présentée dans la
section 2.1.2, les fibres sont à présent regroupées en fonction d’un critère de distance. Le
Handbook est donc à présent composé d’un motif de 3 fibres, de trois motifs de 2 fibres
et du motif d’une fibre. Les maillages de ces motifs sont présentés figure 5.15.
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FIGURE 5.14: Erreur relative locale entre la contrainte σxx de la solution GFEM et de
référence (échelle logarithmique).

Groupe de 3 fibres 
représentés par un unique motif

Groupes de 2 fibres
représentés par trois motifs

FIGURE 5.15: Motifs de 3 et 2 fibres constituant le Handbook.

La contrainte σGFEM
xx liée à la solution GFEM en utilisant cet Handbook est présentée

figure 5.16. Les valeurs de contraintes sont légèrement plus élevées. En particulier, on a
max(σGFEM

xx ) = 0.154MPa, ce qui est sensiblement plus proche de la valeur de référence
(0.164MPa) que lors de l’utilisation du Handbook pauvre précédent (moins de 6% d’er-
reur). On notera que ce bénéfice de 3% semble tout de même plutôt limité, ce qui peut
faire reconsidérer , dans ce cas, l’intérêt de l’utilisation d’un Handbook aussi complet.

3.2 Cas d’un composite avec une matrice multiséquencée de type
CVI

Le cas simple a mis en évidence d’une part la bonne qualité générale de la GFEM
multiéchelle malgré ses approximations (eu égard à la non prise en compte des interac-
tions). La méthode est à présent appliquée à la simulation d’une section plus complexe
de fil où la matrice est constituée de trois couches aux propriétés élastiques différentes,
présentée figure 5.17. De plus, la microstructure générée met en évidence la présence de
pores (une dizaine) de tailles variées. Ce type de microstructure est typique des CMCs de
première génération fabriqués par Snecma Propulsion Solide (ex. : A410).
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FIGURE 5.16: Contrainte σxx de la solution GFEM avec un Handbook contenant plus de
motifs.

Les motifs utilisés sont légèrement différents des précédents. D’une part, les motifs
liés aux groupes de fibres possèdent les deux premières couches de matrices, la troisième
étant supposée infinie autour du motif. D’autre part, chaque pore fait l’objet d’un motif
propre. L’ensemble des motifs sont rappelés en figure 5.18. On prendra les propriétés
élastiques suivantes, choisies arbitrairement :

– Module d’élasticité : E f ibre = 200GPa pour les fibres, Ec1 = 170GPa pour la première
couche de matrice (la plus proche des fibres), Ec2 = 190GPa pour la seconde couche
et Ec3 = 130GPa pour la dernière ;

– Coefficient de Poisson identique pour toutes les phases : ν = 0.3.

Fibre

Pore

Couche 1

Couche 2

Couche 3

FIGURE 5.17: Problème de traction sur un microstructure mettant en jeu 360 fibres, 3
couches de matrices et une dizaine de pores.

La contrainte σGFEM
xx de la solution est présentée en figure 5.19. On notera à cet égard

deux points importants. Le premier est que la prise en compte des pores crée naturel-
lement des concentrations de contraintes importantes, la contrainte maximum passant à
0.423MPa. Ces zones sont capitales car elles forment des sites privilégiés pour l’amorce
des fissures qui se développent dans le fil. D’autre part, on notera sur le zoom à droite de
la figure 5.19 qu’il y a chevauchement des couches matricielles. Cet artifice est inhérent à
la représentation par motifs de la microstructure et surtout à l’utilisation d’un nombre de
motifs limité. L’utilisation d’un critère de distance d’interaction ne semble pas suffisant
dans le cas des matrices multiséquencées et devrait être affiné dans ce cas là.
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Groupes de 3 fibres 
représentés par motif unique

Groupes de 2 fibres
représentés par 3 motifs

Groupe d’une seule fibre
représentés par un unique motif

Pores
représentés chacun par un motif

FIGURE 5.18: Motifs constituant le Handbook utilisé dans le cas d’une matrice mul-
tiséquencée et poreuse.

Par ailleurs, une référence pour ce type de microstructure est difficile à obtenir, car la
définition de la géométrie et la création du maillage requièrent un effort important. Il n’y a
donc pas, à ce jour, de comparaison avec une solution obtenue par une méthode purement
éléments finis.
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FIGURE 5.19: Contrainte σxx de la solution GFEM sur un problème de CMC à matrice
multiséquencée.

Vers un matériau virtuel pour l’optimisation qualitative d’une nouvelle famille de CMCs



Simulation de sections 2D sous chargement transverse 125

3.3 Cas d’un composite avec une matrice multiséquencée avec no-
dules de Voie Liquide type CVI/CVL

Pour finir sur les cas d’application 2D, un cas de CMC à matrice hybride multi-
séquencée et voie liquide est traité. La microstructure est présentée en figure 5.20. Les
nodules de matrice issue de la voie liquide (une douzaine sur ce cas) sont en gris clair.
La principale difficulté de ce type de morphologie réside dans la création des maillages
associés aux nodules (cf. chapitre 3, section 3.1). Il peut en effet se produire des erreurs
dans les contours (auto-intersections) et un certain nombre de corrections doit donc être
apporté aux contours importés dans GMSH avant la phase effective de maillage. Le Hand-
book utilisé est semblable à celui utilisé dans le cas précédent, à ceci près que chaque
nodule définit un nouveau motif, dont deux exemples sont montrés en figure 5.21. Enfin,
les mêmes propriétés matériau que précédemment sont utilisés. Les nodules étant plus
souples, nous choisissons Enodule = 80GPa.

FIGURE 5.20: Microstructure de CMC à matrice multiséquencée et mettant en jeu pores
et nodules de matrice voie liquide.

La contrainte associée à la solution GFEM σGFEM
xx est présentée figure 5.22. On no-

tera que les valeurs sont assez proches de celles observées pour le cas d’une matrice
multiséquencée, de même que la contrainte maximale (σGFEM

xx = 0.421MPa).

3.4 Evaluation du coût numérique

Nous venons de voir les capacités de la méthode à simuler des microstructures com-
plexes pour lesquelles aucun maillage complet n’est nécessaire. Focalisons-nous à présent
sur le coût numérique de la méthode comparativement à une méthode éléments finis clas-
sique. Pour ce faire, nous nous plaçons dans le cas où les deux représentations sont dis-
ponibles : le cas d’une distribution de fibre dans une matrice homogène continue présenté
section 3.1, avec un Handbook constitué d’un unique motif d’une fibre (cas défavorable
car donnant lieu à plus d’enrichissement). On rappelle dans le tableau 5.2 diverses quan-
tités (temps de maillage, nombre de degrés de liberté, temps d’assemblages et d’inver-
sions) pour le calcul de la référence éléments finis (MEF) et le calcul GFEM. On notera
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FIGURE 5.21: Exemple de maillage de deux motifs de nodules collés à une fibre.
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FIGURE 5.22: Contrainte σxx de la solution GFEM sur un problème de CMC hybride.

en particulier que les temps de maillage s’entendent comme les temps de maillage effec-
tifs du logiciel, et donc ne prennent en compte le temps de �main d’oeuvre � de définition
de la géométrie et paramètres (densité des mailles ...), qui peut être important.

De prime abord, on s’aperçoit que le nombre de DDLs mis en jeu par la GFEM est lar-
gement inférieur à une méthode éléments finis classique (dont on rappelle que les qualités
n’étaient pas très éloignées). En effet, l’ajout d’un motif se résume à l’ajout de seule-
ment 3 ddls (en 2D) au système global pour la GFEM. Le temps d’inversion du système
est donc bien inférieur pour la GFEM que pour le modèle éléments finis. Cependant, un
grand écart existe quant au temps d’intégration des matrices de raideur pour chacune des
méthodes. On a alors un facteur 77 en faveur de la MEF. Cet écart de temps d’assem-
blage s’explique très bien en comparant le nombre d’évaluations requis pour le calcul
des intégrales. Pour la MEF, il y a un point de Gauss par élément (triangle linéaire) soit
environ 236 000 évaluations. Le cas de GFEM est plus pathologique, car pour chaque ap-
parition du motif, il y a trois intégrations (pour chaque cas de chargement) sur le maillage
associé, soit 359 * 3 * 4979 = 5.36e6 évaluations. En outre, chacune de ces évaluations est
plus coûteuse que pour la MEF d’un facteur 3.5. Il est dans ces conditions naturel d’avoir
un coût d’assemblage élevé pour la GFEM. Cependant, lorsque l’on prend en compte les
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Opération MEF GFEM
multiéchelle

GFEM multiéchelle
pré-intégrée

Maillage
- DDLs 236 442 684 684
- Temps de maillage (s) # 55 1.2 1.2
Calcul
- Nombre d’évaluations (points
de Gauss)

236 076 5 362 401 14 955

- Temps moyen évaluation par
points de Gauss (s)

1.44e−6 4.9e−6 4.9e−6∗

- Temps assemblage K (s) 0.34 26.1 0.073∗

- Inversion système (Cholesky
modifié) (s)

2.17 4.6e−3 4.6e−3∗

Post-traitement
- Affichage d’une composante n.c. / /

TABLE 5.2: Nombres de degrés de libertés (ddls) et temps de calcul pour l’exemple de
la section 3.1. Les calculs sont effectués sur un seul CPU. (∗ estimations, # hormis temps

de main d’oeuvre).

temps de maillage (même net de main d’oeuvre), la GFEM est pertinente, car le gain sur
l’étape de maillage compense largement le déficit en intégration.

On remarque que les gains offerts par la GFEM vis-à-vis de la description de la struc-
ture (absence de maillage global conforme) se paie en partie au niveau de l’intégration,
constat déjà dressé dans le chapitre 2. Cependant, dès l’utilisation d’un même motif à plu-
sieurs endroits du problème global, des simplifications peuvent être faites afin de réduire
considérablement le nombre d’évaluations nécessaires pour l’assemblage de la matrice de
rigidité. Reprenons les termes à calculer lors de l’ajout d’un motif (cf. chapitre 4, section
2.3) :

∆KEF
i j =

nenr

∑
k=1

∫
ωk

∆H(x)∇φ̃i(x)∇φ̃ j(x)∂Ω avec i, j ∈ [0,nEF ]

Kenr
ii =

∫
ωi

H(x)∇(ψ̃i(x))∇(ψ̃i(x))∂Ω avec i ∈ [0,nenr]

KEF/enr
i j =

∫
ω j

H(x)∇φ̃i(x)∇(ψ̃ j(x))∂Ω avec
{

i ∈ [0,nEF ]
j ∈ [0,nenr]

Premièrement, on remarque que les termes Kenr
ii sont invariants quelle que soit la posi-

tion du motif dans le repère global. Ces termes peuvent donc être calculés une fois pour
toutes. Restent les termes ∆KEF

i j et KEF/enr
i j qui, eux, varient en fonction de la position

du motif à cause du terme ∇φ̃i(x) mettant en jeu les fonctions de forme des éléments
globaux. Une approximation peut, à ce niveau, être faite qui consiste à considérer ∇φ̃i(x)
constant sur le domaine ω du motif. Pour des éléments globaux linéaires, cette hypothèse
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est exacte, le gradient étant constant. Pour le cas général, c’est une approximation consis-
tante avec l’hypothèse de séparation d’échelle introduite au chapitre 4. En appliquant ces
hypothèses et en pré-calculant ces termes par motif, on diminue très largement le nombre
d’évaluations requis pour la GFEM ainsi que les temps de calcul. Une estimation de ces
gains est présentée en dernière colonne du tableau 5.2. On note que la GFEM est alors
très compétitive vis-à-vis de la méthode des éléments fins.

Le post-traitement demeure un point à part, car il existe des logiciels dédiés pour la
MEF, comme Paraview, alors que dans le cas de notre méthode, le tracé des champs se fait
en point par point, ce qui est assez long. Des pistes sont néanmoins en cours pour pouvoir
utiliser des logiciels dédiés et interfacés avec le code GFEM afin de palier cette lacune.

4 Extension au tronçon 3D du fil
Nous allons à présent considérer l’application de la démarche de modélisation et de

simulation au cas d’un tronçon 3D de fil. La modélisation d’une section 2D n’est pas
suffisante pour estimer, à terme, la durée de vie du fil. En effet, l’estimation de la durée
de vie passe nécessairement par la prédiction du réseau de fissuration et en particulier
des fissurations qui apparaissent orthogonalement à l’axe du fil (car elles sont des accès
privilégiés pour l’oxygène au coeur du fil, cf. chapitre 1). Nous commençons donc par
étendre la démarche à un tronçon 3D en élasticité.

Cette étude est une première étape dans cette extension et permet de soulever plusieurs
points durs dans cette modélisation. D’une part, la microstructure, complexe, rend difficile
la génération du tronçon et la sélection des motifs qui constitue le Handbook. D’autre
part, la modélisation des fibres doit se faire différemment, car contrairement aux motifs
rencontrés jusqu’alors, elles ne sont pas localisées et traversent le fil de part en part. Nous
allons donc présenter des éléments de réponse pour une première modélisation du tronçon
de fil 3D.

4.1 Microstructure du tronçon 3D d’un fil de CMC et génération
4.1.1 Considérations microstructurales

La figure 5.23 montre une coupe longitudinale d’un minicomposite (c’est-à-dire d’un
fil unique) ayant une composition légèrement différente (moins densifiée et moins com-
pacte) des CMCs utilisés dans le programme ARCOCE. On notera que, compte tenu du
procédé de fabrication des minicomposites, les fibres sont en général assez bien alignées,
ce qui est moins le cas sur les composites tissés � de série �.

Cette coupe permet néanmoins de montrer la structure, plutôt complexe le long de
l’axe du fil, et en particulier la forme et l’organisation des nodules de matrice voie li-
quide. Ces derniers forment des chaines de blocs, d’une longueur et forme comparable
(généralement de l’ordre de 20-66µm dans le sens des fibres et de 6-30 µm perpendicu-
lairement), dans les portions où les fibres sont alignées. Ces nodules se prêtent donc bien
à une représentation par motif. Il y a cependant des zones plus chahutées (par exemple
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au centre de l’image). Il n’est d’un autre côté pas possible, à partir de ce minicomposite,
de conclure quant à la forme des pores dans l’axe du fil. Cette information est disponible
sur la microtomographie d’une cellule du tissage comme celle en figure 5.24. De même,
le matériau de la tomographie n’est pas exactement celui du programme ARCOCE, la
matrice voie liquide étant absente. On notera seulement que les pores, en noir, situés dans
le fil sont plutôt de petite taille (de l’ordre de 0.5 à 1.5 diamètre de fibre) dans la direction
du fil et répartis assez aléatoirement.

Fibre Nodule de matrice voie liquide

FIGURE 5.23: Coupe longitudinale d’un minicomposite (fil unique) de CMCs avec ma-
trice hybride voie gazeuse et voie liquide [Etchart-Salas, 2011].

FIGURE 5.24: Coupe issue d’une tomographie d’un fil d’un CMC à matrice mul-
tiséquencée, sans nodule de matrice voie liquide [Ros, 2011].
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4.1.2 Conséquences sur la génération de la microstructure et de la sélection des
motifs

La courte étude précédente permet de mettre en avant les points suivants :
– les fibres ne sont pas nécessairement bien alignées ;
– les nodules de matrice de voie liquide forment des chaines de blocs de taille com-

parable, dans les portions où les fibres sont parallèles ;
– les pores semblent être de taille limitée dans la direction des fibres, et de répartition

aléatoire.
Les deux dernières constatations sont les bienvenues car elles signifient que les no-

dules et les pores peuvent être générés relativement simplement dans les zones où les
fibres sont assez alignées. En effet, il pourra s’agir d’une simple extrusion des contours
que l’on peut déjà générer et d’une hauteur paramétrée, comme le montre le schéma en fi-
gure 5.25 pour les nodules de voies liquides. Par ailleurs, compte tenu de ces dimensions
limitées, chaque pore et nodule peut faire l’objet d’un motif dédié dans le Handbook. Hors
de ces zones, il est difficile de conclure à ce stade.

Le mésalignement des fibres est plus problématique. D’une part, ce mésalignement,
bien que relativement facile à générer si les fibres restent droites, influe sur la forme des
nodules et des pores. Ce qui fait que l’extension de la procédure de génération au 3D reste
complexe. D’autre part, le choix des motifs pour les fibres interagissant devient difficile.
En effet, les fibres en contact changent constamment dans les sections, comme le montre
la figure 5.26. Par ailleurs, nous avons vu que dans le cas d’une section 2D simple (section
3.1.3) le gain en précision dû a l’emploi d’un Handbook contenant des groupes de fibres
est plutôt limité (passage de 9% à 6% d’erreur). Ainsi, nous considèrerons par la suite un
Handbook simplement constitué de fibre seule.

FIGURE 5.25: Blocs de matrice voie liquide.

Des études complémentaires de micrographie / microtomographie sont sans doute
nécessaires pour acquérir des informations plus précises sur la forme des entités (nodules,
pores), de même qu’une réflexion profonde sur le choix des motifs dans le cas où les fibres
ne sont pas alignées. Enfin, l’outil de génération de la microstructure n’est pas, à l’heure
de la rédaction de ce manuscrit, capable de générer la microstructure 3D du tronçon aussi
complexe que celle des CMCs hybrides.
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Section 1

Section 2

Groupe

Nouveau
Groupe

FIGURE 5.26: Changement des motifs de fibres le long du fil (cercle rouge), lorsque les
fibres ne sont pas paralleles.

4.2 La GFEM multiéchelle en 3D
4.2.1 Extension naturelle de la GFEM multiéchelle

L’extension de la GFEM multiéchelle au 3D ne pose pas de difficulté majeure, pour
peu que l’on reste dans le paradigme de motif � local �, c’est-à-dire de petites dimensions
dans l’espace. Dans le cas des sections 2D du fil, toutes les entités du fil étaient dans ce
cadre (fibres, nodules...). Le passage au 3D pour ces motifs locaux, comme des inclusions
et même les nodules de matrice voie liquide, est donc naturelle. On notera simplement
que la base de chargement utilisée pour le calcul de l’enrichissement est plus large. On
passe ainsi de 3 cas en 2D à 6 cas en 3D :

ε̂ =








1 0 0
0 0 0
0 0 0


 ,




0 0 0
0 1 0
0 0 0


 ,




0 0 0
0 0 0
0 0 1


 ,




0 1 0
1 0 0
0 0 0


 ,




0 0 1
0 0 0
1 0 0


 ,




0 0 0
0 0 1
0 1 0







L’ajout d’un motif local ajoute donc maintenant 6 degrés de liberté au système global.
Un exemple de démonstration est présenté en figure 5.27 dans lequel une quarantaine
d’inclusions noyées dans une matrice homogène sont soumies à un effort macroscopique
de traction, d’amplitude 0.1MPa. Le Handbook utilisé dans cet exemple est constitué
d’un unique motif d’une inclusion. Les propriétés élastiques sont un module d’Young
de 130GPa pour la matrice, de 200GPa pour les inclusions et un coefficient de Poisson
identique pour chaque phase de 0.3.

4.2.2 Modélisation des fibres

Les fibres présentent quant à elles une difficulté supplémentaire lorsqu’il s’agit de
modéliser le tronçon 3D. Elles traversent tout le tronçon et donc plusieurs éléments glo-
baux, comme le montre le schéma figure 5.28. Les fibres ne sont donc pas � locales � dans
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C
ontrainte σ

xx  [M
Pa]

FIGURE 5.27: Exemple de calcul d’inclusions sphériques (40) dans un volume de matrice
continue, sous traction pure.

la direction du fil. L’utilisation de motif telle qu’on l’a jusqu’à présent définie repose sur
la localisation de la perturbation dans l’espace. Elle ne s’applique donc plus dans ce cas.

Jusqu’à présent, on a considéré l’hypothèse selon laquelle le motif est dans un milieu
infini (cf. problème de l’inclusion, Chapitre 4). Cette hypothèse est étendue au problème
des fibres 3D en considérant celles-ci infinies dans la troisième direction. Ainsi, l’enri-
chissement lié aux fibres est essentiellement plan et le problème associé est un problème
plan en déformation plane, analogue au problème de l’inclusion utilisé en 2D. Dans ce
cas, on se retrouve avec un motif dégénéré, � long � dans une direction. Il correspond en
quelque sorte à l’extrusion du motif 2D.

FiberVolume of a patch
Integration domains 

(coupling of the volumes)

Global elements

Top viewPerspective view

FIGURE 5.28: Couplage en volume entre un motif � long � et les différents éléments
traversés.

Ces motifs longs posent des problèmes quant-à leur introduction dans la GFEM et le
code. Théoriquement, il est possible d’introduire ces enrichissements plans dans la base
d’interpolation des éléments globaux. Se pose cependant le problème de l’intégration des
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termes de la matrice de rigidité. En effet, le motif est alors couplé aux éléments qu’il tra-
verse, figure 5.28. De même, les matrices EF de ces derniers doivent être corrigée pour
prendre en compte les phases matériaux décrites par le motif. L’approche exacte consis-
terait à intégrer ces termes sur les zones communes entre élément global et élément ap-
partenant au maillage du motif. Ces intégrations ne sont pas évidentes à calculer, compte
tenu de la quadrature de Gauss utilisée jusqu’à présent.

On utilise donc, afin de simplifier ces évaluations, le fait que les éléments macro-
scopiques utilisés sont linéaires. Ainsi, il suffit d’estimer la longueur de fibre traversant
chaque élément macro pour répartir les énergies de couplages et de correction, identiques
à celles calculées précédemment, entre les éléments traversés. Plus précisément, pour un
motif long ω, on évalue :

∆KEF
i j = αk

∫
ω

∆H(x)∇φ̃i(x)∇φ̃ j(x)∂Ω avec i, j ∈ [0,nEF ]

Kenr
ii =

∫
ω

H(x)∇(ψ̃i(x))∇(ψ̃i(x))∂Ω avec i ∈ [0,nenr]

KEF/enr
i j = αk

∫
ω

H(x)∇φ̃i(x)∇(ψ̃ j(x))∂Ω avec
{

i ∈ [0,nEF ]
j ∈ [0,nenr]

où αk est le rapport de la longueur de fibre dans l’élément macroscopique k courant sur
la longueur totale de la fibre. On notera que, naturellement, les termes uniquement liés à
l’enrichissement Kenr

ii ne sont pas concernés.

4.3 Modélisation du tronçon 3D du fil
Nous allons à présent effectuer une première modélisation du fil en 3D. Compte tenu

de la microstructure complexe, nous nous focaliserons sur un composite à matrice simple,
sans séquençage, matrice voie liquide ou porosité. Ce fil est considéré droit, et infini.
Pour les besoins du calcul, on considérera un tronçon de longueur finie, soumis à un
chargement en déplacements imposés. Naturellement, l’ondulation du fil ainsi que des
conditions limites plus représentatives de ce que subit le fil au sein du tissage seront à
étudier dans le futur. Par ailleurs, on considérera le mésalignement des fibres le long du
fil ; elles restent cependant droites. Le mésalignement moyen est choisi arbitrairement de
l’ordre de 5% (c’est-à-dire que l’inclinaison moyen de fibre par rapport à l’axe du fil est
d’environ 3˚). La géométrie et les conditions limites de la modélisation sont présentées en
figure 5.29.

La simulation de ce tronçon met en jeu seulement 1113 degrés de liberté. Le champ
de contraintes résultant est tracé en figure 5.30 et figure 5.31 pour les composantes σzz et
σxx suivant différents plans de coupe.

5 Bilan
La démarche mise en place dans ce manuscrit, ainsi que les différents outils de géné-

ration et de simulation, ont été utilisés afin de simuler, en élasticité, différentes microstruc-
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134 Application à la modélisation du fil de CMCs

z x

y

FIGURE 5.29: Géométrie du tronçon et conditions limites utilisées.

C
ontrainte σ

zz  [M
Pa]

FIGURE 5.30: Reconstruction du champ de contrainte σzz.

tures de CMCs en 2D et 3D. Les avantages de la représentation par motifs des structures
et des cinématiques locales ont ainsi pu être illustrés dans le cadre de la modélisation
des composites à matrice céramique pour lesquels la complexité de la microstructure
rend difficile l’utilisation de la méthode de type éléments finis classique. Ainsi, le coût
de l’intégration de la matrice de rigidité relativement important dans le cas de GFEM
multiéchelle, à l’heure actuelle, est largement compensé par le gain dû à l’absence de
maillage global et conforme à la géométrie usuellement requise.

S’il est d’ores et déjà possible de générer et modéliser la microstructure quasi-complète
des CMCs hybrides en 2D, des études complémentaires sont nécessaires dans le cas de
tronçons 3D. D’une part, une étude systématique de la microstructure, par exemple par
tomographie, permettrait de mieux caractériser les différentes phases du matériau, et en
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C
ontrainte σ
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FIGURE 5.31: Reconstruction du champ de contrainte σxx.

particulier leurs formes dans la direction du fil. Par ailleurs, les outils de génération ont
besoin d’être complétés, en particulier pour pouvoir prendre en compte le non alignement
des fibres dans la génération des pores et des nodules de matrice voie liquide. D’autre part,
l’intégration des motifs � longs � que sont les fibres requiert quelques développements
supplémentaires pour que celle-ci reste valable pour des éléments d’ordre plus élevé. En
effet, lorsque l’on considère le fil dans le tissage, d’une part le chargement n’est plus
simplement de la traction (effort de contact aux endroits de chevauchement des fils) et,
d’autre part, le fil n’est plus droit. Des éléments d’ordre supérieur permettraient alors de
mieux représenter la cinématique globale du fil.
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Chapitre 6

Extension à la prédiction de la
fissuration

CE dernier chapitre présente une première analyse sur la
représentation et la simulation de la fissuration au sein de la

GFEM multiéchelle, basée sur l’étude de micrographies d’un fil de
CMCs fissurés. Les besoins et conditions de la prise en compte de
la fissuration au sein de la représentation par motifs sont abordés.
De même un premier algorithme, basé sur la � Finite Fracture Me-
chanics � et des choix de motifs fissurés, sont présentés.
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1 La fissuration des CMCs
Comme nous l’avons vu, un défi majeur des modèles numériques est de pouvoir per-

mettre l’optimisation de la microstructure même des matériaux. Dans le cas des CMCs, la
quantité d’intérêt est principalement la durée de vie sous sollicitations thermomécaniques
et chimiques. Pour ce faire, une nouvelle méthode multiéchelle a été développé conjointe-
ment à des outils de génération de microstructure. Comme il a été montré dans le chapitre
précédant, ces outils permettent d’ores et déjà la simulation de microstructures complexes
et réalistes de CMCs en élasticité. L’étude bibliographique sur les CMCs, chapitre 2, a
montré que dans le cas de la durée de vie, le phénomène majeur est la fissuration du
fil. En effet, les fissures qui s’y développent pilotent directement l’accès de l’oxygène
au coeur du matériau, induisant sa dégradation. On distingue deux fissurations distinctes
dans le fil, suivant le plan dans lequel elle se développe. Dans le cas de la prédiction de
la durée de vie, la fissuration longitudinale (qui a lieu orthogonalement à la direction du
fil) est plus critique, car elle offre un accès privilégié pour l’oxygène en exposant une
majorité de fibres du fil. La figure 6.1 présente une micrographie de ces deux types de
fissuration, pour un matériau composite à matrice céramique et fibre en carbone. La fi-
gure 6.2 présente quant à elle la fissuration longitudinale dans le cas des CMCs hybrides
semblables au matériau du programme ARCOCE. On notera que les fissures sont déviées
au niveau de fibres, mais ont tendance à traverser les nodules de matrice voie liquide, en
dépit de la couche de PyC (déviateur de fissure, cf. chapitre 1) qui les entoure.
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FIGURE 6.1: Les deux types de fissuration (suivant le plan dans lequel elle se développe)
pour un composite à matrice céramique et fibre de carbone [Quemard, 2005].

On se limitera cependant dans cette étude à l’étude et la simulation de la fissura-
tion transverse (qui a lieu dans un plan parallèle à la direction du fil), qui peut ainsi être
traitée dans une simulation de section 2D du fil. On fera abstraction aussi dans un pre-
mier temps du séquençage de la matrice, considérant un ensemble de fibres dans une
matrice homogène, avec une interphase de PyC entre elles. On supposera enfin, comme
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précédemment que chaque phase du matériau est élastique fragile. Le problème est sup-
posé quasi-statique.

FIGURE 6.2: Fissuration longitudinale sur minicomposites hybrides (matrice voie liquide
et gazeuse) [Etchart-Salas, 2011].

2 Prédiction et représentation de la fissuration

2.1 La � Finite Fracture Mechanics � et modèle hybride
Il faut à présent définir une façon de prendre en compte et de représenter la fissu-

ration du matériau. Dans les méthodes présentées dans le chapitre 2, la XFEM est cou-
ramment utilisée pour ce type de problématique. Il n’est cependant pas aisé de coupler
ce type de méthode avec la représentation par motifs sur laquelle se base la GFEM
multiéchelle. Par ailleurs, compte tenu du nombre de fissures et d’interfaces, cela ne
semble pas numériquement envisageable.

On remarque cependant que les faciès de rupture sont identifiés. Par exemple, la fis-
suration transverse met en jeu des trajectoires connues : la fissuration a tendance à se
diriger d’une fibre à l’autre en déchaussant celle-ci de la matrice puis a se re-orienter vers
la fibre suivante, comme le schématise la figure 6.3 et observé en figure 6.1. Compte
tenu de cette connaissance initiale, un modèle basé sur des surfaces potentielle de rup-
ture, dont la forme et la taille peut être déduite des faciès de rupture, semble pertinent. On
notera que cette démarche reste valable pour une large gamme de matériaux composites,
les phénomènes de rupture (décohésion fibre-matrice, rupture de la matrice inter-fibres)
étant très semblables. Ce type de modèle a en outre déjà été développé dans le cadre des
CMO [Ladevèze et al., 2006]. La rupture des surfaces potentielles se fait dans le cadre de
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la � Finite Fracture Mechanics � [Hashin, 1996]. Un exemple d’une telle application peut
être trouvé dans [Violeau, 2007], et présenté en figure 6.4. On notera que cette méthode
ne pouvait être appliquée directement à notre modélisation du fil, compte tenu de la com-
plexité de la microstructure.

La mise en place d’une méthode dérivée du modèle hybride dans la GFEM multiéchelle
requière donc deux ingrédients :

1. La définition des surfaces de rupture et leur description ;

2. La mise en place d’un critère de rupture des surfaces potentielles.

FIGURE 6.3: Schématisation de la fissuration transverse. Comme observé sur les micro-
graphies, la fissure se ré-oriente de proche en proche entre les fibres.

4 Une stratégie de calcul multiéchelle avec homogénéisation en espace et en temps : Rappels
théoriques et développements

!"#$%&'(()%

*%$(+,-./0'1$2-.3.
45'$%26($&')%

78")19),'&')%./-./)1$'%-

Figure 4.21: Decoupage en sous-structures et interfaces

Figure 4.22: Simulation d’un réseau de fibres bidimensionnel sous chargement de traction

90 Thèse de doctorat - D. Violeau - 2007

te
l-0

02
54

37
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 F

eb
 2

00
8

4 Une stratégie de calcul multiéchelle avec homogénéisation en espace et en temps : Rappels
théoriques et développements

!"#$%&'(()%

*%$(+,-./0'1$2-.3.
45'$%26($&')%

78")19),'&')%./-./)1$'%-

Figure 4.21: Decoupage en sous-structures et interfaces

Figure 4.22: Simulation d’un réseau de fibres bidimensionnel sous chargement de traction

90 Thèse de doctorat - D. Violeau - 2007

te
l-0

02
54

37
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 F

eb
 2

00
8

4 Une stratégie de calcul multiéchelle avec homogénéisation en espace et en temps : Rappels
théoriques et développements

!"#$%&'(()%

*%$(+,-./0'1$2-.3.
45'$%26($&')%

78")19),'&')%./-./)1$'%-

Figure 4.21: Decoupage en sous-structures et interfaces

Figure 4.22: Simulation d’un réseau de fibres bidimensionnel sous chargement de traction

90 Thèse de doctorat - D. Violeau - 2007

te
l-0

02
54

37
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 F

eb
 2

00
8

4 Une stratégie de calcul multiéchelle avec homogénéisation en espace et en temps : Rappels
théoriques et développements

!"#$%&'(()%

*%$(+,-./0'1$2-.3.
45'$%26($&')%

78")19),'&')%./-./)1$'%-

Figure 4.21: Decoupage en sous-structures et interfaces

Figure 4.22: Simulation d’un réseau de fibres bidimensionnel sous chargement de traction

90 Thèse de doctorat - D. Violeau - 2007

te
l-0

02
54

37
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 F

eb
 2

00
8

4 Une stratégie de calcul multiéchelle avec homogénéisation en espace et en temps : Rappels
théoriques et développements

!"#$%&'(()%

*%$(+,-./0'1$2-.3.
45'$%26($&')%

78")19),'&')%./-./)1$'%-

Figure 4.21: Decoupage en sous-structures et interfaces

Figure 4.22: Simulation d’un réseau de fibres bidimensionnel sous chargement de traction

90 Thèse de doctorat - D. Violeau - 2007

te
l-0

02
54

37
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 F

eb
 2

00
8

x
y

242

177

113

47.9

-16.8

Sigma_xx

FIGURE 6.4: Exemple d’application des interfaces potentielles de rupture à la fissuration
transverse d’un composite organique (CMO) [Violeau, 2007].

2.2 Définition d’une surface potentielle de rupture par les motifs
Classiquement, les surfaces potentielles de rupture sont intégrées directement dans le

maillage, par exemple sous forme d’entités surfaciques. La surface est alors soit saine et
donc traitée comme interface parfaite, soit rompue et traitée comme surface libre (avec
ou sans frottement entre surfaces). Cette façon de procéder est difficilement intégrable
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dans une représentation par motif, car plusieurs maillages existent, indépendant les uns
des autres. Une solution consiste à définir des motifs fissurés, qui vont prendre en charge
la description de la fissure localement, et dont les enrichissements qui y sont liés seront
calculés sous forme de résidu. On définit des familles de motifs, dont certains sont sains
et d’autres rompus, comme schématisé figure 6.5. Bien entendu, plusieurs solutions sont
imaginables vis-à-vis du choix des motifs. Un critère ad hoc peut être construit pour
passer dynamiquement d’un motif à l’autre, en testant l’ensemble des motifs fissurés pos-
sibles pour le motif d’origine. Nous reviendrons par la suite sur un critère énergétique.

Motif sain Motifs de décohésion 
fibre/matrice

Motifs de fissuration 
entre deux fibres

FIGURE 6.5: Schématisation d’une famille de motif, c’est-à-dire d’un scénario de fissu-
ration, à partir du motif sain jusqu’à un état fissuré.

On peut distinguer deux cas de figure dans la représentation de la fissuration. Le pre-
mier cas correspond à l’apparition (ou la propagation) d’une fissure au sein d’un motif
existant. La modélisation peut alors être envisagée de deux façons différentes : soit en
remplaçant le motif sain par un motif fissuré, soit en superposant au motif sain un nou-
veau motif qui va prendre en charge la fissuration. C’est en outre le cas de la décohésion
entre fibres et matrice, qui peut être abordée des deux façons. Le second cas de figure
correspond à une fissure se développant entre deux motifs existants (par exemple entre
deux fibres), et qui nécessite alors l’ajout ex nihilo d’un motif approprié en cours de cal-
cul, figure 6.6. Dans ce dernier cas, une difficulté importante est que ces motifs, et leur
géométrie, ne sont pas complètement connus a priori. Dans le cas de la fissuration trans-
verse (i.e. parallèle à la direction du fil), la longueur de la fissure dépend de l’espacement
entre deux fibres.

Remarque 6.1:
La mise en place de la fissuration peut mener à des problématiques en termes d’inter-
actions entre motifs, en fonction du choix des motifs et du problème de résidu utilisé.
En effet, l’hypothèse de non interaction entre les motifs n’est plus respectée car la
présence de cette surface libre, possiblement d’une taille de plusieurs diamètres de
fibre, mène à une zone déchargée de taille importante. Ainsi, il faut que cette décharge
soit répercutée sur les motifs voisins. De même, l’interaction entre deux fissures doit
être prise en compte.
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Elément macroscopique

Motifs fissurés Nouveau motif

Fissure apparaissant 
dans un motif existant

Fissure apparaissant 
entre motifs existant

FIGURE 6.6: Schématisation des cas où la fissure s’initie dans des motifs existant initia-
lement (à gauche) et où une fissure apparait ex nihilo entre deux motifs (à droite).

3 Travail préliminaire : fissuration des motifs pré-existants

Dans un premier temps, un cas simple de décohésion fibre-matrice et de fissuration
inter-fibres est étudié. Il s’agit d’une démonstration de principe, et des travaux sont encore
nécessaires à la fois sur la modélisation de la fissuration (choix des motifs et interactions)
et sur le critère de fissuration. Dans ce travail préliminaire, deux éléments sont à définir :

– les motifs associés au cas � endommagé � et la façon de calculer l’enrichissement
cinématique associé ;

– le critère de sélection et de passage du motif sain au �meilleur �motif endommagé.

3.1 Définition des motifs fissurés et calcul de l’enrichissement associé

La définition de la géométrie du motif est, comme pour le choix initial des motifs
en élasticité, un choix de modélisateur. Il s’appuie sur une étude des micrographies afin
d’identifier les cas les plus récurrents. Cette étude n’est pour le moment pas exhaustive et
les géométries qui seront choisies par la suite devront être affinées dans de futurs travaux.

Une fois la géométrie définie, l’enrichissement doit être calculé. Pour ce faire, le pro-
tocole est similaire au calcul des perturbations des motifs liés à la porosité en élasticité,
dans le chapitre 4, section 3.2.2. On introduit un chargement sur les lèvres de la fissure, qui
correspond à l’application d’une force surfacique, déduite de la précharge en contrainte
s’appliquant sur le motif σ̂. Soit n la normale sortante sur les lèvres de la fissure, l’effort
surfacique Fd appliqué vaut :

Fd = σ̂n
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La figure 6.7 présente deux exemples de motif endommagé (maillage et norme du champ
de déplacement), l’un concernant la décohésion fibre matrice pour une fibre seule, l’autre
pour une fissure existant entre deux fibres.

Décohésion : Maillage Enrichissement 1 Enrichissement 2 Enrichissement 3

Fissuration : Maillage Enrichissement 1 Enrichissement 2 Enrichissement 3

FIGURE 6.7: Exemples d’enrichissements liés à des motifs fissurés (ligne de rupture en
vert) : a) décohésion fibre-matrice et b) fissuration de la matrice entre deux fibres.

3.2 Validation sur un cas simple de décohésion
Prenons un cas simple afin de valider et/ou mettre en évidence les limites actuelles

de la modélisation. On considère le cas d’une inclusion dans une matrice homogène en
traction. L’interphase est supposée rompue sur la demi-circonférence, voir figure 6.8. On
compare deux solutions : l’une issue de la GFEM multiéchelle à l’aide d’un Handbook
constitué du motif sain d’une inclusion et d’un motif de rupture d’interphase (cf. figure
6.7) et l’autre issue d’un calcul de référence éléments finis. Les champs de contrainte
associés aux deux solutions sont tracés suivant la ligne sonde en figure 6.9.

On constate de prime abord que les deux solutions sont plutôt proches, et les gra-
dients sont bien représentés par la solution GFEM. On remarque cependant qu’au droit
de la décohésion (de la surface libre), la contrainte n’est pas nulle pour cette dernière.
Ce phénomène s’explique par le fait que les deux enrichissements (les degrés de liberté
liés aux motifs sain et fissuré) ne sont pas indépendant. En effet, la condition de surface
libre (i.e. les contraintes normales nulles) qui les relie n’est pas prise en compte dans le
calcul de la solution GFEM pour le moment. Cette condition pourra à l’avenir être prise
en compte de façon simple par exemple à l’aide d’un multiplicateur de Lagrange entre ces
degrés de liberté, les amplitudes étant connues lors du calcul du Handbook.
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F

Elément macro

Inclusion
Décohésion

x

y

Ligne sonde

FIGURE 6.8: Géométrie du problème de décohésion d’une inclusion dans une matrice
homogène soumis à de la traction.
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FIGURE 6.9: Comparaison de la contrainte σxx associée à la solution GFEM et à la solu-
tion de référence, suivant la ligne sonde.

3.3 Critère de fissuration

Supposons que chaque motif sain et fissuré soit connu. Un critère doit permettre d’une
part de déterminer les motifs à rompre et choisir, parmi l’ensemble des motifs rompus
possibles, le � meilleur � pour décrire cette rupture. Un critère classique se base sur
un taux de restitution d’énergie, couramment utilisé pour la fissuration des matériaux
quasi-fragile. Soit deux états t0 et t1 du système correspondant à deux pas de chargement
consécutifs. La création d’une surface libre ∆S s’effectue lors du dépassement d’un taux
de restitution d’énergie critique Gc, c’est-à-dire :

G(t0, t1) =
∆Ep

∆S
=−Ep(t1)−Ep(t0)

∆S
> Gc (6.1)
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où E p est l’énergie potentielle du système. On peut distinguer deux cas : l’initiation de la
fissure ou la propagation d’une fissure existante. Ces deux phénomènes sont généralement
associés à des taux critiques différents. On les supposera cependant identique dans la suite
de ces travaux. Les motifs rompus étant définis, la surface créée ∆S est connue. Il suffit
donc, pour chaque configuration possible et à chaque incrément de chargement, d’évaluer
G et de le comparer au taux critique. Sous forme discrète, le calcul de Ep(t) s’effectue en
fonction des matrices de rigidité Kt (qui dépend de la configuration des motifs, et donc du
chargement) et du second membre F :

Ep(t) =
1
2

uT (t)K(t)u(t)−FT (t)u(t) (6.2)

Compte tenu du nombre de calculs devant être fait pour tester toutes les configurations
possibles, et en outre la mise à jour de la matrice de rigidité K, cette procédure peut
être coûteuse. Un critère de préselection, basé sur une contrainte maximum pourrait être
mise en place afin de limiter le nombre de cas à traiter finement, comme dans les travaux
de [Violeau, 2007]. Enfin, la prise en compte de la variabilité des propriétés matériaux,
en particulier celles liées à la rupture, se retrouve dans une distribution des Gc (ou des
contraintes à rupture dans le cas d’un critère en contrainte), similairement aux travaux de
[Violeau, 2007].

3.4 Exemple simple de démonstration
Nous allons à présent mettre en place un essai simple de démonstration de prise en

compte de la fissuration dans la GFEM multiéchelle. Pour ce test, un critère en énergie est
utilisé. Evidemment, des travaux sont encore nécessaires pour définir un critère simplifié
pour la fissuration, afin de ne pas devoir assembler les matrices de rigidité totales pour
chaque configuration à tester. Les données matériaux utilisées sont rappelées en tableau
6.1.

Données Valeurs Source
Module élastique fibre (Hi-Nicalon) 280 GPa [Bertrand et al., 1999]
Module élastique matrice SiC 415 GPa [Dalmaz, 1997]
Energie de décohésion fibre-matrice (PyC) < 5 J/m2 [Naslain, 1998]
Energie de fracture matrice 20 J/m2 [Naslain, 1998]

TABLE 6.1: Propriétés matériau utilisées dans cet exemple de fissuration.

La configuration de test consiste en un domaine carré de matrice homogène et un en-
semble de 4 fibres, et soumis à un effort de traction monotone croissant. Le problème
est résolu en quasi-statique. On notera que la rupture totale de l’échantillon ne peut
être représentée en l’état actuel du modèle. On se contentera donc ici de modéliser la
décohésion entre fibres et matrices, puis la fissuration entre les fibres, au cours du charge-
ment. La géométrie et le chargement sont rappelés figure 6.10.
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146 Extension à la prédiction de la fissuration

F
F [MPa]

t0

3

Rupture première 
interphase

Rupture 
matrice

FIGURE 6.10: Géométrie et chargement de l’exemple de démonstration de la fissuration.

Les motifs de décohésion et de fissuration étant connus (on utilise ceux décrits en fi-
gure 6.7), la longueur de surface libre créée l’est aussi. Cela permet de déterminer les taux
de restitution d’énergie critiques d’apparition des motifs de fissuration, à l’aide des taux
donnés en tableau 6.1. On considère cependant une certaine variabilité de ces paramètres
suivant les motifs, afin de modéliser la variabilité des propriétés au sein du matériau, en
particulier dans le but d’éviter la rupture simultanée de plusieurs interphases au même pas
de temps. On choisit ici de représenter cette dispersion par une loi normale tronquée, dont
les paramètres sont donnés dans le tableau 6.2.

Propriété Moyenne Ecart-type Intervalle
Energie de décohésion fibre-matrice 5 (J/m2) 1 (J/m2) 2 à 8 (J/m2)
Energie de fracture matrice 20 (J/m2) 4 (J/m2) 10 à 30 (J/m2)

TABLE 6.2: Propriétés des lois normales caractérisant la variabilité des propriétés de
rupture des matériaux.

La figure 6.11 présente le champ de contrainte en deux pas de temps du calcul global :
à la rupture de la première interphase et enfin à la première rupture de la matrice. On
s’aperçoit que dans un premier temps, la structure est saine. Puis, les interphases de PyC
rompent, provoquant les décohésions entre les fibres et la matrice. Pour finir, la matrice
rompt entre les fibres. Compte tenu des énergies de rupture des différents matériaux, ce
scénario correspond à ce que l’on pouvait attendre.

4 Bilan
La fissuration est un phénomène clef dans la prédiction de la durée de vie du fil de

CMC. Sa prise en compte dans la GFEM multiéchelle, suivant le cadre de la mécanique
de la rupture finie, peut être réalisée par l’introduction des surfaces potentielles de rup-
ture au sein de motifs dédiés. Le travail préliminaire présenté ici présente une première
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FIGURE 6.11: Champs de contrainte (σxx) en deux pas de chargement : lors de la première
décohésion et lors de la première rupture de la matrice. On notera que les deux fibres dont
les interphases ne sont pas rompus sont à peine discernable sur le pas de temps 7, à cause

des gradients provoqués par les deux autres fibres.

approche utilisant les outils déjà disponibles. Bien que démontrant la faisabilité d’une
telle approche, ce travail présente aussi les limitations de celle-ci dans le cadre des outils
programmés pour le moment. D’une part, la non-interaction entre les motifs, fil conduc-
teur de la méthode jusqu’à présent, montre ses limites. En effet, la rupture d’une surface
provoque la décharge des motifs alentours, un phénomène qui n’est pour le moment pas
pris en compte. Il faudrait alors gérer des intégrations entre maillages non compatibles,
ce que l’on a souhaité éviter dès le début ou bien choisir des enrichissements judicieux
(par exemple en orthogonalisant les fonctions d’enrichissement ajoutées). De plus, les en-
richissements liés à un motif sain et à son homologue rompu, sont liés afin de vérifier la
condition de bord libre. Une solution pourrait être de lier ces ddls grâce à des multiplica-
teurs de Lagrange.

D’autre part, l’utilisation d’un critère énergétique est coûteux car il faut, pour chaque
configuration assembler et résoudre le problème global. Un critère plus local, en contrainte,
serait une solution, qui permettrait de limiter le coût de test d’une configuration parti-
culière.
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L’utilisation croissante des matériaux sur mesure dans l’industrie aéronautique, et plus
spécifiquement des composites, nécessite de nouveaux outils de simulation numérique
capable d’orienter l’optimisation du matériau dans ses plus petites échelles et ce, afin de
limiter des coûts de développement reposant presque uniquement sur une base expéri-
mentale. Les présents travaux se focalisent sur l’un de ces matériaux, les composites à
matrice céramique de type SiC-SiC, dans le cadre du programme de recherche et dévelop-
pement ARCOCE. Ces matériaux, utilisés dans la propulsion aéronautique et spatiale,
concentrent un grand nombre de difficultés : microstructure (matrice multiséquencée et
hybride), comportement à rupture complexe (déviation des fissures) et sensibilité à l’envi-
ronnement (oxydation et cicatrisation). Le développement de modèles et méthodes numé-
riques pour l’optimisation multiéchelle et multiphysique, en terme de durée de vie, de tels
matériaux est un challenge scientifique et technique.

L’étude de la littérature concernant les CMCs a permis de montrer que la durée de vie
des CMCs est principalement pilotée par le fil, car la plus grande partie des phénomènes
mécaniques ou chimiques y interviennent. Ainsi, l’objectif de ces travaux est de proposer
une méthodologie pour la modélisation du fil et de sa structure interne. Il s’agit en outre
de mettre en place une démarche versatile, qui puisse suivre les évolutions du matériau et
les anticiper, limitée dans cette étude au comportement mécanique.

De nombreux modèles et méthodes multiéchelles existent pour la simulation de struc-
tures complexes. Elles sont cependant limitées, soit par un cadre théorique qui s’applique
difficilement à la modélisation du fil, comme les modèles dérivés de l’homogénéisation
périodique, soit parce que le coût numérique et technique de la méthode la rend diffi-
cile à mettre en oeuvre. C’est le cas de la méthode des éléments finis, qui en plus four-
nir des systèmes linaires très larges, requiert un maillage explicite de la microstructure,
opération délicate et demandant un temps d’intervention humaine non négligeable. Les
méthodes d’enrichissement cinématique, par exemple la XFEM ou la GFEM, s’affran-
chissent de cette discrétisation explicite des interfaces internes de la structure et dans une
certaine mesure des difficultés de maillage. Compte tenu de la complexité de la micro-
structure du fil, du nombre d’interfaces et de leur forme, l’utilisation de la XFEM semble,
à notre sens, compromise à cause de la finesse du maillage requis pour une description
précise des interfaces par level-set. La GFEM, et en particulier la GFEM avec Handbook
numérique, fournit au contraire une stratégie intéressante, en mettant en place une des-
cription à l’aide de motif de la structure. Son utilisation reste cependant limitée à notre
connaissance, car elle pose des difficultés techniques importantes et peu courantes du
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point de vue numérique et technique : intégration des matrices élémentaires, gestion du
Handbook numérique et des enrichissements associés.

Une réponse à ces problématiques est le développement d’un � matériau virtuel �,
au sein duquel les entités composant la microstructure et les phénomènes mécaniques et
physico-chimiques sont modélisés à leur échelle d’action. Le concept de matériau virtuel
fait suite à des travaux précédents sur les composites à matrice organique ou céramique.
Notre modèle se base sur une description par motif de la structure. Ces petits groupes
d’entités topologiques ont pour but de décrire à la fois la microstructure locale (topologie
locale des phases matérielles) et la cinématique locale liée aux champs de perturbation
dus aux motifs. La démarche se décompose en deux étapes majeures :

– l’étude de micrographies et génération de la microstructure du fil ;
– la simulation numérique du fil sous chargement mécanique.
La première étape se base sur l’étude de micrographies (voire de tomographies) qui

permet de caractériser la microstructure en termes de répartition spatiale des fibres, de
la forme et du volume des autres entités topologiques comme les pores et les nodules
de matrice voie liquide. Ces données morphologiques alimentent un outil de génération
de la microstructure du fil. Bien qu’il ne s’agisse pas à proprement parler de simulation
de procédé (traité par ailleurs dans ARCOCE), où les processus physiques du procédé
sont explicitement simulés, il permet néanmoins de produire des microstructures réalistes
dépendantes d’un certain nombre de paramètres de fabrication (séquençage de la matrice
voie gazeuse, fraction volumique des phases ...). Par ailleurs, la représentation adoptée
dans cet outil est semblable à celle des logiciels de CAO, pour lesquels les entités topolo-
giques sont définies à l’aide de polylignes et polysurfaces. Cette représentation est impor-
tante. Elle permet d’une part l’extraction des motifs grâce à l’identification des contours
et des objets. D’autre part, l’export des géométries vers des logiciels de maillage est aisé,
car la représentation est comparable.

Dans un second temps, un modèle multiéchelle permet de simuler la structure. Ce
modèle se base sur une description par motifs de la structure. Ces motifs permettent à la
fois d’enrichir la cinématique locale et de décrire la structure locale. Cette méthode est
inspirée de la méthode des éléments finis généralisés avec enrichissement numérique. Ce-
pendant, une séparation d’échelle est introduite entre le fil et les motifs, dont les perturba-
tions induites sont supposées localisées. Compte tenu de cette localisation, une hypothèse
de non-interaction entre motifs est ajoutée. Ainsi, l’intégration des termes de la matrice
de rigidité liés à l’enrichissement est aisément évaluable au niveau de chaque motif, sans
intégration entre champs définis sur des maillages différents comme c’est le cas pour la
GFEM classique.

Cette démarche a été validée sur des cas simples en élasticité linéaire, qui ont permis
de définir un premier critère simple de choix des motifs, par regroupement de paquets de
fibres. Par ce biais, la méthode a été appliquée à plusieurs exemples de section de fil 2D,
de complexité croissante, et représentant différentes générations de CMC. L’extension à
la modélisation 3D du fil est enfin abordée. Les particularités de la microstructure 3D, de
même que les points durs que soulève le passage au calcul 3D dans le choix des motifs
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et la modélisation des fibres, sont identifiés. Des éléments de réponse sont introduits et
un exemple de tronçon simple avec fibres non parallèles est traité. Ces exemples mettent
en lumière les avantages de notre méthode pour la simulation de structures complexes
avec un grand nombre d’entités topologiques. La maillage explicite n’est en effet plus
nécessaire et le système linéaire global est de petite taille. On notera cependant que le
coût numérique brut de la GFEM multiéchelle est plus élevé, en 2D, qu’une méthode de
type éléments finis et ce, à cause de l’intégration de la matrice de rigidité, qui demeure
importante. Cependant, ce coût est largement compensé par l’absence de maillage global
à créer, du moins dans l’exemple traité.

Enfin, l’extension à la prédiction de la fissuration, basée sur la � Finite Fracture Me-
chanics � est discutée et le résultat d’un travail préliminaire présenté. Ce dernier montre
qu’il est possible de mettre en place une telle modélisation de la fissuration dans la GFEM
multiéchelle en intégrant les surfaces potentielles de rupture dans des motifs dédiés. Ce-
pendant, des travaux complémentaires sont nécessaires, d’une part dans la prise en compte
des interactions entre motifs sains et leurs homologues fissurés pour respecter les condi-
tions de surface libre et d’autre part, dans la définition d’un critère simplifié de fissuration
afin de limiter le coût de test des configurations rompues.

Ces travaux constituent une première étape quant au développement du matériau vir-
tuel pour l’optimisation du fil de CMC. Les outils de génération et de simulation ont
été mis en place et testés en élasticité linéaire. Du point du vue du modèle, des études
complémentaires sont nécessaires :

1. Il s’agira dans un premier temps de proposer une méthode efficace pour la prédiction
de la fissuration, transverse et longitudinale, du toron, le phénomène clef de la durée
de vie du fil.

2. Dans un second temps, une étude plus systématique du choix des motifs, couplée
à une estimation quantitative des erreurs liées aux approximations faites dans la
stratégie de résolution, devra être menée. Une telle étude permettrait de confor-
ter, ou de préciser le domaine de validité, de certaines hypothèses comme la non-
interaction entre motifs.

3. Enfin, une extension de l’outil d’analyse et de génération de la microstructure de-
vrait être envisagée afin de permettre la génération plus robuste de tronçon 3D entier
de fil, en attendant une simulation de procédé capable de générer celui-ci.

Du point de vue plus général de l’optimisation de CMC, les perspectives sont nombreuses.
En particulier, on peut citer :

1. La définition d’un chargement mécanique représentatif de l’environnement du fil
dans le tissu, et plus généralement, du chargement chimico-thermomécanique au
sein du matériau.

2. Le couplage du modèle avec un modèle d’oxydation/cicatrisation, afin de prédire
la durée de vie du fil en atmosphère oxydante. Cela comprend en particulier la
définition de motifs de cicatrisation.
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3. L’utilisation de la démarche dans un objectif d’optimisation du fil, en faisant varier
les constituants (fibre, séquençage de la matrice) ou les distributions (espacement
des fibres ...) au sein de la microstructure.
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[Ladevèze et Genet, 2010] LADEVÈZE, P. et GENET, M. (2010). A new approach to the
subcritical cracking of ceramic fibers. Composites Science and Technology, 70(11):
1575 – 1583.
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