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Résumé

Ce mémoire d’habilitation traite de la statistique des processus a temps discret faiblement
dépendants. Une premiére partie présente des résultats asymptotiques d’estimation pour les
paramétres de modéles affines généraux. La méthode étudiée est la maximisation du critére de
quasi-vraisemblance. Afin de traiter de possibles ruptures de stationnarité, nous pénalisons ce
critére par le nombre de ruptures. Pour les modéles & volatilité comme le modéle EGARCH,
cette procédure est instable et nous proposons de contraindre le critére au domaine dit d’inversi-
bilité continue. Nous étudions le probléme de la prédiction de processus faiblement dépendants
dans une seconde partie. Les résultats obtenus sont des inégalités d’oracle non asymptotiques
nécessitant 1’étude préalable des propriétés de concentration gaussiennes de lois faiblement
dépendantes. Pour ce faire nous utilisons une notion de transport faible et de nouvelles in-
égalités dites de transport conditionnel. Enfin, le comportement des extrémes en présence de
dépendance fait 'objet de la troisiéme partie. Nous introduisons un indice de cluster qui carac-
térise les lois limites a-stables dans le théoréme de la limite centrale et les grandes déviations
des sommes partielles & variation réguliére. Nous traitons des exemples de processus a queues
épaisses tels que les solutions des équations récurrentes stochastiques linéaires et le modéle
GARCH. Nous appliquons ces résultats pour caractériser asymptotiquement les erreurs d’esti-
mation des auto-covariances de processus a queues épaisses.

Mots-clefs : Processus faiblement dépendants, théorémes limites, théorie des valeurs extrémes,
indice de cluster, inégalités de transport faible, inégalités d’oracle, quasi maximum de vraisem-
blance.

CONTRIBUTIONS TO TIME SERIES ANALYSIS: ESTIMATION, PREDICTION AND
EXTREMES

Abstract

This habilitation manuscript presents my research work on statistics for weakly dependent
processes. Asymptotical results for the Quasi Maximum Likelihood Estimator in general affine
models are given in the first part. To detect stationarity breaks, we suggest to penalize the
Quasi Likelihood criteria by the number of breaks. For some volatility models such as EGARCH
model, the procedure is not stable and we suggest to constrain the criteria on the continuously
invertible domain. Then we consider the one-step prediction of weakly dependent processes,
establishing new oracle inequalities. Such non asymptotical results need to assert the gaussian
concentration properties of weakly dependent measures. To this aim, we propose a notion of
weak transport and new conditional transport inequalities. Finally, we introduce the cluster
index to characterize the extremal behavior of regularly varying partial sums. We obtain limit
properties such as the a-stable limits in the Central Limit Theorem or the large deviations
in presence of dependent extremes. Solutions of linear stochastic recurrent equation and the
GARCH model are examples of heavy tailed processes. We apply our results to characterize
asymptotically the estimation errors of heavy tailed processes autocovariances.

Keywords : Weakly dependent processes, limit theorems, extreme value theory, cluster index,
weak transport inequalities, oracle inequalities, Quasi Maximum Likelihood Estimation.
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Présentation

Parcours personnel

Aprés mon doctorat a I'Université Paris 1 sous la direction de J.-M. Bardet et P.
Doukhan, j’ai poursuivi mon travail de recherche dans le domaine de la statistique des
processus en post doctorat a I’Université de Copenhague. Sous la supervision de T.
Mikosch, j’y ai étudié la théorie des valeurs extrémes et la problématique associée de
quantification des risques liés & des événements rares de valeurs extrémes. De retour en
France, j’ai poursuivi mon travail de recherche au sein du laboratoire du CEREMADE en
tant que maitre de conférences & 'université Paris Dauphine. J’y apprécie les discussions
enrichissantes avec les collégues du laboratoire sur des sujets variés de mathématiques
appliquées. En particulier, j’ai eu 'opportunité de participer au groupe de travail EVOL
sur la thématique du transport de lois. J’ai aussi pris la co-responsabilité, avec R. Elie, du
master actuariat de 'université Paris Dauphine. Dans ce cadre, j’ai encadré de nombreux
mémoires de fin d’étude sur les méthodes pratiques de quantification des risques en
assurance et en finance. J’ai de plus participé officieusement a ’encadrement de la thése
de W. Kengne et je co-encadre la thése de S. Cai avec P. Doukhan et J.-L. Prigent.
Enfin, depuis un an, je suis aussi chercheur affilié au sein du Laboratoire de Finance et
Assurances au CREST au coté de C. Francq et J.-M. Zakoian.

Organisation du mémoire

Ce mémoire expose mes contributions a la statistique des processus faiblement dé-
pendants. Alors que le cadre statistique classique est celui de données indépendantes et
identiquement distribuées (iid), ce cadre dépendant se veut plus réaliste : les modéles
sont introduits pour tenir compte d'une possible interaction entre les données observées.
J’étudie des processus a temps discrets, appelés aussi séries temporelles, qui ont des don-
nées passées, présentes et futures possiblement dépendantes. On parle de dépendance
faible lorsque les résultats statistiques restent de méme nature que ceux obtenus dans
le cadre iid. Parmi les thémes classiques de ce domaine de recherche, je traite dans mon
travail de doctorat de l'estimation paramétrique [W4]|, non paramétrique [W1, W5| et
du théoréme de la limite centrale gaussienne [W2]. J’obtiens des résultats similaires au
cas iid sous des conditions de dépendance faible les plus générales possibles. Les modéles
traités sont, par exemple, les chaines & mémoire infinie introduites dans [W3].

Ce mémoire présente les solutions que j’apporte a trois problémes distincts : 'es-
timation dans les modéles instables, le traitement non asymptotique de la prédiction
statistique et les théorémes limites en présence de valeurs extrémes. Pour résoudre ces
problémes, j’ai développé des conditions de dépendance faible spécifiques :

— Pour I'estimation dans les modéles a volatilité stochastique, j'utilise des conditions

dites d’inversibilité continue qui assurent la stabilité de la procédure statistique.

— Afin d’obtenir des propriétés de concentration gaussiennes des lois faiblement dé-

pendantes, j'introduis des nouveaux coefficients de dépendance faible notés I'. J’en
déduis des résultats d’apprentissage statistique pour la prédiction.

— Je définis l'indice de cluster dans un cadre markovien pour quantifier les agrégats

de valeurs extrémes pour des processus a variation réguliére.



Donnons plus précisément le contenu de ce mémoire chapitre par chapitre.

Je traite dans le chapitre 1 des ruptures de stationnarité dans les modéles affines.
En collaboration avec W. Kengne et J.-M. Bardet, nous utilisons le critére de Quasi
Maximum de Vraisemblance (QMV) pénalisé par le nombre de ruptures [W9|. Sous des
conditions de dépendance faible, nous obtenons la normalité asymptotique de 1’estima-
teur des parametres. Nous proposons de calibrer la méthode en suivant ’heuristique de
pente.

Dans le chapitre 2, j'introduis I'inversibilité continue pour traiter des modéles, comme
le modéle EGARCH, pour lesquels la procédure du QMV est instable. Je montre dans
[W11] que lestimation par QMV est asymptotiquement normale lorsqu’on restreint le
critére au domaine d’inversibilité continue. En collaboration avec C. Francq et J.-M.
Zakoian, nous étudions le modéle log-GARCH comme alternative au modéle EGARCH
pour laquelle la procédure statistique par QMV est toujours stable [W16] .

Le chapitre 3 décrit I'approche d’apprentissage statistique en prédiction des processus
de [W8]. Afin d’obtenir des résultats non asymptotiques appelés inégalités d’oracle, j'in-
troduis les conditions de I'-faible dépendance [W14|. J’en déduis des inégalités de trans-
port faible et des extensions d’inégalités exponentielles classiques au cadre I'-faiblement
dépendant. Les résultats présenté ici sont aussi précis que dans le cas iid, améliorant
ainsi les résultats obtenus précédemment dans [W6].

Dans le chapitre 4, les inégalités d’oracle pour la prédiction sont obtenues par une
nouvelle approche dite de transport conditionnel. J’en déduis des bornes non asymp-
totiques du risque de prédiction de l'estimateur des moindres carrés dans les modéles
linéaires. Ces résultats sont nouveaux, méme dans le cas iid. Suivant 'approche PAC-
bayésienne, en collaboration avec P. Alquier nous étudions les estimateurs de Gibbs
comme une alternative aux méthodes de sélection de modéles en prédiction [W13].

J’introduis dans le chapitre 5 l'indice de cluster quantifiant les valeurs extrémes
de processus faiblement dépendants. En collaboration avec T. Mikosch nous étudions le
comportement limite des valeurs extrémes formant des agrégats (cluster en anglais) dans
les sommes de données dépendantes & variation réguliére. Dans un contexte markovien,
nous caractérisons l'indice de cluster en fonction du processus spectral de queue [W15].
L’indice est calculé pour la solution de I’équation récurrente stochastique linéaire et le
modéle GARCH.

Le chapitre 6 présente de nouveaux théorémes limites caractérisés par l'indice de
cluster. Avec T. Mikosch, je détermine les loi limites a-stables des théorémes centraux
obtenus dans [W7| en fonction de 'indice de cluster. Cet indice quantifie aussi le prin-
cipe de grandes déviations des sommes partielles de variables & variation réguliére dé-
pendantes [W10]. Nous montrons que l'indice de cluster et l'indice extrémal sont tous
deux indispensables a I’étude des processus a queues de distribution épaisses. Nous ap-
pliquons ces résultats pour caractériser asymptotiquement les erreurs d’estimation des
auto-covariances de processus & queues épaisses.

Je fournis quelques illustrations de ces résultats de statistique mathématique sur
simulations et sur données réelles.
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Premiére partie

Utilisation du Quasi Maximum de
Vraisemblance dans les modéles a
volatilité
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1.3 - Estimation par Quasi-Mazimum de Vraisemblance (QMYV) 11

1 L’estimation de ruptures dans les modéles affines

Avec J-M Bardet et W. Kengne j’ai étudié le probléme de détection de ruptures dans
[W9] & partir des résultats asymptotiques obtenus durant ma thése sur estimateur du
Quasi Maximum de Vraisemblance (QMV) [W4].

1.1 Les modéles affines généraux

Depuis le prix Nobel d’économie décerné en 2003 & MM Engle et Granger, une
attention particuliére est portée sur 'étude des modéles ARMA-GARCH et leurs gé-
néralisations [24]. Ces modeles affines sont utilisés en statistique car l'estimation de
leurs paramétres est simple. Par ailleurs, ils partagent certaines propriétés observées sur
des données réelles ayant des valeurs extrémes dépendantes (ils prennent en compte le
phénomeéne de cluster des valeurs extrémes présenté dans la partie I1T).

Nous traitons de ’estimation paramétrique de modeéles affines de la forme suivante :

Définition 1.1. Soit T un intervalle de Z. Le processus a valeurs réelles X = (X¢)ier
suit un modele affine généralisé noté Mry(oy, fg) s’il satisfait la relation :

Xt = 09((Xt_i)z>1)Zt + f9<(Xt—i)i21) pour tout t € T, (1)

ol (Zy)iez est le processus des innovations iid telles que EZy =0 et EZ2 =1 et si (X;)
est non anticipatif (X, indépendant de (Zy11, Zyio,...) pour toutt € T'). Les paramétres
du modéle 6 sont dans un ensemble © de dimension d : © C R%,

A titre d’exemples, les modéles suivants entrent dans ce cadre : les modeéles linéaires
ARMA inversibles (op = 1), les modéles a volatilité stochastique ARCH, TARCH,
EGARCH (fy = 0, voir le chapitre 2 pour une étude spécifique) et plus généralement
les modéles type ARMA-GARCH ou fy # 0 et gy # 1.

1.2 Le probléme de ruptures de stationnarité

Pour traiter de maniére réaliste de longues périodes d’observations, nous supposons
des ruptures dans les valeurs des coefficients : les observations (X7, - - , X,,) proviennent
d’un processus X = (X;)ez tel que X € MT]’F(M@;, fg;f) pour tout j =1,..., K* avec

- K20, Ty ={t;_,+1,t;_,+2,...,tiavec 0 <] < -+ <lj. ; <n, t; €ENet

par convention t; = —oo and tj.. = 00}
-0 =(07,,...,0;,) €0 C R? pour tout j =1,..., K*.
Nous considérons que non seulement les parameétres 67 sont inconnus mais aussi les
instants de ruptures 7, - - - ,¢;._; et le nombre K* —1 de ruptures. Le fait que le nombre
de ruptures K* soit inconnu est particuliérement difficile & traiter en statistique car le

nombre de paramétres & estimer dépend de K*.

1.3 Estimation par Quasi-Maximum de Vraisemblance (QMYV)

Par définition, si X € Mr(fy,09) alors l'espérance de X;,; conditionnellement a
son propre passé X;, X; 1,... est égale & fo(X; 1, X; 2,...) =: f;(0) et sa variance



12 L’ESTIMATION DE RUPTURES DANS LES MODELES AFFINES

conditionnelle & og(X; 1, X; o, ...)% =: 04(f). La méthode de Quasi Vraisemblance (QV)
consiste a considérer la vraisemblance dans le cas o les innovations Z; sont gaussiennes :

1 (X, — £(0))°
L,(T,0) := —5 Zﬁt(Q) avec £,(0) = W +log (07(0)) .
teT
Comme seules X1, ..., X, sont observées, la fonction L, ne peut pas étre calculée car

elle dépend des valeurs passées inconnues X_; pour j > 0. On approche L,, par la QV
L,, définie comme

L (T,0) := —%Zét(e) ou £,(0) == %

+log (67(6))
avec ft(é’) = fg(Xt_l, . ,Xl,u) et 62(0) = Ug(Xt_l, . ,Xl,u) pour toute suite de
valeurs initiales u = (u,,) avec un nombre fini de valeurs non nulles.

Remarque 1.2. Sous des conditions de dépendance faible, les valeurs non nulles wu;
peuvent étre choisies arbitrairement en fonction du coefficient ¢, d’un nombre fixe de
premiéres observations,... sans changer les résultats asymptotiques qui sont donnés
dans ce chapitre. La méthode est dite stable par rapport aux conditions initiales choisies
arbitrairement. Le chapitre 2 traite des hypothéses minimales assurant que la méthode
par QMV soit stable.

La QV se généralise au cas de K — 1 > 0 ruptures avec t = (t1,...,tx) le vecteur
des instants de ruptures et § = (0y,...,0x) la matrice des coefficients. Pour T, =
{tjo1+1,t;-1+2,...,t;}, le critére & minimiser est le suivant

~

]~

i

1

Pour estimer K* nous pénalisons ce critére par le nombre de ruptures K :
To(K,1,0) = Jo(K,1,0) + ry K (2)

ou 0 < K, < n est le parametre de régularisation. En considérant un nombre maximum
Kinae > 0 de ruptures nous obtenons un estimateur par QV pénalisée en minimisant :

(Ko, t.,0 ) € Argmin  Argmin(J,(K,t,0)). (3)

ny Znir<n
1SK<Kmax Lo

Remarque 1.3. Le choix d'une pénalité additive nous permet d’utiliser des algorithmes
dynamiques optimisant en K avec un coiit algorithmique linéaire O(K,,,). Le calcul de
la QV pour toutes les périodes de stationnarité possibles est plus long car quadratique
en le nombre d’observations O(n?).

1.4 Hypothéses de Lipschitz uniforme et de dépendance faible

Afin d’étudier les propriétés de cet estimateur, nous spécifions un compact © sur le-
quel nous minimisons le critére pour chaque parametre 6;, 1 < j < K. Le modeéle affine
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dépendant des fonctions Wy (écriture commune pour Wy = gy et ¥y = fy), nous considé-
rons les espaces de fonctions réguliéres (continues ou deux fois contintiment dérivables)
sur le compact ©. Deux types d’hypothéses sont faites. Afin de les traiter simultané-
ment, notons L un compact qui est soit un singleton {#} pour 6 € O, soit © lui-méme.
Munissons les espaces de fonctions continues de la norme uniforme notée || - ||x. Nous
supposons que les fonctions Wy sont Lipschitz uniformes [W4] :

Définition 1.4. Pouri =0, 1, 2, supposant ||0"Wy(0)/06"||x < oo, nous définissons les
coefficients de Lipschitz uniforme (oz,(:)(lllg, K))k>1 tels que Oé](j)(\lfg, K) < oo et
k=1

8’\119(:)3) 8Z\D9
H 50 H <Zak (U, K|z — yi|  pour tout x = (z3), y = (y;) € RY.
La premiére hypothése consiste & supposer l'existence de moments d’ordre 7 > 1
pour le critére de QV pénalisé J,, pour chaque 6 € © grace a un théoréme de point fixe
dans I'espace des fonctions r-intégrables. Notons

BOUK) =3 ) avee BY(K) = o (0. K) + (Bl Zo| ) af (05, K),

k>1

et supposons le modéle contractant

(A) : Pour tout § € © nous avons 30 ({#}) < 1

La seconde hypothése consiste a controler la décroissance des coefficients de Lip-
schitz uniforme sur © afin que le critére J,, dépende faiblement des valeurs observées
au début de la période de stationnarité 7. Comme notre critére contient un terme de
pénalisation, cette condition de dépendance faible s’écrit en fonction du paramétre de
régularisation ,, :

(H,), i = 0,1,2 : Le paramétre de régularisation est tel que x, A nk, !
n — oo et pour tout j =1,...,7:

— o0 lorsque

(r/4n1)

Z ’{I;(T/Ml)( Z Béj)(@)> < 00

k>2 0>up
ou u, = k/(clogk) avec ¢ > 0.

Remarque 1.5. Nous verrons dans le chapitre 2 comment unifier efficacement ces condi-
tions de moments et de dépendance faible dans le cadre des modéles a volatilité on

Jo = 0.

1.5 Résultats asymptotiques

Nous prouvons la consistance de notre procédure généralisant [37].

Théoréme 1.6 (|[W9]). Supposons le modeéle affine général identifiable tel que hl >
m > 0 pour tout 6 € ©. Si les instants de ruptures vérifient la relation t; = T n pour
0 <7 <1 pourtout 1 <i< K* et (A) et (Hy) sont satisfaites avec r =2 alors

(Knvtn/nwgn) — (K™, 17%,0%) en probabilité.
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Nous obtenons sous des hypothéses plus fortes (moments d’ordre r = 4, fonctions
deux fois continfiment dérivables,. ..) la normalité asymptotique des estimateurs 6;.

Théoréme 1.7 (|[W9]). Sous les conditions du Théoréme 1.6 avec de plus (A) et (Hs)

satisfaites pour v > 4, si k, = O(y/n) et si 05 €0 nous obtenons

V& AR) = (5, v 0) (Bu(Ty) = 07) > Na(0, %), (4)

n—oo

ot la matrice de variance-covariance asymptotique 3 est inversible.

Le paramétre de régularisation x, dans le Théoréme 1.7 est contraint a étre plus
petit que y/n. En pratique nous calibrons «,, par I'heuristique de pente.

1.6 Calibration pratique par I’heuristique de pente

Les résultats précédents sont vérifiés sous ’hypothése que les périodes de stationna-
rité T sont proportionnelles a n afin de négliger le cas de périodes qui seraient trop
courtes pour pouvoir faire une estimation précise des coeflicients #;. La suite (u,) ap-
paraissant dans les conditions (H;) indique la taille de ces périodes trop courtes. Ne
traitant que de périodes de longueurs plus grandes que w, (proportionnel & n/logn
comme dans les hypothéses (H;)), nous prenons K., égal & [n/u,] dans la procédure
décrite ci-dessous.

L’heuristique de pente utilise la linéarité (locale) du critére de QV en fonction du
nombre de ruptures et fournit une calibration &, du parameétre de régularisation :

1. Pour tout 1 < K < K4, nous tragons (K, —miQn <]An)1<K<me et estimons la
. <K<

“Y

pente de la partie linéaire qui vaut &, /2.

2. Fixant k,, = R,, nous calculons le minimum du critére pénalisé J,, qui fournit
une estimation du nombre de ruptures K, des instants de ruptures t, et des
paramétres du modeéle 6,,.

1.7 Application sur données réelles

Nous appliquons la procédure décrite ci-dessus de détection de ruptures avec critére
de QV pénalisée et calibration par I’heuristique de pente sur I'indice boursier anglais du
Footsee. Nous analysons une trajectoire de n = 1428 données journaliéres du 27 Juillet
2005 au 18 Mars 2011. Nous étudions les log-rendements des prix a la cloture modélisés
par des modeles GARCH(1,1) [10] :

Xy = 012y, of = ag(g)+ai() X +B (ol VEET, Vje{l,--- K} (5)

lei 07 = (ag(4), 3(4), Bi (7)) et d = 3. Nous fixons a priori u, = [n/(4 * log(n))] = 49
d’out le nombre de ruptures maximum K,,,, = 25. L’heuristique de pente calibre le
paramétre de régularisation a &, ~ 15 et la QV pénalisée fournit K = 4 soit trois
ruptures ¢, = 499, 5, = 792 et {5 = 853. Les ruptures semblent provenir d’événements
exogénes identifiables :
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t, = 499, correspond au 16 juillet 2007, semaine durant laquelle la banque d’investisse-
ment Bear Stearns a révélé que 2 fonds sur les subprimes perdaient toute valeur.

ty = 792, correspond au 11 septembre 2008 alors que le 15 septembre Lehman Brothers
se placait en faillite.

t3 = 853, correspond au 5 décembre 2008, aprés que le G-20 ait annoncé qu’il prenait
des mesures pour faire face & une crise sans précédent.

Ces événements significatifs ont déja été identifiés dans [29] par une méthode de détection
de ruptures complétement différente et moins précise que la notre.

Breaks detection in FTSE index
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FIGURE 1 — L’indice Footsee avec les estimations des 3 instants de ruptures représentées par les lignes
verticales.

2 L’estimateur du QMYV dans le modéle EGARCH

L’approche d’inversibilité continue de [W11] est le sujet de la thése de S. Cai que je
co-encadre avec P. Doukhan et J.-L. Prigent. J’ai introduit cette notion pour étudier la
stabilité aux conditions initiales du QMYV dans le modéle EGARCH. Avec C. Francq et
J.-M. Zakoian, j’étudie dans [W16| le modéle log-GARCH comme alternative au modeéle
EGARCH pour lequel le QMV est stable.

2.1 Les modéles a volatilité stochastique

Nous considérons les modéles affines (1) tels que fy = 0. Désormais X; = 0,7,
ou seule la volatilité o2 dépend d'un coefficient 0, € R? fixe au cours du temps (les
ruptures de stationnarité ne sont plus envisagées). La dynamique du modéle porte sur
une fonction h de cette volatilité : il existe des fonctions aléatoires v, dépendantes des
innovations iid Z; telles que

h(of1) = be(h(o}),00),  VEE L. (6)
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Le but est d’étendre dans un cadre le plus général possible les résultats asymptotiques
pour l'estimateur du QMV du modéle GARCH univarié obtenus par Berkes et al. [8].
Une attention particuliére est portée au modéle EGARCH :

Exemple 2.1 (|48]). Le modéle EGARCH(1,1) est défini par la relation
FEGARCH(1,1) : log(07,1) = ao + Bolog(a}) + (10 Z: + 60| Z4|)- (7)

On reconnait h = log et les paramétres 6y = (o, Bo, Y0, 00) € R¢ avec d = 4.

Supposons désormais les conditions d’existence d’une solution stationnaire satis-
faites. Pour le modele EGARCH(1,1), cette condition s’écrit simplement |G| < 1.

2.2 Inversibilité du modéle

Soit, comme précédemment, 'estimateur du QMV qui minimise le critére
2L,(0) = > 5 +log(57 (0
t=1
ot 62(6y) est une approximation de o? (non observée). Pour construire une telle approxi-
mation, on remplace dans le modéle (6) les innovations Z; non observées par X;/o;. On
obtient & partir de (6) une équation récurrente stochastique sur h(o?) notée

h(ofi) = ¢u(h(of)), vt =0. (8)

Désormais ¢; dépend des observations X;. Supposons que h soit une bijection et notons
¢ = h™'. Une approximation de la volatilité o7 est obtenue par ¢(g;) ou g; est issue de
la récurrence g;11 = ¢;(g;) pour 1 < i <t — 1 a partir d’'une valeur initiale g;.

Définition 2.2. Le modeéle est inversible s’il existe un choiz de ¢y tel que ||gi—h(o?)|| —
0 p.s. lorsque t tend vers l'infini.

Les propriétés asymptotiques du QMV dans le modéle EGARCH(1,1) sont établies
lorsque 5y = 0 dans [53|. Cette condition est restrictive comparée aux résultats obtenus
dans les autres modéles GARCH univariés [28|. La stabilité du critére QV est lice au
probléme d’inversibilité du modele EGARCH(1,1) pour lequel on écrit

Pi(r) = o + Pox + (V0 Xy + o] Xy|) exp(—z/2). (9)

La présence de 'exponentielle dans I’équation récurrente (9) rend cette équation ré-
currente stochastique instable. Le choix de la valeur initiale g; peut poser probléme.
L’inversibilité du modéle est assurée lorsque la loi asymptotique de ¢; ne dépend pas
de la condition initiale g;. Cette propriété de stabilité est satisfaite sous les conditions
générales sur I’équation récurrente d’inversibilité (8) que nous rappelons dans un cadre
général (nous avons besoins des versions fonctionnelles de ce résultat dans la suite).

Proposition 2.3. Supposons une équation récurrente X, = ¢(X;—1) ou ¢ est
une suite stationnaire ergodique de fonctions A(¢y)-Lipschitz sur un espace métrique
complet (E,d). Supposons qu’il existe v > 1 tel que Ellog(A(¢po---0d_,))]

Efllog™ (A(¢))] < oo et Ellog™ (d(po(z0,10))] < 00 pour zg € E. Il existe alors une
unique solution stationnaire (X;) ergodique non anticipative. De plus, pour toute so-
lution X; = gbt(Xt 1) avec une valeur initiale X, quelconque, il existe ¢ < 0 tel que
Timy_e0 ¢ log(d(X,, X)) < € p.s.
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L’existence de la solution a été prouvée par Elton [23|. Le second résultat, da a Bou-
gerol [13], assure la stabilité de I'équation récurrente stochastique vis a vis du choix de la
condition initiale. Straumann et Mikosch applique ce résultat au modéle EGARCH(1,1)
dans [53]. Du fait de I'exponentielle dans la dynamique (9), ce modéle est inversible
localement seulement lorsque le paramétre 6y vérifie la condition

INV(G()) : (50 = ")/0| et

E[log(max{8, 27" (70Xo + do| Xo|) exp(—2" /(1 = By)) — Bo})] < 0. (10)

2.3 Modéles continiiment inversibles

L’inversibilité du modéle est utile pour approcher la volatilité (non observée) dans le
critéere QMV. Toutefois, I’équation récurrente d’invertibilité (8) nécessite la connaissance
du parametre 6y. Pour 6 quelconque, nous calculons 62(0) = £(g;(0)) par récurrence

(Ge+1(0)) = 0¢(9:(6),0), vt > 1, (11)

avec go(6) choisie arbitrairement. Notons (g;(6)) la solution stationnaire de cette équa-
tion lorsqu’elle existe pour tout 6 € O.

Considérons I’équation récurrente stochastique (11) sous sa forme fonctionnelle et
supposons les fonctions ¢, et gy continues sur le compact ©. Par récurrence, les fonctions
0 — G:(6) sont continues pour tout ¢t > 0. Soit || - ||e la norme uniforme, nous définissons
la condition d’inversibilité uniforme :

Définition 2.4. Le modéle est contindment inversible sur © si (g;(0)) existe en tout
point 0 € © et si |G — gille — 0 p.s. lorsque t tend vers linfini.

La condition d’invertibilité uniforme n’est pas explicite. Des conditions suffisantes
sont les conditions de Lipschitz uniforme (A) et de dépendance faible (H;) du chapitre
précédent. Dans le cadre d’'une équation récurrente stochastique ¢;(-, ) uniformément
Lipschitz sur ©, Straumann et Mikosch ont obtenu dans [53| la condition suffisante
d’uniforme inversibilité E[log(||A(¢oo---0¢_,)||e)] < 0 par application de la proposition
2.3 dans l'espace des fonctions continues sur ©. Cette condition permet de traiter le
modéele EGARCH(1,1) sous la contrainte § = 0 pour tout 6 € ©.

Nous introduisons la condition suffisante d’inversibilité continue plus faible suivante :
(CI) Les coefficients de Lipschitz A(f(-, €)) sont continus pour toute fonction f de (z, 6)
a valeur dans R, E[log(A(¢p0---0¢_.)(f))] < 0 pourr > 0 et tout § € O. De plus,
E[log™ [|Ao]le] < oo et E[log™([|¢o(0,0)[le)] < oo.
En utilisant la convergence uniforme locale au voisinage de tout point # € © de I’équation
récurrente stochastique (11), nous obtenons

Théoréme 2.5 (|[W11]). La condition (CI) est suffisante pour que le modéle soit conti-
ndment inversible sur ©. De plus, (CI) est satisfaite pour le modéle EGARCH(1,1) sur
tout compact © vérifiant la condition d’inversibilité INV(6) en tout point 6 € ©.

Gréce a la condition d’inversibilité continue (CI), nous traitons 'estimation du QMV
dans le modele EGARCH pour des cas ou 3y # 0.
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2.4 Reésultats asymptotiques pour des modéles contintiment in-
versibles

Nous prouvons la convergence forte de I'estimateur du QMV :

Théoréme 2.6 ([W11]). Supposons que le modéle soit identifiable tel que o3(6) > m
p-s. pour m > 0 et tout 6 € O, contindiment inversible en © et admette une solution
stationnaire et ergodique en 6y € ©. Alors 0,, converge p.s. vers 6.

Considérons désormais la prévision de la volatilité o2, | issue de 'équation récurrente
d’inversibilité (11) : 62 = £(,(,))) pour une condition initiale gy choisie arbitrairement.
Afin que cette procédure soit fortement consistante, nous supposons que la condition
(CI) est satisfaite. On a alors

Théoréme 2.7 (|W11]). Sous les conditions du Théoreme 2.6 et si de plus la condition
(CI) est satisfaite alors |62 — o2| — 0 p.s. lorque n tend vers linfini.

Sans inversibilité du modéle, les propriétés de la prévision 62 sont radicalement
différentes. Comme ’équation de récurrence (11) n’est plus stable, 62 dépend asympto-
tiquement et de maniére chaotique de la valeur initiale go [54].

2.5 Normalité asymptotique dans le modéle EGARCH

La normalité asymptotique découle d’une propriété de continuité sur les dérivées
secondes de la solution stationnaire (g;) de I’équation récurrente stochastique (11). On
considére désormais que les fonctions ¢; sont deux fois contintiment dérivables sur un

voisinage de 6y 6(2), Iintérieur de ©. Grace a 'application successive de la proposition
2.3, nous prouvons que les dérivées premiéres et secondes de (g;) sont continues. Suppo-
sons E[Z]] < oo et soit ¥ = (E[Z3] — 1)I™! ou I est la matrice de variance-covariance
du vecteur V log a3 (6) :

I =E[Vlogai(0)Vlogai(6)].

Nous obtenons la normalité asymptotique de l'estimateur du QMV pour le modéle

EGARCH(1,1) dans des cas ou fy # 0.

Théoréme 2.8 (|[W11|). Pour tout compact © tel que INV(0) soit satisfaite pour 6 € ©
et si0y € © alors l’estimateur du QMV est fortement convergeant. Si de plus E[Z}] < oo,
E[(Bo — 27 (v0Z0 + 80| Z0|))?] < 1 et Zy est non singuliere par rapport a la mesure de

Lebesgue alors il est asymptotiquement normal en 6y €O.

L’hypothése supplémentaire que la densité de Z; soit non singuliére par rapport a la
mesure de Lebesgue induit des propriétés de mélange fort a taux géométriques sur le pro-
cessus (X;). L'estimateur du QMV est utilisé en pratique dans le modéle EGARCH(1,1)
sans se restreindre a des paramétres 6 dans le domaine d’inversibilité INV(0). La procé-
dure n’est alors pas stable et dépend asymptotiquement du choix arbitraire de la valeur
initiale §,(0) = log?(#) dans la procédure d’estimation. Nous comparons les perfor-
mances de I'estimateur du QMV sur simulations dans un cas inversible INV, un cas non
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TABLE 1 — Performances du QMV sur simulations avec innovations gaussiennes dans
le cas contintiment inversible INV 6 = (—0.399,0.7,—0.4,0.5) et non inversibles NI1
0 = (—0.99,0.978,—0.45,0.4) et NI2 § = (—0.5,0.5, —0.5, 10). La variance asymptotique
3, ; est fournie explicitement via le théoréme 2.8 si possible. Les résultats conformes a
la théorie sont en gras et les résultats non conformes sont soulignés.

| | n=| 512 \ 1024 \ 2048 |
INV i Mean | Varx512 | Mean | Varx1024 | Mean | Varx2048
-.399 | 2.735 | -.388 3.068 -.394 3.410 -.399 2.714
7 1.572 | .683 3.258 .692 1.829 .699 1.576
-4 |1.603 | -.405 1.784 -.404 2.022 -.400 1.504
.5 4.138 | .482 4.196 .495 5.044 .500 4.097

NI1 i Mean | Varx512 | Mean | Varx1024 | Mean | Varx2048
-.099 | 1.771 | -.576 571.183 -.426 865.570 -.153 | 139.037
978 119 817 63.947 .870 93.417 961 14.647
-.045 | .212 | -.0643 1.90 -.050 742 -.051 375
.040 459 .035 2.381 .044 1.810 .041 .861
NI2 i Mean | Varx512 | Mean | Varx1024 | Mean | Varx2048
-5 NA | 10.661 | 1.670x10° | 11.706 | 3.965%10° | 11.399 | 7.809%10°
) NA 530 | 8.463%10% | .534 | 1.812%10% | .567 | 3.479%10?
-5 NA | -2.934 | 3.998%10° | -2.379 | 4.779%10° | 1.524 | 3.974x10°
10 NA 3.543 | 3.736%10° | 19.177 | 5.038+107 | 6.647 | 3.941x10°

inversible traité dans [14] comme si la procédure était stable et un cas non inversible
complétement instable NI2 [54].

Les deux cas non inversibles NI1 et NI2 sont distincts, le premier vérifiant la
contrainte d’'inversibilité (10) mais pas § > |y| alors que le second ne vérifie pas (10).
Seuls les résultats du cas inversible INV sont conformes aux résultats de normalité
asymptotique obtenus dans le théoréme 2.8.

Afin de rendre la procédure d’estimation stable, nous préconisons de minimiser le
critére de QV L,, sur un ensemble © vérifiant § > || et la contrainte empirique d’inver-
sibilité

> log(8,271 (vX, + 8| X,|) exp(—27"a/(1 = B)) — B) < 0.

t=1
La procédure est stable car elle ne dépend plus asymptotiquement du choix de la valeur
initiale 67(6). De plus, I'estimateur obtenu a les mémes propriétés asymptotiques que
celles décrites dans le théoréme 2.8 lorsque 6 vérifie INV(6).

2.6 Le modéle log-GARCH

Le modéle EGARCH est trés populaire du fait de son asymétrie : une valeur négative
de I'innovation Z; n’a pas le méme impact sur la volatilité qu'une valeur positive lorsque
~v # 0. Toutefois, nous avons vu que l'inférence statistique du modéle EGARCH par
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QMV n’est pas toujours stable. Avec C. Francq et J.-M. Zakoian nous étudions comme
alternative au modéle EGARCH(1,1) le modéle log-GARCH(1,1)

log 07, = wo + folog o} + (a4 1x,501 + - Lix,<0y) log X7

Ce modéle a de nombreuses propriétés similaires a celles du modéle EGARCH(1,1)
comme l'asymétrie quand ag, # ag_. Comme log X? = log o2 +log Z2, le modéle admet
une solution stationnaire dés que |8y + cor| V8o +ao_| < 1 et Elog® [logn?| < oo. Par
construction, le modele est inversible des que |[y| < 1.

Les deux modéles ont toutefois une différence notable : contrairement au modéle
EGARCH(1,1) continfiment inversible, la volatilité (o?) du modeéle log-GARCH(1,1)
n’est pas bornée inférieurement. Les petites valeurs de la volatilité persistent dans le
temps. Nous ne pouvons pas appliquer directement le théoréme de consistance 2.6 né-
cessitant une borne inférieure sur la volatilité. Toutefois, sous des conditions de type
Cramer sur le logarithme des innovations |log Z2|, les petites valeurs n’interférent pas
dans l'estimation par QMYV : nous prouvons que la procédure statistique est fiable et
que l'estimateur est asymptotiquement normal.
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Cette partie regroupe les principaux résultats obtenus dans les travaux personnels
[W6, W14| et en collaboration avec P. Alquier [W8, W13]| sur la prédiction de proces-
sus faiblement dépendants du point de vue de l'apprentissage statistique. L’approche
classique, présentée en iid par Massart dans [41] et étendue par Baraud et al. au cas
dépendant [4], repose sur les propriétés gaussiennes de concentration de la loi des obser-
vations. Ayant suivi le GT EVOL organisé par F. Bolley, I. Gentil et C. Léonard sur le
transport de lois, j'utilise une approche nouvelle de transport faible conditionnel [W14].

3 Apprentissage statistique et transport de lois faible-
ment dépendantes

3.1 Le cadre d’apprentissage statistique

Soient (X;)1<i<n les observations appartenant a £ = R*¥ k& > 1. Le but est de
construire une prévision sz = fo(Xn-1,...,X,—p) de la valeur future X, ; aussi
bonne que possible. Nous utilisons comme modéle de prévisions (fp)sce un modéle li-
néaire généralisé. Cette terminologie nous permet de considérer aussi bien le cadre dit
paramétrique (un modéle est fixé) que non paramétrique (aussi appelé de sélection de
modeles). Une attention particuliére est portée aux modéles linéaires simples

Exemple 3.1 (prévisions linéaires, k = 1). Ici 0 = (6y,64,...,6,) € © C RPT! et

p
fg(.l'l, RN ,fﬂk) = 60 -+ ZHjxj.
j=1

Dans un cadre non paramétrique de sélection de modéles, ’ensemble des parameétres
© peut étre vu comme une réunion de modéles : © = U2, 0;. Les dimensions d(6;) des
modeles ©; peuvent étre distinctes :

Exemple 3.2 (prévisions fonctionnelles, k = 1). Soient des fonctions notée p; de RP —
R convenablement choisies (sinusoides, noyauz, ondelettes,..). Alors 0 = (01,...,0,) €
6]' C Rj et

J
fo(xy, ..., xp) = Z@i wi(x1, ..., xp).
i=1

J’ai utilisé cette approche non-paramétrique pour estimer la densité marginale de
la loi stationnaire avec des estimateurs a noyaux dans [W1| et des estimateurs par
ondelettes dans [W5].

Revenons au cadre de la prédiction. Afin de quantifier la prédiction de Xg 41, hous
choisissons une fonction de perte ¢ comme par exemple la perte absolue ¢(z,y) = |x —y|
ou la perte quadratique /(z,y) = (x — y)?. Le critére a minimiser est celui du risque
R(0) = E[((X?, X,,)] oit E est I'espérance sous la loi P des observations (X;)i<i<, issues
d’un processus stationnaire (X;). L’oracle 6 est le paramétre fournissant la meilleure
prédiction possible dans le modéle : R(f) < infy R(A) + cn~! pour ¢ > 0 petit. On
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souhaite construire une procédure d’estimation 6, a partir des observations (X;)i<i<n
(et non de R, E ou IP non observés) qui vérifie une inégalité d’oracle

R(0,) < (1+m)R(O) + Aun~'70,

Cette inégalité d’oracle est vérifiée avec grande probabilité 1 — ¢ (én étant aléatoire,
e > 0 étant aussi petit que 'on veut). L’inégalité d’oracle est dite exacte lorsque n = 0
et non-exacte lorsque n > 0 [39]. La vitesse dans I'inégalité d’oracle est quantifiée par la
suite de réels positifs (A,) tendant vers 0. On parle de vitesse rapide lorsque A,, oc n™1,

lente lorsque A,, o< n=1/2.

Décrivons succinctement comment on obtient des inégalités d’oracle a partir des
propriétés gaussiennes de concentration dans le cadre paramétrique d’un modeéle © fixé.
L’estimateur est construit a partir du risque empirique

() = 1 37 0x0. x,).

n
t=p+1

Un estimateur naturel est le minimiseur du risque empirique 0 erm tel que rn(éE rM) <
infg 7,(0) + cn™' pour ¢ > 0 petit. Sous des conditions de moments de P, le théoréme
de la limite centrale gaussienne nous assure que r, se concentre autour du risque R

V(ra(0) = ra(0) — (R(0) — R(0)) — N (0, var(r(6) — ra(0))).

Pour une constante C' > 0 a déterminer, on obtient avec grande probabilité I'inégalité

[7a(0) = 1a(0) — (R(0) — R(9))] < C'y/var(ra(6) — r(0))-

Ceci implique que

R(Ogry) — RO) < rol0pra) — ra(0) + c\/ var(rn (Oprar) — 1 (6))

< O\/var(r(Oery) — m(9))

car 7 (0pry) < ra(0) par définition. En iid, comme

ar(ra(6) = raf@) < B X0) = (XL X0

dés que la perte £ est bornée on obtient une inégalité d’oracle exacte & vitesse lente. Sous
une hypotheése de type Bernstein E(((X?, X;) — (X!, X;))? < K(R(0)— R()) pour tout
6 € O, on obtient une inégalité de la forme

R(Bpra) — R(B) < O\ K (R(Bznar) ~ RE)/n

On en déduit une inégalité d’oracle exacte a vitesse rapide R(gra) — R(6) < C2K/n.

Les inégalités d’oracles découlent donc des propriétés gaussiennes de concentration
du risque empirique r,(#) autour de sa moyenne R(6) sous la loi P. Dans le cas de données
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faiblement dépendantes, la difficulté technique provient du controle du terme de variance
qui entraine d’ordinaire une perte logarithmique en vitesse [43, W6|. Nous traitons dans
ce mémoire d’inégalités d’oracle dans un cadre faiblement dépendant obtenues grace aux
inégalités de transport faible [W14]. Le transport faible fournit pour des lois faiblement
dépendantes des propriétés de concentration gaussiennes aussi précises qu’en iid. Les
inégalités d’oracles obtenues ont des vitesses similaires au cas iid.

3.2 Inégalités de transport faible

Les observations (X7i,...,X,) sont des vecteurs aléatoires de £ = R¥ muni d’une
distance d, typiquement la distance euclidienne ||z — y|| ou la distance de Hamming
1,2,. On note Eg[h] = [ hd@ pour toute loi @ et toute fonction mesurable positive h.
L’inégalité de transport classique est notée 7T}, 4(C') pour tout 1 < p < 2:

Définition 3.3 ([56, 32|). La loi P satisfait l'inégalité de transport T, 4(C') lorsque pour
toute loi ()

W, a(B, Q) = inf E.["(X,Y)]'"” < 2CK(QJP).

Ici 7 est un couplage de P et @Q, i.e. une loi sur le couple (X,Y) de marginales
(P, Q). K(Q|P) est lentropie relative aussi appelée divergence de Kullback-Leibler
Eqllog(dQ/dP)]. La distance entre lois de probabilité W, . est appelée la distance de
Wasserstein d’ordre p.

Remarque 3.4. Sur R, la loi normale P = N (p,0?) vérifie Ty (0?). L'égalité dans
T5,./(0?) est atteinte pour Q = N (i/,0?). Autrement dit, le transport le plus difficile
pour la gaussienne est atteint lorsqu’on change la moyenne de la loi. La gaussienne
concentre bien autour de sa moyenne. Nous souhaitons reproduire ce type de propriétés
gaussiennes a d’autres lois P.

Les inégalités de transport 7T}, 4(C') se généralisent sur des espaces produits E", c’est
a dire pour la loi P des observations (X;)i<¢<n, lorsque les X; sont iid ou géométrique-
ment faiblement dépendantes (voir Djellout et al. [21]). Nous affaiblissons la notion de
transport pour pouvoir étendre ces inégalités a des processus sous-géométriquement fai-
blement dépendants. La premiére notion de transport faible a été introduite par Marton

[40] et s’écrit
: Erfo(Y)Lxzy]
< .
12fsgp B2 V2CK(Q|P)

ot av est une fonction mesurable positive. C’est une notion affaiblie de Ty, (C') car

Eq[a(Y)d(X,Y)] _ 211/2
sp S = Balx(X £ YY)V < Va(X Y]

«

Ce transport faible a deux avantages : l'inégalité avec C' = 1 est vérifiée pour toute
loi P [40] et son extension sur l'espace produit E™ est satisfaite pour des observations
(Xt)1<t<n sous-géométriquement mélangeantes [51]. Le choix de la distance de Hamming
d(z,y) = 1,2, permet de traiter les processus faiblement dépendants uniformément
mélangeants. Toutefois, nous verrons dans la section suivante que les processus classiques
se traitent plus facilement en choisissant la distance issue de la norme euclidienne.
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Par une application du théoréme min-max de Sion on obtient

: Erla(Y)lxzy] . Effo(Y)lxey]
NP F ) P Egla(vy e

D’ou la définition du transport faible suivante, valable pour toute distance d :

Définition 3.5. La loi P satisfait linégalité de transport faible Tnd(C) st pour tout )

L Edo()a V)
P Eglavy < VAR

o q =2 est tel que 1/p+1/q=1.

~ Comme les roles de P et () ne sont pas les mémes, nous définissons de méme 'inégalité
TIEZ(C) pour laquelle les roles de P et () sont intervertis dans le membre de gauche.

Remarque 3.6. Dans le cas p = 1, alors ¢ = oo et le dénominateur se lit comme
étant le supremum essentiel de a(Y) et T14(C) = Tl(Z;(C’) coincide avec le transport
classique T 4(C). Pour p = 2, le transport faible est plus général que le transport
classique. En effet, toute loi a support compact vérifie TZd(C) alors qu’il existe des lois

a support compact ne vérifiant pas le transport classique 75 4(C). D’autres exemples de
lois satisfaisant le transport faible 7 fzgl(C’) sont fournies par Gozlan et al. dans [33].

Soit désormais P la loi des observations (Xt)lgtgn sur ’espace produit E™. La loi P
vérifie I'inégalité de transport faible, notée aussi 7, 4(C), lorsque pour toute loi @

T oy (V)d(X;, Y))
supin

o (i Eelay(Y)])te

< V2CK(Q[P).

3.3 La I'-faible dépendance

Rajoutons des valeurs initiales artificielles Xy = Yy = 29 = yo € E et notons P
la loi conditionnelle de (Xii1,...,X,) sachant que (Xj,...,Xo) = 2% = (zy,...,0).
La notion de I'-faible dépendance impose des conditions sur un couplage trajectoriel des
Xii1, ..., X, sachant que seule leur premiére valeur passée X; est distincte :

Définition 3.7. Soient dy et dy deux distances vérifiant di < Mdy pour M > 0 et
(Vi (D)) 1<i<k<n des coefficients positifs. La loi P est T4, 4,(p)-faiblement dépendante si
pour tout 1 < i < n, pour tous (z9,y;) € E™2, il existe un couplage m; des lois
(Pp&(i) , ]P’|yl.7x<i71) ) vérifiant

Ew“(dlf(Xm Vi)YP < Vii(p) da(,y:),  pour tout i+ 1<k < n.

Par extension, le processus (X;) est dit I'-faiblement dépendant lorsque la loi P de
(Xt)1<t<n lest quelque soit n > 1. Si le processus est stationnaire alors vy; = Yp v dés
que k—i=Fk —1.
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Remarque 3.8. La dualité de Kantorovitch-Rubinstein s’applique dans le cas p = 1.
En notant Lip, (i) I'ensemble des fonctions f vérifiant | f(z) — f(y)| < Xp_i1 di(@k, yr)

pour tout z = (z;11,...,2,) et tout y = (¥i11,.-.,Yn), on obtient
- B[ f(Xinq. ... X )z®) = E[f(Xieq. ... X))y, 20D
Z (1) = sup sup Elf (X1, ..., Xo)|o ]d f(Xigr, o, Xo)lys, @ “
k=i+1 f€Lip (4) z(D) y, 2(1'1‘; yz’)

Dans le cas d; quelconque et ds la distance de Hamming on retrouve les coefficients de

I-dépendance faible introduits par Rio [50]. Dans le cas d; = dsy quelconque on retrouve
la condition (C1’) de [21].

Remarque 3.9. Le cas ou d; = d, est la distance de Hamming et p = 2 est traité par
Samson dans [51] sous le nom de I-faible dépendance. Nous gardons cette notation pour
un tel choix de distance. Le couplage m; est alors explicite : c’est le couplage maximal
de Goldstein [31] En particulier, on a

;?k,z(p) = sup H]P)\r(l) - ]P)\yi,m(i_l) ||';/‘Z/)
w(i)ayi

ou ||P — Q|lrv = supy |[P(A) — Q(A)| pour toutes lois P et Q.

Méme s’ils ne sont pas toujours explicites, les coefficients 7y ;(p) sont faciles & majo-
rer dans de nombreux exemples. Si P est I'-faiblement dépendante, définissons I'(p) la
matrice n X n

M 0 0 0
Y2,1(p) M 0 0
L(p) = | v1(p) 7s2(p) M
: : : M 0
Y1 (P) m2(@) o Yamoa(p) M

Soit R” muni de la norme ¢, 1 < p < 2 et soit ||-||, la norme subordonnée sur les matrices
de taille n x n. Pour controler la quantité |I'(p)||, qui apparait dans les résultats de la
section suivant, il suffit de controler les moments d’un couplage naturel, par exemple :

Exemple 3.10. Considérons de nouveau I’équation récurrente stochastique de la forme
Xo(z) ==z € E, Xi1(2) = Y1 (Xe(2)), t =0, (12)

ot (1) est une suite de fonctions iid. Supposons l’existence d’une solution station-
naire (X;) vérifiant (12) pour tout t € 7Z et non anticipative (X; indépendant de
(Vp41, Wi, - . .) pour tout t). Pour tout 1 < p < 2, sil existe S > 0 tel que

ZE[dl(Xt(OCO)aXt(yo))p]l/p < Sda(z0,90) Vg, yo € E. (13)

t=1

alors (X;) est T'g, 4,(p)-faiblement dépendant et ||I'(p)||, < (M +95).

Cet exemple, appelé aussi fonctions itératives aléatoires, a déja été traité par Dede-
cker et Prieur dans [20] lorsque dy(x, y) = 1,4,. Les modéles ARMA et les modéles affines
(1) (lorsqu’ils sont markoviens et a volatilité bornée) satisfont (13) pour la distance d;
issue de la norme euclidienne. La condition (13) avec dy(x,y) = 1,4, est équivalente a
Iergodicité uniforme de la chaine de Markov. Cette condition est restrictive et exclut
les cas gaussiens, les cas non-irréductibles, les cas linéaires non bornés,. . .
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3.4 Transport faible pour les lois I'-faiblement dépendantes

L’inégalité de transport faible s’étend aux lois I'-faiblement dépendantes :

Théoréme 3.11 ([W14]). SiP est I'g, a,(p)-faiblement dépendant et si P, ;- satisfait
T).4,(C) pour tout 1 < j < n alors P vérifie T4, (C||T(p)||2n%71).

Sous les mémes conditions de dépendance faible une inégalité similaire est vérifiée
pour le transport faible 7®) ot les roles de P et @) sont inversés.

Remarque 3.12. Lorsque d; = ds est la distance de Hamming et p = 2 on retrouve
I'inégalité obtenue par Samson [51]. Lorsque d; = dy est une distance quelconque et
p = 1 on retrouve U'inégalité de Djellout et al. [21].

Exemple 3.13. Pour le modéle (12) vérifiant (13), si la loi de 11 (z) vérifie T, 4,(C)
pour tout x € E alors P € Tp’dl(C’(M + S)2n2/p—1),

Les cas p = 1 et p = 2 sont trés différents. Dans le premier cas, la constante dans
I'inégalité de transport faible est multipliée par le nombre d’observations n alors que
dans le second cas elle est indépendante de n. D’un point de vue statistique, le cas p = 2
permet d’atteindre des vitesses rapides dans les inégalités d’oracle. Le cas p = 1 est plus
général mais ne traite que des inégalités d’oracle a vitesses lentes.

3.5 Inégalités exponentielles

Lorsque la loi P vérifie T}, 4(C) sur 'espace produit E™ alors elle vérifie des inégalités
exponentielles et se concentre bien autour de sa moyenne. Considérons une fonction
f E"— R telle qu’il existe des fonctions L; : E" — Ry, 1 < j < n vérifiant

fly Z L;(y)d(z;,y;)  Va,y € E™. (14)

Théoréme 3.14 ([W14]). Si P vérifie T,4(C) et f vérifie (14) alors pour tout A > 0

E[exp (Mf - E[f])—CT)P«Q—g) zn:L;pl+(g—1m <1 (15)

p

Des 1negahtes exponentielles similaires sont prouvées sous la condition de transport
faible inverse 7' [ ,(C). Dans le cas p = 1, d’aprés Bobkov et Gotze [9], le transport
T1.4(C) est equlvalent a linégalité (15) dlte de Hoeftding. On retrouve ainsi 'inégalité
de Hoeffding obtenue par Rio [50] en Iy, 1, (1)-dépendance faible. En effet, comme
toute loi satisfait I'inégalité de Pinsker Ty, (1/4), on obtient :

P(f 2 B+ 1) < esp (= ). W0

On obtient aussi I'extension au cas I'|. 1, ,(2)-faiblement dépendant d’un résultat
de Talagrand [55] que nous rappelons : soit P iid, f convexe coordonnée par coordonnée
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et L-Lipschitz sur [0, 1]™ alors
2

P(S-Elf]| >0 <20~ 55),  VE>0 (16)

Ce résultat a été généralisé au cas des chaines de Markov uniformément ergodiques par
Marton [40] et & la I'(2)-dépendance faible par Samson [51] lorsque la fonction f est
globalement convexe (non plus coordonnée par coordonnée). On obtient & partir de (15)

Corollaire 3.15. Pour toute loi P T 1,,(2)-faiblement dépendante sur [0,1]", pour
toute fonction f convexe et L-Lipschitz on a

2
P(|f—E[f]|>t)<26Xp(—W>, vt > 0.

Il est aussi possible d’étendre des inégalités exponentielles de Boucheron et al. [12].

Corollaire 3.16. Soient un ensemble G de fonctions g L-lipschitziennes et f =
supg > iy 92(X3:). Si P satisfait T (C) et TZ(TI)I-H(C) alors pour toutt > 0 on a

P(f 2 Elf]+1) < eXp(_80L2(]§[f]+t))’
P(f <E[f]-t) < eXp<_80Lt—22]E[f]>'

Le cas de la distance de Hamming est particulier car, pour toute fonction h positive,
on a h(z) —h(y) < h(z)lyzy. Considérons f(x) = |supg >, g(X;)| ou 0 < g < M pour
tout g € G. Alors f vérifie (14) avec 2?21 L? < M f lorsque di = dy est la distance de
Hamming. On retrouve le Théoréme 2 de [51] comme corollaire du Théoréme 3.14 :
Corollaire 3.17 ([51]). Si P est ['(2)-dépendante alors pour toutt >0 on a

t2
-
2M|[LQ2)[I3(E[f] + 1)

t2
P(f <E[f] -1) <e@(‘mmmwﬁﬂﬂ)

P(f > E[f]+1) <

Ici les constantes sont optimales car dans le cas iid |T'(2)[|3 =1 [11].

4 Inégalités d’oracle

4.1 Transport faible conditionnel

Pour obtenir les inégalités d’oracle, j'utilise une nouvelle méthode inspirée de la
méthode PAC-bayésienne [42, 15| dite de transport faible conditionnel. Supposons que

I'excés de risque empirique fp = r,(0) —r,(6) vérifie une version affaiblie de la condition

(14) : il existe des fonctions L;, L;Z) s E"— Ry 1< 5 < ntelles que

foly) = fo(@) <D _(Li(y,0) + Li(w,0)D)d(wj,y;)  Va,y € B

J=1
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Si P vérifie T 4(C) et Téfu)l(C’) alors pour toute loi @) et tout A > 0 on a

Eo[Eslfy] — fo] < infEr| 3 (Ly(y.0) + L (@,0))d(x;, ;)|

J=1

n n

> EqlL (6] + ZEP[<L§-“<9>>2]) 2CK(QIP)

/N

Jj=1 Jj=1

n

< 2| D EolLi(0) + D Eel(L (0)2VCK(QIP)
C( i BalLs (0] + Xy B (LS (0))2])
A

FAK(Q[P).

N

Pour obtenir les inégalités d’oracle, il suffirait d’utiliser cette inégalité pour 6 = g. Cest
impossible car 0 dépend des observations et donc des intégrations en P et (). Considérons
plutot une version conditionnelle de cette inégalité de transport faible en appliquant
I'inégalité précédente a () = Qy, une loi définie conditionnellement a . Intégrons cette
inégalité conditionnelle par rapport a une loi v indépendante de P et telle que vQy = Qu,
i étant une loi dépendante de 0. En appliquant le théoréme de Fubini sur P et v on
obtient

S EQE,[L;(0)°) + 2y EelE, (L) (6))7])
A

“(
EQE.[Ep[fo] — fo] < + AE, [K(Qq|P)].

On remarque que

El, [’C(QQ‘P)] = ]E,,EQe [log(dung/(dud]P’))]
— EQE, llog(dp/dv) + log(dQ/dP)] = EglK(uly)] + K(QIP).
On obtient finalement

O i BoBulL; (0] + Ty B, [(LY(6))?))
A

EQ[EL[Ep[fe] — fo] — MC(ulv)] —
< AC(Q[P).

Dans cette inégalité, on choisit la loi () égale a la loi P4, la loi P restreinte a I’événement
A "le terme de gauche soit supérieur a Alog(¢~1)". On obtient

Mog(e™) < AMC(P4|P) = Alog(P(A)™).
Ainsi, avec grande probabilité 1 — ¢, le complémentaire de A est vérifié :
E,[R(0)] < R(0) + Ez ,[E,[fo] + MC(u|v)]
O (St Be Byl (0] + )y B, (L) 0))%))
A
en utilisant I'identité Ep[fy] = R(6)—R(). Finalement, on obtient des inégalités d’oracle

en spécifiant convenablement fy, 11, v et A. Les fonctions L; et L§-i) déterminent le terme
équivalent a la variance du cas gaussien. Elles dépendent de la distance d considérée.

+ + Aog(e™') (17)
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4.2 Inégalités d’oracle exactes a vitesses rapides

Pour obtenir des inégalités d’oracle & vitesses rapides nous choisissons A o« 1/n.
Comme dans le cas iid, nous allons travailler sous 'hypothése de Bernstein E(¢(X?, X;)—

((X?,X,))2 < K(R(0) — R(A)) pour tout € ©.

Remarque 4.1. Pour le risque quadratique ¢(z,y) = (z —y)?, 'hypothése de Bernstein
est vérifiée dans le modeéle linéaire (fp, ©) s'il existe K > 0 telle que

| fo( X1,y X)) |loo
K = Su )
oen ELf2 (X1, Xow)]

p.s. (18)

Afin de faire apparaitre le terme de variance E(¢(X?, X,) —£(X?, X,))? via le moment
d’ordre 2 de fy, nous choisissons d comme étant la distance de Hamming telle que
>y Li(0)? v (Ly)(ﬁ))2 < (rn(0) — r,(0))?/n. Ce choix nous restreint au cadre de la
I'(2)-faible dépendance. Pour les lois y et v, deux choix sont possibles :

1. Soit nous considérons ’estimateur classique du risque empirique éERM pour un
modéle © donné. Alors v et u sont fixés de telle sorte que K(pu|v) o< £(X?, X;) —
¢(X?, X,). Pour le risque quadratique ¢(z, y) = (z—y)? on choisit y et v gaussiennes
de méme variance et centrées respectivement en 6 et 6. On obtient
Théoréme 4.2 ([W14]). Soit (X;) un processus I'(2)-faiblement dépendant. Si le
modele (fp,©) vérifie (18) alors, avec probabilité 1 — e, on a pour tout T > 0

Rifgn) < RO) + C(K, BT, |F(2)), R(#) A8 s PUuO) 2 1)

De telles inégalités ont été obtenues par Audibert et Catoni [2] dans le cas iid. Le

terme explicite —log P(r,,(f) > T') dans la borne est obtenu grace a la souplesse
de I'approche par transport faible conditionnel.

2. Soit nous n’avons pas & priori d’estimateur convenable (par exemple nous avons
plusieurs modéles disponibles © = U7L,0;). Choisissons alors v comme étant le
mélange de lois 7; sur chaque modeéle ©; soit v oc 77" 274®:) ;. Puis minimisons
le second terme dans la somme de 'inégalité (17) grace a la dualité de 'entropie :

exp(=A"1r,(9))

E, [exp(_A-tr,(6))] "

dp = argminE, [ fo] + A\C(p|v) =

Si la fonction de perte £ est convexe, alors E,[R(A)] > R[y) ou 6y est I'estimateur
de Gibbs de température \ défini par 6, = E,[0]. Définissons 6; comme étant
l'oracle dans le modele ©; et j tel que 0= 53. Nous obtenons

Théoréme 4.3 ([W8)]). Soit (X;) un processus T'(2)-faiblement dépendant bornés
par T'. Si les modéles (fyg, ©;) sont tels que les diameétres des ©; soient bornés par
B > 0 et les fonctions fg soient L-lipschitziennes pour tout 6 € © et si la perte £
vérifie I’hypothése de Bernstein alors, avec probabilité 1 — e, on a

R(dy) < R(@) + C(K. B.T. L |P(2)|) (02 o8 (n/d(67) + log(=™)

n

La valeur du paramétre de température A* proportionnelle & 1/n est connue en
théorie mais dépend des valeurs T et ||I'(2)|| inconnues en pratique.
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4.3 Inégalités d’oracle non exactes a vitesses rapides

Comme nous souhaitons obtenir des inégalités d’oracle a vitesses rapides, nous choi-
sissons comme précédemment A o< 1/n. Désormais, I’hypothése de Bernstein n’est plus
nécessaire et nous pouvons choisir la distance issue de la norme euclidienne. Dans le
cadre de la perte ¢ quadratique, comme 22 — y* < 2z(x — y) < 2|z||x — y| on obtient la
relation Y ", L;(0)* v (Lg-i)(e))2 < Cry(0)/n pour C > 0 et tout § € ©. En employant
la méme méthodologie que précédemment, on obtient une inégalité d’oracle non exacte
valable pour des processus I'j . (2)-faiblement dépendants et non bornés (incluant par

exemple les modeles ARMA gaussiens) :

Théoréme 4.4 ([W14]). SiP vérifie Ty alors il existe des constantes By, By et By > 0
telles qu’avec probabilité 1 — € on ait, pour tout B1d(©)/n <n <1,

d +log(e™) B3
+ 5
ni) (n1)

R(Opry) < (1+1)R(0) + B,

4.4 Inégalités d’oracle exactes a vitesses lentes

Toute inégalité d’oracle non exacte a vitesse rapide fournit une inégalité d’oracle
exacte a vitesse lente en choisissant n = 1/4/n. Toutefois, le cadre ou les vitesses lentes
sont atteignables est plus général : les propriétés gaussiennes de concentration avec un
terme de variance borné suffisent. Pour toute fonction de perte ¢ 1-lipschitzienne on
obtient, par le méme raisonnement que précédemment,

RN < R®)+ Ok B, 7,1, ) T2 log(=™")

Toutefois, la vitesse en d/y/n de cet estimateur de Gibbs, dont la température \ est
indépendante de la dimension des modéles d(©;), n’est pas optimale pour la perte ab-
solue £(z,y) = | — y|. Nous considérons dans [W8§| I'estimateur de Gibbs par sélection
de modeles 9~>‘l ol

D,

~ 73 . 1 1 M1+ L 2] 3
(p,1,A) = argmin —+log K, exp (—Ara(6)) + 1 log(n) + ( 31 og ()

Ty €tant la loi de Gibbs sur le modéle ©,; et 6,; étant I'estimateur de Gibbs asso-
cié. Cette approche, plus difficile & mettre en oeuvre en pratique, nécessite moins de
propriétés de transport faible (p =1 et non p = 2) :

Théoréme 4.5 ((W8]). Si P vérifie Ty, si les modéles (fy,©;) sont de diamétres
bornés par B > 0 et si les fonctions fy et £ sont L-lipschitziennes alors, avec probabilité
1—¢,0na

. _ \/d(©5)1og™?*(n) + log(e™!)
R(6y) < R@) + C(k, B,T, L, |T(1)]) = .
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4.5 Etude de Monte-Carlo dans le cas de prévisions linéaires

L’estimateur de Gibbs 6 = E,[0] est une intégrale sur un espace de grande dimen-
sion. Nous I'approchons dans [W13] par la méthode de Reversible Jump Markov Chain
Monte Carlo développée dans [34]. On compare sur simulations le risque quadratique
de lestimateur de Gibbs 6, avec I’approche classique de sélection de modeéles AIC [1]
lorsque © = U22,0; ot les ©; sont des modeles AR(j), 1 < j < 20. L’approche AIC
consiste a calculer 'ERM 6 rruv,; dans chaque sous modéle ©; puis de sélectionner j par
le critére pénalisé en la dimension j + 1.

TABLE 2 — Risques estimés par Monte Carlo (et les écarts types estimés) pour les esti-
mateurs de Gibbs, AIC et 0grar20. En gras sont indiquées les meilleures performances.

’ n ‘ Processus ‘ Innovations H Gibbs ‘ AIC ‘ ERM ‘
100 | AR(2) wnif. 0.165 (0.022) | 0.165 (0.023) | 0.182 (0.029)
Eqn. (19) Gaussian 0.167 (0.023) | 0.161 (0.023) | 0.173 (0.027)
AR(R) anif. 0.163 (0.020) | 0.169 (0.022) | 0.178 (0.022)
Eqn. (20) Gaussian 0.172 (0.033) | 0.179 (0.040) | 0.201 (0.049)
Non linéaire | unif. 0.174 (0.022) | 0.179 (0.028) | 0.201 (0.040)
Eqn. (21) | Gaussian | 0.179 (0.025) | 0.182 (0.025) | 0.202 (0.031)
1000 | AR(2) wnif. 0.163 (0.005) | 0.163 (0.005) | 0.166 (0.005)
Eqn. (19) | Gaussian || 0.160 (0.005) | 0.160 (0.005) | 0.162 (0.005)
AR(R) anif. 0.164 (0.004) | 0.166 (0.004) | 0.167 (0.004)
Eqn. (20) | Gaussian || 0.160 (0.008) | 0.161 (0.008) | 0.163 (0.008)
Non linéaire | unif. 0.171 (0.005) | 0.172 (0.006) | 0.175 (0.006)
Eqn. (20) | Gaussian || 0.173 (0.009) | 0.173 (0.009) | 0.176 (0.010)

Les observations sont générées selon les processus vérifiant, pour tout t € Z,

Xt == O.E)thl + 0.1Xt72 + Zt (19)
Xt - 0.6Xt_4 + O.lXt_g + Zt (20)
X = cos(X;_1)sin(X;_9) + Z; (21)

ou les innovations Z; suivent une loi uniforme U[—a,a] ou gaussienne N'(0,0?). Les
hypothéses des Théorémes 4.2 et 4.3 sont satisfaites pour les simulations (19), (20)
t (21) dans le cas uniforme mais pas dans le cas gaussien. Dans le cas gaussien, les
données ne sont pas I'(2) mais T'(2)-faiblement dépendantes et seuls les résultats des
théoréemes 4.4 et 4.5 s’appliquent. Bien que ce ne soit pas significatif, I’estimateur de
Gibbs semble donner des résultats meilleurs que ceux donner par AIC lorsque le nombre
d’observations n est petit (= 100), en particulier dans les modéles (20) et (21).
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5.2 - Les processus a variation réguliére 35

Lors de mon séjour post doctoral a I'Université de Copenhague avec T. Mikosch j’ai
étudié la dépendance des valeurs extrémes de processus faiblement dépendants. Notre
collaboration a été soutenue financiérement durant 2 années consécutives par les ser-
vices "Recherche" de la coopération Franco-Danoise. T. Mikosch a été professeur invité
deux années consécutives (2011-2012) & I'université Paris Dauphine. Cette partie décrit
quelques résultats des articles [W7, W10, W15]|, le premier étant écrit en collaboration
avec A. Jakubowski et son étudiante en these K. Bartkiewicz.

5 L’indice de cluster

5.1 Grandes déviations dans le cas iid

Les distributions a queues épaisses modélisent des situations ot les queues de distri-
bution des sommes partielles sont caractérisées par les queues de distribution de quelques
observations seulement. Dans le langage mathématique, cela correspond aux lois P des
observations (Xi,...,X,) (supposées centrées lorsque l'espérance existe) telles que les
grandes déviations des sommes partielles S, = Y7 | X; de variables aléatoires (v.a.)
sont proportionnelles & celles du maximum des observations :

Je >0, P(S,, > z,) ~nooo ¢P(max X; > z,,). (22)

1<i<n

Ici, (x,,) est une suite tendant vers I'infini suffisamment rapidement ; on étudie donc les
grandes déviations des sommes partielles [25]. Dans le cadre classique iid, les distribu-
tions P vérifiant (22) sont les lois & queues épaisses appelées lois sous exponentielles
et la constante ¢ vaut nécessairement 1 [26]. Autrement dit, les grandes déviations
d’une somme de variables iid sont caractérisées par celles d’une seule observation ex-
tréme (le maximum des variables). Dans ce cadre iid, nous avons de plus ’équivalence
P(maxi<icn X; > x,) ~ nP(Xo > x,). Un principe uniforme de grandes déviations s’en
déduit, a savoir 'existence d’une suite b, — oo telle que

P

-1 =0. 23
n—00 ;>p. n]P’(XQ > ZL’) ( )

La loi P doit vérifier des conditions supplémentaires de régularité pour que la suite (b,)
soit explicite [17].

5.2 Les processus a variation réguliére

Nous supposons dans la suite que la loi marginale de P est a variation réguliére.

Définition 5.1. La loi marginale de P est a variation réguliére ssi il existe une fonction
a variation lente L, telle que L(ax) ~;o0o L(x) pour tout a > 0 fizé, un indice o > 0 et
deux réels p et q tels que p+q=1 et

P(Xo>z)~px *L(x) et P(Xo< —z)~qa *L(z), z— 0.
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Les lois & variation réguliére ont de nombreuses propriétés remarquables. En parti-
culier, Feller [27] montre dans le cadre iid que seuls les v.a. suivant une loi & variation
réguliére d’indice 0 < a < 2 satisfont des théorémes de la limite centrale a-stable. Les
v.a. iid a variation réguliére satisfont aussi un principe uniforme de grandes déviations :

Théoréme 5.2 ( [47]). Si (X;) est une suite de v.a. iid centrées (si elles sont intégrables)
a variation réguliére alors il existe une suite (b,) telle que

P(S, < —x)

P(S, > x) :
hm Ssu _— = O Gt hm Ssu _— = 0 . 24
novoo o N P([Xg] > 7)1 oo vop | nP([Xo] > z) U (24)

Si o > 2 on peut choisir b, = v/anlogn otia > a—2. Sia € (0,2], b, = n°Y* convient
pour tout § > 0.

Ce résultat explicite la suite (b,) dans le principe uniforme de grandes déviations
(23) pour des lois a variation réguliére, car P(|Xo| > x) ~ pP(Xo > z) ~ ¢P(Xo < —2)
quand x — oo. Remarquons que ce principe de grandes déviations est trés différent de
celui étudié dans [W12] pour des queues de distribution légeres.

La classe des v.a. X a variation réguliére s’étend au cadre des processus stationnaires
(X:). Remarquons que la définition 5.1 est équivalente a I'existence d’une variable © €
{£1} telle que P(Op=1)=p=1—qg=1—-P(Og = —1) et

P(Xo > uz, Xo/|Xo| = £1)
P(|Xo| > )

oo U P(Og = £1), wu>0.

En généralisant cette remarque, Basrak et Segers [6] caractérisent la notion de variation
réguliére des processus stationnaires introduite par Davis et Hsing [18] de la maniére
suivante :

Définition 5.3. Le processus (X;) est a variation réguliere d’indice o > 0 si il existe
un processus spectral de queue (Oy) vérifiant, pour tout k > 1, lorsque x — oo :

P(|Xo| > ux, [Xo| ! (Xo, ..., X) € )
P(| Xo| > )

4w P((Oy,...,0) € ). (25)

Par définition ©y € {£1}. Remarquons que le processus (0;) n’est pas forcément
lui méme stationnaire. Dans le cas indépendant, ©, = 0 pour tout ¢ > 0. Dans toute la
suite nous considérons la condition de variation réguliére :

Condition (RV,) : Le procesus stationnaire (X;) est a variation réguliére d’indice oo > 0
et de processus spectral de queue (0,).

5.3 Condition de dérive des chaines de Markov

Représentons désormais (X;) comme étant une fonction f d’une chaine de Markov
(®;) : Xy = f(Py). Cette représentation n’est pas restrictive car &, = (X4, X1, Xy_o,...)
est une chaine de Markov. Nous supposons que la chaine de Markov sous-jacente vérifie
la condition de dérive suivante :
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Condition (DCp) : Il existe des constantes 8 € (0,1), b > 0, et une fonction V : R —
(0,00) telle que ¢1|zP < V() < co|zf?, ¢1,¢2 > 0 et pour tout y,

E(V(f(®1)) | ®o =) < BV([(4)) +b.

De telles conditions de dérive sont classiques et trés utiles, voir le livre référence de Meyn
et Tweedie [45]. Lorsque la chaine (®;) est irréductible, nous supposons de plus qu’elle
admet un petit ensemble C' de la forme C' = {z / V(f(z)) < M} avec M > 0 (voir
le livre de Meyn et Tweedie [45] pour des détails sur ces notions d’irréductibilité, petit
ensemble,. .. ). Dans ce cadre assez général de chaine (®;) irréductible nous pouvons
toujours supposer I’hypothése plus forte que (®;) posséde un atome noté A. Pour cela,
il suffit d’adjoindre a ®; une suite de variables de Bernoulli (B;) en suivant le schéma
d’extension des chaines irréductibles dt & Nummelin [49]. Les observations X, s’écrivent
alors comme g(®;, B;) pour une fonction g issue de f ot la chaine élargie (®;, B;) posséde
un atome A. Nous simplifierons les notations en considérant toujours que ®; posséde
un atome A dans les cas d’irréductibilité. La condition (DCp) est alors équivalente a
I'existence d’une constante 8 € (0,1) telle que pour tout y,

E(V(f(®1) | Po=y) < BV(f(y)) +bla(y).

Soit la suite de temps d’atteinte de 'atome A, i.e. 74(1) = 74 = min{k > 0: &, € A}
et 7a(7 +1) = min{k > 74(j) : & € A}, j > 1. Le schéma de régénération de
(®,) consiste a scinder la chaine en trajectoires d’excursions successives de l'atome A
(Pra()s-- > Praj+1))- Ces trajectoires, de longueurs variables aléatoires, sont iid. Soit
les cycles de sommes partielles de taille aléatoire :

TA Ta(i+1)
S(0)=>"X, and SGi)= Y X, i>L (26)
t=1 t:TA(i)+1

Le schéma de régénération permet de représenter .S, comme une somme Zf\;"l(”) S(i) de
cycles iid et Ng(n) = max{j : 74(j) < n} a deux termes prés : le premier cycle S(0) qui
ne commence pas forcément dans ’atome et le dernier cycle qui ne finit pas forcément
dans l'atome. Ce cadre de régénération est trés utile mais restrictif : l'irréductibilité
nécessite des propriétés topologiques sur 'espace d’état de ®; qui ne sont pas satisfaites
dans le cadre général &, = (X, Xy 1, Xy_o,...).

5.4 Définition de ’'indice de cluster

Il est désormais temps de définir 'indice de cluster. Supposons que (X;) vérifie (RV,,)
avec a > 0 de sorte que la limite by (k) = lim, o, nP(Sy > a,) soit bien définie pour
tout k > 1 et pour (a,) telle que lim,,_, o, nP(|X| > a,) = 1. L’expression de la différence
by(k+ 1) —by(k) en fonction du processus spectral de queue est trés simple :

Lemme 5.4. Supposons que (X;) vérifie (RV,) avec o > 0 alors

by (k+ 1) — b (k) :E[(i@ti — (i@tm.
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Nous définissons l'indice de cluster comme

Définition 5.5. L’indice de cluster by est défini comme étant la limite, si elle existe,

Quand la limite ci-dessus existe, le lemme de Césaro fournit une autre caractérisation
de l'indice de cluster : by = limy_, k‘1b+(k). Cette caractérisation montre que l'indice
de cluster est forcément un réel positif. Nous fournissons un cadre général d’existence
de cet indice et sa caractérisation en fonction du processus spectral de queue :

Théoréme 5.6 (|[W15]). Supposons que X; = f(P;) vérifie (RV,) avec o > 0 et que la
chaine de Markov (®,) vérifie (DCp) pour un réel positif p €la — 1, af. Alors Uindice de

cluster existe et vaut
h=2[(S o) - (S]]

>0 t>1

A. Jakubowski dans [35] a prouvé I'existence de cet indice dans les cas de mélange
uniforme (ou alors by = P(0y = 1) comme dans le cas iid) ou de corrélations maximales
(sous des conditions de p-faible dépendance). Le role de la condition de dérive (DCp)
pour un réel positif p €Ja— 1, af apparait clairement dans la preuve : elle implique que la
série des (©;) est normalement convergente dans espace L' ce qui entraine I'existence
de b, grace au théoréme des valeurs intermédiaires. L’avantage de notre approche par
rapport aux précédentes est que, pour la premiére fois, le cas de séries (0;) divergentes
dans L peut étre traités.

Nous allons voir que I'indice de cluster b, caractérise les grandes déviations positives.
Par symétrie, on définit b_ sous les mémes conditions que celles du théoréme 5.6 par la

relation N N
-sl(ze) - (xe)]
>0 t>1

5.5 Lien avec l'indice extrémal

La valeur maximale d’'un processus faiblement dépendantes, est souvent précédée
et suivie de valeurs elles aussi trés grandes. On parle alors de phénoméne de cluster
des valeurs extrémes. Ce phénoméne a été observé sur de trés nombreuses données en
finance, en sismologie, en météorologie,. . . Des modéles ont été proposés pour reproduire
ce phénomeéne de cluster. Toutefois, d’'un point de vue théorique, ce phénoméne de
cluster est encore mal quantifie. Une premiére étape a été réalisée par Leadbetter [38|
définissant I'indice extrémal. Sous des conditions générales Leadbetter obtient I’existence
d’un coefficient 0 < 6y < p et 0, # 0 dés que p # 0 appelé indice extrémal et tel que

IP(1H<1.8%X X; > xy,) ~ 0, nP(|X| > z,), n — oo et la suite x,, T oo bien choisie.
<isn

L’indice 0, quantifie donc la perte d’information fournit par le seul maximum pour les
grandes déviations dans le cas faiblement dépendant. On définit de la méme maniére
6_ l'indice extrémal du processus (—X;). Leadbetter [38] a montré que la longueur du
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cluster, i.e. le nombre de données consécutives au-dessus d’un niveau u fixé trés haut,
vaut en moyenne 0 '. Basrak et al. [7] donnent une représentation des indices extrémaux
0+ en fonction du processus spectral de queue (©,), trés proche de la représentation que
nous avons obtenue pour l'indice de cluster :
(03 [}
0, = ]E[(sup @t) — (sup @t) } (27)
t=0 + t>1 +
Remarque 5.7. Dans le cas iid ou d’indépendance des extrémes, nous avons O; = 0
pour ¢t > 0. Les indices 6 et by valent nécessairement p = P(Qg = 1) = E[(O)%]. Ces
cas d’indépendance des extrémes sont des cas limites pour I'indice extrémal car 6, < p.

C’est aussi le cas pour l'indice de cluster lorsque 0 < a < 1. Par sous-additivité de la
fonction x — ¢, nous avons

(Ek:@t>j_ - (Zk:@)+ < (0)°.

t=0 t=1

On en déduit que by < p et donc que les cas d’indépendance des extrémes sont des cas
limites pour l'indice de cluster lorsque 0 < o < 1. Ce n’est plus vrai lorsque o > 1.

5.6 Calcul de l’indice de cluster sur des exemples

Le premier exemple est celui des solutions d’équations récurrentes stochastiques li-
néaires traité par Kesten [36]

Xt:AtXt—l+Bta tGZ, (28)

ot (A¢, By) sont des suites de vecteurs iid de marginales indépendantes entre elles. Si
I'équation E|A|® = 1, k > 0, a une unique solution k = « et que E|B|**¢ < oo pour
e > 0, alors le modéle (28) a une unique solution stationnaire & variation réguliére
d’indice . Un calcul par récurrence donne

Xt:HtX0+Rt, avec Ht:At"'Al, t}]_, (29)

et Ry une v.a. telle que E|Ry|*"¢ < oo. On obtient
P(lXol > ux, |X0|_1(X0, .. ,Xt) c - | |X0| > .T) i> U_QP((].,HL .. Ht)@o S )

avec, par définition, P(Xo/|Xo| = £1 | | Xo| > 2) N P(©g = £1). Le processus spectral
de queue s’écrit donc
0, = I,6, NVt > 0.

Comme O est indépendant des A; pour t > 1 on en déduit que E(|©:*) =
E(|T1:|*)E(|0]*) = 1 et que la série (0©;) n’est pas normalement convergente dans L.
Pourtant on vérifie facilement la condition (DC,) pour tout 0 < p < « :

E(1Xul” | Xo =y) = E(|Awy + Bi[) < (E(AP)Py + E(|B.f")/7)?

par l'inégalité de Minkowski et on conclut par un argument de croissance comparée car
E(|AP)Y/P < 1. Ainsi, le théoréme 5.6 représente 'indice de cluster sous la forme

(e - (Sne) ]
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Le cas du modeéle GARCH(1,1) est plus compliqué. On a alors X; = o, Z; avec les
innovations Z; iid telles que E[Z] = 0 et E[ZZ] = 1. Rappelons que la volatilité (o;) est
la solution de I’équation (5) qui peut s’écrire sous la forme d’une équation récurrente
stochastique linéaire

O'tz = Qo + 0,52_1(061Z,52_1 + 51) =: By + 0152—11475'

Afin de vérifier (DC,) et d’exprimer les espérances conditionnelles de (X;) en fonc-
tion du passé, nous devons considérer le processus GARCH élargi (X, 0;). Cette astuce
nécessite 'extension des notions de (DC,), (RV,,) et de l'indice de cluster a la dimen-
sion deux telle que nous la détaillons dans [W15|. Sous des conditions d’apériodicité,
d’irréducibilite, E(a; 22 + )% = 1, a > 0, Z symétrique et E|Zy|*"¢ < oo nous
obtenons

_ E HZO + 21 Z H::l \/E‘a — ‘ 2 2 Hz:l \/E‘a}

b
= 2E|Z |

6 Théorie asymptotique des sommes partielles dépen-
dantes et a variation réguliére

Dans toute ce chapitre, nous supposons que la v.a. X est centrée, E(X) = 0, dés
qu’elle est intégrable.

6.1 Théoréme de la limite centrale gaussienne

Nous rappelons d’abord un théoréme de la limite centrale gaussienne classique

Théoréme 6.1 ([45]). Si X; = f(P;) avec () qui est irréductible et vérifie (DCy) et

E[X?] < oo, alors n~'/2S,, BN N(0,0?) ot la variance asymptotique a la représentation
n—o0

o= () - (2 0)]

De plus, les cycles wid appartiennent au domaine d’attraction de la loi normale, 1i.e.

E[S(1)?] = o2.

La limite gaussienne est caractérisée par la variance limite dont 1’expression est
similaire & celle de l'indice de cluster avec o = 2 et le processus spectral de queue (©;)
remplacé par le processus (X;). Dans ce cadre, les propriétés de variation réguliére ne
sont pas utiles et (RV,,) n’est pas nécessairement vérifiée. La condition de dérive (DC,)
est particuliérement utile pour controler les moments d’ordre p+1 des cycles de la chaine
de Markov sous des conditions de moments du méme ordre sur la loi marginale [52].

6.2 Théoréme de la limite centrale a-stable

Le processus (X;) satisfait un théoréme de la limite centrale a-stable lorsqu’il existe

. _ D . . .
une suite (a,,) telle que a, 'S, — Y, avec Y, qui suit une loi a-stable non gaussienne
n—oo
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(0 < a < 2). Ces lois a-stable (la gaussienne correspondant au cas a = 2) sont les
seules lois limites possibles dans le théoréme de la limite centrale pour des v.a. iid. Leur
fonction caractéristique est de la forme 1, (x) = exp(—|z|*xa (2, a1, az)) avec pour a # 1
['2—a)

Xa(xaabaQ) = 1—a

<a1 cos(ma/2) — isign(x)asy sin(m a/2)) ,

et pour a =1

x1(x,a1,a9) = 0.57ay + isign(x) azlog |z|, = € R.
Afin d’obtenir une loi limite a-stable, nous devons considérer des processus (X;) faible-
ment dépendants. La condition de dépendance faible suivante assure ’approximation en
loi de la somme partielle par des blocs iid de taille m,, tendant vers I'infini :

Condition (MX,,) : Soit m = (m,,) une suite d’entiers telle que m,, — oo et m,,/n = o(1)
et soit k, = [n/m]. Il existe une suite d’entiers (r,) telle que r,, = o(m,,) et

lim |} (2) = @ mi(2)] =0, Vo €R,

n—00 ?

pour ¢ =/{, =m, —r, et £ =r,, avec

im—A_

P0(@) = E|exp(iva > % X))

=1 t=(i—1)m+1

Oni(T) = E[exp (m“leZXtﬂ , J=1, on(z) =pua(z), zeR.
t=1

La condition (MX,,) est satisfaite sous des conditions plus classiques comme la 6-
faible dépendance ou la 7-faible dépendance introduites respectivement par Doukhan et
Louhichi dans [22] et Dedecker et Prieur dans [19], voir le lemme 2 p. 467 de [44] pour

une preuve du second point. Nous avons le théoréme de la limite centrale suivant

Théoréme 6.2 (|W7]). Si X; = f(P;) vérifie (RV,) pour a € (0,2), (X symétrique si

a=1) et (MX,,) pour m, = o(n®P*V/e=1) et si (®,) vérifie (DCy) pour p positif dans

la —1,a[ alors le théoreme de la limite centrale a-stable a; 'S, N Y, est vérifié pour
n—0o0

Y, de fonction caractéristique

Ya(r) = exp(—|2|"Xa(®, by +b-, by — b))

ot by sont les indices de cluster (c.f. théoréme 5.6).

Dans les cas ou la chaine sous-jacente (®;) est irréductible, le processus (X;) a
des coefficients de mélange fort qui décroissent exponentiellement vite et la condition
(MX,,,) est satisfaite pour m,, = log>n = o(n®*1/2=1) pour tout p > a — 1. Dans ce
cadre plus restrictif, nous obtenons aussi la caractérisations des cycles de régenération :

Théoréme 6.3 (|W15]). Sous les conditions du théoréme 6.2, si de plus (P;) est irréduc-
tible alors (X) vérifie alors le théoreme de la limite central 6.2 et les cycles (S(7))i=1.2, .
définis dans (26) sont des v.a. iid & variation réguliére telles que

P(S(1) > 2) ~ byEa(m) P(X > z) et P(S(1) < —2) ~ b_Ea(r4) P(X < —2). (30)

La condition DC, implique que les cycles iid (S5(7));>o sont a variation réguliere
d’indice 0 < a < p + 1 lorsque le processus stationnaire est & variation réguliére de
meéme indice a.
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6.3 Principe uniforme de grandes déviations

En utilisant le résultat de Nagaev [47]| sur les grandes déviations des sommes de
v.a. iid nous en déduisons un principe uniforme de grandes déviations des sommes de
fonctions de chaines de Markov lorsque 0 < o < 2. Dans cette section, la suite (u,) est
telle que u, /n'/?V1/*+ — oo pour € > 0 quelconque. Nous obtenons

Théoréme 6.4 (|[W10]). Sous les conditions du Théoréme 6.3 pour 0 < o < 2 et si
(DC,) et (RV,) sont satisfaites pour a > 2 et tout p < «, alors le processus (X;)
vérifie le principe de grandes déviations uniforme

lim sup P(S, > z)

— b, | =0 31
n—00 zcA, n]P’(|X‘ >$) + avee ( )

- A, = (up,00) pour 0 < a < 1,
- Ny = (Up,vy,) pour 1 < a, o # 2, et toute suite (v,) telle que v, > u, et

P(r4 > n) = o(nP(|X]| > v,)). (32)

La preuve dans le cas a > 2 est beaucoup plus technique que dans le cas 0 < o < 2.
En effet, le théoréme de la limite centrale gaussienne 6.1 ne fournit que les propriétés
de moments d’ordre 2 des cycles S(i). Pour démontrer que ces cycles sont & variation
réguliére d’indice «, les déviations moyennes sont donc inutiles. Dans le cas o > 2 nous
calculons directement les grandes déviations grace a l'inégalité de Bonferroni [35].

Remarque 6.5. Le cas 0 < o < 1 est particulier : le cas d’indépendance des extrémes
est alors un cas limite pour 'indice de cluster (c.f. la remarque 5.7). Ce n’est plus le cas
quand « > 1. Pour tout z,, > u,, on a alors

P(S, > z) be 4+ P(S, > z,74 > n)
nP(|X| >xz) nP(|X| > z)

Le second terme de la somme est borné mais pas toujours négligeable pour des déviations
trés larges (x,, plus grand que e pour ¢ > 0). Les trés grandes déviations sont perturbées
par le premier cycle lorsqu’il n’est pas complet, le retour a 'atome A n’ayant pas lieu
avant n.

6.4 Exemples de processus a queues épaisses

Suivant I’approche d’Embrechts et al. [25], la loi P d’un processus stationnaire (X;)
est a queues épaisses si les grandes déviations de la somme partielle sont proportionnelles
a celles du maximum des observations comme dans I’équation (22). Sous des conditions
de variation réguliére, de dérive et d’irréductibilité nous avons

by
P(Sn > :cn) ~n—s00 Q—P(max X, > l’n),

+ 1<i<n

ou (z,) est une suite tendant vers 'infini dans une région convenablement choisie. La loi
[P de tels processus est alors & queues épaisses. Le coefficient de proportionnalité by /6,
peut étre différent de 1 ce qui permet la modélisation de comportements des valeurs
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extrémes plus variés que dans le cas iid ou les cas d’indépendance des extrémes. L’indice
extrémal n’est pas suffisant pour caractériser ces queues épaisses : I'indice de cluster est
indispensable pour quantifier les queues de ditribution des agrégats de valeurs extrémes.

Dans le cas de la solution d'une équation récurrente stochastique linéaire X; =
Ay X1+ By ,t € Z, nous obtenons le facteur multiplicatif

b E[(Teame) - (Samne)’]
% E[(sup 1160) " — (b 16)) ]

Lorsque A; est positif, I, = A; - -+ Ay est positif, ©g = 1 et nécessairement b, /0, > 1
pour tout a > 0. Dans le cas de la solution d’un modéle GARCH(1,1) symétrique, nous
obtenons la représentation

by E[Z+ X% Z 0L VAT - [ 28 Z 0T, VA
0 E [max{|Z0|°‘, SUP¢>1 }Zt szl \/E‘a} — SUP¢>q |Zt Hle \/E‘a] 7

en fonction de A; = oy Z72 | + Bi.

Les solutions d’équations récurrentes stochastiques linéaire et le modéle GARCH
sont des exemples de processus stationnaires a queues épaisses modélisant des grandes
déviations trés différentes du cas iid lorsque by /0, # 1. Ils permettent de tenir compte
des phénomeénes d’agrégation des valeurs extrémes observés sur les données réelles.

6.5 Comportement asymptotique des auto-covariances empi-
riques

Une application de ces résultats en statistique des processus et la détermination
du comportement asymptotique des auto-covariances empiriques. Nous généralisons et
précisons ainsi des résultats de Basrak et al. [5].

Définition 6.6. Les auto-covariances empiriques d’ordre h > 0 sont définies par la

relation
1 n—h 1 n 9
) =~ S XX — (-0 X0)
(g i
Les A, (h) sont des estimateurs des auto-covariances y(h) = E(XoX}) — E(Xo)E(X}).

Placons nous dans le cadre d’'un processus a queues épaisses solution du modéle
GARCH(1,1) décrit plus haut. Alors, d’apres [36], il existe ¢y > 0 telle que P(XZ >
7)) ~ coz~?/*. Notons

an = n*(co E|Z2 2210, ) .

Considérons le cas des auto-covariances empiriques 4, (h) des carrées (X7?). Le théo-
réme de la limite centrale a-stable 6.2 fournit les résultats asymptotiques na,, (9, (h) —

v(h)) =5 Yau(h) pour a € (4,8) et na;'4n(h) —= Yau(h) pour a € (0,4). Idi,
n—00 n—r00

n

Y, a(h) est une loi a/4-stable complétement déterminée par le processus spectral de
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queue () = (coZ}Z2 ,IL11,,). Par positivité du processus spectral, on en déduit en
particulier que b_ = 0.

Les auto-covariances empiriques sont utilisées en pratique pour quantifier la dépen-
dance temporelle du processus observé. Reprenons les données réelles de I'indice boursier
anglais du Footsee du chapitre 1. Considérons les log-rendements des prix a la cloture
durant la derniére période de stationnarité obtenue par le critére de QV pénalisée, a sa-
voir du 5 décembre 2008 au 18 mars 2011 (n = 575). Nous tragons les auto-covariances
empiriques des carrés des log-rendements dans le premier graphique de la figure 2.

Threshold

Series log_rendement_FTSE~2
995 7.78 663 580 501 454 385 350 3.18 2092 2.72

ACF (cov)
alpha (CI,p =0.95)

. ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | ‘ RN ‘ |11 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ [ . RV O S I A R I R A A N B AL I B |
T T T T T T T
s

o 10 15 20 25 15 21 27 33 39 45 51 57 63 69 75 81 87 93 99 B 10 15 20 25

Lag Order Statistics Index

FIGURE 2 — Les auto-covariances empiriques des carrés des log-rendements sont tracées dans les deux
premiers graphiques jusqu’a l'ordre h = 27. Les estimateurs de Hill et la bande de confiance d’estimation
a 95% sont tracés dans le second graphique suivant les valeurs extrémes retenues parmi les 100 plus
grandes. Le troisiéme graphique représente 25 réalisations d’un loi /4 stable asymétrique.

Il semble que les auto-covariances des carrés des log-rendements ne soient pas négli-
geables, méme pour des ordres h grands. Il y aurait donc de la dépendance forte sur les
carrés des log-rendements. Au vu des résultats asymptotiques précédents, il est toutefois
légitime de se demander quel crédit doit étre donné a cette interprétation graphique.
Supposons au contraire que les auto-covariances des carrés des log-rendements 7(h)
soient négligeables ou n’existent pas car EX{§ = co. Le second graphique de la figure 2
représente les estimateurs de Hill du paramétre « suivant le nombre de valeurs extrémes
retenues dans l'expression de ces estimateurs. Une estimation raisonnable &/2 semble
étre proche de 2, tel que na, ! ~ ¢ pour une constante ¢ > 0. On déduit alors du résultat

asymptotique précédent na, 4, (h) 2y, /a(h) que A, (h) ~ ¢ 'Y, 4(h) approximative-
n—oo

ment. Lorsque b_ = 0 la loi asymptotique limite Y, /4(h) est complétement asymétrique;
elle es méme bornée inférieurement par —(EXZ2)? lorsque 1/2 < o/4 < 1. Les réalisations
d’une telle loi, comme par exemples celles fournies dans le troisiéme graphique de la fi-
gure 2, sont de nombreuses petites valeurs négatives et des grandes valeurs positives. Ces
réalisations correspondent aux erreurs d’estimation des auto-covariances d’un processus
a queues épaisses. Les valeurs significativement non nulles des auto-covariances empi-
riques ne pourraient correspondre qu’a des erreurs d’estimation asymétriques et non aux
auto-covariances 7y (h) qui pourraient étre négligeables ou ne pas exister. Comme discuté
dans [46], les erreurs d’estimation élevées et asymétriques perturbe les interprétations
graphiques fondées sur les auto-covariances empiriques des processus & queues épaisses.



6.5 - Comportement asymptotique des auto-covariances empiriques

45




46 THEORIE ASYMPTOTIQUE DES SOMMES PARTIELLES DEPENDANTES ET A VARIATION REGULIERE

Conclusion et perspectives

Je décris dans ce mémoire quelques contributions personnelles a la statistique des
processus faiblement dépendants. J'apprécie particuliérement lorsque les raisonnements
mathématiques fournissent des indications sur les méthodes pratiques a employer. Je dé-
cris dans la premiére partie une approche mathématique rigoureuse qui fournit un cadre
de validation pour l'estimation par QMV. La rigueur mathématique permet de rendre
stable la méthode du QMYV en restreignant le critére QV au domaine de continue inver-
sibilité. Dans la seconde partie, ’approche par transport faible conditionnel fournit une
nouvelle interprétation mathématique de 1'utilisation des estimateurs de Gibbs comme
alternative aux estimateurs classiques. Je fournis un nouveau cadre théorique qui ex-
plique dans quels cas les procédures classiques de minimisation du risque empirique sont
suffisantes et dans quels cas de nouvelles méthodes de prédiction semblent préférables.
Je quantifie la dépendance des valeurs extrémes de processus dans la troisiéme partie
grace a un nouvel indice dit de cluster. Cette approche est trés prometteuse et devrait
avoir un grand impact sur les méthodes statistiques & employer pour décrire les queues
de distribution en présence de valeurs extrémes dépendantes. Hormis les solutions des
équations récurrentes linéaires et le modéle GARCH, d’autres exemples de processus
a queues épaisses devront étre étudiés. Une nouvelle approche statistique de calibra-
tion des modéles aux phénomeénes de cluster de valeurs extrémes observés devra étre
construite, sans utiliser les auto-covariances empiriques. Le cadre markovien décrit dans
la derniére partie me semble étre particulierement adapté pour traiter de la dépendance
des valeurs extrémes. Des méthodes, fondées sur les cycles de régénération, permettront
vraisemblablement de quantifier ces agrégats en pratique. Des applications en quantifi-
cation des risques dans un cadre dépendant plus réaliste que le cas d’indépendance des
extrémes sont attendues.

Pour conclure, je souhaite donner quelques exemples d’applications concrétes en
quantification des risques entreprises. Depuis trois ans, je suis co-responsable avec R. Elie
du Master actuariat de 1'université Paris Dauphine. Encadrant des étudiants en stage
professionnel de fin d’étude, j’ai un apercu des problématiques actuelles de la profession.
En particulier, les nouvelles réglementations dites de Solvability II se fondent sur la
prédiction d’'une Value at Risk (VaR) a horizon un an. D’un point de vue statistique, ce
programme est trés ambitieux et repose sur une grande confiance au modéle prédictif
utilisé. Méme en supposant le modéle choisi comme étant satisfait par les données, le
calcul des mesures de risques (VaR ou probabilités de ruine) est rarement explicite
et nécessite une approximation numérique [3]. Les techniques de Monte Carlo (MC) ne
sont pas efficaces pour approcher des valeurs issues d’événements rares. Durant son stage
au LFA-CREST sous ma tutelle, G. Terré a développé des algorithmes multi-échelles
bien plus efficaces que les méthodes MC dans le cadre classique iid. L’étape suivante est
d’étendre ces méthodes dans un contexte markovien. Les résultats théoriques de la partie
III sur les cycles de régénération des chaines de Markov sont utiles a 1’étude théorique
de la convergence de tels algorithmes.

En pratique, un bon modéle de prédiction n’existe certainement pas et la recherche
d’un unique modéle pour la prédiction d’'une VaR n’est pas forcément la solution. J’ai
encadré le stage de recherche de F. Torron sur l'agrégation de modeéles de prévisions
de la VaR a horizon un jour sur données financiéres. La littérature en finance quanti-
tative fournit de nombreux modéles dont l'efficacité est variable. En particulier, Giot



et Laurent [30] comparent deux modéles de prévisions de type GARCH en utilisant la
méthode d’estimation par QMYV de la partie I. Nous avons développé deux méthodes
distinctes d’agrégation de ces modéles de prévisions. La premiére méthode provient de
I'estimation de Gibbs comme décrite dans la partie II. La seconde méthode, dite de
suites individuelles [16] et trés répandue en théorie des jeux, part du constat qu’un mé-
lange astucieux de toutes les prévisions donne souvent de bien meilleurs résultats que
la meilleure des prévisions. En pratique, ces deux méthodes d’agrégation donnent des
résultats voisins et semblent d’une efficacité comparable. Il sera intéressant de comparer
ces approches en théorie en utilisant le transport faible conditionnel de la partie II.
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