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Au lendemain de la guerre j’étais persuadé, comme certains
de mes contemporains, que les mathématiques pouvaient s’ap-
pliquer a tout. Pour des gens plus ambitieuxr que compé-
tents, il était assez tentant de voir si l’on pouvait refaire avec
d’autres sciences ce qui avait si bien réussi avec la physique.
[-..] Pourquoi la physique est-elle en si parfaite résonance avec
les mathématiques, et pas la chimie, la botanique ou la bio-
logie 2 Je n’ai toujours pas trouvé la réponse. [...] En ma-
thématiques comme ailleurs, une partie des recherches origi-
nales vient ainsi de la mise en contact de connaissances pro-
venant de champs apparemment disparates. C’est peut-étre
ce que veulent dire les chantres de l'interdisciplinarité qui de-
vraient tous se recommander de Pico della Mirandola, méme
s’ils savent qu’il leur est impossible d’embrasser la totalité des
sciences de leur époque.

Marcel-Paul Schiitzenberger (Dynasteurs, 1988).






Avant-propos

es propos de Schiitzenberger, présentés dans I’épigraphe de ce document, peuvent
L paraitre apres a ’endroit de 'interdisciplinarité. Or, l'interdisciplinarité mélant
informatique et biologie théoriques occupe une position centrale dans ce document.
Je pense bien stir qu’elle mérite que nous nous intéressions a sa valeur intrinséque, a
ce qu’elle permet d’apprendre, de déduire, de comprendre. .. Mais elle mérite aussi la
critique (sous toutes ses formes, négatives comme positives). N'est-ce pas ainsi que
la science est faite ? Les discussions, objections, contradictions ne sont-elles pas les
piliers du cheminement des pensées scientifiques ? Ainsi, j’ai choisi de placer ces mots
au début du manuscrit pour éviter toute forme de manichéisme et inviter le lecteur
a la réflexion, aussi bien philosophique que scientifique, sur cette interdisciplinarité,
dans 'espoir qu’il s’en forge une opinion éclairée et argumentée.

Le choix de Schiitzenberger pour illustrer cette entrée en matiére ne tient pas du
hasard. S’il est des personnes & méme de discuter et d’argumenter sur le mélange des
sciences informatiques et biologiques, ce gentilhomme de la science, d’aprés la formule
consacrée d’André Lichnerowicz dans 'hommage & son ami disparu [Lic96|, en fait
sans nul doute partie. Ma communauté évoque généralement Schiitzenberger comme
le pére de l'informatique théorique frangaise. Elle oublie trés souvent de mentionner
qu’il était plus que cela. Docteur en médecine en 1948, il a notamment participé a
la découverte du géne a l'origine de la trisomie 21. Docteur en sciences mathéma-
tiques en 1953, il a mené de nombreuses études dans des champs des mathématiques
vastes allant des probabilités et statistiques & la théorie des langages, en passant
par ’algébre et la théorie des ordres (et j'en oublie bon nombre). Il est « considéré
mondialement comme le pére absolu de la théorie des codes (1958) [et| n’a cessé de
s’intéresser aux découvertes de la biologie moléculaire. I.’étude du code génétique re-
joint trés tot ses préoccupations de théoricien de problémes de 'information. » Ainsi,
bien qu’il ait préféré consacrer sa carriére aux sciences dites « dures » que sont les
mathématiques et I'informatique, il est toujours resté adepte et fin connaisseur de
I'intrication des disciplines, en particulier des liens entre les mathématiques (au sens
large) et la biologie.

Malgré I'apparente apreté du discours, qui tient plus selon moi de la mise en
garde d’une interdisciplinarité hative dirigée par une ambition trop forte de synthése,
Schiitzenberger s’est passionné pour ces questions liant la biologie & I'informatique.
Quoi de plus naturel pour lui que de vouloir comprendre les liens entre I'informa-
tion fournie par le code génétique et la théorie « informatique » de 'information ?
Quoi de plus naturel pour tout informaticien attiré par la biologie que de s’atta-
cher & étudier les transmissions d’information et de vouloir en connaitre les causes
et les conséquences, tant au niveau génétique que neuronal ? Cela méne & un travail
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X Avant-propos

profondément ancré en informatique dont l’exploitation en biologie est limité par
la complexité du vivant. Plus généralement selon moi, la simple application d’une
discipline & une autre a besoin d’étre complétée par une réelle interdisciplinarité, fon-
dée sur des allers-retours constants entre les disciplines. Pour aller plus loin, je suis
convaincu que 'informatique et les mathématiques discrétes ont tout autant besoin
de la biologie que cette derniére a besoin d’elles. La biologie fournit en effet son lot
de problémes qui prennent sens lorsque nous les ancrons dans des disciplines plus
théoriques. Ces problémes, couplés aux allers-retours inter-disciplinaires, structurent
ce que j'appelle la bio-informatique théorique.

Cette these d’habilitation & diriger des recherches prend ses origines en informa-
tique. Elle s’est construite progressivement au fil des années par les multiples dis-
cussions qui m’ont été offertes dans des contextes variés. En particulier, les échanges
dont j’ai le plus nourri ma réflexion ont été partagés avec Jacques Demongeot qui,
a l'instar de Schiitzenberger, posséde cette (trop) rare double-compétence en biolo-
gie/médecine et en mathématiques. Ainsi, & ma modeste maniére, en m’inscrivant
dans la lignée de ces deux hommes, je m’appréte a développer certains problémes
qui me paraissent importants dans le contexte de la bio-informatique théorique.

Sylvain Sené
17 septembre 2012
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Chapitre 1

Ouverture — en guise
d’introduction

e vingtiéme siécle aura été marqué par des avancées majeures dans ’ensemble des
L champs propres de chacune des disciplines scientifiques considérées comme telles
bien avant le début méme de ce siécle, comme la physique, les mathématiques ou
encore la biologie. Au dela de ces développements, grace aux fondements proposés
par Godel, Turing et von Neumann et d’autres, ce siécle aura aussi été le témoin
de I'avénement d’une nouvelle discipline, I'informatique. Sans refaire son histoire, le
propos n’est pas 14, il convient de souligner la particularité des questions soulevées,
la spécificité des méthodes sans cesse renouvelées de cette discipline ainsi que son
ouverture croissante & d’autres disciplines, en particulier & la biologie. Cette ouverture
donne justement le cadre des travaux de recherche que j’ai menés ces derniéres années
et qui sont résumés dans cette thése d’habilitation & diriger des recherches.

Cette thése traite ainsi de la bio-informatique des réseaux d’automates, ou de
ce pourquoi I’étude de tels réseaux est intéressante et pertinente dans les contextes
informatiques et biologiques. Un réseau d’automates est un objet mathématique « mi-
nimaliste » possédant 1’ensemble des propriétés utiles a la modélisation générale de
réseaux d’entités en interaction. Plus précisément, un tel objet est composé d’entités
qui agissent les unes sur les autres au cours d’un temps discret, en suivant des régles
locales simples pré-déterminées. L’exécution d’une régle peut faire varier I’état de
l'automate auquel elle est associée. Ces variations d’états sont les seuls événements
considérés au sein des réseaux. Les entités peuvent donc étre vues comme des unités
permettant de produire en sortie le résultat d’un calcul réalisé a partir de données
fournies en entrée, qui correspondent aux états des automates. Globalement, un ré-
seau d’automates évolue au sein d’'un ensemble de configurations qui sont définies
par ces états & un instant donné.

Pertinence des réseaux d’automates en modélisation Malgré son apparente
simplicité, ou devrais-je dire en raison, entre autres, de cette simplicité, les études fon-
damentales et appliquées sur les réseaux d’automates restent pertinentes. A ’heure ot
a clairement été mise en avant « la science des systémes complexes » dans le paysage
scientifique, il est devenu indéniable que la simplicité locale peut engendrer la com-
plexité globale. Les automates cellulaires en sont un exemple évident. La construction
d’un systéme d’interaction complexe ne nécessite aucunement I'implication d’entités
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gouvernées par des régles d’évolution locales complexes (ou compliquées). Ces der-
niéres aménent a 'appellation de « systémes compliqués » qui s’opposent aux sys-
témes complexes, dont la définition (informelle tout du moins) semble avoir convergé
a ce jour : un systéme complexe est un systéme composé d’entités en interaction
soumises a des régles locales d’évolution simples, dont le comportement émergeant
au niveau global ne peut étre expliqué par la simple connaissance du systéme au
niveau local.

Comme l'ont écrit Delahaye et Rechenmann dans un dossier de Pour la science
sur la modélisation informatique [DRO6|, « commengons par nous débarrasser d’une
idée recue : la modélisation n’est pas destinée a reproduire exactement la réalité. Seul
un modéle identique au systéme pourrait étre considéré comme une représentation
exacte de ce dernier. Or, tout comme la légendaire carte a 1’échelle 1/1 de Borges,
un tel modéle ne peut étre construit, et, tout comme cette carte, il ne présenterait
aucun intérét. En effet, I’élaboration d’un modéle est motivée par un ensemble de
questions auxquelles ce modeéle doit contribuer & répondre. Quel avantage & dispo-
ser d’'un modéle de méme complexité que son objet 7 » Dans cette lignée, je pense
qu’un autre intérét notable des réseaux d’automates est qu’ils se placent & un niveau
d’abstraction élevé en termes de modélisation. Ils fournissent dés lors d’importantes
possibilités dans le cadre de la représentation de systémes réels et peuvent donc étre
largement appliqués. Leur champ d’applications va de la physique, avec la modé-
lisation des systémes de particules, & la sociologie, avec la volonté grandissante de
représentation des interactions sociales, en passant par la biologie et la médecine,
avec le défi d’'une compréhension toujours plus fine des systémes vivants. Aussi, les
résultats valides & un niveau d’abstraction élevé le restent lorsqu’on affine la gra-
nularité sous-jacente pour se « rapprocher » de la réalité des systémes étudiés, sous
réserve de garantir la consistance des nouveaux paramétres ajoutés vis a vis de la
théorie choisie initialement. En conséquence, les réseaux d’automates permettent de
capturer I’essence de ces systémes, leurs propriétés de base, sans pour autant renoncer
& leurs subtilités.

Les réseaux au centre du travail présenté ici sont trés souvent sujets & une abs-
traction supplémentaire visant a donner aux automates qui les composent deux états
possibles, afin qu’ils puissent étre considérés comme « actifs » ou « inactifs ». Ce choix
s’explique notamment par la nature des éléments biologiques considérés qui se préte
particuliérement bien & Pabstraction booléenne. A titre d’exemple, un neurone est
habituellement considéré comme étant excité ou non, et un géne est généralement
défini comme exprimé, s’il est en phase de transcription, ou non. Notons que le choix
du booléen fait ’objet d’une discussion plus approfondie dans la suite du document.

Orientation des recherches : questionnements et méthodes Le terme an-
glais « network » pour « réseau » posséde un avantage non négligeable comparé a son
homologue francais. Il concentre en sept lettres la vocation méme des lignes qui vont
suivre, & savoir divulguer des connaissances acquises récemment sur la fagon dont
un net works (c’est-a-dire comment fonctionne un réseau). La vision que je souhaite
donner dans ce document s’articule par conséquent autour de cette notion de fonc-
tionnement des réseaux d’automates vus comme modéles de réseaux de régulation
biologique. Plus précisément, tout en restant ancré disciplinairement en informa-
tique théorique, sa vocation est de mettre en exergue la bio-informatique des réseaux
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d’automates. Ceci est fait en montrant notamment que ces réseaux apportent des
connaissances pertinentes aussi bien du point de vue des applications a biologie que
de celui de la théorie informatique mathématique, et que leur étude profite ainsi aux
deux disciplines. Derriére cela se cache le souhait de montrer que ces disciplines sont
intriquées et qu’elles peuvent se servir I'une de l'autre pour répondre, au moins en
partie, a des questions d’intérét qui leur sont propres. Nombreuses sont les recherches
ayant mis en avant des liens forts et consistants entre ces disciplines. Dans le contexte
qui nous intéresse ici, a savoir celui des réseaux d’automates, les recherches fonda-
trices ont été menées dans les années 1940 par McCulloch et Pitts. Ces chercheurs,
respectivement neurologue et logicien, ont proposé une modélisation des interactions
neuronales au moyen de réseaux d’automates booléens qui, selon moi, constitue la
coeur de toutes les recherches actuellement menées en modélisation discréte des ré-
seaux de régulation biologique et ont été et sont encore une source d’inspiration de
nombreux travaux théoriques.

Bien str, il sera aisé pour le lecteur de constater que mon travail est installé dans
ce contexte depuis mon doctorat qui traitait du probléme spécifique de 'influence
des conditions de bord sur la dynamique de réseaux a seuil linéaires. Tout en pour-
suivant mon effort sur ce sujet, j’ai depuis diversifié mon activité en m’attachant a la
résolution de problémes importants posés par la biologie et naturellement inscrits en
modélisation discréte. Dans cette thése, je présente donc les travaux récents que j’ai
réalisés seul et ceux menés avec mes « partenaires de recherche », et notamment Ma-
thilde Noual, étudiante de I’Ecole normale supérieure de Lyon dont j’ai co-encadré
la thése, avec Eric Rémila, qui a été soutenue en juin 2012. Plus précisément, depuis
mon recrutement comme Maitre de conférences a 1'Université d’Evry — val d’Es-
sonne en 2009, les questions qui ont suscité mon intérét peuvent étre séparées selon
plusieurs axes :

— lenvironnement — Trés souvent, les réseaux d’interaction sont vus et étudiés
comme étant parfaitement clos, en considérant que les entités qui les com-
posent sont les seules représentantes de 'expressivité du systéme modélisé.
Lorsque l'on considére des systémes parfaitement définis & une échelle don-
née, cela ne pose pas de probléme majeur. Par ailleurs, selon la nature des
questions posées, il va de soi que cette vision peut apporter un cadre inté-
ressant en évitant la prise en compte d’un jeu de paramétres trop important.
Toutefois, en biologie, ou plus précisément en modélisation du vivant, les ni-
veaux d’observation sont nombreux et les éléments pouvant étre classés dans
un niveau spécifique tendent & communiquer avec d’autres éléments apparte-
nant & des niveaux différents. La question de l'influence de ’environnement
d’un systéme sur son comportement est donc fondamentale et dépasse le cadre
de 'application & la biologie ;

— les motifs « simples » d’interaction — Les études passées concernant les réseaux
d’automates vus comme modéles de la régulation biologique ont fourni une
matiére importante quant au role que jouent certains motifs d’interaction
spécifiques sur la dynamique asymptotique des réseaux. En particulier, René
Thomas et Frangois Robert ont montré indépendamment que, sans la présence
d’un cycle (au sens de la théorie des graphes) au sein de leur architecture, les
réseaux d’automates évoluent inévitablement vers une unique configuration
stable. En ce sens, ces cycles jouent un réle que I'on peut comparer & celui
d’un moteur de complexité dynamique des réseaux. La compréhension fine de
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ces moteurs de complexité, étudiés de facon isolée, ainsi que des combinaisons
de ces objets et de leurs interactions est un passage obligé pour mieux cerner
le comportement des réseaux eux-mémes;

— les modes de mise a jour — L’un des questionnements fondamentaux dans le
contexte des réseaux d’automates concerne les méthodes selon lesquelles les
états des automates peuvent étre recalculés au cours de ’évolution. Ce pro-
bléme est fondamental car il souléve des liens forts avec la notion de temps dis-
cret, comme nous le verrons plus tard. Par ailleurs, du point de vue biologique,
I’écoulement du temps est peut-étre I'un des problémes ouverts majeurs. Au
niveau génétique, quelques premiers éléments ont récemment été proposés
dans les recherches entreprises sur la dynamique chromatinienne mais ils ne
sont que préliminaires et ne permettent pas de figer un spectre fin de mises a
jour biologiquement plausibles. Ainsi, d’un point de vue plus mathématique,
comprendre les conséquences du choix d’'un mode de mise a jour spécifique
et les sensibilités d’un réseau face & ce choix est I'une des problématiques
actuelles fondamentales du domaine.

— la non-monotonie — Jusqu’a présent, dans le contexte de la modélisation des
réseaux de régulation biologique, beaucoup de recherches ont contraint les
réseaux d’automates booléens avec une hypothése de monotonie des régles
locales régissant le comportement des automates. Cette hypothése provient de
la volonté de considérer I'unicité des natures d’action des éléments biologiques
les uns sur les autres. Autrement dit, si un élément en influence un second,
soit il a toujours tendance a ’activer, soit il a toujours tendance & l’inhiber.
La perte de 'hypothése de monotonie locale permet alors d’aller plus loin en
termes de modélisation de phénoménes biologiques et souléve également des
questions mathématiques intéressantes.

— la modularité — L’analyse compléte de ’évolution des réseaux d’automates,
méme simplifiés a I'extréme, pose inévitablement le probléme de ’explosion
combinatoire. En effet, le nombre de leurs configurations croit exponentiel-
lement en fonction du nombre de leurs automates. Par ailleurs, biologique-
ment parlant, l'identification de fonctionnalités biologiques élémentaires est
un champ de recherches pertinent et relativement vierge. Replacé dans le
contexte des réseaux d’interaction, ce probléme d’identification revient & dé-
couvrir les sous-réseaux de taille minimale qui induisent des comportements
propres. L’étude de la modularité des réseaux considére ces deux problémes
de maniére simultanée et vise a trouver des solutions, lorsqu’elles existent.

Le dernier point que je tiens & évoquer avant de présenter le plan du docu-
ment (qui suivra grosso modo les différents axes de recherche venant d’étre discutés)
concerne les méthodes mathématiques utilisées et qui se trouvent présentées dans
ce document. J’ai en téte que les problémes sont importants mais je pense que les
formalismes et les méthodes permettant de les résoudre le sont tout autant. En consé-
quence, dans ce document, selon le probléme abordé, le lecteur se trouvera plongé
dans des formalismes induisant des techniques de démonstration adaptées. Notam-
ment, certaines méthodes sont empruntées & la théorie des processus stochastiques,
d’autres a la théorie et a la combinatoire des mots, d’autres sont tout & fait ha-
bituelles en théorie des réseaux d’automates et, enfin, d’autres proviennent de la
théorie des automates cellulaires.
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Organisation du document Afin de définir plus précisément le socle des travaux
menés, ce document commence par expliciter les synergies entre les sciences informa-
tique et biologique en rapport aux réseaux d’automates. Ainsi, le chapitre [2] suivant
présente dans un premier temps comment la science informatique s’est inspirée de
problémes posés par la biologie pour se développer. Il poursuit en montrant comment,
inversement, la biologie fait de plus en plus appel aux méthodes et & la connaissance
informatiques. Ensuite, il discute plus concrétement des allers-retours entre ces deux
disciplines qui sont indispensables au processus de modélisation. Enfin, il décrit les
principaux concepts du « langage formel » des réseaux d’automates utilisés tout au
long du document.

Le chapitre [3| présente des travaux dans la lignée de ceux menés lors de mon
doctorat sur I'influence que joue I'environnement des réseaux d’automates sur leur
comportement. L’environnement est ici formalisé au travers du concept de bord d’un
réseau. Ce chapitre généralise le travail de mon doctorat a une famille plus large
de réseaux que sont les automates cellulaires a seuil stochastiques non-linéaires. Son
résultat majeur donne une condition nécessaire a ’absence de robustesse environne-
mentale de ces réseaux. Il fournit par 14 une réponse partielle & un probléme ouvert
depuis les travaux de Ruelle sur le modéle d’Ising & la fin des années 1960. Ce chapitre
met aussi en avant la notion de non-linéarité, dont 'idée générale est de permettre
aux automates de coopérer et d’agir sous forme de coalitions, qui aurait pu étre une
thématique de recherche a part entiére.

Une fois la notion d’environnement évoquée, le document se recentre sur des
problématiques biologiques des réseaux de régulation étudiés comme des systémes
clos. Plus précisément, le chapitre [ se focalise sur des sous-motifs d’interaction
connus pour jouer un réle prépondérant sur la dynamique des réseaux. Il s’attache a
démontrer certaines propriétés combinatoires des réseaux réduits a des cycles isolés
et & en caractériser la dynamique. Pour aller plus loin, parce que les réseaux de
régulation réels sont rarement composés d’un seul cycle (ou de plusieurs isolés les
uns des autres), ce chapitre s’intéresse aux comportements asymptotiques des cycles
tangents. Il met ensuite en avant des éléments de comparaison de ces différents motifs
et élargit informellement les résultats obtenus & des réseaux plus complexes.

Le corps de ce document se clot par le chapitre [5] Celui-ci traite de deux pro-
blématiques : 'importance du choix du mode de mise a jour dans les études des
comportements de réseaux d’une part, et le réle tenu par la non-monotonie d’autre
part. En particulier, sur la base des résultats du chapitre [4] sur les cycles isolés, il
discute des deux conjectures de Thomas dans le cadre booléen. Il présente ensuite
une classification des réseaux selon leur robustesse structurelle face a des variations
du synchronisme des mises & jour. Certains des résultats ameénent & fournir les bases
d’une étude & plus long terme sur le réle joué par la non-monotonie sur les compor-
tements des réseaux d’automates booléens.

En guise de conclusion, plutét que de dresser le bilan de ces années de recherche,
jlouvrirai la discussion en présentant succinctement d’autres thémes qu’il me parait
important de développer dans des recherches futures. En premier lieu, je discuterai
de la question du temps dans les réseaux d’automates (booléens), en en présentant
les diverses appréhensions que 'on peut en avoir puis en faisant un pas vers le
domaine applicatif que constitue la biologie. Je terminerai le document en parlant
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d’un nouveau formalisme pour prendre en compte la modularité des réseaux que mes
collégues évryens et moi avons développé dont les propriétés le rendent utile aussi
bien en bio-informatique théorique qu’en biologie moléculaire et synthétique.



Chapitre 2

Synergies entre informatique et
biologie, et formalisme des réseaux
d’automates booléens

La section est construite sur la base d'ouvrages et articles de référence du domaine,
dont les principaux sont [FSRT87, [Rob95, [Td90, [Kau93, [Guni0]. Les sections 2.2 et [2.3]
sont quant a elles fondées sur une réflexion présentée dans [NS12].

a ou la bio-informatique actuelle aborde des problémes précis posés par la biologie
L (identification de séquences d’A.D.N.; études de la structure des protéines. . .)
sur la base de données relativement fiables issues des expérimentations biologiques
et développe des méthodes informatiques pour y répondre (algorithmique, imagerie,
statistiques. .. ), la bio-informatique théorique s’attache a dégager les grandes lignes
des échanges d’information et de leurs conséquences au sein de processus biologiques
a large échelle (régulations, morphogenése. .. ) décrits par des données peu fiables,
parfois absentes, dont elle s’¢loigne en utilisant des abstractions élevées (modeéles de
calcul, systémes dynamiques...). Plus précisément, ses problémes caractéristiques
mettent en jeu des mécanismes de traitement et de transmission de I'information in-
trinséquement complexes qui sont pertinents dans les deux disciplines dans le sens ot
ils traduisent une réalité biologique tout en étant fondamentaux pour I'informatique.
De plus, la bio-informatique théorique se place dans le contexte de la modélisation,
qu’elle compléte en isolant les grands principes communs de ces deux disciplines. Bien
stir, ces deux formes de bio-informatique soulévent des problémes informatiques per-
tinents et se combinent pour accroitre la compréhension des mécanismes biologiques
en se placant & des niveaux d’abstraction différents.

A Torigine, le terme bio-informatique a été introduit par Hesper et Hogeweg
dans [HH70, [HHT7S8| et défini comme [’étude des processus informatiques dans les
systemes biotiques. Dans [Hogll|, Hogeweg souligne que cette définition s’est vue
restreinte a la fin des années 1980 aux seules études des méthodes informatiques
pour 'analyse comparative des données génomiques mais qu’elle est en train d’étre
a nouveau utilisée dans sa forme originale. Le travail que je m’appréte a présenter
est donc a classer dans cette définition originale ré-émergente de la bio-informatique.
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Il faut néanmoins mentionner qu’il est issu de travaux qui sont antérieurs & ceux de
Hogeweg. Il n’a effectivement pas fallu attendre I'apparition du terme pour que la
bio-informatique se développe. Il suffit de remonter au commencement de I'informa-
tique moderne au XX siécle pour se rendre compte de l'influence forte qu’a eue la
biologie sur les progrés des aspects théoriques de cette jeune discipline scientifique.
En paralléle, la biologie était déja une science bien établie qui a su rapidement uti-
liser ’essor de l'informatique pour développer des recherches tout & fait nouvelles
couplant théorie et applications. L’une des intersections notables de ces deux dis-
ciplines se trouve étre les réseaux d’automates. La premiére section de ce chapitre
dresse les éléments de I’histoire mélée de I'informatique et de la biologie autour de
ces objets qui ont joué un role significatif & I'origine de la bio-informatique. Elle
rappelle en particulier comment les pans théoriques de ces deux disciplines se sont
développés, presque simultanément, pour créer la bio-informatique théorique. Se fon-
dant sur le constat que la modélisation en biologie s’est trés largement développée ces
derniéres années, la section propose une discussion /réflexion sur la modélisation
ancrée en bio-informatique. Enfin, la section [2.3] développe le formalisme des réseaux
d’automates booléens qui sont les objets mathématiques sur lesquels se fondent les
recherches présentées dans ce document.

2.1 Deux disciplines au service 'une de Pautre

Il est communément admis que la théorie des réseaux d’automates est née au
cours des années 1940, en méme temps que I'informatique moderne. Sa paternité est
généralement attribuée a Ulam, McCulloch et Pitts ainsi qu’a von Neumann [MP43]
Ula62| Neu66| qui souhaitaient développer la modélisation de phénomeénes physiques
et biologiques en se fondant sur les avancées contemporaines en logique et en infor-
matique. Cependant, selon la définition des réseaux d’automates évoquée informel-
lement dans le chapitre [T} le premier réseau d’automates a avoir été utilisé, & ma
connaissance, ’a été dans le domaine de la physique dans les années 1920 par Ising
pour modéliser le ferromagnétisme [[si25], c’est-a-dire, 1a encore, bien avant 1’appari-
tion du terme générique. Je pense que les travaux d’Ising ne remettent pas en cause
la paternité de la théorie car sa démarche différe de celle des scientifiques des an-
nées 1940. En effet, son objectif était de concevoir un modéle ad hoc pour 'analyse
d’un phénoméne physique spécifique et son travail s’est profondément ancré dans ce
contexte de par sa démarche et ses méthodes. McCulloch, Pitts et von Neumann,
au contraire, ont élargi I’étude dédiée de ces objets mathématiques aux propriétés
qui leur sont propres, ce qui en fait sans nul doute les précurseurs de la théorie des
réseaux d’automates.

2.1.1 La biologie au départ de 'informatique non conventionnelle

Au dela de 'exploitation de la logique et de l'intégration réelle de la démarche
informatique, une autre caractéristique des travaux de von Neumann et de McCulloch
et Pitts est qu’ils se sont attachés les premiers & la modélisation de portions du
vivant, poussés par une volonté de reproduire certains des processus des organismes
réels. Ainsi, McCulloch et Pitts ont développé les réseaux de neurones formels pour
modéliser les interactions neuronales [MP43]. Ils ont en particulier montré que la
logique propositionnelle pouvait servir a représenter des événements neuronaux et que



Deux disciplines au service ’'une de 'autre 11

ces réseaux pouvaient étre considérés comme un modéle de calcul universel, dans une
certaine mesure. Suite a cela, vers la fin des années 1940, von Neumann a introduit
quant & lui les automates cellulaires afin de « comparer les automates naturels et
artificiels » et d’« abstraire la structure logique de la vie » [Neu66]. von Neumann a
notamment construit le premier automate cellulaire auto-reproducteur et universel.
Dans ces travaux ressort clairement ’envie des auteurs de sortir des paradigmes de
calcul classiques que sont les fonctions récursives de Herbrand et Godel [Go686], le
A-calcul de Church [Chu32| [Chu36] et les machines de Turing [Tur36|, et de fournir
a la théorie de la calculabité de nouveaux modéles de calcul universels, bien que non
conventionnels.

Automates cellulaires

Les automates cellulaires sont des réseaux d’automates particuliers dans lesquels
les automates sont disposés sur des architectures réguliéres et sont tous régis par
une régle de transition commune. Leurs propriétés de calculabilité ont été et de-
meurent largement étudiées, parmi lesquelles nous retrouvons bien str 'universalité
de Pautomate auto-reproducteur de von Neumann [Neu66|, celle du jeu de la vie de
Conway |Gar70, BCG82] ou encore celle de 'automate cellulaire élémentaire n°110,
démontré Turing universel par Cook en 2004 [Coo04]. Au dela de ces travaux sur
I’expressivité calculatoire, les automates cellulaires ont tout de suite été percus par
von Neumann comme de bons outils mathématiques pour étudier les ordinateurs, et
notamment le fonctionnement paralléle de ces derniers. Ils furent notamment a 1’ori-
gine des architectures systoliques des ordinateurs [KL80|. Par ailleurs, ils ont aussi été
au centre de nombreuses études dans le domaine des systémes dynamiques, visant
notamment & caractériser leurs comportements transitoires et asymptotiques mais
aussi & comprendre la richesse de ces comportements. Dans ce contexte, les études
les plus connues traitent des automates cellulaires élémentaires et les classifient en
fonction de leur complexité [Wol84, [Kur97].

Réseaux de neurones formels

Le travail de McCulloch et Pitts [MP43] sur les réseaux de neurones formels
a également marqué 'informatique. Ils ont prouvé que les réseaux de neurones for-
mels permettent de simuler n’importe quelle fonction booléenne. Ensuite, ces réseaux
linéaires, aussi appelés réseaux d’automates booléens & seuil, ont fait I’objet de nom-
breuses recherches en informatique, autour de leurs propriétés sous-jacentes, du point
de vue des modéles de calcul comme des systémes de transition d’états.

Nous pouvons remarquer que les premiers travaux s’inspirant des réseaux de neu-
rones formels ont eu pour objectif d’en clarifier la substance. Notamment, Landhal
et Runge en donnent dés 1946 une formalisation algébrique, ot plus précisément de
leurs fonctions de transition |[LR46]. Il en ressort les fonctions linéaires a seuil qui
font que 'état d’un automate i € {0,...,n—1} au temps ¢+ 1, noté x;(t+ 1), dépend
du poids d’interaction qui lui parvient de ses voisins & I'état 1 au temps ¢ et de son
seuil d’activation. Si le potentiel requ atteint son seuil, x;(t+1) vaut 1, sinon 0. Suite
& ce travail de formalisation, une deuxiéme phase de clarification a été menée par
Kleene qui lui a permis d’introduire les concepts d’automate fini et de langage ré-
gulier [Kle51l, [Kle56]. En particulier, Kleene a montré que les langages reconnus par
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les réseaux d’automates booléens a seuil finis sont réguliers. Dans [Kru54|, Kruskal a
donné de premiers résultats sur certains comportements de tels systémes. Sur cette
base, Huffman a montré que les comportements d’une sous-famille de réseaux d’auto-
mates booléens a seuil, les registres a décalage a rétroaction linéaire (linear feedback
shift register), pouvaient étre entiérement décrits au moyen de polynémes [Huf59].
D’autres travaux orientés sur les propriétés combinatoires de ces réseaux particuliers
ont été développés a cette méme période [Rio58|. Elspas, dans [Elsh9), a généralisé
le travail d’Huffman & la classe des réseaux linéaires et donné les conditions sous
lesquelles leurs comportements pouvaient étre caractérisés. Plus tard, d’autres gé-
néralisations ont été introduites par des aspects combinatoires (cf. les travaux de
Golomb [Gol67| sur les séquences de registres a décalage). Dans ce méme contexte,
Cull a développé en 1971 une méthode algébrique qui, étant donné un réseau d’au-
tomates booléens linéaire, décrit son comportement dans son intégralité, aussi bien
transitoire qu’asymptotique [Cul71]. Par ailleurs, il a été le premier a établir une re-
lation entre de tels réseaux et le modéle booléen des réseaux de régulation génétique
congu par Kauffman [Kau69b].

Parallélement & toutes ces recherches orientées sur les fondements de I'informa-
tique, en se fondant sur les recherches de Hebb [Heb49], Rosenblatt a introduit une
simplification topologique des réseaux de neurones formels, connue sous le nom de
perceptron |[Ros58|. La particularité de ces réseaux est qu’ils sont dépourvus de cycles
dans leur architecture. Ce modéle a permis a Rosenblatt de formaliser le concept
d’apprentissage « hebbien », disant que lorsque deux neurones sont excités au méme
moment, ils renforcent (ou créent) le lien qui les unit. Certains développements de
ce modeéle ont été étudiés dans [MPG9], ot Minsky et Papert ont proposé un al-
gorithme d’apprentissage permettant au perceptron de classer les motifs donnés en
entrée en familles distinctes, ce qui marqua les débuts de ’ére de I'intelligence artifi-
cielle. Toutefois, dans cet ouvrage, les auteurs ont aussi démontré que le perceptron
était incapable de traiter des problémes de non-linéarité, ce qui a marqué un coup
d’arrét dans les recherches relatives & ce modéle, reprises depuis.

Tous ces travaux ont permis le développement de nombreuses méthodes informa-
tiques, dont 'usage est encore aujourd’hui courant et dont des améliorations sont
réguliérement apportées. Ceci m’ameéne & présent & évoquer 'influence qu’a eu I'in-
formatique dans les recherches en biologie des systémes.

2.1.2 Une biologie en demande de méthodes informatiques

Nous venons de voir que la biologie a finalement joué un réle important au com-
mencement de 'informatique moderne, en servant notamment de motivation et en
fournissant des concepts fondamentaux qu’on retrouve encore aujourd’hui au coeur
de la discipline. Mais qu’en est-il de la place de 'informatique en biologie 7 Insistons
sur le fait que la biologie dont nous parlons est celle qui concerne les systémes d’enti-
tés biologiques en interaction, ou réseaux de régulation biologique. L’informatique y
joue un role important non seulement dans le processus de modélisation discréte de
ces réseaux mais également dans I’analyse formelle de propriétés intrinséques des mo-
déles en découlant. C’est justement sur ces modéles, plutot que sur les systémes réels
directement, que les questions de robustesse peuvent effectivement étre abordées. Ces
derniéres ne portent pas sur les caractéristiques intrinséques des modéles mais sur
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leurs propriétés lorsqu’ils sont soumis & des perturbations, lesquelles peuvent étre de
différentes natures.

Réseaux de régulation

La compréhension des régulations, dans leur diversité, est un probléme clé posé
par la biologie, toujours actuel, pour lequel celle-ci est limitée par ses méthodes
de traitement habituelles. C’est le constat fait parallélement par Kauffman et Tho-
mas [Kau69bl [Tho73], entre la fin des années 1960 et le début des années 1970, dans
le cadre de la régulation génétique, sur la base des travaux de Delbriick mettant
en avant les liens existant entre les types cellulaires différenciés et les attracteurs
des modéles théoriques des réseaux [Del49]. La nature expérimentale des méthodes
propres a la biologie ne peut apporter a elle seule de réponse a ce probléme. La
répétition des expériences permet l'acquisition de connaissances fines d’objets bio-
logiques (sujettes aux défauts d’observation, a l'interprétation humaine et aux biais
statistiques) pris indépendamment les uns des autres. Néanmoins, pour des raisons
de complexité notamment, elle ne permet pas la mise en abime de ces connaissances,
ni la compréhension du fonctionnement des combinaisons d’effets de ces acteurs des
régulations. Ainsi, Kauffman et Thomas pronent trés vite que la biologie a besoin
des disciplines plus théoriques pour dépasser la seule connaissance observationnelle
des systémes qu’elle étudie et qu’elle doit se diriger vers des approches plus générales
et systématiques du vivant. Sans perdre la généralité du discours, puisqu’il s’agit
selon moi des recherches qui illustrent le mieux les relations entre informatique et
biologie théoriques, concentrons-nous a présent sur les principaux travaux qui ont
défini les grandes lignes de la modélisation discréte des réseaux de régulation (no-
tamment génétique), qui peuvent étre séparées en deux écoles, celle de Kauffman et
celle de Thomas et Robert (volontairement liés ici) qui se distinguent principalement
par leurs approches : les méthodes de 1’école de Kauffman proviennent de la physique
(simulations et statistiques) tandis que celles de 1’école de Thomas et Robert sont
plus proches des mathématiques (analyse formelle).

Kauffman [Kau69bl [Kau69al, [Kau71| est le premier & avoir donné un modéle de
réseaux génétiques, en s’appuyant sur les travaux issus des réseaux de neurones for-
mels. 11 s’agit d’une formalisation de la régulation dans laquelle les génes sont les
sommets de graphes construits aléatoirement et interagissent ensemble au moyen de
fonctions locales de transition booléennes. La version originale du modéle repose sur
deux hypothéses fortes. La premiére architecture les interactions entre génes selon
un graphe k-régulier. La seconde impose une évolution parfaitement synchrone. Ce
modéle a permis & Kauffman d’illustrer les notions de stabilité comportementale et
d’épigénése. Par la suite, ce modéle a fait I’'objet de nombreuses généralisations, en
levant notamment les hypothéses de k-régularité [Kau93, [AId03] et de synchronisme
parfait [HB97, [Ger04bl, [Ger04al. Sur les aspects théoriques, il faut relever la classi-
fication de ces réseaux présentée par Gershenson [Ger02] ainsi que la conjecture de
Kauffman sur la borne supérieure du nombre d’attracteurs d’un réseau de régulation
génétique « réel » qui est de 'ordre de la racine carrée du nombre de génes qui le
composent [Kau7ll, [Kau74, Kau93|. Les développements de ce formalisme ont aussi
permis son application directe a des problémes biologiques, comme dans [Kau03| ou
les auteurs analysent le comportement du réseau de régulation de la levure introduit
dans [LRR702].
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Parallélement aux premiers travaux de Kauffman, Thomas s’oppose & 'hypothése
de synchronisme parfait et développe ce qui constitue les briques d’une autre méthode
pour la modélisation des réseaux de régulation génétique [Tho73|. Sans entrer dans
les détails de cette méthode (le lecteur pourra se référer a [TKOTIal [TK01D, BCRG04]
et au chapitre 4 de la thése de Richard |[Ric06] pour en avoir une description pré-
cise), soulignons qu’elle se veut plus proche de la réalité génétique en se libérant de
I’abstraction booléenne et en admettant un plus grand nombre de parameétres. Ce
qui ressort de cette méthode est une formalisation de la régulation génétique dans
le cadre des systémes de transition d’états asynchrones, ot les interactions entre
génes sont représentées au moyen de graphes signés (les arétes sont étiquetées, entre
autres, par + ou — selon la nature activatrice ou inhibitrice des actions représentées
par les arétes). Dés 1981, Thomas énonce deux conjectures dont les tentatives de dé-
monstration (abouties aujourd’hui) ont créé une réelle dynamique de recherche théo-
rique [Tho81]. La premiére, prouvée dans le cadre booléen [RRT05, RRT08| puis le
cadre discret général [RCQT], stipule que la présence d’'un cycle positif, cycle composé
d’un nombre pair d’arétes négatives, dans I’architecture d’un réseau de régulation est
nécessaire a la multi-stationnarité, c’est-a-dire a ce que ce réseau admette plusieurs
configurations stables. La deuxiéme précise que la présence d’un cycle négatif, cycle
contenant un nombre impair d’arétes négatives, est une condition nécessaire pour
que le réseau admette un comportement limite oscillant. Elle a été démontrée dans
le cadre booléen et également donnée dans [RRT05, RRT08| ainsi que dans le cadre
plus général des réseaux d’automates asynchrones |[RicI0]. La méthode de Thomas
a également été appliquée a de nombreuses reprises pour répondre & des problémes
biologiques comme celui de la réponse immunitaire [KT85, [KUTS8T7| ou encore celui
de l'infection de la bactérie Escherichia coli par le phage A [TVHT5, [TT95].

Enfin, on ne peut évoquer I'influence de I'informatique sur les recherches en bio-
logie sans faire référence & Robert et a la théorie des systémes dynamiques discrets.
Ce dernier s’intéresse dés la fin des années 1960 aux réseaux d’automates (booléens
ou non). La ou d’autres, comme Kauffman et Thomas font des choix « arbitraires »
quant aux maniéres de mettre a jour les états des automates au cours du temps
discret, Robert focalise ses recherches sur les modes de mise & jour afin de com-
prendre quelles sont leurs propriétés et leurs influences sur les comportements des
réseaux |[Rob69, Rob76l [Rob80]. Les travaux de cette nature sont essentiels pour la
biologie dans la mesure ot aucun argument biologique ne permet encore de pré-
ciser comment s’organise dans le temps ’expression des génes, et plus générale-
ment le temps biologique. Par ailleurs, un avantage confortable des études menées
par Robert, récapitulées dans [Rob806, [Rob95]|, couplées a celles de ses collabora-
teurs [Dem75l (GOS80, [CDLB83, [CD85, IGFSP85| est d’avoir posé des bases théoriques
de I’étude des propriétés comportementales des réseaux d’automates. Il en ressort un
formalisme simplifié et généralisé. Outre I’ensemble des résultats qui sont de facto
valides dans ce formalisme, on retrouve ici un théoréme de Robert précédant immé-
diatement les conjectures de Thomas, qui stipule que tout réseau d’automates dont
I’architecture est un graphe acyclique a un comportement général trivial dans le sens
ot il admet asymptotiquement une unique configuration stable. Cela me permet d’en
revenir aux réseaux d’automates booléens & seuil pour lesquels des résultats impor-
tants ont été découverts. Ceux de Goles traitent des propriétés comportementales
de ces réseaux [GOS0, [GFSP85| et ceux de Hopfield mettent en emphase leur capa-
cité de mémorisation et d’apprentissage [Hop82, [Hop84]. Dans la méme lignée, des
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études reposant sur les propriétés de complexité ont été menées dont un résultat
important, montrant que le probléme de I'existence d’un point fixe dans ces réseaux
est NP-complet, a été donné par Floréen et Orpononen [FO89D, [Orp92]. C’est a la
fin des années 1990 qu’on retrouve des applications des travaux de Robert et consort
a la biologie. Ce sont Mendoza et Alvarez-Buylla qui appliquent les premiers les ré-
seaux d’automates booléens & seuil a la modélisation de la morphogenése florale de
la plante Arabidopsis thaliana [MABO9S|. Ils donnent des arguments biologiques au
choix d’un mode de mise jour spécifique des automates appartenant & la famille des
modes blocs-séquentiels (appelé séries-paralléles par Robert). Un autre exemple en
est application & la régulation de la gastrulation chez la drosophile [AGZ*06].

Robustesse

La « robustesse » est un terme utilisé depuis maintenant longtemps et qui oc-
cupe une place de plus en plus importante dans la scéne scientifique depuis quelques
années. Cet état de fait semble aussi coincider avec la montée en puissance de la
biologie des systemes [Kit02), ISSST04, BS07, [Kit07], dont I'objectif premier est d’im-
briquer les unes dans les autres plusieurs couches de la biologie au sein des modéles,
et par conséquent d’y intégrer des niveaux d’abstraction distincts. Cependant, c¢’est
un terme qui, selon son emploi, signifie des concepts différents. Présentons-en donc
les différentes « définitions » pertinentes dans le cadre qui nous intéresse.

Grossiérement, le terme « robuste » signifie « qui ne change pas ». Mais la dé-
finition plus précise du concept de robustesse souléve trois questions : sur quoi et
par rapport a quoi la robustesse est-elle mesurée ? A partir de quand dit-on d’un sys-
téme qu'il est robuste 7 En d’autres termes, il faut préciser quelle est la propriété (ou
aspect) du réseau effectivement robuste, quelles sont les perturbations en question
mais aussi de quel degré (ou niveau) de robustesse nous parlons.

A titre d’illustration, considérons un réseau R. Supposons que l'on soumette
R & une perturbation p dont on mesure 'effet sur le comportement de R. Plus
précisément, imaginons que p perturbe le comportement transitoire de R. Dans ce
cas, si I’on s’intéresse au comportement global C,; de R, p provoque des changements.
On dit donc que la propriété Cy; de R n’est pas robuste par rapport a p. Si l'on se
focalise uniquement sur le comportement asymptotique C, de R, par exemple, alors la
propriété C, est robuste vis-a-vis de p. Par abus de langage, en ’absence d’ambigiiité
sur la propriété, on parle également de (non-)robustesse de R. Ici, on sous-entend une
robustesse exacte dans le sens ot le moindre changement de la propriété considérée
est percu comme l’absence de robustesse. Toutefois, on peut aussi considérer une
robustesse approchée qui dépend du degré de changement. Ainsi, dans l’exemple
courant, on pourrait affiner en disant que Cy n’est robuste que si p ne modifie pas
I'issue des comportements transitoires de R.

A présent, considérons la propriété et le degré de robustesse simplement comme
des parameétres de sa définition et regardons de plus prés les différentes natures
de perturbation. Elles fournissent selon moi la base d’une classification pertinente
de la notion de robustesse. J'identifie quatre catégories [DES08, [Gunl0] que 'on
retrouve dans les études de modeéles de systémes d’entités en interaction, notamment
dans celles proches de la biologie, et dont ’étude formelle se préte bien aux réseaux
d’automates :
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— la robustesse comportementale : les études sur ce type de robustesse visent
a étudier comment les systémes réagissent & des changements de conditions
initiales. On retrouve cette robustesse dans les travaux de Kurka sur la clas-
sification des automates cellulaires [Kur97| ou il utilise la sensibilité des au-
tomates aux conditions initiales pour définir formellement sa troisiéme classe
de complexité (classe a rapprocher de celle des automates chaotiques de Wol-
fram). L’intérét de ce type de robustesse est qu’il permet d’éviter de prendre
en considération l'intégralité du comportement des systémes, et donc le pro-
bléme lié a ’explosion combinatoire sous-jacente, qui est souvent présent dans
le cas des réseaux biologiques;

— la robustesse architecturelle : cette classe de robustesse vise & analyser 'action
de variations temporaires ou définitives de I’architecture des modéles sur leurs
comportements. Elle a été notamment au centre d’une étude sur le jeu de la
vie dans laquelle les auteurs montraient I'impact de ruptures stochastiques de
liens dans les voisinages des automates [FMO04], et d’autres études plus géné-
rales montrant les changements de comportements suite & des perturbations
de larchitecture d’automates cellulaires [CDFP09, [DFP12]. En biologie, ce
type de robustesse est particuliérement adapté pour mieux comprendre ['effet
de certains éléments sur les régulations. Un exemple est celui des micro-A.R.N.
dont l'action d’inhibition post-transcriptionnelle peut étre assimilée a la rup-
ture d’interactions existant entre des génes au sein d’'un réseau;

— la robustesse environnementale : ici, I'objectif est de comprendre si le com-
portement des modéles est conservé quand ils sont sujets a des perturbations
qui ne relévent pas de variations internes mais de contraintes exercées de-
puis 'extérieur : ce type de relation entre les systémes et leur contexte a été
largement traité dans toutes les disciplines, et a récemment fait I’objet d’un
ouvrage en biologie sur les interactions réciproques entre les bactéries et leur
milieu [GMI1]. Cette robustesse est notamment centrale dans le chapitre [3];

— la robustesse structurelle : ce dernier type de robustesse consiste & analyser
I'influence de transformations fonctionnelles (& savoir associées au compor-
tement). Des éléments (extérieurs au cadre de ce document) ont été fournis
par Thom dans [Tho72, [Tho75|. Dans le contexte qui nous occupe, toutes les
études menées par Robert et les travaux qui en ont découlé sur les influences
des modes de mises a jour s’apparentent a ce type de robustesse [Rob80
Rob95]. On peut également relever deux études récentes concernant les au-
tomates cellulaires et 'influence de I’asynchronisme sur leur comportement

dynamique [Man12, DEMM12].

Il faut noter que la robustesse structurelle est directement empruntée de la théorie
des systémes dynamiques. Ainsi, dans ce document, le terme « structure » évoque
le comportement d’un réseau, tandis que le terme « architecture » se rapportent aux
interactions qui le définissent. La pertinence de ces quatre classes dépend bien siir
du contexte d’étude. Dans ce document, nous allons nous focaliser sur les robustesses
environnementale et structurelle.
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2.2 Modélisation bio-informatique

2.2.1 Sur la simplicité des réseaux d’automates booléens

Précisons a présent que les réseaux d’automates, d’un point de vue général,
peuvent étre utilisés pour modéliser tout systéme réel qui satisfait les trois propriétés
suivantes :

— c’est un systéme réel composé d’entités distinctes qui interagissent les unes

avec les autres;

— chaque entité se caractérise par une quantité variable, celle qui précisément
a vocation & se traduire formellement en termes d’états d’automates dans le
modéle ;

— les événements subis par le systéme réel, tout comme les mécanismes qui
en sont responsables, ne sont pas observables directement et intégralement
de maniére certaine. Seuls les conséquences de ces événements, a savoir des
changements complétement accomplis, le sontE|.

Ces trois propriétés imposent trés peu de restrictions sur I’ensemble des systémes mo-
délisables par des réseaux d’automates. Ces objets théoriques sont donc des modéles
génériques pour une trés grande variété de systémes réels. Dans notre contexte, depuis
les travaux de McCulloch et Pitts [MP43], Kauffman [Kau69b] et Thomas [Tho73],
ils ont été, outre les références données dans le chapitre , largement étudiés [Gol82]
Tho83l, [TR&8, Tho91l, TTK95, [Ara01l DAT*03, RMCT03, BCC*07, [GS08|, RROS|
Sen08,, [SB0S8|, [AGMS09, [Ele09, Ric09, [Sie09, [TC09, DKCM10, Riclll, [GN12]..

Revenons sur la quantité variable des entités mentionnée dans le deuxiéme point
ci-dessus. Pour étre traduite en termes d’états d’automates, elle appelle & une toute
premiére formalisation. Celle-ci consiste a choisir si ce qui nous intéresse dans la
variation de cette quantité est de nature booléenne, discréte ou continue. A titre
d’illustration, prenons l'exemple de la régulation génétique et choisissons comme
quantité variable l'action d’un geéne :

— si, dans 'action de ce géne, ce qui nous intéresse est son expression ou non,

alors on tombe directement dans le cas booléen ;

— si ce qui nous intéresse sont les différentes maniéres dont le géne agit sur
les autres éléments du systéme, alors, on peut faire correspondre un état a
chacune d’elles. On tombe alors dans le cas discret qui peut étre encodé dans
du booléen (un automate a k états peut simplement étre encodé par log,(k)) ;

— enfin, si on mesure 'action du géne par 'intermédiaire de la concentration
des protéines qu’il produit, alors on tombe dans le cas continu. Cette concen-
tration est généralement présentée sous la forme d’une fonction sigmoidale.
Pour traiter ce cas, trois méthodes habituelles existent. La premiére consiste
a rester dans le formalisme continu. La deuxiéme consiste a approximer la
sigmoide en la découpant en intervalles auxquels on fait correspondre des
états de fagon a retomber dans le formalisme discret. La troisiéme consiste &

1. Ce point souléve le débat opposant les modélisations discréte et continue dont la question
centrale est : « laquelle de ces propositions est vraie : ’le discret est une approximation du continu’
ou ’le continu est une approximation du discret’? » Dans le cadre de la modélisation, mon opinion
sur cette question est que la deuxiéme semble plus juste en raison de la nature fondamentalement
discréte des observations quel que soit 'instrument utilisé. Autrement dit, la modélisation continue
est une sur-approximation falsifiable de la modélisation discréte.
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considérer les concentrations extrémales de la sigmoide de fagon & retomber

dans le cas booléen.
Cela montre qu’on peut accorder des statuts différents au booléen selon qu’on le
voit comme une modélisation directe de la réalité ou comme une approximation ou
un encodage d’une modélisation intrinséquement continue ou discréte. Notons que
la modélisation booléenne directe est cohérente avec le choix de se focaliser sur les
changements d’états des automates plutot que sur leurs états eux-mémes. A titre
d’illustration, si 'on compare les automates a des moteurs a explosion, l'intérét
porte plus sur le fait qu’un moteur, pris & part, passe de I'état « arrété » a 1’état
« en marche » et inversement que sur la quantité d’électricité fournie par la batterie
pour démarrer ou que sur celle libérée par les bougies pour provoquer I’explosion et
initier le mouvement. Sous cette hypothése, 'abstraction booléenne est nécessaire et
suffisante. De plus, le discours des biologistes est généralement empreint d’éléments
syntaxiques de la logique propositionnelle et il n’est pas rare d’entendre des phrases
telles que : « en I'absence du répresseur «, le géne (3 s’exprime » ou encore « si les
produits des génes « et 8 forment un complexe, ce dernier favorise ’expression du
géne v alors que ces génes tendent & inhiber son expression lorsqu’ils sont sous forme
monomérique. » Ceci s’accorde de nouveau avec une modélisation directe de la réalité
dans le formalisme booléen.

Par ailleurs, les réseaux d’automates booléens tirent de leur simplicité d’autres
bénéfices intéressants. Ils fournissent notamment un cadre de travail aux contours
clairement définis, idéal pour aborder des problémes fondamentaux autour de la
modélisation des systémes d’entités en interaction. Certains de ces problémes sont
présentés dans ce document, & partir du chapitre . Etant donné la variété de leur
nature, allant de la robustesse environnementale a la robustesse structurelle en pas-
sant par la caractérisation de comportements, et 1’état actuel de nos connaissances,
les problémes en question ne pourraient présentement bénéficier de cadres significati-
vement plus élaborés. Cela ménerait inévitablement & délayer les questions premiéres
et & déstructurer le probléme posé en attirant ’attention sur des problémes annexes
induits par le jeu de paramétres a considérer et non intrinséquement inclus dans le
probléme initial. Pour ces problémes, au contraire, les réseaux d’automates booléens
offrent le juste nécessaire et facilitent la manipulation d’un concept minimal de cau-
salité, qui s’enracine sur la notion de changement d’état. Leur mérite repose donc
dans la fiabilité des informations qu’ils fournissent potentiellement.

2.2.2 Complexités au coeur de la modélisation

Maintenant que nous avons mis en avant la simplicité des modéles étudiés, intéres-
sons-nous aux différents types de complexité inhérents au processus de modélisation.

Complexité réelle La premiére complexité a laquelle on doit faire face dans un
contexte de modélisation est celle de la réalité, qui induit un trop grand nombre de
paramétres. Les problémes posés concrétement par cette complexité sont de borner
le sous-systéme qui nous intéresse et d’y sélectionner les propriétés qui vont faire
I’objet de la modélisation.

Complexité d’émergence Cette complexité est & l'origine de la définition des
systémes complexes. Elle se situe au niveau de la combinaison de propriétés locales
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bien comprises ou définies et a pour conséquence ’émergence de propriétés globales
délicates a expliquer et bien souvent extrémement difficiles & prédire. Elle incarne la
notion de causalité qui s’étend sur des niveaux d’abstraction différents et/ou a des
échelles distinctes. On peut donc parler de « causalité montante ».

Complexité théorique La derniére complexité impliquée dans la modélisation
est celle qui est habituelle en informatique, c’est-a-dire celle qui a trait a la taille et
au temps de traitement des objets manipulés dans la théorie. Dans certains cas, elle
intervient surtout au niveau de l’architecture des systémes [Str01) [AB02, New03|. En
ce qui nous concerne, cette complexité est responsable de I'explosion combinatoire
qui a lieu quand on passe de la description de ’architecture d’un réseau a celle de
son comportement (un réseau composé de n = 10 automates posséde 2" = 1048576
configurations).

Les complexités réelle et théorique se situent aux deux extrémités du processus
de modélisation. En revanche, soulignons que la complexité d’émergence n’est ancrée
spécifiquement ni d’un c6té, ni de 'autre. Elle est indépendante et orthogonale au
degré de formalisation des systémes sur lesquels elle porte.

Notre démarche générale est constructive et met ’accent sur la complexité d’émer-
gence. Elle considére la gestion de la complexité réelle, évoquée plus avant dans la
section suivante, comme une étape préliminaire qui détermine le degré de précision
du modeéle par rapport a la portion de réalité qui nous intéresse. Autrement dit,
les approximations que cette étape engendre sont acceptées. En ce sens, la com-
plexité d’émergence est au cceur de la démarche puisqu’elle définit son objectif qui
est d’identifier les grands principes de la bio-informatique théorique. A mon sens, ré-
ciproquement, le traitement de la complexité d’émergence en elle-méme requiert une
démarche essentiellement constructive. En effet, le fait que cette complexité incarne
une causalité montante s’oppose 4 une démarche réductionniste.

2.2.3 Va-et-vient horizontal entre réalité et théorie

Ici, on part du principe que la formalisation du réel vise des modéles qui sont
exprimés dans le formalisme des réseaux d’automates booléens. Ce formalisme fait
précisément 'objet de la section suivante. L’idée générale de la section présente est
de développer les différentes étapes de la partie du processus de modélisation qui se
projette sur le plan horizontal reliant la réalité et la théorie.

Théorisation Les quatre premiéres étapes suivantes sont des étapes de théorisa-
tion, c’est-a~dire qu’elles visent & construire un modeéle d’un systéme réel (ici, le terme
modéle est synonyme de représentation) :

1. Au cceur de la premiére étape, qui repose substantiellement sur les connais-
sances antérieures et sur les observations des biologistes, se trouve la gestion
de la complexité réelle, qui implique de borner la portion de la réalité qui
nous intéresse. De fagon toute aussi essentielle, cette étape réclame de définir
la modélisation intrinséque, en déterminant les questions qui la sous-tendent
et les propriétés a considérer. Cela ameéne a distinguer les éléments de la réalité
qui visent & étre modélisés de ceux qui ne le sont pas initialement. Le choix
d’une formalisation booléenne, discréte ou continue de la quantité variable
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évoquée plus haut (cf. section se situe dans cette étape. Cette derniére
aboutit & une description .# qui en capture 'essence et qui s’exprime dans
un langage intermédiaire, qui, contrairement a celui des réseaux d’automates
booléens, est encore informel.

. Une fois .# obtenue, une deuxiéme étape vise a la traduire en une nouvelle

description .#" dans le langage des réseaux d’automates booléens. Cette tra-
duction n’est pas forcément littérale. Pour qu’elle le soit, il faut que la mo-
délisation intrinséque soit booléenne. Autrement, cette étape implique aussi
un encodage comme celui permettant de passer du discret au booléen auquel
s’ajoute éventuellement une approximation (source d’une incomplétude de
M par rapport & .4 ), comme dans le cas ou la modélisation intrinséque est
continue (cet encodage impose un décodage dans la phase de concrétisation
décrite plus loin, qui devra aussi prendre en compte ’approximation, le cas
échéant). Remarquons que .#’ est trés souvent incompléte par rapport a la
théorie des réseaux d’automates booléens T, qui est définie par I’ensemble
des axiomes et des théorémes (ou attributs) applicables aux réseaux. Si .#
se concentre sur le comportement d’un systéme, alors .#’ ne donne pas né-
cessairement d’information architecturelle. Nommons cette incomplétude la
T-incomplétude pour la distinguer de I'incomplétude mentionnée plus haut
de 4" par rapport a .# (et de celle de .4 et .#' par rapport a la réalité).
La T-incomplétude est celle qui capture, en particulier, le fait qu’il peut y
avoir plusieurs causes a un méme effet. L’étape suivante vise précisément a la
combler.

. Cette étape, purement théorique et automatisable, consiste & construire la

liste de modeles .#; cohérents avec .’ [BC02, [CF03, [FCT*05, [ICTF*09].
Dans ce contexte, le terme modéle est pris au sens modéle (ou instance) de

T, la théorie des réseaux d’automates booléens. Par conséquent, au contraire
de .#', les .#; sont T-complets.

. La derniére étape de théorisation consiste a choisir un .#; dans cette liste,

qui est dés lors considéré comme le réseau d’automates booléens qui modélise
la portion de la réalité définie & ’étape 1. En conséquence, ce .#; est a la fois
un modéle de la réalité et un modéle de la théorie 7. Le choix de .#; est un
exercice délicat qui peut étre motivé de différentes facons. .#; peut-étre choisi
arbitrairement. Il peut aussi étre choisi pour des raisons de commodités (par
exemple, il peut étre 'un des modéles qui compléte .#”’ de maniére minimale).
Enfin, ce choix peut reposer sur de nouvelles hypothéses reliant .#; a la réalité
qui n’ont pas encore été prises en compte dans le processus de modélisation.
Justement, une partie intéressante de la phase de concrétisation qui va suivre
consiste a s’interroger sur les conséquences de ces hypothéses.

Insistons sur le fait que, parmi ces étapes de théorisation, la réelle difficulté se situe
dans les étapes 1 et 4, qui sont les seules qui induisent un travail qui pourra étre re-
mis en question. Remarquons aussi que les deux premiéres étapes ont naturellement
mené & la construction d’une correspondance entre la réalité et la théorie. A titre
d’exemple, on peut avoir choisi de représenter les génes par des automates et leurs
interactions par des fonctions booléennes. Dans ce cas, on interpréte les automates
comme des génes et les fonctions booléennes comme des interactions entre génes.
Ainsi, la correspondance entre réalité et théorie est définie par deux fonctions. La
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premiére est la fonction de représentation (évidemment partielle). La seconde est la
fonction d’interprétation. Elle est aussi partielle dans le sens ot il existe des portions
de la théorie T qui ne sont a priori pas interprétables. Tout ce qui, dans la théorie,
est définitivement non interprétable vient du fait que la théorie peut dépasser les
intentions initiales de la modélisation. La difficulté se situe justement dans I'identifi-
cation du domaine de définition de cette fonction d’interprétation, c’est-a-dire dans
la distinction entre les parties modélisantes et non-modélisantes de 7 (ces derniéres
étant par exemple issues d’artéfacts de la formalisation). La définition de ces deux
fonctions interdit certaines associations supplémentaires entre la réalité et la théorie
car tout ajout & cette correspondance doit nécessairement étre fait en cohérence avec
la correspondance initialement définie dans les étapes 1 et 2. Notons que le choix du
modéle .; fait a 'étape 4 ne résulte pas du travail mené aux étapes 1 a4 3 et qu’il ne
peut pas directement étre soutenu rigoureusement par la définition initiale de cette
correspondance.

Concrétisation La phase de concrétisation réclame alors d’étudier le modéle ;.
Cela passe par exemple par 'application des théorémes de 7, par ’obtention de nou-
veaux résultats théoriques propres a .#; (qui augmentent 7) ou par des simulations
numériques. Tout comme les hypothéses avancées a I'étape 4, les nouvelles informa-
tions potentiellement produites par cette étude de .#; appellent & étre interprétées.
Elles sont encore indépendantes de la définition initiale de la correspondance. A ce
moment, trois questions sont soulevées : qu’est-ce qu’il y a déja dans la correspon-
dance initiale qui prend en compte ces nouveaux éléments ? si tout n’est pas pris en
compte, comment augmenter la correspondance de maniére & ce que ce soit le cas?
pour toutes les choses qui ne peuvent définitivement pas étre prises en compte dans
la correspondance pour des raisons de cohérence, quelles conclusions sur la réalité ou
sur .# peut-on tirer 7 Répondre a ces questions donne en particulier une chance de
pouvoir réfuter une hypothése avancée a ’étape 4.

Cette confrontation de .#; et des résultats de son étude & la correspondance
initiale ainsi que leur comparaison & la réalité (ou peut-étre juste a .#) peuvent,
tout d’abord, apporter de nouvelles connaissances sur le systéme réel modélisé. Elles
peuvent aussi amener & la remise en question de .#;. Dans ce cas, on a deux pos-
sibilités. Soit on refait I’étape 4 pour changer de modéle, soit on tente d’affiner la
définition de la correspondance de maniére & remédier aux défauts mis en évidence.
Une difficulté de cette solution est de maintenir sa cohérence, en particulier parce
qu’il peut se produire alors un changement de niveau d’abstraction qui fait intervenir
de maniére implicite la complexité d’émergence. Une autre remise en question, plus
rare et potentiellement plus lourde de conséquence, est celle de .Z. Elle peut amener
a s’interroger sur les éléments fondamentaux définis a ’étape 1 qui sont effectivement
pertinents pour la problématique de modélisation et peut aller jusqu’a entrainer une
remise en cause de la modélisation intrinséque. Ces deux remises en question in-
duisent de mener de nouvelles expérimentations biologiques. Si ces remises en ques-
tion n’appelaient aucun retour en arriére sur les étapes de la théorisation, aucune
information nouvelle sur le systéme réel ne résulterait du processus de modélisation,
si ce n'est qu’il fournit effectivement un modéle valide, pouvant dés lors étre utilisé
a des fins prédictives. Dans ce dernier cas, si I'objectif de modélisation était plutot
de nature explicative, il conviendrait alors de revenir & I'étape 1 afin d’affiner les
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éléments fondamentaux de la théorisation, en augmentant de facon substantielle la
définition de la correspondance.

Maintenant que les contours de la thématique de recherche visant & étudier et &
analyser les réseaux d’automates vus comme modéles de systémes biologiques sont
esquissés, nous allons nous attacher a décrire certains éléments fondamentaux, utilisés
dans ce document, du formalisme des réseaux d’automates booléens. Afin, d’obtenir
une description plus fine de ce formalisme, le lecteur pourra se référer a [Noul2] qui
développe des définitions unificatrices plus complétes de ces réseaux.

2.3 Formalisme des réseaux d’automates booléens

2.3.1 Etat et configuration

Afin d’alléger la lecture, puisque nous nous focalisons dans ce document sur
les réseaux d’automates booléens, le terme « réseau(x) » sans précision leur est dé-
dié. Aussi, sauf mention spécifique, les réseaux traités, symbolisés par #Z dans la
suite, sont de taille n, c’est-a-dire qu’ils sont composés de n automates qui sont
par convention numérotés de 0 & n — 1. L’ensemble V' = {0,...,n — 1} désigne l'en-
semble des automates des réseaux. Ces automates sont supposés avoir deux états
possibles. L’ensemble binaire contenant ces états est noté B = {0,1}. Les états glo-
baux des réseaux, auxquels nous préférons le terme configurations afin d’éviter toute
confusion entre les visions locale et globale, sont des vecteurs de ’ensemble B". Soit
x = (xo,...,Tn-1) € B". Si z est une configuration d’un réseau %, alors son i-iéme
élément x;_1 est I’état de 'automate i—1 de #Z. Cette notation s’étend naturellement
a n’importe quel sous-ensemble d’automates W ¢ V', de maniére que xyy représente
la configuration du sous-réseau de & induit par les automates de W, c’est-a-dire que
si W ={0(0),...,0([W[-1)} et que y = x, alors Vi e W, y; = z,(;) est I'état de
o(i) dans x.

Précisons quelques notations qui servent dans la suite :

ViEV, T’ = ('TOV"7x’i—17_‘1:i)$i+1)'-~71:71—1)
/ : =W i w =W’ ‘
. YW =W'el{i}cV, 3% =(7") =)
V$=(x0,...,$n_1)€]33 s v , (21)
T=T Z(ﬂl‘o,...,—lﬁn_l)

VbeB, b =(b,...,b) e B"

ou F1wFy désigne 'union disjointe des ensembles E; et Es telle que E = E1jwEy <—
E = (EyuEy) N (E1nEy). On note aussi par dg(,y)z yenr la distance de Hamming
séparant les deux configurations x et y telle que :

Va,y eB", du(z,y) = |D(z,y)l, (2.2)
ou D(z,y) = {i € V| 2; # y;}. De plus, nous aurons parfois besoin de passer de
valeurs booléennes de B & des valeurs signées de I'ensemble {-1,1}. Pour ce faire,

nous utilisons la fonction sign telle que :

VbeB, sign(b)=2-b—1e{-1,1}. (2.3)
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FIGURE 2.1 — Graphe d’interaction (architecture) d’un réseau de taille 3.

Trivialement, pour passer de valeurs signées & des valeurs booléennes, nous utilisons
I'inverse de la fonction sign, notée bool, telle que :

s+1

Vse{-1,1}, bool(s) = sign™'(s) = 5

eB. (2.4)

Enfin, certains résultats sur les propriétés des configurations faisant appel a la
théorie des mots, nous donnons des éléments de terminologie pour traiter les mots
binaires. Remarquons que toute configuration = = (xg,...,z,-1) € B" peut étre vue
comme le mot binaire z = xg...x,_1. Soit w =wy ... wy_1 € B” un mot de longueur
n. On note w[i,j] le mot de longueur j — ¢+ 1 défini par w[i,j] = wiwisy ... wj.
w est un collier de longueur n s’il est vu comme un mot circulaire de sorte que
VieZ, wi =W; modn-

2.3.2 Architecture d’un réseau

Lorsqu’on décrit un réseau &%, on commence généralement par en donner son
architecture. On représente alors les interactions entre ses automates sous la forme
d’un graphe [Rob86l, [Rob95]. On se donne un graphe orienté G = (V, A) dont on
assimile I’ensemble des sommets V' a ’ensemble des automates dans Z# et I’ensemble
A € VxV des arcs aux interactions entre les automates dans #Z. Dans ce graphe, qu’on
appelle le graphe d’interaction associé a Z, la présence de I'arc (7, ) € A indique que
(l'état de) 'automate i € V' peut influencer (celui de) 'automate j € V. Pour que
(i,7) appartienne a A, i n’est pas censé avoir une influence effective permanente sur
j. Il suffit qu'il influence j dans au moins une configuration (cf. (2.5)).

La figure illustre le graphe d’interaction G = (V, A) d’un réseau de taille 3
dans lequel I'automate 0 est influencé par tous les automates, y compris lui-méme,
l'automate 1 est influencé par 0 et 2 et 'automate 2 n’est influencé que par 0.

Etant donné le graphe d’interaction G = (V, A) et un automate i € V d’un réseau
X, Vensemble ¥ =T(i) = {j | (j,i) e A} <V (vesp. T5(i) = {j | (¢,5) e Ay c V)
représente ’ensemble des voisins entrants (resp. sortants), ou plus simplement voisins
de i. Le nombre de voisins entrants (resp. sortants) de ¢ est le degré entrant (resp.
sortant) de ¢ dans G et est noté degn(i) = [I'g(¢)| (resp. degf (i) = [Tg(4)]). On
parle de chemin de longueur p lorsqu’on se référe a une liste ordonnée de sommets
(i0,...,3p) telle que Yk € {0,...,p -1}, (ik,ik+1) € A. Un chemin (dg,...,ip) est
dit simple si aucun de ses sommets ne se répéte, a savoir que Vk,l € {0,...,p}, k #
l, iy # 1;. Les chemins tels que ig = ¢, sont appelés des cycles, qui sont dits simples
si 49 = ip. Une composante fortement connere G' = (V' ¢ V,A' ¢ A) de G est un
sous-graphe de G tel que Vi, iy € V', il existe un chemin {i,...,is}. G’ est dite
triviale si |[V'| = 1 et |A’| = 0. Par ailleurs, G’ est dite terminale si et seulement si
Vip e VI Vip e VNV’ (i,7) ¢ A.
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2.3.3 Fonction locale de transition

L’architecture G = (V, A) d’un réseau & spécifie la présence d’interactions entre
ses automates de facon qu’'un automate ¢ € V ne dépend que de ses voisins j € ;.
Cependant, ces parameétres ne précisent ni la nature de ces interactions (activatrices,
inhibitrices...) ni les conditions sous lesquelles elles existent effectivement. Pour
remédier & ce manque, nous affectons & chaque automate i une fonction locale de
transition f; :B"™ - B telle que :

VieV, 3jeV, 3z eB", fi(z) * fi(F) < (j,i) € A. (2.5)

Les fonctions locales de transition impliquent que chacun des arcs de A correspond
& une interaction effective de &, ce qui évite a G de contenir des arcs « superflus ».
En ce sens, on dit alors que G est minimal. Notons que, sauf cas particulier, nous
choisissons de faire de la minimalité une hypothése a priori dans ce document.

De 1a, un réseau d’automates booléens % de taille n est défini entiérement par un
ensemble de n fonctions locales de transition. En effet, remarquons que 'information
portée par cet ensemble inclut I'architecture de .

Si 'on revient au graphe d’interaction présenté dans la figure [2.1) on peut lui
associer les fonctions locales de transition suivantes :

fo(l‘) =29V ITL NI
fl(.TU) =XgV X9 . (2.6)
fo() = ~wo

Monotonie, graphe signé et frustration

Soit # = {fi}iey un réseau. Par analogie au concept de monotonies dans le
contexte des fonctions continues, une fonction locale de transition f; est dite locale-
ment monotone en j € V si et seulement si, soit :

n
Vo = (zg,...,Tn-1) € B",

fi(x()w‘ . 7xj—1)0)$j+17” . 7:1:71—1) < fi(x()w .- 7xj—17]-7$j+1)' .- 7xn—1))

auquel cas l'arc (7,7) € A est dit positif (son signe est donné par s(j,i) = 1), soit :

Vo = (zg,...,Tn-1) € B",
fi(:va cee a$j—1707$j+17 e axn—l) > fi(x()? e 7'56]'—1; ]-axj+17 s 7xn—l)>
auquel cas l'arc (j,7) € A est dit négatif (son signe est donné par s(j,7) = —1). En

d’autres termes, f; est localement monotone en j si, dans la forme normale conjonc-
tive (ou disjonctive) de f;(x), soit seul x; apparait, soit seul —x; apparait. La fonc-
tion f; est dite monotone, si elle est localement monotone en tout j € V. Dans le
cas contraire, elle est dite non-monotone. Dans ce cas, il existe j € V tel que, dans
certaines configurations, I’état de ¢ imite celui de j et, dans certaines autres confi-
gurations, au contraire, I’état de ¢ prend la négation de celui de j. Lorsque toutes
les fonctions f;, i € V, sont monotones, # est dit monotone. Dans le cas contraire,
le réseau est dit non-monotone et nous apportons alors une précision supplémen-
taire. Z peut étre totalement non-monotone (avec uniquement des fonctions locales
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|z = (wo,21,22) || fo(z) [ fi() | fola) | Fo(z) | Frg(x) ]

(0,0,0) 1 0 1 [(1,0,0)] (0,0,1)
(0,0,1) 1 1 1 | (1,0,1)] (0,1,1)
(0,1,0) 1 0 1 | (1,1,0) | (0,0,1)
(0,1,1) 1 1 1 | (1,1,1) ] (0,1,1)
(1,0,0) 0 1 0 [(0,0,0)] (1,1,0)
(1,0,1) 0 1 0 [(0,0,1)] (1,1,0)
(1,1,0) 0 1 0 [(0,1,0)] (1,1,0)
(1,1,1) 1 1 0 [(1,1,1)] (1,1,0)

TABLEAU 2.1 — Mises a jour atomique (Fp(z)) et non-atomique (Fy; 2y (7)) du réseau
défini dans (12.6)).

de transition non-monotones) ou partiellement non-monotone (avec au moins une
fonction locale de transition non-monotone). Bien que, souvent, les réseaux étudiés
soient monotones, la maniére dont la non-monotonie influence les réseaux est un su-
jet intéressant en soi dont ’étude est initiée dans la section [5.1.3| et poursuivie dans
la section (5.2

Si 'on considére a nouveau l’architecture donnée dans la figure le réseau
défini dans est monotone. En revanche, avec cette méme architecture, on peut
construire des réseaux non-monotones, comme par exemple celui défini ci-dessous,
qui est partiellement non-monotone :

fo(x) = ~xo vy Axy
fl(l') =20 D x2 s
fa(z) = =z

ou @ est le connecteur ou-exclusif (XOR) tel que a® b= (aA-b)V (-anb).

Refermons cette sous-section en présentant la notion de frustration [Tou7r, V7T,
CN97|. Dans une configuration x € B", les arcs (4, ) € A tels que sign(z;)-sign(z;) #
s(i,7) sont appelés arcs frustrés, dans le sens ou la configuration x ne rend pas
compte de I'action de i sur j. L’ensemble des arcs frustrés dans x est noté FRUS(x).

2.3.4 Mise a jour

Dans une configuration, plusieurs événements peuvent se produire, qui corres-
pondent & la mise & jour de ’état d’un ou plusieurs automates. Admettons que
x € B" soit la configuration actuelle d’un réseau Z. On dit que 'automate i € V' est
mis & jour si son état passe de x; a fi(x). Si fi(x) = x;, alors la mise a jour de ¢
n’est pas effective dans z. Un tel événement local (méme ineffectif) méne a ce qu’on
appelle un « changement » de configuration au niveau global qui est décrit par la
fonction F; : B™ - B" de mise a jour de i (ne pas confondre Fj(x) et F(x);, cette
derniére notation désignant 1’état de 'automate 7 aprés application de la fonction
globale de transition associée & Z sur z, cf. section telle que :

Vi e Bn; E(x) = (.I'(), s 7xi—17fi(m)7xi+17 s 7xn—1)~ (27)

Cet événement est atomique car il n’implique qu’un seul automate. Lorsqu’une mise &
jour est réalisée simultanément sur plusieurs automates, I’événement est au contraire
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non-atomique. Du point de vue génémlﬂ7 la fonction de mise & jour Fyy : B® — B",
ou W # @ c V, précise le changement de configuration de & suite & la mise & jour
(atomique si |[W] = 1 et non-atomique sinon) de tous les automates appartenant a
W. Elle est telle que :

filz) siieW

VreB" VieV, Fy(x); = .
T sion

(2.8)

Afin d’illustrer ces propos, nous avons étudié deux mises & jour de natures diffé-
rentes sur ’ensemble des configurations du réseau défini dans . La premiére mise
& jour est atomique et change I'état de 'automate 0. La deuxiéme est non-atomique
et met & jour les automates 1 et 2. Le tableau [2.I] présente les résultats de ces mises
a jour.

2.3.5 Transition et dérivation

Une transition est un couple (z,y) € B™ x B", qui représente le changement de
la configuration x & la configuration y opéré par un unique ou une série d’événe-
ments. Les transitions qui sont le résultat d’'un unique événement sont dites élé-
mentaires. Celles qui, au contraire, résultent d’une série d’événements sont dites
non-élémentaires.

Considérons les transitions élémentaires de la forme (x,y) € B" x B™. Elles corres-
pondent a la mise & jour dans z d’'un ensemble quelconque W # @ € V' d’automates
et sont telles que y = Fyy (). Par convention, nous les représentons comme suit :

w
r—, T —>y ou encore Tz —W— .

L’ensemble des transitions élémentaires d’un réseau % est défini comme :
7™ = | {(z, Fw(x)) |z e B", W @ c V}. (2.9)

Il existe deux sortes de transition élémentaire. Tout d’abord, on trouve les transitions
asynchrones qui proviennent de mises & jour atomiques. Les transitions synchrones
sont quant & elles issues de mises & jour non atomiques. Il peut parfois étre utile de
distinguer graphiquement ces deux types de transition, de maniére plus claire qu’en
utilisant F;(z) =z —i— y et Fyy(x) =x —W— y, avec |W| > 1. Dans ce cas, on
se conforme & la convention suivante. Les transitions asynchrones sont représentées
par :

r —>y, T —py ou encore T —i—y,

tandis que les transitions synchrones par :

W
r—> Yy, r—>Yy ou encore T —W-—py.

Les clotures réflexives et transitives de —— , —> et —p sont respectivement
représentées par —* , —* and —* .

2. Par abus de notation, pour des raisons de clarté, nous avons : Vi e V, F; = Fy;;.
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Considérons maintenant les transitions non-élémentaires, (z,y) € B™ x B"™ telles
que x — y. Elles correspondent a des séquences d’une ou plusieurs transitions
élémentaires telles que :

r—y =

IPpeN, Izt . 2P eB", z! 2t —— gy (2.10)

En d’autres termes, toute transition  ——" y correspond & une liste ordonnée d’en-
sembles (W} )1<k<p telle que y = Fyy, o ... 0 Fy,(x) et peut étre représentée par
x 7W17-"7WP% y~

Les dém’vationsﬂ sont des listes ordonnées de transitions (élémentaires ou non)
((2%,21), (2!, 2%),..., (2P 1, 2P)) telles que :

0 * 1 * 2 * *

z x x 2Pt

— CCp.

Lorsqu’elles sont composées uniquement par des transitions élémentaires, les dériva-
tions sont dites élémentaires. Afin d’illustrer ces définitions et notations, considérons
la dérivation suivante :
o iy 1 0 k 2 _ 1 « 3 ULk} 4 3

v ——= (v = Fj(a7)) —> (" = Fi(2)) — 27— (27 = Fyo1 (7))
Elle est composée de trois transitions élémentaires, dont deux sont synchrones,
(2%, z') et (23,2%), une est asynchrone, (x!,2?), ainsi que d’une transition non élé-
mentaire, (22, 23), qui pourrait étre décomposée en transitions élémentaires si nous
connaissions la liste des mises & jour opérées pour passer de la configuration z2 a la

configuration z3.

2.3.6 Stabilité et instabilité des automates

Lorsqu’un automate i € V' est mis & jour dans une configuration x € B", nous avons
vu plus haut qu’il ne change pas forcément d’état. Ainsi, pour une configuration =z,
on différencie les automates qui peuvent effectivement changer d’état de ceux qui
ne le peuvent pas. On appelle les premiers les automates instables et les seconds les
automates stables de x [RMCTO03|. Plus précisément, on définit I’ensemble U(x) des
automates instables de x comme :

Uz)={ieV | fi(z) # i}, (2.11)
et U'ensemble des automates stables de x comme :
U(z) =V U(z). (2.12)

Le concept d’instabilité d’un automate est intimement lié & celui de la frustration
d’un arc. Un automate ¢ est en effet instable dans une configuration x seulement s’il
admet un arc entrant frustré. On a donc :

VeeB" VieV, ieU(x) = 3FjeV, (j,i) e FRUS(x).

3. Dans le cadre particulier des systémes dynamiques, le terme trajectoire est souvent utilisé.
Toutefois, étant donné qu’il induit implicitement une notion de flot temporel, nous lui préférons le
terme plus général de dérivation.
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Le nombre d’automates instables de x (ou nombre d’instabilités de x) est noté
u(z) = |U(z)|. Dans certains réseaux particuliers, ce nombre peut étre vu comme
Iénergie potentielle de x (cf. chapitre [4)). De 14, les configurations x d’un réseau #Z
telles que u(x) = 0 sont les configurations stables de %. Enfin, remarquons que les
transitions élémentaires (z,y) € B"xB" sont nécessairement telles que D(z,y) € U(x)
est vraie (cf. (2.2)). De plus, on a :

Ve eB", YW cV, Fy(z) = FWnU(x)(w) =zgWnU(@),

2.3.7 Comportement, mode de mise a jour et graphe de transition

De maniére générale, les modes de mise a jour, ou modes opératoires [Rob86l
Rob95], définissent une restriction de I’ensemble des mises a jour (et donc des tran-
sitions) autorisées dans l’ensemble des configurations d'un réseau. Etant donné un
réseau arbitraire, le choix d’un mode de mise & jour permet ainsi de fixer un cadre a
I’étude de son comportement. Cette sous-section vise a fournir les principales défini-
tions ayant trait aux comportements des réseaux, a définir quelques-uns des modes
de mise a jour classiques utilisés dans la suite et & présenter le concept de graphe de
transition.

Principaux concepts relatifs aux comportements des réseaux Le graphe
de transition d’un réseau #, d’architecture G = (V, A), est un graphe ¢ = (B",T')
étiqueté ou non, selon qu’on choisit ou non d’étiqueter les transitions, ot 7" ¢ B" x B"
représente le sous-ensemble des transitions exécutables par #Z. Soit T* ¢ —= 1la
cloture réflexive et transitive de la relation 7. La configuration x est transitoire si
elle respecte :

JyeB”, (z,y) eT" A (y,2) ¢T".

On appelle comportements transitoires les dérivations impliquant des configurations
transitoires. Les configurations qui ne sont pas transitoires, quant & elles, sont dites
récurrentes. Elles induisent les composantes fortement connexes terminales de ¥,
qu’on appelle comportements asymptotiques. La taille d’un comportement asympto-
tique est le nombre de configurations qu’il contient. Dans le cas ot il existe au moins
une dérivation d’'une configuration transitoire & un comportement asymptotique, a
savoir qu’il existe une configuration qui est attirée par ce comportement, on appelle
ce dernier un attracteur [CD85, [DFL86L Kau93|. Notons que cette différence entre
le concept de comportement asymptotique et celui d’attracteur n’a de sens ici que
parce que les graphes de transition qui nous intéressent sont finis. Une configuration
x qui n’admet aucun arc sortant autre qu'une boucle (x,x) € T est appelée confi-
guration stable, ou point fixe, par abus de langage. Par extension, le comportement
asymptotique qu’elle induit est appelé comportement stable ou point fixe. Les autres
comportements asymptotiques sont appelés oscillations stableslﬂ [Tho81]. Le bassin
d’attraction d'un attracteur A, noté B(A) est le sous-graphe de ¢ induit par I'en-
semble des configurations transitoires z telles que, pour une configuration quelconque
yde A, (z,y)eT".

Notons que, dans les graphes de transition présentés, afin de ne pas les surcharger,
on évite parfois de représenter les transitions qui ne sont pas effectives, a savoir les

4. Selon le contexte d’étude, les termes d’attracteurs instables et attracteurs cycliqgues sont aussi
souvent utilisés [Ric10], tout comme le terme cycles limite [Rob93)].



Formalisme des réseaux d’automates booléens 29

boucles. Aussi, par convention, les configurations sont représentées par des sommets
rectangulaires. On y distingue les configurations transitoires (en blanc), les configu-
rations stables (en gris clair) et les oscillations stables (dont les configurations sont
en gris foncé).

Modes de mise a jour et graphes de transition Commencons par préciser que,
en considérant les réseaux d’automates comme des objets mathématiques évoluant
au cours d’un temps discret, il est commun d’utiliser, par abus de langage, la notation
x(t) (resp. x;(t)) pour désigner une image (ou l'image, selon le contexte) de la
configuration x = x(0) (resp. I'état de 'automate i € V') a I'étape (de temps) ¢ € N.
De ce point de vue, pour déterminer les comportements possibles d’un réseau, il est
nécessaire de spécifier comment les automates sont mis a jour au cours du temps.
Ceci revient & définir pour ce réseau le mode de mise a jour auquel il est soumis, c’est-
a-dire & organiser I’ensemble des événements & considérer, ce qui permet de donner
une formalisation naturelle de ’écoulement relatif du temps discret dans le réseau.
Dans ce cadre, les modes de mise a jour se distinguent selon leur appartenance a deux
grandes familles, les modes indéterministes, qui font que les configurations peuvent
admettre plusieurs images (pour une configuration donnée, des transitions distinctes
sont possibles), et les modes déterministes, qui définissent pour chaque configuration
une unique image (étant donnée une configuration, une seule transition est possible).
Bien siir, quelle que soit la famille choisie, il existe de nombreuses fagons d’organiser
les événements. Un apercu substantiel des différents modes classiquement étudiés
est donné dans [Noul2|]. L’objectif de ce document n’étant pas I’étude de ces modes
de mise & jour a proprement parler, nous allons principalement nous focaliser sur
des modes de mise a jour particuliers, qui sont décrits ci-dessous. Les deux premiers
appartiennent a la famille des modes indéterministes, les suivants & celle des modes
déterministes.

Le point de vue le plus général que nous adoptons consiste a considérer que les
configurations d’un réseau donné sont sujettes a toutes les transitions élémentaires
possibles. Cela revient a ce que, dans chaque configuration, toutes les mises & jour
(atomiques ou non) soient prises en compte, c’est-a-dire [P(n)| -1 =2" - 1 mises a
jour, une pour chaque sous-ensemble non-vide des n automates. Plus précisément,
VW # @ ¢V, on définit la fonction de transition Fy : B” — B™ telle que :

filz) siieW

x; sinon

Vo e Bn, Vie V, FW(x)z = {

Ce mode de mise a jour est appelé mode de mise & jour général et est représenté par le
symbole . Le comportement global du réseau qu’il induit se représente par le graphe
de transition ¥7 = (B",T°™), qu'on appelle graphe de transition général. Dans
ce graphe, qui est généralement un multi-graphe, les arcs (& savoir les transitions)
peuvent étre étiquetés par les sous-ensembles W d’automates qui sont mis a jour.
Pour des raisons de clarté ici, les arcs d’extrémités identiques sont représentés par
un unique arc avec plusieurs étiquettes et les boucles sont parfois omises. A titre
d’exemple, le graphe de transition général du réseau défini dans est donné dans

la figure [2.2]

Un deuxiéme mode de mise & jour sur lequel 'attention sera portée est celui
qui organise les événements en considérant pour chaque configuration I’ensemble
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{0,2}

{0,2},{0,1,2}

O )2041,2y {n2n4,23(

{03,{0,1},{0,2},{0,1,2}  {0},{0,1},{0,2},{0,1,2}

FIGURE 2.2 — Graphe de transition général du réseau défini dans ([2.6)).

des transitions asynchrones. Cela revient & soumettre toutes les configurations a
I’ensemble des mises a jour atomiques, c’est-a-dire & prendre en compte n mises a
jour. Ce mode de mise a jour est appelé le mode de mise & jour asynchrone et est
représenté par le symbole a. Pour un réseau donné sujet au mode asynchrone, le
graphe de transition ¥% = (B",T%) qui représente son comportement global est un
sous-graphe de ¢7. On 'appelle le graphe de transition asynchrone. Le graphe de
transition asynchrone du réseau défini dans (2.6 est donné dans la figure en tant
qu’illustration. Notons que ce mode de mise & jour a été largement utilisé dans la

littérature [Tho91l, [ST93, HBI7, BCRG0O4, BCCT07, RROS, [Sie09, DKCMT10, Ric10).

Les deux graphes de transition présentés dans les figures et mettent en
évidence que, lorsque le réseau & défini dans est soumis aux modes de mise &
jour général et asynchrone, ses huit configurations sont récurrentes et qu’elles appar-
tiennent & un seul et méme comportement asymptotique, une oscillation stable de
taille 8, qui n’est pas un attracteur.

Outre ces deux modes de mise & jour indéterministes, le document présente des
études utilisant des modes de mise & jour déterministes périodiques, & savoir les
modes de mise a jour blocs-séquentiels [AGMS09, [DJS08, (GN10], introduits sous
le nom de séries-paralléles par Robert [Rob86, [Rob95]. Un mode bloc-séquentiel se
définit comme une partition ordonnéelﬂ V' = (Wo,W1,...,Wy_1), avec p € N, de
I’ensemble des automates du réseau. Un tel mode définit I'ordonnancement pério-
dique qui met & jour simultanément les automates de Wy, puis simultanément ceux
de Wy, ..., puis simultanément ceux de W,_;. En d’autres termes, un mode bloc-

5. Soit E un ensemble quelconque quelconque. Un vecteur E’ de sous-ensembles de E est une
partition ordonnée de E si tous les éléments de E’ sont non-vides et deux a deux disjoints, et que
leur union recouvre E.

BEL )(0}.{1}.{0,1}
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FIGURE 2.3 — Graphe de transition asynchrone du réseau défini dans ([2.6]).

séquentiel, représenté par le symbole ¢, revient a considérer le graphe de transition
@ = (IB%”,T‘S), appelé graphe de transition bloc-séquentiel, qui est le graphe de la
fonction F[6]: B" — B (c’est-a-dire que T° = {(z, F[8](x)) | xinB"}), définie par
F[6] = Fw,_,0...0Fy, o Fyy,. F[6] est alors appelée la fonction globale de transition
de #Z associée au mode de mise a jour §.

Parmi ’ensemble des modes de mise & jour blocs-séquentiels, notre attention se por-
tera plus particuliérement sur :

— le mode de mise a jour paralléle = (V'), qui est 'unique mode bloc-séquentiel
de période 1, de sorte qu’il met & jour I’ensemble des automates du réseau a
chaque étape. Le graphe de transition associé est noté 47 et est appelé graphe
de transition paralléle ;

— la sous-classe des modes de mise a jour séquentiels de période n. Un mode de
mise & jour séquentiel o = (W;)en/mn met & jour les automates du réseau les
uns aprés les autres au cours du temps. Le graphe de transition associé est
@° et est nommé graphe de transition séquentiel.

A titre d’exemple, la figure présente les graphes de transition @171, @[0] ot @lo]
du réseau #Z défini dans associés aux modes d’itération m, 6 = ({0},{1,2}) et
o= ({0},{2},{1}). On voit que Z admet dans les trois cas un unique attracteur de
taille 2, qu’on appelle cycle limite 2.

2.3.8 Systémes de transition d’états et systémes dynamiques dis-
crets

Les graphes de transition qui ont été décrits précédemment (par exemple ¥7,
@~ g™, . .) constituent des systémes de transition d’états [LS90, [CWI6] sur B™. Les
ensembles B" = X et T désignent alors respectivement l’ensemble des états et des
transitions du systéme a proprement parler. Les systémes associés a de tels graphes
sont conterte-indépendants dans le sens ot I’ensemble des transitions possibles dans
une configuration arbitraire ne dépend pas des dérivations qui ont mené & cette
configuration.
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FIGURE 2.4 — Graphes de transition (a) paralléle selon m, (b) bloc-séquentiel selon
d = ({0},{1,2}) et (c) séquentiel selon o = ({0}, {2}, {1}) du réseau défini dans ([2.6]).

Un systéeme dynamique discret sur B™ est un systéme de transition d’état sur B”
particulier. Formellement, c’est un triplet 2 = (X = B",N,¢), ou X est l'espace des
états du systéme (on remarquera que X est fini), N représente le domaine temporel
et  est une fonction, dite fonction de transition, qui décrit la dynamique du systéme.
Dans le cas d’un systéme déterministe, p: X x N - X est telle que :

Ve X,Vt,t' eN, o(z,0)=2 et o(p(z,t),t')=p(xt+t).

o(x,t) représente alors I’état du systéme au temps ¢, en partant de I’état initial = au
temps 0 et en suivant la dérivation induite par ¢(x,1),p(z(1),1),...,o(x(t-1)),1).
Dans le cas d’un systéme stochastique, X = (Q,db, w) désigne un espace probabilisé,

ot 2 est I'univers, o) est un ensemble non-vide de parties de €2 et p est une mesure de
probabilité. Plus simplement, les configurations du systéme sont alors vues comme
des distributions de probabilités et la fonction de transition est alors telle que ¢ :
[0,1]2" - [0,1]*" (cf. chapitre [3)).

A titre d’exemple, le comportement de tout réseau (défini au moyen de fonc-
tions locales de transition déterministes) soumis & un mode de mise & jour bloc-
séquentiel § = (Wk)keN/pN est un systéme dynamique discret déterministe. En ef-
fet, le graphe de transition ¢° = (B™,T ‘5) définit le systéme dynamique discret
2 = (B",N,p) ou Yz € B",Vt € N, o(z,t) = F[§]'(z). Dans ce cas, étant donné
qu’un systéme dynamique discret est contexte-indépendant, le comportement du ré-
seau peut étre défini comme une collection de systémes dynamiques discrets, un pour
chaque composante connexe de taille maximale dans 7. Dans ce cas, la dérivation
de longueur maximale commencant en x € B" correspond au systéme dynamique
(O4,N, ), ou O, € B™ désigne 'orbite de la configuration z, et ou, Vt=k-p+d=d
mod p, p(x,t) = Fyy,0...0 Fy, o F[5]*.

Relevons enfin que lorsque le comportement du systéme décrit par ¢ = (B",T')
est indéterministe (et non-stochastique), il n'y a a priori aucun moyen de le définir
comme un systéme dynamique discret d’espace d’états B™ (car sa définition met en
jeu une relation qui n’est pas une fonction). Toutefois, il est possible de 'encoder
sous la forme d’un systéme dynamique discret déterministe défini sur un autre espace
d’états, a savoir B2 . Dans ce cas, les états initiaux du systéme dynamique obtenu
sont les 2" vecteurs unitaires (qui encodent les configurations de B™). Et l'image
d’un vecteur = de B2" par la fonction de transition est le vecteur y qui, pour chaque
1 présent dans x (encodant une configuration z’ € B"” du systéme initial), contient
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un 1 a l'indice y’ si et seulement si y’ est le code en base 10 d’'une image de x’ par
la relation du systéme initial. Remarquons que ce changement d’espace d’états n’est
pas sans rappeler le cas des systémes dynamiques stochastiques. Aussi, cet encodage
change quelque peu le spectre des questions initialement posées. En effet, il oriente
notamment les questions dans la direction des problémes d’accessibilité plutot que de
caractérisation. Une autre solution pour plonger un tel systéme dans le contexte des
systémes dynamiques discrets aurait été d’acquérir des informations supplémentaires
permettant d’assigner des probabilités & chacune des transitions de 7T'. Le graphe de
transition aurait alors pu étre vu comme une chaine de Markov sur ’ensemble B", de
laquelle on aurait déduit directement le systéme dynamique associé (cf. section.

Ces quelques lignes sur les systémes dynamiques discrets nous aménent naturel-
lement au chapitre suivant, qui traite de la robustesse environnementale des réseaux
booléens & seuil.






Chapitre 3

Robustesse environnementale dans
les réseaux booléens a seuil

Les travaux présentés dans ce chapitre sont majoritairement issus de [DGM™10, [DS11),
Senl2| et contiennent une correction de la preuve relative au automates cellulaires a
seuils attractifs non-linéaires, publiée dans [?].

a robustesse environnementale des réseaux représente leur capacité comportemen-
tale a résister (plus ou moins, selon le degré de robustesse entendu) a certaines
perturbations qui émanent non pas des réseaux eux-mémes mais des paramétres
contextuels qui forment leur environnement, & savoir des paramétres qui ne sont pas
inclus dans leur architecture propre (cf. section . Au dela des études théoriques
dédiées, les recherches sur ce type de robustesse sont particuliérement pertinentes du
point de vue de la biologie des systémes.

En effet, comme nous l'avons vu, la biologie des systémes (également appelée
biologie intégrative) vise a I'étude des systémes biologiques réels en intégrant des
visions de ces systémes & plusieurs échelles. Un exemple classique de recherche en
biologie des systémes est I’étude du réle du processus de régulation génétique sur
la morphogenése des organismes vivants eucaryotesE] pluri-cellulaires. Comprendre
globalement le role de ce processus sur le développement des formes biologiques
des eucaryotes pluri-cellulaires nécessite de porter ’attention sur plusieurs niveaux.
Schématiquement, un individu eukaryote se développe & partir d’'une unique cellule,
appelée « cellule mére » et résultant de la reproduction de l'espéce. Cette cellule
meére contient dans son noyau la totalité du matériel génétique de I'individu. Elle se
reproduit par différents mécanismes pour donner naissance & d’autres cellules, qui
possédent exactement le méme code génétique et qui se reproduisent elles-aussi. .. Au
cours des reproductions successives, les cellules se spécialisent en certains types cel-
lulaires grace au mécanisme de différenciation. Lorsqu’une cellule se spécialise, sa
morphologie peut changer radicalement. Ces changements morphologiques au niveau

1. Les eucaryotes sont les organismes vivants uni- ou pluricellulaires dont les cellules sont consti-
tuées d’un noyau, qui contient ’ensemble du matériel génétique, et de mytochondries, qui sont des
micro-organismes uni-cellulaires sans noyau servant & la gestion de I’énergie de la cellule. Ils sont
& opposer aux procaryotes, qui sont des organismes vivants constitués d’une unique cellule sans
noyau.

35
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cellulaire entrainent des changements morphologiques au niveau de l'individu, qui
peut étre vu comme une collection de cellules dans ’espace. De ce constat biologique,
on déduit trois grandes questions, qui illustrent trois différents niveaux d’étude :

— en quoi le matériel génétique permet-il aux cellules de se différencier 7

— quels sont les principes inhérents a la différenciation cellulaire qui permettent
les changements morphologiques des cellules reproduites ?

— comment 'arrangement spatial des cellules peut-il étre déduit des change-
ments morphologiques induits par la différenciation opérant au niveau cellu-
laire ?

que 'approche constructive invite a appréhender dans cet ordre (cf. section , du
niveau microscopique au niveau macroscopique. Si 'on se focalise sur la premiére
question, il convient dans un premier temps de comprendre finement les mécanismes
de la régulation génétique au niveau intra-cellulaire. Cependant, la régulation géné-
tique dans sa globalité ne se contente pas uniquement des interactions entre génes.
Elle met en ceuvre des éléments comme les A.R.N. messagers, les protéines. .., qui
se trouve dans le noyau, mais également d’autres éléments, comme les hormones par
exemple, qui agissent sur des récepteurs présents sur la membrane des cellules qui
peuvent déclencher des réactions au niveau génétique dans le noyau. En conséquence,
par exemple, tout en restant au niveau intra-cellulaire, il est possible d’étudier I'in-
fluence exercée par l'action d’une hormone (sur la membrane d’une cellule) sur le
comportement du réseau de régulation génétique interne au noyau de cette cellule.
En ce sens, 'hormone (ou son récepteur cellulaire et ’ensemble des éléments qui
portent son message jusqu’au noyau) n’est pas un paramétre du réseau mais un élé-
ment contextuel de ce dernier. Elle définit donc une partie de son environnement
dont il est pertinent de comprendre les conséquences sur le réseau car elle peut dé-
livrer des messages visant & favoriser la différenciation vers certains types cellulaires
plutét que d’autres.

Au dela de ce simple exemple, la littérature sur ce théme de la robustesse envi-
ronnementale montre que comprendre comment un réseau de régulation biologique
réagit face a 'action du contexte qui I’entoure est une problématique importante en
biologie. Pour ne citer que quelques études, particuliérement adaptées au contexte
biologique qui nous intéresse, le lecteur pourra trouver dans [SE04, Her(07, [BS09|
quelques exemples de liens que les réseaux de neurones entretiennent avec leur en-
vironnement et comment ils s’adaptent aux différents stress qu’ils en regoivent, et
dans [WWS99, ILMBY™04, Wag05, [KUKY06] des travaux montrant le role que I’en-
vironnement de régulation génétique peut jouer sur cette derniére, et ce & plusieurs
niveaux, comme celui de la signalisation, du métabolisme, ou encore des protéines.

C’est ce type de problématique que ce chapitre aborde, dans le contexte des ré-
seaux booléens a seuil, qui forment une sous-classe de réseaux booléens couramment
appelés réseaux de neurones formels (cf. section . Aprés une section visant a
donner les définitions qui lui sont propres, ce chapitre présente un exemple dans
le contexte génétique montrant qu’étudier I'influence de I'environnement d’un sys-
téme peut avoir des répercussions en modélisation et des applications pertinentes en
biologie. Faisant ensuite un pas vers un niveau d’abstraction supérieur en portant
I’attention sur les automates cellulaires, il expose briévement un état de 'art dans
ce domaine et développe un résultat spécifique intéressant, que ce soit du point vue
mathématique, physique, informatique ou biologique.
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3.1 Définitions

3.1.1 Reéseaux (d’automates) booléens a seuil

Les graphes d’interaction de cette famille de réseaux ont la particularité de possé-
der une architecture pondérée. Si l’on considére un graphe G = (V = {0,...,n-1}, A)
et deux automates ¢, j € V, alors si j agit effectivement sur 4, il le fait selon un certain
poids d’interaction, noté w; ; # 0 € R. Si, au contraire, ¢ n’a aucune action sur j, le
poids associé au couple (j,7) est w;; = 0. Cela revient a définir I’ensemble des arcs
de G par A €V xR x V. De plus, chaque automate 7 posséde un seuil d’activation
f;. Pour mettre a jour son état entre deux étapes t et ¢ + 1, un automate ¢ calcule la
somme des poids d’interaction parvenant de ses voisins actifs au temps ¢ et, si cette
somme atteint son seuil d’activation, 'automate s’active (son état est 1), sinon, il
s’inhibe (son état est 0).

Définition 1. Un réseau booléen & seuil est un réseau d’automates booléen tel que :
— AV xRxV;
— les fonctions locales de transition sont données par Vi € V, f; : B" - B, fi(x) =
h(Xjey; wij-x; —0;), ou h: R - {0,1} est la fonction de Heavyside définie
1 s1y>0
par h(y) = ‘ :
0 sinon
La matrice w = (w; ;)i jev associée & G est appelée la matrice d’interaction, le vecteur
0 = (0;);cv est le vecteur de seuils, et leurs éléments sont a valeurs finies dans R.

3.1.2 Centre et environnement

Nous donnons ici des définitions issues de la théorie des graphes [Har69, Ber73]|
des concepts de centre et d’environnement (ou bord) d’un réseau Z. Soit G = (V, A)
un graphe orienté. L’ensemble des sommets sources, ou plus simplement sources, de
G est 'ensemble des sommets de V' de degré entrant nul. L’ensemble des puits de G
est 'ensemble des sommets de V' dont le degré sortant est nul. Soient 7,5 € V' deux
sommets de G. La métrique de i & j, notée dg(i, j), est définie comme la longueur du
plus court chemin reliant ¢ & j si celui-ci existe et vaut +oo sinon. Le terme métrique
est préféré au terme distance utilisé classiquement car la propriété dg(i,7) = dg (4, 1)
n’est pas garantie dans le cas général. L’excentricité (i) d'un sommet ¢ € V est
définie ici comme la métrique maximale qui le sépare de tous les autres nceuds telle
que :

VieV,

() {maxjev\{i}(dg(i,j) < +00) siin'est pas un puits et 35 # i, dg(i,j) < +o0
e(i) = .

+00 sinon

Le centre ®¢ de G, composés de sommets dits centrauz, est alors défini comme
I’ensemble de ses sommets d’excentricité minimale tel que :

og={icV | 61':?3‘;1(6]‘)}. (3.1)

Bien que définir 'environnement d’un graphe comme ’ensemble de ses sommets d’ex-
centricité maximale soit pertinent du point de vue théorique, cela perd son sens quand
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le graphe considéré est vu comme le graphe d’interaction associé & un réseau modé-
lisant un systéme biologique réel. En effet, du point de vue de la bio-informatique
théorique, a partir du moment ol ’on s’est donné un réseau & a étudier, ’environne-
ment de celui-ci est un ensemble de paramétres externes qui peuvent avoir un impact
sur lui mais que &, en revanche, ne peut pas influencer. La notion de théorie des
graphes qui s’assimile le plus naturellement a celle d’environnement dans le contexte
qui nous intéresse est donc la notion de sources et de sommets & boucle dont le degré
entrant vaut 1. Nous définissons donc I’ environnement ®g d’un graphe G, composé
de sommets dits périphériques, comme ’ensemble des sources de G tel que :

©c={icV | (deg (i) =0)v (deg (i) =1 A (i,i) € A)}.

L’ensemble de ces définitions et notations s’étendent naturellement aux réseaux.

Ajoutons que la complexité émanant du calcul de ces ensembles provient évidem-
ment du calcul de ® puisqu’il nécessite le calcul de tous les plus courts chemins de G
pour tous les couples de sommets. Dans le cas général, ce calcul a une complexité en
temps en O(|V]?) (cf. algorithme de Dijkstra dans [Dij59]). Dans le cas de graphes
« creux », c’est-a-dire des graphes dont le nombre d’arcs est significativement éloi-
gné de n?, cette complexité en temps peut étre réduite a O(|V[?-log(V) + V|- |A])
(cf. algorithme de Johnson dans [Joh77]). La sous-section suivante donne des défini-
tions issues de la théorie des processus stochastiques, importantes pour les travaux
présentés dans la section [3.3]

3.1.3 Processus stochastique

Informellement, une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires x°, x!,
con XN xR, XL L telles que, étant donné le moment présent ¢, le passé et le
futur sont indépendants [Bre99]. Formellement, on écrit :

PO =t | X =a® =X =) = Pt =t | X =t ),
ou z°, z', ..., z' appartiennent & un ensemble X et sont les états de la chaine de
Markov. Une chaine de Markov est dite stationnaire lorsque :

VJ,‘,y € X, Vi e N, P(Xt+2 =y | Xt+1 _ x) _ P(XHI =y | Xt _ LU)

Dans de telles chaines de Markov, la probabilité d’effectuer la transition x —* y
en n étapes s’exprime par :
t t
VteN, pg(ﬂily) =P(x'"""=y|x =),
d’otr :

VteN, p,, =pl) = P(x'"" =y | X' = 2).

Lorsque l'espace d’état est fini, la distribution des probabilités de transition peut
s’écrire sous la forme d’une matrice carrée d’ordre |X|, notée p et appelée matrice
markovienne (ou matrice de transition), qui est définie comme :

Ve,ye X,VteN, px,y:P(Xt+1:y | Xt:x) et VrelX, 2 p%y:l'
yeX
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A partir de maintenant, restreignons-nous au cas des chaines de Markov stationnaires
et considérons-en une arbitraire. Dans ce cas, la matrice markovienne p ne change
pas au fil des étapes, ce qui implique que la probabilité d’effectuer une transition a la
k-ieme étape peut directement étre obtenue en calculant p*. Par ailleurs, le vecteur
de probabilités p, dont la somme des éléments égale 1, tel que :

p=p-p et, similairement, VjeX, p;= Z i~ P js
eX
est une distribution de probabilités stationnaire de la chaine de Markov, également
appelée mesure invam’anteﬂ

Il découle de ceci et de la fin du chapitre précédent que, lorsque le graphe de
transition ¥ = (B",T) d’un réseau Z est tel qu'une probabilité Pz, st associée a
chaque transition (x,y) € T' de maniére que :

VeeB", ) 1,

yeBn

Pay =

celui-ci représente une chaine de Markov stationnaire définie sur B”, qui définit un
systéme dynamique discret stochastique 2 = ([0,1]?",N, ¢). La matrice markovienne
est alors la matrice p d’ordre 2" telle que Vz,y € B",Vt ¢ N, p, , = P(x(t+1) =
y | z(t) = x). Dans ce contexte, le concept de comportement asymptotique de Z est
analogue & celui de mesure invariante de la chaine de Markov associée.

3.1.4 Robustesse environnementale étudiée

Dans la suite de ce chapitre, nous prenons en considération deux robustesses
environnementales différentes selon la nature du systéme étudié, mettant en jeu une
méme perturbation qui consiste & fixer les états d’un sous-ensemble d’automates
périphériques.

Dans la section qui donne un exemple concret d’étude de la robustesse en-
vironnementale d’un modéle de réseau de régulation génétique réel, la robustesse
environnementale est définie par rapport aux parameétres suivants :

— propriété : la mesure effectuée porte sur la capacité des configurations & at-
teindre des attracteurs du réseau qui correspondent & des tissus cellulaires du
systéme réel modélisé lorsque les états des automates qui les composent sont
initialement soumis & une perturbation stochastique;

— degré : « atteindre des attracteurs » est & considérer de maniére relachée.
Une configuration x se transformant en y aprés perturbation des états de ses
automates atteint lattracteur A(y) si y € A(y) ou si y € B(A(y)).

— conclusion : le réseau soumis a une configuration environnementale est dit
plus robuste que s’il est soumis & une autre configuration environnementale
si ses configurations, une fois les états de leurs automates perturbés, ont plus
de chances en moyenne d’atteindre des attracteurs « réalistes », & savoir des
attracteurs que 'on peut associer a des tissus cellulaires du systéme réel mo-
délisé.

2. En d’autres termes, dans le cas des chaines de Markov stationnaires de markovienne p, une
mesure invariante p est un vecteur propre normalisé & gauche de p associé a la valeur propre 1.
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Cette robustesse est pertinente dans ce contexte car I’étude exhaustive des transitions
de 'ensemble des configurations est possible, en raison de la petite taille du réseau
considéré.

La section [3-3] quant a elle, s’abstrait de la réalité des réseaux de régulation biolo-
gique pour traiter des automates cellulaires stochastiques finis arbitrairement grand.
La robustesse définie ci-dessus n’a de facto plus d’intérét, en raison de ’explosion
combinatoire du nombre des configurations. Par conséquent, dans cet autre contexte,
la robustesse est définie comme suit :

— propriété : on s’intéresse & 'activité asymptotique des états des automates
centraux lorsque le réseau a atteint son comportement asymptotique, selon
qu’il est sujet a telle ou telle configuration environnementale. La mesure est
calculée en moyenne sur un intervalle d’étapes;

— degré : le degré de robustesse est exact ;

— conclusion : dés que des variations significatives de la mesure sont observées,
on en conclut que le réseau n’est pas robuste vis & vis de son environnement.

3.2 Robustesse environnementale par I’exemple

Dans cette section sont développés quelques-uns des résultats de [DGM*10| ob-
tenus sur le premier modeéle de réseau de régulation génétique du développement
floral de la plante Arabidopsis thaliana. L’intérét qu’il faut y voir réside dans le fait
qu’ils illustrent que I’étude de la robustesse environnementale sur des modéles de
réseaux de régulation biologique réels peut apporter des informations d’intérét dans
le contexte de la modélisation (comme valider ou invalider contextuellement un mo-
déle) comme dans celui de la biologie (comme expliquer un phénomeéne et aider au
choix d’expérience).

3.2.1 Morphogenése florale d’ Arabidopsis thaliana

En 1998, Mendoza et Alvarez-Buylla introduisent un premier modéle, noté %,
fondé sur le formalisme des réseaux booléens a seuil, de la morphogenése florale
d’Arabidopsis thaliana [MAB9S|. Sur la base d’études expérimentales menées sur la
plante [BAW™93, [SRMO95], [KM96], ils mettent en avant des interactions entre douze
automates, chacune d’elles représentant des régulations génétiques jouant un roéle
dans le développement de la fleur. Les douze automates sont donc les représentants
dans le modéle des éléments biologiques prenant part au processus de développement,
a savoir onze génes et un douziéme élément représentant la dimérisation des protéines
produites par deux d’entre eux, servant a leur propre régulation. Plutét que de les
identifier par un numéro, nous utilisons les abréviations biologiques des éléments,
ce qui facilitera la lecture. Nous trouvons ainsi parmi ces douze automates : EMF1,
TFL1, LFY, AP1, CAL, LUG, UFO, BFU, AG, AP3, PI et SUP. Sur la base des paramétres
du réseau (c’est-a-dire son graphe d’interaction), au moyen d’une méthode fondée sur
I’algorithmique génétique visant a évaluer les valeurs entiéres des coeflicients de la
matrice d’interaction et du vecteur de seuil, les auteurs proposent le réseau booléen
a seuil, que nous appelons réseau de Mendoza, présenté dans la figure [I en annexe [A]

L’étude exhaustive du comportement du réseau de Mendoza montre que, sous
un mode de mise & jour séquentiel quelconque, le réseau admet six points fixes. En
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revanche, lorsque le mode de mise & jour est paralléle, le réseau de Mendoza admet
les mémes six points fixes mais admet également 7 cycles limites, tous de période 2.
Nous reviendrons sur cette particularité dans la section Contentons-nous pour
le moment de considérer un mode de mise & jour séquentiel arbitraire o, a savoir
celui défini par 'ordre de la liste d’automates donnée plus haut, c’est-a-dire :

o= ({EMF1},{TFL1},{LFY},{AP1},{CAL}, {LUG},
{uro}, {Bru},{aG},{apr3},{pr1},{supr}). (3.2)

Parmi les six points fixes (attracteurs) du réseau de Mendoza, quatre représentent les
quatre tissus floraux de la plante, & savoir les sépales, pétales, carpelleslﬂ et étamines.
Cette analogie est rendue possible en analysant les automates actifs du réseau dans les
attracteurs du réseau et en les comparant aux génes effectivement exprimés dans les
différents tissus floraux (qu’on connait par expérimentations). Les deux points fixes
restant correspondent, pour 'un, & un tissu de la plante qui n’est pas floral dit tissu
d’inflorescence et, pour 'autre, & un tissu mutant obtenable par expérimentations.
Les vecteurs booléens, ordonnés comme o, formant ces points fixes et qu’on associe
a ces tissus floraux, sont :

000100000000 ~ sépale
000100010110 ~ pétale
000000001000 ~ carpelle
000000011110 ~ étamine
110000000000 ~ inflorescence
110000010110 ~ mutant

3.2.2 Influence de la gibbérelline

L’objectif de I'’étude qui suit est d’étudier formellement la robustesse du processus
de reproduction du systéme réel, la plante (ou plutot la fleur), face a 'influence d’une
hormone, la gibbérelline. Dans [GP99], les auteurs montrent par expérimentations
que cette hormone est nécessaire pour que la plante assure un développement floral
correct, notamment pour garantir sa capacité a se reproduire. La gibbérelline, notée
GA, en se fixant sur la membrane des cellules, est relayée dans le noyau de la cellule
par le géne RGA [SCS98]|, qui posséde une action répressive sur les génes AG, AP3 et
p1. Plus précisément, les travaux de [YIZ*04] mettent en évidence que la gibbérelline
agit directement sur RGA en réprimant son expression. Sur la base de ces études,
afin d’intégrer 'influence de la gibbérelline dans %, nous avons transformé % en %’
(de graphe d’interaction G’ = (V’, A")) en ajoutant un automate pour représenter
RGA, avec I’ensemble des interactions qu’il induit, ainsi que de nouvelles régulationslﬂ
mises en avant dans [ESPLAB04]. Ceci méne au réseau booléen a seuil défini dans
la figure [DGM™10].

3. Un carpelle est un organe reproducteur femelle d’une plante & fleur. On I’appelle généralement
pistil dans le langage courant.

4. Les valeurs données aux coefficients de la matrice d’interaction sont de valeur absolue 1. Ceci
vient de la volonté de préter une plus grande attention & ’existence des interactions de %’ plutot
qu’a leur poids qui n’ont que peu de chances d’étre réalistes.
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RGA EMF1 TFL1 LFY APl CAL LUG UFO BFU AG AP3 PI SUP

RGA 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }
EMF1 0 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
TFL1 0 1 0 -2 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 4
LFY 0 -2 -1 0 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
AP1 0 -1 -1 5 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 9
W = CAL 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o = |1
LUG 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
UFO 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9
BFU 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
AG -1 0 -2 1 -2 0 -1 0 0 0 0 0 0 1
AP3 -1 0 0 3 0 0 0 2 1 0 0 0 -2 1
PI -1 0 0 4 0 0 0 1 1 0 0 0 -1 1
SUP 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

FIGURE 3.1 — Réseau booléen a seuil #’ (son graphe d’interaction G’, sa matrice
d’interaction w’ et sont vecteur de seuil 8') capturant I'influence de la gibbérelline
sur la morphogenése d’ Arabidopsis thaliana.

Par définition des réseaux booléens a seuil, Z’ implique qu’en présence de gibbé-
relline, RGA est fixé 4 0. En son absence, il peut prendre les états 0 et 1. La boucle
positive sur RGA lui confére la capacité de rester activé en I’absence de gibbérelline.
Notons aussi que RGA est un automate périphérique du réseau, dont ’environnement
est ®4 = {RGA,EMF1, LUG, UFO, SUP}. Focalisons-nous maintenant sur I'influence de
RGA sur le comportement de %', lorsque celui-ci est fixé a I'état 0 (gibbérelline pré-
sente) et lorsqu’il n’est pas fixé (gibbérelline absente). Nous nous servons des bassins
d’attraction et nous arguons qu’ils sont de bons candidats pour capturer la robustesse
environnementale de systémes réels de petite taille (n § 16). L’étude est présentée sur
la base de o (cf. ), en commencant par mettre a jour RGA. L’analyse exhaustive
des transitions séquentielles de %’ fait ressortir huit points fixes, tous attracteurs.
Deux couples parmi eux sont tels que leurs éléments désignent les mémes tissus cellu-
laires. Deux points fixes représentent le tissu sépale, deux autres le tissu inflorescence.
Ils sont donc agrégés deux & deux.

A présent, nous présentons un algorithme permettant de mesurer la propension
d’un réseau & changer de comportement quand il est soumis & des perturbations
d’états. Nous reviendrons ensuite sur son application & la robustesse environnemen-
tale, en recentrant le propos sur l'influence de la gibbérelline sur le développement
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floral d’ Arabidopsis thaliana.

Algorithme

L’idée générale de 'algorithme est d’étudier comment des perturbations stochas-
tiques exercées sur les états des automates d’une configuration peuvent la transformer
en une configuration d’un autre bassin d’attraction.

Soit Z un réseau booléen a seuil (G = (V, A) est son graphe d’interaction) quel-
conque de taille nﬂ Assumons que son comportement est parfaitement connu, c’est-
a~dire que toutes les dérivations, les k attracteurs et bassins d’attraction, ont déja
été extraits par simulation. Soit 7 € [0, 1] un paramétre stochastique correspondant
a la probabilité uniforme d’un automate & changer d’état. 7 est appelé taux de per-
turbation d’état. Soit maintenant deux configurations z,y € B” de Z. La probabilité
que z se transforme en y, suite & une perturbation d’état de taux 7, est la probabilité
P(x -y | 7) que la perturbation change exactement les états des dyy,,,) automates
1€V tels que x; # y;, qu’on définit comme :

Pz —y|7) = @y (1 - pyn-dul@y) (3.3)
Etant donnés deux bassins d’attraction B(A;) et B(A;) ainsi que leurs attracteurs,

A; et Aj, on déduit de (3.3) la probabilité qu’une configuration arbitraire z € A} =
B(A;)u A; devienne une configuration quelconque de y € A = B(A;j) UA; :

P(A; > Aj [ 7) = c Y, 2 Pla-yln)

|‘A:| ze A7 yE.A;

= 1* . Z Z TdH(x,y) . (1 _T)n—dH(;v,y)
|'Az | TeA? yeA;

LS S ae) (- (3.4)

|‘A;| ze A7 k<n

ot ax(x) est le nombre de configurations y € A7 qui sont telles que dp (z,y) = k. Par
abus de langage, cette probabilité s’appelle la probabilité de passage d’'un bassin & un
autre. Par assomption de connaissance exhaustive du comportement de Z (et donc
de sa petite taille), toutes les quantités de , excepté T, sont connues. Par consé-
quent, les probabilités de passage peuvent étre vues directement par leur polynéme
caractéristique. De , il est aisé de déduire un algorithme calculant ces polynémes
(cf. algorithme |1| de 'annexe . Cependant, un tel algorithme a une complexité en
temps de @(2%™). Les limitations induites par cette complexité peuvent toutefois étre
dépassées par le calcul d’approximations pertinentes des polynémes. Par exemple,
une méthode de Monte-Carlo peut étre utilisée. Un autre moyen, déterministe cette
fois, est de réduire le nombre de configurations initiales x € A} traitées sans que
I’étude ne perde son sens du point de vue de la biologie. C’est justement le choix qui
est fait ci-dessous.

5. Conceptuellement parlant, I’algorithme s’applique a tout systéme de transition d’état admet-
tant des attracteurs comme comportements asymptotiques.



44 Robustesse environnementale dans les réseaux booléens a seuil

Résutats sur Arabidopsis thaliana

L’étude des bassins d’attraction des six différents points fixes, en termes de tailles
et de distances relatives [DGM™10|, montrent que les deux seuls qui changent sous
Peffet de la gibbérelline sont les bassins des attracteurs correspondant aux tissus sé-
pale (Sép.) et inflorescence (Inf.). Cette premiére phase permet de réduire le spectre
de I’étude a ces deux tissus. Plus précisément, seuls ces tissus sont considérés comme
bassins d’origine dans calcul des probabilités de passage. Dans la suite, afin de sim-
plifier les notations, nous remplacons celles relatives aux attracteurs par leur cor-
respondance biologique, a savoir, par exemple, que si Uattracteur o, i € {1,...,6},
correspond au tissu sépale, il est alors noté par Sép.. Cette notation s’étend a celles
des bassins d’attraction et de I'union bassin/attracteur.

L’application telle quelle de I’algorithme [1| sur le réseau #’ de la morphogenése
florale d’Arabidopsis thaliana sous le controle la gibbérelline méne aux polynoémes
caractéristiques des probabilités de passage de Sép.” et Inf.” & tous les . tels que
. € {Sép., Pét., Car., Eta., Inf., Mut.} présentés dans la figure [2| de 'annexe @ Nous
n’allons pas les discuter plus avant car leur interprétation méne aux mémes conclu-
sions que l'adaptation que nous proposons, qui permet d’obtenir plus rapidement
d’autres polynémes, qui fournissent des résultats porteurs d’un message plus clair
tout en conservant la pertinence du point de vue biologique.

La morphogenése des systémes biologiques dépend sans aucun doute des échelles
de temps dans lesquels ils se développent, en fonction de leurs propres contraintes
évolutionnaires. La morphogenése de la fleur d’ Arabidopsis thaliana est ainsi le résul-
tat de I'exécution de plusieurs processus successifs de développement qui impliquent
différents sous-systémes de la plante. Ainsi, avant que la fleur se forme, la plante
passe par différents stades successifs de développement, chacun menant au suivant
grace a des processus morphogénétiques complexes [SBM90, BZA*01]. Du point de
vue mathématique, cette évolution multi-couches du systéme réel peut étre représen-
tée par un graphe par couchelﬂ Les couches représentent des niveaux de différentes
granularités. Plus précisément, une couche caractérise un certain stade du dévelop-
pement global de la plante au cours duquel tous les sous-systémes (par exemple des
ensembles de composantes fortement connexes) évoluent ensemble vers un compor-
tement asymptotique. Le systéme dans sa globalité passe d’une couche & une autre
en fonction de différentes perturbations et des interactions entre les sous-systémes.
De cette maniére, ’ensemble des comportements asymptotiques des sous-systémes
d’une couche L; servent de données d’entrée des mécanismes produisant ’ensemble
des nouveaux sous-systémes de la couche suivante, qui évolueront eux-mémes, et ainsi

de suitem

Cette vision du processus évolutionnaire justifie la simplification suivante de 1’al-
gorithme [I] Ainsi, plutot que de calculer les polynomes caractéristiques des proba-
bilités de passage en prenant les configurations = d’origine dans les ensembles 7",

6. Un graphe par couche est un graphe orienté connexe ou les couches Lo, ..., Ly partitionnent
les sommets et ou, dans une couche, les sommets sont potentiellement connectés transitivement les
uns aux autres et des arcs existent d’une couche L; a une couche Lj, i < j.

7. On peut par exemple appréhender cette vision du processus de développement avec des modes
de mise a jour blocs-séquentiels multi-niveaux tels que les automates d’un sous-systéme se mettent
a jour en fonction d’un mode bloc-séquentiel spécifique, les sous-systémes évoluent en paralléle et
les couches elles-mémes évoluent séquentiellement dans le temps.
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FIGURE 3.2 — Polynémes caractéristiques des probabilités P(< — sz/j*), ou 7 €
{Sép.,Inf.} et A e {Sép.,Pét., Car., Eta., Inf., Mut.}. Les polynémes sont donnés en
fonction de (gauche) ’absence et (droite) la présence de gibbérelline.

1 < i < K, il est raisonnable de ne considérer que les configurations récurrentes, ce
qui revient a un changement de couche dans le processus évolutionnaire de la plante.
Ce nouvel algorithme calcule alors les polyndémes caractéristiques des probabilités de
passage & partir d'un attracteur 2% et non plus de 2. Bien que la complexité de
lalgorithme demeure exponentielle (¢/(2"™) en moyenne), cette simplification méne a
une réduction significative du temps de calcul. La figure [3.2] présente les polynémes
P(Sép.,.) et P(Inf.,.) ainsi obtenus en fonction de I’absence et de la présence de
gibbérelline. Concentrons-nous sur la partie haute de la figure [3.2] qui renseigne des
changements opérés sur l'attracteur relatif au tissu sépale (des observations simi-
laires, excepté celles concernant les tissus pétale et étamine, peuvent étre faites en ce
qui concernent Pattracteur relatif au tissu inflorescence). On y observe que les confi-
gurations perturbées qui ne restent pas attirées par lui se transforment majoritaire-
ment en configurations relatives au tissu inflorescence (resp. carpelle), en I'absence
(resp. en la présence) de gibbérelline. Relevons que le polynéme P(Sép.,Inf.) est une
borne supérieure du polyndéme P(Sép.,Car.) en I'absence de gibbérelline. La borne
est inversée en présence de ’hormone. Par ailleurs, dans ce méme cas, lorsque 7 aug-
mente, toutes les perturbations tendent & mener & des configurations relatives au tissu
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carpelle. Dans le cas contraire, les configurations restent majoritairement de méme
nature (c’est-a-dire restent relatives au tissu sépale), ce qui est en parfait accord
avec les résultats expérimentaux de [GP99, [YIZ"04]. En conséquence, la gibbérelline
réduit la stabilité des attracteurs relatifs aux tissus sépale et inflorescence au profit
du tissu carpelle. Soulevons aussi le fait que, bien que nettement inférieurs, les po-
lynémes P(Sép.,Pét.) et P(Sép.,Eta.) sont des bornes supérieures de P(Sép., Mut.)
et qu’ils sont significativement plus grands en présence de gibbérelline.

Sil’on dérive de ces observations faites sur le réseau #’, fondées formellement, des
conclusions sur le systéme réel, on s’apercgoit qu’elles donnent d’intéressantes informa-
tions concernant le role de la gibbérelline sur la morphogenése florale d’ Arabidopsis
thaliana. La plus importante est que, contrairement & ’absence de gibbérelline qui
a tendance a favoriser le développement du tissu inflorescence, sa présence accroit
grandement la capacité de la plante & produire des tissus floraux au cours de son
développement. Plus précisément, les tissus floraux qui sont les plus favorisés par
la gibbérelline sont ceux correspondant aux carpelles et, dans une moindre mesure,
ceux correspondant aux pétales (& faibles perturbations) et aux étamines (& fortes
perturbations). Du point de vue de la reproduction de la plante, ceci est particulié-
rement important. En effet, d’une part, les carpelles sont les organes des plantes qui
contiennent les ovules, qui sont garants de sa capacité a se reproduire. En effet, si
I’on considére une plante ayant terminé de se développer au terme d’un processus
morphogénétique s’étant mal déroulé, faisant en sorte que les fleurs de la plante ne
soient constituées que de carpelles, la plante pourra malgré tout assurer sa reproduc-
tion si un vecteur, tel que le vent, lui fait parvenir du pollen. Les étamines, quant &
elles, sont les organes reproducteurs méles de la plante. Favoriser leur développement
favorise aussi la reproduction de ’espéce. Enfin, les pétales n’ont pas de réle direct
dans la reproduction des plantes. Ils jouent cependant un réle indirect essentiel car
ce sont eux qui attirent les insectes, qui sont les principaux vecteurs de pollinisation.
En conclusion de cette étude d'un cas concret de robustesse environnementale des
réseaux booléens & seuil, il ressort que la gibbérelline participe grandement a la ro-
bustesse de la reproduction d’Arabidopsis thaliana, en favorisant par sa présence la
formation des trois tissus floraux jouant un réle prépondérant dans le processus de
reproduction.

3.2.3 Discussion

Les éléments présentés plus haut ont mis en évidence, par 'exemple, I'intérét que
peuvent avoir les études de la robustesse environnementale des réseaux d’automates
booléens dans un contexte appliqué a la biologie. En particulier, en nous fondant
sur un probléme spécifique, nous avons montré que les bassins d’attraction sont des
objets pertinents pour comprendre finement certaines propriétés de robustesse d’un
systéme réel. Ici, bien siir, la question portait sur un exemple issu de la régulation
génétique. Cependant, le champ d’application du travail exposé ne se réduit pas au
domaine de la génétique, conséquence directe du fait que les algorithmes présentés
portent sur des modeéles d’une théorie et non sur des systémes réels. Comme nous
I’avons dit plus haut, la méthode est générale et peut s’appliquer a tout systéme
de transition d’états, sous réserve que celui-ci soit de taille suffisamment petite et
qu’il admette des attracteurs comme comportements asymptotiques (elle perdrait son
sens autrement). Par ailleurs, elle permet d’obtenir des conclusions potentiellement
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précieuses dans un contexte de modélisation, aussi bien du point de vue théorique
qu’appliqué. Les deux qui me semblent parmi les plus intéressantes sont la validation
partielle d’'un modéle vis & vis de la réalité ainsi que I’explication de phénoménes et
I’aide au choix d’expérience.

La validation d’un modéle d’un systéme réel est une étape essentielle dans le
processus de modélisation (cf. section . Si 'on se place au niveau des applica-
tions (plutot qu’a celui de la théorie), la modélisation est une démarche visant &
apprendre, comprendre, expliquer et méme potentiellement prédire des propriétés
réelles par I'intermédiaire d’objets formels les approximant. L’approche adoptée ici
fournit un outil pouvant servir au processus de validation. En effet, si nous revenons
sur ’exemple, 'objet de I’étude a consisté a ajouter un contexte au réseau de Men-
doza sous la forme d’un nouvel automate périphérique (cf. définition page et a
étudier 'influence de cet automate sur le réseau. Ce faisant, nous avons montré que
le réseau de Mendoza permet de capturer formellement I'importance du réle d’une
hormone particuliére qui avait été soulignée par expérimentations, ce qui contribue
& sa validation, qui reste néanmoins partielle. Dans la cas général, s’il s’avére que les
résultats de ’application de la méthode sur un modéle quelconque en invalide la per-
tinence au regard de la réalité, elle fournit alors des indications sur les causes de cette
invalidation, ce qui permet de cibler les paramétres invalides du modéle afin d’aug-
menter ou adapter la correspondance entre réalité et théorie choisie initialement. Ce
probléme de validation de modéle est intimement lié aux problémes d’explication et
de prédiction. Traditionnellement, les techniques provenant de la théorie des réseaux
d’automates booléens [TT95, ABLM™03, IAGZ"06], de la logique modale et du model
checking |CF03, BCRGO04, [SBOS]|, des réseaux de Petri [KRS11] et de la program-
mation logique par contraintes [BC02, [FCT*05, IABE™09] sont utilisées a des fins de
formalisation et d’explication d’un phénoméne de régulation biologique. L’approche
consistant en ’étude de la robustesse environnementale, illustrée ici, s’intégre dans
cette méme voie de recherche en lui donnant une dimension propre aux questions de
robustesse et des outils pour y répondre, qui peuvent s’avérer utiles pour aller au
dela de la nature explicative des réponses généralement fournies par la théorie en
aidant notamment les biologistes & faire des choix pertinents parmi les expériences a
mener.

Pour mener a bien de telles études sur la robustesse environnementale des réseaux
d’automates, avant méme de s’intéresser a de nouvelles applications auxquelles elles
peuvent étre sujettes, il nous a semblé important de faire un pas supplémentaire vers
I’abstraction afin d’obtenir de nouvelles propriétés théoriques, qui pourraient étre
confrontées a la réalité (dans une certaine mesure).

3.3 Abstraction aux automates cellulaires

En s’abstrayant de certaines libertés, notamment architecturelles, inhérentes aux
réseaux, modéles de la régulation biologique, I'objectif de cette section est de faire
un pas en direction de la théorie et de comprendre comment opérent des automates
périphériques sur une classe de réseaux spécifiques, les automates cellulaires, et si (et
en quoi, le cas échéant) leur influence se traduit par des variations significatives des
comportements asymptotiques de ces réseaux. Plus précisément, le propos se place
ici dans le contexte des automates cellulaires & seuil stochastiques finis. Avant de
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FIGURE 3.3 — Sur-réseau Z? composé d’un automate cellulaire fini, dont le centre
est représenté par les cellules en gris clair, borné par son environnement représenté
par les automates en gris foncé. Notons que les boucles sont omises et que les arcs
représentés le sont sans fléche car ils sont tous symétriques en raison de leur invariance
par translation.

dresser un bref historique des problémes reliés et des principaux résultats connus
dans le contexte classique des réseaux linéaires, nous en donnons les caractéristiques
et présentons quelques définitions et notations spécifiques au contexte. Enfin, nous
développons un résultat récent qui fournit une condition nécessaire pour que les
automates cellulaires a seuil stochastiques finis non-linéaires et attractifs deviennent
non-robustes a 'influence de leur environnement sur Z2.

3.3.1 Cadre général et historique de travail
Automates cellulaires finis et environnement

Un automate cellulaire de dimension d € N* est un réseau d’automates plongé
dans un espace cellulaire, c’est-a-dire un réseau d’automates défini par la donnée
d’un graphe d’interaction G = (V,A), on V =Z% et A= {(4,7) | Vi,j, ke V, (i,5) €
A < (i+k,j+k)e A}) tel que tous les automates, appelés cellules, possédent la
méme fonction locale de transition. Par définition, ce sont donc a priori des réseaux
d’automates de taille infinie mais on peut les rendre de taille finie en fixant certaines
conditions d’environnement (cf. plus bas).

Soit dr, (4,7) la Ly-distance séparant deux points i et j dans Z% telle que :
p d
Vi,j e Z%, dr,(i,7) = 4,501 = Y lix = il
k=1

ol iy, représente la k-iéme coordonnée de i sur Z%. Considérons a présent un réseau
d’automates o7 dont le graphe d’interaction est G = (V,A), ou V ¢ Z% et A est
défini tel que A = {(i,5) | dr,(i,5) < 1}. Soit CV le complémentaire de V dans 74
tel que CV = 73\ V. Le centre ® w de &7 est défini de maniére similaire & .
L’environnement ®, est construit de facon ad hoc telle que :

©<Q/:{Z‘ECV | HJE‘/’ dLl(i7j) = 1}7

La particularité de I’environnement est que ’ensemble des automates qui le com-
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posent conservent leur état initial indéfiniment. Considérons maintenant le sur-
réseau </ dont le graphe d’interaction G* = (V*,A*), tel que V* = @, UV et
A" ={Au{(i,7),(4,5),(J,1)} | i € ©y,7 € V,dr,(i,7) = 1} € V* x V*. Le graphe
d’interaction G = (V, A) de & est alors un espace cellulaire fini borné par ©.. Si,
& présent, on fixe une fonction locale de transition commune & toutes les cellules de
/| o/ est un automate cellulaire fini sur Z¢ borné par ®,,, dont le voisinage est le
voisinage de von Neumann tel que Vi € V, ¥; € V*. Notons que ce n’est pas le cas
de &, dont les automates de ® 4 n’ont pas le méme voisinage que les automates de
/. Afin d’illustrer ces définitions, la figure [3.3| présente un automate cellulaire fini
sur Z% borné par son environnement.

Automates cellulaires booléens a seuil stochastiques finis

Soit &/ un réseau booléen a seuil fini de taille n sur Z¢ borné par ®,/, dont le
graphe d’interaction est G = (V, A) est un espace cellulaire, et soit &7* son sur-réseau,
tel que cela a été précisé dans le paragraphe précédent. &/* est un réseau booléen
a seuil auquel sont associés une matrice d’interaction w d’ordre |V*|, un vecteur de
seuil 6 de dimension |V*| et un ensemble de |V*| fonctions locales de transition (cf.
définition , potentiellement constantes dans le cas des automates appartenant &
®.. Notons que la définition de &/* inclut celle de A.

&/ est un automate cellulaire booléen a sewil si ses fonctions locales de transition
sont identiques, a savoir invariantes par translation telles que la matrice d’interaction
et le vecteur de seuil satisfont :

Viji' e Vii' =i+ k,Vje ¥, wij=wyju et Vi,jeV, 0;=0;.

Dans la suite, notre attention porte sur des automates cellulaires booléens & seuil
z’sot?“opeslﬂ7 dont la matrice d’interaction est définie telle que :

Vie V, Vj, ke 7/@‘, Wi,5 = Wy -

Par ailleurs, nous qualifions de stochastique un réseau booléen a seuil o7 dont les
fonctions locales de transition sont telles que Vi e V.Vt e N, f; : B" - [0,1] calcule
la probabilité conditionnelle P(z;(t+1) =1 | z(t)) telle que :

e(zje"i/i wy x5 (t)-60;)/T
fi(z) = P(xi(t+1) =1 | 2(t)) = PRI OR AT (3.5)

ol T € R* est un paramétre de température qui rend le réseau « plus ou moins
probabiliste ». Lorsque T tend vers 0, la fonction f; est équivalente & la fonction dé-
terministe classique [MP43], excepté pour la valeur 0 de I’exposant de ’exponentielle,
pour lequel le choix n’est pas 0 mais 0 ou 1 avec la probabilité % ; lorsque T tend vers
+00, la probabilité que I'état de chaque cellule du & vaille 1 est % Notons que, du
point de vue général, la classe des réseaux d’automates a seuil stochastiques constitue
une généralisation des machines de Boltzmann [AHS85! [HS86| dans le contexte des

réseaux d’automates booléens. Remarquons aussi que le graphe de transition de tout

8. Bien que le terme « totalisant » soit celui classiquement utilisé dans le domaine des automates
cellulaires, nous lui préférons le terme « isotrope » qui est naturellement compris par une plus large
communauté.
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réseau booléen & seuil stochastique fini est une chaine de Markov stationnaire dont
la matrice markovienne contient des coefficients strictement positifs. Par conséquent,
toute configuration z € B" admet une transition de probabilité non nulle vers toute
configuration y € B". En d’autres termes, cette chaine de Markov est irréductible et
converge vers son unique mesure invariante (cf. théoréme de Perron-Frobenius).

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons sans perte de généralité que les
valeurs des seuils d’activation de tous les automates des réseaux étudiés sont fixés a 0
(VieV, 6; =0). De plus, les poids d’auto-interaction wj;, i € V, participent toujours
au calcul des fonctions f;, quel que soit I’état de i. Ainsi, les fonctions locales de
transition considérées sont :

(wi’i*—zj{’/i* Wi, T j @)/T

VieV, fi(z) = P(zi(t+1) = 1| 2(t)) = : c (3.6)

+ e(wi,i‘*z]'g"j/i* wi, 7 (t))/T’

ou ¥, = ¥;\{i} représente le voisinage strict de i. Ajoutons enfin que la section m
se focalise sur I'étude de réseauz attractifs qui satisfont Vi,j € V, j € #;*, w;; > 0.
Dans le cas général, un réseau booléen & seuil stochastique est attractif si, pour
chaque 7 € V, la probabilité que i soit actif au temps t+1 € N* sachant la configuration
de son voisinage strict au temps ¢t augmente avec le nombre de ses voisins actifs dans

Ty (t).

Idée générale et résultats connus

L’idée générale de I’étude qui suit vise, en mélant analyses théoriques et empi-
riques, & caractériser comment de tels réseaux réagissent lorsque leur environnement
exerce sur eux des actions différentes (qui peuvent par exemple étre interprétées
comme des stress dans les réseaux de neurones ou des régulations exogénes dans
les réseaux de régulation génétique). Des études assez semblables ont été menées
sur un modéle du ferromagnétisme propre a la physique, le modeéle d’Ising [Isi25)].
En particulier, parmi les plus connues, Ruelle a démontré, par des techniques is-
sues de la physique statistique, que le comportement du modéle d’Ising attractif (ou
ferromagnétique) est insensible aux conditions fixées sur son environnement en une
dimension [Rue68| et qu’il admet, en d > 1 dimensions, une transition de phase au
regard de l'influence de son environnement sur une demi-droite (dépendante de d)
du plan de deux paramétres fonctions des poids d’auto-interaction et d’interaction
de voisinage strict [Rue69|. Notons que des résultats similaires, ancrés en théorie
des processus stochastiques, ont néanmoins été démontrés un peu avant par Dobru-
shin [Dob66]. Par ailleurs, en conservant sa vision de probabiliste, Dobrushin s’est
intéressé au modéle d’Ising répulsif (ou anti-ferromagnétique) en deux dimensions
et a montré l'existence d’une transition de phase dépendante de ’environnement
dans le comportement du modéle dont il a présenté une hypothétique forme dans
lespace des phases [Dob68al, [Dob68b]. L’idée qui ressort des travaux de Dobrushin
consiste a étudier la dynamique du modéle d’Ising, noté .#, en le soumettant & des
configurations fixes d’environnement différentes © et ®%,. Sur cette base, ses tra-
vaux démontrent qu’il existe certaines valeurs de poids d’interaction pour lesquelles
la mesure invariante de la chaine de Markov associée a .# U ®", projetée sur & est
différente de celle induite par . u ©'f projetée sur .# et d’autres pour lesquelles
elle est identique. Les différences de mesures invariantes forment des transitions de



Abstraction aux automates cellulaires 51

phase, dont la caractérisation du domaine reste un probléme ouvert dans le modéle
d’Ising anti-ferromagnétique.

Nous avons par le passé adapté le travail de Dobrushin aux réseaux booléens
a seuil. Avant d’en rappeler les principaux résultats (issus de [Sen08]), définissons
briévement la méthode adoptée, qui se trouve au cceur de la section Soient
o/ un automate cellulaire (dont l'architecture est donnée par le graphe d’interac-
tion G = (V, A)) tel que ceux définis plus haut (booléen & seuil, stochastique, fini
et isotrope), ®, son environnement et &/ son sur-réseau. On définit une instance
de I'environnement comme une sous-configuration ze, de &*. Soient ©7, et ©%,
deux instances distinctes de I'environnement de & et @/ et o7y les deux instances
du sur-réseau associées. Rappelons que, par le théoréme de Perron-Frobenius, tout
réseau booléen a seuil fini converge vers une unique mesure invarianteﬂ Appelons p
(resp. p”, u™) la mesure invariante de o7 (resp. de <, de <7g ). On dit alors que
le comportement de &/ admet une transition de phase au regard de son environne-
mentlﬂ si et seulement si py # pfy. Autrement dit, en cas de transition de phase,
les projections sur I’ensemble des cellules de & des mesures invariantes u= et ™ de
4/, respectivement instancié par @7, et @%,, sont différentes.

Introduisons maintenant la notion de potentiel d’interaction, pour laquelle des
précisions sont données plus bas. A ce stade, distinguons simplement deux potentiels
d’interaction différents, le potentiel de singleton ug; = “2* et le potentiel de couple
Ui = $7 qui, lorsqu’il n’y a aucune ambigiiité, peuvent s’écrire plus simplement
et u1. On appelle famille 'ensemble des automates cellulaires possédant les mémes
paramétres ug et ui. Si &/ est un automate cellulaire fini de taille tendant vers
Iinfini et qu’il admet une transition de phase, alors tous les réseaux de plus petite
taille appartenant a la méme famille admettent également une transition de phase
(notons que la réciproque n’est pas vraie) [DJSO08, [DS08, [Sen08|. Sur cette base,
on dit qu'une famille de réseaux booléens a seuil définie par un couple (ug,ui) est
robuste face a l’environnement si et seulement si les réseauz (finis) qui la composent
dont la taille tend vers linfini n’admettent pas de transition de phase. Inversement,
ils ne sont pas robustes s’ils admettent une transition de phase.

Dans [DJS08|, [DS08, [Sen08§|, nous avons obtenu plusieurs résultats dont les prin-
cipaux, de nature analytique, sont décrits dans les trois théorémes suivants.

Théoréme 1. Soit Z un réseau booléen o seuil plongé dans un espace cellulaire sur
7%, d e N*, et dont la matrice d’interaction est symétrique (Vi,j eV, wi; = wj;).
L’émergence d’une transition de phase de son comportement asymptotique se produit
sous les mémes conditions pour les modes de mise & jour paralléle, séquentiels et
tous les modes de mise a jour blocs-séquentiels équivalents a des modes de mise a
Jour blocs-pamllélesE construits a partir de subdivisions successives de R en blocs
creur=2l

9. Ceci est naturellement aussi vrai pour tout réseau fini dont la taille tend vers l'infini, & savoir
de taille arbitrairement grande.

10. Nous dirons simplement que le réseau admet une transition de phase.

11. A Popposé d’un mode de mise & jour bloc-séquentiel, un mode bloc-paralléle met a jour les
éléments internes aux sous-ensembles de la partition ordonnée de fagon séquentielle et itére les blocs
en paralléles.

12. Un sous-ensemble E' d’automates est creux si et seulement si Vi,j € ;i # j, w; ; = 0.
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Théoréme 2. Les automates cellulaires booléens a seuil stochastiques finis a une
dimension n’admettent pas de transition de phase au regard de leur environnement.

Théoréme 3. Soit Z un automate cellulaire booléen & seuil stochastique, fini et
attractif sur 72 de taille arbitrairement grande. Si Z admet une transition de phase
au regard de son environnement, alors % respecte ug+2-uy =0.

Afin d’obtenir la caractérisation (sans la démontrer toutefois) du domaine de transi-
tion de phase, nous avons mené une étude empirique dont les conclusions mettent en
exergue que le domaine de transition de phase se situe une demi-droite d’équation
ug+2-uyp = 0. L’un des points intéressants de ce résultat est qu’il est analogue a celui
trouvé par Ruelle sur le modéle d'Ising ferromagnétique [Rue69|. D’autres études ont
été menées, notamment sur les automates cellulaires répulsifs (les poids d’interaction
w; j sont négatifs), qui ont mené a mettre en évidence que le domaine de transition de
phase se situe alors dans un large voisinage d’'une demi-droite d’équation ug+2-u; = 0,
comme c’est le cas dans le modeéle d’Ising anti-ferromagnétique [Dob68b].

L’une des caractéristiques générales de ces résultats est qu’ils portent sur des
réseaux booléens & seuils définis & partir de fonctions locales de transition linéaires.
Ces fonctions ne permettent de représenter que certains types particuliers d’interac-
tion, & savoir des interactions entre couples d’automates. Afin de compléter les études
passées, tout en nous rapprochant d’un peu plus prés de la modélisation en biologie,
nous avons ouvert le probléme de la robustesse environnementale sur les automates
cellulaires booléens & seuil non linéaires, qui fait I’'objet de la section suivante.

3.3.2 Automates cellulaires a seuil attractifs non-linéaires sur 72

De maniére générale, dans les réseaux de régulation biologique réels, il n’est pas
rare que les éléments qui les constituent se regroupent de maniére & former des
« coalitions » agissant en leur nom propre. On trouve de nombreux exemples met-
tant en évidence ces phénomeénes de regroupement, qu’ils soient de nature syner-
gétique ou compétitive. En effet, dans le contexte neuronal, des neurones peuvent
s’allier dynamiquement pour mieux répondre & un stress ou transmettre une informa-
tion [Fel82l [XG96, [Pry08]. Dans le contexte génétique, les protéines peuvent former
des complexes [SM03|,[ABC*04}, BPAL¥05] (cf. BFU dans la section[3.2.1)). La prise en
compte de ce nouveau type d’éléments passe souvent par la transformation de ’ar-
chitecture des réseaux, en intégrant au sein des graphes d’interaction de nouveaux
sommets spécifiques ainsi que les arcs qu’ils induisent. Ceci a pour conséquence di-
recte d’augmenter la taille des problémes (c’est-a-dire le nombre d’entrées). La prise
en compte de non-linéarité peut permettre d’éviter cette surcharge, en intégrant dans
les automates existant la possibilité de prendre en compte, sous certaines conditions
d’activation de leur voisins par exemple, des interactions ponctuelles nouvelles. Dans
les automates cellulaires booléens & seuil que nous étudions ici, ce principe de non-
linéarité revient & permettre aux cellules de considérer, en plus des potentiels d’inter-
action de singleton et de couple, des potentiels de triplet, quadruplet. . . Remarquons
que des cas particuliers de non-linéarité ont déja été étudiés dans le cadre de la
robustesse environnementale du modéle d’'Ising [WW89, Wu91l [QY92]. Ces études
n’ont toutefois pas été généralisées et aucun travail n’a été mené sur les réseaux boo-
léens & seuil. Ici, nous proposons donc une généralisation des travaux précédents sur



Abstraction aux automates cellulaires 53

les automates cellulaires booléens & seuil stochastiques au cas non-linéaire. En par-
ticulier, nous montrons formellement, en deux dimensions, une condition nécessaire
de transition de phase dans ces réseaux, dont nous mettons ensuite en évidence le
caractére suffisant empiriquement, par I'intermédiaire de simulations.

Principe de non-linéarité et matrice de projectivité

Commencons par spécifier une abréviation qui allégera la lecture. A partir de
maintenant, les termes « automates cellulaires linéaires » (resp. non-linéaires) font
référence aux automates cellulaires booléens a seuil stochastiques, finis, attractifs,
isotropes et linéaires (resp. non-linéaires) définis précédemment (resp. qui sont définis
dans les lignes qui suivent).

Potentiels d’interaction Considérons un automate cellulaire quelconque o7 sur
72 et son sur-réseau o/*. Leurs graphes d’interaction respectifs sont G = (V, A) et
G* = (V*,A"). Nous l'avons dit, deux paramétres jouent un role particulier dans
I'étude de 7, les potentiels d’interaction ug et uq. Les automates cellulaires non-
linéaires sont tels que les fonctions locales de transition ne prennent pas seulement
en compte ces potentiels mais y ajoutent un troisiéme, noté 7. La fonction n (cf. plus
bas) fournit les images des potentiels d’interaction collectifs que des cellules voisines
d’une autre, ¢ € V, peuvent activer quand plusieurs d’entre elles sont a 1’état 1 si-
multanément. Ces potentiels collectifs peuvent ainsi prendre plusieurs formes selon
la configuration dans le voisinage de la cellule i. Considérons & présent que <7 est un
automate cellulaire non-linéaire, que 7 € V' en est une cellule arbitraire, et définissons
et listons ’ensemble de tous les potentiels d’interaction qui sont pris en compte par

o

— T'unique potentiel de singleton de i est : up; = w;;/T. Il rentre toujours en
compte dans le calcul de f;;

— les quatre potentiels de couple possibles de i sont : Vj € #;*, wy;; = w;;/T.
Ils entrent indépendamment dans le calcul de f; lorsque les automates j sont
actifs ;

— les dix potentiels de triplet possibles de i sont : Vj,£ € ¥, j # £, ug; ;) =
W; (5,0} /T. Ils sont pris en compte indépendamment quand deux voisins de 4
sont actifs;

— les dix potentiels de quadruplet possibles de i sont : Vj,f,m € ¥, j + £ +
M, U35 (5 0m) = wi7<j757m>/T. Ils entrent indépendamment dans le calcul de f;
lorsque trois voisins de ¢ sont actifs;

— the cinq potentiels de quintuplet possibles de i sont : Vj,,m,pe ¥, j =L +
M # D, Ugg(jemp) = Wi (j,0m.p) /T. Ils sont pris en compte indépendamment
quand quatre voisins de ¢ sont actifs;

— D'unique potentiel de sextuplet de i est : Vi,j,&m,p € ¥, i +j + 4 +m #
Dy Usi(ij,emp) = Wilijempyl T- 1l n'est considéré que lorsque tous les voisins
de 7 sont actifs.
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singleton ug (¥

couples uy  (PCrmigw

triplets us E&@@Eﬁllgiﬂjiﬁ%zijﬂj
quadruplets u; ClgmumEy i g
quintuplets u;  Hgm I nlln uf g

F1GURE 3.4 — Relations entre les différentes configurations possibles de voisinage
d’une cellule i d’un automate cellulaire non-linéaire sur Z? et les potentiels d’inter-
action qu’elles induisent. Les cellules en noir (resp. en blanc) représentent des cellules
actives (resp. inactives). Dans les deux premiéres lignes, la cellule i est mi-noire, mi-
blanche, afin de rendre explicite le fait que le potentiel de singleton est toujours
comptabilisé, que la comptabilisation des potentiels de couple dans le calcul du nou-
vel état de 7 au temps ¢t + 1 ne dépend pas de I’état de ¢ au temps ¢ mais seulement
des états de ses voisins stricts au temps t. Enfin, dans les quatre derniéres lignes,
nous distinguons les configurations en fonction de I'état actif (& droite) ou inactif (&
gauche) de l'automate 1.

sextuplet us

Dans un souci de clarté et pour donner 'intuition de ces potentiels d’interaction,
notons que, par exemple, le potentiel de triplet uy; (;x) représente le poids de I'in-
teraction normalisée par la température T que la cellule ¢ regoit du groupe (j, k). En
d’autres termes, il s’agit du potentiel d’interaction que le groupe formé des cellules
J et k lorsqu’elles sont actives ensemble (et vu comme une nouvelle cellule virtuelle)
a sur 7. De plus, les potentiels d’interaction sont « cumulatifs » dans le sens o une
cellule qui est sujette a un potentiel de triplet est nécessairement aussi sujette a un
ou deux potentiels de couples (selon que i appartient ou non au groupe agissant sur
lui- méme) et & son propre potentiel de singleton. La figure illustre ces diffé-
rents potentiels d’interaction ainsi que les configurations de voisinage qui les rendent
possibles. Ainsi, a la différence des automates cellulaires linéaires, les potentiels d’in-
teraction (différents des potentiels de singleton et de couple) d’une cellule i en jeu
dans les automates cellulaires non-linéaires utilisent la valeur de ’état de la cellule .
De plus, ces potentiels sont aussi invariants par translation et isotropes. On simplifie
donc dés maintenant leur écriture en les notant ug, uq, uo, us, uq and us.

Définition des automates cellulaires non-linéaires La définition des auto-
mates cellulaires non-linéaires est directement déduite de celles des potentiels d’in-
teraction.

Définition 2. Soit o7 un automate cellulaire booléen & seuil de taille n sur Z* dont
le graphe d’interaction est G = (V, A). Soit &/ son sur-réseau associé au graphe
G* =(V* A*). o est un automate cellulaire d’ordre k, 2 < k <6 si et seulement si
ses fonctions locales de transition sont telles que :

VieV, P(z;(t+1)=1]x(t)) = hoexpo w;(x(t)), (3.7)
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ot h(a) = 1% et wi(x(t)) = uo + Xjeps u1 -z (t) +nf(wy,(t)) est le potentiel d’inter-
action global recu par i au temps t, et ot nF(xy,(t)) est le terme non-linéaire de <7

et correspond a la somme de potentiels non-linéaires tels que :

0 si k=2
i ey, Ui (T) - xi, (T sik=3
WGy (1)) = Zaygzers 20 (0) 2 (0) |
Zjh.--,jké“fé U2 * Tjy (t) * T (t) +...tug - ZTj (t) et Ty (t) stnon
J1##EJk

1l ressort de cette définition que les automates cellulaires d’ordre 2 sont des au-
tomates cellulaires linéaires et que tous ceux d’ordre supérieur sont effectivement
non-linéaires (car ils admettent un terme non-linéaire non nul). Ils sont en ce sens
des machines de Boltzmann généralisées, étendues pour prendre en compte diffé-
rents types de potentiels d’interaction non-linéaires. Dans le reste de ce chapitre,
lattention est portée aux automates cellulaires non-linéaires exclusivement (d’ordre

3<k<6).

Matrice de projectivité Considérons un automate cellulaire non-linéaire arbi-
traire ., sur Z2 de taille n tendant vers I'infini. Soit G = (Veo, Ao ) son graphe
d’interaction et .27 son sur-réseau de taille n* associé au graphe G5, = (Vs, AL). La
chaine de Markov représentant le graphe de transition de @7 est quant a elle notée
CL et a pour matrice markovienne p* . De maniére a simplifier ’analyse qui suit,
nous donnons dés maintenant une nouvelle notation aux configurations en utilisant
le concept de eylindre issu de la théorie des ensembles. Une configuration = € B est
donc notée [K,L] e B™, ou (K ={ieV: |z =1})n(L={ieV:} |z =0})=w.

A présent, considérons la mesure invariante p de CJ . Par définition, u satis-
fait les équations de projectivité et de conditionnement suivantes. Les équations de
projectivité sont définies comme :

V[K, L] eB" ,Vie K, p([K,L]) + p([K ~ {i}, Lo {i}]) = p([K ~ (i}, L)),

ou u([K,L]) représentent la probabilité stationnaire d’observer la configuration
[K, L]. Les équations de conditionnement sont, elles, données par :

V[KvL] EBH*7Vi €V, ,U/([{Z}?@]) = [(Z[/(pZ(K’L) 'M([K,L]),

ou u([{i},d]) représente la probabilité stationnaire que la cellule i soit a I’état 1 et
®,(K, L) est la probabilité conditionnelle, donnée dans (3.7)), que la cellule i soit a
létat 1 a l'étape ¢ + 1 sachant la configuration [K, L] a I’étape ¢ telle que :

w(zi(t+1)=1|[K,L]) = ®;(K,L) hoexpo w;([K,L])

eu0+zje7/i>enK UL 5 (t)+nf([K,L])

1 + eu0+2jg“1/i*ml{ “1$J(t)+77f([K’L]) ’

Afin de ne pas alourdir les équations, admettons & partir de 14 I’abus de notation
suivant : n¥([K, L]) = nf(K). Comme &/} est invariant par translation & environne-
ment fixé, il admet un caractére markovien spatial qui permet de réduire I’étude de
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son comportement 4 celle du comportement de 'automate 2/ dont le graphe d’inter-
action G = (V, A) est le sous-graphe de G, induit par les sommets dans le voisinage
¥, d’'une cellule centrale arbitraire o de MMEL Considérons que les quatre cellules
présentes dans le voisinage strict de o sont identifiées lexicographiquement de ma-
niére que ¥, = {1,2,3,4}. Pour les besoins de '’étude, la notion de configuration
[K, L] est maintenant réduite auz cellules de ¥, a savoir que K, L € 7%, de sorte
que le terme non-linéaire devienne :

: si k= 27
S v2 (8 25l si k=3,
nE() = { Zinaaton(iuton i ()2 (1)
itejeeton(Kufo}) W2 - Tjy (8) -y (£) + .o +ug - x5y (¢) ... - x5, () sinon.
J1#.. %]k

Sur cette base, nous introduisons le concept de matrice de projectivité positive,
dont la définition est liée & I'existence de transitions de phase induites par I'influence
de I'environnement.

Définition 3. Soit s un automate cellulaire non-linéaire sur 7?2 de taille n tendant
vers linfini et d’ordre k > 3, et <7 son sur-réseau. Soit &/ la restriction de <7 dont
le graphe d’interaction est G = (V, A) tel que V =¥, = {0,1,2,3,4}. La matrice de
projectivité M associée a o/ est la matrice d’ordre 2175 | dont les coefficients sont
ceux du systeme lincaire suivant des équations de projectivité et de conditionnement
dans lesquelles les inconnues sont les i :

= w([{2,3,4},2]
= w([{1,3,4},2]
= pu( {17274}a®]
= M( {17273}7®]
= w([{3,4}.{1}

n([{1,2,3,4},2]) + u([{2,3,4},{1}]) [
n([{1,2,3,4},2]) + u([{1,3,4},{2}]) [
n([{1,2,3,4}, 2]) + u([{1,2,4},{3}]) |
n([{1,2,3,4}, 2]) + u([{1,2,3},{4}]) [
n([{2,3,43,{1}]) + u([{3,4}. {1, 2}]) [
n([{2,3,43,{13]) + u([{2,4}.{1,3}]) = n([{2,4}.{1}
n([{2,3,45,{13]) + u([{2,3}.{1,4}]) = n([{2,3}.{1}
p([{1,3,45,{23]) + w([{1,4},{2,3}]) = w([{1,4},{2} (3.8)
p([{1,3,4},{2}]) + u([{1,3},{2,4}]) = n([{1,3},{2} .

([ ] D [
n([43,45. {1, 2)]) + u([{4),{1,2,3}]) = w([{4},{1,2}
n([{3,43.{1,2}]) + u([{3},{1,2,4}]) [
n([{2,43,{1,3}]) + u([{2},{1,3,4}]) [
n([{1,4},42,3}]) + u([{1},{2,3,4}]) [

( D [

|

= u( {3}3{172}
= M( {2},{173}
= w([{1},{2,3}
= u([z,{1,2,3}
1([{o},2])

)
)
)
)
[ )
[ D
[ D
[ )
[ D’
p({1,2,43, {3}]) + w([{1,2},{3,4}]) = w([{1,2},{3}])
[ D
[ )
[ )
[ )
[ D

n([{4},{1,2,3}]) + u([2,{1,2,3,4}
Z[K’L]EBI"VJI (I)O(KaL) 'N([Kv L])

13. Ce choix d’une cellule centrale n’est pas indispensable du point de vue théorique mais il
s’avére important du point de vue empirique & cause de I'impossibilité de simuler numériquement le
comportement d’automates cellulaires finis de taille arbitrairement grande. Dans ce cas, se focaliser
sur une cellule centrale de Noo est pertinent dans le sens oul elle est parmi celles qui sont les plus
éloignées des cellules périphériques en moyenne et est par conséquent I'une de celles qui sont les
moins sensibles & 'influence de I’environnement.
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On en déduit directement M :

111 0 0 0lo 0 0 0 0 0|lo 0 0 0] 0
110 1 0 0[0 0 0 0 0 0|0 0 0 0| 0
110 01 0[0o 0 0 0 0 0olo 0 0 0|0
110 0 0 10 0 0 0o 0o o0olo 0o 0o o0l o0
ol1 0 0 0ol1 0 0 0 0 0|0 0 0 0] 0
ol1 0 0 0olo 1 0 0 0 0|0 0 0 0] 0
ol1 0 0 0olo 0o 1 0 0 0|0 0 0 0] 0
olo 1 0 0olo 0o 0o 1 0 0|0 0 0 0] 0
M=l vlo 12 0 0lo o000 10l0o0o0o0lol G
olo 0o 1 0olo 0 0 0 0 1|0 0 0 0] 0
olo 0o 0o ol1 0 0 0 0 0|1 0 0 0] 0
olo 0o 0o ol1 0 0 0 0 0|0 1 0 0] 0
olo 0o 0o olo 1 0 0 0 0|0 0 1 0] 0
olo 0o 0o olo 0o 0o 1 0 0|0 0 0 1] 0
olo 0o 0o o0olo 0o 0 0 0o 0|1 0 0 0] 1
o, D D, o, ®y

ou :
un+4-u +17k(“1/*) Lo i i .
— Py = % permet de considérer les potentiels de quintuplet, voire
+eUoT=ULTNo o
de sextuplet dans le cas ou o est actif;

k
. (I)g _ eu0+3~u1+7]o(“VD*\K)

quadruplet, voire de quintuplet dans le cas ot o est actif;
@ eu0+2»u1+’q§("f/o*\K)
o 2 - 1+euq+2-u1+nlg("1/o*\K) ’ .
triplet, voire de quadruplet dans le cas ou o est actif;
k *
. _ eu0+u1+no(“1/o \K) . _ L i
P = o ceraeE g 0 08 |K| = 3, permet de considérer les potentiels de
couple, voire de triplet dans le cas ot o est actif et
e'0

— @ = 1w ne considére que le potentiel de singleton.

TR Tz s L |K| = 1, permet de considérer les potentiels de

ot |K| = 2, permet de considérer les potentiels de

Influence de ’environnement

Pour qu'un automate cellulaire <7, admette une transition de phase telle que dé-
finie dans la section les parameétres architecturels qui le caractérisent doivent
étre intimement liés [Dob66l, [Dob68al, Dob68b]. Au niveau local de la cellule centrale
o0, ce lien particulier doit se retrouver au niveau de sa probabilité stationnaire. Or,
le comportement asymptotique de o est caractérisé par la matrice de projectivité
M donnée dans . Par conséquent, pour qu’une transition de phase émerge du
comportement asymptotique de @, il est nécessaire que les équations du systéme
linéaire présenté dans soient linéairement dépendantes. Plus précisément, il est
nécessaire qu'une dépendance linéaire existe entre les équations de projectivité et
I’équation de conditionnement. L objet de ce qui suit est de démontrer une condition
nécessaire et suffisante sur les potentiels d’interaction qui valide la nullité du déter-
minant de la matrice de projectivité d’un automate cellulaire non-linéaire arbitraire.

Dans [Dem81], Demongeot a analysé certaines propriétés des champs aléatoires
markoviens et a obtenu une formule générale caractérisant la nullité des déterminants
des matrices de projectivité. Ce résultat est ’objet du lemme [I] suivant.
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Lemme 1. La nullité du déterminant d’une matrice de projectivité M est caractérisée
par :

DetM =0 <= > (-1)" Ko, (K, 77 K)=0.
Ky

Notons que le lemme précédent est plongé dans le cadre général des champs aléa-
toires et qu’il ne donne aucune précision a propos des paramétres architecturels (&
savoir les potentiels d’interaction) des réseaux induisant les transitions de phase.
Autrement dit, il n’en ressort pas de condition architecturelle nécessaire permettant
d’aller en direction d’une caractérisation des familles d’automates cellulaires robustes
a leur environnement. C’est pourquoi, sur sa base, nous dérivons une nouvelle ca-
ractérisation de la nullité des déterminants des matrices de projectivité, pertinente
dans notre contexte.

Définition 4. Soit &/ un automate cellulaire non-linéaire sur Z2, associé au graphe
G = (V,A), et soit i une cellule arbitraire de </ . Le terme non-linéaire de i, noté nf,
est symétrique si et seulement si :

VI €U i (957) = nf () + 0 (47N K.

L’idée présente est de prouver que la propriété de symétrie du terme non-linéaire
est nécessaire et suffisante pour que Det M = 0 soit satisfaite. Le choix de cette condi-
tion de symétrie provient directement de la dépendance linéaire entre les équations
de projectivité et ’équation de conditionnement de induite par la nullité de
DetM. Plus précisément, cette dépendance linéaire signifie qu’il existe une relation
particuliére entre les potentiels d’interaction u qui définissent le réseau /. Comme
cela a été montré dans [DJSO08| [Sen08] dans le cadre des automates cellulaires li-
néaires, cette relation est une relation de « contre-balancement » entre les potentiels
de singleton négatifs et les potentiels de couple positifs. A partir de ces connaissances,
il semble naturel que le méme type de relation de contre-balancement opére aussi
dans les automates cellulaires non-linéaires. Or, la symétrie du terme non-linéaire
est un moyen de construire des potentiels d’interaction non-linéaires de différentes
parités de signes différents afin de favoriser 'effet de contre-balancement.

Commengons par étudier les propriétés générales d’un terme non-linéaire symé-
trique. Ainsi, admettons que, pour tout K ¢ %%, le terme non-linéaire n¥(K) est
symétrique et vaut —2-ug — X jeyx u1 - (V7 N K).

Lemme 2. Soit @/ un automate cellulaire non-linéaire d’ordre k > 3 dans Z2. Soit
K un sous-ensemble arbitraire de ¥* et soit n%(K) = -2-ug— Yjerr Ul (VN K)
le terme non-linéaire défini sur K. La propriété de symétrie du terme non-linéaire
de of vérifie :

Ljerg 1 ng(Yg) _

VE € 757, () = b () =i K)o+ 2

0. (3.10)

Démonstration. Notons n%(7") - nk(# N K) = neym. En développant le membre
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gauche de (3.10) selon la définition du terme non-linéaire, on obtient trivialement :

VK cv), nf(K)=nsym — —-2-ug-— Z ul—nf(”l/o* N K) = Nsym

=z
— —2-ug- Z ulznlg(”f/o*)
=7
s U k /y*
<:>U()+ZJE/2/O 1+770(20):0'

O

Maintenant, exprimons la propriété de symétrie du terme non-linéaire au moyen
des probabilités conditionnelles ®,.

Lemme 3. Si o/ est un automate cellulaire non-linéaire d’ordre k > 2 dans 72,

alors :
VK ¢V,
) k(g
uo+Z]EZD 1+770(20):0 = Oo(K, 75N K) +Qo(7 N K K) =1 (3.11)

Démonstration. La preuve est réalisée directement en développant, puis en simpli-
fiant le membre droit de (3.11)). Tout d’abord, nous avons :

VK ¥, Oo(K, V) NK) +0o(V7 N K, K) =1

k *
U0+ EjeK up+nl (K) G0 gy U1t (Vo MK
<~ T + T ow =1
1+€u0+2jEK uy+ng (K) 1+€u0+2je“1/0*\Ku1+"70(7/o NK)
kyr i k
G0 jeyg ke u1tmo (Vo MK U0+ E ek w1+ (K)
— -1-
) koy* g . k(K
1+eu0+2‘757/0>(—\K 'U«1+"70( o ) 1+eu0+2j€K “1”70( )
kvrk k
U0 E ey i U1t (Yo MK e U0~ Zjek w10 (K)
—

1+eu0+2j57/0*\Ku1+nlg("lfo*\K) - 1+€—u0—2jEKu1—nlg(K)'

Considérons la derniére équation et procédons au changement de variable suivant :

soient vy and v, (resp. 0y and J,) les numérateurs (resp. les dénominateurs) respectifs

_5 . _nk k(%
des membres gauche et droit. De plus, soit s = eZie% K U1 Zjex U1 o (B) 4115 (T K

On a alors :
VK V), Oo(K, V7 NK)+P,(V NK,K)=1
— ’g—jzg—: — YW bp=Up-0) < WHtKk=Up+thk < Up=Uy
— euo+2j€~yo*\KU1+77§(7/o*\K) - o u0~Tjex u1=ng (K)
= U0t LjeyrK U1 +77’;(7/o*\K):—UO—ZJ'EKUI—U];(K)

= F(K)=-2-up- Xjeyrur i (V5 N K).
Maintenant, par hypothése de symétrie du terme non-linéaire, on obtient :

VK‘_:%*, (PO(Kv%)*\K)+q)O(%*\K’K):1 — Ug(K):Uf(%*)—Uf(%*\K)a
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et, par le lemme 2] :

Ljerg 1 m5(V5) _

VK V), Oo(K, VJNK)+Po(VJNK,K)=1 < wug+ 5 5

0.

O]

Nous venons d’obtenir tous les résultats intermédiaires pour montrer que la sy-
métrie du terme non-linéaire est suffisante pour que le déterminant de la matrice
de projectivité M soit nul. Ceci améne a la proposition [I] suivante, qui sera affinée
plus tard pour obtenir une caractérisation de la condition nécessaire de transition de
phase.

Proposition 1. Soit &7 un automate cellulaire non-linéaire sur Z? de taille arbitrai-
rement grande n et d’ordre k > 3. La symétrie du terme non-linéaire est une condition
suffisante pour la nullité du déterminant de la matrice de projectivité M :

Ljery u1 g (%5")
2 2

up + =0 = DetM =0. (3.12)
Démonstration. Du lemme 1] et par la parité du cardinal de #.* (le nombre de sous-
ensembles de 7" de cardinal pair est égal & celui des sous-ensembles de cardinal
impair), on a :

DetM =0 <= > (-1)" K@, (K, 7~ K)=0
Kcyy

— Y (c1)E % (Bo(K, VN K) + Do(V N K, K)) = 0.
Kevy
(3.13)

A partir du lemme [3| on en déduit :

x 1
S (-1 \Kl.§=o = DetM =0.
Kcvy

Remarquons que la derniére équation est satisfaite sous ’hypothése de symétrie du
terme non-linéaire de o7 (cf. (3.11))). Par conséquent, en suivant les lemmes et
and [3], on obtient :

Ljerg W 15(75)
2 2

=0 = DetM =0.

(e

O]

Maintenant que nous sommes parvenus a démontrer la condition suffisante, conti-
nuons en montrant dans quelle mesure la symétrie du terme non-linéaire est égale-
ment nécessaire. Pour ce faire, définissons deux nouveaux éléments qui s’avéreront
utiles : la symétrie des potentiels d’interaction u, appelée condition de symétrie (cf.
définition , et la compensation entre les potentiels globaux, appelée condition de
compensation (cf. définition [6).

Soit h = h o exp la fonction homographique de ’exponentielle (en 'occurence
une fonction sigmoide symétrique par rapport a son point d’inflection) définie par
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h(z):z~ % A partir de la matrice de projectivité M (cf. page , introduisons
les quantités ); qui correspondent respectivement aux exposants des probabilités
conditionnelles ®;, c’est-a-dire les potentiels globaux d’une configuration, pour i €

{0,...,4} qui doivent étre pris en compte dans la formule caractérisant la nullité
DetM du lemme [ :

Qo = uo,

Q1 = uo +uy +ug,

Q2 = ug + 2uq + 3ug + us,

Qg =U0+3U1 +6U2 +4’LL3+’LL4,

Q4 = ug +4uq + 10us + 10us + dug + us.

Par ailleurs, nous utiliserons la notation suivante : Vi € {0,...,4},8(Q;, Q4-;) =

h(Qi) +h(Q4-i).

Définition 5. La condition de symétrie, fondée sur les potentiels d’interaction u est
donnée par :

Qo+Q1=0,Q1+Q3=0 et Q2=0.

A partir de cette définition de symétrie, le lemme |4 donne une caractérisation de
cette condition qui est une généralisation de la condition de transition de phase de
Ruelle [Rue69] telle qu’elle apparait dans la proposition

Lemme 4. L’équivalence suivante relie la condition de symétrie aux potentiels d’in-
teraction :

Ljerg w1 15(75)
2 2

Q0+Q4=0,Q1+Q3:06tQ2:O <~ uUp + =0.

Démonstration. Par définition, on a d’abord que (Qo + Q4)/2 = up + 2u; + % 1l

k *
en ressort directement que Qg + Q4 =0 < wug + 2uq + % = 0. Représentons par
K tout sous-ensemble du voisinage strict activé de la cellule centrale de cardinal j.
Par la définition [f] de la symétrie du terme non-linéaire et le lemme 2] on peut écrire :

k yr*
311,2 +usz = T]IS(KQ) = w = —-Uug — 2u1,

ce qui implique que @2 = 0 et, de maniére similaire :
Tug + 4us +ug = 07 (K1) +nF(K3) = nf(4)) = =200 - 4uy,
ce qui implique que @1 + Q3 = 0. O

Ce dernier lemme souligne 'effet de contre-balancement entre les potentiel d’in-
teraction globaux des configurations complémentaires dans le voisinage de la cellule
centrale, déja évoqué plus haut.

Définition 6. La condition de compensation est donnée par :

Qo+Qs Q1+Qs3
2 2

Q2=
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Nous utiliserons dans la suite une version affaiblie, appelée semi-condition de
compensation, définie par : Q)9 = QO;Q“ ou )y = % De la, prouvons que la
condition de symétrie est suffisante & la fois pour la nullité de DetM et la semi-
condition de compensation.

Lemme 5. La condition de symétrie implique la nullité de DetM et la semi-condition
de compensation. Formellement :

Q0+Q4
2

Démonstration. Depuis la proposition [I] et le lemme [4] il est direct que la condition
de symétrie est suffisante pour la nullité de DetM. De plus, remarquons que sous
I’hypothése de la condition de symétrie, Q2 = 0 et Q¢ + Q4 = 0. En conséquence, on
obtien la semi-condition de compensation : % =Qo. O

Qo+Q4=0,Q1+Q3=0¢etQ2=0 = Q2=0, DetM =0 et Q3 =

Le lemme [0] ci-dessous présente une relation entre la semi-condition de compen-
sation et la condition de compensation au regard de la nullité du déterminant de la
matrice de projectivité.

Lemme 6.

Qo;Q4 Q=0 et QOJQFQ4:Q2:Q1;Q3‘

Démonstration. Considérons I'expansion de DetM = 0 qui donne :

DetM =0 = g(Qo,Q4) +6h(Q2) - 4(g(Q1,Q3)) =0
= (8(Qo, Q1) —2h(Q2)) - 4(g(Q1,Q3) - 2h(Q2)) =0

:>(g(Qo2,Q4) h(Qy)) - 4(3;(@1,@3) h(Qs)) = 0 (3.14)

-h(Q2)) —4(=——

De plus, considérons l'inégalité de Jensen généralisée dans le cas d’une fonction sig-
moide f symétrique par rapport & son point d’inflection par :

f(x)+ f(y)
2

Q2 =0, DetM =0 et Qs =

g(Q17 Q3)

— Q) ~h(Q2)) =0

IE+y

<sgn(2) x f(

);

I’égalité étant possible seulement si x +y = 0. Dans notre cas, étant donnée la nature
de h, on peut appliquer la précédent inégalité et écrire :

Tr+y
sgn(*22) x

Vie{0,...,4},

sgn( h(Qz)+h(Q4 z)

2

Q4z

Qi +2Q4—i) h(Qz + Q4 i

gn( Lt @t

Qo+Q4 _
2

)-

Or, par hypothése de la condition de semi-compensation Q)2 et parce que

@2 =0 (en raison de la condition de symétrie), on a :

g(Qo, Q1)
2

Ainsi, en suivant 1’équation [3.14 % - h(Q2) =0, et puisque Q2 =0, Q2 est le
barycentre de (Q1,Q3) tel que 1;Q3 = Q2. O

=h(Q2).
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Le lemme [7] montre que la condition de compensation associée & Q2 = 0 im-
plique la condition de symétrie. La démonstration est une conséquence directe de
Iinstanciation de @2 = 0 dans la condition de symétrie.

Lemme 7.

_Qo+Q4_ @Q1+0Qs

Q2 5 5

et @Q2=0 = Qop+Qs=0,Q1+Q3=0 et Q2=0.

A partir de la proposition [1]et des lemmes |§| et EL on obtient le théoréme W] qui
caractérise la nullité du déterminant de la matrice M, et donc la condition nécessaire

attendue d’émergence de transition de phase marquant I’'influence des conditions de
bord.

Théoréme 4.

Qo+Q1=0,Q1+Q3=0etQ2=0

s Qy =0, DetM:Oethzw
s Oy=0 et Qo;Q4:Q2:Q1;Q3

= Qo+Q14=0,Q1+Q3=0 ¢t Q2=0.
On en tire le corollaire [ suivant.

Corollaire 1. Les familles non-linéaires d’ordre k > 3 sur Z? non-robustes a l’envi-
st'yo* 1 +77]o€(7/o*) —
2 2

ronnement sont nécessairement situées sur la droite d’équation ug+

0.

Afin d’illustrer ces familles non-linéaires non-robustes a l’environnement et de
tester (sans pour autant démontrer) la suffisance de la condition de non-robustesse,
nous avons mené une campagne de simulations numériques. Briévement, 'idée a
été de considérer des automates cellulaires bidimensionnels plongés sur des grilles
carrées, en faisant croitre leur taille progressivement. La mesure effectuée, appelée
mesure de dissimilarité et notée S, consiste a calculer asymptotiquement les diffé-
rences d’activitéE de leurs cellules centrales quand ils sont sujets & des instances
d’environnement différentes. Les détails du protocole de simulation sont présentés
dans [DS11]. La figure présente les résultats obtenus sur la famille des auto-
mates cellulaires non-linéaires d’ordre k = 2, c’est-a-dire sur la famille considérant
les potentiels d’interaction jusqu’aux potentiels de triplets (des coalitions de deux
cellules).

Plus précisément, les automates cellulaires considérés ont été soumis aux ins-
tances d’environnement @ = (0,...,0) et ®® = (1,...,1). Ce choix d’instances pro-
vient des résultats obtenus dans [DJS08, [BADS08|, montrant qu’elles sont celles qui
induisent une influence maximale sur le comportement des automates cellulaires at-
tractifs. La mesure de dissimilarité a été obtenue a partir de cing simulations du
comportement asymptotique de 20000 automates cellulaires d’ordre 2 de tailles res-
pectives 11x11, 37x37 and 131 x131 (chaque couple de valeurs sur le plan (0, u1,ug)

14. L’activité d’une cellule sur un intervalle de temps est le nombre d’étapes au cours desquelles
cette cellule est active.
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Automates cellulaires 11x11 Automates cellulaires 37x37

S (%) —— S (%)

15

Automates cellulaires 131x131

S (%)

FIGURE 3.5 — Transitions de phase émergeant dans les automates cellulaires non-
linéaires attractifs d’ordre 2 sur la droite d’équation 2-u; +5-ug = 0.

correspond & un automate cellulaire caractérisé par les paramétres ug =0, 0 < ug < 20
et —10 < ug < 0 avec un pas de variation égal a 0,1). Les tailles choisies permettent
d’obtenir des résultats sur des automates cellulaires a trois ordres de grandeur dis-
tincts, ce qui rend pertinents les résultats. En particulier, pour chaque taille, les
mesures de dissimilarité qui sont strictement positives (significativement) se situe
sur la droite d’équation 2-uj +5-uo = 0, ce qui correspond exactement a 1’équation
obtenue théoriquement. En effet, la condition de Ruelle généralisée pour la nullité de
DetM est :

. U k * . 5 U
ZJGV/O 1+770(7/o):0<:)u()+4 U1+(2) 2
2 2 2 2
<~ ug+2-u;+5-uz =0,

ug +

ce qui donne 2-wuj +5-uy = 0 comme illustrée sur la figure quand ug = 0. Par
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ailleurs, en considérant les potentiels d’interaction globaux Qg et @4, sur lesquels on
applique les conditions de symétrie et de compensation détaillées plus haut and la
nullité de ug, ug, ug et us, on obtient bien 2-uj +5-u9 = 0.

En conséquence, les résultats obtenus par simulation mettent en évidence que
I’équation paramétrique de nullité du déterminant des matrices de projectivité est
également une condition suffisante de transition de phase qui caractérise les familles
d’automates cellulaires non-linéaires non-robustes a leur environnement. En effet,
bien qu’il existe sur la droite 2-wuj +5-ug = 0 (réduite au plan des réseaux attrac-
tifs) des valeurs de paramétres ol la mesure de dissimilarité est faible, cette droite
marque clairement une frontiére entre deux zones de ’espace des phases. La premiére
se caractérise par une mesure de dissimilarité nulle, la seconde par une mesure de dis-
similarité bruitée non-nulle qui n’est cependant pas suffisamment éloignée de 0 pour
pouvoir considérer que les réseaux y appartenant sont non-robustes a l'influence de
I’environnement.

3.3.3 Discussion

Dans cette section, nous avons traité le probléme de 'influence de ’environnement
sur le comportement d’une classe d’automates cellulaires particuliers, soumis & des
contraintes relativement fortes. En particulier, nous avons généralisé des résultats
existant, en passant du contexte linéaire au non-linéaire, qui nous a permis de nous
libérer de I'hypothése de I'indépendance aux auto-interactions (prises en compte dans
le terme non-linéaire) sur laquelle se fondaient tous les résultats dans ce domaine.
Par ailleurs, les techniques utilisées sont d’autant plus pertinentes qu’elles permettent
d’atteindre 1’objectif sans pour autant amasser les niveaux de difficultés.

Les questions d’ordre théorique qui restent ouvertes, ou qui ont été soulevées par
cette étude, sont nombreuses. Tout d’abord, en soi, le probléme de la caractérisation
du domaine de robustesse environnementale des automates cellulaires non-linéaires
étudiés reste un probléme ouvert bien que, dans le cas, attractif, le probléme ait déja
bien avancé. Le cas des automates cellulaires répulsifs, dans lesquels les poids d’inter-
action de voisinage strict sont négatifs, reste non traité pour le moment. Il n’est par
ailleurs pas encore résolu dans le cas linéaire. Par conséquent, il faudrait commen-
cer par la avant de plonger dans le contexte non-linéaire. Cependant, il semble que
la question la plus pertinente réside dans un rapprochement progressif de la réalité
biologique. Il est certain que les automates cellulaires possédent des avantages indis-
cutables pour mener ce genre d’étude. Mais se libérer pas & pas des contraintes qu’ils
imposent pourrait permettre d’obtenir de nouvelles intuitions dans le contexte bio-
logique. Pour avancer de facon raisonnable, la contrainte qui semble étre la premiére
a devoir étre levée est celle 'invariance par translation fonctionnelle (en conservant
Iinvariance par translation). L’idée serait de faire que les potentiels d’interaction
u soient non seulement des fonctions des poids d’interaction mais également de la
distance des automates auxquels ils correspondent par rapport au centre du réseau.
Un autre aspect théorique qui ouvre des perspectives intéressantes est la perte de la
contrainte de synchronisme parfait imposée par le mode de mise & jour paralléle. 11
s’agit d’'un moyen de combiner en une méme étude les robustesses environnementale
et structurelle. En d’autres termes, les résultats obtenus sont-ils valides (au moins
partiellement) dans d’autres modes? A I'heure actuelle, seules des simulations ont
été entreprises dans le cas de réseaux linéaires. Les résultats soulignent 1’existence



66 Robustesse environnementale dans les réseaux booléens a seuil

de transitions de phase mais leurs domaines de définition changent. Un autre pas
en direction de la biologie, toujours ancré autour de la robustesse environnementale
des systémes, consisterait & exhiber ce qu’il advient des résultats connus lorsque les
réseaux étudiés sont soumis & des perturbations stochastiques de leur topologie. Cela
reviendrait & analyser de concert la robustesse environnementale et architecturelle
des réseaux. Bien stir, étant données les difficultés inhérentes & I’étude de la robus-
tesse environnementale en soi, combiner les types de robustesse dans une méme étude
théorique est & voir comme un projet & long terme mais c’est une étape obligée si
I’on veut a terme obtenir des résultats généraux applicables a la réalité des systémes
de régulation biologique.

Du point de vue applicatif, ces résultats démontrent que I'information transmise
par I'environnement dans un réseau réussit a étre diffusée dans tous les automates,
méme quand la taille du réseau tend vers l'infini. Cela suggére que ’environnement
joue un roéle significatif dans tous les systémes, pas uniquement dans ceux qui sont
réguliers (& partir du moment ot ils sont connexes). Par conséquent, toute étude
dans un contexte de modélisation devrait s’attacher & comprendre l'influence de
I’environnement sur le systéme avant de changer de niveau d’abstraction. Dans le
cas contraire, il se pourrait que des résultats contradictoires soient retrouvés a des
niveaux d’abstraction différents. Ce travail pourrait également avoir des applications
presque directes dans les contextes classiques de mémoire associative et d’apprentis-
sage [IMP69, [Hop82|, ou des environnements variables pourraient permettre de per-
turber ou faciliter ces deux phases de mémorisation et de restitution par le calcul. Il
serait par conséquent intéressant d’identifier les environnements propices et ceux qui
tendent & empécher le systéme de faire les associations attendues. De plus, bien sfr,
la question de la non-linéarité en elle-méme est abordée. Comme nous 'avons évoqué,
elle offre un moyen d’intégrer les coalitions synergétiques et compétitives dans les ré-
seaux a moindre cotit, dans le sens ou elles évitent I'augmentation de la taille des
entrées des problémes, qui est un paramétre majeur dés lors que ’on s’intéresse a des
problémes de caractérisation de comportements de réseaux de régulation. Ici, dans le
contexte de réseaux d’automates modéles de réseaux de régulation « réels », préciser
formellement les conditions dans lesquelles I'utilisation de fonctions non-linéaires en
remplacement de ’ajout d’automates dans I'architecture des réseaux pourrait s’avé-
rer tout a fait bénéfique pour la communauté de bio-informatique théorique.

L’ensemble des résultats présentés dans ce chapitre montre ainsi I'importance du
role de I'environnement sur le comportement des réseaux booléens a seuil. L’envi-
ronnement des réseaux n’est cependant pas le seul élément qui agit directement sur
le comportement des réseaux. En effet, la présence de cycles d’interaction au sein
de leurs graphes d’interaction joue également un roéle déterminant, notamment sur
leur comportement asymptotique. Sans parler de robustesse dans ce contexte, on sait
depuis les travaux de Thomas et de Robert [Tho81) [Rob86, [Td90, Rob95| que ces
cycles sont les principaux responsables de la capacité des réseaux a admettre plu-
sieurs comportements asymptotiques stables et a osciller asymptotiquement, ce qui
en fait des éléments d’intérét de tout premier plan. Le chapitre qui vient s’intéresse a
ces cycles ainsi qu’a leurs intersections, en s’attachant notamment & leurs propriétés
combinatoires.



Chapitre 4

Comportements asymptotiques de
motifs « simples » d’interaction

Les résultats présentés dans ce chapitre sont tirés de [DNS10, [DENS11, [DEN"11,[DNS12]
et ont été donnés dans le chapitre 2 la thése de doctorat de Mathilde Noual [Noul2],
disponible sur http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00726560. En conséquence,
les démonstrations les plus longues ne sont pas présentées dans ce document, afin de ne
pas le surcharger.

es cycles d’automates booléens sont des objets mathématiques qui se trouvent, de-
L puis une trentaine d’années maintenant, au centre de nombreuses recherches en
bio-informatique théorique. Parmi les plus marquantes sur le sujet, on retrouve celles
de Thomas [Tho81l [TR8E, [Td90| et Robert [Rob86l Rob95|, qui ont mis en avant
I'importance de ces motifs d’interaction sur les comportements des réseaux, qu’ils
soient vus comme des objets purement théoriques ou comme des modéles de la régu-
lation biologique. Dans ses travaux, Robert a montré un premier résultat, qui précise
qu’un réseau d’automates sans cycle posséde un comportement trivial. En d’autres
termes, tous les réseaux dont le graphe d’interaction est un graphe acyclique admet
un unique comportement asymptotique, a savoir une configuration stable. La preuve
de ce résultat s’obtient facilement en utilisant par exemple une récurrence sur les
profondeurs successives des automates en partant des sources, et en montrant qu’a
chaque profondeur, les automates sources fixent le comportement des automates de
la profondeur suivante. Tous les automates se retrouvent donc asymptotiquement
a un état fixé. Les travaux de Thomas ont quant & eux mis en évidence des com-
portements plus fins induits par la présence des cycles, sous 'hypothése d’'un mode
de mise & jour asynchrone. Ils ont notamment souligné sous forme de conjectures
que les cycles positifs (resp. négatifs) sont nécessairement présents dans les graphes
d’interaction des réseaux admettant plusieurs comportements asymptotiques stables
(resp. des oscillations stables). Suite a cela, de nombreuses études se sont consa-
crées a la démonstration de plus en plus générale de ces conjectures dans des cadres
divers, comme le continu [PMO98| [Gou98, [Sno98, [CD02al [CD0O2b) [Soul3| et le dis-
cret JABLM™03, DAT*03, RC07, RRT08, RR08| [Ric10, RicII]. Un point intéressant
est que la deuxiéme conjecture de Thomas n’est pas valide dans tous les modes de
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mise & jour. En effet, un réseau contenant uniquement des cycles positifs peut ad-
mettre des oscillations stables lorsqu’il suit un mode de mise & jour bloc-séquentiel
par exemple, comme nous allons le voir dans ce chapitre. Au dela de ces conjectures,
des questions connexes ont suscité 'intérét comme celles liées & la caractérisation
combinatoire des comportements asymptotiques [ADG04b, [ADGO04al, [Ara08, [Ric09l
JLAT10, VCL11]. Etant donnée la difficulté des problémes sous-jacents dans le cadre
général, les résultats obtenus donnent des bornes de ces nombres.

Dans ce chapitre, en nous fondant sur le mode de mise & jour paralléleﬂ nous
prenons les cycles comme objets d’étude & part entiére et donnons une caractérisa-
tion combinatoire compléte des comportements qui peuvent en émerger dans le cadre
booléen. Nous élargissons 1’étude a leurs intersections tangentes et montrons qu’elles
tendent & diminuer le nombre des comportements asymptotiques provoqués par la
présence de cycles isolés. Avant de conclure, nous présentons des éléments de compa-
raison entre ces objets et donnons quelques éléments informels sur les intersections
de cycles plus complexes.

4.1 Concepts de base

Cette section fournit les principales définitions et notations propres aux cycles
d’automates booléens sur lesquelles se fonde ce chapitre. On y retrouve en particu-
lier des définitions dans la lignée de celles présentées dans la section [2.3] ainsi que
des concepts nouveaux, comme l'ordre d’un réseau, la simulation (théorique) entre
réseaux, la canonicité ou les degrés de liberté. Elle se termine par la définition de
certains éléments classiques de combinatoire.

4.1.1 Définitions et notations spécifiques

Architecture Tout graphe C),, = (V, A) tel que celui de la figure (a) est ap-
pelé cycle de longueur n. Dans ces graphes particuliers, ’ensemble des sommets est
assimilé & Z/nZ, de maniére que Vi,j € V, i+ j = (i + j) mod n. L’ensemble des
arcs A est alors défini par A = {(i,i+1) | i € V = Z/nZ}. Par ailleurs, tout graphe
Dy, = (V,A) de la méme forme que celui présenté dans la figure (b) est appelé
double-cycle. Un tel graphe contient |V| = n = £+ r — 1 sommets et est construit
sur la base de deux cycles Cy = (Vp, Ay) et Cp = (V;, 4;), tels que Vp = Z/lZ et
V,={0}u{l-1+i|i+0eZ/rZ}, qui se tangentent en le sommet 0. On note aussi
Dy, = Cyx C, et on appelle Cy et C,. les sous-cycles de Dy, (ces noms sont étendus
aux cycles booléens — cf. plus bas).

Fonction locale de transition Un réseau (d’automates booléens) ¢ (resp. Z)
dont architecture est un cycle (resp. un double-cycle) est appelé un cycle booléen
(resp. un double-cycle booléen). Dans un cycle booléen, on a :

VieZ/nZ, f;e{id, neg},

ouid:beBrbet neg:beBr— —b. En effet, les seules fonctions locales de transition
possibles dans ce cas sont les fonctions booléennes d’arité 1. Les fonctions locales de

1. Ce choix sera briévement discuté & la fin du chapitre. Le lecteur pourra trouver de plus amples
informations a ce sujet dans [Rob95), [Noul2].
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(a) (b)

FIGURE 4.1 - (a) Un cycle C,, = (V, A) = (Z/nZ,{(i,i+1) | i e V =Z/nZ}) et (b) un
double-cycle Dy, = Cy x C,.

transition des double-cycles booléens respectent également cette régle, excepté celle
de l'automate 0 qui est d’arité 2 (nous revenons sur ce point dans le paragraphe
suivant).

Monotonie et graphe signé Par hypothése de minimalité des réseaux, ’état
d’un automate ¢ € V de G ayant un unique voisin ne peut pas étre constant. La
fonction locale de transition d’un tel automate est donc nécessairement monotone.
Soit P = {ig,%1,...,ip} un chemin dans G. Le signe de P est donné par s(P) =
[To<k<p 5(ik,ix+1) et on parle de chemin positif (vesp. négatif) si s(P) = +1 (resp.
s(P) = -1). Autrement dit, un chemin est positif (resp. négatif) s’il contient un
nombre pair (resp. impair) d’arcs négatifs. Si P est sans intersection, c’est-a-dire que
VO < k <p, degi(ix) =1 et VO < k < p, degli(ix) = 1, on dit que P est un chemin
isolé (cf. figure . Pour de tels chemins, nous utilisons la notation suivante :

f[p,i]szOfp,lo...ofi. (4.1)

Afin d’illustrer ces notions, reprenons une nouvelle fois comme exemple les cycles et
double-cycles. Tout d’abord, remarquons qu’un réseau € = { f; };cz dont 'architecture
C, définit un chemin isolé positif (resp. négatif) de longueur n est un cycle booléen
positif (resp. négatif) et est symbolisé par €, (resp. €,,). Il satisfait notamment les
deux propriétés suivantes :

VieZ, fli,i+1]=id (resp. neg) et s(%)=s(Cy)=+1 (resp. —1). (4.2)

Si l'on souhaite qu'un réseau &, d’architecture Dy ,., soit monotone, il est nécessaire
de signer les arcs (£—1,0) et (n—1,0). Ce faisant, on définit respectivement le signe
gauche et le signe droit tels que s = s(Cy) € {—,+} et s’ = s(C;) € {-,+}. On utilise
alors .@Z ’f’ pour décrire les trois types de double-cycles : les double-cycles positifs
92;, les double-cycles négatifs 92’;_ et les double-cycles miztes 92;. Dés lors, il
n’existe que deux fonctions locales de transition possibles pour 'automate 0O :

fo(ze-t,2n-1) = f§(e1) o f§(2n1) (4.3)
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FIGURE 4.2 — Un chemin isolé arbitraire de longueur p.

ou ¢ € {V,A} et ol, en notant bool? s aj + bool(s(4,1) -sign(x;)), f§=bool) |, fi=
bool?_; € {id, neg}. Bien que 'automate 0 n’appartienne dans ce cas & aucun chemin
isolé, par analogie a 1’équation [4.1] on définit :

e Sl ] sii>jeV’
fli-g] _{fiofi—lo...ofgofg_lo...fj sii<jeVt’ (44)

et
- fli, 5] sii>jeV”
fli, 1" = . e (4.5)
fioficto...offofu1o...fj sii<jeV
Enfin, remarquons que s = — <= Vie V¢ f[i,i+1]’ =neget que s’ = — < Vie

V" fli,i+1]" = neg.

4.1.2 Ordre, simulation, canonicité et degrés de liberté
Ordre d’un réseau

Dans la suite, nous utilisons le terme systéme (d’un réseau) pour spécifier « un
réseau se comportant selon un graphe de transition ¢4 donné spécifique ». Dans un
réseau (et le systéme qui lui est associé) soumis & un mode de mise & jour détermi-
niste, les comportements asymptotiques sont des cycles simples de longueur p. Dans
ce cas précis, on préférera le terme période pour évoquer la longueur d’un cycle. Les
points fixes (resp. cycles limites) sont donc des comportements asymptotiques de
période p =1 (resp. p > 2). Tout comportement asymptotique a la forme suivante :

A0

Etant donné un comportement asymptotique de période p, on dit que tous les mul-
tiples de p sont aussi des périodes. Ainsi, si € B" est une configuration récurrente
appartenant 4 un comportement asymptotique de période p d’un réseau de taille n,
on dit que p est la période de z et de toute autre configuration y telle que y = F'(z),
t € N. Dans le schéma ci-dessus, p est appelée la période minimale du comportement
asymptotique. On note :

X (p) - {weB" | o= F(2)) (4.6)
I’ensemble des configurations de période p et

X(p) = |2 (p)l (4.7)

leur nombre. Ainsi, tout entier p tel que X(p) > 1 est une période du systéme étudié
et toute période minimale d’une configuration est une période minimale du systéme.
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FIGURE 4.3 — Deux chemins isolés de longueur 5 équivalents selon <.

Le plus petit entier w qui est une période commune a toutes les configurations récur-
rentes est ’ordre du systéme. Par conséquent, I’ensemble de toutes les configurations
récurrentes du systéme est 2 = 2 (w) de cardinal X(w). Nous disons que [’ordre
est atteint s’il est la période minimale d’au moins une configuration. Ainsi, si w =1,
alors il est forcément atteint et tous les comportements asymptotiques du systéme
sont des points fixes. Si w > 1, alors le systéme admet des cycles limites.

Soit ¢ : 2 x NJwN — 2" la fonction telle que p(x,t) = 2(t) = x(t mod w). Selon
¢, Porbite O, induit le comportement asymptotique de période minimale |O,| qui
contient x dans le graphe de transition. L’ordre d’un systéme s’exprime en fonction
des orbites des configurations récurrentes de la maniére suivante :

w=PPCM({|O4| | z€ Z7}).

Simulation

Ici, on introduit les relations qui ont trait au concept de simulation (théorique)
entre réseaux.

Définition 7. Soient Z et #' deux réseauxr distincts de tailles respectives n et n',
dont G = (V,A) et G' = (V', A") sont les graphes d’interaction. # simule %', ce
qu’on note >R’ si et seulement si le graphe de transition étiqueté 4' = (B™,T")
de #' est isomorphe a un sous-graphe étiqueté 4 = (B",T) de X#, a savoir :

B> R —
36:B” > BY YWV, Yz eB”, o Vo yeT' = ¢(z) 2> ¢(y) e T.

La relation de bisimulation est la cloture symétrique de la simulation et est notée par
1. On étend naturellement ces définitions aux comportements asymptotiques. Soit
Gasymp. €6 Dosymp. les sous-graphes respectifs de 4 et ¢’ induits par leurs configura-
tions récurrentes. On dit que # simule asymptotiquement %', et notons Z|> %' si
% symp. €st isomorphe & un sous-graphe de Zsymp.. On note [p<| la cloture symétrique
de |>, qu’on appelle bisimulation asymptotique.

Canonicité

Considérons deux réseaux Z et %' qui ont les mémes architectures (c’est-a-dire
les mémes graphes d’interaction), mais qui différent possiblement sur la place et
le nombre des arcs négatifs dans leurs chemins isolés sans différer sur les signes
des chemins isolés de longueur maximale. Dans ce cas, on dit que #Z et %’ sont
équivalents et l'on écrit Z = %' (cf. figure [1.3)). Dans [Noul2], Noual démontre le
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FIGURE 4.4 — Exemple de deux réseaux équivalents selon <. Celui de (a) n’est pas
canonique. Celui de (b) lest.

lemme 8| suivant, qui fait le lien entre la notion d’équivalence entre deux réseaux
selon = et leur capacité a se bisimuler. En d’autres termes, deux réseaux équivalents
selon = se comportent de maniére identique localement, excepté certains automates
qui se trouvent sur des chemins isolés et qui n’ont par conséquent aucun impact en
dehors de ce chemin.

Lemme 8. Soit Z et Z' deuz réseaux. Alors :
R =R — B<A .

A partir de la relation =, nous dérivons la notion de canonicité. La figure
fournit un exemple afin d’illustrer cette notion.

Définition 8. Un réseau % est canonique si tous ses chemins isolés de longueur
maximale P = (ig,...,ig,...,i¢) possédent un unique signe négatif, qui se trouve sur
le dernier arc, tel que :

VO< k<t s(ig-1,ix)=+1 et s(ig_1,i0) = s(P).

Degrés de liberté

Dans la suite du document, nous faisons référence aux degrés de liberté des ré-
seaux. Le concept de degrés de liberté permet de considérer la capacité d’un réseau a
se comporter différemment. Nous nous contentons ici de comprendre les degrés de li-
berté d’un réseau comme le nombre de comportements asymptotiques différents qu’il
peut atteindre. Cette notion est assez proche de la notion plus locale d’instabilité des
configurations en ce sens qu’elle est I’analogue au niveau du réseau de u(x) = |U(z)|
qui se place au niveau des configurations. Par ailleurs, notons que si un systéme asso-
cié & un réseau posséde un certain degré de liberté d, alors le réseau a nécessairement
un degré de liberté au moins égal.

Evidemment, cette notion de degrés de liberté mériterait un réel travail que nous
n’avons pour le moment que commencé & aborder. Avant de penser a considérer
les comportements transitoires, un grand nombre de critéres pourraient étre pris en
compte au niveau asymptotique pour affiner la mesure. Péle-méle, on peut penser
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a la possibilité de cycler, au nombre de tailles (périodes) différentes des comporte-
ments asymptotiques, aux probabilités de ne rencontrer que peu souvent telle ou
telle configuration (dans le cas de systémes dynamiques stochastiques), a la capacité
de cycler avec de grandes périodes (dans le cas des systémes dynamiques détermi-
nistes), induisant de nombreux automates qui deviennent instables successivement
et qui transmettent leur instabilité de proche en proche. ..

4.1.3 Formule d’inversion de Mobius et indicatrice d’Euler

Considérons la fonction 11:7n € N —~ 1 ainsi que la convolution de Dirichlet, notée
% [Apo76]. ¥ est lopérateur binaire qui, étant données deux fonctions f et g, se
définit comme :

fegineN" =Y f(p)-g(n/p).
pin

L’ensemble des fonctions arithmétiques avec ’addition point & point et la convolution
de Dirichlet est un anneau commutatif. L’identité par la multiplication de cet anneau
est la fonction 0§ : N* — N* | définie par §(1) =1 and Vn > 1, 6(n) = 0.

L’inverse de la fonction 1 pour la convolution de Dirichlet est la fonction de
Mobius p, définie par :

0  sin est sans facteur carré parfait
w:neN" <1 sin>0aun nombre pair de facteurs premiers

-1 sin>0 aun nombre impair de facteurs premiers

Sin= Hf:o p;, ot les p; sont des nombres premiers distincts, alors p(n) = (=1).
Dans notre contexte, cette fonction présente de l'intérét au travers de la formule
d’inversion de Mdbius qui est obtenue & partir de 1l v¢ = & et