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Résumé

Dans ce dossier je présente ’ensemble des travaux de recherche que j’ai réalisés
pendant les années 2007-2012. Depuis ma these doctorale (soutenue le 11 décembre
2006), mes travaux de recherche portent sur les risques de crédit et d’informations
asymétriques, qui peuvent étre classifiés dans les quatre thémes suivants : approche
de densité dans la modélisation de défaut, optimisation de portefeuille avec les risques
de contrepartie et de contagion, risque d’informations asymétriques sur le défaut,
et méthode de Stein. Les études de ces problemes font intervenir de différentes
théories mathématiques, comme par exemple grossissements de filtrations, controle
stochastique, méthodes numériques probabilistes, et conduisent & des questions
mathématiques intéressantes, souvent subtiles. Parmi ces sujets, certains sont issus
des motivations d’actualité financiere et peuvent avoir des applications dans la
pratique ; d’autres sont des probléemes mathématiques inspirés par la finance mais
qui ont un caractere théorique.

L’ensemble de ces travaux donne lieu aux publications et prépublications comme
ci-dessous.
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CHAPITRE 1

MODELISATION DU RISQUE DE CREDIT

Le risque de crédit au sens classique désigne le risque qu’un particulier ou une
entreprise ne rembourse pas sa dette a ’échéance. Du point de vue de mathématiques
financieres, cette expression peut porter un sens plus large. Elle peut désigner le risque
de défaut d’une entreprise, le risque de contagion dans une crise financiere, ou le risque
lié & un changement brutal de la valeur d’un portefeuille d’actifs, conséquence d’un
événement qui n’est pas nécessairement issu de 'activité de transactions financieres
(comme transition de catégorie dans une note de crédit, catastrophe naturelle, fraude
etc.). Un point commun de ces risques est que les flux de prix des produits financiers
avant 1’événement de contrepartie ne donnent pas toutes les informations du risque
de crédit. Il y a deux approches importantes dans la littérature classique : modeles
structurels et ceux de forme réduite. Dans I’approche structurelle initialement due
a Merton [73] et généralisée par Black et Cox [11], le temps de défaut est modélisé
comme le premier passage d’un processus stochastique par une barriere. Le proces-
sus peut étre la valeur d’'un actif, le flux de cash d’une entreprise, ou encore une
combinaison des valeurs disponibles dans le marché financier qui sont sensibles a des
événements de contrepartie. La barriere est une constante dans [73, 11]. On peut
étendre ce modele au cas ol la barrieére est une variable aléatoire (voir par exemple le
travail de Lando [68]), faisant un lien avec l’approche de forme réduit, on on décrit
le temps de défaut comme un temps de saut d’un processus ponctuel et modélise di-
rectement les quantités figurant dans la formule d’évaluation des produits financiers
liés au risque de crédit, comme notamment le processus d’intensité. Cette approche
est plus utilisée en pratique car elle est plus facilement adaptée aux données réelles
du marché. Les recherches dans cette direction contiennent par exemple les modeles
d’intensité en lien avec les taux d’intérét comme [23, 80], et les travaux de Bieleki,
Jeanblanc et Rutkowski [56, 10, 9] oli on utilise la théorie de grossissement progres-
sif de filtrations (cf. [57, 58, 72]) & étudier le risque de crédit dans un contexte tres
général.
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Dans la littérature concernant ces deux approches de modélisation, beaucoup
de travaux portent sur les études “avant-défaut”, c’est-a-dire conditionnées aux
événements ou le défaut n’a pas eu lieu. Cependant, dans 1’étude des risques de
contrepartie et de contagion et dans la modélisation des risques liés aux plusieurs
agents défautables, il est essentiel d’analyser 'impact, éventuellement de long-terme,
du défaut d’un agent sur le reste du marché. Les approches classiques ne sont pas
adéquates pour ces problemes car elles imposent des contraintes restrictives sur ce qui
se passe apres un événement de défaut. Dans une série de travaux en collaboration
avec N. El Karoui et M. Jeanblanc [27, 28, 29], nous avons proposé une nouvelle
approche de modélisation basée sur la distribution conditionnelle du temps de défaut
T par rapport & une filtration de référence F = (F3):>0 qui représente les informations
du marché qui ne sont pas directement liées a I’événement de défaut. L’approche de
densité s’adapte naturellement dans le cadre de la théorie de grossissement progressif
de filtrations en mettant 'accent sur I’ensemble “apres-défaut”.

La transaction des produits dérivés de crédit sophistiqués en portefeuille demande
une étude des risques liés a plusieurs événements de défaut. La modélisation de la
structure de corrélation entre les événements de défaut est un sujet important pour le
risque de crédit & multi-noms. On renvoie les lecteurs dans [35] pour un survol. Parmi
de nombreux travaux dans la littérature, les modeles top-down comme ceux dans [81,
25, 8, 41, 69] étudient les défauts successifs et les pertes correspondantes. L’approche
de densité s’étend naturellement aux plusieurs défauts, dont le cadre général contient
au méme temps les modeles “bottom-up” pour les défauts non-ordonnés et les modeles
“top-down” pour le cas ordonné. L’idée dans [29] est la suivante : si on essaie d’adapter
la méthode d’intensité dans le cas de plusieurs défauts, la difficulté majeure est que
les produits financiers & considérer peuvent continuer & exister apres un ou plusieurs
défaut, tandis qu’un modele d’intensité ne fournit pas assez d’information concernant
le comportement apres défaut (méme si on considére un seul temps de défaut), sauf
si hypothese d’immersion est vérifiée. Notre approche consiste a utiliser la loi et la
densité conditionnelle du vecteur des temps de défaut par rapport a la filtration de
référence F, qui est une généralisation naturelle de [27]. La construction des modéles
explicites est traitée dans les travaux [29, 13| que je présenterai dans §1.2.

1.1. Cas d’un seul défaut

On considere dans ce paragraphe le probleme de modélisation d’un marché finan-
cier qui contient le risque de défaut d’un actif. Dans ce cadre, on peut déja observer les
idées importantes dans notre approche de modélisation et ses liens avec les modeles
classiques. Intuitivement, 'information du défaut de ’actif peut conduire a des modi-
fications brutales des valeurs des produits financiers dans le marché, et donc I’'étude
de la filtration du marché est souvent plus compliquée que celle dans les probléemes
classiques.
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Soient (€2,.4,P) un espace de probabilité complet qui modélise le marché financier
et F = (Fi)i>0 une filtration de A qui décrit les informations générales du marché qui
ne sont pas directement liées a I’événement de défaut. On suppose que la filtration F
satisfait aux conditions habituelles (continue & droite et compléte). Dans la pratique,
la filtration F est souvent supposée étre engendrée par un mouvement brownien ou un
processus de Lévy (éventuellement multi-dimensionnels). On désigne par 7 le temps
de défaut de l'actif, qui est une variable aléatoire strictement positive. L’observation
a linstant ¢ de défaut-ou-non de I'actif est modélisée par la tribu o(7 At). On désigne
par D = (D;);>0 la filtration (o(7 A t))i>0 rendue usuelle. L’information du marché
est alors modélisée par la filtration G = (G;):>0, le grossissement progressif de F
par D. En d’autres termes, on a G, = F; V D; pour tout ¢ > 0. Il s’avere que,
une fois connaitre la distribution conditionnelle du temps de défaut par rapport a
la filtration F (qui est un processus en mesures aléatoires), I’évaluation des produits
financiers ne repose que sur le calcul stochastique par rapport a la filtration F. Cette
méthode nous donne des souplesses a appliquer des divers outils de mathématiques
financiéres (optimisation, représentation des martingales, etc). Les études classiques
sont principalement effectuées sur ’ensemble “avant-défaut” {t < 7}, on s’intéresse
également & celui “aprés-défaut” {t > 7}.

La théorie de grossissement de filtrations (cf. [58, lemme 4.4]) donne des liens
explicites entre les processus F et G-adaptés (resp. prévisibles). En effet, tout processus
G-adapté X s’écrit sous la forme

(1.1) Xy = X ooy + X (7)1 <4y, t>0,

ot X est un processus F-adapté et X*(-) est un processus F @ B(R )-adapté, B(R.)
étant la tribu borélienne de R,. De fagon similaire, tout processus G-prévisible Y
s’écrit sous la forme

(1.2) Y, = Yoy + Y (D, 20,

ot1 Y9 est un processus F-prévisible et Y;(+) est une fonction P(F)® B(R, )-mesurable,
P(FF) étant la tribu prévisible de la filtration F.

On étudie d’abord les lois conditionnelles de défaut par rapport aux différentes
filtrations. Pour tout ¢ > 0, on désigne par u¥ la loi conditionnelle de T par rapport
a la tribu G;. C’est une G;-mesure aléatoire. Par définition, l'intégrale d’une fonction
borélienne bornée ou positive f par rapport & u® est I'espérance conditionnelle de
f(7) par rapport a la tribu G;. En outre, la famille de variables aléatoires ([ f duf);>o
définit une G-martingale. On peut ainsi considérer (1f);>o comme une G-martingale
en mesures aléatoires. De fagon similaire, on désigne par uf la loi conditionnelle de 7
par rapport & F;. On peut établir un lien explicite entre les mesures aléatoires (sur
Ry) ug et pg :

o (Tgrsgy - du)

1.3 pf(du) = 220 e o+ I e b (du
( ) t( ) M]f(]l{r>t}) {r>t} {r<t} ( )
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ou 0, est la mesure de Dirac en 7.

Pour calculer les espérances conditionnelles par rapport a Gy, il est utile d’étendre
¢¥ en une Fi-mesure aléatoire sur I'espace mesurable (2 x Ry, F; @ B(R..)) qui envoie
toute fonction positive F; @ B(R; )-mesurable Z;(-) en

/R Z,(x) 1 (dz) = E[Z(7) | Fi).

Par abus de langage, on utilise encore I’expression i pour désigner la mesure aléatoire

étendue. En outre, si Y;(+) est une fonction F; ® B(R, )-mesurable sur 2 x Ry qui est

positive ou bornée, on désigne par ul (Y;(x) - dr) la mesure aléatoire telle que
[z i) - do)i= [ Zo)Yita) i o)

Avec ces notations, nous avons établi le résultat suivant.

Théoréme 1.1.1. — Soit T > 0 un nombre réel qui désigne la maturité. Pour toute
fonction Fr @ B(R,)-mesurable Yr(-) qui est positive ou bornée, on a*)

E[f (Yr(x) - da) | F
(1.4) EP[YT(THQt]:/ il TI(F ) do)| ]
]R+ /‘Lt (dl’)
ot le quotient désigne la dérivée au sens de Radon-Nikodym de deuzx F-mesures
aléatoires sur l’espace mesurable (2 x Ry, F, @ B(R4)).

dpf

7

Ce résultat montre que, pour évaluer les prix des produits dérivés sensibles au risque
de contrepartie en 7, il suffit de modéliser la loi conditionnelle du temps aléatoire par
rapport a la filtration F, qui est en général plus simple que celle par rapport a la
filtration G. Dans les sous-paragraphes qui suivent, on présente les roles joués par
ce théoreme dans différents contextes, ainsi que la comparaison avec des approches
classiques.

1.1.1. Hypothese de densité. — Dans la littérature classique, il est standard
de ramener I'étude du G-compensateur du processus de défaut (Ij;<¢y)i>0 2 la
décomposition Doob-Meyer de la F-surmartingale de survie (P(7 > ¢ | F;))¢>0. Basée
sur cette idée, la modélisation de la F-intensité de défaut est fréquente dans I’étude du
risque de crédit, et est particulierement commode lorsque le produit dérivé considéré
s’arréte a l'instant de défaut 7. Rappelons que la G-intensité de 7 est par définition
le processus G-adapté A® tel que (Mgr<y — fot ACds,t > 0) soit une G-martingale.
On peut montrer que, si la G-intensité existe, alors il existe un processus F-adapté
AF tel que AP = ]1{t<7})\f. Le processus A est appelé la F-intensité de 7. Cependant,
la F-intensité donne peu d’information sur les impacts de I’événement de défaut sur
la filtration F apres le temps de défaut, sauf si certaines hypotheses d’indépendance

1. Ici on a aussi étendu 4§ en une mesure aléatoire sur (Q x Ry, F; @ B(R+)) de fagon naturelle,
comme ce que I’on avait fait pour uj.
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conditionnelle sont exigées. Ainsi ce genre de modeles ne sont pas suffisants pour
étudier les produits dérivés qui continuent & exister apres le moment de défaut.

Pour surmonter cette difficulté, nous avons proposé dans [27] lapproche de F-
densité comme une alternative pour la F-intensité. Cette approche s’adapte naturel-
lement dans le cadre de mesure aléatoire présenté plus haut. Remarquons que dans
les modeles de taux d’intérét, ’approche de densité est aussi adopté par Brody et
Hughston [16]. On suppose que le temps de défaut 7 vérifie I’hypothése de densité,
c’est-a-dire que la loi conditionnelle de 7 par rapport & F; admet une densité par
rapport a la mesure de Lebesgue. Autrement dit, il existe une famille de fonctions
Fi @ B(R;)-mesurables (w, §) — a(0) telles que

On peut distinguer les densités conditionnelles pour t < 6, dites “avant-défaut” et
celles pour t > 0, dites “apres-défaut”. En effet, il existe un lien étroit entre la
densité avant-défaut et la F-intensité, tandis que la densité apres-défaut joue un role
particulierement important sur ’étude du marché apres 1’événement de défaut.

L’existence de F-intensité est vérifiée sous '’hypothese de densité, et dans ce cas-la
la F-intensité peut étre calculée explicitement comme

(673 (t) - Qg (t)

AP — =
t Sy ft°° ay(0) do

ol S est la surmartingale d’Azéma (S, = P(7 > t|]:t))f,>o' En particulier, I'intensité
ne dépend que de la partie avant-défaut des densités conditionnelles. Inversement,
pour tout # > t, la densité conditionnelle avant-défaut est donnée par la relation
ai(0) = E[Ny|F,]. Cependant, la densité aprés-défaut ne peut pas étre déduite de
lintensité sans hypothese complémentaire (voir [37]).

Sous I'hypothése de densité, la mesure aléatoire ui s’écrit comme pf(dz) =
at(z)dz. En particulier, 'espérance conditionnelle (1.4) admet une forme explicite
comme la suite.

Proposition 1.1.2. — Sous l'hypothése de densité, pour toute fonction FrRB(R,)-
mesurable Yy () qui est positive ou bornée, on a

[ EYr(0)ar(0)|F] d8 E[Yr(0)ar(9)|F;

(1.6) E[Yr(r)|Gi] = S Iirsn + e ] o L,

ou Sy est la probabilité conditionnelle de survie P(T > t|F;).

La surmartingale S admet une décomposition de Doob-Meyer multiplicative de
la forme S; = exp(— fot A'ds)L; ot L est une F-martingale locale. Sous I’hypothese
d’immersion (appelée aussi ’hypothese (H) dans la littérature) qui assume que toute
F-martingale est une G-martingale, le processus S est décroissante, et donc on a
L = 1. L’hypothése d’immersion implique aussi que a;(0) = ay(f) pour tout t > 6.
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En particulier, par (1.6) on a

E[Yr(T)|G) 1<y = EYT(0)|F|p_ Dir<iy-

Cette formule sur I’ensemble {7 < t} ignore complétement la loi conditionnelle de
7. Ainsi, 'hypothese d’immersion, qui est souvent supposée dans les études avant-
défaut, devient inadéquate pour analyser I'impact d’'un défaut sur un produit dérivé
qui continue & exister apres le défaut.

1.1.2. Caractérisation des martingales. — En mathématiques financieres,
les propriétés de martingale jouent un role essentiel pour 1’évaluation des produits
dérivés et la couverture. Dans ce sous-paragraphe, on discute la caractérisation des
G-martingales en termes des F-martingales.

Soit Y une G-martingale qui se décompose sous la forme

Yo =Y iron + Y (1)1 <0

Comme 7 est un G-temps d’arrét, on peut écrire Y comme la somme de deux mar-
tingales dont 1'une est arrétée en 7 et 'autre commence en 7 :

Yi = Yinr + (Vi = Yo) ey = Y24 4 v

o VP = YOl + Y2HT)Ir<py et Y24 = (VH(7) — Y2 (7))1{;<y. Inversement,
étant donnés deux processus Y9 et Y1(-) qui sont F-adapté et F @ B(R,)-adapté
respectivement, il est naturel de se demander sous quelles conditions les processus
YPd et Y24 deviennent des G-martingales (ou de fagon équivalente, le processus Y
devient une G-martingale). Nous avons établi le résultat suivant (cf. [27, propositions
5.1 et 5.5))

Théoréme 1.1.3. — Soient Y° et Y'(-) deux processus qui sont F-adapté et F @
B(R,)-adapté respectivement.

(1) Le processus G-adapté Y 4 est une G-martingale (locale) si et seulement si le
processus F-adapté (Y2S; + fot Y} (s)as(s)ds)i>o est une F-martingale (locale),
ou de fagon équivalente, (LY, + fg(Ysl(s) — YAl ds)i>o est une F-martingale
(locale).

(2) Le processus G-adapté Y4 est une G-martingale (locale) si et seulement si, pour
tout 0 > 0, le processus F-adapté (Y, (0)ai(0))i>o est une F-martingale (locale).

Un des éléments importants de la démonstration est de montrer que, sous I’hy-
pothese de densité, toute F-martingale est une G-semimartingale. C’est un analogue
d’un résultat classique de Jacod [52, théoreme 2.1] en théorie de grossissement ini-
tial de filtrations (voir aussi [55]). En outre, toute F-martingale Y¥ (qui est une
G-semimartingale) se décompose sous la forme YF = M® + A® ot MC est une G-
martingale et A® est un un processus G-adapté de variation finie. On peut exprimer
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explicitement le processus (AY = Ay 1,54y + Ai(T) 17 <4))i>0 comme

_ [V S _ FA{YT, a(6))u
At—/o S, s At(e)—A9+A au(a) .

Ces formules sont utiles dans la démonstration du théoreme précédent.

1.1.3. Changement de probabilités. — On discute maintenant le probleme
de changement de probabilités sous 'hypothese de densité. Comme dans le sous-
paragraphe précédent, on suppose que 7 admet une famille de densités conditionnelles
(a(+))t>0 par rapport a la filtration F sous la probabilité P. Soit Q une mesure de
probabilité équivalente a P dont la dérivée de Radon-Nikodym par rapport a P sur
G; est donnée par une variable aléatoire Gi-mesurable Q¥ = Qelgrsy + (7)) Mr<4y
Le processus Q€ est une G-martingale avec Qg’ = 1. D’apres le théoreme 1.1.3, on
obtient que le processus (q:S: + fot gs(s)as(s)ds)i>o est une F-martingale et que
(Y2(0)ay(0))1>9 est une F-martingale pour tout 6 > 0.

L’hypothese de densité pour le temps aléatoire 7 est encore vérifiée sous la nouvelle
probabilité Q. La densité a@ de 7 conditionnellement  la filtration F est donnée par
les formules suivantes

(1.7) a2(0) = oy () qgﬁ), t>0,
(18) 02(6) = Egla(0)|F) = C%Ep[aewm(en, t<0,

ot QF est I'espérance conditionnelle de Q¥ par rapport & F; :

t
ItF = EIP’[Q(?LFA = ¢S5 +/ qi(u) oy (u)du.
0

La F-intensité de défaut sous la probabilité Q est

et
et la surmartingale d’Azéma de survie devient S¢ = ¢S/QF.

Le changement de probabilités est un outil important dans la modélisation de la
densité conditionnelle. Avec cette méthode, on peut systématiquement proposer des
modeles de F-densité conditionnelle & partir d’'un modele qui est relativement simple.
On peut commencer par un modele standard d’intensité (e.g. le modele de Cox) ou
I’hypothese d’immersion est satisfaite sous la probabilité initiale P. On cherche a
construire une nouvelle mesure de probabilité QQ équivalente a P et qui coincide avec
P sur la tribu G,. Ce changement de probabilités ne modifie pas la partie avant-défaut
du modele : la F-intensité A\F ainsi que la densité avant-défaut oy (6), t < @ restent
inchangées. Cela est possible en prenant la dérivée de Radon-Nikodym de la forme

Qf = 1oy + (7)<
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ou (qi(0),t > 0) est une famille de (P, F)-martingales positives telles que gg(0) = 1
pour tout 6 > 0. Par ailleurs, les processus (S;/S2,t > 0) et (a2(0)S,/SE,t > 6)
sont des (P,F)-martingales. En revanche, la propriété d’immersion n’est plus
nécessairement conservée sous la nouvelle probabilité @, comme indiqué par Kusuoka
[67].

D’autres exemples de changement de probabilités dans la modélisation de densité
conditionnelle seront présentés plus loin dans §1.2.2.

1.2. Modélisation explicite de densité de défaut

Dans ce paragraphe, on présente des modeles explicites pour la famille de densité
conditionnelle d'un temps aléatoire 7 par rapport a une filtration de référence F.
On suppose en outre que Fy est la tribu triviale. Le but est de trouver des criteres
d’existence et des exemples d’une famille de (P, F)-martingales positives «(-) indexée
par R de sorte que, pour tout ¢, > 0, le processus S¢(6) := feoc oy (u) du s’identifie
a la (PP, F)-probabilité conditionnelle () de survie relativement & 6. Une observation
immeédiate est que, pour tout t > 0, on a

(1.9) /000 ar(u)du=1, p.s.

Bien qu’il est facile de trouver des familles de martingales positives, il est plus difficile
d’en construire une qui vérifie cette condition & partir d’une famille 5(-) de martingales
positives données. Une facon naive d’assurer la condition (1.9) est d’effectuer un
procédé de normalisation en prenant

x
:700@( ) s
fo Be(u) du
Cependant, le processus a(x) ainsi obtenu n’est pas une martingale en général. Cela
montre que la modélisation des densités en martingales est un probleme délicat.
On peut aussi considérer le probleme de modélisation des densités conditionnelles

ot (z)

en plusieurs variables. Autrement dit, on cherche & construire une famille de martin-

gales () paramétrée par R” (ot n € N, n > 1) telle que [, ay(x) dz = 1 p.s. quel
+

que soit ¢ > 0.

1.2.1. Densité dans le modéle de Cox généralisé. — Dans 'approche struc-
turelle, le temps aléatoire 7 est le premier temps de passage d’un processus F-adapté
I" par une barriere © :

(1.10) T:=inf{t>0:T; >0}
ou la barriere © est constante dans des modeles classiques. Par conséquent, 7 est un

F-temps d’arrét, et donc la loi conditionnelle de 7 n’admet pas de densité par rapport

2. Autrement dit, on a S¢(0) = P(7 > 0| F;) p-s. quels que soient ¢ et 6 positifs.
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a la mesure de Lebesgue car P(7 > 0| F;) = I~y pour 6 < t. Ainsi il faut introduire
une barriere aléatoire afin de retrouver un temps de passage qui admet des densités
conditionnelles.

Dans le modele de Cox [68], T est un processus croissant, continu & droite et F-
adapté, la barriere © est une variable aléatoire qui est indépendante de F. On désigne
par Go la loi de probabilité de survie de 0, i.e., Gg(t) = P(© > t). Par définition, on
a

P(T > Hlft) = G@(Fg) = ]P)(T > 0|]:oo)
pour # < t. Donc ’hypothése d’immersion est vérifiée pour le grossissement progressif
de F par 7 sous la probabilité P.

Dans le cas ou le processus I' est absolument continu par rapport a la mesure
de Lebesgue et la fonction Gg est contintiment différentiable, la variable aléatoire 7
admet une densité conditionnelle a par rapport a F. On a

ar(0) = ap(0) = —=Go(T'g) 70

pour 0 < 6 <t, ou 7 est la dérivée de Radon-Nikodym de I' par rapport a la mesure
de Lebesgue. Pour 6 > t, on a

a:(0) = Elag(0) | 2] = —E[Ge(Ta)ve | F2l.

On peut généraliser ce résultat dans un modele ou la barriere n’est pas
nécessairement indépendante de F : un temps aléatoire 7 induit par une barriere ©
ayant une densité conditionnelle par rapport a F vérifie I’hypothese de densité.

Proposition 1.2.1. — On suppose qu’il existe une famille p,(-) de fonctions F; ®
B(R4)-mesurables (t > 0) telle que

Go(0) =P(O>0|F) = /:Opt(u) du.

On suppose en outre que le processus I' est absolument continu par rapport & la mesure
de Lebesgue et que 7y est la densité correspondante, i.e. I'y = fot vs ds pour tout t > 0.
Alors le temps aléatoire T défini dans (1.10) admet une densité conditionnelle o(-)
par rapport a F qui vérifie la relation

at(0) = v9p:(Ty)  pour 6 < t.

1.2.2. Changement de probabilités. — Le changement de probabilités peut étre
utilisé & construire des modeles explicites de la densité conditionnelle.

On commence par une variable aléatoire 7 qui est indépendante de la filtration F
sous la probabilité initiale P, donc la densité conditionnelle de 7 & F est déterministe.
Par un changement de probabilités on peut introduire une corrélation non-triviale
entre 7 et F. Ainsi la densité conditionnelle de 7 sous la nouvelle probabilité est une
F-martingale non-triviale. On suppose que la loi de 7 admet une densité o par rapport
4 la mesure de Lebesgue. En d’autres termes, P(1 > 0| F;) =P(7 > 0) = [;* ag(u) du
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quels que soient ¢ et @ dans R;. On désigne par F™ = (F] ;>0 le grossissement initial
de la filtration F par 7, défini comme F] = F; V o (7).

Soit B(+) une famille de (P, F)-martingales positives paramétrés par R telle que
Bo(u) = 1 quel que soit u > 0. Comme 7 est indépendant de FF, on obtient que 3(7)
est une (P,F7)-martingale. On définit une nouvelle mesure de probabilité Q sur F7,
de sorte que

dQ .

i Be(T) pes.sur Fy.
Comme la filtration F est contenue dans F™, on peut calculer la densité m; de Q par
rapport & P sur Fy : my = E[By(7) | F] = [, Be(w)ao(u) du. La formule de Bayes

montre alors que

1
B B 7

pour tout sous-ensemble borélien B de Ry. On en déduit le résultat suivant.

Elf epyBe(r) | Fi] = mit /B Bi(u)ao(w) du

Proposition 1.2.2. — Soit T une variable aléatoire positive indépendante de F, qui
admet o (-) comme la densité de sa loi de probabilité. Soit Q une mesure de probabilité
équivalente 4 P sur Foo V o(7) dont la dérivée de Radon-Nikodym par rapport ¢ P est
égale a Bi(1) sur Ff (t > 0). Alors le (Q,F)-processus de densité de T est donné par
la formule

_ Alwao(w)
fR+ Be(u) oo (u)du’

(1.11) ) t>0.

Comme So(u) = 1 pour tout u € R, on obtient o (-) = ag(-). Donc la loi de 7 reste
inchangée dans le passage de P a Q.

1.2.3. Méthode de Filtrage. — Le changement de probabilités figure aussi dans
la méthode de filtrage comme dans Kallianpur et Striebel [62] par construire des
modeles explicites de densité.

Soient W un P-mouvement brownien indépendante de 7 dont la loi admet une
densité ag(-) par rapport & la mesure de Lebesgue. On considére un processus d’ob-
servation, la solution d’une équation différentielle stochastique de la forme

(1.12) aY; = a(t, Yy, 7) dt + b(t, Y;) AW,

ou les fonctions a et b sont suffisamment régulieres de sorte que (1.12) admette des
solutions et ou b ne s’annule pas. La filtration F est engendrée par Y. L’idée consiste
a construire une mesure de probabilité QQ sous laquelle 7 est indépendante de F. A
I’aide de cette probabilité auxiliaire, on peut calculer la F-densité conditionnelle de 7
sous la probabilité initiale P.

On introduit également une filtration auxiliaire H = (H;)¢>0 le grossissement initial
de la filtration de W par la variable aléatoire 7. Comme 7 est indépendante de W, on
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obtient que W est une (P, H)-mouvement brownien. Soit p(7) la P-martingale locale,
solution de I’équation différentielle stochastique

dpi(7) = pe(T)oe(T) AWy, po(7) =1,
ou 0¢(1) = —a(t, Yy, 7)/b(t,Y:). De fagon plus directe, on définit

pi(u) = exp ( /0 o)W, /O t Us(u)Qdu)

pour tout u > 0 et on suppose que p(-) est une famille de (P, H)-martingales (en
supposant par exemple la condition Novikov sur o(-)). Par conséquent, p(7) est une
(P, H))-martingale. On introduit une mesure de probabilité Q telle que dQ = p;(7) dP
sur H;. D’apres le théoréeme de Girsanov, le processus W défini comme

— 1
= - = v >
th th O't(T)dt b(t,Y})d ts t_O

est un (Q, H)-mouvement brownien, d’out W est indépendant de 7 sous la probabilité
Q N

On suppose dans la suite que la filtration engendrée par W s’identifie a F. Cette
condition est vérifiée notamment lorsque I’équation différentielle stochastique dY; =
b(t,Y:) dW, admet une solution forte (cela est vrai si par exemple la fonction b est
Lipschitzienne & croissance linéaire). Soit S(+) := p(-)~1. Il s’avére que, pour tout
u > 0, B(u) est la solution de 1’équation différentielle stochastique

dBi(u) = =Be(u)o(t,u) dw,, Bo(u) = 1.
La variable aléatoire (;(u) est aussi la dérivée de Radon-Nikodym dP/dQ sur F;.
D’apres la proposition 1.2.2, on a

ao(u)Be(u) d

my

ot my = [, aig(u)Be(w) du. Soit a(-) = ag(-)3(-)/m. Par la formule d’It6, on a
_ G/(t, }/h ’U,) at

doy(u) = at(u)( A7

ot a; = Egla(t,Vs,7)|F] = [~ a(t,Ys, u)au(u)du et B est le (P,F)-mouvement
brownien défini par

P(r e du| F) =

Uu,

) aB,

a(t, Y, 7) n
B; = — .
4B = Wi+ (G655~ ) &

On résume ce résultat dans la proposition suivante.

Proposition 1.2.3. — On suppose que, sous la probabilité P, la loi de T admet une
densité ag(-) par rapport & la mesure de Lebesque, et que T est indépendante du mou-
vement brownien W. Si le processus d’observation Y vérifie [’équation

AY, = a(t,Yy, 7) dt + b(t, Y;) AW,
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alors la (P, F)-densité conditionnelle de T est

ay(u) = 040(“)5:&(“)7
my
ou
Bi(u) = exp (/t MdYs - I/t st), my = /OO Be(u)ap(u) du.
o b(s,Ys)? 2Jo b(s,Y5)? 0
1.2.4. Intensité forward via les champs aléatoires. — Dans ce sous-

paragraphe, on présente un modele ou la densité peut inclure des sauts pour
analyser 'impact des changements brutaux de qualité de crédit sur le pricing des
produits dérivés. On adopte un modele similaire au modele HIM (cf. [46]) et on
modélise 'intensité forward de défaut en utilisant les champs aléatoires qui ont été
utilisés pour modéliser la courbe de taux d’intérét dans la littérature (cf. [64, 1]).

On désigne par S(+) la famille de probabilités conditionnelles de survie de 7 : S¢(6) =
P(r > 6| F), t,0 > 0. On dit que 7 admet une intensité forward si, pour tout ¢ > 0, il
existe une fonction F; ® B(Ry)-mesurable A (+) telle que S;(0) = exp(— foe At (u) du)
quel que soit 6 > 0. Il s’avere que le temps aléatoire 7 admet une (P, F)-intensité
forward si et seulement s’il admet une (P,F)-densité conditionnelle. En outre, dans
le cas ou ces conditions sont satisfaites, la (P, F)-densité conditionnelle «(-) vérifie la
relation oy (6) = S¢(0)A+(0) pour tous t et § dans Ry. Donc pour la modélisation de
la densité conditionnelle, on peut commencer par celle de I'intensité forward.

Modélisation. — On modélise l'intensité forward A(-) de 7 par un champs aléatoire
sur Ry xR? qui est une combinaison d’un champs aléatoire gaussien Y et une mesure
aléatoire de Poisson compensée Y indépendante de Y& :

(113)  dA(0) = pu6) dt + /R (0,6 YO (dt,de) + /R (6,6 Y (dr,de).

On suppose que la structure de covariance de Y est donnée par une mesure de
noyau c sur R? dont la restriction & R%\ {0} admet une densité par rapport & la mesure
de Lebesgue et telle que ¢({0}) > 0. En d’autres termes, pour tout (¢1, ¢2) € C5° (R4 ¥
RY)2, on a E[Y9(1)YC(g2)] =[5 Jpaa @1t E1)2(t, E2)c(&1 — &2) dE1dEadt, ot par
abus de langage, ¢(£; — &) d¢;dé, désigne la mesure sur R? x R? I'image inverse ()
de la mesure ¢ par I'application R? x R? — R? qui envoie (£;,&) en & — &. Soient
F¢ = (F¥)i>0 la filtration engendrée par o(Y9([0,u] x A), u < t, A € By(R?)),
t > 0, ou By(R?) désigne I'ensemble des parties boréliennes bornées de R?, et P la
tribu de 2 x R des ensembles prévisibles par rapport & la filtration F¥. On désigne

3. En dehors de la diagonale de R% x R? cette mesure admet une densité par rapport & la mesure
de Lebegues qui s’identifie & la densité de la mesure ¢ composée avec I’application (£1,&2) — &1 —&2;
dans la diagonale elle s’identifie & la mesure d’intégration (sur la diagonale) multipliée par ¢({0}).
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par @, I’espace vectoriel des fonctions P¢ ® B(R?)-mesurables h telles que

IIhllcT_JE// h(t, &)h(t, &)| c(& — &)dé&d&dt]? < +oo

pour tout T' > 0. L’intégrale stochastique h - Y est bien définie pour tout h € ®..

On suppose que le champs de Poisson compensé YT a une mesure d’intensité
v(d€)dt, (t,€) € Ry x R?, olt v est une mesure o-finie sur R?%. Soient F¥’ = (Ff);>0 la
filtration engendrée par o (Y ([0,u] x A), u <t, A€ By(R?)), t > 0 et P¥ la tribu
des ensembles prévisibles par rapport & la filtration FZ. On désigne par ¥, 'espace
vectoriel des fonctions PP @ B(R?)-mesurables telles que

Igllv.r = // g(t,&)* v(d€)dt] < +oo

pour tout T > 0. L’intégrale stochastique g - Y'*' est bien définie pour tout g € W,,.
On définit la filtration de référence F comme F¢ v F. Les coefficients dans (1.13)
satisfont :

(1) = ((9); (t,0) € RL) est P@B(R)-mesurable et tel que fOTEUut(Q)Hdt < 00,
P étant la tribu des ensembles F-prévisibles,

(2) o = (04(0,8); (t,0,€) € Ry x Ry x R?) est PY @ B(Ry x RY)-mesurable et tel
que, pour tout 8 € Ry, 0.(0,-) € D,

(3) v = (1:(0,0)>0; (£,0,¢) € Ry x Ry x RY) est PP @ B(R; x R?)-mesurable et
tel que, pour tout §# € Ry, v.(0,-) € ¥,,.

On introduit les intégrales suivantes :

(oo}

0 0
L) = [ o, L.0.6:= [ ol d et 10.9:= [T

pour tout (,6,£) € Ry x Ry x R% On peut vérifier que, pour tout 6§ > 0 et tout
T >0, fo E[|1,(t,0)|] dt < +oc0. En outre, pour tout 6 > 0, on a

I,(-,0,") € ®c, I,(-,0,") € U, et exp (—I,(-,6,-)) —1 € V,.

La propriété de F-martingale de la famille des probabilités de survie S(0) est
équivalente a la condition suivante : pour tout 6 > 0,
(1.14)

i) = [ 060100, 0)e(6 — &) derdea + [ 300,01 =09 u(a),

C’est une généralisation de la condition de non-arbitrage dans le modele HJM clas-
sique. Avec cette condition, on a

ds, (6)

_ G _I’Y( —,0,¢) _ P
O /R L(1,0,6)Y (dt,dg)+/Rd (et 1)YP(dt, de),
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ot Sp(f) = exp ( — foe Ao(v) dv). La dynamique de la densité conditionnelle est
dO[t (9) 1
1.16 =dM(0) — ———dm.(6).
( ) i (9) t( ) /\t_(H) mt( )
ou M(-) et m(-) sont deux familles de martingales paramétrées :

AM,(0) = — /

Rd

L,(t,6, €)Y (dt, dg) + / (e M =09 — 1)y (dt,d¢), Moy(6) =0,
Rd

dmt(e) = _/ 0(t7 97§)YG(dtvd§) + / ’yt—e_l’y(t_ﬂf)YP(dta df), mO(G) = 0.
R4 Rd
On a la relation M;(6) = foe my(u) du.

Evaluation des obligations défautables. — On considere une obligation zéro-coupon
défautable dont le payoff est 1 euro s’il n’y pas de défaut avant la maturité T, le
paiement au cas de défaut s’effectue a la maturité et est de la forme Rr(0) ou Ryp(+)
est Fr @ B(R,)-mesurable. Le prix de cette obligation & une date t < T est

T
Vi=E {exp (- / rods) (Igzs7y + Re(7) I <1y) | gt}
t

=t | [ 0000+ [ R0 0] + 12 Kl )
T ¢ ¢
(1.17) K\ (t.6) = E[ar () exp ( ; [; rsds) | Fe ’
P
(1.18) Kz(t, 9) _ E[RT(Q)OZT(G) ezi)(((g) ft Ts ds) | ft] '

Ces quantités jouent un role clé dans 1’évaluation des obligations défautables. On
modélise le taux d’intérét r par un modele de Vasicek généralisé :

(1.19) dry = £(6 — ry) dt + / pueYS(ar,dg) + / YT, ),

ol K, ¢ sont des nombres strictement positifs, p.(-) et ¢.(-) sont des fonctions de
volatilité déterminsites, supposées étre dans ®. et ¥, respectivement. On a

t
ry =roe "4 6(1 —e ") + / / e "t ()Y (du, d€)
0 R4

! —k(t—u) P
+ /O /R o 6 ()Y (du, ).

On montre que sous des hypotheéses techniques (Hy) comme ci-dessous, les deux
termes (1.17) et (1.18) peuvent s’exprimer comme la solution unique d’une équation
différentiel-intégral parabolique.

Hypothése (Hy). — On suppose qu’il existe « €10, 1] tel que les conditions suivantes
soient satisfaites :
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(1) les fonctions a11(+), aga(-,8) et aia(-,0) sont («/2)-lipschitziennes sur [0, 77,

(2) il existe une fonction borélienne Jy sur RY telle que

Jo(£)?

AT v(d§) < +oo,

supmax (J9u(€)| [7:(6,)]) < Jo(©) et aue |
(t,0) R

(3) il existe une fonction borélienne J, ¢ sur RY telle que

V(s,1) € 0,717, max (|6:(€) = $s(E)]: 176(0,€) = 75 (6. E)]) < Jap (€)1t — 5[/

et que

Jaﬂ(f)z
/Rd T4 g g(e) V148) < Foo,

(4) il existe une constante 5(6) > 0 telle que, pour tout (z,y) € R? et tout ¢ € [0, 77,
on ait

an(t)x2 + 2a12(t, 0)zy + aga(t, 9)y2 > ﬁ(@)(m2 + y2).

Théoréme 1.2.4. — Soient 6 > 0 et v une fonction localement lipschitzienne sur
R. Si Uhypothése (Hy) est vérifiée, alors I’équation différentielle-intégrale partielle

admet une unique solution Iu(w. En outre, on a
T o
(1.21) E[aT(G)z/J()\T(G)) exp (— / Ts ds) ‘ft] = Si(0) Ky (t,me e (6)).
t

Les deux opérateurs Iy et Dy figurant dans le théoreme agissent sur I’espace des
fonctions en trois variables t, = et y qui sont différentiables en t et différentiables a
Pordre deux en (z,y). Ils sont définis comme

LK) = [ (Kt o€ +20(60.6) - K(t.2.0)

(1.22)
0K 0K
= 0u() 3 (12,9) = (6,€) G- (0,9) ) ¥(d),
0’°K O’°K 0?°K
DyK = — f)——- ) ——.
(1.23) ’ an () Ox? +axn( )8y2 Tan( )(%cay

~ 0K 0K
+ n(5t(9) — I)% + a(t, e)aiy,
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ou
5,(0) =6+t / PH(E) (£, 8, €)e(C — €) A + 51 / 60(€) (e 09 1) (de),
R2d Rd

a(t.0) = (0) = [ 210 OL,(10.€)e(C —€)dcde = [ 50 (0. (1 P09 w(a),

ar(t) = %/de pe(&1)pe(§2)c(§1 — &2) d&1dEa,

az(t,0) = %/ 01(0,81)04(0,&2)c(&1 — &2) d&1dEy,
R2d

aia(t,0) = / o1 (0,81)pe(§2)c(§1 — &2) d&rdEa.
R2d

La preuve du théoreme repose largement sur les techniques présentées dans 1’ou-
vrage [38] de Garroni et Menaldi concernant les équations différentiel-intégrales para-
bolique. La nouvelle difficulté par rapport au cas traité dans [38] est que la condition
terminale ici est une fonction non-bornée en général et nous avons utilisé un argument
de troncature.

Soit K la solution de léquation (1.20) pour le cas de la fonction constante 1) = 1.
On déduit du théoreme précédent que

S5:(0)

(1.24) K (t,9) = 25

K(t, 74, M (0)).

On suppose que le taux de recouvrement Ryr(-) est de la forme

Rr(0) = wo + wie /AT
ol A\p(+) est lintensité forward, et f est une fonction positive localement lipschit-
zienne. Soit K la solution de I’équation (1.20) pour t(y) = e~/¥). Alors on obtient

oS S0 2y
20 arfe) "m0

Des illustrations numériques en résolvant 1’équation (1.20) montrent que la valeur des
obligations est décroissante par rapport a la probabilité de défaut ainsi que les tailles
de sauts figurant dans la densité de défaut.

Ks(t,0) = Ki(t,60) +

1.3. Cas de multi-défauts

Dans ce paragraphe, on étend notre approche de modélisation a plusieurs temps
de défaut. On utilise comme avant un espace de probabilité complet (€2, A, P) pour
modéliser le marché financier et une filtration F = (F;)¢>0 pour décrire les informa-
tions du marché “sans défaut”. On considere une famille de temps de défaut modélisés
par n variables aléatoires 71, ..., T,.
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Soit G = (Gi)i>0 le grossissement progressif de la filtration F par les temps
aléatoires 7, ..., 7,. Par définition G est la plus petite filtration contenant F qui sa-
tisfait aux conditions habituelles et telle que les temps aléatoires 7, ..., T, soient des

G-temps d’arréts. En d’autres termes, la filtration G s’identifie & (F; V N;)i>0 rendue
habituelle, ot Ny = o(1y At,..., T, At). La tribu N; peut aussi étre identifiée & celle
engendrée par I'application aléatoire (Iy,7r,), ot I := {i| 7 < t} et 11, := (T)icr,-
Toute variable aléatoire G;-mesurable Y; s’écrit sous la forme

Y= Z Vo <t resty Vi (1),
I1c{1,...,n}

ol Y//(-) est une fonction sur Q@ x RL qui est F; @ B(R%)-mesurable, I'expression
71 < t désigne la relation A;cr(7; < t) et I'expression 77 > t désigne la relation
/\jGIC(Tj > t),.

1.3.1. Loi conditionnelle. — Soit X une application mesurable de (2, .A) vers un
espace métrique E, muni de sa tribu borélienne B(E). On suppose que la variable
aléatoire X contient toutes les informations de défauts. En particulier, les temps
aléatoires 71, ..., 7, sont o(X)-mesurables. En d’autres termes, il existe des fonctions
boréliennes vy, ..., v, sur E telles que 7; = v;(X) quel que soit i € {1,...,n}. Pour
tout ¢ > 0, soit y; la loi de X conditionnellement & la tribu N;. C’est une Ni-mesure
aléatoire sur (E,B(E)) qui envoie tout ensemble borélien A de E en P(X~1(A) | ).
Par définition, pour toute fonction borélienne bornée f sur E, on a

/E F(@)ue(d) = Es£(X) | V.

Soit Ag une sous-tribu de A. Par abus de langage, on utilise encore I'expression
pour désigner la Ag V Ny-mesure aléatoire 1® uy sur (Q x E, Ag ® B(E)), ou 1 est la
Ap-mesure aléatoire d’identité sur (Qo,.Ap).

On peut écrire la mesure aléatoire p; sous une forme décomposée. Pour tout sous-

ensemble I de {1,...,n}, soit ur la loi conditionnelle de X par rapport & 77 := (7;)icr-
On a
/’[’I Il Tre * dSU
(1.25) wdr) = 3 ll{ﬁgt,m»}%,
Ic{1,...,n} pr(Arpeey)

ot pu7(lg7,.>4 - dw) est la mesure aléatoire telle que, pour toute fonction borélienne
bornée f sur E, on ait

/ F@)r(Lsyon - da) = / F @) Lgoye oy it (02) = B [F(X) sy 5 | 71]
E E

ol vre = (v;)iere, et v; est la fonction de E vers Ry telle que v;(X) = 7, introduite
plus haut.

La construction au-dessus se généralise naturellement au cas d’une G;-mesure
aléatoire. On désigne par u¥ la loi conditionnelle de X par rapport & G;. Pour toute
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fonction borélienne bornée f sur F, on a

nﬁlr,t(ﬂ{'rzcn} -dz)
n];,t(ﬂ{"'lc >t})

pi= > Up<trest
Ic{1,...,n}

ou nIIF’t est la loi conditionnelle de X par rapport & o(77) V Fy, et la mesure aléatoire
N1.+(Lrye>ey - diz) est définie par la relation

/E FE@E (Lryesty - dz) = ELF(X) Loy | o(rr) V F,

valable pour toute fonction borélienne bornée sur F.
Dans le cas particulier ou la loi conditionnelle de X relativement a F; possede une
densité ) o, par rapport & une mesure déterministe n sur (F, B(E)), on a

i (dz) = Ca(mr)pr(Be(z) - dx),

ou Bi(x) = ay(x)/ap(x), et

Cular) = (/R+ () dx1c> (/R

oo (z) dxfc)l.

%
Donc on a
pr (e sy Be(@) - da) g (By () - da)
(1.26)  pl(dz) = Lir <t rpe = .
f {Z} T (U0 () e (Bi())
1.3.2. Espérance conditionnelle. — Soit Y;(-) une fonction positive ou bornée

sur Q x F qui est F; ® B(EF)-mesurable. On peut calculer 'espérance conditionnelle
E[Y;(X) | G:] en utilisant la formule suivante

E[Y(X)|G,] = / Yi(2) i (dx).

E
Cependant, pour évaluer les produits financiers au risque de crédit, il est nécessaire
de considérer les espérances conditionnelles de la forme E[Yr(X) |G|, ou Yr(-) est
Fr®B(E)-mesurable. Pour cela, on peut considérer d’abord I’espérance conditionnelle
de Y7 (X) par rapport & F; V o(X). Pour tout ¢ > 0, soit 4} la loi conditionnelle de X
par rapport a F;. C’est une Fi-mesure aléatoire sur (E, B(E)) qui peut étre également
considérée comme une mesure de probabilité ®) sur (Q x E, F, @ B(E)) (probabilité de

4. C’est-a-dire que
B0 7] = [ aula) (@) n(de)

pour toute fonction borélienne bornée f sur (E, B(E)).
5. Elle envoie toute fonction g : @ x E — R bornée et F; ® B(E)-mesurable en

2| [ a.oman)
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transition). On désigne par E[uk.(Yr(z)-dx) | F;] la Fy-mesure aléatoire sur (E, B(E))
qui envoie toute fonction borélienne bornée f sur E en

| [ revros an]| 7).

On peut également la considérer comme une mesure de probabilité sur (Q x E, F; ®
B(E)). On a

E[u (Yr(z) - do) | F]

F
pe (dz)
ou le quotient est la dérivée au sens de Radon-Nikodym, qui est une fonction F;QB(F)-

E[YT(X) | ]:t \Y O'(X)] =

(X),

mesurable sur {2 x E. On peut alors calculer I'espérance conditionnelle par rapport a

Gi.

Théoréme 1.3.1. — Pour toute fonction Fr @ B(E)-mesurable Y qui est positive
ou bornée, on a la relation suivante :
E[pz(Yr(z) - dz) | F]

BVr(X)|g) = [ ST

Dans le cas ou jii posséde une densité ay(-) par rapport a une mesure déterministe n
pour chaque t > 0, on a

(1.27) Ep[Y7(X) |G :/ E

E

dug.

[YT(x)OéT(I)
a(z)

ﬂ} u(da)

Une autre fagon de calculer I’espérance conditionnelle par rapport a G; est d’intro-
duire pour chaque scénario de défaut une dérivée au sens de Radon-Nikodym. Cette
méthode est valable pour une variable aléatoire générale. Soit Z une variable aléatoire
(A-mesurable) sur Q. On cherche & calculer I'espérance conditionnelle E[Z | G;]. Sans
perte de généralité, on suppose que Z est positive. On introduit, pour chaque I C

{1,...,n}, deux F;-mesures aléatoires {; ; et §IZ¢ sur (RL, B(RL)) telles que
[, st eratdsr) = [ g0y mido),
RY E

[, stsn€futdsn) = [ ger@) .oy 0 (d2)
RI E

z
pour toute fonction positive et borélienne g sur Ri, ou 7; est la loi conditionnelle de
X par rapport & F, et nZ est la Fi-mesure aléatoire sur (E, B(E)) telle que

| Ha@pn?an) =Blzs(0)| 7

E

pour toute fonction positive et borélienne f sur E.

Proposition 1.3.2. — Pour toute variable aléatoire positive Z, on a

ez, ()

(128) E[Z | ‘Ft] = Z ]I{TISt TIC>t}E

Ic{1,...,n}
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ot les mesures aléatoires &g et §it sont considérées comme des mesures sur (£ x
R, F, @ B(RL)), et le quotient désigne la dérivée au sens de Radon-Nikodym.

1.3.3. Défauts successifs. — Soit (£2, .4, P) un espace de probabilité complet muni
d’une filtration de référence F = (F);>( satisfaisant aux conditions habituelles. On
suppose que la tribu Fy est engendrée par les ensembles P-négligeables. Dans ce
paragraphe, on considére des temps aléatoires (71, ..., 7,) ordonnés de sorte que 7, <
... < 7,. Dans ce cas-la, la filtration des défauts est engendrée par le processus de
comptage N = (N;)¢>o défini comme

Ny = Z I <ty
=1

En effet, on a N := o(11 AL, ..., 7 At) = 0(Ns; s < t). Pour tout i € {1,...,n}, soit
7(s) = (71,...,7;). Toute variable aléatoire N;-mesurable Y; s’écrit sous la forme ©)

n
Y, = Z Lo, <t<o,1y Ui T(0))s

i=0
ot y(i, ) est une fonction B(R )-mesurable pour tout i € {0,...,n}. On peut réécrire
cette formule sous une forme réduite comme Y; = y(N;, 7(n,)) et en déduire que la
tribu V; s’identifie & o (N, 7(y,)). Dans le langage du paragraphe précédent, on peut
considérer le vecteur aléatoire 7 := (7,...,7,) comme une application A-mesurable
de € dans le sous-ensemble fermé E de R’} qui consiste des vecteurs (ti,...,t,) tels
que t; < ...<t,. Le temps aléatoire 7; s’identifie & la i*™° coordonnée de 7.

Les résultats présentés dans le paragraphe précédent admettent une forme plus
simple dans le cas de défauts successifs. En effet, pour tout sous-ensemble I de
{1,...,n}, Vensemble {77 < ¢, 77 > t} est non-négligeable seulement si I est de
la forme {1,...,i} ou 0 < ¢ < n. En outre, dans le cas ou I = {1,...,i}, on a
{1 <t, 71e >t} = {1; <t < 741} La formule (1.25) dans le cas de défauts succes-
sifs devient

(129) ,U't(dx) = Z ]l{nﬁt<n+1} O {rn )
=0

Ho(i) (]l{‘l'i+l>t})

ot yi; est laloi de X conditionnellement & N; et ju; est celle conditionnellement & 7;),
X est une variable aléatoire & valeurs dans un espace métrique telle que (71,...,7,)
soit o(X)-mesurable.

Hypotheése de densité. — Dans le reste du paragraphe, on admet I’hypothese de den-
sité du vecteur 7 = (7,...,7,) conditionnellement & la filtration F par rapport a
la mesure de Lebesgue sur E. Autrement dit, on suppose qu'il existe une famille de

6. par convention 79 = 0, Tp41 = +00, Ri = {0} et T(0) est le vecteur vide.
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fonctions F; ® B(E)-mesurables et strictement positives o : 2 x E— R (¢t > 0) telle
que, pour toute fonction borélienne bornée f : E — R, on ait

)| F] = /E f@os(x)ds  Pps.

Ici Pexpression do désigne la mesure de Lebesgue dz; - - - dzy, sur E. La famille (oy)¢>0
est appelée la F-densité conditionnelle du vecteur 7 (7. Pour simplifier la notation,
on étend le domaine de définition de la fonction a; a 2 X R”} de sorte que o prenne
la valeur 0 a l'extérieur de 2 x E.

D’apres [85, Lemme 1], il existe une version cadlag de la famille o (considérée
comme un processus aléatoire sur Q= Qx E) qui est mesurable par rapport a
la filtration F = (F, ® B(E))i>0. Par abus de langage, on désigne encore par « la
version cadlag du processus de densité. Pour tout vecteur fixé x dans F, le processus
(ou(z))t>0 est une F-martingale.

Espérances conditionnelles. — Pour tout vecteur z = (z1,...,z,) dans F, et tous
k,p € {1,...,n} tels que k < p, on désigne par x(;.p) le segment (zg,...,x,). C'est

p—htl g f est une fonction intégrable sur [t, +oo[P~F*+1 ot t > 0,

00 00 00
/ f(w(k:p))dx(k:p) = / dwy - / dxnf(mka s 7-77n)'
t t t

Par convention, pour tout i € {1,...,n}, T(i+1,;) désigne le vecteur vide.

Soit G = (Gi)i>o0 la filtration (F; V Ni)i>o rendue habituelle. On s’intéresse a
calculer les G;-espérances conditionnelles. D’abord, la loi de 7 conditionnellement a
Gy est (voir (1.29))

un élément dans RY
on note

G _ e (Be( Z]l - /«L(i)(]l{m+1>t}5t(95)'dm)
K Lt Bt Pt {risti<rin} 1) Mgy >ty Be()

ot B¢(x) = as(z)/ap(x). Comme la loi conditionnelle de 7 par rapport a 7(;) est
ag(z )dfﬂ(i+1 n)0ry (dz(i))
Jg @0(@)dw i 41:m)0r (d2 (i)

0 étant la mesure de Dirac concentrée en 7(;), on obtient

(1.30) pep(dz) =

- at( )dI i+1:n
(1.31) u?(dl’) = Z ]1{Ti§t<n+1} @) ( )57'( )(dx(i))v
i=0 Qy t(x(z))

o0
/ o (2)d@ (1.0
¢

7. Cette approche est aussi étudiée dans [63].

o ag t)(x( ) désigne I'intégrale



22 CHAPITRE 1. MODELISATION DU RISQUE DE CREDIT

Si Y7 est une fonction Fr® B(R’} )-mesurable qui est positive ou bornée, on a (d’apres
(1.27) et (1.31))

E[Yr(2)ar(x) | F
(1.32)  E[Yr(1)|G] = Zn{ﬂqq“}/ A (i 1m) [ ) )| Fi
Qy ¢ (Jf(i)) ZT()=T(i) -

C’est une conséquence directe de (1.27).

Intensité du processus des pertes. — On introduit pour chaque k € {0,...,n} une
filtration intermédiaire G(*) = (gt(’“))tzo, définie comme F v D) (rendue habituelle),
ott D) désigne la filtration engendrée par le processus

k
N® — <Z ]1{”@})
i=1

Par définition, on a G(®©) = F et G(™ = G. De plus, les filtrations G et G arrétées a
T; se coincident, c’est-a-dire que gﬁj)m = G-, a¢ pour tout ¢ > 0. En particulier, on a la

t>0.

propriété suivante : toute G(9)-martingale arrétée a 7; est une G-martingale. Cette ob-
servation nous permet de ramener le calcul de la G-intensité du processus N := N ()
au calcul des G -intensités. Rappelons que la G-intensité de N est par définition un
processus G-adapté AV tel que (N; — fg AVds);>0 soit une G-martingale. La proposi-
tion précédente montre que AV s’identifie & la somme des A (i € {1,...,n}), olt pour
chaque 4, A" est la G(®-intensité de 7;, c’est-d-dire un processus G-adapté tel que
(Mgr<ey — fot Aids);>o soit une G-martingale (®.

Dans [27], un lien explicite entre la densité conditionnelle et lintensité est établi
pour un temps de défaut (cf. §4.2 du loc. cit., voir aussi §1.1.1 infra). Cette méthode
peut étre utilisée & calculer la G~ D-intensité de 7;. Le point clé est de déterminer la
densité conditionnelle de 7; par rapport & la filtration GU~1). Pour cela, on applique
la formule (1.29) a (F, 7y, .. 7'Z 1) et X = (m,.. ) En utilisant (1.26), on obtient
que la loi conditionnelle ;¥ ( " de T par rapport a Qt

f(i—1) (Be(2) U7, 54y - dz)
pii—1) (Be(2) U7 3)

)

1. }M(j>(»5’t(:v)]1{rj+l>t}'dw) e
E 7 <t<T; Ti—1<t
0<j<i—1 o M(J’)(Bt(x)]l{ﬁ'“ﬁ}) '

qui est égale a

( )dx(J-‘rl n) ( )dm(z n)
Z ]I{Ta<f<n+1} o Or ) (A2 () )+ 17, 1<t}(75

dz¢;_1))
T(l,l)( (i—-1))s
0<j<i—1 tt(m(J)) Qi t )(33(171))

8. Comme ce processus est nécessairement arrété a 7;, on obtient qu’il est une G-martingale. Donc
A est aussi la G-intensité de ;.
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compte tenu de (1.30). En particulier, on a

1—1 Qi (T &€ j+1ln )
]P)(Ti >0 | g( ) Z ]1{7']<t<‘r]+1} / dx(j-i—l:n) ﬂ{zb>9}%
0<j<i—1 tt(T(j))

> t(T(i-1)> T(i:n))
+ 1, <t / Az (im) Yai>y —y, —
t Qg (T(i—l))

quel que soit & > 0. On en déduit que la densité conditionnelle ai‘i_l(ﬁ) de 7; par

rapport a g(i‘” est

O[t(T i)y T(j+1:i—1 7071‘ i+1:n )
]1{0>t} 2 : ]I{Ta<t<‘5+1}/ dx(ﬂ""“ 1)/ dz (i+1:n) e @) ) : :
0<j<i—1 Qg (T(]))

> e (T(i-1), 0, T(i1:m))
+ ]I{Ti—lgt}/ A (it 1:m) (( —i) ( =
0 Qyy (T(i=1))
D’apres [27, proposition 4.4.(1)], la G(™-intensité de 7; est donnée par la formule
suivante :

A 1 A0 ey 2 (1)
t - Ti i—1 Ti—1<t<T; 1 .
B(r; > t]G{"") i ><m n)
Proposition 1.3.3. — La G-intensité AN du processus des pertes N est donnée par

la formule suivante :

N aift) (Ti—1),t)
A= M steny (o
i=1 . (T(i—l))
Caractérisation des G-martingales. — Soit Yr(-) une fonction F; @ B(R'} )-mesurable.
On écrit E[Y7(7) | G¢] sous la forme

[ ( | gt Z ]1{T7,<t<7'7,+1}yt( (4 ))

1=0
ou (cf. (1.32))
, o0 E[Yr(z)ar(z)|F
yi(x@) :/ dx(iJrl:n) [ ((i) ( t]-
t % (x(i))

On obtient alors que, pour tout ¢ € {0,...,n — 1},

) ()i (2 ) + / Yt (@, 8)al D (g, 5) ds
s’identifie a -
/ E[¥r (e)ar(z) | Fi] degs i,
0

qui est la valeur d’'une F-martingale en ¢. De fagon similaire, on a

yp(x)aly (x) = E[Yr(x)ar(z) | Fi.
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Basé sur cette observation, on établit le résultat suivant (cf. [28])

Théoréme 1.3.4. — Soit Y un processus G-adapté de la forme

n
Y= Z ]l{Ttﬁt<"’i+1}yzzf(T(i))>
i=0
ou yi() est Ft ® B(Ri)—mesumble. Pour que le processus Y soit une G-martingale, il
faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifices :

(1) le processus (yf(m)ag? (7))i>0 est une F-martingale quel que soit x € R},

(2) pour tout entier i € {0,...,n — 1} et tout élément x(;y dans RY,, le processus

af (@w)yi(aw) + / y @, 8)al (@), 8), 120
est une F-martingale.

La démonstration consiste a exprimer Y — Y, comme la somme de n + 1 processus
Yi.= (Yriint — Yriae)e>0, ot i € {0,...,n}. Le processus Y est une G-martingale si
et seulement si chacun des processus Y est une G-martingale. Cela revient & dire que
chaque processus Y? est une GU+1)-martingale () car le processus est arrété a 7,41.
En utilisant le calcul établi précédemment sur la loi conditionnelle de T relativement a
une filtration intermédiaire, le critere des martingales dans le grossissement progressif
de filtration par un temps aléatoire démontré dans [27] (cf. la proposition 5.6 du loc.

cit.) donne le résultat souhaité par la méthode de récurrence.

9. Par convention G(n+1) = G.



CHAPITRE 2

CONTROLE OPTIMAL AVEC LE RISQUE DE
CONTREPARTIE

Ce chapitre est consacré a présenter mes travaux en collaboration avec H. Pham
et I. Kharroubi sur le probleme d’investissement optimal dans le contexte du marché
financier a risque de contrepartie. Ces travaux sont motivés par 1’observation que le
défaut d’un actif peut conduire & des influences (parfois brutales) sur les autres. Dans
I’étude des produits financiers du risque de crédit, ce phénomene se reflete comme
un saut instantané (appelé saut de contagion dans [54, 15]) de l'intensité de défaut
d’un actif lorsqu’une de ses contreparties fait faillite. Cette influence peut aussi étre
décrite par un saut de la valeur de ’actif au moment de défaut.

Pour pouvoir incorporer le saut induit par le défaut de contagion ou de contre-
partie, le marché financier que ’on modélise est un marché incomplet. Le probléme
d’investissement optimal dans ce contexte (de marché incomplet) a été étudié dans un
cadre général par Kramkov et Schachermayer [66]. Concernant le risque de crédit, ce
probléme a été traité dans les travaux comme [12, 14, 21, 82]. Plus récemment, les
auteurs de [71, 4] utilisent ’approche d’équation différentielle stochastique rétrograde
appliquée sur la filtration globale du marché et donc fait intervenir des équations
différentielles stochastiques rétrogrades & saut (cf. par exemple [74]). Dans un travail
en commun avec Pham [61], on s’intéresse & étudier les impacts de défaut sur les
stratégies d’investissement, en supposant l’existence de la densité de défaut condi-
tionnellement a la filtration de référence qui représente I'information du marché sans
risque de défaut. On décompose le probleme initial en deux problémes d’optimisa-
tion, avant et apres défaut, par rapport a la filtration de référence et ainsi considérer
deux problemes par rapport au marché complet. Ces deux problemes d’optimisa-
tion peuvent étre résolus par des méthodes classiques (méthode de dualité ou pro-
grammation dynamique, cf. El Karoui [26]) et conduisent & une solution explicite du
probléme initial. En outre, cette méthode permet d’analyser le changement brutal de
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la stratégie optimale au moment de défaut suggéré par I’expérience du marché finan-
cier. Des comparaisons numériques avec I’approche de Merton donnent une explication
au phénomene de vente a la découverte pres du moment de défaut.

L’approche de décomposition se généralise facilement au cas de plusieurs défauts
successifs. Avec Kharroubi et Pham [60], nous avons étudié le probleme d’inves-
tissement optimal & risque de défauts multiples (voir aussi [76]). En appliquant
récursivement ’approche de décomposition, nous avons pu relier le probleme d’optimi-
sation a une famille d’équations différentielles stochastiques rétrogrades et ainsi don-
ner une démonstration explicite de I’existence et 'unicité de la solution du probleme
d’optimisation sous I’hypothese de densité. Du point de vue théorique, cela donne une
nouvelle approche a résoudre une grande famille d’équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades a un nombre fini de sauts.

En outre, dans un travail avec Hillairet [50], nous avons adapté l'approche de
décomposition dans la théorie des informations asymétriques pour étudier le probleme
d’investissement optimal dans un marché financier & risque de contrepartie avec
différents niveaux d’information. Ce travail sera présenté plus loin dans le chapitre 3.

2.1. Optimisation avec une seul contrepartie

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au probleme d’investissement optimal dans un
marché financier consistant d’un actif sans risque et un actif risqué influencé par un
autre actif (la contrepartie) qui peut faire faillite. L’actif risqué continue & exister au
marché méme si la contrepartie fait faillite. Cependant, si le défaut de ce dernier a
lieu, le prix S de l'actif risqué marque un saut brutal au moment de défaut .

On modélise le marché financier par un espace de probabilité (2,G,P) et les
différentes informations par des filtrations. Les informations qui ne sont pas direc-
tement liées & 1’événement de défaut sont représentées par une filtration F = (F;);>0,
supposée étre engendrée par un mouvement brownien W. Les informations globales
du marché sont donc décrites par le grossissement progressif G = (G;)i>o de la fil-
tration F par la filtration D = (Dy);>¢ engendrée par le processus de défaut D, =
U(]I{TSS}, s <t).

On fixe un temps de maturité fini 7' et suppose que le temps de défaut (qui est
une variable aléatoire positive sur l'espace de probabilité (2, G, P)) vérifie ’hypothese
de densité (1.5) sur [0, 7] : il existe une famille de fonctions F; ® B(R;)-mesurables
(w,0) = ay(0), t € [0,T] telles que

(2.1) P(r € dO|F,) = a,(0)d0,  te[0,T].

Par définition, pour tout 6 > 0, le processus a(f) est une F-martingale sur [0, T7].
Le prix S de Vactif risqué est un processus G-adapté sur [0, T]. Il peut étre écrit
sous forme décomposée comme (voir (1.1))

(2.2) Sy = S,?]l{t<,r} + Stl (T)]l{tz,,-}, 0<t<T,
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ott §Y est un processus F-adapté, et S1(-) est un processus F ® B(R, )-adapté sur
[0, 7). On suppose que le processus SV vérifie une équation différentielle stochastique
de la forme

(2.3) dSY = SP(ud dt + o) dW;), Sy =Sp- >0, 0<t<T.
Similairement, on suppose que, pour tout € [0,T], le prix apres-défaut (S}(6),t €
[0, T]) vérifie ’équation suivante
dS}(0) = SHO)(ur (0) dt + oy (0)dW,), 6 <t <T,

S5(6) = Sg_(1 — ),
ou 7y est le saut proportionnel du prix de l'actif risqué, pourvu que ’événement de
défaut a lieu a 'instant 6. Le processus 7y est supposé étre F-adapté. On suppose aussi

que les contraintes suivantes sur les coefficients figurant dans les équations (2.3) et
(2.4) sont vérifiées de sorte que ces équations aient des solutions strictement positives :

(2.4)

(i) positivité des volatilités : o > 0 et o} (-) > 0,

(if) condition d’intégrabilité

o [ (B ) (1

pour tout 0 € [0, 7],

2

+ |J§(9)2> dt <400 p.s.

(iii) positivité du prix : 7¢ < 1 p.s. pour tout ¢ € [0, 7.

Considérons maintenant un agent qui investisse dans un portefeuille qui consiste
d’un actif sans risque de prix constant 1 (sans perte de la généralité) et de Dactif
risqué de prix S. La proportion que I'agent investisse dans l'actif risqué a l'instant
t est notée comme 7y, le processus 7 est G-prévisible et donc se décompose comme
(voir (1.2))

Wt:W?]l{tST}—f—ﬂ’tl(T)ﬂ{t>T}7 te [O,T],
ott 7 est un processus F-prévisible et 71 (+) est une fonction P(F)@B([0, T'])-mesurable
sur Qx [0,T] x [0, T]. La valeur X du portefeuille correspondant a la stratégie = vérifie
alors I’équation différentielle stochastique suivante
dX; = Xﬂrt@, te[0,T].
St
En particulier, le processus X peut se décomposer comme

Xi = X Mpery + X (D psry,  t€[0,7T],
ot les fonctions aléatoires X et X!(-) vérifient les relations suivantes
(2.6) dX? = X7 (pd dt + o AWy, X = Xo_,
(2.7) dX}(6) = X O)H @)l (0) dt + 0} (6)AWy), 0§ <t<T,
(2.8) Xy(0) = X5_(1—m570)-
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Pour que les équations différentielle stochastique (2.6)—(2.8) admettent des solutions
strictement positives (pourvu que X > 0), il faut imposer certaines contraintes a
la stratégie 7. On désigne par A 'ensemble des couples (7%, 71 (+)) tels que,

(i) le processus ¥ soit F-prévisible sur [0, T,
(i) la fonction aléatoire 7! (-) soit P(F) ® B([0,T])-mesurable,
(iii) pour tout 6 € [0,T]

T T
/ |7r?a?|2dt—|—/ |1 (0)ot (0)]dt < 400 et whye <1 as.
0 0
Tout élément (70, 7!()) € A correspond a une stratégie d’investissement 7 (dite
admissible) de sorte que m = 7 ljy<,y + 7} (T) {47}, on note m € A et on désigne
par X™ le processus de valeur correspondant (dont le capital initial Xo_ > 0 est fixé).
Etant donnée une fonction d’utilité U définie sur ]0, +oo[ qui vérifie les conditions
d’Inada, i.e. la fonction U est strictement croissante, strictement concave et de classe
C! sur |0, +ool, telle que lim;_,o1 U’(t) = +00 et limy_, 4o, U’'(+00) = 0, le probleme
d’investissement optimal consiste & déterminer la borne supérieure
(2.9) Vo 1= sup Jo(m),
TEA
ou Jo(m) = E[U(XTF)].
Sous 'hypothese de densité, la valeur d’utilité Jo(m) se calcule comme
Jo(m) = E[E[U(X7) | Fr]]

(2.10) = B[U(X)B(r > T| Fr) + BU(XHD)r<ry | Fr]

—=[U0Gr+ [ Uk O)ar(0)a0],

ot Gr = P(r > T|Fr) = [ ar(f)df. Cette formulation nous suggere d’introduire
une famille de probléme d’optimisation “apres défaut” comme dans la suite. Pour tout
(0,z) € [0,T)x]0,+o0[, on désigne par A'(f) I'ensemble des processus (F;)g<i<7-
prévisibles (7} (0), t €]0,T]) tels que

T
(0ol (6 2dt<+oo .S.
| (6)o, P
6

Si 71(6) est un élément dans A'(6), on désigne par X1%(x!()) la solution de
Péquation différentielle stochastique (2.7) avec la condition initiale X, (71(0)) = z.
On désigne par V' (z) la solution au probleme d’optimisation suivant
(2.11) V) (x) = esssup Jj(x, 7' (0)),
m(0)EA(0)

ot Ji (w,m (6)) := E[U (X" (x' () ar(8) | Fol.

On établit le théoréeme suivant qui est un probleme d’optimisation global avant-
défaut dépendant de la stratégie 7° et de la richesse initiale X© :
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Théoréme 2.1.1. — On désigne par A° la famille des processus F-prévisibles m°
sur [0,T] tels que fOT |mPo|? dt < +oo et que T)vp < 1 p.s. pour tout 6 € [0,T)]. Alors

on a

T
(2.12) Vo= swp E[UCEGr+ [ VOG0 - ) do],
0

m0e A0

ou V1 est la solution du probleme aprés-défaut (2.11).

La démonstration de ce résultat repose sur un argument de sélection mesurable (cf.
[86]) pour construire une stratégie admissible (7%, 7!(-)) dans A telle que 7'(#) soit
quasi-optimale pour tout 6 € [0, T relativement au probléme d’optimisation (2.11) et
que 70 soit quasi-optimale pour le probleme (2.12).

Les problémes d’optimisation (2.11) et (2.12) étant par rapport a la filtration F
engendrée par un mouvement brownien, on peut donc les résoudre via des méthodes
classiques. En particulier, le cas “apres défaut” (2.11) peut étre étudié par la méthode
de dualité. Pour tout 6 € [0,T], on désigne par Z() la martingale locale sur [0, T
définie comme

Zt(e)zexp<—/;£gzg dWS—;/; Zigz;‘zd% h<t<T.

On désigne par U la transformée de Legendre de U, définie comme

Uly) = sup (U(z) — xy).

On suppose que la condition d’élasticité asymptotique est vérifiée pour la fonction
d’utilité U, autrement dit,

U'(x)
lim su <1
el U(x)
Théoréme 2.1.2. — Le processus V'(x) dans le probléme d’optimisation (2.11)
vérifie
Zr (6

Vi(z) = E[U(gg(x)w(ag)w(e) | 7]

ot Yo (z) est la variable aléatoire Fy @ B(]0, 0o[)-mesurable solution de [’équation

=z (e | 7] ==

et la fonction I est linverse de U'. De plus, la valeur optimale du portefeuille est

Zr(0) /. Zr(0)
AU

Dans le cas ol la fonction d’utilité est de la forme (i.e. dans la classe CRRA)

th"”(e):E{ )’]—}}, f<t<T.

P
U(x):%, O<p<l1, >0,
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on peut calculer la valeur optimale du portefeuille comme la suite ()

- E|ar(0)(2() | 7]
B T N R

ou ¢ =p/(1 —p). En outre, on a

V@) = 2 (Bfarto) (220

IQDH, 0 € [0,T].

p ar(6)
Il s’avere que V! (x) peut s’écrire sous la forme
(2.13) Vi (z) = U(2)Ky,
ol

ZT(Q) —-q
Ko = E[or®)(375)
On peut utiliser la programmation dynamique a étudier le probléme d’optimisation
“avant défaut”. Pour tout ¢ € [0, 7] et tout v € A°, on désigne par A°(t, v) ensemble
des stratégies 70 € A° telles que 7%, = v. ;. On considere la version dynamique du
probleme d’optimisation (2.12) comme la suite (ot ¢t € [0,77])

fe} .

T

(2.14)  Vi(v) = esssup E[U(X%(TFO))GT + / VHX () (1 — 7m97,)) dO ’ .7-}] ,
m0e A0 (t,v) t

ott X%(7%) est la solution de I'équation différentielle stochastique (2.6) correspondant

a la stratégie 0. Soit Y le processus cadlag défini comme Y; = V;(v)/U(X?(v)), ot

XO(v) est la solution de 'équation différentielle stochastique (2.6) pour 7°

a la relation (2.13), le processus Y peut s’écrire sous la forme

= v. Grace

X(x) T Xa)
2.15) Y, = E|U G U(se 1= o) K§ 6 | 7.
@19 iy g 20 (i )or s [0 (e ) -sbor g
On désigne par LZ (F) I'ensemble des processus F-adaptés, positifs et cadlag Y tels
que le processus 5”(}7) défini comme

& = UXP)Y: + /Ot U(X§()(1 — vge)’ Ky df, ¢ € [0,T]

1. De fagon similaire, on peut aussi calculer explicitement ces processus pour la fonction d’utilité
logarithmique U(z) = In(z). On a

v (0) <t<T

o1,z _
MO wae  E

et
ar(9)
Zr(9)

Vel(a;):ag(ﬂ)ln( )+E[QT(9)1H( )‘fg], 0 €[0,T).

ag()
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soit borné inférieurement par une F-martingale. Il s’avére que le processus Y est
dans la classe LZ (F); de plus, il est la plus petite solution dans LZ(IF) de I’équation
différentielle stochastique rétrograde

T T
(2.16) Yt=GT+/ f(e,Yme)da—/ 6o dWo,  te[0.T],
t t

1-— 1 — vy )P
(2.17) f(t,Yi, ) = pesssAqu {(,ugY} + Ut0¢t)yt -3 pYHVtO'tOF + Kf(pt%)]
ve

Théoréme 2.1.3. — La stratégie optimale #° du probleme (2.12) s’identifie a
Uélément dans A° ou la borne supérieure (2.17) est atteinte.

Si la condition d’intégrabilité suivante est satisfaite : fOT ’%‘217/(1_13) dt < oo p.s.,
t
la borne supérieure dans (2.17) est atteinte ponctuellement. Autrement dit, on a
(scénario par scénario)

2

(218) f(£Ye¢)=p sup |(ufY:+of)m -

1 —7y)P
th|7rcr?|2+Ktp( V) )
TER, Ty: <1 p

1l s’avere que le terme f(t,Y;, ¢;) n'est pas lipschitzienne en général par rapport
aux parametres (Y, ¢;). L’existence et I'unicité de la solution pour 1’équation (2.16)
reposent sur un argument de troncature pour le domaine de 7 dans (2.18).

Dans les tests numériques, on a comparé la stratégie optimale dans notre modele
avec celle dans le modele classique de Merton ou le risque de défaut n’est pas pris
en considération. Quand il y a une perte (resp. gain) au défaut, i.e. v > 0 (resp.
7 < 0), la stratégie optimale est plus petite (resp. grande) que la stratégie de Merton.
De plus, la stratégie est décroissante par rapport a . Quand le risque de défaut est
grand, la stratégie optimale s’éloigne de la stratégie de Merton, plus précisément, pour
une valeur de v fixée, plus la probabilité de défaut est grande, plus 'investissement
optimal a 'actif risqué est petit quand v > 0, et est grand quand v < 0. La fonction
de valeur optimale est en général plus petite de celle dans le modele de Merton a
cause du risque de contrepartie. Il existe néanmoins certaines exceptions :

1) quand il y a un gain au défaut, on peut profiter du défaut et obtenir une meilleure
fonction de valeur;

2) quand il y a une forte probabilité de défaut et une grand perte au défaut, I'in-
vestisseur peut effectuer une stratégie de vente a découverte et faire un pari sur
Iarrivée de défaut avant la maturité pour faire du profit.
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2.2. Investissement optimal avec risque de multi-défauts

On considére un marché financier représenté par un espace de probabilité (£2, G, P)
qui est sensible & I'impact de n événements successifs 2 de défaut qui ont lieu aux
temps aléatoires finis et strictement positifs 77 < ... < 7, respectivement. Soit
F = (Ft)e>0 la filtration qui représente les informations qui ne sont pas sensibles
a ces événements, supposée étre engendrée par un mouvement brownien W. Soit
L= (Ly,...,L,) un vecteur de n marques correspondant & ces événements de défaut.
Ce sont des variables aléatoires G-mesurables prenant valeurs dans un espace polonais
E. Par exemple, L; peut représenter la perte d’un portefeuille a cause du défaut a
I'instant 7;.

Soit G la filtration le grossissement progressif de F par les temps aléatoires 7, ..., 7,
et les marques Lq,...,L,, qui représente les informations totales du marché. En
d’autres termes, on note G = FvV D! V... v D" ot D¥ = (DF);>q est la filtration
continue & droite associée & la filtration (DF);>o avec

Dy = o(Lilir<sy, s < t)Vo(l<sy, s < E).

De fagon équivalente, G est la plus petite filtration continue a droite qui contient I et
telle que, pour tout k € {1,...,n}, 7 soit un G-temps d’arrét et Ly est une variable
aléatoire G, -mesurable.

Pour tout entier k, soit Ay I'ensemble des vecteurs (61,...,60x) dans R’j tels que
01 < ... < 0. Pour tout élément 8 = (04,...,0,) € A, et tout £ = (¢1,...,4,) € E",
on désigne par 6y, et £ les vecteurs tronqués (61, ...,0;) et (¢1,..., ) respectivement
(k € {0,...,n}), ol par convention on note 8y = £y = &. De fagon similaire, on
note 74 = (71,...,7%) et Ly = (Ly,...,Ls). Pour tout t > 0, on désigne par QF
I'événement {7, <t < 741}, ot par convention QY := {t < 71} et QF := {7, <t}. De
fagon similaire, on note QF_ := {7, <t < 7341} avec les conventions QY := {t < 71}
and QF = {7, <t}.

Soient V et W deux espaces polonais. On désigne par Pr(V, W) ensemble des fonc-
tions définies sur Ry x Q2 x V et & valeurs dans W qui sont P(IF) ® B(V')-mesurables, ou
P(F) désigne la tribu prévisible associée a F. Similairement, on désigne par Op(V, W)
I’ensemble des fonctions Z : Ry x Q@ x V' — W telles que, pour tout ¢t > 0, ’applica-
tion (w,v) — Z(t,w,v) soit F; @ B(V)-mesurable. Dans le cas ot W = R, on utilise
Pexpression simplifiée Pp(V') et Op(V) pour désigner Pr(V,R) et Op(V,R).

Rappelons que tout processus G-adapté (resp. G-prévisible) Z = (Z)i>0 se
décompose sous la forme

Zi = Z lop Zf (i, Li),  (vesp. Zy = Z Lo Zf (71, Ly)), t >0,
k=0 k=0

2. Quitte a rajouter les statistiques d’ordre dans la famille de marques (et augmenter le domaine
E), on peut facilement ramener 1’étude des événements de défaut généraux au cas des défauts suc-
cessifs.
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ot ZF est un élément dans Op(Ag x E¥) (vesp. Pr(Ax x EF)).

On suppose que 'hypotheése de densité est vérifiée pour le couple (7, L), i.e., il
existe une fonction o € Op(A,, x E™) telle que, pour toute fonction borélienne f sur
A, X E™ et tout t > 0, on ait

(2.19) E[f(r,L)| Fi] = / £(0,0)00(60,£)d07(d0), pis.,

A, XE™

o df = df;...dd, est la mesure de Lebesgue sur R”, et n(d€) est une mesure
borélienne sur E™ de la forme

n—1

n(df) = ny(dey) T s (B, dlis),

k=1
ol 71 est une mesure borélienne non-négative sur E et 141 (Lr, dlkr1) est un noyau
de transition sur E¥ x E.

Considérons un portefeuille qui consiste de d actifs dont le processus de valeur est

décrit par un processus G-adapté S (i valeurs dans R?). On peut I'exprimer sous
forme décomposée comme

n
k
St = Z ]IQ?St (‘I’k, Lk),
k=0
oit S* est un élément dans Op(Aj x E¥). On suppose que le processus SF vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante (3)

(2.20) dSF(Oy, £1) = SF(Ok, £y,) * (D (O, £x)dt + oF (O, £,)AW,), > 6y,

pour tout Oy = (61,...,08) € Ay et tout £, = ({1,...,0;) € E¥ ot W est un
mouvement brownien m-dimensionnel par rapport a la filtration F et b* et o* sont des
vecteurs en fonctions qui consistent de d éléments et dm éléments dans Prp(Ay x E¥),
respectivement. On suppose aussi que les prix des actifs marquent des sauts a chaque
instant de défaut. Autrement dit, on suppose que v* (k € {0,...,n}) sont des éléments
dans Pg(Ag x E¥*1) tels que, pour tout Oy 1 = (01,...,0k11) € Apyq et tout €41 =
(617 . 7£k+1) € Ek+1, on ait

(2.21) Spt (O, 1) = S (Ok, £x) * (La + g, , Ok, £rs1)),

Ok+1 o1

oil 14 est le vecteur dans R? dont toutes les coordonnées sont égales a 1.
Soit T' < +oo une date de maturité fixée. Une stratégie d’investissement a la
maturité T s’écrit comme un processus G-prévisible 7 de la forme

n
mo=» lor wf(Th,Ly), te€[0,T),
k=0

3. Six=(r1,...,24) et y = (y1,...,yq) sont deux vecteurs dans R¢, I'expression x * y désigne
le vecteur (z1y1,...,Tqyq) € R
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ot ¥ est un élément dans Pr(Aj x EF, R?). Le processus 7 représente les richesses que
I'investisseur met dans les d actifs respectivement. Par abus de langage, on confond
7 a la famille (71"“)2':0. On suppose que toute stratégie d’investissement satisfait a la
condition d’intégrabilité suivante : pour tout (@, £;) € Ay x E¥, on a

T
(2.22) / (17F Ok 1) - UF (B £4) | + [ (B, £6) - o (B4, £)]) At < 00, pis.
0

Ainsi la valeur du portefeuille X™ associée a la stratégie 7w est bien définie et vérifie
les relations suivantes :

(223) er = ZZ:O 1QfXZT’k(Tk7 Lk)a te [OaT]a
(2.24)  dAX["(Ok, L) = 7F (05, £1,) - (B (O, £4) AL + of (O, £,) AW,), ¢ €105, T,

(2.25) Xg,;_lfjl(ek-s—l;ek-i-l) = X;le Ok, Li) +7h, ., (O, k) - Yo, Ok Ligr).
k+1

Pour simplifier les notations, dans le cas ou il n’y a aucune ambiguité sur la stratégie
d’investissement 7, on utilise les expressions X et X* pour désigner X7 et X™,
respectivement.

Pour tout k € {0,...,n} et tout (8x,£x) € Ar(T) x E¥, on fixe un sous-ensemble
fermé et convexe A¥(@y, £y), o Ay (T) désigne I'intersection de Ay avec [0, T]*. Soient
p > 0 un nombre réel et U la fonction d’utilité exponentielle de la forme

U(r) = —exp(—pz), zeR.
On désigne par A la famille des stratégies d’investissement m = (7%)7_ qui vérifient
les conditions suivantes :

(i) pour tout k € {0,...,n} et tout (O, £) € Ax(T) x E¥, le processus 7% (0, €x)
prend valeurs dans A*(0y,£s) ;

(i) pour tout k& € {0,...,n} et tout (0x,€r) € Ax(T) x EF le processus
U(X™*(0y,£)) est de classe (D);

(iii) pour tout k € {0,...,n — 1} et tout (0y,£x) € Ap(T) x E¥, on a
T
B [ [ U060, 00 + 75600 200, 6.0) i (@, 00)ds].
0, JE

Pour tout k € {0,...,n}, on désigne par A* I’ensemble des processus 7% qui figurent
comme la k*™° composante dans 1'une des stratégies dans la famille A.

On introduit une famille de processus auxiliaires o € Op(Ap x EF), ot k €
{0,...,n}, issue du processus de densité « défini dans (2.19). On pose a™ = « et on
définit de fagon récursive les processus o* (k € {0,...,n — 1}) comme

(2.26) af(Qk,Ek)Z/ /af+1(0k+17£k+1)d9k+1 M1 (Lre, Algey1).-
t JEe
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Par définition, on vérifie que

P(Thq1 > t| Fy) = / of Ok, €) A0k n(dey), P(ry >t|F) =al,
AkXEk

ou dOk = d&l s dﬂk, n(dﬁk) =M (dél) s T]k(fk_l, dﬁk)
Le probleme d’investissement optimal dans le contexte décrit au-dessus consiste a
déterminer la borne supérieure comme la suite

(2.27) VO(z) = :gBE[U(XT(J;) — Hr)],

ou Xrp(x) est la solution aux équations différentielles stochastiques (2.24)—(2.25) a
condition initiale X[_ =z, et

Hp =Y 1o Hf
k=0

est une variable aléatoire Gr-mesurable et bornée qui représente le payoff d'un ac-
tif que linvestisseur devrait délivrer a la maturité T. Notre méthode consiste a
décomposer ce probleme d’optimisation en n+ 1 problémes par rapport & la filtration
F et puis les résoudre récursivement. Pour cela on introduit une famille de problemes
d’optimisation comme la suite. On pose

(2.28) V"™(x,0,£) :=esssup E[U(X}(x) — H})o1(0,€) | Fo, ]
W"EA”’

En outre, pour k € {0,...,n — 1}, on définit (de fagon récursive en k)

(2.29)

VF(x, 0, £y) == esssup E|U (XK (x) — HE)ak (0, £1,)+
whe Ak

T
//VkH(Xe’fM(x)+W§k+i7§k+1(5k+1)79k+1a5k+1)77k+1(£k7d5k+1)d9k+1 fak}
0. JE

otz > 0 et (O, £;) € Ap(T) x E*.

Les problemes d’optimisation (2.28) et (2.29) peuvent étre résolus par la méthode
de programmation dynamique. Soient k un indice dans {0,...,n} et v* un élément
de A*. Pour tout t € [0, 7] on désigne par A*(t, v*) 'ensemble des processus 7% € A*
tels que 7%, = X ,. On introduit la version dynamique des problémes d’optimisation
(2.28) et (2.29) comme

(2.30)  V;"(2,0,£,0™) = esssup E[U(Xp(z)— H}0,0)) | Fi], telbn,T),
TneA™(t,wm)
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ou HZ(8,£) + p~ ' Inar(8,£), et
(2.31)

Vtk(x,ﬂklk,uk) = esssup E U(X:]ﬁ(a:) — f[é“«(@k,ﬂk)a’%(Gk,Ek)+

rke Ak (t,vk)
//V}ii Xt (@) + 7, Woysy (Crr1), Okt Lhr) s (€, Algey ) A

out e [Hk, L et H%«(ek,ek) = Héﬁ +p_1 lna’%(Ok,Ek).
Le fait que U est la fonction d’utilité exponentielle suggere que le processus de
valeur V" devrait s’écrire sous la forme
Vi (x,0,8,v™) =U(X] () —Y"™(0,L), telb,,T],

ou Y € Op(A, x E™,R™) est indépendant de »™. En outre, par définition (2.28) le
processus (V" (x,0,£,0"))icpp, 1) est une sur-martingale, et elle est une martingale

ft:la

lorsque la borne supérieure essentielle est atteinte. Cela montre que le processus Y™
(s'il existe) doit vérifier ’équation différentielle stochastique rétrograde

1
Y/ (0,¢) = H7.(0,£) + ElnaT(B,E)
(2.32) T T
f(r,2",0,0) dr—/ zZ-dW,, t € [0,,T),
t
le générateur f™ étant un processus dans Pr(R™ x A,, X E™) défini comme
F(t,2,0,6) = inf {§|z — o0, 8)7|? — b"(8,8) - 7r}

TEA™(0,8)
(2.33)

= _)‘t (O’E) T2 %'At (0,£)|2 + 5 Weﬁﬂlfe £) ‘Z + 5/\:‘. (07£) — 0y (0,@)/71'

ott A\ est un élément ) dans Pg(A, x E™,R™) tel que 0" \" = b". Dans le cas

du marché financier sans risque de défaut, des équations différentielles stochastiques

rétrogrades de forme similaire & (2.33) ont été étudiées dans [79, 51].
Similairement, pour k € {0,...,n — 1}, le processus de valeur V* devrait s’écrire

sous la forme

V;:k(xvekvelﬁyk) = U(th(.%') - Y;:k(ekvzk)% le [9k7T]7

ot le processus Y* € Op(Ay, x E¥) ne dépend pas de v/*. En outre, si un tel processus
Y'* existe, il doit vérifier 'équation différentielle stochastique rétrograde suivante :

1

Y/ (Oy, £x) = Hp (6, ) + » In of: (O, £i)

(2.34) T T

+/ f’f(syj,zj,ek,ek)ds—/ ZF . AW, t e [0k, T,
t t

4. On suppose ici existence d’un tel processus. C’est une conséquence de ’hypotheése de non-
arbitrage sur S.
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le générateur f* € Pr(R™*! x Ay x EF) étant défini comme (A* est un élément dans
Pr(Ar x EFR™) tel que o*\F = bF)

(2.35)

fk(t’ Y, z, Ok,Ek) = {gz - Uf(gkaek’)lﬂ-F - bf(gkazk)/ﬂ-

inf
TEA* (0 L)

1
+ EU(Z/)/ U(m 7 (O, £, ) — Y (O, t, £, 0)) Uk+1(fk,d€)}
B

1 P 1 2
= N0, 8) 2 — — N0, )P+ inf f‘ N6, 8) — oF (01, £,)
t( ks k‘) < 2p| t( k> k)| —tTEA’lI(le,Z;«) 2 Z+p t( ks k) gt( k> k‘)ﬂ-
1
+ };U(y)/ U(m A (O, i, ) — Y (O, t, £, 0)) 77k+1(£kad€)}~
E

L’existence et l'unicité des solutions des équations différentielles stochastiques
rétrogrades (2.32) et (2.34) sont délicates car les générateurs f* ne satisfont pas &
la condition lipschitzienne ou celle de croissance quadratique en général. Pour sur-
monter cette difficulté, on choisit soigneusement une famille d’espaces fonctionnels et
considere la résolubilité des équations rétrogrades dans ces espaces fonctionnels. Pour
tout ¢ € [0,T] on désigne par S°([t,T]) lespace des processus continus F-adaptés
m-~dimensionnels sur [t,7T] qui sont essentiellement bornés. L’espace S°([t,T]) est
naturellement muni d’une semi-norme telle que

1Y ||see(t,77) = esssup  [Yi(w)].
(s,w)€[t, T]xQ

En outre, on désigne par L% ([t,T]) l'ensemble des processus F-prévisibles m-

dimensionnels tels que
T
EU Zs|2ds] < +oo.
t

Pour tout k € {0,...,n}, on désigne par S°(Aj x EF) I'ensemble des éléments
Y* € Op(Ax x EF) tels que

1Y ¥l s (A, %) = sup esssup [V (w, Oy, £y)| < +o0,
(Ok,Lr)EAL(T) X EF (t,w) €[k, T]xQ

On désigne par L2, (Ay x EF) Despace des processus Z* dans Pr(Ay, x EF R™) tels
que, pour tout (0, £x) € Ap(T) x E¥, on ait

T
E[/ |ZE(0),, ;)| dt| < +oo0.

Ok
Théoréme 2.2.1. — On suppose qu’il existe une constante C telle que, pour tout
k€{0,...,n}, tout (0, £r) € Ap(T) x E* et tout t € [0k, T), on ait

(2.37) |HY (01, 1) + | In ok (0, £,)| < C p.s.,
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alors il existe une unique solution

n
(Y*, 295y € T] 82°(Ak x E*) x Ly, (Ag x E¥)

k=0
du systéme d’équations différentielles stochastiques rétrogrades (2.32) et (2.34). En
outre, pour toute stratégie = € A on a Vi¥(x, 04, £y, 7) = U(XT* = Y0y, £1)) quels
que soient k € {0,...,n}, v € R? et (0y,€r) € Ay x E*. Les bornes supérieures
essentielles qui définissent (VF)R_, sont atteintes en toute stratégie & = (7%)1_, qui
réalise ponctuellement les bornes inférieures figurant dans (2.33) et (2.35).

La démonstration de l'existence de la solution (Y*, Z k)zzo repose sur un argument
de troncature de la fonction d’utilité U par

Un(y) = U(max(—N),y),

ou N € N. Pour cette fonction tronquée, on peut appliquer les résultats dans [65] pour
obtenir 'existence d’une solution au systeme tronqué d’équations différentielles sto-
chastiques d’une fagon récursive (rétrogradement par rapport a k € {0,...,n}). On
conclut par passage a la limite lorsque N — +o0o. Une fois I'existence est établie,
I'unicité de la solution provient du lien entre la solution du systeme d’équations
différentielles stochastiques rétrogrades (2.32) et (2.34) et les fonctions de valeur
(Vk)’gzo des problemes d’optimisation, en s’appuyant sur le fait que le processus

t
(2.38) /Zf(()k,ék)-de, t € [0k, T)
0

est une BMO-martingale quels que soient k € {0,...,n} et (04, £;) € Ap(T) x E*.



CHAPITRE 3

RISQUE D’INFORMATION ASYMETRIQUE

Dans la pratique du marché financier, il est bien connu que I’asymétrie de 1’accessi-
bilité aux informations du marché a une grande influence au choix de la stratégie d’in-
vestissement et a I’évaluation des produits dérivés. L’étude des informations d’initié
devient ainsi un sujet important des mathématiques financieres. Des recherches dans
cette direction sont menées dans les travaux comme [44, 22, 47, 39], basées sur
la théorie de grossissement initial de filtrations (cf. [53, 52, 2]). Par exemple, dans
Amendinger et al. [3], 'objective est de déterminer analytiquement le “cotit” de I'in-
formation supplémentaire qu'un investisseur est prét de payer en utilisant la méthode
de pricing d’indifférence.

Le role des informations asymétriques dans un marché financier a risque de crédit
est étudié dans différents articles comme [24, 18, 40, 17, 20, 45, 36]. Ces travaux
se concentrent souvent en l'impact des informations partielles ou incomplétes sur
I’évaluation et la couverture des produits financiers.

Dans une série de travaux en collaboration avec Hillairet [48, 49, 50], on étudie
le risque d’information asymétrique dans la modélisation des risques de défaut et
de contrepartie. Le temps de défaut 7 est modélisé comme le premier temps qu’un
processus stochastique atteint une barriere aléatoire L. On considere un initié qui
possede l'information privée sur L par rapport a un investisseur standard au marché
et on s’intéresse a l'impact de cette information supplémentaire sur la gestion du
risque de défaut.

Dans la suite, on présente d’abord notre cadre de modélisation. Ensuite, on compare
les probabilités de défaut estimées par les deux types d’investisseurs ayant différents
niveaux d’information, ainsi que les prix des produits dérivés de crédit correspondants.
Enfin, dans un contexte de risque de contrepartie, on cherche des stratégies optimales
d’investissement pour un initié qui connait 'information privée sur le défaut d’une
contrepartie ou le défaut peut induire une perte brutale au portefeuille d’investisse-
ment.
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3.1. Défaut et informations

On fixe un espace de probabilité complet (2,G,P) muni d’'une filtration F =
(Fi)i>0, supposée d’étre engendrée par un mouvement brownien (W;);>o. Soient X
un processus aléatoire F-adapté et X* le processus d’infimum de X, c’est-a-dire que
X} = info<s<; Xy quel que soit ¢ > 0. Le temps de défaut 7 est défini comme

(3.1) T:=inf{t >0 : X; <L},

ou L est une variable aléatoire positive. C’est une modélisation tres générale. En
particulier, si la variable aléatoire L est indépendante de F et si elle suit la loi
uni-exponentielle, alors (3.1) devient le modele de Cox [68]. Ce modele est large-
ment utilisé dans la pratique. Dans notre approche, la barriere aléatoire L n’est pas
nécessairement indépendante de . En effet, la densité conditionnelle de L par rapport
a [ joue un réle important.

3.1.1. Structures d’information. — Les investisseurs ont de différentes niveaux
d’observation sur F et L respectivement. On précise au-dessous les structures d’infor-
mation pour les différents investisseurs au marché.

(1) L’information compléte des initiés. On suppose qu’un initié (par exemple, un
gestionnaire de l’entreprise) posseéde des informations complétes sur F et L. La
filtration correspondant GM = (GM);>( est alors le grossissement initial de F par
la variable aléatoire L. Autrement dit, on a GM := F; V o(L) pour tout ¢ > 0.

(2) L’information standard des investisseurs. L’information des investisseurs nor-
maux est modélisée par le grossissement progressif de la filtration F par l'in-
formation de 7, comme proposé par Bielecki et Rutkowski [10]. Autrement dit,
la filtration des investisseurs G = (G;)i>0 est (F; V o (7 V t))¢>0 rendue usuelle.

(3) L’information décalée des investisseurs. On suppose que les investisseurs posseéde
une connaissance décalée de F et l'information sur ’événement de défaut. Plus
précisément, la filtration décalée des investisseurs GP = (GP);>¢ est le grossisse-
ment progressif de la filtration décalée FP = (FP);>¢ par I'information de 7, ott
la tribu FP est de la forme Fi—s@t), 0 étant une fonction telle que 0 < §(t) <t et

que t — t — §(t) soit croissante.

(4) L’information bruitée des initiés. On consideres des initiés qui posséde une ob-
servation perturbée sur la barriere L. Plus précisément, la filtration des initiés
G' = (G{)e=0 est

FiVo(Ls, s <t)Vo(rAt), t>0

rendue habituelle, ou L; est de la forme f(L,¢€;), le processus e étant un bruit qui
est indépendant de L.
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D’aprés la définition des structures d’information présentées plus haut, on a la
relation GP? ¢ G € GM et G C G!. Cependant, les filtrations G’ et GM ne sont pas
comparables car le bruit € n’est pas observable par le gestionnaire.

Pour étudier les informations des initiés, on adopte I'hypothese de Jacod [52] dans
la théorie de grossissement initial de filtrations. On suppose que, pour tout ¢t > 0, la
loi de L conditionnellement a F; est équivalente & la loi de L. On désigne par p(-) la
version cadlag et mesurable de la densité conditionnelle :

(3:2) pio) = S,

Pour tout & € Ry, le processus p(x) est une (F, P)-martingale, donc peut s’écrire sous
la forme

t
(3.3) pi(x) = po(x) +/ Bs(x)dW,, t >0,

0
ol f(x) est un processus F-prévisible. En outre, la condition
(3.4) P(L € dz| F) ~P(L € dx)
entraine que, pour tout ¢ > 0, on a p;(L) > 0 presque slirement. On suppose que,
pour tout z, les trajectoires du processus p(z) := f(x)/p(x) sont P-p.s. localement
intégrables.
3.1.2. Probabilité de défaut. — Les investisseurs ayant différentes structures

d’information peuvent avoir des estimées des probabilités de défaut ou de survie assez
diversifiées. Soit T' > 0 la maturité. On cherche a calculer la probabilité conditionnelle
de I'événement de défaut {r < 6} (ou de survie {7 > 6}) par rapport & 'information
correspondante H; & une date précédente t < 6 < T

1) Si H; = GM est la tribu des informations complétes & l'instant ¢, alors sous 1’hy-
pothese (3.2), on a
1
pt(L)

2) Si Hy = G; représente les informations progressives d’un investisseur standard,

(3.5) P(r > 6|GM) = Ep[po(D) 1 xs >3 Fili=

alors
Es[Py (X5)|F]
PH(X?)

ot Pl (dx) est une version réguliere de la loi conditionnelle de L par rapport & F;.

B(r > 0]G) = (s

3) Si H; = GP représente les informations décalées, alors

Ep [Py (X5)| 7]

(3.6) P(T > 9|gtD) = ]1{T>t} IE[PL(X*)‘.FD]
t t t
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4) Si H; = G/ est la tribu des informations bruitées ott Ly = L + ¢, ¢ = Z7_4, Z
étant un processus continu d’accroissement indépendant dont la densité marginale
est q;, alors

Jr p%(l)EP[pe(l)ll{Xpl}\ft}QT—t(Lt — 1) PE(dl)
Jo Yixrsiy ar—e(Le — D) PE(AD)

3.7) P(r > 0|G/) = 1gr>n

3.2. Evaluation avec I'information asymétrique

Suivant Bielecki et Rutkowski [10], on décrit un produit dérivé & maturité T sen-
sible au risque de crédit par un triplet (C,G,Z), ou C est une variable aléatoire
Frp-mesurable représentant le paiement a la maturité si 'événement de défaut ne
s’est pas produit, G est un processus F-adapté, de variation finie et tel que Gy = 0,
représentant les paiements de dividents, et Z est un processus F-prévisible dont la va-
leur en 7 représente le taux de recouvrement. La valeur du produit a 'instant ¢ < 7AT

Ht:| )

ou Q est une mesure de probabilité équivalente a P sous laquelle le produit est évalué,
B est un processus F-adapté représentant le facteur d’actualisation, et H = (H;);>¢ est
une filtration contenant F qui représente le flux d’informations observées par ’agent.

est

T
(38) V" =BiEg [CBEl]l{wT} + /t Ursuy By dGu + Z: 1z <y By

L’étude de l'information du gestionnaire repose largement sur la théorie de gros-
sissement initial de filtrations. D’apres Jacod [52, théoréme 1.1], toute F-martingale
est une GM-semi-martingale. En outre, le processus

(3.9) wM .= (Wt - /Ot ps(L)ds, t > 0)

est un (G, P)-mouvement brownien, o p(-) := B(-)/p(+). Cela provient de I'’équation
différentielle stochastique
dp(L) = pe(L)pe(L)dWy

vérifiée par le processus p(L) (cf. (3.3)). Grorud et Pontier [44, Lemma 3.4] ont montré
que la condition (3.3) est satisfaite si et seulement s’il existe une mesure de probabilité
équivalente a P telle que les tribus Fo, := \/,~ F: et (L) soient indépendantes. Parmi
les mesures de probabilité équivalentes ayar?c cette propriété il existe une unique qui
coincide avec P sur F.o, que I’on notera PL. Les densités de Radon-Nikodym dPZ /dP
sur GM (t > 0) forment une (G, P)-martingale qui s’identifie & I’exponentielle de
Doléans-Dade

(3.10) yM :5</Otps(L)dVVSM, t20>.

On peut vérifier que Y et p(L)~! se coincident. On s’intéresse au calcul du processus
de valeurs VM = VPG (suivant la notation de (3.8)).
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Proposition 3.2.1. — Le processus de valeurs VM sous la probabilité P du produit
financier (C,G, Z) par rapport a la filtration du gestionnaire GM est

VE(L
(3.11) vM e () >0,

= Il{'r>t} pt(L) ) el

ou VE(z) = VEF(x) est défini comme

T T
(3.12) B;Ep {cBglFT(x)Jr / F,(z)B;'dG, — / ZB;7tdF,(z)
t t

ft:| )
et Fy(z) == pe(x)Uix;r 50y
Le point clé de la démonstration est d’effectuer un changement de probabilités a

PY sous laquelle la variable aléatoire L est indépendante de F., pour simplifier le
calcul, puis faire un changement de probabilités au sens inverse.

3.2.1. Evaluation avec l'information des investisseurs. — L’évaluation des
produits financiers sensibles au risque de crédit avec I'information des investisseurs
est bien connue dans la littérature (cf. [10, 9]). Elle repose sur la théorie des grossis-
sements progressifs de filtrations (cf. [57, 58, 34]). On désigne par S le processus de
survie (ou de fagon équivalente, la surmartingale d’Azéma) de 7, défini comme

Sy =P(r > t|F) =P(X] > L|F).

Proposition 3.2.2. — Le processus de valeurs V' du produit financier (C, G, Z) sous
la probabilité P par rapport a la filtration des investisseurs G est

B T T
(3.13) ﬂ{7>t}?t]Ep |:BTISTC + / B;lsu dG, — / B;lzu ds,
t t t

]:t] , t>0.
L’évaluation du produit avec I'information décalée est tres similaire. La seule dif-
ficulté supplémentaire est que les processus S et B ne sont pas FP-adaptés.

Proposition 3.2.3. — Le processus de valeurs VP du produit financier (C,G, Z)
sous la probabilité P par rapport & la filtration décalée des investisseurs G est

Tirsny B, T B /T By D
3.14 —————Ep| —57C — S, dG, — — 7, dSy | Fy |-
G g BT ), B . B, t
3.2.2. Evaluation avec I’information des initiés. — Comparée aux résultats

présentés dans les deux sous-paragraphes précédents, I’évaluation des produits finan-
ciers sensibles au risque de crédit avec 'information des initiés est plus délicate. La
méthode consiste & introduire une filtration auxiliaire F/ = (F});>¢ définie comme

FiVo(Ls, s<t), t>0

rendue habituelle, et puis considérer les grossissements successifs de filtrations F C
F! ¢ G!. 1l savere que G’ est le grossissement progressif de la filtration F! par
I'information de 7. On peut alors appliquer la proposition 3.2.2 pour obtenir que
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le processus de valeurs V! du produit financier (C, G, Z) sous la probabilité P par
rapport a la filtration G! vérifie

B T T
(3.15) W:n{m}sjEp[B;lS%c+/ B;lsidGu—/ B;'7,ds!
t t t

F }
ott Sf := P(r > t|F/). On se raméne donc au calcul des F-espérances condition-

nelles.
On suppose dans la suite que 'observation perturbée par I'initié de la barriere est

Li=L+e, t=0,

ol € est un processus continu indépendant de F, V o(L) qui est rétrogradement
d’accroissements indépendants. Autrement dit, pour tous les nombres positifs s, t et
0 tels que 0 < s <t < 6, 'accroissement €; — €; est indépendant de e¢g. On suppose
en outre que, pour chaque ¢t > 0, la loi de e; admet une densité ¢;(-) par rapport a la
mesure de Lebesgue.

Un calcul direct montre que

o1 _ el opi(Oa(Le — Opt(do)
! S pe(0)qe(x — €)pt(dl) ’

ol 1 est la loi de L. On en déduit le résultat suivant.

Théoréme 3.2.4. — Le processus de valeurs VI du produit financier (C,G, Z) sous
la probabilité P par rapport a la filtration des initiés G vérifie la relation

f]R VE(0)qi(Ly — £)p*(de)
Jo Fe(0)qe(Ly — £)pu*(de)’

ou les processus VE et F sont définis dans la proposition 3.2.1.

V:‘.I = Il{7'>t}

3.2.3. Evaluation sous probabilité risque-neutre. — Dans ce sous-paragraphe,
on suppose que P est la probabilité risque-neutre du marché ambiant décrit par la
filtration F. Le but est de déterminer les probabilités risque-neutres par rapport aux
différentes filtrations définies dans §3.1.1 et de discuter les évaluations du produit
financier correspondantes.

Rappelons qu'une mesure de probabilité Q équivalente a P est une probabilité
risque-neutre pour la filtration G si et seulement si la restriction de Q & F», coincide
avec P et si toute (F, P)-martingale locale est une (GM, Q)-martingale locale. Il s’avere
que la seule mesure de probabilité vérifiant cette condition est P* dont la densité par
rapport a P sur GM est p;(L)~! (cf. §3.2). Le processus de valeur V&M du produit
financier (C, G, Z) sous la probabilité Q par rapport a la filtration du gestionnaire
GM est

T T
1~ BiEp [CBTlFQM (z) + / FM(2)B7'dG, — / ZB7'dFM (2)
t t

—Ft:| ’
z=L
ou FtM((E> = Il{Xt*>I}
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Comme la filtration G est contenue dans G, toute (F,P)-martingale locale est
nécessairement une (G, Q)-martingale locale. Par conséquent, Q est une probabilité
risque-neutre pour la filtration G. On a

Sg = Q(r > t| F) = QX; > L| Fy) = QX7 > L) = Ep[lyx;>rype(L) 7]

Le processus de valeurs V@ du produit financier (C,G, Z) sous la probabilité Q par
rapport a la filtration des investisseurs G est

B T T
(3.16) ]1{T>t}s—(éIEp {B;ls;%+/ B;lsgdGu—/ B;'Z,d5Y
t t t

7tz

De méme, le processus de valeurs V@ du produit financier (C, G, Z) sous la proba-
bilité Q par rapport & la filtration décalée des investisseurs G2 est

1 B B T B

{r>t} t «Q t oQ t Q

3.17 ——= 2 _Ep| —S5=C + — S dGy, — Z,dS;;
(3.17) E[S2| FP] v {BT T t Du ¢+ Bu

Dans la suite, on discute 1’évaluation du produit financier (C,G, Z) avec 'infor-

ftD} :

mation des initiés sous la probabilité risque-neutre. Soit Gl = (ét] )i>0 la filtration
définie comme

Gl.=¢glvo(L), t>o0.
Rappelons que 'observation de la barriere L par 'initié a 'instant ¢ est supposée étre
L+ ¢ (cf. §3.2.2), ol & est indépendant & Fo, V o (L), on obtient que la filtration G!
s’identifie a

GMvo(es, s<t), t>0
rendue habituelle. On en déduit que le processus W™ défini dans (3.9) est un (G?, P)-
mouvement brownien. On introduit une mesure de probabilité Q! sur Gzo telle que

I

% =YM ps. sur §{,
ott YM est I'exponentielle de Doléans-Dade introduite dans (3.10). Par définition, la
restriction de Q! & GM coincide avec Q. Dans la suite, par abus de notation, on désigne
par Q la probabilité Q7 sur Jgo Comme le processus € est indépendant de G| toute
(GM,Q)-martingale locale est nécessairement une (G, Q)-martingale locale. On en
déduit que Q est la probabilité risque-neutre pour la filtration G/.

Théoréme 3.2.5. — Le processus de valeurs V! du produit financier (C,G, Z)
sous la probabilité Q par rapport & la filtration des initiés G vérifie la relation swi-
vante :

Jo VEF (0)gi(Ly — Ot (de)
fR FM(0)q(Ly — O)pt(ae) ’

'
ot FM(z) == {x; 54y, €t V2T est défini comme

V;tQJ = ]1{7'>t}

T T
BEp |CBy'Ffp(u, 0) + / Fly(u,0)By " dGg — / Bolngthe(u,é)‘ft}
t t

u=L;
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avec
s —1
Fatwty=e( [ [ s numoanas.) £,
t JRr
teo €tant la loi de probabilité de eg — €.

La méthode de la démonstration consiste a ramener le calcul des Q-espérances
conditionnelles par rapport a F/ & celui des P-espérances conditionnelles par rapport
a F;. Soit p! un processus cadlag tel que

pi =Eplp(L) | F{] ps.

quel que soit t > 0, ou le processus p(-) est défini dans §3.2. Le processus W' défini
comme

¢
W/ = Wt—/ plds
0

est alors un (F!,P)-mouvement brownien. On désigne par Y’ D'exponentielle de

Doléans-Dade
t
5(/ plaw! t> o).
0

C’est une (F!, P)-martingale locale. Il s’avére que Y, est la dérivée de Radon-Nikodym
de Q par rapport & P sur la tribu F/. A l'aide de ce changement de probabilités,
on peut exprimer V, F! comme une P-espérance conditionnelle par rapport a Fj.
Enfin, en utilisant le fait que le processus € est rétrogradement a accroissements
indépendants, on obtient le résultat souhaité.

3.3. Optimisation d’investissement avec ’information asymétrique

Dans ce paragraphe, on revient au probleme de ’optimisation d’investissement
avec le risque d’une contrepartie comme traité dans §2.1. Au lieu d’un investisseur
standard, on considére un initié avec 'information supplémentaire sur le défaut de
la contrepartie. On s’intéresse & analyser 'impact de I'information asymétrique dans
I'optimisation du portefeuille, plus précisément, le profit de l'initié par rapport a
I'investisseur standard.

L’initié observe sur le marché le méme prix, comme un investisseur standard, de
Pactif risqué S qui est un processus G-adapté et qui subit une perte proportionnelle
~v au moment de défaut 7 de la contrepartie, donc la dynamique de S est donné par
(2.2), (2.3) et (2.4). Par contre, 'initié possede 'information privée sur le défaut de la
contrepartie, plus précisement, sur la barriere de défaut L. Son ensemble de stratégie
est donc plus large par rapport au investisseur standard, notamment, la stratégie
d’investissement de I'initié est caractérisée par un processus GM-prévisible 7 sous la
forme 7y = ]l{tST}frtO (L)+ ]1{t>7}7’r} (7) qui représente la proportion de richesse investie
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sur S, ott 7°(+) et 7(-) sont P(F) ® B(R,)-mesurables. La richesse du portefeuille est
ainsi un processus GM-adapté X ot X; = Ny} XP (L) + Iy>- X2 (7) qui satisfait

dX(L) = XP(D)m)(L)(pgdt + opdWs), te[0,T],
dX}(r) = XMo@ (r)(pi(r)dt 4 of (1)dWy),  t € [, T].
Xr) = X1 - 2Ly,

On suppose T2(L)v, < 1 de sorte que la richesse est strictement positive.

3.3.1. Probleme d’optimisation. — Notre objective est de maximiser ’espérance
d’une fonction d’utilité U évaluée en la richesse terminale du portefeuille et de chercher
la stratégie optimale 7 pour Dinitié qui atteint

(3.18) Vo = sup E[U(X7)]
TEAL
ot Ay, est I'ensemble des stratégies admissibles pour # = (7°(-), 71(+)), ot #°(-) et
71(-) sont des processus P(F) ® B(R.)-mesurable tels que
(3.19)
TIANT T
Vi 0, (/ |7’r?(l)a?|2dt+/ wg(n)ag(n)ﬁdt) < 00 ot 7 (D7 < 1, pis.,
0 AT

et 7; est le F-temps d’arrét

7 :=1inf{t : Ay > 1}.
Par la relation d’inclusion G C GM, la fonction de valeur Vj de I’initié est plus grande
que celle de U'investisseur : on a Vo > Vg, o1 Vj est définie dans (2.9). Pourtant, sur une
trajectoire, il est possibl que U(X7) < U(X7). On reviendra sur cette comparaison &
la fin du paragraphe.

La décomposition canonique des processus G -adaptés dans le grossissement initial
(cf. Jeulin [58, lemmes 3.13 et 4.4]) suggere de décomposer le probléeme d’optimisation
en deux parties : avant-défaut {t < 7} et aprés-défaut {t > 7}. Plus précisément, on
écrit E[U(Xr)] sous la forme

(3.20) E[U(X7)] = E[lir<ry U(X7(L)) + Ly U(X (7)),

La situation est similaire a celle dans §2.1. La différence principale est que, pour
I'initié qui connait L & l'instant initial, le temps de défaut 7 n’admet pas de densité
conditionnelle par rapport a la filtration F, donc ’approche de densité n’est plus
valable. Pour surmonter cette difficulté, on adopte une approche alternative comme
dans [3]. On consideére d’abord le probleme conditionnellement & la tribu initiale de
I’initié :

esssup E[U(X1)|Gy"],

TEAL
ot G = o(L). Sous I'hypothese (3.2), on a

(321)  EUEN)IG]=E pr() (Lr<UX2D) + Lrs UXz(1))],_,
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et par conséquent

E[U(X7)] :/R E [pr(l) (Lr<mUX2 1) + Loy U(X7(n)))] PE(dL)

ol PT désigne la loi de probabilité de L. I1 suffit alors de maximiser ponctuellement

(pour chaque [) I’espérance

E[pr (D) (Mr<my UXRD) + Lrsny UKE))) |-

3.3.2. Contrainte sur la vente a découverte. — Pour l'initié, il est important

d’imposer certaine contrainte sur ses stratégies d’investissement, notamment, sur la

quantité de vente a découverte de ’actif risqué S car en profitant de son informa-
tion privée, I'initié peut atteindre une richesse terminale non-bornée dans L'. Plus

précisément, sous des conditions assez faibles, on obtient les résultats suivants :

Théoréme 3.3.1. — On suppose les conditions suivantes :
(1) le processus A est strictement croissant p.s. sur [0,T),
(2) pour tout ! dans le support de la loi de L, on a P(Ar >1) > 0.

Alors on a

esssup E[X7 |G = +o0  p.s.
TEAL

En outre, pour toute fonction d’utilité U telle que lir_ir_l U(z) = +o0, on a
Tr—r 400

esssup E[U(X7) |G = +o0  p.s.
TEAL

Le théoréme précédent nous suggere de considérer, au lieu de Ay, défini par (3.19),

I’ensemble de stratégies admissibles avec contrainte pour ’initié :

(3.22) AS = {(7°(), 7 () € A tel que 7° > =6}, §>0
et de quantifier I'impact de la borne § dans 'optimisation
(3.23) esssup E[U(X 1) | Go1).

rEAY

On introduit
A2 = {(7% 7)) € A tel que 7° > =5}, §>0

et considere la fonction de valeur suivante dépendant d’un parametre [ € Ry :

(3.24) Vo (l) := fSSEaE [pr (1) (U7 <y U(X2(D) + Uprsry U(X 1 (1)))] -

Par un théoréme de sélection mesurable ( [7, Lemme 1]), on peut montrer que

V(L) = esssupE[U(X7) |Gy']  pss.

—c A8
TEAY
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3.3.3. Résolution du probleme. — Dans la suite, on résout le probleme (3.24) en
deux étapes, similairement a §2.1 : le probléeme apres-défaut qui dépend de la stratégie
71(-) et la richesse X!(-) :

(3.25) Vi, (21) = esssup Elpr (DU (X" (m))|Fr ],

rle A}

ot A} est 'ensemble des stratégies prévisibles admissibles (7} (7;),t € 7, T]) tel que

vT
/ |7‘rt1(n)at1(n)|2 dt < oo p.s.
-

L

et le probleme global avant-défaut
(326) Vi) = swp B [Lzanypr(DU KR + Az VA (KO 0)(1 7% (0)37))]

70c Ay
qui dépend de la stratégie 7°(-), la richesse X°(-) et la solution V! du probleme apres-
défaut introduit au-dessus, ou A?’é est ensemble des stratégies (70(1),t € [0,7, AT])
qui sont admissibles avec la contrainte sur la vente a découverte i.e., telles que presque
stirement

AT
/ |7V (Da?2dt < oo, T(1) > —d et 1 > ﬁgl(l)’yn.
0

Sur I’ensemble apres-défaut, 1'initié et 'investisseur standard ont la méme informa-
tion sur le temps de défaut, donc la solution de (3.25) est similaire & celle de (2.11).
Ici la dérivée de Radon-Nikodym p(-) joue un rdle analogue a la densité de défaut. La
différence est que le F-temps d’arrét 7; intervient dans le probleme d’optimisation de
I'initié. Soit

TVt

1 TVt
_ 3 fu (T0) _m
at) =er (= [ w5

1

k()|
ol ()

On suppose que, pour tout I > 0, ul(7;) et ol (7) satisfont au critére de Novikov :

1 ivT 2
E |exp 5/ ds

En particulier, le processus (Z(7;)):c[o, ] est une (Fr,v¢)¢ecjo,r)-martingale. Le résultat
suivant est comparable au théoreme 2.1.2.

du), te[0,T].

f15 (1)
oi(m)

< +o00.

Théoréme 3.3.2. — La fonction de valeur optimale de (3.25) est p.s. finie et est
donnée par la relation

(3.27) Vi) =B [pT(DU (1(% () i”;((?)) )) ‘ fn]

ou I := (U")71, et le multiplicateur de Lagrange §,(-) est la unique solution F, ®
B(R,)-mesurable de ’équation

[ o 25) |7 =
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La richesse optimale est donnée par la formule suivante

A 1
(3.28) X" () =

S |20 (7 )

e ZT(Tl))‘ |

pT(l) ]:t:| , te€ [[TZ,T]].

Pour la fonction d’utilité U(x) = % dans la calsse CRRA, ou 0 < p < 1, on a

I(x) = 27T . Par le théoréme précédent, la richesse optimale est

B [ort) (25) 7 | £
1,2 _ xz
Xt (Tl) =7 (Tl) P . , t€ [[Tl,T]]
8 lort) (25) 7 | 7]

et la fonction de valeur optimale est

(3.29) V(a) = 12) (IE lpT(l) (ZT(TZ))pl

pr(l)

1-p
p
fn]) = %Kﬂ

(3.30) V@(1) = SUILlE{H{T@}pT(l)U(X%(l))+11{T2T1}KTZU(X%(1)(1ﬁgl(l)%l)) ,
ﬁ—OEAlv

Le probleme global (3.26) s’écrit comme

ou la variable aléatoire F,-mesurable K, ne dépend pas du processus de controle
= A?’é. Ce probleme d’optimisation pour l'initié est plus compliqué que (2.12)
pour l'investisseur standard a cause de la contrainte sur la vente a découverte. On
utilise la programmation dynamique et introduit pour toute v € A?"s le processus
FO .= (]:TlAt)OStST—adapté

Xt(”) = €esssup E []IT<szT(l)U(X%(l)> + ]lt<Tz§TKTlU<X£,(Z)(1 - 7?2, (l)’yTz))"FTz/\t]

70 AV (t,0)

ol A?"S(t, v) est Pensemble des stratégies qui coincident avec v jusqu’a la date ¢t. On
a V@(I) = Ay(v) pour toute v € A?’é. On peut montrer que, pour toute stratégie

70 e A?’é, il existe une suite de stratégies (70 € A?’é)neN telle que 75 , = —d et que
: —0 0
. > .
(331) i A7) > %(x)

Cela suggere que la stratégie optimale, si elle existe dans A?"s, consiste a effectuer la
vente & découverte au moment de défaut 7; avec la quantité maximale.

Par un résultat classique de El Karoui et Quenez [33], la stratégie optimale 7% est
caractérisée par la condition que la FO-surmartingale

f? = Xt(y) + ﬂtZTlKTzU(X:;O(l)(l - VTz(l)/yTz»? 0<t<T,
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est une martingale. Soit

(3.32)
7= )
UX; (1)
X3 (D)
X0

X0
X700)

p
= essSsup E []IT<in(l)< ) + ]1t<TlSTKTl<

70€AY? (s,0)

) (1= 70,07 | Frun

Le processus Y ne dépend pas de v € A?’é et est positif sur [0, 7;[ et égal & 0 apres ;.
On donne une caractérisation de Y en terme d’une équation différentielle stochastique
rétrograde.

Théoréme 3.3.3. — Le processus Y défini dans (3.32) est la plus petite solution
dans l’espace

L (F%) := {Y : FO-adapté t.q. Y; > 0 sit € [0, 7] et Y; =0 si t € [, 00 }.

de l’équation différentielle stochastique rétrograde
(3.33)

(14 67v7,)P

B TNAT B TAT
¥y = Dperpr(l) + Tycr K + / F(6, Y, 69) A6 / b0 AWy,
t t

oute 0, TAT], p€ L2 (W), et

loc

_ _ 1—p-

(B3:34)  JsYeo)=p  essup (¥ +0%00)vs — — L V|0l
VEA?’57s.t. Ve =—0

La fonction de valeur optimale se réalise comme la limite des fonctions de valeur d’une

suite de stratégies admissibles qui réalisent asymptotiquement le supremum essentiel
dans (3.34).

La différence entre les équations différentielles stochastiques rétrogrades (2.16) et
(3.33) pour l'investisseur standard et 1'initié respectivement figure dans les conditions
terminales. En effet, il y a un terme de saut en 7; dans (3.33). Une approche naive
d’optimiser (3.32) via I’équation différentielle stochastique rétrograde (3.33) est de
choisir d’abord 7?2[ = —§, et puis de maximiser pour ¢ < 7;. Cependant la stratégie
]1[[0771[[7?0 — 01, ainsi obtenue n’est pas un processus prévisible et donc n’appartient
pas a A?"s. Il est donc nécessaire d’introduire une suite de stratégies prévisibles qui
convergent vers la “stratégie optimale”.

Proposition 3.8.4. — Soit (Tn)nen une famille croissante de F-temps d’arrét qui
convergent vers 7;. La stratégie (70 = ]l[[O’TnﬁO — Iy, ~79) ot 70 est le processus

optimal pour

_ _ 1— P
£9(s, Y2, 60) = pesssup [(42F2 + 0200w — 15 LV 0ol
veEA”
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est dans A?’5 et satisfait

o

721_0

lim Xo(ﬁg) = V(l) = E|:]1T<szT(l)U(X§:O(Z)) + ]ITZTlKTLU(XTL (l)(l + 6771)):|

n—-+4oo

(3.35)  Ay(7°) =E [nT«,,pT(wU(X%“(n) + s K U(XE ()1 — 72 (zm»] .

On effectue dans [50] des simulations numériques pour comparer les stratégies

optimales de l'initié et de l'investisseur standard (cette derniere est obtenue dans

[61]) et on analyse aussi 'impact des différents parametres. Les observations sont les

suivantes :

1)

Au moment de défaut, les deux types d’investisseurs souffrent une perte brutale
dans leurs fonctions de valeur d’optimisation. Dans la plupart des cas, I'initié sur-
performe que 'investisseur standard avant et apres le défaut.

Dans des situations extrémement risquées ou la probabilité de défaut et les pertes
correspondantes sont tres élevées, 'investisseur standard peut obtenir une plus
grande fonction de valeur en effectuant des stratégies de vente a découverte de
grande quantité (que 'initié ne peut pas faire & cause de la contrainte), qui fait
ainsi un pari sur 'arrivée de défaut avant la maturité et prend le risque d’une perte
importante si le défaut a lieu apres la maturité.

La fonction de valeur de l'initié est croissante par rapport au parametre J la
contrainte de la vente a découverte. Quand on fixe §, la performance de 'initié
et de l'investisseur standard sont croissantes par rapport a la perte au défaut -,
qui est une conséquence des stratégies de vente a découverte.



CHAPITRE 4

DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE AVEC LA
METHODE DE STEIN

La loi asymptotique des sommes de variables aléatoires est un sujet central de la
théorie des probabilités. Depuis le travail fondamental de Laplace, il est standard
d’utiliser la transformée de Laplace (ou de Fourier) & démontrer le théoréme central
limite. La méthode de Laplace a été raffinée par Berry et Esseen pour obtenir une
borne supérieure de la vitesse de convergence du théoreme centrale limite.

Soient (X;)"; une famille de variables aléatoires indépendantes et W leur somme
(éventuellement normalisée). Du point de vu numérique, le théoréme central limite
cherche & approximer la fonctionnelle h — E[h(T)] par une fonctionnelle qui est plus
facile a calculer. Le théoréeme central limite sous forme classique propose d’approximer
E[h(W)] par Pespérance de h par rapport a la loi gaussienne ayant les mémes moments
d’ordre 1 et d’ordre 2 de W. En général la vitesse de convergence (la somme W étant
normalisée par un facteur de 1/4/n) est O(1/4/n) lorsque les variables aléatoires ont
la méme loi et admettent le moment d’ordre 3. Cependant, sous certaines conditions
sur les lois de probabilités de X; ou sur la fonction h, on peut améliorer la qualité
d’approximation en introduisant des termes de correcteur. Par exemple, dans le cas
ol les lois de probabilité des X; sont lisses, des développements asymptotiques sont
proposés dans la littérature ot les moments d’ordre supérieurs des X; interviennent.
On renvoie les lecteurs dans l'ouvrage de Petrov [75] pour un survol panoramique
dans cette direction.

Dans une série de travaux sur les méthodes numériques dans ’évaluation de CDOs
[31, 32, 30], nous avons observé que, dans le cas ol f est une fonction Call, i.e.
h(z) = (x — K)4, on peut améliorer I'approximation gaussienne ou poissonnienne de
E[h(W)] par un terme de correcteur explicite. La démonstration de ce résultat repose
sur la méthode de Stein (cf. [83, 84]), qui est basée sur ’observation qu’une variable
aléatoire X d’espérance nulle suit la loi normale N(0,02) si et seulement si 1’égalité
E[X f(X)] = o?E[f'(X)] est vérifiée pour toute fonction différentiable f telle que les
deux cotés de la formule au-dessus sont bien définis. On renvoie les lecteurs dans [19]
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pour une exposition détaillée sur la méthode de Stein et ses applications dans les
approximations gaussienne et poissonnienne.

L’avantage de la méthode de Stein est que 1’on n’utilise pas explicitement la trans-
formée de Fourier de la fonction h. Cela est particulierement commode lorsque 1’on
étudie I'approximation d’ordre supérieur de E[h(W)] lorsque la fonction h est lisse.
Dans cette direction Barbour [5, 6] a proposé des formules de développement asymp-
totique pour les approximations gaussienne et poissonnienne, voir aussi [78]. L’ap-
proche de Barbour est une combinaison de la méthode de Stein et un argument de
développement par les cumulants. Il a aussi obtenu des estimées explicites pour les
termes d’erreur. Cependant, ces estimations demandent des conditions fines sur la
régularité de la fonction h ou sur 'existence des moments & un grand ordre pour
les variables aléatoires X;. Dans le cas d’approximation gaussienne, ’estimation de
Barbour ne permet pas de retrouver I'inégalité de Berry-Esseen ou I'estimée du terme
d’erreur dans [30] pour la fonction Call.

Pour rendre la méthode de Stein plus symétrique, Goldstein et Reinert [42] ont
proposé la transformation de biais zéro pour les variables aléatoires centrées. Etant
donnée une variable aléatoire X d’espérance nulle, on dit qu’une variable aléatoire X*
admet la loi de biais zéro de X si, pour toute fonction différentiable on a E[X f(X)] =
a?E[f'(X*)], ol 0% est la variance de X. Par la transformation de biais zéro, la
différence entre la loi de X et la loi normale N (0, 02) peut étre mesurée par la distance
entre les lois de X et de sa transformée de biais zéro X*. Dans 1’étude de la loi
de probabilité de la somme de variable aléatoire indépendantes W = Xy + --- +
X, le choix de la structure de corrélation entre W et W* est le point clé dans la
démonstration du théoreme central limite par la méthode de Stein. En effet, si pour
tout i € {1,...,n}, X désigne une variable aléatoire indépendante des (X;)?_; et
ayant la loi de biais zéro de X;, alors la variable aléatoire W* = W) + X7 est une
transformée de biais zéro de W, ot W& := W — X; et I est un indice aléatoire
indépendant de {X;, X/}, qui prend valeurs dans {1,...,n} équiprobablement.
Donc les lois de W et de W* sont proches lorsque n est grand. Cette méthode est
similaire a I’approche de Lindeberg ou on substitue progressivement les X; par des
variables aléatoires suivant les lois gaussiennes.

Dans le travail [59], j’ai étudié le probléme de développement dans les approxi-
mations gaussienne et poissonnienne en utilisant une combinaison de la méthode de
Stein et de la transformée de biais zéro. L’idée consiste a appliquer directement le
développement de Taylor & E[f(WW)] et E[f(W*)], ou f est la solution d’une équation
de Stein itérée. Dans la formule de développement asymptotique, il apparait les mo-
ments des X; au lieu des cumulants. Mais le lien entre les moments et les cumulants
montre que ma formule est équivalente & celle de Barbour. L’avancement majeur est
dans 'estimation du terme d’erreur. On décrit soigneusement les espaces fonctionnels
contenant les solutions des équations de Stein itérées. Cela nous permet d’obtenir les



4.1. DEVELOPPEMENT DANS LE CAS GAUSSIEN 55

estimés plus fines sur les termes d’erreur sous des conditions plus souples. La dif-
ficulté principale de cette méthode est la corrélation entre W et X; (et celle entre
W* et X¥). Si on applique directement l'opérateur d’espérance & la formule de Tay-
lor, ces structures de corrélation produisent des termes d’erreurs supplémentaires a
I’ordre non-négligeable. Pour surmonter cette difficulté, j’ai proposé une formule de
Taylor inversée (4.2). C’est un résultat de nature combinatoire : le terme d’erreur de
cette formule peut s’exprimer comme une combinaison linéaire des termes d’erreur
de la formule de Taylor classique (cf. (4.3)). Cette formule, ainsi que son analogue
poissonnien, jouent un role essentiel dans mon approche a ’étude du développement
asymptotique des approximations gaussienne et poissonnienne.

4.1. Développement dans le cas gaussien

Dans ce paragraphe, on présente la formule de développement dans le cas gaussien.

4.1.1. Espaces de fonctions. — On introduit une famille d’espaces de fonctions
sur lesquels on discute le développement de I'approximation gaussienne. Ces espaces
de fonctions sont liés a I’équation de Stein. Plus précisément, on montre dans la
proposition 4.1.2 que, si h appartient a I'un des espaces de fonctions, alors il en est
de méme de la solution f; de I'équation de Stein (4.8).

Si g est une fonction localement de variation finie, elle peut étre décomposée de
fagon unique en la somme d’une fonction de saut pure gq et une fonction continue g,
qui est localement de variation finie et nulle & ’origine. Les fonctions g. et gq sont
appelées respectivement la partie continue et la partie de saut pure de g.

Soient o €]0,1] et p > 0. Suivant Barbour [5], on définit pour toute fonction f sur
R la valeur suivante dans [0, +o0]

. [f(z) = f(y)l
[ Fllag = sup — T =W
ay [T = y[* (L4 [z + |y[P)
L’ensemble des fonction f telle que || f||a,p < +00 forme un espace vectoriel sur R. Il
s’avere que || - ||,y est une semi-norme sur cet espace vectoriel. En outre, || f||q,p, < +00

entraine que f est localement a-lipschitzienne et qu’elle ne croit pas plus vite que
|z|**P & Pinfini.

Définition 4.1.1. — Soient N un entier positif, o €]0, 1] et p > 0. On désigne par
’Hé\{ » l'espace vectoriel des fonctions boréliennes h sur R qui vérifient les conditions
suivantes :

(a) hest N fois dérivable et h(V) est une fonction localement de variation fini et qui
n’admet qu’un nombre fini de sauts,

(b) la partie continue de (V) satisfait & la relation thN) lla,p < 00

Les espaces ”Hév, » ont les propriétés suivantes :
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1) Lorsque N > 1, une fonction h est dans Hév’p si et seulement si b’ € 'HO]Z;I.
2) Sip <gq, alors Hé\”p - Hév’q.

(1)
(2)
(3) Sia <p, alors Hgp CHY L4,
(4)
(5)

4) Si N > 1, alors ’Hév’p - H{\j;ip - Hé\{;il.
5) Sihe HOIXP et si P est un polynéme de degré d, on a Ph € Hq ptd-

La proposition suivante est cruciale dans ’étude de ’équation de Stein :

Proposition 4.1.2. — Soient N un entier positif, a €]0,1], p > 0 et o > 0. Si
h € Holxp, alors léquation de Stein

af(z) = o f'(z) = h(z) — Do (h)

a une solution. De plus, la solution fr de cette équation de la forme

1 o0
4.1 = h(t) — @, (h))p,(t) dt
(41) ) = oo [ (0 = @010 (1)
appartient a Hév’;rl, ol ¢, (-) désigne la fonction de densité de la loi normale N(0,02)
et ®,(-) désigne l'opérateur d’espérance par rapport a la loi de N(0,0?).

4.1.2. Formule de développement. — Soient N un entier positif, X et ¥ deux
variables aléatoires indépendants et f une fonction sur R qui est N fois dérivable. On
suppose que E[|[YV|N] < +oo et que les variables aléatoires f*)(X) et f*)(X +Y) sont
intégrables (k € {0,...,N}). Pour tout k, on désigne par mgf) le moment d’ordre k
de Y, normalisé comme

E[Y*
mf® .= B
k!
ou k € {0,...,N}. On désigne par dn(f, X,Y) le terme d’erreur du développement

de Taylor d’ordre N de l'espérance E[f(X +Y)] en X. Autrement dit,

N
Sn(f, X, Y) == E[f(X + V)] - > m{PE[F P (X)),
k=0

La valeur oy (f, X,Y’) peut s’écrire sous forme intégrale comme
1

L/ (1= OV TE[(FNMX 4 87) — f0)Y Y] e

(N =D Jo

pourvu que le terme a droite est bien défini.

Dans le probleme de développement de ’approximation gaussienne, on considere
une espérance de la forme E[h(W)], ot W = X; + --- + X,, est une somme de
variables aléatoires indépendantes. Si on applique le développement de Taylor a
h(W) = h(W® + X;), il apparait dans la formule de développement des espérances
conditionnelles de la forme E[R*) (W ()] que 'on ne peut pas appliquer directement
la méthode de récurrence pour approximer (& un ordre adéquat). Pour surmonter
cette difficulté, j’ai proposé une formule de Taylor inversée comme la suite.

5N(f7X’Y) =
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On veut développer E[f(X)] comme une somme de Taylor dont les coefficients
sont des espérances de la forme E[f(k) (X +Y)]. Cependant, cela ne peut pas se
faire naivement en prenant le développement de Taylor de E[f(X)] en X + Y car
les variables aléatoires X + Y et Y ne sont pas indépendantes. On désigne par N,
I’ensemble des entiers strictement positifs. Si d > 1 est un entier et si J = (jg)?zl est
un élément dans N?, l'expression |J| désigne la somme des coordonnées ji + - - - + 44
et mg}]) désigne mggl) - mgfd). Par convention, N := {@} est I’ensemble du vecteur
vide, || =0 et m&g) =1

Théoréme 4.1.3 (Formule de Taylor inversée). — On a
(42)  EFEOI=>_(-D* >0 mP B +Y)] en(f, X,Y),
d=0 Jend
IJI<N
ot
(4.3) en(£.XY) ==Y (1" 3" m{Pay 57 X, Y).
d>0 JenN?
[JI<N
4.1.3. Estimation fondamentale. — Ce sous-paragraphe est consacré a majorer

les termes d’erreur dans les formules de Taylor présentées dans le sous-paragraphe
précédent.

Proposition 4.1.4. — Soient N > 0 un entier, « €]0,1] et p > 0. Soit X une
variable aléatoire ayant le moment d’ordre N + a + p et qui satisfait a linégalité de
concentration sutvante :

Va,beR, a<b, Pla<X<b) <clb—a)+r,
ot ¢ et r sont deuzr constantes positives. Soit en outre Y wune wvariable aléatoire

indépendante de X et qui admet le moment d’ordre N + o + p. Pour toute fonction
g € Hap et tout k€{0,...,N}, on a

(4.4) |5N—k(g(k)7X7Y)| Sv(gt(iN))<0m|()J/V|_k+a) +’I“m|($[‘_k)
4.4
N—k+a N—k+a
+ ||9£N)||a,p(ua,p,xml(y‘ + )+va,pm|(y‘ + +p)),

ou V(g((lN)) est la variation totale de g((iN),

Uapx = (1+ (1 +2)E[X[PIT(a+1)) et vap:=2"T(a+p+1).
On en déduit une majoration de |en_x(¢®), X, Y)| comme la suite

J N N—k—|J|+a N—k—|J
lenv—k(g™, X, V)| < Z Z m|(y)\ {V(!L(i ))(Cmfy\ i )+7"m|(y| | D)

d>0  gen¢
(4.5) [J[<N—k
N—k—|J|+ N—k—|J|+a+
+||9£N)||a,p(uam7Xm|(Y\ 7 a)"'”amm\(m e p))]
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On peut appliquer la proposition aux sommes de variables indépendantes. Soient
X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes qui suivent la méme loi que X/\/n,
ou X est une variable aléatoires d’espérance nulle et qui admet le moment d’ordre
N +a+p+2. Pour tout g € HY , et tout k € {0,..., N}, on a

(4.6) 5N*k(g(k)’ W(i)7XZ_*) _ O((%)(N—k+a)/2)’
(4.7) sN_k(g(k:)’W(i)’Xi) _ O((%)(N—k-&-a)h),

ou les constantes implicites dépendent de V(g((iN)), ||g((;N)||a7p et les moments de X
d’ordre au plus N —k+a+p+ 2.

4.1.4. Transformation de biais zéro. — Soit X une variable aléatoire
d’espérance nulle et de variance finie 02 > 0. On définit la loi de biais zéro de
X T'unique mesure de probabilité borélienne p% sur R telle que, pour toute fonction
différentiable f dont la dérivée f’ est une fonction bornée, on a

BLYS(X)) = [ /@) (o).
On appelle I’équation de Stein toute équation différentielle ordinaire de la forme
(4.8) zf(z) — o*f'(x) = h(z) — Do (h),

ou h est une fonction localement de variation finie et de croissance polynomiale a
linfini qui n’admet qu’un nombre fini de sauts, et ®,(h) est 'espérance de h par
rapport & la loi normale N(0,0?). Si fj, est une solution de '’équation de Stein et si
X™ est une variable aléatoire qui suit la loi de biais zéro p%, alors on a

E[h(X)] = @4 (h) = o (E[f3(X)] = E[fo(X")]),

pourvu que les espérances figurant dans la formule sont bien définies. Cela montre
que la différence entre la loi de X et la loi normale N(0,02) peut étre mesurée par la
distance entre la loi de X et sa loi de biais zéro.

On considére une famille de variables aléatoires indépendantes X; (1 = 1,...,n).
On suppose que chaque variable aléatoire X; est d’espérance nulle et de variance finie
02 > 0. Soient W = X; +--- + X,, et 0}, = Var(W) = 0% + --- + o2. Pour tout
i€ {l,...,n}, soit X une variable aléatoire qui suit la loi de biais zéro de X; et qui
est indépendante de W =W — X;.

Théoréme 4.1.5. — Soient N un entier positif, « €]0,1] et p > 0. On suppose que

X1,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes ayant des moments d’ordre
N +max(a+p,2). Pour toute fonction h € HY ,, Uespérance conditionnelle E[h(W)]

peut s’écrire comme la somme de deux termes Cn(h) et en(h) qui sont définis de
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fagon récursive comme Co(h) = @gyy, (h), eg(h) = E[R(W)] — Dy, (h) et

(4.9) Cn(h) +Z Z ) 12 mJO) mX* —m§§ )CN7|J\(f;(L|J‘+1)),

=1 d>1 JeN;i
[JI<N
- Je Jh Jt J)+1
:Zo?[z d ! Z mX %) m(X* m(X ))eN_‘J‘(f}(L‘ | ))
=1 d>1 Jend
(4.10) [JI<N

N
+ 3 en k(AW Xom L+ o (£, W, X0,
k=0

ot pour tout J € N2, lexpression JT désigne la dernicre coordonnée de J, et J° désigne
le vecteur dans N1 consistant des d — 1 premiers coordonnées de J.

Les moments de X peuvent s’exprimer comme des fonctions des moments des Xj.
En effet, pour tout k € N tel que E[(X})¥] soit bien défini, on a

E[X;*?]

E[(X})¥] = 2k 1)

(2

En d’autres termes, on a mg?) =0, %(k+ 2)mg§f2).

(r)

Pour tout i € {1,...,n} et tout entier positif r, soit x; ' le cumulant d’ordre r de
X;. On a la relation suivante.
(r) r-1 (r=3)
ki (r) G H
4.11 = — e
ot G TR T L G

J=1

On peut vérifier que

T — K
( ) =(r—1)! Z (—1)4®) 1KTm()(i)a
KeUys, NS
K|=r
ot £(K) est la longueur du vecteur K, qui est égale a d si K € N%. On vérifie alors
que
k(T+2) (W
(r+1) (W)
4.12 'N_r( ) ————=,
(4.12) Cn(h) )+ Z Cn (r+1)!
ou £ (W) désigne le cumulant d’ordre 7 de W. Ainsi on retrouve la formule de
développement de Barbour [5, (8)].

4.1.5. Majoration du terme d’erreur. — Les estimées des termes d’erreur des
formules de Taylor obtenues dans §4.1.3 conduisent naturellement aux estimations
suivantes.
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Proposition 4.1.6. — Soient N > 0 un entier, a €]0,1], p > 0 et h € ’Hév’p.
Supposons que X1, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent la
méme loi que X/+v/n, ou X est une variable aléatoire dont l’espérance est nulle et qui
admet le moment d’ordre N + 2 + o+ p. Alors on a

(4.13) en(h) = O((;E)Nw),

ot la constante implicite dépend des moments d’ordre < N +a+p+ 2 de X.

On peut comparer ce résultat au théoréme principal de Barbour (cf. [5, page 294]).
Ici on demande moins de régularité sur la fonction h. Par exemple, dans le cas ol
la fonction h est de la forme h(z) = lyz<y, on a h € HY ; pour tout a €]0,1].
Par conséquent, si X1,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent
la méme loi ayant un moment d’ordre 2 + «, alors on a eg(h) = O((1/4/n)%) ol la
constate implicite dépend des moments d’ordre < 2 4 « des X;. Cela nous permet de
retrouver l'estimée dans [75, théoréme V.3.6].

4.2. Le cas poissonnien

Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans N. La variable aléatoire Z suit la loi
de Poisson de parametre A si et seulement si 'inégalité E[Z f(Z)] = AE[f(Z + 1)] est
vérifiée pour toute fonction f : N — R telle que les deux cotés de la formule soient
bien définis. [’analogue de ’équation de Stein dans le cas poissonnien est

(4.14) wf (@) = Af(z +1) = h(z) = Pa(h),

ot Py(h) désigne l'espérance de h par rapport & la loi poissonnienne de parameétre A.
Si X est une variable aléatoire a valeur dans N dont I’espérance est A, alors on a

E[R(X)] = Pxa(h) = E[X fn(X)] = E[fa(X + 1)),

ou fp, est une solution de ’équation (4.14) qui se calcule de fagon explicite comme

(4.15) fula) = & ;wl)! > %(h(i) —Pa(h),

i>x

ou la valeur de f3(0) peut étre choisie arbitrairement.
Pour toute variable aléatoire X & valeurs dans N et tout k& € N tel que E[| X |¥] <

+00, on note
*) .:E[ X }
my’ : (k .

On désigne par % la mesure de probabilité sur N telle que

px (@) = (2 + DPX =z +1)/A,
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appelée la loi de biais zéro de X (cf. Goldstein et Reinert [43]). D’apres 1’équation de
Stein, si X* est une variable aléatoire qui suit la loi pt%, alors on a

(4.16) E[R(X)] = Pa(h) = AE[fn(X" +1) = fu(X +1)]

D’apres la définition de la loi de biais zéro, si X™* suit la loi de biais zéro de X, alors
on a

Am$) = (k+ 1)m{ETY.

Dans le cas discret, ’analogue de la formule de Taylor est le développement de New-
ton :

N
fetn =3 (y) Nf@ LY ANy,
i=o 0< 1 <o <N 11<Y
ou Af(x) = f(x +1) — f(x). Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes
a valeurs dans N et f : N — R telle que A*f(X) et A¥f(X +Y) soient intégrables
pour tout k € {0,...,N}. On a

E[f(X 4 Y)] Zm(k)]EAk X)] +6n(f, X,Y),

ou

(4.17) on(f,X,Y) = E{ > ANTLR(X +41) |-
0<j1<...<jNn4+1<Y

Pour tout p € R, soit H, l'espace des fonctions h : N — R telles que h(z) = O(a?)
lorsque * — co. On peut vérifier que, si h € H,, alors Ah € H,, Péquation (4.14)
admet une solution fj, qui est dans H,_1.

Soient N > 0 un entier et p > 0. Soient Xi,...,X, des variables aléatoires
indépendantes qui admettent des moments d’ordre N + max(p,1). Pour tout i €
{1,...,n}, soit \; Pespérance de X;. Soient W la somme des X; et Ayy = A1+ -+ Ay.
Pour toute fonction h € H,, on peut écrire formellement E[h(W)] comme la somme
de deux termes Cn(h) et ex(h), on Cy(h) = Pw (h), eq(h) = E[R(W)] — Co(h), et par

récurrence

Cn(h) = Co(h) + Y A D (=1)471Y" m{ (ks = mk,) Oy (AP fu(a + 1)),

i=1  d>1 Jend
[JI<N
- ° t T
=3[ S T ) e (3 1)
=1 d>1 JGN:
[JI<N

N
+ 3 mien (A (e + 1), W, X)) + on (fale + 1), WD, X7)
k=0
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ot pour J € N?, I'expression J désigne la derniere coordonnée de J, et J° désigne le
vecteur dans N?~! formé des d — 1 premiers coordonnées de J.
On peut vérifier que
+1 Ai d—1 Jo (3t Jf
ngr )= 712(—1) Z my, (mX? — mg(i))

a1 Jend
[J|=r

est le coefficient du terme ¢" dans le développement de Taylor de InE[(1 + ¢)*7].

Pour estimer le terme d’erreur, on considére la norme || ||y, définie sur H, comme
[ AN h(x)|
[l = sup 2
reN, T

Lemme 4.2.1. — Soient N € N, k € {0,...,N} et p > 0. Soient X et Y deux
variables aléatoires indépendantes. On suppose que X admet le moment d’ordre p et
que Y admet le moment d’ordre N — k 4+ p + 1. Alors, pour toute f € H,, on a

On—k(AFf(z 4+ 1), X, V)| < max(2P~ 1) f ]| (BIXPImY Y 4 m{N-FE0P)

(N—k+1)p _ Y p
e caf( Y ]

On déduit du lemme précédent que |en_1(A*f(x + 1), X,Y)| est majoré par

maX(prl,l)llfHN,p Z mg;])(E[Xp}mg/kaflJHl)+m§/N7k7|J\+l),p).

d>0,JeN?
[T <N—k

ot

Enfin, par la méthode de récurrence on obtient le résultat suivant.

Théoréme 4.2.2. — Soient N € N, p > 0 et h € Hyp. Soient {X1,..., X, } une
famille indépendante de variables aléatoires qui suivent la méme loi que X/n, ot X
est une variable aléatoire a valeurs dans N qui admet le moment d’ordre N + p + 2.

e =o((2)")

n
ot la constante implicite dépend des moments d’ordre < N +p+ 2 de X.

Alors on a

La formule de développement pour ’approximation poissonnienne est obtenue
d’une facon tres similaire au cas gaussien. Cependant, dans le cas poissonnien, la
régularité de la fonction h n’a pas de sens. On se concentre ainsi sur sa croissance
a linfini (correspondant au parametre p). Cela rend estimation du terme d’erreur
moins délicate que dans le cas gaussien. On peut envisager que la méme méthode
conduira a des distributions compatibles aux d’autres opérateurs fonctionnels et des
formules de développement plus générales.
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